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Vorwort

Die vorliegende Doktorarbeit setzt die in Rostock begonnenen Arbeiten zur Zustandsglei-
chung von Wasserstoff fort. Von Stefan Nagel wurde eine Fluid Variational Theory (FVT)
fiir ein Einkomponentensystem benutzt. In meiner Diplomarbeit wurde die FVT mit ex-
akteren Ausdriicken weiterentwickelt. In der vorliegenden Arbeit wurde die FVT fiir ein
binédres System ausgebaut zur Beschreibung eines Gemisches aus Wasserstoffatomen und
-molekiilen. Die FVT wurde mit der von Alex Bunker in Rostock entwickelten Monte-Carlo
(MC) Simulation abgeglichen. Von Werner Ebeling urspriinglich eingefiihrte Padénéherun-
gen werden zur Beschreibung ionisierten Wasserstoffs untersucht. Eine von Gerald 1. Kerley
eingefiihrte dichteabhéngige Zustandssumme der Atome wird fiir das chemische Gleichge-
wicht zwischen Atomen und ionisierten Wasserstoff verwendet. Aus einer Kombination von
FVT und Idealbeitragen des ionisierten Wasserstoffs entstand eine selbstkonsistente Zu-
standsgleichung (ZGL) fiir Wasserstoff im chemischen Bild unter hohen Driicken mit den
Spezies Molekiil, Atom, Proton und Elektron. Die ZGL wird in dieser Arbeit vorgestellt.
Wesentliche Beitrage dieser Arbeit sind die Entwicklung eines Programms zur Berechnung
der Zustandsgleichung, die quantitative Ubereinstimmung der Berechnungen mit den Ex-
perimenten und die Infragestellung eines Phaseniibergangs.
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Kapitel 1

Einleitung

Zustandsgleichungen beschreiben die Eigenschaften von Materialien. Mit ihrer Hilfe lasst
sich vorhersagen, welche Dichte, elektrische Leitfahigkeit, Kompressibilitdt und vieles mehr
das Material bei gegebener Temperatur und gegebenem Druck hat. Die Zustandsgleichung
lasst sich iiber Experimente bestimmen. Eine andere Mo6glichkeit bieten Modelle, die die
experimentellen Daten reproduzieren. Mit Hilfe der Modelle lassen sich die Materialeigen-
schaften unter anderen Bedingungen vorhersagen. Die Zustandsgleichung fiir Aluminium
ist iiber grofse Druckbereiche gut bekannt und am héufigsten erforscht worden. Es wurden
experimentell und theoretisch alle Materialien aus einer Sorte Atomen in den experimentell
zugénglichen Druckbereichen gut bestimmt mit der Ausnahme von Wasserstoff. Daher gibt
es eine besondere Motivation, Wasserstoff zu erforschen. Sie riihrt aus drei Besonderheiten:

e Das Thomas-Fermi Modell ist fiir Vielteilchensysteme aus Atomen der Metalle und
deren Ionen fiir Z>1 relativ genau. Fiir Wasserstoff kann es nicht mehr benutzt
werden. lonisierter Wasserstoff besteht lediglich aus den Punktteilchen Proton und
Elektron, so dass eine prézise quantenmechanische Beschreibung erforderlich ist. (sie-
he z.B. : )

e Das Verhalten von Wasserstoff unter Mbar Driicken ist nach den Stofexperimenten
mit den Nova und Nike Lasern anders als die bis dahin iiblicherweise benutzten
Zustandsgleichungen voraussagten (siehe z.B. , ; ,

).

e In der Astrophysik besteht zur Beschreibung von Planeten grofses Interesse an einer
préazisen Zustandsgleichung fiir Wasserstoff. Immerhin besteht das Universum gemes-
sen an der Zahl der Atome zu 90% aus Wasserstoff. Bezogen auf die Masse besteht das
Universum aus weniger Wasserstoff. bei Jupiter betragt der Massenanteil zwischen
62 und 79% (siehe z.B. , : , ).

Erfolgreich konnte Wasserstoff in den Grenzbereichen kleiner und grofer Dichten und
Temperaturen beschrieben werden. Bis heute stellt der Zwischenbereich eine Herausfor-
derung dar. Es gibt bisher kein allgemein akzeptiertes Bild von Wasserstoff in dem Uber-
gangsbereich zwischen neutralem molekularem Wasserstoff und dem vollstandig ionisierten.
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In diesem Ubergangsbereich wird seit ( ) ein Phaseniibergang

vermutet. Vorausgesetzt er existiert, so wird er sich nach den bisherigen Arbeiten von
(1987); (1988); (1992); (1992);
( ) ( ) im Mbar-Bereich befinden. An diesem Phasen-
iibergang kommt eine Besonderheit hinzu: Der vollstdndig ionisierte Wasserstoff soll eine
Leitfahigkeit besitzen, die denen von Metallen entspricht. Haufig wird deshalb von metal-
lischem Wasserstoft gesprochen.

Drei Wege fithren zur Bestimmung einer Zustandsgleichung: Experimente, Losen der
physikalischen Grundgleichungen und Simulationen mit den physikalischen Grundeigen-
schaften. Gegenstand der Forschung sind Bereiche, an denen Experimente an ihre Grenzen
stofsen, die Mathematik der physikalischen Grundgleichungen unbeherrschbar wird oder
Simulationsrechnungen mit physikalischen Grundeigenschaften fiir die Rechentechnik zu
aufwéindig werden.

Wasserstoff mit Hilfe eines experimentellen Aufbaus auf 1 Mbar zu komprimieren ist
im Gegensatz zu allen anderen Materialien eine grofe Herausforderung: Wasserstoff diffun-
diert nahezu durch alle Materialien hindurch. Bei den Experimenten geht ein grofser Teil der
Kompressionsleistung durch die Kammer, die den Wasserstoff einschliefst, verloren. Zudem
spielen sich Stofexperimente im Nanosekundenbereich ab. Messungen sind dementspre-
chend aufwéndig. Selbst kleinste Ungenauigkeiten im Aufbau kénnen das Experiment in
Frage stellen, so wie es bei den Nova-Experimenten durch ( ) geschehen ist.

Das Losen der physikalischen Grundgleichungen ist meist mit Vereinfachungen verbun-
den. Vereinfachungen lassen sich in Grenzbereichen gut begriindet vornehmen. So liefert
zum Beispiel fiir Wasserstoff die Debye-Hiickel-N&herung hervorragende Ergebnisse fiir klei-
ne Dichten und hohe Temperaturen. Die Eigenschaften von Wasserstoff im Mbar-Bereich
liegen gerade zwischen zwei Grenzbereichen: Dem molekularen und dem vollsténdig io-



nisierten Wasserstoff. Bereits bei molekularem Wasserstoff lassen sich die Eigenschaften
nicht mehr direkt aus den Grundgleichungen bestimmen. Um die quantenmechanischen
Eigenschaften des Systems zu beriicksichtigen, werden effektive Wechselwirkungspotentia-
le verwendet. Mit diesen Potentialen lassen sich alle Experimente mit rein molekularem
Wasserstoff akkurat beschreiben.

Wir entwickeln diesen Ansatz weiter, kombinieren ihn mit Zustandsgleichungen der
Atome und des vollstéindig ionisierten Wasserstoffs aus Protonen und Elektronen und be-
stimmen das Verhéltnis iiber das chemische Gleichgewicht. Dieses ist eine Behandlung im
chemischen Bild, in dem die auftretenden Teilchen fest vorgegeben sind.

Im Gegensatz dazu gehen die Simulationen von den kleinsten relevanten Elementarteil-
chen aus; also dem sogenannten physikalischen Bild. Fiir Wasserstoff sind dies im Mbar-
Bereich Elektronen und Protonen. Wéahrend der Simulationen sollen sich die auftretenden
Teilchen wie zum Beispiel Atome, Molekiile oder Ketten aus Protonen und Elektronen
bilden.

Stimmen Experiment, Rechnungen im chemischen Bild und Simulationen im physika-
lischen Bild iiberein, so gibt dieses Gewissheit iiber die Richtigkeit der Messergebnisse,
die Vorstellung iiber Wasserstoff und der physikalischen Grundgesetze. Ein wesentlicher
Bestandteil dieser Arbeit ist deshalb der Vergleich zwischen Experimenten, Modellen im
chemischen Bild und den Simulationen.

Ziel der Arbeit ist die Beschreibung von Wasserstoff im chemischen Bild. Dazu wird
Wasserstoff als Mehrkomponentensystem aus Atomen H, Molekiilen Hy, Protonen p und
Elektronen e beschrieben. Interessant dabei ist, wie sich der Nichtmetall-Metall-Ubergang
gestaltet und ob ein Phaseniibergang auftritt. Die Daten aus der Zustandsgleichung sollen
fiir andere Rechnungen benutzt werden wie z.B. zur Gestaltung eines Stofexperiments im
Labor an der Gesellschaft fiir Schwerionenforschung (GSI) in Darmstadt, fiir Leitfdhig-
keitsrechnungen und zur Beschreibung des Aufbaus von Planeten.
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1.1. STRUKTUR DER ARBEIT 9

In der Abbildung 1.2 werden die Forschungsstandorte gezeigt, die engen Bezug zu dieser
Arbeit haben. Lediglich an vier Standorten konnte Wasserstoff auf 1 Mbar komprimiert
werden: Mit dem Nova-Laser am Lawrence Livermore National Laboratory (LLNL) (z.B.

, ), dem Nike Laser am Naval Research Laboratory in Washington D.C.

(z.B. : ), der Z-Maschine am Sandia National Laboratory (SANL)
in Albuquerque (z.B. , ) und einer kugelférmigen Sprengkammer am
Russian Federal Nuclear Center in Sarov (z.B. , ). Dariiber hinaus konnte

mit Mehrfachstofen am LLNL 1 Mbar mit einer Gaskanone erreicht werden (z.B.

, ; , ). Alle weiteren aufgefithrten Standorte beschéftigen sich in
den theoretischen Arbeiten mit der Zustandsgleichung von Wasserstoff oder wenden sie
auf Planetenmodelle an.

1.1 Struktur der Arbeit

In Kapitel 2 stellen wir die verschiedenen Experimente vor, mit denen Wasserstoff auf
1 Mbar komprimiert werden kann. Die Eigenschaften und Besonderheiten erlautern wir.

Kapitel 3 beschreibt die meisten anderen Modelle und die grundlegende Herangehens-
weise zur Beschreibung von Wasserstoff. Wir diskutieren die wesentlichen Unterschiede und
gehen auf die Kritikpunkte ein.

In den folgenden drei Kapitel entwickeln wir eine Zustandsgleichung fiir Wasserstoff
im chemischen Bild. Kapitel 4 beschreibt die Fluid Variational Theory (FVT), die wir
zur Modellierung eines Gemisches aus den neutralen Wasserstoffatomen und -molekiilen
weiterentwickelt haben. Kapitel 5 diskutiert die Padéformeln zur Beschreibung des voll-
standig ionisierten Wasserstoffs. In Kapitel 6 wird das Gemisch aus vollstandig ionisierten
und neutralen Wasserstoff behandelt; also das Gemisch aus Elektronen, Protonen, Atomen
und Molekiilen. Hierzu kombinieren wir die FVT mit den Padéformeln und alternativ nur
mit den Idealbeitrigen der Elektronen und Protonen zusammen mit einer dichteabhangi-
gen Zustandssumme der Atome. Die erste Variante deutet auf einen Phaseniibergang hin,
wahrend bei der zweiten keiner vorkommt. Dies ist das wichtigste Ergebnis dieser Arbeit.
Ein weiteres hervorzuhebendes Ergebnis ist die quantitativ gute Ubereinstimmung mit
den Experimenten. In diesen drei Kapiteln vergleichen wir deshalb durchgehend mit den
Experimenten.

Am Ende dieser Arbeit fassen wir in Kapitel 9 die entscheidenden Ergebnisse zusam-
men. In der Anlage sind die in dieser Arbeit verwendeten Konstanten und komplexere
mathematische Ausdriicke im Detail aufgefiihrt. Wir schliefien die Arbeit mit einem Aus-
blick und einer Danksagung.

1.2 Vereinbarung der Schreibweisen

Etliche Grofen tauchen haufiger auf. Wir benennen sie hier zu Beginn, um deren Bedeutung
nicht aus vorhergehenden Abschnitten suchen zu miissen. Wir schreiben Variablen kursiv
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und Einheiten im normalen Textmodus. In eckigen Klammern stehen die Parameter einer
vorangestellten Funktion f[xr — y]. Damit kann dieses nicht mit der Multiplikation von f
mit x — y verwechselt werden: f(z — y).

Wir betrachten unendlich ausgedehnte Systeme, also Systeme ohne Rand oder Ober-
flache. Die extensiven Zustandsgrofsen formen wir gelegentlich in intensive Grofien um. Es
bietet sich an, einige Gréfsen in dimensionslosen Einheiten anzugeben:

F

f = NiaT : freie Energie (1.1)
v . .

U= T :innere Energie (1.2)
S .

s = N : Entropie (1.3)

g = kBLT : chemische Potential (1.4)
P

P T Druck (1.5)

Daraus ergeben sich die Relationen:

of
= T-— 1.
u 5T (1.6)
s = f+4u (1.7)
of
of
p = g-f=ng (1.9)
dp . e
cs = n : hydrodynamische Schallgeschwindigkeit (1.10)
s
cy = —=| :isochore spezifische Warmekapazitat (1.11)
aT'|,,
cp= om| isobare spezifische Wérmekapazitét (1.12)
P

Wir sprechen weitgehend nur von Wasserstoff. Die Ergebnisse konnen auf Deuterium
iibertragen werden. Lediglich die zugehorigen Grofsen miissen gedndert werden. Die fiir
Wasserstoff und Deuterium spezifischen Konstanten sind in den Anlagen A.2 und A.3 auf-
gefiihrt. Experimentiert wurde {iberwiegend mit Deuterium. Die vergleichenden Rechnun-
gen wurden dazu mit den Deuteriumkonstanten durchgefiihrt. In erster Ndherung lassen
sich die Rechnungen fiir Wasserstoff mit Deuteriumexperimenten vergleichen. Dazu reicht
es flir den halb so schweren Wasserstoff aus, einen Faktor 2 in der Deuteriumdichte zu
berticksichtigen. Fiir genaue Rechnungen macht sich in der internen Zustandssumme das
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doppelt so schwere Deuterium bemerkbar. Zum Beispiel bei den Stofexperimenten wird
Deuterium dadurch kompressibler.

Wir schreiben H fiir ein Wasserstoffatom, H, fiir ein Wasserstoffmolekiil, p = H™* fiir
ein Wasserstoffion, also Proton, und e fiir ein Elektron.

Benutzt wurden die Naturkonstanten aus ( ). Sie sind in in Abschnitt
A.1 zusammengestellt.
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Kapitel 2

Experimente

Wasserstoff als sehr fliichtiges und explosives Material wurde, verglichen mit allen ande-
ren Materialien, erst spat auf Driicke von iiber 1 Mbar komprimiert. Wasserstoff musste
geschickt in einer Probenkammer eingeschlossen werden. Bei den Kompressionsversuchen
geht ein grofer Teil der Energie in das Komprimieren der Kammer verloren. Zusétzlich
musste Wasserstoff mit hohem Aufwand auf unter 20 K in den festen Aggregatzustand ge-
kiihlt werden, um nicht vorher schon aus der Kammer herauszudiffundieren. Mit verschie-
densten Verfahren konnte Wasserstoff in den letzten 20 Jahren in einem groferen Dichte-
und Temperatur- beziehungsweise Druckbereich komprimiert werden. Samtliche Ergebnis-
se sind in der Abbildung 2.7 zusammengestellt. Im Folgenden stellen wir die verschiedenen
experimentellen Verfahren vor.

2.1 Diamantstempel

Experimente mit Diamantstempeln konnten Wasserstoff nur bis maximal 30 GPa kompri-
mieren. Bei der Kompression muss die Temperatur klein gehalten werden, um das Ver-
dampfen der Diamantstempel zu verhindern. Experimente mit Diamantstempel konnen
so die 0 K Isotherme bestimmen. Dabei wird die Wasserstoffprobe zwischen den Spitzen
zweier Diamantstempel komprimiert. Uber einen Hebelmechanismus werden die Diamant-
stempel zusammengedriickt. Genaue Beschreibungen dieser Verfahren finden sich bei

( ). Wenig beachtet werden dabei Betrachtungen von ( )
die die Giiltigkeit der Ergebnisse bei den besonders hohen Driicken in Frage stellen.

2.2 Einfachstoliexperimente

Mit Stofexperimenten kann die Probe, in diesem Fall Wasserstoff, mit hohen Energien
komprimiert werden. Bei den statischen Diamantstempelexperimenten steigt mit langsam
erhohter Kraft der Druck an. Im Gegensatz dazu werden bei den Stofsexperimenten hohe
Driicke durch einen grofsen Impuls erzeugt. Dabei wird die Probe mit hoher Geschwin-
digkeit mit einem Kolben zusammengepresst. In der Probe gibt es dabei zwei Zusténde:

13
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Abbildung 2.1: Schema eines Diamantstempelexperiments aus ( ). Uber einen

Hebelarm werden zwei Diamantspitzen aufeinander gepresst. Zwischen den Spitzen befindet
sich das zu untersuchende Material.

Wellenfront
Medium (po, R) Medium (o, R)
\ 7
/ Kolben/Stempel
A Drrmrrn,

NN

Entfernung der Wellenfront vom Kolben: (ug-up) t

Abbildung 2.2: Schema der Verhéltnisse in einem Stofsexperiment. Ein Kolben driickt das
untersuchte Material zusammen und zwar so schnell, dass sich eine Stofsfront bildet, die
sich mit der Geschwindigkeit u, schneller bewegt als sich der Schall in dem Material der

Ausgangsdichte py ausbreitet.
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Erstens, der Teil, der von der Kompression noch nichts erfahren hat. Er befindet sich im
Ausgangszustand. Zweitens, der Teil, der von der Kompression schon erfasst wurde. Zwi-
schen beiden Teilen gibt es eine strenge Trennlinie: die Stoffront. Dazu muss sich der
Kolben schneller bewegen als die Schallgeschwindigkeit des Materials. Andernfalls gibt es
keine Stoffront. Aus den Massen-, Energie- und Impulserhaltungssétzen lésst sich einfach
eine Relation zwischen dem Ausgangszustand (vor der Stoffront) und dem komprimier-
ten Endzustand (hinter der Stoffront) ableiten wie von ( ) vorgefithrt wird.
Eine wichtige Relation heifst Hugoniotgleichung: Uy — Uy = 1/2(P, + Fy)(Vo — Vi). Sie
enthédlt keine experimentabhéngigen Geschwindigkeiten mehr, sondern nur noch iibliche
thermodynamische Grofen wie die innere Energie U, den Druck P und das Volumen V.
Damit ist klar: Uber diese Gleichung wird die Verbindung zwischen der Theorie, also einer
Zustandsgleichung, und dem Experiment hergestellt.

Abbildung 2.3: Stoflexperiment mit Sprengstoff in Chernogolovka. Linkes Bild zeigt den
experimentellen Aufbau. Rechtes zeigt die Sprengkammer.

Am einfachsten lassen sich Stofkompressionen mit Hilfe von Sprengstoff realisieren. In
Abbildung 2.3 ist ein Experiment aus Chernogolvka in Rufland gezeigt. Uber ein Kupfer-
rohr wird die Probe mit Stickstoff gekiihlt. Glasfaserkabel ermoglichen den Datenaustausch.
Die Probenkammer ist mit Plastiksprengstoff umgeben. Nach der Sprengung ist von dem
Aufbau nichts mehr vorhanden. Zum Schutz der Umgebung wird die Sprengung in einer
verschlossenen Betonhalbkugel vorgenommen.

Die Kompressionsgeschwindigkeit wird bei Sprengstoff durch dessen Schallgeschwin-
digkeit begrenzt. Um mittels Explosivstoffen doch noch zu hoéheren Geschwindigkeiten
zu kommen, wurden zweistufige Gaskanonen gebaut wie Abbildung 2.4 zeigt. Dabei wird
in der ersten Stufe ein Explosivstoff geziindet, der Wasserstoff komprimiert. Sobald der
Wasserstoff komprimiert ist, zerbricht er ein Druckventil und beschleunigt ein wesentlich
kleineres Geschofs. Da Wasserstoff eine der hochsten Schallgeschwindigkeiten besitzt, wird
bei dessen Ausdehnung das zweite Geschofs auf grofiere Geschwindigkeiten beschleunigt als
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Abbildung 2.4: Gaskanone im Lawrence Livermore Laboratory (LLNL) und schematischer
Aufbau aus Holmes (2000).

in der ersten Stufe mittels Sprengstoff erreichbar ist. Mit Wasserstoff haben Nellis u. a.
(1981); Holmes u.a. (1995) auf diese Weise experimentiert.

i Laserantriebsstrahl
i
;

Aluminium

Berillium

“Rontgen-

diagnostikstrahl 2urStreaiciamerd

Abstand [10°m]

Saphirfenster Zeit [ns]

Abbildung 2.5: Schema des Nova Laserexperiments und zugehoriges Streakkamerabild aus
Cauble (1999).

Um nun die Kompressionsgeschwindigkeiten weiter zu erhéhen, wurde der Nova La-
ser von Cauble u.a. (1997) benutzt. Sie richteten den Laser auf eine Aluminiumplatte.
Durch die extreme Erhitzung der Oberflache fliegen die Oberflichenatome weg. Dieses
fithrt zu einem Riickstof dhnlich wie bei einer Rakete und beschleunigt die Platte auf
bis zu 28 km/s. Der Aufbau hierfiir ist in Abbildung 2.5 gezeigt. Mittels eines Diagnos-
tikstrahls kann der zeitliche Verlauf des Experiments beobachtet werden. In der Abbildung
ist hierzu ein Streakkamerabild gezeigt. Die Trennlinie zwischen dem Deuterium und dem
Aluminium bestimmt die Kompressionsgeschwindigkeit. Im Deuterium entsteht eine zweite
Trennlinie zwischen dem komprimierten und dem noch nicht komprimierten Deuterium:
die Stofsfront. Mit dieser Linie berechnen wir die Stofsfrontgeschwindigkeit. Mit beiden
Geschwindigkeiten lasst sich die Hugoniotgleichung bestimmen.

Mit dem Nova Laser wurden als erstes Driicke oberhalb von 1 Mbar erreicht. Sie wurden
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Abbildung 2.6: Die beiden Experimente mit widerspriichlichem Ergebnis. Links: Aufbau
der Experimentierkammer des Nova Lasers aus Cauble (1999). Rechts: Freisetzung der
gespeicherten Energie bei der Z-Maschine im Sandia National Laboratory (SANL) in Al-
buquerque aus Perrine (2004).

mit den Experimenten des Nike Lasers durch Mostovych u.a. (2000) bestétigt. Im Sandia
National Laboratory (SANL) wurde statt eines Lasers deren Z-Maschine von Knudson u. a.
(2001) genutzt. In einem gigantischen Kondensator wird eine Energie von bis zu 230 TW
gespeichert. Wird diese entladen, entsteht ein extremer Strom, der ein starkes Magnetfeld
mit einer Leistung erzeugt, die nach Perrine (2003) dem 80 fachen der Weltenergieleis-
tung entsprechen soll. Dieses Magnetfeld driickt den Leiter zusammen. Zur Kompression
von Wasserstoff wurde die Probe in den Leiter eingebaut. Uberraschenderweise wichen
die Ergebnisse der Z-Maschine von den Daten des Nova Lasers erheblich ab, so wie es
in Abbildung 2.7 zu sehen ist. Seitdem wird dariiber diskutiert, woher die Unterschie-
de kommen. Nellis (2002) behauptet, die Nova-Daten seien falsch. Da Silva u.a. (1997)
hétten nicht die Verkantung der beschleunigten Aluminiumplatte beriicksichtigt. Er wies
nach, dass bereits minimale Winkel zu groften Fehlerbalken fithren. Den Ergebnissen der
Z-Maschine wird mehr Vertrauen geschenkt, da die Bestimmung der Daten auf der Kennt-
nis der Aluminium-Zustandsgleichung beruht. Diese galt bisher als duflerst genau. Nun
zweifeln Ross 1. a. (20041) die Genauigkeit der Aluminiumzustandsgleichung in gerade die-
sem Dichte- und Druckbereich an. Bilder der beiden Geréte, dem Nova-Laser und der
Z-Maschine, sind in Abbildung 2.6 gezeigt.

2.3 Mehrfachstofsexperimente

Die Einfachstoftexperimente erzeugen hohe Temperaturen und Driicke, wiahrend die Dia-
mantstempelverfahren hohe Dichten und Driicke erzeugen. Wiinschenswert sind Ergebnisse
auch in den Zwischenbereichen der hohen Dichten und Temperaturen. Bereits bei den Ein-
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fachstoflexperimenten wurde im spéateren Stadium des Experiments eine weitere Kompres-
sion gesehen. Sie entsteht, wenn die Stoffront das Ende der Probenkammer erreicht. Dort
entsteht eine neue Stoffront in umgekehrter Richtung. So wird eine Stoffront zwischen der
Probenkammer und der komprimierenden Platte hin und her reflektiert. In diesem Sinne
handelt es sich um eine Verkettung von Einfachstofen mit den Endgrofen der vorherigen
Kompression als Anfangsgrofen. Bei hohen Dichten kann diese Art von Kompression als
isentrop betrachtet werden. Der Dichtezuwachs lduft in kleinen Schritten. Eine Isentrope
ist dafiir eine sehr gute Naherung. Ein besonderes Phanomen bei Mehrfachkompressionen
ist das gelegentliche Sinken der Temperatur. Dies ist eine Eigenschaft von Druckdissoziie-
renden und -ionisierenden Materialien.

Mit Mehrfachstofexperimenten konnten ( ) ( ) Driicke
tiber 1 Mbar erreichen, wie in Abbildung 2.7 zu sehen ist. Ein Defizit der meisten Ex-
perimente ist die ausschliefsliche Bestimmung von Temperatur und Druck. Selten wurde
beides gemeinsam bestimmt dhnlich wie bei ( ). Die jeweilige fehlende an-
dere Grofe wird mit Hilfe einer Zustandsgleichung berechnet. So kann bei den Mehrfach-
stofsexperimenten von ( ) nicht mit dem urspriinglichen Experiment
verglichen werden, sondern nur mit den aus dem Linear-Mixing Modell von ( )
berechneten Driicken.

Eine neue Variante stellt die Vorkomprimierung mit Diamantstempeln von

( ) dar. Dabei wird ein Ausgangszustand mit hoher Dichte und hohem Druck bei
niedriger Temperatur erreicht. Bei der anschlielfenden Stofkomprimierung kénnen so noch
hohere Dichten erzielt werden.
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Abbildung 2.8: Ubersicht iiber die
Experimente mit Wasserstoff unter
hohen Driicken.
Einfachstolexperimente

mit Gaskanonen:

> und o Dick und Kerley (1980),
mit Laser:

vV und ¢ Collins u.a. (1998)

mit Z-Maschine:

4 * und + Knudson u.a. (2003)

mit Kugelsprengung:
Belov u. a. (2002)
Mehrfachstofexperimente
mit Gaskanonen:

* Holmes u. a. (1995),

| Nellis u.a. (1999)

mit Laser:

Mostovych u.a. (2000)
Diamantstemperlexperimente
O Hemley u. a. (1990),

Zur Orientierung geben wir hier
drei chemische Modelle:
Fluid-Variational-Theory (Juranck
und Redmer, 2000), Linear Mixing
Modell (Ross, 1998) und Sesame
(Kerley, 1972b)
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Kapitel 3

Modelle

Modelle dienen dem Verstdndnis und der Voraussage. Im Fall von Wasserstoff zeigen sich
bis heute in dem Bereich zwischen neutralem und vollstdndig ionisiertem Wasserstoff grofse
Unterschiede nicht nur bei den Experimenten, wie sie in Kapitel 2 vorgestellt wurden,
sondern auch bei den Modellen. Wir mochten hier die verschiedenen Modelle mit ihren
besonderen Merkmalen und Unterschieden vorstellen. Darunter sind auch die hier weiter-
entwickelte Fluid Variational Theory (FVT) und die damit kombinierten Ausdriicke von
Padénéherungen fiir das vollstédndig ionisierte Plasma, deren Umsetzung wir in den Kapi-
teln 4, 5 und 6 im Detail vorstellen. Dort vergleichen wir Experimente und Modelle auch
quantitativ.

3.1 Physikalisches und chemisches Bild

Ziel aller Verfahren ist die Bestimmung der thermodynamischen Eigenschaften aus den
Mikrozustdnden. Ein Ansatz aus der Quantenmechanik erméglicht die Bestimmung der
freien Energie F:

F = kgTIln[Z] mit (3.1)
7Z = Spur[e "] als Zustandssumme (3.2)

Dabei ist H der Hamiltonoperator und die Spur die Summe iiber alle Diagonalelemente.
Wird dabei F' als Funktion des Volumens und der Temperatur ausgedriickt, erhalten wir ein
thermodynamisches Potential, aus dem sich alle anderen thermodynamischen Eigenschaf-
ten berechnen lassen. Von der physikalischen Anschauung lésst sich der Hamiltonoperator
leicht formulien. Die Schwierigkeiten beginnen mit der Berechnung der Spur. Géangige Pra-
xis ist, den Hamiltonoperator in einer Summe voneinander unabhéngiger Operatoren zu
vereinfachen:

F = k:BTZIH [Spur(e=?"] (3.3)

Die einzelnen Beitrage lassen sich separat behandeln. Versucht wird, den Hamiltonoperator
in Teile zu zerlegen, deren Losung bekannt ist. Die Losungen sind unterschiedlicher Qualitét

21
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und in verschiedenen Parameterbereichen giiltig. Verschiedene Ansétze fiir die Beitrige
fithren deshalb zu unterschiedlichen Ergebnissen. Im den folgenden Abschnitten stellen wir
die Ansétze vor, die fiir Wasserstoff benutzt worden sind.

Im physikalischen Bild wird von den kleinsten problemrelevanten Teilchen ausgegangen,
aus denen sich Wasserstoff zusammensetzt. Der Hamiltonoperator H besteht dann im nicht
relativistischen Fall lediglich aus dem Anteil der kinetischen Energie mit den Impulsen
pr und den Coulombwechselwirkungen der Elektronen e und Ionen i mit der jeweiligen
reduzierten Elementarladung ¢, und dem Abstand 7:

2
H = > i+y g’f’f (3.4)

A
k=alle e,i k'>k

Auf die Ebene der Nuklearteilchen wie Quarks und Gluonen gehen wir nicht. Diese spielen

genauso wie relativistische Ausdriicke erst bei um Gréfsenordnungen hoheren Energien eine
Rolle.

Bisher wurde hier in verschiedenen Simulationen ( , ; , ;

, ) von Protonen und Elektronen als kleinste Teilchen ausgegangen. Dar-

aus konnen verschiedene Bindungszustinde entstehen. Bekannt ist das Atom und Mole-

kiil. Aber auch andere Gebilde wie Ketten aus mehreren Atomen und den entsprechenden

dazugehorigen Ionen werden theoretisch vermutet ( : ). Auch wenige
Experimente legen dieses nahe. Andererseits gibt es Argumente, solch weitere Gebilde ver-
nachléssigen zu kénnen (z.B. , ), da diese nur bei Bandstrukturrechnungen bei

niedrigen Temperaturen auftraten.

Im Gegensatz dazu werden im chemischen Bild vorkommende Gebilde als Ganzes be-
riicksichtigt. Die Wahl dieser Gebilde schrinkt die Modellvorstellung auf diese ein und
vernachlassigt andere eventuell mdgliche. Der hier gewédhlte Ansatz beschrankt sich auf
Atome, Molekiile und - dann natiirlich nicht gebundene - Elektronen und Protonen.

Wir gingen in verschiedenen Stufen vor, Wasserstoff zu beschreiben:

e FVT L. Nur Molekiile ( , )

FVT II: Atome und Molekiile ( ) ; , ; )
; , 2000)

FVT III: Atome und Molekiile unter Beriicksichtigung verbesserter Ausdriicke fiir
die Wechselwirkungen und der Effekt der Nichtadditivitat ( ( ) und
diese Arbeit)

Padé: Behandlung eines Elektron- Protonsystems mit Hilfe von Padénéherungen.
( ( ) und diese Arbeit)

FVT & Padé: Elektronen, Protonen, Atome, Molekiile als Kombination aus FVT
und Padéndherungen. ( ( 2, ); ( );
( ) ( b, ,b) und diese Arbeit)
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e FVT & Idealbeitriage der Elektronen und Protonen in Verbindung mit einer dichteab-
héngigen elektronischen Zustandssumme der Atome (diese Arbeit)

Uberpriift wurden die einzelnen Modelle mit bereits vorhandenen Rechnungen. So konnte
die FVT I mit den Rechnungen von ( ) abgeglichen werden. Die FVT II und
die FVT III wurde mit den Monte Carlo Simulationen von ( b, ) ab-
geglichen. Alle anderen Weiterentwicklungen liefsen sich nicht mit Modellen iiberpriifen, die
vom Ansatz her das gleiche Ergebnis liefern miissen. Sie miissen sich mit den Experimenten
messen.

3.2 Ursprung der FVT

Das Prinzip der Fluid Variational Theory (FVT) beruht auf der lange bekannten Gibbs-
Bogolyubov Ungleichung F' < Fy + (¢ — ¢o)o, die von ( ) in Anwendung auf
Wasserstoff ausfiihrlich beschrieben ist. Anfangs wurde sie iiberwiegend im Festkorperbe-
reich angewandt. Einige Arbeiten wandten sie schliefslich erfolgreich auf Fluide an (

, ). Daraus ergibt sich der Name Fluid Variational Theory. In den
1980ern wurde sie speziell fiir Wasserstoff benutzt: Zum Beispiel wurde sie von
( ) und ( ) verwendet.

In der FVT wird ein gut bekanntes Referenzsystem benutzt. In der Ungleichung sind die
Grofsen mit Index 0 Grofen des Referenzsystems. Ein gut bekanntes und einfaches System
von Fluiden ist das System harter Kugeln. So ist dafiir die freie Energie Fy bekannt. Das
Potential ¢ ist iiberall Null aufter in dem Bereich, wo die Paarkorrelationsfunktion Null
ist - namlich fiir Kugelabsténde kleiner als deren Durchmesser. Deshalb kann in der FVT
direkt das Potential ¢ des zu berechnenden Systems verwendet werden. Die Wichtung ()¢
des Potentials geschieht iiber die Summation aller Teilchenabstéinde des Referenzsystems
in Form einer Integration [;°7%¢[r]go[r]dr. Dabei werden mit der Paarkorrelationsfunk-
tion gy die Abstdnde gewichtet. Auf diese Weise wurde die sehr aufwéndig zu losende
Ornstein-Zernicke Gleichung umgangen, die zu einem gegebenen Potential die Paarkorre-
lationsfunktion bestimmt.

Mit der FVT werden die Ideal- und Wechselwirkungsbeitrage, wie wir sehen werden,
sehr gut beschrieben. Besondere Eigenschaften der einzelnen Teilchen, wie Rotation, Vibra-
tion oder Spin, ergdnzen die freie Energie des Systems um ihre Beitrdge unabhéngig von der
FVT. Wiirden sich die zusétzlichen Eigenschaften zusammen mit den Wechselwirkungen
gegenseitig stark beeinflussen, liefse sich dieses so nicht behandeln.

3.3 Ursprung der Padénaherungen

Padéndherungen sind nichts weiter als Polynome der Form P[z] = % . Sie in-
terpolieren zwischen bekannten Ausdriicken, die fiir unterschiedliche Bereiche giiltig sind.
Sie werden mit Hilfe dieser Ausdriicke konstruiert. Konstruktionsvorschriften finden sich
bei ( ); ( ). Fiir die hier benétigte Anwendung
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bestehen bekannte Ausdriicke fiir den Niederdichte und - temperaturbereich und fiir den

Hochdichte- und Hochtemperaturbereich. Dieses sind die nach ( )
und ( ) benannten Grenzfille. ( )
( ) wendeten auf diese Grenzfille Padéndherungen zur Beschreibung von Plas-

men iiber den gesamten Dichte- und Temperaturbereich an. Diese Padéndherungen wurden
in (1985); (1988, 1999); (2000)
untersucht und weiterentwickelt. Entscheidend fiir eine gute Padénéherung ist das Verhal-
ten im Interpolationsbereich. Um dieses zu verbessern, wurden sukzessive Simulationser-
gebnisse berticksichtigt, die dann von den Padénéherungen im Interpolationsbereich durch
verbesserte Konstruktionen wie bei ( ) erfiillt werden.

Damit entstand eine universell giiltige Zustandsgleichung, die fiir den gesamten Dich-
te und Temperaturbereich hervorragende Ergebnisse liefert. Allerdings treten in einem
relativ kleinen Dichte- und Temperaturbereich gebundene Zusténde auf, die von den Padé-
naherungen in keiner physikalisch sinnvollen Weise beschrieben werden und auch nicht
werden sollen. Dies spiegelt sich im Auftreten negativer Driicke wieder. Deshalb wurden
fiir diesen Bereich separat Beschreibungen fiir gebunde Teilchen wie das Wasserstoffatom
und -molekiil benutzt. Darunter ist die FVT, die im Bereich ohne Vorkommen von frei-
en Elektronen und Protonen hervorragende Ergebnisse liefert. Von ( ,a,

) ) wurden die Padéndherungen mit den Ergebnissen der FVT kombiniert. Eine
Besonderheit dieser Konstruktion ist das Auftreten eines Plasmaphaseniiberganges.

Es liegen somit zwei Beschreibungen fiir zwei unterschiedliche Bereiche vor: Die Padé-
naherungen fiir freie Elektronen und Protonen und die FVT fiir Wasserstoffatome und
-molekiile. Jetzt galt es, den Ubergangsbereich zwischen beiden Beschreibungen zu mo-
dellieren. Dieses wird in Kapitel 6 behandelt. Dazu wurde das chemische Gleichgewicht
zwischen e + p = H = H, aufgestellt. Man spricht in diesem Fall von Padéndherungen
im chemischen Bild (kurz PACH). Im Gegensatz dazu miissten die Padénidherungen im
physikalischen Bild die Bindungszusténde aus Elektronen und Protonen in den einzelnen
Termen fiir Elektronen und Protonen wiedergeben.

3.4 Andere Modelle

Gegenwartig werden im Bereich der Mbar Driicke und Temperaturen im eV Bereich auch
verschiedene andere Modelle entwickelt, um die Resultate der Stoflexperimente zu beschrei-
ben. In diesem Abschnitt gehen wir auf die einzelnen Modelle ein und beschreiben deren
Unterschiede.

3.4.1 Entwicklungen

Hier geht es um Entwicklungen der Zustandsgleichung. Gegeniiber Simulationen liefern sie
aufgrund der analytischen Ausdriicke schneller ein Ergebnis. Die einzelnen Terme lassen
sich héufig mit einfachen Vorstellungen verbinden.
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ACTEX - Aktivitatsentwicklung

Die Abkiirzung ACTEX steht fiir die englische Bezeichnung activity expansion. Die Zu-
standsgleichung wird nach den Aktivititen z;, = (2s5 + 1)A;” explus/(kpT)] entwickelt,
die indirekt eine Entwicklung nach dem chemischen Potential im grofkanonischen Bild

darstellen. A, = 2T _h ist die de Broglie Wellenléinge fiir das Elektron (k=e) und das

mEkBT

Proton (k=p). Das chemische Potential py ist jedoch nicht direkt messbar. Deshalb ist
diese Methode fiir den praktischen Gebrauch umsténdlich. Wiinschenswert sind immer Zu-
standsgleichungen, die von messbaren Grofen abhidngen. Diese Methode fiithrt zu guten
Ergebnissen fiir groke Temperaturen und Dichten. In ( ) wurde eine solche Ent-
wicklung durch Hinzunahme weiterer Entwicklungskoeffizienten verfeinert. Darin werden
inzwischen auch interessante Ergebnisse bei kleineren Dichten und Temperaturen présen-
tiert. Zu tiefen Temperaturen hin divergiert die Planck-Brillouin-Larkin-Zustandssumme.
Sie wird in den chemischen Modellen als elektronische Zustandssumme fiir die Atome ver-
wendet. Bei ACTEX konnte sie jetzt identifiziert werden. Sie erscheint dort in einer Dar-
stellung, die bei kleinen Temperaturen die Quantennatur berticksichtigt und dort deshalb

nicht mehr divergiert. Nur zeigt ( ) fiir entsprechend niedrige Temperaturen
keine Ergebnisse. In ( ) wird zwar die gute Ubereinstimmung der Driicke und
inneren Energien mit der PIMC - Methode ( , ) betont. Dies trifft

jedoch im Vergleich zu den Stoftexperimenten nur fiir sehr grofte Temperaturen weit ober-
halb von 5x10* K zu. Im Gegensatz zu PIMC reproduziert ACTEX teilweise die sehr viel
grofere Kompression von Wasserstoff bei den Nova Experimenten. Moglicherweise konn-
te die Hinzunahme weiterer Entwicklungskoeffizienten zu einem aussagekréftigen Ergebnis
fiihren.

Sesame - Standard Zustandsgleichung aus Los Alamos

Das Los Alamos National Laboratory (LANL) begann Anfang der 1970er Zustandsda-
tentabellen fiir moglichst viele Materialien zusammenzustellen. Die Datenbank erhielt den
Namen Sesame. In ihr sind auch die Materialien Wasserstoff und Deuterium enthalten. Zur

Berechnung der Zustandsdaten fiir Wasserstoff und Deuterium wurde die von ( ,
,2) entwickelten Zustandsgleichungen benutzt. Die gute Kurziibersicht des Modells
von ( ) beinhaltet die jiingsten Erweiterungen und Neuerungen aus

(1980); (1980, 1983).

Sesame ist ein chemisches Modell. Sowohl fiir molekularen und atomaren festen Wasser-
stoff als auch fiir molekulares und atomares Fluid werden Zustandsgleichungen aufgestellt.
Fiir den festen Aggregatzustand wurden Ansédtze aus der Festkorpertheorie benutzt. Der
dafiir notige Dichte- und Temperaturbereich ist nicht Gegenstand dieser Arbeit. Von In-
teresse ist der Ansatz fiir das Fluid. Er besitzt sehr viel Ahnlichkeit mit der hier benutzten
FVT. Wir legen deshalb die Unterschiede dar.

e Als Wechselwirkungspotential wird das fiir die 0 K-Kurve benutzt. Es entspricht
in etwa sogar dem Exponential-6-Potential in der FVT: Es ist ein Exponential-7,5-
Potential.
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e Wie in der FVT wird auch hier die freie Energie iiber harte Kugeldurchmesser mini-
miert.

o Weil keine effektiven Paarpotentiale verwendet werden, wird die freie Energie um
Quantenkorrekturen von ( ,2) und hohere Ordnungen der Entwicklung
erganzt.

e Der Zustand Atom beinhaltet auch ionisierte Atome als energetischen Zustand in der
Zustandssumme. Eine Unterscheidung zwischen Atom und Ion entfillt.

e Die Rotations- und Vibrationsterme beriicksichtigen Dichteeffekte bei hohen Dichten.

e Das Mischungsverhéltnis wird nicht iiber chemische Potentiale abgeglichen, sondern
mit Hilfe des Prinzips linear zu mischen. Dabei wird fiir alle Komponenten eine
Partialdichte gewahlt, bei der ihre Driicke iibereinstimmen. Die Partialdriicke werden
mit Hilfe der Partialdichten umskaliert.

( ) zeigt die Bedeutung der dichteabhéngigen Rotations- und Vibratonster-
me fiir die Stofsexperimente. Eine stidrkere maximale Kompression wie bei der FVT wird
wegen der Dichteabhéngigkeit nicht erreicht. Die Anwendung des linearen Mischungsprin-
zips vermeidet, eine Zustandsgleichung aufstellen zu miissen, die in sich konsistent ist, also
sowohl die Bedingungen fiir den Druck und das chemische Potential erfiillt. Die Thermo-
dynamik fiir die Mischung wird hier {iber die Driicke definiert.

Sesame zeigt eine hervorragende Ubereinstimmung mit den PIMC Rechnungen und
den Stofexperimenten der Z-Maschine ( , ). Die Autoren beider Modelle
zweifeln die Nova Daten ( ) ) an, die eine wesentlich starkere Kompression
zeigen als die Z-Maschinen Daten.

LM - Lineares Mischen

Bereits in ( ) wurde ein chemisches Modell aufgestellt, das spéter
mit den Experimenten des Nova Lasers ( : ) iibereinstimmen sollte. Die
Besonderheit liegt in der Art und Weise, wie die freie Energie bestimmt wird: Uber die
lineare Addition der Einzelkomponenten. Deshalb erhielt dieses Modell den Namen Line-
ar Mixing Modell. Vereinfachend werden nur zwei mogliche Komponenten angenommen:
Molekiile und metallischer Wasserstoff, wobei metallischer Wasserstoff nichts anderes als
Protonen und Elektronen sind. In diesem Fall wurde jedoch nur die komplette Zustands-
summe eines Wasserstoffatoms benutzt inklusive der Zustéande fiir ein freies Elektron. Die
freie Energie F' setzt sich folglich aus dem molekularen Anteil F;,,; und dem metallischen
Anteil F,,.; zusammen:

F = (1—2)Fna+ 2Fne — TSz (3.5)
Smiz = kp((1—2)In[(1—2)/(1+ )] + 2z In[22/(1 + z)]) (3.6)

Dabei ist & das Massenverhéltnis. Die freie Energie wird nun nach z minimiert. Dieses
ldsst sich einfach umsetzen, da die Einzelanteile F,,, und F,,.; vereinfachend lediglich von
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der Gesamtmasse abhidngen. Dadurch verhalten sich Druck und innere Energie genauso
additiv. Genau hier liegt der erste wesentliche Unterschied zu dem in dieser Arbeit vor-
gestellten Modell. Wir berticksichtigen die Partialdichten und miissen deshalb zuséatzlich
die Wechselwirkungen zwischen den unterschiedlichen Sorten beriicksichtigen. Der zweite
wesentliche Unterschied ist die Behandlung der Sorten, bei denen wir zwischen atomarem
Wasserstoff und vollsténdig ionisiertem Wasserstoff unterscheiden. Wir bertiicksichtigen da-
mit eine weitere chemische Reaktion.

In ( ) wird das LM-Modell mit den Experimenten verglichen und mit ihnen
besser abgestimmt. Das LM Modell fand auch Anwendung zur Auswertung der Stofsexpe-
rimente mit dem Nike Laser des Naval Research Laboratory in Washington (

, , ,b). Das Modell steht jedem fiir eigene Berechnungen als Mathematica
Programm in ( ) zur Verfiigung.

Nachdem alle Versuche scheiterten, mit Hilfe von physikalischen (Simulations-) Model-
len die hohere Kompression bei Wasserstoff zu beschreiben, versuchten
( ) zu erkldren, was das Problem einiger Simulationen ist: Die Dichte-Funktional-
Theorie (DFT) soll die Dichte des metallischen Wasserstoffs unterschitzen. Kurze Zeit
spater stellten die Experimente von ( ) mit der Z-Maschine die Nova
und Nike Laserexperimente und das LM Modell in Frage. Dies erfordert, die Argumenta-
tionen aus ( ) neu zu iiberdenken, denn zu den handfesten Argumenten,
dass die Simulationen die Metallisierung unterschitzen soll, miisste es ein weiteres Defizit
geben, das dieses kompensiert.

Weitere chemische Modelle

In ( ) wird ein harte Kugel System zur Beschreibung von Atomen und
Molekiilen kombiniert mit Padénaherungen fiir Elektronen und Protonen. Bereits dieses
einfache Modell weist Phanomene auf, die weit aufwindigere chemische Modelle auch zei-
gen:

e Es gibt eine ausgepriigte Druckdissoziation und -ionisation um 0,5 mol/cm3.

e Bis zu einer Temperatur von 16.500 K gibt es einen Plasmaphaseniibergang um
0,4 mol/cm?®.

Bei diesem Modell ist das harte Kugelsystem mit festen Durchmessern fiir die Atome und
Molekiile von Vorteil. Es ist zwar die Rede von effektiven Durchmessern, die aber nur den
Zweck haben, die Wechselwirkung zwischen unterschiedlichen Sorten indirekt mit einzube-
ziehen. Mit den festen Durchmessern kommen beim reduzierten Volumenkonzept fiir die
Elektronen und Protonen grofte Beitrége fiir das chemische Potential der Atome und Mo-
lekiile hinzu. Dieses fordert eine ausgepragte Druckionisation. Modelle mit realistischeren
Wechselwirkungen zwischen den Neutralteilchen wie bei dem in dieser Arbeit entwickelten
Modell lassen genau dieses vermissen. Dies erfordert in dem in dieser Arbeit entwickelten
Modell eine dichteabhéngige atomare elektronische Zustandssumme. Der Plasmaphasen-
iibergang ergibt sich aus der Art der Padénidherungen, die bei Temperaturen unterhalb
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16.500 K fiir das reine Elektron-Proton-Plasma bereits einen Phaseniibergang enthalten -
bei noch niedrigeren Temperaturen sogar mit negativen Druckbeitragen.

( ) versuchten die freie Energie fiir ein Molekiil iiber die Be-
rechnung des vierten Clusterkoeffizienten zu erhalten. Dieses wurde dann mit den freien
Energien der Atome, Elektronen und Protonen kombiniert. Dariiber liefsen sich Zusam-
mensetzungen ausrechnen, die jedoch keine Druckdissoziation und -ionisation enthielten.
Nach unserem Verstiandnis liegt dieses am Fehlen von geeigneten Wechselwirkungstermen
zwischen den Teilchen.

Das in (1989); (1989); (1991,
) entwickelte Modell kommt dem Modell dieser Arbeit am néchsten. Die Wechselwir-
kungen zwischen den Neutralteilchen werden mit effektiven Wechselwirkungspotentialen
beschrieben. Das Plasma wird als Einkomponentenplasma beschrieben. Es wird hier zwi-
schen den Komponenten nicht linear gemischt, sondern auch jede einzelne Partialdichte
betrachtet. Die Wechselwirkung zwischen den Neutralteilchen und dem Plasma geschieht
iiber ein Polarisationspotential der Atome. Dies ist ein wesentlicher Unterschied zu dem
Modell dieser Arbeit: Bei grofsen Dichten ist dieses Potential vernachléssigbar. Die Wech-
selwirkung geschieht in dem Modell dieser Arbeit iiber das reduzierte Volumenkonzept und
schliesslich iiber eine dichteabhéngige Zustandssumme der Atome.

3.4.2 Monte Carlo Simulationen

Monte Carlo (MC) Simulationen wenden physikalische Gesetzméfigkeiten auf ein Vielteil-
chensystem an. Um fiir eine numerische Berechnung mittels Computer das Problem von
endlos vielen Teilchen handhabbar zu machen, wird eine begrenzte Zahl von Teilchen in ei-
ner Box simuliert. Die Box wird im Ortsraum periodisch fortgesetzt. Auf diese Weise werden
Oberflacheneffekte vermieden. Es gibt verschiedene Ansétze fiir die physikalischen Gesetz-
mafigkeiten. In der klassischen MC Simulation wechselwirken die Teilchen z.B. {iber ihre
Coulombkréfte. Man legt dann die Gesetze der klassischen Mechanik zu Grunde. Miissen
die Teilchen quantenmechanisch behandelt werden, wird der Hamiltonoperator aufgestellt
und Wahrscheinlichkeiten zur Versetzung der Teilchen berechnet. Hier gibt es wiederum
verschiedene Berechnungsmethoden, die wir hier vorstellen.

PIMC - Pfadintegral Monte Carlo

Ziel ist die Berechnung des Dichteoperators p = |¢) >< |. Ist er bekannt, kann zu jeder
Grofe O des Systems der Erwartungswert < O >= Spur[Op]|/Spur|p] berechnet werden.
Im Hochtemperaturlimes lasst sich p exakt bestimmen. Mit Hilfe der Pfadintegrale wird
p fiir niedrigere Temperaturen aus p[T" — oo| dargestellt. Dabei wird fiir eine Startkonfi-
guration Ry im Ortsraum die Dichtematrix fiir eine Zielkonfiguration R; berechnet. Hier
kommt dann die Monte Carlo Simulation ins Spiel. Fiir jeden Schritt der Simulation wird
fiir eine mogliche Zielkonfiguration die Wahrscheinlichkeit berechnet. In Abhéngigkeit von
einem Zufallsgenerator wird die Zielkonfiguration angenommen oder verworfen.
Bei PIMC gibt es zwei zu iiberwindende Probleme:
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e Die Zahl der Pfade muss eingeschrankt werden.

e Bei Fermionen werden grofe negative und positive Beitridge aufsummiert, die vom
Betrag fast gleich sind.

Eine heute fiir dichte Wasserstoffplasmen benutzte Pfadintegral Monte Carlo Technik

geht zuriick auf ( ). Dabei wurde die Zahl der Pfade iiber die Einfiihrung
von Knotenflichen begrenzt. Diese Technik wurde verfeinert und fand ihren vorlaufigen
Abschluss in ( ). Die Zahl moglicher Pfade wurde durch eine geschicktere Wahl

der Knotenflichen weiter eigeschrénkt. Dies fithrte zu einer besseren Ubereinstimmung der
Zustandsgleichung zu niedrigeren Temperaturen von 10.000 K. Bei den Stoftexperimenten
stimmt PIMC mit Sesame und den Z-Maschinen Daten tiberein. In
( ) ( ) ( ) wurden etliche zusétzliche PIMC-
Datenpunkte fiir Wasserstoff berechnet. Inzwischen ist ein enges Datengitter entstanden.
Die Methode PIMC wird vom Prinzip her als exakt bezeichnet, weil sie den Hamilton-
operator fiir ein Elektron (e)-Proton (p)-System exakt benutzt ohne irgendwelche Nédhe-
rungen oder Annahmen zu machen:

1 445
H = i N Lk 3.7
>, m+ 9 2. s — 1] (3.7)
i=alle e,p ij=alle e,p

(3.8)

—€ wenn i—e
q; =

+€ wenn i=p

Eine weitere PIMC Simulation wird in ( ,Cy2); ( )
( ) vorgestellt. Sie wird direkte Fermionenpfadintegral Monte Carlo Simulation ge-
nannt. ( ) stellt deutliche Abweichungen zur PIMC Simulation aus
( ) fest. Sie verspricht sogar eine Erkldrung fiir einen Phaseniibergang, den
einige chemische Modelle vorhersagen. Dier Ergebnisse wurde in der Form einer Hugoniot-
kurve von ( ) gezeigt, die weitgehend mit der FVT {ibereinstimmt.
Eine weitere PIMC von ( ) beschreibt festen molekularen Wasser-
stoff. Sie ist fiir die Stossexperimente von keinem Interesse, da dort zu hohe Temperaturen
erreicht werden, bei denen es keinen festen Wasserstoff mehr gibt. Es gibt eine gute Uber-
einstimmung mit den Diamantstempelexperimenten aus ( ).

3.4.3 Molekulardynamik mit Dichte Funktional Theorie (DFT)

Bei der Molekulardynamik werden die Kréfte berechnet, die auf jedes einzelne Teilchen wir-
ken. Die Krifte &ndern deren Geschwindigkeitsvektoren mit jedem Zeitschritt. Die Teilchen
werden mit ihrer Geschwindigkeit bewegt. Dieses Verfahren funktioniert gut fiir klassische
Teilchen. Treten im System Elektronen auf, bedarf es anderer Ansétze, die die Vertausch-
barkeit beriicksichtigen.
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Die Quantenmolekulardynamik berticksichtigt tiber eine Dichtefunktionaltheorie (DFT)
die Quantennatur der Elektronen. Die Ionen, also bei Wasserstoff die Protonen, wirken da-
bei wie ein duferes Potential auf die Elektronen. In der DFT wird dieses Potential im
Hamiltonoperator beriicksichtigt. Die DFT entstand aus dem Lemma von

( ), das Ansatzmoglichkeiten bietet, die freie Energie des Systems zu berechnen
ohne die Wellenfunktionen oder Eigenwerte eines Hamiltonoperators bestimmen zu miissen.
Ubrig bleibt die Bestimmung der Grundzustandsenergie in Abhéngigkeit der Dichtevertei-
lung n(r). Hierfiir gibt es unterschiedliche Ansétze, die Energie aus der Dichteverteilung zu
berechen. Zum Beispiel wurde die Tight Binding Methode von ( );

( : ); ( : ) benutzt.

WPMD - Wellenpakets-Molekulardynamik

Die Wellenpakets-Molekulardynamik (WPMD) benutzt keine DFT. Statt scharf lokalisier-
ter Teilchen wird die Unschéarfe sowohl der Elektronen wie der Protonen {iber im Raum
verschmierte Teilchen betrachtet. Diese reprisentieren letztendlich die in der Quantenme-
chanik iiblichen Wellenfuntionen. Die verschmierten Teilchen werden mit Hilfe von Gaufs-
Funktionen dargestellt. Sie haben die giinstige Eigenschaft, bei den vorkommenden Trans-
formationen Gaufs-Funktionen zu bleiben. So kénnen diese analytisch berechnet werden.
Allerdings werden die Gaufs-Funktionen mit jedem Berechnungsschritt immer weiter iiber
den Raum verschmiert. Am Ende wire jedes Teilchen gleichméfig iiber den Raum aus-
gedehnt. Die Kunst besteht unter anderem darin, die Verbreiterung des Gaufs-Funktionen
geschickt einzuschranken.

Die heute fiir dichte Wasserstoffplasmen verwendete Wellenpakets-Molekulardynamik
geht zuriick auf ( b); ( ). Diese Technik wurde von

( : ); ( ) ) weiterentwickelt, indem Schritt fiir Schritt alle

Wellenfunktionen des Vielteilchensystems antisysmmetrisiert wurden.



Kapitel 4

Neutrale Teilchen - FVT

In Kapitel 3 haben wir die unterschiedlichen Anséitze besprochen, um das Verhalten von
Wasserstoff zu beschreiben. Die in Abschnitt 3.2 beschriebene Fluid Variational Theory
(FVT) benutzen wir zur Beschreibung neutralen Wasserstoffs aus Atomen H und Molekii-
len H,. Hier erklédren wir, wie wir die FV'T im Detail umgesetzt haben. Ziel ist ein Ausdruck
fiir die freie Energie, aus dem wir alle anderen Grofen ableiten konnen.

Fiir die freie Energie f nur mit den neutralen Teilchensorten Atome und Molekiile
setzen wir an:

ng n
fo = —fu+
No

et f (11)
To

Die ersten beiden Anteile fy und fg, stehen fiir die Zustandssumme der isolierten Atome
und Molekiile. Der letzte Anteil f§ steht fiir die Wechselwirkung zwischen den Atomen und
Molekiilen. Die Teilchendichten n geben die Anzahl des jeweiligen Teilchens pro Volumen
an. Mit der Protonendichte ny = ny + 2ny, wird die freie Energie f proportional zur
Masse und dem Volumen. Diese dann intensive Grofe ist fiir die Minimierung der freien
Energie entscheidend. Fiir die Wechselwirkungsterme kommt die FVT zur Anwendung.
Alle Teile werden im folgenden nacheinander beschrieben. Die zugehorigen Konstanten
werden im Anhang A.2 aufgelistet. Fiir Berechnungen mit Deuterium kénnen sie durch die
Deuteriumkonstanten im Anhang A.3 ersetzt werden.

4.1 Idealanteile und interne Zustandssumme

Wir behandeln die interne Zustandssumme unabhingig von den Wechselwirkungen. Dieses
vereinfacht das System erheblich. In ( ) wurden z.B. die Vibrationsterme fiir
das Molekiil dichteabhéngig behandelt. Darauf verzichten wir, weil dieses in einem Bereich
zu tragen kommt, in dem wir bereits einen grofen Anteil druckionisierter Atome vorfinden.

Die ideale freie Energie inklusive der internen Zustandssumme der atomaren und mo-
lekularen Anteile sind gegeben durch

fuln, T) = fifln, TV + fF"T + £, (4.2)

31
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. ) D
fmn.T) = fil [0, T)+ fif[T] + fib(T) - kB—OT + 1.

Idealteil

Die Beitriage der translatorischen Freiheitsgrade in der statistischen Physik lauten fiir die
Atome H und Molekiile Ho:

in T] = In[Adn] —1, (4.3)

wobei A7 = 27h?/(mikpT) die thermische Wellenlinge ist und k = H oder k = H, ist.

Spin des Atoms

Die zwei Spinstellungen des Atoms fithren zu

PRT] = —In2. (4.4)

Rotation und Vibration des Molekiils

Die Rotations- und Vibrationszustande des Hy Molekiils lauten nach

(1948):

filT] ~ Ifop,] —on,/3 - 0F,/90 und (4.5)
fET) = In[1—e™]
aiu U 2\ 1

1 — 4.

+<8ao+6u_1+2x(€u_1)>u (4.6)
hl/H2

p— 4.
! kT (4.7)
ay = 6\/CLO_SL’—6CLO (48)
ag = 0,0143 (4.9)
x = 0,02736 (4.10)

Die typische Rotationstemperatur des Hy Molekiils ist o, = h?/(myrgksT) = 87.58 K/T;;
die charakteristische Vibrationsfrequenz kann auch in Einheiten der Temeratur als hvy, /kp =
6338.2 K gegeben werden. Die Werte fiir Wasserstoff und Deuterium haben wir

( ) entnommen. Bei der Vibration nehmen wir die beiden néchst hoheren Ord-
nungen mit. Mit ihnen erreichen wir ein chemisches Gleichgewicht zu Gunsten der Atome
bei Temperaturen oberhalb 10.000 K wie ( ) gezeigt haben.

Dissoziation

Dy ist die Dissoziationsenergie des isolierten Wasserstoffmolekiils. Wir benutzen hier die
effektive Dissoziationsenergie Dy. Sie ist die Energiedifferenz zwischen dem Grundzustand
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der Molekiilvibration bis zur Kontinuumsgrenze, also dem Zustand freier Atome. Der Term
fiir die Grundzustandsenergie %hl/H2 entfillt daher beim Vibrationsterm.

1
Dy = Dj— ghvm, (4.11)

Héufig wird von einem Abschneiden der Dissoziationsenergie mit zunehmender Temperatur
und Dichte gesprochen. Dieses wire hier der Fall, wenn wir die Wechselwirkungsterme
zu der Dissoziationsenergie hinzurechnen wiirden. Wir betrachten diese jedoch separat.
Deshalb bleibt in diesem Modell die Dissoziationsenergie konstant.

Elektronische Zustandssumme

Weitere Zustéande ergeben sich aus den elektronischen Zusténden des Atoms und des Mole-
kiils. Hier steht die Zustandssumme eines isolierten Wasserstoffatoms bzw. -molekiils. Nur
fiir die Behandlung eines neutralen Systems benotigen wir diese nicht. In diesem Fall gehen
wir von f§ = 2f§ aus. Damit féllt die elektronische Zustandssumme zur Beschreibung des
neutralen Systems in guter Naherung heraus. Von Bedeutung ist sie weiterhin fiir das Ge-
samtsystem gemeinsam mit dem Plasma, um das chemische Gleichgewicht zwischen Atom,

Elektron und Ion aufstellen zu konnen.

Hier berechnen wir die freie Energie mit der ( ) ( )
( ) Zustandssumme:
o = 4 Z ex —1- Lo (4.12)
PBL b 2k’B,T SQkBT .
el 2
H = — ID[O'PBL] — ln —26ay — 1 (413>
a = 1,209 (4.14)
neAg 273 2/3
y - ( . ) _ (4.15)
Den zweiten Anteil haben wir analog zu ( ) eingefiihrt, um die Zahl der Zu-

stdnde mit zunehmender Dichte n, zu reduzieren. Solange wir keine Plasmen mit den freien
Ladungstréagern beriicksichtigen, entféllt der zweite Teil. Der erste Teil ist volumenunab-
héangig. Er ergibt deshalb keinen Beitrag zum Druck. Beim chemischen Potential entfallt
er wegen obiger Annahme.

Berticksichtigen wir ein chemisches Gleichgewicht H=e+p zwischen Atomen und Elek-
tronen und Protonen, so tragt der zweite Term wesentlich zur Druckionisation bei. Bei
niedrigen Dichten tragt er mit —In[2] bei und ergibt den Spinbeitrag der Atome. Der
Ausdruck aus Gleichung 4.1 darf dann im chemischen Potentlal mcht nochmals verwendet
werden. Bei grofen Dichten wird der Ausdruck zu ay = a]l 7 mit dem Ziel, im Limes
groken Dichten das chemische Potential der Elektronen bei kleinen atomaren Partialdich-
ten zu erreichen, um das Auftreten eines groken Anteils von Atomen zu unterdriicken. f&
lasst sich nur zum Abgleich der chemischen Potentiale nutzen. Fiir andere Grofken wie z.B.
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den Druck findet er bei uns keine Verwendung, da er dort zu starken negativen Beitrédgen
fiihrt. Da f¢ nur fiir das chemische Potential verwendet wird, ist das partiell ionisierte
Plasmamodell aus Kapitel 6 thermodynamisch inkonsistent.

4.2 Wechselwirkungsanteile - FVT

Der Wechselwirkungsanteil wird iiber die ( ) - ( ) - Ungleichung
F < Fy+{(¢p—¢o)o bestimmt. Eine moderne allgemeine Herleitung fithren ( )
und ( , ) vor. In der Ungleichung ist die freie Energie F' des realen Systems

kleiner als die freie Energie Fjy des bekannten Referenzsystems zuziiglich des Mittelwerts
der Differenz zwischen dem realen Paarpotential ¢ und dem Paarpotential des Referenz-
systems ¢g. Der Mittelwert wird iiber alle Zustéande des Referenzsystems gebildet. Wir
benutzen hierfiir eine Zweikomponenten-harte-Kugel-Mischung. Die Zusténde sind dann
die Abstidnde zwischen den Teilchen, die mit der Paarkorrelationsfuntion der harten Ku-
geln gewichtet werden. Die freie Energie wird durch das Minimieren der rechten Seite obiger
Ungleichung nach den Packungsdichten 7); oder den dazu dquivalenten Kugeldurchmessern
der Komponenten erreicht. In Formeln lautet dies

fc[n0>Ta O{] ~ £]I1H17r21 {fHK[Taaanh?b] + af]c'{H[ana 771] (416>
+ 20{(1 - Oé)f;IHQ [n77717 772] + (1 - Oé)f}?'IQHQ [(1 - Oé)n’ 772]} °
ng
a = —
ng + nm,

Der Ausdruck fiir die freie Energie eines Zweikomponenten-harte-Kugel-Systems wurde

in ( ) abgeleitet und ist ausfiihrlich ausgeschrieben in ( ):
3 3ya + 2
fu[Toam,n] = kgT 5(14‘91—242—?/3)4—%”% (4.17)
3(1—y1 —y2 —y3/3)
—1)In(1 — —4
wobei
no= m-+n, (4.18)
yoo= (41 = e —12)/1,
y2 = [+ (i — 2m2) +ma(ne — 2m)] /17,
v = {(an)"? + (1= )] Py o,
me = (nims*)'? (4.19)
na = (mn; 3
m o= (1—a)m (4.20)

Ny = ana.
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Bemerkenswert hierbei ist die reine Abhéngigkeit des harten Kugelterms von der Packungs-
dichte und dem Sortenverhéltnis. Teilchendurchmesser und -dichten spielen keine Rolle,
auch wenn dieses auf den ersten Blick in der Darstellung von ( ) so
aussieht.

Die Wechselwirkungsbeitrage f;; sind durch Integrale iiber die Paarpotentiale ¢;; und
die zugehorigen Paarverteilungsfunktionen g;; gegeben, welche durch die eines harte Kugel
Systems ersetzt und genadhert werden.

il = 12 [ " 2ldelgalald’s, (421)

fi2[n] = 1277mz‘x/1m$2¢12[62$]912[$7ﬁ]d$7

wobei das Integral urspriinglich ein 3-dimensionales Integral iiber den ganzen Raum war.
Uber die Winkelkoordinaten wurde bereits integriert; so verbleibt nur noch die Integration
tiber den dimensionslosen Radius x = r/d;. Wir lassen die Integration ab 1 laufen, da
in einem harte Kugel System fiir Abstdnde kleiner als der Durchmesser die Paarkorrela-
tion ohnehin Null ist. Die Durchmesser wihlen wir entsprechend allgemein auch fiir die
Wechselwirkung zwischen Atomen und Molekiilen:

d = [677/(7m)]1/3, (4.22)
= BB (e
tis = T = ()" + ol (1 - )] Y (4.29

Die Paarkorrelationsfuntion g(x) des harte Kugel Referenzsystems wird aus dem zugeho-
rigen Strukturfaktor S;;[q, n] abgeleitet,

/0 N Sijla, nqsin[qz]dq. (4.24)

Der Strukturfaktor steht {iber eine Fouriertransformation in Beziehung mit der direkten
Korrelationsfunktion ¢;;[q, ] iiber

gl = 1

1 — ngcprlq]
Sweld) = —=17 4.25
d Dalq] (4:25)
Wir verwenden die zum harte Kugelterm eines Mehrsortensystems gehorende Korrelati-
onsfunktion. Der Ausdruck ist in ( ) und hier in Gleichung B.6 gegeben.

4.2.1 Das Wechselwirkungspotential

Die effektiven Wechselwirkungspotentiale fiir die Mischung aus Wasserstoffatomen und
-molekiilen werden durch Exponential-6-Potentiale genéhert:

oulr] = {QL_G{GeXp [oz (1—%)] —a(%)G} firr > W (4.26)

Aexp [—Br| firr <W
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B Obi: - O %
Wl = ¢u[WTund =2 W] = 2V 7] und LWt = 0. 4.27
6] = 0uW ] und SH0V] = TV und W] (1.27)
60 T ‘ T T ‘ T T ‘ T ‘ T ‘ T
i 800000 =
40 600000 -
o0l 4000007 | Abbildung 4.1: Effektive Wechselwirkungspo-
3 200000 - tentiale. Die Farben rot, blau und griin geho-
o - 1 N:m\p | ren zu den Wechselwirkungen H — H, H — H,
< ok 00 04 08 12 | und Hy — Hy. In dem Ausschnitt kleiner Ab-
f stdande sind Fortsetzungen der Exponential-6
I | Potentiale als reine Exponentialfunktion ge-
20k — H-H - zeigt.
— H-H,
H,-H,
_40 ! | ! | ! | ! | ! L ! L !
0 1 2 3 4 5 6 7
r[A]
Parameter H-H H-H, H,-H,
a 13.0 12.0125 11.1  Tabelle 4.1: In der Tabelle sind die Parameter
€ [ks K] 20.0 26.9815 36.4 des effektiven Potentials aus Gleichung (4.26)
u [A] 1.4 2.415 3.43 fir die Wechselwirkungen zwischen Atomen

W [A] 0.411242 0.856638 1.45855 und Molekiilen gegeben. Die in fett gedruck-
Alks K| 1551840 670134 313369 ten Parameter sind vorgegeben. Die anderen
B[A' 646462 3.42833 2.24478 ergeben sich daraus.

Der weitreichende anziehende Ast stimmt mit dem eines Lennard-Jones Potentials iiber-
ein. Im Gegensatz dazu ist der abstofsende Ast durch eine Exponentialfunktion modelliert.
In der Grenze r — 0 wird das Exponential-6-Potential wieder anziehend. Dieses unphy-
sikalische Verhalten wird vermieden, indem das Exponential-6-Potential durch eine reine
Exponentialfunktion der Form ¢;;(r) = Aexp(—Br) ab dem Wendepunkt W fiir Abstén-
de r < W so ersetzt wird, dass die Abstoflung erhalten bleibt. Die Parameter A und B
werden entsprechend einem kontinuierlichen Ubergang gewihlt. Ihre Parameter lassen sich
berechnen. Ergénzend sind sie in Tabelle 4.1 gegeben zusammen mit den weiteren Werten
fiir €, a, und 7.

Das Hy-Hs Potential ist gut bekannt. Es wurde von ( ) an die Stofs-
wellendaten angepasst, die bis zu 10 GPa gut reproduziert werden. ( ) zeigte
eine gute Ubereinstimmung der aus drei Parametern bestehenden Exponential-6 Potentia-
le mit Potentialen, die aus 15 Parametern angepasst wurden. Das H-H Potential basiert



4.3. ERGEBNISSE DER FVT 37

auf einem Vorschlag von ( ) und das H-H, Potential folgt aus der Berthelotschen
Mischungsregel ( : ).

Die Benutzung dieser effektiven Paarpotentiale schrinkt die Giiltigkeit der FVT auf
Gebiete ein, in denen der harte Kugel Durchmesser nicht zu klein wird, da bei kleinen
Abstédnden das effektive H-H Potential stirker abstofend wird als das des Molekiils. Dies
kann dem Ausschnitt aus Abbildung 4.1 entnommen werden. Kleine Absténde treten bei
sehr grofen Temperaturen und Dichten auf. Sie fithren zu einem unsystematischen Verhal-
ten der Druckdissoziation, wie es im Abschnitt 4.3.2 beschrieben wird. Im Zusammenspiel
mit Druckionisation kommt dieser Bereich nicht zum Tragen. Deshalb wihlen wir hier kei-
ne andere Fortsetzung. Ohnehin miisste das effektive Wechselwirkungspotential bei diesen
kleinen Abstédnden in Frage gestellt werden.

20 T T | T T T

H2 Molekdule

1.5
Abbildung 4.2: Harte Kugel Durch-
—_ messer flir drei verschiedene Tem-
< - 4 peraturen. Mit zunehmender Tem-
©

peratur wird der Durchmesser klei-
— 3000 K ner. Die drei oberen Kurven stellen
1.0 6000 K - den Molekiildurchmesser dar und

— 10000 K die drei unteren den Atomdurchmes-
H Atome ser.
— :

1 I 1 I 1 I 1 I 1
O'B.O 04 0.8 1.2 1.6 2.0
p [mol/cm3]

In der FVT sind die Packungsdichten oder die dazu gleichwertigen harte Kugeldurch-
messer die Minimierungsparameter. Wir haben diese in Abbildung 4.2 dargestellt fiir ver-
schiedene Dichten und Temperaturen jeweils im chemischen Gleichgewicht, das in 4.3.1
behandelt wird. Im Bereich der Druckdissoziation wird das systematische Verhalten ab-
nehmender Durchmesser mit zunehmender Dichte gestort.

4.3 Ergebnisse der FVT

In den beiden vorangehenden Abschnitten haben wir alle Anteile der freien Energie vor-
gestellt. Uber die thermodynamischen Relationen kénnen wir aus der freien Energie als
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thermodynamisches Potential alle thermodynamischen Groéfsen wie Druck, innere Energie,
chemisches Potential, spezifische Wéarmekapazitat usw. fiir Wasserstoff, bestehend nur aus
den Teilchen Atom und Molekiil, berechnen. Das chemische Potential ist noch ein Sonder-
fall: Atome und Molekiile sollen sich im chemischen Gleichgewicht befinden. Diese Annah-
me begriinden die Experimente und Uberlegungen, die die Zeit abschétzen, innerhalb der
sich ein Gleichgewicht einstellt (z.B. , ). Die Kompression hélt einige ns
an. In dieser Zeit haben die Teilchen bereits einige 1000 Stéfe hinter sich. Allenfalls in
der Stoffront selbst miisste ein Nichtgleichgewicht zu finden sein, das sich bisher bei den
Auswertungen von Stoftexperimenten als nicht relevant erwiesen hat.

4.3.1 Chemisches Gleichgewicht

1 _0 | T T T T N T T T T N T T T T N T T ]
O TB—I\/”I) I 1
i FVT ]
0.8 — FvTIIl 5
0.6 i ] Abbildung 4.3: Dissoziationsgrad « des flui-
' 41 den Wasserstoffs als Funktion der Dichte
3 10 000 K 1 fiir verschiedene Temperaturen. Rote Linien:
0.4 6 000 K | FVT III, blaue Linien: FVT II. Fiir 10000 K
3000 K 7und 300 K sind die Ergebnisse der Tight-
| binding Molekulardynamik Rechnungen von
0.2 = ( : ) dargestellt.
L L L ‘l_] = | 1 1 l 1 1 1 1 l 1 1 1 1 |
0'00 0.5 1 1.5 2
n [mol/cms]

Fiir das chemische Gleichgewicht der Reaktion H + H = Hj 16sen wir die Gleichung
290 = 9m, (4.28)

Das Losen dieser Gleichung ist dquivalent mit der Minimierung der freien Energie F' nach
dem Teilchenverhéltnis zwischen Atomen und Molekiilen bei vorgegebener Gesamtmassen-
dichte und Temperatur. Durch Minimierung von f nach dem Dissoziationsgrad wird das
chemische Gleichgewicht berechnet.
Héaufig wird die Gleichung 4.28 in das Massenwirkungsgesetz umgeschrieben in
2 A3
= U2 explgit + gt expl(Dof (b6T) — i (4.29)

Die /2 ergibt sich aus der doppelten Masse des Atoms fiir das Molekiil in Ay und dem
Spin der Atome. In dieser Schreibweise kann der Wechselwirkungsanteil ¢§ als Reduzierung
der Dissoziationsenergie D, gedeutet werden.
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Die Wechselwirkungsbeitrage g¢f sorgen fiir die Druckdissoziation, dies heift, mit zu-
nehmendem Druck bzw. zunehmender Dichte steigt der Dissoziationsgrad o = ny /ng. Bei
der Saha-Gleichung, also dem Massenwirkungsgesetz ohne Wechselwirkungsterme g, tritt
eine Druckdissoziation nicht auf. In Abbildung 4.3 ist der Dissoziationsgrad fiir verschie-
dene Dichten und Temperaturen dargestellt. Zu erkennen ist, wie bei kleinen Dichten der
Dissoziationsgrad geméaft der Saha-Gleichung abnimmt. Sobald Wechselwirkungen einset-
zen, steigt der Dissoziationsgrad ab etwa 0,5 g/cm?® mit zunehmender Dichte auf 1 an.
Der Dissoziationsgrad nimmt mit zunehmender Temperatur zu. Die exakte Behandlung
der Paarkorrelationsfunktion fiir ein Mehrkomponentensystem fiihrten zu einer ausgeprag-
teren Druckdissoziation, wie der Unterschied zwischen dieser Arbeit (FVT III) und der
fritheren Arbeit (FVT II) zeigt.

4.3.2 Giltigkeitsbereich
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Abbildung 4.4: Fiir die vier Temperaturen von 10? bis 10° sind die Durchmesser der harten
Kugeln dargestellt, die sich aus der Minimierung der freien Energie f¢ ergeben. Die obere
Kurve stellt die Molekiil- und die untere die Atomdurchmesser dar.

Bei der FVT gibt es Grenzen, was die Ubereinstimmung mit den Experimenten be-
trifft. Bevor diese Grenzen erreicht werden, treten bei der FVT Parameter auf, die von der
Modellvorstellung nicht mehr sinnvoll sind. Die harte Kugeldurchmesser oder die Packungs-
dichten gehen als Minimierungsparameter ein. Werden die Durchmesser zu klein, benutzen
wir ein Potential, das physikalisch nicht mehr begriindet ist. Zu grofe Durchmesser fanden
wir nicht. Gegen grofe Durchmesser im anziehenden Bereich des Exponential-6-Potentials
sprache aus physikalischer Sicht ohnehin nichts.
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1 I T T I"—'_TFI—\‘LnL"iLI,i I//J/J/TTIII | T T T TTTTT T T T TTT II_
08 4 %6 i
- { 05F -
e 0.6 1 04+ _
= - —H+ - d
E 04t 403 .
- 1 02F -
%20 7o =
1 111l IIII 1 11111 I 1 111111l E II_

801 0.1 1 10 8o 0.1 1 10
K T T IIIIIII T T IIIIIII T T IIIIII_ K T IIIIII_
06 0.6 -
05 |[— T= 100K - o5F -
T |— T= 1.000K N r N
=040 | — T2 10.000K 7 = 041 j
0.3 — [ T=100.000 K ] 0.3 u .
02 - o2 -
01 Al -
L 1 L1 111 I L "7///{//;/ 1111 II- E 1 1111l III L1 111 II_

801 0.1 1 10 8ot 0.1 1 10

n [mol/cms] n [mol/cma]

Abbildung 4.5: Fiir die vier Temperaturen von 10% bis 10° sind die Dissoziationsgrade
(m,/m), die Gesamtpackungsdichte () und die Packungsdichten der Atome (ny) und
Molekiile (ny,) dargestellt.
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Abbildung 4.6: Bei der Temperatur von 10.000 K ist die freie Energie f fiir die Dichten 0,1
und 1,0 g/cm?® dargestellt in Abhéingigkeit von den drei Minimierungsparametern «, dy
und dg,.
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Abbildung 4.7: Fiir die vier Temperaturen von 10? bis 10° ist der Druck p, die innere
Energie u, das chemische Potential g und die Entropie s dargestellt.
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Abbildung 4.8: Fiir die vier Temperaturen von 10? bis 10° sind die einzelnen Druckanteile in
Abhéngigkeit von der Dichte dargestellt. Sie sind von oben nach unten dargestellt: Idealteil
der Molekiile pid (pink), Idealteil der Atome pi (hellrot), Wechselwirkungsteil der Atome
pg (hellblau), Wechselwirkungsanteil zwischen den Atomen und Molekiilen pg;_;, (tiirkis)
und Wechselwirkungsanteil der Molekiile pf;, (griin).
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Um sich ein Bild iiber die Parameterbereiche machen zu koénnen, haben wir in Abbil-
dung 4.4 die Durchmesser fiir extreme Dichte und Temperaturbereiche dargestellt. Hin zu
kleinen Dichten stellt sich ein Grenzwert fiir die Durchmesser ein. Tritt eine Komponente
nicht mehr auf, weil der Dissoziationsgrad 0 oder 1 ist, so ist dort eine numerisch insta-
bile Durchmesserberechung zu sehen. Fiir die Rechnungen selbst hat dies natiirlich keinen
Einfluss. Um 1 mol/cm? sehen wir die Auswirkungen der Druckdissoziation, die mit zuneh-
mender Dichte die Durchmesser aufgrund der Dissoziation wieder anwachsen lasst. Dieses
Verhalten ist bei 100.000 K, der groften gezeigten Temperatur, nicht mehr zu sehen. In
der Abbildung 4.5 sehen wir bei dieser Temperatur nur in einem kleinen Dichtebereich ein
Vorkommen von Molekiilen. Wir sehen dort am Dissoziationsgrad bereits eine Verletzung
der Systematik, die bei den niedrigeren Temperaturen zu finden ist: Normalerweise ist der
Dissoziationsgrad mit hoherer Temperatur grofser. Hier macht sich bereits die Fortsetzung
des Potentials zu kleinen Abstdnden hin bemerkbar, bei der Atome abstofender werden
als Molekiile.

Die Abbildung 4.5 zeigt zusétzlich zu dem gerade besprochenen Dissoziationsgrad noch
die Packungsdichten 7. Sie geben an, welchen Teil des Gesamtvolumens eine Kugelsor-
te einnimmt. Sobald die gesamte Packungsdichte ngy + ny, iiber 0,3 steigt, miissen wir
von Festkorpereigenschaften ausgehen. Vergleiche mit dem Druck von Diamantstempelex-
perimenten ergeben dennoch gute Ubereinstimmungen. Der Wert von 0,3 tritt schon bei
Dichten und Temperaturen auf, die hier interessant sein konnten: zum Beispiel bei 5000 K
und 0,7 g/cm?. Bei Rechnungen fiir EinfachstoRexperimente kommen wir allerdings noch
nicht in diesen Bereich.

Vollig unphysikalisch ist das Ergebnis bei Packungsdichten oberhalb von 0,71. Dies ist
der maximale Wert, der bei der dichtesten Kugelpackung méglich ist. Dieser Wert kann nur
noch bei Mischungen unterschiedlich grofter Kugeln iibertroffen werden. Wir tiberschreiten
diesen Wert nur bei sehr kleinen Temperaturen und grofsen Dichten. Der hier interessierende
Bereich ist nicht betroffen.

Bei Temperaturen unter 10.000 K haben wir einen starken Anstieg der Druckdissozia-
tion. Gleichzeitig sehen wir bei den Packungsdichten Artefakte. Diese rithren her aus der
numerisch zu ungenau berechneten freien Energie. In Abbildung 4.6 zeigen wir, wie scharf
das Minimum aussieht und so prinzipiell leicht zu finden wére. Jedoch eine Vergréfterung
des Minimums wiirde eine Stufenfunktion in einem noch weiter zu minimierenden Bereich
zeigen, weil die Genauigkeit der reellen Zahlen des Rechners erreicht ist. Das Minimum
kann so nicht exakt gefunden werden. Geringste Abweichungen wirken sich bei stark &n-
derndem Dissoziationsgrad beachtlich aus. Dies macht die Erlauterung der Abbildung 4.9
in Abschnitt 4.3.3 deutlich: Die Druckisothermen der reinen Atom- oder Molekiilfluide lie-
gen weit auseinander; dndert sich der Dissoziationsgrad geringfiigig, dndert sich der Druck
betrachtlich.

Die Auswirkungen fiir die thermodynamischen Gréfen stellen wir in Abbildung 4.7 dar.
Die numerischen Artefakte finden sich bei niedrigen Temperaturen besonders deutlich beim
Druck wieder. Betrachten wir das chemische Potential, liefse sich bei 100 K oder 1000 K
sogar ein Phaseniibergang konstruieren, der mit einem Ubergang zum Festkorper gedeutet
werden kann. Diese Uberlegung hat bei der zusitzlichen Betrachtung der Gesamtpackungs-
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dichte Sinn. Allerdings ist dies nicht Gegenstand dieser Arbeit. Fiir diese Bereiche gibt es
bereits gute Zustandsgleichungen aus dem Bereich der Festkérperphysik (z.B. ,
).

Zur Verdeutlichung, welche Beitrage der FVT eine Rolle spielen, haben wir in Abbil-
dung 4.8 die verschiedenen Druckanteile bei unterschiedlichen Dichten und Temperaturen
dargestellt. Deutlich wird: Bei kleinen Dichten {iberwiegen die Idealanteile und bei groften
die Wechselwirkungsanteile. Wie wir in Kapitel 5 sehen werden, ist dies beim idealisierten
vollstandig ionisierten Plasma nicht der Fall. In den Extrembereichen kleiner und grofer
Dichten kommen die jeweils anderen Anteile nicht mehr vor. Im Bereich der Molekiilbildung
und Druchdissoziation bei 10.000 K ist gut zu erkennen, wie sich die Anteile verdndern.
Bei den niedrigen Temperaturen 100 K und 1000 K besteht die Besonderheit, dass zuerst
die Wechselwirkungsbeitrage die Idealbeitrédge der Molekiile dominieren, bevor es zu einer
starken Druckdissoziation kommt. Uber den kleinen Dichtebereich der Druckdissoziation
hinweg iiberwiegen anschliefend sofort die Wechselwirkungsbeitrage der Atome. Bei der ho-
hen Temperatur von 100.000 K dominiert bei kleinen Dichten der Idealteil der Atome. Bei
kleineren Temperaturen iiberwiegt der Idealteil bei um Groéfenordnungen kleinere Dichten.
Dieses Verhalten zeigt der Vergleich mit der 10.000 K Isotherme. Ansonsten spielt sich bei
100.000 K nahezu alles in der atomaren Phase ab. Nur bei einem kleinen Dichtebereich
tragen Molekiile zum Druck bei.

4.3.3 thermodynamische Grofien
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Mit der Berechnung der freien Energie im chemischen Gleichgewicht konnen wir die
thermodynamischen Grofsen angeben. In Abbildung 4.9 zeigen wir die Auswirkung der
Dissoziation auf den Druck. Die obere Isotherme zeigt den Druck fiir rein molekularen
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Wasserstoff; die untere fiir rein atomaren. Mit zunehmendem Dissoziationsgrad bei zuneh-
mender Dichte geht die resultierende Isotherme des Gemisches aus Atomen und Molekiilen
vom rein molekularen zum atomaren Ast iiber. Gezeigt wird auch der Unterschied zwischen
der resultierenden dieser Arbeit (FVT III) und der fritheren Arbeit (FVT II).

Mit Hilfe der Monte Carlo Simulation von ( ) untersuchten wir, ob die
FVT tatsédchlich eine gute Methode ist, thermodynamische Grofen aus effektiven Paarpo-
tentialen zu berechnen, ohne die zugehdrigen Paarkorrelationsfunktionen zu kennen. In der
Monte Carlo Simulation wurden die gleichen Potentiale vorgegeben, wie hier in der FVT
verwendet wurden. Als Dissoziationsgrad wurde das Ergebnis der FVT benutzt. Abbildung
4.10 zeigt eine hervorragende Ubereinstimmung zwischen den Monte Carlo Simulationen
und der FVT III. Erst bei groferen Dichten wie 0,8 g/cm? sind deutliche Abweichungen
zu sehen, die umso grofer sind, je kleiner die Temperatur ist.

Fiir Dichten bis 0,2 g/cm?® konnten wir den Druck und die innere Energie mit den Pfad-
integral Monte Carlo (PIMC) Rechnungen von ( ) vergleichen.
Die Abbildung 4.11 und 4.12 zeigen eine gute Ubereinstimmung. Bei hohen Temperaturen
- wie es dort bei 31250 K zu sehen ist - gibt es wegen der in der FVT III fehlenden
Druckionisation bereits eine deutliche Abweichung. Bei kleinen Temperaturen stofen die
PIMC Rechnungen an ihre Grenzen. In diesem Bereich stimmen die FVT III Rechnungen
mit der Standardzustandsgleichung Sesame von ( ) iiberein.

Die Abbildung 4.13 zeigt Hugoniotkurven U; — Uy = %(Pl + Py)(Vi — Vp), die eine
Losung der moglichen Tripel Dichte, innerer Energie und Druck sind, die bei der Stofskom-
pression erreicht werden kénnen in Abhéangigkeit von der Kolbengeschwindigkeit, also der
Kompressionsgeschwindigkeit. Die Hugoniotkurve der FVT III zeigt eine deutlich hohere
Kompression als die Standardzustandsgleichung Sesame von ( ). Sie weist die
gleichen Eigenschaften wie die Hugoniotkurve des Linear Mixing Modells von ( )
auf, indem sie bei 1Mbar eine deutlich stérkere Kompression p/pg als die Kompressionsgren-
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Abbildung 4.11:  Vergleich der
Driicke der FVT III mit den PIMC
Ergebnissen (Militzer und Ceper-
ley, 2001), die mit Fehlerbalken
dargestellt sind, und der Sesame
Zustandsgleichung.

Abbildung 4.12: Vergleich der inne-
ren Energien der FVT III mit den
PIMC Ergebnissen (Militzer und
Ceperley, 2001), die mit Fehlerbal-
ken dargestellt sind, und der Sesa-
me Zustandsgleichung. Fiir jede dar-
gestellte Zustandsgleichung ist die
Temperatur von oben nach unten
wie in der Abbildung bezeichnet. Zu
beachten ist: Fiir die beiden grofs-
ten Dichtewerte sind bei PIMC die
beiden niedrigsten Temperaturwerte
nicht gegeben.
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10003, : e : w g w fAbbildung 4.13: Vergleich der Hu-
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= = 1 cher Kompression. In griin ist die
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o
I

5 o ( ) und des Nova Lasers
X ZMachine .

4 Wonepeses | O] ( ) und zwischen der
S mens | Standardzustandsgleichung Sesame

7und dem Linear-Mixing-Modell von

(1998).

ze des idealen Gases mit p/pg = 4 aufweist und zu héheren Kompressionsgeschwindigkeiten
bzw. Driicken die Kompression zur idealen Gas Grenze zuriickgeht. Die Hugoniotkurve der
FVT III stimmt in diesem Bereich weder mit den Stofsexperimenten mit der Z-Maschine
von ( ) iiberein, noch mit den dazu widerspriichlichen Nova Laser Expe-
rimenten von ( ); sondern sie liegt genau dazwischen. Erst unter Einbeziehung
der Druckionisation erhalten wir eine Ubereinstimmung, wie wir in Kapitel 6 sehen werden.

T T T T T T T T T T T

120[- .
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100+ rs=2 /,,,a";' -
* e
80* A..A'AA. ,/‘/“AA‘ ]
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:60* - ) Bt Abbildung 4.14: Druckisochoren bei
I // | 7“5:2.
405 a5 PIMC -
& WPMD
i QMD i
- — LM .
20 /] FVT I |
1 l 1 l 1 l 1 l 1 l 1
% 5000 10000 15000 20000 25000 30000
TIK]
In der Arbeit von ( ) untersuchten wir die Abhéngigkeit von der
Wechselwirkung zwischen Atomen und Molekiilen. Um bessere Ergebnisse zu erzielen, gab
es von ( ,b) den Ansatz, die Abstédnde zwischen einem Atom und einem

Molekiil nicht als additiv zu betrachten. Dieses wird mit der Anschauung verbunden, dass
ein System harter Kugeln mit verschiedenen Kugeldurchmessern hohere Packungsdichten
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KAPITEL 4. FVT: H,p UND H

Abbildung 4.17: Verdnderung der
inneren Energie mit dem Nicht-
Additivitatsparameter 9.

Abbildung 4.18: Abweichung der
maximalen Kompression bei einem
Stofsexperiment durch Verdnderung
des Nicht-Additivitatsparameters 0.
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erreichen konnen als Systeme mit nur einem Kugeldurchmesser. So wurde ein Nichtadditi-
vitatsparameter ¢ eingefiihrt, der

_ %(1 +0) (4.30)
setzt. In den Abbildungen 4.15, 4.16, 4.17 und 4.18 wird der Einfluss von § auf den Dissozia-
tionsgrad, den Druck, die innere Energie und die maximale Kompression der Hugoniotkurve
dargestellt. Anhand der Experimente und der anderen Modelle konnten wir keinen Nicht-
additivititsparameter § festlegen, der zu einer besseren Ubereinstimmung gefiihrt hétte.
Die Abbildung 4.18 zeigt den Einfluss auf die maximale Kompression bei der Hugoniotkur-
ve. Der Einfluss ist zu gering, um beriicksichtigt werden zu miissen. Die Druckionisation ist
wesentlich stdrker dominant. Die Beriicksichtigung dieses Parameters haben wir deshalb
fiir die weiteren Rechnungen verworfen.

dH—Hg
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Kapitel 5

Vollstandig ionisiertes
Wasserstoffplasma - Padénaherungen

Ziel der Padéndherungen ist, ein vollstindig ionisiertes Elektron-Proton-Plasma zu be-

schreiben. Wir verwenden die Ndherungen von ( ), die aus

den Arbeiten von ( ) ( ) ( );
( b); (1996); (1998);

( ) hervorgegangen sind. Wir stellen die verschiedenen Anteile vor

und errechnen schlieflich einige thermodynamische Grofen, die wir mit Ergebnissen ande-
rer Verdffentlichungen vergleichen.

5.1 Anteile der Padénaherungen

Die einzelnen Anteile der freien Energie und des chemischen Potentials werden im Folgen-
den vorgestellt. Wir setzen die gesamte freie Energie f; und das chemische Potential ¢;
zusaminen:

= fidy fo + f2  Ideal-, Wechselwirkungs-, und Austauschanteil der Elektronen

+fid 4 o T i Ideal-, Wechselwirkungs- und Quantenkorrekturanteil der Protonen (5.1)

p
+fep Wechselwirkungsanteil zwischen Elektronen und Protonen

= g8+ g% +g%  Ideal-, Wechselwirkungs-, und Austauschanteil der Elektronen

—I—g;d + gy, + gf  1deal-, Wechselwirkungs- und Quantenkorrekturanteil der Protonen (5.2)

+9ep Wechselwirkungsanteil zwischen Elektronen und Protonen

Padénédherungen geben die zugrunde liegenden Funktionen und Werte ausgesprochen
genau wieder. Ableitungen von Padéndherungen konnen allerdings sehr schlecht sein. Wir
benétigen die freie Energie als thermodynamisches Potential, um daraus andere Grofien
meist iiber Ableitungsrelationen zu berechnen. Um die Ableitungsrelationen zu umgehen,
wurden nicht nur Padénaherungen fiir die freie Energie konstruiert, sondern auch fiir das
chemische Potential. Statt iiber Ableitungsrelationen erhélt man z.B. den Druck aus der
Differenz p =g — f.

o1
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Abbildung 5.1: Aufgetragen ist die auf 1 normierte Summe aus den Betrégen der einzelnen
Anteile pg . Dies zeigt deren Bedeutung bei unterschiedlichen Dichten und Temperaturen.
Manche Druckbeitrige haben teilweise negative Beitrage. Deshalb gibt es bei deren An-
teilen automatisch einen Nulldurchgang, wobei der Anteil natiirlich verschwindet. Dies ist

bei der Betrachtung zu beriicksichtigen.
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In der Abbildung 5.1 ist die Bedeutung der einzelnen Druckanteile dargestellt. Zu er-
kennen ist, in welchen Bereichen die Idealanteile iberwiegen und in welchen Bereichen die
Wechselwirkungen eine entscheidende Rolle spielen. Hin zu hohen Temperaturen tiberwie-
gen immer starker die [dealanteile. Wechselwirkungsanteile spielen dort eine untergeordnete
Rolle. Selbst bei sehr hohen Dichten spielen die Wechselwirkungsanteile keine Rolle mehr.
Hier dominiert der Elektronendruck. Nur genau der betreffende Dichtebereich bis 1 g/cm?
weist liberwiegende Wechselwirkungsanteile auf und zwar umso deutlicher, je niedriger die
Temperatur ist.

In Abbildung 5.2 betrachten wir die freie Energie f;, das chemische Potential g;, der
Unterschied der beiden Arten, die Driicke zu berechnen, und den Druck p;. Der Druck kann
aus der Ableitung der freien Energie berechnet werden zu p®™ und aus der Differenz von
g— f = p®/f. In dieser Reihenfolge werden in den folgenden Abbildungen die dquivalenten
Grofsen der Anteile dargestellt. Die freie Energie und das chemische Potential &ndern sich
iiber die Temperatur um Grofsenordnungen. Das chemische Potential zeigt Andeutungen ei-
nes Phasentibergangs in dem Bereich, wo das chemische Potential mit zunehmender Dichte
abnimmt. In diesem Bereich stellen wir negative Driicke fest. Die Abweichungen der beiden
Arten, die Driicke zu berechnen, ist natiirlich besonders dort grof$, wo die Druckisothermen
den Wert Null durchlaufen. Hin zu kleinen und grofsen Dichten stimmen sie wieder sehr
gut iiberein.

Idealbeitrag der Elektronen

Fiir den Idealbeitrag der Elektronen gibt es exakte relativistische Ausdriicke:

fit = gt =pd (5.3)
) 2 ) 5 )
Pzed = An, (J3/2[>\agéd] + Z/\J5/2[/\,g;d]> (54}
2 iy | 9 id
Ne = F Jl/?P‘?.ge ] + 5)“]3/2[)‘796 ] (55)
kT
P 5.6
- (5.6)

Dabei sind die J, die relativistischen Fermi-Dirac Integrale aus Abschnitt B.3. Wir ver-
wenden jedoch nur die die nicht relativistischen Ausdriicke, die fiir unsere Anwendung
ausreichend sind.

Die Teilchendichte n, ist als Funktion von g gegeben. Die umgekehrte Abhingigkeit
wird benétigt. Numerisch lésst sich dieses in dem hier interessanten Bereich einwandfrei
16sen. Der Nachteil dabei ist die langere Rechenzeit. In dem Modell dieser Arbeit wird die
Funktion g*[n,.] sehr hiufig benstigt. Eine Entwicklung aus ( )
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Abbildung 5.2: In den Ausschnitten befinden sich von links nach rechts und oben nach
unten: Die freie Energie f, das chemische Potential g, der Fehler im Druck p® /p®ff — 1
und der Druck p. In dieser Abbildung sind jeweils die resultierenden gesamten Grofsen
dargestellt. In allen folgenden Abbildung ist nach dem gleichen Muster jeweils die anteilige
Grofe dargestellt.
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Abbildung 5.3: In den Ausschnitten befinden sich von links nach rechts und oben nach
unten: Die freie Energie f, das chemische Potential g, der Fehler im Druck p®/p%// —1
und der Druck p. In dieser Abbildung sind die jeweiligen Gréfsen fiir die Idealbeitrage der
Elektronen dargestellt.
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stellt diese Funktion in ausreichender Qualitat zur Verfiigung:

2 4

ot — %9 — %93 wenn 0 < 0,3
g0 = (5.7)

4 2

In {ﬁ} — ;m[e] + %9—3/2 —2,8011107%0™® wenn 6 > 0,3

On, T) — 4 i (5.8)
((3y/mn)1/3A,)

Dieses Polynom ist bei Temperaturen ab 1000 K sehr genau. Es weicht deutlich weniger als
0,2 % vom tatsichlichen Wert ab. Bei kleinen Temperaturen wie 100 K und einer grofsen
Dichte von 2 mol/cm?® weicht das Polynom vom exakten Wert bereits um 5% ab. Die
Abweichung zum gesamten chemischen Potential ist unbedeutend.

Fiir den Druck p' reicht der Ausdruck fiir ein nicht relativistisches Fermi-Gas aus. In
dem hier interessanten Bereich zwischen 100 und 100.000 K und bis zu 2 mol/cm? betrigt
die relative Abweichung zum relativistischen Ausdruck weniger als 2 x 1075 :

2

id id
pe = Agnels/z[ge] (5.9)

e

Abbildung 5.3 zeigt fiir den Idealbeitrag der Elektronen das systematische und kon-
sistente Verhalten der vier ausgewéahlten Grofsen freie Energie, chemisches Potential, die
Abweichung beider Druckberechnungsarten und den Druck.

Idealbeitrag der Protonen

Fiir die Protonen liefsen sich die gleichen Ausdriicke wie fiir die Elektronen verwenden.
Allerdings wére dieses iibertrieben. Der relativistische Ausdruck unterscheidet sich in dem
hier verwendeten Dichte- und Temperaturbereich von dem klassischen nicht. Wir verwen-

den daher
fit = In[nyAY] —1—1n[2] (5.10)

In diesem Ausdruck ist der Spin iiber — In[2] beriicksichtigt. Er ist im relativistischen Aus-
druck ebenfalls enthalten. Fiir f;;d gibt es einen Ausdruck fiir grofse Coulomb-Kopplungs-
Parameter I' > 178 aus Abschnitt B.2. Dieser wird nur bei kleinen Temperaturen 7" und
groken Teilchendichten n erreicht. Diesen Bereich beriihren wir knapp, wie der Abbildung
B.1 entnommen werden kann. Der Ausdruck fiir I' > 178 beriicksichtigt bereits einen Uber-
gang zum Festkorper und ist geringfiigig verschieden vom reinen Idealbeitrag. Leider hat
der Ubergang einen kleinen Sprung. Wir verzichten deshalb auf seine Verwendung.

Die Abbildung 5.4 zeigt ein unproblematisches systematisches und konsistentes Verhal-
ten des Idealbeitrags der Protonen.
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Abbildung 5.4: In den Ausschnitten befinden sich von links nach rechts und oben nach
unten: Die freie Energie f, das chemische Potential g, der Fehler im Druck p®/p®// — 1
und der Druck p. In dieser Abbildung sind die jeweiligen Grofen fiir die Idealbeitrage der
Protonen dargestellt.
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Abbildung 5.5: In den Ausschnitten befinden sich von links nach rechts und oben nach
unten: Die freie Energie f, das chemische Potential g, der Fehler im Druck p®/p®// — 1
und der Druck p. In dieser Abbildung sind die jeweiligen Gréfsen fiir den Elektron-Elektron-
Austauschanteil dargestellt.
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Elektron-Elektron Austauschanteil

Aus der Hartree-Fock-Naherung ergeben sich zwei Anteile, die als Wechselwirkungs- und
Austauschanteil bezeichnet werden. Der Austauschanteil ist in relativistischer Schreibweise

2

e
ey v LU 11
ee WAﬁne kBT rel (5 )
. T !
Ta = | o971 | v 20V Y192(2 + Ayr) (2 + Aye) (5.12)
0 0
+ Yo+ A — 24+ A 24+ A
+1n Y1 T Y2 Y1Y2 \/yly2( 3/1)( y2) )ddeyl
y1 + Y2+ Maye + Vw22 + M) (2 + M)

w5 G) 619

Die Integrale lassen sich numerisch nicht zuverlassig berechnen. Wir beschranken uns auf
die nicht relativistische Beschreibung. In dem hier interessanten Bereich zwischen 100 und
100.000 K und bis zu 2 mol/cm? ist deren relative Abweichung zur relativistischen Be-
schreibung kleiner als 1,5 1074,

gi?
. 2¢?
T TN kaT / I o[ dep (5.14)

Das chemische Potential ergibt

62

o= ——] 1
gee AekBT 1/2 (5 5)
(5.16)

Die Abbildung 5.5 zeigt die sehr gute selbstkonsistente Ubereinstimmung der Grofen
cer Jee U P
Elektron-Elektron Wechselwirkungsanteil

Der Wechselwirkungsanteil in Hartree-Fock-Naherung ist

_ _a0F§/2 - GQFS(Ec[r& O] + A€C[TS7 T])/T (5 17)
1+ a0 + a,T

C
ee

1 1 1
- 5.18
W (\/1 0, 1088, | (110, 35661“6)3/2) (5.18)
kT
-~ h_ 5.19
"7 R (5.19)
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Abbildung 5.6: In den Ausschnitten befinden sich von links nach rechts und oben nach
unten: Die freie Energie f, das chemische Potential g, der Fehler im Druck p® /p®// — 1
und der Druck p. In dieser Abbildung sind die jeweiligen Gréfen fiir den Elektron-Elektron-
Wechselwirkungsanteil dargestellt.
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Edﬁc[Ts, 0]

pelrs, 0] = €frs, 0] — =

(5.42)

Die Abbildung 5.6 zeigt f¢., g5, und p¢, und wie selbstkonsistent die Grofen zueinander
passen. Dazu wurde der Druck einmal aus der Ableitung (p¢2%') von f¢, und einmal aus der
Differenz (p&di/7) f¢ — g¢. berechnet. Dargestellt ist die relative Abweichung von (p&®') zu
(pe®/7). Tm Gegensatz zu den Idealbeitrigen sind die Ableitungen der Padéformeln nach
der Dichte ungenau. Der Wechselwirkungsbeitrag ist vorallem hin zu kleinen Temperatu-
ren und groffen Dichten relevant. Dieser Beitrag ist mitverantwortlich fiir das Auftreten
negativer Driicke und eines abnehmenden chemischen Potentials mit zunehmender Dichte.

Proton-Proton Wechselwirkungsanteil
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Abbildung 5.7: In den Ausschnitten befinden sich von links nach rechts und oben nach
unten: Die freie Energie f, das chemische Potential g, der Fehler im Druck p® /p®// — 1
und der Druck p. In dieser Abbildung sind die jeweiligen Gréfen fiir den Proton-Proton
Wechselwirkungsbeitrag dargestellt.

Der Proton-Proton Wechselwirkungsanteil ist

0ol (14 bsI%2 (In[I] + By)) + byl [T]
L 1 — by T3(In[[] + By) + byl

C

(5.43)
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1
by = —— 5.44
0 7 (5.44)
9
b= 3 (5.45)
by = 100 (5.46)
by = %3 (5.47)
2 3 11
By = = (2 3] - — 4
: 3(0E+2n 6) (5.48)
2 1 17
B = 3 (QCE + 5 Inf3] + In[4] - g) —0,4765 (5.49)
B2 (14 8092 (][] + By + 1)) + 10071
¢ - _ 5.50
i 1— 203 (In[[] + B + £) (1 + 31'%/2) + 10006 (5.50)
I’de”[I’]

0,899172I" + 0, 274823 In[['] — 1,8641791%323064 + 1 4018 fiir I' < 178
0,895929T" — 3 In[I'] + 3,94370 ! + 124502 + 1, 1703 fiir ' > 178

Die Abbildung 5.7 zeigt ein systematisches und einigermafsen konsistentes Verhalten

der Groken f7,, g5, und pf

Proton Quantenkorrekturbeitrag

Der Proton Quantenkorrekturbeitrag ist

3t
Iflg = 3 ((]o[t] + Z4(]4[t] — EZ5Q5 [t] + 2646 [t]) . (553)
1
t = ——T 5.54
SNIH (5.54)
mie? (3 \?
Ry, = : Verhéltnis des Wigner-Seitz-Radius zum Bohr-Radius
h? \4mn,
(5.55)
sinh|t
wlt] = ln( t“) (5.56)
1 ¢ t?
t] = - —-cothlt] - ————— 5.57
alt] = 3= ool - S (5:57)
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Abbildung 5.8: In den Ausschnitten befinden sich von links nach rechts und oben nach
unten: Die freie Energie f, das chemische Potential g, der Fehler im Druck p® /p®ff — 1
und der Druck p. In dieser Abbildung sind die jeweiligen Gréfsen fiir den Proton Quanten-
korrekturbeitrag dargestellt.
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/ 3 501 2
t] = = coth[t]® — = coth[t] — ~t——— + =
aslt] = 5 cothlf]” =5 cothlf] = Gi o om + 5
1t t? 2t
f] = —=+ —cothlf] + ———— (1 + = coth[t
4sl1] 6 16 H+16sinh[t]2( T3 H)
2 = 0,827702
5 = 1,131
% = 0,55045
. 3 3t 3t
it = 3t (a4 2+ 2ol — ) — sl

cq ., cq cq
9ii = Py T fn

(5.63)
(5.64)

Die Abbildung 5.8 zeigt ein systematisches Verhalten. Die Grofen sind auch konsis-
tent bei grofen Dichten. Die starken Abweichungen der beiden Druckberechnungsarten bei
kleinen Dichten sind nicht von Bedeutung, da dort der Beitrag ohnehin verschwindet.

Proton-Elektron Wechselwirkungsbeitrag

Der Proton-Elektron Wechselwirkungsbeitrag ist

B col3/2 4+ oI €. [ry, T] 4 c3c4%/?

Cc

pe 1+ 61F3/2 + CQF5/2 + C3F5/2
2%/2 — 2
Ch =
V3
3 1T
G = —
! 260 8
Cr = r;7/4
c3 = 0,01
cy, = 1,772
€ielrs, T = 122377213, (ep.[rs, T] + 2*J[I)
0 A+CJT BI'—3/4

1+ 0,089r2 1 +0, 353250 -1/4
v = 0,0140047/r,

JII] = 0,001445 + 0,19928T %/ + 0,07338 /T
A = 0,057930
B = 0,97112
C = —0,34311
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Abbildung 5.9: In den Ausschnitten befinden sich von links nach rechts und oben nach
unten: Die freie Energie f, das chemische Potential g, der Fehler im Druck p® /p%// — 1
und der Druck p. In dieser Abbildung sind die jeweiligen Grofen fiir den Proton-Elektron
Wechselwirkungsbeitrag dargestellt.
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%C0F3/2 + CQF5/2 (Eie + %(hie — die)) -+ CgC4F5/2

I 5.78
Gie 1+ C1F3/2 + <C2 + 03)1"5/2 ( )
O¢;
hie = I'—= .
- (5.79)
O¢;
de = ry2oe |
ie Ts 67‘5 (5 80)

Die Abbildung 5.9 zeigt ein systematisches Verhalten von f7, und g5,. Beim Druck finden
wir ein ausgeprigtes Verhalten, das wegen der starken Anderungen problematisch ist fiir
eine Verwendung in einem partiell ionisierten Plasma. Der Beitrag ist mitverantwortlich fiir
ausgepriagte negative Driicke in dem Dichte- und Temperaturbereich, in dem Wasserstoff
ein neutrales Fluid ist.

5.2 Ergebnisse der Padénaherung
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Abbildung 5.11: Druckisothermen. Gezeigt
Awird mit der blauen Kurve das Ergebnis der
JPadénédherungen bei 31250 K. Die anderen
1Kurven entsprechen der Abbildung 4.11.
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Mit den Padénaherungen fiir das vollstandig ionisierte Elektron-Proton-Plasma erhalten
wir eine gute Ubereinstimmung mit den Nova Laserdaten von ( ) bei Driicken
oberhalb von 1 Mbar, so wie es die Abbildung 5.10 zeigt. In diesem Bereich kann ei-
ne vollstindige Ionisation erwartet werden. Eine Ubereinstimmung wire daher durchaus
plausibel. Ein Vergleich mit den Reflektivitdtsdaten z.B. von ( ) konnte
hier Aufschluss geben. Die gute Ubereinstimmung der FVT mit den Experimenten un-
terhalb 1 Mbar spricht fiir eine Kombination der Zustandsgleichungen fiir das vollstandig
ionisierte Plasma, den Padénéherungen, und fiir das neutrale Fluid, der FVT.

Abbildung 5.11 zeigt das Verhalten der Padénéherungen bei 31250 K. Bei Dichten un-
terhalb 1072 mol/cm? sind die Wechselwirkungsterme noch nicht dominant. Eine einfache
lineare Mischung zwischen FVT und Padéndherungen wiirden zu den Werten von PIMC
und Sesame fiihren. Bei hoheren Dichten lésst sich bereits das lineare Mischungsprinzip
nicht mehr anwenden. Die resultierenden Driicke wéren deutlich zu klein. Wie wir in Ab-
bildung 6.5 sehen werden, erhalten wir hier auch keine giinstigen Resultate beim Abgleich
der chemischen Potentiale zwischen FV'T und Padénéherungen.



Kapitel 6

Partiell ionisiertes Plasma

Wir betrachten ein neutrales System und ein vollstédndig ionisiertes Plasma, aus denen sich
das Wasserstoffmedium zusammensetzt. In gleicher Weise setzen wir die Zustandssumme
zusammen. Die resultierende freie Energie f ergibt sich dann zu:

f = % fo+ % fi + f§_, gesamte freie Energie (6.1)

fo : freie Energie des neutralen Systems aus Atomen und Molekiilen (6.2)
fi + freie Energie des Plasmas aus Elektronen und Protonen (6.3)
fo_1 + Wechselwirkungsterme zwischen neutralem System und Plasma (6.4)
n = mng+ n : Gesamtteilchendichte (6.5)
ng = mng+ 2ng, : Teilchendichte der neutralen Teilchen (6.6)
nyg : Teilchendichte der Atome (6.7)
ng, : Teilchendichte der Molekiile (6.8)
ny = n; = n, : Teilchendichte der Ionen bzw. der freien Elektronen (6.9)

Fiir das neutrale Systems beriicksichtigen wir Atome und Molekiile. Dieses System ha-
ben wir im Kapitel 4 behandelt. Im Plasma kommen Elektronen und Ionen vor. Sie sind
im Kapitel 5 behandelt worden. Den Wechselwirkungsterm f§ ; behandeln wir in diesem
Abschnitt. Vor den einzelnen freien Energiebeitragen stehen jeweils Vorfaktoren mit der
Teilchendichte. Die einzelnen Energieterme beziehen sich auf die Teilchenzahl des jeweili-
gen Teilsystems. Die Vorfaktoren rechnen lediglich den angegebenen Energieterm auf die
(neue) Gesamtteilchenzahl um.

In den beiden vorangehenden Kapiteln behandelten wir das neutrale System aus Ato-
men und Molekiilen und das Plasma aus Elektronen und Ionen getrennt voneinander.
Interessant ist der Dichte- und Temperaturbereich, in dem beides erwartet wird. Wir kom-
binieren sie und ergénzen sie um Terme, die die gegenseitige Beeinflussung beriicksichtigen:

foo = e (6.10)

f§_1 ist der Term aus Gleichung 6.1, der genau diese Terme reprasentiert. Wir beriicksich-
tigen das reduzierte Volumen der Elektronen und Ionen durch die Atome und Molekiile.

69
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Es tragt wesentlich zur Druckionisation bei héheren Dichten bei. Und wir behandeln die
Polarisation, die fiir eine um Groéfenordnungen hohere Ionisation bei sehr kleinen Ionisati-
onsgraden sorgt. Dies ist fiir die Thermodynamik zwar unbedeutend, fiir die Leitfdhigkeiten
ist sie jedoch der entscheidende Beitrag, da sie den Ionisationsgrad bestimmt.

6.1 Reduziertes Volumenkonzept

Eine gegenseitige Beeinflussung der Elektronen und Protonen mit den Atomen und Molekii-
len rithrt aus dem geringeren Volumen fiir die Elektronen und Protonen. Die Punktteilchen
sollen nicht in den Phasenraum der Atome und Molekiile eindringen kénnen. Das Volu-
men der Punktteilchen ist also um das Volumen der Atome und Molekiile kleiner. Genau
diese Aussage erhalten wir, wenn wir in dem harte Kugel - Term der FVT Punktteilchen
hinzufiigen. Wir erhalten dann, wie in ( ) ausgefiihrt ist, den Zusatzterm:

Ne + Ny

fred - _

In[1 — n] (6.11)

Dieser Term ist identisch mit dem Ersetzen der Dichte in den klassischen Idealanteilen der
Elektronen und Protonen durch die reduzierte Dichte n} = n./(1 — n). Dabei ist 7 genau
der durch die neutralen Teilchen besetzte Volumenanteil. ( )
schlagen vor, das reduzierte Volumen auch in die Idealteile des Fermigases einzusetzen und
so fiir die Beschreibung des Elektronengases zu verwenden. Dieses wird nahe gelegt, weil
dadurch die gleichen Relationen zwischen den Idealteilen des chemischen Potentials, der
freien Energie und des Drucks erhalten bleiben, so wie sie im klassischen Fall giiltig sind.

6.2 Polarisation

Die Anwesenheit der geladenen Elektronen und Protonen polarisieren die neutralen Atome

und Molekiile. Basierend auf der Arbeit von ( ) berechnen wir den Pola-
risationsterm mit dem von ( ) abgeleiteten Polarisationspotential:
ol = 2 (nAni Bai[ni, T| + naneBae[ne, T]) (6.12)
n
Bae[ne, T = 27r/7“2 (1 —exp[—V[r, Ral/(kgT)]) dr (6.13)
R4

Bailn;, T] = 27 / 72 (1 — exp|-V[r, Ra + R;]/(kgT)]) dr (6.14)

RA+R;

oy, (14168 \" s
ViRl = ——+ (T2+R2) e’ (6.15)
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4mn.e?
= 1
K T (6.16)
a, : Polarisierbarkeit (6.17)

6.3 Zustandssumme der Atome

Bei der Kombination der Ausdriicke fy und f; des neutralen Fluids mit dem vollsténdig io-
nisierten Plasma trat im Gegensatz zu den Arbeiten von ( )

( ) nur eine schwache Druckionisation auf. Der wesentliche Unterschied ist die
Verwendung effektiver Paarpotentiale statt eines harten Kugelpotentials. Harte Kugelpo-
tentiale haben den Vorteil, eine Grenzdichte zu besitzen, bei der das chemische Potential
unendlich groft wird. Wachst also die Gesamtdichte an, so entsteht allein dadurch eine
Druckionisiation, weil die Dichten des neutralen Systems nicht grofer als die Grenzdich-
te werden kann und demzufolge nur noch die Dichte des vollstdandig ionisierten Plasmas
groker werden kann.

Das reduzierte Volumenkonzept kommt als weitere Mdoglichkeit in Frage, zur Druckio-
nisation beizutragen. Dies funktioniert nur dann, wenn dieser Ausdruck nicht in die FVT
einbezogen wird. Andernfalls wiirde er zur Minimierung der freien Energie beitragen und
in der Ableitung verschwinden. Die verbleibenden anderen Anteile fiir das chemische Po-
tential der Atome gy und der Elektronen und Protonen p. + 1, tragen identisch bei und
heben sich daher auf bzw. verschwinden ohnehin bei kleinen Dichten des neutralen Sys-
tems als In[1 — 5] Ausdruck. Ubrig bleibt bei sehr kleinen Atomdichten ny ein Ausdruck
kgTm/3d%m,. in pg. Selbst bei konstantem Atomdurchmesser dy wichst dieser Ausdruck
nur linear mit der Dichte, die in diesem Fall als identisch mit n. betrachtet werden kann.
Demgegeniiber wichst das chemische Potential der Elektronen . als Fermigas mit zuneh-
mender Dichte deutlich stiarker als linear. Die Folge: Mit zunehmender Dichte fallt der
Ionisationsgrad wieder. Das chemische Gleichgewicht pg = e + 1, wird iiber die starken
Wechselwirkungsanteile des atomaren Systems bei hohen Dichten hergestellt.

Ein weiterer Ansatz zum Erreichen einer ausgepriagten Druckionisation bietet die elek-
tronische Zustandssumme der Atome. Diese wird iiber die ( ) ( );

( ) Zustandssumme oppg, beriicksichtigt. Mit ihr lassen sich erst die chemischen
Potentiale gleichsetzen: g = pte + ptp,. Dies liefert bei kleinen Dichten der freien Elektronen
und Protonen gute Ergebnisse. Bei grofen Dichten liegt eine Reduzierung der elektroni-
schen Zusténde nahe. Wir haben deshalb im Abschnitt 4.1 einen Ausdruck im chemischen

Potential analog zu ( ) eingefiihrt, der mit zunehmender Elektronendichte die
Zustandssumme reduziert. Wir wiederholen den Ausdruck:
- Iy Iy
= 4 2 B [ —— 6.18
OPBL ; s (exp |:82k’BT} 32k3T> (6.18)

2
Ie} = —ID[O'PBL] —In [m} (619)
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a = 1,209 (6.20)
neAg 2/3
y = ( 5 ) (6.21)

Dadurch wird die elektronische Zustandssumme f§ dichteabhiingig.

f¢ fiihrt zu einer Zusammensetzung mit Druckionisation. In den Padéniherungen fiir
das vollstéindig ionisierte Plasma und in f§ stoRen wir auf starke negative Beitriige im
Druckanteil genau in dem Dichtebereich, in dem in gleicher Gréfsenordnung sowohl neutra-
le Atome und Molekiile vorkommen als auch Elektronen und Protonen. Hier kommt zum
Tragen, dass die Padéndherungen bereits Beitrage von Bindungszustinden enthalten, die
zusammen mit f§ zu hoch gewertet werden. Wir sind daraufhin dazu iibergegangen, fiir
das vollstandig ionisierte Plasma nur die Idealbeitrage der Elektronen und Protonen mitzu-
nehmen und den resultierenden Druckanteil aus f¢ entfallen zu lassen. Daraus resultieren
sehr gute Ubereinstimmungen mit den Experimenten und eine Zustandsgleichung ohne
Plasmaphaseniibergang, die wir in den folgenden Abbildungen vorstellen. Offensichtlich
liegen zusétzliche positive Druckbeitréage aus der Coulombwechselwirkung in der gleichen
Grofsenordnung wie die negativen Druckbeitrige aus der dichteabhéngigen elektronischen
Zustandssumme der Atome. Insofern rechtfertigt dieses ein Weglassen der Druckbeitriage
aus f& und den Verzicht auf die Padéniherungen.

6.4 Ergebnisse

In der Abbildung 6.1 zeigen wir die Massen- und Druckanteile des partiell ionisierten Was-
serstoffs bei zwei verschiedenen Temperaturen. Benutzt wurde die Fluid Variational Theory
zur Beschreibung der Atome und Molekiile und die Ausdriicke des idealen Gases zur Be-
schreibung der Elektronen und Protonen, so wie es im Abschnitt zuvor beschrieben wurde.

In den oberen beiden Abbildungen zeigen wir die Massenanteile. Bei 10000 K ist gut
zu erkennen, wie sich mit zunehmender Dichte Atome und schlieftlich Molekiile bilden. Bei
weiter zunehmender Dichte setzt dann die Druckdissoziation und -ionisation ein. Bei der
wesentlich héheren Temperatur von 100000 K treten schlieflich iiberhaupt keine Molekiile
mehr auf.

Betrachten wir die unteren beiden Abbildungen mit den Druckanteilen, sehen wir zu-
sitzlich den Beitrag der Elektronen. Besonders zu hohen Dichten hin dominiert deren
Beitrag. Zusétzlich kommen noch die Wechselwirkungsbeitrige hinzu. Sie spielen eine ent-
scheidende Rolle um 1 g/cm3. Zu sehen sind in tiirkis, blau und griin die Beitrige zwischen
Atomen, Atomen und Molekiilen und zwischen Molekiilen. Wechselwirkungsbeitrige im
Druck zwischen Elektronen und Protonen treten nicht auf; hier haben wir nur die Ideal-
beitrage benutzt. Beitrage aus dem Polarisationsterm sind zu gering und sind daher nicht
sichtbar.

Vergleichen wir die Zustandsgleichung fiir das partiell ionisierte Plasma mit der FVT
fiir rein neutralen Wasserstoff, werden relativ kleine aber entscheidende Abweichungen zu
héheren Dichten, Temperaturen und Driicken deutlich. In Abbildung 6.2 vergleichen wir
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Abbildung 6.1: Aufgetragen ist die auf 1 normierte Summe aus den Betréigen der einzelnen
Anteile p]. Dies zeigt deren Bedeutung bei unterschiedlichen Dichten und Temperaturen.

diese beiden Zustandsgleichungen mit Stofexperimenten. Zu sehen sind die beiden ex-
perimentspezifischen Stofsfront- und Kolbengeschwindigkeiten. Die Zustandsgleichung fiir
das partiell ionisierte Plasma stimmt hervorragend mit den Nova-Laser-Experimenten aus
( ) tiberein. Die Stofexperimente mit der Z-Maschine aus

( ) zeigen einer hohere Stokfront- und eine niedrigere Kolbengeschwindigkeit. Die glei-
che Tendenz weist die Zustandsgleichung fiir das neutrale Fluid auf. Dieses ist insofern
erstaunlich, weil die Rechnungen mit der Pfadintegral-Monte-Carlo-Methode aus

( ) die gleiche Tendenz aufweist, obwohl hier der iiberwiegende Teil freie Elektro-
nen und Protonen sind. Diesem Punkt sind wir weiter nachgegangen. In Abbildung 6.3
haben wir die zu den Stoffront- und Kolbengeschwindigkeit dquivalente Abbildung Druck
iiber Dichte dargestellt. Zu sehen sind die sogenannten Hugoniotkurven. Die Dichte ha-
ben wir geteilt durch die Anfangsdichte aus dem Stofsexperiment. Auf diese Weise lassen
sich die Wasserstoffergebnisse mit den Deuteriumergebnissen vergleichen. In blau sind die
Wasserstoffhugoniotkurven dargestellt. In griin diejenigen fiir Deuterium. Deuterium wird
im wesentlichen wegen der hoheren Masse in der thermischen Wellenldnge stiarker kom-
pressibel. Dies kann der Abbildung fiir alle Zustandsgleichungen entnommen werden. Fiir
Wasserstoff gilt: Am wenigsten kompressibel ist rein neutraler. Dies zeigen die Hugoniot-
kurven, die mit der FVT berechnet wurden. Am stédrksten kompressibel ist das ideale
Elektron-Proton-Gas.

Nehmen wir die Wechselwirkungs- und Austauschterme der Padéndherungen mit, er-
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halten wir eine Hugoniotkurve, die bei hohen Driicken in die Kurve des idealen Elektron-
Proton-Gases iibergeht. Wegen der fehlenden Beschreibung der Atome und Molekiile wer-
den hin zu kleinen Driicken die Padénédherungen vollig unphysikalisch: Sie schneiden sogar
die 0 K Isotherme. Sie stimmen allerdings beachtlich gut mit den Nova-Laserexperimenten
im oberen Druckbereich iiberein. Dort ist ein hoher Ionisationsgrad zu erwarten. Eine
besonders gute Ubereinstimmung mit den Nova-Laserexperimenten zeigt die Zustandsglei-
chung fiir das partiell ionisierte Plasma. Hier bleibt die besonderes interessante Frage: Wes-
halb gibt es eine gute Ubereinstimmung zwischen den Pfadintegral-Monte-Carlo Rechungen
und den Z-Maschinenexperimenten und im Gegensatz dazu eine gute Ubereinstimmung des
chemischen Modells mit den Nova-Laserexperimenten? Hierzu diskutiert ( )
ob die Z-Maschinenexperimente mit einer ungeeigneten Aluminiumzustandsgleichung be-
handelt worden ist und ( ), ob die Nova Laserdaten fehlerhaft sind, weil mégliche
Neigungen des Stofskolbens nicht beachtet worden seien.

Schallgeschwindigkeit
In Abbildung 6.2 zeigen wir die Schallgeschwindigkeit

on
dp

cs = (6.22)

S

fiir die FVT und das partiell ionisierte Plasmamodell aus FVT und den Idealbeitrégen der
Elektronen und Protonen. Beide stimmen gut iiberein mit den Messungen der Gaskano-
nenexperimente und dem linear Mixing Modell von ( ). Im Vergleich dazu ergibt
die Sesame Zustandsgleichung wesentlich hohere Schallgeschwindigkeiten.
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Abbildung 6.2: Auftretende Stof-, Kolben- und Schallgeschwindigkeit bei einem Stofexpe-
riment. Gezeigt wird der Unterschied zwischen einem rein neutralen Fluid und dem par-
tiell ionisierten Plasma. Verglichen wird mit den Experimenten aus Da Silva u.a. (1997);
Knudson u.a. (2003); Pratesi u.a. (1997); Holmes (2001), siehe dazu auch die Verglei-
che bei Clérouin und Dufreche (2001). Die Fehlerbalken der Nova-Laser-Experimente sind
hier wesentlich grofler als die tatséchlichen, da sie aus der Druck iiber Dichtedarstellung
entnommen wurden. Eine Umrechnung in diese Darstellung fiithrt zu einer Addition von
Fehlern und nicht zu den urspriinglich gemessenen deutlich kleineren. Das Abweichen der
Schallgeschwindigkeit bei dem partiell ionisierten Plasma oberhalb von 120 GPa liegt an
dem dort groferen Temperaturgitter, auf dem die Geschwindigkeiten berechnet wurden.



76 KAPITEL 6. PARTIELL IONISIERTES PLASMA: Hy,, H UND H*
3.5 4.5 5.5 6 6.5 7 Abbildung 6.3: Ubersicht iiber die
I — et Stofsexperimente und den Hugoniot-
=== Deuterium kurven.
——- Sesame 1998
v Colinsg8 seti (NovA) | | Experimente
¢ Collins98 set2 (NOVA) mit Gaskanonen'
%  ZSerie 1 ) o -
1000 — +  ZSerie2 — > und o Dick und Kerley (1980),
I niﬂ o Pme) | |+ Holmes uoa. (1995),
: cosose | ] mit Laser
- ldealbeitrige ooy V'und' ¢ Collins u. a. (1998),
i * | mit Diamantstempel:
O Hemley u. a. (1990),
it Idealbeitrige e,p mit Z-Maschine:
« und + Knudson u.a. (2003)
T Simulationen:
& * Dichte Funktional Theory [enos-
o ky u.a. (1997, 2000) und Desjarlais
(2003),
Pfadintegral Monte Carlo Militzer
und Ceperley (2000),
Wellenpaketsmolekulardynamik
100 Knaup (2001)
chemische Modelle:
Aktivitatsentwicklung Rogers
(2000),
Padéndherung Stolzmann und Blo-
cker (2000),
Fluid-Variational-Theory  Juranck
und Redmer (2000),
35 Linear Mixing Modell Ross (1998),

Saumon und Chabrier (1991, 1992)
Nagao u.a. (2001)



6.4. ERGEBNISSE

1000

100

P [GPa]

10

1

2 3

10

T I T I T
maximale
Kompression

des idealen Gases

EinfachstoB-
hugoniot
der FVT Il

<

Zwei- und Mehrfach- -
stoBexperimente

0k

das gra
ist phys
zugang

Isotherme

ue Gebiet
jkalisch nicht
ich. (T<0)

\

(theoretisches)
vollsténdig
ionisiertes Plasma

eine DoppelstoB-
hugoniot b
der EVT Ill

—F

*—% Saumon92 Table |

*—x

I

0o devs

x o O P+ % e

- Lenosky97b mit Shift

O
o+

- Sesame 1998

Saumon00
Rogers00 (ACTEX)
Pade appr.

FVT

Sesame 1972

Ross98 Fig.3

Ross98 Fig.4

Nagao01 Fig.9 CCA
Nagao01 Fig.9 LR
Nagao01 Fig.9 NCENP

Saumon91 Table Il
Saumon91 Table IV D2
Holmes95 Table 11l
Dick80 Table Il

Dick80 Table Il H2
Collins98 set1 (NOVA)
Collins98 set2 (NOVA)
Hemley90 Table Il
Mostovych00 Fig.5
Nellis99 H Table |
Nellis99 D Table |

Z Serie 1

Z Serie 2

Belov02

Nellis83b Fig.1
Nellis83b Fig.1 (vanThiel74)
Nellis83b Fig.2
Lenosky97b ohne Shift

Lensoky00 Fig.1
Militzer00a (PIMC)
Desjarlais03
Knaup01b
Boriskov03/04

Z DoppelstoB

7

| Abbildung 6.4: Ubersicht iiber die

Stofsexperimente und den Hugoniot-
kurven.

Experimente

mit Gaskanonen:

> und o Dick und Kerley (1980),

* Holmes u. a. (1995),

mit Laser:

v und ¢ Collins u.a. (1998),

mit Diamantstempel:

O Hemley u. a. (1990),

1 mit Z-Maschine:
1 * und + Knudson u.a. (2003)

Simulationen:

* Dichte Funktional Theory [Lenos-
ky u.a. (1997, 2000) und Desjarlais
(2003),

Pfadintegral Monte Carlo Militzer
und Ceperley (2000),
Wellenpaketsmolekulardynamik
Knaup (2001)
chemische Modelle:
Aktivitatsentwicklung
(2000),
Padénéherung Stolzmann und Blo-
cker (2000),
Fluid-Variational-Theory
und Redmer (2000),
Linear Mixing Modell Ross (1998),
Saumon und Chabrier (1991, 1992)
Nagao u.a. (2001),

Sesame Kerley (1972b, 2003)

gelb: =0 K Isotherme

Rogers

Juranek



78 KAPITEL 6. PARTIELL IONISIERTES PLASMA: H,, H UND H*
T =10.000 K T =20.000 K T =30.000 K
1 T T TTT T TTTTT 1 IHIZIII TTTTT 1
0.8 H, 0.8 0.8
E 06 . 0.6 0.6
£ 04 0.4 H' 0.4
0.2 H 0.2 0.2
L L_L 1 1 111l 1 L1111l 1 ||||||||
.01 0.1 1 §.01 0.1 1 §.o1 0.1 1
10§ T T IIIIII| T IIIII100 T IIIIII| T T TTTTT 00 T T IIIIII| T T TTTTT
80
= 1
F. 60 00
S 40 10
a 20
1
0 1 111 1111l |||||||| 1 | 1 1 |||||||| 1 |
.01 1 1 .0.01 0.1 1 .0.01 0.1 1
'180 T T Illll(l)l T TTTTIT '18 T IIIIII| T T TTTTIT ‘18 T T IIIIII| T T TTTTTT
— 15~ —~ -15- -15/
- L | L | L |
o2 20 = -20 / -20 |= -
i -25—/;/ 25 - 25 -
- B |||||||| 1 IIIIIII__ i 1 |||||||| 1 IIIIIII__ i 1 |||||||| 1 IIIIIII_
38.01 0.1 1 38.01 0.1 1 38.01 0.1 1
n [mol/cms] n [mol/cms] n [moI/cmS]

Abbildung 6.5: Thermodynamische Grofen im chemischen Gleichgewicht zwischen dem
neutralen Fluid und dem vollstandig ionisierten Wasserstoff unter Verwendung der FVT
und den Padéndherungen. Die Ausschnitte aus der oberen Reihe geben die Massenver-
héltnisse der einzelnen Sorten wieder. Die Ausschnitte aus der mittleren Reihe zeigen den
Druck und aus der unteren das chemische Potential. Alle Darstellungen sind iiber der glei-
chen Dichte aufgetragen. In den Ausschnitten der ersten, zweiten und dritten Spalte sind
die Grofsen jeweils nach den Temperaturen 10000 K, 20000 K und 30000 K dargestellt.
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Abbildung 6.6: Hugoniotkurven in der Darstellung Temperatur iiber Dichte. Dargestellt ist
die Sesamekurve von Kerley (1972h), die SC-Kurve von Saumon und Chabrier (1992), die
LM-Kurve von Ross (1998) und aus dieser Arbeit die FVT- und Padékurve sowie die Kurve
des partiell ionisierten Plasmas aus FVT und den Idealbeitragen der Elektronen und Deu-
teronen. Die Experimente stammen von Cauble u.a. (2000) aus Interferometermessungen.
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Kapitel 7

Anwendung der EOS-Daten und des
Modells

7.1 Modellberechnungen fiir GSI-Experimente

An den Beschleunigern der Gesellschaft fiir Schwerionenforschung (GSI) in Darmstadt soll
Wasserstoff unter hohen Driicken in einer alternativen Versuchsanordnung untersucht wer-
den. Hierzu wurden von Tahir u.a. (2003a) ein Versuchsaufbau mit einem in Abbildung 7.1
gezeigten mehrschichtigen Zylinder untersucht. Im Innern des Zylinders wird der Wasser-
stoff eingeschlossen. Mit einem Schwerionenstrahl werden die dufteren Bleischichten erhitzt.
Damit verbunden ist eine Art Explosion des Bleimantels, die im Inneren zu einer Implosion
fiihrt. Der Wasserstoff wird auf diese Weise stofskomprimiert. Hierzu wurden vergleichende
Rechnungen durchgefiihrt mit dem Sesame Modell und der Zustandsgleichung bestehend
aus der FVT fiir das neutrale Fluid und den Padénaherungen fiir das vollstandig ionisierte
Plasma.

__________

Pb \ Hollow Beam

—— t=100ns|]

—-==-1t=115ns

——— t=120ns

<<<<< t=135ns

—-+—— t=140ns
T

0 50 100 150 200 250 300 350
Target Radius (micron)

Abbildung 7.1: Mehrschichtiger Zylinder aus Abbildung 7.2: Verdnderung des Dichteprofils
Blei schliefst die Wasserstoffprobe ein; aus Ta- wéhrend der Stofkompression aus Tahir u.a.
hir u. a. (2003a). (2001b).
Bereits von Tahir u.a. (2001h) wurde zu diesem Experiment die Zustandsgrofen wih-
rend des Experimentverlaufs untersucht. Abbildung 7.2 zeigt die Verdnderung des Dichte-

profils entlang des Radius bei verschiedenen Zeiten nach Stofsbeginn.
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7.2 Planetenmodelle

Zustandsgleichungen von Wasserstoft werden bei vielen Planetenmodellen benutzt. In sehr
vielen Planeten findet sich ein sehr grofer Anteil an Wasserstoff. Haufiges Beispiel ist
Jupiter mit einem Masseanteil zwischen 62 und 79%. Von ( ) wurde der in
Abbildung 7.3 gezeigte Aufbau von Jupiter skizziert. Deutlich wird daran, wie bedeutend
die Zustandsgleichung ist. Kommt in Jupiter tatséchlich metallischer Wasserstoff vor? Ist
er fiir das Magnetfeld verantwortlich? Hat Jupiter einen Kern mit schweren Elementen?
Gibt es ein gleichméfkiges Helium-Wasserstoff-Gemisch oder regnet Helium aus? Dieses sind

stable regions?

bulk abundance of water?

oat o .
(P L AT T deep zonal winds?

magnetic dynamo?

plasma phase transition?

location & extent of
inhomogeneous region?

metallic hydrogen
(helium rich)

core: well—defined

15000~21000 K or diluted?
Abbildung 7.3: Querschnitt durch Jupiter aus ( ).
alles Fragen, die bis heute noch nicht geklért sind. ( ) stellen den

Nutzen der Stofexperimente fiir die Beschreibung von Jupiter und Saturn dar.
Den Aufbau eines Jupiter dhnlichen reinen Wasserstoffplaneten wurden von
( ) ( ) mit der hier entwickelten Zustandsgleichung berechnet. Die
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Abbildung 7.4 aus ( ) zeigt den Verlauf der Gesamtmasse in Abhéngig-
keit vom Radius. Verglichen werden die Zustandsgleichungen eines idealen Gases mit der
FVT und Sesame Zustandsgleichung. Deutlich werden Unterschiede zwischen FVT und
Sesame im Bereich von 10 Erdradien. In diesem Bereich des neutralen Wasserstoffs gibt es
offensichtlich Unterschiede. Der Realitdt am nichsten kommt sogar die Zustandsgleichung
des idealen Gases. Sie erreicht die Jupitergesamtmasse bei dem korrekten Radius von 11
Erdradien. Dieses legt bei der speziellen Wasserstoffzustandslgeichung, sei es FVT oder
Sesame, einen schweren Kern nahe.

Jupiter F—————— e m e — e m s s e e e m e e 2
300 .

250 |
200 +
150 1
100 4
50 -

o
0 2 4 6 8 10 12 14
r[F{Earth:|

Abbildung 7.4: Dichteprofil von Jupiter mit verschiedenen EOS berechnet; aus

(2004).

m [MEarth:|

ideales Gas
— FVT Il
—— Sesame

7.3 Leitfahigkeit

Von ( ) wurden die elektrischen Leitfahigkeiten mit den Was-
serstoffzustandsdaten berechnet. Grundlage hierfiir ist die Lineare Response Theorie nach
Zubarev. Die Transportquerschnitte wurden in T-Matrix-Naherung berechnet. Es wurde
eine Zustandsgleichung verwendet, die die Fluid Variational Theory fiir das neutrale Fluid
mit den Padéndherungen fiir das vollstandig ionisierte Plasma kombiniert. Der Dichtebe-
reich in denen die Kombination mit den Padéformeln unphysikalisches Verhalten liefert,
wurde mit einer Konstruktion fiir einen Phaseniibergang ausgeblendet. In den folgenden
Abbildungen ist dies als Instabilitdtsgebiet bezeichnet. Die Abbildung 7.3 zeigt den Verlauf
der Leitfahigkeit bei verschiedenen Temperaturen. Gezeigt ist die Zimankurve als oberer
Grenzwert fiir die Leitfahigkeit. Verglichen wird mit Experimenten von ( );

( ). Die Experimente fanden iiberwiegend um etwas 2500 K statt. Zu
sehen ist eine deutliche Diskrepanz zwischen der 2500 K Isotherme der hier entwickelten
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Zustandsgleichung und den Experimenten. Offensichtlich ist entweder der Ionisationsgrad
aus der Zustandsgleichung zu niedrig, oder es gibt einen weiteren Prozess, der die Leitfa-
higkeit signifikant erhoht.

106:_ I I' ...... r UNR I U l.....: 10°F 4
Eo..ooonott 3 i . 3
3 I S 27305;2‘"0'( = L o H [We?r%] ¢
E o H, [Weir 96] o 4 £ o D, [Weir96]
E e D,[Weir96] ~10'F
E10*F Y [Ternovoi 9] . g E
S F -+ Ziman,3000K ST
= ] T
g E 3 = [
- : ° 10
10°F E i
1208K ? T=2500 K  Instabilitits-
3 2027 E ol gebiet 1
F o3k 2813 —— 10000K 7 10F E
100' L . AT T E V- P R R R R
01 02 03 04 05 06 07 08 09 0.4 0.5 0.6 0.7 0.8 0.9 1
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Abbildung 7.5: Elektrische Leitfdhigkeit bei ver- Abbildung 7.6: Einfluss des Hopping-Prozesses
schiedenen Temperaturen aus auf die elektrische Leitfdhigkeit aus
Hierzu wurde von ( ) der Hoppingprozess untersucht. Mit zunehmen-

der Dichte wird die Energiedifferenz der elektronischen Bénder benachbarter Atome klei-
ner. Zur Leitfahigkeit tréagt die mit zunehmender Dichte steigende Wahrscheinlichkeit eines
Elektrons bei, zu einem benachbarten Band iiberzuspringen. Dies wird hopping genannt.
Bei der Berechnung werden nur die Hubbardenergiebénder beriicksichtigt. Also die Ener-
giebdnder nahe der Fermikante. Die Berechnung der Hubbardbénder von ( )
zeigen, wie die getrennten Energiebénder zweier benachbarter Atome bei einer Grenzdichte
verschmelzen. An dieser Grenzdichte steigt die Leitfahigkeit sprunghaft an. Abbildung 7.3
zeigt fiir 2500 K eine gute Ubereinstimmung der Leitfihigkeit mit den Experimenten von

(1996),

7.4 Anwendung des Modells auf andere Fluide

Hier in dieser Arbeit wurde das Modell fiir Wasserstoff und Deuterium entwickelt. In der
Fluid Variational Theory konnen auch effektive Paarpotentiale anderer Fluide vorgegeben
werden. So berechneten ( ) ( ); ( ) mit
diesem Modellansatz die Zustandsgleichung von Helium und einer Mischung aus Helium-
atomen und Wasserstoffmolekiilen. Abbildung 7.7 zeigt die Berechnung der Heliumhugo-
niotkurve. Dabei wurden zwei unterschiedliche Ausgangszustidnde A und B angenommen.
Die Ausgangswerte A wurden aus einer Rechnung von ( ) entnommen und
die Werte B direkt aus der verwendeten Zustandsgleichung. Im Ergebnis zu hohen Driicken
gibt es offensichtlich keine bemerkenswerten Unterschiede. Dariiber hinaus wurde das Mo-
dell fir Krypton, Xenon, Neon und Argon verwendet.
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Abbildung 7.7:
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Kapitel 8

Zugehoriges C++ Programm

Fiir die Berechnungen dieser Arbeit entwickelten wir ein C++ Programm. Dieses besteht
aus Programmteilen, die in verschiedenen Programmdateien zusammengefasst wurden. In
der Abbildung 8.1 sind der Inhalt der Dateien und deren Verkniipfungen dargestellt.

Die meisten Dateien enthalten direkt die Funktionen, die in dieser Arbeit aufgefiihrt
sind. Sie sind alle mit Klartextnamen benannt und lassen sich so leicht zuordnen. Eine
Ausnahme bildet die Datei hardsphere.C. Hier wurde fiir den Wechselwirkungsterm in
der FVT aufgrund der Numerik eine analytische Integration {iber dem Ortsraum vor der
numerischen Integration iiber den Impulsraum durchgefiihrt. Deshalb ist dort das effektive
Wechselwirkungspotential nicht mehr im Klartext zu finden, sondern nur die bereits iiber
den Ortsraum integrierten Ausdriicke.

Sollen unabhéngig vom Gesamtprogramm lediglich einzelne Funktionen ausgegeben
werden, so muss bei den Korrelationsfunktionen in der Datei structurF.C die Klasse lee
vorher initialisiert werden. Im Gesamtprogramm iibernimmt diese Initialisierung die Mini-
mierungsroutine der FVT. Wird diese umgangen, muss dieses beriicksichtigt werden. Diese
Struktur wurde gewéhlt, um in den verschiedenen Funktionen mehrfach benutzte Aus-
driicke nur einmal berechnen zu miissen und so Rechenzeit zu sparen. In der Abbildung
8.1 wird deshalb extra darauf aufmerksam gemacht.

Werden im Hauptprogramm nur die FVT Ausgabeprozeduren genutzt, so werden zu
einem Dichte und Temperatur Wertepaar die freie Energie innerhalb weniger Sekunden,
in ungiinstigen Fallen Minuten, minimiert. Aus dem Ergebnis werden ohne grofsen Zeit-
aufwand weitere thermodynamische Grofsen berechnet. Es sei denn, es sollen Relationen
numerisch berechnet werden. Hier empfiehlt es sich eher, ein Datengitter mit der freien
Energie oder gegebenenfalls auch einer anderen Grofe wie der Entropie zu berechnen und
daraus die Ableitungen. Andernfalls wird die Minimierungsroutine der FVT zwangsléau-
fig sehr haufig aufgerufen. Dies fiihrt zu Rechenzeiten von bis zu einer Stunde fiir einen
Datenpunkt. Dies tritt z.B. bei der Berechnung einer Hugoniotkurve auf. Dort muss die
Nullstellensuchroutine mit Hilfe der FVT etliche Datenpunkte berechnen, bevor sie eine
akkurate Losung gefunden hat.

Sollen Daten fiir ein Gemisch aus neutralem Wasserstoff und vollstédndig ionisiertem
Wasserstoff berechnet werden, so wird die Partialdichte der freien Elektronen vorgegeben
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CERN - Library hauke.C

Funktionen zur Integration alle Naturkonstanten

structurF.C l

Paarkorrelationsfunktionen eines zwei Sorten
harte Kugelsystems.

fermi.cpp

Wichtig: Die definierte Klasse ,lee”“ muss
jedesmal bei einer Parameteranderung im
harten Kugelsystem neu initialisiert werden.

v * pade.C

Fermifunktionen und zugehborige

hardsphere.C
Ausdriicke eines zwei Sorten harte Kugelsystems und alle Ausdriicke eines vollstandig
Funktionen der FVT. Im wesentlichen die |(31n|§|ertencPI?smas, z.B.
Wechselwirkungsausdriicke, also die Integration Uber das f 1 T T £ T
Exp-6-Potential multipliziert mit der Paarkorrelationsfunktion. D.’,...
eos.C
NAG - Library Kombination der Ausdrucke aus hardsphere.C zu der FVT mit Bestimmung
des chemischen Gleichgewichts zwischen Atomen und Molekulen. D.h.
Funktionen zur Minimierung der freien Energie f nach dem Dissoziationsgrad und den harten
Minimierung und Kugeldurchmessern.
Nullstellensuche

Kombination der FVT mit dem vollstandig ionisierten Plasma (pade.C).
Bestimmung des chemischen Gleichgewichts zwischen Atomen und
Elektronen und lonen. (Nullstellensuche)

Berechnung der Hugoniotbedingung (Nullstellensuche)

Berechnung der gesamten freien Energie f und anderer thermodynamischer
GroBen wie Druck, innere Energie, Entropie, ...

final.C
Hauptprogramm.

Initialisierung von Basisdaten, d.h.
¢ Setzen der Wasserstoff- oder Deuteriumparameter
* vollstandige Berechnung der Potentiale aus den vorgegebenen Parametern fur die Atom-Atom und
Molekul-Molekul Wechselwirkung. D.h. Berechnung der Parameter fur die Atom-Molekul
Wechselwirkung und die exponentielle Fortsetzung der Potentiale fur kleine Abstande
* Berechnung der Ausgangsdaten eines StoBBexperiments.

In Ausgabeschleifen zur Datenerzeugung:

1. Aufruf einer Initialisierungsfunktion in eos.C bei meist zwei vorgegebenen thermodynamischen
GrofRen, z.B. Dichte und Temperatur:
- Minimierung der freien Energie der FVT.
- Bestimmung des chemischen Gleichgewichts zwischen H und e,i oder
- Erfullung der Hugoniotbedingung zur Berechnung eines StoBexperiments

2. Berechnung zugehoriger thermodynamischer GroBen wie z.B. Druck, innere Enerige

3. Ausgabe der Werte in Dateien

Abbildung 8.1: Diagramm zur Erlduterung der Programmmodule
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und iiber die Nullstellenroutine, die das chemische Potential zwischen Atomen und Elek-
tronen und Ionen abgleicht, eine passende Partialdichte des neutralen Wasserstoffs gesucht.
Deshalb wird hier die Minimierungsroutine der FVT héaufig aufgerufen. Dies geschieht auf
diese Weise, weil die Dichte der freien Ladungstriger in die FVT mit eingeht und sich
auf die Minimierung auswirkt. Beide Partialdichten ergeben zusammen die Gesamtdichte.
Die Gesamtdichte konnte vorgegeben werden; dieses wiirde jedoch zu einem unnétig zei-
tintensiven Iterationsverfahren fiihren. Deshalb ist es sinnvoll, sich eine dichte Folge aus
Dichtewerten zu erzeugen und die gewiinschten Datenpunkte durch Interpolation zwischen
den berechneten zu gewinnen. Gleiches gilt hier auch fiir die Berechnung von Hugoniot-
kurven. Zum Auswerten der Daten wurde hierfiir das Programm Mathematica benutzt.

Alle programmierten Funktionen wurden mit Ergebnissen anderer Autoren abgeglichen.
Hierzu zahlen die Padéformeln, die mit ( ) abgeglichen wurden,
oder die FVT, die von ( ) nachprogrammiert worden sind. Analytische
Ableitungen wurden numerisch gegengepriift. Fehler konnen so nahezu ausgeschlossen wer-
den.

Die Programme stehen an der Universitidt Rostock im Institut fiir Physik in der Ar-
beitsgruppe Statistische Physik zur Verfiigung. Ein Handbuch soll fiir sie erstellt werden.
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Kapitel 9

Zusammenfassung & Ausblick

Ziel der Arbeit war die Beschreibung von Wasserstoff im chemischen Bild. Wasserstoff
haben wir dazu als Mehrkomponentensystem aus einem neutralen Fluid - bestehend aus
Atomen und Molekiilen - und einem vollsténdig ionisierten Plasma - bestehend aus Elek-
tronen und Protonen - beschrieben. Das neutrale Fluid wurde mit der Fluid Variational
Theory (FVT) modelliert. Dabei wird die Wechselwirkung zwischen den Atomen und Mole-
kiilen tiber effektive Wechselwirkungspotentiale abgebildet. Im Bereich des neutralen Fluids
stimmt die FVT mit den Stofexperimenten {iberein. Im Bereich héherer Driicke als 1 Mbar
macht sich die fehlende Ionisation bemerkbar. Dort reproduziert die FVT weder die Nova
Laserdaten noch die Daten der Z-Maschine, sondern liegt dazwischen. Anhand der FVT al-
lein kann nicht entschieden werden, welches der beiden Experimente aus Sicht des Modells
als korrekt favorisiert werden miisste. Die FVT zeigt aufgrund der Druckdissoziation dhn-
lich wie die Nova Laserdaten eine starke Komprimierung um 1 Mbar iiber die beim idealen
Gas maximale Kompression von 4 hinaus. Dies liefert den Hinweis, dass die Hinzunahme
der Ionisation zu einer noch stérkeren Kompression fithren miisste.

Hierzu verwendeten wir in einem ersten Schritt die Padéndherungen, um das vollsténdig
ionisierte Plasma zu beschreiben. Mit den Padéndherungen wurden die Nova Laserexperi-
mente oberhalb 1 Mbar bereits gut reproduziert. Damit verbunden war die Erwartung, die
Kombination von FVT und Padénidherungen konne eine Zustandsgleichung darstellen, die
den gesamten Bereich der Stokexperimente abdeckt.

Dazu wurde ein chemisches Gleichgewicht zwischen Atomen und den Elektronen und
Protonen aufgestellt und gelost. Der Abgleich wies auf einen Phaseniibergang hin. Das
Verhalten des chemischen Potentials und des Drucks waren zueinander nicht konsistent, so
dass kein sinnvoller Ubergang konstruiert werden konnte.

Daraufhin bot es sich an, die Beschreibung des vollstdndig ionisierten Plasmas auf die
idealen Anteile zu reduzieren. Dies machte eine dichteabhéngige Beschreibung der elek-
tronischen Zustandssumme der Atome erforderlich. Entstanden ist ein Modell des partiell
ionisierten Plasmas ohne Plasmaphaseniibergang, das mit den Nova Laserdaten im gesam-
ten Bereich gut iibereinstimmt.

Diese Arbeit beschrieb Wasserstoff im chemischen Bild. Es bleibt eine offene Frage, ob es
gelingt, Wasserstoff in diesem Bild préziser zu beschreiben, oder ob es prinzipiell nicht mog-
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lich ist, weil der Ubergangsbereich vom molekularem zu metallischem Wasserstoff sich nicht
mit einzelnen chemischen Komponenten beschreiben lasst. Sobald Experimente vorliegen,
die gleichzeitig Dichte, Temperatur, Druck und Leitfahigkeit bestimmen, wird deutlich,
welche Modelle die Wirklichkeit am besten abbilden. Eine Klirung ist insofern dringend
erforderlich, da sich das Interesse selten auf reine Materialien beschrinkt, sondern wie bei-
spielsweise in der Astrophysik Mischungen verschiedener Materialien beschrieben werden
miissen, die das Problem ungleich komplexer werden lassen. Eine ungenaue Beschreibung
der Einzelkomponenten trégt nicht zu einem guten Mischungsmodell bei. Dieses Modell

wurde bereits bei ( ) zur Beschreibung von Helium-Wasserstoff Gemi-
schen benutzt, um damit die Dichteverteilung des Planeten Jupiter zu berechnen.
0.8 T T T T T T 1] T T T T T— T T 1
i — bei 694 nm: partiell ionisiertes Plasmas o /
< bei 808 nm: verzogerter Nova-Laser Stof3
@ bei 808 nm: konstanter Nova-Laser Stof ®
0.6 =
N
'R - .
N
©
>
.; 4
~ 0.4 m
%]
=
?]
m - .

0.2 %
0 1 1 ' 1 1 1 [ R T T
10 100 1000

P [GPa]

Abbildung 9.1: Reflektivitdten entlang der Hugoniotkurve. In rot die Messungen aus
( ) und in griin die Reflektivitdt entlang der Hugoniotkurve des partiell ioni-
sierten Plasmas.

Erste Rechunungen der Refelektivitat von ( ) mit dem Modell von
( ), die die Zustandsdaten des partiell ionisierten Plasmas dieser Arbeit
zugrundelegt, zeigen in Abbildung 9.1 bereits das Verhalten der Reflektivitdtsmessungen
bei den Nova Laserexperimenten von ( ). Hier werden Folgearbeiten an-
schliefen miissen, um die Reflektivitdt und andere Zustandsgréfsen wie zum Beispiel die
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spezifischen Warmekapazitaten mit anderen Experimenten zu vergleichen und aus anderen
Zustandsgleichungen zu berechnen.

Auferdem steht ein Vergleich mit den Leitfdhigkeitsmessungen von ( )
im Bereich niedriger Temperaturen um 3000 K im Rahmen des entwickelten Modells noch
aus.
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Anhang A

Konstanten

A.1 Konstanten und Standardfunktionen

Wir fithren die in dieser Arbeit benutzten, aktuellsten Werte fiir physikalische

( ) auf.

5,201772083 107" m  Bohr-Radius

2,99792458 10° m/s Lichtgeschwindigkeit
0,577215664901532 Eulersche Konstante

1/(poc?) = 8,854187817 107" F/m  elektrische Konstante
2,7182818285

1,602176462 107 C Elementarladung

reduzierte Elementarladung
4meg

6,62606876 x 10~3*JsPlancksches Wirkungsquantum
1,054571596 107 Js  Planck Konstante

1,3806503 1072* J/K  Boltzmann-Konstante
9,10938188 107%' kg  Elektronmasse

1,67262158 107" kg Protonmasse

1,66054021 107" kg Neutronmasse

6,02214199 10* Teilchen,/mol Avogadro-Konstante
2,17987190 10**J Rydberg

471 x 107" N A~ ?magnetische Konstante

o0

/ t*~le tdt Eulersche Gammafunktion; I'[z] # ' = I'[n, T

0
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o0

C[s] = Zk’_s Riemannsche Zetafunktion (A.18)

k=1

A.2 Konstanten speziell fiir Wasserstofft

Ein Teil der Konstanten ist spezifisch fiir Wasserstoff. Sie konnen ersetzt werden durch
die Konstanten fiir Deuterium. Das Modell kann auf diese Weise fiir beide Materialien
verwendet werden.

my Wasserstoffionmasse (A.19)
mpy = m, Atommasse (A.20)
mpy, = 2mpg Molekiilmasse (A.21)
My = myNy=1,00727647 10~ kg/mol molare Masse eines Atoms (A.22)

hv = 6340 kgK Vibrationskonstante (A.23)

ap = 0,0143 Terme hoherer Ordnung der Vibration (A.24)

x = 0,02736 Terme hoherer Ordnung der Vibration (A.25)
Toy, = 87,58 kK Rotationskonstante (A.26)
Dy = 51960,07 kgK Dissoziationsenergie (A.27)
Iy = 152018,3 kK Tonisierungsenergie (A.28)

A.3 Konstanten speziell fiir Deuterium

Ersetzen wir die folgenden Konstanten fiir Wasserstoff durch die hier aufgelisteten Werte
fiir Deuterium, kann das Modell zur Berechnung eines Deuteriumfluids verwendet werden.

m, — m,+m, Deuteronmasse (A.29)
myg — mp=m,+m, Atommasse (A.30)
my, — mp, =2mp Molekiilmasse (A.31)
My — Mp=mpN4=2,00782594 1073 kg /mol molare Masse eines Atoms
(A.32)

hv = 4395 kgK Vibrationskonstante (A.33)
ap = 0,0143 Terme hoherer Ordnung der Vibration (A.34)

x = 0,02736 Terme hoherer Ordnung der Vibration (A.35)
Toy, — Top,=43,78 kK Rotationskonstante (A.36)
Dy = 52866,38 kpK Dissoziationsenergie (A.37)
Iy = 157797,32 kK lonisierungsenergie (A.38)



Anhang B

Funktionen

B.1 Paarkorrelationsfunktion fiir zwei Komponenten

Wir schreiben hier die Paarkorrelationsfunktion aus ( , ) speziell fiir Wasserstoff
auf. Die Parameter £ und [ stehen sowohl fur ein Atom A als auch ein Molekiil A5. Dabei
ist der Parameter [ jedoch immer die andere Teilchensorte. Wenn also & = A dann ist
[ = As und umgekehrt.

Jkk

gkl

Skkla, )

Skilg, n]
Dylq]

Cl

[ee)

/ Skwlq] sin[gr]dr

0
o)

/ Skilq] sin[gr]dr
1 — nicrelq]
Dylg]
/AT A, Cra[q]
Dylg]
(1 = nacaalg)) (1 = na,ca,a,[q]) — nana,cia,

4
—q—Z(A sin[qgoy| + B cos[qog] + C'sinfgAy] + D cos[gAg)

47 .
——(Ak sm[qakk] + Bk COS[QO'kk] + Ck)

e
ay, + 2bpowy + 4doy, — 24doyy,/q°
(2by, + 12d02,)/2 — 24d/q® — orslar + owby + 02,.d)g
as+ 2b0 44 + 4d0,24A<UAA2 + 2)\AA2) - 24dUAA2/q2
(20 + 12do g p044)/q — 24d/¢°

—(opaa + o4 4b+ 03 4d(ow + 3 ))q
24d/q* — 20y /q
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C = 24Ma,d/q? (B.14)
D = (24d —2b¢*) /¢ (B.15)
grklows] = (L4+n/2+3/2m/ou(om, — ou))(1 —n)? (B.16)
gulow] = (04,944 + 0aaGa,4,)/ (20k1) (B.17)
d = (naaa/o3s + 14,04,/ 454,) /2 (B.18)
b = —6(14,94,45(0445) /04, 4, + 149240 44] /0% 4)onignilow] (B.19)
be = —6(kgiklowr]’/ow + mgulow) ow/on) (B.20)
(c)
ap = k:BLT %Z;k (B.21)
© _ L+n+n* = 3n(y1 + yan)
p'“ = nkgT A=) (B.22)
n o= nNatna,, (B.23)
yr = (ma+Ma, = Naay — Nasa)/1;
Yo = [Manas + nasa(na — 2n4,) + naas(na, — 204)]/77,
m = (mp)'? (B.24)
e = Tu/nonk (B.25)
(B.26)

B.2 Plasmaparameter

Zur Beschreibung des Verhaltnisses aus Potentieller Energie und kinetischer Energie wird
ein dimensionsloser Wechselwirkungsparameter I' eingefiihrt. Er beschreibt die Starke der
Coulombwechselwirkung zur Bewegung der Teilchen.

' = T'e=T;,=TI[nT7] Coulomb-Kopplungs-Parameter (B.27)

&2 [4mn\ "
I'n, T = - B.28
1l = o () (B.29

Wie sehr Quantenzustéinde das System beeinflussen wird durch den Entartungspara-
meter 6 widergegeben. Er ist das Verhéltnis aus kinetischer Energie zur Fermi-Energie. Je
grofer 6 desto eher kann das System klassisch beschrieben werden.

4
(3y/mn)** A [T
2T

AT = . Th thermische de Broglie Wellenldnge des Elektrons (B.30)

On,T] = 0.= Entartungsparameter (B.29)
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Abbildung B.1: Darstellung der Parameter I', 6, ) und I/, fiir vier verschiedene Tempe-
raturen iiber der Teilchendichte.
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B.3 Fermi-Dirac Integrale

Bei der Beschreibung des Elektronplasmas finden die Fermi-Dirac Integrale Verwendung.
Die relativistischen Ausdriicke .J, bendtigen wir erst bei Temperaturen oberhalb des in
dieser Arbeit untersuchten Bereiches. Wir beschriankten uns daher auf die einfachen Fermi-
Dirac Integrale I,,.

7 = \/1—|—>\z
v u—l—l/

dz relativistisches Fermi-Dirac Integral (B.31)

eV 4
1 pe \* . . - :
2= 5 1+ -1 dimensionslose relativistische Energie (B.32)
Mmec

pe Impuls der Elektronen

[e.9]

1 14
I, = NOES / ezfi n 1dz Fermi-Dirac Integral (B.33)

0

Fiir die Fermi-Dirac Integrale verwendeten wir Entwicklungen, die vom reduzierten chemi-
schen Potential ¢ = gi¢ abhingen:

(5 o(n+1)v
nZ:O< ) (n + 1)V+1 ur w < 5
L[y = Paden'aherungen siehe unten fir —5 < <10
1/1”“ Z I'[2n]¢[2n] 1—2n .
\

(B.34)

1 wird iiber die Gleichung 5.1 berechnet. Fiir den Zwischenbereich fiir ¢» von -5 bis 10
wurden Padéndherungen entwickelt. Es stehen die Entwicklungen von

( ) und ( ) zur Verfiigung. Beide geben qualitativ gute
Resultate. Wir fithren beide Varianten auf:

B.3.1 Zimmermann-Formeln fiir Fermi-Dirac Integrale

Ilyl = [ 9/(140,3536 = 0,0099y” +0,000375y%) fir y < 5,5 (B.35)
—12W0 T g3 /(0,806 + 0, 4535y~ 43 + 1, Ty8/3) fiir y > 5,5 '
Liplyl = vy (B.36)

+0,1768y2 — 0,0033y> + 0,000094y* fiir y < 5,5
I — y ) ) / ) ) B.
o/2ly] { 0,4836y°* + 1,3606y"/* — 1,7y~ fiir y > 5,5 (B.37)
CAE 4 —
Bele _ 7 _g-3/2 (B.38)

YT T T3sm
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B.3.2 Stolzmann-Formeln fiir Fermi-Dirac Integrale

1_1/2[0]
L26]
L32[6]
Is26]
I75[6)]
Lo/26]

0[n, T

3. 1
I 5]0] -6

+6,95726°/4

2 (1

ig—iﬁ/?
3T

I 5[0]=0

+ 3,6805/4)9/5

(14 7,746%/2)/3

1+ 12,098763/2

L (149,5007/4)11/7

I5/5[0] -6

1+9,8207/4

(14 13,5002)3/2

2
5
2
T2 [6] 20
2
9

2

17/2[9]—9_1

11

8
(s

1+ 11,02362
(14 25, 500%/4)13/9

14 19, 55969/

)2/3

101
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(B.40)
(B.41)
(B.42)
(B.43)
(B.44)

(B.45)
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Anhang C

Tabellen

C.1 Umrechnungstabellen

pr[g/cm”]

pp,[g/cmn’]

V[em? /mol]

rslag]

= n mg(n in gebundenen und freien Elektronen)

— n[Elektronen/A’] 1,67262158 10°% A®/cm? (C.1)
= nmp

= n[Elektronen/A’] 3,33316179 10°¢ A”/em? (C.2)
= 1,9927769855 pp,|g/cm®]

Na

n

0,602214199 cm?/(A’mol) ©3)
n[Elektronen/ Ag] '

mee? 3 \/3
T dmeh? (H)

= n[Elektronen/A’] "1/ 1,1722924462 [ap(Elektronen/A)?]  (C.4)

kT = T[K] 1,380658 10~% [J/K] (C
EleV] 1,60217733 107 [J/(eV)] (C
NakpT = T[K] 8,3145112119 J /(K mol) (C.
kT /mp = T[K] 8,2544552606 10° J/(K kg) fiir Wasserstoff ~ (C
kpT/mp = T[K] 4,1421871694 10* J/(K kg) fiir Deuterium  (C

kpT
5/ = T[K] 8,617386 10~° [eV /K] (C.10
C

E[J] 6,2415063631 10'® [eV/J]] (

© 00 N o o

)
)
)
)
)
)
11)
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pp, [8/em’] pr, [g/cm®] n [mol/em?®] V [em®/mol] n [1/A’]  r [ag]
2,00728e-4  1,00728e-4  1,00000e-4  1,00000e+4  6,02214e-5  2,99079e+1
2,00728e-3  1,00728e-3  1,00000e-3  1,00000e+3  6,02214e-4  1,38820e+1
2,00728e-2  1,00728e-2  1,00000e-2  1,00000e+2  6,02214e-3  6,44346e+0
2,00728e-1  1,00728e-1  1,00000e-1  1,00000e+1  6,02214e-2  2,99079e+0
5,01819e-1  2,51819e-1  2,50000e-1  4,00000e+0  1,50553e-1  2,20363e+0
5,04308e-1  2,53068e-1  2,51240e-1  3,98025e+0  1,51300e-1  2,20000e-+0
6,71235e-1  3,36834e-1  3,34401e-1  2,99042e+0  2,01381e-1  2,00000e-+0
8,34498e-1  4,18762e-1  4,15737e-1  2,40537e+0  2,50362e-1  1,86000e-+0
1,00196e4+0 5,02796e-1  4,99164e-1  2,00335e+0  3,00603e-1  1,75000e+-0
1,00364e+0 5,03638e-1  5,00000e-1  2,00000e+0  3,01107e-1  1,74902e+-0
1,34487e+0 6,74875e-1  6,70000e-1  1,49254e+0  4,03483e-1  1,58645e+0
1,50546e+0 7,55457e-1  7,50000e-1  1,33333e+0  4,51660e-1  1,52791e+0
1,71136e+0 8,58781le-1  8,52578e-1  1,17291e+0  5,13434e-1  1,46400e+0
2,00728e+0 1,00728e¢+0 1,00000e+0  1,00000e+0  6,02214e-1  1,38820e-+0
2,98651e+0 1,49867e+0 1,48784e+0 6,72115e-1 8,95998e-1  1,21600e+0
9,36988e+0  2,69467e+0 2,67521e+0  3,73803e-1 1,61105e+0 1,00000e+-0
2,00728e+1 1,00728e+1  1,00000e+1  1,00000e-1 6,02214e+0 6,44346e-1
7,79135e+1  3,90980e+1 3,88155e+1  2,57629e-2 2,33753e+1  4,10000e-1
2,00728e+2  1,00728e+2 1,00000e+2  1,00000e-2 6,02214e+1  2,99079e-1
2,00728e+3 1,00728e+3 1,00000e+3  1,00000e-3 6,02214e+2 1,38820e-1
2,19950e+4 1,10374e+4 1,09576e+4  9,12605e-5 6,59884e+3  6,25000e-2

Tabelle C.1: Ausgewéhlte Dichtewerte in verschiedenen Einheiten.

T [K] EleV] E[J] E[J/mol|

1,00000e0  8,61739¢-5  1,38066e-23 8,31451e0

7,50000e+1 6,46304e-3  1,03549e-21 6,23588e+2
1,75000e+2 1,50804e-2  2,41615e-21 1,45504e+3
3,00000e+2  2,58522e-2  4,14197e-21  2,49435e+3
3,00000e+3  2,58522e-1  4,14197e-20 2,49435e+4
5,00000e+3  4,30869e-1  6,90329e-20 4,15726e+4
7,81300e+3 6,73276e-1  1,07871e-19 6,49613e+4
1,00000e+4 8,61738e-1  1,38066e-19 8,31451e+4
1,16044e+4 1,00000e0 1,60218e-19  9,64852e+4
1,50000e+4 1,29261e+0 2,07099e-19 1,24718e+5
1,56250e+4 1,34647e+0 2,15728e-19 1,29914e+5
1,60000e+4 1,37878e+0 2,20905e-19 1,33032e+5
1,25000e+5 1,07717e+1 1,72582e-18 1,03931e+6
1,00000e+6 8,61739e+1 1,38066e-17 8,31451e+6

Tabelle C.2: Ausgewéhlte Energiewerte in verschiedenen Einheiten.
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Abbildung C.1: Verschiedene Dichteskalen im Vergleich.
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Abbildung C.2: Verschiedene Energieskalen im Vergleich.
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