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Einleitung

Eine der Hauptaufgaben der numerischen Mathematik ist die Entwicklung von schnellen und nume-
risch stabilen Algorithmen. Zu den bekanntesten schnellen und numerisch stabilen Algorithmen gehort
die schnelle Fourier-Transformation (FFT). Diese Methode zur Berechnung der diskreten Fourier-
Transformation (DFT) wurde von Cooley und Tukey [12] im Jahre 1965 vorgeschlagen und beruht
auf der Teile-und-Herrsche-Strategie. Bei einer Transformationslinge n = 2¢ reduziert die FFT die An-
zahl der arithmetischen Operationen auf O(nlogsn). Eine naive Implementierung der DFT benotigt
dagegen O(n?) Operationen. Der nach Strang [52] wichtigste Algorithmus des 20. Jahrhunderts ist
bereits 1805 von Gauss verwendet worden, wie aus seinen gesammelten Werken [22] hervorgeht.
Heutzutage ist die Fourieranalysis ein hoch entwickelter Zweig der Mathematik mit vielfaltigen An-
wendungen [31]. Bei zahlreichen Aufgabenstellungen sind jedoch reelle Datenvektoren gegeben. Um
die komplexe Arithmetik bei der DFT zu umgehen, werden beispielsweise die diskreten Kosinus-
Transformationen (DCT) und die diskreten Sinus-Transformationen (DST) angewandt. Eine heraus-
ragende Rolle spielen dabei die DCT, deren Eigenschaften sich fiir die Datenkompression als besonders
geeignet herausgestellt haben [2]. Aufgrund ihrer Linearitiit, leichten Invertierbarkeit und Néhe zur
DFT sind die DCT und DST ebenso in der digitalen Signalverarbeitung wichtige Werkzeuge beim
Entwurf von effizienten Filterbanken [I5, S. 203f und S. 5591].

Fiir die DCT und DST lassen sich reelle, schnelle und numerisch stabile Algorithmen angeben. Diese
beruhen ebenfalls auf der Teile-und-Herrsche-Strategie. Wie bei der DFT gibt es fiir die DCT und
DST verschiedene Moglichkeiten einer schnellen Realisierung. Im Vordergrund stehen hier Algorithmen,
welche auf Matrixfaktorisierungen

A = HA(’”) = AW A@ A0

m=1

der entsprechenden orthogonalen Transformationsmatrix A basieren, deren Faktoren A diinnbesetzt
und orthogonal sind. Dabei bedeutet hier die Diinnbesetztheit von A, dass in jeder Zeile und in
jeder Spalte maximal zwei Elemente ungleich Null stehen.

Neben der Reduzierung der Anzahl der Rechenoperationen haben die Diinnbesetztheit und die Ortho-
gonalitéit einen positiven Einfluss auf die Genauigkeit der Rechenergebnisse. Dariiber hinaus lassen sich
orthogonale Matrizen denkbar einfach invertieren, so dass Transponieren der entsprechenden Faktori-
sierung sofort einen Algorithmus fiir die inverse Transformation liefert. Ist die Transformationsmatrix
A sowohl orthogonal als auch symmetrisch, wie es bei der Sinus- und Kosinusmatrix vom Typ IV der
Fall ist, dann sind Hin- und Riicktransformation mit demselben Algorithmus moglich. Aufgrund dieser
Eigenschaft ist die DCT-IV innerhalb der digitalen Signalverarbeitung besonders attraktiv [I5] 57].
Die Effizienz eines schnellen Algorithmus ldsst sich im Vergleich zu seinen Stabilitdtseigenschaften
wesentlich einfacher vorhersagen [24] S. 438]. Letztere erfordert eine sorgfiltige Analyse. Erste syste-
matische Untersuchungen zum Rundungsfehler-Verhalten eines Computers gehen auf die wegweisenden
Arbeiten von J. von Neumann und Goldstine [41] (bei der Festkomma-Arithmetik) sowie von Wilkinson
[66, [67] (bei der Gleitkomma-Arithmetik) zuriick. Seitdem ist vor allem die Rundungsfehleranalyse in
der Gleitkomma-Arithmetik weiterentwickelt worden. Dies liegt insbesondere daran, dass alle géngigen
Computer die Gleitkomma-Arithmetik verwenden, wie wir dem Standardwerk [24] von Higham entneh-
men konnen. Untersuchungen von Rundungsfehlern schneller Algorithmen in Festkomma-Arithmetik
sind dagegen kaum durchgefiihrt worden.

Aufgrund der rasanten Entwicklung digitaler Technologien innerhalb der letzten Jahre, deren Auswir-
kungen in nahezu allen Lebensbereichen zu spiiren sind, ist der Bedarf an digitalen Signalprozessoren
enorm gestiegen. Die digitale Signalverarbeitung spielt derzeit eine Schliisselrolle fiir die drahtlose
Kommunikation, Audio- und Videoverarbeitung und bei industriellen Steuerungsaufgaben. Um die
Effizienz zu steigern, werden daher viele digitale Signalprozessoren anwendungsspezifisch konzipiert.
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Nicht selten wird dabei auf die im Vergleich zur konventionellen Gleitkomma-Arithmetik einfache-
re und beziiglich der Hardware weniger kostenintensive Festkomma-Arithmetik zuriickgegriffen [I5]
S. 669]. Somit wichst zunehmend das Interesse an deterministischen bzw. stochastischen Rundungs-
fehleranalysen in Festkomma-Arithmetik. Bei der deterministischen Rundungsfehleranalyse wird der
Rundungsfehler im ungiinstigsten Fall (worst-case) bei jedem Schritt nach oben abgeschiitzt. Die auf
diese Weise ermittelten oberen Schranken sind im Allgemeinen jedoch viel zu pessimistisch. Daher
wird im Rahmen einer stochastischen Rundungsfehleranalyse zusétzlich das durchschnittliche Verhal-
ten (average-case) des Rundungsfehlers abgeschétzt. Entsprechende Untersuchungen existieren bisher
ausschlieBlich fiir die FFT [9, [34] 64} [65]. Lediglich bei Yun und Lee [72] [73] finden sich Erwartungswert
und Varianz der Komponenten des bei ausgewihlten schnellen DCT-Algorithmen entstehenden Feh-
lervektors, wobei dort die stark vereinfachenden Annahmen verwendet werden, dass simtliche Matrix-
Eintrége exakt und die Eingangsdaten unabhéngig identisch verteilt sind. Daher hat sich diese Arbeit
zum Ziel gesetzt, diese Liicke fiir die in [43, 50, 54] vorgestellten schnellen DCT- und DST-Algorithmen
zu schlieflen.

In dieser Arbeit wird eine umfassende und einheitliche Stabilitdtsanalyse sowohl in Festkomma- als auch
in Gleitkomma-Arithmetik fiir eine Klasse von schnellen DCT- und DST-Algorithmen durchgefiihrt,
welche auf Faktorisierungen in diinnbesetzte orthogonale Matrizen beruhen. Dabei betrachten wir nur
Transformationslingen n = 2! (¢ € N). Insbesondere verwenden siimtliche Untersuchungen, dass sich
alle beteiligten Matrixfaktoren durch Permutationen sowie durch zeilen- und spaltenweise Vorzeichen-
skalierungen auf eine einheitliche Blockdiagonalgestalt zuriickfithren lassen. Aus diesem Grund sind
einheitliche Ergebnisse wie in den Sétzen[3.9/und bzw. wie in den Sitzen [.8)—[.10|bei Analysen der
numerischen Stabilitét iiberhaupt erst moglich. Dabei hdngen die entsprechenden Stabilitédtskonstanten
(gegebenenfalls ndherungsweise) linear von der Anzahl der beteiligten Matrixfaktoren ab. Auf diese
Weise lassen sich die in Kapitel [I] vorgestellten schnellen Algorithmen — [1:22 beziiglich ihrer
numerischen Stabilitét in drei Gruppen einteilen.

Neben Untersuchungen fiir den ungiinstigsten Fall wird sowohl in Gleitkomma- als auch in Festkomma-
Arithmetik eine stochastische Rundungsfehleranalyse durchgefiihrt, welche jeweils das Verhalten des
durchschnittlichen relativen bzw. absoluten Rundungsfehlers abschétzt. Im Fall der Gleitkomma-Arith-
metik basiert die stochastische Modellierung des relativen Rundungsfehlers auf einer Weiterentwicklung
der von Zeuner [75] urspriinglich fiir die Multiplikation von zwei komplexen Zahlen entwickelten Idee.
Neu ist hierbei, dass auf die beispielsweise in der Bildverarbeitung selten gegebene Unkorreliertheit der
Eingangsdaten verzichtet werden kann und nur wenige Informationen iiber die Verteilung aller beteilig-
ten Groflen bekannt sein miissen. Als weitere Verallgemeinerung werden zusétzlich die Matrizeneintréige
unter den sinnvollen Annahmen und bzw. als Zufallsgréfien modelliert.
Stochastische Rundungsfehleranalysen in Festkomma-Arithmetik tauchen erstmals in [41, S. 1029ff]
im Zusammenhang mit linearen Gleichungssystemen auf. Dabei werden absolute Rundungsfehler als
gleichverteilte Zufallsvariablen modelliert. In &hnlicher Weise verfihrt auch Henrici [23], S. 501ff] bei der
Untersuchung numerischer Losungsverfahren fiir gewthnliche Differentialgleichungen. Im Gegensatz
dazu bendtigt das in Kapitel |4 neu vorgestellte Modell lediglich, dass die auftretenden absoluten
Fehler zentrierte Zufallsgroflen mit endlichem zweiten Moment sind. An die Eingangsdaten werden —
bis auf die zur Vermeidung von Uberlauf notwendige Beschriankung der euklidischen Norm gemifs Mo-
dellannahme (A0) — keine speziellen Forderungen beziiglich ihrer Verteilung gestellt, was eine bisher
nicht gegebene Allgemeinheit bietet.

Die Arbeit ist in 5 Kapitel gegliedert:

In Kapitel [I] wird eine spezielle Klasse von schnellen Algorithmen zu diskreten Kosinus- und Si-
nustransformationen vom Typ II — IV vorgestellt. Bei einer solchen Transformation wird fiir einen
Vektor x fester Linge n € N jeweils eine Matrix-Vektor-Multiplikation Ax mit einer quadratischen voll-
besetzten, jedoch orthogonalen Matrix ausgefiihrt. Die den jeweiligen Transformationen zugrunde lie-
genden Kosinus- und Sinusmatrizen der GréBe nxn werden in Abschnitt [I.1] definiert sowie einige wich-
tige Beziehungen zwischen ihnen nachgewiesen. Insbesondere interessiert uns der Fall n = 2¢ (¢ € N).
Zu jeder dieser vollbesetzten Kosinus- und Sinusmatrizen werden in Abschnitt — angefangen bei
den aus [43] Lemma 2.2 und 2.4] bereits bekannten Ergebnissen in Lemma— nacheinander Matrix-



faktorisierungen angegeben, welche als Faktoren zwei diinnbesetzte orthogonale Matrizen und eine
Blockdiagonalmatrix besitzen. Dariiber hinaus enthélt die jeweilige Blockdiagonalmatrix als Blocke
wiederum Kosinus- bzw. Sinusmatrizen der Grofle 5 x 5 — jedoch nicht notwendigerweise vom gleichen
Typ. Auf diese Weise lassen sich induktiv Faktorisierungen herleiten, die nur noch aus diinnbesetz-
ten orthogonalen Matrizen bestehen, wobei sich jeder Faktor durch Permutationen und zeilen- bzw.
spaltenweise Vorzeichenskalierungen in eine Blockdiagonalmatrix mit Blocken der Gestalt

_( cos(y) sin(y) .
@) = ([l ) el

iiberfithren lisst. Die Multiplikation eines Vektors x € R? mit einer Matrix Q2(¢) bedeutet geometrisch
genau eine Drehung um den Winkel —¢, so dass es sich bei Q2(¢) wegen Q2() ™! = Qa2(—¢) = Q2(p)7T
um eine orthogonale Matrix handelt.

In den Aussagen - werden ausgehend von den Ergebnissen von [54] bzw. [50] weitere Fakto-
risierungen angegeben, deren diinnbesetzte orthogonale Faktoren sich in gleicher Weise auf die oben
beschriebenen Blockdiagonalmatrizen iiberfithren lassen. Aus den in Abschnitt hergeleiteten bzw.
zitierten Faktorisierungen werden in Abschnitt schnelle Algorithmen entworfen. Dabei bestechen
insbesondere die rekursiven Algorithmen - durch ihre einfache Struktur.

Kapitel [2] bildet den Hauptteil dieser Arbeit. In Abschnitt wird zunéichst ein Modell zur Gleit-
komma-Arithmetik in Erinnerung gebracht, welches beispielsweise in [24] zu finden ist, jedoch
schon von Wilkinson [67] verwendet worden ist. Innerhalb dieser Arithmetik werden vom Wilkinson-
Modell ausgehend jeweils Abschéitzungen fiir den entstehenden relativen Rundungsfehler bei
elementaren Operationen (Addition, Subtraktion und Multiplikation) und ebenso beim Skalarprodukt
von Vektoren sowie bei der Matrix-Vektor-Multiplikation hergeleitet. Insbesondere interessieren dabei
die Ergebnisse fiir Matrix-Vektor-Multiplikationen mit den Drehmatrizen (QQ2(¢). Unter Verwendung
der in [43] Lemma 5.1] angegebenen Ungleichung erhalten wir in Satz das Hauptergebnis
von Abschnitt In Abschnitt untersuchen wir die Moglichkeiten fiir ein auf abgestimmtes
stochastisches Modell, welches unter zusétzlichen Annahmen Vorhersagen fiir die euklidische Norm des
Vektors der auftretenden relativen Rundungsfehler liefern soll. Dabei erweist sich die im Unterabschnitt
zunéichst geforderte Annahme der stochastischen Unabhéngigkeit an die Eingangsdaten als unge-
eignet, da sie im Allgemeinen bereits nach einer Matrix-Vektor-Multiplikation nicht mehr gewéhrleistet
werden kann. Unter Hinzunahme der speziellen Blockdiagonalgestalt der auftretenden Matrizen gelingt
in Unterabschnitt die Ubertragung der Idee von Zeuner [75], welcher ein stochastisches Modell
fiir die Multiplikation komplexer Zahlen entwickelt hat, auf den Fall von Drehmatrizen (vgl. Lem-
ma [2.20). Nach geringfiigiger Modifikation liefert dieses durch Satz den Grundbaustein fiir alle
nachfolgenden Ergebnisse innerhalb des stochastischen Modells zur Gleitkomma-Arithmetik. Neu ist
hierbei, dass die Eingangsdaten korreliert sein kénnen. Unter Verwendung der sinnvollen Annahmen
und bzw. sind die Hauptergebnisse aus Abschnitt in Satz zZusammen-
gefasst. Abschnitt betrachtet das bereits auf J. von Neumann und Goldstine [41] zuriickgehende
Modell zur Festkomma-Arithmetik, welches die Vorzeichenbetragsdarstellung (sign-magnitude
representation) verwendet. Diese ist der Zweierkomplementdarstellung aus den in Bemerkung
2:28] genannten Griinden iiberlegen. Im Vergleich zur Gleitkomma-Arithmetik ist die Addition inner-
halb der Festkomma-Arithmetik fehlerfrei ausfithrbar, solange kein Uberlauf auftritt. Ausgehend von
werden analog zu Abschnitt obere Schranken fiir den entstehenden absoluten Rundungsfeh-
ler bei elementaren Operationen, Skalarprodukt und Matrix-Vektor-Multiplikation hergeleitet, wobei
letztere nicht nur in einfacher Genauigkeit sondern auch — wie von [41] vorgeschlagen — in doppelter
Genauigkeit untersucht werden. Unter Berticksichtigung von (2.62)) und (2.63) erhalten wir mit Satz
die wichtigste Aussage von Abschnitt Schlielich untersuchen wir in Abschnitt ein sto-
chastisches Modell zur Festkomma-Arithmetik, welches die in Abschnitt verwendeten Annahmen
beriicksichtigt. Ebenso wie bei der Gleitkomma-Arithmetik kann auf die Unkorreliertheit der Eingangs-
daten verzichtet werden. Die in dieser allgemeinen Form vollig neuen Hauptergebnisse aus Abschnitt
welche die besondere Gestalt der betrachteten Matrizen essentiell verwendet, finden sich in den

Sétzen 2.37], 2.38] und 2.39]

In Kapitel [3| untersuchen wir zunichst allgemein alle Situationen fiir die Gleitkomma-Arithmetik,
bei der Rundungsfehler auftreten konnen. Eingangsfehler der Daten werden zusétzlich beriicksichtigt.
Anschlieflend werden fiir die Algorithmen — gemif Definitionen [3.1] und Stabilit#itskon-
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stanten k,, bzw. k, fiir den ungiinstigsten bzw. fiir den durchschnittlich auftretenden Fall hergeleitet.
Fiir die deterministische Rundungsfehleranalyse in Abschnitt sind die auf den neuen Ungleichungen
bzw. und basierenden Hauptergebnisse in den Sétzen und zusammen-
gefasst. Letzterer beriicksichtigt, dass einige der Matrixfaktoren hochstens skalierte Butterfly-Matrizen
enthalten, so dass hier pro Block zwei Rundungsfehler erzeugende Multiplikationen eingespart werden
konnen. Im Fall, dass alle Matrix-Eintrige tabelliert sind und somit fiir das € aus Satz jeweils
le| < § gilt, unterbieten die Konstanten bzw. jeweils die in [54, Theorem 8.3] ermittelte
Schranke . Fiir die auf den Annahmen aus Modell basierende stochastische Rundungsfehler-
analyse in Abschnitt sind die Hauptergebnisse in Satz zusammengefasst. Im Vergleich zu [54]
(M3)] verzichtet Modell @ darauf, die Eingangsdaten als unkorreliert oder stochastisch unabhéngig
anzunehmen. Auf diese Weise ist das Anwendungsspektrum erheblich grofier.

In Kapitel [4] werden die Algorithmen — auf ihre numerische Stabilitéit in Festkomma-
Arithmetik gem#B Definitionen [4.6|bzw. [f.15| untersucht. Abschnitt[£.1]betrachtet zunéchst Abschéitzun-
gen fiir den ungiinstigsten Fall sowohl in einfacher als auch in doppelter Genauigkeit. Die in Satz Zu-
sammengefassten Resultate aus Unterabschnitt fiir eine spezielle Blockdiagonalmatrix und einen
Eingangsvektor x € [—1,1]" mit ||x||2 < 1 bilden die Grundlage zur Herleitung der Hauptergebnisse
in Unterabschnitt welche in den Sétzen — zusammengefasst sind. Die zur Vermeidung
von Uberlauf notwendige Vorskalierung findet dabei Berticksichtigung. Unterabschnitt liefert in
Gestalt der Sitze — schliefllich die Stabilitéitskonstanten fiir die Algorithmen -
bei verschiedenen Skalierungsarten. Basierend auf Modell befasst sich Abschnitt analog zur
Gleitkomma-Arithmetik mit einer stochastischen Rundungsfehleranalyse. Als Hauptergebnis sind die
entsprechenden Stabilitdtskonstanten in Satz zusammengefasst.

Schlielich werden in Kapitel [5] die theoretischen Schranken aus den Sitzen [3.16] [3.23] [£.12] und
auf ihre Qualitit iiberpriift, indem die Algorithmen aus Abschnitt [I.3] fiir verschiedene Transfor-
mationslingen n = 2! und zufillig erzeugte Testvektoren ausgefiihrt werden. Dazu sind die Algorithmen
[[.15]-[1.22]jeweils in MATLAB implementiert worden. Fiir die Simulationen in Festkomma-Arithmetik
hat insbesondere Methode bei der jeweiligen Implementation der Algorithmen Beriicksichtigung ge-
funden.

Als Vorbereitung zu den stochastischen Modellierungen wird im Anhang ein kurzer Uberblick der
MaB- und Integrationstheorie sowie der Wahrscheinlichkeitstheorie gegeben. Um die Lesbarkeit von
Kapitel [2| zu erleichtern, werden einige ldngere Beweise im Anhang nachgeholt. Schlielich stiitzen
die im Anhang [A-3] durchgefiihrten Tests die im Abschnitt [2.2] verwendeten Modellannahmen fiir den
bei einfachen arithmetischen Operationen auftretenden Rundungsfehler.

Die wichtigsten neuen Ergebnisse lassen sich wie folgt zusammenfassen:

(1) Die teilweise bekannten Matrixfaktorisierungen fiir Kosinus- und Sinusmatrizen vom Typ I — IV
werden systematisch ausgearbeitet und fithren zu einer Klasse von einfachen, rekursiven Algorith-
men fiir die DCT und DST vom Typ II — IV, falls die Transformationsldnge n eine Zweierpotenz
ist.

(2) Es werden deterministische und stochastische Modelle zur Gleit- und Festkomma-Arithmetik
bereitgestellt. Fiir Matrix-Vektor-Multiplikationen erfolgt eine deterministische und stochasti-
sche Rundungsfehleranalyse. Besitzen die Matrizen spezielle Blockdiagonalgestalt, so bleiben die
FErgebnisse auch im Fall korrelierter Eingangsdaten giiltig.

(3) Die entwickelten Methoden der deterministischen und stochastischen Rundungsfehleranalysen
werden auf die schnellen DCT- und DST-Algorithmen - angewandt. Fiir die numeri-
sche Stabilitdt dieser Algorithmen werden erstmals bzw. verbesserte Konstanten angegeben. Die
numerischen Testrechnungen illustrieren die theoretischen Ergebnisse und ermdoglichen einen sehr
guten Vergleich des Rundungsfehler-Verhaltens in beiden Rechnerarithmetiken.
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Bezeichnungen

Wir verwenden in dieser Arbeit die folgenden Standardbezeichnungen. Weitere Bezeichnungen werden
im Text erklart.

0 leere Menge

F, Menge der Festkomma-Zahlen in Zweierkomplementdarstellung (siehe S.
G := Gnorm (0, T, Ymin, Ymax) Menge der normierten Gleitkomma-Zahlen (siehe S.

G" Menge der Vektoren (gj)}—; mit gy € G (k=0,...,n— 1)

Gnxn Menge der Matrizen (gjk:)?,;io mit g;» € G (j,k=0,...,n—1)

G(B, T, Ymin, Ymax) Menge der Gleitkomma-Zahlen (siehe S. i

M, Menge der Festkomma-Zahlen in Vorzeichen-Betragsdarstellung (siehe S.
My Menge der Vektoren (my,)}—) mit my € M, (k=0,...,n—1)

M Menge der Matrizen (mjk)?,gio mit mj, € My (j,k=0,...,n—1)

N Menge der natiirlichen Zahlen

Ny :=NuU{0} Menge der nichtnegativen ganzen Zahlen

R Menge der reellen Zahlen

Ry ={reR |z >0} Menge der nichtnegativen reellen Zahlen

R™ n-dimensionaler Vektorraum iiber R

R Menge der Matrizen (ajk)zgio mit ajr € R (4,k=0,...,n—1)

Z Menge der ganzen Zahlen

[a,b] :={x € R : a <0<0b} abgeschlossenes Intervall mit Randpunkten a,b € R

[a,b] :={z €R : a<0<b} rechtsseitig halboffenes Intervall mit Randpunkten a,b € R
Ja,b] :={x € R : a <0<b} linksseitig halboffenes Intervall mit Randpunkten a,b € R
la,b[ :={z €R : a<0<b} offenes Intervall mit Randpunkten a,b € R

fit : [-1,1] — Fy Rundungsoperator der Festkomma-Arithmetik I, (siehe S.

D

fix : [-1,1] = M, Rundungsoperator der Festkomma-Arithmetik M, (siche S. |46)

bzw.

l: Rg —» G Rundungsoperator der Gleitkomma-Arithmetik G (siehe S.

e Elementarfunktion (siehe S. (103

X



mi X My

n

Ng 1= 2%

tnk 1= COS ((Qk;;l)”>

u

oS ((2g+1)a2rccos(z)>
Vi\T) =
J( ) (arccos(x))
COS 5

|z] :=max{z €Z : z <z}
[z] :=min{z €Z : z <z}

(2)n

N 1 fiir 5 =0,
5(])'_{0 fiir j € 7\ {0}

p
0,006 € [0, 1]

o, fiir @ € {+, —, x}

Sn

7j(x) = cos(jarccos(x))
0:= (O)Z;é eR"
1= (1)j5 €R"

»n

(o))

o (o (2520

x = (zp)p—g €R"

Cp = (co

X

xoy = (zryr)iZy € R”

n—1
X'y = ) Thyk
k=0

n—1 ) R
Xy = D> T XY
1=0
Toy
x| == (|lz|)fzy € R”

x<y

Pseudo-Multiplikation in Festkomma-Arithmetik (siehe S.
natiirliche Zahl
Komplementirteiler zu 25 (s =0,...,t — 1) fiir n = 2¢

dquidistante Stiitzstellen fiir Chebyshev-Polynome

Rundungseinheit (siehe S. [24] bzw.

Chebyshev-Polynom dritter Art

floor-Funktion bzw. ganzer Teil einer reellen Zahl
ceil-Funktion (siehe S. [25))

nichtnegativer Rest von z € Z modulo n (siehe S. ﬂ)

Kronecker-Symbol
Anzahl der Nichtnullelemente pro Zeile (siehe S. [27)

Parameter fiir die Varianz bei Festkomma-Multiplikation (siehe S. [93|)

Parameter fiir die Varianz bei Gleitkomma-Operationen (siehe S. [30)
Ersatzgrofe fiir den relativen Fehler (siche S.
Chebyshev-Polynom erster Art

Nullvektor der Lénge n

Einsvektor der Linge n
Vektor spezieller Drehfaktoren

Vektor spezieller Drehfaktoren

Spaltenvektor der Lange n

Approximation eines Vektors x € R in der Gleitkomma-Menge G™
gemiB % := fl(x) (siehe S. ) oder Approximation eines Vektors

x € [=1,1]" in der Festkomma-Menge M gem&fl % := fix(x) (siehe S.
Hadamard-Produkt zweier Vektoren der Lénge n

Zeilenvektor der Lénge n

Skalarprodukt zweier Vektoren der Linge n

inneres Pseudo-Produkt zweier Vektoren X,y € My (siehe S. |47)

doppelt genaues inneres Pseudo-Produkt (siehe S.
Vektor der Betréige

Halbordnung der Vektoren mit x; < y; fir alle k =0,...,n—1



n—1
%[y := > @kl
k=0

[x]l2 = VxTx =
[%loo == _max
B, By, B,
Vs: Vs Vs

Ox

wn(X)

CH CHI CIV
Cn(:@s)
Cn(7s)

Betragssummennorm des Vektors x € R”

euklidische Norm des Vektors x € R"

Maximumnorm des Vektors x € R™

spezielle Binérvektoren der Linge 2° (siehe S. |16{ und |19))

spezielle Binédrvektoren der Linge 2° (siehe S. und [20))

Dirac-MaSB (siehe S.[110

Abkiirzung definiert in (4.34

Matrix der Grofle n x n

Approximation einer Matrix A € R™*™ in der Menge G"*"™
gem#B A :=fi(A) (siche S.[23) oder Approximation einer Matrix
A€ [-1,1]™" in der Menge Mp*" gemif A := fix(A) (siche S.

Hadamard-Produkt von Matrizen A = (ajk)?;io und B = (bjk)?gzo

einfach genaues Matrix-Vektor-Pseudo-Produkt (siehe S. |48)

doppelt genaues Matrix-Vektor-Pseudo-Produkt (siehe S. |48|)

direkte Summe von A = (ajk)?;io und B = (alr)ﬁ;lo

Kronecker-Produkt (siehe S.
Einheitsmatrix bei Definition von A, (3,) (siehe S.
modifizierte Additionsmatrix (siehe S.

(permutierte) diinnbesetzte Blockdiagonalmatrix (siehe S. |1

)

(permutierte) diinnbesetzte Blockdiagonalmatrix (siehe S.

>—l|

)
)

(permutierte) diinnbesetzte Blockdiagonalmatrix (siehe S.
)

—_

(permutierte) diinnbesetzte Blockdiagonalmatrix (siehe S.

modifizierte Additionsmatrix (siehe S. |7))

Menge der Stetigkeitspunkte einer Funktion F': R — R (siehe S. (119

modifizierte Butterfly-Matrix (siehe S. ﬁ)

modifizierte Butterfly-Matrix (siche S. [10))

Kosinusmatrizen vom Typ II - IV (siehe S. }
diinnbesetzte Blockdiagonalmatrix (siehe S. )

diinnbesetzte Blockdiagonalmatrix (siehe S. [18])

x1




I = (6(j — k))Tply € R

Jn = (6 +k—n+1))" L, e Rmm

On = (0)1L, € R™*"

Py

25
P,(s) := G}anTs
1=

o(A)
tr(A) == nil akk
k=0

spezielle Drehmatrix (siehe S. [10))

spezielle Drehmatrix (siehe S. [10])
Fourier-Matrix (siehe S.
Einheitsmatrix
Gegenidentitédtsmatrix
spezielle Drehmatrix (siehe S.
Nullmatrix

2-Schritt-Permutationsmatrix (siehe S. EP

transponierte verallgemeinerte 2-Schritt-Permutationsmatrix
spezielle Permutationsmatrix (siehe S. ﬁ)

spezielle Permutationsmatrix (siehe S. )

Drehmatrix (siehe S. |7))

Definitionsbereich der Funktion fl (siehe S. [23])
Sinusmatrizen vom Typ II — IV (siehe S.

diinnbesetzte Blockdiagonalmatrix (siehe S.

diinnbesetzte Blockdiagonalmatrix (siehe S. [21])
verallgemeinerte Butterfly-Matrix (siehe S.

kreuzformige Drehmatrix (siehe S.

diinnbesetzte Blockdiagonalmatrix (siehe S. 17]
diinnbesetzte Blockdiagonalmatrix (siehe S. 20|
diinnbesetzte Blockdiagonalmatrix (siehe S. 18
diinnbesetzte Blockdiagonalmatrix (siehe S. 21
kreuzformige Drehmatrix (siehe S. (7))

modifizierte Bit-Umkehrmatrix (siehe S. ﬂ)
spezielle Diagonalmatrix (siehe S. i

Matrix der Betrége

Spektralnorm einer Matrix A = (ajk)?,;io € Rxn

Frobeniusnorm einer Matrix A = (ajk)?;io € R™"™ (siehe S. [60))

Spektrum (Menge der Eigenwerte) einer Matrix A € R"*"

-1 e Rnxn

Spur der Matrix A = (aﬂf)?kzo

xii



n
P A=A P AP ...H A, direkte Summe von n Matrizen
k=1

kﬁl Ay = ApAn_1-...- AsA;  Matrizenprodukt (von rechts nach links)
Ax Rickwértsfehler (siehe S.

G o-Algebra (in Q)

Q beliebige Menge

(2,6) Messraum (siehe S. 102

(Q,6,un) Mafiraum (siehe S. (102

P(Q) Potenzmenge von )

T (81, B2, B3, B4) spezielle Tridiagonalmatrix (siehe S.

X, Lox X, verteilungskonvergent gegen X (siehe S.|119
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1 Diskrete trigonometrische Transformationen

In diesem Kapitel definieren wir jeweils verschiedene Kosinus- und Sinus-Matrizen, welche in gewissem
Sinn als reellwertige Versionen der Fourier-Matrix

2mijk \ n—1

F = \}ﬁ (e*TJ)M:O e Crxn (1.1)
aufgefasst werden kénnen. Die entsprechenden diskreten Kosinus- und Sinus-Transformationen (DCT,
DST), welche wir zusammenfassend als diskrete trigonometrische Transformationen bezeichnen, werden
in Abschnitt erklart. Fiir die hier vorgestellten Transformationen gibt es schnelle Algorithmen,
deren Unterschied in der Struktur derjenigen Matrizen besteht, in welche die jeweils zugrunde liegende
Transformationsmatrix faktorisiert wird. An dieser Stelle werden nur Faktorisierungen in diinnbesetzte
orthogonale Matrizen untersucht. Dabei heifit hier eine Matrix dinnbesetzt, wenn sie in jeder Zeile und
in jeder Spalte nicht mehr als zwei Nichtnulleintridge besitzt.

1.1 Trigonometrische Matrizen

Diskrete Kosinus-Transformationen treten erstmals bei Ahmed, Natarajan und Rao [I] auf, welche
einen Zusammenhang zwischen den Eigenvektoren spezieller Toeplitz-Matrizen und den Spalten der
spéter als Kosinus-Matrix vom Typ II bezeichneten Matrix feststellen [I, [T1]. Zehn Jahre darauf finden
sich in [63] insgesamt 16 verschiedene trigonometrische Matrizen, welche Rao und Yip [46] als Sinus-
und Kosinus-Matrizen vom Typ I — VIII klassifizieren. Wir beschréinken uns hier jedoch auf Matrizen
vom Typ IT — IV, da sie in der Signal- und Bildverarbeitung eine herausragende Rolle spielen [2}, 15 [57].
Es ist zu beachten, dass in [52] und z.T. in [45] die Rollen von Typ II und III vertauscht sind.

Definition 1.1. Sein > 2 eine natiirliche Zahl. Die Kosinus-Matrizen vom Typ II-IV werden durch

. n—1
cll .= 2 sn(j)cosw , (1.2)
" n 2n
k=0
o= (ciy' (1.3)
2 2j +1)(2k + D) \" !
clV = — (cos( J Dk + )W> (1.4)
n 4an k=0

und die Sinus-Matrizen vom Typ II-IV werden durch

ST = \/§<8n(j+1)sin(‘j+1)(2k+1)ﬂ>n1 : (1.5)

2n

4,k=0
S (st (1.6)
2 2j + 1)(2k + Dr\" !
SV = n(sin( I+ )in * )77) (1.7)
5,k=0
mit
gy IE edon),
" 1 je{l,....n—1}
definiert.

Uber die GroBe €,(j) erfolgt bei den trigonometrischen Matrizen vom Typ II und III jeweils eine
Skalierung der ersten bzw. letzten Zeile bzw. Spalte, welche bewirkt, dass einerseits alle Zeilen und
Spalten dieselbe euklidische Norm besitzen und andererseits alle Zeilen bzw. alle Spalten jeder Matrix
in (1.2)—(1.7) jeweils paarweise orthogonal zueinander sind (vgl. Satz . Der Faktor \/g normiert

zusétzlich alle Zeilen- und Spaltenvektoren auf die Lénge 1.



Bemerkung 1.2. In [52], [45] wird der Zusammenhang von diskreten trigonometrischen Matrizen (in
der unskalierten Variante) mit diskreten Randwertaufgaben hergestellt. Insbesondere zeigen Strang [52]
und Piischel [45], dass es sich bei - (gegebenenfalls in unskalierter Form) um Eigenmatrizen
spezieller tridiagonaler Matrizen der Grofie n x n handelt, welche in der Gestalt

B Pa
1 0 1
T = 5| 0 0 (1.9
1 0 1
B3 fa

gewihlt werden konnen. Betrachten wir nun die aus der Differentialgleichung u” = 0 resultierende
diskrete Randwertaufgabe

(ag—1+ ag+1), 0<k<n-1,

, (1.9)

ag

a1 =

R N N

(07 =

mit Konstanten {,n € R und beachten, dass die Grolen (1, f2 durch (1.9) eindeutig festgelegt sind, so
kann die Randwertaufgabe (1.9) mit a = (ao,...,a,—1)" in der Gestalt

a = %(617527/83764)'3'

formuliert werden. Dabei entsprechen beispielsweise n = 0 bzw. n = —a,_1 jeweils einer diskreten
Variante der Dirichlet-Randbedingung und n = an,—2 bzw. n = a,—1 einer diskreten Variante der
Neumann-Randbedingung [52, 45]. In Tabelle sind die Beziehungen fiir die hier betrachteten Ma-
trizen - zusammengefasst, welche sich aus Table 5.2 und Table 5.3 in [45] ableiten lassen.
Es ist zu beachten, dass die Matrizen 7,,(0,2,1,0) und 7,(0, 1,2,0) nicht symmetrisch sind und daher
in [45] bewusst unskalierte und somit insbesondere nicht-orthogonale Varianten der trigonometrischen
Matrizen betrachtet werden. Fiir die orthogonalen Varianten und konnen wir alternativ
jedoch die symmetrisierten Tridiagonalmatrizen

diag (% 1,..., 1) 7,(0,2,1,0) diag(v2,1,...,1) , diag (1, L1, %) 7,(0,1,2,0) diag(1, . ..,1,v2)

withlen, fiir welche C! bzw. SI Eigenmatrizen sind (vgl. auch [52] sowie [50, Satz 2.3)). O
| ¢ n | Bi B2 Bs PBu]Eigenmatrix von 7, (81, B2, B3, B4) |

al ol 0o 2 1 diag(v/2,1,...,1)C
agp Ap—1 1 1 1 1 ci
ap —ap-1| 1 1 1 -1 clv
0 anso| O 1 2 0 diag(1,...,1,v/2)S4

—ag —ap-—1 -1 1 1 -1 S;LH

—ap  ap-1|-1 1 1 1 Sy

Tabelle 1.1: Beziehung zwischen den Tridiagonal-Matrizen 7,, (31, B2, 33, 84) und den trigonometrischen
Matrizen (L.2)-(1.7) in Anlehnung an Table 5.2, 5.3 in [45].
Mittels der hier Vorzeichenskalierungsmatrix genannten speziellen Diagonalmatrix
S = diag((-1)")i5
und der mit .J, bezeichneten Matrix der GréBe n x n, welche einen Vektor x := (z4)}Z; € R™ auf
Jnx 1= (HTn—l—k)Z;é

abbildet, lassen sich die in (1.2))—(1.7) definierten Kosinus- und Sinus-Matrizen zum Teil ineinander
iiberfithren. Aufgrund des folgenden Lemmas geniigt es daher, die Matrizen (|1.2)—(1.4]) zu betrachten.



Lemma 1.3 (vgl. [50], Lemma 2.2). Sein > 2 eine natiirliche Zahl. Dann geniigen die trigonometri-
schen Matrizen den folgenden Beziehungen

Gy = S, O, = 2.8, GV, = 5,8
Beweis: Wir halten zunichst fest, dass aus dem Additionstheorem
cos(r £y) = cosxcosy Fsinzsiny (1.10)

fiir x,y € R sofort die Beziehung

cos(jmrtz) = (—1)cosz (1.11)
fiir j € Z folgt. Als weitere Vorbemerkung sei erwiahnt, dass die Multiplikation mit J, von links die
Reihenfolge der Zeilen (bzw. von rechts analog die Reihenfolge der Spalten) umkehrt, wodurch lediglich
die entsprechenden Indizes gem#f der Abbildung j «— n —1—j (bzw. k «—— n — 1 — k) vertauscht

werden. Wegen £,(0) = e, (n) = @ und e,(j) =1 fir j € {1,...,n — 1} folgt demnach

11 2 ' 1 @etm)" ©
JpCH = Jn\/; (E"(] ) cos =55 )j,k=0
R ‘ el T n—1
SR \/g<€n(n— 1 —j)cos %%J@:O
5n(o);gn(n) \/E((E (j + 1) cos (n—(j+1%) (2k+1)7r)n—1
- n n 7,k=0
_ T - ( grenr )t
(el eos b (e gy
1Y) \/g <6n(j +1) cos (HLZEEE %)(_1)]9)%’“:0
cos (x—Z)=sinx ] "
=3 V2 (el + 1sin GELGERDE (Cpye)t
zn:diag(i—l)k)z:é 5 ) . (+1) 2k+D)a\" !
COE 2 (a1 0 i)
(5 SY,,.

Unter Beachtung von J;I = J,, 1 = 3, sowie der Definitionen von C und SH! ergibt sich daraus
sofort auch CHLj, = ¥,SM. Die letzte der drei Beziehungen lisst sich nun analog zu der ersten
herleiten. Es gilt

cos (z—5)=sinz

v (L.4) 2 (25+1) 2k+1)7w n—l1
Cn’ I - \/;(COS an ) jk=0""
ke—n—1—k 2 (. (21D 2(n—1-k)+Dr "
o \/; <COb dn )j,kz:O
2(n—1—k)+1=2n—(2k+1) \/E (COS 2n(2j+1)7(2j+1)(2k+1))w)”*1
- n 4in k=0
. n—1
- Vi (cos = (22 - g)))
[T11) . . o\l
D (rpe (g
\/E

<(_1)j sip (2i+D@k+D)r ) n—l

in k=0
i jyn—1 _
En=diag((~1)7)jZ, 2 (o (2j41) (2k+1)r "L
= Zny/ 5 (S0 =g
4,k=0
(L.7) v
= XS,
womit der Beweis beendet ist. [ |

Eine wesentliche Eigenschaft der Matrizen (1.2))—(1.7]) ist, dass wir sehr schnell ihre Inversen angeben
konnen. Insbesondere sind dafiir keine Rechenoperationen notwendig, was fiir spitere Fehlerbetrach-

tungen sehr interessant ist.



Satz 1.4 (vgl. auch [46] oder [50]). Es gelten die Aussagen:
(i) Die Matrizen ~ ([L.7) sind orthogonal.

(ii) Es sind (Cg)f = C}LH und (51111)* = S Desweiteren sind die Matrizen CLV und SLY zu sich
selbst invers.

Beweis: (i) Aus dem fiir beliebige Winkel «, 5 € R giiltigen Additionstheorem

sin(a) cos(B) = % (sin(a — B) + sin(a + 3))

erhalten wir — da der Sinus eine ungerade Funktion ist — zunéchst

|
—

S 1
(sin(2k + 2)z — sin(2kz)) = 3 sin(2nx)
0

N

sin(z) ) " cos((2k +1)z) =

i

fir alle z € R. Auf dem Intervall [0, 7| folgt die hilfreiche Summenformel

= n flirx=0
COS((Qk + 1).%') = sin(2nx . 7 (112)
z_: zsg(x)) fir  €]0, [,

die insbesondere bei x = T fiir [m| € {1,...,2n — 1} verschwindet. Mit dem wiederum fiir beliebige
Winkel o, 8 € R giiltigen Additionstheorem

cos(a) cos(B) = %(cos(a + B) + cos(a — 3)) , (1.13)

welches sich sofort aus ([1.10]) herleiten l&sst, ergibt sich nun wegen

T 2 ; J'(Ql“Ll)W"_l.\/5 U2k + 1)my\n=t
Cr (Cr) - \/;G”(‘])COS 2n )jk 0 n(gn(l) T )kﬂl:‘)

( - 2k+1 1(2k + 1)y n-1
= ZCOS - COS )
2n 4,l=0
1 n— n—1
) 1 (J+0( Qk—i—l (G—=10) 2k—|—1)
= - ( <Zcos Z ))
k=0 k= 7,1=0
1.19)
= () 66+ +36G -1 ) = (0G-0)" = 1

die Orthogonalitit der Matrizen CL! und CI = (C’}LI) . Dabei haben wir verwendet, dass hier jeweils
j+1€{0,...,2n—1} und |j — 1| € {0,...,2n — 1} erfiillt sind.

Aufgrund der aus der Definition ersichtlichen Beziehungen ¥,%! = ¥2 = [, und J,J = J2 = I,
liefert Lemma [L.3] nun ebenso

st(sht = g.cls, (s, = J,cM%,5,0M, = J,clcly, = g2 = 1,

und demzufolge die Orthogonalitit der Matrizen S und S = (S,III)T.

Analog folgt nun aus

2 25 +1)(2k + D7\t 2k + 1)(20 + 1)\ !
cV (V)T = <COS(J+ )(2k + )7T> <Cos(k+ )21+ )7T>
n 4n k=0 4n . 1=0
_ n—1
2 <” . )2k + D (2k+1)(20 + 1)77)
= = cos cos
n 4n 4n
k=0 7,1=0
n—1 A . n—1
3 1 o 2k+1)(j—Dr + cos Ck+1D)(G+I+ )
n 2n 2n
k=0 4,1=0

[y

5(j—1)+5(j+l+1>>z:o = <5<J‘l>>jl_lo =

[f =
L
—



die Orthogonalitit von CV und mit Lemma weiter
SV (ST = 2,0V g, (2,0 ) = 2,0V 5,00, = 2,0VeVs, = 2 = 1,

also auch die Orthogonalitiit von SLV.
(ii) Mit der in (i) gezeigten Orthogonalitéit und der Definition erhalten wir

-1 T -1 T
@7 = (et = e (T = ()T = s

Aufgrund der bereits aus der Deﬁnitionerkennbaren Symmetrien CLV = (CTILV)T und S1V = (S}LV)T
liefert die in (i) nachgewiesene Orthogonalitit von CLV und SV nun auch die Giiltigkeit des letzten
Teils der Behauptung. |

Im Beweis der vorangegangenen Folgerung haben wir verwendet, dass das Produkt orthogonaler Matri-
zen wiederum eine orthogonale Matrix liefert. Daher wird die Orthogonalitét der Matrizen (|1.2]) — (1.7))
in Abschnitt durch eine jeweilige Faktorisierung in orthogonale Matrixfaktoren erneut bestéitigt.

Bemerkung 1.5. In [1,50] wird der Zusammenhang von Kosinus-Matrizen und Chebyshev-Polynomen

nachgewiesen. Werten wir die Chebyshev-Polynome erster Art, definiert durch 7;(z) := cos(j arccosx),
(2k+1)m

an den dquidistanten Stiitzstellen ¢, := cos =~

aus, so gilt

(2k+1)7r>) o J@k A D

Tj(tnk) = cos (j arccos <cos o o

ol = \/z (en(j)fj(tnk)):,kio’

Um nun C'EZI(C}ZI)T = I,, zu zeigen, wird lediglich die in [50, Satz 1.6] angegebene Orthogonalitétsbe-
ziehung

und daher

n—1
S Tt it = 5 60— 1) (en()
k=0

im ersten Teil des Beweises von Satz (i) hergeleitet und angewandst.

Ebenso erhalten wir mit der fiir alle 2 €] — 7, 7 giiltigen Beziehung 0 < cos § = HCSS(I), eingesetzt

an den oben definierten Stiitzstellen ¢,, fiir die Matrix C}lv die Darstellung

= — COS
arccos ty k
n 2 k=0 n \ cos FEFmk 2

n—1
14t
oV = 2 (cos (2j + 1) arccos tnk>n_1 2 Tgnk (27 + 1) arccos tp

5,k=0

1 cog (2itD arccostyy \ " 1 1
= \/; V14 thk a1rcc02515n;C = \/7( V 1+ tnk vj(tnk)> .
cos —5 & . n J,k=0
J,k=0
S (2j+1) arccos ©

2
arccos x

co . .
. Demnach ist die

mit den Chebyshev-Polynomen dritter Art, definiert durch v;(z) := con

Orthogonalitit von CLV zu der Beziehung

n—1

Z(l + tuk) Vi (tak)vi(tnr) = no(l — j)
k=0

dquivalent, welche ebenso in [50, Satz 1.6] angegeben wird, jedoch félschlicherweise mit einem zuséitz-
lichen Faktor % ]

Aufgrund der Orthogonalitéit ist die Matrix-Vektor-Multiplikation mit jeder der Matrizen -
gut konditioniert. Insbesondere besitzen orthogonale Matrizen bestmdgliche Kondition beziiglich der
Spektralnorm. Da es sich jeweils um vollbesetzte Matrizen handelt, sind wir — um die arithmetischen
Kosten zu reduzieren — an Faktorisierungen in weniger vollbesetzte Matrizen interessiert. Um die
Kondition nicht zu verschlechtern, favorisieren wir dabei orthogonale Matrixfaktoren.



1.2 Orthogonale Faktorisierungen von Sinus- und Kosinusmatrizen

In diesem Abschnitt betrachten wir fiir gerades n € N verschiedene Faktorisierungen der in Abschnitt
eingefithrten Kosinus- und Sinusmatrizen. Ergénzend zu den Matrizen J,, und %,, welche bereits
in Abschnitt eingefiihrt worden sind, bezeichnen wir mit P, die 2-Schritt- Permutationsmatriz der
Ordnung n, welche einen Vektor x = (ZEk)Z;é auf

Pox = (20,29, .., Tp_2,L1,L3,. ., Tn_1)" (1.14)

abbildet. Mit I, wird wie iiblich die Einheitsmatrix der Gréfle n x n bezeichnet. Zunéchst geben wir
die in [43] hergeleiteten Beziehungen zwischen den Matrizen CL und CLV an.

Lemma 1.6 (vgl. [43], Lemma 2.2 (i) und Lemma 2.4). Sei n € N gerade mit n > 4 gegeben und
ny := 5. Dann gelten die Faktorisierungen

11 T C’}zll v T 071111
Cn = Pn CIV Tn(0)7 Cn = Pn An(l) CII Tn(l) (115>
ni ni

mit der verallgemeinerten Butterfly-Matrix

1, J,
T, (0 ::1< ™ ”1>, 1.16
( ) \/§ Inl _Jn1 ( )
der modifizierten Additionsmatrix
V2

I, 1 I, 1 I
An(1) =L i m m 1.17
( ) \/i ITL171 _Inlfl ( EnlJn1> ( )
_\/ﬁ

und der kreuzformigen Drehmatriz

(I diag ¢, (diag sn, ) Jn,
Tn(1) = ( Em> ( —Jn, (diags,,) diag(Jn, cn,) (1.18)
mit den die entsprechenden Drehfaktoren enthaltenden Vektoren
. 2%k41)r )L o @ktnr ML
Cp, = (COS %)kzo s Spp = (Sln %)kzo .

Werden die Definitionen von T,,(0) und 7}, (1) auch fiir n = 2 verwendet, so stimmt 75(0) genau mit
CI iiberein. Weiterhin gilt C1V = ¥5T5(1). Aufgrund der Symmetrie der Matrix CLV und mittels (T.3)
lassen sich durch Transponieren von ([T.15) sofort dhnliche Beziehungen fiir die Matrizen CL! und CLY
herleiten.

Folgerung 1.7. Sein € N gerade mit n > 4 gegeben und ny := 5. Mit den Bezeichungen aus Lemma
gelten dann ebenso die Faktorisierungen

11T 111
cH &

ni

ni

et = 1,07 (

Aufgrund ihrer Orthogonalitdt und ihrer Symmetrie sind die Matrizen J, und 3, dariiber hinaus
zu sich selbst invers. Demnach liefert Lemma sofort die Darstellungen S = ¥, CHLJ, sowie
S,IZV = EnC,IlVJn. Mit der Identitat P,.J, = J, P, ergibt sich

V2

Jnl T _ 1 Jnl Inlfl Inlfl
( Jn1) An(l) Pan N ﬂ( 2711 In1—1 _In1—1 \/» JnPn
—V2

\/5
— 1(Jn1 > Jn1,1 JTL171 P .

V2 an —Jdni—1 Jn1—1 "
—V2




Beachten wir dariiber hinaus die Giiltigkeit von

S = S = () = ()
= ) () = DT S

und ¥, (diagx) = (diagx)3,, fiir einen beliebigen Vektor x € R™, so folgen

T Em _ L Enl Inl Im Em
EnTn(O) < an - (_1)n12n1 Jnl _Jn1 Enl

Iy, T ( In1>
V2 (( )"12n1Jn12m (=)™ 1szmzm> O 1.,

\)

sowie
b diagc —(diag sp, ), )
T ni g mni g ni ni ni
EnTn(l) < n1) ( n12n1> ( Jn, (diagsy,)  diag(Jn, cny) ) < Im)
Y, diag cp, —Y, (diag sp, ) Jn, PIN
)" B, Iny (diag sp, ) (—1)" Ep, diag(Jn,cn,) In,

— ( diag Cny (diag Sny )Jn1 > <In1 >
*Jn1 (diag Sm) diag(JTH Cn1) (*1)711 E711 ‘
Insgesamt erhalten wir somit die nachstehenden beiden Faktorisierungpaare, wobei das zweite Paar

wieder mittels Transponieren aus dem ersten Paar erhalten wird.

Folgerung 1.8. Sein € N gerade mit n > 4 gegeben und ny := % Weiter seien ¢y, ,Sn, und T,(0)
wie in Lemma [I.6] definiert. Dann gelten

S — 1.(0)T Sni P, SV =T,.(1 Smi A,(1)P, 1.20
n n( ) SIII n n TL( ) SIH TL( ) n ( . )
ni ni
sowie
1 Sy v Ty T [Sh 5T
ni ni

mit der modifizierten Additionsmatrix

A . 1 Jnl Jn1—1 Jnl—l
An(1) = ﬁ< - et (1.22)
V3

und der kreuzformigen Drehmatriz

7 _ dlag Cny (dlag Sny )Jnl Inl
T = () it (1ML, (123

Offensichtlich lassen sich die Faktorisierungen aus fiir n = 2! rekursiv ineinander einsetzen, bis
der mittlere Matrixfaktor zu einer Blockdiagonalmatrix wird, deren Blocke entweder C1! oder CI v
sind. Auf diese Weise lassen sich sowohl C’H als auch C’IV jeweils durch ein Produkt von diinnbesetzten
orthogonalen Matrizen darstellen. Diese Darstellungen bilden die Grundlage fiir entsprechend schnelle
Algorithmen, wie sie im néchsten Abschnitt eingefithrt werden. Analog lassen sich auch aus den Fak-
torisierungspaaren - Produktdarstellungen von CM! CIV sowie SL, S und SV finden,
welche nur diinnbesetzte orthogonale Faktoren beinhalten. Uberdies lassen sich diese Faktoren mit-
tels geeigneter Permutationen und durch spalten- bzw. zeilenweise Vorzeichenskalierungen als direkte
Summen von Drehmatrizen

_ [ cos(p) sin(p) .
Qal) = (-m(@ COS(¢)> (v €]0,2]) (1.24)



ausdriicken. Dabei bezeichnet die direkte Summe zweier quadratischer Matrizen A und B von nicht
notwendigerweise gleicher Grofle die Blockdiagonalmatrix

aon e (t )

Im nachstehenden Lemma finden sich nun die entsprechenden Darstellungen der an (|1.15]) beteiligten
Matrizen, welche erneut ihre Orthogonalitit aufzeigen und dariiber hinaus die Einschriankung unserer
Betrachtungen auf Drehmatrizen der Gestalt (1.24)) rechtfertigen.

Lemma 1.9. Es sei n = 2! mit einer natiirlichen Zahl t > 2 gegeben. Dann existieren fiir die in
Lemma [1.6] definierten Matrizen die Faktorisierungen

Tn(o) = P, <@ QQ % > I’m S2) Jnl)

T,(1) = (In, ® Jn, En,)P (@Q (21 ””)) (Iny ® Jny ), (1.25)

A,(1) = (1aP,_ 2@1)<1@<€[§ Z)@( 1)) (1o PL,®1) (In, ®Zp, Jn,)-

Weiterhin gelten
C3' = To(0) = T2Q2(}), O3V = uTa(l) = D20Q2(F). (1.26)
Der Beweis besteht aus einfachem Nachrechnen und wird daher an dieser Stelle weggelassen. |

Zu (1.25) dhnliche Faktorisierungen sind bereits in [42] zu finden, wobei dort Q2(y) mit Ra(p) bezeich-
net und (I, ® Jyn,)P, zu @, zusammengefasst wird.

Da offensichtlich Q2(¢)T = 22Qa(p)Xs erfiillt ist, lassen sich aus (1.25]) in #hnlicher Weise Faktorsie-
rungen fiir 7;,(0)T, 7,,(1)T und A,,(1)T sowie T}, (1) und A, (1) angeben. Mit

An(l) = (Jn, @ Jny) An(l)TJn

und

erhalten wir insgesamt

Folgerung 1.10. Es sei n = 2! mit einer natiirlichen Zahl t > 2 gegeben. Dann existieren fiir die in
den Folgerungen [1.7] und [L.§| verwendeten Matrizen die Faktorisierungen

Tn(O)T = (In, ® Jny) Pu 0 (@Q2Z> )

To()T = (In, @ Ju) PaS (@Q (o >> B (T @ By ). (1.27)

Tn(l) = (ETM @ En1Jn1 P 2 (@ Q <(21 1)71—)) EHPE(ETH D Jnl)

sowte
An(l)T = (Im @ Jnlzm) (1 ® Pr—2® 1) )

(1@En 2(%9 Q2Z{> n— 2@(—1)> (1o P ,ol),

i=1
(1.28)

An(l) = (Jn ®@En) (1@ P2 1)

ni—1
<1@En 2(@ Q2Z> n— 269(—1)> (1ePl,®1)J,

=1




Weiterhin gelten
Sy = To(0) = £2Qa(F), Sy = Qa(F)e. (1.29)

In [54] bzw. [50] finden sich fiir die Matrizen CLV und C' nach geringfiigiger Modifizierung jeweils eine
vollstandige, nichtrekursive Faktorisierung in diinnbesetzte, orthogonale Matrizen. Um diese angeben
zu konnen, bedarf es noch der Einfiihrung einiger Bezeichnungen. Das Produkt quadratischer Matrizen

A € R™*" k =1,...,n, von rechts nach links kiirzen wir mit
n
I A4k =AnAn ... 424 (1.30)
k=1

ab. Dariiber hinaus bezeichnet das Kronecker-Produkt zweier Matrizen A = (al-j)fj_.:lé_l € R¥*! ynd
B € R™*™ die Blockmatrix

A®B = (ayB)}, L5~ e RFmxIn (1.31)

Ahnlich wie bei der Faktorisierung der Fourier-Matrix benétigen wir fiir v = 27 (7 > 2) eine modifizierte
Bitumkehr-Matrix U, die sich iiber die Rekursion

U, := (I2 (&) JQ)P4 , U, = (I% @ J%)PV(U% ® IQ)

definieren lédsst. Die in der Produktdarstellung der Fourier-Matrix auftretende Bitumkehr-Matrix

t—2

H(I2S X Pns)

s=0

ist eine spezielle Permutationsmatrix der Groéfle 2" x 2™, welche ihren Namen der Eigenschaft ver-
dankt, dass fiir jede Komponente des zu permutierenden Vektors der alte und der neue Index in
der Binérdarstellung durch Vertauschung der Bit-Reihenfolge ineinander iibergehen (vgl. [58], S. 36,
[50], S. 26). Besitzt also ein Element b der Menge {0,...,2" — 1} die Bindrdarstellung (b;—_1,...,bp)2
mit b, € {0,1},k = 0,...,t — 1, so wird b durch die Bitumkehr-Permutation auf dasjenige Element
der Menge {0,...,2! — 1} abgebildet, welches die Biniirdarstellung (b, . ..,b;—1)2 besitzt. Analog ist
die modifizierte Bitumkehr-Permutation dadurch gegeben, dass b auf dasjenige Element der Menge
{0,...,2" — 1} abgebildet wird, welches die Bindrdarstellung

({(bo + b1)2, (b1 +b2)a, ..., (bi—2 +b—1)2,bt—1)2

besitzt. Dabei bezeichnet (z),, den nichtnegativen Rest von z € Z modulo n. Die modifizierte Bitumkehr-
Matrix U, erfiillt nun genau die Eigenschaft, dass fiir jede Komponente des zu permutierenden Vektors
der neue Index aus dem alten durch Ausfithren der modifizierten Bitumkehr-Permutation hervorgeht
(vel. [50], S. 29). Desweiteren tritt U,, bei der folgenden Faktorisierung von CLV an der entsprechenden
Position auf, an der die Bitumkehr-Matrix innerhalb der Faktorisierung der Fourier-Matrix steht.

Lemma 1.11 (vgl. [54], Example 8.10 und [50], Algorithmus 2.21). Es sein = 2 mit einer natiirlichen
Zahl t > 3 gegeben. Weiter sei ng := 275 fiir s =0,...,t. Dann gilt

t—1
cv = U, (H <D7(LS)B£LS)P’I’(LS))> DO p) (1.32)

s=1

mit den Permutationsmatrizen

P?'(lO) = ((Inl@‘]m)Pn)Ta
PO = Lo @Iny ®Jne) @,  s=1,...,t—1,

den modifizierten Butterfly-Matrizen

B = Lot @ T5(0) ® I, , s=1,...,t—1,



und den Drehmatrizen

1 - (2j+1)m o ( (25+D)7
DO . né} nitLQ ( 2j + 1)7r) _ @ cos ( i sm( = ) |
4n purd 1)? sin (W) —(=1)? cos (W)
I ity (2D
DY) = Leao|IL,® @ 357 Qy <2n i
7=0
2 cos 7(2221)” (—1)7 sin 7(2];{11)”
= Lo Lo P N e it . s=1...t-1
— \(—1)sin (JQT) — cos (JQT>
Mit Ly = (Io ® T5(0))T4(0) (L2 & J2) gilt weiterhin
cV = L DVUT (1.33)
Wiederum sind hier alle beteiligten Matrizen sowohl orthogonal als auch diinnbesetzt. Dies ist fiir
die Permutationsmatrizen Pés), s = 0,...,t, offensichtlich. Da die Kronecker-Multiplikation mit ei-
ner Einheitsmatrix von links lediglich eine Blockdiagonalmatrix mit identischen Blocken liefert, folgt
hieraus auch die Orthogonalitit bzw. Diinnbesetztheit der Drehmatrizen D,(f), s=0,...,t—1, aus den

Eigenschaften ihrer Blocke. Mit ([1.26]) und beispielweise nach [54, Theorem 8.1] gilt schlieflich
BY = L1 ©%Q(2)® 1L, = (Ips-1 ® Py-s1) (In, ®22Q (%)) (Ips—1 @ Ppo—sn)  (1.34)

fiir die Butterfly-Matrizen B,(LS), s=1,...,t—1, so dass hier mit derselben Argumentation die Orthogo-
nalitdt und Diinnbesetztheit folgt. Zusatzlich haben wir in und in Lemmafﬁr alle beteiligten
Matrizen Faktorisierungen in lediglich ebene Drehungen enthaltende Blockdiagonalmatrizen sowie in
Permutations- und Vorzeichenskalierungsmatrizen vorliegen.

Analog sind auch alle an der folgenden Darstellung von CII beteiligten Matrizen faktorisierbar. Dem-
zufolge kénnen wir auch hier unsere Betrachtungen auf ebene Drehungen beschréinken.

Lemma 1.12 (vgl. [54], Example 8.11 und [50], Algorithmus 2.23). Es sein = 2 mit einer natiirlichen
Zahlt > 3 gegeben. Weiter seing := 217° fiir s = 0,...,t. Mit den Bezeichnungen aus Lemma gilt
dann

t t—2
cl _ (H (Tos(0)" @ In_25)> Pl (H (Dg@Bﬁf)Rﬁs))) DY pO) (1.35)

s=1 s=1

mit den Permutationsmatrizen

t—2 t—2 t—1
PO = <I4 & @ Prii (I @ Jos )) [[En. @Lin,), P = Lie PUs ,
s=1 s=0 s=2
P?ES) = Ins ©® (125—1 ® (Ins+2 @ Jns+2) ® [2) ’ s=1,...,1-2,
den modifizierten Butterfly-Matrizen
BY =1, & (le1 @T(0) @ In,,,) ,  s=1,...,t—1,

und den Drehmatrizen

t—1 © t—1 f[25-1-1 (2j+1)7r

~ 0 j+1

Y = ne@ol) = ne@| @ W (W) ).
s=1 s=1

j=0
~ ns+2—1 2]+1) ‘
DY = L, |l ® | L, & @ »HQ < o >232 : s=1,...,t—2.
Weiterhin gilt
clt = 7,0"Dp, . (1.36)
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Zu bemerken ist, dass die Matrizen B in [54] nur als Vielfache von orthogonalen Matrizen definiert

werden, wihrend sie hier orthogonal sind.
Offensichtlich ergeben sich wiederum mittels Transponieren weitere Darstellungen fiir die Matrizen C!
und CLV.

Folgerung 1.13. Mit den Bezeichnungen aus Lemma und gelten die Faktorisierungen

t—1
oV P,(ZO)TDSJ)T (H (Pét_S)TB,(f_S)TD,(f_S)T)> ur (1.37)

s=1
~ T ~(T = ~ T ~ T ~ T ~ T =
CTIlI _ Péo) D7(10) <H (PAH) Bgtfs) DS*S) )> Pétfl) (H (Tns(o)@fn—ns)>- (1.38)
s=2 s=0

Weiterhin gelten

T ~
clV = v Lfvy, o = PFDY Ti0) . (1.39)

1.3 Schnelle DCT- und DST-Algorithmen

Analog zur diskreten Fourier-Transformation der Linge n € N, die mit Hilfe der Fourier-Matrix (1.1))
als lineare Abbildung von C™ in sich erklirt wird, definieren wir nun die diskreten trigonometrischen
Transformationen.

Definition 1.14. Unter einer diskreten Kosinus-Transformation vom Typ * (x € {ILIII,IV}) der
Linge n € N (DCT-(n)) verstehen wir diejenige lineare Abbildung von R™ in sich, die jedem Vektor
X = (93]);:01 € R"™ den Vektory := (y]);;ol mit

y:=Crx

zuordnet. Analog definieren wir eine diskrete Sinus-Transformation vom Typ * (x € {IL,III,IV}) der
Linge n € N (DST-x(n)) als diejenige lineare Abbildung von R™ in sich, die jedem Vektor x :=
(l‘])?;& € R"™ den Vektory := (y])?;& mit

y = S,x
zuordnet.

Aufgrund der Vollbesetztheit der Matrizen - wiirde eine naive Implementierung der entspre-
chenden Transformationen einen Rechenaufwand von n? Multiplikationen und n(n — 1) Additionen pro
transformierten Vektor der Lénge n erfordern. Ahnlich wie bei der DFT ist es jedoch méglich, mit Hilfe
von Teile-und-Herrsche-Strategien den Rechenaufwand zu reduzieren. Dies ldsst sich iiber entsprechen-
de Matrixfaktorisierungen darstellen, wobei die beteiligten Matrizen mdglichst wenige Nichtnulleintrage
besitzen sollten. Lemmata und liefern fiir n = 2¢ bereits zwei derartige Faktorisierungen. Aus
und lésst sich ein iterativer Algorithmus zur Berechnung der DCT-IV ableiten.

Algorithmus 1.15 (cos —IV(x,n)).
Eingabe: n =2 (t > 1), x € R".

e Falls n =2, berechne y « CiVx.

e Falls n =4, berechne y U4L4DZ(10)UEX.
e Fulls n> 8, setze ny := %
— Permutiere und berechne
v e Péo) X,
x — pO)

11



— Fir s=1,...,t—1 permutiere und berechne

v o~ P x6)
v o~ BT(LS) VI,
x(erl) — D s) v

— Permutiere

Ausgabe: y = ClVx.

Aufgrund der Orthogonalitit und Symmetrie der Matrix C1V liefert eine zweimalige Anwendung auf
einen Vektor x von Algorithmus im Idealfall wiederum den Ausgangsvektor x. Auf diese Weise
kann die Korrektheit der Implementierung leicht {iberpriift werden.

Weiterhin erhalten wir aus und ebenso einen iterativen Algorithmus zur Berechnung der
DCT-III.

Algorithmus 1.16 (cos —III(x,n)).
Eingabe: n =2 (t > 1), x € R™.
e Fulls n =2, berechne y « C%Ix.
e Fualls n=4, berechne y «— TE(O)DZ&O)R;)(.

e Falls n>38 , setze ny := 3.

— Permutiere und berechne

v < ~7(10) X,
CU O
— Fir s=1,...,t—2 permutiere und berechne
v <~ P T(LS) X(S))
v ~723) VI,
x(erl) - ~7(13) v

— P ti
ermutiere O R(Lt_l) )
— Fir s=1,...,t berechne
X(t+8) — (TQS (O)T EB In—QS) X(t+871)'
— Setzey «— x(2),

Ausgabe: y = Clx.

Bei der Implementierung kann hierbei ausgenutzt werden, dass innerhalb der letzten Schleife im Schritt
s lediglich die ersten 2° Komponenten verdndert werden. Aufgrund der Orthogonalitéit aller beteiligten
Matrizen kann fiir die inverse Transformation DCT-II ein entsprechender iterativer Algorithmus aus

(1.38) und (|1.39)) abgelesen werden.

Algorithmus 1.17 (cos —II(x,n)).
Eingabe: n =2t (t > 1), x € R"™.

e Falls n=2, berechne y « Cix.
- T (07"
e Falls n=4, berechne y «— P;"D;’ T4(0)x.

e Falls n>8 , setze ny := 5 und x(0) = x.
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— Fir s=0,...,t—1 berechne
x5t (T5,,(0) @ ) x9).

P ti
ermutiere X(t+1) . ﬁqst_l)T X(t) '

— Fir s=2,...,t—1 berechne und permutiere
v f)gt—s)T X(t—i—s—l)’

= (4—g)T
v Bts) v/

~ T
X(t—f—s) - nt—s) v
— Permutiere und berechne -
/ OT _(2t—1)
v o~ NI ,
~ T
y — 7SO) v

Ausgabe: y = Cllx.

n

Ein weiterer iterativer Algorithmus zur Berechnung der DCT-IV lésst sich aus (1.37]) und (1.39)) ablei-
ten.

Algorithmus 1.18 (cos —IVT(x,n)).

Eingabe: n =2 (t > 1), x € R"™.

e Fulls n =2, berechne y « C%Vx.

_ ©T 7
o Falls n=4, berechne y «— UsD,”’ L;jUsx.

e Falls n>38 , setze ny := 3.

— Permutiere
xM Ul x.

— Fir s=1,...,t—1 berechne und permutiere
v o~ DﬁfﬁS)T x(®),

_aT
v o~ BT(Lt s) v/,

— Berechne und permutiere

Ausgabe: y = ClVx.

Die Algorithmen — enthalten jeweils mindestens eine Schleife, welche eine vom Parameter n
abhingige endliche Anzahl durchlaufen wird. Neben einer solchen ,,iterativen“ Implementierung eines
Verfahrens besteht in manchen Fillen auch die Moglichkeit, einen Algorithmus rekursiv zu entwerfen.
Dabei nennen wir einen Algorithmus rekursiv, wenn er sich in einem Durchlauf mindestens einmal (ggf.
mit anderen Parametern) selbst aufruft. Insbesondere eignen sich die in Lemma und in den Folge-
rungen [I.7] und angegebenen Faktorisierungen fiir die Konstruktion von rekursiven Algorithmen fiir
die entsprechende DCT bzw. DST. Aus dem Faktorisierungspaar erhalten wir fiir n = 2! einen
ersten schnellen rekursiven Algorithmus, welcher je nach Wahl des Parameters k € {0,1} die DCT-II
bzw. DCT-IV fiir einen Vektor der Linge n = 2¢ ausfiihrt. Dieser gehort offensichtlich zur Klasse der
Zweierpotenz-Algorithmen, zu denen beispielsweise der Cooley-Tukey- sowie der Gentleman-Sande-
Algorithmus fiir die DFT zéhlen.
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Algorithmus 1.19 (cos —II/IV(x,n, k)).

Eingabe: n =2' (t > 1), x € R", k € {0, 1}.
e Falls n=2 und k=0, berechne y «— Ci'x
e Falls n=2 und k=1, berechne y « CiVx.

o Falls n >4, setze ny :=
— Fir k=0 berechne

n
3

(u)j2g = Tu(0) x,
v« cos—II/TV( (uj)?lol,nl,
v’ cos —II/TV((u;);= nl,nl, 1),

y « P (v)HT

)

— Fir k=1 berechne
()jcg = Tu(1)x,
v o~ cos—II/IV((uj)?lol,m,0);
" cos —II/IV((u;)jZ nl,nl,o),
y — PPA ).

<
T

Clx  fir k=0,

Ausgabe: 'y =
CVx  firk=1.

Weitere Zweierpotenz-Algorithmen fiir DCT und DST vom Typ II-IV lassen sich analog angeben.
Aufgrund der bereits erwdhnten Orthogonalitéit erhalten wir aus dem Faktorisierungspaar sofort
einen Algorithmus fiir die entsprechende Umkehrtransformation, die im Fall £k = 0 der DCT-III bzw.
im Fall £k = 1 wiederum der DCT-IV entspricht.

Algorithmus 1.20 (cos —III/IV(x,n, k)).
Eingabe: n=2' (t > 1), x € R", k € {0,1}.

e Falls n=2 und k=0, berechne y « Ci'x.

e Falls n=2 und k=1, berechne y «— CiVx.

e Falls n >4, setze ny := 3.
— Fir k=0 berechne
(w)iZy — Pux,
v/ cos —III/IV ()1, m1,0),
v cos —IIT/IV((u;)’ _nl,nl,l),
y — (L)) )T

|

— Fir k=1 berechne
(w)iZy = Au(1)TPx,
vl cos—IH/IV((u])niOl,nl, 0),
' cos —III/IV((u;)"" = m,nl, 0),
y — TN T

)

CWMx  fiir k=0,

Ausgabe: y =
CVx  firk=1.
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Wir verwenden hier auBerdem, dass die Matrix C3!! mit CI! iibereinstimmt. Aufgrund der Symmetrie
von CV sind uns somit gleich zwei rekursive Algorithmen zur Ausfithrung der DCT-IV gegeben.
Analog lassen sich fiir die DST vom Typ II-1V die folgenden zwei rekursiven Algorithmen aus den
beiden Faktorisierungspaaren und herleiten. Wir verwenden dabei, dass die Matrizen S%I
und Si ebenso mit CI' zusammenfallen.

Algorithmus 1.21 (sin —III/IV(x,n, k)).
Eingabe: n =2' (t > 1), x € R", k € {0, 1}.

e Falls n=2 und k=0, berechne y « C%Ix.
e Falls n=2 und k=1, berechne y « SiVx.

e Falls n >4, setze ny := 3.
— Fir k=0 berechne
()12 — Pux,
v o~ sin —II1/IV((u;)Ly ' np, 1),
v~ sin —II/TV ((u;)’Z nl,nl,O),
y = (Tu0) (V)5 )T
— Fir k=1 berechne
(w)jZ = Au(1)Pux,
v/ sin —I/IV((u)) g, na, 0),
v’ sin —II/TV((uy)"=} 1, 0),

J=ni’
y — T T
SWx  fiir k=0,
Ausgabe: 'y =
SWVx  firk=1.

Algorithmus 1.22 (sin —II/IV(x,n, k)).

Eingabe: n =2 (t > 1), x € R", k € {0,1}.
e Falls n=2 und k=0, berechne y «— Ci'x
e Falls n=2 und k=1, berechne y «— SiVx

o Falls n >4, setze ny :=

— Fir k=0 berechne

n
3 -

(u)jZy = (Ta(0)) x,

v/« sin —H/IV((u])"lOl, ni, 1),
" sin —IT/TV ((u;)7. _nl,nl, 0),
y — PN DT

<
T

— Fir k=1 berechne
(uj)n:l — Tn(l)T X,
v/ sin=T1/1V((uy)5 " na, 0),
v = sin—II/IV((u;)7=) ,n1,0),

y — PrAMN)T DT
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SUx  fiir k =0,

Ausgabe: y =
SWVx  fir k= 1.

Die jeweiligen Multiplikationen mit den entsprechend diinnbesetzten Matrizen kénnen aufgrund ihrer
speziellen Struktur als unabhéngige Prozeduren implementiert werden, so dass keine Matrizen abge-
speichert werden miissen. Auf diese Weise konnen die Algorithmen — auch noch fiir grofie
Vektorlingen n = 2! (¢ > 1) realisiert werden.

Die Algorithmen [I[.19]-[I.22] sind aufgrund ihrer rekursiven Gestalt, welche aus der Teile-und-Herrsche-
Strategie resultiert, sehr schnell und bequem zu implementieren. Zur Untersuchung ihres Rundungs-
fehlerverhaltens ist jedoch eine iterative Darstellung der Gestalt

HA(J') — AW A@) g(1)
j=1

mit Matrizen AY) € R™™ j = 1,...,v, wesentlich geeigneter ([24],§24.1). Insbesondere stellt sich
dabei heraus, dass die an den jeweiligen Faktorisierungen beteiligten Matrizen ebenfalls diinnbesetzt,
orthogonal und von sehr einfacher Gestalt sind.

Der Ubersichtlichkeit halber fithren wir wiederum einige Abkiirzungen ein. Fiir n := 2t (¢ > 3) definie-

ren wir ng := 275 (s = 0,...,t — 1). Weiterhin bezeichne
2S
Pu(s) =P (s=0,...,t—2) (1.40)
i=1

die Transponierte der verallgemeinerten 2-Schritt- Permutationsmatriz der Ordnung n, wobei P, die
in (1.14) angegebene Permutationsmatrix ist. In Anlehnung an [43] (vgl. auch [58], 115 ff) verwenden
wir die Bindrvektoren

B, = (Bs(1),...,0s(2%) € {0,1}* (s€{0,...,.t—1}), (1.41)

welche der Rekursion
Bo:=1(0), Bu1:=(Bs B) (s=0,...,t-2) (142)

geniigen. Dabel bezeichnet ,@s = (Bs(l),...,BS(QS)) denjenigen Binérvektor, welcher bis auf den
letzten Eintrag mit 3, iibereinstimmt, d.h. welcher durch

Bs(i) = Bs(1), i=1,...,2° -1, Bs(2%) :=1— [,(2%)

gegeben ist. In Abbildung ist der Zusammenhang der Binédrvektoren B, (s = 0, 1,2, 3) schematisch
veranschaulicht, wobei sich die jeweiligen Komponenten zeilenweise von links nach rechts ablesen lassen.

Bo

Abbildung 1.1: Diagramm zur Herleitung der Bin&rvektoren 3, (s = 0,1, 2, 3).
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Zu jedem dieser Bindrvektoren 3, definieren wir nun die diinnbesetzten orthogonalen Matrizen

An(By) = Puls) (An,(Bs(1)) @ ... ® Ay, (Bo(2%))) (s =0,...,t—2),
Th(Bs) = Tn,(Bs(1) & ... 8T, (8:(2)) (s=0,...,t—2), (1.43)
Co(B,) = Cn.(B(1) & ... 8 C.(B:(2)) (s=0,...,t—1)

mit A, (0) := I, Cp,(0) := C2 und C,, (1) := CLV. Die blockweise Anwendung der rekursiven
Faktorisierungen ([1.15)) und (1.19) fithrt nun zu folgendem Zusammenhang.

Lemma 1.23. Fir die in (1.43)) definierten Matrizen gilt

Cn(ﬂs) = An(ﬁs) CTL(IBerl) Tﬂ(ﬂs) (8 = 0’ e 7t - 2) (144)

In Abbildung ist schematisch dargestellt, wie sich die Matrix CL durch Anwenden von (1.44)) fiir
s = 0,1,2 auf eine Faktorisierung zuriickfithren ldsst, welche die direkte Summe von 8 Matrizen der
Grofle ng x ng enthélt.

Abbildung 1.2: Faktorisierungsschema von C! bis zum Level s = 3.

Es ist zu beachten, dass mit Gleichung (4.4) in [43] iibereinstimmt, da die Permutationsmatrizen
P, (s) hier bereits in den geméfl definierten Matrizen A, (83,) enthalten sind. Definieren wir wei-
terhin T, (8;_;) := Cn(B;_1), so fithrt die wiederholte Anwendung von bzw. der transponierten
Gleichung offenbar auf die gewiinschten iterativen Darstellungen von CL = C,(8,) und CL.

Satz 1.24 (vgl. [43], Theorem 4.2). Die rekursiven Algorithmen und basieren fir k =0 auf
den lediglich diinnbesetzte orthogonale Matrizen enthaltenden iterativen Faktorisierungen

CH = Au(By) .- An(Bi_2) Tn(Bi_1) Tu(Bia) --- Tn(By) ,

O = Tu(B)) - Tu(Bia)” TulBid)™ An(By o)™ - AulBy)” - -
Analog zu B, betrachten wir nun die Bindrvektoren
Vo= (1), 7(29) € {0,177 (s €{0,...,t = 1}),
welche der Rekursion
Yo = (1) Ys1:=Fsr ¥s)  (5=0,...,6=2) (1.46)

geniigen, wobei 7 1= (§5(1),...,7%s(2%)) wiederum durch

;Ys(l) = 75@)7 1= 17"')28_]-5 :)/3(28) = 1_'75(28)

gegeben ist. Analog zur Abbildung ist der Zusammenhang der Bin#rvektoren «, (s = 0,1,2,3) in
Abbildung schematisch veranschaulicht. In den einzelnen Zeilen lassen sich wiederum die jeweiligen
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Komponenten von links nach rechts ablesen lassen. Offenbar ergibt sich das Diagramm in Abbildung
[[.3] als Teildiagramm aus Abbildung [T.1]

Yo

Abbildung 1.3: Diagramm zur Herleitung der Bindrvektoren v, (s = 0,1, 2, 3).

Aus der blockweisen Anwendung der rekursiven Faktorisierungen (1.15) und (|1.19) ergibt sich nun
analog zu ([1.44)) die folgenden Darstellung.

Lemma 1.25. Fir die analog zu (1.43)) definierten Matrizen A, (vs), Tn(7v,) und Cy(v,) gilt
C”(’YS) = An(vs) Cn(FYS—H) Tn(vs) (5 = O> cet— 2) (147)

Der aus der Anwendung von (1.47) fiir s = 0,1,2 folgende Zusammenhang zwischen CLV und den
Matrizen C}L\; und 0711\3’ ist in Abbildung schematisch veranschaulicht.

Abbildung 1.4: Faktorisierungsschema von CLV bis zum Level s = 3.

Wie zuvor liefert nun die wiederholte Anwendung von ([1.47)) bzw. der transponierten Gleichung die
gewiinschten iterativen Darstellungen von CLV = Cy,(7,)-

Satz 1.26 (vgl. [43], Theorem 4.4). Die rekursiven Algorithmen und basieren fir k =1 auf
den lediglich diinnbesetzte orthogonale Matrizen enthaltenden iterativen Faktorisierungen

CTILV = An(’yo) An(’yt—Z) Tn(’Yt_l) Tn(fyt—Z) Tn(70) ’
CV = Tu(vo)T oo Tu(vie2)™ Tu(vee)™ An(vie)T - Anlyo)T -

Da die in den Matrizen A,(8;) und A,(7y,) vorkommenden Matrizen A, (0) Einheitsmatrizen der
Grofle ng x ng sind, ist die Anzahl der Einsen innerhalb der Binérvektoren 3, und -, fiir die Analyse
des Rundungsfehlers von Interesse.

(1.48)

Folgerung 1.27 (vgl. [43], Lemma 4.1 und Lemma 4.3). Die Anzahl der in den Bindrvektoren B3, und
v, enthaltenen Einsen ergibt sich aus den Beziehungen

28 _ (_1)8

25 +2(—1)°
8.l = ==, vl = =5

; (1.49)
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Beweis: Mit ([1.42)) und ((1.46|) folgen fiir s > 0 die Rekursionsgleichungen
1Bstalli = 2[Bsllr + (=1)7, [Ystill = 20yl —2(=1)".

Wiederholtes Anwenden dieser Rekursionsgleichungen fiithrt mit ||3y||1 = 0 und ||vy|/1 =1 zu

—2)F -1 28— (=1)*

s—1
_ k s—1-k __ s—l( _

und

s—1
i (=2 =1 254 2(—1)8
— 95_9 2k_151k:25_2_15 1( _

In dhnlicher Weise lassen sich vollstindige Matrixfaktorisierungen zu den rekursiven Algorithmen [1.21
und herleiten. Betrachten wir die in (|1.20]) und (1.21)) angegebenen Zusammenhénge, so ergeben
sich fiir die Matrix SI!' nacheinander die in Abbildung schematisch dargestellten Faktorisierungen.

Abbildung 1.5: Faktorisierungsschema von SII bis zum Level s = 3.

Definieren wir nun die Bindrvektoren
B, = (B, AE@) e {01 (se{0,....t-1}) (1.50)
durch

Bo(i) = Be(24+1—1d), i=1,...,2° (1.51)

so ergibt sich beispielsweise fiir die Bindrvektoren BS (s =0,1,2,3) der in Abbildung schema-
tisch dargestellte Zusammenhang. Dabei lassen sich die jeweiligen Komponenten von 8, wiederum
zeilenweise von links nach rechts ablesen.

Abbildung 1.6: Diagramm zur Herleitung der Binarvektoren BS (s=0,1,2,3).
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Offenbar entsteht das Diagramm in Abbildung [T.6] durch Spiegelung des in Abbildung [I.1] enthaltenen
Diagramms an der Vertikalen. Aus ([1.51)) geht weiter hervor, dass 3, wegen

1.l = 118slx (1.52)

genauso viele Einsen wie 3, enthélt. Definieren wir nun wie in (1.43]) zu jedem dieser Binérvektoren
3, die diinnbesetzten orthogonalen Matrizen

A8, = Pu(s) (Ans(ﬂ“su))Tea...@Ans(ﬂg(zs))T) (s=0,....t—2),

T,(B,) = Tn,(B())T ®...0 T, (Bs(29)T (s=0,...,t—2), (1.53)
Sn(By) = Su(Bs(1) @ ... & Sy, (Bs(2%)) (5=0,...,t—1)

mit Ay, (0) := L., Tp.(0) := T,,.(0)T, S,.(0) := SIund S, (1) := SLY, fithrt die blockweise
Anwendung der rekursiven Faktorisierungen ((1.20) und (|1.21]) zu folgendem Zusammenhang.

Lemma 1.28. Fir die in (1.53)) definierten Matrizen gilt
Su(Bs) = Au(By) Sn(Bes)) Tu(B,) (s =0,...,t-2). (1.54)

Definieren wir weiterhin 7},(8;_;) := Sn(8,_1), so fiihrt die wiederholte Anwendung von (T.54) bzw.
der transponierten Gleichung offenbar auf die gewiinschten iterativen Darstellungen von SL = S, (3,)
und SL.

Satz 1.29. Die rekursiven Algorithmen und basieren fir k = 0 auf den lediglich diinnbesetzte

orthogonale Matrizen enthaltenden iterativen Faktorisierungen

v

Si = AuBo) - Au(Bisz) Tu(Bior) Tu(Bioa) - Tn(Bo) -

} y . (1.55)
ST = T,(By)" ... Tu(Byo)” Tn(Bi-)T An(Bio)™ ... An(By)™ .

Abbildung 1.7: Faktorisierungsschema von SLY bis zum Level s = 3.

Betrachten wir nun wiederum die in ([1.20)) und (1.21]) angegebenen Zusammenhénge, so ergeben sich
fiir die Matrix SLY nacheinander die in Abbildung schematisch dargestellten Faktorisierungen.

Aufgrund der Symmetrie der in den Abbildungen [1.4 und dargestellten Schemata ergibt sich nach
blockweiser Anwendung der rekursiven Faktorisierungen ((1.20)) und ((1.21)) mit den Bin#rvektoren

¥o = (3(1) - 4(2)) €{0,1} (s€{0,....t=1}), (1.56)
welche analog zu (|1.51)) durch
(1) = (224 1—4), i=1,...,2% (1.57)

definiert und fiir s = 0,1,2,3 in Abbildung wiederum zeilenweise von links nach rechts abzulesen
sind, die folgende Beziehung.
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Lemma 1.30. Fiir die analog zu (1.53) definierten Matrizen A, (9,), Tn(¥s) und Sp(¥,) gilt

Sn(ﬁ’s) = An(%’s) Sn(;?s—l—l) Tn(’\?5> (S = 0? s 7t - 2) (158>

Abbildung 1.8: Diagramm zur Herleitung der Binérvektoren ¥, (s = 0,1,2, 3).

Offenbar ergibt sich das Schema in Abbildung aus dem Schema in Abbildung genau durch
Spiegelung an der Vertikalen. Wegen (|1.57)) gilt auflerdem

1Fslh = llvsll - (1.59)

Wie zuvor liefert nun die wiederholte Anwendung von ([1.58|) bzw. der transponierten Gleichung die
gewiinschten iterativen Darstellungen von SLY = S,(¥)-

Satz 1.31. Die rekursiven Algorithmen und basieren fir k = 1 auf den lediglich diinnbesetzte
orthogonale Matrizen enthaltenden iterativen Faktorisierungen

SwIlv = An(’ﬁ’o) An(’ﬁ’tﬂ) Tn(}?tfl) Tn(’\?ta) Tn("/o) )

9

SV = Tu(30)T o Taie)T Tu(Fee)™ (i)™ o An(Fo)T

Basierend auf den Faktorisierungen aus (|1.32)), (1.35)) (1.37)) und sowie auf den Faktorisierungen
aus ([1.45]), (1.48]), (1.55) und werden in den Kapiteln |3| und {| die hier angegebenen schnel-
len Algorithmen — auf ihr Rundungsfehlerverhalten sowohl in Gleitkomma- als auch in
Festkomma-Arithmetik hin untersucht. Zuvor gehen wir vorbereitend in Kapitel [2| auf diese beiden
Rechner-Arithmetiken ein.

(1.60)

Bemerkung 1.32 (Zusammenfassung von Kapitel . Zunichst beschéftigt sich Abschnitt mit
den in Definition eingefithrten Kosinus- und Sinus-Matrizen - vom Typ II — IV, deren
Orthogonalitit in Satz nachgewiesen wird. Dariiber hinaus wird der Zusammenhang zu diskreten
Randwertaufgaben und Chebyshev-Polynomen erster und dritter Art dargelegt.

Abschnitt umfasst einerseits in Lemma bis Folgerung rekursive Faktorisierungen (vgl. [43]
Lemma 2.2, 2.4]) aller Matrizen aus Definition und andererseits in Lemma bis Folgerung|1.13
iterative Faktorisierungen (vgl. [50, 54]) der Matrizen - (L.4).

Neben der Einfiihrung diskreter trigonometrischer Transformationen in Definition enthilt Ab-
schnitt die schnellen Algorithmen — Desweiteren liefern die Sitze [1.24] [1.26] [1.29] und
die fiir Rundungsfehleranalysen giinstigen iterativen Matrixfaktorisierungen, welche die Wirkung
der Algorithmen — am besten beschreiben.

Insbesondere enthalten die Faktorisierungen (1.32)), (1.35)) (1.37) und einerseits sowie die Fak-
torisierungen (1.45), (1.48), (1.55) und nach - andererseits nur diinnbesetzte or-
thogonale Matrizen, welche — gegebenenfalls nach Permutationen und/oder Vorzeichenskalierungen —
Blockdiagonalgestalt mit Blocken der Form besitzen, wobei an dieser Stelle ¢ = 0 ebenfalls
zugelassen ist. O

21



2 Modellierung von Rechner-Arithmetiken

Entsprechend den Anforderungen kommen in Prozessoren verschiedene Arithmetiken vor. Ist ein Pro-
zessor darauf ausgelegt, viele verschiedene Aufgaben bewiltigen zu konnen, wird hiufig Gleitkomma-
Arithmetik (engl. floating point arithmetic) verwendet. Diese ist zwar leichter zu handhaben, jedoch —
im Vergleich zu anderen Arithmetiken — teurer in der Herstellung. Wird dagegen ein Chip dahingehend
konzipiert, nur innerhalb eines sehr begrenzten Aufgabenspektrums zu arbeiten, finden dort auch an-
dere Arithmetiken Anwendung [I5, S. 668ff]. Beispiele dafiir sind Festkomma-Arithmetik (engl. fixed
point arithmetic) oder auch Ganzzahl-Arithmetik (engl. integer arithmetic).

In Abschnitt wird zunéchst ein Modell zur Gleitkomma-Arithmetik in Erinnerung gebracht,
welches beispielsweise in [24] zu finden ist, jedoch schon von Wilkinson [67] verwendet worden ist. Inner-
halb dieser Arithmetik werden vom Wilkinson-Modell ausgehend jeweils Abschétzungen fiir den
entstehenden relativen Rundungsfehler bei elementaren Operationen (Addition, Subtraktion und Mul-
tiplikation) und ebenso beim Skalarprodukt von Vektoren sowie bei der Matrix-Vektor-Multiplikation
hergeleitet. Insbesondere interessieren dabei die Ergebnisse fiir Matrix-Vektor-Multiplikationen mit den
Représentanten der Drehmatrizen Q2(y).

In Abschnitt untersuchen wir die Moglichkeiten fiir ein auf abgestimmtes stochastisches Mo-
dell, welches unter zusétzlichen Annahmen Vorhersagen fiir die euklidische Norm des Vektors der auf-
tretenden relativen Rundungsfehler liefern soll. Dabei erweist sich die im Unterabschnitt zunéchst
geforderte Annahme der stochastischen Unabhéngigkeit an die Eingangsdaten als ungeeignet, da sie im
Allgemeinen bereits nach einer Matrix-Vektor-Multiplikation nicht mehr gewahrleistet werden kann.
Unter Hinzunahme der speziellen Blockdiagonalgestalt der auftretenden Matrizen gelingt in Unter-
abschnitt die Ubertragung der Idee von Zeuner [75], welcher ein stochastisches Modell fiir die
Multiplikation komplexer Zahlen entwickelt hat, auf den Fall von Drehmatrizen (vgl. Lemma .
Nach geringfiigiger Modifikation bildet dieses durch Satz den Grundbaustein fiir alle nachfolgenden
Ergebnisse innerhalb des stochastischen Modells zur Gleitkomma-Arithmetik.

In Abschnitt wird das bereits auf J. von Neumann und H.H. Goldstine [41] zuriickgehende Modell
zur Festkomma-Arithmetik betrachtet, welches die Vorzeichenbetragsdarstellung (2.49) (engl. sign-
magnitude representation) verwendet. Diese ist der Zweierkomplementdarstellung aus den in
Bemerkung genannten Griinden iiberlegen. Im Vergleich zur Gleitkomma-Arithmetik ist die Ad-
dition innerhalb der Festkomma-Arithmetik fehlerfrei ausfiihrbar, solange kein Uberlauf auftritt. Ana-
log zu Abschnitt werden obere Schranken fiir den entstehenden absoluten Rundungsfehler bei
elementaren Operationen, Skalarprodukt und Matrix-Vektor-Multiplikation hergeleitet. Entsprechend
der Empfehlung von J. von Neumann und H.H. Goldstine [4I] betrachten wir hierbei Skalarprodukte
nicht nur in einfacher Genauigkeit, sondern auch in doppelter Genauigkeit.

Schlielich untersuchen wir in Abschnitt ein stochastisches Modell zur Festkomma-Arithmetik,
welches die in Abschnitt verwendeten Annahmen berticksichtigt.

2.1 Gleitkomma-Arithmetik nach Wilkinson

In Anlehnung an [24] (vgl. auch [7]) definieren wir eine Menge von Gleitkomma-Zahlen als Teilmenge
von R, welche sich durch

G(ﬂ, T, Ymin, ’Ymax) = {iuﬂ%f

Yy € Z mit 0 < p <37 —1 und ymingygymax} (2.1)

Mantisse, 8 die Basis, T die Genauigkeit und v den Ezxponenten. Offensichtlich lésst sich jedes u € Z
mit 0 < p < 7 — 1 auch in der Form

mit ganzzahligen Parametern vmin < Ymax, 0 = 2 und 7 > 0 beschreiben ldsst. Dabei bezeichnet p die

po= > B mit pge{0,...,8-1} (2.2)

k=1
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darstellen. Zu beachten ist, dass aufgrund der Exponentendarstellung keine &dquidistante Verteilung der
Elemente vorliegt. Insbesondere steigt der Abstand direkt benachbarter Elemente mit zunehmendem
Betrag der Elemente an. Als Beispiel ist in Abbildung die Menge G(2,3, —1, 3) veranschaulicht.

-7 —4 0 1 2 4 7
Abbildung 2.1: Gleitkomma-Zahlenmenge G(2,3, —1, 3).

In (2.1) ist die Darstellung nicht eindeutig. Daher wird die Menge der Gleitkomma-Zahlen iiblicherweise
durch eine Normierungsbedingung (d.h. g1 = 1 in (2.2))) verkleinert. Die resultierende Menge

oy €Zmit BT < < BT —1 und Yin <y < 'ymax} u{0}

Grorm (/87 T, Ymin 7max> = {iﬂlg’y*‘r

mit eindeutiger Darstellung ihrer nicht dquidistant verteilten Elemente besitzt jedoch wegen der fiir alle
9 € Guorm (B, T, Ymin, Ymax) \{0} giiltigen Ungleichungskette g1min=1 < |g| < Bmax(1—377) die bekannte
Liicke um den Nullpunkt (vgl. [7]). Zur Hlustration ist in Abbildung die Menge Gporm(2,3,—1,3)
graphisch dargestellt.

Abbildung 2.2: Gleitkomma-Zahlenmenge Gporm (2, 3, —1, 3).

Wie aus den Abbildungen und ersichtlich, sind die eingefiithrten Mengen G(3, 7, Ymin, Ymax) und
Grorm (B, T Ymin, Ymax) endlich, so dass iiberabzéhlbar viele reelle Zahlen lediglich ndherungsweise durch
ein jeweils geeignetes Element aus G(3, T, Ymin; Ymax) PZW. Gnorm (5, T, Ymin, Ymax) dargestellt werden
konnen. Es sei im Folgenden

G := Gporm (ﬂv Ty Ymin ’Ymax) (23>
fest gewdhlt und durch
Rg = {z €R| g™ < 2] < (1~ 77)} U {0}
der Bereich von G definiert (vgl. [7], S. 452). Fiir ein « € Rg bezeichne fl(z) die beste Approximation
in G. Falls zwei Elemente ¢1,92 € G mit t — g1 = g9 —x = mié} |g — x| existieren, kann beispielsweise
g€

durch
fall =
ﬂ(x) = gl 9 alls max(‘gl‘7|92|) |gl| I (24&)
g2 , falls max(|gi],|g2|) = |g2|

(Runden weg von der Null) oder alternativ auch

g1, fallsgr == upB7% mit p, gerade,
fi(z) := k-1 (2.4b)
go, falls go ==+ > ppB7™% mit p, gerade
k=1
(Runden auf gerades letztes Bit) eine eindeutige Abbildung fl : Rg — G definiert werden. Diese
Abbildung setzen wir nun auch kanonisch auf Vektoren x = (zx)}~; € R% und ebenso auf Matrizen
A= (ajyk)?;l € RE*" fort, indem fl komponentenweise angewandt wird, d.h., wir definieren

=0
i) = (@) A(4) = (Alan)]il, -
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Offenbar folgt fiir x € G sowohl fl(xz) = x als auch fl(—z) = —x (vgl. [7, S. 453]) und aus = > y stets
fi(z) > fi(y). Mit der Rundungseinheit

ﬁl—T
T2

u

(2.5)
gilt weiterhin
Satz 2.1 (vgl. [24], Theorem 2.2). Fiir jedes x € Rg existiert eine € R mit |e| < u und fli(z) = z(1+¢).

In den gebrauchlichen Standards ist § = 2 (vgl. Tabelle , so dass die Rundungseinheit dort u = 277
ergibt. Die kleinstmogliche Basis erhilt aufgrund des in [24] beschriebenen ,,wobbling“-Effekts den
Vorzug. Weiterhin wird in den Standards die Rundungsart (2.4b]) verwendet (vgl. [24]).

Bemerkung 2.2. Anstelle (2.4b]) kénnte auch auf ungerades letztes Bit gerundet werden. Fiir 5 = 2
ist (2.4b]) jedoch zu bevorzugen (vgl. [24], S. 54]). Als weitere Moglichkeit zur Definition von fl(z) wird
beispielsweise im Standard IBM /370 das Abschneiden (engl. chopping) verwendet (vgl. [24] S. 54]), bei

dem x € Rg die néchstgelegene Zahl y € G zugeordnet wird, fiir welche |y| < |z| erfiillt ist. O
61—7
Arithmetik 6 T Ymin  Ymax U= 5
IEEE single 2 24 -125 128 272 x~5.96 x 108
IEEE double 2 53 -1021 1024 273~ 1.11x 10716

IEEE extended (typisch) 64 -16381 16384 2764~ 542 x 10720

\V)

Tabelle 2.1: Parametergrofen fiir geldufige Gleitkomma-Arithmetiken (vgl. [24, Table 2.1]).

Fiir die deterministische Rundungsfehleranalyse von Algorithmen bendtigen wir Annahmen iiber die
Genauigkeit arithmetischer Operationen in G. Nach dem Wilkinson-Modell (vgl. [24, [54]) werden die
arithmetischen Operationen e € {+, —, x} fiir beliebige g1, 92 € G mit g; ® go € Rg durch

fllgreg2) = (g1092)(1 +¢%), el <u (2.6)

modelliert. Dabei bezeichnet £* den bei der Operation @ € {+, —, x} auftretenden relativen Rundungs-
fehler. Durch die Voraussetzung g; e g € Rg wird der Fall von Uber- oder Unterlauf ausgeschlossen.

Bemerkung 2.3. Zur Behandlung von Unterlauf kann das Modell (2.6)) fiir beliebige g1, g2 € G zu

filgre92) = (greg2)(1+e%) + 1, [f[<wu (2.7)

mit || < X := Bmin~! bzw. mit |n| < Au erweitert werden, wobei 7-£® = 0 gelte (vgl. [24, S. 56]). Wir

beschriinken uns hier jedoch auf das Modell (2.6)). O
Ty + T2 + T3 + T4 + T5 + Tg + X7 + 25 + ... + Tp-3 + Tp-2 + Tp-1 + Tn
M |

Abbildung 2.3: Schematische Darstellung fiir die Ausfithrung der naiven, d.h. sequentiellen Addition
von n Zahlen. Das Element x; ist offenbar an der Bildung von n — 1 Summen beteiligt.
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Aus der Modellannahme folgt, dass die Assoziativitidt nicht erfiillt ist (vgl. [24, S. 54]). Werden
Operationen in verschiedenen Reihenfolgen ausgefiihrt, treten gegebenenfalls voneinander abweichende
Rundungsfehler auf. Insbesondere ergeben sich unterschiedliche Fehlerabschdtzungen, wenn n Zahlen
einerseits sequentiell (vgl. Abb. und andererseits kaskadenférmig (vgl. Abb. aufsummiert
werden.

Ty + T3 + 23 + T4 + Ts + Te + Ty + 23 + ...+ Tp3 + Tp2 + Tn-1 + Tn

Abbildung 2.4: Schematische Darstellung fiir die Ausfithrung der Kaskaden-Summation von n Zahlen.
Jedes Element ist an der Bildung von hochstens [log, n] Summen beteiligt. Dabei ist
[z] :=min{z € Z : z < z} fiir ein z € R.

Falls n eine Zweierpotenz ist, wird der Unterschied des Rundungsfehlerverhaltens bei sequentieller
und Kaskaden-Summation besonders deutlich. Jedoch verbessern sich die Abschiatzungen auch fiir ein
beliebiges n € N, wie an folgendem Beispiel ersichtlich ist.

Beispiel 2.4. Gegeben seien g1,...,g96 € G, deren Summe berechnet werden soll. Bei sequentieller
Addition liefert die Modellannahme ([2.6)) nacheinander die Beziehungen

6
f <Z gk> = A(8 (8 (A (A (g1 + g2) + g3) + 94) + 95) + 96)
k=1

= (((((g1+92) A+e)+9g3) 1 +e3)+g1) 1 +e3)+95) 1 +e1) +9g6) (1 +¢7)

mit ]5;’\ <wu,j=1,...,5, welches wir zu

ﬂ<z6:seq ) ng + Ze ]igk I] a+<h

k=1 =1 k=1 I=j+1
zusammenfassen kénnen. Verwenden wir, dass
(1+0w)(1+0(w) = 1+0(u) (2.8)
gilt, lasst sich das Produkt jeweils durch

5

[T a+&h)| < 1+0()

I=j+1
abschétzen. Somit folgt mit Dreiecksungleichung fiir den entstehenden Rundungsfehler

(5 S

k=1

5 Jj+1

<le ng

Fiihren wir die Summation dagegen kaskadenformig aus, d.h. fassen wir — solange es moglich ist — stets
zwei benachbarte Summanden zusammen, ergibt sich mit der Modellannahme ({2.6) nacheinander

6
1+0w) < 5 gkl (u+0Ow?) .
k=1

6
q (Z cas gk> = A (g1 +9g2) +8(93+94) +1(95+ g6))
k=1

= (492 +el)+(g34+94) (1 +e3)) (1+e5) + (95+96) (1 +e3)) (1+e7)

mit |z—:;r| <wu,j=1,...,5. Ausmultiplizieren ergibt fiir den Term auf der rechten Seite

6 6 3 4 2
ng + 5;291@ + Z€j(92j71+92j) + 55{291@ + EIZE;F(gsz +925) | (L +e3) .
k=1 k=1
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Wiederum mit den Rechenregeln fiir das Landau-Symbol O folgt nun fiir den Rundungsfehler die
Abschétzung

6 6
(Ea) o
k=1

k=1

6
< 3 gkl (uw + O@?)
k=1

was offensichtlich eine Verbesserung im Vergleich zur sequentiellen Addition darstellt. ]

Bemerkung 2.5. (i) Die Rundungsart (2.4b) ist in dem Sinne stabil, dass

8((@+m) -y +v)—y) = B(z+y)-y)

erfiilllt wird. Bei der Rundungsart (2.4a) kann dagegen wiederholte Subtraktion und Addition der
gleichen Zahl y eine ansteigende Folge liefern, was als Drift bezeichnet wird (vgl. [24, S. 54]).

(i) Eine wichtige Eigenschaft der (korrekt implementierten) Gleitkomma-Arithmetik ist die Monotonie,
d.h. fiir a,b,c,d € G und e € {4, —, x} folgt aus der Ungleichung a eb < ced stets auch die Giiltigkeit
von fl(a @ b) < fl(c @ d), solange kein Uberlauf auftritt (vgl. [24, S. 56]).

(iii) In [24, Lemma 3.1] wird im Fall nu < 1 und |0 < w fir K = 1,...,n zusétzlich die Abschétzung

n

[[a+6) < 1+
k=1

nu

1—nu

zur Verfiigung gestellt, welche aus der fiir 1 < k < n giiltigen Ungleichung (Z)uk < (nu)* und der
geometrischen Summenformel resultiert. Auf diese Weise kann die O(u?)-Schreibweise gegebenenfalls
umgangen werden. O

Die Addition von n Zahlen kann ebenso als Ausfiihrung des Skalarproduktes im R™ mit dem Einsvektor
verstanden werden. Allgemein gilt:

n—1

Folgerung 2.6. Gegeben seien der Vektor g = (gr)i_y € G" mit |g|l1 € Rg und der Einsvektor
1= (I)Z;(l) € G". Dann erfilllt der Rundungsfehler fiir das Skalarprodukt g*'1 die Fehlerabschiitzungen

(g1) —g'1] < (-1 llglh (v + O@?*)) < nn-1)|gle (v + O@?))  (2.92)
1m Fall von sequentieller Summation und

8(g™1) —g"1| < [logn] gl (v + O@?) < nflogyn] gl (u + O@?)  (29b)

im Fall von Kaskaden-Summation.

Beweis: Offenbar gilt zunéchst fiir einen beliebigen Vektor g = (gk)};”;(l) € G" stets

n—1
D olorl = el < nlgl -
k=0

Bei der sequentiellen Addition ist eine beliebige Komponente g, maximal an n —1 Additionen beteiligt
(vgl. Abb. . Somit treten innerhalb des Rundungsfehlers, welcher analog zu Beispiel angegeben
werden kann, maximal n — 1 Summanden auf, welche |gx| enthalten und durch einen in u linearen Term
abgeschitzt werden konnen. Bei der Kaskaden-Summation hingegen ist eine beliebige Komponente g
maximal an [logy n| Additionen beteiligt (vgl. Abb. . Damit folgen die Behauptungen. |

Analog ergeben sich Abschitzungen fiir das Skalarprodukt zweier beliebiger Vektoren x,y € G", wenn
wir zunéchst alle Produkte fl(zpyx), £ =0,...,n — 1, ausfiihren, in einem Vektor

n—1

XOoyo (1 +€X) = (xkyk(l +51>c<))k:0

zusammenfassen und anschlieBend aufsummieren. Mit Folgerung [2.6] ergibt sich:
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Folgerung 2.7. Erfillen x = (:Ek)z;(l) eG" undy = (yk)Z;é € G"™ die Bedingung

n—1

oyl = Y |erul € Re (2.10)
k=0

so ergibt sich fiir den Rundungsfehler bei Ausfiihrung des Skalarproduktes
1 (xTy) - xTy| < nlxoyli(u + O@?) < n? [xoyle (u + O@2)  (211a)
im Fall von sequentieller Summation und
1 (xTy) —xTy| < (Tlogyn] +1) [xoyli (u + Ou?)

(2.11D)
< n([logyn] +1) [xoyle (u + O(u?))

im Fall von Kaskaden-Summation.

Beweis: Wegen x'y = (xoy)T1 und
f(x"y) - xTy = [f(x"y) — (xoyo (1+e) 1]+ [(xoyo(1+6¥)) ~ (xoy)] 1
= [ﬂ(xTy) — (xo0yo (1+5X))T1} + (xoyosX)Tl
ergeben sich nach Folgerung [2.6] fiir den ersten Term bei sequentieller Summation

‘ﬂ (x'y) — (xoyo (1 +€X))T1‘

IN

(n—1) ||xoyo (1 —l—EX) IEt (u + O(u2))
(n=1) [[xoylh (v + Ou?)

IA

und bei Kaskaden-Summation analog

8(xTy) = (xoyo (1+e)) 1| < [logyn] [xoyl (u + O@?).

Da sich (x oy oe* )T 1 betragsmifig durch |[xoy||; u abschétzen lisst, folgt die Behauptung. [ ]

Die Ergebnisse aus den Folgerungen und beriicksichtigen noch nicht die Besetzungsstruktur der
Vektoren x und y. Beispielsweise verbessern sich die Abschitzungen, wenn einige Komponenten von y
gleich Null sind, gleichgiiltig, welche Werte x in diesen Komponenten annimmt. Ist p € N die Anzahl
der Nichtnullelemente von y, dann kénnen die Faktoren n und n? in entsprechend durch p und
p? ersetzt werden. Analoges gilt fiir logy(n) und n in .

Weiterhin kann der Ausdruck (x oy oe*)” 1, in welchen die bei den einzelnen Multiplikationen auf-
tretenden relativen Rundungsfehler ¢;°, k =0,...,n — 1, eingehen, schérfer abgeschiitzt werden. Wird
beriicksichtigt, dass bei der Multiplikation mit g € {0, £1} kein zusétzlicher Rundungsfehler auftritt,
konnen die zugehorigen ¢, gleich Null gesetzt werden. Fiihren wir fiir Matrizen A = (ajvk)?,;io € R™*n

g

und Vektoren x = (xk)Z;é € R" wie in [54] die Bezeichnungen
-1 -1
Al = ety » Il = (o (2.12)

ein, ergeben sich entsprechende Aussagen fiir eine Matrix-Vektor-Multiplikation.

Lemma 2.8. Gegeben seien eine Matriz A = (aj7k)?;i0 € G™™ und ein Vektor x = (azk)z;é e G".

Weiterhin sei die Matriz B = (ijg)?;io € {0, 1}™*™ durch

b 1, fallsaj, & {0,£1},
7 o ., falls a;i, € {0,£1}

definiert. Enthilt jede Zeile y* von A héchstens p Eintrige ungleich Null und erfillt jede Zeile y* von
A die Bedingung (2.10), so gelten unter der Modellannahme (2.6) fir den bei einer Matriz-Vektor-
Multiplikation Ax auftretenden Rundungsfehler fl(Ax) — Ax die komponentenweisen Abschitzungen

fl(Ax) — Ax| < ((p—1)|A| + Bo|A])|x| (u + O(u?)) (2.13a)
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im Fall von sequentieller Summation und
fl(Ax) — Ax| < ([logy p]|A| + Bo|A|)|x| (u + O(u?)) (2.13b)

im Fall von Kaskaden-Summation, wobei B o |A| := (bj |aj,k|)?;i0 bezeichnet.

Beweis: Sei ajT die j-te Zeile von A und bjT entsprechend die j-te Zeile von B. Gemifl Folgerung
und anschlielender Bemerkung ergibt sich dann fiir die j-te Komponente des Fehlervektors

]ﬂ (a;-rx) —a;-rx‘ < (p—1) [lajox|:(u + (’)(uz)) + (ajOXOEX)T].

(0=l + (Byola)) IxI (u + O(u?)

im Fall von sequentieller Summation und

IN

A (a;-rx) —a?x! < [logyp] llajox|i (u + O®w?) + (ajoxoeX)Tl

< (Mogapl g™ + (bjola)™) x| (u + O@u)

im Fall von Kaskaden-Summation. Mit den Identitidten

[Allxl = (Jasl " x])
und -
(BolAlx| = ((bjola)" x])
SOwW1e
fl(Ax) — Ax| = (| (aij) — ajTXD;:;
folgt nun die Behauptung. |

Ahnliche Ergebnisse sind in verallgemeinerter Form fiir komplexwertige Gleitkomma-Arithmetik in [54)
Lemma 8.4] zu finden, wobei dort wegen A € G™*™ und der reellwertigen Arithmetik fiir unseren Fall
n = 0 sowie uc = 1 gewédhlt werden kann.

Offenbar liefern die Abschéitzungen und fiir Permutationsmatrizen und fiir die in Ab-
schnitt definierte Vorzeichenskalierungsmatrix 3, wegen p = 1 und B = O,, wie gewiinscht keinen
zusitzlichen Rundungsfehler. Es ist zu beachten, dass sich diese Matrizen tatséchlich schon in G™*™
befinden. Fiir eine beliebige Drehmatrix gilt im Allgemeinen jedoch Q2(p) & G**2, so dass unter
der Modellannahme nur die Matrix

(c 5> _ (COS(w)(lJré‘l) Sin(w)(1+€2)>

—-s c —sin(p)(1 +¢e2) cos(p)(1+e1)

€1
€2

Qx(0) = = Qo)+ (2 2) o)

mit |e1],|e2] < w zur Verfiigung steht. Wenden wir nun (2.6) auf die Matrix-Vektor-Multiplikation
Q2(p)x mit einem x € G? an, erhalten wir

fl (A(czo) + fi(sz1)) = (cwo(l+e) +szi(l+er)) (1+ef)
= (cwo+ sz1) (L+¢€7) + (cxoey + szie) (1+¢7)

mit |7, |5, |7 | < u als Ergebnis fiir die erste Komponente und analog

fl(—fi(szo) + fi(cz1)) = (—swo(l+e3)+cxri(l+ef)) (1+e5)
= (—szo+cx1) (1+¢e7) + (—szoes + cwie)) (1+€3)

mit |5, |ex], |e5 | < u als Ergebnis fiir die zweite Komponente. Somit ergibt sich fiir den Rundungs-
fehler die komponentenweise Abschitzung

8 (Qal)x) = Qale)x| < |Qalo)x|u + |Qu(e)|Ix] (u + O@W?) . (2.14)

Da wir hierbei lediglich verwendet haben, dass in jeder Zeile genau eine Addition auftritt, lisst sich
die Aussage auf Matrizen mit hochstens zwei Nichtnulleintrigen pro Zeile verallgemeinern.
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Folgerung 2.9. Gegeben seien eine Matriz A = (aj,k’)?gio € G™" und ein Vektor x = (;L'k,)z;é e G,
so dass a;r fiir j=0,...,n—1 mazimal zwei Eintrdge ungleich Null besitzt und |a;|T|x| € Rg fiir alle
j=0,....,n—1 erfillt bleibt. Dann gilt

fl(Ax) — Ax| < |Ax[u + |A|[x|(u + O(u?)). (2.15)

Insbesondere ist Folgerung [2.9) auf Blockdiagonalmatrizen

-1
A= @ By,
k=0
mit Blocken By, € G2*? anwendbar. Nehmen wir zusétzlich an, dass die Blocke die Gestalt

By = ( 91k 92k> (2.16)

—92k Y1k

mit g%k + g%k > 0 besitzen, so sind sie wegen B,;FBk = (g%k + g%k) I ,k=0,...,l —1, fast orthogonal
— d.h. orthogonal bis auf einen positiven Faktor — und somit reguldr. Demnach ist auch A reguldr mit

Spektralnorm
All, = Bills = 2 2. 2.1
[l =, max [Bill: = | max /gfy+ g3, (2.17)

geeey

Weiterhin besitzen die symmetrischen Matrizen |By|, k =0, ...,l—1, die Eigenwerte )\ng) = |g1k| = |92k

zu den Eigenvektoren vng) = (1,41)", so dass sich fiir die Spektralnorm von |A| die Abschiitzung
lAll, = max (1B, < V2 Al (2.18)

ergibt. Dies ist beispielsweise mittels Cauchy-Schwarz-Ungleichung ersichtlich, wenn sie auf die Vekto-
ren (1,1)" und (|g1x], |gox|)T angewandt wird. Zusammen mit Folgerung [2.9| erhalten wir:

Lemma 2.10. Sein € N gerade, A € G™" eine Blockdiagonalmatriz mit fast orthogonalen Blécken
wie in (2.16)) definiert und x € G". Im Fall |A||x| € R{ gilt dann

[f(Ax) — Ax||, < (1+V2)|All2 [x]l2 (u + O®?)).

Beweis: Zunichst halten wir fest, dass sich fiir beliebige Vektoren a,b € R™ mit |a| < |b| wegen der
Nichtnegativitit zunichst auch

‘ai‘2 < ’bz‘z (i:O,...,n—l)

gilt und sich aufgrund der Rechenregeln fiir Ungleichungen sowie der Monotonie der Wurzelfunktion
dann ebenso ||lalj2 < ||b||2 ergibt. Aus (2.15)) folgt dann mittels Dreiecksungleichung

[18(Ax) — Ax[ ||, < [[[Ax|u + |Alx] (u + O@) |,
< |[lAx[lzu + [[lAX]], (v + O(u?))

Verwenden wir noch die Giiltigkeit von ||[x|||, = [|x]|2 und [|Ax]|s < ||A[|2]|x[|2 sowie die Abschéitzung
(2.18)), ergibt sich die Behauptung. |

Bemerkung 2.11. In [43, Lemma 5.1] wird fiir beliebige a, b, ¢,d € R die Ungleichung

16
(lac| + |bd| + |ac — bd|)* + (Jad| + |be| + |ad + be|)® < E(a2 +03)(* + d?) (2.19)

gezeigt, welche beispielsweise fiir a = ¢ = % und b = d = 1 scharf ist. Demzufolge ist die Konstante
13—6 fiir die allgemeine Ungleichung (2.19) bestméglich. O

Aufgrund der Aquivalenz der offensichtlich erfiillten Ungleichung % < 2v/2 zu % < (1 +/2)?, ldsst
sich die Abschitzung in Lemma [2.10| noch etwas verbessern.
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Satz 2.12. Sein € N gerade, A € G"*™ eine Blockdiagonalmatrixz mit fast orthogonalen Blocken wie
in (2.16) definiert und x € G™. Im Fall |A||x| € R gilt dann

|8(A%) - Ax|, < 4V3 Al Ikl (u + O(u?).
Beweis: Analog wie im Beweis von Lemma erhalten wir aus (2.15)) zunéchst die Ungleichung
[18(Ax) — Ax| |2 < |[|Ax| + |A|x]|]3 (u + O@?)* .

Aufgrund der Blockstruktur von A und der besonderen Form (12.16|) der einzelnen Blocke kénnen wir
jeweils Ungleichung (2.19)) anwenden und erhalten

-1

NE

2
I1Ax] + [Allx]||; = (lg1emoni1] + [g26T2r] + |g16T2n 1 + gonzor])?
k=0
5-1 ,
+ (lg1ezor| + |g2kton+1| + |g16T26 — G2rTok41])
k=0
16 2
< 3 IBell3 (#3% + 25511) -

k=0
Wegen ([2.17)) folgt insbesondere || Bg||2 < ||A|l2 fiir K =0,..., 5 — 1, so dass sich

llAx] + Al < 22
3

und nach anschliefendem Wurzelziehen die Behauptung ergibt. |

Nun haben wir alle Werkzeuge bereitgestellt, um in Abschnitt [3.1] eine Rundungsfehleranalyse fiir die
in Abschnitt hergeleiteten Algorithmen durchfithren zu kénnen.

2.2 Stochastisches Modell fiir Gleitkomma-Arithmetik

Wihrend in Abschnitt fiir den relativen Rundungsfehler obere Schranken unter Vernachléssigung
von Termen der Ordnung O(u?) hergeleitet werden, beschiiftigen wir uns nun mit der Vorhersage des
Fehlerverhaltens. Dazu nehmen wir jede Eingangsgrofie X als reelle Zufallsvariable mit bekanntem
Erwartungswert E(X) und endlichem zweiten Moment E(X?2) < oo an. Entsprechend [75] 54] fassen
wir im Folgenden den durch fi(X ¢ Y) = (X e Y)(1 + ¢°®) fiir zufillige Eingangsdaten X, Y und
fiir jede Operation @ € {+,—, x} gegebenen relativen Rundungsfehler £* (vgl. (2.6)) als eine reelle
Zufallsvariable mit Erwartungswert

E (%) = peu (2.20)

und Varianz
V(e*) = ou? (2.21)

auf, wobei die Konstanten pe € R, 04 > 0 von den Operationen e € {+, —, x} und der Verteilung der
Eingangsdaten abhiingen. Desweiteren bezeichnet 6°® := (X o Y)e*® die Zufallsvariable des entsprechen-
den absoluten Rundungsfehlers.

Bemerkung 2.13. Rundungsfehler zu festen Eingangsdaten sind im Allgemeinen nicht zufillig, son-
dern hiangen im Wesentlichen nur von der jeweiligen Implementation der Gleitkomma-Arithmetik ab.
Dennoch koénnen wir die Zufilligkeit von e® mit der Zufélligkeit der Eingangsdaten begriinden [75].
Der Einfachheit halber werden wir im Folgenden analog [54), [75] stets annehmen, dass * sowohl von X
als auch von Y stochastisch unabhéngig ist. Genau genommen ist dies zwar nur fiir den trivialen Fall
erfiillt, jedoch wird die Annahme der Unabhéngigkeit durch die Tatsache motiviert, dass die Grofle des
relativen Fehlers €® nicht mit der Grofle der Operanden in Zusammenhang steht und dass die letzten
Kommastellen, welche den gréofiten Einfluss auf den Rundungsfehler ausiiben, vom Rest der Mantisse
niherungsweise unabhéingig sind [75]. Im Anhang [A.3] finden sich iiberdies experimentelle Ergebnisse,
welche die in den folgenden Unterabschnitten [2.2.1] und [2.2.2] verwendeten Modellannahmen ebenfalls
als ndherungsweise erfiillt bestitigen. O
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2.2.1 Modell fiir eine allgemeine Matrix

Ahnlich wie in Abschnitt betrachten wir wiederum alle relevanten Szenarien, angefangen bei der
Addition von n Zahlen, welche als Skalarprodukt im R™ mit dem Einsvektor verstanden werden kann.

Lemma 2.14. Zun € N, n > 2, seten gegeben der Einsvektor 1 = (I)Z;(l) € G" und der Zufallsvektor
G = (Gk)z;é mit unkorrelierten Eintrdgen aus G", deren Erwartungswerte Null und deren zweite Mo-
mente endlich sind. Angenommen, alle auftretenden relativen Rundungsfehler E; seien untereinander
und von den Gy, stochastisch unabhdngig. Dann besitzt der Rundungsfehler A = fl (GTl) — GT1 fir
das Skalarprodukt GT1 unabhdingig von der Summationsweise den Erwartungswert Null. Die Varianz

18t

n—1
V(a) = V(H(G') -G™1) = ((n—l)V(G0)+Z(n—j)V(Gj)> ot (v + O(u?))

j=1
n—1
+ <(n —1)2V(Gy) + Z(n - k)QV(Gk)> ui (u2 + O(ug))
k=1
m Fall von sequentieller Summation und
' ((203 ) kioV(G’“) ©o(o2 ) wcg)) (u? + O@?)), n—3
((301 L 0u2) 3 V(G + (02 4+ 122) V(G4)> (u? + O@W?)). n=s
V(A) = 0 .
((303 0u) V(G + (20 + 148) k24V(Gk)> (u? + O(?), n=6
((301 +943) éOV(Gk) + (207 +4p3) kzij4V(Gk) + (0% +43) V(G6)> (v +O0@W?)),n=1
bzw. .
V(A) = (loga(n) o2 + (loga(m)* - 12 ) D V(Gy) (u? + O(u))
k=0

fiir allgemeine Zweierpotenz n = 2t (t € N) im Fall von Kaskaden-Summation.

Der Beweis ist in Anhang zu finden. |
Unter zusétzlichen Annahmen lassen sich die Ergebnisse aus Lemma noch weiter vereinfachen.

Folgerung 2.15. Sei n > 2 eine Zweierpotenz. Mit den Voraussetzungen und Bezeichnungen aus
Lemma gelten die folgenden Aussagen:

(1) Ist zusitzlich V(Gy) = o* fiir alle k € {0,1,...,n — 1}, dann ergibt sich

V(#(GT1)-G"1) = <(n—1)2(n+2)ai + (n = 1)(2n; +on - 6)/&) o® (u® + O(u?))

im Fall von sequentieller Summation und
V(#(GT)-G") =n <log2(n) 0%+ (logQ(n))2 . ui) 0* (u? + O(u?))
im Fall von Kaskaden-Summation.

(ii) Gilt zusdtzlich py = 0, dann folgt

<(n —1)V(Go) + nil(n — j)V(Gj)> o (u? +O0u?)) bei seq. Sum.,
V(f(GT1) -G"1) = N
logy(n) - 0% kz::o V(Gr) (u? + O(u?)) bei Kas.-Sum.
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(iii) Ist sowohl V(Gy) = o2 fiir alle k € {0,1,...,n — 1} als auch puy = 0, dann ergibt sich

v (ﬂ (GTl) B GTl) _ % : QQU_%_ (u2 + (9(u3)) bei sequentieller Summation,
n logy(n) - 0?03 (u* + O(u?))  bei Kaskaden-Summation.

Beweis: Alle Aussagen folgen aus den Formeln in Lemma wobei gegebenenfalls einfache Sum-
menformeln angewandt werden miissen. |

Im néchsten Schritt untersuchen wir das Fehlerverhalten bei einem Skalarprodukt.

Lemma 2.16. Zu n € N, n > 2, seien zwei unabhingige Zufallsvektoren X = (Xk)z;é € G" und
G = (Gk)z;é € G™ mit unkorrelierten Eintrigen gegeben, deren zweite Momente endlich sind. Wei-
terhin gelte E(Xy) = 0, k = 0,...,n — 1. Angenommen, alle auftretenden relativen Rundungsfehler
g3 seien untereinander und von den Gy und Xy, stochastisch unabhdngig. Dann besitzt der Rundungs-
fehler A =1 (GTX) — GTX fiir das Skalarprodukt GTX unabhingig von der Summationsweise den
Erwartungswert Null. Die Varianz ist

n—1
V(a) = 3 E((GR?) V(X (02 + ) w?
k=0
n—1
- <(n —1) E((Go)?)V(Xo) + > _(n— k) E((Gy)? )V(Xk)> (02 + 2uxpy) (u? + O(u?))
k=1
n—1
+ <(n — 1)? E((Go)?)V(X0) + > _(n—k)* E((Gy)” )V(Xk)> p3 (v + O0(u?))
k=1

im Fall von sequentieller Summation und
n—1
2
V(A) = <0'3< + 10g2(n)ai + (,ux + log2(n),u+) ) ZIE (G?) V(X,) (u2 + O(ui%))
r=0

fiir eine allgemeine Zweierpotenz n = 2t (n € N) im Fall von Kaskaden-Summation.

Der Beweis ist in Anhang zu finden. [ |
Unter zusétzlichen Annahmen lassen sich die Ergebnisse aus Lemma noch weiter vereinfachen.

Folgerung 2.17. Sei n > 2 eine Zweierpotenz. Mit den Voraussetzungen und Bezeichnungen aus
Lemma gelten die folgenden Aussagen:

(1) Ist zusdtzlich py = 0, dann ergibt sich

n—1
V(a) = <Z ((n = 1)o3 + 02 + 12 JE((Gh)*)V(X) — 02E((Go)? )V<X0>> (u” + O(u?)
k=0

im Fall der sequentiellen Summation und

n—1

V(A) = (Ui + log2(n)0'_2|r + MZX) ZE (Gz) V(X,) (u2 + O(u3))
r=0

im Fall der Kaskaden-Summation.
(ii) Gilt zusdtzlich py = px = 0, dann ergibt sich sinngemdf$ die Behauptung aus [75, Lemma 3.4].
(iii) Falls V(Xy) = 0 fir alle k € {0,1,...,n — 1}, so gilt bei Kaskaden-Summation

V(A) = & (0% +logy(n)o? + (jx +loga(n)yiy) ) E (IGIF) (v + O(?)) .
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Beweis: Die Aussagen (i) und (ii) folgen sofort aus Lemma Ebenso folgt Aussage (iii), wobei
hier noch die Linearitdt des Erwartungswertes verwendet wird. |

Ist neben den Voraussetzungen von Lemma bzw. Folgerung zusétzlich bekannt, dass r (0 <
r < n — 1) der Zufallsgrofien Gy ,k = 0,...,n, konstant Null sind und demnach auch Varianz Null
besitzen, kann Lemma bzw. Folgerung nach entsprechender Umordnung der Komponenten
bereits mit n = n — r angewandt werden.

Da sich eine Matrix-Vektor-Multiplikation aus mehreren voneinander unabhéngigen Skalarprodukten
zusammensetzt, erhalten wir aus Lemma[2.16] bzw. Folgerung [2.17]sofort auch entsprechende Aussagen
iiber die Komponenten des Vektors der dabei auftretenden absoluten Fehler. Fordern wir zusétzlich,
dass die Komponenten des Vektors, welcher mit der Matrix multipliziert werden soll, jeweils Erwar-
tungswert Null besitzen, so gelangen wir zu nachstehenden Ergebnissen.

Satz 2.18. Zu einer Zweierpotenz n € N, n > 2, set X = (Xk)z;é € G" ein Zufallsvektor mit
unkorrelierten Komponenten, deren zweite Momente endlich sind. Weiterhin sei eine Zufallsmatriz
G = (ij)"_lo € G™*" gegeben, wobei die Vektoren (ij)z;é, j=0,...,n— 1, jeweils unabhingig

Jk=
von X seien und unkorrelierte Komponenten besitzen, deren zweite Momente endlich sind. Zusdtzlich
gelte E(X%) =0, k=0,...,n— 1. Angenommen, alle auftretenden relativen Rundungsfehler €3, seien

untereinander und von den G, und Xy, stochastisch unabhdngig. Dann besitzt der Vektor der absoluten
Rundungsfehler
A = f1(GX)-GX (2.22)

der Matrixz- Vektor-Multiplikation GX unabhdngig von der bei den jeweils auftretenden Skalarprodukten
verwendeten Summationsweise in jeder Komponente Erwartungswert Null und es gilt

n—1
tr(Cov(A)) = (0% +logy(n)o + (1x +logs(mns)?) 3 B (GH) V(X) (u + O?))
J,k=0

im Fall von Kaskaden-Summation. Falls zusdtzlich noch V(X},) = 02 fir alle k € {0,1,...,n — 1}
erfillt ist, dann ist

tr(Cov(A)) = & (0% +logy(n)o? + (s +loga(n)us)?) B (IGIF) (u? + O@w?) .

Dabei bezeichnet tr(A) die Spur und ||Al|r die Frobeniusnorm einer Matriz A € R ™.
Beweis: Mit GU) := (Gjk)7—y besitzt der Fehlervektor (2:22) die Komponenten

Aj = fl (GU)TX) —g'x

die nach Lemma Erwartungswert Null und im Fall der Kaskaden-Summation Varianz

n—1
V(8)) = (0% +loga(n)o} + (ux +loga(mus)?) YE(G3) V(X,) (w2 + O(®)  (228)
r=0
besitzen. Wegen
n—1
tr(Cov(A)) = Y V(A))
§=0

ergibt sich damit der erste Teil der Behauptung. Mit der Linearitéat des Erwartungswertes und demnach

n—1 n—1
DEGE) =E| Y 6| = E(IGI)
J,k=0 3,k=0
erhalten wir fiir V(X;) = 0% ,k=0,...,n — 1, aus dem ersten Teil der Behauptung dann auch den

zweiten Teil. [ |

Die Spur der Kovarianzmatrix des Fehlervektors A ist wegen | Cov(Aj, Ag)|? < V(A;)V(Ag) ein
geeignetes Maf}, da sie nur in dem Fall verschwindet, wenn fast sicher A = E(A), also in der Situation
von Satz [2.18| alle Komponenten von A fast sicher Null sind.
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Bemerkung 2.19. Besitzt die Zufallsmatrix G := (Gﬂf)?,;io € G™*™ aus Folgerung EI als Erwar-
tungswert nidherungsweise eine der vollbesetzten Matrizen aus Definition [I.1] und ist die Varianz jeder
einzelnen Komponente kleiner oder gleich u2, so ergibt sich mit der Orthogonalitéit von — und
aufgrund der angenommenen Unkorreliertheit E (||G||3.) < n 4+ n*u®. Die zweite Aussage aus Satz

P18 liest sich dann als

E(lal3) < KE(IX]3) (u® +0@?) (2.24)

mit

¥ 2
Fn = \Jo 4+ loga(n)o? + (s +loga(n)us)? (2.25)

wobei sowohl E (A) = 0 als auch V(X},) = ¢> und E(X}) =0, k=0,...,n — 1, beriicksichtigt worden
ist. Jedoch sind in diesem Fall die Annahmen an X derart einschrinkend, dass ein Anwendungsbezug
kaum moglich scheint. Lassen wir die Forderung fallen, dass V(Xj) = 2 fiir alle k = 0,...,n — 1 gilt,
so liefert Aufsummieren der n Gleichungen ([2.23|) mit der aus Definition stammenden Beziehung

2
2 < \/> 2
LS T
fiir die Abschétzung (2.24) die von n abhéngige Konstante

kn, = \/JQX +logy(n)o + (pux + logQ(n)u+)2\4/ 2n (2.26)

In Tabelle sind explizite Werte der k,, fiir ausgewéhlte n mit den in Anhang geschitzten Grofien

ox =04 = 0.425 und px = p4+ = 0 angegeben. O
n 8 16 32 64 128 256 512 1024 2048

k, aus (2.25) | 0.8500 | 0.9503 | 1.0410 | 1.1244 | 1.2021 | 1.2750 | 1.3440 | 1.4096 | 1.4722
kn aus (2.26) | 1.7000 | 2.2603 | 2.9445 | 3.7822 | 4.8083 | 6.0650 | 7.6026 | 9.4824 | 11.7779

Tabelle 2.2: Konstanten k, fiir die Abschiitzung (2.24), falls einerseits die Voraussetzungen aus Satz
erfiillt sind und andererseits die Matrix der Erwartungswerte E(G) néherungsweise
orthogonal ist.

In Lemma bis Folgerung haben wir unter bestimmten Modellannahmen jeweils in verschie-
denen Situationen den Erwartungswert sowie die Varianz des absoluten Rundungsfehlers ermittelt,
welcher bei der Addition von unkorrelierten Zufallsgréfien bzw. beim Skalarprodukt zweier voneinan-
der unabhéngiger Zufallsvektoren mit unkorrelierten Komponenten auftritt. Letzterer Fall ldsst nun
auch Riickschliisse auf den Vektor der bei einer Matrix- Vektor-Multiplikation auftretenden absoluten
Fehler zu. Aufgrund der starken Forderung nach stochastischer Unabhéngigkeit an die Eingangsvek-
toren sind diese Ergebnisse im Allgemeinen jedoch nicht auf iterierte Matrix-Vektor-Multiplikationen
anwendbar. Um die Voraussetzungen abschwéchen zu kénnen, muss die Struktur der beteiligten Ma-
trizen herangezogen werden.

2.2.2 Modell fiir spezielle Blockdiagonalmatrizen

Im Folgenden seien alle Zufallsgrofen X nicht trivial, d.h., insbesondere trete das Ereignis | X| > 0
mit positiver Wahrscheinlichkeit ein. Desweiteren wandeln wir unser Modell beziiglich der relativen
Fehler geringfiigig ab, um w-Terme hoherer Ordnung vernachléssigen zu kénnen, und beziehen an
einigen Stellen die Symmetrie der Verteilung der Eingangsdaten mit ein. Dies wird beispielsweise
in [75] wihrend der Untersuchung des relativen und absoluten Fehlers bei der Multiplikation zweier
komplexer Zufallsvariablen getan. Da wir

(al — ibl) . (CLQ + ibg) = (a1a2 + b1b2) + i(albg — blag)
fiir reelle Zahlen aq, as, b1, by auch als Matrix-Vektor-Multiplikation

ar b1\ (a2\ _ [aiaz +b1bo
=by a1 ) \b2)  \arbs —biaz

auffassen konnen, wenden wir die entsprechenden Ergebnisse auf den uns interessierenden Fall an.
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Lemma 2.20 (vgl. [75], Proposition 2.3). Sei X = (X1, X2)T mit identisch und symmetrisch zum
Nullpunkt verteilten Zufallsvariablen X1, Xo aus G gegeben. Weiterhin sei die Matriz

(G Gy
e (%) oo

mit Zufallsvariablen G1 und Go aus G definiert. Angenommen, es gelte

aax) = ((GiX1+GaXa)(A+ef) + (Cr1Xy)ef + (GaXa)e
(G1X2 = GoX1)(1+25) + (G1Xo)eg — (GoX)e]

mit paarweise unabhingigen Zufallsgréfien X1, Xo, ey, €5, €5, €5, €1 €5 , welche

E(e) = puxu, V(X)) = o2u? (j:1,2,3,4),}

X
J J : 2.28
EEH = pu, VD) = ot (=12 (2.28)

erfiillen. Weiter seien G1,Go von den ibrigen Zufallsgrofien unabhdngig und der Vektor € = (&, (’EQ)T
durch die Gleichung
fi(AX) = AX + [|4X]|. ¢ (2.29)
definiert. Dann gelten die folgenden Aussagen:
(i) Die Verteilung von € ist symmetrisch. Insbesondere gilt E (€1) = E (&) = 0.
(ii) Die Komponenten €1, &y von € sind untereinander und mit ||AX||2 unkorreliert.
(iii) Die Komponenten €1, &y von € besitzen dieselbe Varianz und es gilt

E([€3) = (0% +0% + (ux +ps)?) u’ .

Beweis: (i) Zunichst einmal halten wir fest, dass sich fiir die Norm

|AX]ly = V(G X1 + GaXa) + (GiXa — GaXa)? = 1/G3 +G3y/X7 + X3 (2.30)

ergibt. Damit folgen fiir die Komponenten &;, € von € die Darstellungen

Gi1Xy + X GoXo + X
¢ = +ef) + +eX)
V= arayxaxg & ) Jarayxeag o)
X X
¢ = GrX (e3 +¢3) G Xy (e5 +e5) -

V@ GI /X1 X2 N EYE NS ED

Ersetzen wir (X1, X2) durch (—X1, —X5), so dndern sich die Verteilungen von &; und €3 aufgrund der
Symmetrie der Verteilungen von X; und X5 nicht, womit die Behauptung folgt.

(ii) Aufgrund der Unabhéngigkeit, wegen E(X;) = E(X2) = 0 und zusammen mit Aussage (i) erhalten
wir

Cov (€1,]|AX|2) = E((G1X1+ GaX2)e] + G1X1e] + GaXoel) — E(&)E (||AX]|2)
= (E(G1)E(X1) + E(G2)E(X2))E(e]) + E(G1)E(X1)E(ey) + E(G2)E(X2)E(e5)
=0
und ebenso

Cov (€3, |AX|2) = E((G1X2— GaXi)ey + G1Xoel —GaXiey) = 0.
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Wiederum wegen Aussage (i) und der Unabhéngigkeit ergibt sich weiterhin

Cov (@1, @2)

E ((Gle + GQXQ)E—{— + G1X1€i< + GQXQ@;) ((GlXQ — GQXl)E; + G1X26§< — G2X1€Z)
(G + G(XT + X3)

= TiE(e])E(ey) + ToE(er )E(es) — TsE(er )E(ey) + TuE(e3 )E(ey) — TsE(e3 )E(ey)

(T2 + Tu)E(ey )E(e3) — (Ts + T5)E(e] )E(e]) + (T2 — T5)E(ey )E(ey ) + (Tu — T5)E(e3 )E(e3)

X1Xo G? G3
TN = E| 55— ) (E( - | —E( =2
! <X%+X§)< (G%+G% G+ G}

g [ _GGe E X2 T X2
G3 + G3 X7+ X3 X+ X3

mit den Termen

sowie
G? X1 X5 > < G1Go ) ( X? >
Ty = E( "% |E(—5—5 ) T = E E L),
? <G§+Gg> <X12+X22 ’ G? +G3 X2+ X3
ria) (i) (aia)= (%)
T, = E|——= |E| 5= |, 5 = E E :
! <G§+Gg X7 + X3 ° G2+ G2) \ X2+ X3
Da die Zufallsgrofien X; und Xs einerseits identisch und andererseits symmetrisch zum Nullpunkt
verteilt sind, haben wir
X3 X3
X{+ X3 X7+ X
und Y x
142
E|l——5) =0. 2.32
<X% +X§> (232

Somit verschwinden in 77 der erste Summand wegen (2.32) und der zweite Summand wegen (2.31)).
Ebenso folgen Th = T5 = 0 mit (2.32). Wegen ([2.28)) lassen sich nun die iibrigen Summanden zusam-
menfassen, so dass wir zusammen mit der Tatsache, dass sich T3 = Ty aus (2.31]) ergibt, schlie8lich wie

behauptet
Cov (€1, &) = (Ty — T3)piu® +2(Ty — T3)puxpsu® = 0

erhalten.
(iii) Wiederum aufgrund der Unabhingigkeit sowie mit (2.28)) ergibt sich fiir V (&;) zunéchst

B ((G1X1 + GQXQ)ET + G1X1€i< + G2X2€;)2 _r (G1X1(€—1i_ + Ei() + GQXQ(ET + é‘;))z
(GT + G3)(XT + X3) B (GT + G3)(X{ + X3)

G2 XQ G2 X2
2 2 2 1 1 2 2 2
= E E El —=—= |E| —="—
G’*“’X”’“‘**”X”( (G%+G3) (X%+X%>+ (G%+G§> (X%+X§)>“
G1Go X1Xs \
+ 2 02+u2+2,u M.,.—}—uz E<>E<>u .
(74 h 20 ) G} +G3 X?+ X3

Mit Hilfe von ([2.32) verschwindet der letzte Summand. Wiederum wegen (2.31)) sowie aufgrund der
Linearitdt des Erwartungswertes folgt dann weiter

(G Ve (X N\ g(_G Vp(_ X ) _g( X ) _1
@ral) \x7raz aral) \ X7y az X271 X3 2
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und schlieflich

V(e = 5 (0% 4ok + (u +m)?)u

N

In analoger Weise ergibt sich

V(€) = 5 (0% 40k + (uy +px)?)

N

und damit auch
E([€[}) = E(e3) +E(€}) = V(€)+ V(&) = (o2 +02+(uy+pm)?)u?. m
Nun sind wir in der Lage, auch Aussagen iiber das Verhalten des absoluten Fehlers zu treffen.

Folgerung 2.21 (vgl. [75], Conclusion 2.8). (i) Mit den Voraussetzungen und Bezeichnungen von
Lemma ergibt sich

E(A) =0, E(|Al}) = E(|AX]3)E([€]3)
fiir den Vektor der absoluten Rundungsfehler
A = fl(AX) — AX .

(ii) Sein € N, n > 4 und gerade. Weiter sei X = (Xl)?:_[)l mit identisch und symmetrisch zum
Nullpunkt verteilten Zufallsvariablen X; aus G gegeben und

B = Ak)
=0

—

w3

o

mit A®) k=0,..., 5 — 1, der Gestalt (2.27). Fir jeden Block A®) und zugehérigen Teilvektor
X*) .= (Xog, Xopy1)T seien die Voraussetzungen aus Lemma erfillt. Dann gilt

E(A) =0, E(|al}) = E(IBXI]3) (0% + 0% + (ux +ps)?) u® .
fiir den Vektor der absoluten Rundungsfehler
A = fi(BX)-BX.

Beweis: (i) Nach (2.29)) besitzt A die Komponenten [[AX]||s &, (k = 1,2). Nach Lemma (i)
und (ii) wissen wir, dass einerseits € (k = 1,2) Erwartungswert Null besitzt und andererseits die
Kovarianzen Cov (&, ||AX]|2) (k = 1,2) verschwinden. Demnach folgt auch

E([AX]z €&) = Cov (& [[AX]}2) + E([AX|2)E(&) =0  (k=1,2).

Mit der Symmetrie der Verteilungen von X; und Xy haben wir aulerdem E(X;X2) = 0 analog zu
(2.32). Demzufolge und aufgrund der Unabhéingigkeit sowie mit ([2.28]) ergeben sich dann

E(J4X[3 €}) = E((GiXi(ef +7) + GaXa(ef +25))°)

= (0 + 0%+ (ur +10)?) (BGIXF) + B(G3XD))
und
E(I4XI3 €3) = E((GiXa(ef +25) - GaXulef +2)))°)
= (74 + okt (e 0?) (BIGEXE) + R(GEXT)
Mit den Rechenregeln fiir den Erwartungswert und (2.30f) folgt dann

E(GiXT) + E(G5X5) + E(G1X5) + E(G5XT) = E((GT+G3) (Xi+X3)) = E(|AX]3)
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und nach Lemma [2.20] (iii) schliefllich
E(lal) = E((14X]; €)?) +E ((|4X]2 €)°) = E(JAX]3)E (€]3) -

(ii) Aufgrund der Blockdiagonalgestalt von B sowie mit der Definition und der Linearitéit des Erwar-
tungswertes erhalten wir unter Verwendung von Aussage (i) einerseits

E (fl (AOX©) — A0X(0)
E (ﬂ (A(%_I)X(%—l)) _ A(%—I)X(g_1)>

und zusammen mit Lemma (iii) andererseits

—_

V|3

B (15%) - BXI3) = 308 ([ (a9x®) - a®x])
0

o

—_

- Y (HA<k>x<k>Hj) (0% + 0% + (x + 13)%) 2
k=0

0|3

= E(IBX|3) (0% + 0% + (ux +p)?)u®. W

Da wir es bei unseren Algorithmen mit einer Vielzahl von Hintereinanderausfithrungen von blockweisen
Drehungen zu tun haben, sind die Voraussetzungen in Lemma [2.20] an die Verteilungen von X; und
X5 nicht in jedem Fall realistisch. Die obigen Aussagen bleiben im Wesentlichen jedoch richtig, wenn
wir stattdessen die Erwartungswerte aus samtlich als Null annehmen.

Satz 2.22. Sei X = (Xl,Xg)T mit Zufallsvariablen X1, Xs aus G gegeben. Weiterhin sei die Matrix
A wie in (2.27)) definiert. Angenommen, dass

G1X1+ GQXQ)(]. + €+) + (G1X1)EX + (G2X2)€X>
fi(AX) = ( 1 ! 2 2.33
(4X) <(G1X2 — G2 X1)(1+e3) + (G1X2)ey — (GaX1)ef (2.33)
mit paarweise unabhingigen Zufallsgréfien 7,5 ,e5 5,7, €5 gelte, wobei
EEX) = 0 V(X)) = oiu? @:1234)}
J ’ ’ > T 2.34
E(s;r) = 0, V(ej) = olu? (1=1,2) (2.34)

erfillt werde. Dariiber hinaus seien X1, Xo, G1, G von den relativen Fehlern unabhdngig und der Zu-
fallsvektor € = (€&, QEQ)T wie in (2.29)) definiert. Dann gelten die folgenden Aussagen:

(i) Die Komponenten €1, &y von € sind untereinander und mit || AX||2 unkorreliert. Weiterhin sind
E(€)=E(€)=0.
(ii) Die Komponenten €y, Ey von € besitzen im Allgemeinen nicht dieselbe Varianz. Dennoch gilt
E(l€)3) = (0% +0%)u’.
(iii) Der Vektor der absoluten Rundungsfehler
A = fil(AX) - AX
besitzt Erwartungswert Null. Weiterhin gilt

E(|al3) = E([AX]) (0% + o) u”
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(iv) Die Aussagen in (iii) bleiben giiltig, wenn A anstelle von (2.27) Blockdiagonalgestalt mit Blicken
(2.27) besitzt und fiir jeden einzelnen Block und entsprechende Teilvektoren die Voraussetzungen
wie zuvor erfillt sind.

Beweis: (i) Analog zum Beweis von Lemma (1) ist fiir die aus (12.30)) resultierenden Darstellungen
G1X1

¢ = T+ef)+
N e e s e ALY

GoXs
VG + G3/XT + X3

(ef +¢3)

¢ — Gr1 X (ef +eX) - Ga X
VBT GXI+ X3 7 B GXE+ X

der Komponenten des Fehlervektors & ersichtlich, dass mit (2.34]) aufgrund der Unabhéngigkeit

(eF +¢5)

E(€)=E(&)=0
folgt. Mit dem gleichen Argument ergeben sich dann auch
Cov (€1,[|[AX|2) = E ((G1X1+ GaXo)ey + Gi1Xie] + GaXoel ) — E(&)E (||AX]|2)
= E(GiX1+ G2 Xo)py + E(G1X1)pux + E(GoXo)pux — 0 = 0
und
Cov (€, [|[AX|]2) = E((G1X2— G2X1)eg + G1Xoel — GoXief) —E(E)E (|[AX|]2) = 0
sowie mit den Bezeichnungen aus dem Beweis von Lemma (ii) schliefllich auch

Cov (&1, &)

o ((G1X1 + GQXQ)ET + G1X1€i< + G2X2€;) ((GlXQ — G2X1)€; + G1X2.€§< — G2X1€Z)
(GT + G3)(XT + X3)
= Tl,ui + (TQ —T5+T, — T5) [Li + ((T2 +T4) - (Tg +T5) + (T2 — Tg) + (T4 — T5)) pUxpy = 0.

(ii) Wiederum aufgrund der Unabhéngigkeit, der Linearitit des Erwartungswertes sowie mit (2.34))
ergeben sich zunéchst die Varianzen

(GiX1(ef + &) + GaXo(ef + EQX))2
(G + G3)(X7 + X3)

V(€) = E( ) - (E(€1)”

B E(( G3X} + G3X3 o

G1G X1 X
o2 + o2 u2+2E< Lhab B 12>22
G%+G§)(X12+X§)>( HHox) G +G3 X2+ X2

und

(G1Xo(e3 +e3) — GaXi(eg +¢5))
(G} + G3)(XT + X3)

2
V(&) = E( ) — (E(€y))*

_ GIX3 + G3X?
= ( Lut,

GG X1 X

2 2 2 142 1A2 2 92
o5 +ol)u” — 2FE .
G%+G%)(X%+X§)>( w o) (G%+Gg X12—|—X§>

welche im Allgemeinen verschieden sind. Wegen

E( GIXT + G3X3 > E( GIX5 + G3X? > _ E((G%+G§)(X%+X§)> .
(G} + G3)(XT + X3) (G + G3)(XT + X3) (G + G3)(XT + X3)
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erhalten wir nun wie behauptet
E(|€]3) = V(&) +V (&) = (0% +of)u’.

,2) aufgrund der
Null sind. Somit

(iii) Nach (i) wissen wir, dass einerseits die Kovarianzen Cov (&, [|[AX||2) (k =
Unkorreliertheit verschwinden und andererseits die Erwartungswerte € (k = 1,2
ergibt sich auch

E(|AX]2 &) = Cov (&, [[AX]}2) + E([AX|2)E(&) =0 (k=12).

1
)

Da ||AX]]2 € (k =1,2) nach (2.29)) genau die Komponenten von A sind, folgt nun ebenso
E(A) = 0.
Aufgrund der Unabhéngigkeit sowie mit (2.34]) ergeben sich weiter
E(|AX]3 €2) = E((GiXa(ef +e7) + GaXalef +5))°)
= E(GIX] +G3X3) (01 +02)u® + 2 E(G1G2X1Xs) oF u?
und
E(|AX]3 €) = E((GiXa(ef +e5) — GaXa(ef +7))°)
= E(GiX7 +G3X7?) (o5 +02)u? — 2E(G1G2X1Xo) oF u?.
Wiederum mit (2.30)) und somit wegen
E(GIX]+G3X3) +E(GIX3 + G3X7) = E((GI+G3) (X7 +X3)) = E(||AX|)3)
und (ii) erhalten wir schlielich
E(Ial) = E((14X2 €)’) +E((14X]2 €)°) = E(JAX|3)E(l€]3) -

(iv) Der Beweis verwendet wiederum die Linearitét des Erwartungswertes und verlduft analog zum
Beweis von Folgerung [2.21] (ii). ]

Mit Hilfe der Jensen-Ungleichung aus Satz [A.25] angewandt auf die konvexe Funktion ¢(&) = &2 liefert
Satz 2.22 nun die

Folgerung 2.23. Sein € N, n > 4 und gerade. Weiter sei X := (Xl)?:_o1 mit Zufallsvariablen X; aus
G gegeben und

B = A (2.35)

mit A®) € G2 k=0,..., 5 — 1, der Gestalt (2.27)). Fiir jeden Block A®) und zugehérigen Teilvektor
X k) = (Xok, Xort1)T seien die Voraussetzungen aus Satz erfillt. Dann gilt

E(lAl) < VE(A) = E(IBX3)\/o% +0%u.

fiir den Vektor der absoluten Rundungsfehler

A = f(BX)- BX .

Beweis: Fiir eine konvexe Funktion ¢ und eine reelle Zufallsvariable Y mit endlichen Momenten lautet
die Jensen-Ungleichung

P (EY)) < E(p(Y)) . (2.36)
Mit (&) = €2 und Y = ||A|| erhalten wir zusammen mit Satz m (iv) demnach

E(lAl2)? < E(lAB) = E(IBX|B) (0% +07) .

Aufgrund der Monotonie des Erwartungswertes folgt aus Y > 0 dann auch E(Y) > 0 und somit die
Behauptung nach Wurzelziehen. |
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Offenbar benétigen wir bei allen vorangegangenen Aussagen den Erwartungswert

E G1 G2\ (Xa
-Gy G1) \ X2
fiir Zufallsgroflen G1, Go, X1, X2 aus G oder eine geeignete Abschétzung. Da es sich in den Anwendun-
gen um Drehungen handelt, sind die Zufallsgroflen G; und G5 durch die Beziehung

2
) B (@ 4 B+ XD)
2

2 2
Git+Gy = ldepz (H-u%

< 2u+ u2) (2.37)

iiber eine weitere Zufallsvariable €112 miteinander verbunden, wobei €112 im Idealfall von X7, Xo
stochastisch unabhéngig ist sowie eine der beiden Annahmen

ez <0 (2.37b)
1112

gilt. Insbesondere erhalten wir dann aufgrund der stochastischen Unabhéngigkeit von konstanten Zu-
fallsgroflen bzw. mit der Linearitdt und Monotonie des Erwartungswertes

E((G+GH(XE+X3) = E(XF+X3) (1+E () = E(XP+X3) (2.38a)
oder
E((G2+GH(X2+X2) = E ((1 + 5||,Hg> (X2 + X22)> < E(X?+X2) .  (2.38b)

Mit den Forderungen ([2.37) und ([2-37a)) bzw. (2.37b) an jeden zufilligen Block A®) aus ([2.35) konnen

wir nun auch Hintereinanderausfithrungen von blockweisen Drehungen betrachten.

Lemma 2.24. Sein € N, n > 4 und gerade. Weiter sei X := (Xl)?:_ol mit Zufallsvariablen X; aus G

gegeben und es seien
n
n_q
2

B¢ = AR (s=0,...,r—1) (2.39)
k=0

zufillige Blockdiagonalmatrizen mit Blocken

(5K)  osh)
AR <G1 Gy ) (k=0,...,

-1, s=0,...,r—1), 2.40
_G;S,k‘) Ggs,k) ) ( )

I3

deren zufdllige Eintrdge Ggs’k),Ggs’k) aus G jeweils (2.37) mit einer Zufallsvariable gl erfiillen.

lI-13
Rekursiv definieren wir nun die zufdlligen Vektoren

x©0 . x ,
X(S+1) = ﬂ (B(S)X(S)> ) s = 07 sy 17

s,k)

iiber die Blockdiagonalmatrizen B), wobei fiir jeden Block Al und zugehdorigen Teilvektor X(5:K) .=

(XQ(z),XQ(Z)H)T die Voraussetzungen aus Satz|2.22| erfillt seien. Dann gilt fiir den Vektor der insgesamt
auftretenden absoluten Rundungsfehler

r—1
A = XM - (H B(S)> X (2.41)

s=0

die Ungleichung

|
-

T

E (HAH%) < 9floga(r)] (1 +u)2(T—s—1)E <HX(5)H§> (0.2X —I—oi) u? (2.42a)

w
Il
o

41



falls fiir jedes Tupel (s, k) die Zufallsvariable £(ﬁ’é) von den Zwischenergebnissen Xéz), Xéz)_H stochas-
tisch unabhdngig ist und (2.37a)) erfillt. Bei Giiltigkeit von (2.37b|) haben wir die schérfere Abschdtzung

r—1
E(|al3) < 2l=013"E (HX<S>H§) (02 +02)u? . (2.42b)
s=0
Beweis: Mittels der Teleskopsumme

q (B(r—l)X(r—l)) _ gr-yx(r=1) 4 gr—1) (ﬂ (B(r 2)x (r— 2) (HB ) > -
= i( ﬁ B<m>> (H <B<s>X<s>) _B<s)X<s>)

s=0 \m=s+1

A

n

-1

(B (i

s=0 \ k=0 \m=s+1 ) il (A(S’%—l)x(s:%—l)) — A(s’%_l)x(sv%—l)

<

f (AGDXED) = AGDX D

erhalten wir aufgrund der speziellen Struktur und der Linearitdt des Erwartungswertes zunéchst

i( i A(ch)) (8 (ACOXED) - AlRXER) |

s=0 \m=s+1

o

E (lla]3) E E
Verwenden wir nun, dass nach Voraussetzung

2 2
(G0) + (687) = 1aefit) (el <2uta® k=0, =1 s=1,.07)
2
fiir jeweils eine im ersten Fall von X;Z),XQ(Z)H stochastisch unabhéngige Zufallsgrofie 5‘(‘5“@) mit Erwar-

tungswert E(e |(| ”2)) = 0 und im zweiten Fall mit 5|(| HQ) < 0 gilt, so ergibt sich in beiden Féllen

6 G g e
(—G;&’ﬂ o | X7 ) = E(X0 243)

analog zu (2.38a)) bzw. (2.385). Fiir die Spektralnorm der Matrizen A% folgt nach (2.37) auBerdem
AR = 1+ < (1 4u)?

2
E

und daher
g (14 u)2=s=1 (2.44a)

H Amkz

m=s+1

Im zweiten Fall ergibt sich sogar

Amkz)

g 1. (2.44D)

m=s+1
Zusammen mit der fiir jede von einem Skalarprodukt induzierte Norm giiltigen Parallelogrammglei-
chung

I +yII” + [x =yl = 2 (Ix[I* +[ly]?*) (2.45)
und der Nichtnegativitéit einer Norm sowie mit der Linearitit und Monotonie des Erwartungswertes
und Satz [2.22] erhalten wir schlie8lich

r—15-1 2
E(lAal3) < 2flog2<r>1222E H( H A(mk) ( Als: >X(s7k>)_A<s,k>X<s,k>

s=0 k=0 m=s+1 2
r—1

< ofloga(n)] Z(lJru) (r—s— 1) (HAsk X(sk)H ) o2+ o2) u?
s=0 k=0
r—1

< 2N SR (X)) (0% + o) o

s=0
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und somit Behauptung (2.42a). Im zweiten Fall entfallen wegen (2.44b)) die Faktoren (1 4 u)2("—s=1),
so dass sich analog Behauptung (2.42bf) ergibt. |

Im vorangegangenen Lemma haben wir eine Abschitzung fiir das zweite Moment der Norm des abso-
luten Rundungsfehlers hergeleitet, innerhalb derer auf der rechten Seite noch Ausdriicke der Gestalt
E (|| i(AX)]|3) mit einer Matrix A wie in Satz m (iv) vorkommen. Diese wollen wir nun noch durch
ein Vielfaches von E (||AX||3) ausdriicken.

Lemma 2.25. (i) Mit den Bezeichnungen und Voraussetzungen aus Satz gilt fiir die Norm des
Ergebnisvektors

E (| A(AX)|2) = E(]|AX]2) (1+(a§+ai)u2). (2.46)

(ii) Die Aussage aus (i) bleibt richtig, wenn A anstelle von (2.27) Blockdiagonalgestalt mit Blicken
(2.27)) besitzt und fiir jeden einzelnen Block und entsprechende Teilvektoren die Voraussetzungen

aus Satz erfillt sind.
Beweis: (i) Die Anwendung von (2.29) fiithrt in Zusammenhang mit der Linearitidt des Erwartungs-
wertes zunéchst auf die Gleichung

E(I8(AX))3) = E((AX+]AX][2¢)" (AX + || 4X]},€))

E (4X[3) + E ((|4X[>€)" | AX2€) + 2E (| AX|,¢ AX) .
Zusammen mit Satz (iii) ergibt sich fiir den zweiten Term

E ((14X[.0) [ 4X|.€) = E(A]R) = E(|AX]3)E (l€]3) -
Fiir den dritten Term erhalten wir analog zum Beweis von Satz (1)

E ([[AX[|2€TAX) = E([|AX|2€1(G1 X1 + G2X2) + [|[AX|[|2€2(G1X2 — G2 X1))

= E ([6711)(1(51+ + Ef) + G2X2(€1+ + E;)] (G1X1 + GQXQ))

E ([GlXQ(E;_ + 6;) — G2X1(€;— + EZ)] (GlXQ — GQXl))
= 0,

da die Zufallsgroflen G1, G, X1, X2 nach Voraussetzung von den relatlven Fehlern 5 , 7 =1,2 und

ek Jk =1,,2,3,4, stochastisch unabhéingig sind und letztere nach ([2.34 Verschwmdenden Erwartungs-
wert besitzen. Wegen E (||€||3) = (02 + %) u? folgt nun die Behauptung.

(ii) Der Beweis verwendet wiederum die Linearitét des Erwartungswertes und verlduft analog zum
Beweis von Folgerung [2.21] (ii). [ |

Abschlielend erhalten wir als Hauptergebnis nun den folgenden

Satz 2.26. Mit den Bezeichnungen und Voraussetzungen aus Lemma [2.24] ergibt sich fiir den Erwar-
tungswert des euklidischen Normquadrates des Vektors (2.41)) der insgesamt auftretenden Rundungs-
fehler die Abschditzung

E(JAB) < 2"=0E (|X|2)r (0% +02)v*(1 + Ow) . (2.47a)

falls fiir jedes Tupel (s, k) die Zufallsvariable 5|(| HIZ) von den szschenergebmssen X;Z),Xék)ﬂ stochas-

tisch unabhdngig ist und (2.37a) erfillt. Bei Giiltigkeit von (2.37b)) haben wir die schirfere Abschitzung

E(|A]2) < 2Moe® <||X\| ) (02 +02) u2(1 + 0(u2)) . (2.47b)

E([[Al2) < 4/E ]X|| ry/o2 4+ 0% -u(l+O(u (2.48)

Dariiber hinaus gilt
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Beweis: Die Ungleichungen ([2.47al) und (2.47bf) gehen aus den aus Lemma bekannten Abschétzun-
gen ([2.42a)) und ([2.42b)) hervor, indem wiederholt Lemma [2.25| auf die Erwartungswerte E (HX(S) H;)

angewandt wird. Mit den Ungleichungen ([2.46) und ([2.43|) folgt dann fiir einen solchen Summanden
nacheinander

E([|x“]|;) = & (HB(S_”X(S‘”HE) (14 (0% +02) w?)

IN

E(|XEI3) (14 (0% +02) w?)

E(|XC22) (14 (0% +02) )

IN A

IN

E(|X]3) (1+ (02 +02) ).

Zusammen mit Ungleichung (2.42a)) liefert dies die Ungleichungskette

r—1
E(lalf) < 2M=0TE (|x]3) (Z(uu)?““—s—”(u (0% +02) u?) ) (02 + o) u?
s=0
214 (02 +02)u2\’ B
< 2Ok (1X|3) (;( (f M*) (02 +0%) (14 w2
< 2[10g2 <||X||) (2+0'2)u2 1+§ r—1 o 2
= X + k )

k=1
wobei wir im letzten Schritt den fiir beliebige o, 8 € R und n € Ny giiltigen binomischen Lehrsatz
" /n
(a+p)" = kz;) <k> akgrk

und die Beziehung

REICET T
- 1+u -
verwendet haben. Letztere resultiert aus den Annahmen, dass die GréBen o und 02 Werte im Intervall
[0,1] annehmen und 0 < u < % gilt. Entsprechend den Rechenregeln fiir O(u?) ergibt sich demnach
Behauptung im Fall . Mittels geometrischer Summenformel gewinnen wir nun in analoger
Weise die Ungleichungskette

r—1

E(lal) < 2M=0TE ()1x)3) (Z (14 (0% +02) w?) ) (0% +02) u?

s=0
T
(1+ O'><+O'+ u2) -1
o +o02)u?

— 9lloga( rﬂE < 0'X+0'+ u2+z(7“> i+0—2|-)ku2k>

k=2
r—1
o 1 [r—-1 k
—  gflogs( )1E<qug)r(a§+ai) <1+§ J+1< i )( +07) 2k>

aus ([2.42b)) fiir den Fall (2.37b]), welche Behauptung (2.47b)) liefert.

Betrachten wir jetzt analog zum Beweis von Lemma [2.24] die Norm der Teleskopsumme

Z( H Bm))( <B<s>X(s)) _B<s>X<s)) :

m=s—+1

2

= oflos:(™g <HX|| ) (02 +0%) u
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IN
Mﬁ cn

V)
(en)

Funktion ¢(£) = ¢2 und mit der Monotonie der Wurzel wegen (2.37)) zu
2)
1 r s—1 H B(S (s _ B(S)X(S) H
e (50x) )l

wenden die Dreiecksungleichung an und ziehen die Linearitéit sowie die Monotonie des Erwartungs-
wertes hinzu, dann gelangen wir mit Hilfe der Jensen-Ungleichung (2.36|) angewandt auf die konvexe
r 1 r—1
E(lAl,) < <H( I B<m>> (8 (X)) — BOXO)
m=s+1
2
< (1 _i_u)rfsfl X \/ (H S)X(s B(S)X(s))H )
2
s=0

<
—_

Wiederum mit (2.46) und ([2.43) liefert dies die Ungleichungskette

E(laly) < 4/E(IXI3) (f(l +u) T (14 (0 4 02) u2)5) o+t -u
s=0
E (HXH%) (§ (W) s) \Jol + Ji cu(l+u) !
s=0
\/E <||X\|§)m/ai + 0% - u<1 + Tz_:l <r ; 1>uk> ,
k=1

wobei wir wiederum den binomischen Lehrsatz und die Abschétzung

IN

IN

Vit (e +o2)u? < 14w
verwendet haben, welche fiir geniigend kleine w erfiillt ist. Somit folgt die Behauptung (2.48). [ |

Fiir eine stochastische Rundungsfehleranalyse der in Abschnitt vorgestellten Algorithmen in Gleit-
komma-Arithmetik haben wir nun alle grundlegenden Aussagen bereitgestellt.

Bemerkung 2.27. (i) Im Unterabschnitt[2.2.2 haben wir in Lemma[2.20[und in Satz[2.22)zwei dhnliche
Modelle fiir den Vektor der absoluten Rundungsfehler untersucht, welche bei der Multiplikation eines
Vektors mit einer Drehmatrix auftreten. Gemeinsam ist beiden Modellen, dass die Groflen 5; (j =
1,2,3,4) und z-:+ (j = 1,2) als paarweise unabhéingig mit identischen Erwartungswerten pyu (bzw.
p4+u) und 1dentlschen Varianzen o2u? (bzw. o3u?®) angenommen werden. Beim ersten Modell wird
dariiber hinaus vorausgesetzt, dass die Komponenten X7, X5 des zu drehenden Vektors X identisch,
unabhéingig und symmetrisch zum Nullpunkt verteilt sind, wobei die Konstanten px, t+ ungleich Null
sein diirfen. Fiir die Hintereinanderausfithrung mehrerer Drehungen hat sich dieses Modell jedoch
als ungeeignet herausgestellt. Demzufolge basieren alle weiteren Ergebnisse auf dem zweiten Modell
aus Satz welches neben px = py = 0 nur die sehr viel schwéchere Forderung enthélt, dass
die Komponenten X1, Xy des Vektors und die Eintrige G, Gz der Drehmatrix von den Gréfen ef
unabhéngig sind. Insbesondere diirfen die Komponenten X7, Xo des Eingangsvektors korreliert sein,
was bei Anwendungen hiufig der Fall ist. Bei der zweiten Variante verwenden wir dariiber hinaus die

fiir die Eintrige G1, G2 von Drehmatrizen der Gestalt (2.27) sinnvolle Modellannahme (12.37)).

(ii) Da an die Komponenten X1, X2 des zu drehenden Vektors X kaum Forderungen gestellt werden,
konnen wir die Aussagen aus Lemma und damit auch aus Satz entsprechend {ibertragen,
wenn in der Matrixfaktorisierung neben Blockdiagonalmatrizen mit Blocken der Gestalt
auch Permutationsmatrizen oder Vorzeichenskalierungsmatrizen auftreten. 0

2.3 Festkomma-Arithmetik nach v. Neumann und Goldstine

Das in [67] beschriebene Modell zur Festkomma-Arithmetik, welches bereits auf J. von Neumann und
H.H. Goldstine [41] zuriickgeht, verwendet die Betragsvorzeichendarstellung einer Festkomma-Zahl.
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Fiir ein ¢ € N wird die Menge
q
M, := {m € [-1,1) :m =sign(m) > _ w27, €0, 1}} u{-1,1} (2.49)
k=1

betrachtet [15, S. 670]. Offenbar enthdlt M, sémtliche reelle Zahlen aus dem Intervall [—1,1], die
eine dyadische Entwicklung besitzen, welche spétestens nach dem g-ten Reihenglied abbricht. Dariiber
hinaus ist fiir ein Element m € M, leicht das additive Inverse zu bestimmen. In Abbildung ist
exemplarisch die Menge My graphisch dargestellt.

M7:

1 1 1
0 15 1 3 1

N[
ool

Abbildung 2.5: Festkomma-Zahlenmenge M.

Offenbar liegen die Elemente von M, dquidistant im Intervall [—1, 1], wobei zwei benachbarte Elemente
den Abstand 277 besitzen. Fassen wir die Menge M, \ {—1, 1} als Spezialfall einer Gleitkomma-Menge
G(B, Ty Ymin, Ymax) Mit den Parametern § = 2,7 = ¢ sowie Ymin = Ymax = 0 auf, so ist in diesem Fall
die im Abschnitt eingefiihrte Rundungseinheit

u=2"19. (2.50)

Waihlen wir fiir die Approximation einer reellen Zahl r € [—1,1] in M, die Abbildung fix : [-1,1] —
M, welche durch

T falls r € {-1,1},
fix(r) == 0 S w2k fallsr = &S 2k, e {0,1), (2.51)
k=1 k=1
definiert Wil“d[] dann gilt fiir beliebiges r € [—1, 1] die Beziehung
fix(r) = r— o, (|or] <u, ré, >0, |fix(r)] < |r|). (2.52)

Dies ist einerseits durch die jeweilige Monotonie der Partialsummen innerhalb der dyadischen Reihen-
entwicklung als auch durch die Abschitzung

(o.¢] oo
o] = D2t < 2R = 27

k=q+1 k=q+1

des Reihenrestes 0, begriindet. Desweiteren gilt fiir beliebiges € [—1, 1] offenbar fix(—r) = — fix(r). In
Anlehnung an [41] bezeichnen wir im Folgenden Elemente m € M, als digitale Zahlen, behalten es uns
jedoch vor, digitale Zahlen wiederum als reelle Zahlen aufzufassen. Einer der wesentlichen Unterschiede
im Vergleich zum Modell der Gleitkomma-Arithmetik ist, dass die exakt ausgefithrte Addition (bzw.
Subtraktion) von zwei digitalen Zahlen m;, ms € M, wiederum eine Zahl m € M, ergibt, solange kein
Uberlauf auftritt, d.h. m € [-1, 1] erfiillt bleibt. Demnach ist die Addition (bzw. Subtraktion) in M,
unter den genannten Voraussetzungen rundungsfehlerfrei ausfithrbar. Insbesondere ist die Addition in
M, assoziativ, d.h. bei der Addition von [ verschiedenen digitalen Zahlen mq,...,m; € M, entsteht
unabhingig von der Summationsreihenfolge stets dasselbe Ergebnis, vorausgesetzt, dass kein Uberlauf
stattfindet.

Die Multiplikation von zwei digitalen Zahlen my,mg € M, fithrt wegen |mq|, |mz| < 1 nicht aus dem
Intervall [—1, 1] heraus. Jedoch beansprucht das exakte Ergebnis mimg in der Regel 2¢ Nachkomma-
stellen, d.h. es liegt nur noch in der Menge My,. In Anlehnung an [41] wollen wir nun annehmen, dass

!Dabei sei hier von den beiden moglichen Reihendarstellungen von r diejenige ausgewéhlt, fiir die nicht gilt: Es gibt ein
K € N, so dass pr =1 fiir alle k > K ist.
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intern das exakte Ergebnis berechnet werden kann, welches anschliefend — als exakte Zahl aufgefasst
— mittels fix in die Menge M, abgebildet wird. Fiir diese in [41] als Pseudo-Multiplikation bezeichnete
Operation schreiben wir im Folgenden m; X mg. Somit ergeben sich fiir beliebige m,m € M, die Mo-
dellannahmen

fix(m+m) = m+m, falls  |m4m| <1, (2.53)
m X m = mm — Oy ([0mm| < u, mmdmm >0, |m x m| < |mm]) . '

Bemerkung 2.28. Alternativ zur Vorzeichenbetragsdarstellung werden Festkomma-Zahlen héufig
auch mittels Zweierkomplement ausgedriickt. Dazu wird fiir ein ¢ € N die Menge

q

Fq = {fe [_171[ : f:_SOO+ ngkQ_k, SOkE{O,l}, kZO,...,q}U{l} (254)
k=1

betrachtet, welche dieselben Elemente wie M, enthélt. Im Vergleich zu M, besitzt die Null in F, eine

eindeutige Darstellung. Das additive Inverse eines Elementes f € F,\{—1,1} ergibt sich nach Addition

des Bitinversen, d.h. des Elementes f € F, mit den Bits ¢ := 1 — ¢ und v = 279, denn mit der

Identitiit
q
Z 27k —1 974
gilt k=1
r k

q
fHf+u = —po+ Zcka (1-wo)+ > (1—pp2F+277 = 0.
k=1

Waihlen wir fiir die Approximation einer reellen Zahl r € [—1, 1] in F, die Abbildung fit : [-1,1] — F,
welche durch

r falls r = 1,

q )
—po+ dYoer27F fallsr = —po+ > @27F <1, ¢ €{0,1},
k=1 k=1

fit(r) =

definiert wird, dann gilt mit v = 277 fiir beliebiges r € [—1, 1] die Beziehung
fit(r) = r—e, (0< e <w, fit(r) <r).

Aufgrund der Tatsache jedoch, dass im Allgemeinen | fit(r)| # | fit(—r)| ist, werden wir diese Darstellung
von Festkomma-Zahlen im Weiteren nicht genauer untersuchen. U

Da wir vordergriindig Matrix-Vektor-Multiplikationen betrachten wollen, erweitern wir den Definiti-
onsbereich der Abbildung fix vom Intervall [—1,1] in kanonischer Weise auf die Menge [—1,1]"*" der
(n x n)-Matrizen mit Eintrégen aus [—1,1] bzw. auf die Menge [—1,1]" der Vektoren der Linge n
mit Komponenten aus [—1,1]. Fiir eine Matrix A = (a;);;. 2o € [-1,1]™" bzw. fiir einen Vektor
x = (7;)!~; € [~1,1]" sei demnach die Abbildung fix element- bzw. komponentenweise durch

fix(A) = (fix(aiy)

1,7=0

bzw. fix(x) = (ﬁx(l’i))?:_ol

definiert. Zur besseren Unterscheidung kennzeichnen wir im Folgenden Elemente aus M, mit & und
mit X bzw. A entsprechend Elemente aus My bzw. My*". Es ergibt sich nun

Folgerung 2.29. Unter den Modellannahmen (2.53)) gilt fiir das innere Pseudo-Produkt zweier Vek-
toren X,y € My, fir die

Z [Zigi] < 1 (2.55)

erfillt ist, die Beziehung

n—1 n—1
ST oo . N A
XXy = T x g = il — Ozxryy |0g

n—1 n—1
Z |Zi % gi| < Z \%3%\)
=0 i=0
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bzw. fir das Matriz- Vektor-Pseudo-Produkt Ax mit A € My=™ und X € My - vorausgesetzt, die
Bedingung ([2.55)) ist jeweils fiir X und fiir jede Zeile §* von A erfillt — die Beziehung
n—1
Axg = | Yayxiy = Ax=05 (104l <mu, 1044
- i=0

<fu). (2.56)

Hierbei wird durch die Voraussetzung sicher gestellt, dass in keinem Rechenschritt Uberlauf auf-
tritt, d.h. dass sich alle Zwischenergebnisse — als reelle Zahlen aufgefasst — im Intervall [—1, 1] befinden.
Aufgrund des schnellen Anstiegs der Norm des Fehlervektors & 4, . bei Erhthung der Transformati-
onslange n wird in [41] vorgeschlagen, fiir die Zwischenergebnisse doppelte Genauigkeit zu verwenden,
d.h. erst nach Aufsummieren der exakten Produkte, welche sich in My, befinden, nach M, abzubil-
den. Durch diese zusétzliche Annahme, welche eine nur wenig stérkere Forderung an die entsprechende
Hardware als die zur Erfiillung der Modellannahmen darstellt, ldsst sich der Rundungsfehler
merklich reduzieren. In Anlehnung an [41] bezeichnen wir diese Methode zur Ermittlung einer Appro-
ximation des inneren Produktes zweier Vektoren X,y € My als doppelt genaues inneres Pseudo-Produkt
und schreiben abkiirzend X ©§ := Y.'2;9;. Offenbar ergibt sich dann

Folgerung 2.30. Unter der Modellannahme, dass alle Zwischenschritte doppelt genau (d.h. exakt)
ausgefiihrt werden, gilt fir das doppelt genaue innere Pseudo-Produkt zweier Vektoren X,y € My, fiir

die (2.55)) erfillt ist, die Beziehung

n—1 n—1 n—1 n—1
KTy = Y @b = > i — Ozrag <|5ﬁT@y’§U7 > ag| < Z:cy> (2.57)
i=0 i=0 =0 =0

bzw. fir das doppelt genaue Matriz- Vektor-Pseudo-Produkt Aok mit A € My*™ und X € My -
vorausgesetzt, die Bedingung ([2.55)) ist jeweils fiir & und fiir jede Zeile §* von A erfillt — die Beziehung

n—1 n—1
% = (Z’alj@-) = Ax=0500 (104esloe Su 18505l < Vi) . (258)
1=0 i=0

Fiir spezielle Matrizen lassen sich die Abschéitzungen in und weiter verbessern. Bei der
Multiplikation mit den in Abschnitt eingefithrten Permutationsmatrizen tritt offenbar kein Run-
dungsfehler auf. Genauso verhilt es sich bei der Multiplikation mit der in Abschnitt definierten
Vorzeichenmatrix Y,,. Insbesondere haben wir dabei verwendet, dass sich Permutationsmatrizen und
Vorzeichenmatrizen bereits in Mj*" befinden. Ein weiterer Spezialfall sind Matrizen der Form

j=N

Q2 = (_‘2 b) (a,be My, a-b#0), (2.59)

welche skalierte ebene Drehungen beschreiben, wegen QEQQ = (a® + 32)12 fast orthogonal sind, d.h.
orthogonal bis auf einen positiven Faktor, und fiir deren Spektralnorm somit

1Qall2 = [[£2Qall2 = /a2 + b2 (2.60)
gilt. Die Abschétzungen in (2.56)) und (2.58) schreiben sich fiir Qs € Mg“ dann als

|6 2 < V2u . (2.61)

<2u, [6g,.5ll2 S2v2u, (164, 05ll0 Su s (185,04

Qaxxlloo

Fordern wir fiir die Eintréige a,b von Qg zuséatzlich Nichtnegativitét, folgen bei der Multiplikation

s = (2T~ () (| )] -
axz—bxxg 5ax1 - 6b:c0 a:]cl - b:co

fiir ein % = (&g, 21)" nach (2.53)) die Beziechungen

2o 0az, = 0, @o 0y = 0, x1-0az, = 0, x1-6

> 0. (2.62)
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Ist nun Zpz; < 0, dann folgt auch 4z, - (5&1 < 0 und somit |daz, + 555&1\ < u. Andernfalls ist Zgz1 > 0,
so dass dann daz, - 6, = 0 und folglich [0az, — 63, | < w erfiillt ist. Somit gilt fiir Matrizen (2.59) mit
nichtnegativen a, b sogar die schirfere Abschéitzung

186, cslloo < 20, 164, cgll2 < VBu . (2.63)
Damit ergibt sich die
Satz 2.31. Sein € N gerade, n1 = § und ¢y, € ]0, ﬂ (k=0,...,n1 —1). Weiter sei X € My, so dass
alle Teilvektoren X%) .= (Zop, Zopi1)T (k=0,...,n1 — 1) der Abschitzung |X® |9 < 1 geniigen. Dann
existieren Fehlervektoren 6 und 6° mit

n1—1 n1—1
(EB @zwk)) x % (@ Qz«ok))fc ot (167 < 20, 100 < %) 2ot
k=0 k=0

ni—1 ni—1
(@ @m») O% = (@ szk))i + 6% (0% < u, [16°)2 < Vau).  (2.64b)
k=0 k=0

Beweis: Zunichst halten wir fest, dass aufgrund der speziellen Struktur n; voneinander unabhéngige
Matrix-Vektor-Multiplikationen mit Matrizen der Form vorliegen, deren Eintrége den Unglei-
chungsketten 0 < a < cospr < 1 und 0 < [;k < sinpg < 1 geniigen. Insbesondere gilt fiir die
Spektralnormen

Qolen)|, = Vaz+3 <1 (2.65)
und weiter

Qa0 ™| < [|Qae0x @], < 15D, -

Somit liegen unter den gegebenen Voraussetzungen sédmtliche Eintridge im Intervall [—1,1]. Um nun
die Folgerungen und anwenden zu konnen, bleibt noch die Bedingung zu iiberpriifen.
Aufgrund der Blockdiagonalgestalt beinhaltet die Summe in fiir jede Zeile jeweils nur zwei
Summanden, die sich mittels Cauchy-Schwarz-Ungleichung durch

anllianl + rllaaes] < 59z /a2 +52,
= billdonl + laglliopsn] < 8Os /82 +a2

k = 0,...,n1 — 1, abschiitzen lassen. Wegen (2.65) und mit der Voraussetzung [|[&®) |, < 1, k =
0,...,m1 — 1, ist (2.55)) jedoch stets erfiillt, so dass (2.64b]) direkt aus (2.58) folgt. Mit

ni—1

16413 = 37 180,053

k=0
ergibt sich aus (2.63) nun ebenso (2.64al). [ ]

Basierend auf den Ergebnissen aus Satz [2.31] werden in Kapitel [4] dann entsprechende Abschétzungen
fiir den gesamten Rundungsfehler der uns interessierenden Algorithmen aus Abschnitt hergeleitet.

A

2.4 Stochastisches Modell fiir Festkomma-Arithmetik

Im vorangegangenen Abschnitt haben wir die Menge M, der Festkomma-Zahlen sowie die Abbildung
fix : [-1,1] — M), eingefithrt. Weiterhin haben wir das Modell auf das Skalarprodukt zweier
Vektoren sowie Matrix-Vektor-Multiplikation angewandt und Fehlerschranken fiir die resultierenden
Rundungsfehler bestimmt. In diesem Abschnitt beschéftigen wir uns nun mit dem durchschnittlichen
Verhalten des Rundungsfehlers. Dazu fassen wir sdmtliche Grofien als Zufallsvariablen (vgl. Definition
[A27) auf. Ein kurzer Uberblick zu den Grundlagen der Maf- und Wahrscheinlichkeitstheorie wird
in Anhang [A1] zur Verfiigung gestellt. Um ZufallsgroBen von deterministischen Groflen abzugrenzen,
verwenden wir im Folgenden fiir Zufallsgréfien grofie Buchstaben. Wir betrachten nun den bei Anwen-
dung des Einbettungsoperators entstehenden Approximationsfehler unter der Annahme, dass
die Eingangsgrofie auf dem Intervall [—1, 1] gleichverteilt ist. In diesem Fall kénnen die Verteilungen
explizit angegeben werden.
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Lemma 2.32. Gegeben sei ein Wahrscheinlichkeitsraum (Q, S, P) und eine auf dem Intervall [—1,1]
gleichverteilte Zufallsvariable X : (2,68) — (R, B(R)). Weiterhin sei ¢ € N fest gewdhlt und die in
(2.51)) definierte Abbildung fix auf R\ [—1, 1] beliebig fortgesetzt. Dann gelten:

(i) Die durch X := fix(X) definierte Zufallsvariable X : (Q,6) — (R, B(R)) ist diskret verteilt auf

der Menge
Ag = {k-277 | k=-29+1,...,29-1} = Mg\ {-1,1}
mit Wahrscheinlichkeitsmay ; ¥l
X(P) = Sa+1 Z (O.0-a¢ +0_go—a) , (2.66)
k=0

wobei 0, das in (A.44) definierte Dirac-Maf mit Masse im Punkt a € R bezeichnet.

(ii) Die Zufallsgrife o : (2,6) — (R, B(R)), definiert durchd := X — fix(X), ist gleichverteilt auf
dem Intervall [—279,279]. Entsprechend ist 0| gleichverteilt auf dem Intervall [0,279].

Der Beweis ist in Anhang zu finden. [ |

Bei Kenntnis der Verteilung konnen die charakteristischen Gréflen Erwartungswert und Varianz exakt
berechnet werden.

Folgerung 2.33. Unter den Voraussetzungen und mit den Bezeichnungen aus Lemma [2.32] ergeben
sich die Brwartungswerte E(X) = E(X) = E() = 0 und E(|]p|) = 2=+ sowie die Varianzen
VX)=4%, V(@) = $272V(p)) = & 27% und

V(X) = % (1-279) (12 @Dy |

Beweis: Aufgrund der nach Lemma stetigen Gleichverteilung der Zufallsgréfien X und 0 sowie
|o| folgen aus und mit b = —a =1 fiir X bzw. mit b = —a = 279 fiir @ bzw. mit b = 279
und a = 0 fiir |9| sofort die Behauptungen. Aus Lemma geht weiter hervor, dass X eine diskrete
Zufallsvariable mit Bildmaf} ist. Analog zu den Berechnungen nach Definition ergeben sich

daher
201

E(X) = 2:“ (k-279 4 (=k-279) =0
k=0
und
. 2] q_ q(9q+1 _ _ 94 _ 9—(¢+1)
V(X) — ﬁ kz_o ((k?'Q_q)2+(—k"2_q)2) — %(2 1)26(2 1) _ (1 2 )(?3 2 ) ’

wobei wir die per Induktion leicht zu iiberpriifende Summenformel

N-1
(N —1)N(2N —1)
K =

6

verwendet haben. [ |

Wie im Anhang [A.T] ab Lemma [A.47] zu erkennen ist, erfordert die tatséichliche Bestimmung der Ver-
teilung der bei der Addition von Zufallsvariablen neu entstehenden Zufallsgrofle einen erheblichen
Aufwand, wenn wir sie in einer allgemeinen geschlossenen Form darstellen méchten. Daher werden wir
uns im Folgenden damit zufrieden geben, lediglich die charakteristischen Gréflen Erwartungswert und
Varianz bestimmen zu wollen oder Ungleichungen fiir diese herzuleiten.

Wie zuvor im Fall der Gleitkomma-Arithmetik betrachten wir nun Matrix-Vektor-Multiplikationen mit

Matrizen der Gestalt ([2.59)).

Lemma 2.34. Fir ein q € N seien My und v wie in (2.49) und (2.50) definiert. Weiter enthalte der
Vektor X = (Xl,XQ)T die Zufallsvariablen X1, Xo mit Werten in My, fir welche die Zufallsvariable

= := | X||3 nur Werte im Intervall [0,1] annehmen kann. Dariiber hinaus sei die Matriz
My M,
e (2 oo
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mit Zufallsvariablen My und My aus M, definiert, wobei M12 + M22 =1—0804 mit 0 < §g4 < 2u
erfillt sei. Angenommen, es gelten bei der in Abschnitt [2.3] vorgestellten einfach bzw. doppelt genauen
Matrixz- Vektor-Multiplikation die Beziehungen

AxX = AX+Daxx  mit  Daxx i= (g;f%) , (2.68a)
A0X = AX+Daox  mit  Daox = <§;’®> , (2.68b)
,©

wobei die Zufallsgrofen 011,022, 012,021 bzw. 010,020 jeweils den Erwartungswert E(d,s) = 0 bzw.
E(bv,0) = 0 sowie die Varianz V(6,s) = oru® bzw. V(0 0) = onou? (r,s,v = 1,2) besitzen. Dann
verschwinden die Erwartungswerte E(Daxx), E(Daox) und es gelten die Ungleichungen

E([Daxx[3) < 2(0f + 09+ 01 +03) u* (2.69a)
E(1Daexl3) < 2(0fo+05,)u”. (2.69b)

Stimmen die Kovarianzen Cov(d11,022) und Cov(d12,021) tberein bzw. sind zusditzlich die Griffen
Srsy T8 = 1,2, und 610,020 jeweils unabhingig identisch verteilt (u.i.v.) mit Varianz o*u® bzw.

O'(%UZ, so werden die Gleichungen

(0'%1 +0’%2+0'%2+0'%1) u2 R falls COV(511,622) = COV(512,521) s

E(|Daxxl3) = (2.70a)
4o%u? | falls 01, 7,k = 1,2, u.i.v.,
E(0aoxlf) = { Lo Fome)t, Julls Covliobao) =0, (2.70Db)
2 20’%71,2 , falls 61,0, 02,6 w.i.v.,
erfillt.

Beweis: Wegen = € [0, 1] sowie d4 € [0, 2u]| und somit
[AX|[3 = (M} +M3)(XT+X35) < (1-04)-2 < 2

wird sicher gestellt, dass die beiden Komponenten von AX jeweils wieder im Intervall [—1,1] liegen.
Mittels elementarer Rechenregeln fiir den Erwartungswert ergibt sich zunéchst

E(|Daxxll3) = E((611+ 022)* + (012 — 621)%)
= (0'%1 + 032 + 0%2 + O'%l) U2 + 2E(511(522) — 2E(512(521)

und analog
E(ID40x)3) = (0%0 +030) v +2E (010020) -

Unter Beriicksichtigung der Monotonie des Erwartungswertes sowie mittels 2|ab| < a?+b? erhalten wir
dann die behaupteten Ungleichungen und . Stimmen die in der ersten Gleichungskette
auftretenden Kovarianzen iiberein, so entfallen dort die gemischten Terme. Dartiber hinaus kénnen wir
im Falle unabhéngig identisch verteilter Zufallsgrofien alle weiteren Terme zusammenfassen, womit sich
(2.70a) und (2.70b|) ergeben. [ |

Aufgrund ihrer speziellen Struktur, kénnen wir die Ergebnisse aus Lemma sofort auf eine Block-
diagonalmatrix mit Blocken der Gestalt ([2.67)) iibertragen.

Lemma 2.35. Fir ein g € N seien M, und v wie in (2.49)) und (2.50) definiert. Sein € N, n > 4
und gerade. Weiter sei der Vektor X := (Xl)?gol mit Zufallsvariablen X; aus My gegeben, so dass die

Werte der Zufallsvariablen =) = X%k + X22k+1, k=0,...,5 =1, im Intervall [0,1] enthalten sind.
Dariiber hinaus sei die Blockdiagonalmatrix
21 k) 0
B = AR <A<k> = ( My ®) M@)) (2.71)
k=0 —My" M,
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mit Zufallsvariablen Ml(k) und Mz(k) aus M, definiert, fiir welche
(M{)? + (MDY =1 = 60

mit 0 <0 < 2u, k=0,...,5 — 1, erfillt sei. Angenommen, fiir jedes k =0,...,5 — 1 gelten

5 +5(k)
AR o xx(k)  — Ak x (k) + D Ak) X (®) mit D) wxh) = ( 1}1) ?Z)) , (2.72a)
512 - 521
k
1

k
550

mit den Teilvektoren X®) = (Xop, Xogy1) und den Zufallsgrofen (5%),55?,6@,55? bzw. 65%,6&%,
welche jeweils den Erwartungswert E(57(~l§)) =0 bzw. IE((;?()%) = 0 sowie die Varianz V(&(«];)) = (0'7("’;))2112

bzw. V(éq(j%) = (JS%)Qﬁ (rys,v =1,2) besitzen. Dann erfillen die Fehlervektoren

AR o xk) = gkxk) 4 DA ex® mat Damexm = (2.72D)

Dpxx = BxX-BX, (2.73a)
Dpox = BoOX-BX, (2.73Db)
etnerseits
E(®pxx) = E®pex) = 0 (2.74)
und andererseits die Ungleichungen
n_q
2
k k k k
E(I9mxld) < 237 (01?2 + (082 + (@) + (o)) u? | (2.75)
k=0
n_1
k k
E(I9pexl) < 2 ((010)2+ (042)?) v (2.75b)
k=0

Im Fall Cov <(5§];), 5515)) = Cov (55?,5&?) bzw. E (5%%5;%) =0 fiir alle k =0,...,5 —1 gilt

k k k k
E(I95xxl3) = Y ((0)2+ (@082 + (01§12 + (o})?) 2, (2.76a)
k=0
21
k k
E(I19pexl3) = D ((10)* + (082)?) u?. (2.76D)
k=0
Sind zusdtzlich 57(];), r,s = 1,2 bzw. 5&’%,5&% fir alle k = 0,...,5 — 1 unabhdngig identisch verteilt
mit Varianz o®u? bzw. U%uz, so werden die Gleichungen
E(H’DBX)(H%) = 2no’u? (2.77a)
E(|Dpexl3) = nodu®. (2.77D)

erfillt.
Beweis: Alle Aussagen ergeben sich aus Lemma aufgrund der Blockdiagonalgestalt (2.71)) und

unter Verwendung von

n_q
2
1Dpxxll} = 1D 40 w113 (2.784)
k=0
o
Psexl3 = D I®awexwl (2.78b)
k=0
sowie der Linearitdt des Erwartungswertes. |

Die Aussagen aus Lemma bleiben im Wesentlichen erhalten, wenn anstelle der Blockdiagonalma-
trix B in (2.71) eine Matrix betrachtet wird, welche durch Permutations- oder Vorzeichenskalierungs-
matrizen auf die Gestalt (2.71)) gebracht werden kann.
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Folgerung 2.36. Fiir ein q € N seien M, und u wie in (2.49)) und (2.50) definiert. Sein € N, n > 4
und gerade. Weiter sei der Vektor X = (X, )l o mit Zufallsvariablen X; aus My gegeben. Sind nun
U und V orthogonale Matrizen aus M(’;X”, so dass eine Multiplikation mit ihnen ledzglzch Permutatio-
nen sowie zeilen- bzw. spaltenweise Vorzeichenskalierungen bewirkt und sind die Voraussetzungen aus
Lemmaﬂir eine Matriz B wie in und den Vektor Y := VX erfiillt, so gelten die Aussagen
aus Lemma [2.35] ebenso fiir die Fehlervektoren

Dupvxx = UBV xX-UBVX,
Duypvex = UBVOX-UBVX.

Beweis: Zunichst halten wir fest, dass Permutationen und spaltenweise Vorzeichenskalierungen eines
Vektors keine Auswirkungen auf den Rundungsfehler haben. Aufgrund der Linearitéit des Erwartungs-
wertes ergibt sich wegen

@UBVXX = U(BVXX—BVX) = U(BXVX—BVX) = U@vax

dann E (Dpypyxx) = UE(Dpxyx) = Ound analog E (Dypyex) = 0. Alle weiteren Behauptungen
sind eine Konsequenz aus Lemma [2.35| angewandt auf die Blockdiagonalmatrix B und den Vektor VX
unter Verwendung von |[UDpxvxl|l2 = [|®Bxvxl2 bzw. |[UDpovxll2 = ||®Bevx|2. Hierbei wird
implizit verwendet, dass die Werte der Zufallsgroflen YT := Y22k + Y22k 410 kB =0,...,8 — 1, nach
Voraussetzung im Intervall [0, 1] liegen. [ ]

Nun koénnen wir auch Hintereinanderausfiihrungen von blockweisen Drehungen betrachten.

Satz 2.37. Fir ein ¢ € N seien My und v wie in (2.49) und (2.50) definiert. Sein € N, n > 4 und
gerade. Wez'ter sei X 1= (X7);! _0 mit Zufallsvariablen X; aus Mg gegeben, so dass die Zufallsvariablen

=X +X 2lc+1’ k=0,...,2 — 1, nur Werte im Intervall [0,1] annehmen. Dariber hinaus seien
fire=20,...,9—1 mit einem _7 e N die Blockdiagonalmatrizen
21 CORNSY/CD
P A (A(’“) = < Ml (k.2) MQ(k z))) (2.79)
k=0 —M; My

mit Zufallsvariablen Ml(k’z) und MQ(I“) aus M definiert, fiir welche jeweils
kyz ko
(MEN2 4 (M2 = 164000 (2.80)

mit 0 <0y <2u, k=0,...,5—1,1=0,...,7—1, gelte.
Rekursiv definieren wir nun die zufdlligen Vektoren

X (0) = X, X (0:©) = X,
X0+t = BO x X0 4y =0,...,5—1, X0+10) .= B0 oX0tO) 4, =0,...,7—1,

iber die Blockdiagonalmatrizen (2.79)). Weiter gdbe es fiir jede Blockdiagonalmatrix B® und den zu-

gehorigen Vektor X bzw. X“:©) Zufallsgmﬂen 5111) 5(k ) 5(k v 5(k Y baw 55%),65%), welche jeweils
den Erwartungswert E(é(k Z)) = 0 bzw. E(éé’@)) = 0 sowie die Varianz V((Sﬁlz Z)) = ( £’§”))2u2 bzw.

V(&fjg)) = (Uglfé))qu, r,s,v = 1,2, besitzen und (2.72a) bzw. (2.72b) geniigen. Dann gelten fiir den
Vektor der insgesamt auftretenden absoluten Rundungsfehler

9—1
A = X0 — (HB(Z)>X baw. A® = X0O) _ (HB()> (2.81)
1=0

die Ungleichungen

7—15-1
o k) ka ke ko
E(JAl3) < 2P0t 38 (06?2 + (™) + (0f5”) + (o)) u? , (2.82a)
1=0 k=0
—1 31
E(|A®3) < 2fle0l+ ()2 + (o)) u? . (2.82D)
1=0 k=0
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Im Fall Cov (5%’1), 5§§’l)> = Cov (55’;’1), 65’;’1)) bzw. E (5( )5§k®z ) =0 firalle k=0,...,2 —1 und

2
alle v =0,...,9— 1 verschirfen sich die Ungleichungen zu
—15-1
E(lal3) < 280133 (0{1")2 + (5™ + (015)2 + (™)) u?,  (2:830)
=0 k=0
—15-1
E(|A%]3) < 2Moeo)] (o2 + (o8)?) w2 . (2.83D)
1=0 k=0
Sind zusdtzlich 67(~]§’Z),7“,s = 1,2, bzw. (55%),6 (k.2) fir alle k =0,...,2 —1 und alle 2 = 0,...,7—1
unabhdingig identisch verteilt mit Varianz ou? bzw. U%u2 s0 werden die Ungleichungen
E(|Af3) < j-2MebHl pe22 (2.84a)
E(|A®)3) < g-2Me0]. ng2y? (2.84b)

erfillt.

Beweis: Zunichst halten wir fest, dass sich der Fehlervektor A bzw. A® aufgrund der Blockdiago-
nalgestalt (2.79) aller beteiligten Matrixfaktoren in § voneinander getrennte Teilvektoren

(J) J-1 (J ©)
X . HA(k,z) ( Xog, > baw. X HA (k) < Xop, ) ’
ng)ﬂ 1=0 Kot X2k+1 KXok
k=0,...,5 — 1, aufsplitten ldsst und dass wegen (2.80)) die GréBen

= = (XQ(Q)2 + (XQ(QH)2 baw.,  E0P) = (XQ(;’@))2 + (ngf{)z (2.85)

fir alle K = 0,...,5 — 1 und fiir alle 2 = 1,..., 7 keine Werte auflerhalb des Intervalls [0, 1] anneh-
men. Demnach sind alle auftretenden Matrix-Vektor-Multiplikationen in Festkomma-Arithmetik ohne
Uberlauf ausfithrbar und die Vektoren X® bzw. X®©) fiir alle + = 0, ..., 7 wohldefiniert. Desweiteren
ist fiir jedes ¢ = 0,...,7 — 1 Lemma jeweils auf die Matrix B® und den Vektor X bzw. X(%®)
anwendbar. Mit der Teleskopsumme

7—1 7—1 1—1 7—1
A - Z( T B(m)) (BO) x X0 — BOX0) = Z( M B )) Dt
1=0 \m=1+1 1=0 \m=1+1

erhalten wir nach mehrmaliger Anwendung der Parallelogrammgleichung (2.45)), Gleichung ([2.80]) sowie
der Linearitdt und Monotonie des Erwartungswertes zunéchst

-1 _ 2 2
E(|Al3) = E Z( 11 B(m)> Dpwxx® < 2floe:(0) H( )gB(z)xX(z)
1=0 \m=1+1 2 m=1+1 2
< 2“0%2 I ZE (HQB(’L)XX o 2) 7
1=0

wobei im letzten Schritt verwendet wird, dass sich

J-1 2 J-1 51 2 3-1

11 II (4 < . Orleat)E_l(l Sam)] <1 (2.86)

m=1+1 2 m=1+1 \ k=0 9 m=1+1 2

aus Gleichung (2.80)) ergibt. Analog folgt auch

1—1
E(1A%3) < 2"=01 3 E (|9 p0exeo ) -
1=0

Die Behauptungen kénnen nun aus Lemma [2.35] abgeleitet werden. [ |
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Lassen wir bei den Faktoren B® aus auch Matrizen zu, welche durch Permutations- oder Vorzei-
chenskalierungsmatrizen auf die Gestalt gebracht werden konnen, so benttigen wir zusétzliche
Voraussetzungen. Fiir die Wohldefiniertheit der Zwischenergebnisse ist erforderlich, dass die Zufalls-
grofen nur Werte im Intervall [0, 1] annehmen.

Satz 2.38. Fir ein ¢ € N seien My und u wie in und definiert. Sei n € N, n > 4
und gerade. Weiter sei X := (X)), mit Zufallsvariablen X; aus My gegeben, so dass = = || X||3
nur Werte im Intervall [0,1] annimmt. Fir:=0,...,7 — 1 mit einem j € N seien FAQNR UM Mgx"
orthogonale Matrizen, so dass eine Multiplikation mit thnen lediglich Permutationen sowie zeilen- bzw.
spaltenweise Vorzeichenskalierungen bewirkt. Dann bleiben die Aussagen aus Satz [2.37] richtig, wenn

anstelle der Blockdiagonalmatrizen B® aus (2.79) Faktoren der Gestalt UWBWV® quftreten.
Beweis: Aufgrund der Orthogonalitiit der Matrizen U®, V(® und (2.80)) ergibt sich zuniichst

2
|vOBOVOXO| " < max (1= 600 IXOIB < IXOPS (2.87)
b 72

Nach den Eigenschaften der Festkomma-Arithmetik folgen dann sowohl ||X®tD |3 < [|X®|2 als auch
[XCOFLE)N 2 < IX®9)|2 fir alle © = 0,...,7 — 1. Insbesondere haben die ZufallsgroBen (2.85) nur
Werte im Intervall [0, 1], da dies nach Voraussetzung fiir = = || X |2 = ||X(©©)||3 erfiillt ist. Demnach

sind alle Zwischenergebnisse wohldefiniert. Auf die Behauptungen schlieffen wir nun analog zum Beweis
von Satz und mittels Folgerung [2.36 |

Satz 2.39. Unter den Voraussetzungen von Satz[2.37] oder[2.3§| erfillt der Vektor (2.81)) der insgesamt
auftretenden absoluten Rundungsfehler die Ungleichungen

3—1 51
ko ka ko ka
E(lal) < 34200 (@h)2 + (0572 + "2+ o)) u,  (2:8%)
1=0 k=0
7—1 51
ke ke
E(|A°],) < 23" (@2 + (o)) -u. (2.88D)
1=0 k=0
Im Fall Cov (5§’;’”,5§’;”) — Cov (5%”),53;’”) bow. E (5( >5§’“@’>) =0 firk =0,...,% — 1 und
1=0,...,7— 1 verschdrfen sich die Ungleichungen zu
=1 | g1
ko ko ko ka
E(lal) = Y402 (0h)2 + 0572 + G572+ @5")?) u, (2:8%)
1=0 k=0
-1 | 3-1
ke ko
E(|A%):) < > (o) + (08)2) -u (2.89b)
1=0 k=0
Sind zusdtzlich (5,@;’,), r,s = 1,2, bzw. (5§k®, fur alle k = 0,...,5 — 1 unabhingig identisch verteilt
mit Varianz o®u® bzw. Uéug, so gelten die Unglezchungen
E(|Al2) < 3vV2n-ou, (2.90a)
E(JA%)2) < pa-oou. (2.90b)

Beweis: Wenden wir die Dreiecksungleichung der euklidischen Norm auf die Teleskopsumme aus dem
Beweis von Satz an und ziehen die Monotonie und Linearitét des Erwartungswertes heran, erhalten
wir zusammen mit der Jensen-Ungleichung (2.36)) wie bereits in Folgerung argumentiert zunéchst

-1 2 J—1
2
E(lAllz) < H( >©B<z>xx<z) Z\/E (H'DB(z)Xx(z) 2) ;
1=0 m=1+1 =0

2
wobei im letzten Schritt wiederum (2.86| Beriicksichtigung findet. Eine analoge Abschétzung ergibt
sich mittels (2.87) fiir den Fall, dass Faktoren der Gestalt U® B®V(®) wie in Satz vorhanden sind,
bzw. jeweils auch fiir E (|| A®||2). Die Behauptungen ergeben sich nun aus Lemma bzw. analog zu

Satz [2.38] ]

95



Bemerkung 2.40. In den Sitzen [2.37] bis [2.39] sind obere Schranken fiir den Erwartungswert der
nichtnegativen Zufallsgrofien ||A||2 und HA®H2 sowie deren Quadrate angegeben. Fiir die Wahrschein-
lichkeit, dass diese Zufallsgrofien vorgegebene positive Werte nicht iiberschreiten, liefert Folgerung [A.27
einige Aussagen. Bezeichnen pua bzw. 0% den Erwartungswert bzw. die Varianz von ||A|ls und sind
K, bzw. K, obere Schranken der ersten beiden Momente von ||Al|2, so ergeben sich fiir ein a > 0 die
Ungleichungen 1 K

Plaly'(0.a)) = 1--E(JAl) > 1-=~

aus der Markov-Ungleichung ({A.38) und
_ 1 K,
Plalz'(0.a)) = 1- E(IAJ) > 1-=F
aus der Chebyshev-Markovschen Ungleichung (A.40) fiir m = 2. O

Bemerkung 2.41 (Zusammenfassung von Kapitel . In diesem Kapitel haben wir die Eigenschaften
der bei algebraischen Operationen auftretenden Rundungsfehler sowohl in Gleitkomma-Arithmetik als
auch fiir Festkomma-Arithmetik untersucht.

Ausgehend vom Wilkinson-Modell betrachtet Abschnitt zunéchst in den Folgerungen
und [2.7] die Summe von n Gleitkomma-Zahlen bzw. das Skalarprodukt von zwei Vektoren der Linge
n fiir beliebiges n € N unter Verwendung verschiedener Summationsweisen. Unter Beriicksichtigung
der Besetzungsstruktur einer Matrix liefern Lemma [2.8] Folgerung [2.9] und schlieflich Lemma
Ergebnisse fiir Matrix-Vektor-Multiplikationen. Dabei spielt die komponentenweise Abschétzung
eine Schlﬁsselrolle Unter Verwendung der in [43, Lemma 5.1] angegebenen Ungleichung erhalten
wir in Satz 2.12] das Hauptergebnis von Abschnitt 2.1}

Da die Abschatzungen aus Abschnitt [2.1] insbesondere den ungiinstigsten Fall abdecken und nicht
beriicksichtigen, dass die Groflen £° aus dem Wilkinson-Modell in der Regel kleiner als die Run-
dungseinheit u aus ausfallen, wird in Abschnitt eine stochastische Rundungsfehleranalyse fiir
die Gleitkomma-Arithmetik durchgefiihrt. Dazu betrachten wir sowohl Gleitkomma Zahlen als auch
auftretende Rundungsfehler als Zufallsgroflen und verwenden die Modellannahmen und -
Die in Unterabschnitt [2.:2.1 gewonnenen Ergebnisse aus Lemma [2.14] und Lemma- konnen obwohl
sie bereits die stochastische Unabhéngigkeit aller beteiligten Zufallsvariablen voraussetzen — nur durch
weitere Forderungen in den Folgerungen und auf eine iiberschaubare Form gebracht werden.
Somit sind die Voraussetzungen aus Satz fiir eine Matrix-Vektor-Multiplikation mit einer vollbe-
setzten Matrix nur in Spezialféllen erfiillt. Als Alternative wird in Lemma die urspriinglich fiir die
Multiplikation komplexer Zahlen entwickelte Theorie aus [75, Proposition 2.3] unter Beriicksichtigung
der speziellen Struktur aufgegriffen, welche unter geringfiigiger Abwandlung der Voraussetzun-
gen in Gestalt von Satz die Basis fiir die weiteren Betrachtungen in Unterabschnitt darstellt.
Neu ist hierbei, dass auf die Unkorreliertheit der Eingangsdaten verzichtet werden kann. Mit den
sinnvollen Annahmen und bzw. werden in Lemma und Lemma die
Hauptergebnisse aus Abschnitt vorbereitet, welche in Satz zusammengefasst sind.
Ausgehend von dem bereits auf J. von Neumann und H.H. Goldstine [41] zuriickgehenden Modell (2.53)
liefert Abschnitt [2.3] in den Folgerungen [2.29] und [2.30] Abschitzungen fiir den beim Skalarprodukt
in einfach und doppelt genauer Festkomma Arithmetik auftretenden absoluten Fehler. Die daraus
resultierenden Ergebnisse fiir Matrix-Vektor-Multiplikationen mit Matrizen der Gestalt lassen
sich unter Beriicksichtigung von weiter zu verschéirfen. In Satz steht schliefllich das
Hauptergebnis von Abschnitt

Analog zur Gleitkomma-Arithmetik fassen Wir in Abschnitt [2.4] alle auftretenden Grolen als Zufalls-
variablen auf. Zunichst werden in Lemma [2.32] und Folgerung [2.33] die Verteilung, der Erwartungs-
wert und die Varianz des Eingangsfehlers bestlmmt falls die Emgangsgroﬁe auf dem Intervall [—1,1]
gleichverteilt ist. Anschliefilend liefern Lemma [2.34] und Lemma [2.35 Ungleichungen fiir den Erwar-
tungswert des Normquadrates des Fehlervektors, welcher sowohl in emfach als auch in doppelt genauer
Festkomma-Arithmetik bei einer Matrix-Vektor-Multiplikation mit einer Matrix der Gestalt bzw.
mit einer Blockdiagonalmatrix mit Blocken der Gestalt auftritt. Folgerung beriicksichtigt
zusétzlich Matrizen, welche mittels Permutations- und Vorzeichenskalierungsmatrizen auf die vorher
genannte Blockdiagonalgestalt iiberfiihrt werden kénnen. Die Hauptergebnisse aus Abschnitt sind
in den Sitzen [2.37] [2.38 und [2.39| zu finden. Dabei ist die Forderung, dass = := || X||3 nur Werte im
Intervall [0, 1] annimmt, bei der Anwendung auf die Algorithmen - wesentlich. g
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3 Numerische Stabilitat in Gleitkomma-Arithmetik

Numerische Verfahren liefern meist anstelle der gesuchten, exakten Ergebnisse lediglich Naherungs-
werte. Im Wesentlichen lésst sich das damit begriinden, dass sich nur endlich viele reelle Zahlen im
Computer exakt darstellen lassen. Neben den beim Einlesen der zu verarbeitenden Daten auftreten-
den Eingangsfehlern entstehen noch zusétzliche Rundungsfehler, die aus der verwendeten Arithmetik
resultieren.

Im Folgenden wollen wir die in Kapitel [I] hergeleiteten Algorithmen - beziiglich ihres Run-
dungsfehlerverhaltens bei Verwendung von Gleitkomma-Arithmetik untersuchen. Dafiir benétigen wir
zunéchst allgemeine Kriterien, nach denen ein Algorithmus als numerisch stabil eingestuft wird. In
dem Uberblicksartikel [54] werden die Begriffe der normweisen Riickwirts- und Vorwirtsstabilitéit fiir
den deterministischen Fall sowie der Begriff der durchschnittlichen Riickwértsstabilitéit fiir den sto-
chastischen Fall eingefiihrt. Fiir die Algorithmen und sind entsprechende Konstanten bereits
bekannt (vgl. [54, Examples 8.10 und 8.11]), die jedoch noch von zusétzlichen Parametern abhéngen,
in welche die Genauigkeit der vorberechneten Matrix-Eintrége eingehen. In Abschnitt werden jetzt
fiir alle Algorithmen aus Abschnitt allgemeine Stabilitdtskonstanten nur unter Hinzuziehen der Mo-
dellannahme hergeleitet. Insbesondere werden bei den Einzelschrittabschétzungen jeweils die in
Lemma bewiesenen Ungleichungen mit bestmoglichen Konstanten verwendet. Im Spezialfall
einer nur skalierte Butterfly-Matrizen enthaltenden Blockdiagonalmatrix gewinnt ebenso die in Lemma
gefundene Ungleichung bei der Einzelschrittabschétzung an Bedeutung.

Da bei der Herleitung der Stabilitdtskonstanten die Vorzeichen der einzelnen Rundungsfehler grofiten-
teils keine Beriicksichtigung finden und — obwohl in jedem Schritt die Einzelabschétzungen vielleicht
scharf sind — vermutlich kein Eingangsvektor existiert, fiir den in jedem Schritt Gleichheit eintritt,
sind die ermittelten Stabilitétskonstanten nicht selten um Einiges grofler als notwendig. Um das Feh-
lerverhalten besser verstehen und damit vorhersagen zu konnen, bietet es sich an, zusétzlich einen
stochastischen Zugang zum Rundungsfehler zu wéhlen. Erste auf einem einfachen stochastischen Mo-
dell basierende Analysen finden sich in 41, S. 1027 und S. 1036], welche die in [24], S. 48] genannte und
bereits in [68, S. 31 ff] begriindete ,,Faustregel“ bestétigt, die da lautet:

Ist f(n)u mit einer dimensionsabhéngigen Konstante f(n) eine obere Schranke, welche wir fiir
den Rundungsfehler mit deterministischen Abschétzungen (worst case error) gewinnen konnten,
so wird sich der durchschnittliche Fehler (average case error) in der Gréfienordnung +/f(n)u
bewegen. Begriindet werden kann dies unter der Annahme, dass alle Rundungsfehler unabhéngige
Zufallsvariablen sind, und unter Heranziehen des zentralen Grenzwertsatzes.

In Anlehnung daran fiithren wir in Abschnitt eine Analyse des durchschnittlichen Rundungsfehlers
durch, welche auf dem in Abschnitt 2.2 vorgestellten stochastischen Modell der Gleitkomma-Arithmetik
und insbesondere auf den in Unterabschnitt hergeleiteten Ergebnissen beruht. Insbesondere ist
hervorzuheben, dass wir an die Verteilung des Eingangsvektors keine speziellen Forderungen stellen.
Dafiir erhalten wir jedoch im Gegensatz zu [54, Theorem 8.4], in dem alle Komponenten des Eingangs-
vektors als unkorreliert und mit gleicher Varianz sowie mit Erwartungswert Null angenommen werden,
keine explizite Schéitzung fiir den Erwartungswert des Normquadrates des absoluten Fehlers in Form
einer Gleichung, sondern nur eine obere Abschéitzung.

3.1 Deterministische Rundungsfehleranalyse

Die hier betrachteten Algorithmen zu speziellen diskreten trigonometrischen Transformationen liefern
stets eine Approximation y zu einer Matrix-Vektor-Multiplikation y := Ax einer speziellen Matrix
A e RZ™ € R™™ mit einem Vektor x € R C R™. Das erhaltene Ergebnis ¥ kann nun als exaktes
Ergebnis der Transformation eines gestorten Vektors X := x + Ax aufgefasst werden (vgl. Abb. .
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x + Ax > ¥ =A(x+ Ax)

Abbildung 3.1: Modellierung des Vorwérts- und Riickwartsfehlers.

In Anlehnung daran bezeichnen wir die Differenz ¥ — y als Vorwdrtsfehler und Ax als Riickwdrtsfeh-
ler der Matrix-Vektor-Multiplikation y = Ax. Besitzen diese Fehler dieselbe Gréfienordnung wie der
Eingangsfehler, so sprechen wir von einem stabilen Algorithmus, genauer:

Definition 3.1 (vgl. [54], Abschnitt 8.1). Ein in Gleitkomma-Arithmetik implementierter Algorith-
mus fiir eine Matrix-Vektor-Multiplikation Ax (x € Rg) heiit normweise rickwdrtsstabil, falls eine
Konstante k, > 0 mit k,u < 1 existiert, so dass fiir alle x € R mit Ax € Rf die Abschétzung

| Ax ||2 < (k:nu + O (u2)) | x |2 (3.1)

erfiillt wird. Bezeichnet y das exakte Ergebnis von Ax und ¥y den tatséchlich berechneten Vektor, so
heifit ein in Gleitkomma-Arithmetik implementierter Algorithmus zur Berechnung von Ax (x € Rg)
normuweise vorwdrtsstabil, falls eine Konstante k, > 0 mit k,u < 1 existiert, so dass fiir alle x € R,
mit Ax € Rf die Abschétzung

7=yl < (kau+0O(u?)) | x]2 (3.2)
erfiillt wird.

Die in Definition[3.1] vorkommende Konstante k, fiir die Riickwértsstabilitét (3.1)) muss im Allgemeinen
nicht mit der Konstanten k;, fiir die Vorwértsstabilitéit (3.2]) iibereinstimmen. Im Fall einer orthogonalen
Matrix A gilt wegen (Ax)T(Ax) = xT(ATA)x = xTx jedoch

1y =yl = [AAx)[2 = [|Ax]2 . (3.3)

Durch die Bedingung Ax € R sollen Uber- und Unterlauf explizit ausgeschlossen werden. Zu beachten
ist, dass bei der Definition die Komponenten des Eingangsvektors keine Gleitkomma-Zahlen sind.
Wiirde bereits x € G™ vorausgesetzt, dann lieflen sich gegebenenfalls kleinere Stabilitdtskonstanten k,
bestimmen.

Mit den in eingefiihrten Bezeichnungen und mit Hilfe der im Abschnitt hergeleiteten Aussagen
erhalten wir sofort Abschitzungen fiir das Skalarprodukt von zwei beliebigen Vektoren der Linge n
und ebenso fiir eine Matrix-Vektor-Multiplikation mit einer beliebigen (n x n)-Matrix.

Lemma 3.2. Zu gegebener Matriz A € RZ*"™ und gegebenem Vektor x € R{ seien A= fi(A) und
% = fl(x) die entsprechenden Approzimationen innerhalb der in Abschnitt definierten Gleitkomma-
Arithmetik. Weiter erfiille jede Zeile §* von A die Bedingung

91" 1%| € Rg - (3.4)
Dann gelten folgende Aussagen:
1) Ist |X||1 € Rg erfiillt, dann gilt
i) Ist ||% Rg erfiillt, d l
‘ﬂ(ATl) Tl‘ < nlx|1 (v + O(u?)) bei sequentieller Summation, (3.5)
X'1)—x :
([logyn] +1) Ix[l1 (u + O(u?)) bei Kaskaden-Summation.

(ii) Fir das Skalarprodukt einer beliebigen Zeile y* von A mit x gilt

(n+2)xoyli(u + O(u?)) bei sequentieller Summ.,

‘ﬂ(iTy) - xTy‘ < 2 . .
([loggn] +3) [|xoyl1 (u + O(u?)) bei Kaskaden-Summation.
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Im Fall x = X ergeben sich die Abschdtzungen

(n+1)|xoyl (u + O?)) bei sequentieller Summ.,

3.7
([logyn] +2) |xoyli (u + O(u?)) bei Kaskaden-Summation. (3.7)

Ax"y) —xy| < {

(iii) Bezeichnet p < n die Anzahl der Nichtnullelemente einer Zeile y' von A, so gelten die Abschiitzun-
gen aus (3.6) und (3.7)) in diesem Fall mit p anstelle von n.

(iv) Enthilt jede Zeile'y™ von A héchstens p Nichtnullelemente, so ergeben sich bei der Matriz- Vektor-
Multiplikation Ax die komponentenweisen Abschdtzungen

‘ﬂ(fb‘() B Ax‘ < (p+2) |Alx] (v + O(u?)) bei sequentieller Summation, (3.8)
o + x| (v + U et Kaskaden-Summation. '
= | (Jlogy o] +3) |Allx| ( O(u?))  bei Kaskaden-9
Im Fall x = X ergeben sich die Abschditzungen
‘ﬂ(fl“) A ‘ < (p+1)|Alx] (v + O(u?)) bei sequentieller Summation, (3.9)
X) — Ax .
- 0 + x| (u + U et Kaskaden-Summation.
([logy p] +2) |Allx] ( O(u?))  bei Kaskaden-S$

Beweis: (i) Die Behauptung ergibt sich direkt aus Folgerung angewandt auf X, mit Dreiecks-
ungleichung und der Tatsache, dass nach Modellannahme (2.6)) die komponentenweise Ungleichung
|% — x| < |x|u und damit ||X[[; < ||x][[1 (1 + O(u)) gilt.

(ii) Nach Modellannahme (2.6 existieren Vektoren ex € R™ bzw. ey, € R"” mit X = (1 4 ex) o x und
llexlloo < ubzw. § = (1+€ey) oy und ||ey|o < u. Demnach lisst sich die Differenz

Ty —xTy = (1+ex)ox) (L+ey)oy)—x"y

= (exox)'y + x'(eyoy) + (ex0%)' (ey0)
betragsmiBig durch (2u + u?)||x o y||; abschitzen. Mit der komponentenweisen Ungleichungskette
o9l < Jxoy|+[ko§—xoy] < (1+2u+u)xoyl

folgt ebenso ||Xx o ¥||1 < ||[xoy|1 (14 O(u)). Die Ungleichungen (3.6) ergeben sich nun mittels Drei-
ecksungleichung und Folgerung angewandt auf X und y. Gilt zusétzlich x = X, so ldsst sich die
Differenz Ty — xTy aufgrund des Wegfalls der ex-Terme betragsmiBig durch u||x o y||; abschitzen.
Die Giiltigkeit von folgt dann analog.

(iii) Die Behauptung ergibt sich gemifl der Bemerkung im Anschluss an Folgerung [2.7]
(iv) Bezeichnet a’jr fiir j =0,...,n— 1 die j-te Zeile von A und entsprechend é;-r die j-te Zeile von A,
so ist ﬂ(ﬁjTic) - aij die j-te Komponente von fl( A%) — Ax. Beachten wir noch, dass ||la;jox|; = |a;j|T|x|

der j-ten Komponente von |A||x| entspricht, ergeben sich die Behauptungen aus (iii). [ ]

In [54, Lemma 8.4] sind ebenfalls Abschétzungen fiir ’ﬂ(flfc) - Ax’ in komplexwertiger Arithmetik
angegeben, wobei es sich genau genommen um den Fall x = X handelt. Zu beachten ist, dass dort
nach Voraussetzung der absolute Rundungsfehler der Elemente von A durch nu (vgl. [54, (8.40)])
fiir ein festes n > 0 gleichm&Big beschrénkt ist. Ersetzen wir in den Abschétzungen aus [54, Lemma
8.4] den Term nAlx| (u+ O(u?)) durch |A||x| (u+ O(u?)) und setzen puc = 1, dann stimmen diese
Abschétzungen mit tiberein.

Bemerkung 3.3. Wird auf die komponentenweise Ungleichung
vl < alAlx (x,y €R", A€R"™ q>0)

zeilenweise die Cauchy-Schwarz-Ungleichung angewandt und quadrieren sowie summieren wir anschlie-
Bend alle so entstandenen Ungleichungen, ergibt sich offenbar

Iyl3 < o[l Al%]x]3
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mit der Frobeniusnorm
n—1

> a3 (3.10)

7,k=0

1Al F =

Fiir eine vollbesetzte Matrix wie etwa eine der Kosinus- und Sinusmatrizen aus Abschnitt folgen
aus Lemma (iv) somit die Abschétzungen

R n—1478)|A|r|x|2 (v + O(u? bei sequentieller Summation,
Hﬂ( 2 - AXH . ( )[4l l1x]l2 ( (u?)) (3.11)
2 ([logyn] + B) |AllplIx]l2 (v + O(u?)) bei Kaskaden-Summation,

wobei # = 2 im Fall x = % und § = 3 sonst. Stimmt nun A mit einer der orthogonalen Matrizen aus
Definition |1.1|{iberein, so ergibt sich fiir die Frobeniusnorm ||A| p = y/n. Aus erhalten wir dann
geméf Definition die Stabilitéitskonstanten k, = /n(n — 1 4 ) bei sequentieller Summation und
kn = v/n([logan] + ) bei Kaskaden-Summation. Tabelle listet fiir ausgewihlte n die expliziten
Werte der Stabilitdtskonstanten auf, welche sich im Fall x = X nach bei direkter Multiplikation
mit einer der vollbesetzten Matrizen aus Definition [1.1] ergeben. g

n 8 16 32 64 128 256 512
ky, bei seq. Sum. | 25.4558 | 68.0000 | 186.6762 | 520.0000 | 1459.4684 | 4112.0000 | 11607.8649
kn, bei Kas.-Sum. | 14.1421 | 24.0000 | 39.5980 | 64.0000 | 101.8234 | 160.0000 248.9016

Tabelle 3.1: Stabilitéitskonstanten im Fall x = =X fir ,naiv implementierte* DCT- und DST-
Algorithmen geméf Definition Selbst im giinstigeren Fall der Kaskaden-Summation
verzeichnen wir einen enormen Zuwachs bei den k. Ein Vergleich mit den am Ende dieses
Abschnittes angegebenen Werten in Tabelle offenbart, dass die schnellen Algorithmen
—[1:22] nicht nur einen geringeren Rechenaufwand verursachen, sondern spétestens ab
n = 64 als wesentlich stabiler anzusehen sind.

Ein schneller Algorithmus fiir eine Matrix-Vektor-Multiplikation Ax (x € R™) mit vollbesetzter Matrix
A € R™™ basiert iiblicherweise auf einer Faktorisierung von A der Gestalt

A = J[A™ = AW .. A®A0 (3.12)
m=1

mit Matrizen A € R"" m = 1,...,v, welche im Idealfall diinnbesetzt sind. Daher sind wir
insbesondere an Abschétzungen fiir den Rundungsfehler interessiert, der bei einer Matrix-Vektor-
Multiplikation Ax (x € R™) mit einer diinnbesetzten Matrix A € R™*" auftritt.

Lemma 3.4. Zu gegebener Matriz A € RZ™"™ und gegebenem Vektor x € R{ seien A= fi(A) und
% = fl(x) die entsprechenden Approzimationen innerhalb der in Abschnitt definierten Gleitkomma-
Arithmetik. Weiter erfille jede Zeile §¥ von A die Bedingung (3.4). Enthilt jede Zeile y* von A

hochstens zwei Nichtnullelemente und ist B = (bj,k)?;io durch

b e 1, fallsajy, & {0,%1},
R0, falls agy € {0, %1}

definiert, so ergibt sich bei der Matriz- Vektor-Multiplikation die komponentenweise Abschdtzung
‘ﬁ(sz) - Ax‘ < |Ax|u+ (2\A| +Bo |A]>\x] (u + O?)). (3.13)
Im Faoll x = X gilt

]ﬂ(Ax)—Ax( < |Axju + (|A|+BolA)|x| (u + O@?)) . (3.14)
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Beweis: Zuniichst halten wir fest, dass wegen |A — A| < B o |AJu insbesondere
|A] < JA|(1+u) (3.15)

gilt. Analog folgt |%X| < |x|(1 4+ u) aus |% — x| < u|x|. Wenden wir Folgerung auf A und % an,
erhalten wir mit Dreiecksungleichung

(ﬂ(/bz)—Afc < JAR[u + AR (u + O@W?)) + [(A—A)%|.

Wegen |A%| < |A%|+ (Bo|A|) |%|u und |[(A — A)%| < (Bo]A|)|%|u folgt dann weiter

jﬁ<A>z)—A>z < |ARJu+A|IR] (v + O@?) + (BolA) % (u + O@?)).

Fiir x = % ergibt sich unter Beachtung von (3.15)) die Abschitzung (3.14)). Andernfalls folgt mit Hilfe
der Vorbemerkung, mit (2.8]) und wegen |A%X| < |Ax| + |A||x|u iber die Dreiecksungleichung

’ﬂ(fb”c)—Ax‘ < (ﬁ(Afc)—Afc

+ |Alxu < [Axfu+ (2141 + BolAl)lx| (u + O@?)). ™

Ersetzen wir in [54, Lemma 8.4] den Ausdruck nA|x| durch (B o |A|) |x|u und verwenden wir aufgrund
der reellen Arithmetik ygr = 1 anstelle von uc = %\/5, so stimmt die dort angegebene Abschéitzung fiir
Matrizen mit maximal zwei Nichtnulleintrigen im Fall x = %X mit (3.14]) iiberein. Im Unterschied zu
unserer Abschitzung sind jedoch zusétzliche Informationen in Bezug auf A bzw. A notwendig, da fiir
71 eine gleichm#flige obere Schranke fiir den Betrag aller Eintrige von A — A bekannt sein muss. Dies
sind aber genau die absoluten Fehler und nicht die dem Wilkinson-Modell zugrunde liegenden
relativen Fehler.

Wir betrachten nun den Spezialfall von Blockdiagonalmatrizen mit Blocken der Gestalt .

3.1.1 Stabilitdtskonstanten unter Einbeziehung spezieller Blockdiagonalgestalt

Mit Hilfe der in (2.19) angegebenen optimalen Ungleichung und Satz aus Abschnitt kénnen
wir nun nachstehende Fehlerabschétzungen gewinnen.

Folgerung 3.5. Sein € N gerade, A € RZ*" eine direkte Summe von Drehmatrizen der Gestalt (1.24)
und x € R¢. Weiterhin seien X := fl(x) und A :=fl(A) die entsprechenden Approzimationen innerhalb

der in Abschnitt definierten Gleitkomma-Arithmetik. Falls |A||%| € R erfillt ist, gilt
[8(A%) — Ax[|, < (3v3+2v2) [lx]2 (uw + O(u?)). (3.16)
Ist zusdtzlich noch x = X erfillt, gilt sogar
| f(A%) — Ax|, < (3V3+V2) Ix[2 (v + O@?)). (3.17)

Beweis: Analog zum Beweis von Lemma [2.10] folgt nun aus der komponentenweisen Abschiitzung
(3.13]) wiederum mit Dreiecksungleichung, mit Satz und unter Beriicksichtigung von Bo |A| < |A]
die Ungleichungskette

|f(A%) — Ax|, < (HyAx| + 1A, + H2\AHX|H2> (u + O(u?))
< (3vBlalz + 2 [1all,) Ixll2 (v + O@?)) |

wobei die Giiltigkeit von H|X|H2 = ||x||2 sowie ||Ax]||2 < [|A||2]/x]|2 verwendet worden ist. Da nun eine
ghnliche Argumentation wie nach Folgerung 2.9 unter Beachtung der Orthogonalitéit von Drehmatrizen
die Ungleichung

141], < V204l = V2 (3.18)

liefert, folgt die Behauptung in (3.16)). Die Giiltigkeit von (3.17)) ergibt sich analog mit (3.14)). |
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Bemerkung 3.6. (i) Mit der Abschitzung aus Lemma hatten wir fiir den Fall x = X die etwas
grofere Konstante 1 + 2v/2 erhalten.

(ii) In [54, Example 8.1] wird die Konstante 1 + v/2 + 21 angegeben. Dies liegt daran, dass in [54]
Theorem 8.3] die komponentenweise Ungleichung |A — A| < Bnu anstelle von |4 — A] < Bo |A|u
vorausgesetzt ist und in diesem Fall

1 1
o= )
1 1 9

‘Mfl—-A¢H2 < 2u (3.19)

also

gilt, wohingegen in unserem Fall H|A]H2 < V/2 bei der Herleitung von verwendet wird. Zie-
hen wir — wiederum nur fiir den Fall x = X — ebenfalls die zusétzliche Information heran, dass nu
eine gleichmiBige obere Schranke des jeweiligen Betrages der Eintriige von A — A ist und somit die
Spektralnorm der fast orthogonalen Matrix A — A durch V2nu beschrinkt bleibt, dann erhalten wir
wiederum mit Satz[2.12] die Konstante

WV3+V2n. (3.20)
(iii) Die Konstante ergibt sich als Spezialfall von [43], Lemma 5.2 (iii)] mit b = 1 und c2 = 7.
(iv) Im bestmdglichen Fall, also bei direktem Aufruf aller Eintrége von A bzw. A, ist n= % und somit
%\/5 + %\/g < 24 1/2 als Konstante zu gewinnen. O

Die Abschétzungen aus Folgerung lassen sich jedoch noch weiter verbessern, indem zu (2.19)) d&hnlich
optimale Ungleichungen gefunden werden.

Lemma 3.7. Seien a,b,c,d € R beliebig. Dann gelten die Ungleichungen

ac| + + |ac — + a C a C < ==(a* + C ,
3 3|bd bd2 3lad| + 3|bc| + |ad + b 2 128 242 2—|—d2 ( 1)
ac| + + |ac — + (2]|ad| 4+ 2|bc ad + bc < Z(a*+ c” + . '

2 2|bd bd2 d be| + |ad + b 2 227 24102 (? + &2

Dabei sind die Konstanten jeweils optimal.

Beweis: O.B.d.A. kénnen wir annehmen, dass a,b,c,d > 0 gilt. Weiterhin kénnen wir annehmen,
dass ac > bd erfiillt ist, ansonsten benennen wir das Quadrupel (a,b,c,d) zu (b,a,d,c) um. Damit
vereinfachen sich die Behauptungen zu

IN

(a® +b*)(c* 4+ d?) ,

(ac + %)2 + (ad + be)?
+ (a® +b*)(c® + d?) |

(ad + bc)? <

Nl oo

2
(ac + &)
welche zu den beiden Ungleichungen

0 (ac — B 4 (ad - be)?

IN

0 < (ac— %Mf + (ad — bc)?
dquivalent sind. Diese sind jedoch offensichtlich erfiillt. Da die erste Ungleichung beispielsweise fiir

o _a_ ]2
a=c=1, b=d=,/3

zu einer Gleichung wird und ebenso die zweite Ungleichung fiir

— _ 3
a=c=1, b—d—\/;,
128

sind die Konstanten == und % bestmdoglich. |

Indem wir nun analog zu Satz die Ungleichungen (3.21) anwenden, erhalten wir verbesserte
Abschétzungen fiir die euklidische Norm des Fehlervektors.
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Folgerung 3.8. Sein € N gerade, A € RY*" eine direkte Summe von Drehmatrizen der Form (1.24)
und x € R¢. Weiterhin seien X := fl(x) und A :=fl(A) die entsprechenden Approzimationen innerhalb

der in Abschnitt definierten Gleitkomma-Arithmetik. Falls |A||%X| € R erfillt ist, gilt

|0(A%) — Ax]l, < 8\/2 [x]2 (u + O@2)). (3.22)
Ist zusdtzlich noch x = X erfillt, gilt sogar
|8(A%) — Ax||, < 3V6 [x]2(u + O(u?)). (3.23)

Beweis: Aus der komponentenweisen Abschétzung (3.13]) und unter Beriicksichtigung von Bo|A| < |A|
erhalten wir zunéchst

|8(A%) - Ax|, < (|lAx] + 3Alx]]],) (u + O@w?) .

Aufgrund der Blockstruktur von A und der besonderen Form ([1.24]) der einzelnen Bloécke kénnen wir
jeweils die erste Ungleichung aus ([3.21)) anwenden und erhalten

[y

0|3

2 . .
1A + 3[Allx]||;, = (3] cos(r)zan+1]| + 3| sin(pp)zar| + | cos(pr)Tars1 + sin(or)war])?
—0

B
©l3
|
—

+ (3| cos(r)zan| + 3| sin(pr)Tars1| + | cos(or)zar — sin(pr)vapr1])?

k=0
n_y _
2 1282

= % > ((COS(@J)2 + (Sin(éok))2> (e +adn) = = > af .
= k=0

Offensichtlich folgt dann (3.22)), wenn wir auf beiden Seiten die Wurzel ziehen. Genauso ergibt sich
(3.23) aus der komponentenweisen Abschitzung (3.14]), wenn wir die zweite Ungleichung aus (3.21))
blockweise anwenden. |

Mit Hilfe von Folgerung konnen wir nun die eigentliche Rundungsfehleranalyse durchfiihren.

Satz 3.9. Sein € N gerade, A € RY" und x € R}. Weiterhin existiere eine Faktorisierung (3.12
von A, wobei jede Matrix AM) o =1,.. ., v eine direkte Summe von Drehmatrizen der Gestalt (1.24
ist. Unter Ausschluss von Uber- und Unterlauf geniigt der Vorwdrtsfehler

Ay = f (/1(”) f ( AP (A(l)f(>>) — Ax

der Ungleichung
1Ayll2 < (knu+ Ou?)) [|x]

mit ky, 1= %\/6(1/ -1+ 8\/% Fiir x = x gilt die Ungleichung bereits mit k,, = %\/EV
Beweis: Zuniichst definieren wir mit y(© := x und () := fi(x) die Vektoren
y(m) = A(m)y(m_l), m=1,...,u,

der exakten Zwischenergebnisse, fiir die nach Voraussetzung y(™) e RE gilt, und entsprechend die
Vektoren A
0" .— 4 (A<m>y(m*1>)  m=1,...,v, (3.24)

der tatsiichlich auftretenden Zwischenergebnisse. Dann lisst sich der Vorwiirtsfehler Ay = ) — y(*)
durch die Teleskopsumme

Ay =

— - - k) ) (gim) _ g(m)g(m—1) : &)\ () _ 4(1),(0)
(kHA>(y ATy )*(HA>(Y Ay )

m=2 =m+1 k=2

R R e U

<
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darstellen. Da wir Uber- und Unterlauf nach Voraussetzung ausschlieBen, kann wegen (3.24) jeweils
Folgerung auf die Differenzen 5™ — AMgm=1 py — 2y und V) — Ay O angewandt
werden. Aufgrund der Orthogonalitdt aller beteiligten Matrizen ergibt sich nun

> (11 ], ) fs - amse], o (I )
k=2

m=2 \k=m-+1

IN

1Ay l2

W _ A<1>y(0>H
2

Ve IyOlz(u + O@W?) , x=%

8y/2 Iy Oll2 (u + O@?) . sonst.

Wegen [ly™||s = ||x|l2, m = 0,...,v, und somit auch ||[§™||> < ||x|[2(1 + O(u)) (Induktion iiber m
und wiederholte Anwendung von Dreiecksungleichung sowie von Folgerung erhalten wir dann die
Behauptung. |

IN

D V6T o (v + O®w?)) +
m=2

Bemerkung 3.10. (i) Aufgrund der allgemeinen Formulierung von Satz ist zunéchst nicht ersicht-
lich, in welcher Weise die angegebenen Stabilitdtskonstanten k, von n abhingen bzw. wie der genaue
Zusammenhang zur Anzahl v der Matrix-Faktoren ist. Dies wird erst klar, wenn die von n abhingigen
Faktorisierungen aus Kapitel [1| explizit angewandt werden (vgl. Satz .

(ii) Die in [54, Theorem 8.3] fiir den oben betrachteten Fall mit x = %X angegebene Stabilitétskonstante
ist

(14 V2)+2 Zy: M (3.25)
m=1

wobei jeweils die Elemente von \A(m) — A™)| durch n,,u beschrénkt sind. Somit kann k,, durch zusitz-
liche Annahmen an die Genauigkeit der vorberechneten Elemente innerhalb der beteiligten Matrizen
A m =1,... v, variiert werden. Bei direktem Aufruf, d.h. n,, = % fiir alle m, ergibt sich aus (3.25))
die Stabilitatskonstante

kn = v(2+V2), (3.26)

wobei v die Anzahl der beteiligten Matrizen ist.

(iii) Verwenden wir im Beweis von Satz fiir den Fall x = %X anstelle von (3.23) die in Bemerkung
[3.6] (ii) gewonnene Konstante (3.20), so erhalten wir die verbesserte Stabilitétskonstante

4 12
bn = 3 3y+ﬂmzzjlnm (3.27)
bzw. ) A
kn = v (2f2+ 3\/§> (3.28)
bei direktem Aufruf, d.h., falls n,, = % fiir alle m garantiert werden kann. U

Bevor wir mit Hilfe von Satz die entsprechenden Stabilitéitskonstanten fiir die Algorithmen aus
Abschnitt [T.3] herleiten, geben wir einige Verallgemeinerungen von Satz [3.9] an.

Folgerung 3.11. Sein € N gerade, A € Rém und x € R, Weiterhin existiere eine Faktorisierung

(13.12]) von A.

(i) Ist jede der Matrizen AM) = 1,..., v, eine direkte Summe von Drehmatrizen der Form (11.24]),
dann gelten dieselben Fehlerabschdtzungen wie in Satz auch fir AT und die entsprechend
transponierte Faktorisierung.

(i) Ist jede der Matrizen AM) o =1,..., v, durch Permutations- oder Vorzeichenskalierungsmatri-
zen in eine direkte Summe von Drehmatrizen der Gestalt (1.24]) (mit gegebenenfalls auch Winkel
w = 0) dberfihrbar, dann gelten dieselben Fehlerabschitzungen wie in Satz .

Beweis: Offensichtlich folgen die Behauptungen aus Q2()T = 22Q2(¢) X2, |X2]|2 = 1 sowie aus den
Anmerkungen nach Lemma [2.8] |
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Entsprechend Folgerung [3.11] ergeben sich nun die einzelnen Stabilitdtskonstanten.
Satz 3.12. Seient > 2, n = 2" sowie x € R gegeben.

(i) Fir die Berechnung der Matriz-Vektor-Multiplikation CLVx mittels der Algorithmen und
ergibt sich die Stabilitdtskonstante

kn = 3v6(logy(n) — 1)+ 8\/g . (3.29a)
Fiirx = x ist
kn = 2v6(2logy(n) —1) . (3.29Db)

(ii) Fiir die Berechnung der Matriz-Vektor-Multiplikationen CLlx und Cx mittels der Algorithmen
und ergibt sich die Stabilititskonstante

Fn = 3V6(3logy(n) — 4) +8,/2 (3.29¢)
mm Fallt > 3 und k4 = %\/6—1—8\/%. Firx=Xxistky = 3\/67 und tm Fall t > 3 gilt

kn = 3V6(logy(n) —1) . (3.29d)

(iii) Fiir die Berechnung der Matriz- Vektor-Multiplikationen Clx und CMx mittels der Algorithmen
und mit k = 0 ergibt sich die Stabilitdtskonstante

o = 3V (2logy(n) —3) +8/2 . (3.29¢)
Fiirx =X ist
kn = 36 (logy(n) —1) . (3.29f)

(iv) Fir die Berechnung der Matriz-Vektor-Multiplikation CLVx mittels der Algorithmen und
mit k = 1 ergeben sich dieselben Stabilititskonstanten wie bei ().

(v) Fiir die Berechnung der Matriz- Vektor-Multiplikationen Stx und SMx mittels der Algorithmen
und mit k = 0 ergeben sich dieselben Stabilititskonstanten wie bei (iii).

(vi) Fiir die Berechnung der Matriz-Vektor-Multiplikation SLYx mittels der Algorithmen und
m mit k =1 ergeben sich dieselben Stabilititskonstanten wie bei (i).

Beweis: Es geniigt jeweils, die Voraussetzungen von Folgerung [3.11] zu iiberpriifen.

(i) Die beiden Algorithmen zur Berechnung der DCT-IV(n) basieren auf den Faktorisierungen
und bzw. auf den dazu transponierten Gleichungen ((1.37)) und ((1.39)). Nach Folgerung|3.11|geniigt
es also, die ersten beiden Faktorisierungen zu betrachten. Da die Matrizen PTES), s=0,...,t—1 sowie
U, als Permutationsmatrizen keinen Beitrag zum Rundungsfehler leisten, kénnen sie vernachléssigt
werden. Somit verursachen in lediglich die drei Blockdiagonalmatrizen Iy & T5(0), 74(0) und
Dflo) Rundungsfehler. Da sie jeweils eine direkte Summe von Drehmatrizen der Form enthalten,
ergibt sich die Stabilitéitskonstante k4 jeweils entsprechend Satz mit ¥ = 3 = 2logy(4) — 1. Analog
sind 2¢ — 1 Faktoren in enthalten, die im Sinn von Satz bzw. Folgerung Rundungsfehler
verursachen. Somit ergibt sich dann k,, jeweils mit v = 2t — 1 zu

3V6(2t —2)+8y/2, sonst.

kn =
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(ii) In den Faktorisierungen und fiir die Matrizen CL' und CL' haben wir fiir n = 2!
mit ¢ > 3 offenbar ¢ + 2(¢ — 2) + 1 = 3(¢ — 1) Matrizen, welche im Sinn von Satz bzw. Folgerung
Rundungsfehler verursachen, wie aus ihrer Definition in Lemma hervorgeht. Somit ergibt
sich die Stabilitdtskonstante aus Satz jeweils mit v = 3(¢t — 1). Fiir den Fall ¢ = 2 tragen nur die
Matrizen T4(0) und ]3510) zum Rundungsfehler bei, so dass sich nach Satz bzw. Folgerung die
entsprechende Stabilitdtskonstante aus Satz jeweils mit v = 2 ergibt.

(iii) Fiir £ = 0 basieren die Algorithmen und auf den Faktorisierungen , die jeweils
2t — 1 Matrizen beinhalten. Aus ihrer Definition in und den Darstellungen , und
mittels spezieller Blockdiagonalmatrizen ist zu erkennen, dass auch hier die Voraussetzungen fiir
Folgerung erfiillt sind. Insbesondere handelt es sich bei A, (8,) und A, (8,)T lediglich um Permu-
tationsmatrizen. Demzufolge ergibt sich die Stabilitéitskonstante aus Satz jeweils mit v = 2(t — 1).

(iv) Ahnlich wie bei (iii) basieren die Algorithmen und fir £ = 1 auf den Faktorisierungen
(1.48)), die ebenfalls je 2¢t — 1 analog zu definierte Matrizen beinhalten. Somit sind auch hier
wegen der Darstellungen , und die Voraussetzungen fiir Folgerung erfiillt, so
dass sich die jeweilige Stabilitdtskonstante aus Satz mit v = 2t — 1 ergibt.

(v) Analog zu (iii) sind fiir Folgerung die Voraussetzungen an die fiir £ = 0 den beiden Algorith-
men zugrunde liegenden Faktorisierungen erfiillt, so dass sich die jeweilige Stabilitdtskonstante
aus Satz mit v = 2(t — 1) ergibt. Dabei wird wiederum verwendet, dass die einzelnen Blécke der in
(@ definierten Matrizen die Darstellungen (T.27) und (T.28) besitzen und es sich bei A,(8,) bzw.
A, (By)" lediglich um eine Permutationsmatrix handelt.

(vi) Die Algorithmen und basieren fiir k& = 1 auf den Faktorisierungen (L.60)), deren Fak-
toren analog zu definiert sind. Entsprechend folgt auch hier wiederum die Anwendbarkeit von
Folgerung [3.11] so dass sich die jeweilige Stabilitétskonstante aus Satz[3.9|mit v = 2t —1 ergibt. [ |

Offenbar besitzen die in Abschnitt [T.3] vorgestellten Algorithmen ein #hnliches Rundungsfehlerverhal-
ten, was nicht zuletzt darauf beruht, dass die zugrunde liegenden Faktorisierungen auf orthogonalen
diinnbesetzten Matrizen beruhen und dhnlich viele Faktoren enthalten.

Bemerkung 3.13. (i) Wenden wir [54], Theorem 8.3, auf den hier vorgestellten Algorithmus an,
so ergibt sich im Fall x = % als Stabilitatskonstante

2logy(n)—1

kn = (2logy(n) —1)(1+V2)+2 > 7.
s=1

Hierbei wird jedoch anstelle von (2.6 angenommen, dass sich die absoluten Fehler simtlicher Eintrige
innerhalb einer Matrix A®®) betragsmiBig durch nsu abschiitzen lassen. Gehen wir im optimalen Fall
wiederum von einem direkten Aufruf aus, ergibt sich jeweils 1y = % und somit die Stabilitdtskonstante

kn = (2logy(n) —1)(2+V2) ~ 3.414214 - (2logy(n) — 1) , (3.30)

welche wegen %\/6 ~ 3.674235 im Vergleich zu der aus dem Modell (2.6) gewonnenen Konstante
(13.29b)) etwas kleiner ist. Unter addquaten Voraussetzungen liefert (3.28) fiir diesen Fall jedoch die
kleinere Schranke

1 4
kn = (2logy(n) — 1) <2ﬂ+ 3\/§> ~ 3,016508 - (2logy(n) — 1). (3.31)
(ii) In [54, Example 8.10] ist fiir eine leicht abgewandelte Variante von Algorithmus im Fall x =%

als Stabilitédtskonstante

logy(n)+1

k, = (2 + \/5) log, (n) —1+2 Z C8n,s + 268n,10g2(n)+3
s=3

angegeben, wobei cg, su jeweils als obere Schranken des absoluten Vorberechnungsfehlers fiir die je-
weiligen Sinus- und Kosinuswerte vorausgesetzt werden. Unter der Annahme, dass alle Sinus- und

66



Kosinuswerte tabelliert sind und direkt abgerufen werden kénnen, sind diese Schranken alle jeweils %u,
so dass sich damit die wegen 3%5 ~ 2.207107 im Vergleich zu (3.31) bessere Konstante

kn = (2—|—\/i)logQ(n)—1+2(log2(n)—1)%+1 = <3+2ﬁ> (2logy(n) — 1) + 1+2ﬁ

(3.32)

ergibt. Diese Verbesserung beruht im Wesentlichen auf der Modifizierung von Algorithmus bei der
anstelle der Matrizen T},(0) zunichst die Butterfly-Matrizen v/27},(0) verwendet werden, welche keine
Rundungsfehler durch Multiplikationen verursachen, und am Ende durch eine entsprechende Potenz
von v/2 dividiert wird. In der speziellen Struktur von skalierten Butterfly-Matrizen befindet sich somit
noch Potenzial zur Verbesserung der in Satz hergeleiteten Stabilitdtskonstanten.

(iii) Bei der Herleitung der Stabilitédtskonstanten in [54, Example 8.11] ist ein Rechenfehler aufgetreten.
Wenden wir [54, Theorem 8.3] auf die dort angegebene von (1.35)) etwas abweichende Faktorisierung
fiir die Matrix CL' an, so ergibt sich fiir & = x die Stabilititskonstante

t+2

4
kn = t(1+V2+2cn3) + Y (1+ V2+ 2cans) + (£ — 2) <1 +V2+ ﬂcm,g)
s=4

142
= t(1+V2) + 2z + (E— D1+ V2) +2)  cans + (E—2)(1+ V2) + (£ — 2)2v2¢un 3
s=4
logy(n)+2
= logy(n)(1 + V2)(3 4 2can3) + 2 Z cans — 3(1+V2) — 4V 243 -
s=4

Unter der Annahme, dass alle Sinus- und Kosinuswerte tabelliert sind und direkt abgerufen werden
konnen, sind die entsprechenden Konstanten wiederum jeweils % und somit

kn = logy(n)(544V2) —5v2 —4 ~ 10.656854 - log,(n) — 11.071067 .

Hierbei ist zu beachten, dass es sich in [54], Example 8.11, um eine Faktorisierung in fast orthogonale
Matrizen handelt. Die Anwendung von [54, Theorem 8.3] auf die nur orthogonale Matrizen enthaltende
Faktorisierung ((1.35]) liefert fiir den Fall X = x die Stabilitdtskonstante

3(logy(n)—1)
kn = 3(logy(n) — (1L +V2)+2 > ..

s=1

Unter der bei direktem Aufruf aller Sinus- und Kosinuswerte sinnvollen Annahme 7, = % fiir alle

s ergibt sich dann aufgrund von %\@ ~ 11.022704 die im Vergleich zu (3.29d)) nur leicht bessere
Konstante

kn = 3(logy(n) —1)(2+V2) ~ 10.242641 - (logy(n) — 1) . (3.33)

Letztere ist jedoch nicht nur aus dem Modell (2.6)), sondern mit Hilfe zusétzlicher Voraussetzungen
gewonnen worden. Unter addquaten Annahmen liefert (3.28|) die kleinere Konstante

3
ke = (2\f2+4\/§> (logy(n) — 1) ~ 9.049524 - (logy(n) — 1) . (3.34)
(iv) Fiir die Algorithmen - mit k = 0 ergibt sich fiir x = X nach [54], Theorem 8.3, jeweils

die Stabilitatskonstante

2(log(n)—1)
kn = 2(loga(n) — )(L+V2)+2 > .

s=1

Unter der optimalen Annahme n, = % fiir alle s, die beispielsweise durch direkten Aufruf erreicht
werden kann, ergibt sich dann die im Vergleich zu (3.291) etwas kleinere Konstante

kn = 2(logy(n) —1)(2+V2) ~ 6.828427 - (logy(n) — 1) . (3.35)
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Diese Verbesserung ist jedoch wiederum nicht nur aus dem Modell (2.6)), sondern nur mit zusatzli-
chen Annahmen zu erreichen. Unter vergleichbaren Voraussetzungen liefert (3.28)) in diesem Fall die
Stabilitdtskonstante

1 4
kn = 2(logy(n) —1) <2f2+ 3\/5) ~ 6.033016 - (logy(n) — 1) , (3.36)
welche noch kleiner als (3.35) ist. O

Die mit Hilfe der neuen optimalen Ungleichungen aus Lemma [3.7] gewonnenen Fehlerabschiatzungen
in Folgerung [3.8  und schlieBlich in Satz [3.9]sind die Hauptergebnisse dieses Unterabschnittes. Obwohl
sie im Wesentlichen nur auf dem Wilkinson-Modell beruhen, sind die gewonnenen Stabilitatskon-
stanten mit denen aus [54], Theorem 8.3, vergleichbar. Dabei werden in [54] zusétzliche Parameter fiir
den absoluten Vorberechnungsfehler zur Verfiigung gestellt. Unter addquater Abwandlung der Voraus-
setzungen von Folgerung sind wir wegen %\/3 < 1+4+/2 in der Lage, im Vergleich zu [54], Theorem
8.3, verbesserte Konstanten anzugeben.

3.1.2 Stabilitatskonstanten unter Beriicksichtigung skalierter Butterfly-Matrizen

Bei der Herleitung der Stabilitétskonstanten in [54] ist an manchen Stellen verwendet worden, dass die
Matrizen T,,(0) mittels Permutationen auf Blockdiagonalgestalt iiberfithrt werden kénnen, wobei die
Blocke jeweils skalierte Butterfly-Matrizen der Gestalt

s G _11> (s #0) (3.37)

sind. Eine reine Butterfly-Matrix (s = 1) liefert fiir einen Vektor x = (zg,71)" € G? wegen

il
il

(o+21) = (wo+a1)(1+et),

(xg—x1) = (xo—z1)(1+e7)

mit |e¥|,|e7| < u nach Umstellen, Ubergang zu Betrigen, Quadrieren, Aufsummieren der resul-

tierenden Ungleichungen und anschlieBendem Wurzelziehen die zu [43] Lemma 5.2 (i)] dquivalente
< Vel

B AR

Da innerhalb der Gleitkomma-Arithmetik keine Distributivitit garantiert wird, gilt fiir a,b,c¢ € G im
Allgemeinen

A(fi(ca) + i(ch)) # fi(cf(a+Db)) . (3.38)

Unter Anwendung von (12.6) ergeben sich bei der Matrix-Vektor-Multiplikation fiir eine mit s € G
skalierte Butterfly-Matrix (3.37) und fiir einen Vektor x = (z¢,71)" € G? die Komponenten

f(sfi(zo +21)) = sf(zo+a1)(1+ef) = s(zo+z1)(1+ef +ef +efef),
A(sfl(xog —z1)) = sf(zo—z1)(1+¢e5) = S($0—$1)(1+6;+8;+8;€;)

mit |3, |7 ], |ex ], |e3 | < u. Somit erfiillt der Fehlervektor die komponentenweise Abschiitzung

(G A)9) - 2= 165

Bevor wir nun (3.39) auf Matrix-Vektor-Multiplikationen von Blockdiagonalmatrizen mit Blocken der
Form (3.37)) anwenden, leiten wir noch zwei zu (2.19)) &hnliche Ungleichungen her.

(2u+O(w?)) . (3.39)

Lemma 3.14. Seien a,b,s € R beliebig. Dann gelten

(las| + [bs| + [as — bs))? + (Jas| +[bs] +as +bs])> < 2(3+V5)(a®+1?)s?,  (3.40a)

(las| + |bs| + 2|as — bs|)* + (|as| + |bs| + 2|as + bs|)* < 2(7+ \/ﬁ) (a2 + b2)32 . (3.40Db)

Dabei sind die Konstanten 2(3 ++/5) und 2(7 4+ v/13) optimal.
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Beweis: O.B.d.A. kénnen wir annehmen, dass a > b > 0 sowie s > 0 gelten. Da s2 auf beiden Seiten
als Faktor ausgeklammert werden kann, vereinfachen sich die Behauptungen wegen s > 0 zu
A + (a+b)? < D4,
2
(a=4)" + (@+b)? < 22 442

Die jeweilige Aquivalenz zu den offensichtlich giiltigen Ungleichungen
2
1+v5
0 < (a- +be) :
0 < (a — 2'*'7k),)/ﬁb)2

lasst sich leicht iiberpriifen. Da die Ungleichung (3.40a)) beispielsweise fiir a = 1,

h— 2 _ /5-1
Tl+vs T2

und beliebiges s auf beiden Seiten den Wert (10 + 2\/5) 52 annimmt und da ebenso die Ungleichung
(3.40bf) beispielsweise fiir a = 1,

b 3 V13—2

IV ER
und beliebiges s auf beiden Seiten den Wert % (65 -V 13) 52 annimmt, ist sowohl die Konstante 2(3 +
V/5) als auch die Konstante 2(7 + v/13) bestmoglich. [ ]

Im Vergleich zu Satz und Folgerung |3.8| erhalten wir fiir diesen Spezialfall nun die folgenden
verbesserten Ergebnisse.

Lemma 3.15. Sei n € N gerade, A € R*" eine Blockdiagonalmatriz mit identischen fast ortho-
gonalen Blécken wie in ([3.37) definiert und x € R}. Weiter seien A := fi(A) und % = fl(x) die

entsprechenden Gleitkomma-Approximationen und es gelte ]A]\i\ € Rg. Daritiber hinaus werde ([3.38))
bzw. (3.39) beriicksichtigt. Dann sind folgende Aussagen giiltig.

(i) Der Fehlervektor erfillt die komponentenweise Abschdtzung

H fi(A%) — AxH2 < A2 |Ix]|2 (2 3+vVbu + O(u2)> . (3.41)
(i) Firx =% gilt

16(A%) — x|, < Al Ixll2 (V7 +VIBu + O(?)). (3.42)

(iii) Im Fall A = A sowie x = % geniigt der Fehlervektor der komponentenweisen Abschdtzung

| f(A%) — Ax|, < JAl2 ]2 (2u + O@u?)). (3.43)
Beweis: Aus (3.39) und damit insbesondere aus |fi(A%X) — A%| < |A%]| (2u + O(u?)) folgt wie im
Beweis zu Lemma [2.10] sofort

[8(AR) - A[, < |42 [®]2 (2u + O(u?)),

2

womit sich fiir A = A sowie x = % bereits die Aussage (iii) ergibt. Verwenden wir |A%| < |A%|+|A||X|u,
so ergibt sich mit Dreiecksungleichung

|i(A%) — A%| < |A%] (2u + O(W?)) + |Al|&|u < (2JA%|+ |A[Z]) (v + O(u?)).

Fiir X = x folgt dann wie im Beweis von Satz mit Ungleichung die Aussage (ii), wobei
hier verwendet wird, dass die Spektralnorm einer Matrix der Form genau V252 ist. Andern-
falls erhalten wir mit Dreiecksungleichung sowie mit |AX| < |Ax| + |A]|x|u und |X| < |x|(1 + u) die
komponentenweise Ungleichungskette

[(A%) — Ax| < (214%| +[A[R]) (w + O@?)) + |Allxju < (|Ax| +[Allx]) (2u + O(u?)) .
Die Aussage (i) folgt nun wie im Beweis von Satz aus Ungleichung (3.40a)) analog zuvor. [ ]
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Verwenden wir in Lemma [3.15| fiir den Fall x = % wiederum wie in [54] vorgeschlagen eine gleichmé#Bige
obere Schranke nu fiir die Eintrage von |A—A] und beachten, dass dies aufgrund der identischen Blocke
zu der Bedingung |s — 8| < nu fquivalent ist, ergibt sich aus |A%| < |Ax| 4 Bn|x|u mit B wie in
Lemma definiert und aus der daraus resultierenden komponentenweisen Ungleichung

|A(A%) — A%| < |Ax| (2u + O(u?)) + [(A — A)x|

analog zum Beweis von Lemma nach Ubergang zu Normen iiber Dreiecksungleichung somit

n

- ~ /1 1
I80%) - Ax], < Jalelxl (20 + 062 40D ()| el
k=1 9

Wegen ||A|l2 = v/2|s| erhalten wir nun die zu [43], Lemma 5.2 (ii), #iquivalente Abschitzung
| fi(A%) — Ax]||, < (2\/§\s| +V2n + C’)(u)) ullx]|, - (3.44)

Fiir orthogonale Matrizen A haben wir in diesem Fall die Konstante 2 + v/21 gewonnen. Mit Hilfe von
Lemma lassen sich nun die Stabilitéitskonstanten von Satz [3.9] fiir Spezialfiille noch verbessern.

Satz 3.16. Sein € N gerade, A € R&X” und x € Rg,. Weiterhin existiere eine Faktorisierung (3.12

von A, wobei jede Matriz A", m =1,... v eine direkte Summe von Drehmatrizen der Form (1.24
ist. Besitzen p < v der Blockdiagonalmatrizen A =1,.... v, die Gestalt
bl
Alm) — @Q2 (T) (3.45)
k=1

und findet (3.38)) bei der Implementierung Beriicksichtigung, so geniigt der Vorwdirtsfehler
Ay = f (A(V) fl ( AP g (A(l)fc)>> — Ax

unter Ausschluss von Uber- und Unterlauf der Ungleichung [|Ayla < (kpu+ O(u?)) [|x|l2 mit

VT+VI3(p—=1) + 2v3+5 fir p=v,
kn = {3V6(v—p) + VT+VI3(u—1) + 23+ V5 fir p < v und (3:45) firm =1,

SVe(v—p—1) + V7+ V13 + 8\/% sonst.

Fiir x = % gilt die Ungleichung bereits mit

kn = 3V6(v—p) + VT+V13p .

Beweis: Analog zum Beweis von Satz ldsst sich ||Ay||2 tiber die Ungleichung

Ayl < >
m=2

abschiitzen. Da sich die Zwischenergebnisse ¥ 1) bereits in G" befinden, ergeben sich nach Folgerung
und Lemma fiir m > 2 weiterhin

VT+ V13 7™ Y (u + O(?)) im Fall (3.45),

3V6 |55 (u + O(u?)) sonst.

§0m) _ A(m)y(m—l)HQ + H*‘?(l) _ A<1>y<o>H2

§(m) _ glm)g(m=1) H
2

Ebenso ergibt sich
) A0y0) 2V3 45 |xll> (u + O(u?)) im Fall (345),
S(1 —A 1 0 <
y y <
2 8y/2 Ixll2 (u + O(u)) sonst
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bzw. fiir x = X dann

VT4 V13 [x]2 (v + O(u?)) im Fall (3.45),

) A(l)y(mH

2 V6 x|z (u + O(u?)) sonst.
Mit ||§™)]|2 < ||Ix[|2(1 + O(u)) folgen nun alle Behauptungen. [ |
Sind zusiitzlich gleichméBige obere Schranken 7, fiir die Eintréige von |A(™) — fl(m)|, m=1,...,v,

bekannt, so erhalten wir mittels der nach Folgerung gewonnenen Konstante %\/g + 21, sowie mit

der fiir orthogonale Matrizen aus (3.44]) resultierenden Konstante 2 + v/27,, im Fall x = % unter
denselben Voraussetzungen wie in Satz als Stabilitatskonstante

kn = ;l\/g(v—u)+2u+\/§n;nm (3.46)

bzw.
4 1
ky = g\/g(u—u)+2u+§\/§u (3.47)

bei direktem Aufruf, d.h., falls n,, = % fiir alle m garantiert werden kann. Wie Satz l&sst sich nun
ebenso Satz [3.16] weiter verallgemeinern, wenn beriicksichtigt wird, dass Permutations- und Vorzei-
chenskalierungsmatrizen keinen Einfluss auf Rundungsfehler ausiiben.

Folgerung 3.17. Sein € N gerade, A € RY*" und x € R}. Weiterhin existiere eine Faktorisierung
(13.12) von A.

(i) Ist jede der Matrizen AM) = 1,...,v, eine direkte Summe von Drehmatrizen der Form
und besitzen p < v dieser Matrizen die Darstellung , dann gelten dieselben Fehler-
abschdtzungen wie in Satz auch fir AT und die entsprechend transponierte Faktorisierung,
wobei hier die Rollen von AN und A®) vertauscht sind.

(i) Ist jede der Matrizen AM) o =1,..., v, durch Permutations- oder Vorzeichenskalierungsmatri-
zen in eine direkte Summe von Drehmatrizen der Form iberfihrbar (wobei gegebenenfalls
auch Winkel ¢ = 0 zugelassen ist) und enthalten p < v dieser Matrizen nur Blécke (1.24]) mit
@ =7 oder ¢ =0, dann gelten dieselben Fehlerabschitzungen wie in Satz .

Beweis: Die Behauptungen ergeben sich wie fiir Folgerung [3.11 |

Folgerung erlaubt es uns nun, fiir die Algorithmen aus Abschnitt Stabilitétskonstanten herzu-
leiten, indem wir noch mehr auf die Struktur der beteiligten Matrixfaktoren eingehen.

Satz 3.18. Seient > 2, n = 2! sowie x € R gegeben.

(i) Fiir die Berechnung der Matriz-Vektor-Multiplikation CLVx mittels der Algorithmen und
ergibt sich fiir t > 3 die Stabilitdtskonstante

%\/6, falls x = x|

2
8\/; sonst.

bn = (3V6+V7T+VI3) (loga(n) — 1) +

Im Fall t = 2 erhalten wir

falls x =% |

0,
ke = 3vV6 + 27+ V13 + 8@_% 6 fiir Algorithmus |1.15|,

2\/3 + 5 — \/7 + V13 fiir Algorithmus [1.18§].
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(ii) Fiir die Berechnung der Matriz- Vektor-Multiplikationen Cl'x und CMx mittels der Algorithmen
[1.16] und [L.I7] ergibt sich fir t > 3 die Stabilititskonstante

0 ) falls X=X s
kn = (%\/64- 2V 7+ \/ﬁ) (logy(n) —1) + 8\/2 - % 6 fiir Algorithmus[1.16

2v3+ V5 — 7+ V13 fiir Algorithmus [1.17] .

Im Fall t = 2 erhalten wir

V6 + VT+ V13, fallsx =%,
ky = VT7T+4/13 + 8\/g fiir Algorithmus [1.16|,
%\/6 + 23 ++5  fiir Algorithmus|1.17] .

(iii) Fir die Berechnung der Matriz- Vektor-Multiplikationen Cllx und CMx mittels der Algorithmen
und mit k = 0 ergibt sich die Stabilitdtskonstante

07 fallSX:)A(,

2\/3—1—\[—\/74-\/@ sonst .

kn, = (%\/64— VT + \/ﬁ) (logy(n) — 1) +

(iv) Fiir die Berechnung der Matriz-Vektor-Multiplikation CLYx mittels der Algorithmen und
mit k = 1 ergibt sich die Stabilitdtskonstanten

0 falls x =%,

kn = §VBlogy(n) + VT+VI3(logy(n) —1) +198,/2~ 46 fiir Alg. [1.19],

23+ 56— VT+ VI3 fir Alg. [1.20].

(v) Fiir die Berechnung der Matriz- Vektor-Multiplikationen Six und SMx mittels der Algorithmen
und mit k = 0 ergeben sich dieselben Stabilititskonstanten wie bei (iii).

(vi) Fiir die Berechnung der Matriz-Vektor-Multiplikation SLYx mittels der Algorithmen und
[1.22) mit k = 1 ergeben sich die Stabilititskonstanten

0, falls x =% |

ko = 3vV6logy(n) + 7+ VI3(loga(n) — 1) +{2V3+v6— 7+ VI3 fir Alg. |1.21],

8y/2 — 216 fiir Alg. [1.22].

Beweis: Es geniigt, jeweils die Anzahl der skalierten Butterfly-Matrizen zu ermitteln und zu iiber-
priifen, ob die erste Matrix eine solche ist.

(i) Die beiden Algorithmen zur Berechnung der DCT-IV(n) basieren auf den Faktorisierungen
und bzw. auf den dazu transponierten Gleichungen und . Von den betreffenden
Matrizen sind nur die Bff) skalierte Butterfly-Matrizen. Somit ist fiir t > 3 Satz bzw. Folgerung
mit v =2t — 1 und u =t — 1 anzuwenden, wobei fiir m = 1 nicht erfiillt ist. Fiir t = 2 ist
v =3 und p = 2, wobei in der ersten Gleichung von der erste wesentliche Matrixfaktor hochstens
skalierte Butterfly-Blocke enthélt.

(ii) Aus den entsprechenden Faktorisierungen (1.35) und (1.38) fiir ¢ > 3 geht hervor, dass Satz
bzw. Folgerung mit v = 3(t — 1) und pu = 2(¢t — 1) angewandt werden kann, wobei der erste
wesentliche Matrixfaktor in hochstens skalierte Butterfly-Blocke besitzt. Fiir ¢ = 2 ist hier v = 2
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sowie u = 1 zu wahlen, wobei in der zweiten Gleichung von (1.39) der erste wesentliche Matrixfaktor
hochstens skalierte Butterfly-Blocke enthélt.

(iii) Fiir £ = 0 basieren die Algorithmen und auf den Faktorisierungen . Von den jeweils
2(t — 1) wesentlichen Matrixfaktoren ist 7,,(8,) mittels Permutationen und Vorzeichenskalierungsma-
trizen auf die Gestalt iiberfithrbar. Genauso bewirken die Matrizen A, (8,), s = 1,...,t — 2,
hochstens skalierte Butterfly-Operationen. Somit ldsst sich in diesem Fall Satz bzw. Folgerung
mit v = 2(t — 1) und p =t — 1 anwenden.

(iv) Fiir k£ = 1 basieren die Algorithmen und auf den Faktorisierungen . Da A, (7vg) im
Gegensatz zu A, (3,) keine Permutationsmatrix ist, sondern hochstens skalierte Butterfly-Operationen
bewirkt, ist hier ein wesentlicher Matrixfaktor mehr als bei (iii) vorhanden. Jedoch enthélt nun 75, ()
auch Drehmatrizen fiir ¢ €]0, 7[. Somit findet Satz bzw. Folgerung hier mit v = 2¢t — 1 und
u=1t—1 Anwendung.

(v) Da die Algorithmen und fiir k = 0 auf den Faktorisierungen (1.55) basieren, A, (G,)
lediglich eine Permutationsmatrix ist und die Matrizen T,,(3,) und A, (3,), s =1,...,t — 2 hichstens

skalierte Butterfly-Operationen, kann hier analog zu (iii) Satz bzw. Folgerung mit v = 2(t—1)
und g =t — 1 angewandt werden.

(vi) Da die Algorithmen und fir k£ = 1 auf den Faktorisierungen (|1.60) basieren, folgt die
Behauptung analog zu (iv). |

Bemerkung 3.19. (i) Die Stabilitdtskonstante in Satz (i) fiir die Berechnung der Matrix-Vektor-
Multiplikation CVx mittels der Algorithmen und im Fall x = X ist wegen

3V6+VT+V13 ~ 6.930851 (3.48)

und 3v/6 = 7.348469 im Vergleich mit der in Satz (i) gewonnenen Konstante besser.
Dariiber hinaus wird — selbst fiir den bestmdglichen Fall n = % — die aus der Anwendung von [54]
Lemma 8.3] resultierende Abschétzung unterboten (vgl. Bemerkung [3.13 (i)). Unter addquaten
Voraussetzungen liefert mit ¥ =2t — 1 und =% — 1 sogar

Fn = (4V3+2+V2)logy(n) - (2+ 5v2) ~ 5.723615 - logy(n) — 2.707107 . (3.49)

(ii) Betrachten wir nun wiederum die leicht abgewandelte Variante von Algorithmus im Fall x = %
aus [54, Example 8.10] haben wir uns aufgrund von und 3 + v/2 ~ 4.414214 mit der Konstanten
aus Satz (i) vergleichsweise wenig an die Schranke heran bewegen konnen. Das liegt zum
einen daran, dass wir die Multiplikation mit s = % = CoS (%) = sin (%) bei den skalierten Butterfly-
Matrizen mit Blocken der Gestalt zwar unter Beriicksichtigung von als in giinstigerer
Weise durchgefiihrt angenommen haben, jedoch diese Multiplikationen in [54, Example 8.10] erst am
Ende als eine solche zusammengefasst auftreten. Aufgrund dessen erscheinen bei der Herleitung unserer
Abschétzungen mehr Terme fiir diese Multiplikation, so dass die Konstante insgesamt groflier ist. Da
es sich jedoch nicht um denselben Algorithmus handelt, ist dies nicht verwunderlich.

(iii) Fiir die Algorithmen und liefert Folgerung (3.18[ (ii) im Fall x = X wegen

3V6+2V7+13 ~ 10.187468 (3.50)
und %\/6 ~ 11.022704 im Vergleich zu (3.29d) aus Satz (ii) eine Verbesserung. Ebenso gewinnt

im Vergleich zu (3.34)) die aus (3.46]) mit v = 3(¢t — 1) und p = 2(t — 1) (vgl. Beweis von Satz (i)
sowie jeweils 1, = % resultierende Konstante

K, — (3\/5+ 4+ gﬁ) (logy(n) — 1) ~ 8.430721 - (logy(n) — 1) . (3.51)

(iv) SchlieBlich bedeuten die Aussagen aus Satz (iii)-(vi) fur die Algorithmen - analog
zu (i) jeweils eine Verbesserung von Satz (iii)-(vi). Dariiber hinaus liefert (3.46]) im Fall x = X mit
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u:t—lundnm:%sowieyz2(t—1) fiir £ = 0 bzw. v = 2t — 1 fiir k£ = 1 die Konstanten

o (%\/3—1-2—1-\/5) (logy(n) — 1) im Fall k =0, (3.52)
" VB2 4 VD) lomy(n) ~2 - LVE im Fall k=1 |
Wegen
4342+ V2~ 5723615 (3.53)

sind die Konstanten (3.52)) ebenfalls kleiner als ([3.36)).

(v) Eine Faktorisierung der Matrix /nCL bzw. \/nCLV fiir eine Zweierpotenz n = 2 in fast orthogo-
nale diinnbesetzte Matrizen liegt den Algorithmen 3.1 und 3.2 in [43] zugrunde. Sie lidsst sich jeweils
aus bzw. gewinnen, indem alle Faktoren T},(3,) bzw. Tn(7v,), s = 0,...,t — 1, mit /2
multipliziert werden. Da sowohl v2C3! als auch v/2T,(0) (vgl. (I.16)) reine Butterfly-Operationen
enthalten, kann die Anzahl der Multiplikationen deutlich reduziert werden. Im Gegenzug enthalten
die Matrizen v2C3Y und V2T, (1) (vgl. (I.I8)) anstelle von Drehungen nun skalierte Drehungen. Mit
den Ungleichungen aus [43, Lemma 5.2 (i) und (iii)] wird unter Beriicksichtigung der abschliefenden
Skalierung mit 1/+/n in [43, Theorem 5.3 und 5.4] die Stabilitéitskonstante

K, — (g\/ng 12+ 3) (logs(n) — 1) ~ 6.016508 - (logy(n) — 1) (3.54)

fiir die Algorithmen 3.1 und 3.2 aus [43] hergeleitet. Dabei wird vorausgesetzt, dass sowohl /2 als auch
simtliche Matrixeintrige v/2 cos(a) und v/2sin(a) fiir

(2k+1)m
E{2S+3‘k:O,,2s—1,S:0,710g2<n)—2 (355)
mit jeweils einem betragsméflig durch u beschriankten absoluten Fehler vorberechnet werden. Aus (3.53))
erkennen wir jedoch, dass die Stabilitatskonstante (3.52)) nicht unterboten wird.

(vi) Eine modifizierte diskrete Kosinustransformation vom Typ II (MDCT-II) wird in [43, Algorithmus
3.4] angegeben, welche auf einer lediglich diinnbesetzte Matrizen enthaltenden Faktorisierung beruht,
die durch iterierte Anwendung von

VaCl = P (L @ V2P A (1) (VIClL & (VAzCll & azCiL) T, (1)) V2Tu(0)  (3.56)

entsteht. Einerseits vermeiden wir hier die skalierten Drehungen wie bei (v) und wegen v2P1 A, (1)
(vel. ) treten weitere reine Butterfly-Operationen auf. Jedoch sind die beteiligten Matrizen mit
wenigen Ausnahmen nicht einmal mehr fast orthogonal. Demzufolge ist die in [43, Theorem 5.6] ermit-
telte Stabilitdtskonstante nur noch in der Gréfienordnung /nlogy(n). O

In diesem Unterabschnitt haben wir die Abschétzungen aus dem vorangegangenen Unterabschnitt
noch weiter verschérfen kénnen, in dem wir fiir Blockdiagonalmatrizen mit identischen Blécken der
Gestalt unter Beriicksichtigung von bessere komponentenweise zu lesende Ungleichungen
verwenden. Analog Lemma in Unterabschnitt sind die optimalen Ungleichungen in Lemma
die wesentlichen Werkzeuge, um die Hauptergebnisse in Lemma und schliefflich in Satz
zu erhalten. Die gesuchten Stabilitdtskonstanten fiir die in Abschnitt vorgestellten Algorithmen
finden sich in Satz Dariiber hinaus liefert mit den Bezeichnungen aus Satz kleinere
Schranken sowohl im Vergleich zu [54, Theorem 8.3], obwohl die Voraussetzungen fiir den betrachteten
Fall angepasst sind, als auch im Vergleich zu [43, Theorem 5.3 und 5.4]. Abschlieend sind die Kon-
stanten aus den Séitzen und sowie aus , und in Tabelle fiir ausgewéhlte
t bzw. n zusammengestellt. Nach einem Vergleich mit Tabelle [3.1] gelangen wir zu dem Schluss, dass die
Anwendung der in Abschnitt vorgestellten schnellen Algorithmen im Hinblick auf die Genauigkeit
selbst schon fiir kleine n einer ,naiven“ Implementierung vorzuziehen ist.
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Stabilitétskonstanten im Fall x = %X || Satz[3.12] | (3.26)) (13.28]) | Satz|3.18|| (3.47)

DCT-II(n) mit Alg. [1.19]| kg 14.6969 | 13.6569 | 12.0660 | 13.8617 | 11.4472
k16 22.0454 | 20.4853 | 18.0990 | 20.7926 | 17.1708
sowie k32 29.3939 | 27.3137 | 24.1321 | 27.7234 | 22.8945

kea 36.7423 | 34.1421 | 30.1651 | 34.6543 | 28.6181
DCT-III(n) mit Alg.|[1.20] || k128 44.0908 | 40.9706 | 36.1981 | 41.5851 | 34.3417
DST-III(n) mit Alg.|1.21] || kas6 51.4393 | 47.7990 | 42.2311 | 48.5160 | 40.0653
DST-II(n mit  Alg. |1.22[ || k512 58.7878 | 54.6274 | 48.2641 | 55.4468 | 45.7889
k1024 || 66.1362 | 61.4558 | 54.2971 | 62.3777 | 51.5125

mit v =2(t — 1) kooag || 73.4847 | 68.2843 | 60.3302 | 69.3085 | 57.2361
bzw. p =t -1 kaoge || 80.8332 | 75.1127 | 66.3632 | 76.2394 | 62.9598
DCT-IV(n) mit Alg. [L.15]| ks 18.3712 | 17.0711 | 15.0825 | 17.5359 | 14.4637

Alg. |1.18 || k16 25.7196 | 23.8995 | 21.1156 | 24.4668 | 20.1874
Alg. [1.19] || k32 33.0681 | 30.7279 | 27.1486 | 31.3976 | 25.9110
Alg. [1.20] || ke 40.4166 | 37.5563 | 33.1816 | 38.3285 | 31.6346
sowie k128 47.7650 | 44.3848 | 39.2146 | 45.2593 | 37.3582
kase 55.1135 | 51.2132 | 45.2476 | 52.1902 | 43.0818
DST-IV(n) mit Alg.|1.21] || k512 62.4620 | 58.0416 | 51.2806 | 59.1210 | 48.8054
Alg. [1.22| || k1024 || 69.8105 | 64.8701 | 57.3136 | 66.0519 | 54.5290

mit v = 2t — 1 koous | 77.1580 | 71.6985 | 63.3467 | 72.9827 | 60.2527
bzw. p=1t—1 kaoos | 84.5074 | 78.5269 | 69.3797 | 79.9136 | 65.9763
DCT-II(n) mit Alg. [1.16] [ ks 22.0454 | 20.4853 | 18.0990 | 20.3749 | 16.8614

ki 33.0681 | 30.7279 | 27.1486 | 30.5624 | 25.2922
sowie ki3 44.0908 | 40.9706 | 36.1981 | 40.7499 | 33.7229

kea 55.1135 | 51.2132 | 45.2476 | 50.9373 | 42.1536
DCT-II(n) mit Alg.[1.17] || k128 66.1362 | 61.4558 | 54.2971 | 61.1248 | 50.5843
kase 77.1589 | 71.6985 | 63.3467 | 71.3123 | 59.0150
mit v = 3(t — 1) ks12 88.1816 | 81.9411 | 72.3962 | 81.4997 | 67.4458
bzw. p=2(t — 1) k1024 || 99.2043 | 92.1838 | 81.4457 | 91.6872 | 75.8765

Tabelle 3.2: Stabilitéitskonstanten im Fall x = X fiir die DCT- und DST-Algorithmen -

3.2 Stochastische Rundungsfehleranalyse

Die in Abschnitt erhaltenen Stabilitéitskonstanten basieren auf der Verwendung oberer Schran-
ken fiir die bei jedem Rechenschritt auftretenden relativen Rundungsfehler. Im Allgemeinen kénnen
wir jedoch davon ausgehen, dass selbst im schlechtesten Fall die oberen Schranken nicht bei jedem
Rechenschritt angenommen werden. Somit werden die Abschétzungen aus Abschnitt erwartungs-
gemaf pessimistischer ausfallen als notwendig. Daher interessiert uns neben oberen Schranken auch
eine Vorhersage fiir die mittlere Fehlernorm sowie ein zugehoriges Konfidenzintervall. Beides erhal-
ten wir gegebenenfalls im Zuge einer stochastischen Rundungsfehleranalyse. Dazu werden sowohl alle
auftretenden relativen Rundungsfehler als auch alle verwendeten Gleitkommazahlen als reelle Zufalls-
variablen mit endlichem Erwartungswert und endlicher Varianz aufgefasst. Die genaue Definition sowie
die Eigenschaften von reellen Zufallsvariablen sind im Anhang [A ] zu finden.

Bemerkung 3.20. Uber die spezielle Verteilung der auftretenden relativen Fehler ist wenig bekannt.
Daher wird beispielsweise in [§] anstelle des relativen Fehlers (dort mit r3 bezeichnet) der standardi-
sierte Fehler (dort mit 7 bezeichnet) und der fraktionale Fehler (dort mit ro bezeichnet) untersucht,
der bei der Multiplikation (einschliefllich erneuter Normalisierung) zweier normalisierter Gleitkomma-
Zahlen auftritt. Die entsprechenden Angaben zu Erwartungswerten p-+O(u?) und Varianzen V+O(u?)
in Abhéngigkeit von der gewdhlten Rundungsart sowie vom Zeitpunkt der Normalisierung finden sich
in [8, Theorem 2.1] und der zugehorigen Tabelle. Sind die Exponenten der Faktoren fest gewéhlt, er-
halten wir sofort auch Schétzwerte fiir Erwartungswert und Varianz des zugehorigen absoluten Fehlers.
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Der relative Fehler erfiillt zwar aufgrund der Normalisierung der Mantissen der einzelnen Faktoren die
Beziehung

r < rg < B,
jedoch sind die entsprechenden zugrunde liegenden Wahrscheinlichskeitsdichten vollig verschieden.
Ebenso wird in [75, Remark 2.2] eingerdumt, dass wir iiber den fraktionalen Fehler 7, definiert durch

sien ma. 2% ) 07
& (g) 2€7Z : zﬁi)(gg(‘!ﬂ) g 7&

07 9:07

filgieg2) = (g1092) +C(g1eg2)n  (In] < w), (g =

ein realistischeres Modell als erhalten, sich der entsprechende Erwartungswert sowie die Varianz
jedoch fiir nicht wenige Klassen von Verteilungen fiir den relativen Fehler jeweils nur um einen Faktor
nahe Eins unterscheiden. Dabei féllt auf, dass sich die Definitionen des fraktionalen Fehlers in [§] und
[75] um eine Zweierpotenz unterscheiden. O

Zunéchst definieren wir analog zu Abschnitt [3.1] bzw. an Abbildung [3.1] orientierend die durchschnitt-
liche numerische (Riickwérts-)Stabilitdat mit Hilfe des Erwartungswertes in Anlehnung an [54].

Definition 3.21 (vgl. [54], Abschnitt 8.1). Ein Algorithmus fiir eine Matrix-Vektor-Multiplikation
CX € R mit regulirer Matrix C' € RE*" und mit einem Zufallsvektor X € Rf heifit durchschnittlich
normuweise rickwdrtsstabil, falls eine Konstante kyn > 0 mit kyu < 1 und

E(ax[3) < (Bu*+0)E(IX[3) (3.57)
existiert. Dabei bezeichnet AX den Riickwértsfehler geméafi Abbildung

Ohne uns auf eine genaue Verteilung der einzelnen Zufallsgréfien festzulegen, haben wir in Abschnitt
nach Moglichkeiten gesucht, ein auf abgestimmtes stochastisches Modell zu entwickeln, wel-
ches wir auf die Algorithmen aus Abschnitt anwenden kénnen. Die zunédchst in Unterabschnitt
geforderte Annahme der stochastischen Unabhéngigkeit an die Eingangsdaten erweist sich als ungeeig-
net, da sie im Allgemeinen bereits nach einer Matrix-Vektor-Multiplikation nicht mehr gewihrleistet
werden kann. Uberdies ist der Fall stochastisch unabhingiger Daten fiir die Anwendung — beispiels-
weise im Hinblick auf Grauwerte eines natiirlichen Bildes — eher uninteressant. Unter Hinzunahme
der speziellen Blockdiagonalgestalt der auftretenden Matrizen hat sich der bereits von Zeuner [75]
verwendete Ansatz zur Modellierung des bei der Multiplikation zweier komplexer Zahlen auftretenden
relativen Fehlers als giinstig erwiesen. Auf einer Variation von [75, Proposition 2.3] basierend haben wir
in Unterabschnitt [2.2.2] durch Satz[2.26) und durch die abschlieflende Bemerkung [2.27) alle wesentlichen
Werkzeuge zu einer stochastischen Rundungsfehleranalyse in Gleitkomma-Arithmetik zur Verfiigung.

Die entsprechenden Voraussetzungen wollen wir in folgendem Modell zusammenfassen.

Modell 3.22. Sei t € N und n = 2°. Eine Matrix-Vektor-Multiplikation AX € R fiir einen Zufalls-
vektor X = (X k)z;(l) mit Werten in G", die auf einer Faktorisierung der Gestalt

A = J[A™ = AW .. AW (3.58)

m=1
mit Faktoren A(™) € G™*" basiert, geniige den folgenden Annahmen.

(M1) Die Matrizen A(™) € G™*™ besitzen bis auf Permutationen und Vorzeichenskalierungen Blockdia-
gonalgestalt, d.h., es existieren Matrizen U™, V(™) ¢ G"*" welche lediglich Permutationen
und zeilen- bzw. spaltenweise Vorzeichenskalierungen bewirken, und Matrizen

nq

B™ = PAmH  (n=1,...,0) (3.59)
k=0

mit Blocken

G(m,k) G(m’k)
m,k) .__ _ n _
AlmE) . (—(;gm’k) G?m’k) (k=0,....,2-1, m=1,...,v), (3.60)

so dass A = ym Bm)y(m) gilt,

76



(m,k)

(M2) Fiir k=0,...,5 -1, m=1,...,v existieren reelle Zufallsvariablen N mit
2
(m.k))? (mk)\? _ (m.k) ‘ (m,k) 2
(Gm) +(6mP) = 1ee? (e s 2u4e?) (3:61)
und es gelte
(mk)\ _
E(su.llg ) ~ 0 (3.61a)
oder
sﬁfﬁ;’“) < 0. (3.61b)
2
(M3) Zu den Blockdiagonalmatrizen B™ und den rekursiv durch
YO = yOxX 7(1) = f (B(l)Y(O)) 7
Y™ = ymthymzm) — zm+l) .— g (B(m+1)Y(m)) 7 (m=1,...,v—1) (3.62)
Y® .= pz®

definierten Zwischenergebnissen Y (™) existieren paarweise unabhingige Zufallsgrofen

Egﬁ,k)’ Eg’v;,k% gz(gr’n;,k)jgir’r;,k)’sgtrik)’ ggnf) (3.63)
mit
EEY) = o0, V(TP = o202 (j:1,2,3,4),} (3,60
B = 0. VEEY) = odu? (j=12) |
und

m—1
}/Qk-i-l

m,k m—1 m,k m—1 m,k m,k m—1 m,k m,k m—1 m,k
(e e
(GY"Y 1 — Gy Y2(1T )1+ EQTﬁ )+ (G Yo )537,7;7 — (G Yy )547,17
fir k=0,...,5 -1, m =1,...,v, wobei jede der Gréfien Ggm’k),Ggm’k),YQ(,:n_l),Y;,:rj__ll) von
den GroBen (3.63|) unabhéngig sei. O

Da Modell genau die wesentlichen Voraussetzungen von Sa Lemma und Satz

in sich vereint, kénnen wir nun Konstanten kn gemifl Definition |3.21| fiir jeden der Algorithmen aus
Abschnitt [T.3] angeben.

Satz 3.23. Seit > 2,n = 2'. Geniigt die Implementierung in Gleitkomma-Arithmetik allen Annahmen

aus Modell dann sind die Algorithmen - gemdf$ (3.57)) durchschnittlich rickwdrtsstabil
mit Stabilitdtskonstanten

;

(DCT-II(n)  mit Alg. [1.19],
DCT-III(n) mit Alg. [1.20],
DST-III(n) mat Alg. [1.21],
DST-II(n)  mat Alg. [1.22,

\/2 [loga(2(log> (M)~ 1)1 - 2(logy(n) — 1) - (02 + 02)  fiir

DCT-IV(n) mit Alg. |1.15(,
DCT-IV(n) mat Alg.|1.18],
DCT-IV(n) mit Alg.|1.19],
DCT-IV(n) mit Alg. |1.20],
DST-IV(n) mit Alg. [1.21],
DST-IV(n) mat Alg. |1.22,

K¢
3
I

\/Qnog2<zlog2<n>—m -(2logy(n) — 1) - (02 +03)  fir

n

DCT-III(n) mit Alg.|1.16|,
DCT-II(n)  mit Alg. |1.17|.

\/2 [log,(3(logy(n)—1))] . 3(]0g2(n) — 1) . (O'?< —+ O'_2|_) fﬁ’f’ {

\
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Beweis: Im ersten Fall basieren die Algorithmen - fiir £ = 0 auf den Faktorisierungen
bzw. (L.55]), welche jeweils aus 2logy(n) — 1 Faktoren bestehen. Insbesondere bezeichnen A,(8,) und
/Vln(,éo) Permutationsmatrizen. Wegen bzw. und aufgrund von - besitzen
die restlichen 2logy(n) — 2 Faktoren jeweils einen Représentanten geméafl Modellannahme (M1). Daher
ergibt sich die erste Stabilitdtskonstante als direkte Anwendung von Satz mit r = 2(logy(n) — 1).
Im zweiten Fall basieren die Algorithmen und auf den in Lemma und Folgerung [1.13
angegebenen Faktorisierungen (1.32)) und ([1.37)), deren Représentation in der Gleitkomma-Arithmetik
jeweils genau 2log,(n) — 1 Faktoren gemif Modellannahme (M1) besitzen. Ebenso enthalten die Pro-
dukte bzw. , welche den Algorithmen f fiir £ = 1 zugrunde liegen, jeweils genau
2logy(n) — 1 analog zu bzw. definierte Matrizen als Faktoren, von denen jeder einzelne
der Modellannahme (M1) entspricht. Daher ergibt sich die zweite Stabilitdtskonstante, wenn wir Satz

mit 7 = 2logy(n) — 1 anwenden.

Schliefllich werden die Algorithmen und durch die Faktorisierungen ((1.35) bzw. (1.38) be-
schrieben, so dass die Behauptung wiederum aus Satz mit 7 = 3(logy(n) — 1) folgt. [ ]

In Tabelle sind nun die Stabilititskonstanten k, bzw. k, aus Satz Satz und Satz fiir
ausgewihlte n mit den in Anhang geschiitzten Grossen ox = oy = 0.425 angegeben.

n 8 16 32 64 128 256 012 1024
G1: k, aus Satz|3.12 | 14.6969 | 22.0454 | 29.3939 | 36.7423 | 44.0908 | 51.4393 | 58.7878 | 66.1362
kp aus Satz|3.18 | 13.8617 | 20.7926 | 27.7234 | 34.6543 | 41.5851 | 48.5160 | 55.4468 | 62.3777
k, aus Satz[3.23] | 2.4042 | 4.1641 | 4.8083 | 7.6026 | 8.3283 | 8.9956 | 9.6167 | 14.4250
G2: k,, aus Satz|3.12 | 18.3712 | 25.7196 | 33.0681 | 40.4166 | 47.7650 | 55.1135 | 62.4620 | 69.8105
kp aus Satz|3.18] | 17.5359 | 24.4668 | 31.3976 | 38.3285 | 45.2593 | 52.1902 | 59.1210 | 66.0519
k, aus Satz[3.23] | 3.8013 | 4.4978 | 7.2125 | 7.9737 | 8.6683 | 9.3113 | 14.0186 | 14.8203
G3: k, aus Satz|3.12[ | 22.0454 | 33.0681 | 44.0908 | 55.1135 | 66.1362 | 77.1589 | 88.1816 | 99.2043
kn aus Satz|3.18 | 20.3749 | 30.5624 | 40.7499 | 50.9373 | 61.1248 | 71.3123 | 81.4997 | 91.6872
k, aus Satz[3.23] | 4.1641 | 7.2125 | 8.3283 | 9.3113 | 14.4250 | 15.5808 | 16.6565 | 17.6669

Tabelle 3.3: Stabilitéitskonstanten im Fall x = % fiir die DCT- und DST-Algorithmen ~
gemifB der Definitionen und sowie nach der Gruppeneinteilung aus Satz
Dabei werden in der Gruppe G1 die Algorithmen —~ fiir k = 0, in der Gruppe
G2 die Algorithmen und und in der Gruppe G3 alle verbleibenden Algorithmen

zusammengefasst.

Bemerkung 3.24 (Zusammenfassung von Kapitel . Fiir die Algorithmen f mit denen die
diskreten trigonometrischen Transformationen aus Definition [1.14] schnell ausgefiithrt werden kénnen
haben wir in den Abschnitten und Stabilititskonstanten k,, bzw. ki, geméfl Definitionen
und ermittelt. Die Grundlage der Untersuchungen bilden dabei die den Algorithmen -
zugrunde liegenden Faktorisierungen der Gestalt . Die Orthogonalitiat der beteiligten Matrizen
wird dabei in groflem Mafle ausgenutzt. Fiir die deterministische Rundungsfehleranalyse sind die auf
den neuen Ungleichungen bzw. und basierenden Hauptergebnisse in den Sétzen
und zu finden. Letzterer beriicksichtigt, dass einige der Matrixfaktoren hochstens skalierte
Butterfly-Matrizen enthalten, und verwendet die im Falle einer giinstigen Implementierung giiltige
Abschétzung . Hierbei wird noch einmal deutlich, dass die in einem Zahlenkorper iiblicherweise
giiltige Distributivitiat in Rechner-Arithmetiken keineswegs giiltig sein muss.

Fordern wir von einer Implementierung der Algorithmen - dariiber hinaus, dass alle Matrix-
Eintrige tabelliert sind und somit fiir das € aus Satz jeweils || < % gilt, dann liefern ([3.27) bzw.
kleinere Konstanten im Vergleich zu der in [54, Theorem 8.3] ermittelten GroSe (3.25).

Fiir die auf den Annahmen aus Modell basierende stochastische Rundungsfehleranalyse sind die
Hauptergebnisse in Satz zusammengefasst. Neu ist hierbei, dass Modell im Vergleich zu [54]
(M3)] darauf verzichtet, an die Eingangsdaten stark einschrinkende Forderungen wie Unkorreliertheit
oder gar stochastische Unabhéngigkeit zu erheben. g
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4 Numerische Stabilitat in Festkomma-Arithmetik

Ebenso wie in Gleitkomma-Arithmetik besitzen in Festkomma-Arithmetik nur endlich viele reelle Zah-
len eine exakte Darstellung, so dass auch hier neben den Eingangsfehlern die bei arithmetischen Ope-
rationen auftretenden Rundungsfehler zu beriicksichtigen sind. Aus diesem Grund untersuchen wir in

diesem Kapitel das Rundungsfehlerverhalten der Algorithmen - in Festkomma-Arithmetik.
Dazu betrachten wir erneut den Vorwirts- bzw. Riickwartsfehler aus Abbildung und fithren — um
wiederum ein Vergleichskriterium zur Verfiigung zu haben — in Definition den Begriff der numeri-
schen Stabilitdt in Festkomma-Arithmetik ein.

4.1 Deterministische Rundungsfehleranalyse

In diesem Abschnitt werden wir das in Abschnitt eingefithrte Modell zur Festkomma-Arithmetik
zunéchst auf Matrix-Vektor-Multiplikationen anwenden, bei welchen die Matrizen direkte Summen von
Drehmatrizen Q2(y) mit einem Drehwinkel ¢ € ]0, ﬂ sind. Aus den Faktorisierungen -
ist ersichtlich, dass diese Betrachtungen gentigen, um daraufhin Abschitzungen fiir die in Abschnitt
[1.3] angegebenen Algorithmen herzuleiten.

4.1.1 Fehlerabschdatzungen fiir Matrix-Vektor-Multiplikationen
Im Abschnitt haben wir bereits im Fall allgemeiner Matrizen A € M "™ und Vektoren % € My

Abschétzungen fiir die entstehenden Rundungsfehler 6 ;. . := Ax— A x% beim einfach genauen Matrix-
Vektor-Pseudo-Produkt und & Aox = Ax— A®% beim doppelt genauen Matrix-Vektor-Pseudo-Produkt
angegeben, solange kein Uberlauf auftritt. Von Interesse sind nun die Gesamtfehler

dax = Ax — Ax%x, (4.1)
09, = Ax — Aok, (4.2)

Wir betrachten zunéchst den Fall des einfach genauen Matrix-Vektor-Pseudo-Produktes. Offenbar l4sst
sich der Fehlervektor d 4« in der Form

dax = Ax—%) + (A—A>§<+5Axﬁ (4.3)
ausdriicken und fiir seine Norm die folgenden Abschéitzungen angeben.

Lemma 4.1. Seien n € N, A € [-1,1]™" und x € [~1,1]" derart, dass jede Zeile y* von A der
Bedingung

n—1

Z ziyi| <1 (4.4)

=0
geniigt. Dann existieren fiir den in (4.1) definierten Gesamifehler § ax fir das Matriz- Vektor-Produkt
Ax die normweisen Abschdtzungen

A

[0axllc < ([Allo + nlX[loc +7)u, (4.5a)

A

16axllz < (IAllz + Valxll2 +n) vVnu (4.5b)

wobei || Alls die Zeilensummennorm und ||Al|2 die Spektralnorm der Matriz A bezeichnet.

Beweis: Die Voraussetzung (4.4)) fiir x und jede Zeile y* von A impliziert wegen (2.52)) sofort die
Giiltigkeit von (2.58) fiir % := fix(x) und jede Zeile 7 := fix (y) von A := fix(4). Demzufolge kann
Uberlauf ausgeschlossen und Folgerung angewandt werden. Mit (2.56) und wegen |a;; — ai;| <
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u, 1,7 =0,...,n— 1, sowie |z — x| < u, |Tx| < |xg], K = 0,...,n — 1, ergeben sich dann mit der
Dreiecksungleichung fiir die Maximumnorm

8axlloc < NA (=) [loo + (A = A)Rlloo + (16 4, glloo
< JAllsollx = Rlloo + 14 = Alloo|I&lloo + nu
< ([Allee + nlxlloc +7)u

und ebenso fiir die euklidische Norm

18axllz < 1A (x = R) [l + [[(A = A)Rl|2 + (18 4,512
A 3
< | All2llx = xll2 + [[A—All2f%]l2 + n2u
< (l4ll2 + valxll2 +n) Vau .

Im letzten Schritt haben wir dabei verwendet, dass
lelloc = lel, el = Vnle|
fiir einen Vektor ¢ = ¢1 € R™ und entsprechend
[Clloc = [ICllz = nlc]

fiir eine Matrix C' € R™*" mit C' = (c)?;io, also mit konstanten Eintrégen c gilt. [ ]

Offenbar lassen sich die Ungleichungen (4.5a) und (4.5b) im Falle von diinnbesetzten Matrizen in
den einzelnen Summanden noch erheblich verbessern. Uns interessieren insbesondere Matrix-Vektor-
Multiplikationen mit einer direkten Summe von Drehmatrizen Q2(p). Mit ([2.64a)) ergibt sich demnach

Satz 4.2. Sein € N gerade, n1 = 5 und ¢y, € ]0, ﬂ (k=0,...,n1—1). Weiter sei x € [-1,1]", so
dass alle Teilvektoren x*) := (zop, xop1)T (k= 0,...,n1 — 1) der Abschitzung ||x*) ||y < 1 geniigen.
Dann erfillt der in (4.1) definierte Gesamtfehler § ax fiir das Matriz- Vektor-Produkt Ax mit der Matrix

ni—1

A= D Qa(en) (4.6)
k=0

die normweisen Abschditzungen

10axlloc < ([Alloo + 2lx[loc +2)u, (4.72)

l6axls < (VA + V2l +v5m1) u (4.7b)

mit ||Alloo := sin(a) + cos(a) < V2, wobei o := L_Jnax o, sowie mit ||x]|co < 1 und ||x||2 < /n7.
=Y..n1—

Beweis: Aufgrund der Orthogonalitéit von Drehmatrizen gilt zunédchst

1Q2(¢p)ll; = V/(cos(wr))? + (sin(wr))? = 1 (k=0,...,n1 —1). (4.8)

Mittels Cauchy-Schwarz-Ungleichung resultieren dann fiir £ = 0,...,n; — 1 die Abschétzungen

™|z
Ix®l2 .

| cos(pr)l|zar| + | sin(wr)||T2r1]

<
| — sin(pr)| |2k + [ cos(pr)|[vars1| <

Es folgt nun, dass die Bedingung ||x*)||s <1 (k=0,...,n; — 1) hinreichend ist, um (#.4)) zu gewihr-
leisten, also insbesondere um Uberlauf ausschlieflen zu kénnen. Weiterhin ergeben sich aufgrund der
speziellen Gestalt (4.6) von A fiir die entsprechenden Normen

All, = =1
1Al = _max_Qa(en)ls

g RS
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und
Al = max [Qaer)lle =  max (|sin(pp)| + |cos(pr)]) < V2,
k=0,...,n1—1 k=0,...,n1—1

wobei im letzten Schritt die Cauchy-Schwarz-Ungleichung auf die Vektoren (1,1)" und (cos(i), sin(p)) T

mit beliebigem ¢ € ]0,%] angewandt worden ist. Da die Funktion f(z) = sin(z) + cos(z) auf |0, T |
wegen f'(z) = cos(z) — sin(z) > 0 auf ]0, %[ streng monoton wachsend ist, haben wir einerseits

Gleichheit genau dann, wenn ¢, = 7§ fiir mindestens ein £ € {0, ...,n; — 1} erfiillt ist, und andererseits

max (| sin(gy)| + [cos(pr)|) = sin(a) + cos(a) .
k=0,....,n1—1

Weiterhin ist die Differenzmatrix A— A wegen (2.52) und der speziellen Gestalt (4.6]) von A eine direkte
Summe von fast orthogonalen Matrizen mit Eintragen, welche betragsméfig kleiner oder gleich u sind.
Zusammen mit (2.60)) ergeben sich fiir die Normen dann analog

IA=All; < V2u, [A-Als < 2u.

Schlielich erhalten wir aus (4.3) wegen |zy — Zx| < u, |2k < |zk|, k = 0,...,n — 1, und wiederum
mittels Dreiecksungleichung die Abschitzungen

8 axlloe < A (X =%) [loo + (A = A)Rlloo + 118 4, glloo
Alloe + 2lx[loo +2) u

A

IN

(sin(a) + cos(a) +4) u

16axlls < A=) 2+ (A= A)R|2 + 64

— AXX

2 < (Vi + V2l + VB u

wobei die Ergebnisse aus (2.64a) mit 6 = 4 4, , eingegangen sind. Mit der Voraussetzung Ix®)]ly <1

fir k=0,...,n1 — 1 ergibt sich wegen
ni—1

3 = > 1xM)3 (4.9)
k=0
zusétzlich [|x]2 < /N1 [ ]

Der letzte Schritt im Beweis von Lemma impliziert, dass sich die euklidische Norm des in (4.1))
definierten Gesamtfehlers durch

[6axllz < (2V2+ V5)y/niu (4.10)

abschétzen lasst.

Nun wollen wir uns dem Fall des doppelt genauen Matrix-Vektor-Pseudo-Produktes zuwenden. Analog
zu ([£.3) ldsst sich der in (4.2) definierte Gesamtfehler % in der Form

69 = A(x—%) + (A—A)sc + 840s (4.11)

ausdriicken und fiir seine Norm analog wie in Lemma die folgenden Abschitzungen angeben.

Lemma 4.3. Seien n € N, A € [-1,1]"*" und x € [-1,1]" derart, dass jede Zeile y* von A der
Bedingung (4.4) gentigt. Dann existieren fir den in (4.2)) definierten Gesamtfehler 5%( fir das Matriz-
Vektor-Produkt Ax die normweisen Abschdtzungen

165xll0e < (1 Alloe + nlxlloe + 1) u (4.12a)
1652 < (I4llz + Vallxll2 +1) vViu (4.12b)
wobei || Al die Zeilensummennorm und ||All2 die Spektralnorm der Matriz A bezeichnet.
Der Beweis verlduft analog zu Lemma [4.1], wobei (2.64b) anstelle von (2.64a]) verwendet wird. [ ]

Wie die Ungleichungen (4.5a) und (4.5b|) lassen sich die Abschétzungen (4.12al) und (4.12b)) im Falle

von diinnbesetzten Matrizen weiter verbessern. Fiir Matrix-Vektor-Multiplikationen mit einer direkten
Summe von Drehmatrizen Q2(y) ergibt sich demnach
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Satz 4.4. Sein € N gerade, n1 = 5 und oy, € ]O, ﬂ (k=0,...,n1 —1). Weiter sei x € [-1,1]", so
dass alle Teilvektoren x*) := (zop, 2op1)T (k= 0,...,n1 — 1) der Abschitzung ||x*) ||y < 1 geniigen.
Dann erfillt der in (4.2) definierte Gesamtfehler 52)( fiir das Matriz- Vektor-Produkt Ax mit der Matriz

A, definiert wie in (4.6)), die normweisen Abschitzungen

1650 < (lAlloe + 2lxlloc +1)u, (4.13a)
1651 < (2vn + V2Ixll2) (4.13b)
mit || Al|oo := sin(a) + cos(a) < /2, wobei o := mnax g, sowie mit ||x||oo < 1 und ||x]|2 < /n1.
=0,...,n1—
Der Beweis ergibt sich analog zu Satz wobei ([2.58)) anstelle von (2.56|) verwendet wird. [ ]
Verwenden wir wiederum, dass sich aus den Voraussetzungen die Abschitzung ||x||2 < /n1 ergibt, ist
18812 < 3vim u (4.14)

die zu (4.10) analoge Aussage fiir die euklidische Norm des in (4.2)) definierten Gesamtfehlers 6%, .

In den folgenden Unterabschnitten wollen wir die Ergebnisse der Sitze und [£:4) auf die Faktori-
sierungen, welche den Algorithmen — zugrunde liegen, wiederholt anwenden. Dabei tritt die
Schwierigkeit auf, dass die Bedingung ||x*)||y < 1 fiir x*) := (zog, 2op41)T (K = 0,...,n1 — 1) nach
einer Permutation der Komponenten von x verletzt sein kann. Da fiir eine beliebige orthogonale Matrix
Q € R™™ stets ||Qx]|2 = ||x]|2 gilt, kann jedoch durch die Bedingung

[x[l2 < 1 (4.15)

sicher gestellt werden, dass bei einem mehrfachen Matrix-Vektor-Produkt

y = QW ( N (Q<1>x) )

mit orthogonalen Matrizen Q. ..., Q") € R™™ wegen (4.9) die Voraussetzungen der Sétze und
fiir jedes Zwischenergebnis y) := QUWyU=1 j =1 ... v —1 mit y(© := x erfiillt bleiben.
Abschlielend formulieren wir demnach die Hauptergebnisse fiir direkte Summen von Drehmatrizen mit

der Voraussetzung (4.15)).
Satz 4.5. Sein € N gerade, n1 = 5 und ¢y, € ]O, %] (k=0,...,n1 —1). Weiter sei

— 4.16
o= max g (4.16)

und gelte (4.15)) fir x € [—1,1]". Dann erfillen die in (4.1) und (4.2) definierten Gesamtfehler & ax
und 6%{ fiir das Matriz-Vektor-Produkt Ax mit der Matriz A, definiert wie in (4.6]), die normweisen

Abschdtzungen

[04xlloc < (cos(@) +sin(a) + 2|x[e +2)u < (V2+4)u, .
169 oo < (cos(a) + sin(a) + 2lxfloo+Du < (vVZ+3)u,

[6axllz < (Vn + \/iuxuﬁ\/%)u < (\/§+<1+\/§) \/ﬁ)% (4.17)
1650 < (2vn + V2|x[l2) u < (V+2vm)u.

Ist zusdtzlich x = X, gelten sogar

16 4] (2l%]lo0 +2) [axlz < (Valixla+ /%) s
105xllc < @xlloo +1)u < 3u, 165,02 < (v + V2lIxl2)u .

Beweis: Die Behauptungen in (4.17) folgen sofort aus den Sitzen und unter Verwendung
der nach Voraussetzung giiltigen Beziehung ||x|/c < ||x||2 < 1. Beriicksichtigen wir in den jeweiligen
Beweisen noch, dass der erste Term aus (4.3 bzw. (4.11]) im Fall x = % wegfillt, so ergeben sich ebenso

die Ungleichungen (4.18]). [ |
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Fiir einen beliebigen Vektor x € [—1,1]" ist die Bedingung (4.15)) {iblicherweise nicht erfiillt, so dass eine
komponentenweise Skalierung benétigt wird. Um Uberlauf ganzhch ausschlieflen zu kénnen, miissen die
einzelnen Komponenten vor der Ausfithrung der Algorithmen (mindestens) durch /n geteilt werden.
Demzufolge sind die einzelnen Komponenten des Ergebnisvektors nach der Ausfithrung der Algorith-
men - mit y/n zu multiplizieren. Entsprechend miissen die oberen Schranken fiir die Normen
der Fehlervektoren aus Satz angepasst werden.

4.1.2 Numerische Stabilitdt von schnellen Algorithmen

In Abschnitt wird definiert, wann ein in Gleitkomma-Arithmetik implementierter Algorithmus fiir
eine Matrix-Vektor-Multiplikation numerisch stabil ist. Analog zur Definition konnen wir ebenso
fiir die Festkomma-Arithmetik Stabilitdtsbegriffe einfiihren.

Definition 4.6. Ein Algorithmus fiir eine Matrix-Vektor-Multiplikation Ax (x € [—1,1]™) mit einer
reguldren Matrix A € [—1, 1]™*"™ heifit in einfach genauer Festkomma-Arithmetik normweise rickwdirts-
stabil, falls Konstanten s > 0 und A\ > 0 existieren, so dass fiir alle x € [—1,1]" die Abschétzung

I axfa < (w7 + A xll) (ut O (u2) (4.19)

erfiillt wird, wobei Ax der Riickwirtsfehler aus Abbildung ist. Bezeichnet y das exakte Ergebnis
von Ax und y den tatséchlich berechneten Vektor, so heifit ein Algorithmus zur Berechnung von Ax
mit A € [—1,1]"*", x € [-1,1]" in einfach genauer Festkomma-Arithmetik normweise vorwdrtsstabil,
falls Konstanten £ > 0 und A\ > 0 existieren, so dass fiir alle x € [—1, 1] die Abschétzung

17 =yll2 < (ky + A Nxl2) (u+ O (u?)) (4.20)

gilt. Verwendet der Algorithmus bei der Berechnung von Ax das doppelt genaue Matrix-Vektor-Pseudo-
Produkt, kennzeichnen wir die entsprechenden Stabilitétskonstanten mit £ und AS.

Im Fall orthogonaler Matrizen sind die Begriffe der Vorwérts- und Rﬁckwéirtsstabilitét wegen
offenbar dquvalent, im Allgemeinen miissen die Konstanten x5 bzw. A\ aus und (| - Jedoch
nicht iibereinstimmen. Mit dem oben vereinbarten Stabilitétsbegriff konnen wir nun analog zu Ab-
schnitt [3.1) Algorithmen fiir eine Matrix-Vektor-Multiplikation Ax (x € [—1, 1]™) mit einer allgemeinen
vollbesetzten orthogonalen Matrix A € [—1,1]"*" untersuchen, welche auf einer Faktorisierung von A
der Gestalt

A = J[A™ = AW .. A® AW (4.21)
m=1
mit diinnbesetzten orthogonalen Matrizen Am) ¢ [—1,1]"*™ 'm = 1,...,v, beruht. Dabei ist zu be-

achten, dass der Ergebnisvektor y := Ax im Allgemeinen nicht mehr in [—1, 1]™ liegt. Demzufolge sollte
der Vektor um einen Faktor skaliert werden, dass die Bedingung (4.15)) vor Ausfiihren der iterierten
Matrix-Vektor-Multiplikation erfiillt ist.

Bemerkung 4.7. (i) Es ist zu beachten, dass im Gegensatz zum exakten Matrix-Vektor-Produkt beim
einfach genauen Matrix-Vektor-Pseudo-Produkt nicht klar ist, ob tatséchlich fiir alle X e [—1,1]™ mit
die Bedingung [|Q x %|j2 < [|x|]2 fiir Matrizen Q € [~1 1] der Gestalt erfullt wird.
Nach dem Modell - folgt fiir eine fast orthogonale Matrix Qs der Gestalt mlt 2402 <1
zunéchst mit Hilfe der Cauchy-Schwarz-Ungleichung

A ~ 2 ~ 2
102 % %|I2 :<d><§co+b><551) +(—b><§50+d><951>

= (da}o + b3y — (6@@0 + 5,;;%1))2 + (—13330 +adq — ( Gy T 5%1))2

. . 2 2 2
< 1Qs%18 + 20051y (b + i)+ (<, +302) 4 (s + 53, )" 4 (0 )
Fordern wir zusitzlich a,b > 0, dann folgt mit (2.63) weiter

1Q2 x %[l2 < [|Q2%]l2 +VBu < /a2 + b2 [Rl2 + V5u .
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Beachten wir jedoch von Anfang an die Beziehungen ([2.62)), so ergibt sich im Fall £oZ; > 0 die schérfere
Abschétzung

IN

1Q2 x |13 (&i”o + 135;1)2 + (—Bio +ad — (45@0 + 5@:;;1)>2

~ 2
Qo153 + 20Qalla - | — 835, + | + (03 +90,) < (IQall2 + )

IA

Fiir 2921 < 0 konnen in analoger Weise die Fehlerterme im zweiten Summanden Weggelassen werden.
Insgesamt haben wir somit fiir eine fast orthogonale Matrix Q, der Gestalt mit a,b > 0 und
a? 4 b? < 1 sowie fiir beliebiges x € [—1,1]? mit - nur die Abschitzung

Q2 x %2 < VaZ+b2-|&]s+u < 14u (4.22)

zur Verfiigung. Daher kénnen wir nicht sicher sein, ob bei einer Drehung von Qs x % der Bereich [—1,1]2
nicht verlassen wiirde. Fiir eine Matrix @ € [—1,1]™*" der Gestalt sowie Vektoren x € [—1, 1]"
mit ergibt sich dann in &hnlicher Weise und wiederum mit der Cauchy-Schwarz-Ungleichung die
Abschétzung

2
QXK1 < 1013+ 210xla 5 u+ 5 o < (1Qxl+ /5 ) (4.23)

(ii) Beim doppelt genauen Matrix-Vektor-Pseudo-Produkt treten die bei (i) erwidhnten Schwierigkeiten
nicht auf, denn zusammen mit (| - ) haben wir in diesem Fall

[QOX[2 < [[QX[l2 < [|Qll2- [IX]l2 < [Ix][]2
fiir jeden Vektor x € [—1,1]" mit (4.15) und Matrizen Q € [—1,1]"*" der Gestalt (4.6). O
Demzufolge betrachten wir zunéchst den Fall, fiir den die Bedingung (4.15]) nirgendwo verletzt wird.

Satz 4.8. Sein € N gerade, ny = § und besitze A € [—1,1]"*" eine Faktorisierung (4.21)) mit Matrizen
A ¢ [-1,1]"", m =1,...,v, der Gestalt ([£.6). Weiterhin erfiille x € [—1,1]" die Bedingung (£.15)
und sei X die Approzimation in My fir ein ¢ € N. Dann gelten mit uw = 277 die folgenden Aussagen:

(i) Unter der Annahme, dass alle berechneten Zwischenergebnisse die Bedingung (4.15) erfiillen,
geniigt der Vorwdrtsfehler

Ay* = AW x (fl(”_l) X .. (121(2) X (fl(l) X )‘()) ) — Ax (4.24)
des iterierten einfach genauen Matrix- Vektor-Pseudo-Produktes der Ungleichung
IAY [l < foyu+ A lIxll2w + py

mit k), = vy + I, A, = vV2 sowie Y, = @\/ﬁ Fiir x = % gilt die Ungleichung

5n

. L%
bereits mit Ky, , = v4/ %

(ii) Der Vorwdrtsfehler
Ay® = AW @ (21(”—1) ... (A(Z) © (A(l) © x>> ) ~ Ax (4.25)

des iterierten doppelt genauen Matrixz-Vektor-Pseudo-Produktes geniigt der Ungleichung
1AY“ll2 < K2 u+ A7

vlIx[l2u

mit K, = (v +1)y/n und X3, := vv/2. Fir x = X gilt die Ungleichung bereits mit k5, = v\/n.
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Beweis: (i) Zunichst definieren wir mit y(©) := x und §(© := % die Vektoren
y(m) = A(m)y(mfl) , m=1,...,u,
der exakten Zwischenergebnisse und entsprechend die Vektoren

g = A s gOm=1) gy =1, (4.26)

der tatséchlich auftretenden Zwischenergebnisse, was nach Voraussetzung moglich ist. (Es ist zu beach-
ten, dass fiir alle Vektoren aus die Bedingung vorausgesetzt worden ist, um Uberlauf bei
der Berechnung aller Zwischenergebnisse entsprechend Bemerkung auszuschliefen.) Der Vorwérts-
fehler Ay = §*) — y) lisst sich nun durch die Teleskopsumme

Ay* = ¥ — AWF-1) 4 4®) (y(ufn_ A(,,,l)y(y,g)) _
_ N ( [T A% )( m)_A<m>y<mfl)) 4 (ﬁA(’“)> <y(1>_A(1>y<0>>
=2 \k=m+1 k=2

mlt den Vektoren aus (4.26)) darstellen. Da nach Voraussetzung alle Vektoren aus die Bedingung
erfiillen, kann auf d1e Differenzen (™ — AMgm=1) " — 2 1 wegen ¥ ) € My jeweils

und auf §( — AWy () die Abschitzungen (4.17)) angewandt Werden. Aufgrund der Orthogona-
litéit aller beteiligten Matrizen ergibt sich nun

IAy*[s < i( f[ HA(k)H2> 5(m) _ A(m)5(m=1) H (H HA(k H )
m=2 \k=m+1

0, X = X,
< Z(fnym”uﬁ\f)w(fny |2+ﬁ>u+

Vnu, sonst,

-y

sowie ||y ||y = ||x[l2, m =0,...,v. Wie jedoch in Bemerkung (i) dargelegt, haben wir mit (4.23)
per Induktion nur

~ ~ n n
5 < 1500+ 3 < el + B, m=0 -,

und erhalten dann die Behauptung (i).

(ii) Der Beweis verlduft analog, wobei sich Ay® von Ay* darin unterscheidet, dass anstelle von ([4.26))
die Vektoren

Fm) = A o gtm=1) (4.27)

verwendet werden. Wie in Bemerkung (ii) begriindet, geniigt es hier, die Bedingung (4.15) nur
fiir x zu fordern. Aus der mit den entsprechenden Ungleichungen aus (4.18) und (4.17) analog zu (i)
herzuleitenden Abschétzung

1ay©le < 30 (VIS Dl + Vi) ut (V2 Iy@lla + Vi) u + oo
m=2 Vnu, sonst,
und mit Hilfe der in diesem Fall giiltigen Beziehungen
1572 < 1992 < Ixllz. m=0,...,0 -1,
folgt nun auch die Behauptung (ii). |

Nun konnen wir ebenso fiir den Fall x € [—1,1]" mit ||x||2 > 1 entsprechende Aussagen formulieren,
indem wir eine vorherige Skalierung vornehmen und die entsprechende Fehlerfortpflanzung beriicksich-
tigen.
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Satz 4.9. Sein € N gerade, ny = § und besitze A € [~1,1]"*" eine Faktorisierung (4.21)) mit
Matrizen A € [=1,1]"", m = 1,...,v, der Gestalt [{£.6). Weiterhin seien x € [—1,1]" und % die
entsprechende Approzimation in My fir ein ¢ € N. Dann gelten mit u =277 die folgenden Aussagen:

1
I%ll2

(i) Fir ||x|l2 > 1 und w := ‘X sowie unter Ausschluss von Uberlauf gendigt der Vorwdrtsfehler

Ay* = ||&]l2- AV x (A@*l) X ... (A<2> x (AU) X w)) ) ~ Ax (4.28)

des iterierten einfach genauen Matriz- Vektor-Pseudo-Produktes mit vorheriger Normskalierung
der Ungleichung
”Ay>< H2 < K’;?il/u + ()\7>7,<,l/u + urf,VUQ) HXHQ

mit k7, = n, NS, = vV2 4 vy /B + /i sowie pf, = @\/ﬁ Fir x = x gilt die
Abschdtzung bereits mit k,; , = 0.

(ii) Fir ||[%[]2 > 1 und w := ”ﬁl”zfc geniigt der Vorwdrtsfehler

Ay® = |&]l2- AV @ (/ﬂ”—l) ... (A<2> ® (AU) @W)) ) ~ Ax (4.29)

des iterierten doppelt genauen Matrix- Vektor-Pseudo-Produktes mit vorheriger Normskalierung

der Ungleichung

1AY N2 < K2 u+ A7, lx]2u

mit k3, == y/n und Ay, = (v+1)y/n+vV2. Firx =% gilt die Ungleichung bereits mit k5, = 0.

Beweis: (i) Wegen ||w||, = 1 sowie mit Hilfe von Satz 4.8 (i) angewandt auf den Vektor w ergibt sich
nacheinander
‘ ( AW) <A(”_1) X ... (A(Q) X (fl(l) X v‘v))) - AW)H2 + || A% — x)||2

chug<mfz+u\f+f+( ’fu>u+m

und mit [|X]|2 < ||x||2 demnach die Behauptung. Dariiber hinaus entféllt der Term /nu, falls X = x.
(ii) Die Behauptung folgt mit Satz (ii) analog zum Beweis von (i). [ ]

1Ay |2

IN

IN

Ist vom Eingangsvektor x lediglich bekannt, dass er sich in der Menge [—1, 1]™ befindet, so ist eine von
x unabhéngige Skalierung mit n=3 notwendig.

Satz 4.10. Mit den Voraussetzungen von Satz und W 1= ﬁf{ gelten die folgenden Aussagen:

(i) Unter Ausschluss von Uberlauf geniigt der Vorwdrtsfehler

AW (A0 (A0 (A0 xw)) ) - ax (a0

des iterierten einfach genauen Matrix-Vektor-Pseudo-Produktes mit vorheriger gleichmdfiger
Skalierung der Ungleichung

1Ay ll2 < (ko + A lxll2) w ooy, u?

mit K,y , = nu\/7+ Vs Ay, = vV2 sowie iy, = @n Fir x = x gilt die Abschitzung

bereits mit k), = nu\/;

(ii) Der Vorwdrtsfehler
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des iterierten doppelt genauen Matriz-Vektor-Pseudo-Produktes mit vorheriger gleichmdfiger
Skalierung gentigt der Ungleichung

1AY©ll2 < fipyu+ A7 x| 2u

n,

mit K5, == (v + 1)n+ /n und S, = vV2. Fir x = % gilt die Ungleichung bereits mit kS, =
(v+ 1)n.

Der Beweis ergibt sich wie fiir Satz [4.9] mit Hilfe von Satz [ |

Die Abschiitzungen aus den Sitzen und ermoglichen es nun, Stabilititsuntersuchungen
fir die in Abschnitt hergeleiteten Algorithmen durchzufithren. Dabei benétigen wir noch, dass
Vorzeichenskalierungen sowie Permutationen keinen Einfluss auf den Rundungsfehler haben.

Folgerung 4.11. Die Aussagen aus den Sdtzen und bleiben richtig, wenn die Matrizen
A e [—-1,1]", m=1,...,v, die Gestalt

21

P Qa(er) (4.32)
k=0

mit Winkeln oy, € [0, ﬂ (k: =0,...,5 — 1) besitzen oder
(i) durch Multiplikation mit einer oder mehreren Permutationsmatrizen und/oder
(ii) durch Multiplikation mit einer oder mehreren Vorzeichenskalierungsmatrizen und/oder

(iii) durch Transponieren

in die Gestalt (4.32) tberfihrt werden konnen.
Der Beweis ist direkt aus dem Modell (2.49) ersichtlich. [ |

Es ist zu beachten, dass die Matrizen (4.32) in Folgerung m auch Blocke mit der Einheitsmatrix I
enthalten diirfen.

4.1.3 Rundungsfehleranalyse fiir die Algorithmen -

Im Unterabschnitt haben wir Abschétzungen fiir die euklidische Norm des Fehlervektors ermit-
telt, welcher in Festkomma-Arithmetik bei wiederholter Matrix-Vektor-Multiplikation eines Vektors
mit Matrizen @ € [—1, 1]™*" der Gestalt auftritt. Dabei unterscheiden wir zwischen einfach ge-
nauer und doppelt genauer Ausfithrung entsprechend bzw. , welches wir jeweils durch den
Operanden x und ® kennzeichnen.

Wie in Kapitel [3] untersuchen wir nun die Faktorisierungen, auf denen die Algorithmen - 122
aus Abschnitt beruhen. Mittels Folgerung |4.11]| geniigt es wiederum, lediglich die Anzahl der we-
sentlichen Faktoren zu bestimmen. Entsprechend der einzelnen Gegebenheiten an den Eingangsvektor
erhalten wir nun die folgenden Abschétzungen fiir die euklidische Norm des jeweiligen Rundungsfehlers.
Zunichst gehen wir davon aus, dass sich die Eingangsvektoren bereits in der euklidischen Einheitskugel
befinden und somit keine Skalierung notwendig ist.

Satz 4.12 (Fehlerabschitzung fiir die Algorithmen - ohne Skalierung). Seien t > 2, n = 2t
sowie x € [—1,1]" gegeben. Weiterhin erfille x die Bedingung (4.15)). Dann gilt:

(i) Bei der Berechnung der Matriz- Vektor-Multiplikation CLVx in Festkomma-Arithmetik mittels der
Algorithmen und ergeben sich fiir die entsprechend Satz[A.8| definierten Rundungsfehler
(4.24) und (4.25) die Abschdtzungen

0 fir x =x,
Vnu  sonst,

|AyJls < (2loga(n) — 1) (/3 + V2Ixll2 + (loga(n) — )v/imu) w + {

0 fir x =X,

[AY©ll2 < (2loga(n) — 1) (VR + V2|x[2) u + {\/ﬁu sonst.
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(ii) Bei der Berechnung der Matriz- Vektor-Multiplikationen CXx und CIx in Festkomma-Arithmetik
mittels der Algorithmen[L.16] und[L.17] ergeben sich fiir die entsprechend Satz[L.8| definierten Run-

dungsfehler (4.24]) und (4.25) im Fall t > 3 die Abschdtzungen

n)— 0 i =X,
18ylls < 3(logy(m) 1) (/% + V2l + 20O i) u 4+ firx =%
Vnu  sonst,
0 ir X = X,
1ay°0: < 3(oga(n) — 1) (v + vElxlz) u + !
Vnu  sonst.
Istt =2, so ergeben sich
Jay<llz < 2 (VIO+ V2o +u)u,  |AY®le < (4+2v2)xlls)u
fiir x = X, andernfalls gilt
Jay*le < 2(VIO+ 1+ V20l +u)u,  [JAy©le < (6+2V2x]s)u .

(iii) Bei der Berechnung der Matriz- Vektor-Multiplikationen Clx und CIx in Festkomma-Arithmetik
mittels der Algorithmen und mit Parameter k = 0 ergeben sich fir die entsprechend

Satz definierten Rundungsfehler (4.24]) und (4.25) die Abschitzungen

0 fiir x = %,

[Ay*[l2 < 2(logy(n) )( 2 %]l 2 f) Vnu  sonst,

0 fir x =x,

1AY©ll2 < 2(logy(n) — 1) (Vi + V2||x]l2) u +
Vnu - sonst.
(iv) Bei der Berechnung der Matriz-Vektor-Multiplikation CLVx in Festkomma-Arithmetik mittels
der Algorithmen und mit Parameter k = 1 ergeben sich fiir die entsprechend Satz [£.8]
definierten Rundungsfehler (4.24]) und (4.25) dieselben Abschitzungen wie bei (i).

(v) Bei der Berechnung der Matriz- Vektor-Multiplikationen Stx und SMx in Festkomma-Arithmetik
mittels der Algorithmen und mit Parameter k = 0 ergeben sich fiir die entsprechend

Satz[A.8| definierten Rundungsfehler (4.24) und (4.25)) dieselben Abschiitzungen wie bei (iii).

(vi) Bei der Berechnung der Matriz- Vektor-Multiplikation SLVx in Festkomma-Arithmetik mittels der
Algorithmen und mit Parameter k = 1 ergeben sich fir die entsprechend Satz
definierten Rundungsfehler (4.24]) und (4.25) dieselben Abschitzungen wie bei (i).

Beweis: Es geniigt jeweils, die Voraussetzungen von Satz zu {iberpriifen.

(i) Die beiden Algorithmen zur Berechnung der DCT-IV(n) basieren auf den Faktorisierungen
und bzw. auf den dazu transponierten Gleichungen ((1.37)) und ((1.39)). Nach Folgerung4.11|geniigt
es, die ersten beiden Faktorisierungen zu betrachten. Da die Matrizen PT(LS), s =0,...,t — 1 sowie
U, als Permutationsmatrizen keinen Beitrag zum Rundungsfehler leisten, kénnen sie vernachléssigt
werden. Somit verursachen in lediglich die drei Blockdiagonalmatrizen Iy @& T5(0), T4(0) und
Dflo) Rundungsfehler. Aus der Definition bzw. aus geht hervor, dass sie durch Permutationen
und Vorzeichenskalierungen jeweils auf eine Matrix der Form zuriickfithrbar sind. Damit ergeben
sich hier die entsprechenden Stabilitdtskonstanten jeweils entsprechend Satz[d.8mit n =4 und v = 3 =
2logy(4) — 1. Analog sind 2t — 1 Faktoren in enthalten, die im Sinn von Satz bzw. Folgerung
Rundungsfehler verursachen. Somit findet Satz mit v = 2logy(n) — 1 Anwendung.

(ii) In den Faktorisierungen (|1.35) und fiir die Matrizen CI und CX haben wir fiir n = 2 mit
t > 3 offenbar t + 2(¢t — 2) + 1 = 3(¢t — 1) Matrizen, welche im Sinn von Satz bzw. Folgerung
Rundungsfehler verursachen, wie aus ihrer Definition in Lemma hervorgeht. Somit ergeben sich
die Abschétzungen aus Satz jeweils mit v = 3(¢t — 1). Fiir den Fall ¢ = 2 tragen nur die Matrizen
T4(0) und Dio) zum Rundungsfehler bei, so dass hier Satz E mit n = 4 und v = 2 anzuwenden ist.
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(iii) Fiir & = 0 basieren die Algorithmen und auf den Faktorisierungen (L.45)), die jeweils
2t — 1 Matrizen beinhalten. Aufgrund ihrer Definition in und den Darstellungen ,
und mittels spezieller Blockdiagonalmatrizen ist die Anwendung von Folgerung moglich.
Insbesondere handelt es sich bei A, (3,) lediglich um eine Permutationsmatrix, so dass wir v = 2(t —1)
in Satz wihlen konnen.

(iv) Ahnlich wie bei (iii) basieren die Algorithmen und fir K = 1 auf den Faktorisierungen
, die ebenfalls je 2t — 1 analog zu definierte Matrizen beinhalten. Somit sind auch hier
wegen der Darstellungen , und die Voraussetzungen fiir Folgerung erfiillt, so
dass sich die jeweiligen Abschéitzungen aus Satz mit v = 2t — 1 ergeben.

(v) Analog zu (iii) sind fiir Folgerungdie Voraussetzungen an die fiir k = 0 den beiden Algorithmen
zugrunde liegenden Faktorisierungen erfiillt, so dass sich die jeweiligen Abschétzungen aus Satz
4.8/ mit v = 2(¢t — 1) ergeben. Dabei wird wiederum verwendet, dass die einzelnen Blocke der in
definierten Matrizen die Darstellungen und besitzen und es sich bei A, (3,) lediglich um
eine Permutationsmatrix handelt.

(vi) Die Algorithmen und basieren fiir £ = 1 auf den Faktorisierungen , deren Faktoren
analog zu definiert sind. Entsprechend sind wiederum die Voraussetzungen von Folgerung |4.11
erfiillt, so dass sich die jeweiligen Abschétzungen aus Satz mit v = 2t — 1 ergeben. |

Die Bedingung (4.15)) an den Eingangsvektor x € [—1,1]" bedeutet fiir gréfiere n eine duflerst starke
Einschrankung. Uns interessiert nun, welche Rundungsfehlerabschétzungen sich fiir Vektoren

€ [FLA"\ {x e R" | [[x[]2 <1} (4.33)

ergeben, wenn ihre Komponenten zuvor mit dem Reziproken der euklidischen Norm ihrer Festkomma-
Approximation skaliert werden.
Satz 4.13 (Fehlerabschitzung fiir die Algorithmen - mit Norm-Skalierung). Seien t > 2,
n = 2! sowie x gemdp ([4.33) gegeben. Mit

0 fiir x = X,

wp(x) = Jru somst (4.34)

gilt dann:

(i) Bei der Berechnung der Matriz- Vektor-Multiplikationen Cllx und CX'x in Festkomma-Arithmetik
mittels der Algorithmen und mit Parameter k = 0 ergeben sich fiir die entsprechend

Satz[A.9] definierten Rundungsfehler (4.28) und (4.29) die Abschitzungen
5n  2logy(n) — 3
Ayl < <2aog2<n> (Va2 2o 23y \/ﬁ) Il + o ()

1Ay°l: < ((2loga(n) = 1)V + 2(loga(n) — 1)V2) X2 + w0 (x)

Dieselben Aussagen gelten bei der Berechnung der Matriz- Vektor-Multiplikationen Stx und Sx
in Festkomma-Arithmetik mittels der Algorithmen [1.21] und [1.22] mit Parameter k = 0.

(ii) Bei der Berechnung der Matriz-Vektor-Multiplikation CLYx in Festkomma-Arithmetik mittels der
Algorithmen und ergeben sich fiir die entsprechend Satz[A.9] definierten Rundungsfehler
(4.28) und (4.29)) die Abschitzungen

Ay < <<2log2<n> (Va4 2 o) — Vi) + ﬁ) [l + wa(x)

1Ay®lla < (2logs(n) v + (21oga(n) = 1)V2) fxllau + i (x)

Dieselben Aussagen gelten bei der Berechnung der Matriz- Vektor-Multiplikation CLVx bzw. SV x
in Festkomma-Arithmetik mittels der Algorithmen [1.19] und [1.20] bzw. [1.21] und [1.22] jeweils mit
Parameter k = 1.
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(iii) Bei der Berechnung der Matriz- Vektor-Multiplikationen Cllx und CX'x in Festkomma-Arithmetik
mittels der Algorithmen[L.16] und[L.17] ergeben sich fiir die entsprechend Satz[L.9] definierten Run-

dungsfehler (4.28)) und (4.29) die Abschdtzungen
o 31 —4
1Ayl < (3<1og2<n> R e Gk ﬁ) [zt + ()

14902 < ((3logy(n) — 2)vn + 3(10gy(n) = DV2) X2 + o (x)
im Fallt > 3. Fiirt = 2 gelten die Ungleichungen

Jay e < 2(V2+ VIO+1+u) [xllu+ wa(x) |

14y°l2 < 2(3+V2) lIxllzu + @4(x) -

Der Beweis verwendet Satz [£.9| und verliduft analog zum Beweis von Satz [ |

Die im Satz [£.13 angegebenen Abschéitzungen fiir den auftretenden Rundungsfehler sind zwar denkbar
giinstig, jedoch ist es in den meisten Anwendungen aufgrund des zusétzlichen Zeitaufwandes wenig
sinnvoll, jeweils die euklidische Norm der Approximation des Eingangsvektors auszuwerten. Alternativ
bietet sich eine gleichméfige Skalierung mit dem Reziproken der maximal moglichen euklidischen Norm

an, d.h. mit

1 1
_ = — . 4.35
max . m (4.35)

x€[—-1,1]"

Dabei haben wir verwendet, dass die Menge [—1, 1]", welche genau der Einheitskugel im R™ beziiglich
der Maximumnorm entspricht, kompakt ist und die euklidische Norm als stetige Funktion auf dieser
kompakten Menge ihr Maximum annimmt. Die komponentenweise Multiplikation mit ﬁ lasst sich fiir
den Fall, dass t = logy(n) eine gerade Zahl ist, jeweils als einfache Bitverschiebung realisieren. Um zu
vermeiden, dass sich durch diese Bitverschiebung nur jeweils der Nullvektor ergibt, muss der Parameter
q der Festkomma-Zahlenmenge geniigend groff gewahlt werden. Andernfalls wird der Nullvektor korrekt
auf den Nullvektor transformiert und die euklidische Norm des Rundungsfehlers stimmt aufgrund
der Orthogonalitéit der Kosinus- und Sinusmatrizen mit der euklidischen Norm des Eingangsvektors
iiberein.

Satz 4.14 (Fehlerabschétzung fiir die Algorithmen - mit gleichméBiger Skalierung). Seien
t>2, n=2" sowie x € [—1,1]" gegeben. Mit ([4.34)) gilt dann:

(i) Bei der Berechnung der Matriz- Vektor-Multiplikationen CLx und CX'x in Festkomma-Arithmetik
mittels der Algorithmen [1.19] und mit Parameter k = 0 ergeben sich fiir die entsprechend

Satz[4.10| definierten Rundungsfehler (4.30) und (4.31) die Abschditzungen
5 21 -3
2logy(n) — 1) (n\@ s 2lonm =3, ﬂ|x||2> ut o) |

IN

1Ay y

Jay©lz < ((21oga(n) = 1)n + 2(0g5(n) — VEx]|2) u+ w0 (x) -

Dieselben Ungleichungen gelten bei der Berechnung der Matriz- Vektor-Multiplikationen Stx und
SUlx in Festkomma-Arithmetik mittels der Algorithmen und fiir den Parameter k = 0.

(ii) Bei der Berechnung der Matriz-Vektor-Multiplikation CLYx in Festkomma-Arithmetik mittels der
Algorithmen und ergeben sich fiir die entsprechend Satz[.10] definierten Rundungsfehler
(4.30) und (4.31) die Abschitzungen

[Ay*ll2 < (2logy(n) —1) (n\/ng (logy(n) — 1)nu + \@HXH2> u+ @n(x)

1859l < (20l0m(n) + (2logy(n) = DVl ) u+ o (x)
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Dieselben Aussagen gelten bei der Berechnung der Matriz- Vektor-Multiplikation CLVx bzw. SIVx
in Festkomma-Arithmetik mittels der Algorithmen [1.19] und [1.20] bzw. [1.21] und [1.22] jeweils fiir
den Parameter k = 1.

(iii) Bei der Berechnung der Matm'z Vektor-Multiplikationen CLx und C'x in Festkomma-Arithmetik
mittels der Algomthmen 0| und [L.17] ergeben sich fiir die entsprechend Satz [4.10] definierten

Rundungsfehler (4 und - ) die Abschdtzungen

5 31 —4
1Ayl < 3logs(n) 1) (n Dy Aol o, ﬁux\h) ()
18772 < ((31oga(n) — 2)n + 3(l0ga(n) — DV2Ixl2) 1+ @a(x)
im Fall t > 3. Firt =2 gelten die Ungleichungen

Jay<llz < 2(2v10+ 2u+ V2Jxll2) u + @a(x) |
1ay° 2 < 2 (6+ V2Ixll2) u+ @i(x) -

Der Beweis verwendet Satz und verlduft analog zum Beweis von Satz |

Zusammenfassend sind nun fiir die Algorithmen —~ im Fall & = x die Stabilititskonstanten
geméB Definition [4.6] in Tabelle [4.1] angegeben.

Stabilitdtskonstanten aus Satz [4.12 Satz [4.13 Satz 4.14
DCT-II(n)  mit Alg. [1.19] | wX || 26 — 1)y/22 0 2(t — 1)n\/§
DCT-II[(n) mit Alg.[1.20, | AZ || 2t —1)v2 | 2(t—1) (\/§+ 1/57”) a2t —1)V2
DST-III(n) mit Alg.[1.21} || &% || 2(t —1)v/n 0 2t —1)n

(
DST-II(n)  mit Alg. [1.22] | A 20t —1)vV2 | (2t—1)yn+20t-1vV2 | 2(t—-1)V2

SO

DCT-IV(n) mit Alg. 115, | w3 || (26— 1)y/% 0 (2t —1)ny/2
118 - [1.20, || AX || (2t —1)v2 | (2t —1) (\f+ 57”) +vn | (2t —1)v2
DST-IV(n) mit Alg. [T.21} || 2 || (2t —1)y/n 0 2tn
1.220 | A9 || (2t —1)v2 2t/ + (2t — 1)v/2 (2t — 1)v/2

3 X

DCT-III(n) mit Alg.|1.16} || =) || 3(t — 1)\/i 0 3(t — l)n\/g
DCT-II(n) mit Alg. [L.17] | AZ || 3(t—1)v2 | 3(t—1) (\f+ 57") +yva | 3(t—1)v2
k2 3(t—1)v/n 0 (3t —2)n
A0 3t—1)v2 | (Bt—2)yn+3(t—1vV2 | 3(t—1)V2

Tabelle 4.1: Stabilitdtskonstanten nach Definition fiir die DCT- und DST-Algorithmen -
im Fall x = X fiir einfach und doppelt genaue Festkomma-Arithmetik. Dabei sei n = 2°
mit einer natiirlichen Zahl ¢ > 3. Es fillt auf, dass einerseits A\ = A\? in den Sitzen
und gilt und sich andererseits A = \Y = 0 in Satz ergibt. Letzteres ist eine
direkte Konsequenz der Riickskalierung mit der Norm des Eingangsvektors.

4.2 Stochastische Rundungsfehleranalyse

Die im Abschnitt [2.3]eingefithrten Rundungsfehler §, welche bei den einzelnen Pseudo-Multiplikationen
durch die notwendigen Abbildungen nach M, entstehen, geniigen fiir feste Zahlen deterministischen
Funktionen, welche vom gewihlten Modell abhéingen. Innerhalb eines Algorithmus treten eine Vielzahl
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aufeinander folgender Multiplikationen auf, die dariiber hinaus mit Additionen kombiniert werden.
Demnach ist es iiberaus aufwendig, die Entwicklung der auftretenden Rundungsfehler exakt iiber die
jeweiligen deterministischen Funktionen auszudriicken.

Um dennoch Aussagen iiber die Giite eines Algorithmus treffen zu kénnen, sind in Abschnitt obere
Schranken hergeleitet worden, die fiir jeden einzelnen Schritt den schlechtesten Fall berticksichtigen.
Diese oberen Schranken iiberschétzen jedoch — wie nicht anders zu erwarten — die tatséchlich auftreten-
den Rundungsfehler im Allgemeinen um ein Vielfaches. Daher ist es sinnvoll, den in jedem einzelnen
Schritt auftretenden Rundungsfehler als eine Zufallsvariable zu modellieren, um iiber deren Erwar-
tungswert sowie deren Streuung das Verhalten der nach der Ausfithrung eines der Algorithmen -
[1.22] entstandenen Rundungsfehler besser vorhersagen bzw. schitzen zu konnen. In Anlehnung an die
Definitionen und [4.6] sowie Abbildung [3.1] vereinbaren wir fiir die Festkomma-Arithmetik folgende
Sprechweisen.

Definition 4.15. Ein Algorithmus fiir eine Matrix-Vektor-Multiplikation AX mit einer reguliren
Matrix A € [—1,1]"*" und einem Zufallsvektor X € [—1,1]" mit || X||2 < 1 heiit in einfach genauer
Festkomma-Arithmetik durchschnittlich normuweise rickwdrtsstabil, falls eine Konstante K, x > 0 mit
Fn,xu < 1 und

E(|AX [}) < #2,u2+0 (u) (4.36)

existiert. Verwendet der Algorithmus bei der Berechnung von AX das doppelt genaue Matrix-Vektor-
Pseudo-Produkt, kennzeichnen wir die entsprechende Stabilitdtskonstante mit £, ¢ und nennen ihn in
doppelt genauer Festkomma-Arithmetik durchschnittlich normweise riickwdrtsstabil.

Mit Hilfe der in Abschnitt gewonnenen Sitze 2.37] 2.38 und 2.39 kénnen wir nun Stabilitéitskon-
stanten gemiB Definition fir die Algorithmen - in Festkomma-Arithmetik angeben.
Insbesondere ist dies auch ohne Kenntnis der genauen Verteilung aller auftretenden Zufallsgréfien und
ohne die Forderung nach Unkorreliertheit oder stochastischer Unabhingikeit der Eingangsdaten X
moglich. Die notwendigen Voraussetzungen fassen wir vorab in folgendem Modell zusammen.

Modell 4.16. Sei t € N und n = 2'. Fiir ein ¢ € N seien M, und v wie in (2.49)) und (2.50) definiert.
Eine Matrix-Vektor-Multiplikation AX fiir einen Zufallsvektor X = (Xy);Z; mit Werten in My, die
auf einer Faktorisierung der Gestalt

7—1
A = JJAW = A0~ 4B A0 (4.37)
1=0

mit Faktoren A®) e My "™ basiert, geniige den folgenden Annahmen.

(A0) Die Zufallsvariable
E =) X; (4.38)

nimmt nur Werte im Intervall [0, 1] an.

(A1) Die Matrizen A® € M ™™ besitzen bis auf Permutationen und Vorzeichenskalierungen Blockdia-

gonalgestalt, d.h., es existieren Matrizen U @ yve ¢ M;‘X”, welche hochstens Permutationen
und/oder zeilen- bzw. spaltenweise Vorzeichenskalierungen bewirken, und Matrizen

2
B® = Ak (=1,...5-1) (4.39)

mit Blocken

(k) (k)
Ak (Ml My ) (k=0,....

—1, 1=0,...,7—1) , 4.40
_MQ(k,z) Ml(k,z) J ) ( )

03

so dass AW = UWBOVO gilt.
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(A2) Firk=0,...,5—1, 2=1,...,7— 1 existieren reelle Zufallsvariablen § 4, mit
0 < (SA(JQ,@) < 2u (4.41&)

und
(Ml(k,l))2 + (M2(kﬂ))2 -1— 6A(k,7,) ) (4.41b)

(A3) Zu den Blockdiagonalmatrizen B® und den rekursiv durch

YO = yOx 70 = BO xyO
YO = yvOyut-Lzt- 70 .= BOxyY® (t=1,...,7—1) (4.42a)
YO Uu-1Dz06-1)
bzw.
Y00 .= yOXx 700) .= B0 5 y006)
YO .= yOyt-1ze-10)  700) .— B0 ayY®O) (1=1,...,5—1) (4.42b)
Y0© .= pb-bHzOu-10)

definierten Zwischenergebnissen Y® bzw. Y () existieren Zufallsgrofien 5%’2), 5%15’1), 5%’1), 55?’2)

bzw. 615, 6" und Zahlen 0,06 € [0,1] mit

1,0
EGWY) = 0,  V(@Ee) < o (r,s =1,2), (4.43)
EGYS) = 0, V@) < ofu? (v=1,2) |
und " 2 ke ka
AN s o3 + ol
@) = A" ) Tl k) ) (4442)
Zok+1 Yor' 019" — Oy’
(1,0) (2,0) 6(k71)
Z ) [ Ye 1,
( %’f@)) = Ak < 2(?@)) + | (4.44b)
Zok+1 Yor't1 09
firk=0,...,5—-1, 1=0,...,7— 1. O

Als Hauptergebnis der stochastischen Rundungsfehleranalyse erhalten wir nun den folgenden

Satz 4.17. Seit > 2,n = 2t. Geniigt die Implementierung in einfach bzw. doppelt genauer Festkomma-

Arithmetik allen Annahmen aus Modell dann sind die Algorithmen - gemaf (4.36) in

einfach bzw. doppelt genauer Festkomma-Arithmetik durchschnittlich riickwdirtsstabil mit Stabilitdts-
konstanten

(DCT-II(n)  mit Alg. [1.19],
DCT-III(n) mit Alg. [1.20],
DST-III(n) mait Alg.|1.21],
DST-II(n)  mat Alg.|1.22,

/2To8; Cloga(=101+2 - 2(logy (n) — V)n - 02 fiir

DCT-IV(n) mit Alg. |1.15(,
DCT-IV(n) mit Alg.|1.18],
DCT-IV(n) mit Alg.|1.19,
DCT-IV(n) mit Alg. |1.20],
DST-IV(n) mit Alg. |1.21],
DST-IV(n) mat Alg. |1.22,

\/2[1‘)@2(2 logs(n)=1)1+2 . (21ogy(n) — 1)n - 02 fiir

DCT-III(n) mit Alg. |1.16|,
DCT-II(n)  mit Alg.|1.17|,

\/2f10g2(3(10g2(n)—1))]+2 . 3(]0g2(n) — 1)77, .02 f’[i’f’ {

\
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bzw.

(DCT-II(n)  mit Alg. [1.19],
DCT-III(n) mat Alg. |1.20],
DST-III(n) mat Alg. |1.21],
| DST-II(n)  mit Alg. [1.22],

\/2f10g2(2(10g2(n)—1))1+1 -2(logy(n) — V-0 fiir

DCT-IV(n) mit Alg.|1.15(,
DCT-IV(n) mit Alg.|1.18],
DCT-IV(n) mit Alg. |1.19],
DCT-IV(n) mit Alg. |1.20],
DST-IV(n) mit Alg. |1.21},
DST-IV(n) mit Alg. |1.22],

K)m@ =

\/2f10g2(2log2(n)—1ﬂ+1 - (2logy(n) — 1)n - 02 fiir

n

DCT-III(n) mit Alg.[1.16],
DCT-II(n)  mit Alg. |1.17|.

\/2r10g2<3(1og2(n)71>>1+1 -3(logy(n) — n-02  fiir {

Im Fall Cov (55?’”,6&5’@)) = Cov (5%’”,(5&?’1)) bzw. E ((5%]:;(’5)5&5)) =0 fir alle k =0,...,5 —1 und

fiir alle auftretenden v verkleinern sich die Stabilitdtskonstanten Ky x bzw. Kn o um den Faktor %

Beweis: Im ersten Fall basieren die Algorithmen - fiir £ = 0 auf den Faktorisierungen
bzw. (L.55), welche jeweils aus 2logy(n) — 1 Faktoren bestehen. Da A, (3) bzw. An(B) Permutations-
matrizen bezeichnen und die restlichen 2log,(n) — 2 Faktoren wegen bzw. und aufgrund
von - jeweils einen Représentanten gemafi Modellannahme (A1) besitzen, ergibt sich die
erste Stabilitétskonstante als direkte Anwendung der Ungleichungen bzw. aus Satz
mit 7 = 2(logy(n) — 1).

Im zweiten Fall basieren die Algorithmen und auf den in Lemma und Folgerung [1.13
angegebenen Faktorisierungen ((1.32)) und (1.37)), deren Reprisentation in der Festkomma-Arithmetik
jeweils genau 2log,(n) — 1 Faktoren gemifi Modellannahme (A1) besitzen. Ebenso enthalten die Pro-
dukte bzw. @ , welche den Algorithmen f fiir kK = 1 zugrunde liegen, jeweils genau
2logy(n) — 1 analog zu (1.43) bzw. definierte Matrizen als Faktoren, von denen jeder einzelne der
Modellannahme (A1) entspricht. Daher ergibt sich die zweite Stabilitdtskonstante, wenn wir

bzw. (2.82b) aus Satz mit j = 2logy(n) — 1 anwenden.

Da die Algorithmen und durch die Faktorisierungen ([1.35) bzw. (1.38)) beschrieben werden,
folgt die dritte Stabilitéitskonstante aus (2.82a]) bzw. (2.82b)) jeweils mit 7 = 3(logy(n) — 1).

Gilt zusétzlich Cov (65’;’1), 5%’1)) = Cov <5$’2), 5%’7’)) bzw. E <5§%)5£%)) =0firallek=0,...,5—1

und fiir alle auftretenden 1, so ergeben sich die kleineren Stabilitéitskonstanten in allen drei Féllen

analog aus den Ungleichungen (12.83al) bzw. (2.83b)). |

Bemerkung 4.18 (Zusammenfassung von Kapitel. In Unterabschnitt Werden die in Festkomma-
Arithmetik bei einer Matrix-Vektor-Multiplikation auftretenden Rundungsfehler fiir Eingangsvektoren
aus [—1,1]" unter der Annahme untersucht. Dabei betrachten wir wie in Abschnitt sowohl
einfache als auch doppelte Genauigkeit. Speziell fiir eine Blockdiagonalmatrix der Gestalt und
einen Eingangsvektor x € [—1,1]" mit [|x[|2 < 1 sind die wichtigsten Abschitzungen in Satz zu
finden. Unterabschnitt beginnt in Definition [£.6|mit der Einfiihrung des Begriffes der numerischen
Riickwértsstabilitéit in einfach bzw. doppelt genauer Festkomma-Arithmetik und liefert in den Sétzen
(4.8 — [A.10] die Grundlage fiir die eigentliche Stabilitéitsanalyse in Unterabschnitt [£.1.3] Als Haupter-
gebnis von Abschnitt [4.1] werden in den Sitzen - entsprechende Stabilititskonstanten fiir die
Algorithmen - unter verschiedenen Skalierungsarten angegeben.

Schlieflich wird in Abschnitt eine stochastische Rundungsfehleranalyse basierend auf Modell
durchgefiihrt. Nachdem Definition den Begriff der durchschnittlichen numerischen Riickwértssta-
bilitdt in einfach bzw. doppelt genauer Festkomma-Arithmetik einfiihrt, werden entsprechende Stabi-
litdtskonstanten als Hauptergebnis in Satz zusammengefasst. O
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5 Numerische Ergebnisse

In Kapitel [3] und [d] werden sowohl in Gleit- als auch in Festkomma-Arithmetik numerische Stabilitéts-
analysen fiir die Algorithmen aus Abschnitt durchgefiihrt. Dabei sind sowohl obere Schranken fiir
den ungiinstigsten Fall als auch Schétzungen des durchschnittlich auftretenden Fehlers von Interesse.
Um die theoretischen Ergebnisse zu iiberpriifen, sind die Algorithmen aus Abschnitt in MATLAB
implementiert worden.

5.1 Testrechnungen in Gleitkomma-Arithmetik

Aufgrund der Rundungsfehler steht uns nur in den seltensten Féllen das exakte Ergebnis einer Folge
von arithmetischen Operationen in Gleitkomma-Arithmetik zur Verfiigung. Um dennoch die Qualitéit
ermittelter Abschétzungen fiir den bei einem Algorithmus auftretenden relativen Fehler sinnvoll testen
zu konnen, schligt Higham in [24) S. 454] am Beispiel der FFT folgende Methode vor. Anstelle des
relativen Fehlers wird ersatzweise die Grofie

=%

Gy 1= (5.1)
[[x[]2

betrachtet, wobei % = fl (F,,; ! fl (F,,x)) das in Gleitkomma-Arithmetik berechnete Resultat eines schnel-
len Algorithmus zur Fourier-Transformation gefolgt von der inversen Fourier-Transformation bezeich-
net. Um die Resultate aus Kapitel [3] fiir die Algorithmen - zu iiberpriifen, betrachten wir
anstelle der Fourier-Matrix die entsprechenden Sinus- und Kosinus-Matrizen - ([L7). In
den mittels MATLAB erzeugten Abbildungen - ist nun analog zu [24, Figure 24.1] jeweils die
Grofle fir n = 2%, t =3,...,12 und M = 100 zufillige Vektoren mit standard-normalverteilten
Komponenten abgetragen.
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t= Iogz(n)

Abbildung 5.1: Relative Fehler aus (5.1)) mit & = fi(CLY fi(CLVx)) bei zweifach ausgefithrter DCT-IV (n)
mittels Algorithmus in Gleitkomma-Arithmetik. Zuséatzlich sind die theoretischen
Schranken aus den Sitzen (blau), [3.18] (rot) und (schwarz) abgetragen.



Dariiber hinaus finden sich dort die jeweiligen Schranken aus den Sitzen [3.12] [3.18] und [3:23] Zur
Generierung der Zufallsvektoren ist der MATLAB-Befehl randn([n 1]) verwendet worden.
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Abbildung 5.2: Relative Fehler aus (5.1) mit % = fi(CI i(C!'x)) bei der DCT-III(n) mittels Algorith-
mus gefolgt von der DCT-II(n) mittels Algorithmus jeweils in Gleitkomma-
Arithmetik. Zusétzlich sind die theoretischen Schranken aus den Sétzen (blau),

(rot) und (schwarz) abgetragen.
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Abbildung 5.3: Relative Fehler aus (5.1)) mit % = fi(CIH (CLx)) bei der DCT-II(n) mittels Algorith-
mus gefolgt von der DCT-III(n) mittels Algorithmus jeweils in Gleitkomma-
Arithmetik. Zusétzlich sind die theoretischen Schranken aus den Sétzen (blau),

(rot) und (schwarz) abgetragen.
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5.2 Simulationen fiir die Festkomma-Arithmetik

Zur Unterstiitzung der Aussagen aus Kapitel [4] sind nun alle Algorithmen [T.15] - [1.22] analog zu Ab—
schnitt [5.1} u in simulierter Festkomma-Arithmetik implementiert worden. Um die Operation (2.51)) fiir

ein festes ¢ € N auf eine Zahl x € [—1,1] mit der Eigenschaft (2.52) anzuwenden, haben wir jeweils
Methode angewandst.

Methode 5.1. Sei z € [—1,1] und ¢ € N. Dann simulieren wir die Abbildung % := fix(x) wie folgt:

(1) Die Zahl z wird mit 27 skaliert, so dass sich das Zwischenergebnis y := 2%z im Intervall [—27, 29]
befindet.

(2) Mit dem in MATLAB zur Verfiigung stehenden Befehl fix werden die eventuell noch verblei-
benden Nachkommastellen abgeschnitten, so dass als zweites Zwischenergebnis z :=fix(y) eine
ganze Zahl entsteht.

(3) AnschlieBend wird mit 277 zuriickskaliert, so dass & := 2792z in M, liegt. O

Aus dem Basismodell fiir die Festkomma-Arithmetik geht weiter hervor, dass lediglich die Multi-
plikation zweier Zahlen Z,y € M, gesondert modelliert werden muss. Demnach verfahren wir mit dem
Produkt p := 2y genauso wie mit der Abbildung nach My, d.h., wir skalieren wiederum mit 29,
schneiden die Nachkommastellen mit dem MATLAB-Befehl fix ab und skalieren anschliefend mit 2749
zuriick. Um die Anzahl der Nachkommastellen variieren zu kénnen, sind die in Festkomma-Arithmetik
simulierten Programme und Unterprogramme, welche fiir die Algorithmen [I.15]-[1.22] benétigt Werden
mit einem zusétzlichen Parameter ¢ ausgestattet. Da wir entsprechend der Modellannahmen ([2.53)) kei-
nen Uberlauf erlauben, was bei den Algorithmen - |:F im Fall (4.15) gew#hrleistet erd miissen
die Komponenten eines Eingangsvektors X € My mit 2 oga([IXl2 ﬂ Vorskahert werden. Demzufolge
ist die Forderung ¢ > [logy(||%|2)] an die Anzahl g der Nachkommastellen sinnvoll, um nach der
Abbildung nicht nur den Nullvektor zu erhalten.

In einer ersten Simulation untersuchen wir fiir jeden einzelnen der Algorithmen - das nu-
merische Verhalten in Abhéngigkeit von ¢, also der Anzahl von Nachkommastellen, wobei die Trans-
formationslinge n = 2! beibehalten wird. Bei jedem Durchlauf erzeugen wir iiber den MATLAB-
Befehl rand([n 1]) durch entsprechende Skalierung und Verschiebung M = 100 zufillige Vektoren
€9 e [=1,1]" (i =1,..., M) mit auf dem Intervall [—1,1] gleichverteilten Komponenten. Die im Fall
S(i) =1 € [-1,1]" fir mindestens ein i sogar scharfe Abschéitzung

cmax €7z < v (52)

=1,...,

erfordert geméf der Bedingung (4.15]) eine Vorskalierung. An dieser Stelle wihlen wir

-1« L
2712l < NG (5.3)

als Skalierungsfaktor, da somit nur eine Bitverschiebung notwendig ist [40, S. 95]. Nach dem Skalieren
wird jeweils noch Methode angewandt. Die so entstandenen Vektoren x( e My (i=1,...,M)
erfiillen wie gewiinscht Bedingung . Jeder einzelne Vektor x( wird nun jeweils mit einem der in
simulierter Festkomma-Arithmetik fiir ¢ Nachkommastellen implementierten Algorithmen —
transformiert. Die auf diese Weise erzeugten Vektoren §() e My (t=1,..., M) werden - da die exakten
Ergebnisse y() fiir einen Vergleich nicht zur Verfiigung stehen - anschlieBend entsprechend Satz
unter Verwendung eines der Algorithmen — mit 2¢ Nachkommastellen zuriicktransformiert,
so dass wir die Vektoren X e My (i=1,...,M ) erhalten. Dabei kénnen wir die Ausfithrung der
Riicktransformation mit 2¢ Nachkommastellen im Vergleich zur Berechnung mit ¢ Nachkommastellen
als ndherungsweise exakt ansehen. Die in Satz nachgewiesene Orthogonalitéit der Matrizen ([1.2) —
impliziert daher

8D —x@; ~ 59 -y . (5.4)
so dass wir nun anstelle der Normen der absoluten Fehler ¥ —y(® die GréBen [|%®) —x |5 verwenden.
Die Abbildungenund stellen die Ergebnisse exemplarisch fiir die DCT-II(2¢) mittels Algorithmus
im Fall t = 4 bzw. t = 11 dar, indem die Gréfien unter Verwendung einer logarithmischen
Skala in Abhéngigkeit von ¢ abgetragen sind.
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Abbildung 5.4: Absolute Fehler aus bei der DCT-II(2%) mittels Algorithmus m gefolgt von
der DCT-III(2%) mittels Algorithmus in Festkomma-Arithmetik. Zusétzlich sind
die theoretischen Schranken aus den Sétzen (blau fiir einfache, rot fiir doppelte
Genauigkeit) und (schwarz) mit 02 = & abgetragen.
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Abbildung 5.5: Absolute Fehler aus bei der DCT-II(2'!) mittels Algorithmus gefolgt von
der DCT-III(2'!) mittels Algorithmus in Festkomma-Arithmetik. Zusétzlich sind
die theoretischen Schranken aus den Sdtzen (blau fiir einfache, rot fiir doppelte
Genauigkeit) und (schwarz) mit 02 = & abgetragen.
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Dariiber hinaus sind die theoretischen Schranken aus Satz (iii) eingezeichnet, wobei anstelle von
Ix||2 jeweils die Grofie

max [xz (5.5)
verwendet wird. Zusétzlich sind die aus Satz mittels Jensen-Ungleichung resultierenden
oberen Schranken 2795,  und 279&,  fiir E (]| AX ||2) angegeben.
In einer zweiten Testreihe haben wir bei konstantem ¢ die Transformationslinge n = 2! variiert. Wie
bereits zuvor begriindet wihlen wir dazu mindestens ¢ = (tm%], wobei t, den wihrend der Testreihe
groBten auftretenden Wert fiir logy(n) bezeichnet. Abbildung zeigt die Ergebnisse exemplarisch fiir
die DCT-IV(2!) mittels Algorithmus im Fall g =24 und t = 3,...,12, wobei wiederum M = 100
Zufallsvektoren verwendet werden. Der Ubersichtlichkeit enthiilt Abbildung nur die Maxima der
Groflen im Vergleich zu den theoretischen Schranken aus Satz (i) fiir den ungiinstigsten Fall
bzw. 279K, » aus Satz fiir die durchschnittliche Fehlernorm.
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t= Iogz(n)

Abbildung 5.6: Absolute Fehler aus bei zweifach ausgefithrter DCT-IV(n) mittels Algorithmus
[[:20] in Festkomma-Arithmetik. Zusitzlich sind die theoretischen Schranken aus den
Sétzen (blau fiir einfache, rot fiir doppelte Genauigkeit) und (schwarz) mit
aé = 1—12 abgetragen.

Bemerkung 5.2 (Zusammenfassung von Kapitel . Um die theoretischen Abschétzungen aus den
Sétzen [3.9] und [3:23| bzw. aus den Sitzen [£.12] und [.17] auf ihre Qualitét hin zu iberpriifen, sind
die Algorithmen - in MATLAB implementiert worden. Fiir die Simulationen in Festkomma-
Arithmetik hat insbesondere Methode bei der jeweiligen Implementation der Algorithmen Bertick-
sichtigung gefunden.

O
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A Anhang

A.1 MaB- und Wahrscheinlichkeitstheorie

An dieser Stelle werden die Grundlagen der Maf- und Integrationstheorie sowie der Wahrscheinlich-
keitstheorie nach [3] und [4] bereit gestellt, welche fiir das Versténdnis einer allgemeinen Zufallsvariable
wesentlich sind.

A.1.1 Grundlagen der MaB- und Integrationstheorie

Zunéchst widmen wir uns der Einfithrung von Maflen, mit deren Hilfe der Integrationsbegriff eingefiihrt
wird. Dazu bendtigen wir den Begriff der o-Algebra.

Definition A.1 (vgl. [3], Definition 1.1). Ein System & von Teilmengen einer (nichtleeren) Menge 2
heifit o-Algebra (in ), wenn es die folgenden Eigenschaften besitzt:

(i) Qe 6G;
(i) Ac 6 = Q\AcG;

(iii) fur jede Folge (Ay)nen von Mengen aus & liegt |J A, in 6. O
neN

Offenbar werden von jeder o-Algebra & die zu (i) und (iii) ,,dualen“ Eigenschaften erfiillt:
(i) 0 e 6;

(iii)" fiir jede Folge (Ap)nen von Mengen aus & liegt () A, in &.

neN
Wegen ANQ = A und AU = A enthilt eine o-Algebra & (in 2) auch mit je endlich vielen Mengen
deren Vereinigung und Durchschnitt. Zusammen mit Eigenschaft (ii) folgt weiterhin noch

(i) A, BeE&=A\B=AN(Q\B) € 6.

Die Menge der o-Algebren in einer nichtleeren Menge € ist nicht leer, da die Potenzmenge P({2) alle
Eigenschaften einer o-Algebra (in Q) erfiillt. Dariiber hinaus gilt fiir jedes Q' C Q, dass ' N &S =
{YNA| A€ &} eine o-Algebra (in Q') ist, falls S eine o-Algebra (in ) war. In diesem Fall wird
Q' NG die Spur von & in ' genannt.

Zur Konstruktion von o-Algebren ist der nachfolgende Satz ein wichtiges Werkzeug.

Satz A.2 (vgl. [3, Satz 1.2]). Sei I # () eine beliebige Indexmenge. Dann ist jeder Durchschnitt (| &;
i€l
einer Familie (S;);cr von o-Algebren in einer Menge Q selbst wiederum eine o-Algebra in €.
Mit Hilfe von Satz dessen Beweis im Nachpriifen der Eigenschaften (i)-(iii) aus Definition
besteht, folgt fiir jedes System € von Teilmengen von €2 die Existenz einer kleinsten, & enthaltenden
o-Algebra o(€). Dabei heifit dann o(€&) die von € (in Q) erzeugte o-Algebra und € ein Erzeuger von
o(€). Falls € selbst schon eine o-Algebra in € ist, gilt offenbar € = o(€). Besteht & dagegen nur aus
Q, erhalten wir o(€) = {0, Q}.
Im Spezialfall 2 = R kann das System J betrachtet werden, welches sdmtliche Teilintervalle I C R
enthélt. Die von J erzeugte o—Algebra o(J) heift dann die o—Algebra der Borel-Mengen von R und
wird mit B(R) bezeichnet (vgl. [3, Definition 6.1, Satz 6.4]). Fiir die Erweiterung R := R U {—oc0, oo}
ist das System

B(R) := {B,B U {oo}, BU {—o0}, BU {00} U {00} ) Be B(R)}
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offenbar eine o-Algebra in R mit B(R) als Spur in R, d.h. RN B(R) = B(R). Daher wird analog A C R
als Borelsch in R bezeichnet, falls ANR € B(R) gilt. Analog konstruieren wir die o-Algebren B(R") und
B(R™), deren Elemente entsprechend als Borelsch in R™ bzw. in R” bezeichnet werden. Auf allgemeinen
o-Algebren lassen sich wie folgt Mafle definieren.

Definition A.3 (vgl. [3], Definitionen 3.1, 3.3). Sei & eine o-Algebra in Q. Dann heifit @ : & — [0, 0]
ein Maf (auf &), falls
u(0) =0 (A1)

und fiir jede Folge (A, )nen paarweise disjunkter Mengen aus & mit in & gelegener Vereinigung

m (U An> = i 1(An) (o-Additivitiit) (A.2)
n=1

neN

gilt. Jeder Funktionswert p(A) von p fir ein A € & wird das (u-)MafS der Menge A genannt. Gilt
() < oo (und folglich auch pu(A) < oo fiir alle A € &), so heiit v endlich. O

Auf der o-Algebra B(R) (bzw. B(R™)) interessieren uns nun zunéchst einmal Mafle, welche jedem
Intervall [a,b[C R (bzw. [a1,bi[X ... X [an, by[€ R™) seinen (n-dimensionalen) Elementarinhalt

b1 —a (bZW. ﬁ(bz — ai) )

i=1

zuordnen. Es existiert jedoch genau ein solches Mafi (vgl. [3], Sétze 6.2, 4.3, 5.4). Dieses Maf} heif3t
Lebesgue-Borelsches Maf$ auf R (bzw. R™) und wird mit A (bzw. \") bezeichnet. Entsprechend wird
A(B) (bzw. A™(B)) fiir eine beliebige Borel-Menge B € B(R) (bzw. B € B(R")) das (n-dimensionale)
Lebesgue-Borel-Maff von B genannt (vgl. [3], Definition 6.3). Dariiber hinaus ist die Restriktion A¢
von A (bzw. Ag von A") fiir ein C' € B(R) (bzw. C' € B(R"™)) ein Maf auf der Spur-o-Algebra C' N B(R)
(bzw. CNB(R™)), welches als Lebesque-Borelsches Maj$ auf C' bezeichnet wird. Das Lebesgue-Borelsche
MafB gehort zur Klasse der Borel-Mafe. Dies sind genau die Mafle auf B(R) (bzw. B(R™)), welche jedem
beschrinkten B € B(R) (bzw. B € B(R")) ein endliches Maf} zuordnen. Wegen () = 0 und aufgrund
der aus der o-Additivitét folgenden Isotonie-Eigenschaft eines Mafles (d.h. fir A, B € & mit A C B
folgt stets p(A) < p(B)) ist somit insbesondere jedes endliche Maf auf B(R) ein Borel-Maf. Zu jedem
endlichen Borel-Maf} 11 # 0 lésst sich wegen 0 < u(B) < u(R) < oo fiir alle B € B(R) durch v := ﬁR),u

ein weiteres Maf auf B(R) definieren.

Definition A.4 (vgl. [3], S.38). Ein Ma8 p auf einer o-Algebra & in einer Menge Q wird Wahrschein-
lichkeitsmafl (W-Maf$) genannt, wenn () = 1 gilt. O

Wegen () = 0 und wiederum aufgrund der Isotonie gilt fiir jedes W-MafB
0<uA) <1 (A€ @).
Betrachten wir nun ein W-Mafi auf B(R). Da jedes offene Intervall | — oo, z[ in B(R) liegt, wird durch

Fy(2) = (] — o, )

eine Funktion F,, : R — [0,1] definiert, welche Verteilungsfunktion von p heifit. Fiir eine beliebige
solche Verteilungsfunktion I, gilt wegen | — 00, b[ \ | — 00,a][ = [a,b[ fiir @ < b somit

p(la, b)) = Fy(b) — Fu(a) -

Es besteht nun der folgende Zusammenhang;:

Satz A.5 (vgl. [3], Satz 6.6). Fine Funktion F : R — [0,1] ist genau dann die Verteilungsfunktion
eines — notwendigerweise eindeutig bestimmten — W-Mafles p auf B(R), wenn F monoton wachsend
und linksseitig stetig ist sowie zusdtzlich

lim F(z) = 0, lim F(z) =1 (A.3)

T——00 r—0o0

gilt.
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Zur Vereinfachung vereinbaren wir die folgenden abkiirzenden Sprechweisen. Fiir eine Menge €2 und
eine o-Algebra & in Q werden das Paar (2, S) ein Messraum und die Mengen aus & messbar genannt.
Ist auf & noch ein Maf} i definiert, bezeichnet das Tripel (2, S, i) einen MafSraum. Desweiteren heifien
alle Mengen N € &, fiir die u(N) = 0 gilt, u-Nullmengen. Existiert nun eine p-Nullmenge N, so dass
eine Eigenschaft F fiir alle w € Q\ N erfiillt ist, so sagen wir, dass E dann p-fast diberall gilt. Falls
insbesondere p ein W-Maf3 darstellt, nennen wir (2, &, ) einen Wahrscheinlichkeitsraum ( W-Raum)
und jedes Element A € & ein Ereignis. In Analogie zum Stetigkeitsbegriff fiir topologische Riume
fithren wir den Begriff einer messbaren Abbildung ein.

Definition A.6 (vgl. [3], Definition 7.1). Es seien (2, &) und (£, &’) zwei Messrdume. Eine Abbildung
T:Q — Q heifit (S, &)-messbar, wenn fiir alle A’ € & die Bedingung

T A ={weQ : Tw)cA}es (A.4)

erfiillt ist, d.h. also, wenn das Urbild einer &’-messbaren Menge G-messbar ist. Mit der Bezeichung
T-H&) = {T71(A): A € &} ist T"}&') C G eine dquivalente Formulierung von ([A.4)). Symbolisch
driicken wir die (&, &’)-Messbarkeit von T auch durch T': (2, 8) — (€, &’) aus.

Die Komposition 7507 messbarer Abbildungen 77 : (21, 51) — (Q2,&2) und T3 : (Q2, S2) — (23, G3)
ist wegen der fiir alle A C Qg giiltigen Gleichheit (To0T7) ™ (A) = T, (T 1 (A)) dann (&1, &3)-messbar.
Desweiteren kann mit Hilfe einer messbaren Abbildung 7" : (Q2,8) — (€, &’) fiir jedes Mal pu auf &
durch

Al (T71(A)) (A e &) (A.5)

ein Maf} i/ auf &’ definiert werden, welches das Bild von pu unter der Abbildung T heifit und mit T'(u)
bezeichnet wird. Die Bildung derartiger Bildmafe ist im Fall der Wohldefiniertheit transitiv.

Als Niichstes betrachten wir jetzt auf einem festen Messraum (€2, &) Funktionen f : Q@ — R, die —
im Unterschied zu reellen Funktionen f : Q — R — als numerische Funktionen bezeichnet werden. Da
es sich bei dem Teilmengensystem {[a, 0] : « € R} um einen Erzeuger von B(R) handelt, ist eine
numerische Funktion f auf Q genau dann (&, B(R))-messbar (oder kurz G-messbar), wenn fiir jedes
a € R die Urbildmenge {w € Q : f(w) > a} Element der o-Algebra & ist (vgl. [3| Satz 7.2 und 9.1)).
Ist die &-Messbarkeit von numerischen Funktionen f, g auf 2 bekannt und sind dariiber hinaus p-fast

iiberall die Funktionen f + g definiert, so sind die Funktionen f + ¢g und

(f+9)?°—(f—9)?
1

fg=

G-messbar (vgl. [3, Satz 9.4]). Genauso folgt mit der &-Messbarkeit einer Folge (fi)ren numerischer
Funktionen auf €2 auch die 6-Messbarkeit von

sup fr , inf fr, limsup fi, liminf f;
keN keN k—o0 k—o0

(vgl. [3, Satz 9.5]) sowie die &-Messbarkeit — falls (fx)reny punktweise auf Q konvergiert — von der
Grenzfunktion klim fr- Als Spezialfall des Infimums und Supremums folgt ebenso die G-Messbarkeit
— 00

des Minimums und Maximums endlich vieler G-messbarer numerischer Funktionen. Insbesondere sind
der Positivteil

J* = max{f,0}
und der Negativteil

f~ = —min{f,0}
(und damit auch der Absolutbetrag |f| = f* + f) einer numerischen Funktion f auf Q genau dann
G-messbar, wenn f selbst G-messbar ist (vgl. [3, Satz 9.8]). Die einfachste numerische Funktion ist die

charakteristische Funktion
1 weA
1 = ’ ’ A6
A) {0, weQ\A (8.6)

von A, welche genau dann &-messbar ist, wenn A € & erfiillt ist. Mit Hilfe von &-messbaren charakte-
ristischen Funktionen kénnen wir die folgenden Funktionen giinstig darstellen, iiber welche schliefSlich
das Integral nichtnegativer G-messbarer numerischer Funktionen definiert wird.
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Definition A.7 (vgl. [3], Definitionen 10.1, 10.3). Sei (2,6, u) ein Mafiraum. Eine nichtnegati-
ve reelle Funktion e auf €2, welche G-messbar ist und nur endlich viele Werte annimmt, heifit &-
FElementarfunktion. Sind {a1,...,ax} die paarweise verschiedenen Werte von e, so sind die Urbilder
A ={w e Q : e(w) = oy} paarweise disjunkt und S-messbar aufgrund der G-Messbarkeit von e.

Die Darstellung
k
e = Z o; 1,
i=1

bezeichnen wir als Normaldarstellung und die Zahl

k
/e dp = > i p(Ay)
=1

Q
als das p-Integral von e (iiber Q).

Da zu jeder G-messbaren nichtnegativen numerischen Funktion f auf {2 mindestens eine monotone
Folge (em)men von Elementarfunktionen mit sup e,, = f existiert (vgl. [3, Satz 11.6]), wird durch die

meN
Zahl

/f dup = sup /e du
e<f
Q

e Elementarfunktion ()

das p-Integral einer G-messbaren nichtnegativen numerischen Funktion f (iiber ) definiert (vgl. [3]
Definition 11.3]). Weiterhin gilt der

Satz A.8 (Monotone Konvergenz (Beppo-Levi) — vgl. [3], Satz 11.4). Sei (2, S, u) ein Mafraum. Fiir
jede monotone Folge (fn)nen von &-messbaren nichtnegativen numerischen Funktionen existiert der
Grenzwert

f = supf, = lim f,.
neN n—0oo

Weiterhin ist f eine &-messbare nichtnegative numerische Funktion mit

[ #an = sup [ fudn = tim [ £ o
Q

neN
Q Q

Das p-Integral einer beliebigen G-messbaren nichtnegativen numerischen Funktion f kann nun durch-
aus den Wert unendlich annehmen. Um jedoch mit p-Integralen verniinftig rechnen zu koénnen, defi-
nieren wir p-integrierbare Funktionen wie folgt.

Definition A.9 (vgl. [3], Definitionen 12.1, 12.4). Sei (2, &, 1) ein Mafiraum. Eine numerische Funkti-
on f auf  heifit y-integrierbar, wenn sie &-messbar ist und sowohl [, f*du < oo alsauch [, f~du < oo

gelten. Dann heif3t
[ran= [t du [ 1 an (A7)
Q Q

Q

das p-Integral von f (iiber Q). Fiir 4 = A\ (bzw. u = A") heifit f dann Lebesgue-integrierbar. Im
Spezialfall, dass p ein W-MafB auf B(R) mit zugehoriger Verteilungsfunktion F' ist, schreiben wir anstatt
[ fdp auch kurz [ fdF. Fiir eine messbare Teilmenge A C Q definieren wir weiterhin durch

[an = [1afan (A.8)

A Q

das p-Integral von f dber A.

Anhand der Definition [AZ9]14sst sich leicht iiberpriifen, dass das p-Integral linear und monoton ist (vgl.
[3, Sitze 12.2, 12.3, 12.4]) sowie

[raws [ ran= [ran+ [7a (A.9)
A B

AUB ANB
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fiir eine beliebige p-integrierbare Funktion f und beliebige messbare Teilmengen A, B C 2 gilt. Insbe-
sondere folgt aus der Aquivalenz

/f dp = 0 = f = 0 p-fast iiberall (A.10)
Q

fiir beliebige G-messbare nichtnegative numerische Funktionen f auf Q auch die p-Integrierbarkeit
iiber eine beliebige p-Nullmenge N fiir jede G-messbare numerische Funktion g auf 2. In diesem Fall
wird
/ gdp =0 (A.11)
N

erfiillt (vgl. [3, Satz 13.2, Korollar 13.3]). Desweiteren kénnen zwei verschiedene Mafle auf einem Mess-
raum in folgender Weise verbunden sein.

Satz A.10 (vgl. [3], Satz 17.1). Sei (2, S, 1) ein Mafsraum. Ist f eine beliebige &-messbare nichtne-
gative numerische Funktion (iber ), dann ist durch

v(A) = fdu (A.12)
/

ein weiteres Mafl v auf & gegeben.

Das oben definierte Mafl v heifit das Mafs mit der Dichte f beziiglich u und wird auch mit

v = fu

bezeichnet (vgl. [3, Definition 17.2]). Dariiber hinaus ist eine G-messbare numerische Funktion ¢ genau
dann v-integrierbar, wenn @ f bereits p-integrierbar ist. In diesem Fall gilt

/(p dv = /(pf dp (A.13)

Q Q

(vgl. [3, Satz 17.3]). Desweiteren ist die Bildung von Maflen mit Dichten transitiv (vgl. [3, Korollar
17.4]) und fiir p-integrierbare Funktionen f, g die Aquivalenz

f = g p-fast iiberall — fu = gu (A.14)

erfiillt (vgl. [3, Satz 17.5]). Interessant ist nun die Fragestellung, wann ein Mafl v auf einem Messraum
(2, 8) eine Dichte beziiglich eines weiteren Mafles p auf demselben Messraum besitzt.

Definition A.11 (vgl. [3], Definitionen 17.7, 17.12). Auf der o-Algebra & eines Messraumes (€2, S)
seien zwei Mafle v und u gegeben. Dann heifit das Mafl v stetig beziiglich eines MajfSes p (abkiirzend
p-stetig), wenn jede p-Nullmenge aus & auch eine v-Nullmenge ist. In diesem Fall schreiben wir v < p.

Man nennt das MaB3 v singulir beziiglich pu (abkiirzend p-singulir) und schreibt v L p, falls eine Menge
N € & mit u(N) =0 und v(Q\ N) = 0 existiert.

Im Fall endlicher Mafe ist die p-Stetigkeit von v nach dem Satz von Radon-Nikodym (vgl. [3, Satz
17.10 — Beweis 1. Fall]) dazu #quivalent, dass v eine Dichte f beziiglich u besitzt, welche u-fast iiberall
eindeutig bestimmt ist (vgl. [3, Satz 17.11 — Beweis 1. Teil]). Allgemeiner gilt der

Satz A.12 (Lebesguescher Zerlegungssatz — vgl. [3], Beweis zu Satz 17.13). Sind v und p zwei endliche
Mafe auf der o-Algebra S eines Messraumes (£, &), so ldsst sich v in eindeutiger Weise in der Form
v =wv1 + vo mit Maflen v1,vo auf & darstellen, fir die vi < p und vo L p erfillt ist.

Dabei heif3t vy der requldre und vo der singuldre Teil von v beziiglich u. Insbesondere besitzt v1 nach dem
Satz von Radon-Nikodym eine Dichte beziiglich u. Als Néachstes bendtigen wir noch den Zusammenhang
zwischen dem Integral beziiglich eines Mafles ¢ und dem Integral beziiglich eines mittels p gebildeten
Bildmafes.
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Satz A.13 (Transformationssatz fiir Integrale — vgl. [3], Satz 19.1, Korollare 19.2, 19.3). Gegeben seien
ein Mafsraum (Q, S, 1), ein Messraum (', 8") und eine (&,&")-messbare Abbildung T : (', &) —
(Q,8). Weiterhin bezeichne p/ := T'(u) das Bildmaf wie in (A.5)) definiert. Dann gelten die folgenden
Aussagen:

(i) Jede &'-messbare nichtnegative numerische Funktion f' auf Q' erfiillt

/f’ dT(j) = /f’oT dp (A.15)
Q/ Q

(ii) Jede &'-messbare numerische Funktion f' auf Q' ist genau dann beziiglich des BildmafSes T (1)
integrierbar, wenn f' o T beziiglich p integrierbar ist. In diesem Fall gilt (A.15)).

(iii) Ist T : Q — Q' zusditzlich bijektiv und besitzt eine (&', &)-messbare Umkehrabbildung T,
dann ist fir jede numerische Funktion f' auf Q' die T(u)-Integrierbarkeit dquivalent zur p-
Integrierbarkeit von f'oT. In diesem Fall gilt wiederum (A.15]).

Eine wichtige Anwendung von Satz [A.13]ist der in der Analysis oft verwendete

Satz A.14 (Transformationssatz fiir Lebesgue-Integrale — vgl. [3], Satz 19.4). Seien U,V C R™ zwei
offene Teilmengen und ® : U — V ein C1-Diffeomorphismus (d.h. ® sei bijektiv und sowohl ® als auch
@1 (mindestens) einmal stetig differenzierbar). Weiter bezeichne D® die Ableitung von ® (d.h. fiir
jeden Punkt u € U diejenige lineare Abbildung Ay : R™ — R"™, fiir die

d(u+h) — &(u) — Azh
1m
R™\{0}5h—0 17[2

=0

gilt). Dann ist f : V — R genau dann iiber V beziiglich des n-dimensionalen Lebesgque-Mafes integrier-
bar, wenn (f o ®)|det D®| diber U beziiglich des n-dimensionalen Lebesque-MajSes integrierbar ist. In
diesem Fuall gilt

/f A = /(fo(I))\detD(I)| . (A.16)
14 U

Desweiteren benotigen wir noch Produkte von o-Algebren und Maflen sowie die Integration beziiglich
eines Produktmafles. Dazu betrachten wir fiir endlich viele Messrdume (2;,6;), i =1,...,n, mitn € N
die Produktmenge

Q= [ = x...xq, (A.17)
i=1
und fiir jedes i die Projektionsabbildung p; :  — €;, welche das geordnete Tupel (wy,...,w,) €  auf

seine i-te Koordinate w; abbildet. Entsprechend Definition [A.6] bezeichnen wir die von den Abbildungen
D1, - - -, Pn erzeugte o-Algebra

6 = ®6i =61®...06, = op1,...,pn) = U(Upil(Si)> (A.18)
i=1 i=1

als das Produkt der o-Algebren &1,...,6, (vgl. [3, §22]). Insbesondere ist jedes p; dann (&, &;)-
messbar. Weiterhin ist eine Abbildung

f : Qo—>Ql><...><Qn

eines Messraumes (€29, &¢) in ein Produkt von Messrdumen (£2;,S;) genau dann messbar beziiglich
der o-Algebra G aus , wenn jede der Komponenten f; := p; o f von f eine (&g, &;)-messbare
Abbildung ist (vgl. [3, §22, Satz 7.4]). Haben wir nun zwei endliche Mafiriume (€2;, S;, ), i = 1,2, so
existiert genau ein Mafl 4 auf der Produkt-o-Algebra 61 ® Go mit

p(Ar x Ag) = p1(Ar) - po(Az)

fiir alle A; € 6; (vgl. [3, Satz 23.3]). Dieses eindeutig auf &1 ® &, festgelegte Mafl i heifit das Produkt
der Mafle p1 und pg und wird mit pp ® pe bezeichnet (vgl. [3 Definition 23.4]). Es gilt nun der
bekannte
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Satz A.15 (Satz von Tonelli/Fubini - vgl. [3], Satz 23.6, Korollar 23.7). Seien (;, &, 1), i = 1,2,
endliche Mafrdume.

(i) Fir eine (61 ® &2)-messbare nichtnegative numerische Funktion f iber Q1 x Qo sind die Funk-
tionen

Fl:iwy — flwr,ws) duy bzw. F:iw — fwr,we) dus
Ql Q2

Ga- bzw. G1-messbar und es gilt
/ flwr,w2)d(pr ® p2) = / Fi(w2) dpua / < Jwr,w2) du1> dpo
QlXQQ QQ QQ Q1
/ < flwi,wa) duz) dp
o \JQs

(ii) Sei f eine (p1 @ pg)-integrierbare numerische Funktion auf Q1 x Qa. Die Funktion f,, : wa —
fw1,ws) ist dann po-integrierbar fir pi-fast alle wy und die Funktion f,, : w1 — f(wi,ws) ist
dann p1-integrierbar fiir po-fast alle wa. Die somit - bzw. ps-fast tberall definierte Funktion

w1 H/fwldug bzw. ng/fwzdul

ist w1- bzw. pg-integrierbar, und es gilt die Gleichung (A.19).

(A.19)

= /F2(w1) dpy
1951

Eine wichtige Anwendung der beiden vorangegangenen Sétze ist beispielsweise die Berechnung des

Lebesgue-Integrals
/ e T Y I)\2
R2 .

Aufgrund der Radialsymmetrie des Integranden gehen wir zu Polarkoordinaten iiber. Verwenden wir
die Transformation ® : (r,¢) — (rcos(p), rsin(y)), welche die stetige Ableitung

SO et

mit det(D®(r,¢)) = r besitzt und welche die offene Menge U := ]0,00[x ]0,5[ € R? diffeomorph
auf die offene Menge V := ]0, 0o[ x ]0, 0o[ C R? abbildet, so erhalten wir

/ T2 — 4/ T N2 = 4/ re " dN\2 = 4/ / re " d\ |dx =
R2 Vv U ]OE[ }0700[

2
und daraus schliefSlich die fiir die Standard-Normalverteilung wichtige Beziehung

1 / _ a2 / 2 2
—— [ e 7d\ A\ = e =< d)\ e~ d)\2 = 1. (A.20
Ver Jr TV V \F \ Jr :

Mit Hilfe der Assoziativitit der Produktbildung von o-Algebren (vgl. [3], S. 162) folgt fiir endliche MaBle
U, .-, fby auf o-Algebren &4, ..., &, nach Induktion ebenso die EXlstenz eines eindeutig bestimmten
endlichen Mafles 4 auf 6; ® ... ® &,, mit

/L(Al X ... X An) = Nl(Al) et /.Ln(An)
fiir alle A; € S; (i =1,...,n), welches das Produkt der Mafle u1, ..., p, genannt und mit

n

®,u,' = 1.0 Uy (A.21)

i=1
bezeichnet wird (vgl. [3l Satz 23.9]). Fiir endliche Mafirdume (€;, &;, ;) ,i = 1,...,n, mit n € N heifit

n

i=1 =1 =1

i=1
entsprechend das Produkt dieser Maf$riume (vgl. [3] Definition 23.10]). Analog kénnen nun auch die

Aussagen aus Satz [A.TH fiir den Produktraum (A.22)) formuliert werden. Zum Abschluss betrachten
wir noch den Fall, dass jedes endliche Maf} u; mit einer reellen Dichte versehen wird.
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Satz A.16 (vgl. [3], Satz 23.11). Gegeben seien die endlichen Mafriume (2, S;, p;) und &S;-messbare
nichinegative reellwertige Funktionen f; auf ;. Dann st das Produkt der endlichen Mafe v; =
fips (i =1,...,n) definiert, und es gilt

i=1 i=1
mit der Dichtefunktion
Fwi,.. . wn) == ] filws) - (A.24)
i=1

Die Funktion F aus (A.24) wird Tensorprodukt der Dichten fi,..., f, genannt.

Bemerkung A.17. Viele der obigen Aussagen gelten auch noch im Fall o-endlicher Mafirdume
(Q,6,u), d.h. falls Q durch eine abzéhlbare Vereinigung von &-messbaren Mengen (A )peny mit
w(Ay) < oo fiir alle n € N darstellbar ist. Das Mafl p wird in diesem Fall o-endliches Maf$ auf
genannt. Da Wahrscheinlichkeitsmafle jedoch endliche Mafle sind, haben wir an dieser Stelle auf ent-
sprechend allgemeiner formulierte Aussagen bewusst verzichtet. O

Von den mafitheoretischen Grundlagen haben wir nun im Wesentlichen alle diejenigen zusammenge-
stellt, welche fiir die Wahrscheinlichkeitstheorie von Bedeutung sind.

A.1.2 Grundlagen der Wahrscheinlichkeitstheorie

Mit Hilfe der im Unterabschnitt [A.T.1] eingefiihrten Begriffe aus der Maftheorie konnen wir nun die
wesentlichen Grundbegriffe und Aussagen der Wahrscheinlichkeitstheorie angeben.

Definition A.18 (vgl. [4], §1). Sei (2, S, P) ein Wahrscheinlichkeitsraum. Dann heien die Elemente
der o-Algebra & (beobachtbare) Ereignisse. Die jedem Ereignis A € & zugeordnete Zahl P(A) wird
Wahrscheinlichkeit von A genannt. Dariiber hinaus spricht man bei ) und Q vom unmdglichen bzw.
sicheren Ereignis. Im Fall P(A) = 0 bzw. P(A) = 1 wird das Ereignis A fast unmdaglich bzw. fast sicher
genannt. Weiterhin heiflen zwei Ereignisse A und B disjunkt, wenn A N B = () erfiillt ist.

Ist bereits etwas vom eingetretenen Ereignis bekannt, so gelangen wir zum Begriff der bedingten Wahr-
scheinlichkeit.

Definition A.19 (vgl. [4], §2). Sei (2, &, P) ein Wahrscheinlichkeitsraum und B € & ein Ereignis mit

P(B) > 0. Dann ist durch

P(ANB)
P(B)

wiederum ein Wahrscheinlichkeitsmafl Pp auf & mit Pg(B) = 1 gegeben und (2, S, Pg) ein Wahr-

scheinlichkeitsraum. Die Zahl P(A|B) := Pg(A) wird als bedingte Wahrscheinlichkeit von A unter der

Hypothese B bezeichnet.

Pg : A— (A.25)

Aufgrund der o-Additivitdt von Maflen erhalten wir nun auch

Folgerung A.20 (vgl. [4], §2). Sei (22, &, P) ein Wahrscheinlichkeitsraum. Fiir die Indexmenge I = N
oder I = {1,...,n0} mit einem ng € N sei eine Familie (By)ner paarweise disjunkter Ereignisse
B,, € & mit P(By,) >0 fiir alle n € I gegeben. Dann sind die folgenden Aussagen wahr:

(i) Jedes A € & erfiillt die Formel von der totalen Wahrscheinlichkeit

P(A) = Y P(Bn)P(AB,) . (A.26)
nel

(ii) Fir jedes A€ & mit P(A) > 0 und n € I gilt die Bayessche Formel

P(B,|A) = S P(B,)P(A|By)
kel

(A.27)
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Desweiteren betrachten wir messbare Abbildungen von Wahrscheinlichkeitrdumen.

Definition A.21 (vgl. [4], Definitionen 3.1, 3.2). Sei (2, S, P) ein W-Raum und (€', &’) ein Mess-
raum. Dann heifit jede Abbildung X : (2,6) — (', &) Zufallsvariable (mit Werten in Q') und
das BildmaB X (P) (vgl. (A.F)) die Verteilung von X (beziiglich des W-Mafies P). In den Féllen
(Y, 8") = (R,B(R)) bzw. (€, &) = (R, B(R)) sprechen wir von reellen bzw. numerischen Zufallsva-
riablen. Ist (', &) = (R™, B(R™)), so wird X Zufallsvektor der Linge n oder n-dimensionale reelle
Zufallsvariable genannt.

Wegen P (X~ 1)) = P(Q) = 1 wird durch das Bildma X (P) offenbar ein W-Maf auf (€', &)
definiert und (€', &', X (P)) somit zu einem Wahrscheinlichkeitsraum. Das Urbild X ~*(A’) von A’ be-
zeichnet dabei das Ereignis , X liegt in A’ und P (X A )) die Wahrscheinlichkeit dieses Ereignisses.
Das einfachste nicht-triviale Beispiel fiir eine reelle Zufallsvariable auf einem W-Raum (2, &, P) ist
die charakteristische Funktion einer messbaren Menge A € &. Desweiteren ist eine Abbildung
X : Q0 — R™ genau dann eine n-dimensionale reelle Zufallsvariable, wenn jede ihrer Komponenten eine
reelle Zufallsvariable ist (vgl. [3], §22).

Ist die Verteilung einer Zufallsvariable bekannt, so lassen sich die Wahrscheinlichkeiten P (X ~1(A’))
gegebenenfalls auch ohne explizite Kenntnis des zugrunde liegenden W-Raums (2, S, P) bestimmen.
Ebenso kénnen wir zu einer Zufallsvariable den Erwartungswert wie folgt definieren.

Definition A.22 (vgl. [4], Definition 3.3). Sei (©, &, P) ein W-Raum und X : (,8) — (R, B(R))
eine Zufallsvariable. Gilt dann X > 0 oder ist X eine P-integrierbare Zufallsvariable, so heif3t

E(X) = Ep(X) = [ X dP
/

der Erwartungswert von X.

Die Eigenschaften des Erwartungswertes sind somit die des P-Integrals. Insbesondere gilt nach dem
Transformationssatz [A. 13 fiir jede B(R)-messbare Funktion f : R — R, welche nicht-negativ oder
X (P)-integrierbar ist,
E(foX) = /f dX(P) . (A.28)
R

Insbesondere ergibt sich fiir den Erwartungswert E(X) = [, f dX(P), wenn wir die Identitit f : z —
auf R (d.h. f(z) = z fiir alle z € R) verwenden. Weiterhin gilt

E(X) = Y P(X '([n,]) , (A.29)
neN

falls X nur Werte in N annimmt (vgl. [4, Satz 3.4]). Mit Hilfe von ({A.28)) lassen sich nun auch héhere
Momente definieren.

Definition A.23 (vgl. [4], Definition 3.5). Sei (22,8, P) ein W-Raum und X eine P-integrierbare
reelle Zufallsvariable. Weiter seien m € N und a € R gegeben.

(i) Ist X™ sogar P-integrierbar, so heifien E(X™) und E(|X|™) das zentrale bzw. das absolute m-te
Moment von X. Entsprechend nennen wir E((X — «)™) und E(|X — «|™) die in « zentrierten
(bzw. zentrierten absoluten) m-ten Momente von X.

(ii) Die Varianz von X ist definiert durch
V(X) = E(X -EX)]?) < +c. (A.30)

Desweiteren heifit
o(X) = +V/VX) < 4+ (A.31)

die Streuung (oder Standardabweichung) von X.

Aus der Linearitiat des P-Integrals und der aus der Monotonie des P-Integrals resultierenden Nichtne-
gativitdt der Varianz ergibt sich dann sofort die
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Folgerung A.24 (vgl. [4], Satz 3.6). Sei (2, S, P) ein Wahrscheinlichkeitsraum und X eine reelle
Zufallsvariable

(i) Genau dann ist X? eine P-integrierbare Zufallsvariable, wenn X bereits P-integrierbar und
V(X) < +oo erfillt ist. In diesem Fall gilt

V(X) = E(X?) — (E(X))?. (A.32)
Insbesondere besitzen die Zufallsgriffen X und X — E(X) dieselbe Varianz.

(ii) Fir eine P-integrierbare Zufallsvariable X gelten stets
IE(X)| < E(X]) (A.33)

sowie

(E(X))* < E(X?). (A.34)

Die in Folgerung[A.24] (ii) angegebenen Ungleichungen (A.33)) und (A.34) sind lediglich Spezialfille der
Jensen-Ungleichunyg.

Satz A.25 (Jensen-Ungleichung — vgl. [4], Satz 3.9). Sei X eine P-integrierbare reelle Zufallsvariable
auf einem W-Raum (Q, &, P) mit Werten in einem offenen Intervall I C R. Dann liegt der Erwar-
tungswert ebenfalls in I und fir jede auf I definierte konvere Funktion q ist q o X wiederum eine
Zufallsvariable. Ist diese P-integrierbar, dann gilt

q(E(X)) < E(goX). (A.35)

Oftmals ist die Fragestellung interessant, mit welcher Wahrscheinlichkeit eine reelle Zufallsvariable
Werte oberhalb einer positiven Konstante a annimmt. Im Falle der P-Integrierbarkeit existieren zahl-
reiche Ungleichungen, die sich héufig auf die folgende Situation zuriickfithren lassen.

Lemma A.26 (allgemeine Markov-Ungleichung). Sei (2, S, P) ein Wahrscheinlichkeitsraum und X :
(2,8) — (R,B(R)) eine P-integrierbare Zufallsvariable. Ferner sei ein a > 0 und eine messbare
nichtnegative Funktion h : R — R mit h(a) > 0 gegeben, welche fiir t > a monoton nichtfallend ist.
Dann gilt

E(h(X))

h(a)

Beweis: Wegen [a,00[€ B(R) und der Messbarkeit von X, ist auch das Urbild X ~!([a, co[) mess-
bar, so dass wir die charakteristische Funktion 1y-1((4,0[) beziiglich des Wahrscheinlichkeitsmafies P
integrieren konnen. Mit der Nichtnegativitdt und Monotonie von h folgt nun nacheinander.

E(h(X)) = / WX)dP > / B(X) Lyt (o dP > / h(@)Lx—1 (oo dP = h(a)P(X " ([a, +oo])).
Q Q Q

P(X~([a,]))

IN

(A.36)

Nach Umstellen erhalten wir nun die Behauptung. |

Mit Hilfe der Varianz bzw. den héheren Momenten ldsst sich nun fiir P-integrierbare reelle Zufalls-
variablen X unter Anderem die Chebyshev-Ungleichung (A.41]) formulieren, welche fiir m = 2 einen
Spezialfall der Chebyshev-Markovschen Ungleichung (A.40) darstellt (vgl. [3, Lemma 20.1]).

Folgerung A.27. Sei (2,8, P) ein Wahrscheinlichkeitsraum und X : (Q,8) — (R, B(R)) eine P-
integrierbare Zufallsvariable. Ferner sei ein a > 0 gegeben. Dann gelten

(i) die Markov-Ungleichungen

E X
P(X([a, +o0]) < (maxi,()}) (A.37)
und B(lx
P(X ([a, +oo]) < XD (A3
bzw. — falls der Erwartungswert von |X| gréfer Null ist — dquivalent dazu
_ 1
P (1X] (e, +o0]) < - (4.39)

mit p:=E(|X]) und c = 3 >0,
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(ii) die Chebyshev-Markovsche Ungleichung

P(|X|—1([a,+oo[)) < a}ﬂ/|xymdp (m > 0), (A.40)
Q

(iii) die Chebyshev-Ungleichung

_ V(X)
P (X ~E(X)| " (a,+00]) < —5 (A.41)
bzw. — falls X ein endliches zweites Moment ungleich Null besitzt — dquivalent dazu
_ 1
P (|X —EX)| !(eo, +o0])) < =z (A.42)
mit o = /V(X) und c = % >0,
(iv) die Chernoff-Ungleichung
P(X(Ja,4+00])) < inf (e ?E (e¥Y)) . (A.43)
>
Beweis: Alle Ungleichungen lassen sich mit Folgerung [A.26] beweisen:
(i) Sowohl h := max{-,0} : R — R als auch h :=|-| : R — R ist nichtnegativ mit h(a) = a > 0 und fiir
t > a sogar streng monoton wachsend.
(ii) Ebenso ist h :=|-|™ : R — R fiir m > 0 nichtnegativ mit h(a) = a > 0 und auf jedem Intervall

[a, 00 mit @ > 0 streng monoton wachsend. Dariiber hinaus gilt

[ixmar = mxp
Q

(iii) Betrachten wir anstelle von X die Zufallsvariable X := X — E(X), so folgt die Behauptung aus
(ii) mit m = 2.

(iv) Da die Exponentialfunktion nichtnegativ und streng monoton wachsend ist, gilt die allgemeine
Markov-Ungleichung mit h(t) = e?® und beliebigem ¢ > 0. Da jeweils auf der linken Seite ¢
nicht auftritt, folgt somit die Behauptung. |

Zu einem gegebenen Messraum (2, &’) konnen alle W-Mafle P’ als Verteilungen von (', &)-Zu-
fallsvariablen auftreten, sofern wir beliebige W-Raume (2, &, P) zulassen. Es geniigt lediglich, dafiir
Q=Q, 6 =6 P= P und fir X die identische Abbildung von  auf sich zu wéhlen, um fiir das
Bildmafl X (P) = P zu erhalten. Im Folgenden betrachten wir einige fiir uns interessante Verteilungen.

Definition A.28 (diskrete und (Lebesgue)-stetige Verteilungen — vgl. [4], §4). Sei n € N und (22, &, P)
ein W-Raum sowie X : (2, &) — (R", B(R")) eine Zufallsvariable.

(i) Das fiir ein festes x € R™ durch

0x(B) = {(1) z;g’ (A.44)

fir B € B(R") gegebene Wahrscheinlichkeitsmaf auf B(R™) heifit Dirac-Maf. Besitzt X als

Verteilung ein solches Dirac-Maf}, so wird X singuldr verteilt oder ausgeartet genannt.

(ii) Sei (xg)ren eine Folge im R™ und (o )ken eine Folge nichtnegativer reeller Zahlen mit

o0
Zak =1.
k=1
Dann heifit das durch -
v = Zak Ox, (A.45)
k=1

auf B(R"™) gegebene Wahrscheinlichkeitsmafl diskret. Ist X eine Zufallsvariable mit einer solchen
Verteilung v, so wird X diskret verteilt genannt.
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(iii) Ein beziiglich des n-dimensionalen Lebesgue-Mafles A" stetiges Wahrscheinlichkeitsmafl p heifit
(Lebesgue)-stetig. Die nach dem Satz von Radon-Nykodym (vgl. [3, Satz 17.10]) existierende fast
iiberall eindeutig bestimmte Borel-messbare Dichte f > 0 mit u = fA" und folglich [ fd\" =1
wird die Wahrscheinlichkeitsdichte von p genannt.

Offenbar ist X genau dann singulir verteilt, wenn X fast sicher konstant ist, also X = E(X) gilt.
Dies ist gleichbedeutend mit V(X') = 0. Insbesondere ist jede singuléire Verteilung dx diskret und jedes
diskrete Ma$ singuldr beziiglich des n-dimensionalen Lebesgue-MaBes A" (vgl. Definition [ATT)).

Kommen wir nun zum Begriff der stochastischen Unabhéngkeit. Diesen wollen wir zunéchst fiir Er-
eignisse und o-Algebren einfiihren, um dann stochastisch unabhéngige Zufallsvariablen definieren zu
konnen.

Definition A.29 (stochastische Unabhéngigkeit — vgl. [4], Definitionen 6.1, 6.2, 7.1). Sei (22, &, P)
ein W-Raum und I # () eine beliebige Indexmenge.

(i) Eine Familie (Ax)ker von S-messbaren Mengen Ay heif§t (stochastisch) unabhéngig, falls

Pl (4| = []P(As) (A.46)
j=1 i=1

fir jede nichtleere endliche Teilmenge {ki,...,kn} C I.

(ii) Eine Familie (€)rer von Teilmengen &, C & heifit (stochastisch) unabhéngig, falls (A.46) fir
jede nichtleere endliche Teilmenge {ki,...,k,} C I und jede mdgliche Wahl von

Akj € kaj (j=1,...,n) (A.47)
erfillt bleibt.

(iii) Sei nun (Q, Sk)rer eine Familie von Messrdumen. Eine Familie (Xy)ker von Zufallsvariablen
Xy 2 (,6) — (%, 6y) heifit (stochastisch) unabhéngig, falls die Familie (0(Xy)),c; der von
ihnen erzeugten o-Algebren o(Xy) := o (X 1(Sy)) unabhingig ist.

Betrachten wir nun zu einem Wahrscheinlichkeitsraum (2, &, P) und Messrdumen (Q, &),k =1,...,n,
Zufallsvariablen Xy : (Q,8) — (Q,6g),k =1,...,n, dann ist die durch

X1®..0 Xy w— (X1(w),...,Xpn(w)),
gegebene Produktabbildung eine Zufallsvariable X; ® ... ® X,, : (2,86) — (Ql X oo X Qpy @ Gk),

da sie <6, X Gk> -messbar ist (vgl. Definition (A.18)) und das Bildmaf
k=1

(X1 ®...9X,) (P) (A.48)

n
ein Wahrscheinlichkeitsmafl auf &) Sy darstellt, welches die gemeinsame Verteilung der Zufallsvaria-
k=1
blen X1,..., X, genannt wird. Damit lisst sich die stochastische Unabhéngigkeit von Zufallsvariablen

auch folgenderweise charakterisieren.

Satz A.30 (vgl. [4], Satz 7.5). Sein € N und (2,8, P) ein W-Raum sowie (4, Sg), k = 1,...,n,
Messrdume. Weiterhin seien Zufallsvariablen Xy : (Q,6) — (Q,Sk), k =1,...,n, gegeben. Dann sind
die Zufallsvariablen X1, ..., X, genau dann stochastisch unabhdingig, wenn ihre gemeinsame Verteilung
das Produkt ihrer einzelnen Verteilungen ist, d.h., falls fir die entsprechenden Bildmafle (vgl. )

(X1®...0 X,)(P) = Q) Xi(P) (A.49)
k=1

gilt.
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n
Dabei wird verwendet, dass sich das Bildma$ fiir beliebige <® G} k) -messbare Teilmengen der Gestalt
k=1
Ay X ... x A, mit der stochastischen Unabhangigkeit als

(X1®...®X0) (P)) (A1 X ... x Ay) = P((X1®...®Xn)’1(A1><...><An)>

= P(X{YA) ... P (X, (A))

n

) <®P (X (A1) o X0 (An))

schreiben lédsst. In dhnlicher Weise werden die folgenden Eigenschaften stochastischer Unabhéngigkeit
bewiesen.

Folgerung A.31 (Vererbung stochastischer Unabhéngigkeit - vgl. [5], Satz 20.9). Sei (2, &, P) ein
W-Raum. Firk =1,...,n seien Xi : (Q,6) — (Q, Sk) unabhingige Zufallsvariablen. Mit Hilfe der
disjunkten Zerlegung [1U... Ul = {1,...,n} mit s > 2 und I; # O fir alle j = 1,...,s, seien die

Zufallsvektoren Yj : (Q,6) — (kx Qe, @ 6k>, j=1,...,s, definiert. Dann gilt:
€l; kel;

(i) Die Zufallsvariablen Y1, ...,Ys sind stochastisch unabhdingig.

(ii) Sind weitere Messriume (€, 6;) und messbare Abbildungen f; : ( X Q, & 6k> - (9, 6))
kel; kel;
fir j =1,...,s gegeben, so sind die Zufallsvariablen f1oY1,..., fs oYy stochastisch unabhdngig.

Unter Verwendung des Transformationssatzes [A.13] des Satzes von Fubini [A.T5] und mit Hilfe von
Satz [A.30l kénnen wir nun den Erwartungswert fiir das Produkt stochastisch unabhéngiger reeller
Zufallsvariablen bestimmen.

Satz A.32 (Multiplikationssatz - vgl. [4], Satz 8.1). Sei (2, S, P) ein W-Raum. Firk =1,...,n seien
Xk 1 (2,6) — (R,B(R)) unabhingige Zufallsvariablen. Ist Xy, > 0 fiir alle k = 1,...,n oder ist X

eine P-integrierbare Zufallsvariable fir alle k =1,...,n, dann gilt
E (H Xk> = J]EX) . (A.50)
k=1 k=1

n

Im zweiten Fall ist das Produkt [] X ebenfalls P-integrierbar.
k=1

Wenden wir nun Satz[A:32]in Kombination mit Folgerung [A-3T] (ii) an, so erhalten wir (A.50]) auch fiir
fro Xy anstelle von X, k = 1,...,n, und somit auch eine Verallgemeinerung der Chernoff-Ungleichung

(A3).

Satz A.33 (Cramér-Chernoff). Sei (Q2, &, P) ein W-Raum und (X)ren eine unabhdngige Folge iden-
tisch verteilter P-integrierbarer Zufallsvariablen Xy, : (2,6) — (R,B(R)). Fiir beliebiges a > 0 und
alle n € N gelten dann die Abschitzungen

n -1 n
P (iZXQ ([a,00]) | < <ini;e“’aIE(e‘PX1)) (A.51)
k=1

o=

sowte

n -1 n
1 — 00, —a inf e¥°E (e¥X1 . .
P (ngxk> (] o0, —a]) | < <¢§f0 PE (ef )) (A.52)
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Beweis: Aufgrund der Linearitéit des P-Integrals sowie der P-Integrierbarkeit der Zufallsvariablen Xp,

ist .
Sn = ZXk
k=1

ebenfalls P-integrierbar. Desweiteren erhalten wir

E (e?5n) = E(lclieSOXk> = kﬁlE(eMk) = (E(e®X1))"

aufgrund der identischen Verteilung und stochastischen Unabhéngigkeit der X} sowie der sich nach
Folgerung [A31] (ii) ergebenden stochastischen Unabhingigkeit der e#**. Die Chernoff-Ungleichung

liefert nun insgesamt
n -1
P (:L ZXk> ([a,00[) | = P (S;l([na7 OOD) < inf (efgpna (]E (e¢xl))N>
k=1

®>0

und wegen der strengen Monotonie der n-ten Potenz auf der rechten Halbachse somit (A.51)). Beim
Ubergang von 5,, zu —.S,, ergibt sich mit

P (iZ)@) (1 —-o00,—a])| = P(S,;*(]—o0,—na])) = P((—Sn) *([na,]))
k=1

nun analog (A.52)). [ |

Wegen ¢’ = 1 und E (1) = 1 sowie der Nichtnegativitit der Exponentialfunktion liegen die in den
Ungleichungen (A.51) und (A.52) vorkommenden Infima jeweils im Intervall [0, 1].

Die Giiltigkeit von (|A.50)) ist nur eine notwendige, jedoch nicht hinreichende Bedingung fiir stochas-
tische Unabhéngigkeit. Ist (A.50) im Fall n = 2 gegeben, so gelangen wir zum wichtigen Begriff
unkorrelierter Zufallsvariablen. In diesem Zusammenhang definieren wir den Begriff der Kovarianz.

Definition A.34 (Kovarianz - vgl. [4], Definition 8.2). Sei (£2, &, P) ein Wahrscheinlichkeitsraum und
seien X,Y : (Q,6) — (R,B(R)) zwei P-integrierbare Zufallsvariablen, deren Produkt P-integrierbar
ist. Dann heift

Cov(X,)Y) = E(X -EX)) (Y -E(Y))) = E(XY)—-E(X)E(Y) (A.53)
die Kovarianz von X und Y. Im Fall Cov(X,Y) = 0 heiflen die Zufallsvariablen X und Y unkorreliert.

Direkt aus der Definition lassen sich die nachstehenden Eigenschaften ablesen.

Folgerung A.35. Sei (Q, 8, P) ein Wahrscheinlichkeitsraum und seien X,Y, Z : (,8) — (R, B(R))
jeweils P-integrierbare Zufallsvariablen mit endlichem zweiten Moment und a € R. Dann gelten:

(i) Cov(X,X)=V(X) > 0;
(ii) Cov(X,Y) = Cov(Y, X);
(iii) Cov(aX +Y,Z) =aCov(X,Z)+ Cov(Y, Z).
Fiir Summen von paarweise unkorrelierten Zufallsvariablen ldsst sich die Varianz einfach berechnen.

Satz A.36 (Gleichheit von Bienaymé - vgl. [4, Satz 8.3]). Sei (Q,&,P) ein W-Raum und n € N.
Weiter seien Xy, : (Q,6) — (R, B(R)) fiir k = 1,...,n paarweise unkorrelierte P-integrierbare Zufalls-

variablen. Dann gilt
\Y (Z Xk> = > V(Xp) . (A.54)
k=1 k=1

Wird die Voraussetzung der paarweisen Unkorreliertheit weggelassen, so gilt

n n n n n k—1
V(ZXk> = ) V(Xx) + > Cov(X;,Xp) = > V(Xi) +2) > Cov(X;,Xp) . (A.55)
k=1 k=1 le;:kl k=1 k=2 j=1
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Bemerkung A.37. Eine Verallgemeinerung der Kovarianz ist im Falle der Existenz die sogenannte

Kovarianzmatrix
n—1
C = Cov(X) := E((X-EX))(X -EX)") = (COV(Xj,Xk)) L (A.56)
]7 =
welche symmetrisch und positiv semidefinit ist. O

Wir betrachten nun einige spezielle Verteilungen.

Definition A.38 (stetige Gleichverteilung). Gegeben seien a,b € R mit a < b und ein Wahrscheinlich-
keitsraum (€2, &, P). Eine Zufallsvariable X : (2, &) — (R, B(R)) heifit gleichverteilt auf dem Intervall
[a,b], wenn das Bildmafl X (P) mit dem iiber die Verteilungsfunktion F': R — [0, 1], definiert durch

0, falls z < a ,
F(r) == (#2, fallsa<z<b, (A.57)
1, falls b < x

eindeutig festgelegten Wahrscheinlichkeitsma$l (vgl. Satz [A5]) iibereinstimmt. Entsprechend nennen
wir die Verteilung von X Gleichverteilung auf dem Intervall [a, b].

Die in Definition [A.38 auftretende Verteilung der Zufallsgrofle X ist (Lebesgue)-stetig mit der Wahr-
scheinlichkeitsdichte ﬁl[a,b] (vgl. (A.6)). Folglich besitzt X den Erwartungswert

E(X) = /w dX(P) = bl /dim - a;b (A.58)

—a
R [a,b]

und die Varianz

V(X) = R/(x—“;b)? dX(P) = bia / <x—a;b>2dAx - (612“)2. (A.59)

[a,b]

Definition A.39 (diskrete Gleichverteilung). Zu einem k € N sei eine Menge A C R mit |A| = k
gegeben. Die Elemente von A seien mit a; < a2 < ... < agp_1 < ai benannt. Weiter sei (2, &S, P)
ein Wahrscheinlichkeitsraum. Eine Zufallsvariable X : (Q, &) — (R, B(R)) heifit gleichverteilt auf der
Menge A, wenn das Bildmafl X (P) mit dem iber die Verteilungsfunktion F' : R — [0,1], definiert
durch

0, fallsz<aq,
F(z) == %, fallsa, <z <app (r=1,...,k—1), (A.60)
1, fallsap <z,

eindeutig festgelegten Wahrscheinlichkeitsma$l (vgl. Satz [A5]) iibereinstimmt. Entsprechend nennen
wir die Verteilung von X Gleichverteilung auf der Menge A.

Die in Definition auftretende Verteilung der Zufallsgrofle X ist singuldr beziiglich des Lebesgue-
MasBes, da die Menge A aufgrund ihrer Abzihlbarkeit zu den Lebesgue-Nullmengen z&hlt (vgl. Defini-
tion [A.11]). Es handelt sich bei X somit um eine diskrete Zufallsvariable, dessen Verteilung sich mit
Hilfe des in vorgestellten Dirac-Mafles als

1
X(P) = T§:1 % Oa,
schreiben ldsst. Entsprechend erhalten wir nun den Erwartungswert
1< 1<
E(X) = /x dX(P) = kZ/x ddq, (x) = %Zar

R r=1 R r=
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und nach Folgerung [A.24] (i) die Varianz

k k 2
1 1
V(X) = E(X?) — (E(X))?* = /x dx (P ( Zar> = > al - (k Zar)
R r=1 r=1
Sowohl fiir das iiber (A.57)) als auch fiir das durch (A.60)) festgelegte Wahrscheinlichkeitsmafl gibt es
jeweils ein abgeschlossenes beschrianktes Intervall I C R, so dass R\ I eine entsprechende Nullmenge

ist. Die Existenz eines solchen Intervalls ist nicht zwingend notwendig, wie die nachfolgend vorgestellte
Verteilung belegt.

Definition A.40 (Normalverteilung). Sei (€2, S, P) ein Wahrscheinlichkeitsraum. Eine Zufallsvariable
X : (2,6) — (R, B(R)) heit normalverteilt mit Parametern p € R und o > 0, wenn ihr Bildmag§ X (P)
Lebesgue-stetig ist und die Wahrscheinlichkeitsdichte

folr) = — L o (GA) (A.61)

2mo?

besitzt. Im Fall (i, 0) = (0,1) nennen wir X (P) Standard-Normalverteilung.

Das in Definition [A.40] auftretende Bildma$f ist ein Wahrscheinlichkeitsmaf3, denn mit der Substitution
s = = ergibt sich aus (A.20)) sofort

Q

e (55
/ldX \/W f d)\ \ﬁ

R

Desweiteren existiert aufgrund der Nichtnegativitéit der Dichte (A.61)) kein Intervall [a,b] C R mit
a < b, welches beziiglich des in Definition [A.40] auftretenden Wahrscheinlichkeitsmafles eine Nullmenge
ist. Fiir den Erwartungswert und die Varianz folgen

1 y?
E(X) = dX(P 0\/5 d)\ = — + T2dN, =
(x) R/x (P) - m/x : mR/w o) ey = n

d)\s =1.

= z— u)? = ! T — 2e7<i_g>2 :L o Qe_% = g2
V(X) /( w)? dX(P) WR/( w? e (GA) ax, mR/(y) By = o?,

2
Y

2
Y

wobei wir jeweils verwendet haben, dass —e™ 2 eine Stammfunktion zu ye™ 2 ist.

Dariiber hinaus interessieren uns auch die Verteilungen von Summen verschiedener ZufallsgroBen.

Lemma A.41. Gegeben sei ein Wahrscheinlichkeitsraum (2, &, P) sowie Zufallsvariablen X : (2, 6) —
(R,B(R)) und Y : (2,8) — (R,B(R)). Dann ist durch Z := X +Y ebenso eine Zufallsvariable
Z:(Q,6) — (R,B(R)) gegeben. Weiterhin gilt:

(i) Besitzen X undY (Lebesgue-)stetige Verteilungen und ebenso eine gemeinsame (Lebesque-) Dichte
foxy)(x,y), so besitzt auch Z eine (Lebesgue-)stetige Verteilung mit Wahrscheinlichkeitsdichte

/Rf(x,y) (z,2 — z)d)\s
(ii) Besitzt X eine (Lebesgue)-stetige Verteilung und Y die diskrete Verteilung

m m
> qs0s, (qs >0,s=1,...,m, » g = 1) (A.62)
s=1 s=1

und ezistiert eine gemeinsame Dichte f(x yy(w,y) beziiglich des Produktmafes A\ @ ( mit  :=
Y (P), dann besitzt Z eine (Lebesque)-stetige Verteilung mit Wahrscheinlichkeitsdichte

Z QSf(X,Y)(Z — bs, bs)
s=1
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(iii) Besitzen X undY die diskreten Verteilungen

n n
5", (pr R 1>
r=1 r=1

und (A.62)), dann ist auch Z eine diskret verteilte Zufallsvariable mit

n m
Z Z prQs6aT+bs .

r=1s=1

Beweis: (i) Bezeichnet S : (R, B(R))x (R, B(R)) — (R, B(R)) den Summenoperator (z,y) — S(z,y) :=
x + 1y, so lisst sich Z als die Komposition Z = S o (X,Y") darstellen. Nach Definition und mittels des
Satzes (Satz von Fubini) ergibt sich wegen S™1(] — oo,v[) = {(z,y) : = +y < v} fiir die
Verteilungsfunktion

P = PO ) s eey <o) = [ () i,

_ / ( / for (@) d)\y> d\
R |—o0,v—x|

= / (/ fixyy(z,z — ) dAz) d;
R |—o0,v[

_ / < / oy (@ 2 — ) d)\x> dA.
|—o0,v] R

(ii) Analog zu (i) erhalten wir mit dem Summenoperator (z,y) — S(x,y) := = + y und mittels Satz
[A. 15l (Satz von Fubini) fiir die Verteilungsfunktion zunéchst

und daher die Behauptung.

Fo) = P((X,Y)  ({(5,y) : s+y<v}) = /{( SN S LTS
z,y) : xty<v

= /]R (/]Oo,vy[f(x,Y) (z,y) d)\x> dc,

- /]R (/]oo’v[f(X,Y)(Z —Y:y) dAz> dc,
- /]—OO,U[ (/R f(X’Y)(Z - Y y) dCy) d)\z

Setzen wir jetzt fiir ¢, die Verteilung (A.62)) ein, so folgt

/fXY)Z—yydCy—ZqS/fXY —y,y) dop, = ZQS (x.y)(z = bs, bs)

wie behauptet.

(iii) Wir betrachten zunéchst den Fall X(P) = 9, und Y (P) = 0. Dann besitzt der Zufallsvektor
(X,Y):(9,6) — (R* B(R?)) die Verteilung (X,Y)(P) = 3,3 = 0a ®Jp (vgl. ProduktmaB (A.21))),
denn fiir jedes A € B(R?) gilt

1, falls (a,b) € A,

P((X,Y)7'(4)) = {0 falls (a,b) & A .

Wegen (a,b) € S~'({a + b}) besitzt die Menge S~!({a + b}) beziiglich (X,Y)(P) das Mafl 1. Mit
den Eigenschaften des Urbildes folgt S~'({a + b}) N S™Y(R \ {a + b}) = 0, so dass S~H(R\ {a + b})
eine Nullmenge beziiglich des Mafles (X,Y)(P) ist. SchlieBlich erhalten wir wiederum wegen Z =
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S o (X,Y) und der Definition des Bildmafles wie gewiinscht Z(P) = 0,4.4p. Im allgemeinen Fall besitzt
der Zufallsvektor (X,Y) : (Q,&) — (R% B(R?)) die Verteilung

n

(X, Y)(P) = (Zprazr) b2y (Z QS8bS> = ZZPTQS (6(17« ®8bs> .
r=1 s=1

r=1s=1
Wie zuvor erhalten wir, dass das Urbild
st (RQ\{ar—i—bs |r=1,...,n, s=1,...,m})

beziiglich (X,Y)(P) eine Nullmenge und die Zufallsvariable Z = So(X,Y) demnach diskret ist, wobei
ihre Verteilung die Gestalt

n m n m
Z(P) = ZZamfﬁarMs (ars>0,r:1,...,n, s=1,...,m, ZZam:1>
r=1 s=1 r=1 s=1
besitzt. Offenbar leistet die Wahl a5 = prgs (r=1,...,n, s =1,...,m) das Gewiinschte. |

Als eine Anwendung erhalten wir insbesondere, dass die Summe gleichverteilter Zufallsvariablen nicht
mehr gleichverteilt ist.

Folgerung A.42. Auf einem Wahrscheinlichkeitsraum (2, S, P) seien die Zufallsvariablen X : (2, &) —
(R,B(R)) und Y : (2,8) — (R, B(R)) gegeben. Desweiteren gelte a < b und ¢ < d.

(i) Sind X und Y (stetig) gleichverteilt mit Wahrscheinlichkeitsdichten fx(x) = ﬁl[a,b} (x) und
fry) = ﬁl[qd] (y), dann besitzt Z == X +Y die Wahrscheinlichkeitsdichte

0 fiir z < a+c,
. z—(a+c) fira+c<z<min{a+d,b+ c},
fz(z) = mx min{b — a,d — ¢} fir min{a+d,b+ ¢} < z < max{a + d,b+ c},
(b+d)— =z fir max{a+d,b+c} < z<b+d,
L0 fiir z > b+d,
den Erwartungswert
a+b+c+d

E(Z) = E(X)+E(Y) = .

sowte die Varianz

(b—a)2+(d—c)2.

V(Z) = V(X)+V(Y) = =

(ii) Sind X und Y (diskret) gleichverteilt auf den Mengen A = {a+k | k =0,1,...,m — 1} und
B = {b+l | le,l,...,n—l}, wobei m,n € N mit m > n > 2 gelte, so besitzt Z := X +Y die

Verteilung
1 n+m
Z(P) = mn Z @j0a4b+j—2
7j=2
mit
j—1 firj € {2,...,n},
aj = 4n firje{n+1,...,m}, (A.63)

n+m-—(j—1) firje{m+1,...,m+n}.
Beweis: (i) Die gemeinsame Dichte von (X,Y’) ist ganz offenbar ml[aﬂx[c,d} (x,y). Wegen

1 1 1
ml[a,b}x[ad}(%y) = ml[a,b] (z) - ﬁl[qd](y)
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erhalten wir f(x y)(7,y) = fx(z)fy(y), was hier genau der stochastischen Unabhéingigkeit von X und
Y entspricht. Zusammen mit der Linearitdt folgen damit die Behauptungen fiir den Erwartungswert
und die Varianz. Desweiteren ergibt sich iiber Lemma [A.4]] (i) die Dichte

1 1 1
fz(2) = /R b_ al[a,b](l’) : El[c’d] (z—2)dr\s = m /[a,b} Liea)(z — ) dAg
1 / L. - max {min{b, z — ¢} — max{a, z — d},0}
(b - a) (d - C) [max{a,z—d},min{b,z—c}] ’ (b - a’) (d - C)

Mittels Durchfithrung einer Fallunterscheidung schliefen wir nun auf die Behauptung fiir fz(z).

(ii) Nach Voraussetzung gelten
1 & 1 &
X(P) = Ezaa“ﬂ—l bzw. Y(P) = ﬁzab—kl—L
k=1 =1

Nach Lemma [A4]] (iii) ergibt sich fiir die Verteilung von Z dann

n+m

1 1
Z2(P) = %szﬂqu = > 00asbij2
j=2

k=11=1

mit a; aus (A.63)), wobei es sich wegen

1 T (G ! 1 (n(n—1) n(n+1)

in der Tat um eine (diskrete) Wahrscheinlichkeitsverteilung handelt. |

In der Wahrscheinlichkeitstheorie treten verschieden starke Konvergenzbegriffe auf, welche in der fol-
genden Definition zusammengefasst sind.

Definition A.43 (Konvergenzbegriffe fiir Zufallsvariablen und Verteilungen - [3, 4, B]). Sei (22, &, P)

ein W-Raum und (Xn)nen eine Folge P-integrierbarer Zufallsvariablen X, : (2,6) — (R, B(R)).
Desweiteren sei X : (Q,8) — (R, B(R)) eine P-integrierbare Zufallsvariable. Dann definieren wir:

(i) Die Folge (X,)nen heifit fast sicher konvergent gegen X (vgl. [3, Definition 13.1]) genau dann,
wenn eine P-Nullmenge N € & existiert, so dass

lim [ X,(w) —X(w)| = 0 (A.64)
fir alle w € Q\ N gilt.

(ii) Fir 1 <p < oo heifit die Folge (Xy)nen im p-ten Mittel konvergent gegen X (vgl. [4, §5]) genau
dann, wenn gilt

lim E(|X, — X[?) = lim /an—X\p dP = 0. (A.65)
Q

(iii) Die Folge (X,)nen heifst stochastisch konvergent gegen X — oder konvergent gegen X in Wahr-
scheinlichkeit — (vgl. [3, Definition 20.2]) genau dann, wenn fir jedes o > 0 gilt

lim P (|X, — X[ *([a,00])) = 0. (A.66)

n—oo

(iv) Die Folge (Xp)nen heifft schwach konvergent gegen X (vgl. [3, Definition 30.7], [4], Definition 5.2])
genau dann, wenn

n—oo

lim [ f dX,(P) = / fdx(p) (A.67)
R R

fir alle beschrinkten, stetigen, reellen Funktionen f :Q — R gilt. Dabei bezeichnet X, (P) bzw.
X(P) das Bildmafs (vgl. (A.5) von X, bzw. X.
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(v) Seien nun F,, bzw. F die Verteilungsfunktionen der Bildmafe X,,(P) bzw. X(P) und C(F) :=
{y € R : F stetig in y} bezeichne die Stetigkeitsmenge von F. Die Folge (X,)nen heif$t vertei-
lungskonvergent gegen X (vgl. [5l, Definition 26.1]) genau dann, wenn

Vee C(F) : lim F,(x) = F(x) (A.68)

n—oo

gilt. In diesem Fall schreiben wir X, £, x.

Bemerkung A.44 (vgl. [3, 4 B]). (i) Die Bedingung fiir die fast sichere Konvergenz ist (vgl. [3
Lemma 20.6], [4], §5]) dquivalent zu

Va >0 : lim P((sup |Xm—X|)_1(]a,oo[)) =0, (A.69)

n—oo m>n

wobei ( sup | Xy, — X|)_1 (Jo, 0o[) das Urbild des Intervalls ], co[€ B(R) unter der (nach [3, Satz 9.5])
m>n

messbaren Funktion sup | Xm — X| bezeichnet.
m>n

(ii) Als unmittelbare Folge der Jensen-Ungleichung (A.35)) ergibt sich aus der Konvergenz im p-ten
Mittel (aufgrund der Endlichkeit von W-Maflen) sofort die Konvergenz im Mittel, d.h.,

lim E(X,—X) = 0. (A.70)

n—oo

(iii) Sowohl die fast sichere Konvergenz als auch die Konvergenz im p-ten Mittel implizieren die sto-
chastische Konvergenz, wobei ersteres aus einem Vergleich von (A.69)) und (A.66)) ersichtlich ist und
letzteres direkt aus der Chebyshev-Markovschen Ungleichung (A.40)) folgt.

(iv) Nach dem Transformationssatz ist (A.67) dquivalent zu
lim E(foX,) = E(foX) . (A.71)

n—oo

(v) Aus der schwachen Konvergenz ergibt sich (nach [3, Satz 30.13] oder [5, Satz 26.6]) die Vertei-
lungskonvergenz. Insbesondere ist F' der gleichmifiige Grenzwert der F,, falls F' auf R stetig ist [3]
Satz 30.13].

(vi) Stochastische Konvergenz impliziert schwache Konvergenz (nach [4, Satz 5.1]) und nach (v) somit
auch die Verteilungskonvergenz (vgl. [5, Lemma 26.2]). O

Mittels oben eingefiihrte Grenzwertbegriffe konnen wir nun den zentralen Grenzwertsatz formulieren.

Satz A.45 (Zentraler Grenzwertsatz von Lindeberg-Lévy - [5, Satz 26.7]). Sei (2, &, P) ein W-Raum
und (Xn)nen eine Folge stochastisch unabhingiger identisch verteilter Zufallsvariablen X, : (2, &) —
(R, B(R)) mit endlichem Erwartungswert E(X,,) = 6 und endlicher Varianz V(X,,) = 0. Desweiteren
seq

_ 1 &
Xn = — .
no= ) X (A.72)
k=1
die Folge der arithmetischen Mittel und Y : (9, &) — (R, B(R)) standard-normalverteilt. Dann ist die
Folge ~
X, —0
Y, = Vi (X —9) (A.73)
o

verteilungskonvergent gegen Y .

In [4] wird Satz als Satz von de Moivre-Laplace bezeichnet und zusatzlich die Giiltigkeit des
zentralen Grenzwertsatzes unter schwicheren Voraussetzungen diskutiert.
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A.2 Ausgelagerte Beweise

Beweis von Lemma [2.14]
Wir betrachten zunéchst die sequentielle Summation. Wie im Beispiel gilt
n—1
f(GT1) = GT1+25 ZGk IT a+¢h
7=1 k=0 I=j+1

und aufgrund von E(Gy) = 0 sowie mit der Unabhéngigkeit dann auch
n—1 J n—1
EA) = E(8(GT1) - GT1) = S EEH) Y E@G [[ E(+¢)) = 0.
j=1 k=0 I=j+1
Weiterhin folgt fiir die Varianz
v(a) = V(A(G™)-G"1) = E((8(G"1)-G"1)") - ¢?

J

= E ZEjZGkﬁ (1+¢) <Za ZG ﬁ 1+€?)>

=1 k=0  I=j+1 t=r+l
n—1 J T

= Y E(efe) Y Y E GG (14 0()) -
gor=1 k=0 s=0

Aufgrund der Unkorreliertheit bzw. Unabhéngigkeit gilt einerseits
E(GyGs) = 6(s —k)-E((Gr)?) = (s —k)-V(Gy)
und andererseits
E <5+5+) = (13 + 6 —r)oi)u?,
weil alle relativen Fehler nach Modellannahme dieselbe Varianz und denselben Erwartungswert besit-
zen. Somit folgt — unter Vernachlissigung von Termen der Ordnung O(u?) — weiter

n—-1 fj—1 r n—1 J n—1 J
V(A) = piu? Z ZZV (Gk) ZZV(Gk + O'+UQZZV (G)
j=1 \r=1k=0 r=j k=0 j=1 k=0
n—1 7j—1 7 n—1 J
=’ <(j = DV(Go) + (G~ K)V(Gr) + (n—35) ) V(G ) + ofuty D> V(G
Jj=1 k=1 k=0 j=1 k=0
n—1 7 n—1
= pia? <(n -1V - Z n— > + otu? <(n - 1)V(Go) + Z(n - J)V(Gy)
j=1 =1 J=1
und schliellich
n—1 n—1
V(A) = ((n —D)V(Go) + > (n— k)V(Gk)> oiu? + <(n —1)*V(Go) + Y _(n— k:)2V(Gk)> piu® .
k=1 k=1

Jetzt betrachten wir den Fall der Kaskaden-Summation. Dabei sei 52@ der relative Fehler, welcher
bei der [-ten Addition im Summationslevel k auftritt. Abkiirzend bezeichnen wir mit Aﬁo’“"k"’l den
absoluten Rundungsfehler bei der Kaskaden-Summation der Komponenten Gy, ..., Gy, ,

Im Fall n = 2 ist der absolute Fehler offenbar Ag’l = ¢11(Go + G1). Fiir eine allgemeine Zweierpotenz
n = 2¢, t > 2, erhalten wir entsprechend die rekursive Darstellung

A= Ayt = 8(GT1) - GM1
-« o n AT4)
— ¢t + 0,...,5—1 no.n—1 (
= Clogy(n).1 kZ_OGk + (L + €108, (m),1) (A% ot Az )
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mit Rekursionsanfang
n
) 5 .

Zu den weiteren interessanten Féllen n € {3,5,6, 7} ergeben einfache Rechnungen

A2-2.2-1 5?1 (Go—o + Go_1) l=1,...

+
2

(Go+G1+Go) + (1+e5)AY" n=3,

Go+G1 4 Ga+ Gs + Gy) + (1 + ) AT n=-5,

€

+
3

€31

(
(

' e51(Go+ G+ Ga+ Gs+Gu+Gs) + (L +¢f)) (AZ’1’2’3 + A§’5> : n =6,
(

$(Go+G1+ Go+ Gs+ Gy + G5+ Ge) + (1 +£5) (AZ’LZ’?’ + A;"E’) , n="1,

€31

fiir den absoluten Rundungsfehler. Aufgrund der Unabhéngigkeit, der Unkorreliertheit der G und
E(Gk) = 0 folgt zunéchst

B (A3 ) = B(e) (B(Gaa) +E(Gar) =0, [= Lo,

und demnach fiir den absoluten Rundungsfehler aus ((A.74)) dann ebenso per Induktion
E(A) = E(Ay~"1)

n—1 n n
= E(Sgon) DEG) + (1+E () (E(87757) + E(a77T) =0,

Bevor wir aus (A.74]) eine Rekursionsformel fiir die Varianz herleiten, stellen wir fest, dass

Cov (857 a3 = o

2

fiir beliebige Zweierpotenz n > 4 erfiillt ist, da die beiden absoluten Rundungsfehler keine Zufallsgrofie
gemeinsam haben. Mit dem gleichen Argument und der Linearitéit der Kovarianz folgen auch

_ 5y .
<510g2 Z % 21 ) =FE g;&(n)’l Gy - A%...,%*l e Z & (Gk . A%""%ﬂ)
=0 k=0 k=0
und
n—1 n . )
: (51%(”) ! Z Ch-AF" "—1> = E{ a0 Z Gy - N’ T = mu ) E <Gk : A?”n_l) .
k=%

Somit ergibt sich mit (A.74) nach den Rechenregeln fiir die Varianz die Rekursion
V(A) = V(ALY

n—1

= (o7 +p3)u”> V(G + (V(A%""%’l) + V(A? ” ))(1+O( )
k=0
4 2 g_lE(Gk-A%’""g_l) + SE(Gk-Ag""’"‘l) (1+0)) .
k=0 k:%

Aufgrund der Unkorreliertheit der G, r = 0,...,n — 1, ergibt sich aus (A.74]) fiir eine Zweierpotenz
m > 4 zunéchst die Rekursion

0, Tg{ko,...,km_l},

Eoyookm
B (G, Alp-in) = {psa¥(Gr) + B Gy 1>(1—|—O(u)), re {o,.. ku 1},

Em ook
waV(G,) + E(G, AL 1>(1+0(u)), re {kn, ... k1),
2
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mit Rekursionsanfang E (GT . Ag""’rﬂ) =FE (GT . Agfl""’r> = p4uV(G,) und demnach

[asy

% n—1 n—1
0,..,2—1 2n—1
E(Gk-A% 2 )+ZE(Gk-A§ ) = psuY V(Gy) - (logy(n) — 1) (1 + O(u)) .
k=0 k=% k=0
Durch Induktion gelangen wir dann zu
logy(n) n—1
V(A) = > (07 + (1+2(loga(n) — ) - 1) YV (Gi) (u® + O(u?)) .

s=1 k=0

Mittels GauBscher Summenformel und der daraus resultierenden Gleichung

t

d(142(t-s9) = ¢ (A.75)
s=1
fiir ¢t = logy(n) folgt nun die letzte Behauptung. [ |

Beweis von Lemma

Wir betrachten zunichst wieder den Fall der sequentiellen Summation. Ahnlich wie im Beispiel
ergibt sich fiir das berechnete Skalarprodukt

1(G™X) = (- (GoXo(l+&§) +GiXa(1+e1) (14 &) .o+ Guoa Xna (L4 25) ) (L))

In den Fillen n € {2,3,4,5} erhalten wir fiir A = fl (GTX) — GTX nach einfachen Rechnungen

1 1
> Gkas,j + Ef > Gka(l—{—a?;:) , n=2
k=0 k=0
2 1 2
> GrXper + (I+ed)el Y GuXp(L+¢€)) + e5 3 GeXu(1+¢5), n=3
k=0 k=0 k=0
3 1
A =Y GeXpel + (L+ef)(L+ex)el X GeXi(1+¢))
k=0 k=0
2 3
+ (1 +E;)E; Z Gka(l +5,>€<) + 5;_ Z Gka(l —f—é‘;) , n=4
k=0 k=0
4 4 j 4
> GpXpep + Z Y GeXn(L+el) | TT L+ ) n=>5
k=0 j=1 " k=0 I=j+1

und nach Induktion fiir allgemeines n > 2 somit

n—1 i n—1
A = 1(GTX)-G"™X = ZGkaek Z ZGka 1+ I a+<h
j=1 k=0 l=j+1
Mit der Unabhéngigkeit und E(Xy) =0, k=0,...,n — 1, folgt dann sofort
n—1 n—1 n—1
E(A) = S E(GE(XE () + ZE( )ZE GoEXWEL+el) | [] Et+¢) ] =0,
k=0 j=1 I=j+1

da jeder einzelne Summand den Erwartungswert Null besitzt. Mit dem gleichen Argument sowie mit
der Unkorreliertheit der X} ergeben sich auch

n—1 n—1 2 n—1
V(ZGka6;> = <ZG1€X]€€;> = Z E(GkGl)E(Xle>E(€;E;<)
k=0 k=0 k,l=0
n—1
= Y E((G?) V(X) (0% + ) 2 (A.76)
k=0
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sowie

r=1s 0
n—1
B ((n—l)E((Go) W) + S k) E((G) )ka)) 02+ 0h) (AT
k=1
und ebenso
n—1
(S ZGka a+e) | TT a+ed
j=1 I=j+1
J n—1 n—1 r n—1
= E ZejZGka + &) H(l+el+) <ZstGSXS(1+5SX)<H (1+5j)>>
j=1 I=j+1 r=1  s=0 t=r+1
n—1 7 r
= Y E(fe) YD E (GG E (X X,) (14 O(w)
7,r=1 k=0 s=0
Analog zum Beweis von Lemma [2.14] erhalten wir wegen
E (5+5+) = (13 + 6(j —r)ot)u?
weiter
n—1 J r
SE (ajej) 33 E(GiG,)E(XiX,)
j,r=1 k=0 s=0
n—1 [j-1 r n—1 J n—1 J
= piu? E((Go)*)V(Xe) + ) D E((G)*)V(Xe) | + o7u” > D E((Gr)*)V(Xy)
7j=1 \\r=1k=0 r=7 k=0 7j=1 k=0
n—1
= <<n_1> E((Go)®)V(Xo) + Y _(n—k) E((Gk) )ka)> ou?
k=1
n—1
" ((n 12 E((Go))V(Xo) + 3 (n — k)2 B((Gy)? )V(X@) W2l (A.78)
k=1

Aus (A.76) bis (A.78) resultiert nun fiir die Varianz von A := fl (GTX) — GTX nach den iiblichen
Rechenregeln und unter Zusammenfassung von Termen der Gréfie O(u?) die Behauptung.

Jetzt betrachten wir den Fall der Kaskaden-Summation. Dabei sei einerseits s,jl der relative Feh-
ler, welcher bei der [-ten Addition im Level k auftritt, und andererseits £ der relative Fehler, wel-

cher bei der Multiplikation von G, X, entsteht. Abkiirzend bezeichnen wir mit Ako’ “kn=1"den abso-
luten Rundungsfehler des Zwischenergebnisses, welches bei der Kaskaden-Summation der Produkte
GroXko»- - > Gr,_ Xk, , auftritt. Analog zum Beweis von Lemma erhalten wir im Fall n = 2 fiir
den absoluten Rundungsfehler A" = &} (GoXo + G1X1) + (1+¢]) (GoXoey + G1Xie)) und fiir
eine allgemeine Zweierpotenz n = 2, ¢t > 2, die rekursive Darstellung

A= Ay = A(GTX) - GTX

SRR

_ +
= glogz 1 Z G X, + 1 + Elog2(n)’1) (A
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mit Rekursionsanfang
A%’*Q’Ql’l = &), (GuaXo—o+ Gu1Xo—1) + (1+¢)) (GuoXo_oe), 5+ Gu_1Xoi_165_ 1)

fiir [ =1,...,5 oder — falls wir den Fall n = 2 in der Rekursion zulassen wollen und dementsprechend
die entartete Summe mit nur einem Summanden betrachten — mit Rekursionsanfang

AV = GrXiel, k=0,....,n—1
Aufgrund der Unabhéngigkeit und mit E(X;) =0, k=0,...,n — 1, folgt zunéchst
E (A]f) = E(Gp)E(Xk)pxu = 0, k=0,....,n—1,

und induktiv somit auch

E(Ap"Th) = M+U§E(Gk)E(Xk) + (L4 pru) (E (A%m’%_l) * EQ?MWI)) -
k=0

Mit demselben Argument wie im Beweis von Lemma [2.14] ergeben sich wiederum

0,..., 2 ..n—1
Az ) -0
2

2

Cov (A
sowie mit der Linearitdt des Erwartungswertes dann auch analog

n1
n

AL 51 0,.,2-1
E (shegon 6 a5 e T (a1

und
n—1 n 1 n—1 n 1
+ o en— o N
E <€1og2(n>,1 > GrXp- A ) = pau Y E(GeXy- A7)
k=0 k=1
fiir beliebige Zweierpotenz n > 2. Somit resultiert aus (A.79) nach den Rechenregeln fiir die Varianz

V) = V(AR

- (ai+ui)u2§E(Gz)V(Xk) + (V(A%"“’%’l) + V(A?"’” )) (1 +0w)
k=0
+ 2u- gz_lE(Gka-A% 5T 1) v nE:l (Gka A?"”_l) (14 O))
k=0 k_§

mit Rekursionsanfang V (A]) = E (G%) V(X,) (0’3< + ,MQX) u?. Ahnlich wie im Beweis zu Lemma [2.14
erhalten wir aus (A.79) fiir eine Zweierpotenz m > 2 die Rekursion

0, r & {ko,...,km-1},

07 7k—_1

E<GTXTA§$,...M_1>: psuV(X,)E (G2) + E Gr XAy 7 >(1+0(u)), re{ko, ..., km_1},

oo —

wuV(X)E (G2) + E (G X, A 1) (1+0(), 7€ {ku,....km1},
2

mit Rekursionsanfang E (G, X, A7) = pxuV(X,)E (G2) und demnach
> _ 0, ’I”g{k‘o,...,k‘mfl},

(14 loga(m) + px) uV(X,)E (G2), r € {ko,... . km—-1}.

Durch Induktion gelangen wir dann zu

E <G,,XTA?@~-~,km_1

log,(n) n—1
V(A) = | o i+ Z (1+2(logy(n) = ) - i + 2uppis) | D E(GF) V(X,) (u + O(u?))
r=0
und mittels (A.75) fiir t = logy(n) dann zur Behauptung. [ ]
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Beweis von Lemma 2.32

(i) Zunschst halten wir fest, dass wegen X = fixoX und der Transitivitiit der Bildung von Bildma-
Ben durch X (P) ein Wahrscheinlichkeitsma$ auf dem Messraum (R, B(R)) gegeben ist. Da X nach
Voraussetzung eine auf dem Intervall [—1, 1] gleichverteilte ZufallsgroBe ist, wird X (P) von der Vertei-
lungsfunktion mit a = —1 und b = 1 eindeutig bestimmt. Daraus folgt, dass | — 1, 1] beziiglich
des Bildmafles X (P) das MaB 1 besitzt und jedes B € B(R) mit BN] — 1,1[= 0 beziiglich X (P) eine
Nullmenge ist. Aufgrund der Definition des BildmaBes folgt nun ebenso P(X~1(] — 1,1[)) = 1 und —
mit den Eigenschaften des Urbildes — ebenso P(A) = 0 fiir jedes A € & mit AN X~1(] — 1,1]) = 0.
Da nun | — 1, 1] eine Teilmenge von fix '(4,) ist, hat fix ' (R \ A,) leeren Schnitt mit ] — 1, 1] und ist
demnach eine Nullmenge beziiglich X (P). Nach Definition des Bildmafes bedeutet dies

0 = P(X(fix 'R\ 4)) = P(XT'(R\Ay)),

wonach R\ A, eine Nullmenge beziiglich des BildmaSes X(P) ist. Da es sich bei X(P) um ein Wahr-
scheinlichkeitsmafl handelt, kann es insbesondere nicht mit dem Nullmaf iibereinstimmen. Somit muss
X (P) diskret sein und die Gestalt

29-1

X(P) = Z Pk Op.2-a
k=—24+1

besitzen. Da X eine auf dem Intervall [—1, 1] gleichverteilte Zufallsgrofie ist und somit das Mafl X (P)
auf [—1,1] mit 3 iibereinstimmt und da nach Definition

k-279,(k+1)-279 firk=1,...,29 -1,
fix '({k-279)N] - 1,1 = {]-279,279] fiir k = 0,
J(k—1)-279k-279 firk=-29+1,...,—1,

gilt, ergeben sich nun wie behauptet pg = 279 und py = 27+ fiir k # 0.

(ii) Wiederum aufgrund der Transitivitdt der Bildung von BildmafBen wird wegen 9 = (Id —fix) o X
durch d(P) ein Wahrscheinlichkeitsmafl auf dem Messraum (R, B(R)) definiert. Da aus der Definition
von fix hervorgeht, dass [—1,1] Teilmenge von (Id — fix)~!([-279,279]) ist, konnen wir analog zu (i)
schlieflen, dass

0 = P(X'((ld—fix) 'R\ [-27%,277)))) = P((R\ [-27%,277))

und R\ [-279,279] beziiglich des Bildmafles 2(P) eine Nullmenge ist. Somit wissen wir bereits, dass
die ?(P) eindeutig bestimmende Verteilungsfunktion auf den Intervallen | — oo, —279[ sowie |27%, oo
konstant Null bzw. Eins ist. Es bleibt zu zeigen, dass sie auf dem Intervall [-279,279] linear mit Anstieg
24~1 wichst. Da X eine auf dem Intervall [—1, 1] gleichverteilte Zufallsgréle ist und nach Definition

0 fiir v < —-279 |
201
X UIl-k+1)-279v—Fk-279 fir —279<v <0,
(Id — fix)"!(] — 0o, v[) N [~1,1] = { k=0 .

[~1,00U U [k-27%k-279+ 0] fir0<v<279,
k=0

L[—1,1] fir 279 < v,

gilt, ergibt sich wiederum aufgrund der Ubereinstimmung von X (P) auf [—1, 1] mit %)\ schliefSlich

0 fir v < —-279,
Fv) = (207 (v 4279 fir —279<v <279,
1 fir279<wv,

als entsprechende Verteilungsfunktion wie behauptet. Analog sehen wir, dass R\ [0, 279] eine Nullmenge
beziiglich des Wahrscheinlichkeitsmafles [0](P) ist und wegen 0~ 1(] — v, v[) = [0|~1([0, v[) fiir beliebiges
v > 0 das MaB |9|(P) auf [0,279] mit 20(P) tibereinstimmt. [ ]
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A.3 Statistische Testrechnungen mit MATLAB

In Kapitel |2 treten beim Modell — fiir den relativen Fehler €® die Grofien pe und o, auf,
welche dort nicht weiter spezifiziert worden sind. Um die Ergebnisse aus auf Testreihen anwenden
zu koénnen, bendtigen wir nun entsprechende Schiitzwerte fiir e und oo. In [75], Remark 1.8, sind
nicht weiter beschriebene Simulationen in MATLAB sowohl mit standardnormalverteilten als auch
mit auf [0,1] und [—1, 1] gleichverteilten Daten durchgefiihrt worden. Jedoch bleibt die Anzahl der
durchgefiihrten Versuche sowie die Testmethode unerwihnt. Erstaunlicherweise werden hierbei fiir
die drei angegebenen Verteilungen bei der Addition unterschiedliche Schétzungen angegeben. Dieser
Unterschied ist bei unseren Experimenten in MATLAB nicht zu beobachten gewesen. Dabei sind wir

wie folgt vorgegangen.
Experiment A.46. Fiir eine vorgegebene Anzahl n < 224
und Y erzeugt, deren Komponenten X; und Y sdmtlich

werden jeweils zwei zufillige Vektoren X

(a) standardnormalverteilt (d.h. normalverteilt mit Erwartungswert Null und Varianz Eins),
(b) gleichverteilt auf dem Intervall [—1, 1] oder
(c) gleichverteilt auf dem Intervall [0, 1]

sind. Dabei erzwingen wir (in MATLAB) iiber den Befehl double(...), dass alle Komponenten mit 52
Nachkommastellen, also mit doppelter Genauigkeit abgespeichert werden. Die beiden Vektoren werden
nun jeweils in einfacher Genauigkeit, d.h. (in MATLAB) tiber den Befehl single(...) mit maximal
24 Nachkommastellen, als auch in doppelter Genauigkeit addiert, subtrahiert und multipliziert. Fiir
e € {+,—, x} bezeichnen wir dabei mit fl(X} @ Y}) jeweils das in einfacher Genauigkeit erhaltene Er-
gebnis in der k-ten Komponente. Da wir die exakten Ergebnisse nicht zur Verfiigung haben, wollen wir
die in doppelter Genauigkeit berechneten Ergebnisse als ausreichend genau annehmen. Anschliefend
bestimmen wir fiir jede der drei Operationen den Vektor &® der Quotienten

Xk.Yk

(A.80)
0, falls X, oY, =0,

. {ﬂ(Xk'Yk)—Xk'Yk, falls X, oY, #0,
€ =

fiir die jeweils aufgetretenen relativen Fehler. Uber ein Histogramm sowie ein kummulatives Histo-
gramm erhalten wir dann Aufschluss {iber die Verteilungseigenschaften der entsprechenden Approxi-
mationen fiir den als Zufallsgréfle angenommenen relativen Fehler. Um Naherungen fiir den Erwar-
tungswert und die Varianz zu erhalten, verwenden wir die folgenden erwartungstreuen Schétzer

1 n n
{0 = — X 52 . A 1
po= - Xe, 6 — (A.81)
k=1 k:l
Sind nédmlich alle X3, k = 1,...,n, unabhéngig identisch verteilt mit Erwartungswert p und Varianz

o2, gilt fiir die neuen Zufallsgrofen i und 2 aufgund der Linearitit des Erwartungswertes sowie mit
der aus der stochastischen Unabhingigkeit resultierenden Beziehung E((X}, — p)(X; —p)) = 8(j — k)o?
fir j,k=1,...,n wie gewiinscht E (&) = p und

L 1 n . n 2
E (%) = n_le(Xk—M) = <Xk_ —Z(Xj—ﬂ)>
- =

_ n_lzﬂz( )_iznj(xj—u)f: nili<(n;21)202+n;2102>

k=1

n (n-1n-1+1) , 9
n—1 n? )

(a) Test fiir standardnormalverteilte Eingangsgréfien

Zunichst erzeugen wir mit dem Befehl normrnd(0, 1, [1 n]) die benétigten Zufallsvektoren X und
Y der Lénge n, deren Komponenten als normalverteilt mit Erwartungswert Null und Varianz
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Anzahl der Klassenvertreter

Eins generiert werden. Zur Uberpriifung der Korrektheit des Zufallsgenerators lassen wir uns iiber
den Befehl hist(...) jeweils iiber die Komponenten von X und Y Histogramme mit Klassen-
breite 0.01 erstellen (s. Abb.[A]). Verwenden wir fiir den Erwartungswert und die Varianz einer
Eingangsgrofe = die erwartungstreuen Schétzer , so erhalten wir fiir die beiden Vektoren
X und Y die in Abb. angegebenen Schitzer, so dass wir die Komponenten X, Y}, tatséchlich
als standardnormalverteilt akzeptieren konnen.

Erwartungswertschatzer: -0.0064607, Varianzschatzer: 099065 Erwartungswertschatzer: -0.0017005, Varianzschatzer: 1.0001
BO0 : : : : : : : . . 500 . . . . . . : : .

500 500

400 400
300 300

200 200

Anzahl der Klassenvertreter

100 o0

0 0
-4 -4 -3 -2 -1 1] 1 2 3 4 a -4 -4 -3 -2 -1 1] 1 2 3 4 4

‘Werte der einzelnen Komponenten ¥ zu Klassen zusammengefazsst ‘Werte der einzelnen Komponenten ¥, zu Klassen zusammengefasst

Abbildung A.1: Histogramm fiir die normalverteilten Komponenten von X und Y. Auf der Abszissen-

Anzahl der Klassenvertreter

achse sind jeweils in Klassen der Breite 0.01 die Werte der einzelnen Komponenten
abgetragen, wihrend auf der Ordinatenachse die jeweilige Klassenstéirke abzulesen ist.

Wie oben beschrieben addieren und multiplizieren wir die Vektoren X und Y nun komponenten-
weise und erhalten die vier Vektoren

n
n
Ssingle = (ﬂ(Xk + Yk:))k . Sdoubte = (X +Yr)p_;
n
Psingle = (ﬂ(Xk X Yk))k 1 5 Pdouble = (Xk X Yk)k:l
Erwartungswertschitzer -0.0081613, Yaranzschitzer: 1.9911 Erwartungswertschitzer 0.00019197, Varianzschitzer 0.99201
700 T T T T T T T 7000 T T T T

6000 1

& 5000 1
]
5

£ anm i
@
]
X

& 3000 1
=
=
w
I

£ 2000 1

1000 1

0 . . .
-8 ] -4 -2 0 2 4 g g8 -10 -5 0 4 10 15
Werte der Komponenten X, +¥, zu Klassen zusammengefasst ‘WWerte der kompanenten ¥ = ¥ zu Klassen zusammengefasst

Abbildung A.2: Histogramm fiir die Komponenten von Sgouple (links) und Pyouple fiir normalverteilte

Eingangsgrofien. Auf der Abszissenachse sind jeweils in Klassen der Breite 0.01 die
Werte der einzelnen Komponenten abgetragen, wihrend auf der Ordinatenachse die
jeweilige Klassenstéirke abzulesen ist.

Da die Komponenten von Y symmetrisch zu 0 verteilt sind, kénnen Betrachtungen zur Subtrak-
tion vernachlissigt werden. Wiederum mit dem Befehl hist(...) erhalten wir Informationen {iber
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Anzahl der Klassenvertreter

die Verteilungen der als exakt ausgefiihrt angenommenen Additionen Sgouple und Multiplikatio-
nen Pdouble (S. Abb. IED

In diesem Yersuch sind = -0.00079728, o, =0.42462 In diesem “ersuch sind = -0.00035218, o= 0.425
300 T T T T T T 300 T T T T T T

Anzahl der Klassenvertreter

] -6 -4 -2 o 2 4
Relative Fehler % zu Klassen zusammengefasst w10

b

Abbildung A.3: Histogramm fiir die Komponenten von €71 (links) und ¢* fiir normalverteilte Ein-

Anzahl der Klassenvertreter

gangsgroflen. Auf der Abszissenachse sind jeweils in Klassen der Breite 0.01u die Werte
der einzelnen Komponenten abgetragen, wiahrend auf der Ordinatenachse die jeweilige
Klassenstérke abzulesen ist.

Mit Hilfe der in (A.82)) berechneten Ergebnisvektoren erhalten wir Approximationen fiir die
Vektoren ¢ und ¢*, deren Komponenten genau die in (A80) definierten Grofien sind. Die
gewiinschten Schiitzwerte fiir o4, u4 und oy, px erhalten wir nun wiederum iiber (A.81]), die
in Abb. [A.3] zu finden sind.

Test fiir auf [—1, 1] gleichverteilte Eingangsgréfien

Um die benétigten Zufallsvektoren X und Y der Linge n mit auf [—1, 1] gleichverteilten Kom-
ponenten zu erhalten, verwenden wir jeweils den Befehl unifrnd(—1,1,[1 n]).

Erwartungswertschitzer -0.0029097, Varianzschitzer 0.33401 Erwartungswertschitzer: 0.00043782, “aranzschitzer 0.33347
900 T T T T T 900 T T T T T

800 - 1 800+ k

700+

500+

a00 +

400 400

Anzahl der Klassenvertreter

200+

100+

u] u]
-1.5 -1 -08 o 0s 1 15 -1.5 -1 -0.8 o 05 1 15
‘Werte der einzelnen Komponenten ¥ zu Klassen zusammengefasst ‘Werte der einzelnen Komponenten ¥, zu Klassen zusammengefasst

Abbildung A.4: Histogramm fiir die auf [—1, 1] gleichverteilten Komponenten von X und Y. Auf der

Abszissenachse sind jeweils in Klassen der Breite 0.01 die Werte der einzelnen Kom-
ponenten abgetragen, wiahrend auf der Ordinatenachse die jeweilige Klassenstéirke ab-
zulesen ist.

Wie zuvor lassen wir uns iiber den Befehl hist(...) Histogramme iiber die Komponenten von X
und Y mit Klassenbreite 0.01 erstellen (s. Abb.[A.4)) und geben wiederum die erwartungstreuen
Schétzer an. Da bei auf [—1, 1] gleichverteilten Daten der theoretische Erwartungswert
nach (A.58)) bei 0 und die Varianz nach bei % liegen, konnen wir auch hier die Daten
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akzeptieren. Wiederum aufgrund der zu 0 symmetrischen Verteilung der Komponenten Y%, lassen
sich fiir Addition und Subtraktion gleiche Aussagen ableiten. Fiir die Vektoren Sgouple und Pyouble
— wie in ([A.82)) definiert — ergeben sich hier die Histogramme aus Abb. [A.5]

Erwartungswerschitzer, -0.0025219, Varianzschatzer 066669 Erwartungswertschatzer, -0.0003%9351, Varianzschatzer 011113
1600 T T T T T T T T T 5000 T T T T T

1400 4500 1

4000 - k
1200
3500 - B

1000 3000k |

ao0 2600 k

600 2000 - q

1800 - k

Anzahl der Klassenv ertreter
Anzahl der Klassenvertreter

400
1000 - q

200 sook |

i
25 2 45 A 0.5 ] 0s 1 1.5 2 28 -1.5 -1 0.5 ] (1] 1 15
Werte der Kompanenten X +Y, zu Klassen zusammengefasst \Werte der Komponenten & x Y, zu Klassen zusammengefasst

Abbildung A.5: Histogramm fiir die Komponenten von Sgouple (links) und Pgoyple fiir auf [—1, 1] gleich-
verteilte Eingangsgrofien. Auf der Abszissenachse sind jeweils die Werte der einzelnen
Komponenten in 1000 Klassen zusammengefasst abgetragen, wiahrend auf der Ordina-
tenachse die jeweilige Klassenstérke abzulesen ist.

Die entsprechenden Approximationen fiir die Vektoren €™ und &> sowie die sich iiber (AZST])
ergebenden gewiinschten Schitzwerte fiir o4, py und oy, pyx finden wir in Abb. [A.6

In diesem Yersuch sind W, = B.9768e-005, o, = 0.422598 In diesem “ersuch sind W, = -0.00030302, o, = 0.42426
300 T T T T T T 300 T T T T T T

250 250

[
=
[=]
(=]
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[=]
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[=]
=]
[=]

Anzahl der Klassenvertreter
o
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Anzahl der Klassenvertreter
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o

a0 a0

R £ -4 -2 0 2 4
Relative Fehler % zu Klassen zusammengefasst w10

B

Abbildung A.6: Histogramm fiir die Komponenten von €* (links) und > fiir auf [—1, 1] gleichverteilte
Eingangsgrofien. Auf der Abszissenachse sind jeweils in Klassen der Breite 0.01u die
Werte der einzelnen Komponenten abgetragen, wihrend auf der Ordinatenachse die
jeweilige Klassenstirke abzulesen ist.

(c) Test fiir auf [0, 1] gleichverteilte Eingangsgrofien

Analog zum vorangegangenen Test verwenden wir den Befehl unifrnd(0, 1, [1 n]), um die bendtig-
ten Zufallsvektoren X und Y der Lénge n mit auf [0, 1] gleichverteilten Komponenten zu erhalten.
Die entsprechenden mit dem Befehl hist(...) erzeugten Histogramme iiber die Komponenten von
X und Y mit Klassenbreite 0.01 (s. Abb. [A.7) dhneln denen aus Abb. [A.4l Ebenso finden wir
in Abb. [A.7] die erwartungstreuen Schitzer (A.81)) fiir den Erwartungswert und die Varianz. Da
bei auf [0, 1] gleichverteilten Daten der theoretische Erwartungswert nach bei % und die
Varianz nach bei % liegen, konnen wir auch hier die Daten akzeptieren.
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Abbildung A.7: Histogramm fiir die auf [0, 1] gleichverteilten Komponenten von X und Y. Auf der
Abszissenachse sind die Werte der einzelnen Komponenten jeweils in Klassen der Breite
0.01 abgetragen, wahrend auf der Ordinatenachse die Klassenstérke abzulesen ist.
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Da die Komponenten von Y in diesem Fall nicht symmetrisch zu 0 verteilt sind, betrachten wir
neben den Vektoren aus (A.82)), deren zugehérige wiederum mit dem Befehl hist(...) erzeugten
Histogramme in Abb. [A.§] zu finden sind, weiterhin noch die Differenzvektoren

Dgingle := (ﬂ(Xk—Yk))

n
k=1

9

Ddouble

= (X — V), (A.83)

Das entsprechende Histogramm ist ebenfalls in Abb. [A.§] enthalten.
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Abbildung A.8: Histogramm fiir die Kom-
ponenten von Sgouple (links
oben), Pgyouple (rechts oben)
und Dgouple fiir auf [0, 1]

gleichverteilte Eingangsgrofien.
Auf der Abszissenachse sind
jeweils die Werte der einzelnen
Komponenten in 1000 Klassen
zusammengefasst abgetragen,
wéhrend auf der Ordinatenach-
se die jeweilige Klassenstirke
abzulesen ist.

Analog zuvor erhalten wir entsprechende Approximationen fiir die Vektoren ¢+, ¢~ und €&*
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sowie die sich iiber ([A.8]]) ergebenden gewiinschten Schitzwerte fiir o1, pt und oy, fix, welche
wir in Abb. [A.9 ablesen konnen.

In diesem Yersuch sind = -0.00054808, o, = 0.42447 In diesem Yersuch sind W, = -0.00022207 5, = 042336
300 T T T T T T 300

Anzahl der Klassenv ertreter
Anzahl der Klassenv ertreter

) 5 -4 2 0 2 4
Relative Fehler E; zu Klassen zusarnmengefasst w10 Relative Fehler % zu Klassen rusammengefasst w10

“m

In diesem “ersuch sind .= -0 00065765, o =0.4232

300

Abbildung A.9: Histogramm fiir die Komponen-
ten von €1 (links oben), &*
(rechts oben) und €~ fiir auf
[0,1] gleichverteilte Eingangs-
groffen. Auf der Abszissenach-
se sind jeweils die Werte der
einzelnen Komponenten in 1000
Klassen zusammengefasst abge-
tragen, wiahrend auf der Ordi-
natenachse die jeweilige Klas-
senstérke abzulesen ist.

Anzahl der Klassenvertreter

0

Zu beobachten ist, dass sich die Histogramme aus dem Experiment [A.46] fiir die jeweiligen relativen
Fehler in den Abbildungen [A.3] [A.6] und [A.9] sehr stark dhneln und daher die Vermutung zulassen,
dass der relative Fehler — zumindest bei standardnormalverteilten oder gleichverteilten Eingangsdaten
— weder von den Eingangsdaten noch von der gewéhlten Operation e € {+, —, x } abhéngt. Desweiteren
koénnen wir verifizieren, dass sich der relative Fehler offenbar jeweils im Intervall [—u, u] mit dem hier
modellierten u = 2724 ~ 61078 befindet. In einem weiteren Experiment untersuchen wir den bei einer
skalierten Drehung auftretenden relativen Fehler.

Experiment A.47. Fiir eine vorgegebene Anzahl n < 224 werden jeweils zwei zufillige Vektoren X
und Y erzeugt, deren Komponenten X; und Y} sdmtlich

(a) standardnormalverteilt (d.h. normalverteilt mit Erwartungswert Null und Varianz Eins),
(b) gleichverteilt auf dem Intervall [—1, 1] oder
(c) gleichverteilt auf dem Intervall [0, 1]

sind. Dabei erzwingen wir wiederum iiber den Befehl double(...), dass alle Komponenten mit 52
Nachkommastellen, also mit doppelter Genauigkeit abgespeichert werden. Die beiden Vektoren werden
als Zeilen einer 2 x n Matrix aufgefasst, deren sémtliche Spalten

vk = (i(/k> , k=1,...,n,
k

mit einer konstanten Drehmatrix

A () ) o]
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jeweils sowohl in einfacher Genauigkeit, d.h. iiber den Befehl single(...) mit maximal 24 Nachkom-
mastellen, als auch in doppelter Genauigkeit multipliziert werden. Dabei wollen wir die in doppelter
Genauigkeit vorhandenen Eintridge der Drehmatrix A als (vergleichsweise) exakt annehmen. Analog
zuvor bezeichnen wir mit ﬂ(AV(k>) jeweils die in einfacher Genauigkeit gedrehte k-te Spalte. Da wir
die exakten Ergebnisse nicht zur Verfiigung haben, wollen wir die in doppelter Genauigkeit gedrehten
Spalten als ausreichend genau annehmen. Anschlieend bestimmen wir die Vektoren

AAVE)Y_ AV (R
¢k .— %, falls V(®) £ 0 |

(A.84)
0, falls V& =0 |

der jeweils aufgetretenen relativen Fehler sowie die entsprechenden euklidischen Normen dieser Vekto-
ren. Uber ein Histogramm erhalten wir dann Aufschluss iiber die Verteilungseigenschaften der entspre-
chenden Approximationen fiir den in diesem Fall als zweidimensionalen Zufallsvektor angenommenen
relativen Fehler. Abbildung zeigt den Vektor €* aus (A.84)) bei einer Drehung um den Winkel %Z
exemplarisch fiir den Fall standardnormalverteilter Zufallsgrofien.

Erwartungswert: [0.00064906 -1.3426e-005] * u, Varianzen: [0.18325 0.18336]* u’, Kovarianz: 0.00027867 * u’
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Abbildung A.10: Relativer Fehler aus (A-84) fiir den Drehwinkel 27.
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Zusammenfassung

Diskrete Kosinus- und Sinustransformationen (DCT, DST) zdhlen zu den wichtigen und héufig ge-
brauchten Werkzeugen der digitalen Signalverarbeitung. In dieser Dissertation wird eine umfassende
und einheitliche Stabilitdtsanalyse sowohl in Festkomma- als auch in Gleitkomma-Arithmetik fiir eine
Klasse von schnellen DCT- und DST-Algorithmen durchgefiihrt, welche auf Faktorisierungen der or-
thogonalen Transformationsmatrizen in Produkte von diinnbesetzten orthogonalen Matrizen beruhen.
Neben Untersuchungen fiir den ungiinstigsten Fall (worst case) wird auch jeweils eine stochastische
Rundungsfehleranalyse (average case) durchgefiihrt, die das Verhalten des durchschnittlichen relativen
bzw. absoluten Rundungsfehlers abschétzt. Insbesondere fiir die Festkomma-Arithmetik sind bisher
keine Aussagen iiber den Rundungsfehler bei den DCT und DST bekannt. Neu ist hierbei auch, dass
das stochastische Modell fiir den Rundungsfehler ohne die in der Bildverarbeitung selten gegebene
Unkorreliertheit der Eingangsdaten auskommt und nur wenige Informationen iiber die Verteilung der
beteiligten Groflen bendtigt.

Abstract

In this thesis, a comprehensive and unified stability analysis for a class of fast DCT (discrete cosine
transform) and DST (discrete sine transform) algorithms is performed, both for fixed-point and floating-
point arithmetic. These algorithms belong to important and often used tools within digital signal
processing. Each of them is based on a factorization of the underlying orthogonal transform matrix
into a product of sparse orthogonal matrices. Additionally to worst case analysis, also the average
case is considered using stochastic models for the relative and absolute roundoff errors. Especially for
fixed-point arithmetic, results concerning the roundoff errors for DCT- and DST-algorithms are rarely
known. Particularly with regard to applications in digital image processing, the stochastic analysis of
roundoff error is done without assuming the data to be uncorrelated or independent.
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Thesen zur Dissertation

Deterministische und stochastische Rundungsfehleranalysen von
schnellen trigonometrischen Algorithmen

in Gleitkomma- bzw. Festkomma-Arithmetik

von DiPL. MATH. KATJA THSBERNER

Die Menge M der in einem Computer darstellbaren Zahlen ist endlich. In der elektronischen
Datenverarbeitung treten daher neben Eingangsfehlern ebenso bei arithmetischen Operationen
kaum vermeidbare Rundungsfehler auf, welche von der implementierten Arithmetik abhingig
sind. Erste Untersuchungen zum Rundungsfehlerverhalten bei Algorithmen zum Lésen linearer
Gleichungssysteme gehen auf J. von Neumann & H.H. Goldstine [41, (1947)] zuriick, die iiber-
wiegend von J.H. Wilkinson [67, (1963)] fortgefithrt wurden.

Aufgrund der hoheren Flexibilitdt verwenden die meisten Computer die sogenannte Gleitkomma-
Arithmetik, fiir welche daher in erster Linie Rundungsfehleranalysen entwickelt wurden (vgl.
Higham [24] (2002)]).

Bei der deterministischen Rundungsfehleranalyse wird der Rundungsfehler im ungiinstigsten Fall
(worst-case) bei jedem Schritt nach oben abgeschétzt. Die auf diese Weise ermittelten oberen
Schranken sind im Allgemeinen jedoch viel zu pessimistisch. Daher wird im Rahmen einer sto-
chastischen Rundungsfehleranalyse zusétzlich das durchschnittliche Verhalten (average-case) des
Rundungsfehlers abgeschétzt.

In der digitalen Signalverarbeitung ist der Bedarf an anwendungsspezifisch konzipierten Signal-
prozessoren in den letzten Jahren enorm angestiegen. Nicht selten wird dabei auf die im Vergleich
zur konventionellen Gleitkomma-Arithmetik einfachere und beziiglich der Hardware weniger
kostenintensive Festkomma-Arithmetik zuriickgegriffen (vgl. Diniz [15, (2010)]). Somit besteht
grofes Interesse an deterministischen bzw. stochastischen Rundungsfehleranalysen in Festkomma-
Arithmetik, was das Thema dieser Dissertation ist.

Zu den bekanntesten schnellen und numerisch stabilen Algorithmen gehort die schnelle Fourier-
Transformation (FFT). Diese Methode zur Berechnung der diskreten Fourier-Transformation
(DFT) wurde von Cooley und Tukey [12} (1965)] vorgeschlagen und beruht auf der Teile-und-
Herrsche-Strategie. Bei einer Transformationslinge n = 2! reduziert die FFT gegeniiber einer
naiven Implementierung der DFT die Anzahl der arithmetischen Operationen von O(n?) auf
O(nlogyn).

Bei zahlreichen Aufgabenstellungen sind reelle Datenvektoren gegeben. Um die komplexe Arith-
metik bei der DFT zu umgehen, werden beispielsweise die diskreten Kosinus-Transformationen
(DCT) und die diskreten Sinus-Transformationen (DST) angewandst.

Aufgrund ihrer Linearitét, leichten Invertierbarkeit und N&he zur DFT besitzen die DCT und
DST zahlreiche Anwendungen, beispielsweise in der digitalen Signalverarbeitung. Eine herausge-
hobene Rolle spielen dabei die DCT-II in der Datenkompression (vgl. Ansari [2, (2000)]) und die
DCT-IV beim Entwurf von effizienten Filterbénken (vgl. Vaidyanathan [57, (1993)] und Diniz
[15, (2010)]).



e Fiir die DCT und DST lassen sich reelle, schnelle und numerisch stabile Algorithmen angeben,
welche ebenso auf der Teile-und-Herrsche-Strategie beruhen. Wie bei der DFT gibt es fiir die
DCT und DST verschiedene Moglichkeiten einer schnellen Realisierung (vgl. C. van Loan [58]
(1992)]). Im Vordergrund stehen hier Algorithmen, welche auf Matrixfaktorisierungen

A = J[A™ = AW AP0 (T.1)

m=1

der entsprechenden orthogonalen Transformationsmatrix A basieren, deren Faktoren A diinn-
besetzt und orthogonal sind. Dabei bedeutet hier die Diinnbesetztheit von A, dass in jeder
Zeile und in jeder Spalte maximal zwei Elemente ungleich Null stehen.

e Die Effizienz eines schnellen Algorithmus lésst sich im Vergleich zu seinen Stabilitdtseigenschaften
wesentlich einfacher vorhersagen (vgl. Higham [24, (2002)]). Letztere erfordert eine sorgfiltige

Analyse (vgl. Abbildung [T.1]).

X y = Ax

x + Ax — ¥ =A(x+ Ax)

Abbildung T.1: Modellierung des Vorwérts- und Riickwértsfehlers.

e In Kapitel [1] werden verschiedene bekannte Algorithmen zur effizienten Realisierung diskreter
Kosinus- und Sinustransformationen vom Typ II — IV vorgestellt.

— Bei einer solchen Transformation wird fiir einen Vektor x fester Ldnge n € N jeweils eine
Matrix-Vektor-Multiplikation Ax mit einer quadratischen vollbesetzten, jedoch orthogona-
len Matrix, z.B.,

. n—1 . n—1
C}f = 2 <5n(j) cos ‘77(2k + 1)7r> , C}lv = \/z (cos (2 + 1)@k + 1>7T> )
0

n 2n = 4n k=0

(en(0) = ? und £,(j) = 1 sonst) ausgefiihrt. Insbesondere interessiert der Fall n = 2.

— Zu jeder dieser vollbesetzten Kosinus- und Sinusmatrizen werden jeweils Matrixfaktorisie-
rungen angegeben, welche als Faktoren zwei diinnbesetzte orthogonale Matrizen und eine
Blockdiagonalmatrix besitzen. Dariiber hinaus enthilt die jeweilige Blockdiagonalmatrix als
Blocke wiederum Kosinus- bzw. Sinusmatrizen der Grofle § x 5 — jedoch nicht notwendi-

gerweise vom gleichen Typ.

— Induktiv lassen sich somit Faktorisierungen herleiten, die nur noch aus diinnbesetzten or-
thogonalen Matrizen bestehen, wobei sich jeder Faktor durch Permutationen und zeilen-
bzw. spaltenweise Vorzeichenskalierungen (nette Matrizen) in eine Blockdiagonalmatrix mit
Blocken der Gestalt

o cos(p) sin(yp) x
p) = (00 W) (e o) (T2

iiberfithren lasst.

— Die Multiplikation eines Vektors x € R? mit einer Matrix Q2(() bedeutet geometrisch genau
eine Drehung um den Winkel —¢, so dass es sich bei Qa(¢) wegen Qa(p)™! = Qa(—¢p) =
Q2(¢)T um eine orthogonale Matrix handelt.

— Aus den hergeleiteten Faktorisierungen werden schnelle Algorithmen entworfen. Dabei be-
stechen insbesondere die rekursiven Algorithmen - durch ihre einfache Struktur.



e In Kapitel 2] werden sowohl deterministische als auch stochastische Modelle fiir die Gleitkomma-
und Festkomma-Arithmetik untersucht bzw. weiterentwickelt.

— Ausgehend von dem auf Wilkinson [67, (1963)] zuriickgehenden Modell zur Gleitkomma-
Arithmetik werden jeweils Abschétzungen fiir den entstehenden relativen Rundungsfehler
bei elementaren Operationen (Addition, Subtraktion und Multiplikation) und ebenso beim
Skalarprodukt von Vektoren sowie bei der Matrix-Vektor-Multiplikation hergeleitet, welche
sich fiir Drehmatrizen verschérfen.

— Im Rahmen eines stochastischen Modells und unter zusétzlichen Annahmen werden Vorher-
sagen fiir die euklidische Norm des Vektors der bei Matrix-Vektor-Multiplikationen mit den
Drehmatrizen (T.2) auftretenden relativen Rundungsfehler bereitgestellt.

x Die zunédchst geforderte Annahme der stochastischen Unabhéingigkeit an die Eingangs-
daten erweist sich als ungeeignet, da sie im Allgemeinen bereits nach einer Matrix-
Vektor-Multiplikation nicht mehr gew&hrleistet werden kann.

x Aufgrund der speziellen Blockdiagonalgestalt gelingt nach geringfiigiger Modifikation
die Ubertragung der Idee von Zeuner [75, (2005)], welcher ein stochastisches Modell fiir
die Multiplikation komplexer Zahlen entwickelt hat, auf den Fall von Drehmatrizen (vgl.
Satz . Neu ist hierbei, dass die Eingangsdaten korreliert sein kénnen.

* Unter Verwendung der sinnvollen Annahmen G% + G% =1+4e)z2, ‘EIH\%’ < 2u+u?, und

]E(EH,”%) = 0 bzw. €112 < 0 sind die Hauptergebnisse in Satz zusammengefasst.

— Das bereits auf J. von Neumann und Goldstine [41], (1947)] zuriickgehende Modell zur
Festkomma-Arithmetik, welches die Vorzeichenbetragsdarstellung (sign-magnitude repre-
sentation) verwendet, wird betrachtet.

x Im Vergleich zur Gleitkomma-Arithmetik ist die Addition innerhalb der Festkomma-
Arithmetik fehlerfrei ausfithrbar, solange kein Uberlauf auftritt.

x Obere Schranken fiir den bei elementaren Operationen, Skalarprodukt und Matrix-
Vektor-Multiplikation entstehenden absoluten Rundungsfehler werden ausgehend von

fix(m+m) = m+m, falls |m +m| <1;

m X m = mm =0,  (|Omm| <u, MN0mm >0, |[mxm| < |mml) .

fiir m, m € M, hergeleitet. Dabei ist fix : [-1, 1] — M, das Abschneiden und

M, = {m € [-1,1] : m = sign(m) Z,qu*k, wi € 10, 1}} u{-1,1}
k=1

fiir ein fest gewahltes ¢ € N sowie u := 27¢ die Rechnergenauigkeit.
x Skalarprodukte werden ebenso in doppelter Genauigkeit untersucht.
* Satz liefert die wichtigste Aussage von Abschnitt
— Schliefflich untersuchen wir ein stochastisches Modell zur Festkomma-Arithmetik:
+* Auf die Unkorreliertheit der Eingangsdaten kann dabei verzichtet werden.

* Die in dieser allgemeinen Form vollig neuen Hauptergebnisse, welche die besondere
Gestalt der betrachteten Matrizen essentiell verwendet, finden sich in den Sédtzen [2.37]
2.38 und [2.39)

e In Kapitel [3| untersuchen wir verschiedene Situationen fiir die Gleitkomma-Arithmetik, bei der
Rundungsfehler auftreten kénnen. Eingangsfehler der Daten werden zusétzlich beriicksichtigt. Zu
den Algorithmen - werden von der Transformationslinge n abhiingige Stabilitéitskon-
stanten fiir den ungiinstigsten bzw. fiir den durchschnittlich auftretenden Fall hergeleitet.



— Fiir die deterministische Rundungsfehleranalyse sind die auf den neuen nicht verbesserbaren
Ungleichungen

2
(2|ac| + 2|bd| + |ac — bd))* + (2|ad| 4 2|be| + |ad + be|)* < g(aQ +02)( + d?)

bzw.

(|las| + [bs| + |as — bs|)® + (|as| + |bs| + |as + bs])®> < 2(3+V5)(a® +b%)s*,

(a,b,c,d,s € R) basierenden Hauptergebnisse in den Sdtzen und zusamimenge-
fasst. Letzterer beriicksichtigt, dass einige der Matrixfaktoren hochstens skalierte Butterfly-
Matrizen

SG _11) (s €R, s +£0)

enthalten, so dass hier pro Block zwei Rundungsfehler erzeugende Multiplikationen einge-
spart werden konnen.

— Fiir die auf den Annahmen aus Modell basierende stochastische Rundungsfehleranalyse
sind die Hauptergebnisse in Satz [3.23] zusammengefasst. Im Vergleich zu den Arbeiten von
Tasche & Zeuner [54, (2000)] bzw. Zeuner [75 (2005)] verzichtet Modell darauf, die
Eingangsdaten als unkorreliert oder stochastisch unabhéngig anzunehmen. Auf diese Weise
ist das Anwendungsspektrum erheblich grofer.

In Kapitel [4 werden die Algorithmen - auf ihre numerische Stabilitét in Festkomma-
Arithmetik untersucht.

— Sowohl in einfacher als auch in doppelter Genauigkeit werden Abschéitzungen fiir den un-
gilinstigsten Fall angegeben. Satz fasst dabei die Resultate fiir eine spezielle Blockdiago-
nalmatrix und einen Eingangsvektor x € [—1,1]” mit ||x|2 < 1 zusammen, aus denen dann
die Stabilitétskonstanten fiir die Algorithmen [I.15]-[1.22] bei verschiedenen Skalierungsarten
in den Sétzen - gewonnen werden.

— Basierend auf Modell[£.16]findet analog zur Gleitkomma-Arithmetik eine stochastische Run-
dungsfehleranalyse statt. Als Hauptergebnis sind die entsprechenden durchschnittlichen Sta-
bilitdtskonstanten in Satz [4.17] angegeben.

In Kapitel [5] werden die theoretischen Schranken aus den Kapiteln 3] und [4 auf ihre Qualitéit
iiberpriift, indem die Algorithmen aus Kapitel [1| fiir verschiedene Transformationslingen n = 2°
und zufillig erzeugte Testvektoren ausgefiihrt werden. Dazu sind die Algorithmen -
jeweils in MATLAB implementiert worden.

Die wichtigsten neuen Ergebnisse lassen sich wie folgt zusammenfassen:

(1)

Die teilweise bekannten (vgl. Plonka & Tasche [43], (2005)]) Matrixfaktorisierungen fiir Kosinus-
und Sinusmatrizen vom Typ II — IV werden systematisch ausgearbeitet und fithren zu einer
Klasse von einfachen, rekursiven Algorithmen fiir die DCT und DST vom Typ IT — IV, falls die
Transformationslénge n eine Zweierpotenz ist.

Es werden deterministische und stochastische Modelle zur Gleit- und Festkomma-Arithmetik
bereitgestellt. Fiir Matrix-Vektor-Multiplikationen erfolgt eine deterministische und stochasti-
sche Rundungsfehleranalyse. Besitzen die Matrizen spezielle Blockdiagonalgestalt, so bleiben die
Ergebnisse auch im Fall korrelierter Eingangsdaten giiltig.

Die entwickelten Methoden der deterministischen und stochastischen Rundungsfehleranalysen
werden auf die schnellen DCT- und DST-Algorithmen — angewandt. Fiir die numeri-
sche Stabilitdt dieser Algorithmen werden im Fall der Gleitkomma-Arithmetik verbesserte Kon-
stanten angegeben und im Fall der Festkomma-Arithmetik erstmals Konstanten bestimmt. Die
numerischen Testrechnungen illustrieren die theoretischen Ergebnisse und ermdglichen einen sehr
guten Vergleich des Rundungsfehler-Verhaltens in beiden Rechnerarithmetiken.
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