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Nomenklatur

Eine Matrix wird als nichtnegativ bezeichnet, wenn alle Eintrége nichtnegativ sind.
Um Untermatrizen oder zusammenhéngende Teile von Vektoren zu extrahieren, wird die Dop-
pelpunktnotation [60] genutzt:

- Fiir M € R™*" begeichnen M (i,:) € R1*" die i-te Zeile und M(:,j) € R™ die j-te Spalte
von M.

- Fir 1 <47 <9 < m wird die Untermatrix von M, die durch das Extrahieren der Zeilen
i1 bis iy entsteht, mit M (i1 : ip,:) € RE2=1+H)X" hegeichnet. Fiir 1 < j; < jo < n wird
die Untermatrix von M, die durch das Extrahieren der Spalten j; bis jo entsteht, mit
M(:, 41 : j2) € R™*U2=7141) hegeichnet. Die kombinierte Anwendung fithrt auf

1J2

Miljl . M
M(’Ll 119,71 ¢ ]2) = : : c R(iQ*ilJFl)X(jQ*lerl)‘

My, ... My,

Insbesondere ist M (7,7) = M;;.

- Fiir einen Zeilenvektor v € R1*™ und 1 < iy < iy < n ist

v(in 2 d2) = (Vig, .., 0ip) € RIx(f2—i1+1)

und fiir einen Spaltenvektor v € R™ und 1 < i1 <ip < n ist

w(iy :ig) = (Wi, -, uiy)T € Riz—i1+1

Héaufig in dieser Arbeit verwendete Symbole sind:

D
C,A

UuxveT

nichtnegative k x n-Matrix, die faktorisiert werden soll, siehe (1.1),

Faktoren einer nichtnegativen Matrixfaktorisierung, wobei C' € RF*s, A € RS*", sje-
he (1.5), mitunter werden auch X und Y als Faktoren genutzt,

abgeschnittene Singulirwertzerlegung von D, wobei U € RF*S ¥ € R$* V € R"**,
siehe (2.1),

s x s-Matrix zur Bestimmung von C' und A mittels U, ¥ und V, siehe (2.2),

Menge zuléssiger Losungen in Bezug auf den zweiten Faktor einer nichtnegativen Ma-
trixfaktorisierung, siehe (2.6),

Menge zuldssiger Losungen in Bezug auf den ersten Faktor einer nichtnegativen Ma-
trixfaktorisierung, siehe (2.7),

Obermenge von M 4, welche nur die Nichtnegativitit der ersten Zeile des zweiten
Faktors beriicksichtigt, siehe (2.8),

Obermenge von M, welche nur die Nichtnegativitiat der ersten Spalte des ersten
Faktors beriicksichtigt, siehe (2.9),

niedrigdimensionale Darstellungen der Zeilen von D, siehe (2.10),
niedrigdimensionale Darstellungen der Spalten von D, siehe (2.11),
konvexe Hiille der w(:,i), i = 1,...,k, siehe (2.12),

konvexe Hiille der u(:,j), j = 1,...,n, siehe (2.13),

Menge der nichtnegativen reellen Zahlen; Ry = {x € R: z > 0}.






1 Einleitung

In dieser Schrift wird die Uneindeutigkeit von nichtnegativen Faktorisierungen nichtnegativer
Matrizen untersucht. Solche Faktorisierungen ordnen sich in die mathematischen Gebiete der
multivariaten Analysis/Faktoranalyse und der Tensorfaktorisierungen ein und werden etwa fiir
die Datenanalyse und die Signalverarbeitung angewendet. Im Sinne des blind source separation
Problems wird mittels geeigneter Tensorfaktorisierungen das Ziel verfolgt, von hochdimensiona-
len iiberlagerten Daten auf die latenten niedrigdimensionalen Quellterme zu schlieffen und deren
Strukturen zu entschliisseln. Solche Zerlegungen gelingen insbesondere dann gut, wenn zusétz-
liche Informationen iiber die zugrunde liegenden Faktoren bekannt sind. Um fiir eine konkrete
Anwendung aussagekriftige oder etwa physikalisch sinnvolle Faktorisierungen zu extrahieren,
sind beispielsweise Nichtnegativitatsrestriktionen, Annahmen {iiber sparsity (compressed sen-
sing), Glattheit, Monotonie oder statistische Unabhéingigkeit sowie Kenntnisse, inwiefern manche
Quellen nur lokal Beitrage liefern, von besonderer Bedeutung. Mitunter kann auch die Konsistenz
von Teilen der Faktorisierung mit zeitlichen Modellen etwa in Form eines Anfangswertproblems
gewohnlicher Differentialgleichungen gefordert werden. Die Dynamik und Tiefe des Arbeitsge-
biets belegen exemplarisch das Werk von Cichocki, Zdunek, Phan, und Amari iiber nichtnegative
Matrix- und Tensorfaktorisierungen [26| sowie der Sammelband von Dahlke, Dahmen, Griebel et
al. iber die Extraktion quantifizierbarer Informationen aus komplexen Systemen [29].

Konkret wird in dieser Schrift das Problem betrachtet, dass zu D € RT" eine Faktorisierung
der Form

D=XY (1.1)

mit X € RTS und Y € RY*"™ zu kleinstmaéglichem s gesucht ist. Dieses s wird als nichtnegativer
Rang, s = ranky (D), bezeichnet [27] und die Minimalitét zielt darauf ab, triviale nichtnega-
tive Faktorisierungen der Form D = [;;D = DI, auszuschlieffen. Dabei bezeichnen I und I,
Einheitsmatrizen geeigneter Dimension.

Eine nichtnegative Faktorisierung vom Typ (1.1) zu bestimmen, ist ein inverses Problem, welches
keine eindeutige Losung besitzt. Es ist somit ein schlecht gestelltes inverses Problem. Triviale
Mehrdeutigkeiten ergeben sich durch Permutationen oder/und Umskalierungen in den Spalten
des ersten und den Zeilen des zweiten Faktors: Ist XY eine nichtnegative Faktorisierung von D
und ist A € RY*Y eine verallgemeinerte Permutationsmatriz (Produkt aus einer Permutations-
und einer Diagonalmatrix [121]) mit rank(A) = s und A # I, so sind XY und

(XA H(AY) = XY’ (1.2)

zwei verschiedene nichtnegative Faktorisierungen von D. Solche Formen der Mehrdeutigkeit sind
in der Regel nicht von Interesse und werden durch Aquivalenzklassenbildung [143] im Folgenden
nicht weiter betrachtet. Die eigentliche Schwierigkeit, dass das Faktorisierungsproblem fiir s > 2
im Normalfall auch unter Vernachldssigung trivialer Mehrdeutigkeiten keine eindeutige Losung
besitzt, zeigt

p=(i20)=( 1) G2e)=G1)Gas) 13
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wobei sich die beiden Produkte nicht mittels einer verallgemeinerten Permutationsmatrix inein-
ander iiberfithren lassen.

In der vorliegenden Schrift wird das Problem der Mehrdeutigkeit der Faktorisierung systema-
tisch untersucht. Aufgrund der Struktur der Aufgabe ist eine geschlossene Angabe der Menge
moglicher Faktorenpaare fiir s > 2 im Allgemeinen weder in {ibersichtlicher Weise moglich, noch
sinnvoll. Stattdessen wird der Ansatz verfolgt, die Mengen aller Spalten des ersten und aller Zei-
len des zweiten Faktors zu bestimmen, die sich zu nichtnegativen Matrixfaktorisierungen ergén-
zen lassen. Fiir diese Mengen werden niedrigdimensionale Darstellungen eingefiihrt und Mengen
zuldssiger Losungen definiert. Fiir Matrizen vom Rang s sind die Mengen zuldssiger Losungen
Teilmengen des R*~!. Die Idee der niedrigdimensionalen Darstellungen basiert zentral auf der
Perron-Frobenius-Theorie nichtnegativer Matrizen [8,10,121]. Die Mengen zuléssiger Losungen
werden untersucht und ihre grundlegenden Eigenschaften werden nachgewiesen. Weiter werden
Methoden (geometrisch konstruktive und numerisch approximative) zur effektiven Bestimmung
der Mengen zuldssiger Losungen fiir kleine s (etwa s = 2, 3,4) beschrieben und analysiert.

Das Problem der nichtnegativen Matrixfaktorisierung wird in Verdffentlichungen unter verschie-
denen Aspekten untersucht [26,36,71,147,174]. In einigen Veroffentlichungen wird die nichtne-
gative Matrixfaktorisierung auch als Positive matriz factorization' bezeichnet [126,177]. Als zur
Klasse der blind source separation Probleme gehorig, ist die nichtnegative Matrixfaktorisierung
artverwandt zur Unabhéngigkeitsanalyse (independent component analysis, ICA, [28,75,76]) und
zur Hauptkomponentenanalyse (pricipal component analysis, PCA, [21,66,84]). Weiter wird auch
auf die Unterklasse der symmetrischen nichtnegativen Matrixfaktorisierung (symmetric nonne-
gative matriz factorization, SNMF, [67,74]) sowie Methoden zur Bestimmung einzelner Fakto-
risierungen [95, 106, 107, 143| verwiesen. Die Verallgemeinerung der nichtnegativen Matrixfak-
torisierung ist die nichtnegative Tensorfaktorisierung, wobei fiir einen Tensor der Ordnung m
Zerlegungen mit m Faktoren gesucht werden (PARAFAC model oder auch nonnegative tensor
factorization, NTF, [26,39,94, 98,99, 125,165, 177]).

In der vorliegenden Schrift werden insbesondere Matrizen D mit rank, (D) = rank(D) untersucht
und einige der entwickelten Methoden funktionieren nur unter dieser Voraussetzung. Oft wird
diese Form der nichtnegativen Matrixfaktorisierung auch als nonnegative rank factorization [10,
22,23,61,130,170| oder als Vollrangfaktorisierung bezeichnet. Fiir die Faktorisierung von Matrizen
mit rank, (D) = rank(D) ergibt sich die niitzliche Besonderheit, dass sich X und Y mittels
einer abgeschnittenen Singuldrwertzerlegung konstruieren lassen [105,112,117,124]. Eine solche
Vereinfachung ist fiir Probleme mit k,n > s effektiv. Das Problem, den nichtnegativen Rang
von D zu bestimmen, wird im Folgenden mit Verweis auf [27,36,54, 61| nicht weiter behandelt.
Ein Beispiel fiir eine Matrix D mit rank(D) < rank, (D) ist [27,170]

(1.4)

O = O =
—_ O = O
— = O O

S O = =

Die Matrix D aus (1.4) ist nichtnegativ und vom Rang drei, ihr nichtnegativer Rang betragt vier.
Weiter ist sie nicht eindeutig faktorisierbar, denn es gelten D = I, D = D1,. Fiir gestorte Daten
ist in der Regel keine Faktorisierung, sondern eine approximativ nichtnegative Zerlegung, die
auf einer Niedrigrangapproximation beruht, gesucht. Fiir eine solche Aufgabe ist die Wahl eines
geeigneten s entscheidend, sodass eine Approximation mit sinnvollen Faktoren und akzeptablen
Fehler gelingen kann.?

! Auch hier werden Faktoren mit Xi; > 0 und Y, > 0 gesucht.

2Fiir Messdaten gilt aufgrund von Stérungen in der Regel rank(D) = min(k,n) und mitunter auch D % 0.
Fiir solche Fille sind zu gegebenen s approximativ nichtnegative Faktoren X € R¥*® und Y € R**" mit
|ID — XY||3 — min gesucht.



Das in dieser Arbeit untersuchte mathematische Problem der nichtnegativen Matrixfaktorisierung
ist eng mit dem Anwendungsproblem der Zerlegung spektroskopischer Messdaten zu chemischen
Reaktionssystemen in die Beitrage der Reinkomponenten verbunden. Daher sind die Analysen
in der vorliegenden Arbeit in einigen Aspekten durch Fragestellungen dieses Anwendungspro-
blems beeinflusst. Bei der Reinkomponentenrekonstruktion sind spektroskopische Daten etwa
auf einem Zeit- und Frequenzraster in Matrixform gegeben. Zu einer Datenmatrix sind die An-
zahl der beteiligten Substanzen sowie deren Reinkomponentenspektren und die dazugehérigen
Konzentrationsprofile gesucht. Den Zusammenhang zwischen der (zugénglichen) Matrix D der
iiberlagerten Spektren sowie den (gesuchten) Matrizen C' der Konzentrationsprofile und A der
Reinkomponentenspektren beschreibt das Gesetz von Lambert-Beer in Matrixform [90,112,117]

D=CA (1.5)

niaherungsweise/idealisiert. Die Elemente von D sind nichtnegativ und wegen der (natiirlichen)
Nichtnegativitatsrestriktionen fiir beide Faktoren fiihrt dies auf das Problem der nichtnegativen
Matrixfaktorisierung. Aus diesem Kontext heraus wird mitunter auch von der Rekonstruktion
der Faktoren gesprochen.

Aufbau der Arbeit

Neben der Einleitung und einem Ausblick ist die vorliegende Arbeit in vier Kapitel gegliedert.
In dem ersten hiervon, Kapitel 2, werden das Problem der nichtnegativen Matrixfaktorisierung
vorgestellt und wesentliche Eigenschaften der Aufgabenstellung analysiert. Auf die Schwierigkeit
der Mehrdeutigkeit der Faktorisierung wird eingegangen und der zentrale Ansatz, die Faktori-
sierung mittels einer abgeschnittenen Singuldrwertzerlegung zu konstruieren, wird vorgestellt.
Weiter werden die Mengen zuléssiger Losungen und, in Vorbereitung auf deren Analyse, einige
wesentliche Objekte in Bezug auf diese eingefiihrt. Die Anwendung der nichtnegativen Matrixfak-
torisierung zur Aufklarung spektroskopischer Daten wird naher erldutert. Abschliefsend werden
vier Datensétze vorgestellt, die in dieser Arbeit zu Erlduterungen und vergleichenden Tests ge-
nutzt werden.

Kapitel 3 ist einer ausfithrlichen Analyse der Mengen zuléssiger Losungen gewidmet. Dazu wird
zunéchst untersucht, unter welchen Voraussetzungen an D der niedrigdimensionale Ansatz ge-
nutzt werden kann. Anschliefend werden wichtige Eigenschaften der Mengen zuldssiger Losungen
unter (schwachen) Voraussetzungen nachgewiesen. Die Voraussetzungen werden gesondert ana-
lysiert und lassen sich zu nur einer nichttrivialen zusammenfassen: Das Faktorisierungsproblem
darf sich nicht blockweise in untereinander unabhéngige Unterfaktorisierungsprobleme aufspalten
lassen. Andernfalls lassen sich diese Subsysteme, sofern sie nicht weiter zerlegbar sind, einzeln
betrachten und die jeweiligen Mengen zuldssiger Losungen bestimmen. Betrachtet werden die
Zusammenhénge, iiber die die einzelnen Spalten des ersten und die einzelnen Zeilen des zweiten
Faktors durch das Dualitatsprinzip verbunden sind. In einem weiteren Abschnitt werden Unter-
suchungsergebnisse (Eigenschaften und geometrische Interpretation) zu den verallgemeinerten
Mengen zuldssiger Losungen fiir Probleme mit rank(D) < ranky (D) vorgestellt. Abgeschlossen
wird das Kapitel mit Untersuchungen zu unterschiedlichen Aspekten des Einflusses von Stérun-
gen.

In Kapitel 4 werden Algorithmen zur schnellen und préizisen Approximation der Mengen zulés-
siger Losungen detailliert erlautert und kritisch analysiert. Es werden geometrisch konstruktive
und numerisch approximative Methoden vorgestellt. Diese bauen auf den Untersuchungen zu
verschiedenen Eigenschaften der Mengen zuléssiger Losungen des vorherigen Kapitels auf. Fiir
die Methoden gilt es stets, geeignete Kompromisse zwischen der Approximationsgiite und dem
Rechenaufwand zu finden. Ein Schwerpunkt liegt auf der Einbindung und Beriicksichtigung von
Storungen. Die Einbindung erfolgt iiber Klassifizierungsroutinen. Diese werden genutzt, um zu
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entscheiden, ob eine niedrigdimensionale Darstellung als zuldssig eingestuft wird oder nicht. Wich-
tig ist dabei, dass fiir gestorte Daten betragskleine negative Eintrige in den Faktoren zugelassen
werden kénnen. Abschliefend wird die Anbindung speziell berechneter, eingrenzender Losungen
an die Mengen zuléssiger Losungen untersucht.

Die herausgearbeiteten Methoden werden in Kapitel 5 an Beispieldatensétzen in Bezug auf die
Approximationsgiite und den Rechenaufwand in Abhéngigkeit von den jeweiligen Steuerpara-
metern getestet und verglichen. Einige Unterroutinen der Polygon inflation Methoden werden
separat und detailliert untersucht. Weiterhin werden die unterschiedlichen Ansétze zur Behand-
lung gestorter Daten und die Abhéngigkeit der Approximationen von den Steuerparametern
beleuchtet.

Das abschlieffende Kapitel ist einer Zusammenfassung und einem Ausblick auf geplante For-
schungsaktivitdten zu noch offenen oder bislang noch nicht endgiiltig geklarten Fragestellungen
im Umfeld der Mengen zuléssiger Losungen gewidmet.

Bereitstellung einiger Implementierungen

Im Zuge der Forschungsarbeiten zur Mehrdeutigkeit der nichtnegativen Matrixfaktorisierung
wurde vom Verfasser dieser Arbeit und Prof. K. Neymeyr um die neu entwickelten Polygon
inflation Algorithmen das MATLAB-Softwarepaket FACPACK erstellt. Die Polygon inflation Al-
gorithmen wurden als erste Methoden zur Berechnung der Mengen zuldssiger Losungen fiir s = 3
frei zugénglich gemacht. Das Softwarepaket wurde inzwischen, auch in Zusammenarbeit mit Dr.
A. Moog (geb. JirR), erweitert. Der Bezug zum Anwendungsbereich der Reinkomponentenrekon-
struktion spektroskopischer Daten ist durch die Anbindung an das Leibniz Institut fiir Katalyse
(LIKAT) in Rostock und die Evonik Industries AG iiber die gemeinsame Forschungsplattform
Hydroformylierung begriindet [42,100-102,148,151-153,158, 161].

Danksagung

An dieser Stelle mochte ich mich bei einigen Personen bedanken, die direkt oder indirekt zur
Erzielung von Forschungsergebnissen, die diese Arbeit betreffen, beigetragen haben. Vom Leibniz
Institut fiir Katalyse (LIKAT) sind dies unter anderem Prof. A. Borner, Prof. D. Heller, Dr. C.
Kubis und Dr. D. Selent. Vom Projektpartner Evonik Industries AG sind explizit Prof. R. Franke,
Dr. K.-D. Wiese, Dr. A. Bracher und Dr. D. Hess zu nennen. In diesem Zusammenhang md&chte
ich mich auch bei Prof. R. Ludwig (Universitdt Rostock) und Dr. C. Fischer (ehemals LIKAT,
aktuell Universitat Greifswald) bedanken.

Den Mitarbeitern der Arbeitsgruppe Numerische Mathematik an der Universitit Rostock, insbe-
sondere Prof. K. Frischmuth, Dr. A. Moog und M.Sc. H. Schréder, gilt mein Dank fiir die vielen
hilfreichen Diskussionen. Speziell mochte ich mich beim Leiter dieser Arbeitsgruppe, Herrn Prof.
K. Neymeyr, fiir die stets konstruktiven und fruchtbaren Diskussionen und Hinweise bedanken.

Zudem mochte ich mich bei der Deutschen Forschungsgemeinschaft (DFG) fir die Férderung
des Forschungsprojekts (Projekttitel: Numerische Verfahren zur Berechnung von Multikompo-
nentenzerlegungen fiir spektroskopische Anwendungen, Forderzeit: zweimal 3 Jahre) bedanken.



2 Nichtnegative Matrixfaktorisierung

In diesem Kapitel werden die im Folgenden behandelten Faktorisierungsaufgaben, der zur Kon-
struktion einer Faktorisierung genutzte Ansatz, die Mengen zuléssiger Losungen und wichtige
Objekte fiir deren Analyse und Berechnung eingefiihrt. Das in dieser Arbeit behandelte inverse
Problem der Bestimmung einer nichtnegativen Matrixfaktorisierung unter der Bedingung, dass
die Faktoren vollen Ranges sein sollen, wird nach Hadamard charakterisiert. Zudem wird die
Analyse spektroskopischer Daten als eine Anwendung der nichtnegativen Matrixfaktorisierung
erldutert und Test- und Anwendungsdatensétze werden vorgestellt.

2.1 Faktorisierungsprobleme

Im Folgenden werden die drei in dieser Arbeit untersuchten Faktorisierungsaufgaben eingefiihrt:
Die allgemeine Aufgabe der nichtnegativen Matrixfaktorisierung, die nichtnegative Vollrangfak-
torisierung sowie die approximativ nichtnegative Matrixfaktorisierung, die auf einer Niedrigrang-
approximation beruht. Fiir den stérungsfreien Fall lautet das Faktorisierungsproblem:

Faktorisierungsproblem 2.1. Se: D € Rixn, Gesucht ist eine Faktorisierung D = C A mit
Ce RTS und A € R zu kleinstmdaglichem s.

Die Verbindung zwischen D und s ergibt sich durch den nichtnegativen Rang einer nichtnegativen
Matrix [27,54,61]:

Definition 2.2. Sei D € Rﬁxn. Der nichtnegative Rang r := ranky (D) von D ist die kleinste
Zahl r € N, sodass nichtnegative Faktoren C € RF*" A € R™" mit D = C A existieren.

Bemerkung 2.3.

1. Der nichtnegative Rang ist die kleinste Zahl v, sodass D als Summe von r dyadischen
Produkten mit jeweils komponentenweise nichtnegativen Vektoren dargestellt werden kann.

2. Sei D € RKX™. Es gelten [27, 170]:
a) rank(D) < rank, (D) < min(k,n) und
b) rank(D) = rank, (D), falls rank(D) < 2.

Das Faktorisierungsproblem 2.1 ist allgemein gehalten. In dieser Arbeit liegt der Fokus auf Fak-
torisierungen zu der Wahl s = rank(D), sodass die Faktoren C' und A vollen Ranges sind.
Inwiefern dies die Berechnung/Konstruktion einer Faktorisierung vereinfacht, wird in Abschnitt
2.3 deutlich. Faktorisierungen mit s > rank(D) werden gesondert in Abschnitt 3.7 untersucht.

Die Aufgabe der nichtnegativen Vollrangfaktorisierung lautet:

Faktorisierungsproblem 2.4. Sei D € R¥*™ eine nichtnegative Matriz vom Rang s. Gesucht
ist eine Faktorisierung D = C'A mit nichtnegativen Faktoren C' € R¥*S und A € RS*",

In dieser Arbeit wird fiir die Analyse der in Abschnitt 2.4 eingefiihrten Mengen zuléssiger Lo-
sungen in der Regel die idealisierte, weil storungsfreie, Faktorisierungsaufgabe 2.4 betrachtet.
Unter der Beriicksichtigung von Stérungen und der Vorgabe der Anzahl der Spalten in C und
der Zeilen in A lautet die Faktorisierungsaufgabe:
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Faktorisierungsproblem 2.5. Sei D € R¥*™ mit Eintrigen, die nichtnegativ oder betragsklein

negativ im Sinne von Dj; > —maxy¢|Dyl, i =1,...,k, j =1...,n, sind. Weiter seien s € N
mit s < rank(D) und € > 0 gegeben. Gesucht sind Faktoren C' € R¥* und A € R**" mit
min;—y,__ Ci/ max;—1 . |Ci| > —€ und minj—y _, Apj/ maxj—i . n|Ae| > —c firl =1,...,s,

sodass ||D — C' A||% minimal wird.

2.2 Charakterisierung

Die Faktorisierungsaufgabe 2.4 ist ein inverses Problem, von dem es zunéchst zu kldren gilt, ob
es korrekt oder schlecht gestellt ist. Sei zu einer Operatorgleichung

Fl)=y, ze€X, ye),

das inverse Problem betrachtet, dass zu einem gegebenen y € ) ein x € X mit F(z) = y gesucht
wird. Das inverse Problem heifst nach Hadamard korrekt gestellt [40,65,72], falls

1. es zu jedem y € ) eine Losung = € X mit F(x) = y gibt (Existenzbedingung),
2. die aus F(z) = y erhaltene Losung z in X eindeutig bestimmt ist (Eindeutigkeit) und
3. die Losung x stetig von der rechten Seite y abhingt (Stabilitdtsbedingung).

Ist eines der drei Kriterien nicht erfiillt, so heifst die Aufgabe schlecht gestellt. Dabei ist beziiglich
des dritten Kriteriums die genutzte Topologie zu spezifizieren [40].

In Bezug auf die Faktorisierungsaufgabe 2.4 ist ein Faktorenpaar (C, A) eine Losung. Fiir die Cha-
rakterisierung des inversen Problems nach Hadamard wird im Folgenden diesbeziiglich mitunter
von Losungen gesprochen. Eine solche Losung (Faktorenpaar) steht mit den spéter eingefiithrten
Mengen zulassiger Losungen nicht direkt in Verbindung.

2.2.1 Analyse der Existenzbedingung

Bei der Uberpriifung der ersten Bedingung an ein korrekt gestelltes inverses Problem entsteht
sofort ein Bezug zum nichtnegativen Rang einer nichtnegativen Matrix D. Fiir ein Beispiel mit
rank(D) < rank, (D) miissen nach Bemerkung 2.3 die Matrixdimensionen und der Rang als
n,k > 4 sowie min(k,n) > rank(D) > 3 gewéahlt sein. Das klassische Beispiel |27, 170] fiir
einen Fall mit rank(D) = 3 < 4 = rank, (D) ist die Matrix D aus (1.4). Somit ist fiir die
Faktorisierungsaufgabe 2.4 bereits die erste Bedingung an ein korrekt gestelltes inverses Problem
nicht erfiillt, da es fiir ein allgemeines D € RT” keine Vollrangfaktorisierung geben muss.!

Matrizen, die keine nichtnegativen Faktorisierungen mit Faktoren vollen Ranges besitzen, sind in
Bezug auf die Berechnung solcher Faktorisierungen und der Analyse deren Mehrdeutigkeit nicht
von Interesse. Daher werden in dieser Schrift (mit Ausnahme von Abschnitt 3.7) nur Matrizen
untersucht, fiir die es eine Faktorisierung mit Faktoren vollen Ranges gibt. Es werden also nur
Matrizen D mit rank(D) = rank, (D) behandelt.

2.2.2 Analyse der Eindeutigkeitsbedingung

In Bezug auf die zweite Bedingung an ein korrekt gestelltes inverses Problem féllt zunéchst auf,
dass es bei der Bestimmung von C' und A triviale Mehrdeutigkeiten der Form (1.2) gibt. Um
diese auRer Acht zu lassen, wird eine Aquivalenzrelation eingefiihrt [143]: Zwei Faktorisierun-
gen CA und C’A’ sind dquivalent, falls es eine verallgemeinerte Permutationsmatrix A € R5*$

Hnwiefern die Existenz mittels simplizialen Kegeln gekldrt kann, wird in [23,170] erlautert.
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mit ¢/ = CA~! und A’ = AA gibt. Somit werden alle Faktorisierungen, die sich nur um
Umskalierungen- und/oder Umsortierungen in den Spalten von C' und den Zeilen von A un-
terscheiden, in eine Aquivalenzklasse eingeteilt. Jedoch besitzt die Faktorisierungsaufgabe 2.4
auch unter Vernachlissigung trivialer Mehrdeutigkeiten in der Regel keine eindeutige Losung.?
In (1.3) ist ein einfaches Beispiel fiir eine Matrix vorgestellt, welche geméfs Faktorisierungsauf-
gabe 2.4 auch bei einer Einteilung in Aquivalenzklassen nicht eindeutig faktorisierbar ist. Somit
ist Faktorisierungsaufgabe 2.4 ein schlecht gestelltes inverses Problem.

2.3 Berechnung einer Faktorisierung

Die klassischen Zugénge zur Bestimmung nichtnegativer Matrixfaktorisierungen lassen sich in
drei Typklassen unterteilen: multiplikative Korrekturformeln, Gradientenverfahren und alternie-
rende kleinste Quadrate Methoden [11,93, 95,96, 107,109, 110, 140, 141]. Diese Methoden sind
allgemein zur Berechnung von nichtnegativen Matrixfaktorisierungen beziehungsweise von nicht-
negativen Niedrigrangapproximationen ausgelegt.

In dieser Arbeit wird ein anderer Ansatz zur Bestimmung einer Faktorisierung verfolgt. Die
Faktorisierungsaufgabe 2.4 ist ein Spezialfall der nichtnegativen Matrixfaktorisierung (Fakto-
risierungsproblem 2.1). Da rank(D) = ranky (D) vorausgesetzt wird, lasst sich eine Faktori-
sierung mittels der Faktoren einer abgeschnittenen Singuldrwertzerlegung von D bestimmen
[17,105,112,117,124]. Dies reduziert fiir rank(D) < min(k,n) den Rechenaufwand stark, falls C'
und A mittels einer Optimierung bestimmt werden.

2.3.1 Reduktion der Freiheitsgrade

Seien U € RF*k % € RF*™ und V € R™™ die Faktoren einer Singulirwertzerlegung [60] von D
und s = rank(D). Dabei sind U und V orthogonal und fiir ¥ gilt Xy = 0y, i = 1,..., min(k, n),
und X;; =0firi=1,...,k, j=1,...,n, i #jmit oy 209> --- >0, >0und 0541 =--- =
Omin(k,n) = 0 den Singuldrwerten von D. Zu s seien

U=U(;1:5), Y=%(1:s1:5), V=V(1:5) (2.1)

die Faktoren einer abgeschnittenen Singulérwertzerlegung von D. Die Faktoren C und A einer
Faktorisierung von D lassen sich mittels einer reguldren Matrix T° € R*** als

C=UxT"Y, A=TV" (2.2)

bestimmen [105,124]. Enthielten vorher die Matrizen C' und A zusammen (k+n)s Freiheitsgrade,
so sind es unter Nutzung des Ansatzes aus (2.2) nur s? und somit in der Regel deutlich weniger.
Fiir eine storungsbehaftete Matrix D werden C' und A ebenfalls wie in (2.2) konstruiert, wobei
s sinnvoll zu wéhlen ist (s < rank(D), in der Regel s < rank(D)).

Spéter wird im Zuge der Vorstellung der Mengen zuléssiger Losungen eine weitere Reduktion der
Freiheitsgrade vorgenommen, indem eine spezielle Skalierung der Faktoren festgelegt wird. Fiir
die Bestimmung eines Faktorenpaars reduziert sich die Anzahl der Parameter auf s(s— 1). Diese
zusétzliche Moglichkeit basiert auf schwachen Voraussetzungen, die an D gestellt werden.

Die Konstruktion einer Faktorisierung mittels den Faktoren einer abgeschnittenen Singulérwert-
zerlegung ist auch im Hinblick auf gestorte Daten und Faktorisierungsaufgabe 2.5 sinnvoll. Denn

2Triviale Ausnahmefille sind zum Beispiel Matrizen D, welche sich mittels Zeilen- und Spaltenpermutationen
auf die Gestalt bringen lassen, dass oben links eine reguldre s X s-Diagonalmatrix mit s = rank(D) steht; siehe
auch [23,36,37,103,137,143] im Kontext eindeutiger Faktorisierungen.
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nach Eckart und Young [38], siehe auch [59,166], gilt fiir ein D € R¥*™ und r < rank(D)

, - 2 I ) e min(k,n) i
peree B o D—BHF: HD—(UZ(:,l:r))(V(:,l:r)) HF: ;1 o

mit U, ¥ und V den Faktoren einer Singulérwertzerlegung von D. Die abgeschnittene Singular-
wertzerlegung (UX(:,1: 7))V (:, 1 : )T ist also unter allen Rang-r-Matrizen im Sinne der Frobe-
niusnorm eine Bestapproximation an D. Fiir o, > 0,41 ist die Bestapproximation eindeutig [38].
Somit fiihren auch die mittels (2.2) konstruierten Faktoren C' und A auf eine Bestapproximation

CA an D im Sinne der Frobeniusnorm.

2.3.2 Bestimmung von Faktorisierungen

Wird der Ansatz (2.2) zur Berechnung einer nichtnegativen Faktorisierung genutzt, so kann
ein konkretes T € R**® mittels der Minimierung einer geeigneten Zielfunktion bestimmt wer-
den [25,31,48,51,79-81,108,112,117,124,144,149,171,176]. Wird eine beliebige Faktorisierung
gesucht, so setzt sich die Zielfunktion nur aus Straffunktionen zusammen. Wird eine Faktorisie-
rung von spezieller Struktur gesucht, so werden zusétzlich Regularisierungsfunktionen eingesetzt.
Gesteuert wird die Berechnung oft durch eine Gewichtung der Straf- und Regularisierungsterme.
Ob eine geeignete Faktorisierung bestimmt werden kann, hdngt von der Wahl und der Gewichtung
der einzelnen Zielfunktionen sowie von der Leistungsstérke der eingesetzten Optimierungsroutine

ab.

Als Straffunktionen fungieren solche, die zur Einhaltung der Nichtnegativitdtsrestriktionen
C,A > 0 sowie der Rekonstruktionsforderung D = CA eingesetzt werden. Diese werden im
Vergleich zu Regularisierungsfunktionen héher gewichtet. Der Einsatz von Straffunktionen ist
nur eine Moglichkeit nichtnegative Faktoren zu forcieren. Oft werden bei den Faktoren negative
Eintrage auf null gesetzt und die Abweichung des Produkts der modifizierten Faktoren von den
Ausgangsdaten flieft in die Zielfunktion ein [1,56,58,173]. Eine Minimierung dieser Abweichung
flihrt auf eine nichtnegative Faktorisierung oder Approximation. Die Regularisierungsfunktionen
werden speziell gewahlt und dienen dem Ziel, geeignete Faktorisierungen zu begiinstigen.

Methoden zur Berechnung von (regularisierten) nichtnegativen Matrixfaktorisierungen, die nicht
auf dem Ansatz der Transformation der Faktoren einer abgeschnittenen Singuldrwertzerlegung
beruhen, werden in [11,93,95,96,107,109,110, 140, 141| vorgestellt.

2.4 Mengen zuldssiger Losungen

Die geschlossene Angabe der Menge moglicher Faktorenpaare des Faktorisierungsproblems 2.4 ist
weder in iibersichtlicher Weise moglich, noch sinnvoll. Um die Mehrdeutigkeit der Faktorisierung
trotzdem systematisch zu untersuchen, werden die Menge moglicher Spalten fiir C und die Menge
moglicher Zeilen fiir A bestimmt. Es werden also alle Spalten fiir C und alle Zeilen fiir A gesucht,
die zu nichtnegativen Matrixfaktorisierungen erweitert werden kénnen.

2.4.1 Mdogliche Spalten des ersten und mogliche Zeilen des zweiten Faktors

Wegen der Permutationsmehrdeutigkeit der Zeilen von A und der Spalten von C' geniigt es, nur
mogliche erste Zeilen in A und mdgliche erste Spalten in C zu bestimmen. Denn mittels einer
geeigneten Permutationsmatrix P € R**® ldsst sich durch C'A’ = CPTPA jede Zeile von A mit
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A(1,:) oder jede Spalte von C mit C(:, 1) tauschen. Die Mengen A C R*"™ moglicher Zeilen von
A und C C R* méglicher Spalten von C' beziiglich des Faktorisierungsproblems 2.4 sind

A={a e R>": 3C € R¥** A € RY" mit D = CA und A(1,:) = a}, (2.3)
C={ceRF: 3C e R¥**, A € RY" mit D =CAund O(;,1) = c}. (2.4)

Somit umfassen A alle Zeilen die im zweiten Faktor und C alle Spalten die im ersten Faktor einer
nichtnegativen Matrixfaktorisierungen von D auftreten kénnen.

2.4.2 Niedrigdimensionale Darstellungen

Mittels (2.2) ldsst sich die Berechnung eines Faktorenpaars auf die Bestimmung eines T' € R**#
vereinfachen und die Anzahl der Freiheitsgrade zur Bestimmung einer nichtnegativen Matrixfak-
torisierung reduziert sich unter der Voraussetzung rank(D) = rank, (D) von (n + k)s auf s2.
Wird T zu einem z € R*~! und einem S € RE=1D*6=1) in der Form

1 xl oo xS—l

T=| g (2.5)

gewahlt [1, 56, 152], so fithrt dies auf eine weitere Reduktion der Freiheitsgrade. Die Mengen
zuléssiger Losungen ergeben sich wie folgt:

Definition 2.6. Seien D € RT" und s = rank(D) = rank, (D) > 2. Ferner seien D™D und
D DT irreduzibel und es seien U, und V' die Faktoren einer abgeschnittenen Singuldrwertzerle-
gung von D mit V(:,1) > 0. Die Menge zulissiger Losungen Ma, M4 C RS~ wird als

My={zeR: 35 e RETVXED mjt rank(T) = s, UST™! >0, TVT > 0} (2.6)

definiert, wobei T = T (x,S) von der Form (2.5) ist. Analog wird die Menge zuldssiger Losungen
Mc, Mo C RS als

Me = {y e R*7!1: 3T € R®*® mit rank(T) = s, (T 1) (:,1) = (1,y™)7, @)
(T H(1,:)=(1,...,1), UST L >0, TVT > 0} '

definiert, wobei T nicht von der Form (2.5) ist.

Jedes Element von A ldsst sich bei entsprechender Skalierung niedrigdimensional durch ein
x € My darstellen und jedes Element von C lésst sich bei entsprechender Skalierung niedrig-
dimensional durch ein y € M¢ erzeugen. Welche Bedingungen an D zu stellen sind, damit der
Ansatz (2.5) gerechtfertigt und die Mengen zuléssiger Losungen definiert sind, wird in Abschnitt
3.1 ndher untersucht. Als entscheidend stellt sich heraus, dass die Matrizen DTD und DDT irre-
duzibel sind. In dem Fall existiert nach dem Satz von Perron-Frobenius [8,10,121,163,172| eine
Singulérwertzerlegung von D, bei der der erste rechtsseitige und der erste linksseitige Singulér-
vektor komponentenweise strikt positiv sind.

In Abbildung 2.1 wird der Ansatz dieser niedrigdimensionalen Darstellung fiir den in Abschnitt
2.6 vorgestellten Datensatz 2 mit rank(D) = 3 demonstriert.



12 2 Nichtnegative Matrixfaktorisierung
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Abbildung 2.1: Niedrigdimensionale Darstellung moglicher Zeilen fiir A am Beispiel des Datensatzes 2, siehe
Abschnitt 2.6. Links: Dargestellt sind die in (2.6) definierte Menge zuléssiger Losungen M4 sowie zwei Serien
zuldssiger Losungen. Mitte: Dargestellt sind die Profile (mogliche Zeilen fiir A) zu den Losungen x. Rechts:
Dargestellt sind die Profile zu den Losungen o. Die Kolorierungen stimmen jeweils {iberein.

Bemerkung 2.7.

1. Bei der Analyse der Mengen zuldssiger Losungen und der Entwicklung von Methoden zu
deren Berechnung geniigt es, sich auf M zu konzentrieren. Die Eigenschaften von Mc
sind analog zu denen von M und die Algorithmen zur Berechnung von M kinnen nach
leichten Modifikationen auch zur Bestimmung von M eingesetzt werden, denn die Menge
M zu D entspricht bei Beriicksichtigung der Skalierungen o;/o1, 1 = 2,...,s, beziehungs-
weise o1/0;, i = 2,...,8, der Menge My zu DT. In Verdffentlichungen wird M4 oft als
area of feasible solutions (kurz AFS) bezeichnet.

2. Die in My und Mg genutzten Skalierungen sind jeweils in Bezug auf den betrachteten
Faktor gewdhlt und das in der Definition von M¢ genutzte T ist nicht von der Form (2.5).
Insbesondere sind fiir s > 2 nicht gleichzeitig die Fintrdge der ersten Spalte von T sowie die
der ersten Zeile von T~ alle gleich 1. Dieser Umstand der speziellen Skalierung beeintrich-
tigt nicht deren spdter in Abschnitt 3.6 vorgestellte Verkniipfung tiber das Dualitdtsprinzip.

2.4.3 Wichtige Obermengen
Eine wichtige Obermenge von M4 ist
Fa={z R (1,27)VT >0}, (2.8)
welche unter anderem fiir die Anwendung geometrischer Argumente benttigt wird. Analog ist
Fo={yeR1: UL1,y")" >0} (2.9)

eine wichtige Obermenge von M¢. Oft werden F4 und F¢ auch mit FIRPOL (first polygon)
oder outer polygon bezeichnet [16,17,87,134,137,138|.

2.4.4 Niedrigdimensionale Darstellungen der Daten

Zwei weitere wichtige Mengen fiir das geometrische Verstdndnis der Mengen zuléssiger Losungen
sind die konvexen Hiillen der niedrigdimensionalen Darstellungen der Daten (Zeilen beziehungs-
weise Spalten von D). Die Zeilen von D sind nichtnegativ und bei einer Faktorisierung D = C' A
Linearkombinationen der Zeilen von A. Somit lassen sie sich in analoger Weise niedrigdimensio-
nal unter Nutzung der rechtsseitigen Singulédrvektoren darstellen. Fiir die Untersuchung von M¢
sind die niedrigdimensionalen Darstellungen der Spalten von D entscheidend. Zu D € Rf” und
einer Singulérwertzerlegung von D mit V(:,1) > 0 und U(:,1) > 0 sind die niedrigdimensionalen
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Darstellungen w(:,i) € R¥71 i =1,... k, der Zeilen von D und u(:,j) € R*"! j=1,... ,n, der
Spalten von D als

(D(1,)V(5,2:8)"  (U(4,:)2(:,2:8)T

wis,) = DG, V(1) Uso , (2.10)
wle 7) — (2742 :s,:))UTD(:, j) _ (V(j,2:s)T
) = AUt ) D) v (2.11)

definiert. Die Voraussetzungen, dass es eine Singuldrwertzerlegung von D mit V' (:;1) > 0 und
U(:,1) > 0 gibt, sind gerechtfertigt, sofern DTD und D D7 irreduzibel sind, sieche Abschnitt 3.1.
Im Hinblick auf die Mengen zuléssiger Losungen spielen w(:,4), i = 1,...,k, und u(:,j), j =
1,...,n, bei der Anwendung geometrischer Argumente sowie fiir die Analyse des Einflusses von
Storungen eine wichtige Rolle. Entscheidend sind die konvexe Hiille

k k
Ta= {x e R !: 32 €[0,1)% mit Zzi =1, sodass x = Zziw(:,i)} (2.12)

i=1 i=1
der w(:,i), i =1,...,k, sowie die konvexe Hiille
n n
Toc=<{yeR1: 32€(0,1]" mit sz =1, sodass y = szu(:,j)T (2.13)
j=1 j=1

der u(:,5) € R*71 j = 1,...,n. Neben F4 und F¢ sind T4 und Z¢ die anderen wichtigen
Mengen zur Analyse und Berechnung von M 4 und M. Die Mengen Z4 und Z¢ werden auch
mit INNPOL (inner polygon) oder inner polygon bezeichnet [16,17,87,134,137,138|.

In Abbildung 2.2 sind F4 sowie die aus w(:,4), i = 1,...,k, konstruierte Menge Z4 fiir den in
Abschnitt 2.6 vorgestellten Datensatz 2 mit rank(D) = 3 dargestellt.

Bemerkung 2.8. Fine direkte Bestimmung der Menge F 4 kann fiir grofie n schon bei s € {3,4}
aufwendig sein. Spdter wird in Abschnitt 3.6.3 unter Nutzung des Dualitdtsprinzips [122,145,151,
156/ sowie des Randes von Ic eine effiziente Moglichkeit zur Bestimmung von F4 aufgezeigt,
vergleiche auch [12,69, 133, 148].

2.4.5 Festlegung zur Wahl des Richtungssinns der Singuldrvektoren

Die (normierten) links- und rechtsseitigen Singuldrvektoren einer Matrix D sind bis auf ihren
Richtungssinn eindeutig, wenn sich der zugehorige Singuldrwert von allen anderen Singuldrwerten
unterscheidet. Die Festlegung des Richtungssinns von V(:,7) entscheidet automatisch den Rich-
tungssinn von U(:,4) und andersherum. Die Achsenorientierungen der Mengen zuléssiger Losun-
gen im R*~! hingen von den Richtungssinnen der Singuldrvektoren U(:,7), V(:,4), i = 2,...,s,
ab. Um fiir Vergleiche nicht gegebenenfalls auf unterschiedliche Richtungssinne Riicksicht neh-
men zu miissen, ist eine einheitliche Vorgehensweise sinnvoll. Dazu werden die Singuldrvektoren
U(:,i) und V (:,7), 4 = 2,...,s, zu Singuldrwerten o; mit o; # o; Vj # i im Folgenden so gew&hlt,
dass —minV(:,7) < maxV(:,4) gelten. Fiir den Fall, dass —min V' (:,4) = max V' (:,4) fiir ein 4
gilt, wird der Richtungssinn so gewéhlt, dass die erste betragsmaximale Komponente von V(1)
positiv ist. Diese Vorgehensweise wird auch in FACPACK angewendet.

2.5 Anwendungen in der Spektroskopie

Fiir spektroskopische Daten ist das Gesetz von Lambert-Beer [62,90] von zentraler Bedeutung.
Fiir eine lichtabsorbierende Probe beschreibt es den Zusammenhang zwischen ihrer Absorption
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Abbildung 2.2: Die Mengen F4 und Za sowie deren Konstruktion fiir den Datensatz 2, siehe Abschnitt 2.6,
mit rank(D) = 3. Die grauen Linien begrenzen die affinen Halbrdume x1Vie + z2Vis > —Vi1, i = 1,...,n,
wobei der Nullpunkt in allen Halbrdumen liegt. Die sich als Schnitt der Halbrdume ergebende Menge Fa ist
schwarz gestrichelt dargestellt. Die w(:, i) sind mittels x dargestellt (aus Ubersichtlichkeitsgriinden sind nicht alle
eingezeichnet). Deren konvexe Hiille Z4 ist grau unterlegt. Die drei Segmente der Menge zuléssiger Losungen M 4
sind farblich transparent dargestellt.

«, ihrer molaren Konzentration ¢, der Extinktion a = a(\) des untersuchten Stoffes bei der
Wellenlédnge A sowie der Schichtdicke ! des Strahlendurchgangs. Die Absorption « ergibt sich als

Iy
a(X) =logyg I,

mit Iy der Intensitat der einfallenden Strahlung sowie I; der Intensitét der austretenden Strah-
lung. Der im Gesetz von Lambert-Beer idealisiert formulierte Zusammenhang zwischen der Ab-
sorption, der molaren Konzentration, der Extinktion und der Schichtdicke lautet

a=a(A) =ca(M)l. (2.14)

Fiir die Analyse einer Probe mit s Substanzen ergibt sich die Absorption als Superposition der
Einzelabsorptionen

a=1] Zs: ciai(A).
i=1

Die Schichtdicke I kann ohne Beschriankung der Allgemeinheit als I = 1 angenommen werden.
Werden nun Absorptionen etwa auf einem Zeit- und Frequenzraster gemessen, so ergibt sich das
Gesetz von Lambert-Beer in Matrixform idealisiert als D = C'A. Dabei sind D € RF*™ die Matrix
der Absorptionen, C' € R¥*$ die Matrix der Konzentrationsprofile und A € R%*™ die Matrix der
Reinkomponentenspektren mit k der Anzahl gemessener Spektren, n der Anzahl untersuchter
Frequenzen sowie s der Anzahl beteiligter Komponenten. In C' sind die Konzentrationsprofile
spaltenweise und in A sind die Reinkomponentenspektren zeilenweise eingetragen. Aus physi-
kalischen Griinden sind C' und A nichtnegative Matrizen und D ist es somit auch. Unter der
Beriicksichtigung von nichtlinearen Termen und von Fehlerquellen erweitert sich das Modell zu

D=CA+E (2.15)

mit den in F € RF*" zusammengefassten Abweichungen.

In der Anwendung ist nur die Matrix D zugénglich und es ergibt sich die Aufgabe, die Anzahl
der beteiligten Komponenten sowie deren Konzentrationsprofile und Reinkomponentenspektren
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zu bestimmen. Fiir den storungsfreien Fall und unter der Annahme, dass es eine Faktorisie-
rung mit Faktoren vollen Ranges gibt, fiilhrt dies zu der Faktorisierungsaufgabe 2.4. Unter der
Berticksichtigung von Stérungen und der Vorgabe von s liegt die Faktorisierungsaufgabe 2.5 vor.

Die Reinkomponentenrekonstruktion ist eine Aufgabenstellung der Faktoranalyse und der Che-
mometrie [18,19,112,117,119, 139]. Da moderne spektroskopische Messtechniken zeitlich enge
Spektrenfolgen und hohe Frequenzauflosungen ermdoglichen, ergibt sich fiir spektroskopische Da-
ten bei der Reinkomponentenzerlegung die Besonderheit einer Datenkompression. So sind oft die
Spalten- und die Zeilendimension der Ausgangsmatrix wesentlich hoher als die Spaltenanzahl
des ersten und die Zeilenanzahl des zweiten Faktors der gesuchten Zerlegung. Dieser Aspekt ist
flir die Entwicklung effizienter Methoden zur Berechnung der niedrigdimensionalen Darstellungen
der Mengen moglicher Spalten des ersten und méglicher Zeilen des zweiten Faktors entscheidend.

Fiir Ubersichtsarbeiten zum Problem der Reinkomponentenrekonstruktion im Hinblick auf einen
spektroskopischen Hintergrund und die fehlende Eindeutigkeit der Faktorisierung wird auf [49,
64,97,112,115,117,127,128,147,169| verwiesen. Generell teilen sich die Forschungsarbeiten zur
Reinkomponentenrekonstruktion in zwei Hauptstrange. In dem einen geht es um die Entwicklung
von Methoden zur Berechnung einzelner Faktorisierungen. Um etwa fiir spektroskopische Daten
nicht nur eine beliebige Faktorisierung zu ermitteln, sondern eine mit bestimmten Eigenschaften,
werden Zielfunktionen mit speziellen Regularisierungsfunktionen aufgestellt (in Verdffentlichun-
gen soft modeling genannt) [79-81,124,175|. Ein spezieller Fall liegt vor, wenn zu dem Datensatz
zusitzlich eine Reaktionskinetik bekannt ist (hard modeling). Hierbei ldsst sich die Berechnung
einer Faktorisierung mit der Anpassung der kinetischen Konstanten kombinieren und die Fak-
torisierung ergibt sich als ein Nebenresultat [30,63,82,112,144,162]. Jedoch bleibt auch bei der
Nutzung solcher spezialisierter Ansétze (soft- oder hard modeling) unter Umstédnden unklar,
ob die berechnete Faktorisierung den Daten tatséchlich zugrunde liegt [162]. In dem anderen
Hauptzweig der Forschungsarbeiten zum Faktorisierungsproblem 2.4 liegt der Fokus auf den
Mengen zulassiger Losungen.

2.6 Test- und Anwendungsdatensatze

Zum Abschluss dieses einfiihrenden Kapitels werden vier Datensétze vorgestellt. Anhand dieser
werden die in der vorliegenden Arbeit vorgestellten und entwickelten Methoden demonstriert
und analysiert. Es handelt sich um

- einen Datensatz zur Analyse von Butiphane Liganden und Hydrieraktivitét [41] mit zwei
signifikant absorbierenden Komponenten,

einen Modelldatensatz mit drei Komponenten,

einen Datensatz zur Rhodium-katalysierten Hydroformylierung [101], wobei im untersuch-
ten Frequenzbereich nur drei Komponenten signifikant absorbieren, sowie

einen Modelldatensatz zu einem Vierkomponentensystem.

Zu den beiden Modelldatensétzen stehen die originalen Faktoren zur Verfiigung und kénnen zur
Verifizierung der berechneten Resultate genutzt werden. Bei den beiden Datensétzen spektrosko-
pischer Messdaten ist dies nicht der Fall. Fiir beide Datensétze ist jedoch je eine Kinetik bekannt,
die den Daten zugrunde liegt. Die jeweiligen Kinetiken enthalten Reaktionsgeschwindigkeiten als
unbekannte und anzupassende Parameter. Die Anpassung und die Berechnung der mutmaflich
korrekten Faktoren erfolgt simultan wie etwa in [30,63,112,144,162| beschrieben. Jedoch enthal-
ten beide Kinetiken reversible Reaktionen. Solche fiihren fiir Reaktionen erster Ordnung oft zu
Uneindeutigkeiten bei der Anpassung und bei der Faktorisierung [160, 162]. Fiir experimentelle
Daten ist es auch fiir Kinetiken mit Beteiligung von Reaktionen héherer Ordnung unter bestimm-
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Abbildung 2.3: Die Konzentrationsprofile (links), die Reinkomponentenspektren (mitte) sowie die iiberlagerten
Daten (rechts) fiir Datensatz 1. Der Faktor A ist entsprechend C und D sowie einer Schichtdicke ! = 1 skaliert.
Blau: [Rh((R,R)-iPr-ButiPhane)(COD)|BFy, griin: [Rh((R,R)-iPr-ButiPhane)(MeOHs)|BF}.

ten Umsténden, die fiir Datensatz 3 vorliegen, moglich, dass es keine eindeutige Faktorisierung
gibt. Speziell weist die Kinetik zu Datensatz 3 unter den vorliegenden Rahmenbedingungen fiir
zwei der drei kinetischen Parameter einen affin linearen Zusammenhang auf. Der Wert der auf-
gestellten Zielfunktion variiert fiir kinetische Parameter, die diesem Zusammenhang folgen, nur
sehr wenig. Die Auswirkungen der Uneindeutigkeit von zwei Geschwindigkeitskonstanten auf die
Faktoren C und A sind sehr gering, da die wesentlichen Unterschiede zwischen moglichen Fak-
torisierungen fiir das gewéhlte Zeitfenster (erste Messung bei ¢t = 4.73 min) nicht erfasst werden
koénnen.

Unter Nutzung der zugrunde liegenden Kinetiken werden fiir die beiden spektroskopischen Daten-
sitze Faktorisierungen bestimmt. Diese Faktorisierungen werden fiir die weiteren Untersuchungen
in dieser Arbeit als korrekt angenommen. Fiir den Datensatz 1 wird eine zusétzliche Annahme
getroffen. Die bestimmten Faktorisierungen sind aus [41] und [101] bekannt.

Datensatz 1. Der Datensatz wurde zur Analyse von Butiphane Liganden sowie der Hydrierakti-
vitdt und der Selektivitit von Rhodiumkomplexen aufgenommen [41]. Es handelt sich um UV /Vis
Spektren. Dabei wurden k = 82 Spektren im Intervall t € [0, 297|min zu je n = 1951 Wellenlingen
im Bereich X € [260, 455|nm gemessen. Beide Diskretisierungen sind dquidistant.

Fiir die Messdaten wird die Kinetik

k1
XY
k_1

mit den Geschwindigkeitskonstanten ki1 und k_y angenommen. Die Anfangskonzentrationen sind
cx(0) = 2.15-10"* mol 1! sowie cy (0) = 0 mol 171

In Abbildung 2.3 sind die Profile der Faktoren C und A unter der Annahme k_; = 0 min™!
sowie die Spektren aus D dargestellt. Zu k_1 = 0 min~! wurde, im Sinne der Anpassung eines
kinetischen Modells an C, numerisch der optimale Wert ki = 9.494 - 1073 min—! bestimmt. Um
einen Eindruck beziiglich der Stérungen bei diesem Datensatz zu erhalten, sind in Abbildung 2.4
jeweils die ersten vier links- und rechtsseitigen Singuldrvektoren sowie die ersten 20 Singuldrwerte
von D grafisch dargestellt.

Die Menge zuldssiger Losungen My ist in den Abbildungen 4.2, 4.5 und 5.16 (jeweils rechts)
dargestellt, die Menge zuldssiger Losungen Mc in den Abbildungen 4.5 und 5.16 (jeweils links).

Datensatz 2. Dem Modelldatensatz mit den drei Komponenten X, Y und Z liegt die Kinetik

k1 ko
k_1 k_o
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Abbildung 2.4: Teile der Faktoren der Singulidrwertzerlegung von D beziiglich des Datensatzes 1. Links: die ers-
ten vier linksseitigen Singuldrvektoren. Mitte: die ersten 20 Singuldrwerte. Rechts: die ersten vier rechtsseitigen
Singularvektoren. (Farbreihenfolge aufsteigend: blau, griin, rot, tiirkis.)
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Abbildung 2.5: Die Konzentrationsprofile (links), die Reinkomponentenspektren (mitte) sowie die iiberlagerten
Daten (rechts, nur jedes fiinfte Spektrum eingezeichnet) fiir das Modellproblem aus Datensatz 2.

mit den Geschwindigkeitskonstanten k1 = 1, k_1 = 0.25, ko = 1 und k_o = 0.1 zugrunde. Der
Faktor C wird dber dem Zeitintervall t € [0, 10] mit k = 100 dquidistanten Stiitzstellen bestimmdt.
Die Berechnung von C' erfolgt numerisch (unter Nutzung der MATLAB-Routine ode45 mit den
Einstellungen RelTol= 1071 und AbsTol= 1071°) zu den Anfangswerten cx(0) = 1, ey (0) = 0
und cz(0) = 0.

Die Bestimmung des Faktors A erfolgt mittels

ax(A) =0.5exp (—w> + exp (_ﬂ) )

100 250
ay (M) = 0.4 exp G%) ¢ exp (_%> |
az(\) = 0.6exp G%) . (_ ooy )

sowie einer dquidistanten Diskretisierung des Intervalls X € [1, 100] mit n = 400 Stiitzstellen als
Ali = ax()\i), AQZ' = ay()\i) und Agi = az()\i) fU,TZ = 1,... ,n. Esist D = CA € R100X400.
In Abbildung 2.5 sind die Profile der Faktoren C und A sowie die tberlagerten Daten aus D
dargestellt. Die Mengen zuldssiger Lisungen sind unter anderem in den Abbildungen 2.1, 2.2
und 4.6 (jeweils M) und 3.1, 4.7 und 5.18 (jeweils M¢) dargestellt.

Datensatz 3. Der Datensatz wurde in einer Messreihe zur Analyse des Einflusses des CO-
Drucks bei der Rhodium-katalysierten Hydroformylierung im Zuge der Untersuchungen zu [101]
aufgenommen. Fs handelt sich um FT-IR Spektren. Der hier zur Methodenanalyse genutzte
Ausschnitt umfasst k = 1611 Spektren zu je n = 650 Datenkandlen im Wellenzahlenbereich
v € [1962.1, 2118.5] cm~!. Die vorliegenden Messungen sind im Zeitraum t € [4.73, 1731] min
aufgenommen, wobei t = 0 dem Reaktionsbeginn entspricht.



18 2 Nichtnegative Matrixfaktorisierung

Rohdaten zu analysierender Ausschnitt grundlinienkorrigierte Daten
0.4
4 0.08
g = 03 g
g3 2 2 0.06
= = =
22 g 02 Z 004
< < <
1 0.1 0.02
ol 4 ] 0 0
1000 1500 2000 2500 3000 3500 2000 2050 2100 2000 2050 2100
Wellenzahl [em™?| Wellenzahl [em™!] Wellenzahl [cm™!]

Abbildung 2.6: Die Rohdaten, ein Ausschnitt dieser sowie die Daten fiir D nach Abzug des Losemittelspektrums
und einer Korrektur der Grundlinie zu Datensatz 3 (Hydroformylierung). Links: die Rohdaten (grau) sowie darin
schwarz hervorgehoben der zu untersuchende Ausschnitt. Mitte: vergroferte Darstellung des zu untersuchenden
Ausschnitts. Rechts: die, nach Abzug des Losemittelspektrums, grundlinienkorrigierten Daten, welche in den
Zeilen von D eingetragen sind. Es ist jeweils nur jedes 20. Spektrum abgebildet. Gut zu erkennen ist, wie klein die
Absorptionen des ausgewéhlten und zu untersuchenden Wellenzahlenbereichs im Vergleich zu den Absorptionen
der restlichen Bereiche sind.

In Abbildung 2.6 sind die Rohdaten, deren zu analysierender Ausschnitt sowie die Spektren nach
Abzug des Lisemittelspektrums und einer Korrektur der Grundlinie dargestellt. Diese Spektren
sind in den Zeilen der Matrix D eingetragen.

Den Messdaten liegt vereinfacht eine Michaelis-Menten-Kinetik

S+K::1[S—K]k—2>P+K (2.16)
—1

mit den zu bestimmenden Geschwindigkeitskonstanten ki, k_1 und ko zugrunde. Die Anfangs-
konzentrationen sind cs(0) = 0.44877 mol17!, cx(0) = 3.0091 - 10~% mol 17! sowie cs_x(0) =
cp(0) = Omoll~L. In dem ausgewdhlten Wellenzahlenbereich absorbieren nur die Komponen-
ten S (Olefin), K (Hydridokomplex) und S — K (Acylkomplex) signifikant, die Komponente P
(Aldehyd) jedoch nicht.

Vorteilhaft bei diesem Datensatz ist, dass das kinetische Modell aus (2.16) zur Bestimmung einer
Faktorisierung genutzt werden kann [30, 63, 112, 144, 162]. Die so zugingliche Faktorisierung
wird als korrekt angesehen und in dieser Arbeit zur Verifizierung von berechneten Resultaten
herangezogen. In Abbildung 2.7 sind die, mittels kinetischer Modellierung bestimmten, Profile
der Faktoren C und A sowie die Spektren aus D dargestellt.

Die ersten vier linksseitigen und die ersten fiinf rechtsseitigen Singuldrvektoren sowie die ersten
20 Singuldrwerte von D sind in Abbildung 2.8 dargestellt und vermitteln einen Eindruck beziiglich
der Stérungen.

Die Mengen zuldssiger Losungen sind unter anderem in den Abbildungen 3.4, 5.6 und 5.7 (My
und Mc) dargestellt.

Bemerkung 2.9. Die mittels kinetischer Modellierung bestimmte Faktorisierung zum Datensatz
8 wird unter Nutzung von z = 5 links- und rechtsseitigen Singuldrvektoren bestimmt. Diese, als
korrekt angesehene, Faktorisierung kann mit nur s = 3 Singuldrvektoren nicht dargestellt, son-
dern nur approximiert werden. Dies erschwert die Bestimmung der Mengen zuldssiger Losungen,
fiir welche s = 3 Singuldrvektoren genutzt werden.

Datensatz 4. Dem Modelldatensatz mit den vier Komponenten W, X, Y und Z liegt die Kinetik

k1 ko k
W=—X=Y 37
k_1 k_o
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Abbildung 2.7: Die Konzentrationsprofile (links, farbige Linien), die Reinkomponentenspektren (mitte) sowie die
Messdaten (rechts, nur jedes 100. Spektrum dargestellt) fiir Datensatz 3 (Hydroformylierung). Die Reinkompo-
nentenspektren sind normiert und die Konzentrationsprofile dementsprechend skaliert. Zusétzlich sind links die
Profile (inklusive Komponente P) der Anpassung des kinetischen Modells (schwarz gestrichelt) eingezeichnet.
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Abbildung 2.8: Teile der Faktoren der Singulidrwertzerlegung von D beziiglich des Datensatzes 3. Links: die ers-
ten vier linksseitigen Singuldrvektoren. Mitte: die ersten 20 Singuldrwerte. Rechts: die ersten fiinf rechtsseitigen
Singulérvektoren. Der vierte Singuldrwert hebt sich zwar von den folgenden ab, jedoch sind fiir diesen Wellen-
zahlausschnitt nur die drei Komponenten S; K und S — K rekonstruierbar. Der Hauptgrund fiir diesen zweiten
signifikanten Bruch in den Singuldrwerten zwischen o4 und o5 ist moglicherweise das Rangdefizit aufgrund der
Michaelis-Menten-Kinetik. (Farbreihenfolge aufsteigend: blau, griin, rot, tiirkis, schwarz.)

mit den Geschwindigkeitskonstanten ki = 1, k_y = 0.75, ko = 1, ko = 0.25 und k3 = 0.5
zugrunde. Der Faktor C' wird tiber dem Zeitintervall t € [0, 10] mit k = 70 aquidistanten Stiitz-
stellen bestimmt. Die Berechnung von C' erfolgt numerisch (unter Nutzung der MATLAB-Routine
ode45 mit den Einstellungen RelTol= 10710 und AbsTol= 10710 zu den Anfangswerten cyy (0) = 1,
Cx(O) == Cz(O) = Cz(O) =0.

Die Bestimmung des Faktors A erfolgt mittels

aw (V) = 0.2exp <_M> +0dexp <_w> . (_w> |

20 100 100
ax(A) = 0.3exp <—%> +0.3exp GW) ¥ exp G%) ,
ay(\) = 0.4exp <—%> +0.2exp G%) + exp &%) 7
az(\) = 0.5exp <—%> +0.25 xp G%) + exp (_%)

sowie einer dquidistanten Diskretisierung des Intervalls X € [1, 100] mit n = 100 Stitzstellen
als Ali = aw()\i), AQZ' = ax()\i), Agi = ay()\i) und A4i = az()\i) fUTZ = 1,...,n. Damit
ist D = CA € R™X190  In Abbildung 2.9 sind die Profile der Faktoren C und A sowie die
tberlagerten Daten aus D dargestellt. Die Mengen zuldssiger Lisungen sind in den Abbildungen
4.15 und 4.17, (jeweils M) sowie 4.19 (M, mittlere Grafik) dargestellt.
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Abbildung 2.9: Die Konzentrationsprofile (links), die Reinkomponentenspektren (mitte) sowie die iiberlagerten
Daten (rechts) fiir das Modellproblem aus Datensatz 4.



3 Analyse der Mengen zulassiger Losungen

In Kapitel 2 sind die Mengen zuldssiger Losungen in Bezug auf die in Faktorisierungsaufgabe 2.4
formulierte Form der nichtnegativen Matrixfaktorisierung eingefiihrt. In diesem Kapitel wird die
Menge zulissiger Losungen M 4 analysiert.! Im Fokus stehen Eigenschaften, die fiir die Entwick-
lung numerischer Verfahren zur Approximation der Mengen zuléssiger Losungen entscheidend
sind. So wird unter anderem gezeigt, dass M4 unter schwachen Voraussetzungen beschrankt ist
und dass die Obermenge F4 den Nullpunkt enthélt, dieser aber nicht zu M4 gehort. Weiter
wird fiir M 4 die Eigenschaft nachgewiesen, dass der Schnitt mit einem Strahl vom Ursprung
aus entweder leer oder ein Geradenabschnitt ist. Ferner wird die geometrische Bewertung eines
x flir s > 2 gezeigt und untersucht.

Die Idee der niedrigdimensionalen Darstellung beruht auf dem Ansatz, nur einen Faktor (hier
A) und von diesem nur eine Zeile/Spalte (die erste) zu betrachten und die spezielle Skalierung
aus (2.5) zu nutzen. In Abschnitt 3.1 wird untersucht, unter welchen Voraussetzungen diese
Skalierung (basierend auf dem Satz von Perron-Frobenius) genutzt werden kann.

Anschliefend werden in den Abschnitten 3.2, 3.3 und 3.4 wichtige Eigenschaften von M 4 unter-
sucht und nachgewiesen. Dabei stehen in Abschnitt 3.2 allgemeine Eigenschaften im Vordergrund,
der Abschnitt 3.3 ist dem geometrischen Zusammenhang zwischen M 4, Fa und Z4 gewidmet
und unter dessen Nutzung wird anschlieffend in Abschnitt 3.4 die Kompaktheit von M 4 unter
schwachen Voraussetzungen nachgewiesen.

Eine wichtige Voraussetzung fiir den Ansatz aus (2.5) ist die Irreduzibilitdt der Matrix DT D.
Die unter schwachen Voraussetzungen geltende Aquivalenz der Irreduzibilitit von DTD und
der Irreduzibilitdt von DDT wird in Abschnitt 3.5 in Zusammenhang mit der Aufspaltung des
Faktorisierungsproblems in eine Blockstruktur thematisiert.

In Abschnitt 3.6 wird die Situation angenommen, dass einzelne Teile der Faktoren C' und/oder
A (einzelne Spalten von C' und/oder einzelne Zeilen von A) a-priori bekannt sind. Dazu werden
Moglichkeiten untersucht, wie sich die Mengen M 4 und M durch solche Zusatzkenntnisse redu-
zieren lassen. Solche Ansétze sind fiir das Verstédndnis der Zusammenhénge zwischen den einzel-
nen Teilen der Faktoren wichtig. Solche Situationen, dass einzelne Teile der Faktoren zugénglich
sind, treten etwa bei der Analyse spektroskopischer Daten auf und die Reduktionsmdoglichkeiten
sind von Interesse.

In dem weiterfithrenden Abschnitt 3.7 wird eine Verallgemeinerung der Menge zuldssiger Losun-
gen M4 fiir Probleme mit Rangdefizit eingefiihrt. Dies bedeutet, dass die allgemeine Faktori-
sierungsaufgabe 2.1 zugrunde gelegt wird. Weiter werden speziell Probleme untersucht, die zwar
kein Rangdefizit haben, fiir die es aus Sicht einer konkreten Anwendung aber keine sinnvolle Fak-
torisierung gibt. Es bedarf einer Erhohung der Spaltendimension von C' und der Zeilendimension
von A, um auf sinnvolle Faktoren zu schliefsen.

Abschliefend werden in Abschnitt 3.8 die Sensitivitdten von M4 und M sowie der w(:, 1),
i=1,...,k und der u(:,j), 7 =1,...,n, in Bezug auf Stérungen analysiert.

! Aufgrund der bilinearen Struktur des Modells D = C'A besitzt Mc analoge Eigenschaften; die Analyse erfolgt
aber meistens nur fiir M 4.
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3.1 Vorbetrachtungen

Bevor die Menge M4 untersucht werden kann, ist es notig die Konstruktion aus (2.5) mit
T(i,1) =1 fiir i = 1,...,s zu rechtfertigen. Die Herangehensweise ist gleichbedeutend damit,
dass der erste rechtsseitige Singulérvektor (mit V(:,1) > 0) fiir jede mogliche nichtnegative Zeile
von A einen positiven Beitrag hat. Fiir die Rechtfertigung des Ansatzes unter bestimmten Vor-
aussetzungen werden der Begriff einer irreduziblen Matrix sowie zwei Aussagen des Satzes von
Perron-Frobenius benétigt.

Definition 3.1 (Vergleiche etwa [10,121]). Eine n x n Matrix M mit n > 2 wird reduzibel oder
zerlegbar genannt, falls eine n X n Permutationsmatrixz P existiert, sodass

My, Mo
T j— ) )
PMP" = ( 0 M272>

mit einer m x m Matriz M, 1 und einer m x (n —m) Matriz My o mit 1 < m < n. Andernfalls
wird M irreduzibel oder unzerlegbar genannt.

Der Satz von Perron-Frobenius [8,10,121,163,172] fasst grundlegende spektrale Eigenschaften
positiver quadratischer beziehungsweise nichtnegativer irreduzibler Matrizen zusammen. Perron
zeigte diese 1907 in [129] fiir quadratische Matrizen M mit M;; > 0 Vi, j, und Frobenius verall-
gemeinerte diese 1912 in [43] fiir irreduzible Matrizen M mit M;; > 0 Vi, j.

Satz 3.2 (Perron-Frobenius, siehe etwa [172]). Sei M € R"*" eine nichtnegative und irreduzible
Matriz.

Es gelten:
(i) Der Spektralradius p(M) ist ein einfacher Eigenwert von M.
(ii) Zu p(M) gehort ein komponentenweise positiver Eigenvektor.

(iii) Die Funktion p(M) ist strikt monoton wachsend in jedem Matrizelement von M.
Beweis. Siehe etwa [172]. O

Die Aussagen aus Satz 3.2 werden in der vorliegenden Schrift hdufig genutzt. Fiir ein konkretes D
garantiert die Irreduzibilitdt von DT D, dass der grofste Singuldrwert von D (die positive Wurzel
des grofsten Eigenwerts von DT D) einfach ist und es eine Singuldrwertzerlegung von D gibt, bei
der der erste rechtsseitige Singuldrvektor (der Eigenvektor zum grofiten Eigenwert von DTD)
komponentenweise positiv ist.

Zur Konstruktion einer Faktorisierung wird im Folgenden in vielen Aussagen mit einer abge-
schnittenen Singuldrwertzerlegung mit V'(:,1) > 0 gearbeitet. Dass es eine solche gibt, ist im
Hinblick auf Satz 3.2 klar. Aus Ubersichtlichkeitsgriinden wird im Folgenden in der Regel nicht
stets zuséatzlich auf Satz 3.2 verwiesen.

3.1.1 Rechtfertigung des niedrigdimensionalen Ansatzes

Aufbauend auf Satz 3.2 ldsst sich eine Bedingung angeben, unter welcher der Ansatz der nied-
rigdimensionalen Darstellung mittels der speziellen Form von T aus (2.5) gerechtfertigt ist.

Satz 3.3. Seien D € RF*™ eine nichtnegative Matriz, s = rank(D) > 2 und DD irreduzibel.
Weiter sei UXV™ eine abgeschnittene Singuldrwertzerlegung von D von der Form (2.1).

Es eristiert kein x € RS\ {0} mit
0,27 VT > 0.
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Beweis. Sei DT D irreduzibel und sei angenommen, es géibe ein x € R*~1\ {0} mit (0,2T)V™ > 0.
Satz 3.2 garantiert, dass der erste rechtsseitige Singuldrvektor echt positiv oder echt negativ ist.
Weiter gilt mit  # 0 und da rank(V') = s, dass ||(0,2™)V™|| > 0. Somit gibt esein £ € {1,...,n}
mit V(¢,1:5)(0,27)T # 0. Fir den Fall V'(:;1) > 0 fithrt dies aufgrund der Orthogonalitdt von
V und unter der Annahme (0,z")V™ > 0 auf den Widerspruch

0<VE,1)V(E1:8)(0,2T)" < (V(;,1)"V(:,1:5)(0,2T)T =0.

S—— ~\~ ~\~
>0 >0 (1707"'70)
Fiir den Fall V(:,1) < 0 ist die Argumentation analog. O

Somit ist der Ansatz aus (2.5) gerechtfertigt und die Menge zuldssiger Losungen M4 kann
definiert werden, falls DT D irreduzibel ist und V mit V(:,1) > 0 gewiihlt wurde.? Die zusitzlich
angefiihrte Bedingung rank(D) > 2 ist dahingehend formal, als dass ansonsten M4 C R? wiire
und zudem die Faktorisierung einer Rang-1-Matrix im Sinne von Aquivalenzklassen eindeutig
ist. Bezliglich der Rechtfertigung des Ansatzes zur niedrigdimensionalen Darstellung der Spalten
von C und zur Definition der Menge M lésst sich eine analoge Aussage treffen.

Korollar 3.4. Seien D € R¥*" eine nichtnegative Matriz, s = rank(D) > 2 und DD7T irreduzi-
bel. Weiter sei UXV'™T eine abgeschnittene Singuldrwertzerlegung von D.

Es emistiert kein y € RS\ {0} mit

Ux <O> > 0.
Y

Beweis. Fiir DT = VXTUT existiert kein y € RS\ {0} mit (0,yT)UT > 0, wenn DDT irre-
duzibel ist. Da ¥ eine Diagonalmatrix mit positiven Diagonalelementen ist, gilt dies auch fiir
(0,y™)ETU™ > 0 und nach Transposition folgt die Behauptung. O

3.1.2 Erweiterung zu einer notwendigen und hinreichenden Bedingung

In Satz 3.3 ist eine hinreichende Bedingung dafiir angegeben, dass der niedrigdimensionale An-
satz aus (2.5) anwendbar ist. Sofern zwei kleine Zusétze eingebracht werden, ldsst sich diese
Bedingung zu einer notwendigen und hinreichenden erweitern. Diese Zuséatze werden nur an die-
ser Stelle angefithrt und fiir die Erweiterung der Aussage von Satz 3.3 gezeigt. Fiir den weiteren
Verlauf dieser Schrift wird von den Zusétzen abgesehen, um den Lesefluss nicht durch sténdige
Untersuchungen etwaiger Spezialfille zu beeintréachtigen.

Lemma 3.5. Seien D € R**™ eine nichtnegative Matriz, welche keine Nullspalte besitzt, und
s =rank(D) > 2.

Es ist DT D genau dann eine irreduzible Matriz, wenn fir keine abgeschnittene Singuldrwertzerle-
gung USV™ von D (natiirlich mit absteigend geordneten Singulirwerten in X)) ein x € RS\ {0}
mit (0,zT)VT > 0 existiert.

Beweis. Die eine Richtung entspricht der Aussage in Satz 3.3. Sei fiir den Beweis der anderen
Richtung DT D reduzibel, das heifst nach Definition 3.1 gibt es eine Permutationsmatrix P mit

Dy 0
PDTDPT = .
( 0 D2>

?Dass der Ansatz (—1,2)VT fiir V(:,1) > 0 nicht auf eine nichtnegative Zeile fiir A fithren kann, ist klar.
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(Wegen der Symmetrie von DT D ist die rechtsobere Matrix ebenfalls eine Nullmatrix.) Da D
keine Nullspalte enthélt, sind die Diagonalelemente von D™D positiv. Somit enthdlt PDTDPT
keine Nullspalte und D; und Dy sind keine Nullmatrizen. Ohne Beschrankung der Allgemeinheit
kénnen D und Dy als irreduzibel angenommen werden; andernfalls erfolgt der Nachweis rekursiv
zu irreduziblen Untermatrizen. Seien A; und Ay die (betrags)grofiten Eigenwerte von D; bezie-
hungsweise Dy. Nach Satz 3.2 sind A\; und Ao einfach und positiv. Die zugehdrigen normierten
Eigenwerte u; und ug sind (gegebenenfalls Multiplikation mit —1) komponentenweise positiv.
Weiter lassen sie sich durch ein Auffiillen mit Nullen zu rechtsseitigen Singuldrvektoren von D
erweitern. Das heifst, es gibt Indizes i1 und 75 sowie eine abgeschnittene Singuldrwertzerlegung
UXVT =D mit

PG = (551). P0G = (5. (3.1)

Ohne Beschrankung der Allgemeinheit sei i2 # 1 (andernfalls wére i; # 1). Dazu sei (0,z27) :=
+el mit e;, dem i-ten Einheitsvektor. Wegen (3.1) und dem nicht eindeutigen Vorzeichen der
rechtsseitigen Singuldrvektoren von D ergibt sich

PV&agz(i)za
woraus
(0,2T)VT =xef VIPT P = (0,u3) P >0
folgt. O

Inwiefern die spezielle Zusatzbedingung ,fiir keine abgeschnittene Singuldrwertzerlegung” in der
Formulierung von Lemma 3.5 wichtig ist, zeigt die folgende Bemerkung sowie das darauf folgende
Beispiel.

Bemerkung 3.6. Die Zusatzbedingung, dass es fiir keine abgeschnittene Singuldrwertzerlegung
von D ein x € R\ {0} mit (0,2T)VT > 0 gibt, taucht im Beweis von Lemma 8.5 nur indirekt
auf. Sie kann aber nicht weggelassen werden. Im Beweis ist sie insofern prdsent, als dass fir
den Fall \y = Ao die in (3.1) auftretenden Singuldrvektoren auch unabhingig vom Vorzeichen
nicht eindeutig bestimmt sind. Die spezielle Wahl von V (:,i1) und V (:,i2) im Beweis von Lemma
3.5 wird bewusst genutzt, sodass (3.1) erfillt ist. Es gibt unter Umstinden aber auch andere
Modglichkeiten, die zu Ay = Ay gehdrigen Singuldrvektoren zu wdhlen, welche den darauf folgenden
Schluss nicht zulassen, siehe Beispiel 3.7.

Beispiel 3.7. Sei D die 2 x 2-Finheitsmatriz. Eine mogliche Singuldrwertzerlequng dieser ist

v )

mit X = D. Nun gibt es kein © € R, sodass komponentenweise (0,x)V™T > 0 gilt, aber trotzdem
ist D™D reduzibel.

Andererseits gehdren aber auch die Faktoren U = X =V = D zu einer Singuldrwertzerlegung
von D. Fir diese gibt es ein © € R, sodass komponentenweise (0,2)VT > 0 gilt, namlich etwa
r =1.

Ist D™D irreduzibel, so lasst sich die Menge zuldssiger Losungen M 4 definieren, und ist DDT
irreduzibel, so lasst sich die Menge zuléssiger Losungen M definieren. Dabei implizieren sich die
Irreduzibilitdten von DTD und DDT gegenseitig, sofern D keine Nullzeile- und keine Nullspalte
enthélt, siehe spéter Satz 3.38. Somit muss nur eines der beiden Matrixprodukte diesbeziiglich
untersucht werden. Weiter ldsst sich ein Zusammenhang zwischen den Irreduzibilitdten von DT D
und DDT und einer Blockstruktur der Faktorisierung nachweisen, siche Abschnitt 3.5.
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3.2 Wichtige Eigenschaften

In diesem Abschnitt werden wichtige Eigenschaften der Menge zuléssiger Losungen M 4 unter-
sucht und nachgewiesen. Ein vertieftes Verstédndnis der Mengen zuldssiger Losungen ist unter
anderem im Hinblick auf die Entwicklung effizienter Methoden zu deren Berechnung beziehungs-
weise Approximation unerlésslich. Eine wichtige Eigenschaft ist die Kompaktheit von My4. Zu
deren Beweis bedarf es der geometrischen Interpretation einer zulédssigen Losung. Da diese erst
in Abschnitt 3.3 behandelt wird, erfolgt der Nachweis der Kompaktheit spéter in Abschnitt 3.4.

3.2.1 Beschranktheit

Basierend auf Satz 3.3 wird gezeigt, dass Fa beschriankt ist. Wegen My C F4u folgt daraus,
dass auch M4 C Fy4 beschrankt ist. Die Obermenge F4 aus (2.8) ist der Schnitt der affinen
Halbraume

{zeR"7: V(E,2:8)2>-V(i,1)}, i=1...,n, (3.2)
welche sich aus den Bedingungen fiir eine nichtnegative erste Zeile von A ergeben.

Satz 3.8. Seien D € R¥*" eine nichinegative Matriz, s = rank(D) = rank, (D) > 2, DTD
irreduzibel und UXV™ eine abgeschnittene Singuldrwertzerlegung von D mit V (:,1) > 0.

Die Mengen Fa und My sind beschrinkt.

Beweis. Es ist F4 die Schnittmenge der n affinen Halbrdume aus (3.2) und somit konvex. Weiter
gilt offensichtlich (0,...,0)T € F4. Demzufolge ist F beschrinkt, wenn es kein = € RS~ \ {0}
gibt, sodass fiir alle v > 0

(L,yz™)VT >0 (3.3)

gilt. Nach Satz 3.3 gibt es kein # € R*~1\ {0} mit (0,2T)V™ > 0. Somit kann es wegen V (:,1) > 0
kein z € R*~1\ {0} geben, welches fiir alle v > 0 die zu (3.3) dquivalente Forderung

YW(E2:s)x > =V(:,1)

erfiillt. Somit ist F4 beschriankt und deren Teilmenge M 4 ist es ebenfalls. O

Die Beschrianktheit von F¢o ldsst sich analog zeigen und wegen Mo C F¢ ist auch Mg be-
schrankt. Im Beweis treten die Verhéltnisse o;/01, i = 2,...,s, beziehungsweise o1/0;, i =
2,...,s, als positive Skalierungsfaktoren auf.

3.2.2 Der Ursprung gehort nicht zu den Mengen zulassiger Losungen

Als niichstes wird mittels Korollar 3.4 gezeigt, dass der Ursprung o = (0,...,0)T € R*~! zwar in
F 4 enthalten ist, aber nicht in M 4. Die Menge zulassiger Losungen M 4 umlagert den Ursprung
somit in gewisser Weise, enthélt ihn aber nicht. Um dies zusammengefasst mit o € F¢ und
0 ¢ Mc in einem Satz zu zeigen, wird zunéchst folgende, sehr einfache Aussage nachgewiesen.

Lemma 3.9. Seien D € R¥*™ eine nichtnegative Matriz mit rank(D) > 1 und D™D sowie D DT
irreduzibel. Weiter sei UXV™ eine abgeschnittene Singulirwertzerlegung von D mit V (:,1) > 0.

FEs gilt komponentenweise U(:,1) > 0.
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Beweis. Wegen rank(D) > 1 ist o7 > 0. Weiter gilt DV (:,1) = 01U(:,1) und es folgt fiir alle
i=1,...,k, dass

Uin = o7 'D(i, )V (:,1) > 0,

da D keine Nullzeile enthélt (wegen Irreduzibilitdt von DD™) sowie nichtnegativ ist und V(:, 1)
komponentenweise positiv ist. O

Satz 3.10. Seien D € R¥*" eine nichtnegative Matriz, s = rank(D) = rank, (D) > 2 und
DTD sowie DDT irreduzibel. Sei UXVT eine abgeschnittene Singuldrwertzerlegung von D mit

V(1) >0.

Es gelten o = (0,...,0)T € Fa und o ¢ My sowie o € Fo und o ¢ Mc.

Beweis. Dass o € F4 gilt, folgt aus der Nichtnegativitdt von V(:,1). Sei nun o € M 4 angenom-

men. Das hiefe, es gibe eine Faktorisierung D = C'A mit A(1,:) = (1,0")VT und C € Rﬁxs

sowie A € RY". Sei T die mit (2.2) zu C und A gehérige Matrix. Dann wére
0="T(L)(T™)(2) = (1,0")(T1)(:2) = (T e

Dies wére aber ein Widerspruch, da nach Korollar 3.4 aus C(:,2) > 0 mit U(:,1) > 0 (Lemma
3.9) folgt, dass (T~1)12 > 0 ist. Somit muss 0 ¢ M4 gelten.

Analog folgt aus der Nichtnegativitiat von U(:, 1), dass o € F¢ gilt. Sei nun 0 € M angenommen.
In analoger Weise hiefse dies, es gibe eine Faktorisierung D = CA mit C(:,1) = UX(1,y™)™ und
C € RE* sowie A € RY™. Sei T' die mit (2.2) zu C' und A gehorige Matrix. Dann wire

0="T(2,)(T1(:1) =T(2,:)(1,0%)" = Tyy.
Dies wire aber ein Widerspruch, da nach Satz 3.3 aus A(2,:) > 0 folgt, dass T > 0 ist. Somit
muss 0 ¢ Mc gelten. O
Zwei einfache Resultate aus Satz 3.10 sind, dass V(:,1) ¢ Aund U(:,1) ¢ C, falls s > 2.

Korollar 3.11. Seien die Voraussetzungen aus Satz 3.10 gegeben.
Es gibt keine nichtnegative Faktorisierung von D mit A(1,:) = V(:,1)™ und es gibt auch keine
nichtnegative Faktorisierung von D mit C(:,1) = U(:,1).

Beweis. Nach Satz 3.10 ist o = (0,...,0)T ¢ M 4. Somit gibt es keine nichtnegative Faktorisie-
rung von D mit A(1,:) = (1,0,...,0)VT. Anwendung von Satz 3.10 auf DT ergibt, dass es keine
nichtnegative Faktorisierung von D mit C'(:,1) = U(:, 1) gibt. O

Als néchstes wird gezeigt, dass der Nullpunkt stets im Inneren von Z4 liegt. Dies wird spéter
unter anderem im Rahmen des Nachweises der Kompaktheit von M 4 benétigt, siehe Satz 3.32.

Definition 3.12. Sei K C R?. Die Menge
int(K) = {x €R?: Je >0 mit B.(x) C K} mit  Be(zr) ={u€R: ||ju—z| <¢}

wird als das Innere von K bezeichnet. Weiter ist 0K = K \ int(K) der Rand von K.

Lemma 3.13. Seien D € RF*™ eine nichtnegative Matrir, s = rank(D) > 2 und D™D sowie
DD7 irreduzibel. Sei UXV'™ eine abgeschnittene Singuldrwertzerlegung von D mit V (:,1) > 0.

Der Nullpunkt o = (0,...,0)T € R*~! liegt im Inneren von T, das heifit es gelten o € T4 und
o¢ 0La.
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Beweis. Sei angenommen, es wiirde o € 9Z4 oder gar o ¢ T4 gelten. Da Z4 die konvexe Hiille
von w(:,4), i = 1,...,k, ist, gibe es somit eine Hyperebene, die den Nullpunkt enthélt und
fir die alle w(:,i), i« = 1,...,k, auf einer Seite der Hyperebene liegen. Das heifit, es gibt ein
r € R\ {0} mit

(w(:)Tz>0 Vi=1,... k. (3.4)
Nach Lemma 3.9 ist U(:, 1) komponentenweise positiv. Somit ist (3.4) dquivalent zu
U(i,)2(:,2:8) x>0 Vi=1,...,k,

und dies ist wiederum &dquivalent zu

Uvx <O> > 0.
x

Nach Korollar 3.4 kann es ein solches x € R*~!\ {0} aber nicht geben und demzufolge gibt es
auch keine Hyperebene, die den Nullpunkt enthélt und fiir die alle w(:,4), i = 1,..., k, auf einer
Seite der Hyperebene liegen. Damit ist der Beweis vollstandig. O

3.2.3 Unterbrechungsfreie Schnitte mit Strahlen vom Ursprung

In diesem Teilabschnitt wird gezeigt, dass der Schnitt der Menge zuléssiger Losungen M 4 mit
einem Strahl, der vom Ursprung ausgeht, entweder leer oder ein Geradenabschnitt ist. In Satz
3.10 wurde gezeigt, dass der Ursprung in der Obermenge F4 aber nicht in M4 liegt. Zusam-
men mit den Sétzen 3.8 und 3.10 erdffnet dies die Moglichkeit, einen Strahlenalgorithmus zur
Approximation der Mengen zuléssiger Losungen fiir s > 2 zu entwickeln. Weiterhin wird diese
Eigenschaft auch fir den spéter vorgestellten inversen Polyhedron inflation Algorithmus genutzt.

Lemma 3.14. Seien C' € RF*S und A € R¥*™ nichtnegative Matrizen mit rank(C) = rank(A) =
s. Ferner seit X € R**® eine Matriz mit X11 > 1, X1; <0 und

(1 fiwi=j, o .
X”_{O fir i . firi=2,...,s, 7=1,...,s. (3.5)

Unter diesen Voraussetzungen ist X € R**® requldr und falls X (1,:)A nichtnegativ ist, so sind
C=Cx"', A=XA (3.6)

ebenfalls nichinegativ.

Beweis. Wegen der speziellen Struktur von X gilt det(X) = X;; > 1 und der erste Teil der
Behauptung ist nachgewiesen. Zum Nachweis des zweiten Teils: Aus der Struktur von X und
ijl(Xfl)lejl = 1 folgt zunichst (X 1)1 > 0. Weiter folgt damit aus ijl(X*I)leji =0,
1=2,...,8, dass (X_l)lj >0,7=2,...,s. Einfaches Nachrechnen ergibt, dass (X_l)ij = Xjj
fiir i = 2,...,sund j = 1,...,s. Somit ist die Matrix X ~! nichtnegativ und C=CX'istes
damit auch. Nach Voraussetzung ist A(1,:) = X(1,:) A nichtnegativ. Fiir die weiteren Zeilen von
A gilt

A2:8,:)=X(2:5,:)A=A(2:5,:)

und auch A > 0 ist gezeigt. U
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Satz 3.15. Seien D € RF*" eine nichtnegative Matriz, s = rank(D) = rank (D) > 2 und
DTD sowie DDT irreduzibel. Sei UXVT eine abgeschnittene Singuldrwertzerlegung von D mit
V(:,1) > 0. Weiter sei x € My. Zu x sei der Wert v* > 1 so definiert, dass v*x auf dem Rand
von Fa liegt.

Fir alle x = vz mit v € [1, v*] gilt T € M 4.

Beweis. Die Beweisidee ist wie folgt: Zu x existiert eine Untermatrix S e RE=Dx6=1 wie in
(2.5), welche auf eine nichtnegative Faktorisierung mit C = UXT~! und A = TV fiihrt. Diese
Matrix fithrt in derselben Weise auch fiir T zu einer nichtnegativen Faktorisierung D = CA.
Um dies zu zeigen, werden die Faktoren C und A zu 7 mittels C und A konstruiert. Diese
Transformation ist von der Form wie in Lemma 3.14 und somit sind C' und A nichtnegativ.

Es ist x zuldssig und somit existiert eine Matrix S, sodass die zusammengesetzte Matrix T aus
(2.5) eine regulire Transformation mit C = UST~! > 0 und A = TVT > 0 ist. Fiir das neue
T = vz wird die Transformation

I yxy -0 yxs

S E S

genutzt und es bleiben rank(T) = s sowie C = UST 1 >0, A=TV™ > 0 zu zeigen.

Die Transformation zur Berechnung von C und A unter Nutzung von C und A wie in (3.6) ist
X =TT Nun wird gezeigt, dass X die Voraussetzungen von Lemma 3.14 erfiillt. Die Zeilen
X (2 : s,:) erfiillen die Bedingung aus (3.5). Fiir j = 2,...,s lauten die Eintrége in der ersten
Zeile von X

X = (g 2 ) T 69) = (=) (e 2007 ) Td)
mit e; = (1,0,...,0) € RY*5. Nach Korollar 3.4 gilt T1(1,:) > 0. Mit v > 1 folgt

Xy = (1= T ) = (=T )y <0, j=2...

Fir X11 gﬂt

X1 =T(1,)T7 (1) = (WT(1,:) + (1 —74,0,...,0)T 1, 1) =y 4+ (1 —)(T 11

Zur Bestimmung von (7 1)1; liisst sich 1 =T-(1,:)T(;,1) = Zj-:l(T_l)lj nutzen und es folgt
(T™1)11 = 1= 35_,(T~)1;. Somit ist

S

S
Xiu=v+1-7) 1_Z(T71)1j =1—ZX1j21-
i=2 =

Die Matrix X besitzt demzufolge eine Form wie in Lemma 3.14 vorausgesetzt und es gelten
rank(T) = s sowie CA = D. Wegen = € Fa gilt (1,27)VT = A(1,:) = X(1,:)A > 0 und die
resultierenden Faktoren C' und A sind nichtnegativ. Somlt ist T € My. O

Bemerkung 3.16. Der Beweis zu Satz 3.15 ldsst sich auch sehr einfach geometrisch fiihren.
Spdter wird dies in dem Beweis von Satz 3.73 in dhnlicher Weise gemacht.
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Lochfreie Segmente

Zwei einfache Folgerungen aus Satz 3.15 sind in den Korollaren 3.18 und 3.19 formuliert. Zuvor
werden konvexe und strikt konvexe Linearkombinationen eingefiihrt.

Definition 3.17. Seien b; € R™ fiiri=1,...,s. Eine Linearkombination

s
v = E Oéibi
i=1

wird Konvezkombination genannt, falls 0 < a; <1 fir allei =1,...,s sowie Y ; a; = 1 gelten,
und strikte Konvezkombination genannt, falls 0 < a; < 1 fir allei =1,...,s und Y ;_jo; =1
gelten.

Mitunter wird eine Linearkombination auch (strikt) konvex genannt, wenn sie eine (strikte)
Konvexkombination ist.

Korollar 3.18. Fulls ein x auf dem Rand von Fa nicht zu My gehért, so gibt es kein v > 0,
sodass yr zu M gehort.

Beweis. Sei angenommen, es gibe ein solches v > 0 mit £ = yr € My4. Dann wéren nach
Satz 3.15 auch alle (1 — 0)x 4 dz fir 0 < ¢ < 1 zuléissig und insbesondere x selbst. Dies ist ein
Widerspruch zur Annahme und es kann ein solches + nicht geben. O

Korollar 3.19. Seien die Voraussetzungen aus Satz 3.15 erfillt und M bestehe aus mehr als
einem Segment.’

Die einzelnen Segmente sind frei von (s — 1)-dimensionalen Lochern. Das heifit, es gibt keine von
M 4 wvollstindig umschlossene Menge £ mit LO My =0 und o= (0,...,0)T ¢ L.

Beweis. Angenommen 7T sei ein Segment, welches ein Loch enthélt. Somit gébe es z,z € T,
sodass die Gerade durch x und = sowohl Teile des Lochs enthélt als auch durch den Nullpunkt
geht. Weiter ist nach Voraussetzung der Nullpunkt keine Konvexkombination von z und Z. Somit
gibt es ein v > 1 mit entweder x = yx oder & = ~x. Dann gehdrt nach Satz 3.15 die gesamte
Strecke zwischen x und Z zu T, was im Widerspruch zu den Voraussetzungen steht. O

Giiltigkeit auch fiir bereits fixierte Lésungen

Abschliefsend wird gezeigt, dass die Eigenschaft der unterbrechungsfreien Schnitte mit Strahlen
vom Ursprung aus auch fiir eine oder mehrere fixierte zuldssige Losung(en) bestehen bleibt. Seien

@ e My, i=1,...,s0, mit sop < s fixiert. Die restringierte Menge zuldssiger Losungen sei
Mj(l)""’x(s()) ={zeMy:3S¢e RE=DX6=D 65 — 4,2y = ()T fiiri = 1,..., s0,

rank(T) =5, C =UST ' >0, A=TV" >0} U {zM,... 200},

Korollar 3.20. Seien die Voraussetzungen aus Satz 3.15 gegeben und seien x() € My, i =
. . . . (1) (s0) . N

1,...,80, mit sop < s fiziert. Weiter seien x € M7 " " mit x 420 i=1,...,80, und zu x

der Wert v* > 1 so definiert, dass v*x auf dem Rand von Fy liegt.

2 5(s0)

Fiir alle © = yx mit v € [1, v*] gilt T € My

3Die einzelnen Zusammenhangskomponenten der Mengen zuldssiger Losungen werden in dieser Schrift auch
Segmente genannt.
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Beweis. Sei S € RE~Dx(=1) gine Untermatrix mit S(s —4,:) = ()T fiir i = 1,..., s, welche
mit = wie in (2.5) auf eine Transformation 7' mit UXT~! > 0 und TV > 0 fiihrt. Dazu ergibt
sich der Rest analog zum Beweis des Satzes 3.15 und die Matrix S fiihrt auch hier fiir x = v*z
auf eine nichtnegative Zerlegung. O

3.3 Geometrische Zusammenhange

Ein wichtiger Teilschritt bei der Approximation von M 4 ist die Klassifizierungen einzelner = €
R*~1 als zulissig oder nicht zuldssig. Fiir die meisten, der spéter in Kapitel 4 vorgestellten,
Algorithmen zur Bestimmung von M 4 werden numerische Ansétze zur Klassifizierung einzelner
x € R*~! genutzt. Diese basieren auf Optimierungen und Bewertungsfunktionen.

In diesem Abschnitt steht die Klassifizierung von 2 € R%~! mittels geometrischer Argumente im
Mittelpunkt. Die Vorgehensweise geht auf [17,120,135,138| zuriick, wobei in diesen Arbeiten eine
andere Skalierung fiir D und A genutzt wird. Die Idee ist es, die niedrigdimensionale Darstellung
des gesamten Faktors A zu betrachten und eine Bedingung aufzustellen, sodass ein solcher Faktor
zu einer nichtnegativen Matrixfaktorisierung fiithrt. Daraus ldsst sich eine notwendige und hin-
reichende Bedingung fiir eine zulissige Losung « € R*~! ableiten. Entscheidend sind neben der
niedrigdimensionalen Darstellung des gesamten Faktors A mittels eines Simplex S die Mengen
Fa und Zp. Zuvor wird der Zusammenhang zwischen Faktoren C' und A einer Faktorisierung
und deren niedrigdimensionalen Blockdarstellung durch ein Simplex eingefiihrt.

Definition 3.21. Seien D € RF¥*™ eine nichtnegative Matriz und s = rank(D) = rank, (D) > 2.
Weiter seien D™D und DD7T irreduzibel und UXV™T eine abgeschnittene Singuldrwertzerlequng
von D mit V(:,1) > 0. Seien C € RF** und A € R**™ Faktoren mit D = CA, welche sich
als C = UST~Y, A = TVT mittels eines reguliren T mit der Struktur aus (2.5) bilden lassen.t
Die Faktoren C und A und ein Simpler S C R*~! werden einander zugehirig genannt, wenn
T(,2 : s)", i =1,...,s, die Ecken von S sind (mit T = AV'). Die Ecken von S werden
spaltenweise in S € RE=VXS eingetragen, es gilt also

T(i,2:s)T =S(:,1), i=1,...,s.

Bemerkung 3.22. Definition 3.21 schliefst unter Berticksichtigung der Skalierungsmehrdeutig-
keit alle nichtnegativen Matrizfaktorisierungen D = C' A mit ein. Eine geeignete Umskalierung

der Zeilen von A erfolgt durch diag(AV (:,1))~L.

3.3.1 Geometrische Interpretation einer zuldssigen Lésung

Eingeschrankt auf s = 3 und unter Nutzung einer anderen Skalierung als der in (2.5) geht die
geometrische Klassifizierung eines € R*~! auf [17,120, 135, 138] zuriick, vergleiche auch [87,
148|. Zunéchst wird in Satz 3.23 die geometrische Interpretation einer kompletten Faktorisierung
behandelt und in Satz 3.26 wird die geometrische Interpretation einer zuléssigen Losung in der
Art angegeben, wie sie aus Veroffentlichungen bekannt ist. Zusétzlich wird eine weitere sinnvolle
Formulierung in Satz 3.31 angefiihrt.

Satz 3.23. Seien D € R¥*" eine nichtnegative Matriz und s = rank(D) = rank, (D) > 2.
Weiter seien DTD sowie DD irreduzibel und USV'™T eine abgeschnittene Singuldrwertzerlequng
von D mit V(:,1) > 0. Es seien C € R¥*S und A € R**™ Faktoren mit CA = D, zu denen es
gemdf3 Definition 8.21 ein zugehiriges Simplex S C R5~! gebe. Sei S dieses Simplex.

“An C und A werden hier ausnahmsweise keine Nichtnegativititsforderungen gestellt.
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Die beiden folgenden Aussagen sind dquivalent:
a) Die Faktoren C und A sind nichtnegativ.
b) Das Simplex S erfillt folgende zwei Bedingungen:
i) die Obermenge F4 enthdlt S, das heifit S(:,i) € Fa fur allei=1,...,s, und
it) das Simplex S enthdlt die Menge L4, es enthdlt also alle w(:,i), i =1,... k.

Beweis. Zunéchst wird a) = b) gezeigt: Aus a) folgt direkt i). Seien fiir i € {1,...,k} die Skalare
~v; € R und die Vektoren z; € R? definiert als

5, )ET ! j,
vi = D(i,)V (1), zr = ue, ')y = C:’ )

Es sind v; > 0 und z; > 0. Dann ist

rn U@G)Y D)V wle )T
z; T = - - i _(1’ (" ) )

und mit T'(¢,2 : s)T = S(:,1) sowie T'(:,1) = (1,...,1)T folgen Y ;_;(2z)¢ = 1 und zFS™ = w(:
,1)T. Da dies fiir alle i = 1,..., k gilt, folgt die Behauptung.

Nun wird b) = a) gezeigt: Bedingung i) impliziert A > 0. Da alle w(:,7) in S liegen, gibt es fiir
jedes i € {1,...,k} ein z; € RS, sodass 2T = (1,w(:,4)") gilt. Damit ist

C(i,:) =U(i,:)2T*
(i,)VT!
. D(i,:)V

. vl) ———
GIVED 56w
N —

=1w(,)T)==IT

= D(i,:)V(:, 1)FTT ™1
=iz >0

D
D 71

mit vy; = D(4,:)V(:,1) > 0. Somit ist der Beweis vollstdndig und die Aussagen a) und b) sind
dquivalent. O

Definition 3.24. Erfillt ein Simplex die Bedingung b) aus Satz 3.23, so wird es ein zuldssiges
Simplex genannt.

Bemerkung 3.25. Die Bedingung ii) aus Satz 3.23 ist dquivalent dazu, dass sich alle w(:,1) als
Konvexkombinationen aus den Ecken von S darstellen lassen.

Die in Veroffentlichungen oft genutzte Klassifizierung eines € R*! als zuldssig oder nicht
zuldssig, lasst sich direkt aus Satz 3.23 ableiten:

Satz 3.26. Seien D € R¥*™ eine nichtnegative Matriz und s = rank(D) = rank, (D) > 2.
Weiter seien DTD sowie DDT irreduzibel und USV'™T eine abgeschnittene Singuldrwertzerlequng
von D mit V(:,1) > 0.

Ein x € R*~1 ist genau dann zuldssig, wenn es zu Fa gehort und es 29 € Fy,i=1...,5 —1,
gibt, sodass das daraus gebildete Simplex S C R*~! mit den Ecken S(:,1) = x und S(:,i+1) = (@
i=1...,8—1, allew(:,7),i=1...,k, enthdlt.
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Beweis. Sei x € R*™! zuliissig. Nach der Definition von M4 aus (2.6) gibt es eine Matrix
S e RE=Dx(s=1) sodass die dazu wie in (2.5) gebildete Matrix 7" regulér ist und auf nichtne-
gative Faktoren C = UXT ! und A = TV fiihrt. Sei S das, zu einer solchen nichtnegativen
Faktorisierung, gehorige Simplex, sodass S(:,1) = x und S(:,i) = S(i — 1,:)", i = 2,...,s.
Nach Satz 3.23 liegen alle Ecken von S in F4 und S enthélt die Menge Z4. Mit der Wahl
2@ =S(:;i+1),i=1...,5s — 1, ist die eine Richtung nachgewiesen.

Seien andersherum zu z € Fy diez® € Fy,i=1...,5—1,s0 gewdhlt, dass das daraus gebildete
Simplex S alle w(:,4), i = 1...,k, enthélt. Sei T wie in (2.5) mit S(i,:)" =2, i=1,... 51,
gebildet. Da S die Menge Z4 enthélt, fir welche wiederum (0,...,0)T € int(Z4) gilt (siehe
Lemma 3.13), hat S ein positives Volumen und es gilt

1 xT ) T
0 S(1,:) — T S~
| det(T)| = |det(] . : )| = |det( )| = (s—1)!vol(§) >0
: : N
0 S(s—1,:)—2z7T Ss-19)~a
mit vol(S) dem Volumen von S. Somit ist 7" regulér. Weiter sind die mittels 7" gebildeten Faktoren
C und A nach Satz 3.23 nichtnegativ und der Beweis ist vollstandig. O

In analoger Weise lésst sich die Aussage von Satz 3.26 auch fiir die Interpretation einer, im Sinne
der Menge M, zuléssigen Losung formulieren.

Korollar 3.27. Unter den in Satz 3.26 gemachten Voraussetzungen ist ein y € R*~! genau dann
zulissig, wenn es in Fo liegt und es yW € Fo, i = 1...,5s — 1, gibt, sodass das aus diesen s
Ecken gebildete Simplez, alle u(:,j), j =1...,n, enthdlt.

3.3.2 Zulassige Losungen in den Daten

In Satz 3.26 ist das geometrische Argument fiir eine zulédssige Losung formuliert, wonach ein
x € R*~! genau dann zulissig ist, wenn es ein Simplex gibt, dessen Ecken in F4 liegen und das
alle w(:,4), i = 1,...,k, enthélt. Fiir s = 2 sind stets mindestens zwei (in der Regel genau zwei)
der w(:,i) in M4 enthalten [2,27,143,154]. Fiir s > 3 gilt nur unter Umstanden w(:,i) € M4
fiir einzelne ¢ = 1, ..., k, vergleiche Bemerkung 3.29. Es ergibt sich aus den Sétzen 3.15 und 3.23
folgendes einfache Resultat:

Korollar 3.28. Gilt w(:,ig) € M4 fir ein ig € {1,...,k}, so ist w(:,ip) auf dem Rand von
My.

Beweis. Angenommen, es sei w(:,iy) € M4, jedoch liege w(:,iy) nicht auf dem Rand von M 4.
Dann giibe es ein v mit 0 < v < 1, sodass {z € R*! : x = Jw(:,ip) fiir ein§ € [y,1]} C
M 4. Da somit yw(:,ig) € Ma gelten wiirde, géibe es ein zulissiges Simplex S C R*~! mit
S(:,1) = yw(:,ip). Das Simplex S enthielte aber nicht w(:, ig), was in Bezug auf eine nichtnegative
Faktorisierung von D im Widerspruch zu Satz 3.23 steht. O

Bemerkung 3.29. Fiir spektroskopische Daten ist das Auftreten eines w(:,ig) in M4 hdufig ein
Indiz dafiir, dass es sich bei dem dazugehdrigen Profil tatsdchlich um ein gesuchtes Reinspektrum
handelt und C(ig,:) genau einen Eintrag ungleich Null enthdlt. In der Chemometrie wird ein
solches w(:,i9) auch ,pure variable® genannt [2].

3.3.3 Alternative geometrische Bedingung an eine zul3ssige Losung

In diesem Teilabschnitt wird eine weitere geometrische Bedingung, welche ein Simplex und somit
insbesondere dessen einzelne Ecken als zuldssig charakterisiert, vorgestellt. Diese kommt ohne die
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w(:,7) und u(:, j) aus und basiert stattdessen auf F4 und F¢. Zunéchst wird folgendes Lemma
formuliert:

Lemma 3.30. Seien T € R*** regulir und von der Form (2.5) sowie S das zu C = UXT~! und
A =TVT gehérige Simplex mit den Ecken S(:,i) € R®™1 i=1,... 5. (Die Forderung C,A >0
ist hier nicht gestellt.)

Die Eintréige der ersten Zeile von T~ sind genau dann positiv, wenn o = (0,...,0)T € RS~ im
Inneren von S liegt, das heifit o lisst sich als strikte Konvexkombination von S(:,i), i =1,...,s,
darstellen.

Beweis. Der Koeffizientenvektor z € R® sei (die eindeutige) Losung von 77z = e; mit e; =
(1,0,...,0)™. Somit gilt

2= (™) ey = (TH)( 1) = (T7(L,)7

Wegen TTz = ey gilt weiter Sz = 0. Damit ist Sz = o genau dann eine strikte Konvexkombination
(z;>0Viund 3 z; = 1), wenn (T~1)(1,:) komponentenweise positiv ist. O

Eine alternative geometrische Klassifizierung eines x als zuldssig oder nicht zuldssig lautet:

Satz 3.31. Seien die Voraussetzungen aus Satz 3.23 erfillt. Sei weiter das Simplex S c Rs!
zu C' durch die Ecken S(:,i), i =1,...,s, definiert mit

(T~1)(2: s,1)

S(:,i) = T

1=1,...,s.
Folgende Aussagen sind dquivalent:
a) Die Faktoren C = UXT~! und A =TV™ sind nichtnegativ.
b) Fiir S und S sind folgende drei Bedingungen erfiillt:
i) die Obermenge FA enthdlt S, das heifst S(:,i) € Fy fir allei=1,...,s,
i) die Obermenge Fc enthilt S, das heift S(:,i) € Fe fir allei =1,...,s, und

iit) der Ursprung liegt im Inneren von S, er ldsst sich also als strikte Konvezkombination
aus S(:,1), 1 =1,...,s, darstellen.

Beweis. Zunéchst wird a) = b) gezeigt. Die Bedingungen i) und ii) folgen direkt aus A > 0 und
C > 0. Weiter ist wegen C' > 0 die Zeile T~!(1,:) komponentenweise positiv, sieche Korollar 3.4.
Mit Lemma 3.30 folgt iii).

Nun wird b) = a) gezeigt. Aus i) folgt A > 0. Weiter folgt nach Lemma 3.30 aus iii), dass
T-1(1,:) komponentenweise positiv ist. In Kombination mit ii) folgt C' > 0. O

3.4 Nachweis der Kompaktheit

In diesem Abschnitt wird die Kompaktheit (und damit auch die Abgeschlossenheit) der Menge
zuléssiger Losungen M 4 unter schwachen Voraussetzungen nachgewiesen. Der Beweis geht auf
[123] zuriick und es werden die Sétze 3.8 und 3.23 sowie das Lemma 3.13 genutzt.

Satz 3.32 (Siche [123]). Seien D € RF*™ eine nichtnegative Matriz, s = rank(D) = rank, (D) >
2 und DTD sowie DDT irreduzibel. Sei ULV eine abgeschnittene Singulirwertzerlegung von D
mit V(:,1) > 0.
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Zu D gibt es ein o > 0, sodass fir jede requlare Matriz T € R%*® der Form (2.5), die mittels
(2.2) auf eine nichtnegative Matrizfaktorisierung D = C' A fihrt, gilt, dass

os(T) > 0 (3.7)

mit o5(T) dem kleinsten Singuldrwert von T .

Beweis. Zum Nachweis der Behauptung wird die Annahme, es gelte (3.7) nur fir o = 0, zu
einem Widerspruch gefiihrt. Falls (3.7) nur fiir o = 0 gelten wiirde, so gébe es eine Folge von
nichtnegativen Faktorisierungen D = CWA® =12 ..., mit A®D = TOVT sowie T jeweils
wie in (2.5) und

lim o,(T%) = 0.

11— 00
Es wird nun gezeigt, dass O'S(T(i)) unabhéngig von i nach unten beschriankt bleibt. Aus Uber-
sichtlichkeitsgriinden sei dazu T := T() gesetzt. Analog wie im Beweis von Satz 3.26 gilt

1 2T )
0 S(1,:) — T S(1,:)—=x

| det(T)| = |det( : : )| = |det( ; )| = (s — D)1vol(S(T)),
0 S(s—1)- S(s—1.)— 47

mit dem (s — 1)-dimensionalen Simplex S(T') = S, das durch die Ecken = und S(j,:), j =
1,...,s—1, mit S aus T wie in (2.5) definiert ist, und vol(S(T")) dessen Volumen. Da T zu einer
nichtnegativen Faktorisierung von D gehort, enthélt das Simplex S(T") nach Satz 3.23 die Menge
Z4. Das Volumen von 74 ist unabhéngig von ¢ und positiv, da nach Lemma 3.13 der Nullpunkt
in Z4 enthalten ist und nicht auf dem Rand liegt. Somit enthélt Z4 eine Kugel B.(0) mit Radius
€ > 0 um den Ursprung. Es gilt

1
m| det(T")| = vol(S(T)) > vol(Z4) > vol(B:(0)) > 0.
Der Absolutbetrag der Determinante von T ist gleich dem Produkt aller Singuldrwerte o;(T),
7=1,...,s, von T und es gilt

1
oD |det(T) H 0;(T) = vol(S(T)) > vol(B.(0)) > 0. (3.8)
Um den Widerspruch abzuschheféen, bleibt zu zeigen, dass die Singuldrwerte auch nach oben und
unabhéngig von ¢ beschrankt sind. Wegen

[Tz = 01(T) > 02(T) = -+ = 04(T) (3.9)

reicht es zu zeigen, dass ||T'||2 unabhéngig von ¢ nach oben beschrénkt ist. Fiir jede Zeile T'(j,:)
von T gilt wegen T'(j,1) =1 und T'(j,2 : s) € Fa, dass

2
)2 < =: M.
76,k < \/ vt (maxal) = o

Der Wert max,e 7, ||la|| ist fiir eine konkrete Matrix D fix und insbesondere endlich, da F4, unter
den gegebenen Voraussetzungen, nach Satz 3.8 eine beschrankte Menge ist. Somit ist auch M
eine endliche Konstante und es ergibt sich durch einfache Rechnung

170ll2 Il
W ol b0 [[bll2

TNz = T2 = M < VsM. (3.10)
Wegen (3.8) — (3.10) ist somit der kleinste Singuldrwert von T = T®) unabhingig von i be-
schrankt, was im Widerspruch zur Annahme steht, dass es eine Folge von Zerlegungen mit
lim; o0 O'S(T(i)) = 0 gibt. Somit ist die Annahme falsch und der Beweis ist vollstandig. O
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Bemerkung 3.33. Abhdngig von Fa und La lisst sich o aus Satz 3.7 als

s—1

o> (s myxfal®)) (s Divol(Zy)

mit vol(Z4) dem Volumen der Menge 4 angeben.

Mit Hilfe des Satzes 3.32 lasst sich die Kompaktheit von M4 zeigen.

Satz 3.34 (Siehe [123]). Seien die Voraussetzungen aus Satz 3.32 gegeben.
Die Menge My ist kompakt (und somit auch abgeschlossen).

Beweis. Betrachtet sei die Menge
T = {T ER™S . 0y(T) >0, T(G,2) = (1, (9)T) mit 20) € Fu, j=1,... ,s}

zu einem festen o > 0 wie in Satz 3.32. Die Menge 7 ist kompakt, da F4 kompakt ist (Be-
schrinktheit ist in Satz 3.8 gezeigt, Abgeschlossenheit ist wegen Nichtnegativitdtsrestriktionen
klar) und o4(T) > o > 0 gefordert wird. Die Abschétzungen os(7) > o > 0 sind in Satz 3.32
gezeigt und gelten fiir jede nichtnegative Matrixfaktorisierung von D, die der speziellen Skalie-
rungsform von 1" geniigt. Durch die Abschéatzungen wird der Fall ausgeschlossen, dass eine Folge
von reguldren Matrizen {T(i)}izl,z,... gegen eine singuldare Matrix konvergiert. Die Bildmenge von
T bei Anwendung der (stetigen) Abbildung der Matrixinversenbildung

T = {T*1 :TeT}
ist ebenfalls kompakt. Weiter ist die Teilmenge
T={T'eT:UST'>0}

von T, der Matrizen, die zusitzlich ULT ! > 0 erfiillen, abgeschlossen, da Nichtnegativitéitsre-
striktionen angewendet werden. Somit ist der Schnitt

T =Tn{T: T 'eT}
kompakt. Weiter lasst sich M 4 schreiben als
Ma={zeR I eT undie{l,...,s} mit 2" =T7(i,2:5)}

und somit ist auch die Menge M 4 kompakt (und damit auch abgeschlossen). U

3.5 Blockstruktur der Faktorisierung

Die Irreduzibilitdt der Matrix DTD ist eine wichtige Voraussetzung, dass der Ansatz aus (2.5)
anwendbar ist. Weiter folgt daraus die Beschréanktheit der Menge zuléssiger Losungen. Fiir die
in Satz 3.10 untersuchte Eigenschaft, dass (0,...,0)" ¢ M4 gilt, wird die Irreduzibilitit von
DDT gebraucht. In diesem Abschnitt sollen die Zusammenhénge zwischen der Irreduzibilitiat von
DT D, der Irreduzibilitit von DDT und einer Blockstruktur in den Faktoren C' und A untersucht
werden.

Bemerkung 3.35. In diesem Abschnitt werden an einigen Stellen Nullmatrizen geeigneter Di-
mensionen genutzt. Aus Ubersichtlichkeitsgrinden werden diese durch eine 0 dargestellt, wobei
sich die jeweilige Dimension eindeutig aus dem Zusammenhang ergibt.
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3.5.1 Voriiberlegungen

Um die Beweise zu vereinfachen, werden zunéchst zwei Lemmata aufgestellt.

Lemma 3.36. Sei D € RF*™ eine nichtnegative Matriz, die keine Nullzeile enthdlt und zu der
es einen Index k1 € {1,..., k— 1} gibt mit

D(1:ky,)(D(ky +1:k,:))T =0 e Rixk=k1),

/

ER;;X" E]R(k*kl)xn
Es gibt eine Zerlegung der Indexmenge {1,...,n} in nichtleere disjunkte Teilmengen Iy und Iy

mat D(l : kl,Il) =0 und D(/ﬁ +1: k,[g) =0.

Beweis. Sei angenommen, es gibe keine Zerlegung von {1,...,n} in disjunkte Mengen I; und I5.
Das heifst es gébe Indizes i1, € {1,...,n}, j1 € {1,...,ki} und jo € {k1+1,...,k} mit Dj;;, >0
und Dj,;; > 0. Dies wiirde bedeuten, dass

D(jl’ :)(D(j2a :))T > Djlile2i1 >0,

was der Voraussetzung widerspricht. Bleibt I, I # () zu zeigen. Ohne Beschrinkung der Allge-
meinheit sei Iy = () angenommen, dann ware jedoch I = {1,...,n} und D(1 : k1,:) = 0, was
der Voraussetzung widerspricht, dass D keine Nullzeile enthélt. O

Mittels Lemma 3.36 lédsst sich das folgende Lemma 3.37 {iber den Zusammenhang zwischen der
Struktur von D und der Irreduzibilitdt von DDT zeigen.

Lemma 3.37. Seien D € R¥*™ eine nichtnegative Matriz, welche keine Nullzeile enthdlt, und
k> 2.

Es ist DD™ genau dann reduzibel, wenn es Permutationsmatrizen P € R¥*F und Q € R™™ gibt,
sodass

(D1 O
PDQ = < 0 D2> (3.11)
mit Dy € RF1*1 ynd Dy € RE—kD)X(n=11) gouie 0 < ky < k und 0 < ny < n.

Beweis. Sei zunéchst angenommen, es gibt solche P, @, dass (3.11) gilt. Dann ist

D1 DT 0
T pT __ 1
PDD"P" = ( 0 D2D2T>

und DDT ist reduzibel.

Sei andersherum D DT reduzibel, d.h. es gibt eine Permutationsmatrix P, sodass

ppprpr— (P10
0 D

mit D; € RFFL sowie Dy € RE=F)X(k=F1) und 0 < ky < k. Dabei sind || Dy, | D2 > 0, da D
keine Nullzeile enthalt. Weiter folgt
(PD)(1 : k1,:)((PD)(ky +1: k,:))T =0 e RFvx(k=k)

und nach Lemma 3.36 gilt, dass es eine Zerlegung von {1,...,n} in nichtleere disjunkte Mengen
I1 und Iy gibt, sodass (PD)(1 : ky,I;) =0 und (PD)(k; + 1: k,I2) = 0. (Weiter ist damit klar,
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dass sich 51 mithilfe einer nichtnegativen Matrix D; als 151 = D; DT faktorisieren ldsst.) Seien
ny = |I1] sowie @ € R"*" eine Permutationsmatrix mit

Q(I1,n —ny +1:n)=diag(l,...,1), Q(I2,1:n—nq) =diag(l,...,1).

Daraus folgt
(D 0
PDQ = ( 0 D2>
sowie D;DF = D; fiir i € {1,2} und der Beweis ist vollstindig. O

3.5.2 lrreduzibilitaiten von DD und DDT

Als wichtiges Resultat aus Lemma 3.37 lasst sich eine Aussage iiber den Zusammenhang zwischen
den Irreduzibilitdten von DTD und DD7 treffen.

Satz 3.38. Sei D € RF*" eine nichtnegative Matrix, die keine Nullzeile und keine Nullspalte
enthdlt.

Es ist D™D genau dann reduzibel, wenn DD7T reduzibel ist.

Beweis. Nach Lemma 3.37 ist DDT genau dann reduzibel, wenn es Permutationsmatrizen P €
R**k und @Q € R™*™ gibt, sodass (3.11) gilt. Damit gilt weiter

DY 0
T )T pT __ 1
arorer = (R0 ).
Dies ist dquivalent dazu, dass DT D reduzibel ist (Anwendung von Satz 3.37 auf DT). O

3.5.3 Irreduzibilitdit von DTD und Blockstruktur in der Faktorisierung

Inwiefern die Eigenschaft, dass es Permutationsmatrizen P und @ gibt, die auf die Darstellung
(3.11) fithren, von den Strukturen der Faktoren C' und A abhéngt, wird in Satz 3.40 gezeigt.

Lemma 3.39. Seien D € RF*™ eine nichtnegative Matriz, welche keine Nullzeile und keine
Nullspalte enthdlt, und s = rank(D) = rank, (D) > 2. Weiter gelte (3.11) mit den zwei Per-
mutationsmatrizen P € RF*F und Q@ € R™™ und es sei mit C € RF*S und A € R**™ eine
nichtnegative Matrizfaktorisierung von D gegeben.

Es gibt eine Zerlegung der Menge {1,...,s} in nichtleere disjunkte Teilmengen I und I3, sodass

(PC)(l . kl,IQ) = 0, (AQ)(IQ, 1 . nl) = 0,

(PC’)(IClﬁLlik,Il):O7 (AQ)(I1,TL1+1:7L):O_ (3.12)

Beweis. Der Beweis wird in zwei Schritten vollzogen. Zunéchst wird gezeigt, dass es eine solche
Zerlegung in disjunkte I; und I geben muss, danach wird gezeigt, dass die Mengen nicht leer
sind.

Angenommen, es gidbe keine solche Zerlegung in I; und Is. Dann gébe es vier mogliche Falle zu
betrachten, wovon jeweils zwei analog zueinander sind. Grundsétzlich sind zu unterscheiden:

a) es gibt Indizes i € {1,...,s}, j1 € {1,...,ki} und jo € {k1 +1,...,k} mit (PC);,; > 0
und (PC)j,; > 0 oder
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b) es gibt Indizes ¢ € {1,...,s}, j1 € {1,...,k1} und jo € {n1 +1,...,n} mit (PC);; >0
und (AQ)ZJQ > 0.

Im Fall a) wiirde gelten, dass
(PC)ji(AQ)(i,n1 + 1 :n) < (PDQ)(j1,m +1:n) =0,
———
>0
(PC)j5i(AQ)(i, 1 : m1) < (PDQ)(j2,1:m1) = 0,
N——

>0

was zur Folge hitte, dass (AQ)(7,:) = 0 gelten wiirde und somit A nicht den vollen Rang hétte.
Der Fall b) fiihrt auf den Widerspruch

0 < (PC);i(AQ)ij, < (PCAQ)jyj, = 0.

Damit sind beide Félle ausgeschlossen und die Annahme muss falsch sein.

Bleibt I, I # 0 zu zeigen. Angenommen I; = (). Dann ist jedoch (PC)(1 : kq,:) = 0 und es
gilt (PD)(1 : ky,:) = 0. Dies ist ein Widerspruch zur Annahme, dass D keine Nullzeile enthélt.
Analog zeigt sich Iy # () und der Beweis ist vollstandig. O

Mit Lemma 3.39 lasst sich der folgende wichtige Satz 3.40 iber den Zusammenhang zwischen der
Irreduzibilitat von DTD und den Zerfall der Faktorisierung in eine Blockstruktur formulieren.

Satz 3.40. Seien D € RF*™ eine nichtnegative Matriz, welche keine Nullzeile und keine Nullspal-
te enthilt, und s = rank(D) = rank (D) > 2. Weiter seien C € R¥** und A € R**™ Faktoren
einer nichtnegativen Matrizfaktorisierung von D.

Aquivalent sind:
a) Es gibt Permutationsmatrizen P € R¥*k Q € R™", sodass (3.11) gilt.
b) Es ist DD™ reduzibel.
c) Es ist D™D reduzibel.

d) Es gibt Permutationsmatrizen P € RF**¥ Q € R™™ und R € R**® sowie Indizes s, k1, n1
mit 0 < s1<s,0<k; <kund0<ny <n, sodass

pen=(G 3. wag=(B ¢ o1
mit Oy € RFixs1 ¢y e R(k*kl)x(s*sl), Ay € Rsv*m1 ypd Ay € R(5—s1)x(n—n1) gelten.

Beweis. Die Aquivalenzen von a), b) und c) sind in Lemma 3.37 und Satz 3.38 gezeigt. Dass a)
aus d) folgt, ist trivial. Aus der Existenz einer Permutationsmatrix R, sodass (3.13) erfiillt ist,
folgt, dass mit D = C'A (3.11) gilt.

Sei nun a) erfiillt. Nach Lemma 3.39 gibt es eine Zerlegung von {1,..., s} in nichtleere disjunkte
Teilmengen [; und Iy, fiir die (3.12) gilt. Die durch R(I1,1 : s1) = diag(1,...,1) und R(I2,s1+1:
s) = diag(1,...,1) mit s; = |I;| definierte Permutationsmatrix R € R%*# fiihrt zu (3.13). O

Bemerkung 3.41. Das Auftreten von Nullspalten oder/und von Nullzeilen in D ist unpro-
blematisch.” Fiir eine nichtnegative Faktorisierung D = CA folgt aus D(:,jo) = (0,...,0)7T,
dass A(:,jo) = (0,...,0)T gilt, siehe folgendes Lemma. Analog folgt C(ig,:) = (0,...,0) aus
D(ig,:) = (0,...,0). Sofern D Nullspalten oder/und -zeilen enthdlt, lassen sich diese streichen
und die Menge zuldssiger Losungen wird zu der verkleinerten Matriz berechnet.

SEnthéalt D eine Nullspalte, so ist DT D reduzibel. Enthélt D eine Nullzeile, so ist DDT reduzibel.
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Lemma 3.42. Seien D € RF*™ cine nichtnegative Matriz, s = rank(D) = rank, (D) > 2 und
C e R¥** A e RY™ mit D = CA.

1. Ist D(:,50) = (0,...,0)T fir ein jo € {1,...,n}, so gilt A(:,j0) = (0,...,0)T.
2. Analog gilt C(ig,:) = (0,...,0), falls D(ip,:) = (0,...,0) fir einig € {1,...,k}.

Beweis. Zum Beweis der ersten Aussage sei angenommen, es gelte Ay, > 0 fiir ein {y €
{1,...,s}. Wegen A,C > 0 und 0 = Djj, = > y_, CirAvjy > CisyAsyjy, © = 1,...,k, wiirde
daraus C(:,€y) = (0,...,0)T folgen. Dies widerspricht rank(C') = rank(D) = s und es muss
A(:,30) = (0,...,0)T gelten. Analog lasst sich zeigen, dass die igte Zeile von C' eine Nullspalte
ist, falls die igte Zeile von D eine Nullspalte ist. ]

Bemerkung 3.43.

1. Falls es fiir eine konkrete Faktorisierung C' A keine Permutationsmatrizen P,Q und R gibt,
sodass C' und A in die Form aus (3.13) gebracht werden kénnen, so gibt es auch keine
andere nichtnegative Faktorisierung von D mit Faktoren fir die dies so wdre.

2. (bt es Permutationsmatrizen P und @Q, sodass (3.11) gilt, so lassen sich die jeweiligen
Blécke der Faktorisierungsaufgabe zu PDQ einzeln betrachten. Sofern diese nicht in weitere
Blicke zerlegbar sind, lassen sich diese Subsysteme einzeln untersuchen und es ergeben sich
dazu jeweils Mengen zuldssiger Losungen.

3. Die Voraussetzung der Nullzeilen- und Nullspaltenfreiheit ist nicht einschrinkend, verglei-
che Bemerkung 3.41 und Lemma 3.42.

4. Weiter ist auch die Bedingung s > 2 nicht einschrinkend, da die Faktorisierung einer
Rang-1-Matriz bei Vernachldssigung der Skalierungsmehrdeutigkeit eindeutig ist.

3.6 Reduktionen mittels des Dualitatsprinzips

Bei der Komplementaritits- und Kopplungstheorie [122,143, 145,148,151, 156], auch Dualitéts-
prinzip oder -theorie genannt [12,69,133], geht es um die Zusammenhénge zwischen einzelnen
Teilen des einen und einzelnen Teilen des anderen Faktors. Das Ziel ist es dabei, mogliche Zusatz-
informationen in die Berechnung einer Faktorisierung einflieffen zu lassen und so die Freiheits-
grade der Zerlegung maximal einzuschrdnken. Im Fokus stehen die Beziehungen zwischen den
Spalten von C' und den Zeilen von A in dem Sinne, welche Restriktionen sich aus der Kenntnis
einer Spalte von C fiir die Zeilen von A und welche Restriktionen sich aus der Kenntnis einer
Zeile von A fiir die Spalten von C' ergeben.

Bemerkung 3.44. Die in [122,143,145,148,151,156] eingefiihrten Begriffe ,komplementar® und
LHKomplementaritdtstheorie“ werden im weiteren Verlauf dieser Schrift nicht genutzt. Stattdessen
werden die Bezeichnungen ,dual® und ,Dualitatsprinzip aus [12, 69, 133, 148, 153] verwendet.
Hinter beiden Bezeichnungen stehen dieselben Zusammenhdnge.

In [145] ist das Dualitatsprinzip ohne Bezug zu den Mengen zuléssiger Losungen beschrieben.
Inwiefern sich M4 und M mittels dualer Beziehungen reduzieren lassen, wird fiir s = 3 in
[13, 69, 133]| sowie allgemein fiir s > 3 in [148, 156] untersucht. Das Hauptresultat aus [156]
liefert einen Zusammenhang zwischen Elementen von My und (s — 2)-dimensionalen affinen
Unterrdumen, welche M schneiden, beziehungsweise zwischen Elementen aus Mg und (s — 2)-
dimensionalen affinen Unterrdumen, welche M 4 schneiden.
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3.6.1 Allgemeine Einschrinkungen fiir die Faktoren

Das Dualitétsprinzip wird zusammen mit dem Kopplungsargument in [143,145] untersucht, ver-
gleiche auch [13,68, 118, 122]. Beziiglich der sich durch teilweise Kenntnis des einen Faktors
ergebenden Restriktionen des anderen Faktors wird zwischen zwei Arten unterschieden. Ist etwa
fiir die Berechnung einer Faktorisierung eine Zeile von A fixiert, so ergeben sich Einschrdnkungen
sowohl fiir die dazugehorige Spalte in C' als auch fiir die verbleibenden anderen Spalten von C'. Im
Folgenden werden nur die Restriktionen fiir die verbleibenden Spalten von C betrachtet. Diese
lassen sich iiber die Konstruktion von C und A mittels einer abgeschnittenen Singulérwertzerle-
gung C = ULT~!, A = TVT herleiten. Die Kenntnis einer Zeile von A legt die entsprechende
Zeile von T fest, was die verbleibenden Spalten deren Inversen eingeschrénkt. So sind auch die
entsprechenden Spalten in C' eingeschrinkt. Analog ergeben sich zu einer fixierten Spalte von C
sowohl Einschrinkungen fiir die dazugehorige Zeile von A als auch fiir die verbleibenden Zeilen
von A.

Satz 3.45. Seien D € R¥X™ eine nichtnegative Matriz und s = rank(D) = rank (D). Ferner
seien von der gesuchten Faktorisierung bereits A(1 : sg,:) mit 1 < sg < s bekannt.

Die Spalten C(:,i), i = so+ 1,...,s, liegen in dem (s — so)-dimensionalen linearen Unterraum
{c e R*: 3t € R*\ {0} mit c = USt und A(j, )Vt =0, j = 1,... ,so} . (3.14)
Beweis. Siehe [143,145]. O

3.6.2 Reduktionen der Mengen zulassiger Lésungen

Die Aussage aus Satz 3.45 ist unabhéngig von den Restriktionen der Mengen zuléssiger Losungen
und im Folgenden wird untersucht, inwiefern die Restriktionen aus Satz 3.45 auch die Mengen
zuldssiger Losungen einschrénken. In Bezug auf M4 und M iibertrigt sich die Aussage aus
Satz 3.45 auf die niedrigdimensionalen Darstellungen der Zeilen von A und der Spalten von C.

Sei dazu D = CA eine nichtnegative Faktorisierung, wobei es ein reguldres T € R**% gibt mit
A=TV" und T(:,1) = (1,...,1)T. Dazu seien

2D =T@,2:5)%, i=1,...,s, (3.15)
die niedrigdimensionalen Darstellungen der Zeilen von A mit (9 € M4 und

i (T7H(2:s,) -
() T, j=1,...,s, (3.16)
die niedrigdimensionalen Darstellungen der Spalten von C mit ) € M. Mit der Annahme
T(:,1) =(1,...,1)" werden mit Riicksicht auf die Skalierungsmehrdeutigkeit qualitativ keine an-
deren nichtnegativen Faktorisierungen D = CA ausgeschlossen. Fiir eine allgemeine nichtnegative
Faktorisierung D = C A fiihrt eine Umskalierung der Zeilen von A mittels R = diag(gV(:, 1)1
und der Spalten von C mittels R~ auf eine Faktorisierung C'A = CN'R_le, fiir welche T von
entsprechender Form ist, vergleiche Bemerkung 3.22. Zentral ist:

Satz 3.46. Seien die Voraussetzungen aus Satz 3.10 erfillt und D = CA eine nichtnegative
Matrizfaktorisierung mit A = TV'™ fiir ein requlires T € R%*® mit T(:,1) = (1,...,1)T. Weiter
seien 9, i=1,...,s, und yU), j=1,... s, wie in (3.15) und (3.16) definiert.

Fiiri # j gilt (x0)Tyl) = —1.



3.6 Reduktionen mittels des Dualitatsprinzips 41

Beweis. Sei T = AV. Fiir i # j gilt T(i,:)(T")(:,4) = 0. Mit T(i,:) = (1, ())T) und (T71)(:
a]) = (T_l)lj(l’ (y(]))T)T folgt

0= (L, (@) (T (L, )T = 1, D)), V)T =1+ )Ty,
O

Definition 3.47. Ein z € R*1\ {0} und eine durch xp € R*~1\ {0} und § € R\ {0} definierte
affine Hyperebene E = {z € R*"1: 2Tz = §} heiffen dual zueinander, wenn xp = —dz gilt.

Wird der Faktor A (beziehungsweise C') einer Faktorisierung sequenziell zeilenweise (spaltenwei-
se) konstruiert, so werden sukzessive die niedrigdimensionalen Darstellungen der einzelnen Zeilen
(Spalten) fixiert. Inwiefern sich durch ein fixiertes z(™) Einschrinkungen fiir y@), j = 1,...,s,
j # i1, und durch ein fixiertes yU1) Einschrankungen fiir 2, i = 1,...,s, i # j1, in Form von
Teilmengen von affinen Hyperebenen ergeben, zeigt:

Korollar 3.48. Seien die Voraussetzungen aus Satz 3.46 erfillt, i1,71 € {1,...,s} und

M ={yeMe: @y =—1}, MR ={oeMaray) = 1) (317)

Es gelten:

1. Firje{1,...,s}\ {i1} ist y¥) € ./\/([“] Somit liegen y\9), j = 1,...,s, j # i1, in dem
Schnitt von Mc mit der zu z() dualen affinen Hyperebene.

2. Firie {1,...,s}\ {j1} ist 2C M[m Somit liegen 9, i = 1,...,s,1 # j1, in dem
Schnitt von MA mit der zu y(ﬁ) dualen affinen Hyperebene.

Die Mengen ./\/l[cl] beziehungsweise ./\/lb 1 sind Schnitte von (s — 2)-dimensionalen affinen Unter-

raumen (affine Hyperebenen im R*~ 1) mit M beziehungsweise M 4.

Bemerkung 3.49.

1. Die zu ) duale Hyperebene {y € Rs~! : Y75° 1335 yg = —1} liefert eine (s — 2)-
dimensionale affine Einschrinkung fir alle y9) mit j # i1. Deren Schnitt mit M¢ garan-
tiert zudem, dass die y9) im Sinne der niedrigdimensionalen Darstellung auch zu nichtne-
gativen Matrizfaktorisierungen gehéren. Dies fiihrt auf M[g] aus (8.17).

2. Korollar 3.48 liefert somit Aussagen, inwiefern Elemente der Menge zuldssiger Losungen
des einen Fuaktors mit Teilmengen der Menge zuldssiger Losungen des anderen Faktors
verknipft sind. Fir s = 3 sind zuldssige Losungen mit Geradenabschnitten verknipft [13,
156]. Ein Beispiel fiir eine solche Verkniipfung ist in Abbildung 3.1 dargestellt. Fir s = 4
sind beispielsweise zuldssige Losungen mit Teilmengen von Ebenen verkniipft [156].

3. Sind mehrere £ 22)  xUso) in My mit so < s fiziert, so ergibt sich fir y9), j €
{1,...,8} \ {i1,...,is}, eine Einschrinkung in Form einer Teilmenge einer (s — sg — 1)-
dimensionalen affinen Menge und fiir y9), j € {i1,...,is,} ergeben sich jeweils Einschrdn-
kungen in Form von Teilmengen von (s — so)-dimensionalen affinen Mengen.

4. Durch (1) ergeben sich auch fir die zugeordnete Lésung y™) Einschrinkungen. Diese
Restriktionen werden in dieser Schrift nur numerisch untersucht, siehe Abschnitt 4.8.2.

3.6.3 Dualitat der Randflachen von Z, und der Ecken von F4

Fiir die Anwendung geometrischer Argumente in Bezug auf M4 werden die Mengen F4 und
T4 benotigt. Analog basiert die Nutzung geometrischer Argumente in Bezug auf Mo auf den
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zuléissige Profile Elemente aus M4 duale Geraden und Mg
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Abbildung 3.1: Tllustration zu Korollar 3.48 beziiglich des Datensatzes 2. Links: eine Reihe zuldssiger Reinkompo-
nentenspektren. Mitte: die zugehorigen Darstellungen in M 4. Rechts: die Menge M ¢ und die zu den zuléssigen
Losungen aus M4 (mitte) dualen Geraden.

Mengen F¢o und Zg. Eine direkte Moglichkeit zur Berechnung der Ecken von F4 funktioniert
wie folgt: Es werden alle (Sfl) moglichen Schnittpunkte (von jeweils s — 1) der n affinen Hyper-
ebenen zu den Halbrdumen aus (3.2) berechnet. Dazu wird jeweils iiberpriift, ob der berechnete
Schnittpunkt in F4 liegt oder nicht. So teilt sich die Indexmenge der Schnittpunkte (von je-
weils s — 1 affinen Hyperebenen) in eine Menge relevanter Punkte und eine Menge irrelevanter
Punkte auf, wobei F4 die konvexe Hiille der relevanten Schnittpunkte ist. Eine andere Variante,
siehe [86], ist es, F4 einzuschachteln. Dabei werden zunéchst nur s der affinen Halbraume, aus
denen sich F4 ergibt, betrachtet. Diese sind so gewahlt, dass sich ein Polytop ergibt. Dieses
enthélt F4. Anschliefend werden sukzessive auch die weiteren affinen Halbrdume beriicksichtigt.
Mit jeder Hinzunahme eines weiteren affinen Halbraums verkleinert sich das aktuelle Polytop
unter Umsténden. Schlussendlich fiihrt dieses Vorgehen auf Fju.

Bei beiden Varianten werden haufig viele Rechnungen unnétigerweise ausgefiihrt. So gehdren etwa
bei der erstgenannten Mdoglichkeit oft viele der untersuchten Schnittpunkte nicht zu F4 und sind
somit unnotig berechnet worden. Im Folgenden wird eine elegante und schnelle Alternative zur
Bestimmung der Ecken von Fy4 vorgestellt. Dazu seien folgende affine Hyperebenen definiert

1,2
E§A):{$€RS_1Z w:_ }a jzl,...,’l’L, (318)
J
b, )2(:, 2
E§C>:{yeR8—1: Ug,:) (U S)y:—1}, i=1,...,k (3.19)
o1Uji1

Die affinen Hyperebenen aus (3.18) legen die affinen Halbraume fest, aus denen sich F4 ergibt
und analog legen die affinen Hyperebenen aus (3.19) die affinen Halbrdume fest, aus denen sich
Fc ergibt. Haufig begrenzen sowohl nur einige der n affinen Hyperebenen aus (3.18) die Menge
F4 als auch nur einige der k affinen Hyperebenen aus (3.19) die Menge F¢.

Lemma 3.50. Fir j € {1,...,n} ist u(:,j) aus (2.11) gemdfy Definition 3.47 zu der affinen
Hyperebene E](A) dual. Firi € {1,...,k} ist analog w(:,i) aus (2.10) zu der affine Hyperebene
E'Y qual

) .

Beweis. Einfaches Einsetzen von o = u(:, j) und 27, = V(4,2 : 5)/Vj1 sowie § = —1 in Definition
3.47 zeigt die erste Behauptung und die zweite folgt analog. O

Als néichstes wird in zwei Schritten (Satz 3.51 und Lemma 3.52) gezeigt, dass die affinen Hyper-
ebenen, die Z¢ begrenzen, zu den Ecken von F4 dual sind. Die entscheidende Aussage wird in
Satz 3.51 getroffen. Das Lemma 3.52 ist notwendig, um zu zeigen, dass die Fille, die in Satz 3.51
nicht untersucht werden, nicht von Belang sind.
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Satz 3.51. Seien ji,...,js—1 € {1,...,n} so gewdhlt, dass u(:,j1),...,u(:,js—1) eindeutig eine
affine Hyperebene festlegen und diese nicht den Nullpunkt enthalte. Diese affine Hyperebene sei
mit E bezeichnet. Sei x gemdfl Definition 3.47 zu E dual.

Es gelten:

1. Es ist x der (eindeutige) Schnittpunkt von EJ(.IL‘), e ,EJ(.?_)I.

2. Ist E keine Randfliche von Z¢, so gehort x auch nicht zu (dem Rand von) Fa, denn es
gilt (1,2T)VT #0.

Beweis. Zunichst wird die erste Behauptung bewiesen. Seien ¢ = (—1,...,—1)T € R*~! und
B € RE-DX(=1) it
V(ge,2:
B(f,:):M, (=1,...,5s—1
Vi

Die Matrix B ist regulir, da B(¢,:) = u(:,j¢)™ und durch u(:,71),...,u(:,js—1) eine affine
Hyperebene definiert ist, die nicht den Nullpunkt enthélt. Die affine Hyperebene E enthilt
alle u(:,j1),...,u(:,js—1). Damit, und da E nicht den Nullpunkt enthélt, ldsst sich E durch
rp =B lcals E={y e R 2Ty = —1} darstellen. Es ist z = B~'¢ zu E dual. Einfaches
Nachrechnen ergibt, dass x der Schnittpunkt der affinen Hyperebenen Ej(f), e EJ(:‘_)
der Regularitdt von B ist x eindeutig.

ist. Wegen

1

Nun wird die zweite Behauptung bewiesen. Sei F keine Randfliche von Zo. Das heifst, es gibt
ein jo, sodass u(:,jo) € Z¢ \ E nicht auf derselben Seite wie der Nullpunkt von F liegt. (Nach
Voraussetzung gehort der Nullpunkt selbst nicht zu E.) Fiir den Nullpunkt gilt z%(0,...,0)" =
0 > —1 und da der Nullpunkt und u(:, jo) = (V(jo,2 : s))*/Vj,1 auf verschiedenen Seiten von E
liegen, folgt

T V(jo, 2: S)T

d Vjol
Somit gilt fiir das zu E geméf Definition 3.47 duale x = g

(L") (V(jo, )" = Vi1 + 2 (V(jo,2: 5))" <0.

< -1 (3.20)

Also kann x nicht zu F4 und insbesondere auch nicht zum Rand von F4 gehoren. O

In Satz 3.51 wurden Ebenen, die den Nullpunkt enthalten, ausgeschlossen. Nun wird gezeigt,
dass solche Ebenen nicht von Interesse sind, da sie keine Randflichen von Zo sein kénnen. Das
Lemma ist analog zu Lemma 3.13.

Lemma 3.52. Seien D € R¥*™ eine nichtnegative Matriz, s = rank(D) = rank (D) > 2 und
DTD sowie DD7T irreduzibel. Sei USV™T eine abgeschnittene Singuldrwertzerlequng von D mit
V(1) >0.

Der Nullpunkt o = (0,...,0)T € R*~! gehért zu Ic und liegt nicht auf dem Rand von Z¢.

Beweis. Der Beweis ist analog zu dem Beweis von Lemma 3.13. Sei angenommen, es wiirde
0 € 0Z¢ oder gar o ¢ Z¢ gelten. Da Z¢ die konvexe Hiille der u(:, j), j = 1,...,n, ist, hiefse dies,
dass es ein y € R*~1\ {0} gébe mit (u(:,5))Ty > O fiir alle j = 1,...,n. Einsetzen von u(:, j)
flihrt auf

j, 2
(u(:,j))Ty:M >0 VYyj=1,...,n

v; Z

Dies ist wegen Vj1 > 0, j = 1,...,n, aber gleichbedeutend mit V(3,2 : s)y > 0 fiir alle j =
1,...,n, was Satz 3.3 widerspricht. U
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Bemerkung 3.53.

1. Als Folgerung aus den Betrachtungen von oben ergibt sich eine einfache und indirekte Me-
thode zur Bestimmung von Fa [12,148,153]. Nach Satz 3.51 lisst sich Fa als die konveze
Hiille der Punkte bestimmen, die zu den affinen Hyperebenen, die Zc begrenzen, dual sind.
Da die Berechnung von Lc, beispielsweise mittels der MATLAB-Routine convhull, schnell
moglich ist, gilt gleiches auch fiir die Berechnung von F4.

2. Analog zu der Aussage von Satz 3.51 ldsst sich zeigen, dass die Ecken von Fo gemdfs
Definition 3.47 zu den affinen Hyperebenen, die Ly begrenzen, dual sind. Somit lisst sich
Fo unter Nutzung von L4 schnell indirekt bestimmen.

3.6.4 Das Dualitdtsprinzip im Kontext von Polaritat

Die Zusammenhénge zwischen den niedrigdimensionalen Darstellungen der Spalten des ersten
und der Zeilen des zweiten Faktors einer nichtnegativen Matrixfaktorisierung, zwischen den Men-
gen F4 und Z¢o sowie zwischen den Mengen Fo und Z4 basieren auf dem Dualitétsprinzip. Diese
Zusammenhénge sind strukturell sehr #hnlich zu denen zwischen einer Menge K C R% und des-
sen Polare beziehungsweise zwischen einem Polytop® und dessen Polare [9,179]. Im Folgenden
werden kurz einzelne Parallelen angefiihrt. Diese Betrachtungen stehen nicht im Fokus dieser
Schrift und erfolgen nur in Ansétzen.

Bemerkung 3.54. Fir die folgenden Betrachtungen wird an manchen Stellen die Kurzschreib-
weise —K = {b € R?: —bec K} C R? zu einer Menge K C R? verwendet.

Definition 3.55. Zu einer Menge K C R® wird die Menge K° als ihre Polare bezeichnet mit

K°={beR%: bz <1 fiir alle z € K}.
Definition 3.56. Die Dimension dim(K) einer konvezen Menge K C R? ist die Dimension des

Kleinsten affinen Unterraums von RY, welcher K enthilt.

Definition 3.57. Seien K C RY eine abgeschlossene konvexe Menge und F eine Teilmenge von
K mit 0 < dim(F') < d. Es wird F eine Seite (englisch face) von K genannt, falls eine affine
Hyperebene H, welche an K anliegt (das heift HNK = HNOK ), mit F = K N H existiert.

Lemma 3.58. Seien die Voraussetzungen aus Satz 3.10 erfillt.

Es gelten Fa = —Zp und Fo = —13.

Beweis. Es gilt

zT(V(i,2:5))"
Vi

fA:{xeR“:— §1,i:1,...,n}.

Da Z¢ ein Polytop ist, welches von u(:,i) = (V(i,2 : )™ /Vi1, ¢ = 1,...,n, aufgespannt wird, und
0,...,0)T € int(Z¢) gilt (Lemma 3.52), folgt trivialerweise (vergleiche etwa Satz 2.11 aus [179)])
(V(i,2:5))"

il

beZy< bt <l,i=1,...,n,
und somit ist F4 = —Z¢. Analog wird Fo = —TI gezeigt. U

Des Weiteren lésst sich folgende Aussage iiber den Zusammenhang zwischen den niedrigdimen-
sionalen Darstellungen der Faktoren einer Faktorisierung mittels Simplexen treffen:

6In dieser Arbeit wird der Begriff Polytop ohne den Zusatz konves genutzt [9,179]. Es werden keine nicht konvexen
Polytope betrachtet. Ein Polytop ist die konvexe Hiille einer endlichen Menge von Punkten in R%.
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Lemma 3.59. Seien die Voraussetzungen aus Satz 3.10 erfillt und D = C A eine nichtnegative
Faktorisierung, fir die es ein regulires T € R%*% mit A = TV™ und T(:,1) = (1,...,1)T
gibt. Weiter seien 2D 5 =1,...,s, die niedrigdimensionalen Darstellungen der Zeilen von A
und y9), j =1,...,s, die niedrigdimensionalen Darstellungen der Spalten von C wie in (8.15)
und (3.16) sowie S = conv(x(l),...,x(s)) das Simplex mit den Ecken ¥, i = 1,....s, und
S = conv(yM,...,y®)) das Simplex mit den Ecken y9), j=1,...,s.

Es gelten S° = —S und §° = —8S.

Beweis. Sei o= (0,...,0)T € R*"!. Da S zu einer nichtnegativen Faktorisierung von D gehért,
gilt o € int(S), sieche Lemma 3.13 und Satz 3.23. Somit gilt auch o € int(—S). Weiter ist
0 € int(S), da o € int(Z¢) und Zc € S (analoge Argumentationen). Es ist S° = {b € R*~! :
bTyU) < 1,5 =1,...,s}, vergleiche Satz 2.11 aus [179]. Die Randflichen von S° sind FU) =
{beR: pTyl) =1}, 5 =1,...,5. Wegen (z())Ty@) = —1 fiir i # j (siche Satz 3.46)
sind FU), j =1,...,s, auch die Randfliichen von —S. Trivialerweise gilt o € int(go) und wegen
o € int(—38) folgt somit S° = —8. Analog lisst sich S° = —8 zeigen. O

Anhand von Bemerkung 3.49 (Punkt 3) ldsst sich ableiten, inwiefern einzelne Seiten des Sim-
plex S der niedrigdimensionalen Darstellung des Faktors A mit den Seiten des Simplex S der
niedrigdimensionalen Darstellung des Faktors C' zusammenhéngen: Sind bereits sg zuléssige Lo-
sungen als Ecken von S fixiert, so sind eine (so — 1)-dimensionale Seite von S und die dazu duale
(s—1—sp)-dimensionale affine Hyperebene, auf welcher eine Seite des Simplex S eines mdglichen
Faktors C' liegt, festgelegt. (Analoge Zusammenhénge gelten natiirlich auch, falls sy Ecken von
S bekannt sind.) Die damit in Verbindung stehende Aussage beziiglich den Seiten eines Polytops
und den Seiten dessen Polare ist in Satz 3.60 angegeben. Zu beachten ist, dass d = s — 1.

Satz 3.60 (Siehe [9]). Seien K C R? ein Polytop (also die konveve Hiille einer endlichen
Menge von Punkten des RY) mit (0,...,0)T € int(K) und F eine Seite von K. Zu F sei
F={be K°: bTx =1 fir alle x € F}.

Es ist K° ein Polytop. Weiter ist F eine Seite von K° und es gilt dim(F) + dim(F) =d — 1.

3.7 Verallgemeinerung fiir Probleme mit Rangdefizit

Die Faktorisierungsaufgabe 2.4 ist ein Spezialfall der nichtnegativen Matrixfaktorisierung (Fak-
torisierungsaufgabe 2.1), da rank(D) = rank, (D) vorausgesetzt wird. Dies kann fiir s > 3 dazu
fithren, dass die Faktorisierungsaufgabe 2.4 keine Losung besitzt [170]. In einem solchen Fall
miissen die Spaltendimension von C' und die Zeilendimension von A vergrofsert werden und der
Ansatz, beide Faktoren C' und A mittels einer abgeschnittenen Singuldrwertzerlegung wie in (2.2)
zu bestimmen, ist nicht mehr anwendbar.

Im Hinblick auf die Faktorisierungsaufgabe 2.1 wird in diesem Abschnitt eine verallgemeinerte
Menge zuléssiger Losungen definiert und untersucht. Dabei wird vorausgesetzt, dass sich einer
der Faktoren, ndmlich der, fiir den das Rangdefizit angenommen wird, mittels des entsprechenden
Faktors einer abgeschnittenen Singuldrwertzerlegung von D konstruieren ldsst. Um auch fiir die
verallgemeinerte Menge zuléssiger Losungen den Fokus auf A zu legen, wird ohne Beschriankung
der Allgemeinheit s = rank(A) < rank(C) angenommen. Sollte andernfalls der Rangverlust fiir
den ersten Faktor angenommen werden und die verallgemeinerte Menge zulassiger Losungen dazu
gesucht sein, so ist DT zu betrachten.

Bei diesem Abschnitt handelt es sich um einen weiterfiihrenden, der einen Ausblick {iber ein
zukiinftiges Forschungsfeld gibt. Es werden einzelne Eigenschaften der verallgemeinerten Menge
zuléssiger Losungen analysiert und nachgewiesen. Darauf aufbauend lassen sich Algorithmen zur
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Berechnung der verallgemeinerten Menge zuldssiger Losungen entwickeln. In Kapitel 4 werden
zwar nur Methoden zur Berechnung der (klassischen) Menge zulédssiger Losungen behandelt,
jedoch lassen sich viele dieser so modifizieren, dass sie sich zur Berechnung der verallgemeinerten
Menge zulédssiger Losungen eignen.

3.7.1 Verallgemeinerte Menge zuldssiger Lésungen

Wird das Rangdefizit fiir Faktor A angenommen, so fithrt dies zu:

Definition 3.61. Zu s = rank(D) und m = ranky (D) ist die verallgemeinerte Menge zuldssiger
Zeilen fiir A definiert als

~

A= {a € RV™: 30 e RF*™ A € RT™™, mit rank(A) = s, A(1,:) = a sowie D = C’A} .

Waihrend sich diese Definition nur geringfiigig von der aus (2.3) unterscheidet, ist die niedrig-
dimensionale Darstellung deutlich unterschiedlich zu (2.6). Das Problem ist, dass C nicht allein
aus den ersten s linksseitigen Singuldrvektoren konstruiert werden kann.

Bemerkung 3.62.

1. Unverdndert und wie in (2.1) festgelegt, sind auch in diesem Abschnitt die Faktoren einer
abgeschnittenen Singuldrwertzerlegung von den Dimensionen U € RF*s 3 € R** und
V e R"*5,

2. Die in Definition 2.6 mit Bezug auf die Foktorisierungsaufgabe 2.4 eingefiihrte Menge zu-
lassiger Losungen My wird im Folgenden auch als klassische Menge zuldssiger Lésungen
bezeichnet.

Definition 3.63. Seien D € R¥*" eine nichtnegative Matriz, s = rank(D), m = rank, (D) > s
und DT D irreduzibel. Weiter sei USV'™ eine abgeschnittene Singuldrwertzerlegung von D mit V (:
,1) > 0 und es sei angenommen, dass der Rangverlust in A auftritt, sodass nur Faktorisierungen
mit rank(A) = s gesucht werden. Zu A lautet die verallgemeinerte Menge zuldssiger Losungen

My ={z eR"1:3C e R T e R™ mit T(1,:) = (1,27),
T(,1) =(1,...,1)*, D=CTV®, TVT > 0}.

Bemerkung 3.64. In Kapitel / werden einige Algorithmen zur Berechnung von M 4 vorgestellt.
Die Klassifizierung, ob ein x € R3™! zulissig ist oder nicht, ist eine zentrale Unterroutine der
numerischen Methoden. Die Klassifizierung erfolgt durch eine Optimierung tiber die Teilmatrix
S won T € R®**%, siehe (2.5), wobei sich C = UXT™' und A = TV in der aufgestellten
Zielfunktion direkt berechnen lassen. Fir die Klassifizierung, ob ein x zu M\A gehort oder nicht,
ist deutlich mehr Rechenaufwand nétig. Es ldsst sich C nur mittels der Ldsung eines linearen
Ausgleichsproblems unter Nichtnegativitdtsrestriktionen bestimmen, siehe etwa [14, 104]. Dies
erhoht den Rechenaufwand deutlich.

3.7.2 Wichtige Eigenschaften der verallgemeinerten Menge zul3ssiger Losungen

In den Abschnitten 3.2 — 3.4 wurden wichtige Eigenschaften von M4 vorgestellt. Viele dieser
Eigenschaften tibertragen sich auf M A. Die Beschranktheit (unter schwachen Voraussetzungen,
siehe Satz 3.8) ist klar, da M\ 4 eine Teilmenge von Fj4 ist und F4 unter den Voraussetzungen
aus Satz 3.8 beschrankt ist. Weitere Eigenschaften wie, dass M 4 den Nullpunkt nicht enthélt
und dass der Schnitt von M A mit einem Strahl vom Ursprung ausgehend unterbrechungsfrei
ist, folgen nicht unmittelbar und werden im Folgenden nachgewiesen. Weiterhin dndert sich die
geometrische Interpretation einer zuldssigen Losung dahingehend, dass mit Polytopen anstatt
von Simplexen gearbeitet wird.
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Geometrische Interpretation einer zuldssigen Losung

Die geometrische Interpretation eines zuléssigen Polytops ist sehr dhnlich zu der geometrischen
Interpretation eines zuldssigen Simplex aus Satz 3.23 in Bezug auf die klassische Menge zu-
lassiger Losungen M 4. Analog zu Definition 3.21 wird auch fiir Probleme mit Rangdefizit die
niedrigdimensionale Blockdarstellung eines potentiellen Faktors A mittels eines P € R(s=Dxm
definiert. Inwiefern die Blockdarstellung eines Faktors A, der letztlich zu einer nichtnegativen
Faktorisierung fiihrt, die Ecken eines Polytops induziert, wird in Lemma 3.67 gezeigt.

Definition 3.65. Seien D € R¥*" eine nichtnegative Matriz, s = rank(D), m = rank, (D) > s
und DT D irreduzibel. Weiter sei ULV eine abgeschnittene Singuldrwertzerleqgung von D mit
V(:;,1) > 0. Es seien C € RF*™ ynd A € R™™ Faktoren mit D = CA, wobei sich A mittels
eines T € R™*S qls A=TVT mit T;1 =1 fiiri =1,...,m darstellen lasst. Der Faktor A und
eine Blockdarstellung mittels eines P € RE=DX™ werden einander zugehorig genannt, wenn fir
T = AV gilt:

T(i,2:8)T = P(:,14), i=1,...,m.

Satz 3.66. Seien D € RF*™ eine nichtnegative Matriz, s = rank(D), m = rank, (D) > s
und D™D sowie DD7T irreduzibel. Sei UXV™T eine abgeschnittene Singuldrwertzerlegung von D
mit V(:,1) > 0. Weiter ses A € R™*™ mit rank(A) = s von der Art, dass es ein T € R™**
mit Ty = 1, i = 1,...,m, gibt, sodass A = TVT gilt. Sei P € RE=VX™ die 2u A gehorige
Blockdarstellung.

Aquivalent sind:

a) Es ist A > 0 und es existiert ein C' € Rixm, sodass C'A eine nichtnegative Matrizfaktori-
sterung von D ist.

b) Die Blockdarstellung P erfillt folgende zwei Bedingungen:
i) die Obermenge F4 enthdlt alle P(:,i), i =1,...,m, und

i) fir alle i = 1,... k existiert jeweils ein 2 € R™ mit 20 > 0 und Z;”Zl z](.i) =1,

sodass w(:,i) = Pz gilt.

Beweis. Zunéchst wird a)=b) gezeigt. Die Bedingung i) folgt direkt aus A > 0. Sei weiter
Ce leer’ sodass D = CA. Fiir allei = 1,...,k gilt

D(i,:) =C(i,:)A =C(i,:)TV* D(i,:)V = C(i,:)T
<D, )V (1), w(,)T) =036, :)T

e, w(,i)T) = —2)

(
D@,V (:

1)T.

Mit T(j,:) = (1,P(:,§)T) fiir j = 1,...,m werden die z*) € R™ als

definiert und Bedingung ii) ist erfiillt.

Nun wird b)=-a) gezeigt. Aus i) folgt A > 0. Weiter wird ein geeignetes C' zeilenweise wie folgt
konstruiert: Fiiri = 1,...,k werden C(i,:) = D(i,:)V(:,1)(2())T gesetzt, wobei z() € R™ jeweils
Bedingung ii) fiir 4 erfiillt. Offensichtlich gilt C' > 0. Fir alle i = 1,..., k gilt wegen

D(i,:)V = D(i,)V(:, 1)(1,w(:,4)T)
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und weiter

Cli,YA = D(i,:)V(:,1) T VT = D@, )VVT = U (i, )2 VIV VT = D(i,),
I
(Lw(:,i)T) .

sodass D = C' A gilt. O

Lemma 3.67 (Vergleiche auch [3]). Seien die Voraussetzungen von Satz 3.66 gegeben und Be-
dingung b) erfillt.

Es gibt kein ig € {1,...,m}, sodass fir P(:,i9) ein z € R™ ' mit 2 >0, 37" 2, = 1 und

i0—1 m
P(io) = Y 2P0+ Y 2-1P(:0)
/=1 l=ip+1

existiert. Somit ist P = conv(P(:,1),...,P(:,m)) ein Polytop mit den Ecken P(:,i),i=1,...,m.

Beweis. Seien A wie in Definition 3.65 aus P bestimmt und C wie im Beweis von Satz 3.66
konstruiert. Es ist C'A eine nichtnegative Faktorisierung von D. Ohne Beschrankung der All-
gemeinheit sei angenommen, dass fiir ig = 1 ein z € R™~ I existiert mit z > 0, Z -1 zZ =1
und P(:,1) = P(:;,2 : m)z. Fiir dieses z sei die Matrix B € R"™*™ definiert durch Bj; = 1,
Byj = —zj_1 fir j = 2,...,m sowie

1 fori=y, . .
B”_{O for i £ j. firi=2,...,mund j=1,...,m.
Aus P(:,1) = P(:,2 : m)z folgt A = BA > 0 sowie A(1,:) = (0,...,0). Weiter ist aus dem Beweis

von Lemma 3.14 bekannt, dass rank(B) = m (analoger Schluss) und B~! > 0 gelten und somit
auch C = CB~! > 0 ist. Wegen D = CA ist C'A eine nichtnegative Matrixfaktorisierung von
D. Weiter gilt D = C(:,2 : m)A(2 : s,:). Dies ist ein Widerspruch zu rank, (D) = m, da eine
nichtnegative Matrixfaktorisierung von D mittels Faktoren C e RF>*(m=1) ynd 4 € R(m_l)xn
existiert, nimlich gerade die mit den Faktoren C = C(:,2 : m) und A= A(2 : s,:). Somit ist
die Annahme falsch und P(:, 1) kann keine Linearkombination von P(:,2 : m) mit nichtnegativen
Koefhizienten, deren Summe 1 ergibt, sein. O

Bemerkung 3.68 (Vergleiche auch [36]). Aus Lemma 3.67 folgt fiir eine nichtnegative Matrix
D unter den oben genannten Bedingungen, dass ranky (D) die kleinste Zahl ist, sodass es ein
m-Eckiges Polytop gibt, welches in Fy liegt und alle w(:,i), i = 1,...,k, einschliefit.

Definition 3.69. Erfillt eine Blockdarstellung P(:,i) die Bedingung b) aus Satz 3.66, so wird
P =conv(P(:;,1),...,P(:,;m)) ein zulissiges Polytop genannt.

In Satz 3.26 ist eine notwendige und hinreichende Bedingung fiir eine zuldssige Losung in Bezug
auf die klassische Menge zuléssiger Losungen M 4 formuliert. Aus Satz 3.66 ldsst sich eine analoge
Aussage fiir die Klassifizierung eines € R*~! beziiglich der verallgemeinerten Menge zuliissiger
Losungen ableiten.

Satz 3.70. Seien D € RF*™ cine nichtnegative Matriz, s = rank(D), m = rank, (D) > s und

DTD sowie DD7T irreduzibel. Sei ULV eine abgeschnittene Singuldrwertzerlegung von D mit
V(1) >0.

Ein x € R*™! gehirt genau dann zu M\A, wenn es zu Fa gehort und es @ € Fy,i=1...,m—1,
gibt, sodass das daraus gebildete Polytop P = conv(P(:,1),...,P(:,;m)) C RS~ mit den Ecken
Pe,)=z und P(:,i+1) =29, i=1...,m—1, alle w(:,i), i =1...,k, enthilt.
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Beweis. Sei z € My angenommen, das heifst nach Definition 3.63 gibt es ein C € Rﬁxm und ein
T e R™* mit T'(:,1) = (1,...,1)" und T'(1,2 : s) = 27, sodass A = TV™T > 0 und D = CA.
Trivialerweise gilt x € F4. Nach Satz 3.66 gilt fiir die zu A gehdrige Blockdarstellung P, dass
P(:,;i) € Fa, i = 1,...,m, und w(:,i) € conv(P(:,1),...,P(:,;m)), i« = 1,..., k. Somit sind
@ =P(i+1) =TG+1,2:5)7,4=1...,m — 1, geeignet. Nach Lemma 3.67 sind P(:,1),
i=1,...,m, die Ecken von P = conv(P(:,1),...,P(:,m)).

Gibt es andersherum zu x € Fu weitere ) € Fq, i = 1,....,m — 1, sodass P = conv(P(:
1),...,P(:;m)) D T gilt, so ist mit T(1,:) = (1,2T), T(i+1,:) = (1,2®7), i =1,...,m —1,
nach Satz 3.66 A =TV™ > 0 und es gibt ein C € Rﬁ_xm mit D = CA. Die Matrix T ist von der
(fiir die Definition von M A) geforderten Form und z liegt in M. O

Korollar 3.71. Seien die Voraussetzungen aus Satz 3.66 gegeben, die Bedingung b) erfillt und
P = conv(P(:,1),...,P(:,;m)) das zugehorige zulissige Polytop.

Es qilt To C P.

Beweis. Nach Voraussetzung gilt w(:,7) € conv(P(:,1),...,P(:;m)), i = 1,...,k. Es sind P die
konvexe Hiille von P(:,1),...,P(:,m) und Z4 die konvexe Hiille von w(:,4), i = 1,..., k. Folglich
ist Zy C P. ]

Der Ursprung ist nicht enthalten

Eine wichtige Eigenschaft der klassischen Menge zuléssiger Losungen M 4 ist, dass sie nicht den
Nullpunkt enthélt. Diese tibertragt sich auch auf die verallgemeinerte Menge zuléssiger Losungen.
Der Beweis wird mittels der geometrischen Aussagen der Lemmata 3.13 und 3.67 sowie des
Korollars 3.71 gefiihrt und unterscheidet sich von dem des Satzes 3.10.

Satz 3.72. Seien D € RF*" cine nichtnegative Matriz, s = rank(D), m = rank, (D) > s und
DTD sowie DDT irreduzibel. Weiter sei UXV™T eine abgeschnittene Singuldrwertzerleqgung von
D mit V(1) > 0.

Der Nullpunkt (0,...,0)T € R~ liegt nicht in Ma.

Beweis. Sei P eine Blockdarstellung, die zu einem Faktor A gehort, welcher zu einer nichtnega-
tiven Faktorisierung fithrt. Nach Lemma 3.67 liegt kein P(:,ip) im Inneren von P = conv(P(:
,1),...,P(:;m)). Da nach Korollar 3.71 das Polytop P die Menge Z4 enthélt, kann kein P(:, i)
im Inneren von Z4 liegen. Weiter liegt der Nullpunkt nach Lemma 3.13 im Inneren von Z 4. Somit
gilt P(:,4) # (0,...,0)T, i =1,...,m. Da dies fiir jedes zuléssige Polytop P gilt, kann (0,...,0)"
wegen Satz 3.70 nicht zu M 4 gehoren. ]

Unterbrechungsfreier Schnitt mit Strahlen vom Ursprung aus

Weiter besitzt die verallgemeinerte Menge zuldssiger Losungen auch die Eigenschaft, dass ihre
Schnitte mit Strahlen, die vom Ursprung ausgehen, unterbrechungsfrei sind. Der Beweis des
folgenden Satzes 3.73 muss jedoch grundsétzlich anders gefiihrt werden, als der zu Satz 3.15.
Wie in Bemerkung 3.16 angefiihrt, liefe sich die Beweisargumentation zu dem nun folgenden
Satz analog auch zum Beweis des Satzes 3.15 nutzen.

Satz 3.73. Seien die Voraussetzungen von Satz 3.72 erfillt und sei x € M\A. Zu x sei der Wert
~v* > 1 definiert, sodass v*x auf dem Rand von F4 liegt.

Fir alle T = vz mit v € [1, v*] gilt T € Ma.
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Beweis. Zu x existiert eine Matrix 7' € R™** mit T'(1,:) = (1,27) und T(:,1) = (1,...,1)7,
welche auf eine nichtnegative Faktorisierung mit C' € R¥*™ und A = TV fithrt. Sei P die zu
A gehorige Blockdarstellung und P das entsprechende zuldssige Polytop. Nach Satz 3.66 liegen
die Ecken P(:,i), ¢ = 1,...,m, von P in F4 und P enthélt alle w(:,7), i = 1,...,k. Es ist
P(:,1) = z. Ein neues Polytop P C R*~! wird durch die Ecken P(:,2 : m) = P(:,2 : m) sowie
P(:,1) = Z = vz mit v € [1, 7*] definiert. Da P den Nullpunkt enthilt, siche den Beweis des
Satzes 3.72, folgt, dass das Polytop P das Polytop P enthélt und insbesondere auch alle w(:, ),
i=1,...,k. Es liegen auch alle Ecken von P in F4 und somit gilt x = vz € ./T/(\A O

3.7.3 Beispiel einer verallgemeinerten Menge zul3ssiger Losungen

Zur Veranschaulichung der verallgemeinerten Menge zuldssiger Losungen wird ein Beispiel un-
tersucht, welches auf der 4 x 4-Matrix aus (1.4) basiert. Die Matrix wird um einen Parameter «
erweitert, wobei es fiir v = 0 bei der urspriinglichen Matrix aus (1.4) bleibt.

Beispiel 3.74. Sei fiir o > 0 die Rang-3 Matriz D@ € R*** definiert als

l1+a 1+« a a

1+« « 14+« «
o' 1+« a 1+«
« « l+4a 14+«

D) = (3.21)

Es ist bekannt, dass D keine nichtnegative Matrixfaktorisierung mit Matrizen C©) e R**3
und A©) € R34 besitzt [27,170]. Fiir D(® gibt es eine solche Faktorisierung nur fiir o > v/2/2,
wobei beispielsweise

% +a % + 0
1 (1420)? 0 114+2a
C(a) _ | 2 14« 2 14+«
= 0 1(142a)? 11420 |
2 14« 2 1+«
1a(1+2a) 1 a(1+2q) 14-2a
1+« 2 14« 1+«
2(1+a)?  2(1+a)a  (1+a)?+a? 2021
(14+2c)2 (14+2c)2 (14+2c)2 (1+2a)?
Al@ — | 20+a)a  2(14a)? 202—1 (1+a)2+a?
(1+2a)?  (1+2a)2 (1+2a)2 (1+2a)?
0 0 1 1

geeignete Faktoren sind. Fiir a < /2/2 ist nur eine nichtnegative Matrixfaktorisierung mit
C@ e R4 und A® e R4 moglich. Somit ist

o 3 fiir @ > /2/2,
rank+(D( )) B {4 fiir o < v/2/2.

Die Matrix D@ besitzt die Singularwerte o1 = 2 + 4a, 09 = 03 = V2 und o4 = 0. Wegen
der Gleichheit des zweiten und des dritten Singuldrwerts, sind die zugehorigen Singulérvekto-
ren auch iiber ihren jeweiligen Richtungssinn hinaus nicht eindeutig. Aus dieser Mehrdeutig-
keit heraus resultiert ein Freiheitsgrad in der Orientierung der Menge F4 und somit auch der
klassischen /verallgemeinerten Menge zuldssiger Losungen. Die Mengen A beziehungsweise A sind
davon natiirlich nicht betroffen und unabhéngig von der gewéhlten Singularwertzerlegung. Im
Folgenden wird mit einer abgeschnittenen Singuldrwertzerlegung mit

V2/2 0

0 —/2/2
0 V2/2

—/2/2 0

V(:,1:3)=

DD [N —=DN| =
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Abbildung 3.2: Die (klassischen) Mengen zulissiger Losungen M4 fiir D™ (links, grau dargestellt) und DV2/2)
(rechts, die Punkte x) aus Beispiel 3.74. Die Orientierung ist wegen o2 = o3 frei wihlbar. Die w(:, i), i =1,...,4,
sind durch o gekennzeichnet. Rechts ist zudem Fa (gestrichelt) eingezeichnet.

M 4 fiir D(©-68) M 4 fiir D©5) My tiir DO2) My ftiir DO
® ®
0.5 0.5 9] : 0.5l
3
&
-0.5 -0.5 9 7 -0.5
-0.5 0 0.5 -0.5 0 0.5 -0.5 0 0.5 -0.5 0 0.5
X I X I

Abbildung 3.3: Die verallgemeinerten Mengen zuléssiger Losungen M4 mit m = 4 fiir D68 p0-5) - p0-2) ypq
D© aus Beispiel 3.74. Fiir D besteht die Menge aus vier Punkten; dies bedeutet, dass es unter der Vorgabe
rank(C') = 4 und rank(A) = 3 unter Vernachléssigung von Skalierungs- und Permutationsmehrdeutigkeiten nur
eine Losung gibt. Die w(:, 1), ¢ =1,...,4, sind durch o markiert.

gearbeitet.
Fiir o = v/2/2 besteht die Menge zuléssiger Losungen M 4 aus 24 isolierten Punkten. Es gilt

i { () e} f(2.0) ]

b fpl 2 1 v v
20 veE 2T e 2

In Abbildung 3.2 sind die (klassischen) Mengen zuléssiger Losungen My zu a = 0.73 sowie
o = /2/2 dargestellt. Abbildung 3.3 zeigt die verallgemeinerten Mengen zulissiger Losungen

—

M4 fiir o € {0.68, 0.5, 0.2, 0}.

mit

3.7.4 Probleme mit verstecktem Rangdefizit

Die klassische Menge zuldssiger Losungen M4 ist fiir Matrizen D mit rank(D) = ranky (D)
definiert. In diesem Abschnitt ist dieser Ansatz auf sogenannte Rangdefizitprobleme, das heifst
auf Matrizen D mit m = ranky (D) > rank(D), ausgeweitet. Dabei enthélt die erstgenannte
Klasse von Problemen eine Unterklasse, die fiir Anwendungen auftreten kann und von grofsem
Interesse ist. Dies sind Probleme, fiir die zwar rank(D) = rank, (D) gilt, fiir die die Menge
M 4 aber nur auf abstrakte Losungen fiihrt, welche fiir eine konkrete Anwendung nicht sinnvoll
sind. Um fiir D sinnvolle Ergebnisse zu ermdoglichen, muss die Anzahl der Teilfaktoren erhéht
werden, sodass C' € R¥*" und A € R™" mit r > rank(D). Eine solche Aufgabenstellung wird
im Folgenden als Problem mit verstecktem Rangdefizit bezeichnet.
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Der erweiterte Rang und die entsprechende Menge zuldssiger Lésungen

Um fiir oben beschriebene Félle die Anzahl an nétigen Faktoren r zu definieren, sodass eine
flir die Anwendung sinnvolle Faktorisierung existiert, wird der Begriff des erweiterten Ranges
eingefiihrt:

Definition 3.75. Sei D € R¥*" eine nichtnegative Matriz. Der erweiterte Rang ranky (D) ist die
minimale Anzahl v, sodass in Bezug auf die konkrete (zugrunde liegende) Anwendung sinnvolle
nichtnegative Faktoren C € R¥*" und A € R™" mit D = C A fiir Modelldaten beziehungsweise
D =~ CA fiir gestérte Daten existieren.

Ob die Definition des erweiterten Ranges bei rank(D) > rank, (D) fiir eine konkrete Anwendung
stichhaltig ist, hdngt davon ab, inwiefern die Klassifizierung in sinnvolle und nicht sinnvolle
Faktoren vorgenommen werden kann. Werden beispielsweise spektroskopische Daten untersucht
und sind dazu Monotonierestriktionen fiir C' gefordert und un- oder nur schwach gestoérte Daten
liegen vor, so ist die Definition durchaus stichhaltig. Werden jedoch Monotonierestriktionen fiir
mittelstark oder stark storungsbehaftete Daten angewendet, so bewegt sich die Definition des
erweiterten Ranges in einer Grauzone.

Entsprechend ergibt sich fiir D mit rank;(D) > rank, (D):

Definition 3.76. Seien D € RF*" eine nichtnegative Matriz, s = rank(D) und D™D irre-
duzibel. Seien UXV™ eine abgeschnittene Singuldrwertzerlegung von D mit V(:,1) > 0 und
r = rank;(D) > ranky (D). Falls fiir A der Rang s gefordert wird, so ist

R={zeR': IT e R™, C e R mit T(1,:) = (1,2™), TV™ > 0 sowie D = CTV™T
und C und A = TV™ sind fiir die konkrete Anwendung smm}oll}

die Menge zuldssiger Losungen unter Bericksichtigung von ranky(D).

Eine (analog zu F4 von My) wichtige Obermenge von R ist

RY={zeR*: (1,zT)VT > 0 und (1,27)V7 ist fiir die konkrete Anwendung sinnvoll}.

Da es sich bei diesem Abschnitt nur um einen weiterfithrenden handelt, werden zwar wichtige
Eigenschaften der Menge R und Begriindungen fiir deren Giiltigkeit genannt, aber keine voll-
stdndigen Beweise angefiihrt. Drei wichtige Eigenschaften von R sind:

1. Die Menge R ist beschrankt, sofern DT D irreduzibel ist (vergleiche Satz 3.8). Es ist Fu
beschrinkt und da R € Rt C Fa gilt, ist es somit auch R.

2. Die geometrische Argumentation aus Satz 3.26 gilt analog, falls D™D und D DT irreduzibel
sind. Ein & € R*~! ist genau dann zulissig, wenn € RT gilt und es r — 1 weitere Elemente
in R gibt, sodass das daraus gebildete Polytop alle w(:,7), ¢ = 1,..., k, einschlieft.

3. Der Nullpunkt gehort nicht zu R, falls DTD irreduzibel ist (vergleiche Satz 3.10). Die
Beweisidee ist dhnlich zu der aus dem Beweis des Satzes 3.72: Wéire der Nullpunkt in
R enthalten, so gibe es eine Faktorisierung mit, beziiglich der konkreten Anwendung,
sinnvollen Faktoren C' € RT =D und A € ]R(f”m, was ein Widerspruch zu rank(D) = r
wire.

Algorithmische Umsetzung des erweiterten Ranges

Die algorithmische Umsetzung der Forderung nach, beziiglich einer konkreten Anwendung, sinn-
vollen Faktoren kann iiber den Einsatz von Regularisierungsfunktionen erfolgen. Beispielsweise
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lassen sich Unimodalitits- oder Monotonierestriktionen einsetzen. Inwiefern Restriktionen fiir
C und A zur Reduktion der (klassischen) Mengen zuléssiger Losungen eingesetzt werden, ist in
Abschnitt 4.9 und beispielsweise in [12,13,57,132,158]| erlautert. Um fiir storungsbehaftete Daten
geeignete Ergebnisse zu generieren, wird auf Steuerparameter zuriickgegriffen. Deren geeigneter
Einsatz ist fiir die Berechnung verwertbarer Ergebnisse entscheidend.

3.8 Einfliisse von Storungen

Bei den bisherigen Untersuchungen zu den Mengen zuldssiger Losungen wurde stets das idea-
lisierte Problem D = CA betrachtet. Im Hinblick auf die Anwendung fiir stérungsbehaftete
Daten werden in diesem Abschnitt einige Details beziiglich M 4 unter dem Aspekt des Einflus-
ses von Storungen diskutiert. Untersucht wird, wie sich Stérungen auf w(:,7), i = 1,...,k, und
u(:,7), J = 1,...,n, auswirken. Somit riickt auch die geometrische Konstruktion in den Fokus,
da diese direkt von w(:,4) und wu(:,j) abhéngt. Inwiefern die numerische Klassifizierung unter
der Beriicksichtigung von Stérungen algorithmisch umgesetzt werden kann, wird in Abschnitt
4.1 untersucht.

Der Einfluss von Stérungen héangt insbesondere von deren Struktur, aber auch von deren Grofle
ab. Fiir die geometrisch konstruktive Klassifizierung eines x € R*~!, siehe Satz 3.26, konnen sich
gravierende Schwierigkeiten ergeben. So liegen zwischen den ersten Veroffentlichungen [17,120)]
zur geometrischen Bewertung beziehungsweise zur geometrischen Konstruktion von M 4 fiir s = 3
und der Erweiterung des Ansatzes fiir gestorte Daten in [87,88| etwa drei Jahrzehnte.

Eine Schwierigkeit bei der Beriicksichtigung von Storungen ist, dass ihr Einfluss fiir die Berech-
nungen von My und M sehr unterschiedlich sein kann. Begriindet ist dies in der Lage der
w(:,i), 1 =1,...,k, zu Fa beziechungsweise der u(:,7), j = 1,...,n, zu F¢. Im Hinblick auf die
Mengen zuldssiger Losungen ist fiir Matrizen, deren Zerlegungen in einem der beiden Faktoren
viele Eintrage nahe Null besitzen, folgendes wichtig: Einerseits sind Eintrdge nahe an Null in
etwa A wiinschenswert, da sie die Menge M 4 stark einschrinken. Andererseits ist es fiir diese
Eintrdge problematisch, dass (negative) Storungen die Mengen Z4 und Z¢ unter Umstédnden
stark vergrofern. Dies fithrt oft dazu, dass einzelne w(:,7) auferhalb von F4, beziehungsweise
einzelne u(:, j) aukerhalb von F¢, liegen. Fiir ungestorte Daten ist dies ausgeschlossen.

3.8.1 Schwierigkeit bei der geometrischen Klassifizierung unter Stérungen

Fiir die geometrischen Interpretation einer zuléssigen Losung z € My sind w(:, i), i = 1,...,k,
von zentraler Bedeutung. Dabei liegt ein  genau dann in M 4, wenn es in F4 liegt und es s — 1
andere Elemente in F4 gibt, sodass das daraus konstruierte Simplex alle w(:,7), ¢ = 1,...,k,
enthélt. Fiir die geometrische Interpretation eines y € M sind analog u(:,7), j = 1,...,n,
zentral.

Fiir stérungsbehaftete Daten ist diese Forderung in der Regel nicht aufrecht zu erhalten. Im
Allgemeinen muss F,4 erweitert, das heiltt vergrofert, werden. Zusétzlich muss die Forderung,
dass alle w(:,7) von einem Simplex eingeschlossen werden, gelockert werden, da mitunter einige
dieser aufserhalb von F, liegen. Diese beiden Schwierigkeiten sowie die Vorgehensweisen um
ihnen entgegenzuwirken sind in Abbildung 3.4 fiir den Datensatz 3 dargestellt. Dabei sind die
Mengen F¢ und Fy4 sowie die u(:, j) und w(:, i) abgebildet und es ist offensichtlich, dass einige der
u(:, 7) aukerhalb von F¢ und einige der w(:, ) aukerhalb von F4 liegen, wodurch nach Satz 3.26
und Korollar 3.27 die Mengen M und M 4 leer sein miissten. Zusétzlich sind Approximationen
an M¢c und M4 unter der Beriicksichtigung von Stérungen abgebildet. Diese wurden mit der
Polygon inflation Methode unter Verwendung der in Abschnitt 4.1 beschriebenen Klassifizierung
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Faund w(:, i), i =1,...,k, fiir Datensatz 3

1.21 \
1,
0.8

0.61

T2

0.4

0.2

Abbildung 3.4: Der Einfluss von Stérungen auf die Mengen Fa und F¢ sowie auf die w(:,i), ¢ = 1,...,k,
und u(:,7), 7 = 1,...,n, fir Datensatz 3. Links: Dargestellt sind einige der Grenzen fiir die affinen Halbrau-
me (1,21, 22)(UX(5,1 : 3))T > 0 (grau), welche F¢ (schwarz) bilden und die u(:,5), j = 1,...,n, (X). Zusitzlich
ist eine Approximation an die Menge M ¢ unter der Beriicksichtigung von Stoérungen (farbig), siehe zum Vergleich
auch Abbildung 5.6 und die Erlduterungen dazu, eingezeichnet. Rechts: Dargestellt sind einige der Grenzen fiir die
affinen Halbriume (1, x1,22)V (4,1 :3)T > 0 (grau), welche Fa (schwarz) bilden und die w(:,4), i =1,..., k, (o).
Analog ist zusétzlich eine Approximation an die Menge M 4 unter der Beriicksichtigung von Stérungen (farbig),
siehe zum Vergleich ebenfalls auch Abbildung 5.6 und die Erlduterungen dazu, eingezeichnet. Fiir diese Daten
wiirde die strikte Anwendung des Satzes 3.26 auf leere Mengen zuldssiger Losungen fiihren. Demgegeniiber ergeben
sich durch die Beriicksichtigung von Stérungen sinnvolle Resultate.

mittels f(z,S) berechnet.

3.8.2 Sensitivitat der w(:,7) und u(:,j)

Die Sensitivitét eines u(:, j1) ist damit verbunden, ob die zugehérige Spalte D(:, j1) ausschlieblich
Werte enthélt, welche, verglichen mit max; ; D;;, sehr klein sind. In solchen Situationen ergeben
sich fiir Vj,1 betragskleine Eintrége. Riickgekoppelt wirken sich diese iiber die niedrigdimensio-
nale Darstellung auf u(:,71) aus und ein solches u(:,j1) reagiert sensitiv auf den Einfluss von
Storungen. Dieser Zusammenhang ist analog auch fiir ein w(:,i;) sowie die dazugehorige Zeile
D(i1,:) zu beobachten. Beide Effekte werden nun folgend untersucht.

Seien zunéchst u(:,j), j = 1,...,n, betrachtet. Deren Normen ergeben sich als

v = VG2 9]
[u(:,4)ll2 = v, ,

=1,...,n.

Ist fiir ein bestimmtes j; der Wert Vj 1 sehr klein und zumindest ein Eintrag in V(j1,2 : s)
betragsméfig nicht sehr klein, so ist ||u(:,71)||2 grof und es besteht die Gefahr, dass wu(:,j1)
nicht in F¢ liegt. Um einen solchen Zusammenhang fiir die wu(:,j) zu quantifizieren, wird der
Sensitivititsschétzer e e R™,

Vii

Vi

e(u) = max

=1,... .22
J i=2,....8 ’ J ) > 10, (3 )

eingefiihrt. Analog gilt fir w(:,4), i =1,...,k, dass
: [U (6 :)5(:, 2 : s)|2
Hw(:7Z)H2 = )

Uiroq
Um hier den Effekt bereinigt von den Singuldrwerten zu belassen, wird fiir die w(:,4) der Sensi-
tivititsschitzer e(®) € R¥ in der Form
(w)

€; = max
7 .
71=2,...,8

Ui

ik i=1,....k (3.23)
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definiert.

Bemerkung 3.77.

1. Der Schitzer e ist ein guter Indikator, wie sensitiv die u(:,7) auf Storungen reagieren.
Sind alle Werte in e gering, so ist auch die Sensitivitit fir Storungen gering. Sind
jedoch einzelne Eintrige hoch, so sind jene u(:,j) anfdllig fir Storungen, welche zu den
hohen Eintrigen in e gehoren. Analog gilt dieser Zusammenhang auch fir die Werte in
e und die w(:,i). In den Abbildungen 5.12 und 5.13 sind die Sensitivititsschitzer fiir
Datensatz 3 dargestellt.

2. Der Effekt, dass fiir ein bestimmtes j1 der Wert V; 1 sehr klein ist und es andererseits
mindestens einen Index 1 mit 2 < i < s gibt, sodass V;,; nicht sehr klein ist, tritt etwa bei
der Analyse IR-spektroskopischer Daten auf. Fir solche besteht die Gefahr, dass einige der
u(:,7), j=1,...,n, nicht in Fc liegen, siehe Abbildung 3.4.

3.8.3 Sensitivitdt bei der Anwendung des Dualitatsprinzips

Mittels Satz 3.46 und Korollar 3.48 ldsst sich zeigen, inwiefern sich eine Abweichung in der
niedrigdimensionalen Darstellung einer Zeile von A auf die duale affine Hyperebene fir die nied-
rigdimensionalen Darstellungen der verbleibenden Spalten in C' auswirkt.

Lemma 3.78 (Siehe [156]). Seien D € Rixn, s = rank(D) = rank, (D) > 2 und D™D sowie
DD7 irreduzibel. Seien x € My und 6, € R*™1 eine Storung fir x. Weiter sei y € M zulissig
und liege in der zu x dualen affinen Hyperebene.

Die Norm der induzierten Stérung o, € R~ fiir y ist in der Form

07 |

]

nach unten beschrinkt, sofern der quadratische Term 6 0, vernachlissigt wird.

18y [ >

Beweis. Da y in der zu x dualen affinen Hyperebene liegt, gilt 2™y = —1. Aus (x40,)" (y+3dy) =
—1 folgt nach Subtraktion von 2Ty = —1, dass

5;!/ + CUT(Sy = _‘géy = O(H‘SmHH‘;yH)

fiir , — 0 und §, — 0. Das Vernachldssigen des Terms —d; 6, fiihrt mittels Cauchy-Schwarzscher-
Ungleichung auf

I8yl = =8y | = 16yl

und es gilt [|d,[| > |07y|/[l]- m

Die Abschitzung aus Lemma 3.78 hat fiir die Anwendung des Dualitétsprinzips fiir ein fixiertes
2() = g folgenden Einfluss: Die untere Abschiitzung von ||d,|| verhilt sich reziprok zu ||z
Somit beeinflusst insbesondere [z und damit der Abstand von z() zum Ursprung die An-
falligkeit des Unterraums ./\/lgl] aus (3.17) fiir Stérungen. Die Berechnung von M[g]
nahe am Ursprung liegendes (1) vergleichsweise sensitiver als fiir eines, welches einen gréferen

Abstand zum Ursprung hat.

ist fiir ein

In Lemma 3.78 wird eine untere Abschéatzung fiir den Einfluss von Storungen zwischen zwei
zulassigen Losungen angegeben. Im néchsten Lemma wird gezeigt, dass der Winkel zwischen z
und x + 6, gleich dem Winkel zwischen deren dualen affinen Hyperebenen ist.
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Lemma 3.79 (Siehe [156] fiir s = 3). Seien D € R¥*", s = rank(D) = ranky (D) > 2 und D™D
sowie DD™ irreduzibel. Seien () und (™) = 2(0) 4§, aus My gegeben und dazu M[él] und
M wie in (3.17).

Es gilt

L(w,x+6,) = LMET MED).

Beweis. Die Hesse-Normalform der zu z = () dualen affinen Hyperebene ist

<_i y> _ L
] (i
[i1]

Daraus lésst sich ableiten, dass M eine Teilmenge der affinen Hyperebene im R5~! ist, welche
senkrecht auf 2 = (1) steht und den euklidischen Abstand ||z||~* zum Ursprung besitzt. Analog
hat die zu () = z + §, duale affine Hyperebene die Hesse-Normalform

< T+ 0y ) B 1
fetal?) " Te+al
und es ist ./\/([gl} eine Teilmenge der zu x + §, = (1) orthogonalen affinen Hyperebene mit dem

Abstand ||z +J,| ! zum Ursprung. Somit sind die Winkel £ (z,z+d,) und K(./\/lgﬂ,./\/([gﬂ) gleich
grofk. O

3.9 Zusammenfassung und Perspektiven

In diesem Abschnitt wurde die Menge zuléssiger Losungen M 4 unter verschiedenen Gesichts-
punkten analysiert. Dabei wurden, unter schwachen Voraussetzung an D, eine Reihe interessan-
ter Eigenschaften fiir M 4 nachgewiesen, die im néchsten Kapitel als Ausgangspunkte fiir die
Entwicklung von Methoden zur Approximation von M4 genutzt werden. Insgesamt sind die
Eigenschaften von M 4 untereinander stark verkniipft und basieren oft auf den gleichen Grund-
prinzipien. Eines dieser Grundprinzipien ist die geometrische Verkniipfung {iber Konvexkombi-
nationen zwischen den Mengen F4 und Z 4 sowie zuléssigen Losungen als Ecken von Simplexen,
welche in Satz 3.23 dargelegt ist. Ein anderes Grundprinzip, das Dualitdtsprinzip, beschreibt den
Zusammenhang zwischen fixierten zuléssigen Losungen des einen Faktors und affinen Hyperebe-
nen, die die Menge zuléssiger Losungen des anderen Faktors schneiden. So ist in Korollar 3.48
etwa die Schnittmenge einer, zu einem x € M 4, dualen affinen Hyperebene mit der Menge zulés-
siger Losungen M gekléart. Weiter wurden Untersuchung fiir den Fall, dass die Voraussetzung
rank(D) = rank, (D) weggelassen wird, durchgefiihrt.

Was die Analyse der Mengen zuldssiger Losungen angeht, sind fiir die Zukunft einige Fragen
offen. Beispielsweise ist die Topologie fiir s > 4 nicht geklart. (Fiir s = 2 ist es offensichtlich,
fir s = 3 ist die Topologie in [86] gekldrt.) Aus Ergebnissen ist fiir Vierkomponentensysteme
bekannt, dass M 4 aus vier separaten Segmenten oder einem zusammenhédngenden Segment be-
stehen kann. Inwiefern andere Situationen vorliegen konnen, ist noch nicht untersucht. Auch
ist die verallgemeinerte Menge zuléssiger Losungen (rank(D) < ranky (D)) noch nicht tiefer
analysiert. Hier sind die Fragen nach den moglichen Anzahlen von Segmenten fiir verschiedene
Kombinationen s = rank(D) und m = rank, (D) sowie, wie ein geometrisch konstruktiver Algo-
rithmus zu deren Berechnung aussehen kann, naheliegend. Weiter wird auch die, in dieser Schrift
nur in Ansétzen vorgenommene, Analyse des Einflusses von Storungen auf einzelne Eigenschaften
von M 4 voranzutreiben sein. Ein anderes grofies Forschungsfeld fiir die mittlere Zukunft wird die
Ausweitung der Mengen zuléssiger Losungen beziiglich der nichtnegativen Matrixfaktorisierung
auf Tensorprodukte sein [26,39,94,98,99,125,165,177].
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In Kapitel 3 wurden die Mengen zuldssiger Losungen detailliert untersucht. Unter der Annah-
me schwacher Voraussetzungen, konnten wichtige Eigenschaften nachgewiesen werden. Darauf
aufbauend werden in diesem Kapitel verschiedene Methoden zur Bestimmung von Approxima-
tionen an die Mengen zulédssiger Losungen herausgearbeitet und analysiert. Alle im Folgenden
vorgestellten Methoden funktionieren nach dem Prinzip, dass nur die Rdnder von M 4 und M¢
bestimmt werden. Bei einer Methode erfolgt dies geometrisch konstruktiv, bei den anderen nu-
merisch approximativ. Wenngleich in Kapitel 3 stets der allgemeine Fall s > 2 untersucht wurde,
liegt bei den in diesem Kapitel vorgestellten Methoden ein Schwerpunkt auf s = 3. Fiir zwei
Methoden werden Erweiterungen fiir s = 4 kurz vorgestellt und eine Methode ist fiir s > 2
anwendbar. Analog zum vorherigen Kapitel werden die Methoden zur Approximation von M4
entwickelt; deren Anwendung zur Approximationen von M ist analog.!

Insgesamt werden eine geometrisch konstruktive und drei numerisch approximative Algorithmen
vorgestellt und untersucht. Bei der geometrisch konstruktiven Methode lassen sich fiir s = 3
Randpunkte von M4 C R? direkt konstruieren. Dies ist bei den numerischen Methoden anders,
denn es werden nur Approximationen fiir Randpunkte bestimmt. Dabei haben alle numerischen
Methoden gemein, dass sie eine Unterroutine zur Klassifizierung, ob ein x zu M 4 gehort oder
nicht, bendtigen. Diesbeziiglich muss wihrend der Iteration in der Regel {iber sehr viele x ent-
schieden werden. Fiir die numerischen Methoden wird dafiir auf den impliziten Ansatz mit der
Optimierung einer Zielfunktion zuriickgegriffen, um auch fiir stérungsbehaftete Daten sinnvolle
Ergebnisse generieren zu kénnen. Ein Nachteil dieser impliziten Herangehensweise ist, dass die
Einstufung ¢ M4 mitunter nicht sicher getroffen werden kann, da sie von einer erfolgrei-
chen numerischen Minimierung abhéngt. Die Klassifizierungsroutine beeinflusst somit sowohl die
Stabilitat der gesamten Approximationsmethode als auch ihren Rechenaufwand entscheidend.
Bei den vorgestellten Prozeduren zur Approximation von M4 liegen die Schwerpunkte auf den
Polygon inflation Methoden (direkter und inverser Typ) und dem Strahlenalgorithmus.

Dieses Kapitel ist folgendermafen gegliedert: Zunédchst wird in Abschnitt 4.1 der in den Poly-
gon inflation Methoden und dem Strahlenalgorithmus genutzte Ansatz zur Klassifizierung eines
x € RS~ ! vorgestellt [147,152,154]. Auf die Einbindung von Stérungen und Details zur Implemen-
tierung wird eingegangen. In Abschnitt 4.2 wird die Bestimmung der Menge zuléssiger Losungen
My fir s = 2 erldutert. Die geometrische Konstruktion von M4 fiir s = 3 wird in 4.3 erldu-
tert und analysiert [12,16,17,85-88,138]. AnschlieRend wird in 4.4 die numerische Methode der
Dreieckseinschliefung behandelt [56,58]. In 4.5 werden die beiden Polygon inflation Algorithmen
(direkter und indirekter Typ?) prisentiert [53,55,147,152,154]. Der darauf aufbauende inverse
Polyhedron inflation Algorithmus wird in 4.6 in seinen Grundziigen vorgestellt [131]. In 4.7 wird
die Strahlenmethode [157] als ein universelles Werkzeug zur Berechnung von My eingefiihrt,
welche weder auf eine bestimmte Anzahl s an Spalten von C' und Zeilen von A, noch auf Mengen
M 4 bestimmter Topologien beschrinkt ist. In den weiterfithrenden Abschnitten 4.8, 4.9 und 4.10
werden die Einbindung von Restriktionen in Form von Zusatzinformationen iiber C oder A bei

In den Schliisselpublikationen zu den Mengen zuldssiger Losungen werden ebenso nur Methoden zur Approxi-
mation von M4 vorgestellt. Die Anwendung auf DT fiihrt unter Beriicksichtigung der Singuldrwerte von D
auf Mc.

?Beim direkten Typ werden die einzelnen Segmente von M4 direkt approximiert und beim indirekten Typ
mittels des Schnitts von zwei Obermengen von M 4.



58 4 Berechnungsmethoden

der Berechnung von M4 [12,13,57,156], die Hinzunahme von Regularisierungen zur Reduktion
von M4 [12,132,158] sowie alternative Berechnungsmethoden im Umfeld der Mengen zuléssiger
Losungen behandelt [50,55,167,168,178].

Ein, in dieser Schrift nicht untersuchter, numerischer Ansatz zur Approximation der Menge
zuldssiger Losungen ist es, einen bestimmten Bereich des R*™! mittels eines (dquidistanten)
Gitters zu diskretisieren und die einzelnen Gitterpunkte beziiglich ihrer Zugehérigkeit zu M 4 zu
tiberpriifen [1,2,13,57,173]. Dieser grid search-Ansatz ist einfach aufgebaut und brachial. Die in
diesem Kapitel vorgestellten Algorithmen sind deutlich leistungsstérker.

4.1 Numerische Klassifizierung

Ein wichtiger Teilschritt zur Approximation von My ist die Entwicklung einer geeigneten (nu-
merischen) Prozedur zur Klassifizierung eines x € R*~! als zuldssig oder nicht zulissig. Das
geometrische Argument aus Satz 3.26, welches in analoger Form in [17,138] genutzt wird, ist eine
elegante Moglichkeit dafiir.? Neben der geometrischen Klassifizierung sind zwei weitere nume-
rische Moglichkeiten bekannt [56, 152, 154], welche vorgestellt werden. Diese unterscheiden sich
hauptséchlich beziiglich des Rechenaufwands und der Behandlung stérungsbehafteter Daten.

Um die Vergleiche der einzelnen Methoden nicht zu verfilschen, wird der folgend vorgestellte
Ansatz (in FACPACK genutzt) bei den spéteren Vergleichsrechnungen fiir alle numerischen Al-
gorithmen zur Bestimmung von M 4 verwendet. Die Klassifizierung basiert auf der Anwendung
von Straffunktionen und der Minimierung (im Sinne der kleinsten Quadrate) einer daraus auf-
gestellten Zielfunktion. Wird eine vorgegebene Schranke nicht iiberschritten, so wird ein z als
zuldssig klassifiziert, andernfalls als nicht zuldssig.

4.1.1 Anforderungen an eine zuldssige Losung

Die im Folgenden vorgestellte Prozedur ist fiir s > 2 anwendbar. Fiir die Anwendung im Polygon
inflation Algorithmus ist s = 3. Fiir die beiden Typen der Polygon inflation Klasse werden
unterschiedliche Bewertungen benétigt. Die direkte Variante erfordert ein Testverfahren, ob x €
M 4 gilt, wohingegen bei der inversen Variante einmal x € F4 und einmal x € M7, mit einer in
(4.23) definierten Menge M7, getestet wird.

Um die Menge zuléssiger Losungen M 4 auch fiir stérungsbehaftete Daten stabil bestimmen zu
konnen, miissen unter Umstédnden betragskleine negative Eintrage in C' und A zugelassen werden.
Diesbeziiglich werden zwei Faktoren C und A als zuldssig klassifiziert, falls

‘min Cji ‘min Aij

ji=1,...k Jj=1,...,n .

A~ Z —&¢ T 1A Z —¢€a, 1= 17"'787 (41)
max |Cj| max |4

»_ J L J

j=1,....k 7j=1,...,n

mit zwei Steuerparametern €. > 0 und ¢, > 0.

3Die in Abschnitt 4.3 vorgestellte geometrische Konstruktion von M4 fiir s = 3 kommt methodenbedingt ohne
Klassifizierungen einzelner = € R? aus.
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Auswertung von f(z,S) auf einem Gitter Menge zuléssiger Losungen M 4

-0.2 0 0.2 0.4 0.6
T

Abbildung 4.1: Auswertung der Zielfunktion f(z,S) aus (4.2) und die daraus resultierende Menge zuldssiger
Losungen M4 fiir Datensatz 1. Links: Dargestellt ist die Zielfunktion {iber dem Intervall (z,S) € [0.05, 0.7] X
[~0.25, 0.6]. Rechts: Dargestellt ist M4 fiir die Abbruchschranke e = 107'° aus (4.4). Fiir s = 2 ist S € R und
es ist genau dann f(z,S) = 0, wenn z in einem Segment von M4 liegt und S in dem anderen.

4.1.2 Umsetzung in einer Zielfunktion

Die Umsetzung der Forderungen aus (4.1) erfolgt numerisch in Form eines nichtlinearen Aus-
gleichsproblems. Als Zielfunktion fungiert f:RS™! x RE—Dx(=1) 4 R,

(ZZ (min 0. “C)>2+

11]1

(4.2)
Aij 2 )
53 (w0 i e 1T )
=1 j=1
sodass mit einem Steuerparameter €; > 0 und der Funktion F': RS~ 5 R,
F(z) = min f(z,S) (4.3)
SeR(s—1)x(s—1)
ein x als zuldssig klassifiziert wird, wenn
F(z) <ef (4.4)

gilt und andernfalls als nicht zulissig. In (4.2) bezeichnet I, die s-dimensionale Einheitsmatrix
und die Faktoren C' und A werden mittels (2.2) und (2.5) aus z und S bestimmt. In der Anwen-
dung ist beispielsweise £; = 102 sinnvoll.

Bemerkung 4.1. In (2.6) und (2.7) sind die Mengen zuldssiger Losungen rigoros, das heifit
ohne die Beriicksichtigung von Storungen, definiert. Die Mengen zuldssiger Losungen unter Be-
ricksichtigung von betragskleinen negativen Eintrigen in C oder A werden im Zuge dieser Schrift
ebenfalls mit den Symbolen M4 und Mc bezeichnet, auch wenn dies formal (2.6) und (2.7) wi-
derspricht. Diese Bezeichnungen erfolgen aus Ubersichtlichkeitsgriinden, da es verschiedene An-
sdtze zum Einbeziehen von Storungen gibt und nicht zwischen allen mit jeweils eigenen Symbolen
unterschieden werden soll.

4.1.3 Teil 1 der Klassifizierung: Schnelltest mittels einer Obermenge

Um den Rechenaufwand moglichst gering zu halten, wird die Klassifizierung fiir die direkte
Variante des spéter in Abschnitt 4.5 vorgestellten Polygon inflation Algorithmus zweigeteilt
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Auswertung von F'(z) auf einem Gitter Menge zuléssiger Losungen M 4
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Abbildung 4.2: Die Zielfunktion F(xz) = ming f(z,S) aus (4.3) mit f(x,S) aus (4.2) und die daraus resultierende
Menge zuldssiger Losungen M4 fiir Datensatz 2. Links: Dargestellt ist die Auswertung der Zielfunktion F'(x)
iiber dem Intervall [-0.5, 2] x [~1.5, 1]. Es wurde ein 150 x 151-Gitter gewihlt und die Grafik bei z = 107°
abgeschnitten. Rechts: Dargestellt ist M4 zum gleichen Intervall und fiir die Abbruchschranke e; = 107°.

durchgefithrt. Wegen der Konstruktion von A mittels 7" aus (2.2) wird zunéchst der Schnell-
test ausgefiihrt, ob x die Ungleichung

n

LOn (VT N\
52 (min 0 g ) < (45)

i=1

erfiillt. Ist dies nicht der Fall, so ist # ¢ M 4. Ist (4.5) erfiillt, so wird die weit rechenintensivere
Uberpriifung, ob es ein § € RE=1D*6=1 gibt, sodass C und A die restlichen Bedingungen erfiillen,
durchgefiihrt. Dazu wird die oben genannte Zielfunktion f(z,.S) aus (4.2) genutzt. Dabei wird der
fiir (4.5) bereits berechnete Teil, der fiir die Auswertung von f(z,.S) bei konstantem = ebenfalls
konstant bleibt, nicht neu berechnet.

In Abbildung 4.1 ist die Zielfunktion f(z,S) auf dem Intervall (z,.5) € [0.05, 0.7] x [-0.25, 0.6]
fiir Datensatz 1 ausgewertet und zusammen mit der Menge M 4 dargestellt. Weiter ist in Ab-
bildung 4.2 die Zielfunktionen F(x) auf dem Intervall [—0.5, 2] x [=1.5, 1] fiir Datensatz 2
ausgewertet und zusammen mit der daraus resultierenden Menge M 4 dargestellt.

4.1.4 Teil 2 der Klassifizierung: Minimierung der Zielfunktion

Sofern Ungleichung (4.5) fiir x erfiillt ist, gilt x € F4. Anschliefend wird tiberpriift, ob sogar
x € M4 gilt. Zur Bestimmung von F'(z) wird das in F' enthaltene nichtlineare Ausgleichsproblem
gelost. Es ist © € My, falls F(z) < e gilt und x ¢ M4 andernfalls. Das Ausgleichsproblem
garantiert, dass x, sofern F(xz) < ey gilt, alle Anforderungen an eine zuldssige Losung mit
Riicksicht auf den Steuerparameter € erfiillt.

In FACPACK wird zur Optimierung von f(z,S) und damit zur Auswertung von F'(x) die leis-
tungsstarke ACM Routine NL2SOL [34,35] genutzt. Die sich ergebende Prozedur fiir ein x € R~}
ist in Klassifizierung 4.2 angegeben und wird beispielsweise in dem spéter vorgestellten Polygon
inflation Algorithmus (direkter Typ) genutzt. Fiir die inverse Variante des Polygon inflation Al-
gorithmus wird die Einstufung modifiziert (siehe die Klassifizierungen 4.24 und 4.25), worauf
spéter auf Seite 76 eingegangen wird.

Klassifizierung 4.2 (Direkter Typ). Fiir ein x € R*~! wird zundchst der Schnelltest, ob (4.5)
erfullt ist, durchgefiihrt. Sollte dies der Fall sein, wird tiberprift, ob zusdtzlich (4.4) gilt. Ist auch
dies der Fall, so wird x als zuldssig klassifiziert. Ist (4.5) nicht erfillt oder gilt (4.4) nicht, so
wird x als nicht zuléssig klassifiziert. In Abbildung 4.3 ist der Entscheidungsbaum dargestellt.
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Teste, ob (4.5) fiir x erfiillt ist.

nicht erfullt xrﬁillt

nicht erfillt erfiillt
— -~
NP T
Abbildung 4.3: Entscheidungsbaum zur numerischen Klassifizierung. Die beiden sicheren Entscheidung sind mittels

durchgezogenen Linien gekennzeichnet. Die Entscheidung, die nicht mit Sicherheit getroffen werden kann, da sie
auf einer numerischen Minimierung von (4.4) beruht, ist durch eine gestrichelte Kurve gekennzeichnet.

In Bezug auf die Zuverlassigkeit der Klassifizierung sind drei Félle zu unterscheiden: Sofern x die
Bedingung des Schnelltests erfiillt und die Minimierung zudem auf F(z) < ey fiihrt, gilt sicher
x € M 4. Ebenso gilt mit Sicherheit x ¢ M 4, falls x die Bedingung des Schnelltests nicht erfiillt.
Jedoch kann ein z, das die Bedingung des Schnelltests erfiillt, fiir den aber die numerische Mini-
mierung auf ein S mit f(z,9) > ¢ ¢ fiihrt, nicht mit Sicherheit als © ¢ M4 klassifiziert werden.
Eine falsche Einstufung erfolgt, falls es statt S ein S(opt) gibt, fiir das tatsachlich f(z, S (Opt)) <ey
gilt. Da falsch klassifizierte x die Genauigkeit der Approximation des Randes von M4 beein-
trachtigen kénnen, liegt bei der Implementierung ein Fokus darauf, falsche Klassifizierungen von
vornherein zu vermeiden oder zumindest im Nachhinein zu detektieren. Dazu sind einige Details
zur algorithmischen Umsetzung in der folgenden Bemerkung aufgefiihrt.

Bemerkung 4.3. Bei den FACPACK-Implementierungen der spdter vorgestellten Polygon infla-
tion Methoden und dem spiter vorgestellten Strahlenalgorithmus werden die Optimierungen im
Hinblick auf korrekte Klassifizierungen x ¢ M 4 in der Regel mehrfach und mit anderen Startwer-
ten durchgefiihrt. Automatisiert kommt an bestimmten Stellen auch ein genetischer Algorithmus
zum Finsatz. Zudem wird beim Polygon inflation Algorithmus der Rand nach jeder Berechnung
eines neuen Randpunktes auf mogliche ,Ausreiffer” untersucht. Diese werden anschlieffend mittels
erneuter Optimierung, unter Nutzung verbesserter Startwerte, auf UnregelmdfSigkeiten untersucht
und gegebenenfalls modifiziert oder eliminiert.

4.1.5 Andere Ansitze zur Klassifizierung

Die Funktion f(z,S) ist leicht unterschiedlich zu der in [1, 56,58, 173| genutzten Funktion ssq.
Dies betrifft den Rechenaufwand (O(k + n) je Funktionsaufruf fir f aus (4.2) im Vergleich
zu O(kn) je Funktionsaufruf fiir ssq) und die Beriicksichtigung von Stérungen beziehungsweise
betragskleiner negativer Eintrége, siehe [154] fiir einen ausfiihrlicheren Vergleich.

Die Funktion ssq : R®™1 x RE=Dx(s-1) 5 R ist definiert als

k n s 2
ssq(z, ) =Y > (Dl-j — ) max(0, Ci) max(0, Agj)> , (4.6)
/=1

i=1 j=1
wobei C' und A mittels (2.2) aus T bestimmt werden und sich T mittels (2.5) aus z und S
zusammensetzt.

Klassifizierung 4.4. Mittels der Funktion ssq(x,S) wird ein x als zuléssig klassifiziert, sofern

G:R! SR, G(x) = min ssq(x,S) < &y
SeR(s—1)x(s—1)
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gilt mit einem geeigneten €; > 0. Andernfalls wird x als nicht zuldssig klassifiziert. Im Vergleich
zur Klassifizierung mit f(x,S) aus (4.2) wie in (4.4) gilt fir die Anwendung auf storungsbehaftete
Daten in der Regel die Relation €5 > cy.

4.2 Menge zulassiger Losungen fiir s = 2

Fir s = 2 ist die Menge zuldssiger Losungen M 4 eine Teilmenge der reellen Zahlen. Aufgrund
der Eigenschaften von M4 ergeben sich fiir die Berechnung, sowohl fiir stérungsfreie als auch
fiir storungsbehaftete Daten, einige Vereinfachungen. Insbesondere werden fiir s = 2 deutlich
weniger Rechenressourcen beansprucht. Entscheidend ist die Kombination aus den Eigenschaften,
dass M4 nicht den Nullpunkt enthalt, siehe Satz 3.10, dass der Schnitt eines, vom Ursprung
ausgehenden, Strahls mit M 4 unterbrechnungsfrei ist, siehe Satz 3.15, und dass M 4 beschrankt
ist, siehe Satz 3.8. Dies fiihrt darauf, dass M 4 aus zwei disjunkten Teilintervallen besteht, eines
befindet sich komplett auf dem negativen Teil des reellen Zahlenstrahls und eines komplett auf
dem positiven Teil. Ohne die Beriicksichtigung von Stérungen, etwa wie im Sinne von (4.1),
lassen sich die Intervallgrenzen direkt bestimmen. Andernfalls gelingt dies mittels des Einsatzes
einer numerischen Bewertungsroutine. Die Berechnung von M4 fiir s = 2 ist gut untersucht
[1,2,105,147,173] und unproblematisch, weshalb sie in dieser Schrift nur kurz erlautert und
diskutiert wird.

In [105] wird zwar nicht direkt die Menge zuléssiger Losungen M4, wie sie in (2.6) definiert
ist, untersucht, jedoch fithren die dortigen Untersuchungen auf gleichwertige Ergebnisse. Im Un-
terschied zu der hier genutzten Form, wird nicht die niedrigdimensionale Darstellung genutzt.
Da die grundlegenden Ideen gleichbedeutend sind, werden zunéchst die Ansédtze daraus erlautert
und anschlieRend wird der Ubergang zu M4 vollzogen.

4.2.1 Ansatz von Lawton und Sylvestre

In der wegweisenden Arbeit [105] werden Zweikomponentensysteme untersucht und die Grundla-
gen moderner Methoden zur Reinkomponentenzerlegung (spektroskopischer Daten) gelegt. Das
Problem der uneindeutigen Faktorisierung wird diskutiert. Die niedrigdimensionale Darstellung
(2.5) wird nicht genutzt, auch weil es die Dimension s = 2 fiir eine {ibersichtliche Visualisierung
nicht erfordert. Stattdessen wird eine Bestimmung von A in der Form

Al =TV DT + TV, 2)T, i=1,2,

gewihlt mit T' € R?*2, jedoch ohne die spezielle Struktur aus (2.5). Fiir eine Analyse der ersten
Zeile von A fiihrt dies ohne Beriicksichtigung einer speziellen Skalierung auf

Al =4V (DT +6V(2)T.

Somit ist die Menge X von Punkten (£1,&2) gesucht, die auf zuldssige Zeilen fiir A fithren. Im
Unterschied zur Menge M 4 sind die Punkte bei diesem Ansatz nicht speziell skaliert und die
Menge X ist nicht beschriankt (sofern D > 0 und rank(D) = 2 gibt es eine Losung und wegen der
Skalierungsmehrdeutigkeit auch unendlich viele). Unter den Annahmen, die auch zu der Menge
M 4 bekannt sind (D™D irreduzibel, V'(:,1) > 0), ergibt sich fiir £; und &2, dass

Via
§1 Z §2 Vvl'l )
sein muss. Dies ist mit den Bedingungen fiir F4 vergleichbar. Mit der notwendigen Wahl & > 0
flihrt dies auf die Grenzen

& > —& min Vi und £9 < =& max V—Z (4.8)
2= 12‘:V¢2>0 Vio 2= lz‘:vig<0 Vio

i=1,...,n, (4.7)
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Weiter wird, analog zur Bedingung aus Satz 3.26, von £ gefordert, dass

Ui Ui
&9 > & max 722 oder &2 < & min 727i2 (4.9)
t o1Up v 01Uq1
Aus (4.8) und (4.9) ergibt sich schliefslich
&2 V. oaUi 02Uz Vi
- - — U - — 4.10
51 < zI\I/gI;O ‘/Z‘Q, Iniln o1 Uil mzax o1 Uil ’ lI\I}j}éO %2 ( )
als Forderung und X ist die Menge aller ¢ € R? mit &; > 0, die (4.10) erfiillen, also
o Va _ & . 02Uso 02Uz _ & Vi
= 2. - — <=L —= <2< — . :
X {6 €R 113/220 ‘/iQ - 51 - Iniln o1U;1 oder m?'X UlUil - 51 - 11‘2242(0 ‘/12} (4 11)

Diesbeziiglich sei auch auf [154] und [147] verwiesen, wobei dort die Skalierung & = 1 genutzt
wird. In [147] wird dasselbe Resultat unter Nutzung des Dualitdtsprinzips hergeleitet. Die Ver-
bindung zu M4 ergibt sich direkt und ist in Abschnitt 4.2.2 thematisiert.

In Abbildung 4.4 ist die geometrische Konstruktion der Menge X fiir Datensatz 1 demonstriert.
Die Daten sind zwar gestort, jedoch enthélt D keine negativen Eintrédge. Die beiden Kegel laufen
auf den Nullpunkt zu, enthalten diesen aber nicht. Vielmehr besteht X', analog wie die Menge
My fiir s = 2, aus zwei Segmenten und es gibt kein zuléssiges & mit & = 0 oder & = 0:

Bemerkung 4.5. Seien die Voraussetzungen aus Satz 3.10 erfillt. Es gilt zwar, dass es fir jedes
positive £ ein & € X mit ||€||a < e gibt, jedoch folgt aus & € X stets &1,&2 # 0. Es besteht X
somit stets aus zwei getrennten Segmenten. Dass &1 = 0 nicht maglich ist, folgt aus Satz 3.3, dass
& = 0 nicht maglich ist, ergibt sich aus Satz 3.10.

Der oben beschriebene Zugang wird in Publikationen oft als Lawton-Sylvestre method oder
Lawton-Sylvestre plot bezeichnet [6,12,57,58,78,178] und ist fir s = 2 die Vorstufe zur Menge
zuldissiger Losungen M 4. Die Anwendung fiir s = 3 ist zwar ebenso moglich (Kegel im R? vom
Ursprung aus, aber ohne (0, 0, 0)T), siehe beispielsweise [24,120, 142]. Eine Vorgehensweise wie
flir M 4 ist aber in dem Sinne geeigneter, da die Anzahl der Freiheitsgrade um eins reduziert
ist. Letztlich ist die Arbeit [105] der Ursprung fiir viele Arbeiten zur Menge zuléssiger Losungen
M 4 und zur, in Abschnitt 4.3 beschriebenen, geometrischen Konstruktion von M 4 fiir s = 3.

4.2.2 Niedrigdimensionale Darstellung fiir s = 2

Bei dem oben beschriebenen Ansatz wird die niedrigdimensionale Darstellung aus (2.5) nicht
genutzt. Dessen Anwendung fithrt mit der Skalierung aus (2.5) auf

My={x€R: esgibt ein £ € X mit £ = (1,2)},

sodass gilt

My = [a, BUIe, d (4.12)
mit
. Vi . o02Ujo a2Uj2 Vi
= — -, = —_— = 5 d = — - . 413
“ ZI\I/EI;O ‘/2‘2 ]:Hll,ln,k 0’1Uj1 ¢ jgéx,k 0’1Uj1 zr\r}jio ‘/2‘2 ( )

Dabei sind auch andere Skalierungen/Normierungen, wie beispielsweise die in [17,138] genutzte
mit | 7°(¢,:)|[1 = 1,7 =1,...,s, moglich. Fiir alle sinnvollen Skalierungen (das heift &; ergibt sich
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Konstruktion der Menge X Bfisldausschnitt
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Abbildung 4.4: Anwendung der geometrischen Konstruktion fiir s = 2 ohne niedrigdimensionale Darstellung

(Lawton-Sylvestre plot) fiir Datensatz 1. Die grauen Linien sind die jeweiligen Grenzen der affinen Halbrau-
me, die sich zu den Bedingungen & > —&:Vi2/Vi1, @ = 1...,n, ergeben, siehe (4.7). Nicht alle n = 1941 Linien
sind eingezeichnet. Die durchgezogenen schwarzen Linien sind die dufieren Grenzen, siehe (4.8). Die roten Markie-
rungen sind die (01Uj1, 02Uj2), j = 1,...,k. Die gestrichelten schwarzen Linien sind die inneren Grenzen, siehe
(4.9). Die beiden Segmente der Menge X aus (4.11) sind farbig unterlegt. Wie in Abschnitt 4.2.2 beschrieben,
ergibt sich M 4 als Schnitt der Linie & = 1 mit X, vergleiche Abbildung 4.1 (rechts).

eindeutig zu &) ldsst sich eine, um einen Freiheitsgrad/eine Dimension reduzierte, Teilmenge von
X abspalten, vergleiche auch Abbildung 5 in [147].

Fiir storungsfreie Daten lassen sich die Intervallgrenzen aus (4.13) sehr einfach bestimmen. Wegen
s = 2 sind w(:, i), i = 1,...,k, und u(:,j), 7 = 1,...,n, skalare Werte. Somit lassen sich die
Intervallgrenzen aus (4.13) auch als

1 1

a=— min —, b= min w(l,7), ,c= max w(l,i), d=— max :
jiu(1,5)>0 u(1, 5) =1,k i=1,....k jiu(l,5)<0 u(l, 5)

berechnen.

Bemerkung 4.6. Fir s = 2 begrenzen die Rinder b und c des Intervalls T4 die Menge M 4 von
innen. Insbesondere gehdren sie auch zu M y. Dies ist gleichbedeutend damit, dass sich fir den
Fall rank(D) = 2 eine nichtnegative Matrizfaktorisierung konstruieren lisst, wobei A aus zwei
bestimmten Zeilen von D besteht [27, 143]. Dies sind die zu b und ¢ Gehdérigen. Ebenso gehirt
der aus den zu a und d gehérigen Spalten von D gebildete Faktor C' zu einer nichtnegativen
Matrizfaktorisierung von D.

4.2.3 Anwendung fiir storungsbehaftete Daten

Es ist bekannt, dass eine nichtnegative Matrix vom Rang s = 2 stets eine nichtnegative Matrixfak-
torisierung mit Faktoren vollen Ranges besitzt [27,143,170]. Somit sind die Mengen zuléssiger
Losungen nicht leer. Fiir storungsbehaftete Daten gilt, sofern k,n > 2, in der Regel rank(D) > 2
und mitunter auch min;; D;; < 0. Nichtsdestotrotz stellt die Annahme s = 2 fiir die Berechnung
der Menge zuléssiger Losungen M 4 bei storungsbehafteten Daten eine besondere Situation dar.
Ist ndmlich die Niedrigrangapproximation

D=U%(:,1:2)(V(;,1:2))7, (4.14)

welche mittels einer abgeschnittenen Singuldrwertzerlegung bestimmt ist, ebenfalls nichtnegativ,
so folgt automatisch, dass M 4 nicht leer ist. Somit kénnen ¢, = &, = 0 gewéhlt werden und M4
lasst sich direkt, wie in (4.12) und (4.13) angegeben, bestimmen, ohne dass es der numerischen
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Menge zul. Lsg. M ohne Berticks. von Stérungen Menge zul. Lsg. M 4 ohne Beriicks. von Stérungen
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Menge zul. Lsg. M unter Beriicks. von Stérungen Menge zul. Lsg. M 4 unter Beriicks. von Stérungen
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Abbildung 4.5: Die Mengen M 4 und M fiir Datensatz 1 ohne und mit Beriicksichtigung von Stérungen. Oben:
Die durchgezogenen Linien sind die Mengen M4 und Mc ohne Beriicksichtigung von Stérungen (das heiftt
€a = €c = 0). Unten: Zusétzlich zu den durchgezogenen Linie sind die Intervallgrenzen unter Beriicksichtigung
von Storungen (Intervallgrenzen x und X fir e, = e, = 1()73, Intervallgrenzen o und o fiir e, = ¢, = 1072)
eingezeichnet. In den linken Grafiken sind zusitzlich einige der Werte u(1,5), 7 = 1,...,n, (grau x) und einige
der Werte —1/w(1,7), ¢ = 1,...,k, (grau o) dargestellt. Analog sind in den rechten Grafiken zusétzlich einige
der Werte w(1,4), ¢ = 1,...,k, (grau x) und einige der Werte —1/u(1,75), 7 = 1,...,n, (grau o) dargestellt.
Gut zu erkennen: Ohne Bertiicksichtigung von Storungen sind die Intervallgrenzen der Menge M4 durch a =
—miny, (1,50 1/u(1,7), b = mini=1,._ rw(l,7), ¢ = max;=1 .. & w(l,%) und d = —max;, ,(1,j)<0 1/u(1, ), siehe
(4.13), bestimmt. Werden betragskleine negative Eintrage in C' und A zugelassen, so vergrofern sich die Intervalle
leicht.

Klassifizierung 4.2 bedarf. Erst um wegen ¢, = €. = 0 ausgeschlossene Losungen auch mit in
M 4 reprisentiert zu wissen, wird eine Anwendung von &4, &, > 0 notig.

Eine Situation mit UX(:,1: 2)(V(;,1:2))™ > 0 liegt beispielsweise bei Datensatz 1 vor. Fiir D
gilt rank(D) = min(k,n) = 82, vergleiche auch die Singuldrwerte in Abbildung 2.4 (Mitte). Zu
s = 2 werden die Mengen zuldssiger Losungen bestimmt. Auch bedingt durch die Spektrosko-
pieart (UV/Vis) gilt min;; D;; = 8.9-1072 mit D aus (4.14). Somit lisst sich M4, wie in (4.12)
und (4.13) angegeben, bestimmen und insbesondere ist M4 # (). Nichtsdestotrotz lasst sich M 4
auch unter der Berticksichtigung kleiner negativer Eintrége bestimmen.

In Abbildung 4.5 sind die Mengen M 4 und M fiir Datensatz 1 mit und ohne die Beriicksichti-
gung von Storungen dargestellt. Fiir das Zweikomponentensystem ergeben sich ohne Beriticksich-
tigung von Storungen die Intervallgrenzen wie in (4.13). Unter Beriicksichtigung von Stérungen
€4 = €. = 1073 beziehungsweise ¢, = €. = 1072 vergrohern sich die einzelnen Teilintervalle
(Segmente) leicht.

4.3 Geometrische Konstruktionen fir s = 3

Die geometrische Bestimmung des Randes der Menge zuléssiger Losungen M4 fiir s = 3 ist
eine konstruktive Methode, welche auf [17] zuriickgeht. Der in [17] vorgestellte Ansatz wurde
spater unter anderem in [12,87,88,138| aufgegriffen und verfeinert, vergleiche auch [70,91,92].
Ausgangspunkt ist Satz 3.26, der unabhéngig von s eine Entscheidung, ob x € M4 gilt oder
nicht, ermoglicht. Basierend darauf wird mittels spezieller Konstruktionen ein Polygonzug von
Randpunkten konstruiert. Teile dieses Polygonzugs, oder manchmal auch der gesamte Polygon-
zug, dienen als eine Diskretisierung der Kurve des inneren Randes von M 4. Die Punkte des
Polygonzugs sind entweder aufserhalb von F4 oder sie sind, abgesehen von numerischen Run-
dungsfehlern, exakt bestimmte innere Randpunkte (siche Definition 4.8 fiir innere Randpunkte).
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Da sich auch der dufere Rand, ebenfalls bis auf Rundungsfehler, exakt bestimmen l&sst, fiihrt
dies zu einer hoch genauen Approximation der Menge M 4.

Insgesamt hat die Methode jedoch zwei Nachteile: Aufgrund der Art der Konstruktion ist sie in
der Form auf s = 3 limitiert und zudem ist die Einbindung von Stérungen zwar moglich [86—
88,153], einige entscheidende Nachteile lassen sich aber nur schwer {iberwinden, siche Abschnitt
5.3.3.

4.3.1 Borgen plots

Als Borgen plots wird die Methode der geometrischen Konstruktion des Randes der Menge
zuldssiger Losungen M 4 fiir s = 3 bezeichnet. Die Methode geht auf die fundamentale Arbeit [17]
zuriick (wenngleich bereits in [120, 142] entscheidende Grundlagen gelegt wurden) und wurde
spater unter anderem in [12,85-88,135,138] aufgegriffen, analysiert und erweitert. Entscheidend
ist die Konstruktion innerer Randpunkte, basierend auf den Zusammenhéngen aus Satz 3.26
beziiglich Konvexkombinationen und den Mengen F4 und Z4. Im Normalfall wird der innere
Rand von M 4 nicht vollstdndig analytisch bestimmt, sondern nur diskretisiert. Der dufsere Rand
und die Zusammensetzung der Menge M 4 (einzelne Segmente oder zusammenhéngende Menge
mit Loch) ldsst sich leicht mittels F4 bestimmen.

Bemerkung 4.7. Der innere Rand liefle sich mit der hier vorgestellten Methode, welche aus
Verdffentlichungen bekannt ist, zwar analytisch bestimmen [16, 138/, dies erfolgt in der Regel
aber nicht. Zum einen sind diese Formeln sehr umfangreich und zum anderen sind fir k,n > 3
eine enorme Anzahl an verschiedenen Fdllen zu untersuchen, die schlussendlich auf die zusam-
mengesetzte Randkurve fiihren.

In diesem Abschnitt wird die Methode der geometrischen Konstruktion (des inneren Randes) der
Menge M4 kurz erldutert und untersucht. Fiir detailliertere Untersuchungen sei auf die oben
genannten Publikationen verwiesen. Weiter wird ein Ansatz vorgestellt, die inneren Rénder der
Mengen zuléssiger Losungen M4 und M simultan zu berechnen [148,153].

Definition 4.8. Fin P € My wird als innerer Randpunkt von My bezeichnet, wenn aP ¢ M4
fiir alle a mit 0 < a < 1 gilt.

Definition 4.9. Ein P € My wird als dquflerer Randpunkt von M 4 bezeichnet, wenn aP ¢ M4
fir alle « > 1 gilt (oder gleichbedeutend aP ¢ Fa ).

Bemerkung 4.10. Gemdf§ den Definitionen 4.8 und 4.9 kann ein x € My gleichzeitig sowohl
innerer als auch duferer Randpunkt sein.

Zur Bestimmung des inneren Randes wird ein Polygonzug konstruiert. Dabei sind alle Punkte
des Polygonzugs, die in F4 liegen, innere Randpunkte. Es konnen aber auch Punkte auferhalb
von F4 liegen, welche gewissermafsen zu viel berechnet wurden. Somit enthélt der bestimmte
Polygonzug eine Approximation der Kurve des inneren Randes oder ist direkt eine Approximation
der Kurve des inneren Randes. Der Rand von M4 ergibt sich entweder aus Teilen des Randes
von F4 und Teilen des berechneten Polygonzugs oder der Rand von F4 ist der duffere Rand von
M 4 und der berechnete Polygonzug ist der innere Rand von M 4.

Geometrische Konstruktion des Randes: der Tangentenalgorithmus

Die Punkte des Polygonzugs zur Bestimmung des inneren Randes kénnen etwa mittels des Tan-
gentenalgorithmus [17,138| berechnet werden. Die Idee ist es dabei, die Diskretisierungspunkte
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mittels einer Serie von Tangenten an Z4 zu konstruieren. Ein anderer Ansatz zur Konstruktion
des Randes von M 4 ist es, den Rand von F4 zu durchlaufen und die Punkte dort als Ausgangs-
basis fiir die Konstruktion innerer Randpunkte zu nutzen.

Im Folgenden wird der Tangentenalgorithmus vorgestellt. Sei h; eine Tangente an Z4. Zu dieser
wird wie folgt ein Punkt des Polygonzugs zur Approximation des inneren Randes bestimmt:

Iteration 4.11 (Geometrische Konstruktion).

1. Die Schnittpunkte S1 und So von h; mit Fa werden bestimmit.

Sollte h; mit einer Seite von F4 tbereinstimmen, so werden die beiden an dieser Seite
angrenzenden Eckpunkte von F4 als S1 und So genommen. Sollte h; nur einen Punkt mit
Fa gemeinsame haben, so ist dieser (vorausgesetzt My # () ein innerer (und auch dufe-
rer) isolierter Randpunkt (Punktsegment). In diesem Fall wird fir dieses h; die Rechnung
gestoppt. Siehe hierzu auch Bemerkung 4.12.

2. Ausgehend von Sy wird die Gerade g1 bestimmt, die an s anliegt, jedoch nicht mit h;
tbereinstimmt. Analog wird eine Gerade go durch Sy bestimmt, die an Ly anliegt, jedoch
nicht mit h; tbereinstimmdt.

3. Der Schnittpunkt P; der Geraden gy und go wird bestimmt. Falls das Dreieck mit den
Eckpunkten S1, So und P; nicht die Menge I enthdlt, so wird P; verworfen. Sofern das
Dreieck die Menge T, einschliefst, wird P; nicht verworfen. Falls weiter P; € F4 gilt, so ist
F; ein innerer Randpunkt von M 4, siehe Lemma 4.13.

Die nicht verworfenen P;, i = 1,...,m, definieren bei monotonem Umlauf der Tangenten h; ein
Polygon P. Mittels dieses wird die Ebene in zwei Mengen unterteilt. Von diesen sei N/ die Menge,
die den Ursprung nicht enthélt (vergleiche Satz 3.10) und P selbst gehore zu N. Dann ist der
Rand von F4 NN eine Diskretisierung des Randes von M4 und es gilt Fq NN &~ My, Die
Feinheit der Diskretisierung des inneren Randes von F4 NN héngt von der Anzahl der genutzten
Tangenten ab. In Abbildung 4.6 ist diese Vorgehensweise illustriert.

Die Tangenten h; sollten mit einer ausreichend feinen Diskretisierung gewéhlt werden. Ein Spe-
zialfall liegt vor, wenn M4 ein Punktsegment (isolierte Losung) enthalt:

Bemerkung 4.12. Fir eine endliche Auswahl von Tangenten werden Punktsegmente im Nor-
malfall nicht detektiert. Punktsegmente von M 4 kionnen trivialerweise nur auf dem Rand von Fu
liegen, vergleiche Satz 3.15. Um Punktsegmente nicht zu tibergehen, sind zwei Dinge zu beachten:

1. Zu allen Kanten von 4 sind die anliegenden Tangenten ebenfalls fiir die Konstruktion
innerer Randpunkte zu nutzen. Weiter ist zu untersuchen, ob Sy und/oder So innere(r)

Randpunkt(e) sind/ist.

2. Zu allen Ecken von Fa sind jeweils die zwei Tangenten an T4 zu nutzen. Auch hier gilt
es, zusatzlich die sich daraus ergebenden Schnittpunkte S1 und S (einer von beiden ist ein
Eckpunkt von Fa) zu untersuchen, ob sie innere Randpunkte sind.

Vergleiche diesbeziiglich auch Beispiel 3.74 fir x = \/2/2 und Abbildung 3.2 (rechts).

Nachweis der Randlage der konstruierten Punkte

In Algorithmus 4.11 wird zu einer Tangente h = h; ein P = P; konstruiert. Von diesem wird
behauptet, es sei ein innerer Randpunkt, sofern P € M4 gilt. Im folgenden Lemma wird dies
nachgewiesen.
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Abbildung 4.6: Die Geometrische Konstruktion des Randes von M4 am Beispiel des Datensatzes 2. Links: Dar-
gestellt ist die geometrische Konstruktion fiir eine Tangente h; (griin), welche an Za (gelb) anliegt. Zu h; werden
die beiden Schnittpunkte S1 und Sz (x) von h; und 0F4 (schwarz) bestimmt. Ausgehend von diesen, werden die
Geraden g1 und g2 (blau) an Z4 ,rangeklappt“. Der Schnitt dieser Geraden ist P; (+). Es liegt P; in Fa und ist
damit ein innerer Randpunkt von M 4. Mitte: Dargestellt sind die Konstruktionen fiir 34 Tangenten. Rechts: Die
Verbindung der jeweils berechneten P; ergibt ein Polygon P, welches zusammen mit F4 zur Konstruktion des
Randes von M4 (hier drei Segmente) genutzt wird.

Lemma 4.13. Sei s = 3 und seien weiter h = h;, g1 und go paarweise verschiedene Geraden
die T4 beriihren. Der Schnittpunkt S1 von h mit g liege ebenso auf dem Rand von Fa wie der
Schnittpunkt So von h und gs.

Liegt der Schnittpunkt P = P; von g1 und gs in Fa, so ist er ein innerer Randpunkt von M 4.

Beweis. Sei angenommen, dass P € F4 kein innerer Randpunkt sei. Dann gébe es ein positives
a < 1 mit aP € M 4. Nach Satz 3.26 miisste es zu aP zwei Punkte in F4 geben, sodass das
daraus konstruierte Dreieck Z4 einschliefst. Nun wird gezeigt, dass es keine zwei solche Punkte
geben kann. Seien dazu g3 und g4 die von aP aus an Z4 ,rangeklappten Geraden. Sofern es
iiberhaupt zwei Punkte gébe, die zu einer zuléssigen Losungen fiihren wiirden, so téaten dies die
Schnittpunkte S3 und Sy dieser Geraden mit F4 (bei sinnvoller Wahl, da es jeweils zwei Schnitt-
punkte gibt). Es liegen jedoch S35 und S4 auf der gleichen Seite von h wie aP und insbesondere
nicht auf h. Da jedoch bereits h an Z4 anliegt, kann das durch aP, S3 und S; erzeugte Dreieck
nicht die gesamte Menge 74 enthalten. Somit kann P nicht zuléssig sein und folglich ist P ein
innerer Randpunkt von M 4. O

4.3.2 Simultane Berechnung beider Mengen zul3ssiger Lésungen

Die Berechnung des inneren Randes von M 4 mittels der geometrischen Konstruktion ertffnet eine
Moglichkeit, ohne grofen Mehraufwand den inneren Rand von M¢ mit zu bestimmen. In [148,
153] wird diese Methode als dual Borgen plots eingefiihrt. Die Idee ist es, bei der geometrischen
Konstruktion zu einer Tangente h; zwei weitere Geraden so zu bestimmen, dass deren duale
Punkte innere Randpunkte von M sind. Somit ergeben die Konstruktionen zu einer Tangente
einen (sofern dieser in F4 liegt) inneren Randpunkt von My sowie zwei (sofern diese in F¢
liegen) innere Randpunkte von M. Entscheidend ist dazu der Satz 4.16 zu dessen Beweis die
Lemmata 4.13, 4.14 und 4.15 genutzt werden.

Lemma 4.14. Seien D € R¥*" eine nichtnegative Matriz, welche keine Nullspalte und keine
Nullzeile enthdlt, und s = rank(D) = rank (D) > 2. Seien DD™ irreduzibel und ULV™ eine ab-
geschnittene Singuldrwertzerlegung von D mit V (:,1) > 0. Weiter liege xo auf dem Rand von Fa

und zwar an der affinen Hyperebene E](?) mit jo € {1,...,n}, sodass also laut Voraussetzungen

x5V (jo,2:8)T = —=Vjo1, (4.15)
gV (§,2:9)T >V, j=1,...,n. (4.16)
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FEs liegt die zu x¢ duale affine Hyperebene E (siehe Definition 3.47) an Ze an und zwar an u(:, jo).

Beweis. Nach Definition 3.47 und Lemma 3.50 ergibt sich die zu x¢ duale affine Hyperebene als
E={zeR: 2Tz =5} mit § = —1 und xg = z0. Einsetzen von z = u(:, jo) in die Ebene
liefert wegen (4.15), dass 27,z = zju(:, jo) = —1. Wegen (4.16) liefert das Einsetzen aller u(:, j),
j=1,...,n, (ob j # jo oder nicht spielt keine Rolle), dass 2T,z = zfu(:,j) > —1. Damit ist
nachgewiesen, dass u(:,jp) in der Ebene E enthalten ist und F an Z¢ anliegt. O

Weiterhin gilt auch die Umkehrung von Lemma 4.14, was in dieser Arbeit aber nicht extra gezeigt
wird. Stattdessen wird im folgenden Lemma die andere Richtung fiir affine Hyperebenen an Z4
und Randpunkte von F¢ gezeigt.

Lemma 4.15. Seien D € R*¥*™ eine nichtnegative Matriz, welche keine Nullspalte und keine
Nullzeile enthdlt, und s = rank(D) = rank, (D) > 2. Seien DD™ irreduzibel und UXV™ eine
abgeschnittene Singuldrwertzerlegung von D mit V(:,1) > 0. Sei E = {z € R*7! : xTz = —1}
eine affine Hyperebene, die an L anliegt. Konkret liege E an w(:,ig) mit ig € {1,...,k} an.*
Wegen (0,...,0)T € T4 gelten also laut Voraussetzungen

rpw(,ig) = —1, (4.17)
rpw(,i) > -1, j=1,...,n. (4.18)

Das zu E duale yo = xg liegt auf dem Rand von Fo und zwar in der affinen Hyperebene EZ(OC)
Somit gelten

U(io,)X(:,2 1 8)yo = —01Ujp1, (4.19)
U(Z, :)E(:, 2: s)yo > —o1Uj, i7=1,... k. (420)

Beweis. Einfaches Einsetzen von w(:,7) und yo = zg in (4.17) und (4.18) sowie Transponieren
fithrt auf (4.19) und (4.20). Somit liegt yo auf dem Rand von F¢ und zwar konkret in der affinen
Hyperebene, die sich aus der Bedingung beziiglich i ergibt. U

Satz 4.16. Sei s = 3 und seien drei Punkte P,Q, R auf dem Rand von Fa gegeben, welche
gemdf Satz 3.23 ein zulissiges Dreieck A bilden.” Weiter sei angenommen, dass zwei der drei
Seiten von A an T, anliegen. Ohne Beschrinkung der Allgemeinheit seien es die, welche durch
den Punkt P verlaufen. Sei A’ das zu A duale Dreieck in der niedrigdimensionalen Darstellung

des Faktors C, das heifst, dass die Seiten von A’ dual zu den Punkten P,Q und R sind.

Beziiglich der niedrigdimensionalen Darstellung von C' erfillt A" die Voraussetzungen von Lemma
4.18 und der zur Geraden durch Q und R duale Punkt ist ein innerer Randpunkt von Mc.

Beweis. In Abschnitt 3.6 sind die Zusammenhénge zwischen Punkten in der niedrigdimensionalen
Darstellung fiir A und affinen Hyperebenen in der niedrigdimensionalen Darstellung fiir C' und
umgekehrt untersucht. Nach Lemma 4.14 gilt, dass die, zu den Punkten auf dem Rand von Fg4,
dualen affinen Hyperebenen (im Fall s = 3 also Geraden) an Z¢ anliegen. Da sich P, @ und R
auf dem Rand von F4 befinden, liegen die dazu dualen Geraden an Zo an. Weiter liegen nach
Voraussetzung zwei der drei Seiten von A an Z4 an und somit befinden sich nach Lemma 4.15
zwei der drei Eckpunkte von A’ auf dem Rand von F¢. Trivialerweise enthilt das Dreieck A’
die Menge Z¢, vergleiche die Idee zu Satz 3.23. Somit sind die Voraussetzungen von Lemma 4.13
erfiillt und der zur Geraden durch Q und R duale Punkt ist ein innerer Randpunkt von M¢. O

4Der Durchschnitt von E und Z4 kann auch weitere Elemente enthalten.
5Der Punkt P ist hier beliebig und hat nichts mit den P; aus Iteration 4.11 zu tun.
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Ankniipfend an die drei Schritte des Tangentenalgorithmus zur geometrischen Konstruktion des
Randes von My (Iteration 4.11) ergeben sich zusétzlich folgende Schritte zur simultanen Be-
stimmung des Randes von M:

Iteration 4.17 (Simultane geometrische Konstruktion, aufbauend auf Iteration 4.11).

4. Zu den Geraden g1 und g2 werden jeweils die (neben Sy beziehungsweise So) anderen
Schnittpunkte mit F 4 bestimmt (Ss und Sy).

Sollten g1 oder go Kanten von Fa sein, so wird der (neben Sy beziehungsweise Sy) andere
Eckpunkt zu der Kante als S3 bezichungsweise Sy genommen.

5. Sofern Sy # Sy beziehungsweise So # S3 werden die Geraden durch die Punkte S und Sy
beziehungsweise So und Ss bestimmt und mit g3 und g4 bezeichnet.

6. Zu g3 und g4 werden die dualen Punkte le) und QZ@) berechnet.

Mit Riicksicht auf die unten folgende Bemerkung 4.18 (Punkt 2) erfolgt im Fall, dass der
Nullpunkt nicht in dem Dreieck mit den FEcken S1, So und Sy liegt, ein Vorzeichenwechsel
fr le). Analog erfolgt ein Vorzeichenwechsel fiir ng), falls der Nullpunkt nicht in dem
von S1, So und S3 aufgespannten Dreieck liegt.

Analog zur Berechnung des Randes von M 4 wird aus allen Punkten le) und QEZ) ein Polygon
Q gebildet. Dazu ist es notig, diese zu ordnen. Eine sinnvolle Ordnung nach Winkeln lésst sich
etwa mittels deren Polarkoordinaten herstellen. Dies ist moglich und sinnvoll, da nach Satz 3.10
je Richtung nur ein innerer Randpunkt existiert. Dass dies fiir Punkte le) oder QZ@, die nicht
in Fo liegen, auch gilt, ist zwar nicht bewiesen, aber fiir die Bestimmung von M auch nicht
relevant.

Die Idee der simultanen Konstruktion eines inneren Randpunktes von M 4 und zweier innerer
Randpunkte von M ist in Abbildung 4.7 dargestellt.

Bemerkung 4.18.

1. Bei der Iteration 4.11 ergibt sich pro Tangente ein P;, welches mdglicherweise ein innerer
Randpunkt von My ist. Im Gegensatz dazu ergeben sich pro Tangente zwei potentielle
innere Randpunkte von Mc, da es zwei Geraden (g3 und g4) gibt, die auf le) und QZ(Q)
fiithren. Somit ist die Auflosung des inneren Randes von Mc etwa doppelt so hoch wie die
von My.

2. In Satz 4.16 ist der Fall, dass das Dreieck A mit den Eckpunkten P, @, und R nicht den
Nullpunkt enthdlt, ausgeschlossen, da A als zuldssig vorausgesetzt ist. Unter Umstinden
wird die Rechnung jedoch andernfalls trotzdem fortgesetzt, beispielsweise um zusammen-
hingende Kurven fir das Polygon aller Punkte Qz(l) und QZ@) auch auferhalb von Fo zu
erhalten (siehe beispielsweise die rechte Grafik in Abbildung 4.7). Fir den Fall, dass das
Dreieck mit den Ecken P, @), und R nicht den Nullpunkt enthdlt, ist ein Vorzeichenwechsel
fiir den zu berechnenden dualen Punkt le) beziehungsweise QZ@) vorzunehmen. Dies ist
dadurch begriindet, da sich ansonsten eine Rekonstruktion als c = UXy mit y; = —1 ergibt.
Sofern DD™ irreduzibel ist, folgt nach Korollar 3.4 aber sicher ¢ # 0 und mitunter sogar
¢ < 0. Der Vorzeichenwechsel behebt diesen Defekt. Nach Satz 3.31 sind solche Dreiecke
zwar fiir die Bestimmung von My beziehungsweise M nicht von Interesse, so (also ohne
Vorzeichenwechsel) bestimmte Punkte machen aber in der Regel eine sinnvolle Ordnung der

Punkte le) und QZ(Q), 1=1,...,m, unmdglich.



4.4 Randeinschliefsung mittels Dreieckskonstruktionen fiir s = 3 71

Konstr. fiir eine Tangente in M 4 Konstr. fiir 10 Tangenten in M 4 simultan berechnete Menge M¢
05 L 05
2
0, 0
S &

-0.5 -0.5

0 0.5 1 1.5
T

Abbildung 4.7: Simultane Konstruktion innerer Randpunkte fiir M 4 und M ¢ am Beispiel des Datensatzes 2. Links:
Betrachtet wird die Konstruktion fiir eine Tangente h; (griin). Dazu ergeben sich die beiden Schnittpunkte S1
und Sz (x) mit Fa (schwarz), die an Z4 ,rangeklappten Tangenten g; und g2 (blau) sowie der innere Randpunkt
fiir M4 (+) wie in Abbildung 4.6. Die Punkte S; und S3 (o) werden zusammen mit S1 und Sz zur Konstruktion

der Geraden gs (rot) und g4 (tiirkis) genutzt. Zu diesen werden die dualen Punkte QEI) und QEQ) (in der rechten
Grafik) berechnet. Sofern sie in F¢ liegen, sind es innere Randpunkte von M¢ (x und x). Mitte: Gezeigt sind die
Konstruktionen fiir zehn Tangenten. Rechts: Dargestellt ist die, zur Berechnung von M 4 simultan durchgefiihrte,
Berechnung des inneren Randes von M¢ (magenta). Zusétzlich sind Fe (schwarz) und Zeo (gelb) sowie die beiden,
beziiglich der linken Grafik berechneten, Punkte (x) und (x) dargestellt.

4.3.3 Erweiterungen fiir gestorte Daten und héhere Dimensionen

Die geometrische Konstruktion der inneren Randpunkte fiir s = 3 hat Vor- und Nachteile. Einer-
seits ist, anders als bei allen numerischen Methoden, die Bestimmung der inneren Randpunkte fiir
Modelldaten bis auf Rundungsfehler exakt. Zudem ist der Rechenaufwand, natiirlich abhéngig
von der Auflésung, im Normalfall nicht héher als bei numerischen Verfahren, sondern im Ge-
genteil oft deutlich geringer. Andererseits ist die geometrische Konstruktion auf s = 3 begrenzt.
Auferdem ist die Methode zwar fiir gestorte Daten erweiterbar, siehe [86-88|, jedoch weist dieser
Algorithmus ansatzbedingt nicht die Flexibilitdt und die Robustheit numerischer Methoden auf.
Ein Ausweg ist in [153] aufgezeigt.

Die Schwierigkeit bei der Anwendung auf storungsbehaftete Daten ist, dass auch betragskleine
negative Eintrége akzeptiert werden miissen. Bei der in Abschnitt 4.1 vorgestellten numerischen
Methode zur Klassifizierung eines z € R*~! kann dies relativ erfolgen. Bei der etwa aus [1,56,58,
173] bekannten ssq-Funktion ist die Beriicksichtigung von Stérungen in Form von Abschneiden
und somit anders umgesetzt. Eine relative Bewertung wie in (4.1) ist bei dem geometrischen
Ansatz nicht moglich und es kénnen nur absolute Fehler beriicksichtigt werden. Dies fiithrt zu
einigen Schwierigkeiten, da die w(:,7), ¢ = 1,...,k, fiir Z4 zu beriicksichtigen und mitunter sehr
storanfillig sind, siehe Abschnitt 3.8 sowie die Abbildungen 5.6, 5.9 und 5.13.

Das Problem fiir die Erweiterung auf s = 4 ist im Vergleich zu s = 3 wie folgt gelagert: Fiir s = 3
ergeben sich zu einer Tangente h; die Geraden g; und g» und damit auch der Punkt F; eindeutig.
Fiir s = 4, also M4, M¢c € R3, gibt es jedoch im Allgemeinen zu einer an Z4 anliegenden Fliche
keine eindeutig bestimmte Fortsetzung mittels dreier weiterer an 74 anliegender Fliachen, sodass
das daraus gebildete Tetraeder die Menge Z 4 einschliefst. In [86] ist eine hybride Herangehensweise
mittels geometrischer Konstruktion und numerischer Optimierung zur Bestimmung von M4
aufgezeigt. Der Ansatz basiert auf der Strahleneigenschaft aus Satz 3.15.

4.4 RandeinschlieBung mittels Dreieckskonstruktionen fiir s = 3

In [56] wird eine Methode zur Einschliefung des Randes von M 4 mittels einer Serie gleichseitiger
Dreiecke fiir s = 3 vorgestellt, siehe auch [55,147]. Die Dreiecke werden sukzessive berechnet und
zwei benachbarte Dreiecke haben stets eine gemeinsame Seite. Von dieser gemeinsamen Seite liegt
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stets ein Punkt in M 4 und einer nicht. Ausgehend von einem Startdreieck wird die Iteration
solange fortgefiihrt, bis dieses wieder erreicht wird und so eine geschlossene Serie von Dreiecken
bestimmt ist. Wegen der Beschréanktheit von M 4 ist diese Vorgehensweise endlich. Die Methode
arbeitet auch fiir storungsbehaftete Daten stabil.

4.4.1 Arbeitsweise der Methode

Ausgangspunkt ist eine nichtnegative Faktorisierung von D. Durch diese werden drei Elemente
aus M4 generiert. Von diesen ausgehend, werden die zugehdrigen Segmente berechnet. Besteht
M4 aus drei separierten Segmenten, so fiihrt dies auf eine Approximation von M 4. Besteht
M 4 aus einem Segment mit Loch, so werden der dufsere und der innere Rand separat bestimmt.
Dafiir wird nur eine der drei initialen Elemente von M4 bendtigt. In beiden Féllen ist die
Vorgehensweise gleich, weshalb die Randbestimmung nur fiir den Fall einer Menge M 4 mit drei
separierten Segmenten vorgestellt wird.

Fiir die Approximation eines Segments wird zunéchst ein Startdreieck bestimmt, welches den
Rand von M4 iiberdeckt. Von einer initialen zulédssigen Losungen ausgehend, wird dazu ein
gleichseitiges Dreieck bestimmt, welches eine Ecke in M 4 und eine Ecke auferhalb von M 4 hat.
Die dritte Ecke ist beliebig. Dieses Dreieck ist das Startdreieck fiir die eigentliche Iteration.

Zur Bestimmung des Startdreiecks wird zunéchst eine der initialen Losungen um zwei andere
Punkte so ergénzt, dass durch die drei Punkte ein gleichseitiges Dreieck zu vorgegebener Seiten-
lange gebildet wird. Erfiillt dieses Dreieck A nicht die Bedingungen an ein Startdreieck (folglich
gehoren alle Ecken von A zu My), so wird eine der drei Seiten von A genutzt und durch Hin-
zufiigen eines neuen Punktes ein zweites gleichseitiges Dreieck A’ mit A # A’ gebildet. Erfiillt
dieses ebenfalls nicht die Bedingungen an ein Startdreieck (das heift, der neu bestimmte Punkte
gehort auch zu My), so wird die Bildung neuer gleichseitiger Dreiecke solange fortgesetzt, bis
eine Ecke nicht in M 4 liegt. Die Iteration wird stets in dieselbe Stofirichtung fortgefiihrt.

Die eigentliche Dreieckseinschliefsung beginnt mit dem zuletzt berechneten Dreieck. Deren Ecken
seien z,y, z mit (ohne Beschrankung der Allgemeinheit) x ¢ M4 und y € M 4. Ausgehend von
der Seite zwischen x und y wird der neue Punkt 2’ so konstruiert, dass 2z’ # 2z und z, y sowie 2’
ein gleichseitiges Dreieck bilden. Gilt 2’ € M 4, so wird die Rechnung anschlieffend mit z und 2’
fortgefiihrt, andernfalls mit y und z’. Die Iteration ist beendet, sofern das Anfangsdreieck wieder
erreicht wird. Das Polygon aus den jeweiligen zuléssigen Dreiecksecken ergibt die Approximation
flir den Rand des Segments von M 4.

Fiir eine Menge M 4 mit drei isolierten Segmenten fithrt die Anwendung der Methode fiir alle
drei Anfangspunkte (von der initialen nichtnegativen Faktorisierung) auf M 4. Fiir eine zusam-
menhéngende Menge zuldssiger Losungen muss die Randapproximation einmal fiir den inneren
und einmal fiir den dufleren Rand durchgefiihrt werden. Eine Menge M 4 mit mehr als drei
Segmenten kann mit der Dreieckseinschlieflungsmethode nicht vollstdndig approximiert werden.

Bemerkung 4.19. In [56] ist die Methode der Dreieckseinschlieffung vorgestellt. Die Entschei-
dung, ob ein x zu M 4 gehort oder nicht, wird unter Nutzung der Funktion ssq aus (4.6) getroffen.
Analog kann die Entscheidung jedoch auch mit den Funktionen f(x,S) aus (4.2) und F(x) aus
(4.4) erfolgen. Um fiir den spdteren Vergleich diese Stelle als Quelle fiir unterschiedliche Ergeb-
nisse auszuschliefen, wird fir die numerischen Methoden stets die Kombination aus f(x,S) und
F(x) genutzt.

In Abbildung 4.8 ist die Anwendung der Methode fiir Modelldatensatz 2 mit der (recht grofen)
Seitenldnge a = 0.03 dargestellt.
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Abbildung 4.8: Approximation des Randes der Menge zuldssiger Losungen M4 mittels Dreieckseinschlieffungen
am Beispiel des Datensatzes 2. Als Seitenldnge ist a = 0.03 gewéhlt. Links: Dargestellt sind die Iterationen zur
Berechnung eines Startdreiecks (schwarz gepunktete Linien, ausgehend von einer zuléssigen Losung (%)) sowie der
Fortschritt fiir ein Segment nach 28 Iterationsschritten (griine Dreiecke). Rechts: Nach Abschluss der Berechnung
werden die zuldssigen Punkte zu einem Polygon verbunden. Dies ist die Randapproximation. Der eigentliche Rand
(geometrisch konstruiert) ist schwarz eingezeichnet.

4.4.2 Genauigkeit der Approximation und fehlende Adaptivitat

Die Genauigkeit der Randapproximation wird iiber die Seitenldnge der Dreiecke gesteuert. Unter
der Annahme, dass im Zuge der Randapproximation die Klassifizierungen aller Punkte korrekt
ausgefiithrt wurden, gilt fiir ein berechnetes = (Randapproximation)

min |z — 2’|z < a. (4.21)
'¢EMa

Der Nachteil der Randeinschliefsung mittels Dreiecksketten ist die fehlende Adaptivitdt und der
damit verbundene hohe Rechenaufwand. Fiir Geradenabschnitte und Abschnitte mit geringer
Kriimmung werden, ebenso wie auch fiir Abschnitte mit vergleichsweise hoher Kriimmung, eine
Vielzahl von Dreiecken bestimmt. Konstruktionsbedingt besteht der &ufere Rand aus Geradenab-
schnitten. Die Approximationen dieser durch viele Dreiecke ist, im Vergleich zur Approximation
mit nur wenigen aber gezielt gewahlten Punkten, recht aufwendig.

Auferdem ist der Abstand (4.21) zum Rand relativ hoch. So konnen beispielsweise bei der in
Abschnitt 4.5 vorgestellten Methode die Punkte des bestimmten Polygonzugs mittels Bisektions-
verfahrens deutlich dichter am Rand gew&hlt werden. Die euklidischen Abstédnde der einzelnen
Punkte zum Rand belaufen sich ohne hohen Rechenaufwand auf Werte um 10~2 und weniger.

Bemerkung 4.20. Die Seitenlinge a entspricht prinzipiell dem erwartbaren mazimalen Abstand
der Approrimation des Randes von Ma zum eigentlichen Rand von M. Unter Umstinden
liegt der Fehler aber auch dariber. Dazu sei folgende Situation angenommen: Es sei eine Ecke
mit einem Winkel von etwa § oder weniger von Ma zu approrimieren. Weiter liege das letzte
Dreieck, welches entlang einer Seite zum Winkel hin konstruiert wurde, so, dass es zu einem
groflen Teil M 4 tiberdeckt, ein Punkt in My liegt und die beiden anderen auflerhalb aber dicht
am Rand von My liegen. Bei der Konstruktion des ndchsten Dreiecks kommt es nun zu einem
Richtungswechsel und die eigentliche Ecke ist nur unzureichend approximiert. In Abbildung 4.9
ist eine solche, nicht ungewdhnliche, Situation dargestellt. Trotz einer Seitenlinge von a = 0.03
ergibt sich ein maximaler Fehler von 0.04396. (Hier liefle sich der Fehler auf bis zu 2h — € mit
h= ?a und € > 0 steigern.) Es sei auch auf die Auswertungen in Tabelle 5.2 hingewiesen. Dort
tritt ein ahnlicher Effekt auf.
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Abbildung 4.9: Ungiinstige Situation bei der Anwendung der Methode der Dreieckseinschliefung, siche Bemer-
kung 4.20. Dargestellt sind die Menge M4 (leichte rote Einfarbung) und deren, mittels Dreieckseinschliefung
bestimmte, Approximation (tiefe rote Einfirbung). Bei den Dreiecken (schwarz) sind die nicht zuldssigen Ecken
(%) und die zuléssigen Ecken (o) extra markiert. Es entsteht ein maximaler Fehler (tiirkis gestrichelte Linie), der
mit etwa 4.396 - 1072 deutlich grofer als die Seitenlinge a = 3 - 1072 ist.

4.4.3 Erweiterung fiir s =4

Die Erweiterung der Methode auf s > 4 ist nicht direkt moglich. Jedoch ist in [58] die Idee
vorgestellt, die einzelnen Segmente von M, fiir s = 4 scheibenweise zu approximieren und
die Dreieckseinschlieffungsmethode zur Approximation der einzelnen Scheiben zu nutzen, siehe
auch [147]. Dieser Ansatz birgt jedoch zwei Schwierigkeiten: Die Approximation ist von der Dis-
kretisierung in der Richtung senkrecht zu den Scheiben abhéngig, welche in der Regel, verglichen
mit der Seitenldnge der Dreiecke, recht grob ist. Zudem ist die Anwendbarkeit dieser Metho-
de stark von der Topologie der Menge M 4 abhingig. Sofern M 4 in einzelne, klar getrennte
Segmente zerféllt, gibt es keine Probleme. Falls M4 aber nur aus einem Segment besteht und
Lécher in der Oberflache besitzt, kann der Ansatz so nicht verwendet werden. Denn einerseits ist
nicht klar, wie die Struktur in der aktuellen Ebene ist. Und andererseits ist fiir den Fall, dass der
Schnitt der Ebene mit M 4 eine zusammenhédngende Menge mit Loch ist, nicht klar, wo dieses
Loch in der Ebene lokalisiert ist. Dies erschwert eine stabile Implementierung der Methode.

Der Ansatz des inversen Polygon inflation Algorithmus (siehe Abschnitt 4.5), den inneren Rand
vom Ursprung ausgehend zu approximieren, ist nicht anwendbar. Dafiir sei beispielsweise eine
scheibenweise Approximation mit Scheiben parallel zur x —y - Ebene angenommen. Nun kann ein
(0,0, 2) fir z # 0 aber zu M 4 gehoren und es miisste zunéchst ein x in der zu untersuchenden
Ebene bestimmt werden, das nicht zu M 4 gehort.

Bemerkung 4.21.

1. In [58] ist nur eine scheibenweise Berechnung mit Scheiben parallel zur x — y - Ebene be-
schrieben und angewendet. Generell sollten alle Ebenen zwar parallel zueinander sein, ihre
grundsdtzliche Richtung ist jedoch frei wahlbar. In [147] sind beispielsweise auch Ebenen
parallel zur x — z - beziehungsweise zur y — z - Ebene gewdhlt.

2. Unter Einschrinkungen ist die Idee der scheibenweisen Approximation von M auch fir
hohere Dimensionen (also s > 4) erweiterbar, wobei in mehreren Richtungen feste Werte
genutzt werden miissten. Es bliebe die Frage zu kldren, inwiefern die Topologie von M4
solche Approximationen erlaubt.
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Abbildung 4.10: Approximation des Randes eines FErlenmeyerkolbens durch Polygonziige mit N €
{3, 10, 20, 50, 150} Ecken. Zu dem gewihlten Startdreieck (linke Grafik) sind mit den Steuerparametern &, =
eq = 1073 insgesamt N = 127 Ecken nétig, fiir e, = €4 = 107% sind es N = 299 und fiir £, = £4 = 10~° schon
N = 901. Die Steuerparameter &, und &4 sind in Abschnitt 4.5.1 erldutert, siehe (4.26) und (4.29).

4.5 Polygon inflation Algorithmen fiir s =3

Die Polygon inflation Algorithmen (direkter und inverser Typ) sind adaptive Methoden zur Ap-
proximation des Randes der Mengen zuldssiger Losungen fiir s = 3. Die direkte Methode wird
in [152] und deren inverse Variante in [154] vorgestellt, siehe auch [146, 155] oder [53,55]. Bei
beiden Varianten ist es die Idee, den Rand von M 4 beziehungsweise M durch Polygonziige zu
approximieren. Die direkte Variante ist nur zur Berechnung einer Menge zuldssiger Losungen,
welche in drei klar getrennte Segmente zerfillt, geeignet. Andernfalls liefert nur der inverse Typ
die korrekte Losung. Dafiir ist der Rechenaufwand fiir die direkte Variante geringer als der fiir die
allgemein anwendbare inverse Methode. Bei der direkten Variante werden die Rénder der Segmen-
te von innen heraus approximiert. Bei der inversen Variante wird M 4 als Schnitt der Obermenge
F4 aus (2.8) und einer zweiten Obermenge M*, die in (4.23) definiert wird, bestimmt. Da die
einzelnen Erweiterungen des Polygons meistens mit Flachenvergrofserungen einhergehen, tragt
die Methode den Namen Polygon inflation. Mitunter verkleinert sich die aktuelle Fliachen mit
einer Iteration aber auch. Ebenso wie mit der Dreieckseinschlieffungsmethode [56,58], lassen sich
mit den Polygon inflation Algorithmen die Mengen zuléssiger Losungen stabil fiir fehlerbehafte-
te Daten bestimmen. Die Funktionsweise des Polygon inflation Verfahrens ist in Abbildung 4.10
beispielhaft fiir die Approximation des Randes eines Erlenmeyerkolbens dargestellt.

Die Erweiterung des Ansatzes auf s = 4 ist moglich. Dies wurde umfangreich in [131] untersucht.
Der Rand von M 4 wird mittels einer Oberflachentriangulierung approximiert. Die Verfeinerung
der Dreiecksstrukturen fiihrt oft zu Schwierigkeiten, sodass sich letztendlich nur der inverse
Polyhedron inflation Algorithmus unter Ausnutzung der Strahleneigenschaft aus Satz 3.15 als
geeignet erwiesen hat, siehe Abschnitt 4.6 fiir weitere Erlauterungen.

Notation fir s = 3

Die Polygon inflation Algorithmen wurden fiir die Approximation der Menge zuldssiger Losungen
My fiir s = 3 entwickelt. Somit hat die Transformation 7" aus (2.5) die Form

1 I X9
1 So S

und analog zu (2.6) ist die (idealisierte) Menge aller zuldssigen Losungen

My ={zeR*: 3§ € R¥?* mit rank(T) =3, UST ' >0, TV™ > 0} .
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Neben der Obermenge F4 aus (2.8) ist fiir den inversen Typ die Menge
{z e R?: 35 € R¥*? mit rank(T) = 3, UST ' >0, (TV™)(2:3,:) > 0} (4.22)

wichtig. In Bezug auf F4 berticksichtigt die Menge aus (4.22) genau die verbleibenden Restrik-
tionen. Zusammen mit F4 wird diese genutzt, um M4 als deren Schnitt zu bestimmen. Um
den Rechenaufwand moglichst gering zu halten, wird die Menge aus (4.22) an Stellen, die fiir
die Berechnung von M 4 unwichtig sind, nicht direkt bestimmt. Stattdessen wird die Menge aus
(4.22) schlicht durch die Obermenge

N 1 . 2
M ={a e B2 J|min (0, (1,a™)V7/ (1, 2™)V " o, + 2a)[5 = o | )
U {m € R?: 38 € R¥*? mit rank(7) =3, UST ' >0, (TV™)(2:3,:) > 0}

mit einem eqyy > 0, etwa oy € [0.01, 0.05], ersetzt. Es gilt My = Faq N M¥. Die Menge M
ist unbeschréankt und ihr Rand enthélt Teile des inneren Randes von M 4 oder entspricht dem
gesamten inneren Rand von M 4.

Lemma 4.22. Unter den Voraussetzungen aus Satz 3.10 gilt o = (0,...,0)T ¢ M.

Beweis. Nach Satz 3.10 gelten o € F4 und o ¢ M 4. Da trivialerweise My = Fyq N M gilt,
folgt die Behauptung. O

Bemerkung 4.23. Die Menge M% mag auf den ersten Blick merkwiirdig erscheinen, dies ist
sie aber nicht. Zu der Menge aus (4.22) werden so lediglich Bereiche mit hinzu genommen, die
fiir My nicht relevant sind, aber den Rechenaufwand mitunter deutlich reduzieren.

In der Implementierung ist es so organisiert, dass der (innere) Rand von MY von innen heraus
mittels des Polygon inflation Verfahrens mit dem Ursprung als Startpunkt approximiert wird.
Die Idee zu M% wird spéter in Abbildung 4.12 verdeutlicht.

Klassifizierung eines 2 € R*~! fiir den inversen Polygon inflation Algorithmus

Beim inversen Polygon inflation Algorithmus werden Approximationen fiir die Mengen F4 und
M getrennt berechnet und die Menge zuldssiger Losungen M4 ergibt sich als deren Schnitt.
Somit werden auch zwei verschiedene Routinen zur Klassifizierung eines x eingesetzt. Da im
Folgenden auch der inverse Polygon inflation Algorithmus mit vorgestellt und erldutert wird,
werden die beiden Klassifizierungen an dieser Stelle eingefiihrt.

Die eine Klassifizierung ist der Schnelltest aus (4.5). Die andere Klassifizierung ist so aufgebaut,
dass mit ihr der Rand der Menge M aus (4.23) bestimmt werden kann. Dabei wird die all-
gemeine Vorgehensweise des Polygon inflation Verfahrens zur Bestimmung von RS~!\ M’ von
innen heraus genutzt.

Klassifizierung 4.24 (Inverser Typ; dukerer Rand). Fiir ein € R*~! wird der Schnelltest, ob
(4.5) erfillt ist, durchgefihrt. Ist (4.5) erfillt, so wird x als x € Fu klassifiziert, andernfalls als
x ¢ Fa.

Klassifizierung 4.25 (Inverser Typ; innerer Rand). Fiir ein x € R*~! wird zundchst diberpriift,
ob

1 n . (LCET)VT 2
: Py ) 2 - 4.24
2;<mln( ’H(l’xT)VTHoo—i_g )> —€f+5 ¢ ( )
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mit eouy > 0, beispielsweise eoyy = 0.01, gilt. Ist (4.24) nicht erfillt, so wird weiter getestet, ob

Flz) = flz,S) <
(x) SGR(Srnll)g(s 1) f(x’ )_Ef

gilt mit
s k C 2
]
(szmnuc>m+@>+

= N ; (4.25)
mln o —TTT|% ).
< AT ) I T

Ist entweder (4.24) erfillt oder gilt F(z) < ef, so wird x als v € M’ klassifiziert.

Bemerkung 4.26. Die Fehlerschranke €y wird damit fiir beide Tests angewendet und es ist nur
f(x,S) < 2e¢ garantiert. Diese Vorgehensweise ist akzeptabel, da ¢ sehr klein ist.

4.5.1 Folge von Polygonziigen zur Randapproximation

Die beiden Varianten des Polygon inflation Algorithmus basieren auf derselben Idee. Sie erlauben
die Approximation der Segmente nicht verschwindender Fldche der Menge zulédssiger Losungen
M 4. Dabei sind die Anwendungsbereiche leicht unterschiedlich. Die direkte Variante eignet sich
nur zur Approximation der Menge M 4, wenn diese aus drei Segmenten besteht. Dafiir ist aber
der Ubergang zur Approximation von Strecken- und Punktsegmenten offen. Die inverse Variante
ermoglicht die Approximation von M 4 unabhéngig von der Anzahl deren Segmente. Jedoch ist
der Ubergang zu Strecken- und Punktsegmenten zwar moglich, aber diese sind deutlich aufwen-
diger zu detektieren.

Aufer fiir den Fall, dass die Menge M 4 aus einem Segment mit einen Loch um den Nullpunkt
besteht, sind die einzelnen Segmente nach Korollar 3.19 frei von Lochern und es reicht jeweils
deren Rénder zu bestimmen. Bei den Polygon inflation Methoden werden diese durch eine Fol-
ge von Polygonziigen angenéhert, wobei in jedem Schritt die jeweils aktuelle Approximation
durch die Hinzunahme eines Punktes verfeinert wird. Die Punkte der Polygonziige werden so
bestimmt, dass sie zu M 4 gehoren und nicht weiter als eine vorgegebene Genauigkeit vom Rand
entfernt sind. Nach einer Initialisierungsphase wird anschlieffend in jedem Schritt eine Kante
zur Verfeinerung ausgewdhlt und auf der Mittelsenkrechten dieser Kante ein neuer Punkt als
Randapproximation bestimmt. Dies wird solange fortgefiihrt, bis eine hinreichend genaue Ap-
proximation erzielt wurde. Zur Initialisierung der Methode wird zunéachst ein Dreieck um einen
Ausgangspunkt bestimmt. Als Ausgangspunkt zur Bestimmung des Startdreiecks wird beim di-
rekten Typ jeweils ein Punkt aus dem Segment gewéhlt. Beim inversen Typ fungiert, sowohl fiir
die Approximation von F4 als auch zur Approximation von M7, der Null- als Ausgangspunkt,
wobei zur Approximation des Randes von M* die Menge R*~!\ M* angenéhert wird.

In diesem Abschnitt wird die Verfahrensweise der Polygon inflation Algorithmen erlautert. Dies
erfolgt nur anhand des direkten Typs und der Approximation des Randes eines Segments. Die
Funktionsweise der Approximation mittels Polygonziigen ist fiir den inversen Typ gleich. Bei der
direkten Methode werden die Rénder der drei Segmente mittels dreier Polygonziige bestimmt,
beim inversen Typ werden die Rédnder von F4 und M? bestimmt und anschliefend wird M4 =
Fa N M gebildet.
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Polygonzug und Lage der Approximationen zum Rand

Die Folge der Polygonziige wird mit {P(q)}qzo,m,___ bezeichnet. Dabei setzt sich P@ aus den
Punkten P%q), ey l(Q) zusammen und P©) bezeichnet das Startdreieck. Es gilt | = ¢ + 3, fiir
den Fall, dass bis zum ¢-ten Polygonzug kein Punkt eliminiert wurde. Die einzelnen Pi(q) die-

nen als Approximationen des Randes und werden so berechnet, dass mit einem zu wihlenden
Steuerparameter €, > 0

Pi(q) € My, min
xEqMa

z— P H2 <& (4.26)

flir alle 4, ¢ gelten.

Bestimmung des Initialisierungsdreiecks

Das Dreieck P initiiert die Polygonzugfolge. Ausgangspunkt zur Berechnung dieses ist eine
nichtnegative Matrixfaktorisierung D = C'A. Im Fall s = 3 ergeben sich aus dieser drei zuléssige
Losungen 21, 22, 2B als

a0 A, )V (52:3)\ " .
x”‘( AGAVET) ) TR

wovon, sofern M 4 aus drei Segmenten besteht, jede in einem eigenen Segment liegt. Es sei z!!]

mit dem Ziel ausgewahlt, den Rand des dazugehorigen Segments zu berechnen. Fiir die weitere
Beschreibung des Verfahrens zur Approximation des zu z[! gehorigen Segments sei (¥ = 2.
Weiter seien mit v € R2, i =1,...,m, eine Reihe von m (in FACPACK m = 50) verschiedenen
Suchrichtungen definiert, mit deren Hilfe das initiale Polygon (Dreieck) bestimmt wird. Sinnvoll
ist es beispielsweise, als erste vier Richtungen

S <—01> 0@ = B = <_01> @ = O

zu nutzen und die weiteren Richtungen dquiangular und in sinnvoller Reihenfolge zu wéahlen. In
dieser Art ist es auch bei der Polygon inflation Implementierung in FACPACK umgesetzt. Oft
werden nur die ersten drei Richtungen bendtigt.

(0)

Die Bestimmung des ersten Punktes P, erfolgt in der Suchrichtung v | sodass
P£O) =20 4 4
mit v > 0 eine Approximation an einen Randpunkt im Sinne von (4.26) ist. Anschliefend wird
7950) =20 4 4@
ebenfalls als eine Approximation eines Randpunktes, mit v > 0 bestimmt. Dabei sei Pfo) # 732(0)
angenommen. Der Fall Pfo) = 7350) ist in Bemerkung 4.27 (Punkt 2) behandelt. Zur Konstruktion

des Startdreiecks wird P?EO) mittels der Suchrichtung v(® und ausgehend vom Mittelpunkt der
Strecke zwischen Pfo) und 732(0) berechnet. Es ergibt sich

1
7D?Eo) =3 <Pf0) i 7350)) +y0®

mit v > 0. Sollten Pfo), 50) und P?EO) auf einer Geraden liegen, so werden zur Berechnung
(0)

von Py’ die weiteren Suchrichtungen ausprobiert. Sofern eine dieser auf eine Schrittweite v >
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Initialisierung Verfeinerung durch Hinzufiigen von 772(1)
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Abbildung 4.11: Der Polygon inflation Algorithmus im Detail am Beispiel eines Segments von M 4 zu Datensatz
3. Links: Mittels des initialen 79(50) wird das Startdreieck bestimmt. Rechts: Zur Verfeinerung der Approximation

von OM 4 wird 732(1) hinzugefiigt und so die Kante zwischen "Pl(o) und 732(0) des aktuellen Polygons (Dreieck) durch
zwel neue (zwischen P{O) = Pfl) und 792(1) sowie zwischen 792(1) und 732(0) = Pél)) ersetzt. Die Approximation des
Segments von M4 ist transparent dargestellt und der Rand M 4 ist gepunktet.

0 fihrt, liegt ein nicht entartetes Dreieck vor, andernfalls deutet dies daraufhin, dass es sich
bei dem zu berechnenden Segment um eine Strecke oder einen isolierten Punkt handelt. In
diesen Fillen wird die Berechnung mit dem Polygon inflation Algorithmus zun&chst abgebrochen
und es werden die spéter in Abschnitt 4.5.5 vorgestellten Methoden zur Bestimmung derartiger
Segmente angewendet.

Bemerkung 4.27.

1. In der FACPACK-Implementierung werden aus organisatorischen Grinden beziiglich der
Implementierung, fir den Fall, dass die Punkte von PO im Uhrzeigersinn angeordnet sind,
7350) und 73:&0) getauscht. Die Ecken des Startdreiecks sind also gegen den Uhrzeigersinn
angeordnet.

(0) (0)

2. Sollte bei der Bestimmung von Py~ und Py~ jeweils der Fall v = 0 eintreten, so werden

zur Berechnung von 732(0) nacheinander die weiteren Suchrichtungen vV, i =3,...,m —1,
ausprobiert, bis eine zu einem v > 0 fihrt. Sollte keine davon, trotz geniigend grofSem
m, auf ein 7750) mit v > 0 fiihren, so deutet dies daraufhin, dass es sich bei dem zu be-
rechnenden Segment um eine Strecke oder einen isolierten Punkt handelt. In diesem Fall
wird die Berechnung eines Polygons abgebrochen und zu den in Abschnitt 4.5.5 erlduterten

Algorithmen ibergegangen.

3. Fir den Fall, dass ohne Beschrinkung der Allgemeinheit vU), mit 2 < j < m, eine Such-
richtung mit v > 0 ist, v aber nicht, so wird zur Bestimmung von P?EO) natirlich zundchst
die Suchrichtung j + 1 ausprobiert. Falls diese nicht zu einem Dreieck fiihrt, werden alter-
nativ v®, ¢ = 7+ 2,...,m, ausprobiert.

In der linken Grafik von Abbildung 4.11 ist ein Startdreieck zur Approximation eines Segments
von My fiir Datensatz 3 dargestellt.

Iteration: Bestimmung eines neuen Punktes

Nachdem das Startpolygon (Dreieck) bestimmt wurde, ist es in der Iteration das Ziel, dieses
sukzessive um jeweils einen Randpunkt (also eine zusétzliche Ecke) zu erweitern, um die Appro-
ximation des Randes von M 4 zu verfeinern. Dazu wird in jedem Iterationsschritt eine Kante
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ausgewahlt und durch die Hinzunahme eines neuen Randpunktes durch zwei neue Kanten er-
setzt. Welche Kante zur Verfeinerung der Approximation von M 4 ausgewéhlt wird, ist spéter in
Abschnitt 4.5.1 ndher thematisiert. Zunéchst wird das Hinzufiigen eines neuen Punktes erldutert.

Sei P@ das I-Eck mit den Randpunkten (Pfq), . ,Pl(q)), welches zum (I + 1)-Eck P+ mit
(P(q+1) (¢+1) (9) (9)

1 oo Py ) erweitert werden soll. Sei die Kante zwischen ;" und PHq_l zur Verfeinerung

ausgewahlt. Das neue PZ(_(IFTI) wird als Schnittpunkt der Mittelsenkrechten zur Strecke zwischen

Pi(q) sowie Pi(—(i]—)l und dem Rand von M4 gewahlt. Somit wird das neue Vieleck durch die Ecken

1 1 1 1
(Pqur ), Péqu ),”.’ l(-?-Jlr )) _ <1P§Q)’ é(I),.” ,PZKQ), z(j-Jlr )’ z(j—)l’ ?Pl(q))

mit dem neuen 73@-(3:1) beschrieben. Die Mittelsenkrechte zur Strecke zwischen 73@-((1) und 73@-(1)1 ist

g={r€R?: Iy c Rmit x = M + v} (4.27)
mit
1@ p@ @) _ p@

Bemerkung 4.28.

1. Im Normalfall gibt es keinen eindeutigen Schnittpunkt von g und OM . Es ist PZ(iJ{l) S0

zu wihlen, dass das Polygon, in Bezug auf die Approzimation des Randes von M4, nicht
unsinnig wird. (Fir eine Menge M 4 mit drei Segmenten gibt es fir | > 3 jeweils nur einen
sinnvollen Punkt.)

2. Zur Bestimmung von Pi(f{l) wird zundchst getestet, ob M € My qilt. Ist dies der Full, so
wird Pi(f{l) auf g in der Richtung nach auflen gesucht, andernfalls in der Richtung nach
mnnen.

3. An dieser Stelle ist es bei der Implementierung von Vorteil, die Orientierung des Polyg-
ons zu kennen und fest zu lassen. So ist bekannt, auf welcher Seite der zu unterteilenden
Kante auflen ist. Aus diesem Grund wird unter Umstinden bei der Initialisierung die in
Bemerkung 4.27 (Punkt 1) erwihnte Umordnung vorgenommen.

4. Die Schrittweite bei der Suche nach auflen sollte nicht zu grof$ sein. Andernfalls besteht
unter Umstinden die Gefahr, in ein anderes Segment zu geraten und die Struktur der
Randapproximation von M g zu zerstéren.

In der rechten Grafik von Abbildung 4.11 ist der Iterationsschritt von einem Dreieck zu einem
Viereck dargestellt.

Umsetzung und Genauigkeit der Randapproximation

Bei der Bestimmung des neuen Pi(f{l) als Schnittpunkt von ¢ aus (4.27) mit OM 4 handelt es sich
nur um eine Approximation. Diese wird mittels des Bisektionsverfahrens bis auf eine vorgegebene
Genauigkeit e, so bestimmt, dass (4.26) erfiillt ist. Das Bisektionsverfahren hat zwar lediglich
Konvergenzordnung eins, ist fiir das zugrunde liegende Problem aber ein guter Kompromiss
zwischen Aufwand und Stabilitdt. Die numerische Schwierigkeit des Problems besteht in dem
schwer zugénglichen Verhalten der Funktion F' in der Umgebung des Randes. Aus der Erfahrung
heraus sind dazu, abhéngig von der Genauigkeit &, und der Kantenlinge der zu ersetzenden
Kante, durchschnittlich zwischen drei und acht Schritte (fiir etwa e, € [107°, 1072]) notwendig.
Der neue Punkt wird letztendlich so gewiihlt, dass er in M 4 liegt und der Abstand zu R?\ M4

maximal e, betriigt, siehe (4.26). Sinnvoll ist etwa g, € [107°, 1073].
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Auswahl der zu ersetzenden Kante

Ein wichtiger Teil des Polygon inflation Algorithmus ist die Wahl der zu ersetzenden Kante.
Die ausgewéhlte Kante wird durch zwei neue ersetzt, die zu einem Polygon fiihren sollen, das
eine Ecke mehr hat und den Rand vom aktuellen Segment von M 4 feiner oder zumindest nicht
schlechter approximiert. Als Referenzwert wird fiir jede Kante bei ihrer Einfiihrung der Abstand
des neu hinzugefiigten Punktes zur ersetzten Kante gespeichert. Vom aktuellen Polygon wird die
Kante verfeinert, fiir die der Referenzwert am groften ist.

(@)

Die Referenzwerte werden in dem Vektor A gespeichert. Wird zwischen Pi(q) und P;7; der neue

Punkt PZ(_(IFJ{I) eingefiigt, so wird als Referenzwert

(4.28)

2

berechnet.® Sei I die Anzahl der Ecken vor der Verfeinerung. Sind
(Ar, .. A1, A Ay, .. ) € R

die Referenzwerte vor der Verfeinerung, so ergibt sich danach der Vektor
(Ap, . A, A A Ay, ) € RAFL

Fiir den Index ¢ der neu zu teilenden Kante gilt

J
Tritt der maximale Wert in A nicht einfach auf (was oft der Fall ist), wird zunéchst der kleinste
Index i gewédhlt. Da nach der Initialisierung fiir das Startdreieck keine Werte A vorhanden sind,
wird zunéchst jede der drei Startkanten einmal verfeinert.

Abbruch der lteration

Die Iteration wird solange fortgefiihrt, bis der maximale Eintrag in A kleiner als eine Abbruch-
schranke €4 > 0 ist, sodass nach erfolgreichem Durchlauf

max A; < gq (4.29)

i=1,....1

gilt. Eine geeignete Wahl fiir die Abbruchschranke ist 4 = &y.

4.5.2 Elimination einzelner Punkte

Die einzelnen Eckpunkte der Polygone sind Approximationen an den Rand von M4 und es ist
das Ziel, dass fiir jede Ecke pi(‘I) die Ungleichung aus (4.26) erfiillt ist. Die Klassifizierung eines
x wird zwar unter grofsem Aufwand betrieben, jedoch kann es durch eine falsche Klassifizierung
dazu kommen, dass fiir ein konkretes Pi(q) € M, die Ungleichung aus (4.26) nicht erfillt ist.
Dies passiert, wenn ein x € M4 aufgrund der numerischen Optimierung félschlicherweise als
x ¢ M4 angenommen wird, siehe Bemerkung 4.3. Zu falschen Klassifizierungen kommt es zwar
nur sehr selten, jedoch kann es in solchen Situationen zu Schwierigkeiten bei der Berechnung des

Polygonzugs kommen und die Approximationsgiite kann gestort werden. Daher gilt es, Ecken,

5In ersten Versionen des Polygon inflation Algorithmus wurde auch mit der Flicheninderungen, die sich durch
das Hinzufiigen eines neuen Punktes ergab, als Referenzwert A’ gearbeitet.
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die nicht geniigend dicht am Rand von M 4 liegen, zu erkennen und auszusortieren. Die Details
zur Umsetzung des Detektierens werden hier nicht weiter thematisiert. Beispielsweise wird ein
Punkt aussortiert, wenn er einen Innenwinkel des Polygons von iiber 1.57 erzeugt oder einen, der
unerwartet klein ist. Die Bewertung unerwartet klein ist dabei auch von der aktuellen Anzahl an
Ecken abhéngig.

4.5.3 Inverser Polygon inflation Algorithmus

Der (direkte) Polygon inflation Algorithmus ist eine Methode zur Approximation der Menge
My fiir s = 3, die jedoch nur fiir bestimmte Topologien von M 4 das korrekte Resultat liefert.
Besteht M 4 aus mehr als drei Segmenten, so werden jeweils nur drei bestimmt, und zwar eben
jene, welche die niedrigdimensionalen Darstellungen der Zeilen von A der initialen nichtnegativen
Faktorisierung enthalten. Dass M 4 aus mehr als drei Segmenten besteht, ist selten. Nicht selten
hingegen ist der Fall, dass M 4 aus nur einem Segment besteht. In diesem Fall fithrt die direkte
Polygon inflation Methode nicht auf das korrekte Ergebnis. Damit auch diese Arten von Mengen
M 4 korrekt approximiert werden kénnen, wurde der inverse Polygon inflation Algorithmus ent-
wickelt. Sofern in M 4 keine Punkt- oder Streckensegmente auftreten, ldsst sich M 4 unabhéngig
von dessen Topologie mit dem inversen Polygon inflation Algorithmus stabil approximieren.

Funktionsweise des inversen Polygon inflation Algorithmus

Die Menge zuldssiger Losungen M4 wird als Schnitt der Obermengen F4 und M7 berechnet.
Der Rand von F4 ist eine Obermenge des dufseren Randes von M 4 oder stimmt komplett
mit diesem {iberein. Die Uberpriifung eines z, ob es zu F4 gehort oder nicht, erfolgt iiber die
Klassifizierung 4.24 und mit den Steuerparametern e, und ;. Die Klassifizierung ist explizit
und fehlerfrei. Der Rand von M7 ist eine Obermenge des inneren Randes von M 4 oder stimmt
komplett mit diesem iiberein. Die Uberpriifung eines z, ob es zu M gehort oder nicht, erfolgt
iber die Klassifizierung 4.25 und mit den Steuerparametern e, €. und £y. Die Klassifizierung
ist, da sie mittels der Minimierung von faus (4.25) durchgefiihrt wird, indirekt und somit nicht
sicher fehlerfrei, vergleiche Bemerkung 4.3.

Die Berechnung von M 4 mittels des inversen Polygon inflation Verfahrens gliedert sich in fol-
gende drei Schritte, welche anschliefend einzeln erldutert werden:

1. Zunéchst wird der Rand von F4 bestimmt.
2. Anschliefend wird der (innere) Rand von M berechnet.
3. Schlussendlich ergibt sich M 4 als Schnitt von F4 und M?.

Die Bestimmung des Randes von F4 erfolgt mit dem Polygon inflation Verfahren und mit dem
Ursprung als Startpunkt. Der Ursprung eignet sich als Startpunkt zur Bestimmung eines initialen
Dreiecks, da er nach Satz 3.10 (unter schwachen Voraussetzungen) zu F4 gehort. Im Vergleich
zur Approximation von M ist die von F4 wenig rechenintensiv.

Im zweiten Schritt wird erneut das Polygon inflation Verfahren angewendet, diesmal um den
(inneren) Rand von M% zu bestimmen. Die grundsétzliche Idee ist es, die im Hinblick auf F4
verbleibenden Bedingungen an eine zulédssige Losung zu beriicksichtigen, vergleiche die Menge
aus (4.22). Da es fiir die Menge aus (4.22) aber nur auf ihren Schnitt mit F4 und somit auf
den inneren Rand von My ankommt, kann der Rand der Menge aus (4.22) an Stellen geniigend
weit auferhalb von F,4 abgeschnitten werden. Dies fiihrt auf die Obermenge M* aus (4.23) und
die Klassifizierung 4.25. Ausgangspunkt fiir die Bestimmung eines Startdreiecks ist erneut der
Ursprung. Da dieser nach Lemma 4.22 (unter schwachen Voraussetzungen) nicht zu M?¥ gehort,
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die Mengen F4 und M Schnitt My = Fa N MY Menge zul. Losungen M4
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Abbildung 4.12: Vorgehensweise beim inversen Polygon inflation Algorithmus am Beispiel des Datensatzes 2. Links:
Zunéchst werden F4 (gelb, Rand: durchgezogene Linie) und M7 (tiirkis, Rand: gestrichelte Linie) berechnet.
(Die Uberlagerung ist etwas dunkler eingefiirbt.) gut zu erkennen ist, inwiefern die spezielle Art der Menge M7
motiviert ist. Anstatt die Menge aus (4.22) zu nutzen, werden zu dieser einfach Teile von R?\ M 4 hinzugenommen,
die fiir die Bestimmung von M4 nicht relevant sind. So wird der Rechenaufwand fiir eine Menge M 4, die aus
drei oder mehr Segmenten besteht, gering gehalten. Mitte: Der Schnitt der berechneten Mengen wird bestimmt.
Rechts: die drei Segmente von M 4.

wird der Rand des Komplements von M, also von R? \ M?¥, bestimmt. Die aufwendigen Teile
dieser Randapproximation sind die einzelnen Klassifizierungen von Punkten, welche jeweils die
Lésungen von nichtlinearen Ausgleichsproblemen beinhalten.

Im abschliefenden Schritt wird der Schnitt der zuvor berechneten Approximationen an F4 und
M’ ermittelt. Dies ergibt M 4. In Abbildung 4.12 ist die Funktionsweise des inversen Polygon
inflation Algorithmus am Beispiel des Datensatzes 2 demonstriert.

Einsatz der Steuerparameter

Ebenso wie beim (direkten) Polygon inflation Algorithmus, werden auch bei der inversen Variante
einige Kontrollparameter eingesetzt, um die Berechnung im Sinne der Anforderungen an die
Approximation optimal zu steuern. Die Parameter haben grofstenteils die gleichen Funktionen
wie beim (direkten) Polygon inflation Algorithmus.

Die Einbindung von Stérungen durch das Zulassen betragskleiner negativer Eintrage erfolgt iiber
die Parameter ¢, und & in den Klassifizierungen 4.24 sowie 4.25 und unter Nutzung von (4.5)
sowie der Funktion f(z,S) aus (4.25). An diesen Stellen ist auch die Schranke fiir akzeptable
Funktionswerte ¢y eingesetzt. Die Genauigkeit fiir die Randapproximation ist &, und die Ab-

bruchschranke fiir die beiden Iterationen ist é.

Lage der Approximationen zum Rand

Die Eckpunkte der einzelnen Polygone sind Approximationen an die Rénder von F4 und M?.
Der Schnitt F4 N M soll auf M4 fithren und es gilt, die Randpunkte dementsprechend jeweils
zugehorig zu F4 und zu M zu wihlen. Die Punkte sollen nicht weiter als g, von R2\ Fa
beziehungsweise von R?\ M* entfernt sein.

Diese Konvention hat den Nachteil, dass mit dem inversen Polygon inflation Algorithmus keine
Strecken- oder Punktsegmente bestimmt werden kénnen. Stattdessen kommt es in diesen Regio-
nen in der Regel zu einem leeren Schnitt der Approximationen an F4 und M?. Bereits leichte,
geeignete Modifikationen an den Steuerparametern fithren jedoch zu Mengen, die zwar sehr lang
gezogen sind, aber eine, wenngleich sehr kleine, nicht verschwindende Flache haben.
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Vorteile bei nicht klar separierten Segmenten

Der (direkte) Polygon inflation Algorithmus ist fiir die Berechnung von Mengen zuléssiger Lo-
sungen entwickelt worden, die aus drei klar separierten Segmenten bestehen. Die Berechnungen
koénnen instabil werden, falls es zwar drei Segmente sind, diese aber dicht beieinander liegen. Das
auftretende Problem ist, dass beim iterativen Hinzufiigen von Punkten die Rdnder von zwei Seg-
menten gemischt werden kénnen. Ist dies fiir ein Segment einmal passiert, so bricht die Struktur
der Approximation dieses Segments schnell zusammen.

In solchen Fillen ist der inverse Polygon inflation Algorithmus die stabilere und bessere Wahl.
Die Berechnungen von F4 und M sind von den eben genannten Stérungen nicht betroffen und
unabhéngig von der Topologie von M 4. Einzig Punkt- und Streckensegmente lassen sich ohne
algorithmische Erweiterungen nicht berechnen.

4.5.4 Automatischer Wechsel des Polygon inflation Typs

In der FACPACK-Implementierung des Polygon inflation Algorithmus wird zur Berechnung der
Menge M 4 fir s = 3 die Auswahl des Typs angeboten, direkt oder invers. Standardméfig ist
in FACPACK der direkte Polygon inflation Algorithmus eingestellt. Oft ist die Struktur von M4
jedoch von vornherein nicht bekannt und es ist sinnvoll, gegebenenfalls den Typ automatisiert
zu wechseln, sofern Indizien darauf hindeuten, dass M4 nur aus einem Segment besteht oder
die Segmente dicht beieinander liegen. In FACPACK wird automatisch auf den inversen Typ
umgeschaltet, wenn sich ein Segment iiber mindestens drei Quadranten der Ebene erstreckt.

Ein anderes Kriterium, Unregelméfigkeiten bei der Berechnung der Segmente von My zu de-
tektieren und automatisiert vom direkten auf den inversen Polygon inflation Algorithmus um-
zuschalten, wird im folgenden Unterabschnitt erldutert. Dieses ist jedoch instabil und wird in
FACPACK nicht eingesetzt.

Ein instabiles Umschaltkriterium

Die Idee ist, nach der Berechnung von M4 mit dem direkten Polygon inflation Algorithmus,
jedes der drei Segmente einzeln auf Unstimmigkeiten zu untersuchen. Sei dazu ein einzelnes
Segment betrachtet. Zunichst wird dessen Schwerpunkt S berechnet. Anschliekend werden zu
allen Paaren benachbarter Punkte Pi(q) und Pj(q) des finalen Polygons die Winkel LPi(q)SP](q)
bestimmt und aufaddiert. Fiir ein konvexes Segment ist die Summe der Winkel mit Riicksicht
auf Rundungsfehler gleich 27r. Fiir nicht konvexe Segmente gilt dies ebenso, sofern sich keine zwei
(benachbarten) der insgesamt m Dreiecke A(PZ-(q), S, 77@-(?1), i=1...,m—1, sowie A(P}ﬁ’), S, Pfq))
echt tiberschneiden. Dabei ist m die Anzahl der Ecken des Polygons. Sollte sich also fiir ein
Segment ein signifikanter Unterschied zu 27 ergeben, so wiirde dies auf eine Struktur von M4
hindeuten, welche mit dem direkten Polygon inflation Algorithmus schwierig zu berechnen ist.
In einem solchen Fall wiirde auf den inversen Polygon inflation Algorithmus umgeschaltet und
die Berechnung erneut gestartet werden.

Dieses Kriterium ist fiir die Entscheidung, ob vom direkten auf den inversen Polygon inflation Al-

gorithmus umgeschaltet werden sollte oder nicht, zu sensibel. Es ist auch fir korrekt bestimmte
Losungen moglich, dass sich zwei von Pi(q), S sowie Pi(q)l und von Pi(j_)l, S sowie Pi(j_)Q aufge-
spannte Dreiecke echt iiberschneiden. Inwiefern dieses Kriterium mitunter zu sensibel ist, zeigt

das folgende Beispiel:

Beispiel 4.29. Betrachtet werden zwei Matrizen: D aus Datensatz 2 sowie D = C(A+0.095) mit
den urspriinglichen Faktoren C und A aus Datensatz 2. Fir beide Matrizen D und D bestehen
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Menge zulédssiger Losungen My Berechnung der Winkel fiir Segment 3
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Abbildung 4.13: Tllustration zum Beispiel 4.29. Links: Die Menge zuléssiger Losungen M 4 fiir D= C(A+0.095)
mit C und A den urspriinglichen Faktoren aus Datensatz 2 besteht aus drei getrennten Segmenten. Rechts: Bei der
Variante, fiir alle Paare benachbarter Punkte eines Segments die Winkel A"Pi(q)S Pi(q) mit S dem Schwerpunkt des
zu untersuchenden Segments aufzuaddieren, wiirde unnétigerweise auf den inversen Polygon inflation Algorithmus
umgeschaltet werden. Fiir das rote Segment ergibt sich eine signifikante Abweichung von 27 in Héhe von 2.5-1072.
Das Problem ist, dass sich einige benachbarte Dreiecke A(P(q), S, Pi(z)l) und A(P@l, S, Pi(?rg) echt iiberschneiden.

Zur Entscheidung, ob die Berechnung von M 4 durch den direkten Polygon inflation Algorithmus erfolgreich war
oder nicht, ist ein solcher Ansatz fiir dieses und dhnliche Beispiele nicht geeignet.

die Mengen My aus drei separierten Segmenten und sind mit dem direkten Polygon inflation
Algorithmus problemlos berechenbar.

Fiir die einzelnen Segmente der Menge My zu D ergeben sich die Abweichungen 8.5 - 1075,
2.2-107'2 und —4.4 - 1072 von 2r fiir die jeweiligen Summen aller Winkel ZQSR fiir Paare Q
und R benachbarter Punkte. Der Wert 8.5-107° ist fraqwiirdig aber im Bereich einer numerischen
Approzimation von Mg mit dem Polygon inflation Algorithmus akzeptabel (nicht signifikant). Bei
der Bildung aller Dreiecke durch Q, S und R (Q und R benachbarte Punkte, S der Schwerpunkt
des Segments) kommt es tatsichlich zu einer Uberschneidung zweier Dreiecke. Die Werte 2.2 -
1072 und —4.4 - 10712 sind zweifelsfrei keine signifikanten Abweichungen.

Die Abweichungen fiir D sind 5.0 - 107°, 1.8 - 1072 und 2.5 - 1072. Die letzten beiden Werte sind
offensichtlich signifikant. In diesem Fall wiirde unnotigerweise auf den inversen Polygon inflation
Algorithmus wmgeschaltet werden. Das Problem ist die Lage des Schwerpunktes, sodass sich einige
benachbarte Dreiecke A(Pi(q), S, Pi(i)l) und A( i(j—)l’ S, Pi(j_)Q) echt tiberschneiden. Dieser Effekt
ist in Abbildung 4.13 fir das rote Segment verdeutlicht.

4.5.5 Berechnung von Streckensegmenten und isolierten Losungen

Unter Umstéanden kénnen die Mengen zuléssiger Losungen auch isolierte Punkte und Streckenseg-
mente enthalten. Solche Fille treten fiir Messdaten faktisch nicht auf, sehr wohl aber fiir speziell
konstruierte Modelldaten. Eine isolierte Lésung zu berechnen, sofern die Menge M 4 nur aus drei
Segmenten besteht, ist kein Problem, da diese durch die initiale nichtnegative Matrixfaktorisie-
rung bekannt ist. Ein Streckensegment lasst sich mit der Polygon inflation Methode nicht direkt
bestimmen und es bedarf eines anderen Ansatzes. Zudem ist es wichtig, dass zu einer initialen
zuléssigen Losung erkannt wird, ob diese zu einem Streckensegment gehort oder isoliert ist. Beide
Fiélle lassen sich damit erledigen, dass die Approximation eine Streckensegments gelingt.

Bei der Anwendung des direkten Polygon inflation Algorithmus fiihrt ein degeneriertes Segment
zu keinem Startdreieck. Selbst fiir den Fall eines Streckensegments wird, da nur eine endliche (bei-
spielsweise m = 50) Menge an Suchrichtungen durchprobiert wird, fast sicher nicht die richtige
getroffen. Insofern kein Startdreieck bestimmt werden konnte, wird ein Test durchgefiihrt, ob es
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M4 mit Punkt-, Strecken- und Fldchensegment

05 0 05 1 15 2
1

Abbildung 4.14: Die Menge zuléssiger Losungen M y4 fiir die Matrix D € R3*3 mit D;; = 1 fiir i > j und D;; = 0
fiir ¢ < j besteht aus je einem Punkt-, Strecken- und Flachensegment. Dazu eingezeichnet sind die Menge F4
(schwarz) und die Menge Z4 (gelb).

sich um ein Streckensegment handelt. Eine Variante dies umzusetzen ist, direkt nach moglichen
Richtungen zu suchen [154].

Zu einem vorgegebenen, kleinen Radius r > 0 sowie der initialen Losung 2(°) wird untersucht,
ob es einen Winkel ¢ gibt, sodass

G () =20 41 (ig;((?)) (4.30)

eine zuldssige Losung enthalt. Es wird also iiberpriift, ob der Kreis mit dem Radius r um z(¥
einen Schnitt mit M4 hat. Sofern r klein genug ist, beispielsweise r = &y, ist dies fiir ein
Streckensegment, das mindestens die Lénge 2r hat, der Fall. Kann ein ¢y detektiert werden,
welches eine geeignete Richtung vorgibt, so werden zu dieser und der entgegengesetzten Richtung
die extremalen Punkte auf der Linie zu z(°) und ¢ bestimmt. Dies fiihrt auf die zuléssige Strecke.
Seien r; in der Richtung zu g — 7 und 7, in der Richtung zu g die extremalen Punkte auf der
detektierten Linie. Es ergibt sich das Streckensegment

{m eR?: 2 =20 1¢ <s1n(g00 B 7T)> mit r € [0, rl]}

cos(pg — )

U {:c eER?: 2 =29 4 <81n(<p0)> mit r € [0, rr]} .
cos(¢o)

(4.31)

Fiihrt die Suche mittels (4.30) trotz gentigend kleinem r > 0 auf kein geeignetes ¢, so ist die
initiale Losung 2(?) offenbar in M4 isoliert.

In Abbildung 4.14 ist M 4 fiir
111
D=0 1 1
0 01
dargestellt. Diese besteht aus je einem Punkt-, Strecken- und Fldchensegment.

Bemerkung 4.30. Die in Abschnitt 4.4 vorgestellte Methode der Dreieckseinschlieffung ist in
der beschriebenen Form nicht zur Approrimation von Streckensegmenten geeignet. Um dies zu
dndern muss die Methode jedoch nur leicht modifiziert werden. Analog zu dem oben beschriebenen
Ansatz gilt es, eine geeignete Richtung zu finden, wie das Dreieck von der gegebemen Lisung
z©) qus, in Bezug auf das zu approzimierende Streckensegment, ausgerichtet sein muss. Bei
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der Dreieckseinschlieffungsmethode sind zwei aufeinander folgende Dreiecke stets entgegengesetzt
ausgerichtet und jedes Dreieck ist mit seinen beiden tberndchsten Nachbarn gleich ausgerichitet.
Ist das erste Dreieck geeignet ausgerichtet, so ldsst sich ein Streckensegment approximieren. Die
Seitenldnge a ist geeignet zu wdahlen. Ungilinstige Fdille wie in Bemerkung 4.20 beschrieben, konnen
nicht auftreten.

4.5.6 Anwendung des inversen Polygon inflation Algorithmus fiir s =2

Die Berechnung von M4 fiir s = 2 ist in zahlreichen Veroffentlichungen untersucht [1, 2,136,
147,154,173]. Einige dieser Methoden arbeiten mit vielen Funktionsauswertungen auf einem Git-
ter (so genannte grid search-Methoden). Aufgrund moderner Computertechnik ist das Problem
vieler Funktionsauswertungen nicht schwerwiegend, da, je nach Art der Implementierung, die
Klassifizierung eines x direkt geschehen kann und keine rechenintensiven Optimierungen bemiiht
werden miissen.

Ein numerisch besserer Ansatz basiert auf der Idee des inversen Polygon inflation Algorithmus.
Fir s = 2 gilt M4 C R und unter den (schwachen) Voraussetzungen aus Satz 3.10 besteht M 4
aus zwei Intervallen (Segmenten). Eines enthélt nur negative Eintrége, das andere nur positive,
denn es gelten (0,...,0)" € F4 und (0,...,0)" ¢ M4, siehe Satz 3.10. Somit lassen sich mit
den Suchrichtungen v; = —1 sowie vo = 1 Anfangseinschliefungen fiir den Start des Bisektions-
verfahrens bestimmen und anschlieffend Approximationen an die Intervallgrenzen berechnen.

Die beiden Intervalle seien mit I1 = [a,b] und I = [c, d] bezeichnet. Zur Berechnung des dufseren
Randes (a und d) wird die Klassifizierung 4.24 genutzt. Da F4 beschriankt ist, sieche Satz 3.8,
sind a und d endlich. Weiter ist mit x = 0 ein Element aus F4 bekannt und es lassen sich jeweils
Einschliefsungen fiir a beziehungsweise d bestimmen, welche mittels des Bisektionsverfahrens bis
zu einer vorgegebenen Genauigkeit prézisiert werden konnen.

Zur Vereinfachung der Berechnung des inneren Randes, also b und ¢, wird das Dualitétsprinzip
angewendet. Aus

= 3)

ergibt sich mit S < 0, nach Satz 3.23 ist dies fiir ein zuldssiges Paar (x,S) notwendig, dass

1 S —x
S—z\-1 1/

Somit hat S, in Bezug auf das durch = bestimmte Profil C(:,2), nur skalierenden Einfluss. Sofern
wie in (4.1) mit relativen Eintrégen gearbeitet wird, entféllt der Einfluss ganz. Zur Berechnung
von b und ¢ wird die Zielfunktion

2

fl 1 3 : —zUj101 + Ugoo )
T)= 2 min | 0, —sign(x +e
Fr =33 min (0, st S Tt 0

genutzt. Es ist b gleich dem groften Wert « < 0, fiir den f(x) < e gilt und c ist der kleinste

Wert & > 0, fiir den f(x) < e gilt. (Siehe (4.1) und (4.4) fiir die Parameter e, und €.) Die
Approximationen fiir die Werte b und ¢ werden, ebenso wie die von a und d, mittels des Bisek-
tionsverfahrens und zu einer vorgegebenen Genauigkeit &, berechnet. Als Startpaare sind, nach
erfolgreicher Berechnung von a,d € My, beispielsweise (a,0) beziehungsweise (0,d) geeignet.

Bemerkung 4.31. Auch die Approzimation einer isolierten zuldssigen Losung (Punktsegment)
gelingt: Da eine isolierte zuldssige Losung x* nur auf dem Rand von Fa liegen kann, ist die
berechnete Approzimation an a beziehungsweise an d gegebenenfalls eine Approzimation an x*.
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4.5.7 Hybride Methode: Polygon inflation und geometrische Konstruktion

In Abschnitt 4.3.2 ist eine Methode zur simultanen geometrischen Konstruktion von M 4 und
M fiir s = 3 erlautert. Diese basiert auf den Mengen Z4, F4 und F¢ und ist nur fiir ungestorte
Daten ausgelegt. Eine Erweiterung fiir storungsbehaftete Daten ist in [153] vorgestellt und wird
im Folgenden kurz erlautert.

In Bemerkung 3.53 ist erwahnt, dass sich zeigen lésst, dass jeweils eine Ecke von F4 zu einer
Randflache von Z¢ dual ist (Erweiterung zu Satz 3.51). Dies ermoglicht die Konstruktion einer hy-
briden Methode. Zunéchst werden Approximationen fiir 74 und F¢ unter Beriicksichtigung von
Stérungen bestimmt. Die Mengen sollten mit hoher Randgenauigkeit, etwa g, < 1079, bestimmt
werden. Stérungen sind in der Form eingebunden, dass (4.5) fiir alle Eckpunkte gilt. Zu den
einzelnen Ecken der Approximation fiir F¢ lassen sich anschlieffend die dualen Geraden bestim-
men. Mittels derer kann eine Approximation fiir Z4 unter der Beriicksichtigung von Stérungen
bestimmt werden. Abschliefsend wird die in Abschnitt 4.3.2 beschriebene simultane geometrische
Konstruktion fiir die berechneten Approximationen an Z4, F4 und F¢ durchgefiihrt [153].

In der Approximation fiir F¢ sind Stérungen fiir den Faktor C' direkt beriicksichtigt. Durch die
Bestimmung einer Approximation fiir Z4 mittels der Approximation fiir F~ werden diese indirekt
weitergegeben. So sind die in (4.1) geforderten Bedingungen fiir C' bei der Approximation von Z4
beriicksichtigt. Wegen der direkten Approximation von F 4 gelten sie fiir A ebenso. Unter Nutzung
dieser Approximationen an F4, Z4 und F¢ ist die in Abschnitt 4.3.2 vorgestellte Methode auch
fiir storungsbehaftete Daten einsetzbar und fiihrt qualitativ auf die gleichen Resultate wie die
Polygon inflation Methode. Siehe [153] fiir mehr Details zur Umsetzung dieser hybriden Methode.

Bemerkung 4.32.

1. Fuir den ungestorten Fall werden somit zundchst Zo und L4 berechnet und daraus anschlie-
Bend mittels des Dualitdtsprinzips Fa und Fo bestimmt. Fir den gestorten Fall ist es genau
umgekehrt. Es werden zundchst Approrimationen fir Fa und Fo unter Beriicksichtigung
von Stérungen berechnet und anschliefend werden daraus mittels des Dualitdtsprinzips Ap-
proximationen an To und L4 bestimmd.

2. Nicht konveze Mengen Fa oder Fo kionnen zu Problemen bei der Anwendung der geome-
trischen Konstruktion von My fihren. Daher ist es ratsam, in solchen Fillen die konvezxe
Hiille der numerisch bestimmten Eckpunkte fiir F 4 beziehungsweise Fo zu bilden und damit
die Rechnung fortzufahren.

4.6 Inverser Polyhedron inflation Algorithmus fiir s =4

Die Idee der Polygon inflation Algorithmen ist auf s = 4 erweiterbar. Die Menge M 4 ist fiir
s = 4 eine Teilmenge von R3 und die Erweiterung fithrt auf die Polyhedron inflation Methode.
Das Prinzip der Methode ist es, die Oberfliche von M 4 mittels einer geeigneten Triangulierung
zu approximieren und die Verfeinerung der Triangulierung adaptiv zu steuern. Beginnend mit
einem Starttetraeder, dessen Ecken hinreichend dicht am Rand von M 4 liegen, werden die Kan-
ten der einzelnen Dreiecke adaptiv unterteilt und die Triangulierung wird schrittweise verfeinert.
Die algorithmische Umsetzung ist an einigen Stellen problematisch. Aufgrund dessen und da
der Fokus dieser Schrift nicht auf dem Polyhedron inflation Algorithmus liegt, wird dieser hier
nur kurz erldutert und es wird auf einige Schwierigkeiten hingewiesen. Die Approximation des
Randes von M 4 gelingt nur mit der inversen Variante, wobei F4 und M7 separat bestimmt wer-
den, stabil. Fiir genaue Erlauterungen und Untersuchungen iiber die Verfeinerungsschritte, den
Umgang mit reguldren und irreguldren Unterteilungen sowie die Wahl geeigneter Suchrichtungen
wird auf [131] verwiesen.
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Abbildung 4.15: Demonstration der Arbeitsweise des inversen Polyhedron inflation Algorithmus zur Berechnung
der dreidimensionalen Menge zuléssiger Losungen M fiir Datensatz 4. Links: Dargestellt ist eine Oberfléchen-
approximation von F¢, berechnet mittels des Polyhedron inflation Verfahrens. Mitte: Dargestellt sind die Ober-
flachenapproximationen von F¢ (blau) und von Mg (rot, die Definition von M erfolgt analog zu der von
M aus (4.23)), beide mittels des Polyhedron inflation Verfahrens berechnet. Rechts: Als letzter Schritt wiirde
Mc = Fo N MG berechnet werden. Das hier présentierte Ergebnis wurde mit der in Abschnitt 4.7 vorgestellten
Methode erzeugt.

Hauptschwierigkeit bei der Entwicklung des Polyhedron inflation Algorithmus ist die Wahl der
Suchrichtung fiir die Bestimmung einer neuen Unterteilung einer bestehenden Kante. Sofern die
Oberflache eines isolierten Segments von innen heraus approximiert werden soll, entstehen oft
seinspringende Kanten“. Dadurch wird eine adaptive Steuerung und eine genaue Approximati-
on be- oder sogar verhindert. Ein weiteres Problem ist die Approximation von Segmenten, die
konkave Oberflachenbereiche enthalten.

Die einzige Moglichkeit diese beiden Schwierigkeiten zu umgehen, ist es, M 4 als Schnitt von
Fa und M*% zu bestimmen [131]. Bei der Verfeinerung einer Kante wird diese durch zwei neue
ersetzt indem ihr Mittelpunkt M in sinnvoller Richtung an den Rand von F4 beziehungswei-
se M7 verschoben wird. Als Suchrichtung fiir den neuen Punkt eignet sich nur die Richtung
vom Nullpunkt zu M. Der Vorteil des Nullpunktes in Bezug auf stabile Berechnungen ist, dass
0,...,0)" € Fq und (0,...,0)" ¢ M* gelten. Dies hat den willkommenen Nebeneffekt, dass
die Menge M 4 unabhéngig von deren Topologie stabil und gut approximiert wird.

Die letzte Schwierigkeit, die bisher aufgrund von Zeitmangel die Fertigstellung und Veroffentli-
chung der Methode in FACPACK verhindert, ist die Bestimmung einer Triangulierung der Ober-
fliche von M4 anhand von Triangulierungen der Oberflaichen von F4 und M%. Hierzu sei
weiterfithrend auf 73] verwiesen.

In Abbildung 4.15 sind Approximationen fiir die Oberflichen der Mengen Fc und M (die
Definition von M, erfolgt analog zu der von M% aus (4.23) nur fiir den Faktor C) fiir den
Datensatz 4 dargestellt. Diese wurden mit dem Polyhedron inflation Algorithmus bestimmt. Der
letzte Schritt, die Bestimmung von F4 NAM?, ist nicht vollzogen. Die abgebildete Approximation
fiir Mo wurde mit der in Abschnitt 4.7 vorgestellten Methode berechnet.

4.7 Strahlenmethode fiir s > 2

Mit der geometrischen Konstruktion (Abschnitt 4.3), der Dreieckseinschliefungsmethode (Ab-
schnitt 4.4) sowie den Polygon inflation Algorithmen (Abschnitt 4.5) wurden bereits drei Metho-
den zur Berechnung der Mengen zuléssiger Losungen fiir s = 3 vorgestellt. In diesem Abschnitt
wird eine Methode zur Approximation der Mengen zuldssiger Losungen fiir beliebiges s > 2
vorgestellt [157]. Dazu werden vom Ursprung ausgehende Strahlen im R*~! betrachtet. Fiir die
einzelnen Strahlen wird untersucht, ob Teile dieser zur Menge zuléssiger Losungen M 4 gehdren.
Fiir einen einzelnen Strahl gilt, dass, wenn er M4 schneidet, die Schnittmenge ein Geradenab-
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schnitt ist. Fiir einen Strahl, der M 4 schneidet, sind nur die extremalen zuldssigen Losungen
auf diesem Strahl interessant. Sofern die Strahlen geeignet gewahlt sind, léasst sich die Oberflache
der Menge zuldssiger Losungen durch die extremalen zuldssigen Losungen gut approximieren.

Die Giite der Approximation wird insbesondere durch die Wahl der Strahlen bestimmt. Diese
lassen sich nach einer ersten Approximation adaptiv verfeinern, sodass kritische Bereiche durch
zusétzliche Strahlen feiner aufgelést werden.

Die Methode ist einfach und robust. Es kénnen Mengen zuldssiger Losungen jeglicher Struk-
tur und Anzahl von Segmenten bestimmt werden. Fiir g-dimensionale affine Unterrdume mit
¢ < s — 3 miissen zusétzliche Berechnungen durchgefiihrt werden und fiir (s — 2)-dimensionale
affine Unterrdume verspricht eine zusétzliche Verfeinerung eine bessere Approximation. Kine
Implementierung ist in FACPACK zugénglich.

4.7.1 Ildee der Methode

Die Entwicklung der Strahlenmethode zur Approximation der Menge zuléssiger Losungen M 4
basiert auf drei wichtigen Eigenschaften von M 4 beziehungsweise F4:

- Die Menge M 4 ist beschrankt, sieche Satz 3.8.

- Der Nullpunkt ist in F4 enthalten aber nicht in M 4, siche Satz 3.10.

- Fiir ein x € M4 folgt aus v > 1 und vx € Fy, dass yxr € My, siehe Satz 3.15.
Sei zu einem v € R*~1\ {0} der Strahl

v={w: 7> 0}
betrachtet. Fir v gilt, dass der Schnitt v N M4 entweder die leere Menge oder ein Geradenab-
schnitt ist. Sofern vN M4 ein Geradenabschnitt ist, sind nur die extremalen zuléssigen Losungen
zu berechnen. Eine dieser liegt auf dem Rand von F4 und ist leicht zugénglich. Weiter ist der
Schnitt ¥ N M 4 genau dann leer, wenn v N 0F 4 nicht zu M 4 gehort, siehe Korollar 3.18.

4.7.2 Notation

Zunéchst wird die genutzt Notation eingefiihrt. Die Anzahl der Strahlen ist N. Festgelegt werden
die Strahlen v;, i = 1,..., N, durch die Vektoren v; € R*~1\ {0} als

vi = {yvi : v> 0}

Ist der Schnitt v; N M 4 nicht leer, so werden die extremalen Radien mit r; (minimaler Abstand
zum Ursprung) und R; (maximaler Abstand zum Ursprung) bestimmt, sodass

ri =min{y > 0: yv; € Ma}, R; = max{y > 0: yv; € Mu}. (4.32)

Sofern v; N M 4 # () gilt, ist R;v; der Schnitt von v; mit dem Rand von Fy4. Begrenzt durch die
berechneten Stellen ist folglich der Strahlenabschnitt

{yv;i: m <y <R;} (4.33)

eine Teilmenge von M. Die Menge aller berechneten inneren Randpunkte wird mit R™ be-
zeichnet und die Menge aller ermittelten dukeren Randpunkte mit R,
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4.7.3 Algorithmischer Ablauf

Die Schritte des Strahlenalgorithmus sind:

1. Zunichst werden die N Strahlen v; durch die Richtungen v; € R¥™! definiert. Die v; werden
durch Polarkoordinaten festgelegt.

2. Fir jeden Strahl wird §; = max{y > 0: yv; € Fa} berechnet.

3. Fiir jeden Strahl wird getestet, ob d;v; € M 4. Falls ja, so werden R; = §; gesetzt, r; =
min{y > 0: yv; € M4} berechnet und R°" um R;v; sowie R™ um r;v; erweitert.

4. Abschliefend wird/werden die Oberfliche/Oberflichen des/der einzelnen Segments/Seg-
mente von M 4 aus den Elementen der Mengen R°™ und R™ zusammengesetzt.

Die Strahlen werden systematisch durchlaufen. Die Entscheidung, ob ein Strahl M 4 schneidet,
kann sicher mit ja aber nicht sicher mit nein beantwortet werden, sieche Bemerkung 4.3 und
den Entscheidungsbaum aus Abbildung 4.3. Falls ein Strahl M 4 scheidet, kann es vorkommen,
dass der berechnete Radius r; nicht die Extremalbedingung aus (4.32) erfiillt. Das Problem ist
hierbei ebenso, dass die Entscheidung, ob ein z € F4 nicht zu M4 gehort, nur implizit unter
Nutzung der Optimierung aus (4.4) getroffen werden kann. Beiden beschriebenen Fillen liegt
dieselbe Schwierigkeit zugrunde und es gilt, Fehlentscheidungen zu vermeiden. Um die Chancen,
eine korrekte Entscheidung getroffen zu haben, zu erhohen, ist es gerechtfertigt, einen erhéhten
Rechenaufwand in Kauf zu nehmen. In der Implementierung werden fiir alle Strahlen, die M4
schneiden, die optimalen Untermatrizen S} € RE=Dx(5=1) gegpeichert. Es ist

Sf = argmin  f(ryv;,S)

SeR(sfl)x(sfl)

mit f(x,S) aus (4.2). Anschlieflend werden die einzelnen S} genutzt, um die Approximationen
auf den jeweils benachbarten Strahlen dahingehend zu iiberpriifen, ob Verbesserungen moglich
beziehungsweise die Schnitte mit M4 doch nicht leer sind. Dabei werden neue Optimierungen
mit den S; benachbarter Strahlen als Startwerte durchgefiihrt. Um hier die Moglichkeiten von

Fehlentscheidungen zu reduzieren, werden die einzelnen Strahlen der Reihenfolge nach mehrfach
und in verschiedenen Richtungen durchlaufen.

4.7.4 Berechnung der extremalen zuldssigen Losungen

Der Test, ob 1; N M4 # 0 gilt oder nicht, lasst sich mittels der Funktion f(z,S) aus (4.2)
implizit durchfithren. Nach Korollar 3.18 enthélt ein Strahl genau dann eine zuldssige Losung,
wenn sein Schnitt mit dem Rand von F4 zuléssig ist. Somit wird zunéchst der Schnittpunkt von
v; mit 0F4 approximiert. Dazu wird der maximale Radius é; > 0 gesucht, sodass x = d;v; die
Ungleichung aus (4.5) erfiillt. Fiir die Praxis ist es mitunter sinnvoll, als obere Schranke nicht
das in (4.5) genutzte €, sondern einen kleineren positiven Wert zu verwenden. Verglichen mit
der optionalen Berechnung von r; ist die Bestimmung von §; mit sehr geringem Rechenaufwand
verbunden. Anschlieffend wird untersucht, ob d;v; zu M 4 gehort oder nicht, also ob

min 0;v;,S) <e¢
SER(S*I)X(S*D f( v ) - f

gilt oder nicht. Sofern v; N M 4 # 0 gilt, wird R; = 0; gesetzt. Anschliefend wird

; = mi >0: i i, S) <e
Ti mm{v o0 flyvi, 8) < f}

berechnet. Diese Berechnung erfolgt zur Genauigkeit €, > 0 und es gelten

riv; € Mg und  (r; —ep)v; & Mag. (4.34)
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4.7.5 Genauigkeit und Auflésung

Die Genauigkeiten der Approximationen r; und R; werden durch den Parameter ¢, > 0 gesteuert.
Weiter wird die Gitterweite fiir die Oberfliche der einzelnen Segmente durch die Anzahl N der
Strahlen gesteuert. In der Regel ist der seitliche Abstand zweier benachbarter Approximationen
R;v; und Rjv; deutlich grofer als die Genauigkeit ;,, weshalb die Wahl von N fiir die Bestimmung
einer fein aufgelosten Oberflichenapproximation entscheidend ist.

Zwischen benachbarten Approximationen R;v; und Rjv; beziehungsweise r;v; und 7;v; erfolgt
eine lineare Interpolation. Ebenso wird beim seitlichen Abschluss durch die Verbindung von R;v;
und 7;v; linear interpoliert. In der Anwendung passiert es insbesondere bei der letztgenannten
Situation oft, dass randnahe Bereiche von M4 durch die lineare Interpolation ,abgeschnitten
werden. Um diesem Effekt entgegenzuwirken, kann eine adaptive Verfeinerung der Auflésung fiir
kritische Bereiche eingesetzt werden.

4.7.6 Die Falle s=2 und s =3

Die Falle s = 2 und s = 3 bieten die Mdglichkeit, die Methode anschaulich zu erkldren sowie
die damit erzielten Approximationsgiten zu verifizieren. Fiir s = 2 gilt M4 C R und die Ap-
proximation der Intervallgrenzen erfolgt mittels der N = 2 Strahlen zu v; = —1 und v = 1. Es
ergeben sich R™™ = {—ry, o} und R°" = {— Ry, Ry}. Dies fiihrt auf zwei disjunkte Teilintervalle
(Segmente), sodass

My = [—Rl, —7“1] U [7“2, RQ].

Bemerkung 4.33. Die Anwendung des Strahlenalgorithmus fiir s = 2 stimmt mit der in Ab-
schnitt 4.5.6 vorgestellten Variante zur Berechnung von M4 auf Basis der Idee des inversen
Polygon inflation Algorithmus iberein. Es sinda = —Ry, b= —r1, c =12 und d = Rs.

Fiir s = 3 ist M4 C R?. Bei der Anwendung des Strahlenalgorithmus zur Approximation von
M 4 unter Nutzung von N adquiangular verteilten Strahlen ergeben sich die Richtungen

o cos(¢; + ¢o) . o ﬂ .
UZ_(SiD(¢i+¢O)> mit  ¢; = 27 N i=1,...,N,

zu einem Anfangswinkel ¢g. Dieser Anfangswinkel kann so gewéhlt werden, dass v; keinen lee-
ren Schnitt mit M4 hat. Beispielsweise lésst sich dies unter Nutzung einer zuvor berechneten
nichtnegativen Matrixfaktorisierung von D erreichen. Aufer eines strukturellen Vorteils bei der
Implementierung gibt es nur den weiteren Vorteil, dass, falls das zu v; gehorige Segment ein
Punktsegment ist, dieses sicher detektiert wird. In Abbildung 4.16 ist die Anwendung des Strah-
lenalgorithmus zur Approximation des Randes von M4 fiir Datensatz 2 dargestellt.

Bemerkung 4.34.

1. Sofern My nicht nur aus einem Segment besteht, ist es sinnvoll, auch fiir die beiden nicht
zu ¢y gehdrigen zuldssigen Losungen einer initialen nichinegativen Matrizfaktorisierung zu
untersuchen, ob sie isoliert sind.

2. Es lassen sich, sofern vorhanden, Streckensegmente im Nachhinein verfeinern, im Regelfall
werden diese aber durch die Methode hinreichend gut detektiert.

4.7.7 Der Fall s =4

Fiir s = 4 sind My, Mo C R3. Die Strahlen sind mittels zweier Winkel bestimmt. Um ei-
ne Oberflachentriangulierung zu erleichtern wird fiir diese kein Rechteckgitter gewéhlt, sondern
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Strahlen sowie ¢; und R; zuldssige Intervalle [r;v;, R;v;] Menge zul. Losungen M 4
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Abbildung 4.16: Approximation von M4 mit dem Strahlenalgorithmus fiir N = 200 Strahlen am Beispiel des
Datensatzes 2. Links: Dargestellt sind die dquiangular verteilten Strahlen v; (grau), deren verbundene Schnitt-
punkte d;v; mit dem Rand von Fa (gestrichelte schwarze Linie) und die verbundenen Schnittpunkte R;v; mit dem
duBeren Rand von M 4 (schwarze Linien). Mitte: Dargestellt sind die berechneten (zuldssigen) Intervalle zwischen
den dufseren Randpunkten R;v; und den inneren Randpunkten 7;v;. Rechts: Das Verbinden der Punkte aus Rout
und R™ fiihrt auf die Rénder der einzelnen Segmente.

eines, welches von einer Schicht zur néchsten leicht versetzt ist. Weiter werden die vier Richtun-
gen, die sich zu einer zuvor bestimmten, initialen nichtnegativen Faktorisierung D = C/(init) 4 (nit)
ergeben, ebenfalls untersucht, um mogliche Punkt- oder Streckensegmente zu detektieren.

Mittels A seien (5, ;) € [0,7] X [—m,7) fiir s = 1,...,4 so bestimmt, dass

sin ; cos 1; (T
singising | = (T3 +T3+T5) 2 | T
oS ©; T,

mit T = AWMV Weiter seien (¢5,45) = (0,0) und (@g,v6) = (0, 7) sowie

(2% —1)m, falls j gerade,

Potitils = \ o
i+1
(5= —1)m, sonst

und

L
6+Z+]£1 _£2_|_1

firi=0,...,4; —1und j =0,...,¢, — 1. Daraus ergeben sich die N = 6 + ¢1/5 Richtungen
sin @; cos ¥
v; = | sin;siny; |,
COS (p;
welche zur Approximation des Randes von M4 genutzt werden.” In Abbildung 4.17 wird die

Strahlenmethode zur Berechnung von Mg fiir Datensatz 4 anhand von N = 20006 Strahlen
demonstriert.

4.7.8 Die Fille s > 5

Die uneingeschrankte Anwendbarkeit fiir s > 2 ist ein grofer Vorteil des Strahlenalgorithmus,
wenngleich der Rechenaufwand exponentiell beziiglich s steigt. Bei der Anwendung fiir s > 5

"In FAcPACK [146] wird aktuell noch eine andere Vorgehensweise bei der Wahl der v; genutzt.



94 4 Berechnungsmethoden

Strahlen und dufsere Rénder Strahlen mit zuldssigen Losungen Menge zul. Lésungen Mg

60

20 40

10 0 Yo
Y1

10 Y2
Y1

Abbildung 4.17: Approximation der Menge M¢ mit dem Strahlenalgorithmus fiir N = 20006 Strahlen am Bei-
spiel des Datensatzes 4. Links: Zunéchst werden die Werte d; berechnet. Es ist nur jeder vierte der Strahlen v;
dargestellt. Mitte: Danach wird {iberpriift, auf welchen Strahlen zuléssige Losungen liegen. Erneut ist nur jeder
vierte der zuléssigen Strahlen dargestellt. Rechts: Abschliefsend werden die inneren Randpunkte berechnet und die
Ergebnisse aus R°"" und R™ zu den Segmentoberflichen verbunden. Bemerkung: Die relativ hohen Werte fiir die
drei Koordinaten in den Darstellungen ergeben sich aufgrund der Singuldrwerte, welche fiir M¢ mit einbezogen
werden.

ergeben sich die Richtungen v; € RS™! als

cos(¢i1)
sin(¢;,1) cos(¢;2)
sin(¢; 1) sin(¢; 2) cos(¢; 3)

V; =

sin(gbi,l) Cae. Sin(¢i7s,3) COS(QSLS,Q)
sin(¢i71) Caet Sin((ﬁiys_g) sin((ﬁm_g)

mit der Diskretisierung

1—1
65—2,

¢i,872 =27 1= 1; s 568725

fiir den letzten Winkel ¢; ;o sowie den weiteren Winkeldiskretisierungen

1—1

Gij = T——)
¢

fir j =1,...,s — 3. Sofern auch hier die Richtungen einer initialen nichtnegativen Matrixfakto-
risierung genutzt werden, ergeben sich insgesamt N = s + Hf;f £; zu untersuchende Strahlen.

4.7.9 Adaptive Verfeinerung

Die Umsetzung der Strahlenmethode ohne adaptive Steuerung fithrt im Allgemeinen zu dem Pro-
blem, dass eckenédhnliche Abschnitte des Randes von M 4 nicht geniigend fein aufgel6st werden,
sofern die Strahlen gleichméfig (fiir s = 3 dquiangular) verteilt sind. Die Implementierung einer
adaptiven Steuerung fiir die Strahlenmethode ist fiir s = 3 einfach und wird in diesem Abschnitt
vorgestellt. Fiir s = 4 ergibt sich die Schwierigkeit, eine sinnvolle Oberflichentriangulierung oh-
ne spitzwinkelige Dreiecke und einspringende Ecken zu erzeugen um eine gute Darstellung zu
ermoglichen.

Einfache adaptive Steuerung fiir s = 3

In diesem Teilabschnitt wird eine simple Variante der adaptiven Steuerung fiir den Strahlenal-
gorithmus in der Ebene (s = 3) vorgestellt. Der Strahlenalgorithmus wird zunéchst mit einem
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Strahlenalgorithmus ohne adaptive Steuerung Strahlenalgorithmus mit adaptiver Steuerung
0.6f ‘ ‘ — 0.6f ‘ ‘ 3
0.4r 1 0.4r
0.2F = ] 0.2k

0 0 =
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Abbildung 4.18: Strahlenalgorithmus mit (rechts) und ohne (links, N = 100) adaptive(r) Steuerung bei der Anwen-
dung auf Datensatz 2. Links: Ohne adaptive Steuerung ist die Approximation der eigentlichen Losung (schwarze
gestrichelt-gepunktete Linie) an manchen Stellen verbesserungswiirdig. Rechts: Die adaptive Steuerung fiihrt zu
einer deutlich verbesserten Approximation. Die Ausgangsbasis ist Npasic = 100 und insgesamt werden N = 243
Strahlen zur Approximation genutzt. Gut zu erkennen ist, dass jeweils in den Bereichen, in denen der innere oder
der dufsere Rand eckendhnlich verlduft, die Strahlendichte deutlich erhoht ist.

Grundsatz von Np,ge Strahlen ausgefiihrt und in einem anschliefsenden Schritt werden einzelne
Strahlen zur Verfeinerung hinzugefiigt.

Sei N stets die aktuelle Gesamtanzahl von Strahlen. Zwei Kriterien werden zur Entscheidung
herangezogen, ob zwischen zwei Nachbarstrahlen v; und vy0q(i41,n7) verfeinert wird oder nicht.
Dabei gilt es zu beachten, zwischen zwei sehr dicht beieinander liegenden Strahlen nicht zu
verfeinern. Konkret wird verfeinert, falls

1. ein innerer oder &uferer Randverlauf mehr als eine leichte Abweichung von einem li-
nearen Verhalten aufweist und ||R;v; — Rmod(i4+1,N)Umod(i+1,n) |2 beziehungsweise |[r;jv; —
Tmod(i+1,N) Vmod (i+1, w2 einen Mindestwert nicht unterschreitet oder

2. nur genau einer der beiden Strahlen v; und vpoq(i41,n) €inen nichtleeren Schnitt mit M4
hat, der dazugehorige Unterschied R; —r; beziehungsweise Rp,0d(i+1,N) — Tmod(i+1,N) éinen
kritischen Wert iibersteigt und [[6;v; — dmod(i+1,N)Vmod(i+1,3) |2 einen Mindestwert nicht
unterschreitet.

Im algorithmischen Ablauf werden alle Paare benachbarter Strahlen untersucht, ob sie eines der
beiden genannten Kriterien erfiillen. Gegebenenfalls wird ein neuer Strahl &quiangular zwischen v,
und Vyeq(i+1,n) eingefiigt und die Randapproximation so verfeinert. Es wird stets eine monotone
Ordnung (im Sinne des Umlaufs der Strahlen) aufrechterhalten, das heifit der neue Strahl wird
zwischen v; und Vy,0q(i41,n) €ingeordnet. Somit ist stets gewéhrleistet, dass fiir beliebiges £ €
{1,..., N} die Strahlen v, und vy,0q(s41,5) benachbart sind.

Die Verfeinerung erfolgt mittels zweier Schleifen. In der inneren Schleife werden die Paare be-
nachbarter Strahlen monoton durchlaufen und gegebenenfalls wird zwischen ihnen verfeinert.
Weiter sind diese Umléufe in einer &ufieren Schleife organisiert. Diese wird ausgefiihrt, solange
es mindestens eine Verfeinerung im letzten Umlauf gab.

In Abbildung 4.18 ist die Anwendung der Strahlenmethode mit und ohne adaptive(r) Steuerung
fiir den Datensatz 2 dargestellt. In der rechten Grafik ist die Verfahrensweise der adaptiven
Steuerung deutlich erkennbar. Nahezu geradlinige Abschnitte der Randapproximation werden mit
nur wenigen Strahlen approximiert. Demgegeniiber werden nicht geradlinige Abschnitte (innen
oder aufsen je Strahl) mittels einer hohen Dichte an Strahlen bestimmt. Die Effizienz belegen
auch die Tabellen 5.5 und 5.6.
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Einfache adaptive Steuerung fiir s = 4

Eine adaptive Steuerung des Strahlenalgorithmus fiir s = 4 zu implementieren ist weit komplexer
als fiir s = 3. Die Schwierigkeit liegt in der Erzeugung einer geeigneten Oberflachentriangulierung.
Die Umsetzung einer adaptiven Verfeinerung der Triangulierung kann in dhnlicher Form erfolgen,
wie in [131] fiir den inversen Polyhedron inflation Algorithmus beschrieben. Zu der in [131]
erlduterten Methode gibt es zwei wichtige Unterschiede. Zum einen sind zur Entscheidung, ob
verfeinert werden soll, zwei Werte zu beriicksichtigen, ndmlich sowohl beziiglich der inneren
Randpunkte r;v; als auch beziiglich der dufieren Randpunkte R;v;. Verfeinert wird, sofern von
beiden Oberflachentriangulierungen mindestens eine zu verfeinern ist. Zum anderen wirkt sich
eine Anderung der einen Triangulierung ebenfalls auf die andere aus, vergleiche Abbildung 4.18
fiir s = 3. Die zweite Verfeinerung ist mitunter nicht nétig. Dieser Ansatz wird in der vorliegenden
Schrift nicht weiter untersucht, da die Implementierung aufwéndig ist und nicht im Fokus steht.

4.7.10 Nachiteration moglicherweise nicht exakt bestimmter innerer Randpunkte

Die Bestimmung der inneren Randpunkte r;v; erfolgt indirekt und unter Nutzung der Zielfunkti-
on f(x,S) aus (4.2). Zur Klassifizierung eines x wird diese minimiert. Ebenso wie fiir den Polygon
inflation Algorithmus ist diese Minimierung ein kritischer Schritt, sieche Bemerkung 4.3. Es gilt,
sowohl ungenaue Approximationen im Sinne von féilschlicherweise zu groft bestimmten Werten
ri, als auch mogliche Falschbewertungen zu Strahlen (numerische Ermittlung von v; N My = 0,
wobei tatsdchlich aber v;NM 4 # () der Fall ist) zu vermeiden. Dazu werden am Ende der Berech-
nung aller Werte r; die folgenden zwei Kriterien abgefragt und gegebenenfalls Nachiterationen
durchgefiihrt:

- Es wird tiberpriift, ob ein berechnetes r;v; tatsichlich eine geniigend genaue Approximation
an einen inneren Randpunkt auf dem Strahl zu v; ist, sofern r; > r; fiir einige oder alle
Nachbarstrahlen v; gilt.

- Zudem wird iiberpriift, ob v; N M4 = () tatsdchlich gilt, falls mindestens einer der Nach-
barstrahlen ein zuldssiges Intervall beinhaltet.

Fiir die Nachiterationen werden die Optimalstellen der Zielfunktion fiir die benachbarten Strahlen
als Startwerte fiir den Strahl v; genutzt. Weiter ist in [86] eine Verfeinerungstrategie basierend
auf geometrischen Argumenten eingefiihrt.

4.7.11 Stabile Approximationen fiir alle Topologien und degenerierte Segmente

Die Menge M 4 kann fiir s > 3 eine topologisch zusammenhingende Menge sein aber auch aus
mehreren einzelnen Segmenten bestehen. Die Segmente konnen wiederum zu isolierten Losungen,
Strecken (fiir s > 3), Teilmengen von Ebenen mit nichtverschwindender Fliche (fiir s > 4), und
so weiter degeneriert sein. Einzig fiir s = 2 besteht M 4 immer aus zwei getrennten Segmenten.
Eine grofer Vorteil des Strahlenalgorithmus ist, dass M4 unabhéngig von dessen Topologie
stabil berechnet werden kann. Die korrekte Erkennung der Topologie von M 4 ist einzig von der
Auflésung abhéngig.

Inwiefern beim Strahlenalgorithmus degenerierte Segmente bestimmt werden kénnen, wird im
folgenden Teilabschnitt fiir s = 4 kurz beschrieben. Fiir mehr Details sei auf [157] verwiesen.
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Menge M 4 mit Punkt-, Strecken-,
Flachen- und Volumensegment

Menge M 4 mit separierten Segmenten zusammenhéngende Menge M4

mit Loéchern in der Oberfliche
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Abbildung 4.19: Verschiedene Strukturen fiir M 4 und s = 4. Links: Dargestellt ist M4 fiir D € R**4 mit D;; =1
fiir 4 > j und D;; = 0 sonst. Es besteht M4 aus je einem Punkt-, Strecken-, Flichen- und Volumensegment.
Mitte: Dargestellt ist M 4 flir Datensatz 4. Rechts: Fiir D=D + 0.03 mit D aus Datensatz 4 besteht M 4 aus
einem Segment mit drei Lochern in der Oberfliche die sich in der Mitte vereinen, wobei in der dargebotenen
3D-Darstellung nicht alle Locher zu erkennen sind.

Approximation von degenerierten Segmenten fiir s = 4

Fir s = 4 gibt es, neben dem Normalfall eines Segments mit positivem Volumen, drei Arten
von degenerierten Segmenten: Punkt-, Strecken- und Flachensegmente. In der linken Grafik von
Abbildung 4.19 ist eine Menge M 4 dargestellt, die sich aus diesen vier Typen von Segmenten
zusammensetzt.

Um eine zufriedenstellende Approximation auch solcher Segmente zu gewéhrleisten, sind einige
Besonderheiten zu beachten. In Abschnitt 4.5.5 ist die Approximation von Streckensegmenten fiir
den Polygon inflation Algorithmus fiir s = 3 erldutert. Der Ansatz ist bei Anwendung des Strah-
lenalgorithmus &hnlich. Fiir s = 4 wird beim Verdacht auf ein degeneriertes Segment zunéchst
getestet, ob es sich um ein Flachensegment handelt. Sollte dies nicht der Fall sein, wird {iberpriift,
ob es ein Streckensegment ist. Sollte auch dies nicht zutreffen, so handelt es sich anscheinend um
ein Punktsegment (isolierte zuléssige Losung).

Ausgangspunkt zur Detektion von degenerierten Segmenten sind die Richtungen vy, ..., v4 der
Initialzerlegung. Degenerierte Segmente sind dadurch gekennzeichnet, dass fiir einen, dieses Seg-
ment schneidenden, Strahl v; der Schnittpunkt v; N 9F4 nicht nur ein duferer, sondern auch
ein innerer Randpunkt ist. Es gilt r; = R;. Somit miissen nur solche Strahlen speziell analysiert
werden. Es wird zunéchst untersucht, ob es sich um einen Abschnitt einer Ebene handelt. Dazu
wird iiberpriift, ob es in der unmittelbaren Nachbarschaft Strahlen gibt, die zuléssige Losungen
enthalten. Sofern dies nicht zutrifft, wird tiberpriift, ob es sich um eine Strecke handelt. Sofern
auch das nicht der Fall ist, handelt es sich offenbar um eine isolierte Losung. Im Detail geschieht
dies wie folgt:

- Gibt es in der direkten Nachbarschaft Strahlen die M 4 schneiden, so werden alle zu die-
sem Segment gehorigen Randpunkte R;v; zusammengefasst und im Sinne der kleinsten
Quadrate durch eine Ebene approximiert. Liegt der Fehler dieser Approximation unter ei-
ner vorgegebenen Schranke, so erfolgt eine detaillierte Approximation dieser Fldche mittels
einer Polygon inflation Routine. Diese Routine ist sehr d&hnlich zu der in Abschnitt 4.5 be-
schriebenen, nur dass sie eine beschriankte Teilmenge einer vorgegebenen Ebene im Raum
approximiert.® Eine Koordinate von = € R? ergibt sich automatisch durch die beiden ande-
ren und die Optimierung liuft fiir S € R3*3, der Rest bleibt unverindert. Als Startpunkt
fungiert der Schwerpunkt aller R;v; des Segments.

- Gibt es in der direkten Nachbarschaft keine Strahlen die M 4 schneiden, so wird getestet,

8Diese Approximation der Teilmenge einer Fliche ist die Verallgemeinerung der Methode der scheibenweisen
Berechnung der Menge M 4 mittels Dreieckseinschliefungen [58]. Im Unterschied dazu, ist hier die Ebene im
Allgemeinen nicht orthogonal zu einer Achse.
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ob es sich bei dem zu v; gehérigen Segment um eine Linie handelt.? Die Vorgehensweise des
Testens, ob ein Streckensegment oder eine isolierte zuléssige Losung vorliegt, ist analog zu
der in Abschnitt 4.5.5 beschriebenen. Die Funktion ¢ aus (4.30) muss dazu leicht modifiziert
werden. Ausgehend von der initialen Losung 20 = r0; = Ryv; wird iiberpriift, ob es im
Abstand von r = g, von z(©) eine weitere zuldssige Losung gibt. Ist dies der Fall, so
definieren diese und z(©) die Lage des Streckensegments. Die Grenzen fiir das zuléissige
Intervall sind analog zu (4.31) zu bestimmen.

- Gibt es keine zulissige Losung im Abstand von r = g, um (@, so wird (9 als isolierte
zuléssige Losung deklariert.

4.8 Reduktionen durch fixierte Elemente

In Abschnitt 3.6 sowie [13,151,156] werden die Auswirkungen einer bekannten Zeile von A (bezie-
hungsweise einer bekannten Spalte von C') auf die verbleibenden Spalten von C' (beziehungsweise
Zeilen von A) und deren Darstellungen in M¢ (beziehungsweise M 4) vorgestellt und untersucht.

Weiter wirkt sich die Kenntnis einer Zeile A(iq,:) in der Regel auch auf die Segmente der Menge
M 4 sowie das zu C(:,41) gehorige Segment von M¢ aus. Inwiefern eine fixierte zulédssige Losung
in M4 die verbleibenden Segmente in restriktiver Form beeinflusst, lasst sich leicht anhand der
geometrischen Klassifizierung verdeutlichen. Die Rénder der anderen Segmente werden, siehe
Abschnitt 4.3, mittels an 74 anliegender Tangenten konstruiert. Die genutzten Dreiecke sind ex-
tremal und je zwei Punkte werden auf dem Rand von F4 gewéhlt. Sofern eine zuléssige Losung
fixiert ist, entféllt dieser Freiheitsgrad und die anderen Segmente verringern sich in Bezug auf
deren geometrische Ausmafe in der Regel. Fine Ausnahme ergibt sich beispielsweise, falls eine
isolierte zuldssige Losung fixiert wird. In diesem Abschnitt werden Moglichkeiten der algorith-
mischen Umsetzung zur Einbindung derartiger Zusatzinformationen vorgestellt.

4.8.1 Ansatz zur Berechnung der restringierten Menge zulassiger Losungen

Sofern eine Zeile A(iy,:) gegeben ist, sind die Ideen zur Berechnung der restringierten Menge zu-
lassiger Losungen grundsétzlich analog zu denen der Berechnung der (nicht restringierten) Menge
M 4. Fiir die geometrische Konstruktion ist ein Eckpunkt fixiert und der Algorithmus ist leicht
zu modifizieren. Bei der numerischen Berechnung bieten sich die Dreieckseinschliefungsmethode,
der Polygon inflation-, und der Strahlenalgorithmus, siehe Korollar 3.20, an. Es ist lediglich die
Zielfunktion f(x,S) so zu modifizieren, dass die zusétzliche Information eingebunden wird.

Sind eine Spalte C'(:,i1) gegeben und die Restriktion des dazugehorigen Segments der Menge M 4
gesucht, so andert sich bei der geometrischen Konstruktion die Kleinigkeit, dass zwei der drei
Eckpunkte auf der zur niedrigdimensionalen Darstellung von C/(:,41) dualen Geraden liegen. Fiir
die numerische Approximation mittels des Polygon inflation Algorithmus dndert sich wiederum
die Zielfunktion f(x,S). Fiir die Anwendung des Strahlenalgorithmus miisste zundchst geklért
werden, ob die Strahleneigenschaft auch in diesem Fall erhalten bleibt.

Da der Schwerpunkt auf den numerischen Methoden liegt, werden in den beiden folgenden Ab-
schnitten die Modifikationen der Zielfunktion f(z,S) aus (4.2) fiir die Félle, dass eine Zeile von
A gegeben ist und/oder dass die zur aktuellen Berechnung gehorigen Spalte von C, also C(:, 1),
gegeben ist, untersucht.

Die Fille, dass ein oder zwei Strahl(en) M schneidet/schneiden und ein Streckensegment vorliegt, laufen auf
eine Nullmenge hinaus.
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4.8.2 Modifikation bei Teilkenntnis des zu untersuchenden Faktors

Angenommen, es sei eine Zeile von A bekannt. Dies fiihrt auf das zu fixierende z(!) € R¥~! mit

L _ A(ig, )V (i + 1)
! Alig, )V (:,1) 7

=1,...,s—1.

Bemerkung 4.35. Fir gestirte Daten wird das gegebene Profil durch V) nur im Sinne der
kleinsten quadratischen Abweichung dargestellt und es kann passieren, dass M) nicht in My
liegt. In solchen Fillen ist maoglicherweise die Wahl der Steuerparameter €, und €. nicht ge-
eignet oder die vorgegebene Zeile A(ig,:) enthdlt ein, in Bezug auf die Daten D, ungiinstiges
Storungsverhalten und sollte nicht direkt verwendet werden.

Als eingeschriankte Menge zuldssiger Losungen (Teilmenge von M y4) ergibt sich

Mff(l)) {z e R : 3T € R, mit T(1,2:s) = 2™ rank( )=
UST L TVT >0, T(2,2:5) = (2 }Ux

Dabei ist in der Umsetzung fiir ./\/((X(l)) ohne Beschrinkung der Allgemeinheit die bekannte Zeile
von A an Position 2 angenommen. Fiir die numerischen Methoden erfolgt die Beriicksichtigung
von 1) mittels einer Modifikation der Zielfunktion f(x,S) aus (4.2), sodass ein z genau dann
als zuldssig klassifiziert wird, wenn

1 <
enMim Jo (2, 8) < ey

gilt. Die Funktion f, ) : R®™' x RE=2X(=1) jst definiert als

foo(z,S) <ZZ<mm HCC S +€c)>2+

i=1 j=1

ZZ(““ TS +5“)>2+”IS‘TT+”%>

230t
mit 7(1,:) = (1,27), T(2,:) = (1,(@T), T(i + 2,:) = (1,8(i,:)) fiir i = 1,...,5 — 2 sowie
C=UXT"'und A=TVT.

Die Einbindung weiterer 29, i = 2, ..., s, erfolgt analog, sodass letztlich T'(i+1,:) = (1, (z(9)T)
fir i = 1,...,sp vorgegeben sind. Die Anzahl der Freiheitsgrade in T reduziert sich fiir jede
fixierte zuldssige Losung um s — 1.

Wie bei der nicht restringierten Variante wird die Klassifizierung eines # € R¥~! in einen Schnell-
test und, sofern dieser die Einordnung x € F4 ergibt, einen zweiten, deutlich aufwendigeren,
unterteilt.

4.8.3 Modifikation bei Teilkenntnis des nicht zu untersuchenden Faktors

Das Fixieren einer zuldssigen Losungen in M 4 schrinkt M stark ein. Durch das Dualitatsprin-
zip ergeben sich affine Hyperebenen die M schneiden. Dabei liegen s — 1 Ecken eines zuléssigen
Simplex auf dieser Hyperebene. Weiter ergibt sich fiir die verbleibende Ecke (gekoppelte Losung,
vergleiche [145]) eine Einschrankung, welche in der Regel weniger gravierend ist. Beziiglich dieser
Einschrankung werden in dieser Schrift keine analytischen Untersuchungen vorgenommen (was
geometrisch moglich erscheint); es wird nur die numerische Umsetzung erlautert.



100 4 Berechnungsmethoden

Um weiter den Fokus auf der Menge M 4 zu behalten, wird an dieser Stelle der Fall behandelt,
dass eine Spalte von C' bekannt ist und diese Information in die Rechnung einbezogen werden soll.
Sei ohne Beschréinkung der Allgemeinheit C(:,1) gegeben und sei ) € R*~! dessen zugehérige
niedrigdimensionale Darstellung in M. Die Einbindung von y() erfolgt iiber eine Erweiterung
der Zielfunktion f(z,S) aus (4.2) um den Term

L ((THa - w)
QZZ;((T*)H Y ) ’

wobei sich T" wie gehabt aus  und S zusammensetzt. Bei der Berechnung von M 4 wird die erste
Zeile von T untersucht. Da die, sich aus der Kenntnis von C(:, 1) ergebenden, Restriktionen fiir
A(1,:) gesucht werden, wird die Forderung an die erste Spalte von T gestellt.

4.8.4 Anwendung fiir Datensatz 2

Inwiefern sich die genannten Einschriankungen ergeben, wird anhand des Datensatzes 2 unter-
sucht. Dazu werden die Mengen M 4 und M in zwei Schritten eingeschrénkt. Zunéchst werden
die Einschrankungen bestimmt, die sich aus der Vorgabe einer Zeile A(1,:) (berechnet mittels
ax(\) beziiglich der zugrunde liegenden Diskretisierung) ergeben. Anschliefend wird zusétzlich
die Zeile A(2,:) (mittels ay (\)) als Extrainformation eingesetzt. Dies schrinkt die verbleibenden
Segmente von M 4 und auch die Segmente von M¢ ein.

Einschrankungen durch eine bekannte Zeile von A

1)
Das Einbinden von A(1,:) als (! fithrt auf die reduzierten Mengen zulissiger Losungen Mff )

und ./\/l(g(l)). Bei dem Ubergang von M 4 zu Mf(l)) reduziert sich ein Segment (blau) auf z(!) und

bei den anderen beiden reduzieren sich die Fléachen. Fiir das griine Segment ist die Reduktion
stark, denn es fallen 59.8% der Ursprungsflache des Segments weg. Fiir das rote Segment ist
die Einschrankung deutlich geringer, nur 11.3% der Ursprungsfliche werden ausgeschlossen. Die

.. (1)
Reduktionen beim Ubergang von Mg zu M(Cw ) sind von unterschiedlicher Art. Es ergeben sich
fiir die zwei, nicht zu (1) gehérigen, Segmente wegen des Dualitéitsprinzips Einschriankungen in
Form einer Geraden, die die Segmente schneidet. Weiter ergibt sich eine Reduktion um 19.2%

1
flir das zugehorige blaue Segment. In Abbildung 4.20 sind die restringierten Mengen ./\/154m Y) und

1
./\/l(g ) dargestellt.

Einschrankungen durch zwei bekannte Zeilen von A

Als néchstes werden die Mengen M4 und M nicht nur durch A(1,:) des originalen Faktors,

sondern zusétzlich auch durch A(2,:) eingeschrénkt. Die durch () und z(®) reduzierten Mengen

1) (2 (1) 2(2) .. (1)
zuléssiger Losungen seien mit ./\/154m ) und M(Cx =) hegeichnet. Beim Ubergang von Mf )

(1) 2(2)
u ./\/lff ) ergibt sich eine weitere (sehr leichte) Reduktion des roten Segments. Etwa 2.0% der

Segmentfliche nach der ersten Einschréinkung (durch (1)) fallen bei der zweiten (durch 2(?)) weg.

(1) 2(2)
Fiir ./\/lg V) ergeben sich fiir das blaue und das rote Segment die Einschrankungen durch die

zu £ duale Gerade. Mittels der zu (1) dualen Geraden fiihrt dies zu einer eindeutigen Losung
fir C(:,3), vergleiche auch [145,156] sowie Abschnitt 3.6. Weiter ergibt sich eine (ebenfalls nur
sehr leichte) Einschriankung fiir das griine Segment, welche jedoch nur auf den Schnitt, mit der
zu (M) dualen Geraden, beschrinkt ist. In Abbildung 4.21 sind die Einschrinkungen dargestellt.
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Abbildung 4.20: Die Reduktionen von M¢c und M4 (transparent) zu MEA ") und M(C ") (iibliche Farbdarstel-

lung, schwarz umrandet) fiir den Fall, dass eine Zeile von A bekannt ist anhand des Datensatzes 2. Links: Es
ist A(1,:) der korrekten Losung (also ax(A)) in Form der niedrigdimensionalen Darstellung =) gegeben (x im
blauen Segment). Daraus ergeben sich fiir die verbleibenden Segmente von M 4 unterschiedlich starke Einschréan-
kungen. Beim griinen Segment fallen 59.8% der Ursprungsfliche weg, beim roten Segment sind es nur 11.3%.
Rechts: Dargestellt sind die Einschrankungen fiir die Menge M. Durch das Dualitatsprinzip ergeben sich fiir das
griine und das rote Segment die Einschrinkungen auf die Schnitte der Segmente mit der zu z*) dualen Geraden
(gestrichelten/durchgezogene Linie). Fiir das blaue Segment ergibt sich eine leichte Einschrankung.

4.9 Reduktionen durch Regularisierungen

Bei der Berechnung der Mengen zuléssiger Losungen werden nur die grundlegenden Bedingungen
der Nichtnegativitdt beider Faktoren sowie der Rekonstruktionsforderung D = C A bertiicksich-
tigt. Nun ist das inverse Problem der Bestimmung einer nichtnegativen Matrixfaktorisierung
jedoch schlecht gestellt und die Mengen moglicher Losungen hinsichtlich deren Profilformen oft
breit gefichert. Bei vielen Anwendungen sind, was die Rekonstruktion der zugrunde liegende Fak-
toren betrifft, nur einzelne zuléssige Losungen sinnvoll. Es besteht der Wunsch (der speziellen
Anwendung betreffend) nicht relevante Losungen zu eliminieren.

Eine Moglichkeit die Mengen zuléssiger Losungen M4 und Mo auf Mengen zuldssiger und, fiir
die vorliegende Anwendung, relevanter Losungen Mgel) und ./\/l(crel) zu reduzieren, ist es, zu-
sitzliche Regularisierungsfunktionen einzusetzen und die Bewertungsfunktion beziiglich dieser
zu erweitern. Mit dem Anwendungshintergrund der Analyse spektroskopischer Daten wird in
diesem Abschnitt nur auf diesbeziiglich sinnvolle Regularisierungen eingegangen. In Publikatio-
nen ist die Idee der Reduktionen von M 4 und M durch den Einsatz von Regularisierungen,
sowohl unter geometrischen Gesichtspunkten [12,13] als auch unter numerischen [4,57,132,158|
behandelt und erfolgreich an Beispielen getestet worden.

Es werden drei mogliche Formen der Reduktion von M4 und Mg durch Regularisierungen
vorgestellt: Unimodalitdtsforderungen, Monotonieforderungen und Fensterlosungen. Die Regu-
larisierungen werden hier jeweils fiir Teile des Faktors C' angewendet. Fiir Arbeiten iiber den
Einsatz von Regularisierungen mit Blick auf die Analyse spektroskopischer Daten sei beispiels-
weise auf [25,48,51,81,108,112,117,124,149,171,176| verwiesen.

Um die Anwendung der Regularisierungen nicht von den absoluten Eintrégen abhingig zu ma-
chen, wird fiir die zusétzlichen Regularisierungen mit normierten Spalten in C' gearbeitet. Dazu
sei C' € RF*s,

N .-

C.. = Z‘ ,
0 s
Die in diesem Abschnitt genutzten Regularisierungsfunktionen sind aus Ubersichtlichkeitsgriin-
den direkt fiir C' definiert, in der Anwendung wird jedoch oft mit C' gerechnet.

i=1,...,k j=1,....s. (4.35)
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Abbildung 4.21: Die Reduktionen von M¢ und M4 (transparent) zu Mff nd /\/l(g (iibliche Farb-
darstellung, schwarz umrandet) fir den Fall, dass zwei Zeilen von A bekannt sind anhand des Datensatzes 2.
Links: Es sind A(1,:) (x) und A(2,:) (o) der Originalldsung gegeben. Dies fiihrt auf die (leichte) Reduktion des
roten Segments von M. Rechts: Die zu A(1,:) und A(2,:) dualen Linien (——) und (—-) schrinken das griine
und das rote beziehungsweise das blaue und das griine Segment ein: eine Losung ist in M¢ isoliert (+) und die
beiden anderen liegen auf Strecken.

Die Umsetzung der Regularisierungen zur Reduktion von M4 erfolgt iiber die Klassifizierungs-
routine. Die Funktion f(z,S) aus (4.2) wird um Bewertungen beziiglich Unimodalitéat, Monotonie
und Fensterlosungen erweitert und es ergibt sich

f(wv S) = f(.%', S) + %('Yunifuni(c) + 'YmonofmonO(C) + ’Ywinfwin(c)) (4'36)

mit Gewichtungsfaktoren Yuni, Ymono, Ywin => 0 sowie Unterfunktionen funi, fumonos fwin : RFXS —
R. Diese dienen der Umsetzung der Regularisierungen zur Unimodalitat, zur Monotonie und zu
Fensterlosungen und werden im Laufe dieses Abschnitts eingefiihrt und erlautert. Analog zu (4.3)
wird ein x als zuldssig klassifiziert, wenn

min Ax,S <ert.
ScR(s—1)x(s—1) f( ) =f
Bemerkung 4.36. In diesem Abschnitt ist an manchen Stellen von ,negativen Bewertungen®
die Rede. Damit sind keine negativen skalaren Werte gemeint, sondern Strafwerte, die sich zu
Profilen ergeben, welche den geforderten Regularisierungen (Unimodalitdt, Monotonie, begrenzte
Triger) nicht entsprechen.

Fiir s = 3 kann die Berechnung der Menge zuléssiger und, fiir die vorliegende Anwendungsproble-

matik, relevanter Losungen Mgel) etwa mit dem (direkten) Polygon inflation Algorithmus erfol-

gen. Dabei ist es moglich, dass sich einzelne Eigenschaften von M 4 nicht auf M(Xel) ibertragen.

Die Beschrénktheit bleibt aber genauso erhalten, wie die Eigenschaft, dass (0,...,0)" ¢ M(jel)
gilt.

Bemerkung 4.37. Sofern zusdtzliche Regqularisierungen eingebunden werden, ist nur der direk-
te, micht aber der inverse Polygon inflation Algorithmus zur Berechnung von ./\/lgel) geeignet.
Dies liegt an den unterschiedlichen Strukturen der Klassifizierungsroutinen. Beim direkten Po-
lygon inflation Algorithmus werden alle Teile von C und A gleichzeitig tiberwacht, was fiir die
Riickkopplung der Regularisierungen nétig ist. Anders ist dies beim inversen Typ, da hier die Re-
striktionen zweigeteilt und unabhdngig voneinander kontrolliert werden. Die Riickkopplung von
beispielsweise Monotonierestriktionen kann nicht fiir alle Teilfaktoren, sondern entweder nur fir
A(L,:) oder nur fir C und A(2:3,:) beachtet werden.
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for i € I,y do
ip = argmax(C(:,7)) and ¢, = C(ig, 1)
for j=ip:—-1:2do
Y (4,4) = min(0, ¢, — C(j — 1,1) + w)
if (e > C(j—1,7)) or (¢, —C(j — 1,i) + w < 0)) then
| Cm = C(] - 1ai)
end
end
Cm — C(io,i)
for j=ig+1:kdo
Y (j,4) = min(0, ¢, — C(j,1) + w)
if ((¢m > C(4,17)) or (¢, — C(j,i) + w < 0)) then
| Cm = 0(372)
end
end

end
Pseudocodeelement 1: Der Pseudocode fiir die Berechnung der Matrix Y, welche in (4.37) zum Einbinden der
Unimodalititsrestriktion in der Bewertung eines 2 € R*™! zum Einsatz kommt. Es werden nur Profile C(:, )
mit ¢ € Iuni C {1,...,s} bewertet. Der Steuerparameter w > 0 dient dazu, leichte Stérungen zu erkennen und
nicht negativ in die Bewertung einflieften zu lassen. Die Matrix Y enthilt negative Werte an Stellen, an denen
sich das aktuell untersuchte Profil nicht unimodal verhélt und Nullen sonst.

4.9.1 Unimodalitatsrestriktionen

Unimodalitatsrestriktionen werden oft als Regularisierungen zur Berechnung von Reinkompo-
nentenzerlegung verwendet. Ein unimodales Konzentrationsprofil weist nur ein lokales Maximum
auf [20,32,167]. Davor verhélt es sich monoton steigend, danach monoton fallend. Ein typischer
Fall eines unimodalen, aber nicht monotonem, Konzentrationsverlaufs liegt bei einem Interme-
diat vor, worin auch die hdufige Anwendung begriindet ist. An dieser Stelle sei angemerkt, dass
der Einsatz von Unimodalitatsrestriktionen prinzipiell nicht auf den Faktor C' beschréankt ist.

Die Bewertungsfunktion fuui(C) ist so aufgebaut, dass sie fiir ein unimodales Profil einen Wert
nahe Null (kleiner als ) liefert. Um die Funktion auch fiir stérungsbehaftete Werte anwenden
zu kénnen, wird ein Steuerparameter w > 0 eingesetzt. Dieser dient dazu, stérungsbedingte Ab-
weichungen von einem unimodalen Verlauf abzufangen. Oft ist die Forderung von Unimodalitét
fiir alle Profile nicht sinnvoll und es wird die Indexmenge I, C {1,...,s} fiir alle Profile, die
einem unimodalen Verlauf folgen sollen, eingefiihrt. Zur Bewertung der einzelnen Profile C(:,1)
fiir ¢+ € Iy in Bezug auf Unimodalitiat wird das Pseudocodeelement 1 genutzt. Mit dem darin
berechneten Y wird die Zielfunktion

funi(©) = Y IV (D)5 (4.37)

Z'eluni

ausgewertet. In dem Pseudocodeelement 1 wird die Variable ¢, als Referenzwert fiir die jeweili-
gen Vergleiche genutzt. Es ist ¢,, entweder der letzte Wert zu einem unimodalen Verhalten oder
der letzte Fehler-/Strafwert fiir ein fallendes/steigendes Verhalten, der in die Regularisierungs-
funktion einging.

4.9.2 Monotonierestriktionen

Monotonierestriktionen sind eine Verschiarfung der Unimodalitétsrestriktionen, denn es werden
nur monoton steigende und monoton fallende Profile zugelassen. Analog zur Implementierung der
Unimodalitatsrestriktionen werden die Monotonierestriktionen nur fiir einzelne Profile gefordert,
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for i € Iono do

z=C(1,i) and w = C(1,4)

forj=1:k—1do

Zji = min(O, z — C(j + 1,2) + P)

Wji = maX(O’ w — C(] + 1’i) - p)

if (z>C(j+1,i)) or (z—C(j+1,i)+ p <0)) then

| 2=C(j+ 1,9)
end
if (w<C(j+1,4)) or (w—C(j+1,i) —p>0)) then
| w=C@G+1,1)
end
end
end

Pseudocodeelement 2: Der Pseudocode fiir die Berechnung der Matrizen Z und W, welche in (4.38) zum Einbin-
den der Monotonierestriktion in die Bewertung eines # € R®™' zum Einsatz kommen. Der Steuerparameter p > 0
dient dazu, leichte Stérungen als solche auszumachen und nicht negativ in die Bewertung einflieffen zu lassen. Die
Matrix Z enthélt Bewertungen beziiglich eines monoton fallenden Profils und W enthélt Bewertungen beziiglich
eines monoton steigenden Profils. In die Zielfunktion fmono flieft pro Profil C'(:,¢) mit ¢ € Imono C {1,...,s} nur
eine der beiden Bewertungen (die mit der geringeren Norm) ein.

namlich fir C(:,7) mit ¢ € Iyeno zu einer geeigneten Indexmenge Ipono. Um einen stabilen
Umgang mit gestérten Daten zu ermoglichen, kommt ein Steuerparameter p > 0 zum Einsatz.
Storungsbedingte Abweichungen werden so nicht negativ bewertet.

In der Implementierung wird fiir die Analyse des Profils C(:,4) getestet, wie stark C(:,7) von
einem monoton steigenden Profil abweicht und wie stark es von einem monoton fallenden Profil
abweicht. In die Zielfunktion fliefft die normmaéifig kleinere negative Bewertung ein. Die Details
der Implementierung sind im Pseudocodeelement 2 angegeben und die Zielfunktion ergibt sich
als

Fmono(C) = Y min (| Z(,)[3, W (:,9)[13) (4.38)

ielmono

4.9.3 Gefensterte Profile

Bei der Analyse spektroskopischer Daten ist es oft der Fall, dass in bestimmten Zeitbereichen
nicht alle s Komponenten vorliegen oder dass zu bestimmten Wellenléngen nicht alle Komponen-
ten signifikant absorbieren. Beispielsweise ist bei einer konsekutiven Reaktion, die ausreichend
lange beobachtet wird, gegen Ende des Zeitintervalls praktisch nur noch das Produkt vorhanden.
Oder andersherum liegt/liegen bei einer langsam startenden Reaktion zu Beginn praktisch nur
das Edukt/die Edukte vor. In diesem Zusammenhang wird zu einem Profil C'(:,7) oder A(j,:)
ein Zeit-/Frequenzbereich Fenster genannt, wenn die Komponente nur in diesem Zeitfenster vor-
liegt /nur in diesem Frequenzfenster absorbiert. Solche Fenster sind in der Anwendung héufig
bekannt und lassen sich bei der Analyse der Daten als zusétzliche Informationen einbinden, sie-
he (33,116,159 fiir die window factor analysis (WFA) und [44,45,52,89,111, 113, 114]| fiir die
artverwandte evolving factor analysis (EFA).

Ein Einsatz derartiger Fensterinformationen zur Reduktion der Mengen zuléssiger Losungen ist
ebenfalls moglich. Vorgestellt wird ein solches Vorgehen nur fiir den Faktor C'; wenngleich es
analog auch fiir A anwendbar ist. Seien erneut nur fir Profile C(:,4) mit i € Iy, C {1,...,s}
Fensterrestriktionen angewendet. Fiir jedes i € Iyin wird mit J@ ¢ {1,...,k} die Menge an
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Indizes j definiert, fiir welche C}; positiv ist. Es gilt also
Cji=0 fiir @€ Ly, Jj€ {1,___,k}\J(i)_

Mit einem Steuerparameter ¢ > 0 lautet die Regularisierungsfunktion

fwin(c) = Z Z max (C]z — 0, 0)2 .

ie[win ]éJ(Z)

Bemerkung 4.38. Die Parameter w, p und ¢ lassen sich auch fiir jedes Profil unterschiedlich
wdhlen. Dies ist insbesondere dann ndtig, wenn die einzelnen Profile unterschiedlich stark durch
Storungen beeinflusst werden. Eine solche Situation liegt fiir die Anwendung von Monotoniere-
striktionen auf Datensatz 3 vor, siehe Abschnitt 5.4.

4.9.4 Bedeutung der Steuerparameter

Auf den stabilen Einsatz von Regularisierungsfunktionen zur Reduktion der Menge M 4 haben
die Steuerparameter entscheidenden Einfluss. Die Klassifizierung eines € R*™! erfolgt mittels

~

f(z,S) aus (4.36) in der Form, dass x genau dann als zuldssig klassifiziert wird, wenn

~

semsrflll)ri(s—l) f@,5) < e

gilt. Nur kleine Werte e7, zum Beispiel e = 10~ '2, ermdoglichen sinnvolle Ergebnisse fiir die
Approximation von M 4. Demzufolge sollten die Funktionen funi(C), fmono(C) und fyin(C), fiir
Profile, die die Regularisierungsforderungen erfiillen, Werte kleiner als e, zuriickgeben. Dies ist
flir storungsbehaftete Daten in der Regel fiir w = 0, p = 0 beziehungsweise ¢ = 0 nicht der
Fall. Um die Regularisierungen effektiv arbeiten zu lassen aber auch keine geeigneten Losungen
auszuschliefen, sind die Steuerparameter sinnvoll einzusetzen.

Viele andere Regularisierungen lassen sich nicht zur Reduktion der Mengen zuldssiger Losungen
einsetzten. Es konnen nur Funktionen sinnvoll eingesetzt werden, die fiir ein Profil, dass den
Regularisierungen entspricht, einen Wert nahe Null zuriickgibt. Der Einsatz beispielsweise von
Norm- oder Glattheitsregularisierungen ist so nur mittels oberer Schranken fiir die Regularisie-
rungswerte moglich, was die Wirkung der Restriktionen aber stark abschwécht.

So liefse sich beispielsweise eine Glattheitsregularisierung mit den zentralen finiten Differenzen
zweiter Ordnung fir C, siehe etwa [124,149,175,176], fiir ein ig € {1,..., s} und ein dquidistantes
Zeitraster mit Schrittweite 7 nur in der Form

k—1 . ) . 5
fsmooth(c) = Zmin (0, (C(E _ 1’10) _ 20(&10) + C(f + 1,ZO)> B 60)
(=2

T2

mit einem Steuerparameter dc > 0 anwenden. Wire £ sinnvoll gewahlt und d¢ = 0, wiirde dies
zu leeren Mengen zuléssiger und relevanter Lésungen fiihren. Dies gilt unabhéngig von Stérungen.
Um sinnvolle Ergebnisse zu erhalten, muss d¢ positiv (und nicht zu klein) sein.

4.10 Alternativer Zugang iiber begrenzende L6sungen

Unabhéngig von den Mengen zulédssiger Losungen wird in [50,167,168] ein alternativer Zugang
zur Analyse der Mehrdeutigkeit der Losung des Faktorisierungsproblems 2.4 genutzt. Ausgehend
von einer initialen Zerlegung werden 2s spezielle zuléssige Zeilen fiir A und 2s spezielle zuléssige
Spalten fiir C' bestimmt. Diese werden als begrenzende Losungen fiir die einzelnen Zeilen von
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A und Spalten von C' angesehen. Dazu werden Optimierungsprobleme aufgestellt und lokale
Extremstellen dieser bestimmt.

Bei dem Ansatz gibt es jedoch zwei Schwierigkeiten. Erstens ist es auch bei Beriicksichtigung
der Skalierungsuneindeutigkeit im Normalfall fiir beliebiges s > 3 nicht moglich, begrenzende
Losungen fiir die Zeilen von A und die Spalten von C zu bestimmen, welche gleichzeitig auch
direkt Elemente aus A beziehungsweise C sind (also tatséchlich zuldssige Zeilen in A beziehungs-
weise Spalten in C'). Bei diesem Problem ist die ungeklirte Frage nach der Skalierung, welche
in der Tat ein Problem darstellt, nicht entscheidend. Das zweite Problem ist die Aufstellung der
Optimierungsprobleme. Die genutzten Zielfunktionen besizten im Normalfall nur zwei Extrem-
stellen. Dass jedoch jeweils s verschiedene Maximal- und Minimalstellen berechnet werden, liegt
an der Nutzung der nur begrenzt leistungsfahigen MATLAB-Routine fmincon. Diese ist nicht in
der Lage zwischen den Segmenten von M 4 zu wechseln und es werden je s lokale Extremstellen
berechnet, wovon je nur eine auch globale Extremstelle ist.

Nichtsdestotrotz ist die Methode der Bestimmung solcher Kurven, die als Einhiillenden fiir die
Faktoren C' und A angesehen werden, ein geeigneter Ansatz zur Analyse der Mehrdeutigkeit der
Losung des Faktorisierungsproblems 2.4. Die Methode ist fiir storungsbehaftete Daten einsetzbar.

4.10.1 Umsetzung mittels einer speziellen Zielfunktion

Basierend auf einer initialen nichtnegativen Faktorisierung aus C und A wird eine Zielfunk-
tion aufgestellt und unter zu wahlenden Restriktionen minimiert beziehungsweise maximiert.
Verschiedene Restriktionen stehen zur Wahl. Die wichtigsten sind die Nichtnegativitdtsbedin-
gungen fiir die Faktoren sowie die Rekonstruktionsforderung. Weiter kénnen die Unimodalitéts-
restriktionen, siehe [20,32,167] und Abschnitt 4.9.1, gewéhlt werden. In der folgenden Beschrei-
bung der Methode wird auf die MATLAB-Implementierung MCR-BANDS eingegangen, welche
auf http://www.mcrals.info/ heruntergeladen wurde [83].

Bemerkung 4.39. In der MCR-BANDS-Implementierung [83] ist die Rekonstruktionsforderung
D = CA als Restriktion weggelassen. Trotzdem ergeben sich in der Regel sinnvolle Ergebnisse
beziehungsweise es lassen sich solche, die keinen Sinn ergeben, erkennen.

Werden nur die elementaren Restriktionen beriicksichtigt, so lautet zu einer vorgegebenen (in-
itialen) nichtnegativen Matrixfaktorisierung aus C' und A die Zielfunktionen

_ IC@EY ()R DA|E

gi(R) -
[CR1RA||%

(4.39)

fir i = 1,...,s und jeweils R € R***. Diese g;(R) werden unter den zuvor genannten (und
notigen) Nebenbedingungen minimiert beziehungsweise maximiert. Die Optimierungen werden
jeweils zu den Startwerten R = I5 und unter Nutzung der MATLAB-Routine fmincon durch-
gefiihrt. Es werden s Minimalstellen R ¢ R5%5 und s Maximalstellen R(:ma%) ¢ Rsxs

bestimmt. Aus diesen ergeben sich fiir ¢ = 1,..., s jeweils
a1 — Rlimin) (i,:)A  beziehungsweise a®) = R(i’max)(i, A
sowie
27D = ¢(RO™M)1(: ) beziehungsweise  ¢?) = C(RO™a))~1(; ).

Diese Profile werden als begrenzende Losungen angesehen, wenngleich sie dies nur unter be-
stimmten Bedingungen tatséchlich sind. Zu einer Minimierung/Maximierung ergeben sich also
jeweils eine Spalte fiir C' und eine Zeile fiir A.



4.10 Alternativer Zugang liber begrenzende Lésungen 107

Bemerkung 4.40. Prinzipiell besitzen die Funktionen g;(R), i = 1,...,s, alle das gleiche
Minimum und das gleiche Maximum. Demzufolge besitzen sie nicht nur jeweils die gleichen
Minimal- und Maximalstellen, sondern es gelten prinzipiell aV) = q@=1D) ypd o@ = ¢2) so-
wie ¢V = @D ynd @ = @) fiiri =2,..., s. Durch die numerische Losung der einzelnen
Optimierungsprobleme ist dies in der Anwendung jedoch nicht der Fall, was mutmaflich an der
geringen Leistungsstirke der Optimierungsmethode fmincon von MATLAB liegt. Ein Wechsel in
der Sortierung der Faktoren (also ein Wechsel zwischen den Segmenten von My beziehungsweise
von M¢ ) wird in der Regel nicht realisiert und es werden nur die jeweiligen lokalen Extremstellen
und -werte berechnet.!”

4.10.2 Anbindung an die Mengen zul3ssiger Lésungen

Um den Bogen von den begrenzenden Losungen zu den niedrigdimensionalen Darstellungen sowie
den Mengen M4 und M¢ zu schlagen, werden zu a € R¥™” und ¢® € R* deren niedrigdi-

mensionale Darstellungen z® fiir A und y@ fiir C fiir i = 1,...,2s berechnet. Es ergeben sich
; OV (,2: B , ¥(:,2:8)c®
20 — M RO M (4.40)
a®DV(:1) UX(:, 1)l

Die (9 lassen sich mit M4 in Verbindung bringen, die ¥y mit M¢. Fiir stérungsfreie Daten
sind 2 € My, i = 1,...,2s. Die Losung fiithrt fiir s > 3 in der Regel zwar nicht zu oberen
beziehungsweise unteren Einhiillenden, da es solche fiir das gestellte Problem und mit einer
Darstellung in M 4 beziehungsweise in M¢ im Allgemeinen nicht gibt, vergleiche auch Punkt 1
in Bemerkung 4.41. Oft ergeben sich aber gute Abschétzungen, siehe beispielsweise [115,161,178].

Bemerkung 4.41.

1. Da sich fiir s = 2 die Mengen M 4 und M jeweils mit vier zuldssigen Losungen bestim-
men lassen, kann die Berechnung von begrenzenden Lésungen auf die vollstandigen Mengen
zulissiger Losungen fihren. Eine bislang nicht bewiese Vermutung lautet, dass die =9 die
Intervallgrenzen fiir My aus (4.13) sind, vergleiche [1,136] und Abschnitt 4.10.3. Firs > 3
kann die Menge zuldssiger Losungen im Normalfall, das heifit fir nicht hinreichend stark
degenerierte Segmente, nicht vollstindig wiedergegeben werden. Die sinnvolle Darstellung
tiber die begrenzenden Liosungen fiir s = 2 zeigt sich bei der Anwendung auf Datensatz 1 in
Abbildung 5.17, siehe Abschnitt 5.5.1.

2. FEine Schwierigkeit bei der Bestimmung der begrenzenden Ldésungen und deren grafischer
Darstellung liegt in der Skalierung/Normierung der Profile, sodass diese zur Analyse der
Mehrdeutigkeit der Losung des Faktorisierungsproblems der nichtnegativen Matrizfaktori-
sterung geeignet sind. Die in dieser Arbeit genutzte Variante iber A = RVT mit Ry = 1
ist ebenso nicht gut geeignet, wie eine Normierung, sodass ||A(i,:)|lec =1 gilt.

Trotz der einfachen Struktur der Zielfunktion ist deren Analyse schwierig und wird in dieser
Arbeit nicht vorgenommen. In erster Linie sind Aussagen zur Lage von (¥ in M 4 und zur Lage
von ¥ in M interessant. In der Regel liegen die 29 auf dem Rand von M4 und die y9 auf
dem Rand von M. Dies gilt fiir Datensatz 2 jedoch nicht (vorbehaltlich korrekt bestimmter
Extrema und einer geniigend feinen Auflosung), siehe die Abbildungen 5.18 und 5.21.

100\ @glich erscheint es hier auch, dass der Autor der vorliegenden Arbeit trotz intensiver Analyse des Quellcodes
eine entsprechende Steuerung der Methode iibersehen hat.
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4.10.3 Untersuchungen fiir s =2

Die Bestimmung der niedrigdimensionalen Darstellungen der begrenzenden Losungen fithrt auf
2s Elemente z(® € R*~! und 2s Elemente y® € R*~!. Die Mengen zuléssiger Losungen sind
Teilmengen des R*~!. Somit ist eine Ubereinstimmung der Ergebnisse beider Ansitze fiir nicht
degenerierte Segmente nur fiir s = 2 moglich.

Untersucht sei die Optimierungsfunktion g;(R) aus (4.39) fiir s = 2. Diese soll unter den Re-
striktionen rank(R) = 2, CR™' > 0, RA > 0 minimiert beziehungsweise maximiert werden.
Die Menge zuléssiger Losungen My fiir s = 2 hat die Form wie in (4.12) und (4.13). Um die
niedrigdimensionalen Darstellungen zu erhalten, lasst sich dquivalent dazu die Zielfunktion

Gi0.8) = TS DRG :)VTHjm (4.41)

betrachten mit

e G g) (4.42)

sowie den Faktoren U, ¥ und V einer abgeschnittenen Singuldrwertzerlegung von D. Wegen der
zu beachtenden Restriktionen miissen o, 8 € M4 und aff < 0 gelten. Einfache Umformungen
fiihren auf
(018% + 03) (1 +0?) (ofa? +03) (1+57)

(8 —a)? ’ (B —a)? '
Wegen der Permutationsmehrdeutigkeit der Losung geniigt es, nur g1 weiter zu untersuchen. Dies
fihrt auf die Zielfunktionen

Gi(a) = g Gh(a) = in g .
1) ﬁeMITﬁkogl(a’ﬁ)’ (@) BEMH,il,IolzB<Ogl(a’B)

gi(a, B) = g2(a, B) =

Es sind die lokalen Maximalstellen von él(a) und die lokalen Minimalstellen von G4 (o) in My
gesucht.

Zwei zu g1 und gs analoge Funktionen sind in [1] numerisch fiir eine konkrete Matrix D sowie
in [136] untersucht. In beiden Arbeiten wird fiir die Transformation R eine andere Form als in
(4.42) genutzt. Die Resultate stimmen aber grundséatzlich iiberein.

4.10.4 Weiterfiihrende Verweise

Die Implementierung von MCR-BANDS geht auf die Gruppe um Prof. R. Tauler, Dr. A. de
Juan sowie Dr. J. Jaumot aus Barcelona zuriick. Auf diese geht auch die hiufig verwendete
Methode MCR-ALS [31,79-81], siehe auch [46, 169], zur Berechnung von Reinkomponentenzer-
legungen zuriick. Wenngleich auch bei diesem Algorithmus keine Konvergenz gesichert und eine
geschlossenen Analyse schwierig ist [134], so liefert die Methode in der Regel sinnvolle Ergebnisse,
siehe etwa [7,47]. Weiter wird im Zuge alternativer Methoden zur Analyse der Mehrdeutigkeit
des Faktorisierungsproblems auch auf die in [164] vorgestellte Idee der Nutzung einer Partikel-
schwarmoptimierung sowie den eingangs erwahnten grid search-Ansatz [1,2,13,57,173] verwiesen.

4.11 Zusammenfassung und Perspektiven

Zwar wurden schon in [105] und [17] Methoden zur Berechnung der Mengen zuléssiger Losungen
vorgestellt, eine hohe Dynamik bei der Entwicklung neuer Approximationsmethoden entstand
jedoch erst mit den Arbeiten [56,138|. Schwerpunkte sind unter anderem:
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die Entwicklung stabiler und schneller Approximationsmethoden, die topologieunabhéngig
funktionieren,

- die Beriicksichtigung von Stérungen,

die Reduktion mittels zusatzlicher Regularisierungen und

die Erweiterung der Methoden auf s > 4.

In diesem Kapitel wurden die aktuell wichtigsten und aus Verdffentlichungen bekannten Metho-
den zur Approximation der Mengen zuldssiger Losungen fiir s € {2,3,4} detailliert vorgestellt
und analysiert. Eine Methode ist allgemein fiir s > 2 anwendbar. Fiir s = 3 teilen sich die Me-
thoden in zwei Typen auf: geometrisch konstruktive und numerisch approximative. Der Vorteil
des geometrisch konstruktiven Ansatzes ist der geringe Rechenaufwand und die exakte Bestim-
mung von zuléssigen Losungen auf dem Rand der Mengen zuléssiger Losungen. Jedoch ist die
Erweiterung der genutzten Konstruktionen auf storungsbehaftete Daten nur unter Abstrichen
moglichen [86-88] und die Methode lésst sich nicht direkt fiir s > 4 erweitern. Demgegeniiber
sind die numerischen Methoden problemlos auf gestorte Daten anwendbar. Es wurden adaptiv
gesteuerte und nicht adaptiv gesteuerte Methoden vorgestellt, wobei die adaptiv gesteuerten (Po-
lygon inflation und adaptiver Strahlenalgorithmus) von der Theorie her am vielversprechendsten
sind. Die Erweiterung der numerischen Methoden fiir s > 4 ist auf verschiedene Weisen méglich,
wobei es nicht bei allen Methoden problemlos ist. So ist etwa die Dreieckseinschlieffungsmethode
nur indirekt (in Form einer scheibenweisen Approximation und mit Einschrankungen beziiglich
der Topologie der Mengen zulassiger Losungen) erweiterbar. Bei der Polyhedron inflation Me-
thode gilt es, die Implementierung abzuschlieken und die Behinderung der adaptiven Steuerung
durch einspringende Kanten einzuschrinken. Praktisch ist einzig der Strahlenalgorithmus ohne
Probleme fiir beliebiges s > 4 einsetzbar, wobei eine adaptive Steuerung mitunter nicht einfach
zu implementieren ist.

Letztlich sei auch die Moglichkeit der Kombination aus der direkten geometrischen Bewertung
eines x € R? mit der adaptiven Steuerung des Polygon inflation Algorithmus als eine vielverspre-
chende Methode zur Berechnung der Mengen zuléssiger Losungen fiir s = 3 angefiihrt. Dabei
wiirde die numerische Klassifizierung eines  durch die geometrische ersetzt, die adaptive Ver-
feinerung der Randapproximation aber beibehalten werden. So wiirde die Auflésung des Randes
nicht mehr durch die, vor der Berechnung festgelegte, Wahl der Tangenten bestimmt werden.
Stattdessen wiirde die Auflésung adaptiv durch die Polygonverfeinerung gesteuert werden. Zu-
dem wird der rechenintensive Teil der numerischen Klassifizierung mittels der Losung vieler Op-
timierungsprobleme durch die schnelle Klassifizierung mittels konstruierter Dreiecke ersetzt. Die
geometrische Konstruktion wird so um die Adaptivitit erweitert. Die Anwendung auf gestorte
Daten gelingt wie in Abschnitt 4.5.7.
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In Kapitel 4 sind einige Methoden zur Approximation der Mengen zuléssiger Losungen erlautert
und analysiert. Der Schwerpunkt liegt auf Methoden zur Berechnung von M 4 und M fiir s = 3.
In diesem Kapitel werden die vorgestellten Methoden im Hinblick auf die Qualitdt der Ergebnisse
und den Rechenaufwand untersucht und verglichen. Fiir die meisten Vergleiche und Analysen
werden die Approximationen an M4 fiir die Datensétze 2 und 3 herangezogen.

Der Modelldatensatz 2 ist gut geeignet, da sich die Randpunkte von M 4 bis auf Rundungsfehler
exakt bestimmen lassen. Eine beliebig feine Diskretisierung von M4 ist zugénglich und objek-
tive Vergleiche zwischen den Ergebnissen der unterschiedlichen Verfahren sind moglich. Fiir die
Polygon inflation Methoden wird eine detaillierte Analyse vorgenommen. Der Datensatz 3 (IR-
Daten zur Hydroformylierung) ist fiir einen Vergleich der Klassifizierungsmethoden insofern gut
geeignet, da er Storungen mittleren Grades enthélt und mittels kinetischer Modellierung eine,
als korrekt angesehene Losung, berechnet werden kann.

In Abschnitt 5.1 werden die geometrische Konstruktion, der Dreieckseinschlieffungsalgorithmus,
die Polygon inflation Methoden sowie der Strahlenalgorithmus (starr sowie adaptiv gesteuert)
eingehend in Bezug auf die Anwendung auf Datensatz 2 untersucht. In Abschnitt 5.2 werden die
Polygon inflation Methoden in Bezug auf ihre Arbeitsweisen detailliert analysiert. Anschlieffend
werden in Abschnitt 5.3 die Herangehensweisen zur Bestimmung von M 4 fiir storungsbehaftete
Daten am Beispiel des Datensatzes 3 untersucht. Zusétzlich werden Effekte analysiert, die die
Berechnung von M 4 behindern. In Abschnitt 5.4 wird am Beispiel des Datensatzes 3 gezeigt, wie
sich mittels zusétzlicher Regularisierungen M4 und M zu Mengen zuléssiger und relevanter
Lésungen reduzieren lassen. Abschlieffend wird in Abschnitt 5.5 die Methode MCR-BANDS fiir
die Datensétze 1 und 2 angewendet, um spezielle Losungen als Indikatoren fiir die Vielfaltigkeit
moglicher Faktorisierungen zu bestimmen. Dazu werden die Ergebnisse und die jeweiligen Mengen
zuldssiger Losungen in Bezug zueinander gebracht. Fiir die Darstellungen der Segmente von
My und M sowie der zugehorigen Profile werden stets dieselben Farbzuordnungen wie in den
Abbildungen 2.3 fiir Datensatz 1, 2.5 fiir Datensatz 2 und 2.7 fiir Datensatz 3 verwendet.

5.1 Methodenverifikation anhand des Datensatzes 2

Zu dem Datensatz 2 lassen sich die Randpunkte mittels der in Abschnitt 4.3 vorgestellten geo-
metrischen Konstruktion bis auf Rundungsfehler exakt berechnen. Somit ist eine hochauflésende
Diskretisierung der Randkurve zugénglich und die Abweichungen, der mit den einzelnen Ver-
fahren berechneten Approximationen, konnen konkret bestimmt werden. Ein solches Vorgehen
ist beispielsweise fiir Datensatz 3 nicht méglich und die einzelnen Approximationen kénnen nur
untereinander vergleichen werden.

5.1.1 Referenzl6sung, Vergleichskriterien und weitere Details

Eine analytische Bestimmung der Randkurve von M, ist wegen s = 3 fiir Datensatz 2 zwar
unter grofem Rechenaufwand moglich [16,138], jedoch ist keine Implementierung dazu frei zu-
ganglich. Um nichtsdestotrotz hinsichtlich der Giite der Approximationen sowie den bendtigten
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Rechenzeiten einen Vergleich zwischen den einzelnen Methoden auch in Abhéngigkeit zu den je-
weiligen Steuerparametern ziehen zu kénnen, wird eine hoch genaue Approximation an den Rand
von M4 genutzt. Diese Referenzlosung wird mittels der geometrischen Konstruktion (Tangen-
tenalgorithmus) bestimmt. Die genutzten Tangenten (an Z4) setzen sich aus drei verschiedenen
Typen zusammen: es werden 10000 dquiangular verteilte Tangenten an Z4 genutzt, weiter wer-
den die 100 Geraden, die die Kanten von Z4 definieren (Z4 besteht aus 100 Kanten), sowie 100
Tangenten an Z4, die jeweils eine Ecke von F4 enthalten (F4 ist fiir den Datensatz durch 50
Kanten begrenzt), verwendet.

Die geometrische Konstruktion sichert die exakte Lage der berechneten Punkte auf dem Rand
und die hohe Auflésung mit insgesamt 10 200 Tangenten sichert eine sehr feine Diskretisierung der
Randkurve von M 4. Fiir die geometrische Konstruktion wird eine vom Verfasser der vorliegenden
Schrift in MATLAB programmierte und nicht die in FACPACK bereitgestellte Version ( Generalized
Borgen Plots-Modul) genutzt. Fiir die Analyse der geometrischen Konstruktion in Abschnitt 5.1.2
wird die in FACPACK bereitgestellte Implementierung verwendet.

Die Methoden werden unter den Gesichtspunkten Approximationsgiite (Abstand zur Referenz-
16sung) und Rechenzeit zu verschiedenen Wahlen von Steuerparametern verglichen.

Als Abstandsmak zwischen der hoch aufgelosten (und als Vergleichsergebnis herangezogenen)
geometrischen Konstruktion von Randpunkten und den anderen Approximationen wird der
Hausdorff-Abstand

(X,Y) = max <maX D(z,Y), max D(y,X))
zeX yey

zweier Mengen X und Y genutzt mit

D(a, B) = mi — .
(a,B) = min (o — b]2)

Um einen fairen Vergleich zwischen den Approximationsmethoden beziiglich ihrer Rechenzeiten
ziehen zu kénnen, werden fiir die rechenintensiven Teile aller Algorithmen schnelle C-Programme
eingesetzt. Fiir die geometrische Konstruktion sowie die Polygon inflation Methoden erfolgen die
Vergleichsrechnungen mit den FACPACK-Implementierungen. Die Rechenzeiten wurden auf einem
Standard-PC mit einem 2.4GHz Intel Prozessor und 16 GB RAM gemessen, wobei stets nur ein
Kern genutzt wurde.

In den Tabellen werden jeweils auch die Anzahlen der Diskretisierungspunkte (kumuliert fiir alle
Segmente) fiir die Approximationen an M4 angegeben, um in etwa die Umfénge der Diskreti-
sierungen einschéitzen zu konnen. Bei der Bewertung dieser Anzahlen gilt es zu beachten, dass
die adaptiv gesteuerten Methoden im Normalfall bei qualitativ gleichwertigen Approximationen
deutlich weniger Diskretisierungspunkte benotigen.

5.1.2 Geometrische Konstruktion

Als erstes werden die Ergebnisse der geometrischen Konstruktion, siehe Abschnitt 4.3, fiir ver-
schiedene Anzahlen von Tangenten, das heiftt mit verschiedenen Auflésungen des Rotationswin-
kels, ausgewertet. In der FACPACK-Implementierung wird die Genauigkeit iiber den Rotations-
winkel der Tangenten gesteuert. Begonnen wird mit einer Seite von Z 4 als Tangente. Anschliefsend
wird mit einer dquiangularen Diskretisierung mit [360/«| weiteren Tangenten fortgefiihrt, wobei
« der gewihlte Rotationswinkel ist. Zudem werden die verbleibenden Seiten von Z4 ebenfalls als
Tangenten genutzt.

Die Abweichungen der Berechnungen von der Referenzlosung sind in Tabelle 5.1 fiir verschiedene
Rotationswinkel (und somit auch verschiedene Anzahlen von Tangenten) aufgelistet. Auffallig ist
die hohe Effizienz sowie, dass sich die Rechenzeit bei Verbesserung der Genauigkeit kaum erhoht.
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5.1 Methodenverifikation anhand des Datensatzes 2
Rotations- Anzahl Rechen- Approximationsgiite Anzahl
winkel [°] | Tangenten | zeit [s] | Segment 1 ~ Segment 2  Segment 3 | Punkte
1.00 459 1.64 [2377-107% 2.166-10"3 2.166-1073 73
0.50 819 1.64 |8785-107* 9.765-10~* 9.765-10"* | 115
0.10 3699 1.77 | 2.463-107% 7.732-107° 7.732-107° | 449
0.05 7299 1.94 | 2463-107* 2.790-107° 2.790-107° | 866

Tabelle 5.1: Anwendung der geometrischen Konstruktion zur Berechnung von M 4 fiir Datensatz 2. Die Approxi-
mation ist fiir verschiedene Rotationswinkel, siehe die FACPACK-Implementierung, durchgefiihrt.

Seitenlénge a | Rechen- Approximationsgiiten Anzahl
zeit [s| | Segment 1 Segment 2 Segment 3 | Dreiecke
2.5.1072 0.59 |2.485-1072 3.077-1072 2.145-102 467
1.0-1072 1.23 9.937-107% 1.064-10"2 9.240-103 1175
5.0-1073 239 | 4.985-107% 5.665-1072 4.889-1073 | 2341
1.0-1073 10.67 | 9.977-107% 9.923-107* 1.055-1073 | 11721
5.0-107% 20.47 | 4.990-107* 5.915-107*% 4.971-107* | 23445
1.0-1074 95.12 ]9.988-10"° 1.258-10~* 1.076-10"*| 117211

Tabelle 5.2: Anwendung der Dreieckseinschlieffung zur Berechnung von M4 fiir Datensatz 2. Die Methode ist
fiir verschiedene Seitenléngen a ausgefiihrt. Die Werte zeigen, dass die Approximationsgiite etwas schlechter sein
kann als die vorgegebene Seitenlinge (=erwartete Randgenauigkeit), siche Bemerkung 4.20.

5.1.3 Algorithmus der Dreieckseinschliefung

Der Dreieckseinschliefungsalgorithmus ist in Abschnitt 4.4 sowie [55,56,58| vorgestellt und wird
auf den Datensatz 2 angewendet. Die Genauigkeit der Approximation wird iiber die Seitenldange
a der Dreiecke festgelegt. In der Regel entspricht dies auch in etwa dem maximalen Fehler, wobei
sich auch grofere Fehler ergeben konnen, sieche Bemerkung 4.20. Um die Vergleiche mit den
Polygon inflation Methoden sowie dem Strahlenalgorithmus sinnvoll durchzufiithren, wird zur
Klassifizierung eines x die Funktion F'(x) aus (4.3) mit f(z,S) aus (4.2) genutzt und nicht die
in [58] vorgeschlagene Funktion ssq aus (4.6).

Die Ergebnisse der Auswertungen zur Anwendung mit verschiedenen Seitenléngen a sind in Ta-
belle 5.2 aufgelistet.! Die Unterschiede zur geometrischen Konstruktion beziiglich der Rechenzei-
ten bei vergleichbarer Genauigkeit sind deutlich. Auch tritt der in Bemerkung 4.20 beschriebene
Fall auf und es sind einzelne Abweichungen grofer als die vorgegebene Genauigkeit (Seitenlén-
ge). Die Methode liefert die Ergebnisse stabil und mit verlésslicher Genauigkeit. Der anndhernd
proportionale Zusammenhang zwischen der Genauigkeit der Approximation und der Anzahl der
berechneten Dreiecke ist ersichtlich.

5.1.4 Polygon inflation Algorithmus

Als néchstes wird der in Abschnitt 4.5 und beispielsweise in [55,147,152,154] vorgestellte Polygon
inflation Algorithmus (direkter Typ) auf den Datensatz 2 angewendet. Zur Analyse der Methode
werden verschiedene Genauigkeiten g, (Genauigkeit der Randapproximation) und 6 (Abbruch-
kriterium) gewdhlt. Fiir die Anwendung ist zu beachten, dass die Rechnungen mit 5 = 10~
und nicht mit dem in FACPACK vorgewéhltem ey = 10710 durchgefiihrt wurden. Dies ist fiir

'Die zur Initialisierung (Start vom Inneren eines Segments und Suche eines geeigneten Dreiecks, das den Rand
iiberdeckt) notwendigen Funktionsaufrufe und die dafiir benotigte Rechenzeit werden nicht berticksichtigt.
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€p, 0 | Rechen- Approximationsgiiten Anzahl
zeit [s| | Segment 1 Segment 2  Segment 3 | Punkte
1072 | 066 | 1.746-1072 1.269-10"% 1.665-1072 86
1073 1.83 1.533-1073 2.289-103 3.241-1073 184
1074 | 4.54 1.849-107* 2.693-107* 4.079-10* | 324
1075 | 12.62 | 3.007-107° 8.140-107° 7.400-107° 650
1079 | 31.29 | 1.958-107° 1.107-107° 2.274-107° | 1747

Tabelle 5.3: Anwendung des Polygon inflation Algorithmus zur Berechnung von M 4 fiir Datensatz 2. Die Appro-
ximation ist fiir verschiedene Steuerparameter § und €, durchgefithrt. Deren effiziente Wirkung ist gut erkennbar.
Lediglich ab einer Genauigkeit von &, = § = 10~ gibt es insofern Schwierigkeiten, als dass sich die Approximati-

onsgiiten nicht so stark verbessern, wie es die Wahl der Steuerparameter erwarten lasst.

€p, 0 | Rechen- Approximationsgiiten Anzahl Punkte

zeit [s| | Segment 1 ~ Segment 2 Segment 3 | fiir Fu | fiir M% | fir My
1072 237 [1.843-1072 1.330-1072 1.214-1072 48 88 68
1073 | 4.89 1.114-1073 1.729-1073 9.797-10~* 76 156 115
1074 ] 11.02 | 1.592-10~% 1.551-10~* 1.363-10* 124 290 216
1075 | 2559 | 1.176-107° 4.864-107° 3.019-107° | 212 576 433
1076 | 59.79 | 2457-107% 4.313-107% 1.431-107%| 342 1354 928

Tabelle 5.4: Kennwerte zur Anwendung des inversen Polygon inflation Algorithmus zur Berechnung von M4 fiir
Datensatz 2. Fiir dieses Beispiel besteht M 4 aus drei isolierten Segmenten. Daher entspricht jeweils die Summe
der Anzahlen der Punkte fiir die Approximationen von F4 und von M7 nicht der Anzahl der Punkte fiir die
Approximation von M4.

ungestorte Modelldaten mitunter entscheidend, sofern, wie es in Datensatz 2 der Fall ist, einige
Eintrage in moglichen Faktoren C und A sehr klein sind.

Die Kennwerte zu den Berechnungen sind in Tabelle 5.3 aufgelistet. Die Effizienz der adaptiven
Steuerung ist erkennbar. Im Vergleich zur geometrischen Konstruktion zeigt sich die Polygon
inflation Methode bei der Anwendung auf Datensatz 2 leicht im Nachteil. Dies ist fiir Modelldaten
oft der Fall. Die Genauigkeit lasst sich mit dem Polygon inflation Algorithmus besser steuern,
vergleiche Tabelle 5.1 und die Unterschiede in den maximalen Fehlern fiir die einzelnen Segmente.

5.1.5 Inverser Polygon inflation Algorithmus

Der inverse Polygon inflation Algorithmus wird mit verschiedenen Genauigkeiten &, und § zur
Approximation von M 4 angewendet und die Kennzahlen sind in Tabelle 5.4 angegebenen. Die
Rechnungen wurden ebenfalls mit e; = 10~ und nicht mit dem in FACPACK vorgewihltem
ef = 10710 durchgefiihrt. Da My4 als Schnitt von F4 und M¥ bestimmt wird, sind zusétzlich
die Anzahlen der Punkte von deren Randdiskretisierungen angegeben. Zur Bestimmung von M%
ist als Steuerparameter oyt = 0.05 gewahlt, siehe (4.23).

Beziiglich der Rechenzeiten sind sowohl deutliche Unterschiede zum direkten Polygon inflation
Algorithmus als auch die effektiv arbeitende adaptive Steuerung erkennbar. Der direkte Polygon
inflation Algorithmus ist zur Approximation einer Menge M 4 mit drei klar getrennten Segmenten
besser geeignet.
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Anzahl ey | Rechen- Approximationsgiiten
Richtungen N zeit [s| | Segment 1 ~ Segment 2  Segment 3
100 1073 220 [6.751-1072 1.825-1072 1.404-10"2
200 1073 3.61 3.382-1072 1.825-1072 3.219-1073
500 1074 | 996 |9.030-1073 8.038-10"% 2.919.-1073
1000 1074 | 18.37 | 8706-103 2.899-10"3 8.032-10*
2500 107° | 50.49 |3.680-1073 1.869-10"% 7.578-107*
4000 1075 | 91.51 |2161-10~% 3.207-107% 3.317-10*

Tabelle 5.5: Anwendung des Strahlenalgorithmus ohne adaptive Verfeinerung fiir verschiedene Anzahlen N von
Strahlen und bei dazu geeigneter Wahl fiir die Randgenauigkeit ¢, bei Anwendung auf Datensatz 2.

€p Anzahl Strahlen Rechen- Approximationsgiiten
Noasic | N (gesamt) | zeit [s] | Segment 1  Segment 2  Segment 3
1-1073 | 100 254 558 | 9.577-107% 2.255.1073 2.028-1073
5-1074 | 100 316 7.29 | 9.577-107* 8.979-10"* 7.117-107%
1-107* | 100 466 14.92 | 9.654-107° 2.400-10~* 2.789-10*
1-107° | 200 1016 55.35 | 1.915-107° 3.850-107° 5.047-107°

Tabelle 5.6: Anwendung des Strahlenalgorithmus mit einfacher adaptiver Steuerung fiir verschiedene Anzahlen
Nbasic von Strahlen vor der adaptiven Verfeinerung (Grundsatz) sowie verschiedene Wahlen fiir die Randgenauig-
keit £, bei Anwendung auf Datensatz 2. Der Vergleich der Approximationsgiiten mit denen des Strahlenalgorithmus
ohne adaptive Steuerung, siehe Tabelle 5.5, zeigt die Effizienz der zusétzlichen Strahlen.

5.1.6 Strahlenmethode (konservativ und adaptiv gesteuert)

Als néchstes wird die in Abschnitt 4.7 und in [157] vorgestellte Strahlenmethode zur Approxima-
tion von M4 fiir Datensatz 2 angewendet. Zunédchst wird die nicht adaptiv gesteuerte Variante
flir verschiedene Anzahlen an Strahlen genutzt. Die Ergebnisse sind in Tabelle 5.5 aufgelistet.
Deutlich wird, dass eine hinreichende Genauigkeit bei der Approximation von Ecken des Randes
von M 4 nur mit einer hohen Anzahl an Strahlen gelingt. Nichtsdestotrotz ist die Approximation
mit N = 500 Strahlen insgesamt ausreichend.

Wie sehr die adaptive Steuerung die Approximationsgiiten verbessert, zeigt Tabelle 5.6. Hierbei
wird nach einem Grundstock von Npage = 100 beziehungsweise Npagic = 200 Strahlen und mit
unterschiedlichen Genauigkeiten ¢; die einfache adaptive Steuerung aus Abschnitt 4.7.9 angewen-
det. Die maximalen Fehler und die Rechenzeiten sind mit denen des inversen Polygon inflation
Algorithmus vergleichbar. In Anbetracht der Flexibilitdt der Methode ist dies im Hinblick auf
s > 4 bemerkenswert.

5.1.7 Vergleiche beziiglich Rechenzeiten und Approximationsgiiten

In Abbildung 5.1 sind einige der Kennwerte (maximaler Fehler und Rechenzeit) bei Anwendung
der einzelnen Methoden zur Approximation von M4 fiir Datensatz 2 fiir die einzelnen Segmente
doppelt logarithmisch dargestellt. Die Grafiken offenbaren den Vorsprung der geometrischen
Konstruktion gegeniiber allen numerischen Methoden fiir ungestérte Daten. Weiter wird unter
den numerischen Methoden der Vorteil einer adaptiven Steuerung deutlich.
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Abbildung 5.1: Doppelt logarithmische Darstellung von Rechenzeiten gegen Approximationsgiiten zum Vergleich
der Berechnungsmethoden bei der Anwendung auf Datensatz 2. Die Zuordnungen sind: geometrische Konstruktion
(%), Dreieckseinschliefungsalgorithmus (o), Polygon inflation Algorithmus (0), inverser Polygon inflation Algo-
rithmus (%), Strahlenmethode (%), adaptiv gesteuerte Strahlenmethode (<1). Die Werte sind den Tabellen 5.1
bis 5.6 entnommen und nach Segmenten unterteilt. Die Dreieckseinschliefungs- und die nicht adaptiv gesteuerte

Strahlenmethode fallen gegeniiber den {ibrigen Methoden ab. Fiir ungestorte Modelldaten ist die geometrische
Konstruktion unerreicht.

5.1.8 Ergebnisse klassischer Faktorisierungsmethoden fiir Datensatz 2

Abschliefsend werden nun verschiedene Algorithmen zur Bestimmung einer nichtnegativen Ma-
trixfaktorisierung beziehungsweise -approximation fiir Datensatz 2 angewendet. Mit den einzel-
nen Methoden werden nichtnegative Matrixfaktorisierung berechnet. Anschliefsend werden zu den
einzelnen Profilen der berechneten Faktoren die niedrigdimensionalen Darstellungen bestimmt
und zusammen mit den Mengen zuldssiger Losungen dargestellt. Die einzelnen Algorithmen wer-
den je 200 mal ausgefiihrt. Die Eintrége der jeweiligen Startiterierten C© und A(® werden
als standardnormalverteilte Pseudozufallszahlen in (0,1) in MATLAB bestimmt.? Genutzt wird
das MATLAB-Softwarepaket ,Nonnegative Matrix and Tensor Factorization Algorithms Tool-
box*“ [93,95,96]. Aus diesem werden die Routinen

(a) ANLS with block principal pivoting method (mit tol= 10~%, maxiter= 30 000),
(b) ANLS with active set method and given updating (mit tol= 10~8, maxiter= 10 000),

)
)
(c) ANLS with active set method and column grouping (mit tol= 10~%, maxiter= 10 000),
(d) alternating least squares method (mit tol= 10~8, maxiter= 30 000),

)

(e) hierarchical alternating least squares method (mit tol= 10~8, maxiter= 30 000),
(f) multiplicative updating method (mit tol= 10~8, maxiter= 10 000)

angewendet, vergleiche auch [26,104,106,107]. Es ist anzumerken, dass keine der Methoden mit
einer abgeschnittenen Singuldrwertzerlegung arbeitet. Stattdessen werden die Faktoren frei be-
stimmt. Dies ist dadurch begriindet, dass die Methoden auf die allgemeine Aufgabenstellung der
Bestimmung einer nichtnegativen Niedrigrangapproximation ausgerichtet sind. In dieser Schrift
wird jedoch das spezielle Faktorisierungsproblem betrachtet, dass es tatséchlich eine Faktorisie-
rung gibt oder zumindest eine Approximation mit relativ kleinem Fehler. Die Resultate sind in
Abbildung 5.2 dargestellt. Auffillig ist, dass teilweise einzelne niedrigdimensionale Darstellungen

nicht in den Mengen M 4 beziehungsweise M enthalten sind. Zudem sind in Tabelle 5.7 einige
Kennwerte zu den Iterationen aufgelistet.

2Diese Wahl ist fiir k = 100, n = 400 und s = 3 in Bezug auf eine Konvergenz in wenigen Iterationen sehr ungiins-
tig. Methoden, die auf einer Singuldrwertzerlegung von D basieren, benotigen bereits zu einer Startiterierten
T = I oft weit weniger Schritte.
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Abbildung 5.2: Resultate klassischer Methoden zur Bestimmung einer nichtnegativen Matrixfaktorisierung fiir
Datensatz 2. Die niedrigdimensionalen Darstellungen der einzelnen Zeilen von A und Spalten von C sind in
den Mengen zuldssiger Losungen M4 (obere beiden Reihen) und Mc¢ (untere beiden Reihen) eingezeichnet (+:
Abbruch bei Erreichen der maximalen Anzahl an Iterationen, x: Abbruch davor). Jede Methode wurde 200 mal
ausgefiihrt, wobei die Elemente der Startiterationen standardnormalverteilte Pseudozufallszahlen in (0, 1) sind.

5.2 Zwischenresultate der Polygon inflation Methoden

Da die Polygon inflation Methoden einen Schwerpunkt dieser Arbeit bilden, erfolgt in diesem
Abschnitt eine detaillierte Analyse der Arbeitsweisen der Methoden (direkter und inverser Typ).
Zur Auswertung werden die Berechnungen von M 4 fiir Datensatz 2 mit den Steuerparametern
ey, = 1074 und § = 10~* sowie gf = 10~ herangezogen.

Der Wert max; A; mit A; aus (4.28) wird als Kennwert fiir das Abbruchkriterium 6 = 10~*
genutzt. Die Iteration der Kantenverfeinerung wird solange fortgefithrt, wie max; A; > ¢ gilt.
In Abbildung 5.3 sind die Entwicklungen der Werte max; A; iiber die Anzahlen der Kanten
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NMF- | Durchl. mit Abbruch vor Erreichen von maxiter alle Durchlaufe
Alg. Anzahl d.  Ant. daran mit durchschn. durchschn. Anteil mit durchschn.  durchschn.
Durchldufe  ||E||% <1078  Anz. Iter.  Rechenzeit | ||E||% < 10™®  Rechenzeit IlEN%

(a) 200 82.0 % 3039 3.7s 82.0 % 3.7s 1.4-1071
(b) 200 100.0 % 2956 524 s 100.0 % 52.4 s 1.9-107°
(c) 200 84.0 % 2908 4.2s 84.0 % 4.2's 1.2-1071
(d) 121 83.5 % 6898 5.8 s 53.0 % 17.1s 2.5-1072
(e) 200 100.0 % 7465 5.5's 100.0 % 59.5's 5.1-107°
(f) 0 — —~ —~ 0.0 % 75s  4.9-1073

Tabelle 5.7: Erginzende Informationen zur Anwendung verschiedener klassischer Algorithmen zur Bestimmung
von nichtnegativen Matrixfaktorisierungen auf Datensatz 2. Die Zuordnungen der Routinen sowie Details zu
deren Anwendung sind in Abschnitt 5.1.8 erldutert. Jede Methode wurde insgesamt 200 mal mit zufélligen Star-
titerierten ausgefiihrt. Speziell aufgelistet sind die Werte fiir die Durchldufe, welche vor Erreichen der maximalen
Tterationsanzahl terminierten. Abkiirzend ist £ = D — C' A gewihlt, sodass ||E||% = |D — CA||% angibt.

Polygon inflation Algorithmus inverser Polygon inflation Algorithmus
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Abbildung 5.3: Der Verlauf des Werts max; A; bei den Polygon inflation Algorithmen gegen die Anzahl der
berechneten Ecken fiir Datensatz 2. Als Steuerparameter sind g, = § = 107* gewdhlt. Der Wert max; A; wird als
Kennwert fiir das Abbruchkriterium genutzt. Die Iteration wird fortgefiihrt, solange max; A; > ¢ gilt. Links: fir
den Polygon inflation Algorithmus (blau: Komponente X, griin: Komponente Y, rot: Komponente Z). Rechts: fiir
den inversen Polygon inflation Algorithmus (schwarz: Berechnung von F4, magenta: Berechnung von M?%).

(Iterationen) fiir den direkten Polygon inflation Algorithmus (drei Segmente) und fiir den inversen
Polygon inflation Algorithmus (Berechnungen von F4 und M%) dargestellt. In Abbildung 5.4
sind die, wihrend der einzelnen Verfeinerungen erzeugten, neuen Referenzwerte (A’ aus (4.28))
dargestellt. Teilweise tritt der Wert Null auf, der neu bestimmte Punkt liegt folglich auf der zu
verfeinernden Kante. Griinde kénnen sein, dass es sich bei dem zu approximierenden Abschnitt
tatsdchlich um einen Geradenabschnitt handelt oder dass der Abstand zum tatséchlichen Rand
kleiner als die Genauigkeit ¢, ist.

Der grofite Anteil des Rechenaufwandes bei der Approximation des Randes von M 4 mittels
der Polygon inflation Methoden entféllt auf die Klassifizierungsroutinen. Dies ist bei anderen
numerischen Methoden wie der Dreieckseinschliefungs- oder der Strahlenmethode nicht anders.
Hier liegt der grofie Vorteil der geometrischen Konstruktion, da die Bewertung konstruktiv ist
und nur potentielle Randpunkte konstruiert werden.

Im Zuge der Klassifizierungen wird der Schnelltest zwar am héufigsten aufgerufen, dieser fallt
in Bezug auf den Aufwand aber kaum ins Gewicht. Der Test, ob F(z) < ey gilt, beinhaltet
die Minimierung der Funktion f(z,S) in Bezug auf S. Ein Aufruf von f(z,S) ist zwar nicht
sehr teuer, jedoch wird f(z,S) sehr hiufig aufgerufen. Dazu sind in Abbildung 5.5 (links) die
Aufrufe des Schnelltests sowie die Aufrufe der Funktion F'(x) fiir die Polygon inflation Methoden
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Abbildung 5.4: Die aktuell neu hinzugekommenen Eintrége in A bei den Anwendungen der Polygon inflation
Algorithmen gegen die Anzahl der berechneten Ecken fiir Datensatz 2. Als Steuerparameter sind e, = § = 10™*
gewahlt. Es wird max; A; als Kennwert fiir das Abbruchkriterium genutzt, siche auch Abbildung 5.3. Links: fiir
den Polygon inflation Algorithmus (blau: Komponente X, griin: Komponente Y, rot: Komponente Z). Rechts: fiir
den inversen Polygon inflation Algorithmus (schwarz: Berechnung von F4, magenta: Berechnung von M?%).
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Abbildung 5.5: Kennwerte zur Klassifizierung von Punkten bei der Anwendung der Polygon inflation Algorithmen
auf Datensatz 2 zu verschiedenen Werten ¢. Links: Anzahlen der Aufrufe des Schnelltests, ob ein  in Fa liegt (x),
und die Anzahlen der Aufrufe der Funktion F(z) aus (4.3) (o). Die Zuordnungen sind wie folgt: Polygon inflation
Algorithmus: blau (Komponente X), griin (Y) und rot(Z), inverser Polygon inflation Algorithmus: schwarz (x
zur Bestimmung von F4 und o zur Bestimmung von M7). Rechts: Anzahlen der Funktionsaufrufe von f(z,S)
aus (4.2) (4) und Anzahlen der Iterationsschritte zur Bestimmung von F(z) (*). Anmerkung: die Anzahlen der
Funktionsaufrufe zur Bestimmung von M7 (*) sind so hoch, weil zur Stabilisierung punktuell ein genetischer

Algorithmus eingesetzt wird.

(direkter und inverser Typ) fiir die einzelnen Segmente beziehungsweise fiir die Berechnungen
von F4 und MY aufgetragen. In der gleichen Abbildung (rechts) sind jeweils die Aufrufe der
Funktion f(x,S) sowie die, bei der Minimierung von f(x,S) mittels der ACM-Routine NL2SOL,
ausgefiihrten Iterationsschritte eingetragen.

5.3 Analysen am Beispiel des Datensatzes 3

In diesem Abschnitt wird Datensatz 3 genutzt, um die Berechnung von M4 fiir gestorte Da-
ten zu untersuchen. Zunéchst werden drei verschiedene Klassifizierungsansétze angewendet. Die
Resultate werden in Bezug auf die Auswirkungen der unterschiedlichen Beriicksichtigungen von
Storungen auf die Approximationen an die Mengen zuldssiger Losungen verglichen. Weiter wer-
den die Approximationen an M4 und an M fiir Variationen der Steuerparameter in der Funk-
tion f(x,S) aus (4.2) betrachtet und im Speziellen die Einfliisse der Steuerparameter unter-
sucht. Zudem werden die unterschiedlichen Sensivitdten der w(:,4), i = 1,...,k, und der u(:,j),
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j=1,...,n, in Bezug auf Stérungen analysiert.

Der Datensatz 3 enthélt signifikante Absorptionen von s = 3 Komponenten. Er ist fiir die Ana-
lysen geeignet, da

- der Datensatz mit £ = 1611 und n = 650 mittleren Umfangs ist,
- die Mengen M4 und M aus drei, teilweise nicht klar separierten, Segmenten bestehen,

- die Storungen weder sehr klein noch sehr grof aber, aufgrund der Lage der u(:,j), j =
1,...,n, in M, teilweise problematisch sind und nicht nur die Singulérvektoren V(:, 1 : 3)
sondern auch V'(:,4) und V(:, 5) teilweise signifikante Informationen enthalten, die aber bei
der Berechnung von M 4 keine Beriicksichtigung finden sowie

- mittels kinetischer Modellierung eine, als korrekt angesehene, Losung zum Vergleich der
Ergebnisse zugénglich ist und zur Verifizierung der Ergebnisse genutzt werden kann.

Die niedrigdimensionalen Darstellungen der Konzentrationsprofile der mittels kinetischer Mo-
dellierung bestimmten Losung werden mit yZ(Ode) € R?, i = 1,2,3, bezeichnet. Analog wer-
den die niedrigdimensionalen Darstellungen der Reinkomponentenspektren dieser Losung mit

mEOde) € R?, i =1,2,3, bezeichnet. Die Werte

n;;in D;; 2550 o2
= _79527-107°  und =L —9.2686 - 1077
max D;; D10 22

Z7j

sind als zusétzliche Informationen zu dem Datensatz, auch in Bezug auf die Wahl und die Ein-
schétzung der Steuerparameter, von Interesse.

5.3.1 Die Mengen zul3ssiger Losungen fiir gestorte Daten

Zunéchst wird der Polygon inflation Algorithmus angewendet. Um die Stérungen der Daten
bei den Berechnungen von M4 und M¢ zu respektieren, werden ¢, = 2.5 - 1073 und e, =
5-1072 als Steuerparameter gewihlt. Weiter wird die Klassifizierungsroutine mit e ;= 10-10
angewendet. Als Steuerparameter (Genauigkeit der Randapproximation und Abbruchkriterium)
werden g, = 6 = 1073 genutzt. In Abbildung 5.6 sind die Ergebnisse dargestellt. Zusitzlich
sind rechts w(:,4), i = 1,...,k, und links u(:,7), 7 = 1,...,n, eingezeichnet. Die berechnete
Approximation an M 4 enthélt die, zur kinetischen Losung gehorigen, Punkte xEOde), 1=1,2,3.
Weiter enthélt die berechnete Approximation an M die Punkte yi(Ode), 1 =1,2,3. In der linken
Grafik ist zu erkennen, dass die geometrische Bedingung an eine zuléssige Losung aus Satz 3.26

fiir storungsbehaftete Daten auf leere Mengen M 4 und M fithren kann.

5.3.2 Variation der Steuerparameter

Als néchstes werden die fiir die Klassifizierungsroutine wichtigen Steuerparameter . und ¢, von
f(z,S) aus (4.2) variiert. Die Ergebnisse werden mit dem Polygon inflation Algorithmus berech-
net. Um die Einfliilsse der zwei Steuerparameter erkennbar zu machen, werden beide getrennt
voneinander modifiziert und die jeweiligen Approximationen an M4 und M in separaten Ab-
bildungen dargestellt. In Abbildung 5.7 sind die Ergebnisse bei Variation von &, prasentiert und
in Abbildung 5.8 die bei Variation von g,.

Deutlich erkennbar sind in den Grafiken beider Abbildungen die jeweiligen Einfliisse von &, und
£q- Wird e, betragsméfig vergrofert (beziehungsweise verkleinert), so verschiebt sich hauptséch-
lich der dufere Rand von M¢ nach aufen (nach innen) und der innere Rand von M4 zum
Ursprung (vom Ursprung weg), siche Abbildung 5.7. Genau umgekehrt verhélt es sich bei der



5.3 Analysen am Beispiel des Datensatzes 3 121

Mce und u(:,5), 7=1,...,n My und w(s, i), i=1,...,k
407 ‘ ‘ ‘ ‘ ‘ — ‘ ‘ ‘
1.2r

1t
0.8¢
~ 0.6f
8
0.4r
0.2r
of

3 -0.5 0 0.5 1
x1

Abbildung 5.6: Die Mengen M¢ (links) und M4 (mitte) fiir Datensatz 3, berechnet mit dem Polygon inflation
Algorithmus und den Parametern e, = § = 1()737 ef = 10710 sowie e = 2.5-1072 und e. = 5- 1072, Dazu
eingetragen sind w(:,4),i = 1,...,k, (X) sowie u(:,5), j = 1,...,n, (o) und die niedrigdimensionalen Darstellungen
xEOde) und y£0d6)7 1 =1,2,3, der kinetischen Losungen. Die Zuordnungen sind: Komponente S (%), Komponente

K (%), Komponente [S — K] ().
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Abbildung 5.7: Die Mengen Mc¢ (links) und M4 (mitte, rechts) fiir Datensatz 3 und unterschiedliche Werte e..

Die weiteren Parameter sind g, = § = 1072, g5 = 107'° sowie ¢, = 2.5 - 107>. Die farbig dargestellten Mengen
(ode) (ode)
i i

sind mit e. = 5-1072 berechnet. Dargestellt sind mittels % ebenfalls die als korrekt angesehenen und y

i =1,2,3, (kinetische Modellierung). Rechts: Vergroferung des griinen Segments von M.

betragsméfigen Vergroferung (beziehungsweise Verkleinerung) von ,: hauptséchlich verschiebt
sich der innere Rand von M zum Ursprung (vom Ursprung weg) und der dufere Rand von M 4
nach aufen (nach innen), siehe Abbildung 5.8. Diese Effekte entsprechen den Erwartungen.

5.3.3 Resultate fiir verschiedene Klassifizierungsansatze

Ein entscheidender Schritt bei der Approximation von M 4 beziehungsweise M ist die Klassifi-
zierung eines # € R*~! beziehungsweise eines y € R¥™! als zuldssig oder nicht zulissig. Dazu sind
in dieser Arbeit drei Moglichkeiten diskutiert: das geometrische Argument, siehe die Sitze 3.23
und 3.26, die Bewertung mittels der Funktion f(z,S) aus (4.2) sowie die Bewertung mittels der
Funktion ssq(z,S) aus (4.6). Fiir ungestorte Daten fiihren die verschiedenen Klassifizierungen
bei geeigneter Wahl der Parameter und unter Vernachlissigung von Rundungsfehlern auf die
gleichen Ergebnisse.

Fiir gestorte Daten liefern die Ansétze in der Regel leicht unterschiedliche Ergebnisse. Die geome-
trische Bewertung, wie in Satz 3.26 vorgestellt, fithrt fiir gestorte Daten oft zu M4 = Mg = 0.
Eine Modifikation des Ansatzes zur verallgemeinerten Geometrischen Konstruktion ist mog-
lich [86-88] und in FACPACK implementiert.

Anhand der Approximationen fiir M 4 und M werden die drei Ansétze zur Klassifizierung eines
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Abbildung 5.8: Die Mengen Mc¢ (links) und M4 (mitte, rechts) fiir Datensatz 3 und unterschiedliche Werte &,.
Die weiteren Parameter sind e, = § = 1073, &; = 107'? sowie ¢, = 5- 1072, Die farbig dargestellten Mengen sind

mit £, = 2.5 - 1073 berechnet. Dargestellt sind mittels % ebenfalls die als korrekt angesehenen xEOde) und yEOde)7
i = 1,2, 3 (kinetische Modellierung). Rechts: Vergrofierung des griinen Segments von M.
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Abbildung 5.9: Approximationen an Mc¢ (links) und M4 (mitte, rechts) fiir Datensatz 3 bei der Anwendung
verschiedener Klassifizierungsansétze. Berechnet wurden die Approximationen mit dem Polygon inflation Algo-
rithmus unter Nutzung der Funktion f(z,S) (farbig), dem Polygon inflation Algorithmus unter Nutzung der
Funktion ssq (schwarze durchgezogene Linien) sowie mit der verallgemeinerten geometrischen Konstruktion (ge-
strichelte Linien). In M¢ sind zusétzlich w(:, i), 7 =1,..., k, (X) sowie yEOde), i1 =1,2,3, (%, % und %) eingetragen.
Analoges gilt fiir M4 und u(:,5), j =1,...,n, (+) sowie x50d6)7 i =1,2,3 (%, % und *). In der linken Grafik ist
in magenta zusétzlich die Approximation an M¢ fiir die Steuerparameter (eps_C:I()f8 und eps_,A=2.91-10"* in
RS-Skalierung) eingezeichnet. Diese Parameter werden durch die FAcCPACK-Implementierung Generalized Borgen

Plots vorgewihlt. Die Approximation enthélt kein yEOde), i=1,2,3.

x verglichen. Die Details zu den Berechnungen der Approximationen sind:

- Die verallgemeinerte geometrische Konstruktion wird mittels der FACPACK-Implementie-
rung (Version 1.2, Generalized Borgen Plots-Modul) berechnet. Zur Approximation von
M wird die RS-Skalierung [87,146] mit den angebotenen Standardeinstellungen genutzt
und anschlieffend das so erhaltene Ergebnis zu M 4 transformiert. Die Approximation von
M erfolgt mittels RS-Skalierung unter Nutzung der Parameter eps C—10"% und eps A—4-
10~ sowie anschliefender Transformation.

- Die Funktion ssq(z, S) aus (4.6) wird mit £¢ = 6.2-1072 angewendet. Fiir die Berechnungen
von M4 und M wird der Polygon inflation Algorithmus mit den Steuerparametern e, =
§ = 1072 verwendet.

- Die in den Implementierungen der Polygon inflation Methode und des Strahlenalgorithmus
genutzte Funktion f(z,S) aus (4.2) wird mit g, = 2.5-1073, ¢, = 51072, gy = 10710
sowie g, = § = 102 angewendet.

In Abbildung 5.9 sind die so berechneten Approximationen an M 4 und M dargestellt. Zuséatz-
lich sind xEOde) und yi(Ode), 1 =1,2,3, zur Verifizierung der Ergebnisse eingezeichnet. Weiter sind
auch w(:,i), i =1,...,k, in M4 und u(:,5), j=1,...,n, in Mg zum besseren Verstandnis der
Arbeitsweise der verallgemeinerten geometrischen Konstruktion dargestellt.

Fiir M 4 liefern alle drei Ansétze &hnliche Ergebnisse. Bei der Approximation von M fiihren
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die beiden numerischen Klassifizierungsmethoden zu sehr &hnlichen Resultaten. Das Ergebnis der
verallgemeinerten geometrischen Konstruktion ist grundsétzlich verschieden. Fiir die gewahlten
Parameter gilt yéOde), yéOde) € M¢g und y%Ode) ist deutlich aufserhalb von M. Um zu zeigen,
dass dies nicht nur an der Parameterwahl liegt, ist die Approximation zusétzlich mit den vor-
gewithlten Parametern (eps_.C—10"% und eps A=2.91 - 10~%; Berechnung in RS-Skalierung und
anschlieflende Transformation) eingezeichnet. Die Approximation enthélt kein yZ(Ode), 1=1,2,3.
Die Begriindung hierfiir liegt in der Konstruktion und in den u(:,j), j = 1,...,n. Einige dieser
reagieren sehr sensitiv auf Storungen und liegen auflerhalb der Approximation an M unter
Verwendung der numerischen Klassifizierung. Insbesondere liegen einige der u(:,5), j =1,...,n,
auflerhalb von F¢. Dies erschwert die geometrische Konstruktion soweit, dass es fiir das blaue
Segment in Abbildung 5.9 (links) einen leeren Schnitt zwischen der geometrisch konstruierten
Approximation und den, mittels numerischer Klassifizierungen, berechneten Approximationen

gibt.

Bemerkung 5.1. Auch wenn, wie beispielsweise in den Grafiken aus Abbildung 5.9 demons-
triert, die Klassifizierungsansdtze teils sehr unterschiedliche Ergebnisse fir M und Mg zur
Folge haben, so kann rein objektiv keiner der Ansdtze als richtig oder falsch eingestuft werden.
Einzig kann als Anhaltspunkt dienen, ob die xEOde), 1=1,2,3, in My beziehungsweise die yZ(Ode),
i =1,2,3, in Mg enthalten sind. Aber auch dies ist schwierig, da die, mittels kinetischer Mo-
dellierung bestimmten, Losungen, Storungen in Form von negativen Fintrigen enthalten und so

den Mengen M 4 und Mc widersprechen.

5.3.4 Transformation zuldssiger Losungen zu moglichen Profilen

Letztlich sind die Mengen zuldssiger Reinkomponentenspektren und zuldssiger Konzentrations-
profile interessant. Dazu werden die Segmente der Mengen zuléssiger Losungen geeignet diskre-
tisiert und die zugehérigen Profile a = (1,2™)V™ sowie ¢ = UX(1,y™)" bestimmt. Diese sind
Elemente der Mengen A und C. In den Abbildungen 5.10 und 5.11 sind mégliche Profile zu den
Approximationen an die Mengen zuléssiger Losungen fiir verschiedene Ansétze zur Einbindung
von Storungen aus Abbildung 5.9 dargestellt.

5.3.5 Sensitivitdtsanalyse der Daten

Fiir die Berechnungen von M 4 und M¢ sind w(:,7), i = 1,...,k, und u(:,j), j = 1,...,n, wich-
tig. Insbesondere gilt dies fiir die geometrische Konstruktion. Dementsprechend ist es sinnvoll,
den Einfluss von Stérungen und negativen Eintragen in den Daten auf w(:,i), i =1,...,k, und
u(:,7), 7 = 1,...,n, zu untersuchen. Die Vorgehensweise der verallgemeinerten geometrischen
Konstruktion [86-88] wird in dieser Schrift zwar nicht thematisiert, in Abbildung 5.9 sind jedoch
Ergebnisse préasentiert, die mit dieser Methode generierte wurden.

Der Einfluss ergibt sich fiir die Konstruktion von M4 iiber die konvexe Hiille der w(:,i), i =
1,...,k, und fiir die Konstruktion von M iiber die konvexe Hiille der u(:,5), j = 1,...,n. In
(3.23), siehe auch Bemerkung 3.77, ist ein Indikator zur Sensitivitdt der w(:,i), i = 1,...,k,
vorgestellt. Ebenso ist in (3.22) ein Indikator zur Sensitivitat der u(:, j), j = 1,...,n, eingefiihrt.
Diese Indikatoren sind in Abbildung 5.12 fiir Datensatz 3 ausgewertet, wobei e(®) gegen den
Vektor der Wellenzahlen dargestellt ist und e(*) gegen den Vektor der Messzeitpunkte. Fiir

e(® ergeben sich teils groke Werte, was auf eine hohe Sensitivitit einiger u(s7), 7 =1,...,n
hindeutet. Genau diese Sensitivitit ist etwa in Abbildung 5.6 (links) erkennbar. Demgegeniiber
sind die Werte in e(®) eher gering. Dies deutet auf eine geringe Sensitivitat der w(:, i), i =1,...,k,

hin, vergleiche Abbildung 5.6 (rechts).
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Abbildung 5.10: Die transformierten Profile (ausgewihlte Elemente der Menge C aus (2.4)) fiir die verschiedenen
Approximationen von M¢ aus Abbildung 5.9. Links: fiir den Polygon inflation Algorithmus (PIA) unter Nutzung
von f aus (4.2). Mitte: fiir den Polygon inflation Algorithmus unter Nutzung von ssq aus (4.6). Rechts: mit der
verallgemeinerten geometrischen Konstruktion. Aufféllig sind die betragsgrofien negativen Werte fiir C' bei der
verallgemeinerten geometrischen Konstruktion.

(w)

Der Zusammenhang, dass die Indizes j zu hohen Werten e;’ zu den u(:, j) gehoren, die sensitiv
auf Stérungen reagieren, ist in Abbildung 5.13 verdeutlicht. In der linken Grafik sind die Werte
™ mit der RGB-Farbkodierung (egu)/ |e®)||o, 0, 0) dargestellt. In der rechten Grafik sind die

J
zugehorigen u(:, ), 7 =1,...,n, mit derselben Farbkodierung sowie die Menge M gezeigt.

5.4 Anwendung von Regularisierungen

In [4,12,13,57,132,158] und dem weiterfiihrenden Abschnitt 4.9 sind Moglichkeiten erldutert, die
Mengen zuléssiger Losungen mittels zuséatzlicher Regularisierungsfunktionen einzuschranken. So

lassen sich fiir eine konkrete Anwendung Mengen zulédssiger und relevanter Losungen ./\/lgel) und

M(Crel) von M4 und M abspalten. Die Zielfunktion f(z,S) aus (4.2) wird dazu mittels Regula-
risierungsfunktionen erweitert. In diesem Abschnitt werden beispielhaft Monotonierestriktionen

fiir C' genutzt, um fiir Datensatz 3 Mengen Mgel) und M(Crel) zu bestimmen.

Es werden Monotonierestriktionen fiir alle drei Konzentrationsprofile angewendet, also ist Ione =
{1,2,3}. Dies ist mit Riicksicht auf den Zeitpunkt der ersten Messung ¢; = 4.729 min moglich.
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Abbildung 5.11: Die transformierten Profile (ausgewihlte Elemente der Menge A aus (2.3)) fiir die verschiedenen
Approximationen von M4 aus Abbildung 5.9. Links: fiir den Polygon inflation Algorithmus (PIA) unter Nutzung
von f(z,S) aus (4.2). Mitte: fiir den Polygon inflation Algorithmus unter Nutzung der Funktion ssq(z, S) aus
(4.6). Rechts: mit der verallgemeinerten geometrischen Konstruktion.

Die Bildung der Komponente [S — K] ist zu diesem Zeitpunkt abgeschlossen. Die Details zur
Umsetzung von Monotonierestriktionen sind im Pseudocodeelement 2 sowie in (4.38) angege-
ben. Bei der Wahl der Steuerparameter ist zu beachten, dass das Konzentrationsprofil der ersten
Komponente (hier S) deutlich stérker durch Stérungen beeinflusst ist als es die anderen beiden
(K und [S — K]) sind. Dies liegt daran, dass der Anteil des dritten Singuldrvektors fiir dieses
Konzentrationsprofil deutlich héher ist als bei den anderen beiden und der dritte linksseitige
Singulérvektor stark durch Storungen beeinflusst wird, siche Abbildung 2.8. Um trotzdem eine
effiziente Umsetzung der Monotonierestriktionen zu gewéhrleisten, wird fiir Komponente S ein
grofRerer Steuerparameter p gewahlt als fiir K und [S — K], siche Bemerkung 4.38.

Fiir die Berechnungen von Mgel) und ./\/l(crel) werden die Steuerparameter €, = 2.5-1073, &, =
5-1072, ¢ ;= 10719 sowie Ymono = 0.1 genutzt. Der Steuerparameter p wird fiir Komponente S
als p = 0.15 gewéhlt und fiir die anderen beiden als p = 0.06. Der Polygon inflation Algorithmus
wird mit e, = 6 = 1072 ausgefiihrt. Fiir die Bewertungen der Monotonie werden die normierten
Profile C' aus (4.35) genutzt.

Die berechneten Mengen Mgel) und M(Crel) sind in Abbildung 5.14 dargestellt. Auffillig ist,

dass der Reduktionseffekt (bezogen auf die relative Fldchendnderung) fiir den Faktor C' deutlich
hoher ist als fiir den Faktor A. Dies ist auch fiir die zuldssigen Losungen fiir C' und fiir A in
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Werte e aus (3.22) fiir Datensatz 3 Werte e(®) aus (3.23) fiir Datensatz 3
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Abbildung 5.12: Die Werte e und e aus (3.22) und (3.23) dienen als Sensitivititsindikatoren fiir die Ap-
proximationen von M4 und M mittels geometrischer Konstruktionen. In den Grafiken sind sie fiir Datensatz
3 gegen die Wellenzahlen beziehungsweise gegen die Messzeitpunkte abgebildet. Die hohen Werte in e zeigen
die Sensitivitat einiger u(:,j), j = 1,...,n. Dies erschwert die Berechnung von Mc¢ mittels verallgemeinerter
geometrischer Konstruktionen (linke Grafik in Abbildung 5.9). Die Werte in e(*) sind deutlich niedriger und die
geometrische Konstruktion von M4, unter Nutzung von w(:, i), ¢ = 1,...,k, ist weniger anfillig fiir Stérungen
(rechte Grafik in Abbildung 5.9). Die Werte fiir e*) und () sind nicht von den Singuldrwerten beeinflusst.

Abbildung 5.15 ersichtlich. In den oberen Grafiken (Faktor C') ist der Einfluss der Monotonie-
restriktionen klar zu erkennen. Es werden, mit Riicksicht auf Stérungen, nicht monotone Profile

effizient ausgeschlossen. Die Riickkopplungen fiir A erfolgen nur aufgrund des Dualitatsprinzips,
siehe Abschnitt 3.6 oder [69,122,133,145,151].

5.5 Begrenzende Losungen fiir die Datensatze 1 und 2

In Abschnitt 4.10 ist die Methode der Berechnung von Einhiillenden fiir die Faktoren C' und
A beschrieben. Der Ansatz entspricht zwar nicht dem der Mengen zulédssiger Losungen und es
werden fiir s > 3 die Mengen zuléssiger Profile fiir C und A in der Regel auch nicht vollstindig
abgebildet, die Methode ist aber dennoch ein probates Mittel, die Problematik der Mehrdeutigkeit
der Faktorisierung zu untersuchen. In diesem Abschnitt wird die Methode auf die Datensétze 1
und 2 angewendet und die Losungen werden zu M4 und M¢ in Bezug gesetzt.?

In Bemerkung 4.41 (Punkt 2) ist auf das Problem der Skalierung bei der Darstellung der Losungen
hingewiesen. Zum Vergleich der Losungen werden in diesem Abschnitt die Skalierungen

a=(Lz1,...,2s-1)V" (5.1)
und
c=UX(1,y1,...,ys)" (5.2)

mit geeigneten € R*! und y € R*~! genutzt, wie sie auch bei den Berechnungen der Mengen
M 4 und M¢ eingesetzt werden. Dass andere Skalierungs-/Normierungsarten auch nicht besser
geeignet sind, wird spéter in Abbildung 5.20 deutlich.

3Die Berechnungen erfolgten mit der in [83] vorgestellten MCR-BANDS-Implementierung, heruntergeladen von
http://www.mcrals.info/.
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die Werte e aus (3.22) fiir Datensatz 3 Mo und u(:,5), j=1,...,n
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Abbildung 5.13: Der Zusammenhang zwischen u(:,5), j = 1,...,n, in Mc¢ und den Werten in e ist durch die
farbliche Abhebung gekennzeichnet. Es sind die u(:, j) zu den Indizes j, deren Werte egu) hoch sind, welche sich
als sensitiv fiir Stérungen und damit als problematisch bei der Berechnung von M erweisen. Sowohl die Werte
e&u) als auch die u(:, j) sind mit RGB-Farbkodierung (ey‘)/He(“)H007 0, 0) dargestellt.
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Abbildung 5.14: Reduktionen der Mengen zuldssiger Losungen durch Monotonierestriktionen fiir alle drei Kon-
zentrationsprofile. Links: die Menge zuléssiger und relevanter Lésungen Mgel) (farbige Segmente) und die Menge
zuldssiger Losungen Mc (schwarz gestrichelter Rand). Rechts: analog fiir ./\/l(AreU und M 4. Der Reduktionseffekt
ist, bezogen auf die relative Flachendnderung, fiir M¢ grofer als fiir M a. Zur Verifizierung sind die niedrigdi-
mensionalen Darstellungen der kinetischen Losungen eingezeichnet %.

5.5.1 Anwendung fiir Datensatz 1

Dem Datensatz 1 liegt ein Zweikomponentensystem zugrunde. Die Software MCR-BANDS wird
zur Berechnung von Einhiillenden fiir die Faktoren C' und A angewendet. Fiir die Berechnung
werden C' > 0 und A > 0 als Restriktionen gewéhlt (die Forderung D = C'A ist nicht direkt
anwéhlbar, siche Bemerkung 4.39). Es wird keine Form der Skalierung genutzt. Als Resultate
der einzelnen Optimierungen ergeben sich jeweils vier Profile fiir A und C als Einhiillende fiir
die Mengen moglicher Profile.

Die niedrigdimensionale Darstellung der Einhiillenden, siehe (4.40), fiihrt auf vier Elemente aus
M 4 und vier Elemente aus M. Diese sind in Abbildung 5.16 zusammen mit M 4 und M dar-
gestellt und ergeben jeweils die Intervallgrenzen. Sie geben somit die Mengen zuldssiger Losungen
vollstandig wieder, vergleiche Bemerkung 4.41 (Punkt 1) und Abschnitt 4.10.3.

Die transformierten Losungen fiir C' und A sowie die Einhiillenden sind in Abbildung 5.17 prisen-
tiert. Die Methode der Bestimmung von Einhiillenden liefert fiir diesen Datensatz offensichtlich
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Abbildung 5.15: Transformierte Profile zu den Mengen zuldssiger Losungen M 4 und M¢ (grau eingezeichnet) und
zu den Mengen zuléssiger und relevanter Losungen M(Crel) und Mgel) (farbig) unter Anwendung von Monotonie-
restriktionen. Die Monotonierestriktionen sind fiir alle drei Konzentrationsprofile eingesetzt. Die Mengen Mgel)

und de) sind in Abbildung 5.14 dargestellt. Oben: die zuldssigen Konzentrationsprofile. Unten: die zuléssigen
Reinkomponentenspektren. Die Effektivitit der Monotonierestriktionen ist deutlich erkennbar: Profile, die nicht
approximativ monoton sind, werden zufriedenstellend ausgeschlossen.
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Abbildung 5.16: Die Mengen zulissiger Losungen Mc (links, farbig) und M4 (rechts, farbig), vergleiche auch
Abbildung 4.5, und die niedrigdimensionalen Darstellungen der Einhiillenden (schwarz markiert) fiir Datensatz
1. Die niedrigdimensionalen Darstellungen sind offensichtlich die Intervallgrenzen fiir Mc und M 4. Beziiglich
der aufgestellten Optimierungsprobleme repréasentieren die o die lokalen Maximalstellen und die x die lokalen
Minimalstellen.

das korrekte Ergebnis. Dabei ist zu erwéhnen, dass es sich nicht um obere und untere Einhiillende
im Sinne von Losungseinschliefsungen durch Intervalle handelt, was in Abbildung 5.17 auch gut
zu erkennen ist.

5.5.2 Anwendung fiir Datensatz 2

Als néchstes werden begrenzende Losungen fiir Datensatz 2 berechnet. Dem Datensatz liegt
ein Dreikomponentensystem zugrunde und fiir C und A ergeben sich jeweils sechs begrenzende
Losungen. Anders als fiir s = 2 lésst sich fiir s > 3 im Normalfall anhand der berechneten
Losungen nicht auf M 4 beziehungsweise M schlieffen. In Abbildung 5.18 sind die Mengen M 4
und M sowie die ) und y®, i = 1,...,6, aus (4.40) fiir Datensatz 2 eingezeichnet. Die z(%)
liegen (selbstverstindlich) in My, sie konnen M 4 aber nicht vollstindig wiedergeben. Analoges
gilt fiir die y® und M.

In Abbildung 5.19 sind die moglichen Profile fiir C' und A zusammen mit den berechneten
Einhiillenden gezeigt. Die Skalierung ist fiir alle Profile wie in (5.1) beziehungsweise (5.2) gewéhlt.
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Abbildung 5.17: Zulissige Profile (blau und griin) fiir C' und A und die berechneten Einhiillenden (schwarz) fiir
Datensatz 1. Die Skalierung ist wie in (5.1) und (5.2) gewéhlt. Die gestrichelten schwarzen Linien fiithren auf die
in Abbildung 5.16 mittels X gekennzeichneten Losungen und die durchgezogenen schwarzen Linien auf die mit
o gekennzeichneten. Beziiglich der aufgestellten Optimierungsprobleme représentieren die durchgezogenen Linien
die lokalen Maximalstellen und die gestichelten Linien die lokalen Minimalstellen.

Das Prinzip der Losungsbegrenzung funktioniert nur fiir zwei der sechs Teilfaktoren: bei den
Losungen zum Segment von M, dass zum Konzentrationsprofil von S gehort, und bei den
Losungen zum Segment von M 4, dass zum Reinkomponentenspektrum von [S — K] gehort. Bei
den anderen Profilen sind teils grofse Abweichung von einer Einschliefsung auffallig. Dies ist auch
durch eine andere Art der Skalierung/Normierung nicht zu beheben.

5.5.3 Schwierigkeit der Darstellung

Eine sinnvolle Darstellung der Ergebnisse zur Berechnung von begrenzenden Losungen ist schwie-
rig, siche Bemerkung 4.41 (Punkt 2). Eine verbreitete Variante ist es, ein Spektrum a = A(3,:)
in der Form

N a

a=—:
max |a;

i=1,...,n

grafisch darzustellen. Aber auch dies ist nicht immer sinnvoll. Beispielhaft sind die Ergebnisse

zu Datensatz 2 fiir den Faktor A in Abbildung 5.20 mit dieser Form der Skalierung dargestellt.

Die Darstellung ist nicht besser geeignet als die in Abbildung 5.19 mit der Skalierung aus (5.1).

5.5.4 Verhalten der Zielfunktion

Fiir eine Untersuchung des Verhaltens der Zielfunktion g;(T") aus (4.39) bei der Anwendung fiir
Datensatz 2 wird M 4 diskretisiert. Anschliefsend werden zu jedem Stiitzpunkt x zwei Optimie-
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Abbildung 5.18: Die Mengen Mc (links, farbig) und M4 (rechts, farbig) sowie die niedrigdimensionalen Darstel-
lungen ¥ und 3 aus (4.40) (schwarz markiert) fiir Datensatz 2. Die (¥ liegen zwar in M4, kénnen diese aber
nicht komplett wiedergeben. Gleiches gilt fiir die 3 und Mc¢. Die aus M4 und M¢ abgeleiteten Mengen zu-
lassiger Faktoren C' und A sind in Abbildung 5.19 dargestellt. Beziiglich der aufgestellten Optimierungsprobleme
reprisentieren die o lokale Maximalstellen und die X lokale Minimalstellen.

rungsprobleme aufgestellt. Die Matrix 7' wird jeweils in einer Zeile mittels (1,2") fixiert und
9;(T') wird minimiert beziehungsweise maximiert.

Das i-te Segment von M4 wird mittels der Gitterpunkte z(*7), j = 1,..., N;, diskretisiert. Es
werden fiir alle Stiitzstellen des Gitters die Werte

wf") =maxgp(T), o T(i,:) = (1)) ),

wf) =ming(T),  m T(i,:) = (Lai”)a5)

unter den Nichtnegativitits- und Rekonstruktionsrestriktionen berechnet. Analog zur MCR-
BANDS-Implementierung wird die MATLAB-Routine fmincon verwendet. Zur Verbesserung der
Approximationen werden die Startwerte fiir die einzelnen Optimierungen geeignet gewahlt. Un-
ter anderem werden die Minimal- beziechungsweise Maximalstellen von benachbarten zulédssigen
Lésungen genutzt. Anschliefsend werden fiir die einzelnen Segmente i die Fldchen zu

Pla,j) _ <$§m>’ xé“’, wgm)) ., j=1,...,N;, (5.3)

zur Analyse des Verhaltens der Zielfunktionen g¢;(7") aus (4.39) beziiglich deren Maximierung
und die Flachen zu

PZ(]):<-%'§],-%'2 , Wy >7 ]:17'--7Ni7 (54)

zur Analyse des Verhaltens der Zielfunktionen beziiglich deren Minimierung dargestellt. Die
Ergebnisse sind in Abbildung 5.21 dargestellt. Zusétzlich sind auch die niedrigdimensionalen
Darstellungen der Ergebnisse von MCR-BANDS, also die jeweiligen lokalen Extrempunkte, ein-
gezeichnet. Diese sind gut als lokale Maxima beziehungsweise lokale Minima auf den Flachen
erkennbar. Die lokalen Extremstellen sind dieselben wie in Abbildung 5.18 (siehe auch die mit-
tels o gekennzeichneten zuléssigen Losungen in Abbildung 5.22).

Bemerkung 5.2.

1. In den Grafiken von Abbildung 5.21 sind die Flichen zu den Punkten aus (5.3) und (5.4)
dargestellt. Fiir die Berechnungen der jeweiligen z-Koordinaten werden die Zielfunktionen
9i(T') unter verschiedenen Nebenbedingungen mazimiert beziehungsweise minimiert. Zur
Erzeugung der Grafiken wurde mit der MATLAB-Routine fmincon dieselbe Methode wie in
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Abbildung 5.19: Zulissige Profile fiir C und A (farbig) und die begrenzenden Losungen (schwarz) fiir Datensatz
2 mit der Skalierung wie in (5.1) und (5.2). Nur fir die Grafiken oben links und unten rechts sind die speziell
bestimmten Losungen begrenzend. Die gestrichelten schwarzen Linien gehdren zu den in Abbildung 5.16 mittels
X gekennzeichneten zuléssigen Losungen und die durchgezogenen schwarzen Linien zu den mit o gekennzeich-
neten. Beziiglich der aufgestellten Optimierungsprobleme reprasentieren die durchgezogenen Linien die lokalen
Maximalstellen und die gestichelten Linien die lokalen Minimalstellen.
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Abbildung 5.20: Darstellung mit normierten Profilen a/ max |a|. Die Darstellungsart ist auch nicht besser geeignet
als die in Abbildung 5.19 mit der direkten Skalierung a = (1,zT)VT.

der MCR-BANDS-Implementierung genutzt. Anhand der vielen leichten Ausreiffler in den
Oberflachen ist zu erahnen, dass einige der Optimierungen nicht auf (zumindest lokale)
Extrema fiithrten. Starke Ausreiffer, die durch fehlgeschlagene Optimierungen entstanden,
wurden eliminiert und sind nicht mit dargestellt. Die Leistungsstdrke von fmincon scheint
zur Losung der jeweils aufgestellten Optimierungsprobleme unter Umstdnden nicht ausrei-
chend zu sein, was umgekehrt eine leichte Abhdingig der Resultate bei MCR-BANDS von der
wniatialen nichtnegativen Matrizfaktorisierung bedeutet.

Eine Vermutung zu der Verbindung zwischen MCR-BANDS und den Mengen zuldssiger
Losungen ist, dass die niedrigdimensionalen Darstellungen der begrenzenden Losungen stets
auf dem Rand von M 4 beziehungsweise M liegen. Unter der Annahme, dass das gewdhlte
Gitter zu den Grafiken in Abbildung 5.21 ausreichend fein ist und die Optimierungen zu den
Randpunkten erfolgreich verliefen, kann diese Vermutung mittels der Abbildungen 5.18 und
5.21 fir s = 3, widerlegt werden. Beim grinen Segment von M4 (siehe Abbildung 5.18)
liegt eine extremale Losung nicht auf dem Rand. Dies kann durch die Auswertung mittels
der Pl(l’]) fiir dieses Segment (sieche Abbildung 5.21, mittlere Grafik) als korrekt bestdtigt
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Abbildung 5.21: Darstellungen der Flidchen zu den Punkten aus (5.3) und der Flichen zu den Punkten aus (5.4)
fiir die Segmente von M 4 zu Datensatz 2. Die oberen Flidchen gehoren zu den Punkten aus (5.3), die unteren zu
den Fliachen aus (5.4). Die mittels MCR-BANDS bestimmten lokalen Extrempunkte der einzelnen Fléchen sind
mittels o und X gekennzeichnet.

werden. Es handelt sich nicht um ein falsch bestimmites lokales Extremum.

5.5.5 Abhangigkeit von der initialen Zerlegung

Die Optimierung der Zielfunktion (4.39) wird in MCR-BANDS zu einer vorgegebenen initialen
nichtnegativen Matrixfaktorisierungen vorgenommen. In diesem Abschnitt wird die Methode auf
Datensatz 2 mit zwei verschiedenen initialen Zerlegungen angewendet und die Losungen werden
verglichen.

(max) (max)

Die mittels fmincon bestimmten maximalen Werte wy yeee, Ws und minimalen Werte
gmm), e ,wémm) der Zielfunktionen g¢;(T"), i = 1,2, 3, sind fiir die eine initiale Zerlegung

wt™) = (3.7859 - 107", 4.9398 - 107", 8.2013-107"),
w™n) = (1.3108 - 1071, 1.7327 - 107", 5.6726 - 107")

sowie zu einer anderen initialen Zerlegung

w!™™) = (3.7861 - 107", 4.8673- 107", 8.2018 - 107"),
w™™) = (1.3106- 107", 1.7328 - 107!, 5.6726 - 1071).

In Abbildung 5.22 sind die niedrigdimensionalen Darstellungen der einzelnen Losungen zusam-
men mit den Mengen M4 und M dargestellt. Fiir jeweils ein Segment stimmen je zwei zuge-
horige Losungen nicht iberein.

5.6 Kritische Zusammenfassung

In diesem Kapitel wurden verschiedene Methoden zur Berechnung von M 4 und verschiedene
Ansiitze zur Klassifizierung von = € R®~! anhand zweier Datensiitze verglichen. Bei der Anwen-
dung auf ungestorte Daten stellte sich die geometrische Konstruktion als ultimative Methode
heraus. Einzig in Bezug auf die Steuerbarkeit durch Parameter offenbarten sich leichte Vorteile
fiir die numerischen Methoden. In Bezug auf Genauigkeit und Rechenaufwand zeigten sich bei
den numerischen Methoden starke Unterschiede. Fiir die Methode der Dreieckseinschliefiung er-
gab sich durch die fehlende Adaptivitit ein Nachteil, dafiir ist die Steuerbarkeit hier am besten.
Die Adaptivitdt ist der groke Vorteil der Polygon inflation Methoden, was sich im Verhéltnis aus
Genauigkeit und Rechenaufwand widerspiegelt. Die Flexibilitat, auch im Hinblick auf s > 4, ist
der grofse Vorteil der Strahlenmethode. Die nicht adaptiv gesteuerte Variante hat in Bezug auf
das Verhéltnis zwischen Genauigkeit und Rechenaufwand sowie in Bezug auf die Steuerbarkeit
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Abbildung 5.22: Analyse der Abhéngigkeit der niedrigdimensionalen Darstellungen der Resultate von MCR-BANDS
von den Startwerten (initiale Zerlegungen) am Beispiel des Datensatzes 2. Fiir die eine initiale Zerlegung sind
die Ergebnisse mit o gekennzeichnet, fiir die andere mit +. Offensichtlich stimmen jeweils nur fiinf und nicht alle
sechs Losungen iiberein.

klare Nachteile. Das Potential der adaptiv gesteuerten Variante des Strahlenalgorithmus konnte
aufgezeigt werden.

Weiter wurden drei Moglichkeiten zur Beriicksichtigung von Stérungen bei den Berechnungen von
M4 und M am konkreten Beispiel des Datensatzes 3 analysiert. Der Vorteil der konstruktiven
Bestimmung innerer Randpunkte erwies sich bei der verallgemeinerten geometrischen Konstruk-
tion als Handicap.? Die beiden numerischen Ansitze, basierend auf den Funktionen f(z,S) aus
(4.2) und ssq(z, S) aus (4.6), erzeugen sehr dhnliche und tiberzeugende Ergebnisse. Die Resultate
der verallgemeinerten geometrischen Konstruktion weichen davon stark ab. Zwar kann es bei der
Bewertung fiir storungsbehaftete Daten kein richtig oder falsch geben. Es ist jedoch zumindest
fragwiirdig, dass die, mittels kinetischer Modellierung bestimmten, Losungen teils nicht in den
geometrisch konstruierten Mengen zuléssiger Losungen enthalten sind.

Die natiirlichen Anforderungen an einen Algorithmus zur Approximation der Mengen zuléssiger
Lésungen sind, dass er schnell und stabil arbeitet und auch fiir gestorte Daten sinnvolle Resulta-
te generiert. Diesbeziiglich erweisen sich die Polygon inflation Methoden (direkter und inverser
Typ) als gut geeignet. Einzig die adaptiv gesteuerte Strahlenmethode kann grundsétzlich mit-
halten. Der Algorithmus der Dreieckseinschlieftung arbeitet stabil, hat jedoch bei dem Nachteil
des Mehraufwandes keinen entscheidenden Vorteil gegeniiber den Polygon inflation Methoden.
Die (verallgemeinerte) geometrische Konstruktion ist zwar sehr schnell, hat aber in Bezug auf
die Anwendung fiir gestorte Daten klare Defizite.

“Der Ansatz der verallgemeinerten geometrischen Konstruktion [86-88] ist in dieser Schrift nicht niher erlautert.






6 Zusammenfassung und Perspektiven

Die vorliegende Schrift befasst sich mit der Mehrdeutigkeit der nichtnegativen Matrixfaktori-
sierung. Da es nicht sinnvoll ist, die Menge moglicher Faktorisierungen direkt anzugeben, wird
der Zugang verfolgt, die Mengen moglicher Spalten des ersten und mdéglicher Zeilen des zweiten
Faktors zu bestimmen, die zu nichtnegativen Matrixfaktorisierungen erweitert werden konnen.
Bedingt durch die Zusatzforderung, dass die Faktoren vollen Ranges sein sollen, gelingt die Kon-
struktion moglicher Faktorisierungen mittels einer abgeschnittenen Singuldrwertzerlegung. Unter
der Festlegung einer speziellen Skalierung der Spalten des ersten beziehungsweise der Zeilen des
zweiten Faktors fiihrt dies auf die in dieser Schrift untersuchten Mengen zuldssiger Losungen.
Dass die Mengen zuldssiger Losungen fiir ein D iiberhaupt definiert werden konnen, ist, eben-
so wie es viele ihrer Eigenschaften sind, formal nur an eine schwache Voraussetzung gebunden:
Das Faktorisierungsproblem darf sich nicht in Subfaktorisierungsprobleme zerlegen lassen. An-
dernfalls liefle sich eine Aufspaltung in nicht weiter reduzierbare Teilsysteme vornehmen und die
Mengen zuléssiger Losungen fiir diese betrachten. Im Hinblick auf die Entwicklung von Algorith-
men zur geometrischen Konstruktion und zur numerischen Approximation der Mengen zuléssiger
Losungen sind wichtige Eigenschaften detailliert untersucht worden. Bezogen auf M4 sind die
Beschranktheit entscheidend sowie, dass der Nullpunkt nicht zu M 4 aber zur Obermenge F 4 ge-
hort und dass der Schnitt mit einem, vom Ursprung ausgehenden, Strahl unterbrechungsfrei ist.
Weiterhin ist die geometrische Interpretation einer zuléassigen Losung iiber Konvexkombinationen
von zentraler Bedeutung.

Ein Schwerpunkt dieser Schrift liegt, neben der Analyse der Mengen zuléssiger Losungen, auf der
Entwicklung und Analyse effizienter Methoden zu deren Berechnung beziehungsweise Approxi-
mation. Die Algorithmen gliedern sich in geometrisch konstruktive und numerisch approximative.
Die geometrisch konstruktiven Ansétze sind sehr schnell, jedoch nur fiir ungestérte Daten pro-
blemlos anwendbar und bislang auf s € {2, 3} limitiert. Die numerisch approximativen Methoden
arbeiten fiir ungestorte wie fiir gestorte Daten gleichermafien stabil, sind aber rechenaufwendiger
und liefern nur Ndherungen. Fiir die numerischen Methoden liegen grundsétzlich keine Limi-
tierungen beziiglich s vor. Jedoch steigt fiir s > 4 der Rechenaufwand deutlich. Des Weiteren
ist etwa die Strahlenmethode nicht auf eine spezielle Topologie der Mengen zuldssiger Losungen
beschrankt.

In Anbindung an die Mengen zuléssiger Losungen ergeben sich unter anderem folgende Frage-
stellungen und Forschungsschwerpunkte fiir die Zukunft:

- Tiefgriindige Analyse der Menge zuldssiger Losungen fiir Probleme mit Rangdefizit: In
dem weiterfiihrenden Abschnitt 3.7 wird der Fall betrachtet, dass die Ausgangsmatrix
keine nichtnegative Faktorisierung mit Faktoren vollen Ranges besitzt und es wird eine
verallgemeinerte Menge zuléssiger Losungen eingefithrt und untersucht. Die bisherigen Un-
tersuchungen sind zu erweitern und noch nicht beriicksichtigte Fille sind zu untersuchen.
Weiter sind geometrisch konstruktive Algorithmen zur Berechnung der verallgemeinerten
Mengen zulédssiger Losungen zu entwickeln. Diese werden grundlegend anders aufgebaut
sein; fir rank, (D) > rank(D) = 3 wird die geometrische Konstruktion nicht mehr auf
Dreiecken basieren, sondern stattdessen auf Polygonen mit m = rank, (D) Ecken.

- Erweiterung fiir Tensorfaktorisierungen: Die nichtnegative Matrixfaktorisierung gehort zur
Klasse der nichtnegativen Tensorfaktorisierungen. Allgemein wird bei der nichtnegativen
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6 Zusammenfassung und Perspektiven

Tensorfaktorisierung zu einem m-dimensionalen Tensor 7' € R**"™ eine Zerlegung in

X0 e Rijxs, 7 =1,....,m, zu minimalem s gesucht, sodass
S m .
J . .
Tz‘l,...,z‘mzz Xi(jg, ij=1,...,n5, j=1,...,m.
=1 j=1

Fiir m = 3 ist die Frage nach der Mehrdeutigkeit der Faktorisierung in [98,99, 165] un-
tersucht. Konkret werden Bedingungen aufgestellt, wie anhand einer Faktorisierung festge-
stellt werden kann, ob diese bis auf triviale Mehrdeutigkeiten eindeutig ist. Dabei stellt sich
heraus, dass eine Zerlegung fiir m = 3 haufig eindeutig ist. Es wird zu untersuchen sein, in-
wiefern die Resultate und Ansétze der vorliegenden Schrift auf nichtnegative Tensorfaktori-
sierungen fiir m > 3 erweitert werden kénnen und wie sich Teile von Tensorfaktorisierungen
in Form der Mengen zuléassiger Losungen niedrigdimensional darstellen lassen.

Analyse der Topologie der Mengen zuldssiger Losungen fiir s > 4: Die Topologien der Men-

gen zuléssiger Losungen fiir s = 2 (zwei disjunkte und zusammenhéngende Teilintervalle,
sieche Abschnitt 4.2) und fiir s = 3 (eine oder 3m, m € N\ {0}, Zusammenhangskompo-
nenten [86]) sind gekldrt. Zu untersuchen ist, welche Anzahlen an Zusammenhangskompo-
nenten fiir s > 4 moglich sind.

Mehrskalenansitze zur Beschleunigung der Approximationsmethoden: Den grofite Anteil

des Rechenaufwands zur numerischen Approximation der Mengen zuléssiger Losungen ma-
chen die Klassifizierungen einzelner x aus. Fiir jede Klassifizierung wird ein nichtlineares
Ausgleichsproblem gelost und so eine einzelne nichtnegative Faktorisierung berechnet. Fiir
festes s hangt der Aufwand der einzelnen Optimierungen von f(z,.S) aus (4.2) hauptséch-
lich von k& und n ab. Aus [15, 143, 150] sind Mehrskalenansétze zur Beschleunigung der
Berechnung einzelner Faktorisierungen bekannt. Ahnliche Ansétze sollen fiir die Berech-
nung der Mengen zuléssiger Losungen entwickelt und analysiert werden. Dazu werden die
Mengen zulassiger Losungen in einer Grobgitterhierarchie fiir unterschiedlich stark ausge-
diinnte Matrizen berechnet. Die Resultate fiir die Rdnder von Mg und M 4 einer Grobgit-
terstufe werden zur néchstfeineren prolongiert. Fiir diese Stufe werden so deutlich weniger
Klassifizierungsaufrufe zur Berechnung von randnahen Punkten benétigt. Der Ansatz ist
erfolgreich, wenn die eingesparte Rechenzeit durch die guten Anfangsndherungen den zeitli-
chen Mehraufwand fiir die Berechnungen der vorherigen Mengen zuléssiger Losungen iiber-
steigt. Die unterschiedlichen Skalierungen, bedingt durch die Normierungen der einzelnen
Singulérvektoren der jeweils unterschiedlich dimensionalen Daten, sind zu beachten. Erste
Testrechnungen wurden bereits durchgefithrt und die Resultate sind vielversprechend.

Entwicklung stabiler und adaptiv gesteuerter Methoden fiir s > 4: Die in Abschnitt 4.7

vorgestellte Strahlenmethode ist in ihrer einfachen Form ein nicht adaptiver Algorithmus
zur Approximation der Mengen zulissiger Losungen mittels eines Gitters im R*72. In Ab-
schnitt 4.7.9 ist eine adaptive Steuerung fiir s = 3 erldutert, deren Effizienz fiir einige
Beispiele nachgewiesen wurde. Fiir s = 4 kann die adaptive Steuerung in Kombination mit
dem Polyhedron inflation Algorithmus erfolgen. Stabile Ansétze zur adaptiven Steuerung
etwa der Strahlenmethode fiir s > 5 sind zu entwickeln und zu untersuchen.

Menge zuléssiger kinetischer Parameter bei der Anpassung kinetischer Modelle: Fiir die

Zerlegung spektroskopischer Daten kann die Berechnung einer Faktorisierung oft mit der
Anpassung eines kinetischen Modells verkniipft werden. Dabei werden nichtnegative Fakto-
risierungen gesucht, die mit einem kinetischen Modell konsistent sind [30,63,112,144|. Dies
kann auf eine eindeutige Zerlegung und eindeutige kinetische Parameter fiihren. Unter Um-
standen gibt es jedoch eine Menge zuléssiger kinetischer Parameter. Ein klassisches Beispiel
ist die slow-fast ambiguity [5,77|, wobei sich fiir eine konsekutive Reaktion erster Ordnung
mit s — 1 Teilreaktionen bis zu (s — 1)! verschiedene nichtnegative Zerlegungen ergeben



137

konnen, fiir die C' dem kinetischen Modell gentigt. In [160,162] ist die Zerlegungsunein-
deutigkeit bei simultaner kinetischer Modellierung fiir Reaktionssysteme erster Ordnung
mit teilweise reversiblen Reaktionen untersucht. In [162] wird der Begriff D-consistent re-
action rate constants eingefiithrt: ein Vektor kinetischer Parameter wird als D-konsistent
bezeichnet, falls er fiir das kinetische Modell und die zugrunde liegende Diskretisierung auf
eine Matrix von Konzentrationsprofilen fithrt, die durch die linksseitigen Singulédrvektoren
von D dargestellt werden kann. Die Menge aller dieser Vektoren kinetischer Konstanten sei
mit K bezeichnet. Unter Hinzunahme der Nichtnegativitétsrestriktionen fiir A wird von K
eine Teilmenge KT abgespalten. Mitunter kommen zur Approximation von X Methoden
zum KEinsatz, die dhnliche Funktionsweisen haben, wie die in dieser Schrift vorgestellten
Algorithmen zur Approximation der Mengen zuldssiger Losungen. Es sollen die Mengen
zuldssiger kinetischer Parameter unter dem Einfluss von Stérungen untersucht und weitere
stabile Methoden zu deren Approximation entwickelt werden.
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