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������&. -����,!�&�������� ����������
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Xl  �� l��� ��� ������ �� ��� ����	
 X

τ ∼ P (X) � ������ ���� ��� �	���	���	�
 P (X)
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�� ��� S = {S1, . . . , SN} ����� ���1�� ������2��� ��� ��� ��� ������� �� ��������.

����� ��� �� ���� ����� ����� �� ���� �����,�������� %� ����) ��� Si ������� � ���1��

������ n ∈ N1 �� �,��� ������� ������2��� 
��� ����*� �� ����������� �� ��� �������

�� S ����� �������� ���� Si. ��� ��� ���� �� ���� ������������ ��� �������� �� ���� ��
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���������� ES ��� ��� ������������ ��
������������� ������) ��� P ��� ��� ��������
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��� �� ������ N ���� ��� i��� ����� ��� �� vpji − vrji�
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	� ��������� �� ��� ���������	���
�� ��
����� ��� ��� R 
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�����*

R1,2 : E + S � ES

R3 : ES −→ E + P
"#�#%
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������ ����
���� �� 
 �������	�� ��

����� R1,2
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���� ��� ��� ������ ���� S 
�� R 
�� 
� ���� ��� E = S × R × N ∪ R × S × N�
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'�� Rj ⊆ S 
�� Pj ⊆ S ��������� ��� ��� �� ��
��
��� 
�� ��������( ��������)��*( ���

��
����� Rj� ��� i ∈ [1, N ], j ∈ [1,M ]( ��� ���� ��� �� ��+��� 
� �������


� (Si, Rj, v
r
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��
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p
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��� �* Rj�

� ���
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 �����
� �*�� �� ��
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� �
� ���������������� �������� ������� �� � ��������� ����
	 � ������ ����
�������� � ����� !��� �
� ������� ��� ���
 � ����� !��� �
� �������� ���	 �
� �����
������ ���������� �� ���
 ���� ������� �
� �����
������� !�� �
� �������	

��������� ������������ �������	

RNes =(S,R,E)

S ={E, S,ES, P}
R ={R1, R2, R3}
E ={(E,R1, 1), (S,R1, 1), (ES,R3, 1), (ES,R2, 1),

(R1, ES, 1), (R2, E, 1), (R2, S, 1), (R3, E, 1), (R3, P, 1)}.

"�	#$

%����������� � �������� ������� �� � ����
 �� ������ ��� ���
��	 &�
�� ���
���'

!�� ��������' �������� ������� ������ ������� ��� ������ �� (�)**+	 %�!������ ��

, ������ �	�	� ��� �	�	
' �� �������� �� �
� ������� ��� {E, S,ES, P} � ������ ��� �!

������ �� ����� �� ��-��� �� C = {E + S,ES,E + P} ��� ��������� ����� ��� ����

����� ���� ������� ������ �������� ������ C	 .� �
���� �� ����� �
�� �
� ��������

��-������ �! C �� ����
��� ���� ����������� "�� �� �������� � ������ ����� �! ���� ������

!�������� �� S' �
��
 ������ �����
�������� ������ �� ����������� �� ������� �! S

���
 � ���� ������ ��� ��-�� ������ �� �� �
� ��� �! S ��������$' ��� �
� ������

�������������� ����� ����� ��/��� �� �
�� ����� �	

�� ����������� �� �
� ���������	 �������������� �! �������� ��������' �	�	' �� � ������

����������� �! �������� �����' �������� 
����
�
����
� ������� �����������	 0�������

������������ ��� ��� ������� ���� �� ���������� �����' ��� ������� ��� 
��� �
� �������

�� � ����� ���
 �
�� �
�� ��� ���� �� �����������	 �
�� �
	���	��������	 ������

��������� ������ ������������ ��������� �� �
� -��� �! �������� ��������� ������ �
�
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�� ������ ��!"#$%%�&
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�����
��
	

'��� ������� ����� ��������� ����� ��� �������� ��������� �������� ��� ����������

()*+, -���� ��� ��������. /�� ��� ������������� �/ ��� ��������� ��������& 0 ��������

���� �� ����� ��� ������1 ����� �� ��2���� �� �� �� �� �������. -����� ��� �����- �����

�/ � ������������� �� ��� ���������� -��� �� �. /�� ��� �������� ��� �� ���� ������� �&�&�

����� ����������  ������3������  ���������� ���  ���������� ��� ��/� ��� �������.&

0� �� �� �/��� ��� ����� ���������� /�� ���4������ ����� ���� �� 5����������6 ��� ��

/���� �� ��� ���������� �/  ������ �������� ������ �&�&� �� �.���� ���������� (�)�
78� �&

9� �&7�� �$��%%� �&:� ��& 
%;
8�� �<� %=� ��& 
��;

��� �+���8�� ��$�
� ��& 7;%�,� ����

�����. �>?�9� �& ==9�� �� �������� �	�/�:�& >��� ���� ��������� �/ ���������������

�� �� � ���� �������� �� ����� -��� ������ ������� ���������� ��� �����4�����. �����

���� �� �� ��� �����1� �/ ��������&

��������� �	�	
 0 ���������	 �� �� �1�������� ���/����� �� � ����� �@>%8�&

#�������� =&=&
 �� ���������� /�� ��� ���������.A ���������� �� B��� � ���� ������� ��

���� �����.& '�� ���� �� ���� ���� �� ���/������ �� �1��������&

��������� �	�	� 0� 
��

��
	� �� ��� ������� �/ �1�������� ���� /��� � �.���� �.

�1������ �� ������� ��� ������ ��$�
�&

0�����  ��. ������ ��� �������& 0�������� �� #�������� =&=&=� ���/������ �� �1���;

����� �� ������� ���� ���� ���������� � ������� ����� �� ���� �.���� ��� ����� ���

��� ��������� ������& C� �� ��� ��������. �� �����/. -��� � �.���� ��D ��� ���� �� ������

��� �� /���� �� #�������� =&=&=& '�� ���. /�������� � �.���� ��� �� ��� ��� �� �� ����

�� �� �1�������� ���B��� ��� ������ ������ ��� ���������� �������D ������� ���� ��

������� ��� ���������� �&�&� -��� �� ���� -��� ��� ����� ��� ��- �� �������� ��� �������

��� �������� �� ����� ������ �� � 5����� ��16& '���� ��� ���� ������ ����  ������

���������� (�&�& �E��8F� +���8� $��%��,� ��-� ��� ���� �������������� ��� ��� �����1� �/

���� -���  ��. -���&


������ �� ��� ��� ���� ����������� ��� ���-�� �� ��� 4������� ����� ��� ������ �/

� ����� ��� ������� ��� ��. ������ ������� �/ ��������&
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R1,2 : E + S
k1�
k2

ES

R3 : ES
k3−→ E + P
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� �
� ��� ���������������� ��� ������� ��� ������
�
�
������� ��� k1 = 1Lmol−1 s−1� k2 = 1 s−1 ��� k3 = 10 s−1 ��� ��� ������ �� ���������
�� � �����  ��� ��� �
���������
�� �
� ��� �!����� ��� �
 xE(0) = 1mol L−1� xS(0) =
10mol L−1 ��� xES(0) = xP (0) = 0�

��� ���� ��!��������� ��� �������� 
� ��� ��� 
�"


dxE(t)

dt
= −k1xE(t)xS(t) + (k2 + k3)xES(t)

dxS(t)

dt
= −k1xE(t)xS(t) + k2xES(t)

dxES(t)

dt
= k1xE(t)xS(t)− (k2 + k3)xES(t)

dxP (t)

dt
= k3xES(t)
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Xt = (X1,t, X2,t, . . . , XN,t) �#�$�
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P(Xt = x | (Xt̂ = xt̂ : t̂ < t,xt̂ ∈ S)) =
P(Xt = x |Xpred(t) = xpred(t)),xpred(t) ∈ S �#�./�
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P(Xt = x |Xpred(t) = y) = P(Xs = x |Xpred(s) = y), t �= s,y ∈ S. ������
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P(j;x, dt) = Hj(x)cjdt. ����+�
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������������ 	Oj = 0
� Rj : ∅ c−→ S

�
��������� 	Oj = 1
� Rj : S1
c−→ S2

������������ 	Oj = 2
� Rj : S1 + S2
c−→ S3

Rj : 2S1
c−→ S2

��
�������� 	Oj = 3
� Rj : S1 + S2 + S3
c−→ S4

Rj : 2S1 + S2
c−→ S3

Rj : 3S1
c−→ S2
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�� ������� ��� ������ �� ��������� ��� �
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#����� ��� � ��������
� ����� �����
�� �
������ ������� �� ��������� ��� ���� ����
���

�� �
#�� � �����
�� Rj �� ����� Oj > 0 	��� ����� ���
 ��� ��������
� �������� cj ���

�� ����
��� ���� � �
#�� !
���
� �������� kj �� ����
���
�� ��� ������ %
�� 1/V Oj−1�

'���� �� ()���
�� ���* � ���������	 aj(x) ��� �����
�� Rj 
� ��+��� �� aj(x) =

Hj(x)cj�

����� ��� ���	
��
 ������ �����
��

��� �����
�� �� � ������ 
���������� �� � ��������
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�� ��� ,��!�# �����

���� ��� �� �"������� 
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���� 	-,(
 %�
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� 
� ����

����� ��� ��������
� �)�
#����� �� ��� ��� �� ./(� ���� ���#�� 0�� P(x; t) ≡ P(Xt = x)

�� ��� �����
�� �
#
�� ��� ������
�
�� ���� ��� ������ 
� 
� ����� x �� �
�� t 	��� ����

����
��
1 !��%
�� 
� %���� ���������� ���������
2� ��� ����� �� ��� ������ ��� ��� ��
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� �����
�� ��� �� ���
#�� �� +��� ���!
�� �� ��% ��
�

������
�
�� ������� %
��
� � ����� �
�� 
�������� Δt�

P(x; t+Δt) ≈ P(x; t)[1−
M∑
j=1

aj(x)Δt] +
M∑
j=1

P(x− vj; t)aj(x− vj)Δt

��� +��� ���� �� ��� �
��� ���� �
�� �
#�� ��� ������
�
�� ���� ��� ������ 
� 
� ����� x

�� �
�� t ��� �� �����
�� %
�� +�� ���
�� Δt1 ��� ������ ���� ���� �� ��� ���� �����
��

Rj ��� ������
�
�� ���� ��� ������ 
� ��� +�
�� �� Rj �%�� ���� �����
�� ����� x 	
��� 
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 � ����������� ����� x− vj �� �	�� t� �
� ���� ��	� �����	�


�	

 �� �������� ���	
� Δt� ������
�	
� ��� ����� �
� ���	
� ��� 
	�	� Δt → 0 �
�

�

����
�� 	
 ��� ���� � ��� �� ����
�� �	����
�	�
 � ���	�
� �����	�	
� ��� �!�
��	�
 ��

��� ����� ������	
	�� ��
�	�� �!�� �	��"

∂ P(x; t)

∂t
= lim

Δt→0

P(x; t+Δt)− P(x; t)

Δt

=
M∑
j=1

P(x− vj; t)aj(x− vj)− P(x; t)
M∑
j=1

aj(x)
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���� �� �
� )�*+,-.� ��	� ��
 �� ���
�	��� �� �
� �
 ������	���� ��
��	�
 �� P(x; t)
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�� t ∈ (t0, tf ] �	����� ��� 
��� ��� ��
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�� �
� 5����	�0 )*2536. �
� 7	

���	� )7	
38� 7	
33. ���� ��� ���
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	��	� �
�� *���0 �� �
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����	������
t ������� �
���
������
RN = (S,R,E) �	����
�
 
����	��
x = (x1, . . . , xN) �


�
�� ������
[tstart, tend] ��
�����
�
 

��	����

� t ← tstart�
� ����� t < tend ��
� τ,k ← SelectNextReactions(x), τ ∈ R,k = (k1, . . . , kM)�
� t ← t+ τ �

� x ← x+
M∑
j=1

kjvj�
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��� ����	%���� �	���	�% �� ��� �	������ (�� ��� -&! ��	
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��������	 
�
� ����������� ����	
��
�
 ��	 ��� SelectNextReactions(x) ��	
�
�
�� ��� ���� ��� 	���	
 ����� k = 1M

μ 
� �
 M ��
��
�
�
�� �����	 �
�� kμ = 1 �
�
kj = 0, j �= μ�


���	������ ��
�
������ x ���		�
� ������

� ��� j ∈ [1,M ] ��
� ������ �	���
�
�� aj(x)�

� ��� j ∈ [1,M ] ��

� τj ← −ln(U(0, 1))

aj(x)
�

� (τ, μ) ← (minj∈[1,M ]{τj}, argminj∈[1,M ]{τj})�
� ������ τ,1M

μ

��������	 
��� ����������� ����	
��
�
 ��	 ���  �!� SelectNextReactions(x)
�������

���	������
a0(x) = 0 ���� �� �	���
�
�
���
������ x ���		�
� ������

� ��� j ∈ [1,M ] ��
� ������ �	���
�
�� aj(x)�
� a0(x) ← a0(x) + aj(x)�

� τ ← −ln(U(0, 1))

a0(x)
�

� ����	�

� μ �� �������� 

��"�	 ���
���

"

�

μ∑
j=1

aj(x)

a0(x)
> U(0, 1), μ ∈ [1,M ]�

� ������ τ,1M
μ

#$
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��� ���� 
����� �� �������� ��� ���� ���� ��� ������� ���� �� � ����� x

�� ��
���������	 ����������� 
��� ���� 
�������� a0(x) =
∑M

j=1 aj(x)� �� �� ����� � ����

τ ∼ Exp(a0(x)) ����� ��	 �� ��� ��������� ���� R 
��� ���� ����� ���� ���� ��� ��
����

��� �	���� ������� ���� ����� x �� x + vj 
��� 
���������	 aj(x)/a0(x)� ���������

�� ���������� ��� ���� ���
� 
�������� �� ��� !"� #��� ���� ������� �� M ���
���

���� ��� ������� ������������ U(0, 1)� ��� !" ���	 ��$����� �
�% ��� ���� ��� �� ���

��� �������� τ ��� ��� ������ ��� ������ ��� �������� ���� �� ����� �� ����
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�	 ���	 ��� ���� ������ ����� �����������
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���
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�

+��� ��� ������ �� ����,���������� ��������
	� ��� ������ ��� ���������� ����������
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������� ������������� ���
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������ �� � �	���� ��� ���	 ���� ����� ��� ���� �� �
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���� ��� ��/��� ��� �������� �	������ 
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���	� 0�� ����
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�	��

�� ��� +�� 
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�	 ���������� �� 1������ ��2 ��� ������ ���� ������� ��� ���� ������
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��������� ���� �� 3���4 ���� ������ ����� ���	 ���� �� ���� ���� ����� 
�������	� ��

� �����$������ ��� ������ �� ��� ���	 �����
����� ���� ���� ��� ���� ������� �
����

)� ��
���� ����� ������ ��� �����	
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� ������� ������� �� ��
����� ��������� ��

�
���� )�� ���� �������� ��
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���� �������� ���� �������� �� �� �������,
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�����% �� ���� ������ ���� ��������	 �� ���
�� ��� $�������� ����� ��� �	����5
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��� �����������1����� �!���
� ����� ��

������� .���� ��� ������� ��� ��������� ������ �� ����
�������� �!������� .��� ����

������ λ ��� � ����
� V = λn2 �� ��� ������ ���� "n = 2( ��� ��������� �� ���������

� ������ ��� �� ��� ��������
�������� ����� � ����� /�� ξ ������ ��� ��������������

����
����2 ��� �������� ����������� ����
� �� ���� ����������� ���� L = ξn ����

����
��� ���� ������ � ���� ������ �� λsv = λ/ξ ��� � ����
� �� Vsv = λn
sv "��� ������

��	(� 3��� �� ����� �
����� ����
�� �� � .����������� �������
��� �� ��� �.�
 ���!

������� � ��
��� �� ��������� .���� ��� ����� *��� ��4� �� .�� ���������� ���������!�

+�� ���! �������� �� ���� ��������� ��� ��. ����.�� �� ����� � ���� ��� 
����	 ����

� ��������2 ���
 ��� ����������� �� � ������ ��������
�� ��
� 
�������� �������!

5���������6 .���� ������ 5���. ��6�

0� ��� ���� ���.� #$��%&' ����� ����! ���� ��� ���4 �� ��
������� ���� � ������� 
����

��� �� �����
������ �� 
�4� ��� �� �� �������� ����������� ��
������� ��������
� �����

,7
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��� �� �� �	� 
��� ��� �
�� �������� ����� 
 ��
����� ������� RN � ��� ��� ���� ��

�� ���
�� ������ �
 ��� ������� 
�� ��
������ ���� ��
� �
�� ���������� �
���
��� �
�

��� ��� ����� ���� N ������� 
�� L ������������ 
 ��� ��� Ŝ �� ������ �� ��� �
���

�
 ��� � �����! �������"

Ŝ = {S1, S2, S3, . . . , SN(l−1)+i, . . . , SNL}, #$�%&'

���� ������� SN(l−1)+1 �� SN(l−1)+N = SNl (�����!��!) �� ���������� l� *����
���� ���

��
�� ������ x �� � �
���� 
� ����"

x̂ = {x1, x2, x3, . . . , xN(l−1)+i, . . . , xNL}. #$�%+'

,
��� ������! ��� ��
�� �
 ��� ������ ��� �� � ���� �� �� ���� 
� ��� ����� ��
� �
�

����
� ��� -� �� ��� ���� ������
�� �� �����
� ��
� ������� �
��
���� 
�� ��
�!��� ���


��� ������ , ��
����� ���������� ������ 
�� ���� ��� ������ �
� ��� ��� �� 
�� �


��� L ������������ ����� �
��� �� ������
�� ���� 
 ���� L ������ ��� ���� �
�� ����

�
���! �
�� �
 ��� ��
�� ��
�!�� �� ���� ��� ����������� 	�
������ �� ��� !����
� 
���"

Rj :
N∑
i=1

vrj,iSi
cj−→

N∑
i=1

vpj,iSi, #$�%.'


�� ����
��� �� R �� ��� 
�������! L �������
�� ��
������"

L⋃
l=1

Rj,l :
N∑
i=1

vrj,N(l−1)+iSN(l−1)+i
cj−→

N∑
i=1

vpj,N(l−1)+iSN(l−1)+i; #$�%/'

���� ��
� ��� ��
�� ��
�!� vj,N(l−1)+i ���� 
0���� ��� ��
�� �
��
��� 
� �������� N(l −
1) + i �� x�

1�� ��
������ 
�� ��� ��� ���� ����� ��
� �
�� �� �� ����������2 �
������� �
� ��0���

������� ������������ 
� ��������� 
����� ,� 
� ���
�� ���������� 
� L× 2n �������

	
�
	� 
�	�
� C� �� ������ ��
� ����� ��
�� 
���� ��� ���!����� �
 �
�� ����������

#�
� ��!��� $�3'� ���� Cl = C [l; 1 . . . 2n] �������! ��� ����
��� #�� ���� �
��" ������'

���������! ���� �
 ��� ������� �� l��� ���� 4��� 
 (��0�����) ��
����� � ������� �� 
���

�
 
 ���� �
� ���� ���� ��� 
�������!"

Ri,l,k : SN(l−1)+i
Di−→ SN(Cl,k−1)+i. #$�%3'

5%
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������ ��	
 ��
�� 3×3 ����� 
�� ��� ������������� ������������ �
����� �� �� 
������
��
� ��� ������������ ���
���� ������� ��� ����������� �� ������
�� ����� �������� 

�
������ ����� ��
�� ��� ������� �� ������� ���� ��� ���������� �������� ���
��� �� ���
�������� �����

 �� ���� ������� ��� SN(l−1)+i �
������ 
�� ���������� �� �� ��� k��� �������� �! ����

������ l�  
"��� 
�� ������� 
�� ����������� ���� 
������ 
��� 
 ���
� �! NL2n

��
������ �� R # ����� ���� �������� ��� �������� �! ��� ������� ������� ��� ����

��������  �� �������� �����
�� Di �� 
 ��
���� !�� ��� ����� 
� ����� ������� Si �����

������� ��� ������� $� ���������� !�� ��� ���������� !������� ai,l,k(x) 
�����
��� ����

��� �������� ��
����� Ri,l,k �
� �� ������� !��� ���"%� &��� �
� '���(()� ����� ���
���

��� *�� J � ����� ��� 
����� �! �����
��� �������� ������� 
� 
��
 A ������ 
 ����

���� ������
�� �� ��� ����� �! ��� �
������� 
�� ��� ��������
���� ��������� 
���� ���

�������� 
���+ ��� !�� ��� ��
��
� ���������� ��� *�� ��


J = −DA
∂C(x)

∂x
. ,���-.

 � ��� ��� ���� �
� �� ���� !�� �������� ai,l,k(x)� 
 ��
�� ������ �� 
������� ����������

���� �! ��� ������������ 1 
�� 2� ���� ���� ������ λsv 
�� 
 ������ ������� S1 ����

�������� �����
�� D1 ,��!� ������ ��/-.� 0
�� ���������� ����
��� ���� S1 ����������

�� ��� ��
�� �
���� �
� �� �����!��� ����������� �� ��� ������ x = (x1, x2)
T � 1�� ����

��� ���������� !������� a1,1,2(x) ���
�� !�� ��� �������� ��
����� R1,1,2 : S1
D1−→ S22

$� 
 &��� ����� 03�
���� ���- �� 
�������
��� �� 
 &���� ��������� �3�
����


J ≈ DA
[C(x+Δx)− C(x)]

Δx
. ,���/.

��� ��� ������������ ����������� 1 
�� 2� ��� ��������
���� ��������� �� ��� ���������

�� �������� ������� ������� �� ��� ������ Vsv = λ3
sv 
�� Δx �� ��� �� λsv� ��� �������

4�



� �������	
�

������ ��	
� �
����� 2 × 1 ����� ���� �� ������ ��� ���������� �������� a1,1,2(x) ���

��� �������� �������� R1,1,2 : S1
D1−→ S2�

��������� �������� ������� ��� ��� ������  �������� ���� ���� �!������ ���	 "����� ������

a1,1,2(x) ≡ J ≈ Dλ2
sv

[x1 − x2]

λsvVsv

= D
[x1 − x2]

λ2
sv

. #����$

%�� �������� ����� ���� �� ������� �� ��� ��������� ���� ���� �� ��� �������������& ��

��� ���������� ��� �� ��������� �������� �������� Ri,l,k �� ��"��� ���

ai,l,k(x) =

⎧⎪⎨
⎪⎩
D

[
xN(l−1)+i − xN(Cl,k−1)+i

]
λ2
sv

�� xN(l−1)+i − xN(Cl,k−1)+i > 0,

0 ����.

, #���'$

(�� ����� ������ ������ ��� ��������� �� ���� ���� ��� � ������ −1 �� �������� N(l−1)+i

��� � 1 �� N(Cl,k − 1) + i& �� ��� ������

vi,l,k = −1NL
N(l−1)+i + 1NL

N(Cl,k−1)+i #���)$

���������� �� ��� �������� ��� � ����������� ���������� �� � ������� ����� ����� ���

���� ��� *+ �� �,+� (����� ��� �
�������� ����� ��� ������� ���� �����& ����� �����

���������� ��� ����� �� ���� �� ��� �������� ������- �� �
������ �� ��������� �����.

���� ��� ����������� �� �� //0& �� 1��� ��������� ���1�������� �� � ���� ����� �����������

������ 2������& ������������ ������� ������ ��-� ���� ���� ���� ���� ������� �����

���-�� (�� ��3� �� ��� �������� ������- ��������� ����������� ���� ���� ���� � ���

�������& ���������& �� ����������� ��� ����� 4 ����� ���� ����� ���� ���- ��� ��

���������� �����������& �� �� ��� ���� ���������� ����� ������ �� ���� N �������& ���

LN & ��� ��������� ��������� ���� ��� ���� �����& �� ������ �� ���� ���������� ����

''
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a1(x), a2(x), . . . , aj(x), . . . , aM(x)

��	��	���

τ1, τ2, . . . , τj, . . . , τM

������� a1(x), . . . , aM
K
(x)

������� aM
K

+1(x), . . . , a 2M
K
(x)

������� aM(K−1)
K

+1
(x), . . . , aM(x)

��	��	���� τ1, . . . , τM
K

��	��	���� τM
K

+1, . . . , τ 2M
K

��	��	���� τM(K−1)
K

+1
, . . . , τM

τ = 
��j∈[1,M ]{τj}
μ = �
�
��j∈[1,M ]{τj}

X(t+ τ) = x+ vμ
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� �������
� ����� ��

������ ������
��	 ��������
�� ��
�� ��� ���������

����� ��� τ�	�
��
� �	�������

��� ������ �
��������	 τ �	������ �	�
����� ��� ���� ����
����� �� ��		����� �� �	�

���	�� �
 ����� �� ��� ����	���
� 
� 	���� ��
�������	 ������
� ���!
��� ��"��� ����

������� !��� ���� �
��	���
��� #� � ������		� ������� 
� ����	����� �"��� ����	� ������
�

���� 
����� ������ ��� ������� �� �
�� �� ����� �	�
������� ��� τ �	������ �	�
�����

����
��� $	����% �	
�� ��� ���� 	���� ��	��	����� �
� �		 ������
�� �
! 
���� ���� ���

������ ���� �����"�	� & �
�� �
���	 !�� �
 �		������� ��� ����� ��'������ ���!��� �����

��� τ �	������ �	�
������ �� �
 ��"� � 	

� �� �
! ��� ����� �� �������
 ��� ������	

�(����
� ��� ���� �	����� ����
����� �� )����
� *�+�* ,&	�
����� *��-.

X(t+ τ) = x+
M∑
j=1

kjvj. ,/�/-

��� M ��������
��	 "���
� k ��
��� �
! 
���� ���� ������
� �� �		
!�� �
 ���� 0����

����
�� ����	� �"��� ������
� �������
� �� �� ����������� �"���
 �� ��� �������
� 
�

Rμ �� ������	�� ����� ���� k = 1M
μ � ����� �� �� � 1��
 "���
� !��� 
�	� ��� μ��� ����� ���

�
 1� #� �
������� τ �	������ "������� ��	��	��� � $	���% τ ����		� ����� 	����� ���� ���

�����"�	 ����	 ��� ���� �"���� ����� �
�� ���� 
�� ������
� ��� ��� !����� [t, t+ τ ] 2

���� �	�
 ����� ���� k ��� �
! ��"� �
�� ���� 
�� ����� ��� �
 � �
��1��
 "�	��� 0���

k1, k2, . . . , kM �� �
 	
���� ������ 1��
 
� 
��� ��� � ����	� 
� �
�� ������
� ,
�� �����

�
�� �������	�� � ����	� ��
� ��� ����
� "�����	�- Kj(τ ;x) ���� ������� 
� ��� ��1�


� ��� 	��� ��� ��� ������� ����� 
� ��� �
��	�� ��� ��3��	�� �� ������ �� ��������
�

�
� ����� ������
�� ������ ��
� ��� ���� ���� ���� ��� ,�
�� 	���	�- ��������� ����
�

"�����	�� 4 ��������� ��� ������
� �
����� ��� ����� ��� ������
�� �	�
 ������� ���

	
�	�����
 �� ��� ��	������ 
��������� 5�� �� �		 67 ��� ������� �
 �� ������������

���� ��� kj �
�	� �� ����	�� ����"����		� ��
� ���"������ ����������
��� ���� ��������
�

��
� ��������� �
 ����������� 67 �� ��� ���� ��������	 ���� �
!���� �� ����
������"�

��� ����� ��	 kj �
� ��	 	���� ��
	 ��� �	 �����	� �
 �	
���
 
� ������
�
� ���	� � 
����	 u ��
� ��	

����
�� ��
�������
� U(0, 1)� ��	��

kj = Kj(x) =

{
1 �� argminJ∈[1,M ]

(∑J
j′=1 aj′(x)/a0(x) > u

)
= j,

0 	�
	�

+8



� ��������	� �	
����	�
 �����	��
�� � �
��� ������

���������	 �
����
 �� ��� ���� ��� ���� ����	� τ ������	� �� ����� �	 ��� ���������	�

������� ���� ��� ���
� �������� �� �� 	�
������ �� ���� � 
����� ���� �� ��� ������


������� ���� �� ���� t0 ��� ���
���	 	������ �� �	 ����� x
 ��� ���� 
������ ���	��

��� ����������� ���� � ���
���	 Rj ���� ��� ����	� ��� 	��� �	������ [t0, t0 + Δt] ��

aj(x)Δt ��� ����� Δt �� �����	 !
"#$
 %���� �	 ����� � ���������
�� ���
� ���������	

��������� 
���� 
��
� ��� ��

������ �	������� [t0+iΔt, t0+(i+1)Δt], i ∈ N0 ������� �	�

Rj, j ∈ [1,M ] ���� ���
 %�
���� ��� 
��
�� ��� ��������� �	����	��	��� �� ��
� �����

�	� 	����	� 
��	��� ��� ����� ������	 ��� �	�������� ���� 
�������	�� �� � �� ��	
�

�� ��������� 	��
�� ���� ����������� aj(x)Δt �� �������	� � &��

���' ��
�
� � ���	�$ �	�

(1 − aj(x)Δt) �� �������	� � &����' �	� ���	�$
 ������ ��� ��������� �	��� � ��

��� ��

�������� ��� ���� Rμ, μ ∈ [1,M ]( ���� �	 �	� ���
� ������ �)�������� !
*$� ��� �����

�� ���	 ������� �� ���
���	� Rμ� ��� �����	������ ��� ������� �	� ��� ������	� ���
���

�� ������� ����	


+	����� �� ��������	� ��� �	�������� 
��
�� �� �� ���� �������� �� ����
��� �����	 ���

�	��� îj �� ��� �	������ [t0 + îjΔt, t0 + (̂ij + 1)Δt] ����	� ���
� ��� ���� ���	� �� Rj

�� �������� , �� �� � ������ ���� ��� ���
���� ���
�	��� ���	����	��� ���� ���������

p = aj(x)Δt
 +� 	�� Δt → 0� ��� ��������
 �����������	 
�	 �� �����
�� �� ���


�	��	���� �	������� ��� �������	�
� ���	����	���� ���
� ����� ��� ���� �	������ �	���

Rj ���� 	���( ����	� ��� ��	���� ���� ��� j ∈ [1,M ] ����� ��� ����	�	� ���
���	


-������	� ���� ���������	 �
���� ���� )�������� !
! ������� ���� �� ������ ���
�����

.��������/� 0���� 1��
���	 2�����


���������	� �� ���� ������� �� ���� ��� ���	 3��� ���
�����
 ������	� ���� x �� ����

t0� �	 �������� ��� �����4� ���� ��� �� ��	
� �� ���
���	 ���	�� �� ����� t1, t2, . . . tT


��	��� ��� ����� �	�� �	���	��
�	���� �
�
� |X(ti+1) − X(ti)| ≤ ε, ∀i ∈ [0, T ] ��� ����

����� ε
 5��� ��� ��6���	
� ������	 ��� 	�� �	� ��� ����� ���	� 	��������� ������ ��

�� ������� ���� aj(x)Δt �� 
�	���	� ��� ��� �	������ τ = tT − t0
 +� ��� ���	 �����

����� ��� ��	� �� ����� �	��� ��� ���� ���
���	 ���� ���( ���� ���� ��� �	������ �� �	��	

��� 	�� ��� ����	 ��
� ���
���	 ��� ����
 )���	� %��	����� ������ 
�	 �� ���������

��� ��

������ �	������� [t0 + iΔt, t0 + (i + 1)Δt] �	��� (i + 1)Δt = τ ( ��� 	����� kj

�� ��

����� ��� ��
� ���
���	 ���	 �������	�� ��� ����	 Rj �� ���
���� �� t + τ 
 )�

������� ��� �	�������� ������ 
�	 �� ������� �� ��	�����	� ������� ���� ��� ����
�
�

���	����	���� ���
� ������ ��� 	����� �� ��

����� �������� �	 n = i + 1 ������ ��

��
� ��� � ��

��� ����������� �� p = aj(x)Δt( �� Δt → 0� ��� %�	����� �����������	


�	������ �� ��� 
�	��	���� ������� ���	����	��� ���� ���	 �	� �����	
� aj(x)τ 


7������� ��� ��4� �� τ �� 	�� �	��	 
 ������ ( ��� �	�� �	��������	 ����	 �� ���

#8
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 �� ��� %�������

���	� ��& �� ������� �� ��� ��

��� ����� �� ��� ������ '�
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 ����
 ()��*+,


�
������ εa0(x) �� ��� ��
������ ��
 
���
������ ��� �
�������� ������
 ���� ε �� ��

�

�
 ����
�� ��
�����
� ��� ���� ��
��� ��� �� �� ��� 
���
����	�& ������� �������

�� ���� ���� �
���������� ��� ������ ������ � 	�
� ����� ��� - ��� ������� ������

��
 ���� ���� 
������� ����� �� 	�
� ����
 �� �� ���� ��� ���� ������ �� 
�.������ /���


���
�	������ ������ � ��
������ ����� �� ����	����� �
���������� �
 ������� ���

������� �� ��� ������� ����������� ���� ���� ��� ���� ��������� �� �������� (0)�*1,�

!�� �
������ τ ��������� �%������ ����� �� ��	�� ��
�
 ����	�

 �� ��� ���� ��������

��2�
��� ��
 ����
 	�
����� �� ���� ������%��� � ��
� �������� ��
�	����� �� ���� ��������

���� �� ��	�� �� ��� ��#� ������
 ���� ���
������ � ������� �#������� �� ��� ���� ������&

τ = min
j∈[1,M ]

{
εa0(x)

|μj(x)| ,
εa0(x)

2

(σj(x))
2

}
34�56

���� μj(x) ��� (σj(x)
2 ������ ��&

μj(x) ≡
∑
j′∈J

aj′(x)
∑

i∈[1,N ]

∂aj(x)

∂xi

vj′i

(σj(x))
2 ≡

∑
j′∈J

aj′(x)
∑

i∈[1,N ]

∂2aj(x)

∂x2
i

v2j′i

34�76

'�
 ���
 ��� J = [1,M ]�

8�	��� ����� � �������� τ 
 ��� ��#� ���� ����� �� �� ����
��� ��
 ���� 
������� Rj

� ������ �
�� Pois(aj(x), τ)� ��� ���� ��� ���� �� ����

��� 
������� ������� 9:� �
�

��������� ��� �� ����� ������ ���� ��� ���������� �� � ������� ������� ������	�

�� � �����%����� �� ��� ���� 
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����� $�	�
�� ������� ��	� ���� ���������
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����	�
 �����	��
�� � �
��� ������

���������	 
��
����� �� ��� τ �������� �������� ����������� ��� ������� ��� ����

������������ ��� ����� �� ��� ������ �������� �� ����� �� �!������� �� ���� �������

� �������� �� ���������� �������� �� ��� �� ��� ��������� �� ���	 nc "����� �#�	 ����

���������� ����� ���������� ��� ������� �� �������� ��� ������������ ��������� ���� �#�

���$���� ���� Jc ��� Jnc ��� ���� ����������� �� %&������ '�� ���	 ���� ���� J =

Jnc ��������� � "��� τ ��������� τnc� (�� ������ ��������� τc �� ���������� �� ���

���� #�	 �� ��� ��� )*+ τc = −ln U(0, 1)/ac0(x) #��� ��� ��� ac0(x) ������� ���	

���� ��� �������� ��������� �� Jc� ,� τc < τnc ���� � ������ �������� �������� #��� ��

�!������- ��� ������ �� "�� ��� #���� ��� �� ����� ��� ���� �� ��� ��� )* .���������

/�'0� 1��������� �� #������ � �������� �������� "��� �� ��� ��# ����� ���� ������������

�������� #��� �� �!������ �� ������� ���� � 
������ 12 ����������3�� �� ���������

������

*��� τ �������� ��������������� �#���� �� �� 44� ����� �� τnc �� ���	 �����- ���

��������� ��� ���� �������� �� ��� ���� �������� ����� ��� ��!� �������� #��� "�� #����

�� �����!������	 1/a0(x)� ,� τnc �� ������� ���� � �������� �� ���� ����� ���� γ/a0(x)

.#��� γ ������	 ��� �� 5�0 ���� � ������ NSSA �� �!��� ���������� �� ���������� (���

�� ����������	 �� ��������� �� ��� ������ ������������� ���� ��&����� �� "�� � ����� ���

τnc� � �������� ������ ����������� ������ ��� "!�� ����� ��� γ �	 ����������� ��# ����

�� ���6 �� ��������� � ���� ���������� 7�� tT �� ��� ���� ��&����� �� "�� � τnc ��� tS

�� ���������� ��� ��� ���� �� ��6�� �� ��������� ��� ���� ��3� �� �!��� ���������� (���

��� ����� tT/tS ����� ��� ������ ���� ������� ��# ���� ������ �� ���6 �� "�� ��� ����

������ *������	��� ���� ����� #��� 1/a0(x) ����������	 �����!������ ��� ������ �� ���

�������� ��������� #��� �� �!��� ��������� �� tT ���� ����� 8 �� ��� ������� �� ������

���� τnc ���� τ �������� ������ �� ���������� ��� ��� ������� � ������� ���������

��� �� ��"��� �	 ���6��� �� ��� ����� ���#��� τnc ��� τS = 1/a0(x)+ �� τncts/τS < tT  

���� ���������� �� �������� �� ��3� τnc ��6�� ���� ���� #��� �� �!��� ��������� ���� #���

τ ��������� 9���� ��� ���� �� ��6�� �� "���� ��� ���6 �� ����������� � ���� ��������� ��

�� ���������� ��������� ��������� �������� ������������	�
 �� ��� ���� ���������- �#�

�������� �� ��� ���� ������ ����� ����� ���� �� ��� ���� ���������� ���� �� ���������

������� ��� ���������� ,� ���������� ������� �� ����������� ���	 ����� ���� ������ #����

�� �&�������� �� � ���� ����� #��� ���	 ����� ���� ��� ��������� ����� �� �������� ���

�������� ������ �� ��� ����� ����� �	 ������� ���6 �� � ���� ���� ������� ��� �� ����

���� ����� ������ �!��� �����������

:;



� ��������	� �	
����	�
 �����	��
�� � �
��� ������

��������	 
�
� ����������� ����	
��
�
 ��	 ��� SelectNextReactions(x) ������
���� 

 ��� τ �����

� ����	
���� CalculateNonCriticalTau() ��
 �� 
������
����

����� ����	�

� �� �����
�
 ���� ���
�
�
����� ��� �������� �	�� ����	
��� ��� ���

�� �� ����
��� �� ���� ���  
�� ����� 
� ���	� �	� 
����
!� �
�	
��" 
� ���� ���
 τ 
�

���!�� �
� � 
�# k �����������
�����������
ε ∈ R ����� ��	
����	 ��
�����
�

γ ∈ R ���� ��
�����
 ��
�����
�

NSSA ∈ N �	����
 �� ����� ��� ���
����	��

h ← 0 �	����
 �� 
����	�	� ��� ���
����	��

nc ∈ N ��
������ 
������	 ��
�����
�

SelectNextReactions(x)∗ ��	 �������	�����	 �
�� ����
����� ���� ���� �
 ����
�	
��� x ���

�	� ������

� �
� j ∈ [1,M ] �


� ��
��� �
���	���� aj(x)�

� �� h > 0 ���	 // check for additional SSA iterations

� h ← h− 1�
� �����	 SelectNextReactions(x)∗�
� ����

� Jc ←
{
j : j ∈ [1,M ] ∧mini∈[1,N ],vji<0 �xi/ |vji|� < n

}
�

� Jnc ← [1,M ] \ Jc�
	 τnc ← CalculateNonCriticalTau(x, Jnc, ε)�
�
 �� τnc < γ/a0(x) ���	
�� h ← NSSA − 1�
�� �����	 SelectNextReactions(x)∗�

�� ac0(x) ←
∑

j∈Jc aj(x)�
�� τ c ← −ln(U(0, 1))/ac0(x)�
�� �� τnc < τ c ���	 // no critical reaction fires

�� τ ← τnc�
�� μc ← ∞�

�� ���� // one critical reaction fires

�	 τ ← τ c�
�
 μc ← �������� �	����
 j ��������	�

∑
j∈Jc aj(x)/a

c
0(x) > U(0, 1)�

�� �
���� k ∈ N
M ����

�� kj ←

⎧⎪⎨
⎪⎩
0 j ∈ Jc, j �= μc,

1 j ∈ Jc, j = μc,

������ �
�� Pois(aj(x), τ) j ∈ Jnc

�

�� �����	 τ,k

$%
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����� kα�����	
�

�� ���������	� ���
 ����
�� ������ kα����
���� ��� ���� 
�������� ��
�� ���� τ ����
���

�� �������� ����� �� ��� 
��	�
���� ��� ���� �
  ���  �� � τ ���� ����� �� ��� ���


�
�����
� ��� ���� ��������� !
� ���� ������
� �
� 
!��� �� ����  ��� ��� 
���� 
! �����



�����
�� �� �
� ��	����� " �� ����� !
� � �
��� �� ������
� Rα ∈ R� #�� ���� �� �


��������� ��� ��$���� ������ kα 
! ����� Rα ��� �� �$������ ��!
�� ��� ���������

����� ������ ���� 	�
���� ��� ���
 �
�����
� !
� 
�� 
! ��� ������
�� �� R ��� ���� ��� ����

������ �
  �� τ ��� ��� kj, j ∈ [1,M ], j �= α� %! �� �� ������� ���� ��� 
�

�������� ���

������ �
������ ������ ��� ���
� ���� ��� ���� �� ����� !
� kα  ����� 
! Rα �� �����������

���
����� �
 �� &����� ����������
� '� �
����� ��
� 
! � ����� ����������
�� ����� ���

���
� 
�������� k �� �� �������(� �
 τ ∼ Erl(kα, aα(x))� )�	��� !
��� τ � ��� ���������

kj ��� ����� ���
��� !�
� Pois(aj(x), τ)� *��� ���� �� ��� τ ����
��� ���
������ +
�� kα�

���
��� ��� τ ����
��� ��� �,��	����� 	������� 
! ��� ���� ����� ������,��- ����������

������
�� �� �
�� �� ��� ���
 �
�����
� �� ����� ��� )
��	��� ��� ��	��

��� 
! kα�

���
��� ����� ���� �� 
!��� �
��� �� �
�� �
�	������ �
 ��� ��� ���������	� τ ����
���

'�� � ��������� �
�� ����
�� ��	� ���� 
�������� �� �������(- ���� ��� ������ �� ��



������ �
 
��!
�� � ���
 ���� 
�������� ���� �� �
�� 
������������ ���� 

��� t′� ��

������ ������ � ��� �
����� �� ����
����� ���
 ��� ������� %! ��� ������� ���� �� t ����

τ ����
��� ��� �� 
��!
���� ����� t + τ > t′. ������� 
! �$������� ���� ���
� τ �� ��� �


t′− t� �
 ��� ��������
� *��
� �$����� �
 t′ ��� ��� �	��� ��������� �� ���� ���� ��� ��

�$������� +�� ������ τ 
� ��� ������ 
!  ����� !
� 
�� ������
� ����� �� ���� �
��

��/���� �
 ������ ���� �������
�� )
��	��� ��	���� ����
�� �

� ��� ���� 
! kα����
���

��� 
�������� ��
�
	�� 
0�
����� 
! ���� ������,��� 1����
��� ��23�4� ��� ��� 3����


�25�4� ����
� ��� ��
 �$��
���. �� �
������ �
 ��� 
�������� �
�� �������� ��� ������


!  ����� !
� ���� ������
� �������� �
� *��� � ������ Rα� &	������
� ������� ��
� ����

���� ��� �
� *��� !����� ���� τ ����
��� ��� ���
 ���� �
 
�
���� �
�� �������� ��������

����� ����� ���� ����������� ���������	���

����� �
��	�	� τ�����	
�

#�� ���
 ����
�� 
�������� �
 !�� ��� ����������� �������	 �
�	���� ����� ���� ���� ���

������� ����� �� �� ��
�� ��� ��������� �
� �� ���� �	
�	� 
	�� ��� ��$� ���
 τ " 	���

������� �
 �$
����� ��������� ���������
� ���
������ ���� �
  �� � �
����
� !
� � ������


! ��0�������� �,����
��� ���� &����6� ����
�� �� ����� ���� ��� �����
����� �
 
	��


�
	�

� ����� ��� ��������� ����������7�� �� ��	��� �������
������ !��� ��� ��
� ����

8�



� ��������	� �	
����	�
 �����	��
�� � �
��� ������

������� ��	
 	
� ���	 �
�� ���
� �	����� �	��
��� ��� �� �����
	 �
 ���	��� �
�����
�

���������� ����	��
�� ���� 	
� ������� ��
	��
�� �
���������	��	� ����	��
 
�	���� ����

����	��
  �!"# �� k2 >> k3� ����� 	
� ����	��	� �
��
��
� �� ���
 ���	�� 	
�
 	
� ��	���

	��
������	��
 �
	� 	
� ������	� 	
�
 	
� ���	�� �$
���	� � �	�� ��
����� %&'()!�*�

+���	��
� R1 �
� R2 ������ �
�� ���
 �	
�� �
� �
��	�� ��	�� �	��	�
� � ������	��


��
 	
� ������	��
� �� S �
� ES ���� ������� ����
 ���� ����������� �	�	� �	
� 
�����

�� ���	����� ,��	��	� ����
� � ���
 �����" �
� �	�� 
����� ��
�	�
	 �
	�� ���
	�����

�
 ES ����	� �
	� � ������	 P �
� �
 �
���� E�

-
�
 ����� ��	
 ���
 ���	���� �$�����	 ��	
��� ��
 ������ �
�	����� ����� 	
��

�	��	 �������	�
� ����
� 	
� ������������ �
��
 ���
	����� ��
 ���� 	� ����� ������ �


	
� �����	�	��
 ����� ����� %+(&').*"� /
� ��� 	� �����
	 	
�� �� 	� ������ 	
�

��$���� ������� �	�� ���� 	� 	
� 	��� ����� �� 	
� ���	��	 ����	��
�# 
������� 	
��

����� ����	 	
� ��������
�� �� 	
� ������	
� ����	�������

0������� �� �	�� ���	��� ��� ���� � �����
�
	 ������� �
 
�������� �
������� ��		��

	��

����� ���� ���	�� ��� 	
�� 	��� �� ���	��� 
��� ���
 ��������� ���� 	���� �
��


��� ��
������ ���������� �� �������� ��	
���� 1
�	��� �� �����
� �
�� �	 	
� �����
	

�	�	�� ������	
�� �� 	
�� 	��� 	��� 	
� �	��� �
�
��
 ��	��� �	�	� ���� �
	� �����
	

�
�
� �
 	
� ���� �� �	��
��	�� ������	��
 �� ����	��
 
�	������ ��	����
�
� 
�� ��	�


���
 ����	��
 2��� ����
� �
 �
	������ 3������� �
��� �������	 ���� ��	
���� ���� 	
�

�
� �����
	�� �� +�	
�
�� �	 ��� �
 %+(&').*� �������� 	
� �	�����	� ��������� 	
��

������� ����	��
�� �	��� 	� 2
� � ���� ��
����	�� ��	
 	
� �����	 	
�	 	
�� ��� ������

	
�
 �$�����	 �����
	� �
 ���� �� � 
�
��	�� ���	���

4�	 �
�	 �� �	 �� �
�
��
 �
�	
�� ���� ����� �� �	�� �� 
�	5 /� ����� �	 �� 
�
��	��

��� ���� 	���� ��	 	
�
 ������� �	�� �� 	��� ���������� �
� �
�	����� �
������
	 �����

	��
� �	��	 	� 2�� ���� ��	�
� 6���	��� ��	
��� ���� �
� ����	��
 %&'()7� ��
)8�*�

6� ��� ��
	��
�� ������ 	
� �����
�� �� ���������� ����	��
� �
� ����� ������
��� ���

	���
 ��	� ��
�	�
	� ��� 
�
	 	� � ��	�
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�

����
�� 
�� 	� ��	����
� �
�	 ��	
�� ��$�����	 �� �������	" �� ��		�� ���	�� ��� 	
�


�$	 ���� ����� �
 	
� �����
	 �	�	� �� 	
� ���	��� &�� �	 ��� ������� 	� ���� 	
��

�������
 ����� �
 	
� ����� �� �
 �$�����	 �
� �������	 ����9 ��	
 ��� �������	�� �������

�
� 	� ����	��
 .�:� ��	 	
� ��	 J �� ������
	 �
 ����	��
 .�!9 �	 �� �������� ��	
 Jnc

��� 	
� �$�����	 �
� Jnc/Jpe ��� 	
� �������	 ����� 3��� 	
� ��	 Jpe ��
	��
� 	
� �
�����

�� ����	��
� �
��
 ��� ���������� �
� �
 ���	��� ������������ ����� 	
�	 
��� �����	 	
�

���� �����
��	� �� 	
� ������	��� ��������
	��� ����	��
# 	
� ���� ��
�
� �������	

�����
� �� 	� ;��
���< 	
��� ����	��
� ����
� τ �������	��
 �� 	
��� 2��
�� ����� �
��

! 
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�� �	 !��"


��	 #�$� ����	
��

� �������
�
�� 
�� 
��% 
� �
�
�&� 	�	"���
��
 �
����
���' ���� ���"
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��� ��
� 
���� ��	 ��
 �� ������� �	� �������	� ��� ����
�� �� �	���
���
�� ��"

��
��	�� (��
� ������
�� ����
�	� ����
� 
��� ��� ��	 �� ���������� �� 
�� 	�����

�� ���"��
��� �� �	�������� )�� 
�� ��

���	� ���������	 �	 ���
��
 �
�����
�� ����
�"


��	 �
����
���� � ���� ��	��	��	
 �������
��	 ��� ����
��	"�������	 ���
��� ���

 ��

�	
��������

*��� ���"��
��� ��	
��	� � 	����� �� ���
��
�� ��� ���� �� 
�� N ������� �� 	�� �	


�� ����
��	 	�
���%� (�
� L ���"��
����� ���� �	� ���	� � ��

"�
����� �	����	��	


�� �
� ��	� 
�� �
�
� �� 
�� ������ ���
�� ��	 �� �������	
�� �� �����	�	� �

 �
�
�

������
�� �	
� �	 L×N ����� �����	 X� ����� ����	
��

� ���
���� 
�� �
�
� ���
�� x'

X =

⎛
⎜⎜⎜⎝
x1,1 x1,2 . . . x1,N

x2,1 x2,2 . . . x2,N

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . .

xL,1 xL,2 . . . xL,N

⎞
⎟⎟⎟⎠ . �+�,�

��� ���
�
��	 �� 
�� ���
��� ����� ��� 
�� 	����� �� ���
��
�� �	 ���� ���"��
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!� X(t) = X �� 
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��� al0(X) 
�� ��
�����
� ��� ��� dl0(X) 
��

��� 
� ������
� ��
�� �
� ����	
���� l� 
��� �������� ��
� Exp(al0(X) + dl0(X))� �����

τl =
− lnU(0, 1)

al0(X) + dl0(X)
, �"�# 
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��� ��
��	�� ��
�� ��
��� � ����
�
� ������ 
� � ������
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��� ��
�

����	
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������� ���
 �	��
 
��� τl∗ �� 
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�
�} =
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∗
0 (X)
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l

0 (X) + dl
∗
0 (X))

�"�& 

���

P{�	��
 �� ������
�} =
dl

∗
0 (X)
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∗
0 (X) + dl

∗
0 (X))
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���

P{�	��
 �� ����
�
�} > U(0, 1). �"�() 
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 �� � ����
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��� �� 
�� ���� ��� �� �
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∗
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 �	��
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�������� ����� �� ���� 
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Pdiff{Si; l
∗} =

xl∗,iDi

λ2
svd

l∗
0 (X)
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ι∑
i=1

xl∗,iDi

λ2
svd

l∗
0 (X)

> U(0, 1), ι ∈ [1, N ]. ������

� ���
���� �� Sι �� ������	 
� 	����� �����
 ��
� ��
 �� 
�� ���������� � ���������! ����

�� ����� ������ 
�������� 
�� ���� ���������

 1/2n �� ����� �����
�	 �� 
�� 	�������


����
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 �� �����
 � ��

�� �� ���	���
 ���#��� �� ��	�$ ���� 
�� ��������

���
 Cl∗ � �������� 
��
 %& l′ ��� ���� ������! 
�� ���� �
�� ��	�
�� ��
� �
�
�� Xl∗

��	 Xl′ ! 
�� ������ ��� al
∗
0 (X), al

∗
0 (X), dl

∗
0 (X)! ��	 dl

∗
0 (X)! ��	 ���������
�� 
�� ����


��
������ τl∗ ��	 τl′ �

����� ������	�� 
����
�������� 
�����

'�� (�������� )��
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���� )�
��	 +,-./012 ���� �����
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���
� ��
���� ����
��� ��	 	������� ����
�! ��
� 
�� ��

�� 
�#��� ����� �� � ���# ��	

�� ���	�
������	 ��
������� '�� 
��� τi ��
���� 
�� 	������� ����
� �� ������� Si ∈ S

�� �����$���
��
 
�� ���� ���	�	 �
 � ������ �������� 
� ����� � ���������� �� ��	�

����
� λsv! ��

τi =
λ2
sv

2nDi

, ������

��
� Di ∈ D �� 	������� ���3����
 ��� ������� Si ��	 n �� 
�� 	�������� �� 
�� �
�
��!

����! n = 3 ��� � �. ������� �� � �����4�����! 	������� �� ()*) �� ��	����	��
 ��


�� �
�
�� � �
�
�" ��� ��������� �� Si ���� �� �������
�	 �
 �$�	 
��� ����
� τi,k =

kτi, k ∈ N1� .����� ���
����5�
���! 
�� ������� ��� �����
�	 ��
� �� ����
 4���� �����	���


� 
���� ���
 ����
 
��� τi,1� �� �
���
��� �
 
��� t �
��
� �
 ��������� 
�� ������� Ŝ

��
� 
�� �������
 ��$
 	������� 
��� τ̂ ���� 
�� 4����� '�� ���
 ����
� 
��
 ���

����� 	����� [t, t+ τ̂ ] ��� ����
����! �� �� %%� ������
 ���� ������
 �� ����
 ����������

��� 
��� ��
������ �
 t + τ̂ ! 
�� ������
�� ���
���� 
� 
�� 	������� ����� �� ����� ���

���
����� �� ������� Ŝ ��� �����
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6�����
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�	! ����! t = t + τ̂ ! 
�� ��$
 	������� ����
 ��� Ŝ ��

����	���	 �
 t+ τ̂ ��	 � ��� �
���
��� �
��
��

'�� ��	��� ������
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�� ()*) �� +,-./012 	���� ������
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�

����	������
t ������� �����
EQ ����
� �	�	��
������
RN ��������
 
����� �
D �
�!	���
 ��
���
���
C ���

�������" �������
X(0) ��
����� ������
[tstart, tend] ����	�����
 �
�������

� t ← tstart#
� ��� l ∈ [1, L] �� // initialization

� al ≡ al0(X)#

� dl ≡ dl0(X) ← 2n
∑N

i=1 Dixl,i/λ
2
sv#

� sl ≡ sl0(X) ← al + dl#
� ����� al, dl, sl#
� τl ← − lnU(0, 1)/sl#
� �
�	�	� (τl, l) �
�� EQ#

	 ����� t < tend ��
�
 �� � X(t) = X �� �	���
� �����#
�� 
��	�	� (τ, l) ���� $%& ��� al, dl, sl#
�� �� U(0, 1) < al/(sl) ���� // reaction event

�� 
������
� μ �� �������� �
����� ������"�
�
��

∑μ
j=1 a

l
j(X)/al > U(0, 1), μ ∈ [1,M ]#

�� Xl(t+ τ) ← Xl + vμ#
�� 	�
���� al& dl& sl#
�� τl ← − lnU(0, 1)/sl#
�� �
�	�	� (τl, l) �
�� EQ#

�	 ���� // diffusion event

�
 
������
� ι �� �������� �
����� ������"�
�
��

∑ι
i=1 xl,iDi/(λ

2
svdl) > U(0, 1), ι ∈ [1, N ]#

�� ������ �

�� i ���� �
������ [1, 2n]& ��� 
������� l′ ← Cl,i#
�� Xl(t+ τ) ← Xl − 1N

ι #
�� Xl′(t+ τ) ← Xl′ + 1N

ι #
�� 	�
���� al& dl& sl& al′ & dl′ & sl′ #
�� τl ← − lnU(0, 1)/sl& τl′ ← − lnU(0, 1)/sl′ #
�� �
�	�	� (τl, l)& ���	�	� (τl′ , l

′)#
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����	�����#
t ������� �	���
EQ ������ $�����
SSA(RN,x, tstart, tend) ��� %%& ���	���� ����� '�� ()�� �� �)��
(k1, . . . , kL) ��
���� �������
n ��	����	�� �
 ��� �������
�����#
RN ������	�� ���!��*�
D ��	���	�� ����������
C ��������	�	�� ����	+�
λsv ��	�� ������ �
 � %,�
X(0) �	�	�	�� ������
[tstart, tend] ��	�����	�� 	��������

� t ← tstart-
� ��� i ∈ [1, N ] �� // initialization

� τ ← λ2
sv

2nDi

-

� ��$���� (τ, i) 	��� EQ-

� ����� t < tend ��
� ��$���� (τ, i) 
��� EQ-
� ��� l ∈ [1, L] ��
� ��� SSA(RN,Xl, t, t+ τ) ������� 	� %, l ���	�� [t, t+ τ ]-
	 ��� k ∈ [1, 2n] �� // neighbor diffusion

�
 ��� ��	����� l′ ← Cl,k-
�� ���
�� ������ �
 Si 
���	���� �	���	�� 
��� l �� l′#
�� k ∼ Binom(xl,i, k/2n)-
�� �
���� ����� �����# xl,i ← xl,i − k-
�� ���
� �
���� ������# kl′ ← kl′ + k-

�� ��� l ∈ [1, L] �� // diffusion processing

�� �
���� ����� !	�� 	����	�� Si 
���	���� ������ 	� �
���� ������#

�� Xl(t+ τ) ← Xl + kl
M
i -

�� t ← t+ τ -
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��� 
� �
	� ����
��
� �����
� 
� �
��� ���� 
���

������ �����
��;
��
� �
� �
	� ���	����

4�
� �
��
�� �� ��� ���� ��	��
� �� 
 ���
���� �����
��
� 
� ��� ��
��
� τ ���
����


��
����� ��τ&�

��� �����	
���

9
� ������	���� ��� ����
��	��
� �
 ��� ��
��
� τ ���
���� 
��
����� �
��
�� 	�
���� ���

����� �
�� �� 1�������� �
 ������ ��� 
�����
� τ ���
���� ���
  1��#6%� ���
�� ��
������
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� ��� ����	�
 τ �
���	�
 �

��	���

���� ����� 	
�	�
������ 
��� �� �� ����� � ��� 
������� ��� R′ �� ������ ��

R′ = R ∪
N⋃
i=1

{
RM+i : Si

ci−→ ∅
}
.

�
� ���������� 
�������� 
�	
����� �
� �������� �� �	����� ���� ����
��
��� ������������

���
 ci = 2nDi/λ
2
sv� �
��
 	
�	������ �� ���������� ������
 �� �����������
 
��������� �����

alM+i(X) = dli(X) = cixi� ���
 ��� RM+i ∈ R′ 
�� � ����� �
���� �����
 vM+i = −1N
i �

����� �
� N ������������ �����
 ���
 vM+i,i = −1 ��� vM+i,j = 0, j �= i�

�
�� ��� ���� ��������� �
�� � �� !������ "�#�$ �
��� ��� �� �����
���� �� ��
�

������% 
�� �� ��� � ����� ��
 �
� ���	 τ ���
��� ��������� �
� ���	 ���������� �� �


������
� �
� �����
 
���
���� �
� ��&� �� τ �� �� ����� �����
 �
�� �
� 	
�	������ �
����

|Δτa
l
j(X)| �� ���
 
������� �� ������������ ��
��� �
� ���	� �'	
����� ��
� ��
������

�
� ���	 ��������� ������ �
��

|Δτa
l
j(X)| ≤ max{εalj(X), cj}, j ∈ [1,M +N ]. ()�)*

+��� �
�� �
� �

��
��� �� ����� �� �
� ���������� 	
�	��������� � �������
� �����������

�� �
� �
������ ��������� ����
��� �
�� 
�������� 
����� � ����� 	
�	������ �� ��� �
�

��
� ����� �
�� �������� �������� ,-./012� �
� �������� cj �� � ����
 ����� �� �
�

�
���� �� ���
 	
�	������ �������� ��� ������ �
�� Δτa
l
j(X) (���� �� � �����3������

���� τ lj* �		
���
�� &�
� �� alj(X) → 0�

4�� �� ��� ��	������� �� �
� ������ �
� 	
�	������ �� Rj �
����� �
�����
 �
�

	�	������� �� ��� 
�������� �� �������� �� ����� X� �� �'	
������ ��
 �
� ���� 
��� ����

�� �3������ )�) �� ����� �� ��5��� �
� ����
���� ������� �
� ��

��� 	
�	������ ���

�
� �	����� ��� ����
 �
� ���	%

Δτa
l
j(X) �|alj(X+Λ(τ ;X))− alj(X)|

≈ tr(∇alj(X)TΛ(τ ;X)) =
L∑

l′=1

N∑
i=1

Δτxl′,i
∂alj(X)

∂xl′,i
;

()�6*

Δτxl,i �� �
� ���
� �� Λ(τ ;X) �� 	������� (l, i) ��� �
� ������ ���� �� � 
����� �� �

�����
 �'	������ �
���� X� �
� ���
�' Λ(τ ;X) 
�	
������ �
� ����� �
���� �
�� X

��X(t+τ)� 
�����
� ���� �
� 	
�	������ �
���� Δτa
l
j(X) �� �� ����
���� �� ∂alj(X)/∂xl′,i

�� &�
� ��
 ��� l′ �= l ��� �
�� ���� �
� l��
 
�� �����
 �� Λ(τ ;X)� ������� �� Λl(τ ;X)�

����� �� �� �������
��� �
��
 ����� �
� �
���� �� �
� 	�	������� �� ���������� l ��
���
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� ��� ����	�
 τ �
���	�
 �

��	���

��� �����

�	 ��� 
��
�	�� 	
	�������� τ ������	
 ��

������ Λl(τ ;X) 
	�� ����	�� 
	 �
� 
���	

���� ������
	 ���� ����	
 τ �

Λl(τ ;X) =
M∑
j=1

K l
j(τ ;X)vj. �����

��� ���� ������
	�������
	 ������� ��� ����� ��	 	
� ���
  � ���	
��  � ������	


��������� ���� ������ ���!� 
� �	��� l� "���� ��� ���� ���� �� ������ ��������  � �������	


R ���� R′� ��� ���
	� ��#����� �	 ������
	�� !���
� �������	��	
 �
� ��	� ���������


� ���� ������� ������ ��
� l$� 	��
� 
�� �	�
 ��� %��� &#����
	 ��� �� �������� ����

Λl(τ ;X) =
M+N∑
j=1

K l
j(τ ;X)vj +

N∑
i=1

I li(τ ;X)1N
i . ���'�

%�� ������	�� �
 ��� 
��
�	�� τ ������	
 ����� ������ �� ��� ������
	�� ����� �� ���� ��

��� ���	
�� ����  � ��������� ������	
 �	�
 () l� (������ �
 ��� 	
	�������� τ ������	


��

������ �� � τ �������� ��� ���� �
	����
	� ��� 	�� �� 
� ���	
� �
� �	 �!�	� Rj ∈ R′

�	���� l ��	  � ����
*������  � � +
���
	 ��	�
� !���� �� Pois(alj(X), τ) ���� ���	

�	� !����	�� alj(X)τ � �


K l
j(τ ;X) ∼ Pois(alj(X), τ). ���,�

-
��!��� .	
��	
 �
� �
 ���� ���� ��� ���� ��� �� /��� ���� ��� �����0 �� ����� 	���� �


 � ��
�	 �
� �
 ����
*����� ��� ���
	� ��	���
	 I li(τ ;X)� ����� ��� 	�� �� 
� ���������

������	
 �	�
 l� 1� � ���� ����� �	 �������� ���	
��� ��
� βl
i(X) �����  � ���	�� ��

βl
i(X) =

1

2n

2n∑
k=1

a
Cl,k

M+i(X).

2
���� ��� ����
� 1/2n� ��� ������
	 ���� a
Cl,k

M+i(X) �
� Si �	 �� �!
���� k �� ����������


!�� ��� �
��� �� ����� � �������� ��	 ���!� k �2n �
� � ������� ����	��
	 
� n��  �� 	
�


	�� ��� �������
	 �
����� l �� 
� �	�������

�� ��� ���� �
	����
	 �� �������� �
�  
�� ��� ������
	 ��
��	������ ��� ��� 
��

�	


������
	 ����� �
� ��� 	��
� 
�� 
� l� ���	 ��� 	�� �� 
� �	�
��	
 ��������� ��	 ���
  �
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� ��� ����	�
 τ �
���	�
 �

��	���

����������	
 ���� � 
������ ���
�� �������	 ���� �	�� ��
 �������	 βl
i(X)τ �

I li(τ ;X) =
2n∑
k=1

Pois(
1

2n
a
Cl,k

M+i(X), τ)

∼ Pois(
1

2n

2n∑
k=1

a
Cl,k

M+i(X), τ)

∼ Pois(βl
i(X), τ);

�����

��	 ���������� ���� ��	 ���� �� ��	 �	���
 ���	 �����	� � �	�������� ����	��� �� 
������

���
�� �������	�� ��	 ��� �� N 
������  !" 	��� ��	 �����# � ���	 �����	�	� λi" ��

�#��� �  ! ���� ���� ������� � 
������ 
����������� ���� λ =
∑N

i=1 λi� $��� �� 
��	

�	�	 �� ��������� �� ���� �� ��	 ����	� �� ��� �	�#����� �� %! l ��
 ����������	 ���

���� Si �������	� ���� 
�&��	 ���� l 
����# � �	�� �� ��'	 τ � (� ���	� ���
�� �� � �����	

�� Pois(alM+i(X), τ) #��	� ��	 ����	� �� Si �������	� ���� ���� ������ ��� �� l ����

���	
��� 
��� ������ τ 	�� �	�� �� 
�� 2n ��������� �� l �	� 
�� �	�� ����	����
� ��

����� �����
�� 	� 	 
	���
� 
��� �	������ ���� Pois(alM+i(X)/2n, τ) ����� 
�� 	����
 ��

�	�
����� 
�	
 ���� ����� ��� ������� ����������� ��
�� �������� 
�� 	�����
�� �	�����

���� ���� Pois(alM+i(X), τ) 
���� ��� �	�� �	�
���� 
�	
 ��	��� l 	 
	���
 �������� ��

�����
�� ���� Cl ��
� 	 ����
 ����	����
� �� 1/2n�

!�
������ 
� ���	
��� 
�"� �����
��� ���	
���� 
�� 	�� 
�# 	�� ������� 
�� ���
��

b 	�

b =
N∑
i=1

Pois(βl
i(X), τ)1N

i = (Pois(βl
1(X, τ), . . . ,Pois(βl

N(X), τ))

�����

Λl(τ ;X) =
M+N∑
j=1

Pois(alj(X), τ)vj + b. �
�$%�

&�� ��

��� 
��� �����
 ��
� ���	
��� 
�' �������� 	� 	����(��	
��� ��� 
�� ��������
�

��	���� ����� 	 ��	� �	��� τ )

Δτa
l
j(X) ≈

N∑
i=1

∂alj(X)

∂xl,i

(
M+N∑
j′=1

Pois(alj′(X), τ)vij′ + bi

)
. �
�$$�

*��
��� 
�� ��������
� ��	��� 
��� �	� �	+�� �
 ���� �	�� 
� �(��	�� ��	
 �� �	����	
��

����) 	
 ���
 �
 �� ��
������� ��� 
�� ��������
� ������� �� ������� Si� ,� Si �� ��


	 ��	�
	�
 �� Rj� 
��� ∂alj(X)/∂xl,i �� -��� 	�� �� �
 ��
 ������	�� 
� ���+ 	
 
�� �	�


"%



� ��� ����	�
 τ �
���	�
 �

��	���

������ ��� �	
�����
 �� ��� ����	 �
��� �� 	�
����� Rj ������� �� Si� ���� ��� ��
��

��
��� �� ��� �
���	 ��	��� τ �� �����
��� � ����� �� ����� �� ��� �
��� ������ ���

�	
������ ��� �	�� ��	� ���� �� ��� ��
���� �
�� �� 	�
������ 
�� �������� ��������

������ �
�
��� vij′ = 0 �� Si �� ������	 
 	�
��
�� ��	 �	����� �� Rj′�� ��� ������ ���

������ ��� �
�� Si �
	������ ����	 l


 !�
���� "
## ���� ��� ���� ��	� ������� ����� ��������� �� 	
���� �
	�
����� ���

�� �����	
�� ���� �$�	������ 
���	���� �� ��� ��
� ��������� �	��  !�
���� "
"% &��


����	 �� �� 	��
$ ��� ��������� 
�� ���� 	�!��	� ��� ��
� 
�� ��� �
	�
��� �� ���

�$������ ��
��� Δτa
l
j(X) �� �� ������� �� max{εalj(X), cj}�

〈
Δτa

l
j(X)

〉 ≤ max{εalj(X), cj} ∧ var
{
Δτa

l
j(X)

} ≤ max{εalj(X), cj}2, j ∈ [1,M +N ].

�"
#'�

(� 
�� ��
� �� ���� �� �� �� �� ���������� ��� 	
���� �
	�
���� ��  !�
���� "
## ����

����	 	��������� ��
�� 
�� �
	�
���� � ����� �� ��	� ���������� ��	 )������ *+� 
�

〈Pois (λ, τ)〉 = var {Pois (λ, τ)} = λτ 


〈
Δτa

l
j(X)

〉 ≈
N∑
i=1

∂alj(X)

∂xl,i

(
M+N∑
j′=1

〈
Pois(alj′(X), τ)

〉
vij′ + 〈bi〉

)

≈
N∑
i=1

∂alj(X)

∂xl,i

(
M+N∑
j′=1

alj′(X)τvij′ + βl
i(X)τ

)
≡ μl

j (X) τ

�"
#,�

�
	
{
Δτa

l
j(X)

} ≈
N∑
i=1

(
∂alj(X)

∂xl,i

)2 (M+N∑
j′=1

�
	
{
Pois(alj′(X), τ)

}
v2ij′ + �
	 {bi}

)

≈
N∑
i=1

(
∂alj(X)

∂xl,i

)2 (M+N∑
j′=1

alj′(X)τv2ij′ + βl
i(X)τ

)
≡ (

σl
j(X)

)2
τ

�"
#"�

-��
���� ����	���� μl
j (X) τ 
��

(
σl
j(X)

)2
τ ����  !�
���� "
#'� �������� �� μl

j (X) 
��(
σl
j(x)

)2
� 	������������ 
�� �
���� ��� ������� �� ���� ����� 
 ������ τ �
����
�� ��	

Rj �� ���.������ l
 /���� ���� ��	 ���	� 	�
����� �� 
�� ���.������� ������
��� 	������

�� ��� ��
� �
����

τ = min
l∈[1,L]

{
min

j∈[1,M+N ]

{
max{εalj(X), cj}∣∣μl

j(X)
∣∣ ,

max{εalj(X), cj}2(
σl
j(X)

)2
}}

. �"
#0�
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� ��� ����	�
 τ �
���	�
 �

��	���

��� ������	�
� �
 
�� ��������	� 	�� �
�� 

 	�� ���
��	��� ����� 	�� �	��� ���

����

�� 	�� CalculateNonCriticalTau() ��	�
� 

 ���
��	�� ���� �� ��	��� ��������	��

	�
� �
��� �������� ����� 
��	��� 
�	�����	�
�� 
� �
�����	�
�� ���� �� ��������� 	��

�
���
� ��	� ���
���� ����
� ��������� 
� ���

�����	��� 	�� ���� �
���	�
� 	
 �
���

	�� ���
��� ������ �� 	�� ������� �
����	��	�
�� ��� ��		�� ����� �� ��������� ���� !

������� 	�� ���	��� τ �������� ���
��	�� ���� �� 	�� 

�	��
���� ���

������ �	��!

"#���	�� $% �� ����� 
� �	�

&��� ��
�����	! 
���	�
� ������� 
� 	�� ������ 

 ����	��	 ���	����� ������	 �	 	��

������	 	��� �
��	� � 
��	 ����� ��� �

���! ����'���� �(��
�	�� �! 	�� ��	����	��� τ

�����	�
� ��
������) ���	��� 

 

������ 
� 	�� ��������	 ��������� ����� 	�� ��
�����	!


���	�
�� �� &*��	�
� ���� �	 ��
��� ���
 �� �
������ 	
 ���	���	 	�� ������ �� 	��

�������	� ����� 	�� �	�	� X� +�� �
�� 

�����!� ��� � ���� ����� 

� �����
���� l

���,��	 	
 	�� �
���	�
�)

Δτxl,i ≤ max{εixl,i, 1}, ∀i ∈ [1, N ], ∀l ∈ [1, L] "���$%

	��	 �� ���
 � ����� ��
��� ����� 	�� 
������� ���� �
���	�
�� -
	��� 	�� ����������

���
� �
�	�
� ������	��� εi) � ����	�
� ��� ���� �
�� 	��� 
�� ����	��	 �������� ��	

�	� ��
�����	! ������ Δτa
l
j(X) �	��� ��� 	
 �� �
����� �! max{εalj(X), cj}� .������ �

������� �(������
� 

� εi �� ��/���	� ��	 ����
(���	�
�� ��� �� ����� �! ����!���� 	��


�������	�� ����	�
�� 

 
���� �� 	
 	���� 0#1�2$3� 4	 	����� 
�	 	��	 ��		��� 	��

���
� ������	��� 	
 ε/gli(X) �� ��/����	 	
 ������ 	��	 	�� ���� �
���	�
� �	��� �
����

��	�

gli(X) = h(i) +
h(i)

n(i)

n(i)−1∑
j=1

j

xl,i − j
. 05��26�3 "���7%

��� ������ 

� h(i) ��� n(i) ��� 	�'�� 
��� 	�� ��	 Ri ⊆ R 

 ��� ����	�
�� ������ Si

�� � ����	��	) h(i) ���
	�� 	�� ������	 
���� 

 ��! ����	�
� ������ Ri ��� n(i) 	��

��(���� vji 
��� ��� Rj ∈ Ri ��	� 
���� h(i)� 8����� 

��� εi� &*��	�
� ���2 ��
�����

�� ����
(���	�
� 

� 	�� ��
	 ���� ���	 

 &*��	�
� ���$� �� ��

��� 	�� ���� ���

��������� ��
��� �� �
������ �
)

〈Δτxl,i〉 ≈
M+N∑
j=1

〈
Pois(alj(X), τ)

〉
vij + 〈bi〉

≈
M+N∑
j=1

alj′(X)τvij + βl
i(X)τ ≡ μl

i (X) τ
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i(X), 1

}∣∣μl
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i(X), 1

}2(
σl
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 ��� τ �����

� ����	
��� �����	
��� �����

�����������
ε ∈ R ����� ��	
����	 ��
�����
� NSSA ∈ N �	����
 �� ����� ��� ���
����	��

γ ∈ R ���� ��
�����
 ��
�����
�
�	
���
RN �
������	 	����
�� X̂ ���
��� ���
���

C ���		�������� ���
��� [tstart, tend] ����������	 �	��
����

X(0) ��	����� ����� ���
���

� t ← tstart�
� �
��� t < tend ��
� ��� l ∈ [1, L] �� // calculate τ candidates

� ��
��� �
���	�������

� ��� �
������ �	
 	�	��
������ 
������	 ����� I lc, I
l
nc�

� τ lnc ← CalculateNonCriticalTau(X, I lnc, ε)�

� τ lc ← −ln(U(0, 1))/
∑

j∈Ilc a
l
j(X)�

� τnc ← minl∈[1,L]{τ lnc}�
	 τc ← minl∈[1,L]{τ lc}�
�
 l′ ← argminl∈[1,L]{τ lc}�
�� �� τnc < γ/

∑L
l=1

∑
j∈M+N alj(X) �
�	

�� ��
��
� NSSA �� ���
����	��

�� ��	��	�� ���� 	��� ���
����	�

�� τ ← min{τnc, τc}�
�� ��� l ∈ [1, L] �� // calculate update matrix

�� �� τ = τc ∧ l = l′ �
�	
�� ������ 
������	 �	
�� μ �
�� I lc�
�� �� μ > M �
�	

�	 
�!����	� ��
��� ��
����� ���	�� �	 X̂l �	
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 X̂k, k ∈ Cl�

�
 ����

�� 
������	� ��
��� ��
����� ���	� �	 X̂l�

�� ��	�
��� ������� sj ← Pois(alj(X), τ), j ∈ I lnc�

�� 
�!��� sj ��
������ �� 	������
� k ∈ Cl ��
 ��� j > M, j ∈ I lnc�

�� ������� ���	��� ��
��� ��
����� ���	�� �	 X̂l �	
 X̂k, k ∈ Cl�

�� ��� l ∈ [1, L] �� // apply update matrix

�� Xl(t+ τ) ← Xl + X̂l�

�� �� ∃xl,i < 0, i ∈ [1, N ] �
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�� �	
� ���	��� ��
 l∗ ∈ [1, l]�
�	 τnc ← τnc/2�
�
 ���� ��	� ""�

�� t ← t+ τ �

� 
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 ��� 
��� ������� ���� ��� ��������� ��� ������� τ �������� ���������� ���
���� ��� ������ �� �!����� �������� A ���������� � � "��� ��������� ��#���� ����
����� ����� �� �!������� ��� $��� �� �!����� ��% �������� �� ����� ��� A ���������

�������� ��� ���� ������ ��������� �xE,A�& ���� ���� ������� ��� ��� ������ �� �!������

�Co ��� xCo,A�� '��������( A ��������� ��� ���� ������� �� ��� ������ ������� ��	��& ��

���� ����������( ���� ��#��� ���� ��� ������� ����� ��� ������� ��	 � ��� �!��������

����� ��� ��������� �� �!������ ������� ��	��� '� �������( ���� ����� ����������

��� ������)�� ���������� �� � ������ ���� �� ��������� ������������� �� � %�����������

�������� ������ ������

*�% ��� ���+ �� �� ������� ��� ���������� �� τ �� ��� ������� ��� �� �� A ��������� ���

���� �� ��� ��������� ���%� �� ������ ��	 ��� �� ������� ��� ������ %��� ��� ��������!�

�!����� *", ���� �����!��� -���� ��� ����)�� ������� ���� $.������ ��/0( ��� ����

�� � ���� ���������� %��� ��� "τ ��������� ��

τ = min
l∈{C,E,Co}

{
max

{
εxl,A/g

l
A(X), 1

}∣∣μl
A(X)

∣∣ ,
max

{
εxl,A/g

l
A(X), 1

}2(
σl
A(X)

)2
}
. ���/1�

2�� �� ��� ������ ��������� �� ��� �����( �� �� ��� ��3���� �� )�� ��� !����� ���

glA(X), μl
A(X)( ���

(
σl
A(X)

)2
� 4�!��� �� ��������� ��)���( ��� ���� ����� ��� ���

!����� R′ �� ��� ��#����� �� A ���� ����� ����� �� �!������(

R1 : A
cA−→ ∅, ���//�

� )��� ����� �������� %��� cA = 2nDA/λ
2
sv ��� al1(X) = cAxl,A, l ∈ {C,E,Co}& ���

����������( ��� ��#����� �������� DA �� ��� �� 1 s−1 ��� ��� ���� ������ λsv �� 1��

�����������( �� � �%������������� ����� �n = 2� ���� �� �!����� ��� ���� ����� ���(

��� �	
�� �
 ��	��� ��� �
��	 ���� �� ���� ��� 	�� ������	� 
�� 	��� �	������ DA �	� λsv ��	
�� 
	��������� �� ��
	� �
��	 �������� �� ���� �	
� ��	��� ����� ������ 

 ��� ����� 
� nm� ���	
DA = 1nm2s−1 �	� λsv = 1nm��
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� θ ������ ��� ��� ���� ��� ���
���� ����
� �
�� A ��������� �
����
��� ��
��� �����������

�� ����
 ��� �������� ��� �����
���� ��
����
 ������� �� al1(X) = 2nxl,A s−1 = 4xl,A s−1�

������� A �
�� ������ �
 R1� �� �������
� �� � �����
 ��!" g
l
A(X) = 1, l ∈ {C,E,Co}�

#�� �
�� ������ ��� �� �� ���
� ��� μl
A(X) �
�

(
σl
A(X)

)2
� ��� $��� � �����
���� ��

���
�� ����� ���� ��� ���� �� $���� ��$
	

μC
A(X) = −4xC,A + 4xE,A

(
σC
A(X)

)2
= 4xC,A + 4xE,A %��&'(

μE
A(X) = −3xE,A + xC,A + 2xCo,A

(
σE
A(X)

)2
= 5xE,A + xC,A + 2xCo,A %��&�(

μCo
A (X) = −2xCo,A + 2xE,A

(
σCo
A (X)

)2
= 6xCo,A + 2xE,A. %��&)(

��
����� �� ��� � τ ���� � �����
 ��&! ��� ���� �� ��� ���
����� �� ������ � ������ ��

�
�����
� ��� ������� *��� �����
��� �
� ���
� �
 ����������� �
����� ��
��������
 ��

{xC,A, xE,A, xCo,A}� ������ ��� ���$� ��� ��
���� ���� ������ ��� ��� ��
��� �
� ����

����������� �
� ��� ������� +�, ���� ��-� ��� ��� ���� ��� ���
����� $��� �
 �
�����

���������
 {[1, 10000], 0, 0}� �
� ε = 0.03� .� �/������� τC $��� ���
������ ��
����� ��

0.0075 %ε/4( �
� τE �� ��$��� 1/xC,A� #�� +�/� ���������� ������ ����� � ���� ��

��-� 1/(aC1 (X) + 4aE1 (X) + 4aCo
1 (X)) = 1/4xC,A� �� θ = 4� ����� � ��
��� ���� �� �������

� ������
� �� ��������
� ���� +�, ��������
� 0 � ������
� ������� ��
������
� ���

������/��� �� ��� �τ ���������� 1�� ���� �/����� ���� ��
�� �� �
����� ������-����
	

��� ���
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�� ���� �
� �
2��
�� �
 ��� ���� ������ ��
�� ���� ��


�{[1, 10000], 0, 0} ����� ��	
���� �
��	
 	�
 �
	 �� �����
��	���� {{1, 0, 0}, {2, 0, 0}, . . . , {10000, 0, 0}�
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��� ���

������ ��	
 ���
 ��� θ ������ ��� ��� ������ ��� ��������� ��� ������ �� 
��������
������ ��� ������ ���������� �� ���� �10000 ��� ��� A 
�
������� �� ������ �� ���
�������� [1, 10000] ��� ��� ���� ����� �xE,A�

�� ������� ������ ��� ����������� �!���� ��������� �

���� �� ����� ���������� ���� ��

��
�� ��� !���� ��������� ���� �� ��� ������� ��� 
�������� �

"������ ��� ��� ���� �������� ������� ��#� ��� ���!� �� ������ ��	$ !��� {10000,
[1, 10000], 0} �� ������������� ��� ε ����� ��� �� 0.03� ��� ����� ���������� ��� τ

��������� ��� ���� �� ��� ������� ����
� ��� ��� ������ �����������$ ������� �� �����

�� ��� 
������� ����
��� %��� ��� ������ ��� ��� ����� !���� ����! ������ &��
�$

��� ��� ��'� !��� ���������� �� ���������� �� 1/(2xE,A)$ ����$ ��� 
�������� ��(����� ����

��� �������$ ��� ���� �� xE,A �� ��������� θ !��� �������� �� )*� +� �������� �� ���

������ �������� ����� �� � 
��, �� ����� θ = 60 ��� ��� ����� ���!��� τSτ ��� τNSM $

������� �� {10000, 380, 0}- �� ������ �� ��� ������������ ���!��� τE ��� τCo ���� ������

��	� � .��� ���������� xE,A �� ��� ���� �����������$ ��� ��(������ ���!��� 
��������

������ ���� ��� ������� ��!���� ��� ������ ���������$ ��� �� ����
∣∣μE

A(X)
∣∣� %�� ��

��� ���� ���� ��� ����� 1/(2xE,A) ���� ��!��$ ������� �� ������� τ ���������� ��� ���

�������- ��� 
��, ��������� ��
������� ��� �
����� ������ �� 
�������� �� ��� ����

�����$ ����$ ��� ������������ �������� ��� ������� ���
 ������ ��� ������� ���
� ��

��� ����� ��� τE �� ����� ��	� ��� �� ��
������ �� ���,��� �� ��� ������ ��� ��� ����

��� ��������
 �� xE,A ≈ 3333$ ��� ��
����� ���� ������
∣∣μE

1 (X)
∣∣ ������� ��� �������

�� �

���������� 1$ �� ��� ���
 ��������� !���� �� τE ≈ 100 s- ��!����$ ��� ���� ���


����� �� ��

�� �� ��� ��
����� ��������
(
σE
1 (X)

)2
�� ≈ 0.375 s�

��� ��� ����� ��� ���� �������� ��� ������� ������ �� 
�������� ������ ��� ���� ���
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 ���
 ��� θ ������ ��� ��� ����� ��� ��������� ��� ���� xE,A ��� xCo,A

��� ����
�������� ������ �� ��� �������� [1, 10000] ����� xC,A �� ����� ���� �� 10000�
���� � ���� ������� 
�
������� � ������ �τ ��������� �� � �������� �� 
�����!��� �������
��������� �� ��" ���
��

������ ���#����!�� ��� ������ ����
��������$ ����$ ��� ������������ ��� �� ������ ��

{10000, [1, 10000], [1, 10000]} %������ ��	&� '���� ��� �
��!�� ����
� ��� ���� �� ���

τ ���������� %��� (��� ����
��) �� ������ ��	�& ��� ��� ������� ������ ���� ���*�  ����


��!�����
 ���� ����� ��!���� �� A 
�������� �� ��� ���#����!��$ θ �� ����� 105$ ��

� ������ �τ ���
 ��������� ����!
����� ≈ 105 ��" ����������� +��� ��� 
�
��������

����� ����� ������������ ,�!
 ��������� ��!
���� �� � ������ ��" ���
$ ����$ θ ≈ 54

��� {10000, 350, 100}� -�� �� ������ �� �!
����.�� �� ���� 
���� ���� � ����� �� ≈ 105

�� ��� ��� ���������� �
���#�
 / ���� ����� ���� �� ��� ���� �� � ������ �τ ���������

��*�� ��!��� �� ���� �� �� ��" ���������$ ����� �� ���� ����*���� 0� �� ���!
��$ ��

��� �!
��!�������� �� ���� ���� � ���
 ��������� ��� �� ����� ��� ��� ,�!
 ��������

������ ��� ��!� �� ��*�� �� 
�����!$ ����$ 122 ��" ���
�$ ���� �τ ������ �� ������ ��

� ������ �� �

����!����� 322�

'� ��! ���� ������� �
$ ��� �τ ��������! �4��� ������� �������� 
����� ��� �
��!�.�#

�����$ ����$ ����������� ��� ����� �
���� ��� �

����� �� ��� �� ���������� �� �������

����� -���� � �
����� ��������!�$ �� �� ��
������� ����������� �� �����.� ��� �� �������

��� ��4����� 
������� ������������ 
�������$ ����� �� ����� ������ ���� ��������� �� ���


������� 
����� ����� �τ !�� ���� 
�����!� ���� ������ ���� ������� � !�� �� �!
��

��� ���#�!
�� ���#����!��$ ��� 
�����!���� ������ ��� ������ ��!
���� �� ��" �� �

������� !���!�! 
�
������� �� 
������ �� ��� ������
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��� 'τ �
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&� ��� �	���� �����
���
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���
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	 ������

1�2&+

� ��� k ∈ [1, K] ��

� ������ ����

�
 ��	��

 Pk ([�L(k − 1)/K + 1�, �kL/K�] ,X, R, ε)�

� 
���� ��	��

 Pk�

� ���� ����
 �

 ��	��

�
 �������� ����� ��
������� ���
� (τk,nc, τk,c, l
′
k)�

� τnc ← mink∈[1,K]{τk,nc}�
� τc ← mink∈[1,K]{τk,c}�
� k̂ ← argmink∈[1,K]{τk,c}, l′ ← l′

k̂
�
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τnc = ���{τ1,nc, τ2,nc, τ3,nc}
τc = ���{τ1,c, τ2,c, τ3,c}

l′ = l′������k{τk,c}

(τ1,nc , τ1,c , l ′1 )

(τ2,nc, τ2,c, l
′
2)

(τ3,nc
, τ3,c,

l′3)
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�����
��� �� �� �����������  ��

��# ���� ��� ���� ��� ��� ���� #��� ����#� CalculateNonCriticalTau(X, I lnc, ε)  ��
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���# �� �������� ��$ ���" ���������
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�����
�� �����	 ���	����� ��� �� Lk�
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��� *��� ��� 
���	 �����#� ��� �����# ��� ���" ������� �����"� ����� ��� ��������� � 

L �
�����
��� ���� ��� K ����� Lk ��� �� #��� ���� ��# ��� ���
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⋃
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��/0
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%� �
�� ��� P̃(y; t̂) ∼ P̃(x; t̂) 
���
� �
&���
� � �����"�����
 ��������� 
���� '��
�����(�

T 2 �
�� ��

� 
���� )*�
+,-!� �� �� ��
����"
 �
���	 ���� �
��� ��
��
��

P̃({xi : i ∈ I}; t̂) ∼ P̃({yi : i ∈ I}; t̂), I ∈ P(N),

���� P(N) �� ���
� �
� �� {1, . . . , N}� ����
�	 �� ��������� ��
 
����
 �
� �� ����
 "����
���
� ����� ���� ������ ��
 ����
� �
���� ���� ��
 ��
�	��
������� �������� 	������������

�k = 1!�

P̃(x1; t̂) ∼ P̃(y1; t̂)

P̃(x2; t̂) ∼ P̃(y2; t̂)

���

P̃(xN ; t̂) ∼ P̃(yN ; t̂);
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 ���������� ��� �
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 �� �� ��������� ����������� �
��� *����	 ��� �� ��
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�
�
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���
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 ������ �
 �
.
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� ����

	� ���� ��
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�
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� 	��
������� ��
���

k = 2 : P̃(xi, xj; t̂) ∼ P̃(yi, yj; t̂), i ∈ [1, N ], i < j ≤ N

k = 3 : P̃(xi, xj, xm; t̂) ∼ P̃(yi, yj, ym; t̂), i ∈ [1, N ], i < j ≤ N, j < m ≤ N

���

k = N : P̃(x; t̂) ∼ P̃(y; t̂);

/,
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���� �� ��� 
����
�� ��
��
���� ����� ������
��� ����� ��� ����
���������� P̃ (yi; t̂) 
�� P̃ (xi; t̂) ��� �
�� ������� Si ∈ S 
�� ����
��� ��������
����
�� 
�� �� ��� N ����� ������� ��� ���� ���������� ����� ������������� 
�� �����
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���� ��� ��
��
���� �� �������! �����"��� ��� ��#� ����
���� "��� ��
�� ������� ���
P̃ (yi, yj; t̂) ∼ P̃ (xi, xj; t̂), i ∈ [1, N ], i < j ≤ N �

��� $�
� ���� ������
��� �������� ��� ������ ��
�� ������� %����� 
�� �� ��� N ����
�����

��� �� ��� ����� �
� ������ H0 
� ��� ����� �����$�
��� �����! ���� ��&��� �� ���" ��
�
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��������� P̃(y; t̂) ∼ P̃(x; t̂) ���� ��� ���� 
�� ��� ������ �
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 ��������� ��� ��������

"������ �� ������ �� 
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� ��������	
 ��� 
�������	�� �� ���������� ���������	 ��
�������

�� ����� ���� p ��	 q


X2
p,q =

L∑
l=1

N∑
i=1

K∑
m=1

(p̂l,i,m − q̂l,i,m)
2

p̂l,i,m + q̂l,i,m
. ��
��

��� ������ p̂l,i,m ��	 q̂l,i,m ��� ��� �������� ����������� ��� ����� m �� ������� Si �� ����

������ l
 ���� Reps ���� �� ������ � �������� ���������� ������� �� Reps(Reps − 1)/2

X2 ���	�	����� 	����	�� �� ��� ������ �� ��!����� ����� α� ��� �� ����� ���	�	����

�� �������	 �� ��� ��������	
 ��  �� ���� ������ � ������ �� ���	�	���� �� 	�!��	 ����

���� ��� ��" ��	�# ���� (i, j) ���� i < j ��� �������� X2
i ≤ X2

j �� ����
 ���� ��� ����"

�� ��	�# Reps(1 − α)� 	�����	 �" X2
t � �� ���	 �� ��� �������� ���������� �� 	���	�

������� ��� ���� �"�������� �� ��$����	 �� ���


%���� ���� ������� ����� ����� ����������" ���	 ������� ���� $��� ��� �� ������ ��

�����#����� � &��������� 	������������ �� �� ���� �����	 �� ��� X2
p̃,q̃ ����� ��� � ����

��� p̃ ��	 ��������� ��� q̃ �� � ������ ���� ���� ���" 	�����������
 %�� ���� �� ���	�	

�� �� ������� ��� ��������	 ���� ���� ������ �
�
� ��$��� H0 �� X2
p̃,q̃ > X2

t 
 '����	 ����

�� ��� ����� ���� ��� ������� ���� ����������" �� !�	�� � X2
t �� ����� �� �#����� ��

��� ���������	 ������ ��� �� �������	 �" !�	�� ��� �������� �� ���	�	���� ����� ���

�� ��� ���� X2
p̃,q̃
 (��� ���� ��� ������� �������������� �� ���� ���� ���� ���� ��� ����

�������� ����� ��" ��� �� ��������" ��	 ����	 ���	 �� ��� ��� ����� ��� ��	���

���� � ��� � ������ �� �����
 ��� ������������ ��������	 �� !�	 ��� ��������	 	���� 

��� ����������� ����� ����	 �� ���	 �� ����� ��� ������ �� ����������� �� ��� ����

����� � �
 
� � ������� ������ �� ��������� �������� ����� ����� ���� ��� ����������

�� ������	 �� ��� �� ���� �� ����� ����� ��� ��$����" �� ��� �������� ���� �� ������	


����� �� ����� � ��� �� �)��� * �� ��� ����� ����� ��� !��� �����	� ��������∑LN
k=1

(
LN
k

)
����+� ��� � ��	�� ���� N �������� ���� L = 1 ��� ��� ����������� ����� �����

��� ��#���� ��� ��� �����	 �� ��� ������ �� ����������� �
�
� LN , ��� ���� ���� ���

����������� ��" �����	" !���� ����� ���" � ��� ���������� ��+�� ����� �����	� �����

���������� �� �����	��
 %		��������"� ���� �������" ��� ���� �� �#������	 �� ��	��� ���

������ �� ������������ ���� ���� �� �� ��������	
 '������ ���� ���" � ������	 ������

�� ���$��������� ��� �����	 ���� ����� ������ � ���� ����� �� ��� ������ �� ������������ ��

�� ��� �� ��-����� �� ������� �� ��� 	���������� 	������������� �� ��� ������ ���� ���

���������� ���� ��� ��������	� ����� ������� �		�	 �� ��� ������ ��� ��	 ��� �������

��������	
 .������� ���� ����	� ������ �� �������" ������ 	�-����
 ��� ���" �		��

������ ������������ ��� �������	 ��� ��� k��� ���������/ ���� ����	 �� �������	 ���� �

������������ ����� ����"��� ��	 �����	���� 	��� ������� ����	��	 	���������� ������

�������� �����	�	 �" �����	"  �������	 ����� ������� ����� �
 
� 01(23�4�� ��� ����� ��"
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� ��������	
 ��� 
�������	�� �� ���������� ���������	 ��
�������

������ ���	 
��
��� ��������
� ��� � �������� ����� �� ��
� ��
� t �� ��� ������������
�� ������� �������� ���� μ = 100 ��� σ = 20� ��� ��� ���� ����� ��� �����������
����������� ������� ��������� �� ��� ��
��� �� ��
���� ������������� �� ���������! ����
��� ����� �� ��� ��������
 ���� 
��� ������ �� ��� ���������� ����������� �������
���������

�� � ��
���� ���"# �� ����
����� ��� �
���� ��� ��� ���� �����$�� ���! ��� ��������

����� �� %������ & ��� ��
���� �� k = 1�

�� ���� ��
��� ��� �� �����! ���� ���'�������� ��� �� ��������� �� ��
��� ������� ��

���������� � ����� ��
��� ����� ���
 ��� ����� �� ������� �� N (��
�������� �����������

�����

������� �	
	� �� �� "���� ���� ��� �������� ��
���� �� ��� ������� S1 �� S6 �� ��
�

t ��� ��� )�������* ����������� ��������� �� � ���
�� ������������ ���� μ = 100 ���

σ = 20 ����� ���� ��� ��
��� �� ��������� ��� Si, i ∈ [1, 6] �� � �������� $�������!

�� ��� ������������� ����� ���� �� ��������! ��� � ���
�� ������������ �� ��+��� �$�� �

��	��	
�
� ��
���# )������� �����������* 
���� �� ���� ������� ���� ��� ��������
! ����!

��� �
������� ����������� ������������! ��� �� �������
���� �� � ���
�� ������������#

��� ���� ������ ��� � ���� 
���� ���� ��� ���� Si �$�� ��� ����� �68% �� ��� ��
���� ����

�� ��� �� ��� ,- ������ ������� ���
 .- �� /0- ��� ������ ��� �� ���
 �≈ 95% ��� �������

������� ��� ������ &- ��� /,- 1 ��! �������
����� /2&- ��
���� ��� ����������� �
���

,- ������ ���! ����
��� �� ������������ ������� ��� �������! 0--- ������������ ������

�� ��3����� �� ��� � ���� �������
����� �� ��� ���������� �������������� 4���$��! ��

��� �������� ��
���� �� ��� ������� Si ��� Sj ��� ����������! ���� �� �� ��������� ��

���� ���� ��� ���(��
�������� ���
�� ������������ P (x1, x2; t)# ���� ��� ��
��� �� ������

������ ��� ��� ��� �������� ��$������� σ = (20, 20) ���
 ��� 
��� μ = (100, 100)

��������� �� /&-- ��� &,--� 5����! ���� 0--- ������������ /2&- ��
���� ��� ���� ����

� ����� �� /&-- ������ 1 ����� ������� 
�� �� ��� ��� �� ��� � ������� �� ��� ���

��
�������� ������������ ������������� 5�� �� �� ��� ���� ���� ��� ����� $�������� ��

��� ��
 ������� ��� ��� �����������! ���� 406 ������ ��� ������� ������ ��� ��������

/--
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�
 �� ������� ������� �� ������� ���� ������ � �����
�� 
������ ����� 
�

��!��� ��
 ���� ������� 
�"

B1(xi < 60), B2(60 ≤ xi < 70), . . . , B9(130 ≤ xi < 140), B10(140 < xi), #���$

%��� � Bi ������� ��� ���
�
 �� ������� ���� ���� %����� ��� 
����� &��� � ������ ��


��� ������� �� �������� �� ��� �� ��� �����
�� 
���' �� N = 6� ��� ����� ���
�
 �� ������

��% �� �������
 �� 106 	 �����
�� �� 406� ���� �� � 
�������� 
� � �����
 �� 212� (���

���� ���� �� ���� �� �������' � ��
� ������������� ��
����� ��
 �������� ��� 
�� %����

��� 
� ������ ����� �� )�*+,-� .�%���
� � ������ 
�/��
����� ��
 ��� 0����/��
� ����

�� ���� ���
� �� � ������� ���
�
 �� �
��
������� ��
 ���� 
�� #������� ��
� ���� �$�

����
%��� ��� ���� �� ��� ������
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� BaseExperiment e � ��� BaseExperiment 
 � �
� e � setModelLocation 
��� URI 
 �  � � � −� � ! �� � � � 	 � � � � � ���"�� ���� �"����� �←↩
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)+ SimSpExPerspective � setDbConnectionData 
��� DBConnectionData 
←↩
)/ � 5��� ! "&�6� ! �� � � � 	 � � � � � ��	�	"7��	����-� 1 � ���� � 1 ��	������� 1←↩
)2 ���" � "&�6� � 5��� � 8� �
�� � � � �
�* �� 9����� � �"� �	 ��� 
 �� � � ��	 � �
�) e � getParameters 
 � � getParameterBlock 
 � � addSubBl 

�� ProcessorFactory � � � 	 � � � getName 
 � 1 ←↩
�� NextReactionProcessorVarBFactory � � � 	 � � � getName 
 � � �
�� �� '�� �������- � � � � � � � � � ! ��� � �"� �	 � � �� � � � � � 
 	 � � � 	 � � �� � * 1 # �
�# ParameterBlock stopParameters � ��� ParameterBlock 
←↩
�( SimTimeStopFactory � � � 	 � � � getName 
 � � �
�+ addSubBl 
SimTimeStopFactory � SIMEND 1 # � * � �
�/ e � getParameters 
 � � getParameterBlock 
 � � addSubBl 

�2 SimulationRunStopPolicyFactory � � � 	 � � � getName 
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������� #��
 �
�

��	���� 	
 ������	� Rj ������������� �� �������� 
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��� �� ���	� ���
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#������� 0���
�� �� ��� ����
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!�� ���� ��������
 �� ������ � ��� �� ���������� ����
����� �� τ "�������� ������ ���

���#� ��� �$������� ��
�� ��� �������� ����
���� ������% ����������� ��� ��
� �� ����

��������� �� ������� �� ��� ����� ������� ����
���� ��� nc &��� ��������� ��� ��������

#������ � �������� �� �������� �� ���'� (�)��� ��� ���
�� �
����� *� � ������ �� ���

������ ��������� ��� ��� ��
� +��"����� ,� ��� ����� ����� ������� ε �� 0.3� ����� ��� ��
��

��� ������� ������ ������ ��� �$������� ��
�� !���� ������� ����� ���� *��� �$������


ε �� ����������� ��+���� ��� ���� ��������� *� ��������� ��� ����� *���� �� ��� ����#��

�������� ���������� ������� ����� ��� � �������� Rj �� 
��� ���� ���� Δτaj(x)/aj(x) < ε�

-��������� ���� *���� ���
��� ������ ������� #������ ��������� ��� ���� ��������� ����

�� � ������ �������� ���� ������ ��
� ������

!�� ����
���� nc �� ���� ��� ������� #������ � �������� ������ *� ���������� ��

*���� �������� �� ���� *���� �� ��� ������� ����� �� ��� ���������� .��� � ������ �����

��� nc� 
��� ��������� ��� ���������� �������� ��� τ "������� #���� ��������� ��������

�� �$��� ������� #��� ���� ��� �������� ������� �$������ ��� ��������� / ���� �����

��� *� ���� �� ��� ���� ����� �� ������ ���� 0�� �� ��� *��� #������ �������� �
����� nc

����� ���� �� �������� ����� �����*��� ����� � �������� +��� 
��� ����� ���� ���������
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 ��� 
������ ��������� D ��� ������� ������� �� ��� ������� ��� ����� ��
t = 5 ��� ��� t = 25 � �� ��� ����� �� �� �����  ���� ��� ��� ��������  ��!��� ���
��������� ������ ����� ��������� �������  " ��� #$% & '(% �×�) #$% & τ ��������
!��� ε = 0.03 �*�) ��� #$% & τ �������� !��� ε = 0.003 ��+������ , ��� ����� �������
��� ����� !���� ��� 
������ ��-���� ��� ���� �"�������� ���� ��� ������� ���� ����
��� ���� ������"��� ������ ������ ��� �����.����� ����� α �� 0.05�

�/��� ��������� �� �� ����� 5 ��������� ��� �� 10 ���� ��  � ������� ����� �� �� �����"

.����0 ��� � ������" ������� �"���� ��� $% ���� ����������� ��� #$%�

�������� ��� ��� ����� !�� ���� ��� ��� �������" �������  ������ �� ��� ������

�"������
 �� ���  �������� �� � ���������� ��� ��� �������� ������ ����� ���� ��� �������

��1�� ��� ���� �� � ���1�) ������� �� S1) �� ��������� ��� ��������" ���" ������� ��� ����

�������� #��� ���� S1 ��������� ��� ��������� ���� S2 ���������) S2 ���� S3 ���) ����

��������") Si ���� Si+1, i ∈ [1, N ]0 �� � ������) ��� ������ ����� �� 23�������4 ��� ��� ����

�� ������� ��!���� SN ������� ��5�� '��� ���� ��� ���������� ��  ���� �� ���������

��������� ��� � ����" ������ ����� ��������� � ������  " ���������� ���� �� �� �/���

������ ���� #$%� ��� ��� ���� ������� �τ �������� ��� '(%�0 ��� ������� 6�7�7

��� �������� 8�!����) ��� �� ��� ���������" �� ��� ��� ����� ����" �������������

���������� �� ������  � �������9�� ���� �� �� ���� ����� �� �� .�� � �������� ��� ���

�%: �������" ����� � ������ ��������� �� ;<=>?@�

������ ��	 ��� �� �� ��> �������9� ��� ������� �� ��� �!�������� 
������) !���

��� #$% ��1�� �� ��� �/��� ���������� ,� �/������) ��� '(% ���������" ��������

��� ����� ������ ����� ��� ��� ��-����" �� ��� � ������ ������� ��  ��� ���� �������

8�!����) ��� ���� �"�������� �� ��-����� �� ���� ����� �S15 ��� S18 ��� t = 5) S50 ���

>7A
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ε = 0.03 ε = 0.003 ε = 0.03 ε = 0.003
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S0 ��� ���� ���� ���� ���� ���� S8 ���� ���� � � � ����

S3 ���� ���� ���� ���� ���� ���� S14 ���� ���� ���� ���� ���� ����

S6 ���� ���� � ���� ���� ���� S20 ���� ���� ���� ���� ���� ����

S9 ���� ���� ���� ���� ���� ���� S26 ���� ���� ���� ���� ���� ����

S12 ���� ���� � ��� ���� ���� S32 ���� ���� � ���� ���� ����

S15 ���� ���� ���� ���� ���� ���� S38 � ���� � ���� ���� ����

S18 � ���� � ���� � ���� S44 ��� ���� ���� ���� ���� ����

S21 ���� ���� � � � � S50 � ���� � � � �

S24 � � � � � � S56 � ��� � � � �

S27 � � � � � � S62 � � � � � �

����� ���	 
��
��� ���� ��� �������
�� �������� �� ���
��� ��� �������� �� ��� ���
��� τ ����
�� �� ������� !���� ε ��� �� 0.03 ��� 0.003" �� ���� 
����� t = 5 ��� t = 25
��� ��� ������� #$� ������ ��� ������ ����� ��� 
 %����� ��� ��� �� ��������� D& ���
���� ��
������� �� ��'����� �� 
 �� ������� ���� ��� �� ��(����� ��%�� α) ����� ��� ����
��� �� 0.05�

S56 ��� t = 25"& ���� ������ ��� �
����� ��� ���� ���� ��� ������������ ���� ����� ����

� ��� ������ ��� %������ ��� ���������� *���������� ��� ��%� � ��� �� ��
���� +� �����

�� ���� ��� ������ �� ��
��������� , �--- 
�� ������� , �� ��� ��� � ���� � ��� �����

�����& �����������) �� �� .���� ���� ��� ������� �� ��� ��� ���� ������ ��� ���
���� 

�������� ������������� , �� ����� �� �� ������ �� ��� ������������ �� ������ ����������

!S6 �� S12") ��� ����� �� ��� ������ ��%��� ���� � ��� ������ ��� ��������������� ������

�

����� !S15"�

+� ��������) ��� ���� ��'���� ��� ���� ��
������� ��� ��� ��'����� �� ��� �����%��

�
����� ���� ���
���� τ ����
�� !ε = 0.03" ���� 
/� ���
���� ��� ������ ���

���� ��� �� ���� �� 0� ��� ��1) ����� ���
���� ��� �������2�� ����� ���3������� ��� ���

�
����� S6) S9) S12) ��� S15 �� t = 5 �� ����� ����� ��� ��� ���%� ��
������� ���

������ ������������ ���� ���� ��� �������� ��%������ ��.�� ���� ��� 
/� ���
����

4���� ��� �������� ��%������ �� ��� τ ����
�� ���
��� ���� �� (� ��� ���������) ���

���� �� ��� ���� ������� ������� ������ � �� ��� !S6" �� � ����� !S9 ��� S12" 
�
�������

�����& � ������� 
������ �� ����� ��� t = 25� 5���%��) ��� ������� ���. ���� ������

��� � ������� ε %���� !0.003"& ��� ���� ����
 ��� �������� �� τ ����
��  ��� %��� ����� ��

�� �6��� �� ������) ��� ���� ����� �� ��� ���� �� ��� �� �6������� ����� !��� 0� ���

���"� ������ �
) ���� �� ����� �� �6������� �
���) ��� �

��6�����%� �� ������ ��

��� ���� ������ ��� ��%���� ������� 7�� ���.�� �� ��� �������� �������� �� ��� #$�
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��� ����� ������������� ��� ��� ��� ����� �� t = 5� ��� ���� ���
�������� ��������� �� ��� ������� ��������� �� ��� �� ! ��"�� �� ��� �������
�
������������ ! �� ������� �� � ��� ����� #���
� ��$ ��� ���������� ��� ��� τ %�������
&ε = 0.03' ��������� ��(�� ��� S6) S9) ��� S12* ��� ���� �� �������� ������� ��$���� ������
� ������ �� ������� ������ ��� ���� ��$ ���$� ��� ����� ���+���
��� ��� S15) � ���
���
���� ��� ,����- �� ��� ������������ &���� ��� ��� �� ��� $��� ���$� �� ������ ��.'�
/��� ���� ��0 ������ ������� ����� 1222 �����
������) ��� ������������ �� ���� ���������
�� ���
�����
 3�
�������� ! �� � ������) ���� ��� #4 ��� τ %������� &ε = 0.03' ���
��5�
��� ! ��� ��� τ %������� $��� ε = 0.003�
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������ ��	
 ��� 
� ��������������� ������ ���������� ��� ������� ��������� P ���
������� �� ��� ������ ������������ �����  ����� K !��"�# ��� ����������� PH !�����# ���
���� ������� �� ��� ����� ����������� ������ �������� R1� ���  ����� ���� � ���������
�������� �� ��� ������� !�������� ��#� ����� R2 ������� �� ��� ��� ����������� !��������
����#�

������� ���	
�����
���� ����� ����	
���

R1 : P +K
c1−→ PP +K

R2 : PP + PH
c2−→ P + PH.

!��
#

$�������������� �� ��� ������� �" ��������� � ��������� �� ������� ��������� �����

�"��� ����� � ������� ���� �� ��� ���������� ��� ������������ �" ��%����� ��� �����

�� ����� �� ��� ��� ���� �� &���� ��� '������� � �� (&'		)
 � ������� P �� �����

���������� �� � ��������������  ����� K ��� ���������������� �� � ��������� �����

������� PH� ������ ��	 ����� ��� ����� �����
 �������� �� ��� ������ ������������

��� P ��������� ��*��� ���� ��� ����������� +��� �" ���� ���� ����� ���� ���  �����

������� �� ��� ���� �" ��� ����� ����� ��������� �� ��� �������������� ������� "��� PP �

,���������� PP ���� ��*��� �� ��� ����� ��� �" ��� ������� ����� � ����������� PH

������� ��� ��������� ������ ��������� P ��� �� ��� �������� ������
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������ ��	
� �
������� ����� ��� ��� �������� ��������� ����� ���� 106 C ��������� ��
������ �����������  �� ��!����� ���� DA ��� ���� ������ ���� 2 �� 10 ��� ��� �����
��"� �� ������ 5 × 5 × 5 #	$% �����������& �� 11 × 11 × 11 #	''	 �����������&� (��
������������ ��� ��� 3.0 s�

)���� ���� ��*� ��� +,� ���� �������� ���� ��� ���� ����� -���� ���������

������� ���� ��� ��� ,,( ���������� �� ������������ �.�����/ 7× 6× 5 = 210 ���������

������ ��� ��� ,τ ��������� ���� ��0���� ��� ������������ �� nc ∈ {2, 3, 4, 5, 7, 9, 10}/
ε ∈ {0.03, 0.034, 0.038, 0.042, 0.046, 0.05}/ ��� NSSA ∈ {10, 20, 30, 40, 50}� ,������ ����
��������� ������� ���� ��������� ���� ������ ��� �� �� �������� ������ ����� ����.�

 �� ������ ���� ���� ���� ������ �� ��������� � ������ ����� �� ���0���������/ ��

��������� �� ������� ����������/ ����/ 12�*
�/ ,��
3�4�

������ ��	
 �������� ���� ������ ����������� ����������� ������� ��� ,τ / ����� ����

��������. ����������� +,� ��� �� ���� �� ������������ �. ��*�� 5� ��� �
������

���� ��*� ���� �� ������ ���� ,τ ������� ��� ������ �����
�������� ��� ���� ����

���������� ����� (������ ����������� ������ �� ��� ������� �� ������ ��	
 �� ��� ������

�� ��� ����� -���� �������������� �� +,� ������������ 5� ��� ���� ,τ ���0��������

�� �������� �� ��� ���� +,� ���0��������/ �� ����������� �� ������. �. ����� ��� ���

��� �� ���������� 5�/ �������/ ��� ����� +,� ���0�������� �� ��6��/ ��� ����������

���� ���� ���� �����������  ��� ������. ����� ��� ��������� ������� � �������� �����
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������ ��		
 ���
����� ����� ��� ��� ����
��� ��������� ����� ����� ���� ������ ��	�
�DA ∈ {2, 10}�� ��� ��  ��� 103 �� 105 �����
��� �� ��� 
����� ���!"������

#���� �� ��������� ��� $%� �&
���
'� ��� ��� ��!"��������� ������� ���������
�  ���

�������� ��������������� ��' �������
� � ������ ���� �� ��' ���������
� 
���������

��� ���� �����' �� ����������� ��� ��� ������ ��"�� ���"� ���� ������ ��� ������� ���

MListRe �"��� #���� ���� �	
�� 

  �� ����� �� '���� ��� ���� ��������

������'� ������ ��	� ���� ��� � ���� ��� ���������
� �� %τ �������' ������� ��

��� ����� ��(�
 ��� %τ ��� ����� ��� ��� ����� ��� �#��� ������ ��"��� 53 �� 113

���!"������ ��)�� �����*
����'� +���� ���� ����� ��� ������� ����� �� ���� ��
�������

DA ���� ��
������ ��� ��� ����� �� ��� ���������� , ���� �� ����������� ���� �� ��

��
������ ��)����� ���� ����� �� ���� �"����  ����� ��� ���� ���������� ���� ����

������ ���������� ��� ����  �� *��� �� 3.0 ��
���� ��� ��� ��������

+���� �� ��"��� ������ ���� 
��*���
� �� ��� ��"������ ��� ����� �� ��� �� %τ

���������� �� ��' ���� ���� �� ��"� ��� ��� ��� 
��
- ��� �

���
'  ��� �����
� ��

$%�� .�� ������ ��� ���� �����
���
 ���  ���� ����� �� �������������' ����'��� �

�� ��������� �� �� ������� ��� ������� �� ��� ������� ���
�  ���� �� �� ����*
���

, ����������� ���� ������� �� ���� *�� ��������  ���� �� �������� ����� ���� ���


�����������
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���

∑N
i=1 Di

D̄ ����	�� #�$����� �	
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R1 : A+B
k−→ C =⇒ A+B

kD�
kr

AB
kf−→ C, $'�(%

���� kD = 4πDR = 4π(DA +DB)(rA + rB)/2 )*+(', �� 	��� ��	 ��� ��	
����� �� AB�

� ����� ���� A ��� B ����� 
���� ������ �� 	��
�� rA ��� rB �� 	���� �� A ��� B

��	��
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����� ��� ���� ���� 	��
������ ��
� ����� �� ����� AB� �	��� �����

��� kf �� ���	����
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dxAB

dt
= kDxAxB − xAB(kr + kf ) = 0 $'�/%

xAB =
kDxAxB

kr + kf
$'�0%

1�� ��� 
����� �� C 
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� �� k ��� kf � ���
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���	������ ��	 AB ������ ����� ��&

dxC

dt
= kxAxB = kfxAB =

kfkDxAxB

kr + kf
$'�2%

k =
kfkD
kr + kf

=
4π(DA +DB)(rA + rB)kf

2(kr + kf )
$'�3%
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Rj : A
kj−→ C =⇒

⎧⎪⎪⎪⎨
⎪⎪⎪⎩
Rj,1 : A1 + A2

kj,1−−→ A3

Rj,2 : A1 + A3
kj,2−−→ A4

Rj,4 : A3 + A4
kj,3−−→ C.

'(	)*
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� 	���� ��� ���� ������ �	� 
����� ������	��� ����

��� ���
����� ������ ���� ����� 

�	� ������ 
�� ��
������� ��
����� ��	
����� 
��

��� �	��� ������
��� ��� �� 	��
�� ��� ��
�� ���� ��� ��
����� �
 �� ��
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X(t+ τ) = x+
∑

j∈[1,M ]

kjvj ���'�
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�������� �����
�� ���� (�������� )�*� !��� ���" ���� 
��	
��" ���������� ���

����	���� �� ��� ���� ������ ����� �� 
������ �
�� �	�� Rj kj ����� �� ��� �	����� ��
���
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 ������ �	�� �����
���� ��+��� 
�

Rj : N
N × N → N

N

Rj(x, k) = x+ kvj;
���,�
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� 1N
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r : NN × R0 → N
N , ���*2�
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� τ ≡ t(x) 	����
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R1 : X̃ → X̃  !�""#

R1(X) = ∅  !�"$#
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��� ��� 	� ���
	� 	�� ���
	
�� �� 
� ��%��	 
� 
	� �������	

������� &����
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R2 : X̃ × R0 → X̃

R2({(x, y, z)}, τ) = {(x+N (0,
√
2Dτ),

y +N (0,
√
2Dτ),

z +N (0,
√
2Dτ))}.
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��� t 
�� r 
�� ��
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� ��	���� ���
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	�� 
� �)�� 
	 Δt 
�� 	�� 	
�� ��	
� 	�� �
�	
���

�
������� �
� �� �
����� ���� Exp(λ)� *� �
	� τ1 = − lnU(0, 1)/λ 
�� τ2 = Δt� 	��
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�� 	��� �� 	�� ��)	 ����	 
�� �
��� ���

t : X̃ → R0

τ ≡ t(X) = min{τ1, τ2}
 !�"+#


��

r : X̃ × R0 → X̃

r(X, τ) =

⎧⎨
⎩R1(R2(X, τ)) 
� τ1 = τ

R2(X, τ) ����.
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�� ��������� ���	�
�� 
� ���� ��
�� ��� ��	�� 
� 	���	��� X = {XA}� �
�� XA = {FA,1} 	��

FA,1 = {p}� �� 
� 
� ���	
 �
�� ��� �������� ���� 	 ���
����� ���	�
�� �
�� �� ���� ��
 ��� 
��� ��

��
� ��	���
�
��
�
�	
 �� �������� �� ��� ��� ��	�� 
� X = {XA}� �
�� XA = {} = ∅�

",.
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R1 : A1 + A2
k1−→ A3

R2 : A1 + A3
k2−→ A4

R3 : A3 + A4
k3−→ 
����� C 	����
��

������

��� ����� ��������� �� A ��� 
���� ���� ��� ������� ��� FA = {p,x, V }� ���� p ��

��� 	������� �� A ��� ��
��� ��
��� x = (x1, x2, x3, x4) ����� ��� ��!��� �� Ai, i ∈
{1, 2, 3, 4} 	����
��� ��� V ������� ��� 
������ ����!� �� ��� 	����
��� "� �� ��
������ ��

��������� ��� ���
����� ���! #$������ ��%& ���� ����� ���� �	����� �� ��� !���� �����

X = {FA}� '��	���
 ��� ���� ��� ��� ��
��� ��� �� ������� �� ���� R1 ���� �� �����

�����

R1 : X̃ → X̃

R1(X) = {{p, (x1 − 1, x2 − 1, x3 + 1, x4), V }};
������

��� ��� ����� ��
��� �� ��� �������� ���
���� ������� �� � ������ �� �����
 ��� �����


���
� ��
��� v1 = (−1,−1, 1, 0) �� R1 �� ��� 
������ ����� x ���� xnew = x+ v1�

R3 ��!	�� ��!���� ��� ������� ��� �� ��� A ���������� ���! ��� ����� ��� ���� C(�

����� ��������� FC
��

R3 : X̃ → X̃

R3(X) = {FC}.
����)�

*�!���� �� ��� 	������� �+�!	�� ��� �������� ����
���� ���
���� �����!���� ��� !���,

!�! ���	��� ��!� �	�� ����� ��� ���� ����� ���� �

�� - ���
� �� �� ���� 
��� ��� ��!�

����� ��� ��+� ���� ����
������

t : X̃ → R0

τ ≡ t(X) = min{τ1, τ2, τ3},
����.�

����

τ1 =
− lnU(0, 1)

V k1x1x2

, τ2 =
− lnU(0, 1)

V k2x1x3

, τ3 =
− lnU(0, 1)

V k3x3x4

. ���&/�

0�� ���� �+�!	�� ��� �������� 1���� 2 �����3 �
������ ����� �� �� ������ �� �� ���	����

���� �������� �	
�
�	� �� X = {XA, XC}
 ��
� XA = {} ��� XC = {FC}

��/
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r : X̃ × R0 → X̃

r(X, τ) =

⎧⎪⎪⎪⎨
⎪⎪⎪⎩
R1(X) 	� τ1 = τ

R2(X) 	� τ2 = τ

R3(X) ����.
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Rj : N
L×N × X̃ → N

L×N × X̃. ������

������� �	
	� ����� ���� �� ������	 ������ �� �� ��� ������	
 � �� � ��
����	

�! ��	��	� A1 ���� �� � 	 �
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 !�
 � 	 �
���!�
������ �
��	�� !
�� A �� C �� 	
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�� ��"� �� ���	� ��	
 ��� ��� � ���	��� #�������$� A ���$
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% 	
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	 ��� A ��
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�� ���	� �$ {X, X}� ��� 

X =

⎛
⎜⎜⎜⎜⎝
x1,A1

x2,A1

���

xL,A1

⎞
⎟⎟⎟⎟⎠ X = {{p, (0, x2, 0, 0), V }}. ������

(�	 ��$ �� �
��	 
��� � 
��	 ��
	���� � 	 )��� 
	��
��	
 ���	
������ ��� �

R1 : N
L×N × X̃ × N → N

L×N × X̃

R1({X, X}, l) = {X− 1L×N
l,A1

, {{p, (x1 + 1, x2, x3, x4), V }}}.
����*�
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RD : NL×N × N× N → N
L×N ���/0#

RD(X, l, l∗) = X− 1L×N
l,A1

+ 1L×N
l∗,A1

. ���/1#

$� �������� �� ��� ����� �����'� RD �
�� ����� ��� ���������� �� ��� ������ ��� ������

������
���� �� ������� � ��-����� ���� � ���� l �� l∗ ������� ��� ������
� �� A1 ����

)1	
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�

l ��� ���� �� �� l∗�� ����	 
	����
 �� ���	 ���� 	�����	 �������� ���	 ���	�	������ A1

�������	� ��� ���� �	����	 ���� � �	����� ���	 cd�

Rd : N
L×N × N → N

L×N ��
���

Rd(X, l) = X− 1L×N
l,A1

. ��
���

��	 �	�� 	
	�� ���� ���� ���	 ����	 �� 	���	� ��	 �������	 �	�
��� � ���	 ��� ��� ���� ����

� �	���!�� �� � �	��������� ���	��	�	 �����	 � � !"
�� �	
 #��� ��	 ������ �����

��� ��	 ��	
�� � �	������ �� �� ���	��� ����� ��� �� ����	 ���� ��	 ���	�
�� �	�	�����

$ ������
 #����� �	��

tD(X, l) =
− lnU(0, 1)λ2

sv

2nDA1xA1

td(X, l) =
− lnU(0, 1)

cdxA1

��
�%�

t̂D(X) = min
l∈[1,L]

{tD(X, l)} t̂d(X) = min
l∈[1,L]

{td(X, l)} ��
&'�

�	���	 ��	 ���	 �����  ���� ��	 �	�� ��� ���� � t̂D� ��� �	��������� �t̂d� ���� ���	 ����	�

�	��	���
	��
 ��	� t �� �	(�	� ���

t : NL×N → R0

τ ≡ t(X) = min{t̂D(X), t̂d(X)}.
��
&)�

��	 �	�� ��	�� ���� ���	  �	 �$ ��	 $�������� � ������� $ ��������

p : N → N
3, n : N → N. ��
&��

��	 (��� ��	� p(l)� �� � ������� !	��		� � !"
�� �	 ��	���(	�� ��� 
	����� (x, y, z) �$

���������	� �	��	�	����� ��	 ����	�������� �������� �� ��	 ����
 ��	 �	���� $ ������

n(l) �	� ��� ��	 �$ ��	 2n �	���!�� ��	���(	�� l∗ ∈ Cl


*��� ��	 �	�� �$ p ��� n ��	 � �	 �	�	����� $ ������ ��� (����� !	 �����	� ����
 +	�

lD = argmin
l∈[1,L]

{tD(X, l)}, ld = argmin
l∈[1,L]

{td(X, l)}, l∗ = n(p(lD)), ��
&&�

),-
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����

r : NL×N × R0 → N
L×N

r(X, τ) =

⎧⎨
⎩RD(X, lD, l

∗) �� τ = t̂D(X)

Rd(X, ld) �� τ = t̂d(X),

��	
��


��������� �� ��� ��� �� �� ������� � ����� ��� ��� ���� �������� ������� ����������

����������	 ��������� ������ ������� ��� ������ ��� ���� ���� ������� ����� ��� �� ����

��� ���������� ���� ��� ����	 
�������� ���� ���������� �� ���� ������� �� A ��������

��������� ������ ��� ������ �� ����� � ��� ��� �� ��������� �� ��!� ���� �� ��������

��� �����"���� ��#��� �� 
������ �	�	$ �� �� A1 �������� ������� �� %�������& ���� ���

����������	 '� ��� ��� ����� ��������� ���! ��!�( )� �� ����� ���* ��#���� t �� ������

� ������ �� ����!��� ������� ��� ���������� �� ��� ����������"����� +
' ���� �������

�� ����� #���,

t : NL×N × X̃ → R0

τ ≡ t(X, X) = min{t(X), t(X)},
��	
-�

.�� ���� ����� ���� �� ��� ������ ���������� �� ���� ��� ������� �� ��� ���� ����� �����

�������� �� ��� ���"����� ����������	 /������* ��� ���� �������� ���� ���� ������� ���

�� ��� �������� �� ��� �����"����	 0� �� ��!���� �� ��� ���������� +
' ���� ��� ���"

������ �� �������� ���� ��� ������	 /���� �������� � �������� �� ����� �� ����� � ����*

��� ������ ����� �������� ��� �� ���� ������� ��� ������ �� � %�������& ���"������ ��

��� ���������� A,

r : NL×N × X̃ × R0 → N
L×N × X̃

r(X, X, τ) =

⎧⎪⎪⎪⎨
⎪⎪⎪⎩
r(X, τ) ��� �� τ = t(X)

r(X, τ) ��� �� τ = t̂d(X) ∨ (τ = t̂D(X) ∧ p(l∗) �= p)

R1(X, X, l) ��� �� τ = t̂D(X) ∧ p(l∗) = p.

��	
1�

.�� #��� ������ ��� ������� ��� r �������� ���� ��� ���������� +
' �� ��� �������� ����"

���� ������! #��� ����	 0� ������� ��� ���������� +
' ��� �� ����� ��������� ������

��� ����� ���������* ���� ������ ��� ������ ��� �� ����� ��� ������ ��� ��������2 ����

���������� ���� ����, �� � ����������� ��!�� ����� ���� �� ��� ������ �� � �������� ��

��� A* ���� ��� ��� r �������� ���� ��� ���������� +
' ������ ��� ����� ���* ���������

$11
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���	� �	� ��� ������ �� ���� ��	�� �	��� ��� ����������� �� ��� ������ ��� ���	� 	���

���� ��� �� ��� ���� ���� ��� �������� p �� �� ���������� ������ ��		������� �� � ���


������ ���	������ �� ��� ���� �	����� ��	���	 ���� ��	 ��� �� ���������� �������� ��

����	� ���
������� ����� �� � ������� ���� ��� ����� �� ����	���!�� ������ ��� ������

����� �� ���� ��	 ���� ������� ���� ��������� �� �� A1 ��	����� ���� ��� ���������� �����

�� � ����� ������� ���� ����	���� ���� � 	��� ������� ���	� �� �� ���� �������� ���� ��

A1 ��	����� ������� �" ������� �������� � 	��������

#�� ���� ��� ������ �� � �����
����	���� ���������� ���� ���� ���	������� ��� ����

��	��	���� ���� ���� ���� ���	���� ��� ���� ��	���	 ��� ������� ��� �� 	��	����� �������

����	�
������ ������������

��� �����	 
���
������

$������ %�& ��	���� ����	�� ��� �������� �� �� ��'��� ���'��� �� (	������ �������

���� �� '��� ��� ������� ��� �� ���������� ��� �� �	�������� ��	���� ��� �������

������� ������ �	���� �� ������� ���������� )�����	� ��	� ����������� ��������

�����	� ��� 	���		�� �� �� ��� �	����� ���������� *	�������� ���� ���� ����	��� ����

��� ���� ��"���� ��� ���� ��� ������ �� ������� ��	����	�� ������ ��� ���� ��� ����

����� ����� +����,������� ��� 	���� ����	���� ��� �������� ������ ��� �� �	���	�	�

������� ��� �� ���������� ��� �� �	�������� ��"�	����� ��������� �� ��� ��		���

������

��� ���� ������� ���� ��� ��� ����� ����	������ ������ ������� ����	������ � �����	

����� ��������� ��� �� ���� ��	� �� ��� ����	
	���� ��������� ����	�� ����� 	��	������


����� �� ����� ) ������ ����� ��� ���� ���� �� �������	��� ���� �������� ����� �����

��� ���� �� ����� �� ��� ���	���� ����� ��	 ��� ���������� �� ��� �� 	��	����� ������

��������� )� � 	������	� �� A ��	����� �� � ������� ���� �� ���
������ ���� �� ��� 	���


���� �����	� ��	���� ������ �� ��� -������	 ��� �� ��� ��		������� A1 ��	������ �	���

�� ��"��� ���� ��� 	����� �������� �� ��� ����������� �� �� �������� ��� ��� ���� ��	�

�� � 	������� �� ��� ����	��� 	������� �����	�� ��� ��"�	���� �� ��� ��	��	 ������� ��

���� A �� �� �����	 �������� ��� ��� ���� ���� ��'����� ����� �� � ������ ����� )� ���

��	��� ��� ��� �� ������ ��	������ ��		����� �	����� ���	� ���� ��� .������ ���/ �� ���

���
������ �� ��� ���������� ������ ���� ��� *��� A ��� 	������ ��� ��	��� ���������

��� ��� �������� ���
������ �� ������ ���� �� 	�������� ���� ���� ����� ������ �� ���

01%
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R2(X, Rm(X))
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� ���� �����
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�
�� R2(X, Rm(X)) �� ��� ����� ����� �� ���
���� �
 � ��!�� ��� A ��
�
��� �
�� ��"#!����� � �� � ��  
��

"���� ��� A1 ��
�
����
��

����� 
��
 � � ����� ��� ��
��"�
��

�� ��
�
���� ���!� �
 ����
� 	
�� ��� ��
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�  
*��
�� �!���' ��� �
���
 ��!�� ��������� �
�� ����� R1 
����� � �� ��� ���� �
��

��� ��"#!����� ������ �� ��� �� ���
�
�� �� ��� 
� 
!
 ��� 
� +
�#
����
��� , 
��� ���

����
#��!�� $%&' 
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�
����  
*��� 
��� 
� �� 
����
��� ��� ��-� ������

%(�
���
�� ��
� �����
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�� �� � ����
#����

��� $%& ��� "�  ��� 
� � ���
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!
 ��� �� 
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�
��' ���� �� ��� ��� �������
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�
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�� ���' �� �  
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��� ��-��

��
� �� ��� )
�� ��
��

Rm : X̃ → X̃

Rm({{p, . . .}}) = {{m(p), . . .}}.
.����/

	����
�� m ������� ��� �� ��� 2n ��
��"�
 ���
 
����� �� p' ����' �
���
 �� 
�� ��

�
 ����
 
�� �� � ��
��
� ��!����� �����
� .����� � )������' ���� 
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��� �� Rm 
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!
 ���#"��� $%&0
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�#
���' 
�� �*��� 
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���

��� �� ��� ����� ��� X 1 ��� 
� ����� ��� ����
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 ���  
��

"��
�� �� ��� ��
�
���� �� ��� ��
��� �
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��#��!�� ����
#����

��� $%&� 3�� ��� �����
��

p−1 : N3 → N .����/

 ����� ��� 
�!�
�� �� p(l)' 
���' �
!�� � ��"#!����� ���
 
���� (x, y, z) ��� �����
��


���
�� ��� 
� �( �� ��� ���
��

��� ��"#!����� 
� �(' �� p−1(p(l)) = l, l ∈ [1, L]�

2�� ������
�� 
���
#
���  
��

"���� ��� ��
�
���� ��

����� �
����� 
��
 � ��"#!�����

���
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l = p−1(p) ����� ��� �	
����� �
����

R2 : N
L×N × X̃ → N

L×N × X̃

R2(X, X) = (X+
N∑
i=1

(
−xl,i1

L×N
l,i +

2n∑
k=1

h(xl,i, k)1
L×N
Cl,k,i

)
, X),

������

��
� ���� 
�	��	 ����� ��
�� �����
����	� ��� ���� ���� �� ��� �
��� ���	 �
	� 
�

� ����
� ��	���� ����
�� ��� ����
�� 
� ��� l �� ��! �� "��� ����� �� ����
���� ��� ����


��
	� ��# $����� l� ��	 �		
�� ��� 	
������	 ����
���� �� ��� ��
��#�� ������� %����
��

h(x, k) ���������� ��! ���& ����
���� ��� �����	 ��!��	� ���� �
�� l∗ ∈ Cl' 
�� �����

P(l∗ ∈ Cl 
� �������	 �� ��� ������ ��� � �
���� ����
���) =
1

2n
���()�

��	 xl,i #�
�� ��� ���#�� �� ����
���� ��� ����
�� Si 
��
	� l� ���� h(xl,i, 1) = Binom(xl,i, 1/2n)�

h(xl,i, 2) = Binom(xl,i − h(xl,i, 1), 1/(2n− 1))� ��	� ���� ���������

h : N× N → N

h1 ≡ h(x, 1) ∼ Binom(x, 1/2n)

hk ≡ h(x, k) ∼ Binom(x− hk−1 − . . .− h1, 1/(2n− k + 1)).

���(*�

��� ���� ���� �
��
�� 
� �� 
�������� Rm ��	 R2 
��� ��� �
�� 
����$�� ��	 ����

������
�� �����
��� ���� +����
��� ���, ��	 ���-� %�� �
���
�
�&� ��$����� ��	����

��� ������	 �� ���� ����� �� ���	 �
�� 
����$��� Δt� ���� ��	
�� ��� ���� �$��� �
��


� �
���& � ������ �� �		
�� Δt �� ��� 
����$�� ������
���

t : NL×N × X̃ → R0

τ ≡ t(X, X) = min{t(X), t(X),Δt},
���(.�

/� Rm ���� 
�$���	 #����� R2� ��� ������ ���� ��� ��	���	 ���
�
�� p �� �� 
���� ���

�h(x, k) �� �������� � ��	
�� �
�	 � ����	��� ����
�������� ����� ������ �� ��
������ �� 

��������

����
���� ��	
����
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�

p−1 ��� ���� ����	�
���� ��� ��	��
��� �� ���������

r : NL×N × X̃ × R0 → N
L×N × X̃

r(X, X, τ) =

⎧⎪⎪⎪⎪⎪⎨
⎪⎪⎪⎪⎪⎩

r(X, τ) �� τ = t(X)

r(X, τ) �� τ = t̂d(X) ∨ (τ = t̂D(X) ∧ p(l∗) �= p)

R1(X, X, l) �� τ = tD(X) ∧ p(l∗) = p

R2(X, Rm(X)) �� τ = Δt

������

�� ��� �� ��� r ������� � 	��� ������ �� � ����	 ����� �� ��	� �� � 	��� 
����������� ����

���� ������ ��� ��
����� ���� �� ���� ��� ���������� �� ��� ��
����	�� 	�!��	�� �� 
�

��	��	��� �� ��� �����	"����� 
�������� ��� 
���� 
� ���� ������ ��� ����������"
����

#$%�

��� �������	
�� 
��� ������
�� ��
���

&� ��� �	������ ��
����� �� ���������� ��� �'�
�� ��� ��(� ��� ����� �� � ������ ��
"

������ ) ������� ��	�* ������� ����� &� ����� 
 +,������- �	�� ��� ���� �� ������	

��� ��	��
��� �	����� �� ��� ��	��� �������� �	� +������ ���- ���� �����
�	��� ��
"

�������� .�� 
������
�� �������� ������ ��	���� ������* ����* ��� �	� ��������� ����

��������* ����	�
�� �	 ���� ���� 
���� ) 
�� ��	 ������� ���� ��� ��	� �� � 
�
�� ����

	���	�
���� ����� ��� 
� ������ ��� ��� ��������� ��	��	���� ���� ���	���
� ��� �� 

��� �� ����� �	
��	�	 ������ ��	 ����������� 
�� ����� 	��	����� ���� ������ ��� �	�� ��

��
"��������

��������	
����
� �
����� ��������
� .���	� ����� ���� ������ �� ��� �����"����	����

����������* �� �� ��
����	 �� ���� � ����� +�����	- ��� ���
��� � �����"	��������� �'"

������� ��	 ����������"
����* ������� ����	������ /� �� ���� ����� ��
� ��
"������

��� ������� �� ���� � �'�� ���� ������ λsv ��� ��� ����	��	 ��� 
������	�� �� 
� �

����"���		�� ��' �� ��	��
���� 0�	 ���� ���
��� A* ��� 	��� �� ���
� ��� ��	��
��� �����

� ��
"������ ����	�� � �����
�	��� ���� �� ����� 
 �

d(xA) =
2nD

λ2
sv

xA, ������

���� xA 
���� ��� 
�		��� ���
�	 �� A ��	��
���� ��� ��� ����	����� �	� �������

��
� ���� ���� ��
"������� 
�� 
� 	��	������� ���� �� ��
	����� ������� ������� 1��

2�3
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������ ��	
 ���
��������
��� ������
��������� ���
��� ������
���� ��� ��
� k = 4� 
��
���
�� ���������� ��� ���� �������� ��
� �	 ����������  �
 
�� �������� �! 
�� � �
���
����� 
�� ������ �! ��"����� ���
����� ��
� ��� ��
 �! 
�� ������������ ������ �
��� ��
������� 
� 
�� �������� � �
��� ��� #������� c ��� !��� ���������� 
�� �! 
��� �����
����������� ����� fc = 2�� 
�� ���
 �
��� ��������� ������ gc = 2��


�� ������
�� k ∈ N ����
� 
�� ��������� �	��
 !�� � ���
�
��� �! � ���������� ��
�

� ������ kn �! ������� ������� �
�� ���� �� ��!����� 
� �� ��
��	��� �� 
�� !��
���

������� ��
� � ������
��� ����
� ����� �! λsc = λsv/k� $�� ��"����� ��
� !�� � �������

A ������� ��� �! 
���� ��������� ��


dk(xA) =
2nDk2

λ2
sv

xA

kn
. ���%&�

'�
 ����� ��������� ��� ����� ���������� ��
� 
�� ������� ���������� �� ����� ��

������ ��	�� ����� ���� 
� 
�� ����� �����
� ������� 
�� ��
� !�� ���
����� �������

� �������� 
������ ��� �! 
�� ��������� 2 
� 5 �� ����� �� 
�� ���
���� λsc ( 
�� 

����� ����� ���������� 1 ���� ���� !��)���
� 
��� �� 
�� �������� � �
��� $� ���


���� �������� 
��
 
�� ��
� !�� ���
����� ��"����� ��� ��� ��� �! 
�� 2n ����� ������

��
�� !�� ��
� � �
���� ��


d(xA)

2n
= αkn−1dk(xA)

2n
���%	�

*�� 
��� �� ���� ���� �+�����
����� ,! � ���������� �� ������� ��
� kn ����������


��� ���� �! �
� ����� ��
���� ������
� �! kn−1 �������� ����� ��� 
�� ��
� �
 ����� ����


����� ��"��� 
������ ��� �! 
���� �� dk(xA)/2n� $�� ����
����� α = 1/k �� ��)����� ��

� ������� ������� �������� 
��
 
�� ��"����� ��
�� ��
�� ��
���� 
�� �������� ��� ����


�
����� � �
�� ���� ������ ����� ���
��� ��� -)��
��� ��%& ��
� α/2n ����� 
����!���

���



� ��������	
����
 ��
�����
�

������ ���	 
��
��� ������������ ��� � �� ������� �� ��� �����
 ����� �� ������ �����
����� �� � ������ ������� A ��������� ������� ���� �� ��� ������ ��� ����
�� ��� ����
����� ��� ��� ���������� ������� ���� ��
� �� ��� ������ ��� ����
� ��! ��� �� ���
���������� "���! ����� ��������� ��� ��� ����������! 
�!��# �������� ��! !����! �����
!����� ��� ������� ��� � �����
 ���� � ����������! ������ ��� ����
� $� 3 × 3 × 3
���!%� &������ ������� $!����! ����%# ��� !���
��� ��� '���� !�(����� ��
����! �� ���
��� ����������! �����

��� !�(����� ���� ��� � ������� A �� ���� ��� �������� �� � ��� ����������! ��� ����
�

$��� ���� c �� ��� ����
� 2 �� 3 �� ������ ����%�

)�������
� ��� � ���������� ����! ������� ��
������� ��� �� ������ �!����! ��� ���


���� ���������� ����� ) ��� ���� �� ������! ���� ��*� � ���
�� ��� ����
�# ���� ��� ���

������� �� ��� ����� 
����� X ��! ������������ 
����� C� ��� ���� ����� ��
� ��� �

!�(����� ���
 � ��� ���� c �� ��
� �������� �� ����� ��	

τc = min
i∈[1,N ]

{t1(xc,i), t2(xc,i)}, $��+�%

����

t1(xc,i) =
− lnU(0, 1)2nk

fcdk(xc,i)
, t2(xc,i) =

− lnU(0, 1)2n

gcdk(xc,i)
. $��+,%

������ fc ������ ��� 
��� ��!�� �� c ���� � ��� ����������! ��� ����
� �� � ��������#

����� gc !��� ��� ��
� ��� ��� ����� $���� ������ ����%- �� ������ �� ���� ������� �� ��

.���# ���� ��� ���������� ��
� �� ��� �� ��/����� 0� � !�(����� ��*�� ����� ���� �� c ��!

t1 < t2# ���� � ������ �� �������! ��� �� ��� ��� �� ����������� ��� ����
��- �� ������!

t2 < t1# � ��� ���� �� ������� &������� � �������� ������ � ����������! ��� ����
� ���
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�� �
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	 ���	 �� � �����	 ����

�����	� �	���
�	�� �� ��� ���	 ���	�����	� � ���� ��	� �����
� ���	 �����	� �
��	�

��� �	 
��	 �� �������� �	�	��� ���������	 �� ���	 �� �� ��
���
����� ����� �� �
��

�� �	��� ���	�
��� �
�� �� ����	� �
�� � ���	 ��� �	 ���	
�� �	��	�	��	
�  �� �
��

����
 ����� ���� �����
	 � �	�� ����
 ������������� ��
 
�	� ��� ����	 �
	 �����	�


�� �� ��	�� �����	� 	�����	�� !��	�	�� �
	 ����� �
	� �� ��	 ���	 �
�� ��	 ����

�����	 ��	� �� �
	 ���
� 
��	����� " ��� �
	 ���������	� �� ��
���
��� �� ������	


�� 
��	 �� �	 �����	�� �
��
 ��� �	 �	����	
 �� ������������ �
	 �������� ���	� ����

�����	� �����	���� #
�� �	�
��$�	 �� ���
��� �	� ��
 ���	�
� 	����	
 ��� 
	��
	� �� �
	

�	�
 �� ������	� ����
��� ��
	� �
	 ���	 �� 	�
���
������ %�
	 ����	�� �� ����	�����

� �	��	���� �	��	�	������� �� � ����
	��� ��
	� ���� � �	� �� ���	�� &���	�� 
�����

� �����	� ��	�� ���	�' �
�� �	�� �	��	�	�� �
�� ����
	��� ��
	� ���
�� �
	 
����	�	

	�
�� �����( )*+,-./ &���� ����� �� �����	 ����
	���� .0 ���������	������ �� �	��


	�����������'�

�������� ���	�������� �� ������� ����
����� �������
�� 	��	������� �	����� �� � 
������

�������	�������� ������� ����������� 1��������	� ���	��	����� ���
 �� ��
���
��� ��	

����� �� ���� �����	���� ��� �
��
 �
	� �
	 ��������� �������
� 
	�	��� �
	 ���	� ����	����

������	
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��� ��	 
��������	
 ����� ��		 ���	�� �
��
 ��� �	 	��
	� �	��� �� �
	 ���	 ����

�����	 �� �	��
���� �
	�	���

#
	 ���	������� �	��		� ��
���
���� ��
 �������	� ���
�� ���������	� &�� �����	���'

�� �	�� ������� �� �
�� 
�� �		� 
������	
 	����	�� 6
	�	�	� � �������	 ���	� �� 
�7��	

���� � �	���� �	������� �� �� ��
���
���� �
	 ���	� �	�	� ������	�� �� � �������������
�

���������� ���	��	��� �
�� 	�	�� ��
 �
	��� �� � ����	 �
������ ���	 �		
� �� �	 �����	


�� ���� +���	��	��� 	��
 �������� ��
��	 �� �� ��
���
��� ����	� � �	������������ ��

��� ���������	� ���	��	����� ���
 ��� !��	�	�� �
�� ����
 �	 � �	��������	 �����	�	��

�� �� ������ �	�� ��	$�	����� ��	�� �� ��
���
���� ���	 ���� ��
 �
�� �
	 ���	 �	��		�

��� �������� ��
��	� �� �	�� �
���� #
	�	 ��	 
�7	�	�� �	�
�
� 
�� �� ���	 �
�� ��	�

���	 	8��	��� 2�� 	�����	� ����	�
 �� 
���
��� � ���������	 ���� kn �	��� � $��
��		

��������� ��� �	 ��	
 )2 39/ &�� ��� .0 	$�����	��� �
	 ����		'� �
��
 ��� �	
��	 ���


�
	 	7��� �� ��
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	 ����	� �� �����	��� �

	
 ��

�
	 �������	�������� ������� ���������� �������
� &�		 2����	 3�4�'� 2���
	����	� �� ��
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��� �� � ���������� 
� ��������
 � ��������������� ����������� ���
������ ������� ��� 
�� ��������� ������
�� �������� �� 
�� �����
 ���� k = 1 
��� �� 
��
��
��� ����������!� ��! "��������� 
�� ���
�
��� ���
� k ��

�� ���
���� 
�� ����������
�� 
�� ��
�
�� ��! # $���
��� ���
�
��� %�
� � ��&���� ���
� �� ����
� ��� ������
�� ��% ����������� �� '( ���� ���� 
��� 
�� )( ��$����� �� ��! ��� k = 8�

��
 ��������� 
� ��
����� ������� 
�� ��������� �� 
�� ������
��� ��
 ������ ��� 
���

���� 
� �������
� 
�� 
��� %��� ��
��� � ���
���� %��� ����� 
�� ���������� �� �������

%�
� 
�� ����������� #�
�� 
�� ���
�
������ ���� ��� �� 
�� ��������� ��
 �������� ���


�� ���� ������
��
��� �� ���
����� ��� 
���� �������� 
���� �� ���������
 ���
��� ����

�������� � �������� ����� ���
 �� �� ���������� �� � ����������� *�
 xA ����
� 
�� 
�
��

������ �� ���
����� ��� ������� A �� ���������� l ��� k̂ 
�� ������ �� ���� ���������

�� l �� k̂ ∈ [1, kn] ��
 ����
 ��� �������� ��� 
� �� ���� �
���%��� ��
���� %���� 
���

����� ������ 
�� ����������!� +�% �$��
���� ������� 
� ��(� ��� ��(	 ��� ���� %����

�������
� 
�� 
���� %��� 
�� ��&
 ���
���� %��� ��
��� ����� 
�� ���������� � t1 ��� t2!

�� ��
 
�� ���������� �t3!


t1(xA) =
− lnU(0, 1)λ2

svk̂

flDkxA

, t2(xA) =
− lnU(0, 1)λ2

svk̂

glDk2xA

, t3(xA) =
− lnU(0, 1)λ2

svk̂

hlDk2xA

,

���(,!

%�
�

� fl �� 
�� ������ �� ����� ������� 
�%���� � �������
�
����� ���������� ���� ��

������ ��,!

� gl �� 
�� ������ �� ����� ������� 
�%���� ��������� �� ����������� �����������

-�(
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 ���� �� ������ ��	!" 
��

� hl 
� ��� ������ �� ����� ��
���� ���
��� ��������� �������� �� 
� ��������
�

 ����� �� ������ ��	!�

���� ����$�
���� �
� �� ����������� 
� 
 ���� $��� ����� ��
���$�
����
 �
������� �����
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x1,1 x1,2 . . . x1,N

. . . . . . . . . . . .

xL,1 xL,2 . . . xL,N

xL+1,1 xL+1,2 . . . xL+1,N

. . . . . . . . . . . .

xL+kn,1 xL+kn,2 . . . xL+kn,N

xL+kn+1,1 xL+kn+1,2 . . . xL+kn+1,N

. . . . . . . . . . . .
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. . . . . . . . . . . .

x(L+1)kn,1 x(L+1)kn,2 . . . x(L+1)kn,N
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Ra : A+B
c1−→ ∅,  ��
!"

���� c1 = ∞� 
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��� �
 ��� ��������
 �� A ��� B ��� ��
��� ��� 
��� 
��#������ ����

������ ��� ���� ����������
 ��� ����� �� ��� 
�
���
 ������
 �� ��� ����������

��� �������� �$��� 
����� ��% �� ������ ����
 �����&������� 20% �� 40% �� ��� ������

������ �
 �&������ �� �������������
 '(��)	� *+,)-.� 
� ��� 
�/� ��� ������ ��

����������
 �
 ���
�� �� ��0��� ���
� 
�������
� ��� �&������ �� ��� ����������
 ����

��� 
��� �������� 
���� ���� �����
 r = 1� ���� ��� ���� � 
����� ��1��� �������
 �


πr2 = π% ����� ��� 10× 10 ���� ��� λsv = 1� ���� ���� ����������
 �&����� ����
� 28%

�� ��� �������

2� ������ ��	
 ��� ��
������
  
) �����������
" ��� ��� ���� �� ����
 ����� ���� ��

��� ���������� ��
 �������� ��� 
���� ��� ����� 
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 ��� ����� �� ��� 
�
���
� ���� ��� ������� ����

����� 
)) ��������
 ���� ����� ������� A ��� B ��������
 �
 ������ �������� 4�� ���

���� ��� ����� ��
� ��� 
������� ��������� �� ��� ��� ����
 �
 ������ ���� ����������


��� ���
���  σ = 0.05"% ��� ��
���
 ��� 
����� ���� �� �������� ������� ���� 0.34 s ��

0.62 s� �������� �� ��� ������ 
�������� ����� ��� ����
 �� ��� ������� ���� ����

���� ��� ����  0.23 s �� 0.25 s� ���� σ = 0.006"� �������� ��� ��$������ �������
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�TAG� �� ����� �������	 ,6%.
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���� �� �������
����� ��� ��������� ��������� ������ �

 ��
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��1�
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���� ���� ��� ����
� ����� ������ ������
 7��� ��

�8� ��� ����������� �� ���

�������� ��9����� ������ ���� ���� ��� �� ��1� �� "� "��&�� ���� ���� �
�����
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���� ����� ����� ���� �����
 �����
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����� ���� "���� ���� �� ��� ������ ���������� �������� ���� ���1������
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X = {XLD}
XLD = {FLD,1, . . . , FLD,O}
FLD,i = {pi, r, xi,perA,x

i},
�-�./�

��	
 xi = (xi,pHSL, xi,TAG, xi,freeA, xi,gly)� �
� ������ �� ���
�
�
�����	�� ���������

���	���
 �xi,perA� �
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���������� FLD,i, i ∈ [1, O] � 
����� ����	��� ��� 	��� �����% 	
� ������
��� �� � TAG

��	� ���� ���� ��� �������� ��������
 ��
�
� ������
 ��� ����� �� xi,freeA ��� xi,gly�

�� pHSL%

Rl : X̃ × N → X̃

Rl(X, i) = {{. . . , {pi, r, xi,perA,x
i
new}, . . .}}

xi
new = xi + (0,−1, 1, 1)T ;

�-�..�
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⎛
⎜⎝x1,PKA x1,HSL x1,pHSL

· · · · · · · · ·
xL,PKA xL,HSL xL,pHSL

⎞
⎟⎠ ����� 
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� ��� pHSL ����"����

Rp : PKA+HSL → PKA+ pHSL ����� 
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&��� �	���� ���$��� ��� ������������

��� �
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�� ���� 
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Rpp : N
L×N × X̃ × N → N

L×N × X̃

Rpp({X, X}, i) = {X, {{. . . , {pi, r, xi,perA − 1,xi}, . . .}}.
����) 
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RpH : NL×N × X̃ × N× N → N
L×N × X̃

RpH({X, X}, i, l) = {X− 1L×N
l,pHSL, {{. . . , {pi, r, xi,perA,x

i
new}, . . .}}

xi
new = xi + (1, 0, 0, 0)T ;
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