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QS8 et gwei concentuifche Suvvert oder Flachern jweiter
Grapes it ihren Hauptadier zujammeniallen, jo bilden legtere
et Beiberr Kurven, refp. Flachen gemeinjdaftliches Syjtem
‘conjugivter Durdgmefier. Dentt man fid) nun die eine Kurve
ober lddhe feft, die andbre wunter Veibehaltung des gemein-
fdpaftlichen Mittelpuntt's Delicbig gedreht*), fo entfieht bie
Frage, ob bie beiden Kurven oder Fldden aud) damw nod
gemeinajtliche  Syfteme conjugivter Duvdmefjer, eventuell
wie viele bejigen. Die Veantwortung diefer Frage ift dev
Swect rtaditehender Unterjuchung.

I Surven.

Die Gleidungen der Deiden cenfrijhen Linden Fweiten
Grades, der Gllipe und Hypevbel (ber Kreid bleibt jelbjtredend
hier ausgejdhlofien), fonmen wnter der gemeinjdaftlichen Fovnt:

1) Ax? - By! = K

sufanumengefaft weeden, fobald nur unter B der abjolute Werth
biefer Grofe verftandben wird. Dag Hauptacdhjeniyjtem  dex
durd) die Gleidung (1) veprafentivten Kuvve foll als Coor-
binatenjyftent su Grunde gelegt werden.

#) Bet Kurven i dev Ghene dev evten.



Die sweite concentrijhe Kurve Habe, auf thre S;jauptacrﬁeﬁ
besogen, bie Gleichung:
Alx'? Bly’2 g
Beieht man fie aber auf das su Grunde gelegte Coor- -
binatenjyiten, jo geht in Folge der befannten Fovmehr fiiv die
Trangformation tedytwintliger Syfteme mit demjelben Anfangs-
puntte thre Gleidung iiber in:
2) Ix? 4 My? 4 2Nxy = X!
wo, wemt e der Dvehungdwintel begeidynet, die Coeffiienten
folgenbe Werthe haben:
L = A* cos.? @ |~ B* sin.? .
M = A' gin? ¢ 4 B?* cos.? e
N = (A — BY) sin'e ‘cos. e

€8 fetert 1t
3) = — v e =iy
bie Gleidhungen frgend gweier Durdhmefjer beider Kurven.
Diefe beiben Duvchmefjer find befanntlidh) einander conjugivt,
went die Tangenten i den Endpuntten be§ einen bem arndern
pavallel find.

Die Coordinaten der CEndpunfte cines Durvdhmefjers er-
geben fih durd) Cutwicelung von x wund y aug bev Kurven-
gleidhung wund dev des Detveffenden Duvdymefjers, und pwar
findet mart fitx dic betden Durchidhmittdpuntte ded erften Durch-
meffers mit dev Kurve (1) nachftehende Werthe:

T, /K

S B VAnilz T B

[/Ix

st Paw k)



Mit Hilfe der befannter Formel
g it g o5 R T ol o
= e — = o i i y) =20

erhdlt man fiiv bie in dert Enbpunften diejes Duvchmefjerd an
bie Kurve (1) gelegten Tangenten folgende pwet Gleihungen:
Am;x + By = + VK VAnm* + B
und
Amx + By = — /K VAnm,* + B.

Die Bebingung, dafy diefe beident Tangernten dem weiten
Durchmefier pavallel find, ift fitv beide bdiejelbe, ndmlic):

4) Ammy; + B = 0.

G3 ift flar, dafy man diefelbe Gletdhung (4) erhalter hdtte,
wemt man in ben Cndpuntten ded pweitert Durcdhmeffers an
bie Kurve (1) Tangenten gelegt uud die BVedingung aufgeftellt
hatte, unter weldher leptere dem erften Durdymeffer parallel find;
man braudyt, wm fid i)icrnon au diberzeugern, i ber wvorigen
Redrmung nur den Jnbder 1. mit 2. su vertaujdhen. Die mit
(1) begeidhete Gleichung ift fomit die eingige Bedingung,
weldhe ftatthaben mup, wenn bdie beiden Durcdhmefjer (3) in
Beztehung auf die Kurve (1) einander conjugirt fein follen.

Gang it derfelben Weife erhdlt man eine Gleidung,
weldye diefe Bebingung in Begiehung auf die Kurve (2) enthdlt.
(Die zeite Gleichung wird, wie oben, mit der exften identijd).)

Die Coordinaten der beiden DurchichnittSpuntte des erften
Durchmefiers mit der Kuvve (2) find:

X =7 Vim® L W+ 20m,

Y =% Vins + N F 2w,



Die an die Kurve (2) in diefen Punften gelegten Tan-
gentent haben die Gleichungen (beide gujammengefaft):

(Lm, + N)x + (Nm, + My =

i o4 X! J/Im? + M + 2Nm,
und fie find dem pweiten Durdymefjer pavallel, wenn
b) Imm, + M -+ N(m, - m,) = 0.

Gollen mut die beibent Duvchmeffer (3) eint den beiden
Saeven (1) und (2) gemeinjdaftliches Syftem conjugirter Durd)-
meffer bilben, jo miiffen die Gleiungen (4) und (5) jugleic)
ftattfinden, und fomit find bie juv Befttmmumg der beiden
Ricgtungseoeffizienten my und m, evforderlichen gwet Gleidhun
gen gefunden. Da mun leptere in Begiehung auf bdie rejp.
unbefannten Grofen vom crften Grade find, fo evgiebt fic)
aus ihmen fite jeden dev beiden JNidfungscoeffizienten immer
je ein veeller Werth. 8 folgt hievaus, dbaf gwet concen-
trifdhe Rurven zweiten Grades tn jeder beliebigen
Lage cin gemeinjdaftlides Syftem conjugivter
Durdhmeffer und nur dicjes cine bejipen

Vielleicht mochte ¢ von Jutereffe fein, s unterjuchen,
ob Ddiefe, beiben Kurven geneinjdaftlichen conjugivten Duvdy-
meffer wnter Umftdanden jujammen fallen, mit andern Worten,
ob die beiben Nichtungseoeffisienten my und m, gleiche Werthe
ethalten fonmen. Vet pwel Clipjen (wo B einen pofitiven
QWerth) Hat) ift diejer Fall nicht moglich. Demn gejebt, m,
wdre gleidh) m,, fo ginge die Gleidhung (4) itber in:

Am,2 4+~ B =0
und m, erhiclte tm Widberpruch ju dem Obigen den imagindven
Werth




(;

Diefer Widerfprud) fallt Hingegen fort, wern eine oder
beive Kurvert Hyperbeln find, da B hier einert negativen Werth
bat, und in der That ift aud ber analytiihen Geometrie ein
Beifpiel fitr das Jujammenfallen zweier conjugivten Durd-
mefjer in den Ujymptoten der Hyperbel genugjan befannt.

IL Jfdaden.

Sdlieht man die fpesiellen Fille aus, wo eine Fldce
smeiten Grades ju cinent Kegel, Cylinder oder ju einem ebenen
®ebilde wird, fo Baben die brei Mittelpunttsfidchen weiten
Grades, das Gllipoid, das einfade und bas getheilte Hyper-
boloid die gemeinfame Gleicdhung:

1) Ax? | By? + Oz = K.

Dag Hauptacdenfyftem der burd) dieje Gleidyung reprdfens -
ticten Suvve moge aud hier als Coordinatenipitem ju Grunde
gelegt werden.

Die weite concentrijhe Fladge fei, auf thre Hauptachien
begoger :

Alx’? Bly’2 -2 Q172 — K1

Jhre Gleidhung nimmt in Folge der hier sur Amvendung
fommenden Trandformationdformeln die Form an:

2) Lx? 4 My? 4 Nz? 4 2Pxy 4 2Qxz + 2Ryz = 16

wo, et man ur Abkirzung fett:

cos. (xX'x) = e, COS. () == a’, cos. E7i— o’
cos. (y'x) = @, ¢os. (yy) = [, cos. (y2) = g

% ’ / ’ "
cos. (zx) = y, cos. (z y) = ¥, co8. (z2) = y

pen Goeffizienten folgende Werthe sufommen:



L = a?A! 4 F2B! - 4201
M = ¢?A' 4 2Bt | 5201
N == ¢/2A1 - g72Bt 4 ,72C1
B o e B b G
Q = ad’Al  FFBL Ly 08
R = ca’A' 4 FB"B! 4 /4"CL,

Die Gleichungen frgend dreier Duvdhmeffer beider Flachen
fetert:

3) {x == jx = myz [xX = myz
¥ Uy = e
Conjugivt find dicje dbret Duvchmeffer, wenn die Chene je
gweier den Tangentialebenen in dew Endpunften des dritten
pavallel ift. e it nad) befannten Regeln ber analytijchen

Geometrie bie Chene bes zweitern unbd dritten Durcdhmefjers:
(g — m)x 4 my — my)y ~+ (myn, — myng)z = 0
oie Deg erftent umd britten: ;
e(mg — nPX - (M — M)y -+ (mun; — mng)z = 0
enblich die beg erftent und gweiten:
(g — m)x + (m; — mp)y + (myny — myny)z = 0
Die Coordinatert der beiben Durchichnittpuntte des crften
Durchmeffers mit der Flache (1) find:

A S ml\/I\
v Am;? -F Bn,? J O

Xy i nl \/h )
V' Am,? - Bn,? | C

ehyi fk,
vV Am,® | Bn,? I C

X

H
=

H
15l

I
&



9

Die Crbpunfte bed poeitert unb dritten Durdhmefjers in
Begiehung auf bdiefelbe Flache (1) gehent hieraus hervor, wenn
man dent Jnber 1 mit 2, vefp. 3 vertaufdt.

-

Die Armwendung der befannten Formel

dF dF dF

= (§—X)4—®(77—y)+ a‘z—(é"—z):()
liefert al8 Gleichungent ber in der Cndpunbten des erften
Durdhmefferd an die Flade (1) gelegten Tangentialebernen
(beibe sujammengefaft):

Amx + Bny + Cz = + v’ K vVAm?  Bn? | C.
Beide Tangentialeberen jind der Ebene bes zweitert und
prittent. Durchmefjers pavallel, wem:
{Auml(m2 — my) = Bn;(ny; — n,) und gleichzeitig

Amy(mgn, — myny) = C(ng — ny).

Man fann diefert beiben Gleichungen cine beffeve Form
geben, wen man aus ihnen uerft my und darn m, eliminict;
mant evhdlt algdbanm:

{Amlm2 -+ Bnyn, 4 C
Amm, -+ Bnyn, - C

0
0

Ferner finbet man al8 BVebdingungen bdafiir, daf die in
bent Cnbdpunften des yweiten, vefp. dritten Durcdhmeffers an die
Flache (1) gelegten Tangentialebenen (beven Gleichungen aus
den fitr den erften Duvdhmeffer geltenden durd) Vertaujdhung
bed Jnber 1 mit 2, begiigl. 3 hervorgehen) den Chenen ded exjtert
und Dritten, vefp. ded erften und Fweiten Durchmefjers pavallel
find, die beiben Gleidhungdpaare:
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{Amz,(m1 — mg) == Bny(ng — ny)

Am,(mgn, — myng) = Clng — ny)
und
[ Amy(m, — my) == Bny(n, — 1y)
11\1‘113(11]2n1 — myn,) = C(ny — n,)

weldhe durd) Glimination von my und m, vefp. von m, und
m, i folgende iitbergebhen:
Amymy -+ Bon, - C
Amy,mg; 4 Bnyng |+ C = 0

|

und

[ Amymg -+ Bnyny -+ C 0
1 Amgmg + Bngny ++ C = 0

I

Wie man fieht, ift aber von den o erhaltenen Bedingungs-
gleichungen die evfte mit der dritfern, die jeite mit ber fitnften
bie vierte mit bev fechften identifh; daher vedbugiven fich diejel-
- ben auf folgende drei:

4) J:\mlmz -~ Boyny, 4+ C =0
Am;m; + Bon, + C = 0
\!\mzm3 -+ Bngng 4+ C = 0

Der Definition gufolge dritckt aljo dag Syjtem der Glei-
dungen (4) die Bedingungen aus, welde ftattfinden miifjen,
wennt die dret Durdymeffer (3) conjugirte Duvdymefjer ber
Flache (1) fein follen.

Mm diefe Bedingungen in Veziehung auf die Fldde (2)
s evmitteln, verfabren wir durdhaug analog.

Die Coordinaten dev beiden Durchjchnittdpunite ded erften
Durdhmefiers mit dev Flache (2) find:
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X_4_ - s S ]/Kl AR R AR
]/Lmlz -+ Mn, 2 —]— N F 2Pm;n, 2Qm, —}— ZRn
it }/h‘ HIgT i
- ]/Lm —F Mn,? - N-F 2Pm;n, -+ 2Qm, | 2Rn,
| 2'S

B VLm-l € + Mnl N 9Pm,n, = 2Qm,; 2Rn1

Hicvaus cvgebent ficdh wic oben dbuvd) Vertaujdhung dev
Sudiced die Cndpuntte bes zweiten und dritten Duvdymefjers.
Die Tangentialebenen in dben Cndbpuntten -ves ervjten Durd)-
meffers find:

(Lm, + Pn, + Qx + (Pm; 4 Mn, + Ry 4+ Qm,
-+ Rn, + Nz = + JVK!

VIm? F Mn?® + N + 2Pmn; 4 2Qm, + 2Rn,

und fie ﬁnb per Ghene des jweiten und dritten Durchmeffers
pacvallel, wemn:

j (Lmy - Pn, -+ Q)(mny — my)==(Pm, -}- Mn, - R)(ng — n,) 1t
| (L, - P, - Q)(myn, — myng)==(Qm, + Rn; +N)(ns — 1)

oder nad) Elimination vorr my, refp. my, wenn:

Lmm, -+ Mnn, 4+ N - P(mn, »J,;mgnl)
J~|~ Qm, + m,) + R@, |+ n} =
| L, my -+ Mn,n, + N -+ P(m,n; -} myn,)

|+ Qm, + my) + R@, + n)) =0

Qe dbnlicher Weife (am einfacdyften durdy Vertaujdhung
ber Jndices) findet man jwet Gleihungspaare, weldhe dic Bedin-
gung dafite enthalten, daf die Tangentialebenen i den End-
punften bes gweiten und dritten Durchmefjers den Chenen des
evfte und Dduitten, vefp. ded crften und gweiten Diameters
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patallel find. €3 ift aber flar, dafy, wie oben, je zwet dicfer
fechs Bedingungsgleichungen identijch fein werden, und daf fich
diefelben auf folgende dret reduziven: :

r

5) Imm, -+ Mnn, + N 4+ P(m,n, + mm,)
+ Qm, 4+ m,)) + R, + n) =0
Lm mg -+ Mnng 4 N - P@n,n; |~ mgn,)
-+ Qm, + mp) - R{n, 4 m;). = 0
Lm,m; + Mn; 4 N 4 Pm,n; 4 myn,)
-~ Q@m, = mg) R0y - ng) = 0

Die drei Durdymefjer (3) bilbert mut ein den beiden Flachen
(1) und (2) gemeinichaftliches Syftem conjugivter Durchmefjer,
wennt die fechs Gleichungen (4) und (5) zugleicdh ftattfinben.

W ju unterjucher, ob audy bhier die jechs Ridhtungscoceffi-
sienten jtets veelle Werthe erhalten, woller wiv einen derfelben,
etwa m,, beftinunen.

Multiplicivt man die erften beiden Gleichungen deg Syjtems
(4) vefp. mit my und m, und fubtrahivt darn die jweite von
per erften, fo fommt:

Bn(man. — mong) = Clmsi— m_ ) =0
Dicjelben Gleihungen multiplicive man vefp. mit ny und
n,, fo erhdlt man durd) Subtraction dev evften von der pweiten:
Am (mgn, — myng) + Clm, — ng) = 0
Durd) biefelben Operationen evgeben fidh aud den evjten
beiden Gleidhungen des Syjtems (5) folgende zwet Gleichungen:
(Pm, - Mn,” 4 R)(mgn, — m,n;) 4 (Qm, 4 Rn, - N)
(mg —.m,) =0 und
(Lm, -~ Pn, + Q)(myn, — m,n;) |+ (Qm, 4+ Rn,
N)m, — n3) =0
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Dividivt mant jept die erfte und bdritte, jowie die zweite
und vierte dev sulebt entftandenen vier Gleichungen duvd) ein-
anber, jo exhdlt man:

Bn,(Qm, -+ Rn, 4 N) = C(Pm, - Mn, 4+ R
und
Am,(Qm, - Rn, 4 N) = C(Tm, 4+ Pn, -} Q)

weldhe ywet Gleichungen nur nocd) die Unbefannten m, wd
n, enthalten. Aus der lepten ift:

6) i Sl Gl s Q) — A(Qm e il
1o ARm, — cP

Durd) Subjtitution diefed Werthes in die vorhergehende
Gleichung evgiebt fid) zur Beftimmung vor my eine fubijdhe
Gleichung vor der Fovm:

7) Am, % - Bm, %2 4 Cm, + D =0

€3 ijt flar, daf man durd) analoge BVehandlung von je
gwei andernt Gleihungen der Syfteme (4) und (5), dba ja die
wnbefanntent Grifen it jenen fedhd Gleichungen fymmetriich
vorfommen, bdie ndmlicge fubijhe Gleihung (mit denjelben
Coeffigienten) fitr my und fitv my; erhalten wiitde. Hievausd
folgt, daff, wenn mar eine Wungel dev qu. fubifhen Gleidjung
fiiv den Werth von m, nimmt, dic beibert andevn Wungelnt
bie Werthe vor -m, und my feirt werden.

Dwed) Anflsiung jener Eubijdhen Gleichung findet man
alfo die Werthe der dret Grofen m;, m,, my, und indem man
bieje ntadh eirtander i die Gleihung (6) eintvdgt, evhdlt man
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bie Werthe von m;, n,, ng. €3 bleibt jebt 1tody iibrig, su
beweifen, baf diefen fechd RichtungScoeffizienten immer veelle
Werthe ufommen. Dies ift der Fall, wenn bie tubijdhe
Gleidhung (7) dret veelle Wunzeln Hat; denn aus bev Gleichung
(6) folgt algbamn wumittelbar, daf aud) die Orofert ny, n,
und n, teelle Werthe befiper. Nun Hat die Gleidung (7)
als fubijche mindeftens eine veelle Wurgel ; duvd) Subjtitution
derfelben in die Gleidhung (6) exhdlt aud) n, einen veellern
Werth, weil [wie ebent die Gleichung (6) seigt] ny eine ratio-
nale Funftion vor m, ift. Sept mar diefe veellen Werthe
pot m, wnd n, it Die erften und aud) in bie aeiten
Gleidungen der Syfteme (4) und (5) cin, fo evhilt man vier
Gleidungen, von denen die beiden evjten wmww nod) die Unbe-
fannten m, wnd n,, die beiben leften wmw nod) die Uibe-
Fantent my und ny enthalten; da diefe vier Gleidhwngen in
Beziehung auf die vefp. unbefannten Grofen vom erften Grade
find, fo crgebent fich aus ihnen veelle Werthe von m, und 1, '
und von my und ny. Nun find aber demt Obigen sufolge m,
und m, nidhts Andres ald bie pweite und dritte Wungel dev
fubiicgent Gleidhung (7), weldhe Dievnad) tmmer drei veelle
Wingelit Hat.

Wir erhalten fomit den Sab:

Zwei concentrijhe Fladgen zweiten Grabes
haben in jedber beliebigen Lage ein gemeinjdafi-
lides Syjtem conjugirter Durdmefjjer und gwar
nue diejes eie.

Seplieplich moge audy hier nodh die Frage evdrtert werden,
ob von den drei gemeinjdhaftlichen conjugivten Durchmefjern
swet ober alle dret jujammenfallen fonnen. Sind die beiden
Slachert Cllipjoide, fo fann febier dicjer beiden Flle eintreten.
Nimmt man ndmld) an, daf m, = m, wire, fo mitpte
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nothwendigerweife aud n, = n, werdert; die evfte Gleidhung
bes Gyftems (4) ginge algbamt ftber in:
An %+ Bn?2 - C=0

und fowohl m, wie n, erbiclterr gegen das obert Bewteferne
imagindre Werthe. Jn derfelben Weife ldft fih zeigen, dap
m, aud) nicdht gleidy my, und m, nidgt gleic) my e Lam.

Der hier auftretende Widerfprud) evftvedt fid) abev nicht
auf die beibert andern centrijdhen Fladen gweiten Grades.

@//(@@N
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bie Werthe vort ny,
bewetfen, dafy diejern
Werthe  zufommen.
Gleidhung (7) dret ¢
(6) folgt alsbamn w B’
und ny veelle Wertl
al8 fubijche mindejte
berfelben in die G
Werth, weil [wie eb S
nale Funftion voin »
port m; WD 1, l}\
Gleichungen der Syjt g
Gleihungen, von det i
fannten m, und n,
fannten my und ny
Besiehung auf die ve
jind, jo ergeben jich FERR
WD Vor my D nyl
umd m, nichts And
Fubijchert Gleidhung E’
Wngelt Hat.

Wir erhalten o 20
Bwet concen ?Lw

bleibt jett nodh itbrig, u
Scoeffizienter immer rveelle
Fall, wenn die Fubijde
its Denn aus der Gleidhung
audy die Grofen n,, n,
Wt hat die Gleidung (7)
“Rurgel; durdy Subftitution
alt aucy n, einen veellen
18 (6) seigt] n, eine vatio-
man dieje veellen Werthe
wd audh in die zweiten
“P) ein, fo erhilt man vier
Critent nue nody die Unbe-
Bt nur nod) die Unbe-
biefe vier Gleihungen in
Grofen vom erften Grade
“1e Weethe von m, wnd n,
Pt Dent Dbigen jufolge m,
ite wnd Dritte Warrzel der
eonad) tmmer dbrei veelle
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haben in jeber b( < ge ¢in gemeinidgafi-
lidgesd Syftem cor 2 urdmeifer und jwar
e diejes cine. Q
Shlicflicy mige o [ Die Frage exgutert werden,
ob vont den bdrei ge > conjugiten Durdhiefjern
ik UDCI“ (’1“0'51‘“ e 0 tinnen.  Gind bie beiven
Slachen Cllipfoide, fo Z v beiben Falle eintveten.
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