
Dieses Werk wurde Ihnen durch die Universitätsbibliothek Rostock zum Download bereitgestellt.

Für Fragen und Hinweise wenden Sie sich bitte an: digibib.ub@uni-rostock.de

 
 
 
 
 
Carl Piper  
Gestalten der Kurven vom vierten Grade, deren Gleichungen nur gerade
Potenzen der Coordinaten enthalten
 
Rostock: Stiller'sche Hofbuchhandlung (Hermann Schmidt.), 1871  
http://purl.uni-rostock.de/rosdok/ppn1765223407  

Druck      Freier    Zugang               OCR-Volltext 

http://purl.uni-rostock.de/rosdok/ppn1765223407


H9eslalsten

Ruxven vom prerten Grade,
deren Gleichungen

nur grade Potenzen der Coordinaten

—J Iten

VKon

Carl Piper.

Eine an der philosophischen Faenltät zu Rostock am 28. Februar 1871
gekrönte Preisschrift

RNRostoch
Stiller'sche Hofbuchhandlung.

(Hermann Schmidt.)
1871.



Seinem hochverehrten Lehrer

Herru Dr. B. Möllmann

Hannouver

widmet diese Schrift in dankbarer Erinnerung

der Verfasser.



Inhalt.

Seite.
s. 1. Eintheilung der in Rede stehenden Kurven in 3 Hanptabtheilungen und

der Hauptabtheilungen in Unterabtheilungen.
Hülfssätze zur genaueren Untersuchung der Kurven.

Gestalten derjenigen Kurven der ersten Hauptabtheilung, welche Knoten
punkte haben.....
Bestalten der übrigen Kurven der ersten Hauptabtheilung
Hülfssätze zur Untersuchnng der unendlichen Kurvenzweige, besonders über
ihre Asymptoten.

8. 6. Gestalten der unendlichen Zweige der Kurven der zweitenHauptabtheilnng
z. 7. Gestalten der Kurven der zweiten und dritten Hauptabtheilung. ..

5



8. 1. Wenn man die Kurve, deren Gleichung ist ay! 4bx -4
 oy* x dy ex I fo, construiren will, so construire
man erst den Kegelschnitt ay? -- bxe —oyx 4y e—
—o. Ist dann y S6, X ein Punkt dieses Kegelschnittes, so sind
 VB V,y -VB, XS Ve, Vx-Vej
 *—VB, X — V sämmtlich Pnukte der zu construirenden Kurve.
Man kann also aus jedem Punkte des Kegelschnittes im 1. Quadranten
vier Punkte der Kurve ableiten, also beliebig viele Punkte der Kurve
construiren und diese durch einen freien Zug mit einander verbinden.

Wir theilen nun die in Rede stehenden Kurven in 3 Hauptabthei—
lungen, und zwar sollen in die 1. Hauptabtheilung diejenigen gehören,
welche keinen, in die 2. die, welche vier, in die 3. die, welche acht unend
liche Zweige haben. Man sieht, daß die Kurve in die I, 2oder 8.
Hauptabtheilung gehört, je nachdem der Kugelschnitt im A. Quadranten
keinen, einen, oder zwei unendliche Zweige hat.

Ich theile nun die Kurven jeder Hauptabtheilung in Uuterabthei
lungen nach der Anzahl und Lage ihrer discontinuirlichen Theile. Diese
sind immer leicht aus dem zugehörigen Kegelschnitte zu bestinimen. Ist
z. B. der Theil des Kegelschnittes, welcher sich im 1. Quadranden
befindet, eine Linie, welche zivei Punkte der positiven Ordinatenaxe ver—
bindet und die Abscissenaxe nicht berührt (Fig. 4), so besteht die Kurve
aus zwei außerhalb einander liegenden Ovaleu**), was sehr leicht einzu
sehen ist. Ist der Kegelschnitt eine Ellipse, so kann diese zu der Abseiffen—
axe folgende fünf verschiedene Lagen haben:

1. Die Ellipse liegt ganz im 2. und 1. Quadranten und berührt die
Abscissenaxe nicht;

9) Ist 6 eine positive Größe, so verstehe ich unter 4 stets den positiven
Werth der Wurzel.

**) Unter einem Oxvale verstehe ich einen in sich zurücklaufenden Linienzug,
wie seine Gestalt sonst auch sein mag. —



Die Ellipse liegt ganz im 2. und 1. Quadranten und berührt
die Abscissenaxe;
Die Ellipse schneidet die Abscissenare;
Die Ellipse liegt ganz im 3. und 4. Quadranten und berührt
die Abscissenaxe;
Die Ellipse liegt ganz im 3. und 4. Quadranten und berührt
die Abscissenaxe nicht.
Bei der Lage 1 kann die Ellipse wieder folgende Lagen zu der

Ordinatenaxe haben:
a. Sie liegt ganz im 2. Quadranten, ohne die Ordinatenaxe zu

berühren. Die zugehörige Kurve ist dann völlig imaginär.
Sie liegt im 2. Quadranten und berührt die Ordinatenaxe. DieKurve besteht dann aus zwei conjugirten Punkten.
Sie schneidet die Ordinatenaxe (Fig. 4). Die Kurve besteht dann
aus zwei außerhalb einander liegenden Opalen.
Sie liegt im 1. Quadranten und berührt die Ordinatenaxe
Fig. 3). Die Kurve besteht dann aus vier Ovalen, von denen
e zwei einen Punkt gemein haben.
Sie liegt im 1. Quadranten, ohne die Ordinanteuaxe zu berühren
(Fig. 19. Die Kurve besteht dann aus vier außerhalb einander
liegenden Ovalen.
Durchgeht man ebenso die Fälle 2 bis 5 und die Fälle, wo der

Kegelschnitt eine Hyperbel oder Parabel ist, so findet man, daß es in
der 1. Hauptabtheilung vierzehn Unterabtheilungen giebt. Die Bestand—
theile der Kurve können nämlich sein;:*)

1. 4 außerhalb einander liegende Ovale (Fig. 1 und 2);
2. 4 außerhalb einander liegende Ovale, von denen je zwei einen

Punkt gemein haben (Fig. 3);
— einander liegende Ovale und 2 conjugirte PunkteFig. 7);

4. 2Naußerhalb einander liegende Ovale (Fig. 4;
5. 2 Oxale, welche den Anfangspunkt gemein haben (Fig. 5);
6. 2 Ovale, welche sich in zwei Punkten schneiden (Fig. 6.);
7. 2 Ovale, welche sich in vier Punkten schneiden (Fig. 11);**)
8. 2 Ovale, von denen eins das andere einschließt (Fig. 8);
9. ein Oval und ein conjugirter Punkt innerhalb — 53— GSFig. 9);

10. ein Oval (Fig. 10);
f11. 4 conjugirte Punkte (der Kegelschnitt ist ein conjugirter Punkt

im 1. Qunadraten);
12. 2 conjugirte Punkte;

2
J

) Wenn nichts Anderes bemerkt ist, haben die angeführten Theile der Kurve
keinen Punkt gemeinsam.

i*) Die mit7 bezeichneten Unterabtheilungen enthalten nach Salmon, higher
plane curves, Art. 34, nur Kurven, welche aus zwei Kegelschnitten bestehen. Die
Gleichung einer Kunrve der 11. Unterabtheilung ist das Product zweier Gleichungen
vom 2. Grade mit imaginären Coefficienten, denn eine Gleichung vom 2. Grademit reellen Coefficienten n nicht zwei conjugirte Punkte geben.



13. ein conjngirter Punkt;
14. kein reeller Theil;

Zweite Hauptabtheilung. Die Kurve hat vier unendliche Zweige.
Die Beflandtheile der Kurve können sein:

1-s8. zwei sich nach zwei Seiten in's Unendliche erstreckende Züge und
1. zwei außerhalb einander liegende Ovale (Fig. 12);
2. zwei Ovale, die den Anfangspunkt gemein haben;
3. ein Oval, (Fig. 13 und 19;
1. ein Opval, welches mit jedem der unendlichen Züge einen Punkt

gemein hat;
5. ein von jedem unendlichen Zuge zweimal geschnittenes Oval;
6. zwei conjugirte Punkte;
7. ein conjugirter Punkt;
3. sonst kein reeller Theil (Fig. 14 und 16);

9. zwei durch den Anfangspunkt gehende grade Linien und eine Ellipse;
10. vier vom Anfangspunkt ausgehende unendliche Zweige (Fig. 18).

Dritte Hauptabtheilung. Die Kurve hat acht unendliche Zweige.
Bestandtheile der Kurve.

1—-7. Vier außerhalb einander liegende“* sich nach zwei Seiten in's
Unendliche erstreckende Züge und

1. zwei außerhalb einander liegende Ovale (Fig. 26);
2. zwei Ovale, welche den Anfangspunkt gemein haben;
3. ein Oval (Fig. 27);
4. ein Oval, welches mit zwei der unendlichen Züge je einen Punkt

gemein hat;
5. zwei conjugirte Punkte:
6. ein conjugirter Punkt;
7. sonst kein reeller Theil,

3—10. Vier sich nach zwei Seiten in's Unendliche erstreckende Züge,
von denen

zwei den Anfangspunkt gemein haben;zwei die andern unnden (Fig. 28)
je zwei einen Punkt gemein haben;
zwei sich in vier Punkten schneiden;
vier durch den Anfangspunkt gehende grade Linien.
Bemerkung. Drei Fälle sind hier unberücksichtigt geblieben,

nämlich erstens der, wo der Kegelschnitt aus zwei graden Linien, von
denen eine mit der Axe zusammenfällt, die Kurve also aus zwei zusammen—
fallenden graden Linien und einem Kegelschnitte besteht, zweitens der,
wo die Gleichung der Kurve ein Quadrat ist, diese a aus zwei
zusammenfalleuden Kegelschnitten besteht und drittens der, wo die
Coefficienten der Gleichung imaginär sind. In diesem Falle besteht

*) Ich sage hier von zwei unendlichen Zügen, sie liegen außerhalb einander,
weunn mau von jedem beliebigen Punkte eines jeben eine Linie nach dem Aufangs—
punkte ziehen kann, ohne den andern zu schneiden (Fig. 26 und 27); der eine liegt
innerhalb des andern, wenn dies nicht der Fall ist (Fig. 28).



die Kurve aus 16, 14, 13, 12,... 3, 2, oder einem Punkte, oder
aus einem Kegelschnitte und einem, oder Z oder 4 Punkten, oder sie
ist völlig imaginär, was ich hier aber nicht weiter auseinanderfetzen will.

8. 2. Im Folgenden sollen stets y und x die Coordinaten eines
Punktes des Kegelschnittes, Vund X die Coordinaten des entsprechenden
Punktes der Kurve im ersten Quadranten bezeichnen, so daß VJy,
XVX.

d F d ydxVydxe
 —45 — —D 4.8
dXxXpyijyrdx y516— y dvx2

de — 3 9— 38 F 6ß B y (3 * y219* J—
a
d x? yVydx dx Vy dx
4. Von einem Theile der Kurve im ersten Quadranten wachsen

die Ordinaten mit den Abseissen, wenn für den eutsprechenden Theil
des Kegelschnittes die Ordinaten mit den Abseissen wachsen; die Ordi—
naten nehmen mit wachsenden Abscissen ab, wenn sie für den ent—
sprechenden Theil des Kegelschnittes abnehmen (folgt aus 1).

5. Die Tangente an der Kurve ändert ihre Lage stetig, wenn
der Berührungspunkt sich stetig ändert, was sich sehr leicht beweisen
läßt. Die Kurve kann also keine Ecken haben. Auch Spitzen kann sie
nicht haben. Denn hätte sie eine Spitze, welche nicht in einer Axe
liegt, so hätte sie wegen ihrer Symmetrie zu beiden Axen vier Spitzen,
uud dies ist nach Salinon's higher plane éurves, Art. 34 unmöglich;
—0
hätte sie in derselben auf der entgegengesetzten Seite der Abseiffenare
eine zweite, und die Ordinatenaxe hätte 6 Punkte mit der Kurve gemein.
Sie wäre nämlich wegen der Symmetrie der Kurve Tangente an
beiden Spitzen.)

6. In der Gegend von solchen Punkten der Kurve im ersten
Quadranten (nicht in einer Axe), deren Ordinaten ein Maximum oder
Minimum erreichen, ist die Kurve conver oder concav gegen die Abseissen—
axe, je uachdem der eutsprechende Theil des Kegelschnittes conver oder
concav gegen dieselbe ist. Bei einem Durchschnitte mit der Ordinatenaxe
ist die Kurve, wenn der Schnittpunkt nicht ein Doppelpunkt ist, conver
oder concay gegen die Abscissenaxe, je nächdem für den entsprechendeuü
Theil des Kegelschnittes die Ordinaten mit wachsenden Abseissen wachsen
oder abnehmen. Beide Sätze sind sehr leicht zu beweisen. Sie gelten
natürlich auch, weun man die Wörter „Abseisse“, „Ordinate“, „Abscissen—
axe“, „Ordinatenaxe“, durch „Ordinate“, „Abscisse“ u. s. w. ersetzt.

7. Ist ein Theil des Kegelschnittes concay gegen die Abscissenaxe
und nehmen seine Ordinaten mit wachsenden Absciffen ab, so ist auch
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Ir gahprahende Theil der Kurve concav gegen die Abseissenaxe, denn—
d 2

o, CoO (Sturm. cours
dV

also T82 CDo (nach 2),
woraus nach dem eben citirten Artikel im Sturm unsere Behauptung folgt.

8. Wird ein Oval der Kurve von der Ordinatenaxe geschnitten,
und erreichen in dem Schnittpunkte, welcher die größere Ordinate hat,
die Ordinaten ein Minimum, so liegt in dem Theile des Ovals, welcher
von diesem Punkte bis zum ersten Punkte geht, in welchem die Ordi
naten ein Maximum erreichen, ein, und zwar nur ein Juflexiouspunkt.

Beweis. Bei dem Schnittpunkte mit der Ordinatenaxe ist

*8 —0, bei dem Punkte, in welchem die Ordinaten ein Maximum
2

erreichen N —oO (nach 6,). Man sieht aber leicht, daß zwischen
2

beiden Punkten F eine stetige Function von X ist, also muß zwischen
2

ihnen wenigstens einmal * —osein. Mehr als ein Inflexions
punkt kann aber nicht zwischen ihnen liegen, denn, wenn man bedenkt,
daß die Kurve symmetrisch zu der Ordinatenaxe ist, und daß eine Tangente
an einem Inflexionspunkte drei zusammenfallende Punkte mit der Kurve
gemein hat, so sieht man leicht, daß die Tangente am zweiten Juflexions
hunkte 6 Punkte mit der Kurve gemein hätte.

9. Eben so: Wenn ein Oval der Kurve von der Ordinatenare
geschnitten wird und in dem Schnittpunkte mit der kleineren Ordinate
die Ordinaten ein Maximum erreichen, so liegt in dem Theile der Kurve,
welcher von diesem Punkte bis zu dem ersten Pnukte geht, in welchem
die Ordinaten ein Minimum erreichen, ein Inflexionspunkt. Auch gilt
dieser und der vorige Satz, wenn man die Wörter „Abscisse“ und
„Ordinate“, „Abscissenaxe“ und „Ordinatenaxe“ vertauscht.

10. Setzt man in der Gleichung des Kegelschnittes y en statt y,
wonn — 0, so daß die Ordinaten des ursprünglichen Kegelschnittes
sämmtlich um dasselbe Stück nverkürzt werden, und entspricht einem
Theile des neu entstandenen Kegelschnittes, welcher im ersten Quadranten
liegt, gegen die Abscissenaxe conver ist und dessen Ordinaten mit den
Abscissen wachsen, ein Theil der Kurve, der conver gegen die Abscissenaxe
ist: so entspricht auch demjenigen Theil des ursprunglichen Kegelschnittes,
der dieselben Abscissen hat, ein Theil der Kurve. welcher conver gegen
die Abscissenaxe ist,

denn sind y und x die Coordinaten eines Punktes des neu ent—
standenen Kegelschnittes, so ist für den in Rede stehenden Theil der
ursprünglichen Kurve
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d — s* — Usd d)ix vy — —D
(8. 2,2), für den entsprechenden Theil der Kurve, welche zu dem neu
entstandenen Kegelschnitte gehört,

de —2143 X(dy) dy —5 —D——
2

Ist nun schon in der letzten Gleichung — 0, so ist gewiß in der
2

borhergehenden D 0.
11. Wird ein Oval der Kurve von einem andern umschlossen, so

kann es keinen Inflexionspunkt haben, denn hätte es einen, so könnte
man durch ihn eine Tangente legen, welche mit dem innern Ovale
wenigstens 4, mit dem außeren wenigstens 2, also mit der Kurve
wenigstens 6 Punkte gemein hätte.

12. Hat die Kurve einen endlichen reellen Undulationspunkt, für
2 —

welchen nich X— o oder V—o, so ist für ihn x
2 46

v* 62 — 426*

Beweis: In einem Undulationspunkte fallen 2 Inflexionspunkte
zusammen. Hieraus folgt. daß, wenn ein Punkt ein Undulationspunkt
ist und um denselben *8 eine stetige Funktion von X ist, sein muß

2 3

8 — 0o und——S 0o. Hieraus und aus 2 und 3, folgt, daß

für einen endlichen reellen Undulationspunkt der Kurve, welcher nicht
in einer Axe liegt, sein muß

——— 67 23925— —

8 (69) * 6 46 454 —
4x d y

7—.
Wenn wir zu der zweiten Gleichung die erste nit 13 multli

plicirt addiren und durch * theilen, so entsteht

z8
4112

ds
4 2x 3*60
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— cx— ——— JTAI

Nun ist y — exa*ry 2 2ae)yx-d40

dy ·— (c? - 44 b)xx od -2ae
dx2——————

dey —D 8
— —

dey 6(c 4ab)(d-4af) -(ed -2ae)) [(c4ab)x--d-2aels
dy*
Wenn wir diese Werthe in die Gleichung Jeinsetzen, so sehen wir, daß,
wenn sie erfüllt sein soll, sein muß

entweder (o? — 4a b) (d'— 4a )) — (0d — 2a e) -0

—A
oder ——— ,— — T—;-.*1.sce y— —2d—44f

Wenn die erste dieser beiden Gleichungen erfüllt ist, so besteht der Kegel
schnitt aus graden Linien, die Kurve aus 2 Kegelschnitten und hat also
keinen Undulationspunkt (einen Doppelpunkt rechne ich nicht als Undu—
lationspunkt.) Wenn also die Kurve einen endlichen reellen Undulations—
punkt hat, welcher nicht in ciger Axe gliegt. so ist für ihn die letzte
Gleichung erfüllt, oder — E———— Hieraus folgt durch Ver—

er — 4b6 f

tauschung der Axen, daß y2* —
13. Wenn in einer Axe ein Undulationspunkt liegt, so müssen in

derselben die Ordinaten oder Abscissen des Kegelschnittes ein Maximum
oder Minimum erreichen.

Denn soll z. B. in der Ordinatenaxe ein Ugduletapepun liegen,
so muß zugleich sein x0 und R o, als 20 ö— 2g IX o, also x *
— F d2
I o, woraus folgt 0. Daß jetzt auch *0 folgt aus 3.

8. 3. Wir wollen nun zuerst die Kurven der ersten Haupt—
abtheilung untersuchen, welche Knotenpunkte haben, also die der 2., 65.
und 6. Unterabtheilung.

IJ. Es sei ABOD (Fig. 3) der Kegelschnitt für eine Kurve
der 2. Unterabtheilung, und zwar sei die Ordinatenaxe die von ihmberührte Axe (was 8 wenn es nicht der Fall ist, durch Vertauschung
—A
Punkt mit der größten Abscisse, B der Punkt mit der größten, D der
mit der kleinsten Ordinate. Dem Theil BC des Kegelschnittes entspricht
im ersten Quadranten ein Theil 45 der Kurve, welcher concav gege
die Abscissenaxe ist (. 2, 7). Verkürzt man sämmtliche Ordinaten des
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Kegelschnittes um so viel, daß der Punkt Dein die Absecissenaxe fällt
(Fig. 11), so geht die Kurve in eine der 7. Unterabtheilung über und
besteht aus zwei Ellipsen, es entspricht also dem Theil OD'des Kegel
schnittes ein Theil yd der Kurve, welcher convex gegen die Abscissenaxe
ist, daher ist auch für die Kurben der 2. Unterabtheilung 59 conver
gegen die Abscissenaxe (5. 2, 10.) Wir haben jetzt noch die Theile
und g d der Kurve zu untersuchen, welche den Theilen A B und 4 6
des Kegelschnittes entsprechen. Da der Kegelschnitt die Ordinatenaxe
berührt, ist d—441 6, also

— x -d Tys )x 2 J— 
y —

2 a

d9y —4 (c2z—4—b)x-IA2ae
dx 2a — —2a—
c2—44hb dJ 4

d x —2apÿæ 44b) x42(4-226)x4
((&amp;-4ab)x d-24ef 3
A

2

Ich will nun den Grenzwerth ermitteln, welchem sich ¶Inahert,
de y 1 4

wenn X alo auch x sich der Null näher. 6Gs iß TWSvFF31
x 74y322x de
5 (5) 4 5 7 (8. 2, 2). Man findet nun leicht, wenn

man die für 7 und gefundenen Werthe benutzt,
—1dy c

lim —inl5———
dx 2ay2ay.yY(COA)
 dyV ——cd 4 24elm — 69 2*7 7

 2xdey — d-2ae
lim — Alim 22 —22
d x 4 2dayuy. y2 (ed —
— —
also lim d xXx lim[2ayy—7
d
also, da lim y —2

im —S P 2ae
44d 4
2823



13

Ist dieser Ausdruck negativ, so sind 4 und ad beide anfangs
won a aus gerechnet) concav gegen die Abscissenare; ist er positiv, so
sind anfangs &amp;0 und a 6 conver gegen die Abscissenaxe; 4 hat aber,
wenn es anfangs conver ist, einen Inflexionspunkt, welche Behauptungen
 .. dy

sich wie 8. 2, 8 beweisen lassen. Ist lim 4855 *0, so sind die

Doppelpunkte Iuflexionspunkte, und weiter hat die Kurve keinen Inflexions
punkt; sie besteht aus zwei lemniscatenartigen Schleifen. Denn man
verkürze sämmtliche Ordinaten des Kegelschnittes um so viel, daß er
auch die Abscissenaxe berührt. Dann ist die zugehörige Kurve aus 2
Ellipsen zusammengesetzt (8. 1) und &amp;d (Fig. 11) ist concav gegen die
Abscissenaxke. Wenn man nun die Ordinaten des Kegelschnittes wieder

 d-424e
wachsen läßt, so ist &amp;6,so lange — Tad — Do ist, wie wir

2a
gesehen haben, zuerst concav, dann conver gegen die Absecissenarxe; ist

cd 4 24e

aber — 44d V4
2 a

nicht bei stetigem Wachsen der Kegelschnittsordinaten der concave Theil
von « plötzlich verschwinden (denn man sieht leicht daß, wenn der
stegelschnitt sich stetig ändert, auch die Kurve sich stetig ändert); er muß

cd-p2ae
daher, da er, sobald — 42d d negativ ist, verschwunden ist,

22
immer kleiner und kleiuer werden, wenn dieser Ausdruck sich der Null

c4 dae

A, wenn sie Null
2a

ist, bei weiterm Wachsen der Kegelschnittsordinaten sofort positiv wird,
sieht man leicht ein, wenn man wirklich in der Gleichung des Kegel—

cd 4 2ae

schnittes y — n statt y setzt.) Ist also — Ta d y d— o, so hat
2a

ad und (was sich ebenso beweisen läßt) auch a 4 keinen Inflexionspunkt.
Aus dem Gesagten ergiebt sich:

In der SUnterabtheilung der 1. Hauptabtheilung giebt es drei

nähert.“ (Daß nämlich die Größe— Jad

ed 24e
 Daß — Tad —dofür die Kurven der 2. Unterabtheilung nicht unend—

2 4

tich werden kann, läßt sich leicht beweisen.
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Arten von Kurven. In der ersten Art (Fig. 3) hat jedes Oval auf
der Seite einen Inflexiouspunkt, welche den drei übrigen Ovalen zuge
kehrt ist (d. h. in 6 09)9; für die Kurven der 2. Art sind die Doppel—
punkte Inflexionspunkte von beiden sich in denselben schneidenden
Zweigen; von den Kurven der 3. Art hat jedes Oval auf der Seite
einen Inflexionspunkt, welche dem anliegenden Ovale zugekehrt, von
den übrigen abgewandt ist.

d cCd42ae
Da das Zeichen von 14484 mit dem Zeichen von d 4

2 a

2ate übereinstimmt (a und d haben entgegengesetzte Zeichen, da sonst
für x — 0 y negativ, X iniaginär wäre), so sieht man, daß, wenn die
Doppelpunkte in der Ordinatenaxe liegen, die Kurve zur 1., 2. oder
3. Art gehört, je nachdem e d à2ae o, cd P2a 0, oder
cd20. Liegen die Doppelpunkte in der Abseissenaxe, so
findet man durch Vertauschung der Axen, daß die Kurve zur 1., 2.
oder 3. Art gehört, je nachdem e —2o, S o, oder — o0. Da
die wirkliche Existenz aller 3 Arten noch nicht nachgewiesen ist, so gebe
ich von ihnen Beispiele.
Beispiel der 1. Art: VI 16X7XV —0

 2. Art: V 16X—7 XV V——
3. Art: V 16X—A7 XV—IOVX250-0

II. Die Kurven der 6. Unterabtheilnug lassen sich leicht unter—
suchen. Wir wollen wieder annehmen, die Doppelpunkte liegen in der
Ordinatenaxe. Es sei DPAB (Fig. 6) der Kegelschnitt für eine Kurve
der 6. Unterabtheilnug, A sein Verührungspunkt mit der Ordinatenaxe,
O der Punkt mit der größten Ordinate, ) und B die Schnittpunkte
mit der Abscissenaxe; den Punkten A, B, O, D des Kegelschnittes ent—
sprechen die Punkte a, 6, y, d der Kurve. Man sieht leicht, daß die
Theile &amp; d und « y der Kurve keinen Inflexionspunkt haben, weil
soust eine grade Linie möglich wäre, welche mehr als 4 Punkte mit
der Kurve gemein hätte, daß ferner y 6 keinen oder einen Inflexions—
puukt hat, je nachdem die Abscissen des Kegelschnittes im 1. Quadranten
kein oder ein Maximum erreichen (8. 2, 7 und 8). Es giebt daher
in dieser Unterabtheilung 2 Arten von Kurven, von denen die 2. die
Gestalt der stark gezeichneten Kurve in Fig. 6hat; die Gestalt. der 1.
Art erhält nian, weun man die Linie F 8 durch die feinere F' ersetzt.

Bemerkung. Erreichen die Abscissen des Kegelschnitts grade bei
seinem Durchschnute mit der Abscissenaxe ein Maximum, so hat die
Kurve zwei Undulationspunkte (8. 2, 13) und wir wollen sie zu der
1. Art rechnen, da sie sich von dieser ihrer äußeren Gestalt nach nicht
unterscheidet.

III. In der5. Unterabtheilung giebt es 2 Arten von Kurven,
von denen die 2. in Fig. 5 dargestellt ist, die 1. keinen Inflexionspunkt
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außer dem Doppelpunkte hat. Die Kurve gehört zur 1. oder 2. Art,
je nachdem die Abseissen des Kegelschnittes im ersten Quadranten kein
oder ein Maximum erreichen. Dies ist sehr leicht einzusehen.

8. 4. J. Wir gehen jetzt zu den Kurven der ersten Unterab—
theilung über. Jedes Oval von einer der betrachteten Kurven kann,
wie aus 8. 2, 5, folgt, nur eine grade Anzahl von Inflexionspunkten
haben. Ferner sieht man leicht, daß ein Oval, welches 2 Inflexions
punkte hat, eine, ein Oval mit 4 oder mehr Inflexionspunkten 2 oder
mehr Doppeltangenten hat. An2verschiedenen Ovalen sind nun aber
4 Doppeltangenten (2 zwischen beiden hindurchgehende und 2 auf der
selben Seite von beiden liegende) möglich, also kann man an je 2 ver—
schiedene von 4 Ovalen 24 Doppeltangenten legen; da aber immer auf
2 Inflecionspunkte noch wenigstens eine Doppeltangente der Kurve
hinzukommt und sie nicht mehr als 28 Doppeltangenten haben kann
Salmon, higher plane curves, Art. 98), so kann sie nicht mehr als
8 Inflexionspunkte haben. Bedenkt man nun, daß immer wenigstens
2 der Ovale congruent sind, so sieht man, daß in der 1. Unterabtheilung
keine andere als folgende Arten von Kurven vorhanden sein können:

1) Jedes Oval hat an der Seite, welche den 3 übrigen zugekehrt
ist,“ 2 Inflexionspunkte,
Jedes Oval hat an einer Seite, welche einem Ovpale zugekehrt,
von den übrigen abgewandt ist, 2 Inflexionspunkte,

3) 2 Ovale haben je D die beiden andern keinen Inflexionspunkt,
4) Die Kurve hat keinen Inflexionspunkt,
5) 2 Ovale haben je 4, die andern keinen JInflexionspunkt.**

Von diesen Arten sind die 4 ersten möglich, die 5. nicht. Ist
nämlich der Kegelschnitt eine Ellipse, welche ganz im 1. Quadranten
liegt, so sind die Ovale der Kurve sämmtlich congruent, daher kann
diese nur von der 1., 2. und 4. Art sein. Sie kann wirklich von der
1. und 2. Art sein, denn wenn wir für eine Kurve der 2. Unterabtheilung,

deren Doppelpunkte in der Ordinatenaxe liegen, sämmtliche Absesen
des Kegelschnittes um ein bestimmtes Stück n öoßer werden lassen,
so wird, wenn n stetig von o bis Owächst, 28 sich für jeden Werth

von y (die Werthe ausgenommen, für die — 0) ebenfalls stetig
2

indern (denn die Glieder des in 8. 2, 2) gegebenen Ausdruck für 75
ändern sich theils nicht, theils stetig), und hieraus erkennt man leicht,

) Ist der Kegelschnitt eine Ellipse (Fig. 1), so erreichen die Abscissen jedes
Ovals der Kurve eiumal (bei c) ein Minimum und einmal bei y ein Maximum;
die Ordinaten erreichen bei d ein Minimum, bei 6 ein Maximum (8. 2, H. Ich
nenne nun &amp; ô die ben 3 übrigen Ovalen zugekehrte Seite des Ovals, &amp;6 und 76
die einem Ovale zugekehrte und von zweien abgewandte Seite u. s. w. Aehnliches
gilt, wenn der Kegelschnitt eine Hyperbel ist. (Fig 2.)

*x) Daß namlich die Seite eines Ovals, welche von den 3 übrigen abgewandt
ist, keinen Inflexionspunkt haben kann, folgt aus 8. 2, 7-09.)
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daß, wenn man die Absecissen des Kegelschnittes einer Kurve von der
2. Unterabtheilung sämmtlich um ein constantes Stück wachsen läßt,
welches kleiner ist, als eine bestimmte Größe m, die jetzt zu deni
Hegelschnitt gehörige Kurve entweder zur 1. oder zur 2. Art der 1.
Unterabtheilung gehört, je nachdem die Kurve, von der wir ausgingen,
von der 1. oder 3. Art der 2. Unterabtheilung war. Um zu Feigen,
daß eine Kurve der 1. Unterabtheilung, wenn der Kegelschuitt eine
Ellipse ist, auch von der 4. Art sein kann, gehen wir von einer Ellipse
aus, deren Gleichung in Bezug auf y und x symmetrisch ist, etwa von
dem Kreise yr x — 7*6und lassen y und x um dasselbe Stück
u wachsen, so daß die Gleichung des Kreises wird (y—n)4 (x-n)
— r—o. Sobald n eine bestimmte Grenze überschritten hat, wird
—
mehr und mehr wachsen, so werden für einen Punki des beweglichen

x d y d y
Kreises y und x immer größer, während 3; und—* unverändert

2

bleiben; daher wird das Zeichen von 2 oder

1dy x d y* dey*64 —9)
2

sich immer mehr dem Zeichen von 73 nähern, abgesehen von den

Werthen von y und x, für welche 13 unendlich wird. Hieraus folgt

leicht, daß, wenn n immer größer und größer wird, für die dem Kreise
entsprechende Kurve die Inflexionspunkte entweder verschwinden, oder
daß die ihnen entsprechenden Pnukte des Kreises sich einem Punkte
nähern, für welchen — — Oist. Nähert sich aber einem solchen

Punkte ein Inflexionspunkt, so muß sich, da die leichung i Bezug
auf y und x symmetrisch ist, auch einem Punkte, für den 3 —

oder 9 —oist, ein Inflexionspunkt nähern, was nach dem Obigen

unmöglich ist (denn dann müßte die Kurve entweder zwischen den
genannten Punkten concav egen die Abscissenaxe sein, oder sie müßte16 reelle Inflexionspunkte haben.). Daher ist, sobald n eine bestimmte
Grenze überschritten hat, die Kurve von der 4. Art.

Wir wollen nun annehmen, der Kegelschnitt sei eine HyperbeEs seien A BO und DEP (sFig. 2) die Hyperbeläste; in dem von
der Ordinatenarxe geschnittenen s B der Punkt mit der kleinsten Ordinate, G der Punkt mit der größten Abseisse; in dem von der Abseissen
axe geschnittenen sei Eder Punkt mit der kleinsten Abscisse, H der mit der
oner Ordinate. Wenn die Punkte B und B beide im 1. Quadranten
iegen, so ist die Kurve, wie aus z. 2, 8 und O folgt, von der 1., wenn



7

nur einer von ihnen im ersten Quadranten liegt, von der 3. Art. Liegt
keiner der Punkte Bund Eäim ersten Quadraunten, so lasse man sämmt
liche Ordinaten des Kegelschnittes um so viel wachsen, daß der Punkt
Bein den 1. Quadranten kommt, und verkürze sie dann wieder um
dasselbe Stück; man fiudet dann, wie in 8.2,10,daß der D H ent-
sprechende Theil der Kurve concav gegen die Abseissenaxe ist. Ebenso
ijt der AG entsprechende Theil der Kurve gegen die Ordinatenaxe
roncav; die Kurve ist also von der 4. Art. Eine Kurve der ersten
Unterabtheilung gehört also immer au einer der vier ersten der oben
angeführten Arten.

II. Die Kurven der 3. Unterabtheilung sind nahe verwandt mit
denen der 1., deren Kegelschnitt eine Hyperbel ist, und man sieht leicht,
daß sie in 2 Arten zerfallen, von denen die 1. vier, die 2. keinen In
flexionspunkt hat. Von den Doppeltangenten fallen hier viele zusammen.

III. Für die Kurven der 4. Unterabtheilung kann der Kegelschnitt
eine vierfache Lage haben. Es sei in ihm (Fig. 4) 4 der Punkt mit
der größien Abscisse, Bund O die Durchschnitte mit der Ordinatenaxe
wenn der Kegelschnitt die positive Abscissenaxe schneidet, so vertausche
man die Axen). Nun erreichen im 1. Quadranten entweder, wie in
Fig. 4, die Ordinaten von A Buein Maximum und die von 4MO ein
Minimum; oder es erreichen die Ordinaten von A B ein Maximum,
die von A O kein Minimum; oder es erreichen die Ordinaten von
AB kein Maximum, die von AO ein Minimum; oder die Ordinaten
von AB und AO erreichen beide kein Maximum oder Minimum.
Im 1. und 2. Falle hat der Theil der Kurve im 1. Quadranten, welcher
dem Theile A des Kegelschnittes entspricht, im 3. und 4. Falle der,
welcher A B entspricht, keinen Juflexionspunkt (8. 2, 7). Diejenigen
Theile der Kurve im 1. Quadranten, welche O EB und BD im L.,
B D im 2., O HB im 3. Falle entsprechen, haben je einen Inflexions—
puutt (8. 2, 8). Die Theile der Kurve, welche B A im I. und 3.,
O Aim 2. und 4. Falle entsprechen, haben keinen Inflexionspunkt. Denn
man verkürze sämmtliche Ordinaten des Kegelschnittes um so viel, daß
im 1. und 3. Falle die Ordinate von E, im 2. und 4. die von C Null
wird. Die jetzt dem Kegelschnitte entsprechende Kurve gehört im 1. und
3. Falle zur 6., im 2. uund 4. zur 5. Unterabtheilung, und die in
Rede stehenden Theile des Kegelschnittes sind jetzt, wie wir in 8. 3,
2. und 3. gesehen haben, convex gegen die Abscissenaxe. Daher sind
auch in der ursprünglichen Kurve die in Rede stehenden Theile conver
gegen die Abscissenaxe. (8. 2, 10.) Aus dem Gesagten folgt:
 In der 4. Unterabtheilung der 1. Hauptabtheilung giebt es 4

Arten von Kurven. In der 1. Art hat jedes Oval 2 Inflexiouspunkte
auf der Seite, welche dem andern Ovale zugekehrt ist, und 2 auf der
entgegengesetzten (Fig. 4); in der 2. Art hat jedes Oval 2 Inflexions—
puukte, ünd zwar auf der Seite, welche von dem andern Ovale abge—
wandt ist; in der 3. Art hat jedes Oval 2 Inflexionspunkte auf der
Seite, welche dem andern Ovale zugekehrt ist; in der 4. Art hat die
Kurve keinen Inflexionspunkt.



IV. Wir haben jetzt in der 1. Hauptabtheilung noch die Kurven
der 8, 9. und 10. Unterabtheilung zu untersuchen. Das innere Oval
der Kurven der 8. Unterabtheilung hat nie einen Inflexionspunft.
(8. 2 115), Ist der Kegelschnitt eine Hyperbel, so seien A ßund d
(Fig. 8 und 10) die Asymptoten derselben, Püder Schnittpunkt der
Asymptoten. Die Hyperbel liegt entweder in den Winkeln O BA und
BED (sFig. 10), oder in den Winkeln O PB und AED (Fig. 8).
Wir wollen zuerst annehmen, sie liege in den Winkeln O BP' und
A DD Gig. 8). Es sei PG derjenige Theil des Kegelschnittes,
welchem das äußere Ovyl einer Kurve der 8., oder das Oval einer
Kurve der 9. oder 10. Unterabtheilung entspricht. Wir wollen nun
die Ordinaten des Kegelschnittes sämmtlich um dasselbe Stück m ver—
kürzen, also in seiner Gleichung y —m statt y setzen. Wenn wir nun
m allmälig von o an immer größer werden lassen, so wird der größte
Werth, welchen die Abscissen im J. Quadrauten haben können, immer
kleiner, so daß, sobald meäeine bestimmte Grenze überschritten hat, auf

de 1sdy xXxsdyp 7das Zeichen von —3X F —75 ) 9 2x8x4138 dasGlied
2

2533 keinen Einfluß mehr hat. Hieraus folgt, da die Glieder J
x(d y9 *

und 309 negativ sind, daß, sobald m eine bestimmte Grenze
überschritten hat, die Kurve keinen reellen Inflexionspunkt hat. Wir
wollen nun m, wennes einen solchen Werth hat, für den die Kurve
keinen reellen Inflexionspuukt hat, wieder stetig abnehmen lassen, so
daß es bis — O gehen kann. Da, wie man leicht sieht, die dem
Kegelschnitt entsprechende Kurve sich mit mstetig ändert, so kann sie
keinen Inflexiouspunkt erlaugen, ohne vorher einen Undulationspunkt
gehabt zu haben. Für x5* 0 oder Y—okann sie keinen Undulations—

punkt haben, da nie — — oO, oder 17 0 (6. 2, 13); sie kann also

(nach 8. 2, 12), nur für x — 9 — Undulatiouspunkte haben.
Dieser Werth ist aber von m unabhängig, denn in der Gleichnug a
(my b y )x (y 0) Pexe—
oder ay 4 bx? - cyx- (d. 4 2 am) y Co cin) x-am-æ-4
m f Gist

ae,JF ce abe 9c44b*
d Xüphber -IGy xX(y—Nun kaun aber 8 oder * sJ 4375 ( —) 2x—31)
bei verschiedenen Werthen von mnicht für dieselben Werthe von x n
werden; denn wenu sich m ändert undxnicht, so ändern sich 31



und 2 nicht, y aber ändert sich um eben so viel, wie m; ist also
— 1rdy*7de dev 358

die Größe 75 J 71327 ( * ) 4 2x 4 Jbei einem bestimmten

Werthe vou x für ein bestimmtes mm Null, so ist sie bei demselben x
mmer uegativ für ein größeres, immer positiv für ein kleineres, m.
Die Kurve kann also nur bei einem einzigen Werthe von m reelle Un—
dulationspunkte haben (und zwar hat sie dann 4 symmetrisch zu beiden
Axen liegende); nimmt dann m noch weiter ab, so können aus jedem
Ubulationspuukte uur 2 Inflexionspunkte entstehen, denn sonst hätte
die Kurve im Undulationspuukte mehr als 2 zusammenfallende Infle—
rionspunkte, die Tangente an ihm hätte also mehr als 4 zusanimen
fallende Punkte mit der Kurve gemein. Die Kurve hat also immer 8
oder keinen Juflexionspunkt.

Ist aber der Kegelschnitt eine Hyperbel, welche in den Winkeln
O B X'ind BED liegt (Fig. 10), oder eine Ellipse, so hat, wie aus
Z. 2, 7 und8 folgt, die Kurve keinen Iflexionspunkt, weun weder die
Ordinaten, noch die Abscissen des Kegelschnittes im 1. Quadrauten ein
Marximum erreichen; 4, wenn entweder die Ordinaten, oder die Abscissen
im J. Quadranlen ein Maximum erreichen; 8, wenn die Ordinaten
und die Abseissen ein Maximum haben.

Hieraus und aus dem vorhin Gesagten folgt, daß es in der 8.,
9. und' 10. Unterabtheilung je 3 Arten von Kurven giebt, von welchen
die 1. keinen, die 2.4, die 3. 8 Juflexiouspunkte hat.

8 5, 1. Wir sahen in 8. 2, 12, daß, wenn einem Punkte des
Kegelschnities ein endlicher reeller Undulatiouspunkt eutspricht, dessen
Ordinate oder Abscisse nicht — o ist, seine Coordinaten sind y — 4

e2— 46b d? — 4a f d—4af,—— *—* Iuist aber das Pro—
dukt der Wurzeln der Gleichung (c? — 40 b) x2à2( d — 22 o),x
 dae — 4 r — 0, und diese sind die Abscissen der Tangenten, welche

A der Ordinatenaxe au den Kegelschnitt ziehen kann. Hieraus
ergiebt sich:

Entspricht einem Puukte des Kegelschnittes ein endlicher reeller
— V
Abfcisse die mittlere Proportionale zwischen den Abseissen der Taugenten,
welche man parellel der Ordinatenaxe an den Kegelschnitt ziehen kann,
seine Ordinate die mittlere Proportionuale zwischen den Ordinaten der
Tangenten, welche man parallel der Abseissenaxe an deun Kegelschnitt
ziehen kaun.

2) Eutspricht der Kurve eine Hyperbel, so ist ein unendlicher Zweig
der Kurve von einem bestimmten Punkte an bis iu's Unendliche immer
conver, oder immer concav gegen die Abscissenaxe, je nachdem die Asym—
ptote des ihm entsprechenden Hyperbelzweiges die Ordinatenare in einem
Punkte mit positiver, oder negativer Ordinate schneidet.
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wei itt »rdy sy, a

- ex -· d S ——J—A—
2 a

— (-44 b)xx d-2ae —
dx2 —

dy ——— (ed-2a e) 8
— —A dTasj

Wenden wir auf diese Größen den anpishe an, indemwir immer 2(d —45 f) als ein Glie betrachten,
so finden wir, daß, sobald x einen bestimmten Werth überschritten hat,

d — — cd—-2ae, a—7 —.
La

— —38
V—S—S.. — ———ücikôéoTs —. dx 722a

d2Y — — — 81

also 7 —V— .. -
2 a

—— 2

— 4 5)
 ———— —d — cd-2ae 4 I2ä—— Va-Aab. 14 x..])
Entwickeln wir den zweiten Factor der rechten Seite nach Potenzen
von 4 so erhalten wir

d? Y 1 d od — 2a e 1,D

JV——
Hieraus folgt, daß, wenn dem Theile des Kegelschnittes, für welchen
 — — d4Vsc — a bsx d- a ex —77

37 v8

—

ein unendlicher Zweig der Kurve entspricht, dieser von einem bestimmten
Punkte an immer concav gegen die Abscifsenare ist. wenn

d d-2460
— 4abCo0; immer conver, wenn

d od — 2ae

—2 7*.
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8 aher dem Theile des Kegelschnittes, für welchen y —
—ãæãS— ein unendlicher Kurvenzweig, so ist dieser von
einem bestimmten Punkte an immer concav gegen die Abseissenaxe, wenn

238 20 0 immer conver wenu AJ 2aT*0.
d — d—-2Zae,. J
Der Ausdruck — / T2V5läßtsichleicht geometrisch
— .

deuten, Es ist lim J (für x — ) e ———
24

Die beiden Werthe von lim — sind aber gleich den Tangenten
der Winkel, welche die Asymptoten der Hyperbel mit der Abseissenare
bilden. Die Asymptoten gehen aber auch burch den Mittelpunkt, dessence —2 cd—-2a4e,
Ordinate — —— dessen Abscisse — ist. (Salmon,

conices, Art. 140). Daher sind die Gleichungen der Asymtoten:
ce —2 —d —— VTT cd-2ae——— .)

- V 2
oder — V

(Das positive Zeichen der Wurzeln gilt, wie man leicht de für die
Asymptote des Hyperbelzweigs, für welchen x —W — *

a

das negative für die Asymptote des Hyperbelzweigs, für welchen
- d cd- 22ae
 . —33 6 find daher

die Ordinaten der Schnittpunkte der Asymtoten mit der Abscissenarxe.
Hieraus und aus dem vorhiu Entwickelten folgt die in 2 ausgesprochene
Behauptung.

3) Wir wollen jetzt untersuchen, wann die unendlichen Zweige der
Kurve Asymptoten haben.

A) Der Kegelschnitt sei eine Hyperbel, und die Asymptote, welche
zu demjenigen Theil der Hyperbel gehört, welcher dem in Rede stehenden
Zweige der Kurve entspricht, sei nicht varallel oder zusammenfallend
mit einer Coordinatenaxe.

Man findet nach bekannten Methoden, daß, wenn für den zu
untersuchenden Theil der Kurve
y — XAVVCAABSVXSJS de— a,

— — — — ——— — , * ————
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die durch den Anfangspunkt gehenden Linien
 eV—

 —v—e. x
22

seine Asymptoten sind; ist aber
vye —e3 —J— ——

24
so sind die Asymptoten

— V —4—
— J ———20

B) Der Kegelschnitt sei eine Hyperbel, und die Asymptote, die zu
demjenigen Theil der Hyperbel gehort, welcher dem in Rede stehenden
unendlichen Kurvenzweige entspricht, sei mit einer der Coordinatenaxen
parallel.

Ist die Gleichung der genannten Hyperbelasymptote y S n, so
haben die entsprechenden Kurvenzweige, wie man leicht sieht, die Asymp—
toten y—— Yn.

Ist die Gleichung der Hyperbelasymptote x n, so haben die
entsprechenden Kurvenzweige die Asymptoten x — — yn.

O) Der Kegelschnitt sei eine Parabel.
J. Die Kurve gehöre zur 2. Hauptabtheilung. Die Arxe der Pa—

rabel muß daun mit einer der Coordinatenaxen parallel sein, oder zu—
sammenfallen.“) Ist nun die Axe der Parabel der Ordinatenaxe paraliel,
so ist die Gleichung der Parabel

N —V— px
XV P(XAGB) alsoist —7* p J (X—p6

xdy dVyv— A—V——
Diese Größe wächst in's Unendliche, wenn X, also auch x, in's

Unendliche wächst. Hat aber eine Kurve eine Asymptote, so muß sich
der Differentialgnotient der Ordingten der Kurve mit wachseuder Abseisse
immer mehr nund mehr einer bestimmten Grenze nähern (nämlich der
Tangente des Winkels, welchen die Asymptote mit der Abscissenaxe bildet),
oder die Abscisse wird für eine endliche Ordinate, oder die Ordinate
für eine endliche Abscisse unendlich. Von diesen Bedingnuugen ist hier
keine erfüllt, denn der Differentialquotient der Ordinaten der Kurve
wächst in's Unendliche, wenn die Abscisse in's Unendliche wächst, und
da die Gleichung der Kurve ist (Xe — ) — P(VSAB), so kann nicht
—J
Ordinate uncudlich werden. Die Kurve hat also keine Asymplote.

5) Dies folgt leicht daraus, daßt eine grade Linie, welche nicht der Parabelare
parallel ist, die Parabel gar nicht, oder in Nreellen Punkten schneidet. (Bulmop.
conies, Art. 137.)
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Hieraus folgt durch Vertauschung der Coordinatenaxren, daß auch dann,
Denn die Parabelaxe der Äbscissenaxe parallel ist, die Kurve keine
Asymptote hat.

I1. Die Kurve gehöre zur 3. Hauptabtheilung. Einem unend
lichen Parabelzweige eutsprechen dann“ 4 Kurvenzweige mit parallelen
Asymptoten.

Beweis. Man verlängere oder verkürze sämmitliche Ordinaten
der Parabel um so viel, daß sie die Abscissenaxe berührt, die Abscissen
um so viel, daß sie die Ordinatenaxe berührt.

Es ist dann ? — 42b, de— 4a , e — 4b61. Wenn wir diese
3 Gleichungen multipliciren und aus dem Product die Wurzel ziehen,
so erhalten wir e d e — — 8abf, und wenn wir diese Gleichung

nach einander durch die 3 vorhergehenden theilen, so entsteht s —
de ce —R
20 b 42 * 23 Die Gleichung der Parabel ist also

d —X de
 e yeo

0od,2LC2,, 88 de
d. i. 337 —— *0

cd—00 d e
oder — d — *0.
 t: o ed?

Die erste dieser Gleichungen ist aber ( 4 3* 4 ) — 0; sie
stellt also 2 zusammeufallende grade Linien dar und kann nicht die Gleich

ung unserer Parabel sein. Die Gleichung der Kurve ist also 4

73 X-V2X-dV—— 4 —o, oder

— D —d ) (* x d
e e(* *x v — ( X V 420) —

Die Kurve besteht also aus 4 graden Linien, welche ein Parallelo—
gramm bilden. Sind nun y und x die Coordingten der beide Axen
herührenden Parabel, so sind die Coordinaten der ursprünglichen Parabel
y m und' x — 5. Da nun aber mit wachsendem ) und x die

Punkte Vy m, VXn und J y, V x, sich immer mehr und mehr
mihern, fo muß die Kurve, welche der ursprünglichen Parabel entspricht,
sich, weun die Abscissen wachsen, immer mehr und mehr der Kurve
hahern, welche der Parabel mit deu veräuderten Coordingten entspricht.
Da nun die letztere Kurve aus 4 ein Parallelogranmm bildenden graden
Linien besteht, so sind diese Asymptote an der ursprünglichen Kurve.
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8. 6. Wir wollen nun die unendlichen Zweige der Kurven der
2. Hauptabtheilung näher untersuchen.

A) Der gehchuint sei eine Hyperbel, und die Asymptote, welchezu demjenigen Theil der Hyperbel gehört, der dem in Rede stehenden
unendlichen Knrvenzweige Lutspricht, sei nicht parallel oder zufammen
jallend mit einer der Coordinatenaren.

Wir wollen annehmen, daß der in Rede giehende Hyperbelzweig von einem bestimmten Punkte an bis ins unend—
liche concav gegen die Abscissenare sei, was man, wenn es nicht
der Fall ist, durch Vertauschung der Coordinatenaren erreichen kann.

J. Beide Hyperbeläste schneiden die Ordinatenaxe nicht, oder der,
welchem die in Rede stehenden Kurvenzweige entsprechen, schneidet die
Ordinatenare nicht, der andere zweimal.

In diesen beiden Fällen kann die Kurve keinen endlichen reellen
Undulationspunkt haben, für den nicht ) — o oder &amp; — o ist. Denn
schneiden beide Hyperbeläste die Ordinalenaxe nicht, liegt also der eine
Hyperbelast ganz auf der einen, der andere ganz auf der andern Seite
derselben, so hat von den Tangenten, die man parallel der Ordinaten—
axe an die Hyperbel ziehen kann, die eine eine positive, die andere eine

negative Abscisse, die Wurzel aus dem Product dieser — ist alsoimaginär und die Kurve kann keinen endlichen reellen Undulationspunkt
— VV——
Hyperbelast, welchem die in Rede stehenden Kurvenzweige entsprechen,
die Ordinatenaxe nicht, der andere zweimal, so haben die Taugenten,
welche man parallel der Ordinatenaxe an die Hyperbel ziehen kann,
beide positive Abscissen; zu der Abscisse, welche zwischen beiden das
geometrische Mittel ist, die also zwischen ihnen liegt, gehört aber kein
reeller Punkt der Hyperbel, also kann aäuch jetzt die Kurve keinen
Undulationspunkt von der verlangten Beschaffenheit haben.

Wir wollen nun, wenn die Asymptote des Deweine demdie unendlichen Kurvenzweige entsprechen, die Ordinatenaxe in einem
Punkte mit positiver Ordinate schneidet, (Fig. 12), sämmtliche Ordinaten
des Kegelschnittes um so viel verkürzen, 54 die Ordinate des Schnitt
punktes der Asymptote mit der Ordinatenaxe negativ wird. Daun
entspricht demjenigen Theil des Hyperbelzweiges, welcher von einem
bestimmten Punkte P bis ins Uneudliche geht, ein Theil der Kurve,
welcher stets concav gegen die Abscissenaxe ist. (8. 5. 2.) Man ver—
kürze nun die Ordinaten des Kegelschnittes um so viel, daß der Punkt
P eine uegative Ordinate erhält (Fig. 15.*) Jetzt sind die unendlichen
Kurvenzweige in allen ihren Theileu concav gegen die Abseisseuaue diesfolgt ähnlich wie 8. 2, 10.) Man verlängere nun die Ordinaten des
Kegelschnittes um das Stücken, welches von 0o bis Ostetig wachse.
Es sei A(Fig. 15) der Punkt des in Rede stehenden Hyperbelasies,

 *) Daß die Hyperbeln in Fig. 12, 15 u. s. w. nicht eongrneut und zu der
Ordinatenare gleichliegend gezeichnet sind, kann, wie ich glaube, das Vastanbnihe micht
erschweren.
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für welchen die Abseissen ihr Minimum erreichen, B der Schnittpunkt
der Asyinptote mit der Ordinatenare, C sei immer der Schnittpunkt
des Hyperbelzweiges mit der Abseissenaxe. So lange Bnauf der nega—tiven Ordinatenaxe, A im 4. Quadranten liegt, dde die unendlichen
Kurvenzweige keinen Inflexionspunkt, denn sie sind immer von einem
—
haben noch keinen endlichen reellen Undulationspunkt erreicht. Wenn
inn beim Wachsen der Kegelschnittsordinaten der Punkt A in den 1.
Quadranten, Bäaber noch nicht in die positve Seite der Abseissenaxe
—
Theil der Kurve mit einem Inflexionspunkte (was ähnlich, wie 8. 2, 8,
folgt); dem Theile des Kegelschnittes, welcher von A bis ins Unend—
liche geht, entspricht noch immer ein Theil der Kurve, welcher concav
gegen die Abseissenaxe ist (denn dieser Theil der Kurve ist noch immer
don einem bestimmten Punkte an concav und hat noch keinen Undu—
lationspunkt erreicht) Wenn A noch nicht im 1. Quadrauten liegt,
die Ordinate von Bäaber positiv ist (Fig 140), so sieht man leicht, daß
der unendliche Kurvenzweig im 1. Quadranten anfaugs concav, dann,
nachdem ein Inflexionspunkt eingetreten ist, convex gegen die Abseissen—
axe ist. Liegt aber (Fig. 12) 4 im ersten Quadranten, B in der
positiven Ordinatenaxe, so eutspricht sowohl O A, als auch demjeuigen
Theil der Hyperbel, welcher bon A bis ins Unendliche geht, im 1.
Quadranten ein Theil der Kurve mit einem Juflexionspunkte.

II. Der Hyperlast, welchem die uneudlichen Kurvenzweige ent—
sprechen, schneidet die Ordinatenare.

Mann kann wieder, wie in J., die Ordinaten des Kegelschnittes
um so viel verkürzen, daß die Asymptote desjenigen Hyperbelzweigs,
welchem die unendlichen Kurvenzweige entsprechen, die Ordinatenare in
einenn Punkte mit negativer Ordinate schneidet und daß die Kurve überall
roncav gegen die Abfcissenaxe ist. Es ergeben sich nun folgende Sätze:

1) Wenn man die Ordinaten des Kegelschnittes wieder wachsen
läßt, so kann, so lange der Schnittpunkt der Ashmptote mit der Ordi

ee eine negative Ordinate hat, die Kurve keinen Undulationspunktaben.

Beweis. Es sei De(Fig. 16) der Schnittpunkt der Hyperbel
asymptoten, Bder Schnittpunkt desjenigen Hywperbelzweiges, welchem die
anendlichen Kurvenzweige entsprechen, mit der Ordingtenaxe. D muß
nothwendig im 2. oder 3. Quadranten liegen, denn sonst würde, wie
man leicht sieht, der eine Hyperbelast ganz im 1. und, 4. Quadranten
liegen,*) welchen Fall wir schon in J. hatten; D kann aber arch, da die
Ordinate von B negativ sein soll, nicht im 2. Quadranten liegen, denn
dann würde die Asmptote B G, also auch der zugehörige unendliche

x*) Immer noch unter der Voraussetzung, welche wir am Anfange dieses 8.
machten, daß der Hyperbelzweig, welchem die uünendlichen Kurvenzweige entsprechen,
don einem bestimmten Punkte bis ins Unendliche eonecav — die Abseifsenare sei,
daß also in Fig. 16 die Hyperbel in den Winkeln G D Xund IDH liege.
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Hyperbelzweig sich nicht im 1. Quadranten ins Unendliche erstrecken.
) liegt also im 3. Quadranten. Die Absecissen der Tangenten, welche
wan parallel mit der Ordinatenaxe an den Kegelschnitt ziehen kann,
sind die Wurzeln der Gleichung
(c — 44— ) X-—2(—-2d—4af—o,unddadiese
Abscissen, wie man leicht sieht, reell und zwar negativ sind, so folgt,
daß ohne Rücksicht auf das Vorzeichen

—

c — 4ab ce — 4a b

Anf dieselbe Weise folgt, da die Tangenten,
der Abscissenaxe an die Kurve ziehen kann, beide
ohne Rücksicht auf das Zeichen

ce—260d V—— 48 c— 4ab

— — ist aber die Ordinate,—* F o die Abscisse von
D (Salmon, conicsoctions, Art. 140); construirt man daher den Punkt
L dessen Ordinate e— 46t dessen Absei de — 4a f

„, dessen Ordinate — essen Abscisse —755—
ist, so liegt er näher an der Ordinatenaxe, aber weiter entfernt von
der Abscissenaxe, als D; es liegen daher Lund der Anfangspunkt O
auf entgegengesetzten Seiten der Asymptote PG (deren Ordinaten mit
den Abscissen wachsen), und O L schneidet D G (OLselbst, nicht die
Verlängerung von O L;) daher kann die Verlängerung von LO über
O hinaus die Asymptote DeG nicht schneiden, also kaun sie die Hyperbel
gewiß nicht schneiden, (denn O und berjenige Hyperbelast, welcher sich
in den 1. Quadranten erstreckt, liegen auf entgegengesetzten Seiten von
D G, was aus der zu Anfaug dieses 8. gemachten Annahme folgt,.
Ninmmmt man daher auf der Verlängerung von LO einen Punkt L' an,
so daß O L— OL so kann L'nicht in der Hyperbel liegen. Da
unn die Coordinaten von L die entgegengesetzten Werihy der orpdlunten3 e— 46 — 42at

von L, also die Werthe * — und * — haben,
der Punkt, der diese Coordinaten hat, aber in der Hyperbel liegen muß,
wenn die Kurve einen endlichen reellen Undulationspunkt hat, für den
nicht x 0 oder y S0o (8. 2, 12): so kann die Kurpe nicht einen solchen
Undulationspunkt haben.

2) Auch wenn die Asymptote des Hyperbelzweiges, welchem die
unendlichen Kurvenzweige entsprechen, die rdinatenaxe in einem Punkte
mit positiver Ordinate schneidet, die Schnittpunkte dieses Hyperbelzweiges
mit der Ordinatenaxe aber beide negative Ordinaten haben, kann die
Kurve keinen endlichen reellen Undulationspunkt haben.

Beweis. Man verkürze sämmtliche Ordinaten des Kegelschnittes
um so viel, daß die ganze Kurve concav gegen die Abseissenaxe wird.
Läßt man nun die Ordinaten wieder wachsen, so ist die Kurve, so lange
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der Schnittpunkt der Asymptote mit der Ordinatenare eine negative
Ordinate hat, überall concav gegen die Abseissenaxe (weil nach J. kein
Undulationspunkt eingetreten sein kann nud die Kurve von einem be—
stimmten Punkte an concap ist); sobald die Ordingate jenes Punktes positiv
geworden 'ist, aber der Hyperbelzweig noch die positive Abseissenaxe
schneidet und noch kein endlicher Undulationspuukt stattgefuuden hat,“)
ssi der unendliche Kurvenzweig, welcher sich im 1. Quadranten befindet,
von seinem Schnittpunkte y mit der Abscissenaxe bis zu einem Punkte
x (Fig. 17) concav, von x bis in's Unendliche conver gegen die Abseissen—
axe. Dem Punkt * entspreche der Punkt K des Kegelschnittes. Ich
lasse nun die Ordinaten des Kegelschnittes noch weiter wachsen und
nehme an, die Kurve erreiche einen Undulationspunkt, während der
Schnittpunkt des Hyperbelzweiges mit der Abseissenaxe noch eine positive
Abseisse hat. Wenn nun die Ordinaten des Kegelschnittes wieder um
eine auch noch so kleine Größe wachsen, muß der unendliche Kurvenzweig
im 1. Quadrauten 3 Inflexionspuukte haben,“*) und zwar von seinem
Schnittpunkte y mit der Abscissenaäxe bis zum 1. Juflexionspunkt « concav,
bon « bis &amp; convexr, von 6 bis x concav, von x bis in's Unendliche
conver gegen die Abseissenaxe sein. Ich lasse nun noch die Ordinaten
des Kegelschnittes um so viel wachsen, daß der Hyperbelzweig, also auch
der unendliche Kurvenzweig, durch den Aufangspunkt O geht. Es kaun
jetzt die Abscisse des Juflexionspunktes 6 nicht kleiner, die von x nicht
größer geworden sein (dies folgt aus 8. 2, 2, ähnlich wie 8. 2, 103;
3 und * können aber nicht zusammengefallen und verschwunden sein,
denn es hat nicht zum 2. Male ein Undnlationspunkt stattfinden können
(vergl. Seite 19, Zeile 5); der Inflexiouspunkt « dagegen kann immer
näher und näher an 7gerückt sein, so daß er jetzt mit O zusammeufällt
(bevor die Kurve durch O ging, konnte « nicht mit y zusammenfallen,
denn dann wäre die Kurve von y bis 4 conver gegen die Abseissenaxe
gewesen, was gegen 8. 2, 6, streitet), und die Kurve von O bis 6 conver
zegen die Ahscissenaxe ist, oder die Kurve ist noch von O bis 4 eoncav
gegen die Abscissenaxe (Fig. 20).

a) Die Kurve sei von O bis zu einem Inflexionspunkte q coneav
gegen die Abscissenaxe (Fig. 20). Legt man beia eine Tangente an
die Kurve, so muß sie die negative Seite der Abseissenaxe schneiden.
Diese Tangente muß, nämlich unmittelbar vor g auf der Seite des
Kurvenzweiges O * liegen, auf welcher die Abscissenaxe nicht liegt (da
vor « die Kurve concav gegen die Abseissenaxe ist); schnitte sie daher
die positive Abscissenaxe, so müßte sie noch einmal die Kurve im 1.
Quadranten schneiden; sie müßte dann aber auch den Kurvenzweig im

*) Daß nämlich die Kurve, wenn die Asymptote des Kegelschnittes durch den
Anfangspunkt geht, keinen endlichen reellen Undnlationspunkt hat, folgt eben so, wie l.

*x Daß nämlich aus einem Undulationspunkte, wenn die Kegelschnittsordinaten
wachsen.2 Inflexionspunkte entstehen, folgt daraus, daß, wenn fur einen Punkt der
Kurve 8 — 0, für dieselbe Abseisse in den folgenden Kurven *0 Gergl.

z. 2, 10)
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4. Quadranten schneiden; sie hütte also, da sie bei &amp; 3 zusammenfallende
Punkie mit der Kurve gemein hat, im Ganzen 5 Puukte mit der Kurve
gemein. Die Tangente bei a muß also die negative Abseissenare schnei—
den (oder durch O gehen). Die Tangente bei 4 schneidet (was eben
so zu beweisen ist) die positive Abscissenare. Es muß daher zwischen
x und 4 eine Tangente geben, welche durch den Aufaugspunkt geht
(8. 2, 5). Diese muß aber, wenn man sie uber O hinaus verlängert,
wegen der Symmetrie der Kurve zu den Axen auch im 3. Quadranten
die Kurve berühren, also die beiden Berührungspuukte und den Doppel—
puntt, d. i. Zmal 2 zusammenfallende Punkte mit der Kurve gemein
haben, was unmöglich ist. Der Fall a) kann also nicht Statt finden.

b) Die Kurve sei von O dis 4 conver gegen die Abseissenare.
Die Unmöglichkeit dieses Falles läßt sich eben so beweisen, wie die Un—
möglichkeit von a).

Von beiden Fällen folgt aber mit Nothwendigkeit einer aus unserer
Voraussetzung, daß die Kurve einen Undulationspunkt erreiche, während der
Schnittpunkt des Hyperbelzweiges mit der Abscissenare noch eine positive
Abseisse hat; diese Anuahme muß also falsch sein.

3) Aus dem Beweise von 2) geht hervor, daß, wenn der in Rede
stehende Hyperbelzweig die negative, seine Asymptote aber die positive
Ordinatenare schneidet, der unendliche Kurvenzweig im 1. Quadranten
von seinem Schnittpunkte y mit der Abscissenaxe (Fig. 17) bis zu einem
Punkte x concav, von x bis in's Unendliche convex gegen die Abseissen—
axe ist. Es mögen nun die Ordinaten des Kegelschnittes um so viel
wachsen, daß der Hyperbelzweig, also auch die Kurve, durch den Aufangs
punkt geht. Es muß dann entweder der Inflexionspunkt x immer näher
auny gerückt sein, so daß er jetzt mit O zusammenfällt und die Kurve
in allen ihren Theilen conver gegen die Abscissenaxe ist, oder die Kurve
ist noch von O bis zu einem Punkte x coucavb, von x bis in's Unend—
liche convex gegen die Abscissenaxe (Fig. 18). Es kann aber nur der
letzte dieser beiden Fälle Statt finden, denn wäre die Kurve ganz econver
gegen die Abscissenaxe, so würde, wenn man bei O eine Tangente an
sie legte und dann den Berührungspunkt sich immer weiter von O ent—
fernen ließe, der Schnittpunkt der Tangente mit der Abseissenare sich
immer weiter von Osentfernen; dieser Punkt muß sich aber zuletzt dem
Punkte O nähern, da die Taugente in unendlicher Entfernung, d. i. die
Asymptote, durch O geht (8. 5, 3, A). Die Kurve kann also nicht ganz
conver gegen die Abscissenaxe sein. Läßt man nun die Ordinaten des
Kegelschnittes noch weiter wachsen, so muß, so lange noch kein Undula—
tionspunkt eingetreten ist, jeder der K unendlichen Zweige (da die Kurve
bei ihrem Schnittpunkte mit der Ordinatenaxe nach 8. 2, 6, convexr
gegen die Abscissenaxe ist) 2 Inflexionspunkte haben (Fig. 19.) Wenn
nun bei noch weiterem Wachsen der Kegelschnittsordinaten ein Undula—
tionspunkt eintritt, so geht er bei noch weiterem Wachsen der Kegel—
schnittsordinaten nicht in 2 Juflexionspunkte über, sondern es verschwin
den mit ihm die vorhandenen Inflexionspunkte, denn wenn die Kurve
2 Juflexionspunkte hat und beim Wachsen der Kegelschnittsordinaten ein
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Undulations punkt eintritt, so muß dieser in einem Theile der Kurve
liegen, welcher unmittelbar vorher concav gegen die Abseissenaxe war
(8. 2, 10.)., Wäre daher beim Wachsen der Kegelschnittsordinaten der
concave Theil der Kurve nicht immer kleiner und kleiner geworden, so
daß er mit dem Undulatiouspunkte verschwände, so müßte der Undula—
tionspunkt 4 in einem concaven Theile der Kurve liegen; legte man
daher in ihm eine Tangetne an die Kurve, so müßte dieselbe die Kurve
in noch einem Punkte schneiden (vgl. 2, a); sie hätte also, (da eine Tan—
gente an einem Undulationspunkt 4 zusammienfallende Punkte mit der Kurve
gemein hat) 5 Punkte mit der Kurve gemein. Mit dem Undnlations—
punkte verschwinden also die Inflexionspunkte der Kurve, und wenn die
Kegelschnittsordinaten noch weiter wachsen, so bleiben die unendlichen
Zweige der Kurve überall conver gegen die Abscissenaxe (8. 2 10.)

B. Der Kegelschnitt sei eine Ie und die Asymptote desHyperbelzweiges, welchem die unendlichen Kurvenzweige entfprechen, sei
parallel oder zusammenfallend mit einer Axe.

Die Are, mit welcher die Asymptote parallel ist, oder zusammen
fällt, sei die Ordinatenaxe.

J. Der unendliche Hyperbelzweig im 1. Quadrauten befindet sich
zwischen seiner —— und der Ordinatenaxe.1) Der in Rede stehende Hyperbelzweig schneidet die Abseissenaxe

nicht. Fig 21 und 22.)a) Die Ordinaten des Hyperbelzweiges erreichen im 1. Quadranten
kein Minimum (Fig. 21.) Die Kurve ist dann ganz conver
gegen die Abscissenaxe. Denn angenommen, sie sei von « bis
8 concav, so kann dieser concave Theil nicht plötzlich ver—
schwinden, wenn man die Hyperbel um den Anfangspunkt
dreht (denn, wenn der Kegesschnitt seine Lage stetig ündert,
so ändert augg wie man leicht sieht, die Kurve sich stetig);
dreht man aber die Hyperbel nach der Richtung um den
Anfangspunct, daß die anfangs mit der Ordinatenare parallele
Asymptote sofort die positive Ordinatenare schneidet, so geht
die Kurve sogleich in eine Kurve der 4. Art ber Ibober 4.
Unterabtheilung in der 1. Hauptabtheilung, oder in eine Kurve
der 2. Art, der 3. Unterabtheilung der 1. Hauptabtheilung
über, und hat keinen Inflexionspuukt. Hieraus folgt leicht,
daß bei der ursprünglichen Lage des Kegelschnittes kein Theil
der Kurve concav gegen die Abscissenaxe sein kann.
Die Ordinaten des Hyperbelzweiges erreichen im 1. Quadranten
ein Minimum. Verfährt man, wie in a, so sieht man— daß
die Kurve die Gestalt von Fig. 22 hat.

Der inRede. stehende Hyperbelzweig schneidet die Abscissenare.
Fig. 28.) Der unendliche Kurvenzweig im 1. Quadranten ist
anfangs concav, dann conver gegen die Abscissenare, was sich eben
so, wie die Resultate in 1 beweisen läßt.
II. Der unendliche Hyperbelzweig im 1. Quadranten befindet

fich auf der Seite seiner Asumptote, auf welcher die Ordinatenare nicht

)
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liegt. Verfährt man ebenso, wie in J., so sieht man, daß jeder unend
liche Kurvenzweig anfangs (von seinem Schnittpunkte mit der Abseissen—
axe an gerechnet) concav, dann conver gegen die Abscissenaxe ist. (Aehn
lich wie in Fig. 24).

C. Der Kegelschnitt sei eine Parabel.
Die Axe der Parabel muß mit einer der Coordinatenaxen parallel

sein. (8. 4, 3, 0.) Sie sei mit der Abscissenaxe parallel. Wenn man
die Parabel nach der Richtung um den Anfaugspunkt dreht, daß ihre
Axe die positive Abscissenaxe schneidet, so geht die Kurve sofort in eine
Kurve der 1. Hauptabtheilung über. Man findet daher, indem man
eben so, wie in B verfährt, folgende Resultate:

I. Schneidet die Parabel die positive Ordinatenaxe nicht und er—
reichen ihre Abscissen im 1. Quadranten kein Minimum, so ist die Kurve
überall concav gegen die Abseissenare.

II. Schneidet die Parabel die Ordinatenaxe nicht und erreichen
ihre Abscissen im 1. Quadranten ein Minimum, so hat der Theil des
unendlichen Kurvenzweiges im 1. Quadranten, dessen Ordinaten mit
wachsenden Abscissen abnehmen, einen, der andere keinen Juflexionspunkt.

III. Schneidet die Parabel die positive Ordinatenaxe, so ist jeder
unendliche Kurvenzweig anfangs conver, dann concav gegen die Abseissen—
axe. (Fig. 25.)

8 7. Aus dem in 8. 5, 3 und 8. 6 Gesagten ergeben sich un—
mittelbar die Gestalten der Kurven der 8. und 10. Unterabtheilung der
2. Hauptabtheilung. Die 8, Unterabtheilung zerfällt in folgende Arten
von Kurven:

a) Die Kurve hat2 sich (im Anfangspunkte) schneidende Asym—
ptoten (8. 5, 3, A und 8. 6, A.)
Die Kurve hat keinen Juflexionspunkt. (8. 6, A, J. und II.,
Fig. 15 und 16.)
die Kurve hat 4 Inflexionspuukte und ihre Abscissen und
Drdinaten erreichen im 1. Quadranten kein Minimum. (8. 6,
A, I. und II., Fig. 14 und 17.)
Die Kurve hat 4 Inflexionspunkte und ihre Abscissen oder
Ordinaten erreichen im J. Quadranten einmal ein Minimum.
—
Die Kurve hats8 Juflexionspunkte und ihre Abseissen oder
Ordinaten erreichen im 1. Quadranten ein Minimum. (8. 6,
— —
Die Kurve hat 8 Inflexionspunkte und ihre Abseissen und
Ordinaten erreichen iin 1. Quadranten kein Minimum. (8. 6,
A, II., Fig. 19.)
Die Kurve hat 2 (einer Axe) parallele Asymptoten. (8. 5,
3, B und 8. 6, B.)

6. Art. Die Kurve schueidet diejenige Axe, welche ihren Asymptoten
parallel ist und hat keinen Juflexionspunkt; (Fig. 21.)

7. Art. Die Kurve schneidet diejenige Are, welche ihren Asymptoten

9)
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parallel ist und hat 4 Inflexionspunkte; ihre Ordinaten oder
Abscifsen erreichen im 1. Quadranten ein Minimum. (Fig. 22.)
Die Kurve schneidet die ihren Aren parallele Asymptote nicht, liegt
zwischen ihren Asymptoten und hat 4 Inflexionspunkte. (Fig. 23.)
Die Kurve liegt außerhalb ihrer Asymptoten und hat 4 In
flexionspunkte, (Die Kurvenzweige in — 23 liegen außerhalbhrer Asymptoten, statt zwischen denselben.)
Die Kurbe hat nur eine Asijmptote. (8. 6, B, II.)
Auf jeder Seite der Asymptote liegt ein sich nach 2 Seiten ins
Unendliche erstreckender Zug mit 2 Inflexionspunkten. (Fig. 24.)
Die Kurve hat keine Asymptote. (8. 5, 3, C und 8. 6, 0.)
Die Kurve hat keinen Juflexionspunkt.
Die Kurve hat 4 Inflexionspunkte und ihre Abscissen oder
Ordinaten erreichen im 1. Quadranten ein Minimum.
Die Kurve hat4 Inflexionspunkte und ihre Abscissen oder

Ordinaten e im 1. Quadranten kein Minimum. (Fig. 25.)der 10. Unterabtheilung giebt es folgende 3 Arten von Kurven:
Die Kurve hat 2 sich di Anfangspunkte) schneidende Asymp
toten und außer dem Doppelpunkte noch 4 reelle Inflexions—
punkte. (5. G, A, II. 3, Fig. 18.)

2. Art. Die Kurve hat 2 paralleie Ashmptoten und außer dem Doppel
punkte keinen endlichen reellen Inflexionspunkt.

3. Art. Die Kurve hat keine Asymptote und außer dem Doppelpunkte
keinen endlichen reellen Inflexionspunkt.

Daß nämlich die Kurven der 2. . 3. Art außer dem Doppelpunkte
keinen Inflexionspunkt haben, folgt wie die Resultate in 8. 6, Bu. O.

Wir kennen jetzt die Gestalten der unendlichen Zweige der Kurven
der 2. Hauptabtheilung, ihre Ovale lassen sich eben so untersuchen, wie
die der J. Hauptabtheilung. Es ist daher anch leicht, diejenigen Kurven
der 2. Hauptabtheilung zu untersuchen, welche aus unendlichen Zweigen
und Ovalen bestehen, und ich halte es nicht für nöthig, mich länger
dabei aufzuhalten. Die uneudlichen Zweige der Kurven der 3. Haupt
abtheilung lassen sich eben so untersuchen, wie die der 2.; nur, wenn
der Kegelschnitt eine Parabel ist, hat die Kurve wuendliche Zweige von
solcher Beschaffenheit, wie sie sich in der 2. Haupta theilung nicht
finden. (Vergl. 8. 8,3,C, II.) Da indessen die Parabel sich nur
anendlich wenig von einer Ellipse uud von einer Hyperbel unterscheidet,
so ergiebt sich guch in diesem Falle die Gestalt der Kurve sehr leicht
(vergl. 8. 6, B und C.), Auch die Kurven der 3. Hauptabtheilung
bieten daher keine Schwierigkeiten mehr, dar, Wenn man die Kurven—
arten zühlt, welche es in allen 3 Hauptabtheilungen giebt und diejenigen
wegläßt, welche immer aus 2 Kegelschnitten bestehen, so findet man, daß
es in der 1. Hauptabtheilung 29, in der 2. 50, in der 3. 61, im Ganzen
also 140 Arten giebt. Weit größer würde diese Auzahl werden, wenn
wir die Kurven mit Undulationspuukten als besondere Arten rechneten.

*) Wenn in den Figuren, auf welche hier verwiesen ist, die Kurve Ovale hat,
so wird es immer leicht sein, die Lage des Kegelschnittes so zu ändern, daß die Ovale
wegfallen und die unendlichen Zweige dieselbe Gestalt behalten.
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