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§ L. Wenn man die Kurve, deven Gleicdhung ijt ay* + bx*
+ ey* . x* 4 dy? 4 ex® + f— o  confteutren will o conjtruive
man evjt den Regeljhnitt ay® + bx® 4 eyx + dy 4+ ex -
f=o0. Jft banm y=g, x=0 ein Punft biejes Segelfdhnittes, fo find
Yii= Vﬁr_xl X = V“;y S5k 5 Vp'/ X = V‘” yth’, 25 e V“;
y=—VB8, x=—V afimmtlih Puutte der zu conjtruivenden Kurve.
Man fann alfo aug jedem Punfte des Kegelfehnittes tm 1. Quadranten
vier Punfte der Kurve ableiten, aljo beliebig viele Punfte der Kurve
conjtruiven und diefe durd) einen freien Sug mit einander verbinden,

Biv theilen mun die tn Rede ftehenden Kurven i 3 Hauptabthei-
lmgen, und gwar jollen tn die 1. Hauptabtheilung diejenigen gehiven,
welche fetnen, in die 2. dic, weldhe vier, tn die 3. die, weldhe adyt wnend-
liche Sweige haben. Mean fieht, dafy die Kurve in die 1., 2. oder 3.
Pauptabtheilung gehirt, je nadhdem dex Sugelfchnitt tm 1. Quadrvanten
feinen, einen, oder wei unendliche Jweige hat.

S theile mm die Kuvven jeder Hauptabtheiung in Mutevabthei-
hingen nad) der Angahl wud Lage ihrer vigcontinuivlichen Theile, Diefe
fiud immer feicht aus dem gugehisvigen Segelichnitte 3u Dejtinumen. (it
3 B. der Theil des Kegelfchuittes, welcher fich im 1. Quabranten
befindet, eine ¥inie, weldhe ywei Puntte der pofitiven Ovdinatenaye ver-
bindet und die Abjeifjenaye nidyt bevithrt (Fig. 4), fo befteht die Nuvve
aus gwei aupevhath etnander liegenden Ovalen™™), was fehr leicht eingu-
fehen ift.  Jit der Kegeljchnitt cine Ellipfe, fo faun dieje su der Abjciffen-
age folgende fitnf verjdhiedene Lagen haben:

1. Die Cllpje liegt gang tm 2. wd 1, Quadvanten und beviifrt die

Abfeifjenage micht;

*) 3ft B eine pofitive Grisfe, o verftehe i unter Y £ ftets ben pofitiven
Werth der Wurjel.

*¥) Unter einem Ovafe verftehe i) einen in fich guviidlaufenden Linienzug,
wie feine Geftalt fonft aud) fein mag. —



Die Gllipfe liegt gang tm 2. und 1. Quabdvanten und Devithrt
bie Abjcifjenage;

Die Cllipje jdyneidet die Abjciffenaye;

Die Cllipfe liegt gang im 3. und 4. Quadranten und beviihrt
die Abfcifjenaye;

Die Cllipfe liegt gang im 3. und 4. Quadvanten und beviihrt
die Abjcifjenare nicht.

Bet der Lage 1 fann die Cllipje wieder folgende Lagen zu der
Ordinatenare haben:

a. Gie liegt gang tm 2. Quabdvanten, ofne die Ordinatenare u
berviithren. Die zugehirige Kurve ift dbanmn vollig imagindr.

b. Sie liegt im 2. Quadvanten und bevithrt die Ovdinatenaye. Die
Kurve bejteht dann aus zwet conjugivten Puuften.

c. Gie {chuetbet die Ordinatenaze (Fig. 4). Die Kurve bejteht dann
aus zwei auferhalb einander liegenden Ovalen.

d. Sie liegt im 1. Quabranten und beviihrt bdie Qrdinatenage
(Fig. 3). Die Kurve bejteht dann aug vier Ovalen, vou denen
je gwet einen Punft gentein Haben.

e. Sie liegt tm 1. Quadranten, ohne die Ordinantenaye gu beviihren
(Fig. 1). Die Kurve bejteht dann aus vier auferhalb einander
[iegenden Ovalen.

Durdhgeht man ebenfo die Fille 2 big H und die Fiille, wo der
Regeljchnitt eine Hyperbel ober Pavabel ift, jo findet man, dap e8 in
ber 1. Pauptabtheilung vievzehn Unterabthetlungen giebt. Die Bejtand-
theile der Surve founen ndmlich fein:*)

4 auferhalb einander liegende Ovale (Fig. 1 unbd 2);

4 auferhalb einanber liegende Ovale, von denen je zwei einen

Punft gemein haben (Fig. 3);

2 auferhald emander l[egende Ovale und 2 conjugivte Punfte

(&ig. 7);

2 auperhalb einander liegende Ovale (Fig. 4);

2 Ovale, weldye den Anfangspuntt gemcin haben (Fig. 5);

2 Ovale, weldhe ficy in gwet Punften jchneiden (Fig. 6.);

2 Ovale, weldye fid) in vier Punften jdyueiden (Fig. 11);*%)

2 Ovale, von Denen eind dag anbere einjchlieft (Fig. 8);

ein Oval und ein conjugivter Puntt tnnerhalb dejjelben (Fig. 9);

10. ein Oval (Fig. 10);

t11. 4 conjugicte Puntte (der Regelfdhuitt ijt ein conjugivter Punkt
im 1. Quabraten);

12. 2 conjugivte Punfte;
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*) fBenn nichts Anbdeves bemerft ift, haben die angefithrien Theile ber Kurve
feinen Puntt gemeinfam. !

%) Die mit T begeichneten Untevabtheilungen enthalten nadh Salmon, higher
plane curves, Art. 34, mur Qurven, welde aus gwei Kegeljdnitten beftehen. Die
Gleidhung einer Kurve der 11. Unterabtheilung ift bas Prodbuct gweier Gleidungen
vom 2. Grade mit imagindven Coefficienten; benn eine Gleichung vom 2. Grade
mit veellen Goefficienten fonn nicht gwei conjugivte Punite geben,



13. eint conjugivter Puntt;
14. fein veeller Theil; :
Bweite Hauptabtheing.  Die Kurve hat viev unendlidje Jweige.
Die Bejtandtheile der Kuvve finnen fein:
. gwet fid) nach gwet Seiten 'S Uneubdliche evitvedende Jiige und
ywei auferhalb einander liegende Ovale (Fig. 12);

wei Ovale, die den Anfangspuntt gemein Hhaben;

ein Oval, (Fig. 13 und 19);
ein Oval, weldhed mit jebem der unendlichen Biige einen Punft
gemein Bat;
et vort jebem umendlichen Buge zweimal gefchnittenesd Oval;
gwei conjugivte Puntte;
ein_conjugivter Punft;
fonjt fein veeller Theil (Fig. 14 und 16);
3wet durd) den Anfangspuntt gehenbde qrade Linten und eine Ellipfe;
vier vom Anfangspuntt ausgehende wunendliche Jweige (Fig. 18).
Dritte Hauptabtheilung. Die Kurve hat adyt unendliche Bweige.

Bejtandtheile der Kurve.

1—7. Bier aufierhald einandber legende® fidh nad) zwei Seiten in’s
Unendliche erjtredende Jitge unbd
swet auferhald einander liegende Ovale (Fig. 26);
ywei Ovale, weldhe den Anmfangspuuft gemein haben;
ein Oval (Fig. 27);
et Oval, weldes mit zwei der unendlichen Biige je etmen Puntt
gemein fat;
ywet conjugivte Puntte;
et conjugivter Puntt;

7. fonjt fein veeller Theil;
8—10. Bier fich nacdh) wei Seiten 's Unendliche erftvedende Biige,

von Dderen

8. zwei den nfangdpunft gemein Haben;

9. awet die andern emjdhlichen (Fig. 28);

10. je zwet einen Punft gemein Haben;
11, zwet ficdh) tn vier Punften jchneiden;
+12. vier durd) den Anfangdmuntt gehende grade Linien.

Bemerfung. Dret Fidlle find hier unbeviictiichtigt geblieben,

niimlich cxftens dev, wo der Kegelfchnitt aus zwei graben Linien, von
benen eine mit der Axe jufammeniillt, die Kurve alfo aus zwet zujanumen-
fallenden qraben Linien und einem Kegeljdhuitte Dbejteht, 3weitens ber,
wo die Gleichung dev Kuvve ein Quadrat ift, diefe aljo aus wei
sufammenfallenden Kegelfchuitten . befteht und drittens der, wo die
Gocfficienten der Gleichung imagindr find.  Ju dicjem Falle bejteht
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*) 3 fage hier von jwei unendlidhen Biigen, fie fiegen aufierhalb einanbder,
el mait vou jedem beliebigen Puutte eines jeden eine Linie nady dem Anfangs-
puntte zichen famu, obme den anbern 3u fdueiden (Fig. 26 und 27); dev eine liegt
innevhalb des andern, wenn dies nidyt dev Fall ift (Fig. 28).
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bie Qurve aus 16, 14, 13, 12, . .. 3, 2, ober einem Punfte, vber
aug einem RKegeljhnitte und einem, ober 2, oder 4 Puntten, ober fie
it vollig imagindr, was id) hier aber nicht weiter audeinanderfegen will.

§ 2. Jm Folgenden follen ftets y und x bdie Coorbinaten eines
Punttes des Kegeljchnittes, Y und X die Coordinaten des entfprechenden

Punftes dev Kuvve im erjten Quadvanten bezeichuen, jo daf Y=y y,
X — yix,
B e al
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4. Vo einem Theile der Qurve fm evften Quabdranten mwadyjen
bie Ordinaten mit dew Abfeifjen, wenn fitr den entfprechenden Theil
pes Qegelfdhnittes die Ordinaten mit den Abjeiffen wachfen; die Orbi-
naten nehuen mit wachfenden Abfeiffen ab, wemn fie fitv den ent
fprechenden Theil des Qegelfdhuittes abuehmen (jolgt aug 1).

5. Die Tangente an der Kurve dndert ihre Lage ftetig, wenn
ber Derithrungspuntt fich jtetig dndert, was fidh fehr leicht beweifen
ligt. Die Kurve fann alfo feme Gcfen haben. Aud) Spien faun fie
uicht haben.  Denn Ditte fie eine Spite, weldhe nicht in eimer Axe
liegt, jo bitte fie wegen threr Symmetvie zu beiden Aren vier Spigen,
und dies ift nach Salmon’s higher plane curves, Art. 34 wnmiglich;
hitte fie aber in einer Ape, ctwa der Orbinatenage, cine Spise, fo
bitte fie i devfelben anf der entgegengefepten Seite der Abjciffenage
eine gweite, und die Ordinatenage hiitte 6 Puutte mit dev Kurve gemein.
(Gie wire ndmlid) wegen der Symmetric der Kurve Tangente an
beiben Spien.)

6. Jn dber Gegend von folchen Punften der Kurve im evjten
Quadvanten (nicht in ciner Axe), devenw Ordinaten cin Maxinum oder
WMeininnm evveichen, ift die Kuvve convey oder concan gegen die Abfeiffen-
age, je nachdent dev entfprechende Theil des Kegelfchnittes conver ober
concan gegen diefelbe ift. Vet etwem Durdhfhnitte mit der Ovdinatenaye
ift die Kurve, wemn dev Schuittpuntt iyt cin Doppelpuntt ijt, convey
ober concav gegen die Abfeiffenaxe, je nachbem fiiv den entfprechenden
Theil des Kegelfdhnittes die Ovdinaten mit wadhfenden Abjeijjen wachfen
oder abnehmen.  Beide Sdpe find fehr leicht zu beweifen.  Sie gelten
natiivlic) anch, wemn man die Wirter , Abfeifie’, ,Ordinate”, ,Abjcifjen:
age”, ,Ovdinatenaye”, durdy ,Ordinate”, ,Abjeiffe” w. j. w. erfett.

7. 3t ein Eheil des Kegeljchnittes concav gegen die Abjeiffenaze
und wehmen feine Ovdinaten mit wadhfenden Abfeiffen ab, fo ijt aud)
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ber entfprediende Theil der Kurve concav gegen bie Abiciffertaze, Henn
e8 it
dy i gt i
T 0 7z <0 (Sturm, cours d’ Analyse, 205)
a2y ;
aljo X2 <o (nady 2),
woraus nac) dem eben citivten Avtifel im Sturm unfere Behauptung folgt.

8., Wirh ein Oval der Kurve vou der Ordinatenare gefdhnitten,
b erveichen in dem Scnittpuntte, weldher die grofeve Ordinate hat,
die Orbinaten ein Mininuum, o legt i dem Thetle des Ovals, welcher
vont diefemt Puntte Hig yum eviten Puntte geht, tn welchem die Ordi-
naten et Maginum evveichen, ein, und jwar nur ein Juflepiondpuntt.

Beweis. Bei dem Schnittpunfte mit der Orbinatenare ijt
=>0, Det dem Punfte, in weldhem die Ordinaten ein Mayintum
d*¥
d X?
: de Y
Deibent Puntten Ix? ¢
: : , 4o : ) g
ihien wenigjtens einmal ix: = © fein.  Mehr al8 ein Jnflexions-

:
ax?

crreichen <Z 0 (nad) 6,). Man fieht aber leicht, daf zwifchen

ine fjtetige Function von X ift, alfo mufy ywijchen

muft faun aber nidht zwifchen thnen Liegen, demn, wemn man bebenft,
bafy die Rurve fymmetrifd) 31 der Ordinatenaye ift, 1nd daf eine Tangente
an einem {uflexiongpuntte drei jufanumenfallende Panfte mit der Kurve
qemein hat, fo fieht man leicht, daf die Tangente am gweiten Juflexions-
punfte 6 Punfte mit der Kurve gemein bitte.

9. Gben fo: Wenn ein Oval der Kurve von der Orbinatenaye
qejchuittenn wirh und in dem Schnittpuntte mit der Eleinevren Ordinate
dic Orbinaten ein Maginuum evveidhen, fo liegt in dem Theile der Kurve,
welcher von diefem Punfte Hid zu dem evjten Punbte geht, in welcdhem
bie Ordinaten ein Mininum evveichen, ein Juflexionspuntt. Audy gilt
diefer und bder vovige Sas, wenn man die Worter ,Abjeiffe” und
L, Orbinate”, |, Abjeiffenage” und ,,Ordinatenare” vevtanjcht.

10. @Get man in der Gleichung des Kegelfdhnittesd y + n ftatt y,
wo n > o, {o daff bic Ordinaten des wrjpriinglichen Keqelfchnittes
fammtlich um daffelbe StiicE n verfitest werden, wud entjpricht cinem
Theile deg new entitandenen Kegeljdhnittes, weldher im evjten Quabdranten
fieat, qegen die Abjciffenare comver it wnd deffen Ovdinaten wmit den
Abfciffent wachfen, ein Thetl der Kurve, der conver geqen die Abjciffenaye
iit: fo entfpricht andy demjeniqen Theil deg urfpriinglichen Kegelfchnittes,
ber diefelben Abjciffen hat, ein Theil der Kuvve, weldjer conver gegen
bie Abjciffenaye ijt,

bennt find y und x die Goordinaten eines Punftes des nen ent-
jtandenen Regeljchnittes, fo ift fiiv dew in Fede ftehenden Theil bder
urfpriinglichen Kurve



10

AT e o LT Rl X (d(y+n) ’ " d’(y+n)]
dX?~ yzap Lodz  yio\ éx JPEF gy
(§. 2, 2), fitr den entfprechenden Theil der Kurve, weldhe Fu dem nen
entjtandenen Kegelfdynitte gehirt,

e 1 Ay (d y)2 dzy]
aX*" 7y bax Ty \ax) 2 e

2
it nun jdhon in der lepten Gleichung g‘XYe > o, fo ijt gewiff in bex

a2y
vmbergef)enbenTX—2 =10y

11. Wird ein Oval der Kurve von einem andern umjdloffen, fo
faun e8 feinen Jmflexiondpuntt haben, denn hitte €8 cinen, fo fdunte
man duvd) ihn eine Tangente legen, weldhe mit dem innern Ovale
wenigftens 4, mit dem duferen wenigjtens 2, alfo mit dber Kurve
wenigjtens 6 Punfte gemein hitte.

12. $Hat die Kurve einen enbdlichen veellen Undulationdpuntt, fiir

; - okl i g d*—4af

welden nidht X = o oder Y = o, fo ijt fiiv ihn X = il
e?—4bf
¥ i 8
= “c?—4ab’

Beweis: Jn cinem Undulationdpuntte jallen 2 Juflerionspuntte
ajammen.  Hievaus folgt, daff, wemn ein Puntt cin Undulationspuntt
pe 2

. 1 ; ; ) 1 !
ift und um denfelben :—1% cinte ftetige Funftion von X ijt, fein wmufy

2 3
g—}—g—z o i, g_XX‘ = 0. Picraus und aus 2 und 3, folgt, daff
fitv einen endlichen veellen Undulationspunft der Kurve, weldher nicht
in einer Axe liegt, fein muf

19 g%y X 5k PR RL .
Je g NGO =gy, #®
V y X y V y C V y D.
g d y)z 3x fd y) 3 4 “Brdhy o GESd P41y
vy \dx +yzvy g Vydx®  jVydxdx
4x d?y
i Jydxe = o
: . : A i e b e | :
Wenn wiv gu der jweiten Gleidjung die erjte mit ; dz multli-

plicivt adbiven und durd) ‘/—z_ theilen, jo entjteht
b

3d?y Stdity
gy T 2xg="0
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ke 5 2 RS ) Yy TR
o g e v 4 (8 )".ztz(cd 288 Kt Fmdaf

A (c*—4ab)x+cd—2ae
dx ~ 2a--2ay(c*—4ab)x* | 2(cd—2ae)x|d*—4af
d*y (¢?*—4ab) (d>*—4af) — (cd—2ae)? 38
dxr;:tméz—llab)x”—}—2(cd-—2a‘e)x+ d*—4af]"
d’y __6[(c*—4ab)(d*—4af)—_(cd—2ae)?*|[(c*—4 ab)x-}-cd —2ae];
dx? — +—74;[T(§2—4ab)x2¥2(cd—2ae)x+d"—4af]

Wenn wiv diefe Werthe in die Gleichung I einfepen, jo fehen wir, daf,
wenn fie exfitllt fein joll, fein wuf
entweder (¢c*—4ab)(d*—4af)— (cd—2ae)*=o0
2x[(c*—4ab)x {-cd—2ae]
ober — , =
(c?—4ab)x*+ 2(cd—2ae)x T d* — 4af
Wenn Ddie evite diefer beiden Gleichungen erfiillt ijt, jo bejteht der Kegel-
jouitt aus graben Liniem, die Kurve aus 2 Kegeljchnitten wud hat alfo
fetnen Undulationspuntt (einen Doppelpuutt rechue i) nicht als Undu-
{ationgpuntt.) Wenn aljo die Kurve cinen endlidjen reellen Undulations-
punft bat, welher nidht in einer Age liegt, jo ijt fiiv ihn Ddie lepte
Gleichung erfiillt, ober x* = z—T:b Hievaus folgt duvd) Ver-

e ex—4bf
tanjdyung der Ayxen, daf y? = e

N

1

13. Wenn in einer Are ein Undulationspuntt liegt, fo miffjen in
berfelben bie Ordinaten obder Abjcijjen ded Kegeljhnittes e Neayimum
ober Niininum evveichen.

Denn foll 3. B. in der Ordinatenaye ein UnDIxIation?lmft [iegen,
fo mufp sugleid) fein x = o unbﬁ = o, alfo d—X~1( - y)’+ 2.x
1 g L dx y\dx

2 , 13
iigﬁ: o0, woraus folgt T z = 0. Dafy jept aud):—j*;i = o, folgt aug 3.

§. 3. Wir wollen wun uerjt die Kurven bder erften Haupt-
abtheilung untexfudjen, weldje Kuotenpuntte haben, aljo die der 2., 5.
und 6. Untevabtheilung.

I. @38 feit ABCD (Fig. 3) ber Regeljhnitt fitv eine Kurve
ber 2. Unterabtheilung, wund zwar fei die Ordinatenare die von ihm
berithrte Are (was ﬁg), wenn e nidgt der Fall ift, duvd) Vertaujcdhung
ber Agen evveichen Lift), A dev Vevithrungspuntt mit derjelben, C dev
Puntt mit dev groften Abjciffe, B der Punkt mit der griften, D dex
mit der fleinjten Ordinate. Oem Theil BC ded Kegeljchnittes entfpridht
im evften Quadranten ein Thetl gy der Kurve, weldher concav gegen
bie Abjciffenage ift (§, 2, 7). Vefiirgt man jimmtlide Ordinaten des
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Regeljdnitted um jo viel, dafy der Punft D in bie Abjciffenage fillt
(Fig. 11), fo geht die Kurve in eine der 7. Unterabtheilung iiber und
bejteht aus zwet Cllipfen, es entjpricht alfo dem Theil CD bes Kegel-
fnittes ein Theil y o der Kurve, weldjer convey gegen die Abfeiffenaye
Ut, daher ijt auc) fiir die Kuvven der 2. Untevabtheilung y o convey
gegen die Abjciffenaze (§. 2, 10.) Wir haben jept nod) die Theile ap
und a d bev Kurve gu unterfuchen, weldye den Theilen A B und A D
bes Regelfchnittes entjprechen. Da dev Kegeljdhnitt die Ordinatenaye
bevithrt, ijt d*— 4 at=o, aljo
b8 X -d_—tl/(02——4ab)x2 +2(cd—2ae)x
2a

dy_ o @—dsbxesd=pee
dx 2a—*23}/(02_4al;)x2+2(cd_:27e)“x

d2 y cc—4ab = F
AR R b = L2 (od—Dac) s+
[(c*—4ab)x 4+ ¢cd—2ae]? 3

2a[(c*—4ab)x’+ 2(cd—2ae)x]’
i ; ’ A
S will mm den Grengwerth evmitteln, weldhem fidh gTznﬁbcrt,
j : = o didiN s 1 dy
wenn X, alfo aud) x fich dev Null nithert. ©8 ijt dv™ Ko x

x gdyny?, 2x dey Doty 23 . . -
.8 yl,/; (dx) + ;/; e (§ 2, 2). Dian findet mun leidht, wenn
man die fiiv jz und 323; gefunbdenen Werthe benugpt,

3 Y c
lim == :llm [— T
: Yydx Rayy —2ayy Y3 (cdj—2ae)x
3 x dy\*71_ . —cd+4 2ae
lim [h YA}/; (d'xr)] = 'llm [ ]

cd—2ae ]

8alyyy
lim 2—"d2y~lim|_7_ cd—2ae
yy dx 7 T L4 2ayy, Kfz?cd_za—e);]
27y ¥ TR
alfo limﬁ % — lim [_ & a6% ,,v,%ff]

2mpy ey
d

alfo, ba lim y — — 9 o

ik f_leT;:_cd+2ae
dX 4ad}/_'T
2a
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Jit diefer Ausdbruct negativ, fo find e f und ¢ d beide anfangs
(von @ aug gevedynet) comcav gegen die Abjcijjenare; ijt ev pofitiv, fo
jiud anjangé « d und « B conver gegen die Abjciffenare; « f hat aber,
wenn e8 anjangs convey ijt, einen i‘yuﬂcgwuéplg}tft_, welche Behauptungen

jidy wie §. 2, 8 beweifen lajjen. Jijt lim dXX\: o, {o {ind bie

Doppelpuntte Jujlexionspuntte, und weiter hat die Kuvve feinen Fuflerions-

punft; fie bejteht aug zwei lemmifeatenavtigen Sdhleifen. Demn man

verfitvze jdmmtliche Ordinaten des Kegeljchnittes wm o viel, dafy er

auch die Abjcifjenaye bevithrt. Daun ijt die zugehivige Kurve aus 2

Elipjen zujammengejept (§. 1) wnd « d (Fig. 11) ijt concav gegen die

Abjciffenaze.  Wenn man nun die Ordinaten des Kegelfchnittes wieder
cd-+|2ae

wadfen (§fit, fo it @8, fo lange — 4ad -V__(T' <o ijt, wie wit
2a

gefehen baben, zuerjt concav, dann conver gegen die Abjciffenaze; ijt

cd 4 Rae
abet — 4ad V —d >0, joift «d ganz conver. Nun famn aber
2a

nidht bei ftetigem Wachfen der Kegelfchnittdordinaten der concave Theil

von a d pliplich verjhwinden (denn man fieht leidht daf, wenn ber

Regeljdhnitt jid) jtetig dndext, and) die Kuvve fid) jtetig dndert); ev muf

cd+ 2ae ,
daher, da er, jobald — 444 'W d negativ ijt, vevjdhwuuden ijt,
2a

tmmer fleiner und fletnter werden, wenn diefer Ausdruct fidh) der Null
cd 4 2ae

niihert.*  (Daf nitmlid) die Grife — ;;}1’_1/::(‘1:, wenn jie Null
2a

ijt, bei weiterm Wad)fen dev Kegeljchnittsordinaten fofort pofitiv wird,

fieht man leidht ein, wenn wman wirtlich in dev Gleidpmg des Kegel-

cd4 2ae
fhnittes y —n jtatt y fept) Jit alfo — ;. 7¢ l/_ZT: o, fo Dhat
24

ad und (was fid) cbenfo beweifen lift) audh @ B feinen Juflerionspuntt,
Aus bem Gefagten evgiebt fidh: '

Jn der 2. Untevabthething der 1. Hauptabtheilung giebt e drei

A 20gs
*) Daff — 4 ady—d filv bie Qurven dev 2. Untevabtheilung nidyt unend-

2a
lid) wevben Pann, (ft fich leicht beweifen.
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Avten vou Swvven. I dev evjten Avt (Fig. 3) hat jedes Oval auf
ber Seite einen Juflexionspuntt, welche den dret iibvigen Ovalen zuge-
fehrt ijt (0. b. in e d); fitv dic Kwrven dev 2. Art jind die Doppel-
punfte  Jujlerionspuntte von Dbewen jid) i denjelben jehneibenden
Bweigen; von den Swrven der 3. Art hat jedes Oval auj der Seite
eten yuflexiongpuntt, weldye et anliegenden Ovale  gugefehrt, von
ben iibrigen abgewandt ift.

: cdf2ae i :
Da dbag Feichen von — s y— d mit dem Beichen von ¢ d -
2a

2ae iibeveinjtimmt (a wnd d Haben entgegengejepte Seichen, da joujt
filv x — oy wegativ, Y tmagindr wive), jo jieht man, daf, wenn die
Doppelpuntte tn der Ordinatenaye liegew, die Stwvve zuv 1., 2. ober
3. Art gehort, je nachpem ¢d 4+ 2ae<<o, cd2ae o oder
cd+2ae>o. QLiegen die Doppelpuntte . bder Abjeifjenaze, jo
findet man duveh) Vevtaujdpug der Agem, dap die Kurve gur L., 2.
ober 3. vt gehort, je nachdent ¢ e 4 2b d << 0, =0, pdev >>o0. Da
bie wirtliche Sxijteny aller 3 Avten wod) wicht nachgewiejen ijt, fo gebe
ich vou ihnen Veifpiele.
Beifpicl der 1. Ant: Y+ 16 X' —7X ¥ — P Y — TP X D=0
o 2. Wt Y 16X — 7 XY — 2 Y 17X =0
s 3 Wt: Y 16X —7XY?—10Y, + X? 4 25=

[I. Die Quvven der 6. Untevabtheihung Llafjen jid) leicht unter-
fuchen.  Wiv wollen wicher wuehmen, die Doppelpuntte liegen n dev
Ordinatenaye. €3 jei DA B (Fig. 6) dev Kegeljchunitt fiiv eine Kurvve
ber 6. Unterabtheibmg, A jein Bervithrungdpunft mit dev Orvdinatenaye,
C der Punft mit dev gripten Ovdinate, D wnd B die Schnittpuntte
mit dev Abjcifjenaze; denw Punften A, B, C, D ded Segeljdjuittes ent-
fprechen die Puukte @, 8,7, d dev Stwrve.  Nan jieht leicht, dafy die
Theile ¢ d wund « y dev Kurve feinen Jujlerionspuntt haben, weil
joujt eine grade Linie wiglich wive, weldpe mehr als 4 Puntte mit
ber Surve gemein fitte, daf ferner y B feinen obdev einen njlexions-
puntt hat, je nachdem die Abjcifjen des Kegeljchnittes tm 1. Quadrvanten
fet ober ein Maginum evveidhen (§. 2, 7 und 8). €8 giebt daber
in dicfer Unterabtheiing 2 Avten von Kuvven, von denen die 2. die
Gejtalt der jtart gezeichreten Kuvve in Fig. 6 hat; die Gejtalt dev 1.
vt erfilt man, wenn man die Linie ¢ B duvcd) die feineve L A erjept.

Benerfung.  Grreichen die Abjciffen des Kegeljhnitts grade bei
jetnem Durchjchnitte mit dev Abfeiffenare ein Weagimum, fo hat bdie
Seve 3wei Undulationspuntte (§. 2, 13) und wiv wollen fie zu der
1. At vechnuen, da fie fich von diefer ihrer duperen Gejtalt nach) nidt
unterjcheinet.

IIL Qu der H. Uuntevabtheilung giebt e 2 Avten von Kurven,
pon denent bte 2. in Fig. 5 davgejtellt ijt, die 1. feinen Jnflexionspuntt
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auBer dem Doppelpuntte hat. Die Kurve gehorvt zur 1. oder 2, At,
je nachdemt die Abjcifjen bes Kegeljhnittes tm eviten Quadranten fein
oder et Marimum evveichen.  Dies ijt fehr leicht eingufehen.

§. 4. 1. Wir gehen jebt zu den Kurven der evjten Unterab-
theilung itber. Qebes Oval vom einer der betradjteten Ruvven famn,
wie aug §. 2, H, folgt, mur eine grade Wngahl von Juflerionsgpuntten
haben. Ferner fieht man leicht, dafy ein Oval, weldyes 2 Juflerions-
punfte hat, eine, ein Oval mit 4 oder mehr Juflexionspuntten 2 oder
nehr Doppeltangenten hat. An 2 verjchiedenen Ovalen find mm aber
4 Doppeltangenten (2 zwijdhen beiden hindurchgehende und 2 auf der-
jelben Seite von Deiden [iegende) miglich, alfo famn wman an je 2 ver-
jchiedene von 4 Ovalen 24 Doppeltangenten legen; da aber immer auf
2 Gmijlectongpuntte noch wenigjtens cine Doppeltangente der Kiurve
hingufommt und fie nidht mehr als 28 Doppeltangenten Hhaben fann
(Salmon, higher plane curves, Art. 98), jo famn fie unicht nehr alg
8 Jnflertongpuntte haben. Bedenft wman mm, daf tmumer wenigjtens
2 der Ovale congrient {ind, fo jieht man, daf in dev 1. Unterabthetlung
feine anbeve als jolgende Avten von Kurven vorhaubden fein tonnen :

1) Jedes Oval hat an der Seite, weldhe den 3 iibrigen 3ugefehrt
it,* 2 Juflextongpuntte,

2) Jedes Oval hat an einer Seite, welche einem Ovale zugefelrt,
von den itbrigen abgewandt ijt, 2 Jnflexiongpuntte,

3) 2 Ovale haben je 2, die betben andern feinen Juflexionspuntt,

4) Die Kurve hat feinen Jnflexiongpuntt,

5) 2 Ovale haben je 4, die andern feinen Jufleriondpuntt,**

Bon diefen Avten jiud die 4 evjten miglich, die H. nidht. it
nimlidy der Kegeljchnitt eine Cllipje, weldhe gang tm 1. Quadranten
liegt, jo find die Ovale der Surve jdmmtlic) congruent, dabher fanu
dieje me von der 1., 2. wnd 4. At jein.  Sie faun wivklidh) von dex
Lownd 2. Avt fein, denn wemt wiv fitv eine Kurve dev 2. Untevabtheilung,
pevent Doppelpuntte i dber Ovdinatenaye liegen, jomumtliche Abjeifjen
Des Regeljchnittes wm ein bejtimmtes Stiick n quber werden lafjen,

o wird, wenn n ftetig vou o big o wAd]t, d ;{ fich fiiv jeden Wertlh

von y (bie Werthe ansgenommen, fiiv die ﬂi — Qo) chenfalls ftetig

2
dmbern (bennt die Glieder bes in §. 2, 2) gegebenen Ausdbruct fiiv (%;i,

dudern fich theils nidht, theils jtetig), und bievaus evfennt mon leicht,

#) St der Keqelfdnitt eine Cllipfe (Fig. 1), fo evveichen bdie Abjciffen jedes
Ovalg der Kurve cinmal (bei &) ein Diininuim und einmal bei y ein Dayinmom;
bie Ovdinaten evveichen bei 0 ein Mininum, bei F ein Maximum (§. 2, 4); Jd
nemte mut « 8 bdie den § iibvigen Ovalen ugefehrte Seite des Ovals, o f wnd y 0
bie efnem Ovale zugefehrte 1wnd vou g,mc'icu abgewanbdte Seite w. §. w. Aehnliches
gift, wemn dev Kegeljchuitt eine Hyperbel ift. (Fig 2.)

*#) Daf ndmlid) die Seite eines Ovals, welde von ben 3 {ibvigen abgewandt
ift, feinen Jmflexionspuntt haben fann, folgt aus § 2, 7—9.)
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daf, wenn man bdie Abjciffen bed RKegeljdhnittes eimer Rurvve von bder
2. Untevabtheitung fammtlich wm ein coujtantes Sttt wadyfen Liifpt,
weldjes fleiner ijt, als eine bejtimmte Grie m, die jept au dem
Regeljdmitt gehbrige Kuvve entweder zuv 1. oder guv 2. Art der 1.
Unterabtheilung gehovt, je nachdem die Kurve, vou der wir andgingen,
von bev 1. ober 3. Art bev 2. Untevabtheilung wav. Um zu eigen,
Dafy eine Kurve dev 1. Untevabtheilung, wenn dev Segeljhmitt eine
Gltipje ijt, aucy von dev 4. Axt fein famn, gehen wiv von einer Ellipje
aus, deven Gleihung in Bezug auj y und x jymmetvijy ijt, etwa von
bem Rreife y2 4 x*—r*=o0 und lajfen y und x wm bdajjelbe Stiiet
n wad)fen, jo dap die Gleihung des Kveijes wird (y—n)* 4 (x—n).
— 1= 0. Gobald n cine bejtimmte Grvenge iiberjdhritten hat, wird
bie Surve zu dev evjten Untevabtheilung gehbven. Lajjen wiv n immer
mehr und mebr wachjen, jo werden jitv einen Punutt des beweglichen
; 2
RKreifes y und x immer grifer, wibhrend j : md jx}; unverindert

bleiben; daber wird das Beidhen von :ll; oder

2 d?
3o BbEe . o
VY d x ydx2+2xdx2)

Gl » d?
fid) tmmer wmebhr dem Beichen von 3

, d
Werthen von y und x, jiir welde dz

el nihern, abgefehen von  den

unendlich wird,  Hievaus folgt

leicht, DaB, wenn n immer grifer und grofer wird, fiiv die dem Kreife
entjprechende Surve die Inrlepionspuntte entweder vevjchwinden, oder
bafy die ihuen entfprechenden Punufte des Krveijes fid) einem Punfte

| ; P ;
ndbern, fitv welden :li = Qo ijt. MNdbert fich aber einem folchen

Puntte ein Juflexionspuntt, jo muf jich, da die Gleichung in Begug
anf y und x jymmetrijeh ift, anch) einem Puntte, fiix den a—; ----- ao

pder di = o {jt, ein Jnflexionspuntt nihern, waé nady dem Obigen

wnmbglich ift (dbenm dbamn miifite die Kurve entweder  wifchen Dden
genannten Punften concav gegen die Abjciffenage jein, ober jie miifyte
16 veelle Jufleziongpunfte haben.). Daber ijt, jobald n eine beftimmte
Grenge itberjdyritten hat, die Kurve von der 4. Art.

Wiv wollen mum annehmen, der Kegeljchnitt fei eine Hyperbel.
€3 jeien A B Cund D E F (Fig. 2) die Hyperbelifte; in dem von
per Ordinatenage gejdhnittenen fet B der Punft mit der Heinjten Ordi-
nate, G- der Punft mit der groften Abjciffe; in dem vou ber Abjcifjen-
age gejchnittenen jet B bev Punft mit der tleinjten Abjciffe, H ber mit der

vipten Orbinate. Wenn die Punfte B und B beide im 1. Quabrvanten
tegen, fo ift Die Kurve, wie aus § 2, 8 und 9 folgt, von der 1., wenn
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muy einer vort thnen im evjten Quabranten liegt, von der 3. Art.  Liegt
feiner ber Puufte B und E im evften Quabdranten, jo laffe man fimmt-
lidge Orbinaten bes Regelfdhnitted um jo viel wadhfen, dafy der Punft
E in den 1. Quadbvauten fomumt, wnd vertitvze fie bann wieder um
daffelbe Stitct; man fiudet dann, wie i § 2, 10, dafy der D H ent-
forechende Theil Der Kuwrve concav gegen bdie Abjciffenage ift.  Ehenfo
it ber A G entfprechende Theil ber Kurve gegen bdie Ordinatenaye
concav ; die Kurve ijt aljo von dev 4. Art. Eine Kurve der erften
Untevabtheilung gehort alfo immer zu einer dev vier erften der oben
angefithren Arten. J

II. Die Kurven der 3. Untevabtheilung find nahe vermwandt mit
bertent Der 1., deven Kegeljchuitt eine Hyperbel ijt, und man ficht leidht,
bafy fie i 2 Wrten zerfallen, vou bewen die 1. vier, die 2. feinen Jn-
flextongpuntt hat. Vou den Doppeltangenten fallen hier viele zufammen.

HL  Fiiv die Kurven der 4. Unterabtheilung fanun der Kegelfchnitt
cine vierjadpe Lage haben. €8 fei in thm (Fig. 4) A der Punft mit
per guoften Abjeije, B uud C die Duvchjchnitte mit der Ordinatenaye
(wenn der Kegeljchnitt dic pofitive Abfeiffenare fehueidet, jo vertaujche
man die Axen). Nun evveidhen tm 1. Quadranten entmweder, wie in
Fig. 4, die Ordinaten vou A B ein Maginum und die von A C ein
Mitninuum; oder e8 crveidhen die Ordinaten von A B ein Marimum,
bie von A C fein Mininuum; oder ed erreichen die Ordinaten von
A B fein Maxinunt, die vouw A C ein Mininuune; ober die Ordinaten
vot A B undb A C crreichen beibe fein Mazinunn ober Mininumt,
Sm 1. und 2. Falle hat der Theil dev Kurve tm 1. Quadvanten, weldjer
pem Theile A D deg Regeljdnitted entfpricht, im 3. und 4. Falle der,
weldher A B entjpricht, feinen Juflexionspuntt (§. 2, 7).  Diejenigen
Theile der Qurve im 1. Quadvanten, weldge ¢ E und B D im 1.,
BDim2, CE tm 3. Falle entfprechen, haben je einen Jujlexions:
punft (§. 2, 8). Die Theile der Kurve, welde B A im 1. und 3.,
C A tm 2. und 4, Falle entfprechen, haben feinen Snflexionspuntt. Den
man verfiivge jimmtlidye Ordinaten ded RKegeljchnitted wm fo viel, dafy
imt 1. wnd 3. Falle die Ordinate vou K, tm 2. und 4. die von C Null
witd. Die jept dem Kegelfhnitte entjprechende Kurve gehrt im 1. und
3. Falle gur 6., tm 2. und 4. zur H. Untevabtheilung, und bdie in
Rede ftehenden Theile ded Kegelfdnitted find jept, wie wiv in §. 3,
2. und 3. gejehen Haben, conver gqegen die Abjciffenare. Daber find
audy i der wrfpritnglihen Qurvve die in Rede ftehenden Theile conver
gegen die Abjciffenaxe. (§. 2, 10.) Aus dem Gejagten folgt:

S ber 4. Uuterabtheilung dev 1. Hauptabtheilung giebt es 4
Avten vou Kurven. Jn der L. Art hat jedes Dval 2 Jnfleriongpuntte
auf ber Seite, weldpe dem audern Ovale zugefehrt ijt, wnd 2 auf der
entgegengefeten (Rig. 4); in der 2. Avt hat jedes Oval 2 Jnflexions-
punfte, und zwar auj der Seite, weldje von dem andern Ovale abge-
wandt ift; tn der 3. Art hat jedes Oval 2 Jnflexionspuntte auf der
Seite, weldye dem audern Ovale zugefehrt ijt; in dev 4. Avt hat bdie
Surve feinen (uflepiongpuntt.
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IV. v haben jest in ber 1. Hauptabtheilung nodh die Kurven
ber 8, 9. und 10. Unterabtheilung su untevjuchen. Das inmeve Oval
ber Rurven Dber 8. Untevabtheilung Hat nie einen Juflexiongpuntt.
(§ 2, 11.) it der Qegeljehnitt eine Hypevbel, jo feien A B uud ¢ D
(Fig. 8 wund 10) bdie Ajymptoten derjelben, B devr Schnittpuntt dev
Apymptoten.  Die Hyperbel liegt entweder in den Winfeln C B A wund
B E D (Fig. 10), ober in den Winfeln C E B und A ED (Fig. 8).
Wir wollen guerit annchmen, fie fege in den Winteln C E B wnd
A E D (Fa 8). 68 fei F G devjenige Theil des RKeqeljehnittes,
weldhem das dufere Ovvl einer Kurve dev 8., oder dag Oval einer
Qurve dev 9. oder 10. Untevabtheilung entjpricht. Wir wollen
bie Orbinaten des Regeljehnittes fimmilich um daffelbe Stiik m ver:
Hitegen, alfo in feiner Gleihung y -+ m jtatt y feten. Wenn wir munt
m allmdlig vorn o an immer guofer werden laffen, fo wird der quitfte
Werth, welchen die Abjciffen e 1. Quadvanten haben fonuen, inmer
fletner, fo dafs, fobald m cine Dejtimmte Grenge itberjchritten Hat, anf

: daNsiusdiafdiy 4 2 gy yd |G y'] ;
R foie e S et oBe| (e (g ) 1 e iy 1
bag Beichen von X Ty T T (d o T 2xy 5 |pas Glicd

2 x g?-g) feinen Ginflufy mehr Hat.  Hievaus folgt, da die Glieder :i]:

2
b —; g—z negativ find, dafy, fobald m ecine Deftimmte Grenge

itberfdhritten Hat, dic Qurve Feimen veellen Jnuflerionspuntt hat. W
wollen mm m, wenn e8 ehwen jolchen Werth hat, fiir den dic Kurve
Feinen veellen (mflexionspuntt hat, wicder ftetiq abuehneen lafjen, fo
bafy 6 bi8 — a0 gehen famn. Da, wie man leicht fieht, die demt
Regelfchnitt entfprechende Qurve fich mit m jtetig dudert, fo fann fie
feinen  Jmflexionspuntt evlangen, ohue vorbher einen Undulationspunft
gehabt ju haben. Fitv x — o oder y = o faun fie feinen Undulations-

. d 1 ; oy
puntt habe, da nic 37— o, oder { >~ 0 (§. 2, 13); fie faun alfo
d2—4af

(nadh §. 2, 12), mur fiir x — \/ Som Mubdulationgpuntte Haben.

Diefer Werth it aber von m unabhingiq, dewn in der Gleichung a
(y+me2+ +bxdc(y+mx+dy+m) +ex+f—o
ober ay? 4 bx2 4 cyx + + (d + 2 am) y + (e + em) x + ame +
dm 4 £ = o ift

(d +2am)’ —4a(am?-4dm [) d2—4af

¢ —4ab ¢c—4ab’

d?Y 1 ydy x d yy? &’y
¢ 3 ' i ot 5, 3 B S -9 R
Jam fann aber a7 e Ty § Ty ATY F2x 355

bei verfchiedertenn Wevthen von m wicht fiiv diefelben Werthe von x ‘Ji]nlI
werdent; denn wemnt fidh mo dndert wnd x wicht, jo dudern fich iii
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b %‘-Z nicgt, y abev indert fich um cben fo viel, wie m; it alfo

bie Grife -71"— [d Yy X ((—]—V)‘ + 2 x d—\] bet einem Dejtimmten
1y d x y Ud x d x2

erthe von x fitv ein Dejtimmtes m Null, fo it jie Det demfelben x
immter negatto fite ein grferes, inumer pojitin fitr cin fleinered m.
Diec Suvve faur alfo we bet einem eingigen Werthe von m- reelle IR
dulationspuntte haben (und zwar hat fie Dt 4 Jymunetrijch zu beiben
Apen liegende); wimmt dpmut m uod) weiter ab, fo founen aus jebemt
Wwonlationspuntte w2 Juflextonspuntic entjtehen, demn jonjt bitte
bie Surve e Wnbdulationspuntte mehr als 2 aujammenjallende Jufle-
pionspunfte, die Tangente an ibm biitte alfo mehr alg 4 zujannmen-
fallende Punfte mit der Quvve gemein.  Die Kurve hat alfo twmer 8
ober feinen Juflexionspuntt.

St aber ber Kegeljchnitt cine Huperbel, weldhe in den Winfeln
CEA und BED fegt (Fig. 10), oder ecine Ellipje, fo hat, wic aud
§ 2, 7 und 8 folgt, die Qurve feiven Jflexionspuntt, wenn weber die
Orbinaten, nod die Abfeiffen des KRegelfchuittes e 1. Quadvanten cin
Maginum evveichen; 4, wewn entweder die Ordinaten, odev die Abjciffen
im 1. Quadbvanten cin Niaximum evveicgen; 8, wean die Ordinaten
und die Abjeiffen ein Maginum Hhaben.

$icrand wunbd ang dem porhin Gefagten jolgt, dafy €8 it dev 8.,
0. wnd 10. Untevabtheilung je 3 Arten vou Kuvven giebt, vou weldyen
otc 1. feinen, die 2. 4, dic 3. 8 Juflextonsmumntte Hat.

& 5, 1. Wir jahen in §. 2, 12, daf, wenn ecinent Puntte ded
Qeqeljcmittes et endlicher veeller Undulationspuntt entjpricht, defjen
Ovdinate oder Abjeijie wicht = o ijt, feine Coovdinaten find y = o}

e*—A4bf d®* —4af Hdel doaf ¥
\/LT———L—; s 3 \/Z”——li b’ i ¢ — 4ab’ ift aber bas Pro-
puft der Wurzel der Gleichung (¢? — 4ab) x* 2 (cd—2ae) x
4 A2 daf = o, uud diefe find dic Abjciffen ber Tangenten, welde
man pavallel der Ordinatenaye a ben Kegeljehnitt gichen fann. Hievaus
exqicht fich: :

Gutipricht ctwem Punfte des Kegelfehuittes ecin endlicher veeller
Unowlationspuntt, wd ijt fitv ihn nicht y = o ober x = o, fo ijt jeine
Abfeiffe dic mittleve Proportionale zwijchen den Abjeiffen der Tangenten,
weldhe man parcllel der Ordinatenaye an ben Kegelfehnitt giehen to,
feine Orbinate die wittlere Proportionale swifchen den Ordinaten dev
Tangenten, welche maw pavallel der Abjeijfenare an den Kegelfchnitt
aiehent faaut.

2) Entjpridt dev Kuvve eine Hperbel, o ijt cin unendlidher Jmweig
per Qurne vom cinem Oejtinmten Punfte an big iw's Mnendliche tmmter
conver, oder inmer concav gegen die Abjeijfenare, ic nachdem bie Ajym=
piote Deg thm cutjprechenden Pyperbelzweiges die Ordinatenaye in cinent
Quntte mit pofitiver, oder negativer Ovdinate fehueidet.



20
; o 42Y 1 prdy  xfdyye d2
Beweis. €3 ijt JXQ—VQ—? _d}_?(d k) +2xd;{¥‘ ;
£ —cx—-—d:{"V(?":él_ab)x"’_{_2(cd—2ae)i+d2~_4af
—— 24a7~-——*"—-‘> —_—

dy__ e, = (e*—dabjxfed—2ae

d x__"Zi“2al/(c"’:élab)ﬁxiﬁ—{—2(‘cd——221(3)):{-|:d2—4a
ﬂ_‘l‘ (c*—4ab) (d*—4af) — (cd—2ae)? 3
Ax?*="T 2a[(c®*—4ab) x%42 (cd—2ae) x| d*—4af]’

Wenden wir auf diefe Grifen den binomijdhen Lehrfas an, indem
wir immer 2 (cd —2ae)x ++d2—4a f) als ein Glied betradyten,
fo finden wir, daf, jobald x einen bejtimmten Werth iiberidyritten hat,

0 —c—gi\/ﬁ——liﬁ.[l—l—(:d_zae—}—%—{—...]

s (c*—4ab)x
2a
——— B
dy_°+Vc’———4ab+~2+..‘. dy C
d_x—— o = X ’2Xa—x'2—z“+....

2a
i e one iy
2% 11 —°+V02—4ab+ b i okl
alfo AxIT v 7 h X
y 2a
SE TR SR 2
(—c+ Ve:r—4ab -+ —B—)
0 e N S SRR ,‘_,+9+
d ik cd—2ae A ) i
23(-¢—;i ch—4ab.[1+ (czjﬁ*m"‘grf-m]
Cntwideln mwir den zweiten Factor der vehten Seite nad) Rotenzen

von Xfl, jo erhalten wiv

d2x il d cd—2ae iR b

ixi v § Vi ioi)stret ]
Dievaus folgt, daf, wemn dem Theile bes Regelichnittes, fitv welchen
S, A V{c*—4ab)x:F+ 2(cd—2ae)xFd—4af

2 PR R T 2 a T s e _‘!
ein mendlicdher Bweig der Kurve eutjpricyt, diefer von einem bejtimmten
Punfte an immer concav gegen bie Abjeiffenaze ift, wenn
d cd— 2ae ;
T 2a'2aV_gap 0 immer convey, weun

d cd—2ae
NIV

= o0,



3|
Gntjpricht aber dem Theile bes Kegel{chnittes, fiiv weldhen y =

—cx—d—

5 a " ein unendlicher Kurvenzweig, fo ijt Ddiefer von
einem Dejtimmten Punfte an immer concav gegen die Abjcifjenare, wenn
od 240 <o tiuer convey, wenn — d .
T2 2aV¢’_4ab 4 F ke ST e
Der Ausdbrud — 5, "5, V(‘gw—r T b (a3t fich leicht geometrifch
——c-l—\/ 5_dab,
beuten, G3 ijt lim y (fitr x = QD) = ,.,-44_._;‘“_4? e
a

Die beiden Werthe von lim y find aber gleich den Tangenten

per Winkel, welche dic Ajymptoten D Sct Hyperbel mit der Abjeiffenare
bilben. Die ?Ift)mpmteu gehen aber aud bmcf) pent Weittelpuntt, deffen

T —2 ¢
Orbinate — *3— oy beffen bfciffe — S5 "b" ijt. (Salmon,
conics, Art. 140). Daber jind die (35ICLd)ungcn per Afymtotern:
ce-—Zbd - ek MRS heh cd—2ae
R o Sl S *t+ ¢ —4ab
o o o gL cd—2ae
ober y = e Tk X_“)a+2a\fc°—4ab
(Das pofitive Jeichen der Wazeln qilt, wie man ImcI)t fight fitv die
Apymptote ded Hyperbelzweigs, fiir weldhen x = g | \:—2 _k\/ sptegy
a
bag negative fitv die Ajymptote des Hyperbelzweigs, fiiv weldhen
—omwrd — V. d }+ cd-—z(le
R | " et T 1 Vg B fiud  daber

die Ordinaten bder Schnittpunfte der Ajymtoten mtt per Abfciffenaxe.
Hicraus und ang dem vorhin Entwicelten jolgt die i 2 ausgefprodyene
Behauptuug.

3) Wir wollen jept untevjuchen, wann die wnendlichen Jweige dev
Qurve Afymptoten haben.

A) Der Kegelfdhnitt fei eine Hyperbel, und die Afymptote, weldye
st Demfenigen Theil dev Hyperbel gehort, weldyer dem i NRebde jtehenden
Bweige per Surve entfpricht, fei nicht pavallel ober jujanmmenjallend
mit eter Coordinatenare.

Man findet nad) befannten Neethoden, daff, wenn fiiv den u
unterjuchenden Theil der Kurve
P S L5 Y 4ab)x24+2 (cd—2ae)X* + d°—4af,

a
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bie durd) den nfangspuntt gehenbden Linien
R 2L
y:i\/—c—}—Vc -4ab

2:a

fetne Afymptoten find; ijt aber
Yi=—cX*—d—y(c*—4ab) X'+2 (cd—2a¢) X*-+d* daf

2a 4

fo jind big Afymptoten ey S
—c—Vyc*—4ab
kil + \/ > T \

B) Der Qegeljchuitt fei eine Hyperbel, und die Ajymptote, die 3u
dentfeniqen. Theil der Hyperbel gehort, welcher dem in Rede jtehenden
mendlichen Qurvengweige entjpricht, et mit einer dev Eoorvdinatenayen
pavallel. ‘ 3 k

it die Gleichung der genannten .\;}upcrbcla)'t)nm’totc y =njlfp
haben dic entfprechenden Kurvengweige, wie man Leicht fieht, die Afymp-
toten y = j‘v Y n.

Sit die Gleichung dev Hyperbelafymptote x = n, fo haben bic
entfprechenden Kurvengiweige die Afymptoten x — jl’ V.

0) Der Kegelfchnitt fei etne Pavabel.

L. Die Kurve gehore zur 2. Hauptabtheilung. Die Axe der Pa-
rabel mufy damn mit einer der Coordinatenaxen pavallel jein, oder -
janumenfallen. *) It m die Axe dev Pavabel der Ovdinatenare pavallel,
fo ijt die Gleidpung der Parvabel

pX

o e i ﬂ;Y_zL-F_Y)'W/t\/_,.
(x+79:=p(y+p), alfm}td (e 3 oV GEpog
e by Wl X (x+47y)2
e VV dx dx =7 \/v (xFye—pga

Dicfe Grofe widhjt i's Unendliche, wenn X, alfo andy x, in's
Mnendliche wichit.  Hat aber cine Kurvve cine Afymptote, jo muf fid
Dev Diffeventialquotiont der Ordinaten dev fuvve mit wachjender Abjeiffe
tnmter mehr wd mehr einer bejtinmten: Grenge ndhern (ndmlich dev
Tangente des Winfels, weldhen die Aymptote mit dev Abjcijfenaxe bildet),
oder die Abjciffe witd fiiv cine endliche Ordinate, oder die Orbdinate
fite cine endliche Abjeiffe wnendlich.  Von diejen Bedingungen it hier
fetne erfitllt, demn der Diffeventialguotient der Ordbinaten dev Kurve
wddit t's Unendliche, wemn die Abjeiffe in's Unendliche wichjt, uud
pa die Gleidpmg der Kuvve ift (X2 y)2 = p (Y* - 8), fo faun nicht
pie Ovdinate fitr eine endliche Abjeiffe, oder dre Abjeifje fiir eine endliche
Ovdinate unendlich) werden.  Die KQurve hat alfo feine Afymptote.

*) Dieg folgt leidyt davaus, daf eine grade Linie, weldye nidht der Pavabelaye

pavallel ift, die Pavabel gav unicht, ober in 2 veellen Punften fdneidet.  (Salmon,
conics, Art. 137.)
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Hieraus folgt duvd) Vertaufdung der Eoovdinatenazen, bafy audy dann,
wenn die Pavabelaxe der Abjcifjenare pavallel ijt, die Kuvve feine
Afymptote bat.

1. Die Queve gehive sur 3. Hauptabtheihung.  Einem unend-
lichen Pavabelzmweige entfprechen damn 4 Kuvvengweige mit pavallelen
Afymptoten.

Beweis. Man verlingere oder verfiivge jammtliche Ordinaten
bev Pavabel unt fo vicl, daf fic die Abjcifjenaxe beviihrt, die Abjcifjen
um fo viel, daf fie die Ovbinatenaye Devitlyrt.

G ijt b ¢2 =4 ab, d?=4af, e*~ 4bf Weam wir diefe
3 ®leidpugen multiplicieen und aug dem Product die Wvzel jichen,
fo crhalten wiv cde = + 8abf, und wemn wiv diefe Gleichung
nad) etnander durch die 3 vorhevgehenden theilen, fo - entjteht =+
de Gie ¢ d

96’ b — —I— 9 q + 96" Dic Gleichung der Pavabel ijt alfo

cd

cie de
y2+27dx.+uyx+cly—{—t1x‘+2é =0,

a8

boi Sy o ey xdbdytoxty o =0

" e 2d ; B Oy
cd ? c el dC_

S e e et B e S it o v e

8l A/ 2 h
Die evjte diefer Gleichungen ift aber (\ - (Ll x + :) 0; fie
jteflt aljo 2 sujammenjalfende grade Linien dav d fann nidgt die Gleich-

ung wnfever Pavabel jein. Die Gleichung der Kuvve ijt aljo : L] b o

;((;'Xd_cY?Xz—de—-cxz"—gO? o, ober

XV E-XVi+Vo)
(Y o x\/fl—\/‘:) (Y—{—X\/:’H-—v/z gen

Die Qurve bejteht aljp aus 4 graden Linien, weldhe ein Pavallelo-
qramm Dbifben.  @Sud wmu y und x die Eoovdinaten der Deidbe Axen
bevithrenden Parvabel, jo find die Conrdinaten dev wrjpritnglicdyen Pavabel
y 4 m oamd x - 0. Da mu aber mit wadyjendent y md x die
Punfte V' y +m, V X <+ nand Yy, ¥V x, fid) tnumer mebhr und neeby
ndhern, fo mufy die Kuvve, weldhe dev wypritnglichen Vavabel entjpricht,
fich, wemt dic Abjeiffen wadhfen, immer mehr wd wmehr der Qurve
nibhern, weldhe dev Pavabel mit den vevinderten Eoordinaten entjpricht.
Da mun die feptere Kurve aus 4 cin Pavallelogranme bildenden qradent
Linien bejteht, jo find dlefe Afymptote an dev urfpriinglichen Kuvve.
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§ 6. Wir wollen nun bie unendlidhen Bmweige der Murven der
2. Hauptabthetlung niher untevjuchen.

A) Der Qegeljdynitt fei eine Hyperbel, und dic Afymptote, weldhe
g bemjenigen Theil dev Hyperbel gehrt, der dem in Rede ftehenbden
unendlidhen Rurvengweige entfpricht, jei nicht pavallel oder zufammen:
fallend mit einer ber Coordinatenagen.

Wivwollen aunchmen, daf der in Rede ftehende Hyper-
belzweig von civem Deftimmten Punfte an bis ins Unend:
lidje concan gegen die Abjeiffenare fei, was man, wemt e8 nidyt
bev Fall ift, durdy Bevtaujchung der Covrdinatenayen exveichen fann.

L Beide Hyperbelijte jdhueiden die Orvdinatenage nicht, oder der,
weldpem die i Rede ftehenden Qurvengweige entprechen, jchueidet die
Orbinatenaye nicht, der andere Fweimal.

Ju diefen beiden Fiillen fann die Kurve feinen endlichen veellen
Undulationspuntt haben, fiiv den nicht y — o ober x == o ijt. Deun
fhneiden beide Hyperbeldjte die Ordinatenage nidht, liegt alfo der eine
Pyperbelajt gang auf der einen, der andeve ganz auf der audern Seite
derjelben, fo bhat von den Tangenten, die man pavallel der Orbinaten-
axe ai die Hyperbel zichen famn, die eine cine pofitive, die andeve cine
negative Abjcifje, die Wurzel aus dem Product diefer Abfciffen ijt alfo
imagindr und die Kurve fann feinen endlichen veellen Unbdulationspuntt
haben, fiiv den nidht x=opder y — o (§. 5, 1). Sdyneidet aber der
Hyperbelajt, weldyem die in HRebe jtehenden Kurvengweige entjpredyen,
die Orbinatenage nicht, der andere zweimal, fo haben die Zangenten,
weldje man pavallel der Orbinatenaye an die Hyperbel zichen faun,
beibe pojitive Abjciffen; zu der Abjcifje, weldhe awifchen beiden dag
geometvijdje Meittel ijt, die alfo zwijchen ihuen liegt, gehort aber fein
veeller Punft der Hyperbel, aljo fann aucd) jept die Kuvve feinen
Undulationgpunft von der verlangten Bejchaffenbeit Haben.

Wir wollen wu, wenn die Ajymptote des Hyperbelzmeigs, dom
dic unendlidhen Survenweige entjprechen, bdie Ordinatenage in etnem
Puntte mit pofitiver Ovdinate jdhneidet, (Fig. 12), janmtlidge Ordinaten
De8 Segeljhnittes wm fo viel vertiivgen, dafy die Ordinate des Schuitt-
pufted der Ajymptote mit der Orbinatenaxe iegativ wird. Daun
entfpridgt  demjenigen Theil des Hyperbelzmweiges, weldher vou einem
bejtimmten. Puntte P big ns Unendlidhe gebt, ein Theil der Kurve,
weldyer jtets concav gegen die Abjciffenaxe 4t (§. 5, 2.) Man ver-
fiivge wue die Ovdinaten des Kegelfhnittes um jo viel, dap der Puntt
P eine negative Ovdinate erhilt (Fug. 15.%)  Jept find die unendlichen
Suvvengweige i alfen ihren Theilen concav gegen die Abjcifjenage (dies
folgt dbulich wie §. 2, 10.) Man verlingere mun die Ordinaten des
Regeljhnittes um dag Stiict n, weldjes von o bis OO ftetig wadyie.
G fei A (Fig. 15) ber Punft des n Rebde jtehenden Hyperbelajtes,

*) Daf die Hyperbeln in Fig. 12, 15 w. f. w. widt eongruent wnd 3 bev
Orbinatenaye gleidyliegend gezeichuet find, faun, wie i) glaube, dag Levftandnify nidyt
exfdhimeven.
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fitr weldjen die Abjeijfen ihr Mininum erveichen, B der Schnittpuntt
ber Ajymptote mit der Ovbinatenare, € fei tmmer dev Schnittpuntt
bes Hyperbelzoeiges mit der Abjeifjfenare.  So lange B auj dev nega
tiven Ordinatenaxe, A im 4. Quadvanten liegt, bHaben die unendlichen
furvenzweige tetnen Juflexiongpuntt, demu fie jind immer vou einent
bejtimmten Puntte an concav gegen die Abjeifjenaye (§. 5, 2) wud
haben nod) feinen endlichen veellen Unbulationspuntt evveicht. Wenn
mun Deim Wadhjen der Kegeljchuittdordinaten dev Punft A in den 1.
Quadrvanten, B aber nod) nicht in die pojitve Seite ovev bjeijjenare
geviidt ift, (Fig. 13) fo entfpricht dem Theil C A des Kegeljehnitts ein
Theil der Kuvve mit einem Jnflexionspuntte (wag dhulich), wie §. 2, 8,
folgt); Demt Theile bes Kegeljchnittes, weldher von A big ing Unend-
lige gebt, entjpricht woch immer ein Theil dev Kuvve, weldyer concav
gegen die Abjctjfenare ijt (dewn diejer Theil der Kurve ijt nod) tnuner
von einent Dejtimmten Punfte an concav und Hat wod) feinen Uudn-
lationgpunft evveicdhi.) Wenn A woc) nicht im 1. Quadranten legt,
bie Orbinate von B aber pojitiv ijt (Fig 14), jo fieht man leicht, dap
ber wnendliche Kurvengweig im 1. Quadranten anfangs concav, daw,
nachdem ein Jujlerionspuntt eingetveten ijt, conver gegen die Abjeifjen
age ijt.  Liegt aber (Fig. 12) A im erjten Quadvanten, B ur dev
pofitiven Ordinatenare, jo entjpricht jowohl C A, als audh) dentjenigen
Theil der Pyperbel, welcher von A bis ins Unendliche gebt, n 1.
Quabranten ein Theil der Kurve mit etwent Jufleriongpuntte.

II. Der Hyperlajt, welchem die wnendlichen Kuvvengweige ent-
jprechen, jchneidet die Ordinatenaye.

Pann faun wieder, wie in I, die Ovdinaten des Kegeljchnittes
um fo viel verfiivgen, dafy die Afymptote desjenigen Huperbelzweigs,
weldyem die unendlichen Kuvvengweige entjprechen, die Ordinatenare in
einem Puufte mit negativer Ovdinate jchueidet und daf die Surve iibevall
concan gegen die Abjeiffenare ijt. s ergeben jich mum folgende Sie:

1) Wenn man die Ovdinaten des Kegeljchuities wieder wadyjen
lapt, jo faun, fo lange der Schuittpuntt der Aymptote mit dev Ordi-
natenaye eine negative Ordinate hat, die Suvve feinen Undulationgpuntt
haben.

Beweis. €3 jei D (Fig. 16) der Schnittpunft der Hyperbel-
afymptoten, B dev Schnittpuntt desjenigen Hyperbelzweiges, weldhen die
unendlichen Kurvengweige entfprechenr, mit der Ordinatenare. D muf
nothwendig im 2. oder 3. Quadvanten liegen, demn jonjt wiirde, wie
man leicht fieht, der eine Hyperbelajt gang im L und 4. Quadrvanten
Liegen,*) welchen Fall wir jhon in 1. hatten; D faun aber avd), da die
Ordinate von B negativ jein joll, nicht im 2. Quabdranten liegen, denn
bann wiirde die Ajymptote B G, aljo audy der zugehdrige unendliche

#) Smumer nod) wnter ber Vovausfepung, welde wiv am Anfange diefes §.
madten, baf ber Hyperbelzweig, welden die unendlidhen Kurvvenzweige entjpredyen,
von einem beftimumten Puntte big ind Unendlicdhe concav gegen die Abjciffenaye fei,
bafy alfo in Fig, 16 die Hypecbel in ben Winfeln G D K umd T D H liege,
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Syperbelzweig fidh wicht fm 1. Quadvanten ing Unendliche evitrecen.
D liegt aljp int 3. Quadvanten. Die Abjcijjen dev Tangenten, weld)e
wan pavallel mit devr Ordinatenaye an den Segeljchnitt alehen fann
Jind die Wurzeln der Gleichung
(c*—4ab)x*+2(cd—2ae)x+d>—4af—o, und da biefe
Abjeijjen, wie man leicht fieht, veell wnd Fwar negativ find, jo folgt,
dap ohue Riickjicht anj das Vovzeichen

cd—2ae_ d? =24 af

¢ct—4ab cc—4ab’

Anj dicjelbe Weife jolgt, da die Tangenten, weldye man pavallel

ber Abjeijjenare an die Kurve giehen famu, beide imagindr jind, dap
ohne Nitckjidht auj dbag Beichen

ce—-zbd/\/ez-4bf
¢ —Ad%ab .~ Veicii=dmb
e —2.bid: et g sd— 2 ae
e o ijt aber die Ordinate, —~L.¢ 3
¢ct—4ab

’

e ie Abicitie
cATL A aihy bie Abjcijie von

D (Salmon, conicseetions, Art. 140); conjtvuivt man daber den Punft

: ; e*—4bt d*—4af
L, bejjen Ordinate — \/G‘i_‘fa—b’ befjen Abjeijfe — \/;;:—;—lwb
ijt, o liegt ev udher an der Ordinatenayre, aber weiter entfernt vou
oer Abjcifjenare, als D; es liegen daher L uud der Anfangspuntt O
auj entgegengejepten Seiten dev Ajymptote D G (deven Ordinaten mit
e Abjeijfen wachjen) wnd O L jdhueidet D G (O L jelbijt, nidht die
Berlingerung vonw O L) daper fann die Verlingevung von L O iiber
O binaus die Apymptote D G uicht jehueiden, aljo fan fie die Hyperbel
gewif wicht jehueven, (dewn O und devjenige Hypevbelajt, weldyer jid
ut den 1. Quabvanten evjtvedt, legen anj entgegengefesten Seiten von
D G, was aus der gu Unjang diefes §. gemachten Wnnahme folgt).
It man daher anj dev Verlingevung von L O einen Puntt L au,
jo bap O L' == O L, jo fanun L' nidht in der Hyperbel liegen. Da
e die Coordinaten von L die entgegengejesten Werthe der Eoordinaten

2 ! 2 2
vo L, aljo die Werthe +\/§‘——Z4:T: und —1—\/2——_—25; haben,
bev Puntt, der dieje Coordinaten hat, aber in dev Hyperbel Liegen muf,
wennt die Suvve etwen endlichen veellen Undulationspuntt hat, fitv den
widht x — o oder y = o (§. 2, 12): fo foun die Qurve nidht einen joldhen
Widulationspuntt haben.

2) Auch wenn die jymptote des Huperbelzweiges, weldhem bie
unendlichen Kuvvenzweige entjprechen, die Ordinatenaye in einem Puutte
mit pojitiver Ordinate jchueidet, die Schuittpuntte diejes Hyperbelzweiges
mit der Ordinatenage aber beide negative Ordinaten Haben, faun die
saeve feinen endlichen veellen Undbulationgpuntt haben.

Beweis. Nan verfiivge finmmtliche Ordinaten des Kegeljhnittes
um jo viel, dap die gauge Surve concav gegen Ddie Abjcijjenage wird.
Rt man nun die Ordinaten wieder wacgjen, jo ijt die furve, jo lange
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ber Schnittpuntt dev jymptote mit der Ovdinatenaye eine negative
Ovbinate hat, iibevall concav gegen die Abjeifjenaye (weil nady L. tein
Undulationspuntt eingetveten jein fam wd die Swrve von einem be
jtimmten Puntte an concav ijt); jobald die Ordinate jenes Punttes pojitiv
geworden ijt, aber dev Hyperbelzweig nod) die pojitive Abjeijjenaxe
jchueidet und woch fein endlicher Undulationgpuntt jtattgefunden hat,”)
ijt dev unendliche Kurvengweig, weldher jich tne 1. Quadranten befindet,
vou jeinem Schuittpuntte y mit dev Abjcifjenaye bis zu cimem Puntte
x (Fig. 17) concav, vou x big in's Unendliche conver gegen die Abjcifjen-
age.  Demt Punft x entjpreche der Puntt K des Kegeljchmittes.  Jd
lajfe mut die Ovdinaten des Kegeljhnittes nod) weiter wachjen wnd
nehme au, die Swrve evveiche enen Wndnlationspuntt, wdahrend dev
Sduittpuntt des Hypevbelzweiges mit der Abjeijjenare nod) eine pojitive
Abjeifje hat. Wenun e die Orbinaten des Kegeljchnittes wicder wm
eine audh) noch jo tleine Grfe wachjen, nuif der unendliche Survenzweig
i 1. Quobdrvanten 3 Jnjlexionspuntte habew,**) wnd zwar vou jeinent
Schunittpuntte y mit dev Abjeijjenaxe bis zum 1. JInflexiongpuntt « concan,
vont a bis g conver, von B big x concav, von x big u's Unendliche
conver gegen die Abjeiffenaxe fein.  Joh lajje wu nod) die Ordinaten
bes KRegeljchnittes wm jo viel wadhfen, dap der Hyperbelzeig, aljo auc
ber wnendliche Kurvengwetg, durch) den Anjangspuntt O geht.  E8 faun
jept die Abjcifje des Jujlexionspunftes g nicht tleiner, die von » nicht
quier geworden jein (bies folgt aus §. 2, 2, dbulih) wie §. 2, 10);
g ound x fhunew aber nidht zujantmengefallen wnd vevjchounden jein,
pent 8 hat nicht gum 2. Neale et Wndulationsmuntt jtattjinden fonnen
(vexgl. Seite 19, Beile H); dev Juflexionspuntt ¢ dagegen foun imuter
nidher und ndher an y geviict fein, jo dafp ev jept mit O Fujanumenyallt
(bevor die Swvve duvd) O ging, founte e nwicht mit y Fujanuenjallen,
bennt dawt wive die Kuvve von y bis B conver gegeir die Abjeijjenaxe
geweferr, was gegen §. 2, 6, jtreitet), wud die Kurve vow O big B convex
gegen die Abjeifjenaxe ijt, oder die Suvve ijt noch vou O bis e concav
gegent die Abjeijjenaze (Fig. 20).

a) Die Kurve jei von O big g einem Jnjlexionspunfte « concav
gegen die Abjciffenaye (Fig. 20). Legt man bet @ ecine Tangente an
Die Stuvve, jo wup fie die wegative Seite dev Abjcifjenare jchueiden.
Dieje Eangente nup ndmlich wnumittelbar vor @ auj der Seite des
Survenzweiges O Legen, auj welcher die Abjciffenare nicht Liegt (da
vor a Die Surve concav gegen die Abjciffenare ijt); jhnitte jie daber
die pojitive Abjcijfenave, jo miifte jie wod) etwmal die Kwrve tm 1.
Quadvanten fehueiden; jie witfte dann aber aud) den Kuvvengweig im

#) Daf ndmlich die Kurve, wemn die Afymptote des Kegeljdhnittes duvch ben
Anjangspuntt gebt, feinen endlichen veellen Unbulationspuntt bat, folgt eben jo, wie I.

¥ Paf ndmlid) aug einem Undbulationspuntte, wenn die Kegeljdnittsordinaten
madn'cn,’:z Snflextonspuntte entjtehen, folgt davaus, dafs, wenn fl'il:' einen Phunft der
Kuroe dlxz — o, fitv diefefbe Abjcifie in den folgenden Kurven 3;% > o (vergl.

§. 2, 10)
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4. Quadranten jchneiden; jie hitte aljo, da fie bei @ 3 zujammenfaflende
SPuntie mit der Suvve gemein hat, im Gangen H Puntte mit der Kurve
gemein.  Die Tangente bei ¢ mup aljo die negative Abjeiffenage jenei-
pen (ober burd) O gehen). Die Tangente bet & jhnewet (was eben
jo 3w bewetjen jt) die pojitive Abjeijienare. €8 mup daber zwijdyen
a und goewe Tangente geben, weldye duvd) den Anjangspunit geht
(§ 2, 5). Dieje mup aber, wenn man jie iiber O hinaus verldngert,
wegen der Synunetvie ber Suvve zu den YWren and) e 3. Quabdrvanten
pie Sturve Dbevithren, aljo die Detben Bevithrungspuntte und den Doppel-
puntt, 0. L 3wmal 2 zujanmenjallende Puntte mit der Kurve gemein
bhaben, was wumdglic) Gjt. Dev Fall a) foun aljo nidt Statt jiuden.

b) Die Kurve jei von O big B conver gegen die Abjcifjenaye.
Die Mnmiglichfeit diefes Falles LiBt jih) eben jo beweifen, wie die Un-
miglichfeit vou a).

LBon betben Fillen folgt aber mit VNothwendigleit etner ausg unjever
LVovausiepung, dafy diesturve etnen Undulationspuntt evveiche, wikrend der
Sdynittpuntt des Hyperbelzweiges mit dev Abjeifjenare nod) eine pojitive
Abjctjfe hat; diefe Wmabhme nuf alfo faljd) fetn.

3) Aus dem Veweije vou 2) geht hervor, daf, wemn der in Rebe
jtehende Hyperbelzweig die negative, jeine Ajymptote aber bdie pofitive
Ordinatenage jdhueidet, dev unendliche Kurvengweig tm 1. Quabdrauten
von feinem Scnittpuntte y mit dev Abjcifjenaye (Fig. 17) big u einem
Punfte » concav, von = bis inw's Unendliche conver gegen die Abjeijjen-
are ijt. 8 mbgen wmu die Ordinaten des Segeljchuittes um jo viel
wad)jer, da der Huyperbelzweig, aljo aucd) die Kurve, dureh den Wnjangs-
puntt geht. €3 wup b entweder dev Jujlerionspuntt » imuner nibev
an y gevittt jetn, jo dap cv jept mit O Zufonumenfillt und die Kuroe
i allen thren Theilen conver gegen die Abjeijjenaye ijt, oder die Surve
ijt noch vou O big i einent Punfte » concav, von x big in's Unend-
liche conver gegen die Abjcifjenare (Fig. 18). ©8 tann aber nuv der
lepte Diefer beiden Fdlle Statt finden, denn wive die Kurve gang convey
gegen die Abjeijfenaze, jo witrde, wenn maw bei O eine Tangente an
fie fegte wnd damn den Bevithrungspuntt ficd) tnmmer weiter von O ent-
fernen liepe, der Sdhuittpuntt der Tangente mit der Abjcijfenaye jid)
mter weiter von O entfernen; diejer Puntt mnp jid) aber zulept dem
Puutte O nidhern, da die Tangente in unendlidher Entfernmung, d. i. die
Afymptote, durc) O gebht (§. H, 3, A). Die Kurve fann alfo nidyt gang
conver gegen die Abjeijfenare fein.  LidBt man mun die Ordinaten des
Segeljchuittes nod) weiter wachjen, fo mup, jo lange nody fein Wndula-
tionspuntt eingetreten ijt, jeder dev 4 wiendhchen Jweige (da die Kurve
bet threm Sdynittpuntte mit der Ordinatenaye nad) §. 2, 6, conver
gegen die Abjcifjenaye ijt) 2 Jujlerionspuntte haben (Fig. 19.) Wenn
mun bet o) weiterent Wadpjen der Kegeljchnittsordinaten ein Undula-
tiongpuntt emtritt, jo geht er bei noch) weiterem Wachjen der Kegel-
jchnittsordinaten nicht in 2 Juflerionspuntte itber, joudern es verjdywin-
en mit thm die vorhanbdenen Jufleziongpuntte, denn wenn die Kurve
2 Jujlegiongpuntte hat wnd betm Wadhfen dev Kegeljdnittsordinaten ein
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Tnbulationgpuntt cintritt, jo muf diefer wm etnem ‘21}(‘1i<" ber Kurve
liegen, welcdher unmittelbar vorher concav gegen bie Abfciffenare war
(8 2 10.). Wive daher beim Wachfen der Kegelfchnittsordinaten bder
concave Theil der Kurve nicht fmmer fleiner und Heiner geworden, fo
baf er mit dem Undulationspuntte verjdjmwdnde, fo miifite ber Undula-
tiondpunft ¢ in cinem concaven Theile der Kurve liegen; legte man
daber i ihm cine Tangetne an die Kurve, fo wifite diefelbe dHie Kurve
in nod) etnem Puntte jdhneiden (vgl. 2, a); fie hitte alfo, (ba cine Tan-
gente an etnem Undulationspuntt 4 5ufannucufflllmbc Puntte mit der Kurve
gemein hat) 5 Punfte mit der Kurve gemein, Wit dem Undulations-
punfte verfdymwinden aljo die Jnflexionspuntte der Kirve, wnd wenn bie
RKegeljdhnittsordinaten noch weiter wadjjen, o bleiben die unendlichen
Bweige der Qurve iibevall conver gegen die Abjciffenare (8. 2, 10.)

B. Der Stegeljdmitt fei eine Hyperbel und die Afymptote des
Pyperbelzweiges, weldhem die unendlichen Kurvensweige entfprechen, fei
pavallel ober zujanumenfjallend mit einer Axe.

Die Axe, mit welcher die Aymptote pavallel ijt, oder ufanmen-

fillt, fei die Orbinatenaye. :

L Der unendliche Hyperbelzweig int 1. Quabranten befinbdet fich

swifden feiner ‘)Igl)mptotc und der Ovdinatenage. ; :

1) Der in Rede jtehende PHyperbelzweiq fchmeidet bie Abfeiffenare
widgt.  (Fig. 21 und 22.) : i '

a) Die Ordinaten des Hyperbelzmweiges crreichen im 1. Quabranten
fein Wininum (Fig. 21.) Die Qurve it dann gang convex
gegen die Abfciffenaxe. Demn angenommen, fie fei von e« bis
g concav, fo fann bicfer concave Theil nidht ploglich wver-
jdywinden, wemn man die Hyperbel wum den Anfangspuntt
breht (demn, wenn der Kegelidmitt feine Lage jtetig dnbert,
jo dudert aud), wie man leicht fieht, die Kuvve ficy ftetig);
breht man aber die Hyperbel wad) der Nihtung wm den
Anfangspunct, dafy die anfangs wmit der Ordinatenare parallele
Afymptote fofort die pofitive Ordinatenare jchneidet, fo geht
bie Rurve fogleidh) in eine Qurve dev 4. At der 1. ober 4.
Unterabtheilung in der 1. Hauptabtheilung, ober in cine Kurve
der 2. At der 3. Untevabtheilung der 1. Yauptabtheilung
itber, und Hat feinen anflexionspuntt.  Hievaus folgt leicht,
baf et der urfpritnglichen Lage des Regeljchnittes fein Theil
der Kurve concav gegen die Abfciffenare fein fann,

b) Die Ordinaten des Hyperbelzweiges evreichen im 1. Quadranten
ein Meininuom.  BVerfihrt man, wie in a, fo fieht man, Daf
die Kurve die Gejtalt von Fig. 22 hat.

2) Der in Rede- jtehende Hyperbelzweig fdneidet die Abfciffenaye.
(Fig. 23.) Der unendliche Kurvengwelg im 1. Quadranten ift
anfangs concav, dannt conver gegen die Abfciffenaze, was fich eben
fo, wie die Refultate in 1 berveijen Lipt.

IL  Der unenbdlidge Hyperbelzmeig tm 1. Quabranten befinbet

fid) auf der Seite feiner Afymptote, auf weldher die Ordinatenage nidyt
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liegt. Berfihut man ebenjo, wie tiw L, jo fieht man, . daB jeder unend-
lide Qurvenzwelg anfangd (von feinew Schnittpuntte mit der Abjeifjen-
are an gevedyuet) concav, damn conver gegen die Abjeijfenaxe ijt.  (Aehn-
lih wie in Fig. 24).

C. Dev RKegeljchnitt fei eine Pavabel.

Die Are der Pavabel wuf mit einer der Coorvdinatenaren pavalfel
jein. (8. 4, 3, C.) e jei mit der Abjcifjenare pavallel. Wenn man
die Parabel nach der Richtung wm den Anfangdpuntt dveht, daB ithre
Are die pojitive Abjcijjenare jdhueidet, fo geht die Kurve jofort in eine
Qurve der 1. Hauptabtheilung iibev. Miaw findet daber, tdem ntar
ebent fo, wie in B verfihrt, jotgende Rejultate: ’

I. Sdyueidet die Pavabel die pofitive Ordinatenare nidt und er-
veicgen thre Abjeiffen tm 1. Quadvanten fein Mininuum, jo ijt die Kuvve
fibevall concav gegen die Abjcijfenare.

1. Sdueidet dic Pavabel die Ordinatenaxe nidht und evveichen
ihre Abjciffen tm 1. Quadranten ein NMintntum, jo hat der Theil des
wendlichen Qurvvengweiges tm 1. Quabdranten, defjen Ordinaten mit
wadyjendent Abjcifjen abuehuten, cinen, dev audeve feinen Jnfleyionspuntt.

II1. Sdhueidet die Parabel die pojitive Ovdinatenare, fo ijt jeder
unendliche Kuvvenzwelg anfangs convey, daun concav gegen die Abjcifjen-
age. (Fig. 25.)

§ 7. Aus dem fn § 5, 3 und §. 6 Gejagten cvgeben fich un-
mittelbar die Geftalten der Kurven dev 8. und 10. Untevabtheilung der
2. Hauptabtheilung. Die 8. Unterabtheilung gevillt fu jolgende Avten
von Kuvoven:

a) Die Qurve hat 2 fich (im Anfangspuntte) jdhueidende Wjym-

ptoten (§. 5, 3, A uud §. 6, A.)

1. Axt. Die Surcve hat Leinen Juflextonspuntt. (§. 6, A, L wnd 1L,
Fig. 15 und 16.)

2. Ant. Die Kuvve hat 4 Juflerionspuntte wnd ihre Wbjeifjfen und

Ordinaten evveichen tm 1. Quadvanten fein Veintmum. (8. 6,

A, Iud IL, Fig. 14 und 17.) ‘
vt Die Kurve hat 4 Juilerionspuntte wnd ihve Wbjeijjen oder

Ordinaten evveichen im 1. Quadvanten etwmal ein Deinintmt,

(8. 6. A, L, %ig. 13.)

4, vt. Die Kuxve hat 8 Juflexiongpuntte wnd ihve Abjcijfen oder
Ordinaten evveichen tm 1. Quadvanten ein PWininume.  (§. 6,
A, I, Fig. 12.)

5, Art. Die Kwvoe Hat 8 Juflexionspunite und ihve Abjcijfen und
Orbinaten evveichen im 1. Quadvantew fein inimum.  (§. 6,
A, 1L, Fig. 19,) :

b) Dic -Kurve hat 2 (einer Ayve) pavallele Aymptoten.  (§. 5,

3,8 1nD,.8. 6B

6. Avt. Die Kuvve jchueidet diejenige Ave, weldye ihven Ajymptoten
paalfel ijt-amd bat fetuen Juflevionspuntt; (Fig. 21.)

7. %xt. Die Kurve jdeidet diejenige Are, weldhe ihven Ayniptoten

Qo
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pavallel ift und hat 4 Juflexiondpuntte; ihre Ordinaten ober
Abjcijien evveidhen im 1. Quabdranten ein Mininum. (Fig. 22.)
8. Art. Die Kurve fdueidet die ihven Aren pavallele Afymptote nidyt, liegt
gwifchen thren Ajymptoten wnd hat 4 Juflerionspuntte. (Fig. 23.)
9. Art. Die Qurve legt auperhald ihrer Wjymptoten uud hat 4 Jn-
flexionspuntte, (Die Kurvenzweige i %\ig. 23 [liegen auferhalb
threr Ajymptoten, jtatt zwijdyen denjelben.)
© ¢) Die Kurve hat mur eine Ajymptote. (§. 6, B, IL)
10. Axt. Auf jeder Seite dev Ajymptote [iegt ein fid) nad) 2 Seiten ind
Unendliche exjtvectender Bug mit 2 Juflexionspuntten. (Fig. 24.)
d) Die Rurve fat feine Aymptote. (§. 5, 3, C und §. 6, C.)
11. Art. Die Kurve hat feinen Jujleriongpuntt.
12. Axt. Die Kuvve hat 4 Jnflerionspuntte wnd ihre Abjcijfen odex
Ordinaten erveichen tm 1. Quadrauten ein Mininunt.
13. Axt. Die Kurve hat 4 Jnjlertonspuntte und ihre Abjcijjen ober
Ordinaten evreichen im 1. Quadranten fein Mnintum. (Fig. 25.)
S der 10. Untevabtheilung giebt es folgende 3 Avten vou Kutvven:
1. Axt. Die Kurve hat 2 fich (tm Anfangspuntte) jdhyueidende Ajymp-
tote und auBer dem Doppelpuntte nod) 4 veelle Jujlerions-
pufte.  (§. 6, A, IL, 3, Fig. 18.)
2. Axt. Die Kurve hat 2 pavallele Ajymptoten und aufer dem Doppel=
puntte feiven endlichen veelfen Juflexionspuntt.
3. Art. Die Kurve hat feine Afymptote und anfer dem Doppelpuntte
fetnen endlichen veellen Juflerionspuntt,
Daf nimlich die KQurven dev 2. w. 3. At anfer dem Doppelpuntte
teinen Quflexionspuntt haben, folgt wie die Refultate in §. 6, B u. C.
Wir fermen jept die Gejtalten dev wnendlichen Bweige der Kuvven
der 2. Pauptabtheihing, thve Ovale lajjen fich cben fo unterjuchen, wie
bie der 1. Houptabthethmg. €8 ijt daber audy leicht, diejenigen Kurven
der 2. Houptabtheilung au wnterfuchen, weldye aus wnendlichen Sweigen
und Ovalen bejtehen, und id) Dalte e3 nidyt fitv nothig, midy linger
pabet aufsubalten. Die unendlichen Bweige der Kuvven dev 3. Haupt-
abtheilung laffen jid) cben fo unterfuchen, wie die der 2.; wur, wenn
ber Regeljdhnitt eine Pavabel ijt, hat die Kurve wnendliche Bweige von
folcher Bejhaffendeit, wie fie fidh n dev 2. Pauptabthethung nicht
finden. (Vevgl. §. 5, 3, G, Il.) Da indefen die Parabel fich wur
unendlich wemg von etner Gllipje und von etner Hperbel wntevidyeidet,
fo ergiebt fid) auch in diejem Falle die Gejtalt der Kuvve febhr leicht
(vergl. § 6, B und C.) Auch die Kuvven dev 3. Hauptabtheilung
bieten baher feine Scywievigteiten wehr dav. Wenn man die Kuvoen-
avten 3ihit, welche o8 allen 3 Hauptabtheilungen giebt wud diejenigen
wegliBt, weldhe wmmter aus 2 Kegeljchnitten bejtehen, fo findet man, daf
e8  dev 1. Hauptabtheihug 29, invex 2. 50, i dev 3. 61, im Gangen
alfo 140 Avten giebt. Weit groBer wiivde diefe Wnzahl werden, wenn
wir die Kurven mit Undulationspuntten ald bejondeve Avten vedynetern.
*) Wenn in den Figuven, auf weldhe hier vevwiefen ift, die Kuvve Ovale hat,
fo wird es immer leicht fein, die Lage des Kegelichuittes o ju dudevn, daf die Ovale
wegfallen und die unenbdlidhen Bweige diefelbe Geftalt bebalten.
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