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Finleitung

In der vorliegenden Arbeif geht es um eine Vsrallgemeinerung
von gewissen Ausgegen der Klagsischen Ansiysis mit Hilfe
einer (teilweise) gesordneten Hoalbstrukitur. Die Untersuchungen
in der vorgelegten "inalysis" sind durch starke algebraische
dkzente, einen relativ hohen Abstrsktionsgrad und im ersten
Teil durch eine elementzre Bewelisfilhrung gekennzeichnet .

In /3/ wurde die Schoifung einer Theorie gerechtfertigh, die
einexseites wesentliche Hauptergebmnisse der klassischen
Avglysis direkt mitliefert und andererseits eine miglichat
broite Aowendung suf wichtige Funkiionalenalytische Bei-
Spisle zuléBt. Digser von L. Berg entwickelte Butwur? zu einer
Verbindung zwischen der klassischen Analysis und der Punik -
tionalsnalysis stellie den Ausgangspunkt fiir die hier einge-
rgichte Dissertationsschrift dar. Urspriinglich sollte eine
Weltgehende Realisierung durch die Anfertigung zweier auf-
€inander ebgestimnter Dissertabionen erfolgen. Um vergharit
3In dis Mefe und in‘s Detail vordringen zu kéonen, war 4is
Beschrinkung au? gewispe ansgewiéhlie Problemkrelse erforder—
iich,

Die Betrachtungen im ersten Teil der Arbeit eind so zu-~
ginglich, daB man sie an den Anfang einer Analysis stellen
kSnnte, wo es5 z.B. um Qie Vervellstindigung der raticnalen .
Zahlen, die Bildung von Grenzen in Mengensyatomen, Zahlen-
bereichen und Punkbticnenrdumen sowie die Konvergens von
¥engen~, Zzhlen-, Vekbor- und Funktionemfolgen geht. Davauf
autfbauend werden Grundziige einex absbtrakien MaB- ur? Iubte-
grationstheorie entwickel%. Hierbel liegen die Definitions-
und Wertebsreiche in gewissen (Geilweise) geordneten Halib-
gETuppens Bsriicksicht® - man die Kompliziérﬁheit anderexr
sicherlich tiefliegen. =~ Arbeiten (vgl./36, 8. 223 ££./), w0
kenn diesbeziiglich von einer allgemeinen und leicht zu~
génglichen Portsetzungstheorie gesprochen werden, deren An-
wendung suf die {iblichen Spezialfille kaum Schwierigkeitin
bereltet.
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Die erglen drel Absehnitbe tragen einfilbrenden Charakter.

In iknen werden einige Definitionen zitiert bzw. modifiziert
und dem inliegen der Arbeli angepaBt. Als Vervollstindigungs~
pringsip wivd abweichend wvon /3/ eine methodisch aufbereiitete
Modirikntion der Dedekind- Mac Neilleachen Vexryollstindigung
(vgl. /14/, /19/ odex /38/) benutzb. Der hier definierte
I~Raum unterscheidet sich von dem in /3/ benutzisn Raumbegprifs
in wesenblichen dadurch, daB in geeigneter Weige eine Bub-
brektion eingefilhrt wind, Aus dem L~Banum gehen der (tellweise)
g8eordnetis Vektorraum, der positiive Kegel des Riesmschen Raumes
und der Boolesche Ring dnrch unmittelbare ESpesialisierung
hervor. Der um ~00 und +00 erweiterte Bereich der reellen
%shlen, wichGige Mengenmysteme und Funkbionenriume sowie dexr
poaitive C-Verband (vgl. /7/) lassen sich problemlos als
dpeziells I~Hdume deutien. Dle in den Abschnitten vier und
Tint bewiesenen Struktureigenschaften des I-Raumes gestatibon
eine sinnvelle Auslegnng beziiglich der verschiedenen Spezial-
féllo. 7m gecheben Abechniit wivrd dann gezeigt, daB sich
Joder I-Raum grengtreu in eine entsprechende vollstandige
Struktur einbetten 1#Bt. Dis Dudekindrervollstandigung dexr-
Boolsgohan Algebra (vgl. /37/) und die dea archimedischen
Velchorroumes ergeben eich hieraus els unmittelbare Spezial-
fE1le. Domit entsteht z.B. oine Verallgemeinerung der Aug-
sege; deb Jeder archimedische Rieswsohe Raum sich in eine
suspréchende vollstanﬂige Struktur gronztrsu einbetten 1484
(vgl. 719/ eder /38/). hus der im L-Baum eingefibrten T-Kon~
Vergenu, gehen z.B. die mengenalgebraische, die punkiweise
und die gleichm#Bige Konvergenz sowie in Booleschen Algebren
und Rlesgschen Riomen erklirte Komvergenzbegriffe hervox.

Der Zusemmenhang wmit der Konvergens in einem speziell kon-
struisrten pseudomatrischen Raum wird kurz herausgearbeites.

Zum Schwarpunk$ wurdan die Betrachbungen besiiglich einer
&llgemeinen MeB- und Inteanntinnathaq:ia.‘unbai ag8 insbe-
Bondere um die Fortselwung demit zusammenhingender "Funk—
tlonale" geat.Die hier definierte g-Regularitat dient der
Ubertregung epsilontischer Schlfisse. Sind gowisse Voi -
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stiindigreitsbedingungon orfillll, so kinnen bsi E-regulévems
Bildbereich Fortsotzuagen mid arfordoruahen Abgeschlossen-—
heitseigenschalien konshruiert werden. Die Begrilfe Imhall
and MaB wurden hier so weit gefaBt, daB neben der fiblichen
Paubung, auch bestimmte im posibiven Kegel eines Heszachen
Ranmes erklinte md mit elnem allgemeinen Integralbegriff
wupammenbingends "Funktionale™ ala Spesialflille ausgelegh
werden kbonen. In disser Bichtung liegh auch die in /7/ wver-
BPfentlichte Arbeit von 8. Brehmer. Hier wis deré spieli dle
Butzung eines #uBeren Weles eine zentrale Rolle. Ausgehend
won slinem recht allgemeinen "Funkilenal™ oxfQlgt seine Xomw-
gtrukkion doxs bel Anwendung einer stirvieren Hegularitétse
voreuspebzung (dies wird durch Beisplele belegh) in einem
Schrité. Die Konstruktion des hier verwendelen HuBeren MaSes
igt otwas aufwendiger. Sie setszt jedoch auch elne achwichere
Tollabindigkeisebedingung voraus, und das ZuSere MaB beeliist
gegeniiber den dortigen elne Abgeschlossenhelbseigenschaft,
die cine effektive Nubvzung im Hinbllck auf sine abgewandelte
MeSbarkeitaderinition gestattet. Demit kann gegeniber /7/
2.8, die Forisetuung Boolescher Homomorpbismsn (vgl. /347,
/377 und /38/) els direktor Spezielfall einbezogen werden.
Dex E-regulire I~goum enthilt insbesonders die im f24/ be-
trechteben normal geondneten linearen Systeme , die in /21,
1V/ erklicvien o -reguldven Booleschen Algebren und ent-
sprechonde in /37/ und /38/ angegebene "regulére™ Strukturen
als Spezialfille, mo daB dort bewlesene Fortmetzungssitze
hier zum Teil durch speziells iuslegung entstehen. Im Gegen-
gebz au /21/ wurde hier wie in /7/ suf aligemeine ¥opologische
Untersuchungsmethoden volleténdig verzichtet, um zigig und
in tibersichtlicher Weise zu wesentlichen Resulteten gu ge=
langeu. Ein groBer Teil der Auessgen lieBe gich unier etwas
verallgemeineriten Voraussstzungsn bewelsen. Dien ist jedoch
nicht geschehen, um bel Beschrénkung auf das ‘Ueaontliohe eine
adglichst zmugingliche Darstellung 2u erreichen.

Fir wertvolle Hinweise bel der Eravbeltung dieser Disssria-
tionsschrift dsnke ich Herrn Prof. . Bezg.
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. Mempgen, Funkiienen und Vexkniiplungen

i0l diesos Abschnibttes imb es, einige Vereinbarugen uu
trefren, cuf dis an spibsrer Stelie wuriclhgegrifion wird.

Die grund egeaden legrifle der Mengenlsuxre und die uamittel-
ber mit dom Fupktionsbegriff sussmmenhingenden Definibionen
Einaen etiwe wie in /26, 3. 29=27 und 34-42/ elngefiihvt
werden. Mit F(X,¥) wizd in der vorliegenden Arbeit die Ge-
sumzheis der Yenkiulonen von X dn ¥ gekennasichnel. Aus dem
Msadons! egriff gehen dle Begrifie Familie (m.B. Mengen-
lamlliig), Nolge und Vaktor (mit n Kouponenten) als Spesmial-
281le asyvor. Jet £(x) sine Funkiion und 4 eine “eilmenge
fhras Definitirnsbaveiches X; so soll 2{(A) wie iblich duxch
£CL) = {yc exigtiert x€ A nlt ¥ = r(x)} (1.1)
als dag Bild ven A begl. £ erklért wenrdonm.
Sind in einer Mengs M eine oder melwvere Verlalipfangen
et M erkldct, so wird dles hlex duxch M . M(#4v,ccs)
sekaanzeiohost, MLt T alsg einer Tellmenge ven W soll
@ 5 PO goee) Guon ausdriicken, del T bzgl. der ir dar Xlamuer
ziehanden Verkiipfangea oine Pailmbruktur (vgl./28, B. 73/)
yon M der Wwellii.
gind &4 wnd B Tellmsngsa von M = M(+-), o kann in Ubereine
goianung iy (1.1) die Vereinbarung

A+B = fa+b gt el nEB} (1.2)

zatraffen worden, da eine Verknmiipfung 2ls Pmktion von
Mx U in M definiert Leb. ;
P valle M ow MG+) wizd dw FQGM) dusen

Aa) () 18 2@+ El) g €1.3)

abentalls ecine Verknipfung, die manannta :MM
{egkalivtn w, exliut. Dlesbesiiglich wire apeaial.s. ba;l. end..
ligchem X -ugh der Ausdrack kompopsateaved g | Wi
banutat.
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Fine Menge I szoll ein Opsraborenberelich der Menge M gonannta
werden, wenn eine Funktion 9"7 (cty 8)—w ol 8 vOR LX Min M
vorliegl. lan sprichi in diepem Zusammepnhsng such von eipew

guBeran (au. M erkifrton) Mulbiplilkation, i

Mlt <M bedeutiet IHNCN in ansloger Ubsreinstimmung zu
(1.1) spemiell, dad N beziiglich dex #uReren Multiplikatipn
in ¥ ebgeschlogsen isl. |
S8ind X wnd ¥ Uensen mit dem Operatorenbersiok I, 20 aoll eine
Funktion £ § X—»Y Imhonogen heifen, wenn mit xé X' ufxd
LEL sbtetiz £{1x) = 1f(x) giltb. o

’
‘

2. Relabiopen do einex Mongg M ,

Tat M eine nichtleers llengs, 50 verstehen wir unter einey
Relafion din M beksantlich eine Teilmenge £ von M x M,

Im Falle (x,¥)€ & - wohreiben wir auch xR y und sagen,
daf x in Reletion zv. ¥ steht, Wir spezlelis Relationen, '
werden spewlelle Synbele, wle zum Bolsplel M=%, "g W, Wy n
e " oynd Y- " verweadet, |

Als Préoxdnung "<" soll hiev eine reflexive und transitive
Relajion bewcichne’ werden. ¥y
Uater eingr (rdnupgereiation "< " wird eine anﬁiaymatfrj_gghe
Prionrdnung verstsnden und von elner tolelen Ordnung in! M

wird dann gewprschsii, wenx zweld veliebige Hlemente von M
sielis vergleishbar sind. : !

Die gu eings Ordnungurslation "« " du g_l,g Relatiion "=" it
abenfalls zine Ordnungeralation.

Mit ¥(£) ula einsr belliebigdn geordrneten Menge wixd in

dex Reg.l fir £, g€ ‘F(X,¥) duxeh I

2% g gekennseiohnet, daB £(x)< g(x) Lir alle z¢X (2:1)

gilte Die auf dliese Weise arkliicte arguaentiveise Ordnubg,
wisd bed endllehen Definitiongbereich auch gmm
wglng, Ordnung gensnut. Diesbenliglioh kenn keine totale
Qednviag worliegen, wenn X und ¥ jewells mindeshens mre:l.
Lleninte anthalian.
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Zu einer beliebigen Menge X ksan die Potonsmenge R(x)
durch "' in der #iblichen Weime geordnel werden.

Ist M eine meordnete Mengs, 8v wixd in P(P.!)\{fd} durch

A<IB gekennusichnet, daf a£h fiir belieblge aé A und b& B

gili, C (22
Durch diege Yrensitire Relation kean dle Darstellung vere
gehledener Beweige veveinfecht werden. MLy x& M isv xdl&q)

baw, A<x belapielsweise genau dann erfiilli, wenn X eine

untere bzw, eine obere Schrsnke von 4 darsielli.

Begltnen verschledens Flemenbte siner -Menge M besmiiglich
einer Fragesbellung wesenitliche gemelngame Eigeneschafben,
20 igt ss oft pweqlkmifig, von den {ibrdgen Unterschieden
abzupehon. nd gle zu identifigieren, Um derertige ldenw
tizinierungen tbessichtiich und wilderspruchafrel durchsue
fiihren, wied die Definition der fquivelenzrelatlon bew
ndtigt, Hleruntey werstehen wir aim synme trische Pri~
ordnung in M. Die Yergriberuns M von M kenn denn als
Eystem der Lquivnlenpklasgen oder als Reprégentanten=
system gedeubet werdin. In der Mengenlehve werden bel-
spleleweise derantige Sguivelenzilasisen in Form dex
Miehiilgkelten betrachtelt. Beli der stufenweisen Konstwulhien
des Byubems der payionslen Zablen §2 aus dem Berelch dex
naslirlichen Zohlon werdin sbenfalls speszlelle Aglvalensz-
relationen banulgd.

Dia folgende BehsupSuny kenn leicht verlfimlexrht wevden.

dn M(4) wied dureh

&~b genau denn, wern iwwobl B<b 2is erch bL a glly,

eine Aquivaienprolation arklért. Das System der Aquivaleng=
klagsen M bildetu dabed all

E<D genou dann, wenn a'l(b gill,

elne goordnabs Msnge M.

V) sigentiich fef < A
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3o Q;g_Dedekipdvervollgﬁﬁndigune pgordneter Mengen

Iot M) eine beliebige geordnete Menge, und exilstlert zu
einer Teilmenge ¥ woa M dis Kleinste obexe Bohraanke in I,
g0 wird diese durch supdl gekennpeiohnet. Die Definitilon
von ing, N exxolgh auf duele Weise. Besteht Klavhell de-
wibew, in welcher Grundmenge die Gronzen gebildet wiurden,
g0 wird sweckmifigerwelse auf die Indizes verzichieth.

Defipitilon 3.1. ¥a sel H(z) eine beliebige geordnete Mange
und M eine bawﬁglicn dex Induzlerten Urdnuug betrachtete
Teilmenge wvon ., Dann heift M grensziren in i enthalisn,
wenn aus dor Bxiptens von aupmH glietin supun = Bupmﬂ und
pur dex von dnf N alie b infMK = infpN folgt.

itdop 3.2, IFine Tellmenge M von M(2) heiBt o~dichy
in EI, wenn zZt Jadem me il Peilmengen § wod T von M mit
Bupph = m = infﬁm exlguisyen.

Tt X eine nieh@ileers Menge, 0 wixd dag durxch die eln~
elementigen Teilmengen voun X, die leare lenge sowie deven
Komplemente gebildele System belsplelswalse o~dichi in dex
Potenzmenge F(X).

Soty 3.1. Tlegh M o-dicht in (<), deon ist M grenstzeu io
1l enthalton.

Bewelg, Aus sup,l¥ = @ folgh, daB jede obare Schranke von N
aus M auch obere Schranhe yon & 488 und nmgekehrt, Da Jedes
Wiement aus M Gureh ﬁein- oberen Bchrenicen ava M eindeutig
verbinmt ded, folgh suppl = a. Die Behauptung hingiehtlich
dey wnberan Grongen erngibt sich aul duale Veise.

Fine geordneiie Menge helBt gepdchbet, wenn in ihv jede
awelolementige Tallmengt (nach eben und nech unten) pegohriinict
igh. Bin filv dle Anwendingen wichiiger Speslalfall der me-
richteten Menge iet deor Yerband., Wie tblick wird ven einam
digbeibutiven Verband greprochen, wemn dic Distribubilvge-~
gotse
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BA (b‘e' {3) 2 (af\ b)V (ﬂ/\ G) (3;10)
avihaa) = (avh)A (ave) (3:2.)

orfillLlY sind. Schon dia Giiltigkeil eliner dieser beldon
Bigonachafton it fiv dle Distiribuiivitie des Verbondss hine
redchend (vgle/19, Gas 9y 8§ 3/).

Bine zpordnete Yengs ¥ wind hiew vellsténdlg sensnut, wenn
dsde aceh oben hesohoinkibe Peillmenge N von M sing cbexe
Bremge in M besitmt. Bekeanillch dst denn much Jede nemch
Unten beszchiinkbe Tellmenge nach unten begronaq.

haf Johwieriekelitep, die sich bel upvollstiandigen Mengen
acgelion, knrn pebon abend des Berpliches der vatlonslen
Zonlen hipgowlemen worden. Die Vervallsténdigung oinex be~
liebigen meordnsten llenge ist zwar michus Unbekenntes
Cval, 7a/, 7167y 799/ und /38/), das felgende Verfohren
wlrd Jedoch Hbsrgichtiliches.

Ausg he nd ven elasp greerdnaten Yenge ¥ wird hisx daﬁ Bya'aem

Wohei mmi t‘i’ezlm‘,angm identifiziert wexden, wenn gie ddew
aelbep oheren Schranken bepitzen., Selzlt men fiir dic zan

P und ¢ geadalga lquivalenniklegser K(F) wmd K(Q) genau
dany K{(P)=K(1), wenn jede obsxe Sohranks von Q much gine
obore Fohrenika von P ist, =0 wird i' an elnsr geordnoten Menge.
Die derart konsipniarte Struktur M' soll dann €ie Dedelkind.

Zervol lebindigung vor K helBen.

fate S.2. Dis T)adrakizdvemollshmdigung & besitut fole

gende Bigenachofiont

a) (=) wied nech eiper entaprechendan Identifizlerung an

' aivew Teilmenge von H' (%) mit der induzicrtun Oy nung.

b) M=) dsb wed lqﬁam‘jig, und eg gilt sup E(L.) = I/ Y10,
sobald fL(Tm } 4n M nach gben b;auhxunkt iat. i

@) ¥ iisgt o adehit fu W' ()

d) ¥ 1gy gra wtreu in M' (=) enthalten.

Bewsig, Da Gle COrdnung transitiv m:. und jedesr Liemaent
Qbepe Schrenke von nich selbel ist, folgt die Cillgigkeldd
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vor ==y d4n M gasan dsun, wenn dn M dle Relation
Fx) =2K(y) exMiidt ist. Die Tdentifizierung von = miy
R(x) flix jedea x& M llefery dle erste Behauptuug.

Ang RK{M = R(D) 2 alle o & A folght unnittelbanr
B{Na)= nr},m 16 () fic alle olé& A und edne belighige
chere kciwam{n (T, so ¢BB auch der zweite Tell gil .

Aue der Tefinltion wor M' und b) folgh £l jedes E(T) scfory
T << M und 8upyp T B(1). Mt 'IP ala Meonze Ger ﬁbam~
Sehrarken von & ans M erkdlt men K(T)<inf, T° . Dareus, da8
Jode sbere Scgavsnke ven T aus M avoh omrs bcnrax %8 von

ing, s 1 iat, “olgt nach Definition von M’ in?, = Ty,

4

Dandt (ilt K(Q) = infye 0%, s6 d8B ¥ o~dicht :Ln nt 11 gt
it ¢} pne Beds 3.1 folgt dle letste Bshaupitung-

Folgerypg. Dio Dedakirdvervolleténdiguag elnor geric teten
Nonge 2t edn vellstiéndiger Verband.

Borcziung 3.1, Tat (=) vollsténdig wed M eine in W
@wddohbe Telluerge; ac wivd dis Dedekindvervoll tEad.gung
M ven ¥ oréamgeiserorph su MY, Dies folgh sofort sus den
Defipition voi M',

Baperkipg 3.2, Adjunglert man aun ! » felis nicht vahenden,
3un groftes uad ein kleinstes Element, 80 exhiil. man elnen
vollptindigen Varband, der (ble auf Ordnungalsonorphie) mit
dom dn /19, Eabe 32,3/ keastrulerten dbereinstinmi. Von
sver selchen Vervolletbndigung s0ll hisr jedoch nlehb supe
gegensen wardin, da sie zwB. nicht 20 direkl bei der Verw
vollebindiguny der folgornden algebraisshen Birukiuren a:iae-_

- Wandh veréen farne

38un 3:3¢ Ist M(=) dotal geermt, daan gily dies av 'k Pir
1L¢ Dadekindvizvol lgténdiguug u.

' e o
Bovoie, Wegen Suhim 3.2 o) folgh aug G,8€Mumd ¥+ dle
Zxlitouz von Tlemeater. ¢ und 8 aus M aid t=t, s'Se und
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i %8, denn % 18t duvch selne unteren und s’ durch
agine oberen Sehrarken aus M eindeutig bestlmmt. Da M(s)
togid gpoordnet ist, gilt offensichilioh rss=t=% und
damit s%Et,

Setmt man e Btruktur der pationalep Zahlen %2  als bew
kannt voreus, so kaon duveh R =G2' die Menge dex zeellen
Vahlen definldri werden. Man erhdll sofoxt, deS die resllen
Zahlen sipe total geordnete und vollstiéndige Menge R(s)
hllden, webel G2 unter Bolbehaltung der urspringlichen
Ordnung wrd Yer urepringlichen Grenzen oedicht in ihy ent-
halien igt. leicht Ubsrzeugh man sich an dieser Stalle
dagor., dal ¢.e ocht pesitiven ratlonalen Zahlen o-dichi

in dew vollntdndlgen Menge der echt positlven reellen
liegen.
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e Detlnliion vnd Strukbureigengchaften dem Fesimodulsm

Dureh Varellgeuwoinerung dey Begrdfie peordnotier Modulﬂ
und Boolescner Ring erglbt pich Rolgende Definition,

Lefinitlon 4., Als Fastmedul M(£,+,8) moll jede geordnete
Henge W(==) besedochnet werdsn, in der szwel VerkniipLungen
"4 und "e" exkliyt eind, sowle eln Blement O existiert,
Bo dell rir Leliebigs asbycel

g8 »bab + 2, (441)
g+ (b +a)s (a+h)sre {4.2)
tnd &+ 0= a €4.3)
@ity sowie
esa + b Hiwivalent su ¢ € as<bhb digl, (4.4)

Hemanlomna 4.4, In dea Speslalfall, daf die in (2.4) bew
nuinys Ozdnvng ldentises nit dex Gleichheliarelabion isb,
GXURLY mon elne Jefiaitlon des Moduls und damit eine ga-
wiqse loYivetdlon der Beézelechaung Fasimodul.

Bemeaimung 2,2, Tiegt besliglich "4" ein Modnl vor und isg
healiglich efner Bubboaktlon "e" dis Eigenschalft (4.4) en-
£01.1%, so phlimub disse Substrakition mit der zum Megul
sehdrigan iibsreine Dles folgh dureh Arwendung voo (4.4)
asf? a=a 4 (bea) mdens b=8 "‘,('b © “.)"k

Sotapiod f.0e Jeder geoxdnete Modul wird bestiglich seiner
Ovdnung, Ad¢itien und Bubtvektign ze sinem Fagtimgdul .

5 AGemmber Foll sin Modul verstanden werden, Jd‘ﬂer* die
Udnung uit Jer A4ditdon vas*h::tigliah izt °
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Aziom (4.4) it sueh beziiglich der &ualen Relation ®ai
§2PdllE. Umgskelxd sieht mon sofoxl, daf ein Faptmodul
M(=2y9,0) in dem (444 auech begliglich der dualen Relatioen
"2 plll, oia geordnotier Modul Yst. Dieses Beigpiel ent-
P81t no wichbige Bpesdalféilles wie @ , R und c5(}{:,,12) mly
avoneniweise exllirter Addition ond Ordnunz. Spepiell miy
A | Tsgveagn} bzve mit X ale Gesamtheit dexr natiivliohen
fahlen erhBli nen B bave das Bystem der reollen Zahlenw
foigen. Aus der Funkitionslanalyeis sel als Bedegplel nech
die Gopemthelt der auf einem Hilbertraum ¥ erklErten bew
goehrénkien solbstadjungierten Qperaboren & (H)angafiihet,
Disse Menge fist wager /19, Defs 58.1 und Satz 58.4/ in dey
Regel nich% verbasdegeordneli, bildet alse keinan Rieszsochen
Haum.

Seispiel 4.2, Dar um die uneigentlichen Zahlen « oo wnd

o erwellorve Bereich der reellen Zshien soll duzeh B
gekenngalobnet weoder. B wird besliglleh eeiner ilblichen
Gedaung und dew durck die folgenden Tafeln evklirten
Verimiipfungen zu o4nem Fegbmodul. Mit v,e € B gollen r 4+ g
vad o « g dahel dle {iblichen aus R Gbernommenen Verkofipfungen
sedia,

AL - “00 # 400 g e : & 2D
=20 | «00 =03 40 - 0D | =00 =@ =0

T | «00 s ¢ | 400 =g ~o0
4+ D 00 S0 XK $-Q0 | 400 HOu OO

Wleat Gedviel ig% nur ale Ciltdgkedt von (4+4), und die
G¥iomnt man dursch folgende Fellunteracheidung,

o Jade der Nelationed % @ F% ~oo und x< ~+y Llgt pensy
dena eufiile, wenn X s =00 0der ¥ = +00 glliv, '

s ML GER it 1 e y<U Handvalent sn x< + ¥ 2alla
2uea 2,y £ R glli. falls jedoch X R odey TR R igl, s0
cixd x e T4t gensu denn exfililt, wepn x Sy gilu,
€180 genau demp, wonn X <% + 7 ersully ieg.
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. Dio Helaflongn 3 € y<+00 und Z£ +00 + y pind £y
heileblize x,7y€ M wrivialerwoise exflillly.

HgﬁﬁgﬁyaﬁLﬂigu Tedor Pagtmedul M kenn in snaloger Weise
durah Adjunkiion von ein bzw. swel Elementen zu einen
Pagtimodul T erwaiﬁerﬁ wonden, der eln kleingtes und ein
grditen Bloment hesitut. Geht men wie hier vom geordnaten
Mpdul der reellen Hahlen aus, Bo islt dle Forisetsung
demexr Shrakbur aly Tastmodul auf B eindeuvig hestimut,
 Yetmiempes folgt aue den Bealehungen (4:8), (4.9), (5.8)

vad (5.93, dle ersi auf den folgendsn Belten bewlogen
werden.

Seiuriel 4.3, Der positive Kegel eines Riesgschen Raums
wizrd mit galner Addition und & @ btz a - (aA b) su elnem
Fagtinodul, Die aler betrgchiveben Verknilipfungen haben
valiizliol avah bamiiglich dem pesemben Raume elnen Sinn,
dooh denn folgh sus ofa + b nplcht mehy ¢ ¢ ash, so
88 (4.4) alché owrlidliv lst. Dex Riesgsche Raum selbah
bildet ales bezilglich dleser Verknipfungen keinen Paste
nadul, Wichtige Speslalfdlle sind mit R = 0,00, ‘F’(x,n+)
mé Tallet enkincen davon gegeben (vgl./19, 8. 48 = 5a/),

P

!edel 4,4, Die total geondnete Menge H = [yoo] wira

500-7 L

At depr Ubklichen Addition unc}

:.‘-‘i

e = (aAb) falls a< &0
5 69 Is 0 i Beco wé b xco
oo — Amoo und b €00
au einen Faghuodul. Demit whed (XK ) bemiigiich dew
argumeniweigen Terkniipfungen und Ovdnung ebenfalls mu
einem Fagtiodul. Wegen ©0Q €00 = © kenn R (fs*se)
ol ale feliscrukbng von  B(Ey4y6) Mgeﬁaﬁt werder.
Jedes Flemant ¢ aue B 185% sich jedoch im der Fom
¢ =2 e b nil e:,bé‘ﬁ' deretiellen und zwer dewert, deh
& uné b in n m.tﬂimal @ind. Villig smelog ied dic Sikuation
oriiglich ?'(:s,‘é) und PR B
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Beleplel 4.5, Jsder Boolesche Ring (vel. M9, =, 2/7) alss
Bperlell jede Boolesche Algebra wirvd nit a + b ts avh
und & & b als velativem Komplewent von 2 Ab benlizlich a
. elnem Fastmodyl. Hendelt e¢s sich bel dem Boolesochen
Eing um olnen Mengenring, so sind dies dis Vereinigung ung
die mengenalgebraigche Differens.

Eoigpied 4.6. In /7/ wird auf der Goundlege des Begriffs
GaVerband eine allgemeine MaB« wnd sategrationsthecrie apre
g~bauti, wobel die Bepchréniung der Untersuchungen ausp Pl
Bliive O-Verbiénde gerechtferiigt wird, Da Jeder Riesusche
Roum mit peiney Adddtion und asb t= 8 » {aAb) ein CeVene
band 18k (vgl./7, Defc 1 und 2/), bildet weger dsy Boney
kong ia Beigpiel 4.3 ein C«Verbend im allgemeinen tefnsn
Fastmodul. My jeden posiviven CeVerbend tyiffy dieg joe
doch zu, wie im folgenden Satz geseigh wird,

Sota $.7. Feder positive C-Verbund M izt ein Fastmodul
M{ $g+,\ }9

Boweds, Aus ¢~z £bh  folgt

e x (aAc) + (ena)d e + (ena)s e 4 b

Uiigekehrt hat «<2 + b wegen /7, §. 24,(III) u., 3, 28,(R)/
62 oAle +o)A(a +b) ~ [(bae) + (exb) A [:a &+ (bAc)].-.-
(bAe) + [Cexb)A B] sur Folge, was wegen /7, 3. 27, (/.
exbg(exb)Aa alge c~bga bedeutet,

gomemoung 4.4, Uik Beisplel 4.2 Liept ein verbondsge ords
neter Poatmedul vory doy keln GeVexbend igt, denn

(GAD) ¢ = = b besitzt im Falle 8 = «00 uyng

*»00 <« b<+00 keins Limmg.

Belg 4.2 In jedem Fagtmodul gily steis

50 asg0, T (4.5)
fa+0) e cgax(a ao) + o (4.6)
uad ' ae 0= a8, ' (a7
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Beweis. Die Ungleﬁ.ohunge’h (4.5) und (4.6) folgen nnmli~
telbar sug (4.3) und (.4). Aus (4.3) und (4.€) exhilt
pan mit o = O sofort (4.7)e

Sabg 4,3, In jedem Pastmodul M folyl aus
ash und o<Ld gets a2 + 0= b + d

AuBerdem gind £iv belleblge 2,b,cé M die Relatlonen

(a + D) @(c+d)s (a@c) + (b ©a), {4410)
a@d = (an) + (a @a (%e91)

wnd 6 @(c+d) = (a©c)®a {8,12)

erfiillt.

Bowelgs. Aus (4.6) und a = b fLolgh

(a +8)@cx o b, so deB mibv (4e4) und (4:71) dle
Giiltigkolu von (4.8) bewlesen dat. Wegen (4.4), {(4.6€)

und (4.8) folgl (4.9) jeust aug

e o (b@c) +c=%(b@c) + de MG (4.6) und (4.3)
bekommen wix 2 + b€ [a©a) + &) + [b@ad) + al, wo-
raus mit (4.1) (4.2) und (4.4) sofort (4.10) Lolpt.
Woegen (4.6) wnd (4.8) gilt

as(a@®0) v»c 2(a©0) +(cOd) +d und damit (4.11),
s 8 £(a@c) + o £ [(aeu} @d] + & ¢+ a folgl
6@(c+d)= (e@c) @4,

Wegen o £ fa © (c + a)] + (e + @ 2folgh

(e@c) £[a @ + d)] + 4 und deraus
(a@c)Oda£a®(c+d, womiy auch (4.12) gemeigl wive.

Iat M oin beldeblger Fastmodul, 80 sell unter M, dis Ge-
sambheit dor Blements @ aus M mit 0% n verstsnden

werden. Im Falle M = M, wird M oin posifivex fastmodul

genannt,
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2o Der I» Raum und geine grundlep anden Higencchat'ten

-

Die weltiere Untersuchung des Fastusduls soll mit einer
Bpezialigiarung dieser Strukbur verbunden werdel.

Definition 5.1, Wine (multiplikativ goschriebsne) Gruppe L
Jel ein Oparatorenbereich des I'astiaeduly M. Dann heiBt M
An I~Raum, wenn fir das Einpelemont 4 ron I, bellebige
Ly E L und belieblge ee M die Glelohungen

2{Ba) = () g (5.4
gelten. und
aus a< b stets da b folgh, (5.3)

Bomerkunz 5.1. Jede® Festmodul M wied wdt T, « + I} ,

wobed I den au? M erklirten Binhelisoperator derstalli,
#0 elnem I~Raum. Damit kann jeder Fastmodul sle Twlteam
"ufgefalt werden.

iin geordneter linearver Rauw, ia dem die Ublichen Verw
“rdglichkeitsbedingungen erfiillt sind (vegle/19, 8. 487),
#0oll hier kuvsz ein Vektorraum genarnt werden.

Bemexrkung 5.2, Eg liegl auf der Hend, dai der Veltorw
Taum und der pesitilve Kegel Jedss Rieswmschen Raumes miy

“der auf I = B~ 0} eingeschrinkter mkalaren Ml i~
Plikation zu I-Riumen werden.

Bemerkung 5.3, Ide in den Bsisplelen 4.2 und 4.4 arkibirien
Yastmoduln R, F(XR); B mad FCLE)  werden mit

P = BN\ {0} und der durch L(req) gm + 00 baw.

A(=00 ) t= -~00 fortgessisten skelaven Mul$iplikation

i IeRéumen,
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2emerkung 5:4. Die Fagtmoduln R, and '; . Werden nit

ba RN {0f und der durch or s * [ods oo ) ene
“lédrven HuBeron Multiplikafilen su ~Riuman, Tnteprechandes
dlt gl TR wd T F(XE).

~amezkung 5.5, Wegen Babz 4.1 wivd der in /9, S. 41/
riilticke homogene (posltive) ¢ «Vorband mit I e 1%;\,5 (:}
“u einem gpesiellen LeRaum.

Bei, bellebigem I~Raum M und der Dedekindvers ollslbnGigung
i’ von (g) gilt das folgande lemma.

Iempa, Sind A,y B; wd 0y (1 » 71,2) "edlmengen des
LeRaumes M, file die Jeweils
ﬁupmt 0.1 B EL‘P!&* 02

gilt, so folgu mhets

in:fﬁs UL'!"' B.,]) o 1&.;".'“: (Aaa- 1’32) | (Se4)

Bupmi (O@Aq) = ﬂ@ml (0@&2) (5: ;;)

infip (ot dy) = £ (of.AH) (5.6)

and aupmn (ol 6‘1) = ﬂﬂPm'l {ct ca) s (5.7)

wobed dlese Grengen dann sbenfalls exiutieran.,

Bewelg. Ds M o-dloht in M’ lisgh exietiewsn Tlomenta
¢ b und ¢ mue My so dal mil dor in (2.2) erklisten
Relution a g dyy b« By uwnd ¢, < ¢ gllue

‘ug 8 ¢ b Qb Byy COA Do@sy o a qkAy  und

A 0; A 2o fLolagl dann wepan dew VellobEndigiesits von i
dde Fxisteonz dar in (5.4) ble {5.9) engefiicten Grennsn.
Wt xelM gliv x g Ayt a.-,, gonew danrg wenn

=04, < int By orfilly lgl. Wegen ing By = dng B,
Jemiusen Ay 4 By wnd A, @ B, =lso dlemeluen untecen
Schranken aug M, woraus ibex M{A_,i&» By) = m;.ﬂ,“q- B,)
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e (5.4) ganehlusagen werden lonny,
Wi x&€M gily 0»39 A*i <] ® gaaan dana, HETIL in M
Bap e,‘s in;f(,:s.q-iv x) erillt igt. Weman (H.4) <xhilé man
Hopaplalld mf(h.l.4- M) o= f(a,e %)y mo daB C4© A, wad
0.0 ‘4'2- fiepelban obawcn Jchysnken awny K Lesiiesa, wowly
{5¢5) pozeipgt wire.
Da mitt x€M nus inl Aﬂ == inf A&i’ uwnd » < d.,f';,.: Ubax

ol xam : "5' inf ‘5‘2 pkeus x < chy Lodghy gilu
int at-ﬁ.,i <« :Lu'f ol "2‘ Ubor die Verlausalwmg dey Inal ges
entplioht (5.6). Dunlarweige exhilll man (5.7,

Folgezgune, Aus Ay C B (L= 1,2 wnd SR A 'iﬂ":?%it A
Polgt stats iﬁfk (C'“"h.r])’“l lnfu (et dis) ol

¥l

D& M unter Belbeualtwsg dexr Grsnsen Ln ¥' siagehbotisl
i, enlstoht der nichgbe Satz ale wanliuslbovsn fpealales
fall des lstzyon Iommes.

§2ig B.4s In godem I-Baum M pils

iInf A« 207 B e 102(A + R), (5.8)
sup 0 @ ia¥ 4 = mip{0 @ L), (5.9)
a4 (A hé) m (@ B)A 2 @ b)), {5.110)
¢ O (a,A8) = (6@ )Vie®as), {5.1)
(2aVep) @a = (85 @)V (o, ©0)y (5+92)
ol ing & w» ing(o 4) €5.13)
wad ctmip & = auplotaly (5i45)

aebeld @dle Grenzsa ang dsn inml‘:.m Peiten f’r.a ACE)
exintiecren,

Ta jodenm ?ﬂhﬁﬁiﬁ‘&?&m a:&n@ dis Gladiolungen
(5.8} b&s {5 12) und &le dasy Anaion Gletolumgon Gu@diLl,
sobald fhwe imcen Reliten axdgtioren. My weellss o> o
golter ¢de Gluiohungen (5.43) tné (5.94).
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fewedp. Die Figenschaft (4.4) fab hier sowohl beziiglich
"4" alp auch bazliglich dexr dmau duslen Relation erfUlle.

folgerung 2, 1o jedem Booleschen Ring gilt
inf AVinf B = inf(AV B), sobald die links atehenden
Grenzen exlgtiieran.

Bomerkuog 5.6. In einer Booleschen Algebra erhilt man
hiereus duvch Aawerdung des dualen Isomoxrphismus

¥t o—8 gofort mup A Asup B = sup(AA B), danit
gllt diese Gleiohurg auch in jedem Booleschen Ring.

585 5.2, In jaden Pestmodul folgt eus O£a und O%b
stetie e =8 + b, falls avb existiert.

Deyeis, Wegen (4.9) und (4.7) gilt a @ bfa. HMeoraus
folgh it (5.12) urd (4.5) (avb) @b = (2 © bV (b © b},
alev gily wegen b © b€a die Relation (avb) © b= a.
Tatmtexos 18% Hquivalent zur Behaupbung.

getz 5.3, In jadem pesitiven und verbendszeordneien
lastmwedul M(£ ,+,&) goelten dle Relationen

2©b=a@® (aAb), (5:15)
(a@5) + (aAb) = g | (5.16)
wnd (aAb) +[(a@ bYAd = aa(d + ¢). (5:17)

Lewels, Mt O ale kleinabem Element in M folgt aue (5.11)
tnd (4.5) a@ (aAb) = (a@a)v(a@©b) = a® b, alge

eily (5.15)s hus (5.19) £olgt mit ¢ = BAD und (4.6)

die Ungleichung {5.76). Wegen (5.10), (5.16) und if = M,
Folpn ' ' '

(aAb) 2+ {e@biad)=a A [(aab) + o] ZaAlz+ e)Alb + o),
g£lgo 21l (5.17). ;



Folgerung. Pelle die Slelching x # (2ADb) = & unbex
den Bediagungen vem Saig 5.3 shels lisbaw Lk, 69 kenn
(5.16) zu (6@ h) + (= A b) = 8 vevschirit werden, wobel
{2 @h) die kKloinste IBsung dleser Ary deystellt, M wird
dann su oinen posied ven O=Verzbend.

Bomedz. Aum X% (aAb) = & folgt wegen (4.4) und (5.15)
e @by uworsug (2 @b} + (2AD)=a entghehi.

n Hellolal 4.7 wurde eine Bedingung engegeben; unter der
cin Toeimodul zu einem geordnelen Medul wurds. Jetzt gaht
e un ebuse Devartlpges, beziiglich des Booleschen Rlngas.

Sobn Ba/te Fells in dem Fegtmodul M Lix bellebige a.bg M
dis Granwe @Al euistient und atets (a@® b)JAL = 0 gllt,
a6 16% M win Booleschar Mng mit & + b = avb und e @b

=1m weletiven Komplsnent von aA b besiiglich ac

Fowsis,  Aus 2@ 0= & und dex Vorausseiaung Lolgt
A A0 = (0 0)A0 = 9y elgo gill stetn a=0. Hi¥ {5:10),
(h.8) wadt [(ow a)@slAa = 0 flir elle & aus ¥ folpl -.
g =afaAfla +a)® a_]} v 8= (a+ a-)f\{[(& +8) @8] + ﬂ}*
p o+ &, Anag E.,I:_EH uad & 2 ay (L = 1,2) folgt Jetzd

aga 4 828,k a.?_aai; algo gilé B+ 85 = 8,V 850

“Hogen {5.10) int dep Yerband dlabtributiv, und wegen

i ¥, 2oht (5.16) jotzt in (a@blv{zAb) = a Ubex., '

| Sois 5.5, Teb in clnpn I-Reum M #iir beliebige 16T
und belickige aybEM die Glaiohung 1(a # b) = 18 & 1b .
cufiilit, so GrAfft dies eueh auf 1(a@©b) = la @b o

Bgweig. Aus (8 ©Db) w0 2 & folgh mit der voraus-
zeseinten Additivitdt (& ©b) + 1b 2 1, voraue

(e @ b) = 16 ® 1b entsucate

megen 111 g@iv 1"Ne© @) 2 1e 0170 eveprectians,
g0 GaB mit ¢ = la und 4 = b die bohuvptete Sub~
wndk bivitt folab. T T B %

-
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€. 240 Vervollsbéndigung von IeRiumen

. LTIy

In Batz 3.2 waurde genelgi, daB Jjede geordnets Menga M

alg aedichie Teilatrukiuy einer vollstidndigen Menge M’
aulgelat werdon kenn., Jetgy geht es davum, IwREuma ,
guordneve loduln und Vektorréume in entsprechende volle
stindlge Btrukturen einsubetton, Debel wird eln geornd..
ngver Modul M arghilmedissh genanni, wenn in 4hm aus O< a
Lid nx £a e alle natiinlichen n stets x< O folgt. In
einer Rieszschen Raum isY diese Defindtilon der Archimedi-
i34 Bu der ansonsten tibilchen (velo /38, Def. IIi. 10.1/)
Bquivelent.

£aiz 6.4, Jeder I~faum U kenn in einen vollsidndigen
Im-Reum M’ eiogebattet werden, wobel M o-dichy in M liegt.,
Dabei bleibon die additiven Operatozen von I additiv,

Bowalg, Zu beliobigen lementen &b und o' der Dedekinde
vervollstdndigune ' exigtloren Tellmengen A,B,C und D

vor My Bo-dafd &= inf A, b inf B und sup ¢ = o = inf D
&ll6s Dag Tewme des verigen dbsehnitte machy die Definitionen

e + b 1= dfCA +B), - (6.1)
¢'@a 1= aup(C © 4) (6.2)
and g im inf.LA (6.3)

méglich, denn die reohten Seiten ging duzch a‘,b' und o'
elndentidg bestlom. Hie Rommutativitdt der gso exkl¥ vhan
Addition Lolgh aus 4nz(A + B) = inf(B ¢ A), ihve Amsomiapi-
vitds aus  Snf {(A + B) « D} = inf fA « (B + D! und wegen
inflA + 0) = 4nf 4 bleibt O dag Nullelement. Die Beulehung
¢'se' + b epbepricht hior dex Relatdon C<A + B. Dioas it
Hgulvedent su ¢ @4 4 By, alge dquivalent zu

up{C @ A) £ inf B, Vegen (6.2) entspriché dies o Da' 4y,
viouls (4.4) geseigt wiive. Begiiglich dey fortgesetuton Operaw
tornultiplikabtion wiva {5.2) triviolerwelse tbertrs on.
Wegen Infor{B4) = fnf(B ) a gilt (5.1), ung age der
Yelgerung des sehon sitderten Tewmag geht (5,3) .Ilé.t-y’r.
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Die letzte Behauptung erhilt man sofort aus
infd(A + B) = inf(al A + olB).

Satg 6.2. Ist M( <€ ,+) in SBatz 6.1 ein archimedizcher
Modul, so wird M (=,+) dort ein volletindiger Modul. Rei
gerichtetem M entsteht insbesondere ein verbandsgeordnetier
Modul,

Beweig. Wegen Satz 6.1 gilt besiiglich der fortgesetaten
Addition (4e¢1), (4¢2), (4.3) wnd (4.8); so da8 in K'nur:
die Lisbarkeit der Gleichung &'+ x' = 0 fiir jedes a'e X
gezeigt werden muB, Mit &'= dnf A, AC M und U als Menge
der unteren Schranken von A aus M gllt U <A und damit
~A < ~U, @0 daB speziell x!'i= inf(-U) in M' existisrt.
Man erhdlt sofort o'+ x'= inf(A « G) 2 0. Aus = £ M
und r<a'+x, 8ls0 r<a - a f£ir beliebige a€A und
WEU folgh r+u £a, so daB mit einem derartigen r aus
uevl stets (U + ¥eU £Lolgt. Deshalb gilt U + nYe€U fir
Jedes natiirliche n und demit nres - u mit a - u2 0.
Die Archimeddzitidt in M liefert » £ 0 fir jede unters
Schrenke von 2'+ x' aua M. woraus die su bewsisshds
Gleichung a'+ x'= O folgt. Der zwelte Teil gily wegen
der Polgerung von Satz 3.2.

Bemerkung 6.1, Goht man z.B. vom System der rationglen
Zehlen aus, Bo kann man ihre Vervollsténdigung als die
totel geordnetie Menge R erhalten. Satiz 6.2 liefert damn

die Portsetzumg der Addivion. Da 2\ {0} c-dichi in

R, N\ {0} legh, llefert Satz 6.2 aneh die Foritgsetsung der
Multiplikavion suf R~ §O. Wegen inf A(B + C) = inf(AB +AC)
ist gioge Vax-knﬂptung dort distributiv. Mit ier gemiBf den
tiblichen Varssichenregeln fortgesetsten Muliiplikstion
liegt denn die volisténdige algebraische Struktur dar
resllen Zshlen ver.

Batz 5.3, Jeder axchimedische Vektorraum kann g-dicht in
einen vollstlindigen Vektorraum eingebettet werden. Spepiell
bei gexdchvetem M wird M’ dabel ein vollstindiger Riee:ssher
Reum,
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Bewein. Die inwendung von S8tz 6.2 und B2z 6.7 l:l.afez'tv
mi L = RN f0f, daB dexr Modul M () ein I~Reum wixd,

in dew die 1denﬁ=‘aau (b ) = oe' 4 &b giig, Dig
Idenitivét (t+ Q) 'z «a'+ B gllt wegen (6.1) und (&.3)
auch in ¥, wenn aue ACM, &'€ ' und &= dnf A stets
inf(ct +8) A& = inflct A + B A) folgbe Aus (ot+B8) AL ch + 54
entigbehlr sofort inf(ol4+G8) 42 fnflechd + B 4), Wogen {5.13)
und (5.14) folgh saus pup ¢ = inf A4 sofort

gup{et.+B) C = inf(ct + R) Ao Spezie!ii mit OCH ez?halten
wic dapn iibey sup(et +B) G.és,mlot a,lﬁi‘B&a t Bge Bo€ A}

die enlgegengeseiutie Unglelchung. Wit O 8 1= O und

otp gz o jt] 8 ) fir o4< 0 wivd M dann ¢in Vektorrapm.
Bemerkung 6.2. Sebm 6.3 stellt elne Verallgemeinerung von
/38, 8. 109, Sabs IV.1.1/ buw. von /19; 8. 191, Batg 32.5/
dar, wo M alg Riezzscher Reum vogausgesstzt wirde, Dis
doriigen Beweise glnd aufwendiger,und die Hortsevzung

der algebralschen Stwukbur auX die Bchnitie baw. Klessen
igt nicht so zugénglich wie das hlew gewidhlie Verfahven.
Deuilicher wiirde dles natilivlich pnoch bei Beschsdnkung auf
den dumrch M = M(V A ) gégehenen Spezlealfall, in dem doy
Hachweis von (ot+R) o' = (ota' + B8a' ) wosentdich vop~ |
ginfocht wizd. Fells weltere Operatilonen fortgusctzen sind,
go kenn pap mistels Saliz 3.2 ohne Unschweife wieder eln-
haken. : i

Satz B.4s dJoder Boolesche Ring M kann als Boolengher
Tellring eines vollattindigen Boelemchen Ringes X' eufge-
foft wexden, wobei M e~dichi dn M' liezt lmd demuﬁolpu
grenzbray in M' eatheitan Llet.

Beweis. Nach deyx Folgemma von £aiy 3.2 ist dde Dedow
kindvervollstandiguny H eines Verbendss M ein vqllatﬂad.lgem
Vamané. %gﬂn Bayz 6.1 und Bavy 5.4 brovekd nur e
(@b )AD = 0 A beliabige alyb € 1’ geselgt gu werden,

Aug %,86 4, x4 b , x£2 © b und a'<a folgk sofoxy '
X<l @xSa@=x. In M gﬂﬁ deon % = xA(a @ x) = O, ol
suBer O besitzt (2 @b )AB kelue wnbere Sahwenke aug Js

[ S ™



Folgerang, Die Dedekindvervellsténdigung einer Bocleschen
Algobrs M wird eine vollsténdige Boolesche Algebra ¥ .
Jede Gruppe von Ordnungseutomorphismen (vgl. /37, 5. £47)
b auf M geht dabei in eine derartige auf M' dber.



=28

7. Kopvergensbeurachtiungen

Da jeder Fastmodul ingbesondere eine geordnete Menge davr-
avelly, sind in ihm die folgenden Symbole und Begriffe sion-
voll,

In M(=) wired durch 2, ¢ & gekenuzelchnet, dal 8, edne
igotone Folge imé, die a alg obere Grense besitizt. Das Bymbol
8,42 soll den eantsprechenden duslen Sachverhalt ausdriicken.

Definition 7.1. Evistieren su einer Folge a, tus M(<) Folgen
8, wd = ny Rl die By } 8, ani.a sowie -En“'n-an gily,

80 wird an Lpa geaohrieben und von dex Qrfnun EkoNyOrEeng
dex Molge a, gesprochen.

8ind in M(£) beschrlinkte Folgen atets nech eben und unten
begrenst, mo entsprichi-dlese Definitlon z.3. dex in /7, B.31/

angegebenen. Speglell in jJedem Fagtmodul M kenn in {iberwsicht~
licher Welse ein stérkerer Konvergenzbegril) eingefiithrt
werden, der insbhegondere mit dieser Struktur verbtréglich ist
(vel./3; B« 10/ und /20, 8. 58/). Auspangspunkt wird dabei
ein Bystem won Nullfolgen.

Bine Folge p, Gus einem Fostmodul M soll eine Nulliolse

helBen, wenn dort p ¢ O gilt. Mi%t 7o als Systom aller MNall-
foleen erhHly man wegen (5.8) aus p., a,€ 7 steta

(p,* ) € %5 o

Allgemeln moll 7 sin Bystem wvon Hullfolgen sein, fiir des
eus P,y 4, € 7" stets ('pn+ anE'E talétg

Definition 7.2. FEine im Festmodul gebildete Folge vou

Intezvallen [g ¢ B,] wird eine ¢’ vSohachtiglung genannt,
wenn P£ir belisbige né N und ivgendeine su 7 gehamlge Ml L

folge Py die Relatiopen
2,581 = anﬂ = iin

und i, ea <p,
gelten, Falls mu einex Folge a, und pu einem Flement a eine



=29
derariige T=-Schachtelung mit

At
a, =< =58
1 an n

existiert, so soll dies durch an-z-u-a gekennzeichiet wer-

denr.. Digz Folge a, heidt dann 7T-=konvergeni gegen dus Jrenz-

eloment a.

Satz 7.1. Eine Folge a, ist genau dann T-konver ar &
gegen &, wenn es zwei zu U gehtrige Folgen p, und g mit
<
an@uf Pn und a@an- % gibt,
Bewels. Aus a
a©a, = _an:‘.. a + p,
Poigt mit (5.8); (H5.9) wnd a © 0 = a die Behauptuig.

Satz 7.2, Mit an—‘i'- a und bnlb b gelten die folgerden

pelhiguptungen:

a) Der Crenzwert a ist eindeutig bestimmt, und e: gl
ingbesondere an-ﬁ—& as

b) Aue ¢, = ¢ flr alle n folgt ¢, Fco

c) Mit a = b, erhilt men atets a = b,

d) Aus & =b und s =c,=b, Tolgt cn-‘l'-a 8-

n'e ns
e) Jede Teilfolge von a, ist “ZT-konvergent gegen a.

) Folgt aus p, €7 sieis
;FT# & 00 pi’ pza 0090 925 00036?; sabald Jeded 0}."”

genglied hier auftriti, dann wird auch jede Unorinung
ven a, 2 =konvergent gegen a.
g8) Bei beliebigem % folgt steis

an+bn—'!-a+b : % )

und an@bn-sz-a-a De (7.2)
h) Fei verbsndsgeordnetem Fastmodul folgt stets

a, Ab, Zea Ab (7.3)

vnd a, v bn—T-a»a v be ‘ (T4}
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L) In jedem Vektorzeum folgt mlhs = € R ghots

o 3‘!1“5"’ % &s

Bewsis, Aus 8, < x folgl a@x<£8 ©3g, s8lsoasg x

wod aus ¥ & En erhdlt mn yQas Eneaa algo y<€ a,

womd¥ 2) hewlesen wire. Die Bshauptungen b)y ¢}y @) und £)

gelien Wrivialerweise. Wegen 'En ®8a, < ('En @) + (2 @8,)

folgt wamittelbey d). Aus (4.10) erhdlt man (7.1). Miy (4.14)

Tolgt C'én@nn) s (ﬁne;@n) S (%ng) & (Enébn}; 80 dal
l:-%ﬁ eﬁh’ "‘ﬁn © by, J wegen (4.4) und (4.9) elne a, © b, und

8 @b enthaltsnds TeBohachielung ik, womit (7.2) gezeigh

wice. Wegen (5.71)y (5:.12) und (4:9) ergehsn sich dis Un-

gleichungen

(& A D)@ (s, A b)) 5

(;;5; . B e (Z‘;y 923} LG 08V (084 B,V o

avg denon wegen Bals 5.2 sofovt h) folgt. Die lo Uzbe RBeheupw
tung erhilt man, da sleh mus p, €7 stets kpﬂcET Pl
Jedes natiiviiche k ergibb.

Bemorkong 7.1s In den Beisplelen 4.2 wmnd 4.4 gind mit R

vnd R, Fastmoduln erklirt, in deaen es oudnungskonvergente
Polgen gibt, die nicht . %, ~konvergent sind. Dies erkennt
sen gbws mlt der durch 8, = n gegebenen¥olge. Derarbige
Folgen lkbnnen als uneigentlich konvengent beseichnet werden.

Bemariung 7.2, In jedem Vektorraum und jedem Booleschen
flng sbiomen die Orvdnungskonvergenz und dle 7, -Konvengenz
wegen _inr(‘%in ® gn) = dof ﬁn © sup 5, und Sats V.2 a)
iherain,

Sengrlune 7.3, Duweh Spemislislorung erhilt men ans dew
T-Konvergeny die tbliche Konvergens in R und B%, sowie
die avgumeniwelspe baw. glelehmiSige Konvergens in vexe
seniedensien Funktionen~ und Foelgenvdumen. Die in jedem
evoiimedischen Riessschen Raum definiarte releativ gleiohe



w3

nifige Konvexgens bezliglich eines posiviven Blemenies e
(vgl. /19, 8, 79/) kenn ebenfelle als Sperlalfall ausgelegt
werden. Aunsgehend von dem Vekborraum der tiber [0, co )
reellwortigen und stebigen Funktionen gilt Entsprechendss
fir die fast gleliochmifige Konvergensz. Wegen Bemexrkung 7.2
léRt mich die mengenalgebralsche Konvergenz in einer bee
llebigon Potensmenge gleichfalls hiexr einordnen.

it Hilfe des Pastmoduls kenn ein pseudometrischer Roum erw
klért werden, dex den imn /10, 8. 40/ definierten als Speziale
fall enthéls (vgl. such /35 B. 15/

Defipitien 7.3, Xe sel P eine nichtleere Menge und d eine
Funktion von Px P in einen Fastmodul M,fiir die

d(a;b) = O genavu dorm gilé, wenn a = b ist, (7.5)
und dile filw beliedbige 2, by ¢ € P den Bedingungon
0 = d(a,b), (7.6)
&(a,b) = d(bya), )
d(a,b) £ dfasc) + dleysd) {7.8)

gentigh. Dann helly P ein pgendometrischer Reum mit dem Ab-
gtend d. Im Falle M = B wird P ein mgtrischer RBaum genannt.

Fir beliobige Elemenke x,x\yy und y'eines verbandsgeordneben
Fastmoduls M gllt wegen (4.8) die Ungleiochung

(x+Ny E+PHvostzvzvo) + vy vv 0), (7:9)
die im Bewels des folgonden Setges mehrfach genutat wird.

Batz 7.3, Bei verbendsgeordnetem Festmodul M lilegt mit dex
durech

d(a,b) Im (a@b)VIbOa)VOe avbd)@(aa b VO
erklirten Funktion ven M x M In M ell Abgtend vor. Dieger
Abgtand & erfiilit fur heliebige 8, b, &) B € K dis Une
gleichungen



d(a + b, a'» b )
(e ©b, @@ Db )
daA by a'Ab)
d(a v b, aVb) ;

F S.. d(ﬂ,r‘l.' ) + d(b’h. Y | (70'10)

Ist M insbesondere ein Rieszscher me, 80 gilt flir 2 & R
gtets d(aca, ab b) e Iﬂf-‘d(a,bfa (’?aq".)
Bewegig, Die sn die Definitionagielchung angehiingte Gleichung
Tolegh sofort sus (5.11), (5:.492) wd (4.5), Auva

d(asb) = [(av b) ©(aA b)] v b folgen deun wegen dex
Aquivalens vor aV b ¥ a A b md aw=b die Rigenschaften

(7:5) und (7.6)« Die Gleichung (7.7) gilt trivislorwaiso.
Wegen (4.11) und (4.1) gilt

GOV V(OLIVO = [a@cl+(cOWIY [(cOa)4 (O] VO

Untex Verﬁendung von (7.9) entetaht hileraus (7.8). Aus (4:10)
folet- e s Y@ (a'+ BV e+ B ) © (& » IRV
= [(e@e) + (b b )]V (er) + Wou)] V0,

80 daB {ibex {7.9) die ereie Ung.eichung in (7.10) entubeht.
Aus (4.11) und (4.4) erhilt man

(aom o(dav )] viteet))een]vo
= Keo@a) + O] V[e'eoa) + bebv')] Vo,

80 de8 sich dle zweite aus (Z2f@) ergibt. Die Anwendung von
(5:11)y (5.12) und (4.9) lisfert die linken Ungleichungen in

(avb) © (dyvb)
(aAb) © (dAL)
tnd wegen Seus 5.2 gllt doxt die rechbe. Indem

{Ka@dvol + e dvall V {iee avel +i5 o uwagvo

witkelam (7.9) wech sben sbgeschibel wird, Jemn Jabet die
Bichuigkeit dex verblelbenmden Ungleiochungen gogeligl wardsn,
Die Gleichung (7.14) gilt in dem emgegebenen Spesialfal)

} S (e@a)vv e b) slta @ Hva+[tbesval,
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wegen (5.44) £ir ot > 0 und folgt flir o £ 0 dann trivialer—
weise,

Bgmexkunz 7.4 Ist M in Babz 7.3 speziell eine Boolesche
Algebra, se stimmt J(a,b) nit der symmetinischen Diffarenz
e « bl tberein (vel./37, 8. 13/). Die in /37, 8. 32/ mngew
gobenen Besiehungen 2), 3), 6)y B) und 9) ergeben sich bai-
spieisweise Guroh Auslegung von Ltz 7.3. _

¥it ¥ als Rissmschem Roum stimmb d(a,b) in Ssbs 7.3 ol
dem Absclubbebrag ven & ~ by 2lee miy le-b| Ghavein,

In einem positiven O-Verbend M wird dCasb) = a Ab wnit der
dortigen symmesyrischen Differens (vgl. /7, Temme 3/).

Aus Batz 7.3 und Sauzs 4.4 kenx dle Rishtigkeld wvon /7, Frop.4/
2l popitive O-Vexbénde gefolgert werden.

Defivnibion 7.4, Rine Folge aus elnem preudometirischen Raum P
heift konvergent gegen das Gronuelement & aus M, geschriebsn
8, —o&y Wenn d(a,,8)-2+0 gilt.

Demexiune 7,3, Fir elue konvergenho Polze &, sind die ein-
deubige Bestiumtheit ihves Grenselementies, die Konvergenz

Jeder Teilfolge und jedexr Umordaung sowie die Beschrinltheit
von d(a .b) Zlr beliebiges b & P schnell genmeigb. Dor
Abstand 4 wird eine stetige Funkiion seliner Awgumenie

(vgl. such /3, Satz 53/) Wegen (7:.5) (7.6) mnd 200 = a
sind dle Aussagen d{eya )-So 0 und a(a,an)f—!p O bed
beliebigem Abstend d Aguivalent. Yex Spielrsum von Definluion
7«4 kann gegebenenfells vergréfert werden, wemn dort
#(ay,8)—2+0 durch (g 8)fwl ersetnt wird (val./10, &.4/).

Deperkung 7.6¢ MiG dem in Savg 7.3 konmtrualerten Abstand
glds e ——»a genau danm, wenn dery an-E- a exfiiliv ilek.

Die Richiigkeil des Lolgsnden Batses ist onmwittelbar sinpu-
achone '



Batz 7s%. Es soien d ein Mewertiger Abstand una

AMe K —-——-ﬂd eine dantone und subadditive Mumiktion in sinen
Fhuﬁmo&nl H filiw dde '

M(a) = 0 geraun @Genn gilt, weon & = 0 erxfllll dstl.

Dann wird durch d,.(a,b) = #{@(a,b)] ein Absand exkliri.
Hendelt os sich bel & speziell um den in Batz 7.3 ge-
bildeten Abstand, 5o geulgt du ebenfslls den in (7.10) an=
gegebenen Ungleoichungen, Bel B_‘_-homagemm A und Rieggzgchon
Reum M wird (7.11) ehenfells iibertragen.

Bemarkuny 7.7. Wie Ropishunzen in (7.10) £lir die spemiclle
Yariante von &, aue Salz 7.% haben dle Vextrfiglichkeit des
Ronvergensbogoiffes mit dex algebralsohen Strukbur sur Folge.
Falleg der Wertebeveich von du in einem archimedischen
Riesacchen heunm ernbhalten isti, so folgh ams (7.11), o —> ot

und a8, -8 Blets Ofnﬂn“*'h'ﬂ‘-ah

Bemerkuny 7.8, Gpeziell lm Felle M = ?’(X.F‘,} igk Satg 7.4

Big
1o s gupeEm (B ama)

anwendébax,
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8., Spezielle Volishindlgkeits-, Stetigkelts~ und Abge-

gealosgsenheiigheariffe . -

¥t den Definitionen dieses Abschnitbs kinuen die gpHteven
maftheoretigchen Unfersuchungen tralz eines relativ hohen
Abstrakiionsgrades ia tberslehtlicher Form durchgefithrt
werden. Die beiden folgonden Vollsblndigkeitshegriffe
stellen Abschwilchungen des in Abaclnity 3 eingefihrten
Vollaténdighkeitabegrifies dax,

Deginition 8.7. Elne geordnete Menge G heiBt m-yollstsundis
(volleténdig bezlglich [m]onotoner FWolgen), wemn jeda
baschrinkte, isclione Folge nach oben vund Jede beschyiinkie,
antitons Folge naoh unten begrenst ist.

Eine Tellmenge T von F(<) heiBV neoh oben gemichiel, wenn
Jede sweiclementige Teilmenge von T eine pbere Schrenite
aus T boaibak. '

Defipition 8.8, Fine geordnete Wenge P helSt gnvollghfindix
(vollstindig bemiiglich [g]erichteter Telimengon), wenn jede

rach ohen gerichtete und nsch oban begchrinkie Tellmenge T
von ¥ eins obeye Grenue beslish, sowie der entaprechende
duele Bachverhalt erfiilit isb.

Wegen /19, Batz 53.4/ stellt beisplolsweime der in Heiw
gplel 4.1 engsfihrte Vekterraum J () eilne g-volle
sténdlge Strukitnr dax. :

Auggehend von einey geordneten Struktur @ werdsn H und §
ven jetss sn stels Tollmensen ven G sein. Falls Gronsen
von in H bzw.H enthaltenden Tellmengen gebildet werden,
sy geschieht dles stebs ln .

Dafiniiion 8.3, Fa selen H und B Teilmengen von G(S).
Denn wird B eine (in @) gegen B (§)w-dichte Menge genannt,

wean su Jedem WéH sine isetone Folge h sus X miy b $R
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existiert. Der Bogrdf? (})-dicht gegen E wird duslerweise
orklirt. Die Menge H wird els (})-dicht gegen H bezeicknat,
wenn eie sowohl (4)~dicht s1s anch (§)-dicht gegen H ist.

Bemeriung 8.1, Jede nichtleere Tellumenge H von @ ist6
(})-dichs gegen sich selbat. Mi& [a,b] CR, G =?'({a,b] ,H},

H = Cfa,bl 1 und B ale Monge der Treppenfunkiionen Ubex

fa,b] bzw. H als Gesembheit aller saf fa,bl eingeschrinkien
Polynome wird H (})-diché gegen H. Cla,b] ist in

G = ?—'( [2,b] ,R) gegen des System der nach unben halbstetigen
mnkilonen ({)~dich%. In dex Potenzmenge R(E®) sind die
Eilemenkarbereiche (1)-dicht gegen dle Gesamtheit der offenen
Hengane.

Definittion 8.4, Die Teilmenge H won & heiBt schwsch
{$)-obeeschlogsen in G, wenn aus beh € A (VneXR) und
b, tg < h stets ge H folgbo

8 s0ll ({)-sbgesghlossen genannt werden, wean aus hnfg
und b € B (Ynchl) stets g€ H folgt.

Die Begriffe gghwachk (b)-abgeschlossen bew, (f)-sbgoschloss
son werden dualerweige erklirt., Die Teilmenge H wird als

gohuach_(§)-abgeschiopsen bzw. (§)-abgesohlossen in & ve-
zeichnat, wern sie Jeweils beiden Abgeschlossenheitskriterden

gentigt.

Bemerkung B.2, Jede geordnete Mengs ist { 3)«-3133036&1«033@
in gich. In F{X,R) sind ¥ (X,R) und die Gespemtheit dex
beschrinkten Funktionen schwach ({)-abgeschlossen. Ml&t X
els topologischem Raum bilden die nach unten halbstebigen
Funkbtionen eine (4)-abgeschlossene Teilmenge won % (X,R).
Jode e-Algebra O in X dat (})-abgeschlossen in R {X).
Gleichep trifft anf jeden @-Ring OL ib X (vgl./13; S« 24/)
0. In beidsn Millen stellen die & -mefbaren Funkiionen eine
(})-abgeschlossene Toilmenge won F(X,R) bzw. F(X,R) dar.

v Gesemtheit der reellwertigen und sbteiigen Funktilonen
anf [&,h]
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Definition 2.5, Ausgehend von G wnd P sls geordnsten
Strukturen sewie HC @  goll eine isotone Funktion

Ayt H—> P als gil-stetig #ekennzeiobnet werden, wenn aus
hni‘ h und h, h€R (VY nEN) astets MCh )t Aeh) folgh.
Fine d1seteme Junktlon wird (4)-abgasc 4_1_9&__9_:; helGen,
fells aus g€ h € B (V néEN), ht g ung MR te
pists g€H wnd M(g) = £ FLolgs.

Die Begriffe (¢)-steovime und ($)-ebpegchlopsone Fanktion

werden dumlerwelse gebildat. Von elner (§)-stetigen brw.
(§ J«zbgeschloagenen Funktion wird damnm gesprochen, wenn
Jeweils beilde Stetigkeits~ baw. Ahgasahlosaanheinaeigenn
schaften exrfillt sind.

Bamarikung 8,3. Der Abgeschlesncnhaitisbegriff in Definition
8.5 wird dadurch motiviery, ds8 /4 genau dann (4)-abpee
gchlosaen ist, wenn dles fir den Grsphen ven AL in dap
komponentenwelse gaeordnetien Menge GX P zulrifry.

In Analogle su Definition 8.5 wird im Felle G = G(£ ,% )

von oiner (%)-sueiigen Voxlnipfung "4 ® gesprochen, wenn

aus an‘l‘a und b tb stets 8% b, Y av b folgh.

Satz 8.1, B selen G sin mollstﬂndﬂ.ger Vexband mit
(4)-stetiger Verkmipfung “"A"; H ein Teilverbend von @

und P(=) lediglich me~vollsténdig. Dann kann jedes (4)~atotiige
My B—+ F su einem (})-sbgeschlosgenen i ¢ H —= F
forigesetzi warden, wobel H gegen B (4)-ddeht Lliegh.

Dis Forxtsewzsung A ist duveh dle beiden letuten ¥orderunsen
eindeutig bestdumi,

Bewels. ®in m.emanu h aus @ 8011 genan dann ma H gehdren,
weun eine Tolge h, ams Bmit b tn wna mnite
exisblert. Damlih liegt H gemds Dofinition 8.3 (4)-dichy
gogen M. Aus H, ﬁf %, h=h, hnih ond B ti fie swel
derartige Folgea hn.' En exhilt men wagen dar (§)-Buetigkeit
ven M wad "A" sowie der m-Vollsbindigkeit von ¥

!
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Vel ‘ﬁ,‘j‘p/“{ﬁk’\ﬁiz) £ sup/M(b ). Hieraus folgt sofort

l l - -
sup/ (n,) £ sup {r{n}, was speziell mit b = ' fur ssdes

hed die Definition /’-:(53 1= zenzp/“!(hl ) mbglich wacht,
nif der/f eine isotone Fortsetzung von 4 wird, Mit g € (,
hnell (V nem, b, § g und /u(th t £ mus jetst die
Gultigkeit von g6 H und H(g) = £ gezeigt werden. I
Jedea feste k€ N gibt 28 laut Befinition von A eing Folge

fic) : &) s 3 Hw
h' aus Hmit h_ I hpe und A (h} )Tﬂ/‘t(hk)o Da H ei:

Teilverband von G ist, wird durch.
W2, . Sok B e -

h = NA h ~eine isotone Folge aus H geliefert. Fiir & « n
k..

gilt ifJ,_ hk" Rn“ woraue sofort h & Tl folgt. iiispaus

erhélt man die Existenz von sup h £ sup h = g und die
von gup/{(h ) < gup/u(ﬁ ) = P, Insbesondere 8ilt danit

&
sup hn € H. Wegen By = pyD h';;

also gecH und damit /l(h i /ﬂs) = aup/ﬂ(h )= aur/ifh T8

Letzteres bedeutet offensichilich Alg) = £, womit die
(f)-Abgaachloasanhelt von A gezeigt whre.

Ee sei ,q H-—-F eine anders Portsetzung von M o dle den
im Satz gestellten Forderunsan genligen mbge., Aus der

(% }=Abgeschlomsenheit von/u und der befinition von M
folgt sofort, da8 H € H gilt und die Einschréinkurg ~on M
sul # mit & Obereinstimmt. Da H ({)=-dicht gegen ¥ pein
soll, gibt es su jedem héH eine Folge b, aeus U nit

h 4 h, fur die natlrlich auch (k) fﬂ(h) gils, womit
HC H una asuit A =M gezeigt whre,

sup h, folgt jetat hy ta

Detinition 8.6, Das unter den Bedingungen von Satz £.1

konstruierte A soll die ($)=Abschliefung von A ge-
nannt werden.




Dex folgende Satin kenn als Hilfemitltel herengezogen werden,
um elne Verallgemeinsrung des Batmas von Lebesgue zu be~
weisen.

Batz B8:2. Es selen @ ein meyolleténdiger Verband, H ein
schwach ({)-abgeschlomsener Teilverband von G s F(=)
m-vollsténdig und M ¢ H—»F efne (§)-stetige FMunksion.
(‘Iibg es dann mu ainer.Folge hn%us B omit hn-f-tg Elemente
hy h aus H, fiir die I < h € h pilt, so folgt stets

8e H und M (h )2 M (g).

Bewelg. Aus
ﬁ_c.gkm '{;\kbﬂfgks fﬂ/nn-:‘ﬁkesn"

nek
und dex Definition der Ordnungskonvergens folgh b fe vna
B, b g. Da H als aohwaah ($)-abgeschlossen vorausgesehut
wurde, gils bkg hkeﬂ (Vké' N) und damis ﬂuﬁh g€ H.
Wegen M (b)< M(k) = M(E) ergidbt sich davaus schiiech-
lich 4(h)-2®4(g).

Bemerlung 8.4, In dem Spesialfell, daB G ein mevolle
Rténdiger Verbend ist, H ein Teilverband von G igt und
/Mt H—>F eine (})-abgeschlossene Funkiion ist, gilt ing-
besondere dle Aussage von Sets 8.2.Bei n-vollovindigen ¥
folgt némlich aus der (§)-Abgeschlossemheit ven 4 , da
M ($)-stetig und B schwach ({)-abgeschlossen ist.
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9. g-reguléire Fastmoduln

Bel der Fortsetzung reeliwertiger Integrale, reellwertiger
Mefe und enderer numerischer Mengenfunkiionen bedient man
slch "epsilontischer” SchluBweisen, wenn Stetigkeits~ und
Abgeschlossenhelitseigenschaften bewiesen werden. Um diese
epsllontischen Schliisse bei rechs allgemeinem Bildbereich
Zu erzetzen, wird hier dis Definition des £ ~reguléren
Festmoduls eingefiihrt. Auf die Begziehungen zu entsprechenden
von Brehmer, Matthes, McShane, Vliadimirev und Vulich
(vel./?/s /29/, /287, /377 wnd /38/) erklirten "Regulayi-
tatsbedingungen™ gehe ich sn passender Stelle niher ein.

Bel gegebenem Pastmodul F wird in dieser Avrbeit jede mach
unten gerichtete Teilmenge Fq von F mit inf ¥, =0 alg
¢ine Nullmengs sus F bezeichmet. Jeode Nullfolge ist demig
eine spezielle Nullmenge,und sus Jeder abazihlbaren Null-
menge kann eine Nullfolge ausgesondert werden.

In der folgenden Definition wird M lediglich als eine ge-
ordnete Menge vorausgesetzt.

Definition 9.1, FEin Fastmodul ¥ heiBt £ =ragnligr, wenn

elne isotone Funktion r von F in (%) mit den folgenden

Figenschaften existiert:

15'1) r ist (§)~stetig und bildet Jede isotone Folge £,
aus F in eine o-konvergente aus M ab.

Ey) Ist {E,} ein beliebiges abzihlbares System von
Nullmengen aus F und gilt fir Jedes Blement

{r,,} '3 2541‘, atets r(a) < z::)p r(g.f")'
Bo folgt ax< 0,

Satz 9.1. Fin Pastmodul ¥, in dem jede isotone Folge nach
oben begrenzt ist, wird geneu demn £ ~regulir, wenn fir jedes
abadhlbare System von Nullmengen ‘¥, sus ¥ die folgende
Bedingung erfiillt ist.
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T <O :
E;) Falls a g Ef., Tlr jede Btichprobe { £, } sus {7, &

gil%, so soll stots a S50 folgen.

Beweis, Mit r als identischer Abbildung liegt trivisler-
welse € -Regularitdt vor, und aus dieser Eigenschaft er-
h&lt man hier sofort Ea)o

Loleerung 1. Die Fastwoduln B, B, F(&,®) wma F(x,E)
8ind £ -reguldr, '

Folgerung 2, Jede m~volle%éndige Boolesche Algebra”
ist gensu dann e-reguldr, wenm in ihr aus asg s:);p £v

o0 ()
fir jedes {1y } € X K stets a =0 folgt,

Jsq
Beisplel 9.1, Mit M = F(LF) und r als ger an?
‘F(X,R) erklirten identischen Abbildung wira % (X,R)
ein &-regulirer Vektorraum.

-Bej_.gaia; 2:2: dJede Potenznenge [ (X) ist eine Seregulire
G'-'Algebra.

Beispiel 9.3. Wegen Folgerung 2 von Satz 9.1 wird eineg
n-yollstindige Boolesche Algebra genau dann E~pegulir,

wenn sie ,—mgulara) ist (wgl. /21, 1Iv, s. 331/).

Diese XN,-Regularitét stellt die schwichaste in der Schar

der dort eingefiibrten Reguleritétsbedingungen dar. Sie
spielen bei der Konstruktion abgeschlossener Boolescher
Homomorphismen eine grundlegende Rolle (vgl. ebenda, 5. 332).

”énaomten als G.vollstindige Baolesche Algebra bezeichnet

it X, sls Michtigkelt der natiizliohen Zahlen
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Beigpiel 9.4, Fine regulidre Boolesche Algebra

(vgle /37, S. 167, 156 und 40/) ist wegen Folgerung 2 ven
Satz 9.1 und dem in /37, 5. 172/ angegebenen Lemma 2

€ -regulér. Da eine regulére Algebra insbesondere von ab-
zéhlbarem Typus ist, kann auf die dortige Forderung, daB
die Nullmengen lli abzéhlbar sein sollen, verzichtet werden.
Die Hinliénglichkeit des dort auf S. 172 angegebensn Satges
kann hier an spéterer Stelle durch spegzielle Auslegung ge—
wonnen werden,

Beigpiel 9.5, In /7, B. 45/ werdan“ﬂ‘unktional; betrachtet,
deren Bildbersich in einem positiven und vollstandigenﬂ

¢®-Verband Y liegt. Dabel erfillt Y insbesonders die
folgende Bedingung.
By) Gilt mit Y, € ¥ (k€ N) fir beliebig susgewdhlte

o Co
T €Y, stets y = ,.Z,yk’ so folgt y £ gm b A

Aus den hier bewiesenen Sétzen 4.1 und 901 geht hervor, das
dieser C~Verband Y einen €-reguliiren Fagtmodul derstellt.
In einer vollstiéndigen Booleaschen Algebra entspricht dle
Bigenschalt E,) der (N; 0o)-Distributivitit

(vgl, /21, IV, 8. 335 l.u./), 90 daB es sich hier um eine
echtie Verschiirfung der g-Regularitis handelt. Mit Hilfe
der Figenschaft E,)s wo keine Finschrinkungen begziiglich der
Teilmengen I, gemacht sind, gelangt Brehmer ia 17/ aug~
gehend von einem recht allgemeinen "Funktionsi® A& schnell
zu einem (&' —subadditiven) #uSeren MeS 4% , pie & -Regu-~
laritét wiirde diemes Frgebnis dort nicht liefern.

gatg 9.2, Fin m-volletiéindiger und verbandsgeocrdneter Fast-
modul ? mit (#)-stetiger Verkniipfung "A " ist gensu dsun
€ ~reguliir, wenn fiiv jedes fe F und jedes abzihlbare

System von Nullmengen §¥,{ die folgende Bedingung ereiils
iﬂt-

7 e (
Dies bedeutet dort. das m!m.q.ma.u
untubmtm: ’
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E5) Felle a < (ﬁp-(f Apz.‘:,f") fir ;jqdes {fgf ans

o
X¥ gilt, so soll stete a < 0 folgen.
V=q g

Beweis. Iediglich die Hinl#nglichkeit der Bedivgung bedarf
eines Beweises. Es sei M die argumentweiss geordnete Menge
F(F,F). Die Funktion »: F—sM goll duroh

r(a) = r{a)(f) = £A8 erklirt werden., Aug a,= 8, felgs
ENa, £ IAe, Iir alle f£€ P und somit _r(a1) C_ r(aa).
Da die Grensen in M argumentweise gebildet werden, folg§
eus a,f a in F leut Voraussetzung fAa, t £AR pir
Jedes f£€ F und damig r(an) { »{a). Bel beliebiger isotoner
Folge a, aus ¥ oxistiert wegen dexr vorausgesetsten
n-Vollaténdigkeit ‘7(1) = Sup (f}\en) = 8up r(an), und esg
gilt Cf € M. Fg verbleibt der Nachweis von Eyde

Aoe fAa= aep (¢ Aéf;) Tir beliebige £ ¥y folgk
wegen Es) Jedoch fA= £0 fir jedes 26 P, algo gilt a £ 0.

Folperung 1. ¥in mevollstindiger Boolsscher Ring P is%
genau dann £ ~reguldir, wenn in ihm fiir jedes feste £& P
n

aus &< sup (LA ;\éfa) fiir jede Stichprobs ;£,{ eines
beliebigen sbziéhlbaren Systems von Nullmengen atets & = 0O
folgh.

folgerung 2. Jeder m-vollsténdige Rieszsche Reum ¥ ist
- gouau dann £-regulér, wenn in ihm die Eigenschaft 35)
srfillt ist. In diesem Falle ist natilrlich auch sein
positiver Kegel £ -regulir,

Folgerung 3. Jeder pesitive (®-~Verbang (vgl. /7, De2. 3/)
ist S-regulir, wemn in ibm die Figensohaft 25) exfills
ist.

Wir wollen jetzt kurs auf £ -regulire Fastmoduln singehen,
¢le nicht verbendsgeordnet sind.
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Beigpiel 9.6, Der in der Regel nicht verbandsgeordnete
Vektorraum ¥ (%) ist £ ~reguléir. Mit M = F(X,R) entsteht
hier durch r(A)(x) t= (Ax,x) eoine Funktion

rs3 f ('L)—> M, dle den Porderungen von Definition 9.1
geniligt,

Belspiel 9.7. MeShane kemmweichnete in /24/ eusgehend

von einer geordueten Menge F, des Sygtem eller glatt

vacheonden Funktiopen sus F(P.E) mit Rp. Dabel wird ¢€ Ry

genau dann, wenn & € ‘G(F,R) gilt und aie folgende Be-

dingung erfiillt ist.

Bg) Gt g P s supy¥, wobei U eine nach unten ge-
richtete und V eine nach oben gerichitete Peilmenge von
F ist"), so folgh stets 1nf &(U)< sup (V).

Hlereuf aufbeuend wurde F(<) dort els nopmsl beseichnet,

wenn in F dle Relation £ < g gensu denn glls, sobald

() < t(g) 2Ur alle t€ Ry orfiillt ist. Die im vorigen

Beisplel angefiihrte Struktur ist wegen der Anssagen (28.4)

und (28.5) aus /24/ g-volletiindig und normal. Der folgende

Satz liefert dle E-Regularitiit des nermalen Fastmoduls.

gatg 9.3, Jeder normale Fastmodul F ist E-veguliir.

Bgweis, Mit §€Ry und £€F wird durch r(£)(%) := ()
eine Funkfion x = r(f) auf P erkliért, deren Wertebereich
in M= @'{ R) liegt. Die Menge M werde argumentweise
geoxrdnet. Wagan Eg) folgt aus £ §£ fir alle t€ Rp

8(2 ) 4 6(2), s0 daB r (P)-stetig ist. Fir jede isotons
Folge £, @us Fwird durch n(t) = Bpp #(£,) ein Element
aus M erkiiry, so daB l' ) jetzt erfiillg mtc Die Prémisspe
in B,) ist besiiglich del hier definlerten r genau damn
erfillt,wenn fir jedes t & By und beliebige £,¢ F,stets

"Jpabei sind sinelementige Mengen spezielle gerichtete langen.
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L
t(a) £ sup t(gf‘,) )

gilt, Zu Jedem zesllen £ > 0 und Jedem <fostgohaltenen

€ Rii' existiert wegen %(0) = inf t(?.‘) ein f,' aus ?’a" s50
das ‘s(fq) < (0) + £ giit. Durch vollsténdige Indukiion
erhdlt man wegen Ee} die Existens siner Folge £, mik £)EE;,
Tiix die bei belliebigem n€ H die Ungleichumg

b
% (Z'fd>< t(0) + £ erfiillt ist, woraus

Paq "
gg’xp t;( 'f‘,) Z $(0) +& rfolgt. Hieraue liefert (%)

te)< 4(0) + € umd somlt t(e)= t(0). Da man t in be=
lisbiger Welse festhalben kenn, gilt die letate Ungleichung
£ir alle i;é'RF. Da ¥ normal ist, folgt a £ 0 und daraus
die € -Regularitit vean ¥.

Bolgniel 9.8, %s oed (X, 00 , 4 } ein MaBraum (vgl. 72/) mit
oinen cndlichen MaBe X . Dle Gesambheit der (y ~meBSberen
Funkiionen, dle fesk {bersll endlich =ind und die in der
iblichen Woiss identifisiert werden, bildet dann eirnen wvoll-
stfindigen wnd erdnungsceparablen Risesschen Reum (vel.
Beiepiel IV in /19,8.126/). Durch

5 |
™2 o fﬁf;— dft wird sine reellwertige Funktion gelisfers,

Gie die in Definition 9.1 gesteilten Porderungen erfilif.

Bin €~ regulirer mnd vollsténdiger Risszscher Rauwm lieg:
auch dann vor, wenn das obige MeB 4 lediglich < o-endlich
inte Spesiell mi% 4 ols dem auf das Tntervall [0,1] einge~
schrinkien Lebomgucmciion MaB entsteht hier eim £~ reguliwer
Riesmscher Raum. Sein pesitiver Kegel gestaitet keine greng-
4rouc Einbettung in eine durch das Belspiel 9.5 charsiteri-
slorde Stroktur ¥, Hit den in /19,3.127/ angegebenen Bei-~
epielen (V) umd {VI) liegen ebenfalls Rieszsche Riume vor,
die volleilindig und £ = regulir sind,



In diesem Abschnitt werden dle Grundbegriffe einer MeBtheo—
rie dargesbellt, die eine weltgehende Anwendumg suf an-
sonsten @bliche Spezielfille der MeS- und Integretions-
theorie zulsBt. Um MiBverstindnissen sus dem Wege zu gelhen,
scllen die beiden folgenden Begriffe exekt eingefilhrt werden.

Definition 10.1. Fine Teilmenge B eines I~Bsumss G, fir
die IR CH und H = H(+,©) gllt, helBd ein Teilraum von G.
In Falle G = G wird ein Teilrzaum H von G, fiir den aus
ne Hy g€G und g £ b sbels geH Zolgt, ein Idealq) in
G genannb.

Die anschlieSende Definition gpielt in gen weileven Be-
grachtungen eine grundlegende Rolle.

¥ion 10.2. Ein m-vellsténdiger I~Raum, in dems L =i
aus sup B = inf A stets inf(A© B} =0 (10.1) |

und aus b< a stets 2@ (a©d) =D 2olgth, (10.2)
wird elgentlich genannt. '

Wegen (10.1) gilt in elnem eigentlichen L.Reum gtets
a@a = 0. (10:3)

Bemexlkung 10.7%. Bei m-Vollabéndigkelt werden der Vektormaum,
der positive Kegel eines Rieszschen Raumes und der Boolesche '
Ring, also auch die Boolesche Algebra, eigentliche L-Riums. |

f

Satz 16,1, Tn jedem eigentlichen I~Raum gilt ‘_
in? A © sup B = inf(A © B), (10,8]

sobald die Grenzen auf der linken Seite dieser Gleichung i
existieren. .rf

Dygio/3y B 7/» /19, 8. 5 und 10/ sowie /37, 5. 24/ :
; :

-
I
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Beweis. Aus x (A © B) <folgt sofort

xJ(A@int A) + (inf A© sup B) + (sup B © B), Darsus ent~
steht wegen (10.1) und (5.8) die Ungleichung

x < inf A@sup B, womit inf A © sup B die groBte untere
Schranke von A © B wére,

Satg 10.2, In elnem eigentlichen I~Raup stimmt die Ord-
nungskonvergenz mit der Y -Konvergenz iiberein, so daB
beziiglich der Ordnungskonvergenz die Aussagen von Satz 7.2
gelten. Aus ot € L und a —2»a folgt euBerdem stets
d.a.n-—"-r A Ba

Bgweig. Durch Vergleich der Definitionen 7.1 und 7.2 er-
hdlt men die erste Behauptung. Aus (5.13) und (5.14) folgt
die zweite.

Satz 10.3. Jeder (})-abgeschlossene Teilraum H eines
eigentlichen L-Raumes G ist auch (})-sbgeschlossen. Ein
Teilraum H von G wird hier genau dann schwach (§)-abgeschlos—
sen, wenn er schwach (})-abgeschlossen ist.

Beweis. 4Aus b €H (Vnew) und h ¥ g folgt

hy © bt hy & g, 2also gilt h, G g€ H. Hieraus ergibt sich
wegen g = h, © (h, © &) dermtei\au.ns.annhnlsah
sofort h, ©h fh,©g<h;©h undaus hfgsh
sofort hehnlhegg h © by folgt, erhily men ganz analog
den zweiten.,

Von :lem ab soll mit u.mummm und

mig lD_po:
zeichnet werden. Dis ﬂuBam lult:l.pukauon wird also in
beiden Fillen durch dieselbe Gruppe I vermittelt.Diese mit

F bzw. G verbundenen Minimalforderungen werden gegebenenfalls
noch etwas verschirft.
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Satz 10.4, Unter den obigen Voraussetzungen wird G eine
verbandsgeordnete Struktur, in der stets

aAb =30 (a@©b) (10.5)

gilé. Bin Tellraum H von G ist auch ein Teilverband won
G.

Bewels, Aus x < {a8,b! folgt wegen (10.2), (2.9),
(4.4) und G = G, sofort

x£a2aaex)fa@(a@hb) ¢ {a,b} sworans (10.5) ent~

steht. Die Menge {a,b} ist in G duxch & + b nech oben
beschriénké, und aus §a,b] < x exhilt man wegen (5.41) und
(10.2) die Gleichungen

x0 (xea)Azon)] = Fe(xea)]vxe (zeb)l= av,

Bemerkung 0.2, Die weiteren Betrachtungen hingen mit der
Portsetzung von Funktionen zudammen, deren Definitionsbereich

in G und deren Wertiebereich in F liegt. Dabei entsteht eins
lelchte Versllgemeinarung, wenn man dis an G gestellten
Porderungen dahingehend abschwicht, daf lediglich ein
positiver, verbandsgeordnetor, m-vollstindiger I~Raum mit
($)-stetigen Vecknlipfungen "+" und “AY vorausgesetat wird.
Anf Grund der SEtze 10.2 und 10.4 erkennt man dies, da

R, baw. °F (X,E,) beisplelsweise nicht eigentlich gind, aber
dic hier engesetsten Forderungen ertiillen. Ausgehend von
einer derartigen Vumugminemng kinnte dann auch der in
/7, IV/ erklirte homogene (positive) C¥-Verbena bagl. G

hier eingeordnet werden. Gegeniiber eimer worherigen Veri-
ante habe ich mich jedock nicht fir diese Verallgemeinerung
entschieden, um die Betrmchtungen etwas tibersichtlicher ma
gestalten. An F werden in heidem Fillen dle gleichen
Forderungen gestellt. Hinsichtlich der Anwendungen geht

bei Qdleser spezielleren Varionte nichts Wessntliches ver-
loren. -
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Definition §10.%, Mit BLGQ, H+= H(+), O¢H und LH¢H soll
My B—-=F ein PrémaB heifen, wenn M {(0) = 0 gilt, M
isoton, subadditiv und L-homogen ist.

Ein Prémaf, dessen Definitionsbereich H ein Ideal in G ist,
wird als 8uferer Inhalt gekennzeichnet.

Bin (§)-abgeschlosecner #HuBerer Inhalt heiBt ein

Auferes Nab.

Definition 10.4. 1lst-H ein Teilraum von G, so wird eine
L-howogene Funktion A H-—=F  oin Inhalt genannt, wenn
fiir Deliebige a,bgH stets

fla) 2 0 (10.6)
nd (a A br= /ﬂ.a}@/“(ae'b) (10.7)

gilt. Zin {jl-abgeschlossener Inhalt heift ein schwaches
Med. Jeder { })-asbgeachlogsene Inhalt wird ein Maf genannt.

Sats_ 105, Ein Fréma M: H—#F, fir das au. h¢ H und
g £h steta g€H folgt, ist bereits ein #BuBerer Inrzlt.
“lr den Definitionabereich H jedes HuBeren Inhalts gilt
(= Hi+, © 2o A

Bewsig, Da in G steis h © i:. £ h gilt, folgen aus
pefinition 10.1 und Satz 10.4 sofort die Behauptungen.

Satz 10:6s Ist. M: H-—=F ein Inhalt, so gelten

dle folgenden Behauptungen:

a) Misgl ein PrimaB.

o} Far ]JF.L'Llege a;b&H folgt M{a@®b) = Ala) e /Mlanb).
e} Fin (%)-stetiger Inhalt ist auch (§)-at etig,

d) Wenn aus h £ H (V¥ ne N) und h &Ostats/u(h HO

Tolgt, so ist M bereits (})-stetig.
a) Mit hi, gz.EH (i = 1.2) folgt stets

| 2 du 3
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Bewels.

zu a)s Wegen h@h =0 gehdrt O zu H, Mit b =0 in
(10.7) folgt A(0) = 0. Aus (10.7) gehs speziell mit
b £ a dle Isotonie von M herver. Aus der Isotonie folgt
wegen (4.6) AM(a) > ﬂ((a + b) @b) ¢ Und indem men in
(10.7) & durch (a + b) ersetst, folgt

AM)> M(a +b)© Ha+b)Ob) . Die Addition dieser
Ungleichungen liefert die Subadditivitdt ven Mo

2% b): Wegen der Isotonie von Muond a©@b<za in G gilt
M=) © MleAb) = M(e) © (M) © M(a Ob)] = pca @ by
2z _c): Aus der (4)-Stetigkeit von M folgt mit h ¢ b

“nd Bye BEH (VRER) stets M{hy © Iy) 4 A(h, © b)o

Wegen b) erhilt man M (b} © inf M(h) = M) © An)o
Mit (10.2) entisteht A (h )| M (k).

zi d): Aus h;lfh und h;z' he H (VY ne N) folgs heiin {o
und damit ﬂ(hn © k)¢ 0. Die Clsichung (10.7) liefert des-
halb  sup M(h ) = M(h) @ inf M(h © b)) = M(h).

zu e): Da M subadditiv ist, gilt fiir

£ 3= M(n,Vhy) © M(2qve,) die Relation

fSﬂ((h.,th) © (g, Vga)) - Aus der Isotanies von 4, (5.12)
vnd Satz 5.2 folgt jetzt iber

£ £ A([n; © (vl V [k, © (2yve,)]) ate au bewetsende
Ungleichung.

Satiz 10,7, Jedes MeB ist ein schweches Ma8. Der Definitions-
bereich eines schwachen MeBSes ist achwach (§)-abgeschlossen
in Go

Boweig, Wegen der m-Vollsténdigkeit von F ist jodes Mas8
eine (§)-stetige Punktion mit schwach (4)=-abgeschlossenem
Definitionsheweich. Aus 0 < G, Satz 10, 3 und Satz 10.6 ¢)
folgt deann dexr erste Teil., Der sweite entistieht wanittelbar
aus Satz 10.3.
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Beispiel 0.7, ¥s seien G und F m-vollstindige Boolesche
Ringe. Im Falle L= §I{ (vgl. Bemerkung 5.1) wird H
genau damn ein Tellraum von G, wenn H ein Boolescher Teile
ring von G ist (vgl. Satz 10.4). Wegen Satz 10.6 a) ist ein
Inhalt isoton und subadditiv, so daB

M)V A (b) = M{aVb) = M(a)V M(b) , also

A(avb) = M{(a)VA(b) gilt.Aus Satz 10.6 b) folgt hier
A2 ©b) = #((aVvb) ©b) = [M(IVAM())© H(b) =
M(8) © A(b) und damit such #(aAb) = #(2@ (2 9b)) =
H(@) © (M (a) © M(b)) = M(a)A M(b), Der Begriff Tohxlt
f411% hier also miy dem des anf einem Teilring H von G er-
klirten Homoworphismus in F zusammen.

Beigpiel 10.2: 8ind G und F m-yollstandige Boolesche
Algebren und gilt Piir die enksprechenden Finselemente
H(1) = 1, so wird 4 : H—» F genau dann ein Inbalt,wenn
H eine Teilalgebra von G ig% und A einen Homomorphismus
von H in F darstells. Die Begriffe MaB und schwaches MaB
stimmen in diesem Falle liberein. Mit A¢ liegt genen

dann ein MaB vor, wenn A¢ einen euf einer &'--regulir
eingebetteten Teilalgebra H wvon G (vgl. /37, 8. 78/)
erklirten und & -stetigen Homemorphismus in F

(vgl. ebenda 8. 120, Batz 3) darstellt. Mit G = J(X)
wird H hier die itibliche G -Algebra in X.

Bemerkung 10.3. Derartige Inhalte und MeSe werden stwe

in /37, 8. 144-48/, /38, 8. 312-23/ und /34, 8. 23-26/
betrachtet. In /37/ wird beisplelsweise mit G = P (R), H
als der in G von der ifenge aller Intervalle der Form

(=00, ¢t] una (~x,0t) erzeugten Unieralgebra und F als
einer Weliebigen Booleschen Algebra ein "Spektralmes™

@#: H—» ¥ erkléirt. Dieses "Spektralmag™ ¥ stellt wegen
/37, 8. 146, Bata 4/ einen G'-stetigen Homomorphismus und
Gamit elnen (})-stetigen Inhalt dar. Falls F eine regulire
Boolesche Algsbra 1st {vgl. Beispiel 9.4 in dieser Arbeit),
80 kenn &F nsch /37, 8. 172, Satz 10/ zu einem auf einer
@~Algebra in R erklirten und G-stetigen Homomorohismus
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F, also zu einen ¥a8 mit (1) = 1 fortgesetut wexden.

o Beispiel 9.4 wurds jede a Sinne ven Kantorevic

regulére Boolesche Algebra als spesiélle ¢ -regulinrs Algebra
cherakterieiert. Deshalb entstehi diese Aussuge hiex &0
spiterer Btells durch spezislle Auslegung von Beigpiel 12.7»
Fir die Bunktiopalanelysis erhilt mem wil ¥ als dex
Booloschen Algebre der invarianten Untorréome eines be-
sehrénkien sclbstadjungierten Operetors A, die ja be-
karmblich mit den cnbsprechenden Projektionsoperatoren
1dentifiziert werden kinpen, ein relcventes Beisplel.

Dafinition 0.5, Die Flemente asb & G heiBen Gigjunky,
wenn @aAb = O ist. Ba sei) eine nichtleere Tellmenge

vyon €. Demn wird eine Punktion 2 @'} —+ P 2-0d3ibly
geparnt, wenn fiixr jode Folge &, von pesrueige disjunkien
Plemonten aus 7 uis '

oo o oo
‘k'/ﬂaue'] stets 2_(:{4%):;1 E),(gn_) gllt.

Boispiel 10.3. Ee seien G sin m-vollsténdiger Boolescher
Bing und F ein m~vollekindiger geordnefer Modul, Wegen
Bomerlamg 5.1 kaon F trivialerwelse als ein elgentlicher
I~Raum aufgefalt werden. MIT A4f3 H—>F liegt jetzt ge-
paw dsrn ein Inhelt wor, wenn A eine suf elnem Baoleschen
Peilring B ven G exklirte, positive und disjunkt adaitive
Ponkbion ist. Ble @¢leichung (10.7) wird dapn {iblicher-
weise in der Torm AL {anb) + A{a @ b) = 4 (a) geschriebem.
Wegen Sabs 10.% ¢) wird dleser Inhalt gensu dann {})-efietig,
wenn er o-additiv ist. Dis Auslegung der iibrigen Begriffe
von Definition 10.4 bermeitet cbanfalls keinerlsi Schwierig-
keiten. Spemisll dss in /8, Bs 184/ erklirbe Spektralumad
wird ein MaB im Sirne von Definitiom 10.4.

Bemerkung 10.%, Falls 4 s OL—> B _ ein im @blichen Binne
auf einer o —ilgebra Of erklirtes MaB ist, 20 wird dis Ein-
lehr_lmngm-ﬂ-antmnvngnn endlichen MaBes ein MNaB

gomi Definition 10.4. Gleiches trifft su, wenn s ein auf
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einem o ~-Ring Of definlertes Maf dersisllé
(Vgl- ./13, 8e 24 ue 30/},

Deginition 10.6. ®s sei 7™ Gie Gopamiiheit dex im R®

liegenden halboffenen Intervalle dex Gestali [a,b) und F
ein eigentlicher Ir-Raumo Eine positive, disjunkt additive
Fanktien A3 "J ) o7 wird denn karz sine Intervalle
funktion genemt. Ist F spsziell ein geordneter lodul, so

heiBt A eine gewbhnliche Tntervallfunkiion. HMit ¥ als
Boolegchen Ming wird von elner Beoleschen Intervalifunkbion

gespyrechen, wenn aus
T,0,6 7% and T, AT, =0 stets ACIIAAE) =0
folghe

Die Tobervallfunkilen A kemn eindoutig avf den durgh 73 <%
erzeugien Mengenring i(n) zu einer isoftonen und disjunkt
additiven Funkélon A4 Porbgesetzt werden. Bine gewdhnliche
Intervallfunkiion erzeugh dabei einem Inhalt imw Bione won
Beispiel 10.3 und eine Boolesche Intervallfunktion einen -
Izhalt im Sionue von Beispiel 10.1, alse einen Booleschen
Homomorphismis. Ietzherecs srkenni man. da dann su den Elomen-
tarbsreichen E,.(.) Ea in dem nichttrivialen Fall B, # Ia
pasrweise disjunkte Iy aus %) (2 = 1,..., k) existieren,
go de8 mit 1< k

/’Q(Ea])@/‘fcsa) w2 \/ A(L) © \/).(I,r) = V A-(I,N =
AGB~E) - gldte #=lot

Pormal analog zu /25, 8. 40/ kenn gezeigt werden, del
s (®)_. o7 @-additiv wird, sobsld A diese Elgen=
schaft begitzt. Wegen Satz 10.6 ¢) ergibt sich daraur

die Gliltigkeit der folgenden Behauptung.

Saty 40.8. Mit ) 377 —e F 218 gewShnlicher odes
Boolescher Intervallfunktian wind der eindeutig bemtimmbte
Inhals & 3 ¥ n) I gemnau dann (3)—atev ‘3¢ Wenn A

& -additiv ist.
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Darch direkts Verallgemeinerung eimerxr in /38, 8. 313/
forsmlierten Aussege, wo ¥ spesiell eine wollgtindige
Boolasche Algebra iast, erbilt men den folgenden Satz.

Satzg 10.9, Jede (§)-stetige Intervallfunkiion des
speziellen Typs As 7 Voar st @ -additiv.

Baweis, Mit I = [a,b) und einer FGJ‘?Q Iy von paar-
weise disjunkben Intervallen aus "3(1 gelte

T= U1y . veiter sei T die Gesamtheit der reellen &
mit a < &t £ b, flir dic dee Inbtervail [,s5) als Ver-
einigung eincs Telleysteme Zy von % :={I,] derstellbar
ist ound die Gleichung

-
A([a’t)) ’ (zz;,jluﬂ) exrfilly ist. Da o3 in 2 e¢in Intervall
der Gestalt [a,c) geben muB, kann T niché lser sein.
Vorerst wird peseigb, daf @ 3= sup T au T gehdxrt.
Gib% esc dabed in 2 ain nichtleeres Inbtervall der Gestals
(ry8), S0 ist dlep trivialerwsise der Fall.Wir kionen une
algo auf den Fall beschrinken, in dem os kein zu Z ge-
horigea Xutervall der Gestalt [r,s) gibt. Offensichtlich
2ilt erst einmal

@2y3) = 1‘%4‘ fa,6) .H((thj) I, ):a% Ty,

womiy die erate Bedingung besliglich der ZugehSrigkeit zu P
exfiillt wire. Wegen der (§)-Stetigkeit ven ) erbilt man
Jotet

Alzo)= sup A (1er)= gup. (%)zu,))x paicas

denn aus Ip & [8,8) folgt hier schon I, < [ayt) fir ein
€T mit % < 5, Bs gilt also seT. Der Nachwels von
[asb) = [a,8) wvervollstiéndigt den Beweis, Im Falle @ < b
wiirde in % ein nichtleeres Intervall der Gestalt [s,s')
exisbioren, wes den Widerspruch zwischen s'¢ @ und

s’ > sup T zur Folge hitte.
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Sine Intervallfunktion ) 1st bereits (f)-atebisg, wemn aug
lestn) 1 [8,0) stets A (fa,b,) # )(a.b)) foigh. Deshalb
kSnpnen die folgenden Beispiele in der angsegebensn Weilse
hler eingeordnel waxden.

Bgipgpiel 10.4. MNils ¥ slg E-vollabindigem Modul und
£ % R—e F ola oluner (§)-stetigen Munktion wird dursh

Al 0)) 2= 2(b) ~ £(a) eine ()~stetige Inbtervallfunkiion
At ']c‘)—--F arkisrt, Ihre Pertsetzung M g”m)——b ¥
Wird aleo ein (4)-atetiger Inhalt,

Belgpdel 10.5. In /38/ wind mit F sls einsr vollstindigen
Booleschen Algebra jode Femilie won Elementen ey € P

" e0< ¢ < +09) ole olne Zerlegung der Finkeit beseichnet,

wenn
qd':s eh fip O‘é;ls v

2‘3!&“‘ =4 und jﬁﬂd = 0
:?}‘e“ =95 glit.

burch  Af[ets A)) 1= g Doy = 8@ A Ty wind damn eine
(})~sbetige Boolesohe Intervallfunkiion dafinlert, deren

Fortsetamg A3 €<V—oP otnen (})-stotigen Tonalt gar
atellit,

Sowie

Bemexkuny 10,5, Fir jede pewdhnliche und jede Boolesche
Totervelituskeion A :J"L_.F folgh bet g-reguliiven
F avs dox (4)-Stetigkalt bereits die o -Additiviblis.
Unter Berutsung des Uberdeckungssatzes vom Heine-Borsl
keamn némlich geseigt werden, daB mit jeder disjunkten

oo
Veroinigang [o,d) « kl:l (Cpsdy) W foy08,) € (op0dy)
stets

e ir( é“are,.ap & ARyt )2 o(ake,a) o ;?'; Aley-3))

gilv. fiber den Wachweis der ($)=-Stetigieit von ) wird die
Behauptung dann vmuwmo :
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Definition 10.7. st G ein nwvollai.anﬁiger Riesssohex
Raum, T ein Riesgscher Teilraum von € und P ein m-voll-
giindiger Velkhorraum, dann soll jede isotione und lineare
Punktion 4 : H—>T hier eine Ljnessxform gensnnt werdeno

Saks 10,10, Jeder ldnearform (G, ,u : §—>F) eni:sp.rioht
ei.naindentig ein Inhaly (G, A+ H—>F) nit G = G ~
H:H Ha - X B ~{0} uma M) = b, ) - Aln.).
Bezi}glioh éleser uukehrbar. eindeutigen Zuordnung wird A
genau denn (§)-stetig baw. (})-sbgeschlossen, wenn K die
entaprechende Figenschaft besitgh.

Beweig, Die Richtigkeit der Behauptungen folgt roubing-
aEBig ans der Definition des Inhalts M und dem als I-Raum
anfgefaBten posiviven Kegel G von G’o

igpiel 10.6s Mt G = F(X,;R), £ els einer reellen
Verbandsalgebra (vele/S, 8. 163 ue 172/) und ¥ als dem
Vektorreum J°() wird des in /8/ erklérie Spekiral-
integral - J 3 ¥ ——aF pine speziolle Iinearform. Die dort
auf Beile 165 engegebens ¢ -Poaltivitiét entspricht bei
verbsndsgeordnetem ¥ dex (§)-Steltigheit van J.

Beigpiel 10.7» Jede Linearform X 1 H—s¥ mit
AvE) =A@ Vv AQN) (V hhe E stellt einen

auf H erklirten Riesshomomorphismus dar. Disser Homomor—
phignmus hiéngt nach Babz 10,10 in eineindeutiger Weime :
mit einenm Inhalé A : E-—>F zusanmen. PFlp zu einer Linean~
form gehﬁrs.gw Inhelt A¢ , fUr den stete

/f(th ) = A(h) V Aln ) g:l.lk. erazeupt dabei bereits
oinan m.enahmloaorphima von H in F. -
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M. Bine HeBbarkeitadefinition uad_ihre Aunslepung

Die hier gewidhlie MeBbarkeitsdelinition bemliglich eines
duBeren Inhal%s aiellt gogeniiber dsy ansonsten {iblichen
eine gewiese Finschrénlkung dar, denn sie ist nur sinnvoll
bei Beachrinkung suf "endliche™ HuBere Inbalte, Anderer-
seiis wird sie beispieleweise Jedoch bei der Fartsetizung
ven Booleschen Homomorphismen (vgl. Belspiel 40.2 und
Bemerkung 10.3) dirvekt anwendban. Entgprechendssm gilt
bealiglich des Vergleiches mit der in /7y II/ gegebenen
A-NMeBbarkeit in C~Verbinden.

Definition 11.1. Ist (G, 4*: H'— F) ein duBerer Inhalt,

dann helB% g¢ G mefber (besiialich s* ) wera fiir beliehige
%

n aus BE"

HE ©8) £ AW e wiag (11.4)
gilb. Fln meBbaves Element g mit ge H' wird els sum-
aierbeayr bezeichnet. Dis Gegamtheit der melberan Rlamente
wird durch E;, die der summierbacen durch H; und die
Finschrémloang ven 4 anf Hy durch M, gekennzeichnet.

Pa 4 insbesondere imoton und subadditiv ist, wird ge &
genau denn meSber, wenn fir sile h € B eoine der folgenden
Relatlonen erfiillt ist.

HEAD S 4B )e flee (11.2)
M(EOE) = Ah) e WAL {(11.3)
MBAe = U)o LEs e (11.4)

Satz 11.1. Fir einen belisbigen &uBersn Inhalf
8ind die folgenden Eigenschaften erfiill .

3) B8 gilt 0€KG, M = H(+,A) und . = E(+,A).

b) Aus 4'(g) = O folgt stets gg .

¢) Mit h, E'G‘I{:, B % g<h und Prale: ©h) =0
gilt auch ge gn
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&) Aus h » I;ié ﬂ;, h £ g:.‘Eh" und /u"(h') =/(b(h”) Lolgt
stets g¢ H;,
©) Sind simtliohs &€ T additiv, so Bllt « B = A7 ung
«H = Ho. A, wird denn ebenfallg L=homogen und damig
ein PrimaB, .

Beweis,

a2z _a): Hier gils dfe erste Behsuptung trivislerweise und
aus der zweiten folpt die dritte, so daB lediglich

E; = H;(-i-’f\) gezelgt werden muB, Aus gyheé Hr: uné b* e n*
folgt mit (11.4) und (4.12) sofors

AEAAD = fUAD O AEAD o Y
[Fre A el e fMine o h) =

o

An ) o (MW ge) + M A & @ k)], woraus wan mit
der Subsdditivitély von A 5 (5:15) und (4.11) aie Relationen

AENGAR) < '
A"(ﬁ' ) @ﬂfﬁi'@ (ﬂ'/\s?‘] +_[fl’\'/\g) e (KAgAh;]) -
AW oali o (FAgADY) = 40 ) o lEaian h))

exhilt. Hlermit wire die MeBharkelt vou gAh gegeigt
bnd die von g + h Polgt, da wegen (4.12) und (11.3)

A8 e+ W)= Allos a hj= A8 © g) @M (2 © g)A b} =
A © [HEAD » A8 © e)A h) ] @ilt, woraus man
it der Subedditivitdt von A* und (5.17) mofert
MO+ n] £ 4 A A (e « n)) erhilg.

zu b): Dlese Behauptung gilt trivialerweise,
2u o) Mit 4R ©e) %M He') + Al en)=

AR ) @/ (e AR) = 4 ) © M (A g) ist hier alles

zu d): Dieme Aussege erhilt mep els mmittelbare Folgarung
ven e¢).
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20 8): Aus gE q: und der vorausgesciaben Additivisht
folgh wegen Sabe 5:5, (5.13) wnd oE's B (VW o € )
ber MYeB@ ) =i (HQ Q) = <[4 U") @ WA )] -

G4 ) © LM UIAB) = ) @ A E A &)
die Bezlehung o g€ B;.

Baks 1102, 2Zu einem {(§)-~stetigen PrémeS i3 H——s P
existlert dle (§)-AbschiieBung 4 1 H~= P, wenn H ein
Tellverband von G ist. Dabei wird # insbesondere ein
(#)-abgeschlossenss Prémai mié verbandsgeordnetem Defie
nitionsbereich &.

Beowels. Wegen Satz 10.2 sind dis Veraugsetzungen von
Satz B.1 erfiilly, so dal der erate "Meil g41% . Dabel wird
A ofZenbar L-ho:no‘gen:m_li gegen R' ($)~dicht liegh, gibt
a8 zu be;iebi:gan h ,0 ¢ B Folgen h, und h';l aus E wmit
h §fh und n PH. Aus Satw 5.2 folgt

B AR, & B VB S B+ b, 5o da wegen
aup/t(h'n © h;) £ supM (h‘n) + sup M (W), der m-Vollsténdig-
kolt, (7.1 (7.3) wd (7.4) auch der Rest folgs,

Saiz 11.3. Jeder (})-stetiige duBere Inhalt M3 B— p
kenn im Sinve won Sats 8.9 zu sinem HuBeren Mad Hs B s p

fortgesetst werdsn. Dabei gilg a; = x: und n; c n;..

Beweds, Wegen Sats 11.2 breucht nur gezeigt zu werden,
da8 aus e H,; g€G und gs k' stets ge A folgt. Es sei

W eine in E' liegende Folge mit h, th* . Da E'ein

Ideal in G ist, folgt B, AgeB' (V¥ neN), se deB ber

B AE b wd A (g AB) £ ") eofort ge B snt-
steht. Aus der A -MeBbarkeit folgt aurch Grenslibergang in
Al o= /') o HO A G die A*-Mesbarkett.
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Batg 198, Bel (1)-stobigem usSeren Tnhelt A” wirg H
{$)-abgeschlossen in G und 8 schwach ({)-abgeschlossen

in G. pie Einschrﬁnkmg_}.?: wird ({)-stetig und bei
Suferen Maf A" sogar ($)-abgeschicssen.

Beweig. Aus M(E® 8)€ Ay e /r"(h‘;\sn) und g, § 8
rolgt MM o g) € A(H) © A(H Ag,). MLt der (§)-Stotig-
kel von u* entstekt duroh Grenzibsrgang ge Hyy womit die

'(f}-AbgeachIossenheEt von By gemeigt wire. Im Falle g, t8
erh&lt men wegen h © 8, ' H© g diec Relationenketse

KD e) = s Oe) & A1) © ine M0 N g )<

/R’(h’} & ﬂ“(h'/\ g)y 8ul Gar ge H;;, alee die (})-Abgeschiche
sanheld won H,:, und

e A Ag) € M) © Mn'0 g) € #* (A &) entnonmen
warden kdnnen., Mi% €, € H; (_V BEW) umd B = 84 liefexy
ietgteres die ({)- Stetigkeit von Mo

Batz _11.5, I§= @ in Pefinition 14.1 speziell eine
Booicache Algebre, se wird H; Gine Teilalgebra wen G
and Mg ein Teilring von G. Im Palle I ={I{ wira

Mg s BI-= P dann ein Inhait.

Beyelg., Vas Winselement won G igt Grivialerweise meBbar,
Wegen (11+2) wird mit g auch gas Komplement £° meBbar,
20 daB Batiz 11.1 a) die Beheuptung liefert.

Satz 11,6, ISt G der positive Regel ein2s m-vollstandigen
Riespechen Raumes, F ein Vekbtorraum und (Gy 'z B e}

eln R -homogener #uicrer Inhalt, mo folgt aua ge H und
ge H; stete g o ¢e'e q:.__m Finschrénkung /1: wird ein
R ~-bomogener Inhalt, :

Beweis. Wegen Satz 11.9 a) gehdrs g"= gng' g a. Somit
Polgt #'(M"AleDg')) =« H(B 7g - g")) =

A s &' )Ag) - e’y =



A s gy - (0 5 ") m g AGE » g")) = m%g) =

g =
AW - 47(H'- (& - @IAE)s 00" - 4 (o e o8 2.
g0 dall g @ g' £ H; gllt, Hieraus Lolgd insbesendere, del
B ein Teilraum von G lsb, wenn man Satz 14.7 &) ung )

B8
heranzisht, Die Homogenitét von Ay Polgh mis I = R~ foi

ebenfalls aue Satz 1.4 @)

Sgts 11.7. Fs mei @ = "}"(x,a_,_), ¥ ein m-vollstindiger
Vokbtorvaum, I = R_;-‘.{Og und (G, /{': g F) ein
(§)-stetiger suBerer Inbalf, Existiert denm eine Folze £
aus Hz midl :E’n § 11, §0 gelten die folgenden Behauptungen,
a) HE wird ein Teilraum ven G

b) Die Gesambheis der St =meBbaren charskteristischen
Fonkiionen bildet eine G -Algebra ",

¢) Die A -MoBbarkeit einer Funkiion ¢ & ¥ (X,R) stimmt

detat mit der #iblichen (y"~-MeBbarkeis fiherein,
Beweig. 3
28.2): Mos g he W, folgh mit h < (n-£)Ah sofort
h e H; und hieraus wegen Satz 11.6 und Sabs 114

%

E@h yg0Qhe€H.
ga.b): Diese Beheuptung folgh aus n) und qxﬁﬁ'*

za.c): Da jede Of~-meBbare Funktion, ais sy F(XR)
gehdrt, sich als Grenzwert einer isotonen Folge won
Preppentfunktionen fiber (X* devstellen 18R%, foigh wegean
Satz 114 aus dor (' -MeBbarkelt dis A"-Heih-rireis,
Ungekehrt g1t mit €I vegen 136" und &) aueh

£ = AL oL'ix)eH;f o Daraus felgt.' iber
2, ti2>a} € B' aie O -NeSbarkeit wen £.



On Inohoite Portsumeizen, werden Jetsi Hulere Inballe bzw.
Bails konstrulert und deren summicrbare Eilanschrinkumgsn
betrachist. Der folgerde Satz sbellt ein wesentlichea
Bilfemittel bel dsr Konstrukition ven HoBersn Maflem dare

Satip 12.1s Ist 4 3 B—> F  ein (})-stebiger Fohall,

so gelton die felgenden Bshaupbungen.

a) Die ({)~AbsohlieSung von A stelis ein (})-abge-
gohlossencs PrimaB M 3 H—=F mit B= B(e,AV)
delre

v) 4ns he H und hEH folgt debei stets (RO h)EH
und fi(R @) § A() © A(BAN).

¢) Pir beliebige g €E (1= 1,2) gils

ABVED © RS A0 6 AGAT). (2

4} Izt bed verbendsgeordnetem ¥ der Inhelt A€ Insbe-
gonders (v)-treu“, po trifft diea auch auf das
Primah f{. B e

Bewois. Wit den Sitzen 19.2, 10,4 und 10.6 a) folgh die
in a) aufgestellie Behauptung. Aus b, 4By Aln) te una
h,6E (Y ném) folgi b ©hthoh wmd (b, ©h) £1L,

g0 doB wegen der m-Vollsténdigkeit auch b) gilt.

Mit (7.2), (7.3); (7.%) und Sats 10.€ ¢) orbili men durch
Grenglivergeng Gle Richfigkeit wom ¢).

Ute letste Behauptung folgt sofort aus (7.4).

Dpur beliebige 2,b aus dem Definitiensbereich von A zilt
Alavb) = A(a) V M b). .
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Satn 12.2.
a) Jedes Préme8 (G, 4 s H—>F) kann bei g-vollstindigen F

auf das durch T in G erzeugte Tdeal H su sinem AuBoren
Inhai% A" fortgesetzt werdon, wenn H = H(4s\VeA) gilbs
Diese Fortmetzung erfolgh durch

/‘f(g) tgidns /Ez{ﬁg} £12.2)

mi EG als Menge der oberen Schranken von g aus He

b) Fin ¥lement g aus ¢ I8 dann beroits .*-melbay, wenn
(11.1) lediglich fiir alle e H gils.

¢) It A: H—=wF ein (f{)-abgeschlossense Primaf
mit H = H{+,V ,A)s des dex Ungleichung (12.1) geniigh,
s0 wird dlese Portmetaung A" bei E-regulérem ¥
gin (})-ptetiger BuBerer Inkeltb.

d) Speziell bel volisgtdndigem Rieszgchem Reum F und
(V)-trenem A wird der gemsB (12.2) crueugle AnBere
Inbait 4* ebenfalls (\/)-treu.

Boweis. :

gn_a)3 igt fir jedes g¢ H” ein Teilverband vom G, o deB
AZ(H ) eine nach unten gevichtete und durch O nach unten
beschzrinkte Tellmenge von F ist. Deshalb existlert ihre
mtere Grenge in F. 4" wird trivialerweise eine isetone
Fortsetoung von A& , dle wegen

Aley +ex) € ing AR, + 8, )< ine [ AH, ) + AR}
und (5.8) subadditiv 4st.Mit o € L und h = oL h @il

h 2 og gensu dann, wenn B 2 g exfiilllt iot. Hieraus folgt
B, = ac'ﬁg; so deB sich wogen (5.13) und der I-Homoganitiik
ven J ibex .

X pg) = otduf A(R) = inf o A(E) = a2 A(*H) = 4 )
die I~-Homogenitis won A" ergibt,

zu b): Aus g¥e B und n'e EE" folgb laut Voraussetzuug

Afoe) s B e 40" © AN £ A ) @A ALY



Wegen Satz 90.7 gils
M) © MEAR = 2| F(T,) 0 MU A}, sonts

%

die A -NMeBbavkei¥ ven g bewlesan wiire.
R g): Pir 1= 1.2 folgt mib g; € ' und beliebigen

Ili,éis HE? ang {12.1) sofort
AiyvEp © Alvips 3G o ey .

Wagen HS.V g ® Eg‘v Hgg nng (5.9) entateht

A,VE) @4, v, )8 :é,' A © Aty -
Darch wollstindige Indukéion erbolten wir daraus fiir
beliebige k6
R n_ . L n -— «
h < (h,) ©® Ata.). {®)
ALY oA Y] £/ 00 © e
Jobst wird goseigh, daB aus g 6 § una g, te stets
M)t A(g ) zolgs. Bs sei B e B, ond & ein
festigehelionon Floment aus K. Dann gilt wit K = B A,

-y

ciots i\Z"hi 5%‘, 5\2}’16?3 wﬁ(&'ﬁi)fﬁ(szi‘),
denn/i? wurde als (})-abgeschlosssnes Préms8 mik

H = #(+,V , A\) vorsusgesetst. Wegen (¥ ) erbalien wir fiie
dle so vereinbarten Blemsnte und beliebiges né€ ¥

o - -
/‘T{MB,) © sup M) £ g’ﬁ(hp ® A(gy).
Da ¥ ale ¢=-pyegullir vorausgemetzf warde, folgth

r{ﬁ ( gﬁi) © aup At (sn))s g0 r(gﬁ (B o /i'(gi))
fiie balichige 316 A ﬁﬁi' Hieraus entsteht

» (/f'(s ) © sup ﬂ'(an)) < g r{gﬂ(ii) S /‘f{sil).

Wagen (10,1} bilden die ¥, -{/7(&/\331) CYACH } ein
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abgziéhlbares System vnn'nul.‘smngan aus ¥, ge daB mon

M8) © sup i(e) £ 0 und demdt (g )t /Ye) esnais,
z2u d)s Wegen Eg;v S.;”.HS}’ H&a erhalten wir mit 7 alg
Rieazschem Raum

' (gqvey) = int A By i) inx{ﬁ(ﬁggv,ﬂ{ﬁg; f=
Alep v Aey).

Zolgexung. Ist 4 in Bats 12.2 3) spesiell ein Inhalt,
g0 wird A‘:, eine Portsetwung von 4

Bewsls. Dies geht direki aus b) hewvor.

Bemeriong 12,1, Diese Folgerung gewthrleistos Jetst wegen
Sats 11.5 baw, Satz 11.6 die Fortsetzung der in den Beisplelen
101, 10.2 und 40,3 angogebenen Inhelte und die Fortaetzung
des in Satz 10,10 angegcbenen R ;ho:zogenan Inhaltes. Diese
Inbalte ,l(; begitzen insbesondere die in Satz 14.4
formulierten Figenscheften b) und 4).

Bomarkung 12,2. Ist ¥ insbesonders vollstindig, so bleiben

die Bshsuptungen a) und-b) von Satm 12.2 giiltig, wenn die-

Sedingung B « B(+sVsA) durch B = fi(s) abgeschwioht wird,

Sata 123,

a) Jeder ($)-stetige Inhaly At B —» ¥ lnmm boi
g~vollsténdigem F gemis ‘

ey 1= Ef(lupﬂ (n)) (12,3)

au einem SuBeren Inhalt 47 fortgemetst wexden, wobel

U, die Gesamtheit der isotionen Folgen b aue E dap-

stellt, fir aie sup by W supA (k) exlebleren

Bowia g = sup gilt. Aus gég folgh insbesondere

genan darn g¢ H”, weun eine derurtige Iolge existiert,
B) Dabel wird 4§ su einer Forbsebsong von M,
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¢) Speziell bel §~vegulérvem P wird A° nier ein (§)~ste~
tiger BuBerexr Inhalk, .

d) Falls F ein vollstidndiger Rieszscher Baum und dex Ine
halt 4 (v)-tren ist, so wira H* ein (V)=treuer
guBersr Inhalt,

Bewels, Die Dehaupbungen a) bis G) erhilt men sofort
durch aufeinanderfolgende Anwendung der in den Sitzen 12.1
und 12.2 entsprechend gekennzeichneten Anesagen.

Folgervng. Unler dem in c¢) gegebenen susdtzlichen Veraus-
setzungen wird g€ G genau dann A" -melbar, wean (11.1)
lediglioh fir alle HsH gilt.

Beweis. Da A" (§)-atetig ist und Hc B gilt, Zfolgkt durch
Crenalibergeng unter Beriicksichbtigung von 12,2 b) diecse
Behauptung.

Sabz 12.4. Bei g-Tegulirvem und g-vollsbﬁndigen F seil

A H—> F ein (t)-stetige.l:' Inbalt. Dann liegt mit der
(#}~AbschlieBung des dursh (12.3) erklivten &uBeren Inhelts
@in HuBexes MeB A" 3 H"—s P vor. Die mu diesem &uBeren

MaB gehdrige Einechrénkung A% wind oine (§)-abgeschlosgens
Forbselizung von M ,

Seueis, Die wegen Sets 42.3 o) existicrende (4)-Abschlis-
Bung wird nach Satz 11.3 ein #uBares MeR AY o Aus Satz
92,3 b) und dem azweifen Tsil won Satz 11.3 erhidlt man dann,
a8 A eine Fortsetzung wen A isk, MLC Sabz 1.4 folgt
schlieBiich die (§)~Abgeschlossonheit von /(;.

Folgerung 1. Ein Element g€ aus ¢ wird beziliglich des in
Satz 12,4 konstruierten XuBeren MaBes beraita damnn
A-me8bar, wenn (11.1) lediglioh fiir alle h eus H gilt.

Bowels, Aus der Polgerung won Sabz 12.3 und aus Sobg 1.3
erglbt sich die Richiigikeit dieser Behavptung,
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Folgerung 2, BSpewisll mit ¥ als Rleszechem Raum ung P
ala {y)=treucm Inhelt, wird dae hier konstruierte HZuBere
lel ebenfalls (V)~treu.

Beweisg, Ausgehend ven Satz 12,3 @) folgt dies womittelbar
durch Grensiibergang.

Bemerkung 12.3. Wird bei E-reguliivem P auf eine noche

malige Fortisetzung wie in Sats 12.4 verzichtet und zur
Behandlung der folgenden Beispiele lediglich der Satzs 12.3
asrangesogen, so entstehen (§)-stetige Inhalte mit schwach
{$)-ebgeschlogssnen Definitionsbereich. Der durch Satz
2.3 e) gegebene ($)-sietige HuSere Inhalt kénnte bereits
ale Ausgangspunkt fiip die welteren Betrachbungen dienen,
Die Verwendung ven Sats 12:4 liefext Jedoch insbegonders
mit F alz Rleazschem Raum bessereg Abgeachl&saenheitaeiganv
scheflien von fortgegetzten Inhaltien und Linsarformen. In
f24/ ig% im Zueammenheng wit der dortigen Forisetzungstheorie
ein Beispiel engegehenr, ausg dem hervorgsht, deB dis doprd
kongiruierten Fortesetzungen iwm allgemeinen nur ($)-sietig
tnd auf einem seiwach (})-sbgeschloasenen Dofindtdons—
bereich erklirt sind.

Beispiel 12.1. Iah G eine h-vollstindige und ¥ eine
vollatindige Boolesche Algebra gowis M3 B—= F ein auy

Homowovphisaus, so kann dieser gemiél Batiz 12,3 a) zu einem
SuBeren Inhalt A": B'—sF fortgesetzt werden, Wegen Satg
1.3 und Bats 12.3 b) wird A% 1 B~ 7 donn oin st gen
Tellring HY erklirter Homomorphismus in P, dor M LoTie-
sebak. Falls P Ee-regnlir ist ung 1€Rgilt, dean stells
Mg ©inen auf einer g=regulér eingebetteten Teilalgshra
B von G erklirten und ¢ -stetigen Homomerphismus dar
{vgl. Beispiel 10.2). Dies folgtk unnittelbar aus Sats
12.3 ¢) und Setz 11.4,
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Beleplei 12.2. Hit G als tyollstdndiger Boelescher
Algebre, F als g-vollsténdigem Modul und M3 B—=F ala
({)-sbetigem Inhelt kdnnen Batz 12.3 und Sats 1.5 eben-
falle sngewandt werden, 80 daB mit /(; ein Inhalt entstehy,
der A Lortsetmb. Bel g-regulirem ¥ keann A daon pach
Satz 12,4 su einsm MaB 47 fortgesetst werden.

Boispiel 12.3. Fells A der einer (§)-etetigen Iincar-
form ji uugeordnets R ~homogene Inhelt ist, erhilt man
mib Sots 12.3 und Sabs 11.6, daB A ein R, ~homogenex

Tohall wind, der A forisetzts Sats 40.40 liefert damn

ab ~r ¥ »
ey /(h) 1= ﬂs§h+) = M (h.)

eine Fortseisung der Linearform ﬁ' e Bel £ -pegulirem P
kenn M daon gewdB8 Satz 12.4 zu einem R, ~bomogenen MaB
M5 forigesetst worden. Demid existlert aine

{ §)=abgescilosgone ILinearfomm, die /A Tortmetzt.

Beispigl 2.8, it € als mevollstindigem und F als
vollatindlgen Rieszschem Baum lassen sich wogen Sabz
12.3 d) baw, der Folgerung 2 von Satz 12.4 beziiglich
aines ¢ ~stetigen Riesaschen Homomorphismus At H—s F
v8llig annloge Aussagen formulieren.



e ned Jt ¢l —» ¥ eoln Inhell mit ){ als Teilving von
P(X) wd ¥ cla m~vollatindigen Voktorreum, Mit oL & R und
AER 80l) durch o« A vichs die zo F (X,B) gehdrige
Fupkction o 1, bewslabnet werden. Jede Funitien dor Gestalt

h= f:;@‘-é AL (13.1
4.5

heift denn eine Freppenfunkiion {iber ¥ . Die Gesambheit
? deor Treppenfunkiionen tber § billdet einen Riesaschen
Peilraum von ¥ (X,R) und dureh

/7(70 = fha’ = ‘t‘dm)(u) (13.2)

wird eine aposielle Linearform, das zu J gohdrige
gmeut tia + ekliErt. Dieses Plementarintegral kann
bei g-vollsitindigen F im Sinne der Bemewkung 12.1 zum

Biemannsohen Intepval der Gestalt [h dd fortgesetiut
werden. Der Schwerpunkt soll hiev jedoch auf das Iebeaguesachs

Intogral gelegt wexrdem.

Satz 13:1s Bei (§)-steligem Inhalt ¢ wird des durch
(13.2) gogebens Flementavintegral ebenfalls {$)-statig,

Beweis, Aus h €T, hy # O und h O folgh fiir beliebiges
reclles § » 0, da8 durch

8,08 = {2 s ) > §nyo}
sine Tolge Ay(5) sus & mit A(S) § O wad
B (o) £ {ex hy()) by(8) + Sh(xy verliegt. Wegen
J @) $o gas :intﬂ(hh)ﬂ &M (1) Da in sodes
m-vollsténdiges Vektorrsun F aus £& F, stets i £ Fo
folgh, erhilt men M (h,) § 0



8atig 13,2, ¥ sel ¥ ein schwach (§)-ebgeschlossenes
Peilring von F(X). Sind £ vnd g zwai su F(GR) ge-
horige Funktiopen, Lir die bei beliebigem reellen ot > O
stebe [ol<ZiEH und o < gfER gllt, so wird auch
{ot €2 @afeR o Jede derartige Funktlem VBt slch als
Grapawerd einer isotonen Folge nichinegativer Troppen=
funkbionen tber & darastellen.

Bovedg. Wit 2 ={weR;«<of gilg

{f@g}aﬁ.&:{f «g;:ot-}a-{f:g +o!f =

(g‘)(ff"f“}nfﬂé ok + s})g

{EJ{%GJ}\{&M) -ot} & f£>0} , so das wegen
¢ -of > O und der Abzihlbarkely von L2 die Bebaupbung
beziiglich £ ©g arxﬁ;lt ist.Jedem derartigen £ wird wegen

{d..cfsr{%g =€ g™ iﬂ"f} durch

znuiz-‘-?a-_ﬁ- i-@aa-d;é!anﬂ}t | (13.3)

solch 2ine Folge zngeorduet,

Sabz 3.3, Bs sei o 3 @ —»F ein auf oinem Teilring
von @ () exkiivbes MeB') mnd g ¢ %, —F Gle Finschrénkung
von (13.2) auf den positiven Kegel von T. Dann wird die
(P-ibschlietung A : %, — F oin MsB mit T = BN{0]

und @ = GCAR e Fir reelles o 20 folgh sus g€ By
steis o <g (&R,

Vin sinne von Definition 10.4
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Boweig, Wegen Setz 13.1 ist A ein (§)-stetiger Inhalt,
so dafl dle (f)-AbschlieBung # existiert. DaB

T, =T (+V;4) gilt, 4 additlv, R, ~bomogen und
{})~abgeschloszen ist, lie.gt: auf der Hond. Aus B €2,0
& >Q, g?f} g und H {gn)? ¢ fLolgt

£gn b aﬁ_}: % {gx ot} £ 1-« * gy 8¢ 328 gich

9 { fg,>al) 2 %}f (g) eogibt. Da ¥ ein HaB ist, gilt

somit [.gh_- cf-} R , also die legate Behauptung. Aus
PygBE '.f+ orhalt men nit Satz 13.2y deB £ @ g als Grenz-

wert einer isolonen Folge wor Trecpenfunkbionsn dber 62
darstellber is%, deren RNlementerintegrals hier durch /Zg"‘m
beschrinkt sind.

Folgerung. Aus £,867T , n€T  und feg € folgh ssts
2.geT,. '

Definition 13.1. Diz vnbter den Bedingungen von S2%2 13.3
za A gehbrige (})~abgeschlossene linearfomm heiRt hier

d=e lebegguesche Integral der Gestalt J 2 ad .

mmwaﬂ; Fiir jede nichinegative integrisrbare
Funktion £ folgh aus [ £ a0 = 0, daB §2 + 0} eine
Menge wom  -MaRe Null iet. Integrele von Funktiocanen, die
sich nur auf einer Menge vom J-MeBe ¥ull unterscheidem,
stimmen iberein. Fells f auf einer lMenge A vom MaBe Null
nichi erklirt ist bzw. die uneigentlichen Werte +%0 oder

- O3 annimmé, abey 7. 'Ix.‘ & integerierbar izt, 56 kenn das
Integral von £ wieg iiblich erklirt werden.

Bemexkunz 13.2. Bel “vollstandigem" WalB o , d.h. wenn

aug ACB, BE€EA wmd J(B) = 0 stets Aed Polgt, wird
auch dag zugehirige Lebesguesche Integrel "vellstindigh.
Mit Ogg=f, J[£ a7 =0 und >0 gilt nénlich
jocglsfo<els I g, woraus tber fot < gfen

und 84tz 13.2 die Integrierbarkeit von g beweisbar ist.



Satig 13.4. MNit Ii c ?’(I,R) wird jede (3)-—abgeaehlosaene
Tinsarfomm /4 3 H—--r. fir die aus feE gbats T2 1x£}1

folght (Stonesche Bedingung), ein Iebesgussches Intaegral.
Beweis, Mit H = H_ folgt fir reelles «»0 sus £6 H

£0 sty (£ @1)€ R und doshalb aueh 1AB(L Lt NE X
2ix jedes natiirliche n. Da 1an(f @eDt{rrals
gilt, gehiirt' die charakieristische Funktion {f-%-af»}

fiic Jedes f£& H und Joedes reelle of > @ gbenfalls zu H.
 Die Finschrinkung von Af auf die Gessmtheit der charaite-
ristischen Funktionen aus H kaon als ein Me8 /sf/—> F
wit @ 212 Teilring von R(X) gedeutet werden, Wegen

Satz 13.2 kann Jjedes £é H als Grenzwert einer isofionen
Folge von Treppenfunktionen iber # dargestellt werdem.
Men erhiilt also A (£) = sup M (2 ) = Bnp‘ff av/ =ffal.
Da A (§)-abgeschlossen ist, st:imt‘ M aug H mit dem
Tebesgueschen Inkegral iiberein, woraus sofort die Richtig-
kei% dee Satzes hervorgeht.

Bemerkung 13.3. Bei vollsténdigem und ¢ -regulédrem F

soi ,?4' 3 H——sF gine (4§)-stetige Linsarform mit He ‘F(X,R),
dia der Stoneschen Bsdingung geniigt. Nach Beispiel 12.3
existiert demn eine (§)~abgeschlossene, ;{ fortsetzende
Linearform /'s » Wegen dexr ersten Folgerung von Babz 12.4
erhelten wir die A -~MeBbarkeit von 1, bezfiglich des

gur Fortaclzung benutzben duBeren HaBes.. Aus £€ H folgt
hier alge :f.«m en” gt 80 daB auch ,Af, die Btmeache Bo=-
dingung arfﬁllto Dan:lt wird /t, ein I.ebeagueachea Integral.
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414, Boolesche MaBe und Bpekitralintograle

Die beiden falgenden Beispiele héngen mit AQer Spektral-
theorie in Riessachen Riumon zusammen.

Beigpiel 1.1, Anf Sobolev (vgl./34/) geht die Konstrukbion
von abstrakben MaBen aurlick, die auf einer Peilalgeobra

von A(R) Gefiniert sind und deren Werte im einew
Booleschen Algebra liegen. Diese "Booleschen MaBe" werden
ausgehend von einer Zerlegung der Einheit in mehreren
Schritten erzeugh (vgl./37, 8. 67 us S. 143 £9./ und

/385 Bo 312 £2./)e In 738/ heiBit mit € els vollaténdiger
Boolescher Llgeora eine Familie ey (- 00 <€t <400 ) eine
Zerlegung der Finheit (vgl. Beispiel 10.5), wenn stete

6% )

e, <o fir 2B (14.1)
%pad_-ﬂ',iage._ao (14.2)
" o el B ' (14.3)

gilt. W16 A ([4+8) 3= ¢, @@ = 99 A T liegt damn eine
Boolesche Tntervallfunltion Al ']3—-{ vor, die

wegan Satz 10,9 @ ~additiv ist und deshalb psch Satz 10.8
eindeutig zu cinem (P-stetigen Inhalt A3 f“’--... {
fortgeseist worden kann, wobed . £ aie Gesamtheit der
zugehtrigen Clementarbereiche deavstellt. Der gemil Sats 12.3
{vgl, awch Beispiel 12.1) zugehtrigs #uBere Inhals :

M3 B f (8= £ mt Re B'una H'(B) = 1 liefert
einen Booleschen Homomorphismns ﬂ: von H: in € . Debei
gilt REHE wmd A (R) =1 s 80 dag B} insbemondere

gt einer Teilalgebra von W(R) wird. Der iuBere Inhals
stlum§ alt dem in /38, 8. 317/ benutsten 4* tiberein, wenn
man davon asbsiehl, daB dort sus beweistechnischen Griinden
dies uneigentliche Zahl ~o00 in die Betrachtungen eings«~
fihrt wurde. Dies ist wegen A"(f- c0}) = 0 jedoch un-
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wegsentliche Bbenda auf 8. 318 wird noch ein innerse UeB

My Geiniert und von MeBbarkeit gesprochen, wenm

A(a) = /l( 1} gily. WBgen Gileichung (12) auf 8. 318

wird die dortige Binschrinkung von #* nit dem bier ge-
bildeten ﬂs identisch. Damit exhilt wen Satz XI.5.1

aug /38/ els Spezlalfall von Beispiel 12.1 iam dieser Arbeit.
In /38, B. 320 £f./ wird suschlieBend geseigh, ded Hi

elne & -Algebra darstells uvnd daB das "Boolasche Map®
M O ~26ditiv ist'’, wenu eins “hinrveichends Henge von

vollstetigen, eddltiven Funkiiomen” auf der Booleschen
Algebra € existiert. ILetzteres bedenset, deh es zu
Jedem ¢, ¢ mit g>0 eine dipjunkt additive una
vollstetige Punktion ¥ : £~ R giby, fir gie

{(8,)>0 gilte Da ¥ inabesendsre iseten inh, liegt
Vollstebigheit genan denn vor, wenn filr jeds nech unten
gerichtete Teilmenge {cq{ baw. Jode nsch oben garichteve
Teilmnge {d.] ven £ stets inf ¥(¢,) = F(iaf o) baw,

sup (8, = Fleup d.) mils Cvgd. /38, 8. 239/).

Bine derartige Boolesche Algebra ist alsg im Sinne won
Beisgpisl 9.7 noemal und domi® wegen Sotz 9.3 auch’
E~reguidr, Aus dlesem Grunde ergibt sich der Bats XI.6.41
in /38/ biar wit dem gweiten Teil von Baispiel 12.4.

Beigpiel 13.2. ¥s sed X cin volligtindiger Ricazscher Baum,
in dem ein schwaches Finselomend 4 exiotiert. Gemid

/38, B. 69/ bzw. /3%, 8. 137/ bedeutet dies, A28 sug

26X uwnd [PIA1 =0 stete £ = 0 folgt. Die Gesembhelt
dexr Binbeiten beslgiich 1 (men eprich% anch won Quagi-
einselementen odez Kowpenenten), d.h. der Blemente e sos
Zmit ea(l~e) =0, bildet eine vollsténdige Boolescha
Mgebra €(X), weon sie beziglich der aus X indusierten

e AL 2 oin Boolesches Mab michb unbedingh ein Mas

ia Sinne der Definition 10.4.
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Ordnung betrachbet wird. Fir beliebige o¢ £(X) gils

Ofe 4, und die in X gebildete Differens 1 - e liofext
das zu e gehbrige Komplement. Aus €4 ,e2€ £ Tolgt stets
eq = (e,408,)€ £(X) (vgi. /38, 8. 69 ££./).

In X exisblert fix jJedee u20 die auf x+ durch

udx = ‘?‘titp(xd nn)

erklirte Funktion, und fip belisbige € X stells

fudx 2= (ubx+ - {udx_

den mit dew prinzipielien Romponente Bn von X vere
brndenen Projekilonsoperator A (vgl./38, 8. 82 £f./) dar.
Diesar Projektionmoperator ist lineer, isoton und besiiglich
der Orvdnungekoavergens stetig, Insbesonders glly fir alle

& X
(ag)ludx = Qu; 4 wydx

und demit spesiell  {u)® = {u)e Aus ujA u, = O folgt stebs

Qu1 + uz}x = (u,')x + (ua}x.

Als Cherakieristik eines Flementes x ' cder als Spektral-
#char von x wird die durch

g = ((*1~x) 1

auf R erkldrto Junktion bezeichnet, deren Werte in ¥ (X)
iiegen. Fir die Charskteristik gelten nach /38, 8. 103/
die Relatlonen (14+1), (14.2) und (14.3) des vorigen
Belgpiels. Damlt stellt o% fir jedes x&6X aine Zer—
lsgung des FBinselementies von # (X) dar, aus der bei
g£-reguldven X ein C-additives Boolesches MaB

Vi (—= £ (X) im Sinne des vorigen Beispiels (¢ 3/{;)
erzeugt werden kenn. (] wird debel eine G-Algebra in R.
Wegen &(X) € X_ gilt euch ¢ 1 QL —»X, und das dersrt
batrachfete / wird ebenfalls ein Ma8 (vgl. Beispisl 10.3),
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denn in X, erhiilt man Ofir disjunkte x,y steta

IVWY = X + §. Dag pgendif Definition 13.1 erkilirte Iohemgusschs
Integrel der Gestalt 7 @/ wird deun eine Fertsetauvng
des in /38, 8. 324/ dureh (23) erklérten Integrals.

In /38/ wurde {0r Jedes x¢é X und fir jeds X-meBbare
Funktion (& g, die bei miglicher Ausnahme einer Menge

vom o -EaBe '’ Null besohréinkt ish, der Ausdruok

£(x) = j (et )av

definiert. Diesss Integral snisftieht hier unter allgemeineren
Voranssatzungen sogar mit siner otwas umfagsenderen Funktionen-
klagse als Definitionsbereich, d.h. wir heben s mit dex

“( §$)-AbschlieBung”™ des dort gegebenen Integerals mu tun.

Fir swei inbogrierbare Funktionem £ und g <fLolgt aus

£ag = Ostets [ ala fg @y = 0. Hit den gemi® (13.3)
zhgeordneten Folgsn won Treppentunkéionen iiber O gilt
ninlieh

jfn ad Ajsn a/ =

fk JfE 2 peksd fk k_ | ksl
S B & 220 f -
;a"‘ (% ‘52-*})/\&-49‘)({2“5"2! .

Hieraus erhils men wegen faog = 0 md J(AnB) = J4)A J(B),
da @ie beiden Bummen zueinsnder disjunkt sind. Durch
Grenzibergang folgé die Behauptung. Das Lebesguesche

Integral wird in diesem Falle also ein Rieszscher Homo-
morphismus, d.h. 8 gemiigh den Gleichungen

| [tevwar = [2alv fgas
and o Jeeamar = [2a Af'a a’ .
Nach /38, B. 10&-/’!013& sug ol¥ P’ BMI-:I '

o g = S8 ef - -fixfﬁte‘-
1) goandcrtc Bouinhm



it Hilfe dieaer Ungleiohungen kann schnell gemelgh werden,

a8 ¥= Z Y, [a‘-n_,, ; dn) @ine integrierbare Funkiien
fy=-00

wird, wena oy £ yﬁfdn, 0 ‘v’d-n- dn—-‘i- §

und U [dn_,,.ofn) = B gllt. Aus
(n)

| av (o <) (4. 4)
j ;4 “:_h}"n o g
folgt dann _
x= [otded =fadd (42.5)

wobel die Summen der Gestalt (14.2) mit & —» 0 sogar
i~glelichmifig gegen x streben. Bier handeld ez sich um
ginen Spezialfall des Satzes von Frsudenthal, der nafiiriich
uater aligemeinexen Voranssetzungen beweisbar ist '

(vgl. etwa /387 und /19/). Wenn der vollstiéndige Rieszsche
Raum nicht g-reguldr ismb, alse & (X) nicht els £-reguliir
voransgesetzt worden kann, so wird J = /1“ lediglich ein
Tnhalt. Die Formel (14.5) bleibt dann wit s:lmm una:.‘.gantlichen
“Riemsnnschen Integral"® g&ltig.

Dag nichste Boisplel bingt awar mdt dem letaten zusemmen,
ea soll jedoch als Stendardbeispiel (vgl. /7/ uné /24/)
vaabhingig davon einer eigenstindigen Behandlung im Rehmen
diessr Arbelt uniterzogen werden.

Beispiel H4.3. Es sei ¥ ein benhrhnktoz sebetadjungierter
Opsretor eines Hilbertreumes . Jedem reellen Polynom P(t)
wird denn wie dblich das memtozpﬂm- P(T) sugeordnet.
Dabel gilt stets P(2) € Y'(%). Falls P(%) auf dem Spektrale
intervall von T nicht nosativ wird, so folgh steta P(D)2 0.
Diese Zuopdnung kenn mit ¥ als Gesambheit der auf dem
Spekiralintervall erklirten und stetigen Funktiomen sn
einer (})-stetiigen Linearform /73 H— {CUR) fortgesetzt



werden. Debei gliv

M-8 = J2) file), (12.5;

und Jeder mis T vertauschbere Operator 8 € Y(2¢) st
bel beliehigom 2¢ ¥ emoh mit 2(T) = F(2) vertaaschber
(vgl. etwa Sabz 2 in /8, 8. 106/)« Domit gehdrt der Werto-
bereich von /-?: inabemdm\dem oweiben Kommutenten von
{T} en (vgl. /19, B. 38917, Ausgehend von oinem System
paazweise vertanschberer Operatoren 49C Y (9), aleo
spezicll bei 10w {2}, emtoteht mit dem hiex duren 40"
getennzeichnoteon sweiten Bommutanten stety ein £ ~regu=
i8rer und vollstindlger Riesssoher Bsam (vgl. ebenda

Sotte 53.4 (1) und etz 55.2)2),

\

Pport wird der Eiltertrenn ¢ mit ¥, ae Meage Y (%) mit

W vnd der gweite Kommutent von%) it 6"@) geXxonn~
Beichnet,

v cine nzch oben @z;ictrbm Peilnenge {A.} von 405
die dn Y (%) beschrinkt ist, stimwt ade in 49" g bildete
Geenge pgup Az = A mit der in  Y(U) gebildeten

oberen Grense iibereinm, 5o daB damn (vgl. /19, 8¢ 375 ue/)
Pl 2,%) = (A%,%) fir jedes xR 8li%. Die ent-
sprechende duale Aussage bemdglioh nsch unten gerichteter
Hengen liefert spesiell fir jede Fullmenge {B;} des

Baumes 40 tel beliebigm xc¥ dde Besiehung

inf(B;%,%x) = 0. Damit keun wie in Beispiel 9.6 auf die

£ ~Regularitit von 49" geachlopsen werden. Diese Struktur- .
eigenschaften des sweiten Kommmtenten 49" kSnnen such
direkt aus dem ia /38, B. 298/ angegebenen Lemma XT.2.1

hﬁ.mmfax.s.wmnmaa;zahmum
werden. ;
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iuBexden wind 40" dexm stebs ein Operatorenring, der den
Einheltsoperator I endhilt.
Jetst soll geseigt wenden, dad Quroh giA--s A% oin
omnunaai.sonoxph:l.m wa m‘_ af 49+ eriklins ist,
da8 der positive Kegel 4f), mit der dumch g erseugten
Gruppe von Tm@maﬁm L= {qd"} (s A VD)
gu einenm I~Remm winrd.
Da belisbige 4,B € %) miteinander vartmschbu aind, folgt
in 400 aus AS B offensicnilich A2 B2, (Al% mit

A,B¢ 10“ ungekehrt A%< 3%, so erheiten wir fir reslles >0

wd B; = £I+B sofort A°< BS, Hierews folgt bed
volicblgen =¥ {(B; - A)VB, + A=, VB, + & x) 200

Wegen (1€ By + A wund der in /8, 8. 106/angegebenen
Absohiétsung (12) gehbrt O nicht sum Spektrum vom VB # 4,
g0 da8 (€ yuy) + ((B - 2)7,7)20 fir doliebige ye
giits Mit £ ——» O eteteht A<B. Da fir jedes A € 40

awok VA'E 10, @26 (vgl. Sevs 2 in /8, 8. 106/)s handelt

es sich wegen (Y 'y )2 = A bei g also um einen Orduungs-
Asonoxphisnus.

it [mH] els dem Spektralintervall des Operetors T ;

G= G [@mHl,R ).H-B und ¥ =40, wizd die sa A
gehﬂﬁ.gomm ﬂ:a-—-r sowohl besliglich

L = B) {0} @is such beaigiich & = {¢®}) (aé&l" ) m ecinem
(})-atebigen Inhals. -

Din Hhnlicher Ueise kdnnte sesuist wmu, deB f£Gr
jedos natirliche n thmh qn: A—s 5% edn Ordnunge~-
isomorphismus won 40 auf Ja‘ exiclirt wird.
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Dexr Festmodnl G wird mit der letstgenamnten Gemppe L,

die durch q 1 E—o g ersengt wird, gleichfalls se einem
I-Remm. Da oup héH sbets W', VB € H folgh, ist H
such besliglich dieser Gouppe L ein Teilraum von G.

aus  M@P) = [#(0)]2, also f(ak) = q4(b) folgh damn

iber g/ (cf"!h) = A{(ag “h) - fMa) dis Gleichung

A = V4 (). Demit 2114 fir boliebige ganze n
H(d™) = g°/(R), s0 288 M I-bomogen wind: Tnsbesondere
erhalten wir fir beliebige héH M (VR ) - m .
Dag gem3% Sats 12.4 gebildete #uBere Ne8 4’3 H—s P

it T-homogm. Damit gilt spesiell

AP = [H@]® wa HvE) =Y H® , wra

g genau dann z2um Definitionsbereich wvon /f" genlzt, womn dies
rir & oder g~ der Fall ist. Da die Funkiion 1 10
/f'»sammier‘bar int, folgt mit Sats 11.7 ¢) sus derw
z‘f'aswierbukeit von g awch die vom 32 wd  VE .

Aus den Betrschiungen in Beispiel 12,3 kinnen wir entnchmen,
daB A eia R -homogenss Med darsvellt. Fir beliebige

2,56 B folgh dem dder fg = (2 + 6 ot (2% + &
mich fgeuy WA M (2g) o M(£) A(8de
Die S, sugeovdnets (§)-abgeschlossene Linearform /u“,

die & forteetut, wird demsufolge sbenfalls mulbiplikabive -
. Fir positive tsn gut dabei stets ,« (V"’)-'t//r” @) .

mmr&nkungwn ,u, i die sul gehorigen
chavel berigtischen Funktionen wizd dann ein auf einer
¢-Algebra (3, erklirtes WiaB /, Nach Sabm 13.4 @ilb
Jis(®) = 2 aQ . DiesesSpektxalmeB J° erfUllt fir be-
liebige P,Q € Of, stets die Gleichung
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2 (P nQ) = J(P): /{Q). Die Punkiionen dor Gestald

Lot
ey (£) 1= {5 % gaa

gehSven offensichilich =u H Durolh By = ¢, (7} ist donm
eine (%)-stetige Spaktralmhar eriitirt, Gle (mit T = A)
gie in /8, S. 110 2£./ angegebenen Bedingumgen (2) bla (7)
arfillit.

Beispiel 14:%. Bs smel 10" wiodeinm der ewsite Kormmatsmnt
elnes Systems paarweive verssuschbarar Operatoren aus )Y(%).
wt £ o (493 werde die Gesamtheit dor mu 40" gehlxrigen
Projekioran bezelcohnet. Da filr alle Projckioren P dio Be-
gichong Of P# I gilt ond daroh g3 A---.tz eln
Ordnungsisomorphismus von 40, auf 49 eskldrt ist, folgh
PMr jode Teilmenge

lP-,-} vou { %lp P o= g%p pf ‘= (;Bélp P:)z andé

: 2 2
AR R MR 2
wenn Gleme Grenmen in -10: gebilde§ werdsn. Die Teilmenge £

ist also grensireu in 40"enthalten und vollsténdig be-
aiiglich der sus #0" indusierten Ordnung. Ane P,,P, & 4

folgt offonsichilich P, A P, = P.P,. Da fiir Jedew P6E
die Gleichungen

(I=-P)P =20 und (IT~RvPe [(T~PIVP] + [(T=P)AP]=X

gelten, liegt mit # eine vollstiindige und £ ~regulire
Boolesche Algebra vor, die grensiren in 40" eingebetiet Lst.
4% ¥ als einom Mengenring wird ein Inhals 2! j ~—s 40"
also gemau Gann muliipiiketiv, wenn ¢ ein Boolesoher
Homomorphismus von J§ in £ ist (vgl. Beisplel 10.1). Das
Spekiralmaf ‘des vorigen Bsispiels stelll demsufolge einen
auf einer @& -Algebrs Or, orklérten wnd (§)~stetigen

s



Homonorphlsmns in dlie Boolesche Algebra # ({T}") dare

Jedes beliebige SpekivaimaB (vgl./8, S. 184/) kann in dieser
Weise sla Booleschor Homomerphiemns gedentet werdem, wenn
anggehend von 0 mle eeinoem Veritebereich der sweite
Komnutant gebildet wirdo

Beispiel 14:5. Ee seien T g5 Tg EY{¥) swei miteinander
vertauschbare Opsratoren. Do mit 40 = = {T,.Tn{ stets
40" P {'1‘1} U {Taj gilt, erhalten wir ﬂ.tr beliebige
fea (Tg) und ge H(®,) sofort £(7,), g(Ty)E€ w2
(vg:L. Bei.spial 14..3), also azoh £(7, ) 8(T5) 6 10 Dexr
Wericbereich der sugshirigen Spektralmaﬂe v, wad /,
liegt denmit ebenfolls in 40, Ausgehend von beliobi.gen
helboffenen Intervallan 11 ,12 E'] 1) wird damn durch

AT, X 1) e -4)1(1:.,) P (1,) (14.7)

sine (§)-stetige und muliiplilkative Intervallfunkiion ge-
ilefert. Dach Beispiecl 4.4 14B8% sich diese mit

L1 3y £ (40 ela Boolesshe Intervellfunksion suf-

fepcon. Vegen Bemerkung 10.5 handelt es sich bel ) sogen
om elne ¢ wadditive Intervellfunkiion, die gemif Satz 10.8
eindentig su einem (§)-stetigen Homomorphismus

S g’(zl—o £ Tortgesetnt werden kenn. Untexr Benuizung
von Belppiel 12.1 erhalien wir einen suf einer &-Algebra er-
kltrten and (§)-ztetigen Homomerphismus ¢ = Aas doxr A
forgsetist. Mit o liegt aleso oin volleiSndiges (vgl. Be-
merkung 13.2) Speictralma8 vor. Di.e Gesamtheil der A, C R,
fiiv die bei belicbigen I, 6 J'' aie Gletchung

2 (ag X T3) = (A0 / H(T,)

erflillt ist (also die dort suftretenden Ausdriicke insbe-
sondere sinnvoll sind), bildet eine :r“) wmfassende ¢ -Algebra
o¢1 in R. Diese & ~Algebra enthili alle Borelachen Mensgen
der reellen Achse. In analoger Welse erkennt men jetzt, daB

die Gesemthelt der A,C R,fiir dls bel beliebigem A €0
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PUaX B = Vla)) Voplay) | (1% 8)

gilt, eine ’]“) unmfessende & -Algebw¥a a2 dargteilf.

Die Mleichung (14.8) is%t sleo fiir bellebige Borel- mobbare
Mengen Agshy € RIR) erfilllé. Demzufolge erhalien wir fip
beliebige Borel- meBbare Fonkiicnen £,g€ 7 (R,R), die mif
Ausnshme einer Monge vom o, ~MeBe bsw. /,-iaBe O besohrénki

sind, die¢ Besliehong

(268 alsy) @0 = foee) a2 fsta) ans | (49

Aus (14.9) Tolgen soford die Gleichungen
Jt,42 =2, wna  f440 =%, . (14.10)

Beigpleloweiae in /8, 8. 201 £f./ wurden derartige Reeultate
firr (unbeschyrinikde) selbsiadjungierie Operatoren angegsben.
Un%cy Bonuds dey zu EL'1 und T, gehirigen Spekiralscharen
58" uaa E?) (vgi. Sets 7 in /B, S. 159/) Wnnen denn
iiber die cnisprechienden Intervallfunkiionen SpekiralmaBe

J; end /, lkonstrulert werden, wobei 40 jetst als Ver~
einfgung der Werfdebereiche wvon Esﬂ nnd Ef) verausge~
geisi werden kann. Beztiglich des in gleicher Weise ge-
bildsten SpekirelmaBSce ¢ bleiben dann alle Aussagen giiltig.
Die in (14.10) angegsbenen Integrale existleren natiirlich
nicht mehr im Sinne unserer Integraldefinifion. Durch Grene~
fibergeng (vgl./8, S. 150 und s. 189 ££./) ergeven sich jedoch
diese Integraldarsiellungen der unbeschrinkien Opsfatoren

T.l und ‘320
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Tanon zur Dissertationaschrift

" Eine teilweise geordnete Halbatruktur als Aunsgangspunkt
zur Entwicklung einer Anslysis " s,

vorgelaegt von Diplommathenatiker Klaus Markwardt

Awra Ve e A . e

Auzgehend von der d' “¢ch L. Berg verdffentlichten Lvhandlung
“Analysis in gesordneuen; kommutativen Halbgruppen mit Null-
elument" entisfand die vorliegende Arbeit, wobei im Zuge
einer modifizierten und detallierteren .Ausarbsitung die Be-
schrénkung auf aupgewdhl e Problemkreise erforderlich wurde.
Die Zielstellung besteht in einer Verallgeueinerung von ge-
wigsen Grundlagen der (klassischen) Analysis. Dabei bleibt
trotz des erhdhien Abatraktlansgradea der slementara Charak-
tor weitgehend erhalten.

Hit des I~Reum wird hier eime Struktur vorgelegt, aum der
¢olche fUr die fnalysis wichtigen Strukburen, wie der
(teilweise) geordne’s Vekiorraum, der positve Kegel des
Rleazachen Raumeg, aur Boolssche Ring und &ie Boolesche Al-
gibra durch enmitielbare Spesialisierung hervorgehen. Der
ul 4+ 00 und -~£LO0 erweiterte Bereich der reellem Zahlen,
grandlegende Mengenayeteme und Funktionenrivme sowie der
durch 8. Brehmev elngefihrte homogens (pesitive) C-Terband
leasen wich preblemlos als spezielle I-Riume deuten. Die
Strukburuntersiuchung des LeRaumes zestattet eine simnvolle
Auslegung bezligllch der verschisdenen Spezislfidlle. Der
I-Raum ist insbesondere 2o bescheffen, daB seine Dedekind-
vervollsténdigung schnell als eine entsprechende Struksue
erkannbar ist. Yurch unmittelbare Bpezizalisierung gewinnt
zen daraus dle Dsdekindvervollsténdigung der Boolesehen Al-
gebra und die dus archimedisch geordneten Fékboiraumesn

Aus dew im I=Reum eingefiihrten U-Bonvergens gehen z.B. dia
mepgenalgebraigche, die punktweige und dis gleichmiERiEe
Konvergenz sowis allgemeinere in Booleschen Algebren und
Rieszschen Rinmon erklirte Konvergenzbegriffe hervor. Der
Zusammenhang mil der Konvergenz in einem psendou £»i: 1en
Reum wird kurz iereusgearbeitet. Bis hie» mind die Betrach-
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tungen so zuginglich, daf men sie an den Anfang einer Ana-
lysis stellen komnte. Die felgenden Untersuchungen besiiglich
einer allgemsinen Maf- und Integrationstheorie gehen mehr
in die Tiefe., Wesentlich fiir die PFortsetzungz damit zusam-
menhéngender “Funkiionale" wird die hier eingefiihrte
€~Regularitét, mit deren Hilfe sich epsilontische Schiuf-
weigen iibertragen lagsen., Wenn gewisse ?ollstﬁndigkeitsbam
dingungen erfillt sind und der Billdberveich in einem ¢-re-
guldren IL-Raum liegt, denn kOnnen Fordsetzungen mit erfor-
deriichen Abgeschlomsenheitseigenschelften konstrulert
werden, Die Begriffe Inhalt und MaB wurden so welt gefaBi,
dafl neben der iiblichen Deutung such bestimmte im positiven
Eagel des Rieszschen Reumes erkldrite vnd mit einem elige-
meinen Integralbegriff zuscmmenhingende “Fuankiionale™ als
Bpezialféillie ausgelegt werden kinnen. Mit dexr Einschrinkung
des Iebesgueschen Integrals auf die Gesamthelt der nichi-
negativen integrierbaren Punktionen liegt beispielsweiss
ein deravtiges Maf vor. Emtsprechende weitere Veralligemeil-
nerungen gestatten anuf einheitlicher Grundlege die veonein-
ander unabhéngige Forisetzung von MaBlen und Integralen. Fin
derartiges Anliegen wurde in einer 1979 durch S. Brehmer
verdffentliichten Arbeit bereits realisiert. Wesentlichs
Grundbegeiffe, wie Inhalf, MaB, #uBerer Inhalt und HuBeres
MeB sind doxt jedoch anders definiert. Die Konstruktion des
ZuBeren MaBes wird bel mir etwas aufwendiger. Sie ist auch
an stirkere algebraische Yoraussetizungen gebunden, gestattet
Jedoch sowohl mit einer schwicheren Vollsténdigkeits- alg
euch einer schwicheren Regulavititsbedingung zu arbeiten.
Dies wird zZ.B. mit dem Riesmschen Raum der in liblicher
Weise identifizisrten lLebesgue- intsgrierbaren Funkilonen
(als Bildbereich) belegb. AuBerdem besitzt des ZuBere Mab
hier eine Abgeschlossenheitseigenschaft, die sine effekbtive
FNubzung im Hinblick euf eine abgewandelte MeBbsrkeibadefi-
nition mbglich macht. Damit kemn z.B. die Fortsetzung
Boolescher Homomorphismen, die mit den SpektralmaBen zu-
sammenhdngen, direkt einbezogen werden. Auf dis Nutzung
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ellgemeinar topologischer Untersuchungsmethoden wurde wie
bel S. Brebmer vollsténdig verzichtel; um sligig und in
ibergichtlicher Weise zu weséntlilichen Resulitaten zu gelangen.
Die hier sngestellten Betrachtungen beziiglich einer abstmalk-
ten MaB- und Integretlonstheoris stellen natiirlich keinen
Entwurf fiir eine Grumdlepenvoriesung dar. Im Vergleich szu
entsprechenden sicherlich tiefliegenden Avbeiten veon

K. Matthes und E. J. McBhene, wo e8 ebenfalls um die Fort-
setzung von "Funkbtionalen®” mit {tellweise) geordnetiem Bild-
bareich gehii, kann jedoch wvon einem leicht zuginglichen
Zonsirnkiionsprinzip gesprochen werden, Dabeil kdnnen z.B.
wesentiiche dureh K. Matithes, E. J. McSheme, D. 4. Viadimi~-
rov und B. 8. Vulioh betrachietie “"regulire™ Strukiuren als
Bperialfélle einbezogen werden. Im letzten Abschnitt geht

eg um die Anwendung suf die Theorie der SpektralmsBe und
Spekiralintegrala.
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