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Vorwort

Im Rahmen der II. Rostocker Universitdtstage fand vom
18, = 241, Mai 1977 an der Wilhelm-Pieck-Universitédt Rostock
eine Arbeitstagung mit internationaler Beteiligung zum Thema
" Nichtlineare irreversible Prozesse und spontane Struktur-—
bildung " statt. Es wurden insgesamt 28 Vortrige zu den
Schwerpunikten

~ Thermodynamik irreversibler Prozesse

- Theorie nichtlinearer physikalischer Prozesse

- Theorie nichtlinearer chemischer Reaktionen

- Spezielle Modelle der biologischen Selbstorganisation

gehalten,

Aus dem breiten Spektrum der auf der Tagung behandelten
Problematik wird in diesem Heft ein bestimmter Ausschnitt
vorgelegt, der der stochastischen Theorie gewidmet ist.
Bekanntlich ist in den letzten Jahren das Studium stochasti-
scher Modelle zu einem der Schwerpunkte der Theorie nicht-
linearer irreversibler Prozesse geworden., Im vorliegenden
Heft werden einige aktuells Fragen der stochastischen Theorie
behandelt. Die letzten beiden Beitrdge haben der Tagung nur
in schriftlicher Form vorgelegen, sie konnten aus Zeitgrinden
nicht mehr gehalten werden.

Frau M. Thimlitz sei herzlich gedankt fiir das sorgféltige
Schreiben des Manuskriptes und Herrn Dipl.Fhys. H.Engel-
Herbert filr die Unterstiltzung bei der Redaktion dieses Heftes.

Prof. Dr. W. Ebeling
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G. Kelbg u., P. Jakubowski
100 Jahre statische Entropis.

1. Einleitung, , -4 ¥ 7%

Yor 100 Jahren vertffentlichte Iudwig Eduard Boltzmann (1844-
1906) zwei Arbeiten, in denen er auf enge Beziehung des II.
Hauptsatzes der Wiarmelehre mit Aussagen der Wahrscheinlich-—
keitstheorie hinwies, Sie bildeten einen gewissen Abschluf
seiner seit 1866 durchgefilhrten Untersuchungen zur mechani-
schen Wirmetheorie und leiteten gleichzeitig eins Zeit der
stdndigen Entwicklung und PrHszisierung seines 1877 ausgefilhr-
ten Grundgedankens der statistischen Begriindung des zwelten
Hauptsatzes ein.Grofe Bedesutung, wenn auch nicht gleich in den
Jahren nach seinsm Erscheinen, erlangte das vor 75 Jahren 1902
erschisnene Werk von Josiah Willard Gibbs, (1839-1903),
"Elementary Principles of statistical Mechanics " fir die Ver-
breitung der Gedanken der statistisochen Mschanik, Dieser
Wissenschaftszwelg erhielt nach dem groflen Gelehrten seinen
Namen und wird als Gibbsache Statistilk bezeichnet.

Zur Erarbeitung der Prinzipien der statistischen Mechanik
trugen viele Wissenschaftler bei, Durch das Wirken einzelner
konnten tiefe Einsichten in wichtige Zusammenhinge gewonnen
werden, Im Sinne dieses Bezuges wirdigen wir unsere Jahrea-
tage gewichtiger historisoher Ereignisse und das Werk grofer
Wissenschaftler. Es sei in diesem Zusammenhang auf den 250.
Todestag Isaac Newton's verwiesen. Wichtig fiir das Verstind-
nis der um 1877 einsetzenden Entwicklung der statistischen
Mechanik ist die Kenntnis der klassischen Wérmetheoris,der
Newtonschen Mechanik und der kinetischen Theorie bis zu diesem
Zeitpunkt,

2., EKinetische Gastheorie und phasnomsnologische Thermody -
namilk,

Die kinetische Gastheorie ist eng verbunden mit der Vorstel=-

lung einer wie auch immer gearteten atomistischen Struktur

der Materie. Die stete Bewegung der Teilohen in einem Viel-



tellchensystem und nur diese findet in der WHrme ihren Nieder-
schlag, Diese Auffassung findet sich schon unter anderem in
den Vorstellungen des mittelalterlichen Naturphilosophen Roger
Bacon (1214-1294) oder in den Ideen des Pierre (rassendi (1592~
1655). Doch konnte sich diese Vorstellung gegenliber der Wirme-
stofftheorie bis in das frilhe 19,Jahrhundert nicht durchsetszen.
Die Theorie des Warmestoffes wurde besonders in Frankreich von
Laplace (1749~1827) und Poisson (1781-1840) gepflegt und be-
grindete eine gewisse Vormachtstellung in der Theorie der Wirme,
Diese ging in den 30-iger Jahren des 19,Jahrhunderts bald zu
Ende, Sadi Cornot (1796-1832) versuchte schon als letzter be—
deutender Vertreter dieser Theorie die Berechnung der Aquiva-
lenz von Wirme und mechanischer Energie. Doch der Hauptgrund
war die Wiederbelebung der Gedanken der kinetischen Energile.

Die ersten Ansitze einer mathematisch-kinetischen Theorie
stammen von Daniel Bernoulli (1700-1782), einem Vertreter
dieser beriihmten Gelehrtenfamilie., Es handelt sich um das
Billard-Kugel-Modell (1738). Weitere Impulse erhislt die kine—
tische Theorie durch John Herapath (1790-1868) und John James
Waterstone (1811-1883),wobei ihren Arbeiten die Gffentliche
Anerkennung versagt blieb, Erst die Schriften von James Pres—
cott Joule (1818-1889), aber insbesonders die 1856 erschienene
Schriftzaes Berliner Realschulprofessors August Karl Kronig
(1822~1879) ©ffneten den schwierigen Weg der Anerkennung der
kinetischen Theorie.

Einen wesentlichen Fortschritt erbrachtendie Arbeiten von
Rudolf Emanuel Clausius (1822-1888) und James Cleri Maxwell
(1831-1879). Die Einfilhrung der mittleren freien Wegldnge "
durch Clausius im Jahre 1857 3 und der"Stosszahl" bildeten
den Abschlufl der elementaren kinetischen Theorie, wobei der
von Maxwell auf der Urundlage dieses Apparates getroffenen
Aussage von der Unabhingigkeit der Viskositédt verdilnnter Gase
von der Dichte entscheidende Bedeutung zukommt,

Die elementare kinstische Theorie mit der mittleren freien
Wegldnge war in der Lage, die Grofenordnung der Transportkoef-—
fizlenten und deren Abhdngigkeit von der Dichte vorauszusagen,
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jedoch gab es Probleme bel der Thermodiffusion und der spezi-
fischen Wirme. Maxwell 1isf diese Zweifel in seiner 1860%27)
erschienenen Arbeit anklingen und ging in die Kritik des Kon-
zepts der mittleren freien Weglinge, dem wesentlich immanent
vor, daf sich alle Teilchen mit gleicher Geschwindigkeit be—
wegen, Seins 1860 verdffentlichte Idee von der Geschwindig-
kedtsverteilung £ (7 ) d ¥ stellte seine produktive Alterna-
tive dar, die einen zentralen Begriff der strengen kinetischen
Theorie schuf und eine Grundlage der statistischen Mechanilk
legte.

Maxwells Herleitung seines Geschwindigkeitsverteilungsgesetzes
war kein strenger Beweis, weil sie die Unabhiingigkeit der
Wahrscheinlichkeitsverteilung einer jeden Geschwindigkeits—
komponente implizierte

(8 d7 - {of) [ w)dodmydn

Maxwell selbst hat die Schwiche seines Beweises erkannt und
spiter 1868 eine zweite Ableitung gegeben, die von Boltzmann
1872 aufgegriffen wurde. Wesentlich gur Begriindung trugen
dann die Arbeiten Boltzmann's (1844-1906 ) bei.

Die Thermodynamilk ist ein Beispiel einer (iberviegend empiri-
schen Theorie, in deren Entwicklung und Systematislerung
einige grundlegende Ausgangssiitze und Grundbegriffe gewonnen
werden, die der Erkldrung der Tatsachen dienen.

In der Newton'schen Mechanik vollzog sich zu Beginn des 19.
Jahrhunderts die begriffliche Klirung von Kraft und Energle
und die Tendenz einer einheitlichen Fachsprache verstdrkte
sich, 1807 verwandte Th, Young (1773-1829) das Wort ! energy ',
jedoch nur fir die kiggt}gche Energie an. W.J.M,Hankine
(1820-1872) unterschied als erster zwischen potentieller und
kinetischer Energie und gusammen mit W. Thomson (Lord Kelvin
1824-1907) wurden diese Begriffe auf die Wermelehre angswandt,.
Die grofie Dedeutung der eimheitlichen Auffassung von physika-
1ichem Inhalt und Bezeichnung demonstrierte die 1865 einge-
fiihrte, bewulit von Clausius an dem Begriff der Inergie
orientierte Entropie als ein Maf filr die Nichtumkehrbarkesit
irreversibler lrozesse. Nachdem um 1848 das allgemeine Ener-

S €l !&,fr..-.' R "[1:‘ '.'/'r-r' dn ‘:-\"( f ey ‘:j r’
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gleprineip anerkannt war, das mit den Namen R.Mayer (1814-1879)
H,v.Helmholtz (1821-1854), J.P.Joule (1818-18889), L.A.Colding
(1815-1888), E,H,Holtzmann (1811~4365) u.a, verknipft ist,
erkannten unter anderem W, Thomson, jedoch insbesondere R.
Clausius bei der Untersuchung Cornot'scher Kreisprozesse
(1824), dad dieser spiters I. Hauptsatz der Warmelehre nicht
gur Erkldrung aller Vorginge ausreicht, die in der Wirmelehre
betrachtet werden. Die irreversiblen Vorginge konnten nur
mittels geeigneter Hilfsvorstellungen in die Theorie des
Kreisprozesses eingebaut werden, um deren Nichtumkehrbarkeit
wiederzugeben, als deren Mag ja die Entropie eingefiihrt wurde.
Der 1I. Hauptsatz wurde formuliert, und nach Clausius lautet
er: Es kann nie Wérme aus einem kdlteren in einen wirmeren
Kdrper tlbergehen, wenn nicht gleiohzeitiz sine andere damit
gusammenhingende Anderung eintritt," Hine weitere Formilie -
rung beinhaltet die Bedingung des Anwachsens der Entropie in
abgeschlossenen Systemen,

3. Boltzmann und die statistische Mechanik,

Die statistische Mechanik erfiillt als Theorias sowohl eine
exiplikative als auch sine prognostische Funktion., Sie muf in
der Lage sein, sowohl die Sachverhalte dor;phaanomenologischen
Thermodynamik zu erschliefien als auch neue, bis dahin unbe-
kannte Sachverhalte ihres Objektbereiches zu erkléren, Einen
wichtigen Beitrag bei der Profilierung der statistischen
Mechanik gu einer physikalischen Theorie stellen die ibex

130 Arbeiten Boltzmanns sur Wirmelehre dar, anhand derer der
Verlauf der Diskussionen und der Jewellige Erkenntnisstand in
diesem Beitrag verfolgt werden soll, wobei auf die Einflilsse
und die Beitrige anderer Gelehrter eingegangen wird, Ubrigens
wies Boltzmann des Sfteren auf dies genannten Funktionen dieser
Theorie hin, Der 1844 als Sohn einss kaiserlichen Steuerbeam-—
ten geborene Boltezmann trat 1866 mit seiner Verdffentlichung
" Uber die mevhanische Begriindung des zwelten Hauptsatzes der
Wirmelehre®(W I) in die Diskussion Uber die Wirmelehre ein,
Welohe Ausgangspunkte boten sioch zu disser Zeit flir eine
prfolgreiche LBsung der Problems der Warmelehre an und welohe

40



waren notwendig?

1. Der mechanischen Wirmetheorie gelang es, ihre
Grundaussagen und Grundbegriffe zu formulieren.

2. Die kinetische Theorie hatts einen Aufschwung
genommen,

3. Die klassisphe Mechanik erreichte ihre Vollendung
durch die Arbeiten von I, Euler, W.R,Hamilton,M.H.
V.dacobi U.a,..

4, FPEs existierten mathematische Theorien, wie Wahr-
scheinlichkelits-und Varlationsrechnung, die Theorie
der Integrodifferentialgleichungen usw..
(Boltzmann hatte unter anderem zwel Lehrstilhle fir
Mathematik inne),

5. Eng verbunden mit der Kenntnis der Mechanik waren
bestimmte erkenntnistheoretische und naturphiloso-
phische Fositionen.

Schon frilh erkannte Boltzmann die Bedeutung der Maxwellschen
Geschwindigkeitsverteilung, 1868 verallgemeinerte Boltzmann
die Maxwell'sche Verteilungsfunktion unter Einbeziehung
Huflerer Kréfte und wandte als erster die won J,Liouville (1838)
aufgestellte Glelchung seines Namens auf die Statistik an,
Diese Gleichung spielte aine bedeutende Rolle bei der Auf-
stellung der Boltzmann'schen Gleichung. Nach 1868 beschiftigte
sich Boltzmann 2.T7. mit der Wahrscheinlichkeitsrechnung und
1871 beginnt eine neue Serie fundamentaler Arbeiten. Er be-
grindet die Theorie des Zeitensembles und stellt die Ergoden-—
theorie auf, in dem er das Zeitmittel gleich dem Fhasenmittel
setzt, Er geht folgendermafien vor:

1., Er definiert eine Funktion f(:‘,I pree sty V. 49 e )difl...dﬁ
a0 e d% ypdie die Anzahl der Atome zwischen den Orts-
intervallen r1 und r1 + dr1, voe und den Geschwindig-

keitsintervallen va und v1 + dv1,... angibt.

2. Es erfolgt die Definition des Zeitmittels

1



3. Er fiuhrt das FPhasenmittel ein
— 1 — -
X = — S}Cf dr1... va (3)

Die Ergodenhypothese lautet X = g ]

In einer weitersn Arbeit WII,S.164), die auch J.W.Gibbs(1839-
1903) in seinem 1902 erschisnenen Werk zitiert, legt er die
Grundlagen der durch P. Ehrenfest (1BB0- 1933) benannten
{u—ﬁaum-ﬁtatistik und begriindet die Theorie der mikrokanoni-
gohen Gesamtheit, Es werden alle mit den mikroskopischen Be-
dingungen vertrdglichen Mikrozusténde, die die gleiche a
priorl Wahrscheinlichkelt besitzen, abgezihlt, Und es wird
nicht mehr die Auferithaltswahrscheinlichkeit eines Teilchens
verfolgt. Auf diesen neuen Aspekt kommt Boltzmann wiederholt
zgu gprechen, Auferdem weist Boltzmann auf die Berechnung
einer Grife hin - Disgregation -, die auf der Grundlage der
Maxwell 'schen Verteilungsfunktion berechnet wurde und bis auf
sinen konstanten Faktor und eine Additionskonstante mit der
Entropie {bereinstimmt und die Aussagen des II. Hauptsatzes
zu reproduzieren vermag. Diese Definition ist auch unter der
Bezeichnung III. Gibb'sche Entropiedefinition bekannt geworden.

BEs deutet sich hier schon das Verstdndnis Boltzmenns fiir den
Wahrscheinlichkeitscharakter des II. Hauptsatzes an, wobei
dies noch durch seine einleitenden Worte zu seiner bedeutenden
Arbeit aus dem Jahre 1972 " Weitere Studien Ulber des Wirme—
gleichgewicht.unter Gasmolekiilen C/11316) pociu it wira, Nache
dem er das Anlisgen der Gaskinetik formuliert und darauf hin-
weist, dad die ZustandsgriBen Durchschnittswerte verktrpern,
fihrt er fort: " Die Bestimmung von Durchschnittswerten ist
Aufgabe der Wahrscheinlichkeitsrechnung. Die Probleme der
Wirmetheorie sind daher Frobleme der Wahrscheinlichkeitsrech—
nung, Will man daher nicht blof beiléufig Werte der in der
Gestheoris vorkommendsn Grifen mitmafen, sondern eine exalcte
Theorie derselben in Angriff nehmsn, so muf vor allem die
Wahrscheinlichkeit der verschiedenen Zustdnde bestimmt werden'.

Weiter verfolgt er das Grundkonzept jeder strengen kinetischen

12



Theorie, indem er als zentrale Begriffe die Verteilungsfunk-
tion und die sie bestimmende Differentialgleichung prigte und
geine bedeutende, nach ihm benannte nichtlineare StoBgleichung
entwickelte, dabei wiles er auf eine gewilsse Anslogie zu den
von Maxzwell aufgesstellten Transportglaichungen103 hin, Auf
diese Aquivalenz weisen spdter unter anderem M, Harzfelds)

und S,G,Brush %) hin, Deshalb spricht man nach der Losung
der Boltzmanngleichung durch D, Enskog (1864-4947)5) und der
Maxwell'schen Transportgleiohung durch S,Chapman (1880~1970)
auch von der Maxwell-Boltzmann-Enskog-Chapman -Theorie von
Gasen geringer Dichte, Ausftlhrliche Literatur findet man in
dem von F.Cohen und W,Thirring herausgegebenen Band " The
Boltzmann Equation ".7) J.Hehraa bemerkt in diesem Zusammen-—
hang, daf zu dem Boltzmann'schen! Stofzahlansatz " kein Psndant
in den Theorien der anderen Begriinder der statistischen Mecha-
nik existiert, Als entscheidende Annahme geht beidl Stopzahlen-
gsatz " die Voraussetzung der molekulsren Unordrnung ein, wie
auch Boltzmann in seiner Auseinandersetzung mit Burbury

betont und die Jeansg mathematisch formulierte.

Boltzmann beweist mit dieser Gleichung erneut die GUltigkeit
der Maxwell-Boltzmann'schen Geschwindigkeitsvertellung, mit
der sich auch M.A, Lorentz in vielen Arbeiten auseinander -
setzte, Weiterhin ist wesentlich an dieser Arbeit, dad in ihr
das H-Theorem aufgestellt wurde. Boltzmann nannte diese GriQe
hier noch E, wobei es interessant ist zu vermerken, dal er
zundchst die Definition

E-If[lagf-dd.x ()
angibt, dann zu der bekannten Form
HaB =J[1’ log £]dx (5)

zurilckkehrt.

Es wird das seitliche Verhalten und die Additivitht dieser
Funktion untersucht, wobei sich eine offensichtliche Beziehung
zur Entropie ergibt, falls bestimmte wahrscheinlichkeitstheo-
retische Parameter mit thermodynamischen Zustandsgrifsn iden—
tifiziert werden.

In all diesen Problemen tauchte die Frage des Gleichgewichtes



auf. In der makroskopischen Thermodynamilt wird das Gleichge—
wicht als Endeustand definiert, dem ein sich selbst ilberlasse—
nes, d.h. abgeschlossenes System zustrebt. Da die atomistische
Definition des Gleichgewichtes mit dem malroskopischen Konzept
konsistent sein muB, kam er 1868 zu folgender Definition, dal
dis Gleichgewichtseigenschaften eines Systems die {lber eine
unendlich lange Zelt gebildeten Mittelwertas der betreffenden
Eigenschaften darstellen. Diese Definitdon 15st nooch lange
nicht die Frage, wie diesé Mittelwesrte statistisch gebildet
werden, Boltzmann wandte das Konzept der Ergodenhypothese an
und kam 1877 2u der erginienden Definition, daB das System
dem wahrscheinlichen Zustande zustrebe, was den Gebrauch der
Maxwell'schen Verteilungsfunktion implizierte,

In der Arbeit von Boltzmann sus dem Johre 1872 findet sich
noch eine interessante mathematische Ableitung, Er fliihrte,
angeregt durch Arbeiten von J,L, legrange, I.Stefan, seinem
Lehrer, Beez und B. Riemann, diskrete Energien ein, um seine
mathematischen Untersuchungen anschaulicher oy gestalten,Bei
der Ableitung des Stefan-Boltzmann'schen Gesetzes ging er
analog vor, Diese Arbelten beeinflufiten M. Planck, wie viele
Rutoren (z.B. Eund,1°) HEerﬂlde))nachwiesen, bed der Auf-
stellung seiner Strahlungsformel,

Jedoch nicht alle FPhysiker, insbesondere die kontinentalen,
folgten den Boltzmann'schen Auffassuncen der mechanischen
Begriindung der Thermodynamik, Im Gegenteil, eine breite Oppo—
sition begannu sich herauszubilden. Auch van der Waals Junior
wies in spdteren Jahren (1903)1c auf das MiGverstdndnis und
die Ablehnung der Boltzmann'schen Ideen hin, Nicht nur Boltz—
mann erkannte aus der Diskussion um die machanische Begriindung
des II. Hauptsatzes, die bis Mitte der 60=-iger Jahre des vori-
gen Jahrhunderts gefilhrt wurde , dai dieser sioh nicht nur
auf die dynmamischen Prinzipien der llolelularbewegung reduzie—
ren 1HBt. Auch eins Relhe waitsrer Gelehrier srkannte die Not-
wendigkeit, die Wahrsuha1nlichkeitsraohnung einzubeziehen. Da
wikre der im Jahre 18714/ eingeftnrte und von Maxwell mit
Thomson und Tait diskutierte " Maxwell'sche Dimon " zu nennen.
Zu erwidhnen sind weiterhin eine 41874 urﬁchienengs) Arbeit von

14



Thomson {iber Energiedissipation und Irreversibilitdt und die
Auflerungen O1ibb's aus den 70-iger Jahren: "™ The impossibility
of an incompensated decrease of entropy seems to be reduced
to an improbability" WIII’S'574), des weiteren Arbeiten von

C, O,Meyer aus Breslau, einem der deutschsprachigen Zentren der
kinetischen Theorie und bestimmte AuBerungen Helmholtzens
tiber den lbergang geordneter Bswegung in ungeordnete., Jedoch
Boltzmann gelang es, ein gquantitatives Mal zu geben, das nicht
nur die Tatsache der Thermodynamik erklirte, sondern darfiber
hinaus Entscheidendes leisteta,

Eine relative Geschlossenheit und eindeutige Formulierung des
statistischen Charakters der Entropis finden wir in seinen vor
4100 Jahren erschienenen Arbeiten. In seiner eraten Arbeit

% Bemerkungen (lber einige Probleme der mechanischen Wirme-
theorie "1135:118) 4igiutiert er Loschmidts Einwand und be-
merkt seine Wichtigkeit " well er zeigt, wie innig der zweite
Hauptsatz mit der Wahrascheinlichkeitsreochnung in Verbindung
steht, wihrend der erste von ihr gang unabhingig ist. In allen
Fdllen, wo der Ausdruck

g,da
-

negativ sein kamn, sind auch einzelne sehr unwahrscheinliche
Anfangsbedingungen mdglich, bel denen er spdter positiv ist,
und der Beweis, dal er fast immer negativ sein wird, kann nur
durch die Wahrscheinlichkeitsrechnung gefilhrt werden ",

In seiner zweiten Arbeit"ber die Beziehung szwischen dem
gweiten Hauptsatz der mechanischen Wdrmetheorie und der Wahr-
scheinliochkeitsrec respektive den Sitzen {lber das Wirme-—
gleiongewiohtt VII35:164) oupt or oin Permitabilitétsmas

o [N nj‘f(x,r,a,u,v,w}ln £(Xy¥58,u,v,w)dxdyds -dnd'rlh(é)

ein und setzt dieses bis auf einen konstanten Faktor und einer
Konstante gleich der Entropie, Disser konstante Faktor, der
allgemein als Boltzmannfaktor bekannt geworden ist, wurde
gahlenmifig 1699 von M, Planck '2) und 1901'*)von A, Binstein
angegeben, wobei M, Flanok folgende Formel aufschrieb
S=kln W (7

L)



die in den Sockel des Boltzmannschen Grabes in Wien einge-

meifelt wurde,

In Formel (6) wurde die Einteilchenverteilungsfunktion zur

Definition der Entropie verwandt, M, Planck sagt iber Boltamann:
| ® Unter allen Physikern der damaligen Zeit war Iudwig Boltz—

mann der;aniga, der den Sinn der Entropie am tiefsten erfalt
| hat " « A, Sommerfeld hebt hervor: " Niemand, auch nicht
Maxwell und Gibbs,hat so tief Uber die Naturvorginge und ihre
wahrscheinlichkeitstheoretische Begriindung nachgedacht wie
Boltzmann", M,v,Laue nannte den von Boltzmann herausgearbeita-
ten Zusammenhang swischen Entropie und Wahrscheinlichkeit
einen " der tiefsten Gedanken der ganzen Physik "15).

4, Entwicklung nach 1877

Die durch Boltzmann auch quantitativ dargelegte statistische
Interpretation des zweiten Hauptsatzes der Thermodynamilc fand
nicht bedi allen Physikern Anklang, insbesondare gab es in
Deutschland verschiedenartige Einwinde. s sei hier nur auf
die Kontraverse mit der sich etabliersnden Energetik, die erst
mit dem Tode ihrer Vertretar ausstarb, hingewiesen. Darum galt
es: Den inneren Aufbau der statistischen Mechanik zu vervolle
kommnen, die Analyse ihrer Axiomatik durchzuftihren und den
Unterschied in der Theorie zwischen ihren Gesetzesaussagen und
ihrer Methode zu kldren, wobei es Gibbs 1902 gelang, insbeson-
dere die Methoden in seinem schon zitierten Buch priagnant zu
formuliersn, indem er die Ensemblethsorie ausarbeitete, Des -
welteren multe in praktischen Rechnungen fiip bestimmte physi-
kalische Saochverhalte die der statistischen Machanik inne—
wohnenden Muglichkeiten aufgezeigt werden,

Im Blickfeld der Arbeit standen das H~Theorem und die Ergoden-
hypothese. Als wesentlich erwiesen sich dep durch Loschmidt
formlisrts Umkehreinwand und der Poincaré-Zermelosche Wieder—
kehreinwand, Die positiven Behauptungen der beiden Einwinde
fUhren, wie Boltzmann schon zeigte und T,ung P,Ehrenfest und
v. Smoluchewskl prézisierten, nicht zy elnem Widerspruch zu
dem zweiten Hauptsatz, sondern zy einem tieferen Verstdndnis
und zeigen die Grenzen des statistischen Konzeptes auf.
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Die Diskussion um die Ergodenhypothese wurde von Ehrenfest
durch die Quasiergodenhypothese bersichert, Wiohtige Bei-
trége stellten die Arbeiten von Rosenthal,Planscherl und
Fermis Versuch der sogenannten " kanonisch normalen Systems "
dar. Von Neumann und Bischof bewiesen die Aquivalenz von Zeit
upd Phasenmittel ohne die Quasiergodenhypothese unter. sehr
allgemeinen Annahmen, Der dem klassische Neumann-Birkhoffschen
Ergodentheorem entsprechende quantenstatistische Satz wurde
zuerst von Neumann abgeleitet. Interesse verdient die Tolman'
sche Verallgemeinerung des H-Theorems unter Benutzung der
schon von F. Ehrenfest verwandten " grofien Dichte M,

Des weiteren gewann das Konzept der Information,das auch
schon von Boltzmann erkannt wurde, eine grofe Bedeutung,
Boltzmann wies bereits darauf hin, dal Entropie mit Informa—
tion zusammenhZngt, die in den Kirpern akkumuliert ist.

Der klare Zusammenhang zwischen Entropie und Information
wurde jedoch erst in neuerer Zeit herausgearbeitet insbesonde-
Te auch durch die Arbeiten von Shannon im Jahre 1948, In die
Physik wurde die Informationstheoris von L.Szillard, C.
Brillouin, G.T.Jaques, Wiener, Hartley u.a, eingefilhrt. Der
Begriff der Wahrscheinlichkeit erhielt einen neuen Aspekt
und dies fithrte zu einer neuen Stufe des Verstdndnisses irre-
versibler Vorginge. Die Anwendung des Informationskonzeptes
in der Thermodynamik unter Heranziehung von Msthoden der
modernen abstrakten Mathematik erfolgte insbesondere von
Ingarden und Mitarbeitern seit 1961, Man spricht heute von
Informationt = Thermodynamil,

Ein weiterer neuer Aspekt, der uns zu weiteren tiefersn Ein-
sichten in den Mechanismuas irreversibler Prozesse filhrt,liegt
im Studium des Mischungscharakters der Zustdnde,

Die Ordnungsstruktur der Zustinde bei der zeitlichen Entwiok_
lung ‘eines physikalischen Systems wurde zuerst von A,Uhlmann
und Lanner (1971) untersucht., Der halbklassische Fall wurde
von anderen Autoren z,B, A,Mead, E.Ruch,F,Schliégl,A.Wehrl
bearbeitet und in Anwendungen weiterentwickelt.

Mit Hilfe des besseren Verstdndnisses von Thermodynamik und
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Atomistik durch die statistische Mechanik konnten die wiohtig-
sten Vorhersagen gemacht werden, Standen in den ersten Jahren
die Reproduktion der thermodynamischen Eigenschaften idealer
Systeme im Vordergrund, so ging man mehr und mehr gur Berech-
nung der thermodynamischen Fotentiale realer Systeme (iber.
Heftige Diskussioen gwischen Boltzmarm und Flanck ldste die
Anwendung des statistischen Konzepts auf Strahlungsvorginge ms
Zwischen diesen beiden Gelehrten gab es such Divergenzen in
der Stellung zur Atomistilk, Und hier lag auch der kritische
Punkt in der Auseinandersetzung zwischen den Anhingern der
statistischen Machanik und ihren Gegnern, da die Entwioklung
der statischen Anschauung in der Anfangsphase besonders stark
an die atomistische Strukturierung der Stoffe gebunden war.
Filr die Chemie geh®rte die Atomistik Ende des 19.Jahrhunderts
gu lhren gesicherten theorstisoch en Voraussetzungen. Doch
unter den FPhysiicern, darunter besonders unter den deutschen,
galt die Atomhypothese mehr als heuristisches Prinzip denn

als reale physikalische Theorie, oder sis wurde rundweg abge-
lehnt, da auch srkenntnistheoretische Ertrterungen die Dis-
kussionen (berschatteten, So gab es Ende des 19, Jahrhunderts
gewisse krisenhafte Anzeichen in der Entwicklung der statisti-
sohen Mechanik,

So kam der Deutung der Brown'schen Bewegung in den Jahren nach
4900 auf der Grundlage der auf den Ideen von Boltzmanp und
Gibbs basierenden, von J. Perrin empirisch, ven A,Einstein
und M.v. Smoluchowski theoretisch begriindeten Theorie der
thermodynamischen Schwankungen entscheldends Bedeutung zu,

Das statistische Konsept erlaubte Aussapen, zu denen der II.
Hauptsatz der phaenomenologischen Thermodynamik nicht Stellung
nehmen konnte, Insbesondere galt es, wis auch Boltzmann be-
tonts, die Anwendung des 1I. Hauptsatzes auf makroskopische
und mikroskopische Bereiche im Lichte der statistischen Me—
chanik neu zu durchdenken, Bekannt ist dis Boltzmann'sche
kosmische Fluktuationstheorie , der Tolmam: in seinem Buch17)
Bewunderung zollt und mit der sich auch Treder aussinander—
setat., Intereesant wire eine Diskussion der Boltzmannschen
Gedanken Uber die Rolle der Entropie flir biologische S,\mtam“)
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und der Bedeutung von " Entropiequellen " fUr das Nichtgleich-
gewicht,

5. ©Schlufbemerkungen.

Wir wollen ein Zitat von M. Planck voranstellen:

" Da der zwelte Hauptsatz der Wirmetheorie, ebenso wis der
erste, ein Erfahrungssats ist, so kann man von seinem Beweis
nur insofern reden, als sein gesamter Inhalt sich aus einem
einzigen einfachen Erfahrungssatz von einleuchtender Gewil-—
heit deduszieren l&Btf13)Ea ist ersichtlich, dal die Auseinan-
dersetzung um den II, Hauptsatz nicht nur der physikalischen
Theorie, sondern auch der Erkenntnistheorie Fortschritte
brachte, So markieren 100 Jahre atatische Entropie auch den
Begimder Auseinandersetzung mit dem mechanistischen Welt-—
bild und einer Weiterentwicklung der Naturphilosophie,

Mit erstaunlicher Klarheit erkannte L, Boltzmann den dialek-
tischen Charakter unserer Naturerkenntnis, was in seinsm Ver-
stédndnis des Verhdltnisses von absgluter und relativer Wahr~
heit, von dynamischer und statistischer Gesetzmifligkeit sum
Ausdruck kommt, Wertvolle Gedanken Huflerte er zur Kausalpro=-
blematik, deren Kenntnis zur Kldrung der Streitfragen der
Quantenmechanilk hdtten besitragen ktnnen,

Den statistischen Methoden wurde durch ihre eigene Fortent-
wicklung ihre srfolgreiche Anwendung und die neusre Entwick-
lung der Physik die ihnen entsprechende Badeutung zugemessen,
Auch durch die Diskussion um die Quantenmechmnik gelangte der
Streit um die statistischen Gesetzmifigkeiten in die breiters
Uffentliohkeit. Als legitim wurde die Anwendung disser Mstho-
de zur ModeIlierung und Beschreibung nicht nur naturwissen-
schaftlicher, sondern auch Skonomischer und gesellschaft-—
licher Prozesse anerkannt, obwohl die Diskussion hier noch
weltergeht.

Unsere Erkenntnis 1st historischer Natur und eine ihrer
wichtigsten Eigenschaften ist ihre Entwicklung, Dabel kann

es vorkommen, wie Boltzmann in seinem Vortrag von St.Louis
Uber die Webersche Theorie der elektrischen Fluida bemerkt,
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n daB ein kompliziertes Lehrgebdude zusammenstiirzt und durch
ein neues ersetzt wird, wobei freilich dann die alte Theorie
als Bild fiir ein beschrinktes Erscheinungsgebilet im Rahmen
der neuen in der Regel noch Platz findet ", So zeigt auch
die Geschichte der Physik, " dal gewisse Errungenschaften
doch fir alle Zeiten in der Wissensohaft bleiben werden !,
400 Jahre haben erwiesen, dal das statistische Konzept der
Entropie sich als so bedeutsend srwiesen hat, dall es unbedingt
als bleibende Errungenschaften der Naturwlissenschaff betrach-—
tet werden muiB,

Literatur

W I, W II, W III, L. Boltzmann, Wissenschaftlichs Abhand-
lungen Bd.I, Bd.II und Bd,I1I; Hersg.F.Masenihrl,
Leipzig 1909,

2) K.Kénig, Ann, Pnys.(2),99,315 (1856).

3) R, E,Clausius, Abhandlungen ilber mechanische Wdrmetheorie,
Vieweg, Braunschwelg 1864.

4) The Soientific Papers of J,C,Maxwell, Hrsg.W.D.Niven,
Cambridge 1890.

5) S.G.Brush, Kinetische Theorie, Berlin 1970, WIB.

6) H., Herzfeld, Milller-Pouillets Lehrbuch der Physik,
Bd,11I,2, Braunschwelg 1923.

8) J, Mshra, Physica 79 4,447 (1975)

9) 1. Boltzmann, J,Nabl,Encykl.math.Wiss,, Bd.v,1,$gggzig

410) T.Hund, Geschichte der physikalischen Begriffe

11) J.P, van der Waals Jr., Phys.Z.9,508 (1902-1903),

12) M, Planck, Sitg-Ber.Preuss,Akad.Wiss,440-480 (1899).

43) M. Einstein, Ann, Phys.14,354-362 (1904).

44) M, Planck, Vortrdge und Erinnerungen,Stuttgart 1949,
zitiert nach E.Broda,L,Boltzmann, Berlin 1957.

15) M,v.Laus, Geschichte der Physik, Berlin-West,1959.

46)  P.u.T.Ehrenfest, Enz.math.Wiss.IV, Leipzig 1907,
Pays.Z.8,314(1907).

20



17) R.C, Tolman , The Principles of Statistical Mechanics,
Oxford, 1938.
18) M. Flanck, Thermodynamik, Berlin 1930,87.
19) M.Minster, Handbuch der Physik, Bd.3/2 Springer,
Berlin 1959,

Prof,Dr.sc.nat,.0.Kelbg,Dipl.-Phys, P, Jakubowski
Wilhelm—Pieck-Universitdt Rostock

Sektion Fhysik

DDR- 25 Rostock

Universitdtsplatz 3

M



T

W_.. n.“;_,... s

.'-[_u A8 | J il ey
i g boal

'r 3 |||'T3'h ‘:,‘l ity rl.ﬁl )
hm o o alag A SRy AR A e »
: ?.;.w.m-# M—m- sl R
ﬁ i ||“%‘J— : Mt vl v ke i= o :
‘J | || I hl ] by
J” ‘ p 1ﬂn,|,hlﬁ 3 . .

Al | Ill':_“_ -

ad b

1l Lo
I : Il"l,,"lll,‘.r, 2
_|||I L‘f *‘}1(1_"'|' ad
) I TITRIY o PR

| lll | \r' N AL Ly Xa I piiE 4
I ||-."‘II Bl =i S
11 |||I L Il.n'.t.hl il
L e e
[ i L —
I o4 n
11 D ' _I' ia i
R R S TS
s n i
o _"|||- Ul T Ty -
1 HI "n s [ [ 92
L0 i e o v 4 | o
L SRR by g
(0] |I : ”" - T ki
SR Sl i
|G. %
1) ik
‘l |
*"lr'l |@ L
L ||| I

|||”|" L

ﬂ|l.." II'!I"F-



W. Ebeling, H, BEngel-Herbert

Strukturelle Instabilitdten nichtlinearer
irreversibler Prozesse.

Abstract.

After a short historical survey the concepts of dynamical
systems, dynamical maps, state space and order parameters are
introduced. In the case of deterministio models (unique
dynamical maps) the system of trajectories is described
using the classical concepts of structural instabilities

used in bifurcation theory and in Thom's catastrophe theory
of gradient systems. In the case of stochastic models (non-
unique dynamical maps) a new. concept is introduced which is
based on the consideration of the stationary probability sur-
face over the state space and over the control space of ex-
ternal parameters., The extrema of the probability surface
define the surface of most probable states. Thom's catastrophe
theory is applied to the study of the local behaviour of the
Pprobability surface. Structural instabilities of a stochastioc
system with respect to the stationary distribution are
defined by the degenerate extrema or inflection points of the
probability surface., It is shown that for gradient systems a
structural instability of the probability surface corresponds
exactly to a structural instability of the system of trajec—
tories in the deterministio picture.

1. Einleitung.

Ende des 19. Jahrhunderts sind neben dem Konzept der statisti-
schen Entropie noch zwel weitere grundlegende Konzepte ent—
standen, die auf den franz@siohen Mathematiker und Physiker
Henri Poincaré und den russischen Mathematiker Alexander
Michailowitsch Ljapunov suriickgehen,

Angeregt durch Problemstellungen sus der Himmelsmeohanik
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entwickelte Poincarf in zwel fundamentalen arheiten1), die
1881 und 1882 erschienen sind, die geometrisch-~topologische
Methode der Untersuchung von Integralkurven und begrilndete
damit die qualitative Theorie der Differentialgleichungen.
Einer der emtscheidenden Grundgedanken von Foincaré besteht
darin, die Bewegung eines dynamischen Systems mit Hilfe wvon
Trajektorien in einem Zustandsraum geometrisch zu veranschau-
lichen, Die Gesamtheit der mtglichen Bewegungen definiert eine
Trajektorienschar, deren topologische Struktur wesentliche
Informationen {lber den Typ der Bewegungen des dynamischen
Systems enthdlt.

Etwa 10 Jahre spdter erschien in Charkow das grundlegende
Werk von Ljapunov Uber die Stabilitdt der Bewegungen2),

Das Verdienst, die Bedeutung der Arbeiten von Foincarf und
Ljapunov filr das Studium nichtlinearer Prozmesse erkannt zu
haben, gebihrt zweifellos A.A, Andronov, der z.B. in einer
1929 vertffentlichten Arbeitsj darlegte, wie die durch van der
Pol 1920 entdeckten stationdren selbsterregten Schwingungen
durch den Poincarbschen Begriff des Grenzzyklus beschrieben
werden kiinnen.

Im Jahre 1937 erschienen in Moskau bew. Kiew zwel grundlegende
Monographien von lnnronov/W1tt/Chaik1n4) und Kryluv/Bugoljuhai
in denen mit Methoden der gualitativen Theoris der Differen=—
tialgleichungen grundlegende Aufgaben aus der Theorie nichte-
linearer Schwingungen gelist werden. Eine einheitliche Dar—
stellung verschiedener Instabilitdtserscheinungen unter Nicht-
gleichgewichtsbedingungen, gegeben von P,Glansdoxrff und J,
Prigogine in ihrem 1971 erschienenen Buoch’, belegt die Aktuali-
tit der von Poincar® und Ljapunov entwickelten Methoden fiir
die Theorie nichtlinearer irreversibler Prozesse, Die Autoren
seigen, daB sich in offenen Systemen weitab vom Zustand des
thermodynamischen Gleichgewichts im Ergebnis der Instabilitiét
eines Frosesses gegenllber spontan auftretenden Fluktuationen
eine raum - zeitliche Strukturiertheit herausbilden kann,
Derartige, sogenannte dissipative Strukturen sind von grofer
Bedeutung fir das Versténdnis vielfiéltiger Erscheinungen in
Physik,Biologie und anderen Naturwissensnharten?).
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2, Dynamische Modelle und Ordnungsparameter.

Angenommen, ein System kann zum Zeitpunkt t durch die Grife
x(t) beschrieben werden. Diese Beschreibung heift Zustand,
wenn die Beschreibung x(t+at) zu einem spiteren Zeitpunkt

t+ At durch die Beschreibung x(t) und gewisse Parameter u(t)
bestimmt ist, d.h., wenn eine dynamische Abbildung T existiert
8o, dall

x(t+at) = T (x(t); u (T)y At )y, <TEE+ At (1)

gilt.Die Zustinde x(t) = {x,l(t),...,xf(t)} kdnnen Elemente
eines Vektorraumes oder eines metrischen Raumes sein, Die
Menge der mdglichen Zustande des Systems wird als Zustands -
raum X bezeichnet und die Gesamtheit {X,T} heiBt dynamisches
Modell des betrachteten Systsmaa . Die Parameter u(t) = {u(t),
...,uk(t)} erfassen den Einfluf der Umgebung auf das System

im Sinne von #uferen Einwirkungen oder einer Steuerung. Die
Menge aller u(t) bildet den Kontrollraum C. Die Existenz
einer dynamischen Abbildung T mit den genannten Eigenschaften
und die Mgglichkeit der dynamischen Modellierung sind letzt-
endlich eine Widersplegelung der Kausalitdt im realen Gesche-
hen. Wenn die Abbildung T eindeutig ist, spricht man von
deterministischen Modellen (Systemen) und im Fall nichteindeu-
tiger Abbildungen von stochastischen Modellen (Systemen).
Betrachten wir zundchst den Fall deterministischer Modelle
etwas nidher.
Ein Beispiel: Der Zustand eines Systems von N Massenpunkten
wird durch die Angabe der N verallgemeinerten Koordinaten 4qi
und der entsprechenden Impulse Pi (1 = 134..,N) bestimmt,
Der Zustandsraum des Systems ist der Fhasenraum der klassi-
sohen Mechanik und der Operator T wird fiir wunendlich kleine
At durch die Hamiltongleichungen

w2 S Ll
7"‘7&' f T

bestimmt,
Die Gesamtheit der wihrend der zeitlichen Anderung des



Zustandes durchlaufenen Punkte des Zustandsraumes bilden eine
Trajektorie in X. Auf Grund der vorausgesetzten Eindeutigkeit
von T kann von jedem Punkt des Zustandsraumes nur eine Trajek-
torle ausgehen; dagegen kinnen belisbig viele Trajektorien in
einem Punkt enden, Die geometrische Veranschaulichung aller
m¥glichen Bewegungen serlegt den gesamten Zustandsraum in
Trajektorien.

Yon besonderer Bedeutung bei der Untersuchung der topolo=-
gisohen Struktur der Zerlegung des Zustandsraumes in Trajek-
torien sind ihre geometrischen Grundelemente, bestimmte
Trajektorien speziellen Charakters:

(1) singulére Punkte ( stationdre Zusténde )
(11) Grenszyklen ( periodische Bewegungen)
(11i)Integralmannigfaltigkeiten

Genligt das dynamische Modell den Bedingungen von Smale®), so
ist die Zahl solcher geometrischer Grundelemente endlich und
fast der gesamte Zustandsraum kann in dis Einsugegebiete von
Attraktoren ( stabile stationlire Zustinde, stabile Grenzayk -
len, ...) eingeteilt werden. Jedes Einzugsgebiet besteht aus
der Menge der Trajektorien, die sich den Attraktoren fir

t —» 00 asymptotisch nihern. Die Geometrie dieser Einzugs—
geblete charakterisiert vollstindig das qualitative Verhalten
des Systems.

Ob man im Rahmen der amalytischen Untersuchung des dynamischen
Modells die Gleichung

x(t+ at) = (x(t); u (), at )
1%sen und die Trajektorien berechnen kann, hingt entscheidend
von der Zahl der Freiheitsgrade f des betrachteten Systems,
also von der Dimensionalitit des Zustandsraumes ab, Da in
realen Systemen der Physik und der Bilologie die Zahl der
Freiheitsgrade von der GréBenordmung f ~ 4022 ist, wire es
vollkommen hoffnungslos, die Bewegung dieser Vielzahl einzelner
untereinander weohselwirkender Systemelemente oder Untersys -
teme exakt bestimmen zu wollen. Es grhebt sich die Frage, ob
eine kausale Besohreibung solcher Systeme durch ein dynami -
sohes Modell mit f ¢ 10 Uberhaupt miglich 1st,
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In diesem Zusammenhang ist das Konzept der Ordnungsparamster
von Landau und Haken von grofer Bedeutung. Fllr die meisten
Systeme ist ndmlich charakteristisch, da@ sie sich infolge

des abgestimmten kollektiven Verhaltens der grofien Zahl ihrer
Elemente in einem geordneten Zustand befinden. Dieser (rd -
nungszustand wird durch die Ordnungsparameter beschrieben,
deren Wert im ungeardneten Zustand Null ist und seine maximale
Grife im Zustand grofStmiglicher Ordoung erreicht.Die Ordnungs-
parameter haben zwel wesentliche Eigenschaften:

(1) Sie lenken die Bewegung der Untersysteme fiber eine
mittlere Wechselwirkung mit ihnen und bewirken ihr
kollektlives Verhalten.

(1i) 1Ihre charakteristischen Zeitkonstanten sind viel
griofer als die der Untersysteme, weshalb die Unter-—
systeme den inderungen der Ordnungsparameter”triig—
beitslos " folgen kinnen,

Die Ordmungsparameter werden entweder aus der mikroskopischen
Theorie abgeleitet, wie z.B. in der Hydromechanik, der Theorie
des Ferromagnetismis und der nichtlinearen Optikw s oder
unter Ausnutzung von Symmetriellberlegungen ermittelt, wie =.B.
in der phidnomenologischen Theorie der Pha.aentlbergings” .Lipt
sich das Verhalten der Subsysteme durch Differentialgleichungen
beschreiben, so kinnen die Variablen mit den grtBten Zeltkon-
stanten auf der Grundlage des Theorems von Tichonov bestimmt
werden.

3. Strukturelle Instabilitdten dynamischer Modelle.

Ein dynamisches Modell {X,T} heiSt strukturell stabil,wenn
nach einer hinreichend kleinen Sttrung J T die Struktur der
Zerlegung des Zustandsraumes in Trajektorien fir beide Modelle
{x,7} und {X,T+ 6T} topologisch HXquivalent ist'Z),
Besitzt T die hinreichenden Eigenschaften, damit dis rechte
Seite von (1) gemid

x(t+ at) = x(t) + F (x(t); u(t) at + 0 (at®)
nach Potenzen von At entwickelbar ist, so erhdlt man durch
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Grensiibergang su At —» 0 aus (1) das System von Differen-
tialgleichungen
dx -
"% F(x(¥) ; u(t) ) (2)
Das System (2) definiert im X ein Vektorfeld und besitzt unter
gewissen Voraussetzungen (z.B. wenn alle 9?}'/‘73'}' begrenzt
sind ) genam eine Lysung x = £(x_; u,t). Das dynamische
Modell in der Darstellung (2) ist strukturell stabil, wenn
(2) und

x = B(x(t); u(t) + &P (3)
wobel die Stiérterme dF den Bedingungen
m m
28T
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i=1 = ¥

gentigen sollen, zu topologisch Eguivalenten Zerlegungen des
Zustandsraumes X filhren. Das bedeutet, es existiert eine
eindeutige, stetige Abbildung der Trajektorien des ungestirten
Modells (2) in die des gesttrten Modells und daher bleibt ins—
besondere die Zahl und die Art der geometrischen Grundelemente
in der Zerlegung des Zustendsraumes in Trajektorien sowie die
Aufteilung des Zustandsraumes in Einzugsgebiete von Attraktoren
erhalten. Verursacht beilspielsweise eine hinreichend kleine
Stérung der rechten Seiten von (2) lediglich eine leichte
Versohiebung der Lage eines Attraktors in X bzw, eine gewisse
Deformierung seiner Form und seines Einzugsgebietes, ohne da-
bei den Attraktor zu serstiren, so i1st dieser Attraktor struk-—
turell stabil.

Jedem Punkt im Kontrollreum C entspricht ein bestimmtes dyna-—
misches Modell mit seiner speziellen Zerlegungsstruktur des
Zustandsraumes.

Werden kleine Anderungen in u als
Stérung d4F

¥
6‘T=5;.‘5‘14 (5)

interpretiert, so 1lHgGt sich in C
sine offene Menge strukturell




stabiler Modslle S und die komplementire Menge & = C-S
strukturell instabiler Modelle definieren.Wird nun bei einer
stetigen lAnderung der HuSeren Parameter u, in Pig.1 symbo-
lisch als Pfeil dargestellt, diese Menge 3 "geschnitten ",
80 treten in der Zerlegungsstruktur des Zustandsraumes der
dynamischen Modelle qualitative Anderungen, sogenannte Bifur-
kationen auf, denn die Menge X trennt im Kontrollraum C die
Bereiche topologisch unterschiedlicher Zerlegungen des Zu -
standsraumes.

Instabilitit im Verhalten eines Systems wird in seinem deter-
ministischen dynamischen Modell als Bifurkation abgebildet.
Yon besonderem Interesse sind Bifurkationen, die die Zersttrung
eines strukturell stabilen Attraktors verursachem., Sie sind
Ausdruck abrupter Anderungen im Verhalten des betrachteten
Systems, In den Figuren 2 und 3 werden einige Beispiele fir
tiberginge durch strukturell instabile Situationen gegeben.

Hezeichnung der Strukturell Strukturells Strukturell
Bifurkation stabile Instabilitidt gtabile

Situation Situation
Ende HO—a——
Spitze e ———U——— PO
Schwalbenschwanz - MBUD 8 P
Schmet terling

e —_—— - OB O ——— DS

Fig.2: Uberginge eines deterministischen dynamischen Systems
durch strukturell instabile Situatiomen im Fall
dim X = £ = 1
Fig.3: (s,8.30) Ubergiinge eines deterministischen dynamischen
3’“§“ gurag astrukturell instabile Situationen in Fall
im = -
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Eine systematische topologische Klassifizierung der Instabili-
tidtserscheimungen fiir beliebige Dimensionalitit des Zustands—
raumes ist bisher nur fllr Gradientensysteme gelungen.

In diesem Fall existiert ein Potential V,als dessen Gradient F
darstellbar ist

F(xju) ==% V(xju); v -(3%:,”“‘;7‘{) i

Die stationren Zustinde x° des Gradientensystems

x= -9 V(x;u) (n
sind die lokalen Extremwerte des Potentials ¥ . Sie liegen
auf einer Hyperfliche M im Raum R = CXX, deren Gleichung
V4 V(x%u) = 0 lautet.

Ein stationiirer Zustand ist strukturell stabil, wenn x° ein
nichtdegenerierter quadratischer Punkt des Potentials V ist,
d.h, wenn die Hess'sche Determinante

g - 2*v(xsu)
| Ak dxg [X°
¥on Null verschieden ist, In den strukturell instabilen
stationiiren Zustdnden verschwindet die Hess'sche Determinante,
X = 0. x° 1st dann ein degenerierter Extremwert oder Wende-
punkt von V und kleine Stérungen von 4V erzeugen eine be-—
stimmte (endliche ) Anzahl topologisch und physikalisch unter-
schiedlicher lokaler Potentialformen V + ¢V, die von B.Thonﬂo
universelle Entfaltungen von V genannt werden.
Reprisentativ fiir alle m8glichen Stdrungen von V ist die k-
parametrige Potentialschar der universellen Entfaltungen ingo-
fern, als jede denkbare kleine Deformation von V topologisch
gu einer in den universellen Entfaltungen enthaltenen Deforma-
tion dquivalent ist.
Durch die Abbildung X : M —b= C entsteht in C das fUr die
Potentiale V + 4V oharakteristische Bifurkationsnetz, dessen
Singularitdten nach Thom Katastrophen heifen, weil die Zu-
standsvariablen x an diesen Stellen katastrophenartige

0 (8)
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Ainderungen durchlaufen.

Von besonderer Bedeutung ist der Fall k = dimC £ 4, da
dann die Zahl der Katastrophen unabhédngig von der Dimensiona-
1itdt des Zustandsraumes auf 7 begrenst ist,Aulerdem kann die
Geometrie des Bifurkationsnetzes anhand einfacher Potentiale
in Polynomform untersucht werden. Diese sind in Tabelle *
susammengestellt’>), 7 ist die Anzahl der in Abhéingigkeit von
k maximal auftretenden Katastrophen.

Tab.1:
f= v k= 2 Va+ 4V Bezeichnung
dim X | xq=X, X,= y | dim C iﬁfastrophs
1 :l:3 1 1 13+u1x Ende
1 x4 2 2 x4+u1 x2+u2x Spitee
1 < 3 X740, %7 4, x24u,x (Sohwalben~
- > 3" 2 3" |schwans
2 2 + ¥ 3 5| X4y +u, Xy -, X~0.¥ lhyperbolischer
1 2X—457 hyp
lNabel
2 x:' - 3:}'2 5 x3—-3x,y'2+u1 (x2+32)- elliptischer
. = U X-uy Nabel
1 X 4 :6+u1x4+u2x3+u3:2+ Schmetter -
e S
2 2y +v* 4 xy+y*su,x% 40,7~ | Pavabolischer
1 R a7 0 Nabel

Wird also ein Gradlentensystem von hiéichstens 4 HuBeren Para—

metern kontrolliert, dann kann sein lokales Verhalten durch
eines der 7 universellen Thomschen Potentiale beschrieben
werden. Diese Beschreibung enthdlt all das, was aus der Topo—
logle des Systems ableitbar ist, u.a. auch alle denkbaren
strukturellen Instabilitidten, die als elementare Katastrophen
an den degenerierten Extremwerten dieser Potentiale auftreten.
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4, Stochastische Modelle

Die Beriicksichtigung von Fluktuationen der Zustandsvariablen x
bel der dymamischen Modellierung eines Systems vervollstidndigt
die deterministische Beschreibung und fihrt zu einer adigqua-
teren Widersplegelung realer Systeme. Unter diesen Bedingungen
wird x zu einer stochastischen Variablem und aus der EKenntnis
ihres Wertes x(t) zum Zeitpunkt t kann nur mit einer gewissen
Wahrscheinlichkeit ein Wert x(t+ A t) zu einem spiteren Zeit-—
punkt t + At vorausgesagt werden. Der dynamische Operator T
ist im Zustandsraum X nicht mehr elndeutig, vgl. Fig.4,d.h.
von einem Punkt des Zustandsraumes gehen jetzt mehrere Trajek-
torien aus,

t t+at t
Fig.4: Stochastische und deterministische (gestrichelt)
Trajektorien,

Die Wahrscheinlichkeit flr einen fibergang aus dem Zustand
x, = x(t) in einen Zustand x = x (t + At b)

P=p Got+ at|x,t; u(r)) teTdt+ At
ist im allgemeinen in der Form

D= é-(x-xu) + W (x]xo; u(t)Aat +o0( atzj (9)

darstellbar.Die Wahrscheinlichkeit P, das System zum Zeitpunkt
t + Atim Zustand x zu finden, entwickelt sich gemip

x,t + At; u) = {axplrte 4t | x5 u(t)) P (x,t; e

Aus (10) geht unter Berfloksiohtigung der Annahume (9) die
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Gleichung

ot5
‘.71:(;_1:“.1 - den Wix | x5 u(t)) P (x,,t; w) (11)
hervor, deren Operatorform
L) Rt (12)
Jt

die Analogie zu ihrem deterministischen Gegenstiick (2) deut-—
lich hervorhebt. (12) ist die Grundgleichung der Dynamik
stoohastischer Modelle und wird wie in der Fhysik die Master-
gleichung des Systems genannt, Mit Hilfe der Verteilungsfunk—
tion P (x,t;u ) 140t sich die mittlere Trajektorie des stocha-
stischen Modélls

x(t;u) = ‘gx P(x,t;u ) dx (13)
berechnen, die sich in hinreichend guter lbereinstimmung mit
der deterministischen Trajektorie befinden mui (vgl.Fig.4).

Unter der Voraussetszung geniigend kleiner stochastischer {ber-
ginge kann die Mastergleichung (11,12) durch eine Fokker-
Flanck-Gleichung approximiert werden

& P(x,t;u o 2
K(x,t;u) == _‘? [b(x;u) P (xyt3u) +.I2)_'.’2.2P(x’tiu)
Jt DX CAI CTS
Der konstante Parameter D hdngt mit der Intensitét der Fluk-
tuationen zusammen,
Da der WahrscheinlichkeitsfluB eimer normierbaren Verteilung

im Unendlichen verschwindet, genligt die stationdre Losung der
Fokker-Flanck-Gleichung der Bedingung 13

- F(x;u) PP(x;u) + —: -‘LPS.(&“_)_ = 0 (15)
x

und hat die Form

x
Po(x;u) = N1 exp{ 52— SF(x';u) dxl} (16)
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mit N als Normierungskonstanten. Wir bemerken, daf das Inte -
gral in G1.(16) nur fir Gradientensysteme einen eindeutigen
Wert besitzt.
Jede zeitabhdngige Wahrscheinlichkeitsverteilung P nihert
sich flUr upbegrenst anwachsende t asymptotisch P°, Um sich
davon zu berzeugen, wird die nichtnegative Funktion
o P
K(P,P)-de?ln— 20 7
?
betrachtet und ihre Ableitung nach der Zeit bestimat'%),

Unter Berticksichtigung von (14) und (415) folgt in der Fokiker—
Flanck-Néherung

i(P,P")--de!-g-[}"-,%- -%—F.P]zéo (18)

wobed das Gleichheitszeichen in (17) und (18) jeweils fiir

P = P g11t. P° 1st ein strukturell stabiler Attraktor im
Raum der Verteilungsfunktionen P. Folglioh kann jedem determi-
nistischen Modell in der stochastischen Beschreibung genau
eine Wehrscheinlichkeitsverteilung P° zugeordnet werden, deren
Frofil sich bei Variation der &uBeren Parameter u auf charak-
terietische Art und Weise dndert.

Den stabilen stationiren Zustdnden des deterministischen
Modells (F (x°ju) = 05 dF(x;u)/ Ix| Xo)entspricht im stochas-
tischen Modell ein lokales Maximm von P°(X;u), wihrend die
instabilen stationZren Zustdnde zu lokalen Minima korrespon-
diarenﬁ). Die "Kdmme " und " Tdler " des dem deterministi-
schen Modell zugeordneten " Wahrscheinlichkeitsgebirges "
verschieben sich bei einer fnderung der Kontrollparameter u
in Ubereinstimming mit dem deterministischen Bild,

In der unmittelbaren Umgebung einer strukturellen Instabili .
té&t weist die kontinuierliche Deformation des Wahrscheinlich-
keitsprofils P° qualitativ neue Merkmale auf, z.B. bilden sich
lokale Extrema heraus. Derartige inderungen in der Modalitit
von P° sind die charakteristisohe Folge einer strukturellen
Instabilitit des Systems im stochastischen Modell,
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Da die stationdre Wahrscheinlichkeitsverteilung P°(x;u) eine
Fléche fiber dem Zustandsraum und dem Kontrollraum bildet,
liegt es nshe, die Thomsche Katastrophentheorie zur Klassgifi-
kation des lokalen Verhaltens der Wahrscheinlichkeitsflache
heranzuziehen, Wir fiihren dazu die Fldche derwalrscheinlichsten
Zustdnde M' ein, Sie besteht aus den Extremwerten der statio-
néren Wahrscheinlichkeitsverteilung und ist durch die
Gleichung
PEAC i
A x;
bestimmt. Im folgenden wollen wir ein stochastisches System
als strukturell stabil bezeichnen, wenn seine Wahrscheinlich-—
keitsflache degenerierte Extrema bzw. Wendepunkte aufweist,
d.h. es existiert mindestens ein Punkt x° mit

J P"[X‘IU)‘ =0 32?'0{}(;“) -0 (20)
x5 IXG DX [x°

JK{
In der Umgebung eines solchen Punktes kann man das totale
Verhalten von F° 4in der Form

—u

P(x;u) = A + BV (x-x%) (21)

darstellen, wobei V (§ )= !3; ;4; ;5; ;3 9-13 usw. eines
der in Tab.i1 angegebenen Thomschen Potentiale ist., Die Mannig-
faltigkelt der verschiedenen Mgglichkeiten des lokalen Ver—
haltens an der Stelle x° resultiert durch Einsetzen der
Thomschen universellen Entfaltungen (vgl. Tab.4)

P(x;u) = A + B{v (x=x°) + §V( x=x%u)) (22)

Ist die Anzahl der Kontrollparamster kleiner als 4, so ergibt
die Anwendung des Thomschen Satzes, daf das lokale Verhalten
der stationiiren Wahrscheinlichkeitsverteilung durch eines der
7 universellen Thomschen Potentiale beschrieben werden kann,
unabh¥ngig von der Dimension des Zustandsraumes, Weiterhin ist
7 auch die Zahl der mbglichen elementarsn Katastrophen der
¥Wahrscheinlichkeitsverteilungen falls weniger als 4 Kontroll-



barameter vorliegen.

Wir mdchten an dieser Stelle auf folgenden Aspekt der von

uns vorgeschlagenen Anwendung der Katastrophentheorie auf die
Elassifikation des lokalen Verhaltens der Wahrscheinlichkeits-
flache hinweisen., Ein Grundgedanke der Thomschen Theorie be-
steht darin, die Dynamik des betrachteten Systems mit Hilfe
einer Fldche V flber R = XXC zu charakterisieren, Abgeleitet
von V wird die Fldche M aller Extrema der Fliche V. Diese
Beziehung zwischen ¥V und M ist die Grundlage der Anwendung
der Katastrophentheorie, die sich mit einem Spezialfall des
Froblems der Stabilitét differenzierbarer Abbildungen befalt,
dem Fall der isolierten Singularitét einer Potentialfunktion
V. Um die Verbindung zum betrachteten System herzustellen,
wird M gewthnlich als Fléche der stationdiren Zusténde des
dynamischen Systems interpretiert. Doch dazu ist notwendig,
dad das dynamische System ein Gradientensystem 1ist.

Fir dim X = £ > 2 stellt diese Forderung eine wesentliche Ein-
schridnkung der Anwendbarkeit des Thomschen Konzepts dar, denn
es ist gut bekannt, daB die {lberwiegende Zahl der in den
Naturwissenschaften untersuchten dynamischen Systeme nicht
vom Gradiententyp ist,

Die Anwendung der Katastrophentheorie auf die topologische
Klassifikation der Wahrscheinlichkeitsfléche PPanstelle von V
und die Einfilhrung der Flédche der wahrscheinlichsten Zustinde
M' enstelle M hat den Vorteil, daB die Existensz eines P° fir
faktisch alle zur Diskussion stehenden dynamischen Systeme
gewihrleistet ist (vgl. H-Theorem'*’ ,(18)). P° und M', die
Fléche der wahracheinlichsten Zustdnde, stehen zueinander im
gleichen Wechselverhdltnis, wie V und M. Das Thomsche Eonzept
ist also anwendbar, doch im Unterschied zum deterministischen
Modell erfolgt die Verimiipfung mit dem dynamischen System iber
o,

Wir kommen gu der SchluBfolgerung, daB in jedem System, dessen
Wahrscheinlichkeitsverteilung fiir grofe t gegen P° atrebt, und
welches von nicht mehr als 4 &uBeren Parameters kontrolliert
wird, nur 7 Eatastrophen in dér Struktur der Wahrscheinlich—
keitsverteilung P% auftreten kénnen, unabhngig von der
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Dimension des Zustandsraumes und unabhédngig davon, ob das
System vom Gradiententyp ist oder nicht.

Daher scheint die topologlsche Klassifizierung der strukturel-
len Instabilitédten im stochastischen Modell anhand der FlHohe
der Wahrscheinlichkeitsverteilung P° und dexr von ihr abgelei-
teten Fléche der wahrscheinlichsten Zusténde M' allgemeiner als
die gewthnlich auf Gradientensysteme beschrinkten entsprechen-
den Untersuchungen im deterministischen Modell.

Die Thomschen Potentiale bestimmen auch das lokale Verhalten
der Fluktuationen in der Umgebung eines Katastrophenpunktes.
Wegen Gl. (20) besitzt das Wahrscheinlichkeitsgebirge in der
Néhe eines Katastrophenpunktes x° ein sehr flaches FPlateau,
Die Fluktuationen f = x - x° sind folglich in einer gewissen
Umgebung gleichwahrscheinlich, d.h, es kinnen grofe Fluktua=-
tionen auftreten. In dieser Hinsicht besteht eine gewisse Ana-
logie zu den thermodynamischen Phasenubergéngun1o§. Schlief-
lich sei noch auf ein offenes Problem hingewiesen, das bei der
Klassifizierung stochastischer Progzesse mit Hilfe der Thom -
schen Katastrophen suftritt. Es besteht darin, daf ganz ver-
schiedenartige stochastische Prozesse u.U, durch die glelchen
statlioniiren Wahrscheinlichkeitsverteilungen beschrieben werden.
Betrachten wir als Beispiel eilnen Wahrscheinlichkeitskrater

in einem gweidimensionalen Problem

Pu(x1 ,xz;u) = Aexp {— B (rn_(xf + xg )1/2 )2} (23)

Die Maxima des Wahrsoheinlichkeitsgebirges liegen in diesem

auf einem Kreis mit dem Radius r
(Fig.5). Eine solche Verteilung kann
durch rechts- oder linksumlaufende
Grenzeyklen mit dem Radius r erzeugt
werden. Die Verteilung (23) ergibt sich
Jedoch auch fiir Gradientensysteme,wenn
deren Potential dem Exponenten von Gl.
(23) proportional 1st, Die stationkre
Wahrscha1n11chkeitsvartailung enthdlt




folglich keine Informationen (lber den Richtungssinn der
Trajektorien. Um solche Informationen zu erhalten, muf man
#z.B., den WahrscheinlichkeitsfluB studieren.

Eindeutige Beziehungen zwischen dem Katastrophenverhalten im
deterministischen Bild und im stochastischen Bild bestehen nur
fiir Gradientensysteme. Entsprechend (6,16) hat die stationtire
Wahrscheinlichkeitsverteilung dann die Form

P(xzu) = N1 exp{- % V( x;u )} (24)

Daraus ist ersichtlich, daB den strukturellen Instabilitéten
eines Gradientensystems im deterministischen Modell die dege~
nerierten Extremwerte von F° im stochastischen Modell ent-
sprechen, d.h. ein strukturell instabiles Wahrscheinlichkeits—
profil. Die beim Uberschreiten eines kritischen Wertes von u
auftretenden Deformationen des Wahrscheinlichkeitsprofils
milssen topologisoh Hquivalent zu einer durch die universellen
Entfaltungen erzeugten Struktur sein. Des weiteren folgt aus
(24), daB die Fldche der stationdren Zusténde eines Gradien-
tensystems M mit der Fliche seiner wahrscheinlichsten Zustinde
M' zusammenfillt. Die Klassifikation der Wahrscheinlichkeits-—
fléche mit Hilfe des Thomschen Konzepts geht in die Kata -
strophentheorie filr Gradientensysteme (lber.

Die Thomschen universellen Entfaltungen fungieren also auch
hier als Erzeugende der stationiren Wahrscheinlichkeitsvertei-
lungen, Im Fall dim C = k § 4 entstehen in der Nihe strukturel—
ler Instabilitlten htichstens 7 verschiedene lokale " Wahr —
scheinlichkeitsgebirge", Filr dim X = £ = 1 sind sie 1in Fig.6
zusammengestellt. Deutlich ist in allen Féllen das Anwachsen
der Fluktuation der Zustandsvariablen x bei Anndherung an den
Instabilitdtspunkt zu erkennen. Anormal grofe, aber endliche
Fluktuationen sind das entscheidende Kriterium flr eine struk-
turelle Instabilitdt im stochastischen Bild.

Weiterhin ist charakteristisch, dad die Fluktuationen stets
entweder symmetrisch beallglich des degenerierten Extremwertes
von Po(x;u ) auftreten (vgl. Spitze und Schmetterling in Fig.6),
oder mit einer starken Asymmetrie behaftet sind (2.B. Ende und
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Schwalbenschwanz in Fig.6). Diese Tatsache wird dadurch her-
vorgerufen, daB die strukturell instabile Situation entweder
einem breiten symmetrischen Plateau im Wahrscheinlichkeits-
profil entspricht,so dad jede Fluktuation bis zu einer bestimo-
ten Amplitude gleichwahrscheinlich ist, oder einem Wendepunkt
mit starker Beglinstigung der Fluktuationen in einer Richtung,

Das stochastische Modell gestattet, weitergehende Aussagen
dber die Eigenschaften und das Verhalten des Systems zu machen
als das deterministische Modell.Diese Aussagen beziehen sich
auf die Strulktur der Fluktuatianen,Die Grundlage dafiir ist
dadurch gegeben, daf die Potentiale auch die Topologie des
stationdren Wahrscheinlichkeitsprofils bestimmen.

4. Zusammenfassung.

Fassen wir nun die wichtigsten Resultate dieser Untersuchung
gusammen, Ausgehend von dem klassischen Konzept der strukturel-
len Instabilitédten eines Trajektoriensystems filr deterministi-
sche Modelle wird hier eine Verallgemeinerung fir stochasti -
sche Modelle vorgeschlagen. Diese Verallgemsinerung beruht auf
der Untersuchung des lokalen Verhaltens der stationiren Wahr—
scheinlichkeitsverteilung, die vom System fir groBe Zeiten
angestrebt wird. Die stationdre Verteilung wird als eine
Wahrscheinlichkeitsfldche iilber dem Zustandsraum und dem Konm -
trollraum der Parameter aufgefalt und mit den Methoden der
Thomschen Katastrophentheorie untersucht. Strukturelle Instabi-
litdten der Wahrscheinlichkeitsflédche korrespondieren zu loka-
len entarteten Extrema bzw, Wendepunkten der stationdren Ver-
teilung und filhren bel entsprechenden Anderungen der Kontroll-
parameter zu drastischen Anderungen im lokalen Verhalten der
Fldche der wahrscheinlichsten Zustinde. Eine drastische inde-
rung der Form der Fldche der wahrscheinlichsten Zustinde ent=-
spricht aber einer drastischen inderung des qualitativen Ver-
haltens des betrachteten dynamischen Systems, einer Katastrophe
im Sinne von Thom, Filr den Spezialfall von Gradientensystemen
besteht sine unmittelbare Korrespondenz swischen einer struk-
turellen Instabilitdt des Trajektoriensystems im deterministi-~
schen Bild und einer strukturellen Instabilitdt der statio -
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ndren Wahrscheinlichkeitsfldche im stochastischen Bild,
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A, Uhlmann
Markov Master Equation and the Behaviour of some Entropy-like
Quantities.

1. The Markov Master Equation,

Tet us denote by 2 the set of all (mixed) states of a
physical system or a sufficient large set of probability
distributions or density matrices which describe the (makros-
copic) behaviour of our system, We will consider here,however,
only the simplest olassical and the simplest guantum case:

In the first cmse, we assume (2 to be the set of all
probability distribution

w-{w*,w-?,...,w”} L@y , 2wt=1 (1)
on a fixed finite index set 1 =1, ..., N.

In the second case we assume &L to be the set of all normed
density matrices of order N, 1.e,

all ar: &rz o Tp, &y =1 (2)

The most general case in which 0O 15 the set of states of a

e algebra, restricted by some linear conditions, 13 not
only mich mors involved but also by far not sufficiently
well known, Already the case N = 00, which we do not consider
here, will bring in some highly non-trivial problems.Hence,
we restrict ourselves to the strictly finite systems (1) and
G2,
0 4s naturally imbedded in a linear space L , ¥ 1s the N-
dimensional real veotor space in case (1) and the linear
apace of hermitian matrices of order N in case (2).
Q is a convex set in this linsar space L, Indeed, () 1s a
simplex in case (1) and a more complicated convex set of
matrices in case (2).
Let us now consider a linear differential equation

Lo =5 (3)

in L, where f denotes a linear opsrator acting on the
elements of L, Setting

M(t) = expLt (4)
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we have
Mty + tp) = uCt) M(t,) , M(0) = 1 (5)
and for arbitrary element &
t — M(t) e
is a solution of (3) .

The orucial point is now the following: The linear differen -
tial equation (3) is oalled a master equation 4if and only
if the following is true: For every solution &%y of (3)
from @y €Q 1t follows e for all t 2 ¢, .

This 1s equivalent with

Mt) Q€ Q for bl oM Lice)

A semigroup (5), 1.e. (5) restrioted to values t > 0,
which satisfies (6) 1s called a dynamical semigroup (with
respect to 2 ),

An operator M : L —s I 1is called stochastic ( with res-
peot to Q ), if MRS » Hence, a linear differen-
tial equation (3) in our space L 41s a master squation, 1ff
(4) 18 Q. —stochastic for ¢t Z 0 or, what is the same,
iff it determines a dynamical semigroup,

Remark: The formulation of problems with tha help of dynami-
cal semigroups 1is sometimes sasiar than considering master
equations, especially in the quantum ¢case. This point of
view has been advocated by the Torun sohool (Ingarden,
Kossakowski) and is now widely used,

Remark: The explicit structure of the master equation in
case (1) 1s known (see below). In case (2) its general form
is unknown! Using comlete Poaitivity, Kossakowski, Iindblad,
Gorini, Sudarshan where able to find the most general master
equation which has completely positive M(t) for ¢ > o,



2, The Classical Case.

Here we assume 2. to be defined by (1) |
Then £ 1s given by a matrix 1’: :

?fi =0 Zs’ SO for [#5 @
2.1 Entropy. Define
S(w) = - 2wdimel (8)

Temma 1 : If t —» s(wt) increases for all solutions
of the master equation, then the equipartition

S {1y Ay ooy A}
£ullfills
L3p=o and  M(t) S = € (9)

Indeed, 5 ( 8w ) 7 S (@) for g, #¢5 . Because the
entropy of M(t) §, cannot decrease by assumption, the lemma
is proved. Now, from (9) it follows that M(t) for t = O

is not only stochastic, but bistochastic as a matrix:

IaiJ:;o,Zmij.1 2 ZMiJ - i (10)
1 Al

Let us now consider the state functional
F (o) = 2 t(w?) (1)
J

and let us choose for £ an arbitrary concave function, 1., e.
a function satisfying f£'* € 0 , By Jensen's inequality one
easily gets
Lemma 2: If ¢ _1is stationary for the master equation (1.e.
equ.9), then for every functional (11) with concave £

Fler, ) 2z Flw

t, t,) if t, 2t (12)

for all solutions of the master equation inside ..

Inserting f = =x lnx we ses: The entropy is not deorea-
sing for all solution of a master equation 4iff the same is
true for all concave functionals (11) |
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Therefors, from this point of view (and so for many others Ik
it make sense to define:
If for two states 4r’ and G we have F(@’) z F( @ ) for
all concave functionals (11), we write
)

(%4 o W (13)
and call & more mixed or more chaotic than &*-
This notation was introduced in the quantum case by Uhlmann,
rediscovered and for the classical case examined by Ruch,
The relation = 4induces in .2 an order structure ( at
first, to be more precise, a pre-semi-order). Lemma 2 me ans
that the solutions of a master equation with S0 as statio-
nary solution are directed with respect to this order
atructure,
Tet us denote by e(@ ) the sum of the m largest numbers
ocourring in the distribution & = {wt&?'z,._. counted with
the correct miltiplicity. Denote furfher by @ % the distri-
bution {{‘)‘x;?wfé,_“ } whers X is a permutation.

lemma 3: The following three assertions are equivalent:
(a) @’ o o

(5) 8. (a’) £ e, (&) for all m=14,2,,,, (14)
(e) There are permutations Ty and numbers P; > 0 with
> Py = 1 such that
! =z -
@ = >p, 6"s (15)
Je The Classical Case - Gsneral Situation,

Hers we remplace the sssumption by

Z0=10 or M) =6 , 69 (16)

In the finite-dimensional oase asuch a stationary state 6
7lways oxists, With a concave function f Jlat us consider
the funotionals

F(w,6) =3 6F(wi/gi) an



Such functionals have been considered by Felderhof (1961),

van Kampen (1965), Csiszar (1967) and others, For £ = -x In x
we get the so-called relative entropy resp, information gain
(up to sign ), (Eullback 1951, Umegaki 1962, Rényl 1966 ,...)
Our lematas 1 and 2 are now to be replaced by

Lemma 4: The following assertions are equivalent
(a) Equation (16) 41s valid,

(b) For every solution @ in £ of the master squation
and for every ooncave functional (17)
t — PF(ey,6)
is non-decreasing,
(c) The relative entropy (relative with respect to 6 ) 1as
non~decreasing for every solution of thes master
equation inside Q.

To our knowledge, this lemma is due to Felderhof and van
Kampen, One oan prove even more: P(w’t e t) is non-decrea-
8ing for any two solutions of a master equation,
Now Ruch and Mead used the content of lemma 4 to Justify the
following definition. (They use another terminology!)
Let us write

@ o (18)
and let us call @’ more 6 -mixed or more 6 —ohaotic than
&r 1ff for all concave functionals (17) we have

F(w,6 ) 2 Fla,6) (19)

Thus we get what may be called 6 ~order structure of the
state space () . Temma 4 tells us that the solutions of a
master equation are directed with respect to this order
struoture ( " € -directed " ) 4f (16) 4s valid,

The question for an adequate to lemma 3 statement is not
easily answered, A straightforward generalization of asger -
tion (¢) of lemma 3 does not exist, However, atatement (o) oan
be generalized.

To this end one considers the set Tu of N-tupels



t = {1:1 yeesws ty} (here t is not time | )
which satisfy

0&ty & 1 and stdtg =he (20)
In the next step one defines
J
es(w)ﬁ')-atupgw tj y L E Ty, (21)

Lemma 5: co’ < ¢> 4f and only if for all s = O
o (wh6) & elw,6) (22)

The numbers (241) may be calculated explicitely as follows:
Assume (perhaps after a suitable permuitation)

1
&r (] &
= z T Zie iz e (23)
Then 5 < 2
o, (ar,6) = w4 wz-i ies o 2E
k (23b)
vith 8, = 61 + 62,0 + 65
For arbitrary 8 the number L 1s obtained by linear
interpolation between the e-=values for aJ ¢ g # 531-1 .
The connection between the numbers of lemma 3 is given by
o Cr )= i e ) (24)

4. The Quantum Case ,

From here, €L 41s the set of all density matrices of order
N. Without further assumptions, the general form of the
master equation 1s unknown, However, all what has been said
in § 2 can be transformed to the quantum case,
For a density matrix € and with a concave function f we
define the number

F(g) = or. 2(g ) (25)

With £ = ~ x 1n x inserted in (25) one gets the entropy
8 ( g ) of ¢ .+ In the quantum case lemmata 1 and 2 reads
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lemma 6: For a quantum master equation the following condi-
tions are equivalent one to another:

(8) 9u= (1/N) 1 1s stationary, 1.8, L§.=0

(b) The entropy of every solution is never dscreasing
inside Q..

(c) 1Inside ©Q  for every solution @, the function
t—= Fw,)
never decreases for all concave functionals (25),

(Gorini, Kossakowski, Sudarshan, Uhlmann), As in the olassi-
cal case we define ¢’ % G and call &’ more mixed or
more ohaotic than & , iff F(w') > F( & ) for all
concave funoctionals (25). (Uhlmann 1971 ).

Next we define e (&) to be the sum of the m largest
eigenvalues of & . These are the so-called Ky Fan funotio-—
nals,

Lemma 7: The following three assertions are equivalent:
(a) @' o
() e w') & e (@) for all m=1,2,3,...

(c) (There are unitary matrices U, and numbers By =0
with 2> p, = 1 such that

@' 3 py Uy w Uyt (26)
These and some similar theorems can be widely generalised.
After the finite case (Uhlmann) infinite density matrices
could bs handled (Wehrl, Alberti, Thirring), The state spaces
of type I and type II von Neumann algebras have been conside-—
red by Alberti and Uhlmann, of type II algsbras by Wehrl, At
last Alberti could generalige the main theorems to all von
Neumann algebras. The mathematios of the finite dimensional
case, which we consider here only, has its roots in the work

of Schur, Birkhoff, Ky Fan, Osgood, Polya, Littlehood and
others, Ky Fan not to forget.
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5. The Quantum Case — General situation.

Besides other things, the main difference and main source of
troubles is the lost of commtativity if we replace Qo by
another density matrix. We come into the difficult domain
where three and more npn-commiting matrices are involved.
However, we can use a counterpart of lemma 5 as a definition.
Define

0,(ar,6 ) = sup. Tr. (D@ ) (27a)
T
where the supremum is taken all matrices T with
0&£T < 1 and Tr, (P 6 ) & s (27p)

Lemma B: Let be X£6 =0 for a quantum master squation.
Then for all of its solutions inside 2

£ — us(wt,s) s, 820 (28)

never decreases,

Therefore, we can use the functionals (27) to define "g—
also in the quantum case, It 1s easily to be seen that this
can be extended also to the infinite dimensional situation
and to the state space of von Neumann algebras,

Because of the missing commtativity it makes l1ittle sense to
look for a definition of F(ar, 6 ) with a general f.
Furthermore, without certain assumptions, the quantum master
equation is a too ahy person. The circumstances are much
better, if we assume M(t) not only to be stochastic but also
2-positive or even completely positive (Stinespring and
Umegaki 1955), Assuming complete Positivity, which 41s indeed
& consequence of the superposition brineiple of quantum
theory for composed 8ystems, Kossakowski, ILindblad and others
ooui.'; derive explicit expressions for the most general form
of A

Let us now define the relative entropy

S (w,6) = Tr.{wluﬁ“- wlnw} (29)
and the functionals
Y (w,6) = {067} (30)
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which are related to thes skew entropy of Wigner, Yanase and
Dyson, Lieb was the first who proved concavity properties
of (29) and (30), Lindblad examinad the behaviour of the
relative entropy under completely positive maps, With a
variant of interpolation theory one can show the same with
2-positivity (Uhlmann),

Lemma 9: Assume L6 =0 for a master equation. Assume
furthermore 2-positivity for M(t), t > 0. Then

t—-»s(wt,b') and
t —> Ya(aat, 6 )

never decrsase, for all solutions (& inside .

t
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R, Feistel, W. Ebeling

Stochastic Investigations of a Limit Cycle System:
Generalized Lotka - Selkov Reaction.

Abstract

For a special reaction schema (— Y, ¥ —p X
(autocatalytic) X — ) which 1s a generalization of the
well-inow schemas of Lotka and Selkov the transition to a
limit oycle regime is investigated. Analogies to phase
transitions of first and second kind are studied. Analytical
approximations for the solutions of the master equations are
given and especially the phase fluotuations in the case of
limit oyoles are discussed.

1. Introduction

Mainly due to the fundamental work of the Brusagls 'aohool")
nonlinear processes in open reaotion systems came inte ths
center of interesst. To investigate the fascinating phenomens
appearing in such systems a number of models have been used.
We want to contribute to this series with the investigation
of a generalized Iotka-Selkov reaction schema under deter-
ministic and mainly stochastioc viewpoints, A detailed study
of this model is given in a recent papera). In the following
we shall restriot us to the discussion of soms qualitative
aspects of our reaction model. Special topics of our consi-
deration will be: phase transitions of first and secend kind,
the influence of finite system size, and the consistenoy of
the stochestic and the deterministic desoription.
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2. Deterministic Treatment

A set of chemical remctions 1 = 1,2,...,m is desoribed by
its stdohiometric coefficients ‘If and its resotion rates

Wi (cy9--v5Cp ). o = {'31:] ig the set of ooncentrations
of the species J = 1,4..,0. ¢{ 1s the number of particles
of the species j gained if one resction of the type 1 takes
place. The system of kinetic squations is given by

. —= ;

C}'zq‘t’iw;_(c”...,c“) fimidseees 0 1)
These equations do not depend on the system size (volume)
V explicitely; this property is of intsrest in the stochastic
desoription. We motice that the knowledge of all 91 and w;
is more than the knowledge of the equations (1) only,because
in (1) an inner product is executed. Knowing only the equa —

tions (1) we are not able to give a unique division into the
elementary reaction steps.

The set of reaction channels in our model is given by
(1) 41nput of a species Y o
- Y wa+1 oy =0 ; w(XY) =§
2
(11) decay or output of X (2)

X—> =0 ; ¥ = -4 w,(X,Y) = k' X o5
3

(111) = set of remction mechanisms 4 = 33¢+s3m of the
type
I | ] b X
P, Sem ety =4t 00T e
with £(X) =) 2, (X) we derive from (1) the kinetic equations
1=3
Y = §-y 2%
X, =i Y. Z(X) ~kix )
where f has to fulfil the conditions

(1) AL 2ol WX
(1) 2 (¥E) 4 o ’ e
(111) T(0O) %0 or 2¢(0) -3 £2(0) #+ 0
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The last condition is a necessary one for structural stability
2,3) . The system (5) has only one steady state

X = §/kr

Yo = Y2CB) 02
which is stable if

§-£r ¢ fu.(k*' +2) atX=X (8)

Due to Jé .
det () ) =det (;,?lc) -§kT, #0 ()

the stability region can be left only by a stable focus -
unstable focus transition (Hopf-bifurcation).

After the Poincaré — Bendixson theorem we can find in the
unstable region with respect to ( os Y,) at least one stable
limit oyolea .

%, Phase transition of first kind.

We choose the reaction (4) to consist of two parts, a non-
catalytic one

Y —»X  with £ - . (10)
ania strong autocatalytic one
Y+ 2%—>»3X with £,(X) =b =
(11)

We fix k'={ and § =1 and use a and b as order parameters
in the sense of Lnndan4’5 . Two phases of the system can be
defined:

(i) the noncatalytic phase with the reaction (10) dominating,
and :

(41) the autocatalytio phase with the reaction ( 11) domina-

: ting.

Mathematically these phases are characterized by

2
rSCxo) = ad 14(}10) =D 272 (noncatalytic) (12)
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2/k!

0.1

2

a &b “E’_z (autocatalytic) (13)

The stability condition (8) in terms of the ordsr parameters
is given by

a> ('E—z'i'Zb iz-) b Ku (14)

The corresponding stability ocurve a(b) has zeros at b = 0
and b = k'°/§% and a maximm of a, = k'/8 at b, = 3k°/8
( " critical point "),

Fig.1 demonstrates the analogy of our reaction to the liquid-
gas-transition ( suggest a:pressurs, b : volume )

]
I
[\ Sy ity
il
n o
3 !
18 ]
E/
E ‘ransition
region
(1imit cycles) autocatalytic
phase
0.2 = &8 @ 0.6 0.8 1.0 7y
Fig.1: The phase plane of the reaction

It 18 evident that § instead of b can be used as an order
parameter of course,

Fhase transition of :Eg.rat kind are oharacterized by two
eesential properties?



(1) They are not necessary connected with a symmetry
change, hence the transition region can be bypassed.

(11) In the transition region both phases divide and can
be distinguished.

The last point has to be explained. Usually phase transitions
of first kind have been considered in gradient systems. Cata-
strophe theory can be applisd ( cusp catastrophe) and the
transition region is a bistable region, Taking such boundary
conditions that a homogeneous stable state is impossible, the
phases separate in space, because oscillations cannot ocour.
Not so in our case; the system is restricted to be homogeneous
and hence both phases separate in time periodically.We propose
to denote this phenomenon as an " oscillating phase transi-
tion ",

4, Phase transition of second kind.
Let us now define two phases in another way:

(1) a stationary phase
(i1) an oscillating phase.

We continue with the model introduced in chapter 3, but change
our interpretation, We put the noncatalytic and the autocata-
lytic phase together to only one, the stationary phase, and
introduce the former transition behaviour (limit oycle) as
a new phase itself, called oscillating phase.
Because we nesd only one order paramster we out the phase
diagramm (£ig.1) at b = 0,1. Then the stability condition (14)
reads

a > Q0708 (17)

The two essential properties of a phass transition of second
kind are?

(1) Both phases have different symmetries (18)
(141) At the transition point both phases coincide. (19)
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The breaking of symmetry ageinst time translation is imme-
diately given by the definition of our phases. On the other
hand we find at the oritical point a limit cycle with zero
amplitude at the equilibrium painte), hence (41i) is ful -
filled.

Thus a phase transition of first kind may be splitted into
two phase transitions of second kind. This is no contradic—
tion— in the opposite, the property (15) can bs taken as a
consequence of the property (18) from this point of view.

Averaging over one period at the final state we get from
eq.(5)

(X) = k' =X, (209
(}) - (20) {‘- 1/¥, at the steady state

> 1/%, for convex £(X) and
limit cycle

Hence the reciprocal of the raw material concentration is
a measure of the effeactivity of the reaction mechanism, as
found also for competetive reaction schumJ).

(et

Fig.2 Reaction effectivity in the incoherent and the coherent
Tegime.

For large a values the Bonoatalytio mechanism dominates,

production and decay of X cocurs spontaneously. However in the
dimit oyole regime we find Gooperativity, production and
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decay are synchronized (coherent)., In these terms the analogy
to the laser behaviour is ohvioualyj

De Master eguation treatment.

To construct the master equation, which is a balance esguation
with respect to the probability P(x;t) of finding a particle
number vector r at the time t, we need the stoichiometrio
coefficients Ax, = (v,'y ... ¢} )T and the transition
probability densities W, (r) = V-« w, (3/?‘) in the given
volume V, Note that powers in w have to be replaced by fac—
torial products in W, In these terms the master eguation reads

pr‘l: Z{W(T aT‘ t) W T)P(T t)} (21)

In the opposite to the deterministio equations all informatiom
about the elementary reaction steps is conserved here,As for
linear funotions W as in the thermodynamic limit we get an
identity between squations for the mean values (r) =) r
P(r;t) and the deterministic equations (1) <

Lo EeapaEs Vi L2 D (22)
dt i
For our reaction model the master equation has the form

’3‘:&;‘1’&;‘{‘:’} =§VP(N M“1'£} + k’ N+‘”‘p(N1‘11M,L) t
() §(A ) PN-1,M+45) -
~[EV+ION+ MEN)] PN M)

In the noncatalytic phase the nonlinearities of f can be
neglected and the master equation can be solved analytically
by standard methods, Under the initial condition

PN, M;0) =B (N, M) (24)

(23)



we get for the generating function

G(r,a,t)-z N P(N,M; t )

the time dependent solution
N -kt -at vl e
G= H}Zﬂ[%(s-‘l)e“] [1+ff(,—(5-ﬂ(e =g )+(1'-1)e ¢ ] *

AL "aﬂ)efp{-w[-%j—(e-u*— 1) St (ﬂéklt— K% a +k’)]}

" Ka-k)
(25)
For infinite time G tends to the Poissonian form

Glrsie)= exp{%(r-m{%(s-ﬂ} (26)

The small influence of the autocatalysis can be taken into
acoount by replacing N in £ by its mean value after (26),
i.e.

a:-a+h-l(-§;-~1—) (27)

kt kY ¥

Then the mean values of (26) coincide with the solution (7).
In the autooatalytic branch £(X) can be considered no more
&8 a constant and the analytical methods to 8olve the master
equation breek down. However a helpful argument is that the
mean particle numbers are not very small 1in the latter case
and the system size expansion dus to van Kampsn can be
apyl:lads - Before duing that we shall derive an exaot rela-
tion as a stochastic counterpart to the statements (20).
Multiplying the master equation (23) with N/V and sunmning
up we get at infinite time

R0 S B (28)
v kt

mltiplying with the harmonic sum
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1-1 (29)
we get in the same manner

(_‘f . <f(Nm ) S (30)
M1 Y

0
if £ 4is convex and fluctuations appear. This unequality ex-
presses the softening of a phase transition of second kind
if the system eize is finite ( see Fig.2).

6, Fokker - Planck treatment.

In the case of small fluctuations around the deterministioc
behaviour a system size expansion due to van Kampona can be
executed in the following way. Denote the fluctuations by §
and put 8,9)

z(t) = V. o (t) + vi/2¢ (31)
where o(t) is governed by the aquations (1). Expanding the
master equation (21) with respsot to V 1/2 go get a linear
Fokker-Planck equation for the fluctuation probability density
PCe;t) = V72 Hvg + V2 g ; £) 19

%P. .%[-}‘sp(é;t) + %D‘%p(e;t)] (32)
} 1s the Jacobian of the system (1)
}- o= -Tate 3 o ot
and D the diffusion matrix
D=3 (afeaz)wile)
i 34)

Note that for steady state problems D(no) ocan be replaced
by a constant always: After the definition (34) D is symmetric
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and positiv definite.After turning the c=coordinate system in-
to eigenveotors of D and scaling the concentration units D
becomes a unity matrix,

For our reaction scheme we find

( Y£(X) -k f(x)) (35)
-Yf(X) -£(x)
YE(X)+KX ~T£(X)
A (-rfch i+ﬁix)) ‘0
The variance matrix
6-Je°€ plest)de ; 6-67 )

can be calculated with eq.(32)'?) .
db i
ET=26+GJ+D
The stationary solution of (38) at (xa’Yo) is

(38)

6. __ FK+)
Det (1) Tr(])

Gt {(%E)zﬂ’(ﬂ o %Jc_')} (39)

Det(})-Tr(})

61p = ﬁ__
Deb () Fr())

and diverges at the oscillation threshold,which is a conse -
Quence of the linearization in £ «This linearization leads
to unphysical results at phase transition borders.The
probability distribution is given by
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P(g;t}=[det[2:rﬁ)]'%exp{-%§6§} (40)

as a stationary solution of eq.(32).

This holds also for limit cyoles, but only far from the
threshold. In this case one has to caloulate the stationary
solution of § after (38), which depends on time via X(t)
and ¥(t). The qualitative different type of fluctuations in
the noncatalytic branch ( Poissonian after eq.26) and in the
autocatalytic branch (Gaussian after eq.40) is an additional
Justifaction of the interpretation as a phase transition of
first kind given in the third ohapter, In this context we men-
tion the similar trsatment of a one dimensional problem by
the New Zealand group'’Jand by Czajkowski'2),

Now we can summarize our results.

(1) In the nonocatalytic branch (small particle numbers)
we know the time dependent solution (25) with
Poissonian form

(11) In the autocatalytic branch (large particle numbers)
we know the time dependent solution (40)

(411) In the case of limit oycles the cases (i) and (11)
alternate, so we can construct the probability dis -
tribution far the threshold ( for a numerical solu-
tion see ° ) as shown in Fig.3
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X
The probability crater of a limit oycle

In the immediate neighbourhood of the threshold we
are not able to find a satisfying analytical result.
The numerical investigation extibits a softening of
the phase transition. Typical elements as of the
steady state as of the limit cyole behaviour can be
found above and below the threshold, the probalility
distributions are not qualitatively different.



7. 7Thase fluctuations,

In the limit oycle case the solution of the deterministic
equations do not converge to a constant value:

1im o(t) 4 oonst for 1imit oyoles (41)
t — o
On the other hand it is well known that the solution of 8}:15)
master equation tends always to an equilibrium distribution
i.e.
lim  (z¥t) = const (42)
t — o
This appearent contradiction is caused by the marginal in-
stability of the rotation phase in the deterministic pilcture
and the stochastic phase fluctuations, which are consequently
undamped. We want to show that these phase fluctuations
vanish in the thermodynamic limit. Since the physical back-
ground is given by the autonomy of the governing equations
we study the time behaviour of a stochastioc system in detail.
A system with the actual particle number r remains at g for
a8 short random time interval at . In order to caloulate
the probality density p(At ) we have to solve the master
equation with the initial condition

P(z'; 0) =8 (43)
and the boundary condition 14)

P(z'; t)= OVz' ¢ 1 (44)
The master equation (21) reads after using (44)

2. “PIwi() (45)

and can be solved trivially. So we find (see ulao1*))
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plat)d(st)= < St [1-P(x; ﬁt)] d(at)
- Z w; ( exp{ at Zw (-r)}d(at) (46)

This result can also be obtained more mtuitively15) A
The mean time is

FE () - at plat) d(et) = 4] S w (1)

and the variance

(47)

o i
6(at) ~{ { [(a0)%- BT plat)d(at)}2=2E o)

Consider an ensemble of systems starting at the same point
an passing the same periodic segquence of points

T ) 13 J ‘r Ifd v T2y
a few times. T{he mean period is
T~ Z4 At (T{) (49)

A=
and the variance after n rotations

AR
,{m g{[at(’f{]] }2 (50)

The number n of rotations until the initial phase position
is forgotten is defined by

A Tn m T
hence

n-(Zat)?/ S & =t
(51)

if all At along the coyole have the same magnitude, The number

(1}



of rotations up to the phase relaxation is therefors approxi-
mately equal the number of elementary reaction steps along

one limit cycle 1f the radius is not too large. £ can be
eéstimated by the rotation period and the steady state reaction
velocities after (49):

¢ .
T= 2 atl1) = {- at(z")
i=1

E=T-Z wilr®) = V-T- Tw; (€o) (52)
4 1

In the thermodynamic limit me { diverges as ~ V, because
Wy and T do not depend on V in this limit, and the relative
phase dispersion vanishes.

Applied to our reaction scheme we get

nal > yenpesg (53)

and for § = 1, a small volume V = 100, and numerical oalcula-
ted T =~ 20, n becomes remarcably large

n = 6000

corresponding to a long range order phase correlation.

a8, Conclusion.

The generalized Lotka-Selkov sohems including a noncatalytic
and an autocatalytic reaction channel exhibits a phase tran—
sition of first kind with respect to both reaction mechanisms,
Moreover both phases can be dinstinguished by the diffe~
rent type of fluctuations (Poissonian and Gaussian respective-
ly). The phases are connected continously or by a transition
region in analogy to the liquid-gas transition, In the tran-
sition region limit cycles appear as an expression for phase
reparation in time (called " oscillating phase transition "),
Interpreting the nonstationary behaviour as a phase itself
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the

properties of a phase transition of second kind can be

found, Analytical approximations of the probability distribu-
tion are given for the noncatalytic phase and the autocataly-

tic

phase respectively. In the ocase of limit oyoles the phase

relaxation can be estimated.
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Roman S. Ingarden
Information Thermodynamics of Biopolymer Systems

Abstract

A short account of informstion thermodynamics of n-level systems
is given (n finite) and it is shown how polymers can be treated
by this method. In the case of biopolymers the helix and globu=
lar phases can be described by higher order temperatures' in
such a model,

Information thermodynamics 1=5) is especially simple when we con~
sider an n-level system (n<wes) , i.e., a so-called energetic
spin, and assume that the (generalized) equilibrium state

(1.e., a stationary end stable state) §, commutes with the ener-
gy operator (Hamiltonien) H of the system,

[H,¢,1= 0. (1)

The system is considered as open and described by a completely
positive dynamical semigroup At ?(0} = ?(t) (t 30 1s time)
with the generator

2
(o) . =) 4
ke s = ¢=-tlmgle 2 °13 {[Fi' ;]
dt R
+[F1? tF;]}"‘i[va’]’ D¢ (2)

where the linear operator H(describing the "inner" dynamics of
the system] is uniquely determined by the conditions

H=eH", tr(H)=0, (3)

while the complex positive matrix ici 3} (describing the influ-
ence of the environment) is uniquely determined by the choice
of n°-1 linear operators Fi such that

tr(fy) =0, tr(F{F,)= 815 (103=1,2,00000%1) , (&)

™



cf. 5‘7). Then
$ = 1in A g(0) ’tlf,“waLt ¢(©) (5)

is independent of §(0) (the system is relaxing or ergodic) if
icidi has a p-fold degenerate eigenvalue O with p (E (in par-
ticular, D¢ is relaxing if p=0, i.e., if {cijs is strictly
poalti\m)m » Denoting by Ei the elgenvalues of H and by Pi the
projectors on the eigenstates (i=1,...,n) , we can write in
view of (1)

n n n n
H= D) EP, JD.E =0, ?°=ZpiPi, p»0, Sipg =1, (6)
1=1 1=1 =1 1=1

r
Py = Z"1exp(- R F‘SE?.) (=1yeaasn 5 1=0,1,2,000;0~1 % (7)
5=1

Z=Z(Braeeenfly) = 1219:1: (- Z_:] AEL) (8)

where (3,,...,0, are real constants, fr # 0. We write (k=Boltz-
mann® s constant )

1

(bs = w1 (s=1,....r) (9)
8

and call T, a (generalized) temverature of order s (positive,

negative or oe) . We see that by (1) the problem is reduced to

that of classical probability theory. It is easy to see (ror ge-

neral discussion cf.m) that §, meximizes entropy (information)

n
S(gl= ~ktr(@ing)= -k 3 p; 1n p, (10)
1=1



by the additional conditions

n
LHY ={1d= tr(g)= > p; =1, (1)
i=1
n
{H%) = tr(H®¢)= D' Efp, = U, (8=15es=sT)s (12)
i=1
where
U= = 0L in 2( ) 13)
s dfs P1""’Pr - (
Of course, Us should be such that p, ) 0 or that
30 i evasl
fBe = —mﬁﬂ(—"-—-—-ﬁ are real (8=1,...,T). (14)
CAL

In the conventional thermodynamics only the cases

1) =0 (0 order coherence), no temperature at all (or T =oe),
equal "a priori" probabilities and the Planck formula

smax = k 1n n, <15)

2) r=1 (1 order coherence), thermal reservoir with T Lo
and the Boltimann-Gibbs state defined by (= (k1)™" ,
have been considered. In the photon statistics of laser light
we obtain 2010 at least

3) r=2 (2 order coherence), optical pumping and the Risken
formula

¢ = Z'1exp(ntN~(3N2) = Z'1exp(-ﬂ1H- ﬁsz), (16)

where N is the number of photons and H=fWN the energy of the
field (in one mode).

In the case of biopolymers we have a sort of " informational pum-
ping" going out from the DNA or protein chain primary structure
(the primary structure is not in a thermal equilibrium with the
enviromentﬂ, similarly as the pumping arrangement of a laser
is not in equilibrium), Therefore it is natural to expect the
higher order temperatures by blopolymers.
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We remark that each equilibrium state is connected with a class
of "dissipators”, cf.(z)andm, sinee a particular dissipator de-
fines not only type of equilibrium (asymptotic)state, but also
some properties of the process of going to equilibrium, Thus we
obtain in the whole class $n of n-dimensional dissipators (2)
the subclass ﬁn(li) of "weak" dissipators fulfilling (2) and
then in the subclasses 9 n,OcH) D n,‘!(H?""’sn,nd(H) of dis-
sipators corresponding to the order of coherence r (2 n,r( H)).
It is obvious that the coherence order r depends critically on
the way in which we divide' the "world" into a "system® and an
"environment" in some given physical situation (we obtain in each
case different H and D). This explains the question if we can
"reduce” the higher order temperatures to the lower ones (e.g.,
to one or none temperature). The answer is that this is always
possible, but only by changing the system to a larger one,
Going over to biopolymers let us consider a protein (polypeptid,
polysminoacid ) chain, cf, Fig, - 213,14)

Hi Ry q By Ox HyiRisq
\ 7 | I W
ol al
c N c £
1-1- 7.k > —7 i+1
S & ‘P; \\ . - \
S NN Fieg
Y1 N 4 R X
c 121 1 141
Il 7\ |
044 Harty Hy

Fig. 1. A fragment of g protein chain in g trans-position

(¢ -asymmetric carbon atom, C -symmetric carbon atom, H -hydrogen
atom, 0 -oxygen atom, N -nitrogen atom, R -rest group, — satu-
rated (singleg)bond, === half-saturated (partially double,m) bond,

*== virtual bond, 'F, % - rotation angles, indices refer to the
particular monomer units.

The chain is characterized by the sequence of its rest groups Ri
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(primary structure) and is considered as freely moving in a wa-
ter solution of a given composition, acidity, etc. In these con-
ditions one can assume with a very good approximation that all
bond lengths and angles between nearest bons are fixed. Only ro-
tations around somebondsare possible, of. Fig. 212013214 gy
the rotations are not always free.
E.g., rotation around C==N ( partia-
11y T bond) is impossible, this part
of the chain is stiff (therefore we
may consider "virtual bonds" and do-
uble as big units, of. Fig. 1'%) .
Thus in a protein chain only rotatio-
Fig. 2. Configuration of ns q’i""’i are possible, but also

a chain with fixed bond they are restraint by the interac-
angles. tions between nearest nelghbours.
Volkenstein’ 2 proposed to consider

only discrete angles of rotation corresponding to the minima of
of the interaction potentials, and this also gives the very good
approximation (Volkenstein's rotomeric model), et 12,13, 74
Taking thigmodel as a basic one, it is possible to apply the 1)
well-lnown methods of the Ising model in ferromagrmtismﬁ 116,13,
for obtaining all thermodynamic properties. In this case, however,
we can use as "statistical weights" not the expressions

uy = exp(- AE; ) (17)
e, £rom (3.3), but
u = exp(- 3 pEf) (18)
8=

with higher order temperatures (in the latter case we cannot au-
tomatically go over to the form exp(- 2(35 (31.31)3) since change
in the gauge of energy, previously fixed by our second condition
(3), requires a nonlinear change of U, etc.).

There are at least two systems of discrete values ("atable" Ve
lues) of angles (¢ ;, and ¥ ,, cf. Fig. 3, a so-called "steric
chart"“*. The first system (x) is caused by the interactions of
the nearest units, while the other (o) originates from the much
further interaction (throught 5 units ) of hydrogen bridges
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(between O and H atoms belonging
to C d N atoms, respectively,

ct." and Fig. 4). The first sys-
tem causes the gas-like behaviour

* of the chain ("coil phase") ,
while the other are responsible

for the solid-state-like behaviour
( "hel%phase" as a 1-dimensional
crystal, /_' 'hexagonal ‘phase" as

M~
o o
py |B
~
b 3 ﬁe x o:l
P =<
* x2%p % >

a 3-dimensional crystal). The
helix phases (as left a(L-helix

]

o %" w0® ° 2k

%o ¥ and right « helix)end the plea-

Fig. 3. Approximate values ted sheet phases (as parallel p
of stable angles (pand Y and antiparallel Ba ) oceur in most

(minima of potential )

proteins, while the hexagonal

- —-—— |
0 H H
“ H | 1 “ |
P N
/ A\ \\ i \r'
IR N/\/\Cd \F/\E/\*/\\N &
i
H o H 0
e e Mt e 2 S Ty L O | l____

Fig. 4. Hydrogen bond --- in a protein chain

structure (IIJ and the fibrillar structure (¢) occur onlx .‘m spe-
cial proteins, as polyglycin and collagen, respectively

@i N )

CIO == HN CO --
| t

-- HN CO == HN
1 I 1
HCR HFR HCR
I 1

— OIC NH == C:C

I

NH -~ OC NH =i
i | U
HCR HCR HCR

~/ =

All these crystal-like structures cone
nected by H-bonds are usually consi=-
dered as the secondary structure of
proteins. The simplests example of it
is the so-called cross A-form shown
at Fig. 5. We see that the systematic
treatment of the crystal phases by
means of the Ising method would be
extremely difficult because of the

Fig. 5. The cross fi-form of a protein chain (-~ H-bond)
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long-range interactions connected with H-bondsi:
Yet more difficult, and practically impossible, is to consider
by the Ising method the very rare, but extremely important,
di-sulphid bond (S-bond or S-bridge) S = S occurring between the
cystein aminoacid monomers (where R is CHZ.SHJ. The S-bond is
responsible for the terciary (and quarternary) structure of pro-
teins and forming the so-called "globular phase" being the pro-
per and only "living" phase of proteins.
Cystein units occur in a strictly defined places of a protein
chain (usually in distances of some tens or hundreds of chain
units) and influence in the decisive way the form of a globules.
The latter are very closed packed balls of folded helixes, cf.
Fig. 6. The solvant is squeezed out from the inside of a globule
(in contrast to a coil) since the hydrophob groups of aminacides
go inside and the hydrophil group outside of the globule., Thus
a globule forms as if a "microcell" with a sort of membrane
around it. (P"la.ny such 3-order units can be connected together,
also by di-sulphid bridges, forming quarternary etc. structure.
E.g.y hemoglobine has 2+2=4 3-order units, pyruvatdehydrogenase-
~complex 24+24+24=72 3-order units, both forming quintermary
structures.) In such a "native" state protein solution is much
less viscous and much more transparent than in the "denaturated"
state of the coil phase.
Because of the difficulty to take
into account the H-bond and S-bond
interactions in the Hamiltonian of
the system, the only way is to con=-
sider these interactions as a sort of
" gelfenvironment", i.,e., to take them
into account in the dissipator part
of the equation of evolution. For
Fig. 6. Scheme of the ter- this purpose, however, we have to
nary structure of a protein generalize the Von Neuman-Kossakowski
chain (= S-bond, - hydro- equation (2) by a nenlinear pheno-
phil groups) menological term

g =-1[H,¢l+Dg + D(E)E . (19)

7



The form of this term is as yet unimown, anyhow it depends on
the primary structure, i.e., the order of amincacids in the chain,
Thus the biopolymers can be called "essentially informative sys-
tems" (EIS) according to terminology of Azbel 18 « As far, we may
omit the exact discussion of (19) (the details of evolution are
important only for kinetics), and use the gbove remark that any
equilibrium state can be presented in the form (8), i.e. , in ge-
neral with higher order temperatures. That the globular state
has to be connected the coherence order r >1 it is seen from the
following simple consideration. Presenting the discrete n < oo
energy levels of the system on the schematic Fig. 7, we see that
the lowest state has to correspond to the trans-state ( straight
line chain), the highest energy level to the coil state of hig-
hest energy, while in the middle are the crystalline state, e.g.,
the helix state, and the globular state both considered first
as pure states . The H-bond and S-bond?interactions are conside—
’ red not as energy-diminishing
i=n Mmmgﬂ factors, but only as entropy-

_~ 1,{0 -diminishing (information) fac-

/ tors of the type of "Maxwell
demon": the corresponding mo-
ure bular te G lecule groups as if observe
___,_,/Tzv‘O the other ones and "catch" the
\/\f_ molecules of their choice when

they come near to them, thus
[ p(ln\bm T,#0 y Introducing a higher-order

[ N = structure to the chain (sel.f-
organization). On Fig. ¥ there
\\ 55 are also schematically shown

o _'itraim line tranms—siate z probability distributions of

Some mixed states, Since n oo,
Fig. 7. Scheme of energy levels we have no st phase transi-
of pure states and probability

tions, but we see that mixed
distributions of mixed states states "near" to G and H have

to have r >1, otherwise they
are "centered" at T or C,
*) only the S-bounds are connected with the primary structure of
a biopolymer,
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G. Czajkowsli
Information Thermodynamics and Phase-Transition-like

Phenomena in Nonlinear Chemical Systems

Abstract

We show that methods of information thermodynamics can be
used in a stochastic desoription of phase-transition-like
phenomena occuring in certain nonlinear chemioal systems.

In partioular, & stationary distribution obtained by a master
equation approach can be replaced by a distribution obtained
by maximizing the information with respect to a suitable set
of constraints. We show also that critical points are related
to certain characteristic values of statistioal averages.

1. Introduction

It has been shown 1n the last years that physically very
different systems in steady nonequlibrium states show common
and very close analogiles to equilibrium phase trsnaitiuns"s).

In particular, chemical reaction models exhibit a similar
phase-transition-like hehaviour7'15 « Several models were
discussed either from & macroscopic (phenumanologiua1)7'11)
or a mioroscoplo (atouhaatic)9—15) point of view.

The usual stochastic approach to nonequilibrium chemioal
systems 1s based on methods developed in the so-called sto-—
chastic chemioal kinetina16-19). One assumes that a chemical
reaction 1s described by & Markov birth- and death process.
Time evolution of the system is given by an appropriate Mar-—
kovian master equation. The steady state is given by its sta-
tionary solution.

In the following we disouss phase-transition-like phenomena
by means of the so-ocalled information thermodynamics. We start
from a model showing a nonequlibrium phase transition of se-
cond order. We show that the stationary solution of an approp-
riate master equation 1s squivalent to a representative dist-
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ribution obtained by the information-theoretical method.

The information~theoretical approach shows some new aspects
of the behaviour of the system considered. On the other hand,
generalized temperatures which were introduced in the infor-
mation thermodynamics get a2 new interpretation.

Finally, some remarks are given on chemioal systems showing
a generalized phase transition of first order.

2. A stochastic model of 8 second order phase transition

Consider a chemical system in whioch a species X undergoes
to a homogeneous autocatalytic reaction at the following
reaction rate :

dx/dt = (u - 1x - v x2 , 1)

x is the concentration of X, u,v 3 0 are paramsbursldepen—
ding on other ochemical conocentrations and reaction constants
7 . For the steady state we get

0 ¥ u 4. 4

x® = (2)
(u=1)/v , R

8
Here x~ = x (u) 1s continuous at the transition point u = 1,

but its derivative X, 18 oot. No hysteresis appears. This is
the behaviour of a phase transition of second order (soft
transition). We can compare it with a laser transition.

In a stochastic model we consider a probability P(n,t)
that there are n molecules of the species X at time t. The
following master equation for P(n,t) is required :13

3 P(n,t) /3t = u(aP(n-1,t) - (o+1)P(n,t)) «
(n+1)P(n+1,t) - oP(n,t) +

+ v((o0+1)nP(n+1,t) - o(n=1)P(n,t)) . 2



Its stationary solution has the form

P(n) = N exp ( nln u - 2:: ; . In (1+vk) ) , (4)

where N(u,v) is determined by the normalization conditionm.
The distribution P(n) shows a threshold behaviour which 18 ty-
pical for phase transitions of second order, namely

(1-u) u® s Tor  wil u, =1 +v, v (( s
Bin) = (5)

n
exp(—nuj £E$2 s for u> u, ,

where ng = u/v. Note that this is the bebaviour of photen
distribution in a laaer4’19 . For further discussion we note
that the relative fluctuation

a = D% n§ (6)

m, = Z o P(n) , m,= g n%p(n) , (7

n

where
i 2
D =my, =mj ,
satisfies the inequality

1/m1 ( qQ \< 1+ 1/”'1 A (8)

Sinoe the macroscopic concentration x is given by 31/ T , Viis
the volume of the system, we may assume that m{j} 1 in all
practical situations. Thus the inequality (8) takes the form

0 £ e <1 . (9)
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3. An information-theoretical approach

From the point of view of information thermodynamics the
macroscopic situation of a system 1s characterized by a set
of mean values of certain macroscopic ohservableazo—zz}. In
the case considered this are first two statistical moments
of the veriable n. Following the scheme of information ther-
modynamics we consider a set of probability distributions
P = (PT""'Pa"" ) which realize a given macroscopic sibtu—
ation, namely have the same first two moments. The set is
called a maorostate and its elements are microstates, For
the system under consideration a macrostate M is defined as

M= {r : Pn)}o,n=a,1,z,...,5 ann-mr,

r=0,1,2 ,my=1 } (10)

If the mean values o, fulfil some conditions then there exists
a unique representative miorostate P° M (represenbative
distribution) which maximizes the information (entropy), i.e.
such that

S(M) = sup s(P) = s(P%) (11)
PEM
where
8(P) = - Z B log BN (12)
o

The representative distribution has the form

Pg = 3(31,32)_’exp( -a.0 - azna) 1 (13)

where



Bagem,) = )  exp(-an -a,0®) (14)

and the equations
m = - dlo 2(ag8,) / Ja, , 1=1,2 (15)

have unigue solutions for 8498,. We show that the representati-
ve distribution (13) has the same properties as the stationary

distribution (4). The threshold condition reads now a, = 0.

a) Below the threshold a, 3} a,) 0. Then the representative
distribution is approximately a geometric distribution
1 m n
P - (—) (16)

n
my + 1 m, + 1

with a relative fluotuation

q =14 m;1

which corresponds to the situation desoribed by (5) for
u <'u°. :
b) Above the threshold a, < O and the representative distri-
bution may be approximated by & Gaussian distributionzg’a‘l
and thus, to a certain extent, by a Poisson distribution

P2 = 27" exp( -a,(n - 8535 dy= -a,/28,.  (17)

For n0‘2> 1 we have oy = my and
ay = (2097 , 8= -my/ 0%, 2, = 2 DDV2,  (48)

Since D2 > 0, we obtain the inequality (9) for the relative
fluotnation24). The threshold condition &, = 0 gives the ori-
tiocal value of q :



g, % (M/2) - 1. (19)

Numerical calculation shows that the relative Ffluctuation of
the stationary distribution (4) at the threshold is also near
to the value 0.’5725 .

The Lagrange multipliers a1,a2 are related to genarallseg
temperatures (in this case generalized chemical potentials)s
Comparing (4) and (13) we get
a) below the threshold

1,22)

a, =-1ou , a, = v/2, (20)
b) at the threshold

a; =0, a, = v/2 , (21)
o) above the threshold

ay=-1, 8a,=7v/2u, (22)
4. The entropy

With respect to the relations (11)-(15) the entropy S(M)
of the macrostate (10) is given by

S = f(a1,az) = ln Z(a1,a2) +am +am, . (23)

Since a, = si(m1,m2) by the relatioas (15), the entropy is
a funotion of the moments :

S = F(m-‘-:m2> 3 ?1(1711,(1). (24)

The above relation defines a certain surface (the entropy

surface) in & 3-dimensional Euclidean space (m,;a,S).

a) in a plane m, = const the entropy is a monotonic increasing
funotion of q. It increases from the value

smin = 1ln m, + (1/4) ln q + 84 (25)

o, = (1/2) 1n 2me



for q — 0 (far above the threshold) to the maximal value

sz 1n m.[+1 (26)

for q = 1. The oritical value of the entropy is given by

Sy=lam +1n(yemw/2) < s (27)
This velue was obtained from the relation
e 2
§ 260 10 50e) @i e
5 = - plx o plx x PLX) = exp(~
g s : /2T 2D
(28)

b) In & plane gq = consat the entropy is an inreasing funotion
of m s8ince S o ln my. Thus the system may evolve from a less
ordersd (ohaotic) state characterized by q > 9, to an ordered
state with q £ 9, by different ways on the eatropy surface.

5. First order phase transition

A first order phase transition (hard transition) is defined
as & transition whioh involves a discontinuity in the state of
the system. As a simple example consider the differential
equation

dx/dt = F (x,p) (29)

with
F(x,8) = - (x” - x +R)

where % 15 a positiva constant and /g is an external parame-
ter, and let x € R'( the real axis). The steady states of eq.

(29) are determined by the solution of the equation

F( x°(£), #)=0. (30)
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For the ocase (29) there will be one or three physical (real)
roots depending on the value of(ﬁ 7 . Now, we oan take &
stochastio approach corresponding to the equation (29) and
consider a complementary information theoretic approach. Since
the problem is under active study we make here only few remarks.

1. The corresponding representative distribution will have the
form

p°(x) = 27(A ,p) exp(- A x° - px%) (31)

which is obtained by maximizing the information over the

macrostate
+ 09

w={ 2 2030, § 2000k = myy k= 0,1,2,

m, =13 (32)

2. The transition point is given by A = 0. The distribution
will be Gaussian for AD0 and a bimodal distribution for
A Z 0L

3. The quantity Q = m4/ mg behaves like q in the considered

model of second order phase transition. Below the threshold
we have

0, < Qg3 (33)
where
Q, = (9/4) (F(5/8)/ T (1/4) )2 % 2.25 (34)

and /" (z) is the gamma funotion. Above the threshold we
have A <0 and

.

Qa3 'S AN (35



4, A more interesting situation will be described by an asym-
metrio distribution

4
p(x) = 7 (8 yee0rmy) exp(- Z ) (26)

where og

4
3(31,...,34) = J exp(— Z a k) ax e 7)
o k=1

6. Conclusions

4. For the models oonsidered the statiopary distribution of
an appropriate Markov equation coincides with a representati-
ve distribution obtained by maximizing the information.

2, Comparing both distributions one obtalns a new interpreta-
tion of generalized temperatures. They ocour as functions of
external control parameters.

3, There are certain dimensionless combinations of statistieal
averages, €.8. Dzlmﬁ : m4/m§ which behave like the thermody—
namical temperature for a ferromagnet, or the Reyoolda or
Rayleigh numbers for hydrodynamical instabilities. For example,
in the considered model of second order phase transition the
order—disorder transition ooccurs at the oritical value of

q = Dz/mf. The system achieves a more ordered state for

q < q,@anda less ordered for q > 4,-.

The investigation was financially supported by the Polish
Ministry of Sclence, Higher Education and Techrology, Project
MR I.2.III-2.
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W. Ebeling, Chr. Ivanov, L, Schimansky-Geier

Stochastic Theory of Nucleation in Bistable
Reaoctions Systems.

Abstract

Considering a bistable chemical reaction system first the
deterministic theory of the kinetics of nucleation near the
critical radius is developed. The Fokker-FPlanck-eguation for
stochastic changes of the droplet radius is formilated. From
this the transitions between two stable stationary states is
calculated by solving an absorption problem following a
method given by Stratonovich.

1. Introduction

Firat Nitzan and oawarkara1) developed the analogy between

& chenical bistable system and the phase transition of first
order in equilibrium thermodynamics. In a stochastic approach
Metiu, Kitahara, and Ross2) have shown, that the equation
for the most probable evolution of bistable systems is of the
Landau=Ginzburg type used in the theory of superconductivity.
Schl‘cigl3 has pointed out that the formation of a new phase
in bistable reactions is in many respects similar to the
classical nucleation phenomena in thermodynamic phase equili-
briaf). Considering a radial symmetrical system with two
stable concentrations 8,4 S, (51 < 5,) Bohltgl proved the
existence of a critical droplet sisze., The existence of such
a oritical radius was also derived by Nitezan, Ortoleva and
Roas5 , In a numerical similation they have shown, that for
radii smaller the critical RK the droplet will disappear and
in the alternatively case the droplet will grow (see Fig.1).
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Fig.1: Behaviour of droplets below and above the criti-
cal droplet radius Rp.

After the stochastic investigations of Janssen and Cmajkowski
it became clear that nucleation is the only possible mechanism
for the transition 8, —> 5,. Janssen and Czajkowski have
shown that the transition of uniform aystems 81 —_— 52 has

a probability O(1/N).

In this paper a special method for the treatment of nuclei

is proposed which is analytically simple.

2. Droplet solutions of the deterministic reaction diffusion
equation,

Consider a nonlinear reaction diffusion process governed by

,%%_ = flc) + DAC(F ¢

where C = C(r,t) is the concentration of the investigated
substance and let have the source term £(C) two stable bran-—
ches and a metastable branch,.Assuming a radial symmetrical
problem we get in dimless units S = C/Cys @ = T/Tps T= t/t,

———-95 ={r0(5)+ AL.Q.s_+ D —925
dt. 9 Q¢ 0% (2)
with ¢ (0) > 0 , wloo)c 0.
Defining 81, 82, 53 as solutions of the homogeneous stationary
rate equation P (S) = 0 (see Fig.,2) we look for droplet solu-
tions with boundary conditions § (0) = 8,, S(o0) = 5,
(ses Fig.3).

1)
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Fig.2: The homogeneous Fig.3: The J%unﬂsry §
stationary solutions conditions

There are many possibilities for defining the radius of the
droplet, we shall use here (see Fig.3)

S(R,T)=5y. (3)

This equation defines R = R( T ) as a function of time.
Following Sohl®égl we derive a kind of energy integral

= - 2o
\/50(6}&5 +/Z\f— {gT?)zdx?zf(-aiti) (%)d‘?w
S5 g 4

and get

I~ - 115 oe /ws

Time independent solutions exist only if
0

3
20 198 Py, |
Jj—ér— /—EEE—J C&? —{{ yD(SJCLS . "

Since ('35/39)” 1s very large mear @ X R and dicappears
alsewhere we find the radius of the stationary droplet
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If 1 is the width of the interface region this solution agrees
in a first approximation with the critical radius given by
Nitzan, Ortoleva and Rassﬁ

P = 20 (?2."54)2
X Lé*wsmzs ! (®

Now we look at the time behaviour.Since the factor

g—]f g—-—] is a sluwl,)r varying function of © in comparison
assumaﬁ a solitary front near the critical

radins we fiﬂﬁ from equation (5)

__ 95Rzl/oE sl el W2
95(%.2)/ aR R o (9)

What is the meaning of the first term in equation (9) ? Deri-
vating equation (3) with respect to time we find

Pairel g S aalk) 2 10
and it follows

Ra gdSIRT) d&(RT)
0T R ' (11)
Introducing this into eguation (9) we get finally the follo-

wing equation for the time evolution of the droplet radius
in homogensous nucleation

g
R R - (12)
From the above equation it is apparent, that doplets with

radii smaller than the critical disappear and such with radii
larger than the oritical will increase. (Compare Ref-§ )




A stability analysis shows that the stationary state R =

is unstable. For very small droplets with R < Rx, where R
is of the order of the width of the interface region, the
treatment of the term containing (2/ ¢ ) 1s evidently wrong.
Therefore one will find in general a moras general svolution
law, conclusing equation (42) in the neighbourhood of the
critical radius,

R=2(R) =~0'(R) (13)
with £(R) = 2 ( /Ry = 1/R) 1£ R = Rye (14)
Since R 1s a positive definite quantity £(0) must have a non-
negative sign,

£00) i 1.0 (15)
For radii much larger than the critical f(R) converges to
a constant value in agreement with a numerical solution5 .

We assume that the rate function of the droplet-growth has a
potential U(R) which will have at R = Ry a maximum, We shall
agsume that RO corresponds to the minimum of the potential i.e.
f(RD) = 0, Poysically R, corresponds to the mean radius of
microscopic droplets which are spontaneously formed in the
system. We mention that Ry can be zero.

:
/ fee)

R

Ro Re

U(R)

Fig.4:
The rate function of the droplet-growth and its potential.,
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s 7 Stochastic theory of droplet - growth.

The problem we want to consider now is the determination of
probability that a droplet reaches by chance the superoriti-
cal radius R > RK' Taking into account stochastic fluctua-
tions of the radius which are Gaussian - § - correlated

R = = U'(R) + F(t) (16)
F(t) = 0 “mn
F(t) B(t') = K §(t-t') (18)

we trxtgolvs the time dependent Fokker-Flanck-squation
corresponding to equatiom(16-18)

-

0P _ 2 |3uUR) K Bl

% s, L
1
Fig,5: The mean free passage time.

e e
3
""'

We are interested in the time interval 7T, which the system
needs in the mean, in order to reach the boundary Bg. It is
clear that the saystem will reach RK only after relative long
time much larger than the relaxation time of fluctuations
(ses Fig.5). Similar problems arise in the theory of random
noise., In order to solve such a problem we consider an absorp-
tion problem following stratonorioh7). Suppose that at t = 0
the stationary distribution has established so that .our ini-
tial condition is given by the stationary solution of egqua-
tion (19).
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]

PIR.O)=P°R) = [ "expl-2UK)] (0

n

R
(= [ exnl-22R2JaR

For times t > O we will introduce at the value R = Ry an
absorption boundary condition which will exclude from our
consideration all realizations R(t) which have been reached
the value R = Rg. Then the normalization of P (R 6, £) is
satisfied only at t = 0 since there is a positive flux of the
probability through the boundery R = Ry. At subsequent times
t > 0 the guantity

R

Witl = | PR t)dR < 1 (
0 22)

is Just this fraction of realizatiomwhioch have not yet managed
to reach the boundary R = Ry during the time interval [0,t,],
i.e. W (t) describes the probability that the curve R (t)
fails to reach R = Ry during the time interval [0,t] . The
probability of a first contact of the ourve R (t) with the
boundary in [t,t+dt] is

- dW = - W dt (23)

Therefore the mean time which 1s necessary for reaching Ry
is found by averaging

o= ﬁm - [t -fﬁtfi%mw. (28)

Here we took into account that at t = 0o all realizations have
been reached the boundary, i.e. W( oo ) = 0O,

We find that the calculation of the mean free passage tims
involves the solution of the Fokker-Planck-equation (19) 4n
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the interval [O,R, ] subject to the absorption boundary
condition
P(B.K,t)-o t>0 (25)

and to the initial condition given above (20).
We seek the solution in form of a series with respect to the
eigenfunctions

oo

PURIE ) Tt s (R (26)

m=0
where K (R) 1s the solution of

2
% %R)im = 9?9 gg Xm]*)m Xm‘p 27)

subject to the boundary condition

XK =0 i &g t]=0 (28)
__ou L N TR
GIRt) = 5% PR s T o

is the probability current.
For long times we find approximatively

P(Ryt) = P°(R) e Aot (30)
with P°(R) given by equation (20) and thersfore
Aot

W(t) = & (31)
For the mean free passage time we find
— -
Giod="aa (32)

The problem reduces therefore to calculate the smallest
aigenvalue Ap .
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4, The eigenvalue problem.

An approximation for Tp can be easily found following the
method developed by Stratonovich. By integrating the equation
for the eigenfunction with m = O and using the boundary con~-
ditions we find

£ 3o By, < -y [XIRIAR"- ugiR) o

o2 [ oxal- 2(00) - URYJgRIdR. .

We consider now droplet radii near RO' Here one has

XolR.1 = (™" expl- 22K)]

(35)
The main contribution to the integral in equation (34)
comes from rather steep meximum near R' 2 RO since
(R') ~
9 7 (36)

due to the normalization condition given by eguation (21).
Introducing equations (35) and (36) into equation (34) we get

C_: ‘”O/ 6Kp/£( U/f?/a//? (37)
Ra

Thersfore the smallest eigenvalue and the corresponding
nucleation time are approximatively given by

Ric
A‘c*=’aa=%c;f? exefic URIAR

o
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We note that the value of the integral is practically indepen-
dent of Ry and of the exact shape of U(R') near R,. Therefore
we may introduce here the approximation

UR)= - LR 2. et o

which 4s valid for R > Rge Using this potential for the
integral in esquation (38) we get finally for the nucleation
time

N A AL |
AL ULl {,,F;(«f,7+lf/x}4»/x)-fj7{4o)

(39)

2

At last we prove which function of RK the normalization
constant C = C(RK) is, Integrating equation (21) using the
approximation (39) for R > RO assuming 4/, 4+ integer we
find

& o " n (41)
[-R, .t (aie)” _(_%f " (4/x) f«’o}
R’ nlfns4- %) Ro nlfns1-%)\ Kx
n=p

Taking into account that RD/RK is a small value we easily
ses that C(RK) with increasing Ry will grow, From the deri-
vative with respact to RK we get the relation

Ll

b E2lR 2
= i =L K Ref R
! ( R,f k © Ko ??"(42)
be

since the derivative mst be nonnegative,

Discussing the results we see that the value of the nuclea-—
tion time is in many respects dependent on the size of the
oritical radius which involves all information on the chemi-
cal system, Using equation (8) we find that the nucleation
time increases with the diffusion constant and with the
difference of the statlonary values, but decreases with the
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chemicel rate of the reaction ¥ (8). We mention that in our
theory the factor of correslation k must be given by molscular

considerations,
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W, Ebeling, R. Feistel, M.A,Jimenez Montano

On the Theory of Stochastic Replication and
Evolution of Molecular Sequences,

Abstract

Yollowing the hypothesis of M. Eigen the stochestic replica-
tion of molecular sequences is one of the basic processes in
molecular biology. This paper 1is devoted to the formal analy-
sis of the stochastic kinetics of replicating sequences and
their evolutionary trees. For the microscopilo description of
aystems consisting of sequences of molecules the metric space
of sequences, the occupation number space and probability
distributions in the latter are introduced. The complexity of
a sequence is described by Kolmogorov's algorithmic entropy
which 1is considered as a measure of the quantity of informa—
tion contained in the sequence, The time evolution of sequence
systems in the occupation number space is desoribed by a
dynamical semigroup corresponding to a master equation. The
realizations of the stochastic process form an evolution tree
which is analyzed by automata-theoretical methods. As an
example a certain model of replicating sequences with 4 units
is studied., As a criterion for evolutionary processes in se -
guence systems the inorease of the mean Kolmogorov-complexity
in the system is proposed.

1. Introduction

In the last twenty years we learned from moleoular bioclogy
that the nucleic acid molecules in a living cell and especial=-
1y the DNA molecules are the stable source of all the informa-
tion which 1s nessecary in order to guarantee the structure
ani function of living organism and espeoially for the syn-
thesis of proteins. Using a physical analogy the living orga-
nism is so to say a laser pumped by the injection of a coded
nucleic acid molecule ( .troduced into the sgg at the hagin-
ning of its ontogenesie . and the steady input of energyrioh
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molecules (the building stones of the organism).The DNA is a
double stranded biopolymer consisting of 4 types of monomers
say A,C,G,T.
The protein bilopolymer consists of twenty units say Ayyanashy
Since the length of bilopolymers is in the range of a few
hundreds to a few billions the information content of bilopoly-
mer sequences i1s enormous since there are

Nay =AY
different possibilities. For example there are about 10600
possibilities for the sequences in a DNA molescule of length
4000, This is much more than the total number of molecules on
earth whioh is much smaller than 10'°°, Therefore it arises
the guestion how coded sequences which represent the nessecary
information could arise spontaneously on the earth.
The hypothesis of Eigen is that this at least in principle
could be explained by the stochastloc kinetics of replicating
sequences under certain selection strains which favour the
formation of coded aequanoes1 . Since the problem of the
formation of sequences which are carriers of information is
of fundamental importance for biology the theoretical analysis
of stochastic sequence processes seems to be of interest.We
want to study here only the quantitative aspects of the forma-
tion of coded sequences; as a measure of the quantity of in-
formation contained in a sequence we consider Kolmogorov's
algorithmic entropy.

2. The microscopic decription of sequence systems,
2.1 The metric space of sequences.

We are interested in physical systems which contain sequences
as the molecular species.

Let be {‘ﬁ"‘;!lli the set of molecular or atomic units then
a polymer molecule is a sequence of ¥ units e.g.

Aa-L1713-L1— erene = &7.
The molecular units are connected by valence bonds.
If we consider DNA 1,e. A = 4 the units are A (Adenin ),
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C (Cytosin), G (Guanin), T (Thymin) and some examples ars
4 ~-C =Gy T=-C=A-0G, G=T=C=G=T=A~T,
Let M;, be the set of all different sequences of length «
Myg ¢ = [z,lsa...z,‘,[zk AA st ‘z‘]]
and let -3
M = Mu@M® ...® M,

be the set of all different sequences of length ¢ £ m.The
number of elements in the set M} is

- m )‘m-ﬂ i
Si=ifNy; = AT s L—2 (1)
A Eﬂ A=

In general this is an enormous but finite number.

Evidently the set of all sequences of arbitrary length M;o is
infinite. The sequences can be counted in an arbitrary way
e.g. if the units are A,B,C,D, we can choose the numbers
using the following schema

i=20 . A ( empty seaquence )

Ti7s pf oy s NS )

i=5-20 ': AA, AB, AC, AD, BA, BB, BC, BD
cA, CB, CC, CD, DA, DB, DC, DD

1 = 21-44 : MAA, AAB, AAC,AAD,ABA, ABE,ABC, ABD
ACA, ACB, ACC,ACD,ADA, ADB,ADC, ADD
BAA, BAB, BAC,BAD,BEA, BBB,BBC, BBD

etc, This enumeration of sequences may be considered as a
bijective map between sequences of A molecular units and the
nonnegative integers ( which may be considered itself as
sequences in a decimal code). The study of sequences of mole-
cules can be classlg related to the problems of coding in in-
formation theorya’ . The molecular units A1...&R correspond
in the coding theory to the letters of a A — alphabet.Any
finite sequence of letters is called a word, Therefore a
sequence of molecules may be called a molecular word ( or
simply a word).Due to the formal analogy between macromolecu—
les and words in information channels many notations and
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theorems from coding theory can be used here e.g. a sequence
of ¢ molecules will be czalled in the following a ¢ - segquence
(¥ = word). Further, the number of the elements A, in the
§ = sequence 1 will be denoted by N (A,| 14 ) and an unit
vector with nonnegative components T = ('&‘1, o ewy WA WD
be called T - sequence or a probability A - vector if the
following condition is satisfiedz
1/2
a(1¢) = T| € 2[R -TeoTeo™]

g (1¢) = %N & [20 005 B 4,2 oaayih

This means that in the limit of long sequences the relative
frequencies q of the units A ;4 converge to the elementary
probabilities Tl . For T - sequences the Shannon-function

1

B(i) = -Z 0, 1og 9y (2)
d=1
converges in the limit ¢ —s 00 to the Shannon-entropy

A
H==5" T, logT,

a=1
A more general Shannon-function can be defined for sequences i
with the length € = nr for a given r = 1,2,3,....y 1.e. the
considered sequence is composed of n words of length rj). Let
the y — th possible r—word ( § = 1,...,j.r) ogcur in 1 Ni‘.‘
times, so that

Nt
¥
q;:n-—- H ZN;:n = 1'..-’ﬂ1‘
n
then we define Ar
H.(1) === )" ay log g (za)

=1
In the case r = 1, n = ¢ we come back to the Shannon-functior
oonsidered above, The sequences we want to consider here are
not nscessarily of T[ - type ( or Ty - type respectively).
Therefore we need a more general entropy concept. In 1965
Kolu;nrov" introduced a new entropy concept the so-called
algorithmio entropy ). The ooncept of algorithmic eatropy
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is of great importance for our investigation because it is
connected with the possibility of a rigorous distinction
between a sequence which is random and a seguence which is
regular3'5 . The general idea of Kolmogorov to define random
sequences is that a sequence 1 € M3 1s random if there
exists no shorter programme jJé ME on any algorithm (machine)
F representing i, i.e, F (j) = i, On the other hand any regu-
lar sequence has a shorter representation than itself, i.e.

F (1) = 4, €(3) < €(1)the shortening being just responsible
for the existing regularities,.Instead of the concept of algo-
rithms Kolmogorov uses the concept of partial recursive func-
tions assuming that the clasgs of all algorithmically compu-
table functions is identical with the class R of all partial
recursive functions, Remembering the existence of a bijective
map between a word 1 and a nonnegative dinteger 1, the algo-
rithm F corresponds to a function F (j) = 1 which is a map

of the integers ] to the integers 1.

Following Kolmogarov the complexity of a word 1€ Mxﬂ with re-
spect to the partial recursive funetion F(J), js< Mg is

Kp(1): = min £(3) ¢ F(3) =1

(3)

00 £ Y JeMy F(3) + x
The theorem of Kolmogorov-Solomonov states that there exist
(partial recursive) functions Foii) called optimum, such

that

YV FeR, Y 1eMy ¢+ K (1) € K1)+ C
where the constant C depends on F/ and F but 1s independent
of 1., The complexity of a word with respect to that fixed
optimim is called the complexity of 1 and is denoted by K(1).
According to a theorem of Kolmogorov an upper bound of the
vomplexity of a sequence 1 is given by its length 1,84

K(1) £ (f(i) + c) (4)
where C is a constant independent of 1 and a lower bound 1is
BER R o hein e sk ) <KD ()

Jz1
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The relation between the Kolmogorov-entropy K (i) and the
Shannon-sntropies Hr(1) defined by egs.(2a) for special
sequenoes of length ¢ =g+ described above is given by the
theorem

£(1) & (n 1) + Cplum + C) (6)

Therefore the Shannon-entropies appear as coefficients in the
linear part of K (i) with respect to m . We note that the
concepts and theorems of Kolmogorov are originally proved

only for the case of binary alphabets J y here we have genera-—
lized them to any A - alphabet assuming that the main lines
of the proofs remain wvalid.

The concept of algorithmic entropy is an essential generaliza-
tion of the Shannon-entropy. Intuitively it is clear that K(i)
may be considered as a measure of the quantity of information
contained in the sequence i, Since K(i) is given only up to a
constant its absolute value 1s without significance but it
enables us to introduce an order between sequences. Therefore
we can decide now the question wether a transition from one
sequence to another (e.g. by mutation) increases or decreases
the quantity of information, This is of great importance for
the investigation of the evolution of sequences.

Another concept coming from a coding theory which is very
useful for the study of molecular sequences is the concept of
metric spaces, The general problem of metrics on sets, patterns
and coded sequences in the natural sciences was first investi-
gated by Beyer, Stein, Smith and Ulams) and then by many
authors 7 « It was pointed out that the problem is to find an
appropriate defined distance between sequences. Of course
there is no unique mathematically defined metric. A useful
metric for § - sequences i.e, for the set Mﬂq was suggested
in 1950 by Hamming for coding problems®’. The Hamming distaence
is defined by
¥
a(1,3) = 2> ( 1- 5'51 o3 Cr)
k=1 k k

where the index k denotes the position of the element.
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The Hamming distance between two molscular sequences is the
number of events required to convert one sequence into the
other e,g. for

1 = ADCARC 5 J = ABCBBC
we find the distance d(i,3) = 2.

The Hamming distance defines a proper metric. Now we shall
generalize the Hamming metric to the set M& « We propose the
distance

+ 00
41,3 = wnl > (18,1 .3 ) @)
4 Ko kta k k+é

It can be shown that this distanoe possesses the nesseoary
properties

d(i,4) > 0 for 1 ¢
da(i,1) = 0 only for 41 = jJ
d(1,4) = d(J,1) 2for all 1 and j (9)

d(1,3) < [da(4,k) + d(§,k)] for all 4,] and k

The prucedure is in faot to add zeros to the shorter sequence
up to the length of J, apply the Hamming procedurs and ask
for the minimm with respect to all possibilities,e,g. for

i=DACEB , j=BDADBB
we have to count the minimal number of noncoincidences

DACBOO ODACBO OODACBE
BDADBB BDADBB BDADEBB

For our example we find therefore

ﬁ(i!‘j) = 3.
e note that an squivalent metric was proposed by Sellers
and Sankoff 7,
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2.2 The occupation number space and the state spaoce.

Now we consider a physical system of 8equences in a volume Y
with uniform spatial distribution, We mssums that the possible
outcome of an microscopic observation is a set of integers

B oS N

where N:I. denotes the number of sequences of thes kind 1 in the
system. Evidently
N = N1 + NE *+ ssenan +NS

is the total number of particles in the system. Since in
physical systems

Na 1022 ; 5 ~A® a 40 1084

We have in general S > N. This 1s a peculiarity of our system
which is the reason for some rather unusual properties. We
note that in statistical mechanios usually is assumed that the
number of species 5 is very small in comparision with the
number of particles, Here we are in a quite another situation,
From the condition N <S5 follows that most of the particle
numbers Ni will be zero.

Now we introduce the sample space of our problem as the set of
occupation numbers {non.nag-.tiva i.ntegsra)

Q := {N1, Nyy--eyNg| Ny = 0,1,2,...]
A graphical representation of the occupation number space is
given in Fig.1. The possible microscopic states correspond to
a lattice of points. Each point represents the possible result
of a hypothetical observation,
Now we define as the state of our system at the time t a proba—
bility distribution in the occupation number space

P (N1N2.... Not ) (10)

A rigorous formulation can be given in the framework of the
Banach space formalism, Following e.g. Jimenez Montano 9) we
define the real Banach space X = { () of summable sequences
of functions on &2
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£ o= {2({1])  {1)eQ)
Izl =Zle ()] < = (11)
{m

The positive come X of X d1s the set of all semi-positive
definite elements of ¢'(R)

X, i= { fex|e [{Ni}) 20, {Ni}sQ} (12)
Now we introduce the weight of f by the map
Tr £ C‘{Q)—-—IR
which is defined by
Tre ;o= (;59. z ( () (13)

We remark that the weight introduced here is not a proper
trace, Now we come to the following

Definition: The state of a molecular sequence system is any
vector P ( {Ni} )€ X_ such that Tr P =1

The set of all states
{PE 1{+| Tr_l_’=1}

ia our state space.

s Stochastic processes and Master equations.
5 1 | General master equations.

Now we counsider the dynamics of our system. Since the occupa-
tion number space is a discrete space, the dynamics will be
nessecarily stochastic., Therefore we start from the assumption
that there exist & closed and causal description in the
stochastic picture, that means for given P ( {Ni]f 0 ) the
probability distribution P ( {N,} , t ) can be calculated for
any t > 0 in a unigue way.

PC{N},0)—> PC{N}, t)
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It will be assumed that the time evolution represents a statlo-
nary Markov process which is pgenerated by the Master equation

=Z’[w({~ NHPANY, O-w NN )P({Nm]
N!
{;} it
where ;éﬂi}[ {Ni} ) denotes the probability for the transi-

tion n — Ni} per unit time. Defining diagonal matrix
elements by

W (N3N = %_;w(wm{w; )

one finds the equivalent representation

EAJARE = MCTATTRICTN R,

or in matrix notation

(15)

Spawe (16)
A more rigorous formlation in terms of the semigroup forma-—
lism 10) can be given in the following way which is the analo-
gus of the formelism for usual chemical systems
We define a dynamical semigroup of the seguence system

T:-{T_t; tz o}

by the conditions

1) X ) E X, for each t > 0
2)llry £l = Il £ for all f€X _ and t 20

B B B m P for all t,8 = 0

4) :I].é.m T,f = £ for all £ € X (18)
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The four conditions can be formulated with a few modifications
also in the whole space X and it can be shown that the dynami-
cal semigroup is a strongly ocontinuouws one-paramster contrac -
ting semigroup of weight preserving bounded linear operators
on X.

Applying now the Hille-Yosida theorem to T we infer that

there exists a linear operator W on X called the generator

of T, whose domain D (W) is dense in X such that

d
;( T.£) = W (T,2) (19)
where
1
WE=8~1dm = (. =) £
L AT RS 1

If the initial vector 1s one state f = P, and moreover writing
E) : = T,P we get the Master equation

d Ht) =WP(t) ; t>0 (20)
dat

with the initial condition P (0) = Pe

Thersfore we arrive to the conclusion that the time evolution
of our sequence system which was described by a probability
vector in the positive cone of a Banach space H(t)€ X _ is
given by a dynamical semigroup.

5,2 Stochastic one~step processes with constant overall num—
ber.

As an application of the general formalism we want to discuas
a model which is a stochastic counterpart of Eigens famous
model for the prebiotic evolution of biopolymers. Accprding
to Eigen we restrict ourselves to a surface in the occupation

number space

N, + Ny + ... + N, = N = oonst (21)

1
This condition plays the role of a selection strain since
under the condition of constant overall number any competi-
tion process will give final states with only one or a few
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dominating species (sequences). We consider now A stochastic
one-step process with the following transition probabilities''

(G PRSP S (T PRS0 [ PR FRPR SRRRY )

= Ay Ny + By NN (22)

11 5 (s B |

where 1 and 1 are arbitrary

1< 1¢S5 ; SHSL e Sk
All other transition probabilities are assumed to be zero,
The first contribution to the transition probability (22)
which 1is of first order with respect to the particle number
desoribes " mutation " effects i.e, one sequence is changed
into another. We shall assume that per elementary " mutation "
only one molecular unit may be either changed or added at the
left hand side or at the right hand side of the sequence, This
assumption can be expressed e.g. by the " ansatz "

Ryy = C% + Ay Syg0an) (23)

Here the first term describes an unspecific destruction of
sequences proportional to their length, The second term in
eq.(23) describes mutations where d; is the Kronecker symbol
and d(il) is the metric distance of the sequences 1 and 1,l.e.
transitions by mutations are possible only between sequences
with the metric distance equal to one.

The second contribution to the transition probability (22)
which 1s of second order with respect to particle numbers
describes a kind of autocatalytic effect since the transition
depends on the starting and on the final state. We consider
two limiting cases

1 !
Byy = JEy ;5 1.e. 21:3111"1“1 =K N ; ;BﬂNiNl- <E) Ny
(24)
and the opposite case
1 ' ST 2
Byy = gRys t.e- % ByaNsiNy =® ¥ ; ;BﬂNiNl Ryt
(25)
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where
® =33 @ WM e

The first case describesa specifioc autocatalytic growth and
an unspeciflc first order decay and the second ome an unspe-
oific growth and a specific decay. Therefore in both cases
we have the competition of one pumping process and one loss
process, Here we shall concentrate our efforts to the study
of competition processes of the Eigen type given by eq.(24).
The second oase defined by eq,.(25) which is in some sense
complementary to the Pirst may be of interest for the study
of economlc processes as was shown elsewhere 12'13).
Introducing the transition probabilities (22) into the general
master equation (14) one finds thes following Master equation
for Eigen processes

& BN .. N t)

Jt,
3 {Bil(ﬂi-1)(N1+1) P (anNy=1 oo Ny#d .. = By N W PN,
= e W)

* Z‘{ n.ﬂ_(N1+1) PC...N1—1 cealg+ia.) = AliNiP(mNi.-.Nl...)}

il n
Evidently this is a very complicated stochastic process and
it cannot be expected to find rigorous solutions. Neverthe —
less in the case Bil =03 1,1 = 1,2,,.8 1,6, there 18 no
pumping at all, an exaoct solution can be derived u::ng the
method of generating funotiona developed by Saito « In
order to sketch the method we define the matrix

Ayy £ 143

n -
‘u"ii = —Z p‘ij‘ (28)
I
Assume that the matrix A has nondegenerate elgenvalues
a,(i=1,..,5) and the corresponding sigenveotors are T .. 57
virtue of (28) one eigenvalue (say a1) is zero and Ty , 1s the
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corresponding eigenvector. Using the ay and Tyy the genera-
ting funotion can be found following Saito’#), From this all
moments can be caloulated and one finds also for the limit

of infinite time the unique stationary distribution
Unfortunately in our case of evolving sequences the matrix.A
13 very complicated and is of a very high rank that an expli-
oite calculation of the eigenvalues and eigenvectors seems to
be an hopeless problem which can be solved at best approxima-—
tely.

4. Analysis of Evolution Processes
4.1 Automata-theoretical formulation.

The real process of sequence evolution is characterized by an
alternative action of mutation and selection . First the effet
of mutations will be investigated, We consider the elements

of the set of sequences M? as states which may be represented
by points in the metric apace of sequences

iy U] m
gi= {31,92...53} N {1 | 1€ Ml}
The set of mutations will be denoted by

S .{ﬁ o l S e 0,1,...,1}
and the corresponding set of mappings of S into itself by M.

A mutation 6‘31 of a given sequence 1 = z1...z¢} is given by
the following presoription:

(1) Add (m -&) zero elements to the right in order to
get an m -~ sequence
{3152 e z.q.sr. PR zm}

where A

Spar = Rorer 2g = Ay

(11) Replace in position k the element z; by A) and get

{;1.... ?1 ""?m}

1 k m
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(411 Construct the sequence

{T f'l'"?‘l"”?mﬂ}
12 k1 m

(iv) O_mit all the zero elements A, and all elements A which
stand right from a gap which oreated by the omitting
of ‘,‘o somewhere in the middle of a sequence.

A few examples are
631 {BABDA} = {Baa;pa)

661 [B.\BDAI’ - {annaai‘]
Gm (B 4304

6o {anna} = {5.&13}

Another representation of the mapping is given by the follo-
wing table

{a;BAaBDAY}

61 {1} 1= {“1""1:""v}
S S s R {z wsee Ay vaue 8]

1 %0; kmg+i {21 vese By eses aq.ﬂl}
1 40; k=m {Alz ...zk....zq}
1 %#0; k= ¢+2,,..y m=1 {z cees By eses zq}
J =30 s k= ¢+ 14000y m { sveue !:k. veee lq}
1= 0; ka=ilgeey9 {1.... “‘k-1}

An alternative representation of the mutations is given by a
directed graph,The vertices of the graph represent the sequen-
ces 1 and the mutations correspond to the arrows connecting
the sequences. (Fig.2) 151163

From the point of view of automata theory the triple
(5,5, M) may be considered as a semi-automaton, Any sequence
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of inputs, which may be called a word e.g.

63h50d“"5ra
defines a mutation pathway. The set of all possible mtation
pathways which start from a given initial state 1, forms a
mutation tree.
In many cases it is useful to study only positive mutations
which lead to higher values of the selection value. We define
the semi-automaton (S,5 , M') by the mappings 6 ¥y with

(1} 12 BC {3} )> B(6, (1))
5+L-_‘L{i} =40 {1} elsewhers

This prescription means that the mutation 51:1 is not mocep-
ted if the selection value of the new sequence is lower than
the selection value of the old sequence. The set of all accep-
ted mutation pathways, in the sense defined above, whioh start
from a given initial state i, defines an evolution tree. It is
gasy to see that an evolution tree 1is a sub=tree of the corres-
ponding mutation tree.

One of the most important problems in sequence kinetics is the
question wether a well-defined subset of sequences F ( e.g.
sequences with high selective values) can be reached from
another initial subset S5,. In the automata-theoretical formu-—
lation the problem is wether there exist words connecting Sﬂ
with F. The sets

(Sy T ,M,S,F) or (8,5 )M S,F )

respectively define automata in the sense of automata theory
(Rabin-Scott-Automata).
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Fig.1 The occupation number Fig.,2 Graph representation

Ay

spaces of segquences of the mutation semi-
(Here with N, =5 ) automaton

- |

Wi € CADO

200

DABOCE

100

Fig.3: Numerical realization of an stochastic proocess.
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4.2 Examples,

In order to give an example for these rather abstract concepts
we discuss a special model of sequence evolution17>11.)w¢ con-
sider sequences consisting of the four letters, 4, B, C, D.
The basis for the model is an arbitrary algorithm for the ocal-
culation of the value function L which is connected with the
reproduction rate Ei by

Ey =lonw,
or mores general E, =g ('1)

where g is an appropriate monotoneously inocreasing function.
The elgorithm works in the following way: The element on posi-
tion 1 of the sequence gets the value w = 1,2,3,4 1if there
is A,B,C or D. Then all doubletts are valued after table 1.

Table 1 Algorithm of the value funotion

AL w: =W CA w:=w%/3
AB W :w CB wW:=vw%+4q/3
AC w:=w+ 1 CC w:mw
AD w : = w/q CD w: =w/3
BA w:=w+q/2 DA w:=w+4/q
BB w:=w DB w: =w/4
BC w: =w/2 DC w:=w+4a/4
BD wit=w4+2 DD w:=w

For q we will oonsider two variants
(1) q 1s the position of the first element of the doublet

in the sequence 17),11)

Example:

wI{mc} = (4+441) = 9

w{DACBA] = (4 +44+141+2) ai2
w'{BDADBBA} = (2424 2) , 1. 3.1+45 = 3,5
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(41) q = p where p is the position of the first doublet
element 1f p is a prime number and g = 2 elsewhere 8.0,

p=1,2, 3, 4, 5, 6, 7, 8
g =1, 2y 52,5, 2, 7, 2
Example:
wII{DAc} = 44444 =09

L {DEUBA} = 4 +4+1+1+1 =11
S5 {BD&DBBA} =(2+2+5). 3. } cA+ g

Combining the algorithm for the value function with the
prescription for the mutations discussed above we get a typi-
cal selection game in the sense discussed by Eilgen and
Winkler1s}.

We start e.g. with the sequence D and consider the evolution
of our system. For the first value concept corresponding to
WI the evolution becomes cyclic for length greater than 9,
Typical final structures are e.g.

DAC BAC BAC BAC BAC ....
DAB DAC BAC BAC BAC ....
BDA' CBA CBA CBA CBA ....
DAC BDC BAC BAC BAC ....
BDA CBD CBA CBA CBA ....

An example of an evolution process corresponding to wI is

shown in Fig.D .
The stochastic process was simulated on the digital computer
BESM—6; Fig.3 shows one realization, others may be found
elsewhere
As a third variant for the choice of the value function we
propose the Kolmogorov complexity

will = K (1)
This value funotion seems to be the most realistlc betweesn
pur examples since K(1) can be oonsidered as a measure of
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the gquantitiy of information contained in a sequence. On the
other hand it seems to be reasonable to assume that a higher
selection value 15 connected with a higher information con=-
gtant in the evolution game. Unfortunately the calculation of
E(1) is conneoted with certain difficulties therefore we can-
not present here a corresponding evolution tree.

Another more simple computer model for the evolution of se -
quences was given by Forsterling, Kuhn and Tews19 » These
authors use a prescribed ideal sequence and aaloculate a kind
of value function by ocounting the number of noncoincidences
of the evolving sequences to the ideal given sequence. In
other words they use the concept of the metric distance of
sequences for the definition of a value funotion, In a later
paper Kuhn uses the concepts gain of information and comple-
xity for the definition of the selective value of a Sequence.’
Furtheron Richtar21) developed a stochastic selection game
using the mutation rates atthe source of selective diversity.
Furtheron we mention the selection games developed by

Schusterzz) who developed further the conceptsof Eigen 1).

4,3 Discussion

We shall study first the examples of evolution trees presen-
ted above, The consideration of the example represented in
Fig.,3 shows how the probability distribution is drifting in
the ocourse of time through the space of sequences. At a given
time we observe a characteristic maximum of the probability
distribution for one of the seguences. After a certain time
which depends on the mutation rate ( here about three muta-
tion per unit time ) the maximum of the probability moves to
another more favourable sequence, The selection of certain
ssquences 1is due to their relative high reproduction rate
and to the selection pressure given by the condition of con-
stant overall number eq.(21). Whenever a system with the
value functions w' reaches a sequence with the tail CBA the
further evolution 18 restricted to an addition of more CBA-
groups to the right, Another situation is obtained if the
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value funotion wil s used; now no periodicity in the forma -

tion of sequences is observed and there appears a practically
inexhaustive set of favourable sequences. In our opinion this
aspect of qualitative irreducibility or inexhaustibility is
very important for any proper evolution process.The only
existing well-defined mathematical quantity for the desorip -
tion of this property seems to be the Kolmogorov complexity
K(i). Therefore we propose as a necessary condition for pro-
cesses creating information in molecular sequences the in -
crease of the mean complexity of the system

4 73 0
dt

K :.Z (Zﬂiﬁ(i)) PN}y t)
LA
0Of course this condition is not sufficient since the qualita-

tive aspects of the information contained in the sequences
plays an essential role in any real evolutlon process.

Another point of view is the question whether the value con -
cept can be introduced for single seguences in general13)24).
In biological systems e.g. the existence of certalin sequences
(say animal DNA) requests the existence of other seguences
(say plant DNA) with respect to the food production, Then more
complex dynamics have to be coupled with sequence kinetics,
e.z. predator-prey relations, and we have to investigate the
interaction of groups of coexisting species in a reducible
system )25).

A further aspect of sequence evolution is the in;luence of
genetic recombinationaé)a?} which enables the system to cross
" salective velleys ".

Another point which is of importance is the multistability of
the evolution process. For many sequences there exist more
than one favourable mutations; therefore it resulis a bran-
ching process described by an evolution tree with more and
more branches., For the study of the evolution process we need
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a detailed knowlegde of all the possible pathways their bifur-
cation and their corresponding probability densities. In agree-—
ment with Landauerza we may conclude that in multistable
seystems of this sort the study of evolution processes must in-
clude the detalled kinetics of all the pathways between the
states and the fluctuations along these., Clearly we did not
attempt here, to describe the evolution of a realistic system
of living beings, The main purpose was instead similar as in
related work of Fdrsterling, Kuhn and Tews 19), Schuster 22),
Richter 21) and other workers to present mathematical models
which are in relation to Eigens theory of selforganization,
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liegen.

n dieser Stelle auf folgenden Aspekt der von
agenen Anwendung der Katastrophentheorie auf die
n des lokalen Verhaltens der Wahrscheinlichkeits—
sen, Ein Grundgedanke der Thomschen Theorie be-
die Dynamik des betrachteten Systems mit Hilfe

¥V tUber R = XXC zu charakterisieren. Abgeleitet
e Fliche M aller Extrema der Fliche V. Diese
schen V und M ist die Grundlage der Anwendung
hentheorie, die sich mit einem Spezialfall des
ftabilitat differenzierbarer Abbildungen befalt,
isolierten Singularitdt einer Potentialfunktion
pindung zum betrachteten System herzustellen,
lich als Fldche der stationliren Zustéinde des
ystems interpretiert, Doch dazu ist notwendig,
ische System ein Gradientensystem ist.

> 2 stellt diese Forderung eine wesentliche Ein-
r Anwendbarkeit des Thomschen Eonzepts dar, denn
tannt, dal die Uberwiegende Zahl der in den
paften untersuchten dynamischen Systeme nicht
atyp ist,

the scale towards document

10 09 03 02 01 C7 B7 A7 C8 B8 A8 C9 B9

aan~una

der Katastrophentheorie auf die topologische

i der Wahrscheinlichkeitsfliche P°anstelle von V

jrung der Flédche der wahrscheinlichsten Zustinde

|hat den Vorteil, daf die Existenz eines F° fir

| gur Diskussion stehenden dynamischen Systeme
1st (vgl. H-Theorem'*’ ,(18)). P° und N', die

irscheinlichsten Zustdnde, stehen zueinander im

lelverhdltnis, wie V und M, Das Thomsche Eonzept

dbar, doch im Unterschied zum deterministischen
die Verkmfipfung mit dem dynamischen System fiber

1

der SohluBfolgerung, dal in jedem System, dessen
keitsverteilung flir grofe t gegen P° strebt, und
cht mehr als 4 Huferen Parameters kontrolliert
tastrophen in dér Struktur der Wahrscheinlich-

» unabhingig von der
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