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Hinweis

Auf Anfrage verschickt die Sektion Physik der Wilhelm-Pieck-
Universitét Rostock ausfiihrliche Anleitungen zur Lésung der
Seminaraufgaben mit folgendem Inhalt:

-

Aufgabenstellungen
wichtige Beziehungen
Lésungshinweise
Diskussion der Ergebnisse
Verallgemeinerungen.

Zusammenfassende Darstellungen der Arbeiten Rostocker Autoren
zur Quentenstatistik sind enthalten in:

Ebeling, W., Kreeft, W.D., Kremp, D.: Theory of Bound States

end Ionization Equilibrium in Plasmess and Solids, in:
Ergebnisse der Plasmaphysik und der Gaselektronik,
Band 5, Akademie-Verlag, Berlin 1976

Ebeling, W. et al.: Transport Properties of Dense Plasmas,

in: Ergebnisse der Plasmaphysik und der Gaselektronik,
Band 6, Akademie-Verlag, Berlin 1983

Répke, G,: Statistische Mechanik des Nichtgleichgewichts,

Deutscher Verlag der Wissenschaften, Berlin 1986
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Varwort =

In Fortsetzung der Tradition, die die statistische Physik in
der DDR hat, wurde die "V. Schule Statistische Physik" vom
28,10, bis 2.11,1985 von der WPU Rostock in Serrahn bel Gistrow
durchgefihrt,

Ziele dieser Veranstaltung waren neben der Vorstellung sktuel-
ler Forschungsarbeiten aus verschiedenen Einrichtungen und der
Weiterbildung des Nachwuchses, insbesondere auf dem Gebiet der
Quantenstatistik, auch die Verknipfung der statistischen Phy-
gik mit anderen Disziplinen, wie beispielsweise die Kernphysik,
Elementarteilchenphysik und Astrophysik. Es wurden Vorlesungen,
Spezialvortrége und Seminare durchgefihrt; die Schwerpunkte
bildeten die Statistik des Gleichgewichts (klassische und Quan-
tenstatistik), stochastische Prozesse, Nichtgleichgewichtssta-
tistik sowie Materie unter extremen Bedingungen., Bei Darstel-
lung der Methodik wurde insbesondere auf die Monografie "Quan-
tum Statistics of Charged Particle Systems” von Kraeft et al.
Bezug genommen, die zwischenzeitlich im Akademie-Verlag/Berlin
sowie bei Plenum/New York, London erschienen ist.

Den Teilnehmern aus den verschiedensten Einrichtungen sei far
Beitrige und Diskuesionen gedankt, bei der Organisation dieser
Schule hatten vor allem Dipl.-Phys. David Blaschke und Dipl.-
Phys. Dirk Tamme Anteil. Insbesondere michten wir uns seitens
der WPU Rostock bei Herrn Hinninger und den Mitarbeitern des
Ferien- und Schulungsobjektes des VEB Hydrogeologie Nordhausen
in Serrahn bedanken, das fiGr die guten Bedingungen sorgte, un-
ter denen diese Schule stattfand, Einige Beitrage sind in dem
vorliegenden Heft zusammengestellt; Frau Hiltrud Bahlo sei far
die Manuskriptanfertigung herzlich gedankt.

G. Répke



Montag, 28.10.85: Programm
G. Rapke (Rostock): Eréffnung

H. Krienke (Rostock): Berechnung von Strukturfunktionen far
klassische dichte Systeme

D, Kremp (Rostock): Bethe-Salpeter-Gleichung (I)
Revierférster: Lichtbildervortrag

Dienstag, 29,10.85:

D. Kremp (Rnstoék): Bethe-Salpeter-Gleichung (II)

W.D, Kraeft (Greifswald): Quantenstatistische Berechnung von
Gleichgewichtseigenschaften

G. Répke (Rostock): Quantenstatistische Berechnung von Trans-
port= und optischen Eigenschaften

W.D. Kraeft: Seminar

M. Funke (Halle): Einfihrung in die Renormierungsgruppenthecorie
enhand eines Beispiels

H.L. Vértler (Leipzig): Monte-Carlo-Simulation klassischer mo=-
lekularer Fluide

G. Weigl (Rostock): Interionische Wechselwirkung in polarisisr-
baren dipolaren Hartkugel-L&sungsmitteln

A. Kihnel (Leipzig): Diagremmtechnik far Spinsysteme
R. Redmer (Rostock): Zustandsgleichung fiar Alkali-Metalle

P. Haronska (Rostock): Thermodynamische Eigenschaften des H-
Plasmas

G. Heinrich (Merseburg): Topologieerhaltung und statistische
Mechanik J

G. Rdpke: Seminar
Diskussionsrunde (Kunst)

Mittwoch, 30.10.85: f

A. M6bius (Dresden): Experimente zur minimelen metallischen
Leitfahigkeit

A. Teubel (Leipzig): Stochastische Modellprozesse und ihre An-
wendung anhand eines Beispiele

L. Schimansky-Geler (Berlin): Stochastik nichtlinearer Pro-
Zesse

Exkursion ins Nebeltal
H. Krienke: Seminar
A. Engel (Berlin): Frontenbewegung in zufalligen Medien



G. Kluge (Jena): Prigogine-Defay-Verhaltnis far Syatohe mit
einem stochastischen Ordnungsparameter

S. Stepanov (Merssburg): Berechnung des Diffusionskoeffizien-
ten von Polymerketten im Rahmen der Fokker-Planck-Gleichung

T. Boseniuk (Berlin): Funktionale Mastergleichungen

F. Schweitzer (Rostock): Stochastische Beschreibung und Bi-
stabilitdt des Keimbildungsprozesses

F. Reinholz (Rostock): Quasiteilchenenergien in relastivisti-
scher Kernmaterie

H. Wegener, G, Répke (Rostock): Quanten-Hall-Effekt
Buchlesung aus "Der Lauf der Dinge™

Donnerstag, 31.10.85:

K. Henneberger (Giastrow): Kinetische Gleichungen
H., Stolz (Berlin): Supraleitung (I)

L. Schimansky-Geier: Seminar Stochastik

‘0. Blaschke: Seminar Funktionale Integration
G4-Verteidigung (Prof. Henneberger, Gistrow)

H, Stolz (Berlin): Supraleitung (II)

V., May (Gistrow): Nichtgleichgewichts-Greenfunktionen und teil-
weise Kohdrenz won Exzitonen

T. Bornath (Rostock): Reellzeitige Green-Funktionen far das
Nichtgleichgewicht (I)

M. Schlanges (Rostock): Reellzeitige Green-Funktionen far das
Nichtgleichgewicht (II) ‘

I, Hartmann (Rostock): Quantenkinetische Theorie der Fluktua-
tionen

A, MBbius (Dresden): Zustandsdichte im Coulomb-Gap

P. Selbmenn (Berlin): Monte-Carlo-Simulation elektronischer
Nichtgleichgewichtssysteme

M. Schulz (Merseburg): Phononenéhnliche Anregungen in Fest-
kérpern

Grillabend



Freitag, 1.11.85:

B, Kampfer (Rossendorf): Phasenibergdnge im frihen Universum
G. Dautcourt (Potsdam): Gravitation und Strukturbildung
M. Kirchbach (Rossendorf): Chirale Symmetrie

0. Blaschke (Rostock): Pauli-Blocking-Effekte in dichter Kern-
materie

A, Schiller (Leipzig): Gitter-Eichfeldtheorie

M. Malz (Erfurt): Infrarotabsorption in Kristallen unter Be=
ricksichtigung von Gitteranharmonizitéten und nichtlinearen
Dipolmomenten

G. Ropke: AbschluB und Resumé
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Rostocker Physikalische Manuskripte, Heft 9 (1986)

Thermodynamics and Scattering Theory
W.D. KRAEFT

Summary
A brief review is given on the possibilities to apply concepts

of scattering theory in the determination of thermodynamic
functions of many particle systems. Special attention is paid
to systems the interparticle interaction of which supports the
formation of bound state.

The aim of this note is not to achieve completeness in the re-
presentation of the subject given, but to give some possibili-
ties of the application of scattering qusntities.

In the thirties, Beth and Uhlenbeck /1/ expressed the second
virial coefficient in terms of bound state energies of pairs
and scattering phase shifts. Since that time, there was a large
number of papers which exploited the differsnt connections bet-
ween the relevant quantities, i

We will msinly focus our attention to the approximation of the
second virial coefficient for systems the slementary particles
of which may form two particle bound states,

We mention only that in the case of higher approximations
(third virial coefficient, three particle scattering processes)
the multi channel scattering theory (Tayloer /2/, Dashen, Ma and
Bernstein /3/) must be applied, Certain special discussions in
this connection in /4/.

Especislly the scattering of charges by neutral bound states
involves in certain approximstion the introduction of the po-
larization potential, See, @.9., /23/ for a derivation within
the Gregn's function approach.

From the theoretical point of view, in quantum statistics the
most straight-forward expression for the virial coefficients
uses the resolvent (operator) G(z) = H-z)"1, where H is the
relevant hsmiltonian, The second virial coefficient B reads

(c1 = conset)

10



8=c,/ B o 1 fo(2) - ()] . (1)
c

The contour ¢ encircles the singularities of G(z), including
bound and scattering states. G%(z) means free motion. Eq. (1)
follows from the definition

B =c, Tr{-s"pH - o"“a} )} : (2)
We want to remark that (1) is the basis for treating bound and
scattering states (contributing to B) on the same footing.
For systems with finite densities, G is closely related to
the two particle Green's function /5,15/.
The T-matrix of scattering theory comes into the play with the
Lippmann-Schwinger equation /2/

6 = 6° + c%a? (3)
and, consequently /2/
T =V & V6oT . (4)

Expressions for thermodynamic quantities using the T-matrix,
were given, e.g., by Basumgartl /6/ and in /S/, /7b,c/. Closely
connected to the representations just mentioned are such by
the on-shell S-matrix of scattering theory, namely

S(E) =1 - 2w4 T(E + 1€ ) . (s)

Relevant thermodynamic expressions ara given in /3/ and /5/.
For central symmetrical potentials, the partisl wave decompo-
sition of quantities is asppropriate.
Here we mention the representation of the second virial coeffi-
cient using the scattering amplitudes of partial waves /8/.
Another equation (for the pressure /5/, /7a,b/) using Jost
functions fI(-k)—-Dl(z} reads
T d2
p-pe = AT Zf—? 2 (2t4) [1 - J;.,(L__mw]

2 [ tul1-2azsopfple-F]l £ 1a D (2) b
z, - fugacity.
If a Bose-pole occurs in eq. (6) within the continuum of scat-
tering state, it can be shown that this pole is compensated by
8 Pauli-blocking factor /24/.

11



Equation (6) is of special interest se it includes bound and
scattering contributions as well in a compact manner. If there
is an energy gep betwsen bound and scattering states, (6) may
be decomposed to give (in the nondegensrate limit and neglec-
ting exchange contributions) the Beth-Uhlenbeck formula /1/.
Here the relations must be usad Slfk) = fl(k}/fl(-k) =

exp(216) (k). where d)(k) is the scattering phase shift and
h2k2/2- = E,

Another branch of poesibilities is the linkage between thermo-
dynamic functions and poles of the S-matrix.

The poles in the complex angular momentum plane (1) are refered
to as Regge-poles /9/. Corresponding representations of thermo-
dynamic guantities were given in 710/, Ji1/.

Of special interest is the connection between the poles of the
S-matrix in the complex momentum plane (k) and the second vi-
rial coefficient. Expressions of such type are also of inter-
est for nuclear matter and read /12/, /13/

RS
B:c,éuw(k;) \ w(g):——-;_w-tﬁng- )
& 5

The poles of the S-matrix are zerces of the Jost function
fi(-k). The poles are located at positive imaginary values
{:LKBi - bound states), negative imaginary values (-1KA1 - anti
bound states) and at complex values {3k1-1KCi - resonances),
Again, in (7) the bound and scattering states are taken into
account in a compact manner. We want to mention that the three
types of poles contribute to the scattering part of B. Repre-
sentations (1), (6) and (7) are especially of interest if one
wants to discuss general properties of thermodymic quantities,
In /7b/ the analyticity of the second virial coefficient
with respect to the coupling parameter was shown. In /14/ the
Compensation between certain bound state and scattering state
contributions was proved; in /15/ especially the power series
expansion of the thermodynamic functions with respect to the
coupling parameter is proved for Coulomb systems. In detail,
there is a compensation between the divergent contributions of
the bound and ncatinring states, or of discontinuities, re-
spectively, leading to the Planck-Larkin sum of bound states/15/.

12



Using Levinson's theorem, a partisl compepsation may be mana-
ged /15-18/. In /18/, a compensation up to the level of the
Planck-Larkin sum of bound states is established using Levin-
son's theorem.

The direct determination of Coulomb Green's functions weas dealt
with in /19/ in order to consider bound and scattering states
simultaneously.

A recent determination of phase shifts was performed in trans-
port theory /20/ and thermodynamics /21/. Reference /22/ gives
two more monographs on scattering theory.
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Rostocker Physikalische Manuskripte, Heft 9 (1986)
The chemical picture and principles to treat quantum sta-
tistical perturbativeexpansions

G. ROPKE

Physical properties of a many-particle system are represented
by correlation functions. Examples are the thermodynamic pro-
perties, the transport properties and the optical properties
of a system of charged particles /1/ which is described by the
Hamiltonian

H =§E{p)a % Z Vip.p' .q}ap*q §=q%" % (1)

with V(p.p'.q) = a e /é;q p denotes momentum, spin and spe-
cies of the elsmantary particle having the mass m_ and the
electrical charge e_. Other examples are the properties of
nuclear matter, see /2/, and of quark matter, see /3/.
The correlation functions are evaluated by using the technique
of thermodynamic Green functions. Within a perturbative treat-
ment, a Green function is represented by an infinite series of
diagrams which give a compact representation of all contribu-
tions of a given order of the interaction potential. This
allows to apply methods of topology.
The Feynman rules for evaluating the n'-order contribution to
the Green function are found in the textbooks, see /4,5/. We
give a short review of Feynman rules in momentum space. The
elements of a diagfan are:

1. Particle propagators
1

o R 63(1,0,) = (10, - 1=-‘1(E(1)-;-1)J"1 (2)
where W, contains even (odd) integers for bosons (fermions),
©, = 2n,m/Rh (0, = (znlu)x/,am;

2, Interaction lines

-4.5%0 v(q,0,) = v(a) (3)

where V(q) = 1/£°q2 in the Coulomb case; @  even;

15



3. Vertices

g Yo
—
4 ] "’4 #rq'

H

f:a(vf v, 1, g a.)

1"

€ dp-pig S om 00 Gy i
which connect particle propagators and interaction lines, at

each vertex momentum, energy, spin and species are conserved.
Now we find the nth-order contribution to the single particle
Green function, e.g., in the following way:

4. Draw all topologically distinct connected graphs with n
interaction lines and (2n+1) directed particle lines;

5. Multiply by [Qﬁh%]'"(-sz where F is the number of closed
fermion loops, and sum over all internal variasbles (let zfp-
(2m)~* S a%p);

6. Whenever a particle line either closes on itself or is
joined by the same interaction line (Hartree-Fock typ inser-
tions), insert a convergence factor exp(ia&?},z-—-+0, which
follows from the order of the operators in the potential (1).
Some examples how to use this formalism are given in the last
contribution of these proceedings.

We can assume a fast convergence of the perturbation expansion
only in some special cases so that it is sufficient to consi-
der the lowest orders with respect to the interaction., In gene-
ral, we have to perform infinite partial summations, and we
have to apply some physical ideas or principles in order to
select the relevant contributions. Typical prescriptions are,
cf./6/:

(1) Introduction of the Quasiparticle concept. All particle
propegators in a given topological structure are "dressed” to
give & full quasi-particle propagator. This quasiparticle con-
cept, especially the Hartree-Fock spproximation, is well known
in solid state physics in connection with the effective mass
approximation, '

(11) Screening of the interaction. Each interaction line in a
given topological structure is replaced by a “dressed” line
containing sn arbitrary number of polarization insertions. The
treatment of screening is necessary in Coulomb systems in or-
der to avoid divergencies of the lowest order contributions in

16



the perturbation expansion.

(1ii) The chemical picture. (1) The formation of bound states
may have a significant influence on the physical properties of
& many particle system as, e.g., the partially ionized plasma.
(2) Bound states are introduced performing an infinite sum of
ladder-type diagrams.

Let us formulate the chemical picture in more detail. According
to the principle, that free "elementary"” particles and bound
states (composites) should be treated on the same footing, we
introduce new elements to construct partial summations of dia-

grams:
1a. The n-particle cluster propagator which is related in the
low density’limit to the solution of the isolated n-particle
problem (energy eigenvalues E%s . wave function ﬂ;;(i,...,n);
& - internal quantum number, P - total momentum):
L% | (R, = (14, - hE(E ) (s)
The corresponding matrix elements in the single particle repre-
sentation are

= s e -] o
Go4,... n; 1, ...,n';w,,) —‘E.P 'y’,‘e ({, ...Jn)G,., («P, f-’u) dfaﬁ'?“)(s)
3s. The coupling of the cluster to the interaction potential
is introduced by the vertex

3 %0,
= [_;0(;<j?£hh a!P!ah: 9 Qku>

%4§, ﬁ:('ﬂ'“f") ?e.; q)g,.rf',...,ifq, ...,n)

: % d}'?‘.ﬂ d‘”h"l.‘.ﬂm
in the low density limit,
In the case of a plasma (1), the formation of neutral atoms is
described by the two-particle cluster (5), and the coupling to
the Coulomb interaction is given in the limit g—=0 by the di-
pole matrix element according to (7) replacing 'fﬁ....1+q....)
by Wlerortiueads QM euitinen)

ApAee gt en ? ﬁ wph 2o pgoen
Now we formulate the prescription which realizes the chemical
picture:

P, <P 1!

(7)
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4a. In addition to a given topological structure, we select all
diagrams where a single particle propagator is replaced by a
n-particle cluster propagator. Notice that we have to avoid dis-
connected diagrams and double counting of diagrams by substrac-
ting some special diagrams of lower order.

The chemical picture msy be considered as a guiding idea how to
select relevant diagrams from the infinite perturbation expan-
sion. We give some examples, see also the last contribution of
these proceedings:

(1) The single particle self-energy in a Coulomb system is com-
pleted by the two-particle selfenergy, see e.g. /7/

.’i::;@ J;; (8)

(i1) The RPA-expression for the polarization function is com-
pleted by the atomic polarizability, see /8/

e L, AT

-5
(111) The linearized Boltzmann equation is completed by the
collision integral including bound states (polarization poten-
tial) and by the additional equstion for the distribution func-
tion of the n-particle bound states, see /9/,
(iv) Deriving the equation of state, the free single particle
propagator G° is completed by the n-perticle cluster propaga-

tor, see /2/. /10/: @
SR e F o

The chemical picture is well undsrstood only in the low densi-
ty limit, where according to (5), (7) a simple interpretation
in terms of isolated bound states can be given. Composites are
not fully equivalent to elementary constituents 1f density ef-
fects of higher order are considered. With increasing density,
the simple chemical picture breaks down, cf, /11/, because of
statistical correlatione ss the Pauli principle, e.g. The con=-
sistent evaluation of the Bethe-Goldstone equation for the
n-particle cluster allows to include thess density effects,
cf. /2/. Similarly, density corrections arise also in evalua-
ting the n-particle cluster-vertex r;.
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Another problem in applying the chemical picture is the treat-
ment of a dynamic interaction which would arise, e.g., by in-
troducing the screened potential. Then, the one-frequency pro-
pagator is obtained from the Bethe-Goldstone equation only for
the static approximation of the interaction potential, cf. /7/,
/9/ and /12/ for the introduction of an effective in-medium in-
teraction. The dynamic charscter of the intersction can be
treated by help of perturbation theory.

The modifications of bound state properties bescause of medium
effects is a highly interesting problem in the chemical picture
which can be treated in s systematic way using the method of
Green functions. Another approach to s many particle system
which allowe to introduce the chemicsl picture is the forma-
1ism of functional integration, where according to the Hubbard-
Stratonovich transformetioh of the effective action functional,
new fields are introduced which are related to n-particle clu-
sters, see /13/.

In conclusion, the chemical picture works as a prescription to
select relevant diagrams in order to include cluster (bound
state) fromation at low density, but from these diagrams re-
sults are evaluated which are valid for arbitrary density.
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Zur Diagrammtechnik far Greensche Funktionen mit Spin-
operatoren

A, KOHNEL

1, Einleitung
Die Anwendung der Methode der Greenschen Funktionen (GF) in

der statistischen Physik hat sich vielfaltig bewahrt. Die Be-
handlung von Spinmodellen mit dieser Methode stéBt jedoch auf
zusatzliche Schwierigkeiten wegen der Vertauschungsregeln der
Spinoperatoren und wegen des Verschwindens der (2S+1)-ten Po-
tenz der Leiteroperatoren., Bei der Entwicklung einer Diagramm-
technik bereiten diejenigen Terme Schwierigkeiten, die wegen
des Versagens des Gblichen Wick-Theorems zusadtzlich auftreten.
Wir konnten zeigen, daB die Berechnung der erstenieiden Ord-
nungen der Stérungstheorie nach verschiedenen Methoden das
gleiche Ergebnis liefert /1/. Dagegen ist die Summation der
Stérungsreihe bei verschiedenen Autoren unterschiedlich /2/.
Es ist bisher nicht gelungen, die Dysonsche Tieftemperaturmag-
netisierung /3/ unter Verwendung von GF mit Spinoperatoren zu=-
verlassig zu reproduzieren /4/, Diese Tatsache ist interessant
im Zusammenhang mit der Arbeit /5/, in der gezeigt wird, daB
die unphysikalischen Zustdnde im Dysonschen Vorgehen nicht weit
oberhalb der physikalischen Zusténde liegen. In /6/ wird eine
Diagremmtechnik vorgestellt, die wiederum nicht erkennen laft,
wie die Stdérungsreihe zweckmdfig zu summieren ist. Es er=-
scheint dsher angebracht, die Grundziige der Diagrammtechnik fur
GF mit Spinoperatoren noch einmal zu analysieren.

2. Storungsreihe und Wick-Theorem
Spinoperatoren gehorchen den Vertauschungsregeln

> = = H] * - =
fe3. 39] = 58 St . [5f: 53] = 2 Igst (1)
und erfiillen die Beziehungen
g*(28+1) _ o, g-(28+1) g (2)
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Die Kommutatoren (1) sind wiederum Operestoren, was die unmittel-
bare Anwendung des Wick-Theorems in der Gblichen Form unmdglich

macht. Wir wollen hier das isotrope Heisenberg-Modell behandeln,
dessen Hamilton-Operator ist H = H, + H, mit

- F 4
Hy =ﬂ55‘f+ 3(0) -und H, = - F :fg(s‘;sg + sfsg) (3)
/Mg ist das Bohrsche Hagnatun,'%ﬂdaa duBere Magnetfeld; J(0)
ist die Fourier-Transformisrte von Jiq for k=0, Jg¢=0. Zu be-

rechnen ist die Greensche Einteilchen-Funktion in der Matsubara-
Technik /7/

Gralty-tp) = = <T{S1(r})S,(%,) 6 (2/T)} D/ {6(2/T) >, (4)

wobei G die dbliche S-Matrix ist. Die Operatoren sind im Wech-
selwirkungsbild zu nehmen, die Mittelung erfolgt mit H Durch
Reihenentwicklung der S-Matrix entsteht die Starungsraihe, in
der Spuren von immer mehr Operatoren auftreten. Disse Spuren
werden mit der folgenden Beziehung zerlegt, die das Analogon
Zum Wick-Theorem far Spinoperatoren darstellt /8/:

TG N = i 62 (e r)KT( [ sxl s
+ Ga (T =BT (el s N+ } (5)

Darin ist Gl {71 z;) die ungestérte Gresnsche Funktion, deren
Fourier-Transformierte ist

S
(k) = 1?5_-2&: (6)

O, sind die Bose-Frequenzen. Die in (5) auftretenden Kommuta-
toren sind wiederum Operatoren, die ihrerseits wieder mit ande-
ren in der Spur enthaltenen Operatoren kontrahiert werden kdn-
nen. Diese Kontraktionen ergeben zusitzliche Terme im Vergleich
zum Bose-Fall, wenn die Kommutatoren c-Zahlen sind und aus den
Spuren herausgezogen werden kannan.‘Dis Diagrammdarstellung
gerade dieser Terme bersitet die Schwierigkeiten, AuBerdem ent-
stehen' Spuren dber immer mehr Sz-uparntorsn, die noch zu be-
rechnen sind (s. /8/).

Alle bis zur zweiten Ordnung der Stérungstheorie suftretenden
Disgramme eind in Abb, 1 wiedergegeben. Eine ausgezogene Linie
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bedeutet G°, ein Punkt die transversale Wechselwirkung

..j'dt‘z J;q+ eine gestrichelte Linie K*E = (sfs:)o = <Sz>§;

die ggstrichelte Doppellinie steht fir K**%, den nicht zerfal-
lenden Teil von(sis:sﬁ  + Ein offener Kreis bedeutet <Sz>o.
Zusatzliche Faktoren 1/(2 <§z;>°) sind einzufthren fOr die Ver-
bindung einer Wellenlinie mit einer einlaufenden 6%-Linie und
far ein auf eine G°-Linie aufgesetztes Dreieck, die Verbindung
einer G°-Linie mit einer (einfach oder doppelt) gestrichelten
Linte erhalt den Faktor 1/ <S> . Ein Oreieck bedeutet den
Faktor 1/(2 <ﬁz‘>§). wenn 8s mit einer Seite suf einer G%-Linie

liegt. E
e e S

—

S G s N ]
5 6 i g 3 9
s i e
10 11 12 TS ‘f“r ‘; 1
{ f N e

- - N
17 18 13 a9

Y g' ? ¥ :f’} g S

21 22 23 24

Abb. 1 Diasgramme bis zur zweiten Ordnung der Stérungstheorie

3. Summation
Oblicherweise wird die Stérungsreihe fir die Greensche Einteil-

chenfunktion mit Hilfe der Dyson-Gleichung summiert
23



. = = " —-—%—— ‘?)
Die irreduziblen Diagramme 3, 8, 9, 14, 15 und 16 in Abb, 1 las-
sen sich nicht in die Dyson-Gleichung (7) einbeziehen, weil sie
nur eins GF mit zwei freien Enden enthalten. Es stellt sich
heraus, daB diese Diagramme in der Entwicklung fiar <Sz> enthal-
ten sind (Abb. 2) und somit einen Faktor*<sz> statt <Sz >% im
Zghler der GF ergeben, Die Diagramme 13, 21, 22 sind reduzible

Diagramme, die zur Entwicklung von <Sz> einer G-Linie beitragen.
-]

RS

Abb. 2 Erste Diagramme in der Entwicklung von S~

i 1 -~ I
E : ]
I 1 o 1
Abb. 3 Zusatzliche (kinematische Eckteile)

Die Diagramme 6, 7, 12, 23 und 24 bringen zusdtzlich zu den ur-
spranglichen (dynamischen) Eckteilen Punkt und Wellenlinie die
neuen (kinematischen) Eckteile in Abb. 3 in die Dyson-Gleichung
ein. Alle Diagramme k&nnen somit mit Hilfe der Dyson-Gleichung
und der Summation zu <5z> im Zahler der GF aufsummiert werden
Zu

g 2 Ssz%
G‘”ﬂ'k) = Hn"[{

Barjachtar u.a. verwenden in ihrem Buch /6/ eine weniger {iber-
sichtliche Diagrammdarstellung mit nicht eindeutigen Symbolen,
Sie erkennen daher nicht, welche Disgramme in den Massenopera-
tor der Dyson~Gleichung einbezogen werden kénnen und summieren
mehr Diagramme (15, 16, 20 und 22 in Abb, 26.1" in /6/) in den
Z8hler der GF, der so einen zusatzlichen Summanden zu 2 <sZ)
erhalt, Infolge dieser un(iblichen Summation zum Z&hler der GF
ergibt sich in /6/ eine Spinwellenenergie, die nicht mit der
nach verschiedenen Methoden berechneten Spinwellenenergie in
einer Theorie 1. Ordnung
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e@)=pg X + 2<% [I0) ~I(0]
t vas s L@ -1 -DI0n(F) + 242G

gbereinstimmt, weil dabei insbesondere die zusammengehdrigen
Diagremme 12 und 20 in Abb, 1 unterschiedlich summiert werden.

Literatur

/1/ Kohnel, A,, Trimper, 5.: Acta.Phys.Folon. Ad44 (1973) 493

/2/ Kihnal, A,: Acta Phys.Polon. AS54 (1977) 30

/3/ Dyson, F,J.: Phys.Rev. 102 (1956) 1217, 1230

/A7 Kihnel, A., Singer, W.: Acta Phys.Polon. AS9 (1981) 153

/5/ van Hemmen, J.L., Brito, A.A.S5., Wreszinski, W.F.:
J.Stat.Phys. 37 (1984) 187

/6/ Barjachtar, W,G., Kriworutschko, W.N., Jablonski, D.A.:
Greensche Funktionen in der Theorie des Magnetismus,
Naukowa Dumka, Kiew 1984 (in Russisch)

/7/ Abrikesov, A.A., Gorkov, L.P., Dzyaloshinski, I.E.:
Methods of Quantum Field Theory in Statistical Physics,
Prentice Hall 1963

/B/ Haberlandt, H., Kihnel, A.: phys.stat.sol.(b) 680 (1973)625

Verfasser
Prof. Dr. A. Kihnel

Karl-Marx-Universitat Leipzig
Sektion Physik

DDR - 7010 Leipzig
rl-Marx-Platz

25



Rostocker Physikalische Manusripte, Heft 9 (1986)

Multiphonon-Infrarotabsorption (MIRA) in Kristallen unter
Berdcksichtigung von Gitteranharmonizitdten und nichtlinearen
Dipolmomenten

M.' MALZ

Fir die Infrarotabsorption, als eine Wecheelwirkung zwischen
einem Festkdrpersystem und einem elektromagnetischen Feld, lie-
fert die harmonische Naherung Jlfbrniga Absorptionslinien, Die
sxperimentell gefundene Temperaturabhéngigkeit, die Linienver-
breiterung und ~verschiebung bzgl. der harmonischen Absorptions=-
theorie werden durch Multiphononprozesse verursacht, die durch
die Bericksichtigung von Nichtlinearitaten im Phononensystenm,
Nichtlinearitdten bzgl. des Gitterpotentials und des elektri-
schen Moments, erfaBber sind. Mittels des Dichtematrixformalis-
mus und des Apparates der Greenfunktionen wurde eine lineare
halbklassische Responsetheorie aufgebaut, in der der Festkérper
im Rahmen einer quantenmechanischen Vielteilchentheorie und

das elektromagnetische Feld klassisch betrachtet wurden. Ent-
sprechend der Placzekschen Konzeption kann man das Kristall-
potentisl und das elektrische Moment nach den Verschiebungen
sus den Gleichgewichtslagen entwickeln und normalkoordinaten-
transformieren. Der Absorptionskoeffizient 1&8t sich damit
durch Dipol-Dipol-Matsubarafunktionen unter Einf@hrung harmo-
nischer Phononpropagatoren ausdricken:

ey L R e
Ofﬂv(‘-’) = PR nv Lim Jm <\¢(ﬂ)>

d=»to . 2

nfau 7. Byl S0, e "‘""‘J e h
Die Beitra@ge zum Absorptionskoeffizienten wurden disgrsammtech-
nisch berechnet, wobei Scheitelpunkte des Typs —e— die
verellgemeinerten Kopplungsparameter und Scheitelpunkte des
Typs ~rn~B—— die vom Dipolmoment herkommenden Koeffizienten
représentieren. Man erhilt connected, partconnected und dis-
connected Diagremme. Mit den disconnected Diagrammen kiirzt sich
nach dem Verbundgraphentheorem der F.ktor'(g(p ﬂ‘ sus denm
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Absorptionskoeffizienten. Die als partconnected bezeichneten
Diagramme beschreiben die MIRA im Falle eines statischen BuBe-
ren Feldes. Die weitere Diskussion wurde auf connected Dia-
gramme fir die MIRA in inversionssymmetrischen, kovalenten Kri-
stallen mit verschwindendem Dipolmoment erster Ordnung be-
schrankt. Unter Mitnahme von Nichtlinearitaten bzgl. des Dipol-
moments und der Gitteranharmonizitadt sind in der Ordnung k=2
und k=4 zehn Diagramme zu diskutieren.

Die Diagramme a), b), ¢) liefern auch ohne das explizite Auf-
treten von Anharmonizitéten in den Diagrammstrukturen einen von
Null verschiedenen Beitag, Das Diagramm a) beschreibt in der
niedrigsten méglichen Ordnung bei kovalenten Kristallen k=2 die
MIRA durch die Erzeugung und/oder Vernichtung von zwei Phononen
durch ein Photon ohne einen weiteren anharmonischen ProzeB.
Ebenfalls ohne die Erzeugung oder Vernichtung von "Bad"phononen
trigt des Diagramm b) zum Zwei-Phononenregime und das Diagramm
c) zum Drei-Phononenregime bei, Alle tbrigen Diagramme erfassen
neben einer Multiphononankopplung des Photons an den Festkdrper
auch anhermonische Prozesse; die Diagramme d), e), g) und i)

im Zwei-Phononenbereich und die Diagramme f), h) und k) bis zum
Oreiphononenbereich. Direkte Beitrige zum Einphononbereich sind
durch Inversionssymmetriebetrachtungen herausgefallen.

Der hier gewahlte Zugang erklért die MIRA-Spektren {iber eine
Summe von d-artigen Peaks. Die Amplituden der Pesks sind durch
die Koeffizienten der Reihenentwicklungen gewichtet und sind
Funktionen der Temperatur und der Frequenz. Alle zehn Diagramme
liefern einen temperatur- und frequenzabhaéngigen Beitrag zum
Absorptionskoeffizienten, wobei Diagramm a) fur eine lineare
Temperaturabhangigkeit und die Gbrigen Diagramme far eine qua-
dratische Temperaturabhéngigkeit im Hochtempsraturfall stehen.
Im Tieftemperaturfall 148t sich das Ausfrieren der pDifferenz-
prozesse zeigen.

Detailliertere qualitative und quantitative Aussagen machen
noch umfangreiche Untersuchungen der kombinierten Zustandsdich-
ten, der Auswahlregeln far die Phonon-Phonon-Wechselwirkungs-
prozesse und numerische Absch&tzungen notwendig.
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Equilibrium Statistical Mechanics of Polymers and Topological
Constraints

G. HEINRICH

Introduction
Many physical phenomena have a topological aspect. In polymer

physics the self-entanglements or mutual entanglements of ma
cromolecules play an important role. This can be illustrated
by two examples:

- It has been shown /1/ that interlocked DNA rings are widely
distributed in nature - a fact of some importance in genetics
since a DONA cateane cannaot finish the replication cycle as the
two daughter molecules would be linked with each other.

- A more exhaustive slucidation of the structure-property re-
lationship of (technical important) rubber-elastic polymer ma-
terials could be achieved by considering the horrendously com-
plex topological constraints of polymer networks using mean-
field approximations (for a review see /2,3/).

In the following we give a short introduction into the stati-
stical mechanics of the simplest case of two topologically
linked polymer loops. Especially, we want to examine that this
problem can be recast as a local gauge invariant field theory
in the limit that the number of components goes to zero /4.5/.
The corresponding solution of the two-dimensional case of an
entangled polymer chain with a point-like obstacle /6/ can be
used to derive the exact time-dependent Green's function for a
particle diffusing in the presence of a half-plane barrier /7/.

Configurational statistics of entangled polymers
We consider two mutuslly entangling closed polymers r,(s,) and
rp(sy) where s (i=1,2) denotes the chain arc_length parameter,

Lyls4) ro(sy) or ete,

m=1 m=2
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A flexible polymer r(s) of a dilute polymer solution has a
short-range repulsive (= excluded volume) interaction between
two segments seperated along the chain contour and takes a
self-avoiding random walk, It's statistical weight (Green's
function) can be expressed as

rill=r L LL
G(r.r iL0) = fng(sjexp(-;fxods- ;-:—zsf;f\f(:(e]-&{e'))dsd?;;
_ffﬂl:&

Usually, the self-avoiding interaction v(r) has been assumed
to be short ranged and effectively replaced by lzvo cf{_r;) with
v, the excluded volume of the chain.

&L, = 3r (3r(s)/ 8)? (2)

denotes the "Langrangisn” of a free random walk with 1 the fun-
damental step length (segment length of the macromolecule) and
L the full contour length.

Introducing a random Gaussian potentisl P(r) with correlation
function just given by the interaction v(r),

<Py Pee)> =172 v(r - 1), (3)

eq. (1) becomes
6(r.ry:L0) =< [Or(s)exp(- fc,t,,n qbt:(s)ms% (4)
" [

where <>¢ denotes aversging over all realizastions of ¢.
The self-avoiding walk can be viewed as a random walk under
fluctuating imaginary potential,

The criterion for deciding whether the two molecules 1 and 2
are linked or not is provided by the topological invariant /8/

-1 Y e A
I, = (4m) §§d_f_’1xdr2'r — = m (5)
! Iy -:F

Then, the Gr‘ean's\'*function for one polymer (e.g. 1) takes the
form [4

L
Salz1,it0) = < for(s) I (13mmenp (- (L 5ot f’{;(!))]ds)>'
.,fg%: I.;.-19l<c,'g(r..ro:l..(:lf' ¢)>? (7)
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where r L

Gg(:.:o;l.ohﬂ = fD_r_(s)exp(-f( xo+i¢)ds+1g112) (8)
L] o

Function (8) can be converted to that of a single quantum par-

ticle moving in a magnetic field produced by the other polymer

(Edwards /6/). 1f one takes _r_z(sz} as the field source the

current density 3, can be defined via /5/

12(0) = $ds,is(s,) Flr=r(e,)); fp = Fry(s,)/ 98, (9)
G

This current produces the "magnetic field” B at the point i
according to the Biot-Savart law:

Ly = raley]

8(r) = 3= Por,(s,)x 122
& |£ 1 52(92”

which satisfies div B = 0 and rot B = j,. The vector potential

(10)

of this magnetic field is

150 )87

CERE L i

c&.
and yields rot A = B, div A = 0 so that4A = -j,.
In terms of the magnetic field, expression (5) can be written

1,, = $otr)dr, = $8(r,)r(ey)ds, (11)
(5 (o8
and hence, Gg takes the form

Gg(ri£yiL0] $,8) = [or(s)exp(- [ds( o+1 4 +1ai(e)8(r(e))))

3y - (12)
which satisfies a "Schrddinger”-equation of a guantum charged
particle moving under the magnetic field B and an imaginary
electric potential i¢:

(,37”[ -2 (V+ 198)% + 1) 6, = §(L) S(r-r,) (13)

Ty

Eqs'. (10) and (11) exhibit a symmetry transformation, for, un-
der an isotopic deformation of C,, such that Cz-—-32 and I,,=+
—-'i'izal‘,u(pruerving the linking number), we have -g(;ij—-zf:.')
B(ry)+ ¥R(r,) where .Q.(_:ij is the solid angle subtended by

the surve C,-C, at r,. A similar equation is recognized in
electromagnetism as a local gauge transformation of the vector
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potential.

The term exp(ig ﬁ E(l’;}dﬂil is known as the Wilson loop inte-
gral used in gaugﬁ theories of confinement /9/. It may be iden-
tified with & parallel displacement operator for vectors of the
internal space which allows to examine the gauge description of
electromagnetism from a topological point of view /10/.
Performing Fourier-transformation of the function (12) with re-
spect to the chain arc length (s—=z), introducing a field-theo-
retical functional integral representation of the Green's func-
tion, averaging with the method of replicas and finally Fourier-
inversion with respect to the winding number leads to our star-
ting expression for the Green's function of fixed linking num-
ber /5/:

"
On(L1£o:218) = 1im (g gpe Tl acr)- e, de"o ko272
LT e e

«exp(~ & K 1(a-1 (a3 18)?) (14)

with the free enargy E. EIV‘I’FﬂI‘}_’[zov |1’|4 and K =

1 [ azl'ﬂz . (q;_nf,l %) denotes the n-component
field and 1 'i— (‘}"V'} "fVﬂP'Ja “quantum current density®,

The whole problem can be expressed in terms of field theoreti-
cal languages. The statistical weight of B is characterized by
the fluctuations of the constraining polymer. Two approxima-
tions simplify the situation drastically:

- the assumption of a fixed configuration of the constraining
polymer /5/

- performing the average over all the configurations of the
back-ground macromolecule in the topological invariant (5)
/4/.
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On the evaluation of the diffusion coefficient of a polymer
chain in solution by means of the Kirkwood diffusion equation

5. STEPANOW; G. HELMIS

Abstract

The exact formulae for the diffusion coefficient and the mobi-
lity of a polymer chain in solution obtained by Fixman and
Akcasu are derived here in a unified way.

Recently Fixman /1/ and Akcasu /2/ considered the question of
the evaluation of the diffusion coefficient in a polymer chain
in solution in the framework of the Kirkwood diffusion equa=-
tion, Fixman studied the response of the velocity of the poly-
mer chain to the external force, and obtained an exact expres=-
sion for the mobility of the chain,ﬁ . Akcasu started from the
Einstein formula for the diffusion coefficient D, Using the
projection operator technique she obtained an exact expression
for D which is connected with /2 by means of the Einstein rela-
tion. In this paper we give the method enabling us to derive
in an unique way the formulase for D and & , obtained earlier
by Fixman and Akcasu in different ways. As a model we use the
continous model of polymer chain. The method can also be
applied to the discrete model which was used by Fixman and
Akcasu, The configuration of a chain is given by the vector
position function r(s) (0<s £L), where L is the contaur length
of the chain. Instead of r(s) it is advisable to use its Fou-
rier transform ¥,

ris) = §° qurk

where Q_ = 14U end Q,, =+2/C cos(ms k/L).
The Kirkwood diffusion equation for the transition probability

density P(¥ it §%¢ )(¥=(¥y.¥30-+.)) 1o given by /3/
PPt Y%t )/t =~ L PRt F%e ) = d(tat ) JS(P-P) (1)
where L = Wi WI(W 4 Wy - @A) (2)
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U is the free energy of the chain in units of k,T, f_ dis the
Fourier transform of the force density f(s), Hk"" =0 "J"'+
~ n e

Ten (0, = kT 1/f . 1 is the statistical segment length and L
is the monomer friction coefficient)

Tﬁ: '!d 8y !‘“2 ngiT'w(f’Wi) - r(s;)) Q'z" and T is the ten-

sor of the hydrodynamic interaction given by its Fourier trans-
form

TA(r(8y)-r(s,)) = :TT' w“ aig"_).xpu a(r(s,)-r(s,))

where 7 is the solvent viscoaity and f .rd q/(zrr}

Now we split L as a sum of L, . = =gV, Hk/r': f:“and Ly, =

L = Ly ¢+ Anslogous to the formulation of the propagator method

in quantum mechanics u? can rewrite (1) in the integral form
d

Pelt.t )=P(t,t )= 'gt. t'de'P(:,t')vznc:f:pf(:',tu} (3)

The abbreviation P(t,t ) = P(¥.t:f%t,) 18 used in (3).
Because P(t.to} describes the Brownian motion of the centre of
mass of the polymer chain, it does not possess the stationary
solution. However, the transition probability of the internal
coordinates !1‘ ]'2.... ?1(t,t°) -_rdj' B P(t,t_ ) possesses the
stationary solution

tJf: Pylf ts %ty = Paq(r) ~ axp(= U)
It is well known that P(t,t') obeys the inverse Kolmogorov
equetion

=9P(t,t')/3 ¢ = L'y P(r,tY) (4)

where L* is the adjoint of the operator L given by eq. (8).
By use of (4) it can be shown that the following identity

Pag(F ) = [r df Py(Ritsf.e’) Pog(Y ) (5)
holds, where the prime at the integral in (5) means the inte-
gration over j‘i. rz.... The functions P . and P, (f,t" ) do not
depend on the coordinate of the centre o? nass}’

Let us consider the evaluation of the average of a stochsstic
variable C( [ ). According to the definitien

Cc> = fafcr(et) (6)
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and {c,) . =J'dF°<c) Poq(f“). Dif ferentiation of (6) with
respect to t gives

9<e) 7ot =Lt > (7)
where & L i
SE R i ¢ TRV o AR L Ll ol (8)

is the adjoint of L, Rewriting (7) inthe integral form, follo-

wed by iteration, we arrive at
<c,> = exp(L* t) c(o) (9)

In an analogous way the average {A(t)B(t')) = _rdf fdr ‘ACF)
P(t,t")B(F *)P(t*,t ) can be represented as follows

CA(t)B(t*)) = exp(L® t')B(o)exp(L*(t-t"))A(0) (10)

Now we identify C with (¥ _ - !:)2. Then (7) gives

FE<ATIWD, = 3LDW =MLY, ~<AM XS, an)

where the quantity & = v: u H:g is introduced. For large t
D(t) gives the diffusion coefficient of the polymer chain., The
first term on the right hand side of (11) gives the Kirkwood
formula for the diffusion coefficient, The equation (11) al-
ternatively can be rewritten as follows

3Lo(r) = V(DAY () (12)

where Vo will be interpreted as the velocity of the polymer
chain .
v
vie) = - -Ti_—((v: VIR« O vy 1n P(t,t ) (13)

Because H does not depend on [, the first term on the right
hand side of (11) (designated by 3 L D,) is given by a confor-
mational sverage. In the second term of (11) we will explici-
tely separate the coordinate ' . At first we represent L as
follows L = Ly + L., where L, is given by (2) with the diffe-
rence that the summation start with k,n = 1 and L. is
= U/ g A RrY v »

ke = Vo Moo %o > 2 YO BT vn’vo“:;v:nu ' (14)
Now we consider L. @s a perturbation and express P(t.to) in @
way analogous to eq. (3). Up to first order of l\: it follows
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that

P(t,t )= J(ro-f;)Pi(t.toj+j%t'JBr'P1(t,t']chtfo-fg)Pi(ﬂ.to)

% (15)

We designate the second term in (11) by -3 L D,(t). Using (15)
after some simple transformations we arrive at

3 L0y (t)= = Jaeofopfap Saf, A (r )2 WY 0T,

+ (Wu) W2 e (t,0) =

Using (5) we transform the right hand side of the above equa-
tion to

3L, (t)= ‘fdt'f'dﬂ&rm*tr)nff.:;;-.ow"(r- PeqlF’)  (16)

By means of the eq. (8) eq. (16) can be represented in the
operator form
3 LD, (¢) -fdt'((axpu; t')A) A), (17)
-}

Finally, ne-ohtuin for the diffusion coefficient
” 1}
0 = $((H),- ;(‘a:-jdrj-d;- i'mpi(f.t-;y'.om(;-)paq(r} (18)

The eq. (18) coincides with that by Akcasu obtained by means
of the projectdion operator technigue.

Now we will evaluate the average velocity of the polymer chain
on which a constant force F acts. The average velocity of the
chain is given by

9
vitx) = i S (¥4 Do (19)
Identifying C in (7) with fo we obtain
f
IO ufe) =BerC Yy - <D L (z0)

The symbol f in (20) means that the average has to be carried
out by means of the perturbed transition probability given by
eq. (3). Then, for the second term in (20) we arrive at
j€
%

(M)I = (AN Jor [apfap [a b Ae (e, e )WPH SRt 0)P, }
(21

A* does not depend on ¥ . Because Idfo P(t,t*) = Py(t,t")
also does not depend on r‘. the integration over r; in (21) can
be carried out and we arrive at
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: "
AE ! . . & oY v
Y = plac-('apfap: Ay (r e )% WY VU P
In the casg of a constant force (f: = F”JnofJ L') for the ve-
locity of the polymer chain follows

Vi) = Rl - Jdt'fd!fdft A'py (o)l ) FX (22)

Finally, for the mobility of the polymer chain M= V:}F‘ we
arrive st

ﬁ T y ¥ L L] . '
k& (LI EL T AT ST A S Lg { ALY )cm
As expected & is connected with D by the Einstein relation
D= kT/h .
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Stochastische Modsllprozesse - Anwendung an einem Beispiel

A, TEUBEL

1. Einleitung

Das Verhalten physikalischer Systeme unter dem EinfluB stocha-
stischer Stdrungen ist von groBem Interesse. Gegeniber ihrem
deterministischen Analogon kdnnen diese Systeme qualitativ

neue Eigenschaften zeigen, die bei Anderung gewisser, das Sy-
stem oder das Reauschen charakterisierender Parameter, auftre-
ten (rauschinduzierte Obergange) /7/. Dies betrifft sowohl sta-
tiondre Eigenschaften, wie etwa Modalitdt der stationaren Wahr-
scheinlichkeitsdichte Ps' als auch dynamische Eigenschaften,
wie das Langzeitverhalten von Momenten oder Korrelationen.

Obwohl diese Systeme fernasb vom Gleichgewicht sind, kénen eini-
ge Begriffe aus der Theorie der Gleichgewichtsphasenlbergénge
erfolgreich Obertragen werden. So &ndern sich z.B. die Extre-
malstellen von P_ in der Nshe von Bifurkationmen éhnlich wie
Ordnungsparameter, Bei dynamischen Eigenschaften wird ein Ober-
gang von exponentiellem zu algebraischem Abklingen von Korrela-
tionen als Analogie zur kritischen Verlangsamung diskutiert.

Mit Hilfe stochastischer Differentialgleichungen

*t = fx.) + glx, )y, (1)
lassen sich eine Vielzahl dieser Systeme phénomenologisch be-
schrdben, Dabei treibt die stochastische Kraft y, - z.B, &uBe-
re Felder oder nicht explizit interessierende innere Freiheits-
grade - den zu untersuchenden x-Proze8 an. Um {iber ihn quanti-
tative Aussagen zu machen (etwa Barechnung von <“t“s> '
P(x,t)), ist es notwendig, einfache Modellprozesse zu betrach~
ten, B.h., solche Prozesse, deren statistische Eigenschaften
durch wenige Parameter charakterisiert werden.
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2, Stochastische Modellprozesse

2.1, GauBprozesse

Die einfachsten kontinuierlichen Modellprozesse werden durch
eine GauBverteilung beschrieben. Ihre Verwendung 148t sich z.8.
physikelisch dann motivieren, wenn das Rauschen Ye durch Ober-
lagerung einer Vielzahl kleiner unabhdngiger Stérungen entsteht
(zentraler Grenzwertsatz). GauBprozesse werden vollstindig
durch ihr Moment (y,» und ihre Autokorrelation <y, Yoy charskte-
risiert (Kumulenten ab 3. Ordnung verschwinden). Komplizierte
Mittelwerte, die such Funktionale des Prozesses enthalten kén-
nen, lassen sich mit Hilfe verschiedener Theoreme bestimmen
/5,8,9/.

Der WienerprozeB (WP) bzw. Ornstein-Uhlenbeck-ProzeB (OUP) ge-
héren zur Klasse der GauBprozesse mit Markovsigenschaft. Der WP
W, besitzt stationdre und unabhéngige Zuwichse n1r<<wt>.= 0

und <?twq> =["min(t,s) und kenn den Ort eines Brownschen Teil-
chens beschreiben., Da der ProzeB jedoch nirgends differenzier-
bar ist, existiert fir das Teilchen keine Geschwindigkeit im ge-
wihnlichen Sinne., Diese kann durch den OUP V. modelliert werden.
Der OUP ist der einzige stationire GauBsche Markovprozef und
besitzt eine exponentiell abfallende Autokorrelation (Satz von
Doob). D.h., <vr> = 0 und <yrv;> = dzaxp(-r[t-al}. Im Grenz-
gbergang & .g—-ﬂ 00 mit 52/23‘ -r' geht er in einen J-—korrc-
lierten ProzeB, das GauBsche weiBe Rauschen {iber, das im Sinne
einer Distribution verstanden werden mufi. Fir das durch das GWR
angetriebene System (1) existiert eine weit ausgearbeitete
Theorie, und es kann eine Vielzahl exakter Resultate erhalten
werden (siehe z,B. Lit. in /2/). Ist man an den Effekten end-
licher Korrelationszeit interessiert, so kann man jedoch fiur
ein durch den OUP angetriebenes System (1) nur wenige exakte
Ergebnisse ableiten. Ein Oberblick Gber den Zusammenhang der
drei Prozesse wird in Abb. 1 gegeben (sishe auch /6/).

2.2. Dichotomer Markovproze8 (DMP), Kubo-Anderson-ProzeR (KAR),
Kanguruh-Proze® (Kkp)

Der einfachste diskrete ProzeB, der DMP, epringt mit gleicher
Wehrscheinlichkeit zwischen den zwei Werten I, = t4 . pie An-
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zahl der Springe in der Zeit t ist poissonverteilt mit einer
mittleren Sprungfrequenz & . Im stationdren Fall wird er voll-
standig durch {I.) = 0 und <ItIs> = A%exp(-2 « [t-s[) charakte-
risiert, Héhere Momente und kompliziertere Mittelwerte lassen
sich wieder mit Hilfe verschiedener Theoreme berechnen /3,9/.
Die Differentationeformel von Shapiro und Loginov soll angege=-
ben werden. ( (I)t[I] ist ein Funktionel von I, , T £ t.)

arae (1, b 11> = 2 (D[] + D [1]) @

Da If ‘_%AZ. erhdlt man z.B. fir (1) mit (2) aus der stochasti-
schen Liouvillegleichung fur die Dichte  (x-x,) ein geschlos-
senes Differentialgleichungssystem far {d (x-x, )> und

<It é‘(x—xtb . Im Grenzfall des GWR (4, >0 , AzfaoruP)
geht dieses in die Fokker-Planck-Gleichung Ober. Im Gegensatz
zum OUP erhalt man fOr den DMP eine grdBere Anzahl exakter Re-
sultate (z.B. P‘(x} mit Maxime x_.. ).

Eine Verallgemeinerung, der KAP, wird gegeben, wenn zu den
poissonverteilten Sprungzeiten t, (mit mittlerer Sprungfrequenz
ot ) der ProzeB mit einer Wahrscheinlichkeit P(ai} suf den Wert
ay (unabhéngig von 31-1) springt. Im stationdren Fall ist dann
{ye = 0und {yygH = <32> exp(- | t-s] ). Obwohl auch hier (2)
gliltig ist, bricht das beim DMP erwBhnte Verfahren zur Herlei-
tung eines geschlossenen Gleichungssystems wegen <y$> 4 const
nicht ab, und es sind nur NEherungsverfahren anwendbar.

Eine Erweiterung hierven ist der KiénguruhprozeB. Er springt mit
einer vom Absprungpunkt z abh&ngigen Frequenz (X(z). Die Sprung-
zeiten sind slso nicht mehr poissonverteilt. Die Obergangsrate
wird durch W(y'|y) = &(y)-Q(y') gegeben. Die stationire Wahr-
scheinlichkeit ist dann P (y) = Q(y) {oy/ &x(y). Durch entepre-
chende Wahl von O (y) kenn man Prozesse "beliebiger” Korrels-
tionsfunktion erzeugen (etwa M) jar.

3. Das Stratonovichmodell

Fir das eindimensionale, nichtlineare Stratonovichmodell unter
dem EinfluB eines DMP

3
X, = 8°X, = X, + It-xt (3)
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wird die stationére Wahrscheinlichkeitsdichte angegeben und
kurz diskutiert (It beschreibt also die stochastische Anderung
des Kontrollparameters a). Dieses Modell dient zur Beschreibung
autokatalytischer Reaktionen, hydrodynamischer Instabilitaten
oder von Lesern und stellt ein vereinfachtes SP‘-Hodall dar.
Der DMP springt zwischen den zwei Werten £A. Jede durch eine
Realisierung Ip . £t erzeugte Trajektorie xt[I:[ wird durch

Xy [I-E+A] und x, IE-AJ beschrénkt. Fir t —> @ gelangen also
alle Trajektorien in das endliche Intervall [xq [+ 4] ,xm[-A]l
den Tréger von Pg(x). Fir das System (3) wird er in Abhéngig-
keit vom Parameter a/A in Abb, 2 dargestellt, D.h., P.(x) ist
auBerhalb des schraffierten Gebietes Null. Im Tréger gilrt:

Palx) = Ne|x| 21, (g 4 2)P=1(,2 o, fof=1 (4

unter der Voraussetzung P(x%O.t-O]-i/z mit 2A=&/(a+ d4);

2m= &/(a=A ). Die stationare Wahrscheinlichkeitsdichte (4) 18t
im Falle a £0 bzw. & =0 nicht normierbar und geht in entspre-
chende € -Verteilungen Gber. Das qualitative Verhalten von Ps{x)
wird in der gesamten ( %/24 ,a// )-Parameterebene in Abb. 3 ge-
zeigt. Der Obergang von monomodal zu bimodal erfolgt bei der
Bifurkationslinie

S (24 4%)2 . x (5)
In ihrer Néhe verhalt sich dae Maximum
Xaax = A(X, A) (a - 8 (o, A))Y2 (6)

wie ein Ordnungsparameter bei kontinuierlichen Phaseniibergén-
gen., Der kritische Exponent ‘B =1/2 héngt nur von der wahl von
f(x) und g(x), nicht aber von den Rauschparametern ab., Im mitt-
leren Bereich der Abb. 3 hat P‘(xJ Maxima, die kein determini-
stisches Analogon besitzen und als rauschinduzierte Obsrgénge
bezeichnet werden. Eine ausfGhrliche Diskussion des Modells und
die Angabe der zeitlichen Entwicklung von Momenten <x':>1lt in
/1,27 enthalten, 3
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Abb, 1

Zusammenhang zwischen WP, OUP und GWR
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Dynamik von Phasenfronten in ungeordneten Medien

A. ENGEL

Wir betrachten ein physikalisches System, dessen Zustand eindeu-
tig durch eine Funktion n(r,t) der Ortskoordinate r € Rd und

der Zeit t bestimmt ist (skalarer Ordnungsparameter). Die Dyna-
mik 158t sich in vielen F&llen durch Differentialgleichungen
vom Reaktions-Diffusionstyp

Opn(r.t) =W(n) + 032 n(r,t) (1)

beschreiben., Fir Systeme fern vom thermodynamischen Gleichge-
wicht und Gleichgewichtssysteme mit kooperstivem Verhaslten ist
die Funktion W(n) nichtlinear, Wesentliche Konsequenz dieser
Nichtlinearitdt ist die Existenz mehrerer homogener stationd-
rer Lésungen

n(r,t)= n mit w(ni) =0

i

Ist die lefusion hinreichend schwach bzw. die Nichtlinearitit
hinreichend stark, so existiert eine Vielzahl von Systemkonfi-
gurationen, fiur die n(r,t) = ny fir re Gy gilt, wobei die Ge-
biste Gic RY durch schmale Obergangsschichten voneinander ge-
trennt sind. Solche Obergangsschichten treten unter dem Namen
Phasenfronten, Grenzfléchen, Oberflachen, Interfaces, Diskom-
mensurationen und Solitonen in einer Vielzahl physikalischer
Systeme auf. Die Dynamik des Systems ist im Grenzfall starker
Nichtlinearité#t bereits durch die zeitliche Entwicklung dieser
Frontkonfigurationen gegeben. Im vorliegenden Beitrag soll die
Wirkung stochsstischer Einflisse auf die Dynamik von Phasen-
fronten bistebiler Systeme untersucht werden.

Far bistabile Systeme hat W(n) drei Nullstellen Nys Ay, Nz, WO-
bei die mittlere, n,, einem inetgbilen stationéren Zustand ent-
spricht. Eine groBe Zahl von Beispielen physikalischer Systeme,
die durch (1) mit bistabilem W(n) beschrieben werden, findet
man in /1-3/. Far diesen Fall ist gut bekannt, daB (1) eine
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eindimensionale Kinkl&sung nn(z-vt). no(E )— ny far E-———o
=@, n (F)—sny fur §—»+ o beeitzt, Diese Ldsung entspricht
einer Phasenfront in Form einer zur z-Achse senkrechten Hyper-
ebene, die sich entlang der positiven z-Achse mit der Geschwin-
digkeit v bewegt. Bezeichnet man die Vektoren in dieser Hyper=-
ebene mit x¢€ Rd"l. (%,z) = r, so kdnnen Abweichungen von der
planaren Fhasenfront mit Hilfe einer Funktion f(x,t) durch das

Ordnungsparameterprofil
n(r,t) = nofz-f(x,t}) (2)

beschrieben werden (Abb. 1).

X - Abb, 1 Planare und ge-
krimmte Phasenfront in
1 d=2 Dimensionen
v-t
I F i zZ

Aus (1) kann mit Hilfe des Ansatzes (2) im Grenzfall starker
Nichtlinearitét die Bewegungsgleichung fir f(x,t) systématisch
ermittelt werden /4-6/., Man erhélt:

etlxt) o O, f 3
Y 1e(0,1)7 SO e

Die links stehende Normalengeschwindigkeit dor'Frnnt setzt sich
somit aus einem ortsunabh@ngigen Anteil v (Geschwindigkeit der
planaren Front und einem 10501.n Anteil proportional zur mitt-
leren Krimmung k = ax = = Zus n, Der zweits Term
F1+( 3 . f)
fahrt zu einer Glattung der auftretenden Distortionen., Im fol-
genden wird nur der Fall Iaxf[€ 1 betrachtet, fir den (3) eich
vereinfacht zu

Bt f(x,t) = v & D- ai fix, 2] (4)

Der EinfluB von Unordnung kenn durch einen stochestischen Quell-
term in (1) modelliert werden:
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atn(r.t) = W(n) « D af n(r,t) + H(r,t) (5)

Die Statistik des Zufallfeldes H(r,t) sei gaufisch mit den Mo-
menten

H(r,t) =0 , H(r,e)H(r",t") = S(|r=r'}, [t-t']) (6)

Es sollen insbesondere zeitlich kurz korrelierte Unordnung
{thermisches Rauschen) mit S(r,t)~ S(t)-S{r) und statische
(eingefrorene) Unordnung S(r,t) = S(r), wie sie etwa durch Stér-
stellen in einem Festkdrper realisiert ist, betrachtet werden.
Aus (5) und (2) folgt snalog zu (4)

B F(x,t) = v + DI2F(x,t) + h(x,f(x,t),t) (7)
mit /7/
h{x,z,t) = [ﬁf _g(arno]} fdj u_jia!n (E)H(x, § +z,t)
(8)
Die Statistik von h(x,z,t) ist wieder gauBsch mit h(x,z,t) =
und h(x,z,t)h(x’,z',t')=K(|x=x'] , [2-2*| , [t-t']) (9)

wobei K(x,z,t) durch (6) und (8) festgelegt ist.

Die wesentliche Schwierigkeit bei der Lésung von (7) ist der
nichtlineare letzte Term und die euszufiihrende Mittelung Gber
die Unordnung. Beides 1&B8t sich nech r@umlicher Fouriertrans-
formation in systematischer Weise durch eine Diagrammentwick-
lung realisieren /8,9/. Damit lassen sich folgende Auswirkun-
gen der Unordnung auf die Frontausbreitung quantitativ be-
schreiben:

i. Frontaufrauhung

Diese wird durch die sogenannte statistische Breite §= (x,t)
beschrieben. Man erh#lt in erster Ordnung der Stérungstheorie:

— d-1
P[RR it Skl n g L (ei3) )

fur statische Unordnung und

rria /,‘ k) . Lkt g3
f g—)'i‘ igg"l“’ D4 L (d€3) (11)
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far thermische Unordnung., Hierbei bezeichnen K(q,k) die Fourier-
transformierte der Korrelationsfunktion (8), 4 die Korrelatione-
lénge, h die Stdrke des stochastischen Feldes und L die System-
ausdehnung in x-Richtung.

2. Geschwindigkeitskorrektur

Fiar thermische Unordnung gilt stets f(x,t) = vt, so daB nur
Schwankungen um die deterministische Frontbewegung suftreten.
Statische Unordnung hingegen bremst die Front, was man such in=-
tuitiv erwartet. In zweiter Ordnung der Stdrungstheorie erh&lt
man for die Geschwindigkeitskorrektur /10,11/

d-1 1 A-d d f
21r m},f .D?k”}i(:‘)f v BT "1—1 (12)

3. Pinning
Aus Konsistenzgrinden muB in (12) Av <€ v, bzw.
4 = 4
vy, ~ hmDH Aggf (13)

gelten. Fiar v S v 1n Ynterbindet die Unordnung jegliche Front=-
ausbreitung (vgl. Abb., 2)
V-aV Abb. 2 Tatsichliche
Frontgeschwindigkeit (v-4 v)
in einem stochastischen
Feld als Funktion der

= freien Frontgeschwindig-
o keit v

-~

Voin v

4. Unordnungsinduzierte Frontbewagung

Ist die Stirke der Unordnung vom Systemzuetand abhingig (multi-
plikatives Rauschen), so sind die Amplituden des stochastischen
Feldes vor und hinter der Front unterschiedlich. Das fohrt zu
einem zusdtzlichen Beitrag zu Av, der for v—=0 nicht ver-
schwindet. Eine deterministisch ruhende Front fOohrt somit unter
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dem EinfluB zustandsabhé@ngiger Unordnung eine gerichtete Bewe-
gung aus /12/, Dieser Effekt komplettiert die Theorie rauschin.
duzierter Phaseniibergénge, indem er eine Méglichkeit angibt, wie
die in dieser Theorie studierten stationdren Verteilungsfunktio-
nen von einer beliebigen Anfangsbedingung aus erreicht werden
kénnen.

Die statistische Breite (10) und (11) ist fir einfache Zweipha-
sensysteme (binadre Legierung) i{iber Streumessungen experimentell
zugénglich /2/. Ferner beeinfluBt die Aufrauhung der Doménen-
winde das kritische Verhalten bei Phasenibergéngen kommensurabel-
inkommensurabel /13/. (12) und (13) sind in Obereinstimmung mit
Messungen zum nichtlinearen Ladungsdichtewellentransport in
Festkérpern /10/.
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On the Droplet Formation in Dependence on Thermodynamic
Conetraints

F. SCHWEITZER

1. Introduction

We consider s closed and finite system with N free particles
being an ideal gas mixture. We fix the thermodynamic con-
straints

N = const, V = const, T = const . (1)
in such a way thet the pressure of the supposed idesl vapor
p = g RBT (2)
is larger than the equilibrium pressure p o (T) of the satura-

ted vapor, that means the system is in a supersaturated state.
We define the initial supersaturation y as follows:

o Nk ET
y= Poo i FE?V (3)

To reach the equilibrium state the system eshall be able on

principle to undergo a phase transition, If the initisl state

is @ metastable one, that mesns there exists an energy barrier

for the pHhase transition, the phase separation takes place by

a8 nucleation procese, where an overcritical droplet is formed.

Undercriticsl droplets diminish again.

This paper deals with the problem how to choose the thermodyna-

mic parameters respectively the initial supersaturation

(1) to find an overcritical droplet at all

(11) to obtain a droplet being more stable than the initial
vapor phase =

(141) to change the nucleation process into a spinodal decompo-~
sition, that mesns the nuclestion barrier is diminishing.



2, Kinetic Description of the Droplet Evolution

We suppose that a single droplet has formed in the system and
evolves due to the following kinetic mechanism:

’
w
R
+h T¥—— Mo

Ay

(4)
Hf

(N=1)A, =—— (N-1-1 )A,

o
1 is the number of particles bound in the droplet (1€ N). Both
reactions (4) are coupled by the limitation of the overall par-
ticle number.
The droplet evolution is sssumed to be a Markovian birth and
death process, If we define P(l,t) to be the probability to
find the droplet with 1 particles at the time t, then the fol-
- lowing master equation describes the time evolution of P(1l,t):

P(1,t) = wh(1-1) P(1-1,t) + w™(141) P(le1,t) -
. = e [wt) s W] (5)

w' and w™ are the treansition probsbilities per unit time as al-
so introduced in (4). We define them as follows:

+ 2/3 N=1
f, - ;
- -3 - 8 1l-1
w (1) = & 12/3 ?'4 exp —TBT_-
A, is the de Broglie wave length of the free particle and fl

is a potential function: f; = =Al + 812/3 with f1 = 0 and

2 -
A= = kg 1n,‘-“s';|.a: i B = 4m (4mc/3) 2y (7)

r
o is a constant with respect to the special properties of the
droplet like the liquid density Cg particlsa/n3] , the sur=
face tension G and the temperature T.
Computer simulations with the given transition probabilities
demonstrate the several stages of the stochastic evolution of
the droplet during the phase transition. But in this paper we
are only interested in the equilibrium probability distribu-
tion.
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3. Equilibrium Distribution and Extremum Condition

The equilibrium distribution P®(1) we obtain from eq. (5) with
the condition of detailed balance:

wh(1) P(1,t) = w (1+41) P(1ls1,t) (8)

It yields:

¢ +
o) = pg | T oi5H =
j:!.

with the normalization
N W .
PO . [1 W u‘.ﬁiﬁi 1
N w
n=1 4=l
If we introduce a stationary potential

2 i '
(1) = - kT 1n ):2 1;!-}3‘-}1 (10)
-

eq. (9) results in:

p(1) = P exp [- —;—T—qb;(“]
Note, that in the considered case @E{lj corresponds to the
change of the free energy by the formation of the droplet with
size 1 in the systenm.

Due to the thermodynemic paremeters P°(l) cen be a bimodal or
an unimodsl distribution. The existence of two maxima repre-
sents the coexistence of the vapor phase (1=1) and the droplet
phase tl“lat} where the stable droplet size is defined by the
right maximum of P°(1) (see fig. 1). The minimum of P2(1) is
relative to the critical droplet size 1., caused by the nuc-
leation barrier, whereﬂ%@)has got its maximum.

To obtein an equation which gives a relation between the ex-
tremum droplet states and the thermodynamic parameters respec-
tively the supersaturation we use the extremum condition of
PP(1) in the form

P°(15) = Po(1541)

(11)

and get with the condition of detsiled balance (8) the extre-
mum condition:
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E
2 N= 3
1n(—é—1) 73410 Ndog) - k-g.l.(fl,u-fl,) (12)
+
By introduction of the droplet radius r instead of the bound
particle number 1
P> = (4frces3)"t 1
it yields approximately from eqg. (12)
(N-47 cac/3 1 JkgT 3

in =g = d.,r—E (13)

where d = 26 (cu E(ET)":l is the capillary length (for liquide
normally about 10 2.

Eq. (13) possesses two or one or no solution for rp in depen=-
dence on the thermodynamic parameters. It shall be discussed
now to determine the conditions for the existence of a droplet
in the systenm. f

[}

4. Discussion

(1) First we investigate the conditions where an overcritical
droplet hae to be expected on principle in the system. That 1is
the case when the bimodality of P°(1l) is observed. This bimoda-
lity is just diminishing if 1 _ = 1., that means eq. (13) has
only one solution. Thus we find the critical supersaturation
for the initial system

& b [(4 Cu 3)1/4(§ d°)3/4] (14)

For y < ch the system possesses only one (meta)stable state
due to the vapor phese, where no overcritical droplet is able
to be formed, while for y > Yep ® stable droplet is possible
to exist, That means y .. has to reached at least initially to
insert the nucleation process. That's why y_ . gives the soc
called cloud point for the phase transition Ey condensation in
the finite system.

Yep

Yep

(11) The existence of sn overcritical droplet does not imply
sufficiently that the droplet is more stable than the initial
vapor phese. This means in terms of the equilibrium probability
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that in dependence on the initial supersaturation the vapor be-
comes more probable than the droplet or vice versa, Only for a
certain supersaturation y . .. the vapor eand the droplet have
the same probability, For this case the stable droplet radius
has to velidate eq. (13) and the additional condition: P°(1) =
P°(1). It leads to the condition for the stationary potential

{bsflj = 0 (15)

becauu(bsti) 18 also equal to zero.

Thus we can calculate y_ .. from the system of equations (13),
(15). For y > Yeoex the droplet becomesmre stable and thus
more probable than the initisl vapor phase, for y < Yo the
vapor possesses the larger equilibrium probability.

(iii) The nucleation barrier becomes smaller and smaller with
an increasing supersaturation and the critical droplet size 1cr
changes to smaller values too. At a certain value of the super=-
saturstion 1. _ comes into the moleculer region (only 1 or 2
particles). In this case the nucleation barrier ceases to exist
and the nucleation process is converting into a spinodal de-
composition. That means the initial stable state becomes un-
stable instead of metasteble end the equilibrium probability

of the vapor phase tends to zero.

We can estimate this critical supersaturation by means of eq.
(13) if we assume, that in this case the relation N-1. %N is
held. The supersaturation for the convertion into spinodal de-
composition then is given by

Yeq = oxp(d /r.) (18)
where r_ is the radius of the molecular size (a few R).

5. Conclusions

First we give & schematic review of the discussed results by
plotting the shapes of P°(1) for various velues of the initial
supersaturation (see fig. 2). It shows clearly the close rela-
tion between the thermodymamic parameters and the existence of
e stable droplet, In fig. 3 the bietable behaviour of the con-
sidered system ie demonetrated. y gives a measure for the
distance from the equilibrium state. In analogy to nonequili-
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brium chemical systems a new stable state is obtained far from
equilibrium. The transition takes place by s nucleation process

for y < ygq+
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Fig. 2 ©&chematic plot of the equilibrium distribution in
dependence on the initial supersaturation
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Fig. 3 Stable and critical droplet size as a function of the
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Nichtgleichgewichts-Greensche Funktionen und kinetische
Gleichungen

K. HENNEBERGER

Anliegen der vorliegenden Arbeit ist die Bereitstellung eines
Formalismus zur Nichtgleichgewichts-Beschreibung von Vielteil-
chensystemen, der die Ableitung von kinetischen Gleichungen auf
dem Nivesu von Niherungen gestattet, wie sie sus der Behandlung
dieser Systeme im thermodynamischen Gleichgewicht bazw. bei

T = 0 gut bekannt sind, Das Vorgehen wird am Modell des Elek-
tronengases demonstriert, ist aber fir beliebige Systeme durch-
fuhrbar. Der Hamiltonoperator lautet

HaHy ¢ Hige ¢ Hoxeltle (1)
Hy = fd%r V* (w) (- ;’54)41’(4&. ] (2)
Hee = 3 [a% a3V W (6 vle-d) Y W)Y () (3)
Hexe(t) = fd"*f Goe 061 0) [ 3 Vot -i)e V* () ¥ () (4)

¥,¥* sind Feldoperatoren der Elektronen, von deren Spinabhén-
gigkeit wir hier zur Vereinfachung absehen. Desgleichen soll
der spezislle Charakter der Coulomb-Wechselwirkung, also v(#) =
°2A‘f-wﬂ, und damit das Problem der Abschirmung nicht betrach-
tet werden.

Nichtgleichgewicht wird durch extern kontrollierte Ladungen ge-
mdB (4)- und nicht durch Anfangsbedingungen - produziert, und
wir interessieren uns fir die zeitliche Entwicklung des Systems
unter dem EinfluB dieser mechanischen Stérung. Da in diesem
Sinne der EinfluB von bestimmten Anfangsbedingungen, speziell
von -korrelationen, sbenfalls nicht interessiert, wird der An-
fangszeitpunkt bei b e gewéhlt und der statistische Ope-
rator @(-e) = go als unkorreliert angesetzt.

Wie ablich kénnte men jetzt kesussle Greensche Funktionen (GF)
gber die Feldoperatoren im Heisenbergbild definieren und nach
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Obergang in die Wechselwirkungsdarstellung die Stérungstheorie
bzw. Diagrammtechnik aufbauen. Dabei ergeben sich aber prinzi-
pielle Schwierigkeiten: Erstens kann wegen der expliziten Zeit-
abhdngigkeit von H die Zeitentwicklung s(oo,-00) nicht als Pha-
senfaktor {s(-o0,00)> in den Nenner gebracht werden (siehe z.B.
/1/) und zweitens reicht die Bestimmung der kausalen GF allein
nicht aus, die antikausale GF muB davon unabhéngig mitbestimmt
werden - im Unterschied zum Gleichgewicht, wo sich z.B8. G~ und
< (s.u.) auf eine einzige Funktion, die Spektralfunktion, zu-
rickfilhren lassen /2/.

Einen formal sehr eleganten Ausweg bietet die EinfOhrung einer
doppelten Zeitkontur £ von - nach +e (oberer Zweig) und zu-
rick (unterer Zweig) sowie der Zeitordnung T, auf derselben.
Fahrt wan auch noch den Zeitentwicklungsoperator auf der Dop-
pelkontur durch s. = 8(-o,e ) -8(o0,~-0) formal ein, so kann
man eine "kausale” GF auf L im Wechselwirkungsbild gem&g

6(1.1') =<7 [ s, V(1) ¥ (1] 3¢ (5)

definieren. 1 steht fir (4¢4+ty), wobei das unterstrichene Ar-
gument den doppelten Wertevorrat der Zeit auf L anzeigt. Far
G(1,1') kann man Stérungstheorie bzw. Diagrsmmtach'nik wie im
Gleichgewichtsfall bzw, T = 0 aufbauen /3-6/, wenn man beach-
tet, daB erstens die Funktionen G (1,1') bzw. t, und t,. eben-
falls Gber £ definiert sind, also die inneren Punkten eines
Diagramms entsprechenden Zeitintegrationen auch dber [ zu er-
strecken sind und zweitens aufgrund der Definition von s, die
Wechselwirkung auf dem unteren Zweig von [ mit umgekehrtem Vor=-
zeichen zu nehmen ist. Die Diagramm-Regeln sollen daher hier
nicht wiederholt werden. Nicht ganz offensichtlich gilt auch
jetzt folgendes: (1) Unverbundene Diagramme treten nicht suf,
da sich die Stérungereihe von {s-> = 1 gerade als 1 plus Summe
gber alle unverbundenen Diagramme ergibt. (2) wie friher l&Bt
sich eine Selbstenergie J (1,1') als Summe der irreduziblen
Selbstenergie-Diagramme definieren, welche mit G(1,1') durch
eine Dysongleichung

6(1,2') = Gy(2,1')+ [d2d36,(1,2) £(2,3)6(3,1") (6)



verknipft ist. In (6) sind natirlich auch die Zeitarguments t.,
Xy von 2, und dementsprechend die Zeitintegrationen Gber L lau-
fend.

Ohne darauf im einzelnen einzugehen, sei vermerkt, daB man die
Untersuchung von G nach (5) auch ohne Benutzung der Diagramm-
Technik durch Variationstechnik aufbasuen kann /B/. Diesser Zugang
ist insofern von Bedeutung, als er such suf Systeme anwendbar
ist (anomale Propagatoren, Makrobesetzung oder kohérente Feld-
amplituden), fir die das Wicksche Theorem nicht giltig ist und
folglich die Diagramm-Technik versagt. Im vorliegenden einfachen
Modellfall liefern beide Zugénge dasselbe,

Gleichung (6) enthdlt naturgemdB viel mehr Informationen als die
Dysongleichung im Gleichgewichtsfall. Anschaulich ausgedrickt
nuB sie neben den spektralen Eigenschaften (Spektralfunktionl)
des Systems auch die kine:ischen (verteilungsfunktionl) festle-
gen. Das wird explizit sichtbar, wenn man die Zeitargumente t
auf £ durch te auf der einfachen Zeitachse ersetzt, wobei o=
+(-) den oberen (unteren) Zweig der Kontur indiziert. Aus der

GF (5) entsteht dadurch ein Matrix-Objekt (1 —1, = (4, Lia)

Gug(1,2°) = <Tg [s;'svtx.,‘}"r*u,;)])ﬂ; o
und entsprechend auch aus G, und 7. Men verifiziert leicht, daf
G++(G__) der “gewthnlichen” kausalen (antikeusalen) GF ent-
spricht, wéhrend G+_ und G__, die Propagatoren 6> =

+
FY (V1)) und 6< = (~1/M)<W*(1')¥(1)) sind. Gleichung
(6) erh&lt damit die Struktur einer Matrizengleichung

Gup(1.1') = Gl (1,1°)+ Eﬁadzs:;’u,zjzw(z.nc“(s.r} (8)

oder, nach Definition der Inversen gemé8

=1 : l. - -t
Jee Tr 2 f2an) = &, 8(1-10) (9)
die "differentielle® Form
d2[6¥ " (1,2)- 5(1.2)]Gga(2,2)=8, & (1-2"). (10)
%:JF [.Hf 2;- ] g "y

In (7) - (10) sind entsprechend ér dt ﬁfg dt, nur noch ge-
wdhnliche Zeitintegrationen enthalten, die Vorzeichen werden
durch den Faktor B in Def. (7) richtig geregelt. Schreibt man

+
nun (10) komponentenweise auf, wobei noch G** = G 4+ G‘ und
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G__ = 6% - 6 durch retardierte (6*) und avancierte (G7) GF's
ersetzt werden (entsprechend fir G, und Z ), so ergibt sich
schlieBlich

Jez[e3%(1,2)- Sy 62,1 = §(1-10) (11)
faz{[5;1(1,2)-2’(1.2]&(2.1-;-23(1,219'{2.1'1} 0 (12)

Betrachtet man die Selbstenergie im Sinne einer selbstkonsisten-
ten Argumentation als gegeben - tatséchlich ist sie ein belie-
big kompliziertes Funktional von G, so entkoppeln (11) und
(12) formal, (11) beschreibt die spektralen Eigenschaften (Spek-
tralfunktion A = G* - G7) des Systems, wahrend (12) z.B. Gber
6%(1,1") for t,=t,: die Einteilchen-Dichtematrix bzw. die Wig-
nerverteilung festlegt und folglich als quantenkinetische Glei-
chung zu interpretieren ist,

Im folgenden soll der Fall betrachtet werden, wenn die raum-
zeitlichen Anderungen im System klein sind auf einer durch mi-
kroskopische Parameter definierten Skalas. Dazu wird ein neuer
variablensatz § = (; , @ 4,t) anstelle der Variablen (1,1') 4in
G.GO,E usw. eingefiihrt, Die “spektralen” Variablen Kk, ent-
sprechen nach Fouriertransformation den Differenzendri-lti.
t1't£ . wihrend die Abhéngigkeit von den "lokalen™ Variablen

“= (4r1+414/2, t-(t1+tf}/2 die Inhomogenitét bzw. Nichtstatio-
naritat des Systems ausdriickt. Wir nehmen also jetzt an, daB

die (#,t)-Abhéngigkeit aller Funktionen schwach ist und vernach-
léssigen hohere als 1. Ableitungen nach den lokalen Variablen.
Ein systematisches Vorgehen dazu besteht z,B, darin, jede in
(11), (12) auftretende integrale Verkndpfung vom Typ

-

h{(1,1*) =\r§{1.2)f(2,1'}dz (13)
in den [ -Var}ablan darzustellen durch /7/

h¥ ) -{e*m”g(slf(sw},:,. : (14)

A » a ? 3__ = %

3.3 sk Lk 4% (15)

und die Exponentailreihe in (14) nach der 1. Ordnung des
“Drift-Operators™ 5 sbzubreghan.

Das Verfahren liefert fdr G~ aus (11) den rein lokalen Zussmmen-
hang
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G*(f) =

1
= ' (16)
oHE) -Z5(E)
der, obwohl von D unabhangig (1) bis einschlieBlich der 1. Ord-
nung in D exakt ist /5,6/.
Aus (12) erhalt men enteprechend

-~ -

{8 { ss2(M)-re S%E)} G‘{r')-z‘(m-s‘ts')]} -

1 [Zmeian - Nz (17)
(16) stellt eine lokal homogene Spektralfunktion A(¥) =
G*(¥)-67(¥) bereit, .wahrend (17) als kinetische Gleichung far
die verallgemeinerte (wegen der zus&tzlichen Frequenzabhingig-
keit) Wignerverteilung GS(}) fungiert (beachte: G> =
6%46%-G").

In einigen Fallen besitzt die Spektralfunktion Pole bzw. (16)
ist in der Umgebung von Gzi{r} - Razt[f) = 0 (Quasiteilchen-
energiel) gut lokalisiert. Dann kann (17) noch Gber & inte-
griert werden und liefert eine Boltzmanngleichung fir die Wig-
nerverteilung

f(K,a.t) = 5y [ 65(Neo (18)

in Quasiteilchen-Naherung. Entwickelt man dann noch nach der
Wechselwirkung, und zwar die linke Seite ven (17) - da sie be-
reite linear in D ist - in nullter und die rechte Seite in
erster Ordnung, so ergibt sich die gewdhnliche Boltzmannglei-
chung mit stérungstheoretischen Obergangsraten.
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Nichtgleichgewichts-Greenfunktionstechnik
Teilweise Kohdrenz von Exzitonen

V. MAY

Die vor (ber 20 Jahren in /1,2,3/ entwickelte Methode der
Nichtgleichgewichts-Greenfunktionen (NGF) hat in der letzten
Zsif breite Anwendung gefunden /4-9/, wobei ein Schwerpunkt
auf Fragestellungen der Physik hochangeregter Halbleiter lag.
Im Falle direkter Helbleiter spielt dabei die Ankopplung an

das Strahlungsfeld eine wichtige Rolle. Fdr eine monochromati-
sche, koh&rente optische Anregung lautet der zugehdrige Wech-
selwirkungssusdruck im Hamiltonian b*E e~2“Y , wobei b der
Obergangsoperator far den Interbandibergang ist und £ die Am-
plitude der elektrischen Feldstérke. Erfolgt die Wechselwirkung
im exzitonischen Spektralbereich, so beschreibt b* die Bildung
eines Exzitons.

Exzitonen als ausgedehnte Anregungen des Halbleiters kdnnen bei
nicht zu hohen Dichten von angeregten Elektronen (oder Excito-
nen) ale Bose-Teilchen betrachtet werden. Insbesondere hat dann
der Besetzungszahloperator die Form b*b (im Gegensatz etwa zu
einem atomaren 2-Niveausystem). Fr die Beschreibung der Reak-
tion des exzitonischen Systems suf ein kohdrentes Strahlungs=-
feld ist somit dis zeitliche Entwicklung des Erwartungswertes
von b*b als such von b selbst zu untersuchen. (Die kohérente
Anregung des Systems findet gerads ihren Ausdruck im Nichtver-
schwinden des snomalen Erwsrtungswertes {b).) ;
Durch Ankopplung der Teilchen en ein Bad kann die urspringli-
che Koharenz beseitigtwarden, ohne das sich die Teilchenzahl
(b*b) selbst &ndert. Zur Erfeesung dieses Sachverhaltes ist es
sinnvoll, {b*b)> in einen zusammenh&ngenden (inkoh&renten-Index
1) Anteil und einen faktorisierten zu zerlegen

(o*b) = <b*p)>; +<b* YL b)) (1)

{b*b), gibt denn die Zahl der inkohrenten, durch Relaxation
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der kohérenten Amplitude (b) gebildeten Teilchen an. /10/ fol-
gend, bezeichnen wir die gleichzeitige Existenz von (b"b)a, und
<b) als teilweise Koharenz.

Im weiteren wird filr ein System von Bose-Teilchen angekoppelt
an ein Bad und unter Wirkung einer &uBeren Stdrung der oben an-
gegebenen Form gezeigt, wie men mit Hilfe der NGF-Methode eine
Bilanzgleichung fGr die Dichte inkohdrenter Teilchen und eine
"Schrédinger®-artige Gleichung fGr die kohdrente Amplitude er-
h&lt, (Der Konkretheit halber denken wir dabei immer an ein
System von Exzitonen in Wechselwirkung mit Phononen und ange-
koppelt an das Strahlungsfeld.) wir gehen aus von folgendem Ha-
miltonian (4in ?-Oarstallung) fiir unsere Bose-Teilchen b ange-
koppelt an die Bad-Variablen c

. ey

und leiten Bewegungsgleichungen far die NGF G -<b(-k'11,'1)ir
wb*(R,,7,)) und die Amplitude B =<b(¥,T,)>ab. 7, lauft dabes
Gber die Keldysh-Zeitkontur C /2,5,7,9/ und (...) bedeutet
SP‘S’oTcsc"'VSP(?oSc) mit dem statistischen Operator £ far

t = -0, dem Zeitordnungsoperator Tc und dem S-~Operator S
(beide definiert aber C). S, enthalt den (dber C abintegrier-
ten) zeitabh&ngigen externen Hamiltonian, den wir in folgender
Form snsetzen .

>yt o
H =§(E(k)$i-‘? tho(k)Cpco +m(?)(c‘? +cf?);£ 5; bi.) b

Hmft}=§ (v(@2)C(Rr) - E(@2) P 5(KD)/Q + h.c. (E>-DK3)

Der erste Teil wurde fir die Verwendung der Funktionalableitungs-
technik eingefihrt, der zweite enthalt das elektrische Feld E
und die Polarisation B. (Er wird der Obersichtlichkeit halber
zundchet weggelassen.)

Die in den Bewegungsgleichungen fir G und B auftretenden h&he-
ren NGF kdnnen durch dG/d, bzw. dB/J, ersetzt werden. In Ana-
logie zum Vorgehen in /11/ fihren wir in der Gleichung far G

die Selbstenergie 2 ein.

Berechnet men die dabei auftretende GréBe 3‘6'14'0. in niedrig-
ster Ordnung, so folgt Z = ihm G D m mit D ale NGF fir die Bad-
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varisblen. Ein gleiches Vorgehen ergibt fiar B die Gleichung
6™1p = 1hm GJG"'B/J‘U . von der wir nur die trivisle L&sung
6™1B = 0 betrachten wollen.

Ausgehend von der Dyson-Gleichung fir die NGF G erhdlt man eine
Gleichung fiar die zweizeitige Qichtnatrix(b*[?i,ti,}b(jt’ltil)

« 1%G< und die retardierte NGF G(™®') (die die spektralen
Eigenschaften des Systems beschreibt). r1/1. lauft jetzt Gber
die physikalische Zeitkontur von - bis +c . Fir B verbleibt
nur eine Gleichung. Das gesamte System lautel gireti-ige L
F<glret)® o glret)-1g(ret) g yng c(re*)-1a.0, wobet
glret)-1 (1h3/at1-E{¥1})J'-z(r“). Mit einer zu (1) analogen
Zerlegung G< = Gf + BB™ und bei Benutzung von glret)-1g . o
geht die Gleichung fur 6= in 6{ret)=1gZ _ F<G(ret)¥ . o gper,
und die Selbstenergie zerfallt in den Teil I, welcher Gf (bzw.
Gi’ ) enthalt, und den Teil II, der BB™ beinhaltet.

Das weitere Vorgehen zur Ableitung einer Bilanzgleichung fir
die inkoharente Teilchendichte n; entspricht dem Standard der
NGF-Technik (z.B. /9/). Wir geben hier nur das Ergebnis (unter
EinschluB der Ankopplung an das Strahlungsfeld) an. Details
findet man in /12,13/.

A

(3 - £ - Dag)ny(Fe) =X | B (7o )
Dabei wurde far die inkohdrenten Teilchen lokales Gleichgewicht
vorausgesetzt, die Diffusionsnéherung benutzt (D - Diffusions-
koeffizient) und eine Lebensdauer T eingefihrt. G ist die sus
dem Selbstenergieteil I entstehende Damp fung. Die bzgjl;. s
Fourier-transformierte kohérente Amplitude wurde els El{'l’t}t
Kexp i(?,:-uot) mit schwach variablen angesetzt, wes bei
monochromatischer Anregung gerechtfertigt ist.
(4) beinhaltet das Strahlungsfeld als Teilchenpumpe nicht.
Vielmehr stellt die durch das Bad vermittelte Relaxation der
koharenten Amplitude die Teilchenpumpe dar. Das Strahlungsfeld
tritt nur in der Gleichung far B explizit in Erscheinung

{i68 - E(¥2)-257 4+ I m( 3(F0F 2R /%(d | B(70)
=-pXE(FOHT (5)

Hier wurde der Selbstenergieteil II, der auf eine Selbstwech~-
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selwirkung der kohdrenten Amplitude fiahrt, ausgeschrieben.
Gleichung (4) und (5) sind noch durch die Wellengleichung far
E abzuschlieBen.

Die Anwendung des hier vorgestellten Konzepts der teilweisen
Kohdrenz auf ein dichtes Exziton-Gas findet man in /13/., Die
Untersuchung von teilweiser Kohdrenz im Exziton-Biexziton-Sy-
stem findet sich in /12/.
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The Method of Green's Functions in Non-Equilibrium
Statistical Mechanics

T. BORNATH; M. SCHLANGES

The Green's function approach to many-body problems is a very
powerful one. This has proved not only in equilibrium but also
in non-equilibrium statistical mechanics. In the latter case a
correct formulation is given by the real-time Green's function
technique. Basic work in this field was already done 1nfthe
Sixties /1,2/ but in recent years there is an increasing inter-
est in this approsch (see for example /3/). In this paper we
are going to give some general relations and then to introduce
a new approach to non-equilibrium problems within the real-time
Green's function (GF) technique /4/. For detailed considerations
we refer to /5/ and /6/.

The properties of a many-particle system can be described by
the one-particle GF

g,(11%) =  tef @ (Y (¥t (1))

(1)
= O (ty-t})g3(1,1°)e B(t)-t o5 (12")
with gi being the correlation functions
g; (114) = Y () V) (2)
o, (1) = * Y anva) (R (26)

( § is the unknown non-equilibrium density operator, T repre-
sents the Wick's time ordering operator and "1" is the abbre-
viation for ryetys for simplicity we do not consider internal
degress of freedom)

A first’important feature of non-equilibrium GF is that they
depend not only on the time difference ti-ti (like in equili-
brium) but on both times t, and t;. Therafore it is useful to
introduce new variables

67



% ' 1 '
T = 3 (t1+t1) R = £ (1‘11»1'1) [3}

' = !
t = tl-tl r I‘I 1'1

and to define Fourier-transformed quantities with respect to
the relative coordinates

93 (peiRT) “I“J"E‘ e7IPrH18t o2 (vt )

The function g;:{pu;RT) is connected in a simple menner with
the Wigner distribution function

F(piRT) = 52 (1) gf (poiRT)

Complete information about the system is given if we know the
two correlation functions (compare (1)). Instead of these two
functions we may also define two new functions, One is the-
spectral function a

a(poiRT) = 1[ 97 (P0:iRT)=g (paiRT)] (4)

A second function is defined by
I3 uf (pw:RT) = F(pwiRT)a(pw:RT) (5a)
Then results

197 (paiRT) = [1 % F(pu:RT)] a(pwiRT) (5b)

With the introduction of a(pw;RT) and F(pw;RT) we have split
up our problem: with a(pw;RT) we heve to determine the spec-
trel properties whereas F(pw;RT) contains the statistical in-
formation, For comparison, in equilibrium the correlation
functions are not independént quantities because of the KMS-
condition /7/, and that's why the function F is explicitely
known

F(pwiRT) = f(@) = ;1315:;3§I (6)

So in equilibrium only the spectral function has to be deter-
mined.

To be complete we want to introduce still two quantities:
03/4(11%) = 2 Btces-ey)] (ol(11%)-g5(21%)) (7)
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The retarded and advanced Green's function a well suited for the
description of the one-particle spectral properties. For example
holds

a(pa;RT) = 1[g§{pm;RT) B 9?(PU=RT)J (8)

Now we would like to come to the second point of our paper. In
order to determine the GF we start from the Martin-Schwinger
hierarchy of equations of motion /B/. The first equations are

L
{1% %—191(11‘} = 8(1-1'1=1fd 2 V(1-2)g,(121°2%)  (9)

(133‘:—1¢ L yo,(12102r) = &(1-1)9,(22")%K1-2")g, (21°) bt
= 1fd 3 V(1-3)g5(1231°2'3")

These equations are very general, i.e. they do not depend on
the kind of .averaging. Therefore boundary conditions are ne-
cessary to obtain solutions for & special kind of averaging
(in equilibrium the well-known KMS-condition is such a bounde-~
ry condition). Up to now there exist two methods in order to
determine non-equilibrium GF:

i) Kadanoff and Baym /7/ have performed an analytic continua-
tion of the imeginary-time GF to their real-time counterparts
assuming the system being in equilibrium at an initial stege
ii) In order to deal directly with real-time GF Keldysh /1/
introduced a diagrammatic perturbation scheme in the inter=-
action picture assuming an uncorrelated initial state,

We have proposed another way /4,5/ which avoids perturbation
theory and works with the equations of motion. Looking for an
appropriate boundary condition we used the condition of "wea-
kening of initial correlation” which was introduced in non-
equilibrium statistical mechanics by Bogoljubov /9/. We assume
that the system is dilute enough so that the correlation time
is much smaller than the time between two collisicns. Then a
pair of particles will enter the collision process statisti-
cally independent. In terms of Green's functions this condi-
tion reads

69



lin g (121°'2')

ts-co

>
t,=t et 9;[11'191(22')igﬁimsftzi'! (11)

t1-t2=t+E

here |[t|—+o0 refers to times greater than characteristic cor-
relation times,

It is evident that this condition is violated in the following
Cases:

(1) high densities of the system

(11) occurance of long-living bound states

(iii) long-range fluctuations.

In such cases the Bogoljubov-condition must be replaced by a
condition of partial weakening of initial correlations /10,11/.
With the help of the boundary condition it is possible to de-
couple formally the hierarchy (9) by introduction of a self=-
energy in the first equation. The Bogoljubov-condition (11)
implies

tr-o

* 1ot zwHF, = S
1n *1 fd 2 v(1-2)g,(121°2 )I"1==; fdzz (11)g,(11*) (12)
An equation fulfilling this condition is given by /5/
2 w ~
fiaaTi- + %—}91(11'} = d(1-1") +'£dt1fd%1{z[11)g(!f1')
- Ziﬁ}s’tii'l} (13)

The corresponding equations for the correlation functions
("Kadanoff-Baym equations") are

2
(15% + ;;—)gf(n'} -fdiZ”F(ﬁ)giﬁz') +

b
- [51 Z‘*tn)[g (T1*)-g (11’ ﬂ
fdiZ.‘R(u}g (11') « fdiZ“(ngﬂn ‘)

It should be emphasized that (13) is equivalent to & Dyson-
equation on the Keldysh-contour /1/

(15 + Fdo, (110) = 8220 cfuz(ﬁ;gm-;
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Also & matrix notation is posai$1a. So our epproach leeds to
the same results as Keldysh's,
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Approximations of Multi-Particle Green's Functions

M. SCHLANGES; T. BORNATH

With the equations (13-14) of the foregoing paper /1/ very ge-
neral kinetic equations are given. As the decoupling of the
hierarchy by introduction of the self energy is only formal we
need in practice always approximative expressions for the self
energy or the two-particle Green's function (GF), respectively.
To find such spproximations for the two-particle GF we start
from the Martin-Schwinger hierarchy /1/. Cne can find the fol-
lowing equation which is still correct (for details we refer
to /2/ and /3/)

3

(1 + B3 o Boggy(12,102)=8(1m10)§(2-2")
3, ¢z (5 + zee (12 = j3teraas

+ 1 V(:._z;gz(:.z:'z')+§(1-1-)(ti}fdz\r{z-slgztzsa'r}l1:__'2,
+ 5{2-2')(11}_[;13V{1—3)gz{131'3*]l1.___,2.
+ (21)? [d3da V(1-3)v(2-4)g,(12341'2'3%4%) (1)
If the system is dilute enough that a restriction to pure bi-
nary collisions is possible we can neglect in eq. (1) all con-

tributione which correspond to higher than two-particle colli-
sions. Such an aspproximation leads to

(12 Vz}(ii-+ V:) (121'2") = §(1-1')§(2-2'
st_i"ﬂfn" at, Zn)92 = 5 ’,11'-—-2'
' + 1V(1-2)g,(121°2") (2)
The boundary condition /2-4/ to this differential equation is
K- 2 = o . o . 0 .
Im  95(121°2" )y Lo oe® 93(12°)03(22° )2 (12" )93 (21")  (3)
vy =ty=t?

(the superscript zero denotes here the free one-particle GF)
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A solution for the two-particle Green's function in the par-
ticle-particle channel (i.e. t =t,, tiaté] is given by (for sim-
plicity we suppress all variables except of the time labels)/2/

912(1:,1:'} = Q:{tot'm;{t"‘)lexch. (4)
e o R - 05 T 0T > %
ﬁ{dt{:‘*ﬂt.t}gz(t»tJ":zgzzf""}‘91“"‘ng(t")vizgiztt't'}}

For the correlation functions one gets the corresponding equa-
tion:

2 Cm :
a5 (t,t) = BR(c.e0) o 4 [dTHR (e TV (E )

T2, T A = oos
+ 1_{6:?12“,:)\:12%2(1:,: )

(5)

where we defined gfé(t,r')ngi(ii')&g(22'}|tm_tm
i 172 ;
_ R/A £ R s (6)
gad 15 "§12-12 ¢ 81279127912

The retarded (asdvanced) two-particle GF is determined by
R/A : A ; - - ApT oa
IR G B A CR AP IR futg‘;gﬂu.mﬂg:g 1735 S )
-

It is of adventage to introduce some suxiliary guantities
(operator notation)

R R R

Qi =1+15,v,Q0, =1+ 195V, (8a)
A ’ A

Qiz =1 + 1 viz 912 tsh]

Then eq. (5) reads
gfa(t, )= [atatQF, (% ]Efz(i ARA ko) (5a)

Together with (7) it can be regarded as the solution of the
non-equilibrium two-particle problem in binary collision eppro-
ximation. A generalizstion cen be schieved if we replace the
free one-particle GF in (4) end (5) by full GF. This is possib-
le with respect to higher orders. The functione Q%A can be
interpreted as generalized Moeller-operators /5/. They dee=-
cribe the two-particle scattering in a non-equilibrium medium
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and contain medium effects like one-particle self energies and
Pauli-blocking /2/.

So far we considered the binary collision approximation. If the
system is not dilute enough we must take into account higher
collisions. Starting from the Martin-Schwinger equations it is
possible to derive a non-equilibrium cluster expansion for the
two-particle GF. lle have restricted ourselves to three-particle
collisions and have arrived at /2-4/ g

g,(121'2*) = 92{121‘2'}1‘rd3d§ g%z, E){g;(123 L Tl
- g5(121°2")g, (33* )lexch} en(121+2+) (9)

Here 92 and g3 ("L" = ladder) are the solutions of the two- and
three-particle problem, and gran contains the self-energy con-
tributions to tha,two-particle term which are of the order of
three-particle events. g; is given by eq. (4) (but with full
one-particle GF instead of free ones). Before we are going to
deal with the three-particle contribution to the cluster expan-
sion we want to consider a more general situation in which the
formation of bound states is possible in the system. In this
case a generalization of the boundary condition is necessary
/2,3,6/. Obviously is

2 2b T
Lin. g.p(t,t")=gyoe0} s P 912 "9192|exch. G220

where giz is the bound-state part and gig:the scattering part.

The corresponding condition for 9503 which takes into sccount
the existence of two-particle subclusters is

2 CosRs wy W b
1in  guo5(t,t') = §,0505 + 0530, + 9?39;. * 9sz§

fwfw-oo
k
- Z' 12%3 (11)
k=g

o I Y
with §053= 919505, §123579558, ete.
Then the solution of the three-particle ladder equation may be
written down in the following way

oS5 (t.t J-Z dtdt Q(t, r>5’123<r.?1Q:(?.t-1 (12)
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with f}:- 1+ 129;23 Vf%s being the generalized Moeller-opera-
tor of multi-channel scattering theory /5/.

Introducing the cluster expansion into the first hierarchy equa-
tion we obtain a kinetic equation for the one-particle distribu-
tion function. Because of (11) this equation is not closed,
thers is needed a second equation for the distribution of bound

particles. If we assume & homogeneous system the generalized
Boltzmann equation reads

g; f(pi,T) =1, 4+ 13 st L (13a)
& oo (P12 ™) = Tn (P30T (13b)

with I, andg I, being the two- and three-particle collision in-
tegral, respectively, The term I on GoMpensates for the succes-
sive binary collisions in the three-particle integral and en-
sures the conservation of the energy in binary collision appro-
ximation /7/.

For example, I3 is.given by

I3(p4.T) = évgﬁdﬁf%%ﬂ#ﬁgpﬂ7:53(5;23“‘1| 7‘5’712
: w2 § (Ey5-E55 ) 'f'ﬁ-fifzfs'k
* évg'ﬁdﬁ Ef‘ggj!]\<91pzznzsl Tig{E;za‘“)I IT‘E>|2
v2wé (51"23'5123}{ ;E'fnz..,f:} (14)

where k denotes the different channels (fk_o-fifpijfa(pz)f3(p3).
fk-i'fi{Pi)fnaltP23) etc,). The T-matrices describe the rele-

vant transitions (scattering, ionization, recombination, re-
arrangement ),

with (13) kinetic equations are given suited for the descrip-
tion of nonideal dense gases.
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Rostocker Physikalische Manuskripte, Heft 9 (1986)

Quantenkinetische Theorie der Fluktuationen

I. HARTMANN

In dieser Arbeit sollen die Fluktuationen in einem quantenme-
chanischen Vielteilchensystem betrachtet werden. Ein solches
System beschreibt man zweckmé&Big in der Sprache der 2. Quanti-
sierung, d.h. mit den Feldoperatoren ¥*,”¥, die den bekannten
Vertauschungsregeln geniigen. Die Observablen des Systems lassen
sich dann in Termen der Feldoperatoren schreiben. So ist z.B,
die Dichte durch den Operator

$e(11r) = ¥*r)ya) (1)
(V - Volumen, 1 = r,t , 1' = rat} bestimmt und der das System
charakterisierende Hamiltonoperator hat in wechselwirkenden
Vielteilchensystemen die folgende Form

Ha= -2 (dr, %)V K1)
+4Z Jucds W BV (o) W W) ()

Der Operator der Dichte charakterisiert die Teilchendichte des
Systems im reinen (Mikro)-Zustand. Fir ein kompliziertes Viel-
teilchensystem im thermodynamischen limes (N—+@ , V—=o , n -
endlich) haben wir an Stelle des Operators den Mittelwert des
Operators zu betrachten

o> =Ly ¥a D = Tr ey (1) YY) (3)
Dann sind die Fluktuationen in einem solchen System bestimmt
durch die Abweichung des Mikrozustandes vom Makrozustand, d.h.
durch den Operator

de(11') = g(11') - <8(11')) (4)
Dieser Operstor hat die Eigenschaft, daB sein Mittelwert ver-
schwindet

{dg(11')y =0 (5)
Eine weitere wichtige GréBe zur Charskterisierung von Fluktue-
tionen ist die Korrelstionsfunktion
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{dg(11') dg(22")) (6)
Bei der Herleitung der Boltzmanngleichung wird neben der Bedin-
gung der totalen Abschwichung der Anfangskorrelation die Annahme
gemacht, daB die groBmaBstdblichen Fluktustionen vernachlassig-
bar klein sind.

Um groBma8stabliche Fluktustionen mit einzubeziehen, fGhren wir
eine Mittelung des Dichteoperators {iber ein kleines Volumen

ein (analog wie bei Klimontovich /1/ fiur den klassischen Fall).
Der geglattete Dichteoperator wird mit §' bezeichnet. Das kleine
Volumen ist so gewdhlt, daB es viel kleiner als das Gesamtvolu-
men ist, aber wiederum grof genug ist, um die kleinen Fluktua-
tionen bei der Glattung herauszumitteln.

Ausgehend von der Beziehung (4) sieht die geglattete GroBe fiur
die Fluktuationen folgendermaBen aus

¢ = § - <> i
Die Gesamtfluktuationen kénnen wir in zwei Anteile aufspalten
dg = 0§ « A¢ i

einen Anteil §'§ , der von den groBen Fluktuationen stammt und
einen Anteil A¢ , der durch die kleinen Fluktuationen verur-
sacht ist. Fur A¢ folgt aus den Gleichungen (4), (7) und (8)

4g=9-¢ ; &g=0 ()
Damit ergibt sich eine Zerlegung des Korrelators in einen An-
teil durch groBe Fluktuationen <Jg,d@>, einen Anteil durch
kleine Fluktuationen {Ag, 4g)yund zwei Anteile von gemischten

Fluktuationen, die wir im folgenden vernachléssigen wollen

(Tein) dp22)) = <{Je, 8oy =(TEL TG + <A8 dg ) + B FE)+<g 40§ 1°)

Mit Hilfe der Bewegungsgleichungen fiir die Feldoperatoren, dem
Hamiltonoperator (1) und der Beziehung (2) l&Bt sich eine Be-
wegungsgleichung fir den Dichteoperator schreiben

2
Jan 33'—‘ . 2?“11“";’} g(ryrit) = n [dry [V(ry-ry) -
- V{r;_"gﬂf('zrzt}.g (ryrit) =0 (11)

wobei Selbstwechselwirkungsterme vernachléssigt wurden.
Im folgenden wird die Annahme der teilweisen Abschwichung (ena-
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log zu Klimontovich /1/) gemacht, d.h. daB far die kleinen
Fluktuationen die Bedingung der totalen Abschwiachung gilt,
aber die groBen Fluktuatbnen nicht abgeschwacht sind.

In bindrer StoBepproximastion gilt nun die fiur kleinen Fluktua-
tionen

T
<Ag4df¢.> = < A& d!g) :

Chg, 4g) + CENED = 0, EXEDQL = <G §p 112)
(1112 - Mélleroperator)
Mit dem Ansatz (9) fur den Dichteoperator 9=4¢ + & gehen wir
in Gleichung (11) ein und glétten anschlieBend. Unter Verwen-
dung der Bezishung (7) ¢ =d §+<) erhalten wir

{m Ef * 2;(41'41') - n [dr, [Vs.z""i'z'](fi)}ﬁ I

n I,{f}onjdrz[-vlz-vi,z]d‘é'zf'i (13)
kurz 2

Ly 3‘1 = nlg ) +Y (13a)
Hier ist

- - ~’ * - =

13(8) f"'a["iz Yyoal [-Q 1281825 - 5,8

der Boltzmannsche StoBoperator und Y eine stochastische Quelle,
so daB wir mit (13a) eine Langevingleichung fir den geglétteten
Anteil § erhalten hsben. Bei nochmaliger Ausnutzung der Bezie-

hung (7)und Mittulung der Gleichung (13) dber das Gesamtvolumen
erhalten wir
|-1< 1) «nTen Ig (14)

eine Boltzmanngleichung mit Beriicksichtigung des Beitrages der
groBen Fluktuationen durch

Y- fory [Vip - v4.2)K88,d8> i
(1g= Jory [VyomYy. 2]{(5- Sreoy ~E<ED} )

Unter Verwendung der Gleichungen fir ¥ (13) und @) (14) erhal-
ten wir eine Bewegungsgleichung far dg :

(Ly+ 01,0085~ Jara[Vao=vy 2] dg<E> = Y ik
S8 Y = nfd [,V ] (98 86 - 08 d8)]
* nfdQ [V;;" V;-z] ‘ﬁ’:- d‘f;u
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undGL, d§, = - nddr, [V, Vi J{I9e<0i) + 9100 <Si)

Sie hat ebenfalls die Form einer Langevingleichung mit der
stochastischen Quelle Y .

Da die Boltzmanngleichung (14) bei Einbeziehung von groBen
Fluktuationen durch I ~ <& &&> keine abgeschlossene Gleichung
mehr ist, muB eine weitere Gleichung fir den Korrelator
{igidg> betrachtet werden, die aus (16) hergeleitet wer-
den kann

(Lo, # ST, +6T)E0,86,5 - nldry [V -V, ;1<00, I8 @
= ”fd" [sz “3_.,@:?3 J§4> (91) =A 7
mit § T <09 ({gtg)

= 10y [y~ Yol <G I < IO

und A, dem Quellterm

5 ”fd" {[Vs- Vel # [Vi3-V5] <3, I¢; J?a>}
+ n lds 3l [ Vi -Vis] <JQMJQMJ92>+ [ Voz- %5050 J.?w 5§'>}

Mit Hilfe der Polarisationsndherung kann der Quellterm A in
#wei Anteile aufgespalten werden

~
A=Aye A (18)

einen Boltzmannanteil Ay, und einen Anteil, der durch die groBen
Fluktuationen verursacht wurde.
In der Ordnung 0(%) ist
R = n §x,-x,) T(x,x1) (19)
1 "2 173

Al =Ign J(xi-xzj + nI12
mit

Jigpdrp = Ig ¢ xg= ryrg s xp = rpray
Mit den Gleichungen (14) und (17) erhalten wir ein geschlosse-
nes System von Gleichungen.

For den Spezialfall T=0 ergibt sich folgende Langevinglei-
chung

(L, + §L,)¢¢ =Y (20)
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mit <Y} =0
KY(reld) Y(nn't)) = Ag (¢-4,)

Literatur
/1/ Klimontovich, Yu.L.: "Kinetische Theorie des nichtidealen
Gases und des nichtidealen Plasmas™, Nauka, Moskau 1975

Verfasser

Dr. I. Hartmann
Wilhelm-Pieck-Universitét Rostock
Sektion Physik

DDR = 2500 Rostock
niversitatsplatz

81



Rostocker Physikalische Manuskripte, Heft 9 (1986)

Quasiteilchenenergien in relativistischer Kernmaterie

F. REINHOLZ

1. Einfdhrung
Wird Kernmaterie extremen Bedingungen (T3 1U°K. n> 1030

unterworfen, wie es etwa bei astrophysikalischen Objekten

(weiBe Zwerge) oder bei Schwerionenst&éBen der Fall ist, so las=-
sen sich relativistische Effekte wie die Geschwindigkeitsabhén-
gigkeit der Masse, das Auftreten von Antiteilchen oder Retar=-
dierung der Wechselwirkung beobachten. Um ein solches Nukleo=-
nensystem zuy beschreiben, ist eine relativistische Vielteilchen=-
theorie notwendig. Im nichtrelativistischen Fall erweist sich
die Greenfunktionstechnik als gut handhabbar und erfolgreich.
Wir wollen deshalb eine relativistische Verallgemeinerung die-

cn'3

)

ser Methode zur Beschreibung eines Nukleonensystems verwenden,

Wir interessieren uns insbesondere fir thermodynamische
Eigenschaften eines relativistischen Nukleonensystems, das Gber
Mesonenaustausch wechselwirkt, wie Phasendiagramme, Instabili-
tdten u.&. Einen Schliissel zur Berechnung thermodynamischer
GréBen stellt das Quasiteilchenkonzept dar /1,2/. Quasiteilchen
sind Elementaranregungen von Vielteilchensystemen. Sie k&nnen,
im Gegensatz zu Elementarteilchen, nicht als freie Teilchen
auftreten, weil die Wechselwirkung in ihre Definition eingeht.
Der Vorteil besteht darin, daB man mittels wechselwirkungs-
freier Quasiteilchen reale Systeme in der Theorie des idealen
Fermi- oder Bose-Gases beschreiben kann. In Formeln drickt sich
das wie folgt aus:

1 - |
oFlE-p) 1y =j e#TEq“ﬂ):;
mit E =7 Pz*mg h=c=kg=1 Eq =Jpz+ns+k;;;;igd;;;

Dieses Quasiteilchenkonzept hat sich im nichtrelativistischen
Fall vielfach bewahrt, so sind Plasmonen, Cooper-Paare oder
Exitonen bekannte Quasiteilchen, Wir wollen nun die wechsel-
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wirkenden Nukleonen ale Quasiteilchen ansehen.

2. Die Greenfunktionstechnik

Wir betrachten ein aus Nukleonen und Mesonen bestehendes Viel-
teilchensystem, Die Nukleonen werden durch die Feldoperatoren
A, die Mesonen durch die Feldoperatoren ¥ beschrieben. Ihre
Bewegungsgleichungen, die Dirac-Gleichung und die Klein-Gordon-
Gleichung sind Gber einen Zusatzterm, der aus der Wechselwir-
kung herrohrt, miteinander verkoppelt. Mit Hilfe der Feldopera-
toren lassen sich Greenfunktionen definieren:

6(x,x") ==1 <T(YO)F(x' )  mit W(x) = ¥*(x)¢°

fiar Fermionen

D(x,x') ==i (T(ff[x) f?'t*'i)

fur Bosonen

Solche GréBen sind schon aus der QED bekannt. Der angegebene
Erwartungswert ergibt sich in der QED durch die Mittelung (iber
Vakuumzusténde. Im Falle eines Nukleonensystems von endlicher
Dichte und Temperatur ist die Mittelung jetzt im Sinne der
Quantenstatistik zu verstehen: (3)- SpgA, wobei @ ein relati-
vistischer, quantenmechanischer, groBkanonischer Dichteocperator
ist, Dieser ist gegeben zu

g‘%o-ﬂ,P"rmN's
Dabei bedeuten Z die groBkanonische Zustandssumme, f, der zeit-
artige Vierervektor, der den Temperaturaspekt beinhaltet, Py
der Viererimpuls der Teilchen, gebildet aus dem Energie-Impuls~-
Tensor des Systems, o das relativistische chemische Potential
dividiert durch die Temperatur und Ny die Baryonenzahl /3,47,

Die so definierten thermodynamischen Greenfunktionen bein-
halten Informationen zu allen wichtigen GréBen des Systems. So
ergeben sich die Quasiteilchenenergien als Pole der Greenfunk-
tionen. Zur Bestimmung der Greenfunktionen muB man deren Bewe-
gungsgleichungen lésen, die sich sus den Bewegungsgleichungen
der Feldoperatoren ergeben und miteinander verkoppelt sind.
Das entstehende Gleichungssystem léBt sich jedoch formal ent-
koppeln, so daB die bekannte Dyson-Gleichung sntsteht:
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G(Po,Tm) = Go (BT p) + Go (R, Tp) Z (R T A)GRTA) (18)

mit

5 Ly
Z(R,7 -/-‘) 130&2@4 Y G(?V'KV,Z’M)F (& 16,) (k) (1b)

Die Wechselwirkung wird durch den Selbstenergieoperator be-
schrieben, streicht man diesen Term, so werden freie Felder be-
handelt. Eine exakte L&sung der Gleichungen (1) ist nicht még-
lich, es kommt darauf an, geeignete Approximationen zu finden,
Als formale L&sung ergibt sich zundchst die inverse Dyson-
Gleichung

G(R, , Typ) = (2)

{a’rp,r)"“u'f(ap JT.}M)

die man in verschiedenen Niherungen angeben kann.

3. Selbstenergieapproximation in zweiter Ordnung der Kopplungs=-
konstanten

Um einen auswertbaren Zusammenhang fir die Selbstenergie zu.
finden, missen nun die exakten Faktoren in der Bestimmungsglei-
chung (1b) durch bekannte, einfachere Ausdriicke ersetzt werden.
Diese Ersetzungen werden so gewdhlt, daB eine Approximation in
zweiter Ordnung der Kopplungskonstanten entsteht, Die wvollstén-
dige Ein-Teilchen-Greenfunktion far Fermionen wird durch die
Greenfunktion freier Teilchen ersetzt:

G(RTp) —= Gy (RT0)= I—Pm"lrr Bt W, ﬁ- 2 :’“{"2 k%

e s Lol 4 PN
mit F,= o Priy e zem,, ”E)‘;l?ém

Der Bosonenpropagator wird durch das Yukswa-Potential gendhert:

(4)

D(K,) —ma ———
(Ky) K‘-u:ciz

Die Vertexfunktion ["Swird aufgrund ihrer Struktur durch eine
Dirac-Matrix approximiert:

rSce, k) —= ¥ ° (5)
Werden die Ausdriicke (3), (4) und (5) in die Formel (1b) ein-
gesetzt und ausmultipliziert, so entsteht eine Anzahl Summanden,
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die die Fermifunktion enthalten, ebenso wie Summanden, die die
Fermifunktion nicht enthalten. Dieses legt eine Aufspaltung der
Selbstenergie in einen Materieanteil und in einen Vakuumanteil
nahe, die jetzt untersucht werden sollen /5/:

E(Pv-:T:‘M) .ZN(P\' ,T',.) * ﬂp\p} (6)

3.1. Materieanteil der Selbstenergie
Der erste Summand in (6) ergibt sich zu:
? __zLJL_ili_JL
T = i gl vt R e f [ 46l 20 SRk E, )
- +iy 2 Epy
+ _&K_ZnéJ(Q‘K-*g-.ﬂ
2 Epue
Aufgrund der Abh&ngigkeit von den verschiedenen Dirac-Matrizen
ist eine weitere Aufspaltung sinnvoll:

v
i3 0,4,3,3 H «8 = "',2,3,‘!
Nach Einfihrung von Kugelkoordinasten und Ausfihrung der Winkel-
integration ergeben sich die einzelnen Anteile zu:

2 % 7)2 2
(P T = Jae ELFE)-FER] blpigelts oo
3=2,=0 (7b)

%(PT/‘)--ngdt o e ;(E,JJ[" b g, 0103 (m

24t
5 ) =~ Jde g £, [ffs,)-f(a)]&é’;i—ie‘;%”‘”

Se2s Vakuuuanteil dar Selbstenergie
Der zweite Summand in (6) ergibt sich zu:
Yy ¥ ‘Fh Ky) #mg
Ev(mhﬁa""r(d;?’rfk"- iy r ﬁ""/l. tiy

Ein solcher Ausdruck ist bereits aus der QED bekannt. Er ist
divergent und muB deshalb einer Renormierungsprozedur unter-
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worfen werden. Diese wird z.B. von Archiezer und Berestezki]
dargestellt /6/. Wie beim Materieanteil ist eine Aufteilung nach
den Dirac-Matrizen méglich:

3
Z(py) =¥'8,5,(P) + mySy(P)

wobei sich die Anteile errechnen zu:

-1‘
__3g2 2 A-x) - Pt 2
() '_Zga‘; de}-?x_d bl »:‘:—%,lé 7o i I+u§%‘*}la)
" 2 4 4 0-x) Pl | . 2md x4
50 =-2 7 h[- [4&.]“‘;‘: +/,,3kd-x) '—ﬁ% {8b)

Die Integrale (7) und (8) sind nun numerisch auszuwerten.

4, Quasiteilchenenergie von Nukleonen

Die Bestimmung der Quasiteilchenenergie ist identisch mit der
Aufgabe der Bestimmung der Polstellen der Greenfunktion. Dazu
werden die Ausdricke (7) und (8) in die Gleichung (2) einge-
setzt:

G(R, Top) =

I
" (9)
v
[Pv(i-si}-z']-E“Q(l-sz)‘zl]
und die Nullstellen des Nenners berechnet. Dieses 1l&Bt sich
einfacher realisieren, wenn der Bruch (9) erweitert wird mit
r'[P,{i-—si)-ZJ+[m°(1-52}+2'I] . Zur Vereinfachung der Auswer-
tung wird in ein spezielles Koordinatensystem ibergegangen,”
= (PO,G,O.Pj, so daB sich eine quadratische Gleichung far
die Bestimmung von 7 ergibt

[p(1-5,)] z-zpo(i-si)za»,f:-lﬁau-sl )-Z3) 2= [m (1-8,)+2;)% = 0

(10)
Die Lésungen von (10) eind die Quasiteilchenenergien, die sich
ergeben zu: v

e%p, Top) = Bp® —Q' 1(p_(.Z§_)

Wihrend dss positive Vorzeichen die Teilchen beschreibt, steht
das negative Zeichen fir die Antiteilchen. Der Zusammenhang

m, (1-8 } ZI 2
(bt ' (a0)
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(11) wurde mit den Konstanten l°-93? MeV, A, =137 MeV und
2
Qe /4m=1 in der Abbildung 1 graphisch dargestellt.

{€ [MeV]
1600 ~

1400

T T

' ! T T P [MeV]
20 600 1000 1400 [ ]
Abb, 1 Qu-eitoilchunenorgie von Nukleonen in Abhéngigkeit vom
Impuls
=== T = 1000 MeV, = 100 MeV

== T = 100 MeV, M =1000 MeV 2 2
— zum Vergleich, ideale Nukleonen E =7 P +m
Die so ermittelte Quasiteilchenenergie ist die Grundlage far

die Berechnung thermodynamischer GrdBen., So lautet z.B. der
Zusammenhang zwischen Baryonendichte und Quasiteilchenenergie:

() ='4Tf 4P [l - )

Ahnliche Oberlegungen lassen sich auch fir andere Systeme, die
din relativistisches Verhalten zeigen, enstellen. Vom Stand-
punkt der Kernphysik ist ein Querk-Gluon-Plasma von besonderem
Interesse/7/,
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Rostocker Physikalische Msnuskripte, Heft 9 (1986)

Pauli-Blocking-Effekte in dichter Kernmaterie

D, BLASCHKE; G. RUPKE

In den beiden letzten Dekaden wurden neue Erkenntnisse gewon-
nen, die zu einem tieferen Versté&ndnis der Struktur der Mate-
rie fohrten. Das Konzept, komplizierte Strukturen als Bindungs-
zustidnde aus einfachen Bausteinen unter EinfluB einer még-
lichst elementaren Wechselwirkung aufzubsuen, wurde suf den
subatomaren Bereich ausgedehnt. Die Vielzshl der sogenannten
Elementarteilchen wird auf wenige elementare Bausteine, die
Leptonen, die Quarks und die Eichbosonen, zuriickgefihrt, Da for
das Standardmodell, welches sus der Quentenchromodynamik und der
Theorie der elektroschwachen Wechselwirkung besteht, bisher
keine geschlossene Ldsung méglich war (far die starke Wechssl-
wirkung kann die Stérungsrechnung nicht angewandt werden), wer-
den ph&nomenologische Modelle wise das Quark-Potential-Modell
erfolgreich benutzt, um die Eigenschaften isolierter Hadronen
wie innere Quantenzahlen, Massenspektrum, magnetische Moments
usw. in guter Naherung zu beschreiben (siehe die zusammenfas-
sende Darstellung von Hendry und Lichtenberg /1/). Als Beispiel
seien die schweren Quark-Antiquark-Bindungszueténde wie Char-
monium und Bottonium genannt, die mit Hilfe eines Potentialmo-
dells berechnet und zum Teil vorhergesagt werden sowie experi-
mentell verifiziert werden konnten.

Oblicherweise wird unter Bericksichtigung der Aussagen der
Quantenchromodynamik das sogenannte Confinement-Quark-Potential
V‘°“f(r) als Summe eines kurzreichweitigen Anteils und eines
langreichweitigen Anteils angesetzt (fir eine genauere Darstel-
lung siehe /1,2/k

v°°"f(r) = yohort ., ylong ) (1)
vehort . _ 2ol , 88 amd(r) (10 3Ty 53)) (2)

besteht sus einem Coulomb-artigen Potentialanteil (Ein-Gluon=-
Austausch) und dem entsprechenden Fermi-Breit-Hamiltonoperator
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(hier nur fir s-Zusténde);
VoS ) o Ar s e (3)

beschreibt das durch Gitterrechnungen der Quantenchromodynamik
motivierte confinement-Verhalten des Potentials, welches infol-
ge des unendlichen Anwachsens der Energie das Auftreten iso-
lierter Quarks verhindert., Anstelle des realistischen Quark-
Potentials (1) kénnen auch andere Formen wie das quadratische
Confinement |

veorfie) = § w? e? (4)
fir Modellrechnungen benutzt werden.
AuBer den Eigenschaften isolierter Hadronen (q4 bzw. qqq) las-
sen sich auch Eigenschaften von Zwei-Hadronen-Systemen wie
der Deuteronformfaktor oder die Nukleon-Nukleon-Streuphasen be-
schreiben. Es erhebt sich die Frage, wie eine statistische Be-
schreibung eines Vielteilchensystems fiir eine Wechselwirkung
(1) bzw, (4), die fir groBe Absté&nde divergiert, formuliert
werden kann.
Gem&B /2/, /3/ kenn das Quark-Potential-Modell fir ein Viel-
Quark-System in der Weise formuliert werden, daB die Wechsel-
wirkung (string) auf farbneutrale Cluster beschrankt bleibt,
Diese Absattigung der Wechselwirkung bewirkt, daB sie nicht
additiv ist, und sus energetischen Grinden tragen die Zerle-
gungen des Quark-Systems im Cluster aus niachsten Nachbarn das
gréBte statistische Gewicht, siehe Abb, 1.

Rl M

Abb. 1 Stringkonfigurationen fur gleiche Quarkpositionen

Somit erhalten wir ein effektives Potential V(r) = V" (r)c(r),
welches die Wahrscheinlichkeit c(r) enthilt, daB zwei Quarks

im Abstand r niéchste Nachbarn sind. Es wird naherungsweise an-
gesetzt, daB far einen Bindungezustand c(r) gleich 1 ist, wih-
rend fir freie Quarks die Hartree-Nsherung unabh#éngiger Teil-
chen benutzt werden kann. Auf dieser Basis lassen sich die
Vielteilcheneffekte in dichten Systemen, wie sie beispielsweise
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von einem System sus Nukleonen bekannt seind, untersuchen.

Von Interesse sind folgende Fragen: Wie werden sowohl die
Eigenschaften von Clustern (Nuklide wie Deuterium, Tritium, He-
lium suf der Nukleonenebene und Hadronen auf der Quarkbbsne)
durch eine Umgebung mit gegebener Dichte und Temperatur modifi-
ziert? Wie kommt in den Eigenschaften der Nukleonen und Atom-
kerne die Quark- Substruktur zum Ausdruck? Gibt ‘es einen neuen
Zustand der Materie, das Quark-Plasma?

Umgebungseffekte lassen sich in systematischer Weise mit Hilfe
der Methode der thermodynamischen Green-Funktionen behandeln.
Ein wichtiger Effekt ist das Pauli-Blocking, infolge des Pauli-
Prinzips wirkt sich die Besetzung des Phasenraumes durch die
Fermionen der Umgebung so aus, deB Bindungszustinde geschwacht
bzw. zerstdrt werden. Dies kommt im Falle der Kernmaterie in
einer Verringerung der Hiufigkeit von Clustern /4/ sowie in
einer VergréBerung der effektiven Radien von Clustern aus Nu-
kleonen /5/ zum Ausdruck.

Ahnliche Effekte lassen sich auch fir die Bildung .von Hadronen
sus Quarks erwarten. Das Nukleon als drei-Quark-Bindungszustand
folgt aus einer Bethe-Salpster-Gleichung

i o
[rs] = ["] + [x] ['33] [Ts] (5)
wobei K = V + AV neben der effektiven Wechselwirkung v(r) =
veenf yoir) den EinfluB der Umgebung enthalt, der niherungs-

weise durch ﬁ--
—' 6)
1A V o~ < 3 + C_Yd..
— N
gegeben ist. Die stdrungstheoretische Auswertung ergibt (siehe
/2/)
QB s 2 T fy () V(023 Yor WO 4 W03y (456),

- %y (45)W, (126) # cycl J(Evv # Eope -6 -6 -6

wobei f,(E) = [axp ﬂ(E-JP)u_] =1 4ie Fermiverteilung fir die Ha-
dronen bedeutét. Eine Modellrechmung far das quadratische Con-
finement-Potentisl (4) ergibt
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Eyp = P2/6ms3{Fw+3m , b2 = (T mw)™?

2
Yor = d(P-pe) (B2 2axp (-7 Jexp(-36%2, /4)sfc(123) ()

der Spin-Flavor-Color-Teil sfc (123) ist symmetrisch in den
Spin- und Flavor-Variablen, dagegen antisymmetrisch in den
Farben,

Der Pauli-Shift der Bindungszusténde infolge des Einflusses
der Umgebung lautet hiermit

2 oo
A5 . :f—‘%-*gg‘[dwp'g{livp.) (9)

a2 12,2
v {(204-26%(psp+)?) &= (P-F") h%”z_(gi_zbzfmp-ﬁ},*(P-P )b “"ﬁ

und ist eine Funktion des Gesamtimpulses P, der Temperatur T
und der Baryonenzahldichte ng. Eineeffektive Nukleonenmasse M
/6/ 1laBt sich gem#B

whia M
sy égs (DEsaUIi/aP)

(10)

einfihren, sie ist in Abb. 2 als Funktion von P, T und ng dar-
gestellt /7/.

§ Effektive Mass MM

Hartree - Fock Skyrme

06
99 |T' U
u-{. T T L) -
9 3 2 . PALm]
Abb. 2 Effektive Masse fir Nukleonen in heiBer, dichter Kern-
materie

92



Es 1aBt sich zeigen /2/, daB die Dichte der Nukleonen in einer
einfachen (Leiter-Hartree-Fock) Ndherung durch eine Fermifunk-
tion berechnet werden kann, bei der die Energien geshiftet
sind. Somit ergibt sich aus (9) eine Dichte~ und Tempersturab-
héngigkeit des chemischen Potentials in Kernmasterie; fur T = O
berechnet sie sich unmittelbar aue dem Peuli-Shift am Fermi-
Impuls Pe: s

° Pauli
E =
Eippa® 4 vPe Sp (11)

Wie in Abb. 3 gezeigt, werden empirische Ergebnisse, die bei-
epielsweise zur EinfOhrung der Skyrme-Wechselwirkung in der
Beschreibung von Kernmaterie fihren, in guter N&herung repro-
duziert, wenn der Bindungsanteil (virtuelle Quark-Antiquark-
Anregung weggelassen wird.

& [HeV]
1 il

Pauli blockin
shift au

1

Skyrme ohne Smdung

ch(nﬁ.ﬂ*tﬂlkll,;ﬂﬂunﬁl

0 -
' Skyrme Sosriye | LRRH
0 01 02 03 — Dehte[iIng

Abb. 3 Dichteabhéngigkeit des chemischen Potentials von Kern-
materie fir T=0 unter Bericksichtigung des Pauli-
blocking-Shifts im Vergleich zu empirischen Ansatzen

Ein weiterer Effekt der Umgebung besteht in dem "Aufblahen®

der Nukleonen, die effektiven Radien der Bindungszustinde wer-

den dichte- und temperaturabhéingig /8/. Dieses Verhalten kann
mit gegenwirtig gemessenen Formfaktoren in Atomkernen (EMC-

Effekt) in Verbindung gebracht werden.
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Eine wichtige Konsequenz des Pauli-blocking-Mechanismus ist

die Zerst&rung gebundener Zusténde und der Obergang in eine
Phase freier Teilchen (Quark-Plasma) bei gentgend hoher Dichte
/2,3/. Rechnungen fir realistische Quark-Potentiale ergeben die-
sen Phasenibergang bei etwa der fanffachen Kerndichte /2/. So-
mit folgt, deB sus einem Quark-Potential-Modell, wenn es dber
einen gréferen Dichtebereich konsequent untersucht wird, nicht
nur Eigenschaften isolierter Hadronen und des Zwei-Hadronen-
Systems, sondern auch der Phasenibergang zu einem neuen Zustand
der Materie resultieren., Andererseits ergeben sich auch aus der
Stabilitat der hadronischen Phase Bedingungen for die konsisten=
te Einfiilhrung des Quark-Potential-Modells,
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.
Rostocker Physikalische Manuskripte, Heft 9 (1986)

Zusammenstellung der in den Seminaren behandelten Aufgaban

G. ROPKE

Aufgabe 1: Man bestimme die Zustandsgleichung fur ein ideales
Fermigas!
Losung: n(@, /u.'l = N/ = £<8 ) /63 ®

-2 Je f(u)A(p.n)/,Q_ - ZHENQ

F(E) = [sxpﬁ(E-,um_'!'i. A(p.0) = 2w d(0-E) .

Aufgabe 2t Man berechne die dielektrische Funktion in der
Naherung RPA!

2 FE_)-F(E__ )

Ldsung: g{q,p) = 1 - E Eﬁ_ﬁﬂ_
g (a.0) QE.?’% priesie)=E, o

Aufgabe 3: Man lése die Zwei-Teilchen-T-Matrix-Gleichung im
s-Kanal t,=t,=t, t'itt'z-sr' in Leiterndherung fir zwei verschie-
dene Teilchen im Grenzfall kleiner Dichten, d.h. unter Ver-

nachldssigung des "Pauli-Blockings"!
. 4 + = =1
Losung: T(p,.PyiPy=9.Py+4:Z) V(qhg\f(ﬁ)(Z-Epl_q “Ejoeg)

* T(py-9,/P2*qiP,=q, Pp+qi2),

(BRIY. - +q)
T(py+PziPy~9:Pp+qi2) = 2; (Z—Epi—Epz yLae MZ?TPE 2
)

(Eqp- py-a™ fp,ta

EnP‘?%P: Lésungen der Schrédinger- Gleichung

(Ep1+Ep2-EﬂP)vﬂP{p1'p2]+ QZV(Q)?“P{Pl-Q»sz‘?] =0

Aufgabe 4: Man berechne die Zwei-Teilchen-Green-Funktion im s-
Kanal unter Verwendung der in Aufgabe 3 erhaltenen Ergebnisse!

d'ITI. (o] Z‘Yn P (R, p‘ﬁ’:p[pl-q.pz «q)
-E E

z - Ep

Lésung: G,(p,.PyiP;=9:P3*q:2) = 3
1 2 P\?

—'E_m?‘&" Z np(Py+P3) z_-é_ Y hp(Py-a:p5+9)

P4~9 P2
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Aufgsbe 5: Man berechne die Zustandsgleichung unter Bericksich-
tigung von Bindungszustdnden ausgehend von der Ein-Teilchen-
Green-Funktion und der Naherung

D OY-wp

Z(pyizy) = B = Z T(PyiPpiPyiPpi D)
2p 0, qvpe Qp A Q=% Ps

Losung: A(p.0) = 2xb(o-E, -Alpy))s gal‘};w{pl.pz)[? {4z, )
= S0ty )] [ 906 (Eap)+ (5, )]
Atpy) = Reftpl,zJiFE 8z |’+’nptp1 p2)| * (B -E o) %t
9ap(E) = [exp B (E- p, - /4., } —1] .
(fp) nﬁz;ﬂepi-mpin +ﬁ 2, 9b(Enp)
Aufgabe 6: Man berechne die dielektrische Funktion £ (q,0),

vgl. Aufgabe 2, unter Beriicksichtigung von Bindungszusténden
mit Hilfe der Naherung fir die Polariaatlansfunktion

-
g0, *--O-w;—ﬁ; ,j;-_,_x*—

mit der T-Matrix aus Aufgabe 3!

. . L _ RPA atom
Lésung: €(q.,0) 1 E‘E? (T[(q.u) n-fqo"‘ ))

Beitrag der Atome zur Polarisationsfunktion:
atom *
Ma.) -;?]g“ﬂ,p(ﬂipa}('?:,pfppq’r’a}- Yap(py.ppva)) % -
nP* CHEDE np'
Aufgsbe 7: Man leite die Zimen-Formel fir den elektrischen Wi-
erstan

eines Metalls infolge der Streuung der Elektronen an
den Ionenpotentialen her|

Lésung: R - 4= m“.Q <‘P ‘P>
ep (?IP)[('PIP) +<{P; P]

<FiB>= Fafdgq I ; PID=£m,
<P, B>~ 0
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Kraeft, Wolf-Dietrich; Kremp, Dietrich; Ebeling, Werner and
Répke, Gerd:

Quantum Statistics of Charged Particle Systems, Akademie-
Verleg, Berlin 1986

Aus dem Klappentext:

In dieser Publikation wird das Hauptinteresse auf nichtideals
(stark gekoppelte) Plasmen gerichtet, d.h. euf Ledungstriger-
systeme, in denen die Wechselwirkung eine wesentliche Rolle
spielt. Neben dem theoretischen Interesse besitzt die Nicht-
idealitét besondere Bedeutung fir Gas- und Festk&érperplasmen,
fur astrophysikalische Systeme und fir technische Anwendungen
wie Fusion.

Der erste Teil des Buches enth&lt eine Einfuhrung in die Quan-
tenstatistik mit spezieller Betonung der Coulomb-Systeme.
Durchgehend wird die leistungsstarke Methode der Greenschen
Funktionen benutzt. Beispiele fiir die Anwendung dieser Technik
werden im Zusammenhang mit Ein- und Zwei-Teilchen-Eigenschaften
sowie mit kollektiven Erscheinungen gegeben. Die Autoren stel-
len den Zusammenhang mit klessischen Theorien dar. Im weiteren
geben eie die Gleichgewichts-, Transport- und optischen Eigen-
schaften mit konsequenter Anwendung der gegebenen statistischen
Theorie fGr eine Vielzahl von physikelischen Situationen in
Gasplasmen und Elektron-Loch-Plasmen in Halbleitern an. Eine
Reihe der dargestellten Resultate ist neu und von Interesse

far Physiker, die suf verschiedenen Gebieten tatig sind (Plasma-
phyeik, Feetkdrperphysik, Astrophysik).
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-Greensche Funktionen und kinetische

jenden Arbeit ist die Bereitstellung eines
atgleichgewichts-Beschreibung von Vielteil-
e Ableitung von kinetischen Gleichungen auf
rungen gestattet, wie sis aus der Behandlung
nermodynamischen Gleichgewicht bzw. bei

Lnd, Das Vorgehen wird em Modell des Elek-
~iert, ist aber fiir beliebige Systeme durch-
pnoperator lautet

Toxe (£ (1)
- Z4)¥a. (2)
FY )Y () vile-d) Y )Y (#0) (3)
e 000 8) [ vor-dre V() ¥ () (4)

ratoren der Elektronen, von deren Spinabhén-
r Vereinfachung absehen. Desgleichen soll

kter der Coulomb-Wechselwirkung, also v(#) =
das Problem der Abschirmung nicht betrach-

wird durch extern kontrollierte Ladungen ge-
durch Anfangsbedingungen - produziert, und
Qs fir die zeitliche Entwicklung des Systems
ieser mechanischen Stérung. Da in diesem

on bestimmten Anfangsbedingungen, speziell
ebenfalls nicht interessisrt, wird der An-
fo—r o gewidhlt und der statistische Ope-
gls unkorreliert angesetzt,

an jetzt kausale Greensche Funktionen (GF)
oren im Heisenbergbild definieren und nach
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