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Dass die Dinge trotz ihrer Unterschiede harmonisch vereint werden konnen, ist wohlbekannt,
zum Beispiel bei der Festlegung der Tonhdhen von Saiteninstrumenten. ... Die Natur
besitzt die Zustédnde Yin und Yang, so auch der Mensch. Sie befinden sich oft im gleichen
Zustand. ... Die sogenannte Spontaneitéit bezieht sich auf unersichtliche Bewegungen und
Beziehungen wie Schwingungen im Finklang.

Dong Zhongshu, in ,,Chun-Qiu Fan-Lu*
(frei iibersetzt)

Bereits vor iiber 2000 Jahren wurden von dem konfuzianischen Gelehrten Dong Zhongshu manche
Schwingungszustiande in der Natur als wesentliche Elemente beschrieben. Auch die vorliegende Ar-
beit widmet sich Schwingungen, allerdings in der Sprache der Mathematik als Eigenwertprobleme.

Heutzutage sind viele Eigenwertprobleme der selbstadjungierten und elliptischen Differentialope-
ratoren zweiter Ordnung in zahlreichen wissenschaftlichen und ingenieurtechnischen Anwendun-
gen zu finden. Eigenwerte und Eigenfunktionen koénnen dabei das oszillatorische Verhalten me-
chanischer und quantenmechanischer Systeme beschreiben. Haufig sind die Grundfrequenzen und
die zugehorigen Schwingungsmoden von besonderem Interesse fiir die Analyse des Systemverhal-
tens. Solche Operatoreigenwertprobleme lassen sich nur unter besonderen Voraussetzungen ana-
lytisch 16sen. In den meisten Féllen ist man auf numerische Verfahren zur approximativen Be-
rechnung einiger der kleinsten Eigenwerte zusammen mit den entsprechenden Eigenfunktionen
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angewiesen. Dabei werden typischerweise durch Finite-Differenzen-Diskretisierungen und Finite-
Elemente-Diskretisierungen Matrixeigenwertprobleme fiir Matrizen beziechungsweise Matrixbiischel
aufgestellt, welche weiter mit Verfahren der numerischen linearen Algebra zu 16sen sind.

Numerische Losungsverfahren fiir Matrixeigenwertprobleme stellen ein aktives und breites For-
schungsgebiet dar. Das erste dazugehorende Verfahren wurde bereits im Jahr 1846 von Jacobi [37]
vorgestellt. Dieses heute nach Jacobi benannte und immer noch aktuelle Verfahren beruht auf einer
Folge von Ahnlichkeitstransformationen in Form planarer Drehungen, so dass eine Matrix sukzes-
siv auf Diagonalgestalt transformiert wird. Die gesuchten Eigenwerte koénnen schliefllich auf der
Diagonalen abgelesen werden und die zugehorigen Eigenvektoren ergeben sich aus dem Produkt
der Transformationen. Ab etwa Mitte des 20. Jahrhunderts mit der zunehmenden Verfiigbarkeit
elektronischer Rechenanlagen wurden zahlreiche weitere Verfahren fiir Matrixeigenwertprobleme
entwickelt. Dabei sind die Variationen der Potenzmethode von Wielandt [93]-[98], das auf QR-
Faktorisierungen basierende Verfahren von Francis [24, 25] und Kublanovskaya [52] und die von
Lanczos [53] und Arnoldi [5] vorgestellten krylovraumartigen Verfahren besonders zu nennen. Einen
schénen Uberblick iiber die Entwicklungshistorie der Eigenwertproblemléser im 20. Jahrhundert
gibt die Arbeit von Golub und van der Vorst [30].

Numerische Losungsverfahren fiir Matrixeigenwertprobleme sind oft auf bestimmte Problemstel-
lungen zugeschnitten. So gibt es reelle und symmetrische sowie komplexe und nicht hermitesche
Eigenwertprobleme, solche fiir kleine und dicht besetzte Matrizen sowie solche fiir grofie und diinn
besetzte Matrizen. Eine grofle Auswahl an verfiigbaren Verfahren findet man in ,, Templates for
the solution of algebraic eigenvalue problems® [6]. Wegen der Vielfiiltigkeit der Problemstellungen
ist die Wahl der Verfahren sehr wichtig fiir eine effiziente Behandlung. Bei den Problemstellun-
gen aus fritheren Jahren handelt es sich oft um kleine und dicht besetzte Matrizen, und es sind
sdmtliche Eigenwerte beziehungsweise eine Normalform zu bestimmen. Solche Eigenwertproble-
me lassen sich mit dem QR~Verfahren beziechungsweise dessen modifizierten Versionen in stabiler
und schneller Weise numerisch 16sen, siche Wilkinson [99] sowie Golub und Uhlig [29]. Bei den
oben genannten diskretisierten Eigenwertproblemen der Differentialoperatoren sind die Matrizen
beziehungsweise die Matrizen der Matrixbiischel reell, symmetrisch, positiv definit sowie oft grof}
und diinn besetzt, und es sind nur einige der kleinsten Eigenwerte und zugehorige (reellwertige)
Eigenvektoren, oder in anderen Worten, ein invarianter Unterraum zu den kleinsten Eigenwerten,
gesucht. Man kann also mit Vektoriterationen einzelne Eigenvektoren oder mit Unterraumiteratio-
nen den invarianten Unterraum approximieren. Grundsétzlich sind krylovraumartige Verfahren fiir
solche partiellen Eigenwertprobleme geeignet, denn ihre Anwendung dndert nicht die diinne Beset-
zungsstruktur der Matrizen und der Speicherbedarf bleibt damit kontrollierbar. Zu den bekannten
Implementierungen zihlen die Lanczos-Programme von Cullum und Willoughby [18, 19] und das
Arnoldi-Programmpaket von Lehoucq, Sorensen und Yang [54]. Allerdings ist die Effizienz der kry-
lovraumartigen Verfahren sehr problemabhéngig, also abhingig von der Struktur des Spektrums.
Geméf den Theorien von Kaniel [38], Paige [77] und Saad [83] haben oft die inversen Krylov-
rdume zur Losung von obigen partiellen Eigenwertproblemen deutlich bessere Qualitéiten als die
Standard-Krylovraume. Diese benétigen jedoch exakte Losungen von schlecht konditionierten Glei-
chungssystemen. Einige relativ moderne Verfahren, zum Beispiel das Jacobi-Davidson-Verfahren
von Sleijpen und van der Vorst [90] und das vorkonditionierte CG-#hnliche Verfahren von Knyazev
[42, 44], erlauben grobe Losungen von Gleichungssystemen und verringern damit den gesamten
Aufwand.

Im Gegensatz zur Verfahrensentwicklung ist die entsprechende Konvergenzanalyse ein bisher we-
nig entwickeltes Forschungsgebiet. Fiir viele moderne und effiziente Verfahren zur Losung von Ei-
genwertproblemen elliptischer Differentialoperatoren, insbesondere gewisse vorkonditionierte Gra-
dientenverfahren, konnen die vorhandenen Abschiitzungen manches in der Praxis beobachtete
Konvergenzverhalten nicht verniinftig reflektieren. Besonders wiinschenswert sind die sogenann-
ten scharfen Abschiitzungen, wobei es Beispiele oder Grenzfélle gibt, mit denen die behaupteten
Ungleichungen Gleichungen werden. Solche Abschétzungen sind bisher nur fiir einige relativ ein-
fache Verfahren bekannt. Als neue Ergebnisse wurden kiirzlich scharfe Abschétzungen fiir eine



1.1 Das FEigenwertproblem und seine numerische Losung

Krylovraum-Iteration und ein vorkonditioniertes Gradientenverfahren mit optimaler Schrittwei-
te aus der Untersuchung des Autors sowie der Zusammenarbeit mit Neymeyr und Ovtchinnikov
gewonnen. Neu eingesetzte Beweistechniken, zum Beispiel eine Kurven-Differentiation und eine
Ellipsen(Ellipsoide)-Analyse, erméglichen einen klaren Beweisweg mit geometrischen Argumenten.

1.1 Das Eigenwertproblem und seine numerische Lésung

Fiir eine genaue Problemstellung der Arbeit betrachten wir zunéchst beziiglich eines beschriankten
und zusammenhéingenden Gebiets €2, welches eine Teilmenge von R? oder R? ist, das Eigenwert-
problem eines selbstadjungierten und elliptischen Differentialoperators £, welcher durch

Lu:=-V- (AVU) +b

mit den stetigen und reellwertigen Koeffizientenfunktionen A (Matrix) und b (Skalar) definiert
wird. Mit homogener Dirichlet-Randbedingung oder einer Kombination von homogener Dirichlet-
Randbedingung und homogener Neumann-Randbedingung sind einige der kleinsten Eigenwer-
te und zugehorige Eigenfunktionen zu ermitteln. Da Finite-Elemente-Diskretisierungen viel fle-
xibler als Finite-Differenzen-Diskretisierungen sind, und Eigenwertprobleme fiir Matrixbiischel all-
gemeiner als Eigenwertprobleme fiir Matrizen sind, betrachten wir weiter eine Finite-Elemente-
Diskretisierung (siche Braess [14] fiir theoretische Grundlage und Modellprobleme).

Dabei lassen sich die gewiinschten Eigenfunktionen geméfl einer Variationsformulierung durch
stiickweise stetig differenzierbare Funktionen aus einem Ansatzfunktionenraum V', welcher ein end-
lichdimensionaler Unterraum des Sobolev-Raums H! () ist, annéhern. Jede Eigenfunktionsnihe-
rung v € V soll mit der entsprechenden Eigenwertniherung A eine schwach formulierte Eigenglei-
chung

B(v,v) = A(v,V)2 VVveV

erfiillen, wobei B(-,-) die Bilinearform zum Operator £ und (-,-)z2 das L2-Skalarprodukt auf
bezeichnet. Gemif der Eigenschaft von £ und der gegebenen homogenen Randbedingung ist B(-, )
wie (+,-)r2 eine symmetrische und koerzive Bilinearform. Mittels einer beliebigen Basis von V
ldsst sich anschliefend ein diskretes Eigenwertproblem beziiglich eines Matrixbiischels (A, M) mit
symmetrischen und positiv definiten Matrizen A, M € R™*"™ (n := dim V) aufstellen. (In manchen
speziellen Fallen ist M nicht positiv definit. Dafiir kann man das Eigenwertproblem durch eine
Verschiebung des reziproken Spektrums umformulieren, so dass die zugehorigen Matrizen beide
positiv definit sind.)

Mit den kleinsten Eigenwerten und zugehérigen Eigenvektoren von (A4, M) lassen sich also die
gewiinschten Operatoreigenwerte und Eigenfunktionen niherungsweise ermitteln. Um gute Appro-
ximationen zu erhalten, wahlt man oft einen Ansatzfunktionenraum mit sehr hoher Dimension,
so dass die resultierenden Matrizen sehr grof§ sind. Die Besetzungsstruktur der Matrizen héangt
von den gewihlten Basisfunktionen ab. Typische Basisfunktionen sind zum Beispiel stiickweise
definierte lineare Polynome beziiglich einer Triangulierung des Gebiets. Damit werden diinn be-
setzte Matrizen erzeugt. In jeder Zeile wird die Anzahl der Nichtnull-Auflerdiagonalkomponenten
durch die Anzahl der benachbarten Gitterkanten des dieser Zeile entsprechenden Gitterpunkts von
oben beschriinkt. AuBerdem ist der grofite Eigenwert von (A, M) wegen der hohen Dimension des
Ansatzfunktionenraums viel grofler als die kleinsten Eigenwerte.

Fiir solche diskreten Eigenwertprobleme sind manche klassische Verfahren wenig geeignet. Zum Bei-
spiel bendtigen die Matrix-Transformationen wie das Jacobi-Verfahren und das QR-Verfahren even-
tuell eine Umformulierung in Eigenwertprobleme fiir Matrizen und kénnen im Laufe des Verfahrens
viele Nichtnull-Komponenten ergénzen, so dass die gegebene Besetzungsstruktur verschlechtert
wird und mehr Speicherplatz benotigt wird. AuBlerdem ist es nicht nétig, alle Eigenwerte zu be-
rechnen. Ein leicht durchfithrbares klassisches Verfahren ist die inverse Vektoriteration der Form
' = A~'Mu. Dabei bleiben die Matrizen erhalten (damit sind matrixfreie Implementierungen
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auch moglich) und die alte Tterierte u wird durch die neue Iterierte u’ ersetzt, so dass kein zuneh-
mender Speicherplatz nétig ist. Die Berechnung von u' = A~!Mu lisst sich durch das Losen des
linearen Gleichungssystems Au’ = Mu realisieren. Da A oft grofl und diinn besetzt ist und eine
grofle Konditionszahl hat, sind iterative und vorkonditionierte Verfahren dafiir besonders geeignet.
Betrachten wir zum Beispiel die Iteration u},, = u},, — B~ (Aul;, — Mu) mit einem Vorkonditio-
nierer B~!, welcher als eine Niherungsinverse von A gilt. Man nennt B~' Vorkonditionierer, denn

mit einem guten B~! hat die Matrix B~!A eine kleine Konditionszahl.

Fiir die Konstruktion des Vorkonditionierers stehen mehrere Verfahren zur Verfiigung, zum Beispiel
Mehrgitter-Verfahren, Multilevel-Verfahren und Verfahren der unvollstdndigen Matrix-Faktorisie-
rungen, siche Hackbusch [32], Yserentant [102], Bramble, Pasciak und Xu [16], Saad [85], Bollhéfer
und Saad [12] fiir Details. Eine Historie der Vorkonditionierungstechnik zeigt die Arbeit von Benzi
[9]. Solche Vorkonditionierungsverfahren lassen sich auch direkt mit einigen Losungsverfahren fiir
Eigenwertproblem kombinieren, siche [33, 34, 55, 43, 48, 3, 87, 13] fiir Beispiele. Fiir diese effizi-
enten Eigenwertproblemloser gibt es jedoch kaum scharfe Abschitzungen zur Interpretation des
Konvergenzverhaltens.

Als ein klassisches Verfahren besitzt die inverse Iteration schon seit langem eine im Wesentlichen
geschlossene scharfe Konvergenztheorie. Ein bekannter Konvergenzfaktor ist der Quotient von zwei
benachbarten Eigenwerten, siche Parlett [79]. Damit kann man erklidren, warum die inverse Vektor-
iteration viele Schritte bendtigt, wenn die relevanten Eigenwerte dicht liegen. Natiirlich kann man
in diesem Fall eine Blockversion der Form U’ = A~ MU (inverse Unterraumiteration) verwenden,
welche , clusterrobust ist und deutlich weniger Schritte benotigen kann. Der zugehorige Konver-
genzfaktor wurde ebenfalls in [79] vorgestellt, ndmlich der Quotient von zwei moglicherweise gut
getrennten Eigenwerten.

Diese klassischen Resultate bilden ein Muster der scharfen Konvergenzanalyse. Es wird darauf
gehofft, dass gewisse mit der inversen Iteration verwandte vorkonditionierte Verfahren in &hnli-
cher Weise analysiert werden konnen. Zu bemerken ist, dass manche einfache Modifizierungen der
inversen Vektoriteration keine verniinftigen vorkonditionierten Verfahren bringen. Betrachten wir
zum Beispiel die oben erwidhnte Implementierung der inversen Vektoriteration, wobei die Glei-
chungssysteme durch eine vorkonditionierte Iteration gelost werden und jeder Schritt damit oft
aus mehreren inneren Schritten besteht. Eine einfache Idee zur Beschleunigung ist, den Vorkondi-
tionierer direkt in die duflere Schicht einzusetzen. Jedoch wird die resultierende Implementierung
gegen einen Eigenvektor von B~'M konvergieren, welcher normalerweise kein Eigenvektor von
A~LM beziehungsweise (A, M) ist.

Auch zu den verwandten Verfahren der inversen Vektoriteration gehort ein Typ von Gradientenver-
fahren, wobei es moglich ist, dass das einfache Ersetzen von A~! durch B~! zu einem gegen einen
Eigenvektor von (A, M) konvergenten Verfahren fiihrt. Im Folgenden werden die Nullvektoren und
die Einheitsmatrizen unabhéngig von deren Dimensionen mit 0 beziechungsweise I bezeichnet.

1.2 Gradientenverfahren fiir den Rayleigh-Quotienten

Die oben genannten Gradientenverfahren beruhen darauf, dass der kleinste Eigenwert von (A, M)
mit symmetrischen und positiv definiten Matrizen A, M € R™ ™ identisch zum Minimum der
Funktion

ul Au
uT Mu
namens Rayleigh-Quotient ist. Damit ldsst sich die Berechnung des kleinsten Eigenwerts durch die
Minimierung des Rayleigh-Quotienten realisieren, wofiir mehrere Gradientenverfahren zur Verfiigung
stehen. Beziiglich verschiedener Skalarprodukte lassen sich verschiedene Gradienten fiir den Rayleigh-
Quotienten definieren. Der Standard-Gradient

p : R™M{0} — R, u

(1.1)

Vp : R"\{0} — R", u

T ATu (Au — p(u)Mu)



1.2 Gradientenverfahren fiir den Rayleigh-Quotienten

bezieht sich auf das Euklidische Skalarprodukt. Mit dem durch eine symmetrische und positiv
definite Matrix H € R™*" induzierten Skalarprodukt ldsst sich ein ,,H-Gradient* durch H~'Vp
definieren. Sofern u € R™\{0} kein Eigenvektor von (A, M) ist, sind Vp(u) und das Residuum

r(u) := Au — p(u)Mu (1.2)

kollineare Nichtnull-Vektoren. Damit liisst sich ein , H-Gradientenverfahren® mit —H ~!r(u) als
Suchrichtung konstruieren. Dazu kann man auf dem durch u und H~'r(u) aufgespannten Un-
terraum eine Rayleigh-Ritz-Prozedur durchfiihren, so dass der Rayleigh-Quotient p(u’) der neuen
Iterierten v’ moglichst klein ist. Diese Vorgehensweise lisst sich durch die Vorschrift

u' = RR min (span{u, H 'r(u)}) (1.3)

beschreiben, wobei die Rayleigh-Ritz-Prozedur RR,, nin zum Rayleigh-Quotienten p(-) einen Ritz-
vektor zum kleinsten Ritzwert des Matrixbiischels (A, M) beziiglich des betrachteten Unterraums
liefert.

Geméf unserer Problemstellung in Abschnitt 1.1 ist der grofite Eigenwert von (A, M) viel grofler
als die kleinsten Eigenwerte. In diesem Fall fithrt der Gradient zum durch A induzierten Skalar-
produkt im Sinne der Anzahl der (dufleren) Schritte zu relativ schnell konvergenten Verfahren.
Solche A-Gradientenverfahren lassen sich als Modifizierungen der inversen Vektoriteration inter-
pretieren. Betrachten wir insbesondere das Verfahren (1.3) mit H = A. Der zugehérige Unterraum
span{u, A~'r(u)} ist identisch zum Krylovraum span{u, A~'Mu} und hat eine bessere Qualitit
als A= Mu zur Verkleinerung des Rayleigh-Quotienten. Das entsprechende vorkonditionierte Gra-
dientenverfahren, also (1.3) mit H = B, lésst sich als eine gestorte Krylovraum-Iteration interpretie-
ren und konvergiert mit einem hinreichend guten Vorkonditionierer trotz der Storung gegen einen
Eigenvektor von (A, M). Es benotigt im Vergleich zu (1.3) mit H = A oft einen geringeren gesamten
Aufwand und in manchen speziellen Fillen sogar weniger duflere Schritte (1-Schritt-Konvergenz
moglich). Die Qualitéit des Vorkonditionierers ldsst sich (eventuell nach einer Umskalierung) geméf
einer beziiglich des Spektralradius Z(-) gestellten Bedingung

Z(I—-B A <y<1 (1.4)

kontrollieren, welche auch eine niitzliche Information fiir die Konvergenzanalyse anbietet.

Die Forschung iiber die Konvergenz der vorkonditionierten Gradientenverfahren sowie deren Block-
versionen (Unterraumiterationen) zur Losung von Matrixeigenwertproblemen begann vor etwa 50
Jahren mit der Arbeit von Samokish [86] im funktionalanalytischen Kontext, sieche D’yakonov [22]
und Meyer [57] fiir einen Uberblick iiber klassische Resultate sowie Knyazev [41], Bramble, Pasciak
und Knyazev [15], Neymeyr [62] und Ovtchinnikov [73] fiir weitere Resultate. Obwohl die vorkon-
ditionierten Gradientenverfahren bereits in [86, 22] in Bezug auf eine ,, B-Geometrie“ interpretiert
wurden, konnte man mit solcher Interpretation nicht sehr klar begriinden, warum diese Verfahren
oft viel bessere Leistungen als die entsprechenden FEuklidischen Gradientenverfahren haben. Eine
Schwierigkeit dabei ist die geometrische Darstellung der Niveaumengen des Rayleigh-Quotienten.
Nur fiir spezielle und niedrigdimensionale Fille kann man diese sédmtlich durch elliptische Kegel
darstellen. Damit merkt man, dass ein solcher Kegel unter der durch einen guten Vorkonditionierer
induzierten Geometrie fast ein Kreiskegel werden kann und die B-Gradientenvektoren als Nor-
malvektoren die eine kleine Umgebung der Kegelachse erreichenden Richtungen besitzen kénnen.
Da der Ziel-Eigenvektor kollinear zur Kegelachse ist, ermoglichen die B-Gradientenvektoren eine
schnellere Konvergenz. Eine Analogie ist die geometrische Betrachtung der vorkonditionierten Gra-
dientenverfahren fiir die aus Randwertproblemen der elliptischen Differentialoperatoren hergelei-
teten linearen Gleichungssysteme. Natiirlich handelt es sich dabei um ein relativ einfaches Thema,
denn die Niveaumengen der zugehorigen quadratischen Funktion lassen sich auch im Allgemeinen
durch dhnliche Ellipsoide darstellen, welche gleiche Verhéltnisse der Halbachsen besitzen.

Wir betrachten weiter vorkonditionierte Gradientenverfahren fiir Matrixeigenwertprobleme und

interessieren uns fiir scharfe Konvergenzabschitzungen, welche auch fiir allgemeinere Félle ver-
wendbar sind und genaue analytische Formen besitzen, sowie keine unnatiirlichen beziehungsweise
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zugunsten der Analyse zusétzlich konstruierten Voraussetzungen benétigen. Der Ausgangspunkt
fiir dieses Thema ist die Abschétzung von Neymeyr [60, 61] fiir das Verfahren

' =u— B r(u) (1.5)

namens ,, Preconditioned inverse vector iteration“ (PINVIT). Dem Namen entsprechend wurde das
Verfahren als eine gestorte inverse Vektoriteration interpretiert. Damit 1dsst sich eine Kugel definie-
ren, welche alle moglichen u” unter der Bedingung (1.4) umfasst. Die Konvergenzanalyse basiert auf
einem zweistufigen Optimierungsproblem fiir den Rayleigh-Quotienten. Die resultierenden Konver-
genzfaktoren sind unabhéngig von dem grofiten Eigenwert beziehungsweise von der Dimension der
Diskretisierung und reflektieren eine ,, Diskretisierungsrobustheit“ des Verfahrens.

Durch Neymeyr [62] wurden weitere vorkonditionierte Gradientenverfahren als Verallgemeinerun-
gen von (1.5) betrachtet und damit eine PINVIT-Hierarchie aufgestellt.

e PINVIT(1) ist das grundlegende Verfahren (1.5) und im Wesentlichen ein B-Gradienten-
verfahren mit fester Schrittweite.

e PINVIT(2) benutzt die PINVIT(1)-Iterierte, um einen zweidimensionalen Unterraum aufzu-
stellen und darauf eine Rayleigh-Ritz-Prozedur durchzufithren

u' = RRymin (span{u, u — B~'r(u)}).

PINVIT(2) ist identisch zum Gradientenverfahren (1.3) mit H = B.

e PINVIT(k), k > 2, benutzt die PINVIT(1)-Iterierte und die weiteren k—2 vorherigen Ite-
rierten us_g,...,u_1, um einen k-dimensionalen Unterraum aufzustellen und darauf eine
Rayleigh-Ritz-Prozedur durchzufithren

v = RR) min (span{ug_k, e, U1, Uy U — Bilr(u)}).

Fiir £ > 2 ist PINVIT(k) ein , Mehrschritt-Verfahren“ (vergleiche Mehrschritt-Verfahren fiir
Anfangswertprobleme) und benétigt andere Verfahren, zum Beispiel PINVIT(k—1), um die
Anfangsiterierten zu erzeugen.

Zur Konvergenzanalyse fiir PINVIT-Verfahren kénnen wir zunéchst die ,exakt vorkonditionierte
Versionen®, das heifit PINVIT-Verfahren mit B~! = A~!, untersuchen, um gewisse Anregungen zu
erhalten. Diese Spezialversionen gelten als Verallgemeinerungen der inversen Vektoriteration und
bilden daher eine , Inverse vector iteration“(INVIT)-Hierarchie.

e INVIT(1) ist eine skalierte inverse Vektoriteration
u' = p(u)A~ Mu.
e INVIT(2) ist ein Krylovraum-Verfahren
v = RR min (span{u, AilMu})

und identisch zum Gradientenverfahren (1.3) mit H = A.
e INVIT(k), k > 2, ist ein Mehrschritt-Verfahren

v = RR min (span{ug,k, e, U1, U, A_lMu}).

1.3 Inhaltsiiberblick

In dieser Arbeit werden einige neue Ergebnisse aus der Untersuchung des Autors sowie der Zu-
sammenarbeit mit Neymeyr und Ovtchinnikov iiber scharfe Konvergenzabschitzungen fiir Gradi-
entenverfahren im Rahmen der (P)INVIT-Hierarchie prisentiert.



1.3 Inhaltsiiberblick

Als Vorbereitung werden in Kapitel 2 einige grundlegende Argumente und anschliefend einige
einfache Konvergenzaussagen fiir die betrachteten Gradientenverfahren vorgestellt. Fiir INVIT(1)
léisst sich eine klassische Konvergenzabschétzung fiir die inverse Vektoriteration verwenden. Darauf
basierend formulieren wir eine Musteranalyse und definieren damit die Mafle der Konvergenzana-
lyse fiir die weiteren Verfahren.

Fiir INVIT(2) wurde in [62] eine klassische Konvergenzabschétzung mit der Beweistechnik von
Knyazev und Skorokhodov [51] gezeigt. In der gemeinsamen Arbeit des Autors mit Neymeyr
und Ovtchinnikov [68] wurden weitere Problemvarianten betrachtet und gleichartige Konvergenz-
abschitzungen vorgestellt. Dabei wurden auflerdem eine Abschitzungsverschirfung und eine Be-
weisvereinfachung présentiert. In Kapitel 3 wird in Bezug auf [68] eine weiter modifizierte Kon-
vergenzanalyse fiir INVIT(2) und anschliefilend eine neue Konvergenzanalyse fiir ein allgemeineres
Verfahren, ndmlich eine Iteration der Krylovrdume niedriger Dimensionen, formuliert.

Fiir PINVIT(1) wurde eine klassische Konvergenzabschiitzung, wie oben erwihnt, in [60, 61] préisen-
tiert. Durch Knyazev und Neymeyr [49, 50] und Argentati, Knyazev, Neymeyr und Ovtchinnikov [4]
wurde diese umformuliert beziehungsweise in einfacherer Weise bewiesen. Fiir PINVIT(2) wurden
in [62] einige geometrische Argumente und Vermutungen als Vorbereitungen der Analyse vorge-
stellt. In Kapitel 4 wird gemé$ [50, 4] eine weiter modifizierte Konvergenzanalyse fiir PINVIT(1)
und anschlieflend eine neue Konvergenzanalyse fiir PINVIT(2) formuliert.

Zur simultanen Berechnung von mehreren Eigenwerten und Eigenvektoren kann man Blockver-
sionen der (P)INVIT-Verfahren verwenden. Fiir blockweise PINVIT(1) wurden durch Neymeyr
[63] die Resultate fiir PINVIT(1) aus [60, 61] verallgemeinert. Jedoch kann diese verallgemei-
nerte Abschétzung zu grob sein, wenn die relevanten Eigenwerte zu dicht liegen. Das reflektiert
nicht die beobachtete ,,Clusterrobustheit* des Verfahrens. Eine andere Abschétzung von Bramble,
Pasciak und Knyazev [15] hat ein solches Problem beseitigt, bendtigt aber eine sehr technische
Voraussetzung. Zu diesem Thema werden in Kapitel 5 einige Zwischenergebnisse der gewiinschten
Abschétzungen vorgestellt.

In Kapitel 6 werden die Ergebnisse zusammengefasst und zukiinftige Aufgaben gestellt.

Im Anhang behandeln wir einige Modellprobleme mit den untersuchten Verfahren und vergleichen
deren Konvergenzverhalten in Bezug auf Clusterrobustheit.
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2 Theoretische Grundlagen

Dieses Kapitel ist eine Vorbereitung unserer Konvergenzanalyse fiir die Gradientenverfahren aus
der (P)INVIT-Hierarchie. In Abschnitt 2.1 werden in Bezug auf die Problemstellung aus Abschnitt
1.1 einige haufig benutzte Begriffe und Argumente formuliert, womit wir gleich die einfache Kon-
vergenz der betrachteten Verfahren im Sinne der Eigenwert-Approximation beziehungsweise der
Eigenraum-Approximation zeigen kénnen. In Abschnitt 2.2 wird die inverse Vektoriteration bezie-
hungsweise INVIT(1) als Modell betrachtet, um die Struktur unserer Konvergenzanalyse vorzustel-
len. Es wird zunéchst eine klassische Abschétzung zur Eigenraum-Approximation etwas allgemeiner
formuliert. Eine Folgerung dieser Abschétzung wird weiter fiir eine Abschétzung zur Eigenwert-
Approximation verwendet, nachdem eine niedrigdimensionale Problemstellung zur langsamsten
Konvergenz durch eine Kurven-Differentiation formuliert worden ist.

2.1 Einfache Konvergenzaussagen

Geméf der Problemstellung aus Abschnitt 1.1 formulieren wir zunéchst eine allgemeine Voraus-
setzung.

Vorausetzung 2.1. Betrachten wir zwei symmetrische und positiv definite Matrizen A, M aus
R™*™ . Diese bilden ein Matrizbiischel (A, M), welches die Eigenwerte Ay < Ao < -+ < A\, mit
zugehorigen Vielfachheiten qi1,qo, . .., qm und zugehirigen Eigenrdumen Vi, Vo, ..., Vy, besitze.

Zur Beschreibung der Orthogonalitéitsrelation sowie der Approximation der Eigenrdiume verwenden
wir einige Begriffe zu symmetrischen und positiv definiten Matrizen.

Definition 2.2 (mit einigen wohlbekannten Aussagen). Durch eine symmetrische und positiv
definite Matriz H aus R™ ™ lisst sich ein Skalarprodukt auf R™ wie folgt induzieren

(z,9)g :=x"Hy fir z,y€cR"

Man nennt (z,y)g das H-Skalarprodukt von x und y. Basierend auf dem H-Skalarprodukt lassen
sich verwandte Begriffe wie H-Orthogonalitit, H-Vektornorm, H-Operatornorm und H-Ortho-
normalitdt definieren.

Weiter wird die H-orthogonale Projektion eines Vektors x € R™\{0} auf einem Unterraum )Y von
R™, Y # {0}, durch die eindeutige Losung des Minimierungsproblems

|z —yllg — min dber ye )y

beziiglich der H-Vektornorm gegeben. Da im Folgenden keine nicht-orthogonale Projektionen un-
tersucht werden, nennen wir H-orthogonale Projektionen der Einfachheit halber H-Projektionen.
Mit beliebiger Basismatriz' Y von Y lisst sich die H-Projektion von x auf ) durch

Y(YTHY) 'YTHz

darstellen. Die Matriz Y (YTHY)"YYTH ist unabhdingig von der Wahl der Basismatriz und heift
die H-Projektionsmatriz von Y. Fin Vektor § € Y ist genau dann die H-Projektion von x auf ),
wenn x — 4y H-orthogonal zu Y ist.
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Der H-Winkel zwischen zwei Vektoren z,y € R™"\{0} ldsst sich durch
Zyg(x,y) := arccos <(m’y)H>
/e [yl z

definieren. Fir einen Vektor x € R"\{0} und einen Unterraum Y von R™, Y # {0}, heifit

Z , = in £ ,
(x, V) i a(2,Y)

der H-Winkel zwischen x und Y. Mit der H-Projektion § von x auf Y gilt

, cosZp(x,Y) = |z||||§, tan Ly (z, V) =

I« = glla
[ 2

= llm

sinZg(z, Y) = —
(= Y) Tille

Im Fall H = I stimmen diese Begriffe mit den entsprechenden Fuklidischen Begriffen diberein.
Dafiir wird 2 statt I als der untere Index bei der Bezeichnung verwendet.

Geméf Voraussetzung 2.1 und Definition 2.2 sind die Eigenrdume V; von (A, M) sowohl A-
orthogonal als auch M-orthogonal zueinander, und deren direkte Summe ist identisch zu R™. Auf
jedem Eigenraum stimmt die zugehorige A-Projektionsmatrix mit der zugehorigen M-Projektions-
matrix iiberein, denn mit einer beliebigen Basismatrix V; gilt

Vi(VIAV) WA = Vi(VT(AV)) TH(AV)T = Vi (VI GMV)) ™ (GMV)T = Vi(ViT MV;) VT M.

Dabher lésst sich jedes u € R™\{0} beziiglich der Eigenrdume entwickeln, das heifit, es gibt Vektoren
v; € V; mit u = Ezl v; . Diese Vektoren v; sind sowohl A-Projektionen als auch M-Projektionen
und sind eindeutig bestimmt. Wenn eine Vektoriteration gegen einen Eigenvektor zu A\; konvergiert,
konnen wir das Konvergenzverhalten der Vektoriterierten beispielsweise mittels des Sinuswerts

mo, \/mig
sin Zpy(u, V1) = 122 i=o Vil _ >iza llvillas

lullae iy

beschreiben. Alternativ konnen wir das Konvergenzverhalten der entsprechenden Eigenwertnéihe-
rungen mittels des in (1.1) definierten Rayleigh-Quotienten untersuchen. Fiir v € R™\{0} mit der
Darstellung u = """, v; gilt

W Au Xl v v P Mifluilly
uwMu 3T, Z;nzl v Mo, Soimy vl

das heift, p(u) ist eine Konvexkombination aller Eigenwerte. Auflerdem ist p(u) wegen der positiven
Definitheit von A und M positiv. Daher gilt

p(u) =

0< i =M< < <Ay, = .
iy P =A< Ao oy 71

Mit der Einfiihrung des Rayleigh-Quotienten ldsst sich die Aufgabe der Berechnung des klein-
sten Eigenwerts sowie eines zugehorigen Eigenvektors in ein Minimierungsproblem des Rayleigh-
Quotienten umformulieren und anschlieend durch verschiedene Gradientenverfahren behandeln.
Betrachten wir in kompakter Weise die Gradientenverfahren zum durch eine symmetrische und
positiv definite Matrix H € R™*" induzierten Skalarprodukt. Mit dem Standard-Gradienten Vp
des Rayleigh-Quotienten lasst sich der Gradient zum H-Skalarprodukt wegen

(H™'Vp(u), U)H = (Vp(u), v)2 v v e R"\{0}

durch H~'Vp definieren. Gem#8 der Kollinearitiit zwischen dem Standard-Gradienten und dem in
(1.2) definierten Residuum kann man mit —H ~1r(u) als Suchrichtung ein einfaches Gradientenver-
fahren konstruieren. Um eine Schrittweite zu moglichst grofler Reduktion des Rayleigh-Quotienten
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zu ermitteln, lasst sich ein lokales Minimierungsproblem des Rayleigh-Quotienten auf dem Unter-
raum Y := span{u, H 'r(u)} aufstellen. Fiir eine beliebige Minimalstelle y € ) ist dann (geméif
der Euler-Lagrange-Gleichung) mit den beziiglich beliebiger Vektoren g € ) definierten Funktionen
fi : R—=R, a — p(y + ay) eine notwendige Bedingung (df;/da)(0) =0 V g € ), welche wegen
(dfg/da) () = (Vp(y + agj),g})Q dquivalent zu

(Vo).9),=0 VYGey

ist. Mit einer beliebigen Basismatrix Y von ) und der Darstellung y = Y¢ wird dann ein ,lokales®
Eigenwertproblem
(YTAY )e = p(y)(YT MY )e

aufgestellt. Damit bilden p(y) und y ein Ritzpaar von (A, M) beziiglich des Unterraums ).

Definition 2.3. Betrachten wir eine symmetrische Matriz A € R™ ™, eine symmetrische und
positiv definite Matriz M € R"*™ und einen s-dimensionalen Unterraum U von R™, U # {0}. Mit
einer beliebigen Basismatriz U von U heif$t ein Vektor u = Uc mit ¢ € R*\{0} ein Ritzvektor zum
Ritzwert 6 € R des Matrizbiischels (A, M) beziiglich U, falls ¢ und 0 die Gleichung

(UTAU)e = 0(UTMU)c

erfillen. Fir den in (1.1) definierten Rayleigh-Quotienten und das in (1.2) definierte Residuum
gilt
p(u) =46, r(u) Lo U.

Im Fall M = I heiflen 0, u auch Ritzwert und Ritzvektor der Matrixz A.

Beziiglich trivial angeordneter Ritzwerte (das heiit, mehrfache Ritzwerte werden mit ihrer Viel-
fachheit gezihlt) ldsst sich eine Verallgemeinerung des Courant-Fischer-Prinzips formulieren.

Satz 2.4. Mit der Formulierung von Definition 2.3 gilt fiir die Ritzwerte 01 < 6y < --- < 05 von
(A, M) beziiglich U und eine beliebige Basismatriz U € R™** von U, dass

f; = min max U fOs11—; = max min u Vied{l,...,s}
i CelR”;i uespan{UCH\ {0} p( )7 s+1l—1 Celz&SXi uespan{UCH\ {0} p( ) { ) ) }
Rang(C)=i Rang(C)=1i

Es gilt insbesondere

6, = mi Uc)= mi 0, = Uc) = .
1=, i, pU0) = i () By AU =, B, o)

Beweis. Analog zum Beweis des Courant-Fischer-Prinzips, siehe zum Beispiel [79]. Der Schliissel
ist ein Dimensionsvergleich. O

Das obige Minimierungsproblem des Rayleigh-Quotienten auf ) ldsst sich also durch einen be-
liebigen Ritzvektor zum kleinsten Ritzwert 16sen. Durch die zugehorige Berechnung, genannt
»Rayleigh-Ritz-Prozedur®, wird das optimierte H-Gradientenverfahren der Form (1.3) realisiert.
(Es ist nicht fiir jede symmetrische und positiv definite Matrix H moglich, die Vorschrift (1.3)
in v =wu—71opt H _1r(u) mit einer optimalen Schrittweite 7,5 € R umzuschreiben. Man kann
gewisse Beispiele konstruieren, in denen H ~1r(u) ein Ritzvektor zum kleinsten Ritzwert ist und die
entsprechende Schrittweite damit nicht durch eine reelle Zahl beschrieben werden kann.) Gemif
unserer Problemstellung betrachten wir (1.3) weiter insbesondere fir H = A und H = B, wobei
B~! ein Vorkonditionierer von A ist und die Qualititsbedingung (1.4) erfiillt. Zur Konvergenzana-
lyse fiir diese zwei Varianten konnen wir zunéchst im Vergleich zu (1.3) mit H = I einige einfache
Aussagen zeigen.
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Lemma 2.5. Betrachten wir (A, M) gemdif§ Voraussetzung 2.1. Falls w € R™"\{0} kein Eigenvektor
von (A, M) ist, dann hat span{u, r(u)} die Dimension 2 und u ist kein Ritzvektor von (A, M)
beziiglich spanf{u, r(u)}. Auferdem liefert (1.3) mit H = I eine Rayleigh-Quotient- Verkleinerung
o) < plu).

Beweis. Es gilt r(u) # 0 und r(u) liegt wegen
(u, r(u))2 =u” (Au — p(u)Mu) = u" Au — p(u)u” Mu =0

Euklidisch orthogonal zu w, so dass v und r(u) linear unabhéngig sind und span{u, r(u)} damit
die Dimension 2 hat. Wire u ein Ritzvektor, wiirde nach Definition 2.3 r(u) Lo span{u, r(u)}
gelten. Durch die Implikation

(r(w), 7(u)), =0 = r(u)=0 = wuist Eigenvektor von (A, M)

erhalten wir einen Widerspruch zur Voraussetzung. Daher ist u kein Ritzvektor.

Fiir (1.3) mit H = I gilt zunéichst p(v') < p(u), denn ' ist eine Minimalstelle des Rayleigh-
Quotienten iiber span{u, r(u)}. Wire p(u’) = p(u), dann wire u ebenfalls eine Minimalstelle.
Mittels der Euler-Lagrange-Gleichung (siehe Argumente vor Definition 2.3) wiirde dann gezeigt,
dass u ein Ritzvektor ist. Dies widerspricht der vorherigen Aussage. O

Deshalb wird das Verfahren (1.3) mit H = I ausgehend von einem Nichtnullvektor entweder bei
einem Eigenvektor zu einem Zwischen-Eigenwert terminieren oder eine monoton fallende Folge des
Rayleigh-Quotienten liefern, welche gegen den kleinsten Eigenwert A; konvergiert. Im zweiten Fall
ldsst sich anschliefend die Konvergenz der Vektoriterierten gegen einen Eigenvektor zu A; zeigen.

Lemma 2.6. Betrachten wir (A, M) gemdfl Voraussetzung 2.1. Fir beliebiges u € R™\{0} gilt

p(u) — A1

sin? g (u, V1) < N

Im Fall ||u||pr = 1 wird der quadratische Abstand von u zu Vi beziglich der M -Vektornorm durch
dieselbe Schranke von oben beschrinkt.

Beweis. Mit einer Entwicklung u = ;" | v; beziiglich der Eigenréume von (A, M) gilt

A=A 2
Z?iz ||U2H?\4 Z?il Xoe— [[vill 3 _ ||U||,24 - Al”“”?w _ p(u) — A\
[R5 — [[ull3 (A2 = Ao)[ull3, Az — A1

sin2 ZM(U, Vl) =

Da der quadratische ,M-Abstand® durch Y 7", ||v;]|3; gegeben ist, wird dieser im Fall |jul[p = 1
ebenfalls durch (p(u) — )\1)/()\2 — )\1) beschrankt. O

Falls die durch (1.3) mit H = I konstruierten Vektoriterierten beziiglich der M-Vektornorm nor-
miert werden, garantiert die Rayleigh-Quotient-Verkleinerung die Konvergenz der Vektoriterierten
gegen einen Eigenvektor zu \;. Zur genaueren Beschreibung des Konvergenzverhaltens dieses Gra-
dientenverfahrens kann man die Abschétzungen wie Theorem 2 von Longsine und McCormick [56]
sowie Theorem 3.4 von Golub und Ye [31] und im Fall M = I auch manche frithere Abschétzungen
von Hestenes und Karush [35], Kantorovich [39], Kantorovich und Akilov [40] anwenden. Damit
kann man zeigen, dass dieses Verfahren geméafl unserer Problemstellung eine schlechte Konvergenz-
geschwindigkeit hat. Dass der grofite Eigenwert viel grofler als die kleinsten Eigenwerte ist, fithrt
etwa zu einem nahe 1 liegenden Konvergenzfaktor, siehe auch [81, 80, 51, 101, 105, 106] fiir #hnliche
Argumente. Mit der Inversen beziehungsweise einer geeigneten Ndherungsinversen der Matrix A
ldsst sich dieses Verfahren beschleunigen. Die resultierenden Verfahren sind genau die Varianten
von (1.3) mit H = A beziehungsweise H = B.
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Eine Analogie fiir solche Beschleunigungen bezieht sich auf das Gradientenverfahren mit optimaler
Schrittweite zum Losen eines linearen Gleichungssystems AZ = b zu einer symmetrischen und po-
sitiv definiten Matrix A € R™*"™. Dieses Verfahren basiert auf dem Gradienten der quadratischen
Funktion f(z) := 1 27 Az —b"z. Fiir A mit einer groBen spektralen Konditionszahl hat der Gradi-
entenvektor V f(z) = Az — b oft eine groe Richtungsabweichung zum aktuellen Fehler  — z und
fiihrt zu einer langsamen Konvergenz. Die durch A~! modifizierte Suchrichtung A=V f(z) und die
dafiir optimale Schrittweite 1 erméglichen eine 1-Schritt-Konvergenz, denn z — 7 = A~ (Az — b).
Diese einfache Tatsache ldsst sich auch unter geometrischem Aspekt interpretieren. Beim obigen
Gradientenverfahren ist die Niveaumenge {Z € R™; f(Z) = f(z)} ein Ellipsoid um Z und dhnlich zur
Einheitskugel der A-Vektornorm im Sinne der Halbachsen-Verhiltnisse, so dass der Fehlervektor
x — T A-orthogonal zur Tangentialhyperebene des Ellipsoids an x liegt. Geméfl den Eigenschaften
der Niveaumenge liegt der Gradientenvektor V f(z) Euklidisch orthogonal zur Tangentialhyper-
ebene. Deswegen sind z —Z und A~V f(x) kollinear, so dass man entlang der Richtung A=V f(x)
die exakte Losung Z finden kann. In anderen Worten sieht der Ellipsoid unter der A-Geometrie
wie eine Kugel aus, so dass der A-Gradientenvektor A~V f(x) auf den Mittelpunkt, das heifit, die
exakte Losung z, zeigt.

Kommen wir zuriick zum Gradientenverfahren (1.3) fiir den Rayleigh-Quotienten. Die Variante
zu H = I lisst sich durch A~! in die Variante zu H = A modifizieren. Das fiihrt normalerweise
nicht so ideal zu einer 1-Schritt-Konvergenz, denn die Niveaumengen des Rayleigh-Quotienten
sind nicht wie die Niveaumengen der obigen quadratischen Funktion &hnlich zur Einheitskugel der
A-Vektornorm. Betrachten wir zum Beispiel die Niveaumengen des Rayleigh-Quotienten zu den
Niveaus aus dem Intervall (A1, A2). Diese lassen sich durch Ellipsoide charakterisieren.

Lemma 2.7. Fiir (A, M) gemiff Voraussetzung 2.1 besitze ein Vektor u € R"\{0} die Entwicklung
w = Y " v beziiglich der Eigenridume von (A, M) und es gelte p(u) € (A1,A2), dann gilt die
Ellipsoid-Gleichung Y i, /62 =1 mit

&= ”vi”M, 0; = M, 1=2,...,m.
[[o1]las Ai — p(u)
Beweis. Aus p(u) = (3272, Aillvill3g) /(27 lvill3y) folgt
m
(p(w) = M) [lor 3 =Y (N = p(w)) [lvill3s
i=2
und dann unmittelbar die Ellipsoid-Gleichung. O

Mittels solcher charakterisierenden Ellipsoide kann man die entsprechenden Niveaumengen als
elliptische Kegel betrachten. Fiir die Niveaus aus [A1, Ay,]\ (A1, A2) lassen sich die Niveaumengen
analog durch Ellipsoide, Hyperboloide oder andere Hyperflichen zweiter Ordnung charakterisieren.
Die charakterisierenden Hyperflachen kénnen also zu unterschiedlichen Typen gehoren, auflerdem
sind deren Halbachsen-Verhéltnisse abhingig von den Niveaus und anders als diejenigen der Ein-
heitskugel der A-Vektornorm. Trotzdem hat (1.3) mit H = A fiir unsere Problemstellung oft ein
besseres Konvergenzverhalten im Vergleich zu (1.3) mit H = I.

Beispiel 2.8. Zur geometrischen Veranschaulichung des Gradientenverfahrens (1.3) benutzen wir
die kleinen symmetrischen und positiv definiten Beispielmatrizen

31 1 4 1 1
A=113 1], M==[1 4 2
11 3 1 25

Die Eigenwerte von (A, M) sind simtlich einfach: A1 = 0.52308, Ao ~ 0.76156, A3 ~ 0.85095. Mit
dem Vektor u = (1,—1,3)T wird jeweils ein Schritt der Varianten von (1.8) mit H = I beziehungs-
weise H = A durchgefiihrt. Gemafl Lemma 2.7 zeichnen wir in Abbildung 2.1 beziiglich einer durch
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ﬂ(;;’)Azu p(;{')Izu p(u)

Abbildung 2.1: Einschritt-Vergleich der Varianten von (1.3)

Eigenvektoren von (A, M) gebildeten M -orthonormalen Basis von R?® die Koeffizientendarstellun-
gen der relevanten Unterrdume und der Rayleigh-Quotient-Niveaumengen zum jeweiligen kleinsten
Ritzwert.

Daber werden die Figuren zum Zweck einer besseren Veranschaulichung nur teilweise dargestellt
und die zugehdorigen Teilflichen (bis auf zwei kennzeichnende Ellipsen) werden gemdfi Rayleigh-
Quotienten eingefirbt. Die Unterriume span{u,r(u)}, span{u, A= r(u)} kénnen also als Tan-
gentialebenen der entsprechenden Rayleigh-Quotient-Niveaumengen interpretiert werden. Der dem
Unterraum span{u, A~'r(u)} entsprechende Kegel hat offenbar einen kleineren Offnungswinkel, so
dass (1.8) mit H = A zumindest in diesem Schritt schneller konvergiert. Die Halbachsen-Verhdlt-
nisse der charakterisierenden Ellipsen sind nicht weit von 1 entfernt, so dass auch (1.3) mit H = I
nicht sehr langsam konvergiert.

Dazu kéinnen wir beispielsweise die Komponente A(3,3) auf 36 wvergrifiern, so dass das geinderte
Matrizbiischel (A, M) die Eigenwerte \; = 0.66442, Ay ~ 0.79952, A3 ~ 9.06149 hat und die neuen
charakterisierenden Ellipsen viel spitzer aussehen. Mit dem Startvektor u(®) = (1,30, DT werden
jeweils 12 Schritte der Varianten von (1.8) mit H = I beziehungsweise H = A durchgefiihrt. Durch
die Darstellung in Abbildung 2.2 beobachtet man die deutlich schnellere Konvergenz der zweiten
Variante.

Wir untersuchen weiter die Variante von (1.3) mit H = A. Als eine einfache Konvergenzaus-
sage lésst sich zeigen, dass diese Variante im Sinne der Rayleigh-Quotient-Verkleinerung nicht
langsamer als die inverse Vektoriteration konvergiert. Zu bemerken ist, dass hier eine einfache
Einschritt-Abschétzung betrachtet wird, welche nicht von bestimmten Eigenwerten und Eigenvek-
toren abhéngt und Ergénzungen fiir weitere Abschétzungen in Satz 2.14 und Satz 3.12 liefert. Die
Aussage, dass die inverse Vektoriteration beziiglich des Rayleigh-Quotienten konvergiert, ldsst sich
natiirlich auch direkt in klassischer Weise zeigen.

Lemma 2.9. Fiir (A, M) gemdfl Voraussetzung 2.1 und u € R™\{0} gilt nach einem Schritt von
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"l ) p(u®)

Abbildung 2.2: Mehrschritt-Vergleich der Varianten von (1.3)

(1.8) mit H = A, dass
p(u') < p(A Mu) < p(u).

Falls u zusitzlich kein Eigenvektor ist, gilt p(u') < p(A~'Mu) < p(u).

Beweis. Wegen A7'r(u) = u — p(u)A~'Mu und p(u) # 0 gehort A~1Mu zum Unterrraum
span{u, A~'r(u)}, so dass p(v') < p(A~'Mu).
Um p(A~'Mu) < p(u) zu zeigen, kénnen wir in einer Darstellung von p(A~'Mu) gewisse M-
Skalarprodukte und A-Skalarprodukte konstruieren und Cauchy-Schwarz-Ungleichungen verwen-
den. Es gilt

(ATMuW)TA(A Mu)  (u, A~*Mu)

0 < p(A~'Mu) = =
( ) (A= Mu)TM(A-1Mu) |A=1 Mul3,

< lullar A= Moy lull3, (u, A= M)

=AMl (lulla AT My (fulla AT Ml
[[ull a [|A™! Mul|4
< = Vp(u) \/p(A"'Mu) ,
[l ar [| A= M| ar ( )
so dass \/p(A~'Mu) < \/p(u) und weiter p(A~"Mu) < p(u) gilt.

Die Gleichheiten bei den oben eingesetzten Cauchy-Schwarz-Ungleichungen gelten genau dann,
wenn u und A~!Mu kollinear sind, das heifit, wenn u ein Eigenvektor ist. Damit wird die Aussage

zum zusétzlichen Fall gezeigt. ]

Zusammen mit Lemma 2.6 lisst sich auflerdem zeigen, dass (1.3) mit H = A gegen einen FEi-
genvektor von (A, M) konvergiert. Im Vergleich zur inversen Vektoriteration hat dieses Verfahren
auBerdem den Vorteil, dass das einfache Ersetzen von A~! durch einen Vorkonditionierer B~ ein
gegen einen gewiinschten Eigenvektor konvergentes und im Sinne des gesamten Aufwands noch
effizienteres Verfahren liefern kann, némlich (1.3) mit H = B. Zur Konvergenzanalyse dafiir kann
man zunichst die vorkonditionierte Vektoriteration (1.5), also PINVIT(1), als eine ,primitive®
Version betrachten. Geméfl der Umformulierung

u' = p(u)A"'Mu— (I — B7'A)(p(u) A~ Mu —u). (2.1)

gilt PINVIT(1) als eine gestorte inverse Vektoriteration. Darauf basierend ldsst sich eine einfache
Konvergenzaussage zeigen.
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Lemma 2.10. Betrachten wir (A, M) gemdf$ Voraussetzung 2.1. Falls u € R™\{0} kein Eigenvek-
tor von (A, M) ist, dann liefert PINVIT(1), siehe Vorschrift (1.5), unter der Qualititsbedingung
(1.4) des Vorkonditionierers eine Rayleigh-Quotient-Verkleinerung p(u’) < p(u).

Beweis. Wegen der A-Orthogonalitéit
u" A(p(u) A~ ' Mu — u) = p(u)u” Mu—u" Au =0
ist u die A-Projektion von p(u)A~!Mu auf span{u} und es gilt
lo(w) A= Mu —uly = [|p(w) A= Mul|, = [[ul2.
Fiir die A-Projektion @ von p(u)A~1Mu auf span{u’} gilt in #hnlicher Weise
lo(w) A= Mu =]}, = [|p(w) A~ Mul[’, — l|al/%.
Aus der Minimierungseigenschaft der A-Projektion folgt
|l p(u) A~ Mu — ﬂHi < |lp(w) A~ Mu — u’||Z.
AuBerdem wird mit der Umformulierung (2.1) unter der Bedingung (1.4) gezeigt, dass
||p(u)A71Mu - u’HA < fy”p(u)A*lMu - UHA < ||p(u)A71Mu - u||A.

Zusammensetzen der obigen Ergebnisse liefert die einfache Ungleichung ||@]|% > |Ju|/%. Dabei ldsst
sich @ mittels einer A-Projektionsmatrix umschreiben, ndmlich

U= (u’(u/TAu/)—lu/TA) (p(u)A_lMu) _ M ,

[ [I%
Einsetzen in ||a||} > ||u|% liefert dann
2
(p(w)”" (W' u)is s 2 2l (%
~—— 5 > e = (plu)) > ————5=.

Weiter gilt mit der Cauchy-Schwarz-Ungleichung (v, u)%; < |[u/[|3,]|u|3;, dass

2 wlA llulls

(p(u)” > = p(u')p(u).

w3l
Wegen p(u) > 0 folgt dann p(u') < p(u). O
Als eine verbesserte Version von PINVIT(1) liefert (1.3) mit H = B ebenfalls eine Rayleigh-

Quotient-Verkleinerung, und nach Lemma 2.6 lésst sich damit die Konvergenz der Vektoriterierten
gegen einen Eigenvektor von (A, M) zeigen.

Zur genaueren Konvergenzanalyse fiir die Varianten von (1.3) mit H = A beziehungsweise H = B,
sowie fiir die jeweiligen dazu dquivalenten Verfahren INVIT(2) und PINVIT(2), kann man ebenfalls
zunéchst die einfacheren Verfahren INVIT(1) und PINVIT(1) untersuchen.

2.2 Musteranalyse und Konvergenzmale

In diesem Abschnitt wird eine Musteranalyse fiir die inverse Vektoriteration vorgestellt. Die re-
sultierenden scharfen Konvergenzabschéitzungen sind natiirlich auch fiir INVIT(1), nédmlich eine
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2.2 Musteranalyse und Konvergenzmafe

skalierte inverse Vektoriteration, verwendbar. Fiir die weiteren (P)INVIT-Verfahren wird mit ei-
ner dhnlichen Vorgehensweise und gleichartigen Konvergenzmafien versucht, scharfe Konvergenz-
abschétzungen zu entwickeln.

Klassische Konvergenzanalysen fiir die inverse Vektoriteration (oder formal fiir die Potenzmetho-
de) sind in Lehrbiichern wie [28, 79, 84] vorhanden und teilweise auch fiir unsymmetrische Ei-
genwertprobleme anwendbar. Geméfl unserer Problemstellung ldsst sich zunéichst zeigen, dass die
M-Winkel der Vektoriterierten mit dem Ziel-Eigenraum eine monoton fallende Folge bilden.

Satz 2.11. Fir das Matrizbiischel (A, M) gemifS Voraussetzung 2.1 und einen Vektor u € R™\{0}
werde ein Schritt der inversen Vektoriteration durchgefihrt: v = A= Mu.

Falls u kein Figenvektor ist, dann besitzt u auf mindestens zwei Figenrdumen Nichtnull-Anteile.
Seien die kleinsten zwei der entsprechenden Eigenwerte mit Ay (1), As(2), 1 < o(1) < 0(2) < m,
bezeichnet, dann liegen tan /s (u, Vo(l)) und tan £ s (u’, Vg(1)) im Intervall (0,00) und es gilt

taHZM(UI7 Vo(l)) < As(1)
tan Zas (u, Vo)) = Ao(2)

(2.2)

Gelte zusdtzlich, dass u auf allen anderen Eigenrdumen, das heifsit auf den Eigenrdumen mit Indizes
aus {1,...,mP\{o(1),0(2)}, Null-Anteile besitzt, dann wird (2.2) eine Gleichung. (Damit ist (2.2)
eine scharfe Abschitzung.)

Beweis. Der Vektor u € R™\{0} lisst sich durch eine Entwicklung u = Y " v; beziiglich der
Eigenrdume von (A, M) darstellen. Falls u kein Eigenvektor ist, muss es mindestens zwei Nichnull-
Vektoren v; geben, denn sonst wiirde u zu einem Eigenraum gehoren und wére ein Eigenvektor.
Mit den Indizes Ag(1), Ay(2) aus der Satz-Formulierung hat u eine genauere Darstellung u =
Vo1) + Z?;U@) v; mit Nichtnullvektoren v,(1), vy (2), so dass

_ H Z?ig(z) UiHM Z:'Za@) lvil1 37

s v _ _ € (0,00).
an Zr (u, Vo)) va(l)HM Ve (1) | a1 (0, 0)

Dementsprechend hat v eine Darstellung v’ = )\;(11)11(,(1) + Z;T;J@) A, L; und es gilt

i) A Vi Yo A il
tanAM(u’, Va(1)) — HZ%—U(Q) i v HM _ \/ (2) M

— = — € (0,00).
||)‘a(11)”a(1)”M )‘0(11)””0(1)”1\4

Weiter erhalten wir

m =2[4.1|2 -1
tanlM(u’, Vo’(l)) _ \/Zz’:a@) Ai ”UZHM - )\0(2) B )\0(1)

tan Za (u: Vo) AL ST o il Ao Ao

Unter der zusitzlichen Bedingung besitzen die Summen > ) A2 |vill3,; und Y i) l|lvill3,
jeweils nur einen Summanden, so dass eine Gleichung geliefert wird. O

Satz 2.11 lésst sich auch beziiglich der A-Orthogonalitit formulieren. Die zugehorige Schranke wird
wieder durch den Quotienten A, (1)/As(2) gegeben.

Da tan Zp; (v, V,(1)) bei einer Nichtnull-Umskalierung von v/ unveréndert bleibt, lisst sich Satz
2.11 auf INVIT(1) tibertragen. Aulerdem koénnen wir nach Satz 2.11 eine Mehrschritt- Abschétzung
beziiglich der praktischen Vorschrift

u® =w/l|lullpr; 1=0;

(2.3)
while true do o' = A"'Mu®; 1=1+1; uD =u/|u|ps; end do
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der inversen Vektoriteration formulieren, ndmlich

tan £y (u(l), Vg(l)) - ()\0(1) )l
tan Zps (u, Vory)) ~ \Aor2) /

Weiter gilt fiir den Anteil vgl()l) von u®) auf Ve(1) Wegen u®]|r =1, dass

Aoy \!
[u® = w5l = sin 22 (u®, Vo)) < tan Zar (u®, Vo)) < (AUE;; ) tan £ (u, Vo))

In der Praxis wird die Anfangsiterierte normalerweise pseudozufillig erzeugt und die Orthogonalitéit
kénnte durch Rundungsfehler gestért werden, so dass (2.3) oft gegen einen Eigenvektor zu A\;
konvergiert und der Konvergenzfaktor dafiir durch (\;/\2)! gegeben wird.

Fiir Eigenwertnidherungen benutzen wir wie in [51, 62] eine relative Position als Konvergenzmaf.
Falls der Rayleigh-Quotient eines Vektors u € R™\{0} in einem durch Eigenwerte begrenzten
offenen Intervall (Ay(1), Ay(2)) liegt, dann wird mit dem Quotienten

X —

Ala, B,x) == 2.4

(a,8,x) 7 x (2.4)

eine relative Position durch A(/\a(l),)\a(g),p(u)) gegeben, welche als eine Funktion fiir p(u) be-

trachtet werden kann und monoton steigend auf ()\0(1), /\0(2)) ist. AuBerdem bezieht sich die

GroBe A(Ay(1), Ao(2), p(u)) auf manche geometrische Argumente, siche Lemma 2.7. Fiir dieses
Konvergenzmaf} betrachten wir zunéchst einen Spezialfall.

Lemma 2.12. Fir das Matrizbiischel (A, M) gemdfs Voraussetzung 2.1 und einen Vektor u €
R™\{0}, welcher auf den Eigenriumen mit Indizes aus {1,...,m\{c(1),0(2)}, 1<o(1)<o(2)<m,
Null-Anteile besitzt, werde ein Schritt der inversen Vektoriteration u' = A~'Mu durchgefiihrt.
Falls u kein Eigenvektor ist, dann gehdren p(u) und p(u’) beide zum Intervall ()\0(1), )\0-(2)). Mit
der Bezeichnung (2.4) gilt

A()\U(l)7)\0(2)7p(u/)) _ tan2 ZM (ul7 VU(l)) _ ()\U(l) )2
AAo)s Ao()sp(w)  tan® Lo (u, Vo)) Ao2) )

(2.5)

Beweis. Nach Voraussetzungen lésst sich u durch eine Entwicklung v = v,(1) + v (2) bezliglich der
Eigenrdume V,(1), V,(2) darstellen. Falls v kein Eigenvektor ist, dann sind v, (1) und v, (2) keine
Nullvektoren, so dass u’ = /\;(ll)vg(l) + /\;(12)110.(2) kein Nullvektor und kein Eigenvektor ist und

p(u), p(u') beide zu ()\0(1), )\0(2)) gehoren. Weiter erhalten wir

Ao 100 1) 11+ A0 @) 1V 2) 134 A

P) = Aor) _ T e B oo By o)

Aota) = p) gy — detollte el
lvo )y 13+ Ve 2) 15,

A()‘13'(1)7 /\0(2)7 p(u)) =

)‘a' - >\cr o 3 4 2
_ Qo) = Ae)llv (2)||;u _ (2)||éw — tan? 2y (u, Vo))
(Ao@ = Ao Vel vo s
und eine dhnliche Gleichung fiir «’. SchlieBlich folgt die Abschitzung aus Satz 2.11. O

Mit (2.5) erhalten wir eine Konvergenzabschiitzung fiir Eigenwertnéiherungen in einem niedrigdi-
mensionalen Fall. Weiter ldsst sich die zugehorige Voraussetzung aus einem Optimierungsproblem
herleiten, so dass (2.5) zum Beweis einer allgemeineren Abschiitzung einsetzbar ist. Im Vergleich
zur Musteranalyse in [62] verwenden wir zu dieser Herleitung eine Kurven-Differentiation statt
Lagrange-Multiplikatoren.
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Lemma 2.13. Betrachten wir das Matrizbiischel (A, M) gemiff Voraussetzung 2.1 und weiter
eine Rayleigh-Quotient-Niveaumenge N'(A) := {x € R™\{0} ; p(z) = X}, wobei A € (A1, Am)
und X kein Eigenwert von (A, M) ist. Falls u eine Extremstelle der auf N'(\) definierten Funktion
flz) = p(A’lM:L') ist, gibt es genau zwei verschiedene Eigenwerte, auf deren Figenrdumen u
Nichtnull-Anteile besitzt.

Beweis. Auf der Niveaumenge N()\) kann man stetig differenzierbare Kurven (etwa wie Kegel-
schnitte) definieren. Fiir eine Extremstelle u von f auf A'(X) betrachten wir eine beliebige durch u
laufende stetig differenzierbare Kurve {g(t) ; t € T C R} ¢ N'(\) mit g(t,) = u, dann ist u auch
eine Extremstelle von f auf der Kurve, so dass t, eine Extremstelle der Funktion f o g ist und die
notwendige Bedingung (d (f o g)/dt)(t,) = 0 gilt. Daraus folgt mit

d(feg)

(Fog)(t) = p(A7M(t) = ZZL(0) = (Vo(A Mg(r), A7 My(H))

wobei g(t) die Ableitung (dg/dt)(t) bezeichnet, dass

0= (vp(A—lMg(tg)), A‘lMg(tg))2 - (MA‘1Vp(A‘1Mu), g(tg))Q.
Damit ist der Vektor M A~V p(A~'Mu) Euklidisch orthogonal zum Tangentialvektor §(t,). Wenn
wir hinreichend viele auf M'(A) und durch u laufende Kurven betrachten, dann ldsst sich die Tan-
gentialhyperebene % von A/(\) an « durch mehrere solcher Tangentialvektoren bilden. Der Vektor
MA_1Vp(A_1Mu) liegt dann Euklidisch orthogonal zu .

Der Gradientenvektor Vp(u) liegt ebenfalls Euklidisch orthogonal zu . Das lisst sich mittels der
Eigenschaften der Niveaumenge zeigen. Fiir die Kurven der Form {g(t) ; t € T C R} C N(\) mit
g(ty) = u ist die Funktion p o g nach der Definition der Niveaumenge konstant, so dass

d(pog)

0=""L29 1) = (Vp(g(t). 5(0))

2

fiir beliebiges ¢ € T gilt. Insbesondere fiir ¢ = t, erhalten wir (Vp(u), g(tg))2 = 0 und weiter die
Orthogonalitit Vp(u) Lo .
Da die Tangentialhyperebene u eine Hyperebene ist, sind M A’1Vp(A’1M u) und Vp(u) kolli-

near. Nach den Voraussetzungen ist u kein Nullvektor und kein Eigenvektor, so dass Vp(u) kein
Nullvektor ist. Daher gibt es ein & € R mit MA~'Vp(A~*Mu) = aVp(u), das heiBt

2
[ A= Mul[,

2a

MA™ —
[ull3s

(A(A_lMu) — p(A_lMu)M(A_lMu)> = (Au— p(u)Mu).  (2.6)

Mit a := a| A" Mull3, /|ull3;, B :=p(A™Mu) sowie A = p(u) erhalten wir dann
M(A™*M)u — BM (A~ M)?u = a(Au — AMu).

Das ldsst sich mit der Entwicklung u = 1", v; beziiglich der Eigenrdume von (4, M) in

m m

ST = BA) Mo =) oM — A Mo,

i=1 i=1

und weiter mit dem Polynom p(d) := ad® — aXo? -6+ 6 in

m

Zp()\z))\l_gMUz =0

i=1
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umschreiben. Multiplizieren wir die beiden Seiten dieser Gleichung mit )\?va,

links, so erhalten wir wegen der M-Orthogonalitéit der Eigenrdume die Gleichungen

j=1,...,m, von

pO) lill3r =0, j=1,....m.

Da u kein Nullvektor und kein Eigenvektor ist, sind mindestens zwei ||v;]|3, von Null verschieden.
Damit hat p(d) wegen A; > 0 V j mindestens zwei positive Nullstellen. Auflerdem ist p(d) ein
kubisches Polynom mit reellen Koeffizienten und hat héchstens drei positive Nullstellen. Weiter
untersuchen wir die Koeffizienten von p(d), um den Fall, dass p(d) drei positive Nullstellen hat,

auszuschliefien.
Betrachten wir dafiir die Darstellungen p(8) = ad® — aXd® — § + 8 und p(d) = a[[_, (6 — &),
wobei 01, do, 03 die Nullstellen bezeichnen. Durch einen Koeffizientenvergleich wird H‘;’Zl 0; = —0/a

gezeigt. Wiren alle drei Nullstellen positiv, dann miisste —3/a > 0 gelten. Fiir 8 gilt bereits
B = p(A~'Mu) > 0. Um das Vorzeichen von a zu bestimmen, schreiben wir die Gleichung (2.6)
mittels der Substitutionen v = &||A~*Mul|3,/|[ull3;, v = A7'Mu sowie der Bezeichnung (1.2)
(Rayleigh-Quotient-Residuum) als

MA r(u) = ar(u). (2.7)

Da M~! auch symmetrisch und positiv definit ist, lisst sich die M ~!'-Vektornorm definieren.
Multiplikation der beiden Seiten von (2.7) mit (r(u))TM ~1 von links liefert

(r(w) " A7 (') = allr(u)]2-.

Die neue linke Seite ldsst sich weiter umschreiben zu
r(u') = (A_l (Au — p(u)Mu)) r(u) = (u—plu)u)

= (u— p(ya!) Tr(u) = (M~ A — p( )M M) ()

(r(u))TA_lr(u') = (A_lr(u))T

= (Au' — p(u’)MU/)TM_IT(U/) = [|r(u)| 3

(am Anfang der zweiten Zeile wurde die Euklidische Orthogonalitéit zwischen r(v’) und w’ benutzt).
Damit gilt [|r(w')[|3,-1 =a|lr(u)[|3,-: - AuBerdem léisst sich u’ durch v’ = ™| A;"'v; darstellen und
hat dabei mindestens zwei Nichtnull-Summanden, so dass v’ wie u kein Nullvektor und kein Eigen-
vektor ist. Daher sind die Residuen r(u), r(u’) keine Nullvektoren, so dass ||r(uw)||2,_1, [|r(u)||3,-

positiv sind und « > 0 sowie —(/a < 0 gezeigt werden.

Damit hat p(d) genau zwei positive Nullstellen und w genau zwei Nichtnull-Summanden bei der
Entwicklung beziiglich der Eigenrdume. O

Durch Kombination der niedrigdimensionalen Analyse aus Lemma 2.12 und der Extremstellenein-
schrankung aus Lemma 2.13 l&sst sich eine Muster-Konvergenzabschéitzung fiir Eigenwertn&dherun-
gen zeigen.

Satz 2.14. Fiir das Matrizbischel (A, M) gemdif$ Voraussetzung 2.1 und einen Vektor u € R™\{0}
werde ein Schritt der inversen Vektoriteration durchgefihrt: v = A~ Mu.

Falls u kein Eigenvektor ist, dann gilt p(u') < p(u). Falls p(u) im Intervall (A;, Aix1) mit i €
{1,...,m—1} liegt, dann gilt mit der Bezeichnung (2.4), dass

A(Xi, Aig1, p(u')) Ao\
A(Nis Xig1, p(u)) S( > '

Gelte zusitzlich, dass u auf den FEigenrdumen mit Indizes aus {1,...,m}\{i,i+1} Null-Anteile
besitzt, wird (2.8) eine Gleichung. (Damit ist (2.8) eine scharfe Abschitzung.)

2.8
N (2.8)
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Beuweis. p(u') < p(u) wurde bereits als p(A~'Mu) < p(u) in Lemma 2.9 bewiesen.

Mit \; < p(u) < A1 sind w und u’ keine Eigenvektoren (siehe Beweis von Lemma 2.13), und es gilt
entweder p(u') < \; oder A\; < p(u') < p(u). Fiir den Fall p(u’) < \; ist der abzuschétzende Delta-
Quotient nicht positiv, so dass die Ungleichung (2.8) trivial ist. Fiir den Fall A\; < p(u’) < p(u)
betrachten wir die Rayleigh-Quotient-Niveaumenge A (p(u)) := { € R"\{0} ; p(z) = p(u) } und
eine Maximalstelle @ der Funktion f(z) := p(A~'*Mx) auf N'(p(u)). Dann ist @ kein Eigenvektor
und es gilt mit @' := A~ Mu, dass \; < p(u') < p(@') < p(a) = p(u) < A\iy1. Weiter gilt

AN, Ai1, p(u') < ANy Aig, p(@)), (2.9)
denn die auf dem Intervall (A;, A\;y1) definierte Funktion g(«) := A()\i, Ait1, a) ist wegen

d
di(a) = (N1 = A)/(Nix1 —a)® >0
o
streng monoton steigend.

Auflerdem gilt nach Lemma 2.13, dass es genau zwei verschiedene Eigenwerte gibt, auf deren
Eigenriumen @ Nichtnull-Anteile besitzt. Seien o(1) < o(2) die zugehorigen Indizes, dann liefert
Lemma 2.12 angewandt auf @ die Abschitzung

A(Aa'(l)v)\o@%p(ﬂ/)) _ ( )‘0(1) )2
A(Xo(1), Ao(2), p(T)) Ao(2)
Da kein Eigenwert in (As, Ai11) liegt, gilt A1) < Ai < p(@') < p(@) < Aig1 < A2y, so dass

AN Aigr, p(@)) (p(U’) - Ai) (Am — p(u) > - <P(U’) - Aau)) (Aa@) — (@) )

AN Aig1, p(1)) p(u) — A; Aig1 — p(a') p(U) — Ag(1) Ao(2) — p(T)

_ A(Ao(1), Ao(2), p(T)) _ (/\0(1) )2 - ( i )2

A()\0(1)7 >\0'(2)7 p(a)) )\‘7(2) )\i"’_l

Das liefert zusammen mit (2.9) und p(a) = p(u) die Ungleichung (2.8). Unter der zusétzlichen
Bedingung lisst sich die zugehorige Gleichung wie Lemma 2.12 zeigen. O

Bei der Muster-Konvergenzabschétzung fiir Eigenvektorndherungen wurde beziiglich der prakti-
schen Vorschrift (2.3) diskutiert, dass die inverse Vektoriteration oft gegen einen Eigenvektor zu
A1 konvergiert. In anderen Worten konvergiert die zugehorige Rayleigh-Quotient-Folge gegen \;
und erreicht nach hinreichend vielen Schritten das Intervall (Aj, A2). Das weitere Konvergenz-
verhalten ldsst sich durch eine auf (2.8) basierende Mehrschritt-Abschitzung beschreiben (denn
p(u’) bleibt erhalten, wenn v’ beziiglich der M-Vektornorm normiert wird). Gelte im I-ten Schritt
p(u(l)) € (A1, \2), dann gilt nach weiteren [ Schritten, dass

A(Ar Ag (D)) (m)”

A, Aa, p(®)) =\

FEine andere Folgerung von Lemma 2.12 und Lemma 2.13 bezieht sich auf die schnellst mogliche
Konvergenz der inversen Vektoriteration.

Satz 2.15. Fiir das Matrizbischel (A, M) gemdif$ Voraussetzung 2.1 und einen Vektor u € R™\{0}
werde ein Schritt der inversen Vektoriteration durchgefihrt: v = A= Mu.

Falls p(u) kein Eigenwert ist, gilt

AN, A, pl(u)) A\’
A A p(w) — (m> ' (2.10
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2 Theoretische Grundlagen

Gelte zusditzlich, dass u auf den Eigenrdumen mit Indizes aus {2,...,m — 1} Null-Anteile besitzt,
wird (2.10) eine Gleichung. (Damit ist (2.10) eine scharfe Abschitzung.)

Beweis. Analog zum Beweis von Satz 2.14. Zu betrachten ist also eine Minimalstelle der Funktion
flx):= p(AflMx) auf der Rayleigh-Quotient-Niveaumenge N(p(u)) O

Durch die Umstellung von (2.8), (2.10) nach p(u’) erhalten wir genau die Abschitzungen der
Musteranalyse in [62]. Fiir weitere (P)INVIT-Verfahren kénnen die direkten Abschétzungen fiir
p(u’) sehr kompliziert sein. Mit den ,Delta-Quotienten® kann man aber immer noch klare und
intuitive Abschitzungen formulieren.

Wenn eine untere Schranke A von A; bekannt ist, lisst sich die inverse Vektoriteration noch durch
einen ,,Shift“ modifizieren:

u' = (A—AM)"*Mu.
Es ist einfach zu zeigen, dass die obigen Konvergenzfaktoren der Form A (1)/As(2) nach dieser
Modifizierung durch (Ay(1) — A)/(As(2) — A) gegeben werden, siehe [64]. Im Fall A > 0 handelt es
sich um eine Beschleunigung im Sinne der langsamsten Konvergenz.
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3 A-Gradientenverfahren - eine Analyse in
Krylovraumen

Der Begriff Krylovraum gilt als eine theoretische Grundlage fiir viele numerische Verfahren, zum
Beispiel fiir CG-Verfahren oder CG-&hnliche Verfahren zum Losen eines linearen Gleichungssystems
sowie fiir das Arnoldi-Verfahren zum Losen eines Matrix-Eigenwertproblems. In diesem Kapitel
untersuchen wir das Konvergenzverhalten einer Art der auf Krylovraumen niedriger Dimensionen
basierenden Iterationsverfahren zur Berechnung der kleinsten Eigenwerte und zugehoriger Eigen-
vektoren von (A, M) gemifl Voraussetzung 2.1. In jedem Schritt wird die neue Iterierte durch einen
Ritzvektor zum kleinsten Ritzwert beziiglich eines Krylovraums der alten Iterierten gegeben. Solche
Verfahren kénnen praktischerweise als ,, (inverse) Lanczos-Verfahren mit Neustart” implementiert
werden, vergleiche [23, 82, 17, 100]. Das Gradientenverfahren (1.3) mit H = A beziehungsweise
INVIT(2) gehort auch zu dieser Verfahrensart und bezieht sich auf zweidimensionale Krylovriume
zur Matrix A= M.

Durch Knyazev und Skorokhodov [51] wurde eine klassische Konvergenzanalyse fiir ein Gradienten-
verfahren zur Berechnung der grofiten Eigenwerte und zugehoriger Eigenvektoren einer reellen und
symmetrischen Matrix prasentiert. Als Konvergenzmafle wurden dhnliche Tangens-Quotienten und
Delta-Quotienten wie in (2.2) und (2.8) verwendet. In der Arbeit von Neymeyr [62] wurde diese
Konvergenzanalyse auf INVIT(2) {ibertragen. Die Grundidee in [51] bezichungsweise [62] ist, ein
sochatten-Verfahren® des originalen Verfahrens zu konstruieren und damit eine niedrigdimensio-
nale Analyse zu ermoglichen. Beim Beweis wurden interessante Eigenschaften zweidimensionaler
Krylovraume, jedoch auch langatmige Berechnungen, benutzt. Bei unserer neuen Untersuchung
wurden weitere Varianten der Gradientenverfahren ergénzt, und die klassische Konvergenzanalyse
wurde modifiziert beziechungsweise verbessert. Insbesondere wurde die niedrigdimensionale Analyse
mittels geometrischer Interpretation in kurzer Form umformuliert, siehe [68].

In diesem Kapitel ist eine #hnliche Konvergenzanalyse fiir Verfahren zu allgemeineren s-dimen-
sionalen Krylovrdumen (s > 3) zu entwickeln. (Diese ist keine einfache Verallgemeinerung der klas-
sischen Resultate, denn zum Beispiel eine strikte Einschachtelung der Ritzwerte zu s-dimensionalen
Krylovraumen lésst sich nicht wie in [51] einfach durch direkte Umrechnungen zeigen.) In Abschnitt
3.1 werden die zu untersuchenden Verfahren vorgestellt und die niedrigdimensionale Analyse be-
griindet. Als Motivation der weiteren Analyse wird in Abschnitt 3.2 ein Verfahren zu zweidimen-
sionalen Krylovriumen, welches identisch zu INVIT(2) ist, betrachtet. Dabei wird eine alternative
Version der oben genannten Modifizierung der klassischen Konvergenzanalyse vorgestellt. Schlief3-
lich werden in Abschnitt 3.3 neue Konvergenzabschitzungen fiir Verfahren zu s-dimensionalen
Krylovraumen présentiert.

3.1 Auf Krylovrdumen niedriger Dimensionen basierende
Iterationsverfahren

Einfach gesagt, ist ein Krylovraum ein durch Vektoriterierte der Potenzmethode aufgespannter
Unterraum. Fiir Krylovraume zu verschiedenen Matrizen benutzen wir folgende Bezeichnungen.

Definition 3.1. Fiir eine Matriz H € R™*"™ und einen Vektor w € R™\{0} heifit der Unterraum

K5 (w) :=span{H" tw ; i =1,...,s} (3.1)
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3 A-Gradientenverfahren - eine Analyse in Krylovrdumen

der H-Krylovraum s-ter Stufe von w.

Zur Berechnung der extremalen Eigenwerte und zugehoriger Eigenvektoren einer Matrix kann man
gewisse Krylovraume konstruieren und dazu Ritzwert-Folgen und Ritzvektor-Folgen berechnen.
Das Gradientenverfahren (1.3) zu H = A beziehungsweise INVIT(2) ist ein auf A~ M-Krylovrium-
en basierendes Verfahren, denn

span{u, A~ r(u)} = span{u, A~ ' Mu} = K4_1,,(u).

Als eine Erweiterung von INVIT(1) beziehungsweise der inversen Vektoriteration ist INVIT(2)
zumindest beziiglich der dufleren Schritte ein schnelleres Verfahren. In diesem Sinne haben die auf
A~!M-Krylovraumen mit groBeren Dimensionszahlen basierenden Verfahren

u' = RRy min (K5-1 (1)) (3.2)
moglicherweise noch bessere Approximationseigenschaften. Natiirlich soll die Dimensionszahl s
relativ klein sein, so dass der Speicherbedarf noch angemessen ist.
Es gibt eine klassische Art von Abschétzungen, womit die Qualitit des ganzen Krylovraums be-
schrieben wird, siehe [38, 77, 83, 79, 66]. Ein Nachteil dieser Art ist, dass die Abschiitzung keine
Mehrschritt-Abschiitzung (a-priori Abschiitzung) impliziert. Um die Leistung von (3.2) besser zu
beschreiben, entwickeln wir im Folgenden gleichartige Konvergenzabschiitzungen wie (2.2) und

(2.8). Betrachten wir zunéchst einige triviale Fille und bestimmen damit Einschrinkungen fiir
nichttriviale Fille.

Lemma 3.2. Fir das Matrizbischel (A, M) gemdfl Voraussetzung 2.1 und das Verfahren (3.2)
mit v € R™"\{0} seien die § Eigenwerte, auf deren Eigenrdumen u Nichtnull-Anteile besitzt, mit
Aoy, 0(7) € {1,...,m}, bezeichnet. Dabei bilden die Indizes o(j), j = 1,...,5, eine steigende
Folge. Dann wird im Fall s > 5 ein Eigenvektor zum Eigenwert Ay 1y als u’ geliefert. Im Fall s < 5
hat K% 1 ,,(u) die Dimension s und enthilt keinen Eigenvektor.

Beweis. Benutzen wir eine Entwicklung u = ijl Vs (j) beziiglich der Eigenrdume von (A, M).
Damit gehort v zum A~!M-invarianten Unterraum V := span{v,(1),- -, Vs(s)}- V ist identisch
zum Krylovraum K% _,,,(u), denn

a) Es gilt offensichtlich C%_, ,,(u) C V.

b) Das erzeugende System {(A~*M)"~'u; i=1,...,5} von K%_,,,(u) ist ein linear unabhéngi-
ges System, so dass K% _,,,(u) die gleiche Dimension 5 wie V hat.
Beweis von b): Betrachten wir eine beliebige Linearkombination von (A=1M)*~ 1y mit Koef-
fizienten «; € R. Es gilt

S

> ai((ATIM) ) = Z%ZAU((;) Yo

i=1 i=1

: 1' ~ T
ZZUU (7) o‘(] 1047; = I:Uo'(l),"' ,Uo-(g)}M(al,-..,Oég) )

Jj=11i=1

wobei M € R¥*® mit (M);; = (A;(lj))ifl eine Vandermonde-Matrix ist. Da )\7(1) paarweise

verschieden sind, gilt det(M ) # 0, so dass M reguldr ist. Auflerdem sind die Eigenvektoren
Vg(j) wegen der A-Orthogonalitéit beziehungsweise der M-Orthogonalitét der Eigenrdume
linear unabhéngig. Damit gilt die Implikation

5

Zai((A_lM)i_lu) =0 = [’Ua(l),...,Ug(g)]M(al,...,ag)T =0

i=1

= M(a1)'~~7a§)T:0 = (Oél,...,ag)T:07
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3.1 Auf Krylovrdumen niedriger Dimensionen basierende Iterationsverfahren

so dass die Vektoren (A~!1M)*~1y linear unabhingig sind.
Fiir s > 5 gilt dann wegen K% _,,,(u) CV = K5 _,,,(v) und K5 _,,,(u) C K% _1,,(u) die Uberein-
stimmung K%, (u) = K% _1,,(u) = V. Weiter sind die Eigenvektoren v, ;) Ritzvektoren beziiglich
K% -1y, (u), denn die Residuen 7(v,(;)) sind Nullvektoren und damit Euklidisch orthogonal zu
K% -1y (u). Durch A,(;) sind dann sédmtliche Ritzwerte gegeben, so dass (3.2) einen Ritzvektor
zum kleinsten Ritzwert A, (1), das heiit einen Eigenvektor zum Eigenwert A, (1), als die neue Ite-
rierte ' liefert.

Fiir die Aussage zu s < § zeigen wir per Induktion, dass der Krylovraum ICZ_1 s (w) fiir beliebiges
k=1,...,5—1 die Dimension k£ hat und keinen Eigenvektor enthélt.

Induktionsanfang: Fiir k¥ = 1 ist 5§ mindestens 2, so dass u kein Eigenvektor ist. Wegen K}, (u) =
span{u} hat K, (u) die Dimensionszahl 1 und enthélt keinen Eigenvektor.

Induktionsschritt: k — k+1 fiir k < § — 1. Es gilt zunéchst (A~'M)*u ¢ KX _,,,(u), denn sonst
wiirde KR

Z,l A (W) = K51, (u) gelten und weiter wiirde nacheinander gezeigt, dass die Krylov-
rdume ICZH

My (u) fiir 1 = 1,2, .. séimtlich identisch zu K% _, ,, (u) wéren und die gleiche Dimension
k hétten. Dann hiitte insbesondere K% _, ,,(u) die Dimension k < §—1, das ist ein Widerspruch zum
oben bewiesenen Ergebnis K% _,,,(u) = V. Daher gilt (A~ M)*u ¢ K% _,,,(u), so dass ICZEM (u)
die Dimension k+1 hat.

Weiter nehmen wir an, dass ICZﬂ () einen Eigenvektor v enthélt. So ldsst sich v durch eine

Linearkombination Zf;l o; ((A71M)"~1u) darstellen. Dabei gilt a1 # 0, denn sonst wiirde v zu
ICIIZ‘,1 (1) gehoren, das ist ein Widerspruch zur Induktionsvoraussetzung, dass IC’j‘,1 s (1) keinen
Eigenvektor enthilt. Aus der Eigengleichung Av = AMwv folgt A~'Mv = \~!v. Einsetzen der
Darstellung v = 35! a; ((A~' M)~ 1) liefert

k+1 k+1

ST (AT M) ) = 3 T ((ATIM) T ).

i=1 i=1
Wegen ayyq # 0 lisst sich (A~'M)*+1y durch eine Linearkombination von (A='M)i~tu, i =
1,...,k+1, darstellen und gﬁhért damit zu ICZﬂM(u). Paraus folgt Kﬁfllﬂ(u) = /Cﬁ‘fllM(u) fiir
I=1,2,... und weiter dim KC%_,,,(u) = k+1 < 5, was K% _,,,(u) = V widerspricht. Daher enthalt
ICZH s (1) keinen Eigenvektor. O

In der Praxis tritt meistens der nichttriviale Fall s < 5 auf. Aulerdem lésst sich K% _,,,(u) durch
ein modifiziertes Lanczos-Verfahren konstruieren, wobei vollstéindige Orthogonalisierungen zur Sta-
bilitédt eingesetzt werden.

ur = u/[ullar;

for i=1:s5-1 do
u=A"tr(u); U=1u-— 23:1 w; (u) M) ; (3.3)
if ||@|lps =0 then break; else w;y; = a/||t)pr; end if

end do

Durch (3.3) werden M-orthonormale Basisvektoren fiir K% _,,,(u) berechnet (das lasst sich per
Induktion einfach iiberpriifen), welche als eine Basismatrix U zusammengesetzt werden koénnen.
Dann ist UTMU eine Einheitsmatrix, so dass die Ritzwerte und zugehérige Ritzvektoren durch
Diagonalisierung der Matrix UT AU ermittelt werden kénnen. Beim Aufbau von K% _,,,(u) wer-
den tatsiichlich skalierte A-Gradienten, ndmlich A~'r(u;), verwendet, daher zéihlt (3.3) auch zu
einem A-Gradientenverfahren. Bei der Konvergenzanalyse fiir (3.3) miissen wir nicht die Lanczos-
Basisvektoren betrachten. Fiir nichttriviale Félle s < 5 in Lemma 3.2 ist {(A™1M)= 1y ; i =
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3 A-Gradientenverfahren - eine Analyse in Krylovrdumen

1,...,5} bereits eine Basis von K% _,,,(u). Im néchsten Schritt der Konvergenznalalyse kinnen
wir der Einfachheit halber einige zu (3.2) dquivalente Verfahren durch Basiswechsel formulieren.

3.1.1 Niedrigdimensionale Formulierung

Um Konvergenzabschitzungen wie (2.2) des Krylovraum-Verfahrens (3.2) zu entwickeln, kénnen
wir den Krylovraum durch einen Ziel-Eigenvektor erweitern und damit niedrigdimensionale Dar-
stellungen nutzen. Diese Idee wurde in [51] fiir Verfahren zu zweidimensionalen Krylovriumen
vorgestellt. Hier verallgemeinern wir die Argumente aus [51] auf einen s-dimensionalen Fall.

Lemma 3.3. Betrachten wir den nichttrivialen Fall s < § in Lemma 3.2. Sei vy (1) der Anteil von
u auf Vo(1y, dann hat der Unterraum W := span{v, (1)} +K% _1,,(u) die Dimension s+1. Mit einer
beliebigen A-orthonormalen Basismatriz W € R™ ) won W lisst sich eine symmetrische und
positiv definite Matriz H :== WT MW aufstellen. Weiter ist durch x := W7 Au der Koeffizienten-
vektor von u beziiglich W gegeben, das heifit v = Wx. Damit ldsst sich KC%_,,,(u) durch WK% (z)
darstellen. Fiir beliebiges & € R*T\{0} wird der Rayleigh-Quotient beziiglich H durch
THz
T) = —— 3.4

wE) = —7 (34)
definiert. Fiir beliebiges @ € W\{0} und dessen Koeffizientenvektor & := WT Awi beziiglich W gilt
die Rayleigh-Quotient-Umrechnung

plt) = ——. (3.5)

Weiter lassen sich Ritzwerte und Ritzvektoren fir H definieren, siehe Definition 2.3.

x' = WTAu ist genau dann ein Ritzvektor zum gréfiten Ritzwert von H beziiglich K3 (z), wenn
u' ein Ritzvektor zum kleinsten Ritzwert von (A, M) beziiglich K%, (u) ist.

Beweis. Fiir s < 5 enthélt £%_,,, (u) nach Lemma 3.2 keinen Eigenvektor, das heifit v,y ¢
K% -1,y (u). Damit gilt dimW = s 4 1.

Mit einer beliebigen A-orthonormalen Basismatrix W e R™*(+1) yon W ist H := WTMW of-
fenbar symmtrisch. Auflerdem gilt fiir jedes # € R**1\{0}, dass Wi # 0, und weiter 77 HZ =
(W2)TM(W2) > 0. Damit ist H positiv definit.

Wegen der A-orthonormalitit von W gilt WTAW = I, so dass die Projektionsmatrix von W
durch W(WTAW)='WTA = WWT A gegeben ist, siche Definition 2.2. Wegen u € W gilt u =
WWT Ay = Wa.

Die W-Darstellungen der Basisvektoren (A~'M)"~!u von K% _,,,(u) lassen sich induktiv bestim-
men. Fiir i = 1 gilt bereits W7 Au = x bezichungsweise u = Wax. Gelte fiir i = k < s,
dass (WTA)((A"*M)*tu) = H* 'z beziehungsweise (A~'M)*~'u = WH" 'z, dann gilt fiir
i = k+1, dass

(WTA) (A M)Fu) =WTM (AT M) ) = WTMWHY 'z = HF
beziehungsweise (A~'M)*u = WH"z. Damit erhalten wir (WTA)KS 1, (v) = K§(z) und
K51y (u) = WK ().

Fiir beliebiges @ € W\{0} mit # = W7 A@ beziehungsweise & = W7 gilt unmittelbar nach ent-

sprechenden Definitionen, dass

(@) = a’Auw  FTwTAwz @'z 1
P = 3T Ma ~ fTWTMWz ~ 2THZ (@)
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3.1 Auf Krylovrdumen niedriger Dimensionen basierende Iterationsverfahren

x’ ist genau dann ein Ritzvektor zum gréBten Ritzwert von H beziiglich K% (), wenn

2')=  max z),
p(z') %K%m\{o}ﬂ()

vergleiche Satz 2.4. Mit der Darstellung 2’ = W7 Au’ beziehungsweise v/ = W' folgt aus der
Gleichheit K% _,,,(u) = WK% (x) und der Rayleigh-Quotient-Umrechnung, dass

') = @ & o= :

max min -
Feks, (z)\{0} H w(x')  zeks (z)\{o} u(Z)

p(u') = min (11).

p
aeks _y,, (w\{0}
Damit wird die behauptete Aquivalenz-Eigenschaft zwischen z’ und v/ gezeigt. ]

Fiir beliebiges @ € W mit # = W7 At gelten aulerdem die folgenden Norm-Umrechnungen:

lifla = ViT Al = ViTWTAWE = ViTs = ||Z]2,  analog |illa = ||Z] g
So erhalten wir nach Lemma 3.3 fiir den nichttrivialen Fall s < 5 eine zu (3.2) dquivalente Vorschrift
2" = RRymax (K (), (3.6)

wobei RR,, max €inen Ritzvektor zum gréfiten Ritzwert liefert. Zu bemerken ist, dass (3.6) nur zur
abstrakten Analyse dient und in der Praxis nicht einsetzbar ist, denn zur Konstruktion von W
beziehungsweise H wird ein Ziel-Eigenvektor v, (1) bendtigt.

Zur Konvergenzanalyse von (3.2) kénnen wir zuniichst die Iteration (3.6) untersuchen und schlief3-
lich die moglichen Abschétzungen fiir (3.6) in Abschétzungen fiir (3.2) transformieren. Eine alterna-
tive Krylovraum-Umformulierung ist durch eine beliebige M-orthonormale Basismatrix W von W
moglich. Mit der Hilfsmatrix H := W AW lasst sich K%, ;, (u) durch WK%, (Z) mit Z := W Mu
darstellen. Im Folgenden verwenden wir hauptséchlich die erste Krylovraum-Umformulierung. Die
zweite Krylovraum-Umformulierung wird erst bei einer Abschétzungserginzung fiir INVIT(2) wei-
ter betrachtet.

3.1.2 Eine strikte Einschachtelung der Ritzwerte

Gemaf der Krylovraum-Umformulierung in Lemma 3.3 konnen wir nun die Konvergenzmafle um-
formulieren beziehungsweise durch Zwischengroéfien beschrinken. Dabei ist eine strikte Einschachte-
lung der Ritzwerte niitzlich. Fiir Verfahren zu zweidimensionalen Krylovraumen wurde eine solche
strikte Einschachtelung in [51] durch direkte Umrechnung nachgewiesen. Fiir eine grofiere und ab-
strakte Dimensionszahl s ist diese Methode wenig geeignet. Mit Anregungen aus der allgemeinen
Krylovraum-Analyse in [79] wird hier eine andere Beweismethode entwickelt.

Lemma 3.4. Mit den Formulierungen in Lemma 3.2 und Lemma 3.3 sei im Fall s < 5 die Matriz
H definiert, deren Figenwerte durch pq > pg > -+ > usy1 und deren Ritzwerte beziiglich K3y (x)
durch 601 > 65 > --- > 05 bezeichnet und angeordnet werden. Es gilt dann py = )\;(11) und durch

e (T - 0n)s

i=1, i#j

wird fir die Ritzwerte 0; jeweils ein Ritzvektor gegeben. Die Residuen dieser Ritzvektoren sind
alle durch 7 := (I[;_,(H — 6;1)) & darstellbar. Die Eigenwerte und die Ritzwerte werden strikt
eingeschachtelt:

1> 01> po >0 > > g > 05> gy (3.7)
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3 A-Gradientenverfahren - eine Analyse in Krylovrdumen

Damit sind alle Eigenwerte von H einfach. Seien y1,vya, ..., ys+1 zugehirige Euklidisch normierte
FEigenvektoren, dann ist der Anteil vy(1) von u auf Vy(1) kollinear zu Wyy und es gilt

tan Zar (v, Vo)) [tan Zor (0, v,0) | [ tan Zer (2, y1) (3.8)
tan £y, (u, Vg(l)) tan £y (u,’vg(l)) tan Zg (z,y1) ’ '
tan Z4 (v, Vo)) |tanZa(u/,v,q)) | [tan Zo(2',y1) (3.9)
tan 24 (u, Vo(1)) | tan Za(u,vo(1) | tan Zo(x, 1) '
Gelte zusitzlich p(u) € (A\y(1), Ao(2)), S0 gilt
A )\0' ’Aa ) ! A K ) !
Aoy Aoy p(W) _ A(pa, p2, (")) (3.10)

A(/\U(l)a)‘a(Q)vp(u)) N A(Mhﬂ%ﬂ(ﬂﬁ)) .

Beweis. Der Unterraum W = span{v, (1)} + K% _1,,(u) ist eine Teilmenge der direkten Summe
der (A, M)-Eigenrdume, auf denen u Nichtnull-Anteile besitzt. Unter den entsprechenden (A, M)-
Eigenwerten ist A,(1) der kleinste, so dass der (A, M)-Rayleigh-Quotient jedes Nichtnullvektors
aus W nicht kleiner als A,(1) ist. Da W einen Eigenvektor vy (1) zu A, (1) enthilt, ist A1) das
Minimum des (A, M)-Rayleigh-Quotienten auf V. Nach (3.5) ist dann der Kehrwert von A, (1)
genau das Maximum des H-Rayleigh-Quotienten, also der grofite Eigenwert von H, damit gilt

H1 = )\;(11)-
Weiter zeigen wir fiir beliebiges j € {1,...,s}, dass &, ein Ritzvektor zu 6; ist. Es sind also
Z; € K3 (z) und (H — 0;1)T; Lo K3 (x) zu zeigen.

a) Da[[;_, ;.;(H —0;I) ein Polynom (s—1)-ten Grades von H ist, gehort Z; zu Ky ().

b) Um die Orthogonalitit zu zeigen, konstruieren wir fiir 5, (x) eine Ritzbasis, also eine aus
Ritzvektoren bestehende Basis. Mit einer beliebigen Euklidisch orthonormalen Basis X von
K3 (z) ist XTHX symmetrisch. Dann gibt es nach dem Spektralsatz eine orthogonale Ma-
trix Q, womit QT XTHXQ = diag(61,02,...,0s) gilt. So ist X@Q eine Basis von K¥(z)
und deren Spaltenvektoren %, Zo, ..., T, sind jeweils zugehorige Ritzvektoren zu Ritzwerten
01,05, ...,0s. Damit sind die Residuen (H — 6,1) z); Euklidisch orthogonal zu K%, (z) und
insbesondere zu Zy, so dass
0= ((H — 6u1) &g, &), = (xk, (H(H - 9J)) x) — (2, (H - 6,1) 7)),
i=1 2
Damit ist (H — 0;1) z; Euklidisch orthogonal zu jedem z; und damit zu IC3; ().
Auflerdem gilt offenbar (H — 6,1) &; = 7 fiir beliebiges j € {1,...,s}.
Zum Beweis der strikten Einschachtelung zeigen wir zunéchst pq > 6;. Mittels der Euler-Lagrange-
Gleichung (vergleiche Argumente vor Definition 2.3) lédsst sich zeigen, dass jede Minimalstelle des
(A, M)-Rayleigh-Quotienten auf ¥V ein Ritzvektor zum kleinsten Ritzwert A,(1) ist. Da A, (1) ein
Eigenwert ist, sind solche Minimalstellen auch Eigenvektoren. Im vorausgesetzten nichttrivialen Fall
s < 5 enthélt K%, ,,(u) keinen Eigenvektor. Wegen u' € K% _,,,(u) C W gilt also A\,1) < p(u').
Mit pp = )\;(11) und der Rayleigh-Quotient-Umrechnung (3.5) gilt anschlieend py > pu(z’) = 6;.
Nach dem verallgemeinerten Courant-Fischer-Prinzip aus Satz 2.4 angewandt auf H und K (z)
gilt weiter die Einschachtelung

p1 > 012> po > 00> - > g > 06 > fgiq. (3.11)
Wegen K% _1,,(u) = WK% (x) hat K3 (z) wie K51 ,,(u) die Dimension s, so dass es mindestens

s verschiedene H-Eigenwerte gibt, auf deren Eigenriumen x Nichtnull-Anteile besitzt (vergleiche
Lemma 3.2).
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3.1 Auf Krylovrdumen niedriger Dimensionen basierende Iterationsverfahren

Wiirde x auf genau s Eigenrdumen Nichtnull-Anteile besitzen, wire dann K%, () ein H-invarianter
Unterraum und alle Ritzwerte von H beziiglich K3, (x) wiren Eigenwerte (dafiir betrachten wir
einen beliebigen Ritzwert 6 mit einem zugehorigen Ritzvektor . Das Residuum (H —01) T ist wegen
der H-Invarianz von K%, (z) durch K%, (x) enthalten und damit Euklidisch orthogonal zu sich selbst,
das heifit das Residuum ist ein Nullvektor, so dass 6 und Z die Eigengleichung HZ = 0% erfiillen
und 0 ein Eigenwert Wird). Auflerdem gilt nach (3.11), dass alle Ritzwerte mit dem Eigenwert
unterschiedlich sind. Damit wére jeder Ritzvektor auf K% (z) ein Eigenvektor zu einem von g
verschiedenen Eigenwert und damit Euklidisch orthogonal zu beliebigem Eigenvektor zu .

Um einen Widerspruch zu konstruieren, wihlen wir einen Eigenvektor zu g1, ndmlich den Koeffi-
zientenvektor WTAUJ(D. Die zugehorige Eigengleichung lasst sich wie folgt zeigen
T T T T Ty—1 T
H(W Avg(l)) =W*MWW A’Ug(l) =W Mvg(l)ZW /\g(l)A'Ua(l):,ul (W A’Ug(l)). (3.12)
Weiter wiirde also WTAUU(D Lo K% () gelten, was dquivalent zu Av, 1y Lo WK (z) beziehungs-
weise vy(1) La K%_1,,(u) ist. Insbesondere gilt v, (1) L4 u. Das ist ein Widerspruch dazu, dass u
auf dem Eigenraum V() einen Nichtnull-Anteil hat.

Daher muss es s+1 verschiedene H-FEigenwerte geben, zu deren Eigenrdumen x nicht Euklidisch
orthogonal liegt. Dann wird analog zum Beweis von Lemma 3.2 gezeigt, dass K3, (x) keinen Eigen-
vektor enthélt (das zeigt nicht sofort die strikte Einschachtelung der Ritzwerte). Wére ein Ritzwert
0k zu einem Eigenwert p identisch, betrachten wir dann einen beliebigen Figenvektor y zu p, damit
Hy = py = 6iy. Weiter nutzen wir die (durch Polynome definierten) Ritzvektoren Z; und deren
identische Residuum 7. Es gilt

(7, ), = <(1j[1(H . Gil)) z, y)2 - <<i_1ﬁ#k(ﬂ . 911)) ) (H — 0,1) y>2 —0.

Da K%, (x) keinen Eigenvektor enthiilt, ist das Residuum 7 kein Nullvektor, so dass y zum Euklidisch
orthogonalen Komplement von 7 gehort. Jedoch ist dieses Komplement identisch zum Krylovraum
KC$; (), der den Eigenvektor y nicht enthalten sollte. So entsteht ein Widerspruch und es gilt die
strikte Einschachtelung (3.7).

Mit (3.12) wurde oben gezeigt, dass WTAUa(l) ein Eigenvektor zum Figenwert p; von H ist. Sei
y1 ein Euklidisch normailisierter Eigenvektor zu pq, dann sind WTAUJ(U und y; kollinear, so dass
Vo (1) und Wy auch kollinear sind. Es gibt also ein o € R\{0} mit v, (1) = aWy;.

Vg (1) ist sowohl die M-Projektion von u auf V(1) als auch die M-Projektion von u auf span{vy(1)},
so dass tan £, (u, Vg(l)) = tan £y (u, va(l)) gilt und der Winkel spitz ist (siche Definition 2.2).
Weiter gilt mit u = Wz, v,1) = aWy; sowie H = WTMW, dass

(s Vo)) 5 (Wa,aWy1) a(@, )
0 < cos Zn (u, v, = = = =sgn(a)cos Zy(x,y1).
0 0) = ol o lar = TWallslaWanlie ~ Tellnlalllr — " <19

Damit gilt tan £, (u, Va(l)) = tan Zyy (u, vg(l)) = |tan Ly (z,y1)|. Die M-Projektionen der Ba-
sisvektoren (A1 M)~ 1y von K% —1 5y (u) auf V, (1) sind kollinear zu vy(1), so dass die M-Projektion
Vo(1)
Es gilt 3 # 0, denn sonst wire u’ A-orthogonal zu v,(;) beziehungsweise x' Euklidisch orthogo-

von u' auf V,(;) auch kollinear zu v,(;) ist. Es gibt also ein f € R mit U;(l) = Bug(1)-

nal zu y;, damit wiirde 2’ durch span{ys, ..., ys+1} enthalten, wobei ys, ..., ys+1 Euklidisch nor-
mierte Eigenvektoren zu po, ..., us11 sind. Nach dem verallgemeinerten Courant-Fischer-Prinzip
gilt dann po > p(z’) = 601, was ein Widerspruch zur oben bewiesenen strikten Einschachtelung
(3.7) ist. Weiter gilt mit v;(l) = Buy), v = Wa', v,y = aWy; sowie H = WTMW, dass
tan Zr (v, Vo)) = [tan Zys (v, vony)| = [tan Zpg (2, y1)|. Damit wird (3.8) gezeigt. (3.9) lisst
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3 A-Gradientenverfahren - eine Analyse in Krylovrdumen

sich analog zeigen. (Dabei konnen wir Avg 1y = Ag(1)Mvs(1), Ag(1) > 0 nutzen, um M-Begriffe
in A-Begriffe zu transformieren.)
Gelte zusitzlich p(u) € (Ao(1), Ao(2)), dann liefert 0 < Ay1) < p(u') < p(u) < Ay(2) die Unglei-
chungen

;(11) > P(U/)_l > p(u)~t > )‘;(12)-

Nach dem verallgemeinerten Courant-Fischer-Prinzip gilt auflerdem

Zusammen mit p(u’) " = p(z") und p(u)~! = p(z) wird anschlieBend (3.10) gezeigt. O

Weiter kénnen wir mit einer niedrigdimensionalen Anaylse gewiinschte Abschitzungen beziiglich
gewisser Hilfsgroflen konstruieren. Als Motivation betrachten wir zunéchst den Fall s = 2, also fiir
das INVIT(2)-Verfahren.

3.2 Konvergenzanalyse fiir Verfahren zu zweidimensionalen
Krylovraumen

Geméafl Lemma 3.2, Lemma 3.3 und Lemma 3.4 ist fiir den nichttrivialen Fall ein s-dimensionaler
Krylovraum in R**! zu untersuchen. Fiir s = 2 entsteht dann die folgende Voraussetzung fiir die
niedrigdimensionale Analyse.

Vorausetzung 3.5. Eine symmetrische und positiv definite Matriz H € R3*3 besitze die Figen-
werte i, po, pi3, und 01,0> seien die Ritzwerte von H beziiglich eines Krylovraums K% (z). Der
Rayleigh-Quotient pu(-) beziiglich H sei wie in (3.4) definiert und es gelte eine strikte Einschach-
telung py > 01 > po > 03 > ps. Weiter seien y1,ys,ys Fuklidisch normierte Figenvektoren zu
11, o, 3 und x’ ein Ritzvektor zu 0.

3.2.1 Kilassische Konvergenzresultate

Wir zeigen nun zwei klassische Abschétzungen mit der Beweistechnik aus [51] und einigen Modifi-
zierungen.

Satz 3.6. Unter Voraussetzung 3.5 gilt

ta‘n AQ(LE,?yl) (313)

tan Z5(z, 1)
Gelte zusdtzlich u(x) € (p2, 1), dann gilt

A, pa, (")) << K >2_ (3.14)

0< <
A(pr, pos p(w)) ~ \2—5

Die oberen Schranken lassen sich in Grenzfillen erreichen. (Damit sind (3.13) und (8.14) scharfe
Abschitzungen. )

Beweis. Beziiglich der Eigenvektoren y; lassen sich 2 und 2’ durch

3 3
IZZ&%‘, xlzzgyi
i=1 i=1
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3.2 Konvergenzanalyse fiir Verfahren zu zweidimensionalen Krylovrdumen

darstellen. Gem#fl Voraussetzung 3.5 sind &7, &' ? sowie €3 +¢2, ¢ 3 +¢& § von Null verschieden, denn

sonst wiirde die strikte Einschachtelung nicht gelten. Weiter betrachten wir
(tan Zo(2 1) ) 2 _ (5/3 + 5/3)/5/3
tan Zo(z, 1) (53 + £§)/§%

Um diesen Quotienten mit Eigenwerten zu kombinieren, betrachten wir die Ritzvektoren (vergleiche
Lemma 3.4)

(3.15)

i‘l = (H — 92[).23, 532 = (H — 91])1‘
und deren identisches Residuum 7 = (H — 011 )(H — 021)x. Wegen der Euklidischen Orthogonalitét
7 1o K% (2) gilt 713 = 7135 = 0, so dass
2 (H - 6,1)(H —6:1)c =0 und z7(H —60,1)*(H — 6,1)z = 0.

Einsetzen der Basisdarstellung x = 2?21 & y; liefert dann ein Gleichungssystem

{ (1 = 01) (1 — 02)%63 + (2 — 01) (2 — 02)%65 + (3 — 01) (3 — 62)°63 = 0
(1 — 61)% (1 — 02)EF + (2 — 61)%(p2 — 02)&3 + (us — 01) (13 — 62)€3 =0

welches wegen &7 # 0 und der strikten Einschachtelung der Ritzwerte nach &3/¢7 und £3/&%
aufgelost werden kann:

& _ (= 01) (1 — 02) (11 — p3) & (m—01) (s — 02) (11 — peo)

& (01— po) (2 — 02) (2 — ps)’ & (00 — ps)(02 — p3)(p2 — ps)

x’ ist ein Ritzvektor zu #; und damit kollinear zu #;. Es gibt also ein ¢ € R\{0} mit

b

3 3
¥ =CE = C(H =00 =C(H—01)> &y = > Clpi — 02) i
i=1

i=1
Ein Koeffizientenvergleich mit der Darstellung z’ = Zle &Ly, liefert

ﬁ _ </~L2 - 92>2 & _ (w1 = 01)(p2 — 02)(p1 — pi3)
¢ pr—02) & (01— p2) (1 — 02)(p2 — p3)’

¢ _ (M:s - 92>2 € (m—01)(02 — ps) (i1 — o)
€3 pr—02) &8 (01— p3)(p1 — 02)(p2 — p3)
Damit ldsst sich der Quotient in (3.15) durch Eigenwerte und Ritzwerte darstellen. Jedoch hat

eine solche Darstellung zu viele Parameter. Eine deutlich klarere Darstellung erhélt man durch die
Substitution

K= u, vy = O = 'ug, Vo 1= 0o = ﬂg, (3.16)
M1 — 3 M1 — p3 M1 — p3
wofiir die Bedingungen
k€ (0,1), 1 €(k1), e (0,k) (3.17)
wegen der strikten Einschachtelung der Ritzwerte gelten. Mit (3.16) erhalten wir neue Formen der
Quotienten:
g_ (1—11)(1 =) g_ (I—v)(1—)(1—k)
&€ (n—k)(k—1)k’ e sk ’
2 9 (3.18)
é B (1 —11)(Kk — 1) é B (1 —v1)e(l — k)
2 (m-m)1-mr €2 nl-wmr
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3 A-Gradientenverfahren - eine Analyse in Krylovrdumen

Einsetzen in (3.15) liefert

tan Zo (2, y1) 2 B va(k — o) (11 — Vg — V1o + KI)
tan Zo(x,91) /| (1 —10)2(vy + vo — K + v1vg — K1y — Kl + K2)

Fiir festes x konnen wir diese Darstellung als eine Funktion f von Variablen vy und v betrachten

und dann gemé$ (3.17) das Supremum von f auf (s, 1) x (0, k) beziehungsweise das Maximum von
f auf [k, 1] x [0, k] untersuchen. Dafiir ist die partielle Ableitung von f nach v; zu nutzen. Mit

aof vo(k — 1) (1 — k) (2vy — k) <0 fir p €0,k/2)

—(v1,102) =
) = T o=t — i = P | 30 fur g € [y

61/1

gilt
< f(k,va) =1 g1 ()  fiir g € [0,K/2),
AZRZY
< f(Lve) =t ga(v2) fiir vy € [r/2,K].
Weiter sind Maxima von g;, go auf deren Definitionsintervallen zu bestimmen. Fiir vy € [0, k/2)
gilt

(li — 1/2)2

g1(ve) = f(k,12) = A=) @(yz) _ 20— k) (k —vs)

0
dl/2 —(]. — V2)3 <5
so dass g1(v2) < g1(0) = k2. Fiir vy € [r/2, k] gilt

va(k — o) (1 — 29 + Kik)
(1 —12)2(1 4 215 — 2K — kg + K2)’

(1 —K)p(r2)
(1 —v2)3(1 + 2v9 — 2K — KU + K2)2’

g2(r2) = f(L,1) =

dg2
dl/g

(r2) =
wobei p ein kubisches Polynom ist:
p(v) = k(1 — k) — (1 — K)(2 — &) (1 4 260 + 2(1 — 2K)(2 — K)V2 + 2(2 — K)V5.

Es gilt p(r2) < 0 fiir vy € [£/2, K], denn mit x € (0,1) gilt

lm_p(vs) = lim

Vo ——00

p(v)/v3- lim v =202—k) lim v3 <O,
Vo — —00 —— V2 —00

>0
p(0) = &(1 = x) >0,

1
p(k/2) = —152(2 — 2k + k%) <0,

p(k) = —k(1 —r)? <0,

lim p(r) = lim p(vp)/vs - lim v3 =2(2—k) lim v3 >0,
Vo — 00 Vo —00 Vo —00 N—— V200
>0
so dass p genau drei reelle Nullstellen hat, welche sich jeweils in Intervallen (—o0,0), (0,x/2)
und (k,00) befinden. Daher hat p keinen Vorzeichenwechsel im Intervall [k/2, k], das heifit, fiir
va € [K/2, K] ist p(v2) wie p(k/2) negativ. Damit gilt fiir vy € [k/2, K], dass
dgs

2
. R
@(Vz) <0 und damit g2(v2) < g2(k/2) = <2 — /4;) :

tan Zo(z',y1)

Kombination der obigen Ergebnisse liefert =+/f(v1,2) <k und zeigt (3.13).

tan 42 (J?, yl)
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3.2 Konvergenzanalyse fiir Verfahren zu zweidimensionalen Krylovrdumen

Die Schranke k ist der Grenzwert von +/ f (v1,v2) fiir 1 — k und vy — 0, das heifit der Grenzwert
des Betrags des Tangens-Quotienten fiir 67 — uo und 6o — us.

Gelte zusétzlich p(z) € (p2, 1), dann gilt A(pr, po, p(x)) = (w(z) — p1)/(p2 — plz)) > 0.
AuBerdem gilt A(pu1, po,n(2')) > 0 wegen p(z’') = 6y und der strikten Einschachtelung. Der
Delta-Quotient ist also positiv.

Zur Konstruktion einer oberen Schranke konnen wir den Delta-Quotienten wieder mittels der
Parameter aus (3.16) umschreiben. Mit z = Zle & y; erhalten wir

(b1 — p2)&3 /63 + (1 — 13)€3 /63
(Ml - Mz) - (Mz - Ms)f%/f%

_ w1€3 + pakd + usés
G+6+8

() = A(p, pg, p(z)) =

und weiter

A(pa, pa, (@) Ov—pn (= p2) — (p2 — 13)€3/€3
A(pa, pos (@) p2 =01 (1 — p2)€3 /63 + (m1 — 13)€3 /63

K
:171/1' 1_(1_"{)532)/5% :("E*V2)(V1+V271)
Vi — K £3/6 + (lim) £2/&2 (1 —vo) (1 + 12— k)

Betrachten wir diese Darstellung als eine Funktion f von Variablen v und 15 und bestimmen
analog zum Beweis der ersten Abschéitzung das Maximum von f auf [x, 1] x [0, k]. Fiir v» € [0, &]
ist die partielle Ableitung von f nach vy nicht negativ:

of __ (i—wm)1-n)
Tyl(yl’yz) (=) (v 4o — K)? = 0.
Damit gilt
Floi,ve) < f(Ln) = (r — va)us =: g(v2).

(1 — VQ)(l + Vo — :‘ﬁ)
Nach Betrachtung der Ableitung
dg

@(W) =

(1 —k)(k —212)
(= w221+ vz — R)?

wird das Maximum von g auf dem Intervall [0, x] an der Stelle o = £/2 angenommen. Damit gilt

Alprspo () oz w ooy ?
RIS — fon,m) < F1,m) = 00) < 30572 = (7 -

Diese Schranke ist der Grenzwert von f (v1, 1) fiir vy — 1 und v — Kk/2, das heiit der Grenzwert
des Delta-Quotienten fiir 6, — po und 02 — (u2 + us3)/2. O

3.2.2 Verschidrfte Konvergenzabschatzung fiir Ritzvektoren

In numerischen Experimenten haben wir beobachtet, dass der Betrag des Tangens-Quotienten
aus (3.13) fiir « mit p(x) € (2, p1) eine lokal kleinere obere Schranke haben soll. Die von uns
vermutete Schranke 14sst sich interessanterweise durch eine Konvexkombination von /(2 — ) und
k darstellen, ndmlich
k(l1+rk—r*) K

2—K C2—k
Zum Beweis dieser Vermutung sind die Nullstellen von einem Polynom vierten Grades zu untersu-
chen, wofiir die folgende Diskriminantenformel niitzlich ist.

(1—=K)+ K-k
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3 A-Gradientenverfahren - eine Analyse in Krylovrdumen

Satz 3.7. Ein Polynom q(t) = ag + a1t + ast? + ast® + ast* vierten Grades und reellen Koeffizi-
enten besitzt zwet einfache reelle Nullstellen und zwei nichtreelle Nullstellen genau dann, wenn die
Diskriminante

D(q) := (ara9a3)* — 4(ajas)® — 4atasays + 18a3asazay — 27atas + 256a3a3

+ao(—4a3a3 + 18ajaza + 16a5a4 — 80aja3azas — 6aja3ay + 144aiasa?)
+a3(—27a3 + 144aza3ay — 128a3a3 — 192a,a3a3)

negativ ist.

Beweis. Diese Diskriminantenformel wurde in [8] vorgestellt. Es ist einfach (aber aufwendig) zu
iiberpriifen, dass D(q) auch durch

4 j-1

af IT [t — )
j=2 i=1

darstellbar ist, wobei ¢y, ...,t;4 € C die vier Nullstellen von ¢(t) sind. (Setze dafiir ¢ = aq4 H?:1(t -
t;), dann sind die Koeffizienten ay, . . ., ag durch a4 und die Nullstellen ¢1, . . ., t4 darstellbar. Weiter
ist nur ein aufwendiger Vergleich der zwei Formen von D(g) nétig.)

i=

Da q(t) reelle Koeffizienten besitzt, treten die nichtreellen Nullstellen in konjugierten Paaren auf

(denn ¢(t) =0 = ¢(t) = q(t) = 0 = 0). Betrachten wir damit die folgende Fallunterscheidung.

1) Habe ¢(t) ein Paar nichtreeller Nullstellen und zwei verschiedene reelle Nullstellen, dann gilt
D(q) < 0. Zum Beweis seien 0.B.d.A. t; = a+1if, ta = a —if, o, 0, t3,t4 € R, § # 0, tg # ty,
damit gilt

(tl - t2)2 = _4ﬂ2 < 07 (t?: - t4)2 > Oa
2 . . 2 2
(ti—t3)%(ta—t3)? = (1 —t3)(t2a—t3))” = ((a—t3+iB) (@ —t3—18))" = ((a—t3)>+5%)" > 0,
und analog (7 — t4)%(t2 — t4)? > 0, so dass D(q) = af H?:z Hz;ll(tl —t;)*<0.

2) Habe ¢(t) ein Paar nichtreeller Nullstellen und eine reelle Doppelnullstelle, dann besitzt D(q)
Nullfaktoren in der Darstellung mit Nullstellen, so dass D(¢q) = 0.

3) Habe ¢(t) zwei Paare nichtreeller Nullstellen, dann gilt D(¢) > 0. Zum Beweis seien 0.B.d.A.
th=a+if, to =a—if, t3=v+1d, ty =~v—1id, a, 5,7, € R, 3, # 0, damit gilt

(tl — t2)2 = —452 <0, (t3 — t4)2 = —452 <0,
(tr —t3)2(ta — ta)? = ((t — ta)(t2 — 1)) = ((tr — t) (1 — £3))” = (|t — ts*)” > 0,

und analog (t; — t4)2(t2 — t3)2 > 0, so dass D(q) = a§ [[;_, [T.Z; (t: — t;)* > 0.

4) Habe ¢(t) vier reelle Nullstellen, dann sind die Faktoren (¢; —t;)? sdmtlich nicht negativ, also
D(q) = 0.

Daher ist die Voraussetzung von a) dquivalent zu D(q) < 0. O

Weiter konnen wir die oben genannte Verschirfung zeigen.
Satz 3.8. Unter Voraussetzung 3.5 und der Bedingung pu(x) € (ua, 1) gilt

k(1 + K — K2) mit o P2 M (3.19)
2-k H1— 3

tan Z2(1’/5 yl)

<

tan Zo(z, y1)
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Beweis. Wie im Beweis von Satz 3.6 wird das Quadrat der linken Seite durch die Funktion

va(k — v2) (11 — Vg — V1Va + Kg)
(1 —19)2(v1 + Vo — K + 11V — Ky — Klg + K2)

f(ylvl/Q) =

dargestellt und es ldsst sich zeigen, dass

K

flri,10) < ( > fir (v1,1v2) € (K, 1) X [K/2,K). (3.20)

2—K

Fiir v5 € (0,/2) wird eine Einschrinkung fiir v; und v durch die Bedingung pq > u(z) > po

erzeugt
M2<M(x):M § mom_lon
NS G e ow
3.18 1-— 1- 1— 1-—
( ) ( v1)( v2)( K) < K & v 4vg > 1. (3.21)
VilVok R

0
Damit gilt v; > max{k,1 — v»}. AuBerdem ist 8—f(ul, va) < 0 fiir 15 € (0,K/2), so dass
vy

1) Falls k/2 > 1 — &, betrachten wir
la) Fiir p € (0,1 — &) gilt 1 — vo > &, so dass v; > max{r,1 — 1o} =1 — v und

fri,1) < fF(1 — va,10) =: g3(va2). (3.22)

1b) Fiir v € [1 — k,k/2) gilt 1 — vy < K, so dass v > max{k,1 — o} = k. Mit der
Hilfsfunktion g; im Beweis von Satz 3.6 ergibt sich

(3.22)
flvi, 1) < f(k,v2) = g1(v2) < g1(1 — k) = f(k,1 = K) == g3(1 — k).

Zusammensetzen von la) und 1b) liefert f(v1,12) <  sup  g3(va).
0<ra<l—k

2) Falls /2 <1 — &, gilt
v <k/2<1—-Kk = 1l-1y>k.

So erhalten wir 11 > max{k,1 — 1o} =1—vy und f(v1,12) < g3(r2) wie in (3.22). Damit gilt

f(vi,v2) < sup  g3(va2).
0<va<rk/2

Zusammensetzen von 1) und 2) liefert die folgende Aussage. Fiir alle (v1,12) € (k,1) x (0, k/2) mit
vy + o > 1 gilt

f(n, 1) < sup 93(12)
0<ve<min{k/2,1—k}

mit
vo(k — v2)(1 — 3vg + Kig + 13)
(1—12)2(1 =26+ K2+ vy —v3)’

93(v2) == f(1 —v2,10) = (3.23)

Auflerdem gilt

sup 93(v2) = max 93(v2),
0<va<min{r/2,1—x} 0<r2<min{x/2,1-x}

denn g3 ist fiir 0 < vo < min{x/2,1 — k} (dabei 0 < k < 1) eine rationale Funktion mit dem
Nichtnull-Nenner

1—19)%(1—2 2 — ) =(1—1)*((1 — k)? 1-— >0 3.24
(1 —12)%( K+ K" +ve —vy) = ( OVQ) (( >0ff) + (1 —1y)) >0, (3.24)
> >0
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3 A-Gradientenverfahren - eine Analyse in Krylovrdumen

und daher stetig im Intervall [0, min{x/2, 1—x}].

Im Gegensatz zu g; ist g3 nicht fiir alle zugelassenen 5 monoton steigend. Statt das lokale Maxi-
mum von g3 zu bestimmen, zeigen wir fiir alle v5 € [0, min{x/2, 1—~x}] die Ungleichung

gs(v2) < (’W)Q (3.25)

die nach (3.23) und (3.24) dquivalent zu
P(v2) 1= va(k—1a)(1=3va + ko +13)(2— k) — (1 —10)*(1 =26+ K> + 1o — 13 ) (k(1+ K — ,%2))2 <0
ist. p(v2) besitzt einen positiven Faktor (1 — k): Es gilt p(va) = (1 — k) p(v2) mit
(o) == (1= k(L4 K — &%)+ K4+ K — 76> — k* + 65" — 25%) 1
— (4 + 12k — 5K — 4k® — 6K + 2% + 3K — K712
+3(2 - wH(2+ K2 — s — (2K (24 K% — K3)1s.

Damit ist (3.25) dquivalent zu p(v4) < 0, was im Folgenden fiir alle v5 € [0, min{x/2, 1—k} ] gezeigt
wird. Da p(v7) ein Polynom vierten Grades mit reellen Koeffizienten ist, hat p(vs) nach Satz 3.7
zwei einfache reelle Nullstellen und zwei nichtreelle Nullstellen genau dann, wenn die Diskriminante
D(p) negativ ist. Diese Diskriminante ldsst sich durch einige Polynome von x darstellen, ndmlich

D(p) = k32— )2 — )2 + K — K*) q(r)

>0 flir o<k<1
mit
q(r) = — 2560 + 17472k — 65600k 4 110960%> + 9520x" — 295884 " + 3349525 + 84028%k7
— 488800+ + 489340r° — 295988k10 4 85068k + 224298k 12 — 479273k 4- 412725k
— 128734k — 66680k'0 + 91787k'7 — 57755k8 + 34424k1° — 17792k + 3068k2"

+ 3580K%% — 3084K23 + 1124K%* — 208k2° + 1620,

Nach der Untersuchung der Nullstellen des konkreten Polynoms ¢(x) wird gezeigt, dass die Diskri-
minante D(p) fir 0 < k < 0.88 negativ ist. Damit

I) Falls 0 < xk < 0.88, dann besitzt p(r2) genau zwei reelle Nullstellen, und die beiden sind
verschieden. Betrachte

1
p(k/2) = 7173(1 +1)(4— 6k + 33K (2 - k)2 <0 fiir 0 < x < 0.88,

p(1—k)=(2+rK)(2 -5k +r*>— k> + KN (1 —r)> <0 fiir 043 < x < 0.88.
Setze v := min{x/2, 1—x}, dann gilt p(v3) <0 :
0<Kk<088 K/2>1-k = 088>k>2/3>043 = p)=p(1-k)<0,
0<k<088, k/2<1-k = p3)=pk/2)<0.
Zusammen mit p(1) = (1 —k)(2 — k)2 >0 und
i p() = lim pm) /v i vh = ~(2 k)24 &) L v <0

wird gezeigt, dass sich die zwei reellen Nullstellen von p(v2) jeweils in (v3,1) und (1,00)
befinden. Damit hat p(v2) keinen Vorzeichenwechsel im Intervall [0, v3], also

p(3) <0 = pr)<0 Vi el0v]=[0, mn{x/2, 1—k}].
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3.2 Konvergenzanalyse fiir Verfahren zu zweidimensionalen Krylovrdumen

IT) Falls 0.88 < k < 1, betrachten wir die Ableitung von p(v2):

d
d—p(ug) = k(44 r—Tr> — K +6K° — 2k5) — (8 + 24K — 1062 — 8K — 126 +4K° +6K° — 267 )1
(2

+9(2 — k3 (2 + K2 — K3)vE — 42 — k3 (2 + K2 — K3)v3.

Fiir einige Stellen v5 kann man das Vorzeichen von (dp/dvs)(v2) unter der Bedingung 0.88 <
k < 1 durch Untersuchung der Nullstellen der entsprechenden Polynome von x bestimmen:

d
di(l—ﬂ):12—36K+23I€2+4H3+4H4—H7—7H6—|—2H8>O,
V2

d 1
L (k)2) = — 12— R~ dr 4 48 4 K 5t 4 267) <0,

dV2
Py 3- w2 — k>0
dI/Q ’
lim d—p(yg) = lim p(ve)/v3- lim v§ = —4(2 —x*)(2+ K% - k) lim vi <O0.
Vo — 00 dl/2 Vo — 00 Vo — 00 Vo — 00

Aus 0.88 < k < 1 folgt auerdem 1 —x < k/2 < 1, so dass (dp/dvz)(uz2) drei reelle Nullstellen
besitzt, die sich jeweils in (1—k, x/2), (k/2,1) und (1,00) befinden. Damit hat (dp/dvs)(v2)
keinen Vorzeichenwechsel im Intervall [0, 1—k ], also

d d
d—li(l—m)>0 = d—fz(ug)>0 YV vy €[0,1-k],

das heiBt, p(r2) ist monoton steigend in diesem zugelassenen Intervall. Wegen
p(1—k)=2+r)(Q2-5r+r -k +r)1—-k)><0 fir 088 <r<1

gilt schlief3lich
p(ra) <0 Vi e[0,1-k] = [0, min{x/2, 1-x}].

Damit gilt p(r2) < 0 V vp = [0, min{x/2, 1—k}] unter der Bedingung 0 < x < 1, die nach der
Definition von k bereits erfiillt ist. Daraus folgt

k(14 Kk — K?) ?
_— . 2
P < ) < (M) (3.26)
fiir alle (v1,12) € (k,1) x (0,/2) mit vq + vo > 1.
Zusammensetzen von (3.20) und (3.26) zeigt
2 2 2
K k(1 + K — Kk?) k(1 + Kk — K?)
fvive) <max{<z_m) : ( pp ) }— <H
fiir alle (v1,12) € (k,1) X (0, k) mit vy + 5 > 1 und weiter die Behauptung. O

3.2.3 Neue Beweistechnik mit geometrischen Argumenten

In der gemeinsamen Arbeit des Autors mit Neymeyr und Ovtchinnikov [68] wurden einige klassische
Argumente aus [51] unter geometrischen Aspekten viel intuitiver beschrieben. Das ermdglicht eine
Vereinfachung des Beweises der klassischen Resultate in Abschnitt 3.2.1. Der Ausgangspunkt der
neuen Beweistechnik ist die Betrachtung der geometrischen Bedeutungen der Konvergenzmafe,
vergleiche Lemma 2.7 zu einer &hnlichen Problemstellung.
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3 A-Gradientenverfahren - eine Analyse in Krylovraumen

1 +spanfys}

/ @z/ Y1 + span{ya}

L — o
(')

kleinere pu(+) n(x)

Abbildung 3.1: Darstellung fiir INVIT(2) in einem affinen Raum

Lemma 3.9. Unter Voraussetzung 3.5 sei ein affiner Raum (o) = aqyr + span{ys,ys} fir
ap € R\{0} definiert. Fir ein i € (u2,p1) ist dann der Durchschnitt der Rayleigh-Quotient-
Niveaumenge N (f1) := {w € R3\{0} ; pu(w) = i} mit E(a1) eine Ellipse, deren Halbachsen durch

lan |/ A (p1, p, 1) und |on |/ A(p, ps, i) gegeben sind.

Beweis. Ein beliebes w € £(ay) lisst sich durch w = a1y1 + aays + asys darstellen. Wegen

2 2
Q3 Qa3

pad + peaj + pzaj n
oA (pr, po, ) a3A(p, s, fi)

plw) = =

=1
a? +ad+a3

=

=

und A(p, p2, i) > A(p1, ps, 1) > 0 ist der Durchschnitt (o) NA(f2) die behauptete Ellipse.

(Man kann auch zeigen, dass dieser Durchschnitt fiir i = po zwei parallele Geraden und fiir
i € (pg, u2) eine Hyperbel wird.) O

Die Niveaumenge N (1) besteht also aus solchen Ellipsen und ist ein elliptischer Doppelkegel ohne
den Nullpunkt 0. Betrachten wir nun den Kegel N (p(z’)) mit einem beliebigen o € R\{0}. Der
Krylovraum K% (z) ist eine Tangentialebene von N (p(2')), und die Schnittgerade &(a1)NK% (x) ist
dementsprechend eine Tangente der Ellipse & (aq )N (u(x’ )) Der Beriithrungspunkt lésst sich durch
eine Umskalierung von 2’ erhalten. Da die Abschéitzungen (3.13) und (3.14) bei Umskalierungen
von z und ' unveréndert bleiben, kénnen wir im Folgenden

T =y1 + Bay2 + B3y3, z' =1+ Boy2 + Bays

setzen und das Konvergenzverhalten weiter im affinen Raum £(1) untersuchen.
Zum Beweis von (3.13) gilt zunéchst
/ 2 / 2

tan? Zo(2/,p1) = B5” + 657, ’ + ° =1,
? ’ A(M17M27M(‘r/)) A(/j/lnu?nlu(ml))

so dass
A(ulv M2, /’L(xl))

A, () 0 = Aotz 1), (3.2

tan? Zo(z',y1) < %2 +
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3.2 Konvergenzanalyse fiir Verfahren zu zweidimensionalen Krylovrdumen

In anderen Worten ist |tan Zo(2’,y1)| der Euklidischer Abstand von ' zum Mittelpunkt y; der
Ellipse £(1) NN (u(z')) und damit nicht grofer als deren grofe Halbachse.

Eine obere Schranke der grofien Halbachse kann durch den Euklidischen Abstand des Mittelpunkts
y1 zu einem Punkt, welcher auf der der grofien Halbachse entsprechenden Geraden y; + span{y}
und auBerhalb der Ellipse liegt, gegeben werden. Der Schnittpunkt w der Ellipsentangente £(1) N
K2 (z) mit y; + span{y2} ist genau ein solcher Punkt. Wegen w € K% () lisst sich w zunéchst
durch

w =Yz + (Hr = (I + (u1)yr + (I + Cu2) B2y + ( + Cus) Bsys

darstellen. Wegen w € (y1 + span{yg}) soll dann
U+ Cur =1, U+ Cus =0
gelten. Damit erhalten wir ¢ = 1/(u1 — p3), 0 = —ps/ (1 — ps) und weiter

9 — U3
w =y + Ha = s Bay2 = y1 + KP2y2.
M1 — 3

Durch den quadratischen Euklidischen Abstand ||w — y1]|3 = %35 wird also eine obere Schranke
von A(p1, p2, p(z')) gegeben. Zusammen mit (3.27) liefert das die Abschéitzung

tan? Zo(2',y1) < K265 < k*(B3 + B2) = w*tan® Zo(2, 1)

und weiter (3.13). Als eine Folgerung erhalten wir auch eine Tangens-Abschétzung beziiglich des
H-Skalarproduktes. Mit

1
tan® Zp (2, y1) = (Mzﬂz + psfs ) 2 ( + B > < 2 (B Jrﬂ ) 22 tan? Zy (2!, 1)
J25 M1 2 M1 M1

< B22pz < 22 (ﬂ% + ‘%3) = % tan® Ly (z, 1)
M1 M1 M2

gilt also
tan Ly (2, y1)
tan Z1'{(‘/177 yl)

< k. (3.28)

Bei den Abschétzungen (3.13) und (3.28) ist die Schranke s der Grenzwert des betragsméfigen
Tangens-Quotienten fiir z — 5. Dabei konvergieren 52 und 6’5 beide gegen oo.

Zur Bestimmung der oberen Schranke in (3.14) stellen wir die Vektoren w = y1 + asys + azys aus
&(1) durch die entsprechenden zweidimensionalen Koeffizientenvektoren Pw = (ag,a3)? dar. Die
Richtung der Tangente £(1) N K% (z) wird dann durch Pz — Pz’ dargestellt. Betrachten wir weiter
die Ellipse £(1) NN (u(z")) als die Einheitskugel der Vektornorm || - || p mit

D = diag(02, d3), b = 1/A(H1,H2,#($/))a 03 = 1/A(H17#37M(~’C/))~
Da «’ der Beriihrungspunkt der Tangente ist, gilt eine elliptische Orthogonalitit
Px — Px' 1p Px'.
Damit gilt beziiglich eines D-Winkels, dass

Pa'||3 1 5y A(pa, pro, pu(a’

1Pz|[%, — 6203 + 0305 w(z') — p3
PORRTOR gelnm el
(3.29)
o Almppa) Al () A pe, ()
- 2 ,LL(ZU) — M3 (Ml?/’@v (x)) A(/”'17/’(’27/’L($)) .
62 * /J,(x) — H2 ﬂ3 52 (/11,/1,3, (l’)) ﬂ
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3 A-Gradientenverfahren - eine Analyse in Krylovrdumen

Dabei ist zu bemerken, dass x zu einer Ellipse mit Halbachsen A(,ul, 12, ,u(:z:)) und A(,ul, 13, u(m))
gehort. Weiter lasst sich das Sinus-Quadrat nach oben abschéitzen: Mit dem oben betrachteten
Schnittpunkt w ist Pz — Pw kollinear zu Px — Px’, so dass

) / ) (Px — Pw, Px)%
/p(Px — Pa', Pz) = cos® Zp(Px — Pw, Px) = :
cos? £ (Pa — Pa!, Pr) = cos” £p(Pr — Pw, Pa) = oo o

Einsetzen von Pz = (8, 43)7, Pw = (k32,0)7 liefert

(62(1 — k)3 + 535%)2
(02(1 — k)23 + 0333 (823 + 0532

Mit ¥ := 35/3 lisst sich cos? Zp(Pz — P2, Pz) weiter durch

cos? Zp(Px — P2’ Px) =

(52(1 — k)0 + 65)°
(62(1 — I{)2’l9 + (53) (5219 =+ 53)

darstellen und als eine Funktion f(9) fiir 9 € [0, 00) betrachten. Wegen

ﬁ . (52(1 — Ii)'l9 + 53)6253%2 ok Y
" = (d2(1 = )20 + 63)” (20 + 05) (3o(1 =)0 = )
>0

ist ¥ = (03/d2)/(1 — k) eine Extremstelle von f(¢) auf [0,00). Nach Betrachtung der zweiten
Ableitung ist diese eine Minimalstelle. Das Minimum lautet dann 4(1 — x)/(2 — x)2. Damit gilt

4(1 — 2
sin? Z/p(Px — P2’, Px) = 1 — cos®> Zp(Pxz — Px',Pz) <1 — (; — n/;) — (2 f H)

und weiter mit (3.29) die Abschétzung (3.14). Die Schranke lésst sich im Grenzfall p(x) —
erreichen. Dabei gilt auBerdem p(z') — p.

Der Beweis der verscharften Abschitzung in Satz 3.8 ldsst sich durch diese geometrischen Argumen-
te umformulieren, jedoch nicht wesentlich vereinfachen. Dabei kénnen wir zunéchst die Koordinaten
von Pz durch die Koordinaten von Pz’ darstellen. Mit der D-Orthogonalitit Px — Pw Lp Pz’
gilt

d2(02 — Kf2) By + 03(Bs — 0) 5 = 0.

Mit der Kollinearitit von Px — Pw und Pz — Pz’ gilt

B3 —0 :ﬂ:s*/@é
Bo— kB2 Pa—

Auflésen nach (> und (33 liefert

_ 0B+ 0553 (5 — 1)(025 + 033'3)
dorifly 031513, '

Weiter konnen wir mit einem Einheitsvektor ey := (1,0)” die £(1)-Darstellung span{es} der Ge-
raden y; + span{ys} und den D-Winkel Zp (P:c’ , span{eg}) betrachten und das Quadrat von des-
sen Tangenswert als einen Parameter ¢ benutzen. Es gilt mit Pz’ = (85, 85)7, dass (85,0)7 und
(0, 85)T jeweils die D-Projektionen von Pz’ auf span{es} und dessen D-orthogonalen Komplement
span{es} mit e := (0,1)7 sind. Das liefert

B2 B3 =

(3.30)

10085713, 63685
1(85,0)T11% 6,3’

t :=tan® Zp (P2’ span{es}) =
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Zusammen mit (3.30) und den Parametern v = d5/d3, £ =1 — Kk gilt dann
tan® Z(a',e;) _ Ba+ 05 _ (1= €)2(1 +vt)
tan® Z(z,e;)  B5+67 (14+1)2(2v+t)’

Das konnen wir als eine Funktion f(v,t) fir v € (0,1) und t € (0,00) betrachten. Die partielle
Ableitung

0f 1= €PHE+ 9=

ov (1+1)%(&2v +1)?

hat einen Vorzeichenwechsel an ¢t = £, damit formulieren wir eine Fallunterscheidung;:

1) Fir t > ¢ gilt (0f/0v)(v,t) > 0, so dass f(v,t) eine obere Schranke f(&,t) hat, welche durch

oo = (5= (%)

von oben beschrankt wird.

2) Fiir 0 < t < ¢ folgt aus der Bedingung p(x) > uo eine Einschrinkung der Parameter v, t.

2 2
: — 1—
(2) = 1 +paf + 3By he = pofizre 17

1+ 63 + 33 M2 — 3 K
Mit (3.30) und den Definitionen von v, &,t ldsst sich diese Ungleichung als

E—v t
<
1—-¢ 1+t
umschreiben. Damit formulieren wir die Einschrinkung
2426t —¢
S ysp) = ST (3.31)
E+&t

Wegen t < ¢ gilt (0f/0v)(v,t) < 0. Mit (3.31) erhalten wir

flv,t) < sup  g(t)
0<t<min{¢,£}

mit
. g+t - 2e?)(1 -9
g(t) = f(V(t)v t) - 6(53 —§t—|—2f2t+t+t2)(1 -|—t)2 ’
~ €2/(1—2¢) fiir € € (0,0.5),

] fiir £ € [0.5,1).

denn das Maximum von f(v,t) wird in den Mengen

Sp = {(Vvt) 5 Ii

=u(t), 0<v<g 0<t<El,
Sp:={(0,t) ; £ <t

< &}

angenommen. Fiir € > ¢ gilt Sy = 0. Sonst wird das lokale Maximum von f(v,t) innerhalb S,
an (0,¢), das heifit S; NSy, angenommen, denn f(0,¢) = (1 — &)?/(1 +t)? ist fiir 0 < ¢ < & eine
monoton fallende Funktion. Damit kénnen wir weiter nur die Menge S7 betrachten.

Fiir die resultierende Beweisaufgabe kann man wieder Diskriminante eines Polynoms vierten Grades
verwenden. Ob es einen wesentlich einfacheren Beweis gibt, ist zur Zeit eine offene Frage.

Zur numerischen Auswertung der exakten Schranke lisst sich die Bedingung ¢ < min{¢, £} noch
vereinfachen:
{ €/(1—-2¢) firge(0,3),

0<t< 1
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3.2.4 Riuckwartseinsetzen der Zwischenresultate

Basierend auf der obigen niedrigdimensionalen Analyse erhalten wir gewiinschte Abschitzungen
fiir originale Verfahrensformulierungen.

Satz 3.10. Mit den Formulierungen in Lemma 3.2, Lemma 3.3 und Lemma 3.4 sei fir das
Matrizbiischel (A, M) gemdfy Voraussetzung 2.1 und das Verfahren (3.2) der nichttriviale Fall
s = 2 < § betrachtet. Es gilt

tan Z 4 (u', Va(l)) tan £ (u Vg(l))

< ; 3.32
tan 24 (u, Vo(1)) =" tan Zar (u, Vo(1)) ~ =" -
)\o— )\o' s) )\0'
- H< (1))( (5) (2))_
As(2) ) \Aa(s) = Aa(n)
Gelte zusitzlich p(u) € (/\0(1), )\0(2)); dann gilt
A1) Aaa,s plad A\’
0 < 200 Ao p(w)) _ ( g ) , (3.33)
A()\J(l)7 )\0(2)5 p(u’)) 2—R
tan Z4 (u’, Vg(l)) < AL+ i — /) (3.34)

tan £ 4 (u, Vo’(l)) 2—-K

tan Z (v, V, Ao R(l+ & — k2 As(s) = Ao
an Zr (v, Vo1y) - ( <1>) (n( +R—R )) mit Roe 2o @ (3.35)
tan /s (u, Vg(l)) As(2) 2—-kK Ao(s) = Ao(1)

Die oberen Schranken in (3.82) und (3.33) lassen sich in Grenzfillen erreichen. (Damit sind diese
Abschitzungen scharf.)

Beweis. Mit den Formulierungen in Lemma 3.4 gilt nach dem Courant-Fischer-Prinzip, dass
1 -1
1= o(1) > /\0(2) > o > 3 > )\0(5).

Damit wird gezeigt, dass
fi2 — {13 /\;(2 Ao
T 1
- Aa(l) Ao(s)

Tangensabschétzungen in (3.32) folgen dann jeweils aus (3.9), (3.13) und (3.8), (3.28):

= K.

R =

tan Z 4 (u’, Vg(l)) | tan Zo(2', y1)

= <k <Rk
tan AA(u, VU(1)) tan Zo(z,y1) | = T

analog tan 2y (v, V, (1))/tan 2 (u, Vo)) < 5.

Gelte zusitzlich p(u) € ( o(1) ,,(2)), entsteht zunéichst die Bedingung u(xz) € (pe, p1). Weiter
folgt die Abschatzung (3.33) aus (3.10), (3.14) und einer Monotonie

AAo1)s Aoy, P(W)) _ Alpa, iz, pla’)) ( K )2 ( 3 )2
< < < < ~ ] .
A(Ao(1)s Ao2)s p(w) — A, p2, p(z)) 2 -k 2— &

Die Abschiitzung (3.34) folgt in dhnlicher Weise aus (3.9), (3.19) und einer Monotonie

tanéA(u/, Vg(l)) -
tanZA(u, Vg(l)) N

tan Zo(x', y1)

k(1 + K — K?) - k(1 + & —R/?)
tan Zo (2, y1) - '

<
- 2—K 2—R
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Da (3.19) beziiglich der H-Winkel im Allgemeinen nicht gilt, benutzen wir zum Beweis von (3.35)
eine andere Krylovraum-Umformulierung. Mit den Formulierungen in Lemma 3.3 definieren wir
H := WT AW mit einer beliebigen M-orthonormalen Basismatrix W von W, dann ist K% _,,,(u)
durch WK%, _, () mit z := W' Mu darstellbar. Mit dem Rayleigh-Quotienten ji(-) beziiglich H
gilt fiir beliebiges @ € W\{0} und den entsprechenden Koeffizientenvektor & := W7 M, dass
p(@) = (%), und 7' := WTMu/ ist genau dann ein Ritzvektor zum kleinsten Ritzwert von H
beziiglich £%,_, (Z), wenn u’ ein Ritzvektor zum kleinsten Ritzwert von (A, M) beziiglich K% _ , (u)
ist. Seien i3 < fig < --- < Jig41 die Eigenwerte von H und 41,92, . . ., ¥st+1 zugehorige Euklidisch
normierte Eigenvektoren. Dann gilt analog zu Lemma 3.4 eine strikte Einschachtelung der Ritz-
werte beziehungsweise die Umrechnung

tan £y (u’, V(,(l)) B
tan Z]\/[ (u, Va‘(l))

tan Zo (7', 91)
tan 42(53, ﬂl)

Weiter betrachten wir den Fall s = 2, p(u) € (A,(1), As(2)), und dabei den Krylovraum
K% 1 (%) = span{z, H 'z} = span{w, Hw} = K% (w)
mit w := H~1Z. Wegen ji(Z) = p(u) € ()\(,(1), )\0(2)), fi1 = Ao(1) < Ag(2) < 2 < i3 < Ap(s) und
der Rayleigh-Quotient-Verkleinerung der inversen Vektoriteration (vergleiche Satz 2.14) gilt
fin < fiw) < () < fio
Dann wird analog zu Satz 3.8 gezeigt, dass
tan Zo(Z', 5 R R fis — [i
anZo(@g)| FOA+HRZFY) oo fa—fla
2—-Fk H3 — [l

tan Z5(w, 1)
Nach der Tangensabschétzung der inversen Vektoriteration (vergleiche Satz 2.11) gilt aulerdem
tan Zo(w, 1) < @

H2

Zusammensetzen dieser Zwischenabschéitzungen liefert (3.35).

tan Zo(Z,71)

Die oberen Schranken in (3.32) und (3.33) lassen sich mit denjenigen u, die auf genau drei Ei-
genrdumen Nichtnull-Anteile haben, also mit § = 3, in &hnlichen Grenzféllen wie bei der niedrig-
dimensionalen Analyse erreichen. ]

3.2.5 Konvergenzabschitzung fiir Ritzwerte unter allgemeineren
Bedingungen

Ausgehend von den Bedingungen der Form p(u) € (\;, Ai+1) konnen wir eine gleichartige Konvergenz-
abschiitzung wie (2.8) als Folgerung von (3.33) formulieren. Dafiir betrachten wir wieder Rayleigh-
Quotient-Niveaumengen und verwenden eine Kurven-Differentiation, vergleiche Theorem 2.1 in
[68] zu einer dhnlichen Problemstellung.

Lemma 3.11. Betrachten wir das Matrizbiischel (A, M) gemdf Voraussetzung 2.1 und eine Rayleigh-
Quotient-Niveaumenge N'(\) = {z € R™\{0} ; p(z) = X}, wobei X € (A, \) und \ kein Ei-
genwert von (A, M) ist. Fiir jedes x € N'(\) ist dann K%, ,,(x) 2weidimensional und es gibt ein
eindeutiges a(z) € R, so dass a(x)x + A~L Mz ein Ritzvektor zum kleinsten Ritzwert von (A, M)
beziiglich K2 ., (x) ist. Damit ist auf N'(\) eine Funktion

f(z) = p(afz) z + A" Mxz)

definierbar. Falls u eine Extremstelle von f ist, dann gibt es hichstens drei verschiedene Eigen-
werte, auf deren Eigenrdumen u Nichtnull-Anteile besitzt.
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3 A-Gradientenverfahren - eine Analyse in Krylovrdumen

Beweis. Fiir jedes x € N'()) ist p(x) = A kein Eigenwert von (A, M), so dass = kein Eigenvektor ist
und K% _,,,(z) zweidimensional ist. Nach Lemma 2.9 wird gezeigt, dass K%_,,,(z) einen Vektor
mit kleinerem Rayleigh-Quotienten als x besitzt, so dass x kein Ritzvektor zum kleinsten Ritzwert
von (A, M) beziiglich K2_,,,(z) ist und K2 _,,,(x) zwei eindimensionale Ritzriume besitzt. Mit
diesen Ritzraumen hat die Gerade &z + A~'Muz jeweils einen eindeutigen Schnittpunkt. Damit
gibt es ein eindeutiges a(z) € R, so dass a(x)z + A~ Mux ein Ritzvektor zum kleinsten Ritzwert
von (A, M) beziiglich K% _,,,(z) ist.

Fiir eine Extremstelle v von f auf A (5\) betrachten wir eine beliebige durch w laufende stetig
differenzierbare Kurve {g(t) ; t € T C R} € N()\) mit g(t,) = u, dann ist u auch eine Extremstelle
von f auf dieser Kurve, so dass t, eine Extremstelle der Funktion f o g ist und die notwendige
Bedingung (d (f o g)/dt)(ty) = 0 gilt. Daraus folgt mit

(fog)(t) = p(afg(t)) g(t) + A" Mg(t)),
2/2g) (];f 9 (1) = (Vp(a(g(t)) g(t) + A*lMg(t)))T(a(g(t)) o) + Laog) (CZ; 9 (1)g(t) + A*lMg(t)),
wobei ¢(t) die Ableitung (dg/dt)(t) bezeichnet, dass
= (Vlolots)) alty) + A~ Ma(t,))) " (alalt) atty) + YD 1)g01,) + A~ 0140r,))
_ d(C(V; 9) (t)u + A—lMg(tg))

J_2u

0=
(Vp u)u—+ A~ 1Mu))T(a(u)g(tg)+
= ({

(MA™" + a(u)I)Vp(a(u u+A*1Mu))Tg(tg).

Analog zum Beweis von Lemma 2.13 wird gezeigt, dass der Vektor w Euklidisch orthogonal zur
Tangentialhyperebene % von A (A) an u liegt und damit kollinear zum Normalvektor Vp(u) ist. Es
gibt also ein 3 € R, so dass w = SV p(u). Mit den Bezeichnungen o := «(u), @ := a(u) u+ A~ Mu
ergibt sich )
20
5 (Au — p(u)Mu).

MA ' +al
( o1) Jul2,

2 (Ad— pa)Ma) =
[all3s

Mit 3 := J|a||3,/||ull3; erhalten wir weiter
(MA™" +al) (A= p(@a)M) (au+ A~ ' Mu) = B(Au — p(u)Mu).

Das léisst sich mit der Entwicklung u = ' | v; beziiglich der Eigenrdume von (A4, M) in

m m

Z(x\i—p(a))()\;1+a Muv; = ZB /\ — le

i=1

und weiter mit einem kubischen Polynom p in

Zp /\ Muv; =0

/\2T

svi, J=1,...,m liefert

umschreiben. Multiplizieren der beiden Seiten diesr Gleichung mit

PO lvill3 =0, G=1,...,m,

das heift, fiir jeden Index j muss mindestens eine der folgenden zwei Aussagen gelten: (1) Der
Eigenwert J\; ist eine Nullstelle von p. (2) Der Vektor u hat einen Nichtnull-Anteil auf V;.

Hétte u auf mehr als drei Eigenrdumen Nichtnull-Anteile, dann miisste p mehr als drei positive
Nullstellen besitzen. Das ist ein Widerspruch dazu, dass p ein kubisches Polynom ist. O
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3.2 Konvergenzanalyse fiir Verfahren zu zweidimensionalen Krylovrdumen

Mit Lemma 3.11 kann man aus der Bedingung p(u) € (A;, A\j+1) Voraussetzungen von Satz 3.10
konstruieren und weiter die Abschétzung (3.33) modifizieren.

Satz 3.12. Fiir das Matrizbischel (A, M) gemdif$ Voraussetzung 2.1 und einen Vektor u € R™\{0}
werde ein Schritt des INVIT(2)-Verfahrens durchgefihrt: w' = RR min (K4-1,,(w)).

Falls u kein Figenvektor ist, dann gilt p(u') < p(u). Gelte zusditzlich p(u) € (A, Nix1) fir ein
ie{l,...,m—1}, dann gilt

A )\1,)\1 N ! K 2 . ).
o Aer, p0)) ( . > mit = ( As ) (Am AZ“). (3.36)
A(/\i, )‘i+17 p(u)) 2—FK )‘i+1 )\m — )\1

Die obere Schranke in (3.36) lisst sich in einem Grenzfall erreichen. (Damit ist (3.36) eine scharfe
Abschitzung.)

Beweis. p(u') < p(u) wurde bereits in Lemma 2.9 fiir ein zu INVIT(2) dquivalentes Verfahren
bewiesen. Fiir p(u) € (A, Ai+1) gilt entweder p(u') < A; oder A; < p(u') < p(u). Fiir den Fall
p(u') < \; ist der abzuschitzende Delta-Quotient nicht positiv, so dass (3.36) trivial ist. Fiir
den Fall \; < p(u’) < p(u) betrachten wir die Rayleigh-Quotient-Niveaumenge N (p(u)) := {z €
R™\{0} ; p(z) = p(u)} und eine Maximalstelle @ der Funktion f(z) := p(a(z)z + A~ Mz) auf
N (p(u)). Mit @ := f(a) gilt dann

Ni < p(u') < p(@') < p(a) = p(u) < Niy1, (3.37)

daher ist p(@') kein Eigenwert.

Nach Lemma 3.11 hat @ auf héchstens drei Eigenrdumen Nichtnull-Anteile. Da p(@') kein Eigenwert
ist, soll @ auf genau drei Eigenrdumen Nichtnull-Anteile haben (denn sonst wire @’ ein Eigenvektor
und p(@’) ein Eigenwert, vergleiche Satz 3.2).

Nummerieren wir diese drei Eigenrdume mit Indizes o(1) < o(2) < o(3), dann gilt entweder
)‘a(l) < )\0(2) <\ < p(ﬂ,) < A1 < )\0(3) oder )‘a(l) <\ < p(ﬂ) < A1 < )\0(2) < )\0(3). Im
ersten Fall erhalten wir nach dem Courant-Fischer-Prinzip einen Widerspruch zu (3.37), némlich
p(i') < Ao(2) < Ai. Im zweiten Fall gilt nach Satz 3.10 angewandt auf 4 und 5 = 3, dass

A1), A i EO\2 A Aoy — A
0 (Ao(1)s Ao(2), p(@)) <( R ) mit /%:—( a(l))( o(3) 0'(2)>'

A(No(1), Ao2), p(@) — \2— A Ao2) /) \Ao(3) — Ao(1)

Wegen Ay1) < A < A1 < As2) < Ao(z) < A gilt

(/\0(1)) </\a(3) —/\a(z)) - ( i ) <>\m _>\i+1)
Ao2)) \Ao3) = Aor)/) — \Aig1 Am — A )

das heifit # < &. Damit

S - (=) (Rapm) = () (et

_ AQo) M), () S<2,% >2§< 5 )2

A(As(1)s Ao(2), p(1)) — R 2—Fk

Das liefert zusammen mit A (X, Aiy1, p(u)) < A(Ni, Aig1, p(@)), vergleiche (2.9), und p(@) = p(u)
die Abschétzung (3.36). Die Schranke von (3.36) ldsst sich mit denjenigen wu, die genau auf den
Eigenrdumen V;, V;11 und V,, Nichtnull-Anteile haben, in einem #hnlichen Grenzfall wie bei der
niedrigdimensionalen Analyse erreichen. O
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3 A-Gradientenverfahren - eine Analyse in Krylovrdumen

Die schnellste Konvergenz von INVIT(2) unter der Bedingung p(u) € (i, Ai+1) bezieht sich auf
einen trivialen Fall. Im Unterraum V;®V,, kann man einen Vektor finden, dessen Rayleigh-Quotient
den gegebenen Wert hat. Die damit erzeugte neue INVIT(2)-Iterierte ist dann ein Eigenvektor zum
Eigenwert \;.

Durch die Abschétzungen in Abschnitt 3.2.4 und Abschnitt 3.2.5 kann man auch Mehrschritt-
Abschétzungen formulieren. Auflerdem ldsst sich einfach zeigen, dass das (A — AM)-Gradient-

verfahren v’ = RR min (IC? A—3M)-1 M(u)) mit einer positiven unteren Schranke A von \; bessere

Konvergenzfaktoren mittels Substitutionen der Form A,y — Ag() — X in den Schranken besitzt.

3.3 Konvergenzanalyse fiir Verfahren zu s-dimensionalen
Krylovraumen

Geméf Lemma 3.2, Lemma 3.3 und Lemma 3.4 entsteht fiir den nichttrivialen Fall des Krylovraum-
Verfahrens (3.2) folgende Voraussetzung zur niedrigdimensionalen Analyse.

Vorausetzung 3.13. FEine symmetrische und positiv definite Matriz H € RGETUXGHD pegitze
Eigenwerte i1, fo, . .., fisy1, und 01,0s, ..., 05 seien Ritzwerte von H beziiglich eines Krylovraums
IC3;(x). Der Rayleigh-Quotient p(-) beziiglich H sei wie in (3.4) definiert und es gelte eine strik-
te Einschachtelung (3.7). Weiter seien yi,ys,...,Yst1 FEuklidisch normierte Eigenvektoren zu
W1, oy - - phse1 und &' ein Ritzvektor zu 0.

3.3.1 Konvergenzabschitzung fiir Ritzvektoren

Bei der Verallgemeinerung der klassischen Konvergenzanalyse aus Abschnitt 3.2.1 fiir INVIT(2)
auf das Krylovraumverfahren (3.2) haben wir eine Tangens-Abschétzung mit Konvergenzfaktor

s+1

H M2 — [y

jg BT My
entdeckt und relativ technisch bewiesen. Wir formulieren hier einen vereinfachten Beweis nach
Anregung der neuen Beweistechnik aus Abschnitt 3.2.3. Zunéchst werden die geometrischen Argu-

mente in Lemma 3.9 verallgemeinert.

Lemma 3.14. Unter Voraussetzung 3.13 sei ein affiner Raum

E(on) = a1y +span{yz, ..., Ys+1}

fir ap € R\{0} definiert. Fiir ein fi € (ua, 1) ist dann der Durchschnitt der Rayleigh-Quotient-
Niveaumenge N(fi1) := {w € R*TN\{0} ; p(w) = i} mit E(ay) ein Ellipsoid, dessen Halbachsen

durch on|\/A(p1, pg, 1), § =2,...,s+1 gegeben sind.

Beweis. Ein beliebes w € £(ay) lisst sich durch w = Z;ii oy, darstellen. Wegen

s+1 2 s+1
i) = ZE g SN
Zji} a]z j=2 a%A(Ml’Mj’ﬂ)
und A(pr, py, 1) > 0 fiir j =2,...,s+1 ist £(ar) NN (i) das behauptete Ellipsoid. O
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3.3 Konvergenzanalyse fiir Verfahren zu s-dimensionalen Krylovrdumen

Betrachten wir nun A (p(2’)) mit einem beliebigen a; € R\{0}. Der Krylovraum Kj;(z) ist eine
Tangentialhyperebene von A (u(z”)) in R, so dass £(a1)NK% (z) eine Tangentialhyperebene des
Ellipsoids & () NN (p(2')) in €(ay) ist. Der Berithrungspunkt ldsst sich durch eine Umskalierung
von 2’ erhalten. Damit kénnen wir die oben genannte Tangens-Abschéitzung beweisen.

Satz 3.15. Unter Voraussetzung 3.13 gilt

s+1

<Kk mit K _HZQ*Z’. (3.38)
1 J

tan Zo(a',y1)
tan Zo(z,y1)

Die obere Schranke in (3.38) lisst sich in einem Grenzfall erreichen. (Damit ist (3.38) eine scharfe
Abschitzung.)

Beweis. Da die Abschétzung (3.38) bei Umskalierungen von x und 2’ invariant ist, setzen wir

s+1 s+1

fU:lerZﬂjyja x/:y1+2ﬂ;—yj
j=2 J=2

und untersuchen das Konvergenzverhalten im affinen Raum £(1). Es gilt also

s+1 s+1 6/2

tan? 4295 Y1) Z , Z%‘/:l’

4 A, g, pl2"))

so dass

!/
tan? Zo(z',y1) < B Z Mﬂf = A(p1, po, p(a")). (3.39)
va gy ))

Damit ist | tan Z2 (', y1)| nicht groBer als die grofite Halbachse des Ellipsoids £(a1) NN (p(z)). Zur
Konstruktion einer oberen Schranke der grofiten Halbachse wihlen wir einen Punkt, welcher auf
der dieser Halbachse entsprechenden Geraden y; + span{ys} und auerhalb der Ellipse liegt. Ein
passender Punkt ist der Schnittpunkt w der Tangentialhyperebene & (v )NK% () mit y; +span{ys }.
Wegen w € K% (z) stellen wir als

s s+1 s+1 s s+1
w = ZQHL Lo =G> Bty =D B> Gkt = Bips—1(1)y;
=1 =1 =1 =1 =1

mit 3; = 1 und einem Polynom p,_1(8) := > ;_, ;6" dar.

Nach Voraussetzung 3.13 sind die Koeffizienten (35, . .., 8541 ebenfalls von Null verschieden. Wegen
w # 0 und der Darstellung w = Zjii Bips—1(p)y; ist dann ps_1 keine Nullfunktion. Wegen
w € (y1 + span{yg}) liegt w zu den Eigenvektoren ys, ..., ys4+1 Euklidisch orthogonal. Zusammen

mit der Orthonormalitéitseigenschaft der Eigenvektoren yq, ..., ys4+1 gilt also
s+1
0=yiw=> Bipe1(i;)yiy; = Pps—1(u) fiix k=3,... s+l
j=1

Wegen i, # 0 gilt ps—1(ur) = 0 fiir k£ = 3,...,s+1. In anderen Worten sind diese pj, Nullstellen
von ps_1. Da uj paarweise verschieden sind, haben wir samtliche Nullstellen von p,_; gefunden,
so dass es ein ¢ # 0 mit

ps—1(8 CH5 i)

47



3 A-Gradientenverfahren - eine Analyse in Krylovrdumen

gibt. Damit gilt
s+1 s+1 s+1
w = Zﬁ]ps 1 /'1/] Zﬁ] (H :U’k)> Yj-
7j=1 k=3

Nutzen wir nochmal die Bedingung w € (y; + span{ys}), erhalten wir mit 3; = 1 und einer
Normierung beziiglich des Koeffizieten zu y;, dass

s+1

w =y + B2 HZ? ZJ Y2 = Y1 + B2ky2.
j

Weiter wird durch den quadratischen Euklidischen Abstand |jw —y1]|3 = k235 eine obere Schranke
von A (1, p2, 1(2')) gegeben. Das liefert zusammen mit (3.39), dass

s+1
tan? Zo(2',y1) < K265 < K Zﬁf = k2 tan® Zy(z, 1)

=2

und weiter (3.38). Die Schranke « ist der Grenzwert des betragsméfligen Tangens-Quotienten fiir
x — yo. Dabei konvergieren 32 und 6/3 beide gegen co. O

Als eine Folgerung gilt auch eine Tangens-Abschétzung beziiglich des H-Skalarproduktes. Mit

s+1 s+1 s+1

tanun,yl):fz U Rkl D B A
j=3
s+1
< &K252<I€2& ﬂ%—kzﬂﬁ? = rw?tan? Zy (z, 1)
M1 H1 =2

gilt also

4 /
tan 2y (2", y1) < K (3.40)

tan Zg (, 1)

Die Schérfe der Schranke s in der Abschétzung (3.40) ldsst sich ebenfalls im Grenzfall z — yo
zeigen. Basierend auf (3.38) und (3.40) werden gewiinschte Abschétzungen fiir originale Verfah-
rensformulierungen erhalten.

Satz 3.16. Mit den Formulierungen in Lemma 3.2, Lemma 8.3 und Lemma 3.4 sei fiir das Ma-
trizbiischel (A, M) gemdfs Voraussetzung 2.1 und das Verfahren (3.2) der nichttriviale Fall s < §
betrachtet. Es gilt

tan £ 4 (u', V[,—(l)) <k tan Zy (u/a Va(l)) <k (3 41)
tanAA(u, Vg(l)) - tan ZM('UJa Va’(l)) B .

)‘a - — o(5+1—3 _)\0‘
mit g;:(“) H( (1) (2)>.

As(2) Ao(541—5) — Ao(1)

Die obere Schranke & lisst sich in einem Grenzfall erreichen. (Damit sind die Abschitzungen in

(3.41) scharf.)
Beweis. Mit den Formulierungen in Lemma 3.4 gilt nach dem Courant-Fischer-Prinzip, dass

)\1>)\(1)>,le2, >A1

o(1) o(5—(s+1)+4) Tar j=3,...,5+1.
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3.3 Konvergenzanalyse fiir Verfahren zu s-dimensionalen Krylovrdumen

Damit wird gezeigt, dass

s+1 s+1 A~ -1

Huz 1 H 0(2) — Ao(s—(s+1)+4)) — i
Ky = 3>\a'(1) /\a(s (s+1)+7))

Tangensabschétzungen in (3.41) folgen dann jeweils aus (3.9), (3.38) und (3.8), (3.40):

tanZA(u', V(,(l)) | tan Za (2’ y1)
tanéA(u, Va(l)) n tan Zo(x, y1)

<K<K

analog tan /s (u’, Vg(l))/tan sy, (u, Vg(l)) < k. Die obere Schranke & ldsst sich mit denjenigen
u, die auf genau s+1 Eigenrdumen Nichtnull-Anteile haben, also mit s = s+1, in einem &hnlichen
Grenzfall wie bei der niedrigdimensionalen Analyse erreichen. U

3.3.2 Konvergenzabschidtzung fiir Ritzwerte

Mit weiteren geometrischen Argumenten kénnen wir eine Konvergenzabschéitzung fiir Ritzwerte
formulieren. Die Schranke hat eine relativ komplizierte Darzustellung und lasst sich mehrstufig
definieren.

Satz 3.17. Unter Voraussetzung 3.13 gilt fir p(z) € (p2, p1), dass

0<

mit  Kj = (3.42)

(S
A(,Ltl,,LLQ,,LL(IIT )) < Jj=2 Kj , H :uj 12
< 5 .
A(M17M27:u(x)) (Zb+1 ‘ ]‘_1> 1=2, l;ﬁj - M
Die obere Schranke in (3.42) ldsst sich in einem Grenzfall erreichen. (Damit ist (3.42) eine scharfe
Abschitzung.)

Beweis. Basierend auf dem Beweis von Satz 3.15 sind die zwei Delta-Werte jeweils das Quadrat
der grofiten Halbachse eines nicht-entarteten Ellipsoids, so dass deren Quotient positiv ist. Weiter
stellen wir die Vektoren w = y; + E;I; a;y; aus £(1) durch die entsprechenden s-dimensionalen
Koeffizientenvektoren Pw = (s, ..., as41)” dar. Betrachten wir das Ellipoid £(1) NN (p(z')) als
die Einheitskugel der Vektornorm || - || p mit

D = diag(da,...,0s41), 6 = 1/A(p1, pj (")), j=2,...,s+1

Da 2’ der Beriihrungspunkt der Tangentialhyperebene £(1) N K%, (x) ist, liegt Px’ D-orthogonal
zum Richtungsanteil der £(1)-Darstellung von £(1)NK3; (x) (diese Darstellung ist ja auch ein affiner
Raum). Um diese £(1)-Darstellung zu konstruierten, bestimmen wir die Schnittpunkte von £(1) N
K% (z) mit den affinen Rdumen y; + span{y;}, j = 2,...,s+1. Der Schnittpunkt fiir j = 2 wurde
bereits im Beweis von Satz 3.15 ermittelt. In #hnlicher Weise werden die weiteren Schnittpunkte
bestimmt. So sind sdmtliche Schnittpunkte durch

s+1
i+ K35y, J=2,...,5+1 mit k; = H H] ol
lQl;éj

gegeben. Die £(1)-Darstellung von £(1) N K%, (x) wird dann durch Verbindungsvektoren von y; +
ko212 mit anderen Schnittpunkten erhalten, ndmlich

(k202,0,...,00" + W mit W :=span{ws,..., wei1},

w; = (k2f2,0,...,0,—kK;3;,0,... LT eRS, j=3,...,5+1.

(3.43)
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3 A-Gradientenverfahren - eine Analyse in Krylovrdumen

Damit liegt P2’ D-orthogonal zum (s—1)-dimensionalen Unterraum W von R®, so dass span{Pz’}
das D-orthogonale Komplement von W ist.

Wir konstruieren einen weiteren Nichtnullvektor, welcher zu diesem Komplement gehort. Mit

(5 )
Y= e,
dok2 B2 Os+1Ks+108s+1

werden die D-Orthogonalitéiten yTij =0 fiir j = 3,...,s+1 erfiillt, daher ist das Komplement
span{Pz’} auch durch y aufgespannt.

Da Px und Pz’ beide zum affinen Raum in (3.43) gehéren, gilt Pr — P2’ € W. Wegen der D-
Orthogonalitit Pz’ Lp W gilt dann Px — P2’ 1p Pa’, so dass (siehe Definition 2.2) Pz’ die
D-Projektion von Pz auf span{Pz'} = span{y} ist und

P 712 1 5—1
cos? Zp(Px,y) = cos> Lp (Px 5pan{y}) ” $|||2 = 5r = s+l o
> 6,8 ﬁz“‘zé 162
j=2 J=3"J
A(Mhﬂ%ﬂ( )) > A('uhpa’ (xl))
Ss+1 - s+1 (3.44)
52+ZM 'u]/6)2 ﬂQJFZu
A(,U/]_,,U/Q,/J/( )) _ A(Ml»ﬂ%ﬂ(x/))
.s+1 ’
/Ll,,ug, l’)) 2 A(:ula/u'%,u’(x))
+ - 7 .
& Z ul,ujyu(x))ﬁj

Dabei ist zu bemerken, dass z zu einem Ellipsoid mit Halbachsen A(,ul, Hjs ,u(gc))7 J=2,...,5+1
gehort. Mit den Komponenten von Px und y kénnen wir cos? /p(Pz,y) nach oben abschiitzen.
Es gilt

9 2
_ (P ) )2 _ (ESI; K‘-_1> (Zéi; K._l)
o) = G~ (i) () (sl )

denn nach der Cauchy-Schwarz-Ungleichung erhalten wir

s+1 2 s+1 . 2 s+1 s+1
Sl = D0 (VI8 (Voslkil155) < D6 | | Do
=2 j=2 J=2 =2

Einsetzen in (3.44) wird die Abschétzung (3.42) gezeigt. Die obere Schranke lésst sich im Grenzfall
w(x) — pq erreichen. Dabei gilt aulerdem p(a’) — py. O

Ein Riickwértseinsetzen der Abschétzung (3.42) ist fiir ein allgemeines s > 3 keine einfache Auf-
gabe. Die Monotonien der niedrigdimensionalen Schranke beziiglich der abstrakten Variablen f;
sind fiir s = 3 bereits nicht alle eindeutig. Die symbolische Darstellung der allgemeinen Schranke
wird deswegen komplizierter.

Satz 3.18. Mit den Formulierungen in Lemma 3.2 Lemma 3.3 und Lemma 3.4 sei fir das Ma-
trizbischel (A, M) gemdfS Voraussetzung 2.1 und das Verfahren (3.2) der nichitriviale Fall s < 5
betrachtet. Es gibt fiir p(u) € ()\0(1), )\0(2)) eine s-elementige Untermenge J der Indexmenge
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{0(2),...,0(3)}, so dass

2
A()\O'(l)7 )\0(2),P(UI)) < (Zje] kg 1)

0< (3.45)
A1), Aoy, p(w)) — o —1\?
(o Az, p(w) (Zje.l |51 )
. /\0(1)>< Al — A
mit Ry o= H < J .
1€l ing N N A= Aa)
Beweis. Fiir p(u) € (As(1), Ao(2)), gilt zunéichst die Bedingung p(z) € (uz, 1)
Dann folgt aus (3.10), (3.14), dass
’ / (ZS—H n_1)2
0~ A(As1): Ao(2)s p(u')) _ A(pr, p2, p(z")) _ j=2
ARo) Ao p(w) T Alpa, po, p(w)) (ZSH M )2
Diese Schranke lésst sich als eine Funktion von den Variablen pas, ..., us41 betrachten. Fiir kon-
krete pa, ..., ts4+1 lassen sich die Monotonien beziiglich po, ..., ts4+1 bestimmen. Die reslutierende
Abschitzung hat dann die Form (3.45). O

Die obere Schranke in Satz 3.18 hat also nicht notwendig eine Abhéngigkeit von bestimmten
Eigenwerten . Dazu empfehlen wir, das Quadrat der Schranke & aus Satz 3.16 als eine klarere (aber
nicht scharfe) Schranke des Delta-Quotienten zu nutzen. Dafiir ist eine weitere niedrigdimensionale
Analyse notig.

Satz 3.19. Unter Voraussetzung 3.13 gilt fir p(z) € (p2, p1), dass

0<

A 12 s+1 o
Alpppl@) _ 50 TR L JU M (3.46)
j=3 f =

A(pa, po, p(@)) ~

Beweis. Dass der Delta-Quotient positiv ist, wurde bereits in Satz 3.17 bewiesen. Basierend auf
dem Beweis von Satz 3.15 ist £233 eine obere Schranke von A(u1, piz, pu(2')). AuBerdem gilt

@<@+Z f”%“”@M%mM@)

A(p, g, ()
Damit ist k2 eine obere Schranke des Delta-Quotienten. ]

Als Folgerung erhalten wir die Abschéitzung

A1) Ao, p(1)) < i2 (3.47)
A(/\U(l),)\g@),P(u)) a

fiir p(u) € (As(1), As(2)) unter Voraussetzungen von Satz 3.16.

0<

Ausgehend von den Bedingungen der Form p(u) € (A;, Aiy+1) kénnen wir wie in Lemma 3.11 zeigen,
dass eine Extremstelle in einem niedrigdimensionalen invarianten Unterraum liegen soll. Jedoch
wird fiir s-dimensionale Krylovrdume damit ein (2s—1)-dimensionaler invarianter Unterraum be-
trachtet. Wegen 2s—1 > s+1 fiir s > 3 ist dieses Resultat nicht sehr niitzlich zur Erweiterung der
Abschitzungen (3.45) und (3.47) fiir allgemeinere Bedingungen.

Die schnellste Konvergenz des Krylovraum-Verfahrens (3.2) unter der Bedingung p(u) € (A, Adiy1)
bezieht sich wie INVIT(2) auch auf einen trivialen Fall. Man kann beispielsweise im Unterraum
Vi@ D Vs_1 DV einen Vektor finden, dessen Rayleigh-Quotient den gegebenen Wert hat. Die
damit erzeugte neue Iterierte ist dann ein Eigenvektor zu A;.

Auflerdem lassen sich Mehrschritt-Abschétzungen und Shift-Abschétzungen basierend auf den obi-
gen Abschéitzungen leicht konstruieren.
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4 Vorkonditionierte Gradientenverfahren

In diesem Kapitel untersuchen wir die zwei Einschrittverfahren aus der PINVIT-Hierarchie, ndmlich
PINVIT(1) und PINVIT(2), wobei der Vorkonditionierer B! beziiglich der Voraussetzung 2.1 die
Bedingung (1.4) erfiillen soll. PINVIT-Verfahren kénnen als vorkonditionierte Gradientenverfahren
beziehungsweise gestorte INVIT-Verfahren interpretiert werden. Die durch Vorkonditionierer verur-
sachten Storungen kénnen oft die Anzahl der dufleren Schritte erhéhen, jedoch auch den gesamten
Aufwand reduzieren. Es gibt auch ,Stérungen® fiir die mit der Konvergenzanalyse fiir INVIT-
Verfahren methodisch &hnliche Konvergenzanalyse. Die Abschidtzungen fiir Tangens-Quotienten
sind fiir PINVIT-Verfahren nicht sinnvoll einsetzbar, denn die Tangenswerte zu den Vektoriterier-
ten bilden nicht notwendig eine monoton fallende Folge. Trotzdem haben wir schon in Kapitel 2
gezeigt, dass die Rayleigh-Quotient-Verkleinerung durch die Bedingung (1.4) des Vorkonditionierers
garantiert wird. Ausgehend von p(u) € (A, A\j+1) kann man immer noch verniinftige Abschitzungen
fiir Delta-Quotienten formulieren.

Eine klassische Konvergenzabschétzung fiir PINVIT(1) ist seit langem bekannt, siehe [60], [61]. Die-
se ist anders als eine Delta-Abschéitzung und gibt eine langliche Schranke direkt fiir den Rayleigh-
Quotienten der neuen Iterierten. In [49], [50], [4] sowie unserer weiteren Untersuchung wurden
nacheinander einfachere Versionen formuliert, indem immer klarere geometrische Argumente ver-
wendet wurden. Fiir PINVIT(2) wurde erst neulich die erste scharfe Delta-Abschitzung unter der
Bedingung (1.4) entwickelt (eine scharfe Abschiitzung unter einer relativ speziellen Bedingung wur-
de bereits durch Ovtchinnikov [74] vorgestellt), denn ein Schliissel zu diesem Ergebnis wurde erst
bei der Beweis-Vereinfachung der Konvergenzabschitzungen fiir INVIT(2), ndmlich nach Anregung
der Analyse in einem affinen Raum, erhalten.

Als der Ausgangspunkt unserer Konvergenznalyse fiir PINVIT-Verfahren wird in Abschnitt 4.1 ei-
ne geometrische Interpretation der Vorkonditionierer in Abhéingigkeit von (1.4) vorgestellt. Da die
anschliefende Analyse in einer A-Geometrie durchgefithrt wird, werden die originalen Problem-
stellungen der Einfachheit halber zunichst umformuliert. Fiir PINVIT(1) werden in Abschnitt
4.2 zwei Versionen der Konvergenzanlyse vergleichsweise formuliert, wobei einige neue Argumente
eingesetzt werden und einige Anregungen zur Konvergenzanlyse fiir PINVIT(2) und blockweise
PINVIT(1) erhalten werden. In Abschnitt 4.3 wird unsere neue Konvergenzabschétzung fiir PIN-
VIT(2) priisentiert, wobei eine modifizierte Ellipsen-Analyse eine wichtige Rolle spielt.

4.1 Geometrische Interpretation der Verfahren

In Abschnitt 2.1 haben wir bereits einige Voriiberlegungen fiir PINVIT(1) und PINVIT(2) an-
gestellt. Es wurde jeweils eine einfache Konvergenzabschétzung gezeigt, ndmlich eine Rayleigh-
Quotient-Verkleinerung unter der Bedingung (1.4), und durch eine Umschreibung der Vorschrift
(1.5) von PINVIT(1) erhalten wir eine Abstand-Bedingung

||p(u)A*1Mu — u'HA < ’y||p(u)A*1Mu — u||A

beziiglich der A-Vektornorm. Fiir genauere Konvergenzabschiatzungen wird der Parameter ~y zur
Konstruktion der Schranken benétigt. Geméfl dieser Abstand-Bedingung sehen wir fiir ein festes
u € R™\{0}, dass die neue Iterierte v’ als Punkt in einer A-Kugel (das heifit in einem Ellipso-
id) mit dem Mittelpunkt p(u)A~*Mu und dem Radius ~v||p(u) A~ Mu — u||A eingeschlossen wird.
Daher kénnen wir ein Optimierungsproblem des Rayleigh-Quotienten auf dieser A-Kugel betrach-
ten und Bedingungen fiir Extremstellen konstruieren, um ein p(u’) enthaltendes Intervall mittels
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4 Vorkonditionierte Gradientenverfahren

y u u V / u

kleinere p(-) p(u)

Abbildung 4.1: Geometrische Interpretation fiir PINVIT(1) und PINVIT(2)

Zwischengrofien zu bestimmen. Fiir v = 0 wird diese A-Kugel entartet. Aber in diesem Fall liefert
die Bedingung (1.4) des Vorkonditionierers die Gleichung B~ = A~!, so dass PINVIT-Verfahren
INVIT-Verfahren werden. Fiir die zugehorige Konvergenzanalyse stehen also die Abschitzungen
aus Kapitel 2 und Kapitel 3 zur Verfiigung. Daher setzen wir im Folgenden v € (0,1). Um einen
Zusammenhang zwischen PINVIT(1) und PINVIT(2) zu konstruieren, kénnen wir einen der obigen
A-Kugel entsprechenden A-Kegel betrachten. Um Verwechselung zu vermeiden, bezeichnen wir mit
@ die neue Iterierte von PINVIT(2). Mit den Iterierten u, v’ von PINVIT(1) ist & dann ein Ritzvek-
tor zum kleinsten Ritzwert von (A, M) beziiglich span{u, u'}. Dieser Unterraum gehort zur Menge
aller Unterrdume, die jeweils durch v und einen im oben genannten A-Kegel eingeschlossen Vektor
aufgespannt werden. So kénnen wir fiir PINVIT(2) ebenfalls ein Optimierungsproblem aufstellen
und Zwischengroéflen konstruieren.

Um die Analyse klarer zu formulieren, nutzen wir im Folgenden eine A-Geometrie und die ent-
sprechenden Darstellungen der betreffenden Matrizen und Vektoren, vergleiche Abschnitt 3.1.1.
Mit beliebigen A-orthonormalen Basismatrizen Vi, Va, ..., V;, der Eigenrdume von (A, M), siehe
Voraussetzung 2.1, definieren wir V' := [V4,V4,..., V], damit gilt

VIAV =T eR™™,  VIMV =diag( A\ A0 AL o o )

q1—mal g2—mal gm —mal

(alternativ konnen wir eine beliebige V' € R™*" mit VT AV = I verwenden, dann ist VI MV nicht
notwendig eine Diagonalmatrix, aber immer noch symmetrisch und positiv definit, und besitzt )\i_l
als Eigenwerte). Weiter bezeichnen wir die Diagonalmatrix V7 MV mit H und dementsprechend
die Diagonalkomponenten /\i_1 von VT MV mit i- Aus 0 < Ap < Ao < -+ < Ay, < 0 folgt dann
00 > g > fg > -+ > [y, > 0. Damit ist H positiv definit. Aulerdem definieren wir fiir jedes
% € R™ einen Koeffizientenvektor # := V7 Aw. Mit den zu VT AV = I #quivalenten Gleichungen
AVVT =T und VVTA =TI erhalten wir eine Norm-Umrechnung

&z = V7 Adlly = /(VTARTVT A = | [aT (AVVT) At = VaT Aii = || a
und fiir den beziiglich H definierten Rayleigh-Quotienten u(-) eine Rayleigh-Quotient-Umrechnung

() = i"Hr  (VTA)T(VITMV)(VTAw)  aP(AVVD)M(VVTA)yu  a” Ma 1

Ty (VT AQ)T(VT A) B al (AVVT)Au aTAu  p(a)
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4.1 Geometrische Interpretation der Verfahren

Mit den Koeffizientenvektoren z, 2’ von u, v’ erhalten wir weiter

ﬁﬂx = p)(VIMV)(VT Au) = p(u)V" Mu = p(u)VT(AA™" ) Mu = VT A(p(u) A~ Mu),
Hp(u)A_lMu — u'HA = HVTA(p(u)A_lMu — u’)”2 = Hﬂ(lﬂf)Hx — . = ﬁ“Hm — u(x)x’Hz,

und analog  ||p(u)A™"' Mu — uHA = ﬁ”Hﬁ; — p(z)z|

2’
so dass die Abstand-Bedingung von PINVIT(1) (wegen 1/u(x) # 0) in
|Hz — p(z)a'||, < ~||[Hz — p(x)z], (4.1)

umformuliert werden kann. Der umskalierte Koeffizientenvektor p(z)z’ von «' wird also als Punkt
in einer von x abhingigen Euklidischen Kugel eingeschlossen. In anderen Worten wird 2’ im ent-
sprechenden von x abhéngigen Euklidischen Kegel eingeschlossen, denn aus (4.1) folgt eine Winkel-
Bedingung

Zo(Hw,z'") < arcsin (ysin Zy(Hz, x)). (4.2)

Dabei ist zunéchst zu zeigen, dass Zo(Hx,2z) und Zo(Hz,2') spitze Winkel sind. Der Winkel
Zo(Hz, ) ist spitz, denn mit der positiven Definitheit von H gilt (Hz,z)2 > 0 beziehungsweise
cos Zo(Hx,x) > 0. Wegen Hx — p(x)x Lo x ist p(x)x die Euklidische Projektion von Hzx auf
span{z}, so dass

|z~ (e, = min | Hr ~ axs < | Hell

Weiter mit (4.1) und v < 1 erhalten wir ||Hz — ;L(:Z:)x’“z < |[Hz|2, so dass Zo(Hz, p(z)z’) nicht
der grofite Innenwinkel des von Hz und p(x)z’ gebildeten Dreiecks und daher spitz ist. Wegen
p(z) > 0 ist Zo(Hz,x') identisch zu Zo(Hz, p(z)a’) und auch spitz. AnschlieBend lésst sich eine
Sinusungleichung zeigen:

ingcp |Hz — oz’ Hz — '
Sln42 (Hl‘,.%‘l) — Sin 42 (Hx, Span{.’]j‘/}) _ 1min ER|||‘|E[xx|| ax ||2 < || le;(||ﬂj)$ HQ
2 2
[Hz — p(@)z|2 _ minger [|[Hz — oz : :
<~ =7 = vysin Lo (Hzx, span{z}) = ysin Lo (Hz, x).
[zl [Hall ( ) (H,2)

Damit wird die Winkel-Bedingung (4.2) gezeigt, so dass z’ in einem Euklidischen Kegel um Hz
mit einem von x und v abhiingigen Offnungswinkel eingeschlossen wird.

Im Folgenden werden wir fir PINVIT(1) und PINVIT(2) Konvergenzabschitzungen beziiglich
der Delta-Quotienten A()\Z-, )\Hl,p(u'))/A()\i, )\Z-H,p(u)) und A()\i, )\i+17p(ﬁ))/A ()\Z-, )\Z-Jrhp(u))
unter der Bedingung p(u) € (Aj, A\i11), ¢ € {1,...,m—1}, prisentieren. Wir kénnen diese Problem-
stellung zunédchst geméfl obigen geometrischen Argumenten umformulieren. Mit den Eigenwerten
Wi, piv1 von H, dem Rayleigh-Quotienten u(-) beziiglich H sowie den Koeffizientenvektoren x, 2/,
2 von u, v, 4 gilt

St - () () - () ()
() Gt () Giin)
_ < i — (') > ( i — () )‘1 A (s pigrs p(a))

(') = pigr ) \ () = priva Ay pigr, pl(x))’
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und analog A(Aiv)\iﬂ’ﬂ(u)) _ A(Mz‘aﬂi+1aﬂ($))

ANy iy, p(w) Ay iy, pl))
Die Bedingung p(u) € (A\i, Aiy1) ist dquivalent zu p(u) € (fit1, iti). AuBerdem ist das Maximum
(Minimum) des Rayleigh-Quotienten p(-) auf einer A-Kugel identisch zum Kehrwert des Minimums
(Maximums) des Rayleigh-Quotienten u(-) auf der entsprechenden Euklidischen Kugel, und der
kleinste Ritzwert von (A, M) beziiglich eines Unterraums ist identisch zum Kehrwert des grofiten
Ritzwert von H beziiglich des entsprechenden Unterraums der Koeffizientenvektoren.

Geméif diesen Uberlegungen formulieren wir eine Voraussetzung fiir die weitere Untersuchung.

Vorausetzung 4.1. Eine positiv definite Diagonalmatric H € R™ ™ besitze m verschiedene Fi-
genwerte (1 > o > -+ > Uy, mit zugehorigen Vielfachheiten qi,qo, ..., Gm und zugehorigen
FEigenriumen Y1, Ya,..., Ym. Mit dem beziiglich H definierten Rayleigh-Quotienten p(-) gelte
w(@) € (pig1, i) fir ein @ € R™\{0} und ein i € {1,...,m—1}. In Abhingigkeit von = und
einem v € (0,1) werden eine Vollkugel und ein Vollkegel definiert:

By (x):={weR"; [|[Hx —w| < y||Hz - p(m)xHQ}, (4.3)
¢y (z) :={w e R"; Ly(Hz,w) < arcsin (ysin Zo(Hz, ) }. (4.4)

Der Vektor ' € R"\{0} erfiille die Bedingung p(z)z" € B (x) und es gelte damit «' € €, (x). Wei-
ter sei & ein Ritzvektor zum grofiten Ritzwert von H beziiglich span{x, x'}. Abzuschitzen sind die

Delta-Quotienten A (i, i1, (")) /Aty privrs (@) und A, piga, 1(@)) /A (i prigr, ().

Wir kénnen daher fiir PINVIT(1) ein Optimierungsproblem beziiglich des Rayleigh-Quotienten pu(-)
auf %, (x) und fiir PINVIT(2) ein mit der Rayleigh-Ritz-Prozedur kombiniertes Optimierungspro-
blem auf €, (x) betrachten.

4.2 Konvergenzanalyse fiir PINVIT(1)

Zur Konvergenzanalyse fiir PINVIT-Verfahren kénnen wir gleiche Grundidee fiir INVIT-Verfahren
benutzen, namlich die Kombination der Charakterisierung der extremen Konvergenz und der an-
schlieenden niedrigdimensionalen Analyse. Wir formulieren zunéchst einen gemeinsamen Anfangs-
teil der zwei zu priisentierenden Versionen der Konvergenzanalyse fiir PINVIT(1).

Lemma 4.2. Gemdff Voraussetzung 4.1 gilt fir jedes w € B (x), dass p(w) > p(x). Jede Minimal-
stelle von u(-) auf B, (x) gehdrt zum Rand von B, (x). Es gelten auch die gleichartigen Aussagen
beziiglich des Kegels €., ().

Beweis. Fiir w € %, (z) gilt [[Hz — w2 < ||Hz — u(x):c||2 Damit wird p(w) > p(z) analog zum
Beweis von Lemma 2.10 gezeigt.

Gébe es eine Minimalstelle von f(-) im echten Innern von %, (x), dann wire diese eine lokale
Minimalstelle von p(-) und wiirde zum Eigenraum des kleinsten Eigenwertes u.,, gehéren, das
heifit, das Minimum wére p.,,. Nach dem ersten Teil des Beweises sowie Voraussetzung 4.1 gilt
aber p(w) > pu(x) > p; > pn, fiir jedes w € A, (x), so dass ein Widerspruch entsteht.

Fiir w € ¢,(z) gilt wegen 0 < Zy(Hz,w) < arcsin (ysin Zo(Hz, x)) < Zy(Hz,z) < 7/2, dass
cos Lo(Hx,x) < cos Lo(Hx,w). Damit erhalten wir

(Hz,z)y _ (Hz,w), (@, w)n ]|z |l 2
[Hzl2llzlle — [[Hzl2llwle  [[Hzl2llwlz — [[Hel2llwl:

Da die linke Seite identisch zu ||z||%/(||Hz||2||x|]2) ist, folgt aus dieser Ungleichungskette, dass
(Wl /lzll2) < (|lwl|l e /]|w]l2) und weiter p(w) > p(x) gilt. Analog wird per Kontraposition gezeigt,
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4.2 Konvergenzanalyse fiir PINVIT(1)

dass jede Minimalstelle von p(-) auf €, (z) zum Rand von €, (z) gehért und das Minimum grofier
als p(x) ist.
O

Damit brauchen wir im Folgenden statt der ganzen Vollkugel beziehungsweise des ganzen Vollkegels
nur deren Oberflichen zu betrachten.

4.2.1 Klassische Konvergenzanalyse

Mittels einer Kurven-Differentiation kénnen wir implizite Darstellungen der Minimalstellen von
p(-) auf % (z) konstruieren.

Lemma 4.3. Gemdf§ Voraussetzung 4.1 gibt es fiir eine beliebige Minimalstelle z von p(-) auf
By(x) ein o € R mit a« > —p(z) und

(H+al)z = (u(z) + o)Ha. (4.5)

z ist genau dann ein Eigenvektor, wenn o = —u(z). Falls z kein Eigenvektor ist, dann gilt Hr—z 1o
z, so dass z ein Randvektor des Kegels €, (x) ist.

Beweis. Nach Lemma 4.2 gehort z zum Rand 04, (), auerdem ist z eine Minimalstelle von p(-)
auf 04, (x). Weiter betrachten wir eine beliebige durch z laufende stetig differenzierbare Kurve
{9(t) ; t € T C R} C 0A,(x) mit g(t;) = 2, dann ist u auch eine Minimalstelle von u(-) auf
der Kurve, so dass t,; eine Minimalstelle der Funktion p o g ist und die notwendige Bedingung
(d (o g)/dt)(ty) = 0 gilt. Daraus folgt mit (d (o g)/dt)(t) = (V,u(g(t)),g(t))Z, wobei ¢(t) die
Ableitung (dg/dt)(t) bezeichnet, dass

Damit ist der Vektor Vy(z) Euklidisch orthogonal zum Tangentialvektor (t,). Analog zum Beweis
von Lemma 2.13 wird gezeigt, dass der Vektor Vu(z) Euklidisch orthogonal zur durch solche
Tangentialvektoren aufgespannten Tangentialhyperebene 2 liegt.

Auf 0%, (z) ist f(w) := ||Hz —wl|3 eine konstante Funktion. Mit einer dhnlichen Kurven-Differen-
tiation wird dann gezeigt, dass der Vektor Hx — z ebenfalls Euklidisch orthogonal 2 liegt. Wegen
v > 0 und ||Hm—,u(ac)x||2 > 0 gilt [|[Hx — z|| > 0, so dass Hz — z kein Nullvektor ist und ein & € R
mit

Vu(z) = a(Hz — z) (4.6)

\o}

existiert. Mit den Substitutionen Vp(z) = E(HZ —w(z)z) und a= %sz — p(z) lésst sich
(4.6) in (4.5) umschreiben.

Zum Beweis von o > —pu(2) geniigt es zu zeigen, dass & > 0. Fiir hinreichend kleines € € RT ist
z +e(Hz — z) ein innerer Punkt der Kugel 4, (x), so dass

u(z +e(Ha — 2)) > p(z)

nach Lemma 4.2 gilt. Damit ist die Richtungsableitung von () an z beziiglich der Richtung Hx —z
nicht negativ, das heifit
(Hz — 2)TVu(z) > 0.

Multiplizieren wir (4.6) mit (Hx — 2)T, ergibt sich

a(Hzx — 2)T(Hax — 2) = (Hx — 2)"Vu(z) > 0.
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4 Vorkonditionierte Gradientenverfahren

Das zeigt & > 0, denn (Hz — 2)T (Hz — z) = |Hx — z||3 > 0.
z ist genau dann ein Eigenvektor, wenn der Gradient Vi (z) Nullvektor ist. Nach (4.6) gilt

Vu(z) =0 < a=0 & a=-—u(2).

Damit ist & = —p(z) dquivalent dazu, dass z ein Eigenvektor ist.

Weiter gilt nach (4.5), dass (u(z)+a)(Hz—z,2)s = (Hz— p(2)z, z)2 = 0. Falls z kein Eigenvektor
ist, dann gilt (,u(z) + a) #0, so dass (Hx — z,2)2 = 0 gezeigt wird. Damit gilt die Orthogonalitét
Hx — z 15 z und z ist die Euklidische Projektion von Hz auf span{z}, so dass

He—2lp se02,0) y|He = pla)es

sin/s(Hx,2) = ———— — =ysinZy(Hz, x),
2 = T, [Tl (He,)
das heift, z gehort zum Rand des Kegels € (). O
Nach Lemma 4.3 entspricht @ = —pu(z) einem trivialen Fall, denn u(z) ist dann ein Eigenwert und

erfiillt nach Lemma 4.2 die Bedingung p(z) > p(x) > piv1, so dass pu(z) € {p1,..., 1} und an-
schliefend pu(2) > p(z) > p; gilt, das heifit, der Delta-Quotient A (47, piy1, p(2)) /A (pis i1, 1(x))
wird nicht positiv. Fiir manches spezielle  wird ein solcher trivialer Fall aber ausgeschlossen.

Lemma 4.4. Gemdf$ Voraussetzung 4.1 betrachten wir den Fall, dass x genau auf den Eigenrdum-
en Vi, Yit1 Nichtnull-Anteile besitzt, also © = y; + yip1 mit y; € YVi\{0} und y;11 € Vit1\{0}.
Dann ist das Minimum von u(-) auf %B~(x) kleiner als p; und jede Minimalstelle z von u(-) auf
B (x) gehort zum Unterraum span{y;,yiy1}. Es gilt anschlieffend

A (i, pri1, pu(2)) N ?
0= A(Miaﬂi+lvﬂ(x)) : <(1 g +7) '

(3

Die obere Schranke lisst sich in einem Grenzfall erreichen. (Damit ist diese Abschitzung scharf.)

Beweis. Der Vekotr Hx = p;y; + pi11yi+1 hat wie & zwei Nichtnull-Anteile. Nach der Definition
von p(-) liegen p(z) und p(Hz) im Intervall (pip1, ). Wegen Hax € ., (x) ist das Minimum
von p(-) auf A, (x) also kleiner als p;. AuBlerdem ist das Minimum nach Lemma 4.2 grofler als
w(x) beziehungsweise p;11. Damit ist das Minimum kein Eigenwert und jede Minimalstelle z kein
Eigenvektor. Nach Lemma 4.3 lisst sich ein solches z durch (4.5) mit o > —pu(z) darstellen. Weiter
benutzen wir eine Darstellung z = Z;”:l Y;b; mit Euklidisch orthonormalen Basismatrizen Y; der
FEigenrdume von H. Zusammen mit der gleichartigen Darstellung « = Y;c¢; + Y y1c¢;41 erhalten wir
gemif (4.5) die Gleichung

D (1 + a)Yiby = (u(z) + @) (mYiei + i1 Yigrcipr).

j=1

Wegen der Euklidischen Orthogonalititen zwischen den Eigenrdumen liefern Multiplikationen der
obigen Gleichung mit Y,'', k= 1,...,m folgende Gleichungen

0 fir ke {l,...,m}\{i, i+ 1},
a)b, = 4.7
(ks + ) { (1(2) + @) prer  fir ke {i, i+ 1} .7

Da die Eigenwerte uj paarweise verschieden sind, gibt es hochstens einen Index k mit ug + a =
0. Damit gibt es hochstens einen Nichtnullvektor unter den Koeffizientenvektoren b, mit k& €
{1,...,m}\{4i, i+1}. Dass z einen solchen Nichtnull-Koeffizientenvektor b, hat, fithrt aber auf einen
Widerspruch zu p(z) > p(x): Wegen by, # 0 miisste ug, + @ = 0 und damit g, = —a < p(z) < y;
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4.2 Konvergenzanalyse fiir PINVIT(1)

gelten. Wegen k # i+1 wiirde weiter pg < p;r1 gezeigt. Mit @ = —puy und (4.7) lassen sich die
Koefhizientenvektoren b;, b; 1 durch
zZ)— " zZ)— i
p, = ) — )i by, = ) pr) i1

i+1 (4.8)
i — Mk Hit1 — Mk "

darstellen. Damit sind b;, b;11 wie ¢;, ¢; 11 keine Nullvektoren. Auflerdem gilt wegen

~1 2 2
<||bi+1||§) <||Ci+1||§) _ <||Cz'|2 ||bz'+1|2) _ ((/M ,uk)ﬂz‘+1) o1
16113 llcill2 [[bill2 [|civll2 (K1 — pk) s ’
dass [|bi1[[3/116:l13 > lcivall5/llcil|3. Daraus folgt pu(z) = p(Yie; + Yipaciyr) > p(Yibi, Yipibivr) =
w(z — Yibr) > p(z) mittels der Definition des Rayleigh-Quotienten pu(-). Dieser Widerspruch zu

w(z) > p(z) zeigt, dass z zu span{Y;b;, Yii1b;11} = span{Y;c;, Yii1¢i11} = spanf{y;, yi+1} gehort.
Damit gilt

—1 —1
A iy, 1(2)) < pi — () ) < pi — p(x) ) _ <||bi+1§) (||Ci+1|§>
A(pis prisvrs p()) w(z) = piv1 ) \p(x) — piv 110:113 l[cill2 ’
vergleiche Lemma 2.6. Anders als bei der widerspruchsfithrenden Annahme (4.8) werden b;, b; 11

durch

2)+ ) 2)+ o)
b = MQ’ bipy = (N()—)Nﬂciﬂ (4.9)
i + o i1 +

dargestellt, so dass

A(pas payr 1(2)) ((ui +a)ui+1)2
A, prigr, () (fig1 +a)pui )

Daher kénnen wir den Delta-Quotienten als das Quadrat der Funktion f(«) := % untersu-
chen. f(a) ist auf den Intervallen (—oo, —pt;11) und (—p;41,00) stetig und monoton fallend. Weiter

untersuchen wir den Wertbereich von «.

« lasst sich durch eine quadratische Gleichung implizit darstellen, wobei die Koeffizienten von p;,
Wit1, p(z) sowie v abhéngen. Zur Herleitung dieser Gleichung benutzen wir einige geometrische
Eigenschaften von z. Da z kein Eigenvektor ist, gilt nach Lemma 4.4 die Orthogonalitit Hz—z 1o z.
Zusammen mit der Definition (4.3) der Kugel 4., (x) wird gezeigt, dass

1213 = | H )3 — [|Hz — 2|15 = | Ha[|3 — 7| Ho — p(z)a]3. (4.10)

Wenn wir (4.9) mit (4.10) direkt kombinieren, wiirde die resultierende Darstellung von ¢;, ¢;11
abhéngen. Daher nutzen wir eine weitere Gleichung

(Ha,2)2 = (Ho — 2+ 2,2)2 = (2,2)2 = |12[13

und erhalten

(Hz,2)5
BE 2 = |2ll; = | Hall3 —*| He — p(z)z]3. (4.11)
2

Einsetzen von Hx = p;Y;¢; + pip1Yigi1¢iv1, 2 = Yib; + Yip1bi41 sowie (4.9) in (4.11) liefert mittels
der Substitution ||ci1|3/|lcill2 = (wi — u(x)) / (1(z) — pi1) eine quadratische Gleichung

a2a2 +aia+ayg=0 mit

ay = (pip(@) + pigrp(m) — pipisr)y* >0, a1 = 2upipap(z)y® >0, ag = —p; piy, (1—77) <0.
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4 Vorkonditionierte Gradientenverfahren

Betrachten wir dann die Wurzeln

_ —ay + /ai — dagag
b

[
20,2

_ —ay — v/ai — dazag

9 =
2a2

Wir zeigen zuniichst, dass «; eine monoton fallende Funktion von p(z) ist. Fiir feste p;, w41 und
v sind ag und a; offensichtlich monoton steigende Funktionen von u(z), und ag bleibt konstant.
Damit kann man «; als eine Funktion mit den Variablen as und a; untersuchen. Die partiellen
Ableitungen haben stets negative Werte fiir as > 0, a; > 0 und ag < 0O:

ooy _ aj\/a? — dazag — (a2 — 2azag) “0 ooy _ a1 — Vai — dasag -0
das 2a3+/a? — 4dasag 7

Oay 2a2+/a? — 4asag

Nach Kettenregel ist dann die Ableitung von «; nach u(x) stets negativ. Damit ist «; monoton
fallend und —«; monoton steigend beziiglich p(z). Aulerdem ist der Koeffizientenquotient —aq /as
nach Betrachtung der Ableitung eine monoton steigende Funktion von p(z), so dass ag = —a1/as—
aq ebenfalls beziiglich p(z) monoton steigend ist. Gemi den Monotonien von aq, as und der
Voraussetzung p(z) € (pit1, i) gilt

1-— 1-— 14+ 1+
JM-H <ap < Jﬂu - 7’7}“ <ap < — 77/“1417
0 0 0 Y

Damit befinden sich a1 und ap jeweils in den zwei Definitionsintervallen (— 11, 00) und (—o0, —f;+1)
von f und es gilt nach der Monotonie von f, dass

i1 (1 —y)prig1 + i
B = < fla) < =: b2,
(L= y)pi + Ypit Hi
L+ 9)pivs — Vi i
By o= LEVH =i Flas) < it —: B,

i (L4 7)ps = Yhit1
Daher sind (f(a1))” und (f(a))” beide durch

_ 2
max{7y, Bz, Ba1, 85} = Bty = <(1 - 7)% + 7)

7

beschrankt und eine obere Schranke des Delta-Quotienten wird damit erhalten. Der Delta-Quotient
ist positiv, denn p(z), u(z) gehoren beide zum Intervall (p;11, p;). Es gilt auBerdem

. 1-
lim  f(ay) = f <,Y//Li+1> = P12,
p(z)—pi v
so dass sich die obere Schranke 37, im Grenzfall p(x) — p; erreichen lésst. O
Zur Verallgemeinerung dieser niedrigdimensionalen Abschétzung vergleichen wir den in Voraus-
setzung 4.1 gegebenen Vektor x mit anderen moglichen Vektoren, welche den gleichen Rayleigh-
Quotienten wie x haben. Zu nutzen ist der Durchschnitt einer Rayleigh-Quotient-Niveaumenge mit

der Einheitskugel der Euklidischen Vektornorm.

Lemma 4.5. Gelte fir # € N(fi) := {w € R" ; p(w) = fi, |wllz = 1}, i € (piy1, i) gemdp
Voraussetzung 4.1, dass
[HZ]l2 = min ||Huwl;.
we )

Dann besitzt T genau auf den Figenrdumen Y; und Y;+1 Nichtnull-Anteile.
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4.2 Konvergenzanalyse fiir PINVIT(1)

Beuweis. Betrachten wir hier ein Minimierungsproblem von |[Hwl||} ( = w” H?w) fiir w € N(f).
Die Einschriinkungsbedingungen fiir A'(ji) lassen sich als w?w = 1, w? Hw = ji umschreiben. Mit
der Methode der Lagrange-Multiplikatoren ldsst sich eine notwendige Bedingung fiir Minimalstelle
formulieren. Der Gradient der Lagrange-Funktion

L(W,O{,ﬂ) = wTHQw + Oé(’lUT’lU - 1) + ﬁ(wTHw - /‘7’)
mit Lagrange-Multiplikatoren «, 3 € R lautet

2H?w + 20w + 2B8Hw
VL(w,a, ) = 0 ,
0

so dass fiir eine beliebige Minimalstelle
2H%% + 20z + 268HZ =0

gilt. Einsetzen einer Basis-Darstellung = Z;”:l Y c; mit Euklidisch orthonormalen Basismatrizen
Y; der Eigenrdume Y; liefert Z;”:l QuEchj +2aYjc; +26u;Yjc; = 0. Durch Multiplikationen mit
YkT erhalten wir weiter

(2uf +2a + 2Bur)er, =0, k=1,...,m.

Da px, paarweise verschieden sind, gibt es hochstens 2 Indizes mit 2u2 + 2+ 28u, = 0, so dass T
hochstens zwei Nichtnull-Koeffizientenvektoren besitzt. Wegen [|Z||2 = 1 und p(Z) = & € (ptit1, pt4)
ist = kein Nullvektor und kein Eigenvektor, so dass Z genau zwei Nichtnull-Koeffizientenvektoren
besitzt. Seien pis(1) > pe(2) die entsprechenden Eigenwerte, dann gilt py1y > pi > i > piyr >
lio(2)- Mit den Einschréinkungsbedingungen lassen sich [c,1)||3 und [|cy(2)[|3 durch

/1 — Mo (2) 2 Ho(1) — l1
— leollz = ————

leayll3 = ;
Ho(1) = Ho(2) Ho(1) — Ho(2)

darstellen. Weiter erhalten wir

IHZ|5 = p2 1)llco) I3 + 12 @) llco@ 13 = o) + ftto2) = Bo() o) = Pt + fftist — Hiftit1-

Fiir 0(1) =4, o(2) =i+1 wird diese Ungleichung eine Gleichung, so dass die Minimalstelle Z nur
die Nichtnull-Koeflizientenvektoren c;, ¢; 41 besitzt. O

Zusammen mit ||[Hw||, kénnen zwei weitere Mafle durch # minimiert werden.

Lemma 4.6. Unter Voraussetzung von Lemma 4.5 ist T auch eine Minimalstelle von Zo(w, Hw)
und ||Hw — fiwl|2 auf w € N(fi).

Beweis. Fiir beliebiges w € N (1) gilt

(. Hw)s  p)ld @
cos Zo(w, Hw) = = = > 0),
2w Hw) = o el ~ TolalBwls — THal; &

Hw —pw)w Lw = ||Hw — jwll3 = | Hwl|3 - | fwl]|3 = | Hwll3 - 7.

Damit sind

i - _
Zo(w, Hw) = arccos | ————— und Hw — |2 = Huwl|2 — 2
2 (w0, Hu (12 [0 iolls = /[ HwlE 7

monoton steigend beziiglich ||Hw||2, so dass T auch fiir diese Mafie eine Minimalstelle ist. O
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4 Vorkonditionierte Gradientenverfahren

Zur Konstruktion eines Zusammenhangs zwischen einem niedrigdimensionalen Fall und einem all-
gemeinen Fall betrachten wir weiter eine Minimalstelle Z von den Maflen aus Lemma 4.5 und
Lemma 4.6 fiir g = p(x). Wir konnen normierte Vektoren y;, y;+1 der Nichtnull-Anteile Y;c;,
Yiti1ci+1 konstruieren, so dass T sowie HZ positive Koordinaten beziiglich y;, y;+1 haben. Lemma
4.4 angewandt auf T zeigt dann, dass jede Minimalstelle Z von p(-) auf 2., (Z) auch zu span{y;, y;+1}
gehort. Lemma 4.3 zeigt weiter, dass Z ein Randvektor des Kegels €, (Z) beziehungsweise des Ebe-
nensegments ¢ (z) N span{y;,yi+1} ist. Es gibt also insgesamt zwei mogliche Richtungen fiir z,
und der Euklidische Winkel zwischen Z und y; ist entweder ¢y := Zo(Z, HT) + Zo(HZ,y;) oder
o 1= |Lo(2, HT) — Lo(HZ, y;)|. Es gilt dann 0 < 2 < 1 < Za(Z,y;) < 7/2 gemiB der Definition
von 65(Z), so dass Z mit ¢, echt kleineren Rayleigh-Quotienten hat und die Minimalstelle ist.
Dann hat z wie z und Hx auch positive Koordinaten beziiglich v;, y;+1. Betrachten wir dann die
Kurve {g(t) ; t € (0,7/2)} mit

g(t) := sin(t)y; + cos(t)yit1,
die durch = g(t1) und z/||z||2 = g(t2) und auf der Einheitskugel der Euklidischen Vektornorm

lauft. Fiir jedes t € (0,7/2) ldsst sich der Rayleigh-Quotient des entsprechenden Vektors durch
Figenwerte und Koordinaten darstellen:

_pasin® () + pig cos®(t)

22 2
= u; sin”(t) + p;q cos“(t).
Sin2<t)+COS2(t) IU’ () /’L“l‘l ()

n(g(t))

(o g ist monoton steigend auf ¢ € (0,7/2), denn (d(p o g)/dt)(t) = 2sin(t) cos(t)(pi — pit1) > 0.
Damit ldsst sich #5 > £ zeigen:

p@/lIZl2) = p(z) > w(@) = p(atz) > p(gt) = >t

Die Differenz t5 — #; ist genau die WinkelgroBe von Zo(z, z/[|Z]|2) bezichungsweise /5(Z, z), denn
t1 und % sind jeweils die WinkelgroBen von Zo(Z, ;1) und Zo(yit1,2). Alternativ kann man die
Gleichheit /5(7,2) =ty — #; mittels der Tangentialvektoren

dg dsin dcos
0= Qv+ — =

an den Punkten des Kreisbogens {g(
normierten Tangentialvektoren iiber

(t)yit1 = cos(t)y; — sin(t)y; 11

t); t € [t1,t2]} zeigen. Integration dieser bereits Euklidisch
[#1,%2] liefert dann die Grofle eines Zwischenwinkels:

dg

£2(%,2) = £2(%,Z/|IZ]2) = £2(3(t1), 9(12)) = /t 2 it

ts
dt:/ 1dt =1ty —1;. (4.12)
2 t

Als eine Teilkurve verbindet {g(t) ; ¢ € [£1,72]} die Niveaukurven N (u(z)) und N (p(2)), und die
Kurvenlénge ist nach Eigenschaft des Kreisbogens genau die Winkelgrofle to —t; . Interessanterweise
lassen sich die Tangentialvektoren (dg/dt)(t) als normierte Vektoren der Residuumkurve {7(¢) ; t €
[{1 s {2 ]} mit

7(t) = Hg(t) — n(9(t))g(t)
betrachten, denn einfaches Einsetzen liefert 7#(¢) = sin(t) cos(t)(p; — pit1)(cos(t)y; — sin(t)y;11)-
Betrachten wir ein weiteres & € A'(p(z)) und eine Minimalstelle Z des Rayleigh-Quotienten 4(-) auf
2%~ (z) in einem nichttrivialen Fall p(2) < p;. Dafiir konnen wir dhnliche Verbindungskurven auf
der Einheitskugel der Euklidischen Vektornorm konstruieren. Mit wg := Z/||Z||2 als Anfangsvektor
kann man nach Anregung von (dg/dt)(t) = 7(t)/||7(t)||2 ein Gradientenverfahren formulieren:

wip = wp —ery/||rlle mit = Hwp — plw)w;, &> 0.

Im Grenzfall ¢ — 0 bilden die umgekehrt geordneten Iterierten eine Kurve {g(¢) ; ¢t € T' C R}, die
Z/||Z||2 enthilt und die Bedingung [|g(t)||2 = 1 erfiillt. Grenzwertbestimmung liefert dann

G
it = oL

mit 7 (t) = H3(t) — p(3(0)) ().
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4.2 Konvergenzanalyse fiir PINVIT(1)

Dann ist o g wegen

“i;g)u>=:<chﬂw)fZ(ﬂ) <”§5NEFUL”;Eab>2::MV@Hh (4.13)

eine monoton steigende Funktion. Solange die Kurve nicht einen Eigenvektor erreicht, ist 7(¢) kein
Nullvektor, so dass p o g sogar streng monoton steigend ist. Da p(z) und u(2) beide im Intervall
(1ti41, p1;) liegen, besitzt das Intervall (p(x), p1(Z)) keinen Eigenwert, so dass 1(g(t)) den Wert ju(z)
und die Kurve {j(t) ; t € T C R} die Niveaukurve N (u(z)) erreichen kann. Auferdem ist g(t)
im Fall u(g(t)) € (wit1, i) kein Eigenvektor, so dass p o g lokal streng monoton steigend ist und
eine Umkehrfunktion f(v) von (uo §)(t) auf dem Intervall (p; 1, ;) definiert werden kann, welche
nach Eigenschaft der Umkehrfunktionen ebenfalls streng monoton steigend ist. Mit ¢; := f (,u(m))

und £y := f(u(,%)) gilt dann
h<ta, gt eN(ul@),  g(t2) = 2/|| 2]

Der Vektor §(f2) gehort dann nach Lemma 4.2 zum Rand des Kegels %, (Z) und ist ein echt innerer
Vektor des Kegels ¢ (Z). Analog zum Beweis von Lemma 4.2 wird gezeigt, dass das Minimum
von pu(-) auf € (2) durch u(Z) = pu(x) gegeben ist und jede Minimalstelle zum Rand dieses Kegels
gehort. Wegen g(tl) € N (u(x)) ist dann g(f1) kein echt innerer Vektor von ‘51(~), so dass ein
ty € [t1,t2) mit §(t,) € 0%1(T) existiert. Weiter ist die Kurvenlinge zwischen §(f,) und §(t2)

durch ~
to B B
dtZ/ 1dt =ty —t,
2 i

s

dg

Lifa(E).ad) = [ |5

s

(t)

gegeben. Fiir alle Verbindungskurven zwischen §(¢,) und §(f2) auf der Oberfliche der Einheitskugel
ist das Minimum der Kurvenldngen identisch zur Winkelgréfie Zo (g(t}), f](fg)), so dass

to —t1 >ty —ts = L;(G(s), §(t2)) > Z2(G(ts), §(t2)) > i / )
2 1 = t2 f g(g(k)vg( 2)) 2( (ts),a( 2)) _w1€8(€1(9101)1,1wn~,€6‘€~,(97) 2(w1, wy)

Da %, (Z) und €, (z) dieselbe Achse {0HZ ; § > 0} haben, ist der obige minimale Winkel identisch
zur Differenz der Offnungswinkel, niamlich

i Lo(wy,wy) = ¢ — arcsin (ysin(@)) mit @ = Lo(, HE).
lea(ﬁ(gﬂr}iea%(i) 2(wy, wy) = @ —arcsin (ysin(@)) mit @ 2(Z, HE)

Nach Lemma 4.5 und Lemma 4.6 gilt ¢ > @ := Z5(Z, HZ). Da die Funktion

I(p) := ¢ — arcsin (ysin(y))

die Ableitung
o  cos()

(p)=1-
d¢ \/(1 —7?2) + (vcos(p))”

hat, gilt dann ¥(5) > ¥(¢). AuBerdem gehéren der spezielle Vektor  und die entsprechende Mini-
malstelle z zu einem zweidimensionalen Unterraum {y;, y;11}, so dass die Differenz der Kegel-Off-
nungswinkel einfach durch Z5(Z, Z) gegeben ist. Nach obigen Betrachtungen sowie (4.12) erhalten
wir

>0

t~2 — 7,:1 > 19((,5) > 19((,5) = ZQ(E, 5) =1y — 1. (414)
Betrachten wir weiter ein fi € (pti41, ;) und ¢, ¢ mit 14(g(¢)) = p(g(f)) = f. Nach Lemma 4.5 und
Lemma 4.6 gilt dann [|7(2)[|2 > [|7(£)[]2. Auf (pi41, ;) lisst sich auch eine streng monoton steigende

Umkehrfunktion f(v) von (uo g)(t) definieren. Wegen (4.13) und der dazu analogen gleichartigen
Gleichung fiir g und 7 gilt weiter

7 -t . 4.13 o
(jﬁ(ﬂ)) _ d(udt g)( )( d ) d(udt 9) () = (df( )) S0 = Z}Jj( ) < i(ﬂ) (4.15)
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Unter der Annahme p(2) < pu(2) wiirde p(g(t2)) = p(2) < p(z) = p(g(t2)) gelten. Zusammen mit
w(g(t1)) = u(@) = p(z) = p(g(t1)) und (4.15) wird ein Widerspruch

) gF @) gF
t2—t1:/ l(l/) dl/</ l(V) dv =tg — t1
w(a(R) AV wa)
zu (4.14) erhalten. Das zeigt ((2) > p(Z). Formulieren wir diese Ergebnisse in einem Lemma.

Lemma 4.7. Mit den Formulierungen von Lemma 4.5 und Lemma 4.6 sei ein T € N(u(x))
gegeben, wofir das Minimum p(Z) des Rayleigh-Quotienten u(-) auf % (Z) kleiner als p; ist. Dann
gibt es ein T € ./\_/'(,u(x)), welches genau auf den Eigenrdumen Y; und YV;+1 Nichtnull-Anteile besitzt,
so dass pu(Z) nicht kleiner als das Minimum p(z) des Rayleigh-Quotienten p(-) auf %~ (Z) ist.

Kombination von Lemma 4.4 und Lemma 4.7 liefert eine Delta-Abschiitzung fiir PINVIT(1).

Satz 4.8. Gemdff Voraussetzung 4.1 gilt pu(x’) > p(xz). Im Fall p(a’) < p; gilt

A(pis i, (') C\Mig 2
v< A(Muﬂiﬂ,/i(f)) = ((1 ”) i +’Y> ’ (4.16)

Die obere Schranke lisst sich in einem Grenzfall erreichen. (Damit ist diese Abschitzung scharf.)

Beweis. Wegen x’ € €,(x) gilt u(z") > p(x) nach Lemma 4.2.

Fiir p(z') < p; ist der Delta-Quotient wegen p; 41 < p(x) < p(z') < p; positiv. Zur Bestimmung
der oberen Schranke benutzen wir eine Minimalstelle z des Rayleigh-Quotienten pu(-) auf %, (x).
Wegen p(z)z’ € B, () gilt u(z) < p(p(z)z’) = p(a’) < p;. Lemma 4.7 angewandt auf x zeigt, dass
ein T mit p(Z) = p(x) und Nichtnull-Anteile auf Y;, V11 existiert, so dass u(z) nicht kleiner als
das Minimum p(z) des Rayleigh-Quotienten yu(-) auf %, (z) ist. Lemma 4.4 angewandt auf Z liefert
dann eine obere Schranke ((1 — )piy1/mi + 7)2 fiir A (s, piv1, 1(2)) /A (i, piv1, 1(Z)), welche
wegen (%) < p(a’) und p(Z) = pu(x) auch obere Schranke von A (i, piv1, 1(2)) /A (wis i1, 1())
ist. Dass die obere Schranke erreichbar ist, wurde bereits beziiglich des niedrigdimensionalen Falls
in Lemma 4.4 gezeigt. O

Fiir die originale Problemstellung ldsst sich diese Abschétzung mittels der Umformulierung in
Abschnitt 4.1 riickwérts umschreiben.

Satz 4.9. Fir das Matrizbischel (A, M) gemdfs Voraussetzung 2.1 und einen Vektor u € R™\{0}
werde ein Schritt des PINVIT(1)-Verfahrens (1.5) durchgefiihrt, wobei der Vorkonditionierer B~*
die Bedingung (1.4) erfiillt.

Falls u kein FEigenvektor ist, dann gilt p(u’) < p(u). Gelte zusditzlich p(u) € (A, Nig1) fir ein
ie{l,...,m—1}, dann gilt mit der Bezeichnung (2.4) entweder p(u’) < \; oder

AN Nig1, p(u')) ( Ai )2
< <(a- 1)
ANy Xig1, p(u)) = PV

Die obere Schranke der Delta-Abschitzung lisst sich in einem Grenzfall erreichen. (Damit ist diese
Abschitzung scharf.)

4.2.2 Vereinfachungen

Wir formulieren die zweite Version der Konvergenzanalyse fiir PINVIT(1) als eine Zusammenset-
zung der Vereinfachungen der ersten Version. Ausgehend von Lemma 4.2 kénnen wir zunéchst
gemifl Lemma 4.3 genauere Bedingungen zeigen.
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Lemma 4.10. Mit den Formuliereungen in Lemma 4.3 betrachten wir den nichttrivialen Fall, dass
das Minimum von p(-) auf B~ (x) kleiner als p; ist. Dann gibt es eine eindeutige Minimalstelle z,
welche durch (4.5) mit einem « > 0 darstellbar ist.

Beweis. Bezeichnen wir das Minimum von pu(-) auf %, (x) mit 9, dann gilt J = u(z) fiir eine
beliebige Minimalstelle z, und die Gleichung (4.5) lidsst sich als

H(z —vYz) =a(Hzx — 2)
umschreiben. Die neue linke Seite ist der Gradient der Funktion
1
fw) = 5w = 2%

an der Stelle z. Weiter zeigen wir, dass z eine Minimalstelle von f auf 04, (z) ist.

Nach den Voraussetzungen gilt ;1 < p(z) < p, so dass z kein Eigenvektor ist. Nach Lemma 4.3
gilt weiter die Orthogonalitdt Hz — z Lo 2. Fiir beliebiges w € 04, (x) folgt dann

(Hz,2)2 = |23 = [|Hz |3 - |Hz — 2|3 = | Ha|3 — | Hz — w]3
= |Ha|3 - (|Hz|3 - 2(Ha,w)2 + |w]3) = 2(Hz, w)z — |lw]]3.
Mittels dieser Gleichheiten vergleichen wir die Funktionswerte f(z) und f(w):
2(f(2) = f(w)) = ||z = V=l — lw — Iz
= (lllfr = 2(2,92) 1 + 192)1%) — (lwllE - 2(w, 92) 5 + [[92]3)
= (ll1% — 29(Hz, 2)2) — (lwlF — 29(Hz, w)2)
= (Vllz13 = 2012113) — (u(w)||wll3 — 29(Hz, w)s)
= —0(2(Hz,w)2 — [[w]l3) — (n(w)|[wl — 20(Hz, w)q)
= (9 — p(w))]wll3 <0,

damit gilt f(z) < f(w) beziehungsweise ||z — Vz||g < ||w — Yz|| g fir beliebiges w € 04, (). Der
Punkt Jz liegt auBerhalb %, (z), denn nach Lemma 4.2 gilt fiir jedes w € %, (z), dass p(w) >
p(z) = p(vz). Wegen der strikten Konvexitét der Kugel %, (z) gibt es eine eindeutige Minimalstelle
des Abstands von einem Punkt aus %, (x) zum Aulenpunkt Jx beziiglich der H-Vektornorm und
diese Minimalstelle befindet sich auf dem Rand 0%, (x). Daher ist z als eine Minimalstelle von
|- —Yz|| g beziehungsweise f(-) auf 4., (z) eindeutig. Nach Betrachtung der Richtungsableitung ist
der Gradient von f an z, ndmlich H(z —dx), ein nach Innern von %, () gerichteter Normalvektor
an z und hat daher die gleiche Richtung wie Hx — z, damit gilt a > 0. ]

Zum Vergleich wurde in Lemma 4.3 tatséchlich eine andere lokale Extremstelle 2 von p(-) auf £, (z)
bei der Konstruktion der Kollinearitédtsbedingung eingemischt. Wenn Z eine lokale Minimalstelle
oder Maximalstelle ist, befindet das entsprchende o im Intervall (—u(Z),0) oder (—oo, —u(Z)).
In Lemma 4.10 wurde diese Stérung beseitigt, so dass die Bedingung zur echten Minimalstelle
klarer wird. Mit den genaueren Bedingungen aus Lemma 4.10 koénnen wir nicht nur den Beweis
von Lemma 4.4 vereinfachen, sondern auch dieses Lemma fiir allgemeinere Indizes erweitern. Dabei
sind auch einige Uberlegungen vor Lemma 4.7 niitzlich.

Lemma 4.11. Gemafl Voraussetzung 4.1 und Lemma 4.10 betrachten wir den Fall, dass x auf
genau zwei Eigenrdumen von H Nichtnull-Anteile besitzt und damit durch © = Y1) + Yo(2) mit
Yo1) € Vo)\O0}, ¥o2) € Vor)\{0}, 1 < 0(1) < 0(2) < m darstellbar ist. Das Minimum von
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w(-) auf B (x) sei kleiner als p;. Dann gehért die entsprechende eindeutige Minimalstelle z zum
Unterraum span{y, (1), Yo(2) }- s gilt anschliefend

0<

2
A(ﬂa(l)vﬂa(?)mu’(z)) < < 1_ 7) Ho(2) + ’Y)
A(Ma(l)vMU(Z)au(x)) N Ho(1)

Die obere Schranke lisst sich in einem Grenzfall erreichen. (Damit ist diese Abschitzung scharf.)

Beweis. Nach Lemma 4.10 gibt es eine eindeutige Minimalstelle z, welche (4.5) mit einem o > 0
erfiillt. Die Matrix H + ol ist damit regulir und z ist also kollinear zum Vektor (H + ol) " 'Hax
und gehért zusammen mit diesem sowie x zum Unterraum span{yq(1y, Yo (2) }-

Fiir die Delta-Abschéitzung wird zuniéichst wie im Beweis von Lemma 4.10 gezeigt, dass z kein
Eigenvektor ist und damit ein Randvektor des Kegels €, (x) beziehungsweise des Ebenensegments
Cy(x)Nspan{y, (1), Yo(2) } ist. Es gibt insgesamt zwei mogliche Richtungen fiir z, und der Euklidische
Winkel zwischen z und y, (1) ist entweder @1 := Z5(2, Hx) + Zo(Hw, y,(1)) oder @o 1= |ZLo(z, Hz) —
Zo(Hz,Ys(1))|- GemidB der Definition von €, (x) gilt 0 < @2 < 1 < Lo, Y1) < 7/2 , s0 dass
z mit @1 echt kleineren Rayleigh-Quotienten hat und die Minimalstelle ist. Dann hat z wie «
und Hz auch positive Koordinaten beziiglich y,(1), ¥ (2)- Weiter konnen wir den abzuschitzenden
Delta-Quotienten durch einen Tangens-Quotienten ersetzen, namlich

A(un(l)auo(Q)vﬂ’(z)) _ tan2 42(Z7y‘7(1))
A(fo(1) Ho(2)s 1(x))  tan® Lo(2, Y0 (1))

vergleiche Lemma 2.12. Dabei sind /5 (z,yg(l)), /o (m,ya(l)) spitze Winkel, daher geniigt es fiir
die Delta-Abschétzung zu zeigen, dass

Ho
tan Z2(2,Yo(1)) < ((1 — v)riz; + 7) tan Z2 (2, yo(1))- (4.17)
o(1

Wegen Hr = piy(1)Yo (1) + Ho(2)Yo(2) &ilt

tan /o (H:v, yg(l)) = ZLEQ:L; tan Zo (!E7 ycr(l))-

So ist (4.17) dquivalent zu
tan Z5 (2, yo(1)) < (1 —7) tan Zo (Hz,y,(1)) + 7 tan 2o (2, yo(1))- (4.18)

Mit den Bezeichungen
p:=Ls (Hx7:r)7 Y=Ly (Hx,yg(l))

kénnen wir (4.18) in
tan (U 4 arcsin(ysing)) < (1 — ) tand + v tan(d + ). (4.19)

umschreiben und die linke Seite als eine Funktion f mit der Variablen v betrachten. Auf Intervall
[0,1] ist diese eine konvexe Funktion: Wegen

2\ .
daf o (1+(f(7)) )Slw .
dy 1 — (ysinyp)?

ist f(y) monoton steigend auf [0, 1], und genauso der Z#hler der Ableitung (df/dv)(vy). Im Ge-
gensatz ist der Nenner der Ableitung monoton fallend. Daher ist (df/dvy)(vy) ebenfalls monoton
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steigend auf [0, 1], so dass f(v) konvex ist. Weiter gilt nach Eigenschaft einer allgemeinen konve-
xen Funktion, dass

tan (U + arcsin(ysing)) = f(7) = f(1—7) - 0+~-1)
< (L =7)f(0) +7f(1) = (1 =) tand + ytan(d + ).
Damit sind die Ungleichungen (4.19), (4.18), (4.17) sowie die Delta-Abschitzung bewiesen. O
Dementsprechend lésst sich die Begriindung der Niedrigdimensionalen Analyse vereinfachen. Wir
miissen nicht wie in der klassischen Analyse zeigen, dass der der langsamsten Konvergenz entspre-

chende H-invariante Unterraum durch Eigenvektoren zu pu;, p;41 aufgespannt wird. Es geniigt zu
zeigen, dass ein solcher H-invarianter Unterraum zweidimensional ist.

Lemma 4.12. Gemdf$ Voraussetzung 4.1, Lemma 4.3 und Lemma 4.10 betrachten wir eine Rayleigh-
Quotient-Niveaumenge N (i) := {& € R™\{0} ; w(Z) = o} mit i € (pit1, pi). Fiir ein beliebiges
z € N(u) sei z eine Minimalstelle des Rayleigh-Quotienten pu(-) auf B, (&). Gelte fir ein & € N (1),
dass eine zugehdorige Minimalstelle Z eine (hoherstufige) Minimalstelle des Rayleigh-Quotienten ()
auf der durch alle & € N(ji) erzeugten Minimalstellenmenge M ist, dann besitzt T auf genau zwei
Eigenrdumen von H Nichtnull-Anteile.

Beweis. Fiir eine solche Z betrachten wir eine beliebige durch z laufende stetig differenzierbare
Kurve {¢g:1(t) ; t € T C R} C N(t) mit g1(ty) = Z, dann gibt es eine entsprechende Minimalstel-
lenkurve {g2(t) ; t € T C R} C M mit go(t,;) = Z. Nach der Konstruktion und Lemma 4.2 ist
g2(t) ein Randpunkt von 4, (91 (t)), daher gilt

[Hg1(t) = g2(t)ll2 = VI Hg1 (t) — 16(91(1)) 91 (t)ll2 = I Hg1(£) — fug1 (t)]]2-
Dann ist f(t) := ||Hgi(t) — g2(t)||3 — ¥?||Hg1(t) — fig1(t)||2 eine konstante Funktion, so dass

0= %(t) =2(Hgi(t) — g2(t), Hn(t) — g2(t)), — 27 (Hgi(t) — figr (), Hin (t) — g1 (t)),,

wobei g1 (t), g2(t) jeweils die Ableitungen (dg; /dt)(t), (dg2/dt)(t) bezeichnen. Das gilt insbesondere
fur t =t,. Mit g1(ty) = Z und g»(ty) = Z entsteht dann

0=2(Hz -z, Hj(ty) — g2(ty)), — 29° (HZ — i, Hi(tg) — g (tg)) (4.20)
Um diese Gleichung zu vereinfachen, zeigen wir weiter die Orthogonalitéiten
(Hz -z, ga(ty)), = 0, (Hz — iz, g1(ty)), = 0. (4.21)
Da g2(ty) = Z eine Minimalstelle von u(-) auf {g2(t) ; t € T C R} ist, gilt ¢, als eine Minimalstelle
der Funktion o go und aus der notwendigen Bedingung (d (1 0 g2)/dt)(ty) = 0 folgt
T
0= (Valea(ty)) sty = (Vu(2), dalty))

Nach Lemma 4.3 und Lemma 4.10 angewandt auf Z erfiillen Z, Z mit einem zugehorigen Parameter
a > 0 die Gleichung
(H+al)z = (u(z) +a)Hz. (4.22)
Damit gilt
Hz—p(z)z=(H+al)z— (uz)+a)z=(uz) +a)(Hz - 2).
Das zeigt die Kollinearitét von Vy(z) und HZ — Z (vergleiche (4.6) im Beweis von Lemma 4.3), so
dass (HZ — 2, ga(tg)), = 0 gilt.
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Da p(-) eine konstante Funktion auf A/(fz) und po g; damit auch eine konstante Funktion ist, gilt
d(po go)/dt = 0 fir beliebiges ¢ und insbesondere fiir ¢ = t,. Daraus folgt

T 2
0= (Vilo(t)) arlty) = (Vi(@).91(t), = == (HT = 2. 31 (1)),
und anschlieBend (HZ — 4, ¢ (tg)), = 0.

Damit gelten die Orthogonalitéten in (4.21). Einsetzen in (4.20) liefert dann
0=2(Hz -z, Hi(ty)), — 27 (Hz — iz, Hir(ty)),

=2((Hz — 2) —¥*(Hz — ), Hir(tg)), = 2(w, g1(ty)),

mit w = H((l —YHHZ + *hx — 2). Der Vektor w liegt also Euklidisch orthogonal zum Tan-
gentialvektor ¢;(ty). Mit hinreichend vielen durch z und auf N(fi) laufenden stetig differen-
zierbaren Kurven bilden solche Tangentialvektoren eine Tangentialhyperebene z an #, so dass
w 1o Z gilt und w entweder ein Nullvektor oder ein Normalvektor an Z ist. Wegen der Or-
thogonalitét (H T — iz, gl(tg))2 = 0 ist HZ — jiZ ebenfalls Euklidisch orthogonal zu Z. Wegen
w(Z) = i € (wit1, 1i) ist T kein Eigenvektor, so dass das Residuum HZz— iz von Nullvektor verschie-
den und weiter ein Normalvektor an Z ist. Damit gibt es ein § € R mit w = S(HZ— fZ). Multiplizie-
ren wir diese Gleichung mit (H +al), ergibt sich mit der Darstellung w = H ((1—~2)Hz+~*iz—2)
von w, dass

(1—-~*H*(H +alz +~+*iH(H 4+ al)t — H(H + al)z = 8(H + al)(H — jl)Z.

Das lsst sich mittels (4.22) und der Darstellung z = " | Y;¢; beziiglich Euklidisch orthonormaler
Basismatrizen der Eigenréume in Y /" | p(y;) Yi¢; = 0 umschreiben, wobei p(d) = ap+a10+ag0?+
a36> ein kubisches Polynom mit den Koeffizienten

ap = afj, ar=av’i+B(h—a), a=~(i—a)—uz) —B, az=1-7"
ist. Multiplizieren wir >, p(u;) Y;¢; = 0 mit den Matrizen Y]-T7 dann erhalten wir wegen der
Euklidischen Orthonormalitédt der Eigenrdume die Gleichungen

p(uj)éjzoa J:177m

Da Z kein Nullvektor und kein Eigenvektor ist, besitzt Z mindestens zwei Nichtnull-Koeffizietenvektoren
der Form ¢;. Damit hat p(d) wegen p; > 0V j mindestens zwei positive Nullstellen. Aulerdem ist
p(9) ein kubisches Polynom mit reellen Koeffizienten und hat hochstens drei positive Nullstellen.
Weiter untersuchen wir die Koeffizienten von p(9), um den Fall, dass p(d) drei positive Nullstellen
hat, auszuschliefen. Durch Koeffizientengleich der Darstellungen p(d) = ag+aid+az6%+azd® und
p(d6) = a3 H?Zl(é —4;) , wobei 01,02, d3 die Nullstellen bezeichnen, gilt Hle d; = —agp/as. Falls
alle drei Nullstellen positiv sind, dann miisste —ag/as > 0 gelten. Wegen v € (0,1) gilt az > 0.
Weiter zeigen wir ag > 0, so dass —ag/asz < 0 gilt und p(d) weniger als drei positive Nullstellen
besitzt. Da @ > 0 und i > 0 bereits bekannt sind, ist nur noch 8 > 0 zu zeigen. Multiplizieren wir
die obige Kollinearititsgleichung S(HZ — fiz) = w mit (Hz — )T H ™!, gilt

B(Hz — jiz)"H Y (Hz — jz) = (Hz — iz)" (1 — v*)HZ + +* 7 — 2)
= (Hz — pz)" (Hz — 2) — +*|Hz — jz3
= (Hz — pz)" (Hz — 2) — ||Hz — 2|3
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AuBlerdem kann man in N(j1) ein 7 finden, welches genau auf den Eigenrdiumen );, ;41 Nichtnull-
Anteile besitzt. Damit liegt ©(HZ) im Intervall (pi11, ;). Wegen Hz € %.,(Z) ist das Minimum von
w(-) auf 2, (z) also kleiner als p;. Da Z eine hoherstufige Minimalstelle von f(-) ist, gilt p(2) < p;.
Nach Lemma 4.2 ist u(z) grofler als p(x) beziechungsweise fi;41. Damit ist p(z) kein Eigenwert und
Z kein Eigenvektor. Nach Lemma 4.3 angewandt auf Z gilt dann die Orthogonalitit HZ — Z 15 Z,
so dass

n(z)
=P wee) ) D Y gz o TH (HE - 2)
p(z) p(z)
Damit gilt
o Qfl 2
Hz — jz|3- = ——||(Hz — -
BIIHZ — |7 - u(z)ll( T—=2) 5
und 3 > 0. So besitzt p genau zwei positive Nullstellen und Z damit auf genau zwei Eigenrdumen
von H Nichtnull-Anteile. O

Mit Lemma 4.11 und Lemma 4.12 l&sst sich die Delta-Abschitzung (4.16) in Satz 4.8 in verein-
fachter Weise beweisen, vergleiche Satz 2.14 aus der Musteranalyse.

Fiir p(a’) < pi gilt pipr < p(x) < p(e’) < pg, so dass der Delta-Quotient positiv ist. Zur Be-
stimmung der oberen Schranke des Delta-Quotienten setzen wir fi = p(z) geméf Lemma 4.12 und
betrachten x, T € N (j1) sowie die Minimalstellen z, z des Rayleigh-Quotienten p(-) auf den Kugeln
B (x), $B,(Z), wobei Z eine hoherstufige Minimalstelle ist. Es gilt dann p;11 < p(r) = w(Z) <
w(z) < p(z) < p(a') < g, so dass

A, i1, (")) < A, pigr, p(2)).

AuBlerdem gilt nach Lemma 4.12, dass T auf genau zwei Eigenrdumen von H Nichtnull-Anteile
besitzt. Seien (1) < o(2) die zugehérigen Indizes, dann liefert Lemma 4.11 angewandt auf Z die
Abschétzung

A(po1) Ho(2): 1(2)) - < | - o)l +7)
A(po), Ho(2y, 1(T)) Mo (1)

Das Intervall (pi11, ;) enthélt keinen Eigenwert, damit gilt pi,(2) < pip1 < p(T) < p(2) < pi <
Ho(1) und weiter

Apir i1 1(2) _ At o), 1(2))
A(,U/“ i+, M(‘i‘)) N A(MO’(I)7 ,U/G'(Q), /J'('i‘))
Aus diesen Ergebnissen folgt die Delta-Abschitzung (4.16):

< Al i1, 19) ((17)%(2)+7>2 < ((1v)m+ +7>2-

A(piy prigr, (') z
A (i pigr, p(T)) ~ He (1)

0<
A(pis pig1, p())

4.2.3 Ergdnzungen

In der oben bewiesenen Delta-Abschitzung fiir PINVIT(1) ist die obere Schranke ,nur® im Grenz-
fall erreichbar. Daher ergéinzen wir im Folgenden eine grenzfallfreie Abschétzung, welche eine kom-
plexe Darstellung hat und der in [60], [61] vorgestellten scharfen (und auch komlexen) Schran-
ke des Rayleigh-Quotienten der neuen Iterierten entspricht. Dafiir brauchen wir die Konvergenz-
analyse nur teilweise zu modifizieren. Im Beweis von Lemma 4.11 normieren wir die Nichtnull-
Anteile y,(1), Yo(2) beziiglich der Euklidischen Vektornorm und setzen x = &5(1)¥s(1) + £0(2) Yo (2)5
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2 = Co(1)Yo(1) To(2) Vo (2) flir 2. Wegen 10y < p(x) < p(z) < p(Hzx) < pip(1) ist 2 kein Eigenvektor
und gehort damit nach Lemma 4.3 zum Rand des Kegels €, (), so dass

sin Zo(Hx,z) = ysin Zo(Hz, )

gilt. Beziiglich der Koeffizientenvektoren lésst sich diese Bedingung als

. Ho(1)€a(1) Co(1) ) Ho1)Eo(1) §o(1)
sin Zo , = ysin Zy ,
Ho(2)€a(2) Co(2) Ko 2)€o(2) §o(2)
umschreiben. Im Beweis von Lemma 4.11 wurde gezeigt, dass die Koeffizienten von z, z sdmtlich
positiv sind. Mit den Parametern

§:=802)/80) C=C@/ )y U= lo@) /o)

gilt dann sin 42((1,19§)T, (1,C)T) = ~ysin 42((1,195)T, (17§)T). Diese Sinusbedingung beleibt
geltend, wenn diese zweidimensionalen Vektoren durch die Ergédnzung einer gleichen dritten Kom-
ponente 0 dreidimensionale Vektoren werden, also

sin Zs(a,b) = vsin Za(a, ¢)
mit a := (1,9¢,0)7, b := (1,¢,0), ¢ := (1,£,0)T. Nach der Eigenschaft des #uBeren Produktes
(+,+) fiir dreidimensionale Vektoren gilt dann

(. 0ly _ _ la: <)l

lallzfiBlla — " llallzlell2”

Daraus folgt eine Koeffizientenbedingung

o _ N B)lell ¢ -vera+e) (/) —9)°(1+8) (4.23)

@, )51z (€ =DM +C) — (1=9)2(1+(¢/€)%€?)
Das Quadrat des Quotienten (/¢ ist genau der abzuschiitzenden Delta-Quotient:

<C>2 _ G/ _ tan® Z5(2,00(1)) _ Ao, Ho2), 1(2))
13 Eo/Cay  tan® Lo(2,901))  Allo()s fo(2), 1))
Weiter liefert (4.23) eine quadratische Gleichung fiir § := (/¢:

(1+&) =71 —0)%)8* =201+ &0 + (P(1+ &%) —*(1 = 0)*) =0

mit den Wurzeln

_ 91+ E) £9(1 - 9) /(1 + (1 +02€2) —42e%(1 — 0)?
o (1+€) =721 -0 ' 42

Wegen ¥ = fi5(2)/ 101y € (0,1) und v € (0,1) gilt

1+ +9%€6%) =21 -9)* >0,  (1+&) -1 -9)° >0,

so dass d; > 0 gilt. Da z positive Koeffizienten besitzt, wird (/& durch §; und damit der Delta-
Quotient A(fiy (1), o(2), 11(2)) /A (Mo (1) to(2), () durch 63 gegeben. Wegen 0 = f15(2)/ (1) und
£ = \/A(ug(l),ug(g),u(x) ldsst sich der Delta-Quotient als eine Funktion von fis(1y, fie(2), p()

und v betrachten. Im Grenzfall p(x) — p,(1) gilt £ — 0, so dass

A(N’U(l)a Ho(2)5 IU‘(Z)) 2 Mo (2) 2
lim =1limdo2 = (W+y1-9)" = (1 -7 44
w(T) = o (1) A(Ma(1)7 Ho(2)5 IU/(J;)) §=0 " ( ) Ho(1)
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Kombinieren wir dieses Ergebnis mit der klassischen Analyse, konnen wir weiter in Lemma 4.3,
Satz 4.8 und Satz 4.9 scharfe Schranken wie 67 ergéinzen.

Das Quadrat der Wurzel §_ kénnen wir bei der Abschétzung der schnellsten Konvergenz von PIN-
VIT(1) verwenden. Die klassische Analyse in [62, 65] ldsst sich mit &hnlicher Technik in Abschnitt
4.2.2 ebenfalls vereinfachen. Beim Ausgangspunkt wird ein spezieller Fall fiir die weitere Untersu-
chung ausgeschlossen, némlich dass %, (x) einen Eigenvektor zum grofiten Eigenwert p; enthilt.
Dann wird eine Kollinearitét zur Beschreibung einer Maximalstelle erhalten.

Lemma 4.13. Gemdf$ Voraussetzung 4.1 gilt fir jedes w € A (x), dass p(w) > p(x). Falls B, (x)
keinen Eigenvektor zu pi enthdlt, dann gehort jede Mazimalstelle von p(-) auf %B+(x) zum Rand
von %B(x). Es gelten auch die gleichartigen Aussagen beziglich des Kegels 6, (x). Weiter gibt es
fiir eine beliebige Mazimalstelle z von pu(-) auf A (x) ein o € R mit a < —pu(z), so dass

(H+al)z = (u(z) + o)Ha.

z ist genau dann ein Eigenvektor, wenn o = —u(z). Falls z kein Eigenvektor ist, dann gilt Hr—z 19
z, so dass z ein Randvektor des Kegels €. (x) ist.

Der Beweis ist analog zu den Beweisen von Lemma 4.2 und Lemma 4.3. Mit der Bedingung o <
—u(z) kann man aber nicht ausschliefien, dass H + ol singulér ist und z damit mehr Nichtnull-
Koeffizientenvektoren als x besitzt. Daher ist eine niedrigdimensionale Analyse nicht fiir beliebiges
x, z formulierbar. Gliicklicherweise gibt es keine solche Schwierigkeit fiir Z, Z zu einem hoherstufigen
Maximum.

Lemma 4.14. Gemdafi Voraussetzung 4.1 betrachten wir eine Rayleigh-Quotient-Niveaumenge
N(p) = {2 € R"\{0} ; w(@) = g} mit i € (pit1,pni). Fiir ein beliebiges & € N (1) sei z
eine Mazimalstelle des Rayleigh-Quotienten pu(-) auf B,(%). Gemdf Lemma 4.18 werde angenom-
men, dass es & € N(fu) gibt, dessen zugehirige Kugel %~ (Z) keinen Eigenvektor zu p enthlt.
Die Mazimalstellen Z zu solchen Vektoren I bilden eine Maximalstellenmenge M. Weiter gelte fiir
ein T unter solchen &, dass eine zugehérige Mazimalstelle Z eine (hoherstufige) Maximalstelle des
Rayleigh-Quotienten p(-) auf M ist, dann gibt es genau zwei verschiedene Figenwerte von H, zu
deren Eigenrdumen T nicht Eukldisch orthogonal liegt. Es gibt dann Figenwerte jis(1) > pg(2) mit
zugehdorigen Bigenvektoren yq 1y, Yo(2), 0 dass T € span{y, (1), Yo(2)} gilt. Weiter gehirt z ebenfalls

U Span{yau), y0(2)}'

Der Beweis ist analog zum Beweis von Lemma 4.12. Zunéchst kann man in einer hinreichend kleinen
Umgebung von = Kurven definieren, auf denen die Vektoren die Bedingung, dass die zugehorigen
Kugeln keinen Eigenvektor zu p; enthalten, erfiillen. Weiter ist ein Unterschied zu bemerken, dass
die Parameter & und [ negativ sind. Das fiihrt aber auch zu einem kubischen Polynom mit positiven
Koeffizienten ag, a3, so dass T hochstens zwei Nichtnull-Koeffizientenvektoren hat. Weiter folgt aus
der Darstellung w = H ((1—~2)HZ+~*[1% — Z) und der Kollinearititsbedingung w = S(HZ — iZ),
dass z wie Z durch span{y,(1), ¥»(2)} enthalten wird. Mit der anschliefenden niedrigdimensionalen
Analyse und dem entsprechenden Riickwirtseinsetzen wird eine Delta-Abschétzung

A(p1, pm, ("))
IN(ENTENTES))

> §2

erhalten, wobei §_ mittels der Formel (4.24) mit O = pi,,/pt1, & = /A1, i, () gegeben wird.
Diese Delta-Abschitzung lédsst sich nach p(z") umstellen und entspricht der Abschétzung aus [62].
Es gibt auch zwei nicht sehr bedeutende Abschitzungsvarianten, ndmlich die ,lokale“ langsam-
ste/schnellste Konvergenz in span{yi, y,m} / span{y;, y;+1}. Dafiir werden die Konvergenzfaktoren
durch (ﬁ beziehungsweise 62 mit passenden Indizes gegeben.
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4 Vorkonditionierte Gradientenverfahren

4.3 Konvergenzanalyse fiir PINVIT(2)

Als Ausgangspunkt der Konvergenzanalyse fiir PINVIT(2) definieren wir eine Menge, um einen zu
Z kollinearen Nichtnullvektor einzuschliefien.

Lemma 4.15. GemdfS Voraussetzung 4.1 gilt fir ein beliebiges w € €5 (x), dass der durch x und
w aufgespannte Unterraum span{z,w} zweidimensional ist. Es gibt ein eindeutiges f(w) € R, so
dass f(w) x+w ein Ritzvektor zum grifiten Ritzwert von H beziglich span{xz, w} ist. Dann enthilt
die Menge P4 (z) == {f(w)x +w ; w € Cy(x)} einen zu & kollinearen Nichtnullvektor. Fir jedes
2 € D1(x) gilt u(z) > p(x).

Beweis. Nach der Definition von €, (z) und v € (0, 1) gehort « nicht zu €, (z), so dass « nicht kol-
linear zu w ist und span{x, w} zweidimensional ist. Nach Lemma 4.2 gilt u(w) > p(z), so dass der
grofite Ritzwert von H beziiglich span{z, w} auch echt grofer als pu(z) ist. Daher ist  kein zugehori-
ger Ritzvektor und span{z, w} besitzt zwei eindimensionale Ritzrdume. Mit diesen Ritzrdumen hat
die Gerade § z+w jeweils einen eindeutigen Schnittpunkt. Damit gibt es ein eindeutiges f(w) € R,
so dass f(w)x + w ein Ritzvektor zum grofiten Ritzwert von H beziiglich span{z,w} ist. Gemé&s
Voraussetzung 4.1 ist & ein Ritzvektor zum grofiten Ritzwert von H beziiglich span{z,z’} mit
x' € €y(x), so dass Z(x) einen zu & kollinearen Nichtnullvektor enthélt. Fiir jedes z € 2, (x) gilt
mittels eines z erzeugenden Vektors w € €, (x), dass pu(z) > p(w) > pu(x). O

Weiter zeigen wir wie in Lemma 4.2, dass die Betrachtung der Randvektoren bei der weiteren
Untersuchung fiir PINVIT(2) geniigt.

Lemma 4.16. Mit den Formulierungen in Lemma 4.15 ist das Minimum des Rayleigh-Quotienten
w(-) auf Z1(x) identisch zum Minimum von u(-) auf Zo(x) = {B(w)z +w ; w € I€,(x)}.

Bewets. Mit den Unterraum-Mengen
My = {span{z,w} ; w € €,(z)} und M, = {span{z,w}; w € 9%, (z)}

sind die Minima von p(-) auf 2 (x) und Zs(x) jeweils die Minima der groBiten Ritzwerte von H
beziiglich der Unterrdume aus M; und Mo.

Daher geniigt es zu zeigen, dass M; und My identisch sind. My C M ist trivial. Zu M; C M,
brauchen wir nur zu zeigen, dass (M; \ M) € M. Dafiir betrachten wir einen beliebigen echt
inneren Vektor w von %, (x). Der Durchschnitt von span{z,w} und %, (z) ist ein Teilgebiet €
der Ebene span{z,w}. Der Vektor = befindet sich auBerhalb %, () und daher auch auBerhalb 4.
Damit ist 2 nicht kollinear zu den Randvektoren von %, so dass span{x,w} durch z und einen

beliebigen Randvektor von 4 aufgespannt werden kann. Da jeder Randvektor von % offenbar auch
ein Randvektor von €, (z) ist, gilt (/\/11 \Mg) C Ma. O

Damit ist das Minimum von pu(-) auf % (x) eine obere Schranke von p(#) und wird bei der folgenden
Untersuchung betrachtet.

4.3.1 Begriindung der niedrigdimensionalen Analyse

Mittels einer Kurven-Differentiation lassen sich implizite Darstellungen der Minimalstellen kon-
struieren.
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4.3 Konvergenzanalyse fiir PINVIT(2)

Lemma 4.17. Mit den Formulierungen in Lemma 4.16 betrachten wir eine beliebige Minimalstelle
z von u(-) auf Zo(x) und einen erzeugenden Vektor w € 0€,(x) von z. Es gibt dann ein o € R,
so dass die Gleichung

(H + (o — p(=)D)w = (0 — Bw) H + Blw)(=)z (4.25)
durch z, w, x mit n = (Hz,w)s/||w||3 erfiillen.
Beweis. Fiir beliebiges w € 0%, (z) ist nach Lemma 4.15 eine Funktion definierbar:
f() == p(B(w)x + ).

Sei w € 0%, (x) ein z erzeugender Vektor, dann gilt pu(z) = f(w). Weiter betrachten wir eine
beliebige durch w laufende stetig differenzierbare Kurve {g(t) ; t € T C R} C 0%, (z) mit g(t4) =
w, dann ist w eine Minimalstelle von f auf der Kurve, so dass ¢, eine Minimalstelle der Funktion
f o g ist und die notwendige Bedingung (d (fo g)/dt) (tg) = 0 gilt. Daraus folgt mit

(fog)t)=n(B(g(t)z+g(t)),

A2 ) (n(pto(0) +90)" (Lo +at0)).

wobei ¢(t) die Ableitung (dg/dt)(t) bezeichnet, dass

0= (Vn(B(g(ty))x +9(t,)))" (d(ﬁdj D 1,) + g(tg)> = (V(=)" (d(ﬁd;’ Dty + g'(tg)> :

Da z ein Ritzvektor zum Unterraum span{z,w} ist, gilt die Orthogonalitit Vu(z) Lo z, so dass
aus der obigen notwendigen Bedingung weiter die Orthogonalitit Vu(z) Lo g(t,) folgt. Analog
zum Beweis von Lemma 2.13 wird gezeigt, dass der Vektor Vu(z) Euklidisch orthogonal zur durch
solche Tangentialvektoren aufgespannten Tangentialhyperebene w liegt. Auf 0%, (x) ist

(Hz,w)3

h(w) := cos® Zo(Ha,w) = ——brt2s
[ H ][3]w]3

eine konstante Funktion. Mit einer dhnlichen Kurven-Differentiation wird dann gezeigt, dass der
Vektor Hx — nw mit n := (Hz,w)2/||w||3 ebenfalls Euklidisch orthogonal w liegt. Wegen w €
0%, (x) und v € (0,1) ist w nicht kollinear zu Hx, so dass Hx — nw kein Nullvektor ist und ein
& € R mit

Vu(z) = a(Hz — nw)
existiert. Mit den Substitutionen Vyu(z) = %(Hz —u(2)z), z=Pw)z+w und a= 2
ldsst sich (4.26) in (4.25) umschreiben. O

(4.26)

Wenn w eine Minimalstelle z erzeugt, dann erzeugt fw mit einem beliebigen 77 € R\{0} einen
zu z kollinearen Vektor, welcher auch eine Minimalstelle ist. Deswegen kénnen wir ein solches w
umskalieren, so dass 1 =7 = (Hz,w)2/||w||3. Damit ist w auch ein Randpunkt der Kugel %, (),
denn wegen

(Ho,w)y  Julle [l
cos Zo(Hr,w) = = =
2(Hew) = el ~ "Hxls ~ el

bilden Hz und w ein recheckiges Dreieck, so dass

|Ha — wl|z = [|[Hz|2 sin Zo(Hz, w) = y|Ha||z sin Zo(Ha, ) = y||Hx — ,u(:v)a:H2
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4 Vorkonditionierte Gradientenverfahren

Weiter untersuchen wir solche umskalierte Minimalstellen-Erzeuger geméfl der entsprchenden leicht
modifizierten Bedingung

(H + (0 — pu(2)))w = ((a = Blw))H + Bw)u(2))a. (4.27)

Dabei kann man nicht ausschlieen, dass H + (o — p(2))I singulér ist, wie ein einfaches Beispiel
zeigt: Gegeben sei eine symmetrische und positiv definite Matrix H € R3*3 mit Eigenwerten
w1 > po > ps und zugehorigen Eigenvektoren yi,yo,ys. Ein 2 € span{y;,y2} sei kein Nullvektor
und kein Eigenvektor von H. Fiir eine Minimalstelle z = f(w)x + w von pu(-) auf Zs(z) soll dann
w ¢ span{yi,y2} gelten, denn sonst wire span{x,w} = span{y;,ya}, so dass u(z) = p1 gelten
wiirde und p(-) eine konstante Funktion auf Z(z) wére; aber in Zs(x) gibt es offenbar auch
Ritzvektoren zu den von span{y;,y2} verschiedenen Unterrdumen, so dass p(z) < up gelten soll.
Deswegen besitzt w auf y3 einen Nichtnull-Koeffizienten, und nach (4.27) gilt usz + (o — p(z)) =0,
so dass H + (a — p(z))I singulér ist. Interessanterweise gibt es keine solche Singularitét fiir eine
hoherstufige Minimalstelle beziiglich einer Rayleigh-Quotienten-Niveaumenge.

Lemma 4.18. Gemdff Voraussetzung 4.1, Lemma 4.17 und der modifizierten Bedingung (4.27)
betrachten wir eine Rayleigh-Quotient-Niveaumenge N (i) = {& € R™\{0} ; w(&) = f} mit
g € (fit1, pi). Fir ein beliebiges & € N(i) sei z = f(w)Z + w eine Minimalstelle des Rayleigh-
Quotienten u(-) auf Po(Z) mit w € 0B, (2)NIE,(Z). Gelte fiir ein T € N (i), dass eine zugehdirige
Minimalstelle z eine (hoherstufige) Minimalstelle des Rayleigh-Quotienten u(-) auf der durch alle
7 € N(fn) erzeugten Minimalstellenmenge M ist, dann besitzt T auf hichstens drei Eigenrdumen
von H Nichtnull-Anteile. Es gibt also Eigenwerte piy(1) > flo(2) > Ho(3) Mit zugehdrigen Eigen-
vektoren Yq (1), Yo(2); Yo(3), SO dass T € span{ya(l),yg(2)7ya(3)} gilt. Weiter gehéren z und der z
erzeugende Vektor w ebenfalls zu span{yq(1), Yo(2)> Yo (3) } -

Beweis. Der erste Anteil des Beweises ist ganz analog zum Beweis von Satz 4.12. Fiir eine solche
Z betrachten wir eine beliebige durch z laufende stetig differenzierbare Kurve {g1(t) ; t € T C
R} € N(f2) mit g1(ty) = &, dann gibt es dementsprechend eine Minimalstellenkurve {g2(t) ; t €
T C R} mit g2(t,) = Z und eine Erzeugerkurve {g3(t) ; ¢t € T C R} mit g3(t,) = @w. Geméf der
Konstruktion ist g3(t) ein Randpunkt von 4, (g1 (t)), daher gilt

[Hgr(t) — g3(t)ll2 = V[ Hgr(t) — (g1 () g1(t)ll2 = v Hgr (t) — faga(t)]l2-
Dann ist f(t) := [[Hg1(t) — g3(t)||3 — v?[|[Hg1(t) — fug1(t)]|3 eine konstante Funktion, so dass

_

0=
dt

(t) = 2(Hgi(t) — gs(t), Hin () — gs(t)), — 27 (Hgi(t) — g1 (t), Hin (t) — Ag1(t)),,

wobei g1 (¢), g3(t) jeweils die Ableitungen (dgy/dt)(t), (dgs/dt)(t) bezeichnen. Das gilt insbesondere
fiir t = t,. Mit g1(ty) = = und g3(t,) = w entsteht dann

0=2(Hz —w, Hj(ty) — gs(ty)), — 2v°(HZ — i, Hi(ty) — figa(tg)),. (4.28)
Um diese Gleichung zu vereinfachen, zeigen wir weiter die Orthogonalitéiten
(Hz — @, g3(ty)), = (HT — w, —B(@)41(ty)),,  (HT —jx, gi(ty)), = 0. (4.29)

Da g¢5(t,) = Z eine Minimalstelle von p(-) auf {g2(¢) ; t € T C R} ist, gilt ¢, als eine Minimalstelle
der Funktion p o go und aus der notwendigen Bedingung (d (Loga)/ dt) (ty) = 0 folgt

T
0= (Vu(gz(tg))) G2(tg) = (Vu(2), 92(tg)),,
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wobei go(t) die Ableitung (dgs/dt)(t) bezeichnet. Diese Orthogonalitiit lésst sich wegen

d(B o gs)
dt

0a(t) = Blga(D) 91 (D) + 9o (), dalt) = P2(p) =

7 (t)g1(t) + B(g5(t)) g1 () + g3(t)

sowie g1(ty) = T, g3(ty) = w als

d(f o g3)

(v“(z)’ dt

()T + B(@) g1 (tg) + Q3(tg))2 ~0

umschreiben. Da z ein Ritzvektor zum Unterraum span{z,w} ist, gilt Vu(z) Lo Z, so dass die
obige Bedingung in
(Vi(z), B(w)5(tg) + g3(ty)), =0

vereinfacht wird. Aulerdem folgt aus z = S(w)z + w und der Bedingung (4.27) angewandt auf z,
namlich

(H + (@ — w(2)1) @ = (@ - B@)H + Aayu(z))e, (4:30)
eine Kollinearitét von Vu(z) und HzZ — w, so dass (HZ —w, B3(w)§1(ty) + gg(tg))2 = 0 und weiter
die erste Gleichung in (4.29) gilt. Da pu(-) eine konstante Funktion auf A/(f) und p 0 g; damit auch
eine konstante Funktion ist, gilt d (u o g2)/dt = 0 fiir beliebiges ¢ und insbesondere fiir ¢t = ¢,.
Daraus folgt (HZ — i, ¢ (tg))2 =0.
Damit gelten die Orthogonalitéten in (4.29). Einsetzen in (4.28) liefert dann

0=2(Hz —w, Hj(ty) + B(w)in(ty)), — 20 (HZ — iz, Hin(ty)),
= 2((H + B(@0)]) (Hz — ) = 1*H(HT = i), 1 (t,))_ = 2(v.d1(t5)),

mit v := (1 — y?)H?z + (B(w) + v*a)Hz — (H + B(w)I)w. Der Vektor v liegt also Euklidisch
orthogonal zum Tangentialvektor §;(ty). Analog zum Beweis von Satz 4.12 wird gezeigt, dass es
ein 7 € R mit v = 7(HZ — &) gibt. Multiplizieren wir diese Gleichung mit H + (& — u(2))I
und nutzen (4.30) als Substitution, erhalten wir die Darstellung p(H)Z = 0 mit einem kubischen
Polynom p mit reellen Koeffizienten (Details der Koeffizienten von p sind nicht relevant fiir diesen
Beweis). Mittels der Darstellung z = > | Y;¢; beziiglich Euklidisch orthonormaler Basismatrizen
der Eigenrdume entstehen die Gleichungen

p(,uj)Ej:O, j=1,...,m.

Da p hochstens drei positive Nullstellen hat, gibt es hochstens drei Nichtnull-Koeffizientenvektoren
¢;. In anderen Worten besitzt Z auf hochstens drei Eigenrdumen Nichtnull-Anteile. Wegen p(Z) =
i € (phiy1, pi) ist T kein Eigenvektor und hat daher zwei oder drei Nichtnull-Koeffizientenvektoren.
Damit konnen wir die Nichtnull-Anteile von T beziehungsweise eventuell einen zusétzlichen Eigen-
vektor aus einem anderen Eigenraum als Basisvektoren wihlen, um einen z enthaltenden Unter-
raum span{y,(1), ¥o(2), Yo(3)} Mit angeordneten Eigenwerten ji,(1) > fig(2) > flo(3) zu definieren.
Wire w ¢ span{ye(1), Yo (2), Yo(3) }> dann wiirde w wegen (4.30) hochstens vier Nichtnull-Koeffi-
zientenvektoren beziiglich der Eigenbasen besitzen und wére durch

W= We(1)Yo(1) T Wo(2)Yo(2) T Wo(3)Yo(3) T Ws¥s

mit einem wy # 0 und ein Eigenvektor ys zu einem von fig(1y, He(2), Ho(3) Verschiedenen Eigenwert
s darstellbar. Dafiir miisste noch & — pu(z) = —pus gelten.

Weiter folgt aus der Kollinearititsbedingung v = 7(Hz — iZ), dass

(H + B(w)])w = (1 —*)H?z + (B(w) + i) HZ — T(HZ — i) € span{yo(1), Yo (2)s Yo (3) }+

()
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so dass B(w) = —ps = @ — p(Z) gelten miisste. Einsetzten dieser Gleichung in (4.30) liefert aber
(H — po @ = (u(2)H — pops(2)) @ = p(2)(H — psI)Z.

Wegen 15 & {1o(1), Ho(2), Ho(3) )} ist die Matrix H — p I in span{ye(1), Yo (2)s Yo (3) } »lokal invertier-
bar“, so dass w durch eine orthogonale Aufspaltung

W = w(2)T + wsys
darstellbar wiire. Damit wiirde (HZ, wsys)2 = 0, [[@|l2 > ||u(2)Z||2, und weiter

cos Zo(HZ, W) = (Hz, w)y _ (Hj"“(g)j)z + (HZ,wsYs)2 B (Hf,u(i)i)z
RN EEN [Halallals FEREE

< — . — = = cos Lo(HET, )
[Hz[2(n(2)zll2  [[HZ]2(Z]2

gelten, das heifit Zo(HzZ,w) > Zy(HZ, T), so dass w auBlerhalb des Kegels €, (%) liegen miisste.
Dieser Widerspruch zur Voraussetzung w € 0%, (%) zeigt w € span{y,(1), Yo(2), Yo(3) } und anschlie-
fend z = 6(11))‘,f +we Span{yﬂ(l)v Yo (2)5 ya'(?))} O

Eine alternative Version der Begriindung der niedrigdimensionalen Analyse wird durch Neymeyr
[67] prisentiert. Dabei zu betrachten ist ein Kegel, welcher auch die Kugel %, (x) umfasst, dessen
Achse jedoch durch p(x)z und den Mittelpunkt Hx von %, (x) bestimmt wird.

4.3.2 Ellipsen-Analyse

Geméf Lemma 4.18 kénnen wir eine Delta- Abschiitzung mittels einer &hnlichen niedrigdimensiona-
len Analyse wie bei INVIT(2) entwickeln. Hauptséchliche Beweistechnik dafiir ist eine modifizierte
Ellipsen-Analyse.

Lemma 4.19. Mit den Formulierungen von Lemma 4.18 gilt entweder p(z) > u; oder

0<

A (i, privr, (%)) - (’%4'7(2— 5
)

2
LA Hi+1 — Hm
— < mit RKR:= —.
A (i pigr, () )

i — Hm

Die obere Schranke lisst sich in einem Grenzfall erreichen. (Damit ist diese Abschitzung scharf.)

Beweis. Zu betrachten ist also der Fall u(z) < p;. Dafiir ist 0 offenbar eine untere Schranke des
Delta-Quotienten. Weiter ist eine obere Schranke zu konstruieren.

Nach Lemma 4.18 befinden sich die Vektoren Z, z sowie w in einem H-invarianten Raum ) :=
span{y,(1), Yo(2), Yo(3)}- Da Z ein Ritzvektor zum gréften Ritzwert eines zweidimensionalen Un-
terraum von ) ist, gilt nach dem Courant-Fischer-Prinzip, dass (1(2) > fig(2).

Aus p(z) = i € (i1, i) folgt entweder py(1y > po(a) > pi > p(T) > pi1 > fo(3) oder gy >
pi > f(T) > pit1 = fo(2) > Hos)- Im ersten Fall gilt u(2) > py(2) > pi- Im zweiten Fall erhalten
wir eine Voraussetzung piy(1y > pu(Z) > py(2) fiir die niedrigdimensionale Analyse. Damit hat =
beziiglich y,(1) einen Nichtnull-Koeffizienten und wir kénnen die Basisvektoren yq(1), Yo (2), Yo(3)
normieren beziehungsweise deren Richtungen umkehren, so dass Z beziiglich y, (1) einen positiven
Koeffizienten § und beziiglich y4(2), y5(3) nicht-negative Koeffizienten hat. Es gibt dann ay > 0,
as > 0 mit

T/€ = Yo(1) + Q2Yo(2) T A3Yo(3)-
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Der Vektor Z/£ gehort zum Durchschnitt des affinen Raums (1) := yy(1) + span{yy(2), ¥o(3) } mit
der Rayleigh-Quotienten-Niveaumenge N (ji). Weiter ist

= &) NN ()

eine Ellipse, denn ein v = y,(1) + V2¥o(2) + U3Yo(3) € £(1) hat den Rayleigh-Quotienten p(v) = fi
genau dann, wenn die Koeffizienten 95, 95 die Ellipsengleichung

v3 93 ) - -
) + big =1 mit a:= \/A(Ma(l)a Ho(2)5 /~L)a b:= \/A (/1’0(1)7 Ha(3), M)

erfiillen. Daher kénnen wir Z/€ mit anderen Punkten auf dieser Ellipse vergleichen, um den Delta-
Quotienten nach oben abzuschétzen. Wegen as > 0, ag > 0 kdnnen wir

as =acos(p), as=>bsin(p) mit ¢ €0, n/2] (4.31)

setzen und nur ein Viertel der Ellipse betrachten. Weiter sind , Vertreter® von w, z in £(1) zu
bestimmen. Nach Lemma 4.2 und Lemma 4.15 angewandt auf = gilt pu(2) > p(w) > u(z) > pe(2),
so dass w, z beziiglich y, (1) Nichtnull-Koeffizienten w, ¢ haben und die umskalierten Vektoren @ Jw,
zZ/¢ zu £(1) gehoren. Da z ein Ritzvektor zum grofiten Ritzwert von H beziiglich des Unterraums
span{z,w} ist, gilt span{z,w} als eine Tangentialebene der Rayleigh-Quotienten-Niveaumenge
N(u(z)) (diese ist ein elliptischer Doppelkegel ohne Nullpunkt) an span{z}, so dass

¢ .= E(1) Nspan{z,w}

eine Tangente der Ellipse
& = £(1) NN (u(2))
an z/( ist. & hat die Halbachsen

a:= \/A(Na(l)vua(Z)a /U‘(Z))a E = \/A(ua(l)vﬂa(S)aﬂ(z))'

Im Vergleich mit den Halbachsen a, b der Ellipse & gilt 1 < (a/b) < (a/b). Als eine Hilfsgrofe
nutzen wir eine weitere Ellipse ¢ mit den Halbachsen a, b, wofiir (a/b) = (a/b) gilt und ¢ auch
eine Tagente von & ist. Dann lisst sich @ > a durch Kontraposition zeigen: Unter der Annahme
a < a sei Yy(1) + V2Yo(2) + U3Ys(3) €in beliebiger Punkt auf &. Dann wiirde
2 2 2 2 2, @ 5 o 2 03 | 93
U5 +b20 < U5 + 19 192+6—2193:a <a® = —+b—2<1

gelten, so dass & echt innerhalb der Ellipse & liegen wiirde und keine Schnittpunkte mit ¢ hiitte.
Als Folgerung gilt

[N
s

A(po), Ho(2), 1(Z)) _ A(po(1)s to(2), (Z)) @

A(ﬂa(lﬁ”a‘(?)wu’(j)) A(/’LU (1)) Ha(2), M ) a72

(4.32)

@w‘ %)

<

Im Folgenden wird a2/a? als eine obere Schranke des Delta-Quotienten weiter nach oben ab-
geschiitzt. a*/a? lsst sich mittels der Schnittpunkte der Tangente & mit y, (1) + span{y,(2)} und
Yo(1) T span{yg(;;)} umschreiben. Seien diese Schnittpunkte durch

Yo(1) T M2Yo(2) und  Yo(1) + 13Yo(3)

gegeben, dann liegt der Beriithrungspunkt g der Ellipse & mit der Tangente ¢ auf der geraden
Strecke zwischen y, (1) + N2ys(2) und Yo (1) + 1M3Ys(3) und lésst sich durch

U= Yo(1) + (1 = T)M2Ys(2) + TN3Y0(3)

7



4 Vorkonditionierte Gradientenverfahren

Yo(1) + sPan{yy(3)}

z/€
Yo(1) + sPan{ys(2)}

I |y
(@)

w(Z)

m

Abbildung 4.2: Darstellung fiir PINVIT(2) in einem affinen Raum

mit einem 7 € [0,1] darstellen. Die Ellipsengleichung 93/a? 4+ 92 /6> = 1 von & definiert den Ein-
heitskreis der D-Vektornorm mit D := diag(1/a2, 1/b%). Beziiglich des £(1)-Koordinatensystems
entspricht der Vektor (12, —n3)7 der Richtung der Tangente ¢ und der Vektor ((1 — )12, T773)T
der Richtung der Verbindungsstrecke von dem Mittelpunkt y,(;) zum Beriihrungspunkt g. Damit
gilt die Orthogonalitit

(2, =n)" Lo (1= 7)ma 7m3)

welche 7 = 13/ (n3 + (@%/b*)n2) liefert. AuBerdem erfiillt die Koordinaten (1 — 7)1, und 773 von §

die Ellipsengleichung von &, so dass

K
[ V)

2,2 2,2
(7'773)2 _ 2713 _ 273

d2 = 1—7 ? + 7 -
(( )772) (b2/a?)n2 + n3 (b%/a?)n3 + 3

2

S

und weiter i -
@ % (4.33)
a®>  b*n5 +anj
gilt. Dabei lassen sich 72, 73 noch beziiglich der Koeffizienten von z/£ sowie der Eigenwerte um-
schreiben. Die Punkte y,(1) +72¥s(2) und y,(1) +13Ys(3) liegen auf der Tangente ¢, welche auch die
Punkte Z/¢ und w/w enthélt. Ein beliebiger Punkt auf ¢ 1dsst sich dann mit einem zugehérigen
7 € R durch (1 —7)(2/§) + 7(w/w) beziehungsweise mit den y,(2), Yo (3)-Koeffizieten as, oz von
Z/€ und Ba, B3 von w/w durch

Yoy + (1 = 7)oz + 782)yoi2) + (1 — 7)oz + 763) Yo(s)

darstellen. Zur Bestimmung der Parameter 12, 03 fir y,(1) +72Ys(2)5 Yo(1) T N3Yo(3) Werden lineare
Gleichungen aufgestellt und jeweils ein zugehoriges T ermittelt. Riickwértseinsetzen liefert

asfla — azf3 _ aefl3 —asfh

e = )
ag — 33 ag — 3o

Um 73, n3 unabhéingig von den Koeffizienten (5, 55 darzustellen, bendtigen wir weitere geometri-
sche Argumente in ). Mit der orthonormalen Basismatrix Y = [y,(1), ¥o(2), Yo(3)] von Y sind die

78



4.3 Konvergenzanalyse fiir PINVIT(2)

dreidimensionalen Vektoren Y7 (Z/€) = (1,az2,a3)” und YT (w/w) = (1,2, 33)T die Koeffizien-
tenvektoren von Z/¢ und @w/w und haben das dufiere Produkt

(23 — agfa, a3 — 3, B2 — Oéz)T

Im Beweis von Lemma 4.18 wurde mit (4.30) gezeigt, dass Hz—w zu Vp(z) kollinear ist. Damit liegt
Hz—w Buklidisch orthogonal zum Unterraum span{Z, w}, und der Koeffizientenvektor Y7 ( Hz—w)
liegt dementsprechend Euklidisch orthogonal zu

YTspan{z, w} = span{Y " (z/¢), Y (w/w)}.

Daher ist Y7 (HZ — w) kollinear zum #ufleren Produkt von Y7 (z/¢) und Y7 (w/w). Wenn eine

Darstellung Y7 (HZ — w) = (1, %2, 3)T bekannt ist, dann soll ny = i /g, n3 = —i1 /3 gelten.
Ein weiteres geometrisches Argument basiert auf dem Dreieck mit den Eckpunkten HZ, iz, w.
Mit der Bezeichnung 7 := HZ — i sind zwei Seitenldngen durch

I1HZ — pz|2 = |z uwnd [[HZ — |z = y[[HZ — pz|2 = 7|72

(denn w € 0%, (z)) gegeben. Wegen HZ — w Ly span{z,w} liegen die Seitenvektoren HZ — w
und iz — w Euklidisch orthogonal zueinander, so dass dieses Dreieck rechteckig ist. Auf der Seite
zwischen HZ und 2 hat der Punkt

gi=(1 - )HT + iz
den minimalen Abstand zum Eckpunkt @ beziiglich der Euklidischen Vektornorm. Dementspre-
chend gilt die Orthogonalitét
w—1y Lo HT — pi.
AuBlerdem gilt wegen HT — i 1o T und HZ — w 1o &, dass
w—g§ =~ (Hz — jzx) — (Hz —w) Lo Z.
Damit erhalten wir die Orthogonalitat

W —7 Lo span{HT — T, T} = span{Z/¢, HT/E}.

Dementsprechend liegt der Koeffizientenvektor Y7 (w — 3) Euklidisch orthogonal zum Unterraum
span{YT(z/¢), YT (Hz/¢)} und ist kollinear zum #uBeren Produkt von

_ _ T
YT(x/g) - (13a27a3)T und YT(HI/g) - (Mo(l)aua(2)a2vﬂo’(3)a3) ’
s T . .
néamlich ((u0(3)7u0(2))a2a3, (o) —Ho(3)) s, (Mo(g)fﬂo(l))ag) , welches im Folgenden mit e be-

zeichnet wird. Dann hat Y7 (w—7) zwei mogliche Richtungen e (diese entsprechen nicht unbedingt
beide dem echten Minimum), so dass

YT(Hz - @) = YT (Hz - 5) - Y7 (@ 5) = Y7 £ V7@ - ) e/ el
Der Faktor ||Y7 (w — Q)HQ ldsst sich mit v und ||7||2 darstellen:
Y (@ — )|, = ll& — gll2 = cos Lo(HE — @, § — w)||HE — w]|2

=cos Zo(HZ — pZ, w — aZ)||HT — @2 = /1 — 2 v]|7||2-
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4 Vorkonditionierte Gradientenverfahren

Damit gilt Y7 (Hz—w) = Y7727 +/1 — 2 ye(||F]2/le]l2). Der Quotient ||7]|2/||e[|2 lisst sich noch
als €2 /||#||2 umschreiben: ||e||2 ist der Flicheninhalt des von YT (z/¢) und YT (Hz/€) aufgespannten
Parallelogramms. Durch [|Z/€]|2 = YT (2/€) |2 und ||[7/€|l2 = ||[Y T (7/€)||2 werden eine Seitenlinge
und eine zugehérige Hohenlinge dieses Parallelogramms gegeben, so dass ||z/£]|2||7/€|l2 = |le]l2
beziehungsweise ||7||2/|le|l2 = £2/]|Z|2 gilt. Zusammengefasst ergibt sich

YT(HE —w) =YVTF £ /1 =127 &%/| ]2
Mit den Substitutionen
YTo2r = 26 (YT (HZ/€) — iY T(2/€)) = 7% (1ot —Fis (Ho(2)—R) 2, (s —R)as) "
e = ((Ho()—Ho()0203, (o))~ Ha(3)03, (Ho(z—Hom)02)
1Zll2 = £ llz/€ll2 = §/1 4+ o + af
hat Y7 (HZ — w) die Komponenten
71 =V E(poy— i) £ V1 =127 E a2z (to(3)—lio(2) /)1 + a3 + a3,
=7 (po)—it) £ V1=V vEas(te)y—tom)/\/ 1 + 03 + o,
= y?¢as(tto(s—i) £ V1 =727 (o) —Ho)/\/1 + 03 + o,

so dass die Parameter 72, n3 mit Eigenwerten, v und den Koeffizienten von Z/¢ darstellbar sind:

V(Na(l)—~ \/1 +as +a3+ \/1 -2 042043(Ma(3)—ua(2))
Yoo (o2 =) V1 + a2 + a2 £ /1 — 2 az(bo(1)— o))

V(= tio(1)) \/1 +a+a+\/1-92 a203( o (2) — Mo (3))
'70‘3(#0 \/1 + az + 043 =+ \/1 - QQ(NJ( 2)— ILLU(l))

Ny =01 /Dy =

?

Ny = —U1 /3 =

Im néchsten Schritt kénnen wir diese Darstellungen in (4.33) einsetzen, um a2/a® nach oben
abzuschiitzen. Gemif unserem Versuch ist dessen Kehrwert a?/a? einfacher zu analysieren. Dafiir
formulieren wir a?/a? beziiglich (4.31) und (4.33) als eine Funktion mit den Variablen

§:=a?, t :=tan(yp).

Das wird mit einigen technischen Substitutionen verwirklicht. Zu benutzen sind die Parameter

p = 1 Ay o Ho@) ~ Ho3)
0

Ho(1) = Mo (3)
und die Umschreibungen

Po) =P _ o _ 5 He) =R _ 0 01—k

i = fo(2) ’ = o) L4k’
Ho(2) — Ho3) _ K(1+9) Ho() — Ho3) _ 140 Ho(1) — Moz _ (1—£)(1+0)
Ho(1) — B 6(1—r)’ A= fo(2) 1—r’ A= fo(3) L+rd 7

5 . 01—k
g = acos(p) = \/;, az = bsin(p) =t (14_152)(1_21%)

80



4.3 Konvergenzanalyse fiir PINVIT(2)

Dann wird a?/a? entweder durch die Funktion

£1(8,1) ::((1 +0)($2(1 = 1)% + k(1 — )+ V22) + (1= K)2 + £2(1 — k)

+ 2060t/ (1 +0)(1 — r) (1 + 2 + 0r) /(1 + t2))

(\/(1 “R)(L+ 2+ 6k) + rty/(1+0)/(1 + t2))72

oder durch eine sehr #hnliche Funktion fo(d,t) mit f2(d,t) = f1(0,—t) dargestellt. Nach den
Voraussetzungen und den Konstruktionen der Parameter werden die Bedingungen

0 >0, t>0, >0, k€ (0,1)

erfiillt. Damit gilt f1(0,t) < f2(d,t), denn

F16,8) — £2(0,8) = — 4rgPt(1 + 0)32(1 + 2 — £)* /(1 — m) (1 + 2 + 0r) (1 + £2) >/

(\/(1 — 1) (L + €2+ 0r) + Kbt /(1 + 0) /(1 + t2)>72
(\/(1 TR+ 2+ 0r) — kbt /(L +0)/(1 + t2)>_2 <0.

Daher ist f1(,t) eine untere Schranke von a?/a? und wird weiter betrachetet. Wegen

O (5,0) - VI — k(1= K)° +3(1 = K)*° +3(1 — K)t* +¢°) >0
06 77 (A4 )T 2+ 0r(\/ (T — KA+ &2+ 0r) + kbt /(L + 0) /(1 + 2))°

ist f1 beziiglich § monoton steigend, so dass

A+ (P - k)2 4+ 1+ )1 — k) + 7 4+ 2601 — k)
fl((sat)zfl(oﬁt)_ (m(l+t2)+lﬁjwt)2 _g(t)r

wobei die Gleichheit im Grenzfall 6 — 0 beziehungsweise p(Z) — p,(1) gilt. Weiter betrachten wir
die Ableitung

dg (1) = 260%(1 — Kk + t2) (Y12 + 2tv/T — k — (1 — K))
dt (VI= R+ t2) + rt)’
und bestimmen die Extremstellen. Es gilt

dg

(=0 = P24+ 2tV1T —k — (1 — k) =0

21— k+ /A1 — k) +402(1 — k) V1 — k(=14 /1 +2)
= ti12= = ;
29 (4
und ¢y < 0 < t;. Da ¢t > 0 gelten soll, betrachten wir weiter die Ableitung (dg/dt)(t) fir 0 <t < t;
und ¢ > t;. Dann ist (dg/dt)(t) im ersten Fall negativ und im zweiten Fall positiv, so dass ¢, die

Minimalstelle von g(¢) iiber ¢ > 0 ist. Mit

VIZR(-1+ VI3 8) _ VI=(1 =)

t].: =
» 1—~2

gilt daher
(2= K)+7 > :

a’/a* > f1(6,t) > g(t) > g(t1) = <n+7(2 — )
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4 Vorkonditionierte Gradientenverfahren

Zusammen mit (4.32) wird eine Zwischen-Abschitzung bewiesen:

A o(l)s Ho(2) z — 2 — 2
(Ho(1): o (2) “(f)) < (a2/a?) = (a2/a?) Lo (/@+’Y( “)) —: h(k).
A(po1) o(2): 1(T)) 2—r)+7K

Das zeigt die Delta-Abschiitzung mit der oberen Schranke h(&), denn es gilt
o — N’o’(2) - /"LO'(B) S Hi+1 — Um
Ho(1) = Ho(3) Hi — Hm

=k

und h(k) ist beziiglich x monoton steigend. Die obere Schranke ldsst sich mit (i, (1) = i, Ho(2) =
Hit1s Ho(3) = Hm, im Grenzfall p(Z) — p; erreichen. O

Kombination von Lemma 4.18 und Lemma 4.19 liefert eine Delta-Abschitzung fiir PINVIT(2).
Satz 4.20. Gemdfl Voraussetzung 4.1 gilt p(&) > p(xz). Im Fall u(2) < p; gilt

0<

A iy Mg ) v R — R ’ : _m
(s pi1, p(#)) - </<a+’yﬁ(2 H)) it f o Pt T Hm (4.34)
Ay pisrs p()) (2= F)+ 7k f fom

Die obere Schranke lisst sich in einem Grenzfall erreichen. (Damit ist diese Abschitzung scharf.)

Beweis. Da & ein Ritzvektor zum groBten Ritzwert von H beziiglich span{z, 2’} mit =’ € €, (x)
ist, gilt p(Z) > p(a’) > p(r) nach Lemma 4.2.

Fir () < p; ist der Delta-Quotient wegen ;11 < u(x) < p(Z) < p; positiv. Zur Bestimmung
der oberen Schranke des Delta-Quotienten setzen wir i = u(x) geméif Lemma 4.18 und betrachten
x, T € N(t) sowie die gemiB (4.27) umskalierte Minimalstellen z, z des Rayleigh-Quotienten p(-)
auf den Mengen %5(x), Z2(T), wobei Z eine hoherstufige Minimalstelle ist. Es gilt dann p;1q <

() = (@) < pl2) < plz) < p(@) < p, s0 dass
A(Hi;#i+1aﬂ($)) = A(M,#iﬂ,u(@)a A(uivui-‘rl’ﬂ(‘%)) < A(ﬂivﬂi+17ﬂ(2))'

Einsetzen in die Abschétzung von Lemma 4.19 werden die restlichen Aussagen bewiesen. O

Fiir die originale Problemstellung ldsst sich diese Abschitzung mittels der Umformulierung in
Abschnitt 4.1 riickwérts umschreiben.

Satz 4.21. Fir das Matrizbischel (A, M) gemiff Voraussetzung 2.1 und einen Vektor u € R™\{0}
werde ein Schritt des PINVIT(2)-Verfahrens, vergleiche die Vorschrift (1.3) zu H = B, durch-
gefiihrt, wobei der Vorkonditionierer B! die Bedingung (1.4) erfiillt.

Falls u kein FEigenvektor ist, dann gilt p(u’) < p(u). Gelte zusdtzlich p(u) € (N, Aix1) fir ein
ie{l,...,m—1}, dann gilt mit der Bezeichnung (2.4) entweder p(u') < \; oder

AN\ ! ; — AN\ 2 , N\
< ()\“ )\l+17 p(’u )) < <H + 'YA(2 HA)> mit R o— < Ai > <)\m /\7,+1> )
A()\l, )\i+1, p(u)) (2 — /i) + YK )\i+1 )\m — )\z

Die obere Schranke der Delta-Abschitzung lisst sich in einem Grenzfall erreichen. (Damit ist diese
Abschitzung scharf.)

Die schnellste Konvergenz von PINVIT(2) unter der Bedingung p(u) € (A\;, Adix1) ist trivial zu
untersuchen. Im Unterraum V; & V,,, kann man einen Vektor u = av1 4+ oy, vy, mit Eigenvektoren
v1, Up, finden, welche diese Bedingung erfiillt. Dann lédsst sich durch den Durchschnitt des zweidi-
mensionalen Unterraums span{u, p(u)A~! Mu} mit dem PINVIT-Kegel zu u einen Vorkonditionier
konstruieren, so dass die neue PINVIT(2)-Iterierte durch span{u, p(u) A~ Mu} enthalten wird und
damit ein Eigenvektor zu \; ist.

Auflerdem lassen sich Mehrschritt-Abschitzungen und Shift-Abschétzungen fiir PINVIT(1) und
PINVIT(2) basierend auf den obigen Abschitzungen leicht konstruieren.
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5 Vorkonditionierte blockweise lterationen

Mit den oben untersuchten vorkonditionierten Gradientenverfahren werden einzelne Vektoren als
Iterierte berechnet. Zur Berechnung von mehreren Eigenvektor-Ndherungen kénnen wir Blockver-
sionen verwenden. Dabei werden Matrizen, deren Spaltenanzahlen gleich oder ein wenig grofler als
die Anzahl der gewiinschten Eigenvektor-Naherungen sind, als Iterierte berechnet. Solche Matrizen
bilden dann Unterrdume, welche einen invarianten Unterraum approximieren.

Durch Neymeyr [63] wurde eine scharfe Konvergenzabschitzung fiir das blockweise PINVIT(1)-
Verfahren vorgestellt. Diese beruht auf der Analyse fiir das (verktorweise) PINVIT(1)-Verfahren
und ist im Wesentlichen eine spaltenweise Konvergenzabschétzung. Ein Nachteil ist, dass die soge-
nannte ,,Clusterrobustheit* der blockweisen Iterationen (das heiit, die Konvergenzgeschwindigkeit
wird nicht wie bei manchen Vektoriterationen wegen der dicht liegenden relevanten Eigenwerte
verschlechtert) durch diese Konvergenzabschétzung nicht reflektiert wird. Einige bekannte Cluster-
Robust-Abschitzungen fiir vorkonditionierte blockweise Iterationen, siehe [15, 73], haben aber auch
Nachteile, wie zum Beispiel, dass eine nicht sehr natiirliche Annahme benotigt wird oder dass der
Konvergenzfaktor eine zu komplexe Darstellung hat.

Mit Anregungen der neuen Ergebnisse fiir vorkonditionierte Gradientenverfahren erhalten wir ei-
nige Zwischenergebnisse fiir vorkonditionierte blockweise Iterationen, welche in diesem Kapitel
diskutiert werden. In Abschnitt 5.1 werden die zu untersuchenden vorkonditionierten blockwei-
sen Iterationen definiert und einige geometrische Argumente fiir PINVIT-Verfahren aus Abschnitt
4.1 verallgemeinert. Die resultierenden Aussagen beziehen sich auf die Begriffe Unterraumwinkel
und kanonische Winkel, welche bereits in [91, 10, 45, 46, 47] vorgestellt sowie fiir verschiedene
theoretische Anwendungen untersucht wurden. In Abschnitt 5.2 wird die spaltenweise Konvergenz-
abschétzung aus [63] vorgestellt und deren Beweis vereinfacht. In Abschnitt 5.3 werden anhand der
Analyse aus [79] fiir die Clusterrobustheit der inversen Unterraumiteration einige neue Argumente
zur gewiinschten scharfen Clusterrobustheit-Abschétzung fiir das blockweise PINVIT(1)-Verfahren
présentiert.

5.1 Blockweise PINVIT-Verfahren und Winkelbedingungen

Fin blockweises PINVIT-Verfahren heifit nicht, gemédfi dem dafiir grundlegenden PINVIT-Ver-
fahren mehrere Vektoriterationen unabhingig voneinander durchzufiihren. Ritzwerte und Ritzvek-
toren sollen dabei wichtige Rollen spielen. Betrachten wir zunéchst das blockweise PINVIT(1)-
Verfahren geméafl Voraussetzung 2.1. Bei der Initialisierung wird durch die gegebenen Anfangsvek-
toren eine Basismatrix U € R"** konstruiert und damit eine Rayleigh-Ritz-Prozedur durchgefiihrt.
Damit wird eine Diagonalisierung des Matrixbiischels (U7 AU, UT MU) erhalten, nimlich

CT(UTAU)C = © = diag(by,...,0,), CHUT"MU)C =1,

und eine M-orthonormale Ritzbasis U = UC von span{U} sowie die entsprechende Ritzwert-
Matrix © werden konstruiert. Das blockweise PINVIT(1)-Verfahren ldsst sich dann durch PIN-
VIT(1) angewandt auf die Spaltenvektoren wy, ..., us der Matrix U aufbauen. Mit der Vorschrift
(1.5) von PINVIT(1) und den Spaltenvektoren ey, ..., ey der Einheitsmatrix I erhalten wir

ur, — B r(ug) = up, — B_l(Au;~C - p(uk)Muk) = up — B~ (Auy, — MUB®ey,), k=1,....s
als neue Vektor-Iterierte, welche die Matrix

U:=U-B (AU — MU®) (5.1)

83



5 Vorkonditionierte blockweise Iterationen

bilden. Als Vorbereitung fiir den néchsten Iterationsschritt wird beziiglich U wieder eine Rayleigh-
Ritz-Prozedur durchgefiihrt, welche eine Ritzbasis U’ liefert. Zur Formulierung der Verfahrensvor-
schrift stellt es sich die Frage, ob die Matrix U wie U den Rang s besitzt. Unter der Bedingung
(1.4) des Vorkonditionierers B~! gibt es fiir diese Frage eine eindeutige Antwort.

Lemma 5.1. Gemdfl Voraussetzung 2.1 sei U € R™** eine M -orthonormale Ritzbasis und © die
entsprechende Ritzwert-Matriz. Dann hat die Matriz U aus (5.1) unter der Bedingung (1.4) den
gleichen Rang s wie U.

Beweis. Offenbar hat U hochstens den Rang s. Wire der Rang von U Kleiner als s, dann miisste
es einen Nichtnullvektor ¢ € R® mit Uc = 0 geben. Mit der Umformulierung

AT*MUO — (I — BT*A)(A™*MUO - U)

von U miisste dann A~'MU®Oc¢ = (I — B~1A)(A~'MU®Oc — Uc) gelten. Weiter hat A~ MU®O
wegen der Regularitiiten von A=, M und © (denn A, M sind symmetrisch und positiv definit und
Ritzwerte sind damit positiv) den gleichen Rang s wie U, so dass A~'MUG®Oc # 0 gelten miisste.
GeméB Definition 2.2 ist Uc die A-Projektion von A=*MU®c auf span{U}, denn

(U(UTAU) ' UTA) (A" MUOc) = (U 'UTA) (A" MUO) = UO ' (UTMU)Oc = Uc.
Weiter wiirde unter der Bedingung (1.4) und wegen der Projektionseigenschaft eine Ungleichung

|AT'MUOC|a < |[I - B Alla |AT'MUOc — Uc||a < |A"*MUOC| 4

=R(I-B-1A)<y<l  <||A-1MU®Oc|/a

folgen, welche offenbar nicht gilt. Daher hat U den Rang s. O
Nach Lemma 5.1 erhilt das blockweise PINVIT(1)-Verfahren die Vorschrift

U' = RRyins (U~ B~ (AU ~ MUB)), (5.2)
wobei die Rayleigh-Ritz-Prozedur RR, min s zum Rayleigh-Quotienten p die kleinsten s Ritzwerte
und eine zugehorige M-orthonormale Ritzbasis liefern soll. AU — MU® besteht aus den Residuen
der Ritzvektoren und lésst sich als ein blockweises Rayleigh-Quotient-Residuum betrachten. Wei-

tere blockweise PINVIT-Verfahren lassen sich geméfl der PINVIT-Hierarchie aus Anschnitt 1.1
aufbauen. Das blockweise PINVIT(2)-Verfahren hat dann die Vorschrift

U’ = RRymin,s (span{U, U — B~} (AU = MU®)}),
und das blockweise PINVIT(k)-Verfahren mit k& > 2 hat die Vorschrift
U’ = RR,p min.s (span{UQ,k, .., U.1, U, U~ B (AU — MU®) })

mit k—2 weiteren vorherigen Iterierten. Fiir blockweise PINVIT-Verfahren lassen sich einige geo-

metrische Argumente fiir PINVIT-Verfahren aus Abschnitt 4.1 verallgemeinern. Zunéchst liefert

die Zwischenvorschrift (5.1) unter der Bedingung (1.4) eine blockweise ,, Abstand-Bedingung*
(A" MU -TU)C||, <[ (A'MUO - U)C||, fiir beliebiges C € R**!, 1 € {1,...,s}, (5.3)

welche eine Bedingung beziiglich der Unterraumwinkel impliziert.
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Definition 5.2. Gegeben seien eine symmetrische und positiv definite Matriz H € R™ ™ und zwei
Unterraume W, Z von R" mit 1 < dimW < dim Z. GemdfS Definition 2.2 heifit dann

ZyW,2):= max Zy(w,Z)= max min  Zy(w, z)
weW\{0} weW\{0} ze€ Z\{0}
der H-Winkel zwischen W und Z. Offenbar haben alle solchen Winkel eine Grofle zwischen 0 und
w/2. Im Fall dimW = dim Z gilt Zyg(W,2) = Zy(Z,W). Im Fall H = I werden diese Winkel
Euklidische Winkel und werden mit Zo(-,-) bezeichnet.
Im Folgenden werden eventuell der Einfachheit halber statt der Bezeichnungen wie span{W} die
Bezeichnungen wie (W) verwendet.

In dieser Definition ist die Voraussetzung dim W < dim Z sehr relevant, denn fiir dim W > dim Z
ist der Durchschnitt von W mit dem H-orthogonalen Komplement von Z nach dem Dimensions-
vergleich dim W + (n — dim Z) > n mindestens eindimensional. Mit einem Nichtnullvektor w aus
diesem Durchschnitt gilt dann Zg(w, Z) = 7/2, so dass Lg(W, Z) = /2 gelten miisste und
Zrg (W, Z) kein sinnvolles Maf$ fiir eine Approximationsrelation zwischen W und Z wire.

Gemifl Definition 5.2 liefert (5.3) eine Winkelbedingung
sin Z4 ((A'MU), (U)) < ysin Z4((A7MU), (U)). (5.4)

Zum Beweis konnen wir einen Zusammenhang zwischen dem Sinuswert eines Unterraumwinkels
und den entsprechenden Projektionsmatrizen benutzen.

Lemma 5.3. Gemajf$ Definition 5.2 gilt mit den H-Projektionsmatrizen P, Q) von W, Z, dass
(I = Q)P|lm =sinZy (W, 2).

Beweis. Zunichst gilt wegen

IC-Pylle . I =Q)Pylr _ (I = Q)wlu
yeR™\ {0} [yl e “yern\{0}  ||Py|lm wew\{oy  |wllg
IC-@Pyln . W= QPuly _ = Qulln
yeR™\{0} lyll z weW\ {0} |wl| wew\{o}  |wllg
dass s p I
||(I—Q)P”H: max ||( _Q) yHH _ max ||( —Q)’LU”H
yeRn\ {0} lyll e wew\{o}  lwllm
GeméB Definition 2.2 gilt fiir beliebiges w € W\{0}, dass
7 —
7”( Qulln =sinZy (w,Z).
l[wl| &

Daraus folgt die Behauptung nach Definition 5.2 und der Monotonie der Sinusfunktion auf dem
Intervall [0, 7/2]. O

Zum Beweis der Implikation ,,(5.3) = (5.4)* haben die relevanten Unterrdume eine gleiche Dimen-
sionszahl. Dafiir kénnen wir Lemma 5.3 noch spezialisieren.

Lemma 5.4. Gemdafl Definition 5.2 gilt mit beliebigen H -orthonormalen Basismatrizen W, Z von
W, Z und den H-Projektionsmatrizen P, Q von W, Z im Fall dim W = dim Z, dass

sinZg(W, 2) = |1 = Q)W g = (I - Q)P|u =P - Qlu

= (I = P)Qllx = (I = P)Z||x =sin Ly (2, W).
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Beweis. Analog zum Beweis von Lemma 5.3. O

Nach Lemma 5.4 ldsst sich die Implikation ,,(5.3) = (5.4)* mittels der A-Projektionsmatrix des
Unterraums (U), ndmlich

P:=UUTAU)'UTA=U0"1U" A,

und einer beliebigen A-orthonormalen Basismatrix ¥ vom Unterraum (A~!MU) beweisen. Da
A7IMUB® vollrangig und daher eine Basismatrix von (A1 MU) ist, gibt es eine reguliire Matrix
C R mit Y = A~'MUOC, so dass

PY = (U0 'UTA)(A™'MUOC) =UC.
Daraus folgt nach Lemma 5.4 der Zusammenhang
sin £ ((A'MU), (U)) = ||[(I - P)Y|la = |[A""MUOC - UC|| ,.
Mit der Bedingung (5.3) gilt weiter
vsin Z4((ATIMU), (U)) = ~|(A7 MU0 ~U)C| , = (A" MUO ~U)C|| , = IY — UC|a.
AufBlerdem gilt geméfl Definition 5.2, dass

inZ4((A~*MU), (U)) = si Za(y, (O)).
sin A(( ), ( >) s1nye<A_I1nA8f[(J>\{0} A(y< >)

Damit gibt es einen Koeffizientenvektor ¢ € R¥\{0}, so dass das obige Maximum an y = YC~1¢
angenommen wird. Dann ergibt sich

~ L~ YC‘lé—ﬁHA
sin Z4((A*MU), (U)) =sin Z4(YC7té, (U)) = min H—~
AT ) =i 2atvee O0) = i Pvoa,

lyele—Uela _ (v —0C)07 e, _\ o -
= < - UC| a.
=T IveTa jotan, =1 els

Zusammensetzen der obigen Ungleichungen liefert die Winkelbedingung (5.4). Mit (5.4) ldsst sich
der Beweis einer niitzlichen Zwischenabschétzung bei der in [15] prisentierten Cluster-Robust-
Abschétzung teilweise klarer formulieren. Aulerdem kann diese Zwischenabschitzung ein wenig
verallgemeinert beziehungsweise verbessert werden, vergleiche Lemma 4.2 in [15].

Lemma 5.5. Gemdff Voraussetzung 2.1 sei U € R™ ¢ eine M -orthonormale Ritzbasis und ©
die entsprechende Ritzwert-Matrixz mit den Ritzwerten 01 < 0y < --- < 0,. Weiter sei V ein durch
Eigenvektoren von (A, M) aufgespannter Unterraum mit der Dimension s. Dann gilt fiir die Matrix
U in (5.1) unter der Bedingung (1.4), dass

sin 4 (V,(0)) < (1 (1 49)0.(\ = A;})) sin 24 (V, ().

Beweis. Nach Lemma 5.1 hat (U) die gleiche Dimension wie (U), (A~'MU) bezichungsweise V.
Mit den zugehorigen A-Projektionsmatrizen P<(~]>, Py, Pia-1ymuy, Py gilt nach Lemma 5.4, dass

sin Z4(V,(0) = | Py — Pygylla

<P = Paoylla+ 1Py — Paa-1moylla + [[Pa-1 vy = Py lla
=sinZa(V, (U)) +sin L4 (A" MU), (U)) + sin L4 ((A~'MU), (U)).
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Mit der Winkelbedingung (5.4) gilt also
sin Z4 (V, (U}) <sinZs(V,(U)) + (1 +7)sinZ4 (A~ MU), (U)).

Mittels einer Maximalstelle ¢ der Funktion ¢(c) := sin Z4(A™'MUc, (U)) auf ¢ € R*\{0} lisst
sich sin Z4 ((A~'MU), (U)) nach oben abschéitzen. Mit der Bezeichnung y := U¢ gilt

sinZ4((A™"MU), (U)) =sin£4(A""MUE, (U)) = sin L4 (A~ My, (U))
NG =P A My, (1= Puy) (AT M) Py

[A=1 Myl|a [A=t Myl|a

B Iy
< (I = Py ) (A" M) Py || <|A—1J\ij) '

Fiir den Quotienten ||y||a/||A~*My| 4 wird wegen y = Ué € (U) eine obere Schranke durch den
grofiten Ritzwert 05 zu (U) gegeben:

Iylla Iy 1% o wlh v Ay

— = — > — = p\y SGS,
A Mylla ~ TolalA- Myla = (A My)a ~ yTary "W

wobei eine Cauchy-Schwarz-Ungleichung verwendet wird. Anschlieend ist die Operatornorm H (I —
Py ) (AT M) Py ||
zeigen zunichst, dass Py und A~'M beziiglich der Multiplikation kommutativ sind. Durch die V

nach oben abzuschétzen. Dafiir nutzen wir die A-Projektionsmatrix Py und

erzeugenden Eigenvektoren lisst sich eine A-orthonormale Basismatrix V' € R™** konstruieren und
es gilt AV = MVA mit einer Diagonalmatrix A € R*s_ deren Diagonalkomponenten Eigenwerte
zu den Spalten von V sind. Da alle Eigenwerte von (A, M) positiv sind, ist A invertierbar. Weiter
gilt wegen Py = VVT A und AV = MVA, dass

(AT'MYPy, = A MVVTA=VAVTA=V(VA 1T A
=VATMVTA=VVTM =VVT(AA"YM = Py(A~'M).
Fiir ein beliebiges o € R gilt dann (wegen P<2 y = Py und der obigen Kommutativitét)
(I = Pun) (A7 M) Py = (I = Puy) (A" M — o) P,
= (I—Puy)(A'M —ol)(Py+ (I — Py))Pu,
= (I = Puy)Pv(A™'M — oI) Py + (I — Puyy) (A™'M — 1) (I — Py) Py,
so dass ||(I — Piy) (A~ M)P|| , durch

1T = Pan) Pol| J[ATM = oI, [[Pon |y + 1T = Py [ 4|47 = o T|| J[|(7 = Po) Py ||, (5:5)

>||A

von oben beschrankt wird. Dazu gilt nach Lemma 5.4, dass
I = Pan) Pyl 4 = (T = Po) Py || 4 = sin 24 (V. (U)).

Auflerdem gilt fiir die Projektionsmatrix Py wegen [|Punywlla < [Jw||a fiir beliebiges w € R™
und || Pyul|la = [lulla fiir beliebiges v € (U), dass ||Pyl|la = 1, und analog || — Pylla = 1.
Zusammen mit der Darstellung (5.5) wird gezeigt, dass

I(Z = P (AT M) Py ||, < 2[| A7 M = 01|y sin 24 (V, (U)).
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Zum Schluss ist HA_lM —ol H , abzuschitzen. Dafiir betrachten wir ein beliebiges w € R" und
dessen Darstellung w = Y. | Vic; mit A-orthonormalen Basismatrizen der Eigenrdume. Es gilt

m 1/2
[(A7'M — oT)w| , = (Z(Ail - o)2||ci||§> < (i_rgaxm A - UI) [l a-

i=1
Dabei gilt die Gleichheit, falls w ein Eigenvektor zu einem Eigenwert mit maximalem Wert von
zur Minimierung dieser Operatornorm (mittels einfacher Fallunterscheidung) bestimmen, ndmlich
der Mittelpunkt des Intervalls [A;,', \[']. Die optimale Schranke wird dann durch die Hélfte der
Intervalllinge gegeben, so dass die Behauptung bewiesen wird. O

Bei Lemma 4.2 in [15] wurde der Term \;,! vernachléissigt. Ein vermutlicher Grund ist etwa, dass A,
bei den Modellproblemen oft sehr grofl ist. Es ist zu bemerken, dass diese Zwischenabschétzung
keine sinnvolle Schranke von sin Z4(V, <U)) liefert, denn der Faktor 1+ (1 + 7)0,(A7" — A0
ist offenbar grofler als 1. Trotzdem lassen sich sinnvolle Abschéitzungen der Sinuswerte von eini-
gen Vektor-Untteraum-Winkeln mittels dieser Zwischenabschétzung unter zuséitzlichen technischen
Annahmen entwickeln, siehe [15] fiir Details.

Im Folgenden wird eine Verallgemeinerung der Winkelbedingung (5.4) vorgestellt, welche sich
auf die entsprechenden kanonischen Winkel bezieht und méglicherweise bei der Clusterrobustheit-
Analyse fiir blockweise PINVIT-Verfahren niitzlich ist.

Definition 5.6. Gegeben seien eine symmetrische und positiv definite Matriz H € R™ ™ und
H -orthonormale Basismatrizen W, Z € R"** (1 < s < n) der Unterriume (W), (Z), sowie die
Singulirwerte o1 < --- < o4 der Matriz ZTHW , dann heiffen ok = arccos(osp1-k), k=1,...,8
die H-kanonischen Winkel zwischen (W) und (Z).

Es gilt 0 < 1 < -+ < s <7/2, denn die Singulidrwerte sind sdmtlich nicht-negativ. Kanonische
Winkel konnen auch wie bei Definition 5.2 mittels Vektor-Unteraum-Winkel definiert werden.

Lemma 5.7. Gemdifi Definition 5.6 gilt

¢r = min Zg((WD),(Z)) = min Zu((W),(ZD)).
DeRrsXk, DeRsSXk
Rang(D)=k Rang(D)=k

Diese Aussage gilt auch, wenn W, Z beliebige Basismatrizen der entsprechenden Unterrdume sind.

Beweis. Wir zeigen diese Aussage zunéchst fiir H-orthonormale Basismatrizen. Fiir ein beliebiges
d € R*\{0} gilt mit der H-Projektionsmatrix ZZ7 H von (Z) und der die H-kanonischen Winkel
erzeugenden Matrix C := ZT HW, dass

(Wd)"H(ZzZTHWd))®  d*(CTC)d

2/g(Wd A(Z)) =cos® Lg(Wd, ZZTHWd) = =
cos” 231 (Wd, (Z)) = cos” 2 (We. ) = WagizzrEwaE, T dd

das heiBt, cos? Zy (Wd, (Z)) ist gleich dem Rayleigh-Quotienten von d beziiglich der Matrix C*'C.
Da CTC die Eiegenwerte 07 < --- < 02 hat, gilt nach dem Courant-Fischer-Prinzip, dass

dt(cTC)d
2 : : 2
_ _ Lu(Wd, (Z
Toti=k = L285% ae(Di\{o} d’d perirk  de(DN(o) n(Wd, (7))
Rang(D)=k Rang(D)=k
= Ogi1-k = Dgulg?i(k, eeﬁl\go} cosLH(WDe, (Z})
Rang(D)=k

= o= si1k) = mi Luy(WDe(Z)) = min  Zp((WD),(2)).
ok =arccos(oy ) = min - max  Zp(WDe(Z)) = min  Zy((WD),(2))
Rang(D)=k Rang(D)=k
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Analog wird die zweite Darstellung mittels der Betrachtung von /g (<W>, A d) hergeleitet.

Wenn W, Z beliebige Basismatrizen sind, dann gibt es reguldre Matrizen Ey, Ey € R%*%, so dass
W E,, ZFE, H-orthonormale Basismatrizen sind. Weiter lasst sich die Aussage zu W und Z durch
einfache Umformulierungen aus der Aussage zu W FE;, ZFs herleiten. O

Mit Lemma 5.7 kénnen wir die Winkelbedingung (5.4) auf kanonische Winkel iibertragen.

Satz 5.8. Gemdfs Voraussetzung 2.1 sei U € R™*5 eine M-orthonormale Ritzbasis und © die
entsprechende Ritzwert-Matriz. Dann erfillt die Matriz U aus (5.1) unter der Bedingung (1.4) die
Ungleichungen

sinpp < ~vsinvyg, k=1,...,s, (5.6)

wobei o1 < -+ < g die A-kanonischen Winkel zwischen (A~'MU), (U) sind und ¢y < --- < 1,
die A-kanonischen Winkel zwischen (A~*MU), (U) sind.

Beweis. Als Vorbereitung zeigen wir zunéchst die Sinus-Ungleichung
sin Z4 ((A"'MUOD), (U)) < ysinZ4((A"*MUOD), (U)) (5.7)

fiir beliebiges vollrangiges D € R*** mit k € {1,...,s}. Wegen dim(A"'MUOD) = k < s =

dim(U) gilt nach Definition 5.2 und der Monotonie der Sinusfunktion auf Intervall [0, 7/2], dass

sin 24 ((A"'MUOD), (U)) = max sin Z4(A™*MU®ODe, (U)).
ceRF\{0
Es gibt also einen Koeffizientenvektor ¢ € R¥\{0}, mit dem das obige Maximum angenommen
wird und anschliefend

sin Z4 ((A'MUOD), (U)) = sin L4 (A" MUODgZ, (U))

~ 5.8

= min sinZ4(AT'MUODE, (@) < sinZa(A""MU®DE, (UD¢)) (5:8)
ae(U)\{0}

(gemifl Definition 2.2) gilt. Unter der Bedingung (1.4) liefert die Multiplikation der Darstellung

(5.1) mit Dé, dass

|A~'MU®Dé - UDE| , <~||[A"'MUODE - UDé| ,.

Mit UTAU = © und UT MU = I lisst sich zeigen, dass UD¢ die A-Projektion von A~*MUODE
auf (U) ist. Damit gilt

in /4 (A~ MUODE, (1) |A—tMU©DE - UDE|
sin c, = —
4 [A-tmUeDE|,

Mit der obigen Abstand-Bedingung wird anschlieend die Relation

sin Z4 (A"*MUODE, (UD¢)) < ysin L4 (A" MUODE, (U)) < vsin L4 ((A"'MUOD), (U))
(geméfl Definition 5.2) gezeigt. Kombiniert mit (5.8) liefert das die Ungleichung (5.7).
Da A='MUB® eine Basismatrix von (A~*MU) ist, gilt nach (5.7) und Lemma 5.7 schlieSlich

sin gy, = sin - min ZA((AT'MU®OD),(U)) = min  sinZ,((A"'MUOD),(U))

< min  ysinZa((AT'MUOD), (U)) =ysin min 2,4 ((A~"MUOD), (U)) = ysiniy

DeRsXk, DeRrsXk,
Rang(D)=k Rang(D)=k
fiir jedes k € {1,...,s}. O
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5.2 Spaltenweise Konvergenzabschatzungen

Basierend auf der Zwischenvorschrift (5.1) lassen sich spaltenweise Konvergenzabschitzungen fiir
das blockweise PINVIT(1)-Verfahren entwickeln. Die Spaltenvektoren von U sind wesentlich durch
PINVIT(1) mit den Ritzvektoren aus dem Unterraum span{U} konstruiert, so dass die Delta-
Abschitzungen beziiglich der Rayleigh-Quotienten der Spaltenvektoren von U sofort formulierbar
sind. Jedoch sind diese Rayleigh-Quotienten normalerweise keine Ritzwerte zu span{U }. Um Delta-
Abschétzungen der Ritzwerte zu beweisen, benotigen wir gewisse Zwischenvektoren. Im Folgenden
formulieren wir eine spaltenweise Konvergenzabschétzung aus [63] mit einem vereinfachten Beweis.

Satz 5.9. Gemdif$ Voraussetzung 2.1 sei U = [uy,...,us] € R"** eine M-orthonormale Ritzbasis
und © die entsprechende Ritzwert-Matriz mit den Ritzwerten 61 < --- < 0,. Weiter sei U durch
(5.1) und unter der Bedingung (1.4) konstruiert. Durch 0} < --- < 0. werden die Ritzwerte von
(A, M) beziiglich span{U} gegeben.

Gelte 0y, € (Ni, Aiy1) fiireink € {1,...,s} und eini € {1,...,m—1}, dann gilt mit der Bezeichnung
(2.4) entweder 0, < X\; oder

ANy Aig1, 0) ( A >2
VAL (g = r)
= A(Nis Aig1,0k) (1=7) P

Die obere Schranke der Delta-Abschitzung lisst sich in einem Grenzfall erreichen. (Damit ist diese
Abschitzung scharf.)

Beweis. Zeigen wir diese Aussage zunéchst fiir den Index & = s. Konstruieren wir dafiir einen
Ritzvektor v, zum Ritzwert 6/ gemiB (5.1). Wegen v/, € span{U}\{0} ldsst sich u) mit einem
¢ € R*\{0} durch ), = Uc darstellen. Mit (5.1) gilt dann

u, =Uc— B~ (AU — MUO)c,
welches mit der Bezeichnung 4 := U®c in
A M —ul, = (I — BT*A)(A™*Mu — Uc)

umformuliert werden kann. Da 6, der grofite Ritzwert und damit das Maximum des Rayleigh-
Quotienten auf span{U} ist, gilt 05 > p(@). Aus der Bedingung 6, € (A;, A;+1) folgt dann entweder
p(i) < X\ oder p(i) € (A, Aix1). AuBerdem lisst sich mit UTAU = © und UTMU = I die
A-Orthogonalitit A='Mu — Uc L4 U zeigen, so dass

IA™ M — Uclla = el |AT M — ulla < AT Mu —a/p()] 4

gilt. Mit der Bedingung (1.4) wird anschliefend
IAT M — willa < y|AT"Ma — Uclla < A|A™ Ma —a/p(a)] a

gezeigt. Damit gehort v, zu einer A-Kugel mit dem Mittelpunkt A~! M. Seien 2z, und # die Koeffi-
zientenvektoren von v/, und @ beziiglich einer aus A-orthonormalen Basismatrizen der Eigenrdume
von (A, M) bestehenden Matrix V' € R™*", dann gilt 2/, € %,(&) gemiB der geometrischen In-
terpretation in Voraussetzung 4.1. Da die Delta-Abschitzungen bei Umskalierungen der Vektoren
ungeéndert bleiben, kénnen wir weiter &, := x/,/u(%) betrachten, welches wegen u(2)z), € % (%)
die Voraussetzung 4.1 beziiglich Z erfiillt. So sind die in Abschnitt 4.2 bewiesenen Aussagen an-
wendbar. Nach Satz 4.8 und einem Riickwirtseinsetzen erhalten wir folgende Aussagen: a) Im Fall
p(a) < N gilt p(ul) < p(@) < A;. b) Im Fall p(@) € (A, N\i11) gilt entweder p(ul,) < A; oder

A(Xiy Aig1, p(ul)) ( Ai )2
< < 1— +
A(Ni, Aig1, p(a) — =7 P
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mit einer scharfen oberen Schranke. Das zeigt mit 67 = p(u’,) und 65 > p(@) die behauptete Aussage
fiir kK = s. Die obere Schranke lésst sich erreichen, wenn zum Beispiel die ersten s—1 Spalten von U
bereits Eigenvektoren sind und ug durch einen zweidimensionalen invarianten Unterraum zu den
FEigenwerten \;, \;11 enthalten wird.

Weiter zeigen wir die Aussage fiir einen beliebigen Index k € {1,...,s—1}. Dazu betrachten wir
die Untermatrix Uy := [u1,...,ux] von U und konstruieren mit Oy, := UL AU, = diag(61, ... ,0k)
gemif (5.1) die Matrix

Ui := Uy — B! (AU}, — MU©y,).

So konnen wir den ersten Teil des Beweises auf U, und Uk iibertragen und erhalten fiir den
groBten Ritzwert 6y von (A, M) beziiglich span{U;} die folgende Aussage: Tm Fall 6, € (Ai, \iy1)

gilt entweder ék < \; oder
ANy i1, Or) ( Ai )2
0< ———m < (1 - — +
A(Ni, Nit1,0%) (1=7) Ait1 7

mit einer scharfen oberen Schranke.

AuBerdem ist Uy, eine Untermatrix von U und span{Uy} ein Unterraum von span{U}. Nach dem
Courant-Fischer-Prinzip (siehe Satz 2.4) gilt dann ¢; < 0, so dass die Aussage auch beziiglich 0y,
gezeigt wird. Die obere Schranke ldsst sich erreichen, wenn zum Beispiel u; durch einen zweidi-
mensionalen invarianten Unterraum zu den Eigenwerten \;, A\;;1 enthalten wird und die anderen
s—1 Spalten von U bereits Eigenvektoren sind. O

Fiir den Index k=1 gibt es eine alternative Beweisidee, welche auch auf das blockweise PINVIT(2)-
Verfahren anwendbar ist.

Lemma 5.10. Gemdiff Voraussetzung 2.1 sei U = [uy, ..., us] € R"** eine M-orthonormale Ritz-
basis und © die entsprechende Ritzwert-Matrix mit den Ritzwerten 01 < --- < 0. Durch das block-
weise PINVIT(2)-Verfahren werde dann ein Unterraum U' := span{U, U — B~'(AU — MU®)}
konstruiert. Sei 0] der kleinste Ritzwert von (A, M) beziiglich U', dann gilt im Fall 01 € (X\;, Niy1),
i €{1,...,m—1} mit der Bezeichnung (2.4) entweder 67 < \; oder

L / - 2\ 2 ) ).
- A(Niy Aig1,07) _ (ﬁ-+y(2 m) it R ()\)\Z ) ()\m )\ZH)'

A()\i,/\i+1,91> - (27!%)4”}//% i+1 )\m 7/\2‘

Die obere Schranke der Delta-Abschitzung lisst sich in einem Grenzfall erreichen. (Damit ist diese
Abschitzung scharf.)

Beweis. Betrachten wir die neue PINVIT(2)-Iterierte zu wu;, ndmlich
w = RRymin(W) mit W :=span{uy, u; — B~ (Au; — p(u1)Mus)}.

Wegen p(ui) = 601 gilt dann nach Satz 4.21 eine gleichartige Aussage wie die Behauptung, aber
mit p(w) statt ;. Wegen p(uy) = 6 gilt auBerdem, dass u; — B~ (Au; — p(uy)Muy) eine Spalte
von U — B*I(AU — MU@) und damit W ein Unterraum von U’ ist, daher gilt w € U’. Da 6]
der kleinste Ritzwert und damit das Minimum des Rayleigh-Quotienten auf U’ ist, gilt 8] < p(w),
so dass die Aussage auch beziiglich 0] gezeigt wird. Die obere Schranke ldsst sich erreichen, wenn
zum Beispiel u; durch einen zweidimensionalen invarianten Unterraum zu den Eigenwerten \;,
Ai+1 enthalten wird und die anderen s—1 Spalten von U bereits Eigenvektoren sind. O

Fiir die Indizes k = 2,...,s lidsst sich zur Zeit nur grobe Abschitzungen formulieren, nimlich
mittels der Ubertragung der Abschitzungen fiir blockweise PINVIT(1) nach dem Courant-Fischer-
Prinzip. Natiirlich werden durch die Abschitzungen fiir blockweise PINVIT(1) ebenfalls grobe
Abschétzungen fiir weitere blockweise PINVIT-Verfahren ermdoglicht.
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5.3 Uber Cluster-Robust-Konvergenzabschitzungen

Fiir manche klassische blockweise Verfahren sind Cluster-Robust-Konvergenzabschéitzungen schon
seit langem bekannt. Als ein Beispiel betrachten wir eine Umformulierung der Abschitzung in
Theorem 14.4.1 von Parlett [79] fiir die inverse Unterraumiteration.

Satz 5.11. Sei A € R™*"™ eine symmetrische und positiv definite Matriz mit Figenwerten c; <
ag < v < ag < agyr <o < ay und Zoi= [z, .., 25) € RYXS eine Buklidisch orthonormale
Matriz, deren Spaltenvektoren zugehirige Eigenvektoren von aq,...,as sind.

Dann gilt fiir den Unterraum Z := span{Z} und einen s-dimensionalen Unterraum U von R™ mit
tan Zo(Z,U) < oo, dass

k
tan Zo(z;, A7"U) < (aaz ) tan Zo(Z,U) Vie{l,...,s}
s+1

Mit den Formulierung in [79] wurde statt R™ ein abstrakter n-dimensionaler Innenproduktraum be-
trachtet und A sollte ein selbstadjungierter Operator sein. Der Unterschied ist nur ,,oberflachlich®,
denn mittels einer gewissen Basis lésst sich ein dquivalentes Problem zu einer hermiteschen Matrix
stellen, und Satz 5.11 lésst sich auch fiir eine hermitesche Matrix leicht umformulieren und in
gleicher Weise beweisen.

Im originalen Beweis in [79] wurde eine blockweise orthogonale Aufspaltung U = ZC' + JS mit
zwei Diagonalmatrizen C' und S benutzt, deren Komponenten jeweils Kosinuswerte und Sinuswerte
der kanonischen Winkel zwischen Z und U sind. Es ist zu bemerken, dass bei der zu zeigenden
Abschétzung nur ein kanonischer Winkel, ndmlich der Unterraumwinkel, von Interesse ist. Daher ist
die Betrachtung von C' und S moglicherweise nicht sehr relevant. Aulerdem wurde ein Zwischen-
vektor, welcher die wesentlich wichtige Rolle des Beweises spielte, relativ technisch konstruiert.
Gemiéf} diesen Bemerkungen formulieren wir einen vereinfachten Beweis.

Beweis. (von Satz 5.11) Benutzen wir eine Euklidisch orthonormale Matrix W := [z541,...,2,] €
R”X(”*S), deren Spaltenvektoren Eigenvektoren zu den Eigenwerten asyi,...,q, sind. Da die
Eigenwert-Mengen {a1,...,as} und {as41,...,a,} disjunkt sind, ist W := span{W} das Eukli-
disch orthogonale Komplement von Z. Dann hat der Unterraum W, = span{z;, W} fiir beliebiges
i€{1,...,s} die Dimension n—s+1, so dass der Unterraum W; N U wegen

dimW; +dimU = (n—s+1)+s=n+1>n

mindestens eindimensional ist und es ein u € U\{0} mit u € W gibt. Weiter lisst sich u durch
u = Fiz; + Z;L:S“ Bjz; darstellen. Es gilt §; # 0, denn sonst wiirde Z5(u, Z) = m/2 und damit
Zo(Z,U) = w/2 gelten, was der Voraussetzung tan Zo(Z,U) < oo widerspricht. Weiter ist (3;z; die
Euklidische Projektion von u sowohl auf Z, als auch auf span{z;}. Geméfi Definition 2.2 gilt dann

|u — Bizil|2 HZ;‘L:s—s-l ﬂijH2 V Z?ZSH ﬁ?.

tan Lo span{z)) = tan £o(w.2) = Frpr T = T JA

Analog gilt fir A=*u mit der Darstellung A=*u = a;kﬂizi + Z?:s-&-l aj_kﬂjzj , dass

n —2k 2
a; k3.2 D1 Q5 B
tan Zo(A " u, span{z;}) = tan Zy(A *u, Z) = HZ] =5t ! jH2 = ’ :;1 L
;" Bizill2 o |Gl
m ot B
2 :};1 : 7kj Al ( : ) tan Zo(u, Z).
|/6’z‘ |5i QXs+1
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5.3 Uber Cluster-Robust-Konvergenzabschétzungen

Geméf Definition 2.2 und Definition 5.2 gilt aulerdem
0 < Zo(zi, A"U) < Zo(zi, span{A~Fu}) = Lo(A " u, span{z;}) < 7/2,
0< Zy(u, 2) < Lo(U, 2) = L2(Z,U) < /2,
so dass der Beweis vervollstandigt wird. O

Satz 5.11 ldsst sich fiir die inverse Unterraumiteration zu Matrixbiischeln verallgemeinern.

Korollar 5.12. Fiir das Matrizbiischel (A, M) gemdajf$ Voraussetzung 2.1 sei V die direkte Summe
der Figenrdume zu den s kleinsten Eigenwerten, ndamlich V = V; @ --- ® Vs. Fulls ein Unterraum
U die gleiche Dimension wie V hat und die Bedingung tan £ (V,U) < oo erfiillt, dann gilt

k
tan 2o (Vi (A1 M) "00) g( a: ) tan Ly V) Vie (L. s).
s+1

Es gilt auch die gleichartige Abschdtzung beziiglich der A-Winkel.

Im Beweis ist wesentlich zu zeigen, dass

k
tan £y (vs, (A1 M) ) g( A > tan £ (V,U)
s+1

fiir beliebiges v; € V; gilt. Der Kernanteil des Beweises bezieht sich wieder auf Vektor-Winkel.

In Kapitel 4 wurde erwdhnt, dass die Tangens-Abschéatzungen wegen der Storung des Vorkondi-
tionierers im Allgemeinen nicht auf PINVIT-Verfahren iibertragen werden kénnen. Nur in einem
niedrigdimensionalen Fall kann man noch Tangens-Abschéitzungen formulieren, welche im Beweis
der Delta-Abschiitzungen einsetzbar sind, sieche Lemma 4.11. Nach dieser Uberlegung wird fiir das
blockweise PINVIT(1)-Verfahren eine niedrigdimensionale Tangens-Abschétzung als ein Zwischen-
ergebnis entwickelt. Um mit Lemma 4.11 zu vergleichen, wird die Problemstellung wie in Abschnitt
4.1 beziiglich einer aus A-orthonormalen Basismatrizen der Eigenrdume von (A, M) bestehenden
Matrix V' umformuliert. Mit den Substitutionen

VTAV =1, VMV = H, VTAU =: X, VTAU =: X, 0 '=v (5.9)
werden wegen AVVT =VVTA =1 und
VIAATIMUO) =VITMUO =VTMVVTAUS = HXT !
eine Umfomulierung
|[(HX — XU)C|, < || (HX — XW)C||, fiir beliebiges C' € R®™*!, 1€ {1,...,s}  (5.10)
von (5.3) erhalten. Damit entsteht eine Voraussetzung fiir die weitere Untersuchung.

Vorausetzung 5.13. Fine positiv definite Diagonalmatric H € R™ "™ besitze m verschiedene
Eigenwerte py > po > -+ >, mit zugehorigen Vielfachheiten q1,qz, ..., qm und zugehorigen
Figenrdiumen Y1, Va,..., Ym. Der beziiglich H definierte Rayleigh-Quotient sei mit ju bezeichnet.
Weiter erfiille eine Matriz X € R"** die Bedingungen

XTHX =1, XTx =91,

wobei W eine Diagonalmatriz mit angeordneten Diagonalkomponenten iy > 1o > -+ > 1), ist. In
anderen Worten sind H-orthonormale Ritzvektoren zu den Ritzwerten 11, ... %s von H beziglich
span{ X} durch die Spaltenvektoren von X gegeben. Mit X und einer weiteren Matriz X e Rxs
gelte die Bedingung (5.10) mit~ € (0,1). Zu untersuchen sind die Ritzwerte 1, ..., zuspan{X}
in Abhingigkeit von den Ritzwerten 1, ...,1s zu span{ X }.
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5 Vorkonditionierte blockweise Iterationen

Fiir einen niedrigdimensionalen Fall lasst sich zunéchst eine Tangens-Abschéitzung beweisen.

Satz 5.14. Gemdiff Voraussetzung 5.18 sei (X) := span{X} ein Unterraum des durch den Eigen-
vektoren Yo (1), Yo(2)s - - > Yo(s+1) 2u den Eigenwerten piy1y > fo(z) >+ > fo(s+1) aufgespann-
ten invarianten Unterraums. Falls (X) keinen Figenvektor besitzt, dann gilt mit der Bezeichnung
YV = span{y,(1), - -+ Yo(s)} die Bedingung tan /o (y, <X>) < co. Weiter gilt fir (X) := span{X}
und beliebiges i € {1,...,s}, dass

Ho(s+1)

ot + fy) tan Zo (y, <X>) (5.11)

tan Z2 (Yo (i) <X>) < ((1 =)

Beweis. Wiirde tan Z3(Y, (X)) < oo nicht gelten, dann giéibe es ein x € (X) mit Zo(z,Y) =
/2. Damit wiirde 2 zum Euklidisch orthogonalen Komplement von ) beziiglich des Unterraums
Y @span{yy(s+1) ) gehoren, das aber genau durch span{y,s11)} gegeben wird. So wiirde (X)) einen
Eigenvektor besitzen.

Weiter gibt es fiir beliebiges ¢ € {1,..., s} nach dem Dimensionsvergleich
dim span{yy (i), Yo (s+1)} + dim(X) =245 > s+ 1

Nichtnullvektoren im Durchschnitt span{yq(iy, ¥o(s+1)} N (X). Sei ein solcher Vektor durch Xc
mit einem ¢ € R*\{0} gegeben, dann lisst sich Xc auch durch a;y,(;) + QYo (s+1) Mit a1, a2 €
R\{0} darstellen (denn Xc ist kein Nullvektor und wegen Xc € (X) kein Eigenvektor). Da die zu
zeigende Abschétzung bei Nichtnull-Umskalierungen der Eigenvektoren ungeédndert bleibt, wird im
Folgenden o0.B.d.A. angenommen, dass Y, (i), Yo (s+1) Euklidisch normiert sind und die Koeffizienten
a1, ag positiv sind. Damit hat der Vektor H Xc¢ die positiven Koeffizienten piq(;a1, fio(s41)c2. und

es gilt
tan Z2(yy (i), HXc) = Holst)@2 _ Ho(s+) tan Zo (Yo (i), Xc) < tan Za(y, (), Xc),
Ho (i)l Ho (i)
Zo(Yo(iy, HXc) + La(HX e, Xc) = Z2(Yor), Xc) < /2. (5.12)

Weiter betrachten wir den Vektor X We. Nach der Bedingung (5.10) gilt
|HXc— XWc|y <~||HXc— XTc|s.
Dabei ist X Wc wegen
(X(XTX)'XT)(HXc) = XU(XTHX)e = XVc
die Euklidische Projektion von HXc¢ auf (X), so dass
|HXe— XWells < | HXe — p(Xc)Xelz.
AuBerdem gilt |HXc — pu(Xc)Xc||2 < [|[HXc|2 wegen HXc — u(Xe)Xe Lo Xe. So entsteht
|HXc— XUc|o <y|HXc— u(Xe)Xclla < |HXc||a.

Damit ist Zo(HXe, X Ue) nicht der grofite Innenwinkel des von H X ¢ und X We gebildeten Dreiecks
und daher ein spitzer Winkel, und es gilt genauer

Zy(HX e, XWc) < arcsin (vsin Zo(HXc, Xc¢)) < Zo(HXc, Xc). (5.13)
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Yoli) HXec
XUc

Yo(s+1)
<{y0(1)a s 7ya(s+1)} \ {ya(z)}>

Ly (Yo (i), XVe) <9+ 3 < I+,
<

sing =vysing = tan Zo(Yo(i), XWc) < (1—7)tand + ytan(d + ).

Abbildung 5.1: Eine Winkel-Ungleichung

Da der Euklidische Winkel zwischen zwei Nichtnullvektoren x, y identisch zum kiirzesten Weg
zwischen z/|z||2, y/|lyll2 auf der Einheitskugel der Euklidischen Vektornorm ist, gilt eine Drei-
ecksungleichung der Form Zy(z,y) < Zao(x, 2) + Z2(z,y). Damit ist Za(y,(;), X ¥c) wegen

Z(Yo(iy, XVe) < Lo(Yo(i), HXC) + Lo(HX e, X Tc)
< Zo(Yo(iy, HX ) + Lo(HX ¢, Xe) = Zo(Yo(i), XC)
auch ein spitzer Winkel, so dass
tan Z2 (Yo (i), <X>) < tan Z2(Yo (i), XWe) < tan (£2(Wo), HX ¢) + £2(H X, X\Ilc))
Nach (5.12) und (5.13) hat tan Z5(y,(i), (X)) dann eine obere Schranke
tan (Z£2(yo(s), HXc) + arcsin (ysin Zo(HX ¢, Xc))),

welche weiter durch

/’[/U S
((1 et 7) tan Za(yo(, X0
Ho (i)

nach oben abgeschéitzt werden kann. Dabei wird analog zum Beweis von Lemma 4.11 eine kon-
vexe Funktion fiir v betrachtet. Weiter ist a1y,(;) die Euklidische Projektion von Xc¢ sowohl auf
span{¥,(; }, als auch auf ), so dass

tan Z3(Y, (i), X¢) = tan £y (Xc, ))) < tan Zg (J/, <X>)
gilt (siche Abbildung 5.1) und der Beweis damit vervollstindigt wird. O

Fiir den Fall, dass (X) Eigenvektoren besitzt, lisst sich die Analyse auf den grofiten keinen Eigen-
vektor besitzenden Unterraum von (X) reduzieren. Satz 5.14 ist moglicherweise zur Entwicklung
einer verallgemeinerten Delta- Abschitzung niitzlich, denn tan Z3(y,(;), Xc) fiir i = 1 ldsst sich wie
folgt mit Eigenwerten und Ritzwerten darstellen.
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Lemma 5.15. Mit den Formulierungen in Satz 5.1/ gilt die strikte Einschachtelung

Ho(1) > Y1 > flo(2) > P2 > 0 > lo(s) > Vs > Ho(st1),

falls (X)) keinen Eigenvektor besitzt. Weiter gilt fir W := span{y, 1), Yo (s+1)} N (X), dass

tan? Zg(yg (1), W (H Ha(1) = Vi ) (H Ho(i) — :Uo(s-&-l)) _ (5.14)

— MHo(s+1) i—9 Ho(1) = Ho(i)

Beweis. Falls (X) keinen Eigenvektor besitzt, dann sind die Ritzvektoren zu (X) keine Eigenvek-
toren, und deren Residuen sind Nichtnullvektoren und gehéren zum Euklidisch orthogonalen Kom-
plement (X )12 von (X) beziiglich des Unterraums SPAN{ Yo (1), - - - Yo (s+1) }- Wegen dim(X) = s ist
(X)*+2 eindimensional und lisst sich durch das Residuum eines beliebigen Ritzvektors erzeugen.
Betrachten wir dann einen beliebigen Ritzwert ;. Wiirde ¢; = p,(;) gelten, dann miisste das
Residuum eines zugehdrigen Ritzvektors z; Euklidisch orthogonal zum Eigenvektor y, ;) liegen,
denn

T
Yooy (H = i)ai) = (H = po(i))Yo(i)) @i = 0" = 0.
Damit wiirde y,(; Euklidisch orthogonal zu (X)* liegen, das heifit aber y,(; € (X), so dass (X)

einen Eigenvektor besitzen miisste. Daher gilt 1; # p,;) und analog v; # ps(i41) fiir beliebiges
i=1,...,s, so dass die strikte Einschachtelung bewiesen wird.

Damit sind die Matrizen H — ;I invertierbar. Betrachten wir weiter einen beliebigen Nichtnull-
vektor r aus (X)*2 und beliebige Ritzvektoren z; zu den Ritzwerten ;. Dann gibt es fiir jedes
ie{l,...,s} ein w; € R\{0} mit

(H — )z, =wir, also x; =w;(H — 1/JZ-I)*1T.

Nach der strikten Einschachtelung sind die Ritzwerte 1); paarweise verschieden, so dass die Ritz-
vektoren x; paarweise Euklidisch orthogonal sind und damit eine Basis von (X) bilden. Dann ist
ein beliebiger Nichtnullvektor w € W wegen W C (X) durch

w = Z@'%‘ = Zﬁiwi(H - 7/12'-7)71
i=1

i=1

mit Koeffizienten §; € R darstellbar. Einsetzen der Eigenbasisdarstellung r Z +1 ojzj mit
2 = Yo () / Yo () |2 liefert dann

s s+1 s+1 s

w = Z Zﬁzwza] H— 1/% Za] Zﬂlwl lufT(J) "/)z)

i=1 j=1

s+1

- Zaj ( #a(j) - 1/]]6)1) psfl(ﬂa(j)>zj
k=1
mit einem Polynom

Ps— 1 Z Biw; H 5 1/%)

k=1,k#i

Wegen w € span{y, 1), Yo(s+1)} it a;j ([Thi_; (o) — Yk) ™) Ps—1 (ko)) = 0 fiir j = 2,...,s
AuBlerdem sind die Koeffizienten a; sémtlich von Null verschieden, denn sonst géibe es Eigenvek-
toren, die zu r beziehungsweise zu (X)*2 Euklidisch orthogonal liegen und damit zu (X) gehoren.
Zusammen mit der strikten Einschachtelung der Ritzwerte wird dann gezeigt, dass die Eigenwerte
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Heo(2)s - -+ » Bo(s) Nullstellen von ps_1 sind. Da diese s—1 Eigenwerte paarweise verschieden sind und
ps—1 offenbar hochstens den Grad s—1 hat, gibt es ein & € R, so dass

po-1(0) =& [T (0= 1o5)

Auflerdem gilt & # 0, denn sonst wire w Nullvektor. Weiter ist W eindimensional, denn sonst
miisste WV die Dimensionszahl 2 haben und identisch mit span{yg(l), yo(sﬂ)} wére, so dass

Spa’n{ya(l)aya(s-i-l)} =W C <X>

gelten wiirde, das heifit, (X) wiirde Eigenvektoren besitzen. Damit gilt W = span{w}, und weiter

a§+1 (szl(ﬂo(s—kl) - wk)71)2 (ps—l(ua(s+1)))2

tan2 Zg(yg(l), W) = tan2 42(’[07 Zl) = 5
of ([Tr=1 (o) — W)_l)Q (ps—1 (%(1)))2

2

2 s
s+1 Ho(1) Ho(5) — Ho(s+1) (
Polg) Poletl) | 5.15)
( ) (H /~La(e+1)> H -

j=2 Ho(1) = Ho(j)

Um o2 /o umzuschreiben, nutzen wir die Orthogonalitéit Lo 2; und erhalten
rT(H = I) " 'r =0 sowie r7(H —; 1) 'r=0.

Einsetzen der Eigenbasisdarstellung r = Zj: oz liefert dann

s+1 s+1
0= Za (Ko z) = <H(Ma(k) - ¢i)_1> ps (i)

k=1

mit einem Polynom
s+1 s+1

=>of JI (o —0) (5.16)

J=1 k=1k#j

Da die Koeffizienten a; von Null verschieden sind, ist ps keine Nullfunktion. Mit der strikten
Einschachtelung der Ritzwerte wird dann gezeigt, dass die Ritzwerte 11, ..., 1, Nullstellen von p;
sind. Da diese s Ritzwerte paarweise verschieden sind und ps hochstens den Grad s hat, gibt es

ein § € R\{0} mit
d) ZBH((s—i/h‘)-

Zusammen mit der Darstellung (5.16) liefert das fiir § = pi,(1) die Gleichung

s s+1
/BH (o) — i) = ps(tio(1)) H (Ho(k) = Ho))

i=1

und analog fiir § = g (s41) die Gleichung

BH (Ho(s+1) = Vi) = Ps(fo(s+1)) = O34y H (Ho(k) = Po(s+1))
- k=1

a§+1 _ (Hj_l (UU(SH) )) (Hk 1 (:“0 /‘U(sﬂ)))l
of | ) ( Heo(1) — ZZ%) szz (Ma(k) - :“0(1))

so dass
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-1 -1
H Ho(1) — Y f[ Ho(k) — Ho(s+1)
/Lg(s_i,.l) 2 Ho(1) = MHo(k)
Zusammen mit (5.15) und Index-Umbezeichnungen wird (5.14) gezeigt. O

Natiirlich kann tan? Z2(Yo(i), W) auch fiir i = 2,..., s analog umformuliert werden, aber die resul-
tierende neue Form ist wenig geeignet fiir Ritzwert-Abschétzungen.

Lemma 5.15 lisst sich leicht auf W := sPan{ Yy (1), Yo(s+1)} N (X) und die Ritzwerte ¢, ...,/ zu
(X) tbertragen. Als Folgerung erhalten wir eine Gleichung zwischen einem Tangens-Quotienten
und einem verallgemeinerten Delta-Quotienten, ndmlich

-1
tan? 25 (Yo (1), W H Ho(1) — H Ho(1) — _
tan? 42(:‘/0(1)7 H’o’(é-‘rl .ua(s—ﬁ-l)

Dazu wird eine Tangens-Abschéitzung

re /LU S
tan Zo(yo (1), W) < ((1 — e ’y) tan Zo(yo(1), W)
o(1

vermutet, welche insbesondere fiir v = 0 gilt (das folgt aus Korollar 5.12). AuBerdem ist der verall-
gemeinerte Delta-Quotient moglicherweise bei der Begriindung der niedrigdimensionalen Analyse
niitzlich.
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In dieser Arbeit haben wir vorkonditionierte Gradientenverfahren zur numerischen Behandlung der
diskretisierten Eigenwertprobleme elliptischer Differentialoperatoren betrachtet und neue Ergebnis-
se zur Konvergenzanalyse prasentiert. Diese Verfahren lassen sich sowohl auf Basen von Gradienten
des Rayleigh-Quotienten in verschiedenen Geometrien konstruieren, als auch als gestorte Versionen
der inversen Vektoriteration beziehungsweise mancher krylovraumartigen Verfahren interpretieren
und hierarchisch auflisten, zum Beispiel als verwandte Verfahren der inversen Vektoriteration in ei-
ner von Neymeyr [62] vorgestellten (P)INVIT-Hierarchie. Trotz der langen Anwendungsgeschichte
solcher Gradientenverfahren sind bisher nur fiir einige relativ einfache Verfahren scharfe Konver-
genzabschitzungen entwickelt worden.

Durch die (P)INVIT-Hierarchie wird eine Aufgabenserie der ,scharfen Konvergenzanalyse® erstellt.
Mit den bereits gelosten Aufgaben fiir die Verfahren der ersten Stufe, ndmlich eine skalierte inverse
Vektoriteration und eine durch Vorkonditionierung gestorte inverse Vektoriteration, wird versucht,
die weiteren Aufgaben in &hnlicher Weise zu l6sen. Die Entwicklung der Konvergenzabschétzung
soll etwa aus einer Charakterisierung der extremalen Konvergenz und einer folgenden Analyse in
einem niedrigdimensionalen invarianten Unterraum bestehen.

Fiir die (P)INVIT-Verfahren der zweiten Stufe ist diese Idee erst neulich vollig realisiert worden.
In der Zusammenarbeit [68] wurde die gewiinschte Konvergenzanalyse fiir die INVIT-Variante ver-
vollstéandigt. Mit einer Kurven-Differentiation auf einer Rayleigh-Quotienten-Niveaumenge wurde
die extremale Konvergenz charakterisiert, und mit einer Ellipsen-Analyse in einem affinen Raum
wurde die vorher bereits bekannte niedrigdimensionale Analyse deutlich vereinfacht. Als Nebenpro-
dukte gelten eine Verschérfung der klassischen winkelméssigen Konvergenzabschitzung und eine
Ubertragung der Konvergenzanalyse auf eine inverse Krylovraum-Iteration. Bei dieser Ubertragung
wurde die oben genannte Ellipsen-Analyse in eine Ellipsoide-Analyse verallgemeinert. Auflerdem
wurden durch Grundeigenschaften der Krylovriume einige interessante Argumente gezeigt, zum
Beispiel die Koordinaten-Darstellung der relevanten Schnittpunkte durch Eigenwerte. Aus die-
sen Resultaten haben wir auch Anregungen zur gewiinschten Konvergenzanalyse fiir die PINVIT-
Variante erhalten. Zur Charakterisierung der extremalen Konvergenz wurde eine kompliziertere
Kurven-Differentiation mit einer Kegel-Interpretation der méglichen Vorkonditionierer formuliert.
Zur niedrigdimensionalen Analyse wurde eine Ubergangsellipse konstruiert und der Qualitéitspa-
rameter der Vorkonditionierung wurde in technischer Weise in das abzuschéitzende Verhiltnis ein-
gesetzt. Die erhaltene Schranke lisst sich iiberraschend in einer einfachen Form darstellen. Eine
Vereinfachung des aktuellen Beweises ist also noch wiinschenswert.

Ab der dritten Stufe haben die (P)INVIT-Verfahren die Form der Mehrschrittverfahren. Durch
zahlreiche numerische Experimente wird gemerkt, dass diese Verfahren hoherer Stufe im Gegen-
satz zu denen aus den ersten zwei Stufen bereits die Clusterrobustheit besitzen sollen. Diese Eigen-
schaft wurde vorher hauptséichlich in Bezug auf blockweise Verfahren untersucht. Einige bekannte
Abschétzungen lassen sich noch verbessern, so dass deren unnatiirlichen Voraussetzungen durch
bessere Interpretation der Verfahren weggelassen werden kénnen. Zu diesem Zweck haben wir einige
Sinusungleichungen beziiglich Unterraumwinkel und kanonischer Winkel, eine niedrigdimensionale
Abschétzung sowie eine Verallgemeinerung der klassischen Konvergenzmafle gezeigt.

Zur Konvergenzanalyse fiir die Shift-Versionen der (P)INVIT-Verfahren, wobei die Inverse bezie-
hungsweise eine Niherungsinverse der geshifteten Matrix A := A — AM mit einem Shift A\ < \;
eingesetzt wird, lassen sich die oben genannten Abschitzungen wegen der positiven Definitheit
von A auf das Matrixbiischel (A, M) iibertragen. Nach einfachen Umrechnungen werden #hnliche
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6 Schlussfolgerung und Ausblick

Abschétzungen mit leicht gednderten Konvergenzfaktoren erhalten.

Fines der zukiinftigen Forschungsthemen ist die Entwicklung scharfer Konvergenzabschitzungen
fiir die Mehrschrittverfahren der (P)INVIT-Hierarchie. Der Untersuchungsablauf ist vorstellbar.
Ausgehend von einem grundlegenden Argument, ndmlich der Positionierung der neuen Iterier-
ten durch Kugeln beziehungsweise Kegel, lidsst sich ein mehrstufiges Optimierungsproblem des
Rayleigh-Quotienten aufstellen. Die damit begriindete niedrigdimensionale Analyse bezieht sich
dann auf einen invarianten Unterraum, dessen Dimension mindestens vier ist. Mit solchen ,,grofle-
ren® Dimensionszahlen wird die niedrigdimensionale Analyse wenig intuitiv. Dass es mehr relevante
vorherige Iterierte gibt, fithrt zu weiteren zu l6senden Teilaufgaben. Moglicherweise kénnen wir aus
dem beobachteten treppenférmigen Konvergenzverhalten bei unseren numerischen Experimenten
(sieche Anhang) sowie aus der Konvergenzanalyse fiir dhnliche Verfahren wie Jacobi-Davidson-
Verfahren, siehe etwa [89, 90, 71, 72, 70, 75, 76], manche Anregungen erhalten.

Ein weiteres Thema ist die Vervollstindigung der Konvergenzanalyse fiir blockweise (P)INVIT-
Verfahren. Es wird versucht, die entsprechenden Argumente zu den vektorweisen Verfahren zu
verallgemeinern. Zum Beispiel konnen gewisse von Ritzwerten abhéngigen Mengen der Unterrdume
als Verallgemeinerungen der Rayleigh-Quotienten-Niveaumengen der Vektoren untersucht werden.

FEine andere Problemstellung aus der Praxis ist die Berechnung der inneren Eigenwerte und zu-
gehoriger Eigenvektoren. Dafiir kann man die Shift-Versionen der (P)INVIT-Verfahren mit einem
aus der Mitte des Spektrums gewihlten Shift A verwenden. Der Vorkonditionierer B~ soll dann
eine Niherungsinverse der indefiniten geshifteten Matrix A := A — AM sein (solche Vorkondi-
tionierer lassen sich zum Beispiel mit ILUPACK [11] konstruieren, siche auch [103, 92, 69] fiir
einige Varianten), so dass unsere beziiglich der positiven definiten Matrizen formulierten Konver-
genzabschitzungen schwierig darauf zu iibertragen sind. Dazu wird versucht, die Vorkonditionie-
rer der indefiniten Matrizen auch durch geometrische Argumente zu interpretieren. Es gibt auch
einen einfacher zu analysierenden Verfahrenstyp, welcher nach einer Umformulierung des Eigen-
wertproblems konstruiert werden kann. Normalerweise ist der Shift A noch kein Eigenwert, und
die geshiftete Matrix A ist damit invertierbar. Wegen M~'A = A='(AM~'A) besitzen die Ma-
trixbiischel (A, M) und (AM ' A, A) die gleichen Eigenwerte und Eigenvektoren, damit lassen sich
die gewiinschten betragskleinsten Eigenwerte von (A, M) durch die Minimierung beziehungsweise
die Maximierung des Rayleigh-Quotienten p(u) := (uT/_lu) / (uT/_lM _1/_1u) beziiglich des umge-
kehrten Matrixbiischels (A, AM~1A) erhalten. Wegen der positiven Definitheit von AM ~1 A lassen
sich entsprechende Gradientenverfahren konstruieren und geméf der klassischen Form analysieren.
Der Kehrwert von j(u) ist wesentlich ein harmonisches Mittel der Eigenwerte von (A, M) und heifit
daher auch ein harmonischer Rayleigh-Quotient. In diesem Sinne lisst sich unsere Untersuchung
auf den harmonischen Rayleigh-Quotienten und zugehorige Verfahren (siehe [58, 78, 88, 36, 59])
erweitern.
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Anhang: Numerische Experimente

Bisher haben wir klassische und neue Konvergenzanalyse fiir Gradientenverfahren der (P)INVIT-
Hierarchie sowie einen Typ von Krylovraum-Verfahren vorgestellt. In diesem Anhang werden diese
Verfahren bei konkreten Modellproblemen eingesetzt und deren Konvergenzverhalten illustriert,
um mogliche Anregungen fiir zukiinftige Untersuchungen zu erhalten. In Abschnitt A.1 werden die
ausgewahlten Modellprobleme vorgestellt. Dabei wird der negative Laplace-Operator auf verschie-
denen zweidimensionalen Gebieten betrachtet. Zur Diskretisierung der entsprechenden kontinu-
ierlichen Eigenwertprobleme wird die Finite-Elemente-Methode mit der Delaunay-Triangulierung
(siehe [21, 7]) und stiickweisen linearen Polynomen verwendet. Die Vorkonditionierer werden durch
nichtvollstdndige Cholesky-Faktorisierungen (siehe [85, 104]) konstruiert. Anschlieflend werden
durch oben erwidhnte Gradientenverfahren und Krylovraum-Verfahren einige Eigenwertniherun-
gen und Eigenfunktionsndherungen berechnet, um die Durchfiihrbarkeit und die Konvergenz dieser
Verfahren zu iiberpriifen. In weiteren Tests wird die Clusterrobustheit untersucht. Als Beispiele
werden in Abschnitt A.2 die Tests zu einem Schriftzeichen-Gebiet berichtet.

A.1 Modellprobleme fiir den negativen Laplace-Operator

Ein typischer ellptischer Operator ist der negative Laplace-Operator, der im Folgenden auf einigen
zweidimensionalen Gebieten betrachtet wird. Die entsprechenden kontinuierlichen Eigenwertpro-
bleme haben dann die Form

02u 02u
—@(%9)—87/2(33,9):)“(%9)7 (33,19)T€QCR2

mit gewissen homogenen Randbedingungen, und es sind einige der kleinsten Eigenwerte sowie
zugehorige Eigenfunktionen von Interesse.

Zu diesem Problemtyp bringen die Quadrat-Gebiete mit homogener Dirichlet-Randbedingung die
wohl einfachsten Aufgabenstellungen. Wihlen wir insbesondere die Gebiete

U= {(z,y)" €R?; ol + |yl <1}, Qoo = {(z,9)" €R? 5 max{|z], [y} <1},

die jeweils durch die Einheitskreise der Vektornormen || - ||; und || - ||« eingeschlossen werden. Auf
Qq werden durch

cos (IZT(J: + y)) cos (l;(a: - y)> .k leN\{o}

(sowie deren Nichtnull-Umskalierungen) Eigenfunktionen zu den Eigenwerten (k2 + [2)72/2 gege-
ben. Auf Q. erhidlt man in dhnlicher Form

cos <k2ﬂ-x) cos (l;ry> , k., 1 € N\{0}

und (k% +1?)72 /4 als Eigenfunktionen und Eigenwerte. Eine kompliziertere, aber auch analytisch
behandelbare Aufgabenstellung bezieht sich auf das durch den Einheitskreis der Euklidischen Vek-
tornorm || - ||2 eingeschlossene Gebiet

Qo= {(z,)" eR?; 2® +y> <1} = {(rcos(ﬁ),rsin(ﬁ))T ;1 ef0,1], 9 €[0,2m)}
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Anhang: Numerische Experimente

und homogene Dirichlet-Randbedingung. Dafiir sind Eigenfunktionen beziiglich Polarkoordinaten
und Bessel-Funktionen analytisch darstellbar. Eine Eigenfunktionsbasis besteht aus den Funktionen

cos(k¥)Jx(Err), keN, 1 e N\{0} und sin(kd)Jp(&r), k, 1€ N\{0},

wobei J}, eine Bessel-Funktion der ersten Art ist und der Faktor ; in der Variablen die [-te positive
Nullstelle von Jj ist. Durch fil werden die entsprechenden Eigenwerte gegeben.

Wihlen wir zuséatzlich zwei Ubergangsgebiete 0.2, Q12, welche in dhnlicher Weise durch Einheits-
kreise der p-Normen | - ||1.2, || - [[12 definiert werden. Fiir diese fiinf Einheitskreis-Gebieten koénnen
wir mit Polarkoordinaten und Normierungen quasi gleichméfig verteilte Gitterpunkte konstruieren
und anschliefend mit dem MATLAB-Befehl delaunay Triangulierungen erstellen.
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Beziiglich der erhaltenen Dreiecke werden stiickweise lineare Polynome definiert, welche Basisfunk-
tionen bilden und Komponenten der Steifigkeitsmatrix A und der Massenmatrix M erzeugen. A
und M haben gleiche oder fast gleiche Besetzungsstrukturen (fiir manche innerhalb der Tréiger der
Ansatzfunktionen liegende Gitterkanten kénnen Nullkomponenten in die Steifigkeitsmatrix A ein-
getragen werden). Als Beispiel zeigen wir beziiglich des Gebiets 23 die Besetzungsstrukturen von
A, M und einer fithrenden Untermatrix A := A(1:30, 1:30) von A. Zur Berechnung des kleinsten
Eigenwerts und zugehériger Eigenvektoren von (A, M) wird das PINVIT(1)-Verfahren eingesetzt,
wobei der Vorkonditionierer durch eine nichtvollstindige Cholesky-Faktorisierung konstruiert wird.
Eventuell kann man die MATLAB-Befehle symrem (siehe [20, 26, 27]) und symamd (siehe [1, 2]) be-
nutzen, um die Matrizen zu permutieren und dann die Anzahl der Nichtnullkomponenten der
nédherungsweisen Cholesky-Faktoren zu reduzieren.

A M A symrcm symamd

Mit den berechneten Eigenvektoren lassen sich die entsprechenden Eigenfunktionen ndherungsweise
darstellen. Fiir jedes der obigen Einheitskreis-Gebiete sind die Ndherungen der Eigenfunktionen
zum kleinsten Eigenwert symmetrisch beziiglich der Koordinaten-Achsen.

CZ4OJ010
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A.1 Modellprobleme fiir den negativen Laplace-Operator

Weitere Eigenwerte und Eigenvektoren von (A, M) kénnen mit dem blockweisen PINVIT(1)-
Verfahren ermittelt werden. Fiir €, Qo und Q. ist der zweite analytische Eigenwert jeweils ein
verdoppelter Eigenwert. Trotzdem werden dessen Naherungen oft durch zwei fast gleiche einfache
Eigenwerte von (A, M) gegeben. Gemifl dem Test ist der zweite analytische Eigenwert fiir € o
beziehungsweise €215 vermutlich auch verdoppelt.

Weiter betrachten wir Aufgabenstellungen mit Schriftzeichen-Gebieten und homogener Dirichlet-
Randbedingung. Dabei kénnen wir zur Delaunay-Triangulierung geméfl der Randfigur einige nach-
einander einschachtelnde Kurven konstruieren und darauf Gitterpunkte legen. Die restlichen Be-
rechnungen werden wie beim obigen Test fiir Einheitskreis-Gebiete durchgefithrt. Als Beispiel
wéhlen wir ein Gebiet zum chinesischen Schriftzeichen Shu (das kann Zahl bedeuten und als
Abkiirzung des Wortes Shuxue, das heiit Mathematik, verwendet werden). Da die Matrizen A
und M fast gleiche Besetzungsstrukturen haben, zeigen wir nur die Besetzungsstruktur von A.

Mit den berechneten Eigenvektoren zu den kleinsten fiinf diskreten Eigenwerten erhalten wir fol-
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Anhang: Numerische Experimente

gende Eigenfunktionsndherungen.

In [55] wurde zum Test eines adaptiven Eigenlosers eine interessante Aufgabenstellung konstruiert.
Dabei ist das Eigenwertproblem auf einer Kreisscheibe mit einem Schlitz betrachtet, ndmlich auf
dem Gebiet

{(r cos(ﬁ),rsin(ﬁ))T ; 1 €100,1], 9 € (0,2m)}.

Auf dem Randteil mit 7€ [0,1], ¥ =0 und dem Randteil mit r=1, ¢ € (0,2n] wird homogene
Dirichlet-Randbedingung gestellt, wihrend auf dem Randteil mit r € (0,1), ¢ =27 homogene
Neumann-Randbedingung gestellt wird. Dafiir sind die Eigenfunktionen des negativen Laplace-
Operators wieder beziiglich Polarkoordinaten und Bessel-Funktionen analytisch darstellbar. Eine
Eigenfunktionsbasis besteht aus den Funktionen

sin (/2 + 1/4)9) Jyj211/4(Er), k€N, I € N\{0}

mit Bessel-Funktionen J, /21,4 und deren positiven Nullstellen Ek.l. Die entsprechenden Eigenwerte
werden durch é,fl gegeben. (Fiir eine dhnliche Aufgabenstellung auf Kreisringen mit Schlitz lassen
sich die Eigenfunktionen durch zwei Arten von Bessel-Funktionen beschreiben.) Eine allgemeinere
Aufgabenstellung bezieht sich auf Gebiete der Form

Do o= {(rcos(ﬂ),rsin(ﬂ))T ; 7 €[0,a], ¥ €[0,2r) oder 1€ (a,1], € (0,2m)}

und homogene Dirichlet-Randbedingung auf dem Randteil mit 7 € [a,1], ¥ =0 und dem Rand-
teil mit =1, ¥€(0,27] sowie homogene Neumann-Randbedingung auf dem Randteil mit
r€(a,1), 9=2n. Zum Test wihlen wir die 3 ,-Gebiete zu a € {0, 0.3, 0.6}. Mit dem adaptiven
Eigenloser aus [55] kann man fiir ausgewiihlte Eigenfunktionen die Teilgebiete, wo die Residuen
(geméB vorherigen Berechnungen) betragsmiflig grofie Komponenten haben, feiner als andere Teil-
gebiete triangulieren. Alternativ kénnen wir mit Polarkoordinaten eine dhnliche Verteilung der
Gitterpunkte konstruieren und anschlieend eine Delaunay-Triangulierung durchfiihren. Zum Bei-
spiel verfeinern wir gem#fl den Residuen der Eigenfunktionen zum kleinsten Eigenwert jeweils eine
Umgebung des Punktes (a,0)7.

< Y%
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Fiir Details der Verfeinerung kénnen wir das Teilgebiet [a—e, a+¢]x[—e,e] mit e € {0.1, 0.01, 0.001}
beobachten.
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A.2 Uber Clusterrobustheit
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Mit dhnlichen Anzahlen der Gitterpunkte liefert eine solche Triangulierung bessere Eigenwert-
Niherungen als eine quasi-gleichméflige Triangulierung. Auflerdem haben die Eigenfunktionsnéhe-
rungen bessere Darstellungen nahe dem Punkt (a,0)7.

A.2 Uber Clusterrobustheit

Wohlbekannt ist die Clusterrobustheit der blockweisen vorkonditionierten Gradientenverfahren,
siehe [49, 62] fiir einige experimentielle Beispiele. Eine bisher wenig betrachtete Frage ist, welche
Vektoriterationen der (P)INVIT-Hierarchie clusterrobust sind.

Betrachten wir dafiir die Aufgabenstellung auf einem Gebiet zum Schriftzeichen Omega mit homo-
gener Dirichlet-Randbedingung und illustrieren beziiglich eines zugehérigen diskreten Eigenwert-
problems unsere Konvergenzabschéitzungen fiir Gradientenverfahren. Das Gebiet besteht aus einem
Teil des Kreisrings mit dem Mittelpunkt (0.5, 0.5)7 und dem Radiusintervall [v/0.17, v/0.225+0.05]
und einem Teil des Rechtecks [—0.025, 1.025]x [0, 0.1]. Mittels einiger einschachtelnder Kurven wird
eine quasi gleichméfige Gitterpunktverteilung konstruiert. Geméf einer Delaunay-Triangulierung
und stiickweise definierten linearen Ansatzfunktionen wird ein Matrixbiischel mit diinn besetzten
Matrizen A und M aufgestellt.
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Anhang: Numerische Experimente

Mit den durch blockweise PINVIT(1) berechneten Eigenvektoren zu den kleinsten fiinf diskreten
Eigenwerten erhalten wir folgende Eigenfunktionsnéherungen. Anscheinend kénnen die ersten zwei
FEigenfunktionen einem verdoppelten analytischen Eigenwert entsprechen.

OO

Wihlen wir in weiteren Tests eine feinere Diskretisierung mit 10044 inneren Gitterpunkten. Die
Gitterpunkte werden weiter durch den MATLAB-Befehl symamd umnumeriert, so dass die entspre-
chenden permutierten Matrizen A, M bessere Besetzungsstruktur haben. Zur Konstruktion der
Vorkonditionierer werden nichtvollstindige Cholesky-Faktorisierungen mit dem MATLAB-Befehl
cholinc durchgefiihrt. Mit den erhaltenen oberen Dreiecksmatrizen C werden die Vorkonditionie-
rer B~ durch C-1C-T gegeben. Wahlen wir beispielsweise die folgenden drei Vorkonditionierer.

Anzahl der Nichtnullen in C' | 2(I — B A)
cholinc(A,0.012) 75933 < v~ 0.85099
cholinc(A,0.003) 112752 <~ 0.50183
cholinc(A,0.001) 135646 <~ =~0.17783

Weiter lassen sich die kleinsten 6 Eigenwerte A1,...,\g von (A, M) mit blockweisen PINVIT-
Verfahren bis zu 14 signifikanten Stellen bestimmen.

A1~ 553.84293037914, Ag = 553.86938364353,
A3 = 789.17739621791, A4 = 794.53805958656,
A5 =~ 803.43416066468, A6 ~ 815.81147549699.

Diese Eigenwerte sind alle einfach. A\; und Ay bilden einen sogenannten Eigenwert-Cluster. Wegen
A1 = Ag liegen die Schlussphase-Konvergenzfaktoren

Al 2 K+ ’)/(2 - KZ) 2 . )\1 Am — >\2
1—7)— _— t =— | —
<( v A2 - 7) ’ <(2 —K)+ K DV P Wy
der Einschittverfahren der PINVIT-Hierarchie nahe 1. Dementsprechend beobachtet man fiir diese
Verfahren im folgenden Test sehr langsame Konvergenz.

Test I. Mit den oben gewihlten Vorkonditionierern und 100 zufilligen Anfangsiterierten zum
gleichen Rayleigh-Quotienten 10° werden jeweils die ersten zehn PINVIT-Verfahren durchgefiihrt
und die resultierenden Rayleigh-Quotient-Folgen betrachtet. Mit nur wenigen Schritten erreichen
alle Folgen das Intervall (A1, \y). Weiter kénnen die Folgen von PINVIT(1) und PINVIT(2) ein
Hindernis nicht mit einem angemessenen Aufwand iiberschreiten. Die Folgen von anderen Ver-
fahren haben beziiglich des Abstands zu A; treppenformige Konvergenzverhalten. In Abbildung
A.1 wird jeweils die langsamste Konvergenz zu den gegebenen 100 Anfangsiterierten dargestellt.
Als Ergéinzung wird der Test auch fiir den exakten Vorkonditionierer B~'=A~1 (dieser lisst sich
durch iteratives Losen der Gleichungssysteme realisieren), das heifit fiir v = 0 durchgefiihrt. Die
entsprechenden Verfahren sind also im Wesentlichen INVIT-Verfahren.

Anscheinend wird die benétigte Treppenanzahl eines Mehrschrittverfahrens der PINVIT-Hierarchie
durch die Qualitét des Vorkonditionierers sowie den Index der PINVIT-Stufe beeinflusst. Die relativ
schnelle Konvergenz dieser Mehrschittverfahren ldsst sich vermutlich durch einen von gewissen
Eigenwerten aus {\s, ..., A\, } abhingigen Konvergenzfaktor erkldren.
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Abbildung A.1: PINVIT-Verfahren bei einem zweielementigen Eigenwert-Cluster
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Anhang: Numerische Experimente

Es stellt sich die Frage, ob PINVIT(3) bei einem dreielementigen Eigenwert-Cluster sehr lang-
sam konvergieren konnte. Dafiir konnen wir mittels einer Rang-1-Modifikation von A ein Ma-
trixbiischel (A, M) konstruieren, welcher einen solchen Eigenwert-Cluster besitzt. Fiir beliebige
M-orthonormale Basismatrizen V; der Eigenrdume von (A, M) gilt mit V' = [V1,...,V;,], dass

AV =MVA & A=MVAVIM =Y N\(MV)(MV;)".

i=1

Da A3 einfach ist, konnen wir einen zugehorigen M-normierten Eigenvektor vs als eine M-ortho-
normale Basismatrix benutzen. Mit A := A + (A — A3 + 0.01)(Muv3)(Mws3)T werden die kleinsten
drei Eigenwerte von (A M) durch A1, A2, A2+0.01 gegeben, welche einen Eigenwert-Cluster bilden.
Da A normalerweise nlcht diinn besetzt ist, benutzen wir zur Vorkonditionierung von A die obigen
Vorkonditionierer B~* von A und eine ndherungsweise Sherman-Morrison-Woodbury-Formel:

a(B~lw)(B~tw)T

B l.=pB7'—
1+ a(wTB~1w)

mit «a:= Xy — A3 +0.01, w:= Muvs.

Damit ist Qualititsschranke % (I — B~'A) nur leicht von %(I — B~'A) verschieden.

Z(I —B~'A) | 2(I - B~'A)
cholinc(A,0.012) | <~ ~0.85099 | <4 ~ 0.85095
cholinc(A4,0.003) | <~ ~0.50183 | <4 =~ 0.50186
cholinc(A4,0.001) | <= 0.17783 | <7~ 0.17783

Zu diesem modifizierten Eigenwertproblem konvergieren die Rayleigh-Quotient-Folgen der Mehr-
schittverfahren der PINVIT-Hierarchie etwas langsamer und besitzen mehr Treppen in der Darstel-
lung des Abstands zu ;. AuBerdem muss ein PINVIT-Verfahren hoherer Stufe nicht eine kleinere
Anzahl der duBleren Schritte haben. In Abbildung A.2 werden diese Konvergenzverhalten fiir 100
zufillige Anfangsiterierten zum gleichen Rayleigh-Quotienten 10° dargestellt.

Mit einer anderen Rang-1-Modifikation A=A+ (A1 — X2)(Muwg)(Muvz)T sind die kleinsten Ei-
genwerte des Matrixbiischels (A M) gut getrennt, darunter ist /\1 ein zweifacher Eigenwert. Zur
Vorkonditionierung von A werden wieder die Vorkonditionierer B~* von A und eine néherungsweise
Sherman-Morrison-Woodbury-Formel benutzt.

Z(I—B'A) | 2(I-B'A)
cholinc(A4,0.012) | <~ = 0.85099 | <4 =~ 0.85096
cholinc(A4,0.003) | <~ =0.50183 | < ﬂ”y ~ 0.50183
cholinc(A,0.001) | <~~~ 0.17783 | <4~ 0.17783

Zu diesem modifizierten Eigenwertproblem sind die Schlussphase-Konvergenzfaktoren der Ein-
schittverfahren der PINVIT-Hierarchie von A\; und A3 abhéngig und liegen viel weiter entfernt von
1. Dementsprechend kénnen die resultierenden Rayleigh-Quotient-Folgen relativ schnell konvergie-
ren. Die Rayleigh-Quotient-Folgen der Mehrschittverfahren der PINVIT-Hierarchie haben jeweils
nur eine Treppe und benétigen fast gleiche Anzahl der &ufleren Schritte. In Abbildung A.3 werden
diese Konvergenzverhalten fiir 100 zufillige Anfangsiterierten zum gleichen Rayleigh-Quotienten
10° dargestellt.

Mit der Rang-1-Modifikation A := A + 100(Muvy)(Muvy)T liisst sich ein weiteres Beispiel fiir gut
getrennte Eigenwerte konstruieren, wobei alle relevanten Eigenwerte einfach sind. Die Konvergenz-
verhalten sehen dhnlich aus wie diejenigen in Abbildung A.3.

Geméf den Ergebnissen von Test I sind die Mehrschittverfahren der PINVIT-Hierarchie anschei-
nend alle clusterrobust. PINVIT(3) muss nicht viel mehr &ulere Schritte als die PINVIT-Verfahren
hoherer Stufe bendtigen und ist ein quasi optimales PINVIT-Verfahren im Sinne des gesamten Auf-
wands. Fiir unsere zukiinftige Konvergenzanalyse fiir Mehrschittverfahren der PINVIT-Hierarchie
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Anhang: Numerische Experimente
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A.2 Uber Clusterrobustheit

sind die treppenférmigen Konvergenzverhalten bei den Eigenwert-Clustern moglicherweise interes-
sante Argumente.

Test II. Fiir die Matrixbiischel (A, M) und (A, M) aus Test I werden Krylovraum-Verfahren
der Form (3.2) durchgefiihrt, wobei die Krylovrdume durch Lanczos-Verfahren mit vollstdndigen
Orthogonalisierungen konstruiert werden, siehe (3.3). In Abbildung A.4 werden die Konvergenz-
verhalten einiger solchen Verfahren (genannt KRIT) fiir 100 zufiillige Anfangsiterierten zum glei-
chen Rayleigh-Quotienten 10° dargestellt und mit den Konvergenzverhalten von INVIT(1) und
INVIT(2) verglichen. Dabei sind diese Krylovraum-Verfahren ab Stufe 6 clusterrobust. Aufler-
dem muss ein Verfahren hoherer Stufe nicht eine kleinere Anzahl der dufleren Schritte haben.
Das stimmt mit unseren Argumenten, dass die Indizes der relevanten Eigenwerte in der scharfen
Schranke der Delta-Abschétzung fiir diese Krylovraum-Verfahren problemabhiingig sind, {iberein
(siehe Satz 3.18).

Krylovraum-Verfahren der Form (3.2) lassen sich auch durch Vorkonditionierer modifizieren. Dafiir
kann man einfach beim zugehorigen Lanczos-Verfahren (3.3) einen Vorkonditionierer an der Stelle
von A1 einsetzen. In Abbildung A.4 werden weiter die Ergebnisse zu den durch cholinc(A,0.012)
konstruierten relativ groben Vorkonditionierern dargestellt. Dabei sind diese vorkonditionierten
Verfahren (genannt PKRIT) erst ab Stufe 10 clusterrobust.
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