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1. EINLEITUNG

1.1 Einfiihrung in das Thema der Arbeit

Die Vielteilchentheorie stellt ein eigensténdiges und zentrales Gebiet der Physik dar. Vor tiber
30 Jahren wurde in Rostock ein wesentlicher Beitrag zur Entwicklung eines neuen quanten-
statistischen Zugangs, der Linearen-Response Theorie (LRT), zur Beschreibung von Vielteil-
chensystemen geleistet. Seither findet sie bei der Bestimmung von optischen sowie Transpor-
teigenschaften dichter Plasmen Anwendung [G96, Red97, Rei05]. Diese Arbeit fithrt dieses
Projekt fort. Neue Erkenntnisse und Ergebnisse zu Transporteigenschaften nichtidealer Plas-
masysteme werden vorgestellt.

Eine zentrale Eigenschaft von Vielteilchensystemen ist die elektrische Leitfdhigkeit. Als
frequenzabhingige Grofe ist sie mit der dielektrischen Funktion verbunden und fiihrt auf
optische Eigenschaften wie Reflexionsvermégen und Absorption. Im statischen Grenzfall reiht
sie sich zu den thermoelektrischen Transportgrofien Thermokraft und Warmeleitfahigkeit ein.
Die elektrische Leitfahigkeit ist sowohl im alltdglichen Leben, in der Fusionstechnologie als
auch fiir die Beschreibung astrophysikalischer Objekte von grofier Bedeutung. Zum Beispiel
lasst sich das Magnetfeld des Jupiters durch eine starke elektrische Leitfahigkeit erkléaren.
Und das obwohl sein Hauptbestandteil Wasserstoff unter Standardbedingungen (molekularer
Wasserstoff) ein Isolator ist. Im Jupiter ist der Wasserstoff jedoch hohen Driicken ausgesetzt,
es kommt zur Druckionisation (Mott-Effekt). Das System besitzt nun eine hohe Dichte freier
Elektronen ne, die den Strom leiten. Es sind also die konkreten Bedingungen (Massendichte
p und Temperatur 7"), die die (Transport-)Eigenschaften von Materie beeinflussen.

In der vorliegenden Arbeit werden Plasmasysteme in einem weiten Dichte- und Tempe-
raturbereich untersucht. Charakteristische Gréflen sind dabei der Kopplungsparameter

r_ 5 (Zl;ne)l/g , (1.1)

" Admeo

der als Verhéltnis zwischen der mittleren potentiellen Energie und der thermischen Energie
=1 = kgT definiert wird; sowie der Entartungsparameter

-2/3
0= ;:; (37%n. ) s (1.2)
der das Verhéltnis aus thermischer Energie und Fermienergie angibt. Der Kopplungsparame-
ter ist somit ein Maf fiir die Stérke der Korrelationen im Plasma (Nichtidealitat bei I" 2 1).
Der Entartungsparameter weist darauf hin, ob die Elektronenverteilung klassisch behandelt
werden kann (© 2 1) oder ob Quanteneffekte beriicksichtigt werden miissen (© < 1).

Eine Reihe von natiirlich auftretenden und kiinstlich erzeugten Plasmen ist in Abb. 1.1
dargestellt. Von besonderem Interesse in der Plasmaphysik ist aktuell die Erforschung der
warmen dichten Materie (WDM). Warme dichte Materie besitzt Temperaturen von einigen
Elektronenvolt bei Festkorperdichte und stellt damit einen Ubergangsbereich zwischen kon-
densierter Materie und Hochtemperaturplasmen dar. Die WDM ist ein nichtideales Plasma,
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bei dem Quanteneffekte relevant sind. Zum Beispiel befindet sich der Kern des Jupiters im
Zustand der warmen dichten Materie.
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Abb. 1.1: Eine Auswahl verschiedener natiirlicher und kiinstlich erzeugter Plasmen in der
Dichte-Temperatur-Ebene.

Die Beschreibung nichtidealer Plasmasysteme ist durch den Zugang der Linearen-Res-
ponse Theorie in der Formulierung nach Zubarev méglich. Diese Formulierung ist von vornher-
ein fiir beliebige Dichten und Temperaturen giiltig. Analytische Formeln der kinetischen Theo-
rie von Spitzer und Ziman werden reproduziert [MR82]. Diese Formeln sind als Grenzfélle
auf das wvollstindig ionisierte Plasma anwendbar. Vollstdndig ionisiert bedeutet in diesem
Zusammenhang, dass es keine Bindungszustidnde gibt. Es wird ein (neutrales) Elektron-Ion
Plasma betrachtet, bei dem es eine lonensorte i mit der Ladungszahl Z und freie Elektronen
e gibt. Es gilt ne = Zn;. In realen Systemen liegen Bindungszustinde zwischen Elektronen
und Ionen vor. Im chemischen Bild werden diese Bindungszustdnde zu neuen Sorten (Ionen
niedrigerer Ionisationsstufe oder Atome) gruppiert. Das Plasma ist dann partiell ionisiert. Die
Teilchendichte einer bestimmten Sorte wird durch n;(,) symbolisiert, wobei z die Ionisations-
stufe angibt (n;g) = na ist die Atomdichte, n;() ist die Dichte der einfach ionisierten Teilchen,
usw.). Die Summe aus den Teilchendichten der Ionen und Atome wird als schwere Teilchen-
dichte npeavy = >, e bezeichnet. Das partiell ionisierte Plasma wird dann durch den Ioni-
sationsgrad Qion = Me/Mheavy charakterisiert. Die Einbeziehung von Atomen ist im Rahmen
der Linearen-Response Theorie problemlos méglich. In vergangenen Arbeiten von Redmer
und Kuhlbrodt [Red99, KR00] war es durch Kombination der Linearen-Response Theorie
mit dem chemischen Bild (PIP-Modell) moglich, die Leitfahigkeitsmessungen von Metall-
plasmen aus Drahtverdampfungsexperimenten [DK98] zu beschreiben. Sehr gute Ergebnisse
wurden auch durch die Kopplung der Dichtefunktionaltheorie mit klassischen Molekulardy-
namik (DFT-MD) Simulationen erzielt [DKCO02]. Gegenwértig fordern neue experimentelle
Methoden die Theorie heraus, Eigenschaften warmer dichter Materie zu verstehen. So wurde
in [SGL*15] Aluminium im WDM Bereich durch Laserbeschuss erzeugt, und das Thompson-
Streuspektrum gemessen. Aus diesem Spektrum wurde die elektrische Leitfdhigkeit extrahiert.
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In dieser Arbeit gelingt es Vorhersagen fiir den Verlauf der Leitfdhigkeit im Bereich der WDM
zu treffen.

Der Ursprung dieser Arbeit liegt in der noch immer stark diskutierten Frage nach dem
Einfluss der Elektron-Elektron-Stofle auf die elektrische Leitfdhigkeit. Spitzer und H&rm
[SH53] gelang es erstmals, den Effekt der Elektron-Elektron St68e idealer Plasmen quantita-
tiv zu bestimmen. Die sogenannte Spitzer-Formel wird bis heute in Fachkreisen als giiltiger
Niederdichtegrenzfall akzeptiert. Demgegeniiber steht die sogenannte Ziman-Formel [Zim61,
Fab72], die aufgrund der Impulserhaltung Elektron-Elektron Stéfle vernachlissigt, dennoch
die Leitfahigkeit flissiger Metalle und Elektron-Ion Plasmen in weiflen Zwergen hervorra-
gend beschreibt. Uber die Lineare-Response Theorie wurde explizit der Beitrag der Elektron-
Elektron St68e von Reinholz et al. [RRRR15] in Form eines Korrekturfaktors in Born’scher
Néherung fiir ein statisch abgeschirmtes Coulomb-Potential (Debye-Potential) herausgearbei-
tet. Im Bereich nichtidealer Plasmen ist die Giiltigkeit der Born’schen Naherung zu hinter-
fragen. In der vorliegenden Arbeit wird iiberpriift, wie sich Effekte der dynamischen Abschir-
mung und der starken St68e auf den Korrekturfaktor auswirken.

Separat wird die Relevanz der dynamischen Abschirmung beispielsweise von Karakhta-
nov et al. [KRRR13, Karl6] untersucht, wohingegen in anderen Arbeiten die Wichtigkeit der
starken St68e betont werden [MR82, RR89, Red97]. Eine konsistene Verbindung beider Er-
weiterungen etwa durch eine dynamisch abgeschirmte T-Matrix Rechnung stehen noch aus.
Allerdings gibt es Konzepte, die eine bestmdgliche Verbindung zwischen T-Matrix und dyna-
mischer Abschirmung versprechen. Zum Einen das Gould-DeWitt Verfahren [Hub61, GD67],
bei dem der niedrigste Term der statischen T-Matrix, die Born’sche Ndherung, durch ihr dy-
namisches Pendant ersetzt wird. Streng genommen muss man dabei allerdings mit Coulomb-
Potentialen arbeiten. Aufgrund deren Langreichweitigkeit divergieren diese Terme. Bei der
praktischen Anwendung des Gould-DeWitt Verfahrens werden daher statisch abgeschirm-
te Potentiale benutzt [Rei05]. Allerdings wirft das wiederum die Frage auf, von welchem
statisch abgeschirmten Potential auszugehen ist. Alternativ hierzu ist das Konzept der ef-
fektiven Abschirmung. Hierbei wird das dynamisch abgeschirmte Coulomb-Potential durch
ein effektives statisches Potential ersetzt. Der Abschirmparameter wird derart modifiziert,
dass er in Born’scher Ndherung die FErgebnisse bei dynamischer Abschirmung reproduziert.
Mit diesem effektiven statischen Potential wird die T-Matrix Rechnung durchgefiihrt. Al-
lerdings wird héufig nur der Niederdichtegrenzfall verglichen und der Abschirmparameter
mit diesem konstanten Faktor multipliziert [RR89, Red97]. Demgegeniiber wird in dieser Ar-
beit der Abschirmfaktor dichte- und temperaturabhingig eingefithrt, sodass er auch mit dem
Gould-DeWitt Schema iibereinstimmt. Durch diese Verbindung von dynamischer Abschir-
mung und T-Matrix werden in dieser Arbeit verbesserte Berechnungen zum Korrekturfaktor
durchgefiihrt, fiir welchen eine neue Fitformel angegeben wird.

Ein weiteres Ziel dieser Arbeit ist die fundierte Beschreibung der partiell ionisierten Edel-
gasplasmen. Leitfdhigkeitsmessungen aus Schockwellenexperimenten konnten fiir die Edelgase
bislang nicht durch die Theorie vollstdndig beschrieben werden. Das PIP-Modell von Kuhl-
brodt et al. [KRR105] liefert Abweichungen von bis zu zwei GroSenordnungen. Von Adams
et al. [ARRT07] wurde die Ursache der grofien Unterschiede herausgearbeitet. Wihrend im
nichtentarteten Bereich die Zusammensetzung gut bekannt ist, bestehen wesentliche Schwie-
rigkeiten in der Beschreibung des Elektron-Atom Streuprozesses. Das bis dato verwendete
Polarisationpotential ist nicht geeignet. Der fiir die Transportgréffen wichtige und im Fall der
Edelgase experimentell zugingliche Transportquerschnitt ldsst sich weder quantitativ noch
qualitativ durch das Polarisationspotential beschreiben [ARRT07]. In den Experimenten wur-
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den allerdings nur isolierte Elektron-Atom StoéBe untersucht, eine Ubertragung auf St68e im
Plasma ist nicht trivial. Welchen Einfluss die Abschirmung hat und wann sie relevant ist,
sind Fragestellungen, die in dieser Arbeit untersucht werden.

Die Beriicksichtigung von Plasmaeffekten erfordert die Kenntnis des Elektron-Atom Wech-
selwirkungspotentials. In der Atomphysik werden Wechselwirkungen zwischen geladenen Teil-
chen und Atomen durch das sogenannte optische Potential beschrieben. Es vereinigt das iiber
grofle Distanzen wirkende Polarisationspotential mit dem auf kurzen Distanzen wirkenden
Hartree-Fock Potential, welches wiederum eine Superposition des attraktiven Elektron-Kern
und des repulsiven Elektron-Hiille Coulombpotentials ist. Austauschterme werden durch lo-
kale Felder approximiert. Das optische Potential wird erfolgreich fiir die Beschreibung der
Elektron-Atom Stofe bei Edelgasen verwendet [AT05], findet dariiber hinaus auch bei anderen
Elementklassen [PS89] und sogar bei Elektron-Molekiil Sto8en [SG82] Anwendung. In dieser
Arbeit sind die partiell ionisierten Edelgasplasmen von Interesse. Fiir die Beschreibung der
Elektron-Atom St68e verwenden Adibzahdeh und Theodosiou [AT05] fiir die Edelgase jeweils
unterschiedliche Modelle des Austauschterms. Aulerdem wurden fiir das Polarisationspoten-
tial mehrere Fit-Parameter ben6tigt, um Ubereinstimmungen mit experimentell bestimmten
Transportquerschnitten zu erzielen. In dieser Arbeit wird ein optisches Potential mit einheit-
licher Form des Austauschterms konstruiert, welches mit nur einem Fit-Parameter im Pola-
risationspotential die Transportquerschnitte &hnlich gut beschreibt. Unter Beriicksichtigung
von Abschirmeffekten werden neue Leitfahigkeitsberechnungen durchgefiihrt, die sich fiir wei-
terfithrende Vergleiche mit den Experimenten bei hoheren Dichten eignen.

1.2 Gliederung der Arbeit

Eingangs wurden neue Fragestellungen aufgegriffen, die in dieser Arbeit beantwortet wer-
den. In Kapitel 2 werden thermoelektrische Transportphinomene definiert. Fundamentale
Zusammenhénge zwischen Transportgroflen und Korrelationen im Vielteilchensystem wer-
den unter Verwendung der Linearen-Response Theorie im Zubarev-Formalismus vorgestellt.
Um Transportgréflen letztendlich berechnen zu kénnen, werden die auftretenden Korrela-
tionsfunktionen in Kapitel 3 ausgewertet. Geschlossene Resultate werden in verschiedenen
Néherungen angegeben. Die Born’sche Nédherung fiihrt zu recht einfachen Resultaten. Er-
weiterungen durch die dynamsiche Abschirmung sowie die Einbeziechung von starken Stéflen
durch die T-Matrix werden eingefiihrt und neue Ergebnisse vorgestellt.

In Kapitel 4 werden die Ergebnisse auf Fragestellungen des vollsténdig ionisierten Plasmas
angewandt. Zum Einen wird der Einfluss der Elektron-Elektron Stofle auf die elektrische
Leitfahigkeit explizit analysiert. Zum Anderen wird durch Einbeziehung von Strukturfaktor
und Pseudopotential warmes dichtes Aluminium beschrieben.

Die Transporteigenschaften partiell ionisierter Edelgasplasmen werden in Kapitel 5 be-
rechnet. Dabei wird insbesondere der Streuprozess analysiert und die Elektron-Atom Wech-
selwirkung basierend auf Resultaten der Stérungstheorie bis zur zweiten Ordnung bestimmt.
Neben den Vergleichen der elektrischen Leitfihigkeit mit den Messungen aus Schockwel-
lenexperimente, werden Abschirmeffekte und Betrachtungen zu méglichen Vereinfachungen
durchgefiihrt.

Abschliefend werden in Kapitel 6 die Ergebnisse zusammengefasst und ein Ausblick ge-
geben. Die verwendeten Gréflen werden stets bei erstmaligem Auftreten erklirt. Zur verein-
fachten Handhabung werden sie jedoch im Anhang aufgelistet.



2. QUANTENSTATISTISCHE BESCHREIBUNG VON
TRANSPORTPHANOMENEN

Ausgehend von einem System im thermodynamischen Gleichgewicht erzwingen Stérungen
beispielsweise durch duflere Felder Reaktionen des Systems, z.B. Stréme. Abhéngig von der
Art und der Stérke der Storung fillt die Antwort (Response) des Systems aus. Im Fall einer
kleinen Stérung X verhilt sich die Response jx proportional zu ihr (Lineare Response).
Der Proportionalitdtsfaktor ist dann eine das System charakterisierende Eigenschaft und
phénomenologisch gegeben durch die Onsager-Koeffizienten ¢(0)

jx = (X)X = c(0)X + O(X?). (2.1)

Dariiberhinaus werden auch Kreuzeffekte beschrieben. Betrachtet man beispielsweise ein kon-
stantes elektrisches Feld und einen konstanten Temperaturgradienten als duflere Stérungen,
verursacht das elektrische Feld einen elektrischen Strom, dessen Ladungstriger aber auch
Warme transportieren, und ebenso der Temperaturgradient einen Wérmestrom, der durch
bewegte Ladungen zum elektrischen Strom beitrégt. In dieser Arbeit wird der themoelektri-
sche Transport untersucht. Fiir den Fall (schwacher) &ulerer Storungen durch ein elektrisches
Feld E und einen Temperaturgradienten V7' lauten die Onsager-Relationen [Ons31]

. VT

je=€’L1E + €L12( T ) ; (2.2)
. —VvT

Jg = elLo1E + Lo ( ) (23)

T Y

wobei die nebendiagonalen Onsager-Koeflizienten gleich sind, Lis = Loy.
Die elektrische Leitfdhigkeit o ist definiert als der Proportionalitétsfaktor zwischen der
elektrischen Stromdichte j und dem elektrischen Feld E. Es gilt

g = €2L11 . (24)

Sie beschreibt die lineare Response des elektrischen Stromes auf die Stérung eines dufleren
angelegten elektrischen Feld.

Analog wird die Warmeleitfahigkeit s eingefiihrt, als lineare Response des Wéarmestroms
auf die Stérung eines Temperaturgradienten

Lo
R=—.

- (2.5)

Ein elektrisches Feld ist in dieser Definition nicht vorhanden E = 0. Allerdings fithrt ein
Temperaturgradient auch zu einem elektrischen Strom j, # 0. Ein typisches Experiment wird
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hingegen bei jo = 0 durchgefiithrt. Gemessen wird also nicht die originale Warmeleitfahigkeit
k sondern eine modifizierte Warmeleitfahigkeit A

1 L2
= | Loy — 212 2.
A T( 22 L11> (2.6)

Wie bereits erwdhnt, enthalten die Onsager-Relationen auch Kreuzeffekte, wie beispiels-
weise den Seebeck-Effekt. Betrachtet man ein offenen Stromkreis jo = 0 fithrt ein Tempera-
turgradient (Stérung), entsprechend Gl. (2.2), zu einem elektrischen Feld E (Response). Der
Proportionalitdtsfaktor wird als Thermokraft definiert

1 Ly
= ——. 2.7
@ el LH ( )
Der Seebeck-Effekt wird bei der Temperaturmessung durch Thermoelemente ausgenutzt.

Ein weiterer Kreuzeffekt ist der Peltier-Effekt. Liegt kein Temperaturgradient an VI' = 0
fihrt dennoch ein elektrischer Strom zu einem Wéarmestrom. Aus den Onsager-Relationen
Gln. (2.2), (2.3) wird die lineare Reponse durch den Peltier-Koeffizient II beschrieben

_ 1Ll
el

Bringt man beispielsweise zwei Halbleiter mit verschiedenen Peltier-Koeffizienten zusammen
(Peltier-Element) fithrt ein konstanter Strom zu unterschiedlich starken Wérmestrome. Das
Peltier-Element kann somit zum Erwérmen oder Abkiihlen genutzt werden.

Betrachtet man zeitabhéingige Stérungen, beispielsweise ein elektrisches Wechselfeld als
duflere Storung, ist die Leitfahigkeit frequenzabhéngig.

Die dynamische Leitfdhigkeit ist mit der dielektrischen Funktion verkniipft [KKERS6]

I (2.8)

7
=14+ — 2.
() =1+ ——o(w), (29)
und fiihrt als Quadrat des komplexen Brechungsindex e(w) = [n1(w)+1ing(w)]? auf eine Reihe

optischer Eigenschaften des Vielteilchensystems wie beispielsweise das Reflexionsvermogen
[Bor72]

1— 2 2
r= Lom@l ¥ ny(w) (2.10)
1+ n1(w)]? + n3(w)
und den Absorptionskoeffizienten
alw) = W (2.11)

In diesem Kapitel wird der quantenstatistische Zugang zur Bestimmung der Onsager-
Koeffizienten vorgestellt. Es wird ein durch schwache Stérungen entstehendes System im
Nichtgleichgewicht nahe dem thermodynamischen Gleichgewicht betrachtet. Die quantensta-
tistische Beschreibung des Nichtgleichgewichts wird in Abs. 2.1 vorgenommen. Dabei wird im
Zubarev-Formalismus die Lineare-Response Theorie vorgestellt. Sie ist fiir beliebige Dichten
und Temperaturen giiltig und enthélt sowohl klassisch bekannte Grenzfille der kinetischen
Theorie wie auch Entartungseffekte. Eine verallgemeinerte linearisierte Boltzmann-Gleichung
wird abgeleitet. Anschlieend werden in Abs. 2.2 die Onsager-Koeffizienten durch Korrelati-
onsfunktionen im thermodynamischen Gleichgewicht ausgedriickt.
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2.1 Beschreibung des Nichtgleichgewichts durch den Zubarev-Formalismus

In der statistischen Physik von Vielteilchensystemen werden anstelle von mikroskopischen
Eigenschaften vieler Teilchen makroskopische Eigenschaften des Ensembles untersucht. Die-
se makroskopischen Eigenschaften werden aus Mittelwertbildungen der Observablen gewon-
nen. Betrachtet man beispielsweise ein einatomiges ideales Gas, so ist die (makroskopische)
Temperatur 7', als Maf} fiir die mittlere (ungerichtete oder zufdllige) kinetischen Energie
%kBT = %(112), anstelle der zahlreichen mikroskopischen Einzelgeschwindigkeiten v; von In-
teresse. Um makroskopische Gréflen ausrechnen zu kénnen, muss nicht zwangsldufig jedes
Einzelereignis beobachtet werden. Es geniigt, wenn die Wahrscheinlichkeitsverteilung dieser
Einzelereignisse bekannt ist.
In der Quantenstatistik wird die Verteilung durch den statistischen Operator

pt) = D pi [Wi) (Wil (2.12)

beschrieben. Er enthélt alle fiir das System relevanten Informationen, indem er die Mikro-
zustdnde |¥;) mit Wahrscheinlichkeiten p; gewichtet, wobei die Normierung Spj(t) = >, p; =
1 zu jeder Zeit stets erfiillt sein muss.

Der Mittelwert einer Observablen A(t) zum zugehorigen Operator A wird durch Spurbil-
dung mit dem statistischen Operator p(t) erhalten:

(A() = Sp{Ap()} = sp {p(1)A} . (2.13)

Ein bedeutendes Beispiel in der Thermodynamik ist die Entropie S = —kpSp{p(¢)1n 5(t)},
welche im Gleichgewicht maximal ist (maximale Unbestimmtheit).

Fiir ein offenen System sind Energie- und Teilchenaustausch moglich. Die innere Energie
U= Sp {ﬁsﬁ(t)} und die Teilchenzahl N = Sp {1\7 ﬁ(t)} beschreiben die makroskopischen

Nebenbedingungen. Uber eine Variationsrechnung folgt der statistische Operator des grofika-
nonischen Ensembles (Gleichgewicht, eine Sorte)

1 N N A N
pPeK = Ziefﬁ(HS*“N) , Zak = Sp {efﬁ(Hf“N)} , (2.14)
GK

mit der groBkanonischen Zustandssumme Zgk, dem Hamiltonian des Systems Hg und der
Teilchenzahl N. Bei einer Ubertragung auf mehrere Sorten u/N — >, p./NV. sind Hamiltonian
und Teilchenzahlen gegeben durch

N . . 1 , R ~ R R h2 ]{32
Hg = Z Elgalj,cak,c + 5 Z Ve (q)angq,caz’—q,c’ak/yc'akac’ Elg = o, (2'15)
ok o k! q ¢
pN = > peNe =" et e, (2.16)
c c,k

wobei die Summation iiber k = {k, ¢} entsprechend die Impuls- und Spinsummation enthélt.
Im Folgenden wird der statistische Operator des grolkanonischen Ensembles als statistischer
Operator des Gleichgewichts pg = pak bezeichnet. Er 16st die Bewegungsgleichung der Quan-
tenstatistik, die von-Neumann Gleichung,

dpo  Opo | i [p -1
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wobei im Gleichgewicht der Gesamt-Hamiltonian dem des Systems entspricht H = Hs.

Um Systeme im Nichtgleichgewicht beschreiben zu koénnen, wird der statistischen Ope-
rator fiir das Nichtgleichgewicht konstruiert. Dabei wird zunéchst ein sogenannter relevanter
statistischer Operator pye eingefiihrt. Dieser enthélt alle Informationen iiber die das System
charakterisierenden relevanten Observablen B. Daher gilt:

(B(t)) = Sp{Ba(t) } = Sp {Bia(t)} (2.18)

Uber eine Variationsrechnung analog zur Gleichgewichtsstatistik besitzt der relevante statis-
tische Operator ebenfalls die Form einer verallgemeinerten Gibbs-Verteilung:

1 A A A
ﬁrel = 7 6_/6(HS_MN_Z" Fn(t)Bn) . (2.19)
rel
Zel = Sp {e_ﬁ(ﬁs_“N_Zn Fn(t)Bn)} ist die entsprechende Zustandssumme und {B,} ist ein
Satz von relevanten Observablen. Die zeitabhéngigen Lagrange-Multiplikatoren F,,(t) sind
aus Nebenbedingungen zu berechnen. Bei Kenntnis von p(t) folgen sie aus der Losung eines
inhomogenen Gleichungssystems des irrelevanten statistischen Operators piyel(t) = p(t) —
/A)rel(t) mit Sp {Bnﬁirrel(t)} =0.

Der statistische Operator des Nichtgleichgewichts lasst sich als formale Lésung der von-
Neumann Gleichung Gl. (2.17) schreiben:

p(t) = e~ #Ht=10) j(go) et (t=to) (2.20)

Hierbei setzt sich der Hamiltonian aus dem System und den Stérungen duflerer Felder zu-
sammen H = Hg+ Hp. Derartige Stérungen, beispielsweise durch ein extern angelegtes elek-
trisches Feld E, werden als mechanische Stérungen bezeichnet, siehe auch [R613]. Sie sind
von den thermischen Storungen, basierend auf den Kontakt mit Bddern, z.B. dem Tempera-
turgradienten zu unterscheiden. Nach Bogoliubov [Bog46] erhilt man p(t) durch das Prinzip
der Abschwéichung der Anfangskorrelation:

p(t) = lim e (= )prel(to) H(i~to) (2.21)

to——o0

Die dynamische Entwicklung erzeugt Korrelationen (irrelevanter Anteil von p(t)). Die Mitte-
lung tiber alle Anfangszeiten tg < ¢ fiithrt auf

1 i fr
ﬁ(t) = lim /dtl e_ﬁ )prel(t1>erLH(t tl) (222)
to——o0 T — to
und ist nach dem Abel’schen Theorem [ZMR96] &dquivalent zu

—Jﬂﬂog/ dt! 0D FHE (1) HHE) (2.23)

/ 7 A 8Are t, 44—t
:prd()—ggrgo d 0=t ”{h[H,premt’)MPaﬁ)}eﬁH“ Y. (2.24)

—00
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Eine anschlielende partielle Zeitableitung liefert die modifizierte von-Neumann Gleichung fiir
das Nichtgleichgewicht:

p
ot

Der Unterschied zu Gl. (2.17) besteht in der infinitesimalen Quelle, dem Dissipator, auf
der rechten Seite. Dieser Dissipator bricht die Zeitumkehr und erméglicht die Beschreibung
irreversibler Prozesse.

Kann man das Nichtgleichgewicht als eine Folge kleiner Stérungen des Gleichgewichts
betrachten, etwa durch ein schwaches dufleres Feld Hp = —hA + O(h?) hervorgerufen, ist
eine Linearisierung des relevanten statistischen Operators sowie p(t) moglich. Es gilt

7 h [H ﬁ} - _61—i>r—Ii-10€(ﬁ(t) — Prel(t)) - (2.25)

Prai(t) = o+ B / A3 Fa(0)3B i) o (2.26)

N 1 e(t'—t) A i /
A(t) =~ prat / i’ e / dA { (#)0 B (ihBA + ) .

Fo(t)3Ba(ihBA+1)] — hA(ihBA + )} po.

wobei C(t) = e —HH (- t)C(tg)ent=t0) Operatoren im Heisenberg-Bild sind. 6B, = B, —
<§ )o représentieren die Gleichgewichts-Fluktuationen der relevanten Observablen.

Im Folgenden wird eine periodische Storung angenommen, sodass h(t) = h(w)e~™t. Das
System reagiert analog auf die Stérung, somit F,(t) = Fy(w)e ™. In linearer Response
lassen sich die Lagrange-Parameter iiber Sp Bmﬁirrel(t) = 0 kompakt durch das lineare
inhomogene Gleichungssystem

S {( B Budwosic — (B 0 Buovic | Fulw) = (B Alurich(@), (2.28)

n

l6sen. Dazu werden das Kubo-Skalarprodukt und seine Laplace-transformierte Korrelations-
funktion

B() = / axsp {AB(1)po} | (2.29)

0
0 00

(A;B), = [ dte™™ (A|B(t)) = [ dte™ (At)|B), (2.30)
[ e (3]20) = [ao (i[9

eingefiithrt. Nach partieller Integration: —iz(A; B), = — [°dt (d ’Zt) (fl(t) ’B’) = (A‘B)+
<A; B). erhélt man die bekannten Response-Gleichungen (z = w + ic) [R687]:

S { (B | Ba) + (B Ba)e — i [ (B [ 6B2) + (B3 6By): | } Fu(w)

, (2.31)
_ {( - ]A) + (B fl)z}ﬁ(w).
Der Ausdruck lédsst sich mit Hilfe der Kubo-Identitét (fl B) —%Sp 0o [fl E]} vereinfa-
chen. Kommutieren die relevanten Operatoren [Em,B } 0, folgt (Bm Bn) 0.
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2.2 Thermoelektrische Storungen und Berechnung der Onsager-Koeffizienten

Neben den mechanischen Storungen durch Anlegen duBlerer Felder kann der Gleichgewichtszu-
stand des betrachteten Systems durch den Kontakt mit Warmebédern (i.A. mit verschiedenen
Temperaturen) gestort werden. Ein Beispiel solcher thermischen Storungen ist der Tempera-
turgradient, welcher zu einem Wérmestrom fiithrt. Zwar kénnen diese Stérungen nicht durch
Beitrage im Hamiltonian dargestellt werden, eine Erweiterung des Zugangs ist jedoch moglich
[HRRWS84, Rei89, R613]. Betrachtet werden Verteilungen der Energie hg(r) und der Teilchen-
zahl ni(r), sowie lokale Felder der Temperatur 5(r) und des chemischen Potentials p(r)

Hg = / d’rhs(r), N = / d’ra(r), B(r)=p—pB(VT)/Tr, plr)~p+ (Vur. (2.32)
Fiir den relevanten statistischen Operator gilt somit [HRRWS84, R613]

fral = Zl e~ J LB [hs (@) —p®A@]+B 3, Fa(H)Bn (2.33)

rel

Entsprechend Abs. 2.1 werden nur Stérungen in niedrigster Ordnung behandelt. Mit dem ex-
ternen Feld Hp = —e [ d®rV®*(r)n(r) gilt fiir den statistischen Operator analog zu Gl. (2.27)

— prt — 3 / d’ d’/dx{/d%vﬁr hs (e, iHBA+ 1) — i (e, i+ 1)]
(2.34)

- / d*r [Vpr + eV (r)] d(r, ihBA +1) = > Fp By (iliBA + t’)} po .-
Energie und Teilchenzahl sind Erhaltungsgréfien, es gelten die Kontinuitdtsgleichungen

hs(r) = =Vju(r), #a(r)=-Vj(), (2.35)

mit der totalen Energiestromdichte jH und der Teilchenstromdichte j Nach partieller In-
tegration iiber r werden Terme mit dem elektrischen Stromoperator Jo = il d3rj(r) und
Wirmestromoperator J, = [ d°r [jH(r) - hj(r)} erhalten, wobei h = u — T (%)P die En-
thalpie pro Teilchen ist. Diese lassen sich kompakt durch die Momente des Energietransports
P,, darstellen

A A 1 A A A n—1 JRTIN
Py, Jg= B—m(P3 — BhP1), Pn=> hk(BE})Z ajay, (2.36)
k,c

Jo =

e
m

wobei &; = &,j . den Erzeugungs-, aj := ay . den Vernichtungsoperator der Elektronen und
¢ den Spin darstellt. Insgesamt ist der statistische Operator des Nichtgleichgewichts [R613]

= Prel — / dt' e’ / d)\{VTI[f’g(zhﬁ)\—i—t) 5hf’1(z’hm+t’)}

(2.37)
e A X
——E'P1(ihBA+1) =Y F,B,(ihBA+ 1) ¢ p
—E'P1(ihfA+ 1) Enj (z,6’+)}po,

wobei sich das elektrische Feld E' = E — (V)1 /e aus dem externen elektrischen Feld E und
dem Gradienten des chemischen Potentials bei konstanter Temperatur (V)7 zusammensetzt.
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Dies entspricht den Bedingungen eines mechanischen Gleichgewichts wie es beispielsweise bei
Plasmasystemen vorliegt. In Metallen liegt hingegen ein chemisches Gleichgewicht vor. In
Gl. (2.37) ldsst sich eine entsprechende Betrachtung durch die Ersetzung von h — p und
(Vu)r — Vu realisieren [HRRW84, RRT89].

Nach der Wahl relevanter Observablen werden die Response-Gleichungen aufgestellt und
die Lagrange-Multiplikatoren eliminiert. Anschliefend kénnen die Transporteigenschaften
durch Koeffizientenvergleich mit den Onsager-Relationen bestimmt werden. Im Beispiel des
thermoelektrischen Transports sind die elektrische Stromdichte je = je /o und die Wérme-
stromdichte jq =J q/S0 gemittelt

C o (3B = G — LB — e YT
mSp {pPl} = <.]e> =€ LllE €L12 T , (238)
1 R N A vT
o(P3 — BhP = (jo) =€ LoyE' — Log——. 2.
3ﬁmQOSp{p( 3— Bh 1)} (Jq) = € Lo 25 (2.39)

In den nichsten Unterabschnitten werden verschiedene Sitze relevanter Observablen {B,}
diskutiert. Im Allgemeinen bieten sich die Momente des Energietransports P,, als relevante
Observablen an, da dann die Selbstkonsistenzbedingung, Gl. (2.18), automatisch auch fir
die elektrische Stromdichte und die Warmestromdichte erfiillt ist, und die Berechnungen in
Gln. (2.38) und (2.39) tiber den relevanten statistischen Operator erfolgen kénnen.

2.2.1 Berechnung der Onsager-Koeffizienten in der Kubo-Theorie

Die Kubo-Theorie [Kub57] kann als Grenzfall des Zubarev-Formalismus aufgefasst werden,
bei dem keine relevanten Observablen betrachtet werden. Der relevante statistische Operator
ist dann gleich dem statistischen Operator im Gleichgewicht

Prel”(t) = po. (2.40)
Mit Gl. (2.37)-(2.39) folgen die Onsager-Koeffizienten aus einem Koeffizientenvergleich

—Bh r4+s—2 R —1. R —1.
( 53”;90 B (P, - 7"’7 _ LP?))‘ . (2.41)

Neben den Transportkoeffizienten konnen auch optische Eigenschaften berechnet werden.
Wird die Stérung durch ein zeitlich periodisches elektrisches Feld betrachtet, folgt die Kubo-
Formel fiir die elektrische Leitfdhigkeit

2 Be?

Die elektrische Leitféhigkeit ist somit durch die Strom-Strom-Korrelationsfunktion (Lebens-
dauer einer Stromfluktuation) bestimmt: Je langsamer also eine Fluktuation des Stromes
abgebaut wird, desto besser wird der (elektrische) Strom geleitet. Solch ein Zusammenhang
zwischen dissipativen Groflen und Fluktuationen wird als Fluktuations-Dissipations-Theorem
bezeichnet [R687].

Die Kubo-Formel, Gl. (2.42) findet héufig bei Simulationstechniken Anwendung. Sowohl
in den klassischen MD Simulationen als auch in DFT-MD Simulationen werden die Autokor-
relationsfunktionen der Stérme ermittelt und Transporteigenschaften abgeleitet. Allerdings
wird der statische Fall w = 0 aufgrund von Divergenzen erst nach Extrapolation zu w — 0
erhalten. Divergenzen treten ebenfalls bei der stérungstheoretischen Behandlung der Kubo-
Formel auf, sieche Abs. 3.1. Alternativ dazu wird im néchsten Abschnitt ein Satz relevanter
Observablen gewéhlt, die auf auswertbare Kraft-Kraft Korrelationsfunktionen fithren.

Kubo __
Lrs

(P1; P1)upic (2.42)
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2.2.2 Berechnung der Onsager-Koeffizienten aus Kraft-Kraft
Korrelationsfunktionen

In diesem Abschnitt werden die Onsager-Koeffizienten durch Kraft-Kraft Korrelationsfunk-
tionen dargestellt. Dazu werden die verallgemeinerten Momente des Energietransports der
Elektronen als Satz relevanter Observablen {B;} gewihlt. Mit Hilfe der Kubo-Identitéit aus
Abs. 2.1 ergeben sich die Response-Gleichungen zu (0P; = P;)

VT 1

eE' Qi — — = B(N;gm— BhN1.,) ZF dpm /B, (2.43)
mit
Qrm = Nom + (B P10 N —l(f’ P,) (2.44)
3 ny L m/ie s nm—3 n m/ s .
o = ~ (B, P P, =L [fsP,] (2.45)
nm 3 i€ ) Tb_h Sy En| - .

Die gesuchten Lagrange-Parameter F,, lassen sich formal mit Hilfe der Cramer’schen Re-
gel berechnen. Uber sie ergeben sich die Mittelwerte der elektrischen Stromdichte und der
Wirmestromdichte aus Gl. (2.38) zu

S e
< e> = m Xn:Fanna (2.46)
A 1
{Ja) = BmSl, ; Fp(N3y — BhN1y) . (2.47)

Die Onsager-Koeffizienten lassen sich als Quotienten zweier Determinanten darstellen und
kompakt schreiben zu

P ) i) PR (2.19)
m20o[D] |5 Ns — Ny D
Qr1 Np1 dii -+ dig
Q = : ;o Np=1 , D=1+ .. . (2.49)
QrL Ny dpy -+ drp

Die Onsager-Koeffizienten werden aus Strom-Kraft und Kraft-Kraft Korrelationsfunktionen
dargestellt. Im Rahmen der Stérungstheorie sind beide Korrelationsfunktionen auswertbar.
In niedrigster Ordnung der Stérungstheorie fallen die Strom-Kraft Korrelationsfunktionen
weg, siche Abs. 3.2. In hoherer Ordnung Storungstheorie liefern sie allerdings Beitrige, die
beispielsweise fiir die elektrische Leitfihigkeit als Onsager-Relaxationseffekt bekannt sind.
Betrachtet man hingegen den thermoelektrischen Transport, verletzt <f’n,f’m>“ # 0 in
Gl. (2.48) die Symmetrie L.y # Lg. Bei der U’berfﬁhrung zu stochastischen Kraften kann
die Symmetrie wieder hergestellt werden [R687]. Von Ropke [R688] wurde der Einfluss des
Onsager-Relaxationseffekts auf die elektrische Leitfdhigkeit untersucht. Verglichen mit Effek-
ten der dynamischen Abschirmung und starker Sto8e ist der Onsager-Relaxationseffekt gering
und wird im Rahmen dieser Arbeit vernachléssigt.



3. AUSWERTUNG DER
KORRELATIONSFUNKTIONEN

In Kapitel 2 konnten entsprechend dem Fluktuations-Dissipation-Theorem optische Eigen-
schaften sowie Transporteigenschaften von Vielteilchensystemen durch Korrelationsfunktio-
nen im Gleichgewicht dargestellt werden. Die auftretenden Strom-Strom (P;; Py/) Strom-

Kraft <f’l;f’y>w +ic und Kraft-Kraft Korrelationsfunktionen (PZ;P1/>
Kapitel ausgewertet. Sie sind explizit gegeben durch

wi€?

Wi werden in diesem

0 1

PPy, = / dt et / AX Sp {P1- Py (ihAA+ )70} . (3.1)
. 1

Piby). = / ave = [axsp Py ¢ [ Pulinpr+1)] o) (32
0

(P Py), /dt e m/d/\ Sp{ HS,Pl} : [ﬁs,ﬁ,,(mm+t)] ﬁo} . (33)

Wegen {d;&k , &g fc} = 0 verschwindet der kinetische Anteil (f[o = D ke Egd; ) im
Kommutator. In dieser Arbeit wird sich allein auf den Elektronenimpuls beschrénkt, es gilt

[ﬁs,fn} = [V“,f)l} , (3.4)

C
-1
ecze Byl = | S0 Veel@)af, oo, oy, - D Tk (BEE) aga%] , (3.5)

k1,k2,q,61,52 k,c

o 1 =

e 3| E vt k() o] o

ki,k2,q,61,62 k,c

wobei ézf = d; . den Erzeugungs- und ¢ := ay . den Vernichtungsoperator des Teilchen der
Sorte ¢ entspréchen, und ¢; den Spin zum Teilchen mit Impuls k;. Hierbei wurde die Sum-
mation iiber Impuls k und Spin ¢ separiert, vgl. Gl. (2.15) mit k£ = {k,<}. Nach mehrfacher
Anwendung der Antikommutatorrelation

oo\ ata, anat —
{ak ) ak’} = Qy Qg + QG = 5k,k’5§k,ck/ ) (3.7)
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folgt fiir die Kommutatoren

Ve By =h N Veel@)d), o8, gt Kilka, @), (3.8)
k1,k2,q,51,52
~ ~ h R N A
[Vee, Pz} =3 Yo Vel a7, 0,0y, [Ki(ka, q) + Ki(ka, —q)], (3.9)
k17k27q7§17§2
wobei

-1
2

Ki(k,q) = k(BED) T — (k+)(BEfq) T - (3.10)

Das macht eine separate Auswertung der einzelnen Streumechanismen moglich.
Im weiteren Verlauf werden unter Verwendung der Sandwich-Formeln [R613]

SHQ At 751:10 _ _SE¢ A+

e*oee = ekl (3.11)
] A~ _sH — (SN

esHog emsto — o=sEiq, (3.12)

und des Wick-Theorems [BdD58, R613]
(A1 Ay AsAy) = (A1 Ay (A3Ay) — (A1 A3)(AsAy) + (A1 Ag) (A A3), (3.13)

wobei (A) := Sp {A[}o}, die Korrelationsfunktionen Gln. (3.1)-(3.3) auf Ein-Teilchen Korre-
lationsfunktionen zuriick gefiihrt. Es gilt fiir Fermionen und Bosonen entsprechend

<ézék/> = fgék’klégk’gk/ , <5;éz,> = <ékék/> =0, (3.14)

(k) = Ok Oc e, {

1 — f¢ Fermionen [flg]*l _ {eﬁ(Eiﬂc) + 1 Fermionen (3.15)

1+ fi DBosonen eP(Bi—ne) — 1  Bosonen

Zunéchst werden in den Abschnitten 3.1-3.3 entsprechend Strom-Strom, Strom-Kraft und
Kraft-Kraft Korrelationsfunktionen im Rahmen einer Born’schen Naherung ausgewertet. Die
Zerlegung der Kraft-Kraft Korrelationsfunktionen erméglicht die separate Behandlung der
verschiedenen Streuprozesse. Im Falle eines vollstdndig ionisierten Plasmas werden Elektron-
Ton Korrelationen in Abs. 3.4 und Elektron-Elektron Korrelationen in Abs. 3.5 im Detail
analysiert. Speziell fiir die Elektron-Elektron Korrelationsfunktionen werden neue Ergebnisse
vorgestellt.

3.1 Strom-Strom Korrelationsfunktionen

Fir die Auswertung der Strom-Strom Korrelationsfunktionen ist die Spur in Gl. (3.1) zu
berechnen. Explizit lautet sie, siche Abs. 2.1 und Gl. (2.36),
S O ~ 2 ey =L e U—1
Sp{Py- Pu(ihBA+po) =h? > (BE))T (BE) T k-k
K,K,Sk,Sk (316)
% Sp {&ﬁdﬁe%(ihﬁ)\+t)ﬁ5d—ki-&k 67%(ihﬁ)\+t)ﬁsﬁo} )

In niedrigster Ordnung Storungstheorie werden die Wechselwirkungen im System-Hamiltoni-
an Hg vernachléassigt (V' = 0), sodass Hs = Hy. Nach Einsetzen eines Einheitsoperators



3.1. Strom-Strom Korrelationsfunktionen 15

1 = = 7B Ho o (hEA+OHo ischen a;ay, kénnen die Sandwich-Formeln, Gln. (3.11) und

(3.1 ), verwendet werden. Es folgt

Sp {Pr-PuihBA+ o} =1 30 (BER)F (BED) T ko r @fania,).  (317)

k,K,Sk Sk

Nach dem Wick-Theorem Gl. (3.13) gilt

(@t antfay ) = (afax)(afa, ) — (@t o)) (anty,) + (@5 a, )@ (3.18)
= [l =0+ fii (1 = f&) Ok - (3.19)

Damit folgt fiir die Strom-Strom Kubo-Skalarprodukte, Gl. (2.29),
D ® [E3i e e
(P |Br) = 22> K2(BED) T 1 (1- f7) - (3.20)
k

Nach Bildung des Kontinuumsgrenzfall ", — (2970)3 J dk und anschlieflender Substitution
x = pE}, folgt

(P |By) = 252 (BB 5 (1~ £7) (3:21)
3 0 " r—a -1
0

wobei o = Su der Logarithmus der Fugazitét ist, siehe auch die Formelsammlung im An-
hang. Damit lassen sich die Strom-Strom Kubo-Skalarprodukte durch Fermi-Integrale I, (y) =
ﬁ Jo© da ﬁ darstellen [R687, R613]

5\ Snellom I (l+l;+3> I#(a)
P =T T Ty 2

Im Niederdichtegrenzfall (o« < 0) sowie im hoch-entarteten Grenzfall (a >> 0) gelten einfache
Ausdriicke

(P

Py ) °=° 3neem I (H572)

B T(/2) (P

X ) !
py) °Z ?meﬂomal?—l . (3.24)

Diese Grenzfille werden in den spéteren Abschnitten eine wesentliche Rolle bei der Reproduk-
tion bekannter Formeln aus der kinetischen Theorie mit dem Zugang der Linearen-Response
Theorie spielen.

SchlieBlich folgen fir die Strom-Strom Korrelationsfunktionen [R613]

(P

<f) . P >(0) o 3neQOm I (l+12+3) Il+l;71 (a) lim 1 (3 25)
LYV ) wtie — ﬁ F(5/2) 11/2(01) e—0t € — Zw ’

Das Superskript (0) soll hierbei verdeutlichen, dass Wechselwirkungen vernachlissigt wurden
(Vee = 0). Im statischen Fall (w = 0) sind damit die Strom-Strom Korrelationsfunktion und
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die elektrische Leitfdhigkeit in niedrigster Ordnung Stérungstheorie divergent, der elektri-
sche Widerstand verschwindet. Dieses Ergebnis lasst sich physikalisch leicht interpretieren.
Durch die Ndherung Hg = Hy wurden in der Strom-Strom Korrelationsfunktion alle Wechsel-
wirkungen vernachlassigt. Um Stofle berticksichtigen zu kénnen, miissen Wechselwirkungen
einbezogen werden. Diese konnen in hoherer Ordnung Stérungstheorie behandelt werden, sie-
he [Ros14, RRRR15]. Dabei entstehen weitere divergente Terme, die sich allerdings tiber eine
geometrische Reihe zu einem konvergenten Resultat aufsummieren lassen.

3.2 Strom-Kraft Korrelationsfunktionen

Die Spur in der Strom-Kraft Korrelationsfunktion wird ebenfalls in niedrigster Ordnung
Storungstheorie ausgewertet (I:IS = I:IO). Im Unterschied zur Strom-Strom Korrelationsfunk-
tion sind Wechselwirkungen in den Kréften enthalten. Beschriankt man sich auf das elektro-
nische Untersystem, besteht die Spur der Strom-Kraft Korrelationsfunktion, Gl. (3.2), aus
qualitativ zwei Anteilen:

Fiir den nichtelektronischen Anteil der Spur gilt, mit Gl. (3.8),

Sp {Py - [V, Py (ihBA +1)] o }

S0
=r* Y (BE) T Weld)w - Ky(k,q) (3.26)
k1,k2,9,61,62,K,5%
x Sp {a a eﬁ(Zﬁﬂ/\H)HS&,j +qé;2 oCry g, € A+ Hs po} )

Mit Hy = Hy kann die Korrelationsfunktion iiber die Sandwich-Formeln und dem Wick-
Theorem, Gln. (3.11)-(3.13), analog zu Abs. 3.1, ausgewertet werden

K € By 4qChy— qck’

RBAHE)AES jat~ At At
( % Xy +qCha— qckzak1>

AE®C /A A At oA ~ Adoa A A
CRIATONE (ot 4 (<a:aﬁ><ag+qakl>+<a;ak1><ana;ﬁq>) : (3.27)

Sp {5@& e (NBMHOHs 4+ o+ iy, o~ 1 (ihBA+t) H ﬁo}
e

St
—~

;n\~

wobei AE® = Efk +q) T E‘k2 al — E}, — E},. Der Term liefert nur einen Beitrag, wenn
kein Stof} stattfindet (q = 0), siehe Gl. (3.14). Die K-Terme aus Gl. (3.10) verschwinden in
Gl. (3.26) und damit auch der nichtelektronische Anteil der Strom-Kraft Korrelationsfunktion

Sp {f’l : [f/e#e,f)l/} po} —0. (3.28)
Fir den elektronischen Anteil der Spur gilt, mit Gl. (3.9),

Sp { By - [V7, By (ihBA +1)] o }

2 l+l
Y B el s Kok ) + Ko(ke,—a)]  (3.20)

ki1,k2,q,61,52,K,Sk

+ A (zh5A+t)HsA+ At o —L(ihBA+t)Hg A
xSp{a a,ehn gy 4 qOky— Oy Opy € 7 Por -
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Mit ﬁs = Hy kann die Korrelationsfunktion iiber die Sandwich-Formeln und dem Wick-
Theorem, Gln. (3.11)-(3.13), analog zum nichtelektronischen Anteil, ausgewertet werden

K2 A
Sp {a:aneh(thAﬁt)Hs +

A~ L (inBA+t)Hg A
Uy 1.g 0y —q ki, Uy €7 Po

L (shBA AE®® jad+a A A
= E(l ) <a:a’€a2_1+qak2 qak2ak1>
_ L L(ihBA+t)AEe + A At A At A
= RO [iia ) (a4 ) (@7, glin,) — (@ 4 gty ) (0,40, )

—<a;tak2> (s )@, ) — (@, Mk yi))] -

Die Ausdriicke liefern entweder Beitrége, wenn kein Stof stattfindet (q = 0) oder wenn die
Elektronen ihre Impulse nach dem Stofprozess tauschen (kj + q = ka, ko — q = kj). Der
letztere Fall ist von dem stof3freien Szenario nicht zu unterscheiden, sodass der Transport nicht
beeinflusst wird. Da fiir diesen Fall Ky (k1,q) = =Ky (k2, —q), siehe Gl. (3.10), verschwinden
alle Beitrége in Gl. (3.29), wie auch die Strom-Kraft Korrelationsfunktionen insgesamt, denn
es folgt sofort

A A 0
1 (3:31)
Strome und Kréfte verhalten sich demnach in niedrigster Ordnung der Stérungstheorie un-
korreliert [R688]. Beitrdge durch Terme hoherer Ordnung in der Stérungstheorie fithren auf
den Omnsager-Relaxationseffekt und wurden von Roépke [R688] mit der Methode der Green-
Funktionen behandelt. Der Einfluss auf Transportgréfien etwa der elektrischen Leitfahigkeit
ist allerdings verglichen mit Effekten der dynamischen Abschirmung und starker St6fle gering.

Die Strom-Kraft Korrelationsfunktionen werden daher in dieser Arbeit vernachléssigt.

3.3 Kraft-Kraft Korrelationsfunktionen

Die Kraft-Kraft Korrelationsfunktionen, Gl. (3.3), lassen sich wie folgt separieren

(P Py), =Y (PP, , (3.32)
b,c
wobei
. . 1 0 1
(BB, = — / dt et / ax Sp { [V, B)] - [T Buinaa+ 0 o} . (3.39)
0

In niedrigster Ordnung der Stérungstheorie (Born’sche Naherung Hg = ﬁo) fiihrt der Spur-
term entsprechend den Gln. (3. 8) (3.12) bei analogen Rechenschritten zu Abs. 3.2 auf Kor-
relationsfunktionen der Form (G, Jwb:H sob/mam a,i’l n chz oCha g, )-

Fiir den Fall b # ¢ verlaufen die Auswertungen der Korrelationsfunktionen analog zu

Abs. 3.2 iiber das Wick-Theorem Gl. (3.13), d&hnlich Gl. (3.26) bei (b # e # ¢) und Gl. (3.29)
bei (b = e oder ¢ = e). Diese Beitrége schlieffen allerdings wenigstens teilweise einen Im-
pulsiibertrag aus, ¢ = 0 und/oder q = 0. Dabei verschwinden die K-Terme, Gl. (3.10), und
demzufolge auch die Korrelationsfunktionen. Unterschiedliche Kréfte sind daher unkorreliert,
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es folgt <P Pec#eb> = 0. Das fiihrt auf eine vereinfachte Separation der Kraft-Kraft Kor-
relationsfunktionen [MR82, HRRW84]

(PuPy), => (PP, , (3.34)

mit (Py; f’lri = ( 1% Pi7),. Es bietet sich an, die einzelnen Beitrége getrennt voneinander
zu behandeln:

Im nichtelektronischen Anteil (¢ # e) aus Gl. (3.34) gilt fiir die entsprechende Spur in
Gl (3.33) mit G (3.8)

Sp { [Vee, B] - [Ve, Pu(ihBX + 1)] fo |
=0 Y Vely) Y Veld) Ki(kr, o) - Ky (ki q) (3.35)

K1,KI1,$,S1,S11 ki1.k2,9,51,52

~ L(ihBA+t)Hs A hBA+t
x Sp{ Opp € :n ¢Cﬂlla'ﬂeh(z a Sak+1+qcli_z ¢Crr € RSO po} :
Mit I:IS = ﬁo kann die Korrelationsfunktion iiber die Sandwich-Formeln und mit dem Wick-
Theorem, Gln. (3.11)-(3.15), analog zu Abs. 3.1, ausgewertet werden
~ BBA+t) Hg A N hBAt) Hg A
Sp{ OpptpC fjn @cﬁna,ﬁen(z PAtt) Sa;:l'f'qc;‘; oCry g, € AT Spo}

FGRBAHOAE®S (ft At At oAt
en <aﬂ1+<p KII—$ Fvuamakl-ﬁ-qckz qckzak1>

LGRBAE)AESE [ /o - A - A A PP
_ oA+ {<a;+@anl>(akl+qakl>(<C:H_soc,m>< SR >+<C:H_¢ck2><cmc;2_q>)

+ <d:1+%0ak1> <dﬂld;r1+q> (<é:11 <PAI‘€H> <é;2*qék2> <CI€H @Ck2> <é“116;2 q>)]

= eﬁ(lhﬁ/\—i_t)AEec { Slflgl f;§25q,05¢,0 [ EH + (1 + frgn) 5N11,k25<117<2}
+fl?1 (1 - f:I) f]g25Lp,—q6K,1,k1+q5q,§1 {f,infsq,o + (1 + fg[[) 5'i117k2—q5§117§2} } .

Finzig der letzte Term beschreibt Sto8e und liefert einen Beitrag zu den Kraft-Kraft Korrela-
tionsfunktionen. Alle anderen Terme fordern q = ¢ = 0, entsprechende K-Terme, Gl. (3.10),
entfallen, analog zu den Strom-Kraft Korrelationsfunktionen. Im letzten Term ist die Im-
pulserhaltung durch die Kronecker-Deltas dargestellt. Durch sie kénnen die Summationen
iiber ki, K11, @,¢1,511 in den mnichtelektronischen Kraft-Kraft Korrelationsfunktionen, siehe
Gln. (3.33), (3.35), ausgefithrt werden. Ebenso ist die Auswertung der Integrale trivial, es
folgt (Vec(q) = Vee(—q), Ki(k1 +q, —aq) = —K;(k1,q))

L A _€ecC h 1 1— efBAEeC

PPy, = -
(Pis ). . > TAET  h ik BAEee ()
1,k2,9,51,52

X f}?l (1 - fﬁ<1+q|) f;?z (1 + f|cqu|) K;(k1,q) - Ky(ki,q).

Im statischen Grenzfall w = 0 sind also die Kraft-Kraft Korrelationsfunktionen in niedrigster
Ordnung Stérungstheorie gegeben durch

C L& 6\ mh e c
=g PrPr =5 Y SAENVR@ (1 fara) i (1% i)
k1,k2,q,61,62 (3.38)

X Kl(klvq) : Kl/(klaq) .

(3.36)

(3.37)
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Hierbei wurde die Dirac-Identitéat: lim, 10 1/(x £ iv) = P(1/x) Find(x) benutzt. Die Kraft-
Kraft Korrelationsfunktionen sind von der Stérke der Wechselwirkung V;.(¢) abhingig. Wei-
terhin wird die Energieerhaltung durch die Delta-Distribution §(AE*®) dargestellt und das
Pauli-blocking der Elektronen wird durch den Term (1 — fﬁ(l n q|) realisiert. Quanteneffekte
des Stofipartners der Sorte ¢ werden ebenfalls berticksichtigt.

Im elektronischen Anteil (¢ # e) aus Gl. (3.34) gilt fiir die entsprechende Spur in GI. (3.33)
mit Gl. (3.9)

Sp{ [V, B] - [V, Pu(ihBX + 1) fo |
2
= > > [Ki(k ) + Ki(ki, —¢)] - [Kr(ki,q) + Ky (k2, —q)] x (3.39)

K1,KI1,$,S1,811 k1 ,k2,9,51,52

At oAt oA A LGEBAE)Hs A4+ A+ A A —L1(ihBA+t)Hg A
Vee((P)VeE(Q) Sp {am-i-goamn—waﬁnalﬁeh( ) Sakl—f—qakg—qakzalﬂe i Spo¢ -

Mit E[S = f[o kann die Korrelationsfunktion iiber die Sandwich-Formeln und mit dem Wick-
Theorem, Gln. (3.11)-(3.15), analog zu Abs. 3.1, ausgewertet werden

At At s s LEBAH)Hs s+ A+ & o~ — 1 (ihBA+t)Hs 5
Sp{am-ﬂoaﬂuﬂoa’ma”leh Oy 490z —q Oy Wy € " po}

— e%(ihﬁM—t)AEee <&$+w@2r¢%1% ak1+qa:2—q&k2 a}ﬂ)
= R MIVEDAES [ fe fe f Ffy (000 = Snrtomndoan) (00,0 = i +akador,ca)
L5 fE T (1= 150) Grrtoman Ot O —pdea Orr.a — 0,00ms o a0t 2)
X (O ks +a0% 61 Ok —a k1 Oct,62 — Orerka—q0cs,619,0)
+fl§1 SH (1 - :1) fl?z (5R1+4P,k1 5€1,€1 590,0 - 5'€I+<P,'i115€1,€115511—%1{1 5§117§1)
X (Org ks +ader,6109,0 = Oy ka—qOcr <2 Oks +a kz et <o)
+f;§2f21 (1 - f:H) flsl (5l€1+%k25€17<26'%II—<P,H15<117<1 - 5<P,06R11—<p,k26<11,<2) (3’40)
X (6K11,k1+q6<11,<15k2*q,k15<27<1 - 5N11,k2*q6<11,<25q,0)
+f:1f151 (1 - EH) fl?z (590,05}111—(,0,1(1 5<11,<1 - 5m+<p,k1 5(1,(1 5n11—<p,ﬁ15<11,<1)
X (5n11,k1+q5<n,<1 dq,0 — 5n11,k2—q5<n,<25k1+q,k25c1,<2)
18 (1= Fara)) (1= Faal) (rrtoter O Onnr—p kaOanca = Ora-bepdea Ot
X 5R11—¢7k15€11,<1) (5n117k2—q5<n7§25nl,k1+q5<1,<1 - 6&11,k1+q5<n7§15&1,k2—q5<1,<2)] :
Fiir alle Terme, die wenigstens eine dieser Kronecker-Deltas: dq,0 oder dx, 1q .k, bZW. dky—q Kk,
enthalten, verschwinden die K-Terme, Gl. (3.10), bzw. ihre Summen in dem elektronischen
Anteil, Gl. (3.39). Diese Terme tragen daher zu den elektronischen Kraft-Kraft Korrelations-
funktionen, Gl. (3.34), Nichts bei. Eingesetzt in Gl. (3.34) mit Gln. (3.33), (3.39), und nach

Auswertung der Integrale sowie der Summen tiber die Spins ¢; und ¢y gilt mit Vee(q) = Vee(—9q)
und

Ki(ki +q,ki —k2 +q) + K;(k2 — q,k2 — k1 — q) = —[K;(k1,q) + K;(k2,—q)] (3.41)
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fiir den elektronischen Anteil der Kraft-Kraft Korrelatonsfunktionen

X X ee 1 o so . . h 1
Pkl =g K 2 V@i <1 B f|k1+‘“> (1 B f“‘?““) i AE®® — hw — il
17k2aq7§17§2
1 _ eiﬁAEee
X T BARe Yo Vi(e) Kk, ) + Ki(kn, —¢)] [Ki(k1, q) + Ky (ka, —q)]
KI,KIL,¥P

X {5%—q5*€1,k1+q6f€117k2—q - 6<P7k1—k2+q5'€1,k1+q6f€117k2—q5€17€2
_590,—1(1+k2—qdﬁhkz—qénn,kl-&-qdﬂ7§2 + 5<P,q5511,k1+q5f€1,k2—q}

1 h 1 1 — g BAE*

T2 i ee hw , ce ee(Q)
2 O AR — —ihn  BAE
Vee(|a + k1 — ka) (3.42)
< Sy (U= Fhaal) o (1= Fla-ai) {1 — 0o Vee(q) }

X [Kl(kla q) + Kl (k27 _q)] [Kl’ (k17 q) + Kl/ (k2) _q)] )
Im statischen Fall (w = 0) folgt fiir die Kraft-Kraft Korrelationsfunktionen:

ee 14 A e ﬂ-h ee e e e e
=g PP = Y QBRI (1 Sra) o (1 fia-a)
ki,k2,q,51,52 (3.43)

x [Ki(ki, q) + Ki(ke, —q)] [Ky (k1, q) + Ky (k2, —q)] ,

wobei der Austauschterm zunéchst vernachléssigt wird. Der Grenzfall ¢ — 0 kann durch-
gefithrt werden, ohne Divergenzen zu erzeugen. Auch hier hingt die Korrelation von der
Stérke der Wechselwirkung ab. Energieerhaltung und Pauli-blocking werden analog zu den
nichtelektronischen Korrelationsfunktionen realisiert. Ein wesentlicher Unterschied besteht
jedoch in der Ununterscheidbarkeit der Elektronen. Dies fithrt beispielsweise dazu, dass die
Kraft-Kraft Korrelationsfunktionen dfj = 0 aufgrund der Impulserhaltung verschwinden.
Die Kraft-Kraft Korrelationsfunktionen Gln. (3.38), (3.43) sind vom Wechselwirkungs-
potential abhéngig. Fiir den Fall des Coulomb-Potentials
_ €efc
Vee(q) = Vee,c(q) = Qoco?’ (3.44)
wobei e, die Ladung des Teilchens der Sorte ¢ ist (e = —e), sind diese Beitrdge allerdings
divergent. Die Wechselwirkung zwischen geladenen Teilchen im Plasma wird jedoch durch
das Vielteilchensystem beeinflusst. In diesem Zusammenhang ist von Abschirmung die Re-
de. Uber die Methode der Green-Funktionen kénnen Abschirmeffekte stérungstheoretisch
berticksichtigt werden, sieche [KKERS86]. Im semiklassischen Grenzfall i — 0 wird die Wech-
selwirkung geladener Teilchen im Vielteilchensystem durch das Debye-Potential [KSK05]

Vee c\q
Veen(q) = 222D (3.45)
145
q
mit dem Abschirmparameter x beschrieben. Er ist gegeben durch [KKER86, KSKO05]
20 T ol 2
K= hRC Y Ko, e = fene L-1/2(@) K= feene . (3.46)

cte ‘ e Iijpla) ” F €0



3.3. Kraft-Kraft Korrelationsfunktionen 21

Fiir den Fall eines vollsténdig ionisierten Plasmas mit e; = Ze folgt

g2 = ene [I‘” 2(a) Z] . (3.47)

€0 I j3(@)

Auch wenn Abschirmeffekte streng genommen jenseits der Néherung Hg = Hj entstehen,
wird die Verwendung des Debye-Potentials in den Korrelationsfunktionen Gln. (3.38), (3.43)
im Folgenden als Born’sche Ndherung bezeichnet. Fiir die Beschreibung héherer Ordnungen
im Rahmen einer Stérungstheorie ist mit Hilfe der Diagrammtechnik eine systematische und
iibersichtliche Herangehensweise moglich. Die Kraft-Kraft Korrelationsfunktionen lassen sich
allgemein durch 4-Teilchen Green-Funktionen darstellen. Fiir ihre Auswertung werden unter-
schiedliche Naherungen gemacht. Zwei verschiedene Erweiterungen der Born’schen Néherung
(B) werden hier betrachtet.

Die sogenannte Lenard-Balescu Néaherung (LB) behandelt im Gegensatz zur Born’schen
Néherung (B) die Abschirmung dynamisch. Wie bereits erwdahnt, wird die Wechselwirkung
zwischen geladenen Teilchen durch das Vielteilchensystem abgeschirmt. Die Abschirmung
erfolgt im Allgemeinen tiber die dielektrische Funktion €(q,w), es gilt [KKERS6]

Vec
Vae,olg,w) = Veeold), (3.48)

€(q,w)

In niedrigster Ordnung der Stoérungstheorie werden Stéfle in der dielektrischen Funktion
vernachldssigt. Diese Naherung wird als Random-Phase-Approximation (RPA) bezeichnet
(e(q,w) ~ P2 (g,w)).

Die zweite Erweiterung der Born’schen Naherung ist die sogenannte T-Matrix Ndherung
(TM). Die 4-Teilchen Green-Funktion wird durch zwei T-Matrizen ersetzt. Die T-Matrizen
entsprechen einer sogenannten Leitersummation, bei der Diagramme héherer Wechselwirkung
konsistent beriicksichtigt werden. Wéhrend die Born’sche Néherung nur schwache Stéfe be-
schreibt, werden in der T-Matrix Ndherung auch starke St6fle beriicksichtigt. Werden Entar-
tungseffekte in der T-Matrix Naherung vernachléssigt, ist sie direkt mit dem differentiellen
Wirkungsquerschnitt verbunden [Mes65]

5 4Am?ht [do*c
Tecl|” = Cmz, (dQ) ; (3.49)
wobei mee = m?m2/(m + m,) die reduzierte Masse ist.

Eine gemeinsame Behandlung beider Nédherungen etwa durch eine dynamisch abgeschirm-
te T-Matrix Rechnung ist bislang nicht méglich. Es gibt jedoch Vorschlidge, beide Naherungen
miteinander zu verbinden. Eine Moglichkeit ist die sogenannte Gould-DeWitt Nédherung
[Hub61, GD67]

GO = ™ g - (350

Im Rahmen der Gould-DeWitt Ndherung wird eine statisch abgeschirmte T-Matrix Rech-
nung durchgefiihrt, bei der der Term niedrigster Ordnung, die statische Born’sche Ndherung,
durch die dynamische Lenard-Balescu Naherung ersetzt wird. Im Rahmen der Green-Funk-
tionsmethode werden also die Diagramme der beiden Ndherungen (LB und TM) aufsummiert
und die doppelt gezéhlte Born’sche Néherung (B) abgezogen. Ein Nachteil dieser Néherung
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ist die willkiirlich erscheinende Wahl der statischen Abschirmung. Streng genommen ist mit
Coulomb-Potentialen zu arbeiten, welche jedoch divergente Terme liefern.

Eine Alternative bietet das Konzept der effektiven Abschirmung. Hierbei wird der Ab-
schirmparameter s in der Born’schen Naherung durch Vergleich mit der Lenard-Balescu
Néaherung fixiert. Es wird der statische Abschirmparameter so gewéhlt, dass er mit dem
Resultat der dynamischen Abschirmung iibereinstimmt. Mit diesem nun effektiven Abschirm-
parameter ko werden dann T-Matrix Rechnungen durchgefiihrt. Dieses Verfahren entspricht
der Gould-DeWitt Methode, sofern keg fiir die statische Abschirmung gewahlt wird.

3.4 Analyse der Elektron-lon Korrelationsfunktionen

3.4.1 Born’sche Naherung

In diesem Abschnitt wird von der Born’schen Ndherung Gebrauch gemacht. Die Wechsel-
wirkung in Gl (3.38) wird durch das Debye-Potential beschrieben. Aufgrund der relativ
groflen Ionenmassen kann die adiabatische Nédherung angewandt werden. Die Elektronen
streuen hierbei elastisch an den Ionen, es findet kein Energielibertrag an die Ionen statt
(Efk27q| ~ E;,). Weiterhin werden die Tonen klassisch behandelt, f}m(l + f,icz) o~ f/,i€2 =

e_BE’iQniA?/@Si +1). Mit 3oy, o, fr, = 17iQ0 = 1.Q0/Z folgt [MR82]

’

ei,B 27rhneﬂo Qg ei e W
dll’ - T Z 27'('06 /dsq/d3k1|VD (Q)|2q2 (BEM) 2

5 (5L Fhar) 10~ )

(3.51)

Es werden Kugelkoordinaten eingefiihrt, der Vektor q wird parallel zur z-Richtung gewahlt
und Vektor ky wird in die z-z-Ebene gelegt:

0 sin le
q=q 0 5 k1 = ]{21 0 . (352)
1 cos O,

Als Zwischenresultat folgt fiir die Elektron-Ion Korrelationsfunktionen

i 21h 167r2e 47r27r
P = I /@ ; /%Mnm — £
(g% + K2?)

(3.53)

I
g

1
q m
dz 6 — | ——— (BES ) 2
X[Z G+%meﬂﬁh)

Nach der Integration iiber z folgt die Bedingung k& > 2. Mit der Substitution ky dk; = dk% =
hQﬁ (IBEkl) gllt

AZ neQoe* m? 7 7

dg———— d(BEL,) (BEE,)

3 471'60277,3/8 2 4 2)2 1 1
( ) (¢4 %) Bli2q?/(8m)

d(-J3,)
d(BE;,)

dy° = (3.54)
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Dieser Ausdruck lésst sich durch die dimensionslose Gréfien QQ = g4/ g—fj, R = ky/ g—fj und
BEY, = x kompakt schreiben zu [MR82, RRRR15]

2 o 3 e ’ rT—a 1 —1
d?zl/B =Zd—= /dQ 9 ) /dx ze L l_d(e—l-)] ; (3.55)
NneAy / (Q? + &2) o dx

4 Ne€? 2
d=—=2mmpB | = Qo (3.56)
3 4dmeg

wobei Ao = /27h?/m die thermische Wellenlinge ist.

Die Elektron-Ion Korrelationsfunktionen lassen sich im Allgemeinen nicht durch analyti-
sche Funktionen ausdriicken. Es werden daher im Folgenden zwei Naherungen gemacht, die
auf gut bekannte Grenzfille der Transportgroflen fithren. Im hochentarteten Grenzfall wird
schlieflich die Ziman-Formel erhaten, im Niederdichtegrenzfall die Brooks-Herring Formel.

Hochentarteter Grenzfall und Ziman-Formel

Gl. (3.55) wird partiell integriert

B 2 70 Q3 (QQ) 5 —1 (l + I ) /
7 = Zd—— —1 . .
I dne/\é5 5 “ (Q2 4 R2)? | ¥~ +1 | +1 (3:57)

Im hochentarteten Grenzfall (o > 0) konnen die auftretenden Fermi-Funktionen als Stufen-
funktion approximiert werden (Sommerfeld-Entwicklung)

o0

1 z<y
]16<O( ]lx<y .
/d.%'ez P 1 /dl‘ ), - (1‘)—{ (358)

J 0 z>y.

Fiir den Fall T' = 0 ist diese Approximation exakt, sie liefert fiir die Korrelationsfunktionen

i l+l’
dll,B—Zd e / AQ =55 Q2 (3.59)
2 =+ 41 «
=Zd——a 2 > |ln(= +1 —1] . .
dneAga2 2[11(%24—)4-;24_1 ] (3.60)

Wegen "l e — = I /5(a) = 17 (5/2) folgt:

1
&P = Zd?’f - [m (2‘ + 1) - = ] . (3.61)
_|_

2

Gl. (3.59) ldsst sich auf beliebige Potentiale verallgemeinern.
Im Bereich idealer Plasma (I’ < 1) kénnen die Ionen in guter Naherung als gleichverteilt
angenommen werden (S = 1), ist das System jedoch stark gekoppelt (I' > 1), bilden die
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Ionen eine Struktur aus (S # 1). Wird ein Ion-Ion Strukturfaktor Sii(q) beriicksichtigt, folgt
aus Gl (3.51), wobei |V5i(¢q)|? — |V (q)|*Si(q), analog

2
Qoeg 8m o 8m : 8m
s (1) (550). e

Unabhéngig davon betriagt der Quotient

2 ve

ei,B ﬂf

B = 2d 0™ /dQQ3
0

i du 43 N1
Fiir die elektrische Leitfahigkeit, Gl. (2.4), ergibt sich in L-Momenten Néherung, Gl. (2.48),

0 Nuip -+ Nig

(3.63)

div - d
@ B |[Nuodu o dlL/ H e
7 m2Q el J J
Npi dpn -+ dop L LL
N
0 g+ Nig -+ Nig diy dir
) 11 die o din| |y g
e’ Nudir [Nz diz 4. ... ¢ o 922 2L
=T N11 di1 22 2L/ . .
m=Qy  di1 ) . : :
. . dlL d d
L LL
%ﬁ % dop - dpp| "4 TP
N
0 qr M2 - Nu dyy --- dir
2B . Lodeoodinl da2 dar,
e dia dia d
N R
' L g d
L LL
% % d2L dLL di1 2
2 )
e“f Nij (1)
= — = . 3.64
TfLQQ() d11 7 ( )

Die Ein-Moment Naherung konvergiert bereits. Der Einfluss hoherer Momente des Ener-
gietransports I > 1 auf die elektrische Leitfahigkeit ist vernachldssigbar. Analytisch wurde
Gl. (3.64) fiir die Zwei-Momenten Naherung von Reinholz [Rei89] gezeigt. Auch numerisch
ist dieses Ergebnis im Rahmen einer Mehr-Momenten Ndherung numerisch bekannt, siehe
[Rei89, KROO].

Gl. (3.64) entspricht mit dj; aus Gl. (3.62) der aus der kinetischen Theorie bekannten
Ziman-Formel [Zim61, Fab72]. Da d{j = 0 spielen automatisch auch Elektron-Elektron Stéfe
im hochentarteten Bereich keine Rolle. Zu bemerken bleibt, dass Gl. (3.63) eine Folge der
Sommerfeld-Entwicklung ist, und somit Gl. (3.64) unabhéngig von Strukturfaktor und Po-
tential gilt.

Klassischer Grenzfall und Brooks-Herring-Formel

Im nichtentarteten Grenzfall < 0 gehen die Fermi-Verteilungen in Boltzmann-Verteilungen
iber. Es gilt

dfé(z neAd
- d;)% Reer, (3.65)

fo(z) =
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Die Elektron-Ion Korrelationsfunktionen vereinfachen sich zu

dei,B_dedQ Q3 o0
w - 2
AN

(3.66)
Als Satz relevanter Observablen werden die Momente P; mit [,/’ € IN betrachtet. Damit gilt
5 .

H ¢ IN oder £l € IN. Zur besseren Ubersicht werden die Berechnungen fiir beide Fille
separat durchgefiihrt. Zuvor wird jedoch eine Hilfsfunktion eingefiihrt

e}
—t
F (aQ,t) = (aQ) e’ /du ule (3.67)
a2
Diese Funktion besitzt folgende Eigenschaften

F (a t) =1+t (cﬂ)*lF (a2,t— 1) , (3.68)
() (@)

(3.69)
t (370)
Lo(a)
y g::o Tkt D) teN
o fo (Va?) e ti% @)% 1en o
erfc (Va“)e* + + 5 €IN,
= T(k+3) 2
und ist mit der Integralexponentialfunktion verwandt
- / it (3.72)
—T
=In|z|+~v+ O(x) (3.73)
wobei v =~ 0,577 die Euler-Mascheroni Konstante ist
Fall: &' ¢ N

Fir dlesen Fall gilt:

1+
[+
dy® = ZdF( *

) 2 / Q3+2k‘
dQ
2 = k +1) (Q? + &#2)?

(3.74)

Nach Substitution Q2 +#? = u und Anwendung des binomischen Lehrsatzes kann das Integral
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iber eine Summe, bestehend aus Termen der Hilfsfunktion, dargestellt werden

B k=1 k4
Zd _(1+1\ = (&%) k+1 R
P =20 E 75 ) F(R2 E—-t—1 .
W=y ( 2 ) D(k+1) =\ ¢ (1 F (&, ) (3.75)

k=0

(””) B () (147
3 e () [ s S () (1) o

+t§:§<kj1> (—1)’5F(ﬁ2,k—t—1)”.

Entwickelt nach kleinen Dichten (k < 1) liefert die untere Grenze der hinteren Reihe (t = 0)
den fihrenden Beitrag, siehe Gl. (3.70). Mit Gl. (3.73) folgt

’
g

d?li;B:ZdF(l;l/> ;[m( )+7+1}+% 22; +O[Rm ()] . (377)
k=1

Dieses Ergebnis entspricht bereits bekannten Resultaten von Ropke et al. [R688, RR89,
RRMK90]. Anstelle des Parameters &2 wird hiiufig der sogenannte Born-Parameter ¢ ver-
wendet, im Niederdichtegrenzfall gilt

gQ_@(ﬁg+H?) L PPN+ 2) _1+7 (2)1/3r:: 1+27
8m 8m €0 2 32 S 2

Der Born-Parameter ist damit ein charakteristisches Maf} fiir die Korrelationsfunktionen
in Born’scher Ndherung. Speziell die Kraft-Kraft Korrelationsfunktion di; steht dabei im
Verhiltnis zum Coulomb-Logarithmus £B% nach Brooks-Herring [Bro51, Bla57], siche auch

[R68S)]

¢C.  (3.78)

ds 1 1+Z
Lpy = 7 —iln {ln <2C) +v+ 1} . (3.79)

Fall: &L+ ¢ N
Fiir diesen Fall folgt aus den Gln. (3.66)-(3.71)

4+ -1

& = 74T (l”/)/ Q-2 _52)2 erfe <\/7> 2y y @ iy (3.80)

klr(k+)

Nach partieller Integration lasst sich der erste Term nach % bis zum konstanten Term entwi-
ckeln

F Q3erfe (/Q? 1 = e
O/dQW - [1+1n (72 /dQ [ 5+ (Q?+7?) = (381
[t ()] + j% / dQ n (Q%) e + O(R) (3.82)
0
_ % [In (%) + 1+~ +2m(2)] + O(7). (3.83)
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Im zweiten Term der Gl. (3.80) wird Q2 + &% = u substituiert und der binomische Lehrsatz
mit den verallgemeinerten Binomialkoeffizienten () = % H?;é(n —j),Vke NAn e R
angewandt. Es folgt

d5® = %r (l kA ll) {~ (7)) +7+1] —2mm(2)

2
+1'—1 ~2 00 (3.84)

R o 1
N 2 e Z (k_‘t_ 2) (*R2)t/duu_%+k_t€_u + O(IZD) )

=1 I (k + %) t=0

Das auftretende Integral kann ebenfalls iiber die Hilfsfunktion ausgedriickt werden

B = 24 (l Hl) {~[m(7?) +7+1] —2m(2)

2 2
Bt RS (kL e (s 3 38
n k; F(M%)(H) g( . )(—1)F<ﬁ,k—t—2> +O(R) .

Entwickelt nach kleinen Dichten (k& < 1) liefert die untere Grenze der hinteren Reihe (t = 0)
den fithrenden Beitrag, siehe Gl. (3.70). Es folgt

+OR).  (3.86)

- N
d?l‘;B:Zdr(+ ) -

5 n (72) +4+1] = n(2) +

Gemeinsam mit Gl. (3.77) lasst sich die Elektron-Ion Korrelationsfunktion im Niederdichteg-
renzfall kompakt schreiben als

AP = zaT (l;l/> {_1 {m (;;2) + 7+ 1} + EH%A } , (3.87)

mit den verallgemeinerten harmonischen Zahlen:

t
1 . >3 teN
l—z k=1
H, — / —dr = . . (3.89)
-
0 —2In(2) + ¥ 5727 t+3€N

Im Niederdichtegrenzfall (£ < 1, In(&) > 1) gilt fiir den Quotienten

dsh (l ) Ny
=D -+2)=10(/2)—. 3.89
=T (5+2) =165 (359)

Desweiteren ist das Verhéltnis der Elektron-Elektron Korrelationsen zu den Elektron-Ion
Korrelationen umgekehrt proportional zur Ionenladung (d$5/d$; o« Z~!). Bei Plasmen mit
grofilen Ionenladungen (Z > 1), z.B. staubige Plasmen, kénnen Elektron-Elektron Stéfe
vernachlédssigt werden (Lorentz-Modell). In diesem Fall folgt fiir die elektrische Leitfihigkeit,
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Gl. (2.4), in L-Momenten Naherung, Gl. (2.48),

0 Nll PPN NIL (i11 o eiL
w € |Nunodiy e ody) R
O'ei = — m2Q0 : / : .. :
.’ B dsi - dsi,
€1 el
NlL dlL co dLL
N
0 Nll de1i4 NlL . " .
I'(5/2)N . qot ) S SR ds
ERCTAIEAR Y ei 14 .. ei
e’ —Np N1 11 ey dy, / 1
mAE/2)) A d;i |
ei de! AL deé
m dei g L ei 1L et LL
Nll 1L d?l LL
Na Ny - 0 -+ N
dst 1 1L . . .
d:elil . dei ) ?11 e dc1:14 . d?lL
2 14 el - 14 ... ei ol
_ B Nu jay sy 1L /
m QO LG2) | s s T |
i i el AL ei
det . det . 1L LRI dei o LL
ar din i s, %
11 11
2
_eB NuNy _ w32 590)
m2Qy I'(5/2)dS} R .

Das Ergebnis weicht von der Ziman-Formel um einen Faktor % ~ 3,4 ab. In der kinetischen
Theorie ist dieses Ergebnis als Brooks-Herring-Formel bekannt [Bro51, Bla57]. Sie wird somit
ebenfalls aus dem Zugang der Linearen-Response Theorie erhalten.

Die Determinanten, die zur Berechnung anderer Transportkoeffizienten notig sind, fithren
ebenfalls zu analytischen Werten. Auch fiir die Thermokraft wird ein konvergiertes Resultat
erhalten, sofern das vierte Moment beriicksichtigt wird. Es gilt

L 3kp
Anders als bei der elektrischen Leitfdhigkeit und der Thermokraft, ist fiir die Warme-
leitfahigkeit das vierte und das sechste Moment zu beriicksichtigen, um ein konvergiertes
Lorentz-Resultat zu erhalten. Das liegt mathematisch daran, da die Eintrége der ersten Spalte
des Onsager-Koeflizienten Lo zwei Beitrige enthalten. Bei zusédtzlicher Beriicksichtigung des

sechsten Momentes wird eine Konvergenz wegen

ei l N-
@:r( >:r 9) 3L 92
ast 5 13 525 (3.92)

erzielt. Fiir die Warmeleitfdhigkeit im Lorentz-Modell gilt im Niederdichtegrenzfall

2 2
L) _ ke ) 128kg .. ()
)‘ei = 4§T0'ei — 37_‘_82 TUei . (393)

Die Beziehung )\e{:) x (k/ e)QTaéiL) stellt das empirisch ermittelte Wiedemann-Franz Gesetz

dar [WF53]. Der dimensionslose Proportionalitéitsfaktor wird als Lorentz-Zahl L bezeichnet.
Bereits fiir Metalle wurde er mittels der Sommerfeld-Entwicklung berechnet L = 72/3, siche
[AM76]. Auch im Rahmen der Linearen-Response Theorie wird dieser Wert im hochentarteten
Grenzfall erhalten, siehe [Rei89]. Fiir Lorentz-Plasmen betrigt die Lorentz-Zahl Lei = 4,
geméaf Gl. (3.93). Demnach gilt fiir Lorentz-Plasmen, dass ein guter Stromleiter auch ein
guter Warmeleiter ist. In Abs. 4.2.1 wird der Einfluss der Elektron-Elektron Stéfe untersucht.
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3.4.2 Dynamische Abschirmeffekte in Random-Phase-Approximation

Die Abschirmung des Coulomb-Potentials erfolgt iiber die dielektrische Funktion €(q,w). In
niedrigster Ordnung der Stérungstheorie wird die dielektrische Funktion in der Random-
Phase-Approximation (RPA) ausgewertet. Im semiklassischen Grenzfall 7 — 0 konnte die
Abschirmung tiber den inversen Abschirmradius x, Gl. (3.46), beschrieben werden.

Jenseits dieser Naherung ist der Imaginérteil der dielektrischen Funktion in RPA geschlos-
sen darstellbar, wohingegen der Realteil iiber ein Integral gegeben ist [AB84]:

(RPA e2m?2(2s. + 1) z Vet Qe) + 2 (Ve —Qc) — 2
(% ) =1t Z 272 606h4 O/dz e¥'moe +1 8 (Vc + Qc) -z (Vc - Qc) +Z:|

, (3.94)
2(2s. +1 1 4+ e—(Qec—ve) +oe
y Z Se+1) | Lte 2 ,
47T€06h4 1+ e~ (Qetve) +ac
mit den dimensionslosen Grélen Q.(q) = /4, pr2 —q und v(q,w) = mQCﬁ . Im nichtentarteten
Grenzfall a. < 0 vereinfacht sich die dielektrlsche Funktion
ERPA( +Zjﬁ{ D(ve+ Q:) — D(ve — Qc)]
(3.95)
_i\f {ef(uﬁczc)? _ e(ucQﬂ} 7
mit den Dawson-Integralen D(z) = e~ Jo dt et
Die Elektron-Ion Korrelationsfunktion lautet
00 : 2
i,LB 27h Vel(Q) e e e ri
dlel/ = 3 (2$i + 1) Z / d(hbd) 7€RP§( w) (5 (hw — E\k1+q\ =+ Ek1) fk’lfk’Q
kK2, "% % (3.96)

X (1 - f\ek1+q\) (1 + fliqul) 0 (hw Ej, + By, q|) K;(k1,q)Ky(ks,q).

Im Gegensatz zum vorherigen Abschnitt 3.4.1 ist die adiabatische Ndherung aufgrund der fre-
quenzabhéngigen dielektrischen Funktion nicht trivial. Die Ionen kénnen allerdings weiterhin

. . : _Br2o
klassisch behandelt werden, es gilt f; (14 fi,) ~ f;, = ¢ 2™ aniA?’/(Zsi + 1), sodass

27h eA32 3
ayt? = =5 TRTely 21 /d3 /d?’kl/dkgkz/d%/d (@)

6RPA )
_Br2 2 o\ hom; g (3.97)
X e =m0 (hw E|k1+‘1| T Ekl) h2k2q5 ( 2 h2kaq a 2]@)

< f5, (1= Fiy ) Kilks, @)K (ki q)

Die Integration iiber zj, liefert die Bedingung ko >

‘ Das Integral tiber ko wird
ausgefiihrt
1

el AmhneAd m? 2
at = T /dqq /dklkl/dzkl/d

7Bh2 hw7nl+ 2
X (1 - fﬁq+q|> 0(hw — By, +q + Er ) Ki(k1, @)Ky (ki q)e ™™ ( "e ) :

VE'(a)

RPA(q w)

fkl
(3.98)
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wobei zj, der Kosinus des Winkels zwischen k; und q ist. Nach der Substitution v; = 4/ mTiB%,
Q= 5 L ¢ und z = BE} vereinfacht sich der Ausdruck zu

2 1 7 17T 7 1 2
dB = 74 —/d —/d/d /di
T anE [ R L S @)
. - r+4Qu; ei—Q
o~ (VT2 5 (zk L@ ’Vel) 1 _emion
Ve 4T ) ero 4 1 erHny i 4] (3.99)

+l

X {Zazlgl/_l + (Z + VrQz, + Qz) (z +4Quiv/ei) 2

- -1

—<i+fo%J[gz(x+4QM¢%g g @+4Qm¢%03}},

wobei ve; = m/m; ist. Der adiabatische Grenzfall 7; — 0 wird nun konsistent durchgefiihrt

ei, LB __ 2 r 1 T (£ d(em—a+1)_1
dw = dneA;}/dQQ/dxx2 1[‘&
2

(3.100)
2 —v2
/du €
etPA(q ) w(@w)| v
mit der dielektrischen Funktion in RPA (v, — 0):
i R
A (G(Q)w(Qu1)) = MPA(Q,0) 4 oy (1= 2D ()] + i/ e
(3.101)

RPAC(Q0) =1+

@(%)%fd 2 Q42

473 a1 Q-2

Die Elektron-Ion Wechselwirkung wird durch die Elektronen im System statisch abgeschirmt
und durch die Ionen dynamisch. Die statische Abschirmung der Elektronen enthélt im Ver-
gleich zur Debye-Abschirmung eine komplexere Abhéngigkeit in ¢ bzw. @), welche jedoch im
langwelligen Grenzfall Q — 0 verschwindet. Es gilt
72
PA(Q -5 0,0) =1+ @ (3.102)

Wird zudem die dynamische Abschirmung der Ionen durch die statische Abschirmung ersetzt
(vi = 0 in R*PA) geht GI. (3.100) in Gl. (3.55) aus dem vorherigen Abschnitt 3.4.1 iiber.

Jenseits der statischen Ndherung kann Gl. (3.100) weiter vereinfacht werden. Mit Hilfe
der Identitdt [ORD62],

e B NG
_ZO dz [T2 41— 22D(z)}2 + [ﬁze*'zzf T 21+’ (3.103)

ist die Integration iiber v; in Gl. (3.100) analytisch 16sbar. Es folgt

00 _ -1

ei LB 2 1 1 RPA _ d (€x “+ 1)

dll’ = dneA3 /dQ QWSH /dlEl’ 2 —T 5 (3104)
°0
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mit dem statischen Ion-Ion Strukturfaktor in RPA [KRRR13]:

RPA, o Q2ETAC(Q,0)
Q= gar Qo+

(3.105)
Im langwelligen Grenzfall @ — 0 geht er in den Strukturfaktor nach Debye iiber [KSKO05]:

SEPMQ — 0) = SR(Q) = L. (3.106)

11 11 Q2 + /.%g + Rlz . .
Eine Verallgemeinerung von Gl. (3.104) ist durch erweiterte Betrachtungen des Strukturfak-
tors, insbesondere auch der dielektrischen Funktion jenseits der RPA, moglich. Dies fithrt zu
Stofintegralen wie im vorigen Abschnitt 3.4.1, sieche Gl. (3.62).

Analog zum vorigen Abschnitt wird eine Entwicklung der Korrelationsfunktion fiir kleine
Dichten durchgefiihrt. In diesem Grenzfall liegt der Hauptbeitrag des Integrals, Gl. (3.104)
bei kleinen Werten von @, siche [KRRR13]. Fiir den Strukturfaktor, insbesondere fiir die
dielektrische Funktion e®PA¢(Q,0) wird der langwellige Grenzfall, Gl. (3.102), verwendet,
sodass

LB = 742 e 7dQ i 7Od Bt
/ — € - = T T € .
i e S TR+ R (Q7 + /{2)Q2 (3.107)

Nach einer Partialbruchzerlegung (Q%+#2)~1(Q*+#?)~! = &2 {(QQ + /?;2)_1 —(Q*+ /%2)_1}

kénnen analoge Rechenschritte zu Abschnitt 3.4.1 durchgefithrt werden. Die Elektron-Ion
Korrelationsfunktion fiir ein dynamisch abgeschirmtes Coulomb-Potential lautet:

i 1+ 1 ; 2 i2
dlel;LB—ZdF( 5 ){—2 lln(n§)+fy+ (1+22> In <1+’;2

Dieses Ergebnis stimmt im fithrenden Dichteterm mit der Born’schen Naherung fiir ein sta-
tisch abgeschirmtes Coulomb-Potential (Debye-Potential), Gl. (3.87), iberein. Die Differenz
zwischen Gl. (3.108) und Gl. (3.87) betrigt

1
+ QHHQZW} . (3.108)

. . "N Z-In(1+Z
A e

1
5 5 (3.109)

Formal kann diese Differenz als Faktor des Abschirmparameters ko in den logarithmischen
Term von Gl. (3.108) einflieflen, sodass die dynamischen Abschirmeffekte tiber einen effekti-
ven statischen Abschirmparameter k%; = b - k2 beschrieben werden. Dieses Vorgehen wurde
in verschiedenen Arbeiten [RR89, KRRR13] fur das Modell des vollstandig ionisierten Was-
serstoffs (Z = 1) beschrieben. Der effektive statische Abschirmparameter fiir die Elektron-Ion
Korrelationsfunktion des Wasserstoffs lautet:

kg =b- k2 =14715 K2 =1 K2 + 04715 - k7. (3.110)

Da Z = 1 und somit x2 = x? wird dieses Resultat wie folgt interpretiert: Wird die Abschir-
mung der Ionen vernachlissigt (k2 = 0, S;j = 1), ist die reine Elektronenabschirmung in
Gl. (3.107) die Gleiche wie im Fall der statischen Abschirmung, Gl. (3.66). Die Elektronen
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schirmen somit vollstdndig statisch ab, ihr Beitrag zum Faktor 1,4715 ist 1. Der iibrige Bei-
trag 0,4715 wird den Ionen zugeschrieben. Die dynamische Abschirmung der Ionen wirkt sich
also wie eine statische Abschirmung mit etwa der halben Stérke aus.

Um den Effekt der dynamischen Abschirmung im Vergleich zur statischen Abschirmung
besser zu quantifizieren, wird eine effektive Abschirmung eingefiihrt

(mgiﬂ)z = BSRZ 4 biR?. (3.111)
Der elektronische effektive Abschirmfaktor b; ist so definiert, dass die statische Born’sche
Niherung, Gl. (3.55), mit dem Abschirmparameter k2 — b2 der dynamischen Born’schen
Néherung (Lenard-Balescu), Gl. (3.104), mit SEPA — 1 entspricht. Der ionische effektive
Abschirmfaktor bl; ist analog definiert, dass die statische Born’sche Niherung, Gl. (3.55),
mit dem Abschirmparameter 2 — bSk2 + bl;x2 mit der dynamischen Born’schen Niherung
(Lenard-Balescu), G1. (3.104), (nun SRPA £ 1) iibereinstimmt.

Durch diese Definitionen werden Abschirmeffekte in RPA fiir beliebige Dichten und Tem-
peraturen iiber Abschirmfaktoren beschrieben. Im Niederdichtegrenzfall gilt, vgl. Gl. (3.108)

mit Gl. (3.87)

KrP=1-w242"1 [(1 + Z)HZﬂe*1 - 1} -k

. (3.112)
Fiir beliebige Plasmabedingungen hingen die Abschirmfaktoren allerdings von Dichte und
Temperatur, und sind dartiber hinaus im Allgemeinen fiir jede Korrelationsfunktion dleli, ver-
schieden. Die ionischen effektiven Abschirmfaktoren bi; hiingen zudem von der Ionenladungs-
zahl Z ab.

Abb. 3.1 zeigt die effektiven Abschirmfaktoren in Abhéngigkeit des Entartungsparameters
© fiir verschiedene Temperaturen 7" = 10% — 10” K und Ionenladungszahlen Z = 1;2;4; 16
der Korrelationsfunktionen d$\ , d$h, d$,. Wihrend die elektronischen Abschirmfaktoren fiir die
unterschiedlichen Korrelationsfunktionen verschieden sind, besitzen die ionischen Abschirm-
faktoren eine Z-Abhéngigkeit. Fiir die ionischen Abschirmfaktoren wird festgestellt, dass
bei unterschiedlichen Korrelationsfunktionen die Abweichungen unterhalb von 0,1% liegen.
Sowohl die elektronischen als auch die ionischen Abschirmfaktoren weisen eine Tempera-
turabhéngigkeit auf. Fir hohere Temperaturen ist der Abschirmfaktor tiber einen grofien
Dichtebereich nahezu konstant. Das liegt daran, dass sich das Plasma fiir hdhere Temperatu-
ren ideal verhélt, und somit Gl. (3.108) anwendbar ist. Im hochentarteten Grenzfall (© < 1)
geht der elektronsiche Abschirmfaktor gegen 1, und der ionische gegen 0, der Thomas-Fermi
Grenzfall fiir ideale Quantengase wird realisiert.

In dieser Arbeit wurde fiir den elektronischen Abschirmfaktor iiber einen Temperaturbe-
reich von T' = 10% — 107 K folgende Fitformel konstruiert

1 Ay (re)?

be' = - 5
b 140,19 /1£g2 1+15021+120

(3.113)

mit A;; = 0,12, A13 = 0,28 und Az = 0,43. Die Abweichungen zu den numerischen Werten
liegen unterhalb von 6%, siche Abb. 3.1. Da der numerische Aufwand gering ist, wurde in
dieser Arbeit auf die Verwendung der Fitformel verzichtet.
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Abb. 3.1: Effektive Abschirmfaktoren in Abhéngigkeit vom Entartungsparameter © bei ver-
schiedenen Temperaturen T = 103 — 107 K. b, (links) wird fiir verschiedene Kor-
relationsfunktionen aufgetragen, bl; (rechts) wird fiir verschiedene Ionenladungen
Z =1;2;4;16 dargestellt.

3.4.3 Einfluss starker StoBe in der T-Matrix Ndaherung

In diesem Abschnitt werden die Effekte starker Stofle auf die Elektron-Ton Korrelationsfunk-
tionen untersucht. Diese werden iiber die Transmissions-Matrix (T-Matrix) untersucht. In
diesem Zusammenhang wird von der T-Matrix Naherung gesprochen. Die Wechselwirkung
zwischen Elektronen und Tonen wird in diesem Abschnitt, analog zu Abs. 3.4.1, durch das
Debye-Potential beschrieben. Es wird wieder von der adiabatischen Naherung Gebrauch ge-

macht Esz_ q = E}Q, und die Ionen werden klassisch behandelt f,i2 (1 4+ f,iﬁ2> ~ f]iCQ‘ Mit
zk27§2 fllcg =ni{dy = neQO/Z fOlgt
v _ 2mhneSly 2 3 3 2 2 [ETI
di™ = TR /d kl/d K, | Tl (K — k)? (BEE,) 2
x 5 (Ez/l - E;zl) flsl (1 - f]?:l) 9

(3.114)

wobei kj = kj + q der Impuls nach der Streuung ist. Der Winkel zwischen ky und kj ist
der Streuwinkel ¥. Es werden Kugelkoordinaten eingefiihrt, der Vektor k; wird parallel zur
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z-Richtung gewéhlt und Vektor k) wird in die z-2-Ebene gelegt, sodass

00 1 0o
orhineQy Q32
deiy™ = 2T e 200 27r/dk1 k%/dcos(ﬁ)zm/dkg k2| T2
0

Pz e (3.115)
X 22 1~ cos(d)] g b2 — K)J5, (1~ f5,) (8Bw) 5
3ﬂmnezQ°/ dky K (BER)% 7,1~ f7,) QGK) (3.116)

mit 0(k? — kP?) = % Der Transportquerschnitt ist allgemein gegeben durch (¢ # e)

1
(k) = 21 / deos(9) [1 — cos(d)] (d;Q ) (3.117)
= 27T— Ze sin? [05¢, (k) — 65°(k)] , (3.118)

wobei 0;¢ die Streuphasen der /-ten Partialwelle sind, gegeben durch die Lésung der Calogero
Gleichung [Cal67]

6°(k) = lim &5°(r, k), (3.119)

905¢ 1 2mee
or  k h

mit den sphérischen Bessel- und Neumann Funktonen jy(z) und ng(x).

Der grofite numerische Aufwand in Gl. (3.116) besteht in der Berechnung des Trans-
portquerschnitts. Dieser Transportquerschnitt héngt neben der Wellenzahl des zu streuenden
Elektrons k; von zwei Parametern ab: der Ionenladungszahl Z und dem Abschirmparame—
ter k. Durch Einfiihrung folgender dimensionsloser Gréfien M = 27/(kao) und K = k3 /k?
kann eine Skalierung fiir den Transportquerschnitt vorgenommen werden, der allein von der
Variablen K und dem Parameter M abhingt. Diese Skalierung des Transportquerschnittes

% = QSa3r?k? /(87 Z?) wird im Folgenden verwendet. Nach der Substitution z = BEE,
folgt (K = x/(4k?))

~ ~ 2 ~
Vee(r) [rje(kr) cos 5° — krng(kr) sin 5|, 85°(0,k) =0, (3.120)

ei, TM T 34 er ei
dll/ = ZdneAg’ 972 /dac$ 2 m QT (K(ZE),M) . (3121)
0
Dieses Ergebnis ist eine Verallgemeinerung der Born’schen Niherung (|Tu.|? = |Veil?) und

wird aus Gl. (3.55) durch Vertauschen der Integrale direkt erhalten, wobei der Transport-
querschnitt in Born’scher Naherung durch

OFP(K) =

In(1 + 4K) — < +1>_1] , (3.122)

4K 4K

gegeben ist, vgl. auch mit Gl. (3.49). Der Transportquerschnitt ist damit das geeignete Maf,
die Relevanz starker Stofle und damit die Giiltigkeit der Born’schen Néherung auf die Kor-
relationsfunktionen sowie auf die Transportgrofien zu untersuchen.
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Allgemein ist der Transportquerschnitt durch Gl. (3.117) bestimmt und besteht aus zwei
Anteilen. Der erste Term der eckigen Klammer liefert den totalen Wirkungsquerschnitt der
Elektron-Ion St6fe, der zweite Term betrachtet eine explizite Winkelabhingigkeit. Diese Win-
kelabhéngigkeit ist fiir die Beschreibung des Transports essentiell, da nicht jeder Stof8 den
Stromfluss gleichermaflen beeinflusst. Bei einem kleinen Streuwinkel (9 ~ 0) wird das Elek-
tron kaum abgelenkt und der Transport nicht beeinflusst, die eckige Klammer verschwindet;
hingegen bei Streuungen um 180° wird das Elektron zuriickgeworfen und der Transport ma-
ximal gehemmt, die eckige Klammer wird 2.

3.4.4 T-Matrix Effekte fiir beliebige Entartung des Elektronensystems

In diesem Abschnitt wird der Einfluss der Entartung innerhalb der T-Matrix abgeschéatzt.
Fiir beliebige Dichten ist die Zwei-Teilchen T-Matrix gegeben durch [KKERS6]

1= (fg + 13,)

: 5 (|k I.lke — d'|,|d’ —q|). (3.123
AE€ + je 2(| 1+q’7‘ 2 q|a|q C1|) ( )

Ty (k1 k2, q) = V(g) + Y V(d)

Im nichtentarteten Fall (© > 1) gilt 1 f¢ F f}w ~ 1. Die T-Matrix kann im Schwerpunktsys-
tem durch den differentiellen Wirkungsquerschnitt ausgedriickt werden, Gl. (3.49). Es stellt
sich allerdings die Frage, wie sich die T-Matrix verhélt, wenn das Elektronensystem entartet
ist (© < 1). Dazu werden die Ionen weiterhin klassisch behandelt, sodass 1 & fi, = 1. Nach
Durchfithrung der adiabatischen Niherung (£}, ~ E|1k27q/|) folgt

1

Talks,a) = V(g) + [1 = fi] 3 V(d) Tk +d] la’ —al). (3124)
q/

By ~ By +ar)
Der Unterschied zwischen adiabatischer und nichtentarteter Ein-Teilchen T-Matrix ist in der
Ordnung einer Fermi-Funktion 7% (k1,q) = 75 (k1,q) + O( St V?). Eingesetzt in die rechte

Seite von Gl. (3.124) fihrt das auf
T;(::l(kla q)

— V(g +[1- £ V() !
:

e TE(ka +d|, ld —al) + O (f£,V?
E,€1 — E|k1—|—q’| + 1e [ ( 1 )}

+ [ Vo) = fi,V(g)
= V() + [ - S5 Tk, ) + O [£, (1= f2) VP (3.125)
Fiir das Betragsquadrat gilt dann

Taal® = (5)° VI + (1= F)? ITaP + 205, (L= £5) [VE+ O[5, (L= £5) VE] - (3.126)

42 pt do do
m202 {f% (2- /%) <m>B+(1—f;§1)2 (dQ)} . (3.127)
Die adiabatische T-Matrix kann somit durch eine Kombination aus differentiellen Wirkungs-
querschnitten, gewichtet mit Fermi-Funktionen, angegeben werden. Fiir T' = 0 ist die Formel
exakt.

Der Einfluss der T-Matrix unter Beriicksichtigung von Entartungeffekte wird in Abb. 3.2
dargestellt. Fiir zwei Temperaturen 7' = 10%;10% K ist die Kraft-Kraft Korrelationsfunkti-
on di; in Einheiten von d, Gl. (3.56), iiber den Entartungsparameter aufgetragen. Dabei

|Tad|2 ~
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wurde die Born’schen Nédherung mit Rechnungen der nichtentarteten T-Matrix, Gl. (3.49),
und der entarteten T-Matrix, Gl. (3.127), verglichen. Im Niederdichtegrenzfall (ff < 1)
sind Entartungseffekte vernachlassigbar, Gl. (3.127) geht in Gl. (3.49) tiber. Im entarteten
Grenzfall ® < 1 gehen die T-Matrix Rechnungen in die Born’sche Néherung iiber. Es ist
deutlich erkennbar, dass die Entartungseffekte in der T-Matrix zu einem fritheren Erreichen
der Born’schen Néherung fithren. Bei tiefen Temperaturen ist der Effekt deutlich erkennbar.
Fiir hohe Temperaturen spielen starke St6e ohnehin eine untergeordnete Rolle, die Born’sche
Néherung wird giiltig.

r T T T
100§ Z=1
10" T=10"K
= 0
< 107F
3l -—-- T-Matrix (nichtentartet)| |
107 —— T-Matrix (entartet) E
L ® [=3
-4k 7 1 1 - ll 1 1 1 - ll 1 1 1 -
10— _
10” 10" 10° 10'
Q)

Abb. 3.2: Kraft-Kraft Korrelationsfunktion d;; in Einheiten von d, Gl. (3.56), in Abhéngigkeit
vom Entartungsparameter © bei T = 10* K (schwarz) und T = 10° K (rot). Er-
gebnisse der Born’schen Néherung (gestrichelt) werden mit T-Matrix Rechnungen
(nichtentartet: Strich-Punkt-Linie, entartet: durchgezogen) verglichen.

3.5 Analyse der Elektron-Elektron Korrelationsfunktionen

In diesem Abschnitt werden die Elektron-Elektron Kraft-Kraft Korrelationsfunktionen analy-
siert. Es werden die Ndherungen analog zu Abs. 3.4 behandelt. Die Herleitungen unterscheiden
sich im Wesentlichen darin, dass beide Stoipartner quantenmechanisch behandelt werden und
aufgrund gleicher Teilchen, die Anwendung der adiabatischen Naherung an dieser Stelle nicht
moglich ist.

3.5.1 Born’sche Naherung

Ausgehend von einem Debye-Potential zur Beschreibung der Elektron-Elektron Wechsel-
wirkung gilt fiir den Elektron-Elektron-Anteil der Kraft-Kraft Korrelationsfunktionen in
Born’scher Nédherung [Red97]

ce,B 27h Qg 3 3 3 r

X Vb(g) 6 (hew = Bl g + EF, ) 8 (Ao = Bf, + Bl
x [Ki(k1,q) + Ki(kz, —q)] [Ky(k1,q) + Ky (kz, —q)] .

(3.128)
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Es werden Kugelkoordinaten eingefiihrt, der Vektor q wird parallel zur z-Richtung gewahlt
und Vektor ki wird in die x-z-Ebene gelegt

0 sin O, sin 0, cos ¢,
a=¢q | 0] ; ki =k 0 ; ko = ko | sin 6, sin ¢y, | - (3.129)
1 cos O, cos Oy,

Exemplarisch wird das Zwischenresultat fiir ds5 angegeben

% 0o o o L
2mh 85264 QO m2 1
5= */di/dhw/dkk/dkk/d 6
1

q mw q mw
« [ st / o8 (contha 4 5= e ) (contha g = i)
- (3.130)

X [ 4h42 (k2 k%)Q + (qu cos Oy, — gk cos Oy, — 2q2) zj (kg - k%) hw

+ (k% + k3 + 4¢* + 4qky cos Oy, — 4qks cos Oy, — 2k1 kg cos Oy, cos 9k2) (hw)?
2k sin O, sin O, cos dr, (hw)?| f, (1= Fiyvq) Fs (1= Fiamal) -

Die Integrale iiber die Winkel werden nun ausgefithrt. Die verbleibenden Integrale werden
durch Substitutionen in dimensionslose Variablen QQ = ¢ g:n ,x =k gfn Y = ko gZz J Vo =
ﬁw% vereinfacht

ee,B 2 1 3/2\f
dsg” = dneA3 ne (2m)2R333/2 / Q2 Q2 / ave / d 2 / a2y
0 [Q-vel |Q+ve (3.131)
(7 =22 = 8. = %) vQ + 4 (3 +27) 2 — 8vd +8Q°7]
C (@ 1) (14 e P weQia) (o 4 1) (14 ¢ v T4n@ta) '

wobei &2 = ﬁh k% analog zu Abs. 3.4. Mit der Substitution z? = X + (Q — v)?, y* =
Y+(Q+v) Werden die unteren Grenzen der Integrationen iiber x und y nach null verschoben
[RRRR15]

ee,B _ 2a Q3 —2Q° —2u,
d337 - 2A6/ Q /dVe © 05 Q,Ve), (3132)

mit

e(re—Q)?—a evetQ)?—a
(04 Q, Ve /dX/dY X+(ve—Q)2—a +1 eY +(vet+Q)2—a +1

(Y — X)2+ 42(Y + X)
[1+ e X—werQP+a] [1 4 ¢ ~e=Q@7+a] °

(3.133)

X
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Nach diesem Schema kann in Born’scher Néherung eine Formel fiir alle Elektron-Elektron-
Korrelationsfunktionen angegeben werden

eeB Q3 —2¢? —2
4 2A6/ QG /dye ve fe(0, Q, ve) | (3.134)
mit
( ve—Q)?—a e(Ve+Q)2—a
fiir(e, @y ve) = 102 / dX/ dYeX+ —QP—a | [ Vet —a 1 |
(3.135)
9 Kﬁ?(XJr (Q — )% Y +(Q + ve)?,4Q%,4Qve)
[ 1o X werQPa] [1 4 eV —Ge@7Fa]
und dem Term
Ky (z,y,p,v) =
[ENi L 1+l (22
2 +(zx+v)2 +y 2 +(y—wv) 2
—a @) T - @) T T oy T -0 T - -0 YT
+ 5 [wl?(ww)l?+(w+v)l?x’51+y“21(y—v)551+<y—v)’51y151}
S (3.136)
vt —Dp =1 -1 =1 V-1 =1 V-1 =1 V-1
+ I [ T @) T -0 T 4 -0 T @) T

Analog zu Abschnitt 3.4.1 wird der Niederdichtegrenzfall (v < 0) untersucht. Es gilt
£ Q) = fif (@ < 0,Q,v) (3.137)
= /dX/dY4Q2 K (X 4+ (Q —ve)”, Y 4+ (Q + 16)7,4Q7,4Qve) . (3.138)
0 0

Exemplarisch wird wieder ds5 betrachtet:
dsy® = / —2%2\/2n 1
33 2 \/» Q )26 (3.139)

wobei [0 dv [§FdX [5° dy e X—Y-2* (Y — X)? + 42(Y + X)]| = 2v/27. Das vebleibende
Integral lasst sich tiber die Hilfsfunktionen, sieche Abs. 3.4.1, darstellen und analog auswerten

AP =d ‘f {2;2 (272, -1) - 2—221? (272, —2)] (3.140)

_ d\@{—; n (R2) +v+1] - éln(Q)} +0 [ (72)] . (3.141)
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Die Elektron-Elektron Korrelationsfunktionen kénnen analytisch kompakt in der Form

P —dBll,{—; [ (72) + 4 +1] —%hl( )+ C”,}+O [72m ()], (3.142)

angegeben werden. Nach dem Mittelwertsatz der Integralrechnung, erkennbar mit Hilfe der
Hilfsfunktionen analog zu Abs. 3.4.1, korrespondiert in Gl. (3.134) der Niederdichtegrenzfall
R < 1 mit dem langwellige Grenzfall Q — 0 in fl?,?’d. In eine Taylor-Reihe entwickelt

(27) 0 Ve) 2]

ee,cl Jur \"h el
/ ) = Jfi 0 , 3.143
T (Q,ve) = u Ve +Z T(2j +1) ( )
konnen die Parameter in Gl. (3.142) bestimmt werden:
[ee]
B — / dve e £9(0, 1) (3.144)
2 / 9 9 .
2T J.
o0 2 [e.°]
2 1 e 29 o2 0
Cll’ = ﬁﬁ /dQ / dl/ee ve |:fﬁ(/e7C1(Q,Ve) — fl(l,)((), l/e):| . (3145)
i
0 —oo

Bei allen ungeradzahligen Korrelationsfunktionen ds3, dsg, dg§ usw. sind die klassischen Funk-
tionen f;” sl Polynome in Q2 und auch in 2, die Taylor-Reihe in Gl. (3.143) bricht ab. Analy-
tische Ergebnisse fiir den Vorfaktor Bjj und den Parameter C}j7 sind fiir diesen Fall bekannt,
siche [Red97, KRRR13]. Allerdings ist bereits im Fall des Lorentz-Plasmas, siche Abs. 3.4.1
und auch [HRRW84], gezeigt worden, dass die geradzahligen Momente P, und Pg auf ei-
ne Konvergenz der Transportgroflen im Niederdichtegrenzfall fiihren. Somit besteht auch die
Moéglichkeit unter Einbeziehung der Elektron-Elektron Stéfle eine schnellere Konvergenz zu
erwirken. Erstmals werden in dieser Arbeit entsprechende Berechnungen fiir By und Cjy
der weiteren Korrelationsfunktionen vorgestellt, siehe Tab. 3.1. Dabei konnten die Parame-
ter By analytisch bestimmt werden, wohingegen die Parameter C}f numerisch bis auf drei
Nachkommastellen genau bestimmt wurden.

Tab. 3.1: Parameter Bjj und Cj zur Niederdichteentwicklung der Elektron-Elektron Korre-
lationsfunktionen dj;,", B Gl (3.142).

ungeradzahlige Momente geradzahlige gemischte
[Red97, KRRR13] Momente Momente
I ' B Cs I B css LU By O
3 3 V2 0 2 2 LES28 (930 2 3 Lz 0,095
3 5 4 2 % 0,182 2 4 GOTVESI6 (25 2 5 %Iz 0,133
37 155 ~ 0,352 2 6 Z2Z-93 0233 3 4 N 0,092
5 5 ;% i85 =~ 0,306 4 4 SUTVEETN6 (165 3 6 SEEm 0267
5 7 2% T2 ~ 0,442 4 6 ZOE-177 0316 4 5 ST 0,240
ToT PR s ~ 0,553 6 6 2B _600 0,432 5 6 SZHBr 0,372

128v/2 10299 25612 ’ 4/




40 3. Auswertung der Korrelationsfunktionen

3.56.2 Dynamische Abschirmeffekte in Random-Phase-Approximation

Analog zu Abs. 3.4.2 wird anstelle des Debye-Potentials ein dynamisch abgeschirmtes Cou-
lomb-Potential verwendet. Die dynamische Abschirmung erfolgt iiber die dielektrische Funk-
tion in RPA. Da im vorigen Abschnitt 3.5.1 kein Gebrauch von der adiabatischen Naherung
gemacht wurde, sind die Rechenschritte bis Gl. (3.134) analog. Es gilt [Red97]

(e}

_2Q2 1
P (¢(Q), w(ve))

dee LB

2
1w \/>’I’L2A6 / Q 6_2y ﬁ/ (O[ Q, Ve) (3146)

dve

— 00

mit fj57 aus Gl. (3.135). Der Einfluss der dielektrischen Funktion unterscheidet sich substan-
tiell zu den Elektron-Ion Stéflen, da iiber v, anstelle von v; = ~eive integriert wird. So ist die
Gewichtung durch die dielektrische Funktion zu Gl. (3.100) verschieden. Wird namlich hier
der adiabatische Grenzfall durchgefiihrt, folgt fiir die dielektrische Funktion

e a(Q), w(Q, ve)) = "PA(Q, ve)

1 oo
Re RPAC( V):1+\/F2@ (%)3/dz z I v —(Q+ 2)?
e 8mQ3 \ 4 e~ 1 (12— (Q—2)2"  (3.147)

1+ e_(Q_Ve)Z'i'O‘

RPA,e _
Tme (Q7 Ve) N . 1 4+ e~ (Q4ve)’+a

e (%)

Die Elektron-Elektron Wechselwirkung wird allein durch die Elektronen im System dynamisch
abgeschirmt. Die Storung der Elektron-Elektron Wechselwirkung durch die Ionen verschwin-
det, sie schirmen effektiv nicht ab (b, w =0).

Der elektronische effektive Abschlrmfaktor bS, ist analog zu Abs. 3.4.2 deﬁniert dass die
statische Born’sche Nitherung, Gl. (3.134), mit dem Abschirmparameter k2 — bS,x2 mit der
dynamischen Born’schen Néherung, Gl. (3.146), iibereinstimmt.

Der elektronische effektive Abschirmfaktor kann iiber diese Definition Abschirmeffekte
in RPA fiir beliebige Dichten und Temperaturen iiber Abschirmfaktoren beschreiben. Im
Unterschied zu den Elektron-Ion Korrelationen stellt sich bislang die Frage nach dem exakten
Wert fiir bg, im Niederdichtegrenzfall. Ein analytischer Ausdruck, wie er fiir die Elektron-Ion
Stoflen existiert, konnten bislang nicht angegeben werden. Numerisch ermittelte Werte von
Ropke und Redmer [RR89] und Karakhtanov et al. [KRRR13] weichen um knapp 25% ab,
siehe Tab. 3.2.

Dieses Problem wird nun analytisch bearbeitet. Exemplarisch wird abermals die Korrelati-
onsfunktion d5§ betrachtet. Im Niederdichtegrenzfall wird analog zu Abs. 3.4.2 der langwellige
Grenzfall Q — O in der dielektrischen Funktion genutzt, wodurch die Korrelationsfunktion

—2@ —2u3 2
dee LB d /dQ / dve (2 —|—28Ve) — 5 (3148)
{14 5 1 - 20D} + {56 vAvee 2}

auszuwerten bleibt. Das hintere Integral kann nicht tiber Gl. (3.103) gelost werden, da die
Exponentialfunktion stiarker abféllt. Dass dieses Integral jedoch existiert, folgt sofort aus dem
Majoranten-Kriterium. In dieser Arbeit wird das hintere Integral iiber eine Reihenentwicklung
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in analytisch losbare Integrale iiberfithrt. Nach der Substitution v = /2w,

3,-2Q?
dg%LB Q\f/ dQ Q /du 2—|—41/2)

X {{1 — tv/2uD (\%)T n {t\/zye—”;r}_l :

mit ¢ = Q2j 7 wird der Term in der geschweiften Klammer in eine Taylor-Reihe um v = 0
entwickelt. Da dieser Term symmetrisch in v ist, besitzt das Taylor-Polynom nur geradzahlige
Potenzen. Die nullte Ordnung ist 1 und fiithrt zum statischen Anteil der Korrelationsfunktion.
Die weiteren Entwicklungsterme spiegeln Korrekturen der dynamischen Abschirmung wider.

{{l—tﬁyD (;ﬁ)}ﬂ <t\/§u6—”;)2}_ 1+Z 2n+ , (3.150)
Colt) = (822{;53 ) 3

=Y apt’.  (3.151)
Die Entwicklungskoeffizienten C,,(t) sind Polynome in ¢. Mit

v=0 ]:1
/ dv "

(3.149)

2y =2v2(n+1)r (n + ;) : (3.152)

(72)’ / Qg f;)w e = L [FOR. 1) - PR, 2 —j)  (3153)
0 e N
_ 2JUl+1) +0 (/%g) +0 [(kz)J In (&3)] . (3.154)

kann der elektronische effektive Abschirmfaktor im Niederdichtegrenzfall bo:°
Doppelsumme

ce. 33 durch eine

y o 21 22+ )0 (n+d) o
In (bee }35) 2 . 2v2r T'(2n + 1)2 JiG+1)

n=1j=1

~ —0,8384, (3.155)

ausgedriickt und beliebig genau berechnet werden. Die schnelle Konvergenz von bee 33 ist In
Abb. 3.3 gezeigt. Auf vier Stellen genau ist der Wert in Tab. 3.2 angegeben. Verghchen wird
der berechnete elektronische Abschirmfaktor mit den numerischen Werten von Répke und
Redmer [RR89] und Karakhtanov et al. [KRRR13]. Dabei ist deutlich erkennbar, dass der
numerisch ermittelte Wert von Répke und Redmer [RR89] bestétigt werden kann.

Zu interpretieren ist dieser effektive Abschirmfaktor so, dass die Elektronen effektiv mit
etwa der halben Stérke abschirmen, dhnlich der effektiven Abschirmung in den Elektron-Ion
Korrelationen durch die Ionen, siche Abschnitt 3.4.2. Trotz dieser numerischen Ahnlichkeit
von bS, und b, besteht ein wesentlicher Unterschied darin, dass bS, in adiabatischer Niherung
unabhéngig von der Ladungszahl der Ionen Z bleibt.
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0,60
Tab. 3.2: Effektiver Abschirmfaktor bZ;;;} I
im Niederdichtegrenzfall. 055 i
bgecé:s 3 i 0,50 + Reihenentwicklung| _|
o |+ --- Ropke "89

statisch 1 ---- Karakthanov ’13
dynamisch 0,4324 0’45:______:'___t___+____+___+___+__+__+__;
Ropke und Redmer [RR89] 0,4313 . |
Karakhtanov et al. [KRRR13] 0,5367 90 "1T 2 3 4 5 6 7 8 9 10

Ordnung der Reihenentwicklung

Abb. 3.3: Konvergenz von biecéi))

Gl. (3.155) lisst sich auf beliebige Abschirmfaktoren b2 N ll’ erweitern
1 =& (v ll’ a;
b - 3.156
() - 55 e w150

2o, dv y2ne=v’ ”, (() v/V?2)
% e*V2f”, (0,v/V2)
Somit gibt es fiir beliebige Elektron-Elektron Korrelationsfunktionen bereits im Niederdich-

tegrenzfall verschiedene effektive Abschirmfaktoren, ein weiterer Unterschied zu den Elektron-
Ton Korrelationen.

M = (3.157)

Tab. 3.3: Effektive Abschirmfaktoren beje s Gl (3.156), im Niederdichtegrenzfall der

Elektron-Elektron Korrelatlonsfunktlonen.

ungeradzahlige geradzahlige gemischte
Momente Momente Momente
LT LT LU
3 3 0,4324 2 2 0,5662 2 3 0,4995
3 5 0,3328 2 4 04441 2 5 0,3980
3 7 0,2649 2 6 0,3594 3 4 03777
5 5 10,2432 4 4 0,3250 3 6 0,2957
5 7 0,1861 4 6 0,2482 4 5 0,2827
7 7 0,1392 6 6 0,1829 5 6 02117

In Tab. 3.3 sind erstmals Abschirmfaktoren b°’ C”/ verschiedener Korrelationsfunktionen
dj; im Niederdichtegrenzfall gezeigt. Tendenziell ist eine Abnahme der Abschirmfaktoren mit
hoéheren Momenten beobachtbar. Das bedeutet, dass die Elektron-Elektron Wechselwirkung
fiir hohere Elektron-Elektron Korrelationsfunktionen Coulomb-artig wird. Anders als bei den
Elektron-Ion Korrelationsfunktionen ist das asymptotische Verhalten fiir hohere Korrelations-
funktionen [,1’ > 1 unklar. Weitere Analysen zu diesem Gebiet stehen noch aus. Allerdings
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ist der Grundstein gelegt, auch im Rahmen einer Mehr-Momenten Nédherung dynamische
Abschirmeffekte beriicksichtigen zu kénnen.

Jenseits des Niederdichtegrenzfalls kann der Abschirmfaktor bee fiir beliebige Temperatu-
ren und Dichten ermittelt werden. In dieser Arbeit sind allerdings ausschlielich Berechnungen
fiir die Korrelationsfunktion d55 durchgefithrt worden. Die Ergebnisse sind in Abb. 3.4 fiir
einen grofien Temperaturbereich 7' = 10 — 107 K in Abhingigkeit von © dargestellt. Im
Gegensatz zu den Abschirmfaktoren der Elektron-lon Korrelationsfunktion ist der Einfluss
der Temperatur schwach, der Abschirmfaktor be. ist nahezu rein © abhéngig. Eine einfache
Fitformel beschreibt diese Abhéngigkeit

10,4324
b, (0) = 0,4324 + ——2 3.158
ee,33( ) 1+30®2 ( )
1 ....... "'-... T TTTTTW T T TTTTTW T T L
0.8]- ]
0,6 |— Fitformel _
2 1 |- 10K
04 10°K .
— 10°K
F[--- 10"k
0,21 |- 103K -
0 ool Lol Lol L
107 10" 10’ 10" 107

]

Abb. 3.4: Elektronischer effektiver Abschirmfaktor in Abhéngigkeit vom Entartungsparame-
ter © bei verschiedenen Temperaturen 7 = 103 — 107 K.

Im folgenden Abschnitt wird der Einfluss der starken St68e im Rahmen einer T-Matrix
Néherung analog zu Abs. 3.4.3 diskutiert. Mit Hilfe der effektiven Abschirmfaktoren wird die
Wechselwirkung zwischen zwei Elektronen im Vielteilchensystem anstelle eines dynamisch
abgeschirmten Coulomb-Potential durch ein effektives Debye-Potential beschrieben. In dieser
Arbeit werden entsprechend Abb. 3.4 temperatur- und dichteabhédngige Abschirmfaktoren
verwendet.

3.5.3 Einfluss starker StoBe in der T-Matrix Ndaherung

In diesem Abschnitt wird der Einfluss starker Stofle auf die Elektron-Elektron Korrelati-
onsfunktionen untersucht. Die Elektron-Elektron Wechselwirkung wird durch ein Debye-
Potential beschrieben. Austauscheffekte werden in diesem Abschnitt beriicksichtigt. Es gilt
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[MRS2, R688, Red97]

M _ 27Th Q0 e i i
Ao /d3 /ddkz/ddq fkl f|k1+q|) T, (1 B f|k2_‘1|)

X \Tee|2 (E|k1+q| — By, — Ei, + E|k2—q|)
x [Ky(k1,q) + Ky (ka, —q)] [Ki(k1,q) + K;(k2, —q)] .

(3.159)

Das Streuproblem wird im Folgenden durch eine Transformation ins Schwerpunktsystem

k2_k1 /

s =k + ko, p=—"3—, P=P—dq, (3.160)

vereinfacht. Die Jacobi-Determinante ist betragsméfig 1, sodass sich die Integrale einfach

umschreiben lassen:
/d3k1/d3k2/d3q... — /d3s/d3p/d3p’.... (3.161)

Die Energiedifferenz in der Delta-Distribution vereinfacht sich stark

m 2 _ 2
5 By vt = Bl — Bfy + Efya)) = 330 (0° =97 - (3.162)

Die Elektron-Elektron Korrelationsfunktion ist dann
ce, TM _ 2TH Qo 3.0 [ 3
dys -~ 3 / /d /d S f‘ f|e§7p/|)f|e§+p|(1 - f\eg+p/|)

X ‘Tee|2—25 (p'2 ) {KZ/ ( —p,p— p) + Ky (; + p,p’ — p)} (3.163)

ol me ) o (o)

Fiir weitere Vereinfachungen werden dimensionslose Variablen eingefiihrt:

2 2 2
_ ,/@i P— ,lﬁip; P - Bip’. (3.164)
m 2 m m

Es gilt fiir die K-Terme

BTZQ [Kz (2—13 p— p)+Kz (;er,p’—p)]

=(S-P)S-P'+(S+P)S+PI!
—(S-P)S-P|t—(S+P)S+P|L.

(3.165)

Der Winkel zwischen P und P’ ist der Streuwinkel 9. Es werden Kugelkoordinaten eingefiihrt.
Dabei wird P parallel zur z-Ache und P’ in die x-z-Ebene gelegt:

0 sin ¢ sin y cos ¢
P=P|O]; PP=P| 0 ; S=S5]sinyxsing | . (3.166)
1 cos v cos X
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Durch Wirken der Delta-Distribution §(P — P’), somit P’ — P, gelten folgende Ersetzungen

(S—P)(S—P)— S?+P*—-2SPcos¥, ( )
(S+P)(S+P)— S?+ P*+2SPcosx, ( )
(S—P)(S—P')— S*+ P2 —2SP [sin¥sin x cos ¢ + cos ¥ cos x] , ( )
(S+P')(S+P) = 5%+ P? 4 2SP [sin¥sin x cos ¢ + cos ¥ cos ] , (3.170)
(S—P)S+P)— S*— P?, ( )
(S—P)S+P)— S*- P, ( )
(S+P)(S+P') — 5%+ P?cos) + SP[cos x +sindsin x cos ¢ + coscos x| , )
(SEP)(SFP') — 5% — P?cost) &+ SP[cos x —sin¥sin xcosp — coscosy] . )

Fiir das Produkt der Fermi-Funktionen gilt nach Wirken der Delta-Distribution

Fuo=1f (1= £ ) Ifs ol (1= Fiip) (3.175)
62a7(52+P2)
%
{1 +2e772(5*+P?) cosh[SPA] + e2a—(52+P2)} 5176
) (3.176)
X

{1 1 2693 (S7+P?) cosh[SPB]| + 620‘_(52+P2)} ’

mit A = |cos x| und B = |sin¥sin x cos ¢ + costcos x|. Wegen 0 < A <land 0 < B <1
gilt folgende Ungleichung

Fel\e/[in S Fee S Fel\e/}IaX7 (3177)
) 62047(S2+P2)
Fel\é[m — 5 3 (3178)
{ [1+ea 3P 4 9603 (5P cosh (S P) — 1]}
Max 62(1—(52+P2)

(3.179)

ee

{1+ ea—%(S%PQ)}“ ’

wobei FMiM eine untere Schanke und FM2* eine obere Schranke der Funktion F.. darstellt.
Beide Schranken sind zudem winkelunabhédngig und gehen gemeinsam mit Fee im nichtent-
arteten Grenzfall (v < 0) tber in

3 2
Fo = (”2A> o~ (S3HPY) (3.180)

Nach dem Mittelwertsatzes der Integralrechnung gilt,
Ax(S, P,«a) € [0,7],¢(S, P,a) € [0,27],9(S, P, ) € [0, 7]:

T 27 T
/ dx / do / A0 (S, P, v, X, 6, 0) Fao(S, P, t, X, 6, )
o0 0 (3.181)

= Fu(S, P, X(5, P, ), 6(5, P, 0(5, P,e)) [ dx [do [ a01(5,P.a,x.0.0).
0 0 0
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kénnen die Schranken zur Eingrenzung der Elektron-Elektron Korrelationsfunktionen genutzt
werden. Das Herausziehen der Fermifunktionen vereinfacht die Winkelintegrale deutlich. Im
weiteren Verlauf wird speziell d55 betrachtet. Es gilt

2 2 / 712 / 1212
(S=P)[S—P[*+(S+P)|S+ PP~ (S—P)|S — P>~ (S + P')|S + P'|?] )
= 16P*S%(1 — cos®¥) [(:os2 x + sin? x cos? qﬁ] . ‘

Die Korrelationsfunktion ist

1
a8 () Tare [ Juss
%5 =375 o0 \ w2 dPPT [ d(cos9)(1 = cos™ V)| Tee| /dSS e (3.183)

zijgig (ﬁ’;) / dPPT Q% (\/; ) / dSS*Fe, (3.184)
0

mit 1, d(cos x) J57 d [5° dP' [cos? x + sin® x cos? ¢] §(P' — P) = S, und dem Viskositiits-
querschmtt

1
)= 2”/ dcos(d) [1 - COSZ(M (dgﬂ > (3.185)
o
R 27r]7;:1 l 2 ééi 1) sin® [6¢—1(p) — de41(p)] - (3.186)

Austauschterme sind in der Partialwellenzerlegung durch den Faktor [1 + &0 ) } beriicksich-

tigt. Die Streuphasen werden tiber die Calogero-Gleichung (3.120) bestlmmt.
Dimensionslose Grofien werden analog zu Abschnitt 3.4.3 eingefiihrt: die Potentialstarke

Mee = —1/(Kag), die skalierte kinetische Energie K = p?/x? und der skalierte Viskositéits-

2
querschnitt Q% (K, Mee) = i aO Q¢°. Nach der Substitution z = P? kann die Korrelations-
funktion wie folgt angegeben Werden (K = z/(8%?%))

ee, TM
d33 =4 (neAg)

Durch den Mittelwertsatz der Integralrechnung wurde erstmals fiir beliebige Entartungen eine
von 0 verschiedene untere Schranke der Elektron-Elektron Korrelationsfunktion im Rahmen
einer T-Matrix Ndherung gefunden.

Im nichtentarteten Grenzfall, siche Gl. (3.180), kann das Integral iber S analytisch gelost
werden. Das Ergebnis

/ do 22 Q% (K (x), Moo) 337? / 4SS F (3.187)
0

dgg,TM _ 2672 Q% (K (), Meo) (3.188)

stimmt mit fritheren Arbeiten [MR82, R688, Red97] iiberein.

Wie auch der Transportquerschnitt der Elektron-lon St68e besteht der Viskositétsquer-
schnitt der Elektron-Elektron St68e, Gl. (3.185), aus zwei Anteilen, dem totalen Wirkungs-
querschnitt und der zu beriicksichtigenden Winkelabhingigkeit. Wie bei den Elektron-Ion



3.5. Analyse der Elektron-Elektron Korrelationsfunktionen 47

StoBen auch, fallen Streuwinkel ¢ ~ 0° weniger stark ins Gewicht, da der Transport unbe-
einflusst bleibt. Unterschiedlich ist jedoch, dass der Viskositdtsquerschnitt bei Streuwinkeln
¥ =~ 180° ebenfalls verschwindet. Das kann physikalisch so verstanden werden, dass beide
Elektronen an der Bewegung des Streuprozesses gleichermafien beteiligt sind, und nicht etwa
wie bei den Elektron-Ion Stéflen der Streupartner (das Ion) praktisch fixiert ist. Dadurch ist
die Elektronenverteilung bei Streuwinkeln ¢ ~ 180° die Gleiche wie bei Streuwinkeln 9 ~ 0°
und beeinflussen die Korrelation und damit den Transport nicht. Erwartungsgeméfl wird der
Beitrag maximal, wenn der Streuwinkel ¥ = 90° betrégt.
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3. Auswertung der Korrelationsfunktionen




4. TRANSPORTEIGENSCHAFTEN VOLLSTANDIG
IONISIERTER PLASMEN

Mit den ausgewerteten Korrelationsfunktionen: die Kubo-Skalarprodukte in Abs. 3.1 sowie die
Kraft-Kraft Korrelationsfunktionen der Elektron-Ion und Elektron-Elektron Stofle, Abs. 3.4
und 3.5, konnen die Onsager-Koeffizienten, Gl. (2.48), und daraus die thermoelektrischen
Transportgrofien elektrische Leitfihigkeit o, Gl. (2.4), die Thermokraft o, Gl. (2.7), sowie die
Wiérmeleitfahigkeit A, Gl. (2.6), berechnet werden. Fiir eine bessere Vergleichbarkeit werden
Transportgrofen tiblicherweise durch dimensionslose Groflen ausgedriickt

(471'60)2 %
* S kB kB 2
o=z, « a—, A ( . ) o (4.2)

Hierbei sind s, a und die Lorentz-Zahl L dimensionslose Vorfaktoren der Transportgréfien.
o* ist die dimensionslose, reduzierte Leitfahigkeit und £ der Coulomb-Logarithmus. Im Rah-
men der Linearen-Response Theorie kann der Coulomb-Logarithmus £ durch die Kraft-Kraft
Korrelationsfunktion dj1, Gl. (3.121), ausgedriickt werden, vgl. Gl. (3.79). Es gilt

_dn

L=Z0

(4.3)

wobei d in Gl. (3.56) definiert wurde.

Um Berechnungen auf T-Matrix Niveau durchzufiihren, muss der Streuprozess genauer
untersucht werden. Fiir den Elektron-lIon Streuprozess ist der Transportquerschnitt, fiir die
Elektron-Elektron Stofle ist der Viskositdtsquerschnitt von Interesse. Beide Streuquerschnitte
werden in Abs. 4.1 in verschiedenen Néherungen analytisch berechnet und mit numerischen
Ergebnissen verglichen. Fitformeln fiir die Streuquerschnitte werden vorgeschlagenen. Sie re-
duzieren den numerischen Aufwand stark. Mit diesen Streuquerschnitten sind Berechnungen
der Transportgréflen fiir beliebige Dichten und Temperaturen unter Einbeziehung dynami-
scher Abschirmeffekte und starker Sto8e moglich.

Speziell in Abs. 4.2 wird unter der Fragestellung nach dem Einfluss der Elektron-Elektron
StoBe auf die elektrische Leitfahigkeit eine Fitformel fiir den Korrekturfaktor Ree = o®t° / o
vorgestellt. Dabei wird aulerdem die Konvergenz der Mehr-Momenten-Naherung auf die ther-
moelektrischen Transportgréfien in Abhéngigkeit von der Ionenladung Z untersucht.

Abschlielend wird in Abschnitt 4.3 mit Hilfe des vollstédndig ionisierten Plasmamodells
die elektrische Leitfahigkeit warmen dichten Aluminiums berechnet und mit gegenwértig
verfiighbaren Experimenten verglichen. Dabei werden insbesondere die Einfliisse von Struk-
turfaktor und Pseudopotential herausgearbeitet.
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4.1 Streuquerschnitte der Elektron-lon und Elektron-Elektron StoBe

Um Transporteigenschaften unter Beriicksichtigung starker Stéfle berechnen zu kénnen, sind
die Streuquerschnitte der kollidierenden Teilchen zu berechnen. Haufig wird dabei eine kom-
paktere Schreibweise gewéhlt

k) = 2 /1 dcos(d) 1 — cos™(9)] (d;g) . (4.4)
21

Dabei beschreibt der erste Term der eckigen Klammer den totalen Wirkungsquerschnitt.
Da allerdings nicht alle StoBle gleichermaflen den Transport beeinflussen, wird die Win-
kelabhéngigkeit des zweiten Terms gebraucht.

In dieser Arbeit werden im Rahmen der Zwei-Momenten Néherung nur der Transport-
querschnitt der Elektron-Ion Stof3e Qe‘ = (1) sowie der Viskositatsquerschnitt der Elektron-
Elektron Stofe Q° = Qee bendtigt. Bei der Betrachtung hoherer Momente, z.B. des siebten
Moments P7 im Satz der relevanten Observablen, sind neben dem Viskositdtsquerschnitt auch
hohere Streuquerschnitte fir die Elektron-Elektron Korrelationsfunktionen, z.B. Q(j, bei d%7,

zu berticksichtigen, siche [ARR107].

4.1.1 Born’sche Naherung

In der Born’schen Néherung ist der differentielle Wirkungsquerschnitt {iber das Potential im
Impulsraum gegeben

(daeC> _ m2.0%
dQ B 47TQFL4
mit den Ubertragungsimpulsen ¢ = /2p%[1 — cos(¥)] und ¢’ = |p + p'| = /2p?[1 + cos(V)]
sowie dem Kronecker-Delta do.. Der hintere Summand berticksichtigt den Austauschterm bei

identischen Teilchen; bei dessen Vernachléssigung wird vom direkten Term (Index: d) gespro-
chen. Aus Gl. (4.4) folgt fiir die entsprechenden Streuquerschnitte in Born’scher Niherung

V(@) = )] (45

1 \-1
Q9B (K) = 4K In (14 4K) — ( 4K> ] , (4.6)
Q%B(K):i [(1 2;{)111(14—4[()—2} (4.7)
QB (K) = ;{{[H ﬁ (3— 2+14K>} In(1+4K) — g} . (4.8)

Im Rahmen der Born’schen Naherung sind Streuphasenberechnungen aus der Calogero-
Gleichung méglich. Fiir schwache Potentiale sind die Streuphasen klein §, < 1. Nach Entwick-
lung der Sinus- und Kosinusfunktion um kleine Streuphasen, vereinfacht sich die Calogero-
Gleichung und kann direkt integriert werden [Cal67, Mes67]

53¢ = — Qmec / dr 2V (1) 2 (k) (4.9)
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Fiir das Debye-Potential kénnen die Streuphasen der Born’schen Niherung kompakt darge-
stellt werden

55° = VE M. / dR Re Fj2(VEKR) . (4.10)
0

Damit ist die Born’sche Ndherung nicht nur fiir schwache Potentiale M < 1 sondern auch
fiir hohe kinetische Energien K > M? giiltig.

Fiir die Korrelationsfunktionen, Gln. (3.121) und (3.187), folgt explizit, dass sie sich im
Intervall * € [Teut0,00) Mit Teuto = O(M?E?) = O(I'?0) durch die Streuquerschnitte der
Born’schen Niherung, Gln. (4.6)-(4.8), beschreiben lassen. Im Grenzfall 120 < 1 (T > 10°
K) kann das Integral praktisch iiber den gesamten Bereich in Born’scher Naherung berechnet
werden.

Wie bereits in Abs. 3.4.3 erwéhnt, entspricht die Korrelationsfunktionen, Gl. (3.121), mit
dem Transportquerschnitt in Born’scher Néherung, Gl. (4.6), der Korrelationsfunktion in
Born’scher Ndherung, Gl. (3.134). Ebenso entspricht die Korrelationsfunktion, Gl. (3.187),
mit dem direkten Term des Viskositdtsquerschnitts in Born’scher Naherung, Gl. (4.7), der
Korrelationsfunktion in Born’scher Niaherung, (3.132), wobei Austauscheffekte vernachlissigt
werden. Wird stattdessen der vollstandige Viskositétsquerschnitt, Gl. (4.8), eingesetzt, wer-
den Austauscheffekte im Rahmen der Born’scher Naherung beriicksichtigt.

4.1.2 Klassische Streutheorie

In der klassischen Streutheorie werden die geladenen Stofpartner als klassische Teilchen mit
scharfem Ort und Impuls angenommen. Schematisch ist der klassische Streuprozess zwischen
einem Elektron und einem Ion in Abb. 4.1 dargestellt.

Abb. 4.1: Klassische Streuung eines Elektrons an einem positiv geladenen Ion.

Der Streuprozess kann abhingig vom StroBparameter b beschrieben werden [LL76]:

do®¢ b AN F b b2 V(T’) -1/2
- b = 2e- = [dr5|1- - 4.11
( dQ )cl sin(?9) <db)  U=Re—nl ¢ /dr r2 [ r2 EY , (411)
L]
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wobei der Streuwinkel ¢ aus geometrischen Uberlegungen folgt und der Winkel ¢ durch das
Potential eindeutig bestimmt ist. Die Streuquerschnitte kénnen zu

Q) = 2m / db [1 — cos" O(B)] b, (4.12)
0

transformiert werden. Fiir hohe kinetische Energien K > M ist die Ndherung fiir kleine
Winkel 9 <« 1 angemessen. Sie wurde von Liboff [Lib59] und Kihara [Kih59] durchgefiihrt
und fithrt auf analytische Resultate fiir die klassischen Streuquerschnitte, siehe auch [HMS71],

cicl _ LAy L
Q. M) = 5 | (57 ) =7 3 (4.13)

ee,cl _ 1 4K o~
QK Mee) = 57 [ln(| ee‘) ¥ 1} . (4.14)

Verglichen mit der Born’schen Ndherung, unterscheiden sich die klassischen Streuquerschnitte
von den Streuquerschnitten in Born’schen Naherung bei hohen Energien K > M um einen
Faktor 2. Dies wurde auch von [HMST71] festgestellt und erinnert an die Streuung an harten
Kugeln, bei der ebenfalls ein Unterschied von einem Faktor 2 aufgrund der Wellennatur des
Elektrons entsteht. Im folgenden Abschnitt wird dieser Faktor 2 durch Berechnungen aus der
semiklassischen (WKB) Néherung geklart. So gilt fir K > M tatsichlich die asymptotische
Form der semiklassischen Niherung, allerdings nur solange K < M?2. Fiir den Fall K > M?
ist die Born’sche Néaherung giiltig.

Damit ist K < M? ein weiteres wichtiges Giiltigkeitskriterkium der klassischen Streu-
theorie. Fir die Korrelationsfunktion bedeutet dies, dass sich das Integral iiber z in den
Gln. (3.121), (3.187) im Intervall 2 € [Teut.1, Teut,2] Mit Teun = O(MAE2) = O(T3/2) und
Teut2 = O(M?7&?) = O(I'?0) durch die klassischen Streuquerschnitte beschreiben ldsst. Im
Grenzfall T' < 1 und I'?0 > 1 (T < 10° K) kann das Integral praktisch iiber den gesamten
Bereich im Rahmen der klassischen Streutheorie berechnet werden. Im klassischen Grenzfall
folgt

, o0 , 1
d?ll,’d = Zd/da: zEle® [ln(x) —In (RQM) -7 - 2] ) (4.15)
0
a5 = av2 [ dzae [in(a) — In (2% Medl) = 1] (4.16)
0

Die Integrale sind analytisch losbar, es folgt fir die Korrelationsfunktionen (|Mee| = M/Z)

ei,cl l+l/ = 1
s :ZdF< . >{ln (,-;ZM)227+HZ+2Z/_1}, (4.17)

M
ds? = dv/2 {— In <R2Z) - 27} : (4.18)
Bei effektiver Abschirmung gilt im Niederdichtegrenzfall: Mi? = Z ﬂ,/bfl, + b}l,Z [3/2 /4.

Fiir Z = 1 und bei vollstdndiger statischer Abschirmung b, = b; = 1 werden die bekannten
Ergebnisse von Redmer [Red97] reproduziert. Bei Vernachldssigung der Elektron-Elektron
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Stofe fithrt Gl. (4.17) eingesetzt in Gl. (3.90) asymptotisch auf die Spitzer-Formel fur die
elektrische Leitfahigkeit von Lorentz-Plasmen [Spi67]

sp (4me)? 1,016 11< 3r—3 )

g

e E3/2ml/2e2 Z Ly, Lop = 2 Z2(1+ 2) (4.19)

mit dem Coulomb-Logarithmus aus der Spitzer-Theorie Lg,, sieche auch [CSR50, SH53]. Die
Ergebnisse von Spitzer basieren auf der Losung der Boltzmann-Gleichung, in der der Stof3-
term als Diffusionsprozess behandelt wird. Gemeinsam mit dem Drift-Term wird aus der
Bolzmann-Gleichung eine Drift-Diffusions-Gleichung (Fokker-Planck Gleichung), welche nu-
merisch gelost wurde [CSR50, SH53]. Die Beriicksichtigung von Elektron-Elektron Stofien ist
moglich und wurde von Spitzer et al. durchgefiihrt. Der Einfluss wurde als Faktor dargestellt
und betrigt fiir das vollstéindig ionisierte Wasserstoffplasma (Z = 1): R = o7 +ee /0’ =

0,582. Anstelle des Vorfaktors sfip = ngA = 1,016, der ebenfalls aus der Relaxations-
zeitndherung (RTA) erhalten wird, siehe [LM84], wurde eine Reduktion um fast einen Faktor
2 infolge von Elektron-Elektron Sté8en gefunden s§1 oo = 0,591

Im Vergleich der Niederdichtegrenzfille, Gln. (4.17), (4.18), aus der klassischen Streu-
theorie (anwendbar bei I' < 1 und I'?0© > 1) mit Gln. (3.87), (3.142) aus der Born’schen
Néherung (anwendbar bei #2 < 1 und I'?0 < 1) fillt auf, dass sie im fithrenden Term
iibereinstimmen (£ — —In(ne)/2). Abweichungen durch Effekte starker St6Be entstehen in
hoheren Termen, dhnlich wie bei der Beriicksichtigung der dynamischen Abschirmung, siehe

Abs. 3.4.2 und 3.5.2.

4.1.3 Wentzel-Kramers-Brillouin Methode (WKB Naherung)

Alternativ zur Calogero-Gleichung Gl. (3.120) kénnen die Streuphasen aus der Losung der
radialen Schrodinger-Gleichung gewonnen werden, siehe beispielsweise [LL77, MMG65].

Nach der Methode von Wentzel, Kramers und Brillouin - im Folgenden als WKB oder
semiklassische Ndherung bezeichnet - wird die Radialwellenfunktion um A — 0 entwickelt.
Damit werden in dieser Naherung zwar Welleneigenschaften des gestreuten Elektrons weiter-
hin berticksichtigt, gequantelte Gréflen, wie beispielsweise die Anzahl der Bindungszustdnde
aus dem Levinson-Theorem gehen verloren. Grundsétzlich ist die WKB Néaherung daher fiir
hohe kinetische Energien verglichen mit dem Potential K = M anwendbar. Aus den um

h ~ 0 entwickelten radialen Wellenfunktionen kénnen die Streuphasen gewonnen werden,
siehe [MM65, LL77]:

WKB1 _ T 1\ 7
5€ = 9 (ﬁ + 2) k’f'() +
o

mit dem klassischen Umkehrpunkt rg > 0, definiert durch die Nullstelle des Wurzelausdrucks
k2 = (00 2mey () Fiir den Fall (V = 0) folgt ;™" = 5 (¢4 1 — \/A{T+ 1)), obwohl
gar keine Streuung stattfindet (6, = 0). Fiir grofie Drehimpulse € > 1 wird diese fundamentale
Bedingung asymptotisch erfiillt, weswegen die WKB Néaherung auch vor allem bei héheren
Partialwellen Anwendung findet. Von Langer [Lan37] wird eine Modifikation vorgeschlagen,
die dieses Problem grundlegend behebt, \/¢({ + 1) — ¢ + %, sodass die WKB Naherung
auch fiir kleinere Streuphasen angewandt werden kann. Langer’s Trick fiihrt auflerdem dazu,
dass in WKB Niherung die Bindungsenergien eines attraktiven Coulomb-Potential korrekt

\/k:2 - W; D_ 27;601/(1“) — k| dr, (4.20)
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erhalten werden. Die Streuphasen in WKB Naherung sind nach Langer’s Trick allgemein
gegeben durch [MM65, JoaT75]

2
WKB _ T 1 ( 2) 2Mec
b} _2<£+2> _kr0+/ Jkﬁ— T T V(r)—k|dr, (4.21)
To

und speziell fir das Debye-Potential gilt

2
1 7 e+ 1 -R
6WKB(K,M):72T<£+2>—\/KRO+/ JK—( Rj) +M6R ~VE|dR. (4.22)
Ro

Zunéchst wird der klassische Umkehrpunkt Ry ermittelt. Zu 16sen ist die algebraische Glei-
chung

2
0=K (©+3) M 1.23
=K — I + Ro (4.23)
Bei festgehaltenen M und ¢ bewirken hohere Energien K > K@) kleinere Nullstellen

R(2) < R(l) Fiir hohe Energien K > M kann der exponentielle Term entwickelt werden
RO ~ 1 — Ry und die algebraische Gleichung léisst sich zu einer quadratischen Gleichung

umformen. Sowohl fiir K > M? als auch fiir £ > T -5 gllt
l+3
Ry = \/7{2 : (4.24)

Bei festgehaltenen K und M verschiebt sich die Nullstelle Ry mit wachsendem ¢(1) > ¢(2)
zu hoheren Werten R(l) > R(()2). Im Fall ¢ > VK ist der exponentiell abfallende Term
vernachléssigbar, und man erhélt ebenfalls Gl. (4.24) fiir die Nullstelle. Im Fall attraktiver
Potentiale (Elektron-Ion St68e) kann Gl. (4.23) bei niedrigen kinetischen Energien K < M /5
mehrere Nullstellen besitzen. In diesen Féllen ist die WKB Néherung nicht anwendbar.

Der Wurzelterm in Gl. (4.22) kann folgendermaflen umgeschrieben werden

(12 e R \/ e+ 1/2)2\/ MReF
\/K w M =K VY e e (4.25)

Nach der Entwicklung des hinteren Wurzelterms /1 + x = 1+xz/2+ O(z?) folgt eine einfache
Darstellung der Streuphasen

o —R 2 g
5V KB = 1M 1 ) (M ) 1ﬁlc < 2 ) . (4.26)
2VK (e+1)?
(+3)/VE | R? — 2~

Ko(z) ist die modifizierte Bessel-Funktion zweiter Art und besitzt die Eigenschaften

Ko(z < 1)=—In (;) — v+ 0@ (), Ko(z>1)= \/Ze_x (1 +0 (i)) . (4.27)
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Die Streuphasen wachsen zunéchst logarithmisch an. In dem Ubergang von ¢ < VK zu
¢>> VK fallen die Streuphasen rapide ab. Ab einer Stelle foyt = (’)(\/? ) tragen sie praktisch
nichts mehr zu den Streuquerschnitten bei und kénnen vernachléssigt werden. Um das zu
veranschaulichen, werden die partiellen Streuquerschnitte eingefiihrt

Qf = sin® [6p—1 — &) , (4.28)
_ D] ee+1) B
vZ = |} + 5 20+ 1 sin [(54_1 6@] . (4.29)

Mit den Streuphasen Gl. (4.26) gilt fiir die partiellen Streuquerschnitte

2

14 1 101
T, Mr<<e<<\F K [m (1 toT %> KT (4.30)
2
1 (=) (e +1) 2 es1 1
° u ~ |1 In {1 —. 4.31
QV72\]\/%<<€<<VK 4K [ + 2 20 1+ 1 n + 5_% = 2KV ( 3 )

Fiir £ > /K fallen die partiellen Streuquerschnitte exponentiell, ein Abbruch der Reihe bei
bt = aV' K wird angenommen

o/ oo _ I
T/v ZQT/V,EZ Z QT/V,E' (432)

Fiir den Fall hoher kinetischer Energien K > M? folgt fiir die Streuquerschnitte

1 [y | ~ 1
| [evEl 1 |
o = o= Z‘l Z+ATZ¢FJ =ox {ln (a\/f)+v+A§§+O<\/F)] , (4.34)

mit A = 7, £ 1n? (1 + %) — 1 = A% + O(z71), wobei AY ~ 0,2419, und A% =
S [+ G EED m? (14 545) — £ = A%+ O(!), wobei AL ~ —0,6639.

Gln. (4.33), (4.34) stimmen asymptotisch mit der Born’schen Ndherung Gln. (4.6), (4.8)
iiberein. Damit wird die Giiltigkeit der Born’schen Niherung fiir K > M? gestiitzt. Durch
Vergleich kénnen die Parameter a jeweils fixiert werden a® = 0,535 und a®® = 0,625. Genauer
gilt In(a®) + A% = In(2) — v — § und In(a®) + A% =1In(2) — v — 5.

Fiir den Fall moderater kinetischer Energien K > M und K < M? lassen sich die
Streuquerschnitte in zwei Anteile zerlegen

o/ i/ i/ RS
Qe = Z Qrjve = Z Qrjve T Z Qryye (4.35)
=

€2+
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Der erste Anteil liefert dabei maximal

577 577
' 2 1 (1 3J/K 4K
Q%‘,g < Z 726 < 5K <2 + M + W) ) (4.36)
/=1 =1
e I+ 5]
1 1 (1 3VK
ce o Lo~ |2 4.37
2 Qe = g e <2K<4+2M+M2>’ (4.37)

und ist gegeniiber dem zweiten Anteil klein

lavVK] y 1 lavVK | 1
Z QT/V,K = ﬁ Z Z +AL‘“/EJ — Al"'t%J s (438)
l= 2+L J _e:zﬂ%J
17 41K 1
Z oy L v 237 RERERLTE B
K
laVK | i
1 4K 5
Yl el v B Rt : 4.4
= 2+ZL: JQM 2K -n<2\/K+M> 771 U+25%J (4.40)

Zu bemerken ist, dass neben dem ersten Anteil auch hohere Entwicklungsterme der Wur-
zel, Gl. (4.25), im Fall K < M? Beitrige o« 1/K liefern. Dennoch wird der fiihrende Term
In(K/M)/2K durch den zweiten Anteil gegeben und stimmt asymptotisch mit den klas-
sischen Streuquerschnitten, Gln. (4.13), (4.14), tberein. Die WKB Niherung bietet somit
als iibergeordnete Néherung im Niederdichtegrenzfall (I' < 1) eine geeignete Interpolati-
on zwischen Born’scher Niherung fiir hohe Temperaturen (I'?6© < 1) und der klassischen
Streutheorie fiir tiefe Temperaturen (20 > 1).

Allerdings ist der Giiltigkeitsbereich der WKB Naherung weitergefasst. Bereits bei klei-
neren Energien K ~ M > 1 werden gute Ubereinstimmungen zwischen der WKB Néherung
und den numerisch ermittelten Sreuphasen beobachtet, siche Abb. 4.2 (b). Das erlaubt mit
Hilfe der WKB Naherung weitere Analysen der Streuquerschnitte durchzufithren. Numerische
Berechnungen in dieser Arbeit ergaben ein globales Maximum der Streuquerschnitte bei

OF ax (K, M 2 8) ~ Q%(K = 0,25M, M > 8) ~ 0,8/M, (4.41)
Q% ax (K, M 2 8) ~ Q(K = M, M > 8) ~ 0,19/(M +1). (4.42)

Unter Beachtung dieses Resultats und der zuvor berechneten Grenzfille werden im néchsten
Abschnitt Interpolationsformeln fiir den Elektron-Ion Transportquerschnitt und den Elektron-
Elektron Viskositdtsquerschnitt angegeben.

4.1.4 Fitformeln und Vergleich mit numerischen Daten

Zur vereinfachten Handhabung der T-Matrix Naherung erweisen sich analytische Formeln fiir
Streuphasen oder gar fiir die Streuquerschnitte als hilfreich. Dazu werden zunéchst numeri-
sche Ergebnisse der Streuphasen mit den Formeln aus der Born’schen Néherung, Gl. (4.10),
und der WKB Néaherung, Gl. (4.22), verglichen. Anschliefend werden die Verlaufe der Trans-
portquerschnitte fiir verschiedene Stéarken des Potentials M. analysiert und mit Fitformeln
verglichen.
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In Abb. 4.2 sind dazu Streuphasenrechnungen fiir ein schwaches Potential (M = £0,1)
und fiir ein starkes Debye-Potential (M = £10) gezeigt. Bei hohen Energien und hoheren
Drehimpulsquantenzahlen ¢ sind die Streuphasen klein und werden sowohl durch die WKB
Naherung als auch durch die Born’schen Naherung gut beschrieben. Beide Naherungen gehen
ineinander iiber.

Bei schwachen Potential ist eine Symmetrie der Streuphasen fiir attraktive (M > 0) und
repulsive Potentiale (M < 0) zu erkennen. Schwache St68e werden wie erwartet entsprechend
der symmetrischen Born’schen Ndherung beschrieben. Durch die WKB Néherung kann le-
diglich der qualitative Verlauf der Streuphasen verstanden werden. Hingegen bei starken
Potentialen eignet sich die WKB Né&herung im Rahmen ihrer Auswertbarkeit (K > M/5), da
Bindungszustédnde bedingt durch das Levinson Theorem nicht reproduziert werden kénnen.
In der Born’schen Ndherung werden ebenfalls keine Bindungszustdnde beriicksichtigt, fiir die
Born’schen Streuphasen gilt stets d,(0) = 0.

0,06~ 4

I M =0,1
0,04 K = 20/a, -
0,02 e 4
T IUSEMINERR S
£ o e e
™ F oy
-0,02|-| * numerisch
W
004H— 7120 4
Ll-7=1 M, =0,1
-0,06---1=2 K =10/a,-
Ll | | YT | ool
10t 107 107 10" 10" 100 100 10’
K = k?/x?

Abb. 4.2: Elektron-Ion und Elektron-Elektron Streuphasen dy fiir £ = 0; 1; 2 fiir ein (a): schwa-
ches (|M| = 0,1) und (b) starkes (|M| = 10) Debye-Potential. Numerische Ergeb-
nisse (+) werden mit den Formeln der Born’schen Néherung (blau), Gl. (4.10), und
der WKB Néherung (rot), Gl. (4.22), verglichen.

Die Bindungszustdnde beeinflussen den Transportquerschnitt strukturell. Abb. 4.3 zeigt
den skalierten Transportquerschnitt der Elektron-Ton Stéfe. Fiir schwache Potentiale 0 <
M < 1,7 steigt der skalierte Transportquerschnitt an, siche Abb. 4.3 (a). Bei etwa M ~ 1,7
bildet sich der 1s-Zustand. Dieser bewirkt ein Absenken fiir M > 1,7, welches zunéchst
reguldr erfolgt, siehe Abb. 4.3 (b). Allerdings fithrt der Aufbau des 2s-Zustandes bei et-
wa M = 6,45 zur Auspriagung einer Schulter im skalierten Transportquerschnitt. Diese und
weitere Bindungszustinde bilden fiir kleine Energien (K < M) Strukturen im Transport-
querschnitt aus, sieche Abb. 4.3 (b). Fiir die Korrelationsfunktionen sind sie vor allem bei
tiefen Temperaturen 7' < 10* K von Interesse. Fiir die Kraft-Kraft Korrelationsfunktionen in
Plasmasystemen spielen sie eine untergeordnete Rolle. Damit kénnen vereinfachte Fitformeln
konstruiert werden, die derartige Strukturen nicht erfassen. Fiir den skalierten Elektron-Ion
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Transportquerschnitt wird die folgende Fitformel vorgeschlagen (M > 7):

QY(K, M) = i {m [1 +4Km] - <1 + é&) 1} : (4.43)
. eU+am) ™ 1 132 i

g9 (K, M) = —— o —— [0,40 (M - M) - 11 + 14 ¢ (K, M), (4.44)

he (K, M) = 0,40 <M - E)Q + ¢ (K, M), (4.45)

¢°(K, M) = 0,50K + 2,4VKM . (4.46)

Die Fitformel &hnelt in ihrem Aufbau der Born’schen Niaherung, Gl. (4.6). In der Konstruktion
der Korrekturen g(K, M) und h(K,M) wurde die Nichtnegativitat sichergestellt. Die im
vorigen Abschnitt diskutierten Grenzfille der WKB Néherung werden reproduziert.
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Abb. 4.3: Skalierter Elektron-Ion Transportquerschnitt Q’?Pi fiir verschiedene Potentialstarken
M = 2Z/(kap). Numerische Resultate der T-Matrix werden mit Fitformeln aus die-
ser Arbeit, Gl. (4.43), von Ropke und Redmer [RR89] und Sigeneger et al. [SAR'8S]
verglichen.

In den Abb. 4.3 (c),(d) wird die vorgeschlagene Fitformel mit numerischen T-Matrix
Rechnungen sowie anderen Fitformeln von Ropke und Redmer [RR89] und Sigeneger et al.
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[SAR'88] verglichen. Die numerischen Rechnungen erfolgten fiir M < 100 durch Losen der
Calogero-Gleichung mittels Runge-Kutta Verfahren, sowie dem Losen der radialen Schréodinger-
Gleichung mit dem Numerov Verfahren, siehe [SAR'88], fir M > 100 wurde die WKB
Nédherung benutzt. Mit der vorgeschlagenen Fitformel, Gl. (4.43), lassen sich die numerischen
Transportquerschnitte sehr gut approximieren. Gute Ubereinstimmungen sind teilweise auch
mit der Fitformel von Ropke und Redmer [RR89] zu finden. Die Formel von Sigeneger et
al. [SART88] ist fiir die Beschreibung des Elektron-Ton Transportquerschnittes weniger gut
geeignet. Verbesserungen der vorgeschlagenen Fitformel sind vor allem bei kleineren Energi-
en erforderlich. So besteht beispielsweise die Moglichkeit den Einfluss der Bindungszustinde
detaillierter zu analysieren und besser zu beriicksichtigen. Vor allem fiir starke Potentiale
(M > 100) sind sorgféltige numerische Auswertungen vor allem fiir kleinere Energien nétig,
in denen eine Berechnung der Streuphasen durch die WKB Néherung nicht moglich ist.
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Abb. 4.4: Skalierter Elektron-Elektron Viskositdtsquerschnitt Q¢ fiir verschiedene Potenti-

alstidrken Mee = —1/(kap). Numerische Resultate der T-Matrix werden mit Fitfor-
meln aus dieser Arbeit, Gl. (4.47), und von Ropke und Redmer [RR89] verglichen.

Da fiir repulsive Potentiale (Mg, < 0) keine Bindungszustiande vorliegen, ist fiir alle Ab-
schirmparameter ein reguldres Verhalten beobachtbar, siche Abb. 4.4 (a). Damit vereinfacht
sich die Analyse gegeniiber den Elektron-Ion Stéflen drastisch, und die folgende Fitformel fiir
den (skalierten) Viskositatsquerschnitt der Elektron-Elektron Sto8e, anwendbar fir beliebige
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Potentialstiarken M., wird vorgeschlagen:

1 1 1 g (K, Mee)] 5}
e — J14—(3- In |1 44K Tomee) ) 2 4.47
& 4KH +4K( 2+4K>} n[ T e )] T 2 (4.47)
. Sl B-m)] T g , "
9% (K, Mee) = e (0.20M2 + [Mec|) + 14 (K, Mee),  (4.48)
he(K, Meo) = 0,20M2, + |Meo| + 1 + ¢°°(K, Mee) (4.49)

¢*°(K, Mee) = 0,10K + 0,651/ K (| Mee| + 10) . (4.50)

Wie schon die Fitformel des Elektron-Ton Transportquerschnitts, Gl. (4.43), dhnelt auch die-
se Fitformel in ihrem Aufbau der Born’schen Néherung, Gl. (4.6). In der Konstruktion der
Korrekturen g(K, M) und h(K, M) wurde die Nichtnegativitiat sichergestellt. Numerische
Berechnungen, die insbesondere den Ubergang in die Born’sche Niherung (M — 0 ) zei-
gen, wurden dabei ebenso beriicksichtigt, wie die Grenzfille der WKB Néaherung bei starken
Potentialen, siehe Abs. 4.1.3.

In Abb. 4.4 (b)-(d) wird die vorgeschlagene Fitformel mit numerisch berechneten T-
Matrix Rechnungen und der Fitformel von Répke und Redmer [RR89] verglichen. Sehr gute
Ubereinstimmungen kénnen mit der vorgeschlagenen Fitformel erzielt werden, die Fitformel
von Ropke und Redmer zeigt starke Abweichungen, die moglicherweise auf die Behandlung
des Austauschterms zuriickzufiihren sind, der fiir die Elektron-Elektron Stofe eine wesentliche
Rolle spielt. Auch fiir die vorgeschlagene Fitformel sind Verbesserungen bei kleinen Energien
(K < M) bei starken Potentialen (|Mee| > 100) denkbar. Dazu sind allerdings weitere
sorgfiltige numerische Auswertungen jenseits der WKB Néherung erforderlich.

Mit Hilfe der berechneten Elektron-Ion Transportquerschnitte und Elektron-Elektron Vis-
kositatsquerschnitte ist die Analyse von Transportgréfien moglich. Speziell die Fragestellung
nach dem Einfluss der Elektron-Elektron Stéfle auf die elektrische Leitfahigkeit wird im
néchsten Abschnitt aufgegriffen und fiir beliebige Entartungsparameter © und Ionenladungen
Z in einem grofien Temperaturbereich 7' = 10% — 10% K untersucht.

4.2 Einfluss der Elektron-Elektron-StoBe auf Transporteigenschaften
volistandig ionisierter Plasmen

Die Frage nach dem Einfluss der Elektron-Elektron St68en auf Transporteigenschaften wie der
elektrischen Leitfdhigkeit beschéftigt die theoretischen Physiker seit mehreren Jahrzehnten.
In verschiedenen Arbeit von Spitzer et al. [CSR50, SH53] wird ausgehend von der Boltzmann-
Gleichung der Stofiterm als Diffusionsprozess behandelt. Es entsteht eine Fokker-Planck Glei-
chung, die sowohl Elektron-Ion als auch Elektron-Elektron Stéfe enthélt. Der Vergleich lie-
ferte schlieBlich einen faktoriellen Unterschied zwischen der Lorentz-Leitfihigkeit o (ohne
Elektron-Elektron St68e) und der totalen Leitfahigkeit

Uei+ee — RSgitzero_ei ’ (4.51)

wobei ngitzer einen Korrekturfaktor nach Spitzer darstellt. Er kann auf Berechnungen ange-
wandt werden, die Elektron-Elektron Stofle grundséatzlich vernachléssigen, wie beispielsweise
die einfach handhabbare Relaxationszeitndherung. So stellten beispielsweise Lee und More
[LM84] eine einfache Losung der Boltzmann-Gleichung iber die Relaxationszeitnédherung vor,
und konnten wesentliche Ergebnisse von Spitzer wie die Vorfaktoren der Transportgrofien fiir
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das Modell des Lorentz-Plasmas reproduzieren. Umgekehrt bietet der Korrekturfaktor auch
Experimentatoren die Moglichkeit, gemessene Daten mit einfachen Modellen zu vergleichen.

Die Spitzer-Theorie sowie auch die Relaxationszeitndherung nach Lee und More beschrei-
ben lediglich die Transportgréflen im Niederdichtegrenzfall. Im hochentarteten Grenzfall
O <« 1 fiihrt die Relaxationszeitndherung auf die sogenannte Ziman-Formel. Obwohl die
Ziman-Formel als Relaxationszeitndherung Elektron-Elektron Stéfle vernachléssigt, ist sie
bei der Beschreibung der elektrischen Leitfdhigkeit dichter Systeme wie z.B. bei fliissigen
Metallen [RRR192] oder Weilen Zwergen und Neutronensternen [FI76] erfolgreich. Die na-
heliegende Interpretation, dass fiir entartete Systeme die Elektron-Elektron Stéfle keine Rolle
spielen, fiihrt auf verschiedene empirische Ansétze, den Korrekturfaktor dichte- und tempe-
raturabhéngig durch den Entartungsparameter ©(n,T") darzustellen. So wurde von Stygar et
al. [SGF02] (Z =1)

0,418

RSWear (@) = 0,582 + ,
“ 1406 (14 )

(4.52)

der Korrekturfaktor aus Vergleich mit der LRT angefittet. Fortov et al. [FTZ"03] schlagen
die folgende Fitformel vor (Z = 1)

0,418
Vi+e?

Die Annahme, den Korrekturfaktor durch den Entartungsparameter darzustellen, wird im
Rahmen des quantenstatistischen Zugangs in Abs. 4.2.2 iiberpriift. Da die Frage nach der Re-
levanz der Elektron-Elektron Stéfle mit jener der hoheren Momente einhergeht, siehe Abs. 3.5,
wird zuvor in Abs. 4.2.1 der Einfluss hoherer Momente fiir beliebige Ionenladungen Z im Nie-
derdichtegrenzfall untersucht. Dichteabhingige Berechnungen fiir das Modell des vollstandig
ionisierten Wasserstoffs Z = 1 werden in Abs. 4.2.3 mit MD Simulationen verglichen.

REertov(@) = 0,582 + (4.53)

4.2.1 Der Einfluss hoherer Momente

In dem Zugang der Linearen-Response Theorie entspricht die Ein-Moment Néherung der
Ziman-Formel aus der kinetischen Theorie. Sie setzt allerdings eine Gleichgewichtsverteilung
der Elektronen voraus (Fermi-Verteilung). Allerdings hemmt der Elektron-Ion Stofiprozess
nicht nur die Ladungstriager des elektrischen Stromes, sondern dndert (deformiert) ihre Ver-
teilung. In der kinetischen Theorie kann dies durch eine Entwicklung der Verteilungsfunktion
nach einem orthonormalen Funktionssystem z.B. nach Sonine-Polynomen [CC53, SF58] oder
Hermiteschen Polynomen [Gra58] erfolgen. In der Lineraren-Response Theorie wird dies im
Rahmen der Mehr-Momenten Néherung erzielt. In der Mehr-Momenten Naherung ist zudem
eine explizite Beriicksichtigung der Elektron-Elektron Stée moglich.

Die Deformation der Verteilungsfunktion wirkt sich im Niederdichtegrenzfall als ein von
der Temperatur unabhéingiger Faktor aus. Durch die Beriicksichtigung héherer Momente wird
eine Konvergenz zu diesem Faktor gezeigt. Werden Elektron-Elektron-Stéfle vernachléssigt,
so ist der Faktor, sobald das 4. Moment beriicksichtigt wird, konvergiert. Doch bereits mit
dem 3. Moment sind die Abweichungen unter 5%, siehe Tab. 4.1.

In [HRRW84] wurde vereinfacht angenommen, dass sich die Elektron-Elektron Korrelati-
onsfunktionen auf gleiche Weise auswerten lassen, wie die Elektron-Ion Korrelationsfunktio-
nen. Fir die Sétze ungeradzahliger Momente des Energietransports, {P1, P3, P5...}, wurden
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genauere Auswertungen der Elektron-Elektron Korrelationsfunktionen durchgefiihrt, siehe
[RRT89]; eine Korrektur bei Beriicksichtigung geradzahliger Momente blieb bislang aus. Eine
wesentliche Schwierigkeit ist dabei, dass die f};7-Terme bei entsprechenden Korrelationsfunk-
tionen keine fiir die Auswertung des Dreifach-Integrals einfachen Polynome liefern. In dieser
Arbeit ist erstmals eine Auswertung gelungen, siche Abs. 3.5.1. Hierfiir sind die f}jf-Terme fiir
die Berechnung des Niederdichtegrenzfalls in eine Taylor-Reihe um @) = 0 entwickelt worden.
Dieser langwellige Grenzfall wird durch den Mittelwertsatz der Integralrechnung gestiitzt,
siehe Abs. 3.5.1 und 3.5.2.

Tab. 4.1: Vorfaktoren der elektrischen Leitfihigkeit s, der Thermokraft ¢ und der War-
meleitfahigkeit L im Niederdichtegrenzfall des vollstdndig ionisierten Wasserstoffs
(Z = 1) bei Vernachlissigung (ei) und Beriicksichtigung der Elektron-Elektron
StoBe (el + ee).

Sei SeiJree aei aei+ee Lei LeiJree
Kinetische Theorie
Fokker-Planck-Gleichung [SH53] 1,0159 0,5908 1,5000 0,7033 4,0000 1,6218
Relaxationszeitndherung [LM84] 1,0159 - 1,5000 - 4,0000 -
Grad’s 13-Momente [Gra58] 0,972 0,578 1,154 0,804 3,678 1,621

Kohlers Variationsverfahren [App61] 1,01 0,58 1,52 0,72 3,84 1,64

Lineare- Response-Theorie

Ein-Moment P; [HRRW84] 0,2992  0,2992 - - - -
Sétze ungerader Momente {P;}

l € {1;3} [RRT89] 0,9724 0,5781 11,1538 0,8040 0,5917 0,6936
I € {1;3;5} [RRTSY] 1,0145 05834 1,5207 0,7110 3,6781 1,6215
l € {1;3;5;7} [RRT8Y] 1,0157 10,5875 11,5017 0,7139 3,9876 1,6113
l€{1;3;57;9} [RRTSY] 1,0158 0,5892 1,5004 0,7093 3,9978 1,6140
1 €{1;3;5;7;9;11} [KRRR13] 1,0159 0,5900 1,5001 0,7067 3,9993 1,6167
Sétze ganzer Momente { P}

le{1;2} 0,8322 05855 - - - -
le{1;2;3} 1,0077 0,5903 1,3818 0,6846 2,0027 1,3515
I e {1;2;3;4} 1,0159 0,5910 1,5000 0,7007 3,7055 1,5806
le{1;2;3;4;5} 1,0159 0,5911 1,5000 0,7035 3,9946 1,6181
I € {1;2;3;4;5;6} 1,0159 0,5911 1,5000 0,7030 4,0000 1,6210
Sétze ausgewdhlter Momente {P;}

I e {1;3;4} 1,0159 0,5857 1,5000 0,6947 3,2464 1,5908
le{1;3;6} 1,0110 0,5816 1,5195 0,7287 3,9412 1,6046
l€{1;2;3:6) 1,0151 05911 1,5031 0,7032 3,9907 1,6191
I € {1;3;4;6} 1,0159  0,5896 1,5000 0,7091 4,0000 1,6112
I € {1;2;3:4;6) 1,0159 0,5911 1,5000 0,7033 4,0000 1,6205

Die Werte fiir die Starke der Korrelationsfunktionen Bjj sind in Tab. 3.1 angegeben. Mit
Hilfe dieser Werte ist die Berechnung der dimensionslosen Vorfaktoren der Transportgréfien
moglich. Ergebnisse fiir das vollstandig ionisierte Wasserstoffplasma (Z = 1) sind in Tab. 4.1
dargestellt. Hierbei werden bekannte Resultate aus der Kinetischen Theorie mit dem Zugang
der Linearen-Response-Theorie verglichen, in der wiederum verschiedene Sétze von relevanten
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Observablen betrachtet wurden. Grundsétzlich ist eine gute Ubereinstimmung zwischen Kine-
tischer Theorie und der Linearen-Response-Theorie zu erkennen. Speziell in der 3-Momenten-
Néaherung liegen Abweichungen unterhalb von 3% vor, fiir die elektrische Leitfahigkeit sogar
schon in einer Zwei-Momenten-Néherung. Wie in Abs. 3.4.1 bereits gezeigt, und von Héhne
et al. [HRRW84] diskutiert, konnen unter Einbeziehung des vierten Moments konvergier-
te (exakte) Werte des Vorfaktors der elektrischen Leitfdhigkeit und der Thermokraft fiir
das Lorentz-Plasma (ohne ee-Stéfie) gefunden werden. Die zusitzliche Berticksichtigung des
sechsten Momentes liefert den konvergierten (exakten) Wert fiir die Lorentz-Zahl L¢ = 4.
Bei der Beriicksichtigung von Elektron-Elektron Sté8en ist unter Einbeziehung des zweiten
Moments eine deutlich schnellere Konvergenz sichtbar. Da anders als bei den Elektron-Ion
Korrelationsfunktionen bisher kein systematisches Verhalten der Elektron-Elektron Korrela-
tionsfunktionen in [ und !, insbesondere fir Bjjj, angegeben werden kann, sind Berechnungen
exakter Werte fiir die Vorfaktoren der Transportgrofien unter Berticksichtigung der Elektron-
Elektron St6Be bislang nicht moglich. Somit hdngen die Ergebnisse, wenn auch nur schwach,
vom Satz der relevanten Observablen ab.

In Abb. 4.5 ist die explizite Abhéngigkeit der Vorfaktoren von der Ionenladung Z darge-
stellt. Durch den kontinuierlichen Verlauf kénnen partiell ionisierte Systeme iiber eine effek-
tive Ladungszahl Z beriicksichtigt werden. Neben den Ergebnissen der Kinetischen Theorie
sind die Ergebnisse verschiedener Sitze ausgewéhlter Momente als relevante Observablen ge-
zeigt. Im Detail wurden neben dem ersten Moment (Gesamtimpuls P;) die Zunahme héherer
Momente untersucht. Eine rasche Konvergenz ist festzustellen, die die Betrachtung eines end-
lichen Satzes relevanter Observablen rechtfertigt. Fiir die Vorfaktoren des thermoelektrischen
Transports kénnen bereits in der Drei-Momenten Niherung sehr gute Ubereinstimmungen
mit den Rechnungen von Spitzer erzielt werden. Korrekturen zur Vier-Momenten N&herung
sind fiir die elektrische Leitfahigkeit und fiir die Thermokraft kaum sichtbar. Auch fir die
Lorentz-Zahl sind Abweichungen klein, wenn neben dem ersten und dritten Moment das
sechste Moment hinzu genommen wird.

In Abb. 4.5 (b) sind die Abweichungen der elektrischen Leitfahigkeitsvorfaktoren berech-
(2)

net in Zwei-Momenten Ndherung s

mit Rechnungen aus einer Sechs-Momenten Néherung
s((f) (Satz: {P1;...;Pg}) gezeigt. Die Giite wird durch relative Abweichungen bestimmt
(6)

S
Asg = ¢!
S

(2)
o (4.54)

—s
(6)
cl
Es erscheint, dass das zweite Moment Ps fiir kleine Ladungszahlen Z < 3 und das vierte
Moment Py fiir groe Ladungszahlen Z > 3 geeignet sind. Das dritte Moment (Wérmestrom
P3) eignet sich hingegen durchweg, Fehler < 6%, fiir die Beschreibung der elektrischen
Leitfahigkeit. Es wird daher in den spéteren Kapiteln in einer Zwei-Momenten Naherung
mit dem Gesamtimpuls P; und dem Warmestrom Pj3 als relevante Observablen gearbeitet.
Die Abb. 4.5 (d) und (f) zeigen analog zu Abb. 4.5 (b) die Abweichungen der Vorfaktoren
der Thermokraft und der Lorentz-Zahl. Aac und AL sind analog zu Gl. (4.54) definiert.
Da die Zwei-Momenten Ndherung allerdings nicht ausreichend ist, vgl. mit Abb. 4.5 (¢) und
(e), werden Sétze der Drei-Momenten Néherung angeschaut. Die Drei-Momenten Ndherung
stellt eine deutliche Verbesserung zur Zwei-Momenten Néherung dar. Fiir das ungerade Mo-
ment Pj liegen die Abweichungen unterhalb von 5% bei dem Vorfaktor der Thermokraft
und bei bis zu 8% bei der Lorentz-Zahl. Die ungeraden Momente sind insofern von Interesse,
da sich die entsprechenden Elektron-Elektron Korrelationsfunktionen bislang als Einzige fiir
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beliebige Dichten auswerten lassen. Trotzdem féllt besonders das sechste Moment Pg auf.
Einerseits liefert es gemeinsam mit dem vierten Moment den exakten Wert der Lorentz-Zahl
bei Vernachlissigung der Elektron-Elektron Stéfle, siehe Abs. 3.4.1, und andererseits sind
auch mit Elektron-Elektron Stéflen (sogar ohne das vierte Moment) die Abweichungen zur

Lorentz-Zahl unterhalb von 4%.
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Abb. 4.5: Vorfaktoren des thermoelektrischen Transports im Niederdichtegrenzfall in Ab-
héngigkeit der lonenladung Z. Ergebnisse aus der Linearen-Response Theorie wer-
den im Rahmen einer Mehr-Momenten Néherung mit Resultaten der Kinetischen

Theorie verglichen.
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In den Abb. 4.5 (a), (c) und (e) zeigt sich weiterhin deutlich, dass fiir Plasmen mit
hoher Ionenladung Z > 1, z.B. staubige Plasmen, das Modell des Lorentz-Plasmas (Rela-
xationszeitndherung) die Transporteigenschaften angemessen beschreibt. Bereits von Spitzer
ermittelt [SH53], sinkt der Einfluss der Elektron-Elektron Stéfle fir Z > 1. Umgekehrt fallt
ein interessanter Aspekt fiir die elektrische Leitfahigkeit partiell schwach ionisierter Plas-
men (Z < 1), z.B. Edelgasplasmen, auf: Die Ein-Moment Ndherung der Linearen-Response-
Theorie, dquivalent zur Ziman-Formel der Kinetischen Theorie, beschreibt bereits den Trans-
port schwach ionisierter Plasmen angemessen. Eine Korrektur durch hohere Momente ist in
diesem Fall nicht notwendig. Schwache Ionisationsgrade, reprisentiert durch Z < 1, haben ei-
ne kleine freie Elektronendichte zur Folge. Dennoch ist speziell fiir die elektrische Leitfahigkeit
die Ziman-Formel, original entwickelt fiir Festkorper, der Brooks-Herring Formel, eine expli-
zite Niederdichteentwicklung, vorzuziehen. Obwohl auch die Ziman-Formel keine Elektron-
Elektron Stofle explizit enthélt, erfasst sie den Effekt der Elektron-Elektron Stéfle im Fall
7 < 1 vollstdndig. Die Ursache liegt hierbei bei der Deformation der Verteilungsfunktion.
Elektron-Ion StéBe deformieren die Verteilungsfunktion der Elektronen. Die Aquilibrierung
infolge von Elektron-Elektron StéBen wirkt der Deformation entgegen, vgl. Tab. 4.1. Beide
Stoprozesse finden auf verschiedenen Zeitskalen statt, etwa 7ei /Tee X Ne(€2)?/ni(Ze?)? =1/2
bzw. ds¢ /dS < 1/Z (1,1 # 1). Fiir Z > 1 kénnen die Elektron-Elektron Sté8e die vergleichs-
weise starken Elektron-Ion Stéfle nicht ausgleichen, die Brooks-Herring Formel ist giiltig;
fir Z <« 1 sind Elektron-Elektron Sté8e vergleichsweise haufiger, die Deformation durch
Elektron-Ion Stéfle wird vollstdndig kompensiert, der Transport lasst sich iber die idea-
le Fermi-Verteilung beschreiben und die Ziman-Formel bekommt Giiltigkeit. Die Elektron-
Elektron StéBe nehmen daher trotz Impulserhaltung indirekt Einfluss auf Transporteigen-
schaften. In Abs. 5.2 wird dieser Effekt auch im PIP Modell beobachtet.

Im néchsten Abschnitt wird die elektrische Leitfahigkeit betrachtet. Der Einfluss der
Elektron-Elektron Stéfle sowie der héheren Momente wird in Abhéngigkeit von Dichte und
Temperatur untersucht. Beide Effekte lassen sich kompakt iiber das Konzept der Renormie-
rungsfunktion quantifizieren.

4.2.2 Das Konzept der Renormierungsfunktion und der Korrekturfaktor fiir die
elektrische Leitfahigkeit

Der Einfluss der Elektron-Elektron Stéfle auf Transportgroflen geht stets mit dem Einfluss
hoéherer Momente einher. So wurde bereits erwadhnt, dass im Rahmen einer Ein-Moment
Néherung Elektron-Elektron-Stofe aufgrund der Impulserhaltung nicht beriicksichtigt werden
konnen. Ausgehend von einer Ein-Moment Naherung soll eine Funktion eingefiihrt werden,
die die Leitfahigkeit tiber hoherere Momente renormiert,

, oo (4.55)
- r(T,0)’ '
0 Nip -+ Nig
din -+ dig
N2 Ny dy - dyg
r0)=—5- 1 / e (4.56)
—di1 : : o
Lo dir Npv o dpn -+ drp

Die Renormierungsfunktion ist ein Ma$ fiir den Einfluss hoherer Momente (durch Deforma-
tion der Verteilungsfunktion) auf die elektrische Leitfdhigkeit. Die inverse Renormierungs-
funktion (r(I',©)) "' kann daher als eine faktorielle Korrektur der Ziman-Formel angesehen
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werden. Speziell in der Zwei-Momenten Ndherung, mit Gesamtimpuls P; und Warmestrom
P3 als relevante Observablen, lautet die Renormierungsfunktion

dssdi — d34

N7y Nis '
di {d33 +adu - 25 dis

T(2) (Fv @) =

(4.57)

Da Elektron-Elektron Stéfe in den Korrelationsfunktionen einen additiven Beitrag liefern,
kénnen Renormierungsfunktionen mit und ohne Elektron-Elektron-Sté8e betrachtet werden.
Dies eroffnet die Moglichkeit eines direkten Vergleichs und quantifiziert ihren Einfluss auf die
elektrische Leitfahigkeit in Form eines von Dichte und Temperatur abhdngigen Korrekturfak-
tors.

o
0 = Oe¢itee — Reeoei Ree = <. (458)

Teitee

In der kinetischen Theorie ist die Relaxationszeitnidherung eine héufig verwendetete Me-
thode zur Berechnung der elektrischen Leitfdhigkeit. In dieser Nédherung werden Elektron-
Elektron-StoBle grundsétzlich vernachléssigt. Um Elektron-Elektron-Stofe einzubeziehen ist
die Verwendung des Korrekturfaktors moglich. Ebenfalls kann er zur Extraktion der Lorentz-
Leitfahigkeit bei Experimenten dienen, sofern das Modell des vollstindig ionisiertes Plasmas
angenommen werden kann.

In Born’scher Naherung wurde der Einfluss der Elektron-Elektron Sto8e auf die statische
Leitfahigkeit fur beliebige Dichten von Reinholz et al. [RRRR15] durchgefiihrt. Betrachtet
wurde ein statisch abgeschirmtes Coulomb-Potential, indem sowohl Elektronen als auch ITo-
nen vollstindig zum Abschirmparameter beitragen x? = k2 + k2. Austauschterme wurden

vernachlissigt. Im nichtentarteten Grenzfall (%> & L2 ¢ siehe Gl. (3.78)) folgt fiir die Kor-
relationsfunktionen, siehe Abs. 3.4.1 und Abs. 3.5.1,

Ny 5. dy

dei ee \/5 \/51112
— = —1—xz; B3 592-3z; 3 o4
N1t 2 d11 d11 d11 Z Z

x,  (4.59)

-1
wobei © = (ln ‘%C‘ + v+ 1) , und damit fiir die Renormierungsfunktionen:

rei(¢) = % - %x +0 (%), (4.60)
C4(Z+V9) 12Z[ﬁ(4—31n2)+7z}

reivee(() = o0 5 T YRV z+0(2?), (4.61)

Ree(()=1-A— Bz +0 (a?) . (4.62)

mit A = 9v2/[13(v/2 + Z)] und B = 3[v/2Z(67 + 391In2) + 56]/[13(v/2 + Z)]2. Fiir Z =
1ist A = 0,405 und B = 0,576. Eine Interpolationsformel fiir einen weiten Dichte- und
Temperaturbereich wurde in [RRRR15] angegeben. Eine deutlich einfachere Darstellung mit
dhnlich guter Qualitat ist

RE™M(c.Z)y=1-A {1 — [1 + %m (1 + e—v—l—B/AHQZg—l)] _1} . (4.63)

Diese einfache Interpolationsformel kann bereits fiir grobe Abschitzungen verwendet werden.
Verbesserungen sind moglich durch die Beriicksichtitung der dynamischen Abschirmung, des
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Austauschterms und der starken StoBe (T-Matrix). Besonders der Effekt der dynamischen Ab-
schirmung wurde in den letzten Jahren verstarkt von Karakhtanov et al. [KRRR13, Karl6]
diskutiert. In [Kar16] wurde das asymptotische Verhalten des Korrekturfaktors im Niederdich-
tegrenzfall unter Einbeziehung der dynamischen Abschirmung untersucht. Die asymptotische
Formel von Karakhtanov lautet fir Z =1 [Karl6):

[e) -1
Ree = 0,582 + 0,512 <ln r> +0,0225075 . (4.64)

Kleinere Abweichungen im fithrenden Term zu Gl. (4.62) liegen darin begriindet, dass Ka-
rakhtanov [Karl6] eine 6-Momenten Néherung durchfiihrte und somit den Spitzer-Grenzwert
besser erreicht. Die Abweichungen im logarithmischen Term sind mafgeblich durch die Ab-
schirmung gegeben.

1 ~ -~ T T T
-— - Karakhtanov E
----- statisch (h—0)
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Abb. 4.6: Korrekturfaktor Ree in Abhingigkeit vom Entartungsparameter © bei T = 10% K.
In Born’scher Naherung werden Abschirmeffekte: statisch klassisch i — 0 (Strich-
Punkt-Punkt Linie), statisch langwellig g — 0 (gestrichelt) sowie dynamisch (durch-
gezogen) und der Einfluss des Austauschterms (rot) dargestellt. Der Grenzwert von
Spitzer [SH53] (gepunktet) sowie die Asymptote von Karakhtanov [Karl6] (Strich-
Punkt-Linie) sind angegeben.

Abb. 4.6 zeigt den Korrekturfaktor in Abhédngigkeit vom Entartungsparameter fiir 7' =
10 K in Born’scher Niherung unter Beriicksichtigung der Effekte der dynamischen Ab-
schirmung und des Austauschterms. Es wurde zudem zwischen zwei Formen der statischen
Abschirmung w — 0 unterschieden: dem semiklassischen Grenzfall & — 0 mit x% — &2 + K2,
sieche [RRRR15], und dem langwelligen Grenzfall ¢ — 0 mit x? — x2 + x2 fiir Elektron-Ion
und k? — k2 fiir Elektron-Elektron StoSe. Bei alleiniger Beriicksichtigung der dynamischen
Abschirmung sind gute Ubereinstimmungen mit den Asymptoten von Karakhtanov [Karl6]
zu erkennen. Dennoch ist festzustellen, dass der Niederdichtegrenzfall, beschrieben durch zwei
Entwicklungsterme, erst bei hohen Entartungsparametern © > 103 (entspricht bei 7' = 10° K:
ne < 102%cm =3 und T' < 0,01) erreicht wird.

Verglichen mit der dynamischen Abschirmung in Abs. 3.5.2 werden die Elektron-Elektron
Korrelationsfunktionen im statischen Fall unterschitzt. Daher folgt fiir die dynamische Ab-
schirmung ein vergleichsweise niedrigerer Korrekturfaktor. Allerdings fithrt wiederum der
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Austauschterm zu einer Erhéhung des Korrekturfaktors. Bezogen auf den statischen langwel-
ligen Grenzfall w — 0,¢ — 0 kompensieren sich beide Effekte teilweise.

Born’sche Ndherung Z =1 T-Matrix Nédherung Z =1

] (=W 058<R,_ <063
H 0.63<R_ <065
065<R_ <070
0,70<R_ <075
0,75 <R <080
080<R_ <085
085 <R_<0.90
e < 1,00

B 0.63<R_ <065
0,65 <R, <070
0,70<R <0.75

B 0,75 <R <080
0.80<R_ <085

085 <R_<0.90

e < 1,00

C:]//;’@:]
%7 18 19 20 21 22 23 24 25 26 27
Ig(n[1/cm?3])

1.7

720 21 22 23 24 25 26 27
Ig(n[1/cm3])

(a) (b)

Abb. 4.7: Korrekturfaktor in der Dichte-Temperatur Ebene fir Z = 1. Ergebnisse der
Born’schen Néherung (a) sind T-Matrix Rechnungen (b) gegebeniibergestellt.

3778 19

Um den Einfluss starker Stofle zu untersuchen, wurden T-Matrix Rechnungen durch-
gefithrt. Abb. 4.7 stellt die Born’sche Naherung und die T-Matrix Ndherung gegebeniiber. In
der Born’schen Néherung Abb. 4.7 (a) ist ein relativ einfacher Zusammenhang zwischen dem
Korrekturfaktor von Dichte und Temperatur erkennbar. So ldsst sich der Korrekturfaktor
durch einen Parameter (¢) darstellen. Ein komplizierteres Bild liefert die T-Matrix Ndherung
Abb. 4.7 (b). So ist vor allem bei niedrigeren Temperaturen I'?© < 1 eine Abhingigkeit
vom Parameter I" 4hnlich wie bei den Korrelationsfunktionen, siehe beispielsweise Abs. 4.1.2,
erkennbar. Fiir hohe Temperaturen wie auch bei hohen Dichten geht die T-Matrix Naherung
in die Born’sche Néaherung iiber. Der Effekt starker Stéfle reicht demnach bei tiefen Tempe-
raturen von diinnen Plasmen bishin zur Warmen Dichten Materie (WDM).

1 1

09 0,9
0.8l 0.8
o e’
07+ 0,7
0,61 4 0,61 Z=1
0)5 | M| | M| | Lol 0,5 Col M| | M| | L
107 10" 10 10' 10> 10° 10" 10> 10" 10 10' 10> 10° 10"
e} e}
(a) (b)

Abb. 4.8: Korrekturfaktor Ree in Abhéngigkeit vom Entartungsparameter © bei zwei Tempe-
raturen (a): 7 = 10* K und (b): T = 10° K fiir verschiedene Ionenladungen: Z = 1
(blau), 2 (griin), 4 (rot) und 16 (schwarz). Ergebnisse der Born’schen Néherung
(gestrichelt) werden mit T-Matrix Rechnungen (durchgezogen) verglichen.
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In Abb. 4.8 werden die Born’sche Naherung und die T-Matrix Naherung fiir verschiedene
Ionenladungen Z untersucht. Wie bereits aus Abb. 4.7 zu entnehmen, sind die Abweichungen
zwischen beiden Ndherungen bei tiefen Temperaturen gréfler. Fiir hohere Ionenladungen zei-
gen zudem beide eine Erhégung des Korrekturfaktors in Richtung 1. Allerdings sind auch bei
10% K, Abb. 4.7 (b), deutliche Effekte starker Stofe bei hoheren Ionenladungen Z > 1 sicht-
bar. Das liegt an der durch Z > 1 verstarkten Elektron-Ion Wechselwirkung. Die Born’sche
Néherung ist fiir Z > 1 somit erst bei hoheren Temperaturen giiltig.

Um den Einfluss der Elektron-Elektron Stéfle direkt auszurechnen, sind einfache Fitfor-
meln &hnlich zur Born’schen Ndherung Gl. (4.63) wiinschenswert. Wie bereits in Abb. 4.7
angedeutet, ist vor allem bei niedrigeren Temperaturen 7' < 10° K ein systematische Ver-
lauf des Korrekturfaktors in Ahéngigkeit von I' zu erkennen. Um dies besser zu visualisieren,
wird der Korrekturfaktor in Abb. 4.9 bei Temperaturen von 103 — 10> K und verschiede-
nen Ionenladungen Z = 1;2;4; 16 iiber den Kopplungsparameter I' dargestellt. Abb. 4.9 (a)
verdeutlicht dabei die schwache Temperaturabhéngigkeit, fiir die Ladungszahlen Z > 1 sind
praktisch keine Temperaturabhéngigkeiten sichtbar. Das ermoglicht die Konstruktion einer
Fitformel fiir den Korrekturfaktor Ree in diesem Bereich (T' < 10° K):

A(Z)
cB(Z)

RIM(T 7)=1- A(Z) {1 - {1 + In (14 e=*BO/AD (0(2) r)30)]_1} ,  (4.65)

mit A = 9v/2/[13(v2+2)], B(Z) = 0,922/3,C(Z) = e}25m0+2"") ynd ¢ = 0,7. Fiir Z = 1
ist A =0,594, B = 0,90 und C = 0,48. Die Giite der Fitformel wird in Abb. 4.9 (b) ebenfalls
fiir verschiedene lonenladungen Z = 1;2;4;16 dargestellt. Die Maximalabweichungen liegen
unterhalb von 3%.

Damit stellt die vorgeschlagenen Fitformel eine deutliche Verbesserung gegeniiber fritherer
Fitformeln [RRRR15] dar. Sie ist fiir niedrige Temperaturen 7' < 10° K giiltig und enthélt

Effekte der starken Stofle, der dynamischen Abschirmung und beriicksichtigt den Austausch-
term. Verbesserte Fitformeln fiir héhere Temperaturen sind Gegenstand weiterer Arbeiten.

1 1
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Abb. 4.9: Korrekturfaktor Ree, durchgefiihrt in T-Matrix Néherung, in Abhéngigkeit des
Kopplungsparameters I' bei (a): verschiedenen Temperaturen 7 = 103 — 10° K
und (b): im Vergleich mit der Fitformel, Gl. (4.65).

Abschlielend werden die T-Matrix Rechnungen mit den empirischen Fitformeln von Sty-
gar et al. [SGF02], Gl. (4.52), und Fortov et al. [FTZ703], Gl. (4.53), in Abb. 4.10 verglichen.
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In der von Stygar et al. [SGF02] ermittelten Fitformel wurden Berechnungen aus der Linearen-
Response-Theorie von Kuhlbrodt [KR00], mit Berechnungen aus der Relaxationszeitndherung
(kinetische Theorie) verglichen Ree = o4RL /oRTA In [SGF02] wurde ein Temperaturbereich
von etwa ~ 10?7 K betrachtet. Die Auswertung der StoBintegrale (KT) bzw. der Korrela-
tionsfunktionen (LRT) erfolgte iiber quantenmechanische Streuquerschnitte (T-Matrix Ni-
veau), die Wechselwirkung wurde iiber Debye-Potentiale beschrieben. Es tiberrascht daher
kaum, dass die Ubereinstimmung der Stygar-Formel Gl. (4.52) mit dem Korrekturfaktor bei
10* K am besten ist. Allerdings wurde von Stygar et al. angenommen, dass der wesentliche
Einfluss des Korrekturfaktors durch den Entartungsparameter gegeben ist, eine Temperatu-
rabhéngigkeit wurde vernachléssigt.

Fiir hohere Temperaturen nihern sich die Kurven der Fortov-Formel Gl. (4.53) an. Ein
wesentlicher Unterschied bleibt jedoch im asymptotischen Verhalten © > 1 bestehen. Der
Ubergang in den klassischen Spitzer-Wert wird bei Fortov iiber ein Potenzverhalten beschrie-
ben, wobei die numerischen Ergebnisse auf ein schwécheres (logarithmisches) Verhalten deu-
ten, dhnlich der Stygar-Formel.

Im Rahmen des quantenstatistischen Zugangs wird klar gezeigt, dass zwar die Beschrei-
bung des Korrekturfaktors durch einen Parameter in einem gewissen Temperaturbereich
moglich ist, allerdings im Fall niedriger Temperaturen 7' < 10° K durch den Kopplungspara-
meter ' und nicht wie in [SGF02, FTZ" 03] angenommen durch den Entartungsparameter ©
beschrieben wird.

Im néchsten Abschnitt wird der konkrete Einfluss der Elektron-Elektron Stéfle auf die
elektrische Leitfdhigkeit veranschaulicht. Dazu werden Modellrechnungen vollsténdig ioni-
sierten Wasserstoffs mit MD-Simulationen verglichen.
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Abb. 4.10: Korrekturfaktor Ree in Abhéngigkeit vom Entartungsparameter © in einem weiten
Temperaturbereich T = 10% — 10® K, berechnet in T-Matrix Niherung (schwarz),
im Vergleich mit empirischen Fitformeln von Stygar et al. [SGF02] (orange) und
Fortov et al. [FTZ703] (blau) und dem Spitzer-Wert [SH53] (griin).

4.2.3 Modellrechnungen fiir die Leitfahigkeit vollstandig ionisierten
Wasserstoffs

In diesem Abschnitt werden Ergebnisse der elektrischen Leitfahigkeit vollstdndig ionisierten
Wasserstoffs vorgestellt. Die Resultate werden mit der analytischen Spitzer-Formel und bis-
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her nicht veréffentlichten Molekulardynamik (MD) Simulationen verglichen. Alle in diesem
Abschnitt vorgestellten MD Simulationen wurden von Yaroslav Lavrinenko durchgefiihrt und
freundlicherweise fiir Vergleiche in dieser Arbeit zur Vefiigung gestellt [Lav17].

In Abb. 4.11 ist die reduzierte elektrische Leitfahigkeit bei T = 20000 K iiber den Kopp-
lungsparameter I' aufgetragen. Neben der Spitzer-Formel sind Berechnungen aus MD Si-
mulationen von Lavrinenko [Lav17] sowie aus der Zwei-Momenten Néherung auf T-Matrix
Niveau angeben. In Abb. 4.11 (a) wird dabei der Einfluss der Elektron-Elektron St68e und
in Abb. 4.11 (b) der Einfluss der dynamischen Abschirmung dargestellt. Die dynamische Ab-
schirmung wurde im Rahmen der T-Matrix Naherung iiber die dichteabhéngigen Abschirm-
faktoren beriicksichtigt.

101; T T T — 1()1; T R H
S Spitzer H ] e Spitzer |
—— LRT:ei '.' ] [ |—— LRT: statische Abschirmung |
LRT: ei+ee ! 3] LRT: effektive Abschirmung| !
oy D Simulationen / g ¢ MD Simulationen !
Einfluss der ee Stofe ! ’

107 10 10

(a) Einfluss der Elektron-Elektron Stofle. (b) Einfluss der dynamischen Abschirmung.

Abb. 4.11: Reduzierte Leitfédhigkeit o*, Gl. (4.2), fiir das Modell des vollstandig ionisierten
Wasserstoffs (Z = 1) bei T' = 20000 K. Berechnungen aus der T-Matrix Naherung
(durchgezogen) werden mit der Spitzer-Formel [SH53] und MD-Simulationen,
durchgefiihrt von Lavrinenko [Lav17] (¢), verglichen.

Die Spitzer-Formel aus der kinetischen Theorie ist im Niederdichtegrenzfall I' < 1 giltig,
und kann durch den hier gewédhlten Zugang der Linearen-Response-Theorie reproduziert wer-
den. Fiir I" & 1 divergiert sie und ist fiir die Beschreibung nichtidealer Plasmen ungeeignet.
Da die Lineare-Response-Theorie fiir beliebige Dichten anwendbar ist, ist eine Berechnung
der Leitfahigkeit fir beliebige Plasmaparameter grundsatzlich moglich.

Uber die MD Simulationen von Lavrinenko [Lav17] werden die elektrischen Stréme (Tra-
jektorien der Elektronen) zu verschiedenen Zeiten berechnet. Die Dynamik wird aus New-
ton’schen Beweungsgleichungen erhalten, Quanteneffekte werden durch Pseudopotentiale be-
riicksichtigt. Die Laplace-transformierte Autokorrelation der Strome entspricht der Strom-
Strom Korrelationsfunktion in der Kubo-Formel Gl. (2.42). Um Berechnungen fiir kleine Dich-
ten durchzufiihren sind grofie Simulationsboxen nétig, Rechenaufwand und Zuverldssigkeits-
intervalle steigen entsprechend, sieche Abb. 4.11. Die MD Simulationen kénnen daher fiir
mittlere Dichten angewandt werden. Das ermdglicht die Untersuchung nichtidealer Effekte,
wie der dichteabhingigen Korrekturfaktoren und der dynamischen Abschirmung.

In Abb. 4.11 (a) wird der Einfluss der Elektron-Elektron St68e durch den markierten
Bereich visualisiert. Entsprechend Abs. 4.2 nimmt ihr Einfluss bei steigender Dichte ab. Bei
hohen Dichten sind die Elektron-Elektron Sté8e vernachléssigbar. Die gute Ubereinstimmung
zwischen der Zwei-Momenten Néherung (Kraft-Kraft Korrelationsfunktionen) mit den MD
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Simulationen (Strom-Strom Korrelationsfunktion) weist darauf hin, dass der Einfluss der
Elektron-Elektron Stéfle in der Kubo-Formel enthalten ist. Ein Ziel zukiinftiger Arbeiten ist
es, diesen Effekt auch storungstheoretisch systematich abzuleiten.

Abschirmeffekte sind in Abb. 4.11 (b) gezeigt. Dazu wurde in Anlehnung fritherer Ar-
beiten [MR82, RRT89, ARR*07] die Korrelationsfunktionen in T-Matrix Naherung mit dem
statischen Debye-Potential (k? = k2 + k2) berechnet. Zwar wird die Spitzer-Formel im Nie-
derdichtegrenzfall asymptotisch errelcht, jedoch entstehen im Bereich nichtidealer Plasmen
(I' = 1) Abweichungen zu den MD Simulationen. Durch die Beriicksichtigung dynamischer
Abschirmeffekte tiber die in dieser Arbeit konstruierten effektiven Abschirmung kann eine
Ubereinstimmung bei mittleren Dichten bishin zu I' < 3 erzielt werden.

Fiir hohe Dichten (I' > 1) bilden die Ionen im Plasma Strukturen aus, die durch den
Ion-Ton Strukturfaktor (S;; # 1) erfasst werden kénnen. Der Ion-Ion Strukturfaktor kann bei-
spielsweise {iber Hyper-Netted-Chain (HNC) oder Percus-Yevic (PY) Rechnungen bestimmt
werden. Am Beispiel warmen dichten Aluminiums wird im néchsten Abschnitt der Einfluss
des Strukturfaktors aufgrund starker Kopplungsparameter (I' > 1) und der Einfluss des Pseu-
dopotentials aufgrund des Pauli-blockings bei tiefen Temperaturen bishin zum Schmelzpunkt
untersucht.

4.3 Leitfahigkeit realer Systeme |I: Warmes dichtes Aluminium

In den letzten Jahren wurden neue experimentelle Methoden zur Bestimmung der elektri-
schen Leitfahigkeit entwickelt. Dabei wurde Aluminium im WDM Bereich durch Lasterbe-
schuss erzeugt, das Thompson-Streuspektrum gemessen und die dynamische Stoflfrequenz
extrahiert [SGL115]. Die statische Leitfdhigkeit wurde durch Extrapolaton der StoBfrequenz
auf w — 0 erhalten. Diese neue experimentelle Methode besitzt zurzeit relativ grofle Fehler-
balken (Faktor 5), verglichen mit den direkten Messungen der elektrischen Leitfihigkeit um
den Schmelzpunkt. Dennoch erméglichen sie, Aussagen iiber das Verhalten der elektrischen
Leitfahigkeit im WDM Bereich zu treffen, ohne Drude-Modelle anzunehmen.

Um diese neuen Experimente theoretisch beschreiben zu konnen, stellt sich die Frage nach
einer Interpolation zwischen der Leitfahigkeit dichten Aluminiums um den Schmelzpunkt bis
hin zu hohen Temperaturen, indem sich das Plasma ideal verhélt. In den Ergebnissen von
Sperling et al. [SGLT15] wurde die Zusammensetzung des Aluminium-Plasmas mit Hilfe
des Programmpakets COMPTRA04 [KHRO5] ausgerechnet. Im gesamten Temperaturbereich
wurde ein Ionisationsgrad von ajo, = 3 festgestellt. Zur Berechnung der Leitfihigkeit wird
somit das Modell eines vollstdndig ionisierten Plasmas mit der Ionenladung Z = 3 verwandt.
Da ausgehend vom Schmelzpunkt bis hin zu Temperaturen = 10 eV das Plasma entartet ist,
lasst sich die Ziman-Formel, Gl. (3.64) mit Gl. (3.62),

1273e2h3n,

Ziman
o =—F—
m23

-1
/ dqq°Vi(q) (Q)fqe/z] , (4.66)

anwenden. Wahrend bei hohen Temperaturen die Ionen nahezu gleichverteilt sind, bilden sie
im Bereich tiefer Temperaturen deutliche Strukturen aus (Sj # 1), siehe hierfiir die Messun-
gen des statischen Ion-lIon Strukturfaktors um den Schmelzpunkt T3, = 0,08 eV von Wase-
da [Was80]. Zur Beschreibung der Elektron-Ion Wechselwirkung reicht das Debye-Potential
nicht aus, das Pauli-blocking zwischen dem gestreuten Elektron und der Elektronenhiille
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muss berticksichtigt werden. In [SS66] wurden die Pauli-blocking Korrekturen aus Orbital-
wellenfunktionen parametrisiert, die Parameter durch einen Vergleich mit dem gemessenen
Phononspektrum fixiert, und ein Pseudopotential konstruiert.

Fiir die Leitfahigkeitsberechnung werden sowohl der Strukturfaktor als auch das Pseudo-
potential temperaturabhéngig bendtigt. Entsprechende Ansétze zur Interpolation von Struk-
turfaktor und fiir das Pseudopotential werden in Abs. 4.3.1 und 4.3.2 entsprechend beschrie-
ben. Ergebnisse fiir die statische elektrische Leitfahigkeit werden in Abs. 4.3.3 diskutiert.

4.3.1 Beriicksichtigung des Strukturfaktors

Um die Leitfahigkeit iiber Gl. (4.66) berechnen zu kénnen, muss der ionischen Strukturfak-
tor im entsprechenden Temperaturbereich 7' = 107! — 10? eV bekannt sein. Fiir den Fall
hoher Temperaturen verhélt sich das Plasma ideal I' < 1 und der Ion-lIon Strukturfaktor ist
nach Debye gegeben, siehe Gl. (3.106). Fiir den Strukturfaktor verschiedener fliissiger Me-
talle konnen Harte-Kugel Modelle, siche [AL66, Wer63], gemessene Strukturfaktoren um den
Schmelzpunkt [Was80, SD73] erfolgreich beschreiben. Die Percus-Yevick (PY) Losung fiir das
Harte-Kugel Modell liefert einen analytischen Ausdruck fiir den Strukturfaktor [AL66, Wer63]

Sii(g;mmhe) = [1 = Clgsmyme)] (4.67)

n(sQ) | (1+2n)?* Lt n/2)? (42?5
s¢ | (T—n) (1 —n)* 2 (1=t |’

1 .
Clg;n,mne) = —2477/ds 22 (4.68)
0

mit der Variablen ( = 2¢gry., die den Harte-Kugel-Radius 7y, enthélt, und dem Fiillungsfaktor
7, der die Hohe der Extrema, insbesondere des ersten Maximums, charakterisiert. Es gilt, je
hoher der Fillungsfaktor, desto ausgeprigter die Struktur. Nach Auswertung der Experimente
schlug Waseda et al. einen exponentiellen Fit zur Beschreibung der Temperaturabhéngigkeit
vor: nW(T) = Aexp (—BT) [Was80]. Dieser Fit basiert allerdings nur auf den Daten im
Bereich des Schmelzpunktes. Um einen Strukturfaktor fiir den gesamten Temperaturbereich
zu gewinnen, werden hier beide Parameter 1 und ry. als frei wahlbar angesehen. Neben der
Temperaturabhingigkeit wird ein Dichteeinfluss beriicksichtigt. Fiir die Auswertung stehen
die Daten aus Messungen von Waseda [Was80] und aus Classical-map Hyper-Netted-Chain
(CHNC) Simulationen [BBK*15, SRB*17] zur Verfiigung, die im idealen Bereich (I' < 1)
mit dem Debye-Modell iibereinstimmen, siehe Abb. 4.12.

Die Parameter n und rp. werden so gewéhlt, dass sie wesentliche Charakteristika der
Messungen und CHNC-Simulationen reproduzieren. Hierzu zéhlt die Hohe des ersten Maxi-
mums Siimax, die ein Ma$ fiir die Ausprédgung der Struktur ist. Sj max ist eindeutig durch
den Fiillungsfaktor n gegeben. Fiir die Berechnung der Leitfahigkeit ist ebenfalls die Lage des
ersten Maximums ¢pnax von Bedeutung. Die Lage des ersten Maximums ist eindeutig durch
den Harte-Kugel-Radius rp,. und den Fiillungsfaktor n gegeben.

In Tab. 4.2 sind die experimentellen Daten und die Ergebnisse aus CHNC-Rechnungen
fiir Position und Hohe der Maxima gezeigt. Dabei fallt auf, dass fiir tiefere Temperaturen,
die Hohe der Maxima durch die CHNC-Rechnungen iiberschétzt werden, allerdings die Po-
sition mit den Experimenten gut iibereinstimmt. Daher wurde bei der Konstruktion der
Fit-Formeln darauf geachtet, die Positionen der Maxima aus den CHNC-Rechnungen zu
reproduzieren. Fir die PY-Parameter werden folgende Fits vorgeschlagen: fiir den Harte-
Kugel-Radius ryc(ni, T) = 10,17 — 0,721n (T[eV])(ni[az’])*/? und fiir den Fiillungsfaktor
n(ni, T) = 23,21 nilaz®](T[eV])~%%. Hierbei wurde angenommen, dass der Fiillungsfaktor
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1 proportional mit der Teilchendichte n; ansteigt, und der Harte-Kugel-Radius mit der Teil-

. 1/3 .
chendichte ni/ abnimmt.
3 : : : :
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Abb. 4.12: Statischer Ion-Ion Strukturfaktor Si(q) als Funktion des Ubertragungsimpulses
g am Schmelzpunkt 7' = T}, (blau) und im Bereich idealer Plasmen 7' = 86 eV
(rot). Experimentelle Daten am Schmelzpunkt bei einer Dichte von p = 2,37 g/cm?
aus Rontgenstreuexperimenten von Waseda [Was80] () wird mit der Percus-
Yevick-Formel, Gl. (4.67), (durchgezogene Linie) verglichen. CHNC-Simulationen
[SRBT17] (Strich-Punkt-Linie) im idealen Plasmabereich bei p = 2,7 g/cm?® wer-
den mit dem Strukturfaktor nach Debye, Gl. (3.106), (gestrichelt) verglichen.

Im Gegensatz zu dem Fit von Waseda et al. [Was80], n'V(T) = 0,61 exp (—3,99 T'[eV]),
indem ein exponentielles Abklingen des Fiillungsfaktors angenommen wird, wird in dieser
Arbeit ein Potenzgesetz bzgl. der Temperatur vorgeschlagen. Die Peak-Hohe der Experimente
und der CHNC-Rechnungen bei T' > 6 eV wird reproduziert, sieche Tab. 4.2.

Tab. 4.2: Gemessene [Was80] und berechnete (CHNC) [SRB*17] Lage und Héhe des ersten
Maximums im Aluminium-Strukturfaktor Sii max(¢max), siehe auch Abb. 4.12. Zum
Vergleich werden entsprechende Resultate aus der PY-Formel, Gl. (4.67), mit den
gefitteten PY-Parametern n und ry. gezeigt.

T [eV] plg/em®]  g2Ba0,  Simax  Gmax 90, Simaxs  Guax@0  Sfmax
[Was80] [Was80] [SRB'17] [SRB*17]
0,08 2,37 143 2475 ] - 143 2,485
0,09 2,35 143 2271 - - 143 2,312
0,11 2,27 143 1,934 . - 143 1,905
0,17 2,70 - - 1,43 3,88 1,30 1,969
0,43 2,70 - - 1,42 2,41 141 1,447
0,86 2,70 - - 1,42 1,81 144 1,281
1,72 2,70 - - 1,45 1,44 149 1,188
6,03 2,70 - - 1,61 1,10 1,61 1,100

8,62 2,70 - - 1,74 1,06 1,65 1,085
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4.3.2 Verwendung von Pseudopotentialen

Neben dem Strukturfaktor ist das Potential in stark entarteten Systemen von grofler Bedeu-
tung. Pseudopotentiale beriicksichtigen die Wechselwirkung der freien Elektronen mit den
Schalenelektronen der Tonen. Die 10 Schalenelektronen eines Aluminium-Ions schirmen nicht
nur den 13-fach positiv geladenen Ionenkern ab (langreichweitige Coulomb-Wechselwirkung
mit Z = 3), sondern verhindern auflerdem die Besetzung der 1s, 2s und 2p Zustdnde durch
freie Elektronen (kurzreichweitige Abstoung durch das Pauli-blocking). Sie kénnen experi-
mentell aus Messungen des Phononspektrums gewonnen werden, [SS66], und liefern eine gute
Ubereinstimmung zwischen der gemessenen Leitfihigkeit aus den Experimenten am Schmelz-
punkt und den Berechnungen aus der Ziman-Formel, Gl. (4.66), siehe [AL66, SS66].

Ein Pseudopotential, welches die nichtlokalen Austauscheffekte durch ein effektives Feld
approximiert, wurde von Schneider und Stoll [SS66] konstruiert

Vi (a)

Vei(q) = T+W(g) (4.69)
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mit der Abschirmfunktion W (q). Dabei ist k2 = e?m(3ne/m)"/3/(1eoh?) der Thomas-Fermi
Abschirmparameter. Das Pauli-blocking wird durch Uberlappung wasserstoffartiger Oribtal-
wellenfunktionen (s und p-artige) berticksichtigt, in Impulsdarstellung

1 qra

= HFW. (4.70)

(14 (gr1)»)*
Die Parameter -, and 7, werden aus den gemessenen Phonon-Dispersionsrelationen am
Schmelzpunkt erhalten [SS66]. Fiir Aluminium lauten die Parameter r; = 0,32ag, 72 = 0,30ay0,
71 = 0,322 Ryd, and o = 0,155 Ryd.
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Abb. 4.13: Das Pseudopotential (blau durchgezogen) von Schneider und Stoll [SS66], sie-
he Gl. (4.69), im Vergleich mit dem Debye-Potential (rot gestrichelt) und dem
Coulomb-Potential (schwarze Strich-Punkt-Linie) am Schmelzpunkt T,.
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Eine Interpolation zwischen dem Pseudo-Potential, Gl. (4.69), fur Temperaturen um den
Schmelzpunkt und dem Debye-Potential fiir das ideale Plasma wurde iiber dichte- und tem-
peraturabhéngige Parameter durchgefiihrt. Dazu wird der Thomas-Fermi Abschirmparame-
ter kTp durch den elektronischen Abschirmparameter x, ersetzt, und die Pauli-blocking-
Terme exponentiell mit der Temperatur, bezogen auf den Schmelzpunkt Ti,, abgeschwécht
y(T)[Ryd] = 0,322 exp[—a(T — Ty,)/Ryd] und v2(T")[Ryd] = 0,155 exp[—a(T — T\n)/Ryd].
Die Redukion der Pauli-Terme ist bei hohen Temperaturen eine Konsequenz aus inneren
Anregungen und wird durch den Abschwéchungsparameter a > 0 charakterisiert. Fiir hohe
Temperaturen verschwinden die Pauli-blocking-Terme und das Pseudopotential geht in ein
abeschirmtes Coulomb-Potential iiber. In [SRB*17] wurde iiber eine lokale Dichteniherung
die Groflenordnung des Parameters a abgeschétzt; insbesondere im nichtentarteten Grenzfall
gilt a ~ 7% /4 ~ 2,47. In dieser Arbeit wird erwartet, dass 1 < a < 4.

4.3.3 Ergebnisse fiir die elektrische Leitfdhigkeit

Durch die eingefiihrten temperaturabhéngigen Pseudopotentiale und Strukturfaktoren ist es
moglich, die Leitfihigkeit iiber einen weiten Temperaturbereich 7' = 10~! —10? eV anzugeben.

In Abb. 4.14 werden die Einfliisse des Strukturfaktors und des Pseudopotentials (a =
72/4) dargestellt, und mit Experimenten und anderen Zugingen verglichen. Separat wur-
de die Leitfdhigkeit unter Beriicksichtigung des Strukturfaktors und des Pseudopotentials
berechnet. Das einfache Modell (Debye-Potential und Strukturfaktor Si = 1) liefert im Ver-
gleich zu den Experimenten von Gathers [Gat83] und den neuen Experimenten von Sperling
[SGLT15] eine Gréfenordnung niedrigere Leitfihigkeitswerte. Die separate Betrachtung des
Pseudopotentials weist einen stirkeren Effekt auf, der durch das StoBintegral in Gl. (4.66)
begriindet ist. Der Hauptbeitrag dieses Stoflintegrals liegt um den doppelten Fermi-Impuls
q =~ 2kp. Speziell dort wirkt das Pseudopotential deutlich schwécher als das Debye-Potential,
siehe Abb. 4.13, die Sté8le bzw. Korrelationen verschwinden in diesem Bereich, und der Elek-
tronenstrom fliefit praktisch ungehindert.

Beriicksichtigt man allein den Strukturfaktor, verschiebt sich der Bereich starker Kor-
relationen, gekenntzeichnet durch Maxima und Minima im Strukturfaktor. In der Summe -
oder genauer im Integral - bleibt das Stoflintegral bzw. die Kraft-Kraft Korrelationsfunktion
und damit die Leitfahigkeit unverandert. Der Einfluss ist gering < 10%. Eine quantitative
und qualitative Ubereinstimmung kann gefunden werden, wenn beide Effekte kombiniert be-
trachtet werden. Da durch den Strukturfaktor die Bereiche um den doppelten Fermi-Impuls
starker gewichtet werden, diese wiederum aufgrund des schwachen Pseudopotentials aus-
geschaltet werden, steigt der Wert der Leitfdhigkeit, verglichen mit den anderen Berech-
nungen. Der temperaturabhéngige Strukturfaktor fithrt zur charakteristischen Erhohung der
Leitfahigkeit in Richtung des Schmelzpunktes, die auch experimentell beobachtet wird. Be-
rechnungen von Dharma-wardana [Dw16] liefern eine solche Charakteristik nicht, da zwar ein
Pseudopotential aus DFT-MD Rechnungen konstruiert, allerdings der Strukturfaktor tem-
peraturunabhéngig gewdhlt wurde. In DFT-MD Simulationen von Sjostrom und Daligault
[SD15] wird diese Charakteristik der Leitfihigkeit gefunden, allerdings sind die berechneten
Werte fiir die Leitfahigkeit um 50% hoher als die experimentellen Daten von Gathers [Gat83].
Moégliche Einfliilsse konnen hierbei die Extrapolation der dynamischen Leitfihigkeit auf den
statischen Grenzfall und die Wahl des Austauschfunktionals sein.

Es wird festgestellt, dass beide WDM-Effekte erforderlich und temperaturabhéngig zu
beriicksichtigen sind, um die Experimente beschreiben zu koénnen. Fiir die korrekte Be-
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schreibung der Leitfdhigkeit bei hoheren Temperaturen verschwindet einerseits die Struktur
und das Pauli-blocking weicht auf, andererseits muss dann der Einfluss héherer Momen-
te berticksichtigt werden. In Abb. 4.14 ist der Einfluss hoherer Momente fiir das einfache
Debye-Modell durchgefiihrt worden, die Ziman-Formel, Gl. (4.66), wurde renormiert. Im Be-
reich hoher Temperaturen 1?0 < 1 (T ~ 100 eV) betriigt der Einfluss héherer Momente
etwa einen Faktor 2.
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Abb. 4.14: Die elektrische Leitfahigkeit o in Abhéngigkeit von der Temperatur bei p =
2,7 g/ cm®. Ergebnisse dieser Arbeit unter Beriicksichtigung des Strukturfaktors
(Sii = 1: gestrichelt, Sy # 1: durchgezogen) sowie des Potentials (Psueopotential:
rot, Debye-Potential: schwarz) werden mit Berechnungen von Dharma-wardana
[Dw16] (x), DFT-MD Simulationen von Sjostrom und Daligault [SD15] (¢) und
Experimenten (B: [SGLT15]; A: [MFDMSS]; : [Gat83]) verglichen.
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Abb. 4.15: Die elektrische Leitfadhigkeit o in Abhéngigkeit von der Temperatur bei
Festkorperdichte p = 2,7 g/ cm®. Ergebnisse dieser Arbeit (rot) werden mit Berech-
nungen von Dharma-wardana [Dw16] (x), DFT-MD Simulationen von Sjostrom
und Daligault [SD15] (¢) und Experimenten (M: [SGLT15]; A: [MFDMBSS]; e:
[Gat83]) verglichen. Der Einfluss der Abschwéichung a ist angegeben.
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Zusétzlich zu Abb. 4.14 wird in Abb. 4.15 der temperaturabhingige Einfluss des Pseudo-
potentials iiber den Abschwéichungsparameter a untersucht. Verschiedene Abschwéichungen
1 < a < 4 werden durch einen gepunkteten Bereich um die Leitfahigkeitskurve des ab-
geschitzten Wertes a = 72/4 visualisiert. Es wird gezeigt, dass stirkere Abschwichungen zu
einer deutlicheen Auspragung des Minimums in der Leitfdhigkeit fithren. Die Experimente von
Milchberg et al. [MFDMS88] suggerieren ein schwicheres Abfallen der statischen Leitfahigkeit
und werden bei a = 1 gut erklért, wohingegen die Experimente von Sperling et al. [SGL115]
auf ein stirkeres Abfallen der Leitfdhigkeit deuten, die sich durch den klassisch abgeschétzten
Parameter a ~ 72/4 erzielen lisst.

Um weiterfithrende Aussagen iiber die Giite der vorgestellten Interpolationen zu machen,
sind zukiinftige Experimente in diesem Bereich nétig. Auch kann eine Ubertragung dieser
Methode auf andere Elemente erfolgen.



5. TRANSPORTEIGENSCHAFTEN PARTIELL
IONISIERTER PLASMEN

Im chemischen Modell werden Bindungszustinde im Vielteilchensystem als eigenstdndige
Komponente betrachtet. Im Beispiel partiell einfach ionisierter Plasmen werden neben freien
Elektronen und freien einfach geladenen Ionen ihre Bindungszustédnde als freie Atome be-
handelt. Bei partiell mehrfach ionisierten Plasmen unterscheidet man zudem auch die Ionen
entsprechend ihrer Ladungszahl. Daher ist die Zusammensetzung des Plasmas ein zentrales
Charakteristikum, um Transportgréflen auszurechnen.

Die Zusammensetzung héngt von den Plasmaeigenschaften Temperatur 7' und Massen-
dichte p ab. Das Plasma besteht aus Elektronen e, Ionen I** mit verschiedenen Ladungs-
zahlen k und Atomen I°. Dann werden chemische Reaktionen iiber das Massenwirkungsgesetz

T=F = h+ 4 e (5.1)
Hi—1 :,U'k'i‘,ue‘i‘EézI)ly k=1,.. knax (5.2)

int

beschrieben, mit den Ionisationsenergien Eé%‘ und den chemischen Potentialen p; = uijd + 5

Uber die Separation des idealen Anteils Py — njAzj- /gj, wobei g; = (2s; + 1) der Spinfaktor
ist, sind die Partialdichten n; bestimmbar. Es folgt die Saha-Gleichung [KKER86, KSK05]

Jh—1 eﬁ {EE%‘ +Méd+Ak}

Ng—1 = Nfg——— s 5.3
' 9k (5:3)
mit dem Shift Ay = g + pi® — 42 . Im Grenzfall niedriger Dichten sind die Wechsel-
wirkungsanteile durch den Debye-Abschirmparameter ,u}m = —/fDejz /(8meg) gegeben. Man

spricht in diesem Zusammenhang auch vom Debye-Shift. Beriicksichtigt man mehrere Ionisa-
tionsstufen erhélt man ein System nichtlinearer Gleichungen, die sogenannten verkoppelten
Saha-Gleichungen. Zur Berechnung der Zusammensetzung in dieser Arbeit werden die Saha-
Gleichungen, Gl. (5.3), iiber das Programmpaket COMPTRA04 [KHRO05] gelost.

Sind die Partialdichten n; bekannt, lassen sich die Kraft-Kraft Korrelationsfunktionen
bestimmen. Die Zerlegung erfolgt entsprechend Kapitel 4, allerdings kommen qualitativ neue
Beitrége hinzu, die Elektron-Atom Korrelationsfunktionen dj}. Die Verbindung des chemi-
schen Bildes mit der Linearen-Response Theorie zur Beschreibung partiell ionisierter Plasmen
wird als PIP-Modell bezeichnet. Die Schwierigkeit liegt in der Behandlung der Elektron-Atom
Wechselwirkung. In vielen Arbeiten [RRN95, Red99, KR00, KRR 05] und insbesondere auch
im Programmpaket COMPTRAO04 [KHRO05] wird das aus dem quantenstatistischen Zugang
gewonnene Polarisationspotential [RRZ87] verwendet. Transportgrofien wie die elektrische
Leitfdhigkeit partiell ionisierter Edelgase weichen allerdings bis zu mehrere Gréflenordnungen
von experimentellen Messungen ab. Adams et al. [ARRT07] erklirte die Ursache damit, dass
der fur die Korrelationsfunktionen essentielle Transportquerschnitt berechnet aus dem Pola-
risationspotential experimentell ermittelte Transportquerschnitte nicht reproduzieren kann,
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und konnte zu den experimentellen Leitfihigkeitsmessungen gute Ergebnisse erzielen, indem
er eben die experimentellen Transportquerschnitte als Input fiir djj; verwendete. Allerdings
liegen die experimentellen Transportquerschnitte nur fir den isolierten Fall vor. Der Einfluss
der Plasmaumgebung kann somit nicht beriicksichtigt werden. Um Plasmaeffekte konsistent
einzubeziehen, ist die Kenntnis des Elektron-Atom Potentials notig.

Im Rahmen dieser Arbeit wird die Fragestellung nach der quantenstatistischen Behand-
lung der Elektron-Atom Korrelationsfunktionen aufgegriffen und am Beispiel partiell ioni-
sierter Edelgasplasmen analysiert. Dazu wird in Abs. 5.1 zunéchst das optische Potential zur
Beschreibung der Elektron-Atom Wechselwirkung eingefiihrt, Plasmaeffekte diskutiert und
Transportquerschnitte mit Experimenten verglichen. Darauf aufbauend werden die Elektron-
Atom Korrelationsfunktionen in Abs. 5.2. berechnet und den anderen Korrelationsfunktionen
gegeniibergestellt. Abschlieflend wird in Abs. 5.3 die elektrische Leitfdhigkeit berechnet und
mit Messungen aus Schockwellenexperimenten verglichen, eine Fitformel fiir die Leitfahigkeit
partiell ionisierten Heliums und Neons wird angegeben.

5.1 Das optische Potential im Plasmasystem

5.1.1 Das optische Potential fiir das isolierte System

Die Elektron-Atom Wechselwirkung kann mit Hilfe der Green-Funktionstechnik stérungsthe-
oretisch analysiert werden. Entsprechende Terme kénnen mit Diagrammen reprasentiert und
visualisiert werden. Terme des effektiven Wechselwirkungspotentials wurden von Redmer et
al. im Rahmen einer Stérungstheorie bis zur zweiten Ordnung durchgefiihrt [RRZ87],

Voo =V 4V 1 v, (5.4)

mit den beiden niedrigsten Ordnungen der direkten Terme V), V(2 und dem nichtlokalen
Austauschterm V.

Der Term niedrigster Ordnung V() beschreibt die Coulomb-Wechselwirkung zwischen
einem freien Elektron mit dem positiv geladenen Atomkern und den gebundenen Elektronen,
welche die Atomhiille formen. Man spricht in diesem Zusammenhang auch vom atomaren
Formfaktor. Das Potential lautet

o2

Vir(r) = —

dmegr

/dm drrip(ry) (i —r) , (5.5)

mit der Dichte der Schalenelektronen p des Atoms. p wird iiber die atomaren Roothaan-
Hartree-Fock Wellenfunktionen [CR74| bestimmt, weswegen Gl. (5.5) als Hartree-Fock Po-
tential V(1) = Vigp(r) bezeichnet wird. Fiir grofe Absténde fillt das Hartree-Fock Potential
exponentiell ab.

Dem gegeniiber stehen die Resultate von Born und Heisenberg [BH24|, nach denen das
Elektron-Atom Potential fiir grofie Abstéinde mit Vea(r — o0) oc —r~*1 abnimmt. Mit Hilfe
der Green-Funktionstechnik ist es Redmer et al. gelungen, dieses Potenzverhalten in zweiter
Ordnung Stérungstheorie iiber das Polarisationspotential zu reproduzieren, V() = V5, siche
[RRZ87]. In dieser Arbeit wird eine einfache analytische Form des Polarisationspotentials
gewahlt, welche von Paikeday zur Beschreibung der Elektronenstreuung an Edelgasatomen
angenommen wurde, siehe [Pai00]

62ap

Vp(r) = —————— .
p(?") 87T60(T' +7"())4

(5.6)
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Hierbei ist die Polarisierbarkeit ap fir die Atome tabelliert [Lid01]. Die Energieabhéngigkeit
der Polarisierbarkeit ap ist klein, siehe [Pai00], und wird in dieser Arbeit vernachlissigt.
Der Cut-off Parameter rq liegt in der Gréflenordnung des Bohr’schen Radius ag und wird in
Abs. 5.1.3 anhand der gemessenen Transportquerschnitte fiir jedes Element angefittet.

Mit V) = Vip(r) aus GL (5.5) und V@ = Vp aus GL (5.6) wird die Elektron-Atom
Wechselwirkung, Gl. (5.4), durch das Modell des optischen Potentials [Van75, PS89]

Vopt = Viar + Ve + Vex (5.7)

beschrieben. Der Austauschterm Vg, wird dabei durch ein lokales Feld gendhert. Fiir das opti-
sche Potential kénnen somit Streuphasenrechnungen aus der Calogero-Gleichung, Gl. (3.120),
in dhnlicher Weise wie fiir das Debye-Potential durchgefithrt werden. Im néchsten Abs. 5.1.2
wird der Austauschterm Vg in Lokalfeldnéherung bestimmt, mit dem Ziel, eine einheitliche
Form zur Beschreibung aller Edelgase zu finden.

5.1.2 Das Austauschpotential in Lokalfeldndherung

Der Austauschterm in Gl. (5.7) beschreibt den Austausch zwischen einfallendem Elektron mit
den Elektronen der Atombhiille. Fiir eine vereinfachte Handhabbarkeit wird das Austauschpo-
tential durch ein lokales Feld beschrieben. Diese Naherung hat sich in der Literatur etabliert
[FM73, YMS78, MW60, Har67, Van75] und sich fiir die Beschreibung von Streuprozessen
mehrfach bewéhrt [RT75, SG82, ATO05].

Die am héaufigsten vertretende Form des lokalen Austauschterms wird aus der semiklassi-
scher Naherung (SCA) erhalten und lautet [FM73, RT75, YMST78|:

SCA L _ 4 dme?
Vex 7 (ry Kgrr(r)) = m Kgrp(r) Kgr(r) + e p(r)| - (5.8)

Der Ausdruck Kgrr(r) beschreibt den lokalen Impuls des einfallenden Elektrons nach Riley
und Truhlar [RT75, YMST78]

Kfp(r) = k* + 277? Var (r)] + Ve (r)]] - (5.9)

Alternativ zu Gl. (5.8) wurde von Mittleman und Watson [MWG60] ein freies Elektronengas
angenommen. Im Rahmen dieser Nédherung ist der Austauschterm gegeben durch [RT75]

e? 2 K(r)

Mo K) = 2K ()F () (5.10)
mit dem lokalen Elektronenimpuls K (r), dem lokalen Fermi-Impuls Kp(r) = [37r2p(7°)]1/ ’
und der Funktion

1 1-n% |n+1
F(n) =< 1 . 5.11
() =5+ [T (511)

Fiir den lokalen Elektronenimpuls K (r) werden verschiedene Ansétze gemacht. Von Riley
und Truhlar wird beispielsweise die Ersetzung K(r) — Krr(r), Gl (5.9), in Gl. (5.10) vor-
geschlagen. Diese Ndherung des Austauschterms wird als Riley-Truhlar’s freie Elektronengas
Austauschnéiherung (FER) bezeichnet.
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Alternativ zu Riley und Truhlar fiihrte Hara den lokalen Impuls iiber das Ionisationspo-
tential I ein [Har67]:

K2(r) = K2 + 227%‘1 +K2(r). (5.12)
Die Ersetzung K (r) — Kg(r) in Gl. (5.10) wird im Folgenden als Hara’s freie Elektronengas
Austauschnéiherung (FEH) bezeichnet. Allerdings wurde bereits von Hara [Har67] das in-
korrekte asymptotische Verhalten dieses lokalen Impulses bei groflen Abstdnden festgestellt,
siche auch [RT75]. Verschiedene Modifikationen des FEH Modells werden beispielsweise von
Sur und Gosh [SG82] und Riley und Truhlar [RT75] vorgeschlagen.

Tab. 5.1: Streuphasen ¢y (in rad) der e-He Streuung. Numerische Rechnungen in SEA von
Duxler et al. [DPL71] im Vergleich mit den lokalen Modellen SCA, FEH, FER und
mFER, eingesetzt in Gl. (5.7), (Vp = 0).

Helium  kao SEA mFER SCA FEH FER

8o 0,10 2,994 2,993 3,006 2,957 3,337
0,25 2,776 2,770 2,783 2,691 3,043
0,50 2,436 2,412 2,422 2,304 2,648

0,75 2,139 2,093 2,111 2,001 2,332
1,00 1,800 1,835 1,856 1,769 2,071
1,50 1,522 1,473 1,491 1446 1,654

51 0,50 0,043 0,045 0,076 0,023 0,218
0,75 0,110 0,101 0,146 0,064 0,316
1,00 0,183 0,159 0,205 0,116 0,359
1,50 0,284 0247 0279 0212 0,367
52 0,75 0,005 0,006 0,009 0,004 0,013
1,00 0,014 0,015 0,020 0,010 0,025
1,50 0,042 0,041 0,047 0,035 0,053

Tab. 5.2: Streuphasen ¢y (in rad) der e-Ne Streuung. Numerische Rechnungen in SEA von
Thompson [Tho66] im Vergleich mit den lokalen Modellen SCA, FEH, FER und
mFER, eingesetzt in Gl. (5.7), (Vp = 0).

Neon kao SEA mFER SCA FEH FER

s 0,20 6,072 6,104 6,179 6,028 7,716
0,30 5965 6,004 6,069 5902 7,056
0,40 5857 5,899 5,947 5,779 6,648
0,50 5748 5789 5820 5,659 6,361
0,90 5321 5349 5333 5215 5,626

1,00 5,219 5,243 5,222 5,114 5,480
01 0,50 3,040 3,052 3,030 2,917 3,196
0,70 2,933 2,949 2,909 2,785 3,124

0,80 2,873 2,890 2,845 2,724 3,073
0,90 2,812 2828 2781 2667 3,017
1,00 2,751 2,766 2,719 2,615 2,958
b 0,50 0,004 0,005 0,008 0,002 0,016
1,00 0,065 0,059 0,075 0,034 0,127
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Tab. 5.3: Streuphasen dy (in rad) der e-Ar Streuung. Numerische Rechnungen in SEA von
Thompson [Tho66] und von Pindzola und Kelly [PK74] im Vergleich mit den lokalen
Modellen SCA, FEH, FER und mFER, eingesetzt in Gl. (5.7), (Vp = 0).

Argon  kao SEA mFER SCA FEH FER

s 0,10 9274 9266 9,374 9249 11,858
0,25 9,045 9,015 9,141 8,987 10,628
0,50 8,647 8,580 8,658 8561 9,250
0,75 8,249 8,164 8206 8162 8,536
1,00 7,875 7,790 7,808 7,798 8,030
1,50 7252 7,170 7,163 7,182 7,288
51 0,10 6,279 6,276 6,279 6,275 6,318
0,25 6,227 6,193 6,213 6,192 6,381
0,50 6,001 5901 5938 5909 6,214
0,75 5702 5583 5613 5604 5,901
1,00 5411 5305 5,320 5,333 5575
1,50 4,923 4,861 4,854 4,892 4,996
5 0,25 0,002 0,002 0,004 0,001 0,031
0,50 0,045 0,035 0,061 0,024 0,815
0,75 0,277 0,185 0,284 0,150 1,963
1,00 0,860 0,581 0,782 0,536 2,008
1,50 1,644 1,539 1,614 1,594 1877

Tab. 5.4: Streuphasen ¢y (in rad) der e-Xe Streuung. Numerische Rechnungen in SEA von
Amus’ya et al. [ACCT75, OL83] im Vergleich mit den lokalen Modellen SCA, FEH,
FER und mFER, eingesetzt in Gl. (5.7), (Vp = 0).

Xenon kag SEA mFER SCA FEH FER
do 0,10 15,481 15478 15,613 15,455 18,128
1,00 13,716 13,502 13,518 13,504 13,739

01 1,00 11,136 11,042 11,062 11,052 11,441

Allerdings wird in dieser Arbeit eine Modifikation des FER Modells vorgeschlagen. Hierbei
2
wird zu den Potentialen in Gl. (5.9) der ruhende Austauschterm VM (r,0) = — Tres 2 Kr(r)
ergénzt. Fiir den lokalen Impuls folgt

Kper(r) = B + 22 (Vi) + Vo ()] +
Die Ersetzung K (r) — Kprr(r) in Gl. (5.10) wird als modifiziertes FER (mFER) bezeichnet.

Um die Giite der lokal-gendherten Austauschterme festzustellen, werden Vergleichsrech-
nungen mit dem nichtlokalen Austauschterm durchgefiithrt. Verglichen werden hierbei die fiir
das Streuproblem relevanten Streuphasen. In erster Ordnung Storungstheorie (ohne Pola-
risationspotential), auch statische Austauschniherung (SEA) genannt, wurden Streuphasen
mit dem nichtlokalen Austauschterm von Duxler et al. [DPL71] fiir Helium, von Thompson
[Tho66] fiir Neon und Argon, von Pindzola und Kelly [PK74] fiir Argon und von Amus’ya et
al. [ACC*75, OL83] fiir Xenon berechnet. Diese werden in den Tabellen 5.1-5.4 entsprechend
fiir Helium, Neon, Argon und Xenon mit den Streuphasen aus den eingefithrten Modellen
(SCA, FEH, FER und mFER) verglichen. Konsistenterweise wurde das Polarisationspoten-

VM, O)H . (5.13)
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tial bei diesen Berechnungen vernachléssigt (Vp = 0).

Von Riley und Truhlar [RT75] wurde bereits fir Helium und Argon festgestellt, dass
das FEH Modell Austauscheffekte unterschiatzt und das FER Modell die Austauscheffekte
iiberschétzt. Dies wird ebenfalls fiir die anderen Elemente Neon und Xenon festgestellt. Somit
sind beide Modelle fiir die Beschreibung der Austauscheffekte ungeeignet. Die semiklassische
Niaherung (SCA), Gl. (5.8) mit (5.9), und das in dieser Arbeit vorgeschlagene Modell mFER,
Gl. (5.10) mit (5.13), liefern hingegen eine deutlich bessere Ubereinstimmungen mit den
SEA-Streuphasen. Beide Modelle besitzen auflerdem das gleiche asymptotische Verhalten
bei hohen Energien kag > 1. Fiir kleine Wellenzahlen kay < 0,5 liefert das vorgeschlagene
Modell, mFER, die beste Ubereinstimmung. In diesem Bereich liegen die Abweichungen bei
allen Edelgasen unterhalb von 0,1rad.

Fiir alle Edelgase wird in den folgenden Abschnitten der Austauschterm Vg, des optischen
Potentials Vope, Gl. (5.7), durch das mFER Modell, Gl. (5.10) mit (5.13), beschrieben. Das
ist speziell fiir die Berechnung des Transportquerschnittes der leichteren Edelgase (Helium
und Neon) von grofier Bedeutung, da sowohl die einfache Struktur bei Helium als auch die
Schulter bei Neon, sieche Abb. 5.1 (a) und (b) im néchsten Abschnitt, ma8geblich durch den
Austauschterm bestimmt wird.

5.1.3 Elektron-Atom Transportquerschnitt im isolierten System

Fiir die Berechnung von Streuquerschnitten mit dem optischen Potential, Gl. (5.7), wird final
der Cut-off Parameter ro in Gl. (5.6) bendétigt. Fur die Bestimmung des Cut-off Parameters
gibt es unterschiedliche Methoden und Ansétze, siche [Pai76, RRZ87, MW59, Sch79].

In der Literatur ist die Bestimmung des Cut-off Parameters ry {iber die korrekte Be-
schreibung des Polarisationspotentials an der Stelle Vp(r = 0) am hiufigsten vertreten, siche
[RRZ87]. Bei semiklassischer Behandlung der Elektronen wurde eine analytische Formel von
Mittleman und Watson [MW59], 7o = [apag/(2Z'/3)]'/4, angegeben. Allerdings ist die ge-
naue Kenntnis von Vp (r = 0) fiir das Elektron-Atom Streuproblem von untergeordneter Rolle,
da die Coulomb-Wechselwirkung, beschrieben durch das Hartree-Fock Potential, fiir kleine
Absténde divergent und somit dominant ist.

Alternativ wird daher der Cut-off Parameter rg durch experimentelle Ergebnisse aus
dem Streuproblem angefittet. Beispielsweise ermittelte Paikeday [Pai76, Pai00] den Cut-
off Parameter rg durch Vergleiche mit den gemessenen differentiellen Wirkungsquerschnit-
ten der Elektron-Atom Stofle, Schrader [Sch79] orientierte sich hingegen an der gemessenen
Streulénge der Positron-Atom Wechselwirkung. In dieser Arbeit wird der Cut-off Parameter
so gewahlt, dass der Transportquerschnitt langsamer Elektronen (kag < 1) reproduziert wird,
gegeben durch die Experimente von Crompton [CER70] fiir Helium und Robertson [Rob72]
fiir Neon. Fir Argon, Krypton und Xenon, bei denen das Ramsauer-Minimum im totalen
Wirkungsquerschnitt gemessen wurde, siehe [RK29, TB22], wird der Cut-off Parameter r
hier durch das entsprechende Minimum im Transportquerschnitt (Position und Tiefe), siche

[MCRR77, EESS, KSOS6], fixiert.

Die Ergebnisse sind in Tab. 5.5 aufgelistet. Wie erwartet ist der Cut-off Parameter in der
Groéflenmordnung des Bohr’schen Radius rg &~ 1ag. Diese werden in das Polarisationspotential,
Gl. (5.6), eingesetzt und der Transportquerschnitt fiir das isolierte System berechnet.
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Tab. 5.5: Cut-off Parameter rg in Einheiten des Bohr’schen Radius ag.

rolao] He Ne Ar Kr Xe
diese Arbeit 1,00 1,00 0,86 0,92 1,00
Mittleman und Watson [MW59] 0,86 0,89 1,21 1,27 1,38
Paikeday [Pai76, Pai00] 0,92 1,00 2,89 3,40 -
Schrader [Sch79] 1,77 1,90 2,23 2,37 2,54
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Abb. 5.1: Transportquerschnitte der Elektronenstreuung an Edelgasen. Streuphasenrechnun-
gen aus dem optischen Potential, Gl. (5.7), in der vorgestellten Form, Gln. (5.5),
(5.6), (5.10) und (5.13) werden mit den Rechnungen aus [AT05] und Experimen-
ten [CER70, MC77, RTS80, Wil79, Rob72, RT84, MCRR77, GGS*96, STCTS1,
PFP197, EES8, Dan88, KSO86, GLAT98, RVT84] verglichen.
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Um das Modell des optischen Potentials, Gl. (5.7) mit Gln. (5.5), (5.6), (5.10) und (5.13),
zur Beschreibung der Elektron-Atom Wechselwirkung zu legitimieren, wird der fiir die Trans-
porteigenschaften wichtige Transportquerschnitt aus Streuphasenrechnungen mit experimen-
tellen Daten verglichen, siehe Abb. 5.1. Dabei liegen fiir die Edelgase jeweils Messdaten
iiber einen Wellenzahlbereich von 0 < kag < 3 fir He [CER70, MC77, RTS80, Wil79], fiir
Ne [Wil79, Rob72, RT84], fir Ar [Wil79, MCRR77, GGS*96, STCT81, PFP*97], fiir Kr
[STCT81, EE88, Dan88| und fiir Xe [KSO86, GLAT98, RVT84] vor. Zusitzlich werden Be-
rechnungen von Adibzadeh [ATO05] angegeben.

In den einzelnen Abbildungen 5.1 (a)-(e) sind sehr gute Ubereinstimmungen zwischen der
Theorie und den Experimenten erkennbar. Das optische Potential in der vorgestellten Form
ist demnach fiir die Beschreibung der Elektron Wechselwirkung mit Edelgasatomen geeignet.
Die einfache Struktur von Helium wird ebenso reproduziert wie die Schulter von Neon und
das Ramsauer-Minimum der schwereren Edelgase Argon, Krypton und Xenon. Die Maxi-
mas stimmen ebenfalls mit den experimentellen Daten iiberein. Im Bereich hoher Energien
sind bei den schweren Edelgasen Abweichungen erkennbar. Diese Abweichungen kénnten bei-
spielsweise durch eine energieabhéngige Behandlung des Polarisationspotentials geschlossen
werden. Fiir die Berechnung von Transportgroflen, genauer der Korrelationsfunktionen, bei
Temperaturen einiger Elektronenvolt spielt dieser Bereich allerdings keine Rolle.

Gute Ubereinstimmungen mit den Experimenten wurden auBerdem von Adibzadeh und
Theodosiou [ATO05] erzielt. Thre Berechnungen haben ebenfalls das optische Potential zur
Grundlage. Allerdings ist die Behandlung des Austauschterms und des Polarisationspotentials
unterschiedlich. Fiir jedes Edelgas wurde jeweils eine spezielle Wahl von Austausch- und
Polarisationsterm getroffen mit wiederum vier Fitparametern. Im Gegensatz dazu, enthélt
das vorgestellte Modell eine einheitliche Form fiir den Austauschterm aller Edelgase und nur
einen Fitparameter rg, siche Tab. 5.5, im Polarisationspotential.

5.1.4 Beriicksichtigung von Plasmaeffekten

Die Beitrage des optischen Potentials fiir das isolierte System wurden in den vorigen Abschnit-
ten angegeben. Im Plasma sind Abschirmeffekte zu erwarten, das optische Potential muss
genau wie das Coulomb-Potential der Elektron-Ion und Elektron-Elektron Wechselwirkung
abgeschirmt werden. Dabei wird jeder Beitrag des optischen Potentials separat abgeschirmt.
Das optische Potential fir das Plasmasystem ist gegeben durch

Vot (r) = Viar(r) + VB(r) + Ve (r) - (5.14)

wobei das Superskript s auf die Abschirmung, engl. screening, hindeutet.

Die Abschirmung des Polarisationspotentials wurde in fritheren Arbeiten untersucht, siche
[RR85]. Ahnlich wie beim abgeschirmten Coulomb-Potential kann das Polarisationspotential
durch einen Abschirmfaktor abgeschirmt werden

VS(r) = Ve(r) e 27 (1 + kr)?, (5.15)

wobei x der Abschirmparameter ist. Entsprechend der adiabatischen Ndherung wird auch
fiir die Elektron-Atom Wechselwirkung der effektive Abschirmparameter der Elektron-Ion
Wechselwirkung verwendet.

Das Hartree-Fock Potential enthélt die Coulomb-Wechselwirkung des einfallenden Elek-
trons mit dem Atomkern und den Schalenelektronen. Fiir das abgeschirmte Hartree-Fock Po-
tential werden die Coulomb-Wechselwirkungen durch Debye-Potentiale ersetzt, siehe [Kar06].
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Damit gilt fiir das abgeschirmte Hartree-Fock Potential

e2 Ze kT e—n|r—r1|
Vitp(r) = — l—+/p(m)d3r1 , (5.16)

47eg r |r —rq]

mit der Kernladungszahl Z = [d3t/p(r') = [;°dr'dmrp(r’), wobei p(r) die Dichte der
Schalenelektronen ist. Der zweite Term in der eckigen Klammer kann als

—KA/T +r1—2rr1z Tt —KY
27r/d1"17“1p 1 /dz = 27T/d’l“1 rip(r1) / dy
r2 — 2rr1 2 rr1
- lr—r1]

geschrieben werden. Das Integral iiber y ist auswertbar, wodurch das Integral {iber 1 in drei
Anteile aufgeteilt wird. Es folgt

e? Ze T
V5 = — L+ 1+ I 5.17
tr () Areq ( . + 11+ I+ 3> ) ( )
e
L = )e " dry (5.18)
I, =— )B_Hn dry (5.19)
13 = Z—r / 27TT1p(7’1)€_RT1 drl . (520)

Im Niederdichtegrenzfall (k — 0) geht Gl. (5.17) in das Hartree-Fock Potential fiir das isolierte
System, Gl. (5.5), iiber.

Aus der Entwicklung der Exponentialfunktion im Integranden von I; und Is, siehe ent-
sprechend Gln. (5.18) und (5.19), erhélt man die Ungleichung

ZG—R’I‘

L+1 > ) (1 + kT + /127“%) . (5.21)

,
Fir grofe Abstande rx > 1 wird I3, Gl. (5.20), betragsméBig groBer als der zweite Term in

Gl. (5.21). Das abgeschirmte Hartree-Fock Potential wird also stets repulsiv.
Mit der Zerlegung des Integrals Iy = [j dri... = [ dri... — [7°dry..., Gl (5.18), folgt

r2 /<c47“‘11
47r€0 /47rr1p 1) < i + i e ] dry

47’(’60 . / p(r smh K(ri—r)] dry.

Der erste Term in Gl. (5.22) ist in der Ordnung O(e™"*"/r). Der zweite Term mit der un-
teren Grenze r fallt fiir groe Abstdnde r — oo exponentiell ab, da bereits die Dichte der
Schalenelektronen fiir Abstdnde grofier des Atomradius exponentiell fillt. Die Ordnung ist

Viir(r) =

(5.22)
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O(e~"/%) oder schwicher, entsprechend der Orbitalwellenfunktionen, siche [CR74]. Damit ist
bei grofien Abstédnden r > ag fir den Fall k < 1/ag der zweite Term stets vernachldssigbar.
Nach der Entwicklung von GI. (5.22) um (kag)? gilt asymptotisch

Ze? e hr X

: s 2k+2
Jim Vielr) = 5 a0, (5.23)
Z=1 T rpp\ 2kH2
Cp = (2]<3+3)'/(CL0) 42 p(ry) dry . (5.24)
0

Die Koeffizienten C; héngen von der Element spezifischen Dichte der Schalenelektronen ab.
Numerische Werte fiir die Edelgase sind in Tab. 5.6 angegeben. Fiir Wasserstoff gilt in
Ubereinstimmung mit Karakhtanov, siehe [Kar06], Ci! = 1/2 und CfL, = 0.

Tab. 5.6: Koeffizienten Cj, aus Gl. (5.24) fiir die Edelgase.

He Ne Ar Kr Xe

0,1974 0,1563 0,2411 0,1830 0,1933
0,0324 0,0228 0,0672 0,0568 0,0727
0,0050 0,0033 0,0170 0,0165 0,0262
0,0007 0,0005 0,0044 0,0044 0,0088
0,0001 0,0001 0,0013 0,0011 0,0028

=W = o

Die Summe in Gl. (5.23) konvergiert schnell, siche Tab. 5.6. Es folgt fiir das abgeschirmte
Hartree-Fock Potential bei 0 < kag < 1 asymptotisch,

. Ze2 e kT
Vir(r) = Ireg T Co [(mo)Z + O <H4)} , (5.25)
z-1 F 2
Co = o (;) 42 p(ry) dry . (5.26)
0

Fiir die Abschirmung des Austauschterms in Gl. (5.14) wird das Hartree-Fock Potenti-
al und das Polarisationspotential in Gl. (5.13) entsprechend ihrer abgeschirmten Pendants,
Gln. (5.15) und (5.17), ersetzt.

Ein zentraler Unterschied zum isolierten Fall Gl. (5.7) ist, dass im Plasma nicht mehr
das Polarisationspotential, sondern das Hartree-Fock Potential den dominanten Beitrag fiir
groe Abstédnde liefert. Somit wird das abgeschirmte optische Potential fiir alle Edelgase
repulsiv. Karakhtanov [Kar06] berechnete dieses asymptotische Verhalten bereits fiir partiell
ionisierten Wasserstoff.

Fiir das Beispiel Argon ist das abgeschirmte optische Potential in Abb. 5.2 gezeigt. Darin
wird der isolierten Fall (kag = 0), sowie der Einfluss des Plasmas bei verschiedenen Plasma-
bedingungen kag = 0,05 und 0,1 gezeigt. Bei einer Temperatur von 20000 K entspricht das
den schweren Teilchendichten npeavy = 1,9 102%cm ™3 und 1,5 - 10>'em ™3 bzw. den Massen-
dichten p = 0,01g/ cm® und 0,1g/ cm® entsprechend. Fiir kleine Absténde ist der Einfluss des
Plasmas vernachldssigbar. Fiir grole Abstéande hingegen wirken die abgeschirmten optischen
Potentiale abstofiend und gehen in den asymptotischen Hartree-Fock Term Gl. (5.25) iiber.
Fiir die anderen Edelgase ist das Verhalten &hnlich.
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Abb. 5.2: Abgeschirmtes optisches Potential zur Beschreibung der Elektron-Argon Wechsel-
wirkung bei k = 0 fiir die Abschirmparameter xkag = 0,05 und 0,1 im Vergleich mit
dem isolierten System. Zusatzlich sind die Asymptoten aus Gl. (5.25) angegeben.

Der Einfluss der Abschirmung auf die Transportquerschnitte wird in den Abb. 5.3 (a)-(f)
fiir alle Edelgase gezeigt. Dabei wurden Streuphasenrechnungen fiir das abgeschirmte optische
Potential Gl. (5.14) bei verschiedenen Abschirmparametern x durchgefithrt. Grundsétzlich
fallt auf, dass wie bei den Elektron-Ton Stéen die Abschirmung einen grofien Einfluss auf die
langsamen Elektronen und einen geringen Einfluss auf die schnellen Elektronen hat.

Genauer wird zundchst Argon diskutiert, Abb. 5.3 (c) und (d). Bereits schwache Ab-
schirmungen fithren dazu, dass der Transportquerschnitt bei langsamen Elektronen stark
abnimmt. Das fiir das isolierte System deutlich ausgeprigte Ramsauer-Minimum 16st sich
nach und nach auf, bis es bei kag ~ 0,025 komplett verschwindet. Die Ursache dafiir ist die
Reduktion der nullten Streuphase dg verglichen mit der des isolierten Systems. Fiir héhere
Wellenzahlen kag > 0,2 gehen die Transportquerschnitte ineinander iiber, Abschirmeffekte
spielen hier keine Rolle. Das unterstreicht die Korrespondenz, dass das Potential fiir kleine
Absténde die Streuquerschnitte hoher Energien beeinflussen.

Fiir dichtere Plasmen xag > 0,025 wirkt der repulsive Anteil des optischen Potentials
derart, dass do(k) < 37. Das Ramsauer-Minimum ist verschwunden und der Transportquer-
schnitt steigt. Ein neues Minimum im Transportquerschnitt bildet sich nun aufgrund der
ersten Streuphase d; und ist daher keine Folge des Ramsauer-Effekts. Die Position und Tiefe
des Minimums steigen bei wachsender Abschirmung x, die Position des Maximums verschiebt
sich zu hoheren Energien bei abnehmender Hohe. Fiir Krypton und Xenon lésst sich ein ana-
loges Verhalten beobachten.

Betrachtet man Helium Abb. 5.3 (a) ergeben sich leichte Unterschiede. Da es in den Streu-
phasen der Elektron-Helium Stéfe keinen m-Durchlauf der nullten Streuphasen dg gibt, fithren
die durch die Abschirmung abgeschwéchten Streuphasen bereits bei kleinen Abschirmpara-
metern k zu einer Erhéhung des Transportquerschnitts. Ein Minimum bildet sich aufgrund
der ersten Streuphase &, heraus. Ahnlich wie bei Argon verschiebt sich das steigende Mini-
mum bei starkeren Abschirmparameters zu héheren Energien, das Maximum bleibt allerdings
unverdndert. Minimum und Maximum néhern sich an und treffen sich bei kag =~ 0,1, ein Sat-
telpunkt entsteht und geht bei dichten Plasmen kag =~ 0,2 in einen Wendepunkt iiber. Fiir
Neon lésst sich ein analoges Verhalten zu Helium beobachten.
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Abb. 5.3: Transportquerschnitte der Elektronenstreuung an Edelgasen im Plasma. Streupha-
senrechnungen aus dem abgeschirmten optischen Potential, Gl. (5.14), sind fiir ver-
schiedene Abschirmparameter kag angegeben.

5.2 Analyse der Elektron-Atom Korrelationsfunktionen

Elektron-Atom Korrelationen lassen sich analog zu den Elektron-Ion Korrelationen, siehe
Abs. 3.4.3, berechnen. Bei klassischer Behandlung der Atome und nach Durchfithrung des
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adiabatischen Grenzfalls folgt fiir die Elektron-Atom Korrelationsfunktionen entsprechend

zu Gl. (3.116)

3

ea h Vi c M* e e ea
w = %Tmnan/dk K (BER) = M fr(1— f2) QF(k), (5.27)
0

mit der Teilchendichte der Atome n,. Ist das Elektronensystem aufgrund niedriger Ionisati-
onsgrade (ajon < 1) nichtentartet (© > 1), folgt

ca B3 Q) neAZ’
5= 0
W= 3p2y 2

/ dk KO (BES)™S e BB QR (k) . (5.28)
0

VerhéltnisméBig zum Elektron-Ton Transportquerschnitt QS beeinflusst die Plasmaumgebung
den Elektron-Atom Transportquerschnitt Q5 nur schwach. Das Stoffintegral der Elektron-
Atom Korrelationsfunktion ist praktisch allein von der Temperatur abhingig. Die Dich-
teabhéngigkeit der Elektron-Atom Korrelationsfunktion ist im Gegensatz zu den Elektron-Ion
Korrelationsfunktionen trivial.

Fiir die Vergleichbarkeit der Edelgase untereinander wird anstelle der Massendichte p die
schwere Teilchendichte nheavy = pNa /M zur Darstellung der Ergebnisse verwendet (Ny ist die
Avogado-Konstante und M ist die molare Masse). Schwere Teilchen sind Ionen und Atome.
Der Beitrag der Elektronen zur Massendichte p ist vernachlédssigbar. In den betrachteten
Parameterbereichen ist der Anteil mehrfach geladener Ionen gering, es wird npeavy = Ma + 14

gesetzt, wobei n; = n, die Teilchendichte einfach geladener Ionen ist.
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Abb. 5.4: Tonisationsgrade partiell ionisierter Edelgase bei T' = 20000 K, entsprechend
[KHRO5], aufgetragen in Abhéngigkeit von: (a) nheavy, X geben den entsprechen-
den Wert fiir © = 100, + fiir © = 10 an; und (b) ©, % gibt den Wert fiir

Nheavy = 10%'ecm ™ an.

In Abb. 5.4 ist fiir die Isotherme 7" = 20000 K der Ionisationsgrad cion = 7e/Mheavy der
Edelgase iiber die schwere Teilchendichte npeavy und den Entartungsparameter © aufgetra-
gen. Die Zusammensetzung wurde dabei mit dem Programmpaket COMPTRA04 [KHRO5]
berechnet. Bei niedrigen Dichten lisst sich das Edelgasplasma durch ein einfach vollsténdig
ionisiertes Plasmamodell beschreiben. Fiir mittelstarke Dichten bilden sich Bindungszustédnde
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aus, der Ionisationsgrad nimmt ab und bildet ein Minimum. Beispielsweise sind im partiell io-
nisierten Neon mit 10%? schwere Teilchen je Kubikzentimeter lediglich 1% geladen. Aufgrund
der Druckionisation (Mott-Effekt) steigt der Ionisationsgrad fiir hohe Dichten rapdie an.
Fiir Dichten héher der Mott-Dichte nyjoi; ~ 10?3cm™2 verschwinden die Bindungszustinde,
n, = 0.

Dieser Verlauf des Ionisationsgrades ist charakteristisch und auch fiir andere Temperatu-
ren beobachtbar. Quantitativ verdndert sich die Lage und Tiefe des Minimums abhéngig von
der Temperatur. So steigt beispielweise der Anteil der Atome bei niedrigeren Temperaturen,
siche [RRNO95].
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(a) Korrelationsfunktionen: (a) di; und (b) dss  (b) Renormierungsfunktion, Gl. (4.57), des PIP-
in Einheiten von d aus Gl. (3.56). Die ver- Modells (durchgezogen farbig) im Vergleich
schiedenen Beitridge e—a (durchgezogen), e— zum FIP-Modell (durchgezogen schwarz).
i (gestrichelt) und e—e (Strich-Punkt-Linie) Grenzfille von Spitzer (gestrichelt) und RTA
sind dargestellt. (Strich-Punkt-Linie) sind angegeben.

Abb. 5.5: Korrelationsfunktionen und der Einfluss hoherer Momente auf die Berechnung der
elektrischen Leitfdhigkeit partiell ionisierter Edelgase bei T = 20000 K.

Mit Hilfe der Zusammensetzung und der Streuquerschnitte konnen die verallgemeiner-
ten Kraft-Kraft Korrelationsfunktionen, Gl. (5.27), berechnet werden. In Einheiten von d,
Gl. (3.56), sind die Korrelationsfunktionen vergleichbar.

Fiir dq; und ds3 sind Isotherme bei 7' = 20000 K in Abb. 5.5 (a) gezeigt. Die verschiedenen
Beitrige sind separat liber den Entartungsparameter © gezeigt. In © sind sowohl die e—i als
auch die e—e Beitrage zu den Korrelationsfunktionen fiir alle Edelgase gleich. Wie in den
Korrelationsfunktionen, Gl. (5.27), angedeutet, ist der atomare Beitrag dort maximal, wo
der Ionisationsgrad minimal ist, vgl. Abb. 5.5 (a) mit Abb. 5.4. Allerdings ist festzustellen,
dass selbst bei einem signifikant groferen Anteil der Atome (= 90%), siehe Ionisationsgrad
in Abb. 5.4, der Beitrag der Ionen dominant ist. Das verdeutlicht die Stirke der geladenen
Teilchenwechselwirkungen gegeniiber der e—a Wechselwirkung.

Bei dem Vergleich mit den Korrelationsfunktionen héherer Momente fillt auf, dass der
Anteil der Elektron-Atom Stéfle deutlich stéirker ansteigt, als der Elektron-lIon Anteil. Im
betrachteten Beispiel sind d$3/d$} ~ 10 und d$;/d§, = 2,5. Verglichen mit dem FIP-Modell
bei Z = 1 folgt entsprechend Gl. (4.57), dass der Einfluss der héheren Momente gering ist
(Renormierung =~ 1), grafisch verdeutlicht in Abb. 5.5 (b). Physikalisch bedeutet dies, dass
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die Elektronen bei kleinen Ionisationsgraden (ajon < 1) der Fermi-Statistik folgen. Deforma-
tionen der Verteilungsfunktion werden durch Elektron-Elektron Stéfle praktisch vollstdndig
ausgeglichen. Dieser Fakt wurde bereits im Rahmen des FIP-Modells mit der effektiven Io-
nenladung (Z = ajon ), Abs. 4.2.1, diskutiert, und wird im Rahmen des PIP-Modells bestétigt.

Abb. 5.5 (b) zeigt, dass die Ein-Moment Niherung bei Teilchendichten gréfer 102%cm =3
fiir alle Edelgase anwendbar ist. Die inverse elektrische Leitfdhigkeit (spezifischer Wider-
stand) setzt sich dann additiv aus Elektron-Ion und Elektron-Atom Beitrdgen zusammen
o7l =o' + 0! o d§) + d§3. Dieses Verhalten ist als Matthiessen Regel [Mat58] bekannt,
siehe [ZOR'16, DSB*17], und wird in der kinetischen Theorie hiufig zur Berechnung von
Relaxationszeiten 71 = 7, 4 7.;! verwendet, siche [LM84, FR17].

5.3 Leitfahigkeit realer Systeme Il: Edelgasplasmen

In diesem Abschnitt wird die elektrische Leitfahigkeit von Edelgasplasmen untersucht. Nach
Auswertung der Korrelationsfunktionen in T-Matrix Naherung wird die Leitfihigkeit analog
zu Abs. 4.2.3 in einer Zwei-Momenten Néherung berechnet. Die Ergebnisse werden im Unter-
abschnitt 5.3.1 mit den Leitfahigkeitsmessungen aus Schockwellenexperimenten verglichen.

Die Renormierungsfunktion Abb. 5.5 (b) deutet darauf hin, dass insbesondere fiir Helium
und Neon bereits eine Ein-Moment Néherung zur Beschreibung der elektrischen Leitfahigkeit
bei mittleren Dichten ausreicht. Eine Fitformel zur Berechnung der Leitfdhigkeit wird in
Abs. 5.3.2 vorgeschlagen und anhand von numerischen Berechnungen diskutiert.

Im Bereich hoher Dichten npeayvy ~ 10?2 — 10?3 /cm3 ist die Thermodynamik zu hin-
terfragen. Berechnete Zusammensetzungen weichen bei verschiedenen thermodynamischen
Zugédngen erheblich ab. Die Zusammensetzung beeinflusst jedoch Berechnungen von Trans-
portgrofen erheblich. In Abs. 5.3.3 werden die Schockwellenexperimente dichten Kryptons un-
tersucht. Die Leitfdhigkeitsmessungen werden dazu dienen, den Ionisationsgrad abzuschétzen.
Temperaturabhéingig werden diese Ergebnisse mit thermodynamischen Zugingen verglichen.

5.3.1 Vergleich mit experimentellen Daten

Abb. 5.6 zeigt den Einfluss der Atome bei T' = 20000 K. Ahnlich wie bei partiell ionisiertem
Wasserstoff, sieche [RRN95], weist die Leitfahigkeit fiir alle Edelgase ein charakteristisches
Minimum auf, dessen Position in der Nédhe des Tiefpunktes von i, liegt, vgl. Abb. 5.4,
da bei kleinen Ionisationsgraden deutlich weniger Elektronen fiir den Transport bereit ste-
hen. Abb. 5.6 (a) stellt den Vergleich zwischen vollstindig ionisiertem (Strich-Punkt-Linie
Qion = Z = 1) und partiell ionisiertem Plasma (ajon < 1) her. Da im PIP-Modell ein Teil der
Ladungstriger gebunden sind und dem Transport nicht zur Verfiigung stehen, wird selbst oh-
ne die Beriicksichtigung der Elektron-Atom Sto8e (gestrichelte Linie Ve, = 0) die Leitfahigkeit
gesenkt. Eine drastischere Reduktion erfihrt der Elektronenstrom durch Stéfe mit den Ato-
men (durchgezogene Linie). Der Effekt ist fiir die leichteren Edelgase stérker. Der systema-
tische Trend zu schwereren Edelgasen aus Abb. 5.4 setzt sich fort. Insgesamt liegt der Effekt
fir Argon bei etwa einer Groflenordnung und fiir Helium bei bis zu zwei Gréflenordnungen.
Die gemessenen Leitfahigkeitswerte fiir Helium, Neon und Argon koénnen durch das PIP-
Modell mit dem optischen Potential zur Beschreibung der Elektron-Atom Wechselwirkung
sehr gut beschrieben werden, siche Abb. 5.6 (b). Ahnlich gute Ergebnisse erhielt Adams et
al. [ARR107], der die Elektron-Atom Korrelationsfunktionen iiber die gemessenen Transport-
querschnitte ausgewertet hat. Anzumerken ist dabei, dass die Abschirmung im betrachteten
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Parameterbereich klein ist kag < 0,1. Die Plasmaumgebung wirkt sich anders als bei den
Elektron-Ion Stéfen nur unwesentlich auf den Elektron-Atom Transportquerschnitt aus. Der
Einfluss auf die Leitfihigkeit liegt unterhalb von 5%.
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Abb. 5.6: Leitfihigkeit partiell ionisierter Edelgase (PIP) bei T' = 20000 K unter Verwen-
dung des optischen Potentials zur Beschreibung der Elektron-Atom Wechselwir-
kung (durchgezogen): (a) fiir Helium (rot) und Argon (griin) im Vergleich mit ex-
perimentellen Daten (e: [DFG198, FTZ"03, IMFD76]), dem FIP-Modell n, = 0
(Strich-Punkt-Linien) und bei Vernachlissigung der Elektron-Atom Wechselwir-
kung Ve, = 0 (gestrichelt); sowie (b) fiir Helium (rot), Neon (orange), Argon
(griin), Krypton (blau) und Xenon (violett) verglichen mit experimentellen Daten
(e [DFG198, FTZ03, IMFD76]).

Fiir die schweren Edelgase Argon und Xenon sind verschiedene Isothermen der elektri-
schen Leitfdhigkeit in Abb. 5.7 gezeigt. Durch die farbige Darstellung wurden die gemessenen
Daten von Ivanov et al. [IMFD76], Shilkin et al. [SDG"03] sowie von Mintsev und For-
tov [MF79] gruppiert, und kénnen den Isothermen zugeordnet werden. Fiir einen genaueren
Vergleich mit den Experimenten wurde die Leitfahigkeit an den konkreten experimentellen
Bedingungen berechnet.

Durch die Beschreibung der Elektron-Atom Wechselwirkung mit dem optischen Potential
kénnen die Experimente durch das PIP-Modell fiir verschiedene Temperaturen sehr gut ver-
standen werden. Speziell bei Argon, Abb. 5.7 (a), sind gute Ubereinstimmungen sowohl bei
tiefen als auch bei hoheren Temperaturen zu finden.

Alternativ zum optischen Potential sind in Abb. 5.7 (b) Berechnungen von Kuhlbrodt et
al. [KRR105] mit dem Polarisationspotential dargestellt. Wie in [ARRT07] gezeigt, konnen
wesentliche Eigenschaften wie der Transportquerschnitt des Elektron-Atom Streuprozesses
durch das Polarisationspotential selbst nicht reproduziert werden. Fiir die Leitfahigkeit erge-
ben sich somit Abweichungen von bis zu zwei Gréfenordnungen. Trotzdessen kénnen quali-
tative Charakteristika wie beispielsweise das Leitfahigkeitsminimum bei tiefen Temperaturen
beobachtet werden. Die zentrale Rolle spielt dabei der Ionisationsgrad.

Der Einfluss des Ionisationsgrades auf Transportgréfien kann mitunter sehr stark werden.
In Abs. 5.3.2 wurde dies bereits fiir die Korrelationsfunktionen diskutiert. Auswirkungen
auf die Leitfdhigkeit werden im néchsten Abschnitt erldutert. Dabei wird insbesondere fiir
die leichteren Edelgase Helium und Neon ein direkter Zusammenhang zwischen elektrischer
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Leitfahigkeit und Ionisationsgrad gefunden.
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Abb. 5.7: Leitfahigkeit der schweren Edelgasplasmen (a) Argon bei T = 8000 K (blau),
10000 K (griin), 15000 K (rot) und 20000 K (schwarz) im Vergleich mit experi-
mentellen Daten (A: [[IMFD76]; B: [SDGT03]; ¢: Berechnungen bei experimentellen
Bedingungen), und (b) Xenon bei 7" = 10000 K (blau), 15000 K (rot) und 25000 K
(schwarz) im Vergleich mit experimentellen Daten (A: [[IMFD76]; B: [SDGT03]; ¥:
[IMF79]; 0: Berechnungen bei experimentellen Bedingungen) und Berechnungen von
Kuhlbrodt et al. [KRRT05] mit Polarisationspotential (gestrichelt).

5.3.2 Fitformeln fiir die Leitfahigkeit von Helium und Neon

Die Berechnung der elektrischen Leitfdhigkeit partiell ionisierter Plasmen erweist sich als
deutlich aufwendiger als bei vollstdndig ionisierten Plasmen, da einerseits im chemischen
Bild die Zusammensetzung des Plasmas und andererseits entsprechende Transportquerschnit-
te fir die Kraft-Kraft Korrelationsfunktionen berechnet werden miissen. Letzteres wurde in
den vorigen Abschnitten diesen Kapitels detailliert beschrieben. Eine einfache Formel zur Be-
rechnung der elektrischen Leitfdhigkeit partiell ionisierter Plasmen ist daher wiinschenswert.
In diesem Abschnitt werden speziell die leichteren Edelgase Helium und Neon untersucht.

Helium und Neon weisen bishin zu einigen 10* K schwache Ionisationsgrade ajon < 1 auf.
Der Einfluss héherer Momente ist gering, iiber einen Dichtebereich von einigen Gréfenord-
nungen kann fiir die Renormierung r ~ 1 angenommen werden, siche Abb 5.5 (b). In diesem
Bereich ist weiterhin die Elektron-Atom Korrelationsfunktion gegeniiber der Elektron-Ion
Korrelationsfunktion dominant d$§ > d$i, sieche Abb. 5.5 (a). Fiir die elektrische Leitfihigkeit
partiell ionisierten Heliums und Neons kann demnach

e2n2 Qo
€ — 5.29
5o 529

g =

angenommen werden. Aufgrund der niedrigen Ionisationsgrade cion = ne/(na + Ni) = Ne/Na
ist das Plasma nichtentartet und Abschirmeffekte in Q5 werden vernachlassigt. Mit Gl. (5.28)
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folgt (z = kayg)

00 ~1
4 432
o(n,T) = 3@%%% {/ dx x (3_5(T)°TQQ‘r}a(az/ao)aa2 (5.30)
eSm
0
=3,09- 10" tion T2 f(€) Sm 'K 5/2 | (5.31)

mit &(T) = Bh?/(2mad) und f(€) =1/ [fooo dx e‘g(T)ﬁQ?ra(w)aaz] Fiir Helium und Neon

werden folgende Fitfunktionen mit Temperaturbereich angegeben

fre(€) =13367%%, 7000 K < T < 30000 K (5.32)
fre(€) = 88& %, 5000 K < T <20000K. (5.33)

Eingesetzt in Gl. (5.31) folgt ein einfacher Zusammenhang zwischen der elektrischen Leitfahigkeit
und dem Ionisationsgrad.
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Abb. 5.8: Leitfihigkeit der leichten Edelgasplasmen (a) Helium bei 7' = 15000 K, 20000 K
und 30000 K (schwarz durchgezogen: PIP-Modell, rot gestrichelt: Fitformel,
Gl. (5.31)) im Vergleich mit experimentellen Daten (¥: [DFG198, FTZ103]; e:
[TFP*02]; O: [CLE*T10, SMWC12]) und DFT-MD Rechnungen (¢) von Preising
et al. [PLBT18] und (b) Neon bei T' = 12000 K, 15000 K und 20000 K (schwarz
durchgezogen: PIP-Modell, rot gestrichelt: Fitformel Gl. (5.31)) im Vergleich mit
experimentellen Daten () von Ivanov et al. IMFD76].

Die Giite der Formel wird in Abb. 5.8 iiberpriift. Es ist deutlich sichtbar, dass die
Ubereinstimmung bei kleinen Ionisationsgraden etwa bei kleinen Temperaturen am groften
ist. Fiir den Niederdichtegrenzfall verliert die Fitformel an Giiltigkeit, da das Plasma dort
starker ionisiert vorliegt und Elektron-Ton Stéfe relevant werden. Analytische Fitformeln des
FIP-Modells, wie beispielsweise die Spitzer-Formel, ist dann zu empfehlen.

Fiir Helium, Abb. 5.8 (a), werden zudem die Experimente von Ternovoi [TFP102] bei
1 —3-10* K und Celliers [CLET10] bei 3 - 10* K angezeigt. Celliers et al. [CLE*10] maBen
dabei die Reflektivitat, die elektrische Leitfdhigkeit wurde {iber verschiedene Drude-Fits von
Celliers et al. [CLE*10] und Soubiran et al. [SMWC12] gewonnen. In Abb. 5.8 (a) werden
diese Daten zu entsprechenden Boxen gruppiert. Es wurden ausschliefllich die Daten gewéhlt,
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bei denen die Abweichung aufgrund der verschiedenen Drude-Fits weniger als einen Faktor 2
betriagt. Weitere Maximalunsicherheiten von 50% wurden angenommen.

Auch bei relativ hohen Dichten 102 e¢m ™~ ist die Ubereinstimmung mit dem vorgestell-
ten PIP-Modell gut. Ahnlich gute Ergebnisse werden speziell bei 30000 K durch kiirzlich
verdffentlichte Daten aus DFT-MD Simulationen von Preising et al. [PLB118], in denen
das HSE-Austauschfunktional verwendet wurde, erhalten. Die Daten schliefen an das PIP-
Modell an. Gréfiere Abweichungen mit den DFT-MD Simulationen (etwa Faktor 2) liegen
bei 20000 K vor. Ursachen kénnten hierbei einerseits bei der schwierigen Beschreibung der
Bindungszusténde durch ebene Wellen im Rahmen der DFT (physikalisches Bild) und ande-
rerseits bei der Behandlung des Mott-Ubergangs im PIP-Modell (chemisches Bild) liegen. Um
diese Abweichungen allerdings genauer zu analysieren sind weitere Berechnungen notwendig.

Die Fitformel, GI. (5.31), ist nach Abb. 5.8 selbst bei hoheren Teilchendichten oc 103 ¢cm ™3
anwendbar, da speziell fiir die leichteren Edelgase Helium und Neon die Ionisationsgrade
niedrig sind und somit das Elektronensystem im Rahmen des PIP-Modells als nichtentartet
(© > 1) und ideal (I < 1) aufgefasst werden kann. Uber die Analysen mit dem Drude-Modell
von Celliers und Soubiran kann zudem eine Verbindung zur Reflektivitit geschlossen werden.
Damit kann die elektrische Leitfahigkeit ausgehend vom chemischen Modell im weiteren Sinne
als Bindeglied zwischen den Messungen der Reflektivitit und dem Ionisationsgrad verstanden
werden. Detailliertere Untersuchungen sowie die Ubertragung auf weitere Edelgase oder gar
auf andere Elementklassen ist Gegenstand weiterer Arbeiten. Im néchsten Abschnitt wird
am Beispiel dichten Kryptons der Zusammenhang zwischen der elektrischen Leitfahigkeit
und dem Ionisationsgrad untersucht und mit Ergebnissen aus thermodynamischen Modellen
verglichen.

5.3.3 Zusammensetzung dichten Kryptons

In diesem Abschnitt wird partiell ionisiertes und dichtes Krypton untersucht. Erstmals werden
dabei Abschirmeffekte durch das Plasma im optischen Potential einbezogen.

Wiéhrend die Zusammensetzung im Bereich niedriger Dichten durch den Debye-Grenzfall
ermittelt werden kann, muss der Wechselwirkungsanteil des chemischen Potentials im Be-
reich des Mott-Ubergangs genéhert werden. Die entsprechenden Ionisationsgrade weichen fiir
verschiedene Niherungen mit steigender Dichte stark ab, siche [ARR107]. Von Chen et al.
[CZGL15] wurde der Ionisationsgrad mit dem SFVT-Modell (self-consistent fluid variatio-
nal theory) berechnet und mit dem Programmpaket COMPTRAO04 [KHRO05] verglichen. Es
wurden im Bereich von einigen g/ cm® bei niedrigeren Temperaturen Abweichungen von bis
zu zwei Groflenordnungen festgestellt. Der Einfluss auf die Transportgrofien wie der elektri-
schen Leitfahigkeit ist daher enorm, dargestellt in Abb. 5.9 (a). Neben den Berechnungen
sind die gemessenen Daten von Glukhodedov et al. [GLM99] fiir verschiedene Temperaturen
bei p = 5,5g/ cm? gezeigt. Grundsatzlich ist festzustellen, dass mittels der Zusammensetzung
nach COMPTRAO04 die Leitfahigkeit {iberschétzt und nach dem SFVT-Modell unterschétzt
wird. Diese starken Abweichungen lassen sich auf den Ionisationsgrad zuriickfithren. Abschir-
meffekte sind zwar nicht vernachléssigbar, allerdings verhéltnisméflig klein.

In Abb. 5.9 (b) werden aus den experimentellen Daten zur Leitfihigkeit entsprechende
Ionisationsgrade bestimmt. Da das Modell des abgeschirmten optischen Potentials bereits
im Bereich mittlerer Dichten sehr gute Ubereinstimmungen mit den experimentellen Daten
liefert, wird iiber dieses Modell der Ionisationsgrad gesucht, der auf die experimentellten
Werte der Leitfahigkeit fithrt. Wie zu erwarten ist, liegt auch der iiber die Experimente
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bestimmte Ionisationsgrad zwischen den Berechnungen von COMPTRA04 und SFVT. Sogar
im Bereich niedriger Temperaturen ist eine Extraktion des Ionisationsgrades moglich.
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Abb. 5.9: Elektrische Leitfdhigkeit (a) und Ionisationsgrad (b) dichten Kryptons bei p =

5,5g/ cm?® (Mheavy = 4 - 10?8 /cm?) in Abhéngigkeit von der Temperatur T. Expe-
rimentelle Daten der elektrischen Leitfahigkeit von Glukhodedov et al. [GLM99]
und die aus ihnen extrahierten Ionisationsgrade (o) werden mit Berechnungen un-
ter Verwendung der Zusammensetzung nach COMPTRA [KHRO05] (durchgezogen)
und SFVT [CZGL15] (O) verglichen.

Sofern experimentelle Daten der Leitfahigkeit im Bereich niedriger Temperaturen T <
20000 K vorliegen, kann dieses Verfahren verwendet werden, um Ionisationsgrade von Edel-
gasen zu bestimmen. Dies bietet die Moglichkleit thermodynamische Modelle im Bereich
hoher Dichten zu {iberpriifen.



6. ZUSAMMENFASSUNG UND AUSBLICK

In der vorliegenden Arbeit wurde ein quantenstatistischer Zugang genutzt, um neue Ergebnis-
se im Bereich der Transporteigenschaften nichtidealer und partiell ionisierter Plasmasysteme
zu erhalten.

Der Einfluss der Elektron-Elektron Stéfle auf Transporteigenschaften wurde untersucht.
Elektron-Elektron Stofle liefern keinen Beitrag zum Gesamtimpuls, wirken aber der Defor-
mation der Verteilungsfunktion durch Elektron-Ion Stéfe entgegen. Erstmals gelingt die kon-
sistente Erweiterung des Niederdichtegrenzfalls auf Elektron-Elektron Kraft-Kraft Korrela-
tionsfunktionen mit geradzahligen Momenten des Energietransports Py, Py, Pg. Jenseits des
vollstandig ionisierten Wasserstoffs wurden die Vorfaktoren der thermoelektrischen Trans-
portgréfien im Niederdichtegrenzfall bestimmt. Fiir das Lorentz-Plasma werden exakte Wer-
te aus der kinetischen Theorie durch die Mehr-Momenten N&herung der Linearen-Response
Theorie reproduziert.

Durch Abschétzen der Fermi-Funktionen gelingt es, Quanteneffekte wie Entartung und
Austauschteme in den Elektron-Elektron Stéflen zu berticksichtigen und die Korrelations-
funktionen in einem Intervall anzugeben. Der Korrekturfaktor wurde fiir das Modell des
vollstindig ionisierten Plasmas in einem groflen Dichte- und Temperaturbereich angegeben.
Einfliisse der Ionenladung wurden beriicksichtigt. Bei niedrigen Temperaturen 7' < 10° K ist
der Korrekturfaktor durch den Kopplungsparameter I darstellbar. Eine Fitformel wurde in
dieser Arbeit angegeben.

Durch Einfiihren dichteabhéngiger Abschirmfaktoren besteht die Moglichkeit, T-Matrix
Rechnungen und dynamische Abschirmeffekte zu verbinden. Neue MD-Simulationen weisen
darauf hin, dass dieses Konzept bei nichtidealen Plasmen mit Kopplungsparametern bis zu
I' = 3 anwendbar ist. Bei stark gekoppelten Systemen ist die Einbeziehung von Struktur-
faktoren und Pseudopotentialen nétig. Mit ihnen gelingt es, experimentelle Ergebnisse der
elektrischen Leitfdhigkeit warmen dichten Aluminiums zu beschreiben.

In Verbesserung des bisher benutzten Polarisationspotentials wurde erfolgreich ein ein-
heitliches optisches Potential fiir die Beschreibung des Elektron-Atom Streuprozesses ein-
gefiihrt. Effekte wie z.B. das Ramsauer-Minimum werden reproduziert. Plasmaeffekte wurden
berticksichtigt, indem die Bestandteile des optischen Potentials abgeschirmt wurden.

In typischen Dichtebereichen partiell ionisierter Plasmen 0 < wkag < 1 konvergiert das
abgeschirmte optische Potential fiir grole Abstédnde nicht wie im isolierten Fall (k = 0) gegen
das (attraktive) Polarisationspotential, sondern wird repulsiv. Im Unterschied zu Elektron-
Ion Wechselwirkung fithren Abschirmeffekte in der Elektron-Atom Wechselwirkung zu ei-
ner Reduktion der elektrischen Leitfahigkeit. Es ist festzustellen, dass Abschirmeffekte der
Elektron-Atom Wechselwirkung erst bei Teilchendichten nyeavy > 1022¢m—3 wirksam werden.
Ab dann beeinflussen sie die elektrischen Leitfdhigkeit um bis zu eine Gréfenordnung.

Bei kleinen Ionisationsgraden ist die Ein-Moment Ndherung zur Berechnung der elektri-
schen Leitfdhigkeit ausreichend. In diesem Bereich wird die Matthiesen-Regel bestatigt. Ist
der Tonisationsgrad sehr gering, cyon < 1072, so ist er direkt mit der elektrischen Leitfihigkeit
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verbunden.

Verbesserungen des verwendendeten quantenstatistichen Zugangs sind méglich. So erlaubt
die Green-Funktionstechnik grundsétzlich eine konsistente Beriicksichtigung der dynamischen
Abschirmung und der starken Sté8en im Rahmen einer Stérungstheorie. Beispiele weiterer
Verbesserungen sind die Berticksichtigung von Sté8en in der dielektrischen Funktion (jenseits
der RPA) und die mikroskopische Behandlung von Mehrteilchenstéfien.

Durch die neuen experimentellen Methoden wird es in naher Zukunft méglich sein, weitere
Experimente zur warmen dichten Materie durchzufiihren. Neben Aluminium, kénnen analoge
Betrachtungen zu anderen Elementen durchgefiihrt werden. Weiterfiithrende Betrachtungen
zum temperatur- und dichteabhéngigen Pseudopotential sowie eine verbesserte Behandlung
des Ion-Ion Strukurfaktors durch DFT-MD oder HNC Rechnungen sind denkbar.

In dieser Arbeit wurde der Korrekturfaktor fiir die statische elektrische Leitfahigkeit
dichte- und temperaturabhéingig bestimmt. Eine Ubertragung auf die dynamische Leitfihig-
keit ist Aufgabe weiterer Forschung. Analog zum Korrekturfaktor der elektrischen Leitfahig-
keit konnen auch Korrekturfaktoren fiir die Thermokraft und die Warmeleitfahigkeit be-
stimmt werden. Allerdings ist die Zwei-Momenten Néherung bereits im klassischen Grenzfall
nicht ausreichend, siehe Abb. 4.5. In einer Drei-Momenten Naherung sollten allerdings gute
Ergebnisse erzielbar sein. Speziell fiir die Warmeleitfahigkeit konnte die Beriicksichtigung des
sechsten Moments zu einer schnellen Konvergenz der Mehr-Momenten Methode fithren. Nach-
dem die Elektron-Elektron Korrelationsfunktionen mit geradzahligen Momenten des Energie-
transports im Niederdichtegrenzfall berechnet wurden, ist dafiir jedoch die Ubertragung auf
beliebige Dichten nétig.

In der Beschreibung partiell ionisierter Plasmen gibt es einige Punkte, die fiir zukiinftige
Betrachtungen von Interesse sind. So wurden in den letzten Jahren verstérkt optische Eigen-
schaften wie die Reflektivitdt partiell ionisierten Xenons untersucht. Mit Hilfe des optischen
Potentials konnen neue Berechnungen durchgefiihrt werden, die entgegen empirischen Annah-
men auf einer mikroskopische Beschreibung basieren. Bislang wird fiir das optische Potential
in dieser Arbeit ein Fitparameter bendtigt. Es wére wiinschenswert, auch diesen Parameter
durch weitere fundierte Analysen zu fixieren, sodass das Modell ohne experimentelle Daten
als Input auskommt. Ein ferneres Ziel kénnte zudem sein, das vorgestellte optische Poten-
tialmodell auf andere Elementklassen zu iibertragen. Bei einer Ubertragung auf Alkalimetalle
ist ein starkerer Einfluss des Polarisationspotentials zu erwarten, da die Polarisierbarkeit etwa
eine Groflenordnung hoher als bei den Edelgasen ist. Damit ist auch zu erwarten, dass dann
die Energieabhéngigkeit des Polarisationspotentials nicht vernachléssigbar ist.
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Abkiirzungsverzeichnis

Qlion - -+
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DS

Thermokraft oder Logarithmus der Fugazitét,
Tonisationsgrad,

Polarisierbarkeit,

Vorfaktor der Thermokraft oder Abschwéchungsparameter,
Bohr’scher Radius,

Stoflparameter,

Streuphase zur Drehimpulsquantenzahl ¢,

dielektrische Funktion,

elektrische Feldkonstante,

Elementarladung,

kinetische Energie des Teilchens der Sorte ¢ mit Impuls fk,
Verteilungsfunktion eines Teilchens der Sorte ¢ mit Impuls Ffk,
reduziertes Planck’sches Wirkungsquantum,
Boltzmann-Konstante,

Wellenzahl,

Wairmeleitfdhigkeit (phdnomenologisch) oder Abschirmparameter,
Waérmeleitfahigkeit unter experimentellen Bedingungen,
Vorfaktor der Warmeleitfadhigkeit (Lorentz-Zahl),
Coulomb-Logarithmus,

Masse des Elektrons,

Masse des Teilchens der Sorte c,

reduzierte Masse,

Teilchendichte der Sorte c,

n-tes Moment des Energietransports,

Impulsiibertrag geteilt durch h,

Transportquerschnitt,

Viskositatsquerschnitt,

Massendichte,

statistischer Operator des Nichtgleichgewichts,

statistischer Operator des Gleichgewichts,

relevanter statistischer Operator,

Korrekturfaktor,

Renormierungsfaktor,

klassischer Umkehrpunkt oder Cut-off Parameter,

differentieller Wirkungsquerschnitt,

elektrische Leitfahigkeit,

reduzierte (elektrische) Leitfahigkeit,
Spin,

Vorfaktor der elektrischen Leitfahigkeit,
statischer Ion-Ion Strukturfaktor,
Temperatur,

Streuwinkel,

Potential,

Normierungsvolumen,

Ladungszahl der Ionen.
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Anhang

Formelsammlung

Die verwendeten mathematischen Funktionen wurden aus der mathematischen Formelsamm-

lung entnommen.

Fermi-Integrale:

Komplementére Fehlerfunktion:

Integralexponentialfunktion:

Verallgemeinerte harmonische Zahlen:

Sphérische Bessel-Funktionen:

Sphérische Neumann-Funktionen:

Modifizierte Bessel-Funktionen zweiter Art:

inverse thermische Energie:
Thermische Wellenlédnge:

Chemisches Potential (ideal):
Enthalpie pro Teilchen (ideal):
Abschirmparameter:
Abschirmparameter (Debye):
Abschirmparameter (Thomas-Fermi):

Kopplungsparameter:

Entartungsparameter:

Born-Parameter:

Logarithmus der Fugazitét:
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