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1 Einleitung und Notationen

Motivation

Mit Hilfe von stochastischen Prozessen mit kontinuierlicher oder mit diskreter Indexmenge
konnen zufillige Vorgénge in der Zeit, bspw. in der Finanzmathematik fiir die Darstellung
von Aktienkursverlaufen (siehe [18], Abschnitt 1.2 und 1.3) und in der Meterologie fur
Wettervorhersagen, modelliert werden. Dabei werden reellwertige stochastische Prozesse
mit diskreter Indexmenge als Zeitreihen bezeichnet (siehe [2] und [9]). Fiir Zeitreihen gibt
es diverse Modelle, in denen sich deren Elemente durch eine Rekursion beschreiben lassen,
was zum Beispiel auf AR-, MA- und ARMA-Zeitreihen zutrifft (siehe [9]). Ein weiteres
Modell fiir Zeitreihen, bei denen die Elemente in gewisser Weise rekursiv definiert sind, ist
das so genannte ARCH-Modell (autoregressive conditional heteroskedasticity), welches fiir
die Analyse reellwertiger, 6konomischer Zeitreihen mit zeitlich variabler Volatilitat von
Engle im Jahr 1982 in [16] aufgestellt wurde. Fiir dieses Modell wurde ihm im Jahr 2003
der Nobelpreis fiir Wirtschaftswissenschaften verliehen. Eine haufig verwendete Definition
von ARCH-Zeitreihen ist bspw. die folgende (fir weitere Definitionen, siehe [20]): Eine
Zeitreihe (2% )rez heift ARCH(p)-Zeitreihe mit p € N, wenn

p
2 2
L = €10k, o =0+ g o 25,

i=1

fast sicher (f.s.) fiir alle & gilt, wobei § > 0 sowie a4, ..., > 0 mit oy > 0 gilt und (e )rez
eine unabhéingig und identisch verteilte (u.i.v.) Zeitreihe mit E(gy) = 0 sowie E(g2) = 1
ist. Da fiir die bedingten Varianzen solch einer Zeitreihe Var[ 2| 21,1 < k| = o fiir alle
k gilt und o von Zj_1,..., Zi—p abhingt, die bedingten Varianzen also autoregressiv
und heterogen sind (Varianzheterogenitat wird auch Heteroskedastizitit genannt), ist der
Begriff ARCH plausibel. Dieses Modell wurde von Bollerslev im Jahr 1986 in [6] zum
GARCH-Modell (generalized autoregressive conditional heteroskedasticity) erweitert. Fiir
dieses Modell verwenden wir die folgende Definition (fiir weitere Definitionen, siehe [18]):
Eine Zeitreihe (2% )rez heiBt GARCH(p, q)-Zeitreihe mit p, q € N, wenn

b q
Li=cpon, o =0+Y w22+ Y B0t
=1

- i=1

f.s. fiir alle k gilt, wobei 6 > 0 sowie vy, ...,0, 1, ..., B; = 0 mit oy, 3, > 0 gilt. Sowohl
zu ARCH- als auch zu GARCH-Zeitreihen gibt es zahlreiche Publikationen, wobei ei-
ne Vielzahl von Eigenschaften reellwertiger (univariater und multivariater) ARCH- und
GARCH-Zeitreihen [2], [20] und [18] entnommen werden kann.

Es besteht auch die Moglichkeit Zusammenhénge zwischen Zufallsvariablen zu untersu-
chen, die Werte in einem separablen Banach-Raum annehmen. Diese Zufallsvariablen
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nennen wir funktionale Zufallsvariablen, da als separable Banach-Réume meist Funk-
tionenraume betrachtet werden. Die Theorie der Analyse von funktionalen Zufallsvaria-
blen wird Funktionale Datenanalyse genannt (siche Abschnitt 2.4, [7], [8], [18], [21], [24],
[31] und [36]). Zeitreihen, die aus funktionalen Zufallsvariablen bestehen, bezeichnen wir
funktionale Zeitreihen (siche Abschnitt 2.5, [7], [8] und [21]). Eine funktionale Zeitreihe
erhalten wir auf natiirliche Weise, indem wir statt des stochastischen Prozesses (X;);er
mit fast sicher stetigen Pfaden, die Zeitreihe (Yj)rez aus den stochastischen Prozessen
Yie = (Ya(t))iejo1) bzw. C[0, 1]-wertigen Zufallsvariablen mit Y, (¢) = Xj4 fir alle k¢
betrachten (fiir diverse Funktionenrdume, siche Abschnitt 2.2). In der Literatur zu funk-
tionalen Zeitreihen wird sich hiufig auf die Raume C0, 1] und L?[0, 1] beschrankt (siehe
[3], [10], [11], [12], [22], [23], [28] und [35]). Fiir die Verwendung anderer Funktionenraume
bei funktionalen Zeitreihen, siche [14] und [32].

Im Jahr 2013 stellten Hérmann, Horvath und Reeder in [22] eine funktionale Version des
ARCH(1)-Modells fiir Zeitreihen mit Werten in C[0, 1] und 5# = L?(0, 1] auf. In diesem
ARCH(1)-Modell ist die Gleichung 2} = ex0y als punktweises Produkt der beiden funktio-
nalen Zufallsvariablen g; mit oy zu verstehen und es liegt die Gleichung o7 =& + a1 (.2;?)
vor, wobei ay ein geeigneter Operator ist. In den Theoremen 2.1 und 2.3 in [22] wur-
den hinreichende Bedingungen fir Stationaritat von - bzw. C|0, 1]-wertigen ARCH(1)-
Zeitreihen angegeben. Des Weiteren wurde fiir J#-wertige Zeiteihen in [22], Lemma 3.1
bzw. [22], Theorem 3.1 eine asymptotische obere Schranke fiir die Schétzfehler bestimmter
Schéatzer fiir § bzw. fiir eine Projektion des Integraloperators «; auf einen endlichdimensio-
nalen Unterraum im Sinne stochastischer Konvergenz formuliert. Im Jahr 2017 definierten
Aue, Horvath und Pellatt in [3] funktionale GARCH(1, 1)-Zeitreihen mit Werten in ¢
sowie C[0, 1] und formulierten in den Theoremen 1 bzw. 2 hinreichende Bedinungen fiir
Stationaritat dieser Zeitreihen. Es wurde ein Kleinster-Quadrate-Schatzer fiir die Para-
meter in 7-wertigen GARCH(1, 1)-Zeitreihen hergeleitet und ein Konsistenzresulutat im
Sinne fast sicher Konvergenz in Theorem 3 angegeben. Schliellich, im Jahr 2019, definier-
ten Cerovecki, Francq, Hormann und Zakoian in [11] J#-wertige GARCH(p, q)-Zeitreihen
mit beliebigen Ordnungen p,q € N. In [11], Theorem 1 wurde eine hinreichende Bedin-
gung fir Stationaritat von J#-wertigen GARCH(p, q)-Zeitreihen mit p, g € N angegeben.
Ferner wurde ein Quasi-Maximum-Likelhood-Schétzer fiir die auf einen geeigneten Un-
terraum projizierten Parameter dieser GARCH(p, q)-Zeitreihen mit p,q € N angegeben
und in [11], Theorem 2 wurde ein Konsistenzresultat im Sinne fast sicherer Konvergenz
ohne Angabe einer Rate formuliert. Auflerdem wird in [11], Proposition 3 ein Konsistenz-
resultat fiir einen Schétzer fiir die Parameter von J#-wertigen GARCH(1, 1)-Zeitreihen
angegeben, wobei diese Parameter nicht auf einen Unterraum projiziert werden.

Die vorliegende Dissertation widmet sich der Analyse von probabilistischen Eigenschaften
und der Schitzung der Parameter von funktionalen ARCH-(FARCH-) sowie funktiona-
len GARCH-(FGARCH-)Zeitreihen mit beliebigen Ordnungen. Beruhend auf den Arbei-
ten [3], [11] und [22] werden hinreichende Bedingungen fiir die Existenz von stationéren
FARCH(p)- und FGARCH(p, q)-Zeitreihen mit p, g € N und Werten in diversen Funktio-
nenrdumen formuliert. Fiir diese Zeitreihen werden auflerdem hinreichende Bedingungen
fir die Existenz diverser Momente sowie fur LP-m-Approximierbarkeit (siche Abschnitt
2.5.3) angegeben. Unser Augenmerk richten wir auf die Herleitung der Schétzer fir die
Parameter von .7-wertigen FARCH(p)- und FGARCH(p, q)-Zeitreihen und von asym-
ptotischen oberen Schranke fiir die Schatzfehler der Schéitzer fiir die Parameter, ohne
diese auf einen endlichdimensionalen Unterraum zu projizieren. Fiir FARCH-Zeitreihen



werden wir zudem asymptotische obere Schranken der Schétzfehler fiir die Schétzer der
Parameter, die wir auf einen endlichdimensionalen Unterraum projizieren, formulieren.

Aufbau der Arbeit

In Kapitel 2 werden die Grundlagen zur Analyse von funktionalen Zeitreihen dargelegt.
Wir werden an die Definitionen und Eigenschaften von metrischen, Banach- sowie Hilbert-
Raumen im Allgemeinen und an konkrete Funktionenraume, die in die Aufstellung des
FARCH- und des FGARCH-Modell in dieser Dissertation eingehen, erinnern. Ferner wer-
den wir die Definitionen und Eigenschaften diverser Operatoren angeben, die bspw. in
den FARCH- und FGARCH-Gleichungen enthalten sind. Auflerdem werden Eigenschaf-
ten von funktionalen Zufallsvariablen behandelt, es wird ein Erwartungswert fiir diese
Zufallsvariablen definiert und sich schliefllich funktionalen Zeitreihen gewidmet. In Kapi-
tel 3 erfolgt eine formale Definition von FARCH- und FGARCH-Zeitreihen mit Werten
in diversen Funktionenrdumen. Fiir diese FARCH- und FGARCH-Zeitreihen werden wir
hinreichende Bedingungen fiir Stationaritat, fir die Existenz diverser Momente und fiir
LP-m-Approximierbarkeit (siche Abschnitt 2.5.3) angeben. In Kapitel 4, das die zentralen
Resultate dieser Arbeit beinhaltet, werden Schétzer fiir die Parameter im FARCH- und
im FGARCH-Modell hergeleitet und fiir deren Schétzfehler asymptotische obere Schran-
ken im Sinne von stochastischer Konvergenz angegeben. Dabei werden wir im FARCH-
Modell die Operatoren sowohl projiziert auf einen endlichdimensionalen Unterraum als
auch ohne sie auf einen endlichdimensionalen Unterraum zu projizieren schétzen; im
FGARCH-Modell werden wir die Operatoren schatzen, ohne sie auf einen endlichdimen-
sionalen Unterraum zu projizieren. In Kapitel 5 werden wir Realisationen von bestimm-
ten J-wertigen Innovationen sowie von Differenzen bestimmter J#-wertiger FARCH(1)-,
FARCH(2)-, FGARCH(1, 1)- und FGARCH(2, 1)-Zeitreihen zu diesen Innovationen ska-
liert mit einem Faktor (dies geht aus der Definition von ¢ in Kapitel 5 in hervor) simu-
lieren. In Kapitel 6 wird die Dissertation zusammengefasst, wesentliche Resultate werden
herausgearbeitet und es wird ein Ausblick auf weitere Fragestellungen gegeben.

Notationen

In der gesamten Arbeit verwenden wir die folgenden Notationen und Konventionen.
e Fiir zwei per Definition dquivalente Aussagen A und B schreiben wir A = B.

e Fiir jede nichtleere Menge A C R, jede Zahl b € R und jeden relationalen Operator
R S {<7 §77é7 27 >} gﬂt

App = {a € A|a Rb}.
e Die Menge N U {0} symbolisieren wir mit N* (statt wie tiblich mit Np), um sie mit

einem relationalen Operator R € {<, <,#,>, >} versehen zu kénnen.

e Es sei V ein Vektorraum und es sei n € N. Dann steht V™ fiir das kartesische
Produkt V* =V x .- - x Vaus n Faktoren und V*°steht fur das kartesische Produkt



V x V x ---. Diese kartesischen Produkte sind Vektorraume, wenn Addition und
Skalarmultiplikation komponentenweise durchgefiihrt werden.

Oy steht fiir das neutrale Element bzgl. der Addition eines Vektorraums V.

Es sei A C R eine nichtleere Menge und f,g,h: A — R seien Funktionen. Dann
schreiben wir f oc g, wenn f und g proportional sind, d.h. es existiert ein ¢ € R mit
f(x) = cg(x) fiir alle x € A. Des Weiteren schreiben wir f < g bzw. f 7 g, sofern
h o g sowie f(x) < h(x) bzw. f(x) > h(x) fir alle x € A gilt.

1 steht fiir die Funktion f: [0,1] — R mit f(¢) = 1 fur alle ¢ € [0, 1].

I4 sei die identische Abbildung auf einer nichtleeren Menge A, d.h. I4(a) = a fiir
alle a € A.

Fir den Kern einer linearen Abbildung A zwischen zwei Vektorrdumen schreiben
wir Kern(A) und fiir das Bild von A schreiben wir Bild(A).

Fiir jede Menge A gilt
)1, zeA,
La(z) = {0, x ¢ A.
d;; mit 7, j € R steht fiir das Kronecker-Delta, d.h. §;; :== 1;(j).
sgn steht fiir die Signumfunktion, d.h. sgn: R — R, = L(900)(t) — 1(—o0,0) (1)

Wir sagen, dass eine bestimmte Eigenschaft fiir fast alle (f.f.a.) Glieder einer Folge
gilt, wenn sie auf hochstens endlich viele Glieder nicht zutriftt.

lim steht fiir den Limes superior und lim steht fiir den Limes inferior.

Es seien (ap,)nen, (bn)nen und (¢, )nen reellwertige Folgen. Dann bezeichnen wir die
Folge (a,)n als asymptotisch ...

- dquvialent zu (by,)n, in Zeichen (i.Z.) a, ~ by, falls lim,_, 3 =1 gilt;
- vergleichbar mit (by,),, i.Z. a, < by, falls lim,, m=c fiir ein ¢ # 0 gilt;
- von (by,), nach oben beschrinkt, i.Z. a,, = O(b,), falls lim,, |‘g—:] < 0o gilt;
- gegeniiber (b,), vernachlassigbar, i.Z. a, = o(b,), falls lim,, i =0 gilt;
» von (by), nach unten beschrédnkt, i.Z. a, = Q(b,), falls lim,, . [§* > 0 gilt;
- gegeniiber (b,), dominant, i.Z. a, = w(b,), falls lim, |Z—:| = oo gilt.
Des Weiteren gilt:
- a, = Z[by, ¢, falls a,, = Q(b,) und a,, = O(c,) gilt.
- a, = Z(by, ¢y, falls a,, = w(b,) und a,, = O(c,) gilt.
- ay, = Z[by, ), falls a, = Q(b,) und a,, = o(c,) gilt.
(bn)

- a, € Z(by, ), falls a, = w(b,) und a, = o(c,) gilt.



Es sei (M, dyy) ein metrischer Raum. Dann stehe B(M) fur die Borel’sche o-Algebra
tiber M und fiir jede Teilmenge A von M gelte B(A) .= {ANB|B € B(M)}.

Fiir das Lebesgue-Borel-Maf3 auf B(R™) mit n € N schreiben wir A" mit A = Al
Ferner schreiben wir fiir das Lebesgue-Integral tiber einem Intervall [a, b] C R einer
messbaren Funktion f: [a,b] — R stets [” f(¢)dt.

Es sei (M, 9, 1) ein MaBiraum und &(m) eine Eigenschaft, die einem m € M zu-
kommen kann. Dann sagen wir, dass & p-fast iiberall (u-f.i.) bzw. fiir p-fast alle
(u-f.a.) m € M gilt, falls eine u-Nullmenge N € 9 existiert, sodass & (m) fur alle
m € M\N erfillt ist. Des Weiteren sprechen wir statt von p-f.i. von p-fast sicher
(u-f.s.), falls pu ein Wahrscheinlichkeitsmaf ist, wobei wir f.s. schreiben, wenn klar
ist, um welches Wahrscheinlichlichkeitsmafl es sich handelt.

Es sei (2,2, P) ein Wahrscheinlichkeitsraum, (€2, 2(") ein Messraum und X : @ — ¢/
eine Zufallsvariable, d.h. eine 2-2(-messbare Abbildung. Dann schreiben wir Py fiir
die Verteilung von X unter P auf 2.

Zwei Zufallsvariablen X und Y bezeichnen wir als identisch verteilt, falls Py = Py
gilt. In diesem Fall schreiben wir X Ly,

Es sei (Xj )rereine Folge von Zufallsvariablen, wobei I fiir eine nichtleere, abzahlbare
Menge steht. Dann heifit (X )re; unabhéngig und identisch verteilt (u.i.v.), falls

(Xk)ker stochastisch unabhéngig mit X 4 X, fur alle ¢, 5 € [ ist.



2 Grundlagen

Fiir den Umgang mit funktionalen Zeitreihen werden insbesondere Kenntnisse iiber Banach-
sowie Hilbert-Raume, bestimmte Funktionenrdume, Operator- und Wahrscheinlichkeits-
theorie in separablen Banach-Réumen benotigt. In den Abschnitten 2.1 bis 2.4 fassen wir
die fiir diese Arbeit wichtigsten Resultate dieser Themengebiete zusammen und behandeln
funktionale Zeitreihen und deren wichtigste Eigenschaften in Abschnitt 2.5.

Zunéachst formulieren wir eine elementare Ungleichung, von der wir in der gesamten Ar-
beit in diversen Nachweisen stillschweigend Gebrauch machen werden.

Lemma 2.1. Fiir beliebige Zahlen aq, ...,a, > 0 mitn € N und v > 0 gilt:
(Y ar) < (1pn() + Lasg@) ™) Y ay. (2.1)
k=1 k=1

Beweis. Es gelte 0.B.d.A. 0 < a; < ay <--- <a,. Dann gilt (2.1) fir v € (0, 1], weil die
Funktion [0,00) 3 t — ¢(t) == ay +t” — (a1 +t)” monoton wéchst (die Idee ist von [15],
VI, Satz 1.10) und fiir v > 1 folgt (2.1) aus der Jensen’schen Ungleichung. O

2.1 Metrische Raume, Banach- und Hilbert-Raume

Hier erinnern wir an die Definition von metrischen, Banach- und Hilbert-Radumen sowie
an Begriffe, die im Zusammenhang dieser Rédume auftreten (siehe hierzu Werner [42]).
Dabei ist anzumerken, dass wir unter dem Begriff Vektorraum stets einen Vektorraum
iiber R und unter dem Begriff Unterraum stets einen Untervektorraum verstehen.

(M, dyy) ist ein metrischer Raum, wenn M eine nichtleere Menge sowie djy; eine Metrik
auf M ist. (M,dyr) wird als vollstdndig bezeichnet, wenn jede Cauchy-Folge (my), € M
(bzgl. dyr) in M konvergiert und (M, dy) heifit separabel, wenn M eine abzahlbare, dichte
Teilmenge besitzt, d.h. dass eine abzihlbare Menge A C M mit A = M existiert. A steht
dabei fiir den Abschluss von A in M, das ist die kleinste Menge A C M, die abgeschlossen
in M ist, wobei eine Menge A C M als abgeschlossen in M bezeichnet wird, wenn der
Grenzwert jeder in M konverierenden Folge (m,), C A in A liegt.

Ein Banach-Raum (B, || - ||5) ist ein vollstandiger, normierter Raum, d.h. B ist ein mit
einer Norm ||- ||z ausgestatteter Vektorraum, der bzgl. der von der Norm ||-||s induzierten
Metrik vollstandig ist. Solch ein Banach-Raum ist nach [42], Lemma [.2.9 genau dann
separabel, wenn eine abzdhlbare Menge B C B mit lin(B) = B existiert, wobei lin(B)
fir die lineare Hiille von B steht. Ferner wird ein Banach-Raum (B, || - ||g) als Banach-
Algebra bzgl. einer bilinearen, assoziativen Operation ¢: B x B — B bezeichnet, wenn




lla < bl|s < [alls]b]|s fir alle a,b € B gilt. Falls B C B auBerdem ein abgeschlossener
Unterraum von B ist, so ist (B, || - ||z) wieder ein Banach-Raum.

Ein Hilbert-Raum (H, (-,-)3) ist ein mit einem Skalarprodukt (-, -)3; ausgestatteter Vek-
torraum, der bzgl. der vom Skalarprodukt induzierten Metrik vollstdndig ist — jener Me-
trik, die induziert ist von der vom Skalarprodukt (-,-)y induzierten Norm || - ||z mit

[|h||l3 = (h, h>71{2 fir h € H. Unendlichdimensionale Hilbert-Raume sind nach [42], Ko-
rollar V.4.10 genau dann separabel, wenn sie eine abzdahlbare Orthonormalbasis (ONB)
haben. Dabei ist eine ONB eines Hilbert-Raums (H, (-, -)%) ein Orthonormalsystem (ONS)

S mit H = lin(S), wobei eine Menge S C H ein ONS ist, wenn ||s||y = 1 fiir alle s € S
sowie s L ¢, d.h. (s,t)% =0, fiir alle 5,z € S mit s # ¢ gilt. Falls H C H auflerdem ein
abgeschlossener Unterraum von H ist, so ist auch (H, || - ||%) ein Hilbert-Raum.

In der gesamten Arbeit werden wir von dem folgenden Satz Gebrauch machen.

Satz 2.2. Es sei S CH ein ONS eines Hilbert-Raums (H, (-, -)3)-
(a) Es existiert eine ONB S von H mit S C S.
(b) Fir alle h € H gilt (Bessel’sche Ungleichung)

> (hs)% < [l (2.2)

seS

(c) Die folgenden Aussagen sind dquivalent:

i) S ist eine ONB von H, d.h. H = lin(S5).
ii) h =Y ,cq(h,s)us fir alle h € H.

iii) Fir alle h € H gilt (Parseval’sche Gleichung)

[1ll3; = > (hys)3 (2.3)

seS

Beweis. Siehe [42], Satz V.4.3 und Satz V.4.9. O

In dieser Arbeit bendtigen wir die kartesischen Produkte B™ bzw. H"™ mit n € N von
Banach-Réumen (B, || - ||g) bzw. von separablen Hilbert-Raumen (#, (-, -)%). (B ]| - ||s~)
ist ein Banach-Raum mit der Norm ||b||s» :== 31 ||bs||s fiir b == (b1, ..., b,)T € B, wobei

auf B" die folgenden, nach [42], Satz 1.3.3 dquivalenten, Normen || - ||gn , mit
= 1/q
[1Bll5n0 = Li,00(@) (3 IIbillE) ™ + Lgooy (@) max [[bills (24)
i=1 St

definiert werden kénnen. Ferner ist (H" (-,-)yn) ein separabler Hilbert-Raum mit dem
Skalarprodukt (@, y)un = S0 {(zi, yi)w fir © = (21, ...,2,)" ¥y = (Y1, ..., yn)T € H™ Sei
(h;)jen nun eine ONB von H, so ist (h;)jen eine ONB von H™ mit

hk+(l—1)n = (OH,...,OH,hl,O%,...,OH)T (25)

fir alle & € {1,...,n} und [ € N, wobei k die Komponente des Vektors sei, an der h
positioniert ist, die wir als durch (h;); induzierte ONB von H" bezeichnen.
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2.2 Folgenraume, Funktionenraume und das
punktweise Produkt

Die Zeitreihen in den Kapiteln 3 und 4 nehmen ausschlieSlich Werte in bestimmten Funk-
tionenrdumen an. Unter einem Funktionenraum verstehen wir einen Vektorraum von
Funktionen mit gleichem Definitionsbereich, Funktionenrdume mit hochstens abzahlba-
rem Definitionsbereich (meist N oder N*) bezeichnen wir als Folgenrdume. Hier geben wir
zuerst bekannte Folgen- und Funktionenraume samt ihren Eigenschaften an und befassen
uns anschliefend mit dem punktweisen Produkt ® in Funktionenrdumen, das unter an-
derem fiir die Definition des FGARCH-Modells in Kapitel 3 gebraucht wird.

Definition und Eigenschaften 2.3. Die folgenden Mengen sind Vektorrdume, wenn
sie mit den Operationen a + b = (a, + by )neny und aa = (@a,)peny mit a = (ay)pen, b =
(bn)nen € Rund a € R versehen werden.

(a) ¢>°(N) steht fir den Raum beschrankter Folgen (an)nen C R.(¢*°(N), || - ||oo) ist
ein inseparabler Banach-Raum, wobei die Supremumsnorm || - || durch ||a||e =
SUP,en |@y| fiir alle a = (ay,), € ¢*°(N) definiert sei.

(b) co(N) steht fur den Raum der Nullfolgen (a,)nen € R. Bei (¢o(N), || - ||o) handelt
es sich um einen separablen Banach-Raum.

(c) ¢?(N) steht fir den Raum p-fach absolutsummierbarer Folgen (a,)ney € R mit
p € [1,00). Dabei ist (¢?(N),|| - ||,) ein separabler Banach-Raum fiir alle p € [1, c0)
mit ||al|, = (2°0, |an|P)Y? fir a = (a,), € P(N). Ferner ist ((2(N), (-, -)) mit
{a,byg =32, anb, fir a = (ap)n, b = (b,), € (*(N) ein separabler Hilbert-Raum.

(d) d(N) steht fiir den Raum endlicher Folgen (a,)n,eny € R. Dabei ist anzumerken, dass
(d(N), || - ||oo) kein Banach-Raum ist.

Beweis. Siehe [42], S.3 f., 8 — 13, 29. ]

Fiir obige Folgenraume gilt fir alle p, ¢ € [1,00) mit p < ¢
d(N) € *(N) € /(N) € c(N) € £2(N). (2.6)

Dabei ist (€%, (-,-)2) zu jedem unendlichdimensionalen separablen Hilbert-Raum isome-
trisch isomorph (siehe [42], Korollar V.4.13).

Definition und Eigenschaften 2.4. Die folgende Mengen von Funktionen mit Definiti-
onsbereich [0, 1] sind Vektorraume, wenn sie mit den Operationen (f+g)(s) == f(s)+g(s)
und (af)(s) = af(s) versehen werden, wobei s € [0,1],a € Rund f,g: [0,1] — R gilt.

(a) €20, 1] steht fur den Raum beschrinkter Funktionen f: [0,1] — R. (£*°,]| - ||oo) ist
ein inseparabler Banach-Raum, wobei die Supremumsnorm || - || diesmal definiert
sei durch || f||o = sup,eo 1) | /()] filr alle f € £2°[0, 1].

(b) C[0, 1] steht fiir den Raum stetiger Funktionen f: [0, 1] — R. Dabei ist (C[0, 1], ||||c)
ein separabler Banach-Raum.



(c) Fiir p € [1,00) stehen LP[0, 1] fiir die Aquivalenzklassen messbarer, p-fach Lebesgue-
Borel-integrierbarer Funktionen f: [0,1] — R, die wir als LP-Rdume bezeichnen.
Dabei ist (LP[0,1],]] - |[zr[o,1)) ein separabler Banach-Raum fiir alle p € [1, 00) mit
HfH‘Zp[O’l] = [ |f(s)[Pds fiir f € LP[0,1]; und fiir alle p, ¢ € [1, 00) mit p < ¢ gilt

L90,1] € LP[0,1]. (2.7)

Des Weiteren ist (7, (-, -),») mit # = L?[0, 1] und (h, R) e = Ji h(s)h(s)ds fiir alle
h,h € S ein separabler Hilbert-Raum und nach Hsing und Eubank [24], Theorem
2.4.18 ist (hj)jen eine ONB von .7, wobei fir alle s € [0, 1] und j € N gelte:

hi(s) =1, hoj(s) = V/2 cos(2jms), hoji1(s) == V/2sin(2jms). (2.8)

Beweis. Siehe [42], S.5 — 7, 14 — 18, 29, Korollar 1.2.11 und Korollar 1.2.15. O

Fir das punktweise Produkt zweier Funktionen f, g: [0,1] — R schreiben wir f ® ¢ mit

2 = f© f, falls es wohldefiniert ist. £°°[0, 1] und C[0, 1] sind bzgl. ® abgeschlossen. Fiir
LP-Réume ist dies fiir kein p € [1,00) der Fall, da zwar f mit f(¢) ==t~/ @)1 (¢) fir
t € [0, 1], aber nicht f? Element von LP[0, 1] ist. Allerdings ist das folgende Lemma giiltig.

Lemma 2.5. FEs sei p € [1,00). Dann gilt x ©®y € LP[0, 1], wenn ...

(a) = € £°[0,1] und y € LP[0,1] bzw. x € LP[0,1] und y € ¢>°[0,1] gilt. Dabei gilt
|z © Yl < Halloollyll Loy bzw. |l © yllLroa < 2|0l |Ylloo

(b) z,y € L*[0,1] gilt, wobei dann ||z © yl[rrjo1) < [17][ 200,11yl L20j0,1) erfiillt ist.

Beweis. (a) folgt aus der Definition der Normen || - || und || - [|zr(0,1); (b) folgt aus der
Cauchy-Schwarz’schen Ungleichung. O

2.3 Operatortheorie

Unter Operatoren verstehen wir lineare Abbildungen zwischen Vektorraumen. Operatoren
besitzen meist diverse Eigenschaften, die wir hier auflisten, wobei wir der Einfachheit
halber davon ausgehen, dass die Operatoren zwischen Banach- bzw. zwischen Hilbert-
Réumen abbilden. Nachfolgend stehen (B, ||-||5), (B || -||s’) sowie (B",||-||s~) fiir Banach-
und (H, (-, )2)s (H, (5 a), (H (-, ) sowie (H (-, )3n) fiir Hilbert-Raume.

2.3.1 Beschrinkte Operatoren

Definition und Eigenschaften 2.6 (beschriankter Operator). Wir bezeichnen einen
Operator A: B — B’ als beschriankt, wenn ein ¢ > 0 mit ||Ab||g < c||b]|s fir alle b € B
existiert und schreiben fiir die Menge solcher Operatoren Lz mit Lz = L.

(a) Ein Operator A: B — B’ ist genau dann beschrankt, wenn er stetig ist.



(b) Die kleinste Konstante, wofiir ein Operator A: B — B’ beschrankt ist, d.h.
Al £ = inf {c|[|Ab]|5 < c|[b]|5 fiir alle b € B},

erfiillt die fundamentale Ungleichung

14Dl | < [|Ally 0 10]]5 (2.9)
fiir alle b € B. Ferner gilt
Ab||p
Allege = sup T — sup (1Ab]ls = sup || AD]ls. (2.10)
T penvosy bl pjls=1 bl s <1

Versieht man Lz mit den Operationen (A + B)(b) = Ab+ Bbund (AA)(b) == AAb
mit A, B € Lgp,b € Bund A € R, so ist (Lgp, || |z, ) ein Banach-Raum.

(C) Fir A € »CB’,B” und B € 'CB,B’ gilt AB € EBVBH mit
HABHEB’BN < HAHI:B/,B//HBHﬁB,B/? (2'11>
womit (Lg, || - ||g) nach Teil (b) eine Banach-Algebra ist.

(d) Sei A € Lz invertierbar, so ist auch Inverse A~! Element von L.

Beweis. Siehe [42], S.45 ff. und Korollar IV.3.4. O

Fiir technische Nachweise benotigen wir den nachfolgenden Satz. Dabei steht A™ mit
A € Lp fiir die Komposition Ao --- 0 A aus n € N Faktoren und A° fiir die identische
Abbildung Iz, die per Definition Element von Lz ist.

Satz 2.7 (Neumann’sche Reihe). Es sei A € L ein Operator mit ||A||z, < 1. Dann
konvergiert die Neumann’sche Reihe 332, A¥ in L. Des Weiteren ist der Operator Iz — A
invertierbar mit

(Ig—A) "= > A (2.12)
k=0
und es gilt ||(Is — A) 7[5 < (1= [[A]l2s) "
Beweis. Siehe [42], Satz I1.1.11. O
Im Folgenden geben wir die Definition und einige Eigenschaften von Adjungierten zwi-

schen Hilbert-Raumen an, von welchen wir insbesondere in Nachweisen Gebrauch machen
werden (fur Adjungierte zwischen Banach-Réumen siehe [42], T11.4).

Definition und Eigenschaften 2.8 (Adjungierte bei Hilbert-Ridumen). Die Ad-
jungierte eines Operators B € Ly, 3 ist definiert als die Abbildung B*: H' — H mit

(B(h), 1 )3 = (h, B*(W))3 (2.13)
fir alle h € H und h' € H’, wobei B im Fall B = B*als selbstadjungiert bezeichnet werde.
Fir B,C € Ly 3 sowie D € Lyyyrund a,b € R gilt:
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(@) B € Ly und ||Bllz,, = |IB* ||,
(b) (aB+bC)*=aB*+ bC* (DB)* = B*D* und B** = B.
(€) [I1B*Bllzy = [1BBlz,, = IBIIZ,, .-
(d) Kern(B) = (Bild(B*))* und Kern(B*) = (Bild(B))*.
(e) B ist genau dann injektiv, wenn Bild(B*) dicht liegt.
(f) Liegt Bild(B) dicht, so ist BB* injektiv.
Beweis. Fiir (a) bis (e) siehe [42], S.239; (f) wére BB* nicht injektiv, obwohl Bild (B) dicht

liegt, so wiirde (BB*)(h') = 0y fir ein A’ € H' mit h' # 03 und folglich B*(h') = 0y
gelten, womit B* nicht injektiv wére, was jedoch in Widerspruch zu (e) mit (b) steht. [

2.3.2 Kompakte Operatoren

Die Definition kompakter Operatoren beruht auf kompakten Mengen. In metrischen Rau-
men (M, dys) sind kompakte Mengen nichtleere Teilmengen M’ mit der Eigenschaft, dass
jede Folge (m,,), C M’ eine konvergente Teilfolge hat.

Definition und Eigenschaften 2.9 (kompakter Operator). Wir bezeichnen einen

Operator K : B — B’ als kompakt, wenn die Menge K (%) mit B .= {b € B|||b||s < 1}
kompakt ist. Fiir die Menge solcher Operatoren schreiben wir Kpgp mit Kp = Kpz.
(a) Ein Operator K € Lpp ist genau dann kompakt, wenn K* € Lp g kompakt ist.
(b) (Ksp, |- llzy, ) ist ein Banach-Raum.

(C) Es gilt IC&B/ - E&B/. Ferner gilt AB € ]C[;’B//, wenn A € £B’,B” und B € ’CB,B/ oder
wenn A € K und B € Lpp gilt. Folglich ist Kp ein zweiseitiges Ideal von L.

(d) Ipist genau dann ein kompakter Operator, wenn dim(B) < oo.

(e) Ein kompakter Operator K : B — B besitzt im Fall dim(B) = oo keine beschrénkte
Inverse.

Beweis. Fir (a) bis (c) siehe [42], S.66 f. und Satz I11.4.4; (d) folgt aus dem Satz von
Balzano-Weierstra$}, Teil (a) und [24], Theorem 4.1.2; fiir (e) siche [24], Theorem 4.1.4. [

Nun untersuchen wir kompakte Operatoren zwischen Hilbert-Rdumen, die wir hdufig mit
Hilfe des Tensorproduktoperators definieren. Der Tensorproduktoperator eines Elements
h € H mit einem weiteren Element h’' € H'ist definiert als die Abbildung h® h': H —
H, x+— (h@W)(x) = (h,z)yh' (sieche Eigenschaften 2.17).

Satz 2.10 (Spektralsatz). Es sei K € Ky ein selbstadjungierter Operator. Dann exis-
tiert ein ONS (h;)jes von H und eine Nullfolge (k;)je; € Ry mit J C N, sodass gilt:

H = Kern(K) @ lin{h,|j € J}. (2.14)
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Das bedeutet, dass es sich bei dem Hilbert-Raum H um die innere direkte Summe von

Kern(K) und lin{h;|j € J} handelt. Auflerdem gilt

K =Y k), (2.15)

jed
wobei k; fir die Eigenwerte und &; fir die zugehdrenden Eigenfunktionen von K fir alle

j € J stehen. Dabei gilt ||K||z,, = supjc |k;].

Beweis. Siehe [42], Theorem VI.3.2. O

Singuldrwerte ermoglichen eine Charakterisierung fiir kompakte Operatoren zwischen
Hilbert-Réumen, welche wir im Anschluss angeben werden.

Definition und Eigenschaften 2.11 (Singuldrwert). Es sei K € Ky 3. Dann ist der
j-te Singuldrwert von K mit j € N definiert durch s;(K) = \/k:j , wobei (k;);jen die nicht
negative, 0.B.d. A. monoton fallende Eigenwertfolge von K*K € Ky sei.

(a) Es gilt s;(K) = s;(K*) fur alle j € N.
(b) Fiir jedes j € N gilt die Identitét

sj(K) = min (1K pe

_ , 2.16
dim(U)=j—1 he UL h#0y ||P]lx (2:16)

wobei U Unterrdume von H seien und U~ das orthogonale Komplement von U sei.

(c) Fiir beliebige Operatoren A € Ly, B € Kqpgr und C' € Ly 3 gilt fir alle j € N:
SJ(ABC) < HA‘ |£H/47.¢/// Sj(B) HO‘ |£H77.¢/' (2'17>

Beweis. Fiir (a) und (b) sieche Gohberg et al. [19], S.96 ff.; (c) folgt unmittelbar aus (a)
und (b), sowie elementaren Umformungen. [

Definition und Satz 2.12 (Singuldrwertzerlegung). Es sei K € Ly und (¥;) en
bzw. (8)jen seien die Eigenfunktionenfolgen von K*K € Ky bzw. KK* € Ky Dann ist
K genau dann ein kompakter Operator, wenn K eine Singuldrwertzerlegung hat, d.h.:

j=1
Beweis. Siehe [24], Theorem 4.3.1 und Theorem 4.3.5. O

2.3.3 Schatten-Klassen-Operatoren

Definition und Eigenschaften 2.13 (Schatten-Klassen-Operator). Im Folgenden
sei A € Ly 4 ein beschrankter Operator und K € Ky 3 ein kompakter Operator mit
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(s;(K))jen € ¢P(N) fiir ein p € [1,00). Dann bezeichnen wir A als Schatten-Klassen-
Operator der Ordnung oo und K als Schatten-Klassen-Operator der Ordnung p. Fir
die Menge der Schatten-Klassen-Operatoren mit Ordnung p € [1,00] von H nach H/,
sogenannter p-ter Schatten-Klasse, schreiben wir 7 ,, mit ] = A7 4,

(@) (Sl ||5ﬁp ) sind Banach-Raume fiir alle p € [1, 00] mit || - ||joo =1 ey
und fir p € [1 oo) mit P € /5, gilt

1Pl = (i_oj (). (2.19)

(b) Es seien p,q € [1,00] mit p < g und es sei P € .77 ;.. Dann gilt P € 4], mit

1Pl < 1Pl

HH

(2.20)

(c) Ein Operator P ist genau dann Element von .7, mit p € [1, oo], wenn P* Element
von g, ist. Dabei gilt || Pl = [|[P*[|ss

Beweis. (a) und (b) folgen aus der Definition der Normen in (2.19); (c) fiir p = oo siche
Definition und Eigenschaften 2.8 (a) und fiir p € [1, 00) folgt die Behauptung aus Defini-
tion und Eigenschaften 2.9 (a), Definition und Eigenschaften 2.11 (a) sowie der Definition
der Normen der Schatten-Klassen-Operatoren. O

Im Folgenden stellen wir eine Holder-Ungleichung fiir Schatten-Klassen-Operatoren auf,
die insbesondere in Kapitel 4 Anwendung findet.

Satz 2.14 (operatorwertige Holder-Ungleichung). Es sei A € %], 5,0 und B € 73] 5,1.

Ferner seien p,q,r € [1, 00] mit ]% —1—% = %, wobei é = 0 gelte. Dann gilt AB € S 3 mit

14Bll57.,, < (1100 (max(p, @) 2/ + 1y (max(p, ))) [|A]| 12

Hl H"

1Bl (221)

Beweis. Siehe [25], Satz 11.2. O

Die beiden wichtigsten Schatten-Klassen-Operatoren neben beschréinkten Operatoren sind
nukleare und Hilbert-Schmidt-Operatoren. Nukleare Operatoren sind die Schatten-Klassen-
Operatoren N: H — H' der Ordnung 1, fiir deren Klasse wir Ny, 7y statt 5@%’%, mit Ny =
Ny 3 schreiben und Hilbert-Schmidt-Operatoren sind die Schatten-Klassen-Operatoren
S:H — H' der Ordnung 2, fiir deren Klasse wir Sy 7 statt Yﬁﬂ, mit Sy = Sy y schrei-
ben. Nach [24], Theorem 4.4.5 ist (S0, (-, )s,, ) ein separabler Hilbert-Raum, wobei

das Skalarprodukt aller 9, S € Sy fiir jede ONB (h;);en von H durch

(S, SHH" i hi))w (2.22)

7j=1
definiert sei, womit fiir die durch (-, -)s,, ,,, induzierte Norm || - [[s,,,, fiir S € Sy gilt
15115, = Z 15 (hj)1f3- (2.23)
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Nachfolgend sei (h});en eine ONB von H'. Dann ist (®;;); jen mit

fir alle 4, j nach [24], Theorem 4.4.5 eine ONB von Sy, 3y, die wir als durch (h;); und
(h}); induzierte ONB von Sy 3¢ und im Fall H = H' mit h; = b} fiir alle j als durch (h;);
induzierte ONB von Sy bezeichnen.

Im Folgenden geben wir die Definition und Eigenschaften von Integraloperatoren an. Der
Einfachheit halber definieren wir diese Operatoren ausschlieflich fir 22 = L?[0, 1].

Definition und Eigenschaften 2.15 (Integraloperator). Es sei k: [0,1]> — R eine
messbare Funktion. Wir bezeichnen K: 5 — S mit

(K@) = | ks, )h(s) ds (2.25)

fir h €  und Mf.a. t € [0,1] als Integraloperator, falls das Integral existiert. Die
Funktion k wird dann als Kern des Integraloperators K bezeichnet.

Integraloperatoren K mit der Darstellung (2.25) besitzen die folgenden Eigenschaften.

(a) (K*(z))(s) = [ k(s,t)h(t)dt fir alle h € # und s € [0, 1]. Demzufolge ist K genau
dann selbstadjungiert, wenn k(s,t) = k(t, s) fiir A2>-f.a. (s,t) € [0, 1]? gilt.

(b) Es gilt K: 52y — 0 mit 5y = {x € A |z(s) > Ofiir Af.a. s € [0,1]}, falls
k(s,t) > 0 fiir \x-f.a. (s,t) € [0,1]* gilt.

(c) Es gilt K € Sy genau dann, wenn [y [ k*(s,t)dsdt < oo. Dabei gilt fiir K € Sy :
11

1K1%, = / / k2(s, 1) ds dt. (2.26)
0 Jo

Beweis. (a) und (b) folgen aus elementaren Umformungen; (c) ist ein Spezialfall von [13],
Proposition B1.7. O

Nun geben wir diverse Eigenschaften operatorwertiger Matrizen an.

Lemma 2.16. Im Folgenden seien [,m,n € N, es sei T € Syiym und es gelte A =
(Aij)izl ..... mj=1,..n € szn sowie S = (Sij)izl ..... lj=1,..m € Sé{xm~

.....

(a) Die operatorwertige Matriz A ist Element von Lymym und es gilt:
ANz o < D227 1143112, (2.27)
=1 j=1

Ferner ist A* Element von Lopman mit A* = (AJ;)i=1,...m,j=1

77777

(b) Die operatorwertige Matriz S ist Element von Sym 3, die zugehorende Adjungierte
1 ist folglich Element von Sy qm und es gilt

-----

I m
ISIZ,,. . = S lISul2, = l1S°I2

£t 4 HLpm
i=1j=1

(2.28)
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(c) Fir alle T € Sypyym existieren Thx, ..., Tim € Sy mit T = (T})i=1,..1,j=1

.....

Beweis.

(a) A: H"™ — H™ ist ein Operator und nach der Cauchy-Schwarz’scher Ungleichung gilt
fiir alle © = (21, ..., 2,)7 € H™ mit &; == x; - Ligpo,,3 (x)]|2;]|% fir alle j:

|A(@)| [ = ZHZ Aij(x;)

0l

DY (Z 1A @)l 5] 0)

=1 gj=1 =1 j=1
m n n m
2 2 2 2
< D> HAlIE, D llawlly = IlelynZZ | Ai[z,, < oo.
=1 j=1 k=1 =1 j5=1

Folglich gilt A € L33 und per Definition der Norm || - ||z, ;. gilt auch (2.27).

(b) Da Sii, ..., Sp Elemente von Ly sind, gilt § € Lyms nach (a) und fiir jede durch
eine ONB (A )reny von ‘H induzierte ONB (A, k )ren von H™ gilt per Definition von S':

l

Z 1S (R )| = ZZZ 1S5 (h)ll3 = 223 11Slls,, < oo

k=11i=1 j=1 i=1j=1

Damit gilt S € Sym3p und die erste Identitét in (2.28). Die zweite Identitét in (2.28) folgt
bei gleicher Vorgehensweise unmittelbar aus der Definition von §* € Syipym.

(c) Im Folgenden seien (hy;)jen bzw. (Aumj)jen ONBs von H™ bzw. H' und (®y;); jen sei
eine durch (hy;); und (h,,;); induzierte ONB von Sgigm. Dann gilt per Definition des
Skalarprodukts (-, -}z fiir alle ¢, j und @ = (21, ..., ;)T € H! zunéchst

o0

l
Z th HI‘I%] th Z T, h m,ja

wobei hl(}? die p-te Komponente von h;; € H! mit p € N sei. Folglich kann &;; fiir alle
i, 7 als operatorwertige {xm-Matrix mit den Eintragen ®;;,, = h(p ) ® }Nzig?j = (hl@;), e Eif{?j
mit p € No; und g € N, dargestellt werden, wobei die Eintrége nach Eigenschaften 2.17

Elemente von Sy sind. Somit hat jeder Operator T' € Syym die Gestalt

S (N (#) o 7@
T = ijzl <T (I)zj> Syt qu)zj - (1]21 <T (I)zj> Syt ym hl,z‘ ® hm,j)pzl 77777 Lg=1,...m
und ist demzufolge ein Element von SL1™. m

2.3.4 Beschrankte Operatoren mit endlichdimensionalem Bild

Fir die Klasse beschriankter Operatoren A: B — B’ mit endlichdimensionalem Bild schrei-
ben wir ]:B,B’ mit ]:B = flg’g. Es gﬂt fB,B’ g_ ’C&B/, -7:’)-{,?-[’ g_ ./\/:;.[77.[/ und es gﬂt AB € ]:B,B”u
wenn A € Ly pr und B € Fpp oder wenn A € Fppr und B € Lpp gelte. Wichtige
Vertreter dieser Operatoren sind Tensorproduktoperatoren und Projektoren.

Eigenschaften 2.17. Fiur h € H,h' € H' ist h®@ h': H — H' ein beschrankter Operator
mit endlichdimensionalem Bild mit [|h ® /||s,, ,,, = [|B[|3[|A[|3-

15



Beweis. Fiir alle h € H und h' € H' ist h @ h' per Definition Element von Fy 3, somit
auch von Sy 3 und nach der Parseval’schen Gleichung gilt mit einer ONB (h;);en von H

[e.e]

h@ R, = 1]l 2 4y = 1Al 7] s

Jj=1

Definition und Eigenschaften 2.18 (Projektor). Es sei (h;);ey eine ONB von H und
J C N sei eine nichtleere Menge. Der orthogonale Projektionsoperator, kurz Projektor,
auf den Unterraum _# = lin{h,;|j € J} C H wird dann definiert als die Abbildung
Iy H—H,h—= s, hj)auh;. Ferner schreiben wir ]_[Z; im Fall J .= {m,m+1,...,n}
fir m,n € Nmit m <n und [[;> im Fall J := N>, mit m € N.

(a) 11, ist ein selbstadjungierter, beschréinkter Operator mit [|I1 ;||¢,, = 1 sowie ]_[} =
I, fiir alle & € N. Fiir endliche Mengen J gilt auflerdem: [ , € F5.

(b) Es sei A ein selbstadjungierter, kompakter Operator mit A = >°72, a;(h;®@h;). Dann

Beweis. Folgt aus der Definition von []; und fundamentalen Umformungen. O

2.4 Funktionale Zufallsvariablen

In diesem Abschnitt definieren wir wahrscheinlichkeitstheoretische Konvergenzbegriffe
und den Erwartungswert von funktionalen Zufallsvariablen. Nachfolgend sei (€2, 2(, P) ein
Wahrscheinlichkeitsraum, (B, || - ||z) sei ein separabler Banach-Raum versehen mit der
Borel’schen o-Algebra B(B) und (H, || - ||3) sei ein separabler Hilbert-Raum versehen mit
der Borel’schen o-Algebra B(#). Unter funktionalen Zufallsvariablen verstehen wir Zu-
fallsvariablen X : Q — B, wobei Separabilitdt von B vorausgesetzt wird, um bspw. zu
gewéhrleisten, dass eine Summe von B-wertigen Zufallsvariablen wieder eine B-wertige
Zufallsvariable ergibt (siehe [31], S.37 f. und [7], S.21 f.). Ferner handelt es sich nach [7],
Lemma 1.2 bei einer Abbildung X: 2 — B genau dann um eine Zufallsvariable, wenn
A(X): Q — Rfir alle A € Lpg Zufallsvariablen sind und X : 2 — H ist nach [24], Theo-
rem 7.1.2 genau dann eine Zufallsvariable, wenn (X, h)y fur alle h € ‘H Zufallsvariablen
sind, wobei die Verteilung einer H-wertigen Zufallsvariable X unter P eindeutig durch die
Verteilungen von (X, h) fiir alle h € H bestimmt ist.

2.4.1 Konvergenzbegriffe und stochastische Landau-Symbole

Hier werden wir fiir B-wertige Zufallsvariablen sowohl diverse stochastische Konvergenz-
begriffe als auch stochastische Landau-Symbole definieren.

Definition 2.19. Eine Folge von B-wertigen Zufallsvariablen (X,,),en konvergiert gegen
eine B-wertige Zufallsvariable X ...

(a) P-fs., in Zeichen (i.Z.) X, =23 X, falls P(||X,, — X||g — 0) = 1 gilt;
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(b) im p-ten Mittel mit p > 1 und X € LB, i.Z. X, -5 X, falls B||X, — X||% — 0 gilt,
wobei Ly der Bochner-LP-Raum aus dem nachfolgenden Abschnitt 2.4.2 sei;

(¢) P-stochastisch, i.%. X, — X, falls P(||X,, — X||z > €) — 0 fiir alle ¢ > 0 gilt.

Auch fiir B-wertige Zufallsvariablen folgt sowohl aus Konvergenz P-f.s. als auch aus Kon-
vergenz im p-ten Mittel fir alle p > 1 P-stochastische Konvergenz (siehe [7], S.45).

Definition 2.20. Es sei (X,,),en eine Folge von B-wertigen Zufallsvariablen und es sei
(@n)nen C (0,00) eine Zahlenfolge. Dann wird die Folge (%)n als straff bezeichnet, wenn

lim lim P(||X,||s > ca,) = 0 = X, = Op(ay) (2.29)

C—00 N—00
gilt und wir schreiben X,, = op(a,), wenn (f—:)n P-stochastisch gegen Null konvergiert. 4

In diversen Umformungen werden wir unter anderem von den folgenden Rechenregeln fiir
stochastische Landau-Symbole Gebrauch machen.

Lemma 2.21. FEs sei a # 0, (an)nen, (bn)nen € (0, 00) seien Zahlenfolgen und (X,)nen
sowie (Y )nen seien Folgen von B-wertigen Zufallsvariablen. Dann gilt:

(a) X, zxY, =O0p(ay,), falls X,, = Op(a,) sowie Y, = Op(a,) gilt und es gilt X,, £Y, =
op(an), falls X,, = op(a,) und Y, = Op(a,) gilt.

(b) ||Xullsl|Yells = Op(anby), falls X,, = Op(ay,) sowie Y, = Op(ay,) gilt und es gilt
HXHHBHY;LHB = O]P(anbn)> fCL”S Xn = OIP(CLn) und Y, = OIP<bn) gllt

(c) ||1Xullg = Op(al) und a,” = Op(||X,||5g") fir alle r > 0, falls X,, = Op(a,,) gilt.

(d) X, = Op(a,) mit P(||X,|ls > ) = O(an) fir alle ¢ > 0, falls (X,)nez eine Lj-
Zeitreihe mit BE|| X, ||z = O(ay,) ist.

Beweis. Folgt aus elementaren Umformungen. O]

2.4.2 Erwartungswerte in separablen Banach- und
Hilbert-Raumen

Hier beschéftigen wir uns mit dem Erwartungswert von B- und H-wertigen Zufallsvaria-
blen (siche [24], S.40 — 45).

Definition 2.22 (Erwartungswert). Eine einfache Zufallsvariable X : Q — B, d.h., es
gibt Ereignisse Ay, ..., A, € 2 sowie by, ..., b, € B fiir ein k € Nmit X(w) = S8 | 14 (w)b,
fiur alle w € Q, heifit P-Bochner-integrierbar, falls P(A;) < oo fur ¢ = 1, ..., k gilt, wobei
der Erwartungswert von X dann definiert ist durch

E(X) ::/QXd]P € B.
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Des Weiteren wird eine beliebige Zufallsvariable X : 2 — B als P-Bochner-integrierbar
bezeichnet, falls eine Folge (X,,),en von einfachen, B-wertigen, IP-Bochner-integrierbaren
Zufallsvariablen mit [ || X,, — X||sdP — 0 existiert, wobei der Erwartungswert von X
dann definiert ist durch

= lim / X, dP. (2.30)

n—oo
Fir jede P-Bochner-integrierbare Zufallsvariable X : €2 — B und jedes Ereignis A € 2
schreiben wir aulerdem [, X dP = [1,X dP. L 2

Fir Erwartungswerte B-wertiger Zufallsvariablen sind analog zu reellwertigen Zufallsvek-
toren die im Folgenden genannten Eigenschaften giiltig. AnschlieBend geben wir LP-Ridume
B-wertiger Zufallsvariablen samt ihrer Eigenschaften an und definieren danach den beding-
ten Erwartungswert fiir Bochner-integrierbare Zufallsvariablen.

Eigenschaften 2.23. Im Folgenden seien XY, Z: QQ — B Zufallsvariablen, wobei Y, Z
P-Bochner-integrierbar seien und F' sei ein Funktionenraum mit Definitionsbereich [0, 1].

(a) E||X||p < oo impliziert P-Bochner-Integrierbarkeit von X.
(b) Fir einfache Zufallsvariablen X mit P(X = b) = 1 fir ein b € B gilt E(X) = b.

(c) aY + [Z ist eine P-Bochner-integrierbare Zufallsvariable fiir alle o, 8 € R mit
E(aX + YY) =aE(X) + SE(Y).

(d) Fir P-Bochner-integrierbare Zufallsvariablen X gilt ||E(X)||z < E||X||s-

(e) Im Fall B= F und X <p Y f.s. gilt E(X) <p E(Y).

(f) B(Y) ist P-Bochner-integrierbar fiir alle B € Lz mit E(B(Y)) = B(E(Y)).
(g) Im Fall Y € U f.s. fiir einen abgeschlossenen Unterraum U C B gilt E(Y) € U.
(h) Fur B = F gilt (E(Y))(t) = E(Y(?)) fir Af.a. ¢ € [0,1].

Beweis. (a) siehe [7], Lemma 1.4; (b), (c), (e), (g) und (h) folgen aus der Definition des
Erwartungswertes; (d) siehe [24], Theorem 2.6.7; (f) siehe [24], Theorem 3.1.7. O

Definition und Eigenschaften 2.24 (Bochner-LP-Raum). Es sei p € [1,00). Dann
bezeichnen wir den Faktorraum LI?&H.HB)(Q,Q[,]P), kurz L%, des halbnormierten Raums

(L5115 (2,2, P), v, 5) als Bochner-LP-Raum, wobei
L) LA P) = {X ‘ X: Q — Bist eine Zufallsvariable mit E|| X ||} < oo}

und v, 5(X) = (B||X|[5)V7 fiir alle X € Zf 1, (22 P) gelte.
(a) (L%, vpp) ist ein separabler Banach-Raum fir alle p € [1, 00).

(b) (L3, (, )r2,) ist ein separabler Hilbert-Raum, wobei das Skalarprodukt fiir X,Y" €
L3, sei definiert durch (X, Yz = E(X,Y ).
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(c) Fur alle p,gmit 1 <p < ¢ <oogilt L C Lj.

Beweis. Siehe Nachweise und Bemerkungen in [42], S.14 — 19, 29, Korollar 1.2.15. O

Definition und Eigenschaften 2.25 (bedingter Erwartungswert). Im Folgenden
sei ' mit A’ C A eine weitere o-Algebra. Dann ist der bedingte Erwartungswert bzgl. 2/
definiert als die Abbildung B[~ [2']: Lg% 2L P) = Lig ) (2, A, P) mit

/E[X|Ql’] P = [ xdp
I A/

fiir alle A" € A" und X € Lig (%2, P). Des Weiteren stehe E[X Y] fiir E[X |o(Y)]
mit X € Lig (€2, P) und einer Zufallsvariable Y: Q — B.

Fir bedingte Erwartungswerte bzgl. einer o-Algebra ' mit 21’ C 2 und P-Bochner-
integrierbaren Zufallsvariablen X, Y : 2 — B gelten dabei die folgenden Eigenschaften:

(a) ElaX +pY|U] = o E[X|A] + BE[Y|U] f.s. fir alle o, B € R.
(b) IIELX|2¢]lls < BIJ|X][5]2] £s.

(c) B(E[X|]) = E[B(X)|'] f.s. fir alle B € L .

(d) E[X|A] = E(X) f.s., falls X unabhéngig von 2’ ist.

(e) E[X|A] =X fs., falls X € Lig (2 2A, P) gilt.

Beweis. Siehe [7], S.29 f. O

In Hilbert-Rdumen koénnen aufgrund der Existenz eines Skalarprodukts die folgenden
niitzlichen Operatoren definiert und Resultate angegeben werden.

Korollar 2.26. Fiir zwei beliebige L3 -wertige Zufallsvariablen X,V gilt
EX,E(Y )y = (E(X),E(Y))n = EEWX),Y)xn.

Beweis. Folgt aus der Eigenschaft 2.23 (f). O

Satz 2.27. Fir jede Zufallsvariable X € L3, gilt
E||X —-EX)[l3 = E|IX|} - [[EX)I

Beweis. Siehe [24], Theorem 7.2.2. O

Nun fithren wir den Kovarianzoperator fiir H-wertige Zufallsvariablen ein (fiir eine Defini-
tion in Banach-Réumen siehe [7], S.30 ff.). Dabei gehen wir der Einfachheit halber oft von
zentrierten Zufallsvariablen aus, was keine wirkliche Einschrankung ist, da Y := X —E(X)
eine zentrierte Zufallsvariable fiir jede Bochner-integrierbare Zufallsvariable X ist.
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Definition und Eigenschaften 2.28 (Kovarianzoperator). Der Kovarianzoperator
einer L3-wertigen Zufallsvariable X ist definiert als €x .= E((X —E(X)) ® (X —E(X))).

Fiir beliebige L3,-wertige Zufallsvariablen X und fiir zentrierte, L3-wertige Zufallsvaria-
blen Y besitzt der Kovarianzoperator die folgende Eigenschaften:

(a) x=E((X -EX))® (X -E(X))) = E(X®X) - (E(X)) ® (E(X)).
(b) & € Ny ist ein selbstadjungierter, positiv semidefiniter, nuklearer Operator mit

1% |l = BV, (2.31)

(c) Es gilt Y € Bild(%y) f.s. Des Weiteren gilt Y = 352, (Y, ¢j)nc; f.5., falls 6 =
22521 ¢i(c ®¢j) gilt, wobei (Y, ¢;)3 zentrierte, unkorellierte Zufallsvariablen mit Va-
rianzen c; fiir alle j sind.

(d) %y ist ein Integraloperator mit Kern ky (s,t) == cov(Y(s), Y (¢)) fir alle s,t € [0, 1],
falls H = 2 = L*[0,1] gilt.

Beweis. Siehe [24], Thereome 7.2.4, 7.2.5, 7.2.7 und S. 189. ]

Mit Hilfe der folgenden Operatoren lasst sich die Kovarianzstruktur zweier Zufallsvaria-
blen untersuchen, die nicht notwendigerweise Werte im gleichen Raum annehmen.

Definition und Eigenschaften 2.29 (Kreuzkovarianzoperator). Wir definieren den

Kreuzkovarianzoperator einer L3,-wertigen Zufallsvariablen X und einer L3, -wertigen Zu-
fallsvariablen Y € L3, durch éxy = E((X — E(X)) ® (Y —E(Y))).

Fiir zentrierte Zufallsvariablen X und Y hat €x y die folgenden Eigenschaften.

(a) Gx,y € Ny ist ein nuklearer Operator mit €5y = Gy,x € Ny und es gilt

Cx vl In e = 16 xlIng, < EIX Y]l (2.32)

(b) %xy ist ein Integraloperator mit Kern kxy(s,t) = cov(X(s),Y(t)) fur s,t € [0, 1],
falls H = 2 = H' mit 2 = L*)0, 1] gilt.

Beweis. (a) siehe [7], (1.62); (b) siche [24], Theorem 7.3.6,1. O

Fiir zentrierte L?-wertige Zufallsvariablen X und Y gilt dabei gema8 [7], S.39
XWY = XLY = EX,Y)y=0, (2.33)

wobei X Il 'Y fiir stochastische Unabhéngigkeit der Zufallsvariablen X und Y steht und
X ALY fiir €xy = O, steht.

Abschnitt 2.4.2 schlieen wir mit einer Visualisierung des Erwartungswertes einer Banach-
Raum-wertigen Zufallsvariablen.
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Beispiel 2.30. Es sei ({1, 2,3}, Pot({1, 2,3}
te P({1}) = 2P({2}) = LB({3}) = &
dsin(4mt), bo(t) == 3 cos(mt), bs(t) == — cos(
sei eine Zufallsvariable mit X (w) = 1

), P) ein Wahrscheinlichkeitsraum und es gel-

Ferner seien by, be, by € C[0,1] mit by () =
wt) fur alle t € [0,1]und X : {1,2,3} — C[0, 1]
y(w) b; fiir alle w € {1,2,3}. Dann gilt

EB(X) = %bl + 3by + 2b3.

Abbildung 2.1: Erwartungswert der C[0, 1]-wertigen Zufallsvariable X. L 2

2.5 Funktionale Zeitreihen

Hier beschaftigen wir uns mit funktionalen Zeitreihen, worunter wir Folgen von Zufalls-
variablen (Xj)gez verstehen, deren Folgenglieder funktionale Zufallsvariablen sind. Bei
den Definitionen, Schreibweisen und Resultaten halten wir uns im Wesentlichen an [7]
sowie an Horvath und Kokoszka [21]. Nachfolgend sei (£2,2, P) ein Wahrscheinlichkeits-
raum, (B, || -||g) sei ein separabler Banach-Raum versehen mit der Borel’schen o-Algebra
B(B), (H, || - ||3) sei ein separabler Hilbert-Raum versehen mit der Borel’schen o-Algebra
B(H) und alle genannten Zufallsvariablen sind bzgl. 2 messbar. Ferner bezeichnen wir
eine B-wertige Zeitreihe (Xj)rez als bzgl. einer B-wertigen Zeitreihe (ex)xez kausal, wenn
es eine messbare Funktion f: B> — B mit

Xk = f(c‘:k?{fk,l,...) (234)

f.s. fur alle k € Z gibt, wobei B°° mit der Produkt-o-Algebra B> = B(B) @ B(B) ® - - -
versehen sei. Handelt es sich bei (g5 ) zudem um eine stationdre Zeitreihe (siehe Definition
2.31 (a)), so ist auch (X)r mit (2.34) geméf Stout [39], Theorem 3.5.3, eine stationére
Zeitreihe. Ferner heifit (Xj), Lz-Zeitreihe fir ein p > 1, wenn Xj, € L fiir alle k gilt und
zentriert, wenn (X3, eine Lj-Zeitreihe mit E(Xy) = 0g fiir alle k ist.

2.5.1 Stationaritat

Fiir funktionale Zeitreihen definieren wir nachfolgend (starke) Stationaritét, schwache Sta-
tionaritat, ein funktionales Pendant zur Autokorellationsfunktion und weifles Rauschen.
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Definition 2.31 (Stationaritét).

(a) Eine B-wertige Zeitreihe (Xj)gez heifit (stark) stationdr, falls fir alle ky, ..., k,, h € Z
und n € N gilt:

(Xiy s oo Xiin) = (Xyy ooor X -

(b) Eine L3-Zeitreihe (Xj)rez heiBt schwach stationér, falls sowohl E(X)) = h fir ein
h € H fiir alle k € Z als auch %, x, = €x,.x,_, fir alle k,l € Z gilt. L 2

Definition 2.32 (Autokovarianzoperatoren). Es sei X = (X})ez eine schwach sta-
tionére L3-Zeitreihe. Dann bezeichnen wir die Operatoren

Ch = Cnx = Cxp,x,, (2.35)

fir alle h € Z als Autokovarianzoperatoren von X. L 4

Eine Zeitreihe aus Innovationen ist haufig weifles Rauschen (fiir konkrete Beispiele fiir
weifles Rauschen siehe [7], S.72), wobei wir unter einer Innovation eine von Zufallsvaria-
ble versteht, die eine gewisse Storung beschreibt.

Definition 2.33 (weifles Rauschen). Eine H-wertige Zeitreihe & = (g4 )xez heifit ...

(a) schwaches weifles Rauschen, falls € eine zentrierte, schwach stationdre L3 -Zeitreihe
mit 0% = El|g||3 fiir ein o > 0 fiir alle k € Z und %, = O, fiir alle h # 0 ist;

(b) halb-starkes weifles Rauschen, falls € ein stationéres, weies Rauschen ist;

(c) starkes weifles Rauschen, falls € ein u.i.v., schwaches weiles Rauschen ist. *

Bemerkung 2.34. Soweit bekannt, ist in der Literatur zu funktionalen Zeitreihen nur
von schwachem sowie von starkem weifilen Rauschen die Rede (siehe [7] und [22]). Ferner
wird in diversen Quellen zwar starkes weiflen Rauschen vorausgesetzt, jedoch meist nur
von Stationaritédt Gebrauch gemacht (siehe bspw. [7], Theorem 7.1). L 4

2.5.2 Lineare Prozesse und Invertierbarkeit

In Anlehnung an [7] geben wir die Definition und die Eigenschaften linearer Prozesse, die
Definition von Invertierbarkeit linearer Prozesse und eine hinreichende Bedingung fiir In-
vertierbarkeit zentrierter, linearer Prozesse in Hilbert-Raumen an. Diese Begriffe werden
vor allem bei der Schatzung der Operatoren im FGARCH-Modell in Kapitel 4 ben6tigt.

Definition und Eigenschaften 2.35 (linearer Prozess und Invertierbarkeit). Es
sei h € H, (Ap)nen C Ly sei eine Folge beschrankter Operatoren mit Y07, || Ay ||z, < o0
und € := (&;)pez sei ein schwaches weifles Rauschen. Dann bezeichnen wir eine Folge von
‘H-wertigen Zufallsvariablen X := (X} )rez als linearen Prozess bzgl. €, wenn

Xy =h+e+ > Au(ern) (2.36)

n=1
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fir alle k& € Z f.s. gilt, wobei die Reihe in (2.36) nach [7], Lemma 7.1 f.s. und in L%
konvergiert. Ferner wird ein linearer Prozess X bzgl. € als invertierbar bezeichnet, wenn

Xe =h+e+ > pa(Xon—h) (2.37)

n=1
mit einer weiteren Folge beschriankter Operatoren (p,)neny C Ly fiir alle k f.s. gilt.

Ein linearer Prozess X mit (2.36) ist eine schwach stationire L3,-Zeitreihe mit E(X}) = h
fir alle £ € Z und sogar stationar, falls € ein halb-starkes weifles Rauschen ist.

Beweis. Siehe [7], S.182 — 184. O

Satz 2.36. Es sei X = (Xg)rez ein H-wertiger zentrierter, linearer Prozess bzgl. eines
halb-starken weiflen Rauschens € = (e )rez mit der Gestalt (2.36). Des Weiteren erfiille
X die Voraussetzungen in [7], Lemma 7.2 und fir alle z € C mit |z| <1 gelte

e}

> 2l Anlle, # 1.

n=1

Dann ist X invertierbar, d.h. fir alle k gilt

Xy = & + i Pn(Xp—n) (2.38)

n=1

f.s., wobet (py)nen C Ly eine Folge von beschrinkten Operatoren mit Y20 ||pnllz,, < 00
sei und die in (2.38) angegebene Reihe sowohl f.s. als auch in L3, konvergiert.

Beweis. Siehe [7], Theorem 7.1; im Nachweis wird zwar gefordert, dass die Innovationen
starkes weilen Rauschen sind, aber es geht keine stochastische Unabhangigkeit ein. [

2.5.3 LP-m-Approximierbarkeit

Zeitreihen X = (Xj)gez sind oft weder stochastisch unabhéngig noch m-abhéngig fiir ein
meN, d.h A = 0(..., Xp—1, Xi) und Aspim = 0(Xitms Xktmt1, --.) sind stochastisch
unabhéngig fiir alle k. Falls X jedoch bzgl. einer u.i.v. Zeitreihe kausal ist, besteht zu-
mindest noch die Moglichkeit, X auf die folgende Weise durch m-abhangige Zeitreihen
fiir m — oo zu approximieren.

Definition 2.37 (LP-m-Approximierbarkeit). Es sei (Xj)rez eine Li-Zeitreihe fir
ein p > 1, die bzgl. einer u.i.v. B-wertigen Zeitreihe (g)rez kausal ist, d.h. es gibt ei-
ne messbare Funktion f: B*® — B mit X, = f(e,ek_1,...) f.s. fiir alle k. Ferner seien
(Eém))kez u.i.v., B-wertige Zeitreihen fiir alle m € N mit 5,5,7") 4 go fur alle k, m, wobei

(€k)ks (51(:)) ks (5,(62)) k, --- stochastisch unabhéngig voneinander seien und fiir alle k£, m gilt

Xem = [(er, k-1, ...,5k_m+1,5,(€@n,e,(:_12n_1, ). (2.39)

23



Dann bezeichnen wir die Zeitreihe (Xj)rez als Li-m-approximierbar, falls

Vo 5(Xim — Xopm) < 00 (2.40)

m=1
mit v, 5(-) = (B|| - |/%)/? gilt und als geometrisch Lz-m-approximierbar, falls

Vp3(Xm — Xinm) = O(p™). (2.41)
fir ein p € (0,1) mit m — oo gilt. *

Bemerkung 2.38. LP-m-Approximierbarkeit wurde von Hérmann und Kokoszka in [23]
eingefiithrt. Dort sind Beispiele und hinreichende Bedingungen fiir LP-m-approximierbare
Zeitreihen zu finden und es wird beschrieben, dass kein direkter Zusammenhang zwischen
LP-m-Approximierbarkeit und a-mischend besteht (eine Zeitreihe X = (Xj)pez wird als
a-mischend bezeichnet, wenn | P(ANB)—P(A)P(B)| < ap, furalle A € A4, B € Aspim
sowie k,m € N und a,, — 0 gilt). *

Im Folgenden geben wir Rechenregeln fiir LP-m-Approximierbarkeit an.

Eigenschaften 2.39. Es sei A € Lg, es sei b € B und (Xg)rez sowie (Yy)gez seien
Li-m-approximierbare Zeitreihen fiir ein p € [1,00). Dann gilt:

(a) (Xg)kez ist L-m-approximierbar fiir jedes ¢ € [1, p].
(b) (Xi + Yi)rez ist Li-m-approximierbar.

(c) (A(Xy) + b)gez ist Liz-m-approximierbar.

Beweis. (a) folgt aus Jensen’scher Ungleichung; fiir (b) und (c) siehe [23], Lemma 2.1. [

2.5.4 Ergodizitiat stationarer Zeitreihen

Auch wenn keine stochastische Unabhangigkeit, aber Ergodizitét einer stationiren Zeitrei-
he vorliegt, konnen starke Gesetze der grofien Zahlen formuliert werden — sogenannte Er-
godensatze.

Definition 2.40 (Ergodizitat stationirer Zeitreihe). Im Folgenden sei (Xj)rez e€i-
ne B-wertige, stationdre Zeitreihe. Dann wird ein Ereignis A € o(..., X 1, Xo, X1, ...),
d.h. es gibt ein B € B>® mit A = {(..., X_1, Xy, X3,...) € B}, als invariant, wenn
A = {(Xg, Xgy1,...) € B} fir alle k gelte und (Xj)x als ergodisch bezeichnet, wenn al-
le invarianten Ereignisse entweder die Wahrscheinlichkeit 0 oder 1 besitzen. L 2

Dabei ist sowohl jede u.i.v., B-wertige Zeitreihe (Xj)rez geméfl [39], Lemma 3.5.8, als
auch jede bzgl. einer stationdren B-wertigen Zeitreihe (ef)rez kausale Zeitreihe (Xj)kez
nach [39], Theorem 3.5.8, stationdr und ergodisch.

Abschlieflend geben wir einen Ergodensatz fiir stationére Zeitreihen im Sinne von Kon-
vergenz f.s. an (fiir eine Version im Sinne der L'-Konvergenz siehe [39], Korollar 3.5.2).
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Satz 2.41 (Ergodensatz). Fir eine stationdre, ergodische Ly-Zeitreihe (Xy)kez gilt

S X OB,

Beweis. Siehe [39], Theorem 3.5.7. O

2.5.5 FAR-, FMA- und FARMA-Zetreihen

Im Folgenden geben wir eine formale Definition und Eigenschaften von AR-, MA- so-
wie ARMA-Zeitreihen in beliebigen Hilbert-Raumen an (fiir AR-Zeitreihen in beliebigen
Banach-Réaumen siehe [7], Kapitel 6). Diese Zeitreihen werden uns bei der Schatzung der
Operatoren im FARCH- bzw. im FGARCH-Modell begegnen (siehe hierzu auch Unter-
abschnitt 4.1.2).

Definition 2.42 (FAR-, FMA- und FARMA-Zeitreihe). Eine H-wertige Zeitreihe

X =

(a)

(b)

(c)

(X )kez bezeichnen wir als ...

funktionale autoregressive Zeitreihe der Ordnung p, kurz FAR(p)-Zeitreihe, wenn
X stationar ist und es ein p € N, ein h € H, ein schwaches weifles Rauschen (g )xez
sowie Operatoren Ay, ..., A, € Ly mit A, # 0., gibt, sodass fiir alle k f.s. gilt:

p
X =h+e + Y Ai(X);

=1

funktionales moving-average der Ordnung ¢, kurz FMA(q)-Zeitreihe, wenn X sta-
tiondr ist und es ein ¢ € N, ein h € H, ein schwaches weifles Rauschen (g )rez sowie
Operatoren M, ..., M, € Ly mit M, # 0., gibt, sodass fiir alle £ f.s. gilt:

q
Xk =h + & + Z Mj(gk—j);

Jj=1

funktionalen autoregressiven moving-average der Ordnungen p und ¢, bzw. kurz
FARMA(p, q)-Zeitreihe, wenn X stationir und es ein p € N, ein ¢ € N, ein h € H,
ein schwaches weifles Rauschen (e)ez sowie Operatoren Ay, ..., A,, My, ..., M, € Ly
mit A, # 0.,, # M, gibt, sodass fiir alle £ f.s. gilt:

P q
Xp = h+ e+ ) AlXe) + ) My(ery). ¢

i=1 j=1

Bemerkung 2.43. Aufgrund der Resultate in Kapitel 3 und Abschnitt 4.1.2 ist ein Er-
wahnen allgemeiner Existenzaussagen und Eigenschaften von FAR-, FMA- sowie FARMA-
Zeitreihen in dieser Arbeit nicht notwendig; sie konnen [7] fir FAR-Zeitreihen, Klepsch
und Klippelberg [29] fir FMA-Zeitreihen und Spangenberg [38] sowie Klepsch, Kliippel-
berg und Wei [28] fiir FARMA-Zeitreihen entnommen werden. *
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3 Das FARCH-Modell und das
FGARCH-Modell

In diesem Kapitel beschaftigen wir uns mit funktionalen Versionen von ARCH- und
GARCH-Zeitreihen mit Werten in bestimmten Funktionenrdumen und beliebigen Ord-
nungen. Wir werden in Abschnitt 3.1 zunéchst die formale Definition solcher ARCH- und
GARCH-Zeitreihen angeben, in Abschnitt 3.2 hinreichende Bedingungen fiir die Existenz
stationdrer Losungen und in Abschnitt 3.3 hinreichende Bedingungen fiir die Existenz
gewisser Momente und fiir die LP-m-Approximierbarkeit dieser Zeitreihen formulieren.

Hoérmann, Horvath und Reeder definierten bereits in [22] aus dem Jahr 2013 eine Versi-
on des ARCH(1)-Modells fiir Zeitreihen mit Werten in C[0,1] und L?[0,1] und stellten
hinreichende Bedingungen fiir die Existenz stationarer Losungen dieser Zeitreihen auf.
Ferner definierten Aue, Horvath, und Pellatt in [4] im Jahr 2017, GARCH(1, 1)-Zeitreihen
mit Werten in C0, 1] sowie L?[0,1] und formulierten hinreichende Bedingungen fiir die
Existenz stationarer Losungen derartiger Zeitreihen. Auflerdem formulierten Cerovecki,
Francq, Hormann und Zakoian in [11] aus dem Jahr 2019, sowohl eine Definition L?[0, 1]-
wertiger GARCH-Zeitreihen mit beliebigen Ordnungen, als auch hinreichende Bedingun-
gen fiir die Existenz stationarer Losungen dieser Zeitreihen.

In der vorliegenden Arbeit definieren wir ARCH- und GARCH-Zeitreihen mit Indexmenge
Z., deren Glieder Werte in separablen Banach-Raumen F' von Funktionen mit Definitions-
bereich [0, 1] annehmen. Da fiir konkrete Resultate auch Funktionenrdume F' benotigt
werden, gehen wir im gesamten Kapitel davon aus, dass I’ Element von

F = Firoe) U F (3.1)

sei, wobei Fj ) fiir die Menge der LP[0,1]-Réume mit p € [1,00) steht und F die
Menge aller bzgl. ® abgeschlossenen, separablen Banach-Rdume, versehen mit der Su-
premumsnorm || - || ist. Fiir die Modellierung gehen wir in diesem Kapitel wieder vom
Wahrscheinlichkeitsraum (€2, 21, P) sowie von der Tatsache aus, dass alle genannten Zu-
fallsvariablen bzgl. 2 messbar sind. Ferner werden wir auf einem kartesischen Produkt F™
mit n € N stets die Norm || - || e mit ||2||%n = X0 ||24]|% filr alle @ = (24, ..., 2,)T € F"
verwenden. Um die Wohldefiniertheit diverser Ausdriicke in diesem Kapitel zu gewéahrleis-
ten, benotigen wir fir F' € F zudem die Teilmengen Fs o= {f € F'| f(t) > 0 fur M\-f.a. ¢}
sowie L= {f € F| f(t) > 0 fir Af.a. t}, die Unterrdume

P { L* F = LP fiir ein p € [1,00), (3.2)
F,  FeF,,

und Operatoren A € Ly ;> (siehe Definition der ersten Zeile von \IJ,C(p’q*) aus (3.5)).
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3.1 Definition und Darstellung

Wir beginnen mit der formalen Definition funktionaler ARCH- und GARCH-Zeitreihen.

Definition 3.1 (FARCH- und FGARCH-Zeitreihe). Es sei F' € F, es sei 0 €
F- o, (ek)kez sei eine u.i.v. F-wertige Zeitreihe und «;, 3; € L seien Operatoren mit
a;, B Fso — F>o fiir alle ¢ € Nep, j € Neg mit p,q € N. Dann bezeichnen wir eine
F-wertige Zeitreihe (2 )kez als FARCH (p)-Zeitreihe, falls o, # 0., sowie

o
|

p
Zi = & © oy, = Z % i (3.3)

f.s. fur alle £ € Z gilt und wir bezeichnen eine F-wertige Zeitreihe (Zj)rez als
FGARCH ((p, q)-Zeitreihe, falls o, # 0z, # [, sowie fir alle k € Z f.s. gilt:

p q
2= e Oop, 0 = Z (22 + 2 Biloiy). (3.4)

Bemerkung 3.2. Fiir FARCH- bzw. FGARCH-Zeitreihen mit beliebigen Ordnungen
schreiben wir in der gesamten Arbeit & = (Zk)rez. Ferner stehe p € N stets fiir die
Ordnung von FARCH- und p,q € N sowie q* € N* stehen stets fiir die Ordnungen von
FGARCH-Zeitreihen, wobei wir FGARCH(p, 0)- als FARCH(p)-Zeitreihen identifizieren
und o; = 0, = f; filr i € Ny, 5 € {0} UN, gilt. 2

Fiir Nachweise hinsichtlich der Existenz stationdrer Losungen benotigen wir die folgende
Markov-Darstellung F-wertiger FGARCH(p, q*)-Zeitreihen (25 )kez fur alle k:

(Pq ) 6(33‘1 )+ \I,(Pq )( (p,g )) (35)
B R G A R s P sl |
%];71 OF F Lr Lr Lr Lr Lr (%];72
Ollp Iy Oﬁp cee Oﬁp OEF o Tl e OLF
%§p+2 Or : . : f%f— +1
— | Fpa| — | O | ] O o Oz Ip O Oze v Ogp O Ocp || 2,
‘;k o Qp B By Uk2—1
Uk—l OF OﬁF OL'F O,CF HF OL:F O[,F Uk—2
. : OL‘F OLF OLF Iy O.Cp O.Cp , :
Oh—qvt2 Or : : : : Th—gr+1
ol . OF ford
| “k—q*+1 ] L i L O/;F o OL'F O/;F OL'F OgF s OL'F I OL'F 1t k—q
Dabei gilt By: F — F, f — f © &} fir alle k. Gelte fiir F € F aufierdem
Eln"||gd||; < oo (3.6)

mit In*(z) = In(max(1,z)) fir alle = € R, so gilt fiir alle & zunachst ||ef||p < oo f.s.,
womit [ per Definition f.s. beschrankte Operatoren von F' nach F' mit

18lley,,. < llekllr (3.7)
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f.s. sind. Mit s* := p + q* gilt dann \Ilk(p’q*) € L3 f.5. sowie ‘Ilk(p’q*) € Ly f.s. und wegen
22 =02ockfs. gilt ") € F¥ f.s. sowie 87" € F*" f.5., falls £.5. 6,2, Of_qer - OF € F
gilt. Ferner folgt aus (2.27), ||I¢||z, =1, (3.7) und || - ||z, < |- |z,

p q*
ks )||}iF5* <5+ Y |Eocllz, + llallz, + D G082, + 115117,

i=1 j=1
212 : 2 & 2
< s+ 1+l (X lollz,, + > HﬂchF,F), (3.8)
i=1 j=1

woraus im Fall (3.6) wegen 21n+H\IIO(p’q*)HLF5* = ln*H\Ilo(p’q*)H%Fﬁ* wiederum folgt:

Elnt @], .. < . (3.9)

3.2 Stationire Losungen

In diesem Abschnitt geben wir hinreichende Bedingungen fiir die Existenz stationérer
FARCH- und FGARCH-Zeitreihen mit Werten in F' € F an. Hierzu bendtigen wir den
Lyapunov-Exponenten der u.i.v. und somit stationdren Zeitreihe (\Ilk(p’q*))kez mit \I'k(p’q*)
aus (3.5) fir alle k, welcher unter der Voraussetzung (3.9) definiert sei durch

(pzq*) —— 3 1 (pvq*) (pvq*) e (p7q*)
AP0 = lim o Eln||g " gr) ... o HEF (3.10)
wobei y®9°) nach [26], Theorem 6 wohldefiniert ist mit 7*9°) € [—o0, 00) und
% . 1 , * ; * , *
y(p’q ) = ’}LIEOEIHH\I%(M )\Ilkgﬁf ). 1(pq ) .. f.s. (3.11)

F

Satz 3.3. Nachfolgend sei F' € F, es sei (e)rez u.i.v. Zeitreihe mit (3.6), es gelte
0 € Fuound firi=1,..,p,7 =0,....,q"mit p € N,q" € N* gelte a;, 3; € Ly mil
a;, B Fso = Fso, Bo == Oy, oy # Og, sowie By« # Op, tm Fall q* € N.

(a) Es gibt eine stationdre Losung Z = (Zk)kez der FGARCH(p, q*)-Gleichungen
(3.3) bzw. (3.4), falls fir den Lyapunov-Ezponenten aus (3.10) gilt:

AP <. (3.12)

Dabei sind (Z)r und (og)x f.s. eindeutig und bzgl. der u.i.v. Zeitreihe ()
kausal und somit stationdr sowie ergodisch. Ferner ist oy, stochastisch unabhdngig
von ¢y, fir alle k mit der Figenschaft o(t) > 6(t) > 0 f.s. fir A-f.a. t € [0,1].

(b) Fulls fir einn € N und ein v > 0

v

%(JLCI*) — qur(bpq*)q,rgﬁ? ). -\Ill(p’q )

f.< 1 (3.13)

gilt, ist insbesondere (3.12) erfiillt.
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Beweis.

(a) Aus der Markov-Darstellung (3.5) folgt

C]gp’q ) — 6]937‘1 ) + Z \IJk(qu )‘I,k(livil ). \Ilk m+1(5(¥3q )) (314)

m=1

fur alle k € Z f.s., falls die Reihe f.s. konvergiert. (3.11) impliziert

. — 1 4
im —lnH\Ilpq lI,(M) ,.lIl m+1<5(pq))HF5* < ,Y(M) 4_”1%0%1“‘5]&%)”1”*

m—o0 M,

und per Definition von 5,5*122) fir alle k, m sowie wegen 0 < |[0]|r < ||0]|p < oo gilt

1855117

e = [1008_mllE + 11017 < 1161F (1 + [le_mll7). (3.15)

Wegen (3.6) gilt dann ]Eln+||6,§’if;)||Fs* < oo und wegen 7*1") < ( gilt folglich

—_ , * * , 1/m (p, *)
lim H\I!,qu )\I',C(Eﬂ \If,ipfnil(d,g"q ))H |

m—o0 Fg*

f.s., womit die Reihe in (3.14) geméB des Wurzelkriteriums f.s. konvergiert. Damit exis-
tiert eine Losung (g,g"’“*))k der Gleichung (3.5) und demzufolge existiert auch eine Losung
der FARCH(p)-Gleichungen (3.3) und der FGARCH(p, q*)-Gleichungen (3.4), wobei (o )x
sowie (Z)r bzgl. der u.i.v. Zeitreihe (&), kausal und somit stationdr sowie ergodisch
sind. Ferner ist o0;, stochastisch unabhéngig von ¢, fiir alle & und wegen «;, 5;: F>o — F>q
fiir alle 4,7 und & € Fig gilt 62(t) > 6(t) > 0 fiir alle k und M-f.a. ¢ € [0,1]. SchlieBlich

kann der Nachweis der Eindeutigkeit [11], S.26, entnommen werden.

(b) Aus (3.13) fiir ein n € N und ein v > 0 folgt per Definition von ®17) wegen
Submultiplikativitat der Norm || - ||, . sowie der Jensen’schen Ungleichung:

— m—oo mn (I-1)n+1

’y(p’q*) < lim 1E1n<ﬁ HlI,PCI ‘I,l(Pfi) . \I;(P,q*) Hg )
s

S (1/1('”' ) < n

Bemerkung 3.4.

(a) Die Angabe einer notwendigen Bedingung fiir die Existenz stationdrer FARCH- und
FGARCH-Zeitreihen gestaltet sich schwierig (siche [11], Bemerkung 1).

(b) Satz 3.3 ist eine Verallgemeinerung unter einer schwicheren Bedingung der Theore-
me 2.1 und 2.3 in [22], der Theoreme 2.1 und 2.2 in [3] sowie von Theorem 1 in [11].
In den Theoremen 2.1 bzw. 2.3 in [22] wurde namlich eine Aussage hinsichtlich der
Existenz stationdrer FARCH(1)- Zeitreihen fiir die Rdume L?[0, 1] bzw. C0, 1] for-
muliert, wobei in beiden Theoremen von einem Integraloperator ausgegangen und
IB||\I'110 18 < 1 bzw. E||¥ A Hllcm < 1 fir ein v > 0 statt (3.12) vorausge-

L2[0,1
setzt wurde. | In den Theoremen 2.1 bzw. 2.2 aus [3] wurde eine Aussage iiber die
Existenz stationdrer FARCH(1, 1)-Zeitreihen fiir die Rédume L?[0, 1] bzw. C0, 1] mit
einer restriktiveren Annahme als (3.12) getroffen. SchlieBlich ist Satz 3.3 eine Verall-
gemeinerung unter einer schwéacheren Bedingung von Theorem 1 in [11], da dort nur
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eine hinreichende Bedingung fiir die Existenz stationdrer FGARCH(p, q)-Zeitreihen
fiir alle p,q € N mit Werten in L2[0, 1] angegeben und von EIn"||e2||. < oo statt
von der etwas schwécheren Bedingung (3.6) ausgegangen wurde. L 4

Nach dem folgenden Korollar lasst sich die Grofle, die nach hinreichend vielen Iteratio-
nen der FARCH- bzw. FGARCH-Gleichungen angewendet auf einen beliebigen Startwert
entsteht, als Realisation eines Folgenglieds einer FARCH- bzw. FGARCH-Zeitreihe inter-
pretieren, was insbesondere bei Simulationen niitzlich ist.

Korollar 3.5. Es gelten die eingangs von Satz 3.3 erwihnten Voraussetzungen und fiir ein
v > 0und ein n € N gelte %) < 1 mit P97 aus (3.13), womit eine stationdre Losung
(c,gp’q*))kez der Gleichung (3.5) existiert. Fiir ein N € N und alle £ € N<y definieren wir
é'k(p’q*) = 6,5'3’0'*)—1— \I/,§”’q*>(§,§p_’§'*)) mit 6,5’3’0'*) und \Ilk(p’q*) aus (3.5), wobei &) ¢ P fiir einen
beliebigen deterministischen Startwert stehe. Dann gibt es ein p € (0,1) mit

E|ls®®) — ¢PT)|L.. = O(p™). (3.16)

Beweis. Per Definition von wr(}f’yq*) sowie €,€(p’q*) fiir alle k&, wegen Submultiplikativitat der
Norm || - [|,,. und da (\Ilk(p’q*))kez w.i.v. ist, gilt fir 0.B.d.A. N = mn fir ein m € N:

v

Bl — v

_I[/?‘s* — EH@J&?M )\I,]E}Jfll) . \III(M )(C(()pﬂ ) _ f(gpﬂ ))

< @I Bl - G

Fs*

14
Fs*)

womit die Behauptung wegen %%q*) < 1 verifiziert ist. O

3.3 Momente und Approximierbarkeit

In Anlehnung an die Resultate in [22] fir das FARCH(1)-Modell und in [3] fiir das
FGARCH(1, 1)-Modell geben wir nun eine hinreichende Bedingung fiir die Existenz diver-
ser Momente und fir die LP-m-Approximierbarkeit F-wertiger FGARCH (p, q*)-Zeitreihen
fir alle p € N, q* € N* sowie fir alle F' € F an.

Lemma 3.6. Nachfolgend sei F' € F, (ex)rez sei eine u.i.v. Zeitreihe mit B||5]|% < oo
fiir ein v > 0, es gelte 6 € Fuq, firi=1,...,p,j = 0,....,q" mit p € N, q* € N* gelte
@i, By € Lpp mit ag, B Fso — Fso, fo = Oy, p # O sSowie SBqx # O, im Fall g € N
und es gelte (3.13) fir eben genanntes v und ein n € N. Gemdf§ Satz 3.3 existiert folglich
eine stationdre Losung (Zk)kez der FGARCH(p, q*)-Gleichungen. Dabei besitzen (2 )k
und die zugehorende Zeitreihe (o) folgende Eigenschaften:

(a) Es gilt sowohl B|| 23||% < oo als auch E||ad|% < oo.

17

(b) (22, ist eine geometrisch L%.-m-approzimierbare Zeitreihe und (o) ist eine geo-
metrisch Lj.-m-approzimierbare Zeitreihe.
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Beweis.

(a) Wegen (3.14) gemaf Satz 3.3 gilt zunéchst fur alle v > 0:
||§(Pq % = ||5Pq [ <Z H\I,(Pq P cI) ) ‘IJSquJr)HC *||5£P7;?)||F5*)
s
=< H(;(Pwl*)’lu + Z Hé(ﬁ&l)H H | PQ)H
~ 0 Fs* —-m  ||Fs* m+111L g

( > [l el w1180 )

Aufgrund von E||£5]|% < oo gilt zunéchst

Ell65" " |lf 3 1+Ellg|lf < oo.

~Y

Ferner gilt wegen ]EH\IIO(p’q*)HZFE* = 1+ Ble2||% + (s*)*/2 nach (3.8), per Definition der

1%
Matrizen ®""") sowie der Vektoren &% fiir alle k und weil die Zeitreihe (g;); w.i.v. ist:

n—1 n—1
B( 3 160 e TTIROE,) = B0t 3 (Bl )" < oo
m=1 m=1

Auflerdem gilt im Fall v € (0, 1]:

B( 3 [|uw L)

16587 e )
Loge 1 m EE

< EHEOPM |‘;§* Z EH\I,(SPM )\Ilﬁpl’q ). ‘I’£p53+)1 .
m=n gat
. n—1 . k %) i
< E|8P* )HFS*(Z (Bl )z ) ) > &) < o0
k=0 =1

und im Fall v > 1 gilt nach Jensen’scher Ungleichung und dem Satz von Beppo Levi:

( Z H\IJ(PQ )\I,(PCI . —m+ H Hé(pn,g*)HFs*>y

E||6é“'*’||;s*( > (B[jwreh )

IN

v 1/v\¥
2
, n * k 0 . v
B8 (X (BNl ) ) (X @) ) < oo
=1

IA

(p,9%) ||u
F5

Fir alle p € N und g* € N* gilt somit insgesamt E||g, - < 00. Demzufolge gilt wie

behauptet E||2¢%||% < oo. Im Fall g* € N folgt aus ]E||§0p’q*)||}’;s* < oo fiir die (p + 1)-te

Komponente von c(g ) auBerdem E||oZ||% < oo, woraus wegen Stationaritit von (2% )k

und (o} )i, per Definition von o7 wiederum tatséchlich folgt:
Ellog]lz 3 10l + Z Bl (257 + Z B3, ()17

7j=1

< o[l + B2’ IIFZ lleullz, . + IE||0'§|IFZ 18511z, < oo

=1 7=1
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Des Weiteren erhalten wir im Fall g* = 0 wie behauptet:

P
Ellogllz 3 llollF + Ell25%5 > lasllz, , < oo

i=1
(b) Aufgrund von (3.14) gilt
m—1
Cfvg:?q;) = opT) + > Wﬁ’q*)mﬁlq1) . "‘Ilgfl—zl((sr(sz‘l))
=1
+ Z ‘I’éf’q*)‘I’,Equl) . \I,l(pvq )\I,O(p,q ,m)\I,_(pl,q \m) \Ilrff qlJ:T)((sT(rfjl m))
l=m

f.s. fir alle m € N, wobei ®"""™ bzw. §7%™ die Matrizen bzw. Vektoren aus (3.5)

in Abhangigkeit von e,im) sind und (a,@)kez fiir alle m € N voneinander stochastisch

unabhangige, u.i.v. Zeitreihen mit elgm) 4 go fir alle k£, m sind. Demnach gilt fir alle m:

65 — g

Fs*
Z (H\I,(M \Il P lHH (Pq)
+ HlI,Trza,q ‘I,T(rffif) . ‘I’l(p’q*)‘I’ép’q*’m)‘l’ﬁﬂ’q*’m) o \I’r(rfiql:-n;)”ﬁ |60 (, Cl m ||F5*)~
st

Aus den Uberlegungen im Nachweis von Teil (a) und der Tatsache, dass 5,&") und ¢ fir

alle k,1,n u.i.v. sind, folgt im Fall v € (0,1]:

v v

m,m Ly

Bjoa) — o

< 2B[60 7 |[pe Yo Bl PO e b))
l=m

Fst

. n—1 . B\ &
< QEH(S((JP,OI )HF5<Z (EH\IJO(M )HEF5*> ) Z (w(pq )\J
k=0 j=m
2651, ma )V “)ym
= i et S (Bl ) o)

Im Fall v > 1 ergibt sich mit Hilfe der Argumentation in (a) fir v > 1:
v 1/v\¥

n—1 o v
pr (X (BN 1,) ) (X sy )

k=0 j=m

v

EHgqu*) — cpa)

Sm,m

< (¥ o (B|uprrwry we),

m—

Fs*

< 2/ E||§"")|

o (pPanym/v,

n,v

Fir alle p € N, g* € N* und v > 0 ist (g, (h.07) )i folglich LY. .-m-approximierbar, womit (b)
nach der Argumentation in (a) gezeigt ist. O

Bemerkung 3.7. Fiir eine weitere hinreichende Bedingung fiir die Existenz bestimmter
Momente von FGARCH(p, q)-Zeitreihen mit p, q € N siehe [11], Proposition 2. *
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4 Schatzung

In diesem Kapitel widmen wir uns der Schétzung sowohl von § als auch der Operatoren
von #-wertigen FARCH- sowie FGARCH-Zeitreihen mit # := L?[0, 1], mit beliebigen,
uns bekannten Ordnungen. Mit der Schéitzung von 0 und der Operatoren .77-wertiger
FARCH- bzw. FGARCH-Zeitreihen befassten sich Hérmann, Horvath und Reeder [22],
Aue, Horvath und Pellatt [3] sowie Cerovecki, Francq, Hormann und Zakoian [11]. In
[22] wurde ein Konsistenzresultat im Sinne stochastischer Konvergenz mit konkreten Ra-
ten fiir den Schétzfehler des Schétzers sowohl fiir die Projektion von ¢ als auch fir die
Projektion des Operators «; auf einen endlichdimensionalen Unterraum im FARCH(1)-
Modell angegeben. Ferner wurde in [3] das FGARCH(1, 1)-Modell analysiert, wobei dort
ein Konsistenzresultat im Sinne fast sicherer Konvergenz fiir die Schétzfehler der Schétzer
fir die Projektion von ¢ und der Operatoren «q, 5; auf einen endlichdimensional Unter-
raum formuliert wurde; allerdings ohne Angabe einer konkreten Rate. Schliellich wurde
in [11] ein Konsistenzresultat fir den Schétzfehler des Schétzers fiir die Projektion von
9 und fir die Operatoren im FGARCH(p, q)-Modell mit p,q € N auf einen endlichdi-
mensionalen Unterraum im Sinne fast sicherer Konvergenz formuliert. Auch wurde in [11]
ein Konsistenzresultat fiir den Schéatzfehler des Schétzers fiir  und fir die Operatoren
im FGARCH(1, 1)-Modell angegeben, ohne diese GroBen auf einen endlichdimensionalen
Unterraum zu projizieren. In beiden Resultaten wurden keine Raten angegeben.

Die genannten Resultate werden wir in diesem Kapitel in vielerlei Hinsicht erganzen, wo-
bei die Konsistenzresultate des Schétzfehlers des Schétzers fiir 6 und der quadratischen
Schétzfehler der Schétzer fiir alle Operatoren im Sinne stochastischer Konvergenz formu-
liert und stets konkrete Raten angegeben werden. Dabei werden in Abschnitt 4.1 alle zur
Schétzung von ¢ und der Operatoren notwendigen Hilfsmittel aufgelistet. In Abschnitt
4.2 formulieren wir ein Konsistenzresultat des Schétzfehlers des Schétzers fiir 0 aus dem
FGARCH(p, g*)-Modell fiir alle p € N, ¢* € N* und zwar ohne ¢ auf einen endlichdimen-
sionalen Unterraum zu projizieren. In Abschnitt 4.3 geben wir Konsistenzresultate fiir die
quadratischen Schatzfehler der Schétzer sowohl fiir die auf einen endlichdimensional Un-
terraum projizierten Operatoren im FARCH(p)-Modell fiir alle p € N an, als auch fiir die
Operatoren, ohne auf einen endlichdimensionalen Unterraum zu projizieren. Schliellich
werden wir in Abschnitt 4.4 Konsistenzresultate fiir die quadratischen Schétzfehler der
Schéatzer fir die Operatoren im FGARCH(p, g*)-Modell fir alle p € N, q* € N* angeben,
ohne die Operatoren auf einen endlichdimensionalen Unterraum zu projizieren.

Zur Modellierung gehen wir davon aus, dass (2,2, P) ein Wahrscheinlichkeitsraum ist,
dass alle genannten Zufallsvariablen bzgl. 21 messbar sind und dass Z = (Zk)rez eine
A -wertige FGARCH(p, q*)-Zeitreihe mit p € N, g* € N*ist, d.h.

p
I = € © o, of =6+ Z a(Z2,) + Z 5]’(%2—]‘) (4.1)
i=1
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f.s. fiir alle k. Dabei setzen wir § € L% [0, 1] voraus, fir die Operatoren verlangen wir
ai, B € Sw, i, B € Lyrapy) und oy, 51 g — H fiir alle 4, j. Des Weiteren wer-
den wir stets davon ausgehen, dass (ex)rez eine u.i.v. Zeitreihe aus Innovationen mit
Elleg| 70, < 00 und

E(s(t) = 1 (4.2)

fur M\-f.a. t € [0, 1] ist, und wir werden stets (3.13) fiir ein n € N und v = 4 voraussetzen.

Damit ist £ nach Satz 3.3 eine stationdre, bzgl. (¢;); kausale, ergodische FGARCH(p, q%)-
Zeitreihe, wobei die zugehorende Zeitreihe (o )xez ebenso bzgl. ()i kausal und ergodisch
sowie oy, fiir alle k stochastisch unabhéngig von ¢, ist. Des Weiteren folgt aus den eben ge-
nannten Annahmen nach Lemma 3.6 E[|2¢%(|3, < 0o sowie E||og|[74p ) < 00, dass (27

geometrisch L%,-m-approximierbar und (o3.)), geometrisch L., ;j-m-approximierbar ist.

4.1 Vorbereitung

Wir listen nun diverse zur Schétzung von § und der Operatoren im FARCH-, sowie im
FGARCH-Modell benétigten technischen Hilfsmittel auf. Da fiir die Schétzung der Opera-
toren auch Aussagen fiir andere separable Hilbert-Raume als 72 benétigt werden, werden
die Aussagen in diesem Abschnitt fiir beliebige separable Hilbert-Radume formuliert, fiir
die wir (H, (-, )n), (H’, (-, )3) sowie (H”, (-, -)3) schreiben, wobei wir als Norm stets die
durch die jeweiligen Skalarprodukte induzierten Normen verwenden.

Zunéachst formulieren wir eine Aussage, die vor allem bei der Schiatzung von Operatoren
benotigt wird.

Lemma 4.1. Es sei E)A(N)NeN eine fiir h € H schwach konsistente Folge H-wertiger Zu-
fallsvariablen, d.h. || Xy — hl||lz = op(1). Dann gilt || Xn||x = Op(1).

Beweis. Folgt unmittelbar aus || Xy||lx < | Xy — Allx + ||| |%. O

4.1.1 Schatzung von Erwartungswerten und
Autokovarianzoperatoren

Die quadratischen Schétzfehler der Schitzer fir die Operatoren im FGARCH(p, g*)-Modell
beinhalten quadratische Schétzfehler der Schatzer fiir bestimmte Autokovarianzoperato-
ren. Wir definieren die empirischen Versionen von Autokovarianzoperatoren, geben einige
Eigenschaften dieser Operatoren an und formulieren ein Konsistenzresultat fiir die quadra-
tischen Schétzfehler der Schétzer fiir Autokovarianzoperatoren. Fiir die Definition dieser
empirischen Versionen bendétigen wir folgendes Resultat.

Satz 4.2. Es sei Xy,..., Xy eine Stichprobe einer stationdren L3}-m-approzimierbaren
Zeitreihe X = (Xy)gez mit n, N € N. Dann ist

my = my(X) = N*lz X! (4.3)
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ein erwartungstrever Schétzer fir my .= B(X}) fir jedes | =1, ...,n mit

EHml — mng_L = O(N_l) (44)

Beweis. Fiir jedes | = 1,...,n folgt Erwartungstreue aus der Tatsache, dass X}, ..., X}
identisch verteilt und IP-Bochner-integrierbar sind. Ferner gilt fiir jedes [ = 1, ..., n sowie
N € N wegen Stationdritiat und L3,-m-Approximierbarkeit von (X})i, wegen (2.33) auf-
grund stochastischer Unabhéngigkeit von X! und X! +k Lur alle & € N sowie wegen der
Cauchy-Schwarz’schen Ungleichung mit v () = (E|| - ||2,)}/? (siehe [22], S.7 f.):

N
E|lmy —mllz, = N2> E(X] —my, X} — m)n
i,j=1
< N7 EIX = il + 2va(X) = ) Y- (X~ X
k=1

= O(N ). O

Definition und Eigenschaften 4.3. Es sei X, ..., Xy eine Stichprobe einer stationéren
L3-Zeitreihe X = (Xj)kez fiir ein N € N, es sei h € Z mit |[h] < N — 1 und es gelte
N, = N —|h|. Wir definieren die Autokovarianzoperatoren 6, = %nx(N): H — H
basierend auf Xj, ..., Xy durch

& — N Creh1 Xk ® Xpn, 1= N <h<0, (45)
o Tat X ® Xiin, 0<h<N-1,
falls X zentriert ist und durch
4, = = Zg:mm (Xp —M1) ® (Xppyn —111), 1—=N<h<O, (46)
Nhl_l P (Xk - ml) & (Xk+h - m1), 0<h<N-1,

mit 1y = My (X) = N, S M X;, falls X nicht notwendigerweise zentriert ist.
Fiir alle h ist %, aus (4.5) und (4.6) Element von Fy, mit 4 = 4_j,. Des Weiteren ist der

empirische Kovarianzoperator ‘6% selbstadjungiert und positiv semidefinit.

Beweis. Wir weisen die Eigenschaften ausschliefllich fiir die Operatoren aus (4.5) nach, da
die Eigenschaften der Operatoren aus (4.6) auf gleiche Weise verifiziert werden kénnen.

Fuar hmit 0.B.dA. 0<h < N —1ist th per Definition Element von F3 mit

Golw). e = (2. V7S (KX, = .60

k=1

fir alle z,y € H, d.h. %’?h* = C,. Folglich ist % selbstadjungiert und aufgrund von
(o(x), Ty = NISN_ (X, )2, > 0 fiir alle € H positiv semidefinit. O

Satz 4.4. Es stehe X, ..., Xy fiir eine Stichprobe mit N € N einer L3,-m-approzimierbaren
Zeitreithe X = (X )rez-
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(a) Fualls X zentriert ist, ist G, aus (4.5) ein erwartungstreuer Schitzer fir 6, fir alle
h mit |h| < N — 1. Ferner gilt

B|[%, ~ %%, = O(NY) (@7)
fir alle h € Z, fiir Folgen (hx)yen € Z mit h = hy = Z(1, N) gilt

El|%, — 413, = O(hN ™). (4.8)

(b) Falls X nicht notwendigerweise zentriert ist, ist G, fir h mit |h] < N — 1 aus (4.6)
nicht notwendigerweise ein erwartungstrever Schétzer fir €. Ferner gilt

16— Gill3, = Op(N™) (4.9)
fir alle h € Z, fir Folgen (hy)nen C Z mit h = hy = Z(1, N) gilt

|6, — Gil|%, = Op(hN ). (4.10)

Beweis. Wegen ||6 — €||s,, = ||€n — C-nlls,, fir alle h € Z verifizieren wir die Kon-
sistenzresultate fiir 0.B.d.A. h mit 0 < h < N — 1. Zunéachst zeigen wir jedoch, dass aus
L3,-m-Approximierbarkeit von X = (Xj)xez fiir alle h € Z

> Vo (X ® X — Xonn®Xominm) < 00 (4.11)

m=1

folgt und (Xy ® Xyipn)rez somit fur alle b < 0 Lgﬂ—m—approximierbar ist. In der Tat gilt
fir alle h € Z per Definition der Norm vs s,,, der Eigenschaften 2.17, wegen elementaren
Ungleichungen und weil X Lj-m-approximierbar und damit auch stationdr ist:

i V2.8, (Xm®Xm+h — Xm7m®Xm+h7m>
m=1

1/4

1/4
< 3 EIXn = Xl B Bl Xl ]+ [ B Xy Bl X = X [21]

hE

3
I

LA
hE

Vi (X — Xom) < 00.

m=1

(a) Hier verwenden wir Beweisideen des Theorems 3.1 aus [23]. Per Definition und weil
X eine stationére L3-Zeitreihe ist, sind die empirischen Autokovarianzoperatoren %, aus
(4.5) fiir alle A mit |h| < N — 1 erwartungstreue Schétzer fir %;,. Des Weiteren gilt fiir
alle h mit 0 < h < N — 1 per Definition von %j, und %, aus (4.5) und wegen Stationaritét
von X mit X, = X5 @ Xy — 6, fiir alle m:

A Nh
B\ —Glls, = No® D B Xwn, Xpmdsw = Ny ” D (No = 7)) B0 Xiarsn)si
k=1 |7’|<Nh

:5, Nh_l Z E(‘X[l;h]? X[1+7’;h]>87.¢- (4.12)
r=0
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Dabei gilt wegen stochastischer Unabhangigkeit von X; ® Xj1p und X4y, @ Xi4rpnr—n
fiir » > h, was aus stochastischer Unabhéngigkeit von X1 und X4, ,_j fiir 7 > h folgt,
wegen Zentriertheit von Xy, ,—py fir alle b, r mit X . = Xiy @ Xjppy — €, fiir alle k
sowie [, (4.11), der Cauchy-Schwarz’schen Ungleichung und Stationaritit von X:

Z E<X[1;h]7 X[1+7";h]>SH
=0

h

= > E(Xpn) Xparmm)sy + > B(Xung, Xpgrsn) — Xjisrr—hin] )su
r=0 r>h
< (h+1> V2,8H<X[1;h]){V2,SH(X[1;h]) + Z V2.Sy (X[m;h] - X[m,m;h])} . (413>

m=1
Aus (4.12) und (4.13) folgt dann, wie behauptet sowohl (4.7) als auch (4.8).

(b) Per Definition von €, = %h.x(N) aus (4.6) mit 1y = g (X) == N, SN X; und
Bilineartitat von ®: H x H — H gilt fir jedes h € Zmit 0 < h < N—1und N, := N—h:

A Nh
E(¢n) = Nh_ (Z Ny B(Xp @ Xprn) — Y E(Xi®Xk+h))
=1
1
=% — —— Choth—i, 4.14
. ]VIL(N}L_]-) 1§¢;N}V otk ( )
itk

wobei Gin_i = E(X; —mq1) @ (Xprn—ma)) = E(X; ® Xp4n) —my @my im letzten Schritt
fur alle 7, k = 1, ..., N}, eingegangen ist und demzufolge %, in der Tat kein notwendigerweise

erwartungstreuer Schatzer fiir €, ist. Aulerdem gilt fir jedes A mit 0 < h < N — 1 und
my = (X))

Ny,
A N R N 1
6, = Nhﬁl (m1 — 1) @ (my — 1) + N1 1;1 (X —m1) @ (Xjpin — my),

woraus wiederum mit Y, := X —m; fiir alle k nach Definition der Autokovarianzoperatoren
aus der zentrierten Zeitrethe Y = (Y} )rez mit €5, x = G,y folgt:

||C€Ah;X - %ﬂh;XHi’H

N \2 A
N (N}i1> [[(ma — 1) @ (ma — m1)||sﬂ+ H ZYk®Yk+h—CghYH
Nn 2 A 5 _
= () [ = mullh + Gy = G 3, + Nmmusy]. (1.15)

Dabei gilt nach (4.4) fur den Schatzer iy = Ny VSN X, fiir my, da X insbesondere L3
m-approximierbar ist und wegen N, ! ~ N fiir jedes feste h € Z sowie fiir Folgen (hy)yen
mit h = hy = Z(1,N): E||m; — mlH% = O(N™1), woraus wiederum ||, — my||3, =
Op(N72) folgt. Aus der Identitit (4.15) folgt dann wegen (4.9)

N,

A~ 2
1% = Goxlid, 3 (52) | Op(V2) + Op(NY) + N | = Op(N )

fir jedes feste h. Fiir jede Folge (hy )y mit h = hy = Z(1, N) gilt nach (4.10)

N,
N,—1

5 2
1%hx — Gux I, 3 () [OP(N_Q) + Op(hN7") + Nh‘z] — Op(hN7Y). O
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Bemerkung 4.5.

1
Np—1
0 bei einer Stichprobe einer stochastischen unabhéngigen L3-Zeitreihe plausibel,

weil %) dann wegen (4.14) und (2.33) ein erwartungstreuer Schétzer fiir % ist.

(a) Die Verwendung von

statt Nih bei der Definition von th ist vor allem im Fall h =

(b) Satz 4.4 ist eine Verallgemeinerung von Theorem 3.1 in [23], da die Zeitreihen Wer-
te in beliebigen separablen Hilbert-Raumen, statt nur in # annehmen diirfen, das
Konsistenzresultat fir alle %;,, statt ausschliellich fiir 4, giltig ist, A in bestimm-
ter Weise vom Stichprobenumfang N abhangen kann und die Zeitreihe X nicht
notwendigerweise zentriert sein muss. L 4

4.1.2 Durch FGARCH- induzierte FARMA-Zeitreihen

Wir werden sehen, dass FGARCH(p, q*)-Zeitreihen FARMA (%, q*)-Zeitreihen (siche Ab-
schnitt 2.5) mit v* := max{p,q*} induzieren. Diese durch FGARCH(p, q*)-Zeitreihen in-
duzierten FARMA(¢* q*)-Zeitreihen werden wir sowohl bei der Schiatzung von § als auch
der Operatoren der FGARCH(p, q*)-Zeitreihen verwenden.

Wegen (4.1) und v, == 2;2 — of fiir alle k folgt mit & == oy + B1, ..., &= = e + [ und
m = _617 "'777(]* = _Bq*
. q

P2 =6t Y G2+ Y ) (4.16)

i=1 j=1

fiir alle k f.s. Ferner gilt wegen E(2;2(t)) = E(o2(t)) E(e2(t)) = E(c?(t)) fiir alle k sowie
Af.a. t € [0,1] und nach Eigenschaften 2.23 (e)

* q*
Zo= X2 —me = v+ ) G( %) + Y () (4.17)

i=1 j=1

mit my = E(.27?) fiir alle k f.s. Folglich ist 2= (2% )rez eine FARMA (v* q*)-Zeitreihe mit
Innovationen v, == 2;% — of fiir alle k, wobei die Zeitreihe v = (1, )rez wegen Kausalitit
von (op)x bzgl. € = (& )rez und wegen vy, = of ® (g2 — 1) fiir alle k im Gegensatz zur
Zeitreihe € aus Innovationen der FGARCH(p, q*)-Zeitreihe £ nicht stochastisch unab-
hangig ist. Allerdings besitzen die Zeitreihen 2 und v die folgenden Eigenschaften.

Eigenschaften 4.6.

(a) Z ist eine zentrierte, stationére, bzgl. € kausale, geometrisch L,~m-approximierbare
Zeitreihe.

(b) v ist ein bzgl. € kausales, geometrisch L},-m-approximierbares halb-starkes weifles
Rauschen (siehe Definition 2.33).

Bewess.

(a) folgt unmittelbar aus Lemma 3.6 (b) und der Definition von Z.
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(b) v ist per Definition stationér, bzgl. € = (g;);, kausal und wegen E(g2) = 1 zentriert.
Ferner gilt mit vy, = 25, — 0%, fiir alle k, m gemaB der Minkowski-Ungleichung

V4,jf(1/m - Vm,m) S V4,=%(%£ - ‘%‘ng,m> + V4,3f<0—7727, - 07721,m)7

womit v aufgrund von || - ||+ < || - ||zsp,1) und Lemma 3.6 (b) eine geometrisch Lj,-m-
approximierbare Zeitreihe ist. Des Weiteren ist v ein halb-starkes weifles Rauschen, da fiir
alle h € /s € (0,1 und 4, j € Z mit 0.B.d.A. i < j per Definition von v; und dem Satz
von Fubini gilt

B[, he(s)] = [ B ~ 1) B (u(s)y(t) dt = 0. 0

Bemerkung 4.7. Die zentrierte Zeitreihe 2 = (25)kez = (232 — ma)kez ist aufgrund
der unbekannten Grofle my = E(.27%) nicht beobachtbar. Allerdings kann die Zeitreihe
Z = (21)kez und damit auch Z? = (2;2)rez beobachtet werden. Folglich lassen sich die
Autokovarianzoperatoren ¢;, = %, die per Definition mit ;g fiir alle h tibereinstim-
men, mittels der empirischen Autokovarianzoperatoren %, aus (4.6), basierend auf einer
Stichprobe 27, ..., Zx, schitzen. Dabei folgt aus L},-m-Approximierbarkeit von & 2 nach
Satz 4.4 sowohl (4.9) als auch (4.10). *

Wir werden sehen, dass die Injektivitat von 4. eine bedeutende Rolle bei der Schétzung
des Operators im FARCH(1)-Modell spielt. Fiir den Nachweis dieser Eigenschaft stellen
wir die folgenden Annahmen auf.

Annahme 4.8. Es stehen 6 und ay, ..., ay, B, ..., By~ fiir die Parameter der JZ-wertigen
FGARCH(p, q*)-Zeitreihe & Dann sagen wir, dass § und aq, ..., o, f1, ..., B4 die Annah-
me 4.8 erfiillen, falls 0 € £°[0,1], oy, B; € Ly, 4o0)0,1) fiir alle i und jsowie ||I} q¢||z,, < 1
mit T - == 30 a; + Y02, 3 gilt. .

Annahme 4.9. Wir sagen, dass die J#-wertige Zeitreihe (& )rez die Annahme 4.9 erfillt,
wenn es keinen abgeschlossenen, affinen Unterraum U C ¢ gibt, sodass gilt

P(2ecU) = 1. *

Bemerkung 4.10. Die Annahme 4.9 wird auch in der Arbeit [11] von Cerovecki, Francq,
Hormann und Zakoian zur Schétzung der Operatoren im FGARCH-Modell aufgestellt,
und eine dhnliche Annahme ist bspw. in [41] von Turbillon, Marion und Pumo zur Schét-
zung des Operators einer J#-wertigen FMA (1)-Zeitreihe angegeben. L 2

Lemma 4.11. Es sei Z eine S -wertige FGARCH(p, q*)-Zeitreihe, deren Parameter ¢
sowie aq, ...,ayp, b1, ..., Bgr die Annahme 4.8 und deren J€-wertige Zeitreihe (ci)rez aus
Innovationen (4.2) erfillen. Erfillt (e)rez zusdtzlich die Annahme 4.9, gilt:

(a) Es gibt keinen abgeschlossenen Unterraum V G S mit P(2Z32 € V) = 1.

(b) Es gibt keinen abgeschlossenen Unterraum V- C 7€ mit P(vy € V) = 1.
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(c) Es gibt keinen abgeschlossenen Unterraum V. C 7 mit P(25 € V) = 1.

(d) Die Kovarianzoperatoren €y.¢2, €o.a-2, 6. und 6o, sind injektiv, wobei €* = (¢} )xez,
X = (X hen, V= (Vk)keZ und Z& = (%)kez gelten.

Bewess.

(a) Angenommen, es gilt P(22 € V) = 1 fiir einen abgeschlossenen Unterraum V C 7.
Dann existiert ein v € S mit v # 04, wofiir (2% v)r = 0 f.s. gilt, woraus Wegen 3{ 2=
o5 ® e} f.s. per Definition von (-, ) wiederum E(e3, 0 ©v)3, = 0 folgt, wobei 0 ®v € %
f.s. wegen o3 € ¢>°[0,1] f.s. nach Definition und der Annahme 4.8 gilt. Dabei gilt wegen
stochastischer Unabhéngigkeit von gy und &y, per Definition des Erwartungswertes, geméaf
der Jensen’schen Ungleichung und dem Satz von Fubini mit mq = E(c):

B, oion = [ [ (oyou)? dBs(y) dRy()

> [( [ @Rt ) dRs(2) = Bk mp o v)

Demnach gilt (g2, my ® h)y = 0 f.s. Des Weiteren gilt per Definition von oZ, wegen
E(o?) = mo = E(2;?) fiir alle k und [, wegen T, g .= >0, o, + 3121 B; € Lorpeon) C L
» < 1 und aufgrund von Satz 2.7 mit Fpo’q* =I,p:

mo — 6 + Fp7q* <m2) < [H%ﬂ — Fp7q*:|<m2) = 5 < mo = Z Fk *

Demzufolge gilt wegen F o € Loy
(0,1 € A und || or < || - [l

£ < 1, aufgrund von

o0
[Imalloe < 1161loo + D2 1Tge g oo, 16112
k=1

< [0]loc + [T

00
[]||6||jfz ||Fp7q*||2%1 < 0.

k=0

Folglich gilt my ®v € 2. Ferner gilt per Definition von o3, da «;, 8; fiir alle 7, j von
nach %, abbilden, wegen of > § f.5. (d.h. o2(t) > 6(t) fir M\-f.a. ¢ € [0,1] f.5.) und
wegen Eigenschaften 2.23 (e ): my = E(02) > 6 € o und demzufolge my © v # 0.
Damit impliziert P(Z¢ € V) = 1 fiir einen abgeschlossenen Unterraum V C . wegen
mo ® h # 0 sowie mo ® h € F, dass ein Element u eines abgeschlossenen Unterraums
U C # mit u # 0, existiert, sodass (g2, u) = 0 f.s. bzw. dquivalent dazu P(ef € U) =1
gilt, womit die Behauptung bewiesen ist.

(b) Aus P(ry € V) = 1 fir einen abgeschlossenen Unterraum V' C JZ folgt wegen
vy = o0p © (g5 — 1) f.s. wie bei (a), dass es einen abgeschlossenen Unterraum U C 7 mit
g2 — 1 € U f.s. gibt. Aufgrund von E(¢2) = 1 und Eigenschaften 2.23 (e) gilt demnach
g2 € U f.s., womit die Behauptung verifiziert ist.

(c) folgt aus (a), 25 = ZF — my und Eigenschaften 2.23 (e).

(d) folgt aus (a) bis (¢) und Definition und Eigenschaften 2.28 (c). O
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4.1.3 Schatzung von Eigenwerten und Eigenfunktionen

Neben dem Konsistenzresultat fiir die quadratischen Schéatzfehler der Schétzer fir die
Autokovarianzoperatoren in Satz 4.4 benétigen wir auch Konsistenzresultat fiir die qua-
dratischen Schétzfehler der Schétzer fir die Eigenwerte und Eigenfunktionen von Kovari-
anzoperatoren im FARCH-Modell sowie von bestimmten selbstadjungierten, kompakten
Operatoren im FGARCH-Modell. Da sowohl die Kovarianzoperatoren als auch die empiri-
schen Kovarianzoperatoren selbstadjungiert und kompakt sind, stellen wir diese Aussagen
fiir beliebige selbstadjungierte, kompakte Operatoren auf. Zuerst beschéftigen wir uns mit
der Schitzung von Eigenwerten, wozu wir das folgende Lemma bendtigen.

Lemma 4.12. Fir beliebige kompakte Operatoren A, B € Ky mit den Singuldrwertzerle-
gungen A =322, aj(a; @a}) bzw. B = 332, bj(b; @ b)) gilt fir alle j € N

la;—b;| < ||[A— Bl|g,. (4.18)

Beweis. Siehe [7], Lemma 4.2. O

Nachfolgend sei # € K4 ein kompakter, selbstadjungierter, positiv semidefiniter Opera-
tor und (Jﬁv) ~en C Ky sei eine Folge von kompakten, selbstadjungierten, positiv semide-
finiten Operatoren, die zur Schéitzung von % dienen, wobei jedes v auf einer Stichprobe
X1, ..., Xy einer stationdren Zeitreihe (Xj)yez basiert. Ferner seien (k;)jen bzw. (l%j)jeN die

0.B.d.A. monoton fallenden Eigenwertfolgen von 2 € Ky bzw. Ay € Ky mit den zuge-
horenden Eigenfunktionenfolgen (&;);en bzw. (€;);en.

Korollar 4.13. Es sei (ay)yen C R eine Folge mit ay = Z[N~% 1) und (by)yen C N sei
eine Folge mit by = Q(1).

(a) Im Fall E||J4 — |2, = O(ay) gilt

B | sup (k; — k;)*| = O(ay) (4.19)

jEN

und falls || A — 2| |Z,,= Op(ax) gilt, erhalten wir wenigstens

sup (kj — k;)* = Op(an). (4.20)

jeN
(b) Gelte sowohl || — H||Z,, = Op(an) als auch ky, = Z[/ay, 1], so gilt

]AﬂbN = OIP(kbN) und kbN = Op(l;‘bN). (421)

Beweis. Folgt aus elementaren Umformungen und den Voraussetzungen. [

Nun leiten wir Schétzer fiir Eigenfunktionen her. Hierzu illustrieren wir die Schatzung ei-
ner j-ten Eigenfunktion €;eines selbstadjungierten, kompakten Operators bei vorliegenden

Schétzern Ej,la Ej}g und Ej’g.
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2 - E1(t) = V2 cos(2rt)
| ) Eia(t) = V3t
1 bs(t) = —v2t
\\ /// — Ej(t) - 1

Abbildung 4.1: Schatzung der j-ten Eigenfunktion €; mittels %j’l, %j; und %73.

Anhand dieser Grafik wird deutlich, dass ein Schéatzer %j fir € so anzupassen ist, dass
der Abstand von %j bzw. —%j zu € minimal ist und dass im Fall ‘Ej L & keine eindeutige

Entscheidung getroffen werden kann. Gelte nun %j L € f.s., so konnen wir aufgrund von
lla —b][3, = 2(1 — (a, b)) fiir normierte Vektoren a,b € H fiir alle j und N

argmin [[&; — &[5, = argmax (&), &)y = sen((¥;, €)2)8 = € (4.22)
i =+f E =+
als Schatzer fiir €; ansetzen, wobei sgn die Signumfunktion sei. Aus den Schatzern in
Abbildung 4.2 resultieren die folgenden Schatzer fiir die Eigenfunktion &;:

)1 - 1(t) = V2 cos(27t)
A B — —E1(t) = —v/2cos(2rt)
1 — \ a0) = V3t
\\\ ,// \\\ // o 8573(t) - \/ﬂ
N/ t 8(t) =1
02 04 06 /08 1
1] 7 : 2 :

Abbildung 4.2: Mogliche Schitzer %71 und —%j,l (wegen %71 1 &), sowie modifizierte Schét-
zer %;2 und %;3 fir ¢;, basierend auf den Schétzern in Abbildung 4.1.

Um %j L& f.s. fur alle j, N zu gewahrleisten, modifizieren wir die urspriinglichen Schétzer
%j auf die folgende Weise.

Definition und Eigenschaften 4.14. Es sei (h;)jey eine ONB von H, und (¢;);en sei
eine Folge reellwertiger, stochastisch unabhéangig und identisch N(0, 1)-verteilter Zufalls-
variablen, welche stochastisch unabhangig von der Stichprobe X, ..., Xy von X mit N € N
sei. Dann ist der Schétzer

i2

By St (4.23)
i=1
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fir €, mit j, N € N wohldefiniert und fur alle j, N € N gilt

¢ Le fs (4.24)

Beweis. Aus elementaren Umformungen und dem Satz von Beppo Levi folgt El| %;’ [l < o0

fur alle 7 und N, woraus wiederum H%;’ ||y < oo f.s. bzw. %]” € H f.s. folgt und %;’ somit
wohldefiniert ist. Fiur alle 7, N gilt aulerdem

b Zhl7E
(6 = (E,8) H+Z§ ol 20 fs,

da die Zufallsvariable <%” €)% als Summe der stochastisch unabhéngigen Zufallsvariablen

(8,83 und ¥, % ~ N(0,>%, %’L) fir alle j, N mit h; L€ fiir ein 4, eine
absolutstetige Verteilung hat. ]

Auf Basis der Schétzer in (4.23) definieren wir die finale Version der Schétzer fiir die
Eigenfunktionen fir alle j und N durch

= [1e, (sen (¥, 6)2)) sen((¥), &)3) + Lioy(sen((¥),&)5) | &, (4.25)
fir die wegen (4.24) gilt:

U = sen((¥/,6)n)t L. (4.26)

Bemerkung 4.15. Nach dem Spektralsatz ist (£)en f.5. eine ONB von H und wegen
‘E;”— sgn(({%;’, £)2¢) & f.5. ist somit auch (E;”)]eN f.s. eine ONB von H. *

Fiir die Schatzung der Eigenfunktionen bendtigen wir auch die Grofien

= lky) = (k= k)™ (4.27)

mit j € N, die nur fiir eindimensionale Eigenrdume der Eigenwerte k; wohldefiniert sind.
Falls der Eigenraum eines Eigenwerts eindimensional ist, erhalten wir die folgende obere
Schranke fiir die Schétzfehler der Schétzer fiir die zugehorenden Eigenfunktionen.

Lemma 4.16. Falls der Eigenraum von k; mit j € N eindimensional ist, gilt
1€ = &l < Yl — A |z, (4.28)

fiir alle N € N, wobei 7; definiert ist durch

-
= 2V2 {%’ I (4.29)

maX(Vj—lvfyj)? Jj>1

Beweis. In [7], Lemma 4.3 wurde die Behauptung ausschliellich fiir den Fall gezeigt, dass
2 ein Kovarianzoperator und (%\/)NGN die Folge der empirischen Kovarianzoperatoren
sind. Dieser Nachweis ist jedoch allgemeingiiltig, da ausschliellich verwendet wurde, dass
die vorliegenden Operatoren selbstadjungiert sind. O
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Bemerkung 4.17. In [7], Lemma 4.4 gibt es auch eine Aussage fiir endliche, mehrdi-
mensionale Eigenrdume, womit die Schitzung von Eigenfunktionen nur bei unendlichdi-
mensionalen Eigenrdumen problematisch ist. Da aber vorausgesetzt wurde, dass £ ein
selbstadjungierter, kompakter Operator ist, kann nur der Eigenwert 0 einen unendlich-
dimensionalen Eigenraum besitzen. Dies ist nach dem Spektralsatz fiir selbstadjungierte,
kompakte Operatoren jedoch nur moglich, wenn £ nicht injektiv ist. L 4

Fir die Schatzung der Eigenfunktionen treffen wir die folgende Annahme.

Annahme 4.18. Wir sagen, dass ein Operator .# die Annahme 4.18 erfiillt, falls gilt:
(a)  ist injektiv,
(b) kj 7é ]{Zj+1 fir allej eN

(c) und es existiert eine konvexe Funktion x: R — R mit «(j) = k; fir alle j e N. @

Bemerkung 4.19.

(a) Fir den selbstadjungierten, positiv semidefiniten Operator £ gilt nach (a) und (b)
der Annahme 4.18:

ki > kg > --- > 0. (430)

(b) Ausyy = (ky —kn+1)"t < ky', Annahme 4.18 (¢) und der Definition von 7; in (4.29)
fur alle j € N folgt fur jede Folge (my)neny € N mit m = my = Q(1)

SUp = = ki, (431)
j<m
wobei dieser Ausdruck wegen (4.30) wohldefiniert ist. *

Insgesamt fithren die obigen Uberlegungen zu folgendem Resultat fiir die vorliufigen
Schétzer der Eigenfunktionen (siehe [7], Theorem 4.5 und Korollar 4.3).

Korollar 4.20. 7 erfiille die Annahme 4.18. Fiir die Eigenwerte von % gelte k,, =
w(y/an), wobei (my)nen € N eine Folge mit m = my = Z[1, N) und (ay)yeny C R eine
Folge mit ay = Z[N "4 1) sei.

(a) Es gelte B||% — H||%,, = O(ay). Dann gilt sowohl

E[l - |l = O(an) (4.32)
fiir alle j € N als auch
E(sup |- &[3,) = O(kyay). (4.33)
j<m

(b) Nun gelte || % — H||%,,= Op(ay). Dann gilt sowohl
18— &[15, = Or(av) (4.34)
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fiir alle j € N als auch
Sup ||%;_ t17, = Op(k, an). (4.35)
jsm

Beweis. Aus (a) und (b) der Annahme 4.18, (4.28) sowie E||. % — H||Z,, = Olan) baw.
|| — ‘%/H%w = Op(ay) folgt sofort (4.32) bzw. (4.34) fir alle j € N und (4.33) bzw.
(4.35), wenn zusétzlich Annahme 4.18 (¢) genutzt wird. O

Die Raten in Korollar 4.20 stimmen nach dem folgenden Lemma mit den Raten der qua-
dratischen Schétzfehlers des Schatzers fiir die Eigenfunktion € mittels €/ aus (4.25) mit
J € N iiberein.

Lemma 4.21. Es gelten die Voraussetzungen von Korollar 4.20.

(a) Im Fall B|| Ay — H |2, = Olan) gilt auch hier sowohl

E[|&'~ 3 = O(a) (4.36)
fiir alle j € N als auch
B(sup [[€— &%) = Ok, ay). (4.37)
Jj<m

(b) Gelte nun, || Ay — H||%,, = Op(an), so erhalten wir sowohl

18— &3, = Op(an) (4.38)
fur alle 7 € N als auch
sup ||€ — |3, = Op(k, an). (4.39)
j<m

Bewess.

a) Nach Definition von € sowie €” fiir alle j, N, und wegen (4.26) und (4.32) gilt
j j

B — 13, 3 BIE— 3, + B([sen(#),t;)n )—sgn((%ﬁﬁmf)
= O(an) + 2|1+ P((¥ &)l t)n < 0) — P((E, )0k, &) > 0)]
< O(an) + 2P((F, &) (t; t)n < 0). (4.40)

Ferner gilt per Definition der Schétzer %;’ aus (4.23), wegen (£, €)2, = (%;, £;)3, und wegen
18— 812, = 2(1 — (E, ;)4) fir alle j, N:

A ~ -~ 1,2 i hZ,E
&)@t =1 = 1§43 + (18-l + (&.8) Z S A

wobei fiir den letzten Summanden wegen stochastischer Unabhangigkeit der vorliegenden
Zufallsvariablen, E|(¢;,€;)5| < 1 fur alle j, dem Satz von Beppo Levi und ¢; ~ N(0,1)
fir alle ¢ gilt:

i . hl,E | El¢ _
{ &8, H|Z fall & ] (18, b)) Yo bl BGL — o) (4.4)

=1
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Aus (4.41) und IE||%;— &113, = O(an) mit ay = ZE[N~1 1) geméB Korollar 4.20 folgt dann

E[1 — .t t)n] < EIIE— I3 + E[|<%j,fj>ﬂ|§'@<’;;§>”]
= Ofay) + O(N7!) = O(aN),Zi
woraus wiederum nach Lemma 2.21 (a)
P (8,82, 8)5 < 0) < P(1— (¥, &)n(t, ) >1/2) = Oay)
folgt und (4.36) somit wegen (4.40) verifiziert ist.

Mit gleichen Uberlegungen, (4.42) und (4.35) mit k,, = w(/ay) fiir eine Folge (my)nen C
N mit m = my = Z[1, N), sowie aus ay = Z[N~% 1) folgt weiterhin:

IN

E[sup (1= (8.t (bt

js<m

o 2 5 o [Gihi, &)l
E(supllE b 5) + B[ sup (6. ) 3 Sl |

= O(k,2an) + O(N™1) = O(k,2ay).

Nach den genannten Umformungen und Lemma 2.21 (a) gilt folglich wie behauptet:

E(jsgg||%;"—fj||;) ~ E(§35||%;—fj||%) + 2 P(sup [1 — (&8l )0 > 1/2)

Jj<m

< OIP(]{IW_.LQ(IN) + OIP<k7n_—LQaN) = O]p(k;lzaN).

(b) Fiir den Beweis dieses Teils benotigen wir, dass fiir jede Folge (X, ),en von reellwer-
tigen Zufallsvariablen mit X,, = op(1) fir jede Nullfolge (b,)nen C R gilt:

1 — sgn(l—X,,) = op(by). (4.43)
Fiir jedes j € N gilt aufgrund von (4.41), (4.34), (4.42), sowie ay = op(1):
(&, 8)3 (8, 8)% = 1 + Op(ay) + Op(ay) + Op(N™') = 1+ op(1),
womit wegen (4.43), (4.34), sowie der Umformungen in (a), wie behauptet, gilt:
18— 15 = 18—l + 21 — sen((¥, &)t &)n) | = Orlan). (4.44)
Des Weiteren implizieren (4.41), (4.35), (4.42) sowie k,?ay = op(1):

sup (€,6)2(8,8)0 = 1 + Op(k,2an) + Op(k, a%) + Op(N7') = 1 + op(1),
]_m

womit wegen (4.43), (4.44) und (4.35) gilt:

sup 18— |13, = Op(k, ax). O
j_m

4.1.4 Identifizierbarkeit

Bei der Schitzung der Operatoren im FARCH- und im FGARCH-Modell liegen Gleichun-
gen A = BC bestehend aus Operatoren A, B und C vor, wobei fiir A sowie C' konsistente
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Schéatzer bekannt sind und B der zu schitzende Operator ist. Die Schétzung von B ergibt
aber nur Sinn, wenn sich B aus dieser Gleichung heraus identifizieren lésst, d.h.

BC=BC = B=0B0, (4.45)

wobei B ebenso ein Operator ist. Der folgende Satz liefert eine Charakterisierung fir die
Identifizierbarkeit beschriankter Operatoren in (4.45).

Satz 4.22. Fine Losung B € Ly der Gleichung A = BC mit A € Ly und C € Ly
ist genau dann eindeutig, wenn das Bild von C dicht in H' liegt.

Beweis. Fiir alle B, B € Ly und C' € Ly 9 gilt wegen Stetigkeit von B sowie B:

BC = BC <= (B-B) < (B-DB) O

|Bi1d(C) = OL:’H{H” Bild(C) = O‘C’H’,’H”'

4.1.5 Tichonow-Regularisierung

Da die Gleichung A = BC zur Schitzung der Operatoren im FARCH- und im FGARCH-
Modell bei bekanntem Schétzer fir A sowie C' und zu schiatzendem Operator B aus kom-
pakten Operatoren besteht, tritt neben dem Problem der Identifizierbarkeit von B ein
weiteres Problem auf. Und zwar ist C' als kompakter Operator gemafl Definition und
Eigenschaften 2.9 (e) nicht notwendigerweise invertierbar, wodurch sich B nicht aus der
Gleichung A = BC'isolieren lésst. Diesem schlecht gestellten Problem begegnen wir in An-
lehnung an Tichonow und Arsenin [40] mit Multiplikation einer Tichonow-Regularisierten
von C'von rechts an BC' (in [40] sind auch weitere Methoden fiir den Umgang mit schlecht
gestellten Problemen beschrieben).

Definition und Satz 4.23. Es sei A € Ky 3y und es gelte ¢ > 0. Dann handelt es sich
bei AA*+ plyy: H' — H' um einen beschrankten, selbstadjungierten, positiv definiten,
invertierbaren Operator. Dabei ist (AA*+ @Iy )™t H' — H' ein beschrinkter, selbstad-
jungierter Operator. Die Tichonow-Regularisierte von A definieren wir durch

Al = Al(p) = A" (AA + T (4.46)

und wir schreiben AY = AAT.

Beweis. Es sei ¢ >0 und AA™+p I sei ein beschréankter, selbstadjungierter, pos. definiter
Operator. Fir jedes y' € H' gilt i’ = (AA*+ @y )(2’) mit 2" = 322 (af + )~ (¥, &) gy o,
wobei (a});en die Eigenfunktionenfolge sowie (a});en die zugehorende Eigenwertfolge von
AA* sei und wegen |(af + @)/, @})30| < 7MY, a))pp| fir alle j, gilt 2’ € H'. Damit ist
AA*+ @l ein surjektiver, pos. definiter Operator und demzufolge invertierbar. Ferner
ist (AA*+ ¢ I)~! nach Definition und Eigenschaften 2.6 (d) ein beschrankter Operator
und (AA*+ ply )" ist selbstadjungiert, da AA*+ ¢ T selbstadjungiert ist. H

4.1.6 Glattheit von Operatoren

Unter anderem bei der Schétzung der Operatoren (statt von Projektionen der Operato-
ren auf einen endlichdimensionalen Unterraum) im FARCH- und im FGARCH-Modell
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werden wir aus beweistechnischen Griinden fordern, dass die zu schéitzenden Operatoren
hinreichend glatt sind, d.h. sie erfiillen die folgende Sobolev-Bedingung.

Annahme 4.24. Es sei S € Sy 3/, und (¢;;)ijen sei eine ONB von Sy 3. Dann sagen
wir, dass das Tupel (5, (¢;;);;) die Annahme 4.24 fiir § > 0 erfillt, falls gilt:

> (S 0305, (1+i+ %) < . 4

i,j=1

Erfiillt ein Tupel (S, (¢i;)ijen) mit S € Sy 2y und ONB (¢;5);; von Sy 3 die Annahme
4.24 fir > 0, so gllt wegen [ ;.5 = 355, (S, @ij)s,, o, iy mit 25 = {¢y;|i,j > m}
fiir jede Folge (mN) Nen mit m = my — oo nach dem Satz von Pythagoras:
HHSHSW (14+m?%)~ jzl (S, 0i7)%,,,, (1 + 7+ %) = O(m™). (4.47)
Fir die Schéitzung der Operatoren im FARCH- und im FGARCH-Modell, ohne sie auf
einen endlichdimensionalen Unterraum zu projizieren, ist diese Identitdt von grofler Be-
deutung. Es stellt sich die Frage, ob es iiberhaupt Operatoren aus Sy 3 gibt, die die
Annahme 4.24 bei vorliegender ONB von Sy, 4 erfiillen. Angenommen, solche Operatoren
existieren, stellt sich auflerdem die Frage, ob es Operatoren gibt, die die Annahme 4.24
fir ein 8’ > 0, jedoch nicht fiir ein 4" mit " > ', erfiillen und ob es Elemente von Sy 3/

gibt, die diese Annahme fiir kein 5 > 0 erfiillen. Diese Fragen beantworten wir fiir den
Fall einer durch ONBs von H und #H' induzierten ONB von Sy 3.

Beispiele 4.25. Es sei () ey eine ONB von H, (h}) jen sei eine ONB von H'und (¢i;); jen
sei eine ONB von Sy 3¢ mit ¢;; = h;@h; fiir alle 4,5 € N.

(a) Es gelte Sy =Y~ qy¢y mit aq, ...,a, € Rund n € N. Per Definition ist S; Element
von Fy 3 und wegen ¢;;(hy) =, fir alle 4, j, k € N gilt fiir jedes 5 > 0:

> (81,03, ,, (L + 7+ 5%) = Z (1+2k%) < oo.
ij=1 k=1
b) Nun betrachten wir den Operator Sy = > 7%_ %, der per Definition Ele-
63=1 (14i2)(1+52)

ment von Sy 3 \Fp 3 ist. Fir diesen Operator gilt fir jedes 8 > 0:
o0 O 28-4 :4—28
S (520, 1+ +%) < 2( X T8 4 50,
i,j=1 i,j=1

womit (S2, (¢4;)i;) die Annahme 4.24 ausschlieBlich fiir alle § < 3/2 erfillt.

.o . (bl'
(c) Aus den Uberlegungen in (b) folgt, dass Sz = 3275, ) (g Blement von

Sy ist, aber dass (Ss, (¢4)i;) die Annahme 4.24 fiir kein 5 > 0 erfiillt. 2

4.2 Schatzung von o

Basierend auf Ideen zur Herleitung des Schétzers fiir 6 von J#-wertigen FARCH(1)-
Zeitreihen in [22] von Hormann, Horvath und Reeder geben wir hier einen Schétzer
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fur ¢ einer J7-wertigen FGARCH(p, q%)-Zeitreihe Z = (Zk)kez an. Wegen (4.16) und
v = 2,2 — of fiir alle k gilt zunéchst

t* q

0 =0 — > (ai+B)(22) + D Bi(v—y)
i=1 =1
f.s. fur alle £ mit p € N, q* € N v* = max(p,q*) und o; = By = 5; = O, fur alle i > p
sowie j > q*. Die Bildung des Erwartungswertes auf beiden Seiten fiithrt wegen E(c?(t)) =
E(Z2(t)) fiir alle £ und A-f.a. ¢ € [0,1], Stationaritit der Zeitreihen (o), (2;2)r sowie
() und Eigenschaften 2.23 (e) mit my = E(2y%) zu

t*

i=1

Als Schatzer fiir § eignet sich demzufolge
0 =1y — > (& + Bi) (1), (4.49)
i=1

wobei &y, ..., &y bzw. @0, e Bq* auf einer Stichprobe 27, ..., Zx basierende Schéatzer fir die
Operatoren aq, ..., ap bzw. By, ..., fg= der FGARCH(p, q*)-Zeitreihe & seien und auBerdem
a; = Bg = Bj = 0g,, fiir i > p sowie j > g*und My = 1e(Z) = N* Zi]\il 2% gelte.

Satz 4.26. Es seien Gy, ..., Gy, BO, e ﬁq* € Ly Schatzer fiir die Operatoren oy, ..., oy,
Bos .., Byr € Ly einer FGARCH(p, q*)-Zeitreihe & mit By = Oz, = Bo, die auf einer
Stichprobe 241, ..., Zy mit N € N von & basieren. Dann gilt fir die Schdtzer 5 in
(4.49) fir 6 mit &; = oy :Bj = B; = 0¢, firi>pundj > q*:

16 =6llr = Op(N2) + 3~ Op(|ldi — aillz,.) + Op(l15: = Bille,).  (4.50)

i=1

Beweis. Aus (4.48), (4.49), elementaren Umformungen und (4.4) folgt:

16 =0lle < llmz = mallw (143 lloi + Billc,)
=1

¥

+ inalle (3 1163 — il + 115 = Bill )

i=1

= Op(N™%) + 3~ Op(lld; — aillz,) + Op(l18; = Bill - O
i=1

4.3 Operatorschatzung im FARCH-Modell

In diesem Abschnitt widmen wir uns der Schatzung der Operatoren von JZ-wertigen
FARCH-Zeitreihen. Dabei werden wir zunéchst Schatzer fur den Operator im FARCH(1)-
Modell herleiten, sowie auf schwache Konsistenz untersuchen und diese Uberlegungen zur
Herleitung der Schétzer fiir die Operatoren im FARCH(p)-Modell mit p > 1 verwenden.
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4.3.1 Operatorschitzung im FARCH(1)-Modell

Es sei & = (2 )rez eine FARCH(1)-Zeitreihe mit einer u.i.v. Zeitreihe aus Innovationen
(Ek)kez, d.h. es gllt

2 = € © o, of =0 + ai(Z2,) (4.51)
f.s. fir alle k. Ferner sei 2 = (25)rez = (237 — Ma)kez mit
% = al(.ﬁ%_l) + (452)

f.s. fir alle k die zugehorende induzierte FAR(1)-Zeitreihe mit der Zeitreihe aus Innovatio-
nen v = (4 )rez = (242 — 07 )rez, wobei die Eigenschaften von 2 und v in Eigenschaften
4.6 diskutiert wurden. Fiir jedes h € Z gelte im Folgenden %, = %2 und %”;L = ‘fh; 22
aus (4.6) seien die empirischen Autokovarianzoperatoren von &2 = (2;%)rez, die auf
einer Stichprobe 27, ..., Zx von & mit N € N basieren (siehe Bemerkung 4.7). Ferner
sei (¢j)jen die Eigenwertfolge mit der zugehérenden Eigenfunktionenfolge (¢;)jen von %
und (&);en sei die Eigenwertfolge mit der zugehorenden Eigenfunktionenfolge (¢;);en von

% = %;%2-
Der Operator einer FAR(1)-Zeitreihe besitzt die folgende zentrale Eigenschaft.

Satz 4.27. o aus (4.52) ist eine Losung der Yule-Walker-Gleichung, d. h.
€ = a1%, (4.53)

wobei oy genau dann die eindeutige Losung von (4.53) ist, wenn 6 injektiv ist.

Beweis. Aus der Definition von 6, und 61, 21 = au (%) + 11 f.s., Eigenschaften 2.23 (f)
und dem Satz der majorisierten Konvergenz folgt fiir jede ONB (h;);en von J2:

¢ = Elai((Zo, e )] + E(Z, Jen] = a6 + i hi E1( 20, ey hj)oe

J=1

wobei nach dem Satz von Fubini wegen vy = 62 ® (e — 1) und E(e}) = 1 fiir alle j
E(n (25, b i = [ EL(25, o (O] EIED) ~ 1] at = 0

gilt. Damit ist %, eine Losung der Gleichung (4.53). Diese Losung ist nach Satz 4.22 und
dem Spektralsatz genau dann eindeutig, wenn % injektiv ist. O

Erfillen 6 und oy die Annahme 4.8 und die Zeitreihe (gx)xez C 2 aus Innovationen (4.2)
sowie die Annahme 4.9, existiert nach Lemma 4.11 und Satz 4.27 eine eindeutige Losung
aq der Yule-Walker-Gleichung 41 = «1%,. Unter den Annahmen 4.8 und 4.9 setzen wir
tx %
Q= %%TH = 6% (6, + InLe) ] (4.54)
3 &
als Schatzer fiir a; an, wobei K € N bzw. K = Ky € N gelte, (Jy)ven € (0,00) eine
Nullfolge und [T der Projektor auf lin{¢i,...,¢x} € 5% sei (siehe Definition und Eigen-
schaften 2.18). GeméSf folgendem Satz handelt es sich bei diesen Schétzern um konsistente
Schétzer fiur die Projektionen von «; auf bestimmte endlichdimensionale Unterrdume.
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Satz 4.28. Es sei Z = (Zk)kez eine € -wertige FARCH(1)-Zeitreihe mit den Eigen-
schaften auf S.33 f., deren Parameter 6 und oy die Annahme 4.8 und deren Zeitreihe
(er)rez aus Innovationen (4.2) die Annahme 4.9 erfillen. Zudem erfille der Kovari-
anzoperator 6y = 6.2 der durch & induzierten FAR(1)-Zeitreihe Z& die Annahme
4.18. Dann gilt fiir die Schétzer &1 aus (4.54) mit 9y = O(N~Y2) fiir jedes feste
K € Nmit fic = {651 <i,j < K}

H a H = Op(N7), (4.55)

wobei (¢i;)ijen fiir die durch die Eigenfunktionenfolge (¢;)jen von €y induzierte ONB
von Sy steht.

Beweis. Fir den Schitzer &, aus (4.54) gilt fiir alle K, N € N nach der operatorwertigen
Holder-Ungleichung, Satz 4.7, I, = ]_[cK +118 , der Yule-Walker-Gleichung %, = a1%)
und wegen 6y = G%) = €2 (62 + OnI)" !, sowie wegen oy = I1 s a1 + I e a1 mit den
Mengen /K = {¢zg|]— < ’L,j < K} und /fé = {¢z]|l,j > K}

1’

Hﬁ—gwﬁ%iwﬁ %%JW +H%% HMH
N H‘fl—%!\%ﬂ\\%ﬂ\’;+ !!%H%%H%*H e

T 2
T HO”% ]c—l[ _EmHsﬁ

A

LK S K 9 K 9
NG, + (|41 - 4TI, + [T 1T,
(41 31 a P 4]
| Lo [AT1 1],
Ik €
= Op(N"Y)- T + T + Ty + Th. (4.56)

Term T3 : Per Definition der Norm || - ||z,,, wegen G = 6(62 + Unly) ' und da %) die
zur Eigenfunktionenfolge (¢;); gehorende Eigenwertfolge (¢;); hat, gilt

A

5t Ko e 2
_ J
];—1[ Lo J<K CJ2- + 19]\7

fiir alle K und N. Folglich gilt wegen % = 0 im Fall & = 0 bzw. % < &'im
Fall ¢ # 0 fiir alle j, sowie (4.21) mit Ky = K fiir alle V:
2l L 2
|G|, = Oe(cr®) = Or(1). (4.57)
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Term 75: Gemaéf der Definition der Tichonow-Regularisierten, sowie der Norm || -
und weil (¢'); f.s., sowie (c;); ONBs von 2 sind, gilt fiir jedes feste K:

||L’%7

5t (974 ; [97¢ 9 K 2 o 9
|G -G TI|, = s [|> ol @& rd) = 52 (¢
0 0 p 5 ) A 2 y Vi1 g,
B a e elest! S GO T gy >
=< sup G G ‘2 (z EW>2
A9 2 RGN 4
~ ||$Hif<1 — C» +19N Cj +19N J
NI " ) ) 2
+ 2 +19 (2, ¢ )t — (x, ¢5) e v
. 2 . 2
< CJ Cj ’ + sup ‘ Cj ‘ <$ E///— C: >
~ 2 2 ) vy 717
J<K (, +19N Cj +79N Hﬂ‘jfﬁl =1 Cj +19N
K 2
’j Al
+ sup H Y () (- Cj)HJf

2
lelle<1! =3 G TV

Uy + &2
A 2 N 544
sup (& — ¢;)° —
jSII?' ) (& + In)?(c] + Un)?

i (01}2 + (&% + 19N)_1) SB[E (& —¢)? + Kei SUP ||Cm_ 6%
J>

A

+ (K +1) ¢’ sup 16"

A

Op(cg*N™h + Op(cg*KN™)
— Op(NY), (4.58)

wobei im vorletzten Schritt Korollar 4.13 und Lemma 4.21 mit K = Ky eingegangen sind.

Term T3: Da es sich bei (¢;); um eine ONB von . handelt und ¢;;(¢) = d;¢; fir alle
i, 7,1 gilt, gilt fir oy € Sy mit g = {¢i;|i,j > K} wegen oy = 377 (1, ¢ij)s,, @i und
<CY1, ¢ij>83«g = Z?rle <a1(cm), (Siij>J~f fur alle i, j, l, K € N:

[Taale) = 1o (D) D {ar, didse s = I, (1) D {eala), ¢y
P i>K I>K

Demzufolge gilt per Definition der Norm || - ||s,, und wegen % (a) = In k(1) ciﬁ ¢
1
fir alle [, K, N :

2

et = 5 1025 P S onabesll = 0w
K a e

i>K

Term 7} : Aus den Uberlegungen bei der Herleitung der Raten von 7} bis T3 folgt fiir feste
K € Nim Fall 9y = O(N—I/Q):

K 2
e @t = 55 (1005 -1
) K
= ; H N<K QiﬁN ]1N<K ]; o cl C] «%”CJH;
K K
B jlz1 (Cl +19N) (ar(er), e)5 < dyeg” lzl [l ()5
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< Iy g llaalls, = O(NT). (4.60)

Einsetzen von (4.57) bis (4.60) in (4.56) fithrt dann fiir feste K € N zu (4.55). O

Bemerkung 4.29. Die Rate des quadratischen Schétzfehlers des Schétzers fiir die Pro-
jektion von «; auf einen endlichdimensionalen, von einem ONS von S, aufgespannten
Unterraum in Satz 4.28 stimmt mit der Rate des quadrierten Schétzfehlers des Schétzers
fir die Projektion des Integralkerns vom Operator im FARCH(1)-Modell aus Theorem 3.1
in [22] iiberein. Weil von .7 nach ¢ abbildende Operatoren nach Definition und Eigen-
schaften 2.15 genau dann Hilbert-Schmidt-Operatoren sind, wenn sie Integraloperatoren
sind, sind die Aussagen von Satz 4.28 und Theorem 3.1 in [22] gleichbedeutend. Der Be-
weis von Satz 4.28 war insofern nutzbringend, da die Argumente in den Beweisen fiir die
Schétzung von ay, ohne «; auf einen endlichdimensionalen Unterraum zu projizieren und
fir die Schétzung der Operatoren im FARCH(p)-Modell mit p > 1 sowie im FGARCH-
Modell, im Wesentlichen auf den Argumenten im Beweis von Satz 4.28 beruhen. *

Im folgenden Satz treffen wir eine Aussage iiber das asymptotische Verhalten des qua-
dratischen Schétzfehlers des Schétzers fiir «q, ohne «; auf einen endlichdimensionalen
Unterraum zu projizieren. Soweit bekannt, wurde solch ein Resultat (insbesondere mit
einer konkreten Konvergenzrate) bislang noch nicht aufgestellt (siche hierzu [22], [3] und
[11]). Wie bereits erwdahnt, werden wir im Nachweis des Satzes die Beweisidee von Satz
4.28 verwenden, und zwar indem wir die Anzahl der Projektionen K = Ky bei wachsen-
dem Stichprobenumfang N gegen unendlich streben lassen.

Satz 4.30. Es sei Z = (2 )rez eine F-wertige FARCH(1)-Zeitreihe, es gelten die
Annahmen von Satz 4.28 und (ay, (¢i;)ijen) mit (¢i;)i; aus Satz 4.28 erfille die An-
nahme 4.2/ fiir ein 3 > 0. Dann gilt fiir die Schétzer &, aus (4.54) mit Iy = O(N~/?)
fiir jede Folge (Ky)nven € N mit K = Ky = Z(1, N) und ¢ K2+ = O(N):

|61 — en ][, = Op(K~). (4.61)

Beweis. Aus den Umformungen im Beweis von Satz 4.28 und da (aq, (¢4;);,;) die Annahme
4.24 fiir ein B > 0 erfiillt, gilt wegen c*K2%+! = O(N) und Jy = O(N~Y/?):

ool + el

= Op(cx’ KN™Y) + Vet + O(K )
= Op(K™%). O

lq — nllg, 3

~

Falls das asymptotische Verhalten der absolutsummierbaren Eigenwertfolge des Kovari-
anzoperators bekannt ist, kann sogar eine explizite Rate des quadratischen Schéatzfehlers
aus Satz 4.30 angegeben werden. Diesen Sachverhalt verdeutlichen wir anhand der nach-
folgenden Beispiele.
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Beispiele 4.31. Es gelten die Voraussetzungen von Satz 4.30, (¢;j)jen sei die Eigenwert-
folge des Kovarianzoperators 4, = (.2 und /3 sei die Variable aus Satz 4.30.

()

(b)

(c)

Angenommen es gilt cy < eV, Dann ist (Ky)yvey € Nmit Ky := 1+ le(ﬁg)J fur alle

N € N fiir ein b > 0 eine Folge mit K = Ky ~ lj(i\g). Folglich gelten K = Z(1, N)

sowie et K26+ =< N#+ In***1(N') = O(N) und somit gilt nach Satz 4.30:

161 — anl[3, = Op(In™*(NV)).

Gelte nun ¢y < N~ %fiir ein a > 1, so ist (Ky)yey € Nmit Ky =1+ [N1+4i+2ﬂj fur
alle N € N eine Folge mit K = Ky ~ N T8 Folglich gelten K = Z(1, N) sowie
et K2+ =< K1H4a+28 = N und somit gilt nach Satz 4.30:

H@l — 041”?53? = O]p(N_1+42aﬁ+25>.
Bspw. fiir a = 2 und 8 = 3 gilt [|ay — 4|3, = Op(N"2).

Es gelte cy < N7 In ¢(N) fiir ein ¢ > 1. Dann handelt es sich bei (Ky)veny € N mit
1 1
Ky =1+ | N2+ fur alle N € N fiir ein ¢ > 5 um eine Folge mit K = Ky ~ N2+,
Somit gelten K = Z(1, N) und c* K2+ < Nowte In*(N) = O(N) und folglich gilt
nach Satz 4.30 fiir alle ¢ > 5:
__28
& — |, = O]P(N 25+e)_

Bspw. fir 5 =3,¢c=2und ¢ = % gilt ||d1—041||§%; = OP(N*%). L 2

4.3.2 Operatorschitzung im FARCH(p)-Modell mit p > 1

In diesem Abschnitt befassen wir uns mit der Schétzung der Operatoren der FARCH(p)-
Zeitreihe Z = (2% )kez mit den auf S.33 f. erwahnten Eigenschaften im Fall p > 1. Fiir die
durch & induzierte FAR(p)-Zeitreihe & = (2})iez = (Z;2 — ma)rez mit my = E(.27?)
und der Zeitreihe aus Innovationen v = (14 )rez = (232 — 07 )rez gilt dabei

‘%ﬂ ka al .. PR ... ap %{;71
Zi1 O Le Oz, - - Oz, || Zi-2
: = || + |0 Lr O - Oy :
Zi—pr2 O : ‘ ' ' s Z—p
| Zh—pr1) | O | 10c, 0 Oz L Ogy || Zhyp |
= Zi(p) = (p) + A(Zia(p)) (4.62)

f.s. fiir alle k. Damit handelt es sich bei Z(p) = (Z4(p)kez = (25, Zi-1, -, Zips1) ez
um eine J#P-wertige FAR(1)-Zeitreihe mit operatorwertiger Matrix A: 7 — ° und
S P-wertiger Zeitreihe aus Innovationen o(p) = (7.(p) rez == (U, O, -, 0)  iez-

Fiir die Herleitung der Schatzer und zur Bestimmung der Raten der quadratischen Schétz-
fehler der Schéatzer fur die Operatoren im FARCH(p)-Modell benétigen wir diverse Hilfs-
mittel, die teilweise auf Ideen von Aue und Klepsch in [4] basieren.
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Eigenschaften 4.32.

(@) Z72(p) = (Z20)kez = (2, B2 1, 232 p11) " ker ist eine stationare, bzgl. (g;)k
kausale, geometrisch L%,,-m-approximierbare Zeitreihe.

b) Z(p) ist eine zentrierte, stationire, bzgl. (&), kausale, geometrisch L3,,-m-appro-
( p g g Je»=T-8pD
ximierbare Zeitreihe.

(c) D(p) ist ein bzgl. (&), kausales, geometrisch L},,-m-approximierbares halb-starkes
weifles Rauschen.

Bewess.

(a) Nach Lemma 3.6 handelt es sich bei 22 = (2;2)r um eine stationére, bzgl. € = ()
kausale und geometrisch L},-m-approximierbare Zeitreihe, womit 2 %(p) = (2;2(p) Jkez =
(2, 2215 s 20 1)" )k eine stationdre Zeitreihe ist. Wegen Kausalitéat von 27 bzgl.
€ existiert eine messbare Funktion f: > — 2 mit 2,2 = f(ex,&r_1,...) f.5. fir alle k
und es gibt folglich eine messbare Funktion g: 5#°° — P mit

220) = (F(ehs ity o)s oo F Gty g o)) = 9w b, o)

f.s. fiir alle k, womit auch 2 2(p) bzgl. € kausal ist. Aus dieser Darstellung folgt dann fiir

die [-ten Komponenten von 2;2,(p) = g(ex, o Eheman, e M ) mit k€ Z,1 =
L,....,pund m € N: .,%",;(%(p) = fersrats o Epemar en) g™ ) = i1 1m (siche
Definition 2.37). Per Definition von vy () sowie der Norm || - ||%, wegen Stationaritit
von & *(p) sowie (22, (p))x, der Cauchy-Schwarz’schen Ungleichung und da 22 = (2,2

geometrisch L, -m-approximierbar ist, gilt

p 1/4
v en(Ze(p) — 2o () = { Y BN = T el 2 — 2 e
k=1
< v (25— 20,) = O(p™)

fiir ein p € (0,1) mit m — oo. Damit ist £ %(p) geometrisch L,,,-m-approximierbar.
(b) folgt aus der Argumentation in (a) und Eigenschaften 4.6 (b).

(c) folgt aus der Argumentation in (a) und Eigenschaften 4.6 (c). O

Bevor wir nun zeigen, dass die erste Zeile von A in (4.62), d.h. der Zeilenvektor
a=(a; - o), (4.63)

der nach Lemma 2.16 Element von Sy» s ist, wie a; im FARCH(1)-Modell eine gewisse
Yule-Walker-Gleichung erfiillt, fiihren wir noch die folgenden Operatoren ein.

Definition und Eigenschaften 4.33.
(a) Wir schreiben

Sy = Gz = E[Z(p) @ Z(p)]. (4.64)
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Gemaf Definition und Eigenschaften 2.32 ist dieser Operator selbstadjungiert sowie
Element von Ny» und es gilt

163l = P EIZ0][5- (4.65)

(b) Fir alle h € Z bezeichnen wir
Gy = Cszp).2 = Cop), 2., = E[Z(P) ® Zi] (4.66)

als die Autokreuzkovarianzoperatoren von Z(p) und Z. Diese Operatoren sind nach
Definition und Eigenschaften 2.29 Element von N» » und fir alle h gilt

16y llns e < VP EIZ0]5- (4.67)
Beweis.
(a) folgt aus (2.31), ||Z,(p)|1%» = 20—, 11 2%]|% und Stationaritit von 2.

(b) Aufgrund von (2.32), E||Z;(p)||%» = p E||25]|%, der Definition von &, und Statio-
naritat von Z gilt fir alle h

1/2
180allxr < (B2 ) Bl Z5al%) = VF EllZ11- =

Satz 4.34. Beim Zeilenvektor oo = (oq - -+ o), der aus den Operatoren des FARCH(p)-
Modells besteht, handelt es sich um eine Losung der Yule-Walker-Gleichung

&1 = ab,, (4.68)

wobet a genau dann die eindeutige Losung ist, wenn &, injektiv ist.

Beweis. Per Definition von a, &, 1, &, sowie Z, und wegen Z511 = S0 au(Zpi1-k) + Vs
f.s., 1 =07, © (54, — 1) sowie E(g},,) = 1 gilt wie im Nachweis von Satz 4.27:

P
Gp1 = > aE[(Z(0). e Zrai] = a6y,
k=1

wobei &, nach Satz 4.22 und nach dem Spektralsatz genau dann die eindeutige Losung
von (4.68) ist, wenn &, injektiv ist. O

Gemaf folgendem Lemma liegt unter bestimmten Annahmen auch im Fall p > 1 stets
Injektivitdt von &, vor, womit die Yule-Walker-Gleichung (4.68) stets eindeutig losbar ist.

Lemma 4.35. Die Parameter § und ag, ..., o, der J€-wertigen FARCH(p)-Zeitreihe &
erfillen die Annahme 4.8 und deren Zeitreihe (ex)rez C H aus Innovationen erfillt (4.2).
Falls (ey)rez zusdtzlich die Annahme 4.9 erfillt, gilt:

(a) Es gibt keinen abgeschlossenen Unterraum U C #° mit P(Z?*(p) e U) = 1.
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(b) Es gibt keinen abgeschlossenen Unterraum U C % mit P(Z(p) € U) = 1.

(c) Der Kovarianzoperator &, = 6,z ist injektiv.

Beweis.

(a) Mit vollstandiger Induktion zeigen wir, dass fiir alle k = 1, ..., p kein abgeschlossener
Unterraum U® C 2% mit P(2%(k) € U®) = 1 existiert.

Induktionsanfang: Fir den Nachweis fiir £ = 1 sieche Lemma 4.11 (a).

Induktionsvoraussetzung: Die Behauptung gelte fiir ein beliebiges, aber festes k € N_,.

Induktionsschluss (kK — k + 1): Angenommen es gibt einen abgeschlossenen Unterraum

UFY ¢ 5+ mit 2k +1) € UFY £.5. Dann gibt es ein b = (hgyq, ..., hy) € S5
mit h # 0k, sodass (Z2(k+1), (hrit, o, h1) st = SN 22 b = 0 f s. gilt.
L Fall: hyyy = 0. (Z2(KHL), (Rgegs oo ha) Jgnir = (Z2(K), (B, oo, ha) )pr = O f.s. fiir jedes

h = (hy, ... hl) e %kmlt h # 0,+. Somit gilt Z (k) € U™ {.s. fiir einen abgeschlossenen
Unterraum U[k] C %, was jedoch im Widerspruch zur Induktionsvoraussetzung steht.

2. Fall: hyyq # 0. Wegen 2,5, = 07,,Geryq .5, da die Zufallsvariablen o1, 2,2, ..., 2
stochastisch unabhangig von €7, sind, aufgrund m, = E(2;?) = E(¢?) fiir alle i und we-
gen Definition und Eigenschaften 2.25, gilt f.s.:

k

E[(Z2(k+1), (i1, oo, B))prr [e241] = (B[220 500] hasador + Y (ma, hidr
i=1
k
= (o1, M2 O hyeyr)r + Y (M, By
i=1
Wegen (Z2(k+1), (Ari1, ., ha))sprenr = 0 L5, gilt somit (g7, m2 © hyi1)r = ¢ L.s. bzw.
(e2,m9 ® hyy1)wr = ¢ f.5. mit ¢ == — X% | (my, hy) e, womit &2 wegen my ® h € 2 und

mo ® h # 0y (siche Nachweis von Lemma 4.11 (a)) f.s. Werte in einem abgeschlossenen,
affinen Unterraum U C 5 annimmt. Damit gilt die Behauptung in (a) als verifiziert.

(b) folgt aus (a), Z(p) = Z,2(p) — E(ZX(p)) sowie Eigenschaften 2.23 (e).

(c) folgt aus (b) und Definition und Eigenschaften 2.28 (d). O

Da also auch &, = aG, fiir p > 1 aufgrund der gemachten Voraussetzungen stets eindeu-
tig 1osbar ist, konnen analog zum Fall p = 1 Schétzer fir a in Abhéngigkeit der folgenden
empirischen Versionen von &, ; sowie &, angegeben werden, bei deren Konstruktion so-
wohl die Bemerkung 4.7 als auch die Definition der Zeitreihe £ %(p) beachtet wurde.

Definition und Eigenschaften 4.36. Es sei 27, ..., Zymit N € Nund N > p + 1 eine
Stichprobe der FARCH(p)-Zeitreihe £ mit den Eigenschaften auf S.33 f.

(a) Die empirischen Kovarianzoperatoren 6 ‘50 22(p), definiert durch

P

(Hkl — i (Z72(p))) @ (%k ((p) = (Z(p)))  (4.69)
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mit N, = N —p und 77, (Z%(p)) == N, PO 2% 1(p), sind zwar nicht notwendi-
gerweise erwartungstreue Schétzer fir &, = €, #(,), erfiillen jedoch

16, — G113, = Op(N 7). (4.70)

(b) Die empirischen Versionen von &, ; = 41,4222 aus (4.66), welche wir aufgrund
von Cgl;g(p)w@f’ = 651;3'2@)"9;‘2 durch

Son = > (22, (p) — (W) © (232, — i (Z?) (AT

mit 11 (2 7(p)) aus (a) und 7y (Z72) = N, Z;Vil 2,7 ; definieren, sind nicht not-

wendigerweise erwartungstreue Schatzer fiir S, ;. Es gilt jedoch

1651 — Spall5,,,, = Or(N ). (4.72)

Bewess.

(a) Analog zur Argumentation von Satz 4.4 (b) ist &, nicht notwendigerweise ein erwar-
tungstreuer Schétzer fiir &,. Aus den Uberlegungen im Beweis von Satz 4.4 (b) und der
Definition des Schitzers &, folgt mit my (272(p)) = E(Z2(p)) und 2(p) = 2;%(p) —
my(Z%(p)) fiir alle [ auBerdem:

&, = foﬁ - (M Z2) = (Z7() @ (mi (Z () — 1in (27 (p))

Np
1
N1 D Zka(p) @ Zira(p),
P k=1
woraus per Definition von &, wiederum folgt (siche (4.15)):

(22 (0) —mi (27|,

2 N, \2 _
16, = G5, 3 (ij1> [ NG,

2 ‘|
S%p

Dabei gilt per Definition der Ausdriicke iy (Z72(p)), m1(Z%(p)), Zi(p) fiir alle [ sowie von
(-, )» und aufgrund der Uberlegungen im Nachweis von (4.4):

Np
+ H Npl(z %+k71(13) ® %‘kal(p) - 6p>
k=1

) 9 p ~ Ny B
E[in(2(0) —m(Z°®))|[,, = X N7 Y E(Ziior, Zijoade = O(N),
k=1 ij=1
Aus der Definition der Normen || - ||s,,, sowie || - [|#» und von &, folgt zudem mit einer

ONB (h,;); von 7% die durch eine ONB (h;); von % induziert sei, gemafl Satz 4.4:

Np 2
[%(2 %) %) - &)
k=1 er
co P Np ’
= Z Np_l(z <£Fm+k—1ahl>ﬁp%+k_l(p) o E[<gm+k_1’hl>%%+k_l(p>}> AP
I=1m=1 k=1
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N, 2

(Z (Zrsi—1, h)ow L1 — E[<gm+k—1ahl>jff£z+k—l}) .
k=1

£

7~ Gzl = 0N, ).

Insgesamt fithren (4.65) und N, ~ N fiir jedes feste p tatsdchlich zu

2 N, \2 - - - -
16— Slls,, 3 (525) [Or*N;) + Op(pN;?) + Op(p’N; )| = Op(N7)

(b) Auch &, ist nach der Argumentation im Beweis von Satz 4.4 (b) nicht notwendiger-
weise ein erwartungstreuer Schitzer fiir &, ; und mit m,(Z2(p)) = E(Z2(p)), mi(Z?) =
E(Z?), Z(p) = 2;%(p) — mi(Z%(p)) und Z] = 2,2 — m1(Z?) fiir alle [ gilt wie in (a):

S = 527 (m(Z2(0) — i (22(0) @ (mi (27) — i (27))

Ny
1
R Y Ziika(p) @ Zgne
P k=1

Demnach gilt per Definition von ép,l sowie &, 1, wegen (4.67) und wegen der Argumen-
tation in Teil (a) fur jedes feste p:

||(%p,1 o Gp,lHi‘%E%

Ny, \2 “ R 2

i(Mﬂ[nM%%»TM%%M@HM%%JM%N@
Ny 2
T I O N )|
' k=1 Swen e

N \2 B 3 4 A

= (22 [orN, ) + O (VBN ) + 3 1 () — Gzl |
n=1
2

= (351)' [ 0Ny ) + Op(VEN) + Op (PN, )
= OIP(N_1> O

Es sei (¢, ;);en die Eigenfunktionenfolge mit zugehérender o.B.d.A. monoton fallender
Eigenwertfolge (¢ ;)jen von &, = 6o 2 und (¢, ;)jen sei die Eigenfunktionenfolge mit
zugehorender 0.B.d.A. monoton fallender Eigenwertfolge (¢, ;)jen von ép. Dann setzen
wir fiir e folgenden Schétzer mit K = Ky € N und einer Nullfolge (Jn)nen C (0, 00) an:

R . EpﬁK . R R Ep,K
& = 6,6/ [ = 6,.6,(&2 + inLen) '] - (4.73)

Cp1 Cp1

Wir kénnen nun das folgende Konsistenzresultat angeben.
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Satz 4.37. Fir ein p > 1 sei & = (Zp)rez eine F-wertige FARCH(p)-Zeitreihe
mit den Eigenschaften auf S.33 f., deren Parameter o, sowie o, ..., 04 die Annah-
me 4.8 und deren Zeitreihe (ex)rez aus Innovationen (4.2) sowie die Annahme 4.9
erfillen. Ferner erfille &, die Annahme 4.18, (®p;j)ijen sei die durch die Eigen-
funktionenfolgen (¢, ;)jen C ¥ von &, sowie (Cy)]eN C I von 6y = Go.2 induzierte
ONB von Syww, es gelte o = (aq---y) und & seien die Schétzer aus (4.73) mit

Iy = O(N71/2).
(a) Dann gilt fir jedes feste K € N mit_f = {®p;;|1 <i,j < K}

& =TT e = Op(N7H). (4.74)
Y

(b) Ferner, falls das Tupel (o, (Py;;)ij) die Annahme 4.24 fir ein > 0 erfille,
gilt fiir jede Folge (Ky) € N mit K = Ky = Z(1,N) und ¢, ;x K**™ = O(N):

l&—all,,, = Op(K~). (4.75)

Beweis.

(a) Aus Satz 2.14, (4.68), (4.72) und den Uberlegungen im Beweis von Satz 4.28 folgt mit
&) = 6, (G2 + Unlys) ! fiir alle K, N:

HH

Cp, K
R 2 A 2 AT%
Ha_,g(aHsjgan%j HGPJ_GPJH*S%E%HGPHH IS,

Lo
Cp,1 Cpl
T HGPI H ’HO‘HSM,%
3 Orl GWNLﬁH@H @HMP+thWN%W
T 2
+ H};[Ka {61: H B Hﬁ”‘”] ‘sﬂw
= Op(N") -1 + T + Ty + Ty (4.76)
Term 77: Analog zu den Umformungen bei 77 in Satz 4.28 gilt fiir jedes feste K:
THHLM— Op(c; %) = Op(1). (4.77)

Term Ty: Aufgrund von Lemma 4.1, (4.70), Korollar 4.13, Lemma 4.21 und den Uberle-
gungen bei der Herleitung der Rate von Term 75 in Satz 4.28 gilt fiir jedes feste K :

GTH GTHH

Cpl

p(c kN ') + Op(G x KN7") = Op(N 7). (4.78)

Eﬂp
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Term T3: Da (®y;;):; eine durch die ONB (¢, )r von % sowie (¢;); von ¢ induzierte
ONB von Sy ist, gilt fiir & € Syv  mit F5 = {Py;]7, j > K}, wie bei der Herleitung
der Rate T3 in Satz 4.28 fur alle k, K € N:

H a(cpvk) = 1N>K(k) Z <a(cp7k)a Ci)ﬁfcia

Hox i>K
woraus wiederum fiir jedes K € N folgt:

Cp.K
s I
Ik ‘.l

2

0. (4.79)

Syen e

K . 2. 12 2
= 1N>K<j>[62ﬁ*f } |3 (elepn)s eaeci| [, =
j=1 p.J i

Term Ty: Aus [z 0(cpr) = Ino (k) Dis g (@(epr), cidrecs fiir alle k, K, dy = O(N~1/2)
und der Argumentation bei der Herleitung der Rate von 7T in Satz 4.28 folgt fiir feste K :

Cp,K

H]_[a[esg]_[—ﬂw}
S K

Cp1

2 2 4 2 B o
‘S%P,% = 19NCP’K||G"S%E% - O(N ) (480)

Setzen wir die Raten (4.77) bis (4.80) in (4.76) ein, so fithrt dies, wie behauptet, zu (4.74).

(b) Aus o = Iy + [ e o, ||]_[%6Ka||‘29%p% = O(K~?%) nach Annahme 4.24 fiir ein
B> 0, der Argumentation in (a), dy = O(N~Y2) und ¢, K2*! = O(N) folgt

& — a||?s%w = Op(c kK KN7Y) + 9y + O(K™)
= Op(K 7). O

Bemerkung 4.38. Zwar stimmen die Voraussetzungen in Satz 4.37 nicht eins zu eins
mit denen von Satz 4.30 iiberein, jedoch sind sowohl die vorausgesetzten Raten fiir die
angegebenen Folgen als auch die Raten im Endresultat identisch, womit sich die Beispiele
4.31 fiir p = 1 unmittelbar auf p > 1 in Satz 4.37 tibertragen lassen. *

4.4 Operatorschatzung im FGARCH-Modell

In diesem Abschnitt thematisieren wir die Schatzung der Operatoren einer JZ-wertigen
FGARCH(p, q)-Zeitreihe Z = (2% )kez. Im Vorbereitungsteil analysieren wir das asymp-
totische Verhalten bestimmter Kovarianz- und Autokreuzkovararianzoperatoren, befassen
uns danach mit der Schatzung der Operatoren in der Darstellung der durch £ induzierten
FARMA (r, q)-Zeitreihe 2 = (25)rez = (252 — ma)rez mit v == max(p, q), mgo = E(20),
sowie der Zeitreihe aus Innovationen v = (v, )rez = (2% — 07 )rez (siche Abschnitt 4.1.2)
als invertierbare Zeitreihe (siehe Abschnitt 2.5.2) und geben der Vollstandigkeit halber
Konsistenzresultate fiir die quadratischen Schatzfehler der Schétzer fiir die Operatoren
in der Darstellung von Z als linearem Prozess bzgl. v an. Von den Resultaten bei der
Schétzung der Operatoren in der invertierbaren Darstellung werden wir anschlieend bei
der Schatzung der Operatoren im FGARCH(1, 1)-Modell, und darauf aufbauend bei der
Schétzung der Operatoren im FGARCH(p, q)-Modell mit ¢ > 1 Gebrauch machen.
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4.4.1 Vorbereitung

Wie bereits erwahnt, beschéftigen wir uns hier mit der Schétzung der Operatoren in
der invertierbaren Darstellung und anschlieSfend in der Darstellung als linearen Prozess
von & = (2 )kez. Dabei analysieren wir zunéchst das asymptotische Verhalten sowohl
von Kovarianzoperatoren, seinen Eigenwerten und seinen Eigenfunktionen als auch von
Autokreuzkovarianzoperatoren, wobei diese Grofien von einer Folge (Ly)yveny € N mit
L = Ly = =(1, N), statt von einem festen p, abhéngen.

4.4.1.1 Das asymptotische Verhalten bestimmter Kovarianz- und
Autokreuzkovarianzoperatoren bei wachsender Dimension

Fiir die Herleitung der Konvergenzraten fiir wachsendes L = Ly, statt festem p € N wie
in Abschnitt 4.3.2, ist zu beachten, dass auch die Kovarianzoperatoren &, = %, 2(1),
die zugehorenden Eigenwerte ¢z ; und Eigenfunktionen ¢z, ; mit Z(L) = (Z4(L))kez =
(Z%, Z5-1, -, Z—141) " kez und auch die Autokreuzkovarianzoperatoren &y, ;, = Ch.2(L),>
fir alle h, j vom Stichprobenumfang N abhéngen. Da wegen (4.65)

16Lllx,. = LElZ5]15 (4.81)

gilt, gilt namlich fiir die Eigenwerte ¢y, ; von &y, fiir alle j:
CL,j S Z CL; = ||6L||N%L x L. (482)
j=1

Ferner gilt fiir die Autokreuzkovarianzoperatoren wegen (4.67) fiir alle h

18L.4lls,s, < VLEIZ0|[5- (4.83)

Des Weiteren erhalten wir das nachfolgende Resultat fiir die quadratischen Schétzfehler
der Schatzer fiir die Kovarianzoperatoren &, und die Autokreuzkovarianzoperatoren &y, ;
bei wachsendem L = Ly.

Korollar 4.39. Es sei 27, ..., Zy mit N € Neine Stichprobe der FGARCH(p, q)-Zeitreihe
Z mit den Eigenschaften auf S.33 f., und (Ly)yen C N sei eine Folge mit der Eigenschaft
L =Ly ==(1,N). Dann gilt mit &, aus (4.69)

16., — &3, = Op(LNTY), (4.84)
und fir & aus (4.71) gilt
|6r, — GL,lH?gﬁL% = Op(L*°N71). (4.85)

Beweis. Die behaupteten Raten folgen aus N, .= N — L ~ N wegen L = Ly = Z(1, N),
(4.8) und den Uberlegungen im Nachweis von Definition und Eigenschaften 4.36. [
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Fiir die Schétzfehler der Schétzer fiir die Eigenwerte von &y, gilt aufgrund von (4.84) sowie
|6L7j — CL7]'| S ||6L — GLH?S‘%L fir alle j gemaf) (418)

sup|én; — cn ;> = Op(L*°N™1). (4.86)

jeN

Falls die Operatoren &;, die Annahme 4.18 fir alle L € N erfiillen, gilt nach Lemma 4.16
sowie Korollar 4.21 aulerdem

167 = cojlle = Op(L’N7H) (4.87)
fir alle j € N und
N 2 o -2 73p7—-1
SE[]?; ||CL,j — il = OJP(CL,KL N™) (4.88)
i<

fiir jede Folge (Kn)nen € Nmit K = Ky = Z(1, N), wobei ¢;'; fir die modifizierten j-te
Eigenfunktionen von &, aus (4.26) steht.

Bemerkung 4.40. Die Konvergenzraten (4.84), (4.86) sowie (4.87) bzw. (4.88) sind,
isoliert betrachtet, nur im Fall L = Ly = o(N'/?) sowie L = o(N'/?) baw. ¢; 3 L* = o(N)
sinnvoll. In Lemma 4.46 (b) wird jedoch nur L = Ly = o(N) verlangt und in Beispiel 4.52
wird deutlich, dass es Szenarien gibt, in denen es vorteilhaft ist, wenn Ly zumindest so

schnell wichst wie N'/2 (bspw. im Fall b = 2 = ). *

Es stellt sich auflerdem die Frage, ob die Operatoren &y, = 6,2 1) fiir alle L bei der vor-
liegenden, durch die FGARCH(p, q)-Zeitreihe £ induzierten FARMA (¢, q)-Zeitreihe 2,
injektiv sind und sie somit Teil (a) der Annahme 4.18 erfiillen. Diese Frage lasst sich im
folgenden Korollar mit ja beantworten.

Korollar 4.41. Die Parameter 6 und o, ..., oy, f1, ..., B4 der €-wertigen FGARCH(p, q)-
Zeitreihe & erfiillen die Annahme 4.8, und deren J#-wertige Zeitreihe (ex)gez aus Inno-
vationen erfiille (4.2). Erfiillt (), zusatzlich Annahme 4.9, so gilt fiir alle L € N:

(a) Es gibt keinen abgeschlossenen Unterraum U C % mit P(Z(L) e U) = 1.

(b) Der Kovarianzoperator &, = %, #(z) ist injektiv.

Beweis. Beide Teile folgen aus Lemma 4.11 und Lemma 4.35, weil im Nachweis beider
Lemmata zwar 2 = 2,2 —mg = 0 ® & —my f.s., jedoch nicht die konkrete Gestalt von
2 eingegangen sind und die Linge L der Vektoren Z4(L) = (2%, Z%—1, ..., Zi141)" im
Nachweis von Lemma 4.35 irrelevant ist. O

Nun geben wir eine obere Schranke fiir das asymptotische Verhalten von (¢, i )y an, wenn
(Kn)veny € N und (Ly)yeny € N gegen unendlich streben. Dieses asymptotische Verhal-
ten ist bislang unbekannt, obwohl eine obere Schranke fiir das asymptotische Verhalten
von (¢ )y fir L = Ly — oo bei festem K und fir K = Ky — oo bei festem L bekannt ist.
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Korollar 4.42. Es seien (Ky)yen € N und (Ly)nven € N Folgen mit K = Ky — oo und
L = Ly — co. Dann gilt fiir die Eigenwerte der Kovarianzoperatoren &,

cox = O(K'L). (4.89)

Fordern wir zusétzlich ¢, x = Q(v L3N1), was wegen (4.89) nur fir Folgen (Ky)yen mit
K = O(vL~IN) der Fall ist, so gilt auflerdem

¢,k = Op(cr,x) und cp g = Op(ér k). (4.90)

Beweis. Wegen (4.82) und 0.B.d.A. ¢ 1 > -+ > ¢p  fur feste K, L gilt
o) K
Lo ) ey > ;> Kepg,
j=1 j=1

woraus (4.89) folgt. Des Weiteren folgt (4.90) aus ¢ x = Q(VL?N-1), (4.86) und der

Argumentation im Beweis von Korollar 4.13 (b). [

4.4.1.2 Operatorschiatzung in invertierbarer Darstellung

Hier befassen wir uns mit der Schatzung der Operatoren in der invertierbaren Darstellung
(siche (2.37)) der durch die FGARCH(p, q)-Zeitreihe & = (%2 )rez mit starkem weiflen
Rauschen & = (g )rez induzierten FARMA (¢, q)-Zeitreihe 2 = (24)rez = (232 — Ma)rez
mit halb-starkem weifien Rauschen v = (v )rez = (232 — 07 kez-

Dabei ist zu klaren, ob die Zeitreihe £ tiberhaupt invertierbar ist. Da Invertierbarkeit eine
Eigenschaft linearer Prozesse ist (siche Definition und Eigenschaften 2.35), muss zuerst
nachgewiesen werden, dass es sich bei & tiberhaupt um einen linearen Prozess bzgl. v
handelt. Fir den Nachweis, dass 2 mit

t q
o=+ Y, &( L) + D mi(ve—j) (4.91)
i=1 Jj=1

f.s. fiir alle k (siehe Abschnitt 4.1.2) ein linearer Prozess bzgl. v ist, verwenden wir die in
[28] aufgestellte Darstellung (dhnlich wie im FARCH(p)-Modell mit p > 1):

Z, " & o e & 2 [ Ogye o oo Oc'ﬁ' Ve
Z1 Oy I, OL% Oﬁyg Zi—2 q OL%’ Oﬁ% : 0
: = | | 4+ |V Lre O - Oz : +Z T :
Zi—eio 0 : P o1 Jj=1 : O 0,r
Zh—et1 O Oﬁyf OQ% Ly Oll%ﬂ Lo 0[:% ...... Ocﬂ) O
q
= Zi(v) = (v) + E(Za(v) + Y Hj(m;(v)), (4.92)
j=1

wobei 2 und Hj fiir j = 1, ..., q per Definition Elemente von £7* und nach Lemma 2.16
auch von Ly« sind. Damit ist Z(t) = (25 (t))kez eine 7 -wertige FARMA(1, q)-Zeitreihe
mit Operatoren 2, Hy, ..., H, und Zeitreihe aus Innovationen #(v) = (7% (t) )xez.

Nun geben wir eine hinreichende Bedingung an, sodass 2 ein zentrierter, linearer Prozess
bzgl. v, und dieser unter zusatzlichen Voraussetzungen, sogar invertierbar ist.
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Lemma 4.43. Es sei & = (2. )kez mit der Darstellung (4.91) f.s. fir alle k die durch
die FGARCH(p, q)-Zeitreihe & = (Zi)kez mit starkem weiflen Rauschen € = (& )rez
induzierte FARMA(x, q)-Zeitreihe mit halb-starkem weiflen Rauschen v = (v )gez. Des
Weiteren seien die Voraussetzungen von Lemma 4.11 erfillt; es sei (b )JeN die Eigenfunk-
tionenfolge des Kovarianzoperators 6, und fir E aus (4.92) gelte ||[E°||,,. <1 fir ein
Jo € N. Auferdem erfiille € (4.2) sowie die Annahme 4.9, und fir alle z € C mit |z| <1
gelte sowohl det(Ag(2)) # 0 fir alle k € N, wobei Ag(z) eine C-wertige k x k-Matriz mit
den Eintrdgen

(Ak(2))mn =

q
j=

Zj <77j (Dm), Un>yf (493)

fiir alle m,n € N¢y, sei, als auch

q

> ANl # 1. (4.94)

j=1
Dann ist & ein zentrierter, linearer, invertierbarer Prozess bzgl. v, d.h. fir alle k gilt
f&i = UV + Z wi(Vk—i) (495)
i=1

f.s., wobei (¢;)ien C Ly eine Folge von Operatoren mit Y72, ||il|c,, < 0o sei, und

Ze = U + Z mi( Zh—i) (4.96)
i=1
f.s., wobei (m;)ien C Ly eine Folge von Operatoren mit Y22, ||m||,, < 00 sei.

Beweis. Aus ||E”||,,,. < 1 fiir ein jo € N folgt fiir die Zeitreihe Z(v) = (Z(x))sez aus
(4.92) geméf [28], Theorem 3.8 mit 7y := Ly und E%:= L~ f.s. fiir alle k:

Z(r) = B(r) + q;(zo STH) (4 (x) + i (ZO =H,) (344 (x)),

womit fir die erste Komponente von 2% (t) per Definition von 7 (t) aus (4.92) fir alle k&
und den operatorwertigen Matrizen = sowie Hj, ..., H; aus (4.92) f.s. fir alle k € Z gilt:

-1 1 00
%= n ot I (SVH), 000 + XY (2, )
(2 J : :

Da ||E”||z,,. < 1 fiir ein jo € Nnach [7], Lemma 3.1 dquivalent zu ||Z7||.,,. < ab’ fiir alle
j € N fur ein @ > 0 und ein b € (0,1) ist, gilt nach der Definition der hier angegebenen
Operatoren, wegen elementarer Umformungen und ||7;||z,, < c fir jedes j fir ein ¢ > 0

[(E7H;), [, < IETHllc,. < ab™ || Hjle,. < ach'™

fir alle 4, j, woraus wiederum folgt:
1 i o © 9 o q oo
Z H;)(Ez_JHOUHL% + ;% H;)(E,Z_JH»HHE” < llez:1 b_J; b < 0.

65



Weil v = (1 )rez ein halb-starkes weifles Rauschen ist, ist 2 = (24 )kez nach Definition und
Eigenschaften 2.35 ein zentrierter, linearer Prozess bzgl. v = (4 )gez mit der Darstellung
(4.95), wenn v; := 5 (B 7H,)y; fir alle i € Neg und 1 == >]_ (B H;)y; fiir alle
i € N4 gilt. Aus der Argumentation in [7], S.187 f., Satz 2.36 und der Tatsache, dass
alle Eigenwerte des nach Lemma 4.11 injektiven Kovarianzoperators positiv sind, folgt
auBlerdem, dass £ invertierbar ist. ]

Das folgende Beispiel erfiillt die Voraussetzungen in Lemma 4.43.

Beispiel 4.44. Fiir die Operatoren ag, ..., ap, 51, ..., By € Sy im FGARCH(p, q)-Modell

mit p, q € N gelte nachfolgend ||a;||z,, < csowie ||5}||z,, < cfir alle ¢, j fiir ein hinreichend

kleines ¢ € (0,1) und es gelte 3; = 3°°, B;..(b, ® v,) fiir alle j, wobei (b,)en fiir die
q bl

Eigenfunktionenfolge des Kovarianzoperators %., stehe.

Fir die Eintrage der Matrix E° := (éi[t'])i,j:l,...,r mit Z aus (4.92) lasst sich zeigen:

Et[tlij = & + Z &k grjzﬂrkj
k=1

fiir i = 1, .t — 1,5 = 1, e mit £ = & fir j = 1,..., ¢t sowie &1 == Oy Folglich gilt
per Definition von &, ..., &

T
=2 2 [c]})2 4 [c]})2
IS < 6 32 eI < o a1

woraus wegen |||z, < cund ||§j|z, < c fir alle 4,j fiir ein hinreichend kleines ¢
12| 2, < Lfolgt. Aus 8;=—n; und >1_, ||3;]|z,, <1 folgt auBerdem (4.94) fiir alle z € C
mit |z| < 1. Ferner gilt wegen > 0%, 5;,(0, ®v,) fur alle j, 8;,, = —n;, fir alle j,n mit
Mo = 1 fiir alle n sowie wegen 1 > Y1_, |8z, = Xj=1 M)l fir die in Lemma 4.43
definierten Matrizen Ag(z) fiir alle £ € Nund z € C mit |2| < 1:

det(Ax(2)) = ﬁ zﬁl: 20 m # 0. *

m=1 jm,=0

SchlieBlich leiten wir die Schétzer fiir die Operatoren m; in (4.96) fiir alle ¢ her. Dabei
fordern wir aus beweistechnischen Griinden neben der Giiltigkeit der Voraussetzungen
von Lemma 4.43, dass m; fiir alle ¢ Element von Sy ist und >7%, ||m||s,, < oo gilt. Un-
ter diesen und zusitzlichen Voraussetzungen lasst sich die orthogonale Projektion von
7 = (m ) € Sy auf g1 k= lin{®Pr4li,j < K}, d.h. I, 7, mit K,L € N
und jede Komponente von ][] ik TL konsistent schitzen, wobei (®y,;;); jen fur die durch

die Eigenfunktionenfolge (cf i )ren C S von &, = 60,21 und die Eigenfunktionenfolge
(¢k)wen C J von €y = 6y« induzierte ONB von Sy steht. Unter gewissen Glattheits-
annahmen der Operatoren 7y, fiir alle L werden wir im Anschluss ein Konsistenzresultat
fiir den Operator 7 angeben, ohne ihn auf einen endlichdimensionalen Unterraum zu pro-
jizieren. Fiir den Nachweis dieser Konsistenzresultate benotigen wir das folgende Lemma,
welches als Yule-Walker-Gleichung mit einem Rest interpretiert werden kann.
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Lemma 4.45. Es gelten die Voraussetzungen von Lemma 4.43. Dann gilt fir alle L € N
mit 7, = (m -~ 7))

GLJ =m Sy + Z WZGL,l—l- (497)

I>L

Beweis. Per Definition des Tensorproduktoperators sowie der Operatoren &y ;, 7, und
S, wegen 27,1 = vp + oy m(2711) f.s. fiir alle L und den Uberlegungen beim
Beweis der Satze 4.27 und 4.34 gilt, wie behauptet:

&1 =Y m(B[2L(L) @ i) + B[ Y m(2(L) ® 2141 0)|

=1 I>L

= & + Z S 11
I>L
Dabei wurde vom Satz von der majorisierten Konvergenz Gebrauch gemacht, dessen Vor-
aussetzungen erfiillt sind, da per Definition von [ - [[s,, .. [| - [z und (Z5(L))x, wegen
Stationaritat von (Z2%)k, El|Z25/1% < 00, X2 lImlle, < oo nach Lemma 4.43 und der
Cauchy-Schwarz’schen Ungleichung fir alle L gilt:

> EBf|m(Zil)©Zia-) < VIEIZ|E X lImllg, < oo N
1=1 wloe =1
Weil 7y, .= (m -+ m) eine Losung von (4.97) fir alle L ist und die Operatoren y, ..., 7,

nicht in ;. ; m Sy, 1—; enthalten sind, ist 7, nach Satz 4.22 und Korollar 4.41 die eindeutige
Losung von (4.97). Deshalb setzen wir wie im FARCH(p)-Modell mit p € N

oK LK
7,'\"L,K = 6L,16LTH = 6L’16L(65 + 19N]:[%L)71H (498)

381 S8
als Schétzer fiir [, 7, mit K, L, N € N an, wobei (Jy)nven C (0, 00) eine Nullfolge sei.
Im Folgenden geben wir ein Konsistenzresultat fiir die Schéatzfehler der Schatzer fir die

Operatoren 7; mittels der i-ten Komponenten der Schétzer #; x an, wobei Lemma 2.16
(c) sicherstellt, dass die Schétzer 7y, operatorwertige Komponenten haben.

Lemma 4.46. Es sei & = (Zi)kez eine F-wertige FGARCH(p, q)-Zeitreihe fiir
p,q € Nmit den Eigenschaften auf S.33 f., deren Parameter 0 sowie o, ..., oy, B1, ..., By
die Annahme 4.8 und deren Zeitreihe € = (g )kez aus Innovationen (4.2) sowie die An-
nahme 4.9 erfille. Ferner seien die Voraussetzungen von Lemma 4.43 erfillt und die
durch Z induzierte FARMA(x, q)-Zeitreihe Z = (25 )kez mit v := max(p, q) besitze die
Darstellung (4.96), wobei die Folge der Operatoren (m;)ien C Sy in der invertierbaren
Darstellung von Z bzgl. der Norm || - ||s,, absolutsummierbar sei. Ferner erfillen die
Kovarianzoperatoren &, = 6o,2 (1) von Z(tv) = (Zu(L))kez = (21, ., Zi—r141)kez die
Annahme 4.18 fir alle L € N, (®y,;5): jen seien die durch die Eigenfunktionenfolgen
(¢r.;)jen C HF von &y, sowie (¢j)jen C A von 6y = Co.z induzierten ONBs von Syt
fir alle L € N und i, i = (7?,—511)( ﬁ',-EI}%) seien die auf einer Stichprobe 21, ..., Zn
von & mit K, L, N € N basierenden Schdtzer fir 7, = (m --- my) aus (4.98) mit einer
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Nullfolge (Un)nen C (0, 00).

(a) Es sei (Ly)ven € N eine Folge mit L = Ly = Z(1, NY*), es sei K € N, es
gelte 3 21~p Hﬂ—lHﬁyf = O(L_l/z)’ Uy = O(\/Z ZZ>LH7TZHC%)7 Uy = O(LQN_1/2) und
cr.x =SU1). Dann gilt fir jedes i € N:

% — [ m]” L= 0N + O(L(Xlimlle,)).  (4.99)

/L,K I>L

(b) Nun sei (Ly)nen €N eine Folge mit L =Ly =Z=(1,N), (Ky)nven C N sei eine
Folge mit K = Ky = Z(1,VL"IN), es gelte cpx = QVL3N-1) sowie Iy =
O(cp i K7), die Tupel (mp, (Pr;;)i;) erfillen die Annahme 4.24 fiir ein von L
unabhingiges 3 > 0 fiir alle L und es gelte ¢ VKLN-T = O(K~3+V) im
Fall dlsL HmHﬁyf - O(CLK \ KLSN?l) bzw. L_2N(2l>L |‘7Tl‘|£yf)4 = O(K1_2B)
im Fall cp 3o VKIPN = = O(X 1 [|ml|z,,). Dann gilt fiir alle i € N:

17 — mil[}, = Op(K~%). (4.100)

Beweis. Die Methode bei der Schatzung der Operatoren in der invertierbaren Darstellung
der Zeitreihe stimmt mit der Methode bei der Schétzung der Operatoren im FAR(p)-
Modell in Satz 4.37 iiberein, wenn p durch eine geeignete Folge (Ly)y mit L = Ly — oo
ersetzt wird, wobei hier zusétzlich eingeht, dass der Operator &y, sowie seine Eigenwerte
und Eigenfunktionen vom Stichprobenumfang N abhéngen. Im Beweis beider Teile des
Satzes werden wir

é;}K = O]P(c;,}f) (4.101)

nutzen, was wegen ¢z g = Op(ér k) geméf Korollar 4.42 aufgrund von ¢f x = Q(VL3N1)
erfillt ist (dies wurde in (b) vorausgesetzt und folgt fiir feste K € N in (a) aus den
Voraussetzungen cy, i = €2(1) sowie L = o(N*/4)). In Teil (a) werden wir auBierdem

e = O(1) (4.102)
fir feste K, 1 € N verwenden, was wegen ¢y, x = §2(1) fiir jedes feste K erfillt ist.

(a) Aus (4.97) und den Umformungen im Beweis von Satz 4.37 folgt fiir alle K, L, N:

|k - HmH
%L%

3 1600 — SLallé L”HGLTHH TH GLTHHg »

CLI cL1

eIl -TIm

L1 fLK

) ' ATEL,K TCL,K 9 TCL,K 9
BT R T TN
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61%,1{ 9 GicL,K , 9
ST 1 (S ) AT 1 Rl
= Op(IL°N™ YTy +L-Tp, + Ty + Ty + 1T5. (4.103)

Term 7;: Wegen (4.101) und (4.102) gilt wie bei der Herleitung von 7} in Satz 4.37:

LH H Op(crx) = Op(1). (4.104)

cL1

Term Ty: Aus (4.84) bis (4.88) und den Uberlegungen bei der Herleitung der Rate des
Terms Tp in Satz 4.37, (4.101) und (4.102) resultiert fiir feste K mit L = Z(1, N'/3):

(kLN + Op(cpx KL°N™") = Op(L°N™1).  (4.105)

H 6H\

L1

ny

Term T3: Aus der operatorwertigen Holder-Ungleichung in Satz 2.14, der Gestalt der
Rate von T}, (4.83), (4.101) und (4.102) folgt

\\[émeL,l_l}egﬁ]@Wg | Srsl, = OL(Siile)). @00

I>L

Term Ty: Da (cpx)x eine ONB von J#% (¢;), eine ONB von . und (®y,;;); ; eine ONB von
Snyyyf mit (I)L,ij<cL,k) = 5jkci fir alle 1,7, k, L € Nist, gilt mit /[SK = {(I)L,ij“aj > K} fir
alle K, L wie bei der Herleitung der Rate von 73 in Satz 4.37:

2

LK 9 K . 2. 2
H H WLSLJ:HHS = Z ]—N>K(j)|: 2 1]19 :| H Z(WL(CL,j)aci>ﬁfCi
Sk T et A s “CLiTUNI TSk

2
H

= 0. (4.107)

Term T5: Wegen ||m|[5 , = Y12y ||m|%,, fir alle L nach Lemma 2.16 und aufgrund von
Quadratsummierbarkeit der Folge (||m|s, ) gilt fiir jedes feste K (siehe Herleitung der
Rate von T in Satz 4.37):

LK

| Hm[ei [1-1]

L1

2 —
‘S%L’% N ﬁZ%ICL,%(|’7TL||‘2S%Q% = O(Wy). (4.108)

Celte Uy = O(VL Yo r||mllz,, ) und 9y = O(L2N~1/2), so fithrt das Einsetzen der Raten
(4.104) bis (4.108) der Terme T; bis T3 in (4.103) fiir feste K € N, wie behauptet, zu

[ = Tl = OetzN™) + O(L(3 Imler)’),

I>L

wobei diese Konvergenzrate nur sinnvoll ist, wenn, wie gefordert, sowohl L = o(N'/*) als
auch .1 ||m|z,, = O(L™1/?) gilt.
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(b) Aus den in Teil (a) verwendeten Umformungen, wegen L ==(1, N), K =Z(1, V.L-IN),
o = QVLANTY), (4.47), da (7, (Pri;)i;) die Annahme 4.24 fiir alle L far ein § > 0
erfiillt, und Korollar 4.39, (4.86), (4.88) sowie (4.101), folgt im Fall dy = O(cp % K~7):

2
Inl, 0,

— ORE KLY + O(L (kX Imles)) + OG)
I>L

1w —mlls,, , 3

Im Fall 3o 1 ||m|,, = O(cp o VKLN ) gilt folglich wegen ¢ L*N~! = O(K~##D):
||7'AI'L’K — 7TL||‘2S‘”L!” = O]p(CI:%(KLAlN_l) -+ O(K_2’8> = OIP(K_2B).

Im Fall o j VKIN 7= (Y15 [Imil|2,0) gilt mit LN (S ||ml],) ! = O(K1-2):
— 2 —
1A = mlls,, , = Op(L(cii X limlle,) ) + O(K )
I>L

= 0p(K'L°N (Slimlle,) ) + OK )
= Op(K %),

wobei ¢ VEKLN-'= O(X;sp ||m|z,) wegen ¢ VKLN-t = Q(VK?LN-') aufgrund
von ¢z ¢ = O(K'L) und da (351 ||m||c,.)v eine Nullfolge ist, nur moglich ist, wenn, wie
gefordert, K = o(V/ L~1N) gilt. O

Das folgende Beispiel verdeutlicht, dass fiir alle p, q € N Konstellationen von Operatoren
im FGARCH(p, q)-Modell vorliegen konnen, sodass die Folge (7;); aus Lemma 4.46 bzgl.
der Norm || - ||s,, absolutsummierbar ist und (7, (®r;;):;) aus Teil (b) von Lemma 4.46
die Annahme 4.24 fir alle L fiir ein § > 0 erfullt.

Beispiel 4.47. Hier verwenden wir die Notationen aus Lemma 4.46. Fiir die Operatoren
im FGARCH(p, q)-Modell mit p, q gelte sowohl a; = 0,, = f; fiir alle i # p,j # q als
auch a, = 8; = v € Sy, wobei v = ZJ 175 (¢; ® ¢;) ein selbstadjungierter Operator mit
[17]ls, <1 und 7] O(j~*) fiir ein a> 1 mit j— oo sei. Ferner gelte fiir alle LeN, meN,

und j € N: (cLl , ¢ = g fiir ein g € (0 1) mit i — oo. Dann gilt wegen (4.136):

Oﬁyfa Z<p
Oy, Z:p
O p<i<p+tq ‘ o
T = 5%» L=p+q — {Vkv i=p+ (k—1)q fiirein k € N,
Ocys PHg<i<p+2q Og,., sonst,
BaTo+a; 1 =p+2q

(4.109)

und folglich gilt wegen ||7v||s,, < 1:

) ) N
Z millse < X IMls, < oo
i=1 k=1
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Fir L € Ny erfillt (7, ($r;5),;) die Annahme 4.24 fiir alle 5 > 0. Nun sei L € N, und
k € N sei so gewahlt, dass L € [p+ (k—1)q,p + kq) gelte. Dann gilt wegen (4.109) und
®p ;i = cr; ® ¢ fir alle 4, 7 zunachst

L k
<7TL; (I)L7ij>3ygéyf = < Z 7Tn(C£ z > Z P+(n 1)q )7 Cj)}f-
n=1 n=1
Aus ° 1(chjn D9 ez, — g < oo fiir alle j und L, Y2, i27(c;” (prn=a) 12— dy < >0
fir alle j, L sowie § > 0 und 75" = O(j~*) fiir j — oo fiir alle n = 1.k fur ein a > 3

folgt fiir alle 8 € (0,2a — 1) und I € N>, mit L € [p+ (k—1)q,p + k:q):

> (m, @g)s, (L4 57) < R Z Z "(d+dg) + j7P47"d < oo,
4,5=1 e n=1j=1
womit (7, (Pr,;)i;) fir L € N5, die Annahme 4.24 fir gewisse 5 > 0 erfiillt. *

4.4.1.3 Operatorschiatzung im linearen Prozess

Hier widmen wir uns der Schatzung des Operators v; fiir alle + € N in der Darstellung

i=1

f.s. fir alle k, wobei & = (%4 )kez die durch die FGARCH(p, q)-Zeitreihe Z = ( 2k )kez
induzierte FARMA (¢, q)-Zeitreihe sei. Dabei gehen wir davon aus, dass die Voraussetzun-
gen von Lemma 4.43 erfiillt sind, wonach 2 die Darstellung (4.110) als linearen Prozess
mit (¢;)ien € Ly und Y 7%, ||1i]|z,, < 0o besitzt. Die Schétzer, die wir fir die Operatoren
in (4.110) herleiten werden, basieren auf den Schatzern in der Darstellung der Operatoren
in der invertierbaren Darstellung, wobei fiir die quadratischen Schéatzfehler dieser Schét-
zer fir die zu schéitzenden Groflen bereits ein Konsistenzresultat vorliegt. Wir werden
jedoch sehen, dass das Resultat fir die Schatzung der Operatoren in (4.110) nicht fir die
Schatzung der Operatoren im FGARCH-Modell gebraucht wird.

Wegen 2 = vy + 3202, Yi(ne—i) £.5. und 25, = v, + 3572, m(Z—) f.s. fir alle k gilt

% = Vk—i-Zm(l/k Z—i—Z@/JJ Vi J> = Vk—i-Z{Z?T]@/)Z J} Vk—i) (4.111)

= j=1 =1 j=1
f.s. fir alle k mit ¢y = I, womit
b=y M (4.112)

i=1

fir alle 7 € N eine hinreichende Bedingung von (4.111) ist. Gemaf} des folgenden Lemmas
ist diese Bedingung jedoch nicht notwendig.

Lemma 4.48. Es sei (B, || - ||s) ein separabler Banach-Raum, es sei (X )ken eine Folge
von B-wertigen Zufallsvariablen und es sei (Ag)ren C L eine Folge von Operatoren.

Dann gilt >72 1 Ak(Xy) = 0p' f.s., falls Xy, € Kern(Ayg) f.s. fir alle k € N gilt.
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Beweis. P(350, Ap(Xk) = 0p) < 1 impliziert P(Ax(Xyx) = Op) < 1, bzw. dquivalent
dazu, P(X; € Kern(Ay)) < 1 fir ein k € N, O

Bemerkung 4.49. Falls die Parameter der .7-wertigen FGARCH(p, q)-Zeitreihe Z mit
den Eigenschaften auf S.33 f. die Annahme 4.8 erfiillen und die J#-wertige Zeitreihe (ex)x
aus Innovationen von Z sowohl (4.2) als auch die Annahme 4.9 erfille, so gilt vy € U
f.s. fir keinen abgeschlossenen Unterraum U C 7 nach Lemma 4.11. Demzufolge gilt
Kern(yp; — Y!_y mjthi—;) = H fiir alle ¢ € N, womit (4.112) nach Lemma 4.48 auch eine
notwendige Bedingung von (4.111) ist. *

Nun leiten wir die Schéatzer fiir die Operatoren in (4.112) her. Da die Operatoren 1; fir alle
i € N wegen (4.112) ausschlieBlich von den Operatoren 7, ..., m; abhéngen, die sich nach
Lemma 4.46 konsistent schétzen lassen, ergibt sich das nachfolgende Konsistenzresultat
fir die Operatoren in (4.112), wobei aus beweistechnischen Griinden auf eine Angabe
eines Resultats wie in Lemma 4.46 (a) verzichtet werden muss.

Korollar 4.50. Fir p,q € Nsei Z = (2 )rez cine s-wertige FGARCH(p, q)-Zeitreihe
mit den Eigenschaften auf S.33 f. und es gelten die Voraussetzungen von Lemma 4.43 und
Lemma 4.46 (b). Dann sind

A(0) L) AG—)
‘bL,K = Z L(,Jz)ﬁ/)L,K (4.113)

=1

mit K, L € Nund @0}( = Ly fir alle 7 € N konsistente Schétzer fiur 1; mit

X0 _
191 — vills, = Op(E™). (4.114)

Bewess.

Induktionsanfang: Fiir i = 1 gilt wegen ) = Ly = 9, x fiir alle K, L € N, den Identitéi-
ten (4.112) sowie (4.113) und Lemma 4.46 (b), wie behauptet:

~(1) A (1 _
i — Will5, = Hﬂ'u)( mlls, = Op(K 260,

Induktionsvoraussetzung: (4.114) gelte fir [ = 1, ..., 7 fiir ein beliebiges, aber festes i € N.

Induktionsschluss (i — i+ 1): Aus elementaren Umformungen, Lemma 4.1, Teil (b) von
Lemma 4.46 und der Induktionsvoraussetzung folgt

1+1
(i+1) u (i+1—j) ~(J
1 = vinl2, 3 z 1AL e = disl2, + 179 = ml[2, [ l13,
z+1
= Y Op(1) Op(K %) + Op(K %) = Op(K ). O
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4.4.2 Operatorschitzung im FGARCH(1, 1)-Modell

Der Einfachheit halber leiten wir zunéchst die Schétzer fiir die Operatoren im FGARCH(1, 1)-
Modell her. Dabei gilt wegen 251 = vp—1 + >0 ¥i(Ve—1-i)

Ze = v+ (0 + P)(Zh—1) — Br(vi—1) = v+ ar(ve—1) + Y (a1 + B1) i1 (Vie—i)
=2
f.s. fur alle k, und wegen v,_1 = 251 — Yooy m(Z%-1-:) gilt

2= v+ (1 + B)(Zh1) — Bi(ve-1) = e+ aa () + i Bimi1(Ze—s)

1=2

f.s. fur alle k. Unter der Annahme, dass die Parameter § sowie a1, 51 der FGARCH(1, 1)-
Zeitreihe Z die Annahme 4.8 erfiillen und die Zeitreihe (gx)rez C 2 aus Innovationen
von & (4.2) sowie die Annahme 4.9 erfiillt, gilt nach der Bemerkung 4.49 sowohl

aq, L= 17
Ui = , (4.115)
(oq + f1)ice, 1>1,
als auch
1
=1 e (4.116)
iz, > 1.

Da die Operatoren 7; fiir alle ¢ € N nach Lemma 4.46 konsistent geschétzt werden kénnen,
lassen sich aus (4.116) nun Schétzer fir a; und f; herleiten. Wie bereits bei der Opera-
torschatzung im linearen Prozess angedeutet, ist es nicht sinnvoll, Schatzer fir a; und gy,
ausgehend von der Darstellung (4.115), zu konstruieren, da t; fir ¢ > 1 im Gegensatz zu
m; noch den zusétzlich zu schitzenden Operator a; beinhaltet.

Der Operator «; lésst sich mit geeigneter Wahl der Folgen K = Ky, L = Ly — oo und
(Yn)nven C (0, 00) nach (4.116) sowie Lemma 4.46 konsistent schatzem mit

Aok = A (4.117)

Zur Schatzung von (; ziehen wir die Gleichung m = [ym heran, wobei 3; wie bei der
Schétzung von «; im FARCH(1)-Modell nicht notwendigerweise die eindeutige Losung
von my = [ und 7w = o als kompakter Operator nicht invertierbar ist. Allerdings lassen
sich die beiden Probleme beheben, indem wir dichtes Bild von 7 = «; fordern (siehe
Satz 4.22) und die Tichonow-Regulariserte der Schatzer fir m verwenden, die auf einen
geeigneten Unterraum zu projizieren ist. Als Schétzer fiir 3 setzen wir demzufolge

+(1) a0

3 @) T ) a1 (a1 D) R
Bi.LkMm = AL,K(ﬁL,K)T H = f k(T i) ( i (T )" +9N]ij) H (4.118)
9(1121( 9(1121(

mit geeigneten Folgen (Oy)yen C (0, 00) sowie (Ky)nen, (Ln)nven, (My)ven € N an, welche
zumindest Oy — 0, K = Ky — 0o, L = Ly — 00, M = My — oo erfiillen. Dabei stehen

ﬁ'L(ll)( und ﬁ'L(QIl mit einer geeigneten Folge (Un)yen C (0,00) fur die Schétzer aus (4.98),
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und (g] 1.i); steht fiir die Eigenfunktionenfolge mit der zugehorenden o.B.d. A. monoton

fallenden Eigenwertfolge (g]( L) K)j von 7TL( I)<(7TL( %)*

Bevor wir das Resultat fiir die Schatzung der beiden Operatoren im FGARCH(1,1)-Modell
angeben, zeigen wir, wie die Eigenwerte bzw. die Eigenfunktionen von m; geschatzt werden
konnen und wie sich die Folge geschitzter Eigenwerte unter bestimmten Voraussetzungen
asymptotisch verhélt. Fiir die Eigenfunktionenfolge des selbstadjungierten, positiv semi-
definiten Operators m 7} schreiben wir (g;;1);en und fiir die zugehoérige o.B.d. A. monoton
fallende Eigenwertfolge (g;.1)jen.

Fiir die Eigenwerte folgt aus (4.18), Lemma 4.1 und Lemma 4.46 fir alle K, L € N

A1) /A1) % <2 _
sup (950 e — 951)° < || (RR) = mi ||, = Op(K~*) (4.119)

jEN

und nach (4.21) gilt wegen gy = Z[K %2 1) fir M = My — oo
QJ(\/II)LK = OIP(QM;I) und gm = OP(QZ(\/?L,K)‘ (4-12())

Nun kommen wir zur Schétzung der Eigenfunktionen von m 7. Hierzu fordern wir, dass
mmy die Annahme 4.18 erfiillt. Dabei ist anzumerken, dass m 7} aufgrund der Vorausset-
zung, dass m dichtes Bild besitzt, gemafl Definition und Eigenschaften 2.8 (f) bereits Teil
(a) der Annahme 4.18 erfiillt. Dann gilt nach Lemma 4.16

1 *
A (L) — T

(4.121)

60— gia]|, < 7

Lye

fiir alle j, wobei 4, == 2v/27; und 7; == 2v/2 max(y;,7;_1) fiir j > 1 wie in (4.29) mit
v = Y(gi1) = (g1 — gj+1;1)*1 fiir alle 5 gelte und wegen SUP,<prYj = SUPj<ps Y =< gJ\_A,l;1
gilt fiir jede Folge (MN) C N mit M = My — oo, (4.120) sowie (4.121) mit (g ) =

sen (837 s 51 )) 852 i fiir alle j, K, L

2
|, = Op(gi K). (4.122)

]SEAI}H (&) — 51|,

Des Weiteren benotigen wir fiir diverse Umformungen wie bei der Herleitung der Konver-
genzraten der Schatzfehler der Schatzer fir die Operatoren im FARCH(p)-Modell:

A(1 ~(1
@) = | Lo (5080110 101 sEn({(81L )" g
~(1 A
+ 1) (sen((@2x) gidr)) | 8 (4129)
wobei die Schétzer (gj . i) fur alle j, K, L, N € N durch
A(1 (1 = Cih
o e £ s
k=1
definiert seien. Dabei steht (A )rgen fiir eine ONB von 72, und ((; )ren steht fiir eine Folge

von u.i.v. Zufallsvariablen mit ¢; ~ N(0, 1), die stochastisch unabhéngig von den Zufalls-
variablen ist, auf denen die Schétzer @](1 L) i basieren. Aulerdem, falls m7; die Annahme
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4.18 erfullt und (My)y mit M = My =Z=[1, N) so gewahlt ist, dass fur die Eigenwertfolge
(gja); von mmy zumindest garq = w(K ) fiir M — oo gelte, gilt nach Korollar 4.20:

2

)" = 85|, = Op(gaaK™). (4.125)

J<M

Wir geben nun ein Konsistenzresultats fiir die Schatzung der beiden Operatoren im
FGARCH(1,1)-Modell getroffen und im Anschluss ein Beispiel fiir konkrete Raten an.

Satz 4.51. Es sei Z = (Zk)rez eine F-wertige FGARCH(1,1)-Zeitreihe mit den
Figenschaften auf S. 33 f. und es gelten sowohl die eingangs von Lemma 4.46 als auch
die in Lemma 4.46 (b) erwdhnten Notationen und Voraussetzungen fir p = 1 = q.
Dann gilt fir die Schéitzer &1, aus (4.117) fir oq mit > 0 aus Lemma 4.46

|61 — OélH?g” = Op(K29). (4.126)

Ferner habe m = «y dichtes Bild, mny erfille die Annahme 4.18, (Ox)nen C (0, 00)
sei eine Folge mit Oy = O(K~7/2), (My)nen C N sei eine Folge mit gyq M? = O(K?),
wobei (gj.1)jen die zur Eigenfunktionenfolge (gj.1)jen gehdrende o.B.d. A. monoton fal-
lende Eigenwertfolge von mmy sei und das Tupel (81, (¢ijn1)ijen) erfille die Annahme
4.24 fir B> 0, wobei (¢;j.1):; die durch (g;.1); induzierte ONB von Sy sei. Dann gilt

fur die Schdtzer 51;L,K,M aus (4.118) fir By:

||BI;L,K,M - 51”‘29% = Op(M~%). (4.127)

Beweis. Unter den Voraussetzungen von Lemma 4.46 (b) gilt fur die Schitzer é;.z x aus
(4.117) fiir a3 = m nach (4.116) mit N — oo wie behauptet (4.126). Ferner gilt wie im
Beweis von Satz 4.28 fir alle K = Ky, L= Ly, M = My € N mit N € N wegen (4.47) mit
i = A{¢ija |1 <1,5 < M}, Lemma 4.46 (b) und m = Sy

| Brnrens — Bl

2
N BlLKM HﬁlH + H HBlHS
At A 7
g<1) g(l)
) ) e MILK |2 (1) ML, K T9M1
Nl L,K_TFQHS% (ﬂLK> H 7rLK H H
@u) Lo el 11
LLK LLK
gn;1
bt T -1+ o)
o1 A Sw
~(1) ~(1)
~ () OMLLK | (2 () Tg]\/I;L,K JrQM1 2
3 0|00 TT ||+ ||t IT - #1 11
(1) Lo ~(1) g1;1 Ly
91,0, K 91,0, K
M1 anm;
gl Hm%ﬂ =T ~Le [+ oar®)
g1 g1
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= Op(K )T + T + Ty + Ty + O(M~%). (4.128)

Term T7: Per Definition von #) f. da Operatoren mit gleichen Eigenfunktionenfolgen
~ern 1y LK 8 g g

kommutieren und wegen (4.120), gilt (siche Umformungen bei Term T3 in Satz 4.55):
~(1) ~(1)

Wy T 1) (A0 ST
‘ (AL,K>T H = H(AL,K(AL,K)* +(9N]1,9f) ik ()" H
(1) Lo (1) Ly
;LK gl;L,K
9K 1
= sup —~ Lt = O]p(g]\_m). (4.129)

J<M (gj(ll),K + O )?

Term Ty: Aus den Uberlegungen bei der Herleitung der Rate von 75 in Satz 4.28, aus
. A(1 A (1) ~(1

ml =i (mni + Onle) ! <w£1}<> = (R ) (A E(RLR) + O L) L (L) (852,003 =

(ﬁ'L(I)(( (1)) ((gJ(L)K)'") (g],LK)”/>Jf = j;L,K far alle J, K, L sowie aus (4.100), (4.119),

(4.120) und (4.125) folgt fiir alle K, L, M:

v K OM;1 2
(@I - A
e g oo
;LK
M (1) m 2
852.6)" )0 AW vepa) vy (PG s
— —_—— g - T g‘;l
Ihle <1 ]2 §52K+9N (s (8547 gja + O 1 (@) #
= | (e @208 gl /Ti
< sup NG
Ihlle<1 =1 it + On gin + On
(h, gji1 ) 2 (1)
+ sup | = (VG5 — /8
IRlle<t | i+ On (v ]LK)
2
~ (|12 (s ymr_ A0 — 2 )
+ ]SE]B ng1+9N <‘ ( L,K) E%' (gj;L ) gjy ‘ 1 Lo
/A(l) 4 2 9
< 950K V951 + Mgl su A("l) "_ o
~ J<M gJLK+9N g+ Oy gM’ljSJBH(gj’L’K) 93,1‘%)
2
~(1 _
T sup | |9j;1—93(;L),K‘ + OIP(QM?lK ) + Or(gy K %)
j<M | i+ Oy
2 — A — — — — —
< sup (Vo5in = vam ) (g0 + @526) %) + Oplgaa MK ) + Op(gii K™7)
S

+ Op(gan K2%) + Op(gan K%7)
= OIP(g]\_/I?lK_B> + OIP(gJ\_f?lMK_2B) + O]P(gl\_/[?lK_B) + OIP(QJ\_f;IlK_w)
~ Op(gAK ). (4.130)

In die letzten beiden Schritte ist sowohl M = O(g]\}}l) eingegangen, was daraus folgt, dass
die Eigenwertfolge (gj.1); des nach Satz 2.21 nuklearen Operators m ;" absolutsummierbar
ist, als auch gy K= = O(gy7 K77), was wegen g;/ K7 = o(1) gilt.

Term T3: Wie bei der Herleitung der Rate von Term T3 in Satz 4.28 gilt fiir jedes M € N

per Definition der Norm || -||s,, wegen Wf i (g50) = Iy (7)

gj;1 i
Goy 97 und wegen
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s, B1(g5n) = 1N>M(j) s (B1(51), Bin)or @iy fir alle j:

gnM;1
. g5 ' Ry ) 2 _
H;L[ 6171911_[1 Z 1N>M {g 1+9N] Hi;‘:4<51(9g;1),91;1>fgl71 ” 0. (4_131)

Term T: Analog zu den Uberlegungen bei der Herleitung der Rate von T in Satz 4.28
und zu den Umformungen bei Term 73 erhalten wir mit M = My — oo:

M 2
< ¥ [ B Gy 3 Gadlsl,. @132

Se ig=a Lo oy

gnM;1

1 <17 )

g1

Setzen wir (4.129) bis (4.132) schlieﬁlich in (4.128) ein, ergibt sich unter den Vorausset-
zungen Oy = O(K%/%) und g;; Mﬁ = O(K?) insgesamt (4.127). O

Beispiel 4.52. Es seien alle Voraussetzungen von Satz 4.51 erfillt und es gelte ||a4||s,, <c¢
sowie ||f1]ls,, < c fiir ein ¢ € [0,1). Nun bestimmen wir das asymptotische Verhalten
der Folgen (Kn)n, (Ly)n € N sowie (Uy)n C (0,00) aus Lemma 4.46 (b) und der Folgen
(Mn)n € Nsowie (Oy)n C (0, 00) aus Satz 4.51 (siehe hierzu auch die Beispiele 4.31). Diese
Folgen miissen die in Lemma 4.46 bzw. Satz 4.51 erwahnten Voraussetzungen erfiillen und
so gewahlt werden, dass (Ky)y und (My)y schnellstmoglichst wachsen. Hierzu verlangen
wir fiir die Folgen (Ky)n, (Ly)ny sowie (cz x)n aus Lemma 4.46 der Einfachheit halber
K =Ky =< NK L =Ly = N sowie ¢ g < N7 fiir gewisse K, L € (0,1) mit J=J(K,L)=
bL — aK fiir feste a,b> 0. Dabei folgt aus CLK = O(K 1L) sowie ¢ g = Q(VL3N1): Je
[2(3L — 1), L — K], womit sowohl 1 — 2aK > (3 — 2b)L als auch (b — 1)L < (1 — a)K
gelten muss. Fir die zur Eigenfunktionenfolge (g;.1); gehorende o0.B.d. A. monoton fallende
Eigenwertfolge (g;.1); von mm = oqaj fordern wir auBerdem gy, < N —4 fiir ein festes
d > 1, und fiir die Folge (My )y aus Satz 4.51 fordern wir (My)y =< N fiir ein M € (0,1).

Nun geben wir die Raten der Schétzfehler der Schatzer fir a; und f; an, wobei zu-
nichst X und L zu bestimmen sind. K = Z(1, VLIN) impliziert K € (0,5%) und
aus ¢ VKLPN-1 < N(l”)f(*(g_b)i_% sowie aus den Uberlegungen in Beispiel 4.47 folgt
Yisrllmlls, < Xispd < M= O(cpx VKLAN-Y). AuBerdem fihrt dy = O(c i K7)
zu Uy = O(N-@TTEB)) aug HN = O(K 82 folgt Gy = O(N—PE/2) und aus gunMP =<
NGHOM — O(KP) folgt M < BJF € (0,1). Fiir feste K und L erfillen (9y)y, (fy)y und

BE

(My)n stets die geforderten Voraussetzungen falls Oy = NKQa=B)=2L gowie g = N—5
fiir alle N € N und M = ﬁK
on der Schétzer &i.1 x m sow1e Wegen a1 = m ist fur die Angabe einer konkreten oberen
Schranke fiir den quadrat1schen Schatzfehler des Schétzers fiir a; nach Lemma 4.46 (b)
noch ¢ i VKL?N~1 = O(K~2*1) zu zeigen. Unter Einhaltung bisheriger Voraussetzun-

gen und per Definition genannter Folgen sind K, L somit so zu wéhlen, dass gilt:
1 ; 3 N7 1o - &~ _ 1+ (20-3)L
G+a)E + (G-t -5 < -@28+DK K<

d

(4.133)

L € (0,1) ist nun so zu wahlen, dass K € (0,1), K < % sowie (4.133) gilt. Anschlie-
Bend kann K € (0,1) groBtmoglich gewdhlt werden. Bei der Wahl von L und K sind die
folgenden Félle zu berticksichtigen.
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1.Fall: b € [0,1]. In diesem Fall gilt (4. 133) K< l_i und K € (0,1) genau dann, wenn

f:E (0, 52%) gilt. Wegen K < % L fiiy alle be[0,1] und L € (0, 3_1%17) setzen wif"
K= 131(225&6 fiir moglichst kleine L = ¢ € (0, 153 an, wobei wegen 1 —2aK > (3 —2b)L

und (b — 1)L < (1 — a)K per Definition von K, L sowohl ¢ < a+(3_3;;§?;:fa+45) als auch

(B34 2a+4B)(b — 1)]c > 1 — a gelten muss. Falls ¢ diese Bedingungen fiir gegebene a,b
und f erfillt, gilt nach Satz 4.51 (bzw. Lemma 4.46 (b))

26[1+(2b—3)c]
lax — aills, = Or (N_ 3+2a+4p ) (4.134)
BK
und wegen M =< N7+ gilt:
A 282[14+(2b=3)c]_
| Brp.c — ﬁ1||§% = Op (N_(ﬁ+d)(3+2a+46)>‘ (4.135)
Gelte bspw. a :g = ﬁ 2 sowie d = 3, so gilt mit ¢ = ﬁ
N _ 196 A 196
||a1;L,K O51||3y¢,, == OIP(N 800) und ||51;L,K — Bngﬂ = OIP(N 2000)'

2.Fall: b e (1, %) Hier gilt (4.133), K < % und K € (0,1) genau dann, wenn L € (0, 1)

L0 fiir moglichst kleine L = c € (0,1) an, da

(0,1)3 L~ Q und (0,1) > L — % aus (4.133) fir b € (1, 2) streng monoton

fallende Funktionen sind und K < % % fir alle b € (1, %) fiir hinreichend kleine

L gilt. Falls ¢ die Bedingungen im 1.Fall fiir gegebene a,b, B erfillt, gilt nach Satz 4.51

(4.134) sowie (4.135) mit b€ (1,2) und fir a=2,b=2, =2 sowie d =3 mit c= 155

gilt. Dabei setzen wir wieder K =

a1k —nl}, = Op(N"%0)  und ||Brk — BillE, = Op(N~20).

3.Fall: b = 3. Hier gilt (4.133), K < % sowie K € (0,1) fir alle L < ﬁ‘;ﬁiﬂ und

33215/3 6 (0, 1) Fiir L:=c€ (0, 3_25:‘;2 /3)’ falls ¢ die Voraussetzungen im 1.Fall erfiillt, ist
K = m die optimale Wahl und Satz 4.51 fithrt wieder zu den Raten (4.134) sowie

(4.135) mit b—%. Fur a:g,b:%,ﬁzld:iﬂ mit c:ﬁ gilt dann

|| 61, — 041H3f = OP(N_%) und ||31;L,K—ﬁ1||‘29% = O]P(N—%).
4.Fall: b € (3,1). Hier sind (4.133), K < L und K € (0,1) genau dann erfiillt, wenn

(0,1)> L+ % aus (4.133)

€ (0,1) haben, setzen wir, wegen

L €(0,1) gilt. Da die Funktionen (0, 1)
fir alle b > % einen Schnittpunkt in L =

a+26
3(b—1)+a+28

K < %7 folglich K = 13?;212230 mit L = ¢ € (0, Miiiwﬁ) fiir moglichst grofles ¢ an,

das die Bedingungen aus dem 1.Fall erfiillt. Wegen b > § und da ¢ € (0 %) gilt

' 3(b—1)+a+2p
(und moglichst grofl sein soll), ist ¢ < - +(3_3;;§gf2ﬁa +4p) hur fir b € (2, 4) gliltig, wobei a

fiir solche b im Vergleich zu § grof sein muss. Fiir alle ¢, die diese Bedingungen erfiillen,

fiihrt Satz 4.51 auch im Fall b€ (2, 1) zu den Raten (4. 134) und (4.135). Gehen wir nun
bspw. von a =4,b= § ,0=2,d=3 aus, gilt #ﬁi% Bspw mit ¢ =4 3 gilt dann
sk —anllg, = Op(N"59)  und  ||Burx — Bill§, = Op(N~00).
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5.Fall: b> g. Die Vorgehensweise zur Herleitung von K und L wére identisch mit 4. Fall.
Da aber die geforderte Bedingung an ¢ dort fiir kein g > % erfiillt ist, lassen sich hier keine
Raten fiir die Schétzfehler der Schatzer fiir die Operatoren a; und S; angeben. *

Bemerkung 4.53. Die Motivation, von der in Beispiel (4.52) formulierten Variable .J aus-
zugehen, rihrt daher, dass (cf x)x fiir festes L die Eigenwertfolge von & ist und (cL.x)rL
fur festes K gemdf (4.82) asymptotisch durch die Folge (Ly)x nach oben beschrankt ist.
Ferner ist ein Nachweis fiir die Erfiillbarkeit von ¢z x =< N7, und dafiir, dass J die genann-
te Gestalt besitzt, mit Hilfe der uns bislang vorliegenden Informationen nicht maoglich.
Allerdings ist weder ¢z, < N/ noch die Gestalt von J von vornherein ausgeschlossen.

4.4.3 Operatorschitzung im FGARCH(p, q)-Modell mit
max(p,q) > 1

Fir die Herleitung der Schétzer fir die Operatoren einer FGARCH(p, q)-Zeitreihe mit
t == max(p,q) > 1 betrachten wir den Zusammenhang zwischen den Operatoren in der
Darstellung als linearem Prozess und in der Darstellung als invertierte Zeitreihe der durch

die FGARCH(p, q)-Zeitreihe & = (2% ), induzierten FARMA (v, q)-Zeitreihe 2 = (2% )k
zu den Operatoren au, ..., ay, B1, ..., Bg. Wegen 2 _j=vj,; + 272, ¥ (vh—i—y) f.5. filr alle &
mit 1y =Ly und o; =0, = B; fiir alle i > p sowie j > q, gilt

q

%ﬂZVk—{'Zaz—i_ﬁz %C’L Z Vk’z

=1 i=1

q
:Vk+zz Oél_‘_ﬁleyklj Z

i=1j=0
oS i—1

=y + Z [ai + Z (a; + 5j)¢z‘—j](vk—j)
i=1 Jj=1

f.s. fiir alle k. Fordern wir, dass die Parameter d und oy, ..., oy, 1, ..., g der FGARCH(p, q)-
Zeitreihe £ die Annahme 4.8 und deren Zeitreihe (g;); aus Innovationen die Annahme
4.9 erfiillen, fithrt die Argumentation in Bemerkung 4.49 zu

Q{l, fl: 1,
i = mlnz -t . 4136
w {Ozl + Z ! )(Oéj +Bj)wi—ja 7> 1. ( )

Wegen v, = 2% — Y0, m(Z5—;) gilt zudem

q

Ze =+ Y (i + B Zss) — D Bi(ve—s)
im1 i—1
i1

<~ Z 7Tz «%@ 1 = Z [Oéi + Z Bjﬂ'ifj} (%ﬂ*i)?
i=1 i=1 j=1
f.s. fiir alle k, woraus nach Bemerkung 4.49 folgt:

™ = 1 Inln('L 1,q) Z ’ (4137)
a; + Z Bjﬂ-i—jv 1> 1.
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Dabei verwenden wir fiir die Herleitung der Schétzer fiir die Operatoren im FGARCH (p, q)-
Modell mit v :=max(p, q) > 1 ausschlieBlich (4.137), wobei wir analog zum FGARCH(1, 1)-
Modell auf (4.136) verzichten, da jedes 9; fur i > 1 zusétzlich die zu schétzenden Opera-
toren s, ..., min(i—1,q) beinhaltet. Aus (4.137) folgt wegen a; =0, fiir i > p

9 T
Tpt+g = Zl BiTotra—i = [51 By - ﬁq] {Wpﬂ—l Tptg—2 " ”p] = By Tp.al-
=
Die Losung B, dieser Gleichung ist nach Satz 4.22 genau dann eindeutig, wenn das Bild
von Ty g € Sya dicht in 279 liegt, was jedoch wegen 2 C 79 unmoglich ist. Fir die
Herleitung der Schétzer fur f, ..., 3, mit 7r[7;+q’q} = [Mpr2q—1 Mpr2q—2 - * - Tp+q| €ignet sich
aber bspw. die Gleichung

Tp+29—2  Tp429-3 " Tp4q-1
T, _ T _ PR T, _
T . p+29—3 p+2q—4 pHa—2(
Toraal = Bal| . - S = Bl (4.138)
Tp+q-1  Tpt+g—2 Ty

wobei sich die Formulierung einer allgemein giiltigen hinreichenden Bedingung fiir dich-
tes Bild von [, g in 9 schwierig gestaltet. Anhand des folgenden Beispiels wird al-
lerdings deutlich, dass zumindest fir alle p,q € N Operatoren oy, ..., 04, 51, ..., 3y im
FGARCH(p, q)-Modell existieren, sodass das Bild von [], 4 dicht liegt.

Beispiel 4.54. Es seien p, q € N und fiir die Operatoren im FGARCH(p, q)-Modell gelte
a; =0g,, = B fiir alle 4, j mit ¢ #p,j # q und oy, = S, =, wobei v € Sy, v # O, sowie
[[7lls,» <1 gelte und ~ dichtes Bild habe. Dann gilt wegen (4.109) fir alle p, q € N:

[ Oz, =+ Ogyp 72 Oz, | [ Oz, -+ Ogy (7*>2 Oz, |
P 0, (V)2 0,
_Oﬁjf Oﬁﬂ v ] _OE% Oﬁyg 7*_

Weil v* und (v*)? injektiv sind, ist die operatorwertige Matrix [1j, o per Definition injektiv,
womit das Bild von ], o dicht liegt. L 4

Fiir B setzen wir analog zum FGARCH(1, 1)-Modell den folgenden Schétzer an:

~(p,q)
9L K

A At
AT
B = Rprqari I or 0 11 (4.139)
~(p,a)
91,1, K
A Xk A A X -1 g;\;:?,]{
_ AT
= MlptaaL.K] H[p,q;LyK] (H[P,q;LK} H[p,q;L,K] t 0NH%“> (]_[)
~(p,q
91,0, K

Dabei steht (My)yeny € N fiir eine Folge mit M = My — oo, (Oy)nen C (0, 00) steht fiir
eine Folge mit 6y — 0,

77[71;+q7q;L,K] = [7"12(?;(r ! )WL(,‘JJ; DL sz(j};rq)] (4.140)
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ist der Schatzer fir 7r[p+q 0= = [Mpt2q—1 Mp+2q—2 - * * Mptq) Und

A (P+29—2) A (p+29-3) A (p+q—1)
7TL(’K ) 7TL(’K ) ﬂL(’K )
“ A (p+29-3) A (p+29—4 A (p+q—2
11 = | TeE o TLK LK (4.141)
[b,a; L, K] : : :
A (p+tg—1)  A(pt+9-2) A~ (p)
T K LK LK

steht fiir den Schétzer fiir [, ;.7 x) mit ﬁ'L(ZI){ aus (4.98) fiir alle . Ferner steht (@](?L’f'}{)jeN

fir die Eigenfunktionenfolge mit der zugehoérenden o.B.d.A. monoton fallenden Eigen-

wertfolge (g](quI)()]eN von ﬁ[p,q;L,K}ﬁTp,q;L,K] € Sya fir alle p,q, L, K € N.

Aufgrund von (4.137) kommt auflerdem

A A (% A7) %

QLK.M = L(I)( - Bla:r. k.M 7TL( Kj) (4.142)
als Schatzer fir o; fiir alle i =2, ..., p mit ﬁ'L(}I){, o ﬁ'L(f}){ aus (4.98) in Frage, wobei B[(j;)L,K,M}
die j-te Komponente mit j = 1, ..., q des Schatzers B[q;L,K,M] ist.

Bevor wir uns dem Konsistenzresultat fir die Operatoren im FGARCH(p, q)-Modell wid-
men, analysieren wir die eben definierten Gréfien. Geméafl Lemma 2.16 handelt es sich bei

dem Vektor wf, . und dem zugehérenden Schitzer ﬁfg L K] aus (4.140) um Elemente
von Sy flr alle p, q, K, L € N mit

AT (p+2q9—1) —
Tlo+a,a;L,K] — p+q q]Hqu%_ Z I Lp T — Myragills, = Op(K 20) (4.143)

fir alle p,q € N nach Lemma 4.46 (b). Ferner gilt per Definition der operatorwertigen

. A AT A
Matrlzen H[p,q;L,K] Wegen H[p,q;L,K} = H[p,q;L,K}
~ q
p+2q (i4+k)) A (p+29—(+kK))\ *
H[pqLKH[pqLK] <Z_: (L’K )>ij:1..,q
fir alle p, q, K, L € N und analog dazu
H[Pq H[P q] (Z Tp+24- (k) p+2q(j+k)>ij:1 q

fiir alle p, q € N. Dabei gilt nach Lemma 4.46 (b) fiir alle p, g auch hier:

A Xk

[Ty T = Ty T |
q
=2

Syea

zq: A(]H-Qq (i+k)) (p+2q—(j+k)))*
T K

%
= Tp42q—(i+k) Tp42q—(j+k) s

ij=1 " k=1
q
, 2
< p+2q (i+k)) H ‘ 7/_I_(p+2qf(]+k)) _ g H
~ Z ( Swe ( LK )’ P+20-(+k) ||,
i,7,k=1
A (p+2q—(i+k))
+ || Tk _Wp+2q—(i+k) T 20— (j+K)
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= Op(K ™). (4.144)

Aus diesem Resultat und den Uberlegungen bei der Herleitung des Schitzers fiir 3 im
FGARCH(1, 1)-Modell folgt fir die zur Eigenfunktionenfolge (g;..q); gehorende 0.B.d. A.
monoton fallende Eigenwertfolge (g;;p.q); von ITjy g ITj, o fiir alle p,q € N:

Sup( 5P q[)(— gj;p,q)2 = O(K‘Qﬁ) (4.145)

JeN
und im Fall gazyq = E[K~#/2 1) gilt fiir eine Folge (My)yen € N mit M = My — oo:

QJ(\fquK = Op(9nrp.a) sowie IMp,g = OlP(gz(\qu)ﬂ (4.146)
Ferner, falls der Operator []j, o I1j, 4 die Annahme 4.18 erfiillt (Teil (a) ist bereits nach
Definition und Eigenschaften 2.8 (f) erfillt), gilt (siehe (4.121) bis (4.125)):

) 2

~(pa) . _9 23
]S;IJ\F/)[ H(g] LK) gJ;P,qH%)q = OP(gM;quK ). (4.147)

Nun geben wir ein Resultat fir die Schitzung der Operatoren im FGARCH (p, q)-Modell
mit v := max(p,q) > 1 an.

Satz 4.55. Es sei & = (Zk)kez eine H-wertige FGARCH(p, q)-Zeitreihe mit t =
max(p,q) > 1, die die Figenschaften auf S.33 f. hat. Ferner gelten die eingangs von
Lemma 4.46 sowie die in Lemma 4.46 (b) genannten Notationen und Voraussetzungen.
Dann gilt fir die Schéitzer éq.p, x aus (4.117) mit B> 0 aus Lemma 4.46:

|60, — 041||?5%1 = Op(K™%). (4.148)

Ferner liege das Bild von [l q dicht in A% 11 Il erfille die Annahme 4.18,
(On)ven C (0,00) sei eine Folge mit Oy = O(K5/%) und (My)nven € N sei eine
Folge mit g]\}?mMﬁ = O(K"), wobei (gjpq)jen die zur Eigenfunktionenfolge (gj.p.q);
gehdrende o.B.d.A. monoton fallende Eigenwertfolge von 11, oI, 4 sei. Auferdem
erfille (B, (Dijip.q)ijen) die Annahme 4.24 fir 3 > 0, wobei (¢ijpq)i; die durch die
FEigenfunktionenfolgen (g;p.4); und (¢j)jen von 6 = Go.z induzierte ONB von Sy
sei. Dann gilt fir alle Komponenten j=1,...,q von ,3 .k, aus (4.139)

Hﬁ[qmm @H = Op(M -9, (4.149)

und fir &k aus (4.142) gilt fir allei =2, ..., p
vz — aill5, = Op(M~). (4.150)

Beweis. (4.148) wurde unter gleichen Voraussetzungen bereits in Satz 4.51 verifiziert.

Nun zeigen wir die Giiltigkeit von (4.149) fur alle j =1, ..., q. Per Definition von B[q;L,K’M}
aus (4.139), wegen (4.138) sowie Arpq = {@ijpq|l < 0,5 < M}, da (B, (dijipa)ii)
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die Annahme 4.24 fir B > 0 erfiillt, und wegen H[p QLK) = ]_[[p 0 LK](H[p 0 LK]H[p Lk T
Onlya) ™1 gilt wie bei der Argumentatlon in den Beweisen der Sétze 4.37 und 4.51:

N 2
But.ican = Bullg,, ,

N 2
B — 11 B[q]‘ Spase H H B[q]’ Syea, e

Az Y Mpq
~(p,9)

= OV K | |2

N [p+a.a:L,K] Tr[PJrCI Cl]HquWHH[pqLK] ]—! Lopa
91,0, K
Aj(\pl]i)K OM:sp,q (2
T HW[P'i‘qu]Hgﬂq%HH[pqLK H H[pq] H Lopa
OM;p,q 25
H p+qq]H[Pq] I - Ay S, O
Lpa A 2, A
~(p,a) ~(p,a)
IB gMLK g]\lLK OM;p,q |2
=< -2
~ HH[”LK] L} ﬁm H H[pq H Loren
91,1, K lLK
t OM;p,q p,q
* H HB[q]HpQ] H * H Hﬂ[q][n[pq] H a fq} + O(M™)
AL e e

= Op(K™) Ty + Th + T; + Ty + O(M~%), (4.151)

Term T7: Wegen (4.146) gilt wie bei der Herleitung der Rate des Terms Tj in Satz 4.51
fir alle K, L, M:

~(p,9) ~(p,q)
’ At EJMLK ) ~ ~ % —2 A A % EMLK
I - L) Tl gy 11
LK I H(H ,;L,KH L) T O ALK 4 LK
LR Bl [V [p.a; L, K] 2 Lp,0; L, K] [p,a;L, K] & Llpa; L, K] s |
LLK LLK
ot 1

Term 75: Aus den Umformungen bei der Herleitung der Rate von 75 in Satz 4.51 und
aus (4.145), (4.146) sowie (4.147) folgt:

~(p,q)

O, i OM;p,q (2
[ 7CI gl;p,q L%q
1 L K
~(p,a) 2
\/9 LK v Yjip.a -1 ~(p,a) \m 2
< sup - 0 + Mgy q SUp H(gj;L,K) - gj;P,q‘ o
<M gj LK + 9N IMipq + ON Jj<M
2
~(p,q) ///
e (R ) R ) e
jS]\I} Gjp,a + On i YiiL.xe H [p.a: L, KT Lyeq Bipall

+ HH[pqLK] H[pq Hcﬂq)
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IP(QZ\}?p,qK_B) + OIP(Q]\_/[?p,qMK_2B) + Op (g]\_ﬁp,qK_B) + Op (g]\_j;lp,qK_zﬁ)

O
OIP(g]\_ﬁp,qK_B)J (4153)

wobei im vorletzten Schritt ||f[rp7q;L7K} — I =O(K~%)und ||]Q[E<p’q;L7K] 2,00 = Op(1)

alllZ
verwendet wurden (siche Herleitung von (4.144)).

Term Ty: Wegen 1z B = Xijonm Bl CiiealSen o Pigiear Piip.a(Okpa) = Oinljpq fiir
OM;p,q

alle 7, 7, k und wegen Hﬁ%q] ary’s? = Iy, (5) W fq”je Ojip,q fr alle j, M gilt analog zu den
Umformungen bei Term T3 in Satz 4.37 fiir alle M:

g = % L) 22| S By @l cbesi[, = 0
o [q] pq] Seae o M Gipa + On 5, [a] \BJs5p.a #
(4.154)
Term 7): Wie bei der Herleitung der Rate von 7j in Satz 4.51 gilt:
OM:p,q 2
2 2 -2
H Hﬂ [H[Pq] H B ’%&q] eNgMPqH’@ stqﬁ ON nrp.a- (4.155)

279,

Aisp,

Setzen wir nun die Raten (4. 152) bis (4.155) der Terme 7; bis 7} in (4.151) ein, fihrt dies
wegen Oy = O(K~#/?) und gy M? = O(K?) zu

Birsenn = Ball, = Oplgidy s K%) + Oplgi o K7%) + Bgifq + O(M)

= O]p(M_zﬁ),

woraus, wie behauptet, (4.149) fur alle j = 1, ..., q folgt.

Es bleibt schliefllich noch (4.150) fir jedes ¢ = 2, ..., p nachzuweisen. Dies ist in der Tat
gltig, da per Definition der Schétzer &;.p, x ar aus (4.142), wegen (4.137), (4.100) sowie
(4.149) fiir j = 1,...,q und gy, M? = O(KP) fiir jedes i = 2, ..., p gilt:

min(i—1,q) ? 9

||di;L,K,M - O‘i||‘28% 3 || Z 7Tz||8% + Z HBqLKM ALZKJ Bﬂi—jHS%
. o K,Qﬁ min(i— 1, () ) (i) )

S 0eE) + Y (1Burranls, 17K = mjll3,

—

J]=

~(9)
+ Bpr. e — 5]”?53@”7%%%”)
= O]p(M72B). O

Bemerkung 4.56. Auf eine explizite Angabe moglicher Raten in Satz 4.55 verzichten
wir, da sowohl die vorausgesetzten Raten fiir die in den Voraussetzungen genannten Folgen
als auch die Raten im Endresultat in Satz 4.55 mit denen von Satz 4.51 iibereinstimmen,
wofiir bereits das Beispiel 4.52 angegebenen wurde. L 4
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5 Simulation

In diesem Kapitel simulieren wir Realisationen von Innovationen und .77-wertigen FARCH-
und FGARCH-Zeitreihen (in Abschnitt 5.1 eine FARCH(1)-, in 5.2 eine FARCH(2)-, in
5.3 ein FGARCH(1, 1)- und in 5.4 eine FGARCH(2, 1)-Zeitreihe). Um den Zusammenhang
der Simulationen dieser Zeitreihen zu verdeutlichen, werden wir im gesamten Kapitel von

1

0= 10"

ausgehen (wie bei der Simulation in [3], S.10), und fir die Operatoren in den FARCH-

und FGARCH-Zeitreihen ausschliellich die Integraloperatoren mit den folgenden Kernen
fur alle s,¢ € (0,1) verwenden:

ci(s,t) = 21—0(1 —s5)%t?

Joes

Abbildung 5.1: Die Kerne ¢y, ¢3 bzw. ¢35 der Integraloperatoren C7, Cy bzw. Cj.
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Die Operatoren C7, Cs und C3 mit den nichtnegativen, beschriankten Integralkernen cq, ¢y
und c3 sind Elemente von Ly 14(9,1) und bilden von %, nach %%, ab. Dabei gilt nach der

Cauchy-Schwarz’schen und der Jensen’schen Ungleichung:

4
(A7 / /clst dt
Gt e, )ds)
< sup /(/ i (s, t)ds) dt ||hl|%,
l|hlls <1 /O 70
11
< // s, 1) dsdt ~ 7,716 - 1075; (5.1)
ICallE, ., < // s, 1) dsdt ~ 3,294 -107; (5.2)
1Csl12, a0 < /O/O (s, t)dsdt ~ 4,763 -107°. (5.3)
AuBerdem gehen wir im gesamten Kapitel von den Innovationen
Zk + Bk(t)
= —— 4
f.s. fir alle k € Z und ¢ € [0,1] aus, wobei Z, ~ N(0, 1) fiir alle & gilt, By = (Bx(t))iefo

Brown’sche Bewegungen (siche [27], Kapitel 21) fur alle k sind und die Zufallsvariablen

Z_1,B_y, Zy, By, Z1, By, ... stochastisch unabhangig sind.

0.0 0.2 0.4 0.6 0.8 1.0 0.0 0.2 04 0.6 0.8 1.0
AN — N —
N - W’
- MW -
o~ % AN_|
| |

I I I I I I I I I I I I
0.0 0.2 0.4 0.6 0.8 1.0 0.0 0.2 04 0.6 0.8 1.0

Abbildung 5.2: Je drei simulierte Realisationen von e; (links oben), &5 (rechts oben) £3

(links unten) und &4 (rechts unten) aus (5.4) fir die Schrittweite 5.
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Des Weiteren handelt es sich bei (e )rez mit e aus (5.4) fiir alle £ um eine u.i.v., zen-
trierte Zeitreihe mit eq(t) ~ N(0, 1) fiir alle ¢. Folglich gilt sowohl E(g2(¢)) = 1 als auch
E(e8(t)) = 105 fiir alle ¢. Ferner gilt nach dem Satz von Fubini

|2l 0. = | B(3(1)) dt = 105. (5.5)

Von der Grofe in (5.5) werden wir beim Nachweis von (3.13) fiir ein n € N und v = 2
in den Abschnitten 5.1 bis 5.4 Gebrauch machen. Dies ist die einzige noch zu beweisende

Voraussetzung fiir Satz 3.3, wobei dieser Satz sicherstellt, dass es eine stationdre Losung
der FARCH- und FGARCH-Zeitreihen in den Abschnitten 5.1 bis 5.4 gibt.

Fiir die Simulation der Realisationen der FGARCH(p, q*)-Zeitreihen mit p € N, q* € N*
(bya™) _

werden wir im gesamten Kapitel von Korollar 3.5 den Startwert &1 = 0,p.+ verwenden.
Dabei gilt aufgrund von &P == 60" + w9 (&9 fitr alle N €N
() _ 508 L N~ @A) g g 50a)
vl =0t + T g (65, (5.6)
k=1

wobei die in 5,5””*) enthaltene Innovation ¢ fiir alle £ = 1,..., N in der Simulation als
unabhéngig von den eben dargestellen Innovationen ¢y, ..., g4 angesehen werden. Gemaf
Korollar 3.5 und aufgrund von Stationaritit der Folgen (Sy <(pa )) fir alle p, g* nach dem

Beweis von Satz 3.3, interpretieren wir die Komponenten von 51(83' ) als Realisationen
der Komponenten 2%, ..., 2;% ps 08y ey OF g+ von gép ) Des Weiteren erhalten wir durch

Einsetzen der Realisationen von 2¢, ..., 1%, 03, -, 0f_q- in die beiden FGARCH(p, q%)-
Gleichungen mit den bereits simulierten Realisationen ¢4, ...,e4 aus der Abbildung 5.2
wiederum Werte, die wir als Realisationen Von 21, ..., &) der FGARCH(p, q*)-Zeitreihe
deuten. Diese Werte stimmen wegen § = 5 - 1, wegen der beiden FGARCH(p, q*)-
Gleichungen und, da die Integraloperatoren Cf, C’g und Cj verhéltnisméfBig kleine Ker-

ne haben, nahezu mit den mit dem Faktor %0 skalierten, simulierten Realisationen von

€1, ...,&4 Uberein. Aus diesem Grund werden wir im gesamten Kapitel die Differenzen
* 1 1
AP = Z(t) = genl®) = alt) () — ) (5.7)

mit k= 1,...,4 und ¢ € [0, 1] illustrieren.

5.1 Eine FARCH(1)-Zeitreihe

In diesem Abschnitt gilt
o] = Cl-

Nach Definition von ¥*? aus (3.5), wegen (3.7), (5.1), (5.5) und wegen der Jensen’schen
Ungleichung gilt

1,0) (1,0) _
0 = BN, <l Bl gy ~ 2846107 < 1

womit eine stationire FARCH(1)-Zeitreihe (25), mit § = 155 -
Fiir eine solche Zeitreihe stellen wir die Simulation einer Realisation von cl((l)bo) aus (5.6)

dar, die wir als Realisation von 2;? interpretieren.

1 und oy = C existiert.
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Abbildung 5.3: Simulation einer Realisation von 2;? der FARCH(1)-Zeitreihe mit § =

ﬁ -1 und oy = C fiir die Schrittweite ﬁ.

Ausgehend von dieser und den je drei simulierten Realisationen von ¢4, ..., 4 in Abbildung
5.2 kénnen wir je drei simulierte Realisationen von Aﬁ“’), - Ail’o) aus (5.7) darstellen.

0.0 0.2 0.4 0.6 0.8 1.0

< <

o o

o o

S S

o o

o o

O = = B O] - -

o o

< <

o o

o o

7 7
I I I I I I I I I I I I
00 02 04 06 08 10 00 02 04 06 08 10

Abbildung 5.4: Je drei simulierte Realisationen von A{*” (links oben), A0 (rechts oben),
NS (links unten) und ALY (rechts unten) aus (5.7) der FARCH(1)-

Zeitreihe mit § = 1—(1)0 -1 und a; = C fur die Schrittweite ﬁ.
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5.2 Eine FARCH(2)-Zeitreihe

In diesem Abschnitt gilt
a1 = 01 und Qg = CQ.

Dabei gilt aufgrund von

w20 g (20) _ [52041 Ez%HElal ‘31@21 _ [E2al Loy + Loy Ehayblhas
2 1= =

Lie  Og, || Ly O, Chog Dfe
und wegen (2.27), (3.7), (5.1), (5.2), (5.5) sowie weil [; und [y u.i.v. sind:

2,0) 2,0)1 (2,0
vsy) = B e w2
< Bl|BroaEhar + Beonllz, + El|BaiBas|Z, + El|[Eraq|[z,, + Bl Biosllz,

< /105 <2[\/105||a1|\}§% + V105 ][]z,

2
' L4[0,1] HO@ | |£Jf,L4[0,1]

+ HOQH%}&L“[O,I] }

,L4[0,1]

+ | |Oé1 ’ |‘%’%,L4[0,1] + | |a2 | |%W,L4[0,1]>

~ 105 (2 5747107 + V105 - 1,594 - 1077 4 2,778 - 10~* + 5,739 - 10—4)
~2,052-107% < 1.

Demnach existiert eine stationdre Losung der FARCH(2)-Zeitreihe mit den Parametern

0= ﬁ ‘1,04 = Cy und ap = Cy. Fiir diese FARCH(2)-Zeitreihe simulieren und skizzieren

wir nun Realisationen der beiden Komponenten 51(360) aus (5.6).

©_ ©_

o4 (@

o O_

C")_ C")_

O O ]

o o

8_ P e et 8__

o [ [ [ [ [ o ] [ [ [ [ [

00 02 04 06 08 1.0 00 02 04 06 08 1.0

Abbildung 5.5: Simulierte Realisationen von 2% (links) und 2,2 (rechts) der FARCH(2)-

Zeitreihe mit § = 17(1)0 . ]1’ a = Cl und Qg = 02 fiur die Schrittweite Wl()()

Mit Hilfe dieser simulierten Realisationen von 2% sowie 2°% und der je drei simulierten
Realisationen von €4, ..., 4 in Abbildung 5.2 lassen sich auch je drei simulierte Realisatio-
nen der Differenzen A*?, . AP aus (5.7) aus (5.7) angeben.

89



< <
o o
O S
o o
o o
o o
8 == S
o o
. V'//\—/.//\\ .
o o
O (e
? ?
I I I I I I I I I I I I
0.0 0.2 0.4 0.6 0.8 1.0 0.0 0.2 04 0.6 0.8 1.0

Abbildung 5.6: Je drei simulierte Realisationen von A" (links oben), AY? (rechts oben),

AP (links unten) und AP (rechts unten) aus (5.7) der FARCH(2)-

Zeitreihe mit § = 17(1)0 . ]17 a = CI und Qg = 02 fiir die Schrittweite ﬁ

5.3 Eine FGARCH(1,1)-Zeitreihe

In diesem Abschnitt betrachten wir eine FGARCH(1, 1)-Zeitreihe mit den Operatoren
a; = Oy und 51 = Cs.
Dabei gilt aufgrund von

D g [52041 51251HE11&1 5151] _ [EQCM Chiog + BB o By

2 Vo Ly O, || Ly O, [ aq [ By
. o 1) . (1,1) o (1,1) 112 o .
analog zum vorherigen Abschnitt ¢;3 " :==E[[W, ¥ |7 <1, womit eine stationdre
Losung der FGARCH(1, 1)-Zeitreihe mit § = ﬁ - 1,00 = C1 und By = C existiert. Die

. N N (1) g N —
Komponenten einer simulierten Realisation von §1(oo ), die wir als simulierte Realisationen

22 und o von cél’l) interpretieren, haben die folgende Gestalt.
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Abbildung 5.7: Simulierte Realisationen von 2y (schwarz) und of (gold) der
FGARCH(1, 1)-Zeitreihe mit 6 = = - 1,07 = Oy und B, = C, fiir die

' _ / 100
Schrittweite To05-

Diese simulierten Realisationen von 22 sowie of und die je drei simulierten Realisationen
von €1, ..., €4 in Abbildung 5.2 verwenden wir nun fiir die Darstellung von drei simulierten
Realisationen der Differenzen A"V . A" aus (5.7).

Abbildung 5.8: Je drei simulierte Realisationen von A" (links oben), A{"" (rechts oben),

Agl’l) (links unten) und ALY (rechts unten) aus (5.7) der FGARCH(1, 1)-

Zeitreihe mit § = 1%)0 - 1,1 = Cy und By = (Y fiir die Schrittweite ﬁ.
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5.4 Eine FARCH(2,1)-Zeitreihe

In diesem Abschnitt gehen wir von den folgenden Operatoren aus:
ay = C, ay = Cy, p1 = Cs
Zunachst gilt:

‘113(2’1)l:[’2(271)\111(271)

[Ezon Ezag E301][Hean ean Eefi][Ehiar Ghas Ehf

=| 0Ly 0Oz, O || Lir O, O, || L Og, O,

1 0z,  Lw 0,010z, Lxe O, ][0z, Lz O,

[ [lsoq Blea o + B Bee Fsa Fav B oy + Bz 1 Fgov B 161

. + Ezas i aq + B3 51 + Elsa i g + Ezaa 1 f1
Chahay + Eaas Cloa B oe + BBy Cle 3164 B1
| Chay e’ G 51

und nach der Argumentation in Abschnitt 5.1 mit (5.1) bis (5.5) gilt dann:

2,1) . 2,1) 1. (2,1 2,1
W) = B e el 2

)

[lewal[Z

105 (4[105]yoélugmél[oﬁuJr 2105 |ay | |7

1B )

#,L4[0,1] 7, 14[0,1]
+ 3VI05 | VI0Bllaulll, . ozl BT, + el
+ 2VI05 | VIOl o B, g, Dl 1B

+2[V1O5Ha1!|§m[ + llaallz,, J

+ 2[\/105HOZ1H£ H 2||L + Hﬁl”[, L401]:|

' L410,1] ,L4[0,1]

B g 1001y 0l + 1A,

~ V105 (4 - 7,228 -107° 4+ 3105 - 5,739 - 107* 4+ 21/105 - 3,962 - 107°
+ 25747107 + 27,064 -107° 4+ 4,736 -107° + 2,778 - 1074
+ 5,739 -107* + 6,901 - 1o5>

~ 0,206 < 1.

Demnach existiert auch eine stationdre FGARCH(2, 1)-Zeitreihe mit den Parametern ¢ =
- Lar = Cr,ay = Cy und 1 = Cs. Fiir diese FGARCH(2, 1)-Zeitreihe illustrieren

. . : N N ~20) g
wir nachfolgend die Komponenten einer simulierten Realisation von §1(00), die wir als

L o 21) . .
simulierte Realisationen 22, 2'3 und 62 von ¢\ interpretieren.
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Abbildung 5.9: Simulierte Realisationen von 2% (links), 2* (rechts, schwarz) und of
(rechts, gold) der FGARCH(2, 1)-Zeitreihe mit § = &5 - 1,01 = Cy, a0 =

00
Cs und [, = (5 fiir die Schrittweite TIOO'

Die simulierten Realisationen von 232, 2°% sowie of aus (5.9) und die je drei simulierten
Realisationen von ¢4, ...,&4 in Abbildung 5.2 nutzen wir nun fiir die Darstellung von drei
simulierten Realisationen der Differenzen AP, .. AP aus (5.7).
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Abbildung 5.10: Je drei simulierte Realisationen von A{*Y (links oben), AZY (rechts
oben), APY (links unten) und APY (rechts unten) aus (5.7) der
FGARCH(2, 1)-Zeitreihe mit § = % ‘1,00 = C1,a9 = Cyund (7 = C;

00
. . . . 1
fir die Schrittweite 1000
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6 Zusammenfassung und Ausblick

Zusammenfassung

In dieser Dissertation analysieren wir ARCH- und GARCH-Zeitreihen (2 )kez mit be-
liebigen Ordnungen und mit Werten in diversen Funktionenrdumen iiber dem Intervall
[0, 1]. Wir geben hinreichende Bedingungen fiir Stationaritét dieser funktionalen ARCH-
und GARCH-Zeitreihen an. Im Fokus steht dabei die Schatzung sowohl der Parameter
von #-wertigen FARCH (p)-Zeitreihen mit 5 := L?[0, 1] und p € N, d.h. von §, a, ..., o
in der rechten der FARCH(p)-Gleichungen

p
2k = e © oy, 0;3 =0 + Z Oéz(e%il)
i=1
mit k € Z, wobei (&g ez flr eine F7-wertige Zeitreihe und @ fir das punktweise Produkt
steht, als auch der Parameter von #-wertigen FGARCH(p, q)-Zeitreihen mit p,q € N,
also von 9, v, ..., o, 1, ..., By in der rechten der FGARCH(p, q)-Gleichungen

P q
2k = e, © oy, or =0+ Z () + Z Bj(glg—j)
i=1 Jj=1

mit k& € Z. Die Ergebnisse dieser Arbeit beruhen auf den Ergebnissen der uns bekannten
Arbeiten zum FARCH- und FGARCH-Modell von Hérmann, Horvath und Reeder [22]
aus dem Jahr 2013 zu C[0, 1]- und .7-wertigen FARCH(1)-Zeitreihen, von Aue, Horvith
und Pellatt [3] aus dem Jahr 2017 zu C|0, 1]- und .#Z-wertigen FGARCH(1, 1)-Zeitreihen
und von Cerovecki, Francq, Hormann und Zakoian [11] aus dem Jahr 2019 zu Z-wertigen
FGARCH(p, q)-Zeitreihen mit p,q € N.

In Definition 3.1 geben wir eine formale Definition sowohl der FARCH(p)- als auch der
FGARCH(p, q)-Zeitreihen mit p,q € N fiir Werte in einem Funktionenraum F' € F mit F
in (3.1) an, d.h. mit Werten in L?[0, 1]-Radumen mit p€[1, 0co0) und in Rdumen mit Defini-
tionsbereich [0, 1], wobei diese Raume bzgl. || || Banachrdaume und bzgl. ® abgeschlossen
sind. In Satz 3.3 geben wir zwei Bedingungen an und weisen nach, dass sie hinreichend
fiur die Existenz stationdrer Losungen der FARCH(p)- und FGARCH(p, q)-Gleichungen
mit p,q € N fir alle F' € F sind und dass diese Losungen sogar f.s. eindeutig, bzgl. (x)k
kausal sowie ergodisch sind. Im Beweis von Satz 3.3 wird deutlich, dass die in Teil (a)
genannte Bedingung fiir den Lyapunov-Exponenten

7(w,q*) <0

schwécher ist als die Bedingung in Teil (b)

v

<1

Ly

%(l!;;q*) — H\Ilrgp,q*)q,ép_q*) o \I,l(p,q*)
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fir ein n € N und ein v > 0. Diese Bedingung ist zwar restriktiver als die Bedingung
4®) < 0, jedoch lisst sich mit ihr und mit etwas Rechenaufwand unmittelbar nach-
weisen, ob eine stationdre Losung einer FARCH(p)- und einer FGARCH(p, q)-Zeitreihe
mit p, q € N existiert (sieche Kapitel 5). Von der Bedingung aus Satz 3.3 (b) wird aufler-
dem in Korollar 3.5 und in Lemma 3.6 Gebrauch gemacht. Insgesamt handelt es sich bei
Satz 3.3 um eine Verallgemeinerung unter einer schwicheren Bedingung der Theoreme
2.1 und 2.3 in [22], 2.1 und 2.2 in [3] und Theorem 1 in [11]. In Korollar 3.5 stellt sich
heraus, dass die Werte der FARCH(p)- und FGARCH(p, q)-Zeitreihen mit p,q € N bei
Einsetzen eines beliebigen Startwertes und mehrfacher Anwendung der FARCH(p)- bzw.
FGARCH(p, q)-Gleichungen, mit einer geometrischen Abklingrate im Sinne von Konver-
genz im p-ten Mittel fiir bestimmte p > 0 approximieren lassen. Von diesem Korollar wird
bei der Simulation der Realisationen von FARCH(p)- und FGARCH(p, q)-Zeitreihen in
Kapitel 5 Gebrauch gemacht. Ferner zeigen wir in Lemma 3.6, dass fir jede FARCH(p)-
bzw. FGARCH(p, q)-Zeitreihe (2%), mit p,q € N und F € F sowohl E||2%||% als auch
El|og|[% mit F aus (3.2) endlich, dass (2;2), geometrisch L%-m-approximierbar und dass
(0% )k geometrisch L%-m-approximierbar ist (siche Abschnitt 2.5.3). Dieses Lemma ist des-
halb so bedeutsam, weil bei der Schiatzung der Operatoren von J#-wertigen FARCH- und
FGARCH-Zeitreihen (2%), Satz 4.4 eingeht, in welchem die Lj,~m-Approximierbarkeit
von (2;2)), verlangt wird.

In Satz 4.26 formulieren wir ein Konsistenzresultat im Sinne stochastischer Konvergenz
der Schitzfehler des in (4.49) aufgestellten Schitzers ¢ fiir den Parameter & der .#-
wertigen FARCH(p)- bzw. FGARCH(p, q)-Zeitreihe mit p,q € N, in welches die Schétz-
fehler der Schéatzer fur die Operatoren der jeweiligen FARCH(p)- bzw. FGARCH(p, q)
Zeitreihe eingehen. Die asymptotische obere Schranke des Schéatzfehlers des Schétzers ¢
in (4.49) fir 6 stimmt fir sZ-wertige FARCH(1)-Zeitreihen mit dem Resultat in [22],
Lemma 3.1, worauf die Beweisidee von Satz 4.26 beruht, tiberein. Bei der Schatzung der
Operatoren der FARCH- und FGARCH-Zeitreihen verwenden wir stets bestimme Yule-
Walker-Gleichungen und Tichonow-Regularisierte. In Satz 4.28 beweisen wir, dass unter
bestimmten Voraussetzungen fiir den Schitzer & in (4.54) fiir [1 4, s, wobei [] ,, der Pro-
jektionsoperator auf einen bestimmten Unterraum Zx des Hilbert-Raums Sy der Hilbert-
Schmidt-Operatoren von  nach 7 und a; € Sy fur den Operator einer Z-wertigen
FARCH(1)-Zeitreihe steht, fiir jedes feste K € N

A

A 2 —
= Teu [ =00t

gilt. Diese Rate stimmt mit der Rate in [22], Theorem 3.1 iiberein. Die Argumente im
Beweis von Satz 4.28 konnen wir allerdings fiir die Schéatzung von aq, ohne «; auf einen
endlichdimensionalen Unterraum zu projizieren, fiir die Schéitzung der Operatoren im
FARCH(p)-Modell mit p > 1 sowie fiir die Schitzung der Operatoren im FGARCH-
Modell nutzen. Ein Kernresultat dieser Dissertation ist Satz 4.30, in welchem wir auf
Grundlage von Satz 4.28 verifizieren, dass fir den Schétzer &; in (4.54) fiir den Operator
ay € Sy einer J¢-wertigen FARCH(1)-Zeitreihe mit einer geeigneten Folge (Ky)y mit
K = Ky — oo unter Annahme 4.24 fiir g >0

|61 — cu]]g, = Op(K27)

gilt. Dieses Resultat ist neuartig (siehe [3], [11] und [22]). Satz 4.37 entspricht den Satzen
4.28 und 4.30 fiur sZ-wertige FARCH(p)-Zeitreihen mit p > 1. Die Schwierigkeit im Fall
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p > 1 besteht darin, dass wir bei der Nutzung einer bestimmten Yule-Walker-Gleichung fiir
die Schétzung der Operatoren oy, ..., o € Sy in den FARCH(p)-Gleichungen den Vektor
a = (aj - - - o) betrachten und diesen als Element von Sy s, also einem Hilbert-Schmidt-
Operator von % nach 7, interpretieren miissen. Damit liegt keine Selbstabbildung vor,
sodass bei Umformungen im Nachweis darauf zu achten ist, dass passende Elemente ver-
kniipft werden. Trotz dieser Schwierigkeit kommen wir in Satz 4.37 (a) fiir den Schétzer
& in (4.73) fiir [1 4 , o, wobei [] »  der Projektionsoperator auf einen bestimmten Unter-
raum % i des Hilbert-Raums Sy»  ist, fiir jedes feste K € N zum Ergebnis

|& - T«

Syen e
S K ’

2

= O]p(Nil).

Des Weiteren gilt in Satz 4.37 (b)
la—al}, = Op(K)

fir eine geeignete Folge (Ky)y mit K = Ky — co. Die Aussagen in beiden Teilen von
Satz 4.37 sind neuartig, da sich, soweit uns bekannt, mit dem FARCH(p)-Modell nicht
fir p > 1 befasst wurde. Ein weiteres bedeutendes Resultat formulieren wir in Satz 4.51.
Dort erhalten wir fiir die Schétzer &1k in (4.117) und 31;L7K7M in (4.118) der Operatoren
ay € Sy bzw. (1 € Sy einer 7 -wertigen FGARCH(1, 1)-Zeitreihe

layrk — ailli, = Op(K~*)  und  ||Birmum — Billk, = Op(M %)

mit 5 > 0 fiir geeignete Folgen (Ky)y, (Ly)n, (My)y mit K = Ky — 00, L = Ly — o0,
M = My — oo. Der Nachweis dieses Satzes ist sehr aufwandig, da wir eine Vielzahl di-
verser Voraussetzungen beachten und wir zuvor asymptotische obere Schranken fiir die
Schéatzfehler der Schétzer fiir die Operatoren in einer bestimmten invertierten Darstellung
herleiten mitissen (siehe Lemma 4.46). In [11], Proposition 3 werden die Parameter d, a1, 51
einer FGARCH(1, 1)-Zeitreihe, ohne sie auf einen endlichdimensionalen Unterraum zu
projizieren, zwar im Sinne fast sicherer Konvergenz geschatzt, jedoch wird keine explizi-
te Rate angegeben. Schliellich geben wir in Satz 4.55, unter dhnlichen Voraussetzungen
wie in Satz 4.51, eine zentrale Aussage zur Schatzung aller Operatoren von J7-wertigen
FGARCH(p, q)-Zeitreihen mit max(p, q) > 1 an, ohne die Operatoren auf einen endlichdi-
mensionalen Unterraum zu projizieren. Und zwar gilt fiir bestimmte S > 0 und geeignete
Folgen (Ky)n, (Ly)n, (My)y mit K = Ky — oo, L = Ly — 0o, M = My — oo fir den
Schétzer dy.pk in (4.117) fir oy der J-wertigen FGARCH(p, q)-Zeitreihe mit p,q > 1

|l6nk — aalls, = Op(K~)
und fiir die Schétzer &;.p xar aus (4.142) fiir die Operatoren a; mit i = 2,...,p sowie fur

die j-te Komponente B[(j;)L,K,M] der Schétzer B[q;L’K’M] in (4.139) fir 5; mit j=1,...,q der
A -wertigen FGARCH(p, q)-Zeitreihe mit p, q > 1 gilt

A7) 2 _ ~ _
Hﬁ[q;L,K,M] - BjHS = Op(M™*)  und  ||@irm — ailly, = Op(M ™).
FE

Solch eine explizite asymptotische Schranke fiir die Schatzung der in den FGARCH(p, q)-
Zeitreihen enthaltenen Operatoren mit max(p, q) > 1, ohne sie auf einen endlichdimensio-
nalen Unterraum zu projizieren, ist neuartig (in [11], Theorem 2 werden die Parameter
im FGARCH(p, q)-Modell mit max(p,q) > 1 (mit einem Quasi-Maximum-Likelihood-
Schétzer) zwar im Sinne fast sicherer Konvergenz geschétzt, allerdings werden keine ex-
pliziten Raten angegeben und es wird eine Projektion auf einen endlichdimensionalen
Unterraum vorgenommen).
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Ausblick

Aus den Ideen und Ergebnissen dieser Arbeit kann eine Reihe zusétzlicher Fragestellungen
abgeleitet werden. Es sind grundsétzlich weitere Definitionen fiir die in Definition 3.1
genannten FARCH- und FGARCH-Gleichungen moglich (siche bspw. [18], Kapitel 2).
Denkbar ist auch die Betrachtung von FARCH- und FGARCH-Zeitreihen mit Werten in
Funktionenrdumen mit Definitionsbereich [0, 1] fiir ein n > 1 oder [a1, b1] X - - - X [ay, by,] fiir
ein n € Nmit —oo < a; <b; < oo fiir alle : = 1, ..., n. Es stellt sich auflerdem die Frage, ob
und wie sich das FARCH- und das FGARCH-Modell iiber Funktionenraume hinaus, also
in weitaus abstrakteren Banach- und Hilbert-Rdumen, definieren lassen. Fir das FARCH-
und das FGARCH-Modell wére die Schiatzung der Ordnung interessant (siche Kokoszka
und Reimherr [30] fiir die Schiatzung der Ordnung bei FAR-Zeitreihen). Von Interesse ist
auBerdem die Schiatzung der Parameter von FARCH- und FGARCH-Zeitreihen, die bspw.
Werte in C0, 1] oder in anderen Rdumen annchmen (siche Ruiz-Medina und Liebana-
Alvaréz [37]). Schlieflich stellt sich die Frage, welche asymptotischen unteren Schranken
die Schétzfehler fiir die Schatzer der Parameter in den FARCH- und FGARCH-Zeitreihen

besitzen und ob optimale Schatzer fiir die Parameter existieren.
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Abkiirzungsverzeichnis

AR
ARCH
ARMA
f.a.

FAR
FARCH
FARMA
f.f.a.
FGARCH
FMA

f.s.

f.i.
GARCH

MA
o.B.d.A.
ONB
ONS

autoregressiv

autoregressive conditional heteroskedasticity
autoregressive moving average

fast alle

funktionale AR

funktionale ARCH

funktionale ARMA

fir fast alle

funktionale GARCH

funktionale MA

fast sicher

fast tiberall

generalized autoregressive conditional heteroskedasticity
in Zeichen

moving average

ohne Beschrénkung der Allgemeinheit
Orthonormalbasis

Orthonormalsystem

unabhéngig identisch verteilt
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Anhang

Nachfolgend geben wir den Quellcode in der Programmiersprache R fiir die Erzeugung
der Darstellungen in Kapitel 5 an. Diese Darstellungen lassen sich exakt reproduzieren,
da ihre Codierung vom R-Befehl ,set.seed()* Gebrauch macht.

Grundlegender Quellcode in Kapitel 5

Den folgenden Quellcode haben wir fiir die Simulation von Realisationen im gesamten
Kapitel 5 benotigt.

n <- 1000 # Anzahl der Zerlegungen des Interwvalls [0,1].
Nu <- numeric(n) # Vektor aus n Nullen fur die z-Achse in Plots.
N <- 100 # Anzahl fur tildevarsigma “{(p,q*)}_N aus (5.7).

# Simulation wvon zwdélf Innovationen aus (5.5).
set.seed (10)
Z <- rnorm(12)
B <- matrix(nrow=n,ncol=12)
E <- matrix(nrow=n,ncol=12)
set.seed (20)
for(j in 1:12){
B[,j] <- c(0,cumsum(sqrt(1/n)*rnorm(n-1)))
for(i in 1:n){
E[i,j] <- (1/sqrt(1+(i-1)/n))*(Z[jI1+B[i,3j]1)
}
}

# Definition wvon N quadrierten Innovationen aus (5.5) fiur
# tildevarsigma {(p,q*)}_N aus (5.7).
set.seed (30)
Z_1 <- rnorm(N)
B_1 <- matrix(nrow=n,ncol=N)
E2_1 <- matrix(nrow=n,ncol=N)
set .seed (40)
for(j in 1:N){
B_1[,j] <- c(0,cumsum(sqrt(1/n)*rnorm(n-1)))
for(i in 1:n){
E2_1[i,j] <- ((1/sqrt(1+(i-1)/mn))*(Z_1[jl+B_1[i,jl1))"2
}
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# Definition der mit 1/n skalierten Integraloperatoren

# C_1, C_2 und C_3 mit den Kernen c_1, c_2 und c_3 als Matrizen

# fir die Rtemann’sche Summe.

cl <- function(s,t){(1/20)*(1-s8) " 2*%xt"2}

c2 <- function(s,t){(1/10)*x((s-1/2)"2 + (t-1/2)"2)}%}

c3 <- function(s,t){(1/100)*x(s"3 + t°3)}

Cl1_skal <- matrix(nrow=n,ncol=n)

C2_skal <- matrix(mrow=n,ncol=n)

C3_skal <- matrix(nrow=n,ncol=n)

for(i in 1:n){

for(j in 1:n){

Cl_skall[i,j] <- (1/n)*c1((i-1)/n,(j-1)/n)
C2_skall[i,j] <- (1/n)*c2((i-1)/n,(j-1)/n)
C3_skall[i,j] <- (1/n)*c3((i-1)/n,(j-1)/n)

Plot der Innovationen in Kapitel 5

# Plot der Simulationen aus dem vorherigen Abschnitt, die wir

# als drei Realisationen der Innovationen epsilon_1, ..., epstilon_4

# interpretieren.

dev.new(width=6.25,height=4.5)

par (mfrow=c(2,2) ,mar=c(2.5,2.5,0.5,0.5))

t <- seq(0,1,length.out=n)

matplot (t,mgp=c(0,0.5,0),cbind(E[,1],E[,2] ,E[,3],Nu),type="1",
col=c("red","green","blue","grey"),lty=c(1,1,1,5),
ylim=c(-2.75,2.75) ,xlab="",ylab="")

matplot (t,mgp=c(0,0.5,0),cbind(E[,4],E[,5],E[,6],Nu),type="1",
col=c("red","green","blue","grey"),lty=c(1,1,1,5),
ylim=c(-2.75,2.75) ,xlab="",ylab="")

matplot (t,mgp=c(0,0.5,0),cbind(E[,7],E[,8],E[,9],Nu),type="1",
col=c("red","green","blue","grey"),lty=c(1,1,1,5),
ylim=c(-2.75,2.75) ,xlab="",ylab="")

matplot (t,mgp=c(0,0.5,0),cbind(E[,10] ,E[,11],E[,12],Nu),type="1",
col=c("red","green","blue","grey"),lty=c(1,1,1,5),
ylim=c(-2.75,2.75) ,xlab="",ylab="")

Die FARCH(1)-Zeitreihe in Abschnitt 5.1

# Simulation und Plot eimer Realisation won X 2_0 der FARCH(1)-
# Zeitreihe.
tildevarsigmalO_N <- numeric(n)
for(k in 1:(N-1)){
S_prov <- E2_1[,k]
for(l in (k+1):N){
S_prov <- E2_1[,1]1%*(C1l_skal%*%S_prov)
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}
tildevarsigmalO_N <- tildevarsigmalO_N + S_prov
}
X2_0_10 <- (1/100)*(E2_1[,N]+tildevarsigmalO_N) # siehe (5.9).
dev.new(width=3.25,height=2.35)
par (mfrow=c(1,1) ,mar=c(2.5,2.5,0.5,0.5))
t <- seq(0,1,length.out=n)
matplot (t,cbind(X2_0_10,Nu),type="1",col=c("black","grey"),
lty=c(1,5),ylim=c(0,0.07),xlab="",ylab="")

# Simulation und Plot won je dret Realisationen der Differenzen

# won X_1, ..., X_4 der FARCH(1)-Zeitreihe zu den mit 1/10

# skalierten Innovationen epsilon_1, ..., epsilon_4.

X_1_10 <- matrix(nrow=n,ncol=3)

X_2_ 10 <- matrix(nrow=n,ncol=3)

X_3_10 <- matrix(nrow=n,ncol=3)

X_4 10 <- matrix(nrow=n,ncol=3)

Delta_1_10 <- matrix(nrow=n,ncol=3)

Delta 2 10 <- matrix(nrow=n,ncol=3)

Delta_3_10 <- matrix(nrow=n,ncol=3)

Delta_4 10 <- matrix(nrow=n,ncol=3)

for(j in 1:3){
X_1_10[,j] <- E[,jl*(sqrt(1/100+C1_skal%*%X2_0_10))
X_2_10[,j] <- E[,j+31*(sqrt(1/100+C1_skal%*%(X_1_10[,3j1)"2))
X_3_10[,j] <- E[,j+6]1*(sqrt(1/100+C1_skal%*%(X_2_10[,3j1)"2))
X_4_10[,j] <- E[,j+9]1*(sqrt(1/100+C1_skal%x*%(X_3_10[,jl1)"2))
Delta_1_10[,j] <- X_1_10[,j] (1/10)*E[,]j]
Delta_2_10[,j] <- X_2_10[, j] (1/10)*E[, j+3]
Delta_3_10[,j] <- X_3_10L, j] (1/10)*E[, j+6]
Delta_4_10[,j] <- X_4_10[,j] (1/10)*E[, j+9]

}

dev.new(width=6.25,height=4.5)

par (mfrow=c(2,2) ,mar=c(2.5,2.5,0.5,0.5))

t <- seq (0,1,length.out=n)

matplot (t,mgp=c(1.75,0.5,0),cbind(Delta_1_10[,1] ,Delta_1_10[,2],
Delta_1_10[,3],Nu),type="1",col=c("red","green","blue",
ngrey"),lty=c(1,1,1,5),ylim=c(-0.005,0.005) ,xlab="",
ylab="")

matplot (t,mgp=c(1.75,0.5,0),cbind(Delta_2_10[,1],Delta_2_10[,2],
Delta_3_10[,3],Nu),type="1",col=c("red","green","blue",
"grey"),lty=c(1,1,1,5),ylim=c(-0.005,0.005) ,xlab="",
ylab="")

matplot (t,mgp=c(1.75,0.5,0),cbind(Delta_3_10[,1],Delta_3_10[,2],
Delta_3_10[,3],Nu),type="1",col=c("red","green","blue",
"grey"),lty=c(1,1,1,5),ylim=c(-0.005,0.005) ,xlab="",
ylab="")

matplot (t,mgp=c(1.75,0.5,0) ,cbind(Delta_4_10[,1] ,Delta_4_10[,2],
Delta_4_10[,3] ,Nu),type="1",col=c("red","green","blue",
"grey"),lty=c(1,1,1,5),ylim=c(-0.005,0.005) ,xlab="",
ylab="")
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Die FARCH(2)-Zeitreihe in Abschnitt 5.2

# Simulation und Plot der Realisatiomen won X 2.0 und X 2 _{-1}
# als Komponenten wvon wvarsigma {(2,0)}_0 der FARCH(2)-Zeitreihe.
tildevarsigma20_N <- numeric(2%*n)
for(k in 1:(N-1)){

S_prov <- c(E2_1[,k],numeric(n))

for(l in (k+1):N){

S_prov <- c(E2_1[,11*(C1_skal%*%S_prov[l:n]l)+
E2_1[,1]1*(C2_skal%*%S_prov[(n+1):(2*n)]),
S_prov([1:n])

}

tildevarsigma20_N <- tildevarsigma20_N+S_prov
}
varsigma20_0 <- (1/100)*(c(E2_1[,N],numeric(n))+tildevarsigma20_N)
X2_0_20 <- varsigma20_0[1:n]
X2_minusl_20 <- varsigma20_O[(n+1):(2*n)]
dev.new(width=6.25,height=2.35)
par (mfrow=c(1,2) ,mar=c(2.5,2.5,0.5,0.5))
t <- seq (0,1,length.out=n)
matplot (t,mgp = ¢c(2,0.5,0),cbind(X2_minusl_20,Nu),type="1",

col=c("black","grey"),lty=c(1,5),ylim=c(0,0.07),xlab="",

ylab=" n)
matplot (t,mgp=c(2,0.5,0),cbind(X2_0_20,Nu),type="1",col=c("black",
"grey"),lty=c(1,5),ylim=c(0,0.07) ,xlab="",ylab="")

# Simulation und Plot won je drei Realisationen der Differenzen
# von X_1, ..., X_4 der FARCH(2)-Zeitreihe zu den mit 1/10
# skalierten Innovationen epsilon_1, ..., epsilon_4.
X_1_20 <- matrix(nrow=n,ncol=3)
X_2_ 20 <- matrix(nrow=n,ncol=3)
X_3_20 <- matrix(nrow=n,ncol=3)
X_4 20 <- matrix(nrow=n,ncol=3)
Delta_1_20 <- matrix(nrow=n,ncol=3)
Delta_ 2 20 <- matrix(nrow=n,ncol=3)
Delta_3_20 <- matrix(nrow=n,ncol=3)
Delta_4 20 <- matrix(nrow=n,ncol=3)
for(j in 1:3){
X_1_20[,j] <- 1/100+C1_skal%*%X2_0_20+C2_skal’%*%X2_minusl_20
X_1_20[,j] <- E[,jl*(sqrt(X_1_20[,31))
X_2_20[,j] <- 1/100+C1_skal%*%h((X_1_20[,jl)"2)+
C2_skal’%*%X2_0_20
X_2_20[,j] <= E[,j+3]1*(sqrt(X_2_20[,3j1))
X_3_20[,j] <- 1/100+C1_skal¥%*%h((X_2_20[,jl1)"2)+
C2_skal%*%((X_1_20[,3j1)"2)
X_3_20[,j] <- E[,j+6]*(sqrt(X_3_20[,j]1))
X_4_20[,j] <- 1/100+C1_skal¥%*%((X_3_20[,jl)"2)+
C2_skal%*%((X_2_20[,j1)"2)
X_4_20[,j] <- E[,j+9]1*(sqrt(X_4_20[,31))
Delta_1_20[,j] <- X_1_20[,j] - (1/10)*E[,j]
Delta_2_20[,j] <- X_2_20[,j] - (1/10)*E[, j+3]
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Delta_3_20[,j] <- X_3_20[,j] - (1/10)=*E[, j+6]
Delta_4_20[,j] <- X_4_20[,j] - (1/10)*E[, j+9]

}

dev.new(width=6.25,height=4.5)

par (mfrow=c(2,2) ,mar=c(2.5,2.5,0.5,0.5))

t <- seq (0,1,length.out=n)

matplot (t,mgp=c(2,0.5,0),cbind(Delta_1_20[,1],Delta_1_20[,2],
Delta_1_20[,3],Nu),type="1",col=c("red","green","blue",
"grey"),lty=c(1,1,1,5),ylim=c(-0.005,0.005) ,xlab="",
ylab="")

matplot (t,mgp=c(2,0.5,0),cbind(Delta_2_20[,1],Delta_2_20[,2],
Delta_2_20[,3],Nu),type="1",col=c("red","green","blue",
"grey"),lty=c(1,1,1,5),ylim=c(-0.005,0.005) ,xlab="",
ylab="")

matplot (t,mgp=c(2,0.5,0) ,cbind(Delta_3_20[,1] ,Delta_3_20[,2],
Delta_3_20[,3],Nu),type="1",col=c("red","green","blue",
"grey"),lty=c(1,1,1,5),ylim=c(-0.005,0.005) ,xlab="",
ylab="")

matplot (t,mgp=c(2,0.5,0) ,cbind(Delta_4_20[,1] ,Delta_4_20[,2],
Delta_4_20[,3],Nu),type="1",col=c("red","green","blue",
"grey"),lty=c(1,1,1,5),ylim=c(-0.005,0.005) ,xlab="",
ylab="")

Die FGARCH(1,1)-Zeitreihe in Abschnitt 5.3

# Simulation und Plot der Realisationen wvon X 2_0 wund sigma "2_0
# Komponenten won wvarsigma {(1,1)}_0 der FGARCH(1,1)-Zeitreihe.
tildevarsigmall N <- numeric(2%n)
for(k in 1:(N-1)){
S_prov <- c(E2_1[,k],numeric(n))
for(l in (k+1):N){
S_prov[(n+1):(2%*n)] <- S_prov[l:n]
S_prov[l:n] <- E2_1[,1]1*(C1_skal’*%S_prov[l:n])+
E2_1[,1]1*(C2_skal%*%S_prov[(n+1):(2*n)])
}
tildevarsigmall N <- tildevarsigmall_N+S_prov

}

als

varsigmall 0 <- (1/100)*(c(E2_1[,N],numeric(n))+tildevarsigmall_N)

X2_0_11 <- varsigmall_O[1:n]

s2_0_11 <- varsigmall _O0[(n+1):(2*n)]

dev.new(width=3.25,height=2.35)

par (mfrow=c(1,1) ,mar=c(2.5,2.5,0.5,0.5))

t <- seq (0,1,length.out=n)

matplot (t,mgp=c(2,0.5,0),cbind(X2_0_11,s2_0_11,Nu),type="1",
col=c("black","lightgoldenrod4" ,"grey"),lty=c(1,1,5),
ylim=c(0,0.07),xlab="", ylab="")
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# Simulation und Plot wvon je dret Realisationen der Differenzen
# wvon X_1, ..., X_4 der FGARCH(1,1)-Zettreihe zu den mit 1/10
# skalierten Innovationen epsilon_1, ..., epsilon_4.
X_1_11 <- matrix(nrow=n,ncol=3)
X_2_ 11 <- matrix(nrow=n,ncol=3)
X_3_11 <- matrix(nrow=n,ncol=3)
X_4 11 <- matrix(nrow=n,ncol=3)
s2_1_11 <- matrix(mrow=n,ncol=3)
s2_2_ 11 <- matrix(nrow=n,ncol=3)
82 _3_11 <- matrix(mrow=n,ncol=3)
s2_4 11 <- matrix(nrow=n,ncol=3)
Delta_1 11 <- matrix(nrow=n,ncol=3)
Delta_2_ 11 <- matrix(nrow=n,ncol=3)
Delta_3 11 <- matrix(nrow=n,ncol=3)
Delta_4_11 <- matrix(nrow=n,ncol=3)
for(j in 1:3){
s2_1_11[,3j] <- 1/100+C1_skal%*%X2_0_11+C2_skal%x*%s2_0_11
X_1_11[,j]1 <- E[,jl*(sqrt(s2_1_11[,3j1))
§2_2_11[,j] <- 1/100+C1_skal%*%((X_1_11[,jl)"2)+
C2_skal%x%s2_1_11[,j]
X_2_11[,j] <- E[,j+3]*(sqrt(s2_2_11[,31))
s2_3_11[,3j] <- 1/100+C1_skal%*%((X_2_11[,j1)"2)+
C2_skal%*%(s2_2_11[,j1)
X_3_11[,j] <- E[,j+6]1*(sqrt(s2_3_11[,3j1))
s2_4_11[,j] <- 1/100+C1_skal%*%((X_3_11[,jl1)"2)+
C2_skal¥%x*%(s2_3_11[,3j1)
X_4_11[,3j] <= E[,j+91*(sqrt(s2_3_11[,3j1))
Delta_1_11[,j] <- X_1_11[,j] - (1/10)*E[,]j]
Delta_2_11[,j] <- X_2_11[,j] - (1/10)*E[, j+3]
Delta_3_11[,j] <- X_3_11[,j] (1/10)*E[, j+6]
Delta_4_11[,j] <- X_4_11[, j] (1/10)*E[, j+9]

}

dev.new(width=6.25,height=4.5)

par (mfrow=c(2,2) ,mar=c(2.5,2.5,0.5,0.5))

t <- seq (0,1,length.out=n)

matplot (t,mgp=c(2,0.5,0),cbind(Delta_1_11[,1],Delta_1_11[,2],
Delta_1_11[,3],Nu),type="1",col=c("red","green","blue",
"grey"),lty=c(1,1,1,5),ylim=c(-0.005,0.005) ,xlab="",
ylab="")

matplot (t,mgp=c(2,0.5,0),cbind(Delta_2_11[,1],Delta_2_11[,2],
Delta_2_11[,3],Nu),type="1",col=c("red","green","blue",
"grey"),lty=c(1,1,1,5),ylim=c(-0.005,0.005) ,xlab="",
ylab="")

matplot (t,mgp=c(2,0.5,0),cbind(Delta_3_11[,1],Delta_3_11[,2],
Delta_3_11[,3],Nu),type="1",col=c("red","green","blue",
"grey"),lty=c(1,1,1,5),ylim=c(-0.005,0.005) ,xlab="",
ylab="")

matplot (t,mgp=c(2,0.5,0) ,cbind(Delta_4_11[,1] ,Delta_4_11[,2],
Delta_4_11[,3],Nu),type="1",col=c("red","green","blue",
"grey"),lty=c(1,1,1,5),ylim=c(-0.005,0.005) ,xlab="",
ylab="")
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Die FGARCH(2,1)-Zeitreihe in Abschnitt 5.4

# Simulation und Plot der Realisatiomen won X 2.0, X2 {-1} und
# sigma "2_0 als Kompomenten won varsigma {(2,1)}_0 der FGARCH(2,1)-
# Zeitrethe.
tildevarsigma21 _N <- numeric (3%*n)
for(k in 1:(N-1)){
S_prov <- c(E2_1[,k],numeric(2%*n))
for(l in (k+1):N){

S_prov <- c(E2_1[,11*(C1_skal%*%S_prov[l:n])+
E2_1[,1]1*(C2_skal%*%S_prov[(n+1):(2*n)])+
E2_1[,1]1*(C3_skal%*%S_prov[(2*n+1):(3*n)]),
S_prov[1l:n],S_prov[(n+1):(2*%n)])

}
tildevarsigma2l _N <- tildevarsigma2l_N+S_prov
}
varsigma21 _0 <- (1/100)*(c(E2_1[,N],numeric(2#*n))+tildevarsigma21_N)
X2_0_21 <- varsigma21_O0[1:n]
X2_minusl_21 <- varsigma21 _O[(n+1):(2*n)]
s2_0_21 <- varsigma21_0[(2*n+1):(3*n)]
dev.new(width=6.25,height=2.35)
par (mfrow=c(1,2) ,mar=c(2.5,2.5,0.5,0.5))
t <- seq (0,1,length.out=n)
matplot (t,mgp = ¢c(2,0.5,0),cbind (X2 _minusl_21,Nu),type="1",
col=c("black","grey"),lty=c(1,5),ylim=c(0,0.07),xlab="",
ylab="")
matplot (t,mgp=c(2,0.5,0),cbind(X2_0_21,s2_0_21,Nu),type="1",
col=c("black","lightgoldenrod4","grey"),lty=c(1,1,5),

ylim=c(0,0.07),xlab="",ylab="")
# Simulation und Plot wvon je dret Realisationen der Differenzen
# wvon X_1, ..., X_4 der FGARCH(2,1)-Zettreihe zu den mit 1/10
# skalierten Innovationen epsilon_1, ..., epsilon_4.
X_1_21 <- matrix(nrow=n,ncol=3)

X_2_21 <- matrix(nrow=n,ncol=3)
X_3_21 <- matrix(nrow=n,ncol=3)
X_4 21 <- matrix(nrow=n,ncol=3)
s2_1_21 <- matrix(mrow=n,ncol=3)
$2_2 21 <- matrix(nrow=n,ncol=3)
82 _3_21 <- matrix(mrow=n,ncol=3)
s2_4 21 <- matrix(nrow=n,ncol=3)
Delta_1 21 <- matrix(nrow=n,ncol=3)
Delta_2 21 <- matrix(nrow=n,ncol=3)
Delta_3 21 <- matrix(nrow=n,ncol=3)
Delta_4_21 <- matrix(nrow=n,ncol=3)
for(j in 1:3){
s2_1 21[,j] <- 1/100+C1_skal%*%X2_0_21+
C2_skal%*%X2_minusl_21+
C3_skal%*x%s2 _0_21
X_1_21[,3j]1 <= E[,jl*(sqrt(s2_1_21[,3j1))
s2 2 210,31 <- 1/100+C1_skal¥%*%((X_1_21[,j1)"2)+
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C2_skal%*%X2_0_21+
C3_skal%*%s2_1_21[,]]

X_2_21[,j] <- E[,j+3]*(sqrt(s2_2_21[,3]1))

§2_3_21[,j] <- 1/100+C1_skal%*%((X_2_21[,jl)"2)+
C2_skal%*%((X_1_21[,j1)"2)+
C3_skal%*%s2_2_21[,]]

X_3_21[,j] <- E[,j+6]1*(sqrt(s2_3_21[,3j1))

s2_4_21[,3j] <- 1/100+C1_skal%*%((X_3_21[,j]1)"2)+
C2_skal%x%((X_2_21[,j1)"2)+
C3_skal%*%s2_3_21[,j]

X_4_21[,j] <- E[,j+91*(sqrt(s2_4_21[,3j1))

Delta_1_21[,j] <- X_1_21[,j] - (1/10)*E[,j]

Delta_2_21[,j] <- X_2_21[,j] (1/10)*E[, j+3]

Delta_3_21[,j] <- X_3_21[,j] (1/10)*E[, j+6]

Delta_4_21[,j] <- X_4_21[,j] (1/10)*E[, j+9]

}

dev.new(width=6.25,height=4.5)

par (mfrow=c(2,2) ,mar=c(2.5,2.5,0.5,0.5))

t <- seq (0,1,length.out=n)

matplot (t,mgp=c(2,0.5,0),cbind(Delta_1_21[,1],Delta_1_21[,2],
Delta_1_21[,3],Nu),type="1",col=c("red","green","blue"
"grey"),lty=c(1,1,1,5),ylim=c(-0.005,0.005) ,xlab="",
ylab="")

matplot (t,mgp=c(2,0.5,0),cbind(Delta_2_21[,1] ,Delta_2_21[,2],
Delta_2_21[,3] ,Nu),type="1",col=c("red","green","blue"
ngrey"),lty=c(1,1,1,5),ylim=c(-0.005,0.005) ,xlab="",
ylab="")

matplot (t,mgp=c(2,0.5,0) ,cbind(Delta_3_21[,1] ,Delta_3_21[,2],
Delta_3_21[,3],Nu),type="1",col=c("red","green","blue"
"grey"),lty=c(1,1,1,5),ylim=c(-0.005,0.005) ,xlab="",
ylab="")

matplot (t,mgp=c(2,0.5,0) ,cbind(Delta_4_21[,1] ,Delta_4_21[,2],
Delta_4_21[,3],Nu),type="1",col=c("red","green","blue"
"grey"),lty=c(1,1,1,5),ylim=c(-0.005,0.005) ,xlab="",
ylab="")
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