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Kapitel 1
Einleitung

Zeitstetige Mehrzustandsmodelle — also zeitstetige stochastische Prozesse mit endlichem
Zustandsraum — haben seit geraumer Zeit Anwendung in diversen Disziplinen gefunden.
Hougaard (1999) und Andersen u. Keiding (2002) etwa geben einen guten Uberblick.
Anwendungsbereiche umfassen die Epidemiologie (siehe etwa Commenges, 1999), Demo-
graphie, Biologie, Seismologie (z.B. Aspinall u. a., 2006), Zuverléssigkeitstechnik (etwa
Bao u.a., 2019) , Okonomie und die Finanzwirtschaft (vergleiche Bluhm u. a., 2002,
S. 197 ff.). Zwei Beispiele mogen der Illustration dienen: Ein klassisches Beispiel der
Epidemiologie ist das (unidirektionale) Krankheit-Tod-Modell (in Anwendung z.B. in
PROVA-Study-Group, 1991), illustriert in Abbildung 1.1. Ein Individuum ist zu Beginn
gesund. Im Verlaufe der Zeit wird dieses Individuum irgendwann sterben und in den
Zustand ,tot“ iibergehen. In der Zwischenzeit ist es moglich, aber nicht notwendig, dass
das Individuum an einer gewissen Krankheit erkrankt. In dieser Version des Modells ist
keine Riickkehr vom Zustand ,krank® in den Zustand ,,gesund“ moglich, es ist also zur

Modellierung von chronischen Krankheiten geeignet.

Gesund Krank

Tot

Abbildung 1.1: Strukturdiagramm des Krankheit-Tod-Modells. Pfeile zeigen an, welche
Ubergénge zwischen Zustanden moglich sind.

In der Finanzwirtschaft werden Ubergénge zwischen den Ratingklassen eines Schuldners
durch Mehrzustandsmodelle beschrieben (siehe etwa Weibach u. Mollenhauer, 2011).
Ein derartiges Rating beschreibt die Wahrscheinlichkeit, dass der Schuldner in Zukunft
nicht in der Lage sein wird, seine Schulden zuriickzuzahlen. Typischerweise reichen die

Ratings vom bestmoglichen ;AAA“ zum schlechtesten (aulerhalb der Insolvenz) ,,C*
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(etwa bei den Ratings von Standard & Poor’s), siche Abbildung 1.2.

AAA AA

> C D

Abbildung 1.2: Strukturdiagramm eines Kreditratingmodells. AAA entspricht dem
besten Rating, der letzte Zustand D (wie Default), der der Insolvenz entspricht, ist
absorbierend, d.h. er kann nicht mehr verlassen werden.

Eine bei der Modellierung mit Mehrzustandsmodellen haufig gemachte Annahme ist,
dass es sich um einen Markovprozess handelt. Diese Annahme besagt, dass die zukiinfti-
ge Verteilung eines Prozesses nur vom gegenwartigen Zustand abhéngt, nicht aber von
anderen Informationen tiber die Vergangenheit. Im oben beschriebenen Krankheit-Tod-
Modell wiirde dies etwa bedeuten, dass Sterbewahrscheinlichkeiten einer erkrankten
Person nicht von der bisherigen Dauer der Erkrankung abhéngen diirfen. Die mathe-
matische Theorie vereinfacht sich durch die Markovannahme deutlich. Allerdings ist
diese Annahme in vielen praktischen Situationen nicht tragbar. So finden etwa sowohl
Pendlebury u. Rothwell (2009) als auch Corraini u.a. (2017) Hinweise darauf, dass die
Zeit seit einem Schlaganfall ein Risikofaktor fiir einen Demenz-Ausbruch ist. Huo u. a.
(2018) beschreiben Dauerabhéngigkeit der Mortalitiat von Diabetes-Patienten und Lando
u. Skgdeberg (2002) sowie dos Reis u.a. (2020) auBern Zweifel an der Markovannahme
fiir Rating-Modelle.

Eine Moglichkeit, mit dieser Problematik umzugehen, umfasst die Schitzung von Uber-
gangswahrscheinlichkeiten gegeben nur den heutigen Zustand, wie es z.B. Titman
(2015), Datta u. Satten (2001) oder Una-Alvarez u. Meira-Machado (2015) machen.
Dieser Ansatz hat den Vorteil, dass wenige Annahmen tiber die Abhéngigkeitsstruktur
innerhalb des Prozesses gemacht werden. Allerdings werden bei den so geschétzten
Wahrscheinlichkeiten potentiell relevante Informationen der Historie des Prozesses igno-
riert. Daher kann es sinnvoll sein, stattdessen die zeitlichen Abhéngigkeitsstrukturen
explizit zu modellieren.

Eine Methode dafiir ist es, zu Semi-Markovprozessen iiberzugehen. Siehe etwa Devolder
u. a. (2015), Kapitel 4, fiir einen Uberblick, oder Janssen u. Manca (2006) fiir weitere
Details. Bei einem Semi-Markov-Prozess wird die Markovannahme dahingehend abge-
schwécht, dass die zukiinftige Verteilung des Prozesses neben dem heutigen Zustand
auch von der bisherigen Verweildauer im aktuellen Zustand abhangen darf. Derartige
Modelle werden in vielen Disziplinen angewandt, so z.B. von D’Amico u.a. (2017) im
Finanzwesen, von Grabski (2015) in der Zuverléssigkeitstechnik oder von Biessy (2017)
in einem aktuariellen Kontext.

Wir schlagen vor, einen nichtparametrischen kernbasierten Intensitatsschatzer unter
Anwesenheit von Kovariaten, welcher von Nielsen u. Linton (1995) in einem allgemei-

nen Zahlprozess-Kontext eingefithrt wurde, zur Schétzung von Ubergangsintensitéiten
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in zeitheterogenen Semi-Markov-Modellen zu nutzen. Die bisherige Verweildauer im
aktuellen Zustand dient hier als derartige Kovariate. Um zu zeigen, dass die Theorie
von Nielsen u. Linton (1995) anwendbar ist, betten wir Semi-Markov-Modelle in den
Zahlprozess-Kontext ein und weisen die Martingal-Eigenschaft eines damit zusammen-
héangenden Prozesses nach. Wir berticksichtigen auflerdem Rechtszensierung, ein in
Studien regelméflig auftretendes Phanomen.

Dartiber hinaus entwickeln wir zwei Anpassungstests basierend auf dem Intensitétsschét-
zer von Nielsen u. Linton (1995). Im Kontext der Regression existieren eine Reihe von
Ansétzen, nichtparametrische kernbasierte Schétzer wie den Nadaraya-Watson-Schétzer
als Grundlage von Anpassungstests zu nutzen, namentlich Gozalo (1993), Fan u. Li
(1996), Lavergne u. Vuong (2000), Ait-Sahalia u.a. (2001) und Lavergne u.a. (2015).
Im Kontext der Intensitatsschatzung unter Einfluss von Kovariaten ist uns aber keine
allein auf einem Kernschétzer beruhende Methode bekannt. McKeague u. Utikal (1990a)
beschreiben einen Test, bei dem die Teststatistik auf einer kumulierten Intensitat beruht,
der Anpassungstest von Vital u. Patil (2020) arbeitet in einem Setting ohne Kovariate.
Wir entwickeln unseren Test im allgemeinen Zéhlprozess-Framework und adaptieren
dazu einen Ansatz, der von Gozalo (1993) fiir Kernregressionsschitzer genutzt wurde.
Im Kontext von Semi-Markov-Prozessen kann unser Test dazu verwendet werden, die
Abhéngigkeit einer Ubergangsintensitit von der Verweildauer im aktuellen Zustand
zu tberpriifen. Da ein Semi-Markov-Prozess genau dann markovsch ist, wenn (fiir alle
moglichen Uberginge zwischen unterschiedlichen Zustinden) keine derartige Abhingig-
keit vorliegt, kann so auch auf die Markov-Eigenschaft getestet werden.

Wir schlieflen die Arbeit ab, indem wir die Methoden an einem Datensatz vorfithren. Wir
verwenden Daten zu Demenzdiagnosen der deutschen gesetzlichen Krankenkasse AOK,
siehe etwa auch Weilbach u.a. (2021). Von Interesse ist hier, inwiefern die Sterblichkeit

von Personen mit Demenz von der bisherigen Dauer der Demenz abhéngt.

Das Vorgehen strukturiert sich wie folgt: In Kapitel 2 entwickeln wir Anpassungs-
tests fiir Intensitdten in einem allgemeinen Zahlprozess-Rahmen. Dazu fassen wir
zunéchst die Ergebnisse von Nielsen u. Linton (1995) zusammen und verallgemeinern
die Resultate um zwei Aussagen: die multivariate Normalitdt des Schétzers, welche wir
mit Hilfe des Satzes von Cramér-Wold erhalten, und die gleichmafBige Konvergenz des
Varianzschéitzers. Diese Aussagen nutzen wir, um die Konsistenz zweier Anpassungstests
nachzuweisen, die wir in Anlehnung an Gozalo (1993) definieren. In Kapitel 3 zeigen
wir, dass sich die Schitzung von Ubergangsintensititen in Semi-Markov-Prozesses in
den allgemeineren Zahlprozess-Rahmen von Kapitel 2 eingliedern lasst. Dies liefert die
Konsistenz des Intensitéitsschatzers von Nielsen u. Linton (1995) sowie die Validitat
unserer Tests fiir Semi-Markov-Prozesse. Wir liefern den Nachweis zunéachst fiir ein

vereinfachtes progressives Modell mit drei Zustédnden, jeweils ohne und mit Rechts-
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zensierung, und im Anschluss fiir allgemeine zeitheterogene Semi-Markov-Prozesse. In
Kapitel 4 folgt die Anwendung der Methoden auf Daten der AOK. Wir beenden die
Arbeit in Kapitel 5 mit einer Diskussion der Resultate. Im Appendix schliefllich ist
der R-Code zu finden, welcher in der Anwendung fiir die Berechnung der Schéitzer und

Testergebnisse benutzt wurde.



Kapitel 2

Zwei Anpassungstests fiir

Intensitatsmodelle

In diesem Kapitel werden wir — autbauend auf einem nichtparametrischen, kernbasierten
Schitzer fiir Ubergangsintensititen — zwei Anpassungstests konstruieren. Dazu werden
wir zundchst die Resultate von Nielsen u. Linton (1995) (im Folgenden NL genannt),
in deren Arbeit dieser Schétzer eingefithrt wurde, zusammenfassen. Im Anschluss
werden wir zwei zusétzliche Ergebnisse zu diesem Schétzer prasentieren: die multivariate
asymptotische Normalitdt und die gleichméflige Konsistenz der Varianzschétzers. Diese
werden wir schlieBlich benétigen, um — angelehnt an Gozalo (1993), der einen dhnlichen
Ansatz fiir Kern-Regressions-Schétzer vorgestellt hat — die Validitdt unserer Tests

nachzuweisen.

2.1 Notation und Zusammenfassung der Resultate

von Nielsen und Linton

Wir beginnen damit, das Framework und die Ergebnisse von NL zu erlautern, um

innerhalb dieses Rahmens weiterarbeiten zu konnen.

2.1.1 Modellrahmen

Es wird angenommen, dass n u.i.v. Beobachtungen (N, Z7, Y1), ..., (N, Z*,Y,,) vorlie-

gen, wobei

« N;,ie N, Zihlprozesse derart sind, dass N = (N, ..., N,,) ein n-dimensionaler
Zéahlprozess beziglich einer rechtsstetigen, vollsténdigen Filtration &(5") = §; ist.
Wie auch alle weiteren Prozesse ist N auf dem Einheitsintervall [0, 1] definiert.
N, zéhlt die Anzahl der beobachteten (Ausfall-)Ereignisse des i-ten Individuums.

10
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» Y;, i€ N, vorhersagbare Prozesse mit Werten in {0, 1} sind, die anzeigen, ob das

i-te Individuum unter Risiko steht.

o Zi=(Zu,..., Zig),i € N, d-dimensionale, vorhersaghare CADLAG-Prozesse sind,
welche als Kovariate bzw. Marker fungieren. Die tatsachlich beobachteten Variablen
Z7¥ sind definiert durch

Zi(s), fallsYi(s) =1
—o0, falls Yi(s) =0

d.h. wir beobachten die Kovariaten nur, solange das Individuum unter Risiko steht.
Es wird weiterhin angenommen, dass Z;(s) gegeben {Y (s) = 1} eine Lebesgue-

stetige Verteilung mit dem Triger [0, 1]? besitzt.

Die Wahl von [0, 1] als betrachtetem Zeitintervall bzw. Wertebereich der Kovariaten ist
eine vereinfachende Konvention. Die Resultate gelten fiir beliebige kompakte Intervalle.
NL nennen als Filtration §; = o(N;(s), Zi(s), Yi(s);i = 1,...,n,s < t). Diese spezifische
Wahl ist allerdings nicht entscheidend. Vielmehr ist nur relevant, dass die Annahmen
an die Filtration selbst sowie die Annahmen an die Prozesse, welche an die Filtration
gekniipft sind, erfiillt werden. Diese Annahmen umfassen die Rechtsstetigkeit der
Filtration, die Vorhersagbarkeit von Y; und Z; sowie die Martingaleigenschaft der spater
definierten Prozesse M;. Modelliert wird nun der Intensitatsprozess A = (A1, ..., \,,)

von N in Abhéngigkeit der Kovariaten:

Hierbei wird keine Annahme iiber die Form der Funktion « : [0,1]¢"! — [0, c0) gemacht.
Lediglich Glattheitsvoraussetzungen werden spéter gestellt.

Bemerkung: Oben wird die Annahme formuliert, dass die Filtration §; rechtsstetig
und vollstandig ist, d.h. den sogenannten conditions habituelles (siehe etwa Andersen
u.a., 1993, S. 60) gentigt. Die Filtration kann stets vervollstandigt werden, sodass
Vollstédndigkeit 0.B.d.A. angenommen werden kann. Rechtsstetigkeit ist aber unter den
hier formulierten Bedingungen fir §;, = o(N;(s), Zi(s),Yi(s);i = 1,...,n,s < t) nicht
garantiert und muss im Einzelfall nachgepriift werden. Die Theorie beruht allerdings auch
nicht auf dieser spezifischen Filtration, sondern nutzt nur die genannten Eigenschaften,
da diese Voraussetzung fiir einige gangige Theoreme sind, die benétigt werden. Daher
kann fiir einen Anwendungsfall auch auf eine abgednderte Filtration zugegriffen werden,
beziiglich derer alle notwendigen Eigenschaften erfiillt sind.

Es sei ein Beispiel genannt, um zu illustrieren, dass die Rechtsstetigkeit verletzt sein

kann. Dazu sei A € § stochastisch unabhéngig von den Prozessen N und Y sowie
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to € [0,1] fix. Es sei der Prozess Z definiert durch
Z(t) = ]lA]l(to,oo) (t)

Z besitzt linksstetige Pfade und ist daher bzgl. §; = o(N(s), Z(s),Y (s),s < t) vor-
hersagbar. Fir das Ereignis A gilt A € §i,4n fiir alle A > 0 und somit ebenfalls
Ae ﬂh>0 Sto+n = St+- Da allerdings A ¢ §,,, ist die Rechtsstetigkeit verletzt.

2.1.2 Schatzer

Fiir die Schatzung sei k eine eindimensionale Dichtefunktion und fiir die Bandbreite b > 0
sei ky(-) = b~'k(-/b). Weiterhin seien K (u) = [} k(u;) und Ky(u) = T]7] ks(u;).
Identische Kerne und Bandbreiten fiir alle Kovariaten werden nur zum Zwecke der
Ubersichtlichkeit verwendet und sind fiir die Theorie nicht notwendig. Fiir z € [0, 1]¢
und ¢ € [0, 1] wird die Bezeichnung « = (z,t) genutzt. Analog sei X;(s) := (Zi(s),s),i =
1,...,n,s€[0,1], definiert.

Ziel ist die Schitzung der Funktion a aus den Daten. NL schlagen hierfiir folgenden
Schétzer vor, welcher eine Verallgemeinerung eines Schétzers von Hjort (1994) fir den

Fall ohne Kovariaten darstellt:

Ao ) e Al o 2izt § Kol = Xi(s))dNi(s)
(z,t) := a(x) : SV ATES AP ACIE (2.1)

Hier und in der gesamten tibrigen Arbeit bezeichnen Integrale ohne notierte Grenzen
Integrale iiber das Intervall [0, 1].

NL weisen darauf hin, dass es sich hierbei im Sinne von Jones u.a. (1994) um einen
yexternen® Schatzer handelt, was bedeutet, dass die Normierung auflerhalb der Summe
im Zéhler erfolgt. Insofern dhnelt er in seiner Struktur dem Nadaraya-Watson-Schétzer
fir Regressionsfunktionen. Kernglattungen des Nelson-Aalen-Schétzers (Ramlau-Hansen,
1983) und Verallgemeinerungen dieser fiir die Einbeziehung von Kovariaten (siche etwa

McKeague u. Utikal, 1990b) wéren hingegen ,interne“ Schétzer.

2.1.3 Sonstige Notation

Es bezeichne f(z,t) die bedingte Dichte von Z;(t) gegeben {Y;(t) = 1} und y(t) =
EY;(t) = P(Y;(t) = 1). Weiterhin sei p(x) = ¢(z,t) = f(z,t)y(t).

Die Prozesse M;,i = 1, ...,n, werden definiert durch M;(t) := N;(t) — Sg Ai(s)ds. GemaB
den obigen Annahmen handelt es sich bei diesen um quadratintegrable lokale Martingale
auf dem Intervall [0, 1].

AuBlerdem definieren wir die Kernmomente x; := Sil v2k(v)dv und kg 1= Sil k(v)2dv.
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Mit der Definition
2 S Kz — Xi(s)) o Xi(s))Yi(s)ds

o)== 2.2
@ Yy § Ko(z — Xi(s))Yi(s)ds (2:2)
lasst sich die Differenz (& — «)(x) in zwei Summanden zerlegt,
A A ® ® /Vm + f%)r
(6= a)(@) = (@ = a*)(@) + (" =)o) = =, 2.3

wobei

NL bezeichnen (& — o*)(x) als variablen Term und (o* — «)(z) als stabilen Term.

2.1.4 Resultate

Wir wollen drei Hilfsresultate sowie die beiden Hauptresultate von NL nennen, die wir

im Folgenden noch verwenden.

Hilfsresultate

Die drei Lemmata finden sich in NL als Proposition 1, Formel (10) sowie Lemma 1.

Lemma 2.1.1
Fiir alle n € N seien H(n),z’ = 1,...,n, vorhersagbare stochastische Prozesse auf dem

%

Intervall [0,1]. Fir n — oo seien die folgenden Annahmen erfillt:

(G1) Fiir 0* > 0 gilt )
; J {Hi(n)r (8)d(Mi)(s) —>p ™.

(G2) Fiir alle e > 0 gelte

Zn: J {Hi(n)}z (S)]l{|Hi(n)(5)|>e}d<Mi>(5) —p 0.

i=1

Dann folgt, dass
> in(")(s)dMi(s) — N(0,02).
i=1
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Dabei bezeichnet —p P-stochastische Konvergenz und = schwache Konvergenz der
Verteilungen der Zufallsvariablen auf der linken Seite gegen die Verteilung auf der rechten

Seite. Die gleichen Bezeichnungen werden spéater auch fiir Zufallsvektoren genutzt.

Lemma 2.1.2
Es sei g, () eine Folge reellwertiger Funktionen auf [0, 1] und Gy = § g.(Zi(s), s)Yi(s)ds.
Dann gilt

1 & 1
Var | — ) G| < J gn(T 2g0 z)dzx.
(n; ) n [071]d+1 ( ) ( )

Lemma 2.1.3
Sei X(t) ein stochastischer Prozess mit t = (t1,...,tg) € [0,1]¢. Fir t € [0,1]¢ und
ve|0,1], seit;, = (t1,....t;—1,0,tj41,.... tq). Fiir ein C > 0 gelten

(L1) X(t) —p 0 fir alle t € [0,1]* und
(L2) E[X(t) — X(t;»)]° < C|t; —v|* fiir alle t € [0,1]% v e [0,1] und j € {1, ..., d}.
Dann folgt, dass

sup |X(t)| —p 0.

te[0,1]¢
Hauptresultate
Die hier aufgefiihrten Satze sind in NL als Theorem 1 bzw. 2 zu finden.
Fir z € (0,1)4! sei eine Umgebung N := [x — ¢,7 + ¢] < (0,1)4*! definiert mit
e € (0,1)4*L. Folgende Annahmen werden formuliert:
(D) Die Funktion ¢ ist strikt positiv auf N.

(S) Die Funktion « ist zweimal und die Funktion ¢ ist einmal stetig differenzierbar

auf V.

(K) Die Kernfunktion k besitzt den Trager [—1, 1], ist symmetrisch um null und ist
stetig.

(B) Fiir n — o gelten nb?*! — oo und b — 0.

Satz 2.1.4 (Punktweise Konvergenz)
Unter den Bedingungen (D), (S), (K) und (B) gelten die folgenden Aussagen:

(a)

n2p 26 (2) — a*(2)} = N [O, mg’“zgg]
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(b)

b2 {0 (2) — a(z)}) —p Ky Z {(504(3:)/63:;)((;)90(3:)/637]-) N 0 a(z)/é‘xj}

j=1

(c)

52 =€, n 0"y ng(x — Xi(5))dN;(s) —p 02 = H%JAZEQ
i=1

Nun sei 2" = 27 x ... Zy.1 ein (d + 1)-dimensionales Teilintervall von [0, 1]+, sodass

jedes Z; ein kompaktes Intervall ist. Es seien vier weitere Annahmen formuliert:
(D’) Es gilt inf,co p(x) > 0.
(S") Es sind « und ¢ stetig auf 2.

(K”) Es gilt (K). AuBerdem sei k Lipschitz-stetig, d.h. es existiert ein C' > 0, sodass
|k(u) — k(v)| < Clu — v| fir alle u, v.

(B’) Fiir n — oo gelten nb®™® — oo und b — 0.

Satz 2.1.5 (Globale Konvergenz)
Unter den Annahmen (D’), (S°), (K’) und (B’) gilt

sup |(& — a)(x)] —p 0.
el

2.2 Konvergenz der endlichdimensionalen Verteilun-
gen

In Theorem 2.1.4 wurde die Normalitit des Schiitzers an einzelnen Punkten x € (0, 1)4*!

gezeigt. Diese Aussage soll nun verallgemeinert werden auf endlich viele Punkte
T1, .y Ty € (0,1)7 Wir stellen fest, dass asymptotisch Unabhingigkeit der Schét-
zungen an mehreren Punkten eintritt. Dies ist insofern ein erwartbares Resultat, als
dass analoge Aussagen auch fiir Kerndichteschétzer und Kernregressionsschétzer gelten
(siehe etwa Nadaraya, 1989, S. 88 bzw. S. 120). Zum Beweis dieser Aussage stellen wir

zwel Lemmata voran.

Lemma 2.2.1

Fiir reellwertige Funktionen g gilt

E f 9(Zi(s), 5)Yi(s)ds = f[ o S)ptwde
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Beweis:

EJ (Zi(s), s)ds = j f Yi(s)dsdP & f (JQQ(Zi(s), s)Yi(s)dp) ds
f(ﬁm}fm (2. 8)y dP7(s)py ()= (2)dPy (y )) ds

LI(],, o0y ()dz) ws [ st

a. Definition des Erwartungswertes.
b. Satz von Fubini.
c. Maf-Transformationssatz.

d. Einsetzen von Dichten.

e. Verkiirzen der Notation durch w = (z, s) und der Definition von ¢. ]
Lemma 2.2.2
Es sei m € N. Fir alle n € N seien Hf]),z =1,..,n,5 = 1,...,m, vorhersagbare sto-

chastische Prozesse auf dem Intervall [0,1]. Fir n — oo seien die folgenden Annahmen

erfillt:

(G1’) Fir eine positiv definite, symmetrische m x m-Matriz A = {a i} k=1, m gilt

ZJ )d<M>( ) —p i, jk=1,...,m.
(G2’) Fir alle € > 0 gelte
ZJ l] {|H(")(s)|>€}d<Mi>(5) —p0, g=1,...,m.

Dann folgt, dass

[Z | Hff;)(s)dM@-(s)] — N(0, 4).

.....

Bemerkung: Lemma 2.2.2 ist eine m-dimensionale Verallgemeinerung des Lemmas
2.1.1. Er verhalt sich zu diesem édhnlich wie Theorem 1.2 in Andersen u. Gill (1982) zur
klassischen prozesswertigen Variante des Grenzwertsatzes von Rebolledo (Rebolledo,
1980). Den Beweis von Lemma 2.2.2 schieben wir bis zum Ende des Beweises des

eigentlichen Resultats in Satz 2.2.3 auf.
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Satz 2.2.3
Fiir jeden der paarweise verschiedenen Punkte 1, ..., T, € (0,1)3"1 seien die Annahmen

(D) und (S) erfillt. Auferdem gelten (K) und (B). Dann gilt

n'2p 24 — o*)(x) = N <0,diag (fig“a(%),j =1, ,m)) :
()
Fir Konfidenzintervalle und Tests ist asymptotische Normalitat nicht um o*, sondern um
« von Interesse. NL weisen bereits darauf hin, dass man diese bei ,,Unterglatten” erhélt;
das heifit, indem man fiir wachsenden Stichprobenumfang die Bandbreite schneller klein
werden lasst, als es im Sinne geringster quadratischer Abweichung optimal wéare. Um

dies zu formalisieren formulieren wir
(B) Fiir n — oo gilt nb?5 — 0.
Diese zuséatzliche Annahme garantiert namlich anschaulich, dass

Grofle des stabilen Terms (a*(z) — a(x))

— 0.
Breite des Konfidenzintervalls

Formalisiert wird der Gedanke durch folgendes Lemma.

Korollar 2.2.4
Es seien die Annahmen des Satzes 2.2.3 sowie (E) erfullt. Dann gilt sogar

n 224 — o) (x) = N (O,diag (ch“a(%),j =1, ,m)) :
()

Beweis: Wir stellen fest, dass
nl/Zb(dJrl)/Q(& . a)(:c) _ nl/Qb(dJrl)/Q(d . 04*)(:1;) + nl/Qb(d+1)/2b2b72(&* . a)(a:)

Der erste Summand konvergiert nach Satz 2.2.3 gegen die Zielverteilung. Nach Satz 2.1.4
konvergiert b=%(a* — a)(x) gegen einen konstanten Vektor, da stochastische Konvergenz
eines Vektors aquivalent zu stochastischen Konvergenz seiner Komponenten ist. Der
Vorfaktor n/2p(¢+D/2p% = (nb*+2)1/2 konvergiert gemaf (B) gegen null. O

Beweis Satz 2.2.3: Lemma 2.2.2 soll angewendet werden mit

HD (1) = n~ V202K (0 — Xi(8), j=1,0myi=1,..,m.
Wir notieren auflerdem, dass d{M;)(s) = a(s, Z;(s))Yi(s)ds (siehe etwa Andersen u. a.,
1993, S. 74, Formel (2.4.3)). Wir wollen (G1’) nachweisen, indem wir zunéchst die

Konvergenz der Erwatungswerte zeigen und im Anschluss priifen, dass die Varianzen
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asymptotisch verschwinden. Es gilt
[Z | # @ H a0 >]
& it J Ky(x; — w)Kp(z; — w)a(w)p(w)dw
[0 1]d+1

(1) v 1
2 f K(g)K (JTZ + Q> a(wj + bg)e(z; + bg)dg

—z;/b
e, kya(m)p(x) L=
0 I %

a. Wegen d{M;)(s) = a(s, Z;(s))Yi(s)ds liefert Lemma 2.2.1 die Umformung.

b. Wir fithren die Substitution ¢ = (z; — w)/b durch und nutzen die Symmetrie von

K aus.

c. Der Fall [ = j ist in NL bereits abgedeckt. Wir stellen zunéchst fest, dass fir
hinreichend grofie n, also kleine b, der Integrationsbereich den Trager von K
enthélt und wir somit iiber [—1,1]¢*! integrieren. Fiir hinreichend kleine b ist
K ((z;—z;)/b+ q) = 0 fiir alle ¢ € [—1, 1]**!. Somit ist der gesamte Integrand

und damit auch das Integral identisch null.

Fiir die Varianz erhalten wir

. 1
S bf K2, — w)K2(w; — w)aX(w)p(w)du
n [0,1]d+1
b Loodgyo aaaran (mea)ft 2 2 (L5~ 2
= b M K (q)K (T + q) a”(z; + bg)p(x; + bg)dg
= o(1)

a. Lemma 2.1.2.

b. Wir fithren die Substitution ¢ = (x; — w)/b durch und nutzen die Symmetrie von
K aus.

c. Fiir hinreichend grofle n enthéalt der Integrationsbereich den Tréger von K und wir
integrieren somit tiber [0, 1]4"!. Da alle Integranden auf diesem Bereich beschrinkt
sind, bleibt auch das Integral beschrankt. Der Vorfaktor ist o(1) gemif3 Annahme
(B). Fiir j # [ ist das Integral sogar identisch null fir hinreichend grofie n aus

denselben Griinden, die fiir die Erlauterung des Erwartungswertes genutzt wurden.
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(G2) ist bereits durch NL abgedeckt ist, ebenso wie €, —p ¢(z) fir alle z;,j = 1, ..., m.
Somit ist Satz 2.2.3 gezeigt. O]

Es bleibt, den Beweis von Lemma 2.2.2 nachzuholen:
Beweis von Lemma 2.2.2: Die Aussage folgt mit Cramér-Wold-Argumenten (siehe

etwa Theorem 29.4 in Billingsley (2012)) aus Lemma 2.1.1. Es seien dafiir ¢4, ..., ¢, € R.
Zunéachst gilt

i ifHW) ” ]dM()

Dessen Konvergenz in Verteilung fiir n — oo soll mit Hilfe von Lemma 2.1.1 nachgewiesen
werden mit H" =2 Hp}' Aus (G1) folgt, dass

| [i (”)S] K = ) f ZZH< 1L (5)d)()

:2; ckZJ )d<M> ZZ §Ck Q-

Damit ist (G1) gezeigt mit o = 377" >\ | cjcpajy. Weiterhin erhalten wir

gcf'ﬁ"(’?)( )] {lzis s o]} KAL)

1
AN ) () 1
Z Z CJCk Z JH Hz k )]]_{|Z?;1 ClH,L-(,TlL)(S)|>E}d<Mi>(S)

j=1k=1

m m n (n) 2 2
DI Y Ot oo 1000

j=1k= i=

[ [REI O 1|CZH$>(S)|>E}d<Mi><s>];

< i i CjCl [iJ{HZ(?)}Z( )1 (S| D (s |>5}d<Mi>(s)]
[ZJ o MLisin ou (o)) EMip(s )r,

wobei beide Abschédtzungen Anwendungen der Cauchy-Schwarz-Ungleichung sind. Im
ersten Fall wird diese auf die Integrale angewandt, was moglich ist, da (M;)(s) monoton

nichtfallend ist. Im zweiten Fall findet die Anwendung auf die Summe tiber ¢ statt.
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Damit gentigt es zu zeigen, dass

ZJ U {Zz e B (9)|><) d(M;)(s) —p 0, j=1,...,m,

um Bedingung (G2) nachzuweisen. Fiir diese Terme erhalten wir mit £ = ¢/(m-max; |¢|)

{Z"‘ e H(n)(s)|>a}d<Mi>(S)

{ } ML )52y KMip(5)
f {Hf’?)}Q (L 119 (2 1 ) -2} KM (5)
* ; f {nyy “”{|H;:;><s>|<g~,|H;;>(s>|>§}d<Mz-><s)]
> {1} 1 gy 06)

> [ {HY O01 g ot >] o

_l’_

a. Aus X", ‘clHi(;)(s)‘ > ¢ folgt fiir mindestens ein [ € {1,...,m}, dass ‘HZ-(;L)(S)‘ >
e/(m|¢|). Damit gilt dann auch insbesondere IL{Z IR <2 ﬂ{|H§j)(s)|>5}‘

L @|salno)>e T L{|a0 o) <a a2

o (s)‘ > 2} gilt ‘H( )

Lo g2} =

c. Auf dem Ereignis {‘H( ) ‘
gilt generell 145 < 14.

< ‘Hﬁ) .

d. Beide inneren Summanden konvergieren gemifl (G2’).

Damit ist (G2) bewiesen und es folgt gemafl Lemma 2.1.1, dass

e ZJH”) )dM; (s :>N< ZZ cka]k>.

j=1 G=1k=1
Dies ist aber genau die Verteilung von Z;”Zl ¢; X fir (X, ..., X,,) ~ N(0, A). Nach dem
Satz von Cramér-Wold ist das Lemma demnach bewiesen. O

2.3 Gleichmaflige Konvergenz des Varianzschatzers

Wir wollen zeigen, dass der Varianzschitzer 62 (siehe Satz 2.1.4, (c)) sogar gleichméBig

in Wahrscheinlichkeit konvergiert. Dazu sei folgende zusédtzliche Annahme formuliert:



KAPITEL 2. ZWEI ANPASSUNGSTESTS FUR INTENSITATSMODELLE 21

(K”) Es gilt (K’). AuBerdem sei k? Lipschitz-stetig, d.h. es existiert ein C' > 0, sodass
k2(u) — k*(v)| < Clu — v fiir alle u, v.

Wie zuvor sei 2" = 27 X ... Zys1 ein (d + 1)-dimensionales Teilintervall von [0, 1]¢,

sodass jedes Z; ein kompaktes Intervall ist.

Satz 2.3.1
Unter den Annahmen (D’), (S°), (K”) und (B’) gilt

sup |62 — 02| —p 0.
e
Beweis: Zunichst sei an die Definition von 62 aus Satz 2.1.4 (c) erinnert. Auflerdem

ubernehmen wir von NL die Definition

7= g2l Z [ Kite = xnaansis

_ %x_ibd“ i f K2(z — Xi(s))a(Xi(s))Yi(s)ds

und nutzen dann die Zerlegung

2

z ol

sup |65 — 0| < sup |67 — &3] + sup |5, — o7
x x X

< sup |62 — 62| 4+ sup |62 — EG2| + sup |E52 — 02|

Es geniigt die Konvergenz aller Terme auf der rechten Seite der Ungleichung zu zeigen.
Da in NL im Beweis von Theorem 2 bereits sup, |6, — ¢(z)| —p 0 behandelt wird,
ist es hinreichend, die Konvergenz von sup, |6262% — €262|, sup,, |62 — E¢5%| und
sup, |[E€262— p?(x)o?| zu zeigen. Dies liegt daran, dass aus f,, — f gleichméfig, g, — ¢
gleichméaBig sowie inf g > 0 folgt, dass ebenfalls f, /g, — f/g gleichméaBig.

Fiir die ersten beiden dieser Terme soll jeweils Lemma 2.1.3 genutzt werden. Da die

punktweise Konvergenz schon in NL gezeigt wurde, beschranken wir uns auf den
Nachweis von Bedingung (L2). In (L2) betrachten wir 0.B.d.A. nur den Fall j = 1. Es
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sei dafiir x* = (2%, 29, ..., 24, t). Dafiir gilt

z# O g% T

o [ deZJ{Kb r— X — K} (a* —Xi(s))}dMi(S)]
L deHZEJ{Kb x— X — KZ(z* — 1(5))}2d<M1>(5)

E[‘gf ~2 %2 2_( 2 52 —(52*62 )]2

S

c. 1 * 2
- b2d+2f {Ki (@ —w) = Kj(z* = w)}” a(w)p(w)dw (2.4)
n [0,1]d+1
1 (1=a)/b 2t —z\)>
L Ly | / {0 -5 (4+ 757) | ato = ba)eta — by
—x/b

5 1
< const - ;b (@+3)| 2% — 2)2.

a. Definitionen von 62 und 62 sowie die Definition von M;.

b. Wir nutzen, dass fiir allgemeine zentrierte Martingale X gilt, dass EX(T)? =
E(X)(T), dass § HdM ein derartiges Martingal ist sowie, dass ({ HdM) =
§ H2d(M), fiir Martingale M, die die Differenz zwischen einem Zahlprozess und
seinem Kompensator darstellen (siehe etwa Fleming u. Harrington (2011), Kapitel
2). Auerdem geht die Unabhéngigkeit der Beobachtungen ein, die sicherstellt,
dass wir die gemischten Terme ignorieren kénnen, da die Summanden Erwartung

null besitzen.
c. d{M;>(s) = a(X;(s))Yi(s)ds sowie Lemma 2.2.1.
d. Substitution ¢ = (z — w)/b.

e. Wir stellen zunéchst fest, dass aufgrund von (K”) und da sich x und z* nur in

d+1

[+

der ersten Koordinate unterscheiden
‘K2(Q) - K? <Q+ z b—as)‘ = kQ(Ql) — K <Q1 + < _Zl>
d+1

<Ob'z* =z - | [F(q))-

j=2

Setzt man dies ein, erhalt man die Umformung, indem man erkennt, dass das
verbleibende Integral beschrankt bleibt, da alle Integranden stetig sind und der
Integrationsbereich kompakt bleibt (aufgrund des kompakten Tragers von K).

Damit ist (L2) wegen (B’) fiir 6262 — €252 gezeigt.
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Weiterhin erhalten wir

a. Definition von 62 sowie d{M,)(s) = a(X;(s))Yi(s)ds.
b. Lemma 2.1.2.

Da der letzte Term bis auf den beschriankten Faktor a(w) innerhalb des Integrals
identisch (2.4) ist, ist (L2) auch fiir €262 — E€%52 bewiesen.
SchlieBlich ist noch der Term [E%262 — p?(x)o?| zu untersuchen. Fiir diesen erhalten

wir

[E%, 07 — ¢ (x)og] =

it f K2(z — w)a(w)p(w)dw — £ a()p(x)
[0,1]d+1

b.

J[l s K?*(q) {a(z — bq)p(x — bg) — a(x)p(x)} dq‘ ,

a. Einsetzen der Definitionen sowie Lemma 2.2.1.

b. Dies gilt fiir hinreichen grofie n, also kleine b, wegen der Substitution ¢ = (x —w)/b
sowie der Tatsache, dass der Triger von K identisch [—1,1]¢"! ist. AuBierdem

geht die Definition von k9 ein.

Da der fithrende Faktor K? des Integranden beschrankt ist, ergibt sich die auf 2
gleichméaflige Konvergenz dieses Termes gegen null nun aus Lemma 2.3.2, welches unter
diesem Beweis erlautert wird.

Damit ist der Beweis von Satz 2.3.1 abgeschlossen. O

Lemma 2.3.2
Seien A < R? und Q < RY kompakt und g : R? — R stetig. Sei b,, eine Nullfolge. Dann
qgilt

sup
€A

f {9(2) — gl + bq)} da| 0.

Beweis: Mit C' = {x + bqlz € A,q € Q,b e [0,1]} ist g gleichmaBig stetig auf C, da
diese Menge kompakt ist. Das bedeutet, fiir jedes ¢ > 0 existiert ein ¢ > 0, sodass fir
alle z,y € C gilt

[z —yl <d = |g(x) —gy)| <e,
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wobei | - | hier auch die euklidische Norm im R? bezeichnet. Seien ¢ > 0 und ¢ > 0

geméf3 dieser Definition. Da () kompakt ist, existiert ein N derart, dass fir alle n > N
b, <1 und |byq| <0 Vge Q.

Fiir alle n = N folgt nun

sup
T€EA

j g(x) —g(x + bnq)dq‘ < SUPJ edg = £ - M(Q),
Q z€eA JQ
wobei \; das d-dimensionale Lebesgue-Maf3 bezeichnet. Da \y(Q) < oo, ist der Beweis

abgeschlossen. O

2.4 Zwei Modellspezifikationstests

In diesem Kapitel sollen zwei Versionen eines Tests auf Modellspezifikation vorgestellt
und behandelt werden, die auf dem Intensitatsschitzer von NL beruhen. Die Methodik
der Tests stammt dabei von Gozalo (1993), der analoge Tests fiir den Fall nichtparame-
trischer Regression mit dem Nadaraya-Watson-Schatzer eingefiihrt hat. Unterschiedliche
Fragen der Modellspezifikation konnen mit diesen Tests untersucht werden. Im spéateren
Verlauf werden wir insbesondere an einem Test auf Auslassen von Kovariablen interes-
siert sein. Aber auch das Testen von restriktiveren parametrischen, semiparametrischen
oder strukturierten nichtparametrischen Modellformen ist méglich. Etwa konnte man
untersuchen, ob das weit verbreitete semiparametrische Cox-Modell (Cox, 1972) oder
ein multiplikatives bzw. additives nichtparametrisches Modell (siehe etwa Linton u.a.,
2003) fiir die Daten geeignet ist.

Wir gehen weiterhin davon aus, dass wir uns im Modellrahmen von Kapitel 2.1.1

d+1

bewegen. Es sei B eine Teilmenge der messbaren Funktionen, die von [0, 1]*"! nach

[0, c0) abbilden. Die zu testende Nullhypothese lautet

Hy: Es existiert eine Funktion 3 € B, sodass
P(a(X;(t) = B(X;(t),t € [0,1]) = 1.

Dementsprechend lautet die Alternativhypothese

H;: Fir alle Funktionen g € B gilt
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Bemerkung: Offensichtlich steuert die Wahl der Menge B die Art des Tests. Fiir einen

Test auf Auslassen der ersten Kovariaten wahle man etwa
B = {6 : [07 1]d+1 - [07 OO) ﬁ(xbm% crey derl) = 5(1’2, ceey derl)vx € [07 1]d+1}'
Fir einen Test auf das Cox-Modell nutze man

B = {ﬁ‘ﬁ(z,t) = A(t) exp(672), (2,t) € [0,1]*"* fiir ein A: [0,1] - R", 0 e Rd}.

Wir betrachten ein fixes, endliches Gitter bestehend aus paarweise verschiedenen Punk-
ten b, ..., 2™ € (0,1)%*!. Weiterhin seien & der in Kapitel 2.1.2 definierte Schéitzer sowie
62 wie in Satz 2.1.4. Dariiber hinaus sei 3 ein Schitzer fiir die Funktion « unter der

Nullhypothese. Wir definieren nun

und damit unsere Teststatistik
m .
T, = Z S, (7).
j=1

Test (Gozalo-Typ I): Lehne die Nullhypothese ab, falls die Teststatistik 7, einen
grofieren Wert aufweist als das (1 —v)-Quantil der x2-Verteilung mit m Freiheitsgraden.
|

Um zu zeigen, dass dessen asymptotisches Niveau v ist, sind noch Annahmen an
die Eigenschaften des Schatzers unter Nullhypothese notwendig. Dieser soll namlich
konsistent sein mit einer schnelleren Konvergenzgeschwindigkeit als der Schétzer fiir

den allgemeinen Fall &.

(N) Fiir die reelle Zahlenfolge {a?}, welche (nb?+1)1/2/a? — 0 erfiille, gelte unter Hy

fir z € {z*, ..., 2™}
a} (8(@) = al@)) S,

wobei £ eine Zufallsvariable mit Erwartungswert 0 und Varianz ag(a;) ist, welche

konsistent durch 63(x) geschétzt werden kann.
Fiir eine Analyse des Tests unter H; konnen wir eine noch stérkere Annahme formulieren.

(A) Fiir die reelle Zahlenfolge {a?}, welche (nb%*1)1/2/a? — 0 erfiille, und eine Funktion
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By € B gelte firr z € {z', ..., 2™}
0l (B@) = Bo(2) S ¢,

wobei ¢ eine Zufallsvariable mit Erwartungswert 0 und Varianz 0%(3:) ist, welche

konsistent durch 63(x) geschétzt werden kann. Unter Hg gilt oo = fp.

Satz 2.4.1

Fiir jeden der Punkte ', ...,x™ seien die Annahmen (D) und (S) erfiillt. Auferdem
gelten (K), (B) sowie (B).

(a) Dann folgt unter (N) und Ho fiir n — oo

T, — an.

(b) Es sei auferdem {k,} = O((nb**)°) eine reelle Zahlenfolge fiir ein 6 € (0,1) . Unter
(A) und Hy gilt, falls ein j existiert, sodass a(x?) # Bo(z?) fiir n — oo

P(T, > k,) — 1.

(¢) Es sei {ky} wie in (b) und auferdem P(3 € B) = 1. Wenn nun wieder Hy zusammen,
mit

; JY J

inf max la(z’) — B(a")| >0,

qgilt, so gilt ebenfalls fiir n — oo
P(T, > k,) — 1.

Bemerkung: Wir haben zwei Aussagen iiber das Verhalten des Tests unter H;y for-
muliert. Satz 2.4.1 (b) folgt im Wesentlichen der in Gozalo (1993) gemachten Aussage.
Héufig wird aber in der Literatur das Verhalten eines Schétzers fiir den Fall, dass
die Modellannahmen nicht erfillt sind, nicht analysiert. Ohne eine solche Analyse ist
(b) aber nicht anwendbar. Daher beschreibt (c) eine alternative Bedingung, die die
Konsistenz des Tests sicherstellt. Fiir den Fall eines Tests auf Auslassen der ersten
Kovariaten wire diese etwa erfiillt, falls unter den Gitterpunkten zwei Punkte z!, 22
enthalten sind, die sich nur in der ersten Koordinate unterscheiden und an denen «

unterschiedliche Werte annimmt, d.h.
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Beweis: (a) Wir betrachten zunéachst fir j = 1,...,m

Sp(27) = (nbdﬂ)% —_ 7

_ (nbd“)% a(x?) —.Oz(:vj) n (nb™1)* 65(a7) sa(a?) — é(l‘j)' (2.5)

Der zweite Summand konvergiert gemafi Annahme (N) gegen null in Wahrscheinlichkeit,
da der vordere Bruch gegen null konvergiert und der restliche Term Op(1) ist (siche z.B.
van der Vaart, 1998, Kapitel 2.2, fiir einen Uberblick iiber die stochastische Landau-O-
Notation). Der vordere Term konvergiert gegen eine Standardnormalverteilung. Genauer
gesagt, konvergiert sogar der Vektor der vorderen Terme (mit den Komponenten fiir
j = 1,....,m) Satz 2.2.3 zufolge in Verteilung gegen einen standardnormalverteilten
m-~dimensionalen Zufallsvektor. Somit gilt nach Slutzkys Lemma (siche etwa van der
Vaart, 1998, Lemma 2.8) dieselbe Konvergenz auch fir den Vektor [S,,(z7)]._, , . Nach
dem Continuous Mapping Theorem (siehe etwa van der Vaart, 1998, Theorem 2.3) folgt
damit

T, =) Sula))’ = x2.
=1

J

(b) Wir erweitern zunéchst (2.5) zu

Sp(x?) = (nbd+1)% 5‘(95])6;@(95]) i (nbaﬁ )? 656(;’;])@2 ﬁo(x;l(;g(ﬂ)
)% a(z’) - ﬁo(xj)_

O i

+ (nbd+1

Die ersten beiden Summanden verhalten sich aufgrund von Annahme (A) genauso wie
die beiden Summanden in (a) und sind somit insbesondere Op(1). Der Zahler des dritten
Summanden ist annahmegemaf fiir zumindest ein j — wir bezeichnen es mit J — ungleich
null, sodass der Term fiir j = J insgesamt mit Rate (nbd“)l/ ? gegen too divergiert
(man beachte hier Annahme (B)). Somit folgt fiir dieses J, dass P (|S,(z”)| > kY/?) — 1,
da kY2 = O((nb®1)%2) und 6 < 1. Damit ergibt sich

[

P(T, > k,) =P < Sp(27)? > k:n> > P (S,(z7)? > k)

1

J

P (1S (z7)] > k,ll/z) — 1.
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(c) Wir stellen fest, dass

. a. (nbd+1)1/2 . PN . . .
max 15,(0)] & 0 (maxate) - 5] - max () - ata)])
j=1,..., m - j j
 (npdt1yL/2 A . d+1Y1/2 ‘ A
£ U max () - 5()] - " maxa(e) - a(@)
O zi peB  j Oy J

a. Wir fiigen, dhnlich wie im Beweis von (a), die nahrhafte Null +a(z’) ein und

nutzen dann die Regel max, |f(x) + g(x)| > max, | f(x)| — max, |g(x)|.

b. Da B € B konnen wir den ersten Summanden durch das Infimum iiber alle g € B

abschétzen.

Der zweite (negative) Summand ist Op(1). Der erste divergiert mit Rate (nb?+!)1/2 gegen
0, weswegen der gesamte Term mit dieser Rate divergiert. Somit folgt P(max; |S,(27)] >

k!/2) — 1 und damit wiederum

P(T, > k,) =P (Z Sp(27)? > k:n> > P (max Sp(27)? > k:n)
=1 !
=P <maX Sp(27) > k}l/Q) — 1.
J
O

Teile (b) und (c) des Satzes 2.4.1 weisen die Konsistenz des beschriebenen Tests
unter verschiedenen Szenarien nach. Jeweils werden aber Bedingungen an die deter-
ministischen Punkte 27 gestellt, welche nicht {iberpriifbar sind, da die tatséchliche
Funktion o und gegebenenfalls Sy unbekannt sind. Ein Losungsansatz kann sein, die
2’ zufillig zu bestimmen und die Anzahl m mit waschendem Stichprobenumfang n
ebenfalls in geeigneter Geschwindigkeit zu erhéhen. So werden asymptotisch zumindest
mit Wahrscheinlichkeit eins passende z7 gewéhlt. Gozalo (1993) fithrt diesen Gedanken
noch einen Schritt weiter und ergénzt ihn um einen Suchmechanismus. Wir wollen

ebenfalls eine derartige Version fiir unseren Fall konstruieren.

Es seien dazu 2" = 27 x --- x Zy,1 ein (d + 1)-dimensionales Teilintervall von
[0, 1]9*1) sodass jedes Z; ein kompaktes Intervall ist, und fg die Dichte einer stetigen
Verteilung auf dieser Menge. Es sei {f(ﬂ }jen eine Folge unabhéngiger, identisch geméafl
fx verteilter Zufallsvektoren, welche zudem unabhéngig von den Daten sei. Dariiber

hinaus sei {m,, },en eine Folge natiirlicher Zahlen mit

My — 0,  my, = o (nb®1)°) (2.6)
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fir ein § € (0,1) und n — co. Nun definieren wir fir ein n > 0

J = argmax {5, (X7)? — n(nb™") L=y} (2.7)

1<g<my,

und

X =X".

Test (Gozalo-Typ II): Lehne die Nullhypothese ab, falls die Teststatistik S, (X)2
einen grofieren Wert aufweist als das (1 — 7)-Quantil der y?-Verteilung mit einem
Freiheitsgrad. |

Dessen asymptotische Eigenschaften fassen wir in Satz 2.4.2 zusammen. Wir formulieren

hier eine weitere Annahme fiir die Untersuchung des Tests unter der Alternativhypothese.

(A’) Es existiert eine Funktion (3, € B, fiir welche fiir n — oo gilt
sup [B(x) — Bo(x)| —p 0.
e

Satz 2.4.2
Es seien (D), (K”), (B’) und (B) erfillt sowie (S) fir alle x € Z .
(a) Unter Ho und (N) folgen fiir n — oo

und
Su(X)? = xi.
(b) Es gelten Hy, Annahme (A’) sowie
P(a(X) # By(X)) > 0. (2.8)
Fiir {k,}n = O((nb?1)?) folgt dann fiir n — oo
P(S,(X)? > k) — 1.

(¢) Es sei {kn}n wie in (b) und auferdem P(3 € B) = 1. Wenn nun wieder Hy gilt

sowie ein € > 0 derart existiert, dass

%gPWﬂX%—MXH>€%:p>Q
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so folgt ebenfalls fiir n — oo
P(S,(X)? > k,) — 1.

Bemerkung: Erneut formulieren wir zwei Varianten von Aussagen iiber das Verhalten
des Tests unter der Alternativhypothese. Die Griinde sind die gleichen wie bei Satz 2.4.1.
Wir betrachten wieder das Beispiel eines Tests auf Auslassen der ersten Kovariablen. Die
Voraussetzung von (c) wére etwa erfiillt, wenn « stetig ist, wir gleichméflige Stetigkeit B
annehmen sowie =,y € 2~ existieren, die sich nur in der ersten Koordinate unterscheiden,
in denen « aber unterschiedliche Werte annimmt und die innerhalb einer konvexen

Menge liegen, auf der fg von null weg beschrénkt ist, d.h.

r,ye X < X', & konvex,
de>0: fele > ¢,
z; =vy;,] =2,....,d+1, und
a(z) # aly).

Fiir den Beweis von Satz 2.4.2 formulieren wir ein Lemma, dessen Beweis wir an das

Ende dieses Kapitels schieben.

Lemma 2.4.3
Unter Hy sowie den Annahmen (D), (K”), (B’), (B) sowie (S) fir alle x € & gilt

I ™

— Y Su(X7)? = Op().

=1

Beweis Satz 2.4.2: (a) Fur alle p > 0 gilt

o i\2 d+1\d 1 i\2 (nb™1)°
P max S,(X7)*=pund)° ) <P Z Sp(X) = p—+1] — 0.
j

n—eo

Zunéchst wird hier das Maximum durch die Summe abgeschétzt und durch m,, geteilt.
Die Konvergenz ergibt sich mit Lemma 2.4.3, da der Quotient (nb?*1)°/m, gegen
unendlich divergiert. Denn allgemein gilt fir X,, = Op(1), a, — o, dass fur jedes
e >0 Groen M > 0, Ny > 0 und Ny > 0 derart existieren, dass fiir alle n > N;
gilt P(|X,| > M) < ¢, und fir alle n > N, gilt a,, > M. Daher gilt dann fiir alle
n = Ny v Ny, dass P(|.X,,| > a,) <e.
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Nun ergibt sich der erste Teil von (a) durch

P #1) = P (3 €42, ma} = 5, (X = S, (X1)? = n(nb)")

=P
<P (Fje{l,...,mn}: Su(X7)? > n(nd™)°)

<P ( max S, (X7)? > n(nbd+1)5) — 0.
j

Der zweite Teil ergibt sich, weil S, (X1)? = x? (siehe dafiir Theorem 2.3 von Gozalo

(1993), welches auf einen Konvergenzsatz von Bierens (1984) zuriickgeht).

(b) Wir bemerken zunéchst, dass

max |5, (X7)|
J

a. btV i i i Iy _ B(X

& max < [a(X) = a(X) + a(X7) = 5o(X7) + Go(X) = B(X)

b (nbd+1)1/2 y y - - - a

£ 00 (o (7) = ()] - max [ACE) — a0 - o (27— 57
JO9Xi J J J

(2.9)
a. Wir fiigen der Definition von S,, zwei nahrhafte Nullen hinzu.
b. Wir nutzen die fir Normen | - || giiltige Ungleichung ||z + y| = |z| — ||y]-

Wir erhalten weiterhin

Jj=1,., mn

n(nbd+1)5 + kn) 1/2

nbd+1

a. GemaB der Definition von X gilt S, (X)? > max; S, (X7)% —n(nb*1)?. Wir setzen
dies ein, schieben einen Term auf die andere Seite der Ungleichung und ziehen die
Wurzel.

b. i o j
b sl - 0 > e,
J

+ max [a(X7) — a(X7)| + max ‘@O(Xﬂ') ~ B(X9)

b. Wir setzen Formel (2.9) ein.

c. Alle Terme der rechten Seite der Ungleichung innerhalb der Wahrscheinlichkeit
konvergieren in Wahrscheinlichkeit gegen null: der erste, weil 6 gleichmafig in
x konvergiert und k, = O((nb!)?) (man beachte Annahme (B’), welche (B)
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impliziert), der zweite nach Satz 2.1.5 (man beachte, dass Annahme (S) starker
als (S’) ist) und der dritte nach Annahme (A’). Die linke Seite ist aber wegen
(2.8) asymptotisch von null weg beschrénkt.

(¢) Aufgrund einer zu der im Beweis von (b) analogen Argumentation gilt

P(S,(X)? > ky)

n(nderl)(S + kn
nbi+1

J

1/2
) —i—m;ax‘d()?j)—a()?j)‘).

(2.10)

J

Aus ebenso analogen Griinden folgt auch, dass die rechte Seite der Ungleichung innerhalb
der Wahrscheinlichkeit stochastisch gegen null konvergiert. Weiter ergibt sich fiir das ¢

aus der Voraussetzung des Satzes

P (maxfal0) = 30 > < ) = [ P (max o) = 3| = €| = ) ary(9)

- [ P (maxla () = 0 > €) ary(s),
j
wobei die zweite Identitit die Unabhingigkeit von X7 und den Daten ausnutzt. Aufer-
dem gilt
P <max la(X7) — B(X9)| > 5) =1-P (|a()~() — B(X)| > 5)m"
j
>1—supP (|a()2') — B(X)| > 5)m"

BeB
—1-—(1—p)™ > 1,

mit p > 0 aus der Voraussetzung des Satzes. Insgesamt erhalten wir so, dass die linke
Seite innerhalb der Wahrscheinlichkeit in (2.10) asymptotisch von null weg beschrénkt
bleibt und somit (2.10) gegen eins konvergiert. O

Was bleibt, ist, Lemma 2.4.3 zu beweisen.
Beweis Lemma 2.4.3: Es gentigt zu zeigen, dass die Aussage gilt, wenn wir S,

durch den ersten der Summanden folgender Zerlegung ersetzen, da 3 unter Ho asym-

ptotisch nédher an « liegt als a.

5. (%) - (nbd+1>;{ (660 -0, <M> }
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Diesen Summanden nennen wir .S/, und koénnen ihn wie folgt darstellen (siche Kapitel
2.1):

SI(X) : = (b))} (éi(jf)“‘l(jz))

_ 11 (nbd“);{iiJKb(X_Xi(S))dMi(S)

(o]
P
>

L j Ky (X = Xi(s)) [a(Xi(s)) — a(%)] Yxs)ds}

n “—
1 1 ~ ~ 1 1 ~
=: (X w2(X) = ——R, (X
5o (Ra(0) + Ba(X)) = 2 Ru(X)

Wir werden zunéchst nur die ersten beiden Faktoren 1/6 ¢ sowie 1/ betrachten und
zeigen, dass es gentigt, den iibrigen Term Rn(X ) isoliert zu untersuchen. Dies fassen
wir in folgender Behauptung zusammen:

Behauptung 1: Falls 1/m,,- 7™ R,(X7)? = Op(1), so folgt auch 1/my,- 350 SH(XT)? =
Op(1).

Beweis Behauptung 1: Geméf Satz 2.3.1 wissen wir, dass sup,cy-

Gy — 0x] —p 0, und
bereits in NL wird erwahnt, dass sup,c, |€: — ¢(x)| —p 0. Damit folgt ebenfalls, dass

sup 5262 — o2p(x)?| —p 0. Es seien s := inf, o2p(x)?/2 > 0 und
zeZ Yz %z ¥ ¥

) o A2 2 e A2002 A2002 2 2
A, = {j:{lﬁn 0% C5; < s} c {l}ggg G166 < s} - {:gg}; |6:€7 — op0(x)?| > s}.
Dann gilt P(A,) — 0,n — c. Geméaf der Annahme aus Behauptung 1 existiert fiir
jedes € > 0 ein M > 0 derart, dass P(1/m, D R (X7)? > s- M) < e, n e N. Damit
folgt

P (1 S(X7)? > M)
1

my <
n =

1 o= . 1 & oy
<P|— L (X7)? - M, A¢ Pl — "(X7)? > M. A, |.
(G o) o (G B

Da der erste Summand kleiner als € ist und der zweite gegen null konvergiert, ist die
Behauptung gezeigt.

Behauptung 2: Falls sup, ER,,(2)* = O(1),1 = 1,2, so gilt auch 1/m,,- 37" R,(X7)* =
Op(1).
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Beweis Behauptung 2: Zunachst bemerken wir, dass
ER,(X)! = JE [Ro(X)YX = 2] dPg(z) = JE [Ro(2)] dPs ()

< Jsup ER,(7)*dPg(x) = supERy(z)* = O(1), 1=1,2,

wobei fiir die zweite Identitét die stochastische Unabhéngigkeit von X von den Daten
genutzt wird. Mit Hilfe der Minkowski-Ungleichung lasst sich leicht einsehen, dass

damit auch ER,,(X)* = O(1) einhergeht. Dies wiederum zieht sofort nach sich, dass
ER,(X)? = O(1) und VarR,(X)? = O(1). Da die Summanden identisch (wenn auch
nicht notwendigerweise unabhéngig) verteilt sind, folgt damit auch die Beschranktheit
der Erwartungswerte und Varianzen von 1/m,, - 377" Ry, (X7)? und damit mit der Un-
gleichung von Chebychev unsere Behauptung 2.

Jede der Zufallsvariablen R,,;(z) hat die Form 1/n )" | H,; fiir gewisse Zufallsvariablen
H,;. Es lohnt sich daher, einen Blick auf diese Struktur zu werfen, um das Resultat fiir
beide Terme gleichermaflen nutzen zu kénnen.

Behauptung 3: Fir n € N seien H,;,7 = 1,...,n, unabhéngig identisch verteilte Zufalls-
variablen. Falls EH,; = O((nb™")~1/2), VarH,, = O(b~%") und EH:, = O(b=3?-3),
so folgt

4
E [(nbd“)1/21/n2 Hm-] = O(1).
i=1
Falls die Summanden stattdessen stochastische Prozesse abhdngig von einem Parameter
x sind und die Voraussetzungen gleichméfig in x erfiillt sind, so gilt auch die Folgerung
gleichmafBig in x. GleichmafBigkeit bedeutet hier, dass Suprema von Erwartungswerten
betrachtet werden, nicht Erwartungswerte von Suprema.
Beweis Behauptung 3: Zunachst lasst sich mit der Holder-Ungleichung leicht erkennen,

dass fiir Folgen von Zufallsvariablen X,,,n € N, gilt

EX, = O(1) & Va, = O(1) : E[X, — a,]'
< Ja, = 0(1) : E[X, — a,]’

[
S O
~~  —~
—_ p—
S— ~—

(2.11)

Insbesondere kann a, = EX,, eingesetzt werden, falls diese Folge beschrankt ist. Es
geniigt also zu zeigen, dass E[(nb®1)Y21/n>" (H,; — EH,;)]* = O(1) und dass
(nb™'2EH,; = O(1). Letzteres ist gemi der Annahmen der Fall. Fiir ersteren
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Term erhalten wir dank der unabhangig identischen Verteilung von H,;,71 =1,...,n,

n

E [(nbdﬂ)l/zl/nZ(Hm _ EHm)]

=1
1
= (nb™)? { E[H, —EH,]' + ———

n3
= 0 (")) +01) = 0(1)

Die Abschiatzungen der beiden Summanden folgen aus den Annahmen, wobei fiir den

ersten Summanden auch relevant ist, dass EH,,; beschrankt bleibt. Die in x gleichméaflige

Version folgt auf identischem Wege, indem vor die entsprechenden Erwartungswerte

sup, geschrieben wird. Damit ist Behauptung 3 gezeigt.

Wir werden nun die Zufallsvariablen R,;,l = 1,2, einzeln untersuchen und damit den

Beweis des Lemmas abschlieBen. Wir beginnen mit dem einfacher zu handhabenden

Term R,».

Behauptung 4: sup, ER2(z)* = O(1).

Beweis Behauptung 4: In der Notation von Behauptung 3 ist hier H,;(z) = | Ky(z —

Xi(s)) [a(Xi(s)) — a(x)] Yi(s)ds. Aus den Herleitungen von NL im Beweis von deren

Theorem 1(b) ist leicht zu erkennen, dass

supEH,,;(r) = O(b*) und

sup VarH,;(z) = O(b~4 1),

wobei aus ersterer Aussage mit Annahme (B) auch folgt, dass
sup, EH,i(x) = O((nb%1)~1/2). SchlieBlich erhalten wir

sup EH,;(z)* < sngKf(x —w) [a(w) — a(@)]* p(w)dw (2.12)

b uph 33 f K*(g)[a(x — bg) — a(@)]p(x — bg)dg
T [-1,1]d+1?

0.

a. Zunéchst liefert die Jensensche Ungleichung

( [ Rt = i) x5 — o) ms)ds)
< [ Kite = XD TalXits)) ] Vits)ds,

Im Anschluss wenden wir Lemma 2.2.1 an.

b. Substitution ¢ = (z — w)/b sowie die Feststellung, dass der Integrationsbereich



KAPITEL 2. ZWEI ANPASSUNGSTESTS FUR INTENSITATSMODELLE 36

auf das Einheitsintervall beschrankt bleibt, da K nur hier positive Werte besitzt.

c. Wir konnen den Term abschétzen, indem wir das Supremum in das Integral
hineinziehen. Die Integranden sind stetige Funktionen, der Integrationsbereich

kompakt, sodass das Integral beschrankt bleibt.

Durch Anwendung von Behauptung 3 ist Behauptung 4 gezeigt.
Behauptung 5: sup, ER,(z)* = O(1).
Beweis Behauptung 5: Ryi(x) = + 3" § Ky(x — X;(s))dM;(s) ist ein Martingal fiir

jedes x. Somit ist der Erwartungswert fiir alle x identisch null. Fiir die Varianzen gilt

SUp VarJKb(a: — Xi(8))dM;(s) £ sngng(a: — Xi(s))a(X;(s))Y;(s)ds

Lyl | K@ale -~ ba)els - bo)dg
[,171]d+1

U}

a. Wir nutzen, dass d{M;)(s) = a(X;(s))Y;(s)ds ist.
b. Lemma 2.2.1 und Substitution ¢ = (z —w)/b.
c. Wieder sind die Integranden und der Integrationsbereich beschrankt.

Fir das Abschéitzen der vierten Momente nutzen wir folgende Aufspaltung:

f Kyl — X(s))dMi(s) = J Kyl — Xi(s))dNi(s) — J Kyl — Xi(s))a(Xi(s))Yi(s)ds
< f Ky — Xi(s))dNi(s) + J Kyl — Xi(s))a(Xa(s))Yi(s)ds

Es genitigt, dass die vierten Momente beider Summanden einzeln der Anforderung
von Behauptung 3 gehorchen. Fiir den zweiten Summanden folgt die Argumentation
derjenigen aus (2.12). Es sei nun & = sup, a(x) < oo gemaf (S) unter Ausnutzung der
Kompaktheit von .2". Es sei weiterhin N ein homogener Poisson-Prozess mit Intensitét
@, welcher stochastisch unabhéangig von allen Daten ist. Da der Intensitatsprozess von
N;, also a(X;(s))Y;(s), zu jedem Zeitpunkt kleiner ist als der Intensitétsprozess von N,

also @, folgt offenbar
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wobei die erste Gleichung gilt, da N; nur an Punkten s springen kann, in denen Y;(s) = 1

ist. Nun folgt mit der Holder-Ungleichung

[ [ e - Xi<s>m<s>dzv<s>]4 < NP [ Ko = X()Vi()aN (s),

Wir wollen diesen Term nun zunéchst bedingt dem Ereignis {N(1) = k} betrachten fiir
k € N. Es seien dazu T, ..., Ty die Sprungzeitpunkte von N. Diese sind, bedingt auf
{N(1) = k}, unabhingig identisch gleichverteilt auf dem Einheitsintervall. Wir erhalten

I_|

JK%— $))Yi(s)dN(s)

V(1) - ]
o), Z} f [Ki(x — Xi(t))Yi(t)| To = 1] dPr (1)

% k3b*4d*4bdc2 Z J ]1{|t—tl|<b}dPTl (tl)
£ B30y = JAO(bY),

a. Auf dem Ereignis { N(1) = k} lisst sich | K (z— X;(s))Yi(s)dN(s) als 3, K (z—
X;(1)))Yi(T;) umschreiben. Wir nutzen dann die Turmeigenschaft und die Linea-

ritat von bedingten Erwartungswerten.

b. Mit C} := sup, k(z)™ < oo gilt
Kyf(x = Xi(s)) < 01O Ljjemy <o} Ljzs— 225 ) b=

aus, dass N und somit 7} unabhéngig von den Daten sind.

4y~ Wir nutzen aufierdem

-----

¢ B (1 zt<tsmta Vi(t)] = 57 ow)dw < (267 sup, (). B sei dann G i—
C12¢ sup, o(z) < o0.

d. Da T; gleichverteilt auf dem Einheitsintervall ist, gilt S]l{|t_tl|<b}dPTl (t;) < 2b
(Gleichheit fiir b hinreichend klein). C3 := 2C5.

Nun ergibt sich fiir den unbedingten Erwartungswert

_ b 3d— 3 Z ]{54 ) _ 0(1)730373)7
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wobei die letzte Identitat gilt, da es sich bei der Reihe um das vierte Moment einer
Poissonverteilung handelt, welches endlich ist. Damit sind, da die letzte Abschéitzung
unabhéngig von z ist, auch fir R,,; die Voraussetzungen von Behauptung 3 nachgewie-

sen. Somit ist Behauptung 5 gezeigt und insgesamt auch Lemma 2.4.3. O



Kapitel 3

Semi-Markov-Modelle

In diesem Kapitel wollen wir zeigen, dass sich Semi-Markov-Prozesse derart in den
Zahlprozess-Modellrahmen von Kapitel 2 einbetten lassen, dass die dort beschriebene
und bewiesene Theorie anwendbar ist. Wir erledigen dies zunachst fiir ein einfaches,
progressives Drei-Zustands-Modell jeweils fiir den Fall ohne und mit Zensierung und
anschlieflend fiir den allgemeinen Fall zeitheterogener Semi-Markov-Modelle. In allen
Féllen besteht der entscheidende Schritt im Nachweis dessen, dass die auf intuitive
Art definierte Intensitatsfunktion (multipliziert mit einem Unter-Risiko-Indikator) den
Intensitatsprozess eines bestimmten Zahlprozesses darstellt. Dies bedeutet insbesondere,

dass die Differenz der Prozesse ein Martingal ist.

Eine Bemerkung zur Notation: diese ist in diesem Kapitel separiert von derjenigen des
Kapitels 2 zu betrachten. Insbesondere erhalten einige Variablenbezeichnungen hier

eine neue Bedeutung.

Um die in diesem Kapitel besprochenen Modelle davon abzugrenzen, sei kurz an
die Definition eines Markov-Prozesses erinnert. Anschaulich gesagt ist ein stochastischer
Prozess dann markovsch, wenn die Verteilung der Zukunft nur von der Gegenwart
abhangt, nicht aber von anderen Aspekten der bisherigen Historie. Formalisiert wird
diese Idee durch (siehe Janssen u. Manca, 2006, Definition 3.1)

Definition 3.0.1 (Markov-Prozess)
Ein S-wertiger stochastischer Prozess X heifst markovsch, genau dann, wenn fir alle

meN, s s1,....,$p, €S undalle 0 <ty <...t, <t gilt
P(X(t) = s|X(ty) = sp, k=1,...,m) = P(X(t) = 8| X (tm) = Sm)-
Bevor wir auf die einzelnen Modelle eingehen, sollen einige Notationsaspekte erlautert

sowie zwei theoretische Lemmata festgehalten werden. Fiir eine Zufallsvariable X :

39
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(Q,2, P) — (Z,8) und eine Menge A < Q sei X|4: A — = definiert durch
X|a(w) == X(w), we A. (3.1)

Dabei sei (Z,B) ein allgemeiner Messraum. X |4 heiit Einschrinkung von X auf A.

Fur A € 2 sei auflerdem
A4 :={BnABeA} =AnP(A).

Dann ist 2| 4 eine o-Algebra auf A. Auflerdem ist X| 4 eine (2| 4, B)-messbare Abbildung.
Dementsprechend existiert auch eine von X|4 erzeugte Teil-o-Algebra o(X|4) < A|4.
Fir P(A) > 0 sei weiterhin

PA(B) = P(B), Be QI|A

Dann ist P4 ein endliches Maf auf (A, 2(|4).

Lemma 3.0.2

Seien X, Y Zufallsvariablen auf dem Wahrscheinlichkeitsraum (2,2, P) und
Z € L1(Q,2A, P). Sei auferdem A€ o(X) no(Y) <A mit P(A) > 0.

Falls gilt 0(X|a) = o(Y|a) (= ™Ala), so folgt

E[Z|X]|, =E[Z]Y]|, Pa-fs.

Beweis: Wir zeigen zunéchst folgende
Behauptung (*): Ist X : (Q,24) — (Z,B) messbar und gilt A € o(X), so folgt

0(X]a) = o(X) N P(A).

Dies bedeutet, dass fiir A € o(X) die von X|4 erzeugte o-Algebra gerade aus den
Mengen aus o(X) besteht, welche Teilmengen von A sind.

Beweis von (*): ,c“: Aus C € 0(X|a) folgt die Existenz einer Menge B € B, sodass
C={weAlX(w)e B} ={weQX(w) e B} n A.

Da beide Mengen des Schnittes in o(X) liegen, gilt dies auch fir C.
,2“ Aus C € 0(X) nP(A) folgt die Existenz einer Menge B € B, sodass C' = {w €
Q| X (w) € B}, sowie, dass C' = A. Daraus folgt aber bereits

C = {we AX(w) e B} e 0(X|a),

wodurch die Behauptung (*) bewiesen ist.
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Wir wollen nun ausnutzen, dass zwei Funktionen, deren p-Integrale auf allen messbaren
Mengen tibereinstimmen, p-f.ii. identisch sind (siehe etwa Elstrodt, 2009, Kapitel IV,

Satz 4.4). Zum Beweis des Lemmas geniigt es also zu zeigen, dass fir alle B € o(X|4)

J E[Z|X]| ,dP4 :f E[Z|Y]| ,dPa.

B B

Denn damit wére die Aussage des Lemmas PA|0( x|4)-f-5. gezeigt und somit auch P4-f.s.
Wir erhalten

| BzIx| ars = |

E[Z|X]dpif deif E[Z|Y]dP%J E[Z|Y]| ,dPa.

B

a. Fur die erste und letzte Identitdt garantieren A € A, B € 2 und B < A,
dass beide Seiten wohldefiniert sind. Die Gleichheit folgt dann, weil auf seinem
Definitionsbereich P, gleich P ist.

b. Die beiden mittleren Identitdten gelten geméafl der Definition des bedingten
Erwartungswertes. Denn nach Behauptung (*) gilt wegen B € o(X|4) und A €
o(X) sowohl B € o(X) als auch B e o(Y). O

Um die Voraussetzung der Gleichheit von (X |4) und o(Y|4) des Lemmas 3.0.2 spéter

zu iiberpriifen, benétigen wir das weitere folgende Lemma.

Lemma 3.0.3

Seien S und T Indexmengen. Weiter seien (Q,21), (Xs,Bs),s € S, sowie (Y, &), te T,
messbare Raume. Es seien Xy, : Q — X,,s € S, und Yy : Q — YV,,t € T, messbare
Abbildungen.

Fiir alle s € S emistiere eine Teilmenge T, < T und eine (Q)er. €)-Bs-messbare
Abbildung g = X ;e Vi — Xy mit

Xs = g((Y;f)tETg)

Dann gilt
0(Xs,s€8S)co(Yy,teT).

Beweis: Es gentigt zu zeigen, dass jedes X, s € S, 0(Y;, t € T )-messbar ist. Sei dafiir
B e B;. Fir dieses gilt

X7H(B) = {w e QX.(w) € B} = {we Qg(Vier) € B} = {w e Q(Ver, € g7 (B)}.

S

Es gilt g7'(B) € (®,cr. €) wegen der Messbarkeit von g. (Yi)er, ist auBerdem -
(Xyer. €1)-messbar. Damit folgt, dass X;'(B) € o(Y;, t€ T;) c o(Yy,t € T). O
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Neben diesen Lemmata wollen wir aulerdem zwei Satze iiber Rechenregeln fiir bedingte

Erwartungswerten aus der Literatur zitieren, welche wiederholt angewandt werden.

Satz 3.0.4 (siche etwa Witting (1985), Satz 1.122, Satz 1.126)
Seien (X,Y)T : (Q,2A) — (U x Q" A QA"), Pxyy=(-) eine faktorisierte bedingte
Verteilung von X gegeben Y und

g: (Q x Q" ARA") - (R, B(R))
(evtl. uneigentlich) P x yy-integrabel. Dann gilt

Elgo (X, Y)Y =y] = Jg(:zc, y)dPxy—,(x) fir Py-f.a. ye Q"

Ezistiert eine bedingte p-Dichte fxjy—.(-) von X gegeben Y, so gilt auferdem

Elgo (X, Y)Y =y] = Jg(m, Y) fxly=y(@)dp(z) fir Py-f.a. yeQ".

Satz 3.0.5 (siche etwa Witting (1985), Satz 1.120)
Seien X, X € L1(Q,A, P) und Y,Y Zufallsgrofen auf (Q,2A), so dass (X,Y)T und
(X, V)T P-stochastisch unabhingig sind. Dann gilt

E[XX|(V,Y)" = ()] =E[X|Y = ]-E[X]Y =] Pyy)fs.

3.1 Ein einfaches Modell mit drei Zustanden

Wir definieren den stochastischen Prozess (X;);>¢ auf einem Wahrscheinlichkeitsraum

(Q,§, P) durch

Xy = ]l{tZTl} + ]l{tZTlJrTz}a

wobei T7, Ty P-f.s. positive Lebesgue-stetige Zufallsvariablen mit gemeinsamer Dichte
fr, 1, seien. Die Marginaldichten seien mit fr,,7 = 1,2, bezeichnet, die dazugehorigen
Survivalfunktionen mit Sr,,7 = 1,2. AuBerdem seien fr, 1, _(d) die bedingte Dichte
und Sy, 1, —¢(d) die bedingte Survivalfunktion von T gegeben 7.

Die Abbildungen 3.1 und 3.2 veranschaulichen die Struktur von X;. Es handelt sich
um einen stochastischen Prozess, dessen Pfade rechtsstetig und stiickweise konstant
sind. Er startet in null, springt in 77 nach eins und in 7} + 75 nach zwei, wobei die
Sprungzeitpunkte per Konstruktion f.s. unterschiedlich sind.

Wir wollen die Verteilung des Prozesses wie in der Verweildaueranalyse tiblich durch
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Abbildung 3.1: Strukturdiagramm des Prozesses X;.

Xy

2+ -—

1+ .

]
T

T T, + T t

Abbildung 3.2: Ein exemplarischer Pfad des Prozesses X;.

Ubergangsintensititen beschreiben. Diese seien definiert durch

1
ao(t) : = lim = P(Xpop > 01X, = 0), 0<t,
1
ann(t.d): = lim = P(Xpn =2X, = LTy =t —d), 0<d<t.

Wahrend ag; nur eine Funktion der Zeit t ist, ist a5 eine Funktion in zwei Argumenten:
der Zeit t sowie der Dauer seit Eintritt in Zustand 1 d. An dieser Stelle flieit ein, dass
wir keine Markov-Annahme machen. Im Falle eines Markov-Prozesses ware namlich
auch aq9 nur eine Funktion der Zeit und unabhéangig von d.

Wir driicken zunichst diese Ubergangsintensititen unter Verwendung der Dichte- und

Survivalfunktionen aus, wobei A das Lebesgue-Maf} bezeichnet:

Lemma 3.1.1

Es gilt unter den in diesem Kapitel eingefiihrten Bezeichnungen:
(a) an(t) = §235 fiir A-fa. t.

(b) Falls le’T2 in einer Umgebung von (t,0) beschrinkt ist, so gilt

o1
Oé()l(t) = hli)%:_ EP(XtJrh = 1|Xt7 = O)

(c) cua(t,d) = iy =i-ald) fiir \-f.a. t,d.

S1yi1y =t—a(d)

Beweis: (a) Wir erhalten fiir A-f.a. ¢

1 1
0601(t) = hlil’(l)l hP(XH_h > 0|Xt_ = 0) = hm EP(TI <t+ h|T1 > t)

= lim lp(t = Tl t+ h) hmh_’0+ h St+h fT1 (S)dS o fT1 (t)

h—0+h  P(Ty >t) Sty (t)  Sn(t)
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(b) Zunéachst erhalten wir

1
*P(Xt_;,_h - ]_|Xt_ - 0) -

1

h
Pt <Ty<t+h<Ti +T)
P(Ty = 1t)

Da der Nenner identisch St (t) ist, gentigt es nach (a) zu zeigen, dass der Zahler fur

h — 0+ gegen fr, (t) konvergiert. Dieser Zahler entspricht

1 rt+h poo
E f le:TQ (tla t2)dt2dt1
Jt t+h—t1
1 rt+h oo ) o bt
:E Jv fT17T2 (t17t2)dt2dt1 - hj Jv le’T2 (tl, t2)dt2dt1
Jt 0 . o
1 rt+h
=7 | fu(t)dh =0T O0)
Jt

>
li
(@)
iy
=
=

Die zweite Gleichheit erklart sich durch

t+h t+h—1t1 t+h h
0< J J from, (th, to)dtadt; < J J from, (th, to)dtadty
¢ 0 ¢ 0

< K2 sup Jrim (1, t2)
(t1,t2)€[t,t+h] x[0,h]

und die Beschrénktheit der gemeinsamen Dichte in einer Umgebung von (¢,0).
(¢) Wir erhalten fiir A\-f.a. ¢,d

1
0612(t,d) = hli%{r EP(XH_}L = 2|Xt_ = ].,Tl =t— d)

1
zhlir(qu EP(Tl—FTQ<t+h|T1<t<T1+T2,T1Zt—d)
—0+

lim lP(T1 <t<T +Ty<t+h|l} =t—d)
ot Py <t<Ty+T|Th =t—d)
LPt<Ti+ Ty <t+h|Th =t—d)
oo b Pt <Th + Ty|Ty =t — d)
1§ 0 en(t — d + to) fryym=e—alta)dts

im
h=0+ b § L0y (t — d + t2) oy —i—alt2)dls

) d+h
_ limy, o4 % Sd+ fTQ\letfd(Q)dtz

§ from—e—alta)dts
_ Jrir=iald)
STy =t-a(d)

Fir die funfte Identitat wurde dabei Satz 3.0.4 mit g(z,y) = L0y (z + y) genutzt. [
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Im Folgenden wollen wir die Schatzung dieser Intensitdten behandeln, wobei wir uns
einzig auf aqo konzentrieren, da nur diese davon betroffen ist, dass wir keine Markov-

Annahme machen.

3.1.1 Daten

Wir wollen zwei Szenarien moglicher Datenlagen betrachten — zum einen vollstandig

unzensierte und zum anderen unabhéngig, zuféllig rechtszensierte Daten.

o Vollstindige Daten: In diesem Falle nehmen wir an, dass uns n unabhéangig

identisch verteilte Realisierungen des Zufallsvektors (7}, T3) zur Verfligung stehen.

o Zensierte Daten: Hierfiir sei U eine positive Zufallsvariable, welche stochas-
tisch unabhéngig vom Zufallsvektor (7}, 7T3) ist. Zur Verfigung stehen dann n

unabhéngig identisch verteilte Realisierungen des Tripels
Z1 = T1 7AN U,
ZQ = (Tl + Tg) AU und

0, U<Ty
A=11 TTH<sU<Ty+T;-
2, U=zT1+1T5

3.1.2 Zahlprozess-Formulierung

Da wir in Kapital 3.1.3 den Schétzer aus Kapitel 2.1 adaptieren wollen, miissen wir
unser Modell in den Zahlprozess-Rahmen tiberfithren. Die Definitionen der nétigen

Prozesse unterscheiden sich je nach Vorliegen von vollsténdigen oder zensierten Daten.

« Vollstandige Daten: Der Prozess
Y(t):=Y1(t) = Lix, =1y = Limy<i<ri110)
zeigt an, ob der Prozess X kurz vor ¢t unter Risiko steht, von 1 nach 2 zu springen.
N(t) := Nia(t) := Ly +mp<ty

ist ein 0-1-wertiger Zahlprozess, der die Anzahl der Spriinge des Prozesses X von
Zustand 1 in Zustand 2 bis zur Zeit ¢ einschliefSlich zéhlt. Schliellich zeigt der

Prozess

D(t):=(t—T)-Y(t)
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die Dauer an, die der Prozess X bereits in Zustand 1 verbringt — solange sich der

Prozess in Zustand 1 aufhélt.

e Zensierte Daten: In diesem Falle definieren wir

Y(t):=Y1(t) = Iix,_ c1020 = Vizi<i<z) = Vin<i<zo) = Vm<i<ni+mo)n o=ty
N(t) == Nia(t) := Liz,<1.a=2y und
D) = (t—T)) - Y ().

Die Interpretationen sind sehr &hnlich zum unzensierten Fall und miissen nur da-
hingehend angepasst werden, dass sie sich nur auf beobachtbare Spriinge beziehen.
Im Falle, dass Ereignis und Zensierung auf den selben Zeitpunkt fallen, nehmen

wir entsprechend der iiblichen Konvention an, dass das Ereignis beobachtet wird.

3.1.3 Schatzer

In Kapitel 2 haben wir den von NL eingefithrten kernbasierten nichtparametrischen
Schétzer fiir Hazardraten unter Beriicksichtigung von Kovariaten vorgestellt. Wir wollen
diesen hier nutzen, wobei die Verweildauer in Zustand 1 bis zur Zeit ¢ als eine derartige
Kovariable fungiert.

Es sei also k eine eindimensionale Wahrscheinlichkeitsdichte, b > 0 ein Bandbreitenpa-
rameter und ky(-) := b='k(-/b). Unser Schitzer fiir die Ubergangsintensitit oo lautet

damit also in Anlehnung an (2.1)

i1 V(= Di(s))k(t — 5)dNi(s)

el D) = S T (d = Di(s)a(t — 5)Yi(s)ds’

(3.2)

wobei die Indizierung in ¢ die einzelnen unabhéngigen Beobachtungen identifiziert,
welche bislang nicht in die Notation eingeflossen sind. Die asymptotische Theorie aus
den Satzen 2.1.4, 2.1.5, 2.2.3, 2.2.4 und 2.3.1 kénnen wir auf unser konkretes Modell
iibertragen. Dafiir werden wir nachweisen miissen, dass unser hier prasentiertes Modell
in den allgemeineren Modellrahmen von NL passt, wie er in Kapitel 2 vorgestellt wurde.
Wir wollen nicht all diese Aussagen fiir unseren spezifischen Fall wiederholen, aber
zumindest die asymptotische Normalitdt noch einmal explizit formulieren. Die Definition

von o* aus (2.2) fir die Zerlegung (2.3) entspricht hier

Y1 S Eo(d — Di(s))ky(t — s)aua(s, Di(s))Yi(s)ds
i1 Vko(d — Di(s))ky(t — 5)Yi(s)ds '

OZTQ(ta d) =

Als Resultat fassen wir zusammen:
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Satz 3.1.2
Unter den Bedingungen (D), (S) (fir o(z) = a1a(t,d) und
o(x) = p(t,d) = fowym=1(d) - P(Y(t) = 1)), sowie (K) und (B) gilt:

(a) n'?b (Q1a(t,d) — a%,(t,d)) = N [0, O'ﬁd] , wobei O'Zd = K3 O‘;igg).

(b) b2 (a,(t,d) — ays(t, d)) 2> c(t, d), wobei

(Caya(t, d)/ot) (0p(t, d)/ot) N % ayp/0t?

c(t,d) = /ﬁ[

o(t, d) 2
(Caia(t,d)/0d)(Op(t,d)/0d) — D*aya/0d?
+ gp(t, d) + 5 .

(c) 574 SN 074, wobei

Orqi= (nl Zi] ka(d — D;(s))kp(t — 3)Y§(s)ds> :
12 i fk;g(d — Dy(s)R(t — s)dNi(s).

Diese Betrachtungen sind punktweiser Natur und gehen auf Satz 2.1.4 zuriick. Aber
auch eine multivariate Formulierung (nach Satz 2.2.3), eine gleichméfige Aussage (nach
Satz 2.1.5) oder eine um ay9 zentrierte Konvergenzsaussage (nach Korollar 2.2.4) sind
moglich.

Insbesondere ist es auch moglich, anhand von Kapitel 2.4 statistische Tests der Markov-
Eigenschaft des Prozesses X; durchzufiithren, d.h. daraufhin zu testen, ob die Funktion
aq2(t,d) von d unabhéngig ist. Dies gliedert sich in den Rahmen von Kapitel 2.4 ein,
indem wir B = {3 : [0,1]* — R|S(t,d1) = B(t,d2) Vt,dy,dy € [0,1]} wihlen. Es wird
auBerdem ein Schétzer ﬁA benotigt, welcher unter der Nullhypothese a5 € B asymptotisch
besser ist als &. Dazu konnen wir einen Schéitzer mit der selben Struktur wie (3.2)

nutzen, nur ohne die Kern-Terme, die die Kovariate D beriicksichtigen:

i1 Vot — 5)dNi(s)
2y SRt — 5)Yi(s)ds

Dies entspricht dem Schéatzer, den Hjort (1994) zur nichtparametrischen Schétzung

Bm(t,d) = Bm(t) =

(3.3)

von Hazardraten vorgeschlagen hat, und den NL zur Einbeziehung von Kovariablen
verallgemeinert haben. Fiir die notwendigen asymptotischen Eigenschaften des Schéatzers
konnen wir diesen als Spezialfall des Schétzers nach NL mit Dimension des Kovaria-
blenvektors identisch null auffassen.

Fiir all dies ist die Integration unseres Modells in den Modellrahmen von Kapitel 2
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notwendig, was wir im néchsten Abschnitt behandeln werden.

3.1.4 Nachweise der Martingaleigenschaft

Wir miissen nachweisen, dass unser Modell in das Framework von NL passt, um dann
Satz 2.1.4 (bzw. andere der Resultate) anwenden zu dirfen. Wir wéhlen als Filtration
fir beide moglichen Datenlagen §; = o(N(u), D(u+),Y (u+),u < t). Wie in Kapitel
2.1 angedeutet, weicht dies leicht von der von NL selbst genannten Filtration ab, um
deren Rechtsstetigkeit sicherzustellen. Die notwendigen Aussagen fassen wir in einem

Satz zusammen:

Satz 3.1.3
Sowohl im Fall zensierter als auch im Fall unzensierter Daten gemdf$ der Abschnitte 3.1.1
und 3.1.2 ist die Filtration §; rechtsstetig. Auflerdem ist ayo(t, D(t)) - Y (t) vorhersagbar

und

M(t) == N(t) — Jo ag2(s, D(s))Y (s)ds

ein Martingal, jeweils beziiglich §;. Dies bedeutet insbesondere, dass cqa(t, D(t)) - Y (t)

der Intensitatsprozess von N(t) ist.

Beweis von Satz 3.1.3 — Vollstindige Daten

Zuerst wollen wir die Rechtsstetigkeit der Filtration nachweisen. Laut Theorem 4.2.3 aus
Fleming u. Harrington (2011) wére die Filtration §; = o(N(u), D(u+),Y (u+),u < t)
rechtsstetig, falls D f.s. stiickweise konstante Pfade hétte. Wir definieren D(t) := T,Y (¢).
Es gilt

F: = o(N(u), D(u+),Y (u+),u < t) = o(N(u), D(ut),Y (u+),u < t)

wegen D(t) = tY(t) — D(t). Damit wird der genannte Satz anwendbar, weil D die
geforderten stiickweise konstanten Pfade besitzt. Die Vorhersagbarkeit von ays(t, D(t)) -
Y'(t) folgt aus der Linksstetigkeit von Y und D sowie der Stetigkeit von a. Als néchstes
wenden wir uns dem Nachweis der Martingaleigenschaft von M zu.

Sei 0 < s < t. Zunéchst stellen wir fest, dass sich die Zuwéchse von M ergeben durch

t

M(O) = M(s) = Leensmen — | ¥ (@ae(u, Dw))du (3.4)
Die bedingte Erwartung dieser Zuwéchse gegeben §,, von welcher zu zeigen ist, dass
sie identisch null ist, werden wir auf drei Mengen separat untersuchen. Diese Mengen
sind die Ereignisse, die sich beschreiben lassen durch ,,Der Prozess ist bis zur Zeit s

bereits zweimal gesprungen.”, ,,Der Prozess ist bis s noch gar nicht gesprungen.”, und
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,Der Prozess ist bis s bereits genau einmal gesprungen.”:
E[M(t) = M(s)[8s] = Vi 4mo<ay EIM () — M (s)|5]
{T1+Te<s}

+1n = E[M(t) — M(s)[3.] (3.5)

{T1 >S}

+]1{T1<5<T1+T2}]E[M(t) o M(S) |gs]

{Tl <s<Th +T2}

Es sei hier an die Definition aus Formel (3.1) erinnert. Auf der Menge {7} + T, < s} ist
offensichtlich 1,7 yn,<y = 0. Ebenfalls gilt auf dieser Menge Y (u) = 0. Damit folgt
durch Einsetzen in (3.4)

]1{T1+T2<5}]E[M(t) — M(s)|3:] 0.

{T1+T2<s} -
Auf der Menge {17 > s} miissen die bedingten Erwartungen konstant im Argument
w sein. Dies ist etwa einzusehen, indem man bemerkt, dass sich nach dem Faktorisie-
rungslemma (siehe etwa Bauer, 1992, S. 71, Satz 11.7) der bedingte Erwartungswert
als Verkettung einer messbaren Funktion mit (N(u), D(u+),Y (u+)).<s darstellen lasst.

Diese Zufallsvariablen sind aber fiir alle w € {11 > s} identisch null.

=: c¢. Fiir dieses ¢ gilt gemaf3 der Definition

Sei also zunéchst E[L s 4 1,<t} (3]
{T1>S}

bedingter Erwartungswerte

c-P(T) > s) = J cdP = f Lis<n+m<ydP
{Ty>s} {T1>s}

=P(S<T1,T1+T2<t).

=:C
{Tl >S}

Weiter gilt fir E [Si Y (u)ass(u, D(u))du|3$]

t
EP(Ty > 5) — f cap — J f Y (w)as(u, D(u))dudP
{T1>s} {Th>s} Js

- ¢
£ Eq |E U Lser <usrm+my0az(u, u — Tl)du‘Tl = tlH

s

t
g ETl J ]l(sju)(tl)()élg(u, u— tl)P (T1 + TQ = U‘Tl = tl) d'Ll,:|

fT2|T1:t1 (u — tl)
Styimi=t: (U — 1)

t
= ETl J ]l(s,u)(tl)

ST2|T1=t1 (u - tl)du]

t
LBy, | 1 e0y(th) J from = (u — tl)du]
t1

£ B [Ls0)(t1) P(T1 4+ T < Ty = )]
= P(S < Tl;Tl +T2 < t),

~
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wobei hier die Notation E,[...] = {...dPr, (1) Verwendung findet.

a. Die erste Integrationsmenge wird zu einer Indikatorfunktion umgeschrieben, wel-
che mit Y (u) zusammengefasst wird. Dadurch kénnen wir das duflere Integral
als Erwartungswert schreiben und gemafl des Iterationssatzes fiir bedingte Er-
wartungswerte zunéchst eine bedingte Erwartung bilden. Das Argument D(u)

kénnen wir durch u — T} ersetzen, weil beide auf {Y (u) # 0} identisch sind.

b. Zunachst ziehen wir den bedingten Erwartungswert in das innere Integral, dann
nutzen wir den Multiplikationssatz fiir bedingte Erwartungswerte, um 77-messbare
Faktoren herauszuziehen. Der iibrige bedingte Erwartungswert geht in eine be-
dingte Wahrscheinlichkeit tiber.

c¢. Gemafl Lemma 3.1.1 sowie der Rechnung

P+ Ty zulh=t) = J]l[utl,oo)(tQ)szlTltl(t2)dt2

- (3.6)

- f fT2|T1=t1 (tQ)dtQ = STQ\T1=t1 (u - tl),
u—ty

welche Satz 3.0.4 fur die erste Identitat nutzt.

d. Die bedingten Survival-Funktionen werden gekiirzt. Mit
Loy (t1) = Lis 00y (t1) Lty 00y (u) wird die zweite dieser Indikatorfunktionen in die

Integralgrenze tibertragen.

e. Dies geht auf folgende Rechnung zurtick, die der aus Schritt c. d&hnelt:
P(Ty + Ty < H|Th = 1)) = f Lo (b1 + t2) froty e, (t2)dts

t—t1 t
= J Jroir=o, (t2)dty = J frojr =, (u — t1)du
t1

0

Im letzten Schritt wurde hier 9 = © — t; substituiert.

f. Der letzte Schritt ergibt sich mit folgenden Zwischenschritten:

Er, [L(s00)(t)P(T1 + To < |17 = t1)] = E [Ligy»y P(T1 + To < t[T7)]
=K [E []l{T1>s,T1+T2<t}|T1]] = P(S < Tl,Tl + 15 < t)

Damit ist gezeigt, dass ¢ = ¢ und somit

Liry s E[M(t) — M(s)m]\ _0.

{T1>S}
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Zu untersuchen bleibt die bedingte Erwartung auf der Menge {17 < s < T} + To}. Wir

wollen zunéchst feststellen, dass

E[.|8{5”{T1<5<T1+T2} = E[|T1a ]1{T1+T2>3}]‘{T1<5<T1+T2}'

Die heuristische Idee ist folgende: Wenn wir wissen, dass das Ereignis {7} < s < T} + 15}
eingetreten ist, ist die einzige weitere Information, die wir zur Rekonstruktion des
Prozesses bis zur Zeit s benotigen, die Auspragung von 77. Die Indikatorfunktion muss
der Bedingung hinzugefiigt werden, damit die Menge {T} < s < T; + Tz} messbar
beztiglich der o-Algebra der Bedingung ist. Formalisiert wird diese Idee durch Lemma
3.0.2.

Um zu sehen, dass die Voraussetzungen des Lemmas erfiillt sind, sei zunéchst an die
Definition §s = o(N(u), D(u+),Y (u+),u < s) erinnert. Zuerst gilt sowohl {7} < s <
Ty + Ty} = {Y(s) = 1} € §, als auch {T1 <s<Ti+ T} ={Ty < s,lin4nss =
1} € o(T1, L1, 4y 1p>sy)- Fiir die Anwendung von Lemma 3.0.2 ist also zu priifen, dass
o(Ty, Lipy s my>sy limi<s<miamy) = o((N(w), D(u+), Y (ut), u < 8)|(n <s<my +15}) - Fiir diese
Priifung nutzen wir Lemma 3.0.3. Wir definieren die Y (u )—messbaren Zufallsvariablen

Wy = - Liyy—1y + 0 - Lyy—oy- Fiir alle w e {77 < s < Ty + 1o} gilt einerseits

Ti(w) = inf{u < s|Y (u,w) = 1} = inf{W(u,w)[u < s} = inf{W(q,w)lg < s,q € Q},
]l{T1+T2>s} (CU) =1
und andererseits

N(u,w) =0, u<s,

>.<

(“ w) = 11m<w><u}, u<s,
D(u, ):(“—Tl( )Y (u,w), u<s.
(

-

u+,w) = D(u,w)

Da insbesondere inf : RN — R Borel-messbar ist (siehe etwa Chung, 2001, Theorem

3.1.6), folgt daraus, dass Lemma 3.0.3 anwendbar ist. Wir betrachten nun zunéchst

E[1jsery+meny|Th = t1] = Jl(s,t] (t1 + u) fryymy =1, (u)du
t—1t1

= f ]l(sftl,tftﬂ (u) fT2|T1 =t (u)du = j fT2|T1 =t (U)du

s—t1

t—t1 t
= J fTQ\Tlitl (u)du = fT2|T1:t1 (U’ - tl)du?
(

S—tl)vo svity

wobei wir erneut Satz 3.0.4 ausnutzen sowie die (fast sichere) Positivitat von Ts.
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Auflerdem gilt

E|1gser+meny|T1 = t1]
E[1,, Ty =151 a=1]= LTS ,
[ { <T1+T2St}| 1 1 {T1+T2> } ] P(Tl + TQ - S|T1 _ tl)
da {s < Ty + Ty <t} < {T1 + T» > s}. Die allgemeine Idee hier lautet, dass fir A c B

P(AnB|T =t)  E[14|T =]
PBIT=t)  PB|T=t)

E[14|T = t,15 = 1] = P(A|T =, B) =

Bedingt auf 1y, 47,55 = 0 ist das Ergebnis gemafl analoger Argumentation identisch

null. Weiter erhalten wir ebenfalls

t
[ 0412 u, D( ))du T1 = t1:| = J alg(u,u — tl)E[]l{T1<u<T1+T2}|T1 = tl]du
rt
b. fT2|T1=t1 (u B tl)
= | 1y Plu<T) + 15T, = t1)du
J. (t 00)( )ST2|T1 tl(u_tl) ( 1 2| 1 1)

* fT2|T1 t1( —

svity ST2|T1 =t (u -1
rt

= fT2|T1:t1 (u - tl)du

Jsvity

lis

))ST2|T1 t1( tl)du

o

a. Wir vertauschen die Integrationsreihenfolge und ziehen den 73-messbaren Faktor

a12 aus dem bedingten Erwartungswert.
b. Erneutes Herausziehen eines T;-messbaren Faktors sowie Lemma 3.1.1.
c. Siehe (3.6).

Auch hier gilt

E [ {'Y (w)ass(u, D(u))du‘ T, = tl]

t
E|| Vv D(u))du| Ty = t;,1 =1 =
U (warz(u, D(u))du| Ty = t1, Lz 11,4 ] P(T+Ts > s|T1 = t)

zu sehen am besten in der Formel nach Schritt a. in der vorigen Gleichungskette, da
{Ty <u<Ty+ Ty} < {11 + Ty > s} fiir alle u > s. Damit folgt insgesamt

E[M(1) ~ M()|Ts =+ rymey =] —0

{Tl <s<Tq +TQ}

und daher auch

Lop o, E[M(t) — M(s)[3, ‘ =0.
(T <s<mi+1} B[ M (1) ()15 (T1<s<T1+T}

Dies schliefit den Beweis der Martingaleigenschaft von M(t).

Y
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Beweis von Satz 3.1.3 — Zensierte Daten

Die Nachweise der Rechtsstetigkeit von §; und der Vorhersagbarkeit von aY sind
identisch zum unzensierten Fall. Auch die Argumentation fiir fiir die Martingaleigenschaft

verlauft dhnlich. Wieder sei 0 < s < t. Analog zu (3.4) stellen wir fest, dass

t
M) = M(s) = Lo rperas) — f Y (w)ass(u, D(u))du. (3.7)
Analog zu (3.5) untersuchen wir die bedingte Erwartung des Zuwachses auf drei dis-

junkten Ereignissen separat:
EM(t) = M(s)[8s] = Lizan BIM (1) = M()[SS]

iz B[M(t) — M(s)[3s]

{Z1>S}

<<z BIM(8) — M (s)[5]

{Z1<8<Zs}

Auf der Menge {Z, < s} gilt offensichtlich 1{,-z,<;a—2 = 0. Da auf diesem Ereignis
Y (t) = 0 gilt, folgt mit (3.7) direkt

= 0.
{Za<s}

Liz,< B[M () — M (s)[3]

Auf dem Ereignis {Z; > s} miissen, mit dem gleichen Argument wie im unzensierten

Fall, bedingte Erwartungen konstant sein. Fiir ¢ := E[1 5« z,<¢a—2} 5] sl erhalten
Z1>s

wir geméafl der Definition bedingter Erwartungswerte

c-P(Zl>s)=£

ZP(S<Z1<ZQ<t,T1+TQ<U).

cdP = J Lis<zy<t,a=2ydP
Z1>5} {Z1>S}
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Des Weiteren gilt fiir ¢ :=E [SZ Y (v)aa (v, D(v))dv|§s]

{Zl >S}

t
eP(Z) > 5) — J cdp — J f Y (0)ans(v, D(v))dvdP
{Z1>5} {Z1>s}

B t
= Ep |E [f Liser, <coczoyoia(v,v — T1)dU‘T1 = tlH

s
[t

bRy, J a(v,0 = 1)P (T +T2) AU > [Ty = 1) 1<5,v)(z1)dv]

| VS

(71
[ th2\T1:t1( tl)
s Snmi=t (v —1t1)

(

i ETl ]1(800) tl J fTQ\Tl v —tl) ( |T1 = tl)d :|

%&ﬂm@mwm+n U =T+ T|T = ty)]
Lpls<Ti<Ti+To<t,U=Ti+Tp)
P(S<Zl<Z2 tT1+T2<U)

C.
= ETl

STQ\Tl tl( tl)P(U Z U|T1 = tl)]l(sw)(tl)dv]

a. Y(v) wird mit dem Integrationsbereich zu einer einzelnen Indikatorfunktion
umgeschrieben. Das duflere Integral ist nun ein Erwartungswert, wobei wir noch
eine bedingte Erwartung einfiigen. Aulerdem gilt D(v) = v — T} auf dem Ereignis
{Y(v) # 0}.

b. Wir vertauschen zunéchst die Integrationsreihenfolge und nutzen dann den Multi-
plikationssatz fiir bedingte Erwartungswerte um die Ti-messbare Faktoren aus

dem bedingten Erwartungswert zu ziehen.
c. Wir nutzen Lemma 3.1.1 sowie die Identitéat
P((T1+T2) A UZU‘Tl :tl) :P(T1 LT Z’U,UZU‘Tl :tl)
= P(Ti+ T > o|Ti = 1) P(U>v) (3.8)

= STQ\T1=t1 (U - tl)P (U = U‘Tl = tl) .

Die Faktorisierung folgt gemafl Satz 3.0.5, da die Zufallsvektoren

]l{Tl-i-Tz =v} und ]1{U>U}
Ty 1

annahmegeméf stochastisch unabhéngig sind. Im Anschluss muss wieder Rechnung

(3.6) angewandt werden.

d. Kiirzen, sowie L) (t1) = L(s00)(t1) Lz, 00)(v). Der zweite Indikator wird in die

Integralgrenze gezogen.
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e. Wir stellen zunéchst fest, dass T» und U auch bedingt auf {17 = ¢;} stochas-
tisch unabhéangig sind. Dies folgt analog zur Faktorisierung in Schritt c. dieser

Aufzahlung (gemafl Satz 3.0.5). Damit erhalten wir

P+ T <t,UzT +T|Ty =t)

.
= fﬂ(ﬂ,t] (t1 + t2) Lty 149,000 (W) APw, ) 10 =1, (1, t2)

P
= [1cai) | [ 1 @aPnn | P )

rt—t1

- P(U =t + t2|T1 = tl)fT2\T1=t1 (t2)dt2
JO

rt

= | PWU = v|T\ = t1) fryyri=t, (v — t1)dw.

Jt1

Zunachst wird dabei wieder Satz 3.0.4 angewandt. Die dritte Identitat nutzt aus,

dass T5 eine strikt positive Zufallsvariable ist.

f. Die Berechung des aufleren Erwartungswertes erklart sich mit den Zwischenschrit-

ten

Er, [Lsoo)(t)P(T1 + To < t,U = T1 + T[Ty = )]

=E [1{T1>5}E (]1{T1+T2<t,U>T1+T2}‘T1)] =E [E (1{T1>57T1+T2<t7U>T1+T2}‘Tl)]
:P(S<T1<T1+T2<t,U>T1+T2)

Zu untersuchen bleibt die bedingte Erwartung auf der Menge {Z; < s < Z,}. Aus zum

unzensierten Fall analogen Griinden gilt hier

E['|SS]‘{21<S<Z2} - E[|T1’ 1{ZQ>S}]‘{ZI<5<Z2}‘

Wir betrachten nun zunéchst

E[]l{s<Z2<t,A:2}|T1 = t1] = Jfﬂ(s,t] (t1 + t2) L1y 4t0.,00) (W) A Pw ) 10 =1 (1, t2)
= f]]‘(Stlyttl](t2) |:J‘ ]l[t1+t2,00) (u)dPU\Tlih (u):| dPTQ\Tlitl (tQ)

t—1t1
_ f P(U >ty + ta| Ty = t1) fry 1y ()

s—t1

t
= J P(U = U|T1 = tl)fTQ\letl (U — tl)dv

sviy

wobei wir erneut Satz 3.0.4 ausnutzen sowie die Tatsache, dass T5 fast sicher positiv ist.
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Wir erhalten ebenfalls

t

t
E [J Y (v)asa(v, D(v))dv‘Tl =t | & J 12(v,v — 1) E[ L1y cvezyy [T = t1]dv

S S

rt

b. from=t, (v — 1)
=11 v

] (tl,OO)( )STQ\T1=t1 (’U _ tl)
< * fT2|T1:t1 (U B tl)

sviy ST2|T1=t1 (U - tl)
rt
= fT2|T1:t1 (U - tl)P(U 2 /U|T]_ = t]_)d'U.

Jsvity

P((T1 + TQ) AU = U|T1 = tl) dv

STz\Tlitl(U —t1)P(U = v|Ty = t1)dv

o

a. Wir vertauschen die Integrationsreihenfolge und ziehen den 7i-messbaren Faktor

a19 aus dem bedingten Erwartungswert.
b. Erneutes Herausziehen eines T;-messbaren Faktors sowie Lemma 3.1.1.
c. Siehe (3.8) in Verbindung mit (3.6).
Aus zum unzensierten Fall analogen Griinden gilt hier

E[]l{s<z2<t,A=2}|T1 = tl]
P(Z2 > S|T1 = tl)

E[]l{s<Z2<t,A:2}|T1 =t1, Lz = 1] =

und

E [gy@)am(v, D(v))dv‘Tl - tl]

t
Ell v D(v))d ‘T =1, Liges = 1| =
[J (W)anz(v, D(v))dv|Ty = t1, 1z, ] P(Zy > s|Ty =11)

s

Damit folgt insgesamt

E[M(H) = M&)ITy = - Lizmg = ~0

{Zl <S<ZQ}

und daher auch
1 zizeer BIM (1) = M(5)/3,]] -0

{21<S<ZQ}

Dies vollendet den Nachweis der Martingaleigenschaft von M (t).

3.2 Allgemeine Semi-Markov-Prozesse

Semi-Markov-Prozesse sind Mehrzustandsmodelle, bei denen die zukiinftige Verteilung
vom aktuellen Zustand und von der Verweildauer im aktuellen Zustand abhangen darf,
nicht aber von anderen Aspekten der Historie des Prozesses. Wir betrachten heterogene
Prozesse, bei denen auflerdem Ubergangsintensititen mit der (deterministischen) Zeit

variieren. Siehe etwa Devolder u.a. (2015), Kapitel 4, fiir einen Uberblick, oder Janssen
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u. Manca (2006) fiir weitere Details. Siehe Keiding (1986) fiir einen frithen Zahlprozess-
Ansatz in diesem Kontext.
Es sei zundchst S der endliche Zustandsraum des Prozesses und (2, §, P) ein Wahr-

scheinlichkeitsraum. Wir definieren einige Zufallsvariablen.

o T1,T5, ... sei eine Folge P-f.s. positiver Zufallsvariablen.
o = Z;"Zl T;,m € Ny, insbesondere Zy = 0.

e 50,51, ..., sei eine Folge S-wertiger Zufallsvariablen mit S; # S;11,j € Ny.

Nun definieren wir den Prozess X durch

o0
X(t) = Z ]l[Zm,Zerl)(t)Sma t > 0.

m=0

Der Prozess X springt also zu den Zeitpunkten Z,, zwischen den endlich vielen Zustidnden
der Menge S. Auf diese Art und Weise kann ein allgemeines Mehrzustandsmodell definiert
werden. Die oben skizzierte Semi-Markov-Eigenschaft wird durch folgende Definition

formalisiert.

Definition 3.2.1
Der Prozess X st ein (heterogener) Semi-Markov-Prozess genau dann, wenn fir alle

{r # s} cS und alle z,z > 0 gilt

P(Sms1 =8, Tmi1 < 2|(So0, Z0), -y Sy Zim) = (1, 2))
= P(Spi1=58Tn1 <z|Sp=1,2Z = 2)
=P(Sy=sTh <z|S=r 2 =2
=: F*(x).

Die Definition hat zwei entscheidende Teile. Zum einen die Unabhéngigkeit der Zukunft
von den ,nicht neuesten“ Informationen (Sy, Zy), ..., (Sm—1, Zm—_1), zum anderen die
Unabhéngigkeit der Ubergangswahrscheinlichkeiten von m. Wir fithren fiir € S einige

zusatzliche Bezeichnungen ein.

e [T":=0

o FI(x):=> s FI*(x). Dies ist die bedingte Verteilungsfunktion von T, gegeben

SES T 2

die Vergangenheit.
o S(x):=1— FI(z). Dies ist die dazugehorige Survival-Funktion.

Wir werden auflerdem im Folgenden annehmen, dass die oben genannten Funktionen

differenzierbar sind und definieren fiir {r # s} =S,z >0

fro= (R
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Dartiber hinaus formulieren wir eine zuséatzliche Bedingung, die sich an die spéter als

Ubergangsintensititen identifizierten Terme richtet.
(L) fr*(x)/SI(x) sind gleichméafBig beschrénkt iiber r,s € S, z,x € [0, 1].

Es sei darauf hingewiesen, dass damit wegen S7(z) < 1 gleichzeitig auch fI*(x) gleich-
maBig beschrankt sind. Wir definieren zwei Zufallsvariablen, um uns der Definition von

Ubergangsintensitéiten zu nihern.
® ILL(t) = Z::O m - ]l[Zmazm-%—l)(t) = Z::l ]]‘{Zmzt}'
o D(t) =t —sup(s < t|X(s) # X (1) = 27 _o(t = Zu) (2,0 2 1) (1)

p(t) zeigt also den Index m an, welcher zu dem S, gehort, das in ¢ den Zustand von X
festlegt. Dies entspricht gerade der Anzahl der Spriinge von X bis ¢. D bezeichnet die
bisherige Verweildauer von X in seinem aktuellen Zustand. Wir wollen zunéachst ein
eher technisches Lemma iiber die Haufigkeit von Spriingen von p beweisen, welches wir

wiederholt zur Abschatzung in spéateren Beweisen anwenden koénnen.

Lemma 3.2.2
Es existiert eine von ke N, r €S, d > 0 und t —d > 0 unabhdngige Konstante C' derart,

dass fiir hinreichend kleines h gilt
P(u(t + h) — p(t) = k|Sp, =7, Zp =t —d, Ty > d) < CFR”.
Beweis: Die Wahrscheinlichkeit lasst sich berechnen durch

P(u(t+h)—p(t) = k|Sn=7Zpn =t —d, T > d)
PS5y Ty S d+ T > d] Sy = 7,2 = £ = d)
- P(Tpar > d|Spm =1, Zpp = t — d)
d+h d+h—t1 d+h—t1—...—tg_1

1 s LR
) J J f S ) [ A2 e, ()t dty
t— =2
d 0 J

0 81,..,8k€S
SjFSj+1

d+h d+h—t1 d+h—t1—...—tg_1

Tfl t i 8§5j-18;
< f f - J tr d( 1) 1_[ ft—d+t1+..+t]‘71 (tj)dtk co.dty
d(tl) j=2

S1,..,5,€S Tt—
d 0 0 ;75541

< [S|FCERE = CFRE,

wobei C' hier die Konstante aus (L) bezeichnet. Die erste Abschatzung gilt aufgrund
von fi%h(t1)/S]_4(d) < f°4(t1)/St_4(t1), wegen t; = d und der Monotonie von S. [

Wir beweisen nun ein Lemma, welches wir zugleich nutzen, um Ubergangsintensitaten

vom Zustand r in den Zustand s, «,., zu definieren.
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Lemma 3.2.3
Unter den bisherigen Definitionen und Annahmen, insbesondere (L), gilt fiir {r # s} < S
undt >d>0

1 _
limEP(X(t +h) =s|X(t) =r,D(t) =d, X(u),u

h—0

N

_ )
S a,(t, d).

Beweis: Wir stellen zunéchst fest, dass
{p(t) = m} e o(X(u),u <t)und {u(t) =m} € o(So, Zo, s Sy Zm, Uiz, 01561)- (3.9)
Wir kénnen auflerdem sehen, dass
o (X (w),u < )] uy=m}) = 0((Sos Z0, -+, Sms Zims iz, o150 u(ty=m)) (3.10)

denn fir alle w € {u(t) = m} gilt einerseits

X(u,w) = Z L1z, (), 25w (W) Si(w), u <1,
i=0

und andererseits

|
o

Zo(w)
So(w) = X(0,w),
Zjp1(w) = inf { g1 ig>2;0), X (0) 255 )} T 0Lz, + Lix(gw)-s;)| ¢ € Q}
j=0,...m—1,
Sip(w) =X(Zj11(w)), 7=0,...,m—1,

]I{Zm+1>t} (w) =L
Lemma 3.0.3 liefert dann (3.10). Dies nutzen wir nun fiir folgende Umformung:

& P(X(t + h) = S|So, Z(), ceey Smfl, mel, Sm =T, Zm =t— d, Tm+1 > d)|{u(t)=m}
0

k+1

k=1 7=1

(3.11)

a. (3.10) und (3.9) erlauben uns die Anwendung von Lemma 3.0.2.

k
22P<2Tm+j<d+h,ZTm+j>d+h,sm+k=s S =1,Zy =t —d,Tipe1 > d
j=1 j

)
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b. Wir bilden eine abzéhlbare Zerlegung des Ereignisses {X (¢t + h) = s,u(t) =
m, Sy, = r} und nutzen die o-Additivitat, um zur Reihe der Wahrscheinlichkeiten
iiberzugehen. Fiir diese Einzelereignisse macht Definition 3.2.1 klar, dass wir
S0, 209, .y Sm—1, Zm—1 aus der Bedingung entfernen konnen. Da der neue Term
unabhéngig von w ist, konnen wir an dieser Stelle die Mengeneinschrankung

unterlassen.

Zunachst untersuchen wir den ersten Summanden dieser Reihe. Die Bedingung 7,1 > d
konnen wir geméafl den Rechenregeln fiir elementare bedingte Wahrscheinlichkeiten

behandeln. Demnach erhalten wir einen Bruch mit dem Nenner

P(Tosr > d|So = 7, Zn = t — d) = ST_y(d) (3.12)
und Zéahler
d<Tm+1 d+h<Tm+1+Tm+2,Sm+1 —S|S =T, Z —d)

d+h
J f t d tl ft7d+t1(t2)dt2dt1
d+h—t1

d+h d+h pd+h—ty
J J Pat) f7ay, (t2)dbadty — J f a(E) [y, (E2)dtadly
d+h

=, fr2,(t)dt, + O(h?). (3.13)
Die letzte Identitat erkléart sich hier einerseits damit, dass sich im ersten Summanden die
zweite Dichte zu eins integriert und andererseits im zweiten Summanden der Integrand
geméaf (L) beschrénkt bleibt. Die Landau-O-Notation bezieht sich hier, wie auch im
Folgenden, auf den Grenziibergang h — 0.

Den k-ten Summanden konnen wir wegen Lemma 3.2.2 abschatzen durch
P(u(t +h) — put) = k|Spm =1, Zy =t —d, Tppy1 > d) < CFRF

Dies begriindet, dass die Reihe ab dem zweiten Summanden in (3.11) O(h?) ist, denn

> Cknk = ot — 0(h?)

1—Ch
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fur hinreichend kleines h. Dies — kombiniert mit (3.12) und (3.13), eingesetzt in (3.11) —

liefert

1 ~
SPOX (4 ) = sIX(0) = 7, D(E) = d, X (), < 0)luoemy

1§25 fre,(t1)dty + O(R2) 2
- { ST 4@ rot )}

h

R
h=0 S7_4(d)

Da dies fiir alle m € N gilt, und die Mengen {u(t) = m} eine Partition von 2 bilden, ist

das Lemma bewiesen. O

3.2.1 Daten und Schatzer

Wir werden an dieser Stelle nur eine Situation vollstandiger Daten diskutieren und
Inferenz auf dem Intervall [0, 1] betreiben. Daher bedeutet ,vollstindig® hier, dass
n unabhangig identisch verteilte Beobachtungen von X auf dem Intervall [0, 1] vor-
liegen. Dies ist dquivalent zu n u.i.v. Auspragungen der Folge ((Sp., Zm)1(z,,<1})men-
Unabhéngige Rechtszensierung konnte genau wie im vorigen Kapitel beriicksichtigt
werden, wiirde allerdings die Notation weiter verkomplizieren. In einem gewissen Mafle
ist Zensierung so sogar schon berticksichtigt, indem man einen absorbierenden Zustand
wzensiert definiert. Die damit verbundenen Annahmen (etwa stetige Verteilung der Zen-
sierungszeit) sind aber zum Teil restriktiver als bei separater Einbeziehung im Stile von
Kapitel 3.1.1. Dafiir kénnte aber von der Annahme der stochastischen Unabhéngigkeit
von Zensierungszeit und X etwas abgewichen werden, da z.B. die Ubergangsintensitit
in den Zustand ,zensiert“ vom aktuellen Zustand des Prozesses abhidngen darf.

Wir wollen nun zu einer Zahlprozessnotation iibergehen, um den Intensitédtsschatzer
in der Form von NL definieren und dann theoretisch legitimieren zu konnen. Um die
Notation zu vereinfachen, werden wir zwei Zustiande {r # s} < S fixieren und diese
dann in den Bezeichnungen nicht beriicksichtigen. Unser Interesse gilt der Schétzung der

Ubergangsintensitit von r nach s, also a(t,d) := a,,(t,d),t,d € [0,1].. Wir definieren

0]
N(t): = Z Lz, <tyL(s,_1=rt L{s,,=s}
m=1

o 0]
(X(t—)=r} = Z 1z, <t<zmi1{sp_1—ry und

m=1

Y(t): =

=

Die Interpretationen sind verwandt mit denen des vorangegangenen Kapitels. N be-

schreibt die die Anzahl der Spriinge von r nach s bis zur Zeit ¢, Y ist ein Indikator, der
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anzeigt, ob N kurz vor ¢ unter Risiko steht zu springen, und D zeigt die Dauer an, die
X bereits in Zustand r verweilt, vorausgesetzt X ist gerade in r. Im Unterschied zur
vorherigen Situation kann der Zéhlprozess nun mehr als einmal springen.

Derart vorbereitet konnen wir den Schéitzer & in gleicher Art und Weise wie zuvor

definieren:

at@;:Zlewﬁf&@D%@—SMM@)
T S Tk(d = Di(s))k(t — 5)Yi(s)ds

Die Indizierung erfolgt wieder iiber die unabhéngigen Beobachtungen, welche in der
Notation bislang nicht kenntlich gemacht wurden. Wir werden im folgenden Abschnitt
zeigen, dass erneut die gesamte Theorie aus Kapitel 2 angewandt werden kann. An
dieser Stelle soll aber auf eine wiederholte, auf den Spezialfall bezogene Darstellung
verzichtet werden.

Diese Theorie beinhaltet dann insbesondere auch Tests auf die Abhéngigkeit der Funkti-
on «(t, d) vom Argument d, wie bereits auf Seite 47 fiir das einfachere Dreizustandsmodell
beschrieben wurde. Falls jede der Ubergangsintensititen a,..(¢,d) von d unabhéngig ist,

ist das Modell nicht nur semi-markovsch, sondern sogar markovsch.

3.2.2 Nachweis der Martingaleigenschaft

Erneut ist zu beweisen, dass die beschriebenen Prozesse in den Modellrahmen passen,
unter dem NL und unser Kapitel 2 operieren. Dementsprechend arbeiten wir mit der
Filtration §; := (N(u), D(u+),Y (u+),u < t). Den rechtsseitigen Grenzwert von Y bzw.
D einzubeziehen, sichert die Rechtsstetigkeit der Filtration und somit die Erfillung
der ,,conditions habituelles“. Die notwendigen Aussagen fassen wir erneut in einem Satz

ZusSaminerl.

Satz 3.2.4
Mit den Definitionen und Annahmen aus Kapitel 3.2 ist die Filtration §; rechtsstetig.
Auferdem ist a(t, D(t)) - Y (t) vorhersagbar und

ZW&:N@—L@@D@W@@

ein Martingal, jeweils beziiglich §;. Dies bedeutet insbesondere, dass a(t, D(t)) - Y (t)

der Intensitdtsprozess von N(t) ist.

Der Beweis des Satzes wird einfach, sofern wir folgendes Lemma beweisen konnen.
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Lemma 3.2.5

Es ezistiert eine von t und w unabhdngige Konstante C' > 0 derart, dass
IE[M (t + h) — M(t)|5.]| < Ch*.

Wir werden nun zunéchst zeigen, wie wir daraus Satz 3.2.4 herleiten kénnen, und uns

dann dem Nachweis des Lemmas widmen.

Beweis von Satz 3.2.4: Die Vollstandigkeit der Filtration und die Vorhersagbarkeit
von oY folgen analog zum Beweis von Satz 3.1.3.

Lemma 3.2.5 ermoéglicht den Nachweis der Martingaleigenschaft von M:
E[M (t+‘jh) —M(t+(j_1)h)‘3t]
k k
E[ElM(tJﬂ?:) —M(t+(j_kl)h)‘3t+(j;>h] St]
So(ly-¢ 10

Der Ausdruck [E[M (¢ + h) — M(t)|3.]| — selbst unabhéngig von k — ist also durch
C'/k beschrénkt fir beliebige k£ und muss daher identisch null sein. Damit ist auch
E[M(t + h) — M(t)|3:] selbst identisch null und die Martingaleigenschaft gezeigt —

vorausgesetzt wir konnen Lemma 3.2.5 beweisen. [

E[M(t+h) - M@)|F] <

Fiir den Nachweis des Lemmas 3.2.5 definieren wir das Zufallselement F; :=

(N(u), D(u+),Y (u+),u < t), sodass also gilt §; = o(F;). F; ist damit ein Zufallsele-
ment mit Werten im Raum der Funktionen {f : [0,¢] — R?}. Die addquate o-Algebra
auf diesem Raum ist die von den Zylindermengen erzeugte. Wir wollen diese aber
nicht in der Notation explizit machen. Da offensichtlich D(¢) und Y (¢) F;-messbar sind,
existieren gemafl dem Faktorisierungslemma messbare Funktionen d; und y;, sodass
D(t) = dy(F;) und Y(t) = y,(F;). Das folgende Lemma wird eine tragende Rolle im

Beweis von Lemma 3.2.5 spielen.
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Lemma 3.2.6

Mit den genannten Definitionen erhalten wir

(a)

E [M(t + h) - M(t)|~’rt = f] ‘{f‘yt(f)zl}
=E[M(t +h) = M(t)| Zp =t — d(f), Tns1 > de(f), S = 1]

fiir Pr,-f.a. f und beliebiges m € N sowie

(b)

[E[M(t+h) — M(t)| F, = f] \\MO}

< sup E[N@E+h)—N@)|Zn=2"Thn1>t—25, =7
7eS\{r},z€[0,1]

t+h
+ sup E [f a(u, D(uw))Y (u)du
7eS\{r},2€[0,1] t

i = 2, Tini1 >t—z,Sm=f]

fiir ebenfalls Pr,-f.a. f und beliebiges m € N.

Beweis: (a) Im Folgenden bezeichnen wir AM := M (t+ h) — M(t), AN := N(t+h) —
N(t) und AA := SHh a(u, D(u))Y (u)du. Wir beginnen mit dem Nachweis folgender
Behauptung:

Behauptung 1: Fir jedes t € [0,1] und jedes r € S existiert eine von m sowie

805 205 - Sm—1, Zm—1 Unabhingige Funktion Mg (z) mit
E[AM|Sy = 50,20 = 20y, Sm =1, Zyn = 2, Tpny1 >t — 2] = Mgl (2).

Analog existieren auch Funktionen Mg7(z) und “g'(z2) fir AN und AA anstelle von
AM.

Beweis von Behauptung 1: Wegen AM = AN — AA reicht der Nachweis fiir jeweils
AN und AA. Wir betrachten zunachst AN. Gemafl der Definition von N ist leicht zu
erkennen, dass AN = ZZOZO Lis,—rilys, 1 —sy Lg<z, . <t+ny- Fiir die einzelnen Summanden

erhalten wir fur v > m

E | Lgs,—riLisy - Lit<z,r<ten]| So = 50, Zo = 20 ey Sen =1, Zp = 2, Typs1 > t — 2|
=P(S,=nrS1=52,411€t,t+h]||Sn=r,Zn=2"Th1>t—2)

t—z+ht—z+t1+h t—z+t1+...+ty—m+h
v—m—1
— .. f?"81 Sj—184 t )
o 2ttt \Uj

1=z t—ztt tz by bty SLr0Sy—m—1€S 7=2
SjFSj+1

Cri vt () Sy Gommy )y gy oo dt (3.15)
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Die erste Identitat gilt gemafl Definition 3.2.1. Der letzte Term ist nur von v — m
abhéngig, nicht aber von m selbst. Fiir v < m lautet der bedingte Erwartungswert null.

Wenn wir also die rechte Seite von (3.15) mit “~""h}(z) bezeichnen, ergibt sich

o0
E[N(t+ h‘) - N(t)|SO = 807ZO = ZOa"'asm =T, Zm = Z7Tm+1 >t—Z:| = Zjh:(Z),

7=0
wobei die Reihe auf der rechten Seite die Eigenschaften der fiir Behauptung 1 gesuchten
Funktion Mg7(2) erfiillt. Eine dhnliche Argumentation liefert ein analoges Ergebnis fiir
AA. Hier kann die Darstellung AA = Y7 (orh)n2

v=0 JtvZ,
werden. Dies vollendet den Beweis von Behauptung 1.

" 1ys,=rya(u, u — Z,)dv verwendet

Diese Aussage konnen wir in folgender Gleichungskette anwenden: Es sei B € o(F;) n
PBHY(t) = 1}) derart, dass eine messbare Teilmenge F;(B) des Bildraumes von F;
existiert, deren Urbild B ist.

[ slaanz = p1ars = [ lamz e
Fi(B)

B
[oe]
b f AMdP & ) f AMdP
B m=0 Y Bn{u(t)=m}
d o0
= Z J E[AM|S(),Zo,...,Sm,Zm,]l{Zm+1>t}]dP
m=0 ¥ Bn{u(t)=m}
e8]
& Z J Mot (Zm)dP
m=0 Y Bn{u(t)=m}
/-

0
| e ey
m=0 v Bn{u(t)=m}

%Lj@@—D@MP

b L N Myr(t — dy(f))dPr (f)

a. MaB-Transformationssatz.
b. Definition des bedingten Erwartungswertes, wegen B € o (F).
c. Die Ereignisse {1(t) = m} bilden eine Zerlegung von .

d. Folgt nach der Definition bedingter Erwartungswerte, denn B n {u(t) = m} ist
ein (So, Zo, - - -y Sy Zm, ]l{Zm+1>t})—messbares Ereignis. Dies ist daran zu erkennen,

dass fir alle w € {u(t) = m} die kompletten Pfade von F; rekonstruierbar sind.

e. Fur alle w € B n {u(t) = m} gelten S,, = r und 1yz, -y = 1 & T >

t — Z,,. Da der bedingte Erwartungswert die Komposition von faktorisiertem
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bedingtem Erwartungswert und der bedingenden Zufallsvariable darstellt, konnen

wir Behauptung 1 anwenden, um die Funktion g7 einzusetzen.
f. Fur alle we B n {u(t) = m}ist Z,, =t — D(t).

g. Da der Integrand unabhangig von m ist, konnen wir wieder zur Integration tiber

gesamt B zuriickkehren.
h. MaB-Transformationssatz.

Da diese Rechnung fiir alle B € o(F;) n*P({Y (t) = 1}) und damit fiir alle entsprechen-
den Bildmengen F;(B) gilt, ist Teil (a) gezeigt (indem man etwa Elstrodt, 2009, Kapitel
IV, Satz 4.4, anwendet).

(b) Zunéachst gilt |JAM| < AN + AA. Wir stellen aufierdem fest, dass die rechte Seite der
Aussage von (b) sups,.. V97 (2) + sup;,.. ‘g (2) entspricht. Wir argumentieren zunéchst
ahnlich wie im Beweis von Teil (a) und wihlen diesmal B € o(F;) nB{Y (¢) = 0})
derart, dass eine messbare Teilmenge F;(B) des Bildraumes von F; existiert, deren
Urbild B ist.

B

| Blanz = fjarn) - | ElANIR P
Fi(B)
:f ANdP = ) J ANdP
B m=0 Y Bn{u(t)=m}

J E[AN|SO,ZO,...,Sm,Zm,]l{Zm+1>t}]dP
m=0 F#r Bo{u(t)=m}n{Sm=7}

0 ~
| (2P
m=07#r Y Boiu(t)=m}n{Sm=7}

< i ZJ sup Vg7 (2)dP

m=0rzr ¥ Bo{u(t)=m}n{Sm=F} T#72

TH#T,Z TH#T,Z

_ f sup Ngf(2)dP = j sup Ygi(2)dPx (f)
B Fi(B)

Die Argumente der ersten vier Zeilen sind identisch zu denen in Teil (a). Dann konnen
wir den Integranden durch das deterministische und von m unabhangige Supremum
abschétzen. Die letzten Schritte beinhalten wieder das Zusammenfassen der Mengen,
iiber die integriert wird, und die Anwendung des Transformationssatzes. Insgesamt
erhalten wir dadurch E[AN|F, = f] < supy, . "9/ (2), Pr,(f)-f.s. Auf gleichem Wege

erhalten wir ein analoges Resultat fiir AA und der Beweis ist vollendet. m

Derart ausgeriistet widmen wir uns dem Nachweis von Lemma 3.2.5.
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Beweis von Lemma 3.2.5: Wir zeigen vier Teilaussagen. Alle gelten jeweils fiir
hinreichend kleine h.
Aussage 1: Es existiert eine von ¢ und d unabhéngige Konstante C' derart, dass

d+h prg (u)d

E[AN|Z, =t —d, Sy, = 7, Tipyy > d] = 24—1=12

[
- + Ry(t,d, h),
i-a(d)

mit |Ry (¢, d, h)| < Ch2.

Aussage 2: Es existiert eine von ¢t und d unabhéngige Konstante C' derart, dass

E[AA|Zy =t —d, Spy =7, Tppiq > d] = S prs (u)du
: e 57 4(d)

+ Ra(t,d, h),

mit |Ra(t,d, h)| < Ch?
Aussage 3: Es existiert eine von ¢ und d unabhéngige Konstante C' derart, dass fiir alle
7€ S\{r}

E[AN|Z,, =t —d, Sy, = 7, Tjny1 > d] < Ch®.

Aussage 4: Es existiert eine von ¢ und d unabhéngige Konstante C' derart, dass fiir alle
7 e S\{r}
E[AA|Z, =t —d, S, =7, Tyne1 > d] < Ch®.

Aussagen 1 und 2 — gemeinsam mit Teil (a) des Lemmas 3.2.6 — beweisen das Lemma
auf dem Ereignis {Y () = 1}. Aussagen 3 und 4 — gemeinsam mit Teil (b) des Lemmas
3.2.6 — beweisen es auf dem Ereignis {Y (t) = 0}.

Beweis von Aussage 1: Zunéchst gilt

0
E[AN|Zy =t —d, Sy =1, Top1 > d] = >, P(AN > k|Zy, =t —d, Sy = 1, Ty > d).
k=1

(3.16)

Wegen {AN > k} < {u(t + h) — p(t) = k} konnen wir den k-ten Summanden gemaf
Lemma 3.2.2 durch C*h* abschétzen, wobei C' unabhéngig von t, d ist. Damit ist die

Reihe ab dem zweiten Summanden beschrankt durch

D Ckk = C? /(1 - Ch)h? < C1?
k=2
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fir kleines h. Fiir den ersten Summanden in (3.16) erhalten wir

P(AN = 1Zp =t —d, Sy, = 1, Tyny1 > d)
=P(Zpi1 <t+h,Spy1=8|Zn=t—d,S, =r,Thy > d)
+ P(,,X springt > 2-mal in (¢,¢ + h], = 1-mal von r nach s“|Z,, =t —d,

S’I’)’L - T, Tm+1 > d)
(3.17)

Das Ereignis der Wahrscheinlichkeit im zweiten Summanden, welches hier der Einfachheit
halber nur in Worten beschrieben wurde, ist eine Teilmenge von {u(t + h) — u(t) = 2}
und damit geméf Lemma 3.2.2 fir kleine h durch C'h? beschrinkt. Es bleibt der erste

Summand von (3.17) zu untersuchen.

P(Zm+1 <t+ h75m+1 == S|Zm :t_d, Sm == T,Tm+1 > d)
Pd<Tpy1 <d+h,Spy1=58|Zn=t—4d,S, =r)
P(Tos1 > d|Zyy =t —d, Sy = 1)

ST e () du

o Sr ()

gemaf den Definitionen von f;°; und S;_;. Dies beweist Aussage 1.

Beweis von Aussage 2: Wegen

t+h

t+h
AA = f a(u, D(u)Y (u)du = ZJ a(u, v — Z) 1z, 7, ,1(u)lis,—rydu
t =0 Yt
erhalten wir
E[AA|Z, =t —d, Sy, =71, T > d]

0

t+h
= ZJ E[a(u,u — Zl)]l(Zl,Zl_H](u)]l{Sl=r}‘Zm =t—d, S, =r,Th.1 > d]du
=0t

©  pt+h
= Z f ]E[a(u,u — Zl)]]-(Zl,Zl+1](u)]l{Sl=r}‘Zm =t—d,Sp=rTn> d]du,
(3.18)

da eine der Indikatorfunktionen gegeben die Bedingung null ist fiir [ < m. Fir [ > m

kann der [-te Summand geméaf (L) unter Ausnutzung von Lemma 3.2.2 abgeschatzt
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werden durch

t+h
f ]E[a(u,u — Zl)]]-(Zl7Zl+1](u)]]-{Sl:r}‘Zm =t—d, S, =71Ths > d]du
t

rt+h

<G P(Z < ulZpy =t —d,Sy =7,Tps > d)du
t

Jr‘tJrh

<Gy P(u(u) — p(t) > 1 —m|Zy =t —d, Sy =1, Ty > d)du

<O CLmpl=mdy, < Ot plmmt (3.19)

Ji

fir kleine h. Demnach kann die Reihe der Summanden von (3.18) ab I = m + 1 fiir
kleine h abgeschatzt werden durch

] 2
Z Ol—m-i—lhl—m-i-l < 07~h2 < C_vh2
l=m+1 1 - Ch

Fiir den ersten Summanden, d.h. fiir [ = m, erhalten wir

t+h
J Ela(u,vw— Zn) Lz, 2] (@ his, | Zm =t — d, Spp = 7, Typy1 > d]du
t

t-+h
%f afu,u —t+d)P(T1 >d—t+u|Zy =t —d, Sy =1,Thni > d)du
t

b f 7 =t d) ) u—ttd)
t

a St_gu—t+d) T_4(d)
d+h ers
< d+ t—d(u)du
T_a(d)

a. Es gilt 1(z,, z,...1(w) = L4z, <} V(10151 2,3 - Alle beziiglich der Bedingung mess-
baren Faktoren werden aus dem bedingten Erwartungswert gezogen, wobei die
beiden herausziehbaren Indikatorfunktionen identisch eins sind. Der im bedingten
Erwartungswert verbleibende Indikator wird zu einer bedingten Wahrscheinlichkeit

umgeschrieben.
b. Die Definition von «, sieche Lemma 3.2.3, wird eingesetzt. Aulerdem gilt
PTypa>d—t+ulZ,=t—d,S, =r,Ty1 >d)

PTyp>d—t+ulZ,=t—4d,S, =r)
PTypy>dZy, =t—4d, S, =r)

)

was mit der Definition von S}, die Umformung erklart.

c. Kurzen sowie lineare Substitution.

Damit ist auch Aussage 2 gezeigt.
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Beweis von Aussage 3: Wir beobachten, dass fiir 7 # r wegen Lemma 3.2.2

P(AN = k|Zy =t —d, Sy, =7, T)py1 > d)
<SPt +h)—put) =k +1|Zyn =t —d,Spm =7, Tppyy > d) < CFHRM L > 1,

Dies begriindet sich dadurch, dass, falls S,, # r, der Prozess X — und damit p —
mindestens 2k > k + 1 springen muss, damit unter diesen k& Spriinge vom Zustand r
in den Zustand s — also Zuwéchse von N — sein kénnen. Wegen (3.16) mit 7 anstatt r

ergibt sich somit fiir kleine h

C«Z K2

0
E[AN|Zy =t —d, Sy =7, Thny1 > d| < Y CFIRF = — — < CK2
[AN] P Tngr > d] ;;1 1—Ch

Dies zeigt Aussage 3.
Beweis von Aussage 4: Wir konnen die Argumentation aus dem Beweis von Aussage
2 wiederholen mit dem Unterschied, dass der Summand [ = m in (3.18) dieses Mal

identisch null ist, da 1g,,—} gegeben die Bedingungen konstant null ist. Dies gentigt

als Beweis von Aussage 4, womit auch der Beweis von Lemma 3.2.5 abgeschlossen ist. [



Kapitel 4

Anwendung auf Daten

4.1 Die Daten

Wir wollen die vorgestellten Methoden anhand eines Datensatzes vorfithren. Der R-Code,
welcher allen Berechnungen zu Grunde liegt, befindet sich im Appendix. Wir untersuchen
Daten der deutschen Krankenkasse AOK, welche im Zeitraum zwischen 2004 und 2015
gesammelt wurden (siehe auch Weilbach u. a., 2021). Fiir insgesamt 230.922 Personen
liegen Daten vor. Diese umfassen jeweils den Geburtszeitpunkt, die Demenz-Diagnosen
wahrend des Beobachtungszeitraumes sowie den Todeszeitpunkt, falls dieser wahrend
der Beobachtung eintrat. Die jiingste Person war zu Beginn der Beobachtung 2004
50 Jahre alt, die alteste 106. Die Angaben zu Geburts- und Todeszeitpunkt liegen
monatsgenau vor, fiilr Demenz-Diagnosen ist jeweils nur das Quartal bekannt. Knapp
14% der beobachteten Personen erhalten wiahrend der Zeit eine Demenzdiagnose, dies
entspricht knapp 32.000 Versicherten. Einige der Personen verlassen wahrend des
Beobachtungszeitraumes die Beobachtungsmenge, in diesen Fallen liegt Zensierung vor
(dies betrifft gut 15% der Personen). Ebenfalls liegt Zensierung bei allen Personen vor,
die am Ende des Beobachtungszeitraumes noch am Leben sind, was etwas mehr als 52%
der Versicherten sind. Frauen sind im Datensatz etwas haufiger vertreten als Manner
(56%) und auch relativ haufiger von Demenz betroffen. Siehe Abbildung 4.1. Da sich die
beiden Geschlechter merklich in ihrer Lebenserwartung unterscheiden (Frauen sterben
im Schnitt spater und erhalten auch spéater Demenzdiagnosen), erscheint es sinnvoll,
unsere Analysen getrennt nach Geschlechtern durchzufiihren. Um Wiederholungen zu
vermeiden werden hier nur Ergebnisse der Analyse von Daten weiblicher Personen
vorgestellt. Die Resultate basieren dementsprechend auf Daten von insgesamt 130.168

Frauen, von denen 20.721 im Studienverlauf eine Demenzdiagnose erhielten.
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Abbildung 4.1: Geschlechtsverteilung im Datensatz und jeweiliger Anteil an Demenzdia-
gnosen.

4.2 Das Modell

Wir modellieren diese Daten in Form eines Drei-Zustands-Modells — ,, gesund®, ,,dement*
und ,tot“. Vom Zustand , gesund“ kann in beide anderen Zustande tibergegangen
werden, von ,,dement” nur in ,tot“, der Zustand ,tot* ist absorbierend. Es handelt sich
also um ein in der Epidemiologie tibliches unidirektionales Krankheit-Tod-Modell (siehe
etwa Andersen u. Keiding, 2002, Kapitel 3.3). Abbildung 4.2 illustriert die Struktur.
Dieses Modell ist ein Semi-Markov-Modell im Sinne von Kapitel 3.2, weshalb die Theorie

des Kapitels anwendbar ist.

Gesund Dement

Tot

Abbildung 4.2: Strukturdiagramm des Dreizustandsmodells.

Unser Interesse gilt der Ubergangsintensitit vom Zustand ,dement” in den Zustand
,tot“, welche wir mit «a(t,d) bezeichnen. Die Zeitachse ¢ bezeichnet hier das Alter,
wahrend die Achse d die Dauer seit der Demenzdiagnose misst.

Fiir die Schitzung der Ubergangsintensitit relevant sind nur Daten von Personen, welche
zu irgendeinem Zeitpunkt eine Demenzdiagnose erhalten haben. Fiir diese kénnen wir die
Daten auf das in Kapitel 3.1.1 beschriebene Format der Daten (Z7, Z3, A) transformieren,
um damit die Schatzer berechnen und Tests durchfithren zu kénnen. Hier entspricht
71 dem Alter bei Demenzdiagnose und Z5 dem Minimum aus Alter bei Tod und Alter
bei Zensierung. A zeigt an, ob Zensierung vorliegt. Fir alle Untersuchungen wurde ein
Dreieckskern k(x) = 11 1)(z)(1 — |z|) genutzt.

Bemerkung: Obwohl Datenpunkte von Personen, die nie eine Demenzdiagnose erhalten,

den Schatzer nicht beeinflussen, ist — bei praziser Zuordnung der Notation von Kapitel
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3.2 auf unsere Daten — der Stichprobenumfang n gleich der Anzahl der Frauen im
Datensatz (130.168) und nicht gleich der Frauen mit Demenzdiagnose (20.721). Der
Schéatzer selbst wird dadurch nicht beeinflusst, denn fiir diese Personen ist sowohl
dN; = 0 als auch Y; = 0. Der Varianzschitzer 62 gemafl Satz 2.1.4 veridndert sich
allerdings. Dies macht insofern Sinn, als dass die asymptotische Varianz o2 den Faktor
1/P(Y (t) = 1) enthélt. Die Stichprobe auf Personen zu beschranken, die irgendwann eine
Demenzdiagnose erhalten, entspricht einer bedingten Betrachtung gegeben eben diese
Bedingung. Und die Wahrscheinlichkeit, dass eine Person im Alter ¢ Demenz hat (also
P(Y (t) = 1)) ist gegeben, dass sie irgendwann eine Demenzdiagnose erhélt, offensichtlich
groBer. Der Standardfehler des Schétzers wird allerdings nicht beeinflusst. Wenn wir den
Varianzschitzer mit dem Faktor 1/(nb?) renormieren, um den Standardfehler zu erhalten,
kiirzt sich der Faktor n, welcher sich zuvor verdndert hatte, heraus, und wir erhalten
das selbe Ergebnis wie mit der alternativen Fallzahl (weil auch im Varianzschatzer
die Summen im Zahler und Nenner von den Datenpunkten von Personen, die nie eine

Diagnose erhalten, unberiihrt bleiben).

4.3 Ergebnisse der Intensitiatsschitzung

Das Thema der Bandbreitenwahl war nicht Teil dieser Arbeit und soll auch hier nicht
ausfithrlich diskutiert werden. Wir stellen hier Ergebnisse der Schétzung fiir eine feste,
nach eigenem Ermessen gewahlte Kombination von Bandbreiten vor. Fir die t-Achse
lautet diese 2 Jahre. Da der relevante Abschnitt der Skala auf der d-Achse kiirzer ist,
wahlen wir die Bandbreite in dieser Richtung ebenfalls kleiner, namlich als 1,33 Jahre.
Abbildung 4.3 stellt die resultierende Schétzung der Intensitatsfunktion «(t, d) dar. Es
sei darauf hingewiesen, dass alle Abbildungen Schatzungen monatlicher Hazardraten
anzeigen, obwohl die Achsen in Jahren skaliert sind. Die Form der Funktionen ist davon
nicht betroffen, einzig das Niveau der Werte muss fiir eine Umrechnung gegebenenfalls
mit dem Faktor zwolf reskaliert werden. Fiir jedes feste d ist ein etwa exponentieller
Anstieg in ¢t-Richtung zu erkennen. In d-Richtung ist die Schéitzung zunéchst hoch, fallt
dann recht steil ab, um anschliefend wieder anzusteigen. Fiir grofie d ist der Trend
je nach t unterschiedlich, in diesem Bereich liegen auch weniger Daten vor, sodass
die Schatzung als weniger zuverldssig einzuschéatzen ist. Dieses Muster kann auch in
Abbildung 4.4 erkannt werden, welche drei Querschnitte der geschétzten Funktion fir
die festen Werte ¢ = 70, 80,90 Jahre zeigt. Ebenfalls sind zum Vergleich Schétzungen
der Hazardrate unter der Markov-Annahme eingezeichnet, also der Annahme, dass
die Funktion «(t,d) von d unabhingig ist. Im néchsten Kapitel soll diese Annahme

statistisch getestet werden.
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Abbildung 4.3: Geschitzte Ubergangsintensitéit a(t,d) fiir Bandbreite 2 Jahre in ¢-
Richtung und 1,33 Jahre in d-Richtung. Beide Achsen werden in Jahren gemessen. Die

Werte von & werden als monatliche Hazards angegeben.
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Abbildung 4.4: Drei Querschnitte fiir fixierte Alter ¢ der Intensitatsfunktion. Aulerdem

sind Schéitzungen unter der Markov-Annahme eingezeichnet (graue Linien), d.h. der

Annahme, dass die Funktion a nicht von d abhéangt.
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Abbildung 4.5 schliellich zeigt unterschiedliche Schéitzungen von Hazardraten fiir ein
einzelnes Individuum. Die unterste Kurve zeigt die geschétzte Sterbensintensitat fiir eine
Person, die nie eine Demenzdiagnose erhélt, d.h. die Ubergangsintensitit vom Zustand
,gesund® in den Zustand ,,tot“. Die anderen beiden Kurven zeigen Sterbensintensitéten
fir eine Person, die im Alter von 75 Jahren eine Demenzdiagnose erhélt, d.h. a(t,t —75)
fir ¢ ab Diagnosezeitpunkt. Dies entspricht dem Querschnitt entlang einer Diagonalen
in Abbildung 4.3. Eine Kurve zeigt die Schatzung unter der Markov-Annahme und eine
ohne diese. Wie zu erwarten ist zu erkennen, dass von Demenz betroffene Personen unter
deutlich erhohtem Sterberisiko stehen. Der (relative) Unterschied zwischen den Kurven
mit und ohne Markov-Annahme ist in den ersten Jahren nach Demenzdiagnose am

groBiten, weshalb der rechte Teil der Abbildung die ersten fiinf dieser Jahre hervorhebt.
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Abbildung 4.5: Sterbensintensitit fiir Individuum ab Alter 75. Ohne Demenz (wi-
thout dementia), bei Demenzdiagnose im Alter von 75 unter Markov-Annahme (un-
der null) und ohne (duration dependent). Links: Fiir alle verfiigbaren Alter ab 75.

Rechts: Nur fiir die ersten fiinf Jahre ab (moglicher) Diagnose.

4.4 Ergebnisse der statistischen Tests

Wir wollen nun die in Kapitel 2.4 vorgestellten Tests zur Anwendung bringen. Genauer
gesagt wollen wir testen, ob die Funktion a(t, d) von d abhéngt. Dies ist gleichbedeutend
mit der Frage, ob unser Modell markovsch ist. Wir beginnen mit dem Test, der ein festes
Gitter nutzt (Gozalo-Typ I). Wir wihlen dieses Gitter wie in Tabelle 4.1 dargestellt.
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Tabelle 4.1: Gitter fiir Test vom Gozalo-Typ I. Achsen werden in Jahren gemessen.

Die angesichts des Datenumfangs kleine Gittergrofle darf als konservativ angesehen
werden, da so eher das Risiko besteht, dass kein Punkt dabei ist, an dem eine grofle
Differenz der beiden Schatzungen vorliegt. Die Punkte stammen allesamt aus Bereichen
der Funktion, in denen ausreichend Daten fiir eine gute Schétzung zu Verfiigung stehen.
Bei der Wahl der Punkte wurde die auf Seite 26 beschriebene Struktur aufgegriffen. Da
das Thema der Bandbreitenwahl nicht Teil dieser Arbeit ist, wurde der Test fir eine
Reihe moglicher Bandbreiten durchgefiihrt, wobei das Verhéltnis von ¢-Bandbreite zur
d-Bandbreite sowie das Verhéltnis von ¢-Bandbreite zur Bandbreite unter Nullhypothese
konstant gelassen wurde (1,5 bzw. 1,3). Abbildung 4.6 zeigt die resultierenden p-Werte
als Funktion der Bandbreite in ¢-Richtung. Die Werte liegen allesamt unter einem
Signifikanzniveau von 5%, reichen im Maximum aber nahe an dieses heran. Die p-Werte
hangen stark von der Wahl der Bandbreite ab, die bindre Testentscheidung zu einem
Signifikanzniveau von 5% in diesem Fall nicht. Die groiten p-Werte ergeben sich fiir

t-Bandbreiten im Bereich zwischen acht und funfzehn Monaten.
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Abbildung 4.6: P-Werte fiir Test mit festem Gitter, abhéngig von den genutzten
Bandbreiten. Die Bandbreite in d-Richtung sowie die Bandbreite fiir die Schétzung
unter Nullhypothese wurden im festen Verhéltnis zur Bandbreite in ¢-Richtung gewahlt.
Die Bandbreite wird hier in Monaten gemessen. Auflerdem ist ein Signifikanzniveau

von 0,05 eingezeichnet.

Wir wollen auflerdem einen Test vom Gozalo-Typ II durchfithren. Als Grofle des
zufilligen Gitters wahlen wir 15. Das Gitter wird durch u.i.v. Ziehungen aus der
Gleichverteilung auf dem Rechteck [70,90] x |2, 4] ermittelt (Messung der Achsen in
Jahren). Dieses Rechteck entstammt einem Bereich, in dem hinreichend viele Daten fiir
gute Schiatzungen vorliegen. Neben den Bandbreiten sind hier ebenfalls die Parameter
n und 0 zu wahlen. Abbildung 4.7 zeigt die resultierenden p-Werte als Funktion der
Bandbreite in ¢-Richtung fiir drei unterschiedliche Kombinationen von 1 und 4. Es sei
angemerkt, dass, da die Abhéngigkeit der Hyperparameter im Fokus liegen soll, das
selbe zufillig gewahlte Gitter fiir alle Testausfiihrungen genutzt wurde. Wiirde man
jeweils ein neues zufélliges Gitter wéahlen, waren die Verlaufe weniger glatt. Es fallt
auf, dass die Testergebnisse stark von der Wahl von 7 und § abhéangen. Fiir zwei der
Kombinationen liegt die gesamte Kurve klar unter einem Signifikanzniveau von 5%
(auch klarer als im Fall des Tests mit fixem Gitter), fiir die dritte Kombination kommen
fiir gewisse Bandbreiten jedoch auch p-Werte von bis zu iiber 0.4 vor.

Abbildung 4.8 kann eine Idee geben, warum derartige Ergebnisse zu Stande kommen.

Sie stellt sowohl den Strafterm 7(n - b, - bg)? (sieche Formel (2.7)) als auch geschitzte

'Die Fallzahl n flieBt offensichtlich in den Strafterm n(n - b; - by)° (siehe Formel (2.7)) ein. Wie
weiter oben erldutert ist das theoretisch korrekte n in unserer Anwendung die Anzahl der Frauen. In
unserer Implementierung wurde allerdings die Anzahl der Frauen mit Demenzdiagnose genutzt. Dies
ist insofern irrelevant, als dass nur die Wahl von n angepasst werden muss, um einen dquivalenten Test
zu erhalten. Die hier genannten Werte von 7 beziehen sich auf den Fall, in dem n nur der Anzahl der
an Demenz erkrankten Frauen entspricht.
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Statistiken (insbesondere den Median und das 0.95-Quantil) der Verteilung von S?(X)
dar (gegeben unsere Daten). Ist der Strafterm grofl im Vergleich zu den gréfiten Werten
der Verteilung von S2(X), so wird mit hoher Wahrscheinlichkeit die Teststatistik
anhand der Stelle X' ermittelt. Bei dieser einzelnen Stelle ist die Wahrscheinlichkeit
relevant, dass nur eine so moderate Abweichung zwischen & und ﬁ besteht, dass der
Test keine Signifikanz anzeigt. Ist der Strafterm jedoch relativ gesehen klein, wird das
maximale S2(X7) als Teststatistik gewdhlt. In diesem Fall ist die Abweichung dann
mit hoher Wahrscheinlichkeit signifikant. Abbildung 4.8 illustriert, dass im Bereich
von Bandbreiten zwischen acht und fiinfzehn Monaten das Verhéltnis zwischen den
Straftermen und den gréften Werten von S2(z) am grofiten ist (daher die Hiigel in
diesem Bereich in Abbildung 4.7) und aulerdem fiir n = 0,001 und 6 = 0,6 das Verhéltnis
besonders zu Gunsten des Strafterms ist (daher sieht man insignifikante Resultate fur
diese Wahl von 7, 9).
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Abbildung 4.7: P-Werte fiir Test mit zufdlligem Gitter, abhéngig von den genutzten
Bandbreiten. Die Bandbreite in d-Richtung sowie die Bandbreite fiir die Schéitzung
unter Nullhypothese wurden im festen Verhaltnis zur Bandbreite in ¢-Richtung gewahlt.
Es werden die Resultate fiir drei unterschiedliche Kombinationen der Parameter n und
0 gezeigt. Da die Abhéngigkeit der Ergebnisse von den Bandbreiten sowie n und ¢ im
Fokus steht, wurde jeder Test mit dem selben, zufillig gewahlten Gitter durchgefiihrt.

AuBlerdem ist jeweils ein Signifikanzniveau von 0,05 eingezeichnet.



KAPITEL 4. ANWENDUNG AUF DATEN 79

20 1
eta, delta
>
[ = 0.001, 0.6
& == 0.1,02
o
] - 1e-05,0.8
--------—:_7__*f ------ -
0] ====1T
5 10 15 20 25 30
t bandwidth

Abbildung 4.8: Der Plot zeigt fiir die drei Kombinationen von 1 und ¢ und eine Reihe
von Bandbreiten jeweils die Groe des Strafterms (schwarze Linien). Ergdnzend dazu
sind fiir alle Bandbreiten Schatzungen des 0,05-, 0,5- und 0,95-Quantils der Verteilung
von S2(X) gegeben die Daten dargestellt (graue Linien).

4.5 Interpretation

Menschen kénnen zu beliebigen Zeitpunkten in kontinuierlicher Zeit dement werden oder
sterben und es erscheint klar, dass Sterbewahrscheinlichkeiten fiir demente Personen
hoher sind als fiir gleichaltrige Personen ohne derartige Erkrankung — dieses Geschehen
wird durch unser Modell adédquat abgebildet. Unsere Daten hingegen weisen nicht diese
detaillierte Auflosung auf. Zunéchst liegen alle Zeitpunkte nur diskretisiert vor: Geburts-
und Sterbedaten monatsgenau, Demenzdiagnosen quartalsgenau. Zum anderen sind die
Daten zu Demenzdiagnosen genau das — Zeitpunkte der Diagnosen, nicht unbedingt des
tatsachlichen Beginns der Krankheit. Besonders gut zu erkennen ist dies an den vielen
Beobachtungen, bei denen Patienten sehr kurz nach ihrer Demenzdiagnose sterben,
was sich in den obigen Schiatzungen widerspiegelt im schnellen Abfall der Funktion bei
kleinen d. Diese erklart sich dadurch, dass haufig der Fall eintritt, dass schwerkranke
Personen in ein Krankenhaus eingeliefert werden und dort noch kurz vor ihrem Tod
eine Demenzdiagnose erhalten. In vielen Féllen litten diese Leute wahrscheinlich schon
eine Weile unter einer Demenz, es hatte nur niemand die Diagnose gestellt (siehe etwa
auch Huo u.a., 2018, die dieses Phdnomen im Falle von Typ-2 Diabetes beobachten).

Schliellich ist fraglich, inwieweit die Versicherten der AOK repréasentativ fiir die Ge-

samtbevolkerung sind. Der Horizont einer moglichen Inferenz iiber die Daten hinaus
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ist also beschrankt. Diese Limitierungen der Daten miissen bei der Interpretation von

Ergebnissen berticksichtigt werden.

Es fallt auf, dass die Formen der Funktion &(t,d) fir verschiedene feste ¢ jeweils
in d-Richtung recht &hnlich sind, siehe Abbildungen 4.3 und 4.4. Dies kénnte ein Anlass
sein, um zu untersuchen, ob ein nichtparametrisches multiplikatives Modell (wie etwa in
Linton u. a., 2003) geeignet wére. Auch diese Frage konnte mit den von uns in Kapitel
2.4 beschriebenen Tests beantwortet werden. Um in diesen Rahmen eingeordnet werden
zu konnen, muss nur die Menge B der Nullhypothese entsprechend gewéhlt und ein
geeigneter Schétzer fiir das multiplikative Modell berechnet werden. Angesichts des in
t-Richtung anndhernd exponentiellen Verlaufes von & wére auch ein semi-parametrisches
Cox-Modell der Form a(t,d) = h(d) exp(/3 - t) denkbar. Dies konnte ebenfalls mit der
selben Methodik getestet werden.



Kapitel 5
Diskussion

Das Problem, dass Prozesse nicht markovsch sind, kommt héufig in der Analyse mit
Mehrzustandsmodellen auf. Wir prasentieren Methodik fiir eine konsistente nichtparame-
trische Intensitatsschitzung fiir eine gewisse Klasse an Modellen in diesem Fall. Dariiber
hinaus etablieren wir zwei Anpassungstests, welche zum Testen der Markov-Annahme
genutzt werden kénnen.

Es erscheint sehr plausibel, dass das Vorgehen in Kapitel 3.1 leicht auf allgemeine
progressive Modelle verallgemeinerbar ist. Dabei handelt es sich grob gesagt um Mehr-
zustandsmodelle, bei denen in Strukturdiagrammen der Art von Abbildung 1.1 oder 1.2
in jeden Zustand nur ein Pfeil hinein zeigt, auler in den Anfangszustand, in welchen
kein Pfeil hinein zeigen darf. In diesem Fall ist aus dem gegenwartigen Zustand bereits
herleitbar, welche Zustande der Prozess bereits besucht hat und in welcher Reihenfolge.
Insofern ist die gesamte Historie des Prozesses aus dem gegenwértigen Zustand sowie
den bisherigen Sprungzeiten rekonstruierbar. Dementsprechend kann man Ubergangsin-
tensitaten, die auf die gesamte Historie des Prozesses bedingen, als Intensititen bedingt
auf einen endlich-dimensionalen Zufallsvektor — den Verweildauern in den bisherigen
Zustanden — ausdriicken. Diese Struktur ist wieder mit der Methodik nach NL schétzbar.
Der Fluch der Dimension kann hier schlieSlich problematisch werden, da die Anzahl
der Kovariablen offensichtlich ansteigt.

Mochte man nicht-markovsche Einfliisse auflerhalb dieser beiden Klassen — progressive
Modelle und verweildauerabhéangige Modelle (wie der Semi-Markov-Fall) — modellie-
ren, so sind allgemeine Ansétze wenig aussichtsreich, wie Hougaard (2000), S. 169f.,
diskutiert. Stattdessen muss situationsspezifisches Fachwissen genutzt werden, um zu
beriicksichtigen, auf welche Art und Weise die Prozesshistorie Information tiber die
zukiinftige Entwicklung enthélt. Ein Beispiel fiir einen derartigen Versuch ist die Arbeit
von dos Reis u.a. (2020), welche ein sogenanntes ,Rating Momentum* zu modellieren

versucht.
In dieser Arbeit wurde nur ein Test auf Verweildauerabhédngigkeit einer einzelnen

81
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Ubergangsintensitéit entwickelt. Interessant konnte aber dariiber hinaus ein simulta-
ner Test auf Verweildauerabhingigkeit von Ubergangsintensititen zwischen mehreren
Paaren von Zustdnden sein. Dafiir miisste die Kovarianzstruktur der dazugehoérigen
Intensitédtsschitzer untersucht werden. Im Falle der Unabhéangigkeit konnte erneut eine
x2-Verteilung mit entsprechend mehr Freiheitsgraden zur Anwendung kommen.

Die in Kapitel 2 entwickelten Tests wurden in dieser Arbeit nur zum Test auf Ver-
weildauerabhingigkeit einer Ubergangsintensitit genutzt. Wie bereits angedeutet ist
der mogliche Anwendungsbereich allerdings deutlich weiter. Indem die Menge B der
Nullhypothese adaquat gewahlt wird, konnte man ebenfalls auf die Validitat bestimmter
parametrischer, semiparametrischer oder strukturierter nichtparametrischer Modelle hin
testen. Notwendig ist jeweils nur, dass ein unter der Nullhypothese geeigneter Schatzer

bekannt ist, der in diesem Falle insbesondere schneller konvergiert als der Schatzer nach

NL.

Das in der Verweildaueranalyse haufig préasente Problem der Rechtszensierung wurde in
dieser Arbeit beriicksichtigt. Es muss allerdings zugegeben werden, dass in einigen Fallen
auch Linkszensierung vorhanden sein kann, (siche etwa Weiflbach u. Schmal, 2019).
Daneben ist ohnehin in jeder Anwendung konkret zu tuberpriifen, inwieweit die hier
gemachten Annahmen angemessen wirken. Zeitstetigkeit erscheint haufig natiirlich, aber
Daten entsprechen nicht immer dieser theoretischen Idee. Als Beispiel siehe die Situation
der Daten aus Kapitel 4. Zensierung konnte informativ sein oder Beobachtungen nicht
stochastisch unabhéngig. Derartige Aspekte miissen jeweils im Lichte einer konkreten

Situation erortert werden.

Die Ergebnisse in Kapitel 4 verdeutlichen, dass eine starke Abhéngigkeit der Re-
sultate von der Wahl der Hyperparameter vorliegt. Dabei wurden einige derartiger
Hyperparameter in unserer Analyse noch nicht diskutiert, sondern nur auf einen ein-
zelnen Wert festgesetzt, etwa das Gitter fiir den Test von Typ I und die Gittergrofie
m, und die Verteilung der Gitterpunkte beim Typ-II-Test. Insbesondere haben wir in
letzterem Fall die Gittergrofle fiir alle Bandbreiten konstant belassen. Die Annahme
m, = o((nb®1)%) (siche (2.6)) suggeriert allerdings, dass die GittergréBe wachsend mit
wachsenden Bandbreiten gewéhlt werden sollte.

Diese Arbeit befasst sich bewusst nicht mit systematischen Verfahren zur Auswahl von
Bandbreiten und anderen Hyperparametern. Es existieren sowohl heuristische als auch
datengetriebene Ansitze. NL nutzen etwa einen Leave-One-Out-Kreuzvalidierungsansatz,
welcher von Vorschldgen in Nielsen (1990) und Andersen u.a. (1993) fir den Fall ohne
Kovariate inspiriert ist. Es sei darauf hingewiesen, dass fiir ein derartiges Verfahren bei

unseren Daten die notigen Rechenkapazitaten zu einem relevanten Thema werden.
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Anhang A

R-Code

Transformation der Daten

library (tidyverse)
library (haven)
library (lubridate)

dementia_raw <— read_dta("..\\Data\\dementia original.dta")

## summarize data into one line per person
dementia_per_ person <— dementia_raw %%
group_by (VERSID) %%
summarize (year_of censoring = ifelse(sum(tod) = 0, JAHR[n ()], NA),
quarter_of censoring = ifelse(sum(tod) = 0, QUARTAL[n ()], NA),
year_of_dementia = ifelse (max(ever_flag_sicher_dem) = 1,
JAHR [which(inci_dem = 1)], NA),
quarter_of_dementia = ifelse (sum(ever_flag_ sicher_dem) > 0,
QUARTAL[which(inci_dem = 1)], NA),
year_of_ birth = GEBJAHR[1],
month_of birth = GEBMONAT|[1]

year_of_ death = ifelse(sum(tod) > 0, TODJAHR[n ()], NA),
month_of death = ifelse (sum(tod) > 0, TODMONAT[n ()], NA),
sex = if_else(GESCHL[1] = 1, "male", "female"))

## Three helper functions for transformation

mean _month of quarter <— function(quarter) {
return ((quarter — 1) * 3 + 1.5)

}

quarter__of_month <— function (month) {

return(ceiling (month / 3))

month_of dementia <— function(year_of_ dementia, quarter_of dementia,
year_of_ death, month of death) {
case_when (
is.na(year_of death)~ mean month of quarter(quarter_of dementia),
year_of_ dementia < year_of death~ mean month of quarter(quarter_of dementia),
! quarter__of month(month of death) = quarter_of dementia ~
mean _month_of quarter (quarter_of dementia),
TRUE ~ (quarter_of dementia — 1) % 3/2 4+ month of death/2
)
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## add correct months of censoring and dementia
dementia_per_ person <— dementia_per_person %%
mutate (month_of censoring = 3 % quarter_of_censoring ,
month_of dementia = month_of dementia(year_of_ dementia,
quarter_of_ dementia ,
year_of_ death
month_of_death)) %%
rename (id = VERSID)

## another helper function for transformation
ym_diff <— function(year_new, month new, year_old, month old, return months = T){
if else(
rep(return_months, length(year_new)),
12 % year_new + month new — 12 * year_old — month old,
(12 * year_new + month new — 12 % year old — month old) / 12

# dataframe that contains the critical values for analysis
dementia_analysis <— dementia_per_person %%
mutate (time_to_death = ym diff(year_of_death, month_of death,
year_of_birth , month of birth),

time_to_dementia = ym diff(year_of dementia, month of dementia,
year_of_ birth, month of birth),
time_to_censoring = ym diff(year_of censoring, month of censoring,

year_of_ birth , month of birth),
birth = year_of birth 4+ month of birth / 12) %%

select (id, birth, time_to_death, time_ to_dementia, time to_censoring, sex)

"

write_csv(dementia_per_person, ..\\ Data\\dementia_per_person.csv")
write_csv(dementia_analysis, "..\\Data\\dementia_analysis.csv")

Funktionen fiir die Schatzung der Intensitidten

library (tidyverse)
source("nielsen_linton_tools_support.R")
#’ compute Nielsen__Linton intensity estimate alpha(t,d)

#’ for single pair of t and d and single pair of bandwidths
#’ given a proper dataset, using UNIFORM kernel

#’ ARGS

#’ data: dataframe with with 8 columns, named (exzactly) Z1, Z2, DELTA

#’ t: real number, positive. t—coordinate where alpha(t,d) is to be estimated
#’ d: real number, positive. d—coordinate where alpha(t,d) is to be estimated
#’ needs to be less or equal to t

#’ t_bandwidth: real number, positive. bandwidth parameter in t direction

#’ d_bandwidth: real number, positive. bandwidth parameter in d direction

#’ RETURN

#’ real number. estimate of intensity alpha(t,d), given data and bandwidths

pointwise_nl_estimate_uniform_kernel <— function(data, t, d,
t_bandwidth, d_bandwidth) {
if (d > t) stop("d can’t be,greater than t.")

data %% summarize (
numerator = sum( (abs(Z2 — t) <= t_bandwidth) =*
(abs(Z2 — Z1 — d) <= d_bandwidth) * (DELTA = 2) ),
denominator = sum( pos( pmin(Z2, t + t_bandwidth, d + Z1 + d_bandwidth) —
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pmax(Z1, t — t_bandwidth, d + Z1 — d_bandwidth)

alpha = numerator / denominator
) %%
select (alpha) %%

pull ()

#’ compute Nielsen__Linton intensity estimate alpha(t,d)

#’ for a grid of ts, ds, and bandwidths wusing uniform kernel

) ),

#’ ARGS

#’ data: dataframe with with 8 columns, named (ezactly) Z1, Z2, DELTA

#’ ts: wvector of pos. numbers. t—coordinates where alpha is to be estimated
#’ ds: wvector of pos. mumbers. d—coordinates where alpha is to be estimated
#’ t_bws: wector of bandwidths ought to be wused in t—direction

#’ d_bws: wvector of bandwidths ought to be used in d—direction.

#’ Must be same length as t_bws

#’ RETURN

#’ dataframe with 5 columns (t, d, t_bw, d_bw, alpha)

#’ and (length(ts) z length(ds) z length(t_bws)) rows

grid_nl_estimate_uniform_kernel <— function(data, ts, ds, t_bws, d_bws) {

bws <— cbind (t_bws, d_bws)

td_grid <— merge(ts, ds, by = NULL)

grid_df <— merge(td_grid, bws, by = NULL) %%

as_tibble () %%

rename(t = x, d =y, t_bandwidth = t_bws, d_bandwidth = d_bws) %%

filter (d <= t)

grid_df %%
mutate (
alpha = pmap _dbl(

.1 = list(t, d, t_bandwidth, d_bandwidth),
.f = ~ pointwise_nl_estimate_uniform_kernel (data, ..1, ..2,

#’ Compute the denominator for Nielsen—Linton inte

#’ can be recycled for wariance estimate

nsity estimate

#’ ARGS

#’ Z1, Z2: same—length wvectors of pos. numbers. Data the estimate
#’ t, d: real numbers. arguments, for which the denominator

#’ of the estimator ought to be evaluated

#’ t_bandwidth , d_bandwidth: real numbers, bandiwdths

#’ kernel: function with support [—1,1]

nl_denominator <— function(Z1, Z2, t, d, t_bandwidth, d_bandwidth,

lower_int_limit <— t — t_bandwidth
upper_int_limit <— t + t_bandwidth

denominator_integrand <— function(s) {
map_dbl (s,

~sum (

(21 < . & . <= Z2) = kernel((t — .)
kernel ((d — (. — Z1)) / d_bandwidth)

return (

/ t_bandwidth) =

7S

based on.

in t and d direction.

kernel) {
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integrate (
f = denominator_integrand ,
lower = lower_int_limit ,
upper = upper_int_limit ,
rel.tol = .Machine$double.eps™0.05

)$value

just for the nullhypothesis—case, i.e. alpha mnot

d and d_bandwidth are mnot required anymore.
kernel) {

#’ As nl_denominator,
#’ depending on d. Hence,
nl_denominator_under_null <— function(Z1, Z2, t, bandwidth,
lower_int_limit <— t — bandwidth
upper_int_limit <— t + bandwidth

denominator_integrand <— function(s) {
map_dbl(s,

~sum (
(21 < . & . <= Z2) = kernel((t — .) / bandwidth)

return (
integrate (
f = denominator_integrand ,
lower = lower_int_limit ,
upper = upper_int_limit ,
#subdivisions = no_subdivisions ,
rel.tol = .Machine$double.eps™0.05

)$value

#’ Similar to nl_denominator and nl_denominator_under_null,

#’ just for the mo—covariate—case.

#’ Here the data required are one—dimensional.
hjort_denominator <— function(Z, t, bandwidth, kernel) {
lower_int_limit <— t — bandwidth

upper_int_limit <— t + bandwidth

denominator_integrand <— function(s) {

map_dbl (s,
~sum (
(. <= Z) * kernel((t — .) / bandwidth)

return (
integrate (
f = denominator_integrand ,
lower = lower__int_limit ,

upper = upper_int_limit ,
#subdivisions = no_subdivisions ,
rel.tol = .Machine$double.eps™0.05

)$value
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#’ compute Nielsen__Linton intensity estimate alpha(t,d)
#’ for single pair of t and d and single pair of bandwidths
#’ given a proper dataset, wusing arbitrary kernel with bounded support

#’ integral in the denominator is approzximated numerically

#’ ARGS

#’ data: dataframe with with 8 columns, named (ezactly) Z1, Z2, DELTA

#’ t: real number, positive. t—coordinate where alpha(t,d) is to be estimated
#’ d: real number, positive. d—coordinate where alpha(t,d) is to be estimated
#’ needs to be less or equal to t

#’ t_bandwidth: pos. real number. bandwidth (hyper—)parameter in t direction
#’ d_bandwidth: pos. real number. bandwidth (hyper—)parameter in d direction
#’ kernel: function. kernel function with support [—1,1]

#’ RETURN

#’ real number. estimate of intensity alpha(t,d), given data and bandwidths

pointwise nl estimate <— function(data, t, d, t_bandwidth, d_bandwidth, kernel) {
if (d > t) stop("d,can’t be,greater than t.")

71 <— data8$Z1
72 <— data8$Z2
DELTA <— data$DELTA

numerator <— sum/(
(DELTA = 2) % kernel((t — Z2) / t_bandwidth) =
kernel ((d — (Z2 — Z1)) / d_bandwidth)
)

denominator <— nl_denominator(Z1, Z2, t, d, t_bandwidth, d_bandwidth, kernel)

return (numerator / denominator)

#’ compute Nielsen__Linton intensity estimate alpha(t,d) for a grid of ts, ds,
#’ and bandwidths, given a bounded kernel

#’ ARGS

#’ data: dataframe with with 8 columns, named (ezactly) Z1, Z2, DELTA

#’ ts: wvector of pos. numbers. t—coordinates where alpha is to be estimated
#’ ds: wvector of pos. numbers. d—coordinates where alpha is to be estimated
#’ t_bws: wector of bandwidths ought to be used in t—direction

#’ d_bws: wvector of bandwidths ought to be used in d—direction.

#’ Must be same length as t_bws

#’ kernel: function. kermnel function with support [—1,1]

#’ RETURN

#’ dataframe with 5 columns (t, d, t_bw, d_bw, alpha) and

#’ (length(ts) x length(ds) = length(t_bws)) rows

grid_nl_estimate <— function(data, ts, ds, t_bws, d _bws, kernel) {
bws <— cbind (t_bws, d_bws)

td_grid <— merge(ts, ds, by = NULL)

grid_df <— merge(td_grid, bws, by = NULL) %%
as_tibble () %%
rename(t = x, d = y, t_bandwidth = t_bws, d_bandwidth = d_bws) %%
filter (d <= t)

grid_df %%
mutate (
alpha = pmap dbl(
1 list (t, d, t_bandwidth, d_bandwidth),
f ~ pointwise_nl_estimate(data, ..1, ..2, ..3, ..4, kernel = kernel)
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#’ compute wvariance estimate of Nielsen__Linton intensity estimate
#’ for single pair of t and d and single pair of bandwidths
#’ given a proper dataset, wusing arbitrary kernel with bounded support

#’ integral in the denominator is approzximated numerically

#’ ARGS

#’ data: dataframe with with 8 columns, named (ezactly) Z1, Z2, DELTA

#’ t: pos. real number. t—coordinate where alpha(t,d) ought to be estimated
#’ d: pos. real number. d—coordinate where alpha(t,d) ought to be estimated
#’ needs to be less or equal to t

#’ t_bandwidth: real number, positive. bandwidth parameter in t direction

#’ d_bandwidth: real number, positive. bandwidth parameter in d direction

#’ kernel: function. kernel function with support [—1,1]

#’ RETURN

#’ real number. estimate of wvariance of NL—estimate given data and bandwidths

pointwise_nl_variance_estimate <— function(data, t, d,
t_bandwidth, d_bandwidth, kernel) {
n <— nrow (data)
Z1 <— data$Z1
72 <— data$Z2
DELTA <— data$DELTA

numerator <— sum/(
(DELTA = 2) % kernel((t — Z2) / t_bandwidth)™2
* kernel ((d — (Z2 — Z1)) / d_bandwidth)™2

)
denominator <— nl_denominator(Z1, Z2, t, d, t_bandwidth, d_bandwidth, kernel)™2

return(n * t_bandwidth * d _bandwidth * numerator / denominator)

#’ similar to pointwise_nl_estimate, just for the nullhypothesis—case of
#’ alpha not depending on d. Hence mo arguments d, d_bandwidth required
pointwise_nl_estimate_under_null <— function(data, t, bandwidth, kernel) {

Z1 <— data$Z1

72 <— data$Z2

DELTA <— data$DELTA

numerator <— sum(
(DELTA = 2) * kernel((t — Z2) / bandwidth)

)

denominator <— nl_denominator_under_null(Z1, Z2, t, bandwidth, kernel)

return(numerator / denominator)

#’ similar to grid_mnl_estimate, just for the mnullhypothesis—case of
#’ alpha not depending on d. Hence no arguments ds, d_bws required

grid_nl_estimate_under_null <— function(data, ts, bws, kernel) {

grid_df <— merge(ts, bws, by = NULL) %%
as_tibble () %%
rename (t = x, bandwidth = y)

grid_df %%
mutate (

alpha = pmap dbl(
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.1 = list (t, bandwidth),

.f = ~ pointwise_nl_estimate_under_null(data, ..1, ..2, kernel = kernel)

#’ Similar to pointwise_nl_estimate, just for the case without covariates
#’ Hence, the structure of data is different
#’ ARGS
#’ data: dataframe with columns Z and DELTA; Z = min(T, U), DELTA = (T <= U)
pointwise_hjort_estimate <— function(data, t, bandwidth, kernel) {
Z <— data$Z
DELTA <— data$DELTA

numerator <— sum/(
(DELTA = 1) * kernel((t — Z) / bandwidth)

)

denominator <— hjort_denominator(Z, t, bandwidth, kernel)

return (numerator / denominator)

#’ Similar to grid_nl_estimate, just for the case without cowvariates

#’ Hence, the structure of data is different

#’ ARGS

#’ data: dataframe with columns Z and DELTA; Z = min(T, U), DELTA = (T <= U)
grid_hjort_estimate <— function(data, ts, bws, kernel) {

grid_df <— merge(ts, bws, by = NULL) %%
as_tibble () %%
rename (t = x, bandwidth = y)

grid_df %%
mutate (
alpha = pmap dbl(
.1 = list (t, bandwidth),

.f = ~ pointwise_hjort_estimate(data, ..1, ..2, kernel = kernel)

}

Funktionen fiir die Anpassungstests

#’ Computes test statistics S n 2 for each point of a grid of points

#’ given data, bandwidths and kernel function

#’ ARGS

#’ data: dataframe, with columns named Z1, Z2, DELTA

#’ grid: dataframe with two numerical columns, named t and d.

#’ grid points, on which test is based.

#’ t_bandwidth , d_bandwidth, null_t_bandwidth: real numbers.

#’ different bandwidths to wuse for estimation in context of the test
#’ kernel: function. kermnel function with support [—1,1]

#’ RETURN

#’ numeric vector of length equal to nrow(grid)

grid_gozalo_test_statistics <— function(data, grid, t_bandwidth, d_bandwidth,
null_t_bandwidth, kernel) {
n <— nrow(data)
p <— nrow(grid)
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test_df <— grid %%
mutate (
alternative_estimate = map2 dbl(.x =t, .y =d,
~pointwise_nl_estimate (data, t = .x,
d=y,
t_bandwidth ,
d_bandwidth ,
kernel)),
null_estimate = map dbl(t, ~pointwise_nl_estimate_under_null(data, .,
null_t_bandwidth ,
kernel)),
variance_estimate = map2 dbl(.x =t, .y =d,
~pointwise_nl_variance_estimate (data,
t = .x,
d= .y,
t_bandwidth ,
d_bandwidth ,
kernel)),
std_error = sqrt( variance_estimate / (n * t_bandwidth % d_bandwidth) ),
S n squared = ((alternative_estimate — null_estimate) / std_error )72

)

return(test_df$S n squared)

#’ performs a Gozalo—type I test, given data, a grid of points,

#’ bandwidths and a kernel function

#’ ARGS

#’ data : dataframe, with columns named Z1, Z2, DELTA

#’ grid: dataframe with two numerical columns, named t and d. grid points,
#’° on which test is based.

#’ t_bandwidth , d_bandwidth, null_t_bandwidth: real numbers. different

#’ bandwidths to wuse for estimation in context of the test
#’ kernel: function. kernel function with support [—1,1]

#’ RETURN

#’ numeric value between 0 and 1. p value for the test.

fixed_grid_gozalo_test <— function(data, grid, t_bandwidth, d_bandwidth,
null_t_bandwidth, kernel) {

test_statistic <— sum(grid_gozalo_test_statistics (data, grid, t_bandwidth,
d_bandwidth, null_t_bandwidth, kernel))

p_value <— pchisq(test_statistic , lower. tail = FALSE, df = nrow(grid))

return(p_value)

#’ gives grid of uniformly distributed points from some rectangle

#’ in format suited for gozalo test functions

#’ ARGS

#’ t_limits, d_limits: numeric vectors of length 2 each.

#’ limits of rectangle to choose grid form
#’ p: number of grid points

#’ RETURN

#’ dataframe with two mnumerical columns, named t and d

uniformly_random_grid <— function(t_limits , d_limits, p) {
tibble (
t = runif(p),
d = runif(p)
) %
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mutate (
t =t % diff(t_limits) + t limits[1],
d=d % diff(d_limits) + d_limits [1]

#’ performs a Gozalo—type II test, given data, a grid of points, bandwidths,

#’ a kernel and test hyperparameters eta, delta

#’ ARGS

#’ data: dataframe, with columns named Z1, Z2, DELTA

#’ grid: dataframe with two numerical columns, named t and d.

#’ grid points, on which test is based.

#’ t_bandwidth , d_bandwidth, null_t_bandwidth: real numbers. different
#’ bandwidths to use for estimation in context of the test
#’ kernel: function. kernel function with support [—1,1]

#’ eta: numeric value. Positive.

#’ delta: numeric value: from (0,1)

#’ RETURN

#’ numeric value between 0 and 1. p wvalue for the test.

grid_search_gozalo_test <— function(data, grid, t_bandwidth, d_bandwidth,
null_t_bandwidth, kernel, eta, delta) {

n <— nrow (data)

grid <— grid %%
mutate (S_n_squared = grid_gozalo_test_statistics (data, grid, t_bandwidth,
d_bandwidth, null_t_bandwidth, kernel),
penalizing = (1l:n() > 1) * eta
* (n % t_bandwidth * d_bandwidth)  delta)
J <— which.max(grid$S_n squared — grid$penalizing)
test_statistic <— grid$S_ n squared[J]

p_value <— pchisq(test_statistic , lower. tail = FALSE, df = 1)

return(p_value)

#’ Performs a Gozalo—type II test for each given combination of hyperparameters
#’ (3z bandwidths, eta, delta)

#’ rectangle to draw points from and number of points drawn must be given

#’ you can choose whether or not for each mew test a new grid ought to be drawn

#’ ARGS

#’ data : dataframe with colomns Z1, Z2, DELTA

#’ hyperparameter_grid: dataframe with columns t_bandwidth, d_bandwidth ,
#’ null_t_bandwidth, eta, delta

#’ point_grid: string; either "each_new" or "all_same"

#’ t_limits, d_limits: numeric vectors of length two each

#’ no_grid_points: integer

#’ kernel: function with support [—1,1]

#’ RETURN

#’ dataframe: hyperparameter__grid with additional column p_value

hyperparameter_grid_grid_search_gozalo_test <— function(data,
hyperparameter_grid, point_grid = "each_new",
t_limits = 12 % ¢(70, 90), d _limits = 12 = c(2, 4),

no_grid_points = 15, kernel = triangular_kernel) {

"

if (point_grid = "all_same") {
random_grid <— uniformly_random_grid (t_limits, d_limits, no_grid_points)
hyperparameter_grid %%

mutate (p_value = pmap dbl (.1 = list (t_bandwidth, d_bandwidth,

null_t_bandwidth, eta, delta),
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.f = ~grid_search_gozalo_test (
data = data,
grid = random_grid,

t_bandwidth = ..1,
d_bandwidth = ..2
null t bandwidth = ..3,
kernel = kernel ,
eta = ..4,
delta = ..5)
)
)
} else if (point_grid = "each_new") {

hyperparameter_grid %%
mutate (p_value = pmap _dbl(.1 = list (t_bandwidth, d_bandwidth ,
null_t_bandwidth, eta, delta),
.f = ~grid_search_gozalo_test (

data = data,

grid = uniformly_random_grid (t_limits ,
d limits ,
no_grid_points),

t_bandwidth = ..1,

d_bandwidth = ..2

null t bandwidth = ..3,

kernel = kernel,

eta = ..4,

delta = ..5)

}
Wahl der Hyperparameter

The choices of hyperparameters for data analysis in the context of my thesis

RN

are concentrated in this script.

# ratios between different kind of badnwidths
# these are fized in order to wvary bandwidth only in one dimension
t_to_d bandwidth_ratio <— 1.5

t_to_null_t_bandwidth_ratio <— 1.3
kernel <— triangular_kernel

## bandwidths for NL estimation
t_bandwidths <— 6:30
d_bandwidths <— t_bandwidths / t_to_d bandwidth_ratio

## bandwidths for NL estimation under null
null_t_ bandwidths <— t_bandwidths / t_to_null_t_ bandwidth_ratio

## bandwidths for Hjort estimation for non—dementia hazard—of—death rates
# note: due to much more data, bandwidth can probably be set lower here
hjort_t_ bandwidths <— 5:25

## hyperparameters for fized grid Gozalo tests
grid_ts <— 12 % ¢(70, 70, 75, 75, 80, 80)
grid_ds <— 12 % rep(c(2, 4), 3)

fixed_grid <— tibble(t = grid_ts, d = grid_ds)

97



ANHANG A. R-CODE 98

bandwidth_df <— tibble (t_bandwidth = t_bandwidths,
d_bandwidth = d_bandwidths,
null_t_bandwidth = null_t_bandwidths)

## hyperparameters for random—grid—search Gozalo test
t_limits <— 12 % ¢ (70, 90)

d limits <— 12 * c(2, 4)

no_grid_points <— 15

etas <— 107 (—1:-5)
deltas <— seq(0.2, 0.8, 0.2)

hyperparameter_df <— crossing (bandwidth_df, etas, deltas) %%
as_tibble () %%
rename (eta = etas, delta = deltas)

Schatzung der Intensitaten

library (tidyverse)

setwd ("C: /Users/Radloff/Documents/Promotion/Dementia2Death /R, Code Dementia")
source("nielsen_linton_tools.R")

source ("hyperparameter_selection .R")

dementia_analysis <— read_csv("../Data/dementia_analysis.csv"

# transform data to format suited for estimation functions

# choose only data from females

female_analysis_data <— dementia_analysis %%

filter (!is .na(time_to_dementia), sex =— "female") %%
mutate (
Z1 = time to_dementia ,
72 = pmin(time_to_death, time to_censoring, na.rm = T),
DELTA = ifelse (is.na(time_to_death), 1, 2)
) %

select (Z1, Z2, DELTA)

female_non_dementia_data <— dementia_analysis %%
filter (is.na(time_to_dementia), sex = "female") %%
mutate (Z = pmin(time_to_death, time to_censoring , na.rm = TRUE),
DELTA = is.na(time_to_censoring)) %%
select (Z, DELTA)

# NL estimations for range of bandwidths
female_nl_analysis_fixed_bw _ratio <— female_analysis_data %%
grid_nl estimate(ts = value_range(c(780, 1150), 120),
ds = value_range(c(0, 100), 120),
t_bws = t_bandwidths,
d _bws = d_bandwidths,

kernel = kernel)

write_csv(female_nl analysis_fixed_bw_ratio ,

"../Data/final_results/female_nl_analysis_fixed_bw_ratio.csv")

# NL estimations for range of bandwidths under nullhypothesis

female_nl_analysis_under _null <— female_analysis_data %%
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grid _nl estimate_under _null(ts = value_range(c (780, 1150), 120),
bws = null_t_bandwidths,

kernel = kernel)

write_csv(female_nl_analysis_under_null,

"../Data/final_results/female_nl_analysis_under_null.csv")

# estimation of death hazards for women mnot suffering from dementia
female_hjort_analysis_non_demented <— female non_ dementia_data %%
grid_hjort_estimate(ts = value_range(c(780, 1150), 120),
bws = hjort_t_bandwidths,
kernel kernel)

write_csv(female_hjort_analysis_non demented,

"../Data/final_results/female_hjort_analysis_non demented.csv")

# NL estimation plus wvariance estimation for each point
female_nl_analysis_including_variance <— female_nl_analysis_fixed_bw_ratio %%
mutate (variance_est = pmap _dbl(.1 = list (t, d, t_bandwidth, d_bandwidth),

~pointwise_nl_variance_estimate (data = female_analysis_data,
t=..1,
d=..2,
t_bandwidth = ..3,
d_bandwidth = ..4,
kernel)))

write_csv(female_nl analysis_including_variance,

"../Data/final_results/female_nl analysis_including_variance.csv")

Durchfiihrung der Anpassungstests
library (tidyverse)

source ("gozalo_tests_tools.R")
source("nielsen_linton_tools.R")

source ("hyperparameter_selection .R")

setwd ("C: /Users/Radloff/Documents/Promotion/Dementia2Death /R, Code Dementia")

dementia_analysis <— read_csv("../Data/dementia_analysis.csv"

female__analysis_data <— dementia_analysis %%

filter (!is.na(time_to_dementia), sex = "female") %%
mutate (
Z1 = time_to_dementia ,

Z2 = pmin(time_ to_death, time to_censoring, na.rm = T),
DELTA = ifelse (is.na(time to_death), 1, 2)

) %%

select (Z1, Z2, DELTA)

## fized—grid test

female_fixed_gozalo_test_results <— bandwidth_df %%
mutate (p_value = pmap dbl (.1 = list (t_bandwidth,
d_bandwidth ,
null_t_bandwidth),

.f = ~fixed_grid_gozalo_test (
data = female_analysis_data,
grid = fixed_grid,
t_bandwidth = ..1

)
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d_bandwidth = ..2,
null _t_bandwidth = ..3,
kernel = triangular_kernel)

write_csv(female_fixed_gozalo_test_results,

"../Data/final_results/female_fixed_gozalo_test_results.csv")

## random—grid search test
female_grid_search_gozalo_test_results <—
hyperparameter_grid_grid_search_gozalo_test (female_analysis_data,
hyperparameter_df,
point_grid = "each_new")

write_csv(female_grid_search_gozalo_test_results ,

"../Data/final_results/female_grid_search_gozalo_test_results.csv")

female_grid_search_gozalo_test_results_one_ grid <—
hyperparameter_grid_grid_search_gozalo_test (female_analysis_data,
hyperparameter_df,
point_grid = "all_same")

write_csv(female_grid_search_gozalo_test_results_one_grid,

"../Data/final_results/female_grid_search_gozalo_test_results_one_grid.csv")

Erstellung von Grafiken

# This script contains code for the generation of the plots of my thesis.
# Further, a few summary statistics are computed.

library (tidyverse)
library (cowplot)
plotly)
orca)

library

o~ o~ o~ —~

library
setwd ("C: /Users/Radloff/Documents/Promotion/Dementia2Death /R Code Dementia")

source("nielsen_linton_tools_plotting .R")
source("nielsen_linton_tools_support.R")
source ("hyperparameter_selection .R")

"

dementia_per_person <— read_csv("../data/dementia_per_person.csv")

# compute some information for thesis text

dementia_per_person %%

summarize(n = n(),

no_got_dementia = sum(!is .na(year_of_dementia)),

perc_got_dementia = mean(!is.na(year_of dementia)),

perc_has died = mean(!is.na(year_of_death)),

perc_censored__before_study_end = mean(!is.na(year_of_ censoring) &

(year_of censoring < 2015 |
quarter_of_censoring < 4)),

perc_censored_at_study_end = mean(!is.na(year_of censoring) &
year_of_ censoring =— 2015 &
quarter_of_censoring = 4))

dementia_per_person %%
group_by(sex) %%
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summarize(n = n(),

no_got_dementia = sum(!is .na(year_of_dementia)),

perc_got_dementia = mean(!is.na(year_of dementia)),

perc_has died = mean(!is .na(year_of_death)),

perc_censored__before_study_end = mean(!is.na(year_of_ censoring) &

(year_of censoring < 2015 |
quarter_of_censoring < 4)),

perc_censored_at_study_end = mean(!is.na(year_of censoring) &
year_of_ censoring — 2015 &
quarter_of_censoring = 4))

dementia_per_person %%

summarize (perc_female = mean(sex = "female"))

## Plot: differences between sexes in number and percentage of dementia patients
dementia_by sex_ plot <— dementia_per_person %%
mutate (got_dementia = !is.na(year_of_ dementia)) %%
ggplot (aes(fill = got_dementia, x = sex)) +
geom_bar (position = "fill") +
ylab("proportion") +
scale_fill_grey(start = 0.8, end = 0.2) +
theme_bw ()

distr_of sex_plot <— dementia_per_person %%
ggplot (aes(x = sex)) +
geom_bar (color = "black", alpha = 0.5) +
theme_bw ()

grid.arrange(distr_of sex_ plot, dementia by sex_plot, ncol = 2)

save_plot ("sex_diff_plot.pdf",
plot_grid (distr_of sex plot, dementia by sex plot),

ncol = 2)
## Plots of estimation and test results

# read in all the estimations and test results
female_nl_analysis <—
read_csv("../data/final_results/female_nl_analysis_fixed_bw_ratio.csv")
female_nl _analysis_under_null <—
read_csv("../data/final_results/female_nl_ analysis_under_null.csv")
female_non_demented <—
read_csv("../data/final_results/female_hjort_analysis_non_ demented.csv")
female_fixed__gozalo_test_results <—
read_csv("../data/final_results/female_fixed_gozalo_test_results.csv")
female_grid_search gozalo_test_results <—
read_csv("../data/final_results/female_grid_search_ gozalo_test_results.csv")
female_grid_search gozalo_test_results_one_ grid <—
read _csv("../Data/final_results/
Luuuuuuouusfemale__grid_search__gozalo_test_results_one grid.csv")
female_nl_analysis_including_variance <—

read_csv("../Data/final_results/female_nl_analysis_including_variance.csv")

n <— nrow (
dementia_per_person %%
filter (sex = "female",

lis.na(year_of_dementia))
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# choice of bandwidth for subsequent plots
plot_t_ bandwidth <— 24

## 8D—surface plot

alpha_plot <— female_nl_analysis %%
filter (t_bandwidth = plot_t_bandwidth) %%
select (—t_bandwidth, —d_bandwidth) %%
spread (key = d, value = alpha) %%

column_to_rownames(var = "t")

t_plot <— female_nl_analysis %%
filter (t_bandwidth =— plot_t_bandwidth) %%
select (t) %%
distinct () %%
arrange () %%
pull ()

d_plot <— female_nl_analysis %%
filter (t_bandwidth = plot_t_bandwidth) %%
select (d) %%
distinct () %%
arrange () %%
pull ()

plot_list <— list(t = t_plot/12, d = d_plot/12, alpha as . matrix (alpha_plot))
scene <— list (camera = list(up = list(x =0, y =0, z = 1),

eye = list(x = -1, y = —1.6, z = 0.7),

center = list(x =0, y = 0, z = —0.2)))

surface_plot <— plot_ly () %%
add_surface (data = plot_list, x = ~d, y = ~t, z = ~alpha, colors = "Greys") %%

layout (scene = scene)

# doesn 't work at the moment

# have saved image via ezxport button in the viewer

# orca(surface_plot,

# "C:/Users/Radloff/Documents/Promotion/ Doktorarbeit Text/Plots/surface_plot.pdf")

## two cross section plots for fixed t

fixed_ts <— 12 % c(70, 80, 90)
fixed_ts <— map dbl(fixed_ts, ~nearest_neighbor (., female_nl analysis$t))

null_values <— female_nl_analysis_under_null %%
filter (bandwidth = plot_t_bandwidth / t_to_null t_bandwidth_ratio,
t %in% fixed_ts)

nl_values <— female_nl_analysis %%
filter (t_bandwidth = plot_t_bandwidth ,
t %in% fixed_ts)

cross_sections_plot <— ggplot () +
geom_line (data = nl_values, mapping = aes(x = d/12, y = alpha,
linetype = factor(round(t/12))),
size = 1.1) +
geom__hline (data = null_values, mapping = aes(yintercept = alpha,
linetype = factor(round(t/12))),
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color = "grey", size = 1.05) +
ylim (¢ (0, max(nl values$alpha))) +
labs (linetype = "t", x = "d") +
theme_bw ()

save_plot ("C: /Users/Radloff/Documents/Promotion/Doktorarbeit Text/Plots/
LuuLLuLLuLuucross_sections__plot . pdf"

cross_sections_plot)

## comparison to non—demented curve

# take person who gets dementia diagnosis at age t_dementia_diagnosis

t_dementia_diagnosis <— 12 % 75
max_duration <— 12 % 5

max age <— t_dementia_diagnosis + max duration

hazard_without_dementia <— female_hjort_analysis_non_demented %%
filter (t >= t_dementia_diagnosis
bandwidth = 12) %%
select (t, alpha)

hazard_under_null <— female_nl_analysis_under_null %%
filter (t >= t_dementia_diagnosis
bandwidth == plot_t_bandwidth / t_to_null t bandwidth_ratio)%>%
select (t, alpha)

nl_obs <— female_nl_analysis %%
filter (t >= t_dementia_diagnosis ,

t_bandwidth = plot_t_bandwidth) %%
group_by(t) %%
summarize (d = nearest_neighbor(t[1] — t_dementia_ diagnosis, d))

hazard_nl <— female_nl_analysis %%
filter (t_bandwidth = plot_t_bandwidth) %%
semi_join (nl_obs) %%
select (t, alpha)

different__hazards <— bind_rows(list (without_dementia = hazard_without_dementia ,
not_duration_dependent = hazard_under_null,
duration_dependent = hazard_nl),

.id = "type_of_ hazard")

different__hazards_2 <— bind_rows(
list (all_t = different__hazards,
early_t = filter (different__hazards, t <= max age)),
.id = "plot_type"

)

indiviuum__hazard_plot <— different__hazards_2 %%
ggplot (aes(x = t/12, y = alpha, linetype = type_of hazard)) +
geom_line (size = 1.1) +
facet_wrap (~plot_type, scales = "free") +
labs (x = "age") +
theme_bw ()

save_plot ("C:/Users/Radloff/Documents/Promotion/Doktorarbeit Text/Plots/

suuuuunuuuindividuum__hazard__plot . pdf"
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indiviuum__hazard_plot)

## fized grid gozalo test
fixed_test_plot <— female_fixed_gozalo_test_results %%
ggplot (aes(x = t_bandwidth, y = p_value)) +
geom line (size = 1.05) +
geom_point (size = 1.8) +
geom__hline (yintercept = 0.05, linetype = "dashed", size = 1.05) +
theme_bw ()

save_plot ("C: /Users/Radloff/Documents/Promotion/Doktorarbeit_ Text/Plots/
suuuuuuuuufixed__test__plot . pdf",
fixed__test_plot)

## random grid seach gozalo test

plot_etas <— ¢(0.00001, 0.001, 0.1)
plot_deltas <— ¢(0.8, 0.6, 0.2)
plot_hps <— tibble (eta = plot_etas, delta = plot_deltas)

female_grid_search gozalo_test_results %%
mutate (delta = round(delta, 1)) %%
semi_join (plot_hps) %%
ggplot (aes(x = t_bandwidth, y = p_value)) +
geom_line () +
geom_point () +
geom__hline (yintercept = 0.05, linetype = "dashed") +
facet_wrap(~eta + delta)
# one grid version
random_grid_test_plot <— female_grid_search gozalo_test_results_one_grid %%
mutate(delta = round(delta, 1)) %%
semi_join (plot_hps) %%
ggplot (aes(x = t_bandwidth, y = p_value)) +
geom line (size = 1.05) +
geom point(size = 1.8) +

geom__hline (yintercept = 0.05, linetype = "dashed", size = 1.05) +
facet_wrap(~eta + delta, scales = "free", labeller = label_both) +
theme_bw ()

save_plot ("C:/Users/Radloff/Documents/Promotion/Doktorarbeit Text/Plots/
LUuuuuuuuuurandom__test__plot . pdf"

random_grid_test_plot)
## Plot penalties vs S n _sq statistics

S n data <— female_nl_analysis_including_variance %%
left_join (
(female_nl_analysis_under_null %%
mutate (t_bandwidth = round(bandwidth * t_to_null_t_ bandwidth_ratio),
alpha_null = alpha) %%
select (t, t_bandwidth, alpha_mnull))
) %%
mutate (
S n_squared = n * t_bandwidth * d_bandwidth x*

(alpha — alpha_null)™2 / variance_est
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S n statistics <— S_n _data %% filter (t >= t_limits [1],
t <= t_limits[2],
d >= d limits[1],
d <= d_limits [2]) %%
group_by(t_bandwidth) %%
summarize (
median = median(S_n_squared),
upper_pred_interval = quantile(S_n_squared, 0.95),
lower_pred_interval = quantile(S_n _squared, 0.05)

eta_delta_df <— hyperparameter_df %%
mutate (delta = round(delta, 1)) %%
mutate (n nrow (female__analysis_data),
penalty = eta * (n * t_bandwidth * d_bandwidth) delta,
eta_delta paste(eta, delta, sep = ",.,")) %%
semi_join (plot_hps)

penalty_plot <— ggplot () +

geom_line (data = eta_delta_df,
mapping = aes(x = t_bandwidth, y = penalty, linetype = eta_delta),
size = 1.05) +

geom_line (data = S_n_statistics ,
mapping = aes(x = t_bandwidth, y = upper_pred_interval),
color = "grey", size = 1.05, linetype = "dashed") +

geom_line (data = S_n_statistics ,
mapping = aes(x = t_bandwidth, y = median),
color = "grey", size = 1.05) +

geom_line (data

= S n statistics ,
mapping = aes(x = t_bandwidth, y = lower_pred_interval),
color "grey", size = 1.05, linetype = "dashed") +
labs (linetype = "eta, delta") +

theme bw()

save_plot ("C: /Users/Radloff/Documents/Promotion/Doktorarbeit Text/Plots/
suuuuuuuuupenalty_plot . pdf"
penalty_plot)

## Plot showing distribution of S _n_squared across t,d for one t_bandwidth
# most likely not for thesis
t_bw <— 8
max S n_sq <— 1000
S n data %% filter (t >= t_limits[1],
t <= t_limits[2],
d >= d limits[1],
d <= d_limits[2],
t_bandwidth = t_bw,
S n _squared < max S n_sq) %%
mutate(large_S n = S_n_squared > 1000) %%
ggplot(aes(x =d, y =t, fill =S n squared)) + geom tile ()

S n _data %% filter (t >= t_limits[1],
t <= t_limits[2],
d >= d limits[1],
d <= d_limits [2],
t_bandwidth = t_bw,
S n squared < max S n sq) %%

ggplot (aes(x = S_n_squared)) +
geom__histogram () +
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ggtitle (paste("Bandwidth: ", t_bw, ",S n sq Bound:.", max S n sq))

Hilfsfunktionen

#’ positive part of a number (a vector of numbers respectively)

#’ ARGS

#’ z: wvector of real numbers

#’ RETURN

#’ vector of real numbers: z if =z > 0, 0 else (elementwise)

pos <— function(x) {
x % (x > 0)

}

#’ range of wvalues, equidistantly distributed across some interval,
#’ without touching the limits
#’ distance of the outer points from the margins

#’ eqal half the distances between points

#’ ARGS

#’ range: vector of length 2, the first element being smaller than the second.
#’ limits of the range the wvalues ought to be distributed across

#’ number: integer. mumber of wvalues to be distributed across the intervall
#’ RETURN

#’ vector of length number.

#’ EXAMPLE

#’ value_range(c(0,1), 2) = c(0.25, 0.75)

value_range <— function(range, number) {
values <— seq(range[l], range[2], length.out = number + 1)
return( ( values[l:number] + values[2:(number + 1)] ) / 2)

#’ wvectorized triangular kernel function

#’ ARGS

#’ r: numeric vector

#’ RETURN

#’ numeric vector of same length as =z

triangular_kernel <— function(x) {
return (
(abs(x) <= 1) * (1 — abs(x))

#’ wectorized wuniform kernel function

#’ ARGS

#’ T: numeric vector

#’ RETURN

#’ numeric vector of same length as

uniform_kernel <— function(x) {
return ((abs(x) <= 1) / 2)

#’ wectorized "halfcircle" kernel function
#’ f(z) = sqrt(1—x"2) for [z/<l and 0 otherwise

#’ ARGS

#’ r: numeric vector

#’ RETURN

#’ numeric vector of same length as

halfcircle_kernel <— function(x) {
if else( abs(x) > 1, 0, (1 —x72)7(1/2) )
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#’ mearest neighbor for each number in a vector z in another given wvector vec
#’ Ezample: nearest_neighbor(c(11.1, 19.4, 18.8), 10:20)) = c(11, 19, 13)

#’ ARGS

#’ r: numeric vector

#’ vec: numeric vector

#’ RETURN

#’ numeric vector of same length as x, containing only numbers from wvec

nearest_neighbor <— function(x, vec) {
map_dbl(x, ~ vec[which.min(abs(. — vec))])

}
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