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0 Aufbau

Im ersten Kapitel werden wir die Begriffe der Defizienz, Suffizienz und den Le Cam-
Abstand einfithren. Des Weiteren werden wir die asymptotische Aquivalenz betrachten
und einige Resultate verschiedener Paper vorstellen. Dieses Kapitel basiert hauptséchlich
auf dem Paper von Mariucci (2016), in dem sich auch noch weitere Resultate finden
lassen.

Das zweite Kapitel beschéftigt sich mit Dekonvolutionsproblemen und insbesondere mit
Modellen, in denen wiederholbare Beobachtungen moglich sind. Es orientiert sich an

dem Buch von Meister (2009).

In Kapitel drei wird das Resultat dieser Dissertation, die asymptotische Aquivalenz eines
Poisson-Modells und eines GauB3-Modells vorgestellt.

Abschlieflend geben wir einen kurzen Ausblick fiir kiinftige Studien.



1 Der Le Cam-Abstand

1.1 Einleitung

Die mathematische Statistik beschéftigt sich mit statistischen Modellen, die auch statis-
tische Experimente oder kurz Experimente genannt werden. Wir beginnen zunéchst mit
der Definition und werden anschliefend an einem Beispiel erlautern, wie Experimente
praktisch aussehen.

Definition 1.1 Sei Q eine beliebige Menge und A eine o-Algebra auf dieser Menge.
Das Tupel (2, A) heifst Messraum oder Ereignisraum. Sei weiter (Py : 0 € ©) eine
Familie von Wahrscheinlichkeitsmafien auf (Q, A), wobei © der Parameterraum ist, also
die Menge aller Parameter 6 von Py. Ein mathematisches Fxperiment definieren wir als
Tripel P = (Q,A,(FPy:0€0)).

Diese Definition wurde urspriinglich in Blackwell (1951) formuliert und mit ihr kénnen
wir konkrete Experimente beschreiben, wie in dem folgenden Beispiel aus dem Buch
Le Cam and Yang (2000):

Ein Physiker mochte die Halbwertszeit von Carbon 14, C'*, bestimmen. Er nimmt an,
dass die Uberlebenswahrscheinlichkeit eines C'*-Atoms exponentialverteilt ist mit Pa-
rameter § und betrachtet eine Probe von n C'*-Atomen. Er setzt eine feste Zeit fest,
sagen wir zwei Stunden, und zéhlt die Anzahl der Zerfille. Dies fithrt uns nun zur for-
malen Definition des statistischen Modells P; = (N,*B(N), (Fp : 6 € (0,00))), wobei P
die Verteilung der Zufallsvariablen X ist, die die Anzahl der Zerfille innerhalb der zwei
Stunden z#hlt. Aber das ist nicht der einzige Weg, die Halbwertszeit zu bestimmen. Der
Physiker kénnte auch die Zeit Y messen, bis zum Beispiel 10® Zerfille beobachtet wur-
den. In diesem Fall lautet das statistische Modell Py = (R, B(R.), (Qy : 0 € (0,00))),
wobei (Qy die Verteilung von Y ist.



1.2 Defizienz und der Le Cam-Abstand

Wir kénnen uns nun die Frage stellen, wie viel statistische Information die beiden Expe-
rimente aus unserem Beispiel enthalten oder, ob das Experiment P; mehr Information
als Py oder Py mehr Information als P; enthélt. Diese Frage nach der Vergleichbarkeit
von Experimenten stellten erstmals Bohnenblust, Shapley and Sherman (1946) in ihrem
Paper vor, gefolgt von den Papers von Blackwell (1951) und (1953). Zur Beantwortung
dieser Frage verglichen sie das mathematische Risiko beider Experimente, zu dessen
Formulierung wir noch die folgenden Definitionen benétigen:

Gegeben sei ein mathematisches Experiment P = (2, A, (P : 0 € ©)).

Definition 1.2 FEin Entscheidungsraum (D, D) ist ein Messraum, dessen o-Algebra D
alle einelementigen Mengen enthdlt. Fiir jedes z € D ist also die Menge {z} € D. Hiufig
wird hierbei D = © gewdhlt.

Definition 1.3 Fine Verlustfunktion L : © x D — (—o0, 0] ist eine Funktion, die uns
den Verlust L(0, z) angibt, nachdem wir Entscheidung z € D getroffen haben, wenn 6
der wahre Parameter ist.

Definition 1.4 Seien (94, A;), ¢ = 1,2 zwei Messraume. Ein Markovkern K ist eine
Abbildung K : O x Ay — [0, 1] mit den Figenschaften:

e Die Abbildung x — K(z,A) ist Aj-messbar fiir jedes A € As.

e Die Abbildung A — K(x, A) ist ein Wahrscheinlichkeitsmaf$ auf (Qa, As) fiir jedes
x € Ql-

Wir bezeichnen K : (4, A1) — (2, As) auch als Ubergangskern von (Qi,.A;) nach
(QQ7A2)'

Definition 1.5 Fine randomisierte Entscheidungsfunktion p in P ist eine Funktion, die
durch einen Markovkern p : (2, A) — (D, D) gegeben ist.

Mit diesen Definitionen konnen wir nun das mathematische Risiko formulieren:

Definition 1.6 Das mathematische Risiko ist definiert als

raPop2) = [ ([ 20.200.02)) P



Wir kénnen uns das Risiko so vorstellen: Ein Statistiker beobachtet den Wert = € (2,
den er von einem Wahrscheinlichkeitsmafl P, erhilt. Er kennt den wahren Wert von
0 nicht, muss aber eine Entscheidung z € D treffen. Dies tut er, indem er ein Wahr-
scheinlichkeitsmaf p(z, -) auf D wihlt und sich dann einen zufélligen Punkt bzgl. p(z, -)
aus D aussucht. Wenn er sich nun fiir z entschieden hat, die wahre Verteilung von x
aber Py ist, erleidet er einen Verlust L(#, z). Der durchschnittliche Verlust, wenn er x
beobachtet hat, ist also [ L(6, z)p(z, dz). Wenn er z nun gemif Py gewéhlt hat, ist der
durchschnittliche Gesamtverlust [ ([ L(6, 2)p(z, dz)) Py(dz).

Um zwei Experimente miteinander vergleichen zu konnen, sagen wir P; ist informati-
ver als P, falls fiir jede beschriankte Verlustfunktion L, ||L||. < 1 und falls fiir jede
Entscheidungsfunktion p, in dem Experiment P, eine Entscheidungsfunktion p; in dem
Experiment P; existiert, so dass

Ro(P1,p1, L) < Ry(P2,p2, L), VO €O
gilt.

Diese klassische Definition im Sinne der statistischen Entscheidungstheorie kann aller-
dings dazu fithren, dass zwei Modelle nicht miteinander vergleichbar sind. Le Cam loste
dieses Problem, indem er den Begriff der Defizienz §(Py, Ps) einfiihrte. Sie ist eine wohl-
definierte nichtnegative reellwertige Zahl fiir zwei Experimente P; und Ps, die sich einen
gemeinsamen Parameterraum teilen. Zu der genauen Definition kommen wir spéter.

Wie wir bereits gesehen haben, kénnen wir also zwei gegebene statistische Modelle mit
gleichem Parameterraum miteinander vergleichen, indem wir ihre entsprechenden Ri-
sikofunktionen miteinander vergleichen oder uns fragen, wie viel Information verloren
geht, wenn wir von einem Modell in das andere wechseln. Wir sagen, dass keine In-
formation verloren geht, wenn wir Beobachtungen von P, g in Beobachtungen von P,y
umwandeln konnen. Dies geschieht mittels Markovkernen.

Nehmen wir nun einen Markovkern K : (94, 4;) — (€22, A2) und ein Wahrscheinlich-
keitsmafl P, auf (€2,.41), dann kénnen wir ein Wahrscheinlichkeitsmaf auf (€5, .45) wie
folgt konstruieren:

KPy(A) = / K(z, A)Py(dz), VA € Ay,

Grob gesprochen konnen wir sagen, dass zwei Modelle P; und P, dieselbe Information
beziiglich 6 enthalten, wenn zwei Markovkerne K; und K, existieren, die unabhingig
von 6 sind, so dass gilt K1 Py = Pop und KyPog = Pg. Diese Idee wurde in den
Sechzigern von Lucien Le Cam formalisiert und fithrte zu dem Begriff der Defizienz und
damit zur Einfithrung einer Pseudometrik auf der Klasse aller statistischen Experimente
mit demselben Parameterraum.



Die Definition der Defizienz in der allgemeinsten Form beinhaltet den Begriff der Tran-
sitionen, die eine Verallgemeinerung von Markovkernen darstellen. In dieser Arbeit be-
schrinken wir uns allerdings auf dominierte statistische Modelle mit polnischen Ergeb-
nisrdumen. Der Vorteil besteht darin, dass sich die Defizienz einfacher definieren lasst
und das abstrakte Konzept der Transitionen mit dem der Markovkerne iibereinstimmt
(siche Nussbaum (1996), Proposition 9.2). Bevor wir fortfahren, bendtigen wir einige
Definitionen.

Definition 1.7 Ein statistisches Modell P = (2, A, (Py : 0 € ©)) heifit polnisch, wenn
sein Ergebnisraum (€, A) ein separabler und vollstindig metrisierbarer topologischer
Raum ist.

P heifft dominiert, falls ein o-endliches Mafi p auf (Q, A) existiert, so dass fir alle
0 € ©, Py absolut stetig beziiglich v ist. Das MafS p heiffit dann dominiertes Majs.

Beispiel 1.8 Typische Beispiele von polnischen Rdumen sind endliche oder abzihlbar
unendliche diskrete Raume, R™ (n € N) mit seiner natirlichen Topologie oder auch der
Raum Cp der stetigen Funktionen auf [0,T], versehen mit der Supremumsnorm

d(xa y) = SUPo<i<T |57Ct - yt|~

Definition 1.9 Seien P, und P, zwei Wahrscheinlichkeitsmafe auf einem Messraum, 2,
die von einem Mafs & dominiert werden, mit dazugehorigen Dichten g; = C;—?, 1 =1,2.
Der Li-Abstand ist definiert als

Li(Py, Py) = / 101(2) — gala)|€(da).

Definition 1.10 Seien P, und Py zwei Wahrscheinlichkeitsmafle auf einem Messraum
Q. Der Totalvariationsabstand zwischen Py und Py ldsst sich definieren als

HP1 - PZHTV = sup ’P1(A) - P2<A)’
ACQ

2

1
- QLI(PI;PZ)-

1
= —sup|Ep(P1) —Ep(P)|  mit|p| <1 messbar
%)

Definition 1.11 Seien P; = (2, A;,(Pig = 0 € ©)),1 = 1,2 zwei Ezperimente. Die
Defizienz §(P1, Ps) von Py beziiglich Py ist definiert als

(5(731,7)2) = 1nf sup ||KP1,9 — PQﬂ”TV’
K 60€06

wobei das Infimum iber alle Markovkerne K : (1, A1) — (2, A2) genommen wird.



Definition 1.12 Der Le Cam-Abstand oder A-Abstand zwischen Py und Py ist definiert
als

A(Py,Py) = max(6(Py, Pz), 6(Pa, Pr)).

Der A-Abstand ist eine Pseudometrik auf dem Raum aller statistischen Modelle, er
erfiillt die Dreiecksungleichung A(Py, Ps) < A(Py, P2) + A(P2, Ps), aber aus

A(Py,P2) = 0 folgt nicht, dass P; und Py iibereinstimmen.

Wenn 6(Py, Py) = 0 gilt, d.h. wenn sich das Experiment P, aus Experiment P; mittels
eines Markovkerns rekonstruieren léasst, nennen wir das Experiment Py weniger informa-
tiv als Py, bzw. nennen wir das Experiment P; informativer als Py. Wenn A(Py, Pa) = 0
gilt, nennen wir P; und Py alent und zwei Folgen von statistischen Modellen (P ,)nen
und (Pap)nen heiflen asymptotisch dquivalent, wenn A(Py ., Papn) — 0 fiir n — oo.

Wir kénnen den Le Cam-Abstand als eine Art nummerischen Indikator verstehen, der
angibt, wie viel es kostet, ein Modell mit Hilfe von Markovkernen mit einem anderen
zu rekonstruieren. Das folgende Theorem (sieche Le Cam (1986), Theorem 2) erlaubt es
uns, den Begriff der Defizienz in die Sprache der Entscheidungstheorie zu iibertragen.

Theorem 1.13 Sei € > 0 fest. Es gilt 6(P1,P2) < € genau dann, wenn fir alle Ent-
scheidungsfunktionen py in Py und fir alle beschrdnkten Verlustfunktionen L, | L||lo <1
eine Entscheidungsfunktion py in Py existiert, so dass

Ro(P1,p1, L) < Ro(P2,pa, L) +¢, V0 €O,
In anderen Worten gilt

6(731’ P?) = inf sup sup sup |R(P1>p17 L7 9) - R(P27p27 L7 9)’ ’

p1 p2 0 L

wobei das letzte Supremum tiber der Menge aller Verlustfunktionen L mait
0<L(#,z) <1,Vze D, V8 € O gebildet wird und die p; zu der Menge aller randomi-
sierten Entscheidungsfunktionen in den FExperimenten P;,i = 1,2 gehdren.

Eine entscheidende Konsequenz aus diesem Theorem ist, dass, wenn zwei Folgen von
Experimenten (P, )neny und (Pay,)nen asymptotisch dquivalent im Sinne von Le Cam
sind, die asymptotischen Eigenschaften die gleichen sind. Wenn wir also gezeigt haben,
dass zwei Experimente asymptotisch dquivalent sind, konnen wir uns das einfachere
aussuchen und dort unser Problem untersuchen. Das Ergebnis unserer Untersuchung
konnen wir dann mittels Markovkernen auf das schwerere Problem iibertragen.

Durch die Einfithrung der Defizienz wird auch das oben beschriebene Problem der Ver-
gleichbarkeit gelost. Es kann passieren, dass beide (P, Py) und 6(Pz, P1) echt positiv
und nach der urspriinglichen Definition nicht vergleichbar sind. Nichtsdestotrotz konnen



wir immer noch sagen, wie viel Information wir verlieren, wenn wir von einem Modell
zum anderen wechseln. Die Le Cam-Theorie hat Anwendung in vielen Problemen der
Entscheidungstheorie gefunden, wie zum Beispiel in der nichtparametrischen Regression,
den nichtparametrischen Dichteschitzproblemen, verallgemeinerten linearen Modellen,
Lévy-Modellen und Spektraldichteschétzproblemen. Die ersten Ergebnisse der asympto-
tischen Aquivalenz im nichtparametrischen Zusammenhang stammen aus dem Jahr 1996
von Brown and Low (1996) und Nussbaum (1996). In dem ersten Paper wurde die asym-
ptotische Aquivalenz der nichtparametrischen Regression und einem GauBschen Weifles-
Rauschen-Modell gezeigt und in dem zweiten die eines Dichteschédtzungsproblems und
eines GauBschen Weifles-Rauschen-Modells. Uber die Jahre wurden viele Verallgemeine-
rungen dieser Ergebnisse veroffentlicht, zum Beispiel Brown et al. (2002), Carter (2006),
(2007), (2009), Grama and Nussbaum (2002), Meister and Reif$ (2013), Reiff (2008) und
im Bereich der nichtparametrischen Regression Brown et al. (2004), Carter (2002) und
Jahnisch and Nussbaum (2003).

Wie in Mariucei (2016) gezeigt wird, konnen wir Entscheidungsfunktionen mit Hilfe von
Randomisierung transferieren. Dazu seien P;,, = (i1, Ain, (Ping = 0 € ©)),

1 = 1,2 zwei Folgen statistischer Modelle mit selbem Parameterraum © und polni-
schen Stichprobenrdumen (€2;,,,.4;,). Nehmen wir an, es existieren Markovkerne K,
so dass || Ky Prine — Pongllry — 0 gleichméBig auf unserem Parameterraum. Mit einer
gegebenen Entscheidungsfunktion (oder einem Schétzer) 7, auf Ps, kénnen wir eine
Entscheidungsfunktion 7y ,, auf P, ,, definieren, die asymptotisch das gleiche statistische
Risiko wie 7y, besitzt. Um dies zu zeigen, betrachten wir zunéchst den einfachen Fall,
in dem sowohl K, als auch 7y, deterministisch sind. Das bedeutet, K,, hat die Gestalt
K, (A) =145, (2) fir alle A € Ay, und Funktionen S,. Es gilt

/ L0, 710 (4)) Pono(dy) — / L0, 72.0(4)) Pano(dy)
Q1n

Q2.
s/ﬂ L0, T1.0(4)) Pono(dy) — / L8, 7an(4)) K Py p(dy)
4 / L0, 720 () [K Prno(dy) — Prnoldy)
Qa.n
g/ﬂ L0, 710 (y) Praldy) — / L0, 72 (S())) Prna(dy)

Ql,n

+ ||L||oo||KP1,n,9 - PQ,n,G”TV-

Unsere Verlustfunktion L ist durch eins beschrankt und setzen wir

T1n(y) == Tan(S(y)),

10



erhalten wir

/ L0, 700 (4)) Prno (dy) — / L0, 72 (49)) Pano(dy)| < 1K Proo — Ponsllry — 0,
Ql,n

QQ,n

das bedeutet, die Entscheidungsfunktion my ,,(y) = m2,(S(y)) besitzt asymptotisch das
gleiche Risiko wie my,. Die gleiche Rechnung funktioniert auch, wenn die K, nicht
deterministisch sind und (m,,) eine Folge von Entscheidungsfunktionen mit Entschei-
dungsrdumen (D, D,,) sind. In diesem Fall konnen wir zeigen, dass die randomisierte
Folge von Entscheidungsfunktionen

tin(y, D) = / Tom(, DYK (y,dz), ¥y € Q1. VD € D,
QQ,n

das gleiche asymptotische Risiko wie 7y, besitzt. 0

11



1.3 Eigenschaften des Le Cam-Abstands

Auch wenn die Definition der Defizienz eine genau umschriebene statistische Bedeutung
hat, lasst sie sich schwer berechnen. Explizite Berechnungen sind selten, man findet sie
z.B. in Hansen and Torgersen (1974), Torgersen (1972, 1974) und in Sektion 1.9 in
Shiryaev and Spokoiny (2000). Wir versuchen deswegen, einfachere obere Schranken des
A-Abstandes zu finden. Eine Auswahl wird im Folgenden vorgestellt.

Lemma 1.14 Seien P; = (0, A, (Pig: 0 € ©)), i = 1,2 zwei statistische Modelle mit
demselben Stichprobenraum und wir definieren Ao(P1,Ps) = supgeo || Pro — Poollrv-
Dann gilt

A(Py,P2) < Aog(Py, P2).
Beweis: Klar, nach Definition des A-Abstands. 0

Definition 1.15 Seien P, und P, zwei Wahrscheinlichkeitsmafie auf ), die von einem
Mafs & dominiert werden, mit dazugehérigen Dichten g; = 9L i = 1,2. Der Hellinger-

dé
abstand zwischen Py und Py ist definiert als

= (4 [ (Vo - Vo) san))

In der Literatur wird der Faktor \/Lﬁ gelegentlich auch weggelassen, da man hdufig, wie
auch in dieser Arbeit, an einer Konvergenz gegen null interessiert ist. Der Faktor ist so
gewdhlt, dass gilt

0<H(P,Q)<1und0<||P—Qfry <1

HPQ)=0P=Q<||P-Q|rv=0
und
HP.Q) =1& P 1LQ& |P—Qlw =1
Weiter gilt
H*(Py,P) < ||P1 = Py = %Ll(PhPZ) < V2H(Py, P,)

sowie

H(PLP) = [ (00 + 00— 2am) §0n) = 1= [ Vo (). (1)

12



Fiir den quadrierten Hellingerabstand gilt dann folgende Abschéatzung:

Lemma 1.16 Seien P und ) zwei Produktmafle, die auf demselben messbaren Raum
definiert sind, P = &7, P; und Q = ®7.,Q; mit dazugehdrigen Dichten p; und q;, dann
qgilt

m

#(P,Q) =1-T] (1 - H(P,.Q) < 3 H*(P,.Q)).

=1
Beweis: Nach (1.1) und dem Satz von Fubini gilt
#) = 1= [ Ly [] /o) €
j=1 =1

:y{lépmmwaw

W
<1- <1—ZH2(PJ'=QJ')> :ZHQ(Pijj)- -

Wir koénnen den quadrierten Hellingerabstand auch fiir konkrete Verteilungen direkt
ausrechnen.

Beispiel 1.17 Seien P und Q normalverteilt mit P ~ N (1, 0%) und Q ~ N(uz,03),
dann gilt

20109 (11 — p2)®
HX(P.Q)=1— M T p2) )
(P.Q) 0% + o3 P ( 4(0% 4 03)

Beispiel 1.18 Seien P und Q) poissonverteilt mit Parametern o bzw. 3, dann gilt

H*(P,Q) =1 —exp <_%(\/—_ \/g)z) .

13



1.4 Likelihoodprozesse

Einen anderen Weg, den Le Cam-Abstand in den Griff zu bekommen, bietet die enge Be-
ziehung zwischen der Aquivalenz zweier Experimente und der Verteilung der zugehdrigen
Likelihoodquotienten.

Sei P = (2, A, (P : 0 € ©)) ein statistisches Modell, das von Py, 6y € © dominiert
wird und sei A(0) = ;1]33: die Dichte von Py beziiglich Py,. Speziell konnen wir A(6) als
eine Zufallsvariable auf dem Wahrscheinlichkeitsraum (2, A, (P, : 0y € O)) betrachten,
d.h. wir kénnen (A(6))sco als einen stochastischen Prozess auffassen. Aus diesem Grund
fithren wir die Notation Ap := (A(f),0 € ©) ein und nennen Ap den Likelihoodprozess.
Ein zentrales Ergebnis aus der Le Cam-Theorie ist das folgende Lemma:

Lemma 1.19 Seien P; = (25, A;,(Pjp : 0 € ©)), j = 1,2 zwei Experimente. Wenn
die Familie (Pjg : 0 € ©) von Pjg, dominiert wird, dann sind Py und Py genau dann
dquivalent, wenn thre Likelihoodprozesse unter den dominierenden Maflen Py g, und Py g,
libereinstimmen.

Beweis: siche Strasser (1985), Korollar 25.9. 0

Seien (A(0))oco, j = 1,2 zwei Prozesse, die auf demselben Wahrscheinlichkeitsraum
(7, A*, 1) definiert sind und die Verteilung von (A}(0))pce unter Pjq, dquivalent zu
der Verteilung von (A7(0))pco unter IT*, j = 1,2 ist. Dann gilt nach Le Cam and Yang
(2000), Lemma 6:

Lemma 1.20 Wenn Ap, und Ap, Likelihoodprozesse der Experimente Py und Pq sind,
qgilt

A(P?, Py) < sup Eps
0cO

AYT(0) = AT (0)].

14



1.5 Suffizienz

Wenn wir statistische Modelle mit unterschiedlichem Stichprobenraum miteinander ver-
gleichen mochten, kann es hilfreich sein, sich suffiziente Statistiken anzuschauen. Die
Einfiihrung des Begriffs der suffizienten Statistik wird gewchnlich R.A. Fisher zuge-
schrieben, der verschiedene Definitionen des Konzeptes vorstellte. Le Cam schreibt in
Le Cam (1964), Fishers wichtigste Aussage sei, dass eine gewihlte Statistik alle wich-
tigen Informationen zusammenfassen soll, die die Stichprobe liefert. Diese Anforderung
konnen wir in unterschiedlichen Weisen prézisieren. Die folgenden drei Interpretationen
sind die gelaufigsten.

i) Die klassische Definition der Suffizienz:
Eine Statistik S ist suffizient, wenn wir durch Randomisation Zufallsvariablen re-

produzieren konnen, die die gleiche Verteilung wie die urspriinglich beobachteten
Variablen haben.

ii) Die Bayessche Interpretation:
Eine Statistik S ist suffizient, wenn fiir jede a priori Verteilung des Parameters
die a posteriori Verteilung des Parameters gegeben S dieselbe ist, wie wenn das
gesamte Resultat gegeben wére.

iii) Das entscheidungstheoretische Konzept:
Eine Statistik S ist suffizient, wenn fiir jedes Entscheidungsproblem und jede Ent-
scheidungsfunktion, die durch das Experiment gegeben ist, eine Entscheidungs-
funktion existiert, die nur auf S beruht und dieselben Eigenschaften besitzt.

Eine abstrakte Betrachtung der Suffizienz wird in Halmos and Savage (1949) beschrie-
ben. Dort wird auch das Problem diskutiert, dass nicht immer klar sei, was mit ,allen
wichtigen Informationen‘ gemeint sei. Eine Fortfiihrung dieser Arbeit findet sich in Ba-
hadur (1954). Ein Hauptresultat dort ist das Theorem 7.1, dass die Aquivalenz des
entscheidungstheoretischen Konzepts der Suffizienz mit dem des Konzepts der beding-
ten Wahrscheinlichkeiten betrachtet. Wir erwéhnen dies, da es ahnlich dem Resultat von
Le Cam (hier in Theorem 1.13 vorgestellt) ist, welches eine Kernaussage in der Theorie
des Vergleichens von statistischen Experimenten ist.

Sei P = (2, A, (P € O)) ein statistisches Modell. Eine Statistik S ist eine messbare
Abbildung von einem messbaren Raum (€2, A) in einen anderen messbaren Raum (U, B).

Wir bezeichnen mit Sy Py die Bildverteilung von S unter Py, d.h. S Pp(B) = Py(S7'(B))
fir alle B € B.

Definition 1.21 S ist eine suffiziente Statistik fiir (Pp : 0 € ©), wenn fir jedes A € A
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eine Funktion ¢4 existiert, wobei ¢4 o S A-messbar ist, so dass
PQ(A N S_l(B)) = / ¢A(y)S#Pg(dy), VAe A VB e B, V0 € 0.
B

FEine beliebige Subalgebra Ay von A heifit suffizient fir (Py : 6 € ©), wenn fir alle A € A
eine Ag-messbare Funktion ¢4 existiert, so dass

PANA) = | 6a(y)Poldy), VAo € Ag, ¥ € ©.
Ao

Die Menge {S~'(B) : B € B} wird als Subalgebra bezeichnet, die von der Statistik S
induziert wird.

Lemma 1.22 Fine Statistik S ist suffizient fir (Py : 6 € ©), wenn die Subalgebra, die
von S induziert wird, suffizient fir (Py: 0 € ©) ist.

Beweis: siche z.B. Bahadur (1954) O

In Ubereinstimmung mit der Notation aus Abschnitt 1.2 stellen wir nun Theorem 7.1
aus Bahadur (1954) vor, wobei (D, D) den Entscheidungsraum bezeichnet.

Theorem 1.23 Wenn die Subalgebra Ay von A fir (Py : 0 € O) suffizient ist, dann
existiert fir jede Entscheidungsfunktion p : (Q, A) — (D, D) eine Entscheidungsfunktion
m:(Q,4) — (D, D), so dass

Pyp(C) = Pyr(C), YC €D, Vo € O.

Bevor wir uns dem Zusammenhang zwischen suffizienten Statistiken und der Aquivalenz
von statistischen Modellen zuwenden, fithren wir die Neyman-Fisher-Faktorisation ein.
Sie stellt ein méchtiges Werkzeug zur Identifizierung von suffizienten Statistiken in do-
minierten Wahrscheinlichkeitsfamilien dar.

Theorem 1.24 Sei (Py : 6 € O) eine Familie von Wahrscheinlichkeiten auf (2, A),

die absolut stetig beziiglich des o-endlichen Mafles p ist und bezeichnen mit py = %

die Dichte. Eine Statistik S : (0, A) — (V,B) ist suffizient fir (Py : § € O) genau
dann, wenn eine B-messbare Funktion go Y0 € © und eine A-messbare Funktion h # 0
existieren, so dass

po(z) = go(S(x))h(x), p-fast sicher Va € Q

qgilt.
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Ein wichtiges Resultat, um den Le Cam-Abstand mit der Existenz von suffizienten Sta-
tistiken zu verkniipfen, ist folgendes Lemma:

Lemma 1.25 Seien P; = (2, A, (P : 0 € ©)), i = 1,2 zwei statistische Modelle. Sei
S (21 — Q) eine suffiziente Statistik, so dass die Verteilung von S unter Py g die
gleiche wie Py g ist. Dann gilt A(Py, Py) = 0.

Beweis: (siehe z.B. Mariucci (2015)) Um zu zeigen, dass 0(P1,Pa2) = 0 gilt, reicht es,
sich den Markovkern M : (Qq, A1) — (Qa, As) mit M(z, B) := 15(S(z)) Vo € Q; und
VB € Ay anzuschauen.

Andersherum, um §(Pz, P1) = 0 zu zeigen, betrachten wir den Markovkern

K : (Q, Ay) — (4, Ay) mit K(y,A) = Ep,,(14]S =y) Yy € Qa, VA € A;. Da S eine
suffiziente Statistik ist, ist der Markovkern K wunabhdngig von 0. Bezeichnen wir nun
mit S Py g die Verteilung von S unter Py g, dann gilt

K Pyo(A) = / K (y, A) Pyg(dy) = / Ery, (1415 = 1)Sy Puo(dy) = Pro(A)

und somit 6(Pa, P1) = 0. 0

Fiir asymptotische Betrachtungsweisen benotigen wir eine entsprechende Version der
Definition der Suffizienz.

Definition 1.26 Sei P, = (2, An, (Png : 0 € ©)) eine Folge von statistischen Model-
len. Die Folge der Subalgebras A, von A, heifit asymptotisch suffizient fiir (Pog:0€0),
wenn A(Pn,'Pnu) — 0, wober P 4 die Beschrdankung des FExperiments P, auf A, be-
zeichnet, d.h. Poj, = (U, An, (P 1 0 € ©)) mit Pog(A) = Pog(A) fiir alle A€ A,

Seien P ,, und Py, zwei Folgen von Experimenten mit demselben Parameterraum. Wenn
es nun zwei Folgen S, und Ss,, von asymptotisch suffizienten Statistiken in Py ,, bzw.
in P, gibt, die Werte im selben messbaren Raum annehmen, so dass

gug ||Sl,n#P1,0 - SQ’TL#PZGHTV — 0, fiir n — oo
€

gilt, dann sind die Folgen P, ,, und P, ,, asymptotisch dquivalent.
Dariiber hinaus gibt es neben dem Begriff der Suffizienz auch noch den allgemeineren

Begriff der Insuffizienz. Dessen Betrachtung geht uns in dieser Arbeit jedoch zu weit und
wir verweisen auf Kapitel 5 in Le Cam (1986).
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1.6 Einige Resultate

Um die Resultate im Bereich der asymptotischen Aquivalenz besser verstehen zu kénnen,
werden wir einige Beispiele prasentieren. Zu Beginn betrachten wir einen einfachen pa-
rametrischen Fall.

Beispiel 1.27 Sei P, ,, ein statistisches Modell und der zugehérige Vektor X enthalte
die Beobachtungen von n unabhdngigen normalverteilten Zufallsvariablen X; mait
X; ~N(0,1),i=1,...,n. Der Parameterraum Q sei ein Intervall auf R und es gilt

Pin=R",B(R"),(Py:0€0)),

wobei Py g die Verteilung von X ist.
Sei Py, das Experiment, das den empirischen Erwartungswert der Beobachtungen aus
P1. betrachtet, d.h.

Pon = (R,B(R), (Pap: 0 €0)),

wobei Pay die Verteilung der normalverteilen Zufallvariablen Y mit Y ~ N(6, %) ist.

Mit der Neyman-Fisher-Faktorisation sieht man leicht, dass S : R" — R,
S(x1,...,xy) = % eine suffiziente Statistik ist und mit Definition 1.26 folgt, dass

A(Pip, Pay) =0 fiir alle n € N.

Bevor wir einige nichtparametrische Arbeiten vorstellen, wenden wir uns Carters Ar-
beit zu, die ein dhnliches Problem wie diese Arbeit behandelt. Er zeigt die asymptoti-
sche Aquivalenz eines multinomialen und eines Gaufischen multivariaten Experiments.
Sie stellt ein niitzliches Werkzeug dar, wenn wir asymptotische Aquivalenz in Dich-
teschatzungsproblemen betrachten.

Beispiel 1.28 Sei X = (Xy,...,X,,) ein Zufallsvektor mit multinomialverteilten Ein-
tragen mit Parameter n und (py,...,pm) mit p; >0 firi=1,....m und Y ;- p; = 1.
P sei nun das statistische Modell mit multinomialer Verteilung Py = M(n; (01, ...,60,))
mit Parametern 0 = (04, ...,0,,), die zu ©Or C R™ gehiren, einer Menge, die alle Zu-
fallsvektoren enthdlt, fir die

max; 0;

min; 0; s B
gilt.
Das Hauptergebnis in Carter (2002) ist eine Schranke des Le Cam-Abstands zwischen
multinomialverteilten Experimenten und multivariat normalverteilten Experimenten mit
denselben Erwartungswerten und Kovarianzen. Genauer, sei Q ein statistisches Modell
mit dazugehdrigen multivariaten Normalverteilungen Qo = N (1, X), 6 € O mit

n = (n@l, RN ,an), Y= (Ui,j)i,jzl,...,m7 Ui,j = n91(1 — QZ)(Z:J — 71019_7(5175]
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Mit obiger Notation gilt dann folgendes Theorem:

Theorem 1.29 (siehe Carter (2002), Seite 709) Es gilt

mlnm
Vn

mit einer Konstanten Cg, die nur von R abhdngt.

A(P7 Q) S OR

Ein weiteres interessantes Resultat in Carter (2002) beschreibt die Approximation von
Q durch ein Gauflexperiment mit unabhéngigen Koordinaten. Sei Q ein statistisches Mo-
dell, das m unabhiingige normalverteilte Zufallsvariablen X; mit X; ~ N (v/0;,1/(4n)),
1=1,...,m enthilt.

Theorem 1.30 (siehe Carter (2002), Seite 717-719) Es gilt

A(Q,Q) < CR%

mit einer Konstante Cg, die nur von R abhdngt.

Zum Schluss dieses Kapitels stellen wir noch zwei Beispiele im nichtparametrischen Rah-
men vor. Das erste ist ein Ergebnis aus Brown and Low (1996) und das zweite aus
Nussbaum (1996), welche die ersten Resultate asymptotischer Aquivalenz fiir nichtpara-
metrische Experimente sind.

Beispiel 1.31 In Brown and Low (1996) wird das Problem behandelt, eine Funktion f
aus Beobachtungen eines stetigen Gaufschen Prozesses y(t), t € [0,1] zu schitzen, fir
den die stochastische Differenzialgleichung

vn

qilt, wobei dW; ein Gaufisches Weifles-Rauschen ist. Das Resultat zeigt, dass das statisti-
sche Modell mit den stetigen Beobachtungen (y;) asymptotisch dquivalent zu demjenigen
mit diskreten Beobachtungen ist, d.h.

yi = f(ti) +ot)é&, i=1,...,n.

Es gilt t; = % und die & sind standardnormalverteilte Zufallsvariablen. Es wird ange-
nommen, dass f in einer nichtparametrischen Teilmenge F von Ls[0, 1] lebt. Zusditzlich

19



werden einige Gldttungseigenschaften gefordert und, dass n nicht zu langsam gegen un-
endlich geht. Die Driftfunktion f ist unbekannt und fiir eine positive Konstante B gilt:

sup{|f(¢t)|:t €[0,1],f € F} = B < oc.

Weiter wird gefordert, dass

o &), falls = <t< i i=1,....n
Jalt) = {f(l), fallst =1

und

lim supn/o1 (F(t) - fn(t))2dt =0.

wioe Yep o2(1)

Der Diffusionskoeffizient o*(-) > 0 ist eine bekannte absolut stetige Funktion auf [0,1]
mit

‘—lna ‘ t € [0,1]

mit positiver Konstante C'.

Beispiel 1.32 In Nussbaum (1996) wird eine globale asymptotische Aquivalenz ei-
nes Dichteschdtzungsproblems mit unabhdngig identisch verteilten Zufallsgrofien und
die eines Gaufischen Weiffes-Rauschen-Modells betrachtet. Genauer formuliert, seien
(Y:)i, unabhingig identisch verteilte Zufallsvariablen mit Dichte f auf [0,1] beziglich
des Lebesque-Mafles. Die Dichten f seien die unbekannten Parameter und gehoren zu
einer nichtparametrischen Klasse F, fiir die die Holderbedingung

1f(x) = f(y)| < Clz —y|*, o> %

gilt sowie
f(z) >e>0.

Wir bezeichnen mit Py ,, das statistische Modell beziiglich der Beobachtungen der Y; und
mit Py, das Experiment, in dem wir den stochastischen Prozess (yt)te[(),l] beobachten mit

=/ f( dt+ th, t €10,1],

wobei (Wy)iep1) eine Standard-Brownsche-Bewegung ist. Das Hauptresultat ist, dass
A(Pip,Papn) — 0 fiir n — oo. Im Beweis, ohne tiefer ins Detail zu gehen, wird ge-
zeigt, dass das Resultat fiir gewisse Teilmengen F,(fo) der Klasse F gilt und man diese
dann passend zusammensetzen kann. Bei den wichtigen Schritten werden Poissonisa-
tionstechniken und KMT-Ungleichungen verwendet.
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2 Dekonvolution

2.1 Einleitung

In diesem Kapitel wollen wir uns mit Dekonvolutionsproblemen beschéftigen. Diese tau-
chen in vielen Feldern der nichtparametrischen Statistik auf, zum Beispiel bei Dich-
teschétzungsproblemen mit kontaminierten Daten, nichtparametrischer Regression mit
errors-in-variables und bei Bild- und Signalentzerrung. Wéhrend der letzten drei Jahr-
zehnte haben diese Themen mehr und mehr Aufmerksamkeit gewonnen. Als Anwen-
dungsbereiche zihlen Probleme in der Okonometrie, Biometrie, medizinischen Statistik
oder der Bildwiederherstellung.

Unser Ziel ist es, eine Funktion f zu schétzen, zu der wir nur iiber
h=15G= [ fa =Gl

Zugang haben, sprich {iber die Faltung von f mit einem Wahrscheinlichkeitsmafl G. Wir
kénnen f also durch Beobachtungen nur indirekt schétzen.

Héufig gehen wir davon aus, dass wir die Verteilung von G kennen, die die Lebesgue-

Dichte g, die sogenannte Fehlerdichte, besitzt. Unser entsprechendes neues Modell lautet
dann

h=1xg= [ £ gty
wobei f und g reellwertige Funktionen sind, die auf R abbilden.

Ein niitzliches Hilfsmittel fiir unsere Dekonvolutionsprobleme ist die Fouriertransforma-
tion. Sie erlaubt es uns, Faltungen als einfache Multiplikationen zu interpretieren, wie
wir in Lemma 2.2 ii) sehen werden. Dazu bendtigen wir zunéchst:

Definition 2.1 Sei f € Li(R). Die Fouriertransformierte f/* ist definiert als

i) = /exp(z’ta:)f(x)dx, teR.
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Das folgende Lemma zeigt einige wichtige Eigenschaften:

Lemma 2.2 Seien f,g € L1(R), A\, u € C, dann gilt
i) Linearitit: (\f + pug)’* = \f/* + pg't,

i) Faltung: (f * g)/t = fltg/t,

iii) Beschrinktheit: sup,cg | f71(t)] < |1,

i) Symmetrie: Falls f reellwertig ist, gilt f/*(—t) = f/t(t) Vt € R und falls f zusitzlich
symmetrisch ist, gilt f7*(—t) = f/'(t) Vt € R.

Bewets:
i) Ergibt sich direkt aus der Linearitdt des Integrals.
i) Mit Hilfe von Substitution und dem Satz von Fubini erhalten wir
(F+9)) = [ exslite) [ fygle - vy
— [ explits)(w) [ explit(a ~ )g(o ~ y)dody
— [ explitn) )y [ explits)gtudy = (05" (1)

i11) Indem wir den Betrag in das Integral ziehen, erhalten wir die Behauptung.
iv) Es gilt

F-t) = [ exp(ita) f(a)ds = [ Sxplita)f(a)de = 0

und falls f symmetrisch ist, gilt

) = / exp(itz) f(x)dx + /OOO exp(itx) f(x)dx

—00

— /OOO exp(—itz) f(z)dx + /OOO exp(itz) f(x)dx

i / cos(tz)f(z)dx € R,  VtER.
0

Da der Kosinus und f symmetrisch sind, folgt die Behauptung. 0
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Um unsere urspriingliche Funktion f zuriickzuerhalten, bendtigen wir die inverse Fou-
riertransformation.

Satz 2.3 Sei f € Li(R) beschrinkt und stetig fiir fast alle x € R und f* € Li(R),
dann gilt

@) = % / exp(—itz) I (t)dt.

Beweis: siche z.B. Meister (2009) 0

Wir sehen, dass sich die inverse Fouriertransformation und die Fouriertransformation
dhneln und nur im Vorzeichen des Arguments und im Skalierungsfaktor 1/(27) un-
terscheiden. In der Literatur gibt es auch alternative Definitionen. Dort wird bei der
Fouriertransformierten der Skalierungsfaktor 1/(27) oder 1/4/27 eingefiigt und das Vor-
zeichen des Arguments umgekehrt, womit sich auch die Inverse entsprechend dndert.

Wir kénnen, unter Zuhilfenahme der Fouriertransformation, unser urspriingliches Pro-
blem wie folgt umformulieren:

h=fxG <« hlt=ft.gl

Unsere Strategie besteht nun darin, in einem ersten Schritt A/* {iber empirische Daten
zu schiitzen. Sei h'* die empirische Version von h/t. Der zweite Schritt besteht darin,
it (t) zu berechnen und durch G¥*(t) zu teilen, was uns den Schitzer f7%(¢) liefert. Wenn
G bekannt ist, kénnen wir G/ berechnen, ansonsten miissen wir einen anderen Zugang
zu G finden. Im letzten Schritt wenden wir auf ff ¢ die inverse Fouriertransformation an
und erhalten f . Dieses f wiéhlen wir als unseren Dekonvolutionsschétzer von f.

All diese Schritte miissen gegebenenfalls noch angepasst werden, zum Beispiel muss
gewihrleistet sein, dass die inverse Fouriertransformation von f/* iiberhaupt existiert.

In der Praxis wollen wir héufig die Dichtefunktion f mit entsprechender Verteilung F'
schéitzen, indem wir reellwertige Zufallsvariablen X1,. .., X,, beobachten, wobei jedes X;
die Verteilung F' besitzt. Dazu lassen sich verschiedene Problemstellungen finden, zum
Beispiel:

i) In der Okonometrie:
Wir sind an der Verteilung F' des Einkommens von Angestellten interessiert. Die
Zufallsvariablen X7,..., X, entsprechen dem Monatsgehalt von n zufillig aus-
gewahlten Angestellten.
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ii) In der Biometrik:
Wir sind an der Verteilung F' der Grofe einer Tierart interessiert. Wir messen dazu
n Individuen, die wir aus einer Gruppe einzeln entnommen und wieder freigelassen
haben. Die Zufallsvariablen X7, ..., X,, beschreiben unsere Messungen.

iii) In statistischen Erhebungen:
Wir sind an der Verteilung F' des Verkehrsaufkommens einer bestimmen Strafle
interessiert. Hier entsprechen unsere Zufallsvariablen Xi,...,X,, der Anzahl der
vorbeikommenden Autos an verschiedenen Tagen.

In all diesen Beispielen gehen wir davon aus, dass unsere Zufallsvariablen X;,..., X,
unabhéngig und identisch verteilt sind. Stochastische Unabhéngigkeit der Zufallsvaria-
blen kann dahingehend interpretiert werden, dass sich die Variablen untereinander nicht
beeinflussen. Im zweiten Beispiel konnte es passieren, dass wir ein Tier doppelt messen,
womit wir gegen die Unabhéngigkeit verstoflen wiirden. Gegen die identische Verteilung
konnte im dritten Beispiel verstoflen werden, wenn wir ein Mal die Anzahl der Autos
an Werktagen beobachten und ein anderes Mal an Feiertagen. Es gibt Gebiete der Sto-
chastik, die sich auch mit diesen Problemen beschéftigen. In dieser Arbeit werden wir es
jedoch nur mit unabhéngigen und identisch verteilten Zufallsvariablen zu tun haben.

Die obigen Beispiele sind natiirlich recht simpel und lassen den Fakt aufler Betracht, dass
jede Messung oder Beobachtung fehlerbehaftet ist. Es ist uns nur moglich, fehlerbehaftete
Daten Yi,...,Y, zu beobachten, statt der wahren Daten X, ..., X,,. Unser sogenanntes
additives Fehlermodell sieht dann wie folgt aus:

Y, =X;+¢  jefl,....n, (2.1)

wobei X7, ..., X,, unabhingige und identisch verteilte Zufallsvariablen sind und wir wol-
len die Dichte f von X; schéitzen. Die ebenfalls unabhéngigen und identisch verteilten
Zufallsvariablen €y, ..., ¢, beschreiben den Fehler in unseren Beobachtungen und be-
sitzen die Fehlerdichte g. Dariiber hinaus seien X; und ¢; unabhéngig und reellwertig.
Héufig gehen wir davon aus, g zu kennen.

In unserem hypothetischen Beispiel mit den Tiergréfien konnte es zum Beispiel passieren,
dass wir das Maflband nicht exakt ablesen konnen, wenn sich das Tier etwas windet.
Hier konnten wir annehmen, dass g normalverteilt ist und wir hétten ein recht einfaches
additives Fehlermodell.

Ein praktisches Beispiel liefert das National Health and Nutrion Examination Survey
(NHANES I). In dieser Langzeitstudie wollte man wissen, wie die Verteilung der Auf-
nahme von gesittigten Fettsduren aussieht. Stefanski and Caroll (1990) stellen einen
Dekonvolutionsansatz zu dieser Studie zur Verfiigung. NHANES I war eine der ersten
Studien, in der nichtparametrische Dekonvolutionstechniken angewendet wurden.

24



In Dunn (2004) und Turner (1986) werden Daten von 50 Psychiatriepatienten verwen-
det, deren Kopfe mit einem Computertomographen untersucht wurden. Dabei wurde
das Hirnventrikelverhéltnis (engl. VBR) bei jedem Patienten doppelt mit einem Plani-
meter, einem mechanischen Messgerit zur Flacheninhaltsbestimmung, gemessen. Diese
Messmethode ist fehlerbehaftet und wenn die Fehlerdichte g bekannt wére, kénnten wir
die Verteilung des VBR eines zufillig ausgewéahlten Patienten mit unseren Dekonvolu-
tionstechniken bestimmen. In diesem Beispiel erhalten wir allerdings einen empirischen
Zugang zu g, da die Messungen mehrfach durchgefiihrt wurden.

Ein weiteres Beispiel zu wiederholten Messungen liefert uns Bissantz et al. (2007). In
diesem Paper wird das Problem, das Verhéltnis von Eisen zu Wasserstoff eines Sterns zu
schitzen, um Aufschluss iiber den Anteil an schweren Elementen zu erhalten, behandelt.
Das Verhaltnis wird durch die Helligkeit bestimmter Spektralbéinder bestimmt, wobei
schwierige Kalibrierungen nétig sind. Der Fehler, der hierbei entsteht, kann als additi-
ves Rauschen interpretiert werden und ist durch wiederholte Beobachtungen desselben
Sterns empirisch zugénglich.

Wie wir an den letzten beiden Beispielen gesehen haben, kann es von Vorteil sein, wenn

man ein Phdnomen wiederholt messen kann. Dies bringt uns zu unserem néchsten Ka-
pitel.
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2.2 Wiederholte Messungen

Anstatt die Zufallsvariable X, wie anfangs beschrieben, nur ein Mal zu beobachten,
konnen wir sie auch mehrfach beobachten, wobei jede Beobachtung auch wieder fehler-
behaftet ist. Wir éndern unser additives Modell dahingehend ab, dass wir nun mehrere
Beobachtungen Y, j =1,...,n, k =1,...,m;, m; > 2 der Zufallsvariablen X erhal-
ten. Es ergibt sich dann

}/j,k = Xj + €j,k‘

Unser Ziel ist es noch immer, die Dichte f von X; zu schitzen, dabei seien alle zu-
gehorigen Zufallsvariablen X,, €, » unabhéngig und jedes €;; habe die Fehlerdichte g.

Die Fehlerdichte g ist, im Gegensatz zu der in unserem Standardmodell 2.1, in diesem
Modell identifizierbar. Wieso dies so ist, erlautern wir im Folgenden. Wir betrachten zur
Vereinfachung den kleinstméglichen Fall, d.h. wir wéhlen m; = 2 fiir alle 5. Nun bilden
wir die Differenz unserer Beobachtungen

AY;=Y;1 —Yjo=¢€1—¢€2, j=1,...,n fast sicher.

Wie wir sehen, wurde die Zufallsvariable X; eliminiert und AY} ist messbar beziiglich
der o-Algebra, die von €;; und €; 9 erzeugt wird. Die charakteristische Funktion von AY;
ist

Uay; (t) = Eexp(itAY;) = Eexpl(ite; ) - Eexp(—ite;o) = /' (t)g'" (—t) = ‘gft(t)lz.

Wenn wir annehmen, dass ¢ symmetrisch beziiglich der y-Achse ist, ist ¢/ reellwertig
und nach Lemma 2.2 iv) gilt

gt(—t) = ¢''(t), fiir alle t € R.

Wenn wir zusitzlich die Standardannahme treffen, dass ¢/* nicht verschwindet, kann
man leicht sehen, dass

gt(t) >0, firalleteR

gilt und daher ist es sinnvoll

3
N

exp(itAY))

S|

i) =

Jj=1

als Schitzer fiir g/!(t) zu withlen, wobei die empirische charakteristische Funktion von
AY; verwendet wird. Wenn wir davon ausgehen, dass g/ reellwertig ist, konnen wir
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uns auf den reellen Teil beschrinken, also den Term exp(itAY;) durch cos(tAY;) erset-
zen. Wir sollten nun auch mehr als zwei Beobachtungen von X beriicksichtigen und
verallgemeinern unseren Fall auf m; > 2. Dafiir definieren wir

1

() = %Z S cos(tAY;)| (2.2)

J=1 (k1,k2)€K;

wobel wir mit K; die Menge aller Paare (ky, k2) € Z?mit 1 < ky < ky < m; bezeichnen.
K enthélt m;(m; —1)/2 Elemente, wie wir durch leichte Berechnung sehen kénnen. Wir
setzen N = 30 m;(m; — 1)/2, was der Anzahl der Summanden in der Definition des
Schétzers (2.2) entspricht. Es kann passieren, dass einige der m; gleich eins sind, dann
wére nur eine Beobachtung von X; gegeben. Diese Beobachtungen werden jedoch bei
der Konstruktion von (2.2) einfach ignoriert.

Waihrend der Gebrauch wiederholter Messungen in der Dichtedekonvolution als erstes in
Horowitz and Markatou (1996) in einem 6konometrischen Zusammenhang erwéhnt wur-
de, haben viele neuere Papers diesen Ansatz iibernommen, um die Fehlerdichte iden-
tifizierbar zu machen. Einige Beispiele hierzu sind Delaigle, Hall and Meister (2008),
Schennach (2004a), Schennach (2004b), wobei der Schétzer (2.2) von der letzteren Ar-
beit iibernommen wurde. In Li and Vuong (1998) wurde die Forderung der Symmetrie
von ¢ gelockert und eine eher kompliziertere Rekonstruktion von f/* vorgestellt. Eine
weitere Rekonstruktion von f wird in Hall and Yao (2003) behandelt. Neumann (2007)
zeigt, dass f nicht identifizierbar ist, wenn fiir eine Dichte g, sowohl g als auch die ver-
schobene Funktion ¢g(- — a),a > 0 als wahre Fehlerdichten zugelassen sind. In Bezug
auf unseren Schétzer stellen wir fest, dass AY; die gleiche Verteilung fiir beide konkur-
rierenden Fehlerdichten besitzt, so dass g nicht wirklich auf Basis der Differenz zweier
Messungen identifiziert werden kann. Auf der anderen Seite zeigt Neumann (2007) Kon-
sistenz fiir einen allgemeineren Fall, in dem ¢, zentriert ist.

Ein weiterer groler Vorteil der wiederholten Messungen ist die Handhabung von Fehler-
dichten ¢, deren Fouriertransformierte Oszillationen aufweisen und Nullstellen besitzen.
Dies wurde in Meister and Neumann (2008) untersucht. In dem Modell (2.1) ohne wie-
derholte Messungen fiihren isolierte Nullstellen von ¢/* in vielen Féllen unweigerlich zu
langsameren Konvergenzraten, aufler die Ordnung der Nullstellen ist klein verglichen
mit der Glattheit § unter restriktiveren Glattheitsannahmen oder es werden restrikti-
ve Annahmen an die Momente von f getroffen. Im Modell mit wiederholten Messungen
andert sich die Situation drastisch. Zum Beispiel bei der Dekonvolution von gleichverteil-
ten Fehlerdichten und ihren Faltungen sind wir in der Lage, die gleichen Konvergenzraten
zu erreichen wie fiir gewohlich glatte g mit entsprechenden Fourier-Tails, ohne stérkere
Bedingungen fiir die Dichte zu fordern; eine gewohnliche Sobolevannahme

/\gft(t)ﬂt\?ﬁdt <C, mitC>0,8>0
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kann verwendet werden. Gewohnlich glatt bedeutet in diesem Zusammenhang, dass fiir
g gilt

Cr(1+[t) ™ < |g"'(t)| < Co(1 + |t])7®, fiir allet € R (2.3)

mit Konstanten Cy > C; > 0 und o > 0.

Der Hauptgrund fiir dieses Phénomen ist die charakteristische Funktion der bivaria-
ten Beobachtungen (Y} 1,Y;2), die gleich f7(t; + t5)g?'(t1)g"(t2) ist oder Aquivalent
I (t)g" (1) gt (t—t1), so dass wir im Fourierbereich durch g/(¢,)g/*(t—t;) teilen miissen
und immer noch die Moglichkeit haben, den Parameter t; € R frei zu wihlen. Bei Feh-
lerdichten, die nur isolierte Nullstellen besitzen, kann man ¢; dann fiir jedes ¢ so wéhlen,
dass der Nenner hinreichend weit von null entfernt ist. Wenn wir nur eine Beobach-
tung Y; haben, ist ihre charakteristische Funktion f/(¢)g#!(¢) und somit kein Parameter
wihlbar, um f7'(t) zu schiitzen. Es handelt sich hierbei natiirlich nur um eine intuitive
Erklarung, wo die Unterschiede der beiden Modelle liegen.

In Modellen mit mehrfacher Beobachtung versucht man haufig, die Anzahl der Beobach-
tungen durch Mittelwertbildung zu reduzieren. Das bedeutet, dass wir unserem Schétzer
die Beobachtungen (Y,...,Y,) zugrunde legen mit

S R
Yﬁ;ZYj,k, k=1...,mj j=1....n (2.4)
J k=1

anstatt der Originaldaten Y, ,. Es ergibt sich also

m;

— 1
Yj = Xj + %Zej’k'

J k=1

Nicht nur, dass diese Mittelwertbildung die Varianz der Fehlerkomponenten reduziert,
sie macht die Fehlerdichten glatter, wenn diese gewohnlich glatt, wie in (2.3), sind.
Wenn zum Beispiel m; = 2 ist, féllt die charakteristische Funktion der Zufallsvariablen
%Zi:l €,k genau wie [t|72* ab. Dabei wird, solange die m; beziiglich des Stichproben-
umfangs n beschrinkt sind, der Glattheitsgrad mit der Anzahl der Beobachtungen, iiber
die gemittelt wurde, multipliziert. Das bedeutet allerdings, dass die Mittelwertbildung
die Konvergenzraten schlechter macht. Daher ist es giinstiger nur eine Reihe der Daten,
zum Beispiel Y., fiir den Dekonvolutionsschritt zu verwenden.

Wenn auf der anderen Seite die Fehlerdichte g normalverteilt ist, dndert sich die Si-
tuation. Normalverteilte Dichten sind abgeschlossen beziiglich der Faltung, da die Fal-
tung zweier normalverteilter Dichten wieder normalverteilt ist. Hier erhoht sich der
Gléattunsgrad von g durch Mittelwertbildung nicht, aber die Varianz wird reduziert.
In Delaigle and Meister (2008) wird unter anderem gezeigt, dass (Y,...,Y,) statis-
tisch suffizient fiir die Dichte f ist, was die Mittelwertbildung rechtfertigt. Wir werden
den Beweis hier genauer vorstellen.
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Wir befinden uns in der Situation, in der die Fehlerterme homoskedastisch sind, was
bedeutet, dass sich ihre Varianzen nicht signifikant unterscheiden. Dariiber hinaus sind
mehrfache Beobachtungen verfiigbar. Unser Modell sieht also wie anfangs beschrieben
aus:

}/j,k:Xj"i‘Gj,k, jzl,...,n,kzl,...,rj,n, (25)
wobei €; 1 ~ fe.

Wir werden wie in (2.4) mit gemittelten Beobachtungen Y; = r 377" Y, arbeiten.

Unser neues Modell hat also die Form

V;=X;+§
mit € = r; 1 k 1ejk
Sind die Fehlerdichten normalverteilt, d.h. fo = N(p,0%) und f, = N(p,07,) mit
05, = 0°/rj, und fg; L) = ff "(t/r;n), dann geht keine Information verloren, wenn wir

die gemittelte Stichprobe Verwenden um fx zu schétzen.

Theorem 2.4 Sei f. = N (i, 0?) in dem Modell (2.5), dann ist die Stichprobe Y1, ..., Y,
suffizient fir fx.

Beweis: Wir fithren zunéchst eine orthonormale (7, X 7;,)-Matrix A;,, ein, in deren
-1
erster Zeile r; * - (1,...,1) steht und setzen Wq := A;,Yj e mit Vo = (Yjq1,..., Y, )"

Wir sehen, dass Wi = r .Y, gilt. Die anderen Komponenten von W;, sind messbar
bzgl. der o- Algebra die Von €155 €, erzeugt wird, da sich jede Zeile von Aj;, zu
null summiert, auler der ersten. Dies ergibt sich aus der orthonormalen Struktur von
Ajn. Fiir die Dichte fy,, von Y}, gilt

o — . £)[2
fv,.(Wie) = (\/21_7“;) /fx(l') exp (_Hyy,o (x+/2ti‘2 (1,.... DY ) i
Tj.n An i — g%n . ]_707”"0t2
- ( /—Qlﬂa) /fX(SL‘) exp N Aingie =zt 1) - )l i

202
1 Tk,n 2
_ " (Sl
2o 202

1
wjg — 12 (r+ p)?

202
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wobei || - || die euklidische Norm und w;, = A;,y;e bezeichnet. Wir sehen, dass die
bedingte Verteilung von Y;, gegeben W;; und damit die Verteilung all unserer Daten

dP(K,. - yo,o|Wo,1) = HdP(Yj,O = yj,o|VVj,1)
j=1

nicht von fx abhédngt. Somit haben wir die Suffizienz gezeigt. 0
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3 Hauptresultat

3.1 Einfiihrung

Wir werden in diesem Kapitel das Hauptresultat dieser Dissertation vorstellen. Betrach-
tet werden Folgen von Experimenten, deren Wahrscheinlichkeitsverteilungen gegeben
der zu schéitzenden Zufallsvariablen poissonverteilt sind, und Folgen von Experimenten
mit normalverteilten Wahrscheinlichkeitsverteilungen. Das Ziel ist es, bei wiederholten
Beobachtungen die asymptotische Aquivalenz der beiden Folgen zu zeigen. Der Beweis
ist in mehrere Schritte gegliedert, und wir beginnen damit, die diskrete Normalverteilung
einzufiihren.

Definition 3.1 Wir nennen N eine diskret-normalverteilte Zufallsvariable mit Para-
metern j und o2, falls sie die Zihldichte

p(k) = a~ - —— exp (—M>  kez (3.1)

besitzt mit

a=>" 21 exp (—UCQ%‘;)Q) : (3.2)

damit Y, ., p(k) = 1 gilt.

Fiir a = 1 stimmen die Werte der Dichte (3.1) auf den ganzen Zahlen mit denen der
Normalverteilung mit Erwartungswert p und Varianz o2 iiberein. Von dieser Eigenschaft
werden wir spater Gebrauch machen. Wieso wir o = 1 verwenden koénnen, zeigt uns das
folgende Lemma:

Lemma 3.2 Seien p,(k) Zihldichten wie in (3.1) mit a = 1. Sei weiter X eine Folge
diskret-normalverteilter Zufallsvariablen mit Zahldichte p} (k) und o wie in (3.2) und Yy,
eine Folge von beliebigen diskreten Zufallsvariablen, die eine Zihldichte g, (k) besitzen,
n € N.
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Es gilt die Abschdtzung

Z |Qn(k) - | < 22 |Qn n |

keZ keZ
Das bedeutet, wenn
Z|qn — pu(k)| = 0 fiir n — oo
keZ
qilt, gilt also auch
Z|qn k)| — 0 fir n — oo.
kez
Beweis: Da p (k) = Z]pez—n( gilt, folgt
> lan(k) = p () < lgn(k) = pu(k) + > [pa(k)
keZ keZ keZ
1
é % ZjeZ pn()
|3 ez pa(d) — 1
= (k) = pu(k)| + Y palk) - gz )
kEZ kez jezPn\J
kez jez
keZ jez jez
=1
< an(k) = pa(B) + ) 1pa() — 0 ()]
keZ jez
—QZ]qn — pn(k)| = 0 fiir n — oo.
keZ
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3.2 Abstand Poisson und Diskretnormal

Wir beobachten Zufallsvariablen Y, 7 = 1,...,n, k = 1,...,r, die gegeben der Zu-
fallsvariable X; poissonverteilt sind, d.h. Y;;|X;, ~ P(X;) und seien N;|X; diskret-
normalverteilte Zufallsvariablen mit 1 = r, X; und o =r, X ; wie in Definition 3.1.

An unsere Zufallsvariablen X stellen wir die Bedingungen, dass sie nach oben beschrankt
und nach unten von Null weg beschriankt sind, d.h. es existieren Konstanten C; > 0 und
Cy > 0mit Cy > X; > Cy > 0f.s. Weiter seien die X; kompakt getragen und beliebig oft
stetig differenzierbar mit Dichten fx,. Ahnlich zu Theorem 2.4 wollen wir die gemittelten
Beobachtungen Vi,...,Y, mit Y; := > ," Y%, 7 =1,...,n verwenden. Dazu benétigen
wir das folgende Lemma

Lemma 3.3 Yi,....,Y, ist suffizient fir fx mit X = (Xq,...,X,).

Beweis: Es gilt

xyjl l’y]lTn
Iy, Wik) H/fX x) exp(— )y ~~exp(—:c)y' rdx
1:Tn*

HH o /fX ) exp( =1 )2k Yik g,
k=1 Y3,

Mit der Neyman-Fisher-Faktorisierung sehen wir also, dass wir mit den gemittelten Be-
obachtungen arbeiten konnen. 0

Theorem 3.4 Mit obigen Bezeichnungen gilt

A(Py,,Pn,;) <O (hnaflrn + T + h, exp(—c a%rn)> —0, ¢>0

h2

n

fiir hy, — 00, 1, — 00, a, — 0 mit hyatr, — 0, = und a’r, — oo, n — oo.

7h2

Wir verwenden hierbei die Landau-Notation

O(g(x)) = f(x) <= Fe>03Txg>0Vx >ap:|f(z)] <c-|g(x)].
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Beweis: Es gilt mit |¢| < 1 messbar

1
A(Py,,Pn,;) <sup ||Py, — Py,||rv = 5 Supsup |E@(Y;) — E@(N;)|
2

fx; Ix;

= £ supsup [E(E(p(Y))|X,)) — E(E((N,)|X,))

fx; @

< & swpsupE {[E(o(¥;)|X;) — E(o(N)|X,)])

fx; o

IN

1
§§ng{sup\E< (V)])) —E(so(mem}

1
= ESUpEHPyLX PNj|Xj||TV-
fx;

Jx; ist nach oben beschrénkt, also betrachten wir

E| Py;1x; — Pn;ix;llrv = {Z |P(Y; = 1]1X;) — P(N; = ”Xj)\} :

leZ

Wir werden uns als erstes den inneren Teil des Erwartungswertes ansehen und uns dann
Schritt fiir Schritt weiter nach auflen arbeiten. Beginnen wir mit P(Y; = [|.X;).

Schritt 1:

Mit Hilfe der Inversionsformel gilt dann

PY; =1X;) = %/ exp(—izl) (Yy,,x, (7)) " dx

—T

1 —Qn Tn
_ %/ exp(—ixl) (ij,ﬂXj(x)) dz

I 4 -
+ — exp(—ixzl) (Vy,,x,(x)) " dx

2r ),

1 T . Tn
—i—%/ exp(—izl) (Vy,,|x,(x)) " d.

Den Betrag des dufleren Integralbereichs von a, bis 7 schitzen wir nach oben gegen

34



einen Term, der gegen null geht, ab

/7r exp(—izl) (Yy,,x,(z)) " do (3.3)

/7r exp(—izl)(exp(X;(e” — 1)))dx

S/ | exp(—izl)|| exp(r, X; (e — 1))|dx

< [ |exp(rnX;cos(z) + ir, X;sin(z) — r, X;)|dx

an

:/ﬂ exp(r,X,(cos(x) — 1))dz
< (7 — ap) exp(r, Xj(cos(a,) — 1)) < O(exp(—c r,a2)) — 0 (¢ > 0)

fiir v, — 00, a, — 0 und r,a? — oo.
Und analog mit der gleichen Abschitzung gilt
‘/ exp(—ixzl) (Yy,jx, ()" dz| < O(exp(—c rpaz)) — 0 (¢ >0)

tir r,, = o0, a,, = 0 und r,a; — oo.

Bemerkung 3.5 Da X, durch Cy > X; > Cy mit Cy > 0, Cy > 0 beschrinkt ist, ldsst
sich ¢ > 0 entsprechend wdhlen.

Zur Abschétzung des Integrals iiber den inneren Bereich zentrieren wir zunéchst un-
sere Zufallsvariablen Y; ;| X;, 7 =1,...,n, k = 1,...,r, und fithren anschliefend eine
Taylorentwicklung durch.

Wir setzen also
Y]Tk‘XJ = ],k’X] — E<}/37k|XJ) = }/;,k:|X] — X]7 j = 1, ey, k= 1, ey Ty

dann gilt
/_ " exp(—ial) iy, x, (2)) " de
= [ expl-iat) (w0
_ / " exp(—ial) (exp(ia X)), x, () " da

_ / " exp(—il) exp(raiz X,) Gy, (1) da. (3.4)
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Eine Taylorentwicklung von zﬂyj*l‘ x; um a = 0 ergibt

1
wyjfl|X]-(5C) =1- §Xj372 + Ri(z, X;)

mit
X

5 wymxj(t)(x—t)zdt
0 5

| —

|z[* sup Wyrl\xj(t)‘
t€[0,z] >
= |l sup [E((iY}1)" exp(itY])|X;)|

te[0,z]

IN

|2 PE(1Y7[71X;)

VAN

lz3(X; +3X§ +X§)

Qol—ol- D O

—~
8
w
~—

IN

Mit Hilfe der Potenzreihenentwicklung

() =142+ ! <14z + 2o exp(lal)
exXpl\r) = T X - i —T ex X
P GGG+ 2" P

gilt
Ly o Lo o
exp(—5X;27) =1 — 5 Xja" + Ra(z, X;)
und da |z| < 7, gilt weiter
Lo 4 Ly o 4
|Ro(z, X;)| = nga: exp(—§ij )| < O(x).
Setzen wir nun (3.6) in (3.5) ein, erhalten wir

1
Vyr 1x, () :exp(—ﬁijz) + Ry(x, X;) — Ro(z, X;)

s

— exp(—%Xjﬁ)u + exp(%ijZ)(Rl(x, X;) — Ro(z, X))

—texp(R(w,X;))
mit

R(z, X;) < O(z?).
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Damit ist das Integral {iber den inneren Bereich in (3.4)

/ exp(—izl) exp(rnia:Xj)(lbymxj (x))™dx

VAN
\\
s F

1
exp(—izl) exp(rpizX;) exp(—§ranx2) exp(rnR(z, X;))dx

an 1
= / exp(—izl) exp(rpizX;) exp(—granf)(l + exp(r,R(z, X;)) — 1)dz

an 1
:/ exp(—ixl)exp(rniij)exp(—granf)dx

an 1
/ exp(—izl) exp(rpizX;) exp(—ﬁranxz)(eXp(rnR(x,Xj)) — 1)dx

an

Der zweite Summand lésst sich wie folgt abschétzen:

'/ ' exp(—izl) exp(rpizX;) exp(—%ranxQ)(eXp(rnR(x,Xj)) — 1)dx (3.7)
an 1
< / |exp(—éranxz)(exp(rnR(x,Xj)) —1)|dx

< O(a,) - O(rpa) = O(ryat) — 0, falls r,, — 00, a, — 0 und rpa’ — 0.

Mit den Abschéitzungen der Integrale der inneren und dufleren Bereiche wenden wir uns
nun dem néchsten Schritt zu.

Schritt 2:

In diesem Schritt betrachten wir die Differenz zwischen den einzelnen Wahrscheinlichkei-
ten von Y;|X; und Zahldichten p,(, X;) wie in Definition 3.1 mit Parametern p = r,.Xj,
0? =r,X; und a = 1. Die entsprechenden Integrale spalten wir wie in Schritt 1 auf.

Fiir p,(l, X;) an der Stelle [ gilt

1 [ 1
Py exp(—izl) exp(rpizX;) exp(—éranf)da:
T J_a,
1 [~ , , 1 ,
= 5= exp(—izl) exp(rnizX;) eXp(—§ranx )dx
™ — o0

1

1
- — exp(—izl) exp(rpizX;) exp(—=r, X;2*)dx,
2 R\[~an,an] 2

wobei das Integral iiber R\ [—a,, a,] fiir a,, — 0 verschwindet und fiir die Differenz gilt
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dann

1 an 1
— ‘2—/ exp(—ixl)exp(rnij)exp(—§ranx2) exp(r,R(z, X;))
T ) a,

1
— exp(—ixl) exp(ryizX;) eXp(—§ranx2)da:

1 [" A
+ o exp(—ixl) exp(—izX;) exp(r, X, (e —1))dz
T Ja,
1o .
+ 2—/ exp(—izl) exp(—izX;) exp(r,X; (e — 1))dz
™ —T
1 . , 1 2
- — exp(—izl) exp(rpizX;) exp(—=r, X;z )d:c‘
2 |z|>an 2
1 [ 1
< 2—/ exp(—izl) exp(rpizX;) exp(—§ranx2)(exp(rnR(x)) — 1)dx ( =: A)
m —Qn
1 [" ‘
+ 2—/ exp(—izl) exp(—izX;) exp(r,X;(e” — 1))dz ( =: Bl>
7r
1
+ 2—/ exp(—ixl) exp(—iz X;) exp(r, X; (e — 1))dx (:; Bg)
T
+ L exp(—ixl) exp(r z'xXt)exp(—lr X,2?)dx (z' C)
271' |z|>an " J 2 e ' '

Fiir A gilt nach (3.7)
A < O(ruay),
fiir B; und By nach (3.3)
B; < O(exp(—c rna?)) und By < O(exp(—c m,a2)) (¢ > 0)
und schliefllich
C < O(exp(—c rpa)) (c>0)
fiir 7, — 00, a, — 0 und gleichzeitig r,a3 — 0.

Schritt 3:

Wir betrachten nun die Summe iiber die Differenz:
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Y 1P, = 1X;) = pall. X5)]

leZ
< D> PG =1UX) = pall, X))l (3.8)
=70 X |<hn
+ P(IY; =X > hal X))+ ) pall X)) (3.9)

ll=rn X |>hn

(3.8) ist nach Obigem durch O(h,r,a}) + O(h, exp(—c r,a?)) (¢ > 0) nach oben be-
schrankt. Mit Tschebyscheff folgt fiir den ersten Term von (3.9)

(3.
. ¢ T
P(|Y; =X > hal X;) < h—2] <0 (h_Q)

mit h,, — oo und r,, — oo.

Den zweiten Term zentrieren wir mittels Indextransformation

1 (I —r,X;)?
Z pn(lan> = Z —€XD (——]>
Il*mX~\>hn l—rn X;|>hn V 21 X 2rn X;

l2
Il;n «/2’/T’l‘n Xp< 2r, X >

12
exp ( )
\/27rrn i ism 2r, X

und da exp (— zrij> in [ fiir [ > 0 monoton fallend ist, konnen wir das Integralkriterium

anwenden. Es folgt

\/7 > e (5x)
2mrr, [t 2r, X

2
R exp | ———— | dzx
B \/QWTan /[m—l p( QTan)

<O (exp (—%)> =0 (’:_%>

fiirhn—>oo,7“n—>oound;—%—>0.
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(3.9) ist also durch
O(h2)+0(h2):(’)(h—2), hn—>oo,rn—>oound;—g—>0

nach oben beschrankt.
Schritt 4:

Schliefllich wird noch der Erwartungswert hinzugenommen. Dieser triagt jedoch nichts
mehr zu der Rechnung bei, da sein Argument gegen null konvergiert. Zusammengefasst
gilt also

{Z |P(Y; =11X;) —pall, Xj)|} <O <hnai7‘n + hy exp(—c ar,) + ;—2) .

leZ

Wenden wir nun Lemma 3.2 an, erhalten wir die Behauptung

A(Py,,Pn,) <O <h a rn—l—ﬁ—l—h nexp(— cairn)> — 0 (¢>0)

fir h, — oo, r, — 00, a, — 0 mit airn—>0, ;§—>Ounda27’n—>oo. 0

a, und h, werden wir erst im néchsten Theorem wéhlen, da dort noch ein Faktor n hin-
zu kommt. Nachdem wir also die asymptotische Aquivalenz der einzelnen Experimente
A(Py,,Pn,;), j = 1,...,n, n € N gezeigt haben, werden wir nun die asymptotische
Aquivalenz der gesamten Experimente Py, y, und Py, n, beweisen.

Theorem 3.6 Mit den Bezeichnungen wie in Theorem 3.4 gilt

A(Pyi,..vn, Pny,on,) <O <nh a Tn—l— h2

=~ + nh, exp(—c airn)) —0

fiir h, — oo, r,, = 00, a, — 0 und n — oo mit

nhnafbrn — 0,
nr

- —0,

hn

a’r, — 0,

nh, exp(—c a*r,) — 0 fiir hinreichend grofes ¢ > 0.
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Die Wahl

In(n)

an ={/——= und h, = /12

erfillt die Bedingungen, falls

n1n?(n)
I

— 0 firn — oo und r, < const - n®

fiir hinreichend groffes d.

Beweis: In Theorem 3.4 haben wir gezeigt, dass die einzelnen Experimente Py, und Py,
j=1,...,n,n € N, asymptotisch dquivalent sind. Da die Experimente Py,, ..., Py, und
Pni, ..., Pn, jeweils unabhéngig von einander sind, konnen wir auch n-mal den Abstand
der ersten Experimente Py, und Py, betrachten, womit die Behauptung folgt.

i
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3.3 Diskret zu stetig

Wir haben nun also die asymptotische Aquivalenz unserer beiden Folgen diskretverteilter
Experimente gezeigt. Jetzt wollen wir in den stetigen Bereich vordringen. Dazu werden
wir unsere diskret- normalverteilten Zufallsvariablen N; verwischen, d.h. wir werden je-
weils eine unabhingige auf [—2 % 5] gleichverteilte Zufallsvarlable G; hinzuaddieren, um
so aus unseren diskreten Zufallsvariablen stiickweise stetige zu machen Wir erhalten
also eine Treppenfunktion f, die die Werte der Zéhldichte von N; an der Stelle [ auf

dem Intervall [—%, %] annimmt. Wenn wir f normieren, erhalten wir eine Dichte.

Definition 3.7 Wir nennen M eine verwischt diskret-normalverteilte Zufallsvariable
mit Parametern u und o2, falls sie die Dichte

B) = Lyigp(z)- B ﬁ exp (- ( 2_0’2‘) ) (3.10)

leZ

B (L —p)?
/R Lol (x) 27mexp<— 52 )dx

leZ

mit

besitzt.
Wieso wir im Weiteren 3 = 1 setzen konnen, zeigt uns das folgende Lemma:

Lemma 3.8 Seien f, Funktionen, wie in (3.10) und g, beliebige Dichten. Weiter seien
fx Dichten von verwischt diskret-normalverteilen Zufallsvariablen, also

fa()
fR fn<y)dy

n € N.

falz) =

Dann gilt die Abschditzung

[ l9u(@) = i@l <2 [ lou(o) = fula)lde.

Das bedeutet, wenn gilt

/\gn — fu(z)|dx — 0 fiir n — oo,

qilt also auch

/|gn — fX(z)|dz — 0 fir n — oo.
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Beweis: Da f!(x) = T J}n(w)d gilt, folgt

/R 0(z) — f3(2)|dz < / 190(2) — ful@)|dz + / fale) — f2(2)|de
1

= [l = ol + [ ey L2y,

~ [ me) = pu@ldz £ [ £ty 1
:/R|gn(g;)—fn(:c)|d:c+|4fn(y)dy—49n(y)dyl
L

=1

< / 19(@) — ful@)ldz + / 1Faly) — 9u(v)Idy

—2/|gn x)|dx — 0 fir n — oo.

Bemerkung 3.9 Zu unserem Ursprungsexperiment kommen wir durch Runden wieder
zuriick, indem wir den Markovkern H mit H(x,-) = Oy verwenden, dabei wird das
Argument zur ndheren ganzen Zahl auf- bzw. abgerundet und der Kern ist an dieser
Stelle eins.

Betrachten wir also in einem Zwischenexperiment den Abstand zwischen unseren ver-
wischten diskret-normalverteilten Zufallsvariablen M; und normalverteilten Zufallsva-
riablen Z;.

Theorem 3.10 Seien g, die Dichten der Normalverteilungen Z; mit
Z; ~ N (rnX;,m,X;) und f, Funktionen der Gestalt (3.10) mit =1, dann gilt

/|gn — fo(x)|de — 0 fiir r,, — 0.
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Beweis: Es gilt

[1.@) = £l
=z/f?

lEZ

1 < (x —r, X )2) 1 ( (l—Tan)2>
————exp | — — exp | —————————
21, X 2r, X 21, X 2r, X

7”an)2 (l — ’f’an)Z
P < 2, X, ) P ( 2 X,
Betrachten wir zunéchst das Innere des Integrals. Nach dem Mittelwertsatz existiert fiir
x> lein {(x) € (I,x), so dass

(z—rnX;)? (I=rnX;)*
eXp \ — 2rp X —eXp I\~ 2rp X 9 f(l‘) - ’I"an (5(1’) B Tan)Q
= — — | X -
Tz —1 2r, X; P 2r, X

l+2

\/27rrn i e /z—

gilt. Damit folgt fiir unser Integral

/H% o (_ (z — rnxj)2) . (_ (1— ran)Q)

27’an 27'an

fur ein £(x) € (1, ).

dz

dx

In den folgenden Schritten werden wir das Integral in die Bereiche von [ — % bis [ und
von [ bis [ + % zerlegen und ausnutzen, dass die Funktion

f:R—=R

o) = (25 Y (-5 )

zwei Maxima bei 21 = r, X; — /1, X; und x93 = 7, X; + /1, X; sowie ein Minimum bei
x3 = rpX; besitzt und zusétzlich symmetrisch zu der Senkrechten durch das Minimum
ist.

Wir werden im Folgenden die einzelnen Bereiche, in denen die Funktion monoton wach-
send bzw. fallend ist, einzeln abschétzen und die Bereiche nah an den Extremstellen
separat betrachten.

Bereich 1:

In dem Bereich [ € ([7,X;]4+1, [7.X;++/rnX;] —1) ist die Funktion monoton wachsend
und es gilt
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dr mit £(z) € (I,x)

o (= g (=R XY

_ ) _ )2
T — 1 X exp [ — (x — 1 X;)
ZTHXJ' 27”an

+3

/H;

!

/H;
!

dx

IA

2 (M) exp (-Wx) - T"Xj)Q) (z—1)|dz  mit &) € (z,1)

[ —r,X; —rnX;)?
X exp (L =raXjy)
2TnX] 27”an
1 /l—r,X; —rpX;)?
_ T'nAj exp _(l nX;) ‘
2 27"an QTHXJ
Fiir die Summe gilt dann

LTan+1/TanJ—1 H‘%
Z / 1

(x—ran)Q) ( (l—ran)2>
exp <—— —exp | ———————
= X141 -1 2’/"an 27“an
I_T‘an+1/7’anJ—l

< 3 —%exp (—(l 3= T”Xj)2) + L exp (—w) (3.11)

dx

27”an 2 QTan
l:’—Tan]+1
[ranXj+4/rnX;]—1
i Z 1 l—Tan o (l—’l“an)z (3 12)
| ——— |exp| ——F ). .
o\ orx;, )P 2 X,
I=[rn X;]4+1 J J
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Um eine Teleskopsumme zu erhalten, schétzen wir (3.11) nach oben ab:

I_T'an+w / TanJfl

1 (I+ 35— X;)? 1 (I —7.X;)?
Z 2 eXp (_ 2r, X5 + 2 P~ 2r, X5
ZZ[Tan]+1 J J
I_Tan+1/7”anJ—1
——exp | — —exp | ————
= g P 2 X, g P 2, X,
I=[rn X;]+1 J J
< lexp _([Tan—l +1—7’an)2 —lexp _(LTan+\/TanJ —Tan)2
1
< —,
- 2

Ebenso schéitzen wir die Summe in (3.12) nach oben ab, indem wir die Anzahl der Sum-
manden mit dem groften Summanden multiplizieren. Fiir die Anzahl der Summanden

gilt auBerdem (|7, X; + /7 X;] — 1) — ([rnX;] + 1) +1 < /r,X; und damit

LTan-i-\/Tanj—l
Z 1 [ — TnXJ (l - 7°an)2
2\ 2rx; )P 2 X,

l:[ran]+1
X+ /T X — 1 =1, X n X+ /X — 1 =1, X;)?
Slm L X + /X ] T'nj exp _(|_7’ it VX rnX;)
1 LTan + TanJ —1- Tan
< X, v
= Vi 2 X;
1 LV X;)
<~ X, [ V2
= VIt Top X,
1
< -.
— 4
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Bereich 2:

In dem Bereich | € ([7,X; + /7X;] + 1,00) ist die Funktion monoton fallend und es

gilt
I+3 E(x) — rnX; (§(x) — mX;)?
/Z 9 <W) exp <— X, ) (x —1)
I+3
</

l—’f‘an (l—Tan)2
- v J A N b d
( 27“an )exp( 27”an o
11— 1, X, — X))
_ (=X g ()
2 QTan 27’an

2 (S e (-0 oy

J

dr mit £(z) € (I,x)

dr mit {(z) € (2,1)

1 2

r—1r,X; (x —r,Xj;)
< n<j I ) d
_/z—é ( 2rn X )eXp< 2rnX; ) ’
1 (= X))\ [
o §exp< 2r, X 1

2

B (1= roX;)?) 1 (1 =5 —mX))?
= 5 exXp ( 27"an + 9 exp 27”an :

Fiir die Summe gilt dann

o l+%

2. .
I=[rnX;+4/rnX;]+1 2

= 1 /(l—r,X; (I —r,X;)?
< L Y] = dy)” ‘
= 2 2 ( 2, X, ) b ( 2, X, ) (3:13)

l:[Tan+1/Tan—|+l J
- 1 (-7 X%\ 1 (1—1—r,X;)?
—= e L IR — . (3.14
+ 2. g P ( omx, ) T2 2 X; (3:14)
l:!—Tan-‘r\/rXﬂ-‘rl

Fiir die Abschétzung von (3.13) verwenden wir das Integralkriterium.
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Es gilt

> 1 l—’/’an (l—T’an>2
S (e (U
2 27’an 27”an
l:[Tan-i-‘/Tan.l—‘rl

o] _ . — )2
S/ l(l rnX]) exp (_(l T X;) )dl
[ X/ X5 2\ 2r,X; 2rp X

1 ([rn X+ /1aX5] = 10 X;)?
= —exp | —

T 2 X,

1
< —
!

und (3.14) lasst sich wieder gegen eine Teleskopsumme abschétzen:

= 1 (I —rnX;)? 1 (I—1—r.X;)?
Z _5 P (_ 27’an * 5 P 2’/'an
l:[Tan+1/7‘an“+1
> 1 (I =1, X;)? 1 (1—1—7r,X;)?
< - Rt VA R _ nj
2. g &P ( 2 X, ) oo < 2, X,

I=[rnX;+4/TnX;]+1

1 ([ X + /1aX5] — 1 X;)?
=—exp | —
g P 2 X,
1
< —.
-2
Bereich 3:

Fiir den Bereich [ € [|r, X+ /rnX; ]| — 1, [1,X; + /77X, | +1] schiitzen wir das Integral
gegen das Maximum der Funktion ab, multipliziert mit der Linge des Integrals. Fiir die
Linge gilt [r, X; + /raX;] + 143 — ([rnX; + /1 X;] =1 —3) < 4 und es existiert
ein £(z) € (I, x), so dass
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fran-f-\/er-\ +1

l
l=|_Tan+1 /Tanjfl

[ranJr\/TXﬂJrl

O
+4/rn X511

/’V’I‘an—F\/T'an]—‘rg '
X3

<

1= LT‘nX]‘

4

B (@) — X (€(x) — 1 X;)?

. ‘2 ( 2 X, ) P (_ 2 X, ) (v =0 de
H_% 5(&7) - TnX' (f(l‘) - rnX‘)Q

1 ‘ ( 2r, X ]) P (_ 2r, X : > da

§(z) —roX;

J (f(l‘) _Tan)Q
27”an

QTan

dx

(™) oo )

(T’an + \/T’an — 7’an)2

(

2rp X

Tan + \/T’an —T’an> exp (_

27"an

)
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Bereich 4:

Wir betrachten in diesem Schritt den Bereich [ € [|7,X;]| — 1, [r,X;]| + 1] und schétzen
das Integral genau wie im dritten Bereich fiir ein £(x) € (I,x) ab. Das Maximum des
Integrals liegt entweder am linken oder rechten Rand und es gilt

I=r,X;|-17172

[rnX;1+1

dx

[rn X;14+1 H’% f( :
7) =X, (£(@) = X))
< X, : | d
< Z /l_1 ( 27”an > exp ( 27’an X
l:LTanjil 2
1.3

:/WX]H? (M) exp (_(5(96) — ran)Q) ‘ dx

lrnX;]—3 2k o
oy | (max{lrXy) - 21X + 5} = s
< 2rn X

. (_ (maX{ LranJ - %7 lrrnX]—‘ + %} - rnX])Q) ’
2r, X;
5

< .
T X

Wir haben nun den Bereich rechts der Symmetrieachse und einen kleinen positiven
Bereich links abgeschétzt. Wir erhalten also aus Symmetriegriinden

+3 (2 — rnX;)? (1 — 1 X;)?
S Sl b /A _ nTI
Z/z o ( 2rn X ) o ( 2rp X )

_1
leZ 2

ot L L, 2 1y, 5
—+ -+ -+ exp | —= .
=S\t 2 e P T2) Ty

dx

Zusammengefasst gilt also

1 s (z — ran)Q) ( (1— ran)Q)
_— exp| —————— | —exp| ————— | |dz
V27X, lezz /l_; P ( 2r, X; Py,
1 4 1 10 .
<——— |3+ ——exp| —= | + — 0 firr, — oo.
A/ 27T7"an Tan 2 Tan O

Mit diesem Ergebnis kénnen wir unser nédchstes Theorem, d&hnlich Theorem 3.6 formu-
lieren.
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Theorem 3.11 Fir den Abstand zwischen unseren gesamten Experimenten P, .,
und Py, . 7. gilt

A(Puy...nns Pzyooz) — 0 fiir r,, — 00 und n —

mat \/LrTL — 0, wobeir M; unsere verwischten diskret-normalverteilten Zufallsvariablen
und Z; normalverteilte Zufallsvariablen mit Z; ~ N (roX;,rnX;), j =1,...n, n € N

sind.

Beweis: Wie auch im Beweis zu Theorem 3.6 konnen wir aufgrund der jeweiligen Un-
abhingigkeit der Einzelexperimente n-mal den Abstand von P, und Pz betrachten
und erhalten die Behauptung. 0

Nun koénnen wir alle Teile des dritten Kapitels zusammenfiigen und erhalten unser
Hauptresultat, den Abstand zwischen unserem Poissonexperiment und unserem Gauf3-
experiment.

Theorem 3.12 Mit den Bezeichnungen aus (3.4) und (3.10) gilt

APy, v, Proz) < APy v, Payony) + A(Pryonoy Py oz)

<O (hnairn +

Tn .
-5 + hnexp(—ca 7’”))—1—(9( )—)0 firn — oo (c>0)

h? VTn
mit a, = , hy ”ln (") — 0 fiir n — oo und r, < const-n? fiir hinreichend
grofses d.

Beweis: Die Behauptung ergibt sich direkt aus den Ergebnissen von Theorem 3.6 und
Theorem 3.11. 0
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Kurzer Ausblick

Carter (2002) hat den Abstand zwischen multinomialen Experimenten und Gauexperi-
menten untersucht und wir in dieser Arbeit den Abstand zwischen Poissonexperimenten
und Gauflexperimenten. In weiteren Studien koénnten wir nun versuchen, das Problem
zu verallgemeinern und den Abstand zwischen Gauflexperimenten und Experimenten,
die aus einer Exponentialfamilie stammen, betrachten. Unter Zuhilfenahme von wieder-
holten Beobachtungen kénnten wir also folgende Modelle untersuchen:

Yie=X; + €, j=1,...,nund k=1,...,7r,,
wobei die Verteilung von ¢;, aus einer Exponentialfamilie stammt und entsprechend
ZJ"].C:X]'—F(;]"]?, jzl,...,nundkzl,...,rn,

wobei d; ; normalverteilt ist.
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