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1. Einleitung
Die vorliegende Arbeit behandelt die Schätzung der Wahrscheinlichkeit sowie die Be-
rechnung des zugehörigen Standardfehlers in einem Bernoulli-Experiment. Allgemein
werden Individuen untersucht, die innerhalb eines Jahres entstehen und innerhalb eines
späteren Jahres wieder ausfallen. Das Experiment besteht darin zu bestimmen, ob ein
Individuum im Laufe des nächsten Jahres ausfallen wird. Solche Überlebensexperimente
werden dabei für mehrere Individuen und, für jedes einzelne Individuum, über mehrere,
aufeinanderfolgende Jahre analysiert.

Zu diesem Zweck wird ein Überlebenszeitmodell entwickelt. Dieses wird, um im Ein-
klang mit den Statistiken, die das Überleben eines Individuums jährlich dokumentieren,
zu bleiben, das Überleben eines Individuums ebenso nicht kontinuierlich, sondern zeit-
diskret in Form von Spielrunden messen. In der Literatur werden diese, unter anderem
von Feller [1968], als Epochen bezeichnet. Damit eine begriffliche Übereinstimmung
zwischen Theorie und Anwendung zumindest teilweise gewährleistet ist, werden die
Spielrunden im Rahmen dieser Arbeit jedoch weiterhin Jahre genannt.

Angenommen, es wird eine Stichprobe bestehend aus n Individuen betrachtet, so
bestünde ein intuitiver Ansatz zur Schätzung der Ausfallwahrscheinlichkeit darin, für
das entsprechende Jahr die Anzahl der negativen Ereignisse, also der Ausfälle, in Re-
lation zur Anzahl der Experimente zu setzen. Eben dieses Verhältnis soll im Rahmen
dieser Arbeit ausführlich untersucht werden. Dabei wird angenommen, dass sich die
Ausfallwahrscheinlichkeit im Laufe der Jahre nicht ändert. Die Lebensdauer eines Indi-
viduums unterliegt somit einer geometrischen Verteilung. Auch werden die Ausfälle der
Individuen als paarweise unabhängig voneinander angenommen.

Zusätzlich gibt es für die Individuen einige Einschränkungen hinsichtlich der Be-
obachtbarkeit, da die Beobachtung der Individuen lediglich in einem fest definierten
Zeitraum erfolgt.

Auf der einen Seite werden Individuen aus der Stichprobe vom Umfang n, deren
Schließung bereits vor dem Beginn des Beobachtungszeitraums stattgefunden hat, gar
nicht beobachtet und nicht einmal deren Existenz zu Kenntnis genommen. Folglich un-
terscheidet sich der Stichprobenumfang n von der Anzahl der Beobachtungen. Letztere
ist dabei zufällig mit der Realisierung m. Literatur zu dieser Form der retrospektiven
Stichprobenziehung und dem damit einhergehenden Informationsverlust wird unter dem
Begriff ’Trunkierung’ veröffentlicht. Da jedoch nur Individuen, deren Ausfall vor dem
Beobachtungszeitraum stattgefunden hat, nicht beobachtet werden, wird im Rahmen
dieser Arbeit von einer linksseitigen Trunkierung beziehungsweise Linkstrunkierung ge-
sprochen.

Auf der anderen Seite unterliegen die Historien der Individuen, die den Beobachtungs-
zeitraum überleben, einer Rechtszensur. Dementsprechend wird für solche Individuen
die Existenz sowie das Überleben bis zum Ende des Beobachtungszeitraums registriert,
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1. Einleitung

das exakte Ausfallalter allerdings nicht.
Das primäre Ziel dieser Arbeit ist die Schätzung des geometrischen Parameters so-

wie die Berechnung des Standardfehlers unter Berücksichtigung des linkstrunkierten
und rechtszensierten Beobachtungsdesigns. Im Rahmen dessen resultieren aus dem fest
definierten Beobachtungszeitraum zudem zwei Fragestellungen.

Die erste Frage ergibt sich daraus, dass aufgrund des Designs jedes Individuum erst
ab einem gewissen Alter beobachtet werden kann. Das Überleben der Individuen bis
zu diesem Alter wird dabei für die Schätzung des geometrischen Parameters nicht be-
rücksichtigt. Daraus resultiert die Fragestellung, inwiefern das Vergessen der positiven
Ereignisse vor dem Beginn des Beobachtungszeitraums Auswirkungen auf den Schätzer
der Ausfallwahrscheinlichkeit hat.

Die zweite Frage resultiert daraus, dass nicht alle Individuen im selben Jahr ent-
stehen und folglich das Alter zum Beginn des Beobachtungszeitraums nicht für jedes
Individuum gleich ist. Es werden somit nicht für jedes Individuum identisch viele Überle-
bensexperimente gezählt. Im späteren Verlauf der Arbeit wird diesbezüglich untersucht,
wie sich trotz der daraus resultierenden unterschiedlichen Varianzen ein asymptotischer
Standardfehler ableiten lässt.

Die gezählte Anzahl der Jahre seit der Entstehung wird dabei im Rahmen dieser
Arbeit als ’Alter’ bezeichnet. Die Entstehung ist dabei im Überlebenszeitmodell gleich-
bedeutend mit der Geburt, da eine Messung am Individuum vor diesem Ereignis nicht
definiert ist. Auch ist der Ausfall gleichbedeutend mit dem Tod, da nach diesem Ereig-
nis keine Messung am Individuum mehr stattfindet und folglich dessen Registrierung
beendet wird.

Zunächst wird in Kapitel 2.1 der Likelihood-Anteil eines Individuums zur Schätzung
der Ausfallwahrscheinlichkeit hergeleitet, ohne dass Linkstrunkierung und Rechtszensur
berücksichtigt werden. Dieses Modell wird dann sukzessiv in Kapitel 2.2 um die Links-
trunkierung und in Kapitel 2.3 um die Rechtszensur erweitert. Anschließend wird in
Kapitel 3.1 der Likelihood-Anteil eines Individuums unter Berücksichtigung von Links-
trunkierung und Rechtszensur auf eine Stichprobe vom Umfang n ausgeweitet und ein
Punktschätzer für den geometrischen Parameter ermittelt. Die Berechnung der entspre-
chenden Standardfehler erfolgt dann zum einen mithilfe der M-Schätzer-Theorie über
Konsistenz und asymptotische Normalität in Kapitel 3.2 und zum anderen per Martin-
galgrenzwertsatz in Kapitel 3.3. Ergänzend wird noch ein weiterer Ansatz zur Konstruk-
tion eines Punktschätzers der Ausfallwahrscheinlichkeit bei einem doppelt trunkierten
Beobachtungsdesign in Kapitel 4 skizziert.

Eine anschließende konkrete Schätzung der Ausfallwahrscheinlichkeit sowie die Be-
rechnung der Standardfehler findet im Rahmen dieser Arbeit auf der Grundlage des
AFiD-Panels statt. Dieses umfasst deutsche Unternehmen, die in den Jahren 2013 bis
2017 gegründet wurden beziehungsweise entstanden sind. Für diese konnte ein poten-
tieller Ausfall respektive Schließung in den Jahren 2018 und 2019 beobachtet werden.
Das AFiD-Panel, dessen Zugang vom Forschungsdatenzentrum des statistischen Bun-
desamts für unter anderem diese Arbeit zur Verfügung gestellt wurde, wird in Kapitel
5 genauer erläutert.

Ergänzend wird in Kapitel 6 zur Evaluierung der Methoden eine Schätzung des geo-
metrischen Parameters sowie die Berechnung der Standardfehler anhand von am Com-
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1. Einleitung

puter generierten Daten simuliert. Abschließend wird in Kapitel 7 ein Fazit gezogen.

Literaturüberblick
In Bezug auf das Anwendungsgebiet findet sich in der Literatur beispielsweise in Cochran
[1981] eine ältere Referenz zu Statistiken über das Überleben von Unternehmen. Un-
tersuchungen bezüglich der Lebenserwartung neuerer Unternehmen, jedoch ohne retro-
spektive Paneldaten, wurden von Mata und Portugal [1994] für Portugal, von Audretsch
und Mahmood [1995] für die USA, von Pittiglio [2023] für Italien und von Honjo [2000]
beziehungsweise Kato et al. [2022] für Japan durchgeführt. Ein früher retrospektiver
Versuch stammt hingegen von Brüderl et al. [1992], die die Unternehmenslebensdau-
ern von den jeweiligen Gründern erfragt und dabei vermehrt die Gründer von bereits
geschlossenen Unternehmen kontaktiert haben. Auch wurde die Lebenserwartung auf
der Grundlage portugiesischer Daten von Reis und Augusto [2015] untersucht, wohinge-
gen eine Analyse der Demografie deutscher Unternehmen von Rink und Seiwert [2021]
betrieben wurde.

Hinsichtlich methodischer Ähnlichkeiten wurden Ergebnisse zur beidseitigen Trun-
kierung, die auch als doppelte Trunkierung bezeichnet wird, mit der Anwendung auf
Unternehmenslebensdaten von de Uña-Álvarez et al. [2024] für Spanien und von Topar-
kus und Weißbach [2025] für Deutschland veröffentlicht. Die Entwicklung eines Regres-
sionsmodells für rechtstrunkierte und zeitdiskrete Überlebensdaten wurde von Gross
und Huber-Carol [1992] durchgeführt. Die Effekte der linksseitigen Trunkierung auf die
Untersuchung soziologischer Fragestellungen werden beispielsweise in Guo [1993] am
Beispiel von Ehescheidungen in den Vereinigten Staaten diskutiert.

Das in dieser Arbeit entwickelte Modell knüpft an die zeitstetige biometrische Stu-
die im Anhang A von Weißbach et al. [2024] an und kann als zeitdiskrete Version des
Modells, das für die Studie ’Mortality of Diabetics in the County of Fyn’ in Andersen
et al. [1993, Beispiel III.3.6] verwendet wurde, interpretiert werden. Ebenfalls wird das
Phänomen der linksseitigen Trunkierung als typischer Designfehler in Krankheitsmodel-
len angesehen [siehe beispielsweise Putter et al., 2006]. Das Ignorieren der Trunkierung
führt dabei zum so genannten ’immortal time bias’ [siehe beispielsweise Hernán et al.,
2016 sowie Yadav und Lewis, 2021].
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2. Das Modell

2.1. Die Lebensdauer als stochastischer Prozess
Bevor im späteren Verlauf der Arbeit die erwartete Lebensdauer deutscher Unterneh-
men geschätzt wird, erfolgt zunächst eine allgemeine Herleitung des verwendeten ma-
thematischen Modells. Auf der sprachlichen Ebene werden dabei Individuen betrachtet,
die eine Entstehung und einen Ausfall haben. In der späteren Anwendung handelt es
sich bei den Individuen um Unternehmen mit einer Gründung (Entstehung) und einer
Schließung (Ausfall). Die im späteren Verlauf untersuchten Daten beinhalten für die
Unternehmen jeweils das Jahr der Gründung sowie das Jahr der Schließung. Da keine
feinere zeitliche Untergliederung innerhalb der Daten vorliegt, ist es sinnvoll, ein zeit-
diskretes mathematisches Modell zur Untersuchung dieser herzuleiten. Die Zeitspanne
zwischen Entstehung und Ausfall wird dabei allgemein als Lebensdauer bezeichnet und
aufgrund der Datenlage ebenfalls ganzzahlig in Jahren angegeben. Die Bezeichnung
der Epochen als Jahre wird zwar im Rahmen dieser Arbeit beibehalten, jedoch kön-
nen analog auch andere Zeiteinheiten wie Sekunden, Stunden oder Quartale verwendet
werden.

Die Erstellung des Modells selbst erfolgt dabei in drei Schritten. In diesem Kapitel
werden zunächst grundlegende Konzepte vorgestellt und ein Modell ohne Restriktio-
nen bezüglich der Beobachtbarkeit beschrieben. Der Beobachtungszeitraum hat somit
weder ein Anfang noch ein Ende, sodass jedes Individuum inklusive Lebensdauer unab-
hängig vom Jahr des Ausfalls beobachtet werden kann. In den folgenden Abschnitten
wird dieses Modell sukzessiv um einen Beobachtungsbeginn sowie die damit verbundene
linksseitige Trunkierung (Kapitel 2.2) und anschließend um ein Ende des Beobachtungs-
zeitraums sowie die damit einhergehende rechtsseitige Zensur (Kapitel 2.3) ergänzt.

Als Grundgesamtheit dienen dabei alle Individuen, deren Entstehung frühestens im
Jahr a und spätestens im Jahr b erfolgt ist, sodass der Entstehungszeitraum insgesamt
G := |{a, a + 1, . . . , b}| Jahre umfasst. Die gesamte Modellentwicklung wird dabei zu-
nächst für lediglich ein, aus der Grundgesamtheit zufällig entnommenes, Individuum
erfolgen. Ein Übergang zu einer Stichprobe erfolgt zu einem späteren Zeitpunkt für das
vollständige Modell in Kapitel 3.1.

Erfolgt die zufällige Ziehung eines Individuums aus der Grundgesamtheit, so werden
die Elemente der Menge aller möglichen Ergebnisse Ω := {ω1, ω2, . . .} folgendermaßen
definiert:

ω(x−1)G+t+1 := {Individuum hat eine Lebensdauer von x Jahren
und ist im letzten Jahr des Entstehungszeitraums
t Jahre alt}, x ∈ N und t ∈ {0, . . . , G− 1} (2.1)
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2. Das Modell

Diese Darstellung der Elemente der Ergebnismenge hat den Vorteil, dass die Elemen-
te eigentlich von zwei Komponenten abhängen, allerdings nur mithilfe eines Indexes
durchgezählt werden können.

Da die Komponente t auch das Alter des Individuums im Jahr b des Entstehungs-
zeitraums angibt, kann mithilfe der t-Komponente das Entstehungsjahr des Individu-
ums durch b − t ermittelt werden. Außerdem ergibt sich unter der Verwendung der
x-Komponente das Jahr des Ausfalls für ein Individuum durch b− t+ x.

Zur Visualisierung einer beispielhaften Ergebnismenge für einen Entstehungszeit-
raum, der aus G = 5 Jahren besteht, dient Abbildung 2.1.
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Abbildung 2.1.: Zuordnung der Elementarereignisse zu einem Entstehungs- und Aus-
falljahr bei einem 5-jährigen Entstehungszeitraum. Beispielsweise gilt
ω12 = ω(3−1)·5+(1+1), sodass ω12 bedeutet, dass das Individuum im letz-
ten Jahr des Entstehungszeitraums ein Jahr alt war und insgesamt 3
Jahre gelebt hat. Das Individuum ist dann im Jahr b − 1 entstanden
und im Jahr b+ 2 ausgefallen.

Des Weiteren wird die Menge der Ereignisse mithilfe der σ-Algebra F = P(Ω) darge-
stellt. Zusammen mit dem Wahrscheinlichkeitsmaß Pθ, das von einem Parameter θ ∈ Θ
abhängt und in den folgenden Abschnitten weiter spezifiziert wird, ergibt sich der zu-
grundeliegende Wahrscheinlichkeitsraum (Ω,F , Pθ).

Darüber hinaus wird die Lebensdauer eines Individuums in Jahren durch die univa-
riate Zufallsvariable X mit

X : Ω → N : ω(x−1)G+t+1 ↦→ x (2.2)

beschrieben, wobei x allgemein das x-te Jahr bezeichnet und x für die konkrete Reali-
sierung der Zufallsvariablen X steht.

Analog dazu lässt sich das Alter im letzten Jahr b des Entstehungszeitraums mithilfe
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2. Das Modell

der univariaten Zufallsvariablen

T : Ω → N0 : ω(x−1)G+t+1 ↦→ t (2.3)

definieren, wobei t allgemein das Alter t bezeichnet und t für die konkrete Realisierung
der Zufallsvariablen T steht.

Da Pθ jedem ω ∈ Ω eine Wahrscheinlichkeit zuordnet und sich die Elemente der
Ergebnismenge sowohl in der x- als auch in der t-Komponente unterscheiden können,
kann Pθ als das gemeinsame Wahrscheinlichkeitsmaß der Zufallsvariablen X und T
interpretiert werden. Des Weiteren wird angenommen, dass für ein zufällig aus der
Grundgesamtheit entnommenes Individuum das Jahr der Entstehung unabhängig von
der Lebensdauer ist.

Daraus resultiert die stochastische Unabhängigkeit von X und T . Auch wird davon
ausgegangen, dass X von θ abhängt und somit T von θ unabhängig ist. Es folgt:

Pθ(ω) = PX(ω; θ)PT (ω), ∀ω ∈ Ω, θ ∈ Θ (2.4)

Es sei angemerkt, dass die Verteilung von T keinen Einfluss auf die folgende Modell-
entwicklung hat und PT (ω) somit beliebig gewählt werden kann.

Die Lebensdauer selbst wird hingegen als eine Art Rundenspiel formuliert. Das be-
deutet, dass jedes Jahr als eine neue Spielrunde interpretiert wird, in der das Indivi-
duum mit einer bestimmten Wahrscheinlichkeit entweder ausfallen (Erfolg) oder nicht
ausfallen (Misserfolg) kann. Auch wird angenommen, dass sich die Wahrscheinlichkeit,
innerhalb eines Jahres auszufallen, mit den Jahren nicht ändert. Die Zufallsvariable X
aus (2.2) kann somit als die Anzahl der Spielrunden bis zum ersten Erfolg bei konstan-
ter Erfolgswahrscheinlichkeit interpretiert werden und ist folglich geometrisch verteilt
[siehe beispielsweise Johnson et al., 2005, Kapitel 5.2]. Die verwendete Version der geo-
metrischen Verteilung hat somit die Wahrscheinlichkeitsfunktion nach Johnson et al.
[2005, Formel 10.71] und kann folgendermaßen definiert werden.

Definition 1 (Geometrische Verteilung). Sei X eine diskrete Zufallsvariable mit dem
Bild x ∈ N. Dann heißt X geometrisch verteilt mit dem Parameter θ ∈ Θ = [ξ, 1 − ξ]
mit ξ ∈ (0, 1/2) genau dann, wenn die zugehörige Wahrscheinlichkeitsfunktion gegeben
ist durch:

fG(x; θ) := Pθ{X = x} = PX{X = x; θ} =
⎧⎨⎩θ(1 − θ)x−1, falls x = 1, 2, . . .

0, sonst
(2.5)

Die Verteilungsfunktion von X ist entsprechend definiert durch:

FG(x; θ) := Pθ{X ≤ x} = PX{X ≤ x; θ} =
⎧⎨⎩1 − (1 − θ)x, falls x = 1, 2, . . .

0, sonst
(2.6)
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Für den Erwartungswert einer geometrisch verteilten Zufallsvariable gilt:

Eθ{X} = 1
θ

(2.7)

Entsprechend der Definition der geometrischen Verteilung bezeichnet θ die Wahr-
scheinlichkeit dafür, dass das Individuum im Jahr x ausfällt, unter der Voraussetzung,
dass ein Ausfall vorher noch nicht stattgefunden hat:

Pθ{ω(x−1)G+(t+1) : t ∈ {0, . . . , G− 1}}
Pθ{ω(k−1)G+(t+1) : k ≥ x, t ∈ {0, . . . , G− 1}}

=Pθ{X = x}
Pθ{X ≥ x}

= Pθ{X = x}
1 − Pθ{X ≤ x− 1}

= fG(x; θ)
1 − FG(x− 1; θ) = θ(1 − θ)x−1

1 − (1 − (1 − θ)x−1) = θ

Dem gegenüber gibt der Erwartungswert (2.7) die erwartete Lebensdauer des Individu-
ums in Jahren an.

Das wesentliche Ziel dieses Kapitels ist die Konstruktion einer Likelihood-Funktion
zur Schätzung von θ. Diese lässt sich auch direkt aus (2.5) durch das Vertauschen von
Argument und Parameter gewinnen. Allerdings wird im Folgenden eine Herleitung be-
schrieben, die zwar umständlicher ist, jedoch viele Konzepte beinhaltet, die für spätere
Kapitel notwendig sind. Es sei angemerkt, dass zunächst keine Einschränkung der Beob-
achtbarkeit vorliegt und lediglich der Parameter der geometrischen Verteilung, der der
Zufallsvariablen X zugrunde liegt, geschätzt werden soll. Informationen bezüglich des
Entstehungsjahres und somit über die t-Komponente von ω ∈ Ω sind somit zunächst
irrelevant und werden erst in späteren Kapiteln weiter thematisiert.

Zunächst wird die Zufallsvariable N(1) eingeführt. Diese gibt an, ob ein Ausfall des
Individuums bereits im ersten Jahr nach der Entstehung stattgefunden hat oder nicht:

N(1) := 1{X≤1} (2.8)

Die binäre Zufallsgröße N(1) genügt dabei einer Bernoulli-Verteilung mit dem Parame-
ter θ [siehe Johnson et al., 2005, Kapitel 3.1].

Definition 2 (Bernoulli-Verteilung). Sei N(1) eine Zufallsvariable mit dem Bild ν(1) ∈
{0, 1}. Dann heißt N(1) Bernoulli-verteilt mit dem Parameter θ ∈ [ξ, 1 − ξ] mit ξ ∈
(0, 1/2) genau dann, wenn die zugehörige Wahrscheinlichkeitsfunktion gegeben ist durch:

fB(ν(1); θ) = Pθ{N(1) = ν(1)}
⎧⎨⎩θν(1)(1 − θ)1−ν(1) , falls ν(1) ∈ {0, 1}

0 , sonst
(2.9)

Für eine Bernoulli-verteilte Zufallsvariable gilt:

Eθ{N(1)} = θ sowie Varθ{N(1)} = θ(1 − θ) (2.10)

7



2. Das Modell

In der Statistik ist es gängig, die Zerlegung einer Zufallsvariablen N(1) in ein deter-
ministisches Signal Eθ{N(1)} = θ und ein zufälliges Rauschen R vorzunehmen, sodass:

N(1) − Eθ{N(1)} = N(1) − θ = R (2.11)

Es sei angemerkt, dass das Signal Eθ{N(1)}, unabhängig von der zugrundeliegenden
Ergebnismenge Ω, genau einen Wert θ hat.

Die Betrachtung solch einer Zerlegung für lediglich das erste Jahr ist im gegebenen
Kontext allerdings wenig zielführend. Stattdessen sollen im Folgenden alle Zeitpunkte
x ∈ N betrachtet werden können. Dazu wird im ersten Schritt der Wahrscheinlich-
keitsraum (Ω,F , Pθ) mit der Filtration {Fx : x ∈ N0} zu einer stochastischen Basis
(Ω,F , {Fx : x ∈ N0}, Pθ) erweitert. Die Filtrationselemente Fx geben dabei an, welche
Informationen zum jeweiligen Zeitpunkt x zur Verfügung stehen. Dazu sei angemerkt,
dass Informationen bezüglich des Entstehungsjahres derzeit irrelevant sind und folglich
nur Informationen über die Lebensdauer mithilfe von {Fx : x ∈ N0} modelliert werden
sollen. Eine Erweiterung der Filtration um die Entstehungsinformationen erfolgt dann
in Kapitel 2.2.

Da für alle x ∈ N0 gelten muss, dass Fx ⊆ Fx+1, können zwar neue Informationen mit
voranschreitender Zeit hinzugefügt, alte Informationen jedoch nicht wieder vergessen
werden. Somit wird mithilfe einer Filtration eine Art von Gedächtnis simuliert. Die
konkrete Darstellung von Fx basiert für alle x ∈ N0 auf folgenden Überlegungen:

x = 0 : Ein Ausfall des Individuums nach 0 Jahren ist im Rahmen des betrachteten Mo-
dells nicht möglich. Es folgt F0 := σ{∅}.

x = 1 : Nach einem Jahr ist lediglich bekannt, ob das Individuum im ersten Jahr nach
der Entstehung ausgefallen ist oder nicht. Der Ausfall im ersten Jahr wird dabei
mithilfe des Ereignisses X1 := X−1(1) = {ω1, . . . , ωG} beschrieben. Die σ-Algebra
F1, die alle Informationen nach einem Jahr zusammenfasst, ist somit definiert
durch:

F1 := σ{{ω1, . . . , ωG}} = σ{X1}

Im Rahmen von Abbildung 2.1 entspricht X1 der Menge {ω1, . . . , ω5}. Generell
bezeichnet Xx die x-te Spalte, wenn die Elemente aus Ω nach dem Vorbild von
Abbildung 2.1 angeordnet werden.

x = 2 : Nach zwei Jahren ist bekannt, ob ein Ausfall im ersten Jahr, im zweiten Jahr,
oder nach zwei Jahren noch nicht stattgefunden hat. Der Wissenszuwachs besteht
entsprechend in der Information über einen Ausfall im zweiten Jahr, dargestellt
durch das Ereignis X2 := X−1(2) = {ωG+1, . . . , ω2G}. Die resultierende σ-Algebra
kann folglich durch

F2 := σ{{ω1, . . . , ωG}, {ωG+1, . . . , ω2G}} = σ{X1,X2}

beschrieben werden.
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x ∈ N : Allgemein ist im x-ten Jahr bekannt, ob das Individuum innerhalb der ersten
x Jahre nach der Entstehung ausgefallen ist. Im Falle eines solchen Ausfalls ist
ebenso bekannt, in welchem Jahr genau der Ausfall stattgefunden hat. Ein Ausfall
innerhalb des x-ten Jahres lässt sich dabei mithilfe des Ereignisses

Xx := X−1(x) =
{︃
ωι ∈ Ω :

⌈︃
ι

G

⌉︃
= x

}︃
= {ω(x−1)G+1, . . . , ωxG} (2.12)

modellieren. Somit gilt für die Filtrationselemente von {Fx : x ∈ N0}:

F0 = σ{∅}
Fx : = σ{{ω1, . . . , ωG}, . . . , {ω(x−1)G+1, . . . , ωxG}}

= σ{Xk : k ∈ {1, . . . , x}} wenn x ∈ N

Im nächsten Schritt wird unter Zuhilfenahme der Filtration {Fx : x ∈ N0} die univa-
riate Zufallsvariable N(1) (vgl. (2.8)) zu einem stochastischen Prozess N mit N(0) = 0
sowie

N(x) : = 1{X≤x}

=
⎧⎨⎩1, Individuum ist in den ersten x Jahren nach der Entstehung ausgefallen

0, sonst
(2.13)

erweitert. Es sei angemerkt, dass es sich bei dem Prozess N um die zeitdiskrete Version
eines so genannten Zählprozesses handelt. Diese werden, basierend auf der Definition
von Zählprozessen nach Fleming und Harrington [1991, Definition 1.2.6], folgenderma-
ßen definiert:

Definition 3 (Diskreter Zählprozess). Ein stochastischer Prozess N := {N(x) : x ∈
N0} heißt diskreter Zählprozess bezüglich einer Filtration {Fx : x ∈ N0} genau dann,
wenn folgende Eigenschaften erfüllt sind:

(i) Für alle x ∈ N0 ist N(x) messbar bezüglich Fx. Der Prozess N heißt dann Fx-
adaptiert.

(ii) Es gilt N(0) = 0 und N(x) < ∞, fast sicher für alle x ∈ N.

(iii) Es gilt:

∆N(x) := N(x) −N(x− 1) ∈ {0, 1}, ∀x ∈ N

Es sei darauf hingewiesen, dass diskrete Zählprozesse im Rahmen dieser Arbeit als
Zählprozesse bezeichnet werden. Auch sei angemerkt, dass Gleichungen sowie Unglei-
chungen, die Zufallsvariablen beinhalten, immer nur fast sicher gelten. Aus Gründen der
Übersichtlichkeit wird besagter Zusatz im Rahmen dieser Arbeit allerdings weggelassen.
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Mithilfe von Zählprozessen kann eingesehen werden, wie oft bestimmte Ereignisse
innerhalb einer gewissen Zeit eingetreten sind. Im vorliegenden Fall (2.13) lässt sich
durch die Differenz N(x2) − N(x1) mit x1 ∈ N0, x2 ∈ N sowie x1 + 1 ≤ x2 einsehen,
ob der Ausfall des Individuums innerhalb der ersten {x1 + 1, . . . , x2} Jahre nach der
Entstehung eingetreten ist.

Bemerkung 1. Für den Zählprozess N(x) = 1{X≤x} gilt, dass dieser genau dann gleich
eins ist, wenn eines der in (2.12) beschriebenen Ereignisse X1, . . . ,Xx eingetreten ist.
Andererseits gilt, dass Xx genau dann eingetreten ist, wenn N(x) = 1 und N(x −
1) = 0. Somit lässt sich jedem Zählprozessverlauf ein eindeutiges Ereignis zuweisen und
umgekehrt. Für die Filtration {Fx : x ∈ N0} folgt somit:

Fx = σ{X1, . . . ,Xx} = σ{N(k) : 0 ≤ k ≤ x} (2.14)

Für einen Zählprozess N wäre eine zu (2.11) analoge Zerlegung N(x) − Eθ{N(x)}
ebenso möglich. Das Signal Eθ{N(x)} hätte dann genauso viele Werte, wie es mögliche
Zeitpunkte gibt. Allerdings wird sich ein anderer Dekompositionsansatz als hilfreicher
herausstellen. Dafür wird das Signal nicht mehr als der Erwartungswert Eθ{N(x)},
sondern als ein Fx-vorhersagbarer, stochastischer Prozess A := {A(x, θ) : x ∈ N0, θ ∈
Θ} definiert. Intuitiv formuliert heißt ein Prozess vorhersagbar, wenn sein Zustand
im Zeitpunkt x durch die Informationen aus dem Zeitraum {0, . . . , x − 1} eindeutig
determiniert ist. Analog zu Fleming und Harrington [1991, Definitionen 1.4.1 und 1.4.2]
wird dieses Konzept im Folgenden anhand von vorhersagbaren σ-Algebren definiert.

Definition 4 (Vorhersagbarkeit). Sei {Ω,F , {Fx : x ∈ N0}, Pθ} eine stochastische
Basis.

(i) Die σ-Algebra FV auf N0 × Ω, die von allen Mengen der Form

{0} × V, V ∈ F0

sowie

{v1 + 1, . . . , v2} × V, 0 ≤ v1 < v2 < ∞, v1 ∈ N0, v2 ∈ N, V ∈ Fv1

erzeugt wird, heißt vorhersagbare σ-Algebra bezüglich der Filtration {Fx : x ∈
N0}.

(ii) Ein Prozess A heißt vorhersagbar bezüglich einer Filtration {Fx : x ∈ N0}, wenn
er messbar bezüglich FV ist. Dann wird A als Fx-vorhersagbarer Prozess bezeich-
net.

Bemerkung 2. Ein Prozess A ist genau dann FV -messbar und somit Fx-vorhersagbar,
wenn er Fx−1-adaptiert ist.

Wird beispielsweise A(0, θ) = 0 und A(x, θ) = N(x − 1) für alle x ∈ N gewählt, so
ergibt sich durch

N(x) = A(x, θ) + ∆N(x),
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wobei ∆N(x) := N(x) − N(x − 1) gilt, eine mögliche Zerlegung des Prozesses N , da
A(x, θ) offensichtlich Fx−1-messbar ist und somit die Fx-Vorhersagbarkeit von A folgt.
Jedoch ist die Zerlegung eines Zählprozesses in einen Fx-vorhersagbaren Prozess und
einen Rest ohne weitere Bedingungen nicht eindeutig. Um dieses Problem zu lösen, wird
zunächst der Startpunkt A(0, θ) = 0 festgelegt. Des Weiteren sollen auch Anforderungen
an den Rest der Zerlegung gestellt werden. Bei diesem soll es sich um einen im Mittel
fairen stochastischen Prozess M handeln. Diese werden als Martingale bezeichnet und
folgendermaßen definiert [siehe Fleming und Harrington, 1991, Definition 1.2.8]:

Definition 5 (Martingal). Sei M := {M(x) : x ∈ N0} ein stochastischer Prozess.
Dann heißt M ein (Fx, Pθ)-Martingal genau dann, wenn die folgenden Bedingungen
erfüllt sind:

(i) M ist Fx-adaptiert.

(ii) Eθ|M(x)| < ∞, für alle x ∈ N0

(iii) Eθ{M(x+ κ)|Fx} = M(x) für alle x ∈ N0 und κ ∈ N

Bemerkung 3. Wird ein Zählprozess mit der Martingaldefinition abgeglichen, fällt auf,
dass die Eigenschaften (i) und (ii) auch von Zählprozessen erfüllt werden. Lediglich
Eigenschaft (iii) wird durch die Ungleichung Eθ{N(x + κ)|Fx} ≥ N(x) ersetzt. Damit
sind Zählprozesse eine spezielle Variante so genannter Submartingale.

Die Dekomposition eines stochastischen Prozesses in ein Martingal und einen vorher-
sagbaren Prozess kann mithilfe des folgenden Satzes, der Doob-Zerlegung, formalisiert
werden [siehe Doob, 1953, Kapitel 7, Formel 1.5, beziehungsweise Chung, 2001, Theo-
rem 9.3.2]:

Satz 1 (Doob-Zerlegung). Auf der Grundlage einer stochastischen Basis {Ω,F , {Fx :
x ∈ N0}, Pθ} sei N ein Fx-adaptierter Prozess, sodass Eθ|N(x)| < ∞, für alle x ∈ N0
erfüllt ist. Dann existieren ein (Fx, Pθ)-Martingal M und ein Fx-vorhersagbarer Prozess
A mit Eθ{A(x, θ)} < ∞ für alle x, sodass:

N(x) = M(x) + A(x, θ) (2.15)

Diese Zerlegung ist eindeutig, vorausgesetzt es gilt A(0, θ) = 0. Wenn es sich bei N um
ein Submartingal handelt, ist A zusätzlich monoton wachsend.

Der Prozess A wird auch als (Fx, Pθ)-Kompensator von N bezeichnet und folgender-
maßen berechnet:

A(0, θ) = 0

A(x, θ) =
x∑︂

k=1
Eθ{∆N(k)|Fk−1} (2.16)
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Die Beschreibung bedingter Erwartungswerte kann Definition 16 im Appendix, Ka-
pitel A.3.1, entnommen werden. Außerdem ist eine elementare Anwendung der Doob-
Zerlegung inklusive der Funktionsweise von vorhersagbaren σ-Algebren im Appendix,
Kapitel A.1, gegeben.

Die Dekomposition eines Zählprozesses N in einen Kompensator A und ein Martingal
M mithilfe von Satz 1 hat den wesentlichen Vorteil, dass sich alle ∆A(x, θ) als die be-
dingten Wahrscheinlichkeiten der sukzessiven Bernoulli-Experimente ∆N(x), gegeben
der in Fx−1 enthaltenen Informationen, interpretieren lassen:

Pθ{∆N(x) = 1|Fx−1} = Eθ{∆N(x)|Fx−1}
= Eθ{∆M(x)|Fx−1} + Eθ{∆A(x, θ)|Fx−1}
= Eθ{∆A(x, θ)|Fx−1}
= ∆A(x, θ)

Dies hat zur Folge, dass sich die Likelihood-Funktion zur Schätzung des geometrischen
Parameters θ mithilfe der Prozesse ∆N und ∆A darstellen lässt. Das folgenden Lemma
liefert das entsprechende Resultat.
Lemma 1. Der Beitrag zur Likelihood-Funktion eines Individuums mit der Lebensdauer
X, das bis zu einem beliebigen, aber festen Zeitpunkt χ ∈ N beobachtet wird, ist gegeben
durch:

L(θ) =
χ∏︂

x=1

{︂
(1 − ∆A(x, θ))1−∆N(x)(∆A(x, θ))∆N(x)

}︂
(2.17)

Dabei gilt ∆A(x, θ) = Eθ{∆N(x)|Fx−1} = Pθ{∆N(x) = 1|Fx−1}.
Bemerkung 4. Die Darstellung des Likelihood-Beitrags (2.17) lässt sich als diskrete
Version der so genannten Formel von Jacod [siehe Andersen et al., 1993, Kapitel II.7.1]
interpretieren.
Beweis Lemma 1. Zunächst wird, basierend auf dem bis χ beobachteten Zählprozess
N , der Vektor

(∆N(1),∆N(2) . . . ,∆N(χ))′ (2.18)

mit der zugehörigen Wahrscheinlichkeitsfunktion f∆N aufgestellt, wobei ∆N(x) = N(x)−
N(x− 1) für alle x ∈ {1, . . . , χ} gilt. Die Likelihood-Funktion (2.17) ist dann zunächst
definiert als:

L(θ) = f∆N(∆N) = f∆N(1),...,∆N(χ)
(︂
∆N(1), . . . ,∆N(χ)

)︂
Die Zufallsvariablen ∆N(x) mit

∆N(x) = 1{X=x} (2.19)

sind dabei Bernoulli-verteilt (vgl. Definition 2), jedoch nicht unabhängig voneinander.
Da ein Individuum nämlich nur ein Mal ausfallen kann, folgt aus ∆N(x) = 1 direkt,
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dass ∆N(k) = 0 für alle k ∈ {x + 1, . . . , χ}. Wird diese longitudinale Abhängigkeit
innerhalb des Vektors (2.18) berücksichtigt, ergibt sich folgende weitere Darstellung
der Likelihood-Funktion:

L(θ) =f∆N(χ)|∆N(χ−1),...,∆N(1)
(︂
∆N(χ)

⃓⃓⃓
∆N(χ− 1), . . . ,∆N(1)

)︂
·f∆N(χ−1)|∆N(χ−2),...,∆N(1)

(︂
∆N(χ− 1)

⃓⃓⃓
∆N(χ− 2), . . . ,∆N(1)

)︂
· . . . · f∆N(1)

(︂
∆N(1)

)︂
(2.20)

Im nächsten Schritt wird ein Faktor von (2.20) für einen beliebigen Zeitpunkt x ∈
{1, . . . , χ} betrachtet. Dazu sei angemerkt, dass es sich bei den Informationen über
∆N(x− 1), . . . ,∆N(1) genau um die Informationen handelt, die in der σ-Algebra Fx−1
enthalten sind. Mithilfe der Konvention 00 = 1 folgt:

f∆N(x)|∆N(x−1),...,∆N(1)
(︂
∆N(x)

⃓⃓⃓
∆N(x− 1), . . . ,∆N(1)

)︂
=Pθ{∆N(x) = 1|Fx−1}∆N(x) · Pθ{∆N(x) = 0|Fx−1}1−∆N(x)

=Pθ{∆N(x) = 1|Fx−1}∆N(x) ·
(︂
1 − Pθ{∆N(x) = 1|Fx−1}1−∆N(x)

)︂
Des Weiteren folgt aus der Eigenschaft (A.9) von bedingten Erwartungswerten sowie
aus ∆N(x) = 1{∆N(x)=1}:

f∆N(x)|∆N(x−1),...,∆N(1)
(︂
∆N(x)

⃓⃓⃓
∆N(x− 1), . . . ,∆N(1)

)︂
=
(︂
E{1{∆N(x)=1}|Fx−1}

)︂∆N(x)(︂
1 − E{1{∆N(x)=1}|Fx−1}

)︂1−∆N(x)

=
(︂
E{∆N(x)|Fx−1}

)︂∆N(x)(︂
1 − E{∆N(x)|Fx−1}

)︂1−∆N(x)

Unter der Verwendung von (2.16) folgt weiter:

f∆N(x)|∆N(x−1),...,∆N(1)
(︂
∆N(x)

⃓⃓⃓
∆N(x− 1), . . . ,∆N(1)

)︂
=∆A(x, θ)∆N(x)

(︂
1 − ∆A(x, θ)

)︂1−∆N(x)
(2.21)

Abschließend folgt durch Einsetzen von (2.21) in (2.20):

L(θ) =
χ∏︂

x=1

{︂
(1 − ∆A(x, θ))1−∆N(x)(∆A(x, θ))∆N(x)

}︂

Wird θ als der Parameter der geometrischen Verteilung interpretiert, lässt sich die
Darstellung (2.17) weiter vereinfachen. Dazu liefert das folgende Lemma eine alternative
Darstellung für die Kompensatordifferenz ∆A.

Lemma 2. Sei X eine mit dem Parameter θ geometrisch verteilte Zufallsvariable und
N = 1{X≤x} ein Zählprozess, der bezüglich der Filtration {Fx : x ∈ N0} mit Fx =
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σ{X1, . . . ,Xx} = σ{{ω1, . . . , ωG}, . . . , {ω(x−1)G+1, . . . , ωxG}} adaptiert ist. Dann gilt:

∆A(x, θ) = Eθ{∆N(x)|Fx−1} = θY (x− 1) (2.22)

Der Prozess Y wird als der Unter-Risiko-Prozess bezeichnet. Dabei gibt Y (x) an, ob
das Individuum zum Zeitpunkt x noch lebt, somit in der Zukunft von x noch ausfallen
kann, und folglich unter Risiko steht, oder nicht [siehe Fleming und Harrington, 1991,
Beispiel 1.4.2]:

Y (x) := 1{X−1≥x} =
⎧⎨⎩1, Individuum kann in der Zukunft von x noch ausfallen

0, sonst
(2.23)

Bemerkung 5. Da aus den Definitionen von N (vgl. 2.13) und Y (vgl. 2.23) folgt,
dass

N(x) = 1 ⇔ Y (x) = 0

sowie

N(x) = 0 ⇔ Y (x) = 1

gelten, ergibt sich folgende alternative Darstellung der Filtrationselemente von {Fx :
x ∈ N0}:

Fx = σ{Y (k) : 0 ≤ k ≤ x}

Somit ist auch Y ein Fx-adaptierte Prozess.

Beweis Lemma 2. Nach Definition 16 (vgl. Appendix, Kapitel A.3.1) ist θY (x − 1)
genau dann der bedingte Erwartungswert von ∆N(x) bezüglich (Fx−1, Pθ), wenn die
folgenden Bedingungen erfüllt sind:

(i) θY (x− 1) ist messbar bezüglich Fx−1

(ii) Für alle F ∈ Fx−1 gilt: ∫︂
F

∆N(x)dPθ =
∫︂
F
θY (x− 1)dPθ

Um Bedingung (i) zu überprüfen, sei zunächst angemerkt, das θ deterministisch ist.
Auch ist Y nach Bemerkung 5 ein Fx-adaptierter Prozess. Es folgt die Messbarkeit von
Y (x− 1) bezüglich Fx−1 und somit Bedingung (i).

Für den Nachweis von Bedingung (ii) folgt zunächst die Integrierbarkeit von Zähl-
und Unter-Risiko-Prozess aus der Beschränktheit |N(x)| ≤ 1 beziehungsweise |Y (x)| ≤
1 für alle x ∈ N0
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Aufgrund der Additivität der Integration genügt es normalerweise Bedingung (ii) nur
für die erzeugenden Elemente nachzuweisen. Die σ-Algebra Fx−1 wird dabei von den
Ereignissen X1, . . . ,Xx−1 erzeugt, wobei gilt, dass:

X(ω) ≤ x− 1, ∀ω ∈
⋃︂

1≤k≤x−1
Xk

Dem folgend, ergibt sich für alle erzeugenden Ereignisse Xk, k ∈ {1, . . . , x − 1}, dass
N(x− 1) = 1 sowie N(x) = 1 und somit:∫︂

Xk

∆N(x)dPθ =
∫︂
Xk

N(x) −N(x− 1)dPθ =
∫︂
Xk

1 − 1dPθ =
∫︂
Xk

0dPθ = 0

Auch gilt für alle ω ∈ ⋃︁
1≤k≤x−1 Xk, dass Y (x− 1) = 0 und somit auch:∫︂

Xk

θY (x− 1)dPθ =
∫︂
Xk

0dPθ = 0

Da für jedes erzeugende Element gilt, dass∫︂
F

∆N(x)dPθ =
∫︂
Xk

θY (x− 1)dPθ = 0,

, könnte anstelle von θ jede beliebige Konstante gewählt werden, ohne Bedingung (ii) zu
verletzen. Folglich ist der Beweis an dieser Stelle noch nicht abgeschlossen. Ergänzend
wird ein beliebiges Komplement Ω \ Xx̃ mit x̃ ∈ {1, . . . , x − 1} betrachtet. Für ein
Element ω ∈ Ω \ Xx̃ gilt:

∆N(x)(ω) = 1 ⇔ ω ∈ Xx

Somit ergibt sich für ein beliebiges Komplement Ω \ Xx̃:∫︂
Ω\Xx̃

∆N(x)dPθ =
∫︂
Xx

dPθ = Pθ(Xx) = θ(1 − θ)x−1

Außerdem gilt für ω ∈ Ω \ Xx̃:

Y (x− 1)(ω) = 1 ⇔ ω ∈ Ω \
{︃ ⋃︂

1≤k≤x−1
Xk

}︃

Mithilfe von

Pθ

{︃
Ω \

{︂ ⋃︂
1≤k≤x−1

Xk

}︂}︃
= 1 − Pθ

{︃{︂ ⋃︂
1≤k≤x−1

Xk

}︂}︃
= 1 − FG(x− 1; θ)

= 1 − (1 − (1 − θ)x−1) = (1 − θ)1−x

15
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folgt weiter: ∫︂
Ω\Xk

θY (x− 1)dPθ = θ
∫︂

Ω\{
⋃︁

1≤k≤x−1 Xk}
dPθ

= θPθ

{︃
Ω \

{︂ ⋃︂
1≤k≤x−1

Xk

}︂}︃
= θ(1 − θ)x−1

Bedingung (ii) ist damit auch erfüllt. Es folgt die Behauptung

∆A(x, θ) = θY (x− 1), ∀x ∈ N

Unter der Verwendung von Lemma 2 und Gleichung (2.16) folgt die alternative Dar-
stellung des Kompensators:

A(x, θ) = θ
x∑︂

k=1
Y (k − 1) (2.24)

Im letzten Schritt wird, basierend auf der allgemeinen Likelihood-Funktion (2.17), eine
Likelihood-Funktion zur Schätzung des geometrischen Parameters θ aufgestellt. Dazu
sei angemerkt, dass ∆N(x) = 1{X=x} gilt (vgl. 2.19). Außerdem ist die Kompensator-
differenz ∆A für eine geometrisch verteilte Lebensdauer nach Lemma 2 gegeben durch:

∆A(x, θ) = θY (x− 1) = θ1{X≥x} (2.25)

Einsetzen von (2.19) und (2.25) in (2.17) liefert abschließend die Likelihood-Funktion
zur Schätzung des Parameters der geometrischen Verteilung θ:

L(θ) =
χ∏︂

x=1

{︂
(1 − 1{X≥x}θ)1−1{X=x}(1{X≥x}θ)1{X=x}

}︂

=
[︃min(X−1,χ)∏︂

x=1
(1 − θ)1θ0

]︃
·
[︃
(1 − θ)0θ1

]︃1{X≤χ}

= θ1{X≤χ}(1 − θ)min(X−1,χ) (2.26)

Die Likelihood-Funktion (2.26) basiert dabei auf der Annahme, dass für ein zufällig
aus der Grundgesamtheit gezogenes Individuum die Lebensdauer in jedem Fall beob-
achtet werden kann. Diese Annahme ist in der Praxis allerdings nicht haltbar. Ent-
sprechend wird das Modell in den folgenden Kapiteln um Restriktionen bezüglich der
Beobachtbarkeit, namentlich die linksseitige Trunkierung sowie die rechtsseitige Zen-
sur, erweitert und die Likelihood-Funktion zur Schätzung der Ausfallwahrscheinlichkeit
θ entsprechend angepasst. Dazu wird zunächst in Kapitel 2.2 eine bedingte Likelihood-
Funktion zur Schätzung von θ unter Berücksichtigung der linksseitigen Trunkierung
hergeleitet.
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2.2. Linkstrunkierung
Soll die Wahrscheinlichkeit für einen Ausfall innerhalb eines Jahres und, damit einher-
gehend, die erwartete Lebensdauer von Individuen untersucht werden, geschieht dies
mithilfe von Daten, die oft im Rahmen einer Studie erhoben werden. Dabei gibt es in
der Regel einen Zeitpunkt, an dem diese Studie beginnt. Auch wenn sich in der Regel
ebenso ein Zeitpunkt für das Studienende definieren lässt, basiert das in diesem Kapitel
entwickelte Modell auf der Annahme, dass die Studie ab dem Zeitpunkt des Beginns
unbegrenzt andauert. Eine Ergänzung des Modells um ein Studienende und die damit
einhergehende Rechtszensur der Historie erfolgt dann in Kapitel 2.3.

Es wird davon ausgegangen, dass die Studie ein Jahr nach dem Ende des Ent-
stehungszeitraums beginnt. Umfasst der Entstehungszeitraum allgemein die G Jahre
{a, a+ 1, . . . , b}, so beginnt die Studie im Jahr b+ 1 (vgl. Abbildung 2.2). Folglich wird
angenommen, dass die Grundgesamtheit nur Individuen umfasst, deren Entstehung zum
Zeitpunkt des Studienbeginns höchstens G Jahre zurückliegt. Da ab dem Studienbeginn
im Jahr b+1 der Ausfall eines Individuums beobachtet werden kann, wird der Zeitraum
der Studie {b+ 1, b+ 2, . . .} auch als Beobachtungszeitraum bezeichnet.

Wird jedoch ein in der Grundgesamtheit enthaltendes Individuum, das vor dem Be-
ginn der Studie ausfällt, zufällig gezogen, werden keine Informationen bezüglich der
Lebensdauer beobachtet und nicht einmal die Existenz des Individuums zur Kenntnis
genommen.

Dieses als linksseitige Trunkierung beziehungsweise Linkstrunkierung bezeichnete
Phänomen soll im nächsten Schritt bei der Schätzung der Ausfallwahrscheinlichkeit
θ berücksichtigt werden.

Folglich gibt es zunächst zwei verschiedene Szenarien, nämlich den Ausfall vor und
den Ausfall während der Studie, deren Illustrierung sich beispielhaft für G = 5 der
Abbildung 2.2 entnehmen lässt.

Das Ziel dieses Kapitels ist die Herleitung des Anteils eines Individuums zu einer
bedingten Likelihood-Funktion, mithilfe derer der geometrische Parameter θ, unter
Berücksichtigung der Linkstrunkierung, geschätzt werden kann. Dazu muss im ersten
Schritt der zugrundeliegende Wahrscheinlichkeitsraum diskutiert werden.

Die linksseitige Trunkierung kann nämlich auf zwei verschiedene Arten erfolgen, die in
Toparkus und Weißbach [2025, Abbildung 2] visualisiert werden. Dabei besteht die eine
Variante darin, erst aus der Grundgesamtheit alle Individuen, die vor dem Studienbe-
ginn ausfallen, zu entfernen und anschließend ein Individuum aus der linkstrunkierten
Teilgesamtheit zu ziehen. Dieser Ansatz wird jedoch im Rahmen dieser Arbeit nicht
weiter verfolgt.

Stattdessen wird ein Individuum direkt aus der Grundgesamtheit gezogen und erst
dann die Fallunterscheidung getroffen, ob dieses Individuum beobachtet werden kann
oder nicht. Folglich beschreibt die Ziehung eines Individuums aus der Grundgesamt-
heit dasselbe Zufallsexperiment wie im vorherigen Kapitel 2.1, sodass erneut der Wahr-
scheinlichkeitsraum (Ω,F , Pθ) als Grundlage verwendet werden kann. Die Elemente der
Ergebnismenge Ω = {ω1, ω2, . . .} sind dabei bereits in (2.1) definiert worden. Ebenso
ändern sich F = P(Ω) sowie das Wahrscheinlichkeitsmaß Pθ (vgl. (2.4) und Definition
1) im Vergleich zum Modell ohne Restriktionen bezüglich der Beobachtbarkeit nicht.
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✲ Zeit
a b b+1 b+2

❞ ❞ x

❞ ❞ ❞ ❞ ❞ t⏞ ⏟⏟ ⏞
Alter−ein−Jahr−vor−Studienbeginn T⏞ ⏟⏟ ⏞

Lebensdauer X

⏞ ⏟⏟ ⏞
Entstehungszeitraum

⏞ ⏟⏟ ⏞
Beobachtungszeitraum

Abbildung 2.2.: Mögliche Pfade hinsichtlich der Beobachtbarkeit für einen Entstehungs-
zeitraum der Länge G = |{a, . . . , b}| = 5; die vertikale Linie zum
Zeitpunkt b + 1 markiert den Beginn der Studie; (i) Der obere Pfad
beschreibt ein Individuum, das in a entsteht und nach zwei Jahren,
also vor dem Studienbeginn, ausfällt. Weder das Ausfallalter noch das
Individuum selbst werden beobachtet. (ii) Der untere Pfad beschreibt
ein Individuum, dass in a + 1 entstanden und in b + 2, also nach dem
Studienbeginn, ausgefallen ist. Das Ausfallalter wird beobachtet.

Zusätzlich sind auf dem Wahrscheinlichkeitsraum (Ω,F , Pθ) die Zufallsvariable X,
die die Lebensdauer eines Individuums beschreibt (vgl. (2.2)), sowie die Zufallsvariable
T , die das Alter des Individuums im letzten Jahr des Entstehungszeitraums angibt (vgl.
(2.3)), definiert. Es sei angemerkt, dass T ebenso als das Alter ein Jahr vor dem Beginn
des Beobachtungszeitraums interpretiert werden kann.

Wie sich Abbildung 2.2 entnehmen lässt, kann der Ausfall eines Individuums genau
dann beobachtet werden, wenn dieser ein Jahr vor dem Beginn des Beobachtungszeit-
raums noch nicht stattgefunden hat. Somit ist die Beobachtbarkeit des Individuums
und folglich dessen Ausfallalter lediglich für das Ereignis

˜︁T := {T + 1 ≤ X} (2.27)

gewährleistet.
Welche Elemente der Ergebnismenge ω ∈ Ω mit der Beobachtbarkeit des Individuums

einhergehen, kann für G = 5 beispielhaft Abbildung 2.3 entnommen werden.
Bei der Herleitung einer bedingten Likelihood-Funktion zur Schätzung des geome-

trischen Parameters θ unter Berücksichtigung der linksseitigen Trunkierung wird im
Folgenden der Ansatz verfolgt, dass diese sich, analog zu (2.17), erneut mithilfe eines
Zählprozesses und des zugehörigen Kompensators bezüglich einer Filtration darstellen
lässt. Zunächst wird zu diesem Zweck, basierend auf Andersen et al. [1988, Kapitel 4]
eine geeignete Filtration konstruiert.
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Abbildung 2.3.: Zuordnung der Elementarereignisse zu einem Entstehungs- und Ausfall-
jahr bei einem 5 jährigen Entstehungszeitraum inklusive Visualisierung
der Beobachtbarkeit: Für alle ω unterhalb der Linie ist das Individuum
inklusive dessen Ausfall beobachtbar, alle ω oberhalb der Linie reprä-
sentieren ein nicht beobachtbares Individuum. Beispielsweise ist im Fall
ω6 = ω(2−1)5+(0+1) das Ereignis {T + 1 ≤ X} eingetreten und somit die
Beobachtbarkeit gegeben, da X = 2 und T = 0. Im Gegensatz dazu
ist beispielsweise ω3 = ω(1−1)5+(2+1) mit X = 1 und T = 2 verbunden.
Das Individuum fällt somit nach einem Jahr aus, tritt aber erst nach
T + 1 = 3 Jahren in die Studie ein und wird folglich nicht beobachtet.

2.2.1. Die latente Filtration
Um die Linkstrunkierung berücksichtigen zu können, sollte eine geeignete Filtration
neben den Informationen bezüglich der Lebensdauer X auch Informationen hinsichtlich
des Entstehungsjahres und somit über T beinhalten. Ebenso sollte die Frage, ob ein
Individuum beobachtbar ist oder nicht, zu jedem Zeitpunkt beantwortet werden können.
Das Ereignis ˜︁T (vgl. (2.27)) sollte folglich in jedem Element der Filtration enthalten
sein.

Als Ausgangslage wird die in (2.14) beschriebene Filtration {Fx : x ∈ N0} verwen-
det. Diese enthält allerdings lediglich Informationen hinsichtlich der Lebensdauer eines
Individuums und ist somit für weitere Betrachtungen zu grob. Im Folgenden wird da-
her eine Erweiterung von {Fx : x ∈ N0} um Informationen über das in T codierte
Entstehungsjahr und ˜︁T konstruiert.

Zunächst wird eine neue Filtration {Gx : x ∈ N0} eingeführt, deren Elemente Gx

zusätzlich zu den Informationen über die Lebensdauer, die in Fx enthalten sind, auch
Informationen bezüglich des Entstehungsjahres und somit über T beinhalten. Eine zu-
sätzliche Erweiterung um die Messbarkeit von ˜︁T erfolgt an einer späteren Stelle.

Analog zum, der Lebensdauer X zugeordneten, Zählprozess N (vgl. (2.13)) sei dazu
{1{T ≤t} : t ∈ {0, . . . , G − 1}} der entsprechende Zählprozess für T . Zunächst wird
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angenommen, dass für ein Individuum zu jedem Zeitpunkt x ∈ N0 das Entstehungsjahr
und somit der Wert von 1{T ≤t} für alle t ∈ {0, . . . , G− 1} bekannt sein soll. Es folgt:

Gx = Fx ∨ σ{1{T ≤t} : t ∈ {0, . . . , G− 1}}
= σ

{︂
N(k),1{T ≤t} : k ∈ {0, . . . , x}, t ∈ {0, . . . , G− 1}

}︂
(2.28)

Dabei bedeutet das Symbol ’∨’, angewendet auf zwei σ-Algebren Fx und σ{1{T ≤t} :
t ∈ {0, . . . , G − 1}}, dass die Verknüpfung Gx sowohl von allen Mengen des Erzeugen-
densystems von Fx als auch von allen Mengen des Erzeugendensystems von σ{1{T ≤t} :
t ∈ {0, . . . , G− 1}} erzeugt wird [siehe Chung, 2001, Seite 20].

Des Weiteren sei

Tt := T−1(t) = {ωι ∈ Ω : (ι mod G = t+ 1)} mit t ∈ {0, . . . , G− 1} (2.29)

die Menge aller Ereignisse, in denen das Individuum ein Jahr vor Studienbeginn t Jahre
alt ist. Für den Fall G = 5 (vgl. Abbildung 2.3) gilt beispielsweise T0 = {ω1, ω6, ω11, . . .}
oder T1 = {ω2, ω7, ω12, . . .}. Allgemein beschreibt Tt für eine Anordnung der Elemente
des Ergebnisraums nach dem Vorbild von Abbildungn 2.3 die t-te Reihe.

Außerdem sei angemerkt, dass einerseits Tt mit t ∈ {0, . . . , G − 1} genau dann ein-
getreten ist, wenn 1{T ≤t} = 1 und 1{T ≤(t−1)} = 0. Andererseits gilt 1{T ≤t} = 1 genau
dann, wenn eines der Ereignisse T0, . . . ,Tt eingetreten ist. Jeder Verlauf des Prozesses
{1{T ≤t} : t ∈ {0, . . . , G−1}} kann somit eindeutig mithilfe der Mengen T0, . . . ,Tt darge-
stellt werden und umgekehrt. Zusammen mit (2.14) sowie (2.28) resultiert die folgende,
alternative Darstellung von Gx:

Gx = Fx ∨ σ{1{T ≤t}, t ∈ {0, . . . , G− 1}}
= σ{X1, . . . ,Xx} ∨ σ{Tt, t ∈ {0, . . . , G− 1}} (2.30)

Des Weiteren sei G0 := σ{Tt, t ∈ {0, . . . , G− 1}}, sodass

Gx = Fx ∨ G0 (2.31)

folgt.

Satz 2. Der Zählprozess N , der in (2.13) definiert wurde, hat auch bezüglich {Gx : x ∈
N0} und Pθ den Kompensator A (vgl. (2.24)).

Beweis. Zunächst folgt aus der Fx-Vorhersagbarkeit von A und der Teilmengenbezie-
hung Fx ⊂ Gx, dass A auch bezüglich {Gx : x ∈ N0} ein vorhersagbarer Prozess ist.
Da N außerdem adaptiert bezüglich {Gx : x ∈ N0} ist und alle weiteren Eigenschaften
eines Zählprozesses erfüllt (vgl. Definition 3), ist N auch ein Gx-Zählprozess.

Es bleibt zu zeigen, dass es sich bei M = N − A um ein (Gx, Pθ)-Martingal handelt.
Da M adaptiert bezüglich {Fx : x ∈ N0} ist, ist M auch Gx-adaptiert. Um die Inte-

grierbarkeit von M zu zeigen, gilt zunächst mithilfe der Darstellung des Kompensators
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(2.24):

Eθ|M(x)| = Eθ|N(x) − A(x, θ)| ≤ Eθ|N(x)| + θEθ

⃓⃓⃓ x∑︂
k=1

Y (k − 1)
⃓⃓⃓

Unter der Verwendung von Eθ|N(x)| ≤ 1 sowie Y (k − 1) ∈ {0, 1} für k ∈ N gilt weiter:

Eθ|M(x)| ≤ 1 + θ
x∑︂

k=1
Eθ|Y (k − 1)| = 1 + θ

x∑︂
k=1

Eθ{Y (k − 1)}

Des Weiteren ergibt sich für Eθ{Y (k − 1)}:

Eθ{Y (k − 1)} = Eθ{1{X≥k}} = Pθ{X ≥ k} = 1 − FG(k − 1; θ) = (1 − θ)k−1

Abschließend folgt:

Eθ|M(x)| ≤ 1 +
x∑︂

k=1
θ(1 − θ)k−1 = 1 + FG(x; θ) ≤ 2 < ∞, ∀x ∈ N0

Zum Nachweis der Martingaleigenschaft Eθ{M(x + κ)|Gx} = M(x) für x ∈ N0 und
κ ∈ N wird stellvertretend

Eθ{M(x)|Gx−1} = M(x− 1), ∀x ∈ N

nachgewiesen, da dann aufgrund der Turmregel (vgl. Satz 13, (ii))

Eθ{M(x+ κ)|Gx} = Eθ

{︃
Eθ

{︂
. . .Eθ{M(x+ κ)|Gx+κ−1} . . .

⃓⃓⃓
Gx+1

}︂
Gx

}︃
= M(x)

folgt und der Beweis damit abgeschlossen ist.
Zunächst gilt:

Eθ{M(x)|Gx−1} = M(x− 1)
⇔Eθ{∆M(x)|Gx−1} = 0
⇔Eθ{∆N(x) − ∆A(x, θ)|Gx−1} = 0
⇔Eθ{∆N(x)|Gx−1} = Eθ{∆A(x, θ)|Gx−1}
⇔Eθ{∆N(x)|Gx−1} = θY (x− 1) (2.32)

Somit bleibt zu zeigen, dass θY (x−1) der bedingte Erwartungswert von ∆N bezüglich
Gx−1 und Pθ ist. Dies ist genau dann der Fall, wenn die folgenden Bedingungen erfüllt
sind (vgl. Definition 16):

(i) θY (x− 1) ist messbar bezüglich Gx−1

(ii) Für alle G ∈ Gx−1 gilt: ∫︂
G

∆N(x)dPθ =
∫︂
G
θY (x− 1)dPθ
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Eigenschaft (i) folgt dabei direkt aus der Messbarkeit von θY (x− 1) bezüglich Fx−1.
Für den Nachweis von Bedingung (ii) folgt zunächst die Integrierbarkeit von Zähl-

und Unter-Risiko-Prozess aus der Beschränktheit |N(x)| ≤ 1 beziehungsweise |Y (x)| ≤
1 für alle x ∈ N0

Aufgrund der Additivität der Integration genügt es, Bedingung (ii) nur für die er-
zeugenden Elemente, die nicht auf die 0 abgebildet werden, nachzuweisen. Dabei wird
Gx−1 von den Elementen X1, . . . ,Xx−1 sowie Tt mit t ∈ {0, . . . , G− 1} erzeugt. Für alle
Xk mit k ∈ {1, . . . , x−1} respektive deren Komplemente wurde Eigenschaft (ii) bereits
im Beweis von Lemma 2 nachgewiesen. Es bleibt somit∫︂

Tt

N(x) −N(x− 1)dPθ =
∫︂
Tt

θY (x− 1)dPθ, ∀t ∈ {0, . . . , G− 1} (2.33)

zu zeigen.
Für die linke Seite von (2.33) gilt wegen

PT (ω(k−1)G+t+1) = PT (ω(x−1)G+t+1)

für alle k ∈ N und unter Zuhilfenahme der Unabhängigkeit von Lebensdauer und Ent-
stehungsjahr (vgl. (2.4)) sowie der Wahrscheinlichkeitsfunktion der Lebensdauern (2.5):∫︂

Tt

∆N(x)dPθ =
∑︂

ω∈Tt

∆N(x)(ω)Pθ(ω)

=
∞∑︂

k=1
∆N(x)(ω(k−1)G+t+1)PX(ω(k−1)G+t+1)PT (ω(k−1)G+t+1)

=PT (ω(x−1)G+t+1)
∞∑︂

k=1
∆N(x)(ω(k−1)G+t+1)θ(1 − θ)k−1 (2.34)

Für alle k ≤ x− 1 ist dabei:

∆N(x)(ω(k−1)G+t+1) = N(x)(ω(k−1)G+t+1) −N(x− 1)(ω(k−1)G+t+1) = 1 − 1 = 0

Des Weiteren ist für alle k ≥ x+ 1 ebenfalls:

∆N(x)(ω(k−1)G+t+1) = N(x)(ω(k−1)G+t+1) −N(x− 1)(ω(k−1)G+t+1) = 0 − 0 = 0

Lediglich für den Fall k = x ist:

∆N(x)(ω(k−1)G+t+1) = N(x)(ω(k−1)G+t+1) −N(x− 1)(ω(k−1)G+t+1) = 1 − 0 = 1

Somit ergibt sich für (2.34):∫︂
Tt

∆N(x)dPθ = PT (ω(x−1)G+t+1)θ(1 − θ)x−1

= PT (ω(x−1)G+t+1)PX(ω(x−1)G+t+1) = Pθ(ω(x−1)G+t+1)

Für die rechte Seite von (2.33) ergibt sich aufgrund der Unabhängigkeit von Lebens-
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dauer und Entstehungsjahr:∫︂
Tt

θY (x− 1)dPθ =
∑︂

ω∈Tt

θY (x− 1)(ω)Pθ(ω)

= PT (ω(x−1)G+t+1)θ
∞∑︂

k=1
Y (x− 1)(ω(k−1)G+t+1)θ(1 − θ)k−1 (2.35)

Dabei gilt

Y (x− 1)(ω(k−1)G+t+1) =
⎧⎨⎩0, wenn k ≤ x− 1

1, wenn k ≥ x
(2.36)

Abschließend liefert Einsetzen von (2.36) in (2.35):
∫︂
Tt

θY (x− 1)dPθ = PT (ω(x−1)G+t+1)θ
∞∑︂

k=x

θ(1 − θ)k−1

= PT (ω(x−1)G+t+1)θ
(︂
1 − FG(x− 1; θ)

)︂
= PT (ω(x−1)G+t+1)θ(1 − θ)x−1 = Pθ(ω(x−1)G+t+1)

Damit ist (2.33) erfüllt und der Beweis abgeschlossen.

Bemerkung 6. Die Elemente der Filtration {Gx : x ∈ N0} lassen sich alternativ durch

Gx = σ{ω1, . . . , ωGx} ∨ G0

darstellen.
Zum Nachweis der Gleichheit genügt es zu zeigen, dass alle Elemente des Erzeu-

gendensystems von Gx in σ{ω1, . . . , ωGx} ∨ G0 enthalten sind und umgekehrt. Die Er-
eignisse Tt mit t ∈ {0, . . . , G − 1} sind per Definition in G0 und somit in Gx sowie
σ{ω1, . . . , ωGx} ∨ G0 enthalten.

Für den Nachweis von Gx ⊆ σ{ω1, . . . , ωGx} ∨ G0 sei angemerkt, dass σ-Algebren
stabil bezüglich abzählbaren Vereinigungen sind und die erzeugenden Mengen Xk mit
k ∈ {1, . . . , x} von Gx darstellbar sind als:

Xk =
⋃︂

Gk−(G−1)≤ι≤Gk

{ωι}

Es folgt für alle k ∈ {1, . . . , x}, dass Xk ∈ σ{ω1, . . . , ωGx} und somit auch Gx ⊆
σ{ω1, . . . , ωGx} ∨ G0.

Abschließend muss somit noch ωι ∈ Gx für alle ι ∈ {1, . . . , Gx} nachgewiesen werden.
Dazu sei angemerkt, dass sich jede natürliche Zahl ι ∈ {1, . . . , Gx} eindeutig schreiben
lässt als ι = (k − 1)G + t + 1 mit k ∈ {1, . . . , x} und t ∈ {0, . . . , G − 1}. Da eine σ-
Algebra durchschnittsstabil ist, gilt für alle Mengen Xk ∈ Gx und Tt ∈ Gx, dass ebenso
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Xk ∩ Tt ∈ Gx gelten muss. Mit (2.12) und (2.29) folgt:

Xk ∩ Tt =
{︃
ωι :

⌈︃
ι

G

⌉︃
= k

}︃
∩ {ωι : (l mod G) = t+ 1}

=
{︃
ωι :

⌈︃
ι

G

⌉︃
= k

}︃
∩ {ω(k̄−1)G+t+1, k̄ ∈ N}

=
{︃
ω(k̄−1)G+t+1 :

⌈︃(k̄ − 1)G+ t+ 1
G

⌉︃
= k

}︃
=
{︃
ω(k̄−1)G+t+1 : (k̄ − 1) +

⌈︃
t+ 1
G

⌉︃
= k

}︃
Da t+ 1 ≤ G gilt, folgt ⌈(t+ 1)/G⌉ = 1 und somit:

Xk ∩ Tt =
{︃
ω(k̄−1)G+t+1 : k̄ = k

}︃
= {ω(k−1)G+t+1} (2.37)

Somit kann jedes Element ωι mit ι ∈ {1, . . . , Gx} als Schnitt einer Menge Xk mit einer
Menge Tt realisiert werden. Es folgt ωι ∈ Gx und somit σ{ω1, . . . , ωGx} ∨ G0 ⊆ Gx.
Insgesamt ergibt sich σ{ω1, . . . , ωGx} ∨ G0 = Gx.

Da die Konstruktion einer Filtration {Gx : x ∈ N0}, die für ein Individuum die
benötigten Informationen hinsichtlich der Lebensdauer X sowie des in T codierten
Entstehungsjahres enthält, abgeschlossen ist, erfolgt im nächsten Schritt eine zusätzliche
Erweiterung.

Aufgrund der Tatsache, dass die Beobachtbarkeit des Individuums lediglich für das
Ereignis ˜︁T = {T + 1 ≤ X} (vgl. (2.27)) gegeben ist, ist es sinnvoll, die Filtration
{Gx : x ∈ N0} dahingehend zu modifizieren, dass zu jedem Zeitpunkt erkennbar ist,
ob das Ereignis ˜︁T eingetreten ist oder nicht. Bezüglich der erweiterten Filtration sollte
somit die Messbarkeit von ˜︁T für jeden Zeitpunkt x ∈ N0 gegeben sein. Um so eine
Erweiterung von {Gx : x ∈ N0} zu konstruieren kann sich der Tatsache, dass es sich
bei der Zufallsvariablen T um eine so genannte Gx-Stoppzeit handelt, bedient werden.
Diese werden folgendermaßen definiert [siehe beispielsweise Bauer, 1974, Kapitel XI.,
§58, Formel (58.2)]:
Definition 6 (Stoppzeit). Sei {Gx : x ∈ N0} eine Filtration auf einem Wahrschein-
lichkeitsraum (Ω,F , Pθ). Eine nichtnegative Zufallsvariable T heißt eine Gx-Stoppzeit
genau dann, wenn

{T = x} ∈ Gx, ∀x ∈ N0.

Intuitiv ist klar, dass für ein Individuum die Informationen zum Entstehungsjahr in
Gx enthalten sind und somit zu jedem Zeitpunkt x beantwortet werden kann, ob T = x
gilt. Aus mathematischer Perspektive folgt aus

{T = x} = {ωι ∈ Ω : ι mod G = x+ 1} =
⎧⎨⎩Tx, wenn 0 ≤ x ≤ G− 1

∅, sonst,
(2.38)
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dass es sich bei T um eine Gx-Stoppzeit handelt, da sowohl Tx ∈ Gx für alle x ∈
{0, . . . , G− 1} als auch ∅ ∈ Gx erfüllt ist.

Bemerkung 7. Mithilfe der Teilmengenbeziehung G1 ⊆ G2 ⊆ . . . lässt sich einsehen,
dass

{T = x} ∈ Gx

auch direkt (︂
{T = 0} ∪ {T = 1} ∪ . . . ∪ {T = x}

)︂
∈ Gx

und somit auch

{T ≤ x} ∈ Gx (2.39)

impliziert.

Die gestoppte σ-Algebra, die alle bis T eingetretenen Ereignisse enthält, ist dann
definiert als

GT := σ{T ∈ F : T ∩ {T = x} ∈ Gx, ∀x ∈ N0}

Mithilfe von Bemerkung 7 kann diese folgendermaßen umformuliert werden [siehe Bil-
lingsley, 2012, Formel 35.20]:

GT = σ{T ∈ F : T ∩ {T ≤ x} ∈ Gx, ∀x ∈ N0} (2.40)

Mithilfe von (2.31) und (2.40) kann dann die modifizierte Filtration {T Gx : x ∈ N0}
mit

T Gx := Gx ∨ GT , (2.41)

die die Informationen zum Zeitpunkt x∨T := max(x, T ) enthält, definiert werden. Der
folgende Satz liefert nun die geforderte T Gx-Messbarkeit von ˜︁T = {T + 1 ≤ X} für alle
x ∈ N0.

Satz 3. Gegeben sei die Filtration {T Gx : x ∈ N0} mit T Gx := Gx ∨ GT , die auf dem
Wahrscheinlichkeitsraum (Ω,F , Pθ) (vgl. (2.1) und (2.4)) definiert ist. Dabei wurden Gx

in (2.30) und GT in (2.40) eingeführt. Das Ereignis ˜︁T = {T + 1 ≤ X} mit X aus (2.2)
und T aus (2.3) ist dann in der gestoppten σ-Algebra GT enthalten und somit messbar
bezüglich T Gx für alle x ∈ N0.

Beweis. Um nachzuweisen, dass ˜︁T messbar bezüglich T Gx für alle x ∈ N0 ist, genügt es
zu zeigen, dass ˜︁T messbar bezüglich GT ist. Nach (2.40) muss folglich überprüft werden,
ob

˜︁T ∩ {T ≤ x} ∈ Gx, ∀x ∈ N0 (2.42)

erfüllt ist. Zunächst folgt aus {T = x} = Tx für 0 ≤ x ≤ G − 1 und {T = x} = ∅ für
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x ≥ G (vgl. (2.38)), dass:

{T ≤ x} =
x∧(G−1)⋃︂

t=0
Tt

Außerdem gilt für ˜︁T
˜︁T = {T + 1 ≤ X} = {ω(k−1)G+t+1 : t ∈ {0, . . . , G− 1}, k ∈ N, t+ 1 ≤ k}

=
G−1⋃︂
t=0

{ω(k−1)G+t+1 : k ∈ N, t+ 1 ≤ x}

=
G−1⋃︂
t=0

(︄
Tt ∩

(︃ ∞⋃︂
k=t+1

Xk

)︃)︄

=
G−1⋃︂
t=0

(︄
Tt ∩

(︃
Ω \

t⋃︂
k=1

Xk

)︃)︄

=
G−1⋃︂
t=0

(︄
Tt \

(︃ t⋃︂
k=1

Xk

)︃)︄
,

wobei ⋃︁0
k=1 Xk = ∅ verwendet wird. Abschließend folgt:

˜︁T ∩ {T ≤ x} =
[︄

G−1⋃︂
t=0

(︄
Tt \

(︃ t⋃︂
k=1

Xk

)︃)︄]︄
∩
[︄x∧(G−1)⋃︂

t=0
Tt

]︄
=

x∧(G−1)⋃︂
t=0

(︄
Tt \

(︃ t⋃︂
k=1

Xk

)︃)︄

Da Tt ∈ Gx für t ∈ {0, . . . , x ∧ (G − 1)} und Xk ∈ Gx für k ∈ {1, . . . , t ≤ x} erfüllt ist
(vgl. (2.30)), folgt (2.42) und damit die Behauptung.

2.2.2. Linkstrunkierter Zählprozess und Kompensator
Nachdem mit {T Gx : x ∈ N0} eine zunächst geeignete Filtration konstruiert wurde,
muss im nächsten Schritt die Frage nach dem Zählprozess, der bei der Berücksichti-
gung der linksseitigen Trunkierung beobachtbar ist, geklärt werden. Für X ≤ T und
somit N(T ) = 1{X≤T } = 1 wird nämlich die Lebensdauer des Individuums trunkiert
(oberer Pfad in Abbildung 2.2) und somit der Ausfall nicht beobachtet. Außerdem fin-
det keine beobachtbare Entwicklung nach T mehr statt. Somit lässt sich mithilfe des
linkstrunkierten Zählprozesses TN [siehe Andersen et al., 1988, Formel (4.1)] mit (vgl.
Definition 3)

TN(x) := N(x) −N(x ∧ T ) = 1{T +1≤X≤x} (2.43)

einsehen, ob zu einem Zeitpunkt x ∈ N0 ein sichtbarer Ausfall des Individuums bereits
stattgefunden hat. Dabei ist x∧T als das Minimum von x und T definiert. Des Weiteren
wird, basierend auf (2.23), der linkstrunkierte Unter-Risiko-Prozess [siehe Andersen et
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al., 1988, Kapitel 4] definiert durch:

TY (x) := 1{T ≤x}Y (x) = 1{T ≤x}1{X−1≥x} = 1{T +1≤x+1≤X} (2.44)

Es sei angemerkt, dass die Entscheidung, die individuumspezifischen Experimente erst
ab T zu beobachten, als Marginalisierung interpretiert werden kann. Auf diese wird
jedoch im Verlauf der Arbeit nicht weiter eingegangen. Stattdessen werden TN sowie
TY als die gegebenen Daten interpretiert.

Für die Erstellung einer bedingten Likelihood-Funktion zur Schätzung des geometri-
schen Parameters muss zunächst der linkstrunkierte Zählprozess TN in ein Martingal
und einen Kompensator zerlegt werden. Da dieser Kompensator von TY abhängen wird,
ist es sinnvoll, zunächst zu zeigen, dass es sich zum einen TN tatsächlich einen bei T Gx-
Zählprozess handelt und zum anderen TY ein T Gx-adaptierter Prozess ist. Der folgende
Satz liefert die entsprechenden Resultate.

Satz 4. Der Prozess TN ist ein Zählprozess bezüglich der Filtration {T Gx : x ∈ N0}.
Außerdem ist TY ein T Gx-adaptierter Prozess.

Beweis. Da N und Y adaptiert bezüglich der Filtration {Fx : x ∈ N0} sind (vgl. (2.14)
und Bemerkung 5), folgt aus der Teilmengenbeziehung Fx ⊂ Gx ⊆ T Gx für alle x ∈ N0,
dass N und Y auch T Gx-adaptierte Prozesse sind. Auch folgt aus der Definition von
TN (2.43), dass:

TN(x) = 1{T +1≤X}1{X≤x} = 1˜︁TN(x)

Die Indikatorfunktion 1˜︁T kann dabei folgendermaßen interpretiert werden:

1˜︁T =
⎧⎨⎩1, wenn das Ereignis ˜︁T eingetreten ist

0, sonst

Das Ereignis ˜︁T = {T + 1 ≤ X} ist dabei per Konstruktion messbar bezüglich T Gx für
alle x ∈ N0. Folglich ist der linkstrunkierte Zählprozess TN als Komposition zweier
T Gx-adaptierter Prozesse ebenfalls T Gx-adaptiert.

Außerdem gilt TN(0) = N(0) −N(0) = 0 sowie:

TN(x) = N(x) −N(x ∧ T ) ≤ N(x) < ∞

Darüber hinaus besitzt TN nur maximal einen Sprung der Höhe 1. Damit ist TN ein
Zählprozess bezüglich {T Gx : x ∈ N0}.

Da es sich bei T um eine T Gx-Stoppzeit handelt, gilt außerdem {T ≤ x} ∈ Gx ⊆ T Gx

(vgl. Bemerkung 7 und insbesondere (2.39)). Somit ist der Prozess 1{T ≤x} messbar
bezüglich T Gx . Folglich ist der linkstrunkierte Unter-Risiko-Prozess TY als Produkt
(vgl. (2.44))

TY (x) = 1{T +1≤x+1≤X} = 1{T +1≤x+1}1{X−1≥x} = 1{T ≤x}Y (x)

zweier T Gx-adaptierter Prozesse selbst auch ein T Gx-adaptierter Prozess.
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Da TN ein T Gx-Zählprozess ist, kann im nächsten Schritt eine zur Doob-Zerlegung
von N (vgl. 2.15) analoge Dekomposition von TN in ein Martingal und einen Kompen-
sator erfolgen. Es scheint naheliegend, dass der zu TN analog konstruierte Prozess TA
mit TA(0, θ) = 0 und

TA(x, θ) = A(x, θ) − A(x ∧ T, θ)

=
x∑︂

k=1
Eθ{∆N(k)|Gk−1} −

x∧T∑︂
k=1

Eθ{∆N(k)|Gk−1}

=
x∑︂

k=1
1{T +1≤k}Eθ{∆N(k)|Gk−1}

=
x∑︂

k=1
1{T +1≤k}θY (k − 1)

= θ
x∑︂

k=1
TY (k − 1)

für x ∈ N einen Kompensator von TN darstellt.
Diese Vermutung kann durch das folgende Theorem, das einen Spezialfall von Pro-

position 4.1 aus Andersen et al. [1988] darstellt, bestätigt werden:

Satz 5. Ist ein Individuum lediglich für das Ereignis ˜︁T = {T + 1 ≤ X} mit

αθ := Pθ{˜︁T} > 0

beobachtbar, so hat der zugehörige linkstrunkierte Zählprozess TN aus (2.43) den Kom-
pensator TA mit TA(0, θ) = 0 sowie

TA(x, θ) = θ
x∑︂

k=1
TY (k − 1) (2.45)

Dieser ist definiert bezüglich der Filtration {T Gx : x ∈ N0} (vgl. 2.41) sowie dem
bedingten Wahrscheinlichkeitsmaß P˜︁Tθ mit

P
˜︁T
θ {G} := Pθ{G ∩ ˜︁T}

Pθ{˜︁T}
= Pθ{G ∩ ˜︁T}

αθ

. (2.46)

Bemerkung 8. (i) Tatsächlich ist TA auch der T Gx-Kompensator von TN bezüg-
lich des unbedingten Wahrscheinlichkeitsmaßes Pθ. Jedoch liefert die Bedingung
auf Beobachtbarkeit im späteren Verlauf einige Vorteile bei der Konstruktion der
bedingten Likelihood-Funktion zur Schätzung de geometrischen Parameters θ.

(ii) Erwartungswerte bezüglich P˜︁Tθ können für beliebige Zufallsvariablen, hier beispiels-
weise dargestellt für Komponenten des Zählprozesses N(x) (vgl. (2.13)) mit der
Realisierung ν(x), folgendermaßen formuliert werden [siehe Klenke 2020, Defini-
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tion 8.9]:

E˜︁Tθ {N(x)} =
∑︂
ν(x)

ν(x)Pθ

{︂
N(x) = ν(x)

⃓⃓⃓ ˜︁T}︂ = Eθ{N(x)|˜︁T} =
Eθ{1˜︁TN(x)}

αθ

(2.47)

Insbesondere gilt somit E˜︁Tθ {N(x)} = E˜︁Tθ {TN(x)} = Eθ{TN(x)}/αθ.

Beweis. Es ist zu zeigen: Aus der Tatsache, dass es sich bei M = N − A um ein
Martingal bezüglich der Filtration {Gx : x ∈ N0} sowie dem Wahrscheinlichkeitsmaß Pθ

handelt (vgl. Satz 2), folgt, dass TM mit

TM(x) = M(x) −M(x ∧ T ) = TN(x) − TA(x, θ)

ein Martingal bezüglich der Filtration { T Gx : x ∈ N0} sowie dem bedingten Wahr-
scheinlichkeitsmaß P˜︁Tθ ist. Somit ist zu zeigen:

(i) Der Prozess TM ist T Gx-adaptiert.

(ii) Für alle x ∈ N0 gilt E˜︁Tθ | TM(x)| < ∞.

(iii) Es gilt die Martingaleigenschaft E˜︁Tθ {TM(x + κ)| T Gx} = TM(x) für alle x ∈ N0
und κ ∈ N0.

Zunächst wird, zum Nachweis von (i), die Doob-Zerlegung

TM(x) = TN(x) − TA(x, θ) = TN(x) − θ
x∑︂

k=1
TY (k − 1)

betrachtet.
Da θ deterministisch ist und, nach Satz 4, die Prozesse TN und TY adaptiert be-

züglich {T Gx : x ∈ N0} sind, handelt es sich bei TM als Komposition T Gx-adaptierter
Prozesse ebenfalls um einen T Gx-adaptierten Prozess.

Um Eigenschaft (ii), also E˜︁Tθ | TM(x)| < ∞, ∀x ∈ N0, nachzuweisen, wird zunächst
unter der Verwendung von (2.47) die Zerlegung

E˜︁Tθ | TM(x)| = 1
αθ

Eθ{1˜︁T|M(x) −M(x ∧ T )|}

≤ 1
αθ

Eθ

{︂
|M(x)| + |M(x ∧ T )|

}︂
= 1
αθ

(︂
Eθ|M(x)| + Eθ|M(x ∧ T )|

)︂
betrachtet. Der Term Eθ|M(x)| ist endlich, da M ein (Gx, Pθ)-Martingal ist. Der Prozess
M(· ∧ T ) ist nach dem Theorem des optionalen Stoppens (vgl. Appendix, Satz 14)
ebenfalls ein (Gx, Pθ)-Martingal und folglich gilt auch Eθ|M(x∧T )| < ∞ für alle x ∈ N0.
Eigenschaft (ii) ist somit nachgewiesen.
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Abschließend muss (iii) und somit die Martingaleigenschaft E˜︁Tθ {TM(x + κ)| T Gx} =
TM(x) für alle x ∈ N0 und κ ∈ N nachgewiesen werden. Zunächst gilt

E˜︁Tθ {TM(x+ κ)| T Gx} = TM(x)

⇔E˜︁Tθ{︂TM(x+ κ) − TM(x)
⃓⃓⃓

T Gx

}︂
= 0

⇔E˜︁Tθ{︃1G
[︂

TM(x+ κ) − TM(x)
]︂}︃

= 0, ∀G ∈ T Gx, (2.48)

Des Weiteren lässt sich mithilfe von (2.47) einsehen, dass (2.48) äquivalent ist zu:

1
αθ

Eθ

{︃
1G∩˜︁T[︂TM(x+ κ) − TM(x)

]︂}︃
= 0

⇔Eθ

{︃
1G∩˜︁T[︂TM(x+ κ) − TM(x)

]︂}︃
= 0, ∀G ∈ T Gx (2.49)

Da {T ≤ x} ∈ Gx ⊆ T Gx erfüllt ist (vgl. (2.39)) und somit auch für das Komplement
{T ≥ x + 1} ∈ T Gx folgt, bilden diese beiden Mengen eine Partition von T Gx. Folglich
ist es ausreichend, Gleichung (2.49) für die beiden Fälle (a) G ⊆ {T ≤ x} und (b)
G ⊆ {T ≥ x+ 1} zu zeigen. Mengen, die teilweise in (a) und teilweise in (b) enthalten
sind, können in zwei Teilmengen, die sich jeweils einem der Fälle eindeutig zuordnen
lassen, zerlegt werden.

(a) G ⊆ {T ≤ x}: Für diesen Fall gilt:

Eθ

{︃
1G∩˜︁T[︂TM(x+ κ) − TM(x)

]︂}︃
= 0, ∀G ∈ T Gx

⇔Eθ

{︃
1{T ≤x}1G∩˜︁T[︂TM(x+ κ) − TM(x)

]︂}︃
= 0, ∀G ∈ T Gx (2.50)

Zunächst ergibt sich:

˜︁T ∩ G = (˜︁T ∩ {T ≤ x}) ∩ (G ∩ {T ≤ x})

Da ˜︁T ∈ GT (vgl. Satz 3), ist nach (2.40) der Mengenschnitt ˜︁T ∩ {T ≤ x} ∈ Gx.
Außerdem gilt G ∈ T Gx und somit entweder G ∈ GT oder G ∈ Gx. Falls G ∈ GT ,
so ist erneut wegen (2.40) der Mengenschnitt G∩ {T ≤ x} ∈ Gx. Falls G ∈ Gx, so
ist ebenfalls G∩ {T ≤ x} = G ∈ Gx. Es folgt ˜︁T∩G ∈ Gx und somit die Gültigkeit
von (2.50), wenn

Eθ

{︃
1{T ≤x}

[︂
TM(x+ κ) − TM(x)

]︂⃓⃓⃓⃓
Gx

}︃
= 0

erfüllt ist.
Darüber hinaus gilt für das Ereignis {T ≤ x}:

TM(x+ κ) − TM(x) = M(x+ κ) −M(T ) −M(x) +M(T ) = M(x+ κ) −M(x)
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Entsprechend folgt mithilfe der Martingaleigenschaft von M bezüglich {Gx : x ∈
N0} und Pθ:

Eθ

{︃
1{T ≤x}

[︂
TM(x+ κ) − TM(x)

]︂⃓⃓⃓⃓
Gx

}︃
= Eθ

{︂
M(x+ κ) −M(x)

⃓⃓⃓
Gx

}︂
= 0

Gleichung (2.49) ist damit für den Fall G ⊆ {T ≤ x} bewiesen.

(b) G ⊆ {T ≥ x+ 1}:
Zunächst wird die Menge K := {T ≤ x+ κ} definiert. Da für das Ereignis G gilt,
dass M(x ∧ T ) ≡ M(x) ist, kann (2.49) folgendermaßen umgeformt werden:

Eθ

{︃
1G∩˜︁T[︂TM(x+ κ) − TM(x)

]︂}︃
= 0

⇔Eθ

{︃
1G∩˜︁T[︂M(x+ κ) −M((x+ κ) ∧ T ) −M(x) +M(x ∧ T )

]︂}︃
= 0

⇔Eθ

{︃
1G∩˜︁T[︂M(x+ κ) −M((x+ κ) ∧ T )

]︂}︃
= 0

Für das Ereignis Ω \ K = {T ≥ x + κ + 1} ist M((x + κ) ∧ T ) = M(x + κ) und
Gleichung (2.49) somit erfüllt. Entsprechend muss lediglich noch die Gleichung

Eθ

{︃
1K∩G∩˜︁T[︂M(x+ κ) −M((x+ κ) ∧ T )

]︂}︃
= 0 (2.51)

nachgewiesen werden.
Zunächst sei angemerkt, dass G ∩ {T ≤ x} = ∅ ∈ Gx und somit G ∈ GT erfüllt
ist (vgl. (2.40)). Da auch ˜︁T ∈ GT , folgt G ∩ ˜︁T ∈ GT und nach (2.40) weiter
G∩ ˜︁T∩{T ≤ x} ∈ Gx. Des Weiteren ergibt sich mithilfe der Teilmengenbeziehung

{T ≤ x} ⊆ {T ≤ x+ κ} = K

direkt
K ∩ G ∩ ˜︁T ∩ {T ≤ x} = G ∩ ˜︁T ∩ {T ≤ x} ∈ Gx

und somit K ∩ G ∩ ˜︁T ∈ GT . Außerdem folgt aus G ∩ ˜︁T ∈ GT ebenfalls

K ∩ G ∩ ˜︁T = (G ∩ ˜︁T) ∩ {T ≤ x+ κ} ∈ Gx+κ

Zusammengefasst gilt somit K ∩ G ∩ ˜︁T ∈ Gx+κ ∩ GT = G(x+κ)∧T . Folglich reicht es

Eθ

{︃
M(x+ κ) −M((x+ κ) ∧ T )

⃓⃓⃓⃓
G(x+κ)∧T

}︃
= 0

nachzuweisen, um zu zeigen, dass 2.51 gilt.
Nach dem Theorem des optionalen Stoppens (vgl. Appendix, Satz 14) ist M(·∧T )
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ein Gx∧T -Martingal und es gilt:

Eθ

{︃
M(x+ κ) −M((x+ κ) ∧ T )

⃓⃓⃓⃓
G(x+κ)∧T

}︃
=Eθ

{︃
M(x+ κ)

⃓⃓⃓⃓
G(x+κ)∧T

}︃
− Eθ

{︃
M((x+ κ) ∧ T )

⃓⃓⃓⃓
G(x+κ)∧T

}︃
=M((x+ κ) ∧ T ) −M((x+ κ) ∧ T ) = 0

Gleichung (2.49) ist somit auch für G ⊆ {T ≥ x + 1} bewiesen. Das Prozess TA

ist folglich der (T Gx, P
˜︁T
θ )-Kompensator von TN .

Es sei angemerkt, dass aus Satz 5 folgt, dass sich alle ∆ TA(x, θ) als die bedingten
Wahrscheinlichkeiten der sukzessiven Bernoulli-Experimente ∆ TN(x), gegeben ˜︁T sowie
der in T Gx−1 enthaltenen Informationen, interpretieren lassen:

P
˜︁T
θ {∆ TN(x) = 1| T Gx−1} = E˜︁Tθ {∆ TN(x)| T Gx−1} = ∆ TA(x, θ) = θ TY (x− 1)

Zur Erinnerung, besteht das Ziel dieses Kapitels in der Herleitung einer bedingten
Likelihood-Funktion, mithilfe derer eine Schätzung des geometrischen Parameters θ un-
ter Berücksichtigung der linksseitigen Trunkierung erfolgen kann. Diese wird sich analog
zu L(θ) (vgl. (2.17)) mithilfe des Zählprozesses TN sowie des zugehörigen Kompensators
TA bezüglich einer Filtration und bedingt auf 1˜︁T ∈ {0, 1} darstellen lassen.

Vorher muss allerdings noch die zugrundeliegende Filtration {T Gx : x ∈ N0} in Frage
gestellt und gegebenenfalls angepasst werden.

2.2.3. Anpassung der Filtration
Im Folgenden wird die Filtration {T Gx : x ∈ N0} so angepasst, dass diese eine auch
für praktische Anwendungen geeignete adäquate Beschreibung der Individuumhistorie
liefert. Es wird sich nämlich herausstellen, dass in der Praxis nicht alle in {T Gx : x ∈ N0}
enthaltenen Informationen beobachtbar sind. Dies kann mithilfe des folgenden Lemmas
eingesehen werden.
Lemma 3. Sei {Gx : x ∈ N0} eine Filtration, deren Elemente in (2.30) und (2.31)
definiert wurden. Sei T eine Gx-Stoppzeit und GT die entsprechende gestoppte σ-Algebra
nach (2.40). Sei weiter G0 = σ{Tt : t ∈ {0, . . . , G− 1}} ⊆ Gx. Dann gilt G0 ⊆ GT .
Beweis. Es muss gezeigt werden, dass alle erzeugenden Elemente Tt mit t ∈ {0, . . . , G−
1} von G0 in GT enthalten sind. Nach (2.40) muss dafür gezeigt werden, dass

Tt ∩ {T ≤ x} ∈ Gx, ∀x ∈ N0

Dazu sei angemerkt, dass Tt = {T = t} gilt und wegen (2.30) folglich

Tt ∩ {T ≤ x} =
⎧⎨⎩Tt ∈ Gx, falls t ≤ x ≤ G− 1

∅ ∈ Gx, sonst
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Somit ist G0 ⊆ GT nachgewiesen.

Mithilfe von Lemma 3 sowie den Darstellungen (2.41) von T Gx und (2.31) von Gx

folgt:

T Gx = Gx ∨ GT = Fx ∨ G0 ∨ GT = Fx ∨ GT (2.52)

Ausgehend von (2.52) kann nun eingesehen werden, dass {T Gx : x ∈ N0} für prak-
tische Anwendungen ungeeignet ist. Für ein Individuum, das bereits vor dem Beginn
der Studie ausfällt und somit linksseitig trunkiert wird (vgl. oberer Pfad in Abbildung
2.2), werden in der Praxis keine Informationen beobachtet und nicht einmal dessen
Existenz zu Kenntnis genommen. Jedoch sind auch für ein trunkiertes Individuum alle
Informationen bis zum Alter T in GT und somit in {T Gx : x ∈ N0} enthalten. Ebenso
sind Informationen bezüglich eines Ausfalls (oder Nicht-Ausfalls) vor dem Beginn der
Studie in {Fx : x ∈ N0} und folglich in {T Gx : x ∈ N0} enthalten, in der Praxis aber
nicht beobachtbar. Die Filtration {T Gx : x ∈ N0} enthält somit in der Praxis nicht be-
obachtbare Informationen. Zur adäquaten Beschreibung der Historien wird folglich eine
gröbere Filtration benötigt. Dazu sei angemerkt, dass die in T startenden Informationen
über die Prozesse TN und TY bis zum Zeitpunkt x gegeben sind durch:

σ{TN(k), TY (k) : k ∈ {T, . . . , x}}

Darauf aufbauend, liefert das folgende Lemma eine beobachtbare Filtration zur adäqua-
ten Beschreibung der Historien [siehe Andersen et al., 1988, Kapitel 4, oder Weißbach
et al., 2024, Kapitel A.1.2].

Lemma 4. Für die Filtration {T Fx : T ≤ x} mit

T Fx := σ{TN(k), TY (k) : k ∈ {T, . . . , x}} (2.53)

gilt:

(i) T Fx ⊆ T Gx für alle x ∈ N0.

(ii) Es gilt ˜︁T = {T + 1 ≤ X} ∈ T Fx für alle x ≥ T .

(iii) Der Prozess TM = TN − TA ist ein (T Fx, P
˜︁T
θ )-Martingal.

(iv) {T Fx : T ≤ x} enthält nur beobachtbare Informationen.

Beweis. (i) Nach Satz 4 sind die Prozesse TN und TY adaptiert bezüglich der Fil-
tration {T Gx : x ∈ N0}. Somit folgt direkt T Fx ⊆ T Gx für alle x ∈ N0.

(ii) Zum Nachweis der Messbarkeit von ˜︁T = {T+1 ≤ X} bezüglich T Fx für alle x ≥ T
genügt es, das kleinste Filtrationselement T FT zu betrachten. Da TN(T ) = 0 mit
Wahrscheinlichkeit 1 gilt, folgt

T FT = σ{TN(T ), TY (T )} = σ{TY (T )}
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Des Weiteren gilt nach der Definition von TY (2.43):

TY (T ) = 1{T +1≤T +1≤X} = 1{T +1≤X} = 1˜︁T
Somit ergibt sich

T FT = σ{˜︁T} ⊂ T FT +1 ⊂ . . .

und folglich die Messbarkeit von ˜︁T bezüglich T Fx für alle x ≥ T .

(iii) Es wird gezeigt, dass TM ein (T Fx, P
˜︁T
θ )-Martingal ist. Da

TM(T ) = M(T ) −M(T ∧ T ) = 0

erfüllt ist und für alle x ≥ T + 1 gilt, dass sowohl TN(x) als auch TY (x − 1)
messbar bezüglich T Fx sind, ist wegen (2.45)

TM(x) = TN(x) − TA(x, θ)

= TN(x) − θ
x∑︂

k=1
TY (k − 1)

adaptiert bezüglich T Fx.

Die Eigenschaft E˜︁Tθ | TM(x)| < ∞ für alle x ∈ N0 wurde bereits im Beweis von
Satz 5 diskutiert und ist folglich auch erfüllt. Da TM ein (T Gx, P

˜︁T
θ )-Martingal ist,

folgt abschließend die Martingaleigenschaft E˜︁Tθ {TM(x + κ)| T Fx} = TM(x) für
alle x ≥ T und κ ∈ N mithilfe des in (i) bewiesenen Resultats T Fx ⊆ T Gx sowie
unter Zuhilfenahme der Turmregel für bedingte Erwartungswerte (vgl. Satz 13,
(ii)):

E˜︁Tθ {TM(x+ κ)| T Fx} = E˜︁Tθ{︂E˜︁Tθ {TM(x+ κ)| T Gx}
⃓⃓⃓

T Fx

}︂
= E˜︁Tθ {TM(x)| T Fx} = TM(x)

(iv) Die Eigenschaft der Beobachtbarkeit folgt direkt da TN sowie TY immer beob-
achtbar sind.

Bemerkung 9. Da es sich bei TY um einen T Fx-adaptierten Prozess handelt, folgt,
dass TA nach (2.45) ein T Fx-vorhersagbarer Prozess ist.

Lemma 4 stellt eine Anwendung des Innovationstheorems [siehe Andersen et al. 1993,
Kapitel II.4.2] dar.

Aussage (i) ist dabei in erster Linie eine Bedingung für Aussage (iii). Zusätzlich lässt
sich mithilfe von Aussage (ii) zu jedem Zeitpunkt x ≥ T einsehen, ob das Individuum
beobachtbar ist oder nicht.
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Dabei ist die Teilmengenbeziehung T Fx ⊆ T Gx intuitiv klar, da für ein Individuum,
das x∨T Jahre alt ist, alle Informationen über die Vergangenheit und die Gegenwart in
T Gx enthalten sind. Im Gegensatz dazu enthält T Fx lediglich einige, aber nicht zwangs-
läufig alle, Informationen über Vergangenheit und Gegenwart eines x ≥ T Jahre alten
Individuums.

Aus Aussage (iii) und Bemerkung 9 folgt wiederum, dass der Prozess TA der (T Fx, P
˜︁T
θ )-

Kompensator von TN ist.
Somit resultiert:

P
˜︁T
θ {∆ TN(x) = 1| T Fx−1} = E˜︁Tθ {∆ TN(x)| T Fx−1} = ∆ TA(x, θ) (2.54)

Mithilfe von Aussage (iv) können die ∆ TA(x, θ) somit als die Wahrscheinlichkeiten
der beobachteten sukzessiven Bernoulli-Experimente ∆ TN(x) für x ≥ T , gegeben ˜︁T
sowie der in T Fx−1 enthaltenen Informationen, interpretiert werden. Darauf aufbauend
wird im Folgenden eine entsprechende Beitrag zu einer bedingten Likelihood-Funktion
formuliert.

2.2.4. Der Beitrag zur auf 1˜︁T bedingten Likelihood-Funktion
Das folgende Lemma liefert eine Darstellung des Beitrags eines Individuums zur auf
1˜︁T bedingten Likelihood-Funktion, mithilfe derer eine Schätzung des geometrischen
Parameters θ unter Berücksichtigung der Linkstrunkierung vollzogen werden kann. Da-
bei werden beide Fälle 1˜︁T ∈ {0, 1} mit ˜︁T = {T + 1 ≤ X} untersucht, sodass zwischen
sichtbaren und unsichtbaren Individuen unterschieden werden kann. Das Resultat kann
erneut als eine zeitdiskrete Version einer Formel von Jacod [siehe Andersen et al., 1993,
Kapitel II.7.1] interpretiert werden.

Lemma 5. Der bedingte Likelihood-Beitrag eines Individuums, das zum Zeitpunkt des
Ausfalls X Jahre alt ist, erst ab dem Alter von T + 1 sowie bedingt auf dem Ereignis˜︁T = {T + 1 ≤ X} beobachtet werden kann und bis zu einem beliebigen, aber festen
Zeitpunkt χ ≥ G beobachtet wird, ist:

TL(θ) = 1, wenn 1˜︁T = 0

TL(θ) =
χ∏︂

x=T +1

{︂
(1 − ∆ TA(x, θ))1−∆ T N(x)(∆ TA(x, θ))∆ T N(x)

}︂
, wenn 1˜︁T = 1 (2.55)

Dabei ist

∆ TN(x) = N(x) −N(x ∧ T ) −N(x− 1) +N((x− 1) ∧ T )
= 1{T +1≤X}1{X=x}

= 1˜︁T1{X=x}

sowie

∆ TA(x, θ) = θ TY (x− 1) = θ1{T +1≤x≤X}.
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Beweis. Es soll der auf 1{˜︁T} ∈ {0, 1} bedingte Beitrag zu einer Likelihood-Funktion er-
mittelt werden, mithilfe derer die Wahrscheinlichkeit für das Eintreten der beobachteten
Ergebnisse maximiert werden kann.

Wird das Leben eines Individuums unter Berücksichtigung der Linkstrunkierung bis
zu einem Zeitpunkt χ ∈ N mit χ ≥ G untersucht, lassen sich die Realisierungen der
Prozesse TN und TY ab T als eben diese beobachteten Ergebnisse interpretieren.

Gilt für ein x ∈ {T + 1, . . . , χ}, dass TN(x) = 1, so folgt ∆ TN(k) = 1 für ein k ∈
{T + 1, . . . , x}. Außerdem impliziert ∆ TN(x) = 1, dass TN(x) = 1 und TN(x− 1) = 0
gelten muss. Folglich lässt sich jedem Verlauf von TN eindeutig ein Verlauf von ∆ TN
zuordnen und umgekehrt. Der Prozess ∆ TN enthält somit dieselben Informationen wie
TN .

Gilt zudem TY (x − 1) = 0, so folgt direkt TY (x) = 0. Darüber hinaus ergibt sich
aus TY (x− 1) = 1 und TN(x) = 0 direkt TY (x) = 1. Ebenso impliziert TY (x− 1) = 1
und TN(x) = 1, dass TY (x) = 0 gelten muss. Der Wert von TY (x) lässt sich somit
eindeutig über die Werte von TY (x− 1) und TN(x) bestimmen.

Zusammenfassend sind die beobachtbaren Informationen in der Matrix

TJ :=
(︄

∆ TN(T + 1) ∆ TN(T + 2) . . . ∆ TN(χ)
TY (T ) TY (T + 1) . . . TY (χ− 1)

)︄′

(2.56)

mit der zugehörigen bedingten Wahrscheinlichkeitsfunktion f T J |1˜︁T codiert [siehe Gou-
riéroux und Monfort, 1995, Definition 7.2 (ii)].

Die Beitrag zur bedingten Likelihood-Funktion TL ergibt sich dann als:

TL(θ) = f T J |1˜︁T(TJ |1˜︁T)
= f∆ T N(T +1),...,∆ T N(χ),T Y (T ),...,T Y (χ−1)|1˜︁T(︂

∆ TN(T + 1), . . . ,∆ TN(χ), TY (T ), . . . , TY (χ− 1)
⃓⃓⃓
1˜︁T)︂ (2.57)

Zunächst gilt für den Fall 1˜︁T = 0, dass für alle x ∈ {T + 1,≤ χ} mit Wahrscheinlich-
keit 1 gilt, dass:

∆ TN(x) = TY (x− 1) = 0
Somit folgt für diesen Fall direkt TL ≡ 1.

Entsprechend muss lediglich der Fall 1˜︁T = 1 weiter untersucht werden. Dabei ist
für ein x ∈ {T + 1, . . . , χ} die Zufallsvariable ∆ TN(x) abhängig von ∆ TN(T +
1), . . . ,∆ TN(x − 1) sowie TY (T ), . . . , TY (x − 1). Unter der Berücksichtigung dieser
Abhängigkeit lässt sich die bedingte Likelihood-Funktion nach (2.57) folgendermaßen
umformulieren:
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TL(θ) =f T ∆N(χ)| T ∆N(χ−1),...,T ∆N(T +1),T Y (χ−1),...,T Y (T ),1˜︁T=1(︂
∆ TN(χ)

⃓⃓⃓
∆ TN(χ− 1), . . . ,∆ TN(T + 1), TY (χ− 1), . . . , TY (T ),1˜︁T = 1

)︂
·f T Y (χ−1)| T ∆N(χ−1),...,T ∆N(T +1),T Y (χ−2),...,T Y (T ),1˜︁T=1(︂

TY (χ− 1)
⃓⃓⃓
∆ TN(χ− 1), . . . ,∆ TN(T + 1), TY (χ− 2), . . . , TY (T ),1˜︁T = 1

)︂
·f T ∆N(χ−1)| T ∆N(χ−2),...,T ∆N(T +1),T Y (χ−2),...,T Y (T ),1˜︁T=1(︂

∆ TN(χ− 1)
⃓⃓⃓
∆ TN(χ− 2), . . . ,∆ TN(T + 1), TY (χ− 2), . . . , TY (T ),1˜︁T = 1

)︂
· . . . · f∆ T N(T +1)| T Y (T ),1˜︁T=1

(︂
∆ TN(T + 1)| TY (T ),1˜︁T = 1

)︂
·f T Y (T )|1˜︁T=1

(︂
TY (T )|1˜︁T = 1

)︂
(2.58)

Außerdem gilt für alle x ∈ {T, . . . , χ−1}, dass TY (x) eindeutig durch die Ausprägungen
von ∆ TN(x) und TY (x− 1) determiniert ist, sodass:

f T Y (x)| T ∆N(x),...,T ∆N(T +1),T Y (x−1),...,T Y (T ),1˜︁T=1(︂
TY (x)

⃓⃓⃓
∆ TN(x), . . . ,∆ TN(T + 1), TY (x− 1), . . . , TY (T ),1˜︁T = 1

)︂
=f T Y (x)| T ∆N(x),T Y (x−1)

(︂
TY (x)

⃓⃓⃓
∆ TN(x), TY (x− 1)

)︂
= 1

Außerdem gilt

f T Y (T )|1˜︁T=1
(︂

TY (T )|1˜︁T = 1
)︂

= f T Y (T )|1˜︁T=1
(︂

TY (T )
⃓⃓⃓

TY (T ) = 1
)︂

= 1,

sodass (2.58) folgendermaßen vereinfacht werden kann:

TL(θ) =f T ∆N(χ)| T ∆N(χ−1),...,T ∆N(T +1),T Y (χ−1),...,T Y (T ),1˜︁T=1(︂
∆ TN(χ)

⃓⃓⃓
∆ TN(χ− 1), . . . ,∆ TN(T + 1), TY (χ− 1), . . . , TY (T ),1˜︁T = 1

)︂
·f T ∆N(χ−1)| T ∆N(χ−2),...,T ∆N(T +1),T Y (χ−2),...,T Y (T ),1˜︁T=1(︂

∆ TN(χ− 1)
⃓⃓⃓
∆ TN(χ− 2), . . . ,∆ TN(T + 1), TY (χ− 2), . . . , TY (T ),1˜︁T = 1

)︂
· . . . · f∆ T N(T +1)| T Y (T ),1˜︁T=1

(︂
∆ TN(T + 1)| TY (T ),1˜︁T = 1

)︂
(2.59)

Im nächsten Schritt wird ein Faktor von (2.59) für einen beliebigen Zeitpunkt x ∈
{T + 1, . . . , χ} betrachtet:

f T ∆N(x)| T ∆N(x−1),...,T ∆N(T +1),T Y (x−1),...,T Y (T ),1˜︁T=1(︂
∆ TN(x)

⃓⃓⃓
∆ TN(x− 1), . . . ,∆ TN(T + 1), TY (x− 1), . . . , TY (T ),1˜︁T = 1

)︂
(2.60)

Es sei angemerkt, dass es sich bei den Informationen über ∆ TN(x−1), . . . , T ∆N(1) so-
wie über TY (x−1), . . . , TY (1) genau um die Informationen handelt, die in der σ-Algebra
T Fx−1 enthalten sind (vgl. (2.53)). Außerdem ermöglicht die zusätzliche Bedingung auf
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1˜︁T = 1 den Übergang zum bedingten Wahrscheinlichkeitsmaß P˜︁Tθ . Somit gilt weiter:

f T ∆N(x)| T ∆N(x−1),...,T ∆N(T +1),T Y (x−1),...,T Y (T ),1˜︁T=1(︂
∆ TN(x)

⃓⃓⃓
∆ TN(x− 1), . . . ,∆ TN(T + 1), TY (x− 1), . . . , TY (T ),1˜︁T = 1

)︂
=P˜︁Tθ {∆ TN(x) = 1| T Fx−1}∆ T N(x) · P˜︁Tθ {∆ TN(x) = 0| T Fx−1}1−∆ T N(x)

=P˜︁Tθ {∆ TN(x) = 1| T Fx−1}∆ T N(x) ·
(︂
1 − P

˜︁T
θ {∆ TN(x) = 1| T Fx−1}1−∆ T N(x)

)︂
Darüber hinaus ergibt sich aus der Eigenschaft (A.9) von bedingten Erwartungswer-

ten sowie aus ∆ TN(x) = 1{∆ T N(x)=1}:

P
˜︁T
θ {∆ TN(x) = 1| T Fx−1}∆ T N(x) ·

(︂
1 − P

˜︁T
θ {∆ TN(x) = 1| T Fx−1}1−∆ T N(x)

)︂
=
(︂
E˜︁Tθ {1{∆ T N(x)=1}| T Fx−1}

)︂∆ T N(x)(︂
1 − E˜︁Tθ {1{∆ T N(x)=1}| T Fx−1}

)︂1−∆ T N(x)

=
(︂
E˜︁Tθ {∆ TN(x)| T Fx−1}

)︂∆ T N(x)(︂
1 − E˜︁Tθ {∆ TN(x)| T Fx−1}

)︂1−∆ T N(x)

Da der Prozess TA der Kompensator von TN bezüglich der Filtration {T Fx : T ≤ x}
sowie dem bedingten Wahrscheinlichkeitsmaß P˜︁Tθ ist, folgt weiter unter der Verwendung
von (2.54):

(︂
E˜︁Tθ {∆ TN(x)| T Fx−1}

)︂∆ T N(x)(︂
1 − E˜︁Tθ {∆ TN(x)| T Fx−1}

)︂1−∆ T N(x)

=∆ TA(x, θ)∆ T N(x)
(︂
1 − ∆ TA(x, θ)

)︂1−∆ T N(x)
(2.61)

Abschließend folgt durch Einsetzen von (2.61) in (2.58):

TL(θ) =
χ∏︂

x=T +1

{︂
(1 − ∆ TA(x, θ))1−∆ T N(x)(∆ TA(x, θ))∆ T N(x)

}︂

Der Beweis ist somit abgeschlossen.

Im letzten Schritt wird die allgemeine Darstellung des Beitrag zur bedingten Likelihood-
Funktion (2.55) konkretisiert. Folgt die Zufallsvariable X einer geometrischen Verteilung
mit dem Parameter θ, so lässt sich der in Lemma 5 hergeleitete bedingte Likelihood-
Beitrag weiter vereinfachen zu:

TL(θ) =
χ∏︂

x=T +1

{︂
(1 − 1{T +1≤x≤X}θ)1−1{T +1≤x}1{X=x}(1{T +1≤x≤X}θ)1{T +1≤x}1{X=x}

}︂

=
[︃min(X−1,χ)∏︂

x=T +1
(1 − θ)1θ0

]︃
·
[︃
(1 − θ)0θ1

]︃1{X≤χ}

= θ1{X≤χ}(1 − θ)min(X−1,χ)−T

Damit ist mit der linksseitigen Trunkierung die erste Einschränkung der Beobachtbar-
keit in das Modell implementiert worden. Der bedingte Likelihood-Beitrag ähnelt zwar
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der Wahrscheinlichkeitsfunktion der geometrischen Verteilung (2.5). Jedoch werden für
ein Individuum, dessen Ausfall beobachtbar und dessen gesamte Lebensdauer sowie
dessen Anzahl an Jahren ohne Ausfall folglich bekannt ist, alle Jahre vor dem Beginn
der Studie und somit die ersten T Jahre ohne Ausfall "vergessen".

Im folgenden Kapitel wird das Design um ein Studienende ergänzt. Damit einherge-
hend erfolgt eine zusätzliche Erweiterung des bisherigen Modells um die so genannte
Rechtszensur.

2.3. Rechtszensierte Historienteile
Im folgenden Kapitel soll das in den Kapiteln 2.1 und 2.2 erstellte Modell um eine
weitere Einschränkung hinsichtlich der Beobachtbarkeit ergänzt werden.

In Kapitel 2.1 wurde zunächst davon ausgegangen, dass der Beobachtungszeitraum
weder einen Anfang noch ein Ende besitzt und dieser somit den gesamten Zeitstrahl
umfasst. Entsprechend konnte für jedes im Entstehungszeitraum {a, . . . , b} mit G =
|{a, . . . , b}| entstandene Individuum sowohl die Existenz als auch die genaue Lebens-
dauer in Jahren X beobachtet werden.

Im nächsten Schritt wurde in Kapitel 2.2 für den Beobachtungszeitraum ein eindeu-
tiger Anfang im Jahr b+1 definiert. Fiel ein Individuum in den Jahren {b+1, b+2, . . .}
aus, so konnten sowohl Existenz als auch die Lebensdauer X sowie das Alter ein Jahr
vor dem Beginn der Studie T beobachtet werden. Bei einem Ausfall im Entstehungs-
zeitraum und somit vor dem Beginn des Beobachtungszeitraums war die Beobachtung
von X sowie T und sogar der Existenz des Individuums allerdings nicht mehr möglich.
Folglich lag der linkstrunkierte Fall vor.

Als letzter Schritt im Rahmen der Modellentwicklung soll in diesem Kapitel der
Beobachtungszeitraum zusätzlich um ein eindeutiges Ende erweitert werden. Dazu be-
zeichne allgemein s ∈ N die Länge der Studie, sodass der Beobachtungszeitraum die
Jahre {b+ 1, . . . , b+ s} umfasst.

Entsprechend gibt es nun drei mögliche Fälle hinsichtlich der Beobachtbarkeit, die in
Abbildung 2.4 illustriert werden.

Fällt ein Individuum vor beziehungsweise während des Beobachtungszeitraums aus, so
ist es linksseitig trunkiert (oberer Pfad in Abbildung 2.4) beziehungsweise beobachtbar
(mittlerer Pfad in Abbildung 2.4). Diese beiden Fälle wurden bereits in den Kapiteln
2.1 und 2.2 ausführlich diskutiert.

Findet der Ausfall des Individuums allerdings nach dem Jahr b + s und somit nach
dem Ende der Studie statt, so wird zwar die Existenz des Individuums zur Kennt-
nis genommen, die genaue Lebensdauer kann allerdings nicht mehr beobachtet werden
(unterer Pfad in Abbildung 2.4). Bekannt sind dann lediglich das Alter des Individu-
ums ein Jahr vor dem Beginn der Studie T und somit auch das Alter T + s im Jahr
b+ s sowie die Information, dass der Ausfall am Ende des Beobachtungszeitraums noch
nicht stattgefunden hat. Dieses Phänomen wird im Folgenden als rechtsseitige Zensur
beziehungsweise Rechtszensur bezeichnet.

Das Ziel dieses Kapitels wird, analog zu den vorherigen Kapiteln 2.1 und 2.2, die
Herleitung des Beitrags eines Individuums zu einer marginalen, bedingten Likelihood-
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✲ Zeit
a b b+1 b+s

❞ ❞ x❞ ❞ ❞ ❞ t

❞ ❞ ❞ ❞ ❞ ❞

⏞ ⏟⏟ ⏞
Alter−ein−Jahr−vor−Studienbeginn T⏞ ⏟⏟ ⏞

Lebensdauer X

⏞ ⏟⏟ ⏞
Alter−am−Studienende T +s

⏞ ⏟⏟ ⏞
Entstehungszeitraum

⏞ ⏟⏟ ⏞
Beobachtungszeitraum

Abbildung 2.4.: Mögliche Pfade hinsichtlich der Beobachtbarkeit für einen beispielhaf-
ten Entstehungszeitraum der Länge G = |{a, . . . , b}| = 5 sowie einen
Beobachtungszeitraum der Länge s = 2; die Vertikalen an den Zeit-
punkten b + 1 und b + s begrenzen den Beobachtungszeitraum; der
obere und der mittlere Pfad repräsentieren ein trunkiertes beziehungs-
weise ein vollständig beobachtetes Individuum (vgl. Abb 2.2); (iii) der
untere Pfad beschreibt ein Individuum, dass in a+ 1 entstanden, zum
Zeitpunkt b+ s jedoch noch nicht ausgefallen ist. Beobachtet wird das
Entstehungsjahr und das Überleben bis einschließlich b+s, jedoch nicht
die genaue Lebensdauer.

Funktion zur Schätzung des geometrischen Parameters θ unter Berücksichtigung von
Linkstrunkierung sowie Rechtszensur sein. Das weitere Vorgehen basiert dabei auf An-
dersen et al. [1988, Kapitel 3] sowie Weißbach et al. [2024 , Kapitel A.1.2].

Als Grundlage der mathematischen Betrachtungen kann erneut der Wahrscheinlich-
keitsraum (Ω,F , Pθ) verwendet werden, wobei die Elemente der Ergebnismenge ω ∈ Ω
in (2.1) definiert wurden, F = P(Ω) gilt und Pθ im Vergleich zu (2.4) ebenfalls erhalten
bleibt. Des Weiteren seien erneut X das Alter zum Zeitpunkt des Ausfalls respektive
die Lebensdauer (vgl. (2.2)) und T das Alter ein Jahr vor dem Beginn des Beobach-
tungszeitraums (vgl. (2.3)).

Zusammenfassend unterliegt ein Individuum der Linkstrunkierung und wird folglich
nicht beobachtet, wenn X ≤ T . Im Falle von T + 1 ≤ X ≤ T + s liegt hingegen die Be-
obachtbarkeit des in T codierten Entstehungsjahres sowie der Lebensdauer X vor. Für
T +s+1 ≤ X wird das Entstehungsjahr sowie das Überleben für die ersten T +s Jahre
dokumentiert. Nach den ersten T + s Jahren wird die Historie des Individuums jedoch
zensiert und keine weiteren Informationen, inklusive der über die exakte Lebensdauer,
mehr beobachtet. Eine beispielhafte Zuordnung der ω ∈ Ω zu den verschiedenen Beob-
achtungsszenarien für den Fall G = 5 und s = 2 lässt sich Abbildung 2.5 entnehmen.

Analog zu vorherigen Kapiteln wird sich der marginale, bedingte Likelihood-Beitrag
mithilfe eines Zählprozesses und des zugehörigen Kompensators bezüglich einer Filtra-
tion darstellen lassen.

Die Frage nach einer geeigneten Filtration sollte dabei einleitend geklärt werden.
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Abbildung 2.5.: Zuordnung der Elementarereignisse zu einem Entstehungs- und Aus-
falljahr bei einem G = 5 jährigen Entstehungszeitraum sowie s = 2
jährigen Beobachtungszeitraum inklusive Visualisierung der Beobacht-
barkeit: (i) Alle ω oberhalb des Parallelogramms repräsentieren ein
Ereignis mit X ≤ T , in dem folglich ein Individuum trunkiert und ent-
sprechend nicht beobachtet wird (vgl. Abb (2.3)); (ii) Für alle ω inner-
halb des Parallelogramms liegt die Beobachtbarkeit von Entstehungs-
und Ausfalljahr vor. Für ω6 = ω(2−1)5+(0+1) ist beispielsweise X = 2,
T = 0 und T + s = 2, sodass T + 1 ≤ X ≤ T + s erfüllt ist; (iii) Alle
ω unterhalb des Parallelogramms repräsentieren ein Ereignis, in dem
die Historie eines Individuums zensiert und folglich nur für die ersten
T + s Jahre beobachtet wird. Für ω11 = ω(3−1)5+(0+1) ist beispielsweise
X = 3, T = 0 und T + s = 2 und somit T + s+ 1 ≤ X erfüllt.

In Kapitel 2.2 wurde zunächst in (2.41) die Filtration {T Gx : x ∈ N0} mit T Gx =
GT ∨ Gx eingeführt, wobei GT in (2.40) und {Gx : x ∈ N0} in (2.30) definiert wurden.
Diese enthielt sowohl die Information bezüglich der Lebensdauer X als auch hinsichtlich
des Alters ein Jahr vor dem Beginn der Studie T . Außerdem war zu jedem Zeitpunkt
erkennbar, ob das Ereignis ˜︁T = {T+1 ≤ X} eingetreten und somit die Beobachtbarkeit
des Individuums gegeben ist oder nicht.

Für folgende Untersuchungen muss zusätzlich für jeden Zeitpunkt x ∈ N0 unterschie-
den werden können, ob das Ende des Beobachtungszeitraums bereits erreicht wurde
oder nicht. Folglich muss für alle x ∈ N0 das Ereignis {x ≤ T + s} und somit das
entsprechende Komplement {T + s+ 1 ≤ x} messbar bezüglich des jeweiligen Filtrati-
onselements sein.

Jedoch handelt es sich bei T um eine Gx-Stoppzeit und wegen Gx ⊆ T Gx für alle
x ∈ N0 auch um eine T Gx-Stoppzeit (vgl. Definition 6), sodass nach Bemerkung 7

{T ≤ x} ⊆ T Gx
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erfüllt ist. Da die Studiendauer s ∈ N und somit auch s+ 1 deterministisch ist, ist die
Summe T + s + 1 nach Bauer [1974, Kapitel XI., §58.] ebenfalls eine T Gx-Stoppzeit.
Folglich gilt:

{T + s+ 1 ≤ x} ∈ T Gx sowie {x ≤ T + s} ∈ T Gx, ∀x ∈ N0

Die Filtration {T Gx : x ∈ N0} enthält somit alle benötigten Informationen und kann
als Ausgangslage für weitere Betrachtungen verwendet werden.

In den nächsten Schritten werden bezüglich {T Gx : x ∈ N0} ein geeigneter Zähl-
prozess sowie der zugehörige Kompensator definiert und anschließend die Filtration so
angepasst, dass diese nur noch beobachtbare Informationen enthält.

Zu diesem Zweck wird zunächst der Prozess C mit

C(x) := 1{x≤T +s} (2.62)

eingeführt, um festzustellen, ob zum Zeitpunkt x das Ende des Beobachtungszeitraums
bereits überschritten wurde.

Bemerkung 10. Es gilt genau dann C(x) = 1, wenn für das zugrundeliegende Ereignis
ω(x−1)G+t+1 ∈ Ω gilt, dass x−s ≤ t. Somit ist mithilfe der Definition von Tt (vgl. (2.29)):

C(x) = 1, ∀ω ∈
⋃︂

max(0,x−s)≤t≤G−1
Tt (2.63)

Da nach Lemma 3 für alle x ∈ N0 gilt, dass

G0 = σ{Tt, t ∈ {0, . . . , G− 1}} ⊂ GT ⊆ T Gx,

ist der Prozess C adaptiert bezüglich {T Gx : x ∈ N0}.

Folglich kann unter Hinzunahme der Rechtszensur für ein Individuum zum Zeitpunkt
x der Wert des linksseitig trunkierten Zählprozesses TN(x) genau dann beobachtet wer-
den, wenn C(x) = 1. Somit lässt sich, unabhängig davon, ob ein Individuum trunkiert,
zensiert oder beobachtet wird, der Prozess TN

c [siehe Weißbach et al., 2024, Kapitel
A.1.2] mit

TN
c(x) :=

x∑︂
k=1

C(k)∆ TN(k) (2.64)

als beobachtbar interpretieren.
Da C nach Bemerkung 10 und TN nach Satz 4 adaptiert bezüglich der Filtration

{T Gx : x ∈ N0} sind, handelt es sich folglich bei TN
c ebenfalls um einen {T Gx : x ∈ N0}-
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adaptierten Prozess. Außerdem gilt:

TN
c(x) =

x∑︂
k=1

1{k≤T +s}1{T +1≤X}1{X=k}

= 1{T +1≤X}

x∑︂
k=1

1{k≤T +s}1{X=k}

= 1{T +1≤X}1{X≤min(x,T +s)}

= 1{T +1≤X≤min(x,T +s)}

Folglich ist TN
c(0) = 0 sowie TN

c(x) ≤ 1 < ∞ für alle x ∈ N. Außerdem besitzt
TN

c maximal einen Sprung der Höhe 1. Damit ist TN
c nach Definition 3 ein diskreter

T Gx-Zählprozess.
Somit kann im nächsten Schritt bezüglich {T Gx : x ∈ N0} und P˜︁Tθ eine Dekomposition

von TN
c in ein Martingal TM

c und einen Kompensator TA
c erfolgen.

Zu diesem Zweck liefert das folgende Lemma den T Gx-Kompensator TA
c von TN

c

[siehe Andersen et al., 1993, Kapitel III.2.2].

Lemma 6. Für den Prozess TA
c mit

TA
c(x, θ) =

x∑︂
k=1

C(k)∆ TA(k, θ) (2.65)

gilt:

(i) TA
c ist T Gx-vorhersagbar.

(ii) Der Prozess TM
c = TN

c − TA
c ist ein Martingal bezüglich der Filtration {T Gx :

x ∈ N0} sowie des bedingten Wahrscheinlichkeitsmaßes P˜︁Tθ (vgl. (2.46)).

Somit ist TA
c der (T Gx, P

˜︁T
θ )-Kompensator von TN

c.

Beweis. Für den Nachweis von (i) sei angemerkt, dass TA der (T Gx, P
˜︁T
θ )-Kompensator

von TN und somit T Gx-vorhersagbar ist. Folglich muss nur noch die T Gx-Vorhersagbarkeit
von C nachgewiesen werden.

Zunächst ist bekannt, dass es sich bei der Zufallsvariablen T um eine T Gx-Stoppzeit
handelt. Folglich ist dann auch T + s eine T Gx-Stoppzeit, da s konstant ist. Somit kann
zu jedem Zeitpunkt x eingesehen werden, ob das Ereignis {x = T + s} eingetreten ist
oder nicht. Darauf aufbauend kann nun eine Fallunterscheidung vorgenommen werden.

• x ≤ T + s − 1: Dann ist zunächst C(x) = 1. Da zusätzlich bekannt ist, dass das
Ereignis {x = T + s} nicht eingetreten ist, folgt direkt C(x+ 1) = 1.

• x = T + s: Dann ist zunächst C(x) = 1. Da zusätzlich bekannt ist, dass das
Ereignis {x = T + s} eingetreten ist, folgt direkt C(x+ 1) = 0.

• x ≥ T + s+ 1: Dann ist C(x) = 0 und somit auch C(x+ 1) = 0.
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Zusammenfassend kann in jedem Fall der Wert von C(x+1) eindeutig zum Zeitpunkt
x ermittelt werden. Folglich ist C und somit auch TA

c ein T Gx-vorhersagbarer Prozess.
Für den Nachweis von (ii) folgt zunächst die T Gx-Adaption von TM

c direkt, da es
sich bei TN , TA und C um T Gx-adaptierte Prozesse handelt.

Außerdem ist der Prozess TM
c integrierbar, da für alle x ∈ N0 gilt, dass

E˜︁Tθ | TM
c(x)| = 1

αθ

Eθ|1˜︁T TM
c(x)|

≤ 1
αθ

Eθ

{︂ x∑︂
k=1

⃓⃓⃓
C(k)

[︂
∆ TN(k) − ∆ TA(k, θ)

]︂⃓⃓⃓}︂
<

1
αθ

Eθ

{︂ x∑︂
k=1

⃓⃓⃓
C(k)

⃓⃓⃓}︂
≤ 1
αθ

min(x, T + s) < ∞ (2.66)

Abschließend wird noch die Martingaleigenschaft E˜︁Tθ {TM
c(x + κ)| T Gx} = TM

c(x) für
alle x ∈ N0 und κ ∈ N gezeigt:

E˜︁Tθ {TM
c(x+ κ)| T Gx} =E˜︁Tθ{︃x+κ∑︂

k=1
C(k)

[︂
∆ TN(k) − ∆ TA(k, θ)

]︂⃓⃓⃓⃓
T Gx

}︃

=E˜︁Tθ{︃ x∑︂
k=1

C(k)
[︂
∆ TN(k) − ∆ TA(k, θ)

]︂⃓⃓⃓⃓
T Gx

}︃

+ E˜︁Tθ{︃ x+κ∑︂
k=x+1

C(k)
[︂
∆ TN(k) − ∆ TA(k, θ)

]︂⃓⃓⃓⃓
T Gx

}︃

=
x∑︂

k=1
C(k)

[︂
∆ TN(k) − ∆ TA(k, θ)

]︂

+ E˜︁Tθ{︃ x+κ∑︂
k=x+1

C(k)
[︂
∆ TN(k) − ∆ TA(k, θ)

]︂⃓⃓⃓⃓
T Gx

}︃

= TM
c(x) +

x+κ∑︂
k=x+1

E˜︁Tθ{︃C(k)
[︂
∆ TN(k) − ∆ TA(k, θ)

]︂⃓⃓⃓⃓
T Gx

}︃

Folglich reicht es zu zeigen, dass

E˜︁Tθ{︃C(k)
[︂
∆ TN(k) − ∆ TA(k, θ)

]︂⃓⃓⃓⃓
T Gx

}︃
= 0, ∀k ∈ {x+ 1, . . . , x+ κ}

⇔E˜︁Tθ{︃1GC(k)
[︂
∆ TN(k) − ∆ TA(k, θ)

]︂}︃
= 0, ∀k ∈ {x+ 1, . . . , x+ κ}, ∀G ∈ T Gx

(2.67)

erfüllt ist.
Des Weiteren sei angemerkt, dass T eine Gx-Stoppzeit ist und somit für alle k ∈

{x+ 1, . . . , x+ κ} für das Ereignis

Ω \ {k ≤ T + s} = {T + s+ 1 ≤ k} = {T ≤ k − s− 1}
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gilt, dass:

{T ≤ k − s− 1} ∩ {T ≤ x} = {T ≤ min(k − s− 1, x)} ∈ G(k−s−1)∧x ⊆ Gx, ∀x ∈ N0

Nach der Definition der gestoppten σ-Algebra GT (vgl. (2.40)) ist somit:

{T ≤ k − s− 1} ∈ GT ⊆ T Gx, ∀x ∈ N0

Aufgrund der Stabilität von σ-Algebren bezüglich Komplementen ist somit auch {k ≤
T + s} ∈ T Gx. Entsprechend kann jedes G ∈ T Gx folgendermaßen dargestellt werden:

G = G∩
(︂
{T ≤ k− s− 1} ∪ {k ≤ T + s}

)︂
=
(︂
G∩ {T ≤ k− s− 1}

)︂
∪
(︂
G∩ {k ≤ T + s}

)︂
Folglich ist (2.67) äquivalent zu:

E˜︁Tθ{︃1G∩{T +s+1≤k}C(k)
[︂
∆ TN(k) − ∆ TA(k, θ)

]︂}︃
+E˜︁Tθ{︃1G∩{k≤T +s}C(k)

[︂
∆ TN(k) − ∆ TA(k, θ)

]︂}︃
= 0 (2.68)

Für den Fall T +s+1 ≤ k ist C(k) = 0. Außerdem gilt C(k) = 1 für k ≤ T +s. Folglich
ist (2.68) wegen G ∈ T Gx äquivalent zu:

E˜︁Tθ{︃1{k≤T +s}C(k)
[︂
∆ TN(k) − ∆ TA(k, θ)

]︂⃓⃓⃓⃓
T Gx

}︃
=E˜︁Tθ{︃∆ TN(k) − ∆ TA(k, θ)

⃓⃓⃓⃓
T Gx

}︃
=E˜︁Tθ{︃∆ TM(k)

⃓⃓⃓⃓
T Gx

}︃
= 0, ∀k ∈ {x+ 1, . . . , x+ κ} (2.69)

Da es sich bei dem Prozess TM nach Satz 5 um ein Martingal bezüglich der Filtration
{T Gx : x ∈ N0} sowie des bedingten Wahrscheinlichkeitsmaßes P˜︁Tθ handelt, ist (2.69)
erfüllt. Folglich ist die Gültigkeit von (2.67) gezeigt und somit das Lemma bewiesen.

Bemerkung 11. Unabhängig davon, ob ein Individuum trunkiert, zensiert oder beob-
achtet wird, kann der beobachtbare Unter-Risiko-Prozess [siehe Andersen et al., 1993,
Kapitel III.2.2] definiert werden als

TY
c(x) : = C(x+ 1) TY (x) (2.70)

= 1{x+1≤T +s}1{T +1≤x+1≤X} = 1{T +1≤x+1≤min(X,T +s)} (2.71)

Mithilfe von (2.70) kann der Kompensator TA
c (vgl. (2.65)) folgendermaßen dargestellt

werden:

TA
c(x, θ) =

x∑︂
k=1

C(k)∆ TA(k, θ) = θ
x∑︂

k=1
C(k) TY (k − 1) = θ

x∑︂
k=1

TY
c(k − 1) (2.72)

Wie bereits im vorherigen Kapitel 2.2 diskutiert, kann auf der Grundlage von T Gx =
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Fx∨GT (vgl. (2.52)) eingesehen werden, dass die Filtration {T Gx, x ∈ N0} Informationen
enthält, die in der Praxis nicht beobachtet werden können. So sind auch für x ≤ T
alle Informationen bis zum Alter T in GT und somit in T Gx enthalten. Auch lassen
sich Informationen bezüglich eines Ausfalls vor dem Studienbeginn aus der Filtration
{Fx, x ∈ N0} und folglich auch aus {T Gx, x ∈ N0} entnehmen.

Die gröbere, in (2.53) eingeführte Filtration {T Fx, x ∈ N0} ist unter der Berücksichti-
gung der Rechtszensur zur adäquaten Beschreibung der Historien ebenfalls ungeeignet.
So sind Informationen bezüglich eines Ausfalls nach dem Ende des Beobachtungszeit-
raums zwar in {T Fx, x ∈ N0} enthalten, in der Praxis jedoch nicht mehr beobachtbar.

Das folgende Lemma liefert eine geeignete Filtration zur Beschreibung der Historie
des Individuums [siehe Weißbach et al., 2024, Kapitel A.1.2].
Lemma 7. Für die Filtration {T F c

x, T ≤ x} mit

T F c
x := σ{TN

c(k), TY
c(k), k ∈ {T, . . . , x}} (2.73)

gilt.
(i) T F c

x ⊆ T Gx für alle x ∈ N0.

(ii) Das Ereignis ˜︁T ist für alle x ≥ T messbar bezüglich T F c
x

(iii) Der Prozess TM = TN − TA ist bezüglich dem bedingten Wahrscheinlichkeitsmaß
P˜︁Tθ ein T F c

x-Martingal.

(iv) {T F c
x, T ≤ x} enthält nur beobachtbare Informationen.

Beweis Lemma 7. (i) Nach Satz 4 sind die Prozesse TN und TY adaptiert bezüglich
der Filtration {T Gx : x ∈ N0}. Außerdem ist nach Bemerkung 10 der Prozess C
ebenfalls T Gx-adaptiert. Entsprechend sind TN

c sowie TY
c adaptiert bezüglich

{T Gx : x ∈ N0} und es folgt direkt T Fx ⊆ T Gx für alle x ≥ T .

(ii) Zum Nachweis der Messbarkeit von ˜︁T = {T+1 ≤ X} bezüglich T F c
x für alle x ≥ T

genügt es, das kleinste Filtrationselement T F c
T zu betrachten. Da TN(T )c = 0 mit

Wahrscheinlichkeit 1 gilt, folgt

T F c
T = σ{TN

c(T ), TY (T )} = σ{TY
c(T )}

Des Weiteren gilt nach der Definition von TY
c (vgl. 2.71):

TY
c(T ) = 1{T +1≤T +1≤min(X,T +s)} = 1{T +1≤min(X,T +s)} = 1˜︁T1{T +1≤T +s}

Da s ∈ N folgt 1{T +1≤T +s} = 1, sodass sich

TY
c(T ) = 1˜︁T

und entsprechend

T F c
T = σ{˜︁T} ⊂ T F c

T +1 ⊂ . . .
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ergibt. Somit resultiert die Messbarkeit von ˜︁T bezüglich T F c
x für alle x ≥ T .

(iii) Zunächst ist der Prozess TM
c mit

TM
c(x) = TN

c(x) − TA
c(x, θ) = TN

c(x) − θ
x∑︂

k=1
TY

c(k − 1)

offensichtlich T F c
x-adaptiert. Außerdem ist nach (2.66) auch E˜︁Tθ | TM

c(x)| < ∞ für
alle x ∈ N0 und somit auch für alle x ≥ T erfüllt. Da TM

c nach Lemma 6 ein
T Gx-Martingal ist und T F c

x ⊆ T Gx gilt, folgt abschließend die Martingaleigenschaft

E˜︁Tθ {TM
c(x+ κ)| T F c

x} = E˜︁Tθ{︂E˜︁Tθ {TM
c(x+ κ)| T Gx}

⃓⃓⃓
T F c

x

}︂
= E˜︁Tθ {TM

c(x)| T F c
x} = TM

c(x)

für alle x ≥ T und κ ∈ N.

(iv) Da die Prozesse TN
c und TY

c immer beobachtbar sind, enthält {T F c
x, T ≤ x} nur

beobachtbare Informationen.

Bemerkung 12. Da TY
c messbar bezüglich {T F c

x, T ≤ x} ist, folgt direkt die T F c
x−1-

Messbarkeit von TY
c(x − 1). Der Prozess TA

c ist folglich T F c
x-vorhersagbar und kann

somit als (T F c
x, P

˜︁T
θ )-Kompensator von TN

c bezeichnet werden.

Lemma 7 stellt erneut eine Anwendung des Innovationstheorems [siehe Andersen et al.
1993, Kapitel II.4.2] dar. Aussage (i) ist dabei eine notwendige Bedingung für Aussage
(iii). Außerdem impliziert Aussage (ii), dass für jeden Zeitpunkt x ≥ T bekannt ist, ob
das Individuum beobachtbar ist.

Da wegen Aussage (iii) und Bemerkung 12 der Prozess TA
c der (T F c

x, P
˜︁T
θ )-Kompensator

von TN
c ist, folgt:

P
˜︁T
θ {∆ TN

c(x) = 1| T F c
x−1} = E˜︁Tθ {∆ TN

c(x)| T F c
x−1} = ∆ TA

c(x, θ) (2.74)

Aussage (iv) impliziert, dass die ∆ TA
c(x, θ) somit als die Wahrscheinlichkeiten der

beobachteten sukzessiven Bernoulli-Experimente ∆ TN
c(x) für x ≥ T , gegeben ˜︁T sowie

der in T F c
x−1 enthaltenen Informationen, interpretiert werden können. Darauf aufbau-

end wird im Folgenden der Beitrag eines Individuums zu einer marginalen, bedingten
Likelihood-Funktion nach dem Vorbild von Jacod’s Formeln [siehe Andersen et al., 1993,
Kapitel II.7.1] aufgestellt.

Lemma 8. Gegeben sei ein Individuum, das zum Zeitpunkt des Ausfalls X Jahre alt ist,
erst ab dem Alter von T +1 sowie bedingt auf dem Ereignis ˜︁T = {T +1 ≤ X} beobachtet
werden kann und dessen Historie nach T + s Jahren zensiert wird, wobei s ∈ N. Dann
ist der Beitrag dieses Individuums zur marginalen, bedingten Likelihood-Funktion bis zu
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einem beliebigen, aber festen, Zeitpunkt χ ≥ G gegeben durch:

TL
c(θ) = 1, wenn 1˜︁T = 0

TL
c(θ) =

min(χ,T +s)∏︂
x=T +1

{︂
(1 − ∆ TA

c(x, θ))1−∆ T Nc(x)(∆ TA
c(x, θ))∆ T Nc(x)

}︂
wenn 1˜︁T = 1

(2.75)

Dabei ist

∆ TN
c(x) = C(x)∆ TN(x) = 1{x≤T +s}1{T +1≤x}1{X=x} = 1{T +1≤x≤T +s}1{X=x} (2.76)

sowie

∆ TA
c(x, θ) = θC(x) TY (x− 1) = θ1{T +1≤x≤min(X,T +s)}

Beweis. Analog zum Beweis von Lemma 5 soll der Beitrag eines Individuum zu einer
marginalen, bedingten Likelihood-Funktion ermittelt werden, mithilfe derer die Wahr-
scheinlichkeit für die beobachteten Ergebnisse maximiert werden kann.

Dabei sind die beobachtbaren Informationen in der Matrix

T
˜︁J c :=

(︄
∆ TN

c(T + 1) ∆ TN
c(T + 2) . . . ∆ TN

c(χ)
TY

c(T ) TY
c(T + 1) . . . TY

c(χ− 1)

)︄′

mit der zugehörigen bedingten Wahrscheinlichkeitsfunktion f T ˜︁Jc|1˜︁T codiert. Da jedoch
für alle x ≥ T + s + 1 gilt, dass sowohl ∆ TN

c(x) = 0 als auch TY
c(x − 1) = 0 mit

Wahrscheinlichkeit 1 erfüllt sind, genügt es, die Matrix

TJ
c :=

(︄
∆ TN

c(T + 1) ∆ TN
c(T + 2) . . . ∆ TN

c(min(χ, T + s))
TY

c(T ) TY
c(T + 1) . . . TY

c(min(χ, T + s) − 1)

)︄′

(2.77)

mit der entsprechenden marginalen, bedingten Wahrscheinlichkeitsfunktion f T Jc|1˜︁T für
weitere Untersuchungen zu verwenden [siehe Gouriéroux und Monfort, 1995, Definition
7.2 (i) und (ii)]. Für den marginalen, bedingten Likelihood-Beitrag TL

c ergibt sich
zunächst:

TL
c(θ) = f T Jc|1˜︁T(TJ |1˜︁T)

=f∆ T Nc(T +1),...,∆ T Nc(min(χ,T +s)),T Y c(T ),...,T Y c(min(χ,T +s)−1)|1˜︁T(︂
∆ TN

c(T + 1), . . . ,∆ TN
c(min(χ, T + s)), TY

c(T ), . . . , TY
c(min(χ, T + s) − 1)

⃓⃓⃓
1˜︁T)︂

(2.78)

Dabei gilt, im Falle von 1˜︁T = 0, dass TN
c ≡ TY

c ≡ 0 mit Wahrscheinlichkeit 1 und
somit TL

c ≡ 1. Folglich genügt es, lediglich den Fall 1˜︁T = 1 weiter zu betrachten.
Zunächst ergibt sich aufgrund der Abhängigkeit von ∆ TN

c(x) bezüglich ∆ TN
c(T +
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1), . . . ,∆ TN
c(x−1) sowie TY

c(T ), . . . , TY
c(x−1) für alle x ∈ {T+1, . . . ,min(χ, T+s)}

folgende Umformung von (2.78):

TL
c(θ) =f T ∆Nc(min(χ,T +s))| T ∆Nc(min(χ,T +s)−1),...,T ∆Nc(T +1),T Y (min(χ,T +s)−1),...,T Y c(T ),1˜︁T=1(︂

∆ TN
c(min(χ, T + s))

⃓⃓⃓
∆ TN

c(min(χ, T + s) − 1), . . . , TY
c(T ),1˜︁T = 1

)︂
·f T Y c(min(χ,T +s)−1)| T ∆Nc(min(χ,T +s)−1),...,T ∆Nc(T +1),T Y c(min(χ,T +s)−2),...,T Y c(T ),1˜︁T=1(︂

TY
c(min(χ, T + s) − 1)

⃓⃓⃓
∆ TN

c(min(χ, T + s) − 1), . . . , TY
c(T ),1˜︁T = 1

)︂
· . . . · f∆ T Nc(T +1)| T Y c(T ),1˜︁T=1

(︂
∆ TN

c(T + 1)| TY (T ),1˜︁T = 1
)︂

·f T Y c(T )|1˜︁T=1
(︂

TY
c(T )|1˜︁T = 1

)︂
(2.79)

Außerdem gilt für alle x ∈ {T, . . . ,min(χ, T + s) − 1}, dass TY
c(x) eindeutig durch die

Ausprägungen von ∆ TN
c(x) und TY

c(x− 1) determiniert ist, sodass:

f T Y c(x)| T ∆Nc(x),...,T ∆Nc(T +1),T Y c(x−1),...,T Y c(T ),1˜︁T=1(︂
TY

c(x)
⃓⃓⃓
∆ TN

c(x), . . . ,∆ TN
c(T + 1), TY

c(x− 1), . . . , TY
c(T ),1˜︁T = 1

)︂
=f T Y c(x)| T ∆Nc(x),T Y c(x−1)

(︂
TY

c(x)
⃓⃓⃓
∆ TN

c(x), TY
c(x− 1)

)︂
= 1

Insbesondere gilt

f T Y (T )|1˜︁T=1
(︂

TY (T )|1˜︁T = 1
)︂

= f T Y (T )|1˜︁T=1
(︂

TY (T )| TY (T ) = 1
)︂

= 1

sodass (2.79) folgendermaßen vereinfacht werden kann:

TL
c(θ) = f T ∆Nc(min(χ,T +s))| T ∆Nc(min(χ,T +s)−1),...,T ∆Nc(T +1),T Y c(min(χ,T +s)−1),...,T Y c(T ),1˜︁T=1(︂

∆ TN
c(min(χ, T + s))

⃓⃓⃓
∆ TN

c(min(χ, T + s) − 1), . . . , TY
c(T ),1˜︁T = 1

)︂
·f T ∆Nc(min(χ,T +s)−1)| T ∆Nc(min(χ,T +s)−2),...,T ∆Nc(T +1),T Y c(min(χ,T +s)−2),...,T Y c(T ),1˜︁T=1(︂

∆ TN
c(min(χ, T + s) − 1)

⃓⃓⃓
∆ TN

c(min(χ, T + s) − 2), . . . , TY
c(T ),1˜︁T = 1

)︂
· . . . · f∆Nc(T +1)| T Y c(T ),1˜︁T=1

(︂
∆N c(T + 1)| TY

c(T ),1˜︁T = 1
)︂

(2.80)

Wird ein Faktor von (2.80) für einen beliebigen Zeitpunkt x ∈ {T+1, . . . ,min(χ, T+s)}
betrachtet, ergibt sich:

f T ∆Nc(x)| T ∆Nc(x−1),...,T ∆Nc(T +1),T Y c(x−1),...,T Y c(T ),1˜︁T=1(︂
∆ TN

c(x)
⃓⃓⃓
∆ TN

c(x− 1), . . . ,∆ TN
c(T + 1), TY

c(x− 1), . . . , TY
c(T ),1˜︁T = 1

)︂
(2.81)

Es sei angemerkt, dass es sich bei den Informationen über ∆ TN
c(x− 1), . . . , T ∆N c(1)

sowie über ∆ TY
c(x − 1), . . . , T ∆Y c(1) genau um die Informationen handelt, die in

der σ-Algebra T F c
x−1 enthalten sind (vgl. (2.73)). Außerdem ermöglicht die zusätzliche

Bedingung auf 1˜︁T = 1 den Übergang zum bedingten Wahrscheinlichkeitsmaß P˜︁Tθ . Somit
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folgt:

f T ∆Nc(x)| T ∆Nc(x−1),...,T ∆Nc(T +1),T Y c(x−1),...,T Y c(T ),1˜︁T=1(︂
∆ TN

c(x)
⃓⃓⃓
∆ TN

c(x− 1), . . . ,∆ TN
c(T + 1), TY

c(x− 1), . . . , TY
c(T ),1˜︁T = 1

)︂
=P˜︁Tθ {∆ TN

c(x) = 1| T F c
x−1}∆ T Nc(x) · P˜︁Tθ {∆ TN

c(x) = 0| T F c
x−1}1−∆ T Nc(x)

=P˜︁Tθ {∆ TN
c(x) = 1| T F c

x−1}∆ T Nc(x) ·
(︂
1 − P

˜︁T
θ {∆ TN

c(x) = 1| T F c
x−1}1−∆ T Nc(x)

)︂
Darüber hinaus ergibt sich aus der Eigenschaft (A.9) von bedingten Erwartungswer-

ten sowie aus ∆ TN
c(x) = 1{∆ T Nc(x)=1}:

P
˜︁T
θ {∆ TN

c(x) = 1| T F c
x−1}∆ T Nc(x) ·

(︂
1 − P

˜︁T
θ {∆ TN

c(x) = 1| T F c
x−1}1−∆ T Nc(x)

)︂
=
(︂
E˜︁Tθ {1{∆ T Nc(x)=1}| T F c

x−1}
)︂∆ T Nc(x)(︂

1 − E˜︁Tθ {1{∆ T Nc(x)=1}| T F c
x−1}

)︂1−∆ T Nc(x)

=
(︂
E˜︁Tθ {∆ TN

c(x)| T F c
x−1}

)︂∆ T Nc(x)(︂
1 − E˜︁Tθ {∆ TN

c(x)| T F c
x−1}

)︂1−∆ T Nc(x)

Da der Prozess TA
c der Kompensator von TN

c bezüglich der Filtration {T F c
x : T ≤ x}

sowie dem bedingten Wahrscheinlichkeitsmaß P˜︁Tθ ist, folgt weiter unter der Verwendung
von (2.74):

(︂
E˜︁Tθ {∆ TN

c(x)| T F c
x−1}

)︂∆ T Nc(x)(︂
1 − E˜︁Tθ {∆ TN

c(x)| T F c
x−1}

)︂1−∆ T Nc(x)

=∆ TA
c(x, θ)∆ T Nc(x)

(︂
1 − ∆ TA

c(x, θ)
)︂1−∆ T Nc(x)

(2.82)

Abschließend folgt durch Einsetzen von (2.82) in (2.79):

TL
c(θ) =

min(χ,T +s)∏︂
x=T +1

{︂
(1 − ∆ TA

c(x, θ))1−∆ T Nc(x)(∆ TA
c(x, θ))∆ T Nc(x)

}︂

Der Beweis ist somit abgeschlossen.

Unter der Bedingung, dass die Zufallsvariable X geometrisch verteilt mit dem Para-
meter θ ist, gilt für den marginalen, bedingten Likelihood-Beitrag (2.75):

TL
c(θ) =

min(χ,T +s)∏︂
x=T +1

{︂
(1 − 1{T +1≤x≤min(X,T +s)}θ)1−1{T +1≤x≤T +s}1{X=x}

(1{T +1≤x≤min(X,T +s)}θ)1{T +1≤x≤T +s}1{X=x}
}︂

Abschließend ergibt sich:

TL
c(θ) =

[︃min(X−1,T +s,χ)∏︂
x=T +1

(1 − θ)1θ0
]︃

·
[︃
(1 − θ)0θ1

]︃1{X≤min(T +s,χ)}

= θ1{X≤min(T +s,χ)}(1 − θ)min(X−1,T +s,χ)−T (2.83)
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Da die Herleitung des Beitrags eines Individuums zu einer marginalen, bedingten Likelihood-
Funktion zur Schätzung des geometrischen Parameters θ unter der Berücksichtigung von
linksseitiger Trunkierung sowie rechtsseitiger Zensur abgeschlossen ist, kann im nächs-
ten Schritt der Übergang von einem zufällig aus der Grundgesamtheit gezogenen Indi-
viduum zu einer Stichprobe erfolgen. Darauf aufbauend kann dann ein Punktschätzer
für θ sowie ein entsprechender Standardfehler ermittelt werden.
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3.1. Der Punktschätzer
Nachdem der marginale, bedingte Likelihood-Beitrag eines zufällig aus der Grundge-
samtheit entnommenen Individuums unter Berücksichtigung von linksseitiger Trunkie-
rung und rechtsseitiger Zensur hergeleitet wurde, erfolgt in diesem Kapitel eine Punkt-
schätzung für die Wahrscheinlichkeit, innerhalb eines Jahres auszufallen, sowie die Be-
rechnung zugehöriger Standardfehler. Die Berechnung der Standardfehler erfolgt dabei
zunächst unter der Annahme, dass das Alter im letzten Jahr des Entstehungszeitraums
T diskret gleichverteilt ist. Später wird diese Annahme wieder fallen gelassen und der
Standardfehler in einem semiparametrischen Modell ermittelt. Vorher werden jedoch
drei Darstellungen des Punktschätzers vorgestellt. Die Erste davon wird sich intuitiv
als Nullstelle der abgeleiteten, logarithmierten, marginalen und bedingten Likelihood-
Funktion ergeben. Die zweite Darstellungsform dient hingegen im späteren Verlauf als
Grundlage zur Berechnung des Standardfehlers im semiparametrischen Modell mithilfe
eines Martingalgrenzwertsatzes von Rebolledo [1979]. Zusätzlich dient die dritte For-
mel für den Punktschätzer zur Minimierung des Berechnungsaufwandes bei praktischen
Anwendungen.

Dazu erfolgt ein Übergang zum Stichprobenmodell. Somit wird im Folgenden nicht
mehr ein Individuum, sondern eine Stichprobe, bestehend aus n Individuen, untersucht.
Dazu sei angemerkt, dass n auch nicht beobachtbare Individuen enthält und folglich
unbekannt ist. Des Weiteren seien Xi die geometrisch verteilte (vgl. Definition 1) Le-
bensdauer und Ti das Alter ein Jahr vor dem Beginn der Studie für das i-te Individuum,
wobei i ∈ {1, . . . n}. Da zur Untersuchung der verschiedenen Schätzaspekte eine Un-
terscheidung zwischen wahrem Wert, Parameter und Schätzer getroffen werden muss,
erfolgt im ersten Schritt eine Einführung der Notation für eben diese Begriffe:

θ0: Für ein Individuum aus der Grundgesamtheit wird die wahre Wahrscheinlichkeit,
innerhalb eines Jahres auszufallen, mit θ0 bezeichnet. Somit sind alle Xi mit
i ∈ {1, . . . , n} identisch geometrisch verteilt mit dem wahren Parameterwert θ0.
Auch ist θ0 unbekannt und soll im Folgenden geschätzt werden.

θ: Der allgemeine Parameter der geometrischen Verteilung und somit das Argument
der marginalen, bedingten Likelihood-Funktion wird mit θ bezeichnet.

θ̂n: Die Stelle des Maximums der marginalen, bedingten Likelihood-Funktion für ei-
ne Stichprobe vom Umfang n und somit der Punktschätzer von θ0 wird mit θ̂n

bezeichnet.
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Dabei werden die Daten als der linksseitig trunkierte Teil einer einfachen Zufallsstich-
probe, die aus der Grundgesamtheit gezogen wurde, interpretiert [siehe beispielsweise
Andersen et al., 1988, Efron und Petrosian, 1999, Weißbach und Wied, 2022, Toparkus
und Weißbach, 2025].
Annahmen 1. Es werden zusammenfassend folgende Annahmen getroffen:
(A1) Für alle i ∈ {1, . . . , n} sind die bivariaten Zufallsvariablen (Xi, Ti)′ auf dem ge-

meinsamen Wahrscheinlichkeitsraum (Ω,F , Pθ0), mit Ω aus (2.1), F = P{Ω} und
Pθ0 aus (2.4), definiert. Dabei entspricht die marginale Wahrscheinlichkeitsfunk-
tion von Xi der Wahrscheinlichkeitsfunktion der geometrischen Verteilung (vgl.
(2.5)). Außerdem ist Xi unabhängig von Ti.

(A2) Das Tupel (Xi, Ti)′ ist genau dann beobachtbar, wenn Ti + 1 ≤ Xi erfüllt ist.
Auch wird davon ausgegangen, dass für mindestens ein i ∈ {1, . . . , n} gilt, dass
Ti + 1 ≤ Xi und folglich mindestens ein Individuum beobachtbar ist.

(A3) Für den wahren Parameterwert θ0 gilt θ0 ∈ Θ := [ξ, 1−ξ] für ein kleines ξ ∈ (0, 1
2).

(A4) (Xi, Ti)′, i ∈ {1, . . . , n}, n ∈ N beschreibt eine einfache Zufallsstichprobe. Somit
sind (Xi, Ti)′ unabhängige und identisch verteilte Zufallsvariablen, die der Vertei-
lungsannahme (A1) mit dem wahren Parameterwert θ0 aus Annahme (A3) genü-
gen.

Des Weiteren sei TL
c
i , i = 1, . . . , n der Beitrag (vgl. (2.83)) des i-ten Individuums zur

marginalen, bedingten Likelihood-Funktion der Stichprobe TL
c
· .

Es sei angemerkt, dass das i-te Individuum nur genau dann beobachtet werden kann,
wenn Ti +1 ≤ Xi. Die marginale, bedingte Likelihood-Funktion für eine Stichprobe vom
Umfang n, die über einen Zeitraum von χ ≥ G Jahren beobachtet wird, kann folglich
mithilfe von (2.83) und Annahme (A4) folgendermaßen formuliert werden:

TL
c
· (θ) =

n∏︂
i=1

[︂
TL

c
i(θ)

]︂1{Ti+1≤Xi} =
n∏︂

i=1

[︂
θ1{Xi≤min(Ti+s,χ)}(1 − θ)min(Xi−1,Ti+s,χ)−Ti

]︂1{Ti+1≤Xi}

(3.1)

Folglich ergibt sich für die logarithmierte Likelihood-Funktion:

log TL
c
· (θ) = log θ

n∑︂
i=1

1{Ti+1≤Xi}1{Xi≤min(Ti+s,χ)}

+ log(1 − θ)
n∑︂

i=1
1{Ti+1≤Xi}

[︂
min(Xi − 1, Ti + s, χ) − Ti

]︂
(3.2)

Ableiten liefert

∂ log TL
c
· (θ)

∂θ
=
∑︁n

i=1 1{Ti+1≤Xi}1{Xi≤min(Ti+s,χ)}

θ

−
∑︁n

i=1 1{Ti+1≤Xi}
[︂
min(Xi − 1, Ti + s, χ) − Ti

]︂
1 − θ

(3.3)
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und somit den eindeutigen Punktschätzer:

θ̂n =
[︃ n∑︂

i=1
1{Ti+1≤Xi}1{Xi≤min(Ti+s,χ)}

]︃[︃ n∑︂
i=1

1{Ti+1≤Xi}1{Xi≤min(Ti+s,χ)}

+
n∑︂

i=1
1{Ti+1≤min(Xi,χ)}

[︂
min(Xi − 1, Ti + s, χ) − Ti

]︂]︃−1

=
∑︁n

i=1 1{Ti+1≤Xi≤min(Ti+s,χ)}∑︁n
i=1 1{Ti+1≤Xi}

[︂
1{Xi≤min(Ti+s,χ)} + min(Xi − 1, Ti + s, χ) − Ti

]︂ (3.4)

Es sei angemerkt, dass wegen Annahme 1, (A2) der Nenner von (3.4) nicht Null werden
kann.

Im nächsten Schritt soll der Faktor 1{Xi≤min(Ti+s,χ)} + min(Xi − 1, Ti + s, χ) − Ti im
Nenner von (3.4) vereinfacht werden. Dazu wird folgende Fallunterscheidung durchge-
führt:

• Falls Xi ≤ min(Ti + s, χ) erfüllt ist, folgt min(Xi − 1, Ti + s, χ) = Xi − 1 und
somit:

1{Xi≤min(Ti+s,χ)} + min(Xi − 1, Ti + s, χ) − Ti = Xi − Ti

• Falls Xi > min(Ti + s, χ) erfüllt ist, folgt min(Xi − 1, Ti + s, χ) = min(Ti + s, χ)
und somit:

1{Xi≤min(Ti+s,χ)} + min(Xi − 1, Ti + s, χ) − Ti = min(Ti + s, χ) − Ti

Zusammenfassend ergibt sich

1{Xi≤min(Ti+s,χ)} + min(Xi − 1, Ti + s, χ) − Ti = min(Xi, Ti + s, χ) − Ti (3.5)

und somit die erste Darstellung des Punktschätzers:

θ̂n =
∑︁n

i=1 1{Ti+1≤Xi≤min(Ti+s,χ)}∑︁n
i=1 1{Ti+1≤Xi}

[︂
min(Xi, Ti + s, χ) − Ti

]︂ (3.6)

Zur weiteren Vereinfachung von (3.6) seien im Folgenden TN
c
i (vgl. 2.64) und TY

c
i (vgl.

2.70) der linksseitig trunkierte und rechtsseitig zensierte Zähl- beziehungsweise Unter-
Risiko-Prozess des i-ten Individuums.

Mithilfe von (2.76) folgt direkt:

n∑︂
i=1

χ∑︂
x=1

∆ TN
c
i (x) =

n∑︂
i=1

χ∑︂
x=1

1{Ti+1≤x≤Ti+s}1{Xi=x} =
n∑︂

i=1
1{Ti+1≤Xi≤min(Ti+s,χ)} (3.7)
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Des Weiteren lässt sich aus (2.71) die Gleichheit

n∑︂
i=1

χ∑︂
x=1

TY
c

i (x− 1) =
n∑︂

i=1

χ∑︂
x=1

1{Ti+1≤x≤min(Xi,Ti+s)}

=
n∑︂

i=1
1{Ti+1≤Xi}

[︂
min(Xi, Ti + s, χ) − Ti

]︂
(3.8)

ableiten.
Durch Einsetzen von (3.7) und (3.8) in (3.6) ergibt sich somit die folgende Darstellung

des Punktschätzers:

θ̂n =
∑︁n

i=1
∑︁χ

x=1 ∆ TN
c
i (x)∑︁n

i=1
∑︁χ

x=1 TY c
i (x− 1) (3.9)

Abschließend erfolgt die Herleitung einer Version des Punktschätzers zur Minimie-
rung des Berechnungsaufwands. Dazu sei angenommen, dass χ ≥ (G − 1) + s für alle
i ∈ {1, . . . , n} erfüllt ist, sodass im Punktschätzer alle Informationen bis zum Ende
des Beobachtungszeitraums verarbeitet werden. Auch sei angemerkt, dass n den Stich-
probenumfang ohne Berücksichtigung der Trunkierung bezeichnet und folglich in der
Praxis nicht beobachtbar ist. Zwar gibt es Beispiele für die Analyse aus trunkierten
Daten, die nicht zwischen der Anzahl der Beobachtungen und dem Stichprobenumfang
unterscheiden [siehe beispielsweise Heckman, 1976], im Rahmen dieser Arbeit werden
Beobachtungsanzahl und Stichprobenumfang jedoch klar voneinander abgegrenzt. Da-
zu bezeichne im Gegensatz zum Stichprobenumfang n das Symbol m im Folgenden die
Anzahl der Beobachtungen. Sei weiter

m = muncens +mcens

eine Zerlegung von m in die Individuen, deren Ausfall innerhalb des Beobachtungszeit-
raum stattgefunden hat (muncens), und die Individuen, die am Ende des Beobachtungs-
zeitraums noch nicht ausgefallen sind und folglich zensiert wurden (mcens). Zunächst
gilt mit χ ≥ (G− 1) + s für den Zähler von (3.6):

n∑︂
i=1

1{Ti+1≤Xi≤min(Ti+s,χ)} =
n∑︂

i=1
1{Ti+1≤Xi≤Ti+s} = muncens

Um den Nenner von (3.6) weiter zu vereinfachen, werden die Summanden
n∑︂

i=1
1{Ti+1≤Xi}

[︂
min(Xi, Ti + s) − Ti

]︂
(3.10)

in zwei Kategorien eingeteilt:

• Für Individuen, deren Ausfall beobachtet wird, gilt min(Xi, Ti +s)−Ti = Xi −Ti.
Seien dazu xobs

j und tobs
j mit j ∈ {1, . . . ,muncens} die beobachteten Realisierungen
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der Alter bei Ausfall und am Ende des Entstehungszeitraums. Dann ist

dobs :=
muncens∑︂

j=1
xobs

j − tobs
j

die Summe über alle realisierten, beobachtbaren Lebensspannen innerhalb der
Studie und somit der Anteil von (3.10), der alle Individuen mit beobachtbarem
Ausfall repräsentiert.

• Für alle mcens Individuen, deren Historie rechtsseitig zensiert und deren Ausfall
entsprechend nicht innerhalb der Studie beobachtet wird, gilt min(Xi, Ti+s)−Ti =
(Ti + s) − Ti = s. Dieser Anteil kann somit durch smcens beschrieben werden.

Abschließend ergibt sich die dritte und letzte Darstellung des Punktschätzers für die
Wahrscheinlichkeit, dass ein Individuum innerhalb eines Jahres ausfällt, folgenderma-
ßen:

θ̂n = muncens

dobs + smcens

(3.11)

Bemerkung 13. Aus dem Vergleich von (3.9) mit (3.11) lässt sich das Verhältnis

n∑︂
i=1

(G−1)+s∑︂
x=1

TY
c

i (x− 1) = dobs + smcens (3.12)

ableiten.

Nachdem der Punktschätzer θ̂n für die Wahrscheinlichkeit, innerhalb eines Jahres
auszufallen, berechnet wurde, besteht das nächste Ziel in der Angabe eines Konfidenzin-
tervalls zum Niveau 1−α für den wahren Parameterwert θ0. Dazu werden im Folgenden
einige Methoden zur Berechnung des Standardfehlers von θ̂n vorgestellt.

3.2. Standardfehler im parametrischen Modell
Mithilfe von (3.9) wurde ein Punktschätzer θ̂n für die wahre Wahrscheinlichkeit, inner-
halb eines Jahres auszufallen, θ0, basierend auf einer Stichprobe, die aus n geometrisch
verteilten Lebensdauern X1, . . . , Xn besteht, ermittelt. Dabei wurden sowohl die links-
seitige Trunkierung als auch die rechtsseitige Zensur berücksichtigt.

Meistens liegen in der Praxis jedoch Abweichungen zwischen dem wahren Parameter-
wert und der entsprechenden Punktschätzung vor. Aus diesem Grund werden bevorzugt
Bereichsschätzungen in Form von Konfidenzintervallen zum Niveau 1−α mit α ∈ (0, 1)
angegeben. Dabei handelt es sich um ein Intervall, das mit einer zuvor festgelegten
Wahrscheinlichkeit 1 − α den wahren Parameterwert θ0 enthält. Um eben so einen Be-
reich angeben zu können, wird neben dem Punktschätzer noch der Standardfehler SE
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benötigt. Dieser ist definiert als der Schätzer der Standardabweichung von θ̂n mit:

√︂
Varθ0{θ̂n} =

√︂
Varθ0{

√
nθ̂n}

√
n

= σ√
n

(3.13)

Bei

σ :=
√︂

Varθ0{
√
nθ̂n}

handelt es sich um die Standardabweichung der asymptotischen Normalverteilung der
Folge (

√
n(θ̂n − θ0))n für n → ∞. Als Grundvoraussetzung für diese asymptotische

Normalität muss zunächst die Konsistenz der Schätzfolge (θ̂n)n nachgewiesen werden.
Die dafür verwendeten Sätze stammen aus van der Vaart [1998, Lemma 5.10 und

Theorem 5.41] und basieren auf dem Konzept der M-Schätzer. Zunächst werden diese
inklusive einer entsprechenden Notation sowie weitere Modellannahmen eingeführt. An-
schließend können dann die Konsistenz von (θ̂n)n sowie die asymptotische Normalität
von (

√
n(θ̂n − θ0))n nachgewiesen sowie der Standardfehler

SE :=
√︃

ˆ︂Varθ0{θ̂n}

ermittelt werden.
An dieser Stelle sei hervorgehoben, dass die Berechnung des Standardfehlers mit-

hilfe von Konsistenz und asymptotischer Normalität nach van der Vaart [1998] ein
parametrisches Modell voraussetzt. Während für Xi, i ∈ {1, . . . , n} eine geometrische
Verteilung mit dem wahren Parameterwert θ0 angenommen wurde, musste bisher für
Ti, i ∈ {1, . . . , n} keine Verteilungsannahme getroffen werden.

Da in der später erfolgenden Anwendung (siehe Kapitel 5) die Lebensdauer von Un-
ternehmen untersucht werden soll und die Analyse von Unternehmen, die vor hunderten
von Jahren gegründet wurden, wenig sinnvoll erscheint, wird für die Verteilung von Ti

ein endlicher Träger vorausgesetzt. Werden die Entstehungen der Individuen zusätz-
lich als homogener Poisson-Prozess modelliert, ergibt sich für Ti eine Gleichverteilung
[siehe Dörre, 2020], sodass die Gleichverteilung als Referenz für die Verteilung von Ti

interpretiert werden kann.
Entsprechend wird für den Nachweis von Konsistenz und asymptotischer Normalität

vorausgesetzt, dass T1, . . . , Tn unabhängig und identisch diskret gleichverteilte Zufalls-
variablen auf dem Träger {0, . . . , G− 1} sind.

Definition 7 (Diskrete Gleichverteilung). Sei T eine diskrete Zufallsvariable mit dem
Bild t. Dann heißt T diskret gleichverteilt auf dem Intervall {0, . . . , G−1} genau dann,
wenn die zugehörige Wahrscheinlichkeitsfunktion gegeben ist durch:

fU(t) = Pθ{T = t} = PT {T = t} =
⎧⎨⎩

1
G−1 , falls t = {0, . . . , G− 1}
0, sonst

(3.14)
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Die Verteilungsfunktion von T ist entsprechend definiert durch:

FU(t) = Pθ{T ≤ t} = PT {T ≤ t} =

⎧⎪⎪⎨⎪⎪⎩
0, falls t < 0

t
G−1 , falls t = {0, . . . , G− 1}
1, falls t ≥ G

(3.15)

Außerdem wird davon ausgegangen, dass für die aus der Grundgesamtheit gezogene
Stichprobe vom Umfang n ∈ N die beiden folgenden Szenarien nicht eintreten:

(S1) Alle Individuen fallen vor dem Beginn der Studie aus oder werden zensiert, sodass
Ti ≥ Xi oder Xi > Ti + s für alle i ∈ {1, . . . , n} erfüllt ist. In diesem Szenario
würde θ̂n = 0 gelten.

(S2) Alle Individuen fallen im ersten Jahr des Beobachtungszeitraums aus, sodass Xi =
Ti + 1 für alle i ∈ {1, . . . , n} erfüllt ist. In diesem Szenario würde θ̂n = 1 gelten.

Das Vermeiden der Szenarien (S1) und (S2) garantiert, dass Θ = [ξ, 1 − ξ] mit
ξ ∈ (0, 1/2) als Parameterraum gewählt werden kann. Für dieses Modell können im
Folgenden M-Schätzer definiert werden.

Als M-Schätzer wird ein Schätzer bezeichnet, der Maximum-Likelihood-artig ist [siehe
van der Vaart, 1998, Kapitel 5.1]. Soll der Verteilungsparameter θ0 ∈ Θ der Zufallsva-
riablen X1, . . . , Xn, die auf einem gemeinsamen Wahrscheinlichkeitsraum (Ω,F , Pθ0)
definiert sind, geschätzt werden, geschieht dies über die Maximierung einer Funktion
der Form

θ ↦→ Mn(θ) := 1
n

log TL
c
· (θ) = 1

n

n∑︂
i=1

mθ(Xi, Ti) (3.16)

Dabei ist mθ : N2 → R eine bekannte Funktion, die entsprechend (3.16) und der in
(3.2) aufgestellten, logarithmierten, marginalen und bedingten Likelihood-Funktion im
Rahmen dieser Arbeit durch

mθ(Xi, Ti) :=1{Ti+1≤Xi}[︃
log(θ)1{Xi≤min(Ti+s,χ)} + log(1 − θ)

(︂
min(Xi − 1, Ti + s, χ) − Ti

)︂]︃
definiert wird. Zur Gewährleistung einer besseren Übersichtlichkeit wird zusätzlich an-
genommen, dass χ ≥ G+ s, sodass sich

mθ(Xi, Ti) := 1{Ti+1≤Xi}

[︃
log(θ)1{Xi≤Ti+s} + log(1 − θ)

(︂
min(Xi − 1, Ti + s) − Ti

)︂]︃
ergibt.

Allgemein werden Schätzer, die Mn(θ) über Θ maximieren, als M-Schätzer bezeichnet.
Die Stelle des Maximums lässt sich dann als Nullstelle der Ableitung bestimmen. M-
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Schätzer können folglich auch als Lösung der Gleichung

Ψn(θ) := 1
n

n∑︂
i=1

ψθ(Xi, Ti) = 0 (3.17)

definiert werden. Da im vorliegenden Fall der M-Schätzer θ̂n als das Maximum der
logarithmierten, marginalen und bedingten Likelihood-Funktion (3.2) verstanden wird,
folgt:

ψθ(Xi, Ti) := ∂mθ(Xi, Ti)
∂θ

= 1{Ti+1≤Xi}

[︃
1{Xi≤Ti+s}

θ
− min(Xi − 1, Ti + s) − Ti

1 − θ

]︃
(3.18)

3.2.1. Konsistenz
Soll der wahre Parameter θ0 der Grundgesamtheit anhand einer Stichprobe, bestehend
aus n Merkmalsträgern, geschätzt werden, sollte bei steigendem Stichprobenumfang
auch die Genauigkeit der Schätzung zunehmen. Der wahre Parameterwert θ0 sollte
folglich bei steigendem Stichprobenumfang mit zunehmender Genauigkeit durch die
Schätzfolge (θ̂n)n approximiert werden können. Dieses Qualitätsmerkmal einer Schätz-
folge lässt sich anhand des Konsistenzbegriffes mathematisch formulieren [siehe van der
Vaart, 1998, Kapitel 5.2]:

Definition 8 (Konsistenz). Eine Schätzfolge (θ̂n)n heißt (schwach) konsistent, wenn
die Folge für alle möglichen Werte von θ in Wahrscheinlichkeit gegen θ konvergiert:

θ̂n
p−→ θ, ∀θ ∈ Θ (3.19)

Die für den Konsistenznachweis notwendige Konvergenz in Wahrscheinlichkeit wird
dabei in Definition 18 eingeführt:

Das nächste große Ziel ist der Nachweis der Konvergenz in Wahrscheinlichkeit von
(θ̂n)n gegen den wahren Parameterwert θ0. Dazu wird eine Grenzfunktion θ ↦→ Ψ(θ)
ermittelt, sodass Ψn(θ) p−→ Ψ(θ) für alle θ ∈ Θ gilt und θ0 eine Nullstelle von Ψ ist.
Dann konvergiert unter gewissen Voraussetzungen die Folge der Nullstellen (θ̂n)n von
(Ψn)n in Wahrscheinlichkeit gegen die Nullstelle θ0 von Ψ.

Zunächst wird zu diesem Zweck gezeigt, dass die Funktionenfolge (Ψn)n gleichmäßig
in Wahrscheinlichkeit gegen die Funktion

Ψ(θ) := Eθ{ψθ(Xi, Ti)} (3.20)

konvergiert, wobei ψ in (3.18) definiert wurde.
In Newey und McFadden [1994, Kapitel 2.3, Lemma 2.4] wird eine Variante des

gleichmäßigen Gesetzes der großen Zahlen angegeben, die für diesen Zweck verwendet
werden kann.
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Satz 6 (Gleichmäßiges Gesetz der großen Zahlen). Seien (X1, T1)′, . . . , (Xn, Tn)′ unab-
hängige und identisch verteilte bivariate Zufallsvariablen, Θ kompakt und θ → ψθ(x, t)
stetig für fast alle (x, t)′. Außerdem existiert eine Abbildung h(x, t) mit ∥ψθ(x, t)∥ ≤
h(x, t) für alle θ ∈ Θ sowie Eθ{h(Xi, Ti)} < ∞.

Dann ist Eθ{ψθ(Xi, Ti)} = Ψ(θ) stetig und es gilt:

sup
θ∈Θ

⃦⃦⃦⃦ 1
n

n∑︂
i=1

(︂
ψθ(Xi, Ti) − Eθ{ψθ(Xi, Ti)}

)︂⃦⃦⃦⃦
p−→ 0 (3.21)

Im Folgenden werden die Eigenschaften von Satz 6 überprüft. Die bivariaten Zu-
fallsvariablen (Xi, Ti)′, i ∈ 1, . . . , n sind nach der Annahme 1,(A4), unabhängig und
identisch verteilt. Der Parameterraum Θ = [ξ, 1 − ξ] mit ξ ∈ (0, 1/2) ist darüber hin-
aus als abgeschlossene und beschränkte Teilmenge des eindimensionalen euklidischen
Raumes kompakt. Da θ ∈ Θ und somit 0 < θ < 1 gilt, ist θ ↦→ ψθ(x, t) nach (3.18) als
Komposition stetiger Abbildungen selbst auch stetig.

Zur Bestimmung einer Funktion h(x, t) mit ∥ψθ(x, t)∥ ≤ h(x, t) sei zunächst ange-
merkt, dass

∥ψθ(x, t)∥ =
√︂
ψ2

θ(x, t) = |ψθ(x, t)|

Auf Grundlage dessen und mithilfe von ξ ≤ θ ≤ 1−ξ kann basierend auf (3.18) folgende
Abschätzung vorgenommen werden:

∥ψθ(x, t)∥ =
⃓⃓⃓⃓
⃓1{t+1≤x}

[︃
1{x≤t+s}

θ
− min(x− 1, t+ s) − t

1 − θ

]︃⃓⃓⃓⃓
⃓

≤
⃓⃓⃓⃓
1{t+1≤x}1{x≤t+s}

θ

⃓⃓⃓⃓
+
⃓⃓⃓⃓
1{t+1≤x} min(x− 1, t+ s)

1 − θ

⃓⃓⃓⃓
+
⃓⃓⃓⃓
1{t+1≤x}t

1 − θ

⃓⃓⃓⃓
<

1
θ

+ x+ s

1 − θ
+ t

1 − θ
<
x+ t+ s+ 1

ξ
=: h(x, t)

Es bleibt zu zeigen, dass Eθ{h(Xi, Ti)} < ∞:

Eθ{h(Xi, Ti)} = Eθ

{︄
Xi + Ti + s+ 1

ξ

}︄
= 1
ξG

G−1∑︂
t=0

∞∑︂
x=1

θ(1 − θ)x−1(x+ t+ s+ 1) (3.22)

Da es sich bei θ um den Parameter einer geometrischen Verteilung handelt, gilt:
∞∑︂

x=1
θ(1 − θ)x−1x = Eθ{Xi} = 1

θ
(3.23)

∞∑︂
x=1

θ(1 − θ)x−1t = t (3.24)

∞∑︂
x=1

θ(1 − θ)x−1(s+ 1) = s+ 1 (3.25)
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Da der rechte Rand G − 1 des Trägers der Verteilung von Ti endlich ist, folgt durch
einsetzen von (3.23)-(3.25) in (3.22):

Eθ{h(Xi, Ti)} = 1
ξG

G−1∑︂
t=0

(︃1
θ

+ t+ (s+ 1)
)︃
< ∞

Somit sind alle Bedingungen von Satz 6 erfüllt. Mit

1
n

n∑︂
i=1

Eθ(ψθ(Xi, Ti)) = 1
n
nΨ(θ) = Ψ(θ)

folgt:

sup
θ∈Θ

∥Ψn(θ) − Ψ(θ)∥ p−→ 0

Somit konvergiert (Ψn)n gleichmäßig in Wahrscheinlichkeit gegen Ψ.
Im nächsten Schritt ist nachzuweisen, dass dann auch die Folge der Nullstellen (θ̂n)n

von (Ψn)n in Wahrscheinlichkeit gegen die Nullstelle θ0 von Ψ konvergiert. Dazu kann
der folgende Satz verwendet werden [siehe van der Vaart, 1998, Lemma 5.10]:

Satz 7. Sei Θ ⊆ R und (Ψn(θ))n eine Folge von Funktionen, sodass für alle n gilt,
dass die Funktion θ ↦→ Ψn(θ) stetig ist und genau eine Nullstelle θ̂n hat. Außerdem
konvergiere die Folge (Ψn(θ))n für alle θ in Wahrscheinlichkeit gegen eine feste Funktion
θ ↦→ Ψ(θ). Des Weiteren erfülle θ0 die Bedingung Ψ(θ0 − ϵ) > 0 > Ψ(θ0 + ϵ) für alle
ϵ > 0. Dann gilt θ̂n

p−→ θ0.

Im Folgenden wird überprüft, ob im Rahmen des besprochenen Modells die Bedin-
gungen von Satz 7 erfüllt werden. Zunächst folgt mithilfe von (3.17) und (3.18), dass:

Ψn(θ) = 1
n

n∑︂
i=1

1{Ti+1≤Xi}

[︃
1{Xi≤Ti+s}

θ
− min(Xi − 1, Ti + s) − Ti

1 − θ

]︃
(3.26)

Dabei folgt direkt aus θ ∈ [ξ, 1 − ξ] mit ξ ∈ (0, 1/2), dass Ψn(θ) als Komposition
stetiger Funktionen stetig ist. Des Weiteren ist θ̂n als Nullstelle von ∂ log TL

c
· (θ)/∂θ

(vgl. (3.3)) auch eine Lösung der Gleichung

Ψn(θ) = 1
n

∂ log TL
c
· (θ)

∂θ
= 0

Um die Eindeutigkeit der Lösung nachzuweisen, wird gezeigt, dass die Funktion Ψn

(vgl. 3.26) auf dem gesamtem Definitionsbereich [ξ, 1 − ξ] streng monoton fallend ist.
Für die Ableitung Ψ̇n gilt:

Ψ̇n(θ) = − 1
n

n∑︂
i=1

1{Ti+1≤Xi}

[︃
1{Xi≤Ti+s}

θ2 + min(Xi − 1, Ti + s) − Ti

(1 − θ)2

]︃

Da nach Voraussetzung die Szenarien (S1) und (S2) nicht eintreten, folgt für die Sum-
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manden:
n∑︂

i=1

1{Ti+1≤Xi}1{Xi≤Ti+s}

θ2 >
0
θ2 = 0

n∑︂
i=1

1{Ti+1≤Xi}
min(Xi − 1, Ti + s) − Ti

(1 − θ)2 >
0

(1 − θ)2 = 0

und somit:

Ψ̇n(θ) < 0, ∀θ ∈ Θ = [ξ, 1 − ξ]

Da Ψn eine stetige und streng monotone Funktion ist, ist die Nullstelle θ̂n eindeutig.
Im nächsten Schritt soll mithilfe von (3.18) und (3.20) die Grenzfunktion Ψ der Folge

(Ψn)n explizit berechnet werden. Es gilt:

Ψ(θ) = Eθ0

⎧⎨⎩1{Ti+1≤Xi}

[︃
1{Xi≤Ti+s}

θ
− min(Xi − 1, Ti + s) − Ti

1 − θ

]︃⎫⎬⎭
= 1
G

G−1∑︂
t=0

Eθ0

⎧⎨⎩1{t+1≤Xi}

[︃
1{Xi≤t+s}

θ
− min(Xi − 1, t+ s) − t

1 − θ

]︃⎫⎬⎭
= 1
G

G−1∑︂
t=0

⎡⎣1
θ

Eθ0

{︃
1{t+1≤Xi≤t+s}

}︃
− 1

1 − θ
Eθ0

{︃
1{t+1≤Xi}

(︂
min(Xi − 1, t+ s) − t

)︂}︃⎤⎦

wobei

Eθ0

{︂
1{t+1≤Xi≤t+s}

}︂
=

t+s∑︂
x=t+1

fG(x; θ0) = θ0

(︄
t+s−1∑︂

x=t

(1 − θ0)x

)︄

und

Eθ0

{︃
1{t+1≤Xi}

(︂
min(Xi − 1, t+ s) − t

)︂}︃
=

∞∑︂
x=1

fG(x; θ0)1{t+1≤x}
(︂
min(x− 1, t+ s) − t

)︂
=

∞∑︂
x=t+1

fG(x; θ0)
(︂
min(x− 1, t+ s) − t

)︂

=
t+s∑︂

x=t+1
(x− t− 1)fG(x; θ0) +

∞∑︂
x=t+s+1

sfG(x; θ0)

=
t+s∑︂

x=t+1
(x− t− 1)fG(x; θ0) + s

(︃
1 −

t+s∑︂
x=1

fG(x; θ0)
)︃

=
t+s∑︂

x=t+1
(x− t− 1)θ0(1 − θ0)x−1 + s

(︃
1 −

t+s∑︂
x=1

θ0(1 − θ0)x−1
)︃
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Insgesamt folgt:

Ψ(θ) = 1
G

G−1∑︂
t=0

⎡⎣θ0

(︃∑︁t+s−1
x=t (1 − θ0)x

)︃
θ

−

∑︁t+s
x=t+1(x− t− 1)θ0(1 − θ0)x−1 + s

(︃
1 −∑︁t+s

x=1 θ0(1 − θ0)x−1
)︃

1 − θ

⎤⎦
Abschließend muss Ψ(θ0 − ϵ) > 0 > Ψ(θ0 + ϵ) für ein ϵ > 0 überprüft werden. Dies
geschieht anhand der folgenden zwei Schritte:

(1) Es wird gezeigt, dass θ0 eine Nullstelle von Ψ ist.

(2) Es wird gezeigt, dass die Funktion Ψ in einer Umgebung von θ0 streng monoton
fallend ist.

Um (1) und somit

Ψ(θ0) = 1
G

G−1∑︂
t=0

⎡⎣θ0

(︃∑︁t+s−1
x=t (1 − θ0)x

)︃
θ0

−

∑︁t+s
x=t+1(x− t− 1)θ0(1 − θ0)x−1 + s

(︃
1 −∑︁t+s

x=1 θ0(1 − θ0)x−1
)︃

1 − θ0

⎤⎦ = 0

(3.27)

zu zeigen, sei angemerkt, dass unter der Verwendung von

s
(︃

1 −∑︁t+s
x=1 θ0(1 − θ0)x−1

)︃
1 − θ0

= s
∑︁∞

x=t+s+1 θ0(1 − θ0)x−1

1 − θ0

= s
∞∑︂

x=t+s

θ0(1 − θ0)x−1 = s
(︃

1 − 1{t+s≤2}

t+s−1∑︂
x=1

θ0(1 − θ0)x−1
)︃

gilt, dass:

Ψ(θ0) = 1
G

G−1∑︂
t=0

[︄
t+s−1∑︂

x=t

(1 − θ0)x −
t+s∑︂

x=t+1
(x− t− 1)θ0(1 − θ0)x−2

− s
(︃

1 − 1{t+s≥2}

t+s−1∑︂
x=1

θ0(1 − θ0)x−1
)︃]︄
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Es wird nun gezeigt, dass für alle t ∈ {0, . . . , G− 1} und alle s ∈ N

t+s−1∑︂
x=t

(1 − θ0)x −
t+s∑︂

x=t+1
(x− t− 1)θ0(1 − θ0)x−2 − s

(︃
1 − 1{t+s≥2}

t+s−1∑︂
x=1

θ0(1 − θ0)x−1
)︃

= 0

(3.28)

erfüllt ist. Zunächst gilt:

1{t+s≥2} =
⎧⎨⎩0, wenn t = 0 und s = 1

1, sonst

Zur Überprüfung von (3.28) erfolgt für den Fall t = s−1 = 0 eine separate Betrachtung.
Es ergibt sich:

0∑︂
x=0

(1 − θ0)x −
1∑︂

x=1
(x− 1)θ0(1 − θ0)x−2 − 1 = 1 − 0 − 1 = 0

Für die weitere Betrachtung gilt 1{t+s≥2} = 1, sodass dieser Term entsprechend weg-
gelassen werden kann. Es erfolgt ein Nachweis von (3.28) per vollständiger Induktion,
sowohl über t als auch über s. Dazu wird zunächst s = 1 gesetzt und eine Induktion in
t-Richtung durchgeführt. Sei für den Induktionsanfang t = 1. Dann gilt für (3.28):

1∑︂
x=1

(1 − θ0)x −
2∑︂

x=2
(x− 1 − 1)θ0(1 − θ0)x−2 −

(︃
1 −

1∑︂
x=1

θ0(1 − θ0)x−1
)︃

=(1 − θ0) − 0 − (1 − θ0) = 0

Es folgt der Induktionsschritt t ↦→ t+ 1:
Die Induktionsvoraussetzung lautet:

(1 − θ0)t − ((t+ 1) − t− 1)θ0(1 − θ0)t−1 −
(︃

1 −
t∑︂

x=1
θ0(1 − θ0)x−1

)︃

=(1 − θ0)t −
(︃

1 −
t∑︂

x=1
θ0(1 − θ0)x−1

)︃
= 0

Darauf aufbauend soll nun

(1 − θ0)t+1 − ((t+ 2) − (t+ 1) − 1)θ0(1 − θ0)x−2 −
(︃

1 −
t+1∑︂
x=1

θ0(1 − θ0)x−1
)︃

=(1 − θ0)t+1 −
(︃

1 −
t+1∑︂
x=1

θ0(1 − θ0)x−1
)︃

= 0 (3.29)

gezeigt werden.
Es gilt:
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(i)

(1 − θ0)t+1 = (1 − θ)(1 − θ0)t

(ii)

1 −
t+1∑︂
x=1

θ0(1 − θ0)x−1 = 1 −
t∑︂

x=1
θ0(1 − θ0)x−1 − θ0(1 − θ0)t

Einsetzen von (i) und (ii) in (3.29) liefert mithilfe der Induktionsvoraussetzung:

(1 − θ0)(1 − θ0)t −
(︃

1 −
t∑︂

x=1
θ0(1 − θ0)x−1 − θ0(1 − θ0)t

)︃

= (1 − θ0)t −
(︃

1 −
t∑︂

x=1
θ0(1 − θ0)x−1

)︃
− θ0(1 − θ0)t + θ0(1 − θ0)t

= (1 − θ0)t −
(︃

1 −
t∑︂

x=1
θ0(1 − θ0)x−1

)︃
= 0

Die Gültigkeit von (3.28) ist somit für s = 1 und alle t ∈ {0, . . . , G− 1} nachgewiesen.
Darauf aufbauend wird im Folgenden eine vollständige Induktion über s durchgeführt.
Der Induktionsanfang mit s = 1 ist bereits abgeschlossen. Für den Induktionsschritt
s ↦→ s+ 1 gilt als Voraussetzung:

t+s−1∑︂
x=t

(1 − θ0)x −
t+s∑︂

x=t+1
(x− t− 1)θ0(1 − θ0)x−2 − s

(︃
1 −

t+s−1∑︂
x=1

θ0(1 − θ0)x−1
)︃

= 0

Darauf basierend muss folglich

t+s∑︂
x=t

(1 − θ0)x −
t+s+1∑︂
x=t+1

(x− t− 1)θ0(1 − θ0)x−2 − (s+ 1)
(︃

1 −
t+s∑︂
x=1

θ0(1 − θ0)x−1
)︃

= 0

(3.30)

gezeigt werden. Es gilt:

(i)

t+s∑︂
x=t

(1 − θ0)x =
t+s−1∑︂

x=t

(1 − θ0)x + (1 − θ0)t+s

(ii)

t+s+1∑︂
x=t+1

(x− t− 1)θ0(1 − θ0)x−2 =
t+s∑︂

x=t+1
(x− t− 1)θ0(1 − θ0)x−2 + sθ0(1 − θ0)t+s−1
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(iii)

(s+ 1)
(︃

1 −
t+s∑︂
x=1

θ0(1 − θ0)x−1
)︃

=s
(︃

1 −
t+s−1∑︂
x=1

θ0(1 − θ0)x−1
)︃

− sθ0(1 − θ0)t+s−1 +
(︃

1 −
t+s∑︂
x=1

θ0(1 − θ0)x−1
)︃

Einsetzen von (i), (ii) und (iii) in (3.30) liefert mithilfe der Voraussetzung

t+s−1∑︂
x=t

(1 − θ0)x −
t+s∑︂

x=t+1
(x− t− 1)θ0(1 − θ0)x−2 − s

(︃
1 −

t+s−1∑︂
x=1

θ0(1 − θ0)x−1
)︃

+sθ0(1 − θ0)t+s−1 −
(︃

1 −
t+s∑︂
x=1

θ0(1 − θ0)x−1
)︃

+ (1 − θ0)t+s − sθ0(1 − θ0)t+s−1

=sθ0(1 − θ0)t+s−1 −
(︃

1 −
t+s∑︂
x=1

θ0(1 − θ0)x−1
)︃

+ (1 − θ0)t+s − sθ0(1 − θ0)t+s−1

=(1 − θ0)t+s −
(︃

1 −
t+s∑︂
x=1

θ0(1 − θ0)x−1
)︃

= 0

Die letzte Gleichheit folgt dabei direkt aus der Gültigkeit von (3.29). Somit ist gezeigt,
dass es sich für alle t ∈ {1, . . . , G−1} und s ∈ N bei θ0 um die Nullstelle von Ψ handelt.

Für den Beweis von (2) wird zunächst Ψ̇ berechnet:

Ψ̇(θ) = − 1
G

G−1∑︂
t=0

⎡⎣θ0

(︃∑︁t+s−1
x=t (1 − θ0)x

)︃
θ2

+

∑︁t+s
x=t+1(x− t− 1)θ0(1 − θ0)x−1 + s

(︃
1 −∑︁t+s

x=1 θ0(1 − θ0)x−1
)︃

(1 − θ)2

⎤⎦
Da sowohl θ als auch θ0 in dem Intervall [ξ, 1 − ξ] enthalten sind, lassen sich die Sum-
manden folgendermaßen abschätzen:

θ0

(︃∑︁t+s−1
x=t (1 − θ0)x

)︃
θ2 >

ξ
(︂∑︁t+s−1

x=t ξx
)︂

1 − ξ
> 0∑︁t+s

x=t+1(x− t− 1)θ0(1 − θ0)x−1

(1 − θ)2 ≥
∑︁t+s

x=t+1(x− t− 1)ξ(1 − ξ)x−1

(1 − ξ)2 ≥ 0

s
(︃

1 −∑︁t+s
x=1 θ0(1 − θ0)x−1

)︃
(1 − θ)2 >

s(1 − 1)
(1 − ξ)2 = 0

Dies impliziert Ψ̇(θ) < 0 für alle θ ∈ Θ. Die Funktion Ψ(θ) ist folglich auf dem ganzen
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Intervall [ξ, 1 − ξ] streng monoton fallend.
Zusammenfassend folgt aus (1) und (2), dass für alle ϵ > 0 die Eigenschaft Ψ(θ0−ϵ) >

0 > Ψ(θ0 + ϵ) erfüllt ist.
Satz 7 ist folglich anwendbar und die Schätzfolge (θ̂n)n konvergiert in Wahrscheinlich-

keit gegen den wahren Parameterwert θ0. Der Konsistenznachweis ist somit erbracht.

3.2.2. Asymptotische Normalität
In diesem Kapitel werden die asymptotische Normalität sowie die klassischen Bedingun-
gen für diese formuliert [siehe van der Vaart, 1998, Kapitel 5.3 und 5.6], da über diesen
Weg direkt ein Konfidenzintervall für den wahren Parameterwert der geometrischen
Verteilung θ0 hergeleitet werden kann.

Im vergangenen Kapitel wurde mithilfe des Konsistenzbegriffs die Frage beantwor-
tet, ob die Schätzfolge (θ̂n)n gegen den wahren Parameterwert θ0 in Wahrscheinlichkeit
konvergiert. Im Folgenden wird sich der Frage nach der Konvergenzrate von (θ̂n − θ0)n

gegen 0 angenommen. Die Antwort auf diese Frage ist situationsabhängig, jedoch liegt
die Ordnung sehr oft, wenn die Schätzer auf der n-Fachen Wiederholung eines Expe-
riments basieren, bei n−1/2. Wird (θ̂n − θ0)n mit der inversen Rate

√
n multipliziert,

ergibt sich ein Gleichgewicht, das in den meisten Fällen in Verteilung gegen eine Nor-
malverteilung konvergiert. Dieses Phänomen wird asymptotische Normalität genannt.

Analog zu vorherigen Kapiteln werden die auf dem gemeinsamen Wahrscheinlichkeits-
raum (Ω,F , Pθ0) (vgl. (2.1) und folgende Seiten) definierten bivariaten Zufallsvariablen
(X1, T1)′, . . . , (Xn, Tn)′ (vgl. 2.2 und 2.3) betrachtet.

Zunächst beschreibt der folgende Satz die klassischen Bedingungen für die asympto-
tische Normalität [siehe van der Vaart, 1998, Theorem 5.41].

Satz 8. Für alle θ ∈ Θ, wobei Θ eine Teilmenge des eindimensionalen euklidischen
Raums darstellt, sei die Abbildung θ ↦→ ψθ(x, t) für alle x und für alle t zweimal stetig
differenzierbar. Es wird angenommen, dass Eθ0{ψθ0} = 0 sowie Eθ0 ∥ψθ0∥2 < ∞. Der
Erwartungswert Eθ0{ψ̇θ0} existiere mit Eθ0{ψ̇θ0} ̸= 0. Außerdem erfüllt die Ableitung
zweiter Ordnung die Ungleichung⃓⃓⃓⃓

∂2ψθ(x, t)
∂θ2

⃓⃓⃓⃓
≤ ψ̈(x, t) (3.31)

für alle θ in der Nähe von θ0 und für eine integrierbare und messbare Funktion ψ̈. Des
Weiteren sei (θ̂n)n eine konsistente Schätzfolge, die Ψn(θ̂n) = 0 für alle n erfüllt. Dann
ist die Sequenz (

√
n(θ̂n − θ0))n asymptotisch normalverteilt mit dem Erwartungswert 0

und der Varianz:

σ2 =
Eθ0{ψ2

θ0}
(Eθ0{ψ̇θ0})2

(3.32)

Im Folgenden wird der Punktschätzer des geometrischen Parameters bei linksseitig
trunkiertem und rechtsseitig zensiertem Beobachtungsdesign hinsichtlich der asympto-
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tischen Normalität mithilfe von Satz 8 untersucht und gegebenenfalls die Varianz der
resultierenden Normalverteilung berechnet. Dazu werden zunächst alle Bedingungen
von Satz 8 nachgewiesen, beginnend mit der zweifachen stetigen Differenzierbarkeit von
θ ↦→ ψθ(x, t) für alle Tupel (x, t). Die Funktion θ ↦→ ψθ(x, t) wurde bereits in Kapitel
3.2.1 hergeleitet, sodass für diesen Abschnitt auf die Gleichung (3.18) zurückgegriffen
werden kann:

ψθ(Xi, Ti) = ∂mθ(Xi, Ti)
∂θ

= 1{Ti+1≤Xi}

[︃
1{Xi≤Ti+s}

θ
− min(Xi − 1, Ti + s) − Ti

1 − θ

]︃
Die partiellen Ableitungen erster und zweiter Ordnung in Richtung des Wahrscheinlich-
keitsparameters θ haben entsprechend folgende Gestalt:

ψ̇θ(Xi, Ti) = ∂ψθ(Xi, Ti)
∂θ

= −1{Ti+1≤Xi}

[︃
1{Xi≤Ti+s}

θ2 + min(Xi − 1, Ti + s) − Ti

(1 − θ)2

]︃
(3.33)

ψ̈θ(Xi, Ti) = ∂2ψθ(Xi, Ti)
∂θ2 = 1{Ti+1≤Xi}

[︄
21{Xi≤Ti+s}

θ3 −
2
(︂
min(Xi − 1, Ti + s) − Ti

)︂
(1 − θ)3

]︄
(3.34)

Die Funktionen ψ̇θ(Xi, Ti) und ψ̈θ(Xi, Ti) sind für alle θ ∈ Θ = [ξ, 1 − ξ] als Komposi-
tionen von stetigen Funktionen selbst auch wieder stetig.

Um Eθ0{ψθ0} = 0 einzusehen, sei angemerkt, dass Eθ0{ψθ0} = Ψ(θ0) gilt und Ψ(θ0) =
0 bereits gezeigt wurde (vgl. (3.27) und die folgenden Seiten).

Die nächste zu überprüfende Bedingung von Satz 8 ist Eθ0∥ψθ0∥2 < ∞. Da im be-
trachteten Modell die wahre Ausfallwahrscheinlichkeit θ0 einen eindimensionalen Para-
meterwert darstellt, ergibt sich Eθ0∥ψθ0∥2 = Eθ0{ψ2

θ0}. Weiter gilt:

Eθ0{ψ2
θ0} = Eθ0

⎧⎨⎩
[︄
1{Ti+1≤Xi}

[︃
1{Xi≤Ti+s}

θ0
− min(Xi − 1, Ti + s) − Ti

1 − θ0

]︃]︄2
⎫⎬⎭

= 1
G

G−1∑︂
t=0

Eθ0

⎧⎨⎩1{t+1≤Xi}

[︄[︃
1{Xi≤t+s}

θ0
− min(Xi − 1, t+ s) − t

1 − θ0

]︃]︄2
⎫⎬⎭

= 1
G

G−1∑︂
t=0

⎡⎣ ∞∑︂
x=1

θ0(1 − θ0)x−11{t+1≤x}

[︄
(1 − θ0)1{x≤t+s} − θ0(min(x− 1, t+ s) − t)

θ0(1 − θ0)

]︄2
⎤⎦

= 1
G

G−1∑︂
t=0

[︃ ∞∑︂
x=t+1

θ−1
0 (1 − θ0)x−3

(︂
(1 − θ0)21{x≤t+s}

− 2(1 − θ0)1{x≤t+s}θ0(min(x− 1, t+ s) − t) + θ2
0(min(x− 1, t+ s) − t)2

)︂]︃
Die einzelnen Summanden lassen sich dabei folgendermaßen vereinfachen:
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(i)

∞∑︂
x=t+1

θ−1
0 (1 − θ0)x−3(1 − θ0)21{x≤t+s} =

t+s∑︂
x=t+1

θ−1
0 (1 − θ0)x−1

(ii)
∞∑︂

x=t+1
θ−1

0 (1 − θ0)x−32(1 − θ0)1{x≤t+s}θ0(min(x− 1, t+ s) − t)

=
t+s∑︂

x=t+1
2(1 − θ0)x−2(min(x− 1, t+ s) − t) =

t+s∑︂
x=t+1

2(1 − θ0)x−2(x− t− 1)

(iii)
∞∑︂

x=t+1
θ−1

0 (1 − θ0)x−3θ2
0(min(x− 1, t+ s) − t)2

=
∞∑︂

x=t+2
θ0(1 − θ0)x−3(min(x− 1, t+ s) − t)2

=
t+s+1∑︂
x=t+2

θ0(1 − θ0)x−3(x− t− 1)2 + s2
∞∑︂

x=t+s+2
θ0(1 − θ0)x−3

=
t+s+1∑︂
x=t+2

θ0(1 − θ0)x−3(x− t− 1)2 + s2
(︂
1 − 1{t+s≥2}

t+s−1∑︂
x=1

θ0(1 − θ0)x−1
)︂

Einsetzen liefert:

Eθ0{ψ2
θ0} = 1

G

G−1∑︂
t=0

[︄
t+s∑︂

x=t+1
θ−1

0 (1 − θ0)x−1

−2
t+s∑︂

x=t+1
(1 − θ0)x−2(x− t− 1)

+
t+s+1∑︂
x=t+2

θ0(1 − θ0)x−3(x− t− 1)2

+s2
(︂
1 − 1{t+s≥2}

t+s−1∑︂
x=1

θ0(1 − θ0)x−1
)︂]︄

(3.35)

Auf der Grundlage von (3.35) kann Eθ0∥ψθ0∥2 abgeschätzt werden. Unter der Verwen-
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dung von 0 < ξ ≤ θ0 ≤ 1 − ξ < 1 folgt für die einzelnen Summanden:

t+s∑︂
x=t+1

θ−1
0 (1 − θ0)x−1 <

∑︁t+s
x=t+1 1
ξ

= s

ξ
(3.36)

−2
t+s∑︂

x=t+1
(1 − θ0)x−2(x− t− 1) ≤ 0 (3.37)

t+s+1∑︂
x=t+2

θ0(1 − θ0)x−3(x− t− 1)2 ≤ s2
∑︁t+s−1

x=t (1 − θ0)x

1 − θ0
≤ s2(s− 1)

ξ
(3.38)

s2
(︂
1 − 1{t+s≥2}

t+s−1∑︂
x=1

θ0(1 − θ0)x−1
)︂

≤ s2(1 − 0) = s2 (3.39)

Durch Einsetzen von (3.36)-(3.39) in (3.35) folgt mit s < ∞:

Eθ0∥ψθ0∥2 <
1
G

G−1∑︂
t=0

[︃
s

ξ
− 0 + s2(s− 1)

ξ
+ s2

]︃
= s

ξ
+ s2(s− 1)

ξ
+ s2 < ∞

Im nächsten Schritt sollen Existenz und Invertierbarkeit von Eθ{ψ̇θ0} nachgewiesen
werden. Unter der Verwendung von (3.33) folgt:

Eθ0{ψ̇θ0} = −Eθ0

⎧⎨⎩1{Ti+1≤Xi}

[︃
1{Xi≤Ti+s}

θ2
0

+ min(Xi − 1, Ti + s) − Ti

(1 − θ0)2

]︃⎫⎬⎭
= −1

G

G−1∑︂
t=0

Eθ0

⎧⎨⎩1{t+1≤Xi}

[︃
1{Xi≤t+s}

θ2
0

+ min(Xi − 1, t+ s) − t

(1 − θ0)2

]︃⎫⎬⎭
= −1

G

G−1∑︂
t=0

∞∑︂
x=t+1

θ0(1 − θ0)x−1
[︃
1{x≤t+s}

θ2
0

+ min(x− 1, t+ s) − t

(1 − θ0)2

]︃
(3.40)

wobei
∞∑︂

x=t+1
θ0(1 − θ0)x−11{x≤t+s}

θ2
0

=
t+s∑︂

x=t+1
θ−1

0 (1 − θ0)x−1 (3.41)

und
∞∑︂

x=t+1
θ0(1 − θ0)x−1 min(x− 1, t+ s) − t

(1 − θ0)2

=
∞∑︂

x=t+2
θ0(1 − θ0)x−3

(︂
min(x− 1, t+ s) − t

)︂

=
t+s+1∑︂
x=t+2

θ0(1 − θ0)x−3(x− t− 1) + s
∞∑︂

x=t+s+2
θ0(1 − θ0)x−3

=
t+s+1∑︂
x=t+2

θ0(1 − θ0)x−3(x− t− 1) + s
(︂
1 − 1{t+s≥2}

t+s−1∑︂
x=1

θ0(1 − θ0)x−1
)︂

(3.42)
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Einsetzen von (3.41) und (3.42) in (3.40) liefert:

Eθ0{ψ̇θ0} = −1
G

G−1∑︂
t=0

[︄
t+s∑︂

x=t+1
θ−1

0 (1 − θ0)x−1

+
t+s+1∑︂
x=t+2

θ0(1 − θ0)x−3(x− t− 1) + s
(︂
1 − 1{t+s≥2}

t+s−1∑︂
x=1

θ0(1 − θ0)x−1
)︂]︄

(3.43)

Damit ist die Existenz von Eθ0{ψ̇θ0} gezeigt. Zum Nachweis der Invertierbarkeit von
(3.43) genügt es Eθ0{ψ̇θ0} ̸= 0 einzusehen. Da einerseits 0 < θ0 < 1 und somit auch
0 < (1 − θ0) gilt und andererseits

1{t+s≥2}

t+s−1∑︂
x=1

θ0(1 − θ0)x−1 < 1

und somit

s
(︂
1 − 1{t+s≥2}

t+s−1∑︂
x=1

θ0(1 − θ0)x−1
)︂
> 0

erfüllt ist, folgt direkt Eθ{ψ̇θ0} < 0 und somit die Invertierbarkeit von (3.43).
Abschließend ist die Existenz einer integrierbaren und messbaren Funktion ψ̈(x, t)

nachzuweisen, die in der Nähe des wahren Parameters θ0 eine obere Schranke von
|ψ̈θ(x, t)| darstellt. Mithilfe von (3.34) sowie 0 < ξ ≤ θ ≤ 1 − ξ < 1 gilt:

|ψ̈θ(x, t)| =
⃓⃓⃓⃓
⃓1{t+1≤x}

[︄
21{x≤t+s}

θ3 −
2
(︂
min(x− 1, t+ s) − t

)︂
(1 − θ)3

]︄⃓⃓⃓⃓
⃓

≤
⃓⃓⃓⃓
⃓21{t+1≤x}1{x≤t+s}

θ3

⃓⃓⃓⃓
⃓+

⃓⃓⃓⃓
⃓21{t+1≤x}

(︂
min(x− 1, t+ s) − t

)︂
(1 − θ)3

⃓⃓⃓⃓
⃓

<
2
ξ3 +

2
⃓⃓⃓
min(x− 1, t+ s) − t

⃓⃓⃓
ξ3 =

2
(︂⃓⃓⃓

min(x− 1, t+ s) − t
⃓⃓⃓
+ 1

)︂
ξ3 =: ψ̈(x, t)

Da sowohl das Minimum als auch die Betragsfunktion stetige Abbildungen sind, folgt
die Stetigkeit von ψ̈(x, t). Damit ist die Funktion ψ̈(x, t) messbar und integrierbar.

Somit sind alle Bedingungen von Satz 8 nachgewiesen. Für die konsistente Schätzfolge
(θ̂n)n nach (3.6) gilt somit, dass die Sequenz (

√
n(θ̂−θ0))n asymptotisch normalverteilt

mit Erwartungswert 0 und Varianz

σ2 =
Eθ0{ψ2

θ0}
(Eθ0{ψ̇θ0})2
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ist. Mithilfe von (3.35) und (3.43) folgt abschließend:

σ2 =

G

[︄
G−1∑︂
t=0

[︃ t+s∑︂
x=t+1

θ−1
0 (1 − θ0)x−1 +

t+s+1∑︂
x=t+2

θ0(1 − θ0)x−3(x− t− 1)

+ s
(︂
1 − 1{t+s≥2}

t+s−1∑︂
x=1

θ0(1 − θ0)x−1
)︂]︃]︄−2

[︄
G−1∑︂
t=0

[︃ t+s∑︂
x=t+1

θ−1
0 (1 − θ0)x−1 − 2

t+s∑︂
x=t+1

(1 − θ0)x−2(x− t− 1)

+
t+s+1∑︂
x=t+2

θ0(1 − θ0)x−3(x− t− 1)2 + s2
(︂
1 − 1{t+s≥2}

t+s−1∑︂
x=1

θ0(1 − θ0)x−1
)︂]︃]︄

(3.44)

Davon ausgehend kann im Folgenden der Standardfehler des Punktschätzers θ̂n berech-
net werden. Dieser wird zunächst auf zwei verschiedene Arten ermittelt.

Für den ersten Berechnungsansatz gilt zunächst, basierend auf (3.13):

SE2
1 = σ̂2

n

Dabei ergibt sich σ̂2 aus (3.44), wobei der unbekannte wahre Parameterwert θ0 durch
die entsprechende Punktschätzung θ̂n (vgl. (3.9)) ersetzt wurde.

Das Problem, das dieser Variante zur Standardfehlerberechnung zugrunde liegt, ist,
dass von Individuen, die vor dem Beginn des Beobachtungszeitraums ausfallen, nicht
einmal die Existenz beobachtet wird, sodass n unbekannt ist und dementsprechend
geschätzt werden muss. Somit gilt SE2

1 = σ̂2/n̂. Dazu sei αθ0 := Pθ0{Ti + 1 ≤ Xi} die
Wahrscheinlichkeit für das Ereignis, dass ein zufälliges Individuum aus der Stichprobe
auch sichtbar ist.

Die Anzahl der Beobachtungen ist folglich zufällig mit der Realisierung m. Somit
resultiert das Verhältnis

m = nαθ0 .

beziehungsweise

n = m

αθ0

.

Folglich beschreibt m die Anzahl aller Individuen, die während oder nach der Studie
ausfallen.
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Mithilfe von (2.5) und (3.14) kann αθ0 folgendermaßen berechnet werden:

αθ0 = Pθ0{Ti + 1 ≤ Xi} =
G−1∑︂
t=0

∞∑︂
x=t+1

fU(t)fG(x; θ0)

= 1
G

G−1∑︂
t=0

∞∑︂
x=t+1

θ0(1 − θ0)x−1

= θ0

G

G−1∑︂
t=0

[︃ ∞∑︂
x=0

(1 − θ0)x −
t−1∑︂
x=0

(1 − θ0)x
]︃

= θ0

G

G−1∑︂
t=0

[︃ 1
θ0

− 1 − (1 − θ0)t

θ0

]︃

= 1
G

G−1∑︂
t=0

(1 − θ0)t = 1 − (1 − θ0)G

θ0G
(3.45)

Der geschätzte Wert von n wird dann mithilfe von

n̂ = m

αθ̂n

berechnet. Zusammenfassend folgt:

SE2
1 = σ̂2

n̂
=
αθ̂n

σ̂2

m
= 1
m

1 − (1 − θ̂n)G

θ̂n

·[︄
G−1∑︂
t=0

[︃ t+s∑︂
x=t+1

θ̂−1
n (1 − θ̂n)x−1 +

t+s+1∑︂
x=t+2

θ̂n(1 − θ̂n)x−3(x− t− 1)

+ s
(︂
1 − 1{t+s≥2}

t+s−1∑︂
x=1

θ̂n(1 − θ̂n)x−1
)︂]︃]︄−2

·
[︄

G−1∑︂
t=0

[︃ t+s∑︂
x=t+1

θ̂−1
n (1 − θ̂n)x−1 − 2

t+s∑︂
x=t+1

(1 − θ̂n)x−2(x− t− 1)

+
t+s+1∑︂
x=t+2

θ̂n(1 − θ̂n)x−3(x− t− 1)2 + s2
(︂
1 − 1{t+s≥2}

t+s−1∑︂
x=1

θ̂n(1 − θ̂n)x−1
)︂]︃]︄

(3.46)

Alternativ kann die Schätzung von n zur Berechnung des Standardfehlers umgangen
werden, wenn im Gegenzug auf die Darstellung (3.44) der asymptotischen Varianz σ2

verzichtet wird. Stattdessen wird sich, basierend auf (3.13) und (3.32), dem Verhältnis

Varθ0{θ̂n} = 1
n

Varθ0{
√
nθ̂n} = σ2

n
= 1
n

Eθ0{ψ2
θ0}

[Eθ0{ψ̇θ0}]2

bedient. Da θ0 als wahrer Parameterwert der Grundgesamtheit unbekannt und folglich
eine exakte Berechnung der Erwartungswerte Eθ0{ψ2

θ0} und Eθ0{ψ̇θ0} nicht möglich ist,
werden zunächst entsprechende Schätzwerte ermittelt. Zu diesem Zweck wird erneut θ0
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durch die Punktschätzung θ̂n ersetzt (vgl. (3.6)). Außerdem erfolgt eine Approximation
der Erwartungswerte mithilfe der zugehörigen arithmetischen Mittel, sodass sich der
quadrierte Standardfehler folgendermaßen berechnen lässt:

SE2
2 = 1

n

Êθ0{ψ2
θ0}

[Êθ0{ψ̇θ0}]2
= 1
n

1
n

∑︁n
i=1 ψ

2
θ̂n

(Xi, Ti)
1

n2

[︂∑︁n
i=1 ψ̇θ̂n

(Xi, Ti)
]︂2 =

∑︁n
i=1 ψ

2
θ̂n

(Xi, Ti)[︂∑︁n
i=1 ψ̇θ̂n

(Xi, Ti)
]︂2

=
[︄

n∑︂
i=1

1{Ti+1≤Xi}

[︃
1{Xi≤Ti+s}

θ̂n

− min(Xi − 1, Ti + s) − Ti

1 − θ̂n

]︃2
]︄
·

[︄
n∑︂

i=1
1{Ti+1≤Xi}

[︃
1{Xi≤Ti+s}

θ̂2
n

+ min(Xi − 1, Ti + s) − Ti

(1 − θ̂n)2

]︃]︄−2

Diese Art der Berechnung geht mit dem Vorteil einher, dass der unbekannte Stich-
probenumfang n entfällt und folglich nicht geschätzt werden muss. Sei dazu m die
Realisierung der zufälligen Beobachtungsanzahl und somit die Anzahl aller Individuen
mit Ti + 1 ≤ Xi, i ∈ 1, . . . , n. Außerdem werden die sichtbaren Individuen mithilfe der
bivariaten Zufallsvariablen (X̃j, T̃j)′ mit j ∈ {1, . . . ,m} beschrieben. Dann gilt:

SE2
2 =

[︄
m∑︂

j=1

[︃1{X̃j≤T̃j+s}

θ̂n

− min(X̃j − 1, T̃j + s) − T̃j

1 − θ̂n

]︃2
]︄
·

[︄
m∑︂

j=1

[︃1{X̃j≤T̃j+s}

θ̂2
n

+ min(X̃j − 1, T̃j + s) − T̃j

(1 − θ̂n)2

]︃]︄−2

(3.47)

Der Nachteil dieser Methode besteht darin, dass die Erwartungswerte mithilfe des arith-
metischen Mittels geschätzt werden müssen und sich die Darstellung der asymptotischen
Varianz (3.44) nicht in die Berechnung integrieren lässt. Auf der anderen Seite besteht
der Vorteil darin, dass zumindest im Rahmen der Formel (3.47) keine Verteilungsan-
nahme für Ti, i ∈ {1, . . . , n}, getroffen werden muss. Jedoch lassen sich einige Bedin-
gungen für Konsistenz und Asymptotische Normalität anhand der Sätze 7 und 8 nicht
nachweisen, wenn Ti, i ∈ {1, . . . , n}, keiner Verteilungsannahme unterliegt. So kann
beispielsweise die Grenzfunktion Ψ nach (3.20) nicht explizit berechnet werden, wenn
die Verteilung von Ti, i ∈ {1, . . . , n}, unbekannt ist.

Demgegenüber liefert das folgende Kapitel eine Variante, den Standardfehler von θ̂n

gänzlich ohne eine Verteilungsannahme für Ti, i ∈ {1, . . . , n}, zu berechnen.

3.3. Standardfehler im semiparametrischen Modell
Im Folgenden soll unter Zuhilfenahme eines Martingalgrenzwertsatzes von Rebolledo
[1979] [siehe Kalbfleisch und Prentice, 2002] eine Darstellung des Standardfehlers von
θ̂n (vgl. (3.9)) hergeleitet und dabei auf eine Verteilungsannahme von Ti, i ∈ {1, . . . , n},
(vgl. (2.3)) verzichtet werden.

Als Ausgangslage dient dabei die bereits ermittelte, marginale und bedingte Likelihood-
Funktion (3.1). Diese wird jedoch als stochastischer Prozess formuliert, wobei die bis-
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her beliebig gewählte, aber feste, Beobachtungsgrenze χ als weiteres Argument in die
marginale, bedingte Likelihood-Funktion aufgenommen wird und somit für weitere
Betrachtungen die Zeit-Richtung repräsentiert. Somit wird für das folgende Kapitel
χ ∈ N0 angenommen. Zusammenfassend gilt unter der Annahme, dass die Lebensdauer
Xi, i ∈ {1, . . . , n}, weiterhin geometrisch verteilt ist (vgl. Definition 1):

TL
c
· (χ, θ) =

n∏︂
i=1

[︃[︂
θ1{Xi≤min(Ti+s,χ)}(1 − θ)min(Xi−1,Ti+s,χ)−Ti

]︂1{Ti+1≤Xi}
]︃1{Ti+1≤χ}

Darauf aufbauend wird der Prozess TV
c

· folgendermaßen definiert:

TV
c

· (χ, θ) := 1√
n

∂ log TL
c
· (χ, θ)

∂θ
= 1√

n

n∑︂
i=1

∂ log TL
c
i(χ, θ)

∂θ

= 1√
n

n∑︂
i=1

1{Ti+1≤χ}

[︄
1{Ti+1≤Xi≤min(Ti+s,χ)}

θ
−

1{Ti+1≤Xi}
(︂
min(Xi − 1, Ti + s, χ) − Ti

)︂
1 − θ

]︄

Mithilfe von (vgl. (3.5))

1{Ti+1≤Xi}
(︂
min(Xi − 1, Ti + s, χ) − Ti

)︂
1 − θ

+ 1{Ti+1≤Xi≤min(Ti+s,χ)}

1 − θ

=
1{Ti+1≤Xi}

(︂
min(Xi, Ti + s, χ) − Ti

)︂
1 − θ

folgt weiter:

TV
c

· (χ, θ) = 1√
n

n∑︂
i=1

1{Ti+1≤χ}

[︄
1{Ti+1≤Xi≤min(Ti+s,χ)}

θ

−
1{Ti+1≤Xi}

(︂
min(Xi, Ti + s, χ) − Ti

)︂
1 − θ

+ 1{Ti+1≤Xi≤min(Ti+s,χ)}

1 − θ

]︄
(3.48)

Des Weiteren lässt sich unter der Verwendung von (3.7) und (3.8) einsehen, dass:

1{Ti+1≤χ}1{Ti+1≤Xi≤min(Ti+s,χ)} =
χ∑︂

x=1
∆ TN

c
i (x) (3.49)

1{Ti+1≤χ}1{Ti+1≤Xi}
(︂
min(Xi, Ti + s, χ) − Ti

)︂
=

χ∑︂
x=1

TY
c

i (x− 1) (3.50)
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Einsetzen von (3.49) und (3.50) in (3.48) liefert

TV
c

· (χ, θ) = 1√
n

n∑︂
i=1

[︄ χ∑︂
x=1

∆ TN
c
i (x)
θ

−
χ∑︂

x=1

TY
c

i (x− 1)
1 − θ

+
χ∑︂

x=1

∆ TN
c
i (x)

1 − θ

]︄

= 1√
n

n∑︂
i=1

[︄
1

θ(1 − θ)

χ∑︂
x=1

(︃
∆ TN

c
i (x) − θ TY

c
i (x− 1)

)︃]︄

und somit:

TV
c

· (χ, θ) =
n∑︂

i=1

χ∑︂
x=1

1√
nθ(1 − θ)∆ TM

c
i (x) (3.51)

Dies motiviert die Definition:

TV
c

i (0, θ) := 0

TV
c

i (χ, θ) :=
χ∑︂

x=1

1√
nθ(1 − θ)∆ TM

c
i (x) für χ ∈ N0 (3.52)

Im späteren Verlauf soll ein Martingalgrenzwertsatz auf den Prozess TV
c

· angewendet
werden, da sich aus den damit erzielten Ergebnissen der Standardfehler des Punktschät-
zers θ̂n berechnen lässt. Dazu ist es notwendig, zunächst eine Filtration zu konstruieren,
bezüglich der durch TV

c
· ein Martingal definiert ist.

Dazu sei zunächst die Filtration {T F c
i,χ : χ ∈ N0} gegeben mit

T F c
i,χ = σ{∅} für χ ∈ {0, . . . , Ti − 1} sowie

T F c
i,χ = σ{TN

c
i (k), TY

c
i (k) : k ∈ {Ti, . . . , χ}}

Da TM
c
i nach Lemma 7 ein (T F c

i,x, P
˜︁T
θ )-Martingal und (

√
nθ(1 − θ))−1 determinis-

tisch und somit vorhersagbar und beschränkt ist, ist der Prozess TV
c

i ein (T F c
i,χ, P

˜︁T
θ )-

Martingal [siehe Fleming und Harrington, 1991, Theorem 1.5.1]. Abschließend liefert das
folgende Lemma eine Filtration, bezüglich der die Summe TV

c
· ebenfalls ein Martingal

ist.

Lemma 9. Sei
TV

c
· (χ, θ) =

n∑︂
i=1

TV
c

i (χ, θ)

, wobei TV
c

i (χ, θ) nach (3.52) für alle i ∈ {1, . . . , n} ein (T F c
i,χ, P

˜︁T
θ )-Martingal ist. Des

Weiteren sei {T F c
·,χ : χ ∈ N0} eine Filtration mit

T F c
·,χ :=

n⋁︂
i=1

T F c
i,χ =

n⋁︂
i=1

σ{TN
c
i (x), TY

c
i (x) : Ti ≤ x ≤ χ} (3.53)

Dann ist der Prozess TV
c

· ein (T F c
·,χ, P

˜︁T
θ )-Martingal mit TV

c
· (0, θ) = 0.

Beweis. Da für χ = 0 automatisch TV
c

i (0, θ) = 0 für alle i ∈ {1, . . . , n} folgt, ist
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TV
c

· (0, θ) = 0 ebenfalls erfüllt.
Des Weiteren folgt die T F c

·,χ-Adaption von TV
c

· direkt aus der Tatsache, dass es sich
bei TV

c
i für alle i ∈ {1, . . . , n} um T F c

i,χ-adaptierte und somit auch um T F c
·,χ-adaptierte

Prozesse handelt.
Da TV

c
i Martingale bezüglich (T F c

i,χ, P
˜︁T
θ ) sind, folgt zusätzlich E˜︁Tθ | TV

c
i (χ, θ)| < ∞

für alle χ ∈ N0 und somit auch

E˜︁Tθ | TV
c

· (χ, θ)| ≤
n∑︂

i=1
E˜︁Tθ | TV

c
i (χ, θ)| < ∞

Folglich bleibt zu zeigen, dass

E˜︁Tθ {∆ TV
c

· (χ, θ)| T F c
·,χ−1} = 0, ∀χ ∈ N (3.54)

erfüllt ist.
Zunächst ist (3.54) äquivalent zu:

E˜︁Tθ {∆ TV
c

· (χ, θ)|F} = 0, ∀F ∈ T F c
·,χ−1

Dabei gilt für alle F ∈ T F c
·,χ−1, dass:

F =
n⋃︂

i=1
Fi, mit Fi ∈ T F c

i,χ−1

Dabei gilt Fi = ∅, wenn χ ≤ Ti. Entsprechend folgt die Äquivalenz von (3.54) zu:

E˜︁Tθ{︂∆ TV
c

· (χ, θ)
⃓⃓⃓ n⋃︂

i=1
Fi

}︂
= 0, ∀Fi ∈ T F c

i,χ−1

⇔
n∑︂

i=1
E˜︁Tθ{︂∆ TV

c
i (χ, θ)

⃓⃓⃓ n⋃︂
i=1

Fi

}︂
= 0, ∀Fi ∈ T F c

i,χ−1 (3.55)

Im Folgenden werden die einzelnen Summanden von (3.55) betrachtet. Sei dazu ∆ Tv
c
ĩ
(χ, θ)

die Realisierung von ∆ TV
c

ĩ
(χ, θ) für ein ĩ ∈ {1, . . . , n}. Dann gilt

E˜︁Tθ{︂∆ TV
c

ĩ (χ, θ)
⃓⃓⃓ n⋃︂

i=1
Fi

}︂
(3.56)

=
∑︂

∆ T vc
ĩ
(χ,θ)

∆ Tv
c
ĩ (χ, θ)

P˜︁Tθ {︃{︂∆ TV
c

ĩ
(χ, θ) = ∆ Tv

c
ĩ
(χ, θ)

}︂
∩
{︂⋃︁n

i=1 Fi

}︂}︃
P˜︁Tθ {︂⋃︁n

i=1 Fi

}︂
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und somit:

E˜︁Tθ{︂∆ TV
c

ĩ (χ, θ)
⃓⃓⃓ n⋃︂

i=1
Fi

}︂
=

∑︂
∆ T vc

ĩ
(χ,θ)

∆ Tv
c
ĩ (χ, θ)

⎡⎣P˜︁Tθ
{︃{︂

∆ TV
c

ĩ
(χ, θ) = ∆ Tv

c
ĩ
(χ, θ)

}︂
∩ Fĩ

}︃
P˜︁Tθ {︂⋃︁n

i=1 Fi

}︂

+
P˜︁Tθ {︃{︂∆ TV

c
ĩ

(χ, θ) = ∆ Tv
c
ĩ
(χ, θ)

}︂
∩
{︂⋃︁n

i=1 Fi \ Fĩ

}︂}︃
P˜︁Tθ {︂⋃︁n

i=1 Fi

}︂
⎤⎦

Weiter folgt:

E˜︁Tθ{︂∆ TV
c

ĩ (χ, θ)
⃓⃓⃓ n⋃︂

i=1
Fi

}︂

=
∑︂

∆ T vc
ĩ
(χ,θ)

∆ Tv
c
ĩ (χ, θ)

P˜︁Tθ {Fĩ}
P˜︁Tθ {︂⋃︁n

i=1 Fi

}︂ P˜︁Tθ
{︂
{∆ TV

c
ĩ

(χ, θ) = ∆ Tv
c
ĩ
(χ, θ)} ∩ Fĩ

}︂
P˜︁Tθ {Fĩ}

+
∑︂

∆ T vc
ĩ
(χ,θ)

∆ Tv
c
ĩ (χ, θ)

P˜︁Tθ {︂∆ TV
c

ĩ
(χ, θ) = ∆ Tv

c
ĩ
(χ, θ)

}︂
P˜︁Tθ {︂⋃︁n

i=1 Fi \ Fĩ

}︂
P˜︁Tθ {︂⋃︁n

i=1 Fi

}︂ (3.57)

Es bleibt zu zeigen, dass beide Summen von (3.57) gleich 0 sind. Für die erste Summe
gilt:

P˜︁Tθ {Fĩ}
P˜︁Tθ {︂⋃︁n

i=1 Fi

}︂ ∑︂
∆ T vc

ĩ
(χ,θ)

∆ Tv
c
ĩ (χ, θ)

P˜︁Tθ {︂∆ TV
c

ĩ
(χ, θ) = ∆ Tv

c
ĩ
(χ, θ) ∩ Fĩ

}︂
P˜︁Tθ {Fĩ}

= P˜︁Tθ {Fĩ}
P˜︁Tθ {︂⋃︁n

i=1 Fi

}︂E˜︁Tθ{︂∆ TV
c

ĩ (χ, θ)
⃓⃓⃓
Fĩ

}︂

Da es sich bei TV
c

ĩ
um ein (T F c

ĩ,χ
, P˜︁Tθ )-Martingal handelt, gilt E˜︁Tθ{︂∆ TV

c
ĩ

(χ, θ)
⃓⃓⃓
Fĩ

}︂
= 0

für alle Fĩ ∈ T F c
ĩ,χ−1.

Für die zweite Summe von (3.57) ergibt sich außerdem mithilfe der Rechenregel (i)
aus Satz 13 für bedingte Erwartungswerte:

P˜︁Tθ {︂⋃︁n
i=1 Fi \ Fĩ

}︂
P˜︁Tθ {︂⋃︁n

i=1 Fi

}︂ ∑︂
∆ T vc

ĩ
(χ,θ)

∆ Tv
c
ĩ (χ, θ)P

˜︁T
θ

{︂
∆ TV

c
ĩ (χ, θ) = ∆ Tv

c
ĩ (χ, θ)

}︂

=
P˜︁Tθ {︂⋃︁n

i=1 Fi \ Fĩ

}︂
P˜︁Tθ {︂⋃︁n

i=1 Fi

}︂ E˜︁Tθ {∆ TV
c

ĩ (χ, θ)}

=
P˜︁Tθ {︂⋃︁n

i=1 Fi \ Fĩ

}︂
P˜︁Tθ {︂⋃︁n

i=1 Fi

}︂ E˜︁Tθ{︂E˜︁Tθ {∆ TV
c

ĩ (χ, θ)
⃓⃓⃓

T F c
ĩ,χ−1}

}︂
= 0

Somit ist auch die Gültigkeit von (3.55) nachgewiesen. Der Prozess TV
c

· ist folglich
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ein (T F c
·,χ, P

˜︁T
θ )-Martingal.

Bemerkung 14. Aus dem Beweis von Lemma 9 lässt sich ebenso entnehmen, dass
es sich bei TV

c
i nach (3.52) für alle i ∈ {1, . . . , n} um ein (T F c

·,χ, P
˜︁T
θ )-Martingal han-

delt. Außerdem ist dann auch TM
c
i nach (3.52) für alle i ∈ {1, . . . , } ein (T F c

·,x, P
˜︁T
θ )-

Martingal.
Insbesondere ist dann der Prozess TA

c
· der (T F c

·,x, P
˜︁T
θ )-Kompensator von TM

c
· , sodass

sich

P
˜︁T
θ {∆ TN

c
· (x) = 1| T F c

·,x−1} = E˜︁Tθ {∆ TN
c
· (x)| T F c

·,x−1} = ∆ TA
c
· (x, θ) (3.58)

ergibt.

Da gezeigt wurde, dass es sich bei TV
c

· um ein (T F c
·,χ, P

˜︁T
θ )-Martingal handelt, kann im

nächsten Schritt der vorhersagbare Variationsprozess für TV
c

· eingeführt und ermittelt
werden. Dieser wird zur Überprüfung einiger Voraussetzungen des Martingalgrenzwert-
satzes benötigt.

3.3.1. Der vorhersagbare Variationsprozess
In den nächsten Schritten soll mithilfe des Martingalgrenzwertsatzes von Rebolledo
[1979] zunächst die asymptotische Normalverteilung von TV

c
· und darauf aufbauend

die asymptotische Normalverteilung von (
√
n(θ̂n − θ0))n für n → ∞ ermittelt werden.

Zur Überprüfung der Grenzwertsatzvoraussetzungen muss zunächst das Konzept des
vorhersagbaren Variationsprozesses eingeführt werden. Es gilt [siehe Fleming und Har-
rington, 1991, Korrolar 1.4.2, beziehungsweise Kalbfleisch und Prentice, 2002, Kapitel
5.3.1]:

Lemma 10. Sei TV
c

· ein Martingal bezüglich der Filtration {T F c
·,χ : χ ∈ N0}, wobei

E˜︁Tθ {(TV
c

· (χ, θ))2} < ∞ für alle χ ∈ {0, 1, 2, . . .} und alle θ ∈ Θ gilt. Dann existiert
ein eindeutiger, vorhersagbarer Prozess ⟨TV

c
· ⟩, der der vorhersagbare Variationsprozess

von TV
c

· genannt wird und folgende Eigenschaften erfüllt:

(i) Es gilt ⟨TV
c

· ⟩(0, θ) = 0 und ⟨TV
c

· ⟩(χ, θ) < ∞ für alle χ ∈ {1, 2, . . .} und alle
θ ∈ Θ.

(ii) Der Prozess (TV
c

· )2 − ⟨TV
c

· ⟩ ist ein T F c
·,χ-Martingal.

Der vorhersagbare Variationsprozess kann folgendermaßen berechnet werden:

⟨TV
c

· ⟩(χ, θ) =
χ∑︂

x=1
Var˜︁Tθ{︂∆ TV

c
· (x, θ)

⃓⃓⃓
T F c

·,x−1

}︂
(3.59)

Nachweis der Existenz

Bevor ⟨TV
c

· ⟩(χ, θ) berechnet werden kann, wird vorher dessen Existenz nachgewiesen.
Dazu wird E˜︁Tθ {(TV

c
· (χ, θ))2} < ∞ für alle χ ∈ {1, 2, . . .} und alle θ ∈ Θ überprüft.
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Zur Vereinfachung der Notation werden zunächst die Summen der Zählprozesse, Unter-
Risiko-Prozesse, Kompensatoren und Martingale über die Stichprobe folgendermaßen
definiert:

TN
c
· (x) :=

n∑︂
i=1

TN
c
i (x) =

n∑︂
i=1

1{Ti+1≤Xi≤min(x,Ti+s)} (3.60)

TY
c

· (x) :=
n∑︂

i=1
TY

c
i (x) =

n∑︂
i=1

1{Ti+1≤x+1≤min(XiTi+s)} (3.61)

TA
c
· (x, θ) := θ

x∑︂
k=1

TY
c

· (k − 1) (3.62)

TM
c
· (x) := TN

c
· (x) − TA

c
· (x, θ) (3.63)

Dann gilt nach (3.51):

E˜︁Tθ {(TV
c

· (χ, θ))2} = 1
nθ2(1 − θ)2 E˜︁Tθ

{︄(︃ χ∑︂
x=1

∆ TM
c
· (x)

)︃2
}︄

= 1
nθ2(1 − θ)2

[︄ χ∑︂
x=1

E˜︁Tθ
{︄(︂

∆ TM
c
· (x)

)︂2
}︄

+ 2
χ∑︂

x1,x2=1
x1<x2

E˜︁Tθ
{︄(︂

∆ TM
c
· (x1)

)︂(︂
∆ TM

c
· (x2)

)︂}︄]︄

Des Weiteren ergibt sich mithilfe der Eigenschaften bedingter Erwartungswerte (vgl.
Satz 13, (iii)) für den hinteren Term

χ∑︂
x1,x2=1
x1<x2

E˜︁Tθ
{︄(︂

∆ TM
c
· (x1)

)︂(︂
∆ TM

c
· (x2)

)︂}︄

=
χ∑︂

x1,x2=1
x1<x2

E˜︁Tθ
{︄

E˜︁Tθ{︃(︂∆ TM
c
· (x1)

)︂(︂
∆ TM

c
· (x2)

)︂⃓⃓⃓⃓
T F c

·,x1

}︃}︄

=
χ∑︂

x1,x2=1
x1<x2

E˜︁Tθ
{︄(︂

∆ TM
c
· (x1)

)︂
E˜︁Tθ{︃(︂∆ TM

c
· (x2)

)︂⃓⃓⃓⃓
T F c

·,x1

}︃}︄

=
χ∑︂

x1,x2=1
x1<x2

E˜︁Tθ
{︄(︂

∆ TM
c
· (x1)

)︃
· 0
}︄

= 0,

sodass

E˜︁Tθ {(TV
c

· (χ, θ))2} = 1
nθ2(1 − θ)2

[︄ χ∑︂
x=1

E˜︁Tθ
{︄

E˜︁Tθ{︃(︂∆ TM
c
· (x)

)︂2
⃓⃓⃓⃓

T F c
·,x−1

}︃}︄
(3.64)
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Im nächsten Schritt wird der innere, bedingte Erwartungswert von (3.64) berechnet. Es
gilt:

E˜︁Tθ{︃(︂∆ TM
c
· (x)

)︂2
⃓⃓⃓⃓

T F c
·,x−1

}︃
=E˜︁Tθ{︂(∆ TN

c
· (x))2

⃓⃓⃓
T F c

·,x−1

}︂
+ E˜︁Tθ{︂(∆ TA

c
· (x, θ))2

⃓⃓⃓
T F c

·,x−1

}︂
−2E˜︁Tθ{︂∆ TN

c
· (x)∆ TA

c
· (x, θ)

⃓⃓⃓
T F c

·,x−1

}︂
(3.65)

Aufgrund der T F c
x−1-Messbarkeit von ∆ TA

c
· (x, θ) folgt weiter:

E˜︁Tθ{︃(︂∆ TM
c
· (x)

)︂2
⃓⃓⃓⃓

T F c
·,x−1

}︃
=E˜︁Tθ{︂(∆ TN

c
· (x))2

⃓⃓⃓
T F c

·,x−1

}︂
− 2∆ TA

c
· (x, θ)E

˜︁T
θ

{︂
∆ TN

c
· (x)

⃓⃓⃓
T F c

·,x−1

}︂
+ (∆ TA

c
· (x, θ))2

(3.66)

Im Folgenden werden die einzelnen Terme von (3.66) betrachtet. Zunächst gilt

(∆ TA
c
· (x, θ))2 = θ2(TY

c
· (x− 1))2 (3.67)

sowie

2∆ TA
c
· (x, θ)E

˜︁T
θ

{︂
∆ TN

c
· (x)

⃓⃓⃓
T F c

·,x−1

}︂
= 2θ TY

c
· (x− 1)E˜︁Tθ{︂∆ TN

c
· (x)

⃓⃓⃓
T F c

·,x−1

}︂
= 2θ2(TY

c
· (x− 1))2, (3.68)

wobei der letzte Umformungsschritt intuitiv auf der Überlegung basiert, dass zum Zeit-
punkt x insgesamt TY

c
· (x−1) Individuen mit Wahrscheinlichkeit θ ausfallen können und

somit E˜︁Tθ{︂∆ TN
c
· (x)

⃓⃓⃓
T F c

·,x−1

}︂
= θ TY

c
· (x−1) folgt. Mathematisch ergibt sich das Resul-

tat aus der Tatsache, dass es sich bei dem Prozess TA
c
· um den (P˜︁Tθ , T F·,x)-Kompensator

von TN
c
· handelt.

Abschließend muss der Term E˜︁Tθ{︂(∆ TN
c
· (x))2

⃓⃓⃓
T F c

·,x−1

}︂
berechnet werden. Es gilt:

E˜︁Tθ{︂(∆ TN
c
· (x))2

⃓⃓⃓
T F c

·,x−1

}︂
= E˜︁Tθ{︃(︂ n∑︂

i=1
∆ TN

c
i (x)

)︂2 ⃓⃓⃓
T F c

·,x−1

}︃

=E˜︁Tθ{︃ n∑︂
i=1

(∆ TN
c
i (x))2

⃓⃓⃓
T F c

·,x−1

}︃
+ 2E˜︁Tθ{︃ ∑︂

i1,i2∈{1,...,n}
i1<i2

(︂
∆ TN

c
i1(x)∆ TN

c
i2(x)

)︂⃓⃓⃓
T F c

·,x−1

}︃

Da ∆ TN
c
i (x) ∈ {0, 1} gilt und die Ausfälle unabhängig voneinander erfolgen (vgl.

Annahme 1, (A4)), ergibt sich

E˜︁Tθ{︂(∆ TN
c
· (x))2

⃓⃓⃓
T F c

·,x−1

}︂
=E˜︁Tθ{︃ n∑︂

i=1
∆ TN

c
i (x)

⃓⃓⃓
T F c

·,x−1

}︃
+2

∑︂
i1,i2∈{1,...,n}

i1<i2

E˜︁Tθ{︃∆ TN
c
i1(x)

⃓⃓⃓
T F c

·,x−1

}︃
E˜︁Tθ{︃∆ TN

c
i2(x)

⃓⃓⃓
T F c

·,x−1

}︃
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und somit:

E˜︁Tθ{︂(∆ TN
c
· (x))2

⃓⃓⃓
T F c

·,x−1

}︂
=E˜︁Tθ{︃∆ TN

c
· (x)

⃓⃓⃓
T F c

·,x−1

}︃
+2θ2 ∑︂

i1,i2∈{1,...,n}
i1<i2

TY
c

i1(x− 1) TY
c

i2(x− 1)

Die hintere Summe entspricht dabei der Anzahl aller Kombinationen verschiedener In-
dividuen, deren potentieller Ausfall in x beobachtbar ist. Zum Zeitpunkt x− 1 gibt es
insgesamt TY

c
· (x− 1) solcher Individuen. Somit folgt:

E˜︁Tθ{︂(∆ TN
c
· (x))2

⃓⃓⃓
T F c

·,x−1

}︂
= E˜︁Tθ{︃∆ TN

c
· (x)

⃓⃓⃓
T F c

·,x−1

}︃
+ 2θ2

(︄
TY

c
· (x− 1)

2

)︄

= θ TY
c

· (x− 1) + 2θ2 TY
c

· (x− 1)!
2!(TY c

· (x− 1) − 2)!
= θ TY

c
· (x− 1) + θ2

TY
c

· (x− 1)(TY
c

· (x− 1) − 1)
= θ TY

c
· (x− 1)

(︂
1 + θ TY

c
· (x− 1) − θ

)︂
(3.69)

Als Nächstes folgt durch Einsetzen von (3.67), (3.68) und (3.69) in (3.65):

E˜︁Tθ{︃(︂∆ TM
c
· (x)

)︂2
⃓⃓⃓⃓

T F c
·,x−1

}︃
=θ TY

c
· (x− 1)

(︂
1 + θ TY

c
· (x− 1) − θ

)︂
− 2θ2(TY

c
· (x− 1))2 + θ2(TY

c
· (x− 1))2

=θ(1 − θ) TY
c

· (x− 1) (3.70)

und somit:

E˜︁Tθ {(TV
c

· (χ, θ))2} = 1
nθ2(1 − θ0)2

[︄ χ∑︂
x=1

E˜︁Tθ
{︄

E˜︁Tθ{︃(︂∆ TM
c
· (x)

)︂2
⃓⃓⃓⃓

T F c
·,x−1

}︃}︄

= 1
nθ(1 − θ)

χ∑︂
x=1

E˜︁Tθ{︂TY
c

· (x− 1)
}︂

= 1
θ(1 − θ)

χ∑︂
x=1

E˜︁Tθ{︂TY
c

i (x− 1)
}︂

<
min(T + s, χ)
θ(1 − θ) ≤ min(G− 1 + s, χ)

θ(1 − θ) < ∞

Damit ist E˜︁Tθ {(TV
c

· (χ, θ))2} < ∞ für alle χ ∈ {1, 2, . . .} und somit die Existenz eines
vorhersagbaren Variationsprozesses ⟨TV

c
· ⟩ nachgewiesen.

Berechnung

Im Folgenden wird ⟨TV
c

· ⟩(χ, θ) berechnet. Zunächst gilt

⟨TV
c

· ⟩(χ, θ) =
χ∑︂

x=1
Var˜︁Tθ{︃∆

(︂ n∑︂
i=1

TV
c

i (x, θ)
)︂⃓⃓⃓⃓

T F c
·,x−1

}︃
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und somit:

⟨TV
c

· ⟩(χ, θ) =
χ∑︂

x=1

[︄
n∑︂

i=1
Var˜︁Tθ{︂∆ TV

c
i (x, θ)

⃓⃓⃓
T F c

·,x−1

}︂
+ 2

n∑︂
i1,i2=1
i1<i2

Cov˜︁Tθ{︂∆ TV
c

i1(x, θ),∆ TV
c

i2(x, θ)
⃓⃓⃓

T F c
·,x−1

}︂]︄
(3.71)

Für den ersten Term ergibt sich unter der Verwendung von (3.52):
n∑︂

i=1
Var˜︁Tθ{︂∆ TV

c
i (x, θ)

⃓⃓⃓
T F c

·,x−1

}︂
= 1
nθ2(1 − θ)2

n∑︂
i=1

Var˜︁Tθ{︂∆ TM
c
i (x)

⃓⃓⃓
T F c

·,x−1

}︂
= 1
nθ2(1 − θ)2

n∑︂
i=1

E˜︁Tθ{︂(︂∆ TM
c
i (x)

)︂2 ⃓⃓⃓
T F c

·,x−1

}︂
= 1
nθ2(1 − θ)2

n∑︂
i=1

[︄
E˜︁Tθ{︂∆ TN

c
i (x)

⃓⃓⃓
T F c

·,x−1

}︂
− 2θ TY

c
i (x− 1)E˜︁Tθ{︂∆ TN

c
i (x)

⃓⃓⃓
T F c

·,x−1

}︂
+ θ2

(︂
TY

c
i (x− 1)

)︂2
]︄

Unter der Verwendung von E˜︁Tθ {∆ TN
c
i (x)

⃓⃓⃓
T F c

·,x−1} = θ TY
c

i (x − 1) und TY
c

i (x − 1) ∈
{0, 1} folgt weiter:

n∑︂
i=1

Var˜︁Tθ{︂∆ TV
c

i (x, θ)
⃓⃓⃓

T F c
·,x−1

}︂

=

∑︁n
i=1

[︄
θ TY

c
i (x− 1) − 2θ2

TY
c

i (x− 1) + θ2
TY

c
i (x− 1)

]︄
nθ2(1 − θ)2

= 1
nθ(1 − θ)

n∑︂
i=1

TY
c

i (x− 1)

Für den hinteren Term von (3.71) folgt zunächst:

2
n∑︂

i1,i2=1
i1<i2

Cov˜︁Tθ{︂∆ TV
c

i1(x, θ),∆ TV
c

i2(x, θ)
⃓⃓⃓

T F c
·,x−1

}︂

= 2
nθ2(1 − θ)2

n∑︂
i1,i2=1
i1<i2

Cov˜︁Tθ{︂∆ TM
c
i1(x),∆ TM

c
i2(x)

⃓⃓⃓
T F c

·,x−1

}︂
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Weiter gilt wegen E˜︁Tθ {∆ TM
c
i (x)| T F c

·,x−1} = 0:

2
n∑︂

i1,i2=1
i1<i2

Cov˜︁Tθ{︂∆ TV
c

i1(x, θ),∆ TV
c

i2(x, θ)
⃓⃓⃓

T F c
·,x−1

}︂

= 2
nθ2(1 − θ)2

n∑︂
i1,i2=1
i1<i2

E˜︁Tθ{︂∆ TM
c
i1(x)∆ TM

c
i2(x)

⃓⃓⃓
T F c

·,x−1

}︂

= 2
nθ2(1 − θ)2

n∑︂
i1,i2=1
i1<i2

E˜︁Tθ{︂(∆ TN
c
i1(x) − θ TY

c
i1(x− 1))(∆ TN

c
i2(x) − θ TY

c
i2(x− 1))

⃓⃓⃓
T F c

·,x−1

}︂
(3.72)

Bemerkung 15. Im Rahmen von zeitstetigen Ausfallzeitanalysen wird häufig [siehe
beispielsweise Borgan, 1984, Fleming und Harrington, 1991, Andersen et al., 1993] die
Annahme getroffen, dass es sich bei dem Prozess TN

c
· um einen multivariaten Zähl-

prozess handelt. Das bedeutet, dass zum einen jede Komponente TN
c
i einen Zählprozess

darstellt und zum anderen niemals zwei Komponenten gleichzeitig ausfallen können,
sodass durch ∆ TN

c
i1(x) = 1 direkt ∆ TN

c
i2(x) = 0 impliziert wird. In diesem Fall ließe

sich nämlich ohne Beschränkung der Allgemeinheit in (3.72) ∆ TN
c
i2(x) = 0 setzen,

sodass wegen

E˜︁Tθ {(∆ TN
c
i1(x)| T F c

·,x−1} = θ TY
c

i1(x− 1)

sowie der T F c
·,x−1-Messbarkeit von TY

c
i2(x− 1) direkt

2
n∑︂

i1,i2=1
i1<i2

Cov˜︁Tθ{︂∆ TV
c

i1(x),∆ TV
c

i2(x)
⃓⃓⃓

T F c
·,x−1

}︂
= 0

folgen würde.
Für das in dieser Arbeit verwendete zeitdiskrete Modell kann die Annahme eines

multivariaten Zählprozesses jedoch nicht getroffen werden. Stattdessen wird ersatzweise
die Unabhängigkeit der Individuumsausfälle gefordert, sodass ebenfalls

2
n∑︂

i1,i2=1
i1<i2

Cov˜︁Tθ{︂∆ TV
c

i1(x),∆ TV
c

i2(x)
⃓⃓⃓

T F c
·,x−1

}︂

= 2
nθ2

0(1 − θ0)2

n∑︂
i1,i2=1
i1<i2

E˜︁Tθ{︂∆ TM
c
i1(x)

⃓⃓⃓
T F c

x−1

}︂
E˜︁Tθ{︂∆ TM

c
i2(x)

⃓⃓⃓
T F c

·,x−1

}︂
= 0

resultiert
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Zusammenfassend lässt sich der vorhersagbare Variationsprozess von TV
c

· darstellen
als:

⟨TV
c

· ⟩(χ, θ) = 1
nθ(1 − θ)

n∑︂
i=1

χ∑︂
x=1

TY
c

i (x− 1)

Somit handelt es sich bei TV
c

· um ein (T F c
·,χ, P

˜︁T
θ )-Martingal mit dem zugehörigen

vorhersagbaren Variationsprozess ⟨TV
c

· ⟩. Darauf aufbauend kann anschließend der Mar-
tingalgrenzwertsatz nach dem Vorbild von Rebolledo [1979] eingeführt und auf TV

c
·

angewendet werden.

3.3.2. Konsistenz und Asymptotische Normalität
Nachdem die Existenz eines vorhersagbaren Variationsprozesses von TV

c
· nachgewiesen

und dieser berechnet wurde, kann darauf aufbauend im Folgenden die Konsistenz und
asymptotische Normalität von TV

c
· gezeigt und aus den Ergebnissen die asymptotische

Normalverteilung von (
√
n(θ̂n − θ0))n für n → ∞ abgeleitet werden. Zu diesem Zweck

wird ein Martingalgrenzwertsatz von Rebolledo [1979] verwendet [siehe Kalbfleisch und
Prentice, 2002, Theorem 5.1]:
Satz 9 (Martingalgrenzwertsatz). Sei x̃ ein beliebiger, fester Zeitpunkt mit x̃ ∈ {1, . . . , χ}.
Dann wird durch die Bedingungen

(i) ⟨TV
c

· ⟩(x̃, θ) p−→ σ2
V (x̃, θ) für n → ∞

(ii) ⟨TV
c

·,ϵ⟩(x̃, θ)
p−→ 0 für n → ∞

impliziert, dass TV
c

· (x̃, θ) asymptotisch normalverteilt mit Erwartungswert 0 und Vari-
anz σ2

V (x̃, θ) ist. Der Prozess ⟨TV
c

·,ϵ⟩ ist dabei definiert durch:

⟨TV
c

·,ϵ⟩(x̃, θ) := 1
nθ(1 − θ)

n∑︂
i=1

x̃∑︂
x=1

1{|(
√

nθ(1−θ))−1|>ϵ} TY
c

i (x− 1)

Zunächst werden die beiden Eigenschaften von Satz 9 überprüft. Da die Unter-Risiko-
Prozesse TY

c
i für jeden Zeitpunkt x − 1 mit x ∈ N unabhängig und identisch verteilt

sind und sich somit das schwache Gesetz der großen Zahlen (vgl. Satz 15) anwenden
lässt, konvergiert das arithmetische Mittel der Unter-Risiko-Prozesse gegen den Erwar-
tungswert von TY

c
i bezüglich des unbedingten Wahrscheinlichkeitsmaßes Pθ (vgl. (2.4)).

Es folgt:

⟨TV
c

· ⟩(x̃, θ) = 1
θ(1 − θ)

x̃∑︂
x=1

1
n

n∑︂
i=1

TY
c

i (x− 1) p−→ 1
θ(1 − θ)

x̃∑︂
x=1

Eθ

{︂
TY

c
i (x− 1)

}︂
:= σ2

V (x̃, θ)

Zur Überprüfung der zweiten Bedingung sei angemerkt, dass

1√
nθ(1 − θ) −−−→

n→∞
0
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gilt und somit direkt

⟨TV
c

·,ϵ⟩(x̃, θ) = 1
θ(1 − θ)

x̃∑︂
x=1

1{|(
√

nθ(1−θ))−1|>ϵ}
1
n

n∑︂
i=1

TY
c

i (x− 1)

p−→ 1
θ(1 − θ)

x̃∑︂
x=1

0 · Eθ

{︂
TY

c
i (x− 1)

}︂
= 0

folgt. Der Prozess TV
c

· ist somit asymptotisch normalverteilt mit Erwartungswert 0 und
Varianz σ2

V (x̃, θ).
Im letzten Schritt kann nun die asymptotische Normalverteilung von (

√
n(θ̂n − θ0))n

berechnet werden. Für eine standardnormalverteilte Zufallsvariable Z ∼ N(0, 1) gilt:

TV
c

· (χ, θ0)⇝ σV (χ, θ0) · Z

⇔ 1√
n

χ∑︂
x=1

1
θ0(1 − θ0)

∆ TM
c
· (x)⇝

⌜⃓⃓⎷ 1
θ0(1 − θ0)

χ∑︂
x=1

Eθ0{TY c
i (x− 1)} · Z

⇔ 1√
n

χ∑︂
x=1

(︂
∆ TN

c
· (x) − θ0 TY

c
· (x− 1)

)︂
⇝

⌜⃓⃓⎷θ0(1 − θ0)
χ∑︂

x=1
Eθ0{TY c

i (x− 1)} · Z

Die durch das Symbol ’⇝’ gekennzeichnete Konvergenz in Verteilung wird dabei im
Appendix, Definition 17, beschrieben.

Da Eθ0{TY
c

i (x− 1)} deterministisch ist, folgt mit dem Satz von Slutsky (vgl. Appen-
dix, Satz 16, (iii)):

1√
n

∑︁χ
x=1

(︂
∆ TN

c
· (x) − θ0 TY

c
· (x− 1)

)︂
1
n

∑︁χ
x=1 TY c

· (x− 1) ⇝

√︂
θ0(1 − θ0)

∑︁χ
x=1 Eθ0{TY c

i (x− 1)}∑︁χ
x=1 Eθ0{TY c

i (x− 1)} · Z

Dabei ist die linke Seite wegen der Formel für den Punktschätzer (3.9) sowie den Dar-
stellungen (3.60) und (3.61) mit χ ≥ s+G− 1 gleich

√
n(θ̂n − θ0) und es gilt:

√
n(θ̂n − θ0)⇝

√︂
θ0(1 − θ0)√︂∑︁s+G−1

x=1 Eθ0{TY c
i (x− 1)}

· Z = 1
σV (s+G− 1, θ0)

· Z (3.73)

Somit ist die Sequenz
√
n(θ̂n − θ0) asymptotisch normalverteilt mit Erwartungswert 0

und Standardabweichung (σV (s+G− 1, θ0))−1.
Abschließend ergibt sich der quadrierte Standardfehler mithilfe von (3.13) sowie (3.73)

als Schätzer von:

Varθ0{
√
nθ̂n}}

n
= 1
nσV (s+G− 1, θ0)2 = 1

n

θ0(1 − θ0)∑︁s+G−1
x=1 Eθ0{TY c

i (x− 1)}
(3.74)

Zur Standardfehlerberechnung wird zunächst in (3.74) der unbekannte, wahre Para-
meterwert θ0 durch den zugehörigen Punktschätzer θ̂n (vgl. 3.9) ersetzt. Des Weiteren
werden, um keine Verteilungsannahme für Ti mit i ∈ {1, . . . , n} treffen zu müssen, die
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Erwartungswerte Eθ0{TY
c

i (x−1)} für x ∈ {1, . . . , s+G−1} mithilfe der entsprechenden
arithmetischen Mittel geschätzt. Es ergibt sich:

SE2
3 = 1

n

θ̂n(1 − θ̂n)∑︁s+G−1
x=1

1
n

∑︁n
i=1 TY c

i (x− 1)
= θ̂n(1 − θ̂n)∑︁s+G−1

x=1
∑︁n

i=1 TY c
i (x− 1)

Es sei angemerkt, dass sich Eθ0{TY
c

i (x − 1)} auch explizit darstellen lässt, sofern ei-
ne Verteilungsannahme für Ti mit i ∈ {1, . . . , n} getroffen wurde. Eine beispielhafte
Berechnung des Standardfehlers unter der Annahme, dass alle Ti unabhängig und iden-
tisch diskret gleichverteilt auf dem Träger {0, . . . , G− 1} sind, lässt sich im Appendix,
Kapitel A.2, finden.

Abschließend lässt sich die Formel für den Standardfehler SE2
3 mithilfe von Bemer-

kung 13 beziehungsweise Formel (3.12) sowie (3.11) folgendermaßen umschreiben:

SE2
3 = 1

dobs + smcens

muncens

dobs + smcens

(︄
1 − muncens

dobs + smcens

)︄

= muncens(dobs + smcens) −m2
uncens

(dobs + smcens)3 (3.75)

Nachdem nun ein Punktschätzer für die Ausfallwahrscheinlichkeit θ̂n sowie Formeln
für zugehörige Standardfehler hergeleitet wurden, können mithilfe dieser Resultate in
Kapitel 5 konkrete Daten analysiert und insbesondere die verschiedenen Standardfehler
miteinander verglichen werden. Vorher erfolgt jedoch ein Exkurs über eine alternative
Methode zur Herleitung eines Punktschätzers bei einem doppelt trunkierten Beobach-
tungsdesign.

87



4. Schätzung bei doppelt trunkiertem
Design

Im Folgenden wird ein alternativer Ansatz zur Erstellung eines Punktschätzers von θ0
bei einem beidseitig trunkierten Beobachtungsdesign hergeleitet. Die vorgestellte Her-
leitung kann dabei als diskrete Version von Weißbach und Wied [2022, Kapitel 2.1 und
Kapitel 3] interpretiert werden. Diese Methode liefert zwar für simulierte Daten (siehe
Kapitel 6) die plausible Ergebnisse, jedoch konnten im Rahmen der Anwendung auf
das AFiD-Panel (siehe Kapitel 5) keine glaubhaften Ergebnisse erzielt werden. Folglich
wird dieser Ansatz nach der Berechnung des Punktschätzers nicht weiter verfolgt.

Analog zu vorherigen Kapiteln sei eine Stichprobe, bestehend aus n Individuen, ge-
geben. Für diese werden, definiert auf einem gemeinsamen Wahrscheinlichkeitsraum
(Ω,F , Pθ0) (vgl. (2.1) und folgende Seiten), jeweils sowohl die Lebensdauer Xi, i =
1, . . . , n (vgl. (2.2)) als auch das Alter ein Jahr vor dem Studieneintritt Ti, i = 1, . . . , n
(vgl. (2.3)) mit Ti ∈ {0 . . . , G− 1} in Jahren gemessen. Entstehung und Ausfall werden
dabei für jedes Individuum als unabhängig vorausgesetzt. Es wird angenommen, dass
alle Xi unabhängig und identisch geometrisch verteilt (vgl. Definition 1) mit dem wah-
ren Parameterwert θ0 ∈ Θ = [ξ, 1 − ξ] mit ξ ∈ (0, 1/2) sind. Dahingegen sind alle Ti

unabhängig diskret gleichverteilt (vgl. Definition 7) auf dem Träger {0, . . . , G− 1}.
Der Raum der möglichen Ergebnisse von (Xi, Ti) kann entsprechend als S = N ×

{0, . . . , G− 1} definiert werden. Des Weiteren sei U das von S erzeugte σ-Feld.

Annahmen 2. Zusammenfassend sollen für das latente Modell, in dem für jedes In-
dividuum sowohl die Lebensdauer als auch das Alter ein Jahr vor dem Studieneintritt
beobachtbar sind, folgende Annahmen gelten:

(B1) Für alle i ∈ {1, . . . , n} sind die bivariaten Zufallsvariablen (Xi, Ti)′ auf dem ge-
meinsamen Wahrscheinlichkeitsraum (Ω,F , Pθ0), mit Ω aus (2.1), F = P{Ω} und
Pθ0 aus (2.4), definiert.

(B2) Die marginale Wahrscheinlichkeitsfunktion von Xi entspricht der Wahrschein-
lichkeitsfunktion der geometrischen Verteilung (vgl. (2.5)). Die marginale Wahr-
scheinlichkeitsfunktion von Ti entspricht der Wahrscheinlichkeitsfunktion der dis-
kreten Gleichverteilung mit dem Träger {0, . . . , G−1} (vgl. (3.14)). Außerdem ist
Xi unabhängig von Ti.

(B3) Für den wahren Parameterwert θ0 gilt θ0 ∈ Θ := [ξ, 1−ξ] für ein kleines ξ ∈ (0, 1
2).

(B4) (Xi, Ti)′, i ∈ {1, . . . , n}, n ∈ N beschreibt eine einfache Zufallsstichprobe. Somit
sind (Xi, Ti)′ unabhängige und identisch verteilte Zufallsvariablen, die der Vertei-

88



4. Schätzung bei doppelt trunkiertem Design

lungsannahme (B2) mit dem wahren Parameterwert θ0 aus Annahme (B3) genü-
gen.

4.1. Das beobachtbare Modell
Für das beobachtbare Modell wird zusätzlich zu den Voraussetzungen (B1)-(B4) die
Annahme getroffen, dass ein Individuum genau dann beobachtet werden kann, wenn
sein Ausfallzeitpunkt innerhalb des Beobachtungszeitraums liegt. Sei dafür s ∈ N die
Studiendauer. Fällt das i-te Individuum vor dem Studienbeginn oder nach dem Ende
der Studie aus, gilt also Xi ≤ Ti oder Xi ≥ Ti + s + 1, so werden keine Informationen
beobachtet und nicht einmal die Existenz dieses Individuums zur Kenntnis genommen.
Somit liegt ein doppelt trunkiertes Beobachtungsdesign vor. Dies führt zu folgender
Annahme:

(B5) Für eine bekannte, ganzzahlige Konstante s ∈ N wird der Spaltenvektor (Xi, Ti)′

genau dann beobachtet, wenn:

(Xi, Ti)′ ∈ D :=
{︂
(x, t)′|1 ≤ t+ 1 ≤ x ≤ t+ s, x ∈ N, t ∈ {0, . . . , G− 1}

}︂

Um die gesamte Stichprobe von der Anzahl der sichtbaren Individuen zu separieren,
wird ein beobachtetes Individuum im Folgenden über den Spaltenvektor (X̃j, T̃j)′, j =
1, . . . ,m ≤ n, beschrieben.

Zu beachten ist, dass zwar die Anzahl der Beobachtungen m eingesehen werden kann,
wohingegen der Umfang n der Stichprobe allerdings unbekannt ist. Folglich fungiert
n nach der Hinzunahme von (B5) als zweiter Parameter neben θ0 im beobachtbaren
Modell.

Im nächsten Schritt wird die Wahrscheinlichkeit αDT
θ0 für das Ereignis, dass ein Indi-

viduum bei doppelt trunkiertem Design beobachtet wird, berechnet:

αDT
θ0 = Pθ0{(Xi, Ti)′ ∈ D} = Pθ0{Ti + 1 ≤ Xi ≤ Ti + s}

=
G−1∑︂
t=0

t+s∑︂
x=t+1

fU(t)fG(x; θ0)dxdt

=
G−1∑︂
t=0

1
G

t+s∑︂
x=t+1

θ0(1 − θ0)x−1dxdt

=
G−1∑︂
t=0

1
G

t+s∑︂
x=t+1

θ0(1 − θ0)x−1

=
G−1∑︂
t=0

θ0

G

t+s−1∑︂
x=t

(1 − θ0)x

=
G−1∑︂
t=0

θ0

G

[︄
t+s−1∑︂
x=0

(1 − θ0)x −
t−1∑︂
x=0

(1 − θ0)x

]︄
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Unter Berücksichtigung des Verhältnisses

t−1∑︂
x=0

(1 − θ0)x = 1 − (1 − θ0)t

θ0

folgt weiter:

αDT
θ0 = θ0

G

G−1∑︂
t=0

[︄
1 − (1 − θ0)t+s

θ0
− 1 − (1 − θ0)t

θ0

]︄

= 1
G

[︄
G−1∑︂
t=0

(1 − θ0)t−1 −
G−1∑︂
t=0

(1 − θ0)t+s

]︄

= 1
G

[︄
G−1∑︂
t=0

(1 − θ0)t−1 − (1 − θ0)s
G−1∑︂
t=0

(1 − θ0)t

]︄

= 1
G

[︄
1 − (1 − θ0)G

θ0
− (1 − θ0)s 1 − (1 − θ0)G

θ0

]︄

= 1
θ0G

[︄(︂
1 − (1 − θ0)s

)︂(︂
1 − (1 − θ0)G

)︂]︄

Abschließend liefert ausmultiplizieren:

αDT
θ0 = (1 − θ0)G+s − (1 − θ0)G − (1 − θ0)s + 1

θ0G
(4.1)

Bemerkung 16. Im späteren Verlauf wird zur Maximierung einer logarithmierten
Likelihood-Funktion die partielle Ableitung ∂αθ0/∂θ0 benötigt. Diese ist gegeben durch:

∂αDT
θ0

∂θ0
=

= −1
θ2

0G

[︃(︂
(G+ s− 1)θ0 + 1

)︂
(1 − θ0)G+s−1 −

(︂
(G− 1)θ0 + 1

)︂
(1 − θ0)G−1

−
(︂
(s− 1)θ0 + 1

)︂
(1 − θ0)s−1 + 1

]︃
(4.2)

Als Nächstes muss die gemeinsame Verteilungsfunktion, bedingt auf der Beobacht-
barkeit der Individuen, definiert werden:

Definition 9. Die Spaltenvektoren (X̃1, T̃1)′, (X̃2, T̃2)′, . . . seien unabhängig identisch
verteilt mit der gemeinsamen Verteilungsfunktion:

F X̃,T̃ (x, t) = P{Xi ≤ x, Ti ≤ t|Ti + 1 ≤ Xi ≤ Ti + s} (4.3)

Mithilfe der Erkenntnisse (4.1) und (4.3) lässt sich auch die gemeinsame Wahrschein-
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lichkeit
αDT

θ0 F
X̃,T̃ (x, t) = P{Xi ≤ x, Ti ≤ t, Ti + 1 ≤ Xi ≤ Ti + s}

bestimmen.

Lemma 11. Unter den Annahmen (B1)-(B5) gilt für alle (x, t) ∈ D:

αDT
θ0 F

X̃,T̃ (x, t) = (1 − (1 − θ0)x)t+ 1
G

−R(x, t) (4.4)

wobei R(x, t) −R(x− 1, t) −R(x, t− 1) + R(x− 1, t− 1) = 0.

Als Unterstützung für den Beweis von Lemma 11 dient die folgende Abbildung 4.1,
die als diskrete Version von Abbildung 1 in Weißbach und Wied [2022] interpretiert
werden kann:

✲
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Abbildung 4.1.: Beispielhafte Darstellung der Mengen E1, E2 und E3 sowie D im Fall
(x, t)′ = (4, 2)′ und s = 2. Randpunkte von E1, E2, E3 beziehungsweise
D sind generell in der entsprechenden Menge enthalten.

Beweis. Nach Weißbach und Wied [2022] ist es zunächst nützlich, folgende Mengen zu
definieren, die mithilfe von Abbildung 4.1 visualisiert werden:

E1 :=
(︂
{1, . . . , x} × {0, . . . , t}

)︂
∩ D

E2 := Die Menge aller Punkte mit ganzzahligen Koordinaten, die in dem von den
Punkten (1, 1)′, (1, t)′, (t, t)′ aufgespannten Dreieck liegen

E3 := Die Menge aller Punkte mit ganzzahligen Koordinaten, die in dem von den
Punkten (s+ 1, 0)′, (x, 0)′, (x, x− (s+ 1))′ aufgespannten Dreieck liegen
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4. Schätzung bei doppelt trunkiertem Design

Des Weiteren sei L(Xi, Ti) die unbedingte Verteilung von (Xi, Ti)′. Somit gilt:

αDT
θ0 F

X̃,T̃ (x, t) = L(Xi, Ti)(E1) = FG(x; θ0)FU(t) − L(Xi, Ti)(E2 ∪ E3)

= (1 − (1 − θ0)x)t+ 1
G

− L(Xi, Ti)(E2) − L(Xi, Ti)(E3)

Zur Berechnung von L(Xi, Ti)(E2) und L(Xi, Ti)(E3) werden für alle Punkte, die in
den Mengen enthalten sind, die entsprechenden Wahrscheinlichkeiten aufsummiert. Für
(x, t)′ ∈ D haben E2 und E3 eine Dreiecksstruktur und es ergibt sich:

R(x, t) = L(Xi, Ti)(E2) + L(Xi, Ti)(E3)

= 1{1≤t}

t∑︂
l=1

1
G

l∑︂
k=1

θ0(1 − θ0)k−1 + 1{s+1≤x}

x∑︂
k=s+1

θ0(1 − θ0)k−1
k−s−1∑︂

l=0

1
G

(4.5)

Außerdem gilt dann für (x, t)′ ∈ D:

R(x, t) −R(x− 1, t) −R(x, t− 1) + R(x− 1, t− 1)

=θ0

G

[︄
1{1≤t}

t∑︂
l=1

l∑︂
k=1

(1 − θ0)k−1 + 1{s+1≤x}

x∑︂
k=s+1

k−s−1∑︂
l=0

(1 − θ0)k−1

− 1{1≤t}

t∑︂
l=1

l∑︂
k=1

(1 − θ0)k−1 − 1{s+1≤x−1}

x−1∑︂
k=s+1

k−s−1∑︂
l=0

(1 − θ0)k−1

− 1{1≤t−1}

t−1∑︂
l=1

l∑︂
k=1

(1 − θ0)k−1 − 1{s+1≤x}

x∑︂
k=s+1

k−s−1∑︂
l=0

(1 − θ0)k−1

+ 1{1≤t−1}

t−1∑︂
l=1

l∑︂
k=1

(1 − θ0)k−1 + 1{s+1≤x−1}

x−1∑︂
k=s+1

k−s−1∑︂
l=0

(1 − θ0)k−1
]︄

= 0 (4.6)

Nachdem nun die grundlegenden Zusammenhänge hergeleitet wurden, kann darauf
aufbauend im folgenden Kapitel eine Likelihood-Funktion zur Schätzung der Ausfall-
wahrscheinlichkeit θ0 bei einem beidseitig trunkierten Beobachtungsdesign approximiert
werden.

4.2. Likelihood-Approximation
Im Folgenden soll die Likelihood-Funktion zur Bestimmung einer Schätzung von θ0 und
n hergeleitet werden. Dazu wird die nach der Trunkierung beobachtbare Stichprobe
als stochastischer Prozess, der mithilfe eines gemischten empirischen Prozesses appro-
ximiert werden kann, beschrieben [siehe Weißbach und Wied, 2022, Kapitel 3].

Für einen Punkt (x, t)′ ∈ S und eine Menge U ∈ U sei das zugehörige Dirac-Maß
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4. Schätzung bei doppelt trunkiertem Design

definiert durch [siehe Reiss, 1993, Kapitel 1.1]:

ϵ(x,t)′(U) :=
⎧⎨⎩1, wenn (x, t)′ ∈ U

0, sonst
(4.7)

Zunächst erfolgt eine Betrachtung der Stichprobe vor der Trunkierung, bestehend aus
den Individuen (Xi, Ti), i ∈ 1, . . . , n, sowie den Annahmen 2, (B1)-(B4). Mithilfe des
Dirac-Maßes (4.7) lässt sich dann die Anzahl aller sich in U befindenden Punkte be-
rechnen durch: ⃓⃓⃓{︂

(Xi, Ti) ∈ S : i ∈ {1, . . . , n}
}︂

∩ U
⃓⃓⃓
=

n∑︂
i=1

ϵ(xi,ti)′(U)

Die Anzahl der Punkte, die sich in U befinden, kann folglich durch:

µ(U) :=
n∑︂

i=1
ϵ(xi,ti)′(U) (4.8)

repräsentiert werden. Die Funktion µ : U ↦→ N0 beschreibt dann ein Maß auf dem σ-Feld
U . So ein diskretes Maß µ wird auch als Punktmaß bezeichnet.

Weiter sei der Raum der Punktmaße auf U gegeben durch M := M(S,U) [siehe Reiss,
1993, Formel (1.1)], versehen mit der σ-Algebra M.

Mithilfe von (4.8) lassen sich Punktprozesse definieren.

Definition 10 (Punktrozess). Sei (Ω,F , Pθ0) ein Wahrscheinlichkeitsraum, auf dem
die Zufallsvektoren (Xi, Ti)′ mit i ∈ {1, . . . , n} definiert sind. Eine Abbildung

H : Ω ↦→ M(S,U)

heißt Punktprozess auf (S,U), wenn H messbar bezüglich F und M ist. Folglich handelt
es sich bei H um ein zufälliges Punktmaß auf (S,U).

Bemerkung 17. Besitzt ein Punktprozess die Summendarstellung

Hn =
n∑︂

i=1
ϵ(Xi,Ti)′ (4.9)

so kann dieser auch als empirischer Prozess bezeichnet werden.

Basierend auf (4.9) können die Daten des beobachtbaren Modells als trunkierter
empirischer Prozess dargestellt werden [siehe Reiss, 1993, Kapitel 1.1, Beispiel 1.1.1
(iii)]:

Hn,D := Hn(· ∩ D) =
n∑︂

i=1
ϵ(Xi,Ti)′(· ∩ D) (4.10)

Die Anzahl der sichtbaren Individuen ist dann gegeben durch Hn,D(S) = M mit der
Realisierungm. Es sei darauf hingewiesen, dass die BezeichnungM im restlichen Teil der
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Arbeit das Martingal in der Doob-Zerlegung eines diskreten Zählprozesses bezeichnet
und lediglich für dieses Kapitel 4.2 eine andere Bedeutung bekommt.

Um eine Likelihood-Funktion zur Schätzung von n und θ0 herzuleiten, wird im nächs-
ten Schritt das so genannte Intensitätsmaß von Hn,D eingeführt [siehe Reiss, 1993, For-
mel (1.7)].

Definition 11 (Intensitätsmaß). Sei Hn,D ein zufälliges Maß auf dem Messraum (S,U).
Dann ist das Intensitätsmaß von Hn,D gegeben durch:

ηn,D(U) := Eθ0{Hn,D(U)}, mit U ∈ U (4.11)

Es genügt, das Intensitätsmaß für Mengen der Form {1, . . . , x} × {0, . . . , t} zu be-
rechnen, da alle anderen Gebiete als Komposition von Mengen dieser Form dargestellt
werden können. Beispielsweise gilt für κ ∈ N mit κ ≤ x sowie für λ ∈ N0 mit λ ≤ t,
dass

{κ, . . . , x} × {λ, . . . , t}
=
(︂
{1, . . . , x} × {0, . . . , t}

)︂
\
(︂
{1, . . . , x} × {0, . . . , λ} ∪ {1, . . . , κ} × {0, . . . , t}

)︂
Mithilfe von (4.4) ergib sich:

ηn,D({1, . . . , x} × {0, . . . , t}) : = Eθ0

[︂
Hn,D

(︂
{1, . . . , x} × {0, . . . , t}

)︂]︂
= nPθ0

{︂
(Xi, Ti)′ ∈

(︂
{1, . . . , x} × {0, . . . , t}

)︂
∩D

}︂
(4.12)

= nαDT
θ0 F

X̃,T̃ (x, t)

= n
[︃
(1 − (1 − θ0)x)t+ 1

G
−R(x, t)

]︃
(4.13)

Es sei angemerkt, dass ηn,D(S) = nαθ0 gilt. Des Weiteren kann mithilfe des folgenden
Satzes [siehe Reiss, 1993, Theorem 1.4.1] gezeigt werden, dass Hn,D verteilungsgleich zu
einem gemischten empirischen Binomial-Prozess ist. Dabei wird Verteilungsgleichheit
im Folgenden mit dem Symbol =d gekennzeichnet.

Satz 10. Für D ∈ U sei der trunkierte empirische Prozess gegeben durch:

Hn,D =
n∑︂

i=1
ϵ(Xi,Ti)′(· ∩ D)

Dabei sind (Xi, Ti)′ unabhängig identisch verteilte Zufallsvektoren aus S mit der unbe-
dingten, gemeinsamen Verteilung L(Xi, Ti). Dann gilt

Hn,D =d HB =
β∑︂

i=1
ϵ(Yi)
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wobei β, Y1, . . . , Yn unabhängig mit

L(Yi) = L(Xi, Ti)(· ∩ D)
L(Xi, Ti)(D) = 1

αDT
θ0

L(Xi, Ti)(· ∩ D)

und

L(β) = B(n,αDT
θ0

)

sind. B(n,αDT
θ0

) bezeichnet dabei die Binomialverteilung mit den Parametern n und αDT
θ0 .

Ist die Studiendauer s im Vergleich zur Länge des Beobachtungszeitraums G relativ
klein, ist folglich auch D relativ klein im Verhältnis zu S. Dann kann Hn,D, anstatt
durch einen gemischten empirischen Binomial-Prozess, auch durch einen gemischten
empirischen Poisson-Prozess H∗

n approximiert werden. Dabei ist die Poisson-Verteilung
folgendermaßen definiert:

Definition 12 (Poisson-Verteilung). Sei Z̃ eine diskrete Zufallsvariable mit dem Bild
z̃ ∈ N0. Dann heißt Z̃ poissonverteilt mit dem Parameter nαDT

θ0 > 0 genau dann, wenn
die zugehörige Wahrscheinlichkeitsfunktion gegeben ist durch:

fP (z̃;nαDT
θ0 ) = PnαDT

θ0
{Z̃ = z̃} =

⎧⎨⎩
(nαDT

θ0
)z̃

z̃! exp {−nαDT
θ0 }, falls z̃ ∈ N0

0, sonst
(4.14)

Auch sei angemerkt, dass sich, basierend auf (4.12), die unbedingte Verteilung der
beobachtbaren Individuen folgendermaßen berechnen lässt:

L(X̃j, T̃j)
(︂
{1, . . . , x} × {0, . . . , t}

)︂
(4.15)

=Pθ0

{︂
(X̃j, T̃j)′ ∈

(︂
{1, . . . , x} × {0, . . . , t}

)︂}︂
=Pθ0

{︂
(Xi, Ti)′ ∈

(︂
{1, . . . , x} × {0, . . . , t}

)︂⃓⃓⃓
(Xi, Ti)′ ∈ D

}︂

=
Pθ0

{︃{︂
(Xi, Ti)′ ∈

(︂
{1, . . . , x} × {0, . . . , t}

)︂}︂
∩
{︂
(Xi, Ti)′ ∈ D

}︂}︃
Pθ0{(Xi, Ti)′ ∈ D}

=
ηn,D

(︂
{1, . . . , x} × {0, . . . , t}

)︂
nαDT

θ0

(4.16)

Im nächsten Schritt kann mithilfe des Existenz- und Eindeutigkeitstheorems (vgl. Satz
17) ein gemischter empirischer Poisson-Prozess H∗

n definiert werden. Später wird sich
herausstellen, dass dieser Prozess unter gewissen Bedingungen eine gute Approximation
für den trunkierten empirischen Prozess Hn,D darstellt [siehe Weißbach und Wied, 2022,
Definition 2].

Definition 13. Angenommen (B1)-(B5) seien erfüllt und Z̃ sei eine Poisson-verteilte
Zufallsvariable mit dem Parameter nαDT

θ0 . Des Weiteren seien (X̃j, T̃j), j ∈ {1, . . . ,m}
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von Z̃ unabhängige Zufallsvektoren aus Definition 9. Dann ist

H∗
n :=

Z̃∑︂
j=1

ϵ(X̃j ,T̃j)′

wegen ηn,D(S) = nαDT
θ0 < ∞ und L(X̃j, T̃j) = ηn,D/(nαDT

θ0 ) (siehe (4.16)) ein Poisson-
Prozess mit dem Intensitätsmaß η∗

n ≡ ηn,D sowie H∗
n(S) = Z̃.

Damit der trunkierte empirische Prozess Hn,D durch den gemischten empirischen
Poisson-Prozess H∗

n approximiert werden kann, müssen die beiden Prozesse, intuitiv
formuliert, nahe beieinander liegen. Um für diesen Zweck den Abstand zwischen den
Verteilungen zweier empirischer Prozesse quantifizieren zu können, wird zunächst die
so genannte Hellingermetrik eingeführt [siehe Reiss, 1993, Formel (1.21)].

Definition 14 (Hellingermetrik). Gegeben seien zwei empirische Prozesse Hn,D und
H∗

n. Dann ist die Hellingermetrik, auch Hellingerabstand genannt, der Verteilungen
L(Hn,D) und L(H∗

n) gegeben durch:

H(L(Hn,D),L(H∗
n)) :=

(︃∫︂ (︂√︂
fn,D −

√︂
f ∗

n

)︂2
dη
)︃1/2

Dabei sind fn,D und f ∗
n die Dichten von L(Hn,D) respektive L(H∗

n) bezüglich eine Maßes
η.

Auf der Grundlage der Hellingermetrik kann im nächsten Schritt das Approximati-
onstheorem eingeführt werden [siehe Reiss, 1993, Theorem 1.4.2]:

Satz 11 (Approximationstheorem). Sei Hn,D ein trunkierter empirischer Prozess mit
der Darstellung (4.10) und αDT

θ0 = P{(Xi, Ti)′ ∈ D} für i ∈ {1, . . . , n}. Des Weiteren
sei H∗

n ein gemischter empirischer Poisson-Prozess mit demselben Intensitätsmaß ηn,D
wie Hn,D. Dann gilt:

H(L(Hn,D),L(H∗
n)) ≤ 31/2αDT

θ0 (4.17)

Wenn folglich D im Verhältnis zu S klein ist, so nimmt αDT
θ0 ebenfalls einen kleinen

Wert an. Das Approximationstheorem besagt, dass in diesem Fall Hn,D und H∗
n im Sinne

der Hellingermetrik nah beieinander liegen. In diesem Fall kann stellvertretend für Hn,D
die Likelihood für H∗

n berechnet werden. Dazu wird zunächst die Radon-Nikodym-
Dichte fθ0 von ηn,D bezüglich eines dominierenden Maßes η0 berechnet. Dabei ist η0
das Intensitätsmaß des folgenden Poisson-Prozesses [siehe Weißbach und Wied, 2022,
Definition 3].

Definition 15. Sei H0 ein empirischer Prozess der Form

H0 =
Z̃0∑︂

j=1
ϵ(X0

j ,T 0
j )′ (4.18)
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wobei Z0 poissonverteilt mit Parameter ((G−1)+s)G und (X0
i , T

0
i )′ diskret gleichverteilt

auf dem Träger G := {1, . . . , (G − 1) + s} × {0, . . . , G − 1} ist. Die Zufallsvariable Z̃0
sei dabei stochastisch unabhängig von (X0

j , T
0
j )′.

Für das zugehörige Intensitätsmaß η0 von H0 ergibt sich für U ∈ U :

η0(U) = E{H0(U)} = E
{︃ Z̃0∑︂

j=1
ϵ(X0

j ,T 0
j )′(U)

}︃
=E{Z̃0}E{ϵ(X0

j ,T 0
j )′(U)}

=((G− 1) + s)G
#
{︂
(x, t)′ : (x, t)′ ∈ U ∩

(︂
{1, . . . , (G− 1) + s} × {0, . . . , G− 1}

)︂}︂
((G− 1) + s)G

=#
{︂
(x, t)′ : (x, t)′ ∈ U ∩ G

}︂
Somit ist η0 das auf G restringierte Zählmaß und es gilt η0(S) = ((G− 1) + s)G < ∞.
Außerdem ist Z̃0 poissonverteilt mit Parameter η0(S) und es gilt:

P
{︂
(X0

j , T
0
j )′ = (x0

j , t
0
j)′
}︂

=
η0((x0

j , t
0
j)′)

η0(S)

Nach dem Existenz- und Eindeutigkeitstheorem für Poisson-Prozesse (vgl. Appendix,
Satz 17) ist H0 dann ein Poisson-Prozess mit dem endlichen Intensitätsmaß η0.

Im nächsten Schritt kann mithilfe des folgenden Satzes [siehe Reiss, 1993, Theorem
3.1.1] unter Zuhilfenahme von H0 die L(H0)-Dichte von L(H∗

n) bestimmt werden.

Satz 12. Seien H∗
n und H0 Poisson-Prozesse mit den endlichen Intensitätsmaßen ηn,D

und η0, die auf dem gemeinsamen Messraum (S,U) definiert sind. Sei fθ0 : S ↦→ R+
0 die

Radon-Nikodym-Dichte von ηn,D bezüglich η0. Dann ist die L(H0)-Dichte von L(H∗
n),

die mit g bezeichnet wird, gegeben durch:

g(µ) =
⎛⎝µ(S)∏︂

i=1
fθ0(Xi, Ti)

⎞⎠ exp(η0(S) − ηn,D(S)) (4.19)

Dabei ist µ = ∑︁µ(S)
j=1 ϵ(x̃j ,t̃j)′ und es gilt die Konvention ∏︁0

i=1 fθ0(Xi, Ti) = 1

Die Radon-Nikodym Dichte von ηn,D bezüglich η0 ist eine Abbildung fθ0 : S ↦→ R+
0 ,

sodass für alle U ∈ U gilt:

ηn,D(U) =
∫︂
U
fθ0dη0 (4.20)

Die Existenz einer solchen Abbildung ist genau dann gegeben, wenn ηn,D absolut stetig
bezüglich η0 ist, also η0(U) = 0 ⇒ ηn,D(U) = 0 für alle U ∈ U erfüllt ist. Mit D ⊂
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{1, . . . , (G− 1) + s} × {0, . . . , G− 1} und (4.12) gilt:

η0(U) = 0 ⇒ ∄(x, t)′ : (x, t)′ ∈ U ∩
(︂
{1, . . . , (G− 1) + s} × {0, . . . , G− 1}

)︂
⇒ ∄(x, t)′ : (x, t)′ ∈ U ∩ D
⇒ P{(x, t)′ ∈ U ∩ D} = 0
⇒ ηn,D(U) = 0

Folglich existiert eine Abbildung fθ0 mit der Eigenschaft (4.20). Für Mengen der Form
U = {1, . . . , x} × {0, . . . , t} ergibt sich:

ηn,D
(︂
{1, . . . , x} × {0, . . . , t}

)︂
=
∫︂ x

1

∫︂ t

0
fθ0(a1, a2)η0(da1)η0(da2)

=
x∑︂

k=1

t∑︂
l=0

fθ0(k, l)

Umstellen nach fθ0(x, t) liefert

fθ0(x, t) =ηn,D

(︂
{1, . . . , x} × {0, . . . , t}

)︂
− ηn,D(

(︂
{1, . . . , x− 1} × {0, . . . , t}

)︂
)

− ηn,D

(︂
{1, . . . , x} × {0, . . . , t− 1}

)︂
+ ηn,D

(︂
{1, . . . , x− 1} × {0, . . . , t− 1}

)︂
=n

[︃
(1 − (1 − θ0)x)t+ 1

G
− (1 − (1 − θ0)x−1)t+ 1

G

− (1 − (1 − θ0)x) t
G

+ (1 − (1 − θ0)x−1) t
G

−R(x, t) + R(x− 1, t) + R(x, t− 1) −R(x− 1, t− 1)
]︃

= n

G

[︃
(1 − (1 − θ0)x))(t+ 1) − (1 − (1 − θ0)x−1)(t+ 1)

− (1 − (1 − θ0)x)(t) + (1 − (1 − θ0)x−1)(t)
]︃

= n

G

[︃
(1 − (1 − θ0)x) − (1 − (1 − θ0)x−1)

]︃
= n

G

[︃
(1 − θ0)x−1 − (1 − θ0)x

]︃
(4.21)

wobei die zweite Gleichheit durch einsetzen von (4.13) und die dritte Gleichheit durch
Eigenschaft (4.6) erfolgt.

Abschließend ergibt sich die Likelihood-Funktion zur Schätzung der Ausfallwahr-
scheinlichkeit θ0 sowie des Stichprobenumfangs n als die Dichte von H∗

n, die an der
Realisierung h∗

n evaluiert wird. Mithilfe von (4.19) gilt:

LDT (θ, n;h∗
n) = nh∗

n(S)

Gh∗
n(S)

h∗
n(S)∏︂
j=1

(︃
(1 − θ)x̃j−1 − (1 − θ)x̃j

)︃
exp

(︃
G
(︂
(G− 1) + s

)︂
− nαDT

θ

)︃
(4.22)
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4. Schätzung bei doppelt trunkiertem Design

In dem zu untersuchenden Modell ist m als Realisierung von H∗
n(S) gegeben. Da n

im Rahmen des beobachtbaren Modells durch Hinzunahme von (B5) einen Parameter
darstellt, wird im Folgenden der ML-Schätzer n̂ von n ermittelt. Zunächst ergibt sich
folgende logarithmierte Likelihood-Funktion:

logLDT (θ, n;m, x̃1, . . . , x̃m)

=m(log n− logG) +
m∑︂

j=1
log
(︂
(1 − θ)x̃j−1 − (1 − θ)x̃j

)︂
+G

(︂
(G− 1) + s

)︂
− nαDT

θ

Ableiten nach n liefert

∂

∂n
logLDT (θ, n;m, x̃1, . . . , x̃m) = m

n
− αDT

θ

und somit den ML-Schätzer

n̂ = m

αDT
θ

(4.23)

Abschließend soll (4.22) an der Stelle des ML-Schätzers n̂ = m/αθ in θ-Richtung maxi-
miert werden. Es gilt:

∂ logLDT (θ,m/αDT
θ ;m, x̃1, . . . , x̃m)
∂θ

= ∂

∂θ

[︃
m log

(︂ m

αDT
θ

)︂
+

m∑︂
j=1

log
(︂
(1 − θ)x̃j−1 − (1 − θ)x̃j

)︂]︃

= ∂

∂θ

[︃ m∑︂
j=1

log
(︂
(1 − θ)x̃j−1 − (1 − θ)x̃j

)︂]︃
− m

αDT
θ

∂αDT
θ

∂θ

=
m∑︂

j=1

1 − x̃jθ

θ(1 − θ) + m

θ
[︂
(1 − θ)G+s − (1 − θ)G − (1 − θ)s + 1

]︂
·
[︃[︂

(G+ s− 1)θ + 1
]︂
(1 − θ)G+s−1 −

[︂
(G− 1)θ + 1

]︂
(1 − θ)G−1

−
[︂
(s− 1)θ + 1

]︂
(1 − θ)s−1 + 1

]︃
(4.24)

Der Punktschätzer θ̂DT
n für den wahren Parameterwert θ0 kann dann als Nullstelle

von (4.24) ermittelt werden. Abschließend liefert Einsetzen der Punktschätzung der
Ausfallwahrscheinlichkeit in (4.23) eine Punktschätzung für den Stichprobenumfang n.

Die in diesem Kapitel hergeleiteten Schätzer werden in den folgenden Kapiteln im
Rahmen der Auswertung des AFiD-Panels (Kapitel 5) und einer Simulation (Kapitel
6) neben dem Schätzer des geometrischen Parameters inklusive der Standardfehler bei
linkstrunkiertem und rechtszensiertem Beobachtungsdesign (siehe Kapitel 3.1 bis 3.3.2)
ebenfalls evaluiert.
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5. Das AFiD-Panel

5.1. Beschreibung der Daten
Bisher wurden auf der sprachlichen Ebene Individuen betrachtet, die in einem bestimm-
ten Jahr aus {a, . . . , b} entstehen und in einem späteren Jahr wieder ausfallen. Diese
Individuen sind im Folgenden deutsche Unternehmen, die innerhalb eines Jahres gegrün-
det und innerhalb eines anderen Jahres wieder geschlossen werden. Im folgenden Ka-
pitel soll mithilfe des entwickelten Punktschätzers θ̂n für die Ausfallwahrscheinlichkeit
(vgl.(3.11)) die durchschnittliche Lebenserwartung deutscher Unternehmen geschätzt
werden. Anschließend erfolgt eine Berechnung der zugehörigen Standardfehler SE1 (vgl.
(3.46)), SE2 (vgl. (3.47)), SE3 (vgl. (3.75)) sowie SE4 (vgl. (A.8)). Als Datengrundlage
dienen dabei die vom Forschungsdatenzentrum des statistischen Bundesamts (Destatis)
erhobenen ’Amtlichen Firmendaten für Deutschland’ (AFiD).

Destatis hat mit dem Berichtsjahr 2018 begonnen, Berichte zur Geschäftstätigkeit so
zu erstellen, dass die dort untersuchten statistischen Einheiten der Unternehmensdefi-
nition der Europäischen Kommission entsprechen. Darauf basierend wurde von Destatis
der Zugang zu Angaben bezüglich Unternehmensschließungen in den Jahren 2018 und
2019 sowie hinsichtlich Informationen über Unternehmen, die das Jahr 2019 überdauert
haben, für unter Anderem diese Arbeit zur Verfügung gestellt. Da alle Unternehmen,
zu denen Angaben vorliegen, in den Jahren {2013, . . . , 2017} gegründet wurden, ergibt
sich ein retrospektives Stichprobendesign.

Die Angaben, wie viele Unternehmen in welchem Jahr gegründet beziehungsweise
geschlossen wurden, kann dabei Tabelle 5.1 entnommen werden.

Schließung
Gründung 2018 2019 3000 Summe

2013 37.016 17.295 191.803 246.114
2014 42.272 20.305 200.411 262.988
2015 35.588 23.353 209.649 268.590
2016 34.579 27.464 278.223 340.266
2017 18.687 18.633 292.566 329.886

Summe 168.142 107.050 1.172.652 1.447.844

Tabelle 5.1.: Tabellarische Übersicht der Gründungs- und Schließungsjahre von insge-
samt ungefähr 1.4 Millionen deutschen Unternehmen; die Spalte mit dem
Schließungsjahr 3000 umfasst alle Unternehmen, die bis einschließlich 2019
nicht geschlossen wurden und somit rechtszensiert sind
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5. Das AFiD-Panel

Eine detaillierte Beschreibung der Daten liefert Rink und Seiwert [2021] sowie die
darin enthaltenen Referenzen. Dabei wurden die Merkmale ’urs_we_beginn_datum’
als Gründungsjahr und ’urs_we_ende_datum’ als Jahr der Schließung verwendet.

Als Grundgesamtheit wurde die Menge aller deutschen Unternehmen, die in den
Kalenderjahren {a, . . . , b} = {2013, . . . , 2017} gegründet wurden, definiert. Somit be-
schreibt diese Zeitspanne den Entstehungszeitraum, der im folgenden auch als Grün-
dungszeitraum bezeichnet wird, mit einer Anzahl von G = 5 Jahren. Es sei angemerkt,
dass für das i-te Unternehmen, mit i ∈ {1, . . . , n}, die Zufallsvariable Ti (vgl. (2.3)) das
Alter des Unternehmens im Jahr 2017 angibt. Des Weiteren bezeichne Xi die mit dem
wahren Parameterwert θ0 geometrisch verteilte Lebensdauer des i-ten Unternehmens in
Jahren.

Es sei angemerkt, dass das AFiD-Panel alle in den Jahren {2013, . . . , 2017} gegrün-
deten Unternehmen enthält. Der unbekannte Umfang n der Stichprobe gleicht somit
dem Umfang der Grundgesamtheit.

Beobachtungen hinsichtlich der Unternehmensschließungen liegen jedoch lediglich für
die Jahre 2018 sowie 2019 vor. Die Länge des Beobachtungszeitraums beträgt somit
s = |{2018, 2019}| = 2 Jahre. Unternehmen, deren Schließung bereits vor 2018 stattge-
funden haben, werden nicht beobachtet und entsprechend in den Daten nicht aufgeführt.
Es liegt somit ein linksseitig trunkiertes Design vor. Die Unternehmen, deren Existenz
trotz der Linkstrunkierung beobachtet werden können, bilden folglich die Menge der
Beobachtungen, bestehend aus m = 1.447.844 Unternehmen.

Auf der anderen Seite werden Unternehmen, die das Jahr 2019 ohne Schließung über-
stehen, zwar beobachtet, jedoch bleibt der genaue Zeitpunkt der Schließung unbekannt.
Das Beobachtungsdesign ist somit zusätzlich rechtsseitig zensiert. Unternehmen mit ei-
ner solchen rechtszensierten Historie werden in den Daten mit dem Schließungsjahr
3000 gekennzeichnet. Somit konnte bei 1.172.652 Unternehmen keine Schließung in den
Jahren 2018 und 2019 beobachtet werden.

Eine Übersicht der verschiedenen Verläufe eines Unternehmenslebens hinsichtlich der
Beobachtbarkeit am Beispiel der Anwendung kann Abbildung 5.1 entnommen werden.

Angemessenheit der Modellannahmen

Bevor in Kapitel 5.2 eine Punkt- und Intervallschätzung der Schließungswahrscheinlich-
keit sowie der durchschnittlichen Lebenserwartung deutscher Unternehmen basierend
auf dem AFiD-Panel durchgeführt wird, werden zunächst die Annahmen 1 (vgl. Kapitel
3.1) mit Hinblick auf die Daten diskutiert.

In Bezug auf (A1) sei angemerkt, dass die Annahme von geometrisch verteilten Le-
bensdauern Xi mit i ∈ {1, . . . , n} impliziert, dass die Schließungswahrscheinlichkeit im
Laufe der Zeit nicht variiert, sondern konstant bleibt. In der Praxis kann diese An-
nahme zwar nicht garantiert werden, allerdings ist auch kein empirischer Nachweis für
das Gegenteil bekannt. Bezüglich der Unabhängigkeit von Xi und Ti existieren erste
Indizien dafür, dass diese im Kontext von Unternehmensdemografien nicht gegeben ist
[siehe de Uña-Álvarez et al., 2024, Toparkus und Weißbach, 2025].

Die Annahmen (A2) und (A3) sind hingegeben klar erfüllt.
Bezüglich Annahme (A4) muss hinsichtlich der Unabhängigkeitsannahme zwischen
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✲ Zeit
2013 2017 2018 2019

❞ ❞ x❞ ❞ ❞ ❞ t

❞ ❞ ❞ ❞ ❞ ❞

⏞ ⏟⏟ ⏞
Alter−ein−Jahr−vor−Studienbeginn T⏞ ⏟⏟ ⏞

Alter−bei−Schliessung X

⏞ ⏟⏟ ⏞
Alter−am−Studienende T +2

⏞ ⏟⏟ ⏞
Gründungszeitraum

⏞ ⏟⏟ ⏞
Beobachtungszeitraum

Abbildung 5.1.: Mögliche Pfade von Unternehmensleben, die sich hinsichtlich der Beob-
achtbarkeit unterscheiden; oberer Pfad: Gründung in 2013 und Schlie-
ßung in 2015 und somit vor Beginn des Beobachtungszeitraums, we-
der Lebensdauer noch Existenz des Unternehmens werden beobach-
tet (Linkstrunkierung); mittlerer Pfad: Gründung in 2014 und Schlie-
ßung in 2018 und somit im Beobachtungszeitraum, Lebensdauer sowie
Gründungsjahr werden beobachtet; unterer Pfad: Gründung in 2014
und Schließung nach 2019 und somit nach Ende des Beobachtungszeit-
raums, die beobachtete Information ist das Gründungsjahr sowie das
Überleben bis einschließlich 2019 (Rechtszensur)

den Unternehmen darauf hingewiesen werden, dass eine gewisse Abhängigkeit in der
Praxis durchaus denkbar sein kann, da sich die Lebensdauern teilweise stark überschnei-
den. Ebenso bilden (Xi, Ti)′, i ∈ {1, . . . , n} keine einfache Zufallsstichprobe, sondern die
Grundgesamtheit, da die latenten Messungen alle deutschen Unternehmen, die in den
Jahren {2013, . . . , 2017} gegründet wurden, abdecken.

5.2. Punkt- und Intervallschätzung
Punkt- und Intervallschätzung bei linkstrunkiertem und
rechtszensiertem Beobachtungsdesign
Zunächst wird basierend auf den Daten (siehe Tabelle 5.1) die logarithmierte, marginale
und bedingte Likelihood-Funktion (3.2) berechnet. Das Ergebnis lässt sich Abbildung
5.2 entnehmen.

Zum Erhalt einer analytischen Lösung für die Punktschätzung des geometrischen
Parameters kann sich der Formel (3.11) bedient werden. Dabei lässt sich muncens als
Summe aller in 2018 und 2019 beobachteten Schließungen berechnen:

muncens = 168.142 + 107.050 = 275.192
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Abbildung 5.2.: Links: Graph der logarithmierten, marginalen und bedingten
Likelihood-Funktion zur Schätzung der Schließungswahrscheinlichkeit
deutscher Unternehmen auf dem gesamten Parameterraum Θ =
[0, 001; 0, 999]; Rechts: Ausschnitt der Funktion auf dem Intervall
[0, 0625; 0, 15]. Das Maximum ist bei ungefähr 0, 1 zu erkennen.

Analog dazu ergibt sich die Anzahl der zensierten Historien durch mcens = 1.172.652. Zu
berechnen bleibt somit die Summe der innerhalb der Studie beobachteten Lebensdauern
von bis einschließlich 2019 geschlossenen Unternehmen dobs. Dabei wurden Unternehmen
mit einer Schließung im Jahr 2018 ein Jahr beobachtet, wohingegen 2019 geschlossene
Unternehmen zwei Jahre beobachtet wurden. Es ergibt sich:

dobs = 1 · 168.142 + 2 · 107.050 = 382.242

Abschließend folgt für den Punktschätzer der Wahrscheinlichkeit für eine Schließung
innerhalb eines Jahres:

θ̂n = muncens

dobs + smcens

= 275.192
382.242 + 2 · 1.172.652 ≈ 0, 10089362 ≈ 0, 1009

Deutsche Unternehmen haben folglich jedes Jahr eine ungefähr 10%-tige Wahrschein-
lichkeit geschlossen zu werden. Somit resultiert für deutsche Unternehmen, die zwischen
2013 und 2017 gegründet wurden, eine geschätzte erwartete Lebensdauer von

ˆ︂Eθ{X} = Eθ̂n
{X} = 1

θ̂n

≈ 1
0, 1009 ≈ 9, 91

Jahren.
Außerdem lassen sich mithilfe des Punktschätzers θ̂n die Quantile der geometrischen
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Verteilung berechnen. So gibt (vgl. (2.6))

FG(x; 0, 1009) = 1 − (1 − 0, 1009)x = 1 − 0, 8991x

den Anteil der Unternehmen an, die innerhalb von x Jahren nach der Gründung wieder
geschlossen werden. So werden beispielsweise 10, 09 Prozent der Unternehmen innerhalb
des ersten Jahres geschlossen. Eine Übersicht über weitere Quantile ist in der folgenden
Tabelle 5.2 gegeben:

Jahre nach Gründung 2 3 4 5 8 10 15
Anteil Schließungen in % 19, 16 27, 32 34, 65 41, 25 57, 30 65, 48 79, 72

Tabelle 5.2.: Auflistung einiger Quantile der geometrischen Verteilung mit dem Para-
meter θ̂n ≈ 0, 1009 und somit der Anteile der Unternehmen, die innerhalb
einer gewissen Anzahl an Jahren nach der Gründung geschlossen wurden.
So schließen beispielsweise 19, 16% in den ersten zwei Jahren und 65, 48%
in den ersten 10 Jahren.

Darüber hinaus resultiert ein Median der Lebensdauer [siehe Chattamvelli und Shan-
mugam, 2020, Kapitel 4.3] von

MEθ̂n
{X} :=

⌈︃ −1
log2(1 − θ̂n)

⌉︃
=
⌈︃ −1

log2(0, 8991)

⌉︃
= ⌈6, 52⌉ = 7 (5.1)

Jahren.
Im nächsten Schritt erfolgt eine Angabe der Standardfehler von θ̂n. Der Standardfeh-

ler SE3 (vgl. (3.75)), der mithilfe eines Martingalgrenzwertsatzes (vgl. Satz 9) hergeleitet
wurde, kann dabei direkt berechnet werden:

SE3 =

⌜⃓⃓⎷muncens(dobs + smcens) −m2
uncens

(dobs + smcens)3

=

⌜⃓⃓⎷275.192 · (382.242 + 2 · 1.172.652) − 275.1922

(382.242 + 2 · 1.172.652)3 ≈ 1, 8237 · 10−4

Zur Berechnung der anderen Standardfehler SE1 (vgl. 3.46), SE2 (vgl. 3.47) und SE4
(vgl. A.8) erfolgte eine entsprechende Programmierung in R (siehe Kapitel A.4.1). Die
Ergebnisse sind in der Tabelle 5.3 aufgelistet.

Zusammenfassend liefern alle Standardfehler SE1 bis SE4 ähnliche Ergebnisse. In je-
dem Fall beläuft sich, gerundet auf zwei Nachkommastellen, das 95%-Konfidenzintervall
auf [9, 88; 9, 95]. Insgesamt liefern die Standardfehler SE1 (vgl. (3.46)) und SE4 (vgl.
(A.8)), die auf der Annahme, die Alter ein Jahr vor dem Studieneintritt Ti mit i ∈
{1, . . . , n} seien unabhängig und identisch diskret gleichverteilt auf dem Träger {0, . . . , G−
1}, basieren, die schmalsten Konfidenzintervalle. Insbesondere ergeben SE1 und SE4 ex-
akt denselben Wert. Außerdem liefert der Standardfehler im semiparametrischen Modell

104



5. Das AFiD-Panel

SE1 SE2 SE3 SE4
1, 8164 · 10−4 1, 84 · 10−4 1, 8237 · 10−4 1, 8164 · 10−4

KI θ0 [0, 1005; 0, 1012] [0, 1005; 0, 1013] [0, 1005; 0, 1013] [0, 1005; 0, 1012]
KI Eθ{X} [9, 8766; 9, 9465] [9, 8761; 9, 9470] [9, 8764; 9, 9467] [9, 8766; 9, 9465]

Tabelle 5.3.: Tabellarische Übersicht der vier verschiedenen Berechnungsansätze für den
Standardfehler inklusive der daraus resultierenden 95%-Prozent Konfiden-
zintervalle für die wahre Schließungswahrscheinlichkeit θ0 und die erwar-
tete Lebensdauer Eθ0{X} deutscher Unternehmen.

SE3 (vgl. (3.75)), der mithilfe des Martingalgrenzwertsatzes von Rebolledo [1979] [siehe
Kalbfleisch und Prentice, 2002, Theorem 5.1] hergeleitet wurde, ein etwas schmaleres
Konfidenzintervall als der mithilfe der M-Schätzer-Theorie nach van der Vaart [1998]
hergeleitete Schätzer SE2 (vgl. (3.47)).

Punktschätzung bei doppelt trunkiertem Beobachtungsdesign
Ein weiterer möglicher Ansatz zur Berechnung einer Punktschätzung der Ausfallwahr-
scheinlichkeit θ0 wäre, ein beidseitig trunkiertes Beobachtungsdesign anzunehmen. An-
schließend kann auf der Grundlage der doppelt trunkierten Daten die Nullstelle der
abgeleiteten logarithmierten Likelihood-Funktion (4.24) berechnet werden.

Dazu werden zum Erhalt eines beidseitig trunkierten Beobachtungsdesigns die Über-
lebensdaten aus Tabelle 5.1 verwendet und dabei alle Unternehmen mit einer rechtsseitig
zensierten Historie entfernt. Die Nullstelle der abgeleiteten logarithmierten Likelihood-
Funktion (4.24) wird somit basierend auf den in Tabelle 5.4 angegebenen Daten berech-
net.

Schließung
Gründung 2018 2019 Summe

2013 37.016 17.295 54.311
2014 42.272 20.305 62.577
2015 35.588 23.353 58.941
2016 34.579 27.464 62.043
2017 18.687 18.633 37.320

Summe 168.142 107.050 275.192

Tabelle 5.4.: Tabellarische Übersicht der Gründungs- und Schließungsjahre von insge-
samt 275.192 deutschen Unternehmen bei beidseitig trunkiertem Beobach-
tungsdesign

Obwohl das in Kapitel 4.2 hergeleitete Modell und die damit einhergehende Likelihood-
Funktion auf der Grundlage von Simulationsdaten plausible Ergebnisse liefert (siehe
Kapitel 6), ergibt sich basierend auf den in den Tabelle 5.4 gegebenen Daten eine
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Punktschätzung der Wahrscheinlichkeit, dass ein Unternehmen binnen eines Jahres ge-
schlossen wird, von

θ̂n = 8 · 10−6

und somit ein geschätzter Stichprobenumfang von (vgl. (4.1) und (4.23)):

n̂ = m

αDT
θ̂n

≈ 275.192
1, 6 · 10−5 ≈ 17.199.844.686

Da diese Ergebnisse unplausibel sind, wurde dieser Ansatz in Bezug auf die Anwendung
auf das AFiD-Panel als unbrauchbar erachtet und somit nicht weiter verfolgt.

5.3. Vergleich mit anderen Quellen
Zur Einordnung der Resultate aus anderen Arbeiten sei zunächst angemerkt, dass eine
einheitliche und präzise Definition des Ausfalls der Unternehmen gegeben sein muss.
Beispielsweise sind Insolvenzen nicht gleichzusetzen mit Schließungen, da ein Unter-
nehmen auch aus anderen Gründen geschlossen werden kann [siehe Cochran, 1981,
Abbildung 1]. Anderenfalls gestaltet sich ein Vergleich von Unternehmensdemografien,
insbesondere wenn die Daten aus unterschiedlichen Zeiten und Ländern stammen, als
schwierig.

In Bezug auf Deutschland berechneten Brüderl et al. [1992], basierend auf 1.621
Unternehmen, für die Schließungsverteilung ein 25%-Quantil von 2 Jahren und ein
37%-Quantil von 5 Jahren. Dieses Ergebnis liegt relativ nahe bei dem in dieser Ar-
beit errechneten 19%-Quantil von 2 Jahren sowie dem 41%-Quantil von 5 Jahren.

Eine frühere, in Japan durchgeführte Studie [siehe Honjo, 2000] ermittelte, dass ledig-
lich 4, 8% der Unternehmen innerhalb von 8 Jahren geschlossen werden. Dieses Resultat
impliziert eine wesentlich geringe Schließungswahrscheinlichkeit als die, die im Rahmen
dieser Arbeit errechnet wurde, da 8 Jahre hier als das 57%-Quantil zu interpretieren
sind. Allerdings gab derselbe Autor für eine spätere japanische Kohorte (2003 bis 2013)
an, die Schließungsrate hätte sich verdoppelt [siehe Kato et al., 2022].

Für portugiesische Unternehmen wurde eine mediane Lebensdauer von 4 Jahren so-
wie ein 20%-Quantil von einem Jahr ermittelt [siehe Mata und Portugal, 1994]. Dies
deutet im Vergleich zu den in Tabelle 5.2 angegebenen Quantilen auf eine schnellere
Schließungsrate hin.

Das für Pakistan von Ullah et al. [2016] ermittelte 80%-Quantil von 4 Jahren weist
im Vergleich zum vorliegenden 80%-Quantil von 15 Jahren auf eine deutlich schnellere
Schließungsrate hin.

Für frühere Kohorten wurde in den USA ein Median von 5 Jahren bis zu Schließung
angegeben [siehe Cochran, 1981]. Dies deutet auf eine schnellere Schließungsrate als die,
die in dieser Arbeit errechnet wurde, hin, da hier eine mediane Lebenserwartung von 7
Jahren ermittelt wurde.
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6. Simulation
In diesem Kapitel soll eine Schätzung des wahren Parameterwerts θ0 der geometrischen
Verteilung (vgl. Definition 1) sowie eine Berechnung der entsprechenden Standardfeh-
ler SE1 (vgl. (3.46)), SE2 (vgl. (3.47)), SE3 (vgl. (3.75)) sowie SE4 (vgl. (A.8)) unter
der Berücksichtigung von linksseitiger Trunkierung sowie rechtsseitiger Zensur simuliert
werden. Dazu wird der wahre Parameterwert θ0 sowie der Umfang n, den die Stichprobe
ohne Einschränkungen der Beobachtbarkeit hat, als bekannt vorausgesetzt. Außerdem
werden die Dauer des Entstehungszeitraums G sowie die Länge des Beobachtungszeit-
raums s im Vorfeld festgelegt. Zur Berechnung der wahren Varianz des Punktschätzers
Varθ0{θ̂n} wird auf Formel (A.7) zurückgegriffen.

Beispiel 1. Wird θ0 = 0, 1 sowie G = 5, s = 2 und n = 50 festgelegt, ergibt sich:

Varθ0{θ̂n} =
⌜⃓⃓⃓
⎷ Gθ0(1 − θ0)

n
∑︁s+G−1

x=1

[︃
min

(︂
x, s,G, s+G− x

)︂(︂
1 − 1{2≤x}

∑︁x−1
k=1 θ0(1 − θ0)k−1

)︂]︃

=
⌜⃓⃓⃓
⎷ 5 · 0, 1 · 0, 9

50∑︁6
x=1

[︃
min

(︂
x; 2; 7 − x

)︂(︂
1 − 1{2≤x}

∑︁x−1
k=1 0, 1 · 0, 9k−1

)︂]︃ ≈ 0, 034

Anschließend werden mithilfe eines Computerprogramms die Realisierungen der n
unabhängigen und identisch verteilten, bivariaten Zufallsvariablen

(Xsim
i , T sim

i )′, i ∈ {1, . . . , n}

gezogen. Dabei folgen für alle i ∈ {1, . . . , n} dieXsim
i einer geometrischen Verteilung mit

dem Parameter θ0, wohingegen alle T sim
i diskret gleichverteilt auf dem träger {0, . . . , G−

1} sind.
Anschließend werden, um die Linkstrunkierung zu berücksichtigen, aus der Stichprobe

alle Realisierungen entfernt, für die xsim
i ≤ tsim

i erfüllt ist, sodass lediglich die m ≤ n
Realisierungen

(x̃sim
j , t̃sim

j )′, j ∈ {1, . . . ,m}

übrig bleiben. Damit die Historien zusätzlich rechtsseitig zensiert sind, werden die Rea-
lisierungen x̃sim

j durch x̄sim
j mit

x̄sim
j := min(x̃sim

j , t̃sim
j + s)

ersetzt. Um einsehen zu können, ob eine Zensur vorliegt, werden die Tupel (x̄sim
j , t̃sim

j )′
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6. Simulation

abschließend zu den Tripeln (x̄sim
j , t̃sim

j , c̃sim
j )′ erweitert. Dabei bezeichnet c̃sim

j die Rea-
lisierung der Zufallsvariablen:

C̃sim
j := 1{X̃sim

j ≤T̃ sim
j +s}

Anhand der auf diese Weise generierten Daten können zunächst der Punktschätzer θ̂n

(vgl. (3.11)) und anschließend die verschiedenen Standardfehler SE1 (vgl. (3.46)), SE2
(vgl. (3.47)), SE3 (vgl. (3.74)) und SE4 (vgl. (A.8)) berechnet werden. Abschließend
wird der quadratische Fehler ermittelt:

e2 :=

⎛⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎝
e2

θ

e2
1
e2

2
e2

3
e2

4

⎞⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎠ =

⎛⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎝

(θ̂n − θ0)2(︂
SE1 −

√︂
Varθ0{θ̂n}

)︂2(︂
SE2 −

√︂
Varθ0{θ̂n}

)︂2(︂
SE3 −

√︂
Varθ0{θ̂n}

)︂2(︂
SE4 −

√︂
Varθ0{θ̂n}

)︂2

⎞⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎠
Diese Prozedur, bestehend aus der Generierung der Daten, anschließender Schätzung

von θ0 und Berechnung des Standardfehlers sowie abschließender Berechnung der qua-
dratischen Fehlers wird insgesamt W mal wiederholt. Die quadratischen Fehler werden
dabei aufsummiert und durch W dividiert. Das Ergebnis ist der mittlere quadratische
Fehler:

MSE :=

⎛⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎝
MSEθ

MSE1
MSE2
MSE3
MSE4

⎞⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎠ = 1
W

W∑︂
l=1

⎛⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎝
e2

θ,l

e2
1,l

e2
2,l

e2
3,l

e2
4,l

⎞⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎠ = 1
W

W∑︂
l=1

⎛⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎝

(θ̂n,l − θ0)2(︂
SE1,l −

√︂
Varθ0{θ̂n}

)︂2(︂
SE2,l −

√︂
Varθ0{θ̂n}

)︂2(︂
SE3,l −

√︂
Varθ0{θ̂n}

)︂2(︂
SE4,l −

√︂
Varθ0{θ̂n}

)︂2

⎞⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎠
Das Subskript l ∈ {1, . . . ,W} bezeichnet dabei das entsprechende Ergebnis in der l-ten
Wiederholung des Experiments. Der zugehörige Quelltext zur Simulation kann Kapitel
A.4.2 entnommen werden.

Zunächst wird, analog zu Beispiel 1, G = 5, s = 2 und θ0 = 0, 1 sowie W = 1000
gesetzt. Für dieses Szenario sind die mittleren quadratischen Fehler für unterschiedlich
große n in der Tabelle 6.1 aufgeführt.

Anschließend erfolgt eine Darstellung der verschiedenen mittleren quadratischen Feh-
ler in Abhängigkeit von der Anzahl der wiederholten Experimente. Dazu sei im folgen-
den erneut G = 5, s = 2 und θ0 = 0, 1. Außerdem sei n = 10.000 gegeben und W
variabel. Die Ergebnisse sind in der Tabelle 6.2 aufgelistet.

Abschließend erfolgen die Berechnungen der mittleren quadratischen Fehler bei varia-
blem G beziehungsweise variablem s. Die entsprechenden Ergebnisse werden in Tabelle
6.4 dargestellt.
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G = 5, s = 2, θ0 = 0, 1, W = 1000
n 100 1.000 10.000 100.000 1.000.000

MSEθ 6, 15 · 10−4 6, 23 · 10−5 5, 18 · 10−6 5, 52 · 10−7 6, 11 · 10−8

MSE1 8, 46 · 10−6 8, 2 · 10−8 6, 94 · 10−10 7, 36 · 10−12 8, 13 · 10−14

MSE2 8, 98 · 10−6 8, 37 · 10−8 7, 17 · 10−10 7, 61 · 10−12 8, 23 · 10−14

MSE3 8, 57 · 10−6 8, 2 · 10−8 6, 96 · 10−10 7, 39 · 10−12 8, 11 · 10−14

MSE4 8, 46 · 10−6 8, 2 · 10−8 6, 94 · 10−10 7, 36 · 10−12 8, 13 · 10−14

Tabelle 6.1.: Tabellarische Übersicht der mittleren quadratischen Fehler bei G = 5,
s = 2, θ0 = 0, 1, W = 1000 und variablem n

G = 5, s = 2, θ0 = 0, 1, n = 10.000
W 10 100 1.000 10.000 100.000

MSEθ 6, 36 · 10−6 6, 01 · 10−6 5, 86 · 10−6 5.82 · 10−6 5, 74 · 10−6

MSE1 7, 89 · 10−10 7, 99 · 10−10 7, 88 · 10−10 7, 78 · 10−10 7, 68 · 10−10

MSE2 8, 12 · 10−10 8, 17 · 10−10 8, 06 · 10−10 7, 95 · 10−10 7, 9 · 10−10

MSE3 8, 93 · 10−10 7, 99 · 10−10 7, 89 · 10−10 7, 79 · 10−10 7, 7 · 10−10

MSE4 7, 89 · 10−10 7, 99 · 10−10 7, 88 · 10−10 7, 78 · 10−10 7, 68 · 10−10

Tabelle 6.2.: Tabellarische Übersicht der mittleren quadratischen Fehler bei G = 5,
s = 2, θ0 = 0, 1, n = 10.000 und variablem W

s = 2, θ0 = 0, 1, n = 10.000, W = 1.000
G 1 2 5 10 15

MSEθ 4, 69 · 10−6 5, 06 · 10−6 5, 54 · 10−6 7, 76 · 10−6 1, 01 · 10−5

MSE1 4, 91 · 10−10 5, 69 · 10−10 7, 46 · 10−10 1, 33 · 10−9 2, 18 · 10−9

MSE2 5, 06 · 10−10 5, 81 · 10−10 7, 65 · 10−10 1, 37 · 10−9 2, 23 · 10−9

MSE3 4, 93 · 10−10 5, 69 · 10−10 7, 47 · 10−10 1, 34 · 10−9 2, 19 · 10−9

MSE4 4, 91 · 10−10 5, 69 · 10−10 7, 46 · 10−10 1, 33 · 10−9 2, 18 · 10−9

Tabelle 6.3.: Übersicht der mittleren quadratischen Fehler bei s = 2, θ0 = 0, 1, n =
10.000, W = 1.000 und variablem G

G = 5, θ0 = 0, 1, n = 10.000, W = 1.000
s 1 2 3 5 10

MSEθ 1, 11 · 10−5 5, 68 · 10−6 4, 26 · 10−6 2, 61 · 10−6 1, 62 · 10−6

MSE1 2, 48 · 10−9 7, 64 · 10−10 4, 58 · 10−10 2, 14 · 10−10 1, 23 · 10−10

MSE2 2, 48 · 10−9 8 · 10−10 4, 92 · 10−10 2, 52 · 10−10 1, 7 · 10−10

MSE3 2, 48 · 10−9 7, 7 · 10−10 4, 63 · 10−10 2, 17 · 10−10 1, 26 · 10−10

MSE4 2, 48 · 10−9 7, 64 · 10−10 4, 58 · 10−10 2, 14 · 10−10 1, 23 · 10−10

Tabelle 6.4.: Übersicht der mittleren quadratischen Fehler bei G = 5, θ0 = 0, 1, n =
10.000, W = 1.000 und variablem s
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Zusammenfassend lässt sich in allen Simulationen erkennen, dass die parametrischen
Standardfehler SE1 sowie SE4 etwas kleinere mittlere quadratische Fehler aufweisen als
der semiparametrische Standardfehler SE3. Des Weiteren sind die mittleren quadra-
tischen Fehler insgesamt für SE3 am größten. Diese Unterschiede sind allerdings sehr
gering. Aus Tabelle 6.1 lässt sich zudem entnehmen, dass der MSE für den Schätzer des
geometrischen Parameters sowie für alle Standardfehler für n → ∞ gegen 0 konvergiert.

Mit zunehmender Anzahl der Wiederholungen der Experimente W → ∞ lässt sich
hingegen keine merkliche Änderung der mittleren quadratischen Fehler festmachen (vgl.
Tabelle 6.2).

Darüber hinaus zeigt Tabelle 6.3, dass bei längerem Entstehungszeitraum und somit
steigendem G die mittleren quadratischen Fehler größer werden, wenn s = 2, θ0 = 0, 1,
n = 10.000 und W = 1.000 gilt.

Abschließend zeigt Tabelle 6.4, dass bei längerem Beobachtungszeitraum und folglich
steigendem s die mittleren quadratischen Fehler kleiner werden. Dies liegt daran, dass
bei steigendem s auch mehr Individuen beobachtet werden können und somit auch die
Schätzungen genauer werden.

Simulierte Schätzung des geometrischen Parameters bei doppelt
trunkiertem Design
Im Folgenden soll ergänzend zu den bisherigen Simulationen die in Kapitel 4.2 herge-
leitete Methode zur Schätzung des geometrischen Parameters bei doppelt trunkiertem
Beobachtungsdesign evaluiert werden. Dabei werden erneut die Dauer des Entstehungs-
zeitraums G, die Länge des Beobachtungszeitraums s sowie der wahre Parameterwert
der geometrischen Verteilung θ0 mit G = 5, s = 2 und θ0 = 0, 1 als bekannt vorausge-
setzt.

Anschließend werden erneut mithilfe eines Computerprogramms die n Realisierungen
der unabhängigen und identisch verteilten, bivariaten Zufallsvariablen

(Xsim
i , T sim

i )′, i ∈ {1, . . . , n}

gezogen. Dabei folgen für alle i ∈ {1, . . . , n} dieXsim
i einer geometrischen Verteilung mit

dem Parameter θ0, wohingegen alle T sim
i diskret gleichverteilt auf dem träger {0, . . . , G−

1} sind.
Im nächsten Schritt werden alle Realisierungen mit xsim

i ≤ tsim
i oder tsim

i +s+1 ≤ xsim
i

aus dem simulierten Datensatz entfernt. Das Ergebnis sind die Beobachtungen:

(x̃sim
j , t̃sim

j )′, j ∈ {1, . . . ,m}

Auf der Grundlage der auf diese Weise generierten Daten kann anschließend approxima-
tiv die Nullstelle der abgeleiteten, logarithmierten Likelihood-Funktion (4.24) berechnet
werden. Mithilfe des daraus resultierenden Punktschätzers θ̂DT

n kann anschließend der
quadratische Fehler

e2
DT := (θ̂DT

n − θ0)2

ermittelt werden. Dieses Experiment wird insgesamt W mal wiederholt und anschlie-
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ßend der mittlere quadratische Fehler

MSEDT
θ := 1

W

W∑︂
l=1

e2
DT,l = 1

W

W∑︂
l=1

(θ̂DT
n,l − θ0)2

berechnet. Das Subskript l ∈ {1, . . . ,W} bezeichnet dabei das entsprechende Ergebnis
in der der l-ten Wiederholung des Experiments.

Für W = 1000 Wiederholungen, einen Entstehungszeitraum von G = 5, einen Be-
obachtungszeitraum von s = 2 Jahren sowie einen wahren Wert des geometrischen
Parameters von θ0 = 0, 1 sind die mittleren quadratischen Fehler bei variablem n in der
folgenden Tabelle 6.5 zusammengefasst.

G = 5, s = 2, θ0 = 0, 1, W = 1.000
n 100 1.000 10.000 100.000 1.000.000

MSEDT
θ 0, 013 2, 26 · 10−3 2, 33 · 10−4 2, 37 · 10−5 2, 37 · 10−6

Tabelle 6.5.: Übersicht der mittleren quadratischen Fehler für G = 5, s = 2, θ0 =
0, 1, W = 1.000 und verschiedenen Stichprobenumfängen n bei doppelt
trunkiertem Beobachtungsdesign

Der Tabelle 6.5 kann entnommen werden, dass der mittlere quadratische Fehler des
geometrischen Parameters für n → ∞ gegen 0 konvergiert. Im Vergleich zu zum mittle-
ren quadratischen Fehler bei linkstrunkiertem und rechtszensiertem Design MSEθ (vgl.
Tabelle 6.1) ist MSEDT

θ allerdings für alle untersuchten Stichprobenumfänge etwas grö-
ßer. Dies ist darauf zurückzuführen, dass das beidseitige Trunkieren zu einem größeren
Informationsverlust führt als das linksseitige Trunkieren und rechtsseitige Zensieren.
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7. Fazit
Häufig wird in der Statistik untersucht, inwieweit ein Merkmal Y eine anderes Merkmal
X beeinflusst. Dabei werden in der Regel die Auswirkungen von Y auf den Erwartungs-
wert von X untersucht. Im einfachsten Fall ist Y dabei dichotom, sodass lediglich zwei
Erwartungswerte miteinander verglichen werden müssen. In der vorliegenden Arbeit
beschreibt X dabei die Lebensdauer eines Individiduums. Der Mehrwert der vorliegen-
den Arbeit besteht, vor einer Aufnahme von Y in die Analyse, in der Schätzung eines
unbedingten Erwartungswertes von X bei einem linkstrunkierten und rechtszensierten
Beobachtungsdesign. Wird das Modell um Y ergänzt, ergeben sich mehrere, nach den
Ausprägungen von Y stratifizierte Erwartungswerte E{X}. In einer verlässlichen Da-
tenanalyse muss das Mittel dieser stratifizierten Erwartungswerte dem in dieser Arbeit
errechneten unbedingten Erwartungswert entsprechen.

Zur Schätzung des unbedingten Erwartungswertes wurde, um im Einklang mit dem
in Kapitel 5 analysierten AFiD-Panel zu bleiben, ein zeitdiskretes Modell, dass auf
der Doob-Zerlegung basiert, erstellt. Als Vorbild dienten dabei einige zeitstetige Mo-
delle [siehe Weißbach et al., 2024, Anhang A, sowie Andersen et al., 1993, Beispiel
III.3.6]. Dabei bietet die Verwendung eines zeitdiskreten Modells im Vergleich zu ei-
ner zeitstetigen Variante [siehe beispielsweise Fleming und Harrington, 1991] einige
Vorteile. So kann beispielsweise auf die Doob-Meyer-Zerlegung eines Zählprozesses in
ein Martingal und einen Kompensator verzichtet und stattdessen auf die einfachere
Doob-Zerlegung zurückgegriffen werden. Auch gelingt die Darstellung der marginalen,
bedingten Likelihood-Funktion im Zeitstetigen nur mithilfe von Produktintegralen über
die Zeit, die sich im Diskreten zu Produkten über die einzelnen Zeitpunkte vereinfachen
(vgl. (2.75)). Ein wesentlicher Nachteil besteht jedoch darin, dass bei der zeitdiskreten
Betrachtung einer Stichprobe durchaus der Fall eintreten kann, dass zwei Individu-
en zeitgleich ausfallen, sodass es sich bei der Menge der einzelnen Zählprozesse selbst
um keinen multivariaten Zählprozess mehr handelt. Die Zählprozesssumme TN

c
· (vgl.

(3.60)) ist dann selbst kein Zählprozess mehr, sondern nur noch allgemein ein Sub-
martingal. Stattdessen wurde gefordert, dass sich die Ausfälle unabhängig voneinander
ereignen (vgl. Bemerkung 15). Diese Annahme ist in der Anwendung auf das AFiD-
Panel allerdings kritisch zu betrachten, da sich die Lebensdauern der Unternehmen
teilweise stark überschneiden.

Für das theoretische Modell wurde zunächst eine marginale, bedingte Likelihood-
Funktion hergeleitet, deren Maximum dann den Punktschätzer für den geometrischen
Parameter darstellte. Davon ausgehend wurden sowohl mithilfe der M-Schätzer-Theorie
als auch mithilfe eines Martingalgrenzwertsatzes entsprechende Standardfehler berech-
net. Für beide Varianten wurden alle Voraussetzungen für die Konsistenz sowie asym-
ptotische Normalität erfüllt. Auch konnte in einer Simulation gezeigt werden, dass
mithilfe des vorgestellten Modells der geometrische Parameter sowie die Varianz des
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Schätzers mit steigendem Stichprobenumfang zunehmend genauer approximiert wer-
den können.

Eine alternative Schätzmethode des geometrischen Parameters mithilfe von Punkt-
prozessen bei doppelt trunkiertem Beobachtungsdesign wurde ebenfalls vorgestellt. Eine
durchgeführte Simulation lieferte zwar plausible Resultate, allerdings konnten von die-
sem Ansatz ausgehend im Rahmen der Anwendung auf das AFiD-Panel keine sinnvollen
Ergebnisse erzielt werden.

Es sei außerdem angemerkt, dass im AFiD-Panel alle Unternehmensausfälle in Deutsch-
land registriert wurden. Somit bilden die latenten Messungen keine einfache Zufallss-
tichprobe, sondern die Grundgesamtheit. In diesem Sinne liefert das Maximieren der
Likelihood-Funktion den wahren Parameterwert θ0, eine Interpretation der Standard-
Fehler ist allerdings schwierig, da die Zufälligkeit der Stichprobenziehung entfällt.

Eine weitere Anmerkung betrifft die im Rahmen der Trunkierung verwendete Mar-
ginalisierung der Verteilung von Ni für i ∈ {1, . . . , n}, die erst zum Zeitpunkt Ti star-
tet. Da die marginale, bedingte Likelihood-Funktion (3.1) für jedes Individuum ein
Produkt über die Zeitpunkte {Ti + 1, Ti + 2, . . . , χ} darstellt, werden pro Individu-
um unterschiedlich viele Experimente berücksichtigt. Wären die Alter am Ende des
Entstehungszeitraums Ti nicht zufällig, sondern wären verschiedene deterministische
ti gegeben, würde das Produkt in (3.1) nicht zu einer ordnungsgemäßen Wahrschein-
lichkeitsfunktion führen. Das liegt daran, dass das dominierende Maß P˜︁Tθ (vgl. (2.46))
von Ti abhängt beziehungsweise bei fester Trunkierung von ti abhängen würde. Somit
würden aus unterschiedlichen ti auch unterschiedliche dominierende Maße resultieren.
Für den Erhalt der Produktstruktur einer gemeinsamen Wahrscheinlichkeitsfunktion
unabhängiger Zufallsvariablen scheinen jedoch übereinstimmende dominierende Maße
der Randverteilungen ratsam. Zufällige Trunkierung behebt dabei diese Ungenauigkeit,
auch wenn diese für die Analyse des vorliegenden AFiD-Panels kein optimales Design
darstellt. Für zeitstetige Lebensdauern wurde dieses Argument in Weißbach et al. [2024,
Kapitel A.1.1] ebenfalls gegeben.

Auch ist die Annahme einer geometrisch verteilten Lebensdauer nicht allgemein gültig
und sollte, abhängig von den zu untersuchenden Daten entsprechend angepasst werden.
Für die Verteilung der Gründungsjahre und somit von Ti, i ∈ {1, . . . , n}, musste glück-
licherweise keine Verteilungsannahme getroffen werden. Jedoch kann das Wissen über
eine parametrische Verteilung von Ti zu Verbesserungen in der Analyse führen. So sind
die Standardfehler SE1 und SE4, die unter der Annahme, Ti sei gleichverteilt, berechnet
wurden, sowohl in der Anwendung als auch in der Simulation stets etwas kleiner als der
semiparametrische Standardfehler SE3. Eine andere Wahl der Verteilung von Ti ist im
Rahmen des in dieser Arbeit vorgestellten Modells allerdings auch möglich.

Ebenso könnte das Modell um Kovariablen erweitert werden. Für deutsche Unter-
nehmen ließe sich dann beispielsweise bestimmen, welche Auswirkung das Bundesland,
in dem das Unternehmen sitzt, oder die Rechtsform des Unternehmens auf die durch-
schnittliche Lebenserwartung hat.
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A. Appendix

A.1. Elementares Beispiel zur Anwendung der
Doob-Zerlegung

Betrachtet wird der Wahrscheinlichkeitsraum (Ω,F = P(Ω), P ) mit der Ergebnismenge
Ω = {ω1, ω2, ω3}. Dabei beschreibt ω ∈ Ω einen Pfad über drei Zeitpunkte, wobei
P{ω} = 1/3, ∀ω ∈ Ω. Die genaue Darstellung der Pfade lässt sich der Abbildung A.1
entnehmen:

✲ x

✻B(x)

1
4

1
2

3
4

1

3
2

2

0 1 2

r
r

1/3

r2/3

r1/2

r1/2

r
1

ω1

ω2

ω3

✏✏✏✏✏✏✏✏✏✏✏

PPPPPPPPPPP

✏✏✏✏✏✏✏✏✏✏✏

PPPPPPPPPPP

˂˂˂˂˂˂˂˂˂˂˂

Abbildung A.1.: Darstellung aller möglichen Pfade des Prozesses B

Betrachtet wird für die Zeitpunkte x ∈ {0, 1, 2} der Prozess B mit B(0, ω) = 1 für
alle ω ∈ Ω sowie

P
{︂
{ω : B(1, ω) = 3/2}

}︂
= P

{︂
{ω1, ω2}

}︂
= P{ω1 ∪ ω2} = 2

3

und

P
{︂
{ω : B(1, ω) = 1/2}

}︂
= P{ω3} = 1

3
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Außerdem gilt

P
{︂
{ω : B(2, ω) = 2}

⃓⃓⃓
{ω : B(1, ω) = 3/2}

}︂
=
P
{︂
{ω : B(2, ω) = 2} ∩ {ω : B(1, ω) = 3/2}

}︂
P
{︂
{ω : B(1, ω) = 3/2}

}︂ = P{ω1}
P
{︂
{ω1, ω2}

}︂ = 1/3
2/3 = 1

2

sowie

P
{︂
{ω : B(2, ω) = 1}

⃓⃓⃓
{ω : B(1, ω) = 3/2}

}︂
=
P
{︂
{ω : B(2, ω) = 1} ∩ {ω : B(1, ω) = 3/2}

}︂
P
{︂
{ω : B(1, ω) = 3/2}

}︂ = P{ω2}
P
{︂
{ω1, ω2}

}︂ = 1/3
2/3 = 1

2

und

P
{︂
{ω : B(2, ω) = 3/4}

⃓⃓⃓
{ω : B(1, ω) = 1/2}

}︂
=
P
{︂
{ω : B(2, ω) = 3/4} ∩ {ω : B(1, ω) = 1/2}

}︂
P
{︂
{ω : B(1, ω) = 1/2}

}︂ = P{ω3}
P{ω3}

= 1/3
1/3 = 1

Des Weiteren wird auf dem zugrundeliegenden Wahrscheinlichkeitsraum folgende Fil-
tration {Fx : x ∈ {0, 1, 2}} definiert:

x = 0 : Es gibt für alle ω ∈ Ω nur die Möglichkeit B(0, ω) = 1, es folgt F0 = {∅,Ω}.

x = 1 : Es wird entschieden, ob der obere Ast, bestehend aus ω1 und ω2, oder ω3 gewählt
wird. Es folgt F1 = {∅,Ω, {ω1, ω2}, ω3}.

x = 2 : Letztendlich wird entschieden, ob ω1 oder ω2 realisiert wird. Es ergibt sich die
σ-Algebra F2 = σ{∅,Ω, {ω1, ω2}, ω1, ω2, ω3}

Basierend auf Definition 4 lässt sich die vorhersagbare σ-Algebra FV folgendermaßen
definieren:

FV = σ
{︂
{0} × ∅, {0} × Ω, {1} × ∅, {1} × Ω, {1, 2} × ∅, {1, 2} × Ω,

{2} × ∅, {2} × Ω, {2} × {ω1, ω2}, {2} × {ω3}
}︂

Außerdem gilt

E{B(1, ω)|F0} = 3
2 · P

{︂
{ω : B(1, ω) = 3/2}

⃓⃓⃓
F0
}︂

+ 1
2 · P

{︂
{ω : B(1, ω) = 1/2}

⃓⃓⃓
F0
}︂

= 3
2 · 2

3 + 1
2 · 1

3 = 7
6 > 1 = B(0) (A.1)

118



A. Appendix

sowie

E{B(2, ω)|F1} =2 · P
{︂
{ω : B(2, ω) = 2}

⃓⃓⃓
F1
}︂

+ 1 · P
{︂
{ω : B(2, ω) = 1}

⃓⃓⃓
F1
}︂

+ 3
4 · P

{︂
{ω : B(2, ω) = 3/4}

⃓⃓⃓
F1
}︂

=1{ω:B(1,ω)=3/2}(ω)
(︃

2 · P
{︂
{ω : B(2, ω) = 2}

⃓⃓⃓
{ω : B(1, ω) = 3/2}

}︂
+ 1 · P

{︂
{ω : B(2, ω) = 1}

⃓⃓⃓
{ω : B(1, ω) = 3/2}

}︂
+ 3

4 · P
{︂
{ω : B(2, ω) = 3/4}

⃓⃓⃓
{ω : B(1, ω) = 3/2}

}︂)︃
+1{ω:B(1,ω)=1/2}(ω)

(︃
2 · P

{︂
{ω : B(2, ω) = 2}

⃓⃓⃓
{ω : B(1, ω) = 1/2}

}︂
+ 1 · P

{︂
{ω : B(2, ω) = 1}

⃓⃓⃓
{ω : B(1, ω) = 1/2}

}︂
+ 3

4 · P
{︂
{ω : B(2, ω) = 3/4}

⃓⃓⃓
{ω : B(1, ω) = 1/2}

}︂)︃
Mithilfe der Definition bedingter Wahrscheinlichkeiten folgt weiter für alle ω ∈ Ω:

E{B(2, ω)|F1} =2
(︄
P
{︂
{ω : B(2, ω) = 2} ∩ {ω : B(1, ω) = 3/2}

}︂
P
{︂
{ω : B(1, ω) = 3/2}

}︂ 1{ω1,ω2}(ω)
)︄

+1
(︄
P
{︂
{ω : B(2, ω) = 1} ∩ {ω : B(1, ω) = 3/2}

}︂
P
{︂
{ω : B(1, ω) = 3/2}

}︂ 1{ω1,ω2}(ω)
)︄

+3
4

(︄
P
{︂
{ω : B(2, ω) = 3/4} ∩ {ω : B(1, ω) = 1/2}

}︂
P
{︂
{ω : B(1, ω) = 1/2}

}︂ 1{ω3}(ω)
)︄

=1{ω1,ω2}(ω)
(︄

21/3
2/3 + 11/3

2/3

)︄
+ 1{ω3}(ω)

(︄
3
4

1/3
1/3

)︄

=3
2 · 1{ω1,ω2}(ω) + 3

4 · 1{ω3}(ω) ≥ B(1, ω) (A.2)

Der Prozess B ist folglich ein Submartingal und kann in ein Martingal M und einen
vorhersagbaren Kompensator A zerlegt werden.

Basierend auf (2.16) kann das Martingal für x ∈ {0, 1, 2} folgendermaßen berechnet
werden:

M(x, ω) := B(x, ω) − A(x, ω) = B(0, ω) +
x∑︂

k=1

(︂
B(k, ω) − E{B(k, ω)|Fk−1}

)︂
Es lässt sich schnell einsehen, dass es sich bei M tatsächlich um ein Fx-Martingal
handelt, denn mithilfe einiger Rechenregeln für bedingte Erwartungswerte (vgl. Satz
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13, (ii)-(iv)) folgt für x ∈ {0, 1, 2} und κ ∈ N mit x+ κ ≤ 2:

E{M(x+ κ, ω)|Fx} =E{B(0, ω)|Fx} +
x+κ∑︂
k=1

(︃
E{B(k, ω)|Fx} − E

{︂
E{B(k, ω)|Fk−1}

⃓⃓⃓
Fx

}︂)︃

=B(0, ω) +
x∑︂

k=1

(︃
E{B(k, ω)|Fx} − E

{︂
E{B(k, ω)|Fk−1}

⃓⃓⃓
Fx

}︂)︃

+
x+κ∑︂

k=x+1

(︃
E{B(k, ω)|Fx} − E

{︂
E{B(k, ω)|Fk−1}

⃓⃓⃓
Fx

}︂)︃

=B(0, ω) +
x∑︂

k=1

(︃
B(k, ω) − E

{︂
E{B(k, ω)|Fx}

⃓⃓⃓
Fk−1

}︂)︃

+
x+κ∑︂

k=x+1

(︃
E{B(k, ω)|Fx} − E{B(k, ω)|Fx}

)︃

=B(0, ω) +
x∑︂

k=1

(︂
B(k, ω) − E{B(k, ω)|Fk−1}

)︂
= M(x, ω)

Abschließend soll die Fx-Vorhersagbarkeit von A nachgewiesen werden. Wird A als eine
Abbildung von (Ω,F) nach (R,B(R)) interpretiert, gilt unter der Verwendung von (A.1)
und (A.2):

A(0, ω) = 0, für ω ∈ {ω1, ω2, ω3}

A(1, ω) = E{B(1, ω)|F0} − B(0, ω) = 7
6 − 1− = 1

6 , für ω ∈ {ω1, ω2, ω3}

A(2, ω) = 1
6 + E{B(2, ω)|F1} − B(1, ω) = 1

6 + 3
2 − 3

2 = 1
6 für ω ∈ {ω1, ω2}

A(2, ω) = 1
6 + E{B(2, ω)|F1} − B(1, ω) = 1

6 + 3
4 − 1

2 = 5
12 für ω = ω3

Des Weiteren ist A messbar bezüglich der vorhersagbaren σ-Algebra FV , da für alle
B ∈ B(R) gilt, dass A−1(B, ω) ∈ FV ist. Beispielsweise gilt:

A−1
(︂[︂1

4 ,
1
2
]︂)︂

= A−1
(︂ 5

12
)︂

= {2} × {ω3} ∈ FV

Der Prozess A ist entsprechend Fx-vorhersagbar. Im Gegensatz dazu gilt beispielsweise:

B−1
(︂[︂ 9

10 ,
11
10
]︂)︂

= B−1(1) = {0} × {Ω} ∪ {2} × {ω2} /∈ FV

Der Prozess B ist somit nicht vorhersagbar.
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A.2. Berechnung des Standardfehlers per
Martingalgrenzwertsatz im parametrischen Modell

In Kapitel 3.3.2 wurde mit (3.74) eine Formel für die Varianz von θ̂n (vgl. (3.9) hergelei-
tet. Darauf aufbauend soll im Folgenden eine explizite Darstellung des Standardfehlers
unter der Annahme, dass alle Ti (vgl. (2.3)) unabhängig und diskret gleichverteilt auf
dem Träger {0, . . . , G− 1} (vgl. Definition 7) sind, ermittelt werden.

Dazu muss Eθ0{TY
c

i (x− 1)} für alle x ∈ {1, . . . , χ} berechnet werden, wobei TY
c

i in
(2.71) definiert wurde. Es wird angenommen, dass χ ≥ (G− 1) + s erfüllt ist.

Es sei angemerkt, dass sich zunächst für ein Individuum aufgrund der Unabhängigkeit
von Entstehung und Ausfall (vgl. Annahme (A2))

Eθ0

{︂
TY

c
i (x− 1)

}︂
= Eθ0

{︂
1{Ti+1≤x≤min(Xi,Ti+s)}

}︂
= Eθ0

{︂
1{Ti+1≤x≤Ti+s}

}︂
Eθ0

{︂
1{x≤Xi}

}︂
(A.3)

ergibt. Zur Berechnung des ersten Erwartungswertes Eθ0{1{Ti+1≤x≤Ti+s}} gilt, dass Ti +
1 ≤ x ≤ Ti + s genau dann erfüllt ist, wenn

O := {x− s ≤ Ti ≤ x− 1}

gilt, wobei Ti ∈ {0, . . . , G− 1}.
Wir betrachten folgende Fälle:

(i) 1 ≤ x < min(s,G): Dann tritt das Ereignis O ein, wenn Ti ∈ {0, . . . , x − 1} gilt.
Es folgt:

Eθ0{1{Ti+1≤x≤Ti+s}} = x

G

(ii) min(s,G) ≤ x ≤ max(s,G): Dieser Fall wird nochmals in zwei Fälle unterteilt:
(a) G ≤ s: Dann tritt das Ereignis O ein, wenn Ti ∈ {0, . . . , G−1} gilt. Es folgt:

Eθ0{1{Ti+1≤x≤Ti+s}} = G

G
= 1

(b) G > s: Dann tritt das Ereignis O ein, wenn Ti ∈ {x − s, . . . , x − 1} gilt. Es
folgt:

Eθ0{1{Ti+1≤x≤Ti+s}} = s

G

(iii) max(s,G) < x ≤ s + G − 1: Dann tritt das Ereignis O ein, wenn Ti ∈ {x −
s, . . . , G− 1} gilt. Es folgt:

Eθ0{1{Ti+1≤x≤Ti+s}} = s+G− x

G
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(iv) s+G ≤ x: Dann kann das Ereignis O nicht mehr eintreten. Es folgt:

Eθ0{1{Ti+1≤x≤Ti+s}} = 0

Insgesamt ergibt sich aus den Fällen (i) − (iv) folgender Erwartungswert:

Eθ0{1{Ti+1≤x≤Ti+s}} = min(x, s,G,max(s+G− x, 0))
G

(A.4)

Für den zweiten Erwartungswert von (A.3) folgt unter Berücksichtigung der geometri-
schen Verteilung von Xi:

Eθ0{1{x≤Xi}} =
∞∑︂

k=x

θ0(1 − θ0)k−1 = 1 − 1{2≤x}

x−1∑︂
k=1

θ0(1 − θ0)k−1 (A.5)

Abschließend ergibt sich durch einsetzen von (A.4) und (A.5) in (A.3)

Eθ0

{︂
TY

c
i (x− 1)

}︂
=

min
(︂
x, s,G,max(s+G− x, 0)

)︂
G

(︂
1 − 1{2≤x}

x−1∑︂
k=1

θ0(1 − θ0)k−1
)︂

(A.6)

Des Weiteren ergibt sich durch Einsetzen von (A.6) in (3.74) eine explizite Form der
Varianz von θ̂n:

Varθ0{θ̂n} = Gθ0(1 − θ0)

n
∑︁s+G−1

x=1

[︃
min

(︂
x, s,G, s+G− x

)︂(︂
1 − 1{2≤x}

∑︁x−1
k=1 θ0(1 − θ0)k−1

)︂]︃
(A.7)

Da der Stichprobenumfang n unbekannt ist, muss dieser mithilfe des Verhältnisses
m = nαθ0 ermittelt werden, wobei m die Anzahl der sichtbaren Individuen und αθ0

die Wahrscheinlichkeit, dass ein Individuum beobachtet wird, darstellt. Die Beobach-
tungswahrscheinlichkeit αθ0 ist dabei gegeben durch (vgl. 3.45)

αθ0 = 1
G

G−1∑︂
t=0

(1 − θ0)t = 1 − (1 − θ0)G

θ0G

sodass sich

Varθ0{θ̂n} = (1 − (1 − θ0)G)(1 − θ0)

m
∑︁s+G−1

x=1

[︃
min

(︂
x, s,G, s+G− x

)︂(︂
1 − 1{2≤x}

∑︁x−1
k=1 θ0(1 − θ0)k−1

)︂]︃
ergibt.

Abschließend wird der unbekannte wahre Parameterwert θ0 durch den zugehörigen
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Punktschätzer θ̂n ersetzt, um einen Standardfehler zu erhalten:

SE4 =

⌜⃓⃓⃓
⎷⃓ (1 − (1 − θ̂n)G)(1 − θ̂n)

m
∑︁s+G−1

x=1

[︃
min

(︂
x, s,G, s+G− x

)︂(︂
1 − 1{2≤x}

∑︁x−1
k=1 θ̂n(1 − θ̂n)k−1

)︂]︃ (A.8)

A.3. Wichtige Definitionen, Eigenschaften und Sätze
Die Definitionen und Konzepte sowie daraus resultierende Eigenschaften und Sätze,
die im Rahmen dieser Arbeit zwar nicht von zentraler Bedeutung sind, aber durchaus
Verwendung finden, werden in diesem Kapitel aufgelistet.

A.3.1. Bedingte Erwartungswerte
Zunächst wird eine Definition des bedingten Erwartungswertes, basierend auf Fleming
und Harrington [1991, Definition 1.2.7] angegeben:
Definition 16 (Bedingter Erwartungswert). Sei X eine Zufallsvariable auf dem Wahr-
scheinlichkeitsraum (Ω,F , P ) und F1 eine Unter-σ-Algebra von F . Sei E{X|F1} eine
Zufallsvariable mit:

(i) E{X|F1} ist F1-messbar

(ii)
∫︁
FXdPθ =

∫︁
F E{X|F1}dPθ, ∀F ∈ F1

Dann heißt E{X|F1} der bedingte Erwartungswert von X gegeben F1. Weiterhin gilt:
E|X| < ∞ ⇒ E{X|F1} existiert. Des Weiteren gilt:

F ∈ F ⇒ P{F|F1} = E{1{F}|F1} (A.9)

Der folgende Satz listet alle Rechenregeln für bedingte Erwartungswerte, die im Rah-
men dieser Arbeit angewendet werden, auf [siehe Fleming und Harrington, 1991, Kapitel
1.2]
Satz 13 (Eigenschaften bedingter Erwartungswerte). Sei (Ω,F , P ) ein Wahrschein-
lichkeitsraum, auf dem die Zufallsvariablen X1 und X2 definiert sind. Außerdem seien
Fk sowie Fx mit Fk ⊂ Fx Unter-σ-Algebren von F . Dann gilt:

(i) E
{︂
E{X1|Fx}

}︂
= E{X1}

(ii) Turmregel: E
{︂
E{X1|Fk}

⃓⃓⃓
Fx

}︂
= E

{︂
E{X1|Fx}

⃓⃓⃓
Fk

}︂
= E{X1|Fk}

(iii) Sei X2 messbar bezüglich Fx, also σ{X2} ⊂ Fx. Dann gilt

E{X1X2|Fx} = X2E{X1|Fx}

sowie E{X2|Fx} = X2
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(iv) E{c1X1 + c2X2|Fx} = c1E{X1|Fx} + c2E{X2|Fx}

A.3.2. Stochastische Konvergenzbegriffe
Im Folgenden werden verschiedene Arten beschrieben, auf die eine Folge von Zufallsva-
riablen (Xn)n∈N gegen eine Zufallsvariable X konvergieren kann [siehe van der Vaart,
1998, Kapitel 2.1].

Die schwächste Form der stochastischen Konvergenz ist die so genannte Konvergenz
in Verteilung oder auch schwache Konvergenz.

Definition 17 (Konvergenz in Verteilung). Sei X eine Zufallsvariable. Dann wird die
Verteilungsfunktion F von X definiert durch die Abbildung

F : x ↦→ P{X ≤ x}

Eine Folge von Zufallsvariablen (Xn)n mit den entsprechenden Verteilungsfunktionen
(Fn)n konvergiert in Verteilung gegen X, wenn

lim
n→∞

Fn(x) = F (x) (A.10)

für alle Stetigkeitsstellen von F erfüllt ist. Im Rahmen dieser Arbeit wird für Konvergenz
in Verteilung die Notation Xn ⇝ X verwendet.

Ein stärkerer stochastischer Konvergenzbegriff ist die Konvergenz in Wahrscheinlich-
keit.

Definition 18 (Konvergenz in Wahrscheinlichkeit). Sei X eine Zufallsvariable und
d : R × R → R+ eine Metrik. Dann konvergiert eine Folge von Zufallsvariablen (Xn)n

in Wahrscheinlichkeit gegen X, wenn für alle ϵ > 0:

lim
n→∞

P [d(Xn, X) > ϵ] = 0 (A.11)

Im Rahmen dieser Arbeit wird für Konvergenz in Verteilung die Notation Xn
p−→ X

verwendet.

Alternativ kann für Funktionen eine stärkere Version der Konvergenz in Wahrschein-
lichkeit, die so genannte Gleichmäßige Konvergenz in Wahrscheinlichkeit, definiert wer-
den.

Definition 19 (Gleichmäßige Konvergenz in Wahrscheinlichkeit). Eine Folge von reell-
wertigen Funktionen (Ψn(θ))n konvergiert gleichmäßig in Wahrscheinlichkeit gegen die
Grenzfunktion Ψ(θ), wenn

sup
θ∈Θ

|Ψn(θ) − Ψ(θ)| p−→ 0. (A.12)

Die gleichmäßige Konvergenz in Wahrscheinlichkeit (A.12) impliziert die punktweise
Konvergenz in Wahrscheinlichkeit (A.11).
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A.3.3. Wichtige Sätze
Der folgende Satz liefert ein wichtiges Resultat über gestoppte stochastische Prozesse

Satz 14 (Theorem des optionalen Stoppens). Sei {M(x) : x ∈ N0} ein Gx-(Sub-
)Martingal und T eine Gx-Stoppzeit. Dann ist der gestoppte Prozess {M(x∧T ) : x ∈ N0}
ein (Sub-)Martingal sowohl bezüglich {Gx : x ∈ N0} als auch bezüglich der gestoppten
Filtration {Gx∧T : x ∈ N0}.

Ein Beweis für das Theorem des optionalen Stoppens findet sich in Doob [1953,
Kapitel VII, Theorem 2.1].

Als Nächstes folgen zwei Resultate aus der asymptotischen Statistik, beginnend mit
dem schwachen Gesetz der großen Zahlen [siehe Billingsley, 2012, Seite 90/91], gefolgt
von dem Satz von Slutsky [siehe van der Vaart, 1998, Kapitel 2.1, Lemma 2.8].

Satz 15 (Schwaches Gesetz der großen Zahlen). Seien X1, X2, . . . unabhängige, auf ei-
nem gemeinsamen Wahrscheinlichkeitsraum (Ω,F , Pθ) definierte und identisch verteilte
Zufallsvariablen. Sei außerdem Sn = X1 + . . .+Xn mit n ∈ N. Dann gilt

lim
n→∞

P{|n−1Sn − Eθ{Xn}| ≥ ϵ} = 0

oder, alternativ formuliert:

1
n

n∑︂
i=1

Xi
p−→ Eθ{Xn}

Satz 16 (Satz von Slutsky). Seien (Xn)n und (Yn)n Zufallsfolgen und X eine Zufallsva-
riable. Wenn Xn ⇝ X und Yn ⇝ c für eine Konstante c erfüllt ist, dann gelten folgende
Aussagen:

(i) Xn + Yn ⇝ X + c

(ii) YnXn ⇝ cX

(iii) Y −1
n Xn ⇝ c−1X, falls c ̸= 0.

Abschließend folgt das Existenz- und Eindeutigkeitstheorem, mithilfe dessen die Exis-
tenz sowie Eindeutigkeit eines Poisson-Prozesses mit entsprechendem Intensitätsmaß
unter gewissen Bedingungen abgeleitet werden kann [siehe Reiss, 1993, Theorem 1.2.1].

Satz 17 (Existenz- und Eindeutigkeitstheorem). Seien (X̃j, T̃j)′, j ∈ {1, . . . ,m} un-
abhängig identisch verteilte Zufallsvektoren, die in den Messraum (S,U) abbilden. Sei
weiter H∗

n ein Punktprozess mit endlichem Intensitätsmaß η∗
n, der gegeben ist durch:

H∗
n =

Z̃∑︂
j=1

ϵ(X̃j ,T̃j)′
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wobei Z̃ eine von (X̃j, T̃j)′ unabhängige, Poisson-verteilte Zufallsgröße mit dem Para-
meter η∗

n(S) ist. Gelten zusätzlich η∗
n(S) > 0 sowie L[(X̃j, T̃j)] = η∗

n/η
∗
n(S), so ist H∗

n ein
Poisson-Prozess mit dem Intensitätsmaß η∗

n. Außerdem sind andere Poisson-Prozesse,
die dasselbe (endliche) Intensitätsmaß η∗

n haben, verteilungsgleich zu H∗
n.

A.4. R-Code
A.4.1. Analyse des AFiD-Panels

1 rm(list=ls())
2

3 install .packages("tidyverse")
4 install .packages("lubridate")
5

6 library (tidyverse)
7 library (lubridate)
8

9 #Defintion der Daten (N) inklusive Lebensdauern (X) und Alter bei Studieneintritt (T)
10 N <− matrix(c(37016,17295,191803,
11 42272,20305,200411,
12 35588,23353,209649,
13 34579,27464,278223,
14 18687,18633,292566
15 ) , byrow=TRUE, nrow=5)
16

17 X <− matrix(c(5,6,7,
18 4,5,6,
19 3,4,5,
20 2,3,4,
21 1,2,3) , byrow=TRUE, nrow=5)
22

23 T <− matrix(c(4,4,4,
24 3,3,3,
25 2,2,2,
26 1,1,1,
27 0,0,0) , byrow=TRUE, nrow=5)
28

29 #Berechnung Punktschaetzer
30 #Zaehler(A)
31 A=0
32 for ( i in 1:5){
33 for (j in 1:2){
34 A=A+N[i,j]
35 }
36 }
37

38 #Nenner (A+B)
39 B=sum(N∗((X−1)−T))
40

41 #Punktschaetzer
42 theta=A/(A+B)
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43

44

45 #log−Likelihood fuer Plot
46 theta_plot <− c(1000:999000)/1000000
47 log_Like <− c()
48 for ( i in 1:998001){
49 log_Like[i]=A∗log10(theta_plot[i])+B∗log10((1−theta_plot[i]))
50 }
51

52 #Plot der log−Likelihood entlang des gesamten Parameterraums
53 Likeplot <− tibble(theta_plot, log_Like) %>%
54 rename(theta=theta_plot)
55 Likeplot %>%
56 ggplot(aes(x=theta, y=log_Like))+
57 geom_line()+
58 ggtitle ("Logarithmierte Likelihood−Funktion")
59

60

61

62 #Plot der log−Likelihood im Bereich des Maximums
63 Likeplot %>%
64 ggplot(aes(x=theta, y=log_Like))+
65 geom_line()+
66 scale_x_continuous(limits=c(0.0625, 0.15))+
67 scale_y_continuous(limits=c(−400000, −387350))+
68 ggtitle ("Log−Likelihood−Funktion")
69

70 ############Standardfehler############
71 #Berechnung der asymptotischen Varianz nach Formel (3.44)
72 #Schaetzung von n ueber alpha_theta −> SE1 (Formel (3.46))
73

74 #Berechnung sigma^2 (Formel (3.44))
75 G=5
76 s=2
77

78 Zaehler=0
79 for (t in 0:(G−1)){
80 Zaehler=Zaehler+s^2
81 for (x in (t+1):(t+s)){
82 Zaehler=Zaehler+(1/theta)∗(1−theta)^(x−1)
83 }
84 for (x in (t+1):(t+s)){
85 Zaehler=Zaehler−2∗(1−theta)^(x−2)∗(x−t−1)
86 }
87 for (x in (t+2):(t+s+1)){
88 Zaehler=Zaehler+theta∗(1−theta)^(x−3)∗(x−t−1)^2
89 }
90 if (t+s >=2){
91 for ( x in 1:( t+s−1)){
92 Zaehler=Zaehler−s^2∗(theta∗(1−theta)^(x−1))
93 }
94 }
95 }
96
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97 Nenner=0
98 for (t in 0:(G−1)){
99 Nenner=Nenner+s

100 for (x in (t+1):(t+s)){
101 Nenner=Nenner+(1/theta)∗(1−theta)^(x−1)
102 }
103 for (x in (t+2):(t+s+1)){
104 Nenner=Nenner+theta∗(1−theta)^(x−3)∗(x−t−1)
105 }
106 if (t+s >=2){
107 for ( x in 1:( t+s−1)){
108 Nenner=Nenner−s∗(theta∗(1−theta)^(x−1))
109 }
110 }
111 }
112

113 Nenner=Nenner^2
114 sigma=Zaehler/Nenner
115

116 #Berechnung Standardfehler SE1
117 Faktor=1/sum(N)∗(1−(1−theta)^G)/theta
118 SE1=sqrt(Faktor∗Zaehler/Nenner)
119

120 #95 Prozent−Konfidenzintervalle fuer theta0 und Lebenserwartung
121 Q=1.96
122 KI1 <− c(theta−Q∗SE1, theta+Q∗SE1)
123 LE1=1/KI1
124

125

126

127 #Ansatz Van−der−Vaart, Erwartungswerte ueber Mittelwerte schaetzen −> SE2(Formel (3.47))
128 #Berechnung Standardfehler
129 Zaehler=(1/theta)^2∗sum(N[,1])+(1/theta − 1/(1−theta))^2∗sum(N[,2])+(2/(1−theta))^2∗sum(N

[,3])
130 Nenner=( (1/(theta^2))∗sum(N[,1]) +(1/(theta^2)+1/((1−theta)^2))∗sum(N[,2]) + (2/((1−theta)

^2))∗sum(N[,3]) )^2
131 SE2=sqrt(Zaehler/Nenner)
132

133 #Berechnung Konfidenzintervalle
134 KI2 <− c(theta−Q∗SE2, theta+Q∗SE2)
135 LE2=1/KI2
136

137

138

139 #Ansatz Semiparametrisch per Martingalgrenzwertsatz −> SE3(Formel vor (3.75))
140 #Berechnung Standardfehler
141 X2 <− matrix(c(5,6,6,
142 4,5,5,
143 3,4,4,
144 2,3,3,
145 1,2,2) , byrow=TRUE, nrow=5)
146

147 Y=sum(N∗(X2−T))
148 SE3=sqrt((theta∗(1−theta))/Y)
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149

150 #Berechnung Konfidenzintervalle
151 KI3 <− c(theta−Q∗SE3, theta+Q∗SE3)
152 LE3=1/KI3
153

154

155

156 #Ansatz Parametreisch per Martingalgrenzwertsatz −> SE4(Formel (A.8))
157 #Berechnung Standardfehler
158 Zaehler4=(1−(1−theta)^G)∗(1−theta)
159 Nenner4=0
160 for (x in 1:( s+G−1)){
161 Rest=0
162 if (x >=2){
163 for (k in 1:(x−1)){
164 Rest=Rest+theta∗(1−theta)^(k−1)
165 }
166 }
167 Nenner4=Nenner4+min(x,s,G,s+G−x)∗(1−Rest)
168 }
169 Nenner4=Nenner4∗sum(N)
170 SE4=sqrt(Zaehler4/Nenner4)
171

172 #Berechnung Konfidenzintervalle
173 KI4 <− c(theta−Q∗SE4, theta+Q∗SE4)
174 LE4=1/KI4
175

176

177

178

179 #######Punktschaetzer bei doppelt trunkiertem Design (Kapitel 4)########
180 #Umformen der Daten
181 G=5
182 s=2
183 NDT <− N[,1:2]
184 XDT <− X[,1:2]
185 m=sum(NDT)
186 vektor <− c()
187 count=1
188

189 for ( i in 1:2){
190 for (j in 1:5){
191 for (k in 1:NDT[j,i]){
192 vektor[count] <− XDT[j,i]
193 count=count+1
194 }
195 }
196 }
197

198 DTdata <− tibble(vektor)
199 DTdata <− DTdata %>%
200 rename(X=vektor)
201

202
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203 #Nullstelle der abgeleiteten log−Likelihood naeherungsweise bestimmen
204 scale=1000000
205 L <− c(1:scale)
206 thetav <− c(1:scale)/(scale+1)
207 for ( i in 1: scale ){
208 theta0=thetav[i]
209 L[i]=0
210 Z=m∗(((G+s−1)∗theta0+1)∗(1−theta0)^(G+s−1)−((G−1)∗theta0+1)∗(1−theta0)^(G−1)
211 −((s−1)∗theta0+1)∗(1−theta0)^(s−1)+1)
212 N=theta0∗((1−theta0)^(G+s)−(1−theta0)^G − (1−theta0)^(s)+1)
213 Summand=sum((1−DTdata$X∗theta0)/(theta0∗(1−theta0)))
214 Bruch=Z/N
215 L[i]=Bruch+Summand
216 }
217 L=abs(L)
218 MLE=which.min(L)
219 MLE=MLE/scale
220

221 #Berechnung alpha_theta^DT sowie geschaetzter Stichprobenumfang
222 alphaDT=((1−MLE)^(G+s)−(1−MLE)^G−(1−MLE)^s+1)/(MLE∗G)
223 n_est=m/alphaDT

A.4.2. Code zur Simulation

1 rm(list=ls())
2 install .packages("tidyverse")
3 install .packages("lubridate")
4

5 library (tidyverse)
6 library (lubridate)
7

8 #Festlegen der Parameter fuer Simulationsdurchlauf
9 w=1000

10 n=10000
11 G=5
12 s=2
13 theta0=0.1
14

15 #Berechnung wahre Varianz des Punktschaetzers (SE0)
16 Zaehler0=theta0∗G∗(1−theta0)
17

18 Nenner0=0
19 for (x in 1:( s+G−1)){
20 Rest=0
21 if (x >=2){
22 for (k in 1:(x−1)){
23 Rest=Rest+theta0∗(1−theta0)^(k−1)
24 }
25 }
26 Nenner0=Nenner0+min(x,s,G,s+G−x)∗(1−Rest)
27 }
28 Nenner0=Nenner0∗n
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29

30 SE0=sqrt(Zaehler0/Nenner0)
31

32 ##########Simulation##########
33 #Erstellung der Vektoren (z−te Komponente entspricht z−tem Simulationsdurchlauf)
34 theta <− c()
35 m <− c()
36 SE1 <− c()
37 SE2 <− c()
38 SE3 <− c()
39 SE4 <− c()
40

41 for (z in 1:(w)){
42 #Erstellung der Daten
43 T <− rdunif(n, 0, G−1)
44 Xu <− rgeom(n, theta0)+1
45 data <− tibble(Xu,T)
46 data <− data %>%
47 filter (T+1<=Xu) %>%
48 mutate(X=pmin(Xu, T+s+1),
49 X2=pmin(Xu, T+s),
50 C=ifelse(T+s+1−Xu>0, 1, 0),
51 Life=X−1−T) %>%
52 select (X, X2, Xu, T, C, Life)
53

54

55 #Punktschaetzung
56 Estimation <− data %>%
57 filter (X !=T+s+1) %>%
58 summarize(Deaths = n()) %>%
59 mutate(Lifes=sum(data$Life),
60 theta_est=Deaths/(Deaths+Lifes))
61 theta[z] <− Estimation$theta_est
62

63 #Standardfehler SE1
64 m[z]=length(data$X)
65 Zaehler=0
66 for (t in 0:(G−1)){
67 Zaehler=Zaehler+s^2
68 for (x in (t+1):(t+s)){
69 Zaehler=Zaehler+(1/theta[z])∗(1−theta[z])^(x−1)
70 }
71 for (x in (t+1):(t+s)){
72 Zaehler=Zaehler−2∗(1−theta[z])^(x−2)∗(x−t−1)
73 }
74 for (x in (t+2):(t+s+1)){
75 Zaehler=Zaehler+theta[z]∗(1−theta[z])^(x−3)∗(x−t−1)^2
76 }
77 if (t+s >=2){
78 for ( x in 1:( t+s−1)){
79 Zaehler=Zaehler−s^2∗(theta[z]∗(1−theta[z])^(x−1))
80 }
81 }
82 }
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83

84 Nenner=0
85 for (t in 0:(G−1)){
86 Nenner=Nenner+s
87 for (x in (t+1):(t+s)){
88 Nenner=Nenner+(1/theta[z])∗(1−theta[z])^(x−1)
89 }
90 for (x in (t+2):(t+s+1)){
91 Nenner=Nenner+theta[z]∗(1−theta[z])^(x−3)∗(x−t−1)
92 }
93 if (t+s >=2){
94 for ( x in 1:( t+s−1)){
95 Nenner=Nenner−s∗(theta[z]∗(1−theta[z])^(x−1))
96 }
97 }
98 }
99

100 Nenner=Nenner^2
101 Faktor=1/m[z]∗(1−(1−theta[z])^G)/theta[z]
102

103 SE1[z]=sqrt(Faktor∗Zaehler/Nenner)
104

105 #Stadardfehler SE2
106 Zaehler2=sum((data$C/theta[z]−(data$Life)/(1−theta[z]))^2)
107 Nenner2=(sum((data$C/(theta[z]^2)+(data$Life)/((1−theta[z])^2))))^2
108 SE2[z]=sqrt(Zaehler2/Nenner2)
109

110 #Standardfehler SE3
111 Y=sum(data$X2−data$T)
112 SE3[z]=sqrt((theta[z]∗(1−theta[z]))/Y)
113

114 #Standardfehler SE4
115 Zaehler4=(1−(1−theta[z])^G)∗(1−theta[z])
116 Nenner4=0
117 for (x in 1:( s+G−1)){
118 Rest=0
119 if (x >=2){
120 for (k in 1:(x−1)){
121 Rest=Rest+theta[z]∗(1−theta[z])^(k−1)
122 }
123 }
124 Nenner4=Nenner4+min(x,s,G,s+G−x)∗(1−Rest)
125 }
126

127 Nenner4=Nenner4∗m[z]
128 SE4[z]=sqrt(Zaehler4/Nenner4)
129 }
130

131 #Berechnung der mittleren quadratischen Fehler
132 ME_theta = sum((theta−theta0)^2)/w
133 ME1 = sum((SE1−SE0)^2)/w
134 ME2 = sum((SE2−SE0)^2)/w
135 ME3 = sum((SE3−SE0)^2)/w
136 ME4 = sum((SE4−SE0)^2)/w
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137

138

139 ######Simulation Punktschaetzung bei doppelt trunkiertem Design######
140 #Paramterwahl
141 w=1000
142 n=100
143 G=5
144 s=2
145 theta=0.1
146

147 #Erstellung Ergebnis−Vektor
148 MLE <− c()
149

150 for (z in 1:w){
151 #Genereierung der Daten
152 T <− rdunif(n, 0, G−1)
153 Xu <− rgeom(n, theta)+1
154

155 DTdata <− tibble(Xu, T)
156 DTdata <− DTdata %>%
157 filter (T+1 <= Xu)%>%
158 filter (Xu <= T+s)%>%
159 rename (X=Xu)
160

161 #Berechnung der Punktschaetzung (naeherungsweise Nullstellenberechnung von Formel (4.24))
162 m = length(DTdata$X)
163 scale=100000
164 L <− c(1:scale)
165 for ( i in 1: scale ){
166 theta0=i/(scale+1)
167 L[i]=0
168 Y=m∗(((G+s−1)∗theta0+1)∗(1−theta0)^(G+s−1)−((G−1)∗theta0+1)∗(1−theta0)^(G−1)
169 −((s−1)∗theta0+1)∗(1−theta0)^(s−1)+1)
170 N=theta0∗((1−theta0)^(G+s)−(1−theta0)^G − (1−theta0)^(s)+1)
171 Summand=sum((1−DTdata$X∗theta0)/(theta0∗(1−theta0)))
172 Bruch=Y/N
173 L[i]=Bruch+Summand
174 }
175

176 L=abs(L)
177 MLE[z]=which.min(L)
178

179 MLE[z]=MLE[z]/scale
180 }
181 MSE=(MLE−theta)^2
182 MSE=sum(MSE)/w
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