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1. Einleitung

Die vorliegende Arbeit behandelt die Schatzung der Wahrscheinlichkeit sowie die Be-
rechnung des zugehorigen Standardfehlers in einem Bernoulli-Experiment. Allgemein
werden Individuen untersucht, die innerhalb eines Jahres entstehen und innerhalb eines
spateren Jahres wieder ausfallen. Das Experiment besteht darin zu bestimmen, ob ein
Individuum im Laufe des néchsten Jahres ausfallen wird. Solche Uberlebensexperimente
werden dabei fiir mehrere Individuen und, fir jedes einzelne Individuum, iiber mehrere,
aufeinanderfolgende Jahre analysiert.

Zu diesem Zweck wird ein Uberlebenszeitmodell entwickelt. Dieses wird, um im Ein-
klang mit den Statistiken, die das Uberleben eines Individuums jahrlich dokumentieren,
zu bleiben, das Uberleben eines Individuums ebenso nicht kontinuierlich, sondern zeit-
diskret in Form von Spielrunden messen. In der Literatur werden diese, unter anderem
von Feller [1968], als Epochen bezeichnet. Damit eine begriffliche Ubereinstimmung
zwischen Theorie und Anwendung zumindest teilweise gewéahrleistet ist, werden die
Spielrunden im Rahmen dieser Arbeit jedoch weiterhin Jahre genannt.

Angenommen, es wird eine Stichprobe bestehend aus n Individuen betrachtet, so
bestiinde ein intuitiver Ansatz zur Schitzung der Ausfallwahrscheinlichkeit darin, fiir
das entsprechende Jahr die Anzahl der negativen Ereignisse, also der Ausfélle, in Re-
lation zur Anzahl der Experimente zu setzen. Eben dieses Verhéaltnis soll im Rahmen
dieser Arbeit ausfiihrlich untersucht werden. Dabei wird angenommen, dass sich die
Ausfallwahrscheinlichkeit im Laufe der Jahre nicht &ndert. Die Lebensdauer eines Indi-
viduums unterliegt somit einer geometrischen Verteilung. Auch werden die Ausfélle der
Individuen als paarweise unabhéngig voneinander angenommen.

Zusatzlich gibt es fiir die Individuen einige Einschrénkungen hinsichtlich der Be-
obachtbarkeit, da die Beobachtung der Individuen lediglich in einem fest definierten
Zeitraum erfolgt.

Auf der einen Seite werden Individuen aus der Stichprobe vom Umfang n, deren
SchlieBung bereits vor dem Beginn des Beobachtungszeitraums stattgefunden hat, gar
nicht beobachtet und nicht einmal deren Existenz zu Kenntnis genommen. Folglich un-
terscheidet sich der Stichprobenumfang n von der Anzahl der Beobachtungen. Letztere
ist dabei zuféllig mit der Realisierung m. Literatur zu dieser Form der retrospektiven
Stichprobenziehung und dem damit einhergehenden Informationsverlust wird unter dem
Begriff "Trunkierung’ veroffentlicht. Da jedoch nur Individuen, deren Ausfall vor dem
Beobachtungszeitraum stattgefunden hat, nicht beobachtet werden, wird im Rahmen
dieser Arbeit von einer linksseitigen Trunkierung beziehungsweise Linkstrunkierung ge-
sprochen.

Auf der anderen Seite unterliegen die Historien der Individuen, die den Beobachtungs-
zeitraum tberleben, einer Rechtszensur. Dementsprechend wird fiir solche Individuen
die Existenz sowie das Uberleben bis zum Ende des Beobachtungszeitraums registriert,
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das exakte Ausfallalter allerdings nicht.

Das primére Ziel dieser Arbeit ist die Schitzung des geometrischen Parameters so-
wie die Berechnung des Standardfehlers unter Berticksichtigung des linkstrunkierten
und rechtszensierten Beobachtungsdesigns. Im Rahmen dessen resultieren aus dem fest
definierten Beobachtungszeitraum zudem zwei Fragestellungen.

Die erste Frage ergibt sich daraus, dass aufgrund des Designs jedes Individuum erst
ab einem gewissen Alter beobachtet werden kann. Das Uberleben der Individuen bis
zu diesem Alter wird dabei fiir die Schétzung des geometrischen Parameters nicht be-
riicksichtigt. Daraus resultiert die Fragestellung, inwiefern das Vergessen der positiven
Ereignisse vor dem Beginn des Beobachtungszeitraums Auswirkungen auf den Schéitzer
der Ausfallwahrscheinlichkeit hat.

Die zweite Frage resultiert daraus, dass nicht alle Individuen im selben Jahr ent-
stehen und folglich das Alter zum Beginn des Beobachtungszeitraums nicht fir jedes
Individuum gleich ist. Es werden somit nicht fiir jedes Individuum identisch viele Uberle-
bensexperimente gezahlt. Im spateren Verlauf der Arbeit wird diesbeziiglich untersucht,
wie sich trotz der daraus resultierenden unterschiedlichen Varianzen ein asymptotischer
Standardfehler ableiten lasst.

Die gezdhlte Anzahl der Jahre seit der Entstehung wird dabei im Rahmen dieser
Arbeit als *Alter’ bezeichnet. Die Entstehung ist dabei im Uberlebenszeitmodell gleich-
bedeutend mit der Geburt, da eine Messung am Individuum vor diesem Ereignis nicht
definiert ist. Auch ist der Ausfall gleichbedeutend mit dem Tod, da nach diesem Ereig-
nis keine Messung am Individuum mehr stattfindet und folglich dessen Registrierung
beendet wird.

Zunachst wird in Kapitel 2.1 der Likelihood-Anteil eines Individuums zur Schéitzung
der Ausfallwahrscheinlichkeit hergeleitet, ohne dass Linkstrunkierung und Rechtszensur
beriicksichtigt werden. Dieses Modell wird dann sukzessiv in Kapitel 2.2 um die Links-
trunkierung und in Kapitel 2.3 um die Rechtszensur erweitert. AnschlieBend wird in
Kapitel 3.1 der Likelihood-Anteil eines Individuums unter Beriicksichtigung von Links-
trunkierung und Rechtszensur auf eine Stichprobe vom Umfang n ausgeweitet und ein
Punktschatzer fiir den geometrischen Parameter ermittelt. Die Berechnung der entspre-
chenden Standardfehler erfolgt dann zum einen mithilfe der M-Schétzer-Theorie tiber
Konsistenz und asymptotische Normalitat in Kapitel 3.2 und zum anderen per Martin-
galgrenzwertsatz in Kapitel 3.3. Ergdnzend wird noch ein weiterer Ansatz zur Konstruk-
tion eines Punktschétzers der Ausfallwahrscheinlichkeit bei einem doppelt trunkierten
Beobachtungsdesign in Kapitel 4 skizziert.

Eine anschlieBende konkrete Schatzung der Ausfallwahrscheinlichkeit sowie die Be-
rechnung der Standardfehler findet im Rahmen dieser Arbeit auf der Grundlage des
AFiD-Panels statt. Dieses umfasst deutsche Unternehmen, die in den Jahren 2013 bis
2017 gegriindet wurden beziehungsweise entstanden sind. Fiir diese konnte ein poten-
tieller Ausfall respektive Schliefung in den Jahren 2018 und 2019 beobachtet werden.
Das AFiD-Panel, dessen Zugang vom Forschungsdatenzentrum des statistischen Bun-
desamts fiir unter anderem diese Arbeit zur Verfiigung gestellt wurde, wird in Kapitel
5 genauer erlautert.

Erganzend wird in Kapitel 6 zur Evaluierung der Methoden eine Schatzung des geo-
metrischen Parameters sowie die Berechnung der Standardfehler anhand von am Com-
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puter generierten Daten simuliert. Abschlieflend wird in Kapitel 7 ein Fazit gezogen.

Literaturuberblick

In Bezug auf das Anwendungsgebiet findet sich in der Literatur beispielsweise in Cochran
[1981] eine iltere Referenz zu Statistiken iiber das Uberleben von Unternehmen. Un-
tersuchungen beziiglich der Lebenserwartung neuerer Unternehmen, jedoch ohne retro-
spektive Paneldaten, wurden von Mata und Portugal [1994] fir Portugal, von Audretsch
und Mahmood [1995] fiir die USA, von Pittiglio [2023] fiir Italien und von Honjo [2000]
beziehungsweise Kato et al. [2022] fiir Japan durchgefithrt. Ein frither retrospektiver
Versuch stammt hingegen von Briiderl et al. [1992], die die Unternehmenslebensdau-
ern von den jeweiligen Griindern erfragt und dabei vermehrt die Griinder von bereits
geschlossenen Unternehmen kontaktiert haben. Auch wurde die Lebenserwartung auf
der Grundlage portugiesischer Daten von Reis und Augusto [2015] untersucht, wohinge-
gen eine Analyse der Demografie deutscher Unternehmen von Rink und Seiwert [2021]
betrieben wurde.

Hinsichtlich methodischer Ahnlichkeiten wurden Ergebnisse zur beidseitigen Trun-
kierung, die auch als doppelte Trunkierung bezeichnet wird, mit der Anwendung auf
Unternchmenslebensdaten von de Ufia-Alvarez et al. [2024] fiir Spanien und von Topar-
kus und Weilbach [2025] fiir Deutschland veréffentlicht. Die Entwicklung eines Regres-
sionsmodells fiir rechtstrunkierte und zeitdiskrete Uberlebensdaten wurde von Gross
und Huber-Carol [1992] durchgefiihrt. Die Effekte der linksseitigen Trunkierung auf die
Untersuchung soziologischer Fragestellungen werden beispielsweise in Guo [1993] am
Beispiel von Ehescheidungen in den Vereinigten Staaten diskutiert.

Das in dieser Arbeit entwickelte Modell kniipft an die zeitstetige biometrische Stu-
die im Anhang A von Weilbach et al. [2024] an und kann als zeitdiskrete Version des
Modells, das fiir die Studie ’Mortality of Diabetics in the County of Fyn’ in Andersen
et al. [1993, Beispiel I11.3.6] verwendet wurde, interpretiert werden. Ebenfalls wird das
Phénomen der linksseitigen Trunkierung als typischer Designfehler in Krankheitsmodel-
len angesehen [siehe beispielsweise Putter et al., 2006]. Das Ignorieren der Trunkierung
fithrt dabei zum so genannten immortal time bias’ [siche beispielsweise Hernan et al.,
2016 sowie Yadav und Lewis, 2021].
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2.1. Die Lebensdauer als stochastischer Prozess

Bevor im spéateren Verlauf der Arbeit die erwartete Lebensdauer deutscher Unterneh-
men geschatzt wird, erfolgt zunéchst eine allgemeine Herleitung des verwendeten ma-
thematischen Modells. Auf der sprachlichen Ebene werden dabei Individuen betrachtet,
die eine Entstehung und einen Ausfall haben. In der spateren Anwendung handelt es
sich bei den Individuen um Unternehmen mit einer Griindung (Entstehung) und einer
SchlieBung (Ausfall). Die im spéteren Verlauf untersuchten Daten beinhalten fir die
Unternehmen jeweils das Jahr der Griindung sowie das Jahr der SchlieBung. Da keine
feinere zeitliche Untergliederung innerhalb der Daten vorliegt, ist es sinnvoll, ein zeit-
diskretes mathematisches Modell zur Untersuchung dieser herzuleiten. Die Zeitspanne
zwischen Entstehung und Ausfall wird dabei allgemein als Lebensdauer bezeichnet und
aufgrund der Datenlage ebenfalls ganzzahlig in Jahren angegeben. Die Bezeichnung
der Epochen als Jahre wird zwar im Rahmen dieser Arbeit beibehalten, jedoch koén-
nen analog auch andere Zeiteinheiten wie Sekunden, Stunden oder Quartale verwendet
werden.

Die Erstellung des Modells selbst erfolgt dabei in drei Schritten. In diesem Kapitel
werden zunéchst grundlegende Konzepte vorgestellt und ein Modell ohne Restriktio-
nen beztglich der Beobachtbarkeit beschrieben. Der Beobachtungszeitraum hat somit
weder ein Anfang noch ein Ende, sodass jedes Individuum inklusive Lebensdauer unab-
hangig vom Jahr des Ausfalls beobachtet werden kann. In den folgenden Abschnitten
wird dieses Modell sukzessiv um einen Beobachtungsbeginn sowie die damit verbundene
linksseitige Trunkierung (Kapitel 2.2) und anschlieBend um ein Ende des Beobachtungs-
zeitraums sowie die damit einhergehende rechtsseitige Zensur (Kapitel 2.3) ergdanzt.

Als Grundgesamtheit dienen dabei alle Individuen, deren Entstehung frithestens im
Jahr a und spéatestens im Jahr b erfolgt ist, sodass der Entstehungszeitraum insgesamt
G = [{a,a+1,...,b}| Jahre umfasst. Die gesamte Modellentwicklung wird dabei zu-
nachst fiir lediglich ein, aus der Grundgesamtheit zuféllig entnommenes, Individuum
erfolgen. Ein Ubergang zu einer Stichprobe erfolgt zu einem spiteren Zeitpunkt fiir das
vollstandige Modell in Kapitel 3.1.

Erfolgt die zufallige Ziehung eines Individuums aus der Grundgesamtheit, so werden
die Elemente der Menge aller moglichen Ergebnisse Q := {wy,ws, ...} folgendermafien
definiert:

W(r—1)Gt+1 ‘= {Individuum hat eine Lebensdauer von z Jahren
und ist im letzten Jahr des Entstehungszeitraums
t Jahre alt}, € Nund ¢t € {0,...,G — 1} (2.1)
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Diese Darstellung der Elemente der Ergebnismenge hat den Vorteil, dass die Elemen-
te eigentlich von zwei Komponenten abhéngen, allerdings nur mithilfe eines Indexes
durchgezahlt werden konnen.

Da die Komponente t auch das Alter des Individuums im Jahr b des Entstehungs-
zeitraums angibt, kann mithilfe der t-Komponente das Entstehungsjahr des Individu-
ums durch b — ¢ ermittelt werden. Aulerdem ergibt sich unter der Verwendung der
r-Komponente das Jahr des Ausfalls fir ein Individuum durch b — ¢ + .

Zur Visualisierung einer beispielhaften Ergebnismenge fiir einen Entstehungszeit-
raum, der aus G = 5 Jahren besteht, dient Abbildung 2.1.

t

4 + [ ] [ ] [ ] L] ] [ ]
Ws W10
[ ] [ ) [ ] [ ] [ ] [ ]

3 Wy Wy

2 L] L] [ ] L] L] L ]
w3 ws w13

]_ [ ] [ ) [ ] [ ] [ ] [ ]
%) wr W12

O + [ ] [ ] [ ] L] L] L ]
w1 We w11 W16 W21 W6

t X

1 2 3 4 5 6

Abbildung 2.1.: Zuordnung der Elementarereignisse zu einem Entstehungs- und Aus-
falljahr bei einem 5-jahrigen Entstehungszeitraum. Beispielsweise gilt
W12 = W(3-1)-5+(1+1), Sodass wiz bedeutet, dass das Individuum im letz-
ten Jahr des Entstehungszeitraums ein Jahr alt war und insgesamt 3
Jahre gelebt hat. Das Individuum ist dann im Jahr b — 1 entstanden
und im Jahr b+ 2 ausgefallen.

Des Weiteren wird die Menge der Ereignisse mithilfe der o-Algebra F = P(2) darge-
stellt. Zusammen mit dem Wahrscheinlichkeitsmafl Py, das von einem Parameter 6 € ©
abhéngt und in den folgenden Abschnitten weiter spezifiziert wird, ergibt sich der zu-
grundeliegende Wahrscheinlichkeitsraum (€, F, Py).

Dariiber hinaus wird die Lebensdauer eines Individuums in Jahren durch die univa-
riate Zufallsvariable X mit

X: Q=N we_ng1 — T (2.2)

beschrieben, wobei = allgemein das z-te Jahr bezeichnet und x fiir die konkrete Reali-
sierung der Zufallsvariablen X steht.
Analog dazu lasst sich das Alter im letzten Jahr b des Entstehungszeitraums mithilfe
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der univariaten Zufallsvariablen
T:Q— No D We—1)GHt+1 t (23)

definieren, wobei t allgemein das Alter ¢ bezeichnet und t fiir die konkrete Realisierung
der Zufallsvariablen T' steht.

Da Py jedem w € 2 eine Wahrscheinlichkeit zuordnet und sich die Elemente der
Ergebnismenge sowohl in der x- als auch in der t-Komponente unterscheiden konnen,
kann Py als das gemeinsame Wahrscheinlichkeitsmafl der Zufallsvariablen X und T
interpretiert werden. Des Weiteren wird angenommen, dass fiir ein zufallig aus der
Grundgesamtheit entnommenes Individuum das Jahr der Entstehung unabhéngig von
der Lebensdauer ist.

Daraus resultiert die stochastische Unabhéngigkeit von X und 7. Auch wird davon
ausgegangen, dass X von 6 abhiangt und somit 7" von ¢ unabhéangig ist. Es folgt:

Py(w) = Px(w;0)Pr(w), Vw € Q, 0 € © (2.4)

Es sei angemerkt, dass die Verteilung von 7" keinen Einfluss auf die folgende Modell-
entwicklung hat und Pr(w) somit beliebig gewahlt werden kann.

Die Lebensdauer selbst wird hingegen als eine Art Rundenspiel formuliert. Das be-
deutet, dass jedes Jahr als eine neue Spielrunde interpretiert wird, in der das Indivi-
duum mit einer bestimmten Wahrscheinlichkeit entweder ausfallen (Erfolg) oder nicht
ausfallen (Misserfolg) kann. Auch wird angenommen, dass sich die Wahrscheinlichkeit,
innerhalb eines Jahres auszufallen, mit den Jahren nicht &ndert. Die Zufallsvariable X
aus (2.2) kann somit als die Anzahl der Spielrunden bis zum ersten Erfolg bei konstan-
ter Erfolgswahrscheinlichkeit interpretiert werden und ist folglich geometrisch verteilt
[siehe beispielsweise Johnson et al., 2005, Kapitel 5.2]. Die verwendete Version der geo-
metrischen Verteilung hat somit die Wahrscheinlichkeitsfunktion nach Johnson et al.
[2005, Formel 10.71] und kann folgendermaflen definiert werden.

Definition 1 (Geometrische Verteilung). Sei X eine diskrete Zufallsvariable mit dem
Bild x € N. Dann heifit X geometrisch verteilt mit dem Parameter € © = [£,1 — ¢]
mit £ € (0,1/2) genau dann, wenn die zugehdrige Wahrscheinlichkeitsfunktion gegeben
st durch:

(1 — 0, fallsx =1,2,...
0, sonst
Die Verteilungsfunktion von X ist entsprechend definiert durch:
1—(1-0)* llsx=1,2,...
Fal(x;0) = Pi{X < x} = Py{X < x:0} = { (1=0)% fallsx =12 (2.6)
0, sonst
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Fiir den Erwartungswert einer geometrisch verteilten Zufallsvariable gilt:

Bo{X) = 2.7)

Entsprechend der Definition der geometrischen Verteilung bezeichnet 6 die Wahr-
scheinlichkeit dafiir, dass das Individuum im Jahr z ausfallt, unter der Voraussetzung,
dass ein Ausfall vorher noch nicht stattgefunden hat:

Pg{&)(x,l)GJr(Hl) :te{0,...,G—1}}
Po{lwr—1ycrasy k> x,t€{0,...,G - 1}}
CR{X=s}  PR{X=a}  folm®)  e1-0
CP{X>a2} 1-P{X<z-1} 1-Fgz—1;0) 1—(1—(1-60)=1)

=0

Dem gegentiber gibt der Erwartungswert (2.7) die erwartete Lebensdauer des Individu-
ums in Jahren an.

Das wesentliche Ziel dieses Kapitels ist die Konstruktion einer Likelihood-Funktion
zur Schatzung von 6. Diese lasst sich auch direkt aus (2.5) durch das Vertauschen von
Argument und Parameter gewinnen. Allerdings wird im Folgenden eine Herleitung be-
schrieben, die zwar umstandlicher ist, jedoch viele Konzepte beinhaltet, die fiir spétere
Kapitel notwendig sind. Es sei angemerkt, dass zunéchst keine Einschrankung der Beob-
achtbarkeit vorliegt und lediglich der Parameter der geometrischen Verteilung, der der
Zufallsvariablen X zugrunde liegt, geschétzt werden soll. Informationen beziiglich des
Entstehungsjahres und somit iiber die t-Komponente von w € €2 sind somit zunéchst
irrelevant und werden erst in spateren Kapiteln weiter thematisiert.

Zunéchst wird die Zufallsvariable N(1) eingefiithrt. Diese gibt an, ob ein Ausfall des
Individuums bereits im ersten Jahr nach der Entstehung stattgefunden hat oder nicht:

N(].) = ]l{Xgl} (28)

Die binére ZufallsgroBe N (1) gentigt dabei einer Bernoulli-Verteilung mit dem Parame-
ter 6 [siehe Johnson et al., 2005, Kapitel 3.1].

Definition 2 (Bernoulli-Verteilung). Sei N(1) eine Zufallsvariable mit dem Bild v(1) €
{0,1}. Dann heifit N(1) Bernoulli-verteilt mit dem Parameter § € [,1 — &] mit £ €
(0,1/2) genau dann, wenn die zugehdrige Wahrscheinlichkeitsfunktion gegeben ist durch:

grM (1 — )M falls v(1) € {0,1
Fo(r(1):6) = PAN(1) = v(1)} {0 =0 WOt oy
, sonst
Fiir eine Bernoulli-verteilte Zufallsvariable gilt:
Eo{N(1)} = 6 sowie Varg{N(1)} = 0(1 — ) (2.10)
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In der Statistik ist es géngig, die Zerlegung einer Zufallsvariablen N(1) in ein deter-
ministisches Signal Eg{ N (1)} = 6 und ein zufélliges Rauschen R vorzunehmen, sodass:

N(1) —Eo{N(1)} =N(1)—0=R (2.11)

Es sei angemerkt, dass das Signal E¢{N (1)}, unabhéngig von der zugrundeliegenden
Ergebnismenge €2, genau einen Wert 6 hat.

Die Betrachtung solch einer Zerlegung fiir lediglich das erste Jahr ist im gegebenen
Kontext allerdings wenig zielfithrend. Stattdessen sollen im Folgenden alle Zeitpunkte
x € N betrachtet werden konnen. Dazu wird im ersten Schritt der Wahrscheinlich-
keitsraum (2, F, Pp) mit der Filtration {F, : x € Ny} zu einer stochastischen Basis
(Q, F,{F. : x € No}, Py) erweitert. Die Filtrationselemente F, geben dabei an, welche
Informationen zum jeweiligen Zeitpunkt = zur Verfiigung stehen. Dazu sei angemerkt,
dass Informationen beziiglich des Entstehungsjahres derzeit irrelevant sind und folglich
nur Informationen tiber die Lebensdauer mithilfe von {F, : € Ny} modelliert werden
sollen. Fine Erweiterung der Filtration um die Entstehungsinformationen erfolgt dann
in Kapitel 2.2.

Da fiir alle x € Ny gelten muss, dass F, C F,.1, konnen zwar neue Informationen mit
voranschreitender Zeit hinzugefiigt, alte Informationen jedoch nicht wieder vergessen
werden. Somit wird mithilfe einer Filtration eine Art von Gedéchtnis simuliert. Die
konkrete Darstellung von JF, basiert fiir alle 2 € Ny auf folgenden Uberlegungen:

z = 0 : Ein Ausfall des Individuums nach 0 Jahren ist im Rahmen des betrachteten Mo-
dells nicht moglich. Es folgt Fy := o{0}.

x = 1: Nach einem Jahr ist lediglich bekannt, ob das Individuum im ersten Jahr nach
der Entstehung ausgefallen ist oder nicht. Der Ausfall im ersten Jahr wird dabei
mithilfe des Ereignisses X; := X !(1) = {w1,...,wg} beschrieben. Die o-Algebra
Fi, die alle Informationen nach einem Jahr zusammenfasst, ist somit definiert
durch:

Fri=oc{{w,...,wet} =0c{Xi}

Im Rahmen von Abbildung 2.1 entspricht X; der Menge {w,...,ws}. Generell
bezeichnet X, die z-te Spalte, wenn die Elemente aus 2 nach dem Vorbild von
Abbildung 2.1 angeordnet werden.

x = 2: Nach zwei Jahren ist bekannt, ob ein Ausfall im ersten Jahr, im zweiten Jahr,
oder nach zwei Jahren noch nicht stattgefunden hat. Der Wissenszuwachs besteht
entsprechend in der Information tiber einen Ausfall im zweiten Jahr, dargestellt
durch das Ereignis Xy := X 1(2) = {wg1,. . .,waq}. Die resultierende o-Algebra
kann folglich durch

Foi=o{{wi, ..., weh {wei1, . wae k) = o{Xy, Xo}

beschrieben werden.
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r € N: Allgemein ist im z-ten Jahr bekannt, ob das Individuum innerhalb der ersten
x Jahre nach der Entstehung ausgefallen ist. Im Falle eines solchen Ausfalls ist
ebenso bekannt, in welchem Jahr genau der Ausfall stattgefunden hat. Ein Ausfall
innerhalb des x-ten Jahres lasst sich dabei mithilfe des Ereignisses

X, = X 1x) = {wL €N {é-‘ = x} = {We@-1)G+1,-- - Wac} (2.12)

modellieren. Somit gilt fiir die Filtrationselemente von {F, : z € Ny}:

.Fo = O'{(Z)}
Foi=o{{wi, .. .,wal, o AWe—et1s - Wea )}
=o{Xy:ke{l,...,z}} wennx € N

Im néchsten Schritt wird unter Zuhilfenahme der Filtration {F, : © € Ny} die univa-
riate Zufallsvariable N (1) (vgl. (2.8)) zu einem stochastischen Prozess N mit N(0) =0
sowie

N(z) : = Tix<a)
B {1, Individuum ist in den ersten x Jahren nach der Entstehung ausgefallen

0, sonst
(2.13)

erweitert. Es sei angemerkt, dass es sich bei dem Prozess N um die zeitdiskrete Version
eines so genannten Zahlprozesses handelt. Diese werden, basierend auf der Definition
von Zahlprozessen nach Fleming und Harrington [1991, Definition 1.2.6], folgenderma-
Ben definiert:

Definition 3 (Diskreter Zahlprozess). FEin stochastischer Prozess N := {N(x) : = €
No} heifit diskreter Zihlprozess beziglich einer Filtration {F, : © € Ny} genau dann,
wenn folgende Eigenschaften erfillt sind:

(1) Fir alle x € Ny ist N(z) messbar beziglich F,.. Der Prozess N heifit dann F,-
adaptiert.

(i1) FEs gilt N(0) =0 und N(z) < oo, fast sicher fir alle v € N.
(1ii) Es gilt:

AN(z):= N(z) — N(z—1) € {0,1},Vz € N

Es sei darauf hingewiesen, dass diskrete Zahlprozesse im Rahmen dieser Arbeit als
Zéhlprozesse bezeichnet werden. Auch sei angemerkt, dass Gleichungen sowie Unglei-
chungen, die Zufallsvariablen beinhalten, immer nur fast sicher gelten. Aus Griinden der
Ubersichtlichkeit wird besagter Zusatz im Rahmen dieser Arbeit allerdings weggelassen.
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Mithilfe von Zéahlprozessen kann eingesehen werden, wie oft bestimmte Ereignisse
innerhalb einer gewissen Zeit eingetreten sind. Im vorliegenden Fall (2.13) lasst sich
durch die Differenz N(z5) — N(x1) mit 7 € Ny, 22 € N sowie 1 + 1 < 25 einsehen,
ob der Ausfall des Individuums innerhalb der ersten {x; + 1,..., 22} Jahre nach der
Entstehung eingetreten ist.

Bemerkung 1. Fiir den Zihlprozess N(x) = Lix<a gilt, dass dieser genau dann gleich
eins ist, wenn eines der in (2.12) beschriebenen Ereignisse X, ...,X, eingetreten ist.
Andererseits gilt, dass X, genau dann eingetreten ist, wenn N(x) = 1 und N(x —
1) = 0. Somit ldsst sich jedem Zdihlprozessverlauf ein eindeutiges Ereignis zuweisen und
umgekehrt. Fir die Filtration {F, : x € Ny} folgt somit:

Fo=0{Xy,... . X,} =c{N(k): 0 < k <z} (2.14)

Fiir einen Zahlprozess N wire eine zu (2.11) analoge Zerlegung N(z) — Eo{N(x)}
ebenso moglich. Das Signal Eo{N(z)} hitte dann genauso viele Werte, wie es mégliche
Zeitpunkte gibt. Allerdings wird sich ein anderer Dekompositionsansatz als hilfreicher
herausstellen. Dafiir wird das Signal nicht mehr als der Erwartungswert E¢{N(z)},
sondern als ein F,-vorhersagbarer, stochastischer Prozess A := {A(z,0) : © € Ny, 0 €
O} definiert. Intuitiv formuliert heiflt ein Prozess vorhersagbar, wenn sein Zustand
im Zeitpunkt = durch die Informationen aus dem Zeitraum {0,...,z — 1} eindeutig
determiniert ist. Analog zu Fleming und Harrington [1991, Definitionen 1.4.1 und 1.4.2]
wird dieses Konzept im Folgenden anhand von vorhersagbaren o-Algebren definiert.

Definition 4 (Vorhersagbarkeit). Sei {Q, F,{F, : © € Ny}, Py} eine stochastische
Basts.

(i) Die o-Algebra FV auf Ny x Q, die von allen Mengen der Form
{0} xV, VeF
sowie
{v1+ 1,0} xV,0< v <wvy <oo,v1 €Ngy, v €N, Ve F,

erzeugt wird, heifit vorhersagbare o-Algebra beziglich der Filtration {F, : © €
No}.

(i1) Ein Prozess A heif§t vorhersagbar beziglich einer Filtration {F, : x € Ny}, wenn
er messbar beziiglich FV ist. Dann wird A als F,-vorhersagbarer Prozess bezeich-
net.

Bemerkung 2. Ein Prozess A ist genau dann F" -messbar und somit F,-vorhersagbar,
wenn er F,_i-adaptiert ist.

Wird beispielsweise A(0,60) = 0 und A(x,0) = N(z — 1) fiir alle z € N gewéhlt, so
ergibt sich durch

N(z) = A(z,0) + AN(x),

10
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wobei AN(z) := N(z) — N(z — 1) gilt, eine mogliche Zerlegung des Prozesses N, da
A(z, 0) offensichtlich F,_j-messbar ist und somit die F,-Vorhersagbarkeit von A folgt.
Jedoch ist die Zerlegung eines Zahlprozesses in einen JF,-vorhersagbaren Prozess und
einen Rest ohne weitere Bedingungen nicht eindeutig. Um dieses Problem zu 16sen, wird
zundchst der Startpunkt A(0,#) = 0 festgelegt. Des Weiteren sollen auch Anforderungen
an den Rest der Zerlegung gestellt werden. Bei diesem soll es sich um einen im Mittel
fairen stochastischen Prozess M handeln. Diese werden als Martingale bezeichnet und
folgendermaBen definiert [siehe Fleming und Harrington, 1991, Definition 1.2.8]:

Definition 5 (Martingal). Sei M = {M(z) : * € No} ein stochastischer Prozess.
Dann heifit M ein (F,, Py)-Martingal genau dann, wenn die folgenden Bedingungen
erfullt sind:

(i) M ist Fp-adaptiert.
(17) Eg|M(z)| < o0, fiir alle z € Ny

(171) Eo{M(z + K)|F.} = M(x) fir alle x € Ny und k € N

Bemerkung 3. Wird ein Zdihlprozess mit der Martingaldefinition abgeglichen, fillt auf,
dass die Eigenschaften (i) und (ii) auch von Zihlprozessen erfillt werden. Lediglich
FEigenschaft (iii) wird durch die Ungleichung Eg{ N (x + k)| F.} > N(x) ersetzt. Damit
sind Zdihlprozesse eine spezielle Variante so genannter Submartingale.

Die Dekomposition eines stochastischen Prozesses in ein Martingal und einen vorher-
sagbaren Prozess kann mithilfe des folgenden Satzes, der Doob-Zerlegung, formalisiert
werden [siehe Doob, 1953, Kapitel 7, Formel 1.5, beziehungsweise Chung, 2001, Theo-
rem 9.3.2]:

Satz 1 (Doob-Zerlegung). Auf der Grundlage einer stochastischen Basis {Q, F,{F, :
r € No}, P} sei N ein F-adaptierter Prozess, sodass Eg|N(z)| < oo, fir alle z € Ny
erfillt ist. Dann existieren ein (F,, Py)-Martingal M und ein F,-vorhersagbarer Prozess

A mit Eg{A(z,0)} < oo fiir alle z, sodass:
N(z) = M(x)+ A(x,0) (2.15)

Diese Zerlegung ist eindeutig, vorausgesetzt es gilt A(0,0) = 0. Wenn es sich bei N um
ein Submartingal handelt, ist A zusdtzlich monoton wachsend.

Der Prozess A wird auch als (F,, Py)-Kompensator von N bezeichnet und folgender-
mafen berechnet:

A(0,6) =0

A(r.6) = 3" B{AN(K)| Fis} (2.16)
k=1

11
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Die Beschreibung bedingter Erwartungswerte kann Definition 16 im Appendix, Ka-
pitel A.3.1, entnommen werden. Auflerdem ist eine elementare Anwendung der Doob-
Zerlegung inklusive der Funktionsweise von vorhersagbaren o-Algebren im Appendix,
Kapitel A.1, gegeben.

Die Dekomposition eines Zahlprozesses N in einen Kompensator A und ein Martingal
M mithilfe von Satz 1 hat den wesentlichen Vorteil, dass sich alle AA(x,0) als die be-
dingten Wahrscheinlichkeiten der sukzessiven Bernoulli-Experimente AN (z), gegeben
der in F,_; enthaltenen Informationen, interpretieren lassen:

Py{AN(x) =1|F,1} = Eg{AN(z)|F,_1}
= Eo{ AM ()| For} + Eo{AA(z,0)| F2 1}
— By{AA(x, 0)|F, 1}
= AA(zx,0)
Dies hat zur Folge, dass sich die Likelihood-Funktion zur Schiatzung des geometrischen

Parameters ¢ mithilfe der Prozesse AN und A A darstellen lasst. Das folgenden Lemma
liefert das entsprechende Resultat.

Lemma 1. Der Beitrag zur Likelihood-Funktion eines Individuums mit der Lebensdauer
X, das bis zu einem beliebigen, aber festen Zeitpunkt x € N beobachtet wird, ist gegeben
durch:

L) = ﬁ {(1 = AA(,0)) 2N (AA(z, 0)2N @ | (2.17)

r=1

Dabei gilt AA(z,0) = Eg{ AN (z)|Fr—1} = Pp{AN(x) = 1|Fo_1}.

Bemerkung 4. Die Darstellung des Likelihood-Beitrags (2.17) ldsst sich als diskrete
Version der so genannten Formel von Jacod [siehe Andersen et al., 1993, Kapitel 11.7.1]
interpretieren.

Beweis Lemma 1. Zunéchst wird, basierend auf dem bis xy beobachteten Zéahlprozess
N, der Vektor

(AN(1),AN(2)...,AN(x)) (2.18)

mit der zugehorigen Wahrscheinlichkeitsfunktion f2V aufgestellt, wobei AN (z) = N(x)—
N(z—1) fir alle x € {1, ..., x} gilt. Die Likelihood-Funktion (2.17) ist dann zunéchst
definiert als:

L(0) = fAN(AN) = fANO-ANO (AN(1), ..., AN(x))
Die Zufallsvariablen AN (z) mit
AN(SL’) = ]l{sz} (2.19)

sind dabei Bernoulli-verteilt (vgl. Definition 2), jedoch nicht unabhéngig voneinander.
Da ein Individuum némlich nur ein Mal ausfallen kann, folgt aus AN(x) = 1 direkt,

12
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dass AN(k) = 0 fir alle k € {z + 1,...,x}. Wird diese longitudinale Abhéngigkeit
innerhalb des Vektors (2.18) beriicksichtigt, ergibt sich folgende weitere Darstellung
der Likelihood-Funktion:

- fAYO(AN(D) (2.20)

Im néchsten Schritt wird ein Faktor von (2.20) fiir einen beliebigen Zeitpunkt x €
{1,...,x} betrachtet. Dazu sei angemerkt, dass es sich bei den Informationen tiber
AN(z—1),...,AN(1) genau um die Informationen handelt, die in der o-Algebra F,_;
enthalten sind. Mithilfe der Konvention 0° = 1 folgt:

=Py{AN(z) = 1|fx_1}AN(x) - Py{AN(z) = 0|f’x_1}1—AN(x)
=Py{AN(z) = 1|F,_, }AN@ . (1 — P{AN(z) =1 fH}lfANu))

Des Weiteren folgt aus der Eigenschaft (A.9) von bedingten Erwartungswerten sowie
aus AN(z) = Lian()=1}:

AN (z) 1-AN(z)
= (E{]I{AN(x)zl} |~Fx—1}) (1 — E{l{an(@)=1} |fx—1})

—(E{AN@)|Fn}) S (1= BfAN @) Fy)

Unter der Verwendung von (2.16) folgt weiter:

—AA(2, 02V (1 - A, 0)) (2.21)
Abschlielend folgt durch Einsetzen von (2.21) in (2.20):
L(9) = ﬂ {(1 = AA(z,0)) 2N (AA(z, 0)2N @}
2=1
[

Wird 6 als der Parameter der geometrischen Verteilung interpretiert, lasst sich die
Darstellung (2.17) weiter vereinfachen. Dazu liefert das folgende Lemma eine alternative
Darstellung fiir die Kompensatordifferenz AA.

Lemma 2. Sei X eine mit dem Parameter 6 geometrisch verteilte Zufallsvariable und
N = lyx<y) ein Zihlprozess, der beziglich der Filtration {F, : x € No} mit F, =

13
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o{Xy,.. . Xo} =o{wr, .., wat, - {We-nas1, - - waa} ) adaptiert ist. Dann gilt:
AA(z,0) = Eg{AN (2)|For} = Y (z — 1) (2.22)

Der Prozess Y wird als der Unter-Risiko-Prozess bezeichnet. Dabei gibt Y (x) an, ob
das Individuum zum Zeitpunkt x noch lebt, somit in der Zukunft von x noch ausfallen
kann, und folglich unter Risiko steht, oder nicht [siehe Fleming und Harrington, 1991,
Beispiel 1.4.2]:

1, Individuum kann in der Zukunft von x noch ausfallen

Yio) =Tt = {O sonst

(2.23)

Bemerkung 5. Da aus den Definitionen von N (vgl. 2.13) und Y (vgl. 2.23) folgt,
dass

Nz)=1<Y(x)=0
Nz)=0&<Y(x)=1

gelten, ergibt sich folgende alternative Darstellung der Filtrationselemente von {F, :

S NQ}
Fe=0{Y(k):0<k<uz}
Somit ist auch Y ein F,-adaptierte Prozess.

Beweis Lemma 2. Nach Definition 16 (vgl. Appendix, Kapitel A.3.1) ist Y (z — 1)
genau dann der bedingte Erwartungswert von AN (z) beztglich (F,_1, Py), wenn die
folgenden Bedingungen erfiillt sind:

(1) Y (x — 1) ist messbar beziiglich F,_;
it) Fur alle F € F,_; gilt:
(i) g

/F AN (z)dP; = /F 0Y (x — 1)dP,

Um Bedingung (i) zu tberpriifen, sei zunéchst angemerkt, das 6 deterministisch ist.
Auch ist Y nach Bemerkung 5 ein F,-adaptierter Prozess. Es folgt die Messbarkeit von
Y (z — 1) beziiglich F,_; und somit Bedingung (7).

Fiir den Nachweis von Bedingung (i7) folgt zunéchst die Integrierbarkeit von Zahl-
und Unter-Risiko-Prozess aus der Beschranktheit | N(z)| < 1 beziehungsweise |Y (z)| <
1 fir alle z € N

14
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Aufgrund der Additivitat der Integration gentigt es normalerweise Bedingung (i7) nur
fir die erzeugenden Elemente nachzuweisen. Die o-Algebra F,_; wird dabei von den
Ereignissen Xy, ..., X, erzeugt, wobei gilt, dass:

Xwy<z-1L,Vwe |J X

1<k<z—1

Dem folgend, ergibt sich fiir alle erzeugenden Ereignisse X, k € {1,...,2 — 1}, dass
N(z —1) =1 sowie N(z) =1 und somit:

AN (z)dPy = /

Xk

N(z) — N(z — 1)dPy = /

Xk

1= 1dF) = [ 0dP =0

Xk Xk

Auch gilt fiir alle w € Uj<j<, 1 X, dass Y(z — 1) = 0 und somit auch:

/ 0Y (x —1)dPy = | 0dPy =0
Xk

Xk

Da fiir jedes erzeugende Element gilt, dass
/AN(x)dPg — / 0Y (z — 1)dPy = 0,
F Xy,

, konnte anstelle von 6 jede beliebige Konstante gewéhlt werden, ohne Bedingung (7i) zu
verletzen. Folglich ist der Beweis an dieser Stelle noch nicht abgeschlossen. Ergénzend
wird ein beliebiges Komplement 2\ X; mit £ € {1,...,2z — 1} betrachtet. Fiir ein
Element w € '\ X; gilt:

AN(z)(w)=1wweX,

Somit ergibt sich fiir ein beliebiges Komplement € \ X;:

AN(z)dPy = /X dPy = Py(X,) =6(1 — 9)1—1

O\Xz

Auflerdem gilt fir w € Q \ X;:

Yz - 1)(w) :1@&269\{ U Xk.}
1<k<z—1
Mithilfe von

PQ{Q\{ U Xk}}:1—P9{{ U Xk}}zl—FG(x—l;é’)

1<k<z—1 1<k<z—1

=1-(1-(1-0"H)=(1-0)""

15
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folgt weiter:

/ 8Y (x — 1)dP, = 6 P
Q\Xg Q\{UlgkngXk}

ZQPQ{Q\{ U Xk}}:m—e)f—l

1<k<z—1
Bedingung (i7) ist damit auch erfillt. Es folgt die Behauptung
AA(z,0) =0Y(x—1),Vz €N
[l

Unter der Verwendung von Lemma 2 und Gleichung (2.16) folgt die alternative Dar-
stellung des Kompensators:

Ax,0) =03 Y (k —1) (2.24)

Im letzten Schritt wird, basierend auf der allgemeinen Likelihood-Funktion (2.17), eine
Likelihood-Funktion zur Schatzung des geometrischen Parameters 6 aufgestellt. Dazu
sei angemerkt, dass AN (z) = Lix—p gilt (vgl. 2.19). AuBerdem ist die Kompensator-
differenz A A fiir eine geometrisch verteilte Lebensdauer nach Lemma 2 gegeben durch:

AA(z,0) = 0Y (x — 1) = 0L ixs0 (2.25)

Einsetzen von (2.19) und (2.25) in (2.17) liefert abschlieBend die Likelihood-Funktion
zur Schatzung des Parameters der geometrischen Verteilung 6:

X
L) = [T{(1 = Txn )10 (Lixs00) =0 |

=1
min(X—1,x) Lix<y}
_ { I - 9)190] - [(1 - 9)091}
r=1
= glixsa (1 — g)minX—1x) (2.26)

Die Likelihood-Funktion (2.26) basiert dabei auf der Annahme, dass fiir ein zufillig
aus der Grundgesamtheit gezogenes Individuum die Lebensdauer in jedem Fall beob-
achtet werden kann. Diese Annahme ist in der Praxis allerdings nicht haltbar. Ent-
sprechend wird das Modell in den folgenden Kapiteln um Restriktionen beziiglich der
Beobachtbarkeit, namentlich die linksseitige Trunkierung sowie die rechtsseitige Zen-
sur, erweitert und die Likelihood-Funktion zur Schitzung der Ausfallwahrscheinlichkeit
0 entsprechend angepasst. Dazu wird zunédchst in Kapitel 2.2 eine bedingte Likelihood-
Funktion zur Schatzung von 6 unter Berticksichtigung der linksseitigen Trunkierung
hergeleitet.
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2.2. Linkstrunkierung

Soll die Wahrscheinlichkeit fir einen Ausfall innerhalb eines Jahres und, damit einher-
gehend, die erwartete Lebensdauer von Individuen untersucht werden, geschieht dies
mithilfe von Daten, die oft im Rahmen einer Studie erhoben werden. Dabei gibt es in
der Regel einen Zeitpunkt, an dem diese Studie beginnt. Auch wenn sich in der Regel
ebenso ein Zeitpunkt fiir das Studienende definieren lésst, basiert das in diesem Kapitel
entwickelte Modell auf der Annahme, dass die Studie ab dem Zeitpunkt des Beginns
unbegrenzt andauert. Eine Erginzung des Modells um ein Studienende und die damit
einhergehende Rechtszensur der Historie erfolgt dann in Kapitel 2.3.

Es wird davon ausgegangen, dass die Studie ein Jahr nach dem Ende des Ent-
stehungszeitraums beginnt. Umfasst der Entstehungszeitraum allgemein die G Jahre
{a,a+1,...,b}, so beginnt die Studie im Jahr b+ 1 (vgl. Abbildung 2.2). Folglich wird
angenommen, dass die Grundgesamtheit nur Individuen umfasst, deren Entstehung zum
Zeitpunkt des Studienbeginns héchstens G Jahre zurtickliegt. Da ab dem Studienbeginn
im Jahr b+1 der Ausfall eines Individuums beobachtet werden kann, wird der Zeitraum
der Studie {b+ 1,b+ 2, ...} auch als Beobachtungszeitraum bezeichnet.

Wird jedoch ein in der Grundgesamtheit enthaltendes Individuum, das vor dem Be-
ginn der Studie ausféllt, zufallig gezogen, werden keine Informationen beziiglich der
Lebensdauer beobachtet und nicht einmal die Existenz des Individuums zur Kenntnis
genommen.

Dieses als linksseitige Trunkierung beziehungsweise Linkstrunkierung bezeichnete
Phénomen soll im néchsten Schritt bei der Schatzung der Ausfallwahrscheinlichkeit
0 berticksichtigt werden.

Folglich gibt es zunachst zwei verschiedene Szenarien, namlich den Ausfall vor und
den Ausfall wihrend der Studie, deren Illustrierung sich beispielhaft fir G = 5 der
Abbildung 2.2 entnehmen lésst.

Das Ziel dieses Kapitels ist die Herleitung des Anteils eines Individuums zu einer
bedingten Likelihood-Funktion, mithilfe derer der geometrische Parameter €, unter
Berticksichtigung der Linkstrunkierung, geschatzt werden kann. Dazu muss im ersten
Schritt der zugrundeliegende Wahrscheinlichkeitsraum diskutiert werden.

Die linksseitige Trunkierung kann ndmlich auf zwei verschiedene Arten erfolgen, die in
Toparkus und Weibach [2025, Abbildung 2| visualisiert werden. Dabei besteht die eine
Variante darin, erst aus der Grundgesamtheit alle Individuen, die vor dem Studienbe-
ginn ausfallen, zu entfernen und anschliefend ein Individuum aus der linkstrunkierten
Teilgesamtheit zu ziehen. Dieser Ansatz wird jedoch im Rahmen dieser Arbeit nicht
weiter verfolgt.

Stattdessen wird ein Individuum direkt aus der Grundgesamtheit gezogen und erst
dann die Fallunterscheidung getroffen, ob dieses Individuum beobachtet werden kann
oder nicht. Folglich beschreibt die Ziehung eines Individuums aus der Grundgesamt-
heit dasselbe Zufallsexperiment wie im vorherigen Kapitel 2.1, sodass erneut der Wahr-
scheinlichkeitsraum (€2, F, Py) als Grundlage verwendet werden kann. Die Elemente der
Ergebnismenge Q = {wy,ws,...} sind dabei bereits in (2.1) definiert worden. Ebenso
dndern sich F = P(Q) sowie das Wahrscheinlichkeitsmafl Py (vgl. (2.4) und Definition
1) im Vergleich zum Modell ohne Restriktionen beziiglich der Beobachtbarkeit nicht.
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o— — —0— — —0— — —0— — —¢— — —e

Alter—ein—Jahr—vor—Studienbeginn T

Lebensdauer X

+ + + + + + Zeit
a b b+1  b+2

Entstehungszeitraum Beobachtungszeitraum

Abbildung 2.2.: Mogliche Pfade hinsichtlich der Beobachtbarkeit fiir einen Entstehungs-
zeitraum der Lange G = |{a,...,b}| = 5; die vertikale Linie zum
Zeitpunkt b + 1 markiert den Beginn der Studie; (i) Der obere Pfad
beschreibt ein Individuum, das in a entsteht und nach zwei Jahren,
also vor dem Studienbeginn, ausfillt. Weder das Ausfallalter noch das
Individuum selbst werden beobachtet. (i) Der untere Pfad beschreibt
ein Individuum, dass in a + 1 entstanden und in b + 2, also nach dem
Studienbeginn, ausgefallen ist. Das Ausfallalter wird beobachtet.

Zusatzlich sind auf dem Wahrscheinlichkeitsraum (2, F, Py) die Zufallsvariable X,
die die Lebensdauer eines Individuums beschreibt (vgl. (2.2)), sowie die Zufallsvariable
T, die das Alter des Individuums im letzten Jahr des Entstehungszeitraums angibt (vgl.
(2.3)), definiert. Es sei angemerkt, dass T" ebenso als das Alter ein Jahr vor dem Beginn
des Beobachtungszeitraums interpretiert werden kann.

Wie sich Abbildung 2.2 entnehmen lésst, kann der Ausfall eines Individuums genau
dann beobachtet werden, wenn dieser ein Jahr vor dem Beginn des Beobachtungszeit-
raums noch nicht stattgefunden hat. Somit ist die Beobachtbarkeit des Individuums
und folglich dessen Ausfallalter lediglich fiir das Ereignis

T:={T+1<X} (2.27)

gewahrleistet.

Welche Elemente der Ergebnismenge w € ) mit der Beobachtbarkeit des Individuums
einhergehen, kann fiir G = 5 beispielhaft Abbildung 2.3 entnommen werden.

Bei der Herleitung einer bedingten Likelihood-Funktion zur Schéatzung des geome-
trischen Parameters ¢ unter Beriicksichtigung der linksseitigen Trunkierung wird im
Folgenden der Ansatz verfolgt, dass diese sich, analog zu (2.17), erneut mithilfe eines
Zahlprozesses und des zugehorigen Kompensators beziiglich einer Filtration darstellen
lasst. Zunéchst wird zu diesem Zweck, basierend auf Andersen et al. [1988, Kapitel 4]
eine geeignete Filtration konstruiert.
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t
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Abbildung 2.3.: Zuordnung der Elementarereignisse zu einem Entstehungs- und Ausfall-
jahr bei einem 5 jahrigen Entstehungszeitraum inklusive Visualisierung
der Beobachtbarkeit: Fiir alle w unterhalb der Linie ist das Individuum
inklusive dessen Ausfall beobachtbar, alle w oberhalb der Linie repré-
sentieren ein nicht beobachtbares Individuum. Beispielsweise ist im Fall
We = Wa—1)5+(0+1) das Ereignis {T"+1 < X'} eingetreten und somit die
Beobachtbarkeit gegeben, da X = 2 und T" = 0. Im Gegensatz dazu
ist beispielsweise w3 = wi_1)54(241) mit X =1 und T" = 2 verbunden.
Das Individuum fallt somit nach einem Jahr aus, tritt aber erst nach
T + 1 = 3 Jahren in die Studie ein und wird folglich nicht beobachtet.

2.2.1. Die latente Filtration

Um die Linkstrunkierung berticksichtigen zu konnen, sollte eine geeignete Filtration
neben den Informationen beziiglich der Lebensdauer X auch Informationen hinsichtlich
des Entstehungsjahres und somit tiber 7' beinhalten. Ebenso sollte die Frage, ob ein
Individuum beobachtbar ist oder nicht, zu jedem Zeitpunkt beantwortet werden kénnen.
Das Ereignis T (vgl. (2.27)) sollte folglich in jedem Element der Filtration enthalten
sein.

Als Ausgangslage wird die in (2.14) beschriebene Filtration {F, : © € Ny} verwen-
det. Diese enthélt allerdings lediglich Informationen hinsichtlich der Lebensdauer eines
Individuums und ist somit fiir weitere Betrachtungen zu grob. Im Folgenden wird da-
her eine Erweiterung von {F, : * € Ny} um Informationen tiber das in 7" codierte
Entstehungsjahr und T konstruiert.

Zunéchst wird eine neue Filtration {G, : * € Ny} eingefithrt, deren Elemente G,
zusétzlich zu den Informationen iiber die Lebensdauer, die in F, enthalten sind, auch
Informationen beziiglich des Entstehungsjahres und somit {iber 7" beinhalten. Eine zu-
sitzliche Erweiterung um die Messbarkeit von T erfolgt an einer spiteren Stelle.

Analog zum, der Lebensdauer X zugeordneten, Zéhlprozess N (vgl. (2.13)) sei dazu
{Iir<yy : t € {0,...,G — 1}} der entsprechende Zéhlprozess fiir 7. Zunéchst wird
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angenommen, dass fiir ein Individuum zu jedem Zeitpunkt = € Ny das Entstehungsjahr
und somit der Wert von 1< fiir alle t € {0,...,G — 1} bekannt sein soll. Es folgt:

gx:f;pva{]l{TSt}l tE{O,,G—l}}
= o{N(k), Iir<y 1k €{0,... .}, t€{0,...,G — 1}} (2.28)

Dabei bedeutet das Symbol "V’, angewendet auf zwei o-Algebren F, und o{lr<y :
t € {0,...,G — 1}}, dass die Verkntipfung G, sowohl von allen Mengen des Erzeugen-
densystems von F, als auch von allen Mengen des Erzeugendensystems von o{1p<s :
t €{0,...,G —1}} erzeugt wird [siche Chung, 2001, Seite 20].

Des Weiteren sei

T, =T'#t)={w,€Q: (¢t modG=t+1)}mitte{0,....,G—-1} (2.29)

die Menge aller Ereignisse, in denen das Individuum ein Jahr vor Studienbeginn ¢ Jahre
alt ist. Fir den Fall G = 5 (vgl. Abbildung 2.3) gilt beispielsweise Ty = {w1, we, w11, - - .}
oder Ty = {ws, w7, w12, ...}. Allgemein beschreibt T, fiir eine Anordnung der Elemente
des Ergebnisraums nach dem Vorbild von Abbildungn 2.3 die t-te Reihe.

Auflerdem sei angemerkt, dass einerseits T; mit ¢ € {0,...,G — 1} genau dann ein-
getreten ist, wenn lyp<yy = 1 und Lyp<—1)} = 0. Andererseits gilt 1;7<;) = 1 genau
dann, wenn eines der Ereignisse Ty, ..., T; eingetreten ist. Jeder Verlauf des Prozesses
{Lir<yy : t €{0,...,G—1}} kann somit eindeutig mithilfe der Mengen T, . .., T; darge-
stellt werden und umgekehrt. Zusammen mit (2.14) sowie (2.28) resultiert die folgende,
alternative Darstellung von G,:

gx:]-—m\/o{]l{TSt},tG {0,,G—1}}
:U{Xl,...,Xx}VO'{Tt,tE{O,...,G—l}} (230)

Des Weiteren sei Gy := o{Ty,t € {0,...,G — 1}}, sodass
folgt.

Satz 2. Der Zihlprozess N, der in (2.13) definiert wurde, hat auch beziiglich {G,. : x €
No} und Py den Kompensator A (vgl. (2.24)).

Beweis. Zunéchst folgt aus der F,-Vorhersagbarkeit von A und der Teilmengenbezie-
hung F, C G,, dass A auch beziiglich {G, : € Ny} ein vorhersagbarer Prozess ist.
Da N auflerdem adaptiert beziiglich {G, : © € Ny} ist und alle weiteren Eigenschaften
eines Zahlprozesses erfiillt (vgl. Definition 3), ist N auch ein G,-Zahlprozess.
Es bleibt zu zeigen, dass es sich bei M = N — A um ein (G,, Pp)-Martingal handelt.
Da M adaptiert beziiglich {F, : x € Ny} ist, ist M auch G,-adaptiert. Um die Inte-
grierbarkeit von M zu zeigen, gilt zundchst mithilfe der Darstellung des Kompensators
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(2.24):

Eol M(2)] = Bl N(z) — A(w,0)] < Eo| N(@)] + 05| 3 ¥ (k — 1)]

k=1

Unter der Verwendung von Ey|N(z)| < 1 sowie Y (k—1) € {0, 1} fir k € N gilt weiter:

Eo| M ()| < 1 +9fj B[V (k—1)| =1+ HiEQ{Y(k 1)

k=1 k=1

Des Weiteren ergibt sich fir Eo{Y (k — 1)}:
Eg{Y(k—1)} =Eo{lixon} = P{X >k} =1—Fg(k—1,0) = (1—0)""
Abschlieflend folgt:

Eo|M(z)| < 14> 0(1—0)""' =1+ Fg(x;0) <2 < 00, Yz € Ny
k=1

Zum Nachweis der Martingaleigenschaft Eo{M (z + )|G,} = M(x) fir x € Ny und
r € N wird stellvertretend

Eo{M(2)|Gy—1} = M(z —1),Vz € N

nachgewiesen, da dann aufgrund der Turmregel (vgl. Satz 13, (ii))

Eo{ M(z + 1)|Ga} = EQ{EQ{. Eo{M(z + 1)[Garr 1} ...

G,11}0.} = M)

folgt und der Beweis damit abgeschlossen ist.
Zunéachst gilt:
Eg{M(2)|Gz-1} = M(z — 1)
SE{AN(z) — AA(x,0)|G,—1} =0
SE{AN(2)|G,—1} = Eg{AA(x,0)|G,—1}
SE{AN(2)|Gor} = 0Y (2 — 1) (2.32)

Somit bleibt zu zeigen, dass 0Y (x—1) der bedingte Erwartungswert von AN beziiglich
G.—1 und Fy ist. Dies ist genau dann der Fall, wenn die folgenden Bedingungen erfiillt
sind (vgl. Definition 16):

(1) 8Y (z — 1) ist messbar beztiglich G, 4

(i1) Fir alle G € G, gilt:

/([}AN(x)dsz/GQY(x—l)dPg
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Eigenschaft (i) folgt dabei direkt aus der Messbarkeit von Y (x — 1) beziiglich F,_;.

Fir den Nachweis von Bedingung (i7) folgt zunéchst die Integrierbarkeit von Zahl-
und Unter-Risiko-Prozess aus der Beschranktheit |N(z)| < 1 beziehungsweise |Y (z)| <
1 fir alle z € Ny

Aufgrund der Additivitat der Integration geniigt es, Bedingung (i) nur fiir die er-
zeugenden Elemente, die nicht auf die 0 abgebildet werden, nachzuweisen. Dabei wird
G.—1 von den Elementen Xy, ..., X, 1 sowie T; mit ¢t € {0,...,G — 1} erzeugt. Fiir alle
Xy mit k£ € {1,..., 2 — 1} respektive deren Komplemente wurde Eigenschaft (ii) bereits
im Beweis von Lemma 2 nachgewiesen. Es bleibt somit

/T N(z) = Nz — 1)dPy = [ 0Y(x —1)dPy, ¥t € {0,...,G — 1} (2.33)

Ty

Zu zeigen.
Fir die linke Seite von (2.33) gilt wegen

PT(w(k—1)G+t+1) = PT<w(m—1)G+t+1)

fiir alle £ € N und unter Zuhilfenahme der Unabhéangigkeit von Lebensdauer und Ent-
stehungsjahr (vgl. (2.4)) sowie der Wahrscheinlichkeitsfunktion der Lebensdauern (2.5):

| AN(@)dPy = 3 AN(#)(@)Po(w)

wETt

= Z AN (2)(W—1)ctt+1) Px (Wk—1)c4141) Pr(Wk-1)G+i41)

=Pr(We-nG+e+1) Y AN(2)(@a-1a+e+1)0(1 = 6)<! (2.34)
k=1

Fuar alle £ < z — 1 ist dabei:

AN (z)(wk-1yc1e41) = N(@)(WE-1)61141) — N(z = D(wr-—nerer) =1 -1=0
Des Weiteren ist fir alle &k > x + 1 ebenfalls:

AN(z)(Wk-1)61t+1) = N(@)(Wk-1)G1t+1) — N(@ — D)(Wr-1)G+t41) =0—-0=10
Lediglich fiir den Fall k = x ist:

AN(f)(W(k—l)GthH) = N(x)(w(k—l)GthH) — N(z — 1)(W(k—1)G+t+1) =1-0=1

Somit ergibt sich fiir (2.34):

i AN (2)dPy = Pr(w—1)G+41)0(1 — )"
= PT(w(ac—l)G+t+1)PX (W(z—1)G+t+1) =Py (W(at—l)G—l—t—f—l)

Fiir die rechte Seite von (2.33) ergibt sich aufgrund der Unabhéangigkeit von Lebens-
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dauer und Entstehungsjahr:

i 0Y (x — 1)dPy = > 6Y (z — 1)(w)Py(w)

weTy

= Pr(we-ne+e+1)0 Y Y (2 = 1) (Wie-1)646+1)0(1 — )< (2.35)

k=1
Dabei gilt
0, wenn k <z —1
Y(z—-1 - =< _ 2.36
(@ = D(W-1are41) {1’ wenn k > (2.36)
Abschliefiend liefert Einsetzen von (2.36) in (2.35):
] 0Y (x — 1)dPy = Pr(we—1are+1)0 > 0(1 —0)"!
t k=x
= PT(W(;rfl)GthJrl)e(l — Fg(r —1; 9))
= Pr(we—1c++1)0(1 — 0)" ' = Py(wip—1)G1e41)
Damit ist (2.33) erfiillt und der Beweis abgeschlossen. ]

Bemerkung 6. Die Elemente der Filtration {G, : © € No} lassen sich alternativ durch

g:z - O'{W1,...,WG$} ng

darstellen.
Zum Nachweis der Gleichheit geniigt es zu zeigen, dass alle Elemente des Erzeu-
gendensystems von G, in o{w,...,wa:} V Go enthalten sind und umgekehrt. Die Er-

eignisse Ty mit t € {0,...,G — 1} sind per Definition in Gy und somit in G, sowie
of{wi,...,we:} V Go enthalten.

Fiir den Nachweis von G, C o{wi,...,wa.} V Go sei angemerkt, dass o-Algebren
stabil beziglich abzdahlbaren Vereinigungen sind und die erzeugenden Mengen X; mit
ke{l,...,z} von G, darstellbar sind als:

Xk = U {wb}

Gk—(G—1)<1<Gk

Es folgt fir alle k € {1,...,z}, dass Xy € of{wy,...,wg.} und somit auch G, C
of{wi,...,waeet V Go.

Abschlieflend muss somit noch w, € G, fir alle v € {1,..., Gz} nachgewiesen werden.
Dazu sei angemerkt, dass sich jede natirliche Zahl v € {1,...,Gx} eindeutig schreiben
lasst als 1 = (k—1)G+t+1mit ke {1,...,z} und t € {0,...,G — 1}. Da eine o-
Algebra durchschnittsstabil ist, gilt fir alle Mengen X, € G, und T; € G,, dass ebenso
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X, NTy € G, gelten muss. Mit (2.12) und (2.29) folgt:
X NTy = {wL: [Cﬂ :k}ﬂ{wL (I mod G)=t+1}

:{ { ] }ﬂ{w(k 1G+t+1,k€N}
;
(k-

k—1) G+t+1
{W(k; 1)G+Ht+1 - w = k}

1)+ F—‘_W k}

Dat+1<G gilt, folgt [(t+1)/G] =1 und somit:

{W(k 1)GHt+1 -

Xk N Tt = {W(’gl)GthJrl k= k} == {W(k_l)G+t+1} (237)

Somit kann jedes Element w, mit v € {1,...,Gx} als Schnitt einer Menge Xy, mit einer
Menge T, realisiert werden. Es folgt w, € G, und somit o{wi,...,wg:} V Go C G,.
Insgesamt ergibt sich c{ws, ..., waz} V Go = Ga.

Da die Konstruktion einer Filtration {G, : * € Ny}, die fir ein Individuum die
benotigten Informationen hinsichtlich der Lebensdauer X sowie des in T codierten
Entstehungsjahres enthélt, abgeschlossen ist, erfolgt im nachsten Schritt eine zuséatzliche
Erweiterung.

Aufgrund der Tatsache, dass die Beobachtbarkeit des Individuums lediglich fiir das
Ereignis T = {T + 1 < X} (vgl. (2.27)) gegeben ist, ist es sinnvoll, die Filtration
{G. : * € Ny} dahingehend zu modifizieren, dass zu jedem Zeitpunkt erkennbar ist,
ob das Ereignis T eingetreten ist oder nicht. Beziiglich der erweiterten Filtration sollte
somit die Messbarkeit von T fiir jeden Zeitpunkt x € Ny gegeben sein. Um so eine
Erweiterung von {G, : © € Ny} zu konstruieren kann sich der Tatsache, dass es sich
bei der Zufallsvariablen 7" um eine so genannte G,-Stoppzeit handelt, bedient werden.
Diese werden folgendermaflen definiert [siche beispielsweise Bauer, 1974, Kapitel XI.,
§58, Formel (58.2)]:

Definition 6 (Stoppzeit). Sei {G, : © € Ny} eine Filtration auf einem Wahrschein-
lichkeitsraum (Q0, F, Pp). Eine nichtnegative Zufallsvariable T heifit eine G,-Stoppzeit
genau dann, wenn

Intuitiv ist klar, dass fiir ein Individuum die Informationen zum Entstehungsjahr in
G, enthalten sind und somit zu jedem Zeitpunkt x beantwortet werden kann, ob T'= x
gilt. Aus mathematischer Perspektive folgt aus

T,, wenn 0 <z <G-1

2.38
(), sonst, ( )

{T=z}={w, €Q:1 modG:x—i—l}:{
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dass es sich bei T um eine G,-Stoppzeit handelt, da sowohl T, € G, fir alle z €
{0,...,G — 1} als auch () € G, erfullt ist.

Bemerkung 7. Mithilfe der Teilmengenbeziehung Gi C Gy C ... ldsst sich einsehen,
dass

{T=2}€g,
auch direkt
{r=0tu{T=1}u...u{T =2}) € G,

und somit auch
{T<z}eg (2.39)
impliziert.

Die gestoppte o-Algebra, die alle bis T' eingetretenen Ereignisse enthélt, ist dann
definiert als

Gr=c{TeF:TN{T ==z} €G,,Vr €Ny}

Mithilfe von Bemerkung 7 kann diese folgendermafien umformuliert werden [siehe Bil-
lingsley, 2012, Formel 35.20]:

gT:U{TGfZTﬂ{T§$}egx,VQTEND} (240)

Mithilfe von (2.31) und (2.40) kann dann die modifizierte Filtration {rG, : z € Ny}
mit

76z == Gz V Gr, (2.41)

die die Informationen zum Zeitpunkt x VT := max(z, T') enthélt, definiert werden. Der
folgende Satz liefert nun die geforderte rG,-Messbarkeit von T = {T"+ 1 < X'} fiir alle
T e No.

Satz 3. Gegeben sei die Filtration {7G, : © € No} mit 1G, := G, V Gr, die auf dem
Wahrscheinlichkeitsraum (2, F, Pp) (vgl. (2.1) und (2.4)) definiert ist. Dabei wurden G,
in (2.30) und Gr in (2.40) eingefihrt. Das Ereignis T = {T +1 < X} mit X aus (2.2)
und T aus (2.3) ist dann in der gestoppten o-Algebra Gr enthalten und somit messbar
beziiglich G, fir alle x € Ng.

Beweis. Um nachzuweisen, dass T messbar beziiglich G, fiir alle x € Ny ist, gentigt es
zu zeigen, dass T messbar beziiglich Gr ist. Nach (2.40) muss folglich tiberpriift werden,
ob

TN{T<z}€q, VreN, (2.42)

erfilllt ist. Zunéchst folgt aus {T'=2} =T, fir 0 <z < G — 1 und {T =z} = 0 fiir
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x> G (vgl. (2.38)), dass:
zA(G—1)
=0

AuBerdem gilt fiir T

']T:{T—I—lSX}:{W(k_l)G_,_t_,_ltG{O,,G—l},keN,t+1§k}

G-1

= J{wp—ngrtr1 : ke Nt +1 <z}
t=0
G-1 00

= U(Tm< U Xk>>
t=0 k=t-+1

wobei UY_, X = 0 verwendet wird. AbschlieBend folgt:

otz [Q e (uo)]o [ 7)o (00)

+=0 t=0 t=0

DaT, e g, fuirte{0,....,2AN(G—1)} und X, € G, fiir k € {1,...,t < x} erfllt ist
(vel. (2.30)), folgt (2.42) und damit die Behauptung. O

2.2.2. Linkstrunkierter Zahlprozess und Kompensator

Nachdem mit {7rG, : * € Ny} eine zunichst geeignete Filtration konstruiert wurde,
muss im nachsten Schritt die Frage nach dem Z&ahlprozess, der bei der Berticksichti-
gung der linksseitigen Trunkierung beobachtbar ist, geklart werden. Fur X < T und
somit N(T') = Lix<ry = 1 wird namlich die Lebensdauer des Individuums trunkiert
(oberer Pfad in Abbildung 2.2) und somit der Ausfall nicht beobachtet. Auerdem fin-
det keine beobachtbare Entwicklung nach 7" mehr statt. Somit lasst sich mithilfe des
linkstrunkierten Zahlprozesses N [siche Andersen et al., 1988, Formel (4.1)] mit (vgl.
Definition 3)

TN(ZL‘) = N(ZL‘) - N(ZL‘ VAN T) = ]l{T-i—lSXS:c} (243)

einsehen, ob zu einem Zeitpunkt = € Ny ein sichtbarer Ausfall des Individuums bereits
stattgefunden hat. Dabei ist 2 AT als das Minimum von x und 7" definiert. Des Weiteren
wird, basierend auf (2.23), der linkstrunkierte Unter-Risiko-Prozess [siehe Andersen et
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al., 1988, Kapitel 4] definiert durch:

Y (7) = Lir<nyY (7) = Lir<oyLix-132) = L{rri<et1<x) (2.44)

Es sei angemerkt, dass die Entscheidung, die individuumspezifischen Experimente erst
ab T zu beobachten, als Marginalisierung interpretiert werden kann. Auf diese wird
jedoch im Verlauf der Arbeit nicht weiter eingegangen. Stattdessen werden /N sowie
7Y als die gegebenen Daten interpretiert.

Fiir die Erstellung einer bedingten Likelihood-Funktion zur Schatzung des geometri-
schen Parameters muss zunachst der linkstrunkierte Zahlprozess rN in ein Martingal
und einen Kompensator zerlegt werden. Da dieser Kompensator von 7Y abhangen wird,
ist es sinnvoll, zundchst zu zeigen, dass es sich zum einen N tatséchlich einen bei 7G,-
Zahlprozess handelt und zum anderen 1Y ein rG,-adaptierter Prozess ist. Der folgende
Satz liefert die entsprechenden Resultate.

Satz 4. Der Prozess rN ist ein Zihlprozess beziglich der Filtration {rG, : * € Np}.
Auferdem ist 7Y ein 1G.-adaptierter Prozess.

Beweis. Da N und Y adaptiert beztiglich der Filtration {F, : x € Ny} sind (vgl. (2.14)
und Bemerkung 5), folgt aus der Teilmengenbeziehung F, C G, C G, fur alle z € Ny,
dass N und Y auch 7G,-adaptierte Prozesse sind. Auch folgt aus der Definition von
rN (2.43), dass:

TN(Q}) = ]1{T+1§X}]I{X§:v} = ]lﬁN(l?

Die Indikatorfunktion 15 kann dabei folgendermaflen interpretiert werden:

1~ =

{1, wenn das Ereignis T eingetreten ist
T

0, sonst

Das Ereignis T = {T + 1 < X} ist dabei per Konstruktion messbar beziiglich G, fir
alle x € Nj. Folglich ist der linkstrunkierte Zahlprozess +/N als Komposition zweier

rG.~adaptierter Prozesse ebenfalls G, -adaptiert.
AuBerdem gilt 7N (0) = N(0) — N(0) = 0 sowie:

rN(z) = N(x) = Nz AT) < N(z) < 00

Dariiber hinaus besitzt /N nur maximal einen Sprung der Hohe 1. Damit ist 7N ein
Zahlprozess beziiglich {7G, : € Ng}.

Da es sich bei T" um eine 7G,-Stoppzeit handelt, gilt auflerdem {T" < z} € G, C G,
(vgl. Bemerkung 7 und insbesondere (2.39)). Somit ist der Prozess 1yr<,; messbar
beztiglich G, . Folglich ist der linkstrunkierte Unter-Risiko-Prozess rY als Produkt
(vgl. (2.44))

TY(ﬁ) = ]1{T+1§x+1gx} = ]]-{T+1§$+1}]]-{X—12J:} = ]l{Tgx}Y(I)

zweier rG,-adaptierter Prozesse selbst auch ein G, -adaptierter Prozess. O
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Da 7N ein 1rG,-Zéhlprozess ist, kann im néchsten Schritt eine zur Doob-Zerlegung
von N (vgl. 2.15) analoge Dekomposition von 7N in ein Martingal und einen Kompen-
sator erfolgen. Es scheint naheliegend, dass der zu 7N analog konstruierte Prozess rA
mit 7A(0,6) = 0 und

rA(z,0) = A(z,0) — A(x AT, 0)

x AT
= Z Eg{AN(k)|Gr-1} — Z Eo{ AN (k)|Gr—1}
k=1 k=1
= > Lir<n Eo{ AN (K)|Gr-1}
k=1
= Iy (k- 1)
k=1

:f)f:TY(k—n

fiir z € N einen Kompensator von 7N darstellt.
Diese Vermutung kann durch das folgende Theorem, das einen Spezialfall von Pro-
position 4.1 aus Andersen et al. [1988] darstellt, bestatigt werden:

Satz 5. Ist ein Individuum lediglich fir das Ereignis T = {T+1< X} mit
Qg = PQ{T} >0
beobachtbar, so hat der zugehorige linkstrunkierte Zihlprozess N aus (2.43) den Kom-
pensator 1A mit 7A(0,0) = 0 sowie
7 A(x,0) =0 7Y (k—1) (2.45)
k=1

Dieser ist definiert beziglich der Filtration {rG, : © € No} (vgl. 2.41) sowie dem
bedingten Wahrscheinlichkeitsmafs Py mit

Py{GNT} _ P{Gn T}

PE{G} . Py{T} Qg

(2.46)

Bemerkung 8. (i) Tatsdachlich ist vA auch der rG,-Kompensator von rN bezig-
lich des unbedingten Wahrscheinlichkeitsmafles Py. Jedoch liefert die Bedingung
auf Beobachtbarkeit im spdteren Verlauf einige Vorteile bei der Konstruktion der
bedingten Likelihood-Funktion zur Schatzung de geometrischen Parameters 6.

(17) Erwartungswerte beziglich Pg konnen fiir beliebige Zufallsvariablen, hier beispiels-
weise dargestellt fiir Komponenten des Zihlprozesses N(z) (vgl. (2.18)) mit der
Realisierung v(x), folgendermaflen formuliert werden [siehe Klenke 2020, Defini-
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tion 8.9):

E;{N(z)} =Y v(@)Py{N(z) = v(2)|T} = Bo{N(x)|T} = A )

v(z)
Insbesondere gilt somit EE{N(J@)} = EE{TN(:E)} = Eg{rN(z)}/ay.

Beweis. Es ist zu zeigen: Aus der Tatsache, dass es sich bei M = N — A um ein
Martingal beziiglich der Filtration {G, : © € Ny} sowie dem Wahrscheinlichkeitsmafl P
handelt (vgl. Satz 2), folgt, dass M mit

rM(z) = M(zx) — M(x ANT)=rN(z) — rA(z,0)

ein Martingal beziiglich der Filtration {7G: : © € Ny} sowie dem bedingten Wahr-

scheinlichkeitsmaB P} ist. Somit ist zu zeigen:
(1) Der Prozess M ist rG,-adaptiert.
(i7) Fiir alle 2 € Ny gilt EF| +M (2)] < 0.

(i71) Es gilt die Martingaleigenschaft EE{TM(QZ + k)| G, } = rM(x) fur alle z € N
und k € Nj.

Zunachst wird, zum Nachweis von (i), die Doob-Zerlegung
k=1

betrachtet.

Da 6 deterministisch ist und, nach Satz 4, die Prozesse N und 7Y adaptiert be-
ziiglich {7G, : © € Ny} sind, handelt es sich bei M als Komposition rG,-adaptierter
Prozesse ebenfalls um einen Tgx—adaptierten Prozess.

Um Eigenschaft (i7), also Ej| 7M(x)| < oo, Vo € Ny, nachzuweisen, wird zunéchst
unter der Verwendung von (2.47) die Zerlegung

Ej| rM(2)| = - Eo{1z|M(2) - M(z AT))

1

< —EB{|M@)] + M AT)|} = 1

a—g(Eg[M(w)l +Eg|M(z AT)|)

betrachtet. Der Term Eg|M (z)| ist endlich, da M ein (G,, Pp)-Martingal ist. Der Prozess
M(- ANT) ist nach dem Theorem des optionalen Stoppens (vgl. Appendix, Satz 14)
ebenfalls ein (G,., Pp)-Martingal und folglich gilt auch Eg| M (xAT)| < oo fiir alle z € Ny,
Eigenschaft (i7) ist somit nachgewiesen.
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Abschliefend muss (7ii) und somit die Martingaleigenschaft EE{TM (x 4+ K)| rG.} =
rM(x) fir alle z € Ny und x € N nachgewiesen werden. Zunéchst gilt
Ey{rM(z + k)| 7.} = v M (2)
SE{rM(z + k) = M ()| 7G.} = 0

@EE{ﬂG[TM(x + k) — TM(x)]} =0, VG € 7G,, (2.48)

Des Weiteren lésst sich mithilfe von (2.47) einsehen, dass (2.48) dquivalent ist zu:

1E9{1Grﬁf[TM(I + k) — TM(x)]} =0

Qg

@Eg{nm [rM(a+ r) TM(x)}} —0,YG € +G, (2.49)

Da {T < z} € G, C 1@, erfillt ist (vgl. (2.39)) und somit auch fiir das Komplement
{T > x + 1} € G, folgt, bilden diese beiden Mengen eine Partition von rG,. Folglich
ist es ausreichend, Gleichung (2.49) fir die beiden Félle (a) G C {T" < z} und (b)
G C{T > x + 1} zu zeigen. Mengen, die teilweise in (a) und teilweise in (b) enthalten
sind, konnen in zwei Teilmengen, die sich jeweils einem der Félle eindeutig zuordnen
lassen, zerlegt werden.

(a) G C{T < z}: Fir diesen Fall gilt:
Eg{ﬂ(m [rM(z + k) - TM(a:)]} =0,VG € 16,
@E%lggﬂ@ﬁhM@H+ﬁ—TM@ﬂ}:QVGET%: (2.50)
Zunéchst ergibt sich:
TNG=(TN{T <z})N(GN{T <z}

Da T € Gy (vgl. Satz 3), ist nach (2.40) der Mengenschnitt T N {7 < z} € G,.
Auflerdem gilt G € 7G, und somit entweder G € Gr oder G € G,. Falls G € Gr,
so ist erneut wegen (2.40) der Mengenschnitt GN{T < z} € G,. Falls G € G,, so
ist ebenfalls GN{T <z} = G € G,. Es folgt TNG € G, und somit die Giltigkeit
von (2.50), wenn

Eg{]l{TSJ;} |:TM<.T -+ /i) — TM([E)}

.} —0

erfillt ist.
Dariiber hinaus gilt fiir das Ereignis {T" < z'}:

rM(x+k)—rM(x)=M(x+r)— M(T)—M(x)+ M(T)=Mx+ k) — M(x)
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Entsprechend folgt mithilfe der Martingaleigenschaft von M beziiglich {G, : x €
No} und Pp:

Eg{]l{TSx} (e M(z + k) = 7 M ()] Gr} =0

G, } = Eo{M(a+ 1)~ M(2)

Gleichung (2.49) ist damit fiir den Fall G C {T' < z} bewiesen.

GC{T>az+1}:

Zunachst wird die Menge K := {T < 2 + k} definiert. Da fir das Ereignis G gilt,
dass M(x AT) = M(x) ist, kann (2.49) folgendermafien umgeformt werden:

139{11@mﬁf [rM(z + ) - TM(x)]} =0

@Eg{]l [M(x+r) = M((z + 5) AT) = M(z) + M(x A T)}} —0

GNT

@Eg{]leﬂM(x—i-/ﬁ) — M((z+ k) /\T)}} =0

Fir das Ereignis Q\ K ={T >z +r+ 1} ist M((x + k) AT) = M(x + k) und
Gleichung (2.49) somit erfiillt. Entsprechend muss lediglich noch die Gleichung

Eg{ﬂKmeﬁ[M(x—i—fi) ~ M((z + r) AT)]} ~0 (2.51)

nachgewiesen werden.

Zunéchst sei angemerkt, dass G N {T < x} = QE G, und somit G € Gp erfillt
ist (vgl. (2.40)). Da auch T € Gr, folgt GNT € Gr und nach (2.40) weiter

GNTN{T < z} € G,. Des Weiteren ergibt sich mithilfe der Teilmengenbeziehung
{IT<z}C{T <z+k}=K

direkt N B
KNGNTN{T <z} =GNnTnNn{T<z}eq,

und somit KNG NT € Gr. Aulerdem folgt aus G N T e Gr ebenfalls
KNGNT=(GNT)N{T < z+k} € Gorr
Zusammengefasst gilt somit KNG N T e Grvx NG = Gagr)ar- Folglich reicht es
Eg{ M(z+ k) — M((x+ k) A T)‘g(ern)/\T} =0

nachzuweisen, um zu zeigen, dass 2.51 gilt.

Nach dem Theorem des optionalen Stoppens (vgl. Appendix, Satz 14) ist M (-AT)
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ein G, r-Martingal und es gilt:
Bo{ M(a+5) = M((@+ ) AT) |G snna )

—Eo{ Mo+ 1)|Grarmnr | — Eo M((a + 1) AT)|Gormrnr }
=M((x +R)ANT) = M({(z+rK)ANT)=0

Gleichung (2.49) ist somit auch fir G C {T > z + 1} bewiesen. Das Prozess rA
ist folglich der (7G,, P; )-Kompensator von 7N.

]

Es sei angemerkt, dass aus Satz 5 folgt, dass sich alle A pA(xz,0) als die bedingten
Wahrscheinlichkeiten der sukzessiven Bernoulli-Experimente A 7N (x), gegeben T sowie
der in 7G,_; enthaltenen Informationen, interpretieren lassen:

PH{A +N(x) = 1|7Go1} = EHA 2N ()| 7Go1} = A 7 A(2,0) = 0 1Y (x — 1)

Zur Erinnerung, besteht das Ziel dieses Kapitels in der Herleitung einer bedingten
Likelihood-Funktion, mithilfe derer eine Schétzung des geometrischen Parameters 6 un-
ter Berticksichtigung der linksseitigen Trunkierung erfolgen kann. Diese wird sich analog
zu L(0) (vgl. (2.17)) mithilfe des Zahlprozesses v N sowie des zugehorigen Kompensators
rA beziiglich einer Filtration und bedingt auf 1z € {0, 1} darstellen lassen.

Vorher muss allerdings noch die zugrundeliegende Filtration {7G, : x € Ny} in Frage
gestellt und gegebenenfalls angepasst werden.

2.2.3. Anpassung der Filtration

Im Folgenden wird die Filtration {rG, : © € Ny} so angepasst, dass diese eine auch
fir praktische Anwendungen geeignete adédquate Beschreibung der Individuumbhistorie
liefert. Es wird sich ndmlich herausstellen, dass in der Praxis nicht alle in {7G, : € Ny}
enthaltenen Informationen beobachtbar sind. Dies kann mithilfe des folgenden Lemmas
eingesehen werden.

Lemma 3. Sei {G, : © € Ny} eine Filtration, deren Elemente in (2.30) und (2.31)
definiert wurden. Sei T eine G,-Stoppzeit und Gy die entsprechende gestoppte o-Algebra
nach (2.40). Sei weiter Gy = o{T,:t € {0,...,G —1}} C G,. Dann gilt Go C Gr.

Beweis. Es muss gezeigt werden, dass alle erzeugenden Elemente T, mit ¢ € {0,...,G —
1} von Gy in Gr enthalten sind. Nach (2.40) muss dafir gezeigt werden, dass

Dazu sei angemerkt, dass T; = {T" = ¢} gilt und wegen (2.30) folglich

T, egG,, fallst<x<G-1
0 € G,, sonst

Ttﬂ{Tgx}:{

32



2. Das Modell

Somit ist Gy C Gr nachgewiesen. O

Mithilfe von Lemma 3 sowie den Darstellungen (2.41) von G, und (2.31) von G,
folgt:

Tgac:g:png:fm\/go\/gT:fm\/gT (252)

Ausgehend von (2.52) kann nun eingesehen werden, dass {7G, : = € Ny} fir prak-
tische Anwendungen ungeeignet ist. Fir ein Individuum, das bereits vor dem Beginn
der Studie ausfillt und somit linksseitig trunkiert wird (vgl. oberer Pfad in Abbildung
2.2), werden in der Praxis keine Informationen beobachtet und nicht einmal dessen
Existenz zu Kenntnis genommen. Jedoch sind auch fiir ein trunkiertes Individuum alle
Informationen bis zum Alter 7' in Gr und somit in {7G, : © € Ny} enthalten. Ebenso
sind Informationen beziiglich eines Ausfalls (oder Nicht-Ausfalls) vor dem Beginn der
Studie in {F, : x € No} und folglich in {7G, : = € Ny} enthalten, in der Praxis aber
nicht beobachtbar. Die Filtration {rG, : # € Ny} enthélt somit in der Praxis nicht be-
obachtbare Informationen. Zur addquaten Beschreibung der Historien wird folglich eine
grobere Filtration benotigt. Dazu sei angemerkt, dass die in 7" startenden Informationen
iiber die Prozesse N und 7Y bis zum Zeitpunkt x gegeben sind durch:

o{rN(k),rY(k): ke {T,...,xz}}

Darauf aufbauend, liefert das folgende Lemma eine beobachtbare Filtration zur adédqua-
ten Beschreibung der Historien [siehe Andersen et al., 1988, Kapitel 4, oder Wei3bach
et al., 2024, Kapitel A.1.2].

Lemma 4. Fir die Filtration {7F, : T < x} mit
7 Fe = o{rN(k),rY (k) : ke {T,...,xz}} (2.53)
qgilt:
(1) vFe C 1G, fir alle z € Ny.
(i1) Es gilt T={T +1< X} € ¢F, firalez>T.
(1ii) Der Prozess pM = N — 1A ist ein (rF,, Pg)-Ma,rtz'ngal.

(iv) {pFs : T < x} enthdlt nur beobachtbare Informationen.

Beweis. (i) Nach Satz 4 sind die Prozesse 7N und 7Y adaptiert beziiglich der Fil-
tration {7rG, : x € Ng}. Somit folgt direkt r+F, C G, fir alle z € Nj.

(#7) Zum Nachweis der Messbarkeit von T = {741 < X} beziiglich p.F, fiir alle z > T
geniigt es, das kleinste Filtrationselement 77 zu betrachten. Da +N(7') = 0 mit
Wahrscheinlichkeit 1 gilt, folgt

rFr = U{TN(T), TY(T)} = U{TY(T)}
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(iid)

(iv)

Des Weiteren gilt nach der Definition von Y (2.43):
TY(T) = ]1{T+1§T+1§X} = ]1{T+1§X} = llﬁ
Somit ergibt sich
1 Fr=0{T} C rFry C ...
und folglich die Messbarkeit von T beziiglich rF, fir alle z > T.
Es wird gezeigt, dass M ein (pF,, ng )-Martingal ist. Da
T M(T)=M(T)—- M(TANT)=0

erfilllt ist und fir alle z > T + 1 gilt, dass sowohl N (x) als auch 7Y (x — 1)
messbar beziiglich rF, sind, ist wegen (2.45)

TM(%) = TN(.T) — TA(Q?, 0)

:TN(Z')—ei:TY(k—l)

adaptiert beziiglich +F,.

Die Eigenschaft Egﬂ M (z)| < oo fiir alle x € Ny wurde bereits im Beweis von
Satz 5 diskutiert und ist folglich auch erfiillt. Da M ein (3., PJ)-Martingal ist,

folgt abschlieBend die Martingaleigenschaft Ej{7M(x + k)| 7F,} = M (x) fiir
alle z > T und k € N mithilfe des in () bewiesenen Resultats +F, C G, sowie
unter Zuhilfenahme der Turmregel fiir bedingte Erwartungswerte (vgl. Satz 13,

(14)):
Ep{rM(z + k)| 77} = Eg{Ep {rM (2 + 1) G} 772}
= Eg{rM(z)| 1 F,} = M ()

Die Eigenschaft der Beobachtbarkeit folgt direkt da 7N sowie 7Y immer beob-
achtbar sind.
O

Bemerkung 9. Da es sich bei Y um einen rJF,-adaptierten Prozess handelt, folgt,
dass 1A nach (2.45) ein pF,-vorhersagbarer Prozess ist.

Lemma 4 stellt eine Anwendung des Innovationstheorems [siche Andersen et al. 1993,
Kapitel 11.4.2] dar.

Aussage (i) ist dabei in erster Linie eine Bedingung fiir Aussage (ii7). Zusétzlich lasst
sich mithilfe von Aussage (ii) zu jedem Zeitpunkt x > T einsehen, ob das Individuum
beobachtbar ist oder nicht.
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Dabei ist die Teilmengenbeziehung +F, C 7G, intuitiv klar, da fir ein Individuum,
das VT Jahre alt ist, alle Informationen iiber die Vergangenheit und die Gegenwart in
173, enthalten sind. Im Gegensatz dazu enthéalt rF, lediglich einige, aber nicht zwangs-
laufig alle, Informationen iiber Vergangenheit und Gegenwart eines x > 1" Jahre alten
Individuums. _

Aus Aussage (74i) und Bemerkung 9 folgt wiederum, dass der Prozess 7 A der (7.F,, Py )-
Kompensator von 7N ist.

Somit resultiert:

Py{A rN(z) = 1| 1Fo 1} = Eg{A o N(2)| 1Fs 1} = A7 A(z, 6) (2.54)

Mithilfe von Aussage (iv) konnen die A pA(z, ) somit als die Wahrscheinlichkeiten
der beobachteten sukzessiven Bernoulli-Experimente A N (z) fir x > T, gegeben T
sowie der in 7, _; enthaltenen Informationen, interpretiert werden. Darauf aufbauend
wird im Folgenden eine entsprechende Beitrag zu einer bedingten Likelihood-Funktion
formuliert.

2.2.4. Der Beitrag zur auf 15 bedingten Likelihood-Funktion

Das folgende Lemma liefert eine Darstellung des Beitrags eines Individuums zur auf
15 bedingten Likelihood-Funktion, mithilfe derer eine Schitzung des geometrischen
Parameters 6 unter Berticksichtigung der Linkstrunkierung vollzogen werden kann. Da-
bei werden beide Falle 1= € {0,1} mit T = {T +1 < X} untersucht, sodass zwischen
sichtbaren und unsichtbaren Individuen unterschieden werden kann. Das Resultat kann
erneut als eine zeitdiskrete Version einer Formel von Jacod [siche Andersen et al., 1993,
Kapitel I1.7.1] interpretiert werden.

Lemma 5. Der bedingte Likelihood-Beitrag eines Individuums, das zum Zeitpunkt des
Ausfalls X Jahre alt ist, erst ab dem Alter von T + 1 sowie bedingt auf dem Ereignis
T = {T +1 < X} beobachtet werden kann und bis zu einem belicbigen, aber festen
Zeitpunkt x > G beobachtet wird, ist:

rL(0) =1, wenn 1z =0

X
L) = ] {(1 — A pA(z,0) A TNE (A Az, e))ATN@)}, wenn 1z =1 (2.55)
z=T+1
Dabes ist
ArN(z)=N(x) = N@AT)—=Nxz—-1)+N{(z—=1)AT)
= Lirri<xylix=s
= Lilix=a)
sowie

ArA(z,0) =07Y(x — 1) = 01 r11<0<x)-
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Beweis. Es soll der auf 1 m € {0, 1} bedingte Beitrag zu einer Likelihood-Funktion er-
mittelt werden, mithilfe derer die Wahrscheinlichkeit fiir das Eintreten der beobachteten
Ergebnisse maximiert werden kann.

Wird das Leben eines Individuums unter Beriicksichtigung der Linkstrunkierung bis
zu einem Zeitpunkt y € N mit y > G untersucht, lassen sich die Realisierungen der
Prozesse v N und 7Y ab T als eben diese beobachteten Ergebnisse interpretieren.

Gilt fir ein x € {T'+1,...,x}, dass N(z) = 1, so folgt ArN(k) =1 fir ein k €
{T'+1,...,z}. Auerdem impliziert A 7N (z) =1, dass rN(z) =1 und sN(xz—1) =0
gelten muss. Folglich ldsst sich jedem Verlauf von rN eindeutig ein Verlauf von A 7N
zuordnen und umgekehrt. Der Prozess A +N enthélt somit dieselben Informationen wie
TN-

Gilt zudem 7Y (z — 1) = 0, so folgt direkt 7Y (z) = 0. Dariiber hinaus ergibt sich
aus 7Y (x —1) =1 und rN(z) = 0 direkt 7Y (z) = 1. Ebenso impliziert 7Y (x —1) =1
und 7N(z) = 1, dass 7Y (x) = 0 gelten muss. Der Wert von 7Y (x) ldsst sich somit
eindeutig tiber die Werte von 7Y (z — 1) und rN(x) bestimmen.

Zusammenfassend sind die beobachtbaren Informationen in der Matrix

_ (AGN(T+1) ArN(T+2) ... ArNK)Y
TJ"( Y (T) Y(T+1) ... TY(X—X1)> (2.56)

mit der zugehorigen bedingten Wahrscheinlichkeitsfunktion f 1% codiert [siche Gou-
riéroux und Monfort, 1995, Definition 7.2 (ii)].
Die Beitrag zur bedingten Likelihood-Funktion 1L ergibt sich dann als:

rL(0) = [ (1 J]15)

(ArN(T +1),..., ArN(), 7Y (D), ..., 7Y (x — 1)|15) (2.57)

Zunéchst gilt fiir den Fall 1z = 0, dass fiir alle 2 € {T'+ 1, < x} mit Wahrscheinlich-
keit 1 gilt, dass:

Somit folgt fiir diesen Fall direkt L = 1.

Entsprechend muss lediglich der Fall 1z = 1 weiter untersucht werden. Dabei ist
fir ein + € {T + 1,...,x} die Zufallsvariable A N (x) abhingig von A rN(T +
1),...,ArN(x — 1) sowie 7Y (T),...,7Y(x — 1). Unter der Beriicksichtigung dieser
Abhéangigkeit ldsst sich die bedingte Likelihood-Funktion nach (2.57) folgendermaflen
umformulieren:
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(ArNQO[ATN(X = 1), , ApN(T+ 1), 7Y (x = 1), ., 7Y (T), 15 = 1)

(rY(x = D|A TN = 1), ., ArN(T +1), 7Y (x = 2),..., 7Y (T), 15 = 1)

(ArN( = DATN(x = 2),..., ApN(T +1), 7Y (x = 2),..., 7Y (T), 1z = 1)
o AN DT (A N(T 4 1)| Y (T), 15 = 1)
.fTY(T)|ILE=1<Ty(T)|]lﬁ _ 1) (2.58)

Auflerdem gilt fiir alle x € {T),..., x—1}, dass 7Y (x) eindeutig durch die Auspriagungen
von A pN(z) und 7Y (z — 1) determiniert ist, sodass:

(rY @)|ArN(@), .., ArN(T+ 1), 7Y (= 1),..., 7Y (T), 1z = 1)
— frY(@I rAN(@).7Y (=-1) (TY<SU)‘A N (z), 7Y (x — 1)) -1

Auflerdem gilt

FrYONEE Y ()1 = 1) = (O 2y ()| V(1) = 1) = 1,
sodass (2.58) folgendermaflen vereinfacht werden kann:
T

(ArNQOATN(X = 1), ApN(T+ 1), 7Y (x = 1), ., 7Y (T), 1z = 1)

(ArN(x - 1)\ATN(X ~2), L AFNT+ 1), 7Y (x = 2),..., 7Y (T), 15 = 1)

LA TN(T-H)ITY(T),]I%:I(A rN(T + 1) 7Y(T), 1= = 1) (2.59)

Im néchsten Schritt wird ein Faktor von (2.59) fiir einen beliebigen Zeitpunkt x €
{T +1,...,x} betrachtet:

(ArN@)|ArN(z =1),.. . ApN(T+1),2Y (x = 1),..., 7Y (T), 15 =1)  (2.60)
Es sei angemerkt, dass es sich bei den Informationen iiber A 7 N(x—1),...,7AN(1) so-

wie iiber 7Y (z—1),..., 7Y (1) genau um die Informationen handelt, die in der o-Algebra
rFz—1 enthalten sind (vgl. (2.53)). AuBerdem ermoglicht die zusétzliche Bedingung auf
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1z =1den Ubergang zum bedingten Wahrscheinlichkeitsmaf Pg . Somit gilt weiter:

(ArN@)|ArN(z =1),..., ApN(T +1), 7Y (x = 1),..., 7Y (T), 1z = 1)
:PE{A N (x) = 1] p Fp g JATNE) pgf{A TN (z) = 0| 7 F,_g } 27 N@)
=P {A TN () = 1 7o} - (1= BI{A 7N () = 1] oo} 757V

Dartiber hinaus ergibt sich aus der Eigenschaft (A.9) von bedingten Erwartungswer-
ten sowie aus A rN(x) = LA ;N@)=1})

Fj{A TN (2) = 1 1 Foea}2 N0 - (1= P{A 7N (@) = 1] n Foa } 2 7Y0)

:(EE{H{A N(@)=1} T]:a;—1}) (1 — Ep{1{a pN(@)=1}| T]:a;—1}>
™ A ™ 1-A TN(;E)
=(ES{A 7N ()| rFu1}) 1 - Eg{A 7 N(@)| rF01})

1-A TN(LL’)

TN(JC)(

Da der Prozess 1A der Kompensator von rN beziiglich der Filtration {;F, : T < x}
sowie dem bedingten Wahrscheinlichkeitsmafl P} ist, folgt weiter unter der Verwendung
von (2.54):

1-A TN(.Z’)

(E{A N @) 1 Fe}) ™ (1 - EHA oN (@) 1P}

—A 7 A, ) TN (1= A A, 0)) T (2.61)
Abschlielend folgt durch Einsetzen von (2.61) in (2.58):
X
rLO) = [ {(1-ArA(,0) 2N (A A, 0))2 N}
r=T+1
Der Beweis ist somit abgeschlossen. O

Im letzten Schritt wird die allgemeine Darstellung des Beitrag zur bedingten Likelihood-
Funktion (2.55) konkretisiert. Folgt die Zufallsvariable X einer geometrischen Verteilung
mit dem Parameter 6, so lasst sich der in Lemma 5 hergeleitete bedingte Likelihood-
Beitrag weiter vereinfachen zu:

X

rL(0) = ]] {(1 - ]1{T+1§a:§X}9)1_1{”15”}]1”:”(1{T+1§x§x}9)1{”15”1“‘:”}
rz=T+1
min(X—1,x) Iix<y)
_ { I «a —9)190} - [(1 - 9)091} )
z=T+1

_ eﬂ{xgx}(l . e)min(Xfl,X)fT

Damit ist mit der linksseitigen Trunkierung die erste Einschrankung der Beobachtbar-
keit in das Modell implementiert worden. Der bedingte Likelihood-Beitrag dhnelt zwar
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der Wahrscheinlichkeitsfunktion der geometrischen Verteilung (2.5). Jedoch werden fiir
ein Individuum, dessen Ausfall beobachtbar und dessen gesamte Lebensdauer sowie
dessen Anzahl an Jahren ohne Ausfall folglich bekannt ist, alle Jahre vor dem Beginn
der Studie und somit die ersten T Jahre ohne Ausfall "vergessen'.

Im folgenden Kapitel wird das Design um ein Studienende ergéanzt. Damit einherge-
hend erfolgt eine zusétzliche Erweiterung des bisherigen Modells um die so genannte
Rechtszensur.

2.3. Rechtszensierte Historienteile

Im folgenden Kapitel soll das in den Kapiteln 2.1 und 2.2 erstellte Modell um eine
weitere Finschrankung hinsichtlich der Beobachtbarkeit ergénzt werden.

In Kapitel 2.1 wurde zunéchst davon ausgegangen, dass der Beobachtungszeitraum
weder einen Anfang noch ein Ende besitzt und dieser somit den gesamten Zeitstrahl
umfasst. Entsprechend konnte fiir jedes im Entstehungszeitraum {a,...,b} mit G =
{a,...,b}| entstandene Individuum sowohl die Existenz als auch die genaue Lebens-
dauer in Jahren X beobachtet werden.

Im néchsten Schritt wurde in Kapitel 2.2 fiir den Beobachtungszeitraum ein eindeu-
tiger Anfang im Jahr b+ 1 definiert. Fiel ein Individuum in den Jahren {b+1,b+2,...}
aus, so konnten sowohl Existenz als auch die Lebensdauer X sowie das Alter ein Jahr
vor dem Beginn der Studie T" beobachtet werden. Bei einem Ausfall im Entstehungs-
zeitraum und somit vor dem Beginn des Beobachtungszeitraums war die Beobachtung
von X sowie T" und sogar der Existenz des Individuums allerdings nicht mehr moglich.
Folglich lag der linkstrunkierte Fall vor.

Als letzter Schritt im Rahmen der Modellentwicklung soll in diesem Kapitel der
Beobachtungszeitraum zuséatzlich um ein eindeutiges Ende erweitert werden. Dazu be-
zeichne allgemein s € N die Lange der Studie, sodass der Beobachtungszeitraum die
Jahre {b+1,...,b+ s} umfasst.

Entsprechend gibt es nun drei mogliche Falle hinsichtlich der Beobachtbarkeit, die in
Abbildung 2.4 illustriert werden.

Fallt ein Individuum vor beziehungsweise wihrend des Beobachtungszeitraums aus, so
ist es linksseitig trunkiert (oberer Pfad in Abbildung 2.4) beziehungsweise beobachtbar
(mittlerer Pfad in Abbildung 2.4). Diese beiden Félle wurden bereits in den Kapiteln
2.1 und 2.2 ausfiihrlich diskutiert.

Findet der Ausfall des Individuums allerdings nach dem Jahr b 4 s und somit nach
dem Ende der Studie statt, so wird zwar die Existenz des Individuums zur Kennt-
nis genommen, die genaue Lebensdauer kann allerdings nicht mehr beobachtet werden
(unterer Pfad in Abbildung 2.4). Bekannt sind dann lediglich das Alter des Individu-
ums ein Jahr vor dem Beginn der Studie 7" und somit auch das Alter 7'+ s im Jahr
b+ s sowie die Information, dass der Ausfall am Ende des Beobachtungszeitraums noch
nicht stattgefunden hat. Dieses Phanomen wird im Folgenden als rechtsseitige Zensur
beziehungsweise Rechtszensur bezeichnet.

Das Ziel dieses Kapitels wird, analog zu den vorherigen Kapiteln 2.1 und 2.2, die
Herleitung des Beitrags eines Individuums zu einer marginalen, bedingten Likelihood-
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Alter—ein—Jahr—vor—Studienbeginn T

Lebensdauer X

o— — —0— — —0— — —0— — —¢p— — —Pp— — — —

Alter—am—Studienende T+s

+ + + + + Zeit
a b b+1  b+s

Entstehungszeitraum Beobachtungszeitraum

Abbildung 2.4.: Mogliche Pfade hinsichtlich der Beobachtbarkeit fiir einen beispielhaf-
ten Entstehungszeitraum der Lénge G = |{a,...,b}| = 5 sowie einen
Beobachtungszeitraum der Lange s = 2; die Vertikalen an den Zeit-
punkten b + 1 und b 4+ s begrenzen den Beobachtungszeitraum; der
obere und der mittlere Pfad reprisentieren ein trunkiertes beziehungs-
weise ein vollstdndig beobachtetes Individuum (vgl. Abb 2.2); (iii) der
untere Pfad beschreibt ein Individuum, dass in a + 1 entstanden, zum
Zeitpunkt b+ s jedoch noch nicht ausgefallen ist. Beobachtet wird das
Entstehungsjahr und das Uberleben bis einschlieflich b+ s, jedoch nicht
die genaue Lebensdauer.

Funktion zur Schatzung des geometrischen Parameters 6§ unter Beriicksichtigung von
Linkstrunkierung sowie Rechtszensur sein. Das weitere Vorgehen basiert dabei auf An-
dersen et al. [1988, Kapitel 3] sowie Weiibach et al. [2024 , Kapitel A.1.2].

Als Grundlage der mathematischen Betrachtungen kann erneut der Wahrscheinlich-
keitsraum (€2, F, Py) verwendet werden, wobei die Elemente der Ergebnismenge w € 2
in (2.1) definiert wurden, F = P(Q) gilt und Py im Vergleich zu (2.4) ebenfalls erhalten
bleibt. Des Weiteren seien erneut X das Alter zum Zeitpunkt des Ausfalls respektive
die Lebensdauer (vgl. (2.2)) und 7' das Alter ein Jahr vor dem Beginn des Beobach-
tungszeitraums (vgl. (2.3)).

Zusammenfassend unterliegt ein Individuum der Linkstrunkierung und wird folglich
nicht beobachtet, wenn X < T'. Im Falle von 7'+ 1 < X < T + s liegt hingegen die Be-
obachtbarkeit des in T' codierten Entstehungsjahres sowie der Lebensdauer X vor. Fiir
T+ s+1 < X wird das Entstehungsjahr sowie das Uberleben fiir die ersten 7'+ s Jahre
dokumentiert. Nach den ersten 71"+ s Jahren wird die Historie des Individuums jedoch
zensiert und keine weiteren Informationen, inklusive der iiber die exakte Lebensdauer,
mehr beobachtet. Eine beispielhafte Zuordnung der w € €2 zu den verschiedenen Beob-
achtungsszenarien fiir den Fall G = 5 und s = 2 ldsst sich Abbildung 2.5 entnehmen.

Analog zu vorherigen Kapiteln wird sich der marginale, bedingte Likelihood-Beitrag
mithilfe eines Zahlprozesses und des zugehorigen Kompensators beziiglich einer Filtra-
tion darstellen lassen.

Die Frage nach einer geeigneten Filtration sollte dabei einleitend geklart werden.
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t

4 L] (] [ ] L] L] L]
Ws w10

3 [ ] () L] [ ] [ ] [ ]
Wy Wy

2 L] L] L ] L] L] L]
w3 ws w13

1 1 . ° ° ° . .
%) wr W12

O 1 ° ° ° ° ° °
w1 We w11 W16 Wa1 Wae

t X
1 2 3 4 5 6

Abbildung 2.5.: Zuordnung der Elementarereignisse zu einem Entstehungs- und Aus-
falljahr bei einem G = 5 jahrigen Entstehungszeitraum sowie s = 2
jahrigen Beobachtungszeitraum inklusive Visualisierung der Beobacht-
barkeit: (i) Alle w oberhalb des Parallelogramms représentieren ein
Ereignis mit X < T, in dem folglich ein Individuum trunkiert und ent-
sprechend nicht beobachtet wird (vgl. Abb (2.3)); (i) Fiir alle w inner-
halb des Parallelogramms liegt die Beobachtbarkeit von Entstehungs-
und Ausfalljahr vor. Fiir wg = w_1)54+(0+1) ist beispielsweise X = 2,
T=0und 7'+ s =2,sodass T+ 1 < X < T + s erfullt ist; (zi7) Alle
w unterhalb des Parallelogramms reprasentieren ein Ereignis, in dem
die Historie eines Individuums zensiert und folglich nur fiir die ersten
T + s Jahre beobachtet wird. Fir wi; = wz_1)54(041) ist beispielsweise
X=3T=0und T+ s =2 und somit T4+ s + 1 < X erfillt.

In Kapitel 2.2 wurde zunéchst in (2.41) die Filtration {7G, : * € No} mit G, =
Gr V G, eingefiihrt, wobei Gr in (2.40) und {G, : € Ny} in (2.30) definiert wurden.
Diese enthielt sowohl die Information beziiglich der Lebensdauer X als auch hinsichtlich
des Alters ein Jahr vor dem Beginn der Studie T'. Aulerdem war zu jedem Zeitpunkt
erkennbar, ob das Ereignis T = {T'+1 < X} eingetreten und somit die Beobachtbarkeit
des Individuums gegeben ist oder nicht.

Fiir folgende Untersuchungen muss zuséatzlich fiir jeden Zeitpunkt x € Ny unterschie-
den werden koénnen, ob das Ende des Beobachtungszeitraums bereits erreicht wurde
oder nicht. Folglich muss fir alle z € Ny das Ereignis {x < T + s} und somit das
entsprechende Komplement {7+ s + 1 < x} messbar beziiglich des jeweiligen Filtrati-
onselements sein.

Jedoch handelt es sich bei T" um eine G,-Stoppzeit und wegen G, C G, fir alle
x € Ny auch um eine rG,-Stoppzeit (vgl. Definition 6), sodass nach Bemerkung 7
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erfiillt ist. Da die Studiendauer s € N und somit auch s 4+ 1 deterministisch ist, ist die
Summe T+ s + 1 nach Bauer [1974, Kapitel XI., §58.] ebenfalls eine 1G,-Stoppzeit.
Folglich gilt:

{T+s+1<z} e rG, sowie {x < T+ s} € rG,, Vo € Ng

Die Filtration {7G, : * € Ny} enthélt somit alle benétigten Informationen und kann
als Ausgangslage fiir weitere Betrachtungen verwendet werden.

In den néchsten Schritten werden beziiglich {rG, : * € Ny} ein geeigneter Z&hl-
prozess sowie der zugehorige Kompensator definiert und anschlieSend die Filtration so
angepasst, dass diese nur noch beobachtbare Informationen enthalt.

Zu diesem Zweck wird zunachst der Prozess C' mit

C(]?) = 1{x§T+s} (262)

eingefiithrt, um festzustellen, ob zum Zeitpunkt x das Ende des Beobachtungszeitraums
bereits iiberschritten wurde.

Bemerkung 10. Es gilt genau dann C(x) = 1, wenn fir das zugrundeliegende Ereignis
Wa—1)G+i+1 € Q gilt, dass x—s < t. Somit ist mithilfe der Definition von Ty (vgl. (2.29)):

C(z)=1,Vwe U T, (2.63)

max(0,2—s)<t<G—1
Da nach Lemma 3 fir alle x € Ny gilt, dass
Go =oc{T,t €{0,...,G—1}} C Gr C 1G,,
ist der Prozess C adaptiert beziglich {rG, : x € Ny}.

Folglich kann unter Hinzunahme der Rechtszensur fiir ein Individuum zum Zeitpunkt
x der Wert des linksseitig trunkierten Zahlprozesses 7N (x) genau dann beobachtet wer-
den, wenn C(z) = 1. Somit lasst sich, unabhéngig davon, ob ein Individuum trunkiert,
zensiert oder beobachtet wird, der Prozess 7N°¢ [siche Weiflbach et al., 2024, Kapitel
A.1.2] mit

N¢(z) == Z C(k)A 7N (k) (2.64)

k=1

als beobachtbar interpretieren.
Da C' nach Bemerkung 10 und 7N nach Satz 4 adaptiert beziiglich der Filtration
{rG. : ¥ € Ny} sind, handelt es sich folglich bei 7N¢ ebenfalls um einen {7G, : € Ny}-
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adaptierten Prozess. Aulerdem gilt:

rN(z) = Lperssi Lirri<xyLix=p
k=1

~ Lricn 3 Luzrea o
k=1

=1 {T+1<X <min(z,T+s)}

Folglich ist 7N¢(0) = 0 sowie 7N¢(z) < 1 < oo fiir alle x € N. Auflerdem besitzt
7N¢ maximal einen Sprung der Hohe 1. Damit ist 7/ N¢ nach Definition 3 ein diskreter
1G.-Zahlprozess. B

Somit kann im néchsten Schritt beziiglich {7G, : * € Ny} und P} eine Dekomposition
von 7IN¢ in ein Martingal +M¢ und einen Kompensator 7A¢ erfolgen.

Zu diesem Zweck liefert das folgende Lemma den rG,-Kompensator 7A¢ von 7N¢
[sieche Andersen et al., 1993, Kapitel I11.2.2].

Lemma 6. Fiir den Prozess tA° mit

1 A%(z,0) = > C(k)A7A(k,0) (2.65)

k=1
gilt:
(1) 1A ist 1G,-vorhersagbar.
(1) Der Prozess tM¢ = rN¢ — 1A ist ein Martingal beziiglich der Filtration {1rG. :
x € No} sowie des bedingten Wahrscheinlichkeitsmafes Py (vgl. (2.46)).

Somit ist pA° der (1G., ng)-Kompensator von 7 N€.

Beweis. Fiir den Nachweis von (i) sei angemerkt, dass A der (1G,, P, )-Kompensator
von 7N und somit 7G,-vorhersagbar ist. Folglich muss nur noch die +G,-Vorhersagbarkeit
von C nachgewiesen werden.

Zunéchst ist bekannt, dass es sich bei der Zufallsvariablen 7" um eine 7G,-Stoppzeit
handelt. Folglich ist dann auch T+ s eine 1+G,-Stoppzeit, da s konstant ist. Somit kann
zu jedem Zeitpunkt x eingesehen werden, ob das Ereignis {x = T+ s} eingetreten ist
oder nicht. Darauf aufbauend kann nun eine Fallunterscheidung vorgenommen werden.

e © <T+ s—1: Dann ist zundchst C(z) = 1. Da zusitzlich bekannt ist, dass das
Ereignis {x = T + s} nicht eingetreten ist, folgt direkt C'(z +1) = 1.

e z = T + s: Dann ist zundchst C(x) = 1. Da zusatzlich bekannt ist, dass das
Ereignis {x = T + s} eingetreten ist, folgt direkt C'(x + 1) = 0.

e ©>T+ s+ 1: Dann ist C(z) = 0 und somit auch C(z + 1) = 0.
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Zusammenfassend kann in jedem Fall der Wert von C'(x+1) eindeutig zum Zeitpunkt
x ermittelt werden. Folglich ist C' und somit auch 7A€ ein 7G,-vorhersagbarer Prozess.

Fir den Nachweis von (ii) folgt zundchst die 7G,-Adaption von 7M€ direkt, da es
sich bei 7N, 1A und C' um G, -adaptierte Prozesse handelt.

Auflerdem ist der Prozess 7M€ integrierbar, da fiir alle x € Ny gilt, dass

B3| £ Me(x)]| = iEe|n~ M ()|
< —EQ{Z C(k)[A 7N (k) — A rA(K,0)]|}

< —EQ{Z ‘C ‘} < a—gmm(:z: T+ s) < oo (2.66)

Abschliefend wird noch die Martingaleigenschaft E?{TM “(x 4+ k)| 1G:} = TM¢(x) fir
alle x € Ny und x € N gezeigt:

T+K

BNz MC(x + 1)| 76} E%}jc J[A 2N (k) = ArA(K,0)]

Tgx}

Tgx}

+ E’}f{ S o) [A 7N (k) — A £ Ak, 9)]

- f: C(k)[ATN(k) = ArA(k,0)]

:E}}{Z C(k)[A 2N (k) — A rA(K, )]

Tgx}

v E}f{ SR [A TN (k) = A7 A(k,6)

k=x+1

6. |
T+K -

— M)+ Y E}F{C(k;) [A 7N (k) — A £ Ak, 9)]

k=z+1

3. |

Folglich reicht es zu zeigen, dass

EE{O(k) [A 7N (k) = A7 Ak, 6)

ng:} =0, Vke{z+1,...,2+ K}
(:)EE{]lGo(k) {A TN (k) — ATA(k‘,O)” =0,Vke{z+1,...,2+k}, VG € 7G,
(2.67)

erfillt ist.
Des Weiteren sei angemerkt, dass T eine G,-Stoppzeit ist und somit fiir alle k£ €
{z+1,...,2+ r} fir das Ereignis

O\{Ek<T+s}={T+s+1<k}={T'<k—s—1}
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gilt, dass:
{T<k—-s-—13N{T'<z}={T <min(k—s—1,2)} € Gr-s—1)rz € Ga, V& € Ny
Nach der Definition der gestoppten o-Algebra G (vgl. (2.40)) ist somit:
{T<k—-s—-1} € Gr C 1G,, Yz € Ny

Aufgrund der Stabilitdt von o-Algebren beziiglich Komplementen ist somit auch {k <
T + s} € 7G,. Entsprechend kann jedes G € 1G, folgendermaflen dargestellt werden:

G=GN({T <k-s—1}U{k<T+s}) = (GN{T <k—s-1})U(GN{k < T+s})
Folglich ist (2.67) dquivalent zu:
E5{ Rerirsonicn CR) [A rN(K) - A rA(k,0)] |
5 {Teniperen COR[A TN (K) = A rA(k,0)] } = 0 (268)

Fir den Fall T+ s+ 1 < k ist C(k) = 0. AuBlerdem gilt C'(k) = 1 fir £ < T+ s. Folglich
ist (2.68) wegen G € 1@, dquivalent zu:

Eg{]l{kSTJrS}C(k) [A7N(k) — ArA(k, 0)] Tgx}
Tgx}

Tgx}:O,Vke{x—kl,...,an/f} (2.69)

_EE{A P N(k) = A p Ak, 0)

:EE{A P M(E)

Da es sich bei dem Prozess rM nach Satz 5 um ein Martingal beziiglich der Filtration

{rG. : ¥ € Ny} sowie des bedingten WahrscheinlichkeitsmafBes P, handelt, ist (2.69)
erfiillt. Folglich ist die Giiltigkeit von (2.67) gezeigt und somit das Lemma bewiesen. [

Bemerkung 11. Unabhdngig davon, ob ein Individuum trunkiert, zensiert oder beob-
achtet wird, kann der beobachtbare Unter-Risiko-Prozess [siche Andersen et al., 1993,
Kapitel I11.2.2] definiert werden als

rYz):=C(x+1) 7Y (x) (2.70)
=lgn<rrsylrii<eri<xy = Lirii<et1<min(x,1745)} (2.7

Mithilfe von (2.70) kann der Kompensator 1 A¢ (vgl. (2.65)) folgendermafen dargestellt
werden:

r Az, 0) = Z C(k)A rA(k,0) = Z Ck) 7Y (k—1)=0 Z Yk —1)  (2.72)

k=1 k=1

Wie bereits im vorherigen Kapitel 2.2 diskutiert, kann auf der Grundlage von 7G, =
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F:VGr (vgl. (2.52)) eingesehen werden, dass die Filtration {7G,, z € Ny} Informationen
enthélt, die in der Praxis nicht beobachtet werden kénnen. So sind auch fir x < T
alle Informationen bis zum Alter T in Gr und somit in rG, enthalten. Auch lassen
sich Informationen beziiglich eines Ausfalls vor dem Studienbeginn aus der Filtration
{Fz,x € No} und folglich auch aus {7G,,z € Ny} entnehmen.

Die grobere, in (2.53) eingefiihrte Filtration {7F,, x € Ny} ist unter der Berticksichti-
gung der Rechtszensur zur adédquaten Beschreibung der Historien ebenfalls ungeeignet.
So sind Informationen beziiglich eines Ausfalls nach dem Ende des Beobachtungszeit-
raums zwar in {rF,,r € Ny} enthalten, in der Praxis jedoch nicht mehr beobachtbar.

Das folgende Lemma liefert eine geeignete Filtration zur Beschreibung der Historie
des Individuums [siehe Weifibach et al., 2024, Kapitel A.1.2].

Lemma 7. Fir die Filtration {rF5,T < x} mit
rFe=oc{rN(k),7Y(k), k € {T,...,x}} (2.73)
qgilt.
(i) pFS C 1@, fir alle x € Ny.
(ii) Das Ereignis T ist fir alle x > T messbar beziglich 1JF¢

(1i1) Der Prozess M = rN — T A ist beziiglich dem bedingten Wahrscheinlichkeitsmayfs
Pl ein rF¢-Martingal.

() {rFS, T < a} enthdlt nur beobachtbare Informationen.

Beweis Lemma 7. (i) Nach Satz 4 sind die Prozesse v N und 7Y adaptiert beztiglich
der Filtration {rG, : * € Ny}. AuBlerdem ist nach Bemerkung 10 der Prozess C'
ebenfalls rG,-adaptiert. Entsprechend sind 7N¢ sowie 7Y¢ adaptiert beziiglich
{1G: : * € Ny} und es folgt direkt rF, C G, fir alle z > T.

(#7) Zum Nachweis der Messbarkeit von T = {741 < X} beziiglich 7 F¢ fiir alle z > T
geniigt es, das kleinste Filtrationselement rF% zu betrachten. Da v N(T")¢ = 0 mit
Wahrscheinlichkeit 1 gilt, folgt

1Fp = o{rN(T), 7Y (T)} = o{rY*(T)}
Des Weiteren gilt nach der Definition von rY¢ (vgl. 2.71):
TYC(T) = ]l{T+1§T+1§min(X,T+s)} = ]1{T+1§min(X,T+s)} = ]lﬁ]l{TﬂgTJrs}
Da s € N folgt 1741<74s) = 1, sodass sich
rY(T) = 15

und entsprechend

Tf%:U{T}CTFQCUAC...
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ergibt. Somit resultiert die Messbarkeit von T beziiglich 7F¢ fiir alle z > T.

(791) Zunéchst ist der Prozess M€ mit
TMC(ZL’) = TNC(.Z’) — TAC(I7 Q) = TNC([L’) — 49 Z TYC(]{? — ].)
k=1

offensichtlich rF¢-adaptiert. Auerdem ist nach (2.66) auch EE| rM¢(z)| < oo fiir
alle x € Ny und somit auch fiur alle x > T erfullt. Da +M¢€ nach Lemma 6 ein
rG,-Martingal ist und rF5 C 10, gilt, folgt abschlieBend die Martingaleigenschaft

B {rM°(x + K)| 75} = B {ES {r M (z + k)| G, }| r 72}
= By {rM*(x)| 7 F5} = 1 M°()

fir alle x > T und x € N.

(iv) Da die Prozesse 1 N¢ und 7Y ¢ immer beobachtbar sind, enthélt {7 F¢, T < x} nur
beobachtbare Informationen.

[]

Bemerkung 12. Da 7Y¢ messbar beziglich {7 F:, T < x} ist, folgt direkt die pFS_;-
Messbarkeit von TNYC(x — 1). Der Prozess 1 A° ist folglich rFS-vorhersagbar und kann

somit als (7.F¢, By )-Kompensator von +N¢ bezeichnet werden.

Lemma 7 stellt erneut eine Anwendung des Innovationstheorems [sieche Andersen et al.
1993, Kapitel 11.4.2] dar. Aussage (i) ist dabei eine notwendige Bedingung fiir Aussage
(7i1). AuBerdem impliziert Aussage (ii), dass fir jeden Zeitpunkt x > T bekannt ist, ob
das Individuum beobachtbar ist. N

Da wegen Aussage (4ii) und Bemerkung 12 der Prozess 7A€ der (¢F¢, Py )-Kompensator
von 7 N€ ist, folgt:

PI{A s N*(x) = 1| pFe_,} = Bg{A pN°(2)| 1 FS_,} = A 7 A%z, 6) (2.74)

Aussage (iv) impliziert, dass die A rA(x,0) somit als die Wahrscheinlichkeiten der
beobachteten sukzessiven Bernoulli-Experimente A 7 N¢(x) fur x > T, gegeben T sowie
der in pF_, enthaltenen Informationen, interpretiert werden kénnen. Darauf aufbau-
end wird im Folgenden der Beitrag eines Individuums zu einer marginalen, bedingten
Likelihood-Funktion nach dem Vorbild von Jacod’s Formeln [siche Andersen et al., 1993,
Kapitel I1.7.1] aufgestellt.

Lemma 8. Gegeben sei ein Individuum, das zum Zeitpunkt des Ausfalls X Jahre alt ist,
erst ab dem Alter von T'+ 1 sowie bedingt auf dem Ereignis T = {T+1 < X} beobachtet
werden kann und dessen Historie nach T'+ s Jahren zensiert wird, wobei s € N. Dann
ist der Beitrag dieses Individuums zur marginalen, bedingten Likelihood-Funktion bis zu
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einem beliebigen, aber festen, Zeitpunkt x > G gegeben durch:

rL°(0) =1, wenn 15 =0
min(x,T+s) . .
L) = 1 (1= ApA(e,0) 2™V (A 24z, 0)° VO wenn 1z = 1
x=T+1

(2.75)

Dabei ist

ApN(z) =C(x)ArN(2) = Lp<risy Lirii<ay Lix=s} = Lirpi<e<risiLix=s)} (2.76)

sowie

A TAC(.Q?, 0) = 90(1’) TY(J? — 1) = 91{T+1§x§min(X,T+s)}

Beweis. Analog zum Beweis von Lemma 5 soll der Beitrag eines Individuum zu einer
marginalen, bedingten Likelihood-Funktion ermittelt werden, mithilfe derer die Wahr-
scheinlichkeit fiir die beobachteten Ergebnisse maximiert werden kann.

Dabei sind die beobachtbaren Informationen in der Matrix

Go_ (AeNYT+1) AgN(T+2) ... AzNe(y) ’
E 7Y(T) YT +1) ... pY(x—1)

mit der zugehorigen bedingten Wahrscheinlichkeitsfunktion f M5 codiert. Da jedoch
fir alle z > T + s + 1 gilt, dass sowohl A rN¢(z) = 0 als auch 7Y%(x — 1) = 0 mit
Wahrscheinlichkeit 1 erfiillt sind, gentigt es, die Matrix

e _ (ATNYT+1) ApN(T+2) ... ArpNe(min(y,T+5)) \’
e < rY(T) rYS(T+1) ... ¢Ymin(x, T +s)— 1)) (2.77)

mit der entsprechenden marginalen, bedingten Wahrscheinlichkeitsfunktion f TN figy
weitere Untersuchungen zu verwenden [sieche Gouriéroux und Monfort, 1995, Definition
7.2 (i) und (i7)]. Fir den marginalen, bedingten Likelihood-Beitrag L ergibt sich
zunéchst:

rLo0) = f 1 (1 ]15)
(ArNY(T +1),..., ApN(min(x, T + 5)), 7Y(T), ..., 7V (min(x, T + 5) — 1)|15)
(2.78)

Dabei gilt, im Falle von 1z = 0, dass 7N = 7Y = 0 mit Wahrscheinlichkeit 1 und

somit 7L = 1. Folglich geniigt es, lediglich den Fall 1% = 1 weiter zu betrachten.
Zunéchst ergibt sich aufgrund der Abhéngigkeit von A 7 N¢(x) beziiglich A pN¢(T +
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1),...,ApNz—1)sowie rYT),...,7Yx—1) firallex € {T+1,..., min(x,T+s)}
folgende Umformung von (2.78):

(TYC(min(X,T +5) — 1)’ATNC(min(X, T+s)—1),....,7YT), 1= 1)
L AN DA (A P N(T 4+ 1)| 7Y (T), 17 = 1)

AuBerdem gilt fir alle x € {T,...,min(x,T + s) — 1}, dass 7Y “(z) eindeutig durch die
Ausprigungen von A pN(x) und 7Y °(x — 1) determiniert ist, sodass:

(rY°(@)|A rN(2), ..., A NY(T +1), 7Y (x = 1),..., 2Y(T), 15 = 1)
_ Y@ rANC(@), Y (a-1) (TYC(x)\A rN(x), 7Y (x — 1)> =1

Insbesondere gilt
FYORE (Y (D)1z = 1) = O (v ()| 7Y(T) =1) = 1

sodass (2.79) folgendermaflen vereinfacht werden kann:

(A rN¢(min(x, T + s))

ApN¢(min(x,T + s) — 1),...,7Y(T), 15z = 1)

(A 7N(min(x, T +s) - 1)‘A rNe(min(x, T+ s) = 2),..., 2Y(T), 15 = 1)
. fANC(T—H)\ TYC(T),ILEZI (ANC(T + 1)| TYC(T)’ ]l"]I‘v — 1) (280)

Wird ein Faktor von (2.80) fir einen beliebigen Zeitpunkt = € {T+1, ..., min(y, T+s)}
betrachtet, ergibt sich:

(ArN(@)| AN (2 = 1), , ApN(T + 1), 7Y (= 1),..., 2V(T), 15 = 1) (2.81)

Es sei angemerkt, dass es sich bei den Informationen iiber A rN¢(z —1),..., 7AN(1)
sowie tiber A 7Yz — 1),...,7AY¢(1) genau um die Informationen handelt, die in
der o-Algebra pF¢_; enthalten sind (vgl. (2.73)). AuBlerdem erméglicht die zusétzliche

Bedingung auf 1z = 1 den Ubergang zum bedingten Wahrscheinlichkeitsmaf§ P;’. Somit
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folgt:

(A TNC(CL’)\A Nz — 1), .., ApNY(T +1), 7Yz — 1),...,7Y(T), 15 = 1)
—PMA pN°(z) = 1| pF2_}A V@ PIAA o N(2) = 0] pF2_ LAV @)
=P} {ArN(x) = 1] 7 F_}2™V@) - (1 BHA pN(x) = 1| pFo_JI2 7))

Dariiber hinaus ergibt sich aus der Eigenschaft (A.9) von bedingten Erwartungswer-
ten sowie aus A pN¢(2) = LA pne(z)=1}:

Pi{A pN(w) = 1] 7 F5_ }A N0 (1= PI{A7N(2) = 1] o L} 727N 0)
c Ne¢(x) 1-A rN¢(z)
(Ee{]l{ATNc —i3| 7 F; 1}) - 5 {Liapne(on| 77 )
c c A pN€(zx) c c 1-A pN¢(x)
(AN @)+ F ) (1 B A N @) o FY)

Da der Prozess 1 A° der Kompensator von 7N beziiglich der Filtration {7F¢: T < x}

sowie dem bedingten Wahrscheinlichkeitsmafl P ist, folgt weiter unter der Verwendung
von (2.74):

= c . A 7 N¢(x) = c 1-A pN¢(z)
(E{ArN @) 7)) (- E{A N @)+ F L))
A A, 0TV (1= A pA(w,0)) (2.82)
Abschlielend folgt durch Einsetzen von (2.82) in (2.79):
min(x,T+s) . .
L) = JI {0 = ArA(e,0) 78N O(A A%, 0) 2T}
r=T+1
Der Beweis ist somit abgeschlossen. O]

Unter der Bedingung, dass die Zufallsvariable X geometrisch verteilt mit dem Para-
meter 6 ist, gilt fir den marginalen, bedingten Likelihood-Beitrag (2.75):

min(x,T+s)

TLC(Q) = H {(1 — ]l{T+1§x§min(X7T+S)}9)1_1{T+1SxST+s}]l{X:90}
z=T+1

1 LTyex—
(]l{T+1§z§min(X,T+s)}9) {TH1sesTs} {Xix}}

Abschlielend ergibt sich:

min(X —1,T+s,x)
2LE(0) = { I - 9)190} - {(1 )"
z=T+1
= Glixsminriso) (1 — g)min(X=-LT+s0)-T (2.83)

} L{x <min(T+s.x)}

20



2. Das Modell

Da die Herleitung des Beitrags eines Individuums zu einer marginalen, bedingten Likelihood-
Funktion zur Schatzung des geometrischen Parameters 6 unter der Beriicksichtigung von
linksseitiger Trunkierung sowie rechtsseitiger Zensur abgeschlossen ist, kann im nachs-
ten Schritt der Ubergang von einem zufillig aus der Grundgesamtheit gezogenen Indi-
viduum zu einer Stichprobe erfolgen. Darauf aufbauend kann dann ein Punktschéatzer

fiir 6 sowie ein entsprechender Standardfehler ermittelt werden.
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3. Inferenz fiir den Parameter der
geometrischen Verteilung

3.1. Der Punktschatzer

Nachdem der marginale, bedingte Likelihood-Beitrag eines zufallig aus der Grundge-
samtheit entnommenen Individuums unter Berticksichtigung von linksseitiger Trunkie-
rung und rechtsseitiger Zensur hergeleitet wurde, erfolgt in diesem Kapitel eine Punkt-
schitzung fir die Wahrscheinlichkeit, innerhalb eines Jahres auszufallen, sowie die Be-
rechnung zugehoriger Standardfehler. Die Berechnung der Standardfehler erfolgt dabei
zundchst unter der Annahme, dass das Alter im letzten Jahr des Entstehungszeitraums
T diskret gleichverteilt ist. Spater wird diese Annahme wieder fallen gelassen und der
Standardfehler in einem semiparametrischen Modell ermittelt. Vorher werden jedoch
drei Darstellungen des Punktschétzers vorgestellt. Die Erste davon wird sich intuitiv
als Nullstelle der abgeleiteten, logarithmierten, marginalen und bedingten Likelihood-
Funktion ergeben. Die zweite Darstellungsform dient hingegen im spéateren Verlauf als
Grundlage zur Berechnung des Standardfehlers im semiparametrischen Modell mithilfe
eines Martingalgrenzwertsatzes von Rebolledo [1979]. Zusétzlich dient die dritte For-
mel fir den Punktschétzer zur Minimierung des Berechnungsaufwandes bei praktischen
Anwendungen.

Dazu erfolgt ein Ubergang zum Stichprobenmodell. Somit wird im Folgenden nicht
mehr ein Individuum, sondern eine Stichprobe, bestehend aus n Individuen, untersucht.
Dazu sei angemerkt, dass n auch nicht beobachtbare Individuen enthélt und folglich
unbekannt ist. Des Weiteren seien X; die geometrisch verteilte (vgl. Definition 1) Le-
bensdauer und 7; das Alter ein Jahr vor dem Beginn der Studie fiir das i-te Individuum,
wobei ¢ € {1,...n}. Da zur Untersuchung der verschiedenen Schétzaspekte eine Un-
terscheidung zwischen wahrem Wert, Parameter und Schétzer getroffen werden muss,
erfolgt im ersten Schritt eine Einfithrung der Notation fiir eben diese Begriffe:

0y: Fir ein Individuum aus der Grundgesamtheit wird die wahre Wahrscheinlichkeit,
innerhalb eines Jahres auszufallen, mit 6, bezeichnet. Somit sind alle X; mit
i € {1,...,n} identisch geometrisch verteilt mit dem wahren Parameterwert 6.
Auch ist 6y unbekannt und soll im Folgenden geschétzt werden.

0: Der allgemeine Parameter der geometrischen Verteilung und somit das Argument
der marginalen, bedingten Likelihood-Funktion wird mit # bezeichnet.

>
N

: Die Stelle des Maximums der marginalen, bedingten Likelihood-Funktion fiir ei-
ne Stichprobe vom Umfang n und somit der Punktschétzer von 6, wird mit 6,
bezeichnet.
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3. Inferenz fiir den Parameter der geometrischen Verteilung

Dabei werden die Daten als der linksseitig trunkierte Teil einer einfachen Zufallsstich-
probe, die aus der Grundgesamtheit gezogen wurde, interpretiert [siehe beispielsweise
Andersen et al., 1988, Efron und Petrosian, 1999, Weiflbach und Wied, 2022, Toparkus
und WeiBlbach, 2025].

Annahmen 1. Es werden zusammenfassend folgende Annahmen getroffen:

(Al) Fir alle i € {1,...,n} sind die bivariaten Zufallsvariablen (X;,T;)" auf dem ge-
meinsamen Wahrscheinlichkeitsraum (2, F, Py, ), mit Q aus (2.1), F = P{Q} und
Py, aus (2.4), definiert. Dabei entspricht die marginale Wahrscheinlichkeitsfunk-
tion von X; der Wahrscheinlichkeitsfunktion der geometrischen Verteilung (vgl.

(2.5)). Auflerdem ist X; unabhdngig von T;.

(A2) Das Tupel (X;,T;) ist genau dann beobachtbar, wenn T; + 1 < X; erfillt ist.
Auch wird davon ausgegangen, dass fir mindestens ein i € {1,...,n} gilt, dass
T; + 1 < X; und folglich mindestens ein Individuum beobachtbar ist.

(A3) Fir den wahren Parameterwert 0y gilt 0y € © = [£,1—¢] fir ein kleines & € (0, 3).

(A4) (X, Ty)',i € {1,...,n},n € N beschreibt eine einfache Zufallsstichprobe. Somit
sind (X;, T;)" unabhdngige und identisch verteilte Zufallsvariablen, die der Vertei-
lungsannahme (A1) mit dem wahren Parameterwert 6y aus Annahme (A3) genii-
gen.

Des Weiteren sei rL§, i = 1,...,n der Beitrag (vgl. (2.83)) des i-ten Individuums zur
marginalen, bedingten Likelihood-Funktion der Stichprobe rL°.

Es sei angemerkt, dass das ¢-te Individuum nur genau dann beobachtet werden kann,
wenn 7;+1 < X;. Die marginale, bedingte Likelihood-Funktion fiir eine Stichprobe vom
Umfang n, die tiber einen Zeitraum von x > G Jahren beobachtet wird, kann folglich
mithilfe von (2.83) und Annahme (A4) folgendermaflen formuliert werden:

n n

rLE(0) = H {TLZ?(H)TI{TZ'HSX” = H[eﬂ{xiimin(TiJrst)}(l — Q)min(Xi—LTiJrs,x)—Ti}]l{Ti“SXi}
i=1 i=1
(3.1)
Folglich ergibt sich fiir die logarithmierte Likelihood-Funktion:
log 7LE(0) = 10g0 Y Lir41<x,) Lix,<min(Ti45.0)
i=1
i=1
Ableiten liefert
Olog rL7(0) _ Xt Limi<xiy L ixicmin(zi1s.0)
00 0
Z?zl ]1{Ti+1§Xi} [min(Xi - 1,T; + s, X) - Tz} (3 3)

1—6
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3. Inferenz fiir den Parameter der geometrischen Verteilung

und somit den eindeutigen Punktschétzer:

n n

0, = [Z ]1{TH—ngi}H{Xigmin(Ti—i-s,x)}] [Z Lirr1<x L {x, <min(Ty+s,x)}
= i=1

n 1
+ Z 1474 1<min(xi0)) [min(Xi —1,T,+s,x) — TZH

=1

_ 21 L1 <Xi<min(Ti+s,0} (3.4)
Yo Lymi<xyy []l{Xigmin(Ti—&-s,x)} + min(X; — 1,7, + s, x) — 7—'1}

Es sei angemerkt, dass wegen Annahme 1, (A2) der Nenner von (3.4) nicht Null werden
kann.

Im néchsten Schritt soll der Faktor 1{x,<min(z,+s,x)} + min(X; — 1,7 + s, x) — T; im
Nenner von (3.4) vereinfacht werden. Dazu wird folgende Fallunterscheidung durchge-
fiihrt:

o Falls X; < min(T; + s, x) erfullt ist, folgt min(X; — 1,7; + s,x) = X; — 1 und
somit:

Lix,<min(mitsy)y Tmin(X; = LT +s,x) =T, = X; = T;

o Falls X; > min(7; + s, x) erfillt ist, folgt min(X; — 1,7; + s, x) = min(7; + s, x)
und somit:

L, <min(n 45,0y +min(X; = LT+ 5,x) = T; = min(T; + 5, x) — T
Zusammenfassend ergibt sich
]l{Xigmin(Ti+s,x)} + mln(Xz - 17 T‘z + s, X) - T‘Z = Il’liIl(Xi, T'z + s, X) - T'Z (35)

und somit die erste Darstellung des Punktschéatzers:

N n, IL 5 i <min(71;+s
0, — D ie1 {T;+1< X <min(T;+s,x)} (3.6)

Yo Lymi<xy [min(Xi, Ti+s,x) — E}

Zur weiteren Vereinfachung von (3.6) seien im Folgenden 7 Nf (vgl. 2.64) und 7Y¢ (vgl.
2.70) der linksseitig trunkierte und rechtsseitig zensierte Zé&hl- beziehungsweise Unter-
Risiko-Prozess des i-ten Individuums.

Mithilfe von (2.76) folgt direkt:

n X n X n

DD ANI(2) =) ) Tnncesnin lixi=) = D Lmnicxicmin(mirs ) (37)
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Des Weiteren lésst sich aus (2.71) die Gleichheit

n X n X
Z Z TY;'C T — ]- Z Z 1{T +1<z<min(X;,T;+s)}
i=1x=1 i=1 x=1
= Z]I{T+1<X}{m1n(X,,T +8 X) T} (38)

=1

ableiten.
Durch Einsetzen von (3.7) und (3.8) in (3.6) ergibt sich somit die folgende Darstellung
des Punktschétzers:

0 — D1 PSR TNf@)
DY DY RYs ARy

Abschlieflend erfolgt die Herleitung einer Version des Punktschitzers zur Minimie-
rung des Berechnungsaufwands. Dazu sei angenommen, dass x > (G — 1) + s fur alle
i € {1,...,n} erfillt ist, sodass im Punktschitzer alle Informationen bis zum Ende
des Beobachtungszeitraums verarbeitet werden. Auch sei angemerkt, dass n den Stich-
probenumfang ohne Berticksichtigung der Trunkierung bezeichnet und folglich in der
Praxis nicht beobachtbar ist. Zwar gibt es Beispiele fiir die Analyse aus trunkierten
Daten, die nicht zwischen der Anzahl der Beobachtungen und dem Stichprobenumfang
unterscheiden [siehe beispielsweise Heckman, 1976], im Rahmen dieser Arbeit werden
Beobachtungsanzahl und Stichprobenumfang jedoch klar voneinander abgegrenzt. Da-
zu bezeichne im Gegensatz zum Stichprobenumfang n das Symbol m im Folgenden die
Anzahl der Beobachtungen. Sei weiter

(3.9)

M = Muyncens T Meens

eine Zerlegung von m in die Individuen, deren Ausfall innerhalb des Beobachtungszeit-
raum stattgefunden hat (myncens), und die Individuen, die am Ende des Beobachtungs-
zeitraums noch nicht ausgefallen sind und folglich zensiert wurden (Mmceps). Zunéichst
gilt mit x > (G — 1) + s fiir den Zéhler von (3.6):

; Lyr 1< X, <min(Ti4sx)} = ; Lir+1<x:<Ti+s) = Muncens
Um den Nenner von (3.6) weiter zu vereinfachen, werden die Summanden
z”: Lir1<xy {min(Xi, T+ s) — ,Tz} (3.10)
i=1
in zwei Kategorien eingeteilt:

o Fir Individuen, deren Ausfall beobachtet wird, gilt min(X;, T;+s)—T; = X; —T;.

Seien dazu 9" und 9" mit j € {1,..., Muncens} die beobachteten Realisierungen
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der Alter bei Ausfall und am Ende des Entstehungszeitraums. Dann ist

Muncens

obs .__ obs _ 4obs
A= > a1
=1

die Summe iiber alle realisierten, beobachtbaren Lebensspannen innerhalb der
Studie und somit der Anteil von (3.10), der alle Individuen mit beobachtbarem
Ausfall reprasentiert.

o Fiir alle mee,s Individuen, deren Historie rechtsseitig zensiert und deren Ausfall
entsprechend nicht innerhalb der Studie beobachtet wird, gilt min(X;, T;+s)—T; =
(T; + s) — T; = s. Dieser Anteil kann somit durch sm.,s beschrieben werden.

Abschlielend ergibt sich die dritte und letzte Darstellung des Punktschéitzers fir die
Wahrscheinlichkeit, dass ein Individuum innerhalb eines Jahres ausfallt, folgenderma-
Ben:

A

m
Hn _ uncens 311
dobs + SMeens ( )

Bemerkung 13. Aus dem Vergleich von (3.9) mit (3.11) ldsst sich das Verhdaltnis

n (G—1)+S
SO>S V(1) = d + smens (3.12)
i=1 x=1

ableiten.

Nachdem der Punktschitzer 6, fir die Wahrscheinlichkeit, innerhalb eines Jahres
auszufallen, berechnet wurde, besteht das néachste Ziel in der Angabe eines Konfidenzin-
tervalls zum Niveau 1 —« fiir den wahren Parameterwert 8,. Dazu werden im Folgenden
einige Methoden zur Berechnung des Standardfehlers von 0, vorgestellt.

3.2. Standardfehler im parametrischen Modell

Mithilfe von (3.9) wurde ein Punktschétzer 0, fiir die wahre Wahrscheinlichkeit, inner-
halb eines Jahres auszufallen, 6y, basierend auf einer Stichprobe, die aus n geometrisch
verteilten Lebensdauern Xy, ..., X, besteht, ermittelt. Dabei wurden sowohl die links-
seitige Trunkierung als auch die rechtsseitige Zensur beriicksichtigt.

Meistens liegen in der Praxis jedoch Abweichungen zwischen dem wahren Parameter-
wert und der entsprechenden Punktschétzung vor. Aus diesem Grund werden bevorzugt
Bereichsschatzungen in Form von Konfidenzintervallen zum Niveau 1 —a mit o € (0, 1)
angegeben. Dabei handelt es sich um ein Intervall, das mit einer zuvor festgelegten
Wahrscheinlichkeit 1 — v den wahren Parameterwert 8y enthalt. Um eben so einen Be-
reich angeben zu konnen, wird neben dem Punktschatzer noch der Standardfehler SE
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bendtigt. Dieser ist definiert als der Schétzer der Standardabweichung von 6, mit:

N 313

Bei

o :=\/Varg, {v/n0,}

handelt es sich um die Standardabweichung der asymptotischen Normalverteilung der
Folge (vn(0, — 6))n fiir n — oo. Als Grundvoraussetzung fiir diese asymptotische
Normalitat muss zunachst die Konsistenz der Schétzfolge (én)n nachgewiesen werden.

Die dafiir verwendeten Sétze stammen aus van der Vaart [1998, Lemma 5.10 und
Theorem 5.41] und basieren auf dem Konzept der M-Schétzer. Zunéchst werden diese
inklusive einer entsprechenden Notation sowie weitere Modellannahmen eingefithrt. An-
schlieffend konnen dann die Konsistenz von (én)n sowie die asymptotische Normalitét

von (v/n(f, — 6)), nachgewiesen sowie der Standardfehler

SE = \/Vargo{én}
ermittelt werden.

An dieser Stelle sei hervorgehoben, dass die Berechnung des Standardfehlers mit-
hilfe von Konsistenz und asymptotischer Normalitdt nach van der Vaart [1998] ein

parametrisches Modell voraussetzt. Wahrend fir X;, i € {1,...,n} eine geometrische
Verteilung mit dem wahren Parameterwert 6, angenommen wurde, musste bisher fiir
T;, i € {1,...,n} keine Verteilungsannahme getroffen werden.

Da in der spéter erfolgenden Anwendung (siehe Kapitel 5) die Lebensdauer von Un-
ternehmen untersucht werden soll und die Analyse von Unternehmen, die vor hunderten
von Jahren gegriindet wurden, wenig sinnvoll erscheint, wird fiir die Verteilung von T;
ein endlicher Trager vorausgesetzt. Werden die Entstehungen der Individuen zusétz-
lich als homogener Poisson-Prozess modelliert, ergibt sich fiir T; eine Gleichverteilung
[siehe Dorre, 2020], sodass die Gleichverteilung als Referenz fiir die Verteilung von T;
interpretiert werden kann.

Entsprechend wird fiir den Nachweis von Konsistenz und asymptotischer Normalitat
vorausgesetzt, dass T1, ..., T, unabhingig und identisch diskret gleichverteilte Zufalls-
variablen auf dem Tréager {0,...,G — 1} sind.

Definition 7 (Diskrete Gleichverteilung). Sei T eine diskrete Zufallsvariable mit dem
Bild t. Dann heifst T diskret gleichverteilt auf dem Intervall {0, ..., G —1} genau dann,
wenn die zugehorige Wahrscheinlichkeitsfunktion gegeben ist durch:

fult) = By{T =t} = Pr{T = t} = { falls ¢ = {0,.....,G — 1}

3.14
0, sonst ( )
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3. Inferenz fiir den Parameter der geometrischen Verteilung

Die Verteilungsfunktion von T ist entsprechend definiert durch:

0, fallst <0

Fy(t) = P{T <t} = Pr{T <t} = (g5, fallst ={0,...,G -1} (3.15)

1, fallst > G

Aulerdem wird davon ausgegangen, dass fiir die aus der Grundgesamtheit gezogene
Stichprobe vom Umfang n € N die beiden folgenden Szenarien nicht eintreten:

(S1) Alle Individuen fallen vor dem Beginn der Studie aus oder werden zensiert, sodass
T; > X; oder X; > T; + s fur alle i € {1,...,n} erfillt ist. In diesem Szenario
wiirde 60,, = 0 gelten.

(52) Alle Individuen fallen im ersten Jahr des Beobachtungszeitraums aus, sodass X; =
T, + 1 fir alle i € {1,...,n} erfillt ist. In diesem Szenario wiirde 6,, = 1 gelten.

Das Vermeiden der Szenarien (S1) und (S2) garantiert, dass © = [{,1 — ] mit
¢ € (0,1/2) als Parameterraum gewéhlt werden kann. Fur dieses Modell kénnen im
Folgenden M-Schétzer definiert werden.

Als M-Schétzer wird ein Schétzer bezeichnet, der Maximum-Likelihood-artig ist [siehe
van der Vaart, 1998, Kapitel 5.1]. Soll der Verteilungsparameter 6, € © der Zufallsva-
riablen Xji,..., X, die auf einem gemeinsamen Wahrscheinlichkeitsraum (2, F, Pp,)
definiert sind, geschétzt werden, geschieht dies iiber die Maximierung einer Funktion
der Form

1 1
0 — M,(0) := - log 7L¢(0) = " > me(X;,T;) (3.16)

i=1

Dabei ist my : N> — R eine bekannte Funktion, die entsprechend (3.16) und der in
(3.2) aufgestellten, logarithmierten, marginalen und bedingten Likelihood-Funktion im
Rahmen dieser Arbeit durch

mg(Xi, T;) =1{r41<x,)

[10g(9)1{xi<min(n+s,x)} +log(1 — 6) (min(X; — 1, T; + 5,x) — Tz)]

definiert wird. Zur Gewihrleistung einer besseren Ubersichtlichkeit wird zusétzlich an-
genommen, dass x > G + s, sodass sich

mo(Xi, 7)== Lir i [08(0) L px,crivy + log(L = 0) (min(X; = 1,T; + ) = T2)]
ergibt.

Allgemein werden Schétzer, die M,,(€) iiber © maximieren, als M-Schétzer bezeichnet.
Die Stelle des Maximums ldsst sich dann als Nullstelle der Ableitung bestimmen. M-
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3. Inferenz fiir den Parameter der geometrischen Verteilung

Schétzer konnen folglich auch als Losung der Gleichung

n

Y e(Xi, T;) =0 (3.17)

i=1

() = i

definiert werden. Da im vorliegenden Fall der M-Schatzer 6, als das Maximum der
logarithmierten, marginalen und bedingten Likelihood-Funktion (3.2) verstanden wird,
folgt:

om Xz,j—;
Q/JG(Xi,Tz') = 6(39) = ]1{Ti+1gxi}

]l{XiSTi+S} Il’llIl(Xl - 1, E + S) - T‘z
0 1-10

(3.18)

3.2.1. Konsistenz

Soll der wahre Parameter 6, der Grundgesamtheit anhand einer Stichprobe, bestehend
aus n Merkmalstragern, geschatzt werden, sollte bei steigendem Stichprobenumfang
auch die Genauigkeit der Schétzung zunehmen. Der wahre Parameterwert 6, sollte
folglich bei steigendem Stichprobenumfang mit zunehmender Genauigkeit durch die
Schétzfolge (én)n approximiert werden kénnen. Dieses Qualitatsmerkmal einer Schéatz-
folge lasst sich anhand des Konsistenzbegriffes mathematisch formulieren [siehe van der
Vaart, 1998, Kapitel 5.2]:

Definition 8 (Konsistenz). Eine Schdtzfolge (én)n heifit (schwach) konsistent, wenn
die Folge fiir alle moglichen Werte von 6 in Wahrscheinlichkeit gegen 6 konvergiert:

0, 50,70 €O (3.19)

Die fiir den Konsistenznachweis notwendige Konvergenz in Wahrscheinlichkeit wird
dabei in Definition 18 eingefiihrt:

Das néchste grofle Ziel ist der Nachweis der Konvergenz in Wahrscheinlichkeit von
(0,)n gegen den wahren Parameterwert 6. Dazu wird eine Grenzfunktion 6 — ¥(6)
ermittelt, sodass W, (0) 2 W(6) fir alle @ € O gilt und 6, eine Nullstelle von W ist.
Dann konvergiert unter gewissen Voraussetzungen die Folge der Nullstellen (én)n von
(U,,), in Wahrscheinlichkeit gegen die Nullstelle 6y von W.

Zunachst wird zu diesem Zweck gezeigt, dass die Funktionenfolge (V,,),, gleichmafig
in Wahrscheinlichkeit gegen die Funktion

W(0) := Eo{hs(Xi, T)} (3.20)

konvergiert, wobei ¢ in (3.18) definiert wurde.

In Newey und McFadden [1994, Kapitel 2.3, Lemma 2.4] wird eine Variante des
gleichmafligen Gesetzes der groflen Zahlen angegeben, die fiir diesen Zweck verwendet
werden kann.
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3. Inferenz fiir den Parameter der geometrischen Verteilung

Satz 6 (GleichméBiges Gesetz der grofien Zahlen). Seien (X1, T1), ..., (X, T,) unab-
hangige und identisch verteilte bivariate Zufallsvariablen, © kompakt und 0 — g(z,t)
stetig fiur fast alle (z,t). Auferdem existiert eine Abbildung h(x,t) mit ||[vg(x,t)|| <
h(z,t) fir alle 0 € © sowie Eg{h(X;,T;)} < oco.

Dann ist Eg{1e(X;,T;)} = W(0) stetig und es gilt:

n

1 Z(%(Xi, T;) — Eg{tha(X;, Tz)}>

n;3

sup 20 (3.21)

0cO

Im Folgenden werden die Eigenschaften von Satz 6 iiberpriift. Die bivariaten Zu-
fallsvariablen (X;,T;)’, ¢ € 1,...,n sind nach der Annahme 1,(A4), unabhangig und
identisch verteilt. Der Parameterraum © = [{,1 — £] mit £ € (0,1/2) ist dariiber hin-
aus als abgeschlossene und beschriankte Teilmenge des eindimensionalen euklidischen
Raumes kompakt. Da § € © und somit 0 < 6 < 1 gilt, ist § — 1y(z,t) nach (3.18) als
Komposition stetiger Abbildungen selbst auch stetig.

Zur Bestimmung einer Funktion h(z,t) mit ||[¢e(z,t)|| < h(z,t) sei zundchst ange-
merkt, dass

[ba(z, )l = /5 (2, 1) = [¢o(x, 1)

Auf Grundlage dessen und mithilfe von £ < # < 1—¢ kann basierend auf (3.18) folgende
Abschatzung vorgenommen werden:

1 T s i — ]_’t —t
ot 1= ‘1{t+1§z}{ : SQH }_ min( +5) H

1—-40
< ‘1{t+1§x}1{w§t+s} n ‘1{t+1§:p} min(z — 1, + s) ‘]l{tJrlgx}t‘
- 0 1-60 1-40
1 x+s t r+t+s+1
< = < =: h(x,t
A R - ¢ (z,2)

Es bleibt zu zeigen, dass Eo{h(X;,T;)} < oo:

7 = ieu — )" Nz+t+s+1) (3.22)

Eo{n(X:, T})} = Ee{
5 t=0 x=1
Da es sich bei # um den Parameter einer geometrischen Verteilung handelt, gilt:

Xi+Ti+s+1} 1A

hE

61— )" 'z = Bp{ X} = ; (3.23)

Il
—

xT

(1 —0)" 't =t (3.24)

M8

r=1

i 01 —0)" " (s+1)=s+1 (3.25)
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3. Inferenz fiir den Parameter der geometrischen Verteilung

Da der rechte Rand G — 1 des Trégers der Verteilung von T; endlich ist, folgt durch
einsetzen von (3.23)-(3.25) in (3.22):

1 G—-1

=

Somit sind alle Bedingungen von Satz 6 erfillt. Mit

B {h(X;, T))} (é bt (s + 1)) <0

}liEewe(Xi,Ti)) = inW@) = (o)

folgt:

sup| ¥, (6) — U (0)]| = 0
0cO
Somit konvergiert (¥,,),, gleichméBig in Wahrscheinlichkeit gegen W.
Im néchsten Schritt ist nachzuweisen, dass dann auch die Folge der Nullstellen (6,,).,
von (¥, ), in Wahrscheinlichkeit gegen die Nullstelle 6y von ¥ konvergiert. Dazu kann
der folgende Satz verwendet werden [siehe van der Vaart, 1998, Lemma 5.10]:

A

Satz 7. Sei © C R und (V,,(0)), eine Folge von Funktionen, sodass fir alle n gilt,
dass die Funktion 0 — W, (0) stetig ist und genau eine Nullstelle 0, hat. Auflerdem
konvergiere die Folge (V,,(0)), fir alle @ in Wahrscheinlichkeit gegen eine feste Funktion
0 — W(0). Des Weiteren erfiille 6y die Bedingung V(0y —€) > 0 > WU(6y + €) fir alle
e > 0. Dann gilt 0, 2 6.

Im Folgenden wird iiberprift, ob im Rahmen des besprochenen Modells die Bedin-
gungen von Satz 7 erfiillt werden. Zunéchst folgt mithilfe von (3.17) und (3.18), dass:

12 Lix,<mi4s min(X; — 1,7; +s) = T;
Ua(0) = = D U grexy [ DG LT ) (3.26)
=1

Dabei folgt direkt aus 6 € [(,1 — &] mit & € (0,1/2), dass ¥, () als Komposition
stetiger Funktionen stetig ist. Des Weiteren ist 6,, als Nullstelle von 0log rL¢(6)/00
(vgl. (3.3)) auch eine Losung der Gleichung

1 dlog 7 L5(0)

¥n(0) n 00

=0
Um die Eindeutigkeit der Losung nachzuweisen, wird gezeigt, dass die Funktion ¥,

(vel. 3.26) auf dem gesamtem Definitionsbereich [€,1 — &] streng monoton fallend ist.
Fir die Ableitung V¥, gilt:

. 1 & 1 X;<T;+s} mln(Xl —1 E + S) - ,I'Z
\IJn 0 = — 1ir . |: {(Xi<Ts ’
( ) n ; {T;+1<X;} 02 + (1 _ 9)2

Da nach Voraussetzung die Szenarien (S1) und (52) nicht eintreten, folgt fiir die Sum-
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3. Inferenz fiir den Parameter der geometrischen Verteilung

manden:
" r<xylixi<r4sy 0
Z 3 —_ 1 1= 1 > - = 0
i—1 0 0°
n min(X; — 1,T; + s) — T; 0
Tiri<x, > =0
e (-0
und somit:

U,(0)<0,V8e O =[1—¢]

Da W, eine stetige und streng monotone Funktion ist, ist die Nullstelle b, eindeutig.
Im néachsten Schritt soll mithilfe von (3.18) und (3.20) die Grenzfunktion ¥ der Folge
(U,,), explizit berechnet werden. Es gilt:

Tix.<74s min(X; — 1,7 +s) = T;
U(0) = Eq, 1{Ti+1sxz-}{ Losris  uin ) ]
0 1—-40
o lGilE 1 |:]1{X¢§t+s} IIllIl(AXVZ - 1,t+8) —t:|
- G part [ {t+1<X;} 0 1—6

—_

1 1 .
eEeo{]l{tstisws}} - 1_9E‘90{]l{t+1ﬁxi} (mm(Xz’ —Lt+s)— t) }]

1 &
_at;)

wobei
t+s t+s—1
Eeo{]l{mgxigws}} = > fa(z;6p) = 90( > (1- 90)I>
r=t+1 x=t
und

Eeo{]l{tJrlSXi} (mln(XZ — 1, t+ S) — t)}

= i Ja(;00)L1<a) (min(ac —1,t+s)— t) = i falz; 90)(111111(3: —1,t+s)— t)

=1 r=t+1
t+s %)
= > (x—t=1falx:0)+ Y sfal;60)
z=t+1 r=t+s+1
i+s t+s
= Y (@t — D) felw:00) + 5(1 =3 fele 90)>
r=t+1 =1
t+s t+s
= > (z—t—1)0(1—6)" ' + s<1 — 3 0(1 - eo)w—l)
r=t+1 =1
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Insgesamt folgt:

<Zt+s (1 _90)m>
0

TGEES >

t=0

S (a t—n%u—ﬂ@x1+3Q—§jﬂed1—%yl)
B 1—46

Abschliefend muss WU (fy —€) > 0 > W(0y + €) fiir ein € > 0 tUberprift werden. Dies
geschieht anhand der folgenden zwei Schritte:

(1) Es wird gezeigt, dass 6, eine Nullstelle von W ist.

(2) Es wird gezeigt, dass die Funktion ¥ in einer Umgebung von 6, streng monoton
fallend ist.

Um (1) und somit

Z 1[0 (ZH-S 11— 00):13)

=0 to
(e~ - D - A (1 S a1 - )
-6, =Y
(3.27)
zu zeigen, sei angemerkt, dass unter der Verwendung von
- t+s o rz—1
(1 PN 60(1 90) ) _ S Z?fzt+8+1 90(1 — 90)271
1—16, 1—6,
o t+s—1
=5y Oo(1—6p)" " = 3(1 — Dgriscy > Oo(1 - 90)36_1)
r=t+s z=1
gilt, dass:
1 G—1Tt+s—1 t+s
V() = G [ (1—60)"— > (x—t—1)0(1— ) >
t=0 L ==t r=t+1

t+s—1
- 3<1 — Lirys>oy Z Oo(1 — 90)x_1)]

=1
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Es wird nun gezeigt, dass fiir alle ¢ € {0,...,G — 1} und alle s € N

t+s—1 t+s 51
Do (L=6)" = > (x—t—1)f(1 b))~ 3<1 —Tgrrszay D Oo(1— 90)9”_1) =0
=t r=t+1 oy

(3.28)

erfiillt ist. Zunachst gilt:

0, wennt=0und s =1

1{t+822} B {1 sonst

Zur Uberpriifung von (3.28) erfolgt fiir den Fall t = s—1 = 0 eine separate Betrachtung.
Es ergibt sich:

0 1

D1 =6)"=> (x—1)0(1—6))*>—1=1-0-1=0

=0 =1

Fiir die weitere Betrachtung gilt 14,59y = 1, sodass dieser Term entsprechend weg-
gelassen werden kann. Es erfolgt ein Nachweis von (3.28) per vollstandiger Induktion,
sowohl tiber ¢ als auch tiber s. Dazu wird zunéchst s = 1 gesetzt und eine Induktion in
t-Richtung durchgefiihrt. Sei fiir den Induktionsanfang ¢ = 1. Dann gilt fiir (3.28):

1 2

ST(1—6p)" =S (=1 —1)8(1 — fp)* 2 — (1 _ 290(1 _ 90)“>

=1 =2
=(1—-6p)—0—(1—6y) =0
Es folgt der Induktionsschritt ¢ +— ¢ + 1:
Die Induktionsvoraussetzung lautet:
t

(1= 60) — (t4+1) — £ — 1)Bo(1 — )" — <1 ~ 3 01— eo)w—l)

=(1—6p)" — (1 — ztj Oo(1 — 90)“> =0 :

Darauf aufbauend soll nun

t+1
(1= 80" = ((t+2) = (£+ 1) = Doo(1 = 60)" = (1= 3 bo(1 — 60))

=(1 — )" — (1 — § fo(1 — eo)x—l) =0 (3.29)

r=1

gezeigt werden.
Es gilt:
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(1—6p)" = (1—0)(1—6)"

(i7)

t+1 t
1= (1 —6p)" " =1=> 0p(1—6p)" " — (1 —6p)"
=1 r=1

Einsetzen von (i) und (¢7) in (3.29) liefert mithilfe der Induktionsvoraussetzung:
¢
(1= 00)(1 — 0p)! — <1 — 3 Gp(1— ) — (1 — eo)t)
=1

— (1— 6, — (1 - i Bo(1 — eo)“) — 0o(1 — B)" + 0o (1 — )"

r=1

= (1—6)" - <1 - i bo(1 — 90)36_1) =0

Die Giiltigkeit von (3.28) ist somit fiir s = 1 und alle ¢t € {0, ..., G — 1} nachgewiesen.
Darauf aufbauend wird im Folgenden eine vollstandige Induktion tiber s durchgefiihrt.
Der Induktionsanfang mit s = 1 ist bereits abgeschlossen. Fiir den Induktionsschritt
s — s+ 1 gilt als Voraussetzung:

t+s—1 t+s t+s—1
S 10— 3 (ot — 1)1 — )% — 5(1 Y (1 - 90)“) ~0
r=t r=t+1 =1

Darauf basierend muss folglich

i(l_(gO)x_ ZS: (x_t_l)eo(l_eo)m2_<S+1)(1—§90(1—60)$1) =0

x=t r=t+1 x=1
(3.30)
gezeigt werden. Es gilt:
(4)
t+s t+s—1
ST —=6)" = 3 (1= 60)" + (1 — o)+
=t =t
(i)
t+s+1 t+s
Z (x—t—1)0(1 —6p)" 2 = Z (z—t — 1)8(1 — 00)" 2 + s0p(1 — )"+
r=t+1 r=t+1
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(i)
t+s

(s +D(1- > (1 - o))
:5<1 — til Oo(1 — 90)m1> — 50p(1 — )51 + (1 — HZS 0o (1 — 90):”1)

r=1

Einsetzen von (i), (i7) und (#i¢) in (3.30) liefert mithilfe der Voraussetzung

=t r=t+1
t+s
o1 = 00" = (1= 32 dol1 = 80)71) + (1= 80)'** = (1 — )"+
=1
t+s
=s00(1 — )" 7! — (1 — > (1 - 00)“”‘—1) (1= 60)F° — s(1 — fo)t+!
=1

=(1—6p)"™* — (1 - § Bo(1 — 90)x1> =0

Die letzte Gleichheit folgt dabei direkt aus der Giltigkeit von (3.29). Somit ist gezeigt,
dass es sich fiir alle £ € {1,...,G—1} und s € N bei 6y um die Nullstelle von ¥ handelt.
Fiir den Beweis von (2) wird zundchst U berechnet:

90 <Zt+s 1(1 _ 90)z>
92

S —t—1)0(1 — 60)" " + 8<1 — 205 6o(1 — 90)90_1>
(1-0)

Z

+

Da sowohl € als auch 6, in dem Intervall [¢,1 — £] enthalten sind, lassen sich die Sum-
manden folgendermaflen abschétzen:

90(2t+5 Je! —90)x> §<2t+s 1 x)

0z > I >0
(e — = D100 - DEL -9
(1-6)> B (1-¢)? B
(1 o Zt+8 90(1 o Qo)x 1) 3(1 B 1)
> =0
(1-6)> (1-¢)?

Dies impliziert () < 0 fiir alle § € ©. Die Funktion W(#) ist folglich auf dem ganzen
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Intervall [, 1 — £] streng monoton fallend.

Zusammenfassend folgt aus (1) und (2), dass fiir alle e > 0 die Eigenschaft ¥(6y—¢) >
0> V(b + ¢) erfillt ist.

Satz 7 ist folglich anwendbar und die Schétzfolge (6,,),, konvergiert in Wahrscheinlich-
keit gegen den wahren Parameterwert 6y. Der Konsistenznachweis ist somit erbracht.

3.2.2. Asymptotische Normalitat

In diesem Kapitel werden die asymptotische Normalitat sowie die klassischen Bedingun-
gen fiir diese formuliert [siche van der Vaart, 1998, Kapitel 5.3 und 5.6], da tiber diesen
Weg direkt ein Konfidenzintervall fiir den wahren Parameterwert der geometrischen
Verteilung 6, hergeleitet werden kann.

Im vergangenen Kapitel wurde mithilfe des Konsistenzbegriffs die Frage beantwor-
tet, ob die Schéatzfolge (én)n gegen den wahren Parameterwert 6y in Wahrscheinlichkeit
konvergiert. Im Folgenden wird sich der Frage nach der Konvergenzrate von (9n —6)n
gegen 0 angenommen. Die Antwort auf diese Frage ist situationsabhéngig, jedoch liegt
die Ordnung sehr oft, wenn die Schatzer auf der n-Fachen Wiederholung eines Expe-
riments basieren, bei n~'/2. Wird (0, — ), mit der inversen Rate /7 multipliziert,
ergibt sich ein Gleichgewicht, das in den meisten Fallen in Verteilung gegen eine Nor-
malverteilung konvergiert. Dieses Phanomen wird asymptotische Normalitat genannt.

Analog zu vorherigen Kapiteln werden die auf dem gemeinsamen Wahrscheinlichkeits-
raum (§2, F, Py,) (vgl. (2.1) und folgende Seiten) definierten bivariaten Zufallsvariablen
(X1, Th)s ... (X, Ty) (vl 2.2 und 2.3) betrachtet.

Zunachst beschreibt der folgende Satz die klassischen Bedingungen fiir die asympto-
tische Normalitat [siehe van der Vaart, 1998, Theorem 5.41].

Satz 8. Fir alle 0 € ©, wobei © eine Teilmenge des eindimensionalen euklidischen
Raums darstellt, sei die Abbildung 0 — g(x,t) fir alle x und fir alle t zweimal stetig
differenzierbar. Es wird angenommen, dass Eg,{tbg,} = 0 sowie Ey, [, ||* < co. Der
Erwartungswert Ego{@bgo} existiere mit By, {wgo} #+ 0. Auflerdem erfillt die Ableitung
zweiter Ordnung die Ungleichung

321/19(337 t)
00?

< (3.31)

fir-alle 0 in der Néihe von 0y und fir eine integrierbare und messbare Funktion Y. Des
Weiteren sei (0,,), eine konsistente Schdtzfolge, die V,,(0,) = 0 fir alle n erfillt. Dann

ist die Sequenz (v/n(0, — 00))n asymptotisch normalverteilt mit dem Erwartungswert 0
und der Varianz:

FRAUA S
o

= oo ldn )2 932

Im Folgenden wird der Punktschatzer des geometrischen Parameters bei linksseitig
trunkiertem und rechtsseitig zensiertem Beobachtungsdesign hinsichtlich der asympto-
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tischen Normalitdt mithilfe von Satz 8 untersucht und gegebenenfalls die Varianz der
resultierenden Normalverteilung berechnet. Dazu werden zunéchst alle Bedingungen
von Satz 8 nachgewiesen, beginnend mit der zweifachen stetigen Differenzierbarkeit von
0 +— 1g(x,t) fur alle Tupel (z,t). Die Funktion 6 — 1(z,t) wurde bereits in Kapitel
3.2.1 hergeleitet, sodass fir diesen Abschnitt auf die Gleichung (3.18) zuriickgegriffen
werden kann:

omo(X;, T; Lix,<rts min(X; — 1,T; + s) = T;
wG(XiaTi):tL)(&g):]l{Tﬁlgxi}{ {X(ggTJr}_ ( = ) }

Die partiellen Ableitungen erster und zweiter Ordnung in Richtung des Wahrscheinlich-
keitsparameters 6 haben entsprechend folgende Gestalt:

; 8¢0(Xm 7—‘2) ]l{XiSTi-‘rs} mln(XZ - ]-7 7—12 + S) - T;
vo(X;, T;) = a0 = _]l{T,-—&-ngi}{ 02 + (1—0) ]
(3.33)
79 802 { i+1< 1} 93 (1 _ 8)3
(3.34)

Die Funktionen gl}g(Xi, T;) und @LQ(XZ-, T;) sind fur alle € © = [¢,1 — £] als Komposi-
tionen von stetigen Funktionen selbst auch wieder stetig.

Um Eg, {9, } = 0 einzusehen, sei angemerkt, dass Eg, {1y, } = ¥(6p) gilt und ¥V (0y) =
0 bereits gezeigt wurde (vgl. (3.27) und die folgenden Seiten).

Die néchste zu tiberpriifende Bedingung von Satz 8 ist Eg,||1)g,||* < co. Da im be-
trachteten Modell die wahre Ausfallwahrscheinlichkeit 6y einen eindimensionalen Para-
meterwert darstellt, ergibt sich Eg, [|vg,||* = Eg, {1, }. Weiter gilt:

I

Lixereg  min(X; = 1,7+ 5) - 7))
Eo, (U2 } = Ey, ]1{T1-+1§Xi}[ {X.<T,+s) _ min( s) }
00 1 - 90

= {ﬂ{xiqﬁ} min(X; — Lt +s) —t] ’
=G 2 60§ L{t+1<X;} 0o 1—6,

| G=1[ o (1= 00) sy — fo(min(z — 1,¢ +5) — )]
L Bo(1 — 06)" M a1, b=t ’

G ;) z:: o(1 = 00)" Tp4as }[ Bo(1—6y)

1 G-1

=G ) 219 (1—6y)" ((1 —00)* L {o<tis)

t=0 “x=t+

[\]

(1 = 60)L{p<tisybo(min(z — 1,t +s) — t) + 0 (min(z — 1,t +s) — t)2)}

Die einzelnen Summanden lassen sich dabei folgendermafien vereinfachen:
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t+s

Z 0y (1= 00)" (1 = 00)* Lacsrsy = »_ 05 (1—06p)""
r=t+1 r=t+1
(i)
Z 06" (1 — 00)"°2(1 — 0p) Lyt b0(min(z — 1, ¢ + 5) — 1)
r=t+1
t+s t+s
= > 2(1—6p)" P(min(z — L, t+s)—t) = > 21 —6)" *(z—t—1)
r=t+1 r=t+1

(iid)

Z 05 (1 — 00)" 202 (min(x — 1, + 5) — t)?

r= t+1

—2001—90 3(min(z — 1, + s) — t)?
T=t+2
t+s+1

= D O(1—00)"(x—t—=1)*+5* > Oo(1—00)"°
r=t+2 r=t+s+2
t+s+1 t+s—1
= > Oo(1—00)" Hw —t = 1) +5° (1= Lppasngy D Oo(1—60)"")

r=t+2 z=1

Einsetzen liefert:

1 G—-1 t+s
t= r=t+1
t+s
=23 (1—=6)" 3z —t—1)
r=t+1
t+s+1
+ 3 (1 —6) Pz —t—1)°

r=t+2

t+s—1
—|—82(1 — ]1{t+522} Z (90(1 — 90)9”1)] (335)
=1

0

Auf der Grundlage von (3.35) kann Ey, ¢y, ||* abgeschétzt werden. Unter der Verwen-
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dung von 0 < £ <y <1 — & < 1 folgt fiir die einzelnen Summanden:

t+s t+s
S (1 Gt < Zemnl 8 (3.36)
r=t+1 g 5
t+s
-2 (1-6)"*(z—t—1)<0 (3.37)
r=t+1
t+s+1 t+5 1 T 2
S f0(1— ) Sa—t— 1) g et LTS ST g5
r=t+2 1 - 90 6
t+s—1
(1= Tgassay Y. Oo(1—00)"") < s*(1-0) =5 (3.39)
r=1

Durch Einsetzen von (3.36)-(3.39) in (3.35) folgt mit s < oo:

1 s s?(s —1) s  sis—1)
2 2 _ 2 2
Ego |46, | <Gt§:0[§—0+€ +s}—§+§ + 52 <00

Im nichsten Schritt sollen Existenz und Invertierbarkeit von Eg{tp,} nachgewiesen
werden. Unter der Verwendung von (3.33) folgt:

. Tix, <748 min(X; — 1,T; +s) — T;
EQO{wQO} = _E90{1{T¢+1§X¢}[ XisTivs) + ( ) } }

03 (1 —6p)?
—1 Lix,<isy  min(X; —1,t+s) —t
= ZO Eeo{ﬂ{t+1§X¢}|: 9% + (1= 60)° ]
—1E = Lia<trsy min(z —1,t+s)—t
_ ! 9(1—9)“[ fostis) | i ] (3.40)
G 2.2, 63 (1= 60)?
wobei
> ]l X S
ST Oo(1 — o)t s <t+ b= Z 07 (1 — 6,)° (3.41)
r=t+1 r=t+1
und
ad . mi —1,t+s)—t
6 1 _9 x lmln(x )
2l =) (=6
= ) 6(1— 90)173(min(x —1,t+s)— t)
r=t+2
t+s+1 00
= > 0(1—0)"(x—t—1+s >  O(1—0)" "
T=t+2 r=t+s+42
t+s+1 t+s—1
Z 00 1 — 00)1’ 3(1» — 1t — 1) + S(l — ]l{t+5>2} Z 90 1— HO)I 1) (342)
r=t+2
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Einsetzen von (3.41) und (3.42) in (3.40) liefert:

. -1 G-1 t+s
an{w%}zgz Z 6 1_00
t=0 Lz=t+1
t+s+1 sl
+ > (1—6)" Pz —t—1)+ 8(1 — Lgys>oy Z Oo(1 — 0o)" 1)]

r=t+2

(3.43)

Damit ist die Existenz von Eg, {14, } gezeigt. Zum Nachweis der Invertierbarkeit von
(3.43) geniigt es Eg,{¢g,} # 0 einzusehen. Da einerseits 0 < 6y < 1 und somit auch
0 < (1 — 6p) gilt und andererseits

t4+s—1

]l{t+522} Z 90(1 — 00)””_1 <1
r=1

und somit

t4+s—1

8(1 — ]l{t+322} Z 90(1 — 90)95_1) >0

x=1

erfiillt ist, folgt direkt Eg{tg,} < 0 und somit die Invertierbarkeit von (3.43).

AbschlieBend ist die Existenz einer integrierbaren und messbaren Funktion 1) (z, t)
nachzuweisen, die in der Ndhe des wahren Parameters 6, eine obere Schranke von
[4bg(x,t)| darstellt. Mithilfe von (3.34) sowie 0 < £ <0 <1 —¢ < 1 gilt:

. 2 ctis) 2(min(ac— 1,t+s) —t)
Vo ()] = ‘]l{t+1<x}[ 93 (1-0)3
21 1y 1<y Losrrs) 21 (4 1<a) (min(z —1,t+s) — t)
- 63 (1—-10)3
2‘min(:c— 1,t+s) —t’ 2(‘min(m— 1,t+s) —t‘+1> .
< 573 —+ 53 = 53 = Q/}(I,t)

Da sowohl das Minimum als auch die Betragsfunktion stetige Abbildungen sind, folgt
die Stetigkeit von (x,t). Damit ist die Funktion t(z, ) messbar und integrierbar.

Somit sind alle Bedingungen von Satz 8 nachgewiesen. Fiir die konsistente Schatzfolge
(0,,)», nach (3.6) gilt somit, dass die Sequenz (v/n(f — 0y)), asymptotisch normalverteilt
mit Erwartungswert 0 und Varianz

0_2 _ E90 {¢go}
<E90 {w% })2
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ist. Mithilfe von (3.35) und (3.43) folgt abschliefend:

g =
G—1r t+s t+s+1

G[Z D071 =00)" 4 D Oo(1—6) Pz —t—1)
t=0 - x=t+1 r=t+2

t+s—1 -2
4 5(1 ey Y (1 - eo)x—l)”
=1

G—1 t+s t+s
[ D61 =0)" =2 > (1—6)" Pz —t—1)
t=0 - z=t+1 r=t+1
t+s+1 t+s—1
+ > Op(1—0p) Pz —t—1)"+ 32(1 — Lgyssay >, Oo(1— 90)“)H (3.44)
r=t+2 x=1

Davon ausgehend kann im Folgenden der Standardfehler des Punktschétzers 6,, berech-
net werden. Dieser wird zunéchst auf zwei verschiedene Arten ermittelt.
Fiir den ersten Berechnungsansatz gilt zunéchst, basierend auf (3.13):

6’2

SE? = —
! n

Dabei ergibt sich 62 aus (3.44), wobei der unbekannte wahre Parameterwert 6, durch
die entsprechende Punktschitzung 6, (vgl. (3.9)) ersetzt wurde.

Das Problem, das dieser Variante zur Standardfehlerberechnung zugrunde liegt, ist,
dass von Individuen, die vor dem Beginn des Beobachtungszeitraums ausfallen, nicht
einmal die Existenz beobachtet wird, sodass n unbekannt ist und dementsprechend
geschitzt werden muss. Somit gilt SE? = 42/n. Dazu sei ag, := Py {T; +1 < X;} die
Wahrscheinlichkeit fiir das Ereignis, dass ein zufalliges Individuum aus der Stichprobe
auch sichtbar ist.

Die Anzahl der Beobachtungen ist folglich zufillig mit der Realisierung m. Somit
resultiert das Verhéaltnis

m = nog,.
beziehungsweise
m
n=—.
0490

Folglich beschreibt m die Anzahl aller Individuen, die wahrend oder nach der Studie
ausfallen.
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Mithilfe von (2.5) und (3.14) kann «y, folgendermafien berechnet werden:

—P@O{T+1<X}_Z§:fU fo60>

t=0 x=t+1

1 G-1 o
=52 2 Ol 6o)™
t=0 z=t+1
00 G—1p oo t—1
=AY [ - - a-ay]
t=0 ~z=0 =0
0o X1 1—(1—6p)
“exln A
t=0 -Y0 0
G-1 (1 _n\G
o DRI
t=0 0

.m
n=—
Oéén
berechnet. Zusammenfassend folgt
op? &2 @6 11-(1-6,)°
1 A — — A
n m m 0,
G-1p ths ; ts+1 ;
l SN 010"+ Y 0,01 -0,)" (@ —t—1)
=0 L a=t+1 e=t+2
t+s—1 -2
+ s(l — s>y Z 0, (1-— 0 )x_l)H )
=1
G—1p t+s R t+s A
l SN 010" -2 Y 1-80,)" Pz —t—1)
=0 L a=t+1 e=t+1

t+s—1

(3.45)

+ Z én(l_én)mig(x_t 1) + s (1_]1{t+s>2} Z 9 1—0A )xl)H

=1

Alternativ kann die Schétzung von n zur Berechnung des Standardfehlers umgangen
werden, wenn im Gegenzug auf die Darstellung (3.44) der asymptotischen Varianz o

(3.46)

2

verzichtet wird. Stattdessen wird sich, basierend auf (3.13) und (3.32), dem Verhaltnis

S . (;2 1 Eg{15,}
Varg, {0,} = gVargo{\/ﬁen} = m

bedient. Da 6, als wahrer Parameterwert der Grundgesamtheit unbekannt und folglich

eine exakte Berechnung der Erwartungswerte g {15 } und Eg, {19, } nicht moglich ist,
werden zunéachst entsprechende Schatzwerte ermittelt. Zu diesem Zweck wird erneut 6,
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durch die Punktschéitzung 0, ersetzt (vgl. (3.6)). AuBerdem erfolgt eine Approximation
der Erwartungswerte mithilfe der zugehorigen arithmetischen Mittel, sodass sich der
quadrierte Standardfehler folgendermaflien berechnen lasst:

o 1 B {3} PXL g (XaT) XL v (X6 T
1 (B, {1)g, }]2 BT 6, (X0, T ’ (S 5, (X0, T)]

- Lix,<mivsy  min(X; — 1,7 +5) = T;7?
= Z]I{TH-ISXZ}{ 0: - A } )
=1 n 1— 071

1
= -

[ n . |:]l{Xi§Ti+s} i mln(XZ — 1,7—’1 + 8) — T%:|‘|—2
2 : T;+1<X; ~ ~
ot o (1 —0,)?

Diese Art der Berechnung geht mit dem Vorteil einher, dass der unbekannte Stich-
probenumfang n entfallt und folglich nicht geschatzt werden muss. Sei dazu m die
Realisierung der zufélligen Beobachtungsanzahl und somit die Anzahl aller Individuen
mit T; +1 < X;,i € 1,...,n. Aulerdem werden die sichtbaren Individuen mithilfe der
bivariaten Zufallsvariablen (X, T;) mit j € {1,...,m} beschrieben. Dann gilt:

S :[i[ﬂ{Xj§Tj+S} B min(Xj — l,jij +s) — Tjrl
= 0, 1-0,
m o S ~ = 22
ST S S
= 62 (1—10,)?

Der Nachteil dieser Methode besteht darin, dass die Erwartungswerte mithilfe des arith-
metischen Mittels geschéatzt werden miissen und sich die Darstellung der asymptotischen
Varianz (3.44) nicht in die Berechnung integrieren lasst. Auf der anderen Seite besteht
der Vorteil darin, dass zumindest im Rahmen der Formel (3.47) keine Verteilungsan-

nahme fir 7;, i € {1,...,n}, getroffen werden muss. Jedoch lassen sich einige Bedin-
gungen fiir Konsistenz und Asymptotische Normalitdt anhand der Sétze 7 und 8 nicht
nachweisen, wenn T;, ¢ € {1,...,n}, keiner Verteilungsannahme unterliegt. So kann

beispielsweise die Grenzfunktion ¥ nach (3.20) nicht explizit berechnet werden, wenn
die Verteilung von 7;, ¢ € {1,...,n}, unbekannt ist.

Demgegeniiber liefert das folgende Kapitel eine Variante, den Standardfehler von 0,
ganzlich ohne eine Verteilungsannahme fiir 7}, ¢ € {1,...,n}, zu berechnen.

3.3. Standardfehler im semiparametrischen Modell

Im Folgenden soll unter Zuhilfenahme eines Martingalgrenzwertsatzes von Rebolledo
[1979] [siche Kalbfleisch und Prentice, 2002] eine Darstellung des Standardfehlers von
0, (vgl. (3.9)) hergeleitet und dabei auf eine Verteilungsannahme von T}, i € {1,...,n},
(vgl. (2.3)) verzichtet werden.

Als Ausgangslage dient dabei die bereits ermittelte, marginale und bedingte Likelihood-

Funktion (3.1). Diese wird jedoch als stochastischer Prozess formuliert, wobei die bis-
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her beliebig gewéahlte, aber feste, Beobachtungsgrenze y als weiteres Argument in die
marginale, bedingte Likelihood-Funktion aufgenommen wird und somit fiir weitere
Betrachtungen die Zeit-Richtung représentiert. Somit wird fiir das folgende Kapitel
X € Ny angenommen. Zusammenfassend gilt unter der Annahme, dass die Lebensdauer
X;, i €{1,...,n}, weiterhin geometrisch verteilt ist (vgl. Definition 1):

n . Top L1 Nn+1<0
TL?(X, 9) = H l:[eﬂ{xiémin(TiJrsﬁx)} (1 — Q)mm(Xi_LTH-SaX)—Ti} {Tl‘HSXl}]
i=1

Darauf aufbauend wird der Prozess V¢ folgendermaflen definiert:

1 OlogrL* (X,Q 1
N A

[1{Ti+1§Xi§min(Ti+s,x)} B Lir11<xiy (min(Xi —1,Ti+s,x) — Tz)]
0 1-46

alog TL (X: 0)

rVe(x,0) =

1
V~§:ﬂw+xm

=1

Mithilfe von (vgl. (3.5))

]I{TH-ISXZ} (mln(Xz - 1) T‘z + s, X) - Tvz) I ]1{T¢+1§Xi§min(Ti+S,X)}

1-6 1—-46
_]1{T¢+1§Xi} (min(XZ-, T+ s,X) — Ti)
N 1—-6
folgt weiter:
- 1y, ; <min(7;+s,

]l{TH-lSXi} (mll’l(X“ E + s, X) - iTZ) ]l{Tr‘rlSXiSmin(TH-S,X)}
a 1-6 * 1-6

(3.48)

Des Weiteren lésst sich unter der Verwendung von (3.7) und (3.8) einsehen, dass:

X
Lin o Lz <X <min(@as )y = O A rNi(z) (3.49)
r=1
X
Lin o ncxy (min(X, T+ 5,0) = 1) = > 7¥f(@—1)  (3.50)
r=1
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Einsetzen von (3.49) und (3.50) in (3.48) liefert

Ve, 0) Zilémw -3 1:”*2%1
- Jr | (4 -on7te- )|

und somit:
V() = 33 i A M) (3.51)

Dies motiviert die Definition:
rVe(0,0) :=0

rVE(x, 0 Z \/_0 = Q)A rM{(x) fir x € Ny (3.52)

Im spéteren Verlauf soll ein Martingalgrenzwertsatz auf den Prozess V¢ angewendet
werden, da sich aus den damit erzielten Ergebnissen der Standardfehler des Punktschét-
zers 0, berechnen lasst. Dazu ist es notwendig, zunéchst eine Filtration zu konstruieren,
beztiglich der durch V¢ ein Martingal definiert ist.

Dazu sei zundchst die Filtration {777, : x € No} gegeben mit

rFi, = o{0} fiir x € {0, .. — 1} sowie
rFiy = o{rN;(k), TYZ«C(/f) : k‘ € {Ti, X

Da ¢M{ nach Lemma 7 ein (rF;,, P, ) Martingal und (y/nf(1 — 6))~' determinis-

tisch und somit vorhersagbar und beschrénkt ist, ist der Prozess rV° ein (757, )
Martingal [siche Fleming und Harrington, 1991, Theorem 1.5.1]. Abschlieend liefert das
folgende Lemma eine Filtration, beziiglich der die Summe 7V ¢ ebenfalls ein Martingal
ist.

Lemma 9. Se:
TVC X7 Z T‘/C X7
, wobei VE(x, 0) nach (3.52) fiir allei € {1,...,n} ein (¢F7,, P, ) Martingal ist. Des
Weiteren sei {1 F<, : x € No} eine Filtration mit
1 Fo =\ o F =\ o{oNi(2), Y (2) : T; < < x} (3.53)
i=1 i=1
Dann ist der Prozess vV° ein (¢ F°, P ) Martingal mit 7V ¢(0,0) = 0.

Beweis. Da fir y = 0 automatisch 7V<(0,0) = 0 fir alle i« € {1,...,n} folgt, ist
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7V(0,0) = 0 ebenfalls erfillt.

Des Weiteren folgt die 7F°, -Adaption von 7V direkt aus der Tatsache, dass es sich
bei pV¢ fiir alle i € {1,...,n} um 7F7 -adaptierte und somit auch um 1F¢ -adaptierte
Prozesse handelt. N _

Da rV;¢ Martingale beziiglich (777, P} sind, folgt zusitzlich Ej| 7V¢(x, 0)| < oo
fir alle ¥ € Ny und somit auch

Byl 7V 00 O < DByl Vi (x, 0)] < o0
i=1

Folglich bleibt zu zeigen, dass
Ef{A 1V 0)| 7754} =0, ¥x €N (3.54)

erfillt ist.
Zunéchst ist (3.54) dquivalent zu:

Eg{A 7V (x, 0)[F} = 0, VF € 77, _,

Dabei gilt fir alle F € pF¢ dass:

ox—11
F= Lnj F;, mit F; € vF7, 4
i=1
Dabei gilt F; = 0, wenn y < T;. Entsprechend folgt die Aquivalenz von (3.54) zu:
Ep{A rVe(x.0)] QIF} — 0, VIF; € 17,
o znj Ef{A 1V (. 0)] Lnj Fi} =0, YF; € 1Fy (3.55)
P ,

=1

Im Folgenden werden die einzelnen Summanden von (3.55) betrachtet. Sei dazu A v (x, 0)
die Realisierung von A 7V(x,6) fiir ein i € {1,...,n}. Dann gilt

n

E?{A oV (x, 0)| U i} (3.56)

i=1

o g F{B 0 = A} 0 (U B
—AT%%@) rbe?) ng{ ?:11?2-}
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p;{{A PVE(x.0) = Aqve(x, 0) } ﬂFz}
Pe%{ =1 Fz}
pgf{{ATv;(x,e) = A7vf(x.0)} N {UL I \Fi}}

ng{ ?:11?1'}

i=1 A 7vE(x.0)

+

Weiter folgt:
E5{A V(. 0)| U Fi}
=1
PHEY  PR{{AVE(x.0) = Arof(x. 0)} N T
= Y. Arf(x.0) ﬁeil} 9{ d = d }
A 7vg(x.0) Fy {Uz’:1 Fz} Py {F;}
PRA 7VE(x, 0) = A roé(x, 0) VP U, Fi \ T
+ Y A, 0) AT 0D ﬁTU;(X IGCSEAL)
A pve(x,0) Pe{ z‘:lFi}

(3.57)

Es bleibt zu zeigen, dass beide Summen von (3.57) gleich 0 sind. Fiir die erste Summe
gilt:

PI{F:) PF{A2VE(x,0) = A pvf(x, 0) N}
Fy {Uz 1 i } A 7§ (x.0) Z Py {F:}
Pe {F;} T
S AL N
PF{UL, Fi} { }
Da es sich bei 7V;* um ein (775, , ) Martingal handelt, gilt ET{A rV4(x, 0) Z} =0
fir alle F; € 7.7 1

Fir die zweite Summe von (3.57) ergibt sich auferdem mithilfe der Rechenregel (7)
aus Satz 13 fiir bedingte Erwartungswerte:

ng{ ?:1Fi\]Fi} . T . B .
Pg{ i1 E} ATUZ;?%X,G) Arilo Ok {A Vi 6) = Arvily 9)}

_A{unF AR
PeT{ ?:115‘1-}
T T\ F;

PRV FAF} s
= Eg{Ej {A 7V (x, .
UL {E{ArVE (60| 17, 1} =0

Somit ist auch die Giiltigkeit von (3.55) nachgewiesen. Der Prozess 7V ¢ ist folglich

ES{A rVE(x, 0)}
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ein (rF°, Pg)—Martingal. O

Bemerkung 14. Aus dem Beweis von Lemma 9 lisst sich ebenso _entnehmen, dass
es sich bei V¢ nach (3.52) fir alle i € {1,...,n} um ein (¢ F°,, Py)-Martingal han-
delt. Auperdem ist dann auch ¢Mf nach (3.52) fir alle i € {1,...,} ein (1 F<,, Py)-
Martingal.

Insbesondere ist dann der Prozess 1 A¢ der (T}",‘fx, PQT)-Kompensator von 7M€, sodass
sich

Py{A N () = 1| 7 F, 1} = Eg{A v N ()| 7 F%, 1} = A r A2, 0) (3.58)
erqibt.

Da gezeigt wurde, dass es sich bei V¢ um ein (7.7¢, PJ)-Martingal handelt, kann im
nachsten Schritt der vorhersagbare Variationsprozess fiir V¢ eingefithrt und ermittelt
werden. Dieser wird zur Uberpriifung einiger Voraussetzungen des Martingalgrenzwert-
satzes benotigt.

3.3.1. Der vorhersagbare Variationsprozess

In den néchsten Schritten soll mithilfe des Martingalgrenzwertsatzes von Rebolledo
[1979] zunéchst die asymptotische Normalverteilung von V¢ und darauf aufbauend
die asymptotische Normalverteilung von (v/7(6, — 6p)), fiir n — oo ermittelt werden.
Zur Uberpriifung der Grenzwertsatzvoraussetzungen muss zunéchst das Konzept des
vorhersagbaren Variationsprozesses eingefiihrt werden. Es gilt [siche Fleming und Har-
rington, 1991, Korrolar 1.4.2; beziehungsweise Kalbfleisch und Prentice, 2002, Kapitel
5.3.1]:

Lemma 10. Sei 7V ein Martingal beziiglich der Filtration {rF*, : x € No}, wobei

Eg{(TVc(X,H))Q} < oo fir alle x € {0,1,2,...} und alle § € © gilt. Dann existiert
ein eindeutiger, vorhersagbarer Prozess (rV ), der der vorhersagbare Variationsprozess
von V¢ genannt wird und folgende Figenschaften erfillt:

(i) Es gilt (rV)(0,0) = 0 und (rV)(x,0) < oo fir alle x € {1,2,...} und alle
feo.

(11) Der Prozess (pV°)? — (pV) ist ein ¢ F¢,-Martingal.

Der vorhersagbare Variationsprozess kann folgendermaflen berechnet werden:
X -
(V) (X, 0) = Y Varg{A 1 VE(x,0)| 7%, | (3.59)
=1

Nachweis der Existenz

Bevor (7V)(x,¢) berechnet werden kann, wird vorher dessen Existenz nachgewiesen.
Dazu wird Ej{(rV¢(x,0))?} < oo fir alle y € {1,2,...} und alle # € © iiberpriift.
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3. Inferenz fiir den Parameter der geometrischen Verteilung

Zur Vereinfachung der Notation werden zunachst die Summen der Zahlprozesse, Unter-
Risiko-Prozesse, Kompensatoren und Martingale tiber die Stichprobe folgendermafien
definiert:

n n

rNE(z) = ; rN{(z) = ; Tyr 1 1<x; <min(e,7;+9)) (3.60)
Y () == _f:lﬂﬁc(l’) = iﬂ{Ti+1<z+1<min(XiTi+s)} (3.61)
PA(,0) = 03 1Yk — 1) (3.62)
P ME(z) = T;Cvj(x) A%z, 6) (3.63)

Dann gilt nach (3.51):
E’E{w%x, %) = =g (2 ATM.c<x>)2}
= A7 [Z ET{( T M*(x)) }+2 Z ET{( M (1)) (A TM,C(:CQ))H

x1,x2=1
x1<T2

Des Weiteren ergibt sich mithilfe der Eigenschaften bedingter Erwartungswerte (vgl.
Satz 13, (¢ii)) fir den hinteren Term

X ~

3 E'g{ (A7 M (21)) (A 7 M () }

z1,x2=1
xr1<T2

= 3 EE] (A ) (8 rre)

rF ., }}
rF ., }}

{
= ij E}f{(ATM_C(:cl))EE{(ATMF(xz))
{

BV 000 = gt | S BB (4 1)’

Tffm}} (3.64)
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3. Inferenz fiir den Parameter der geometrischen Verteilung

Im néchsten Schritt wird der innere, bedingte Erwartungswert von (3.64) berechnet. Es
gilt:

Tffx_l} —EJ{(A rN(@)?| 1 F, o} + ER{(A A%z, 0))| 275, }

—2EJ{ A rN*(x)A 1A, 0)| +F°, , } (3.65)

E5{ (& ra(a))’

Aufgrund der 7 F5_,-Messbarkeit von A 7 A¢(z, 6) folgt weiter:

EE{(A TM,C(;B))2 Tffx_l}
CED{(A N (2)?] 1 FE ) — 28 r A (e, O)EL{ A o NY(@)| 175, } + (A 2 A2, 0))?
(3.66)
Im Folgenden werden die einzelnen Terme von (3.66) betrachtet. Zunéchst gilt
(A 7A(2,0))* = (7Y (z — 1))? (3.67)

sowie

20 A%, 0)EF {A rN(x)| +F5, 1 } = 20 7Y (x — DEF{A o N%(a)| +F°, )
= 20*(7Y (x — 1)), (3.68)

wobei der letzte Umformungsschritt intuitiv auf der Uberlegung basiert, dass zum Zeit-
punkt x insgesamt 7Y ¢(z—1) Individuen mit Wahrscheinlichkeit 6 ausfallen kénnen und

somit EE{A N C(I)‘ T-Fc’x_l} =0 7Y (x—1) folgt. Mathematisch ergibt sich das Resul-
tat aus der Tatsache, dass es sich bei dem Prozess 1 A° um den (ng , 7F. »)-Kompensator
von 7N¢ handelt. N

Abschlieflend muss der Term Eg{(A TNF(J:))Z‘ T‘F(,:xfl} berechnet werden. Es gilt:

E}T{(A TN.C(ZL“))Q‘ T*F(,:x—l} = EE{ (i A TNf(fE)ﬂ T‘Fc,z—l}
£} (A e NE @)Y Foaf + 25 T (ArNs @A Ny @)1 F

i1,02€{1,...,n}
11 <19

=1

Da ApNf(z) € {0,1} gilt und die Ausfille unabhéngig voneinander erfolgen (vgl.
Annahme 1, (A4)), ergibt sich

B3 {(Ar NS @) 15} =BE{ S AN )] 1)
=1

+2 ) EE{A N () T‘Fc,x—l}Eg{A N (2)] T]:.C,x_1}
il,ige{l ..... n}
11 <ig
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und somit:

EF{(A rNe(@)?] 7, ) =ES{ A rNe(0)] 2, |
1267 Y Y- D) Y- 1)

i1,i2€{1,...,n}
11 <19

Die hintere Summe entspricht dabei der Anzahl aller Kombinationen verschiedener In-
dividuen, deren potentieller Ausfall in x beobachtbar ist. Zum Zeitpunkt x — 1 gibt es
insgesamt 7Y ¢(x — 1) solcher Individuen. Somit folgt:

B { (A eV @) 1P} = B { A Vo) 1P | 420 (TY-C@“ - 1>>

2
rY(x —1)!

2(pYe(r —1) —2)!

=07Y(x— 1)+ 0% rY(x — 1) (rY(x —1)—1)

=07V (x—1)(1+07Y(x —1) - 0) (3.69)

=0 7Yz —1) + 26°

Als Néchstes folgt durch Einsetzen von (3.67), (3.68) und (3.69) in (3.65):

E}f{ (A 7M@)

ijfm_l} =07V (@~ 1)(1+ 0,V (@~ 1)~ 0)

= 20% (7Y (x — 1) + 0 (Y (z — 1))?

und somit:

BV 00 =y =g | 2 B B { (A rare(a)’

T‘Fc,:rfl } }
1 1

i LB (e =0} = g L E - 1)

0

(T+s,x) _ min(G—1+s,x)
-6 = oi-9 -

Damit ist EE{(TVC(X,H)Y} < oo fiir alle x € {1,2,...} und somit die Existenz eines
vorhersagbaren Variationsprozesses (rV.°) nachgewiesen.

Berechnung

Im Folgenden wird {7V ¢)(x, 6) berechnet. Zunéachst gilt

(V) (x,0) = ZV{A(Z Ve(,0))

T‘F.-CJ— 1 }
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und somit:

X

(rV(x, 0 Z[Zn:\/arg{ rVi(x 9)‘7“‘/—-.5171}

r=1

+2 Z COVE{A Ve (w,0), A 7 Ve (x,0)] Tffjxl}] (3.71)
i1,i9=1

11 <i2

Fiir den ersten Term ergibt sich unter der Verwendung von (3.52):

Z\/ara{ TVE(x 9)‘ T]:.C,x,l}

= (1 0° Z\/arg{ TMic(gc)‘ T‘Fc,x—l}
= (1 —0y ZETK M ( ))2’ rF )
I

- 20¥(o = VB8 o8] 1} 42 (1700 - 1)

Unter der Verwendung von EE{A TNf(x)‘ 7 F 1) =0,V (r — 1) und 7Yf(x — 1) €
{0,1} folgt weiter:

ZVare{ rVe(x 9)’T-7:a: 1}

S |0rYE(e 1) = 2 Yoo 1)+ 0o - 1)

nb%(1 — 6)?

=i =g L)

Fiir den hinteren Term von (3.71) folgt zunéchst:

2 3 Covi{ArVe(r,0), A V(.0 7 F7, )

i1ia=1

i1<i2
Z Covg{ TMii(x),ATMg(x)’Tffz_l}

1,1 io=1
11 <19

n92 1—-6
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Weiter gilt wegen EE{A v M{(x)| 7 FS 1} =0

2 fj COVE{ATv;(x,e),ATvi;(x,e)\TffH}

i1,49=1
11 <12
ES{ A 7 ME (2)A 7 M F¢ }
n@Q 1 _ Z { M (2)A M, (13)‘ TS a1
11 io=1
11 <i2
2
o2 (1 - 0)2
> EE{(A rNf(z) — 0 7Y (x — 1))(A v N{ (x) — 0 rY<(z — 1))‘ T}“sz} (3.72)
i1,12=1
11 <12

Bemerkung 15. Im Rahmen von zeitstetigen Ausfallzeitanalysen wird haufig [siehe
beispielsweise Borgan, 1984, Fleming und Harrington, 1991, Andersen et al., 1993] die
Annahme getroffen, dass es sich bei dem Prozess tN¢ um einen multivariaten Zdihl-
prozess handelt. Das bedeutet, dass zum einen jede Komponente pNf einen Zdhlprozess
darstellt und zum anderen niemals zwei Komponenten gleichzeitig ausfallen kdonnen,
sodass durch A pN{ (v) = 1 direkt A pN{ (x) = 0 impliziert wird. In diesem Fall liefSe
sich ndmlich ohne Beschrinkung der Allgemeinheit in (3.72) ApNf (x) = 0 setzen,
sodass wegen

By {(A 7 N;, ()| 2 Fy 1} = 0 7Y (2w — 1)

sowie der pF°,_ -Messbarkeit von Y (x — 1) direkt

2 3" Covi{ArVE(e), ApVe(w)| 175, .} =0

i1,io=1
11 <12
folgen wiirde.
Fir das in dieser Arbeit verwendete zeitdiskrete Modell kann die Annahme eines
multivariaten Zdhlprozesses jedoch nicht getroffen werden. Stattdessen wird ersatzweise
die Unabhdngigkeit der Individuumsausfdlle gefordert, sodass ebenfalls

2 Y Covh{A Vi) A Vi) 17 )

i1,ia=1
11 <12
=i, 2, B M )] 1 A )] 17} =
’51<i2

resultiert
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Zusammenfassend lasst sich der vorhersagbare Variationsprozess von V¢ darstellen
als:

{2V (X, 0) = Z Z r¥i(z —1)

zlxl

Somit handelt es sich bei 7V um ein (777, ) Martingal mit dem zugehorigen
vorhersagbaren Variationsprozess (rV.°). Darauf aufbauend kann anschliefend der Mar-
tingalgrenzwertsatz nach dem Vorbild von Rebolledo [1979] eingefiihrt und auf V¢
angewendet werden.

3.3.2. Konsistenz und Asymptotische Normalitat

Nachdem die Existenz eines vorhersagbaren Variationsprozesses von 1V ¢ nachgewiesen
und dieser berechnet wurde, kann darauf aufbauend im Folgenden die Konsistenz und
asymptotische Normalitat von 7V ¢ gezeigt und aus den Ergebnissen die asymptotische
Normalverteilung von (y/n(6, — 0y))n fiir n — oo abgeleitet werden. Zu diesem Zweck
wird ein Martingalgrenzwertsatz von Rebolledo [1979] verwendet [siche Kalbfleisch und
Prentice, 2002, Theorem 5.1]:

Satz 9 (Martingalgrenzwertsatz). Sei T ein beliebiger, fester Zeitpunkt mit & € {1,..., x}.
Dann wird durch die Bedingungen

(1) (2V)(2,0) L o (2,0) fiir n — oo
(id) (7VeN(E,0) 2 0 fir n — oo

impliziert, dass vV(Z,0) asymptotisch normalverteilt mit Erwartungswert O und Vari-
anz oy, (&,0) ist. Der Prozess (pV<) ist dabei definiert durch:

1 n T .
no(1—0) > 2 Lasa-op-t¢ Y5 (@ = 1)

i=1 x=1

{2V (7,0) =

Zunéchst werden die beiden Eigenschaften von Satz 9 tiberpriift. Da die Unter-Risiko-
Prozesse rY,© fiir jeden Zeitpunkt x — 1 mit z € N unabhéngig und identisch verteilt
sind und sich somit das schwache Gesetz der grofien Zahlen (vgl. Satz 15) anwenden
lasst, konvergiert das arithmetische Mittel der Unter-Risiko-Prozesse gegen den Erwar-
tungswert von 7Y, beztiglich des unbedingten Wahrscheinlichkeitsmafies Py (vgl. (2.4)).
Es folgt:

1

<TVC><f70>=9(11_9);§: ‘(1) M;Eo{TYT(x—l)}:UZv@@)

Zur Uberpriifung der zweiten Bedingung sei angemerkt, dass

1
(1= 0) o
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gilt und somit direkt

c\ [~ 1 z 1 & c
(TV)(Z,0) = 91— 0) ; Liwmoa-en-11>a ; rYi(z — 1)
1 T
p _
LN 9<1_6)§0 Eo{ 7Y (z — 1)} =0

folgt. Der Prozess rV.¢ ist somit asymptotisch normalverteilt mit Erwartungswert 0 und
Varianz o (%, 6).

Tm letzten Schritt kann nun die asymptotische Normalverteilung von (v/n (6, — 65))n
berechnet werden. Fiir eine standardnormalverteilte Zufallsvariable Z ~ N(0,1) gilt:

VX, 00) ~ ov(x,b) - Z

Z 90 1— (90) TM'C(x) - 9(11—90) Z EGO{TY (x N 1)} 4

Z( — 90 TY (ZE — 1)) 00(1 — 00) zx: EQO{TY;C(ZL‘ — 1)} . Z

r=1

Die durch das Symbol '~~" gekennzeichnete Konvergenz in Verteilung wird dabei im
Appendix, Definition 17, beschrieben.

Da Eg,{7Y(z — 1)} deterministisch ist, folgt mit dem Satz von Slutsky (vgl. Appen-
dix, Satz 16, (7i7)):

1S (AN @) — oY@ = 1) /B~ ) S B {rYi (e — 1)}
Vn %23;(:1 rYe(r —1) S Eg{rY(x — 1)}

Dabei ist die linke Seite wegen der Formel fiir den Punktschétzer (3.9) sowie den Dar-
stellungen (3.60) und (3.61) mit x > s + G — 1 gleich /n(6,, — 6y) und es gilt:

A 0o(1 — 6,) .
O = o) Z= Z  (3.73
v ’ VI B {rYe(x — 1)) ov(s+G —1,0) (3.73)

Somit ist die Sequenz \/ﬁ(én — 6p) asymptotisch normalverteilt mit Erwartungswert 0
und Standardabweichung (oy (s + G —1,6,)) 7!

Abschlielend ergibt sich der quadrierte Standardfehler mithilfe von (3.13) sowie (3.73)
als Schatzer von:

Varg, {1} ! L____ 6= (3.74)

noy(s+G—1,60)2 nY 9 Ey {rYe(x — 1)}

Zur Standardfehlerberechnung wird zunéchst in (3.74) der unbekannte, wahre Para-
meterwert 0y durch den zugehorigen Punktschétzer 6, (vgl. 3.9) ersetzt. Des Weiteren
werden, um keine Verteilungsannahme fir 7; mit i € {1,...,n} treffen zu missen, die
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Erwartungswerte Eg,{rY;*(x—1)} fiir z € {1, ..., s+G—1} mithilfe der entsprechenden
arithmetischen Mittel geschatzt. Es ergibt sich:

A A A A

1 0,1 —0,) - 0,(1—48,)
YT LY Y- 1) ST S rYe(e - 1)

n

SE3 =

Es sei angemerkt, dass sich Eg {7Y(x — 1)} auch explizit darstellen lédsst, sofern ei-
ne Verteilungsannahme fir 7; mit ¢ € {1,...,n} getroffen wurde. Eine beispielhafte
Berechnung des Standardfehlers unter der Annahme, dass alle 7; unabhéngig und iden-
tisch diskret gleichverteilt auf dem Trager {0, ..., G — 1} sind, lasst sich im Appendix,
Kapitel A.2, finden.

AbschlieBend lasst sich die Formel fiir den Standardfehler SE3 mithilfe von Bemer-
kung 13 beziehungsweise Formel (3.12) sowie (3.11) folgendermaflen umschreiben:

1 uncens uncens
SE2 = o (1 m )

dObS + Smcens dObS + Smcens dObS + Smcens

2

uncens dObs cens)
— m ( + sm ) muncens (375)

(dobs + Smcens)3

Nachdem nun ein Punktschétzer fir die Ausfallwahrscheinlichkeit én sowie Formeln
fiir zugehorige Standardfehler hergeleitet wurden, kénnen mithilfe dieser Resultate in
Kapitel 5 konkrete Daten analysiert und insbesondere die verschiedenen Standardfehler
miteinander verglichen werden. Vorher erfolgt jedoch ein Exkurs tiber eine alternative
Methode zur Herleitung eines Punktschéatzers bei einem doppelt trunkierten Beobach-
tungsdesign.
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Design

Im Folgenden wird ein alternativer Ansatz zur Erstellung eines Punktschéatzers von 6,
bei einem beidseitig trunkierten Beobachtungsdesign hergeleitet. Die vorgestellte Her-
leitung kann dabei als diskrete Version von Weilbach und Wied [2022, Kapitel 2.1 und
Kapitel 3] interpretiert werden. Diese Methode liefert zwar fiir simulierte Daten (siehe
Kapitel 6) die plausible Ergebnisse, jedoch konnten im Rahmen der Anwendung auf
das AFiD-Panel (siehe Kapitel 5) keine glaubhaften Ergebnisse erzielt werden. Folglich
wird dieser Ansatz nach der Berechnung des Punktschétzers nicht weiter verfolgt.
Analog zu vorherigen Kapiteln sei eine Stichprobe, bestehend aus n Individuen, ge-
geben. Fiur diese werden, definiert auf einem gemeinsamen Wahrscheinlichkeitsraum
(Q,F, Py,) (vgl. (2.1) und folgende Seiten), jeweils sowohl die Lebensdauer X, i =
1,...,n (vgl. (2.2)) als auch das Alter ein Jahr vor dem Studieneintritt 7;, i =1,...,n
(vel. (2.3)) mit 7; € {0...,G — 1} in Jahren gemessen. Entstehung und Ausfall werden
dabei fir jedes Individuum als unabhéngig vorausgesetzt. Es wird angenommen, dass
alle X; unabhéngig und identisch geometrisch verteilt (vgl. Definition 1) mit dem wah-
ren Parameterwert 6y € © = [,1 — ¢] mit £ € (0,1/2) sind. Dahingegen sind alle T;
unabhéngig diskret gleichverteilt (vgl. Definition 7) auf dem Trager {0,...,G — 1}.
Der Raum der moglichen Ergebnisse von (X;,7;) kann entsprechend als S = N x
{0,...,G — 1} definiert werden. Des Weiteren sei U das von S erzeugte o-Feld.

Annahmen 2. Zusammenfassend sollen fir das latente Modell, in dem fir jedes In-
dividuum sowohl die Lebensdauer als auch das Alter ein Jahr vor dem Studieneintritt
beobachtbar sind, folgende Annahmen gelten:

(B1) Fir allei € {1,...,n} sind die bivariaten Zufallsvariablen (X;,T;)" auf dem ge-
meinsamen Wahrscheinlichkeitsraum (0, F, Py,), mit Q aus (2.1), F = P{Q} und
Py, aus (2.4), definiert.

(B2) Die marginale Wahrscheinlichkeitsfunktion von X; entspricht der Wahrschein-
lichkeitsfunktion der geometrischen Verteilung (vgl. (2.5)). Die marginale Wahr-
scheinlichkeitsfunktion von T; entspricht der Wahrscheinlichkeitsfunktion der dis-
kreten Gleichverteilung mit dem Trager {0,...,G—1} (vgl. (3.14)). Auferdem ist
X; unabhdngig von T;.

(B3) Fiir den wahren Parameterwert 0y gilt 6y € © := [, 1=¢] fiir ein kleines € € (0, 3).

(B4) (X;,T;),i € {1,...,n},n € N beschreibt eine einfache Zufallsstichprobe. Somit
sind (X;, T;)" unabhdngige und identisch verteilte Zufallsvariablen, die der Vertei-
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lungsannahme (B2) mit dem wahren Parameterwert 0y aus Annahme (B3) genii-
gen.

4.1. Das beobachtbare Modell

Fiir das beobachtbare Modell wird zusétzlich zu den Voraussetzungen (B1)-(B4) die
Annahme getroffen, dass ein Individuum genau dann beobachtet werden kann, wenn
sein Ausfallzeitpunkt innerhalb des Beobachtungszeitraums liegt. Sei dafiir s € N die
Studiendauer. Féllt das i-te Individuum vor dem Studienbeginn oder nach dem Ende
der Studie aus, gilt also X; < T; oder X; > T; + s + 1, so werden keine Informationen
beobachtet und nicht einmal die Existenz dieses Individuums zur Kenntnis genommen.
Somit liegt ein doppelt trunkiertes Beobachtungsdesign vor. Dies fithrt zu folgender

Annahme:

(B5) Fur eine bekannte, ganzzahlige Konstante s € N wird der Spaltenvektor (X;, T;)
genau dann beobachtet, wenn:

(X LY eDi={(@t)[1<t+1<z<t+s zeN tef0,...,G-1}}

Um die gesamte Stichprobe von der Anzahl der sichtbaren Individuen zu separieren,
wird ein beobachtetes Individuum im Folgenden iiber den Spaltenvektor (Xj, Tj)’ , ] =
1,...,m < n, beschrieben.

Zu beachten ist, dass zwar die Anzahl der Beobachtungen m eingesehen werden kann,
wohingegen der Umfang n der Stichprobe allerdings unbekannt ist. Folglich fungiert
n nach der Hinzunahme von (B5) als zweiter Parameter neben 6, im beobachtbaren
Modell.

Im néachsten Schritt wird die Wahrscheinlichkeit ay T fir das Ereignis, dass ein Indi-
viduum bei doppelt trunkiertem Design beobachtet erd, berechnet:

ofT = Po{(X:, T.) € D} = Py {T; +1 < X, < T; + s}

G—1 t+s
= Z Z fU fG Z; 90)dxdt
t=0 z=t+1
G-1 1 t+s
:Z Zeol—eoxld.fdt
r=t+1
G—-1 1 t+s
= Z > (1 — )"
t= r=t+1
G— 190 t+s—1
=y rel > (1=6)°
t=0 r=t
G-1 0o t+s—1 t—1
= el > (1=00)" =D (1—06p)"
t=0 =0 =0
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Unter Beriicksichtigung des Verhaltnisses

t—1 N 1— (1 _ 00>t
;::0(1 —0y)" = —
folgt weiter:
0o 1 — (1 =6 1—(1—06)
oPT =0 0 _ 0 ]
e ; 0o 0
1 rG—1 G—-1
=5 Z(l — Qo)t_l — Z(l — 0 )HS]
Lt=0 t=0
1 rG—1 G—1
= (1—0) = (1 -6 (1— Ho)t]
Lt=0 t=0
G R
G L 90 90
1
e [(1 —(1—60)")(1— (1~ 90)0)]

Abschlieflend liefert ausmultiplizieren:

W7 (1—0)" — (1 =0 — (1 —6p)* +1
b0 0,G

(4.1)

Bemerkung 16. Im spdteren Verlauf wird zur Mazimierung einer logarithmierten
Likelihood-Funktion die partielle Ableitung Oy, /00y bendtigt. Diese ist gegeben durch:

Dot
00,
:0_221 [((G + 5= Do+ 1)(1=0p)9"7 = (G = 1) + 1) (1 = 6o)°~"
—((s= 1) +1)(1 = 60) " + 1] (4.2)

Als Néachstes muss die gemeinsame Verteilungsfunktion, bedingt auf der Beobacht-
barkeit der Individuen, definiert werden:

Definition 9. Die Spaltenvektoren (X1, 1), (Xa, Ty, ... seien unabhingig identisch
verteilt mit der gemeinsamen Verteilungsfunktion:

FYT(q 1) = PIX, < 0,1 ST +1< X, < T, + 5} (43)

Mithilfe der Erkenntnisse (4.1) und (4.3) lasst sich auch die gemeinsame Wahrschein-
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lichkeit o
ag FXT(x,t) = P{X; <a,T; <t, T, +1 < X; < T, + s}

bestimmen.
Lemma 11. Unter den Annahmen (B1)-(B5) gilt fir alle (z,t) € D:

TS (g ) = (1— (1 - eo)wfgl — R(x,t) (4.4)

wobei R(x,t) — R(x — 1,t) — R(z,t — 1)+ R(x — 1,t — 1) = 0.

Als Unterstiitzung fiir den Beweis von Lemma 11 dient die folgende Abbildung 4.1,
die als diskrete Version von Abbildung 1 in Weiflbach und Wied [2022] interpretiert
werden kann:

(3 T eeeeemmoeemeees e s

(1,0) (G—§1)+s

Abbildung 4.1.: Beispielhafte Darstellung der Mengen E;, E; und E3 sowie DD im Fall
(x,t) = (4,2) und s = 2. Randpunkte von E;, Ey, E3 beziehungsweise
D sind generell in der entsprechenden Menge enthalten.

Beweis. Nach Weiflbach und Wied [2022] ist es zunéchst niitzlich, folgende Mengen zu
definieren, die mithilfe von Abbildung 4.1 visualisiert werden:

Ey:=({1,...,2} x{0,...,£}) ND

[E, := Die Menge aller Punkte mit ganzzahligen Koordinaten, die in dem von den
Punkten (1,1)’, (1,t)", (¢,t)" aufgespannten Dreieck liegen

[E3 := Die Menge aller Punkte mit ganzzahligen Koordinaten, die in dem von den

Punkten (s + 1,0), (z,0), (x,z — (s + 1))’ aufgespannten Dreieck liegen
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4. Schatzung bei doppelt trunkiertem Design

Des Weiteren sei £(X;,T;) die unbedingte Verteilung von (X, 7;)'. Somit gilt:

AT FXT (2,1) = L(X, T)(By) = Fo(a; 00) Fu(t) — £(X,, T;) (Ey U Eg)
= (1= (1= 80)") % = £(X, T)(Ea) — £(X, T (Bs)

Zur Berechnung von L£(X;,T;)(E2) und £(X;,T;)(E3) werden fiir alle Punkte, die in
den Mengen enthalten sind, die entsprechenden Wahrscheinlichkeiten aufsummiert. Fir
(x,t) € D haben Ey und Ej3 eine Dreiecksstruktur und es ergibt sich:

R(x,t) = L(X;, T;)(Eq) + L(X;, T;)(Es)

t 1 l B T B k—s—1 1
=lp<n )52 bl - 00)" " + Lpsrazay D Oo(1—00) " o (49
I=1 - k=1 k=s+1 =0
AufBlerdem gilt dann fir (x,t)" € D:
R(z,t) — R(x — 1,t) — R(z,t = 1) + R(zx — 1,t — 1)
90 t l r k—s—1
]1{1<t} Z Z (1—6p) " + Tisv1<ay Z Z (1—6)""
1=1 k=1 k=s+1 [=0
to1 z—1 k—s—1
— Ly 2D (1 =00)" " = Lpico1y >, D, (1—6)"!
1=1 k=1 k=s+1 1=0
-1 1 r  k—s—1
—Tga<ny Z D10 =Ly D D (1—00)!
1=1 k=1 k=s+1 1=0
-1 1 rz—1 k—s—1
+ ]1{1§t_1} Z Z + ]1{s+1<x 1} Z Z 1 - 00 = (46)
I=1k=1 k=s+1 [=0

]

Nachdem nun die grundlegenden Zusammenhange hergeleitet wurden, kann darauf
aufbauend im folgenden Kapitel eine Likelihood-Funktion zur Schétzung der Ausfall-
wahrscheinlichkeit 6y bei einem beidseitig trunkierten Beobachtungsdesign approximiert
werden.

4.2. Likelihood-Approximation

Im Folgenden soll die Likelihood-Funktion zur Bestimmung einer Schétzung von 6 und
n hergeleitet werden. Dazu wird die nach der Trunkierung beobachtbare Stichprobe
als stochastischer Prozess, der mithilfe eines gemischten empirischen Prozesses appro-
ximiert werden kann, beschrieben [siche Weilbach und Wied, 2022, Kapitel 3].

Fir einen Punkt (z,t) € S und eine Menge U € U sei das zugehorige Dirac-Mafl
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4. Schatzung bei doppelt trunkiertem Design

definiert durch [siehe Reiss, 1993, Kapitel 1.1]:

E(xjt)/(U) =

{1, wenn (z,t)' € U (4.7)

0, sonst

Zunéchst erfolgt eine Betrachtung der Stichprobe vor der Trunkierung, bestehend aus
den Individuen (X;,T;), i € 1,...,n, sowie den Annahmen 2, (B1)-(B4). Mithilfe des
Dirac-Mafles (4.7) lésst sich dann die Anzahl aller sich in U befindenden Punkte be-
rechnen durch:

n

{(XuT)esS:ie{l,...,n}}nU| = €@y (U)

i=1
Die Anzahl der Punkte, die sich in U befinden, kann folglich durch:

n

N(U) = Z €($i7ti)/([U) (48)

i=1

repriasentiert werden. Die Funktion u : U — Ny beschreibt dann ein Maf§ auf dem o-Feld
U. So ein diskretes Mafl p wird auch als Punktmafl bezeichnet.

Weiter sei der Raum der Punktmafie auf ¢ gegeben durch M := M(S, ) [siehe Reiss,
1993, Formel (1.1)], versehen mit der o-Algebra M.

Mithilfe von (4.8) lassen sich Punktprozesse definieren.

Definition 10 (Punktrozess). Sei (2, F, Py,) ein Wahrscheinlichkeitsraum, auf dem
die Zufallsvektoren (X;,T;) mit i € {1,...,n} definiert sind. Fine Abbildung

H :Qw— M(S,U)

heifit Punktprozess auf (S,U), wenn H messbar beziiglich F und M ist. Folglich handelt
es sich bei H um ein zufdilliges Punktmaf$ auf (S,U).

Bemerkung 17. Besitzt ein Punktprozess die Summendarstellung

n

Hn = Ze(XiaTi)/ (49)

i=1
so kann dieser auch als empirischer Prozess bezeichnet werden.

Basierend auf (4.9) konnen die Daten des beobachtbaren Modells als trunkierter
empirischer Prozess dargestellt werden [siche Reiss, 1993, Kapitel 1.1, Beispiel 1.1.1
(iii)]:

Hn,lD) = Hn( N ]D) = Ze(Xini)'<' N ]D)) (410)

=1

Die Anzahl der sichtbaren Individuen ist dann gegeben durch H,p(S) = M mit der
Realisierung m. Es sei darauf hingewiesen, dass die Bezeichnung M im restlichen Teil der
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4. Schatzung bei doppelt trunkiertem Design

Arbeit das Martingal in der Doob-Zerlegung eines diskreten Zahlprozesses bezeichnet
und lediglich fiir dieses Kapitel 4.2 eine andere Bedeutung bekommt.

Um eine Likelihood-Funktion zur Schétzung von n und 6y herzuleiten, wird im néchs-
ten Schritt das so genannte Intensitdtsmafl von H,, p eingefiihrt [siche Reiss, 1993, For-

mel (1.7)].

Definition 11 (IntensitatsmaB). Sei H, p ein zufilliges Maf auf dem Messraum (S,U).
Dann ist das Intensitdtsmafl von H,p gegeben durch:

N p(U) == Eg{H,p(U)}, mit Uel (4.11)

Es gentigt, das Intensitdtsmafl fiir Mengen der Form {1,...,z} x {0,...,t} zu be-
rechnen, da alle anderen Gebiete als Komposition von Mengen dieser Form dargestellt
werden konnen. Beispielsweise gilt fir x € N mit kK < z sowie fiir A\ € Ny mit A\ < ¢,
dass

{k,..., 2} x {\... 1}
=({1 a0, )\ ({1 w) x {0, A UL k) x {0, )

Mithilfe von (4.4) ergib sich:

Nap({1,.. . 2} x {0,...,t}) ::E@O[ELLD({l,...,x} X {o,...,t})}
=P {(X;, ) €({1,...,2} x {0,... . £})ND} (4.12)
= nag)TFX’T(x,t)
t+1

—nk1—u—ﬂ@ﬂ(§ R@¢ﬂ (4.13)

Es sei angemerkt, dass 7, p(S) = nay, gilt. Des Weiteren kann mithilfe des folgenden
Satzes [siche Reiss, 1993, Theorem 1.4.1] gezeigt werden, dass H,, p verteilungsgleich zu
einem gemischten empirischen Binomial-Prozess ist. Dabei wird Verteilungsgleichheit
im Folgenden mit dem Symbol =% gekennzeichnet.

Satz 10. Fir D € U sei der trunkierte empirische Prozess gegeben durch:
Hn,ID) = ZE(XZ.’TZ.)/(‘ N ]D)
i=1

Dabei sind (X;,T;)" unabhdngig identisch verteilte Zufallsvektoren aus S mit der unbe-
dingten, gemeinsamen Verteilung L(X;,T;). Dann gilt

B
Hn,ﬂ) =1 Hp = Z €v;)

=1
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4. Schatzung bei doppelt trunkiertem Design

wobei 5,Y1,...,Y, unabhdngig mit

L(X;,T;)(-ND) 1

LY == X, 1)) abt

L(X;, T;)(-ND)

und

L(B) = B, apr

L)

sind. B(na bezeichnet dabei die Binomialverteilung mit den Parametern n und a

Ist die Studiendauer s im Vergleich zur Lange des Beobachtungszeitraums G relativ
klein, ist folglich auch D relativ klein im Verhaltnis zu S. Dann kann H, p, anstatt
durch einen gemischten empirischen Binomial-Prozess, auch durch einen gemischten
empirischen Poisson-Prozess H, approximiert werden. Dabei ist die Poisson-Verteilung
folgendermaflen definiert:

Definition 12 (Poisson-Verteilung). Sei 7 eine diskrete Zufallsvariable mit dem Bild
z € Ny. Dann heifit Z poissonverteilt mit dem Parameter na T > 0 genau dann, wenn
die zugehdrige Wahrscheinlichkeitsfunktion gegeben ist durch.

DT)

(naeo

exp{—naf"}, falls z € Ny

(4.14)
0, sonst

#QM$51%g@=ﬂ={

Auch sei angemerkt, dass sich, basierend auf (4.12), die unbedingte Verteilung der
beobachtbaren Individuen folgendermaflen berechnen lésst:

)({1 La}x {0, 1)) (4.15)
X5, T e ({1, .2} x {0, 1})}
X, T) € ({1,..., 2} x{0,....1})|(X;, T}) € D}
XZ,T)’e({l a0, )} {(X.T) € }}
Py {(Xi, T;) € D}
_mp({L- oy x {0, 1))

nag’

L(X;,

=P, {J(
=P, {(
P@O{

(4.16)

Im néchsten Schritt kann mithilfe des Existenz- und Eindeutigkeitstheorems (vgl. Satz
17) ein gemischter empirischer Poisson-Prozess H; definiert werden. Spéater wird sich
herausstellen, dass dieser Prozess unter gewissen Bedingungen eine gute Approximation
fir den trunkierten empirischen Prozess H,, p darstellt [siche Weiflbach und Wied, 2022,
Definition 2.

Definition 13. Angenommen (B1)-(B5) seien erfillt und Z sei eine Poisson-verteilte
Zufallsvariable mit dem Parameter nog)". Des Weiteren seien (XJ,T) jed{l,....,m}
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4. Schatzung bei doppelt trunkiertem Design

von Z unabhingige Zufallsvektoren aus Definition 9. Dann ist

Z
Hy = €, 1,y
7j=1
wegen N, p(S) = nag)’ < oo und L(X;,T;) = Map/(nag)") (siehe (4.16)) ein Poisson-
Prozess mit dem Intensititsmaf 0, = n.p sowie H:(S) = Z.

Damit der trunkierte empirische Prozess H,p durch den gemischten empirischen
Poisson-Prozess H approximiert werden kann, miissen die beiden Prozesse, intuitiv
formuliert, nahe beieinander liegen. Um fiir diesen Zweck den Abstand zwischen den
Verteilungen zweier empirischer Prozesse quantifizieren zu kénnen, wird zunachst die
so genannte Hellingermetrik eingefiihrt [siehe Reiss, 1993, Formel (1.21)].

Definition 14 (Hellingermetrik). Gegeben seien zwei empirische Prozesse H,p und
H*. Dann ist die Hellingermetrik, auch Hellingerabstand genannt, der Verteilungen
L(H,p) und L(H}) gegeben durch:

H(L(H,p), L(H})) = (/(m_ \/E)zdn>1/2

Dabei sind f,p und f die Dichten von L(H, p) respektive L(H) beziiglich eine Mafles
n.

Auf der Grundlage der Hellingermetrik kann im néchsten Schritt das Approximati-
onstheorem eingefithrt werden [siche Reiss, 1993, Theorem 1.4.2]:

Satz 11 (Approximationstheorem). Sei H, p ein trunkierter empirischer Prozess mit
der Darstellung (4.10) und oy’ = P{(X;,T;)" € D} firi € {1,...,n}. Des Weiteren
set HY ein gemischter empirischer Poisson-Prozess mit demselben Intensititsmaf n,p
wie H, p. Dann gilt:

H(L(H,p), L(H})) < 32T (4.17)

Wenn folglich D im Verhéltnis zu S klein ist, so nimmt ag())T ebenfalls einen kleinen
Wert an. Das Approximationstheorem besagt, dass in diesem Fall H,, p und H;; im Sinne
der Hellingermetrik nah beieinander liegen. In diesem Fall kann stellvertretend fir H, p
die Likelihood fir H; berechnet werden. Dazu wird zunachst die Radon-Nikodym-
Dichte fg, von 7, p beziiglich eines dominierenden Mafles 7y berechnet. Dabei ist 7
das Intensitatsmafl des folgenden Poisson-Prozesses [siehe Weiflbach und Wied, 2022,
Definition 3.

Definition 15. Sei Hy ein empirischer Prozess der Form
Zo

H() = Z E(X?,T]Q)’ (418)

J=1
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wobei Zy poissonverteilt mit Parameter ((G—1)+s)G und (X?,T?) diskret gleichverteilt

auf dem Triger G == {1,...,(G — 1)+ s} x {0,...,G — 1} ist. Die Zufallsvariable Z,
sei dabei stochastisch unabhingig von (X9, T))".

Fir das zugehorige Intensitatsmafl ny von Hy ergibt sich fiir U € U:

() = B{H(0)} = B> gy (0)}

j=1
:E{ZO}E{E(X]Q,T]Q)’ (U)}

#{(, 1) (x,t) €UN({1,...,(G=1)+s} x{0,...,G = 1})}

=(G-1) 490 (CENEDE

=#{(z,1) : (z,t) € UNG}

Somit ist 7y das auf G restringierte Zahlmaf und es gilt 70(S) = ((G'— 1) + 5)G < oo.
Auflerdem ist Z, poissonverteilt mit Parameter 7o(S) und es gilt:

/ UO((x(J)'a t?)/)
) } N 10 (S)

Nach dem Existenz- und Eindeutigkeitstheorem fiir Poisson-Prozesse (vgl. Appendix,
Satz 17) ist Hy dann ein Poisson-Prozess mit dem endlichen Intensitatsmaf 7.

Im néchsten Schritt kann mithilfe des folgenden Satzes [siehe Reiss, 1993, Theorem
3.1.1] unter Zuhilfenahme von Hy die £(Hy)-Dichte von L(H}) bestimmt werden.

P{(X},T0) = (a9,1]

J777 3777

Satz 12. Seien H; und H, Poisson-Prozesse mit den endlichen Intensitdtsmafen 1, p
und 1o, die auf dem gemeinsamen Messraum (S,U) definiert sind. Sei fg, : S — R{ die
Radon-Nikodym-Dichte von n,p beziglich ny. Dann ist die L(Hy)-Dichte von L(H}),
die mit g bezeichnet wird, gegeben durch:

©(S)
9(n) = (l:[ foo (Xi;ﬂ>> exp(1o(S) — 1a,p(S)) (4.19)

Dabei ist p = Z;‘isl) €3,y und es gilt die Konvention 1, foo(Xi, T3) = 1

Die Radon-Nikodym Dichte von 7, p beziiglich nq ist eine Abbildung fy, : S — R{,
sodass fiir alle U € U gilt:

mp(U) = /U Joo o (4.20)

Die Existenz einer solchen Abbildung ist genau dann gegeben, wenn 7, p absolut stetig
beziiglich 7 ist, also 7o(U) = 0 = n,p(U) = 0 fir alle U € U erfillt ist. Mit D C
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{1,....,(G—=1)+s} x{0,...,G — 1} und (4.12) gilt:

no(U) = 0= B(a,t) : (z,8) € UN ({1,...,(G—1) + s} x{0,...,G — 1})
= B(x,t) : (z,t) €UND
= P{(z,t) e UND} =0
= n,p(U) =0

Folglich existiert eine Abbildung fy, mit der Eigenschaft (4.20). Fir Mengen der Form
U={1,...,2} x{0,...,t} ergibt sich:
T rt
Un,ﬂ)({l, oz xH0,. .. ,t}) :/1 /0 foo (a1, az)no(day)no(das)

:iZfﬂo(k7l)

k=11=0
Umstellen nach fy,(z,t) liefert

foo(wt) =nan ({1, 2} x {0, t}) = map(({1,....2 = 1} x {0,...,1}))
— ({12} x {0, t = 1) Fp ({1, o =1} x {0, = 1})

-1 == 90)9”)2 +(1-(1- eo)wl)(’;

— R(z,t) + R(z — 1,{) + R(z,t — 1) —R(:c—l,t—l)]

— 2= (=) + 1) = (1= (1= 80" (¢t + 1)

— (1= (L= 0)7) ) + (1= (1= 600

=2 - =) - - -]
:% [(1 — )" — (1 — eo)m] (4.21)

wobei die zweite Gleichheit durch einsetzen von (4.13) und die dritte Gleichheit durch
Eigenschaft (4.6) erfolgt.

Abschlieflend ergibt sich die Likelihood-Funktion zur Schéatzung der Ausfallwahr-
scheinlichkeit 6y sowie des Stichprobenumfangs n als die Dichte von H}, die an der
Realisierung h; evaluiert wird. Mithilfe von (4.19) gilt:

nhn(S) hy,(S)

LPT(0,n; 1) = @ H1 <(1 -0 —(1- 9);‘]') eXp(G((G —1)+ s) — na£T>

1=

(4.22)
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In dem zu untersuchenden Modell ist m als Realisierung von H}(S) gegeben. Da n
im Rahmen des beobachtbaren Modells durch Hinzunahme von (B5) einen Parameter
darstellt, wird im Folgenden der ML-Schétzer # von n ermittelt. Zunéchst ergibt sich
folgende logarithmierte Likelihood-Funktion:

log LPT(0,n;m, %y, ..., %)

=m(logn — log G) + fjlog(u — 05— (1=0)%) + G((G = 1) +5) —nag”

j=1
Ableiten nach n liefert
o log LPT(0,n;m, %y,..., %) = % — oyt
und somit den ML-Schétzer
m
n 4.23
A= oo (423)

Abschlielend soll (4.22) an der Stelle des ML-Schétzers 7 = m/ay in #-Richtung maxi-
miert werden. Es gilt:

dlog LPT (0, m/ag;m, X1, .., %Xpm)
00
0 m m - N
:86 [mlog(aDT) —l—zllog((l—Q) —(1-10) )}
9 [\ x]-—l % m 804£T
09[;1 #(1- ! 9)')] af” oo
+
2:2 o( 9) 9[(1 —0)G+s — (1 —0)¢ — (1 —0)s + 1}

{ G +s—1)0+ 1]( — )Gt {(G —1)0 + 1] (1- )51

_ [(s —1)0 + 1] (1—6)"'+ 1} (4.24)

Der Punktschitzer #P7 fiir den wahren Parameterwert 6, kann dann als Nullstelle
von (4.24) ermittelt werden. Abschliefend liefert Einsetzen der Punktschéitzung der
Ausfallwahrscheinlichkeit in (4.23) eine Punktschitzung fiir den Stichprobenumfang n.

Die in diesem Kapitel hergeleiteten Schéitzer werden in den folgenden Kapiteln im
Rahmen der Auswertung des AFiD-Panels (Kapitel 5) und einer Simulation (Kapitel
6) neben dem Schétzer des geometrischen Parameters inklusive der Standardfehler bei
linkstrunkiertem und rechtszensiertem Beobachtungsdesign (siehe Kapitel 3.1 bis 3.3.2)
ebenfalls evaluiert.

99



5. Das AFiD-Panel

5.1. Beschreibung der Daten

Bisher wurden auf der sprachlichen Ebene Individuen betrachtet, die in einem bestimm-
ten Jahr aus {a,...,b} entstehen und in einem spateren Jahr wieder ausfallen. Diese
Individuen sind im Folgenden deutsche Unternehmen, die innerhalb eines Jahres gegriin-
det und innerhalb eines anderen Jahres wieder geschlossen werden. Im folgenden Ka-
pitel soll mithilfe des entwickelten Punktschétzers 0, fiir die Ausfallwahrscheinlichkeit
(vgl.(3.11)) die durchschnittliche Lebenserwartung deutscher Unternehmen geschétzt
werden. Anschlieffend erfolgt eine Berechnung der zugehérigen Standardfehler SE; (vgl.
(3.46)), SE, (vgl. (3.47)), SE;3 (vgl. (3.75)) sowie SE4 (vgl. (A.8)). Als Datengrundlage
dienen dabei die vom Forschungsdatenzentrum des statistischen Bundesamts (Destatis)
erhobenen ’Amtlichen Firmendaten fiir Deutschland’ (AFiD).

Destatis hat mit dem Berichtsjahr 2018 begonnen, Berichte zur Geschaftstatigkeit so
zu erstellen, dass die dort untersuchten statistischen Einheiten der Unternehmensdefi-
nition der Europaischen Kommission entsprechen. Darauf basierend wurde von Destatis
der Zugang zu Angaben beziiglich Unternehmensschliefungen in den Jahren 2018 und
2019 sowie hinsichtlich Informationen tiber Unternehmen, die das Jahr 2019 iiberdauert
haben, fiir unter Anderem diese Arbeit zur Verfiigung gestellt. Da alle Unternehmen,
zu denen Angaben vorliegen, in den Jahren {2013,...,2017} gegriindet wurden, ergibt
sich ein retrospektives Stichprobendesign.

Die Angaben, wie viele Unternehmen in welchem Jahr gegriindet beziehungsweise
geschlossen wurden, kann dabei Tabelle 5.1 entnommen werden.

SchlieBung
Griindung 2018 2019 3000 | Summe
2013 37.016  17.295 191.803 | 246.114
2014 42.272  20.305  200.411 | 262.988

2015 35.088  23.353 209.649 | 268.590
2016 34.579 27464  278.223 | 340.266
2017 18.687  18.633 292.566 | 329.886

Summe | 168.142 107.050 1.172.652 | 1.447.844

Tabelle 5.1.: Tabellarische Ubersicht der Griindungs- und SchlieBungsjahre von insge-
samt ungefahr 1.4 Millionen deutschen Unternehmen; die Spalte mit dem
SchlieBungsjahr 3000 umfasst alle Unternehmen, die bis einschliefSlich 2019
nicht geschlossen wurden und somit rechtszensiert sind
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Eine detaillierte Beschreibung der Daten liefert Rink und Seiwert [2021] sowie die
darin enthaltenen Referenzen. Dabei wurden die Merkmale 'urs we_ beginn_datum’
als Griindungsjahr und 'urs_ we_ende_datum’ als Jahr der SchlieBung verwendet.

Als Grundgesamtheit wurde die Menge aller deutschen Unternehmen, die in den
Kalenderjahren {a,...,b} = {2013,...,2017} gegrindet wurden, definiert. Somit be-
schreibt diese Zeitspanne den Entstehungszeitraum, der im folgenden auch als Griin-
dungszeitraum bezeichnet wird, mit einer Anzahl von G = 5 Jahren. Es sei angemerkt,
dass fiir das i-te Unternehmen, mit ¢ € {1,...,n}, die Zufallsvariable T; (vgl. (2.3)) das
Alter des Unternehmens im Jahr 2017 angibt. Des Weiteren bezeichne X; die mit dem
wahren Parameterwert 6, geometrisch verteilte Lebensdauer des i-ten Unternehmens in
Jahren.

Es sei angemerkt, dass das AFiD-Panel alle in den Jahren {2013,...,2017} gegriin-
deten Unternehmen enthélt. Der unbekannte Umfang n der Stichprobe gleicht somit
dem Umfang der Grundgesamtheit.

Beobachtungen hinsichtlich der UnternehmensschlieSungen liegen jedoch lediglich fiir
die Jahre 2018 sowie 2019 vor. Die Linge des Beobachtungszeitraums betriagt somit
s = |{2018,2019}| = 2 Jahre. Unternehmen, deren SchlieBung bereits vor 2018 stattge-
funden haben, werden nicht beobachtet und entsprechend in den Daten nicht aufgefiihrt.
Es liegt somit ein linksseitig trunkiertes Design vor. Die Unternehmen, deren Existenz
trotz der Linkstrunkierung beobachtet werden konnen, bilden folglich die Menge der
Beobachtungen, bestehend aus m = 1.447.844 Unternehmen.

Auf der anderen Seite werden Unternehmen, die das Jahr 2019 ohne Schlieung tiber-
stehen, zwar beobachtet, jedoch bleibt der genaue Zeitpunkt der SchlieBung unbekannt.
Das Beobachtungsdesign ist somit zusétzlich rechtsseitig zensiert. Unternehmen mit ei-
ner solchen rechtszensierten Historie werden in den Daten mit dem Schliefungsjahr
3000 gekennzeichnet. Somit konnte bei 1.172.652 Unternehmen keine SchlieSung in den
Jahren 2018 und 2019 beobachtet werden.

Eine Ubersicht der verschiedenen Verlaufe eines Unternehmenslebens hinsichtlich der
Beobachtbarkeit am Beispiel der Anwendung kann Abbildung 5.1 entnommen werden.

Angemessenheit der Modellannahmen

Bevor in Kapitel 5.2 eine Punkt- und Intervallschatzung der SchlieBungswahrscheinlich-
keit sowie der durchschnittlichen Lebenserwartung deutscher Unternehmen basierend
auf dem AFiD-Panel durchgefithrt wird, werden zunéchst die Annahmen 1 (vgl. Kapitel
3.1) mit Hinblick auf die Daten diskutiert.

In Bezug auf (A1) sei angemerkt, dass die Annahme von geometrisch verteilten Le-
bensdauern X; mit ¢ € {1,...,n} impliziert, dass die SchlieBungswahrscheinlichkeit im
Laufe der Zeit nicht variiert, sondern konstant bleibt. In der Praxis kann diese An-
nahme zwar nicht garantiert werden, allerdings ist auch kein empirischer Nachweis fiir
das Gegenteil bekannt. Beziiglich der Unabhéangigkeit von X; und 7; existieren erste
Indizien dafiir, dass diese im Kontext von Unternehmensdemografien nicht gegeben ist
[siche de Ufia-Alvarez et al., 2024, Toparkus und Weiibach, 2025].

Die Annahmen (A2) und (A3) sind hingegeben klar erfiillt.

Beziiglich Annahme (A4) muss hinsichtlich der Unabhéngigkeitsannahme zwischen
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o— — —0— — —0— — —0— — —@

Alter—ein—Jahr—vor—Studienbeginn T

Alter—bei—Schliessung X

o— — —0— — —0— — —0— — —¢p— — —Pp— — — —

Alter—am—Studienende T+2

+ + + + + Zeit
2013 2017 2018 2019

Grindungszeitraum Beobachtungszeitraum

Abbildung 5.1.: Mégliche Pfade von Unternehmensleben, die sich hinsichtlich der Beob-
achtbarkeit unterscheiden; oberer Pfad: Griindung in 2013 und Schlie-
Bung in 2015 und somit vor Beginn des Beobachtungszeitraums, we-
der Lebensdauer noch Existenz des Unternehmens werden beobach-
tet (Linkstrunkierung); mittlerer Pfad: Griindung in 2014 und Schlie-
Bung in 2018 und somit im Beobachtungszeitraum, Lebensdauer sowie
Griindungsjahr werden beobachtet; unterer Pfad: Griindung in 2014
und SchlieBung nach 2019 und somit nach Ende des Beobachtungszeit-
raums, die beobachtete Information ist das Grindungsjahr sowie das
Uberleben bis einschlieflich 2019 (Rechtszensur)

den Unternehmen darauf hingewiesen werden, dass eine gewisse Abhéngigkeit in der
Praxis durchaus denkbar sein kann, da sich die Lebensdauern teilweise stark iiberschnei-
den. Ebenso bilden (X, T;)’, i € {1, ...,n} keine einfache Zufallsstichprobe, sondern die
Grundgesamtheit, da die latenten Messungen alle deutschen Unternehmen, die in den
Jahren {2013, ...,2017} gegriindet wurden, abdecken.

5.2. Punkt- und Intervallschatzung

Punkt- und Intervallschatzung bei linkstrunkiertem und
rechtszensiertem Beobachtungsdesign

Zunéchst wird basierend auf den Daten (siche Tabelle 5.1) die logarithmierte, marginale
und bedingte Likelihood-Funktion (3.2) berechnet. Das Ergebnis lasst sich Abbildung
5.2 entnehmen.

Zum Erhalt einer analytischen Losung fiir die Punktschéitzung des geometrischen
Parameters kann sich der Formel (3.11) bedient werden. Dabei lésst sich mypcens als
Summe aller in 2018 und 2019 beobachteten Schliefungen berechnen:

Muyncens = 168.142 4 107.050 = 275.192
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Log-Likelihood-Funktion Log-Likelihood-Funktion (Ausschnitt)
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Abbildung 5.2.: Links: Graph der logarithmierten, marginalen und bedingten
Likelihood-Funktion zur Schatzung der SchlieBungswahrscheinlichkeit
deutscher Unternehmen auf dem gesamten Parameterraum © =
[0,001;0,999]; Rechts: Ausschnitt der Funktion auf dem Intervall
[0,0625; 0, 15]. Das Maximum ist bei ungefahr 0, 1 zu erkennen.

Analog dazu ergibt sich die Anzahl der zensierten Historien durch me,s = 1.172.652. Zu
berechnen bleibt somit die Summe der innerhalb der Studie beobachteten Lebensdauern
von bis einschlieflich 2019 geschlossenen Unternehmen d°**. Dabei wurden Unternehmen
mit einer SchlieBung im Jahr 2018 ein Jahr beobachtet, wohingegen 2019 geschlossene
Unternehmen zwei Jahre beobachtet wurden. Es ergibt sich:

d°* =1-168.142 4 2 - 107.050 = 382.242

Abschlielend folgt fiir den Punktschétzer der Wahrscheinlichkeit fiir eine SchlieBung
innerhalb eines Jahres:

é . muncens o 275192
T dOYS  SMpens 382.242 +2-1.172.652

~ 0, 10089362 ~ 0, 1009

Deutsche Unternehmen haben folglich jedes Jahr eine ungefahr 10%-tige Wahrschein-
lichkeit geschlossen zu werden. Somit resultiert fiir deutsche Unternehmen, die zwischen
2013 und 2017 gegriindet wurden, eine geschéatzte erwartete Lebensdauer von

1

— 1
Egl X} =E; { X} =~ ——
0 { }' On { } 697L ()’ 1()()£)

~ 9,91

Jahren.
AufBerdem lassen sich mithilfe des Punktschétzers 6, die Quantile der geometrischen
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Verteilung berechnen. So gibt (vgl. (2.6))
Fe(2;0,1009) = 1 — (1 — 0,1009)° = 1 — 0, 89917

den Anteil der Unternehmen an, die innerhalb von z Jahren nach der Griindung wieder
geschlossen werden. So werden beispielsweise 10, 09 Prozent der Unternehmen innerhalb
des ersten Jahres geschlossen. Eine Ubersicht iiber weitere Quantile ist in der folgenden
Tabelle 5.2 gegeben:

Jahre nach Grindung 2 3 4 ) 8 10 15
Anteil Schliefungen in % 19,16 27,32 34,65 41,25 57,30 65,48 79,72

Tabelle 5.2.: Auflistung einiger Quantile der geometrischen Verteilung mit dem Para-
meter 0, & 0, 1009 und somit der Anteile der Unternehmen, die innerhalb
einer gewissen Anzahl an Jahren nach der Griindung geschlossen wurden.
So schlieflen beispielsweise 19, 16% in den ersten zwei Jahren und 65, 48%
in den ersten 10 Jahren.

Dariiber hinaus resultiert ein Median der Lebensdauer [siche Chattamvelli und Shan-
mugam, 2020, Kapitel 4.3] von

ME; {X} = ﬁogz(?_ én)] = {logQ((;,18991)w = [6,52] =7 (5.1)

Jahren.

Im néchsten Schritt erfolgt eine Angabe der Standardfehler von 0,,. Der Standardfeh-
ler SE; (vgl. (3.75)), der mithilfe eines Martingalgrenzwertsatzes (vgl. Satz 9) hergeleitet
wurde, kann dabei direkt berechnet werden:

SE o muncens(dObS + Smcens) - m%ncens
3 — obs 3
+ SMeens

. . —_ 2
| 275192 (382242 + 2 - 1.172.652) — 275.1922 L 8237104
\ (382.242 + 2 - 1.172.652)3

Zur Berechnung der anderen Standardfehler SE; (vgl. 3.46), SE, (vgl. 3.47) und SE,4
(vgl. A.8) erfolgte eine entsprechende Programmierung in R (siehe Kapitel A.4.1). Die
Ergebnisse sind in der Tabelle 5.3 aufgelistet.

Zusammenfassend liefern alle Standardfehler SE; bis SE; ahnliche Ergebnisse. In je-
dem Fall belauft sich, gerundet auf zwei Nachkommastellen, das 95%-Konfidenzintervall
auf [9,88;9,95]. Insgesamt liefern die Standardfehler SE; (vgl. (3.46)) und SE, (vgl.
(A.8)), die auf der Annahme, die Alter ein Jahr vor dem Studieneintritt 7; mit i €
{1,...,n} seien unabhéngig und identisch diskret gleichverteilt auf dem Trager {0, ..., G—
1}, basieren, die schmalsten Konfidenzintervalle. Insbesondere ergeben SE; und SE, ex-
akt denselben Wert. Auflerdem liefert der Standardfehler im semiparametrischen Modell
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SE1 SE2 SE3 SE4
1,8164- 1071 1,84-10°7 1,8237-10%  1,8164 101
KI g,  [0,1005;0,1012] [0,1005;0,1013] [0,1005;0,1013] [0, 1005;0, 1012]
KI Eo{ X} [9,8766:9,9465] [9,8761;9,9470] [9,8764;9,9467] [9,8766;9,9465]

Tabelle 5.3.: Tabellarische Ubersicht der vier verschiedenen Berechnungsansitze fiir den
Standardfehler inklusive der daraus resultierenden 95%-Prozent Konfiden-
zintervalle fiir die wahre SchlieBungswahrscheinlichkeit 6, und die erwar-
tete Lebensdauer Ey { X} deutscher Unternehmen.

SE3 (vgl. (3.75)), der mithilfe des Martingalgrenzwertsatzes von Rebolledo [1979] [siche
Kalbfleisch und Prentice, 2002, Theorem 5.1] hergeleitet wurde, ein etwas schmaleres
Konfidenzintervall als der mithilfe der M-Schétzer-Theorie nach van der Vaart [1998]
hergeleitete Schatzer SEq (vgl. (3.47)).

Punktschatzung bei doppelt trunkiertem Beobachtungsdesign

Ein weiterer moglicher Ansatz zur Berechnung einer Punktschétzung der Ausfallwahr-
scheinlichkeit 8, wére, ein beidseitig trunkiertes Beobachtungsdesign anzunehmen. An-
schliefend kann auf der Grundlage der doppelt trunkierten Daten die Nullstelle der
abgeleiteten logarithmierten Likelihood-Funktion (4.24) berechnet werden.

Dazu werden zum Erhalt eines beidseitig trunkierten Beobachtungsdesigns die Uber-
lebensdaten aus Tabelle 5.1 verwendet und dabei alle Unternehmen mit einer rechtsseitig
zensierten Historie entfernt. Die Nullstelle der abgeleiteten logarithmierten Likelihood-
Funktion (4.24) wird somit basierend auf den in Tabelle 5.4 angegebenen Daten berech-
net.

Schliefung
Grindung 2018 2019 | Summe
2013 37.016 17.295 | 54.311
2014 42.272  20.305 | 62.577

2015 35.088  23.353 | 58.941
2016 34.579  27.464 | 62.043
2017 18.687  18.633 | 37.320
Summe | 168.142 107.050 | 275.192

Tabelle 5.4.: Tabellarische Ubersicht der Griindungs- und SchlieBungsjahre von insge-
samt 275.192 deutschen Unternehmen bei beidseitig trunkiertem Beobach-
tungsdesign

Obwohl das in Kapitel 4.2 hergeleitete Modell und die damit einhergehende Likelihood-
Funktion auf der Grundlage von Simulationsdaten plausible Ergebnisse liefert (siehe
Kapitel 6), ergibt sich basierend auf den in den Tabelle 5.4 gegebenen Daten eine
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Punktschatzung der Wahrscheinlichkeit, dass ein Unternehmen binnen eines Jahres ge-
schlossen wird, von

0, =8-107°

und somit ein geschétzter Stichprobenumfang von (vgl. (4.1) und (4.23)):

m 275.192
h— ~ ~ 17.199.844.686
"D T 16100

Da diese Ergebnisse unplausibel sind, wurde dieser Ansatz in Bezug auf die Anwendung
auf das AFiD-Panel als unbrauchbar erachtet und somit nicht weiter verfolgt.

5.3. Vergleich mit anderen Quellen

Zur Einordnung der Resultate aus anderen Arbeiten sei zundchst angemerkt, dass eine
einheitliche und préazise Definition des Ausfalls der Unternehmen gegeben sein muss.
Beispielsweise sind Insolvenzen nicht gleichzusetzen mit SchlieSfungen, da ein Unter-
nehmen auch aus anderen Griinden geschlossen werden kann [sieche Cochran, 1981,
Abbildung 1]. Anderenfalls gestaltet sich ein Vergleich von Unternehmensdemografien,
insbesondere wenn die Daten aus unterschiedlichen Zeiten und Léndern stammen, als
schwierig.

In Bezug auf Deutschland berechneten Bruderl et al. [1992], basierend auf 1.621
Unternehmen, fiir die Schliefungsverteilung ein 25%-Quantil von 2 Jahren und ein
37%-Quantil von 5 Jahren. Dieses Ergebnis liegt relativ nahe bei dem in dieser Ar-
beit errechneten 19%-Quantil von 2 Jahren sowie dem 41%-Quantil von 5 Jahren.

Eine frithere, in Japan durchgefithrte Studie [sieche Honjo, 2000] ermittelte, dass ledig-
lich 4, 8% der Unternehmen innerhalb von 8 Jahren geschlossen werden. Dieses Resultat
impliziert eine wesentlich geringe SchlieBungswahrscheinlichkeit als die, die im Rahmen
dieser Arbeit errechnet wurde, da 8 Jahre hier als das 57%-Quantil zu interpretieren
sind. Allerdings gab derselbe Autor fiir eine spétere japanische Kohorte (2003 bis 2013)
an, die SchlieBungsrate hatte sich verdoppelt [siehe Kato et al., 2022].

Fiir portugiesische Unternehmen wurde eine mediane Lebensdauer von 4 Jahren so-
wie ein 20%-Quantil von einem Jahr ermittelt [siche Mata und Portugal, 1994]. Dies
deutet im Vergleich zu den in Tabelle 5.2 angegebenen Quantilen auf eine schnellere
SchlieBungsrate hin.

Das fiir Pakistan von Ullah et al. [2016] ermittelte 80%-Quantil von 4 Jahren weist
im Vergleich zum vorliegenden 80%-Quantil von 15 Jahren auf eine deutlich schnellere
Schliefungsrate hin.

Fiir frithere Kohorten wurde in den USA ein Median von 5 Jahren bis zu SchlieBung
angegeben [siche Cochran, 1981]. Dies deutet auf eine schnellere SchlieBungsrate als die,
die in dieser Arbeit errechnet wurde, hin, da hier eine mediane Lebenserwartung von 7
Jahren ermittelt wurde.
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In diesem Kapitel soll eine Schiatzung des wahren Parameterwerts 6y der geometrischen
Verteilung (vgl. Definition 1) sowie eine Berechnung der entsprechenden Standardfeh-
ler SE; (vgl. (3.46)), SE, (vgl. (3.47)), SE3 (vgl. (3.75)) sowie SE4 (vgl. (A.8)) unter
der Beriicksichtigung von linksseitiger Trunkierung sowie rechtsseitiger Zensur simuliert
werden. Dazu wird der wahre Parameterwert 6, sowie der Umfang n, den die Stichprobe
ohne Einschrankungen der Beobachtbarkeit hat, als bekannt vorausgesetzt. Auflerdem
werden die Dauer des Entstehungszeitraums G sowie die Lénge des Beobachtungszeit-
raums s im Vorfeld festgelegt. Zur Berechnung der wahren Varianz des Punktschétzers
Varg, {0, } wird auf Formel (A.7) zuriickgegriffen.

Beispiel 1. Wird 6y = 0,1 sowie G =5, s =2 und n = 50 festgelegt, ergibt sich:

) GOo(1 — 6y)
Varg, {0, } = — T 1
Dyasiy [mm(x, 8,Gy s+ G — 95) (1 — Loy 2oi— Oo(1 — 90)]{_1)}
0.1-
= 20109 ~ 0,034
5058, [min(m; 2,7 — x) (1 — Tjo<ay yolo,1-0, 91@—1)}

Anschlielend werden mithilfe eines Computerprogramms die Realisierungen der n
unabhéngigen und identisch verteilten, bivariaten Zufallsvariablen

(Xzm Tsmy ie{1,...,n}

gezogen. Dabei folgen fiir alle i € {1,...,n} die X einer geometrischen Verteilung mit
dem Parameter 6, wohingegen alle T diskret gleichverteilt auf dem triager {0, ..., G—
1} sind.

Anschlieend werden, um die Linkstrunkierung zu beriicksichtigen, aus der Stichprobe
alle Realisierungen entfernt, fiir die x; < ¢ erfiillt ist, sodass lediglich die m < n
Realisierungen

&xm ey, jed{l,...,m}

iibrig bleiben. Damit die Historien zusétzlich rechtsseitig zensiert sind, werden die Rea-
lisierungen x3"" durch x5 mit

Sstm o, : Sstm Fsim

X" = min (X" 65 + s)

J

ersetzt. Um einsehen zu kénnen, ob eine Zensur vorliegt, werden die Tupel (x5, t3™)’
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abschlieflend zu den Tripeln (x
lisierung der Zufallsvariablen:

s g, e3m) erweitert. Dabei bezeichnet ¢ die Rea-

~simo . o .
C] — ]}‘{X;ZWSTJ‘-SZW-FS}

Anhand der auf diese Weise generierten Daten konnen zunéchst der Punktschéatzer 0,
(vgl. (3.11)) und anschlieflend die verschiedenen Standardfehler SE; (vgl. (3.46)), SE,
(vgl. (3.47)), SE3 (vgl. (3.74)) und SE4 (vgl. (A.8)) berechnet werden. Abschlieflend

wird der quadratische Fehler ermittelt:

(B, — 00)>
SE; — \/V&I‘go{én})
SE,; — \/V&I‘go{én})
SE; — \/V&I'@O{én})
SE, — \/Val"go{én})Q

Diese Prozedur, bestehend aus der Generierung der Daten, anschlieBender Schétzung
von 6y und Berechnung des Standardfehlers sowie abschlieBender Berechnung der qua-
dratischen Fehlers wird insgesamt W mal wiederholt. Die quadratischen Fehler werden
dabei aufsummiert und durch W dividiert. Das Ergebnis ist der mittlere quadratische
Fehler:

2

[\

2

®

I

Q)

M)

I
NN TN TN

MSEyq s, (s — bo)” —\ 2

MSE, L | e W (SEvi - Var@o{(f"})z

MSE:= | MSE, | = Z eél = Z (SEas — Vargo{GAn})2
s, | | ey )

! o (SE471 — Val"go{én})Q

Das Subskript [ € {1,..., W} bezeichnet dabei das entsprechende Ergebnis in der [-ten
Wiederholung des Experiments. Der zugehorige Quelltext zur Simulation kann Kapitel
A.4.2 entnommen werden.

Zunachst wird, analog zu Beispiel 1, G =5, s = 2 und 6, = 0,1 sowie W = 1000
gesetzt. Fir dieses Szenario sind die mittleren quadratischen Fehler fiir unterschiedlich
grofie n in der Tabelle 6.1 aufgefiihrt.

Anschlieflend erfolgt eine Darstellung der verschiedenen mittleren quadratischen Feh-
ler in Abhéngigkeit von der Anzahl der wiederholten Experimente. Dazu sei im folgen-
den erneut G = 5, s = 2 und 6y = 0,1. AuBerdem sei n = 10.000 gegeben und W
variabel. Die Ergebnisse sind in der Tabelle 6.2 aufgelistet.

Abschlielend erfolgen die Berechnungen der mittleren quadratischen Fehler bei varia-
blem G beziehungsweise variablem s. Die entsprechenden Ergebnisse werden in Tabelle
6.4 dargestellt.
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G=5s=20,=0,1, W = 1000

n 100 1.000 10.000 100.000  1.000.000
MSE, 6,15-10% 6,23-10° 5,18-10° 5,52-10 6,11-10~%
MSE, 8,46-10=° 8,2-107% 6,94-10"° 7,36-10712 8,13-10"“
MSE, 8,98-10"¢ 8,37-107% 7,17-107 7,61-10712 8,23.10"“
MSE; 8,57-10°° 8,2-107% 6,96-10" 7,39.10712 8,11-10"
MSE, 8,46-10"° 8,2-107% 6,94-10" 7,36-10"'2 8,13-10"

Tabelle 6.1.: Tabellarische Ubersicht der mittleren quadratischen
s=2,0y=0,1, W = 1000 und variablem n

G=5,s=20,=0,1, n=10.000

Fehler bei G = 5,

W 10 100 1.000 10.000 100.000
MSE, 6,36-10° 6,01-10° 5,86-10° 582-10° 5,74-10°°
MSE, 7,89-1071° 7,99.10"1 7,88-10"10 7,78-10"10 7,68-10"10
MSE, 8,12-107 §,17-1071° 8,06-10" 7,95-10710 7,9.10"10
MSE; 8,93-107° 7,99.10710 7,89-1071 7,79.1071 7,7.10710
MSE, 7,89-107° 7.99.107% 7.88-1071 7,78-1071 7,68-10"1°

Tabelle 6.2.: Tabellarische Ubersicht der mittleren quadratischen Fehler bei G = 5,

G

s=2,0,=0,1, n =10.000 und variablem W

1

s=2,0p=0,1,n=10.000, W = 1.000

2

5

10

15

MSEy
MSE1
MSE,
MSE;
MSE,

Tabelle 6.3.: Ubersicht der mittleren quadratischen Fehler bei s = 2, 6, = 0,1, n =

4,69-10°°
4,91-1010
5,06 - 10710
4,93- 10710
4,91-10710

5,06-10°°
5,69 - 10710
5,81 10710
5,69 - 10710
5,69 - 10710

5,54-10°°
7,46 - 10710
7,65 10710
7,47 10710
7,46 - 10710

10.000, W = 1.000 und variablem G

G=5,0,=0,1,n=10.000, W = 1.000

107°
1077
1077
1077
1077

7.76 -
1,33
1,37
1,34 -
1,33

1077
-107°
107
1079
1079

s 1 2 3 5 10

MSE, 1,11-10° 5,68-10"°® 4,26-10"® 2,61-107° 1,62-107°

MSE; 2,48-107 7,64-107% 4,58-1071% 2,14-1071% 1,23.1071°

MSE, 2,48-107° 810710 4,92.1071° 252-107 1,7-107%

MSE; 2,48-107% 7,7-1071° 4,63-1071° 2,17-107%* 1,26-10"%

MSE, 2,48-107% 7,64-10710 4,58-1071° 2,14-107% 1,23-10°%
Tabelle 6.4.: Ubersicht der mittleren quadratischen Fehler bei G = 5, 6, = 0,1, n

10.000, W = 1.000 und variablem s
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Zusammenfassend lésst sich in allen Simulationen erkennen, dass die parametrischen
Standardfehler SE; sowie SE; etwas kleinere mittlere quadratische Fehler aufweisen als
der semiparametrische Standardfehler SE3. Des Weiteren sind die mittleren quadra-
tischen Fehler insgesamt fiir SE; am grofiten. Diese Unterschiede sind allerdings sehr
gering. Aus Tabelle 6.1 ldsst sich zudem entnehmen, dass der MSE fiir den Schétzer des
geometrischen Parameters sowie fiir alle Standardfehler fiir n — oo gegen 0 konvergiert.

Mit zunehmender Anzahl der Wiederholungen der Experimente W — oo lédsst sich
hingegen keine merkliche Anderung der mittleren quadratischen Fehler festmachen (vgl.
Tabelle 6.2).

Dartiber hinaus zeigt Tabelle 6.3, dass bei langerem Entstehungszeitraum und somit
steigendem G die mittleren quadratischen Fehler grofier werden, wenn s = 2, 65 = 0, 1,
n = 10.000 und W = 1.000 gilt.

Abschlieflend zeigt Tabelle 6.4, dass bei langerem Beobachtungszeitraum und folglich
steigendem s die mittleren quadratischen Fehler kleiner werden. Dies liegt daran, dass
bei steigendem s auch mehr Individuen beobachtet werden kénnen und somit auch die
Schatzungen genauer werden.

Simulierte Schatzung des geometrischen Parameters bei doppelt
trunkiertem Design

Im Folgenden soll erganzend zu den bisherigen Simulationen die in Kapitel 4.2 herge-
leitete Methode zur Schétzung des geometrischen Parameters bei doppelt trunkiertem
Beobachtungsdesign evaluiert werden. Dabei werden erneut die Dauer des Entstehungs-
zeitraums G, die Lange des Beobachtungszeitraums s sowie der wahre Parameterwert
der geometrischen Verteilung 6y mit G =5, s = 2 und 6y, = 0,1 als bekannt vorausge-
setzt.

Anschlielend werden erneut mithilfe eines Computerprogramms die n Realisierungen
der unabhéngigen und identisch verteilten, bivariaten Zufallsvariablen

(Xzm Tsmy i e {1,...,n}

gezogen. Dabei folgen fiir alle i € {1,...,n} die X einer geometrischen Verteilung mit
dem Parameter 6, wohingegen alle T diskret gleichverteilt auf dem triager {0, ..., G—
1} sind.

Im néchsten Schritt werden alle Realisierungen mit x{" < ¢t oder t{"™+s+1 < x{™
aus dem simulierten Datensatz entfernt. Das Ergebnis sind die Beobachtungen:

(ijim,fjim)’, je{l,...,m}

Auf der Grundlage der auf diese Weise generierten Daten kann anschlieend approxima-
tiv die Nullstelle der abgeleiteten, logarithmierten Likelihood-Funktion (4.24) berechnet
werden. Mithilfe des daraus resultierenden Punktschitzers 027 kann anschlieBend der

quadratische Fehler X
€hr = (@?T — 6p)’

ermittelt werden. Dieses Experiment wird insgesamt W mal wiederholt und anschlie-

110



6. Simulation

Bend der mittlere quadratische Fehler

DT 1 & 2 1 & ADT 2
MSEy™ = W ZeDT,l = W Z(Qn,l —bp)
=1

=1

berechnet. Das Subskript [ € {1,..., W} bezeichnet dabei das entsprechende Ergebnis
in der der [-ten Wiederholung des Experiments.

Fir W = 1000 Wiederholungen, einen Entstehungszeitraum von G = 5, einen Be-
obachtungszeitraum von s = 2 Jahren sowie einen wahren Wert des geometrischen
Parameters von 6y = 0, 1 sind die mittleren quadratischen Fehler bei variablem n in der
folgenden Tabelle 6.5 zusammengefasst.

G=55=20,=0,1W = 1.000
n 100 1.000 10.000 100.000  1.000.000

MSEJ" 0,013 2,26-107% 2,33-10~* 2,37-107° 2,37-107¢

Tabelle 6.5.: Ubersicht der mittleren quadratischen Fehler fir G = 5, s = 2, §, =
0,1, W = 1.000 und verschiedenen Stichprobenumfingen n bei doppelt
trunkiertem Beobachtungsdesign

Der Tabelle 6.5 kann entnommen werden, dass der mittlere quadratische Fehler des
geometrischen Parameters fiir n — oo gegen 0 konvergiert. Im Vergleich zu zum mittle-
ren quadratischen Fehler bei linkstrunkiertem und rechtszensiertem Design MSE, (vgl.
Tabelle 6.1) ist MSE)” allerdings fiir alle untersuchten Stichprobenumfinge etwas gré-
Ber. Dies ist darauf zurtickzufithren, dass das beidseitige Trunkieren zu einem grofleren
Informationsverlust fithrt als das linksseitige Trunkieren und rechtsseitige Zensieren.
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7. Fazit

Héaufig wird in der Statistik untersucht, inwieweit ein Merkmal Y eine anderes Merkmal
X beeinflusst. Dabei werden in der Regel die Auswirkungen von Y auf den Erwartungs-
wert von X untersucht. Im einfachsten Fall ist Y dabei dichotom, sodass lediglich zwei
Erwartungswerte miteinander verglichen werden miissen. In der vorliegenden Arbeit
beschreibt X dabei die Lebensdauer eines Individiduums. Der Mehrwert der vorliegen-
den Arbeit besteht, vor einer Aufnahme von Y in die Analyse, in der Schétzung eines
unbedingten Erwartungswertes von X bei einem linkstrunkierten und rechtszensierten
Beobachtungsdesign. Wird das Modell um Y ergénzt, ergeben sich mehrere, nach den
Ausprigungen von Y stratifizierte Erwartungswerte E{X}. In einer verlésslichen Da-
tenanalyse muss das Mittel dieser stratifizierten Erwartungswerte dem in dieser Arbeit
errechneten unbedingten Erwartungswert entsprechen.

Zur Schatzung des unbedingten Erwartungswertes wurde, um im Einklang mit dem
in Kapitel 5 analysierten AFiD-Panel zu bleiben, ein zeitdiskretes Modell, dass auf
der Doob-Zerlegung basiert, erstellt. Als Vorbild dienten dabei einige zeitstetige Mo-
delle [sieche Weibach et al., 2024, Anhang A, sowie Andersen et al., 1993, Beispiel
I11.3.6]. Dabei bietet die Verwendung eines zeitdiskreten Modells im Vergleich zu ei-
ner zeitstetigen Variante [siehe beispielsweise Fleming und Harrington, 1991] einige
Vorteile. So kann beispielsweise auf die Doob-Meyer-Zerlegung eines Zahlprozesses in
ein Martingal und einen Kompensator verzichtet und stattdessen auf die einfachere
Doob-Zerlegung zuriickgegriffen werden. Auch gelingt die Darstellung der marginalen,
bedingten Likelihood-Funktion im Zeitstetigen nur mithilfe von Produktintegralen tiber
die Zeit, die sich im Diskreten zu Produkten iiber die einzelnen Zeitpunkte vereinfachen
(vgl. (2.75)). Ein wesentlicher Nachteil besteht jedoch darin, dass bei der zeitdiskreten
Betrachtung einer Stichprobe durchaus der Fall eintreten kann, dass zwei Individu-
en zeitgleich ausfallen, sodass es sich bei der Menge der einzelnen Zahlprozesse selbst
um keinen multivariaten Zahlprozess mehr handelt. Die Zahlprozesssumme +N¢ (vgl.
(3.60)) ist dann selbst kein Zahlprozess mehr, sondern nur noch allgemein ein Sub-
martingal. Stattdessen wurde gefordert, dass sich die Ausfille unabhéngig voneinander
ereignen (vgl. Bemerkung 15). Diese Annahme ist in der Anwendung auf das AFiD-
Panel allerdings kritisch zu betrachten, da sich die Lebensdauern der Unternehmen
teilweise stark iiberschneiden.

Fiir das theoretische Modell wurde zunéachst eine marginale, bedingte Likelihood-
Funktion hergeleitet, deren Maximum dann den Punktschétzer fiir den geometrischen
Parameter darstellte. Davon ausgehend wurden sowohl mithilfe der M-Schatzer-Theorie
als auch mithilfe eines Martingalgrenzwertsatzes entsprechende Standardfehler berech-
net. Fir beide Varianten wurden alle Voraussetzungen fiir die Konsistenz sowie asym-
ptotische Normalitdt erfiillt. Auch konnte in einer Simulation gezeigt werden, dass
mithilfe des vorgestellten Modells der geometrische Parameter sowie die Varianz des
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7. Fazit

Schétzers mit steigendem Stichprobenumfang zunehmend genauer approximiert wer-
den konnen.

Eine alternative Schatzmethode des geometrischen Parameters mithilfe von Punkt-
prozessen bei doppelt trunkiertem Beobachtungsdesign wurde ebenfalls vorgestellt. Eine
durchgefiithrte Simulation lieferte zwar plausible Resultate, allerdings konnten von die-
sem Ansatz ausgehend im Rahmen der Anwendung auf das AFiD-Panel keine sinnvollen
Ergebnisse erzielt werden.

Es sei auflerdem angemerkt, dass im AFiD-Panel alle Unternehmensausfille in Deutsch-
land registriert wurden. Somit bilden die latenten Messungen keine einfache Zufallss-
tichprobe, sondern die Grundgesamtheit. In diesem Sinne liefert das Maximieren der
Likelihood-Funktion den wahren Parameterwert 6y, eine Interpretation der Standard-
Fehler ist allerdings schwierig, da die Zufélligkeit der Stichprobenziehung entfallt.

Eine weitere Anmerkung betrifft die im Rahmen der Trunkierung verwendete Mar-
ginalisierung der Verteilung von N; fir i € {1,...,n}, die erst zum Zeitpunkt 7} star-
tet. Da die marginale, bedingte Likelihood-Funktion (3.1) fiir jedes Individuum ein
Produkt tiber die Zeitpunkte {T; + 1,7; + 2,...,x} darstellt, werden pro Individu-
um unterschiedlich viele Experimente beriicksichtigt. Waren die Alter am Ende des
Entstehungszeitraums 7T; nicht zuféllig, sondern wéren verschiedene deterministische
t; gegeben, wiirde das Produkt in (3.1) nicht zu einer ordnungsgeméfien Wahrschein-

lichkeitsfunktion fithren. Das liegt daran, dass das dominierende Mafl P; (vgl. (2.46))
von T; abhingt beziehungsweise bei fester Trunkierung von t; abhdngen wiirde. Somit
wiurden aus unterschiedlichen ¢; auch unterschiedliche dominierende Mafle resultieren.
Fir den Erhalt der Produktstruktur einer gemeinsamen Wahrscheinlichkeitsfunktion
unabhéangiger Zufallsvariablen scheinen jedoch iibereinstimmende dominierende Mafle
der Randverteilungen ratsam. Zuféllige Trunkierung behebt dabei diese Ungenauigkeit,
auch wenn diese fir die Analyse des vorliegenden AFiD-Panels kein optimales Design
darstellt. Fiir zeitstetige Lebensdauern wurde dieses Argument in Weifibach et al. [2024,
Kapitel A.1.1] ebenfalls gegeben.

Auch ist die Annahme einer geometrisch verteilten Lebensdauer nicht allgemein giiltig
und sollte, abhangig von den zu untersuchenden Daten entsprechend angepasst werden.
Fiir die Verteilung der Griindungsjahre und somit von 73,7 € {1,...,n}, musste glick-
licherweise keine Verteilungsannahme getroffen werden. Jedoch kann das Wissen iiber
eine parametrische Verteilung von T; zu Verbesserungen in der Analyse fiihren. So sind
die Standardfehler SE; und SE4, die unter der Annahme, 7T; sei gleichverteilt, berechnet
wurden, sowohl in der Anwendung als auch in der Simulation stets etwas kleiner als der
semiparametrische Standardfehler SE5. Eine andere Wahl der Verteilung von 7T ist im
Rahmen des in dieser Arbeit vorgestellten Modells allerdings auch moglich.

Ebenso konnte das Modell um Kovariablen erweitert werden. Fiir deutsche Unter-
nehmen liefle sich dann beispielsweise bestimmen, welche Auswirkung das Bundesland,
in dem das Unternehmen sitzt, oder die Rechtsform des Unternehmens auf die durch-
schnittliche Lebenserwartung hat.
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A. Appendix

A.1. Elementares Beispiel zur Anwendung der
Doob-Zerlegung

Betrachtet wird der Wahrscheinlichkeitsraum (2, F = P(£2), P) mit der Ergebnismenge
Q0 = {wi,ws,ws}. Dabei beschreibt w € Q einen Pfad tber drei Zeitpunkte, wobei
P{w} = 1/3, Yw € Q. Die genaue Darstellung der Pfade lésst sich der Abbildung A.1

entnehmen:

B(x)
1/2
21 / w1
5| 2/3
2
| 1/2
11 / (09))
3
1] w3
1] 1
2
1 1/3
4
y X
0 1 2

Abbildung A.1.: Darstellung aller moglichen Pfade des Prozesses B

Betrachtet wird fiir die Zeitpunkte z € {0,1,2} der Prozess B mit B(0,w) = 1 fir
alle w € € sowie

P{{w: B(Lw) = 3/2}} = P{{w,wn}} = P{wi Uwy} = ;
und

P{{w: B(1,w) =1/2}} = P{ws} = ;
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Auflerdem gilt

: B(2,w) = 2}|{w: B(L,w) = 3/2}}
: B(2,w) =2} N{w: B(l,w) = 3/2}}

Plw} 13 1

P{{w :B(l,w) = 3/2}}

: B(2,w) = 1}[{w: B(1,w) = 3/2}}
: B(2,w) = 1} N {w: B(l,w) = 3/2}}

P{{wl,wg}} B 2/3 N 2

Plw} 13 1

P{{w
:P{{w
P{{w
:P{{w

und

P{{w: B(1,w) = 3/2}}

P{{w: B(2,w) = 3/4}[{w: B(1,w) = 1/2}}

P{{wl,wg}} N 2/73 a 2

P{{w: B(2,w) =3/4} n{w: B(Lw) = 1/2}} P} 1/3

x =0 : Es gibt fir alle w € Q nur die Moglichkeit B(0,w) = 1, es folgt Fy = {0, 2}.

x =1 : Es wird entschieden, ob der obere Ast, bestehend aus w; und ws, oder w3 gewéhlt

P{{w: B(1,w) =1/2}}

Des Weiteren wird auf dem zugrundeliegenden Wahrscheinlichkeitsraum folgende Fil-
tration {F, : € {0,1,2}} definiert:

wird. Es folgt F1 = {0, Q, {wy, w2}, ws}.

x = 2 : Letztendlich wird entschieden, ob w; oder wy realisiert wird. Es ergibt sich die

o-Algebra Fo = o{0), Q, {w1, w2}, w1, wa, w3}

Basierend auf Definition 4 lisst sich die vorhersagbare o-Algebra FV folgendermafien

definieren:

-~ Plwg} 13

F¥ = o{{0} x 0,{0} x @, {1} x 0, {1} x Q,{1,2} x 0, {1,2} x Q,

Auflerdem gilt

E{B(L,w)|Fo} =

DN LN W
Wl N
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B{B(2,w)|F1} =2- P{{w: B2,w) = 2}| i} +1- P{{w: B(2,w) = 1}| 7}

n i - P{{w: B(2,w) = 3/4}| 7}

:]l{w:B(l’w)zg/Q}(W)<2 . P{{w : B(2,w) = 2}‘{w - B(l,w) = 3/2}}
+1- P{{w: B(2,w) = 1}|{w: B(1,w) = 3/2}}
+ i - P{{w: B2,w) = 3/4}|{w: B(1,w) = 3/2}})

()12 (@) (2 P{{w: B2,w) = 2}|{w: B(Lw) = 1/2}}
+1- P{{w: B(2,w) = 1}|{w: B(1,w) = 1/2}}

3
+ 2 P{{w: BR.w) = 3/4}{w: B(Lw) = 1/2}})
Mithilfe der Definition bedingter Wahrscheinlichkeiten folgt weiter fiir alle w € €2

P{{w: B2,w) =2} N {w: B(l,w) = 3/2}}
P{{w : B(l,w) = 3/2}}
S e e e
+3<P{{w : B(2,w) = 3/4} N {w: B(l,w) = 1/2}}
4 P{{w: B(1,w) =1/2}}

=1 oy} (W) (2%2 + 1;?;) + 1y (W) (iig)
3

3
=5 Henwn} (@) + 7+ Lugy (0) 2 B(Lw) (A2)

BB =2 THIE)

ﬂ{m,}(W))

Der Prozess B ist folglich ein Submartingal und kann in ein Martingal M und einen
vorhersagbaren Kompensator A zerlegt werden.

Basierend auf (2.16) kann das Martingal fir = € {0, 1,2} folgendermafien berechnet
werden:

T

M(z,w) = B(z,w) — A(z,w) = B(0,w) + _ (B(k,w) — E{B(k,w)| Fx1})

k=1

Es lasst sich schnell einsehen, dass es sich bei M tatsachlich um ein JF,-Martingal
handelt, denn mithilfe einiger Rechenregeln fir bedingte Erwartungswerte (vgl. Satz
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13, (ii)-(iv)) folgt fir = € {0,1,2} und Kk € N mit =z + r < 2:

4K

B{M(x + )7} =E{B0.w)|F} + 3 <E{B(k, W)|F2} — B{E{B(k,w)

]—“})

_B(0,w) + z_j <E{B(k, W) F.} — E{E{B(k,w)

]—"})
f})

T+K

+ Y <E{B (k)| Fo} — E{E{B(k,w)

+ Z(B(k, w) = E{E{B(k.w) ) }>

T+K

P> (E{B(k,wﬂfx}—E{B(k,wﬂfm})
=B(0,w) + Z( — B{B(k,w)|Fiar}) = M(,w)

Abschlielend soll die F,-Vorhersagbarkeit von A nachgewiesen werden. Wird A als eine

Abbildung von (2, F) nach (R, B(R)) interpretiert, gilt unter der Verwendung von (A.1)
und (A.2):

A(0,w) =0, firw e {w,ws,ws}

7 1
A(l,w) =E{B(l,w)|F} — B(O,w) = 6 1_:6’ fir w € {wy,wq, w3}
AQ.w) = 5 +B(BRW)IF} - Blw) = g +5 -5 = = firw e fuwr,0)
, W —6 , W 1 6 9 9 6 ur w W1, Wy
1 1 3 1 5 .
A2,w) = 8 + E{B(2,w)|F1} — B(l,w) = 5 t1 515 fir w = ws

Des Weiteren ist A messbar beziiglich der vorhersagbaren o-Algebra FV, da fiir alle
B € B(R) gilt, dass A™'(B,w) € FV ist. Beispielsweise gilt:

11 5
—1 _a-1 _ v
A - () - @ e eF
Der Prozess A ist entsprechend F,-vorhersagbar. Im Gegensatz dazu gilt beispielsweise:

() 50— 0 01000 x L

Der Prozess B ist somit nicht vorhersagbar.
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A.2. Berechnung des Standardfehlers per
Martingalgrenzwertsatz im parametrischen Modell

In Kapitel 3.3.2 wurde mit (3.74) eine Formel fiir die Varianz von 6,, (vgl. (3.9) hergelei-
tet. Darauf aufbauend soll im Folgenden eine explizite Darstellung des Standardfehlers
unter der Annahme, dass alle T; (vgl. (2.3)) unabhéngig und diskret gleichverteilt auf
dem Trager {0,...,G — 1} (vgl. Definition 7) sind, ermittelt werden.

Dazu muss Eg,{7Y(z — 1)} fir alle x € {1,..., x} berechnet werden, wobei 7Y, in
(2.71) definiert wurde. Es wird angenommen, dass y > (G — 1) + s erfiillt ist.

Es sei angemerkt, dass sich zunéchst fiir ein Individuum aufgrund der Unabhéangigkeit
von Entstehung und Ausfall (vgl. Annahme (A2))

Eoo {1Y(@ = 1)} = Egp{ Lnit1<osminix, 1)} | = Eoo{ Limsisostien [ Boo{ Losx |
(A.3)

ergibt. Zur Berechnung des ersten Erwartungswertes Eg {1 (7, 11<z<7,14) } gilt, dass T} +
1 <x <T;+ s genau dann erfiillt ist, wenn

O={zr—-—s<T,<zx—1}

gilt, wobei T; € {0,...,G — 1}.
Wir betrachten folgende Fille:

(1) 1 <2 < min(s,G): Dann tritt das Ereignis O ein, wenn T; € {0,...,x — 1} gilt.
Es folgt:
T

Ego {14 1<0<Ti45} } = e

(77) min(s, G) <z < max(s,G): Dieser Fall wird nochmals in zwei Félle unterteilt:
(a) G < s: Dann tritt das Ereignis O ein, wenn 7; € {0,...,G — 1} gilt. Es folgt:
G
Boo{l{rir1zosrivn} = 7 =1

(b) G > s: Dann tritt das Ereignis O ein, wenn T; € {x —s,...,x — 1} gilt. Es
folgt:

S
Eoo {14 1<0<145) } = I

(17i) max(s,G) < x < s+ G — 1: Dann tritt das Ereignis O ein, wenn T; € {z —
S,...,G — 1} gilt. Es folgt:

s+G—=x
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(v) s+ G < 2: Dann kann das Ereignis O nicht mehr eintreten. Es folgt:
Eo {L(r+1<e<mitsp } = 0

Insgesamt ergibt sich aus den Féllen (i) — (iv) folgender Erwartungswert:

min(zx, s, G,max(s + G — x,0
Eoo{Lirit1<0<m4s}} = ( G( ) (A4)

Fiir den zweiten Erwartungswert von (A.3) folgt unter Berticksichtigung der geometri-
schen Verteilung von Xj;:

00 z—1
Ego{ﬂ{xgxl}} - Z 90(1 - 90)]{71 - 1 - ]I{QSI} Z 90(1 - 90)]“71 (A5)

k=x k=1

Abschlieflend ergibt sich durch einsetzen von (A.4) und (A.5) in (A.3)

EHO{TYZ-C(x B 1)} _ min(m, s,G, maé(s +G -z, O)) (1 ~Lpen Seo(l _ eo)k—l)
k=1

(A.6)

Des Weiteren ergibt sich durch Einsetzen von (A.6) in (3.74) eine explizite Form der
Varianz von 0,,:

GOo(1 — 6o)

n Y [min(% s,G,s+G — x) (1 — Tyocsy 521 O0(1 — go)kl)}
(A7)

Varg, {0, } =

Da der Stichprobenumfang n unbekannt ist, muss dieser mithilfe des Verhaltnisses
m = naoy, ermittelt werden, wobei m die Anzahl der sichtbaren Individuen und ag,
die Wahrscheinlichkeit, dass ein Individuum beobachtet wird, darstellt. Die Beobach-
tungswahrscheinlichkeit «p, ist dabei gegeben durch (vgl. 3.45)

1 1—(1—6y)¢
:*E: 1—60)) = —r "7
an =g 2, (1=0) 00G

sodass sich
(1—(1—60)%)(1 —6)

Varg, {0,} =
argo{Qn} st G—1 ' 1 1
my> ety m1n(x,5,G,s+G—x) (1 — Loy 25y Oo(1 — o) )

ergibt.
Abschliefend wird der unbekannte wahre Parameterwert 6, durch den zugehorigen
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Punktschétzer 6, ersetzt, um einen Standardfehler zu erhalten:

A A

(1— (=091 =0

SE, = - i
my st {min(x, s,G,s+ G — x) (1 — To<ny S 0,(1 — 9n>k—1)]

(A.8)

A.3. Wichtige Definitionen, Eigenschaften und Satze

Die Definitionen und Konzepte sowie daraus resultierende Eigenschaften und Sétze,
die im Rahmen dieser Arbeit zwar nicht von zentraler Bedeutung sind, aber durchaus
Verwendung finden, werden in diesem Kapitel aufgelistet.

A.3.1. Bedingte Erwartungswerte

Zunéchst wird eine Definition des bedingten Erwartungswertes, basierend auf Fleming
und Harrington [1991, Definition 1.2.7] angegeben:

Definition 16 (Bedingter Erwartungswert). Sei X eine Zufallsvariable auf dem Wahr-
scheinlichkeitsraum (2, F, P) und F; eine Unter-o-Algebra von F. Sei E{X|F1} eine
Zufallsvariable mit:

(1) E{X|F1} ist Fi-messbar

(77) |z XdPy = [ E{X|F1}dPy, VF € F
Dann heifst E{X|F1} der bedingte Erwartungswert von X gegeben JFy. Weiterhin gilt:
E|X| < 00 = E{X|F,} existiert. Des Weiteren gilt:

F e F = P{F|F)} = E{Lin |7} (A.9)

Der folgende Satz listet alle Rechenregeln fiir bedingte Erwartungswerte, die im Rah-
men dieser Arbeit angewendet werden, auf [siehe Fleming und Harrington, 1991, Kapitel
1.2]

Satz 13 (Eigenschaften bedingter Erwartungswerte). Sei (2, F, P) ein Wahrschein-
lichkeitsraum, auf dem die Zufallsvariablen X, und Xy definiert sind. Auflerdem seien
Fr. sowie F, mit F, C F, Unter-o-Algebren von F. Dann gilt:

(i) B{E{X1|F}} = B{X1}

(it) Turmregel: E{E{X1 | Fi}

Fo} = B{E{X1|F.}

Fi} = B{X1|F}
(i1i) Sei Xo messbar beziiglich F,, also o{X2} C F,. Dann gilt
E{X1X,|F.} = XoE{X1|F,}

sowie E{X3|F,} = Xo
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(Z’U) E{Cle + CQXQ‘.FI} = ClE{Xl‘FI} + CQE{XQLFI}

A.3.2. Stochastische Konvergenzbegriffe

Im Folgenden werden verschiedene Arten beschrieben, auf die eine Folge von Zufallsva-
riablen (X,,)nen gegen eine Zufallsvariable X konvergieren kann [siehe van der Vaart,
1998, Kapitel 2.1].

Die schwachste Form der stochastischen Konvergenz ist die so genannte Konvergenz
in Verteilung oder auch schwache Konvergenz.

Definition 17 (Konvergenz in Verteilung). Sei X eine Zufallsvariable. Dann wird die
Verteilungsfunktion F von X definiert durch die Abbildung

F:xw— P{X <z}

Fine Folge von Zufallsvariablen (X,), mit den entsprechenden Verteilungsfunktionen
(Fy)n konvergiert in Verteilung gegen X, wenn
lim F,.(z) = F(x) (A.10)

fiir alle Stetigkeitsstellen von F' erfillt ist. Im Rahmen dieser Arbeit wird fiir Konvergenz
in Verteilung die Notation X, ~» X verwendet.

Ein starkerer stochastischer Konvergenzbegriff ist die Konvergenz in Wahrscheinlich-
keit.

Definition 18 (Konvergenz in Wahrscheinlichkeit). Sei X eine Zufallsvariable und
d:R xR — R, eine Metrik. Dann konvergiert eine Folge von Zufallsvariablen (X, ),
in Wahrscheinlichkeit gegen X, wenn fir alle e > 0:

Lim Pld(X,,X)>¢€ =0 (A.11)

Im Rahmen dieser Arbeit wird fiir Konvergenz in Verteilung die Notation X, & X
verwendet.

Alternativ kann fiir Funktionen eine stérkere Version der Konvergenz in Wahrschein-
lichkeit, die so genannte Gleichmafige Konvergenz in Wahrscheinlichkeit, definiert wer-
den.

Definition 19 (GleichméaBige Konvergenz in Wahrscheinlichkeit). Fine Folge von reell-
wertigen Funktionen (V,,(0)), konvergiert gleichmdfig in Wahrscheinlichkeit gegen die
Grenzfunktion W(0), wenn

sup |, (0) — W ()| & 0. (A.12)

Die gleichmafsige Konvergenz in Wahrscheinlichkeit (A.12) impliziert die punktweise
Konvergenz in Wahrscheinlichkeit (A.11).

124



A. Appendix

A.3.3. Wichtige Satze

Der folgende Satz liefert ein wichtiges Resultat iiber gestoppte stochastische Prozesse

Satz 14 (Theorem des optionalen Stoppens). Sei {M(x) : x € Ny} ein G,-(Sub-
)Martingal und T' eine G,-Stoppzeit. Dann ist der gestoppte Prozess {M(xA\T) : x € Ny}
ein (Sub-)Martingal sowohl beziglich {G. : x € Ny} als auch beziiglich der gestoppten
Filtration {Gunr = © € No}.

Ein Beweis fiir das Theorem des optionalen Stoppens findet sich in Doob [1953,
Kapitel VII, Theorem 2.1].

Als Nachstes folgen zwei Resultate aus der asymptotischen Statistik, beginnend mit
dem schwachen Gesetz der grofien Zahlen [siche Billingsley, 2012, Seite 90/91], gefolgt
von dem Satz von Slutsky [siche van der Vaart, 1998, Kapitel 2.1, Lemma 2.8].

Satz 15 (Schwaches Gesetz der grofilen Zahlen). Seien X1, Xs, ... unabhdngige, auf ei-
nem gemeinsamen Wahrscheinlichkeitsraum (Q, F, Py) definierte und identisch verteilte
Zufallsvariablen. Sei auferdem S, = X1+ ...+ X,, mit n € N. Dann gilt

lim P{|n"'S, — Ep{X,}| > €} =0

n—oo

oder, alternativ formuliert:

n

1
"X 5 Ep{ X}
n

=1

Satz 16 (Satz von Slutsky). Seien (X,,), und (Y,), Zufallsfolgen und X eine Zufallsva-
riable. Wenn X,, ~» X undY,, ~» c fir eine Konstante c erfillt ist, dann gelten folgende
Aussagen:

(i) Xp+Y,~X+c
(17) Y, X, ~ X
(iii) Y, 1 X, ~ ¢ 71X, falls ¢ # 0.
Abschlielend folgt das Existenz- und Eindeutigkeitstheorem, mithilfe dessen die Exis-

tenz sowie Kindeutigkeit eines Poisson-Prozesses mit entsprechendem Intensitatsmafl
unter gewissen Bedingungen abgeleitet werden kann [siehe Reiss, 1993, Theorem 1.2.1].

Satz 17 (Existenz- und Eindeutigkeitstheorem). Seien (X;,T;), j € {1,...,m} un-
abhdngig identisch verteilte Zufallsvektoren, die in den Messraum (S,U) abbilden. Sei
weiter H) ein Punktprozess mit endlichem Intensitatsmaf$ 0, der gegeben ist durch:

3

Il
M

@)
P

13
=
k'I
~
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wobei Z eine von ()N(j,f})’ unabhdngige, Poisson-verteilte Zufallsgroffe mit dem Para-
meter 0 (S) ist. Gelten zusdtzlich n(S) > 0 sowie L[(X;, T;)] = n/ni(S), so st HE ein
Poisson-Prozess mit dem Intensititsmaf n). Auflerdem sind andere Poisson-Prozesse,
die dasselbe (endliche) Intensitatsmafl n% haben, verteilungsgleich zu H.

A.4. R-Code

A.4.1. Analyse des AFiD-Panels

rm(list=ls())

install . packages("tidyverse")
install . packages("lubridate")

library (tidyverse)
library (lubridate )

#Defintion der Daten (N) inklusive Lebensdauern (X) und Alter bei Studieneintritt (T)
N <— matrix(c(37016,17295,191803,

42272,20305,200411,

35588,23353,200649,

34579,27464,278223,

18687,18633,292566

), byrow=TRUE, nrow=5)

X <— matrix(c(5,6,7,

4,56,

3,4,5,

2,34,

1,2,3), byrow=TRUE, nrow=5)

T <— matrix(c(4,4,4,

3,3,3,

2,22,

1,11,

0,0,0), byrow=TRUE, nrow=5)

#Berechnung Punktschaetzer

#Zaehler(A)
A=0

for (i in 1:5){
for (j in 1:2){
A=A+N[i,j]

}

}

#Nenner (A+B)
B=sum(Nx((X—1)-T))

#Punktschaetzer
theta=A/(A+B)
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#log—Likelihood fuer Plot

theta_ plot <— ¢(1000:999000)/1000000

log Like <— ¢()

for (i in 1:998001)

log  Like[i]=Axlogl0(theta_ plot[i])+Bxlog10((1—theta plot]i]))

#Plot der log—Likelihood entlang des gesamten Parameterraums
Likeplot <— tibble(theta_ plot, log_ Like) %>%
rename(theta=theta_ plot)

Likeplot %>%

ggplot (aes(x=theta, y=log Like))+

geom__line()+

ggtitle ("Logarithmierte Likelihood—Funktion")

#Plot der log—Likelihood im Bereich des Maximums
Likeplot %>%

geplot (aes(x=theta, y=log_ Like))+

geom__line()+

scale_ x_ continuous(limits=c(0.0625, 0.15))+
scale_y_continuous(limits=c(—400000, —387350))+
getitle ("Log—Likelihood—Funktion")

HH#HH#HHHHH#FH###Standardfehler#H#H##HF #HAHHH# A H#H4
#Berechnung der asymptotischen Varianz nach Formel (3.44)
#Schaetzung von n ueber alpha_ theta —> SE1 (Formel (3.46))

#Berechnung sigma™2 (Formel (3.44))
G=5
s=2

Zaehler=0

for (t in 0:(G—1)){

Zaehler=Zaehler4+s"2

for (x in (t+1):(t+s)){
Zaehler=Zaehler+(1/theta)*(1—theta) ™ (x—1)
}
for (x in (t+1):(t+s)){
Zaehler=Zaehler—2x(1—theta) ™ (x—2)*(x—t—1)
}
for (x in (t42):(t+s+1)){
Zaehler=Zaehler+thetax(1—theta) ™ (x—3)*(x—t—1)"2

if (t+s >=2){

for ( x in L:(t+s—1)){
Zaehler=Zaehler—s™2x(thetax(1—theta) ™ (x—1))
}
}
}
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Nenner=0

for (t in 0:(G—1)){

Nenner=Nenner+s

for (x in (t+1):(t+s)){
Nenner=Nenner+(1/theta)*(1—theta)”(x—1)

for (x in (t+2):(t+s+1)){
Nenner=Nenner+thetax(1—theta)™(x—3)x(x—t—1)

if (t4+s >=2){

for ( x in L:(t+s—1)){
Nenner=Nenner—sx(thetax(1—theta)™(x—1))
}
}
}

Nenner=Nenner 2
sigma=Zaehler/Nenner

#Berechnung Standardfehler SE1
Faktor=1/sum(N)*(1—(1—theta)"G)/theta
SE1=sqrt(Faktor*Zachler/Nenner)

#95 Prozent—Konfidenzintervalle fuer theta0 und Lebenserwartung
Q=1.96

KIl <— c(theta—Qx*SE1, theta+Q*SE1)

LE1=1/KI1

#Ansatz Van—der—Vaart, Erwartungswerte ueber Mittelwerte schaetzen —> SE2(Formel (3.47))

#Berechnung Standardfehler

Zaehler=(1/theta) 2*xsum(NJ[,1])+(1/theta — 1/(1—theta)) 2xsum(N[,2])+(2/(1—theta)) 2ssum(N
[:3])

Nenner=( (1/(theta”™2))*sum(N[,1]) +(1/(theta™2)+1/((1—theta) 2))*sum(N[,2]) + (2/((1—theta)
~2))rsum(N[3]) )2

SE2=sqrt(Zaehler /Nenner)

#Berechnung Konfidenzintervalle
KI2 <— c(theta—QxSE2, theta+Q*SE2)
LE2=1/KI2

#Ansatz Semiparametrisch per Martingalgrenzwertsatz —> SE3(Formel vor (3.75))
#Berechnung Standardfehler

X2 <— matrix(c(5,6,6,

45,5,

34,4,

2,3,3,

1,2,2) , byrow=TRUE, nrow=5)

Y=sum(Nx(X2—T))
SE3=sqrt((thetax(1—theta))/Y)
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#Berechnung Konfidenzintervalle
KI3 <— c(theta—QxSE3, theta+Q*SE3)
LE3=1/KI3

#Ansatz Parametreisch per Martingalgrenzwertsatz —> SE4(Formel (A.8))
#Berechnung Standardfehler

Zaehlerd=(1—(1—theta) G)=*(1—theta)

Nenner4=0

for (x in 1:(s+G—1)){

Rest=0

if (x >=2){

for (k in 1:(x—1)){

Rest=Rest+thetax(1—theta)”(k—1)

}
}
Nenner4=Nenner4+min(x,s,G,s+G—x)*(1—Rest)
}
Nenner4=Nenner4xsum(N)
SE4=sqrt(Zaehler4 /Nenner4)

#Berechnung Konfidenzintervalle
KI4 <— c¢(theta—QxSE4, theta+Q*SE4)
LE4=1/KI4

HH#H#HH#HH##Punktschaetzer bei doppelt trunkiertem Design (Kapitel 4)##H#HHHHH
#Umformen der Daten

G=5
s=2
NDT <— NJ[,1:2]
XDT <— X|[,1:2]

m=sum(NDT)
vektor <— ¢()
count=1

for (i in 1:2){

for (j in 1:5){

for (k in 1:NDT[j,i]){
vektor [count] <— XDT]j,j]
count=count+1

}
}
}

DTdata <— tibble(vektor)
DTdata <— DTdata %>%
rename(X=vektor)
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#Nullstelle der abgeleiteten log—Likelihood naeherungsweise bestimmen

scale=1000000

L <— c¢(1:scale)

thetav <— c(1:scale)/(scale+1)

for (i in 1:scale){

thetaO=thetavli]

L[i]=0
Z=mx(((G+s—1)xtheta0+1)*(1—theta0) " (G+s—1)—((G—1)*theta0+1)*(1—thetad) (G—1)
—((s—1)xtheta0+1)*(1—theta0)”(s—1)+1)

N=theta0x((1—theta0)”(G+s)—(1—theta0)"G — (1—theta0) (s)+1)
Summand=sum((1—DTdata$Xx+theta0)/(theta0+(1—theta0)))

Bruch=Z/N

L[i]=Bruch+Summand

}
L=abs(L)
MLE=which.min(L)
MLE=MLE /scale

#Berechnung alpha_ theta DT sowie geschaetzter Stichprobenumfang
alphaDT=((1-MLE)"(G+s)—(1-MLE)"G—(1-MLE)"s+1)/(MLE«G)
n_est=m/alphaDT

A.4.2. Code zur Simulation

rm(list =l1s())
install . packages("tidyverse")
install . packages("lubridate")

library (tidyverse)
library (lubridate)

#Festlegen der Parameter fuer Simulationsdurchlauf
w=1000

n=10000

G=5

s=2

theta0=0.1

#Berechnung wahre Varianz des Punktschaetzers (SEOQ)
ZaehlerO=theta0xGx(1—theta0)

Nenner(0=0
for (x in 1:(s+G—1)){
Rest=0
if (x >=2){
for (k in 1:(x—1)){
Rest=Rest+thetaO+(1—theta0) (k—1)
}
}
Nenner0=Nenner0+min(x,s,G,s+G—x)*(1—Rest)

}

NennerO=NennerO*n
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SEO0=sqrt(Zaehler0/Nenner0)

A A A A A A Simulationgtf7FFFF A

#FErstellung der Vektoren (z—te Komponente entspricht z—tem Simulationsdurchlauf)
theta <— ¢()

for (z in 1:(w)){
#FErstellung der Daten
T <— rdunif(n, 0, G—1)
Xu <— rgeom(n, theta0)+1
data <— tibble(Xu,T)
data <— data %>%
filter (T+1<=Xu) %>%
mutate(X=pmin(Xu, T+s+1),
X2=pmin(Xu, T+s),
C=ifelse(T+s+1—Xu>0, 1, 0),
Life=X—1-T) %>%
select (X, X2, Xu, T, C, Life)

#Punktschaetzung

Estimation <— data %>%

filter (X !=T+s+1) %>%
summarize(Deaths = n()) %>%
mutate(Lifes=sum(data$Life),
theta_ est=Deaths/(Deaths+Lifes))
theta[z] <— Estimation$theta est

#Standardfehler SE1
m(z]=length(data$X)
Zaehler=0
for (t in 0:(G—1)){
Zachler=Zachler+s™2
for (x in (t41):(t+s)){
Zaehler=Zaehler+(1/thetaz])*(1—thetalz]) " (x—1)

}

for (xin (t+1):(t+s)){
Zaehler=Zaehler—2x(1—theta[z])”(x—2)*(x—t—1)

}

for (x in (t+2):(t+s+1)){
Zaehler=Zaehler+theta[z]+(1—theta|z]) ™ (x—3)*(x—t—1)"2

}

if (t+s >=2){
for ( x in 1:(t+s—1)){

Zaehler=Zaehler—s™2x(theta[z]*(1—theta[z]) " (x—1))

}

}

}
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Nenner=0
for (t in 0:(G—1)){
Nenner=Nenner+s
for (xin (t+1):(t+s)){
Nenner=Nenner+(1/thetalz])*(1—thetalz]) " (x—1)

for (x in (t+2):(t+s+1)){
Nenner=Nenner+theta[z)«(1—theta[z]) ™ (x—3)*(x—t—1)

if (t+s >=2){
for ( x in 1:(t4+s—1)){
Nenner=Nenner—sx(theta[z]*(1—theta[z]) " (x—1))
}
}
}

Nenner=Nenner 2
Faktor=1/m[z]*(1—(1—theta[z])"G)/theta[z]

SE1[z]=sqrt(FaktorsZaehler /Nenner)

#Stadardfehler SE2

Zaehler2=sum((data$C /theta[z]—(data$Life) /(1—theta[z]))"2)
Nenner2=(sum((data$C/(thetalz] 2)+(data$Life) /((1—theta[z])"2)))) 2
SE2[z]=sqrt(Zaehler2/Nenner2)

#Standardfehler SE3
Y=sum(data$X2—data$T)
SE3[z]=sqrt((theta[z] x(1—theta[z]))/Y)

#Standardfehler SE4
Zaehlerd=(1—(1—thetalz])"G)*(1—theta[z])
Nenner4=0
for (x in 1:(s+G—1)){
Rest=0
if (x >=2){
for (k in 1:(x—1)){
Rest=Rest+theta|z]*(1—theta[z]) " (k—1)
}
}
Nenner4d=Nennerd+min(x,s,G,s+G—x)*(1—Rest)

}

Nenner4=Nenner4x+m|z]

SE4[z]=sqrt(Zaechler4 /Nenner4)
}

#Berechnung der mittleren quadratischen Fehler
ME_ theta = sum((theta—theta0)"2)/w

ME1 = sum((SE1—SE0)"2) /w
ME2 = sum((SE2—SE0)"2)/w
ME3 = sum((SE3—SE0)72)/w
ME4 = sum((SE4—SE0)72)/w
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H#H#H#H#H##Simulation Punktschaetzung bei doppelt trunkiertem Design##HHHHH
#Paramterwahl

w=1000

n=100

G=5

s=2

theta=0.1

#Erstellung Ergebnis—Vektor
MLE <— ¢()

for (z in 1:w){
#Genereierung der Daten
T <— rdunif(n, 0, G—1)
Xu <— rgeom(n, theta)+1

DTdata <— tibble(Xu, T)

DTdata <— DTdata %>%
filter (T41 <= Xu)%>%
filter (Xu <= T+s)%>%
rename (X=Xu)

#Berechnung der Punktschaetzung (nacherungsweise Nullstellenberechnung von Formel (4.24))
m = length(DTdata$X)
scale=100000
L <— c¢(1:scale)
for (i in 1:scale){
thetaO=i/(scale+1)
L[i]=0
Y=mx(((G+s—1)*theta0+1)*(1—theta0) " (G+s—1)—((G—1)*theta0+1)*(1—theta0) " (G—1)
—((s—1)«theta0+1)*(1—theta0)”~(s—1)+1)
N=theta0x((1—theta0)”~(G+s)—(1—thetad)~G — (1—theta0) (s)+1)
Summand=sum((1—DTdata$Xx*theta0)/(thetaO*(1—theta0)))
Bruch=Y/N
L[i]=Bruch+Summand

}

L=abs(L)
MLE[z|=which.min(L)

MLE[z]=MLE|[z] /scale
}
MSE=(MLE—theta)"2
MSE=sum(MSE) /w
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