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Abstract

When analyzing left- or double-truncated durations, the likelihood can be derived from
standard results for point processes and the unobserved sample size can be profiled
out. Common simplifying assumptions for subsequent analyses include independence
between the age at truncation and the duration of interest, or specific distributional
assumptions, such as exponential durations and uniformly distributed truncation ages.
However, both assumptions can be highly unappealing. We propose a parametric test
for the first assumption and a nonparametric test for the second.

The independence assumption becomes questionable when truncation arises from samp-
ling within a restricted time period, making the age at truncation equivalent to the date
of birth. In such cases, independence conflicts with any non-stationary progress in ti-
me of life expectancy. We model dependence with the Gumbel-Barnett copula, where
the null hypothesis parameter lies at the boundary of the parameter space. Conse-
quently, the asymptotic distribution of the test statistic is a mixture of a two- and
one-dimensional normal distribution.

For the second assumption, we develop a Kolmogorov—Smirnov-type goodness-of-fit
test, which needs to be two-dimensional because of the additional attribute age-at-
truncation. In a first step, the asymptotic behavior of the truncated process is analyzed
when the true parameter under the null hypothesis and the latent sample size are known.
Replacing the unknown true parameter and latent sample size by their estimators fur-
ther alters the distribution of the test statistic. Nevertheless, due to the compactness
of truncation region, the test statistic can be computed using methods for the bivariate
uniform case.

Monte Carlo simulations assess the empirical power of the independence test and type
I error rates of the goodness-of-fit test. An application to 55,000 German enterprise
lifetimes ending between 2014 and 2016 illustrates the methodologies.






Zusammenfassung

Bei der Analyse von links- oder doppeltrunkierten Lebensdauern ldsst sich auf Basis
der Punktprozesstheorie eine Likelihood herleiten, wobei der Einfluss der unbekannten
latenten Stichprobengréfie durch Ersetzen mit einem geeigneten Schatzer aufgehoben
wird. Fir weiterfithrende Analysen werden héufig vereinfachende Annahmen getroffen,
etwa die Unabhéngigkeit zwischen der Trunkationsvariablen und der interessierenden
Uberlebenszeit oder spezifische Verteilungsannahmen, beispielsweise exponentialverteil-
te Lebensdauern und gleichverteilte Trunkationsgrofien. Beide Annahmen erweisen sich
jedoch in vielen Anwendungsfillen als wenig iiberzeugend. Zur Uberpriifung dieser An-
nahmen werden ein parametrischer Test fiir die Unabhéngigkeit sowie ein nichtparame-
trischer Test zur Beurteilung der Verteilungsannahmen entwickelt.

Die Annahme der Unabhéngigkeit erweist sich insbesondere dann als problematisch,
wenn die Trunkation aus einer Erhebung innerhalb eines begrenzten Zeitraums resul-
tiert und somit das Alter bei Studienbeginn dquivalent zum Entstehungszeitpunkt ist. In
solchen Fallen widerspricht die Unabhéangigkeit jeder nicht-stationédren Entwicklung der
Lebenserwartung im Zeitverlauf. Zur Modellierung der Abhéngigkeit wird die Gumbel-
Barnett-Copula herangezogen, wobei der Parameter unter der Nullhypothese am Rand
des Parameterraums liegt. Die resultierende asymptotische Verteilung der Teststatistik
ist eine Mischung aus einer zwei- und einer eindimensionalen Normalverteilung.

Fiir die Uberpriifung der zweiten Annahme wird ein Kolmogorov—Smirnov-dhnlicher
Anpassungstest konstruiert, der aufgrund der zusédtzlichen Trunkationsvariablen zwei-
dimensional ausgelegt ist. In einem ersten Schritt wird das asymptotische Verhalten
des trunkierten Prozesses unter Bekanntsein des wahren Parameterwerts und des laten-
ten Stichprobenumfangs analysiert. Das Ersetzen dieser Groflen durch ihre Schatzwer-
te fithrt zu weiteren Veranderungen in der Verteilung der Teststatistik. Aufgrund der
Kompaktheit des Beobachtungsbereichs kann die Teststatistik mit Methoden fiir den
bivariat gleichverteilten Fall berechnet werden.

Die Teststiarke des Unabhéngigkeitstests sowie die Typ-I-Fehlerraten des Anpassungs-
tests werden mithilfe von Monte-Carlo-Simulationen untersucht. Eine Anwendung auf
55.000 Lebensdauern deutscher Unternehmen, die zwischen 2014 und 2016 geschlossen
wurden, dient zur Veranschaulichung.
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1. Einfiihrung

In der Verweildaueranalyse stellt die Rechtszensierung ein sehr bekanntes und weit ver-
breitetes Phénomen dar. Dabei ist der Zeitpunkt des Ereigniseintritts fiir bestimmte
Individuen nicht exakt beobachtbar, da dieser nach dem Beobachtungszeitraum liegt.
Einer der am héufigsten verwendeten Ansédtze in diesem Bereich geht auf die Arbeit
von Kaplan und Meier [28] zuriick. Wahrend bei der Zensierung zumindest teilweise
Informationen iiber das Individuum bekannt sind, fehlen beim Phidnomen der Trun-
kierung jegliche Informationen, wenn der Ereigniszeitpunkt auflerhalb eines definierten
Beobachtungsintervalls liegt. Je nachdem, ob das Beobachtungsintervall nach oben oder
unten unbeschrankt ist, spricht man von Links- oder Rechtstrunkierung (vgl. Lawless
[34]). Linkstrunkierung und Rechtszensierung treten in medizinischen oder sozialwis-
senschaftlichen Anwendungen héufig gemeinsam auf. Entsprechend umfangreich ist die
Literatur zu ihrer gemeinsamen Modellierung (Klein und Moeschberger [30], Turnbull
[60], Gross und Lai [22]). Tritt zusétzlich zur Linkstrunkierung auch eine Rechtstrunkie-
rung auf, so wird dies als Doppeltrunkierung bezeichnet. Solche Félle sind beispielsweise
in epidemiologischen Studien oder in 6konomischen Anwendungen, wie in der vorliegen-
den Arbeit, gegeben. Auch die statistische Behandlung von Doppeltrunkation wurde in
der Literatur bereits untersucht, unter anderem von Efron und Petrosian [12], Shen
[52], Moreira und Ufia-Alvarez [42].

Griindungsperiode (der Linge G)
Alter bei SchlieBung X; N

——
Alter bei Studienbeginn T;

Beobachtungsperiode (der Lénge s)

Kalenderzeit s G+s X
Abbildung 1.1.: Links: Drei Grundungen (schwarzer Punkt) und SchlieBungen (weiler
Kreis): beobachtete (durchgezogene Linie) und trunkierte (gestrichelte Linie) Lebens-
dauern/ Rechts: Beobachtungsfenster in Abhéngigkeit von X; und T; als Parallelo-
gramm D (Abbildung aus Weiflbach und Wied [65])




1. Einfiihrung

Im Gegensatz zu den zuvor genannten Arbeiten verfolgen Weilbach und Wied [65] einen
parametrischen Ansatz. In ihrer Arbeit modellieren sie die Lebensdauer X; von Unter-
nehmen mit einer Exponentialverteilung, wihrend die Grindungszeitpunkte, umkodiert
als Alter bei Studienbeginn T;, als gleichverteilt angenommen werden. Das Alter bei Stu-
dienbeginn dient als Trunkationsvariable (siche Abbildung 1.1). Ein wesentlicher Vorteil
dieses Ansatzes besteht darin, dass der Parameter der Exponentialverteilung direkt in-
terpretiert werden kann, da er Informationen tber die durchschnittliche Lebensdauer
der betrachteten Unternehmen enthélt. In dieser sowie in vielen weiteren Arbeiten wird
vereinfachend angenommen, dass die interessierende Lebensdauer und der Trunkations-
bzw. Griindungszeitpunkt stochastisch unabhéngig sind. In der Verweildaueranalyse,
insbesondere im Kontext bevolkerungs- oder unternehmensdemografischer Anwendun-
gen, erscheint diese Annahme jedoch nicht realistisch.

In der Literatur wurden Testverfahren entwickelt, die eine abgeschwéchte Version der
Unabhéangigkeit, genauer Unabhangigkeit unter der Bedingung der Beobachtbarkeit,
untersuchen (vgl. Martin und Betensky [38], Tsai [59]). Wenn die Annahme dieser
Quasi-Unabhéngigkeit verletzt ist, liefern die um Trunkation erweiterten Kaplan—Meier-
und Turnbull-Schétzer verzerrte Ergebnisse (vgl. Keiding und Moeschberger Abschnitt
5.3 in [29]). Es existieren bereits verschiedene nichtparametrische und semiparametri-
sche Anséitze zur Modellierung von abhéngiger Trunkation, beispielsweise von Akritas
und LaValley [1], Efron und Petrosian [11] sowie Chiou et al. [7]. Die beiden letzt-
genannten Arbeiten verwenden einen Transformationsansatz, bei dem eine monotone
Transformation der Zielvariablen als Funktion von Kovariaten dargestellt wird. Ist die
Verteilung der Ereigniszeit von Interesse, so bieten Copulas einen praktikablen Ansatz
zur Modellierung der Abhéngigkeit (vgl. Moreira et al. [43], Emura und Wang [16] sowie
Chaieb und Rivest [6]). Die Verwendung von Copula-Modellen erméglicht eine explizi-
te Beschreibung der Abhangigkeitsstrukturen, ohne bereits gewédhlte Randverteilungen
verandern zu miissen. Dadurch bieten sie eine hohe Flexibilitat bei der Wahl der Ver-
teilungen und sind somit auch fiir parametrische Ansétze von besonderem Interesse.
Beispielsweise nutzen Emura und Pan [15] den Copula-Ansatz, um Likelihood-Inferenz
bei abhéangiger Linkstrunkation betreiben zu kénnen. In der Arbeit von Ma und Zhang
[37] liegt der Schwerpunkt hingegen weniger auf den asymptotischen Eigenschaften der
Schétzer, sondern stéirker auf der praktischen Anwendung im Kontext von Ozeandaten.

Die vorliegende Arbeit erweitert den parametrischen Ansatz zur Doppeltrunkation von
Weifibach und Wied [65], indem sie mittels einer Copula die Abhiangigkeit zwischen Le-
bensdauer und Trunkationszeit berticksichtigt. Zur Modellierung werden die von Gum-
bel [23] entwickelten Verteilungen in Form von Copulas herangezogen, die speziell fiir
bivariat exponentialverteilte Zufallsvariablen konzipiert wurden. Die Herleitung der Li-
kelihood erfolgt wie bei Weibach und Wied [65] auf Grundlage der Punktprozesstheo-
rie nach Reiss [48]. Fiir die Gumbel-Barnett-Copula ergibt sich bei Unabhangigkeit ein
interessanter Spezialfall, bei dem der Parameter auf dem Rand des zuldssigen Para-
meterraums liegt. Asymptotische Eigenschaften wie Konsistenz und Normalitit werden
insbesondere auch fiir diesen Grenzfall untersucht, was die Grundlage fiir die Entwick-
lung eines Tests auf Unabhangigkeit bildet. Wahrend in den zuvor zitierten Arbeiten die



Trunkation haufig mit bedingten Verteilungen modelliert wird, erméglicht der Punkt-
prozessansatz hingegen eine Untersuchung der Unabhéangigkeit, die sich nicht nur auf
die beobachteten, sondern auch auf die latenten Variablen erstreckt. Der in Weifbach
und Wied [65] verwendete Datensatz zur Unternehmensdemographie kann im Anschluss
mithilfe des entwickelten Tests in Hinblick auf die Zeitstabilitat der Unternehmensin-
solvenzen analysiert werden. !

Neben der Annahme der stochastischen Unabhéngigkeit von Lebensdauer und Griin-
dungszeitpunkt treffen Weibach und Wied [65] auch vereinfachende Verteilungsannah-
men, indem sie die Exponential- bzw. Gleichverteilung zugrunde legen.

Konkrete Annahmen iiber Verteilungen kénnen durch Anpassungstests tiberprift wer-
den. Zu den bekanntesten und am héaufigsten verwendeten Anpassungstests gehoren
der Kolomogorov-Smirnov- und der Cramér-von-Mises-Test. Der Kolmogorov-Smirnov-
Test geht auf die Arbeiten von Kolmogorov [33] und Smirnov [55] zuriick, die sich
mit der Teststatistik und ihrer asymptotischen Verteilung befassten. Eine tabellarische
Darstellung der Grenzverteilung wurde von Smirnov [56] veréffentlicht. Der Cramér-
von-Mises-Test basiert auf den grundlegenden Beitriagen von Cramér [5] und von Mises
[63]. Obwohl dem Cramer-von-Mises-Test eine hohere Teststérke zugeschrieben wird
(vgl. Genest et al. [19]), findet der Kolmogorov-Smirnov-Test aufgrund seiner einfache-
ren Berechenbarkeit in der Praxis haufiger Anwendung.

Durch die zusétzliche Trunkationsvariable ist in dieser Arbeit ein zweidimensionaler
Anpassungstest erforderlich. Anders als im eindimensionalen Fall héngt die Grenzver-
teilung der Teststatistik im multivariaten Fall von der zugrunde liegenden Verteilung,
zumindest von der enthaltenen Copula, ab. Fiir den zweidimensionalen Fall zeigt Na-
maan [44], dass sich die Grenzverteilung bei Unabhéngigkeit der einzelnen Zufallsva-
riablen mit Hilfe der Kolmogorov-Verteilung berechnen lésst. Auch die Berechnung der
Teststatistik selbst erweist sich im multivariaten Fall als sehr rechenaufwandig. Justel,
Pena und Zamar [27] schlagen eine Prozedur zur Berechnung der Kolmogorov-Smirnov-
Statistik im zweidimensionalen Fall vor. Bei Abhédngigkeit der Variablen, also bei Vor-
liegen einer Copula, verwenden Kojadinovic und Yan [32] die sogenannte Multiplier-
Methode. Dabei werden zufallige Gewichte, sogenannte Multiplikatoren, generiert, um
eine gewichtete Version des empirischen Prozesses zu simulieren. Diese Methode ma-
chen sich auch Emura und Konno [14] zunutze, um einen Anpassungstest fiir abhangige
Linkstrunkation durchzufithren. In ihrer Arbeit betonen sie bereits, dass herkommliche
Bootstrap-Verfahren zu rechenintensiv und damit wenig effizient sind. Die Multiplier-
Methode basiert dennoch auf der gegebenen Datenstruktur und kann stichprobenab-
héngig schwanken.

Durch die explizite Bestimmung der Grenzverteilung und ihrer Verwendung zur Simula-
tion wird in der vorliegenden Arbeit sicher gestellt, dass lediglich eine Abhangigkeit von
der Verteilung unter der Nullhypothese besteht. Die Schitzung des unbekannten Para-
meters der Verteilung sowie des latenten Stichprobenumfangs werden dabei stufenweise
berticksichtigt. Dartiber hinaus ermoglicht die Anwendung der in [27] prasentierten Pro-

Der erste Teil dieser Arbeit zum Unabhiingigkeitstest wurde bereits unter [58] veroffentlicht.



1. Einfiihrung

zedur eine genauere Berechnung der Teststatistik. Mit dem entwickelten Kolmogorov-
Smirnov-dhnlichen Anpassungstest kann die mit der Exponentialverteilung zugrunde
gelegte Altershomogenitéit im Datensatz zur Unternehmensdemographie aus Weiflbach
und Wied [65] hinterfragt werden.

Auch in anderen Léndern stellen Insolvenzwahrscheinlichkeiten ein aktuelles Forschungs-
thema dar, und zahlreiche Studien beschéftigen sich mit der Lebensdauer von Unter-
nehmen. Die Studie von Xuezhou et al. [66] mit betriebswirtschaftlicher Fragestellung
untersucht den Zusammenhang zwischen Unternehmenswachstum und dem Insolvenzri-
siko anhand von Unternehmen aus Pakistan. In der Arbeit von Miao et al. [40] wird eine
Methode zur Vorhersage von Insolvenzen chinesischer Unternehmen prasentiert, wobei
unter anderem die Rechtszensierung und die hohe Anzahl verfiigbarer Kovariablen als
Herausforderungen beriicksichtigt werden. Der in de Ufia-Alvarez et al. [9] entwickelte
Ansatz zur Schitzung von Uberlebenswahrscheinlichkeiten ist speziell fiir doppeltrun-
kierte Daten geeignet und findet Anwendung auf Daten zu spanischen Unternehmen.
Konkrete Zahlen zur durchschnittlichen Lebensdauer der Unternehmen werden in den

Arbeiten nicht genannt; stattdessen liegt der Fokus auf der Untersuchung von Kovaria-
blen.

Die vorliegende Arbeit gliedert sich folgt: In Kapitel 2 werden zunéchst die zentralen
mathematischen Konzepte erldutert, die fiir das Verstédndnis der weiteren Ausfiihrungen
erforderlich sind. Der Schwerpunkt wird dabei auf Punktprozesse, die Identifizierbar-
keit von Parametern und Copulas gelegt. Im néchsten Kapitel 3 wird ein Modell zur
Beschreibung der abhéngigen Doppeltrunkation aufgestellt. Die Likelihood wird appro-
ximiert, darauf aufbauend wird ein Schétzer definiert und weitere, fiir die Anwendung
relevante, Copulas werden angefithrt. Im Anschluss befasst sich Kapitel 4 mit den theo-
retischen Eigenschaften wie Identifizierbarkeit, Invertierbarkeit der Fisher-Information,
Konsistenz und asymptotischer Normalitdt. Dem Test auf Unabhéngigkeit in Kapitel 5
geht eine Untersuchung der asymptotischen Verteilung des Schéitzers auf dem Rand des
Parameterraumes voraus. Fiir den Anpassungstest in Kapitel 6 werden zunachst weitere
grundlegende Definitionen und Sétze zur Konvergenz empirischer Prozesse eingefiihrt.
Anschlieend wird das asymptotische Verhalten des trunkierten Prozesses analysiert,
wobei die Schitzungen des Parameters und der latenten Stichprobengrofie schrittwei-
se berticksichtigt werden. Am Ende des Kapitels wird ein Verfahren zur Berechnung
der PriifgroBe erlautert. Kapitel 7 widmet sich der Anwendung beider Tests auf Da-
ten zur Unternehmensdemographie, wahrend Kapitel 8 mithilfe von Simulationen die
Teststarke des Unabhéangigkeitstests sowie die Typ-I-Fehlerraten des Anpassungstests
untersucht.



2. Grundlagen

Im ersten Kapitel werden zunéchst die fiir diese Arbeit relevanten mathematischen
Grundlagen dargelegt. Die Herleitung der Likelihood in Abschnitt 3.2 basiert auf der
Theorie von Punktprozessen. Der erste Abschnitt dieses Grundlagenkapitels bietet ei-
ne Einfiihrung in die Thematik der Punktprozesse und die Berechnung ihrer Dichte-
funktionen. Der zweite Abschnitt widmet sich der Identifizierbarkeit von Parametern,
welche eine wichtige Rolle fiir die Konsistenz des hergeleiteten Schétzers in Abschnitt
4.3 spielen wird. Fiir die Abhéngigkeitsmodellierung werden in dieser Arbeit Copulas
verwendet. Das Konzept der Copulas im Allgemeinen sowie die speziell in dieser Arbeit
verwendeten Copulas werden im dritten Abschnitt vorgestellt.

Alle drei Themenbereiche werden fiir den Test auf Unabhéngigkeit in Kapitel 5 und
fiir den Anpassungstest in Kapitel 6 benotigt. Die spezifisch fiir die jeweiligen Tests
benotigten Definitionen und Satze befinden sich zu Beginn der jeweiligen Kapitel.

2.1. Punktprozesse und ihre Dichtefunktionen

Die Likelihood des Modells wird aus der Dichte eines Poisson-Prozesses beziiglich eines
weiteren Poisson-Prozesses gewonnen. Das Modell wird dafiir zunéchst durch einen trun-
kierten Punktprozess beschrieben, welcher anschlieBend durch einen Poisson-Prozess
approximiert wird. Die Theorie der Punktprozesse basiert auf den Abschnitten 1.1 bis
1.3 des Buches [48] von Reiss. Dort sind auch die Beweise zu den hier aufgefithrten
Behauptungen nachzulesen.

Es sei (5, B) ein messbarer Raum. Fur eine Menge B € B gibt es verschiedene Méglich-
keiten die Anzahl der Punkte in B zu beschreiben:

{z; € S:i=1,....n}NB|=> 1p(z;) =) € (B).
i=1 i=1

Dabei bezeichnet €,,(B) := 1p(x;) das Diracma$l im Punkt z;. Nun stellt = > | €.
ein Maf} auf B dar, welches auch Punktmajf§ genannt wird. Der Raum aller Punktmafe
auf der o-Algebra B sei mit M = M(S, B) notiert. Die o-Algebra M = M(S,B)

auf M ist die kleinste o-Algebra, beziiglich der die Projektionen mp : M — Ny mit
mp(p) = p(B) messbar sind, d.h.

M :=c({n5'(C): B€ B, CcNy}).
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Es sei weiter (£, F,P) ein Wahrscheinlichkeitsraum. Eine Abbildung
N :Q — M(S, B)

heifit Punktprozess auf (S, B), falls diese beziiglich F und M(S, B) messbar ist. Somit
ist N ein zufdlliges Punktmafl auf (S,B). Der folgende Satz gibt ein Kriterium an,
welches fiir den Nachweis der Messbarkeit solcher Abbildungen hilfreich ist.

Satz 2.1.
Die folgenden zwei Behauptungen sind dquivalent:

(1) N :Q — M ist ein Punktprozess.

(ii) N(B):Q — Ny ist F — P(Ny)-messbar fiir alle B € B, wobei P(Ny) die Potenz-
menge von Ny bezeichnet.

Beispiel 2.2.
Es seien X; : (2, F,P) — (S,B), i = 1,...,n unabhéingig identisch verteilte Zufallsva-
riablen.

(7) Diese ZufallsgroBen konnen auch durch den Punktprozess

n
N, = Z €X,;
i=1

repriasentiert werden, wobei jedoch die Information tiber die Reihenfolge des Auf-
tretens verloren geht. Die Messbarkeit dieses empirischen Punktprozesses erhalt
man mit Satz 2.1 aus der Messbarkeit von N, (B) = >, 15(X;).

(77) Fir die Beschreibung der trunkierten Stichprobe in Abschnitt 3.1 ist der trun-
kierte Prozess von zentraler Bedeutung. Der empirische Punktprozess NN, wird
auf Ereignisse innerhalb einer Menge D € B gestutzt, d.h.

n

Nop() == N,(-N D) = ex,(-N D).

i=1

Wegen N, p(B) = N,(-N D)(B) = N,(B N D) sowie BN D € B resultiert die
Messbarkeit aus der von N,

(#4i) Ein Punktprozess wird als gemischt empririscher Prozess bezeichnet, falls dieser
verteilungsgleich zu dem Prozess

ist, wobei X7,..., X, unabhangig identisch verteilte Zufallsgroffen in S sind und
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¢ wiederum unabhéngig von diesen ist. Aus

folgt die Messbarkeit von N(B), sodass N nach Satz 2.1 ein Punktprozess ist.

An dieser Stelle sei bemerkt, dass die Anwendung des Satzes 2.1 weder die Unabhéngig-
keit noch die identische Verteilung der zugrunde liegenden Zufallsvariablen erfordert.
O

Eine wichtige Rolle bei der Charakterisierung von Punktprozessen spielen die Intensi-
tdatsmafle, die wie folgt definiert sind.

Definition 2.3. (Intensititsmaf)
Das Intensititsmafl v|B eines Punktprozesses N ist definiert durch

v(B) :=E[N(B)], Be€B.
Somit gibt v(B) die erwartete Anzahl von Punkten in der Menge B an. O

Beispiel 2.4.
Die Intensitatsmafle fiir die drei Punktprozesse aus Beispiel 2.2 lauten

(Z) V:n'P(Xl E'),
(i) v=n-P(X; € -ND) und

(iti) v =E[¢] - P(X; € ). .

Ein weiterer Punktprozess von zentraler Bedeutung ist der Poisson-Prozess. Dieser wird
spater als Anndherung an den trunkierten Prozess dienen. Dafiir bezeichne P, die Wahr-
scheinlichkeitsfunktion der Poisson-Verteilung zum Parameter s > 0, d.h.

k

Pi(k) = %6_5, k € Ny.

Definition 2.5. (Poisson-Prozess)
Es sei v ein endliches Mafl auf B. Ein Punktprozess N : Q — M(S, B) ist ein Poisson-
Prozess, falls er die folgenden zwei Bedingungen erfillt:

(¢) fir alle B € B ist N(B) poissonverteilt mit v(B), d.h. L(N(B)) = P,y und

(77) fir alle k € N und paarweise disjunkte Mengen By, ..., B, € B sind die Zufalls-

variablen N(By), ..., N(By) stochastisch unabhéngig. -
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Die Bedingung (¢) impliziert E[N(B)] = v(B) fiir alle B € B, sodass v das Intensitéts-
mafl von N darstellt.

Aus dem néchsten Satz geht hervor, dass Poisson-Prozesse verteilungsgleich zu speziel-
len gemischten empirischen Punktprozessen sind. Weiterhin besteht eine 1:1-Beziehung
zwischen der Verteilung eines Poisson-Prozesses und seines Intensitdtsmaflies. FEine ex-

plizite Darstellung eines Poisson-Prozesses mit endlichem Intensitdtsmafl v ist gegeben
durch

N => ex,. (2.1)
=1

Hierbei sind 7, Xi, X5, X3,... stochastisch unabhangig mit L(7) = P, und
L(X;)=v/v(S),ieN.

Satz 2.6. (Existenz und Eindeutigkeit von Poisson-Prozessen)
FEs sei v|B ein endliches Mafi mit v(S) > 0. Dann gelten die folgenden beiden Aussagen.

(1) Der in Gleichung (2.1) definierte Punktprozess N ist ein Poisson-Prozess mit
Intensitdtsmafl v.

(1i) Poisson-Prozesse mit gleichem Intensitdatsmaf$ besitzen die gleiche Verteilung.

Fiir die Approximation des trunkierten Prozesses wird ein Abstandsmafl benotigt. Dafiir
wird der Hellinger-Abstand wie folgt eingefiihrt.

Definition 2.7. (Hellinger-Abstand)
Der Hellinger-Abstand H zwischen zwei Wahrscheinlichkeitsmafien )1 und )5 auf einer
o-Algebra B mit den £-Dichten hy und hy ist definiert durch

H(Q1,Q2) = (/(h}/Z _ h§/2)2 dg) 1/2.
O

Die Genauigkeit der Naherung des trunkierten Prozesses N, p durch einen Poisson-
Prozess N} im Sinne des Hellinger-Abstands héngt von der Wahrscheinlichkeitsmasse
ab, die auf der Menge D liegt.

Satz 2.8. (Approximation trunkierter Prozesse)

Es sei Ny, p ein trunkierter Prozess wie in Beispiel 2.2(ii), wobei X1, . .., X,, unabhdingig
identisch verteilte Zufallsvariablen mit der Verteilung Q) auf B sind. Weiter sei N ein
Poisson-Prozess mit dem gleichen Intensititsmaf$ v, wie N, p. Dann gilt

H(L(Na,p), L(N;)) < 372-Q(D).

Der Beweis des Satzes basiert auf der Verteilungsgleichheit des trunkierten Prozesses
und einem gemischt empirischen Punktprozess dessen zuféllige Summationsgrenze bi-
nomialverteilt ist (vgl. Theorem 1.4.1 [48]). Fiir den approximierenden Prozess kann
nun die Dichte- und somit die Likelihood-Funktion bestimmt werden (vgl. Theorem
3.1.1 [48], ahnlich in Abschnitt 7.1 in [8]).
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Satz 2.9. (Dichtefunktion von Poisson-Prozessen)

Es seien Ny und Ny zwei Poisson-Prozesse mit endlichen Intensititsmaflen vy bzw. 1
auf dem messbaren Raum (S, B). Weiterhin besitze vy beziglich vy die Dichte h. Dann
hat L(Ny) die L(Ny)-Dichte

w(S
(H h(zx; ) exp (1(S) — 11(9)),

wobei p = Zz 1 le ein Punktmaf$ aus M darstellt.

2.2. ldentifizierbarkeit von Parametern

Ein Parameter ist identifizierbar, wenn zu einer gegebenen parameterabhéingigen Ver-
teilung verschiedene Parameter zu unterschiedlichen Verteilungen fithren. Die Identifi-
zierbarkeit stellt damit eine wichtige Voraussetzung fiir die Konsistenz von Schatzern
dar und wird in diesem Abschnitt auf Grundlage der Kapitel 1.2 und 3.4 aus dem Buch
[20] von Gouriéroux und Monfort eingefiihrt.

Auch im Folgenden bezeichne (S, B) einen messbaren Raum und (€2, F,P) einen Wahr-
scheinlichkeitsraum.

Definition 2.10. (Identifizierbarkeit)
Es sei Qg ein vom Parameter 8 € © abhingiges Wahrscheinlichkeitsmafl auf B.

(i) Ein Parameterwert 8; € © heifit identifizierbar, falls kein anderer Wert 6, € ©
des Parameters 0 existiert, sodass Qg, = Qg, gilt.

(77) Ein Parameter heit identifizierbar, wenn jeder Wert des Parameters identifiziert

ist, d.h. wenn die Abbildung @ — Qg injektiv auf © ist.
O

Hierbei ist die Gleichheit Qg, = Qp, erfiillt, falls Qg,(B) = Q, (B) fiir alle B € B gilt.
Bei Existenz der Dichtefunktionen, ldsst sich die Gleichheit zweier Verteilungen auch
mithilfe des folgenden Abstandsmafles tiberpriifen.

Definition 2.11. (Kullback-Leibler-Abstand)

Es bezeichnen ); und Q)5 zwei Wahrscheinlichkeitsmafle mit den &-Dichten h; bzw.
ho. Weiter sei Y : Q — S eine Zufallsvariable, die geméafl (05 verteilt ist. Der Kullback-
Leibler-Abstand zwischen ()1 und (), ist dann definiert durch

2(Y)
(Q1|Q2)-_E[ Y] /l — - hyd&.
U

Der Kullback-Leibler-Abstand ist keine Metrik, da er weder symmetrisch ist, noch die
Dreiecksungleichung erfiillt. Er besitzt jedoch die folgenden Eigenschaften.
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Satz 2.12.
Es seien (1 und Qo zwei Wahrscheinlichkeitsmafle, dann gelten

(1) KL(Q1]Q2) =0,
(171) KL(Q1]|Q2) = 0 genau dann, wenn Q1 = Qs.

Beweis.

(i) Die Nichtnegativitét des Abstands resultiert aus der Anwendung der Jensenschen
Ungleichung auf die konvexe Funktion x +— —log(x), denn

ha(Y) ha(Y)
_ —log/h1 d¢ = —log(1) = 0.

KL(@u1 Q) =5 [~ 1200 > tog [120)

(#7) Die Funktion o — — log(x) ist strikt konvex, wodurch die Gleichheit in der obigen
Abschétzung nur erfillt ist, wenn hy (Y')/hs(Y') konstant ist. Diese Konstante muss
eins sein, da E[h;(Y)/he(Y)] = 1 und es folgt Q1 = Q».

Es sei umgekehrt Q1 = Q9 und somit hy(Y) = hy(Y'). Daraus erkennt man direkt

ho(Y)|
hl(YJ -0

KL(Q:[Q2) =E [log
[ |

Da die Argumentation auf Basis der Likelihood gefithrt wird, ist die Aussage des Sat-
zes nicht nur fiir reellwertige, sondern auch fiir maiwertige Y, wie fiir den trunkierten
Prozess N, p aus Beispiel 2.2, giiltig.

In Hinblick auf die in Satz 2.12 dargestellten Eigenschaften, ldsst sich die Identifizier-
barkeit auch mittels des Kullback-Leibler-Abstands charakterisieren.

Satz 2.13.
FEin Parameter 0 ist genau dann identifizierbar, wenn

VOI, 6, € O: KL(Q91|Q92) =0 = 6;=0.,.

Eine weitere Charakterisierung resultiert aus der Tatsache, dass der Abstand
KL(Qg,| Qs,) als Funktion in 6y sein Minimum in 6; = 0, annimmt. Diese Charakte-
risierung wird sich als dquivalent zu der Bedingung (77) in Satz 4.10 (vgl. van der Vaart
[61] Satz 5.7) herausstellen. Zur Wahrung der Ubersicht werden die Erwartungswerte im
folgenden Satz sowie in spateren Kapiteln mit dem der Verteilung zugrunde liegenden
Parameter gekennzeichnet.

Satz 2.14.
Der Parameter 0 ist genau dann identifizierbar, wenn die Funktion 6, — Eq,[log hg, (V)]
fiir alle Parameterwerte @5 € © ein eindeutiges Mazimum in 81 = 05 besitzt.

10
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Beweis. Es sei 0 identifizierbar. Dann folgt aus den Satzen 2.12 sowie 2.13, dass die
Funktion 6, — KL(Qg,|Qg,) fur alle Parameterwerte 6, € © ihr Minimum eindeutig
in 8; = @, annimmt. Es sei nun 65 € © beliebig, aber fest. Dann fiihrt die Definition
2.11 zu

0, = areg néin KL(Qg,| Qa,) = argg n(})in (Eg,[log he, (Y)] — Eg,[log he, (Y))] (2.2)
1€ 1€

= arg min —[Eg, [log hg, (V)] = arg max Eg, [log he, (Y)],
0,€0 0,:€0

sodass die Funktion 8, — Eq,[log hg, (V)] fiir alle Parameterwerte 8, € O ein eindeuti-
ges Maximum in 6, = 0, besitzt.

Andersherum fithrt die Eindeutigkeit des Maximums wegen Gleichung (2.2) auch zur
Eindeutigkeit des Minimums der Funktion 6, — K L(Qg,| Qs,) fiir alle 85 € ©. In Kon-
sequenz ergibt sich 81 = 6y aus KL(Qg,| Qs,) = 0 fir alle 8,0, € O aus Satz 2.12,
sodass der Parameter 8 wegen Satz 2.13 identifizierbar ist. |

2.3. Copulas

Der Name Copula soll hervorheben, dass Copulas die Randverteilungsfunktionen von
Zufallsvariablen und ihre gemeinsame Verteilungsfunktion koppeln (engl. to couple).
Zu gegebenen Marginalverteilungen lasst sich mithilfe einer Copula eine gemeinsame
Verteilung konstruieren. Dies ermoglicht eine sequentielle Modellierung stochastischer
Abhéngigkeit. Eine weitere Hauptanwendung von Copulas liegt in der Simulation. Der
durch die Copula geschaffene Zusammenhang zwischen der gemeinsamen Verteilung
und den Randverteilungsfunktionen lasst sich zum Generieren von Zufallsstichproben
beziiglich einer bestimmten Verteilung ausnutzen.

Die folgenden Ausfithrungen zu den Copulas sind den Abschnitten 2.2, 2.3 sowie 2.9 des
Buches [45] von Nelsen entnommen. Auf die Beweise der aufgestellten Behauptungen
wird an dieser Stelle verzichtet. Wenn Aussagen iiber fast alle Elemente einer Menge
getroffen werden, so ist dies stets fiir das Lebesgue-Mafl zu verstehen.

Definition 2.15. (Copula)
Eine Copula ist eine Funktion C : [0, 1] x [0, 1] — [0, 1] mit den folgenden Eigenschaften:

(7) Fir alle u,v € [0, 1] gelten
C(u,0) =C(0,v) =0, C(u,1)=u sowie C(l,v)=w.
(17) Fir alle uq, ug, v1,v9 € [0,1] mit u3 < up und v; < vy gilt
C(ug, v2) — Clug,v1) — C(uy,ve) + C(uy,v1) > 0.
U

Harry Joe fiihrt in seinem Buch [26] eine Copula als mehrdimensionale Verteilungs-
funktion ein, deren eindimensionale Randverteilungen gleichverteilt auf dem Intervall

11
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[0, 1] sind. Die Theorie der Copulas ist auf p € N Dimensionen verallgemeinerbar. Eine
Verallgemeinerung wird in dieser Arbeit jedoch nicht bendttigt.

Beispiel 2.16. (Produktcopula)
Eine der einfachsten und bekanntesten Copulas ist die sogenannte Produktcopula. Sie

ist fir u,v € [0, 1] definiert durch
M(u,v) :=u-wv.

Sie wird auch als Unabhdngigkeitscopula bezeichnet, da mit ihr die stochastische Un-
abhangigkeit zwischen zwei Zufallsvariablen formuliert werden kann. Es seien X und T’
stochastisch unabhingige Zufallsvariablen mit den Verteilungsfunktionen FX und F7T,
so gilt fiir die gemeinsame Verteilungsfunktion H, dass

H(z,t) = FX(x) - FT(t) = II(F* (2), FT(t)).
O

Der folgende Satz ist von zentraler Bedeutung fiir die Theorie der Copulas und bildet die
Grundlage fiir viele Anwendungen im Bereich der Statistik. Er verdeutlicht die Rolle der
Copulas im Zusammenhang zwischen den mehrdimensionalen und den eindimensionalen
Verteilungen.

Satz 2.17. (Satz von Sklar)

Es bezeichne H : > — [0,1] eine zweidimensionale Verteilungsfunktion des Vektors
(X, T) mit den eindimensionalen Randverteilungen FX, FT : R — [0, 1]. Dann existiert
eine Copula C', sodass

H(z,t) = C(FX(x), FT()) (2.3)

fiir alle z,t € R erfillt ist. Sind FX und FT stetig, dann ist C eindeutig, sonst ist
C' nur auf dem Produkt der Bildmengen von FX und FT, d.h. auf RanF* x RanFT
eindeutig bestimmit.

Ist andersherum C eine Copula und sind FX und FT Verteilungsfunktionen, dann ist
die in (2.3) definierte Funktion H eine gemeinsame Verteilungsfunktion mit den Rand-
verteilungen X und FT.

Die folgende Copula wird fiir die spatere Abhéngigkeitsmodellierung verwendet.

Beispiel 2.18. (Gumbel-Barnett-Copula)
Die bivariate Verteilungsfunktion Hy sei fir den Parameter ¥ € [0, 1] gegeben durch

l—e® ety 6—(x+t+19xt)7 z>0,t>0,

0, sonst.

Hﬁ(l’, t) = {

Dann sind die eindimensionalen Randverteilungen Exponentialverteilungen zum Para-

12
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meter 1, d.h.

1—e™*, x>0,

0, sonst,

1—et t>0,

0, sonst.

FX(z) = { sowie FT(t) = {

Nach dem Satz von Sklar existiert nun eine Copula Cy, sodass fiir alle #,¢ € R der
Zusammenhang Hy(z,t) = Cy(F*(z), FT(t)) gilt. Diese ist durch

Cy(u,v) :=u+v—1+ (1 —u)(l —v)e leel-wlell—v) (2.4)

fir u,v € [0,1] gegeben. Man beachte, dass fiir ¥ = 0 Unabhéngigkeit vorliegt und
somit Cy(FX(x), FT(t)) = FX(z) - FT(t) gilt. O

Aus dem Satz von Sklar geht hervor, dass sich die gemeinsame Verteilungsfunktion
mithilfe der Randverteilungen und der entsprechenden Copula darstellen lasst. Anders-
herum kann mithilfe der gemeinsamen Verteilung sowie der Inversen der Randverteilun-
gen eine Copula konstruiert werden. Sind die Randverteilungen nicht streng monoton
wachsend, so besitzen diese lediglich Pseudoinversen.

Definition 2.19. (Pseudeinverse)
Es bezeichne F' eine Verteilungsfunktion. Dann ist eine Pseudoinverse von F' eine Funk-
tion F(=V :[0,1] — R, welche die folgenden Eigenschaften erfiillt:

1. Fiir t € RanF gilt F(FCU (1)) = t.
2. Fiir t ¢ RanF gilt FCV(t) = inf{z|F(z) > t} = sup{z|F(z) < t}.

Ist F' streng monoton, so besitzt die Funktion eine eindeutige Inverse, die wie iiblich
mit £~ bezeichnet wird. U

Korollar 2.20.
Es seien H, FX, FT und C wie in Satz 2.17. Sind die Funktionen FX und FT zusdtzlich
stetig, dann gilt fir alle u,v € [0,1], dass

Clu,v) = H((F¥)D (), (F1) TV (v)),
wobei (FX)Y und (FT)Y die Pseudoinversen von FX und FT bezeichnen.

Neben der bivariaten Verteilungsfunktion aus Beispiel 2.18, aus der sich die Gumbel-
Barnett-Copula ergibt, hat Gumbel in [23] eine weitere bivariate Exponentialverteilung
untersucht, welche zur bekannten Farlie-Gumbel-Morgenstern-Copula fiihrt.

Beispiel 2.21. (Farlie-Gumbel-Morgenstern-Copula)
Mit ¢ € [—1,1] sei die bivariate Verteilungsfunktion

(I—e™)(1—eH[1+e 1, =>0,t>0,

0, sonst.

Hﬁ([)ﬁ,t) = {

13
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gegeben. Wie im vorherigen Beispiel sind die Randverteilungen Exponentialverteilungen
zum Parameter 1. Fir u, v € [0, 1] erhalt man somit als Inversen

(F) ™ (u) = —log(1 —u) sowie (FT)™'(v)=—log(l—w).

Nach Korollar 2.20 fiihrt das Einsetzen der Inversen der Randverteilungsfunktionen in

die gemeinsame Verteilungsfunktion zu der zugrunde liegenden Copula CL%M | welche
gegeben ist durch

CEM(y,v) i=u-v-[1+9(1 —u)(1 —v)]. (2.5)
Auch fir diese Copula liegt fir ¥ = 0 Unabhéngigkeit zwischen X und T vor. 0

Die Simulation von Zufallsstichproben mithilfe von Copulas erfolgt mit der beding-
ten Inversionsmethode. Diese setzt sich aus der Inversionsmethode sowie der Methode
der bedingten Verteilungen zusammen, die im Folgenden geméafl Devroye [10] (vgl. Ab-
schnitte I1.2 und XI.1) kurz vorgestellt werden.

Die bekannte Inversionsmethode basiert auf dem folgenden Zusammenhang:

Es bezeichne F(~Y) eine Pseudoinverse einer Verteilungsfunktion ' und U eine auf dem
Intervall (0,1) gleichverteilte Zufallsvariable. Dann hat F(~V(U) die Verteilungsfunkti-
on F.

Inversionsmethode

Eine Zufallszahl = beziiglich der Verteilung F' wird durch das folgende Vorgehen gene-
riert:

» Erzeuge eine Zufallszahl u aus einer (0, 1)-Gleichverteilung.
e Setze v = F(=(u).

Bei dem Erzeugen von Stichproben mehrdimensionaler Zufallsvektoren miissen die Ab-
hangigkeiten zwischen den Komponenten des Zufallsvektors beriicksichtigt werden. Ein
moglicher Ansatz funktioniert mithilfe bedingter Verteilungsfunktionen. Dabei wird das
multivariate Problem in mehrere eindimensionale Probleme zerlegt. Um das rekursive
Vorgehen der Methode zu verdeutlichen, wird diese fiir £ € N Dimensionen erlautert.

Methode der bedingten Verteilungen

Eine Realisation (zy,...,x) eines Zufallsvektors (X7, ..., Xx) erhélt man wie folgt:

o Erzeuge z; gemafl der Verteilung von X;.

o Erzeuge z; gemafl P(X; € (| Xy =x1,..., X; 1 =2, firi=2,... k.
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Die bedingte Verteilung berechnet sich dabei durch

PXi=21,..., X1 =21, X, € )

P(Xie'|X1:x17"'7X’i*1:xi71): P(Xlle X 1= T 1)

Die Anwendung der Methode der bedingten Verteilungen setzt somit die Kenntnis der
Randverteilungen voraus.

Es bezeichnen nun X und T zwei Zufallsvariablen mit den stetigen Verteilungen F*X
und FT sowie der Copula C. Nach Korollar 2.20 besitzen U = F*(X) und V = FT(T)
die gemeinsame Verteilungsfunktion C'. Um mithilfe der vorgestellten Methoden eine
Realisation des Vektors (X, T)T mithilfe der Copula C' zu generieren, wird zunéchst die
bedingte Verteilung von V' gegeben U = u benoétigt. Fir u,v € [0, 1] gilt

IP’(VSU|U:u):}ILi{r(1)IP’(V§v|u§USu—i—h)

i PV SvusU<uth
N0 Plu<U<wu+h)
PV <v,U<u+h)—P(V <v,U < u)

pr— 1.
AN P(U<u+h)—PU < u)
.. Clu+h,v)=Clu,v)  0C(u,v)
N ;13{% h  Ou (2:6)

wobei im vorletzten Schritt ausgenutzt wurde, dass U gleichverteilt ist. Es bezeichne

cu(v) == aCéz,v) (2.7)

Der néchste Satz sichert die Existenz der Funktion ¢, sowie einer zugehorigen Pseu-
doinversen c(=1).

Satz 2.22.
Es sei C' eine Copula. Fir alle v € [0,1] existiert die partielle Ableitung OC(u,v)/0u
fir fast alle w € [0,1]. Im Falle der Ezistenz ist

9,
< — <1
0< auC’(u,v) <1

Ahnlich ezistiert die partielle Ableitung C (u,v)/Ov fast iberall fiir alle u € [0,1] und
es gilt dann

0
< — <
0< (%C(u,v) 1

Weiterhin sind die Funktionen u +— 0C(u,v)/0v und v — 9C(u,v)/0u auf dem Inter-
vall [0,1] fast dberall monoton wachsend.
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2.23. Bedingte Inversionsmethode
Mit den nachstehenden Schritten lassen sich Zufallsstichproben des Vektors (X,7T)T
mithilfe der Copula C' simulieren.

« Erzeuge zwei unabhéngige Realisationen u und v’ einer (0, 1)-Gleichverteilung.
o Setze v = c~V ().

o Erhalte mit x = (F¥X)Y(u) und ¢t = (FT)"Y(v) die gesuchte Realisation von
(X, T)T.

Setzt man fiir die Randverteilungen F* und F7 jeweils die Gleichverteilung auf (0, 1)
ein, so lassen sich mithilfe der bedingten Inversionsmethode Werte gemafi der Copula
aus dem Beispiel 2.18 simulieren.

1.00
0.75
>0.50
0.25

0.00

1.00 1.00

0.75

0.75

>0.50

>0.50

0.25 0.25

0.00

0.00 0.25 0.50 0.75 1.00 0.00 0.25 0.50 0.75 1.00
u

Abbildung 2.1.: Scatterplot von jeweils 10.000 Realisationen der Gumbel-Barnett-
Copula (2.4) fir die Parameterwerte ¥ = 0; ¢ = 0,1; 9 = 0,5 und ¥ = 1

Die Abbildung 2.1 =zeigt fiir verschiedene Parameterwerte von ¢ jeweils
10.000 Punkte, die gemdf der Gumbel-Barnett-Copula (2.4), das heifit fur
cu(v) =14 (1 — v)t=?180-W Y ]og(1 — v) — 1] erzeugt wurden. Im Koordinatensystem
links oben wird dabei der Unabhéngigkeitsfall fiir ¥ = 0 dargestellt. Die Realisationen
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2.3. Copulas

verteilen sich gleichmafig tiber das Quadrat [0, 1] x [0, 1]. Der grofite Kontrast dazu ist
in dem Koordinatensystem rechts unten fiir den Fall 9 = 1 erkennbar. Zwischen den bei-
den Koordinaten besteht ein, wenn auch nicht besonders stark ausgepragter, negativer
Zusammenhang. Die weiteren Koordinatensysteme zeigen die Abhangigkeitsverhéltnis-
se fiur ¥ = 0,1 und ¥ = 0,5. Je grofler der Abhangigkeitsparameter gewédhlt wird, umso
weniger Realisationen befinden sich in der linken unteren und rechten oberen Ecke des
Einheitsquadrats.

Die bedingte Inversionsmethode ermoglicht demnach die Generierung von Punkteplots
entsprechend der jeweiligen Copula. Zudem gestattet sie die grafische Beurteilung der
zugrunde liegenden Abhéngigkeitsverhéltnisse zwischen den beiden Variablen. Eine
rechnerische Ermittlung ist beispielsweise mit dem Rangkorrelationskoeffizienten Ken-
dalls Tau moglich. Dieses Zusammenhangsmafl wird nicht von den Randverteilungen
der beiden Zufallsvariablen beeinflusst und hangt nur von der entsprechenden Copula
ab. Es lasst sich wie folgt nach Satz 5.1.3 in [45] berechnen.

Satz 2.24.
Es seien X und T zwei stetige Zufallsvariablen mit der Copula C'. Dann berechnet sich
Kendalls Tau 7o durch

Tc=4/ol/olc(u,v)d0(u,v)—1.

Fir das Zusammenhangsmaf gilt 7« € [—1, 1], wobei positive Werte einen positiven
monotonen Zusammenhang und negative Werte einen negativen monotonen Zusam-
menhang zwischen den Variablen signalisieren. Bei einem Wert von null liegt kein mo-
notoner Zusammenhang vor. Dies ist beispielsweise bei der Produktcopula, mit deren
Hilfe Unabhéngigkeit modelliert werden kann, der Fall.

Beispiel 2.25.
Fiir [(u,v) = wv mit 0*I(u,v)/(Qudv) = 1 ist

1,1 1,1 1
TH:4//H(u,v)dH(u,v)—1:4//uv-ldudv—lzél-——lzo.
0 Jo 0 Jo 4
O

Fir die Gumbel-Barnett-Copula bestatigt sich der in Abbildung 2.1 gewonnene Ein-
druck iiber den negativen Zusammenhang zwischen den Zufallsvariablen in den mogli-
chen Werten des Zusammenhangsmafles. Da die Copula Cy vom Parameter ¥ abhéngt,
wird die Notation 7y statt 7, verwendet.

Beispiel 2.26.
Fiir die Gumbel-Barnett-Copula Cy (2.4) mit 9 € [0, 1] erhélt man

02Cy(u,v)

oS = eI (1 ) log(1 — v)) (1 — i log(1 — ) — V],
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2. Grundlagen

Kendalls Tau

8019(11/'0)
§—4//Cﬂuv Sud dudv —1

ldsst sich numerisch berechnen und man erhéalt 7y € [—0,36114;0]. Fiir 9 = 0 gilt 79 = 0
und 7y ist streng monoton fallend in . O

Mithilfe der Farlie-Gumbel-Morgenstern-Copula lassen sich hingegen sowohl positive
als auch negative Zusammenhénge modellieren.

Beispiel 2.27.
Fiir CIM wie in (2.5) mit 9 € [—1, 1] gilt

0*CiM (u, v)

Sudv =1+ — 20v — 29u + 49uwv.

Kendalls Tau kann exakt in Abhéngigkeit von ¢} berechnet werden und lautet

FPGM _ 4/ / CFGM 8205GM(U: v) dudv —1 = 219'
Oudv 9

Somit ist 71'“M streng monoton steigend in ¥ und nimmt Werte zwischen —0,22 und

0,22 an. Bei Unabhingigkeit, d.h. ¥ = 0, ist folglich 7/'¢™ = 0. 0

Obwohl mit der Gumbel-Barnett-Copula nur negative Abhangigkeiten modelliert wer-
den konnen, ist es moglich, die zugrunde liegenden Zufallsvariablen an den Achsen
u = 1/2 oder v = 1/2 zu spiegeln und damit positive Abhangigkeiten zu modellieren.
Es seien U und V' zwei auf dem Intervall [0, 1] gleichverteilte Zufallsvariablen mit ge-
meinsamer Verteilungsfunktion und Copula C. Geméafl Abschnitt 1.6 in [26] ergeben
sich dann jeweils die folgenden gemeinsamen Verteilungsfunktionen bzw. Copulas:

Tabelle 2.1.: Ubersicht der zu den Spiegelungen assoziierten Copulas

Vektor Spiegelachse Copula
1-U,V) u=1/2 C*(u,v) =v—C(1 —u,v)
(U,1-V) v=1/2 CPu,v) =u—Clu,1 —)

1-U1-V) v=1—-u C®u,v)=u+v—-14+C(1—-u,1—-0)

Die Spiegelungen entsprechen Drehungen um jeweils 270, 90 bzw. 180 Grad im Uhrzei-
gersinn um den Punkt (1/2,1/2).

Satz 2.28.
Kendalls Tau berechnet sich fir die Copulas aus Tabelle 2.1 wie folgt

270 90 180
C = —T¢, C = —T¢, TC =TC-
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2.3. Copulas

Beweis. Unter Annahme der Existenz der zweiten partiellen Ableitungen folgt unter

Anwendung der Kettenregel 820;;;5}“’”) = gjg}(l —u,v) fir C?™(u,v) =v—C(1 —u,v).

Mithilfe der Substitutionsregel ergibt sich

2

270—4// v—C —u,v)]aaug;(l—u,v)dudv—l
:4//[U—C(u,v)]Wdudv—

= )d dv—4 (u,v) 820( )dudv—
// auav // Oudv
:—TC+4/0 vdv —2 = —71¢

Dabei folgen 0C(0,v)/0v = 0 und 0C(1,v)/0v = 1 aus C(0,v) = 0 bzw. C(1,v) = v
fur alle v € [0, 1].

Die Berechnungen fiir 72° kénnen analog vorgenommen werden und 7:% ergibt sich als
Kombination aus beiden Splegelungen. |

180

Beispiel 2.29.
Fiir die Gumbel-Barnett-Copula (2.4) mit 9 € [0, 1] gilt

0270( ) — u(l . U)e—ﬁlog(u) log(1—v) (28)

und 7370 € [0;0,36114]. Die folgende Abbildung vergleicht die Scatterplots von Cy und
C%™ miteinander.

1.00 1.00

0.75 0.75
>0.50

>0.50

0.25

.'.. v .‘:L Yi
S N 3 "r"; w5
. (IO, y
0.00 o R X g 0.00

0.25

0.00 0.25 0.50 0.75 1.00 0.00 0.25 0.50 0.75 1.00

Abbildung 2.2.: Scatterplot von jeweils 10.000 Realisationen der Copulas Cy (2.4) und
C3™ (2.8) fiir den Parameterwert ¢ = 1

U
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3. Modell

Nachdem die Grundlagen gelegt wurden, wird mithilfe der Gumbel-Barnett-Copula eine
bivariate Verteilungsfunktion erstellt und auf Basis der Theorie der Punktprozesse die
Likelihood hergeleitet. Anschliefend wird darauf aufbauend ein Z-Schétzer konstruiert.
Der Nachweis der Modelleigenschaften erfolgt ausschliellich fiir die Gumbel-Barnett-
Copula. Hinsichtlich der spédteren Anwendung auf Daten werden jedoch die Likelihoods
fiir zwei weitere Copulas angefiihrt.

3.1. Einfihrung des Modells

Es sei (2, F,Py) fiir alle 8 € © ein Wahrscheinlichkeitsraum. Fir das Modell wird die
einfache Zufallsstichprobe (X;, T;)", i = 1,...,n, n € N betrachtet, d.h. die Zufallsvek-
toren (X;, T;)T seien unabhingig identisch verteilt. Dabei bezeichne X; € R{ die Le-
bensdauer eines Individuums oder Unternehmens und 7; € [0, G] das Alter bei Studien-
beginn, wobei nur diejenigen Individuen betrachtet werden, die hochstens 0 < G < oo
Zeiteinheiten vor Studienbeginn geboren wurden. Die Studie beginnt fiir alle Einheiten
zur gleichen Kalenderzeit. Es sei weiter S := R{ x [0, G] der Wertebereich der betrachte-
ten Zufallsvektoren und B := o({A C S| A offen}) die von den offen Teilmengen von S
erzeugte o-Algebra, sodass (X;,T;)T : Q — S fiir allei = 1,...,n eine (F, B)-messbare
Funktion ist. Es werden weiterhin die folgenden Notationen und Annahmen benétigt:

(A1) Essei © := [gg, 1/eq] X [0, 1 —¢ey], fir 9, g9 € (0, 1) klein, der Parameterraum. Der
zu schitzende wahre Parameterwert wird im Folgenden mit 8y € © bezeichnet.

(A2) Die Lebensdauer X; sei exponentialverteilt zum Parameter § € [gg,1/g4]. Das
Alter bei Studienbeginn T; sei gleichverteilt auf dem Intervall [0, G]. Die Zufalls-
groflen besitzen somit die Verteilungsfunktionen

. o =0 0, t<0,
F¥@):={ ~© " "=7 sowie FT(t):={L 0<t<G,
0, sonst L t>a

(A3) Zur Modellierung der Abhéngigkeit von X; und 7; wird eine Copula verwendet,
sodass die gewahlten Randverteilungen erhalten bleiben. Setzt man die eindimen-
sionalen Verteilungen F* und F7 in die Gumbel-Barnett-Copula (2.4)

Co(u,v) =u+v— 1+ (1 —u)(1 —v)elel=wlosl=0) 4y c [0 1 — gy],
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3.1. Einfiihrung des Modells

ein, so sichert der Satz 2.17, dass es sich bei der daraus resultierenden Funktion
Fy(x,t) := Cy(F*(z), FT(t)) mit 8 = (0,9)T € © wieder um eine zweidimensio-
nale Verteilungsfunktion handelt. Diese hat die Form

Y041
é—e*‘”qte*"w(l—%) , r>0,0<t<G,
Fo(z,t) = {1 — e, x>0,t>G,
0, sonst.

Daraus lésst sich die gemeinsame Dichtefunktion ableiten, welche fiir x > 0 und
0 <t < G durch

folz, 1) = —geew (1 - é)m (902 + 1)(log(1 — t/G) — 1) +9]  (3.1)

gegeben ist. Fiir alle weiteren Werte von = und ¢ nimmt fy den Wert null an.

(A4) Zu einer gegebenen Konstante s > 0 wird der Vektor (X;, T;)T beobachtet, wenn
er in der Menge

D:={(zt)'0<t<z<t+st<G}

enthalten ist. Die Abbildung 1.1 zeigt eine grafische Darstellung der Menge D.
Beobachtungen werden im Folgenden mit (X;,7;)T bezeichnet und mit

J=1,..., M, <n umnummeriert. Es gilt M,, = 37", 1¢x, 1,yrepy, sodass es sich
bei M, um eine vom Zufall abhangige Grofle handelt. Insbesondere ist M,, bino-
mialverteilt.

Die Abbildung 3.1 zeigt jeweils 10.000 Realisationen, die entsprechend der Annahmen
(A1)-(A3) mithilfe der bedingten Inversionsmethode 2.23 erzeugt wurden. Dafiir wur-
den die Parameterwerte § = 0,08 und ¥ € {0; 0,1; 0,5; 1} gewahlt. Die Scatterplots der
Gumbel-Barnett-Copula in Abbildung 2.1 veranschaulichen die Abhéngigkeitsverhalt-
nisse zwischen den beiden Zufallsgroflen, ohne die Einwirkung von Randdichten. In der
Abbildung 3.1 liegen nun die gleichen Abhéngigkeitsverhéaltnisse zwischen den Zufalls-
groBen vor, nur dass hierfiir die Randdichten FX und F7 hinzugezogen wurden. Wie
in Abbildung 2.1 zeigt das Koordinatensystem links oben den Unabhéngigkeitsfall fiir
¥ = 0, sodass sich die Punkte gleichméfig tiber die vertikale Achse verteilen. Der hohe
Anteil an Realisationen mit geringen X-Auspréagungen ist durch die Exponentialver-
teilung begriindet. Mit steigendem Abhéngigkeitsparameter 1) ist auch hier erkennbar,
dass groflere X-Auspriagungen tendenziell mit kleineren T-Auspriagungen einhergehen.

Bemerkung 3.1.

Im Rahmen dieser Arbeit wird das zur Verteilungsfunktion Fy gehorige Wahrscheinlich-
keitsmafl mit Py bezeichnet. Bei allen weiteren Zufallsgrofien ist es nicht erforderlich, in
der Notation zwischen den verschiedenen Wahrscheinlichkeitsmafien zu unterscheiden.
Stattdessen wird einheitlich das Symbol P verwendet. O
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Abbildung 3.1.: Scatterplot von jeweils 10.000 Realisationen, die mithilfe der Dichte
(3.1) fur die Parameterwerte § = 0,08 sowie ¥ = 0; ¥ = 0,1; ¥ = 0,5 und ¥ = 1

simuliert wurden

Eine wichtige Kennzahl fiir die Parameterschatzung in diesem Modell ist die Wahr-
scheinlichkeit, dass das i-te Individuum ausgewéhlt beziehungsweise beobachtet wird.
Die Auswahlwahrscheinlichkeit Py(T; < X; < T; 4+ s) wird im Folgenden fir 6 € © mit
ag bezeichnet und berechnet sich durch die Integration der gemeinsamen Dichtefunktion
tiber dem Parallelogramm D (vgl. Abbildung 1.1), d.h.

ag = /OG /tt+s fo(x,t)dxdt.

Ahnlich wie in Emura und Pan (vgl. Theorem 1, [15]) ldsst sich die Auswahlwahr-
scheinlichkeit mithilfe der Copula so umschreiben, dass nur noch ein Integral benétigt
wird.

Lemma 3.2.
Mit der in (2.7) eingefihrten Notation ldsst sich die Auswahlwahrscheinlichkeit als das
univariate Integral

= [ [ ()0} — el () ) - Y]
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3.1. Einfiihrung des Modells

mit
cu(v) = 80198(57 v) =1— (1 —wv)e sl-wloel=v)[] _ 9log(1 — v)]
sowie
_ log(1 — u)
FX 1 —
(FX) () -
schreiben.

Beweis. Als monoton wachsende Funktion erhélt die Funktion F7 Ungleichungen, so-
dass

ap=Po(T; < X; < T, +s) =Po(F'(T3) < FT(X;) < FT(T; + 5)).

Ersetzt man F7(T;) durch die auf dem Intervall [0, 1] gleichverteilte ZufallsgroBe Uy, so
lisst sich FT(T; + s) durch Uy + FT(s) ersetzen. Weiterhin folgt X; = (F'X)~1(U,) aus
Uy = FX(X;) ebenfalls fiir eine auf dem Intervall [0, 1] gleichverteilte Zufallsgrée Us.
Mithilfe der iterierten Erwartungswertbildung ergibt sich

P(FE((F*) " (Us)) < Uy + FT(s)) = P(FT((F¥)"Y(U. )) Uh)
P(FT((FY) " (U)) < Uy + F7(s)|U2)] — B [P(FT((FX) "} (U)) < Uh|U3)]

&
P <WF““5MW—@USWFWWw—ﬂwm]
[ () ) = P () @) = F(s)] du

E
E

o

Im letzten Schritt wurde Gleichung (2.6) verwendet. [

Diese Darstellung vereinfacht die Berechnungen, vor allem wenn wiederholte Auswer-
tungen fiir verschiedene Parameterwerte benotigt werden.

In Hinblick auf die noch folgenden Beweise wird die Auswahlwahrscheinlichkeit zunéchst
auf Eigenschaften wie Stetigkeit und stetige partielle Differenzierbarkeit untersucht.

Lemma 3.3.
Unter den Annahmen (A1l)-(A4) erfillt die Auswahlwahrscheinlichkeit cg fiir alle @ € ©
die folgenden Figenschaften:

(i) cg €(0,1),
(17) @ — vy ist stetig,
(1i1) @ — «yg ist dreimal stetig partiell differenzierbar.

Beweis. Aufgrund der Positivitdt der Dichtefunktion fir 0 <t <z <t+smitt < G
gilt 0 < ay, da auch die Parameter s und G per Definition strikt positiv sind. Weiterhin
ist das Parallelogramm D fiir alle 0 < G < oo und s > 0 eine echte Teilmenge von
[0,00) x [0, G], sodass mit der Normiertheit der Dichte ag < 1 folgt.
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3. Modell

Die gemeinsame Dichtefunktion fy aus Gleichung (3.1) ist nun fiir alle @ € © tber D
integrierbar. Weiter ist die Funktion 6 — f(z,t) fiir alle (z,t)T € D als Komposition
stetiger Funktionen stetig fiir alle @ € ©. Dartiber hinaus lasst sich fg durch eine positive
iiber D integrierbare Funktion abschétzen. Fiir eine hinreichend grofie Konstante K > 0
fithrt

0 t 0x
e (1) <1
‘ ( G) =

fiir alle @ € © und (z,t)" € D zu der Abschétzung

folz, )| < g (002 + 1)(1 — 9log(1 — t/G)) + 9] < K - [1 — log(1 — t/G)).

Das Integral dieser Funktion tiber dem Parallelogramm D hat den Wert

G rt+s G
K~/ / (1—log(1—t/G))dadt = K - s / (1—log(1 — t/G))dt
0 Jt 0
=K -s5-[2t—G(1—t/G)log(1 —t/Q)]S = 2sKG.
Nach dem Satz 5.6 (Kap. IV § 5, [13]) iiber die stetige Abhéngigkeit des Integrals von

einem Parameter ist die Abbildung 0 — «ay fiir alle 8 € O stetig.
Die partiellen Ableitungen von fy nach 8 und 9 fiir @ € ©, x > 0 und 0 < t < G lauten

Ofe(z,t) _ fo(z,1) B fo(z,1) cx(1—dlog(l —t/G))* (90 + 1)

0 0 Ry(z,t)
W%(;,t) =fo(x,t) - 0xlog(l —t/Q)
N ]J;Zii’?) [02(1 = 20log(1 — t/G)) + 1 — log(1 — t/G)
mit

Rg(x,t) := [(W0zx + 1)(1 — Flog(1l — t/G)) + V]

Somit sind auch die partiellen Ableitungen fiir alle @ € © als Komposition stetiger
Funktionen stetig. Diese lassen sich ahnlich wie oben durch eine logarithmische Funk-
tion abschatzen, die iiber D integrierbar ist. Nach dem Satz 5.6 sowie dem Satz 5.7
(Kap. IV § 5, [13]) iiber die Differentiation unter dem Integralzeichen ist die Abbildung
0 — g stetig partiell differenzierbar. Insbesondere diirfen die Integration sowie die
Differentiation vertauscht werden.

Dies lasst sich auch fiir die zweiten und dritten Ableitungen tiberpriifen. Da die Vor-
gehensweise sehr dhnlich ist, wird an dieser Stelle auf weitere Ausfithrungen dazu ver-
zichtet. |
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Zur Herleitung der Likelihood wird die Verteilung eines beobachteten Vektors (X, T;)"
benotigt.

Definition 3.4. o
Die Verteilung von (X, T;)T ergibt sich als Verteilung von (X;,T;)" bedingt auf das
Ereignis (X;, T;)T € D und wird wie folgt bezeichnet
Fl (o, t) =Py(X; <2, T, <t|{0< T, < X; < T; + )
=Po((X;, T;)" € [0,2] x [0,£] N D)/cxe.
U
Aus der Definition der Verteilungsfunktion léasst sich direkt die Dichtefunktion herleiten.

Korollar 3.5.

Mit
z pt I
PBK)Q/EYFE[Qaﬂx[OJ]ﬂlﬂ/agzi/ /’nD@atqﬁﬂx’t)dﬂdx
0 JO Qg
folgt o
¢ T PF T (x,1) fo(z,t)
X, T o 0 ) ACE
f@ (.Z',t) atax - ]lD(x7t) )

Der Verteilungsfunktion Fy der Vektoren (XZ-,Ti)T liegt die Copula Cy zugrunde. Es
stellt sich die Frage, in welchem Zusammenhang die Copula der Verteilungsfunktion

FéX " und Cy stehen. Ma und Zhang fithren dazu in [37] die trunkierte Copula ein. Die
Menge der Beobachtungen D wird dafiir zundchst mithilfe der Randverteilungen FX
und FT transformiert zu

Dy :={(u,v) € [0,1]*: 0 < (F7)7H(v) < (F¥)7H(u) < (F7)7H(v) + s}
Bezeichnet ¢y die Dichte der Copula Cy, dann ist durch

BDluy) i T2 )y ol )

N th Cﬁ(”? U) d(u7 U) Qo

die Dichte der trunkierten Copula C§ gegeben. Die Gleichheit ag =[5, ¢g(u,v) d(u,v)
folgt mithilfe der Substitutionsregel aus

[, colw)d(uv) = [ Ao (F¥ (@), FT (1) - eo(F¥ (). F7(0) - ¥ (@) (1) ()
:Lﬁmmm@:%

Stellt Cy die gemeinsame Verteilungsfunktion zweier gleichverteilter Zufallsvariablen U

und V' dar, so ist Cf die Verteilungsfunktion von (U, V') bedingt auf (U, V') € D;. Damit
lasst sich FBX T mittels

Fp ' (2,1) = CF (F¥(2), FT(t)) (3:2)
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3. Modell

darstellen. Auch dieser Zusammenhang kann mithilfe der Substitutionsregel hergeleitet
werden:

FX(z) pFT(t)
CP(FX (2), FT(£)) = 1, 0) - 2 g0, 0)
0 0 (67:]
xT ot 51 - .
— [ [ o@D - 28D 4 ) = PR ()
0 JO (67]

Dabei wird die Darstellung fo(z,t) = co(FX(x), FT(t)) - fX(x)fT(t) genutzt. Da in
Gleichung (3.2) die Randverteilungen F* und F” in die Copula Cj eingesetzt werden
um Ff T zu erhalten, stellt CJ nicht die Copula der Verteilung der Beobachtungen dar.
Nach Korollar 2.20 erhalten wir diese jedoch unter Stetigkeit von F X und FT iiber

C(u,v) = FYT((FX) 7 (u), (FT) 7 (v)) = CP(FX((FX) 7 (w), FT((FT) 7 (u))).

Der Zusammenhang zwischen den beiden Copulas wird also durch den Unterschied
zwischen den latenten und den beobachteten Randverteilungen bestimmt.

3.2. Approximation der Likelihood

Die Herleitung der Likelihood der trunkierten Stichprobe soll nun dhnlich wie in dem
Artikel [65] von Weilbach und Wied mithilfe der Theorie der Punktprozesse aus dem
Buch [48] von Reiss erfolgen.

Die trunkierte Stichprobe wird dafiir zundchst durch einen trunkierten empirischen
Punktprozess

n

Npp(-) = No(-N D) = ZG(%)(' nD)

=1

wie in Beispiel 2.2(i7) beschrieben. Die Anzahl der Beobachtungen in der trunkierten
Stichprobe betrigt M,, = N,, p(S) mit S = R{ x [0, G] und héngt von w € Q ab. Nach
Beispiel 2.4(ii) berechnet sich das Intensitdatsmafl des Prozesses fir B € B durch

Vn,D(B> =n- Pg((Xl,Tl)T e Bn D),

wobei jedoch nur Mengen der Form B = [0, x] x [0,], € R{, t € [0, G] betrachtet wer-

den. Aufgrund fehlender Stetigkeitseigenschaften ist die Dichtefunktion der Verteilung

des trunkierten Prozesses nicht fiir das weitere Vorgehen geeignet. Stattdessen wird die

Dichtefunktion des folgenden Poisson-Prozesses ermittelt.

Es seien (X1, T7)T, (X3, Ty)", ... unabhéngig identisch verteilte Zufallsgrofien mit
P(X!, )T € B) = v, p(B)/vu.p(S) = Pe((X1,T1)" € B| (X;,T1)" € D).

1771
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3.2. Approximation der Likelihood

Weiter sei 7 unabhéngig von (X!, 7/)T, i € N, und Poisson-verteilt mit dem Parameter

Vn.p(S) = nag. Nach Satz 2.6 handelt es sich bei dem Prozess

T

N} = Z€<X§>

i=1 T/
1

um einen Poisson-Prozess mit dem Intensitédtsmaf v, p. Dieser kann nach Satz 2.8 als
Néherungsprozess fiir den trunkierten Prozess N,, p betrachtet werden. Der Hellinger-
Abstand der Verteilungen der Prozesse ist kleiner gleich 3'/2ag. Die Herleitung der
Likelihood erfolgt gemafl Satz 2.9 fiir den Prozess NNV;'. Fiir die Herleitung wird nun ein
zweiter Poisson-Prozess benotigt. Es sei

70
NO = ZE(X,?)7
i=1 Tio
wobei 7o, (X7, T7)T, (X3,79)*,... unabhingig sind mit L(7) = Pgis)c sowie
L(XP? T?) = Ar/Ar(S) fir R = [0,G + s] x [0,G]. Hierbei steht Ap fiir das auf R

eingeschrankte Lebesgue-Mafl Ag = A(- N R). Nach Satz 2.6 ist Ny ein Poisson-Prozess
mit dem Intensitatsmafl vy = Ag. Fiir die Anwendung des Satzes 2.9 wird die vy-Dichte
he von v, p benétigt. Somit soll

von([0,2] % [0,4]) //hgx ) M(dt') A(dz')

fir alle (z,t)T € R gelten. Fiir alle B C S gilt wegen D C R insbesondere
w(B) =0 = v,p(B) = 0. Unter der Annahme der Lebesgueschen Integrierbar-

keit von hg, folgt aus dem Hauptsatz der Analysis fiir Lebesgue-Integrale und Beispiel
2.4(ii)
2
h (:C t) a atynD([(]?x] X [O7t])
5’2
Oxot
Aus der Definition 3.4 und dem Korollar 3.5 resultiert schliellich

(3.3)

=n-

Po ((X;, 7)™ € [0,2] x [0, N D).

he(x,t) =n- g - fg(’f(x,t) =n-1p(z,t)- folx,t).

Nach Satz 2.9 berechnet sich die Likelihood mit 15(S) = Ar(S) = G(G + s) und
Vn,p(S) = noy durch

N, (S)
( H he(X!,T!) ) exp ((G + )G — naoy)

_ pNas) (

fo(X!,T)) ) exp ((G + )G — nay) .
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3. Modell

Diese nimmt fiir 7; < G nur positive Werte an. Fiir 7] < G hat die logarithmierte
Likelihood somit die Form

N (9)
log ¢ (0,n) Z lognfe(X.,T!) + (G + s)G — nag.

Bei dieser Darstellung kann die Zufallsgrofie N (S) mit positiver, von gy abhingigen
Wahrscheinlichkeit Werte annehmen, die echt grofler als n sind. Diese Wahrscheinlich-
keit ist umso geringer, je besser die Approximation des trunkierten Prozesses durch den
Poisson-Prozess im Sinne des Hellinger-Abstandes ist. Um diesen Fall dennoch ausschlie-
Ben zu kénnen, erfolgt ein weiterer Approximationsschritt, in welchem die Summations-
grenze auf N,, p(9) gesetzt und die ZufallsgroBen (X!, T})T durch die verteilungsgleichen
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Zufallsvariablen (X;, T;)T ersetzt werden. Es folgt log ¢ (8,n) ~ log ¢’ (8, n) mit

Nn D(S) .
log ¢’ (6,n) Zlognfg ;) + (G4 5)G — noy
(3.4)

7=1
Z (xi ey lognfo(Xi, Ti) + (G + 5)G — nag,

wobei auch hier fj < G bzw. T; < G vorausgesetzt wird. Die Parameterschiatzung soll
durch Maximierung der Loglikelihood erfolgen. Dabei erfolgt zunéchst eine Maximie-
rung in n, da diese Stichprobengrofie nicht beobachtbar ist und somit ersetzt werden
kann. Die ersten beiden Komponenten von

arg max log ¢’ (0,n). (3.5)
0O, neN

bilden dann den Schétzer 6,,. Es wird angenommen, dass mindestens eine Beobachtung
vorliegt, d.h. M,, > 1.

Im folgenden Abschnitt werden unter Zuhilfenahme der Likelihood gewisse Kriteri-
umsfunktionen aufgestellt, welche fiir asymptotische Betrachtungen des Schétzers im
darauffolgenden Kapitel von Nutzen sein werden.

3.3. Konstruktion eines Z-Schatzers

Eine gidngige Methode zur Schétzung eines Parameters # € © der Verteilung von Zu-
fallsgroflen X,..., X, ist die Maximierung einer Kriteriumsfunktion

01— M, (0) =

Hierbei sind my : R — R bekannte Funktionen. Ein Schétzer, der die Funktion M,,
iiber © maximiert, wird als M-Schdtzer bezeichnet. Die Bestimmung des Maximums
erfolgt héufig durch das Nullsetzen der Ableitung der Kriteriumsfunktion. Ein Schétzer,
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3.3. Konstruktion eines Z-Schéatzers

der eine Gleichung der Form

erfiillt, wird deshalb als Z-Schdtzer bezeichnet. Auch hierbei ist 1)y eine bekannte Funk-
tion. Ist @ ein k-dimensionaler Parameter, so ist die Funktion vg = (g1,..., %)
eine vektorwertige Funktion. Maximum-Likelihood-Schétzer stellen somit eine spezi-
elle Form von M- bzw. Z-Schitzern dar. Besitzen die unabhéngig identisch verteilten
Zufallsvariablen X1, ..., X, jeweils die Dichtefunktion hg, so maximiert der Maximum-
Likelihood-Schétzer die Funktion @ — [[7_; he(X;) oder dquivalent

1 n
0 — —> log he(X;).
=1

Daher ist der Maximum-Likelihood-Schatzer mit mg = log hg ein M-Schéatzer. Unter
Voraussetzung der Existenz der partiellen Ableitungen der Dichten, ist der Schatzer
jedoch auch ein Z-Schétzer mit 1y, = 0/00;log hg fir j = 1,..., k. Die vektorwertige
Funktion 1 wird dann auch als Score-Funktion bezeichnet.

Im Folgenden wird der Z-Schétzer fiir das vorliegende Modell hergeleitet und fiir den
Beweis der Konsistenz sowie der asymptotischen Normalitat verwendet.

Der Ubersicht halber wird im Folgenden M,, = N,, p(S) als Bezeichnung genutzt. Durch
das Einsetzen der Definition (3.1) der Dichtefunktion fy in die Gleichung (3.4) erhalt
man

My, —~
log ' (8,n) = M, -log(n) + M, - log(0) — M, - log(G) — 0 _ X;
=1

Mn/\/ ~
+ 90> X;log(l —Tj/G) + (G + )G —n-ag

j=1

My, o ~
+ > log[(96X; + 1)(1 — dog(1 — T;/G)) — 9.
j=1
Die fiir die Score-Funktion bendtigten partiellen Ableitungen nach # und ¢ lauten

0 M, Mn - Do
I ol = Zn LN X (Wlog(1— T3 /G) — 1) —n - 22
50 ogl' (0,n) 7 +j:1 (0 1og( i/ G) )—n 50

& 9X(0log(1 - T;/G) - 1)

+2

= (06X, + 1) (0 1og(1 — T;/G) — 1) + 0

sowie
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3. Modell

92
oV

7j=1
N % (21992(} +1)log(1 —TjN/G) —0X; + 1
= (00X, + 1)(Dlog(1 — T;/G) — 1) +

MnN ~
;Sllogé’ (0,n) =0> X;log(l —T;/G) —n

Da in dem vorliegenden Modell nur M,,, aber nicht n beobachtet wird, sind auch die
Ableitungen nach 6 und ¢ aufgrund ihrer Abhéangigkeit von n nicht sichtbar bzw.
bekannt. Um die Score-Funktion aufstellen zu koénnen, soll zunédchst n ersetzt wer-
den. Per Definition gilt ag = Po((X;, T;)T € D), sodass ag = Eg[l{(x, 1,)repy]. Nach
der Momentenmethode (vgl. Abschnitt 5.5 in [51]) werden die Momente der betrach-
teten Wahrscheinlichkeitsverteilung durch die Stichprobenmomente geschatzt. Wegen
M, = Y1 1y(x, r,repy kann die Auswahlwahrscheinlichkeit demnach iiber M, /n ge-
schatzt werden. Dieser Zusammenhang kann genutzt werden, um die latente Stichpro-
bengrofe iiber n = M, /ag zu ersetzen. Momentenschitzer sind typischerweise konsis-
tent und asymptotisch normalverteilt. Fiir dieses konkrete Beispiel werden diese Eigen-
schaften erst im spéteren Verlauf der Arbeit explizit benotigt und nochmal in Abschnitt
6.2.3 aufgegriffen. Man erhélt denselben Schatzwert fiir n, wenn man die Loglikelihood
nach n differenziert und gleich null setzt. Dabei wird M,, als Grofe betrachtet, die nicht
von n beeinflusst wird und beim Differenzieren als Konstante entféllt. Aufgrund spéa-
terer Stetigkeitsvoraussetzungen wird der latente Stichprobenumfang als stetige Grofie
behandelt.

Durch das Ersetzen von n erhalt man so die zweidimensionale Score-Funktion

g 1= (Yg,1,%0,2) mit

1
Vo, (Xi, T;) := Ly 149 (X) | 5 + Xi[0log(1 = T;/G) — 1]

0
( (3.6a)
IXi(9log(1 — Ti/G) — 1) 5
(00X; + 1)(W1og(1 —T;/G) — 1) +9
und
Vo,.2(Xi, ;) := Liry 146 (X5) |:9Xi log(1 —T;/G)
(3.6D)

| (206X, + 1)log(1 ~ T,/G) — X, +1 35;9]
(00X; +1)(Wog(l —T;/G) — 1) +0
Die partiellen Ableitungen der Auswahlwahrscheinlichkeit werden nicht explizit angege-
ben, lassen sich jedoch wegen Lemma 3.3 durch das Vertauschen der Differentiation und
Integration berechnen. Streng genommen handelt es sich bei 1y nicht um eine Score-
Funktion, da zunachst n ersetzt wird. Weiterhin stimmt )¢ nicht mit der Ableitung von
log fg liberein. Es wird sich jedoch herausstellen, dass 1y in einem anderen Modell M*
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3.4. Weitere Copulas

(siche Abschnitt 4.1) die Definition einer Score-Funktion erfiillt, weshalb 1y in dieser
Arbeit als Score-Funktion bezeichnet wird. Die Kriteriumsfunktion W, := (¥, 1, V,, o)
ist gegeben durch

12 12
‘I/n,l(e) = E ZZ%J(X@',TZ') und ‘I/n,z(e) = E Zwez(Xi,Ti)-
i=1 i=1

Der Schitzer 6, ergibt sich dann als Nullstelle von ,,; falls diese in © liegt. Anderenfalls
ist es der nachstgelegene Randwert von ©.

3.4. Weitere Copulas

Bevor die Eigenschaften des Z-Schatzers im nédchsten Kapitel untersucht werden, wer-
den zwei weitere Copulas eingefithrt und die entsprechenden Likelihoods aufgestellt.
Eigenschaften wie Konsistenz und asymptotische Normalitdt der zugehorigen Schéatzer
werden nicht untersucht, jedoch werden die verschiedenen Schétzer bei der Anwendung
auf die Daten miteinander verglichen.

Farlie-Gumbel-Morgenstern-Copula

Die in Beispiel 2.21 eingefiihrte Farlie-Gumbel-Morgenstern-Copula (2.5) modelliert
eine schwichere Abhangigkeitsstruktur als die in Annahme (A3) verwendete Gumbel-
Barnett-Copula. Dies geht nicht nur aus dem aus dem Vergleich der moglichen Werte
von Kendalls Tau in den Beispielen 2.26 und 2.27 hervor, sondern auch aus der nachfol-
genden Abbildung, welche die Punkteplots der beiden Copulas miteinander vergleicht.
Der zugehorige Parameter der Copula kann jedoch sowohl positive als auch negati-
ve Werte annehmen, sodass mit dieser auch positive Abhéngigkeit modelliert werden
kann. Um die Daten zur Unternehmensdemografie im spéteren Verlauf der Arbeit auch
auf diese Abhéngigkeitsstruktur untersuchen zu koénnen, soll in diesem Abschnitt ein
Schétzer auf Basis der Farlie-Gumbel-Morgenstern-Copula hergeleitet werden. Da die
Herleitungen ahnlich zu dem Vorgehen in den vorangegangenen Abschnitten sind, wer-
den diese kurz gehalten. Dariiber hinaus beschréinken sich die Beweise im nachfolgenden
Kapitel zu den Eigenschaften des Schétzers auf die Gumbel-Barnett-Copula (2.4), da
sich in diesem Fall Besonderheiten fiir den Unabhéangigkeitsfall ergeben werden. Fiir
0, ¥ und n erfolgt zur Verbesserung der Lesbarkeit zunéchst keine Kennzeichnung mit
dem Superskript FGM. Diese wird erst in Kapitel 7 vorgenommen, um die Abgrenzung
zur Gumbel-Barnett-Copula zu betonen.
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3. Modell
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Abbildung 3.2.: Scatterplot von jeweils 10.000 Realisationen der Copula (2.4) fir ¢ =1
(links oben) und von der Copula 2.5 fiir die Parameterwerte J = —1, 9 =0 und 9 =1

Die vorangegangene Abbildung zeigt die Abhéngigkeitsstruktur der Farlie-Gumbel-
Morgenstern-Copula fiir die Parameterwerte 9 = —1, ¥ = 0 und ¢ = 1. Mithilfe der
bedingten Inversionsmethode 2.23 wurden fiir ¢Z“M (v) = v +9(1 — 2u)v — I(1 — 2u)v?
jeweils 10.000 Realisationen erzeugt. Man erhalt fiir ¥ = —1 eine negative Abhéngigkeit
und fiir ¥ = 1 eine positive Abhéangigkeit. Mit ¥ = 0 erhélt man auch fiir diese Copula
Unabhéngigkeit. Diese Erkenntnisse konnte man in Beispiel 2.27 bereits aus Kendalls
Tau 719M = 29/9 gewinnen. Links oben ist die Abhéingigkeitsstruktur der Gumbel-
Barnett-Copula mit ¥ = 1 dargestellt. Im direkten Vergleich wird deutlich, dass mit

der Farlie-Gumbel-Morgenstern-Copula eine schwéchere Abhéngigkeit zugrunde liegt.

Es gelten nun die Annahmen aus Abschnitt 3.1. Die Annahme (A3) wird durch die
folgende Annahme ersetzt:

(A3’) Die Abhéngigkeit zwischen X; und 7; wird mithilfe der Copula (2.5)
CEM(yv) =u-v-[1+9(1 —u)1 —v)], 0 €[-1,1]

modelliert. Auch in diesem Fall erhalt man mithilfe des Satzes von Sklar 2.17 die
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3.4. Weitere Copulas

gemeinsame Verteilungsfunktion durch das Einsetzen der Randverteilungsfunk-
tionen in die Copula. Dies impliziert

é.(1_e—9l’)[1+q9-e—9x-(1—é)], £>0,0<t<G@,

FFOM(z #) ={1— ¢t r>0,t>G,

Y

0, sonst.

Die gemeinsame Dichtefunktion lautet

0 . o 2t
;”GM(a:,t):aee 149 (277 —1)-(1—6,)}

fir x > 0 und 0 < t < G. Fiir alle weiteren Werte von z und ¢ nimmt fi'“™ den
Wert null an.

Die Auswahlwahrscheinlichkeit, d.h. die Wahrscheinlichkeit dafiir, dass das i-te Indivi-
duum beobachtet wird, lasst sich in diesem Fall explizit berechnen:

i O

_ —6’t —03_ = T ot —0s 20t —20s
/ G dt+/ (1 ) [0 (e — 1) — (e~ — 1)] dt

1

0G(1 —e (1 — e - e [—;(6—98 — D+ 1)+ (e —1)(e 9+ 1)
L

20
_os _ 1 _2gs _
v [92(1—6 )1 = e70) — (1 — e (1 — )
Mit der gleichen Vorgehensweise wie in Abschnitt 3.2 lasst sich damit nun die Loglike-

lihood aufstellen. Diese lasst sich als Summe der latenten Stichprobe

log (F“M (0,n) =" 1yx, myrepy lognfy (X, Ty) + (G + $)G — nag M

i=1
oder als Summe der beobachteten Daten schreiben;

NFGM(S) .
nD 0 —~ 5 2T
log (FGM (@,n) = Z logn + log o 60X, + log [1 + 9 (26—0Xj _ 1) ( _ G]ﬂ
j=1
+ (G + 5)G — nay M

Die Schétzer der Parameter 6 und 9 erhalt man als die ersten beiden Komponenten von

arg max log (7M™ (9,n).
0O, neN
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3. Modell

Zur Spiegelung assozierte Gumbel-Barnett-Copula

Auch mit der zur Spiegelung um die Achse u = 1/2 assoziierten Version der Gumbel-
Barnett-Copula (2.8) lasst sich eine schwache positive Abhéngigkeit modellieren. Im
Vergleich zur Farlie-Gumbel-Morgenstern-Copula ist diese nicht symmetrisch um v = .

(A3”) Die Abhéngigkeit zwischen X; und 7; wird mithilfe der Copula (2.8)
C2u,v) = u — u(l — v)e‘mog(“)l"g(l_”), v € 0,1 — gy]
modelliert. Die gemeinsame Verteilungsfunktion lautet dann

F0270(x’t) _ (1 N 6—9:(:) o (1 o 6—935) (1 . é) e—ﬂlog(l—e_‘g“)log(l—é)

fir > 0,0 <t < Gund F27(z,t) = 1 — e % fiir x > 0, t > G. Die gemeinsame
Dichtefunktion steht in folgendem Zusammenhang zur Dichte fy aus (3.1)

-1 1— —0x —0x
- 1o (L (Y,

Die Auswahlwahrscheinlichkeit lasst sich nicht explizit, aber mithilfe der Dichte fy
berechnen

Q270 270 log(1-e=%)/6
_// £z, ) e dt = // Jolw t)drdt.

log(1—e—0(t+s))/

Die gesuchten Parameter erhélt man als Maximalstelle der Loglikelihood, die iiber die
Punktprozesstheorie wie in Abschnitt 3.2 hergeleitet werden kann.

n

log ™ (0,n) = > 1yx,myrepylognfs (X, Ti) + (G + s)G — nog

i=1

Im folgenden Kapitel werden die Modelleigenschaften auch fiir diese Copula nicht expli-
zit untersucht. Der aufgrund der Spiegelung bestehende Zusammenhang zwischen den
Dichten fy und f2™ kann jedoch genutzt werden, um die folgenden Beweise entspre-
chend zu tibertragen.
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4. Modelleigenschaften

Gegenstand dieses Kapitels ist der Nachweis der Konsistenz und der asymptotischen
Normalitat des Z-Schétzers. Die Identifizierbarkeit der Parameter stellt eine wesentli-
che Voraussetzung fiir die Konsistenz dar. In diesem Zusammenhang wird die in dieser
Arbeit angewandte, von den géingigen Methoden abweichende Reihenfolge von Stich-
probenziehung und Trunkation betont. Weiterhin wird die Invertierbarkeit der Fisher-
Information geprift, welche sowohl in den Konsistenznachweis als auch insbesondere in
die Berechnung der asymptotischen Kovarianz eingeht.

4.1. ldentifizierbarkeit

Wie bereits in Satz 2.13 dargelegt, lasst sich die Identifizierbarkeit eines Parameters
auch mithilfe des Kullback-Leibler-Abstands charakterisieren. Im anschliefenden Kon-
sistenzbeweis wird jedoch nicht die Identifizierbarkeit des Parameters des in Abschnitt
3.1 eingefiihrten Gumbel-Barnett-Modells benotigt, sondern die eines weiteren Modells
M*.

Anders als in der Literatur tblich, wird im Gumbel-Barnett-Modell zunéchst eine ein-
fache Zufallsstichprobe gezogen, aus welcher anschliefend Datenpunkte auflerhalb der
Menge D trunkiert werden. In Abbildung 4.1 ist dieser Vorgang den Pfeilen im Uhrzei-
gersinn folgend beschrieben.

Grundgesamtheit: einfache
1. Ereignis Zufallsst.
in G —ZI—G}EEA
FX7 FT7 FBQ n
S )z
! _
2\ J5
M, / ’
Trunkierte m
GG: fi = Ipfeq Daten:
cJog — @g —1 ¥ 3 Ereignis
ziehen in s

Abbildung 4.1.: Grundgesamtheit mit den Verteilungen von X;, T; und (X, T;)* (oben
links), einfache Zufallsstichprobe mit der Stichprobengréfie (oben rechts), auf D trun-
kierte Grundgesamtheit mit der Verteilung von (X;, 7;)T) (unten links), Daten als trun-
kierte Stichprobe oder als Stichprobe der trunkierten Grundgesamtheit (unten rechts)
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4. Modelleigenschaften

Eine dhnliche Vorgehensweise findet sich beispielsweise in dem Aufsatz [24] von Heck-
man. Den Pfeilen gegen den Uhrzeigersinn folgend wird zuerst der Vorgang der Trun-
kation auf die Grundgesamtheit angewendet und anschlieSend daraus eine einfache Zu-
fallsstichprobe gezogen, im Folgenden als M* bezeichnet. Beispiele fiir dieses Vorgehen
lassen sich in Emura und Pan [15], Moreira, Ufia-Alvarez und Brackers [43] sowie An-
dersen et el. [2] finden.

Bei den beiden Modellansatzen liegen unterschiedliche Unabhangigkeitsannahmen vor,
da die Unabhangigkeit jeweils zwischen den einzelnen Ziehungen angenommen wird. Un-
abhéngigkeit zwischen zuféllig gezogenen Einheiten aus der Grundgesamtheit scheint
dabei plausibler als Unabhéngigkeit zwischen zufalligen Ziehungen aus der Menge D.
Der Modellansatz gegen den Uhrzeigersinn, M*, ist dennoch fiir den Nachweis der Mo-
delleigenschaften in diesem Kapitel hilfreich, da sich die Likelihood als Produkt der
(bedingten) Dichten schreiben lésst.

In M* werde eine einfache Zufallsstichprobe (X*,T*)T gezogen, wobei die einzelnen
Zufallsvektoren (X7, 7)Y € D die gemeinsame Dichte

1771

Yz
fotet) = 1ol t) e (1= ) (902 + 1)(1 = Dlog(1 — 1/G)) +9]  (41)
besitzen. Hierbei sei @ € © wie in Annahme (Al). Die Parameter G und s sowie die
Menge D seien wie in Abschnitt 3.1 definiert. Vergleicht man fg mit der Dichte fy
aus Gleichung (3.1), so erhdlt man den Zusammenhang fg(z,t) = 1p(x,t)fo(,t)/cp,
sodass fs mit der Dichte der beobachteten Vektoren (X, TJ)T ibereinstimmt. Fiir zwei
beliebige Parameterwerte 0y, 82 € © = [gg, 1/gg] X [0,1 — gy] fir €y, g9 € (0, 1) klein,
gilt nach Satz 2.12, dass der Kullback-Leibler-Abstand

MORTO] o falm
7 (XT,TF)] = Jlos i e D d@)

genau dann null ist, wenn fg = fg, beziehungsweise

KL \f2) - B, [mg

fez(xa t) Qg

f91 (ZE, t) Oy,

fiir alle (x,t)T € D erfiillt ist. Durch das Einsetzen der Definition (3.1) der gemeinsamen
Dichtefunktion erhalt man

0 Lo (B2—0)0 ( t )(02192—91191)96 (1929256 + 1) (192 log (1 - %) — 1) + U _ Qg

6, 1_5 (91012 + 1) (ﬁllog(l—é>—1)+191 g,

Leitet man beide Seiten nach ¢ ab und setzt Rg(x,t) = (90x+1)(d1og(1—t/G)—1)+1,
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4.1. Identifizierbarkeit

so erhélt man F - F5, = 0, wobei

F1 — _l@ . e_(92—91)x . <1 . t)(9219291191)11 . #
G 0, G R51<x7 )

sowie
F2 = $(92192 - 91191)R91 (l’, t)RQQ(fL’, t) + (192921‘ + ].)192R91 ((L’, t) - (1919127 + 1)191R92 (.T, t)

Der erste Faktor nimmt nur fiir ¢ = G den Wert null an. Setzt man den zweiten Faktor
gleich null, so erhalt man

R92 (ZE, t)’l91 . [Rgl (l’, t)‘gll’ + (19191[1) -+ 1)] = Rgl (l’, t)192 . [R92 (ZE, t)egl' + (192921’ + 1)]

Der Parameter ¢ taucht nur tiber den Term log(1—¢/G) auf. Setzt man y = log(1—t/G),
so stellt man zwei bivariate Polynome gleichen Grades gegeniiber. Diese sind genau
dann gleich, wenn ihre Koeffizienten iibereinstimmen. Ein Vergleich der Koeffizienten
der absoluten Glieder liefert

— + 90 = =y + P2y g ¥y = Y.

Setzt man v; = ¥, und stellt die Koeffizienten der Variablen x gegentiber, so gelangt
man zu

01 (0 — 205 + 203) = O,(V5 — 203 + 203)

und kann daraus fir ¥y # 0 auf 6; = 65 schlieen. Im Falle der Unabhéngigkeit, d.h.
fir 97 = Y5 = 0, erhielte man

Jo, (z,1) _ @ e (2= _ o,
f01 (ZE, t) 6)1 Qp,

und schliefe daraus nach dem Differenzieren beider Seiten nach x auf 6; = 6, da
91, 92 > 0.

Als Ergebnis erhélt man die Aquivalenz von KL(fg |fg,) = 0 und 6; = 6, und somit
nach Satz 2.13 die Identifizierbarkeit des Parameters 6 € ©.

Satz 4.1.
Im Modell M* ist der Parameter 8 € © identifizierbar.

Bemerkung 4.2.

Auch in Abschnitt 4.2 wird das Modell M* zum Nachweis spezieller Eigenschaften der
Fisher-Information genutzt. Die Identifizierbarkeit wird im zweiten Teil des Konsis-
tenzbeweises in Abschnitt 4.3 eingehen. Ein Zusammenhang zwischen den Schatzern,
die aus den beiden Modellansétzen in Abbildung 4.1 resultieren, wird im Anhang A.1
aufgegriffen.

O
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4. Modelleigenschaften

4.2. Fisher-Information

Mithilfe der Fisher-Information lasst sich beurteilen, wie hoch der Informationsgehalt
einer Menge an Daten iiber den gesuchten Parameter ist. In Kapitel 2.3 in dem Buch
[51] von Schervish ist diese fir 8y € © definiert als

Z(60) := Covy, [a,(X1,T1)],

wobei es sich in der Definition bei 1y um die Score-Funktion, d.h. die Ableitung der
logarithmierten Dichte handelt. Wie aus der Gleichung (4.3) und dem Anhang A.1
hervorgeht, handelt es sich bei 1y um die Score-Funktion im Modell M*, weshalb Z in
dieser Arbeit als Fisher-Information bezeichnet wird, auch wenn diese nicht im Kontext
von M* verwendet wird.

Es bezeichne U(0) := Eq,[10g(X1,T1)]. Das folgende Lemma thematisiert die Unver-
zerrtheit der Score-Funktion W(6,) = 0, welche zu einer Vereinfachung der Definition
der Fisher-Information zu Z(0y) = Eg, [, (X1, T1)e, (X1, T1)"] fithrt.

Lemma 4.3.
Unter den Annahmen (Al)-(A4) mit 6, € © gilt

¥ (6)]| = 0.

Beweis. Die Aussage kann komponentenweise tiberpriift werden. In Hinblick auf die
Gleichung (3.6a) sei dazu Eg,[te, 1(X1,71)] = $1 + s2 — S3 mit

51 1= E()o“l[Tl,Tl—&-s}(Xl)eO_l] = s

59 1= [y, ]l[Tl,Tﬁs}(Xl)(Xle log(1-T1/G) = 1)+

190X1(190 10g(1 — Tl/G> — 1)
(0o6X1 + D)(Wplog(1 — T1/G) — 1) + 190)

sowie 5
aBO
80@
s3:=Eg |1 (X)) | = %
3 o | LT, 71+ }( 1) (g, 690

Die einzelnen Erwartungswerte berechnen sich nun durch

1 _90 t 19090.%
— [ et (] :
o1 /D G° < G)

- |(obox + 1) (Vo log(1 — t/G) — 1) + o] d(x, 1),
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4.2. Fisher-Information

2] t Yobox
32:/D—x(ﬁolog(l—t/G)—1)506_90’” (1—G> -

 |Wobox + 1) (o log(1 — £/G) — 1) + 20| d(w, )
und

5= [ e (1_’*)%9”{90«9@(00 log(1—#/G) — 1)+
p G G

+ [1+ B0z (Vo log(1 — t/G) — 1)| [(Wobox + 1) (Yo log(1 — t/G) — 1) + vy } d(z, 1)

1 t 19090:)3
= /D —Ee_eox (1 — G) : {9019033(190 log(1 —t/G) — 1) + Yo+
+ (Vobox + 1) (Vg log(l — t/G) — 1) + Db (Vg log(l — t/G) — 1)+

+ Boz(Pobox + 1)(Vo log(1 — t/G) — 1)2} d(z, 1),

wobei flir s3 die Dichtefunktion fg, aus Gleichung 3.1 nach 6, abgeleitet wurde. Als
Differenz aus s; und s3 erhilt man

1 t 190901
S1 — S3 = b 56_90”’“ <1 — G) : {(90’[901’(’[90 log(l - t/G) — 1)+

+ Yobox (g log(l — t/G) — 1) + Oox(Vobozr + 1) (Vg log(l — t/G) — 1)2} d(z,t).

Addiert man dazu nun sq, zeigt sich, dass Eg,[ts, 1(X1,T1)] = 0. Fiir die zweite Kom-
ponente aus Gleichung (3.6b) sei Eg[t0g,2(X1,T1)] = 51 + 52 — §3 mit

$1=Eeoy Ly 145 (X1) - 0o X1 log(1 — T1/G)),

(90X; + )(9log(1 — T,/G) — 1) + ¥

§2 = EGO 1[T1,T1+S} (Xl) :

sowie

da
) v, | _ Ooo,
S3 = EBO 1[T1,T1+5]<X1) g - 0 .
o

Diese berechnen sich nun durch

2 Jobox
5 = /D —eGoxlog(l —t/G)e P (1 — é) .
ooz + 1) (Wolog(1 — t/G) — 1) + ¥ d(a, 1),

60 90 t Yobox
P Y0 6oz 1 v )
%2 D ¢ ( G)

- [(20000x + 1) log(1 = t/G) = oz + 1] d(x, 1)
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4. Modelleigenschaften

und

= [ Dot (1—25)1900” {196;1:10 (1—t/G) + 14
3= 5 I 0bo g

+ Opx (Vo log(l —t/G) — 1) + (Vobox + 1) log(1l — t/G)+
+ Bozlog(1 — t/G)(ydoz + 1) (D log(1 — t/G) — 1)} d(x, 1),

wobei sich 53 durch das Ableiten der Dichtefunktion fp, aus Gleichung 3.1 nach %,
ergibt. Bildet man die Differenz aus §; und §3, so erhélt man

. . 00 bos t Yobox
&= | —Fe 1— a - { Voo log(1l — t/G)+

+ Bozlog(1 — t/G) (0o + 1) (D log(1 — t/G) — 1)} d(z, 1).

Die Addition von §; fihrt zu Eg,[t0g,2(X1,71)] = 0 und somit schlieflich zu
¥ (6)]| = 0. u

Ergibt sich die Score-Funktion als Ableitung der logarithmierten Dichtefunktion nach
dem gesuchten Parameter, dann beschreibt diese die Anderung der Dichtefunktion in
Abhingigkeit des Parameters. Man erhélt aus einer groBen lokalen Anderung viel In-
formation iiber den Parameter und einen hohen Wert der Fisher-Information (vgl. Rii-
schendorf [50]). Intuitiv erwartet man genauere Schitzungen, wenn die Daten mehr
Informationen bereitstellen. Dies wird sich im Zusammenhang mit der asymptotischen
Normalitat in 4.13 bestatigen, da sich herausstellen wird, dass die asymptotische Vari-
anz mit der inversen Fisher-Information tibereinstimmt. Dafiir wird jedoch eine weitere
Darstellungsweise der Fisher-Information benotigt, die in diesem Abschnitt hergeleitet
wird.

In diesem sowie in den weiteren Abschnitten wird die folgende Bezeichnung fiir die
Matrix der ersten Ableitungen der Funktion g = (10g.1,19.2)" verwendet:

Ztbao1(x,t)  Zibgya(w,t)
D gor(,1)  Ztbgya(w,t)

Unter gewissen Regularitatsbedingungen gilt weiterhin die Gleichheit

¢90 (l’, t) =

I(eo) = —IE, [77Z.)90<X17T1)]7

welche auch als Information Matriz Equality (IME) bekannt ist. Diese lésst sich fiir das
Modell der abhéngigen Trunkation aus Kapitel 3.1 aus der IME fiir das in Kapitel 4.1
eingefithrte Modell M* herleiten. Wegen fg(x,t) = 1p(x,t)fo(x,t) /g gelten

EZO [1/)90<XT7TF)¢90(XT7TF)T} - Oi) : EOO {w%(leTl)w@o(Xth)T}
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4.2. Fisher-Information

sowie

B3, [0y (X3, T = == - Bayldo,(X1, T1)].

0o

Der Ubersicht halber bezeichne fg, = fg, (X7, T7). In Anlehnung an die Notation in Ka-
pitel 1.6 aus dem Buch [57] von Theil sei weiterhin 0f;/90 = (0f5/00,0f5/09)T der
Gradient der Funktion fj sowie df;/08" der transponierte Gradient. Entsprechend be-
zeichne 0% f; /(0000") die Hesse-Matrix. In diesem sowie in den folgenden Abschnitten
wird die abkiirzende Notation dfg /00 = 0 f5/00]g—p, fiir die Ableitungen der Funktion
fo und in analoger Weise fiir weitere Funktionen verwendet. Es gilt nun

EGOWJHO(XDTl )] = Eeo [Wg] - EOO lae (f; 899T>]

% f52 00 06T f; 0000"

1 9fg 1 90f; 1 0*f;
= —[E* 0 0 E* o
o Kfso 06 ) (fso 007 )| T [ 75 00067

dlog fg,\ (9log fs 0 f,(,1)
— _E; 0 0 o\ 402, 4).
60 K 06 )( 00T )| T s opoeT 45V

Die IME des Modells M* erhédlt man somit, wenn der zweite Summand verschwindet,
das heifit wenn alle Eintrage der Matrix gleich null sind. Exemplarisch wird dies fiir
die erste Komponente gezeigt. Zur Vereinfachung der Notation bezeichne fgo die erste
beziehungsweise fgo die zweite Ableitung nach 6. Dies gilt entsprechend auch fiir die
Auswahlwahrscheinlichkeit ag,. Auf D gelten

afgo _ f00 - Qg _deo : f90

00 g,
sowie ) . ‘ . '
0 fo, _ Joo - vy — g, - fo, 20, - (fo, - v, — Cra, - fo,)
062 g, o, '
Wegen [, fo,(z,t) d(z,t) = g, erhilt man fur das Integral
o8 t) t) 2 26,
[, 5 /ﬁ” Aty = o= [ ot a0+
p  00? o, Qg a00

Aus Lemma 3.3 erhélt man die Vertauschbarkeit der Differentiation und Integration,
das heifit es gelten [}, fo,(z,t) d(x,t) = cg, sowie [p fo,(z,t)d(z,t) = dg,. Der Wert
des Integrals der zweiten Ableitung der Dichte fg ist somit gleich null. Dies lasst sich
auf dhnliche Weise auch fiir die weiteren Komponenten der obigen Matrix iiberpriifen.
Auf weitere Berechnungen dazu wird an dieser Stelle jedoch verzichtet.

Als Ergebnis erhélt man die IME fiir das Modell M* und wie oben beschrieben daraus
auch fiir das Modell der abhéngigen Trunkation.
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In Lemma 4.3 wurde bereits gezeigt, dass 8, eine Nullstelle der Abbildung 6 — W(0)

darstellt. Die Konsistenz der Schétzfolge erfordert die Eindeutigkeit der Nullstelle die-
ser Abbildung, die aus der Invertierbarkeit der Fisher-Informationsmatrix abgeleitet

werden kann.

[

Z(6)

0.00

0.00

0.15—
10—
05—

Unter den Annahmen (A1)-(A4) mit 8y € © gilt fiir die Fisher-Informationsmatriz die

Gleichheit

Werte annimmt. G und s sowie der Ausschnitt des Parameterraums wurden entspre-

Die nachfolgende Abbildung zeigt grafisch, dass die Determinante ausschliellich positive
chend der Anwendung in Kapitel 7 gewéhlt.

Abbildung 4.2.: Determinante von Eg,

4. Modelleigenschaften

Satz 4.4.

Eo, (V00,1 (X1, T1)e,,2( X1, T1))]
Eo, (15, 2(X1, T1)]

]E90 [¢30,1(X1a Tl)]
IE90 WJBo,l (Xla Tl)"vb@o,? (X1> Tl)]

Mithilfe der fithrenden Hauptminoren lédsst sich zeigen, dass die Matrix positiv definit

Unter den Annahmen (A1l)-(A4) mit 6y € © ist die Matriz Z(0) invertierbar.

Der folgende Satz gibt einen rigorosen Beweis der Invertierbarkeit.

Beweis. Die Matrix Z(6) hat die Form

Satz 4.5.

ist. Wegen Lemma 4.3 stellt Eg,[15, ,(X1,T1)] die Varianz der ersten Komponente der
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4.2. Fisher-Information

Score-Funktion dar. Mit Blick auf die Definition 3.6a wird deutlich, dass die Zufallsva-
riable g, 1(X1,T1) fiir (X;,71) € D nicht konstant ist und positive Varianz besitzen
muss.

Gemaf der Holder- bzw. Cauchy-Schwarz-Ungleichung gilt

N

Eo, [[v60,1(X1, T1)ve,2(X1, Th)|] < <E90 [¢30,1(X1aT1)])% (Eoo [1/130,2(X17T1)])

Mit der Dreiecksungleichung fiir Integrale folgt

Egy [, 1 (X1, T1)] - By [, (X0, T)] — (Eoo [ap (X1, T),2(X1, T1)])” > 0,

sodass die Matrix Z(6y) positiv semidefinit ist. In der Cauchy-Schwarz-Ungleichung
tritt die Gleichheit genau dann auf, wenn die Funktionen g, ; und g, » linear abhangig
sind. Die Determinante der Matrix ist somit von Null verschieden, wenn a; = ay, = 0
aus aj - Yg,1 + az - Y, 2 = 0 folgt. Es bezeichne ¢y die partielle Ableitung von ag
nach 0, ¢y die partielle Ableitung von ag nach 9 und y = ¥log(1 — ¢t/G) — 1. In den
nachfolgenden Uberlegungen wird der Erwartungswert nicht beriicksichtigt, weshalb
zur besseren Lesbarkeit in @ statt in 6y formuliert wird. Weiterhin wird (x,t) € D
angenommen, da die Score-Funktionen aufierhalb von D den Wert Null annehmen (vgl.
(3.6)). Die Ausgangsgleichung lautet

96 1 v V
O:al{ xe—l— y—l—e+:cy[(199x+1)y+19]+19xy—Ze[(ﬂ@x—l—l)y—l—ﬁ]}—l—
0

a {Qa:(y;;l)[(ﬁ%—ir 1)y + 9] + (200 + 1) (y;;l) e+ 1- jZ[(ﬁ@(L’—i— 1)y+§]}.

Zusammengefasst ergibt sich
9 :
0=a {319my 4yl +90%y? + 23* — %[(ﬁ@x + 1Dy + 19]} +
0

o 0

1 .
+30xy+29:v+(Zyj’;)—l—l—?[(ﬂém%—l)y%—ﬁ]}.
0

Ox(y + 1)y

s {92932(y+ 1y + 5

Differenziert man nun zweimal nach z und einmal nach y, so fithrt dies zur Gleichung

ay - {490y} + ax{20*(y + 1)y} = 0.

Nach erneutem Ableiten nach y erhilt man unter der Annahme 9 > 0 den Zusammen-
hang a; = —0/Yay. Eingesetzt in die vorherige Gleichung liefert dies ay = 0 und somit
auch a; = 0.

Im Fall ¥ = 0 ergibt sich mit y = log(1 — ¢t/G) die folgende Gleichung

al{l—:L’—de}—l—ag{(ex—l)y—dﬁ}zo.

0 (67] (67]

Fiir die Form der Auswahlwahrscheinlichkeit fiir = 0 siche Gleichung 3 in [65]. Fur die
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4. Modelleigenschaften

Argumentation ist es unerheblich welche Form die zugehorigen Ableitungen fiir ¢ = 0
annehmen, sodass darauf nicht weiter eingegangen wird. Das Ableiten nach x liefert

—ay +axf(y+1) =0.

Differenziert man zusatzlich nach y, so folgt a; = 0 und mit der vorherigen Gleichung
ebenso a; = 0.

Als Konsequenz sind die beiden Funktionen 1)g; und 1o linear unabhéngig und die
Matrix Z(8y) ist positiv definit und damit invertierbar. [

4.3. Konsistenz

Eine wiinschenswerte Eigenschaft der Schatzfolge 0., ist die Konvergenz in Wahrschein-
lichkeit gegen den wahren Parameterwert 6,. Die Folge von Schétzern wird dann als
konsistent bezeichnet. Diese wird mithilfe der Theorie iiber Z-Schétzer von van der
Vaart [61] bewiesen.

Mit der Unverzerrtheit der Score-Funktion in Lemma 4.3 und der Invertierbarkeit der
Fisher-Information in Satz 4.5 wurden bereits wichtige Voraussetzungen fiir die Konsis-
tenz gezeigt. Das nichste Lemma thematisiert die Integrierbarkeit der Score-Funktion,
welche fiir die gleichméfiige Konvergenz der Kriteriumsfunktion eine wichtige Rolle spie-
len wird.

Lemma 4.6.

Unter den Annahmen (A1)-(A4) existiert eine vom Parameter 6 unabhdingige Funktion
g: S — Ry mit Bg,[g(X1,T1)] < oo, sodass ||te(x,t)|| < g(z,t) fir alle @ € © und
(z,t)T € S erfillt. Insbesondere gilt Eq,[||1,(X1,T1)||?] < oo fiir 8y € .

Beweis. Mit der umgekehrten Dreiecksungleichung gilt zunichst wegen ¢ € [0,1 — &y]
fir alle (z,t)T € D die Abschitzung

|90z + 1)[Plog(1 — t/G) — 1] + 9| > |02 + 1)[1 = Dlog(1 — /G)] = 9| > 1= > &y,
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4.3. Konsistenz

Damit gilt fiir die erste Komponente der Funktion (3.6a) nun

02, 1)] < Tpar (@) {; + [l = Dlog(1 — t/G)

vz[dlog(l —t/G) — 1] dag
|(199x 1) [Plog(l—1/G) — 1] + 19| e

< Lypprs) () - {519 + (G + s)[1 = Jlog(1 — t/G)]

+ (G;; 1~ 9log(1 — /G| + Kl}
< L) (@) - {619 + 2<G€:S)[1 —Jlog(l —t/G)] + K1}~

Hierbei folgt ~' < ¢, aus g5 < 6 und ‘%k)ég_l nimmt aufgrund der in Lemma 3.3
besprochenen Stetigkeit sein Maximum K; > 0 auf © an. Ahnlich erhilt man fiir die

zweite Komponente (3.6b) die Abschitzung

V0.2, )] < D) - { — Oxlog(l —1/G)

(00 + V[0 log(1 — t/G) — 1] + 9

|(219«9:c+ 1)log(1 — t/G) —91:+1| dag }
Qg

- bx[1 — 9log(1 — t/G)]
< Lppigs(z) - { T log(1 —t/G) + |(90z + 1)[91og(1 — t/G) — 1] + 9|
(902 + DL —log(1 —1/C)] 1
|(W0x + 1)[91og(1 — t/G) — 1] + V| + . + Kg}

€&y €y

< Dppirg () - { (?)(G—i—s) + 1) [1—log(l —t/G)]+ ;9 + Kz},

wobei auch hier der Satz vom Maximum mit Ky > 0 verwendet wurde. Insgesamt erhélt
man somit fiir eine hinreichend grofle Konstante K. > 0, welche von £y und €y abhangt,

dass

Vo (@,0) + (2, t) < Dy () { K. + K[l —log(1 — t/G)]}". (4.2)

Es sei g(x,t) := Ly g (2) { K- + K.[1 —log(1 — t/G)]}. Der Erwartungswert der domi-
nierenden Funktion g beziiglich 8 ist endlich, denn mithilfe der Randverteilung F'* aus
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4. Modelleigenschaften

Annahme (A2) erhilt man

G oo
Ego[g(Xth)] S/O /0 {K€+KE[1 _log(l _t/G)]} ’ f90(x7t> dz dt
K. (¢
— K.+ ?/0 1 — log(1 — t/G)] dt

1
K (1s

= (2t~ G(1 — 1/G) log(1 - t/G)]0G> — 3K, < oo

fiir eine hinreichend grofle Konstante K. > 0.
Fiir den Nachweis der zweiten Aussage, wird das Quadrat in Ungleichung (4.2) aufgelost:

Vo (T,1) + 05,5 (w,1) < K2 {1+ 2[1 = log(1 — t/G)] + [1 —log(1 — t/G)]*}
= K2 {4 —4log(1 —t/G)] +log(1 — t/G)*}

Mithilfe der Substitution von # = 1—t/G sowie partieller Integration fiir u(x) = log(x)?
und v(z) = 1 erhdlt man

Eo,|(log(1 ~ T1/G))’) = [ (log(@)?dz = — [ 210g(s

Mit Eg,[1 — log(1 — T} /G)] = 2 folgt daraus Eg,[||ve, (X1, T1)|*] < 10K? < . [

Bevor schliefflich die Konsistenz der Schétzfolge bewiesen werden kann, wird ein Satz
angefiithrt, der fiir den Nachweis der gleichméBigen Konvergenz der Kriteriumsfunktion
hilfreich sein wird (vgl. Lemma 2.4 aus Newey und McFadden [46]).

Satz 4.7. (Gleichmifliges Gesetz der grofien Zahlen)

Es seien (X1,T1),...,(Xn, T,) unabhdingig identisch verteilte Zufallsvariablen, © eine
kompakte Menge und 0 v g(x,t) fiir fast alle (x,t)T € S eine stetige vektorwertige
Funktion. Weiterhin existiere eine Funktion g : S — R mit Eg,[g(X1,T1)] < 0o, sodass
|ve(z,t)|| < g(z,t) fir alle @ € © und (z,t)" € S gilt.

Dann ist die Funktion 0 — V(0) := Eq,[10g(X1,T1)] stetig und es gilt

sup Z% (X;,T;) xp(e)Him.

0co

Bemerkung 4.8.

Im Kapitel 6 wird der Begriff der Glivenko-Cantelli-Klasse eingefiihrt. Beispiel 6.9 wird
aufzeigen, dass die Klasse {191,192 : 0 € O} unter den Voraussetzungen von Satz 4.7
eine Glivenko-Cantelli-Klasse darstellt und somit das gleichméflige Gesetz der grofien
Zahlen erfiillt ist. Dies stellt eine alternative Argumentation zu Lemma 2.4 aus Newey
und McFadden [46] dar. O

Lemma 4.9. .
Unter den Annahmen (Al)-(A4) gilt ¥,(0,) — 0
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4.3. Konsistenz

Beweis. Ziel ist es zu zeigen, dass Po,(||¥n(0,)] > 0) — 0. Fiir 8,, € O gilt direkt
\I/n(én) = 0, sodass insbesondere die Randwerte betrachtet werden sollen, die kei-
ne Nullstelle darstellen. Weiflbach und Wied [65] argumentieren in Lemma 2 (v) mit
dem Monotonieverhalten der Kriteriumsfunktionen. Die Monotonieeigenschaften kon-
nen aufgrund der komplexen Struktur der Funktionen in diesem Fall jedoch nicht direkt
nachgewiesen werden. Alternativ werden verschiedene Falle zur Lage der Kriteriums-
funktion relativ zur null betrachtet. Die verschiedenen Félle fithren dann zu den ver-
schiedenen Randpunkten des Rechtecks [gg, 1/g4] X [0, 1—&y]. Die vier Eckpunkte werden
dabei gesondert betrachtet. Es wird eingangs 0 € ) angenominen.

Es sei zunichst 6, = 0 € (€9,1/2p). Dann gilt \Ifn,l(e,ﬁn) = 0 fiir J,, = 0 und fiir
U, = 1 — eg. Die Sétze 4.4 und 4.5 liefern Eg,[1g, 2(X1,T1)] < 0. Somit ist die Abbil-
dung ¥ — Uy (0,9) aufgrund ihrer Stetigkeit in einer Umgebung um 6, streng monoton
fallend. Nach Satz 4.3 ist 8y eine Nullstelle von 8 — ¥(0). Im Rahmen des Konsis-
tenzbeweises wird sich zeigen, dass die Nullstelle eindeutig ist (Satz 4.10 (ii)). Aus dem
Monotonieverhalten, der Eindeutigkeit der Nullstelle und der Stetigkeit miissen auf den
Randern Wy(0,0) > 0 sowie Uy(f,1 — ey9) < 0 gelten. Falls nun ¥, 5(6,0) < 0, dann
folgt direkt mit dem Gesetz der grofien Zahlen

0 < [U,5(6,0)] < |¥,4(6,0) — ¥y(0,0)] - 0.

Falls W, 5(6,0) > 0 muss auch ¥, (6,1 — £y) > 0 gelten, da sonst ¥, 5(6,,) = 0. Es
folgt ebenfalls mit dem Gesetz der groflen Zahlen

0 < |U,0(0,1 —ey)] < |Wna(0,1 —cy) — Uy(0,1 —g)| = 0.

Insbesondere gilt Py, (|W,2(0,0)] > 0) = Py, (|¥,2(0,1 — €y)| > 0), gegeben, dass sich
die Nullstelle von V,, » auflerhalb von © befindet.

Auf analoge weise kann die Argumentation auch fiir 9, = 9 € (0,1 — &y) und den
Punkten (g9,9) sowie (1/g9,9) fir die Funktionen ¥, ; und ¥, gefithrt werden.
Weiterhin kann die Argumentation ebenso fir 8, € © gefithrt werden. Die Nullstelle
der Funktion € — W¥(0) kann sich dann auch auf dem Rand des Parameterraumes
befinden. Die anderen Abschatzungen bleiben jedoch erhalten. Fiir die Eckpunkte kann
genauso verfahren werden. Es werden jedoch mehr Fallunterscheidungen benétigt, da
beide Komponenten der Funktion ¥,, = (U, 1, ¥, ) in den Eckpunkten ungleich null
sind. |

Die Konsistenz des Schétzers ldsst sich nun mithilfe des néchsten Satzes (vgl. Satz 5.9
aus [61]) beweisen.

Satz 4.10.
Es seien V,,, n € N, vektorwertige Zufallsfunktionen und U eine vektorwertige Funktion
in @ € ©, sodass fir alle e > 0 die folgenden Bedingungen erfillt sind

(7) sup [|¥,(8) — ¥ (B)]] 0,

(i), mf (U0 > 0= [¥(B)].

0€0:d(6,00)>
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4. Modelleigenschaften

Dann konvergiert jede Folge von Schdtzern (9n)neN mit \Iln(én) 240 in Wahrschein-
lichkeit gegen den wahren Parameterwert 6y € ©.

Satz 4.11. (Konsistenz)
Unter den Annahmen (A1)-(A4) konvergiert die Schditzfolge 8,, aus Gleichung (3.5) in
Wahrscheinlichkeit gegen den wahren Parameterwert 6y € ©.

Beweis. Zunachst wird die Bedingung (i) des Satzes 4.10 tberpriift. Diese liefert der
Satz 4.7 iiber das gleichmaflige Gesetz der groflen Zahlen, dessen Bedingungen dafiir
nachgepriift werden.

Per Definition sind (X1, 71)7%,. .., (X,, T,)T unabhingig identisch verteilte Zufallsva-
riablen und © eine kompakte Menge. Die vektorwertige Funktion 6 — 1g(x,t) ist als
Komposition stetiger Funktionen fiir fast alle (x,t)* € S stetig. Die Stetigkeit der
Auswahlwahrscheinlichkeit g sowie die Stetigkeit der zugehorigen partiellen Ableitun-
gen wurde in Lemma 3.3 thematisiert. Lemma 4.6 liefert die Abschétzung der Score-
Funktion durch eine vom Parameter 8 unabhangige Funktion mit endlichem Erwar-
tungswert. Somit folgt Teil (7) des Satzes 4.10 aus dem Satz 4.7 iiber das gleichméafBige
Gesetz der grofien Zahlen.

Nach Problem 5.27 in van der Vaart [61] ist die Bedingung (i¢) aus Satz 4.10 adquiva-
lent dazu, dass die Gleichung ¥(8) = 0 die eindeutige Losung € = 0 besitzt. Aus dem
Lemma 4.3 geht hervor, dass @ = 0, eine Losung dieser Gleichung ist. Die Eindeutigkeit
der Losung kann nun tiber die in Satz 4.1 bewiesene Identifizierbarkeit des Parameters
0 im Modell M* hergeleitet werden. Aufgrund des Zusammenhangs f; = 1pfa,/,
gilt zunachst

1
EZO [we(va Tl*)] = JEOO [wB(Xla Tl)] .

Weiterhin lasst sich mithilfe der Gleichungen in (3.6) tiberpriifen (siche Appendix A.1),
dass

(55, | g o st 1) B3, | g 0w 50,70 ) = B elXe 0L (43)
sodass auch die Gleichung

(Eeo [89 log fo (X7, T} )] , Eg, [819 log fo (X7, T} )D =0 (4.4)

eine eindeutige Losung in @ = 0, besitzt. Es gelten nun auch

% 82 * * * 1 0

]Eeo [wlong(X17Tl ):| = ?%EBO |:891/J971(X17T1):|’
% 82 * * * 1 9

Eeo |:(9192 long(X17T1 >:| = ?%Ego {819770972(X17T1)]
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4.4. Asymptotische Normalitét

sowie

m; -2 Fa(X: T*)]—l]E [aw (X T)}—lE [aw (X1, T7)
0o 0g Jg\ A1, L4 _Oéeo 6080 6,2{X1,11 _0490 00819 6,1{A1,41)]-

000V

Aufgrund der positiven Definitheit der Matrix Z(6,) in Satz 4.5 und der IME in Satz 4.4
ist die Eindeutigkeit der Losung von (4.4) dquivalent zur Eindeutigkeit des Maximums
der Funktion 8 — Ej [log f5(X7,T7)]. Die notwendige Vertauschbarkeit der Differen-
tiation und Integration erhalt man durch dhnliches Vorgehen wie in Lemma 3.3 durch
das Anwenden von Satz 5.7 (Kap. IV, § 5.) aus dem Buch [13] von Elstrodt. Nach Satz
2.14 ist die Eindeutigkeit des Maximums wiederum &aquivalent zur Identifizierbarkeit
des Parameterwertes 6, im Modell M*.

Die Bedingungen (i) und (i7) des Satzes 4.10 sind erfiillt. Somit folgt die Konsistenz

der Schitzfolge mit Satz 4.10, da nach Lemma 4.9 ¥,,(8,,) — 0. |

4.4. Asymptotische Normalitat

Nachdem die Konsistenz der Schétzfolge gezeigt wurde, stellt sich die Frage, in welcher
Ordnung 6, — 6, gegen null konvergiert. Diese betrigt héufig n /2 und die Folge
\/ﬁ(én — 6y) konvergiert in Verteilung gegen eine Normalverteilung. Diese sogenannte
asymptotische Normalitdt der Schétzfolge lasst sich mithilfe des néchsten Satzes (vgl.
Satz 5.41 aus [61]), der ebenfalls auf der Theorie der Z-Schétzer basiert, beweisen. Im
Folgenden sei © := (g5, 1/g4) x (0,1 — £4).

Satz 4.12. )
Es sei Oy € ©, 0 — (z,t) fiir alle @ € © und fir alle (x,t)T € S eine zweimal stetig
partiell differenzierbare Abbildung, welche die folgenden Voraussetzungen erfiille:

(Z) Eqg, [¢90(X1’ Tl)] =0,
(i) Eo,[lte, (X1, T1)|?] < 0o sowie
(131) g, [the, (X1, T1)] ist invertierbar.

Dariber hinaus seien die zweiten partiellen Ableitungen von g (x,t) fir alle @ aus einer
Umgebung von Oy durch eine integrierbare Funktion 1 (x,t) dominiert.
Dann erfillt jede konsistente Schatzfolge (0.,)nen mit W,,(6,) = 0 fir alle n € N, dass

1\/15 zn:@DoO(Xi, T;) + op,, (1),
=1

wobei OPGO(I) fur eine in Wahrscheinlichkeit gegen 0 konvergierende Folge steht. Insbe-

\/ﬁ(én - 90) = _(]Eeo [Q/}Go])_

A

sondere ist die Folge \/n(6, — 6) asymptotisch normalverteilt mit dem Erwartungs-
wertvektor 0 und der Kovarianzmatriz (Egy[1e,]) ™ Eay[10e, g, | (Bo, [Va,)) -

Dank der IME aus Satz 4.4 vereinfacht sich die Kovarianzmatrix und die Berechnung
der zweiten Ableitungen fiir die Hesse-Matrix ist nicht mehr notwendig.
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4. Modelleigenschaften

Satz 4.13. (Asymptotische Normalitit)

Unter den Annahmen (A1)-(A4) mit O, € © konvergiert die Folge \/n(8, — 6,) in
Verteilung gegen eine normalverteilte Zufallsgrofie mit dem FErwartungswertvektor O
und der Kovarianzmatriz Z(6y)~!.

Beweis. Als Funktion in 0 sind die gebrochenrationalen Funktionen in den Gleichungen
(3.6a) sowie (3.6b) zweimal stetig partiell differenzierbar, da der Nenner fiir @ € © und
(X;, T;)T € D keine Nullstelle besitzt. Weiterhin ist die Auswahlwahrscheinlichkeit ag
als Funktion in @ nach Lemma 3.3 dreimal stetig partiell differenzierbar. Die Funktion
0 — g(x,t) ist somit als Komposition zweimal stetig partiell differenzierbarer Funk-
tionen fiir alle (z,t)T € S ebenfalls zweimal stetig partiell differenzierbar.

Die Bedingung (i) aus Satz 4.12 wurde bereits in Lemma 4.3 bewiesen, (ii) geht aus
Lemma 4.6 hervor und Bedingung (7i7) resultiert aus der positiven Definitheit der Ma-
trix in Satz 4.5 zusammen mit der IME in Satz 4.4.

Als letztes verbleibt der Nachweis der Dominiertheitsbedingung der zweiten partiellen
Ableitungen der Funktion . Fiir

Rg := (902 + 1)[¥1og(1 —t/G) — 1] + 0

Ry :=dx(V1log(1 —t/G) — 1)
Ry = (200z + 1)log(1 — t/G) — fz + 1

lauten die partiellen Ableitungen der ersten Ordnung

8@[)971(95,15) . 1 Rz 0 8049 1
o Litets) (2, 1) e TR 00\ 00 ag
g 1(x,t) (o) |2 log(1 — £/G) + z(201log(l —t/G) — 1)
o ’ Ry
_ BBy 0 (dag 1
R 00\ 09 ap
Meo(w,t) _ (o, 20xlog(1—t/G) Ry 0 (Dag 1
gy el Re R 99\ 00 ag) |

Hierbei gilt W”gﬂ(x’t) = w"g@(gﬁ’t). Daraus lassen sich nun die partiellen Ableitungen der
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4.4. Asymptotische Normalitét

zweiten Ordnung berechnen

82¢9,1(m,t) . 1 2Rg 62 8(19 1
T G AN 1ty il
0*1hg 1 (, 1) 2xlog(l —t/G)  2x(29 —log(1 — t/G) — 1)Ry
o0z = Ti,144) (z,1) Re - Rz
_ 20z lOg(l — Zf/G)Re i 2R9R?9 _ 82 8a9i
R2 RS 002\ 00 ag
Poa(wt) g [ 20@los(l=t/G) =Dy 26l 0 (dag L
pgz el R} Ry 902 \ 00 aq
Pga(z,t) Do) _ 60xlog(1 —t/G)Ry N 2R3 9* (Bag 1
goz R3 RS 002\ 90 ap) |

Fur alle weiteren Ableitungen gilt

0*thg 1 (x, 1) _ D*thg o(, 1) _ 0*thg o(, t)
o2 0900 06009

beziehungsweise

827?9,2(%” _ 821#9,1(:&25) _ 32%9,1(%75)
002 Y00 0009

Die partiellen Ableitungen zweiter Ordnung lassen sich nun &hnlich wie die Score-
Funktion selbst im Konsistenzbeweis 4.11 abschétzen. Es lasst sich wieder ¥ < 1, 0 < g
sowie |Rg| > 1 — ¥ > €y nutzen. Die partiellen Ableitungen der Auswahlwarscheinlich-
keit lassen sich durch Lemma 3.3 durch eine positive Konstante abschétzen. Mit K > 0
folgt daher beispielsweise fiir 9*tbg 1 /(06?), dass

1 2R3
S ]l[t,t-i-s]('r’t) [53 + ||}%36|| + K‘|
1 2(G+s)3(1—1log(l—t/G))>

< Lpppgg(z,t) l +
R E

+ K|.

Die Integrierbarkeit der Funktion ldsst sich wieder mithilfe partieller Integration nach-
weisen. Da sich die anderen Ableitungen zweiter Ordnung dhnlich abschétzen lassen,
wird auf weitere Ausfiihrungen dazu nicht weiter eingegangen.

Nach Satz 4.12 ist \/n(8, — 6) fiir jede konsistente Schétzfolge ,, mit ¥, (,) = 0
asymptotisch normalverteilt mit dem Erwartungswertvektor 0 und wegen Satz 4.4 mit
der Kovarianzmatrix

(Eeo [77&90])_1E90 [¢90¢go](E90 [77[}90])_1 = _(Eeo [77[)90])_1 = I(OO)_I'
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5. Test auf Unabhangigkeit

In diesem Kapitel wird ein statistischer Test zur Untersuchung der Unabhéangigkeit von
der Lebensdauer X; und dem Alter T; bei Studienbeginn entwickelt. Die Untersuchungen
fokussieren sich auf die in Annahme (A3) eingefithrte Gumbel-Barnett-Copula Cy, da
sich fiir diese eine Besonderheit fiir die Unabhéngigkeit ergibt. Die Copula vereinfacht
sich zur Unabhangigkeitscopula, sofern der Parameter ¥ den Wert null annimmt und
sich somit auf dem Rand des Parameterraums befindet. In Folge dessen wird zunéchst
die asymptotische Verteilung der Schétzfolge auf dem Rand des Parameterraumes un-
tersucht, bevor die Durchfiithrung des Tests besprochen werden kann. Des Weiteren
widmet sich der zweite Abschnitt der Untersuchung der Teststirke. Die Anwendung
des Tests auf Daten sowie eine Simulation zur Teststérke sind in eigene Kapitel 7 und
8 ausgegliedert.

5.1. Asymptotische Verteilung

Im Abschnitt 4.3 wurde die Konsistenz der Schéatzfolge 0., auf dem abgeschlossenen Pa-
rameterraum © nachgewiesen (vgl. Satz 4.11). Als Abhéngigkeitsstruktur wurde dabei
die Gumbel-Barnett-Copula nach Annahme (A3) zugrunde gelegt. Im darauffolgenden
Abschnitt 4.4 hélt Satz 4.13 die asymptotische Normalitéit der Folge \/n(8, — 0,) fest.
Im Vergleich zur Konsistenz gilt die asymptotische Normalitat lediglich auf dem offe-
nen Parameterraum ©. Zum einen muss die Differenzierbarkeit der Kriteriumsfunktion
W, erfullt sein. Zum anderen ist nur fir @n c 6 sichergestellt, dass 971 eine Nullstelle
der Kriteriumsfunktion ist. Da die Gumbel-Barnett-Copula eine Abhédngigkeitsmodel-
lierung nur in eine Richtung erlaubt, liegt der Parameterwert fiir die Unabhéngigkeit
mit Yy = 0 auf dem Rand des Parameterraums. Zur Untersuchung des asymptotischen
Verhaltens der Folge \/ﬁ(én — 6y) wird die Idee aus Satz 1 aus der Arbeit von Mo-
ran [41] aufgegriffen. Die Unkenntnis dartiber, ob die Schétzfolge eine Nullstelle der
Kriteriumsfunktion darstellt, wird als Bedingung in die Verteilung aufgenommen.

Satz 5.1. (Asymptotische Verteilung fiir o = 0)
Unter den Annahmen (A2)-(A4) sowie ¥y = 0 und 6y € (g9, 1/e9) konvergiert die Folge
V/n(0,, — 0y) fiir n — oo in Verteilung gegen
1 00 1 00
Dg, (a) = §F1 (a) + §F2 (a).
Hierbei ist Floo eine zweidimensionale Verteilungsfunktion, die auf dem Bereich

a € (—oo,00) x (0,00) definiert ist und als Dichte zweimal die Dichtefunktion von
N5(0,Z(8,)~") besitzt. Die Punktion F2° ist fiir a € (—o00,00) x {0} definiert und stellt
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5.1. Asymptotische Verteilung

die eindimensionale Verteilungsfunktion von
0(2)}/1

mit 0® = (Z(8¢)11)~" dar. Die Verteilung von Y; ist die Verteilung von Y bedingt auf
die Ungleichung
Yo —Z(6¢)12 - oy, <0,

wobei (Y1,Ys)T ~ N3(0,Z(8y)).

Beweis. Um die stetige Differenzierbarkeit der Funktion 1y aus Gleichung (3.6) in 6,
nachzuweisen, kann der Definitionsbereich der Funktion um eine (kleine) offene Kugel
um ¥ = 0 erweitert werden. Die Eigenschaften der Funktion fy als Dichte kann nicht
mehr garantiert werden. Allerdings lésst sich zeigen, dass die Auswahlwahrscheinlich-
keit weiterhin strikt positiv ist und der Nenner in der Funktion )y fiir (x,t) € D keine
Nullstellen besitzt. Die im Beweis von Satz 4.13 berechneten Ableitungen existieren
somit auch fiir diese offene Menge und sind stetig.

Der Beweis des Satzes folgt zundchst dem Beweis von Satz 5.41 aus van der Vaart [61]
(vgl. Satz 4.12) und greift dann die Idee der Fallunterscheidung fiir U, > 0und 9, =0
aus dem Satz 1 von Moran [41] auf.

Nach dem Satz von Taylor existiert ein Vektor 8, € {6y + t(8,, — 8,)|t € (0,1)}, der
fiir beide Komponenten ¥, ; und ¥, 5 unterschiedlich sein kann, sodass

Wo(B) = Wal00) + Wo(00)(B — 00) + 5B, — )T, (0,)0, 0. (5.)

Hierbei gilt \Ilnl(én) = 0 und \Ifnvg(én) = 0, falls 9, > 0, und \I]ng(én) < 0, falls
1§n = 0. Der Term W, (6y) ergibt sich als Mittelwert aus den unabhingig identisch
verteilten Zufallsvektoren g, (X;, 1), i = 1,...,n, mit Eg,[¢e,(X;, T;)] = 0 (vgl. Satz
4.3). Nach Lemma 4.6 gilt Eg, [||vs, (X1, T1)|%] < oo fiir 8y € O, sodass die Eintrige der
Matrix Z(6y) endlich sind. Nach dem multivariaten zentralen Grenzwertsatz konvergiert
die Folge \/n¥,,(8,) in Verteilung gegen N5(0,Z(6q)). Die erste Ableitung ¥,,(0,) im
zweiten Term konvergiert nach dem Gesetz der groflen Zahlen in Wahrscheinlichkeit
gegen Eg, [thg, (X1, T1)]. Der Notation in [61] folgend, ist die zweite Ableitung ¥, (8,,)
ein zweidimensionaler Vektor bestehend aus (2 x 2)-Matrizen. Im Beweis von Satz 4.13
wurde bereits gezeigt, dass ein § > 0 existiert, sodass die Funktion ¢g(z,t) fiir alle
60 € (0y—0,0y40) x [0, 99+0) von einer integrierbaren Funktion ¢)(x, t) dominiert wird.
Der Spezialfall ¥y = 0 wird in Lemma 3 in [65] behandelt. Aufgrund der in Satz 4.11
gezeigten Konsistenz geht die Wahrscheinlichkeit von {8, € (6y— 4, 6y+6) X [9g, dg+6)}
gegen eins. Auf dieser Menge gilt nun

i, (6, HZ%Kf L]

Letzteres ist aufgrund der Integrierbarkeit der Funktion t(z,t) und dem Gesetz der
grofien Zahlen in Wahrscheinlichkeit beschrankt. Der zweite und dritte Term aus (5.1)
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5. Test auf Unabhangigkeit

lassen sich damit zu

(Eou o, (X1, 7] + 08, (1) + 5B — 60)7 O, (1)) (B — 00)

= (Eg [0, (X1, T1)] + 08, (1)) (8, — 60)

umschreiben. In diesem Fall stehen op, (1) und Op, (1) fiir eine (2 x 2)-Matrix und
einen zweidimensionalen Vektor aus (2 x 2)-Matrizen, deren Eintrage aus Folgen be-
stehen, die in Wahrscheinlichkeit gegen null gehen bzw. beschrankt sind. Die Dimen-
sion von Opeo(l) variiert in den folgenden Verwendungen, worauf jedoch nicht genau-
er eingegangen wird. Die rechte Seite der Gleichung folgt mit der Konsistenz, sodass
(6, — 60)" Op,, (1) = op, (1)'Op, (1) = op, (1). Durch Kombination der Aussagen in
Satz 4.5 und Satz 4.4 wird die Matrix Eg, [¢g, (X1, T1)] + op,, (1) fiir grofie n inver-
tierbar.

Fiir den Fall 9, > 0 erhilt man somit

0 = U, (6o) + (Eltra, (X1, T1)] + 08, (1)) (8, — 05) &
0, — 0y = — (Eo, [0, (X1, T1)] + 0z, <1>)” W, (6,)

\/ﬁ(én - 90) (]E90 [¢00 (Xb Tl) Z dj@o Xl? T) + OIP’GO (1>

(3

\/_

sodass \/ﬁ(én—ﬂo) bedingt auf 9, >0 gegen eine zweidimensionale Verteilung F©° (ag, ay)
konvergiert, deren Dichte fiir ay < 0 gleich null ist und fiir ay > 0 zweimal der Dich-
tefunktion der Normalverteilung N5(0,Z(68y)~") entspricht. Der Faktor zwei ergibt sich
dabei wie folgt: Ist (Z1, Z»)T ein normalverteilter Zufallsvektor mit dem Erwartungswert
0 und der Dichtefunktion ¢, dann gilt

P(Z; < 0< 2, <
P(Zy < 21,2y < 2|2y > 0) = (% IP’Z(lZ’ = 0) 2 < 2) / / 20(21, Z5) dzp A2y
2

wegen P(Zy > 0) = 1/2.
Wie in Satz 1 in [41] erhélt man fiir den Fall ¥,, = 0 die Vereinfachung

W, (0,) = W, (00) + (Eogy[th6(X1,T0)] + 08, (1)) (8, — 60)

[ Waa(80) ) [ Z(Bo)u Z(Bo)i2 | [ 6n— b0 [ em @
| 0,4000) T(00)ar Z(80)a 0 08, (1)
_ [ Yna(60) | Z(80)11 (0 — 6o) ) N ( Oy, (1) ) .

U,,2(6) Z(06)21 (6 — 6o) org, (1)
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5.2. Testdurchfithrung und Untersuchung der Teststéarke

Mit \Ifnl(én) =0 und \Ian(én) < 0 folgt somit

A

0= \Iln71(00) — 2(00)11(9n — 00) + O]p@o(l) =
O — 00 = (Z(60)11) " V,,.1(00) + op, (1) (5.2)

und R
0> \Ilng(eo) — 1(90)21 (en - 90) + OPOO(l)'

Das Einsetzen von Gleichung (5.2) fithrt weiterhin zu
0> V,5(0)) — Z(60)21(Z(00)11) ' 0,,.1(80) + 0P90(1)~

Somit ist \/n(f, — 0y) unter der Bedingung Ys — Z(0)21(Z(80)11)"1Y; < 0 asympto-
tisch normalverteilt mit dem Erwartungswert 0 und der Varianz (Z(6¢)11)~", wobei
(Y1, Ya) ~ N3(0,Z(60)).

Es bezeichne nun A die Menge aller w e, auf der die Ungleichung
Yy — Z(00)21(Z(60)11) Y1 < 0 erfiillt ist. Die Linearkombination aus den zwei normal-
verteilten Zufallsvariablen Y] und Y5 ist ebenfalls normalverteilt mit dem Erwartungs-
wert null. Aus Symmetriegrinden gilt daher P(A) = 1/2. Mit dem Gesetz der totalen
Wahrscheinlichkeit folgt somit fir die asymptotische Verteilung ®g, von \/ﬁ(én —6y),

dass
1 1
By, = FP . (1 —=P(A)) + FP . P(A) = §F19° + §F§’0.

5.2. Testdurchfiihrung und Untersuchung der
Teststarke

Unter Verwendung von Satz 5.1 kann der Test zur Uberpriifung der Unabhéngigkeit
nun formuliert werden. Die Null- und Alternativhypothese lauten

H02190:0
Hy: 9y > 0.

Nach Satz 5.1 besitzt die Folge \/n(0,, —0y) = v/n(0, — 0y, 9,)" unter Hy die asympto-
tische Verteilung ®g,(a) = JF7°(a) + $F3°(a). Als asymptotische Randverteilung fiir
/0, erhilt man

x

%(af dx

1 ap 1
Cbgo(oo,aﬂ):§+/0 > =c
o3

fiir ag > 0 mit 02 = (Z(8g) '), da F{° auf (—o0,00) x (0,00) als Dichte zweimal
die Dichtefunktion der zweidimensionalen Normalverteilung N5(0,Z(6y)~!) besitzt und

25



5. Test auf Unabhangigkeit

F?°(00,0) = 1 gilt. Die durch Standardisierung erhaltene Priifgrofe

T, := Vil (5.3)

gy

besitzt damit unter Hy die asymptotische Verteilung

Dy, (00, ayoy) —I—/ \/_e_é”’z dr, ay>0.

Mit einer Wahrscheinlichkeit von 50 Prozent wird somit der Wert null angenommen.
Bei einem Fehler der 1. Art von « betrigt die Wahrscheinlichkeit dafiir, dass die Null-
hypothese abgelehnt wird, obwohl diese wahr ist, a - 100 Prozent. Es bezeichne z;_,
das (1 — a)-Quantil der Standardnormalverteilung, dann wird die Nullhypothese fiir
T, > z1_, abgelehnt. Der Fehler 2. Art, 3, gibt die Wahrscheinlichkeit dafiir an, dass
die Nullhypothese nicht abgelehnt wird, wobei die Alternativhypothese zutrifft. Dieser
und somit die Giite des Tests, 1 — 3, kann fiir eine einfache Alternativhypothese der
Form H; : 99 = 9¥' > 0 berechnet werden. Unter H; gilt

U, — 0 It
1—6—P(Tn>21a)—1—]1m<0_19/\/_ a_aﬂ/\/ﬁ>.

Nach Satz 4.13 ist \/n(J, — 9')/o unter H; asymptotisch standardnormalverteilt und

£ kann durch
1
d <Zla — \/ﬁﬁ >

gy

mit ® als Verteilungsfunktion der Standardnormalverteilung approximiert werden. We-
gen —/ni' /oy — —oo fiir n — oo und Satz 4.13 folgt unter H; die Konsistenz der
Testfolge

P(T, > z1-0) > 1 (n— 00).

Mit grofler werdendem Stichprobenumfang konvergiert die Giite der Testfolgen gegen
eins, sodass die Wahrscheinlichkeit fiir einen Fehler 2. Art verschwindet. Am Ende von
Kapitel 8 wird die Testgilite mithilfe von Simulationen naherungsweise ermittelt. Die
Ergebnisse sind in Abbildung 8.3 dargestellt.

Um den Test auf empirische Daten anwenden zu koénnen, wird eine Schétzung von

Z(0y) unter Hy benétigt. Dafiir bezeichne 92 — (6°,0)T den unter H, eingeschrinkten
Schitzer. Ahnlich wie in Bemerkung 17.4 in [21] kann Z(6,) wegen des Gesetzes der

groflen Zahlen und wegen des Satzes iiber stetige Abbildungen (vgl. Satz 2.3 in [61])

durch

LS g (X Ty (X, 1) P ALY

n;3

angendhert werden. Die Konsistenz von én folgt dabei aus Satz 1 aus dem Aufsatz von
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5.2. Testdurchfithrung und Untersuchung der Teststéarke

WeiBbach und Wied [65]. Damit ldsst sich die Varianz 03 = (Z(6y) )22 ndherungs-
weise bestimmen. Durch Multiplikation mit n~! ist diese nicht mehr von n abhingig.
Das Lemma von Slutsky (vgl. Lemma 2.8 in [61]) stellt sicher, dass die asymptotische
Verteilung der Folge \/ﬁﬁn /oy durch die beschriebene Annéherung von oy nicht beein-
flusst wird. Eine Schatzung des latenten Stichprobenumfangs ist nicht notwendig, da
die Teststatistik nach der Anndherung von oy nicht mehr von n abhéngt.

Auch die Varianz o7 ldsst sich mithilfe von (5.4) niherungsweise bestimmen. Die asymp-
totische Verteilung von \/ﬁ(én —0) unter Hy erhélt man als Randverteilung von &g, aus
Satz 5.1. Es bezeichne ¢7(g,)-1 die Dichtefunktion einer normalverteilten Zufallsvariable
mit dem Erwartungswertvektor 0 und der Kovarianzmatrix Z(6y)~', dann berechnet
sich @y, (ag, 00) durch

o 1 2) 2)
/_ /0 ©1(00)1 (Y1, Y2) dya dy1 + 519’ (Yi <ag/o ‘Y2 —Z(00)12 - 07Y1 < 0) :
Aus der Reproduktionseigenschaft der Normalverteilung folgt

P(Ys = Z(0)12 - 0PY1 < 0) = 1/2.

Der zweite Summand léasst sich somit zu P (Yl < ag/oP Yy, <T(00)12 0(2)}/1) verein-
fachen. Mit (Y7, Ys) ~ N2(0,Z(0)) und mithilfe von Substitution erhilt man schlielich

ag 00 Z(00)12y1 ] @)
/_Oo /O ©1(00)-1 (Y1, y2) Ay + /_OO ﬁwz(eo)(m/a ,Y2) dya | dy (5.5)
als asymptotische Verteilung von \/ﬁ(én — ), welche zur Berechnung des Standardfeh-
lers verwendet werden kann. Bei der Schiatzung von Z(6y) ist jedoch zu beachten, dass
auch n durch M, /oy geschitzt werden muss. Die Approximation der Verteilung kann
dabei mit dem Lemma von Slutsky und dem Satz iiber stetige Abbildungen begriindet
werden.

Bemerkung 5.2.

Der Unabhangigkeitstest kann in dieser Form auch fiir die zur Spiegelung assoziierten
Version der Gumbel-Barnett-Copula C37° aus Annahme (A3”’) durchgefiihrt werden.
Lediglich die Score-Funktion zur Berechnung der Fisher-Information muss im Vergleich
zum oben beschriebenen Unabhangigkeitstest entsprechend angepasst werden.

Der Parameter der Farlie-Gumbel-Morgenstern-Copula CFM aus Annahme (A3’) kann
Werte aus dem Intervall [—1, 1] annehmen. Bei Unabhéngigkeit liegt der Parameter mit
¥ = 0 somit im Inneren des Intervalls und nicht auf dem Rand. Zur Ermittlung der
asymptotischen Verteilung kann Satz 4.13 verwendet werden. Die Fisher-Information
kann wie in Gleichung (5.4) beschrieben angendhert werden. Der wahre Parameter der
Exponentialverteilung wird durch dessen Schétzung unter H ersetzt. Durch die Be-
rechnung des Erwartungswertes als arithmetisches Mittel sind die durch y/n dividierten
Standardfehler nicht mehr vom latenten Stichprobenumfang n abhangig. 0
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6. Kolmogorov-Smirnov-
Anpassungstest

Waihrend sich der erste Teil der Arbeit vor allem mit der Abhéngigkeitsstruktur zwi-
schen der interessierenden und der Trunkationsvariablen beschéftigt, soll im zweiten
Teil auch die Wahl der Randverteilungen kritisch hinterfragt werden. Ein Anpassungs-
test ermoglicht die Beurteilung, ob die empirische Verteilungsfunktion einer gegebenen
Stichprobe mit einer theoretischen Verteilung iibereinstimmt. Unter Verwendung des
trunkierten Punktprozesses kann ein zweidimensionaler Kolmogorov-Smirnov-ahnlicher
Test fiir doppeltrunkierte Daten konstruiert werden. Ziel dieses Kapitels ist es, die theo-
retischen Grundlagen des Tests zu entwickeln. Die Verteilung der Teststatistik sowie die
Berechnung der Priifgrofie werden in separaten Abschnitten behandelt. Eine Auseinan-
dersetzung mit der asymptotischen Verteilung der Teststatistik erfordert zunachst eine
umfassende Betrachtung der bestehenden Konvergenzsitze empirischer Prozesse. Die
praktische Anwendbarkeit anhand von Daten und Simulationen wird in eigenen Kapi-
teln 7 und 8 evaluiert.

6.1. Konvergenzsatze fiir empirische Prozesse

Bevor der trunkierte Punktprozess betrachtet wird, erfolgt zunachst eine Einleitung mit
bekannten Resultaten iiber empirische Prozesse, welche den Kapiteln 19.1 und 19.3 aus
van der Vaart [61] entnommen worden sind.

Es seien Y7, ..., Y, unabhingig identisch verteilte Zufallsvariablen mit der Verteilungs-
funktion GG. Dann gilt nach dem starken Gesetz der groffen Zahlen, dass die empirische
Verteilungsfunktion punktweise fast sicher gegen G konvergiert, d.h. fiir alle y € R gilt

Gnly) == Loy (Yi) = G(y) fir n — oo.

1

n

S|

(2

Nach dem zentralen Grenzwertsatz erhélt man mit E[G,,(y)] = P(Y1 < y) = G(y) sowie
mit Var[G,(y)] = G(y)(1 — G(y))/n die asymptotische Normalitat

VilGaly) ~GW)
VG) (1—G(y)

(0,1) fir n — oc.
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6.1. Konvergenzsétze fiir empirische Prozesse

Der Satz von Glivenko-Cantelli erweitert das Gesetz der groflen Zahlen auf gleichméfige
Konvergenz, sodass fiir n — oo

1Gn(y) — G(Y)]|o = Slel]g |G, (y) — G(y)| — 0 fast sicher.
y

Auch fiir den zentralen Grenzwertsatz gibt es eine gleichméaflige bzw. funktionale Ver-
sion. Diese ist als funktionaler zentraler Grenzwertsatz oder auch als Satz von Dons-
ker bekannt. Der stochastische Prozess wird dabei als Element des Skorohod-Raums
D]—o00, 00] betrachtet. Dieser enthélt alle rechtsseitig stetigen Funktionen mit links-
seitigen Limiten (auch cadlag als Akronym fiir continue & droite, limites a gauche),
d.h.

D]|—00,00] :={g: R = R| lirgr g(s) =g(t) und
s—

lig{ g(s) existiert fiir alle t € R}.

Versieht man den Raum mit der von der Supremumsnorm || - ||« induzierten Metrik, so
ist (D[—00, 0], || ||oo) nicht separabel (vergleiche Kapitel 15 in Billingsley [3]). Als Folge
daraus ist die o-Algebra, die von den, beziiglich || - ||, offenen Kugeln erzeugt wird,
eine echte Teilmenge der Borel-o-Algebra. Zwar ist 1/n(G,(y) — G(y)) nicht messbar
beztiglich der Borel-o-Algebra, jedoch liegt bei Stetigkeit der Verteilungsfunktion G
Messbarkeit beztiglich der von den offenen Kugeln erzeugten o-Algebra vor, sodass die
Konvergenz im Satz von Donsker auch in (D[—o00, 00], || - ||s) formuliert werden kann:
Es sei G stetig, dann konvergiert die Folge der empirischen Prozesse /n(G, — G) in
Verteilung in (D[—00, 0], || - [|«) gegen einen GauBprozess G mit dem Erwartungswert
E[G(z)] = 0 und der Kovarianz

Cov[G(z), G(y)] = E[G(2)G(y)] = min{G(z), G(y)} — G()G(y).

Der Prozess G(y) kann auch als B(G(y)) geschrieben werden, wobei B(t) eine Brownsche
Briicke auf dem Intervall [0, 1] darstellt. Diese ist nach Shreve [53] (Definition 4.7.4)
wie folgt definiert wird, wobei der Begrift Wiener Prozess als Synonym fiir Brownsche
Bewegung verwendet wird:

Definition 6.1. (Brownsche Briicke)
Es sei W(t) ein Wiener Prozess. Die Brownsche Briicke wird fir 0 <t < 1 definiert als

B(t) := W(t) — tW(1). -

Bemerkung 6.2.

Die Pfade der Brownschen Briicke beginnen und enden bei null, d.h. B(0) = B(1) = 0,
woraus sich der Begriff ,Briicke“ herleitet. Aus den Eigenschaften des Wiener Prozesses
lassen sich die Erwartungswert- und Kovarianzfunktion ermitteln. Diese lauten

E[B(t)] =0 sowie Cov[B(s),B(t)] = min{s,t} —s-¢, fir 0<s,t <1
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6. Kolmogorov-Smirnov-Anpassungstest

In Definition 4.7.4 in [53] wird die Brownsche Briicke auf einem abgeschlossenen Intervall
mit beliebiger, aber fester Lénge definiert. In dieser Arbeit wird jedoch lediglich die
Version auf dem Einheitsintervall benotigt. O

Eine wichtige Anwendung finden die empirischen Verteilungsfunktionen bei den Anpas-
sungstests. Ein bekannter Anpassungstest ist der Kolmogorov-Smirnov-Test, mit

Vil|Gn — Gl

als Priifgrofle. Die Abbildung (D[—o0, o], || - |lec) = (R, |- |) mit g — ||g]/co ist stetig.
Mit dem Satz iiber stetige Abbildungen (vgl. Satz 18.11 in [61] als Version fiir metrische
Réaume) sowie dem Satz von Donsker konvergiert daher \/n||G, — G||» in Verteilung
gegen ||B(G)||e. Die Verteilung von ||B(G)||» kann aus den Eigenschaften der Brown-
schen Briicke hergeleitet werden und héngt, unter Voraussetzung der Stetigkeit von G,
nicht von der zugrunde liegenden Verteilung G ab (vgl. Korollar 19.21 van der Vaart
[61]). Sie ist auch als Kolmogorov-Verteilung bekannt und lautet

o0

Pr(|Bflec > )" Z )i e (6.1)

Das starke Gesetz der groflen Zahlen sowie der zentrale Grenzwertsatz konnen direkt
auf den in Abschnitt 3.2 definierten trunkierten Prozess angewendet werden. Die wei-
teren drei Satze sind zunachst nur fiir empirische Verteilungsfunktionen formuliert und
miissen entsprechend verallgemeinert werden. Die folgenden Definitionen und Sétze sind
sowohl in den Abschnitten 2.1 und 2.4 in van der Vaart und Wellner [62] als auch im
Abschnitt 19.2 in van der Vaart [61] zu finden.

Es sei Yy,...,Y, eine Zufallsstichprobe der Wahrscheinlichkeitsverteilung P auf einem
messbaren Raum (), A). Unter Messbarkeit ist die empirische Verteilung das zuféllige
MaBl P, :=n"' Y €y,. Fiir eine Klasse G messbarer Funktionen g : J — R bezeichne
P,.(g) den Erwartungswert von g unter P, d.h.

Weiterhin sei E(g) := E(g(Y1)) = [g(Y1) dP. Die zentrierte und skalierte Version der
Abbildung g — P, (g) ist der in g ausgewertete empirische Prozess

gr—>IP’

3\}—‘

9 Gulo) 1= VA(B, ~ E)9) = = 3 (0(¥) - E@)).

Fiir Funktionen aus der Funktionenklasse G = {g; = 1(_ooy, t € R} stimmt der empi-
rische Prozess mit der skalierten Differenz aus der empirischen und der tatsédchlichen

1Zur Abgrenzung des Wahrscheinlichkeitsmafes P von Y; wird an dieser Stelle einmalig das Symbol
Pr verwendet.
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6.1. Konvergenzsétze fiir empirische Prozesse

Verteilungsfunktion iiberein:

Golgs) = ;ﬁ Z (1 oot (V) = E(1 ey (1)) = VA(Galt) — G(1)

Wie bereits oben erwahnt, lésst sich fehlende Messbarkeit durch die Wahl einer geeigne-
ten Metrik oder o-Algebra wiederherstellen. Eine andere Moglichkeit ist es, die Supre-
mumsnorm sowie die Borel-o-Algebra beizubehalten und die Erwartungswerte durch
sogenannte dufiere Erwartungswerte zu ersetzen. Die Definitionen der Konvergenzarten
konnen dementsprechend angepasst werden und auch fiir nicht messbare Abbildungen
formuliert werden. Borel-Messbarkeit wird dann nur noch fiir den jeweiligen Grenzpro-
zess gefordert. Die folgenden beiden Sétze machen von dieser Vorgehensweise Gebrauch,
wobei darauf in der Notation nicht weiter eingegangen wird. Fiir Details siehe Abschnitt
18.2 und 19.2 in van der Vaart [61] sowie Seite 4 ff. in van der Vaart und Wellner [62].

Definition 6.3. (Glivenko-Cantelli-Klasse)
Eine Klasse G messbarer Funktionen g : ) — R wird als Glivenko-Cantelli-Klasse
bezeichnet, falls

IP.(9) —E(9)|lg :==sup |Pn(9) —E(g)| = 0 fast sicher fiir n — oc.
9€g

Um die funktionale Version des zentrales Grenzwertsatzes zu diskutieren, wird

sup [g(y) — E(g)| < oo
geg

fir alle y € Y angenommen. Unter dieser Bedingung kann der Prozess {G,(g) : g € G}
als Abbildung nach ¢°°(G) betrachtet werden. Hierbei bezeichnet *°(G) den Raum aller
beztiglich der Norm || - ||g gleichmé&Big beschrankten Funktionen von G nach R. Dariiber
hinaus ist eine Erweiterung der Definition 6.1 der Brownschen Briicke auf Funktionen
erforderlich. Van der Vaart [61] (Abschnitt 19.2) und van der Vaart und Wellner [62]
(Abschnitt 2.1) fithren dazu die sogenannte P-Brownsche Briicke ein.

Definition 6.4. (P-Brownsche Briicke)
Ein GauB-Prozess {G(g) : g € G} wird als P-Brownsche Briicke bezeichnet, falls fiir
die Erwartungswert- und Kovarianzfunktion fiir g, h € G folgendes gilt:

E[G(g)] =0 und  Cov[G(g), G(h)] = E[G(9)G(h)] = E(gh) — E(g)E(h)

Das Wahrscheinlichkeitsmafl P bezieht sich dabei auf den Erwartungswert, d.h.
E(g) = [ g(Y1) dP. Der Prozess G(g) geht geméf der Transformation B(E(g))? aus der
Brownschen Briicke aus Definition 6.1 hervor. Zur besseren Lesbarkeit wird in dieser
Arbeit die Notation Bp(g) := B(E(g)) verwendet. O

2In dieser Arbeit werden vor allem Funktionen g mit E(g) € [0, 1] verwendet.
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6. Kolmogorov-Smirnov-Anpassungstest

Beispiel 6.5. (Brownsche Briicke auf [0, 1])

Fir die Funktionenklasse G = {g; = 1}, t € [0,1]} und P als Lebesgue-Maf (Gleich-
verteilung) auf dem Intervall [0, 1] stimmt die P-Brownsche Briicke mit der Brownschen
Briicke aus Definition 6.1 iiberein. Fiir die Kovarianzfunktion gilt

Cov[G(gs), G(g:)] = E(gs - 1) — E(gs)E(g1)
=P(Y; € [0, min{s, t}]) — P(Y; € [0, s]))P(Y; € [0,¢])
= min{s,t} — s - t. O

Definition 6.6. (Donsker-Klasse)

Eine Klasse G messbarer Funktionen g : Y — R wird als Donsker-Klasse bezeichnet,
falls die Folge {G,(g9) : g € G} in Verteilung gegen einen straffen Borel-messbaren
Grenzprozess G in £>°(G) konvergiert. Der Grenzprozess ist dann ein Gauf-Prozess mit
dem Erwartungswert E[G(g)] = 0 und der Kovarianzfunktion

Cov[G(g),G(h)] = E[G(9)G(h)] = E(gh) — E(g)E(h)

und damit insbesondere eine P-Brownsche Briicke Bp(g) (vgl. Definition 6.4). O]

Die im Satz verwendeten Erwartungswerte sind jeweils im Sinne der zugehorigen Wahr-
scheinlichkeitsmafle zu verstehen. Zur Vereinfachung der Notation wird fiir den Erwar-
tungswert der Gaufl-Prozesse kein separates Symbol eingefiihrt.

Ein Borel-Wahrscheinlichkeitsmafl P heifit straff, falls fiir jedes € > 0 eine kompakte
Menge K existiert, sodass P(K) > 1 — . Eine Borel-messbare Abbildung heifit straff,
falls das zugehorige Wahrscheinlichkeitsma$ straff ist (vgl. dazu Abschnitt 1.3 in [62]).

Ob eine Klasse von Funktionen nun eine Glivenko-Cantelli- oder Donsker-Klasse ist,
hangt von ihrer Machtigkeit ab, welche mithilfe verschiedener Entropien untersucht
werden kann.

Definition 6.7. (Klammerungszahl)

Es seien [ und u zwei Funktionen mit endlicher Norm. Dann bezeichnet die Klammer
[[,u] die Menge aller Funktionen g € G mit | < g < w. Eine e-Klammer ist eine
Klammer [/, u] mit ||ju — || < €. Die Funktionen u und [ miissen dabei nicht in G liegen.
Die Klammerungszahl Njj(e,G, || -||) ist die kleinste Anzahl von e-Klammern beziiglich
der Norm || - ||, die benétigt wird, um G zu iiberdecken. Die Entropie mit Klammerung
ist die logarithmierte Klammerungszahl. 0

Die Klammerungszahl wird im Folgenden in erster Linie beztglich der L,.(P)-Norm
benétigt. Diese ist fiir eine Funktion g beziiglich des Wahrscheinlichkeitsmafles P fiir
1 <r < oo definiert durch

ol = ([ ooy ap)”"

Satz 6.8. (Glivenko-Cantelli)
Es sei G eine Klasse messbarer Funktionen, sodass Nij(e,G, L1(P)) < oo fiir alle € > 0.
Dann st G eine Glivenko-Cantelli-Klasse.
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6.1. Konvergenzsétze fiir empirische Prozesse

Das folgende Beispiel ist in Bezug auf den Konsistenznachweis eines Z-Schétzers in
Abschnitt 4.3 von Interesse. Unter Berticksichtigung der gleichen Voraussetzungen des
Satzes 4.7 bietet es eine alternative Argumentation, um das gleichméfiige Gesetz der
grofien Zahlen fiir die Kriteriumsfunktion zu erhalten.

Beispiel 6.9. (Punktweise kompakte Klasse)

Es sei G = {gp : 6 € O} eine Klasse messbarer Funktionen auf einer kompakten Menge
©. Die Abbildung 6 — g(y) sei fir alle y € ) stetig. Weiterhin existiere eine Funk-
tion g mit ||g|lg1 < oo, sodass |go(y)| < g(y) fur alle § € © und fiir alle y € Y gilt.
Im Folgenden wird gezeigt, dass die Klasse G beztiglich der L;(G)-Norm eine endliche
Klammerungszahl besitzt, sodass G eine Glivenko-Cantelli-Klasse ist.

Es bezeichne B C O eine offene Kugeln und gp sowie ¢ das Infimum bzw. Supremum
von g fiir € B. Als e-Klammern werden dann die Klammern [gg, g?] betrachtet.
Fiir ein festes § € © bezeichne {B;};en eine Folge offener Kugeln mit Mittelpunkt
0. Die Folge der Radien gehe gegen null fir i — oco. Aufgrund der Stetigkeit gelten
95,(y) = go(y) und g% (y) — go(y) punktweise in y € Y. Somit geht auch der Abstand
9" (y) — g5,(y) punktweise gegen null. Wegen g% (y) — g5, (y)| < 29(y) und [|g]lg1 < oo
folgt mit dem Satz von der majorisierten Konvergenz (vgl. Kap. IV, §5. Satz 5.2 in
Elstrodt [13]) auch || ¢® — gB.|lc.1 — 0.

Fiir gegebenes € > 0 existiert demnach fiir jedes 6 € © eine offene Kugel B um 6, so-
dass die Klammer [g5, g”] beziiglich der L,(G)-Norm eine Breite kleiner ¢ aufweist, d.h.
lg? — ggllc.1 < e. Aufgrund der Kompaktheit der Menge © besitzt die so konstruierte
offene Uberdeckung der Menge © nach der Uberdeckungseigenschaft von Heine und
Borel (vgl. Teil 1, §3. Definition 2 und Satz 3 in Forster [17]) eine endliche Teiliiberde-
ckung. Die zugehorigen e-Klammern iiberdecken die Klasse G und die Klammerungszahl

N(e,G, L1(G)) ist endlich. O

Fiir viele Funktionenklassen geht die Klammerungszahl fiir ¢ — 0 gegen unendlich. Eine
hinreichende Bedingung fiir eine Funktionenklasse die Donsker-Eigenschaft zu erfiillen
ist, dass die Klammerungszahl nicht ,,zu schnell“ gegen unendlich geht. Die Divergenz-
geschwindigkeit kann mithilfe des Klammerungsintegrals

I6.9. I(B) = [ \log N (=G, L (P) de

gemessen werden. Ist dieses Integral endlich, so ist die Funktionenklasse G eine Donsker-
Klasse (vgl. van der Vaart [61], Satz 19.5 sowie Ossiander [47], Satz 3.1).

Satz 6.10. (Donsker)
Jede Klasse G von messbaren Funktionen mit Jpj(1,G, Lo(P)) < oo ist eine Donsker-
Klasse.

Beispiel 6.11. (Empirische Verteilungsfunktionen)

Fir die Funktionenklasse G = {g; = Loy t € R} lautet der empirische Prozess
Gn(g:) = V/n(G,(t) — G(t)). Es lasst sich zeigen, dass diese Funktionenklasse eine
endliche Klammerungszahl und ein endliches Klammerungsintegral besitzt, sodass sich
die Satze 6.8 und 6.10 zu den Séatzen von Glivenko-Canteli und Donsker fir empiri-
sche Verteilungsfunktionen vereinfachen. Es werden dazu die e-Klammern der Form
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6. Kolmogorov-Smirnov-Anpassungstest

[ (—oot;1]» L(—oot,)] betrachtet und es sei G(—o0) = 0 sowie G(oo) = 1. Es ldsst sich
zeigen, dass eine endliche Partition —oo =ty < t; < ... <t = o0 existiert, sodass
e/2 < G(t;i—) — G(ti-1) < e (vgl. van der Vaart [61], Satz 19.1). Ly(G) bezeichne
im Folgenden die L;-Norm beziiglich des zur Verteilungsfunktion G gehorigen Wahr-
scheinlichkeitsmafles. Dies ist iiber den Zusammenhang G(y) = P(Y; < y) gegeben. Die
Li(G)-Norm der e-Klammern liegt nun ebenfalls zwischen €/2 und ¢, denn

1T (—ooti) = Lootialllaa = /R T (ot () = Lcoopi ()| dG(y) = G(ti—) — G(ti-1).

Anschaulich betrachtet wird das Intervall [0,1] dabei in Intervalle der Form
[G(t;_1), G(t;—)] zerlegt, von welchen nun k& < 2/e zur vollstindigen Uberdeckung be-
notigt werden. Damit gilt fiir die Klammerungszahl Njj(e,G, Li1(G)) < 2/e und G ist
eine Glivenko-Cantelli-Klasse.

Fiir die Donsker-FEigenschaft muss nun gezeigt werden, dass das Klammerungsintegral
mit der Ly(G)-Norm endlich ist. Dies lasst sich mit der Endlichkeit von Njj(e,G, L1(G))
tber die Beziehung der L;(G)- und der Ly(G)-Norm herleiten. Die Differenz der Indi-
katorfunktionen der e-Klammern lasst sich wiederum als Indikatorfunktion darstellen,
welche durch das Quadrieren nicht verandert wird. Somit stimmen die L, (G)-Norm und
die quadrierte Ly(G)-Norm der e-Klammern iiberein:

||1(foo,ti) - ]l(foo,ti,l]HG,l = /R |]l(foo,ti) (y) - ]l(foo,tifﬂ(y” dG(y)

= /R 11 ooty () = Lcooti ] (WP AG(Y) = |1 (—oots) — Licootia)llGn

Ist also die L;(G)-Norm der obigen Klammern durch e beschrankt, so ist die
entsprechende Lo(G)-Norm durch /e beschrinkt. Es gelten demzufolge auch
Ny(Ve, G, La(G)) < Ny(e,G, Li(G)) < 2/e und Nj(e,G, Lo(G)) < 2/e%. Wegen

log(3/e?) > 1 fiir 0 < e <1 < /3/exp(1) folgt schlieBlich

I(1,6,12(G)) = [ Jlog N (5.6, L:(G)) e

< /01 0og(2/e2)de < /01 \/1og(3/e2) de

1
< / log(3/e%)de = 2+ log 3 < 0.
0
0

Wie aus Beispiel 2.5.4 in [62] hervorgeht, kann fiir hohere Dimensionen eine dhnliche
Abschéatzung vorgenommen werden, jedoch mit einer groferen Potenz von 1/e. Die
Klasse von Indikatorfunktionen mit Intervallen in R¥ ist somit fiir jede Dimension eine
Donsker-Klasse.

Van der Vaart und Wellner [62] betrachten in Abschnitt 2.10 etliche Operationen, welche
die Donsker-Eigenschaft erhalten und es erlauben, neue Donsker-Klassen zu bilden. Das
Hauptresultat bilden dabei Lipschitz-Transformationen.
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Satz 6.12.
FEs seien Gy und Gy zwei Donsker-Klassen mit ||E||g, < co. Weiter erfille die Abbildung
¢ :R? = R die Eigenschaft

16(9(y)) — o) < (91(y) — h1(¥))* + (92(y) — ha(y))®

fir alle g(y) = (91(y), 92(y)), M(y) = (h1(y), h2(y)) € G1 X G und fiir alle y € Y.
Ist ¢ o (g1, go) fiir mindestens ein Element (g1, g2) € G1 X G quadratintegrierbar, dann

ist o (G1,G2) ={Po(g1,92) : (91,92) € G1 X Ga} ebenso eine Donsker-Klasse.

Beispiel 6.13.

Ist G eine Donsker-Klasse mit | E||g < oo und h eine gleichméafBig beschrankte, messbare
Funktion mit ||h||, < 1, dann ist auch G-h eine Donsker-Klasse, denn mit ¢(g,h) = g-h
gilt

19(91(y), h(y)) — d(g2(y), h(y))| = [R(Y)] - 191(y) — g2(¥)| < 191(y) — g2(y)].
O

Hangt das zugrunde liegende Wahrscheinlichkeitsmafl von einem Parameter 6 € R ab,
bedarf es einer Schiatzung des Parameters mithilfe der vorliegenden Daten, welche mit
0, bezeichnet wird. Der Grenzprozess von /n(P, — E; ) ist dann zwar weiterhin ein
GauB-Prozess, jedoch keine Py -Brownsche Briicke mehr. Van der Vaart [61] prézisiert
diese Aussage in Satz 19.23, welcher nachfolgend in angepasster Notation wiedergegeben
wird.

Satz 6.14.
Es sei Y1,...,Y, eine Zufallsstichprobe einer Verteilung Py, mit 0y € R, welche die
folgenden Voraussetzungen erfillt:

(i) Die Klasse G sei eine Py,-Donsker-Klasse messbarer Funktionen.

(i1) Es existiere eine Funktion ¢g, mit Bg,(¢g,) = 0 und Eg,(¢5,) < oo, sodass die
Schatzfolge 0., asymptotisch linear sei, d.h.

Vil — ) = 30 () + 02, (1)

(i4i) Die Abbildung 0 € R — Ey € (>(G) sei Fréchet-differenzierbar in 6y, d.h. es
existiere eine Abbildung Eg, : G — R, sodass ||Egy+n — Eg, — h - Eg,|lg = o, (|h])
fiir h — 0.

Dann konvergiert die Folge \/ﬁ(Pn—Eén) fiir den wahren Parameterwert 6y in Verteilung
in £°(G) gegen den Prozess g — Bg, (9) — B, (d0,)Eq,(9)-

Ist das asymptotische Verhalten von G,, = /n(P, — E) bekannt, so kann mithilfe der
Delta-Methode auf die Verteilungskonvergenz von \/n(¢a(P,) —da(E)) fiir eine bekann-
te Funktion ¢ geschlossen werden. Fiir die Anwendung auf den empirischen Prozess
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wird die Delta-Methode in einer funktionalen Variante benotigt. Die Umsetzung dieser
Variante erfordert jedoch zunéchst eine Anpassung des zugrunde liegenden Differen-
zierbarkeitskonzepts. Die folgenden Inhalte sind dem Kapitel 20 aus van der Vaart [61]
entnommen.

Definition 6.15. (Hadamard-Differenzierbarkeit)

Es sei D ein normierter Raum. Eine Abbildung ¢ : Dy C I — D heifit Hadamard-
differenzierbar in y € Dy, falls eine stetige, lineare Abbildung ¢ (y) : D — D existiert,
sodass

Bemerkung 6.16.

In den nachfolgenden Abschnitten wird der Raum ¢>°(G)*, k € N die Rolle des normier-
ten Raumes D tibernehmen, sodass es sich bei ¢/y (y) um eine Matrix handeln wird. In
der obigen Notation wird deswegen ¢/, (y)h bereits als Produkt dargestellt.

Existiert die Ableitung ¢’y nicht auf dem gesamten Raum D, sondern nur auf einer
Teilmenge Dy, und konvergiert die Folge h; — h gegen einen Grenzwert h € Dy, dann
wird die Abbildung ¢ auch Hadamard-differenzierbar tangential an Dy genannt. [

Oa(y + the) — daly)
t

— 0, firt— 0 wund fir alle hy — h.
D

— Pa(y)h

O

Im vorangegangenen Satz wurde bereits die Fréchet-Differenzierbarkeit fiir Abbildungen
speziell auf den reellen Zahlen verwendet, welche jedoch ebenfalls fiir allgemeine nor-
mierte Radume definiert werden kann. Im Allgemeinen kann die Fréchet-Differenzierbarkeit
als eine starkere Form der Differenzierbarkeit im Vergleich zur Differenzierbarkeit nach
Hadamard betrachtet werden. Fiir D = R* stimmen die Konzepte jedoch iiberein.

Ist iiber die Funktion ¢ bereits bekannt, dass sie stetig differenzierbar im gewohnlichen
Sinne ist, so folgt daraus unmittelbar die Hadamard-Differenzierbarkeit fiir bestimmte
Raume.

Lemma 6.17.
Es sei ¢pa : [0,1] — R eine stetig differenzierbare Funktion. Dann ist die Abbildung
z2 > ¢ oz fiir Funktionen z : G — [0, 1] aus £>°(G) Hadamard-differenzierbar.

Mithilfe der Maximumsnorm kann das Lemma auf mehrere Dimensionen erweitert wer-
den. Fir die ndchsten Abschnitte wird insbesondere der folgende Spezialfall bendtigt.

Lemma 6.18.
Es sei ¢) : [0,1] — R eine stetig differenzierbare Funktion mit der Ableitung (pX)'.
Weiter bezeichne da(y1,y2) = (y1, 0A(y2)) fir yi, y2 € [0,1]. Der Raum (£(G)% | - |)

sei mit der Mazimumsnorm versehen. Dann ist die Abbildung z = (21, 22) v ¢a 0 z fir
Funktionen z1, z5 : G — [0,1] aus (>°(G) Hadamard-differenzierbar mit

1 0

Pa(21,22) =
0 (¢a)(22)
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Beweis. Fiir t — 0 und h; = (h}, h?) — h = (h', h?) gilt mit Lemma 6.17

Jeate )= 0s(2) _ ] ( (1 + thi = 2) 1 ) ( p )
t al? n 1 2 1 B 1\ 2
(Pa(22 +thi) — da(22))/t (Pa) (22)h

— max {1} = Wl | (64 (22 + th) — G (=))/t — (6h) (z)t] } = 0.

Die folgende, funktionale Delta-Methode kann auf den empirischen Prozess angewendet
werden.

Satz 6.19. (Funktionale Delta-Methode)

Es seien D und E 2wei normierte Vektorraume und ¢ : Dy C D — E Hadamard-
differenzierbar in y tangential an Dy. Weiter seien R, : Q, — Dy Abbildungen, sodass
Vn(R,—y) in Verteilung gegen R mit Werten in Dy konvergiert. Dann konvergiert auch

VI(Pa(Ry) — daly)) in Verteilung gegen ¢a(y)R.

Die Sétze konnen nun auf den trunkierten Prozess tiibertragen werden. Zur Verein-
fachung wird stochastische Unabhéngigkeit zwischen den Variablen X; und 7T; ange-
nommen und der wahre Parameterwert 6y sowie der latente Stichprobenumfang n als
bekannt vorausgesetzt. In den darauffolgenden Schritten wird die Schéitzung der beiden
Groflen berticksichtigt.

6.2. Anpassungstest fiir unabhangige Doppeltrunkation

Im Folgenden gelten (A2) sowie (A4) und es sei 0y € [gg, 1/e9| bekannt. Die Zufallsva-
riablen X; und 7; seien stochastisch unabhéangig, sodass sich die gemeinsame Verteilung
nicht iiber die Copulas wie in (A3), (A3’) oder (A3”), sondern wie bei Weilbach und
Wied [65] als Produkt der beiden Randverteilungen ergibt:

(A3"") Die Unabhéngigkeit zwischen X; und 7; wird mithilfe der Produktcopula (2.16)

M(u,v) =u-v

modelliert.

Es werden keine neuen Symbole und Bezeichnungen eingefiihrt. Die verwendeten Sym-
bole und Bezeichnungen aus Abschnitt 3.1 sind im Sinne der vorangegangenen Annah-
men zu verstehen.

Die Auswahlwahrscheinlichkeit g, kann in diesem Fall explizit berechnet werden. Nach
Weibach und Wied [65] (dort Gleichung (1)) gilt

B G rt+s g, 6oz B (1 _ 67905)(1 _ efeoG)
ag, —/0 /t ek de dt = oo : (6.2)

67
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Der in Abschnitt 3.2 definierte zweidimensionale trunkierte Prozess N,, p ist durch

n

Nup() = Na(-N D) = 3 e(xy (-0 D)

‘ T
i=1 B

gegeben. In Analogie zu dem Beispiel 2.4 ist v, p = n - Py ((X1,T1)" € - N D) das
zugehorige Intensitatsmafl. Fir eine Menge B € B folgt die Zufallsvariable N, p(B)
aufgrund der Unabhéngigkeit von (X1,71)"%, ..., (X,,T,)T der Binomialverteilung. Fiir
deren Erwartungswert und Varianz gelten folglich

E[N,p(B)] = n- By, (X1, T1)" € BAD) = v, p(B)  sowie
Var[N,, p(B)] = n - Py, ((X1,71)" € BN D) [1 =Py, (X1,T1)" € BN D)
= Vnp(B)(n = vyp(B))/n.

Das starke Gesetz der groflen Zahlen sowie der zentrale Grenzwertsatz konnen direkt
auf den trunkierte Prozess angewendet werden. Es gelten

n 'N,p(B) = n v, p(B) =Ps, (X1, 1) € BND) fir n— oo

fast sicher sowie
n~Y2(No.p(B) = van(B))
Jrn(B)(n = vn(B)) fn

— N(0,1) fir n— oo.

Es sollen nun die folgenden Hypothesen gegeneinander getestet werden:

Hy : Der Zufallsvektor (X;,T;)" besitzt die Verteilung Fy, = F* - F7 mit
dem Parameter 6, € O.
H, : Der Zufallsvektor (X;,7;)" besitzt nicht die Verteilung Fp, = F~ - F*

mit dem Parameter 8, € O.

(6.3)

Wie im vorherigen Abschnitt bereits angedeutet, soll der Kolmogorov-Smirnov-Anpas-
sungstest zur Uberpriifung der Hypothese herangezogen werden. Die zugehorige Test-
statistik lautet v/n d, (0o, n) mit

d, (0, n) = (jggsi\Nn,D([O,x] % [0,4]) = v ([0, 2] x [0,1])]. (6.4)

Im Folgenden wird zunéchst die asymptotische Verteilung der Priifgrofle anhand der im
vorangegangenen Abschnitt zusammengefassten Konvergenzsitze fiir empirische Ver-
teilungsfunktionen und unter Giltigkeit der Nullhypothese hergeleitet. Es wird dabei
unterschieden, ob der wahre Parameterwert 6, bekannt ist oder geschétzt werden muss
und ob die latente Stichprobegrofie n bekannt ist oder geschéitzt werden muss. Es sei an-
gemerkt, dass die Pramisse der Bekanntheit der latenten Stichprobengréfie dabei nicht
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die Beobachtbarkeit der latenten Stichprobe selbst impliziert. Die Konvergenz wird im-
mer flir n — oo betrachtet, auch wenn n nicht beobachtet werden kann.

Fir die spiatere Anwendung auf die Daten ist insbesondere die Konstellation von Re-
levanz, bei der sowohl 6, als auch n unbekannt sind. Algorithmus 4 ist folglich der
zentrale Algorithmus zur Bestimmung des Quantils. Die Algorithmen 1 bis 3 und die
jeweils zugehorigen Satze legen die Grundlagen, in dem sie grundlegende Teilprobleme
losen. Im Anschluss wird eine Prozedur zur Berechnung der Priifgrofle erlautert, welche
in Algorithmus 5 festgehalten wird.

6.2.1. Verteilung der Teststatistik bei (6y,n)

Fir den Anpassungstest ist es ausreichend, Mengen der Form B = [0,z] x [0, t] mit
r € Ry, t € [0,G] zu betrachten. Wie bereits angedeutet, sollen die Konvergenzsitze
tiber empirische Prozesse aus van der Vaart [61] und van der Vaart und Wellner [62] auf
das in Weiflbach und Wied [65] vorgestellte Modell zur unabhéngigen Doppeltrunkation
in der Punktprozess-Notation von Reiss [48] angewendet werden. Die Notation G, (g)
entspricht somit nun n="2(N,, p([0, ] x [0, ]) — v, p([0, 2] X [0, #])) mit g als Lo 4jx[0.4nD-

Nach Beispiel 6.11 besitzt die Funktionenklasse G = {g.+ = Lpa)x[0,, (¥, t) € S} eine
endliche Klammerungszahl und ein endliches Klammerungsintegral. Die unteren und
oberen Grenzen der Partitionen miissen dabei der Menge S angepasst werden. Nach
Satz 6.8 ist G eine Glivenko-Cantelli-Klasse, d.h. fiir den empirischen Punktprozess
No(B) = X1 €(x,,)r (B) und sein IntensitatsmaB v,,(B) = n - Py, (X1, T1)" € B) gilt

(ggnﬂMﬂQﬂxmﬂ%wMMﬂxmﬂﬂéo

fast sicher fiir n — oo. Nach Satz 6.10 ist G eine Donsker-Klasse, sodass die Folge

{2 (N ([0, 2] x [0,4]) = va([0,2] x [0,4])) : (%) € S} (6.5)

in Verteilung gegen eine Py -Brownsche Briicke Bp, (g,:) in £>°(G) konvergiert. Der
Grenzprozess hat den Erwartungswert ]E[Bpgo (gz+t)] = 0 und die Kovarianzfunktion

COV[BP% <g$17t1>7 ]BPOO (9902,152)] = IEI)90 ((Xb Tl)T € [07 min{:cl, xQ}] X [07 min{tla t2}])
- PHo((XhTI)T S Bl) - P, ((Xth)T S BQ)

mit g,, 4, € G und B; = [0, z;] x [0,¢;] fir i = 1,2 (vgl. Beispiel 6.5).

Die Folge (6.5) ist nur fir Vektoren (x,t) € S und nicht fir Funktionen g,; € G defi-
niert, sodass streng genommen nicht von Konvergenz in £°°(G) gesprochen werden kann.
Im gesamten Kapitel werden die Ausdriicke (6.5) und v/n(P, — Egy,)(gs:) sowie deren
Abwandlungen synonym verwendet, sodass sprachlich nicht bei jeder Verwendung zwi-
schen den zugehorigen Normen unterschieden wird.
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6. Kolmogorov-Smirnov-Anpassungstest

Wihlt man in Beispiel 6.13 h = 1p, dann resultiert aus ||1p|l« = 1 die Donsker-
Eigenschaft fiir die Funktionenklasse Gp = {gs+,0 = Ljo.4)xj0,91D, (,t) € S}.

Satz 6.20.
E's bezeichne BPoO eine Py, -Brownsche Bricke auf Gp. Die Teststatistik /nd, (6o, n)
konvergiert unter Hy in Verteilung gegen ||Bp, |lg,-

Beweis. Nach Beispiel 6.13 konvergiert die Folge
{n2(Nop([0,2] x [0,4]) = vup([0, 2] x [0,1))) : (2,%) € S}

unter Hy in Verteilung gegen eine Pg,-Brownsche Briicke Bp, in (>°(Gp). Der Erwar-
tungswert des Prozesses ist null. Die Kovarianzfunktion Cov[Be, (9x,t:,0), Be,, (9,12,0)]
lautet

Py, (X1, 71)" € [0, min{a, z5}] x [0, min{ty, 23] N D)

- - (6.6)
— Py, (X1, 1) € BN D) - Py, ((X1,T)" € B,N D)

mit g, p € Gp und B; = [0, ;] x [0,¢;] fiir ¢ = 1,2 (vgl. Beispiel 6.5). Die Abbildung

(0>(Gp): I llgn) = (R,[-]) mit y — [ly[lg,, ist stetig und der Grenzprozess Bp, besitzt

fast sicher stetige Pfade. Mit dem Satz iiber stetige Abbildungen konvergiert daher

sup n~2| N, p([0,2] x [0,4]) = v p([0, 2] x [0,4]]
(z,t)eS

in Verteilung gegen [|Bg, |lg,- |

Es stellt sich nun die Frage, welche Verteilung [|Bg, ||g, besitzt.

Im eindimensionalen Fall, d. h. ohne Trunkation, hangt die Grenzverteilung der
Kolmogorov-Smirnov-Teststatistik bekanntlich nicht von der zugrundeliegenden (ste-
tigen) Verteilung ab (vgl. Korollar 19.21 in van der Vaart [61]). Dies kann durch eine
Transformation der Zufallsvariablen mithilfe ihrer Verteilung gezeigt werden. Im zwei-
dimensionalen Fall iben zumindest die Randverteilungen keinen Einfluss auf die Grenz-
verteilung aus. Diese ist nach Naaman [44] Satz 3.1 identisch mit der von max{ K, K»}.
Hierbei haben K; und K, die Kolmogorov-Verteilung (6.1). Bei stochastischer Unab-
hangigkeit der zugrundeliegenden Zufallsvariablen berechnet sich diese als Produkt der
Verteilungen von K; und K,. Welchen Einfluss die zugrundeliegende Copula im Falle
stochastischer Abhéngigkeit hat, bleibt Gegenstand zukiinftiger Forschung.

Bei Trunkation hingegen fiithrt eine Transformation der Rander nicht zum Erfolg, da
der Einfluss der Randverteilungen in der Menge D nicht aufgelost werden kann. Die
Verteilung von ||Bp, [|g, hingt von den Verteilungen von X; und 7; ab und lésst sich
nicht mithilfe der Kolmogorov-Verteilung berechnen. Es seien dafiir U;; = F¥(X;)
und Uy; = FT(T;) auf dem Intervall [0, 1] gleichverteilte Zufallsvariablen. Dann folgt
X; = (FX)"(Uy,;) sowie T; = (FT)~Y(Uy;). Fiir die gemeinsame Verteilungsfunktion
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gilt dann
Py, (X5, )" € [0,2] x [0,] N D) =Py, (Ui, Uas)" € [0,u] x [0,u2) N D)

mit u; = F¥(x) und uy = F7(t). Aufgrund der Monotonie der Verteilungsfunktion sind
beispielsweise 0 < X; < z und 0 < FX(X;) = Uy; < FX(z) = u; dquivalent. Fir die
Menge D gilt nun

(X, 7)" € D &
0<T<X<T+sT<G s (67)
0< UQJ‘ < FT((FX)_I(ULZ‘)) < FT((FT)_I(UQ’Z‘) + S), Ugﬂ' < FT(G) =1 <

(Ul,i7 U2,z’)T € Dy,.

Folglich hingt die Menge D,, auch nach der Transformation von FX und F7 ab und
die Verteilung von [|Bg, [|g, kann nicht exakt ermittelt werden.

Zur Bestimmung des Quantils kdnnen jedoch Werte von |Bp, ||g, wie folgt simuliert
werden.

Algorithmus 1: Simulation der Verteilung von [Bg, ||,

1. Erzeuge ein Gitter auf dem Rechteck [0, G + s| x [0, G].
2. Berechne fir alle Gitterpunkte die Kovarianzmatrix nach (6.6).
3. Wiederhole fir eine festgelegte Anzahl von Iterationen:

i) Erzeuge einen normalverteilten Vektor mit Erwartungswert null und der be-
rechneten Kovarianzmatrix.

ii) Ermittle das betragsméfige Maximum des Vektors.

4. Wihle aus den sortierten Maxima das entsprechende Quantil aus.

Bemerkung 6.21.
Die Berechnung der Kovarianzmatrix unter Verwendung der Kovarianzfunktion geméfl
Gleichung (6.6) erfordert keine numerische Integration. Die Schnittmengen aus den
Rechtecken und dem Beobachtungsparallelogramm D kénnen aus Dreiecken und Recht-
ecken konstruiert werden. Zu diesem Zweck ist eine Fallunterscheidung zwischen den
verschiedenen Lagen des Rechtecks zum Parallelogramm erforderlich. Aufgrund der sto-
chastischen Unabhéngigkeit zwischen den Variablen X und 7', ist es moglich, die Inte-
grale direkt zu berechnen.
Fiir (z,t)T € D beispielsweise berechnet sich Py, ((Xl, )T € 10,z] x [0,¢] N D) durch
—0x

e 1—e e —e
& - (max{z —s,0} —t) + el + el Aasgy ().

Das Einfiihren einer Copula kann die Notwendigkeit zur numerischen Integration
bedingen, wodurch sich die Komplexitat der Berechnungen der Matrix erheblich
erhoht. O
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6.2.2. Verteilung der Teststatistik bei (6, )

Sofern der wahre Parameterwert nicht bekannt ist, kann dieser unter Zuhilfenahme der
vorliegenden Daten geschétzt werden. Dies fiihrt zu folgender zweiseitiger Fragestellung:

H, : Die Verteilung des Zufallsvektors (X;, 7;)" stammt aus der Verteilungsfamilie
{(F,=F* . FT|9col. (6.8)
H, : Die Verteilung des Zufallsvektors (X;, 7;)" stammt nicht aus der Verteilungs-
familie {Fy = F~* - F1'|0 € ©}.
Wie bereits aus Satz 6.14 hervorgeht, weicht die Grenzverteilung von der einer Brown-

schen Briicke ab, wenn der Wert des Parameters geschiatzt wird. Die Idee des Satzes ist
es, eine Zerlegung der Art

\/H(Pn - Eén) = \/E(Pn - E@o) - \/E(Eén - EGO)
~ V(P — By,) — V(0 — 0)IEy, (6.9)

vorzunehmen. Die Approximation wird dabei durch die folgende Fréchet-Differenzier-
barkeit (iii) 6.14 gerechtfertigt.

Lemma 6.22.
Die Abbildung 0 € [eg, 1/eg] — By € (°(Gp) ist Fréchet-differenzierbar in 6.

Beweis. Da Gp nur Funktionen der Form 1o 4xj0q1p fiir (z,t) € S enthalt, kann die
Fréchet-Ableitung explizit angegeben werden. Mithilfe der Dichtefunktion lésst sich die
Abbildung ¢g,:p € Gp — Eg,(92+,0) € R schreiben als

80 7 s
E x == / 767001d j.at .
go(g ,t,D) [0,2] x[0,]ND G ( )

Die Ableitung der Dichte nach @ ist auf D beschrankt:

<1<G—|—3_1)
-G

€p

67901

(1 —6pz)

Nach Satz 5.7 (Kap. IV, § 5.) aus dem Buch [13] von Elstrodt ist 6 — Eg(g,.p) fir
eine Funktion g, p € Gp in 0y differenzierbar mit

67901

By (go.0) = / (1 — 6o7)d(2,1).

02]x[0,gnp G

Mit der Differenzierbarkeit von fo(x,t) = e~ /G in 6, folgt zusammen mit dem Satz
von Scheffé (vgl. Satz 5.9, Kap. IV, § 5. in [13]) daraus die Fréchet-Differenzierbarkeit,
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denn
) fo +h(i’,f) — fo (a?,f) dfy (i’,f) -
lim / 0 9 — 0 d(z,t
ho0 (; ggs [0,2]x[0,{JND h de (7.%)
. f90+h(a~:>t~> f@o(j7t~) df@o(‘%ug) ~
< —
}leo N — 10 d(z,t) = 0.

Die Grenzverteilung der Approximation in Gleichung (6.9) erhdlt man mit
Hilfe des Satzes iiber stetige Abbildungen aus der Grenzverteilung der Folge
Vn(P, — Ey,, 0, — 0p). Zur Verteilungskonvergenz der ersten Komponente gelangt man
mit der Donsker-Eigenschaft (i) 6.14 der Klasse Gp. Fiir die Konvergenz des Vektors
wird die asymptotische Normalitit aus Satz 2 in [65] benotigt. WeiBbach und Wied
nehmen dabei Bezug auf Satz 5.41 in [61], wonach die Schétzfolge asymptotisch linear

(i7) 6.14 ist, d.h.

V(0 = 60) = —(Eqy [, (X1, Tl)])_IL Xn: Yoo (Xi, Ti) + op, (1) (6.10)

\/ﬁ i=1

erfiillt. In Gleichung (4) wird die Funktion ¢y definiert und geméfi Lemma 2 und 3 in
[65] erfillt diese Eq,[1hg,(X1,T1)] = 0, Eg, [v5, (X1, T1)] < 0o sowie g, (X7, T7) > 0. Fir
bo, = —(Egy[1a,]) 104, gelten damit ebenfalls

Eg,[¢0,(X1,T1)] =0 und Ey[¢g (X1, T1)] < oc. (6.11)

Die Bedingungen (i) — (4i7) sind erfillt und Satz 6.14 liefert damit die folgende Aussage.

Satz 6.23. ‘
Es bezeichne 0, p = n - Py ((X;, T;)" € - N D) sowie ¢g, == —(Eg,[1g,]) " 2g,. Dann
konvergiert

{7 2(Nop ([0, 2] x [0,4]) = D ([0, 2] x [0,])) : (2,%) € S}
in Verteilung in (°(Gp) unter Hy gegen den Gaufs-Prozess

Gz,t,D F G&(} (9z,t,0) = Bpy (9u,t,0) — Bp,, (606 Koy (92.0,0)- (6.12)

Bemerkung 6.24.
Der Gau-Prozess Gﬁ?eo hat den Erwartungswert Ey [G% 0 (gz+.p0)] = 0 und die Kovarianz

von Ggﬁgo (Gzy.41,p0) und Gfﬁgo (Gzs.t0.0) lautet

]Eeo (gmin(:vl,xz),min(tl,tz),D) - ]E90 (gxl,tl,D)E90 (gxz,tQ,D) + Eeo (gasl,tl,D)Eeo (g:CQ,tQ,D)(EGO [1&90])_1
s Oy o .
- (EGO W)Go]) 1?90 (EQO (gxz,m,D)]EGo (ga:1,t1,D) + EGO (ga:1,t1,D)E00 (gmﬂfz,D)) : (613)

0

Die Berechnung der Kovarianz kann im Abschnitt A.2 nachvollzogen werden. U
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6. Kolmogorov-Smirnov-Anpassungstest

Der Satz tiber stetige Abbildungen impliziert die entsprechende Konvergenz der Folge
in der Supremumsnorm || - HgD, d.h. die Konvergenz der modifizierten Kolmogorov-
Smirnov-Teststatistik \/nd,(0,,n). Die Verteilung von ||GP9 g, kann wie in Algorith-

mus 1 simuliert werden, wobei die Kovarianz aus Gle1chung (6.13) verwendet wird.

Algorithmus 2: Simulation der Verteilung von H(Ggen lop

1. Erzeuge ein Gitter auf dem Rechteck [0, G + s] x [0, G].
2. Berechne fiir alle Gitterpunkte die Kovarianzmatrix nach (6.13).
3. Wiederhole fiir eine festgelegte Anzahl von Iterationen:

i) Erzeuge einen normalverteilten Vektor mit Erwartungswert null und der be-
rechneten Kovarianzmatrix.

ii) Ermittle das betragsméfBige Maximum des Vektors.

4. Wiéhle aus den sortierten Maxima das entsprechende Quantil aus.

Bemerkung 6.25.

Die Kovarianzfunktion (6.13) ergénzt die Kovarianzfunktion (6.6) um die Fréchet-Ablei-
tung der Funktion 6 +— Ey. Fiir deren Berechnung wird die Ableitung der gemeinsamen
Dichtefunktion von X und 7T benétigt. Eine unmittelbare Berechnung der Integrale
ist weiterhin moglich. Fiir die Ableitung der Auswahlwahrscheinlichkeit ay, sowie den
Erwartungswert der Ableitung der Funktion g, geben Weilbach und Wied [65] in
Korollar 1 und Lemma 2 geschlossene Formeln an. 0

6.2.3. Verteilung der Teststatistik bei (0, )

Im vorherigen Abschnitt wurde der latente Stichprobenumfang als bekannt angenom-
men, was bei Trunkation jedoch nicht der Fall ist. In diesem Abschnitt soll deshalb
die Schatzung von n in den Kolmogorov-Smirnov-Anpassungstest einbezogen werden,
zunéchst unter der Annahme, dass 6y bekannt. Da es sich bei n nicht um einen Para-
meter der Grundgesamtheit handelt, werden fiir diesen Fall ebenfalls die Hypothesen
(6.3) untersucht.

Der nicht beobachtbare latente Stichprobenumfang n kann mittels 7 = M, /ay, (vgl.
Abschnitt 2.2 in [65]) mit ag, € (0,1) aus (6.2) und M,, = 3i"; 1y(x, 1,)rep} geschitzt
werden. Mit dem schwachen Gesetz der grofien Zahlen gilt

M,
— — ay, in Wahrscheinlichkeit fir n — oo. (6.14)
n
Die Zufallsvariable M,, ist binomialverteilt mit dem Erwartungswert noy, und der Va-

rianz nag, (1 — ap,) > 0. Nach dem zentralen Grenzwertsatz gilt

M, — L0f, —
B S, (0, 1)
\/nag, (1 — ag,) w
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bzw.

vn (:LM” — ago) — N (0, g, (1 — ) -

Fir die Herleitung der asymptotischen Verteilung der Prifgrofle wird weiterhin
die Verteilungskonvergenz von \/n(y/M,/n — \/ag,) eine zentrale Rolle spielen. Diese
kann mithilfe der Delta-Methode (vgl. Abschnitt 3.1 in [61])) fir die Funktion
oa(xr) = /x untersucht werden. Die Funktion ¢, ist differenzierbar mit der Ablei-
tung ¢/s () = (2/7)~!, woraus sich die Konvergenz

Vi (63(Mafn) = 6 (a0)) = Vit (Mo~ /g,
— N(0, agy (1 — gy ) (92)* (v )) = N(0, (1 — gy ) /4)

ergibt. Es sei darauf hingewiesen, dass die Auswahlwahrscheinlichkeit wegen s, G, 6y > 0
strikt positiv ist (vgl. Gleichung (6.2)).

(6.15)

Mit F(f T &hnlich wie in Definition 3.4 lautet die Teststatistik Vid, (6, ) nun

NG Q0 N~ (10.2] % [0.4] 0 D) — By, (X, THT € [0, O,tﬂD‘
A sup Mn;(m([ 2] % [0,]1 D) =By, ((X:, T:)" € [0,2] x [0,4] N D)
:(sggs Z ( x [0, t]ﬂD) Viag, F, O’ (a: t)‘

= sup | Y2 Ze 5(10.2] x 0.4 N D) - \/Mn,/_agoFgf’T(x,t)‘.

Um zunéchst die asymptotische Verteilung des absolut zu maximierenden Arguments

\/\/%Nw([o, 2] % [0,4]) = /My /e, Fp " (1) (6.16)

zu bestimmen, wird die Idee der Zerlegung aus Gleichung (6.9) aufgegriffen. Dafiir wird
der Term

1 X, T
+ (\/ﬁNmD([O,x] X [O,t}) — Vnag, Fy (x,t))

eingefiigt. Das Ausklammern von N,, p und Fe);( T fihrt zu

(\/@ \/1_> ([O,x] X [O,t]) - (\/ﬁn\/%— \/ﬁago) Fe)g’f(x,t)
+ (\/%NR,D([O,;C] 0,4]) - vnas, B (a, t))
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6. Kolmogorov-Smirnov-Anpassungstest

Anschlielend wird der Faktor /M, n/(v/M,n) erganzt
n 1 -
(\/ﬁ,/ozgo—\/Mn> : \/\/M; . meD([O,x] X [O,t]) — <\/Mm/0zgo — \/ﬁago) Fe)gvT(x,t)

n
1 ~ ~
+ (\/ﬁNmD [0, 2] x [o,t]) - \/ﬁagonj’T(x,t)>
und der Term (v/M, — \/n,/ag,) kann ausgeklammert werden

/N

(Voo = vivam) - |- o L (0,01 01) - w0

1 2 B (6.17)
+ <1Nn7D([0,x] X [07t]) - \/EQGOFf))g’T(x’t)) ’

N

3

Die Verteilungskonvergenz von Teil 1 in der Darstellung (6.17) wurde bereits in Glei-
chung (6.15) mithilfe der Delta-Methode hergeleitet. Die Verteilungskonvergenz von Teil
3 in ¢*(Gp) wurde bereits kurz vor und im Beweis von Satz 6.20 behandelt. Fiir Teil
2 in Darstellung (6.17) soll dhnlich wie in Gleichung (6.9) eine Approximation in der
Gp-Norm erfolgen. Anstelle der Fréchet-Differenzierbarkeit wird hier jedoch der Satz
von Glivenko-Cantelli Verwendung finden.

Lemma 6.26.
Fiir n — oo gilt die Konvergenz in Wahrscheinlichkeit

\/\/Min : TlleD([o,x] x [0,1]) -

Beweis. Das Einfiigen von +1/, /ap, fiithrt zunéchst zu

(ﬁ T )iNn,D([o,x]x[o,t])—
<

1
VAT

sup
(z,t)eD

]P’90<(XZ-,T1-)T € [0,2] x [0,£] N D)| — 0.

\/Q_%Pgo((Xi,Ti)T € [0,2] x [0, N D)‘

- sup ‘an,DGO,l’] X [O,t])‘

n

Wegen (6.14) folgen
i
Mn Gy,

in Wahrscheinlichkeit. Kurz vor der Ausfithrung von Satz 6.20 wird dargelegt, dass
es sich bei Gp um eine Donsker-Klasse handelt. Jede Donsker-Klasse ist auch eine

— 0 sowie sup

M
—Nppl|0,z] x |0t ’:n—>a
S ([0,2] x [0,4]) " o

n

’ 1
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Glivenko-Cantelli-Klasse (vgl. Abschnitt 2.1 in [62]). Es lésst sich schlieBen, dass

1
sup ’Nn,D([O,x] X [O,t]) - IP’gO((XZ-,TZ-)T € [0,z] x [0,¢] N D)‘ — 0 fast sicher.

(x,t)eD I TV

Der folgende Satz fithrt die Erkenntnisse zu den Termen 1 bis 3 aus der Darstellung
(6.17) formal zusammen.

Satz 6.27.
Die Folge

{\/\/%an([ox ) - e ES (e, )(m)es}

konvergiert in Verteilung in (*°(Gp) unter Hy gegen den Gaujf$-Prozess
Gzt,D > G]%@() (92,t,0) = Bpy (921,0) — Be, (L10)Eoy(92t,0)/05;  Gut.0 € G-

Beweis. Wie bereits ausgefiihrt, kann der Ausdruck (6.16) in (6.17) umformuliert wer-
den. Die folgende Approximation kann im Sinne der || - ||o-Norm mit Lemma 6.26
gerechtfertigt werden:

(6.16) = (6.17) = [ — N, ([0,2] x [0, 1]) —\/ﬁagoFéf’T(x,t)>

(5
o (VT )[R ] on
=V1(Pn(gut,0) — Eoo(92t.0))

vt (Vulln) = VBo,(T0) ) - (~2Eo(g20.0)/ V) + 0z, (1)

Zur Formulierung der Konvergenz im Raum (*°(Gp) wird auf die Notation aus Ab-
schnitt 6.1 zurtickgegriffen. Dabei gilt Eq,(1p) = ap,. Die Approximation gilt dann
entsprechend in der || - ||g,-Norm.

Nach den Ausfithrungen kurz vor Satz 6.20 ist die Klasse Gp eine Donsker-Klasse, sodass
die Folge {\/n(P, — Eg,)(g2t.0) : 9ut.p € Gp} in Verteilung in £>°(Gp) gegen eine Py, -
Brownsche Briicke Bp, konvergiert. Es sei darauf hingewiesen, dass auch 1p = ge+s,6,0
in der Klasse Gp enthalten ist. Die Abbildung

£ (V(By = Ba) = (VP — Eo), Vi(Ba(10) ~ Ea(10))

mit (y/n(P, — Eq,)) € £>°(Gp) ist stetig, sodass der Satz iiber stetige Abbildungen
Anwendung finden kann. Demnach konvergiert { f(v/n(P, —Eg,))(9z+.0) : 9zt.0 € Gp}
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6. Kolmogorov-Smirnov-Anpassungstest

in Verteilung in ¢>°(Gp) gegen f(IB%peo), d.h.

\/ﬁ(]P)n - EGO) N B]P@O
Vn(Pn(1p) — Eg,(1p)) Be,, (1p)
in Verteilung in ¢°(Gp). Wie bereits in Gleichung (6.15) angedeutet, wird nun die
Delta-Methode zum Einsatz gebracht. Es wird dafiir die Funktion

da 1 07(Gp) x £2°(Gp) — (2(Gp) x £2(Gp), dalz,y) = (z,/y)"

betrachtet. Die Identitdt sowie die Wurzelfunktion sind (auf der positiven reellen Achse)
stetig differenzierbar. Die einzelnen Komponenten der Funktion ¢ sind somit nach
Lemma 6.17 Hadamard-differenzierbar. Mit Lemma 6.18 folgt nun daraus auch die
Hadamard-Differenzierbarkeit der Funktion ¢ mit

1 0
Pa(z,y) = :
(0 (2\/@1)

Nach Satz 6.19 (funktionale Delta-Methode) konvergiert nun

\/ﬁ(¢A(P"’Pn(1D)) - ¢A(E90?E90(1D))) B ( e )

i
Be,, (1p) Be,, (1n)/(2y/%,)

in Verteilung in £*°(Gp). Schliefllich fiihrt der Satz iiber stetige Abbildungen (vgl. Satz
18.11 in van der Vaart [61]) zum gewiinschten Resultat. Die Folge

— ¢/A(E907E90(1D)) ’ (

[V, —Eo) + v (VBalin) - VEa (1)) - (=2Ea/vw)| (9e00) : ges0 € G}

konvergiert unter Hy in Verteilung in £>°(Gp) gegen den Gauf-Prozess

Gat,D G%QO (92,t,0) = Br, (92,t,0) — Br, (LD)Eg, (92,t,0)/ 09,  gzt,0 € G-
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Bemerkung 6.28.
Der Gau-Prozess GHI})QO hat den Erwartungswert Eg, [G]]}%GO (9z+.p0)] = 0 und die Kovarianz

von Gﬁ%eo (Guy.t,.0) und G o, (Gza.to,p) vereinfacht sich zu

IE90 (gmin(m,ﬂ:z),min(h,tz),D) - IE90 (gwl,tl,D)E% (gﬂcz,h,D)/a@o

= Py, (X1, 7)™ € [0, min{z1,25}] x [0, min{t1,t2}] N D)
1

— Py, ((X1,T)" € BN D) - Py, (X1, )" € ByN D) - —

Oégo

(6.18)

mit B, = [0,2;] x [0,¢;] fir ¢ = 1,2. Der Abschnitt A.2 beinhaltet die detaillierte
Berechnung der Kovarianz. O

Der Satz iiber stetige Abbildungen impliziert die entsprechende Konvergenz der Folge in
der Supremumsnorm ||-||g,, d.h. die Konvergenz der modifizierten Kolmogorov-Smirnov-
Teststatistik v/7d, (6, 7). Die Verteilung von HG]%GO llg,, kann wie folgt simuliert werden.

Algorithmus 3: Simulation der Verteilung von ||G# o llon

1. Erzeuge ein Gitter auf dem Rechteck [0, G + s] x [0, G].
2. Berechne fiir alle Gitterpunkte die Kovarianzmatrix nach (6.18).
3. Wiederhole fiir eine festgelegte Anzahl von Iterationen:

i) Erzeuge einen normalverteilten Vektor mit Erwartungswert null und der be-
rechneten Kovarianzmatrix.

ii) Ermittle das betragsméfiige Maximum des Vektors.

4. Wiéhle aus den sortierten Maxima das entsprechende Quantil aus.

6.2.4. Verteilung der Teststatistik bei (6, 7)

Schliefflich kann eine Verkniipfung der beiden vorangegangenen Stufen hergestellt wer-
den, sodass nun sowohl die Schétzung des Parameters der Exponentialverteilung als
auch des latenten Stichprobenumfangs beriicksichtigt werden. Dies hat zur Folge, dass
nun auch die Auswahlwahrscheinlichkeit in 1 := M,,/ @, von én abhangt und 7 im Ver-
gleich zum vorherigen Abschnitt neu definiert wird. Die zu untersuchenden Hypothesen
entsprechen denen aus Gleichung (6.8).

Die Teststatistik v/Ad,(6,,7n) fir diese vierte Stufe lautet

n fj €(x) (0,2] x [0, N D) = B, ((X;, )" € [0,2] x [0,4] N D)|

(z,t)eS Mn i=1 i
oy o
= sup |V erxn ([0, 2] x [0,¢] N D — Vo F?(’Ta:,t‘
V%, %7
= sup n erxy (10, 2] x [0tV D) — /M, /o, F: " (x,t)].
(z,t)€S \/Mn;::1 ()Ti)([ 10,4 ) \/7\/ 0" 0, (1)
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6. Kolmogorov-Smirnov-Anpassungstest

Zur Bestimmung der asymptotischen Verteilung des absolut zu maximierenden Argu-
ments

s

aén

Nop ([0, 2] % [0,8]) — /My ja, FX T (1), (6.19)

wird ebenfalls eine Zerlegung vorgenommen. Diese wird so gewéhlt, dass der resultie-
rende Ausdruck moglichst kurz gehalten ist. In Bemerkung 6.35 wird eine intuitivere
Zerlegung vorgestellt, die sich an den vorherigen Stufen orientiert. Beide Varianten
fithren jedoch zum selben Grenzprozess. Die einzufiigenden Terme werden nachfolgend
aufgefiihrt:

E

1 X, T
+ (ﬁNn’D([O’x] X [O,t]) —Vnag F (a:,t))
1

+ . /ag, (\/mNmD([O, 2] % [0,4)) — v/, Fy (a, t))

AnschlieBendes Ausklammern von N, p und FéX T fuhrt zu

<1AMﬂQﬂxN®_me§ﬁ%®

NG
+ VlﬁnNn,D([va] X [OJ]) l(x/@‘ \/Oé_eo) - (@ - %)]

s Fr ) (Vs - vivas) - (Vi - vivas )]

Es erfolgt die Erweiterung des zweiten Summanden mit /n+/n/n, woraufhin sich der
vorherige Ausdruck zu

(\}ﬁNn,DGO,x] < [0,1]) - \/ﬁ@éan’T(x,t)>

1

+|va (vaz, - vam) - (VM - vaiyas, ) (6.20)
. [\/\/MﬁniNn,D([o,x} x [0,1]) +¢a—énpéff(x,t>]

4

umschreiben ldsst. Die Verteilungskonvergenz von Teil 1 in der Darstellung (6.20) ist
Inhalt von Satz 6.23. Im vorangegangenen Abschnitt wurde der dritte Teil unter Anwen-
dung der Delta-Methode in Gleichung (6.15) analysiert. Die Untersuchung der tibrigen
Elemente der Darstellung erfolgt in den nachfolgenden Lemmata.
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Lemma 6.29.
Die Folge \/ﬁ(\/a_én — /) ist asymptotisch linear mit der Darstellung

1

(B, [tho, (X1, T1)]) ! + gy, (1) (6.21)

3

(X:, T3)
Tr (KT o

und  asymptotisch  normalverteilt mit  Erwartungswert —null —und ~ Varianz
_E90 [wi‘)o (X17 TI)]_ldgo/(Zlago).

Beweis. Nach Korollar 1 in Weiflbach und Wied [65] ist die Abbildung 6 — ay dif-
ferenzierbar in 6. Wegen oy € (0,1) ist auch 6 — /oy differenzierbar in 6, und es
folgt ‘

Oégo

VA=V = (0= f0) e =

In Satz 1 zeigen Weifibach und Wied [65] die Konsistenz 0, — 0. Mit Lemma 2.12 aus
van der Vaart [61] wird auch

o(|0 = bo))-

+ 08, (16 — bol)

A de

~  — / — QTL _ 8 . 0
ersichtlich. Aus der asymptotischen Linearitét von /n(f, — 6,) aus Gleichung (6.10)
folgt die Darstellung (6.21) und die Folge ist asymptotisch normalverteilt mit dem
oben genannten Erwartungswert und der Varianz. Dabei wurde verwendet, dass

084, (1) + 024, (10 — b0]) = 08y, (1). u

Bemerkung 6.30.

Die Herleitung der asymptotischen Normalitat konnte auch mittels der Delta-Methode
erreicht werden. Fiir spétere Zwecke ist jedoch die asymptotische Linearitat der Folge
von entscheidender Bedeutung. 0

Das néchste Lemma liefert eine Approximation des vierten Terms in Gleichung (6.20).

Lemma 6.31.
Es gilt
vn 1 Xx.T X7
—=—Nap([0,2] X [0,]) + /a5 ;" (2, 1) = 2y/ag,Fy, " (2,1)| = 0
(xs,tL)lgD M, n ’D<[ z] x| ]>+ Y. 59, (w,t) QoL g, (z,t)

in Wahrscheinlichkeit fir n — oo.

Bewets. Die Konvergenz kann in zwei Schritten gezeigt werden:

1
sup

\/ﬁ X,T
—N,.p([0,2] x [0,t]) — \/ag Fy " (z,t
@tep |V M, n ’D([ z] x| ]> g, Fy, " (1)
+ sup ‘«/O‘e FXT (x,t) — /—%OF;?T@J)’

(z,t)eD
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Der erste Summand konvergiert nach Lemma 6.26 in Wahrscheinlichkeit fiir n — oo
gegen null. Im zweiten Schritt wird der zweite Summand betrachtet. Zunéchst ist festzu-
halten, dass ,/ong(,X’T(x,t) = Ey(gzt.0)//ap gilt. Nach Lemma 6.22 ist die Abbildung
0 € [eg,1/29] — Ey € £°(Gp) Fréchet-differenzierbar in 6y und somit auch stetig in 6y,
d.h.

HEQ — EQOHQD — 0, fur 0 — 90.

Die Abbildung 6 — 1/,/ay ist stetig in 6y und als Abbildung nach ¢*°(Gp) konstant.
Die Komposition 6 — Eq/\/ap ist demnach ebenfalls stetig in 6. Weilbach und Wied

weisen in Satz 1 in [65] die Konsistenz der Folge 6, — 6 nach. Der Satz iiber stetige
Abbildungen (vgl. Satz 18.11 in van der Vaart [61]) fithrt schliefllich zu

sup “ /aénFé)i’T(x,t) — w/04(9017’(9)5’T(x,75)‘ — 0

(z,t)eD
in Wahrscheinlichkeit fur n — oo. [ |

Nach dieser ersten Annaherung an die Idee der Zerlegung soll nun der Beweis der Kon-
vergenz des Prozesses (6.19) bzw. (6.20) gegen einen GauB-Prozess einer detaillierten
Betrachtung unterzogen werden.

Satz 6.32. '
Es sei auf die bereits angefiihrte Definition ¢g, = —(Eq,[1a,]) 109, verwiesen. Die Folge

{\/\/%Nw([o,x} % [0,4]) = /M a5 X T (2,1) : (1) € 5}

konvergiert in Verteilung in (>°(Gp) unter Hy gegen den Gauf-Prozess

Gat,0 = Hpy (9r1,0) = Br, (92,t,0) — Bpy, (¢00)Eoo (9,t.0)

. Egy (9a.t,0)
+ {BPGO (¢90) " Qg — BPQO (]ID)} ’ an :
o

fir gz+p0 € Gp.

Beweis. Der Ausdruck (6.19) kann wie oben beschrieben in (6.20) iiberfihrt werden.
Der néchste Schritt umfasst verschiedene Approximationen im Sinne der || - ||oo-Norm
bzw. nach Wechsel in die funktionenwertige Notation im Sinne der ¢*°(Gp)-Norm. Dafir
findet zunéchst das Lemma 6.31 Anwendung auf Teil 4 in Ausdruck (6.20):

(6.19) =(6.20) = (;ﬁNn,D([O,x] x [0,4]) — Vnay, F, " (x,t))

[V (= ) = (Vo = V)| [y o]+ on 0

Die zweite Approximation bezieht sich auf den zweiten Teil in Ausdruck (6.20) und

82



6.2. Anpassungstest fiir unabhangige Doppeltrunkation

nutzt das Lemma 6.29:

(6.19) = N, ([0,2] x [0,1]) —\/ﬁaénpgjf(x,t)>

.
+ [ = Ea a0, T)])” IZ%&ﬂQ%{@@ﬁﬁﬁ@}
) {QMF;E’T(x,t)} + o]pgo(l)

Die dritte und letzte Approximation ist Teil 1 des Ausdrucks (6.20) zuzuordnen. Wie
bereits erwahnt, wurde die Verteilungskonvergenz dieses Ausdrucks in Satz 6.23 bewie-
sen. Der Beweis des Satzes basiert auf der in Gleichung (6.9) dargestellten Zerlegung.
Anschliefend wird die Fréchet-Differenzierbarkeit der Funktion 6 +— Ey aus Lemma 6.22
sowie die asymptotische Linearitét der Schitzfolge /n (6, — ) aus Gleichung (6.10)
verwendet. Zur Wahrung der Ubersicht wird fiir diesen Approximationsschritt in die
funktionenwertige Notation gewechselt. In diesem Sinne gilt nun

(6.19) =v/1(Pu(g24.0) — Eoy (9.4.0)) — vV (Puls,) — Eay (06,) ) - g,

+ [\/ﬁ(Pn(cbeo) — Eq,(¢0,)) - 23903_90 —Vn (\/IPn(]lD) - \/Ego(nD)) } (6.22)

- (2E4, (92..0)/ /3t ) + 08y, (1).

Fir die Umformung in die funktionenwertige Notation sei angemerkt, dass

—(Eg, [0, (X1, T))) Z%&m Vi (Pu(0,) = Eoy(¢0,)).

wobei Eg,(dg,) = 0 und ¢p, = —(Eg,[a,]) by, genutzt wird.

Nach den Ausfiihrungen, die kurz vor Satz 6.20 vorgenommen wurden, ist die Klas-
se Gp eine Donsker-Klasse. Weiterhin gilt mit der Definition von vy, in Gleichung
(4) in WeiBbach und Wied [65], dass ||¢g,|lec < o0. Damit ist auch {¢g,} als endli-
che Funktionenklasse eine Donsker-Klasse. Nach Beispiel 2.10.7 in van der Vaart und
Wellner [62] tibertragt sich die Donsker-Eigenschaft zweier Klassen auf deren Verei-
nigung, sodass auch gf; = Gp U {¢y,} diese besitzt. Demnach konvergiert die Folge

{V/n(Py, —Eg ) (gorp) : Gorp € Gh} in Verteilung in £°(G3) gegen eine Pg,-Brownsche
Briicke Bp, . Die Abbildung

Vi(F. - B,
f: (ViPa —Eg)) = | Vi(Pu(Lp) — Eqy(1p))
\/E(Pn (¢90) - E90 <¢90 ))

mit (y/n(P, —Eg,)) € £2°(G9) ist stetig. Daher kann der Satz iiber stetige Abbildungen
angewendet werden, sodass { f(\/ﬁ(Pn - Eeo))(gx,t,p) © Gerp € Gh} in Verteilung in
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6. Kolmogorov-Smirnov-Anpassungstest

éw(g,%) gegen f (]B%]peo) konvergiert, d.h.

ﬁ(Pn - EGO) BPGO
Vi(Pu(lp) = Egy(1p)) | = | By, (1)
ﬁ(Pn(¢90) - E90(¢90)) BP% ((b@o)

in Verteilung in £(G%) fiir n — co. Mit Blick auf Gleichung (6.22) wird deutlich, dass
auch in diesem Fall die Erganzung der fehlenden Transformationen durch die Wur-
zelfunktion die Anwendung der Delta-Methode erforderlich macht. Es wird dafiir die
Funktion

on: (02(Gp))° = ((2(Gp))°, dale,y.2) = (x,v/5,2)"

betrachtet, welche nach Lemma 6.18, entsprechend auf drei Dimensionen erweitert,
Hadamard-differenzierbar ist mit

10 0
Oalz,y,2) =0 205" 0.
0 0 1

Nach Satz 6.19 (funktionale Delta-Methode) konvergiert nun

P, Eg, V(P — B, )
Vi | éa | Pa(lp) | = @a [ Egy(1p) | | = | v (Pal(lp) — \/Ego(1p))
Pr(¢0,) B, (6,) \/E(Pn(cﬁeo) - E00(¢00)>
Eq, Bp,, Bp,,
— Oa | Bg(1p) | - Bg,, (1p) | = | Be,, (1p)/(2\/4,)
Eq, (¢6,) Be,, (¢6,) Be,, (¢0,)

in Verteilung in £>°(G3,) fiir n — co. Die drei Komponenten des Vektors kénnen schlieB-
lich iiber den Satz iiber stetige Abbildungen (vgl. Satz 18.11 in van der Vaart [61])
kombiniert werden, sodass der Ausdruck in Gleichung (6.22) entsteht. Die Folge

{[Vi(Bn — Ba) = via(Ba(60) — Enlon)) - B,

 [Vi(Buton) ~ Baton) - 55 = i (VB(E0) — yEa(10) |

. (2 Egg/\/oé_eo) ] (9et.0) © Guit,p € Q’%}

konvergiert unter Hy in Verteilung in £>°(G%) und somit auch in ¢*(Gp) (ihnlich wie
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6.2. Anpassungstest fiir unabhangige Doppeltrunkation

in Satz 19.23 in [61]) gegen den GauB-Prozess

Ja.t,0 ~ HPQO (gx,t,D) = Bﬂ”eo (gz,t,D) - BIF’GO (¢00)E00 (ga:,t,D)
‘ Egq (a1,
T [BP% <¢90> “ Qg — BIPQO <]lD)] . M

CY@O
far Gat,.D € gp. [ |

Bemerkung 6.33.
Der GauB-Prozess Hp, hat den Erwartungswert Eq, [HPeo (gzt,p)] = 0 und die Kovarianz
von Hp, (9zy.4,.0) und Hp,, (Gzs.t5.0) lautet

EQO (gmin(acl,xg),min(tl,Q),D) - E90 (g:tl,tl,D)E@o (gIQ,tQ,D)/aeo
+ (E% [w%])il ) an (gfrl,tl,D)]E% (912715271?)

& : :
- (Et% [weo]) L. ]E90 (gI27t2,D)E90 (gﬂc1,t1,D) + Eeo (gm,thD)Eeo (ng,tz,D) (623)
g,

22
0690

+ (]E90 [qb@o])_l ’ ’ IE’@o (gxl,thD)E@o (912,152,17)

2
0460

Ausfiihrliche Erlauterungen zur Berechnung der Kovarianz befinden sich in Abschnitt
A.2. O

Aus dem Satz iiber stetige Abbildungen folgt die entsprechende Konvergenz der Folge
in der Supremumsnorm || - ||g,, d.h. die Konvergenz der modifizierten Kolmogorov-
Smirnov-Teststatistik v/7d,(0,, 7). Die Simulation der Verteilung von [Hp,, lg, kann
wie folgt durchgefiithrt werden.

Algorithmus 4: Simulation der Verteilung von [|Hg, ||g,,

1. Erzeuge ein Gitter auf dem Rechteck [0, G + s] x [0, G].
2. Berechne fir alle Gitterpunkte die Kovarianzmatrix nach (6.23).
3. Wiederhole fiir eine festgelegte Anzahl von Iterationen:

i) Erzeuge einen normalverteilten Vektor mit Erwartungswert null und der be-
rechneten Kovarianzmatrix.

ii) Ermittle das betragsméflige Maximum des Vektors.

4. Wiéhle aus den sortierten Maxima das entsprechende Quantil aus.
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Bemerkung 6.34.
Der Prozess Hp, steht in folgendem Zusammenhang zu den vorangegangenen drei
Grenzprozessen:

HPGO (ga:,t,D) = Gggo (gx,t,D) + G]};GO (gac,t,D)

o}
- (B]P’go (gaz,t,D) - B]P’(;O (ﬁbeo) : E@o (gx,t,D> : 00)

@0 (6.24)

Qg :
= G]]IIDQO (9zt.0) + B]PHO (¢0,) - ?;Eeo (9et.0) — E(g:c,t,D)]

0

= GIIFL’QO (gac,t,D) + ]BPOO (P60) - Eoo [gfﬂ,t,Dw%]

Fiir den letzten Schritt wurde g, = fo,/fo, — (g, /9, auf D (dhnlich wie in Gleichung
(A.1)) verwendet. O

Bemerkung 6.35.

Zur Herleitung der asymptotischen Verteilung konnte der Ausdrucks (6.19) umfang-
reicher zerlegt werden. Fiir eine alternative Zerlegung konnten die Prozesse der drei
vorherigen Stufen herangezogen werden, d.h.

1 X, T
+ (\/ﬁNmD([O,x] X [O,t]) — Vnag, Fy (a:,t))

+ (\}ﬁNmD([O,x] X [O,t]) - \/ﬁaénFeif’T(x,t)>
+ .\ /ag, (\/%HN,L,D([O, 2] % [0,1]) — /M Jan Fo " (a, t)) .

Im Ergebnis wiirde man direkt zu der ersten Darstellung in Gleichung (6.24) gelangen.
0

Die nachfolgende Tabelle fasst die Resultate der Untersuchungen zu den Grenzprozessen
der vier Stufen zusammen.

Tabelle 6.1.: Ubersicht iiber die vier Stufen und die zugehorigen Grenzprozesse

o GauB3-Prozess
Teststatistik Satz

Symbol Darstellung
\/ﬁd(eo, Tl) 6.20 B]pao IBP90
\/ﬁd( An, TL) 6.23 Gg% BPGO - BP@O (¢90) . E@O
Vid(6y, ) 6.27 Gp,, Bp,, — Be,, (1p) - Eg, /g,
Vad(B,, i) 632 Hy, G +Bg, (d0)- {2321@90 _ EQO}
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6.2.5. Algorithmus zur Berechnung der PriifgroBe

Im Falle einer eindimensionalen Stichprobe erfolgen die Spriinge der empirischen Ver-
teilungsfunktion lediglich in den beobachteten Punkten, sodass sich die Kolmogorov-
Smirnov-Teststatistik durch das Auswerten des Abstands der empirischen und der theo-
retischen Verteilung in diesen Punkten ergibt (vgl. Comment 27, S. 572 in [25] sowie
Abschnitt 4.2.1 in [4]). Bereits im bivariaten Fall liegen jedoch unendlich viele Spriinge
vor. In ihrer Arbeit [27] stellen Justel, Pena und Zamar eine Prozedur zur Berechnung
der Kolmogorov-Smirnov-Statistik im zweidimensionalen Fall vor, bei welcher die Aus-
wertung nur in endlich vielen Punkten erforderlich ist. Die wesentlichen Aussagen aus
Lemma 1 und 2 sowie Satz 1 aus [27] werden in angepasster Notation wiedergegeben, de-
ren Herleitungen skizziert und diese um eigene Abbildungen ergéanzt. Zur Vereinfachung
wird der Anpassungstest als Test auf die Hypothese zweier unabhangiger Gleichvertei-
lungen vorgestellt. Eine der zugrundeliegenden Annahmen ist, dass der Trager der zwei
Merkmale das Einheitsquadrat [0, 1]* ist. Wie die Methode auf den Fall der unabhén-
gigen Doppeltrunkation tibertragen werden kann, wird im Anschluss erldutert.

Es sei uy = (uy1,u21),...,Uno = (U1 no,Uzno) die Realisation einer Zufallsstichpro-
be einer zweidimensionalen Gleichverteilung auf dem Einheitsquadrat mit unabhén-
gigen Komponenten. Zur Abgrenzung vom latenten Stichprobenumfang n und der
Anzahl der Beobachtungen M,,, wird der Stichprobenumfang hier mit no bezeichnet.
Fiir die Berechnung der Priifgrofie werden gewisse Knotenpunkte benotigt. Ein Punkt
(w14, ug;) wird in diesem Zusammenhang als Knotenpunkt bezeichnet, falls uy; < uy;
und ug; > ug j, womit die Punkte (uq;,us;) und (uy ;, us ;) diskordant sind. In Abbil-
dung 6.1 wurden beispielhaft die Knotenpunkte fiir sechs Beobachtungen ermittelt.

Ug
4

2 ® Beobachtungen
X Knotenpunkte
O Randprojektionen
A Eckpunkte
A —
0 1w

Abbildung 6.1.: Werte einer zweidimensionalen empirischen Verteilungsfunktion mit
sechs Beobachtungen (-6) in Abhéingigkeit der Beobachtungen, Knotenpunkte, Eck-
punkte und Projektionen auf den oberen und rechten Rand

Fir u = (u1,ug) sei D} (u) := (Gpo(u) — G(u)) und D, (u) := (G(u) — Gpo(u)).
Hierbei bezeichnet G die Verteilungsfunktion zweier unabhéngiger, gleichverteilter Zu-
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6. Kolmogorov-Smirnov-Anpassungstest

fallsvariablen auf dem Intervall [0, 1] und G,,, die empirische Verteilungsfunktion. Es sei
bereits an dieser Stelle angedeutet, dass die Rolle von G als Verteilungsfunktion von u;
nicht in die Argumentation eingeht. Weiter sei Gyo(u™) := lims_o Gpo(uy — 9, u9 — 9).
Die Kolmogorov-Smirnov-Statistik berechnet sich dann als Maximum tiber die beiden
Grofen D := sup, D/ (u) und D, := sup,, D, (u). Aus den folgenden Lemmata geht
nun hervor, in welchen Punkten D} und D, zur Berechnung der Teststatistik ausge-
wertet werden miissen.

Zunachst kann DI durch das Maximum iiber die Beobachtungen und die oben einge-
fithrten Knotenpunkte abgeschatzt werden. Dafiir bezeichne

I = {(u1j,u9;)|ur; < ugj, ug; > usj;i,j=0,1,...,n0}.

Die Menge I enthilt den Punkt (0,0), die beobachteten Punkte sowie alle Knoten-
punkte. Zu gegebenem u = (uj,up) € [0,1]*> wird der Punkt (u% uy) € I durch
uy = max{uy ;| u1; < up, ug; < ug} und uly = max{ug ;| us,; < ug, ur,; < uy} definiert.
Aus der Definition von u folgt Gpo(u1, uz) = Gho(ul, uz). Ebenso ergibt sich aus der De-
finition von u} die Gleichheit Gpo(u, u2) = Guo(ug, uy). In der Menge (uf, ui] x (u¥, us)
befinden sich keine Beobachtungen, da dies den Definitionen von u{ und wu} widerspre-
chen wiirde. Es gilt Gyo(uf,uy) = Guo(ul, uz) + Gno(u1, uy) — Guo(u1, ug) und somit
insgesamt Gho(uf,uy) = Gpo(uy,us). Die nachfolgende Abbildung 6.2 (links) veran-
schaulicht diesen Sachverhalt beispielhaft.

U2 U2
11 1 I—D—D—D—D—D—
(Ul, u?)
0]
° ° X
(uf, ugy)
° X [ X
(uf, uy)
° ) X ° ) ao X
[ ] [ ] [ ] (/U/17 u2) [ ]
AN —> Y —>
0 1 w 0 1w

Abbildung 6.2.: Veranschaulichung der Herleitung von Lemma 6.36 (links) und Lemma
6.37 (rechts)

Daraus kann anschliefend die Ungleichung
Do (@) = Ghuo(ur, ) = G(un, uz) < Gho(uy, uz) — Gug, ug) < max Dyo(v)

und somit das Lemma hergeleitet werden.
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Lemma 6.36.
Ist uy g = ugp = 0, dann berechnet sich D durch D}, = maxyer D (v).

In einem zweiten Schritt wird nun D, durch das Maximum tber die Knotenpunkte
und die Randprojektionen der Beobachtungen abgeschétzt. Es bezeichne

P = {(u17j,u27l')| Uy, j > Uy, U < U2 4} Z,j = O, 1, ...,h0+ 1}

Die Menge P enthélt den Punkt (1,1), alle Knotenpunkte und die Projektionen der
beobachteten Punkte auf den oberen und rechten Rand des Einheitsquadrats.

Das Supremum D, wird zunachst durch das Maximum tiber eine Menge (), definiert
durch @ = P U {(uyj,u2;)|u1j > w1, usj > u2y; 4,5 = 1,...,n0}, abgeschétzt. Mit
uy = min{uy ;| uy; > w1} und uf = min{us ;| ug; > ug, ur; < uy} wird dafir der Punkt
(uf,uly) € Q definiert. Es gilt

Dyo(u) = G(u) = Gro(u) < G(uf, uy) — Gno(u)
= G(Uqf, Ug) - }slr% Gno(uqf - 6a ug - 6) + (ISH% Gno(uqf - 57 Ug - 6) - Gno(u)

<max(G(v) — Guo(v7)) + %iir(l) Go(uf — d,uy —0) — Gyo(u).

Aus der Definition von (u},uy) folgt Guo(u) = lims,oGpo(ul — d,uz) sowie
Gno(u) = lims_y0 Gpo(ur,uy — 6). Aus der Abbildung 6.2 (rechts) geht hervor, dass
sich in der Menge (uy,u?) X (ug,uy) keine Beobachtungen befinden. Dies impliziert
auch lims_,0 Gpo(ul — 0, uy —0) = Gyo(u). Weiterhin lésst sich zeigen, dass die Differenz
G(u)—Gyo(u™) fiir jeden Punkt u € @\ P durch das Maximum maxyep(G(v)—Gpno(v7))
abgeschétzt werden kann und, dass dieses Maximum auch angenommen wird, sodass
Dy, = maxyep(G(v) = Guo(V7))-

ot

Lemma 6.37.
Fiir uy g = ugnot1 = 0 und ugp = Uy nor1 = 1, ist Dy = maxyep(G(V) — Gpo(v7)).

Die Kombination der vorangegangenen Lemmata resultiert schliellich in dem folgenden
Satz.

Satz 6.38.
Im bivariaten Fall berechnet sich die Kolmogorov-Smirnov-Statistik (6.4) durch

Vvno maXP{Gno(u) —G(u),G(v) — Guo(v)}

uel,ve

Je nach Struktur der Stichprobe werden 3no bis 3no + (ngo) Auswertungen benotigt.
Die Auswertungen fiir D__ lassen sich auf D zurtckfithren. Fiir die Menge I der
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Knotenpunkte gilt beispielsweise

max(G(v) — Guo(v7)) = —min(Goo(v™) — G(V))

vel vel
= —min ! ie " ([0 v1) x [0 vg)> —G(v)
vel [no = (uéi) ’ ’
2 . 1 Xo
2 .
= - I\I]lé}l(Gno(V) — Gno(V)).
Wegen v = (v1,v3) € I gibt es zwei Beobachtungen (uy;,us;) und (uj,us ;) mit

Up; > Upj, Uy < Ugj, Up; = U1 SOWie ug; = vo. Daher gilt sowohl fiir ¢ als auch fiir j,
dass

C(ul’i)<[0,vl) X [O,Ug)) = 6(1L17i)([0,vl] X [O,v2]> — 1.

uQ ; ug
Dies kann auch auf die Randprojektionen iibertragen werden, wobei dort jeweils nur
eine Komponente betroffen ist.
Die Priifgrofle erhélt man somit iiber die Berechnung der folgenden Werte.

Algorithmus 5: Prozedur zur Berechnung der Kolmogorov-Smirnov-Teststatistik

1. Berechne die den Beobachtungen zugehorigen Rand- sowie Knotenpunkte und
daraus die folgenden Absténde:

2. D! :=max,—i  no D (u;), der maximale Abstand in den beobachteten Punkten

3. Dr210 = maX’i,jzl,...,no{D:o(ul,j7 u2,i)| Uy > Urg, Uz < IU/Q,/L'}’ der maximale Ab-
stand in den Knotenpunkten,

4. Dr?:o = 2/I10 — miniyjzljwno{DrTO(ul,j,u2,i)\ Uy > Urs, Uz; < UQJ'}, der minimale
Abstand in den Knotenpunkten

5. Di :=1/no—min;—1 o D (1,uz,), der maximale Abstand in den Projektionen
der beobachteten Punkte auf den rechten Rand des Einheitsquadrats

6. D2, :=1/no—min;—1__no D (u14, 1), der maximale Abstand in den Projektionen
der beobachteten Punkte auf den oberen Rand des Einheitsquadrats,

7. Dpo =max{D} D2 D3 DI D51 das Maximum all dieser Werte

no’ no?’ no’ no’

Die Abbildung 6.1 zeigt beispielhaft sechs Beobachtungen und die mit sechs multipli-
zierten Werte der empirischen Verteilungsfunktion. Zusatzlich wurden alle weiteren zur
Auswertung der Priifgrofie benotigten Punkte gekennzeichnet: die Knotenpunkten, die
Randprojektionen sowie die Eckpunkte.

Die Prozedur kann nun direkt auf die abhédngige Doppeltrunkation iibertragen werden,
da auch hier ein beschréankter Trager vorliegt. Bei Bekanntheit von 6y und n lautet die

90
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Priifgrofie

nd,(fy,n) = su
Vind,(6o,n) = xtIe)S\/—‘

Es lasst sich d,,(6y, n) auch schreiben als

N ([0,2] 5 [0,4]) = i p ([0, 2] x [0,4]) |

iznjem ([0,2] x [0, N D) = Py, (X, 7)™ € [0,2] x [0,4] N D)‘ .

‘ T;
i=1 B

Das Trunkieren der Werte auflerhalb der Menge D hat zur Folge, dass das Supremum
nur iber D gebildet werden muss. Fiir die Auswertung sind demnach lediglich die Be-
obachtungen und Knotenpunkte in D sowie die Randpunkte auf dem Rand von D von
Relevanz. Uber (T + s, T;) und (yj, min()?}, G)) gelangt man zu den Projektionen der
Beobachtungen (5(,]’ TJ) auf die jeweiligen Rander des Parallelogramms.

Fir den Fall, dass der latente Stichprobenumfang n unbekannt ist, wird dieser durch
M, /g, geschitzt. Die PriffgroBe lautet dann v/fd,, (6y, 7) mit

1 M

d, (0o, 1) = g, - sup Ze(

(z,t)eD n j=1

)( x [0,8)) — Fpr " (,1)|.

7
Die ZufallsgroBen (X;,T;)" nehmen nur Werte in D an, sodass der Schnitt mit der
Menge D vernachlissigt und das Supremum nur iiber D gesucht werden kann (vgl. De-
finition 3.4). Nachdem der maximale Wert iiber Algorithmus 5 ermittelt wurde, muss
dieser mit der Auswahlwahrscheinlichkeit g, multipliziert werden, um d,, (6o, 1) zu er-
halten. Um den Wert der Priifgrofie als skalierte Version von d,,(6p,72) zu berechnen,

muss weiterhin der Faktor /M, /g, berticksichtigt werden.

Wie bereits angedeutet, findet die Rolle von G als Verteilungsfunktion der der empiri-
schen Verteilungsfunktion zugrunde liegenden Zufallsvariablen in der Herleitung keine
Verwendung. Fiir den Fall, dass der Parameter ¢ geschétzt wird, kann somit problem-
los P, ((XZ,T,)T [0, 2] x [0, 1] ﬂD) bzw. oy FX’ (x,t) aufgrund von Monotonie- und
Stetlgkeltselgenschaften eingesetzt werden.
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7. Anwendung auf Daten zur
Unternehmensdemografie

In diesem Kapitel wird zundchst das in Abschnitt 3.1 eingefithrte Modell auf einen Da-
tensatz iiber Unternehmensinsolvenzen angewendet. Die Parameter des Modells werden
geschatzt und die in Abschnitt 3.4 eingefithrten Copulas werden im Vergleich betrachtet.
Ziel ist es, die Unternehmensinsolvenzen hinsichtlich ihrer Zeitstabilitat und Altersho-
mogenitat zu untersuchen. Zur Analyse werden der Test auf Unabhangigkeit aus Kapitel
5 sowie der Kolmogorov-Smirnov-Anpassungstest aus Kapitel 6 verwendet.

7.1. Beschreibung der Daten

Die Grundgesamtheit der empirischen Daten besteht aus Unternechmen mit Sitz in
Deutschland, die zwischen dem 01.01.1990 und dem 31.12.2013 gegriindet wurden. Die
Lange der Griindungsperiode betragt somit G = 24 Jahre. Der Beobachtungszeitraum
mit einer Lange von s = 3 Jahren beginnt am 01.01.2014 und endet am 31.12.2016. Es
bezeichne T; € [0,24] das Alter des i-ten Unternehmens zu Beginn der Beobachtungs-
periode. Es wird angenommen, dass eine Griindung zu jedem Zeitpunkt innerhalb der
Griindungsperiode gleich wahrscheinlich ist, sodass die Zufallsgrofen 7; gleichverteilt
auf dem Intervall [0,24] sind (vgl. Annahme (A2)). Von Interesse ist nun das Ereignis
der Insolvenz eines Unternehmens. Dafiir bezeichne X, das Alter des ¢-ten Unterneh-
mens bei Insolvenz. Somit ergibt sich X; als Linge der Zeitspanne zwischen dem Tag
der beurkundeten Griindung eines Unternehmens und dem Tag der Beantragung der
Insolvenz. Die Lebensdauer X; eines Unternehmens sei exponentialverteilt zum un-
bekannten Parameter 6y (vgl. Annahme (A2)). Der Erwartungswert 1/6, gibt somit
Auskunft iiber die durchschnittliche Lebensdauer. Beobachtet werden nur diejenigen
Unternehmen, welche innerhalb der Beobachtungsperiode Insolvenz beantragt haben
(vgl. Annahme (A4)). Die somit doppelt trunkierte Stichprobe umfasst m,, = 55.279
Unternehmen. Die zugrunde liegenden Daten wurden durch die Insolvenzgerichte der
Bundesrepublik Deutschland unter [39] veroffentlicht. Eben jener Datensatz wurde so-
wohl von Weiflbach und Wied in [65] als auch von Weilbach und Dérre [64] verwendet.
Fiir detailliertere Informationen beziiglich des Datensatzes wird auf die genannten Quel-
len verwiesen. Die Modellierung der Abhangigkeit zwischen X; und 7; wird zu Beginn
jedes Unterabschnitts beschrieben.
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7.2. Test auf Zeitstabilitat der
Unternehmensinsolvenzen

Die Zeitstabilitat der Unternehmensinsolvenzen soll durch die Untersuchung der Ent-
wicklung der durchschnittlichen Unternehmenslebensdauer in Abhéngigkeit vom Griin-
dungsjahr analysiert werden. Mittels des in Kapitel 5 eingefiihrten Tests kann die Si-
gnifikanz der Abhéngigkeit der Lebensdauern und des Griindungsjahres bzw. des Alters
bei Studienbeginn gepriift werden. Zunéchst soll der Frage nachgegangen werden, ob
ein Anstieg der Lebensdauern der Unternehmen zu erwarten ist.

7.2.1. Gumbel-Barnett-Copula

Fir diesen Abschnitt wird angenommen, dass der Zusammenhang zwischen X; und
T; durch die Gumbel-Barnett-Copula Cy, aus Annahme (A3) beschrieben wird, wobei
auch Yy ein unbekannter zu schétzender Parameter ist. Die Gumbel-Barnett-Copula
modelliert eine schwache negative Abhéngigkeit zwischen X; und 7;, was einer steigen-
den Lebenserwartung entspricht.

Mittels der in (3.4) und (3.5) beschriebenen Methode, kénnen sowohl die Parameter 6,
und ¥y als auch n geschétzt werden. Als Schétzung erhalt man

6, = 0,08256 und ¥, = 0.

Daraus ergeben sich die Auswahlwahrscheinlichkeit, der Stichprobenumfang sowie Ken-
dalls Tau mit

Auf Basis der Beobachtung von 55.279 Unternehmensinsolvenzen zwischen 2014 und
2016 kann darauf geschlossen werden, dass zwischen 1990 und 2013 insgesamt 579.089
Firmen in Deutschland gegriindet wurden. Die Schatzung des Parameters 6, ist hierbei
ghnlich wie bei WeiBbach und Wied [65] mit 6, = 0,08261 und entspricht einer durch-
schnittlichen Lebensdauer insolventer Unternehmen von rund 12,11 Jahren.

Unter der Nullhypothese Hy : ¥y = 0 konnen die Standardfehler mithilfe der Schitzung
der Fisher-Informationsmatrix in (5.4) ermittelt werden. Die folgende Tabelle zeigt
die Standardfehler von 1§n und (én — 0p). Fur die Schéitzung des Standardfehlers von
(6, — 0y) wird zusétzlich die Randverteilung (5.5) benétigt. Weiterhin kiirzt sich der
Stichprobenumfang n nicht raus und muss ebenfalls geschatzt werden.
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7. Anwendung auf Daten zur Unternehmensdemografie

Tabelle 7.1.: Vergleich der Standardfehler von J, und (én — 0y) unter Hy, fir 8, € 6
und nach Weilbach und Wied [65]

Go/V/n b9/ V'R Go/v/n

(5.4) (5.5) 413 [65]
519-1073 6,58-10"* 6,63-10~* 6,710~

Zum Vergleich wurden zusitzlich der Standardfehler von (6, — 6y) unter der Annahme
6, € O nach Satz 4.13 sowie nach Weifibach und Wied [65] angegeben. Die Abbildung
7.1 zeigt die negative logarithmierte Profillikelihood der Daten der Unternehmensinsol-
venzen, die aus (3.4) mit n = M/ap hervorgeht. Aufgrund der starken Kriimmung in
f-Richtung ldsst sich gut erkennen, dass das Minimum in 0, ~ 0,08 angenommen wird.
Die Kriimmung in ¥-Richtung ist im Vergleich deutlich geringer, was sich in dem gro-
Beren Standardfehler widerspiegelt. Dennoch ist ein leichter Anstieg erkennbar, sodass
das Minimum in 1§n ~ 0 lokalisiert werden kann.
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Abbildung 7.1.: Plot der negativen Profillikelihood fiir die Daten der Unternehmensin-
solvenzen

Fir einen Fehler der 1. Art von o« =0,05 kann die Nullhypothese wegen
T, =0 < 2995 = 1,645 nicht abgelehnt werden. Die Unabhéngigkeit der Lebensdauer
einer Firma und des Alters bei Studienbeginn beziehungsweise des Griindungsjahres
des Unternehmens kann nicht widerlegt werden. Auf Basis der vorliegenden Daten ist
ein Anstieg der Lebensdauer bei spéater gegriindeten Firmen, dhnlich wie es bei der
Entwicklung der menschlichen Lebensdauer zu beobachten ist, nicht zu erwarten.
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7.2. Test auf Zeitstabilitat der Unternehmensinsolvenzen

7.2.2. Farlie-Gumbel-Morgenstern-Copula

Es stellt sich nun die Frage, ob die Lebenserwartung der deutschen Unternehmen mit
der Zeit sogar geringer wird. Um diese Frage zu beantworten, wird angenommen, dass
der Zusammenhang zwischen X; und 7; durch die Farlie-Gumbel-Morgenstern-Copula
CLe™ aus Annahme (A3’) beschrieben wird. Der Parameter der Copula kann Werte
zwischen -1 und 1 annehmen. Positive Parameterwerte stehen hierbei auch fiir eine
positive Abhéngigkeit. Das Maximieren der in Abschnitt 3.4 angegebenen Loglikelihood
fithrt zu den Schatzungen

OrEM — 0,08172 sowie 9FM = 0,10256.

Daraus lassen sich die Auswahlwahrscheinlichkeit, der Stichprobenumfang und Kendalls
Tau berechnen. Diese lauten

(o7

oM =0,09753, aTM = m/af M ~ 566.816 und 7, M = 0,02279.

Fiir dieses Modell bildet Satz 4.13 die Grundlage zur Berechnung der Standardfehler un-
ter der Nullhypothese Hy : 95 = (. Diese kénnen wie in Bemerkung 5.2 beschrieben
berechnet werden und sind in der folgenden Tabelle dargestellt.

Tabelle 7.2.: Vergleich der Standardfehler von (JFGM — 9FGM) yund (FGM — gFGM)
unter der Nullhypothese

SN SN

1,80-107% 6,58 1074

Im Vergleich zu den Standardfehlern im Gumbel-Barnett-Modell hat sich vor allem
der Standardfehler fiir den Parameter der Farlie-Gumbel-Morgenstern-Copula erhoht.
Genauere Ausfithrungen zur Berechnung der Standardfehler konnen im Appendix A.3
nachgelesen werden. Der Quotient aus der Schétzung des Copula-Parameters und dem
Standardfehler betrigt TF“M = 5709, sodass die Nullhypothese zu den géingigen Si-
gnifikanzniveaus abgelehnt werden kann.

Aus diesem Abhéangigkeitsmodell resultiert somit eine dhnliche durchschnittliche Le-
bensdauer von rund 12,24 Jahren. Auf Basis der Schitzung kann auf eine schwache
positive Abhéngigkeit zwischen dem Alter bei Studienbeginn und der Lebensdauer ge-
schlossen werden. Dies ist nun dquivalent zu einer schwachen negativen Abhéngigkeit
zwischen dem Griindungsdatum und der Lebensdauer eines deutschen Unternehmens.
Mithilfe der folgenden Abbildung erhélt man einen Eindruck tiber die Entwicklung der
Lebensdauer der deutschen Unternehmen mit dem Griindungsjahr. Sie zeigt den be-
dingten Erwartungswert der Lebensdauer X; gegeben eines konkreten Griindungsjahres
bzw. Alters bei Studienbeginn T; = t.
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7. Anwendung auf Daten zur Unternehmensdemografie
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Abbildung 7.2.: Plot der erwarteten Lebensdauer deutscher Unternehmen bedingt auf
das Alter bei Studienbeginn

Dabei berechnet sich der bedingte Erwartungswert durch

E[X|T:t]:/0°°x-de

= /OO zfe " [1 +9(2e7% —1) (1 — 2t>
0 G

1 1 2t
=—1—-=0(1—-—=]].
[1-27(1-5)]
Die durchschnittliche Lebensdauer eines im Jahr 1990 (¢ = 24) gegriindeten Unter-
nehmens betrégt rund 12,86 Jahre und fallt auf 11,61 Jahre fiir ein in 2014 (¢ = 0)

gegriindetes Unternehmen. Pro Jahr verringert sich die erwartete bedingte Lebensdau-
er um rund 18,82 Tage.

dx

7.2.3. Zur Spiegelung assozierte Gumbel-Barnett-Copula

Im Vergleich soll nun die zur Spiegelung assoziierte Version der Gumbel-Barnett-Copula
C%™0 betrachtet werden. Es wird angenommen, dass der Zusammenhang zwischen X;
und 7; geméaB Annahme (A3"") beschrieben wird. Der Parameter der Copula kann nach
wie vor Werte zwischen 0 und 1 annehmen. Die Parameterwerte stehen nach der Spie-
gelung jedoch fiir eine positive Abhéngigkeit. Durch das Maximieren der in Abschnitt
3.4 angegebenen Loglikelihood ergeben sich die Schatzungen

02" = 0,08302 sowie 27 = 0,060005.

Daraus lassen sich die Auswahlwahrscheinlichkeit, der Stichprobenumfang und Kendalls
Tau berechnen

ap’® =0,09681, 2*° =m/aj® ~ 571.018 und 737" = 0,02909.

96



7.2. Test auf Zeitstabilitat der Unternehmensinsolvenzen

Durch Schétzung der Fisher-Informationsmatrix in Gleichung (5.4) kénnen die Stan-
dardfehler unter der Nullhypothese Hy : 927 = 0 bestimmt werden. Diese sind in der
folgenden Tabelle angegeben. Um den Standardfehler von (0%70 — 62™) zu schétzen,
wird zusétzlich die Randverteilung (5.5) benétigt. AuBerdem kiirzt sich der Stichpro-
benumfang n nicht raus und muss ebenfalls geschéitzt werden. Als Vergleich wird der
Standardfehler von (6270 — #2™) nach Satz 4.13, d.h. bei asymptotischer Normalitét
angegeben.

Tabelle 7.3.: Vergleich der Standardfehler von 92 und (#27° — #2™) unter H, nach Satz
5.1 und 4.13

VO AV AV
(5.4) (5.5) 4.13
582-107% 6,60-107%  6,71-107*

Fiir die PriifgroBe berechnet sich ein Wert von 7270 = 10,315, sodass die Nullhypothese
fir alle iiblichen Signifikanzniveaus abgelehnt werden kann.

Auch mit dieser Copula konnte eine schwache negative Abhédngigkeit zwischen dem
Griindungsdatum und der Lebensdauer eines deutschen Unternehmens gefunden wer-
den. Der bedingte Erwartungswert gibt auch in diesem Fall Auskunft iber die Ent-
wicklung der Lebensdauer der deutschen Unternehmen mit dem Griindungsjahr. Dieser
kann zwar nicht explizit berechnet werden, sein Verlauf wird jedoch in der folgenden
Abbildung grafisch dargestellt.
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Abbildung 7.3.: Plot der erwarteten Lebensdauer deutscher Unternehmen bedingt auf
das Alter bei Studienbeginn

Die durchschnittliche Lebensdauer eines im Jahr 1990 (¢ = 24) gegriindeten Unterneh-
mens betrégt rund 13,03 Jahre und féllt (in diesem Fall nicht linear) auf 11,58 Jahre
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7. Anwendung auf Daten zur Unternehmensdemografie

fir ein in 2014 (¢ = 0) gegriindetes Unternehmen.
Die folgende Tabelle gibt einen Uberblick iiber die Ergebnisse der drei Abhingigkeits-
modelle.

Tabelle 7.4.: Vergleich der Ergebnisse des Unabhéangigkeitstests fiir die drei Copulas Cly,
CEGM ynd C27°

Copula 0, d, 1/ 0, T ap f Go/\/n T,

n

Cy 0,083 0 12,11 0 0,095 579.089 5,19-1073 0
creM 0,082 0,10 12,24 0,023 0,098 566.816 1,80-10"2 5,709
C370 0,083 0,06 12,05 0,029 0,097 571.018 582-107% 10,315

Ein Vergleich der Ergebnisse zeigt, dass sich fiir den Parameter der Exponentialvertei-
lung &hnliche Schatzwerte ergeben. Dies spiegelt sich auch in der mittleren Lebensdauer
der Unternehmen wider. Die Schatzungen fiir den Parameter der Copula unterscheiden
sich auf den ersten Blick. Unter Berticksichtigung von Kendalls Tau wird jedoch deut-
lich, dass mit beiden Copulas eine ahnlich schwache positive Abhédngigkeit in den Daten
gefunden wurde. Wahrend die Standardfehler fiir den Parameter 6 bei allen drei Mo-
dellen sehr dhnliche Werte aufweisen, ist der Standardfehler fiir den Parameter 9 bei
der Copula C%7° etwas geringer als bei der Copula CJ¢M.

Wichtig fiir die Wahl der Copula in Hinblick auf die Unternehmensdaten scheint zu
sein, dass die Modellierung positiver Abhédngigkeit moglich ist und diese insgesamt eher
schwach ausgepragt ist. Weiterhin sollte die Copula symmetrisch um v = 1 — u sein, da
keine Auffilligkeiten am unteren oder oberen Ende festgestellt werden koénnen.

7.3. Test auf Altershomogenitat der
Unternehmensinsolvenzen

Die Copula-Modelle basieren auf konkreten Annahmen (vgl. (A2)) iiber die Verteilung
der Lebensdauer der Unternehmen auf der einen Seite und des Alters bei Studienbeginn
auf der anderen Seite. Die Frage, ob die zugrunde gelegte theoretische Verteilung die
empirische Verteilung hinreichend gut beschreibt, kann mithilfe eines Anpassungstest
iiberprift werden. Damit wird auch die Giiltigkeit der mit der Exponentialverteilung
assoziierten Pramisse der Altershomogenitét, das heifit der Abhéangigkeit der Insolvenz-
wahrscheinlichkeit vom Alter des Unternehmens, in Frage gestellt. Es soll vereinfacht
angenommen werden, dass die Lebensdauer X; und das Alter bei Studienbeginn T; sto-
chastisch unabhéngig sind (vgl. Annahme (A3"’)). Konkret wird anhand der in Kapitel
6 zusammengefassten Theorie ein Kolmogorov-Smirnov-Anpassungstest fiir die vorlie-
genden Daten und das von Weilbach und Wied [65] eingefiihrte Modell durchgefiihrt.
Der wahre Parameterwert 6y der Grundgesamtheit ist unbekannt, sodass die folgenden
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7.3. Test auf Altershomogenitit der Unternehmensinsolvenzen

Hypothesen (vgl. Gleichung (6.8)) tiberpriift werden sollen:

Hy : Die Verteilung des Zufallsvektors (X;, 7;)T stammt aus der Verteilungsfamilie
{Fy=F*-F"'|0c o}

H, : Die Verteilung des Zufallsvektors (X;, 7;)* stammt nicht aus der Verteilungs-
familie {Fy = F~* - FT |6 € ©}.

Fiir den Parameter der Exponentialverteilung wurde von Weilbach und Wied ein Schétz-
wert von 6, = 0,08261 ermittelt. Infolge dessen betrégt die Auswahlwahrscheinlichkeit
ag, = 0,0955 (vgl. Gleichung (6.2)). Es liegen m,, = 55.279 Beobachtungen vor, wobei
aufgrund der Doppeltrunkation der latente Stichprobenumfang n nicht beobachtbar ist.
Dieser kann jedoch mittels i = m,,/a; =~ 578.837 geschitzt werden.

Berechnung der Priifgrofle

Zunéchst wird die Berechnung der Priifgrofie vorgenommen. Dafiir wird die in Algorith-
mus 5 beschriebene Schrittfolge durchgefiihrt. Fiir die Beobachtungen (m,, = 55.279)
werden die Projektionen auf den oberen (15.268) und rechten Rand (6.768) sowie die
Knotenpunkte (5.971.513) ermittelt. Insgesamt sind somit 6.048.849 Auswertungen zur
Berechnung der Priifgrofie erforderlich. Daraus ergeben sich die folgenden Hilfswerte:

Tabelle 7.5.: Zwischenwerte zur Ermittlung der Kolmogrov-Smirnov-Statistik nach Al-
gorithmus 5

D)} D? D3 D} D?

m m m m m

2,2725-107% 2,2733-10"% 3,6173-107° 1,7721-107° 1,7728 -107°

Die grofite Abweichung tritt demnach in D? und folglich in den Knotenpunkten auf.
Durch Multiplikation des Maximums mit /m, /@, lésst sich schlieBlich der Wert der

Priifgrofie mit \/ﬁdn(én, n) = 1,6515 ermitteln.
Berechnung des kritischen Wertes

Unter der Nullhypothese kann das Quantil mithilfe der in Algorithmus 4 beschriebenen
Methode berechnet werden. Es wurde eine Gitterbreite von 1/100 = 0,01 gewéhlt. Die
Variablen und Parameter wurden den Daten entsprechend gewéhlt, d.h. G = 24 und
s = 3. In diesem Fall betragt die Anzahl der Eintrige der Kovarianzmatrix (6.23) be-
reits (100G - 100(G + s))? = 4,199 - 10'®. Die Prozedur wurde 1.000 mal wiederholt und
ein 99%-Quantil von 0,3558 konnte ermittelt werden. Der Wert der Priifgrofie tibersteigt
den kritischen Wert und die Nullhypothese wird verworfen.

Die nachfolgende Tabelle vergleicht die Quantile bei Schatzung von 6y und n mit de-
nen bei Bekanntheit von 6y oder n. Die Berechnungen erfolgten unter den gleichen
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7. Anwendung auf Daten zur Unternehmensdemografie

Simulationsbedingungen wie oben beschrieben.

Tabelle 7.6.: Vergleich der Quantile fiir vier Stufen basierend auf der Schétzung von 6
und n (vgl. Algorithmen 1-4)

Signifikanzniveau «

Schétzgroflen 0,10 0,05 0,01

(69, ) 0,5745 0,6446 0,7805
(6, m) 0,5719 0,6558 0,8298
(o, 1) 0,3820 0,4235 0,5034
(B, ) 0,2869 0,3051 0,3558

Die Quantile der oberen drei Stufen liegen zwar iiber dem Quantil der letzten, jedoch
weiterhin unter dem Wert der Priifgréfle, sodass die Nullhypothese auch fiir die oberen
drei Stufen verworfen werden muss.

Im eindimensionalen Fall ohne Trunkation konnte Lilliefors fiir die Normalverteilung
[35] und die Exponentialverteilung [36] nachweisen, dass sich die kritischen Werte, un-
abhangig vom wahren Parameterwert, verringern, wenn die Parameter der Verteilung
geschétzt werden. Ein Vergleich der ersten beiden Zeilen der Tabelle 7.9 zeigt, dass dies
in dieser Arbeit nicht der Fall ist. Mit Blick auf die Varianzen der GauB-Prozesse ((6.6)
und (6.13)) wird ersichtlich, dass die Grenzverteilung bei Trunkation unter H, vom
zugrunde liegenden Parameter abhédngt. Die folgende Abbildung vergleicht die Varian-
zen der asymptotischen Verteilung bei Bekanntheit des Parameters (dunkelgrau) und
bei Schatzung des Parameters (hellgrau) miteinander. Der latente Stichprobenumfang
n wird als bekannt vorausgesetzt. Der Parameter # nimmt dabei Werte aus der Menge
{0,001;0,08261;0,5; 1} an.
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Abbildung 7.4.: Plot der Varianzen (6.6) fiir 6, (dunkelgrau) und (6.13) fiir 6, (hellgrau)
fir die Parameterwerte 6 € {0,001;0,08261;0,5; 1} auf D

Fiir die Stufen (6p,7) und (6,,7) hingegen lisst sich eine deutliche Verringerung der
Quantile im Vergleich zu (6y,n) in Tabelle 7.9 beobachten. Im Falle der Unbekanntheit
von ¢y und n wiirde die Nichtablehnung einer richtigen Nullhypothese begiinstigt, wenn
die Quantile aus den drei weiteren Stufen zum Vergleich herangezogen wiirden. Dies
liefe den Test in dem Sinne als konservativ erscheinen.

Nach Modifikation der Daten
Bei genauerer Betrachtung der Daten (vgl. linke Abbildung in 7.5) werden horizontale
Linien im Parallelogramm ersichtlich. Die Auffélligkeiten in den Daten werden durch

die Transformation der Beobachtungen tiber die (bedingten) Verteilungen deutlicher
sichtbar. Es erfolgt die Transformation

Uy =FYX;)  wd Uy, = FI(T)|X)) (7.)
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7. Anwendung auf Daten zur Unternehmensdemografie

und die transformierten Zufallsvariablen sind geméf Rosenblatt [49] unabhéngig und
gleichverteilt auf [0, 1]. (Details zur Abhéngigkeit von X; und 7 sowie zur Berechnung
der Transformation kénnen im Anhang A.4 nachgelesen werden.) Zusatzlich zu den nun
eher vertikalen schwarzen Linien, erscheinen im rechten Teil der Abbildung 7.5 nun auch
weile horizontale Linien.
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S 0.501

Alter bei Studienbeginn

0.25

0.001

0 9 18 27 0.00 0.25 0.50 0.75 1.00
Lebensdauer U

Abbildung 7.5.: (links) Beobachtungen in D, (rechts) mit (7.1) transformierte Beobach-
tungen

Die erkennbaren schwarzen bzw. weiflen Linien sind darauf zuriickzufiihren, dass zwi-
schen Weihnachten und Neujahr keine Griindungen bzw. Insolvenzen registriert wurden.
Die Griindungen zwischen dem 01.01.1990 und dem 31.12.2013 haufen sich dann zum
01.01 des jeweiligen Folgejahres, was sich in den schwarzen Linien widerspiegelt. In
der linken Abbildung entspricht dies den horizontalen schwarzen Linien. Die Insolven-
zen werden fiir den Zeitraum vom 01.01.2014 bis zum 31.12.2016 beobachtet. Zwischen
dem 24. und dem 27. Dezember der Jahre 2014 und 2015 wurden keine Insolvenzen
registriert, was die beiden weiflen Streifen erklart. In den nicht transformierten Daten
fithrt dies zu weiflen Linien um die Geraden 7" = X — 1 und 7' = X — 2, die jedoch
kaum sichtbar sind.

Wie aus der Abbildung 7.5 hervorgeht, verteilen sich die transformierten Beobachtun-
gen nicht gleichméaBig iiber das Einheitsquadrat. In diesem Zusammenhang stellt sich
die Frage, inwiefern die Haufung von Griindungen zu Monats- und Jahresbeginn das Er-
gebnis des Anpassungstests beeinflusst. Dazu werden die Griindungen zu Monats- und
Jahresbeginn gleichméafig tiber den Monat bzw. das Jahr aufgeteilt. Erwartungsgemafl
erhoht sich der Schéatzwert fiir den Parameter der Exponentialverteilung, was wieder-
um zu einer Verringerung der erwarteten Lebensdauer fiithrt. Im Folgenden werden die
Ergebnisse einander gegeniibergestellt.
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Tabelle 7.7.: Vergleich der Priifgrofie des Kolmogorov-Smirnov- Anpassungstest mit und
ohne Modifizierung der Griindungen

Modifizierung der Griindungen 0, 1/ 0, \/ﬁdn(én, n)
ohne 0,08261 12,1051 1,6515
mit 0,08397 11,910 1,5412

Der Wert der Priifgrofle hat sich zwar verringert, die Nullhypothese wird aber nach wie
vor abgelehnt. Es kann nicht davon ausgegangen werden, dass die latenten Daten die
angegebene Verteilung besitzen.

Farlie-Gumbel-Morgenstern-Copula

An dieser Stelle wird der entwickelte Anpassungstest ergénzend fiir die Farlie-Gumbel-
Morgenstern-Copula CFM aus Annahme (A3’) durchgefiihrt. Die Wahl dieser Copula
begriindet sich in ihrer einfacheren Form, da auftretende Integrale, wie bei der Auswahl-
wahrscheinlichkeit, sich explizit berechnen lassen. Die zugehorigen Hypothesen lauten:

Hy : Die Verteilung des Zufallsvektors (X;, 7;)T stammt aus der Verteilungsfamilie
{CFeM(FX FT) |6 € O}.

H, : Die Verteilung des Zufallsvektors (X;, 7;)T stammt nicht aus der Verteilungs-
familie {CY“M(FX FT)| 6 € ©}.

Die Parameter wurden bereits in Abschnitt 7.2.2 geschitzt mit éff &M — 0,08172 und
OrFEM = 0,10256. Daraus erhélt man 2™ = m/af“M ~ 566.816 mit o “™ = 0,09753.

Fir die Berechnung der Priifgrofie werden dieselben Beobachtungen, Rand- und Kno-
tenpunkte herangezogen, die bereits bei der Unabhangigkeitscopula ermittelt wurden.
Die folgende Tabelle enthélt die Zwischenwerte nach Algorithmus 5.

Tabelle 7.8.: Zwischenwerte zur Ermittlung der Kolmogrov-Smirnov-Statistik nach Al-
gorithmus 5, angewendet auf die Farlie-Gumbel-Morgenstern-Copula aus Beispiel 2.21

D} D? D3 D} D?

m m m m m

2,3040- 1072 2,3039-10"% 3,6173-10° 1,7697-10"° 1,7702-107°

Die grofite Abweichung tritt in den Beobachtungen auf und der Wert der Prifgrofie
betriagt VA d,(0,,7) =1,6917.
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7. Anwendung auf Daten zur Unternehmensdemografie

Die Berechnung der Quantile erfolgt ohne explizite Herleitung der Konvergenz des trun-
kierten Prozesses, da die im Abschnitt 6 verwendete Argumentation direkt auf die Co-
pula tbertragen werden kann. Hervorzuheben ist, dass die in Stufe zwei und vier zur
Approximation genutzten Fréchet-Ableitungen fiir beide Parameter, 6 und ¢, bestimmt
werden miissen. Auch die Funktion ¢, = (0,1, ¢g,,2) ist zweidimensional. Die Grenz-
prozesse flir Stufe zwei und vier lauten dann:

By (9e.1,0) ,
Gy, (9a,t,0) = Beg, (ga1,0) — (Bey, (S60.1): B, (00.2)) - | . sowie
Ey(gz,0)
dg EG Gz t,
HPBO (g:v,t,D) = G$90 <g$7t7D> + (Bpeo (¢9071)7 BPQO (¢90,2>> B - BP()O (]lD) ’ OLGtD)
(6% 0

Die folgende Tabelle enthélt die berechneten Quantile. Zur Berechnung wurden G = 24,
s = 3 und eine Gitterbreite von 0,01 herangezogen.

Tabelle 7.9.: Vergleich der Quantile fiir vier Stufen basierend auf der Schatzung von 6
und n (vgl. Algorithmen 1-4, angewendet auf die Farlie-Gumbel-Morgenstern-Copula
aus Beispiel 2.21)

Signifikanzniveau «

SchatzgroBlen 0,10 0,05 0,01

(80,n) 055799 0,6518 0,7862
(0,,n)  0,7320 0,8510 1,0816
(80,7)  0,3868 0,4275 0,5092
(6,,7) 02378 0,2535 0,2914

Die Nullhypothese wird auch fiir diese Copula verworfen. In Kombination mit dem Un-
abhéngigkeitstest ist dies ein Indiz dafir, dass die Ablehnung der Nullhypothese beim
Anpassungstest mit der Unabhéngigkeitscopula nicht allein aufgrund der zugrunde ge-
legten Unabhéngigkeit erfolgt. Die Altershomogenitéit kann fir die vorliegenden Daten
nicht gestiitzt und die Wahl der Randverteilungen sollte weitergehend gepriift werden.
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8. Simulationen

Nachdem die beiden Tests Anwendung auf Daten zur Unternehmensdemografie gefun-
den haben, sollen diese nun mittels Simulationen evaluiert werden. Der erste Abschnitt
enthélt zundchst umfangreiche Simulationen zur Konsistenz der Schétzfolge aus Satz
4.11 sowie Untersuchungen zur Giite des Unabhéangigkeitstests aus Kapitel 5. Der zwei-
te Abschnitt untersucht die Eintrittswahrscheinlichkeit von Fehlern der ersten Art im
Kolmogorov-Smirnov-Anpassungstest aus Kapitel 6.

8.1. Parameterschatzung und Test auf Unabhadngigkeit

In diesem Abschnitt werden die Parameter 6, und 1 fiir simulierte Daten geschétzt.
Anhand der Verzerrung sowie der Varianz der Schétzer soll die Konsistenz aus Satz 4.11
veranschaulicht werden. Weiterhin konnen die mithilfe der Simulation erhaltenen Daten
mit denen aus der Arbeit [65] von Weiibach und Wied verglichen werden. Im Anschluss
erfolgen Simulationen zur Giite des in Kapitel 5 vorgestellten Tests auf Unabhéngigkeit.

Simulation basierend auf der Gumbel-Barnett-Copula

Geméf der bedingten Inversionsmethode 2.23 wurden jeweils ng;,, = 1.000 Zufallsstich-
proben der Gréflen n € {103, 10%,10°} generiert. Dafiir wurden die Gumbel-Barnett-
Copula (2.4) (vgl. Annahme (A3)) sowie die Randdichten aus der Annahme (A2) zu-

grunde gelegt.
» Erzeuge zwei unabhangige Realisationen u und v’ einer (0, 1)-Gleichverteilung.
o Setze v = 7Y (v) mit ¢, (v) =1+ (1 — v)t=Y e[y log(1 — v) — 1].
 Erhalte mit x = —log(1—wu)/0y und t = v-G die gesuchte Realisation von (X, 7).

Die Parameter G € {24,48} und s € {2,3,24,48} werden &hnlich wie bei Weif-
bach und Wied [65] gewahlt. Zusétzlich zu dem Parameter der Exponentialverteilung
0p € {0,05;0,1} wird der Parameter ¢y € {0,001;0,01;0,2; 0,5} der Copula
beriicksichtigt. Dies entspricht einem Wert von Kendalls Tau von jeweils
Ty, € {—0,0005; —0,005; —0,0912; —0,206}. Zu den Beobachtungen gelangt man durch
das Trunkieren der Werte (X,7) ¢ D gemé Annahme (A4).

Die Schiitzer 0, und ¥, berechnen sich nun als Nullstelle der Score-Funktion (3.6). In
den folgenden Tabellen 8.1 sind jeweils der Bias sowie die Varianz der Schatzer aufge-
fithrt.
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8. Simulationen

Tabelle 8.1.: Simulationsergebnisse fiir Bias und Varianz von én sowie 1§n

G=24, s=3

fo = 0,05: ¥ = 0,001; g, = 0,0648

G=24, s=48

0o = 0,05; ¥ = 0,001 ag, = 0,5294

n 103 104 10° n 103 104 10°
Bias(d,) 0,00403 0,001456 0,000446 Bias(f,) 0,000136 -0,000011 0,0000044
Bias(d,) 0,12373 0,047852 0,017451 Bias(d,) 0,024781 0,005959 0,0013721
Var(f,) 0,00026 0,000026 0,000003 Var(d,) 0,000010 0,000001 0,0000001
Var(d,) 0,02513 0,003987 0,000610 Var(d,) 0,001227  0,000102 0,0000108

0o = 0,05; Y9 = 0,01; g, = 0,0808

0o = 0,05; ¥9 = 0,01; ag, = 0,5286

n 10 10* 10° n 10 10* 10°
Bias(d,) 0,00241 0,001411 0,001110 Bias(d,) 0,00002 -0,000106 -0,0000881
Bias(d,) 0,13245 0,057141 0,038426 Bias(d,) 0,02023 0,003510 -0,0000125
Var(f,) 0,00025 0,000027 0,000003 Var(d,) 0,00001 0,000001 0,0000001
Var(d,) 0,02961 0,004975 0,001038 Var(d,) 0,00150 0,000198  0,0000312

0o = 0,1; ¥y = 0,001; g, = 0,0982

6y = 0,1; ¥y = 0,001; ag, = 0,37575

n 103 10 10° n 103 10 10°
Bias(én) 0,00075 -0,00010 -0,000192 Bias(én) 0,00035 0,000011 -0,0000253
Blas(ﬁn) 0,07880  0,02142  0,005680 Bias(z@n) 0,01883 0,004558  0,0007957
Var(én) 0,00028  0,00003  0,000003  Var( An) 0,00002  0,000002  0,0000002
Var(@n) 0,01147  0,00099  0,000087 Var(f@n) 0,00083 0,000064  0,0000063

0o = 0,1; ¥ = 0,01; ag, = 0,0978

0o = 0,1; ¥ = 0,01; ag, = 0,37574

n 103 10 10° n 103 10 10°
Bias(f,) 0,00015 -0,00095 -0,000884 Bias(A,) 0,00011 -0,00018 -0,0001896
Bias(J,) 0,07874 0,01768 0,006281 Bias(J,) 0,01086 -0,002902 -0,0061084
Var(d,) 0,00025 0,00003 0,000003 Var(d,) 0,00002 0,000002 0,0000002
Var(d,) 0,01340 0,00117 0,000195 Var(d,) 0,00078 0,000080  0,0000122




8.1. Parameterschéitzung und Test auf Unabhéangigkeit

0y =0,05; ¥y =0,001; ap, =0,0528

G=24,

s=24

0o = 0,05; ¥y = 0,2; g, = 0,3884

n 103 10% 10° n 103 10° 10°
Bias(d,) 0,00104 -0,00016 -0,000031 Bias(d,) 0,00006 0,000083 0,0000155
Bias(d,) 0,12574 0,03096 0,008380 Bias(d,) 0,00775 0,000939 -0,0003613
Var(6,) 0,00014 0,00001 0,000001 Var(d,) 0,00002 0,000002 0,0000002
Var(d,) 0,02701 0,00200 0,000167 Var(d,) 0,00830 0,000860 0,0000843

B = 0,05: ¥ = 0,01 ag, = 0,0525

0o = 0,05; ¥ = 0,5; g, = 0,3672

n 10 10* 10° n 103 10* 10°
Bias(d,) 0,00055 -0,00035 -0,000379 Bias(d,) 0,00004 0,000029 0,0000132
Bias(d,) 0,11406 0,02914 0,007752 Bias(d,) 0,00752 0,000412 0,0000543
Var(d,) 0,00012 0,00001 0,000001 Var(d,) 0,00001 0,000001 0,0000001
Var(d,) 0,02528 0,00244 0,000298 Var(d,) 0,00984 0,001018 0,0000959

0o = 0,1; ¥ = 0,001; ag, = 0,0535

0o = 0,1; ¥ = 0,2; g, = 0,3397

n 103 10* 10° n 10? 10* 10°
Bias(én) 0,00229 0,00018 -0,000015 Bias(@n) 0,00058 -0,000031 -0,0000185
Bias(@n) 0,11244 0,02525 0,006045 Bias(@n) 0,00799  0,001248  0,0004030
Var(én) 0,00030 0,00002 0,000002  Var( An) 0,00004  0,000004  0,0000004
Var(ﬁn) 0,02188 0,00141  0,000104 Var(ign) 0,00473  0,000482  0,0000481

0o = 0,1; 9 = 0,01; ag, = 0,0534

0o = 0,1; U9 = 0,5; crg, = 0,3367

n 103 10* 10° n 10° 10? 10°
Bias(én) 0,00275 -0,00023 -0,000580 Bias(én) 0,00036 0,000056 -0,0000023
Bias(lgn) 0,11327  0,01970 -0,000619 Bias(ﬁn) 0,00815 0,000794  0,0001562
Var(én) 0,00030  0,00002  0,000002 Var(én) 0,00003 0,000003  0,0000003
Var(@n) 0,02576  0,00154  0,000123 Var(ﬁ‘n) 0,00820 0,000853  0,0000848
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8. Simulationen

Die Verzerrungen berechnen sich durch

1 Nsim “ 1 Nsim
> 6% — 6, und Bias(V,) =

Nsim ,— Nsim ,—

Bias(8,) =

Fiir die Simulationsdaten lasst sich gut erkennen, dass der Bias von 0,, als Funktion in
n fir alle Szenarien gegen null geht. Fiir die Parameterwerte 1y, die nah am Rand des
Parameterraumes liegen, ist der Bias von O, jeweils im Vergleich zum wahren Para-
meterwert wesentlicher grofler und tendiert, wenngleich wesentlicher langsamer, ebenso
gegen null. Fir ¥y € {0,2; 0,5} ist ein kleinerer Bias zu beobachten, der mit dhnlicher

Konvergenzgeschwindigkeit wie der von Bias(6,,) gegen null tendiert.
Ahnliches lasst sich fiir die Varianzen beobachten, die berechnet werden durch

1 Nsim 1 Nsim

S (0% —60)* und Var(d,) = —— 3 (0¥ — 0)2

Nsim ,— Nsim ,—

Var(én) =

Die Varianz von 0, ist jeweils im Vergleich zum Parameter 6, sehr gering und fallt
schnell als Funktion in n. Dagegen ist die Streuung von 9, in Relation zu 9 recht grof
und geht langsamer gegen null. Die mittlere quadratische Abweichung als Summe aus
der Varianz und der quadrierten Verzerrung des Schétzers tendiert somit ebenfalls fiir
grofle n gegen null und deutet auf Konsistenz im quadratischen Mittel hin. Die in Satz
4.11 gezeigte Konsistenz kann dadurch veranschaulicht werden.

Fir G = 24 und s = 3 erhilt man Auswahlwahrscheinlichkeiten zwischen sechs und
zehn Prozent. Bei einer StichprobengréBe von n = 10° und einer Auswahlwahrschein-
lichkeit von ag, = 0,0808 verbleiben nach Trunkation m, = 8.080 Beobachtungen. Die
Konsistenz ist somit bereits fiir realistische Stichprobengréfien sichtbar.

Grafische Darstellung der asymptotischen Varianz

Weiterhin ist die Wahl der Parameter G und s von Bedeutung. In den Szenarien s = 24
sowie s = 48 wird deutlich, dass die Varianzen der Schétzer bei einem grofien Beob-
achtungszeitraum deutlich geringer sind. Die folgende Abbildung zeigt exemplarisch
fir G = 24; 6y = 0,1 und ¥y = 0,01 den Verlauf der asymptotischen Varianzen aus
dem Satz 4.13. Sowohl fiir die §-Komponente in der linken Abbildung als auch fiir die
Y¥-Komponente der Matrix Z(6)~' in der rechten Abbildung ist deutlich erkennbar,
dass die Varianz fiir einen grofleren Beobachtungszeitraum geringer wird. Dabei fiihrt
ein kleiner Beobachtungszeitraum vor allem fiir den Schétzer von ¢ zu einer grofien
Varianz im Vergleich zum wahren Parameterwert. Bei einer langen Beobachtungspe-
riode werden weniger Beobachtungen trunkiert, sodass am Ende mehr Daten fiir die
Schétzung zur Verfiigung stehen, was zu einer geringeren Varianz fiihrt.
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8.1. Parameterschéitzung und Test auf Unabhéangigkeit
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Abbildung 8.1.: Asymptotische Varianz von v/n(6,—0) (links) und v/n (0, —) (rechts)
aus 4.13 in Abhéangigkeit von s fiir G = 24 und 6y = 0,1 sowie ¥y = 0,01

Der nicht monotone Zusammenhang zwischen den Varianzen und der Lénge der Ge-
burtenperiode G lasst sich aus den hier dargestellten Szenarien nicht direkt erfassen.
Auch hier soll die folgende Abbildung zur Veranschaulichung dienen. In dieser wird
die Entwicklung der 6- und ¥-Komponente der Matrix Z(6y)~! fir s = 3; 6, = 0,1
und vy = 0,01 in Abhéangigkeit von G dargestellt. Darauf lasst sich zunéchst ein stei-
ler Anstieg, gefolgt von einem Abfall der Varianzen erkennen. Die hohen Werte der
¥-Komponente der Matrix Z(6y)~" in der rechten Abbildung lassen sich durch die klei-
ne Beobachtungsperiode s = 3 sowie den geringen Parameterwert 1y = 0,01 erkléren.
Fir groBlere Beobachtungsperioden verringert sich der Wert des lokalen Maximums. Fir
grofle Geburtenperioden steigen die Varianzen. Dies lasst sich durch die grolere Spanne
an moglichen Lebensdauern erkldren. Bei fritherer Geburt beziehungsweise Griindung
und gleicher oder geringerer Lebensdauer werden somit mehr Beobachtungen trunkiert.
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Abbildung 8.2.: Asymptotische Varianz von /n(8, —6;) (links) und /n(d, —) (rechts)
aus 4.13 in Abhéangigkeit von G fiir s = 3 und 6, = 0,1 sowie ¥y = 0,01
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8. Simulationen

Vergleich der Simulationsergebnisse mit dem Unabhingigkeitsfall

Im direkten Vergleich sollen nun die Simulationsergebnisse aus der Arbeit [65] von
Weilbach und Wied betrachtet werden. Die dortige Unabhéngigkeitsannahme zwischen
dem Alter bei Studienbeginn und der Lebensdauer entspricht einem Parameterwert von
Yo = 0, wodurch die Gumbel-Barnett-Copula (2.4) zur Produktcopula (vgl. Annahme
(A3")) wird. Im Szenario G = 24, s = 3 gehen aus den dortigen Simulationen Bias-
werte von 0,003 und —0,00004 fiir , = 0,05 und 6, = 0,1 bei n = 10* hervor. Die
Berticksichtigung des Abhéangigkeitsparameters fithrt in diesem Fall zu einer wesentli-
chen Vergroflerung der Verzerrung. Bei einer langeren Beobachtungsperiode und somit
einer grofleren Auswahlwahrscheinlichkeit zum Beispiel fiir G = 24 und s = 48 ist dieser
starke Unterschied nicht zu beobachten. Bei einem Stichprobenumfang von n = 10* be-
tragt der Bias bei Unabhangigkeit —0,00002 fiir 6, = 0,05 und —0,000026 bei 6y = 0,1.
Fir 99 = 0,001 sind &hnliche Gréfenordnungen zu beobachten. Die Varianzen von 0,
stimmen in beiden Szenarien jeweils mit denen aus den Simulationen von [65] Weiflbach
und Wied iiberein.

Simulationen zur Giite des Tests auf Unabhangigkeit

Schlieflich werden die Simulationen zur Testgiite betrachtet. In Kapitel 5 wurde bereits
gezeigt, wie die Giite des Tests mit Hy : Y9 = 0 und H; : Yy = 9! > 0 niherungsweise
mithilfe der Standardnormalverteilung berechnet werden kann. Eine weitere Moglichkeit
besteht in der Berechnung mithilfe einer Simulation. Dafiir wurden n = 500.000 Werte
unter den Bedingungen von H; fiir G = 24, s = 3 und 6, = 0,08 simuliert und der
Schatzer 19,1 bestimmt. Anschliefend wurde die Prifgrofie T,, = \/ﬁﬁn /oy berechnet und
fir einen Fehler der 1. Art von o = 0,05 mit dem Wert zy 95 = 1,645 verglichen. Diese
Vorgehensweise wurde jeweils 1.000 mal wiederholt und die Giite des Tests, 1 — 3, somit
als Anteil der Ablehnungen der Nullhypothese unter Giiltigkeit der Alternativhypothese
naherungsweise bestimmt. Diese Ablehnungswahrscheinlichkeiten sind in der Abbildung
8.3 dargestellt. Fiir vy = 0 liegt die Ablehnungswahrscheinlichkeit mit rund 3,1 Prozent
etwas unter dem Nominallevel von o« = 0,05. Die Rate steigt jedoch schnell an und liegt
bereits fiir ¥g = 0,01 bei 24,8 Prozent, was fiir eine hohe Testgiite spricht.
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Abbildung 8.3.: Anteil der Ablehnungen von Hj : ¥y = 0 fiir verschiedene 9'-Werte
unter Hy : 9 = #

8.2. Kolmogorov-Smirnov-Anpassungstest

Fir den Fall der unabhangigen Doppeltrunkation wurde in Kapitel 6 ein Kolmogorov-
Smirnov-ahnlicher Anpassungstest entwickelt. Im Rahmen dessen erfolgte die Definition
der Teststatistik, deren Berechnung sowie die Untersuchung ihres asymptotischen Ver-
haltens. Der vorliegende Abschnitt befasst sich mit der Durchfithrung von Simulationen,
um die Korrektheit der Fehlerwahrscheinlichkeiten erster Art zu demonstrieren. Fiir die
Simulationen wird dafiir zwischen den vier betrachteten Stufen unterschieden, je nach-
dem ob der Parameter der Exponentialverteilung 6, oder die latente Stichprobengrofie
n bekannt sind, oder geschétzt werden miissen. In Anbetracht des erheblichen Rechen-
aufwands wird im Vergleich zum vorherigen Abschnitt lediglich ein Szenario fiir die
Simulationen herangezogen. Die Auswahl der einzelnen Groflen orientiert sich dabei an
dem Anwendungsbeispiel aus Kapitel 7.

Vor der Durchfithrung der Simulationen des gesamten Anpassungstests soll zunéchst
die den Algorithmen 1-4 zugrunde liegende Methode zur Approximation der asympto-
tischen Verteilung der Teststatistik untersucht werden. Die Untersuchungen werden am
eindimensionalen Fall vorgenommen. Nach Gleichung (6.1) ist die Verteilung von ||B||,
mit B als Brownsche Briicke, die Kolmogorov-Verteilung. Mit dem folgenden Algorith-
mus werden Quantile fiir verschiedene Gitterbreiten simuliert und mit den Quantilen
der Kolmogorov-Verteilung verglichen.

Die Ergebnisse konnen der darauf folgenden Abbildung entnommen werden. Die Fein-
heit des Gitters wird dabei so variiert, dass das Intervall [0, 1] in 25 bis 5000 Abschnitte
zerlegt wird, im Folgenden als Gitterfrequenz bezeichnet. Es werden jeweils 1000 Reali-
sationen der Zufallsvariable ||B||,, generiert, aus denen das Quantil ausgewahlt wird. Im
Diagramm sind die ermittelten (1 — «)-Quantile fiir a = 0,1; 0,05; 0,01 abgetragen. Die
gestrichelte Linie kennzeichnet das entsprechende Quantil der Kolmogorov-Verteilung.
Fir alle drei a-Niveaus ist eine deutliche Anndherung zu erkennen.
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8. Simulationen

Algorithmus 6: Simulation der Verteilung von ||B||

1. Erzeuge ein Gitter auf dem Intervall [0, 1].
2. Berechne fiir alle Gitterpunkte (s,t) die Kovarianzmatrix mittels min{s, ¢} — st.
3. Wiederhole fiir eine festgelegte Anzahl von Iterationen:

i) Erzeuge einen normalverteilten Vektor mit Erwartungswert null und der be-
rechneten Kovarianzmatrix.

ii) Ermittle das betragsméfige Maximum des Vektors.

4. Wiéhle aus den sortierten Maxima das entsprechende Quantil aus.
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Abbildung 8.4.: Darstellung der in Algorithmus 6 simulierten Quantile in Abhéangigkeit
von « und der Gitterfrequenz im Vergleich zu den Quantilen der Kolmogorov-Verteilung
(6.1) (gestrichelt dargestellt)

Die Ermittlung der Teststatistik nach Algorithmus 5 setzt fiir alle vier Stufen die Si-
mulation der trunkierten Stichprobe voraus. Aufgrund der Unabhéngigkeit zwischen
X und T eriibrigt sich die im vorherigen Abschnitt zur Simulation genutzte bedingte
Inversionsmethode 2.23. In diesem Fall ist die gewohnliche Inversionsmethode ausrei-
chend. Die beiden Randverteilungen werden gemafi Annahme (A2) und die Copula als
Produktcopula gemafi Annahme (A3”") gewahlt.

o FErzeuge zwei unabhédngige Realisationen u und v einer (0, 1)-Gleichverteilung.
 FErhalte mit x = —log(1—u)/0y und t = v- G die gesuchte Realisation von (X, 7).

Bei der Wahl der Griindungsperiode wird eine Lange von G = 24 und bei der Be-
obachtungsperiode eine Linge von s = 3 festgelegt, wie es im vorliegenden Anwen-
dungsbeispiel geschieht. So verbleibt nach dem Trunkieren der Ziehungen auflerhalb
des Beobachtungsparallelogramms D (vgl. Annahme (A4)) bei einem Parameterwert
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8.2. Kolmogorov-Smirnov-Anpassungstest

von 6y = 0,08261 ein Anteil von rund ay = 0,095 der latenten Stichprobengrofle. Letz-
tere wird fiir die Simulation einmal auf n = 20.000 und einmal auf 50.000 gesetzt.

Simulationen des Anpassungstests bei (6y,n)

In der ersten Stufe werden sowohl die Bekanntheit von 6, als auch die Bekanntheit von
n vorausgesetzt. Dies fithrt zu den Hypothesen (vgl. Gleichung (6.3)):

Hy : Der Zufallsvektor (X;,T;)" besitzt die Verteilung Fy, = F~* - F' mit
dem Parameter 0, € ©.
H, : Der Zufallsvektor (X;,T;)" besitzt nicht die Verteilung Fy, = F~ - FT

mit dem Parameter 6, € ©.

Fiir die verbleibenden Beobachtungen nach Trunkation kann die Teststatistik unter
Anwendung von Algorithmus 5 berechnet werden. Im Anschluss werden die Quantile
der asymptotischen Verteilung der Teststatistik geméafl Algorithmus 1 berechnet. Zu
diesem Zweck wird ein Gitter auf das Rechteck [0, G] x [0, G + s]| gelegt, wodurch die
beiden Intervalle in jeweils 50 dquidistante Teile zerlegt werden. Zur Quantilsermitt-
lung werden 1000 Realisationen der Zufallsvariable ||Bp, ||g, generiert. Uberschreitet
der Wert der Priifgrofle das jeweilige Quantil, wird die Nullhypothese abgelehnt. Die
Ablehnungsraten fiir die verschiedenen Quantile und Simulationsdurchldufe werden in
der folgenden Tabelle festgehalten.

Tabelle 8.2.: Ablehnungsraten der Teststatistik (6y und n bekannt) fiir verschiedene
(1 — a)-Quantile und Simulationsdurchlaufe (ng,) mit G = 24, s = 3, 6, = 0,08261
und einer Gitterfrequenz von 50

n = 20.000 n = 50.000

Nem \ & 0,10 0,05 0,01 0,10 0,05 0,01

10 10,0% 0,0% 0,0% 0,0% 0,0% 0,0%
100 12,0% 7,0% 1,0% 11,0% 7,0% 2,0%
1000 99% 54% 1,2% 12,3% 5, 7% 1,8%

Die ermittelten Ablehnungsraten zeigen fiir beide latente Stichprobengrofien eine gute
Ubereinstimmung mit den ausgewihlten Nominalraten (o = 0,1;0,05;0,01). Ahnlich
wie in Abbildung 8.4 verlauft die Anndherung nicht monoton in n.
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Simulationen des Anpassungstests bei (0,,n)

Wird auf die Annahme der Bekanntheit des Parameters verzichtet, lauten die Hypo-
thesen (vgl. Gleichung (6.8))wie folgt:

Hj : Die Verteilung des Zufallsvektors (X, T,-)T stammt aus der Verteilungsfamilie
{Fy=F*.F"|pc o}

H, : Die Verteilung des Zufallsvektors (X;, T;)T stammt nicht aus der Verteilungs-
familie {Fy = F* - FT |0 € ©}.

Nach Trunkation kann der Parameter anhand der verbleibenden Beobachtungen mit-
hilfe der Likelihood aus Gleichung (2) in [65] geschitzt werden. Die Teststatistik kann
wie in Algorithmus 5 beschrieben berechnet werden, indem der wahre Parameter durch
den geschétzten Parameter ersetzt wird. Im Anschluss werden die Quantile der asymp-
totischen Verteilung der Teststatistik gemaf Algorithmus 2 berechnet. Die Zerlegung
des Gitters und die Berechnung der Ablehnungsraten erfolgt wie bereits im obigen Fall
beschrieben.

Tabelle 8.3.: Ablehnungsraten der Teststatistik (6p geschéitzt und n bekannt) fir ver-
schiedene (1 — a)-Quantile und Simulationsdurchlaufe (ng,) mit G = 24, s = 3,
0y = 0,08261 und einer Gitterfrequenz von 50

n = 20.000 n = 50.000

Nem \ o 0,10 0,05 0,01 0,10 0,05 0,01

10 20,0% 10,0% 0,0% 10,0% 0,0% 0,0%
100 9,0% 3,0% 0,0% 11,0% 6,0% 0,0%
1000 11,2%  52% 1,3% 12,0% 6,5% 1,5%

Entgegen der Erwartung zeigen sich fiir diese Stufe dhnlich zufriedenstellende Ergebnis-
se. GroBere Unterschiede in den Ablehnungsraten bei der Berticksichtigung der Schét-
zung von # werden vermutlich bei anderen Grofien von ng;,,, und n beobachtbar.

Simulationen des Anpassungstests bei (6y,7)

In der dritten Stufe wird die Kenntnis des wahren Parameterwerts 6, vorausgesetzt,
wahrend der latente Stichprobenumfang n geschatzt werden muss. Die Unbekanntheit
von n hat keinen Einfluss auf die Hypothesen, sodass auch hier die Hypothesen (6.3)
der ersten Stufe untersucht werden.

Die Schatzung des latenten Stichprobenumfangs ergibt sich als Quotient aus der An-
zahl der Beobachtungen und der Auswahlwahrscheinlichkeit. Die Teststatistik kann
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8.2. Kolmogorov-Smirnov-Anpassungstest

wie in Algorithmus 5 beschrieben berechnet werden, indem der Stichprobenumfang n
durch den geschatzten Wert ersetzt wird. Im Anschluss werden die Quantile der asym-
ptotischen Verteilung der Teststatistik gemafi Algorithmus 3 berechnet. Die ermittel-
ten Ablehnungsraten fiir die verschiedenen Quantile und Simulationsdurchlaufe werden
nachfolgend in tabellarischer Form dargelegt.

Tabelle 8.4.: Ablehnungsraten der Teststatistik (6 bekannt und n geschétzt) fir ver-
schiedene (1 — «)-Quantile und Simulationsdurchlaufe (ng,,) mit G = 24, s = 3,
6o = 0,08261 und einer Gitterfrequenz von 50

n = 20.000 n = 50.000

Nsim \ @ 0,1 0,06 0,01 0,1 0,06 0,01

10 0,0% 0,0% 0,0% 0,0% 0,0% 0,0%
100 16,0% 12,0% 4,0% 15,0% 8,0% 0,0%
1000 148% 71% 1,3% 14,6% 7,0% 1,6%

Bei der Beriicksichtigung der Schatzung des latenten Stichprobenumfangs ist eine ho-
here Ungenauigkeit in den Ablehnungsraten zu beobachten als in den vorangegangenen
Stufen. Die beobachteten Ablehnungsraten zeigen eine leichte Uberschreitung der ge-
wéhlten Nominalniveaus. Eine Annéherung wird in dieser Stufe sichtbar, wenn der
latente Stichprobenumfang und die Anzahl der Simulationsdurchlaufe erhoht werden.

Simulationen des Anpassungstests bei (0,,7)

SchlieBlich lassen sich die beiden zuvor betrachteten Stufen miteinander verkniipfen,
sodass sowohl die Schétzung des Parameters der Exponentialverteilung als auch die des
latenten Stichprobenumfangs einbezogen werden. Die zu testenden Hypothesen entspre-
chen denen in Gleichung (6.8).

Wie bereits in der Stufe (én, n) beschrieben, kann der Parameter der Exponentialvertei-
lung nach Trunkation anhand der verbleibenden Beobachtungen mithilfe der Likelihood
aus Gleichung (2) in [65] geschatzt werden. Die Schatzung von n berechnet sich wie fir
die Stufe (0y,n): als Quotient aus der Anzahl der Beobachtungen und der Auswahl-
wahrscheinlichkeit, wobei auch die Auswahlwahrscheinlichkeit von 8, abhéngt. Fiir die
Berechnung der Teststatistik nach Algorithmus 5 muss also zunéchst n durch 7 und
anschlieBend jedes Vorkommen von 6y durch 0, ersetzt werden. Die Vorgehensweise zur
Berechnung der Quantile wird in Algorithmus 4 beschrieben. Die erhaltenen Ableh-
nungsraten sind in der folgenden Tabelle dargestellt.
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8. Simulationen

Tabelle 8.5.: Ablehnungsraten der Teststatistik (6 geschétzt und n geschétzt) fiir ver-
schiedene (1 — «)-Quantile und Simulationsdurchlaufe (ng,) mit G = 24, s = 3,
0y = 0,08261 und einer Gitterfrequenz von 50

n = 20.000 n = 50.000

Ngim \ @ 0,1 0,06 0,01 0,1 0,05 0,01

10 20,0% 10,0% 0,0%  40,0% 40,0% 20,0%
100 17,0% 11,0% 0,0%  22,0% 150% 2,0%
1000 23,9% 14,3% 35%  23.8% 13.8% 4.2%

Hinsichtlich der praktischen Umsetzung des Anpassungstests ist diese Stufe von ent-
scheidender Relevanz, da in der Praxis weder der wahre Parameterwert € noch der
latente Stichprobenumfang n bekannt oder direkt beobachtbar sind. Die Simulatio-
nen verdeutlichen, dass die Konstruktion eines exakten Tests zum Niveau « nicht nur
analytisch komplex, sondern auch numerisch anspruchsvoll ist. Die in den Simulatio-
nen beobachteten Abweichungen zwischen Priifgrofie und Quantil, die die jeweiligen
Ablehnungsraten bestimmen, fallen jedoch sehr gering aus. Die Testergebnisse fiir das
vorliegende Anwendungsbeispiel erscheinen daher glaubhaft, da hier die Differenz zwi-
schen PriifgroBle und Quantil im Vergleich zu den Simulationen grofler ist. Zudem ist
der latente Stichprobenumfang im Anwendungsfall etwa zehnmal so grofi wie in den
Simulationen, was eine noch stirkere Annéherung der beobachteten Ablehnungsraten
an das Nominalniveau erwarten lasst.

116



0. Fazit

Die bei der Analyse von links- und doppeltrunkierten Daten héaufig verwendete An-
nahme der Unabhéngigkeit zwischen der interessierenden Lebensdauer und der Trun-
kationszeit wurde in dieser Arbeit durch eine konkrete Modellierung ihrer Abhéngig-
keitsstruktur ersetzt. Mithilfe einer Copula konnte der Ansatz zur Doppeltrunkation
in Weilbach und Wied [65] so erweitert werden, dass die bisherigen Annahmen tiber
die Randverteilungen erhalten bleiben. Fiir die konstruierte Schatzfolge konnten sowohl
Konsistenz als auch asymptotische Normalitat nachgewiesen werden. Umfangreiche Si-
mulationen unter verschiedenen Szenarien stiitzen die theoretisch hergeleiteten Eigen-
schaften. Der Spezialfall der Unabhéngigkeit fiir die Gumbel-Barnett-Copula wurde ge-
sondert betrachtet und ein entsprechender Parametertest konnte hergeleitet werden. Die
Hypothese der Unabhéngigkeit konnte fiir unternehmensdemographische Daten verwor-
fen werden. Fiir den vorliegenden Datensatz betragt die durchschnittliche Lebensdauer
etwa 12 Jahre. Analysen mit verschiedenen Copulas zeigen, dass die Lebenserwartung
deutscher Unternehmen im Zeitverlauf abnimmt. Bei Verwendung der Farlie-Gumbel-
Morgenstern-Copula ergibt sich eine Verringerung der bedingten Lebenserwartung um
etwa 19 Tage pro Jahr. Die Abhangigkeit, gemessen mit Kendalls Tau, ist nur schwach
ausgepréagt, ahnlich wie im Fall der spanischen Unternehmensdaten in de Una-Alvarez
et al. [9]. Die SchlieBung von Unternehmen kann durch vielfaltige Ursachen bedingt
sein. Wie in den in der Einleitung zitierten Studien (Xuezhou et al. [66], Miao et al. [40]
sowie de Utla-Alvarez et al. [9]) dargelegt, lassen sich die Ursachen fiir die abnehmende
Lebensdauer genauer mithilfe von Kovariablen analysieren, die die modellierte Abhén-
gigkeit beeinflussen oder moglicherweise sogar ersetzen. Sieg, Toparkus und Weifbach
[54] erweitern den Ansatz zur Doppeltrunkation aus Weibach und Wied [65] um den
Aspekt der Zensierung. Auch hier kann eine Copula verwendet werden, um mogliche
Abhéngigkeiten zwischen der Lebensdauer und den Trunkations- und Zensierungsva-
riablen zu modellieren.

Der zweite Teil der Arbeit widmete sich der in der Exponentialverteilung implizierten
Annahme der Altershomogenitit in den Unternehmensdaten. Ziel war die Entwicklung
eines Kolmogorov-Smirnov-Anpassungstests zur Uberpriifung spezifischer Verteilungs-
annahmen bei doppeltrunkierten Daten. Zur Vereinfachung wird zunéchst angenom-
men, dass die Variablen unabhéngig sind und sowohl der zugrunde liegende Parameter
als auch der latente Stichprobenumfang bekannt sind. Die entsprechenden Schétzer
werden schrittweise berticksichtigt und fiir jede Stufe wird die asymptotische Vertei-
lung des trunkierten Prozesses bestimmt. Die erzielten Resultate bleiben auch im Fall
einer zugrunde liegenden Copula giiltig. Es ist lediglich zu beachten, dass dadurch
ein zusétzlicher Parameter eingefithrt wird. Die fiir die bivariate Schétzfolge erforder-
lichen Eigenschaften wurden im ersten Teil der Arbeit nachgewiesen. Der zusétzliche
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9. Fazit

Rechenaufwand, der durch die numerische Berechnung der Integrale entsteht, ldsst sich
verringern, indem die bivariaten Integrale, wie in Emura und Pan [15] gezeigt, geschickt
in eindimensionale Integrale iiberfithrt werden. Die Priifgrofie kann aufgrund der Kom-
paktheit des Beobachtungsparallelogramms mithilfe der Methode von Justel, Pena und
Zamar [27] berechnet werden. Dabei verursacht die Bestimmung der Knotenpunkte den
grofften Rechenaufwand, tragt jedoch zur hoheren Genauigkeit bei. Die Anwendung des
Kolmogorov-Smirnov-dhnlichen Tests auf die Daten deutscher Unternehmenslebensdau-
ern weist die in Weilbach und Wied [65] zugrunde gelegte bivariate Verteilung zurtick.
Dies steht im Einklang mit den Ergebnissen des Unabhangigkeitstests. Der Test wurde
ebenfalls fiir die Farlie-Gumbel-Morgenstern-Copula durchgefiihrt und fiihrte ebenfalls
zum Verwerfen der Nullhypothese. Zusammen mit den Ergebnissen des Unabhangig-
keitstests konnte dies auf eine ungeeignete Wahl der Randverteilungen hindeuten. Somit
kann auch die Altershomogenitéat nicht gestiitzt werden, sodass andere Lebensdauerver-
teilungen herangezogen werden sollten. Ein aktueller Befund von Weilbach und Dorre
[64] widerspricht der Annahme einer gleichverteilten Trunkierungsvariable. Sie zeigen,
dass Unternehmensgriindungen in den Jahren 1990 bis 2013 zunehmend seltener wur-
den, allerdings unter der Annahme unabhéngiger Trunkierung. Alternativ liele sich ein
semiparametrischer Ansatz wie in Genest et al. [18] in Betracht ziehen, bei dem Copula-
Parameter ohne Annahmen iiber Randverteilungen geschitzt werden.

Auch zum Anpassungstest wurden ergénzend Simulationen durchgefithrt. Aufgrund des
hohen Rechenaufwands beschranken sich diese auf die Typ-I-Fehlerraten und ein ein-
zelnes, an der Anwendung orientiertes Szenario. Analog zu Emura und Konno [14]
konnten die Simulationen kiinftig auf weitere Randverteilungen oder Copulas ausgewei-
tet und um Analysen zur Teststirke erginzt werden. Zudem wére ein Vergleich mit der
Multiplikator-Methode aus Kojadinovic und Yan [32] von Interesse.

Zum betrachteten Datensatz ist anzumerken, dass ausschliefSlich Insolvenz als Schlie-
Bungsgrund berticksichtigt wird. Dies stellt insofern einen Modellfehler dar, als dass
Firmen auch aus anderen Griinden, etwa durch freiwillige Geschéftsaufgabe, Fusion
oder behordliche Anordnung, geschlossen werden kénnen. Die Einbeziehung solcher Al-
ternativen wiirde ein Modell konkurrierender Ereignisse erfordern. Streng genommen
handelt es sich bei den beobachteten Lebensdauern nicht um eine Zufallsstichprobe,
sondern um die gesamte (trunkierte) Grundgesamtheit. Die entwickelte Schatzmetho-
de kann dennoch angewendet werden, jedoch ist die Interpretation der Standardfehler
problematisch, da die Zufélligkeit der Stichprobenziehung nicht gegeben ist.

Die Lebensdauer von Unternehmen stellt nicht nur fiir Banken und Versicherungen eine
wichtige Information zur Einschatzung von Ausfallrisiken dar, sondern dient auch Inves-
toren sowie wirtschaftspolitischen Entscheidungstragern als wertvolle Orientierungshil-
fe. Untersuchungen zu Griindungen, Schliefungen und Ausfallraten von Unternehmen
bilden daher ein bedeutendes Feld der wirtschaftswissenschaftlichen Forschung. Gleich-
wohl beschriankt sich die Anwendung der entwickelten Tests nicht ausschliefilich auf
unternehmensdemografische Daten. Beliebige doppeltrunkierte Dauern lassen sich da-
mit analysieren, insbesondere wenn die Annahme der Unabhéngigkeit fraglich ist oder
spezielle Verteilungsannahmen gepriift werden sollen.
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A. Appendix

A.1. Score-Funktion und Schatzer in M*

Um die Giiltigkeit von (4.3) zu tiberpriifen, werden zunéchst die Ableitungen der loga-
rithmierten Dichte f aus (4.1), d.h. von

log fo(z,t) =log(0) — log(G) — log(ag) — Ox + IOz log(l — t/G)+
+log [(W0z + 1)(1 — Jlog(l — z/G)) = I], (x,t)€ D

bendtigt. Diese lauten

dlog fg(x,t) 1 3 T L)
50 =3 + z(dlog(l —t/G) — 1) oa 00 +
dx(dlog(l —t/G) — 1)

T W00+ 1) (@log(1 = 1/G) — 1) + 0

sowie

Olog fy(w,t) , o 1 Oy

59 =0z log(l —t/Q) ” 019+
(290x + 1) log(1 —t/G) — 0z + 1
(W0z 4+ 1)(Wog(1 —t/G) — 1) + 9’

In Hinblick auf die Gleichungen (3.6a) und (3.6b) folgt

dlog fo(XF,TF)

7771

00

dlog fo (X, TF)

177

o

= g1 (X[, T) und

17

= oo X[, T}) (A.1)

R )

wegen (X7, T)T € D und somit Gleichung (4.3). Insbesondere erhélt man daraus die

Ubereinstimmung der Score-Funktionen von M* und dem Gumbel-Barnett-Modell nach
dem Ersetzen von n. Aus der Likelihood

ey _ 17 JeXTT) 0 oy
0)=1] ” = Grap exp GgXi

=1

. ﬁ (1 - g)ﬁm (90X7 + 1)(1 — dlog(1 — T7/G)) — ]
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lasst sich die logarithmierte Likelihood
log £*(0) =mlog(0) — mlog(G) — mlog(ag)—

— 0> X7+ > 00X log(l — T /G)+

=1

3" log [(06X7 + 1)(1 — Dlog(1 — T /G)) — 0]

i=1

mit den partiellen Ableitungen nach 6

mo%“gk() Q+§;X* 9log(l —T7/G) — 1) — ZZ aaog’
N i in"(ﬁ log(1 — Ti*/*G) —-1)
2 (90X + 1) (D log(1 — T7/G) — 1) + 9
und nach ¢
dlog (*() m dag

59 —GZXlogl—T/G) 0 00

Z (200X +1)log(l —T7/G) — 60X +1
2 (00X7 + 1) log(1 — T7/G) — 1) + 0

berechnen. Diese stimmen mit den Ableitungen der logarithmierten Likelihood in Ab-
schnitt 3.3 tiberein, nachdem n durch M, /ag ersetzt wurde. Dabei kann m als Realisa-
tion von M, aufgefasst werden. Dies folgt ebenso fiir die Score-Funktionen, sodass die
Schéitzer aus den beiden Modellansétzen in Abbildung 4.1 iibereinstimmen.

Ein &hnliches Resultat befindet sich im (fortgesetzten) Beispiel 7.1(a) in Daley und
Vere-Jones [8]. Die Aussage gilt jedoch nur aufgrund der Approximation des trunkier-
ten Prozesses durch einen Poisson-Prozess in Abschnitt 3.2.

In dem genannten Beispiel wird, ausgedriickt in der dort verwendeten Notation, ein
Punktprozess N in A C R? mit dem IntensititsmaB8 Ay betrachtet. Das Intensitéts-
maf} besitze beziiglich des Lebesgue-Mafles A die Dichte A\y. Somit ist die Anzahl der
Punkte N(A), auch kurz N geschrieben, Poisson-verteilt mit dem Parameter A(A). Es
wird nun die logarithmierte Dichte des Poisson-Prozesses N beziiglich eines homogenen
Poisson-Prozess mit dem Parameter 1 betrachtet. Diese lautet

log(La/L*) Zlog v (@ /A[/\N(LE) ~1)da.
Unter der Annahme Ay (x) = C - ¢(z) mit C' > 0 und [, ¢(z)dz =1 folgt

N
log(La/L%) = N -logC' + " log é(x;) — C + A(A).

=1
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Leitet man die logarithmierte Dichte nun nachAC ab, so erhélt man als Nullstelle der
Ableitung den Maximum-Likelihood-Schéatzer C' = N. Ersetzt man diesen Wert in der
logarithmierten Likelihood, so folgt

N
log(La/L%) = N -log N — N + \A) + > log ¢(x;).
=1

Beim vorherigen Bedingen auf N, reduziert sich die Likelihood auf das Produkt der
Dichten ¢(x;) von N unabhéngigen Beobachtungen. Die bedingte Likelihood sowie die
unbedingte, aber substituierte Likelihood log(L /L% ) stimmen bis auf einen konstanten
Term tiberein und liefern tibereinstimmende Schéatzer. Nach Daley und Vere-Jones trifft
diese Aussage nur fiir Poisson-Prozesse zu.

In Abbildung 4.1 ergibt sich die bedingte Likelihood aus den bedingten Dichten fg, den
Pfeilen gegen dem Uhrzeigersinn folgend. Damit man nun den Pfeilen dem Uhrzeigersinn
nach zum gleichen Schéatzer gelangt, ist die Approximation des trunkierten Prozesses
N,.p durch den Poisson-Prozess N, in Abschnitt 3.2 notwendig. Da das Lebesgue-
Mafl der Menge S nicht endlich ist, wurde als Intensitdtsmafl des zweiten Poisson-
Prozesses Ny das eingeschriankte Lebesgue-Mafl Ar gewéhlt. In der Likelihood ergeben
sich dadurch andere Konstanten als bei Daley und Vere-Jones, welche auf den Schétzer
keinen Einfluss haben. Die Produktgestalt der Dichte des Intensitdtsmafles ist durch
n- folp gegeben. Wegen [}, fo(z,t)d(z,t) = g ergeben sich auch hier Unterschiede zu
log(La/ Lf). Dies fithrt dazu, dass n nicht nur durch 7 bzw., aufgrund einer weiteren
Approximation am Ende des Abschnitts 3.2, durch M,,, sondern durch M,,/ag geschatzt
wird. Wie bereits am Anfang des Abschnitts veranschaulicht wurde, erhalt man, nach
dem Ersetzen von n, iibereinstimmende Schétzer.

A.2. Kovarianzen der Grenzprozesse im
Kolmogorov-Smirnov-Test

A

Berechnung der Kovarianz bei (6,,n)

Ziel dieses Abschnitts ist die Herleitung der Kovarianz (6.13) aus Bemerkung 6.24. Zur
Wahrung der Ubersicht wird die verkiirzte Notation g; := g,, 1, p = Ljo,2,]x[0,:5nD € GD
fir ¢ = 1, 2 verwendet.

Zunéchst ldsst sich COV[G%@GO (91), G$00 (g2)] mithilfe der Definition des Prozesses Gl‘geo in

Gleichung (6.12) umschreiben zu
COV[BPQO g1 — BPGO ¢90]E9091, BJPQO 92 — BPGO ¢00E9092]
- COV[BPQOghBP@Og?] - E90g2 : COV[BPQOQD ]B]POO ¢90] - Eeogl : COV[EP90g27BP’90 ¢90]
+ Eg,g1E9,92 - Cov[Br,_ do,, Be, da,).

Zur weiteren Umformung kann die Kovarianz der Py, -Brownschen Briicke aus Definition
6.4 genutzt werden. Es gilt Cov[Bg, f,Br, 9] = Eg,[fg] — Eg,[f]Eg,[g] fiir Funktionen
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f,9 € GpU{dy, }. Zusammen mit Egy,[pg,] = 0 (vgl. Gleichung (6.11)) kann die Kovarianz
COV[GF;GO (1), Gf{;go (g2)] in die folgende Form gebracht werden:

]E909192 - E9091E9092 - EQQQQ : [E9ogl¢90 - E90g1E90¢90]
- Eeogl : [E9092¢90 - E9092E00¢90] + E9091E9092 : [E90¢30 - E00¢90E90¢90]
== E@ogng - ]Eeogl]EeogZ - E9092 . E9091¢90 - E9091 : E9092¢00 + E9091E9092 : ]EQUQSZO

Nun gilt es, die Erwartungswerte Eg,g;¢g, und Egoqﬁzo genauer zu bestimmen. Den
nachfolgenden Umformungsschritten liegen die Definition ¢g, := —(Eg,[1g,])~"¢g, aus
Satz 6.23 sowie der auf dem Beobachtungsparallelogramm D geltende Zusammenhang
Vo, = foo/ foo — o, /g, z0 Grunde. Letzterer wurde in Gleichung (A.1) unter der An-
nahme (A3), d.h. fiir die Gumbel-Barnett-Copula, gezeigt.

Eo,9i00, = —(Eay[V0,]) ™ Eaygitha,
= (o, []) " [ Loions(@s#) - Voo(a¥) - fin (') (', )

- _(E90 [2['}90])_1 : ~/D ]l[O,xi}x[O,ti](x/at/) ' <f00<x/7 t,> - Zzof%(x/a t,)> d(*r/a t,)

= —(Eq,[thg,]) " [Egogi - 3901&90 gi] (A.2)

0o

Fir die letzte Gleichheit wird die Notation der Fréchet-Ableitung aus Lemma 6.22
genutzt. Fir die Berechnung von Egoqﬁgo kann die in Satz 4.4 gezeigte Information
Matrix Equality der Fisher-Information genutzt werden:

E90¢§0 = (_(Eeo [TL@O])_I)Q ’ EGowgo
= (—(Bao [0o)) 71 - (—Ego [v000)) = — (B [ts,)) (A.3)

Unter Verwendung der umformulierten Erwartungswerte kann die Kovarianz
Cov[Gg 0 (¢1),GS 0 (g2)] abschlieBend auf die Darstellung (6.13) gebracht werden:

. L &
Eg,9192 — By 91Ea, 92 + Eoy 92 - (Eo, [6,]) [E0091 - a%EaOg11

0o

. . _ . d@ . . . _
+ ]E'Qogl : (E90 [1/}90]) ! [E9092 - OC()E9092] - E9091E9092 : (EGO [QZJOUD !

0o

= E909192 - E9091E9092 + IE:9091]57:'6’092 (Eeo [Qb@o])_l

' . .
— (Egy [V00]) 10790 : [E9091Eeog2 + E0092E0091}

)
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Berechnung der Kovarianz bei (6,,7)

In diesem Abschnitt soll die Kovarianz (6.18) errechnet werden. Zur Vereinfachung wird
die Kurzschreibweise g; := gu,.1,.,p0 = Ljoz,]x[0,u)np € Gp fir ¢ = 1, 2 verwendet. In die
Berechnung von COV[GPB gl,Gpg g2 geht zundchst die Deﬁnltlon des Prozesses GPG
aus Satz 6.27 ein:

Eg EG
Cov lIB%peo g1 — B[PQO]]_D aoegl IB%PG go — ]B%ng 1p- a(;gz]
0 0

Eg,9
= Cov [Br, g1, B, 02| — ﬁf - Cov [Bg,, g1, Br,, 1p]

Eoy91 - Eg, 92
. Cov {BPQOQQ,BPBO]ID} + 0@—30 - Cov [BPGO]ID, BPGOHD}
o

_ Eeo g1
Gy,

Eq
= E909192 E9091E9092 - Tg [EQ()gl]lD - E@oglEH()]lD]

0o

E E -E
_ D01 [Eg,921p — Eg, 926, 1 p] + M ' {EGO]I?D - E901DE901D}

Oéeo O‘Qg

Im zweiten Schritt wurde die Kovarianz der Py, -Brownschen Briicke aus Definition 6.4
verwendet. AbschlieBend konnen die Erwartungswerte Eg, g;1p und Eg, 1% vereinfacht
werden. Fir Funktionen ¢g; € Gp, wobei auch 1p € Gp, gilt, dass Eg,[1pg;| = Eq,[gi]
und Ey, [1p] = ap,. Einsetzen und Zusammenfassen liefert

E
092 By [1— agy] — —29L B9 [1 — g

E909192 - EeoglEeogz -
Oé@o a@o

Eg,91 - Egyg
+ 012 02'a90[1_a90]
ag,

1—0490

= IE90gl‘92 - E90g1E90g2 - E9091E0092 : o
0o

1
= E90g1g2 - E90g1E9092 T
0490

A

Berechnung der Kovarianz bei (6,,7)

Als drittes folgt die Berechnung der Kovarianz aus Gleichung 6.23. Wie bereits in den
vorhergehenden Berechnungen, wird auch hier g; := gu, .0 = Loz x (0,00 € Gp fiir
1 =1, 2 gesetzt. Im ersten Schritt wird in COV[HPQO gl,Hpgo g2] die Definition des Pro-
zesses Hp, aus Satz 6.32, d.h.

; . EG gi
Hp,, 9; = Bry, 9; — Br, 00, Eo,9: + (BIP’QO ®a, - (g, — BPGO]ID) : az
0
— ]B Eeogl
— Pgo gi + B]P’go ¢90 E@ogz ]Eeogl - B]P’go lDi
9() a90
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eingesetzt. Fiir die bessere Lesbarkeit sei dafir K; := (Ego giz—zo - Ego gi), firi=1,2.
0
Damit gilt:

Cov | B, g1 + Br, dg, K1 — Bn»eO]lDI%;:l, Bp,, 92 + Be, o, 1$2 — IB%]IDQ(J]ID]EQ(;OQ2
= Cov {BPGO 91, B, 92} + K, - Cov [Bpgogb Bp,, d)eo] - ]E;(;g2 - Cov [Bpgogl, BpgoﬂD}
o
+ K, - Cov [B]}Dgogg, Br,, ¢90} + K1 K5 - Cov [BPQO P9y, By, (%500}
_ E;ZOQQ K, - Cov [BPQO (;590,]]33%0]11)} — E;(;fl - Cov []B%ngogz, IB%PQO]ID}
- I%;OQIKZ - Cov [Br,, 90y, Bey, 1] + W - Cov [B,, 1, Be,, 1]

Die darin enthaltenen Kovarianzen konnen mithilfe der Kovarianz der Py,-Brownschen
Briicke aus Definition 6.4 wie folgt fiir ¢ = 1, 2 vereinfacht werden:

Cov :]BPQOQIJ BPGOQQ} = E009192 - EeoglEeogz

Cov :Bpgo i, B, %O} = E0,9:00, — Eg,9:F0,00, = Eo,9:00,

Cov :Bpgogi7BIPgO]lD:| =Eg,9i1p — Eg9E0,1p = (1 — ) Eg, 0

Cov [BPQO Doq 5 By, Gbeo} = Eg, 05, — Eoyb0oEo P9, = Eoy 95,

Cov :Bpgo %O,Bpgoﬂp} = Eg, 00,10 — Eg,00,Eo, Lp = Egy9,1p =0

Cov [Bp, 1p,Br, 1| =Eg, 13 — B IpEeIp = ag,(1 — )

In die Vereinfachungen gingen weiterhin Eg,¢p, = 0 (vgl. (6.11)) und Ey,1p = vy, ein.
Das Einsetzen der Werte der Kovarianzen fiihrt zu:

Eeo g2

g,

(1 —ap) Egyq1 + K1 - Eg, 9200,

E E -E
DI (1~ ag) Egyga + —2 709 0 (1~ ag,)

aOO 0500

1
- E90g192 - E90g1E9092 : a + KQ : E9091¢90 + Kl : E9092¢90 + KIKQ : E90¢30
o

Eo,9192 — Eoy91Eg, 92 + K> - By, 9100, —

+ K K - By —

Wie bereits in den Gleichungen (A.3) und (A.2) gezeigt wurde, gelten Eg, ¢35, = —Eq, (1)g,) "
sowie

L a .
Eo,9ita, = (—Eo, (g,) ") lEeogi - aeoEeogz'] = Eq, (vg,) " - K;.

)
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Das Ersetzen von Egoqﬁgo, Eo,9i%0, und K; ergibt

KZ : E9091¢90 + Kl : E9092¢90 + KlKQ : E90¢30
= Ky - Egy(Ve,) " - K1+ K1 - Egy(¢g,) "+ Ko+ K1 K> - (—Eg, (g,) ")

. & . & .
= E90(¢90) b (EGOQIQZO - E9091> (EGOQQQZO - E9092>
o o
<2

. fe’ Qg . g, - . .
= Eg, (g,) " - LZOEGOmEeng - a—OEeo%angz - a—OEeoﬁEeogz + Eg,91E0,92| -

0o ) )

Addiert man dazu wieder Eq, g1 g2 —Eg, 91Eq, g2/ v, ergibt sich schliellich die Darstellung

1 . _ . .
]Eeogl.QQ - ]Eeogl]EG()gQ : 057 + ]E’lg() (¢90) . ]Eeogl]Eeo.gZ

0o
-2

. Gt . . @
— Ey, (1/160)_1@760 {E0091E9092 + E9091E9092} + Eo, (weo)_lafgo [Eg,91Eg,92] -

90 90

A.3. Standardfehler im
Farlie-Gumbel-Morgenstern-Modell

Auch im Farlie-Gumbel-Morgenstern-Modell wird zur Berechnung der Standardfehler
die Score-Funktion benétigt. Es gelten dafir im Folgenden die Annahmen (A1)-(A4),
wobei die Annahme (A3) durch (A3’) ersetzt wird. Es bezeichne MY = NFGEM(S).
Die Loglikelihood lautet

log ("M (0,n) =" Lx, myrepy lognfy (X, Th) + (G + $)G — nog M

=1

MrlL:G]M 0 B 27’;
:Zlogn—klog——@)?j—i—log [1‘“9(2@_9}“—1)( _Jﬂ
i=1 G G

+ (G + 8)G — nay M.

Zum Aufstellen der Score-Funktion werden die partiellen Ableitungen nach 6 und o
bendtigt. Diese lauten

Olog (FEM (@, n) M1 e 2T\~
Mot L% e (et 1) (1o 22|
a6 2 Nt +’9< ‘ ) G

aaFGM

. (—19)@) (1 — 22}) 26_6&]’ -n- 59
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und

Olog (FEM(Q,n) MY

> =S l1+19<2e_9)?f—1)< —QZJ)V

j=1
= 2T dalcM

. —0X; _ _2tiy . o
(26 1) <1 e > n 90

Da n nicht sichtbar ist, soll auch hier wie im Abschnitt 3.3 als erster Teilschritt die

Loglikelihood in n maximiert werden. Interpretiert man n als stetige Variable, so ist

auch hier n = MFEM /oFEM die Nullstelle der Ableitung der Loglikelihood. Dies fiithrt

zu der zweidimensionalen Score-Funktion g M = (pF¢M EGM) mit

P (1) = 1 () | L - - 2K () ap 1
0,1 i1 (T3, Ti+s]\Xi 0 ¢ 1+ (26—9Xi — 1) (1 — %Tl) o0 agG]V[

sowie

g:g;M(XH TZ) = ]l[Ti,T¢+S} (XZ)

(267X 1) (1- %) pakom
140 (2e0% —1) (1) 90 agGM]

Die partiellen Ableitungen der Auswahlwahrscheinlichkeit werden nicht explizit ange-
geben. Als Kriteriumsfunktion WFM = (WFGM wIGM) ergibt sich

1 & 1 &
Ur§M(0) =~ > v (X ) und UrgM(0) = — > wp M (X0, Th).
’ nisa 7 nis
Der Schétzer berechnet sich als Nullstelle der Kriteriumsfunktion. Auf den Nachweis der
Eigenschaften der Konsistenz und asymptotischen Normalitat soll an dieser Stelle ver-
zichtet werden. Unter Annahme der asymptotischen Normalitit fiir 07¢M € (0,1 — &)
~ FGM

und 95M € (—1,1) besitzt die Folge v/n(0,  — 05M) den Erwartungswertvektor 0
und die Kovarianzmatrix Z(85“)~1. Unter Giiltigkeit der Information Matrix Equality
(vgl. Abschnitt 4.2) berechnet sich die Fisher-Information als negativer Erwartungswert
der Ableitung der Score-Funktion. Die Standardfehler lassen sich somit schétzen, in dem
man die geschatzten Parameter in die Fisher-Information einsetzt.

A.4. Verteilungen der Beobachtungen bei unabhangiger
Doppeltrunkation

Der Kolmogorov-Smirnov-Anpassungstest wird in Abschnitt 6.2 fiir den Fall der sto-
chastischen Unabhéangigkeit der latenten Variablen X; und 7;, i = 1,..., n, betrachtet.
Falls (X;, T;)T € D, so wird der Vektor beobachtet. Die Beobachtungen werden umnum-
meriert und mit (X, fj)T, j=1,...,M,, bezeichnet. Mithilfe der gemeinsamen sowie
der Randdichten von (X;,T;)" lisst sich zeigen, dass X, und T} nicht mehr stochas-
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tisch unabhéngig sind. Die gemeinsame Verteilung der Beobachtungen ergibt sich als
gemeinsame Verteilung der latenten Variablen bedingt darauf, beobachtet zu werden.
Fiir ap, aus (6.2) lautet die gemeinsame Dichtefunktion

906_90‘”

XT (g #) = 1p(z,t .
f (Iv ) D(x7 ) GOéeo

Die Dichte von X; ergibt sich fir = € [0, G + s] durch

—0pgx

5 Ope
R (2) = /0 1p(z, 1) G

Die Indikatorfunktion lasst sich durch Fallunterscheidungen tiber die Integralgrenzen
berticksichtigen. Wie bereits in Korollar 2 bei Weilbach und Wied [65] zu lesen ist,
erhdlt man unter der Annahme s < @, dass

0
@) = g™ <1[0’8](x)£ + L (2)5 + Ligorg (2)(G — o + s))

Die Dichte von T; berechnet sich fiir ¢ € (0, G] dhnlich iiber

~ 9 e—@om t+s 6 6—9033 e—@ot
T(4) = 1 — / 0 = 1 — ¢ fos
f (t) /O D(aj t) GOégo de t GO&QO de Gago( c )

Die gemeinsame Dichte ergibt sich nicht als Produkt der Randdichten, da die Beobach-
tungen iiber die Menge D voneinander abhéngen.

Fiir die in Gleichung (7.1) durchzufiihrende Transformation der Daten, werden nun die
Verteilung von X; und die auf das Ereignis X = x bedingte Vertellung von T benotigt.

Ersteres ergibt sich direkt durch Integration tiber die Dichte fX :

1
Ga/go 90

+ Lo (0)[1 = €700 — 7C 4 e7007(1 — G[G -z + s])])

FX(z) =

(]l[ms] () [1 — e (P + 1)] + Ls () [1 _ efos _ 3006—90“?]

Die auf )?] = x bedingte Verteilung von TJ ergibt sich fiir ¢t € (0,G] und z € [0,G + 5]
durch o

L ()
o [X(x)

Die gleiche Fallunterscheidung wie oben und das Berticksichtigen der Restriktion der
Dichte auf die Menge D fiihrt zu

FT(t]z) = dt.

min(¢, ) t—x+s

FT(t|x) :1[0,3]<$) S

+ ]l(s,G] (:E) (l[x—sw] (t) + ]l(x,G}(t)>

max(t,z —s) —x + s
G-—x+s '

+ Licat(T)
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