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Dieter NeBelmann

Uber irreduzible Ideale in 1-dimensionalen lokalen Ringen

(R,M) sei stets ein lokaler Ring der Krull-Dimension 1 mit dem
maximalen Ideal M und o.R = QnA° eine Darstellung des Null-
ideals, bei der Q die isolierte 1~dimensionale und Ao eine
mogliche M-primédre Komponente ist. R ist ein Cohen~Macaulay
Ring genau dann, wenn o.R = Q, und nach /3/ ein Buchsbaum-Ring
genau dann, wenn M.Q = o.R. Ein Element z€& M ist genau dann
ein Parameter in R, wenn Q : z.R = Q. Ist N ein endlicher R~
Modul, bezeichnen wir mit L(N) seine Lénge als R-Modul. In /1/
wird gezeigt, daB fiir ein M-primédres Ideal B die Lénge
L(B:M/B) die Anzahl der irreduziblen Komponenten von B ist.
Nach /2/ ist diese Anzahl fiir Parameterideale z.R< M in Cohen-
Macaulay Ringen eine Ringinvariante. Wir zeigen hier fiir belie-
bige 1-dimensionale lokale Ringe:

Satz 1: Sind a und x Parameter, dann gilt

L(ax.R:M/ax.R) = L(x.R:M/x.R) + L((x,Q).R:M/(Q,X.R:M)) +
+ L((a,Q)x.R/ax.R) - L((a,Q)x.R:M/ax.R:M).

Satz 2: Sind y = a.x und z = b.y Parameter und Q.x.R.= o.R,
dann gilt (L(y.R:M/y.R) = L(2.R:M/z.R), wenn a, be M.

Flir Buchsbaum-Ringe ergibt sich mit obigen Voraussetzungen:

Polgerung 1: L(y.R:M/y.R) = L(ax.R:M/ax.R) =
=L(x.R:M/x.R) + L((x,Q):M/x.R:M) 2 L(x.R:M/x.R).

Folgerung 2;: PFir jeden Parameter z e ax.R ist
L(z.R:M/z.R) = L(ax.R:M/ax.R).

Hieraus erhédlt man

Satz 3: Sind y,z € M zwei Parameter in einem 1~-dimensionalen
lokalen Buchsbaum-Ring, so da8 y = a.b und 2z = c.d mit
a,b,c,deM, dann gilt L(y.R:M/y.R) = L(z.R:M/z.R).

Wir wollen nun obige Aussagen beweisen.

Beweis zu Satz 1: Wir zeigen zundchst: (x)n(ax,Q) = (a,Q)x.



Offenbar ist (a&,Q)x = (ax,Qx) € (x)n (ax,Q). Sei z = c.ax + d
€(x) mit ceR und d €Q. Dann ist notwendig d € (x) nQ = (x)Q,
also @ = d'.x mit d' € Q und daher z = (c.a + d')x €(a,Q)x.
Insbesondere haben wir

(a,Q)x.R : M = (x.R : M) n((ax,Q).R : M)
und die Isomorphien

(ax,Q)/(2,Q)x = (ax,Q)/(x) n(ax,Q) ¥ (x,Q)/(x)

sowie
(ax,Q):M/(2,Q)x:M = (ax,Q):M/((x):M) n ((ax,Q):M) T
¥ ((ax,Q):M, x.R:M)/x.R:M € (x,Q):M/x.R:M.

Wir zeigen jetzt: ((ex,Q):M, x.R:M) = (Q, x.R:M).
Offenbar ist (Q, x.R:M) € ((ax,Q):M, x.R:M). Sei z e (ax,Q):M,
also z.M § (ax,Q). Dann ist z.a = r.ax + q mit reR und qe Q,
also (z-r.x)a €Q, was z-r.X €Q zur Folge hat. Daher ist
z =r.x + q' € (x,Q) € (Q, x.R:M) und somit.

((ex,Q):M, x.R:M) £ (Q, x.R:M).

Zusammenfassend ergibt sich R
(ax,Q):M/(a,Q)x:M = (Q, x.R:M)/x.R:M S (x,Q):M/x.R:M.

Filr die Modull&éngen erh&lt man hieraus

L(ax.R:M/ax.R) = L((ax,Q):M/(ax,Q)) - L((ax,Q):M/(a,Q)x:M)
- L((a,Q)x:M/ax.R:M) + L((ax,Q)/(a,Q)x) +
+ L((a,Q)x.R/ax.R).

Da R/Q ein Cohen-Macaulay Ring ist, ergibt sich nach /2/,
Theorem 3, L((ax,Q):M/(ax,Q)) = L((x,Q):M/(x,Q)), und daher
L(ax.R:M/ax.R) = L((x,Q):M/(x,Q)) - L((Q, X.R:M)/x.R:M) +
+ L((x,Q)/x.R) + L((a,Q)x.R/ax.R) -
- L((a,Q)x.R:M/ax.R:M).

Eine weitere Zusammenfassung liefert die Aussage, qed.

Lemma: x und y seien zwei Parameter. Dann gilt
(x.3,Q):M = (x((3,Q):M), Q) = (y((x,Q):M), Q).

Beweis: Wir brauchen nur eine Gleichheit zu zeigen. Offenbar
ist (x((y,Q):M), Q) € (x.y,Q):M. Sei z.M € (x.¥,Q). Dann ist
insbesondere z.y-r.x.y¢Q mit r € R und daher z-r.x ¢Q, etwa
zZ = r.x + Q. Ist meM beliebig, so gilt z.m = r.x.m + q.m
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€ (x.y,Q), etwa z.m = 8.X.y + q' und somit r.X.m-s.x.y € Q
sowie r.m-s.yeQ. Daher ist r.M £ (y,Q), also re (y,Q):M, was
z = r.x + qe(x((y,Q):M), Q) zur Folge hat, qged.

Beweis zu Satz 2: Aus Satz 1 ergibt sich
L(z.R:M/z.R) = L(y.R:M/y.R) + L((y,Q):M/(Q, y.R:M)).

Nach dem Lemma gilt
(y,Q):M = (x((a,Q):M), Q) £ (x(e,Q):M, Q) = (ax.R:M), Q),
also L((y,Q):M/(Q, y.R:M)) = o, qed.

Folgerung 1 ergibt sich unmittelbar aus Satz 1, da wegen
M.Q = o.R auch x.Q = o.R ist. Hieraus ergibt sich gleichzeitig
Folgerung 2. Satz 3 erhélt man aus Folgerung 2 unter Beach-
tung von

L(y.R:M/y.R) = L(y.z.R:M/y.z.R) = L(z.R:M/z.R).
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Lothar Berg

Anwendungen innerer und #duBerer Inversen

Es seien V, V' zwei Mengen, A ein Operator von V in V' und
R ein Operator von V' in V. Gilt eine der Gleichungen

A = ARA, R = RAR, (1)

so heiBt R nach /8/ im ersten Fall eine innere und im zweiten
Fall eine #duBere Inverse von A. Solche verallgemeinerten In-
versen kann man benutzen, um Gleichungen

Bx = i (2)

bei gegebenem fe€ V' nach x€ V aufzul8sen. Hieriiber gibt es
eine Reihe von Ergebnissen, von denen einige jetzt verallge-~
meinert und in m&glichst einheitlicher Form zusammengestellt
werden sollen.

Der Einfachheit wegen nehmen wir an, daB8 V, V' lineare Vektor-
rdume mit demselben Koeffizientenring und A, R lineare Opera-
toren sind. Aus A, R bilden wir ¥ie Operatoren

P=1I--RA Q=1I- AR, (3

wobei I sowohl den Einheitsoperator iibér V als auch den Ein-
heitsoperator iiber V' bezeichnet, beide Operatoren sind durch
die Beziehungen

AP = QA, PR = RQ (1)

miteinander verkniipft. Ist eine der Beziehungen (1) erfillt,
80 verschwinden die entsprechenden Produkte in (4). AuBerdem
8ind dann P, Q Projektoren, d.h., es gilt

P => ¢ =q (5)

Ist umgekehrt P Projektor, so ist auch RA Projektor, d.h., es
gilt RA = RARA. Hieraus folgt bei rechtsinvertierbarem A die
zweite und bei linksinvertierbarem R die erste der Bezienungen
(1). Analog folgt, falls Q Projektor ist, a8 AR = AHAK bei
linksinvertierbarem A die zweite und bei rechtsinvertierbarea



R die erste der Beziehungen (1).

Satz 1: Die Gleichung (2) ist zu dem System der Gleichungen
x = Px + Rf, APx = Qf (6)

gquivalent.

Beweis: Aus (2) folgt durch Multiplikation mit R die erste und
durch Multiplikation mit Q unter Beachtung von (4) die zweite
der Gleichungen (6). Umgekehrt folgt aus (6) wegen (3)

Ax = APx + ARf = (Q + AR)f = £,

Dieser Satz ist eine Verallgemeinerung von Satz 3 aus /1/,
wenn man davon absieht, daB letzterer sogar fiir gewisse nicht-
lineare Operatoren gilt. In /6/ wird er bei der AuflSsung 1li-
nearer Gleichungssysteme angewendet. Dabei ist es nicht er-
forderlich, daB R innere oder &uBere Inverse von A ist. Die
Nitzlichkeit von Satz 1 erkennt man aus folgendem
Zusatz: In (6) geniigt es, die zweite Gleichung nach Px aufe
zuldsen und das Ergebnis in die erste Gleichung einzusetzen,
um die allgemeine Ldsung von (2) zu erhalten. Ist APx = Qf
nicht 18sbar, so ist auch (2) nicht 1&sbar. Verschwinden AP
und Qf, so kann Px (im Bildbereich von P) beliebig gewdhlt
werden.

Beweis: Es sei Py Losung von APy = Qf und x = Py + Rf.
Dann gilt wie beim vorhergehenden Beweis Ax = f sowie

Px = (I - RA)Py + PRf = Py + (PR - RQ)f = Py.

Die letzten beiden Aussagen sind nach Satz 1 evident.

Es sei jetzt B ein-weiterer im allgemeinen nichtlinearer Ope=-
rator von V in V', den wir in die Gleichung (2) als Stsrungs-
operator einbauen.

Satz 2: Ist R innere Inverse von A, so ist die Gleichung
(AL+B)x=7*¢ (7)

zu dem System
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x = Px - RBx + Rf, QBx = Qf (8)

dquivalent.

Beweis: Die Richtigkeit dieses Satzes folgt sofort aus Satz 1,
wenn man dort f durch f - Bx ersetzt und AP = O beachtet.

Im Unterschied zum vcrhergehenden Fall 1&B8t sich das System
(8) im allgemeinen micht entkoppeln. Doch haben wir auch dies-
mal wieder einen praktischen Vorteil, denn es gilt der folgen~-
de

Zusatz: Ermittelt man Py und Bz aus dem System

Bz = B(Py - RBz + Rf), QBz = Qf,
so ist x = Py - RBz + Rf die allgemeine Ldsung von (7).

Beweis: Man verifiziert leicht die Gleichungen Px = Py,
Bx =Bz und findet dann

Ax = AR(f - Bz) = f - Bz = £ - Bx,

Die Vorteile dieses Lusungsverfahrens zur AuflSsung linearer
Gleichungssysteme wurden (in leichter Abénderung) in /2/ vor-
gefiihrt, dabei wurde A dort speziell als zirkulante Matrix ge-
wihlt., Auch die Arbeit /4/ zur Aufldsung entarteter Gleichun-
gen kann als praktische Illustration zu diesem Verfahren ange-
sehen werden. Allgemein wird man es verwenden, wenn zwar fiir
den in (7) auftretenden Operator A + B keine innere Inverse
bekannt ist, wohl aber fiir einen mdglichst guten N&herungsope~-
rator A, Die Operatoren A + B und A brauchen dabei keineswegs
dieselben Aufltsungseigenschaften zu besitzen.

Bei der Aufl8sung komplizierterer Systeme als (6) bzw.. (8) iet
es notwendig, aus gegebenen Projektoren neue zu bilden.

Hilfssatz: Sind P1, P, Projektoren und ist Po ein weiterer 1i-
nearer Operator iiber V, so ist P = PH + P - Po genau dann
Projektor, wenn

2
P c= - - = -
% Fo + (P, = B)) (Py = B)) + (P, = B)) (By = B)) (9)
gilt. Im Fall Py = P1P2> lautet diese Bedingung

"



(I - P))P,P(I - B,) = 0. (10)
Ist auBerdem P1P2 Projektor, so ist auch P2P1 Projektor.

Beweis: Aus

2 _

P = (P1 - PO)P1 + P2P1 + (P1 - Po)(P2 - Po) + P2(P2 - Po)
und

_ 2

- P°P1 + P2P1 + P2P° = (P2 - Po)(P1 - Po) - Po
ist unmittelbar ersichtlich, daB (9) zu I dquivalent ist.
Im Fall PO = P1P2 folgt aus

(P1 - Po)(P2 -Po) = P1(I - P2)(I - P1)P2

2
= - P1P2(I - P1P2) PO

- Po
und

(P ~ P)(Py = P)) = (I - PP)P,P (I - Py)
die zweite Behauptung.
Durch Aufl&sung der Klammern erhalten wir aus (10), falls P
Projektor ist,
1P2 + P2P1 = P1P2P1 + P2P1P2,
und hieraus ergibt sich durch Multiplikation von links mit P
das dann auch P,P, Projektor ist.

1F2

P

2,

Zwei Spezialfélle dieses Hilfssatzes wurden in /3/ bewiesen
und dort zur Herleitung asymptotischer Aussagen verwendet (vgl.
auch /7/).

Im folgenden ersetzen wir das Operatorenpaar A, R durch n
Paare Ai, Ri’ i=1, ..., n, und filhren analog zu (3) die
Operatoren P; = I - R;A;, Q; = I - AR, ein. Weiterhin bilden
wir die Operatormatrizen

T -
A= (A Ay oee A7, R = (Ry PR, ... PieeeBy RD. (1)

Satz 3: Zu den Operatoren (11) gehdrt nach (3) der Operator

P:P.,Pz eee B (12)
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Der Operator R ist genau dann innere Inverse von A, falls

AP =0 (13)
ist und genau dann &uBere Inverse von A, falls
BR; = 0 (14)

ist fir i =1, ..., n.

Beweis: Durch Muliplikation der Operatoren (11) finden wir
RA = R1A1 + P1R2A2 + eee + P1"'Pn-1RnAn'

Substituieren wir hier RiAi =1- Pi’ so heben sich in der
Summe alle inneren Glieder heraus, und es bleibt

RA =1~ P1...Ph

iUbrig, d.h. (12). Der Operator R ist genau dann innere Inver-
se von A, falls AP = O gilt, d.h. (13), und genau dann &uBere
Inverse von A, falls PR = O gilt, d.h.

7
fir i =1, ..., n. Piir i = 1 ist diese Bedingung mit (14)
identisch, Fiir i = 2 besagt sie wegen

PP1R2 = P(I - R1A1)R2 =PR, =0

ebenfalls nichts anderes als (14). Entsprechend 1&8t sich die
Kquivelenz dieser Bedingungen auch fiir die weiteren Werte von
i rekursiv nachweisen.

PPyeesPy 4Ry = 0

Die Matrixen AR und Q (vgl. (3)) lassen sich ebenfalls ge-
Schlossen angeben. Um die Ergebnisse zu vereinfachen, wollen
wir aber die Voraussetzungen verschirfen.
Zusatz: Sind die Rﬁ innere Inversen der Operatoren Aj mit
AiR,j =0 (1”
fUr 17€¢ J<i £ n, so 18t (13) erfilllt, und es gilt
AR = dieg (AR, AR, ... AR),
Q = diag (Q.' Q oo Qn).

13



Beweis: Aus

A;Py...P = A (T - RyAD) ..o (T = Ry_qA5 4) = A,

i-1
und AiPi = 0 folgt

A;Pi.. Py =0 (16)

und damit (13). Wegen (11) hat die Matrix: AR an der Stelle
(i,j) das Element

AiP1"'Pj-1Rj'
Flir i< j ist es wegen (16) gleich O. Fiir i 2j ist es gleich
AiRj’ so daB die Behauptungen wegen (15) bewiesen sind.

Ein Spezialfall von Satz 3 wurde in /5/ bewiesen. Setzen wir
nur (16) voraus, so ist ebenfalls (13) erfiillt, und die Ma-
trizen AR und Q sind untere Dreiecksmatrizen. Fiir i = 1 be-
sagt (16), daB wenigstens R, innere Inverse von A, ist. Plir

i = 2 lautet (16) A2P1P2 = 0, und diese Bedingung ist fiir (10)
hinreichend.

Eine Anwendung von Satz 3 ergibt sich, wenn dieser Satz bei
erflillter Voraussetzung (13) mit Satz 1 gekoppelt wird. Dann
findet man fiir das System simultaner Gleichungen

A1x = f1, eeey AX = fn 17)

unter der notwendigen und hinreichenden Losbarkeitsbedingung
Q(f, ... fn)T = 0 die allgemeine L&sung

x = Py + Ryfy + PyRof, + o0 4 Pyees By qRoT, (18)

wobei y in V beliebig vorgegeben werden kann. Zwei Bei-
spiele hierzu wurden in /5/ behandelt.

Gleichungssysteme: Ein weiteres Beispiel erhalten wir, wenn wir
x in (17) als gewdhnlichan m-dimensionalen Spaltenvektor und
die A als gewohnliche m-dimensionale Zeilenvektoren

Ay = (ai1 n_— aim)

wihlen. Nehmen wir der Einfachheit wegen an, daB die Matrix

14



A= (ai.) reguldr und damit m = n ist, so kPnnen wir die R, als
zu den A. rechtsinverse Spaltenvektoren widhlen, die auBerdem
den Bedingungen (15) geniigen. Die Gleichungssysteme

Aj Ry = Jij,
i = Jseeeyn, wobei Ji' das Kroneckersymbol bezeichnet, sind
dann némlich bei festem j stets nach R, aufldsbar. Mit diesen
R; liefert (18) die Ldsung von (17), wobei wegen der Regula-
ritdt von A natiirlich P = O ist. PFiir kleine n kann die LOsungs-
darstellung (18) auch zur numerischen Aufl8sung des Gleichungs-
systems (17) verwendet werden, fiir groBe n sind aber andere
numerische Verfahren vorzuziehen.

Faktorisierungen: Nach Einfiihrung eines weiteren Vektorraumes
V" mgge A die Fektorisierungen

A = AiBi
fir i = 1,...,n besitzen, wobei die Bi lineare Operatoren von
V in V" und die Ai lineare Operatoren von V" in V' seien.

Bilden wir jetzt aus einer beliebigen LBsung X von (2) die Ele-
mente

Bix = yi’ (19)
80 erfiillen sie die Gleichungen
Aiyi =f (20)

und besitzen mit den frilheren Bezeichnungen nach Satz 1 die
Darstellungen

¥; = By, + R, (21)
Im folgenden sollen n lineare Operatoren C; von V" in V mit

I-= )i'; ciBi

existieren. Dann besitzt jede LSsung von (2) wegen (19) die
Darstellung

n
X = 1E1 ciyi’ ) (3&)



und hieraus folgt durch Einsetzen von (21) wie in (6)
x = Px + Rf mit
n n
P = e CiPiBi’ R = §i=1 CiRi’
wobei sich der Zusammenhang (3) zwischen diesen Operatoren un-
mittelbar nachpriifen 1&8t.

AbschliefSend wollen wir uns der umgekehrten Fragestellung zu-
wenden, unter welchen Bedingungen das Element (22) mit gewissen
oder sogar beliebigen Ldsungen (21) von (20)eine Ldsung der
Gleichung (2) bzw., der simultanen Gleichungen (19) ist. Die
letzte Aussage ist eine Verschérfung der vorhergehenden, da

aus (19) und (20) stets (2), aber aus (2) und (20) zundchst

nur Ai(Bix - yi) = 0 folgt.

Satz 4: Ist das System simultaner Gleichungen (19) 16sbar, so
ist die Losung eindeutig bestimmt und wird durch (22) gegeben.
Ist
ACiPi =0 (23)

fiir alle i, so ist R innere Inverse von A und (22) ist bei er-
fiillter Losbarkeitsbedingung Qf = O eine Ldsung von (2). Sind
alle R; innere Inversen der zugehdrigen Operatoren 4;, so ist
flir (23) die Bedingung

B;CyPy = Jijpj (24)

filr alle i, j hinreichend, und (22) ist bei erfiillter LSsbar-
keitsbedingung Qf = O auch eine L8sung von (19),

Beweis: Es sel Byz = y; flir alle i, Dann folgt aus (22)
n

X = : CiBiZ
i=1

Aus (23) erhalten wir

n
AP = %:; AC;P,B; = O,

so daB R innere Inverse von A ist. Weiterhin folgt aus (21),
(22) und (23)

Z.
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Eckart Keller

Uber das Randverhalten biharmonischer Funktionen in der
Hyperkugel

1. £ sei eine stetige Funktion auf der Kugeloberfldche 9B der
Kugel B mit dem Radius r und
u(x) := PI(f, aB)(x)
das Poissonsche Integral, so ist
lim u(x) = £(2) .
X2
z € 3B
Wird in der Poissonschen Integralformel der Ausdruck

f(y)don(y) (d.On ist das OberfldchenmaB auf 9B)

durch ein beliebiges signiertes MaB 4 von beschrénkter Varia-
tion auf den Borelschen Teilmengen von 9 B ersetzt, so erhalten
wir aus dem Satz von Fatou eine Aussage iiber das Konvergenzver-
halten von PI( 4, dB)(x), wenn x gegen den Rand der Kugel B
strebt. Bei Apnnéherung von x innerhalb eines bestimmten Kegels
mit der Spitze in z 6 B an den Punkt z existiert bis auf eine
Menge vom Oberflédchepmal Null fast iiberall ein Grenzwert, der
gleich der Ableitung des MaBes .« in diesem Punkt ist. Vgl. /3/
S. 68.

Piir biharmonische Funktionen in der Kugel existiert eine dem
Poissonschen Integral entsprechende Integraldarstellung

b(x) := P(8,+844 9B)(X).
Erfiillen die Randfunktionen 8, und 8 gewilsse Stetigkeits~ und

Differenzierbarkeitsbedingungen, so konvergiert b(x) gegen die
vorgegebenen Randwerte. Vgl. /2/ S. 160

8,(¥)d0, (y) und g4(y)d0,(y) kibnen ebenfalls durch belie-

bige sipgpierte MaBe s und § ersetzt werden. In der vorliegen-
den Arbeit wird das Randverhalten von b(x) und —2— b(x) mit

beliebigen signierten MaBen von beschrénkter Variation unter—
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sucht. Wenn x gegen z ¢JB innerhalb eines Kegels mit der Spitze
z konvergiert, strebt b(x) bis auf eine Menge vom Oberfléchen-—
maB Null gegen die Ableitung von « im Punkt z. Unter bestimm-
ten Voraussetzungen an das MaB,u kann auch die Konvergenz von

ﬁz b(x) gegen die Ableitung des MaBes 5 im Punkt z erreicht

werden.

2. Punkte des n-dimensionalen Euklidischen Raumes R" (n Z 2)
werden mit kleinen Buchstesben ohne Index bezeichnet
x = (x,,,...,xn). Der Abstand zwischen zwei Punkten x und y ist

wie folgt definiert
1/2

Ix - i <n< )2

)
2

(x,y) := -L>: X3 Ty .

& (X) sei das System der Borelschen Teilmengen einer kompakten

Menge XC R,
Ein signiertes MaB 4 ist eine & ~additive Mengenfunktion auf
& (X) mit & () = 0, die auf kompakten Mengen endlich ist.
4 kann in zwel positive MaBe (a+ und “ ~ zerlegt werden.
o m= A - a
Die totale Variation von 4 ist (ul:= u* + 4" und die Norm

llaefl 3= sup _|wl(F).

FE€ $(X)

Ist 4|l < + ® so sagen wir, daB das signierte MaB . eine be-
schrénkte Variation hat.
Gilt eine Aussage auBerhalb elner Menge vom ,u-MaB Null, so
sagen wir, daB sie fir u -fast alle Punkte (u-f.a.) gilt,
oder sie gilt fast iiberall beziiglich m (wu~f.ii,).

B bezeichne eine Hype;rkugel im R mit dem Radius r und 3 B ihre
Oberfléche. Ohne Beschrénkung der Allgemeinheit sei der Mittel-



punkt von B mit dem Nullpunkt O des Koordinatensystems iden-
tisch.

B := {x H xeRn,lx(<r, r>0}

dB := {x : xéRn,lxl= r, r)O}
d.On| sei das OberflidchepmaB auf ? B und Wy die Oberfléche der

n-dimensionalen Einheitskugel. f sei eine integrierbare Funk-
tion auf DB, dann ist

4 2 _ g2
PI(£, ? B)(x) := % f e £(y)a0,(y), » =|xi<<,
B -
9B

das Poissonsche Integral. 4 sei ein signiertes MaB auf & ( 2B),
dann bezeichne

2 2
PI(4, 2 B)(x) := 1 f I -P g3 (y) p =Ixi<r .
’ w.r Ix - yln “ 1
J rn-2
Durch Berechnung des Ausdruckes :9—2 —I—E mit Hilfe des
r |x -3

Kosinussatzes kdnnen wir aus der Formel von Edenhofer (vgl. /2/
8. 150 (3)) eine ISsungsformel des Dirichletschen Problems fiir

die Bipotentialgleichung in einer n-dimensionalen Kugel gewin—
nen.

2 2.2 2_2y_ 2
BEgr8q,0)() 1= E2 )y [ 2@ 21 ¢ ()00, ()
w
T B

| x=y1

2 2.2

e 1 g,(3)ao (), ™
w X |x=yl

z sei ein fester Punkt auf J B. Die Randfunktionen g, und g,

seien in einer Umgebung von z stetig. In Polarkoordinaten habe
8, die Darstellung 8, = 80(9’1' ceey 7!:-1)' 8, Sel nach

® 41 ++e» 9,4 einmal stetig differenzierbar, dann ist nach
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Edenhofer (vgl. /2/ S. 160 Satz 2)

i
1n —— R(g,,e, 9B = £y (2) 1= 01
Xz
|x|=p <T a(P )
wobei die Konvergenz von X gegen 2 a_uf einer beliebigen Kurve

innerhalb B erfolgen kann._

2 2.3
.. n(r"=p7) il
Al Ex{jg CEHGD w 4w v’ }lx-yln+2 au@ ,

s0 erhalten wir aus (1)

2 .2
Bty 1 5 9B)(x) 1= Pr( 4, 9B)(x) - {BIE=RT) pr(, am)(x)
4r

- (2%-p%) FI(4 , 9B)(x), )

wobei 4 und 7 signierte MaBe von beschrénkter Variation auf
& (9B) sind.
Bezeichnen wir mit

Ps((u , 3B)(x) 3= /Q'—'-Ln_% dm(y) und
T
Pt(4, 9B)(X) 3= /-“—"—LL an(y) , 50 ergibt sich
x-yln'm'

—2 P, 4,9B)(x) = ~ 22 Pr(u,B)(x) - —L Ps(u,2B)(x)
2 p 4P2 4“’nr

+ (n+2)n Pt(u, 8B)(x)

3
16wnr P

n

2 2 2
» B ((2 + BE =P )ypr( 4, 9B)(x) - EPr(a, 9B)(x)
47 4172 p2
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2 2 2
+ (2% Eﬁr—}bm( 1598 = Eee(r, 3B)() . (3)
4p P

Aus Griinden der Ubersichtlichkeit wurde die Ableitung nach pa

benutzt. Das bedeutet keine Einschrénkung, da sich die Ablei-

tungen 2 eindeutig aus den Ableitungen «%- nach der Formel
op 2 p

2 _ 1.9
a—p'g u(p) = % 7P u(p)
berechnen lassen und umgekehrt.

Um das Randverhalten der Ausdriicke (2) und (3) zu untersuchen,

miissen zunéchst die Ableitungen der signierten MaBe 4 und ¢ de-
finiert werden.

Cz,a bezeichne einen Kegel in B mit der Spitze im Nullpunkt O,

dessen Achse mit der Geraden durch O und z ¢ B zusammenf#llt
und dessen halber Offnungswinkel « ist (0 £ o« = -7’2:).

oo % < £(x,2) 2
(o} t={X : cos a = EA 1}.

Der Kegel C schneidet aus der Kugeloberfléche die abge-

Zy o

Schlossene Polkappe K’; mit dem Mittelpunkt z € 9B heraus.

”d
m . —
Zyk Cz’dnBB
£ ‘: bezeichne die Mengen aller Polkappen KI: « mit dem Mittel-
’
punkt z, o " bezeichne die Menge aller Polkappen Kz,d , die den

Punkt z enthalten, z muB aber nicht Mittelpunkt dieser Polkap-
ben sein. Existiert

1im 2Z(E) bzW, 1lim &K
KGdz OD(K) Kéd‘: On(K)
OD(K)—-)O On(K)‘—"O

80 heiBt dieser Limes die Ableitung bzw. symmetrische Ablei-
tung des signierten MaBes 4 im Punkt z und wird mit D (z) bzw.
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Ds,u.(z) bezeichnet. Wenn D u(z) existiert, existiert auch
Dsﬂ(z), und es ist Du(z) = Ds,u(z). Als zweite symmetrische

Ableitung bezeichnen wir den Grenmzwert, falls er existiert, wie
folgt

2 _ 4 (K)

Ds,ﬁ(z) = 1lim

flz=y180,(3)
Ked, g - °

On (K)>0

In dieser Arbeit sollen nur nicht-tangentiale Limiten der Aus-
driicke (2) und (3) untersucht werden. Aussagen liber tangentiale
Grenzwerte des. Poissonschen Integrals an einen Randpunkt eines
Kreises werden in /1/ und /4/ gemacht. u(x) sei eine in B defi-
nierte Funktion. Der radiale Limes von u(x) im Punkt ze€ dB ist
der Grenzwert
R-1lim u(x) := 1lim u(A z) .
x> 2 A1~

Ez( ©® ) sei ein Kegel in B mit der Spitze im Punkt z ¢ dB und
dem halben Offnungswinkel ® (0 £ @ < "22). dessen Achse durch O

und z verlduft.

E,(®) := {x 1 1 %ﬁ%—:—%écos@}.

v

Der nicht-tangentiale Limes, falls er existiert, der Funktion
u(x) im Punkt z € JdB ist dann

® -lim u(x) := lim u(x) .
> 2% x>z
x¢E, (@ )NB

3, Im Hilfssatz 1 werden wir die radialen Limiten der Aus-
driicke (2) und (3) untersuchen.

Hilfssatz 1 «und 7 seien signierte MaBe von beschriénkter Va-
riation auf & ( §B). Die symmetrischen Ableitungen von « und 4
im Punkt z €9B Ds/t(z) und Dg 7 (z) seien gleich Null.

Aus diesen Voraussetzungen folgt:
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1. R-1im P(f , 4, 8B)(x) = O
X=>2z

2. Gilt zusdtzlich noch Diﬁ(z) = 0, dann ist auch

R-lin —&— P( 4, 4,3B)(x) = O .
X2 ap2

Beweis: Wir beginnen mit dem Beweis des zweiten Teiles des
Hilfssatzes. Am Beispiel des Integrals Pt( 4« , 3 B)(x) werden
wir zeigen, daB der radiale Limes sémtlicher Integrale aus (3)
unter den obigen Voraussetzungen gleich Null ist.

Gegeben sei ein beliebiges hinreichend kleines £ > O.

Da. Dﬁ,u(z) = 0 ist, existiert ein Winkel § mit 0< § < -? .

So daB fiir alle Polkappen K’:,Y

(el Sl ee S lzmyiao,() )
2,Y
gilt, wenn 0 Sy'2 $ ist. Es ist
R-lim Pt(4 , 8B/K> ()(x) = O,
Xz zy ¢
d. h., es muB noch
R-lim Pt(,a,Km )(x) = 0O gezeigt werden,
X2 z, ¢

Es sei
Fv) = ) am@y) .
Km
Zy I

Unter Beachtung von Ix—yl2 =1 P2 - 2pr cos ¢, wobei ¥ ‘der

Winkel & xOy ist, ergibt sich

2 2.4
I := Pb(4 K2 ; )(x) = j (£-p). ar(? ).
= & o (x24p3-2pr cos 7)(PH4)/2

Durch partielle Integration erhalten wir
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2 - D%y 2

I-=
[(1‘2 + p2 - 2pr cos Y)(n + 4)/2

¢ 2 24
+Pz_4/ (rZ -pTeprsiny F(V) 4, | (5)

29 (::2 + p2 - 2pr cos ¥ )(n+6)/2

I=1 3 - Io + Ii .

I§ bezeichnet den an der Stelle § ausgerechneten Ausdruck in
den eckigen Klammern. Eine analoge Bedeutung hat IO. Das Inte-
gral in (5) wird mit Ii bezeichnet, Strebt x radial gegen z, so
strebt der Zdhler von I } segen Null,und der Nenner bleibt

gréBer als Null, d. h., der radiale Limes von I§ ist gleich
Full. Da D (z) = O ist, ist u ({z}) = F(0) = O,und damit ist

auch der radiale Limes von Io gleich Null. Es bezeichne

ar) =S a0,

Kzt
J 4 = /ra in £
K': . lz-yldon(y) = 2 r sin s aG(¥) = H(r) . (6)
Auf Grund von (4) ist fir 0 £ ¢ % §
IP(e)l 2 EH(P). )

Das Integral I, kann dann mit (7) wie folgt abgeschitzt werden

|11"5j +4-.(r-p 5% oprsiny H(¥) 4,
r +p - 2pr z:os:’)("""'G)/2

Durch partielle Integration erhaltem wir

$
e [ P2 n(r) |
2 2 (n+4)/2Jo

(r“+p° - 2pr cos ¢)
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$ 2 3.4
* j - 2_(1‘ 2 ) afaC 7))
0 (x"+p~ - 2pr cos {)(n+4)/2 .

I; =¢ zJi -3+ Ji}-
Analog wie oben kann gezeigt werden, daB der radiale Limes von
J§ und Jo ebenfalls Null ist.
Es muB jetzt noch bewiesen werden, daB Ji beschrénkt ist, wenn
X radial gegen z konvergiert.
G(7 ) ist pnach ¥ stetig differenzierbar und besitze die Ablei-
tung g( ¢ ). Dann folgt aus (6)

v
H(7) = ) 2r singg('a’) i ,
0

und das Integral Ji 1aBt sich wie folgt umformen

] 2 2.4
iy (£Z=p%) 2r sin ¥ g(v) a¥
(r2+P2 - 2pr 0053’)(n+4)/2
] 2 2.4
= / (r7-p~) 2r sin ¥ ac(¥)
(x24p2 - 2pr cos »)(P+H)/2
- Q_‘.P_)_lz-yldo @ .
lx—yl
Ky, §
2 _pPSorundweil 0S pEL
Offensichtlich ist EZ——EB- = “rtT3
Ix - gl
lz =31 £ 243 | panmit 1st.
lx -yt 3
3, & (en)? -;-\/—3' f ——P— a0, ()
Em Ix - yl
Zy §
<

()% 2V3 w,r 71(1, 2B)(@) = const.,



Fir den Beweis der Konvergenz der Integrale PI und Pr ist die
Voraussetzung, daB die erste symmetrische Ableitung gleich Null
ist, sausreichend.
Der Bewels des ersten Teiles dieses Hilfssatzes erfolgt analog
zum obigen Beweis unter Verwendung der Zerlegung (2).
q. e, 4,

Jetzt sind wir in der Lage, eine Aussage iliber nicht-tangentiale
Limiten 2zu beweisen.
Hilfssatz 2 wund 4 seien positive MaBe auf <4 ( 2B) und

® ein Winkel mit 0 £ @ < g .

Dg m(z) = D 4 (z) =0 .
Aus diesen Voraussetzungen folgt:

1e ® =1im P(u, 4 49 B)(xX) = O.

X7

2. Unter der zusédtzlichen Voraussetzung Dsﬂ(z) = 0 ist
auch

2
® -lim P( aB)(x) = 0.
o .a_p? » %y

Beweis: Wir zeigen, daB der ® -Limes jedes Integrals aus (2)
bzw. (3) gleich Null ist.

Durch elementare Uberlegungen léBt sich die folgende Aussage
beweisen.

¥ sei ein positives MaB auf <4 ( 9B). Ist E eine beliebige Kugel

innerhaldb des Kegels E,(® ), wobei 0 £0 < 22-’— ,
die hinreichend dicht bei z liegt, und x;w € E, so existieren
positive Konstanten K,,..., K,, die pur von @ abhéngig sind, so

daB die folgenden Ungleichungen gelten
PI(¥ ,d B)(x) 2 K4 PI(¥ ,3B)(W),
Pr(¥, 3B)(x) £ K, Pr(v, 3B)(w),
Ps(v , 2B)(x) £ K5 Ps(¥, 2B)(w), (8)
Pt(v, 9B)(x) £ K, Pt(¥, 9B)(w).

NI DA

x sei jetzt hinreichend dicht ipnnerhalb des Kegels E,(® ) bei

z,und w seli die Projektion von x auf die Achse Oz des Kegels.,
Zu x und w existiert eine Kugel E, so daB x;w ¢ E.
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Dann folgt aus der Ungleichung (8)

PIS’": 9B2$X2 é
PI(4, 3B)(w) |

|Pr(a, aB)(w) - PI(4, 2B)(x)]

= _ PI(4, 3B)(x)|<
PI(4, ?B)(w) |1 Ten e ool PI( 4, 3B)(W) [1 + Kyl

Da nach Hilfssatz 1 R-lim PI(« , ?B)(w) = O ist, folgt
W——>Z

daraus ® -1im PI( &, dB)(x) = O .
X7

L]
Ganz analog verlduft der Beweis fiir die iibrigen Integrale.

q. e, d.
Definition asei ein signiertes MaB von beschrénkter Variation

auf & (d B) und besitze im Punkt z € ? B die symmetrische Ablei-
tung Ds/d(z) = a mit Jal € ©.

Wir sagen, . erfiillt die Voraussetzung D im Punkt z € 9B, wenn
die folgenden Aussagen wahr sind. '

Es existiert eine integrierbare Funktion £ auf 9 B mit den
Eigenschaften

1. £ ist in einer gewissen Umgebung von z stetig.
2. f habe in Polarkoordinaten die Darstellung
£f=f£(p 1""'711-1)' die in einer Umgebung von z

einmal stetig differemzierbar nach ¢ Q00 P g ist.
3. Fir das signierte MaB ¥, das durch
v = 40 - S 2) a0, , pedam,

auf & ( 9B) erzeugt wird, sei Dila'l(z) = 0.

Eilfsgatz ¥ «sel ein signiertes MaB von beschriinkter Variation
euf &4 (9B), das im Punkt z € I B die Voraussetzung D erfilllt.

7 Sei ein signiertes Ma8 von beschrénkter Variation auf & ( &B)
mit D 2 (z) = b, Ibl<o .



Fir das signierte Ma8 §, das durch
f o =1 -v S a0, pesim,

auf &% ( dB) erzeugt wird, gelte Dy ‘g‘ (z) = 0. Dann ist

® -1im —2— P(4 , 4 , 3 B)(x) =
X2 apa
Beweis: Da 4 die Voraussetzung D im Punkt z erfiillt, existiert
die Funktion £, und fiir das signierte MaB

7 (D) = 4 (D) - D/f(y> a0, (y), De=$(2B),

gilt D2|#|(z) = O. Aus Hilfssatz 2 folgt dann, dal der @ -Limes

der einzelnen Integrale in (3) mit den positiven MaBen |¥| und
]glgleich Null ist.

2
+ @ =1im $B42) Pr([#], IB)(X)#eeote. + @=1in = Pr(lﬂ 2 B)(x)
X2 4p X—>2z

2
| ® -lim Mlpr(f TB)(x)=vsv4=erem @ -lim I pr( § 8B)(x)'
X2 4P X- 2

, 9B)(0)|
2 p?

=[ @ -lim —2—P( 4, % , 3B)(x) - ® -lim —2—P(£,b,5B)(x)
3P2 X»2 51’2

=| @-lin P4, 4, 3B)(x) - b|= 0
32 ap
q. e, d,

Satz 4« und 4 seien signierte MaBe von beschrinkter Variation
auf den Borelschen Teilmengen der Kugeloberfliéche 2 B,
1. Es existiert der Limes @ -lim P(«,¢ , dB)(x)
Xz

und ist gleich D4 (z) fir On-f.a. z € B,



2. umerfiille in On-f.a. Punkten der Kugeloberflédche die
Voraussetzung D, dann existiert der Limes

~1i P(u,n,dB
@ ;’255? (e n » 3 BY(x)

und ist gleich Dy(z) fir On—f.a. z € dB.

Beweis: Wir beginnen mit dem Beweis des zweiten Teiles des Sat-
zes. Dazu betrachten wir die Zerlegung 7= n, + 14 des sig-

nierten MaSes 4 bezliglich O,. Dabei bezeichme 7, den absolut-
stetigen und Ng den singuldren Anteil.
. 5 + -
Weiter ist Ng = hg = Ng
Nach /3/ S. 65 Satz 3.7 (ii) ist Dag(z) = O und

Dq; =0 0O, ~f.l.. Aus Hilfssatz 3 folgt dann

a :! ( , S’
®-lim —az Py, g IB)(x) = O O _=f.ii.
pran 7 » s? n

Es existiert eine integrierbare Funktion f, daB fir jede
Borelsche Teilmenge Dé % ( 9B)
n (D) = D/ £(y) a0,(y) silt.

Nach /3/ S. 65 Satz 3.7 (i) ist Dy (2) = £(z) O,-f.i.,

It

(ng - 200 = J (£ - £(2)) a0,(7)

Iqa = f(z)oD] (® D/If(y) - f(z)l a0 (y) De&H(IB)
Aus /3/ S, 66 Satz 3.8 ergibt sich

qua - f(z)Onl(z) = 0 fiir O -f.a. z € 0B,
N, = {z : 2 €98, qua = f(z)On‘(z) £ o}

a
v {z : z € 3B, w« orfiillt in z nicht die Voraussetzung D}
v{z :z€aB, Dry(a) # f(z)}.

N, hat das OberflichenmaB Null. Pamn ist fir z¢lia
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nach Hilfssatz 3

=lim P n.y @dB) = £(2) = Dy_(2)
@x_ézﬁ; (s ng» L
Daraus folgt die Behauptung.
Der Beweis des ersten Teiles des Satzes verléuft analog zum
Bewels des zweiten Teiles unter Verwendung der Zerlegung (2)
und 4 = Mg + Mg

q. e, d.
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Gerhard MaeS8

Eipn stochastischer Projektionsalgorithmus zur iterativen Ldsung
lipearer Gleichungssysteme

d. Einleitung

Es wird ein stochastischer Projektionsalgorithmus zur iterati-
ven Ldsung konsistenter oder inkonsistenter linearer Glei-
chungssysteme beschrieben. Ist das System 168bar. so liefert
der Algorithmus eine (die) Losung, ist es widerspruchsvoll, so
erhélt man eine verallgemeinerte Losung, die in Spezialfdllen
mit der besten Approximation im Sinne der Methode der kleinsten
Quadrate iibereinstimmt.

Gegeben seien das lineare Gleichungssystem

AE:E (1)
mit einer M x N-Koeffizientemmatrix A und eine Anfangsnéherung

x.

2. Allgemeiner Schritt des Verfahrens

Es seien ;P und
"=p-ax @

Néherungs- bzw. Restvektor vor dem n=tenm Schritt, Durch einen
Zufallsgenerator erzeugen wir die Komponenten von I (1 € L <<

min(M,N)) Vektoren _glne BY und berechnen aie zugehsrigen
Bildvektoren
!1n = A Eln ’ L= 1.2..0..1!. (3)

In dem durch die ¥,” aufgespannten Unterraua des &Y bestimmen

wir die beste Approximation wom gn
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Verwendet man die energetische Norm !1;” G = (ETG ;)1/2 mit
einer symmetrischen, positiv definiten MxM-Matrix G, so sind

die uln aus dem Gleichungssystem

L
n n n A
% Cj3 vy =4, 1i=12,...,L, (€))

zu bestimmen, wo die Koeffizienten Skalarprodukte bezeichnen:
n .
°:’£ = (!in, !ln) G & = (!iﬂ , £n)G y 1,1=1,2,...,L.  (6)
Ist I klein gegen M und N, so ist linearq Abhéngigkeit der Vek-

toren !f‘unwahrscheinlich, die Gramschen Matrizen (cig) sind

also i. a. nichtsingulér, und die uln konnen (z. B. durch das

Cholesky-Verfahren) eindeutig bestimmt werden. Tritt trotzdem
einmal eine singulére Koeffizientenmmatrix auf, so 148t man den
betreffenden Unterraum aus.

Mit Hilfe der uln berechnet man den neuen N&herungsvektor aus

L
§F+1 = En # Z:; uln 21n @)
und den neuen Restvektor aus
L
n
£n+1 ="+ 2 uln !1n . (8)
3, Rechenaufwand

Der Rechenaufwand eines Schrittes ergibt sich aus der Erzeugung
von LeN Pseudo-Zufallszahlen fiir die Komponenten der gln, maxi-
mal LeMeN Multiplikationen fiir die Berechnung der 31",
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MeL+(I+3)/2 Multiplikationen fiir die Berechnung der Skalarpro-
dukte ciln und din, L Wurzeln, (L3+6L2—7L)/6 Multiplikationen

und (L2+5L)/2 Divisionen fiir das Cholesky-Verfahren und
+ schlieB8lich L(M+N) Multiplikationen fiir die X~ und r-Verbesse-
rung. Insgesamt sind das 2
LN + 28+ u(1 + B2 s e e P (9)
wesentliche Rechenoperationen pro Schritt, zu denen der Ein-
fachheit halber auch das Wurzelziehen und die Erzeugung der Zu-
fallszahlen gerechnet wurden.

4., Konvergenz

Zum Nachweis der Konvergenz fassen wir die L Zufallsvektoren

g?, 1l=1,2,e.0,0, zu einer NXxL-Matrix %, zusammen. Die Koeffi-

zientenmatrix des Systems (5) hat denn die Gestalt Z,7A°G 4 Z.

Wir setzen voraus, da8 sie nichtsingulér ist, fiihren die Ab-
kiirzung

_ T,T -1, T
Gy = 2,(2,7A7G A 2)7 2, (10)
ein und schreiben den Algorithmus damit in der Form eines in-
stationdren linearen Iterationsverfahrens erster Stufe

T n T
=T x +¥, T, =1Iy-GAGA, v =GAGD 1)
mit den zugehodrigen Restvektoren

n+1 _ n _ I _ T
r =8, 2,8, ="y~AG) A" G (12)

IN und TM sind debei Einheitsmatrizen entsprechenden Formats.
Man iiberzeugt sich leicht, daB die S, G-orthogonale Projek=-

tionsmatrizen sind:

2 T
S,° = 8y (G 8" =G Sp. (13)

Als solche haben sie die G-Norm 1:
[lsn" G = 1. (14)
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Wir spalten den Raum m“ in die G-orthogonale direkte Summe aus

dem Wertebereich von A und dem Nullraum von ATG auf (zur fol-
genden Beweisfiihrung vergl. z. B. /1/),

Y. r) ® e, R _£ x6lo, (15)

und bezeichnen den G-orthogonalen Projektor auf A‘L(AtG) léngs
R(4) mit PJ'L und den entsprechenden Projektor auf R(A) mit

Py - Die Restriktion von 5, auf R(A) sei %
B, = Py + 8, §m=:sn Py . - " (16)
Pir aufeinanderfolgende Sn gilt

8

4 ~t 4
ne1 Sn = Py + Bppq Bos Bppq By = Spyq Sy PR “?)

n+1 "0’ “n+1 *n

2 ~
demn es ist Py = %und Sn+1 %: Sn+1 %%: 0. Auch
Py ﬁ’n = By 8, Py verschwindet, denn P, projiziert auf R(A),
und 8, bildet Elemente aus R (4A) wieder in diesen Teilraum ab.
Wir fassen pun Produkte von jeweils K aufeinanderfolgenden 8,

bzw. ’En zu Matrizen 81) baw, E1) zusemmen:

1-1)K
s - L"’fﬁ' 8p0 1= 152,000 & (18)

n=iK

Dabei durchléuft der Produktindex n die Zahlen von iK bis
(1i-1)K+1 in absteigender Folge. Die natiirliche Zahl K wird so

gewihlt, daB8 die zugebdrigen Vektoren !1“, n = (1-1)E+1,...,iK;

1=1,2,0e0yL, den Raum 3. (A) aufspannen. Das tritt mit Wahr-
scheinlichkeit 1 ein, wenn K durch

K~1<€KF/L£K 19
festgelegt wird, Dann ist

3, <4, (20)
denn aus (18) und (17) ergibt sich mit (14)
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[k = s ma] o £ [+ o £ 2. e

ware B3, = 1, so gébe es ein r eRY, r £ 0, mit I8z, =

l|z)lge Dieses r lége in }.(A), denn r ¢ R(A) fihrt auf

BBl o £s® | gl gzlig S| Pazlle < Iz lge
Fir Blemente aus- R (A) ist aber Py r = r, also ”§(1)_:; ”G =

ISz |4 = llz [l - In den Schritten (1-1)K+1 bis iK wirde sich
die Norm von r nicht #@ndern, und das hieBe wegen (4), da8 alle
1:3._‘_n verschwénden, r also G-orthogonal zu R (A), d. h. auch Ele-

ment von (f (ATG) wére. Daraus ergébe sich r = 0 im Widerspruch
zur Annahme. - Wéhlt man K so groB8, daB8 fiir alle i

I8 £ q2n (22)
ist, so gilt Igiga-1) 5D ” ¢ < qi, also verschwindet das

Produkt der §(i) fiir i—> 00, und man erhélt wegen (17)
Satz 1: Die vom Algorithmus (5)-(8) erzeugten Restvektoren £n

konvergieren fiir beliebige Startvektoren 51 =b-A ;1 mit

Wahrscheinlichkeit 1 gegen
1
g°°.=11m£“=11m‘n"sj£"=png"=Pnp_. (23)
n=> 0 n—» 00 J=n

Um die Konvergenz der Néherungsvektoren " nachweisen zu kdn=-

nen, fassen wir je K Schritte zu einem Zyklus zusammen und be-~
zeichnen die entsprechenden Néherungsvektoren mit xi,

1 1 A1 _ a(d)

¥y =X , X 11+Ri‘3. (24)

Dabei sind die T(i) analog zu (18) als Produkte der T, defi-~
niert, und fiir die Ry gilt
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iK
B, = E Ug, GdATG , (25)
(I=-T)X+1
mit

+1
Q,j = jﬂ_ T » 3= 192500050715 Q ;= Iy (26)

k=n
Daraus erhédlt man mit Hilfe der Definitionen (11) und (12)
LSS SIS WO S (27)

PFiihrt man die Iteration (24) durch wiederholtes Einsetzen auf
den Startvektor zuriick, so folgt

1
zi+1 - %(i) -x-'] # B(i) E' ﬁ(i) s -”— T(j), (28)
J=n

wo die B(i) analog zu (25), (26) durch

i +1
) ; oD my, o @ T a0, oW i, ey

k=

definiert sind. Daraus ergibt sich mit (27) fiir P¢1) upd das
analog erklérte Produkt g(i) der Scj)

IO PN CO I (SO S (30)
und fiir die Differenz aufeinanderfolgender B(i)
1
B g _p 8 g, T ED, (31)
J=1

denn R1+1 Py verschwindet wegen (25). Also erhélt man wegen
(22) die Abschitzung

[1:1SAA S XSO N TPAE 97 N e (32)

und dile B(i> konvergieren, da die ”RilfG beschrénkt sind, gegen
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B® ,=14m Q.1 % 62,26 & 2,02, %7, (33)

n—-» 00
=

Man kann B® pumerisch bestimmen, indem man die Iteration mit

dem Startvektor _:51 = 0 und den Einheitsvektoren des rY als
rechter Seite durchfiihrt. Als Grenzvektor der Iteration (7)
bzw. (11) ergibt sich wegen (28) und (30)

x® .= (1 - B® ) 1! + B® b, (34)

Satz 2: Die vom Algorithmus (5)-(8) erzeugten Niherungsvektoren

konvergieren fiir jeden Startvektor :_:1 € IRN gegen den durch (34)

00

definierten Grenzvektor _ng . Ist (1) 1l6sbar, so ist x ILdsung

von (1), ist (1) widerspruchsvoll, so ist 50 bzgl. ATG verall-
gemeinerte Ldsung von (1), d. h. geniligt der Gleichung

2% (v -4 %) =o. (35)

Die Matrix B°° @st eine verallgemeinerte Inverse von A mit den
Eigenschaften

AB®A =4, B®A B® = B®, (G4 8®°) =qa3®, (36)
also eine g-Inverse vom Typ AI(G):- (bzgl. der Terminologie vgl.
z. Bs /2/).

Beweis: Nach (23) und (30) ist

1im 88 o py =1, -a3B® (37)
i->» ©

Wegen B°°Pn = 0 und 131‘ = 0 erhélt man daraus die ersten beiden

Eigenschaften (36), und die dritte folgt aus der G-Orthogonali-
tét des Projektors Py . Wegen (15) ist Py + Pp = Iy, also

gilt mit (34)

Ax® =2B%®p = By b (38)
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Ist (1) lésbar, also bé R(4), 80 ist By b = b, d. h., x*° ist
Iosung. Im allgemeinen Fall ist b - A 2 =1 - Ppk=PFyb
und folglich ATG (b - 4 x®) = o.
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Helmut Thielcke

Rumerische Ermittlung des Trégheitsellipsoids eines starren

Kdrpers (Massepunktsystem)

zu einer gegebenen Menge von mit einer Masse versehenen Pupkten
{(mi, 40 Loy 151)} 8ind die Achsen eines Ellipsiods zu be-

stimmen, das bezliglich einer réumlichen Bewegung bei homogen
verteilter Masse gleiche Trégheitseigenschaften wle die gege-
bene Punktmenge aufweist.

Dazu betrachtet man die Funktion

2z, 03 2t =112 - ¥ ny((x-0)% - 2+ (z;-20)%) (1)
i
mit

gT = (51, By 53), By = ; mT / ; my und

n (2)
Xy = (Zygs Xp50 Xzy) ©
Die Funktion f entspricht im zweiten Term dem Trégheitsmoment
gegen eine Drehung um z, falls|z|= 1 und z durch g verléuft.
Die Achse z wird lokal optimal beziiglich des Trégheitsmoments,
falls

Az = Az, A = (a) mit (3

8y = Z; my (X 3-8y ) (x44-84) = ; Xy X g4 =8y 84 Z n (B

Die Schwerpunktkoordinaten kénnen auch als Komponenten dea@ cr—
sten Momentes von Eingabedaten Xy mit den Hiufigkeiten By auf-
gefaBt werden und die Koeffizienten von A als Komponenten des
zweiten Momentes. Zur Berechnung der Wolbumg sowle der Schiefe
der Verteilung bendtigte man dariber hinaus noch das vierte
bzw. dritte Moment der Eingabedaten, deren Komponmenten in viexr-
bzw. dreidimensionalen symmetrischen Tensoren entsprechemder
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Darstellung enthalten sind, die hier aber nicht weiter betrach-
tet werden (vgl. /1/). Aus dem gegebenen physikalischen Zusam-
mephang ergibt sich, daB die Matrix A positiv (semi) definit
ist, fermer ist sie ersichtlich symmetrisch, d. h., die Eigen-
wertaufgebe (3) hat reelle, nicht negative Eigenwerte Ai und
man kann letztere mit einem modifizierten Potenzverfahren
(Mises-Iteration) nacheinander bestimmen:

Vorbereitungsschritt: Ai =0,8 =0,1=1, 2,3,

Anfangswert z vorgeben,
Zyklus: z'=4A - (z~- Zi_, (e4:2)g4)
1=
(3)
(=4 -z~ }—L‘r (8502) Ay 3)
L=

No= iz

z= z'/A
Test: A hinreichend wenig gegeniiber letz-

tem Iterationsschritt ge&dndert? Nein:
Zyklus erneut durchlaufen

Eintragung: & = Z A = N\

Test: Sind bereits alle EW und EV bestimmt?
Nein: Anfangswert erneut festlegen

Uber das Konvergenzverhalten des Potenzverfahrens zur EW- und
EV- Berechnung gibt es hinreichend bekannte Aussagen(vgl. /3/).
Zur hier gegebenen Modifizierung muB lediglich vermerkt werden,
daB die Iteration bei unge&nderter Koeffizientemmatrix A fir
noch nicht bestimmte EV jeweils in einem Unterraum ausgefiihrt
wird, der auf allen bereits ermittelten EV orthogonal ist. Da-
mit ergibt sich unmittelbar das qualitativ gleiche Konvergenz-
verhalten von. (5) fiir jeweils weitere crmittelte Eigenvektoren.
Um das zu erkennen, muB man sich nur den iterierten Vektor z
als linearkombination der Eigenvektoren zerlegt denken
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(vgle /2/, S« 331)e Im vorliegenden physikalischen Zusammenhang
(Dimension gleich 3, geringfiigig verschiedene EW kOnnen wie zu-—
sammenfallende EW behandelt werden, ohne die physikalische Aus-
sage wesentlich zu beeintridchtigen) sind die genannten Mittel
als angemessen anzusehen, zumal eine entlang einer Geraden an-
geordnete Punktmenge (Hauptanwendungsfall) zu einem stark domi-
nanten EW (7L1»Ai, i # 1) fihrt und damit eine approximierende
"Schwergerade" dann mit hinreichender Schnelligkeit (lineare
Konvergenzgeschwindigkeit, Faktor<<1) berechenbar ist. Im be-
trachteten Fall (Dimension 3, Definitheit und Symmetrie) kawnn
im iibrigen durch eine EW-Verschiebung, an Stelle von (3) be-
trachtet man (A +«KI)x = (A +«)x, immer eine hinreichende Kon-
vergenzgeschwindigkeit (linear, Faktor 0.5) erzielt werden,
vorausgesetzt, die VerschiebungsgroBe « 1ist geeignet ausgewdhlt
worden, wobei die unbekannten EW selbstversténdlich nicht fir
die Auswahl von« herangezogen werden kdnnen., Hier wird (ohne
weitere Begriindung) empfohlen, am Anfang der Iteration einmalig
bei der Bestimmung des groéBSten EW eine Verschiebung £ unter der
Bedingung

min |a;: +of| 2 max . 6)
i Ili ' i#jla‘ialt (

wo wenigstens einmal das Gleichheitszeichen gilt, vorzunehmen.
Im anschlieBend angegebenen Beispiel wire demgeméB o = - 5 bzw.
= = 116 (dort die ungiinstigere Mdglichkeit fiir eine Auswahl von
& ) zu wihlen.

Wir kommen nun auf die physikalische Interpretation zuriick.
Das Trégheitsellipsoid mit dem Mittelpunkt 8 und den Halbachsen

‘D‘—kgk sowle der homogen vertelilten Masse m = Z my weist beil

réumlicher Bewegung das gleiche Massetrégheitsmoment auf, wie
die urspriinglich gegebene Massepunktmenge. Je nach Rang vom A
kann es ersetzt werden durch den Schwerpunkt 8 (Rg(A) = 0) mit
der Gesamtmasse m, durch 3 Punkte (Masse = m - 2 bsw. 1, La-
ge = 8 bzw, = g;\h\,‘/a 24 Bg(4) = 1), durch 5 Punkte (Kagm~
Se =m - 4 bzw. 1, Lage = s baw. 8 + VA;/2 3., 1 = 1, 2y
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R (A) = 2) oder durch 7 Punkte (Masse = m - 6 bzw. 1,

(3
Lage = 5 bzw. = 8 + VA3/2 84, 1 =1, 2, 3, Ry(A) = 3). Im
letzteren Fall wird das Trégheitsellipsoid durch x' A~ x = 1
apalytisch beschrieben.
Betrachten wir ein Beispiels

i 123456789101 12

m 1122221333 2 2 m 26 A=76.5 39.5 55.5
,012322510-12 =2 5, 0.75 39.5 76.5 55.5
121 01322250-1=-1-22 52 0.75 55.5 55.5 60.5
231 0122325-1-10 0 0 83 0.75

k 1 2 3 Achse 1 Achse 2 Achse 3

A, 1715 37 5

°1k o 57735 -.70711 -.40825 7561 4,301 -.913

Oy + 57735 70711 -.40825  7.561 4,301 -.913

e;k « 57735 (0] +81650 7561 0 1.826
Punkte 1,2 Punkte 3,4 Punkte 5,6

0.75 % 5,346 0.75 £ 3,041 0.75 ¥ -0.6455
0.75 ¥ 5,346 0.75 ¥-3,041 0.75 £ -0.6455
0.75 T 5.346 0.75 0.75 ¥ 1.291

Palls A, 5> A; = 0 (Rg(A) = 2), liegen sémtliche Punkte x, in
,
der durch & und 8 aufgespannten Ebene

o=(§-§_)T-(_e4%22). (?)

Man kann daher mit (7) die Punktmenge Xy approximieren, falls

Aq,2» Az Dabei entspricht der Quotient 7&3/ 7\.2 der Genauig-
’

keit der Approximation.

Im o:bigen Beispiel approximiert die Ebene
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((xqs Xps X3) = (0.75, 0.75, 0.75))*(0.408, 0,408, -.8165)" =

= 0.4—08::,l + 0.4-081:2 - O.8‘I65x3 =0

die gegebene Punktmenge, wobei 7\.3/ 7L2 = 0.15 eine verhidltnis-

méBig geringe Genauigkeit der Approximation signalisiert.

In prektischen Anwendungen bendtigt man allerdings eine Appro-
ximation von Punktmengen durch Gerade oder Ebene kaum, Punkt-
mengen (etwa als Ergebnis einer AufmeBreihe) sind vielmehr
durch geeignete Kurven bzw. Fléchen zu approximieren, wobei in
der Regel bereits Informationen iiber die amalytische Form der
approximierenden Fléchen vorliegen. Men kann nun z. B. die ge-
gebene Punktmenge durch eine Linearkombination

é °kfk(§) approximieren, indem man nach der Abbildung

x}': = fk(E) y k=1, 2, 3 (8>

das Trégheitsellipsoid der Punktmenge {gi} bestimmt und damit
die Funktion
@ - 807 . (99%8p) = (2@ - 807 . (gyx8p) = 0 (9

zur Approximation der Punktmenge gewinnt., Wiederholt man diesen
Vorgang mehrfach, dient der Quotient ?\3/ /\2 der Orientierung

iber die Genauigkeit der gewonnenen Approximation.

Betrachten wir =nochmals das obige Beispiel und verwenden die
Funktionen

x,} = f1 x) = 0.4OBx1 + 0.408::2 - 0.816513 (bisherige beste Ap-
proximation)
x} = £5(x) = (%4 - x,,_,)2
_ .2
x5 = fa(_x) = x3 .

Man erhdlt m = 24,
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84 = =.000104 e,
3.083333 e,

.00701 ~.00449- ,999965
81535  .578966 -.003117

S, = =
2 i2
8, = 3,08333 ei5 = =,57893 «81534 .007719
Ai = 952.257 515.466 4.94116
i= 1 2 '3
A =

40998 4‘.0877 -507133
4,0877 805.83% =206.17
=5.7133 =206.17 661.83

und damit

0.999965(0,408x, + 0.408x, = 0.8165x;) ~ 0.003117(x, - x,)?
+ 0.007719 xg - 0.014086 = O

als approximierende Fléche. ]
Der Quotient A 3/}‘2 = 0,00959 ist etwa um den Faktor 'IO"’I
kleiner als im 1. Approximationsschritt.

AbschlieBend geben wir ein weiteres amschauliches Beispiel zu
eiper nicht-linearen Approximation:

2 2 2
x}l=f1(§)=x1+x2+x3
xé=f2(5)=x1+x2+x3
x5=f5(5)=x1 .12.23



i =123%3456178 A =
mi=11111’l11 6 6 1.5
x1i—10100110 6 6 1.5
x21=10010101 1.5 1.5 0.875
Xy 170001011

m = 8 k = 1 2 3

w -
i}

1.5 €qe = +6954  =.1281 -5
1.5 ey = 46954 -.1281 .5
85 = .125 ey = 18116 .98345 O
Ak = 12.39  .48423

0
1]

Als approximierende Fléche (die Punkte liegen exakt auf ihr)
erhalten wir

0= 0.5(x,l + X+ x3) - O.S(::r;:l2 + x% + x%), d. he
0= (x,l - 0.5)2 + (%, - 0.5)2 + (:1:5 - 0.5)2 - 075 «
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Klaus-Uwe Fehlauer

Eine Methode zur Abschédtzung des Quadraturfehlers im 2-Dimen-
sionalen

Zusammenfassung:

Zur pumerischen Integration von FPupktionen werden als Quadra-
turformeln Hermite-Entwicklungen verwandt. Unter Einfiihrung von
Hilfsfunktionen wird eine Abschétzung fir den Quadraturfehler
im 2-Dimensionalen hergeleitet, die auf den Satz von Rolle zu-
riickgeht.

Bei der numerischen Integration von Pupktionen
P(u,v) = {x(u.v), ¥(u,v), Z(u.v)} mit ué fug,uy] ,
Ve [voav,) (&)

spielen Quadraturformelm eine groBe Rolle /1,2,3/. Als Quadra-
turformeln fir gewisse numerische Fragestellungen haben sich
Hermite-Entwicklungen der Form

1 n
P(u,v) = Z Z Py vy) ¢ £ @) 2 (@)
k,l=0 » =0

bewiihrt, mit
l‘id(u,v) i= 2;1‘13 (u,v) (3)
2u” oV
und den bekannten Mischfunktiomen f£,,(%):
£,,(6) = 0 fir t € [5,,%,] *)
tik(t) n-mal stetig differensierbar (av)
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J
a
= £;, (%)

=3 1 fir j=i und k=1 4"y

t:tl O sonst

fiir 1,5=0,1,+..,0 und k,1=0,1.

Die Forderungen (4)...(4") sind durch Polynomansidtze (2n+1)-ten
Grades realisierbar /6,7/.
Das Problem der numerischen Berechnung von Integralen

I(F) = uf'vgl du dv F(u,v) (5)

besteht darin, daB in (5) fir F(u,v) ein interpolierender Aus-
druck verwandt wird:

- u1v1
1®) = §§ auav p(u,m (&)
uovO
n. A %1 1
1(P) = Z P 5Cuyevy) S au £, (w) S av £5) () (7)
i,J=o0 k,1l=0 u, v

In /6/ sind einige Spezialfidlle von (7) ausgefiihrt, Wir be-
trachten die Maximumnorm iber

v, )
IG =/{S S du dv [F(u,v)-P(u,v)] “ fir ue[uo,u,]] (8)
u vy
und ve [vo,v,]] . Zur Abschitzung von (8) fiihren wir eine Hilfs-

funktion ein, die es uns gestattet, die Betrachtungen auf die
bekannten Techniken im 1~Dimensionalen zuriickzufiihren /7/:

hs] 1
K2(u,v) = Z Z £330 [ByoQugm) = Byo(ue,v)) 9
1=0 =0
bzwe.



n 1

K1(a,v) = Z Z 23200 [Bogamy) = ZgCavp]. (10)

j=o =0
Durch die Apwendung von K1(u,v) bzw. K2(u,v) in (8) werden die

entsprechenden Randkurven von F(u,v) und P(u,v) ausgeglichen.
Wir betrachten

1G = =

3’13\ du dv [F(u,v) - P(u,v)]
0’0o

1}

ﬂ?? du dv F - [P + K’I] + K1 ”é

1§1v du dv #(u,v) - [P(u,v) + K1(u,v):[ +
a

“n)

OO 4w av k100, =
éé u dv K uv”

du dav [[F(u,v) - [P(u,v) + K’I(u,v)]ﬂ +

1A
ﬂ\/:F
4\/\_:1

+ %1‘? du av [[K1(u,v) [/
\7
o

Die einzelnen Integranden von (11) werden nach folgender Vor-
gehensweise abgeschétzt:

Es wird eine Hilfsfunktion H1(u,v) mit u=u¥ beliebig aber fest
und v variabel eingefiihrt:

H1(ux,v)=F(ux,v)-[P(ux,v)+K1(ux,v)] —c(v-vo)n+1(v—v1 )n:w»'l 2

Unter Anwendung des Satzes von Rolle ergeben sich dann nach
/5/ folgende Abschédtzungen:
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|lF(u ¥) - P+K1]ﬂ‘ "(_;_2_!2:;%” e t)n+'l 0+ ., 1:121.14-2, (13)

l&1Cu,v)| €
n

1
I e R DT
= = (2n+2)!

Somit gilt:

3 S‘ au avf) 7 - [pexa]l < ‘(’22:; k23 . ¢ o (15)

171
3é du dv /K‘l(u,v)”

(2n+2)!

< i Z “f I “ﬂ%ﬂﬂ-_ﬂ * b, 2n+3 K, " (16)

c = oé'dt 1 (16" una n, = u, - u, und
“7)
k1 = v1 - Vge

Mit (15) und (16) 1léB8t sich eine Abschétzung fiir (11) finden:

31? du dv[F(u,v) -'P(u,vs]
ovo

n A
PFo_znvally™" ; 21t [Fonso yCuwidpn ™

< K
° Bq¥q (20+2) 1

(18)

Unter Verwendung vonm K2(u,v) ergibt sich:
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u,V,
§1§l du av [F(U,V) - P(u,v)]l' <
Ovo .
n
N Gty | PRk
B By &y =0 X2 ,

(2n+2)!
19

Die Formeln (18) und (19) bewerten den Quadraturfehler, der bei
der numerischen Integration auftritt, wenn als Quadraturformeln
Hermite-Entwicklungen n-ter Ordnung genommen werden. Fir n=o
und n=1 ergeben sich aus (18) bzw. (19) Fehlerformeln fiir héu-
fig verwandte Spezialfélle von (7).
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Jiirgen Dassow

Uber AbschluBeigenschaften von biologisch motivierten Sprachen

1. Einleitung

1968 fiihrte A. Lindenmayer I-Systeme (formale Grammatiken) als
mathematisches Modell zur Beschreibung der Entwicklung von Or-
ganismen ein, Schon bald danach setzte die Untersuchung von Ab-
schluBeigenschaften der verschiedenen Typen von L-Sprachen ge-
genliber Operationen ein. Dabei galt das Interesse vor allem den
AFL-Operationen Vereinigung, Konkatenation, Kleeneschem *-Ope-
rator, Homomorphismen, inversen Homomorphismen und Durchschnit-
ten mit regulédren Mengen und den mengentheoretischen Operatio-
nen. Es ergaben sich nur sehr schwache AbschluBeigenschaften,
In dieser Arbeit untersuchen wir im Kapitel 3 die AbschluB-
eigenschaften von L-Sprachen gegeniliber den Operationen

1) 4@ = {a: J» (PeRAPaED) ,
bp(1) = (a: P (PeRAQPEL) ,
1)  Shufp(L) = {wgyqwo¥oee oWy, # 021, Wyeeawy €L, 0007, ER}
i1i) Ashufp(L) =[x1y,lx2y2...3%yn § XjeeeXy €L, Jqe0.7,€R,
X5 ¥y EVu {)L},

x; = A impliziert x; 4 =A ,

vy = A impliziert Tj4q = X}

iv) Abbildungen, die von Zwei-Band-Automaten erzeugt werden,
auf deren einem Band ein Element aus R steht, wobei R
eine regulidre Menge, V das zugrundegelegte Alphabet und A
das Leerwort ist. Gegeniliber diesen Operationen ist jede
volle AFL abgeschlossen.

Den I-Sprachen sehr verwandt sind die ¥ -Sprachen von Alad'ev,

die von linearen homogenen Strukturen erzeugt werden. In Kapi-

tel 4 geben wir die AbschluBeigenschaften von T -Sprachen ge-

geniiber den Operationen i) -- iv) an.
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In Kapitel 5 untersuchen wir das Verhalten von Eindeutigkeit
und Mehrdeutigkeit (im Sinne von Reedy und Savitch) wvon OI-
Sprachen bei Operationen.

2. Zwei-Band—-Automaten

In /2/ definierten Ginsburg und Greibach eine volle AFL (ab-
stract {amily of languages) als eine Familie von Sprachen, die
gegeniiirer Vereinigung, Konkatenation, Kleeneschem % -Operator,
Jomomcrphismen, inversen Homomorphismen und Durchschnitten mit
reguléren Mengen abgeschlossen ist, Sie bewiesen ferner, daB
eine volle AFL £ auch gegeniiber Abbildungen, die von verallge-
meinerten sequentiellen Maschinen induziert werden, und den
Operationen i) und ii) der Einleitung abgeschlossen ist (/2/,
Corollary 1, Corollary 2 zu Theorem 2.1. und Lemma 5.1.).

Wir wollen jetzt noch zwei weitere Operationen angeben, unter
denen eine AFL abgeschlossen ist.

Ein Zwei-Band-Automat ist ein 8-=Tupel

M = (K,X,Y, &y Ay8y, Sqy Sy), wobei

i) K, X, Y, endliche Mengen sind (Zust#énde, Eingabe,
. Ausgabe) ,

ii) d ist eine Abbildung von K xX in K,

iii) A ist eine Abbildung von KxX in Y ¥,

iv) s 5 € K (Initialzustand),

v) S1US2 =K, 8, n 5, = g.
* ¥

Sei (x11x12"‘x1k’ Xy Xppee Xy JEX % X7 und
M=(K, X, Y, d,x, S50 S’l’ SZ) ein Zwei~Band-Automat. Ferner
sei z, = xf(o),] und sne Sf(o)' Dann setzen wir 84 =d’(s°, zo).
Seien By38 reeesSy bereits definiert und XgqeeeXqp und
ToqeeeXpy mit n = r+t bereits abgearbeitet. AuBerdem sei noch
8,€ Sp(py- It £(n) = 1, so definieren wir s, = J‘(sn'x’l,m‘l)’
falls X, 141 existiert, und stoppen im anderen Fall (ohne

’
Xy g4 Xop abzuarbeiten). Ist f(n) = 2, so setzen wir
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8p41 =d"(sn,x2’t+,l), falls x2,t+1 existiert, und stoppen im an-

n
und ZorZqsecesZy alle so sukzessiv definierten Eingeben und Zu~

deren Fall (ohne X9, re1° X1k abzuarbeiten). Seien 8518900458

sténde. Dann sei
M(x,m.. Xqps x21...x2m) =A (8412,) l(s1,z1)... A (sn,zn).
Fir Mengen L, REX * setzen wir
MR(L) = M(W‘I’WZ) A €L, WZGR}-
Lemma 1: Sei & eine volle AFL und M ein Zwei-Band-Automat.
Dann ist MR(L) fiir jede regulédre Menge R und jedes L € & wie-
der in& .
Folgerung: Sei &£ eine volle AFL, L € £ und R eine regulére
Menge. Dann gilt AshufR(L)é-f.
Sowohl das Lemma wie auch die Folgerung beweist man wie in /3/
Theorem 2.1. und Corollary.
Lemma 2: Sei h : X—>X' ein Homomorphismus mit h(a)€ {a, A.} o
Dann existieren ein Zwei-Band-Automat M und eine regulére Men~
ge R, die fiir jede Sprache L iliber X' die Beziehung
_ =1

MRC(Lc) = h (L)
erfiillen, wobei c ¢X ist.
Beweis: Es ist X\ X' die Menge der a € X mit h(a) =A. Dann
setzen wir R = ((X\X')*a)* mit 4 ¢ X. R ist sicher regulér.
Wir defipieren nun M durch
M= ([50051 ’52053} » X v {crd}; X,6,x, S {51 '83} ’ {30152} )
mit
l(si,x) = x fir xeX

A(s,8) = A (sg,0) =2 T =023

6(s,,x) = s, fir x€X, 4 (s55¢) = S3» d(8,,4) = 8,4,
§(s4y%) = 8, Tir x€X, d(sq,0) = 8, 4(5,,4) = 84,
J(sz,x) = 8, fir x ¢X u{c,d} 5

d'(sj,x) = 85 fiir xeX v ic,d} .

Man verifiziert num leicht MRO(Lc) = h—1(L).
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3+ AbschluBeigenschaften von I~Sprachen

Wir geben zuerst die Definitionen fiir die Standardtypen von

L-Sprachen. (Fir eine ausfiihrliche Diskussion der Begriffe

siehe /7/.)

Ein ETOL-System ist ein Quadrupel G = (V, Vis ks w) mit

i) V ist eine endliche M2nge, L2 ist eine nicht leere Teil-
menge von V,

ii) wev,

iii) & = tP1’P2""'Pr} , wobei jedes P, folgende Bedingungen
erfiillt:
1) P; ist eine endliche Teilmenge von VxV¥*,

2) pr,](Pi) =V (pr,| bezeichne die Projektion auf die erste
Koordinate).
Fir (a, «) EPi schreiben wir meist a—> «.

Ein ETOL-System mit
a) V = V,; heiBt TOI-System,

b) r =1 heiBt EOIL-System,
¢) V=V, und r = 1 heiBt OL-System.

Ein System heiBt fortpflamzend (propagating, abgekiirzt durch
P), falls mit (a, L) ePi stets « £ X gilt. Ein System heiBt

deterministisch (abgekiirzt durch D), falls aus a—>f € P,,

a— ¥ € P, stets ## = ¥ folgt. So erhalten wir EDTOL-, PTOIL-,

DOI~, EPOL~, EPDTOL-Systeme usw.

Sei G = (V, Vs [P,],...,Pr} , W) ein ETOL-System. Wir sagen,

x 6V+ generiert y eV*, geschrieben als x=>»y, wenn

i) x = X XpeeeXyy X5 € V, 1<€1i=k,

ii) y = T T 00Ty ist und

iii) ein j , 1 € j £ r, so existiert, daB x;—>7; € Pj fiir
i=1,2,¢00,k ist,

=> bezeichne den transitiven und reflexiven AbschluB von=—> .
Die von G erzeugte Sprache definieren wir als
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L(G) = {x rwy x, x eV,I*}.
L heiBt X-Sprache, X € {E‘i‘OL, T0L, EOL, OL}, falls ein X-System
G mit L = L(G) existiert.
Die Menge aller X-Sprachen bezeichnen wir mit F(X).
Bei diesen Systemen erfolgt die Ersetzung kontextfrei. Wemn k
linke und 1 rechte Nachbarn erfaBt werden, spricht man von
<k,1> L-Systemen, notfalls mit den Zusdtzen E,P,D,T. Eine Spra-
che heiBt IL-Sprache, wenn k,l so existieren, daB 1 eine (,D .
I-Sprache ist (notfalls erneut mit den entsprechenden Zusdtzen)

Satz 1: Es gilt die folgende Tabelle, wobei + bzw. - bedeutet,
daB die entsprechende Sprachfamilie # (X) bzgl. der angegebenen
Operation abgeschlossen bzw. nicht abgeschlossen ist.

dg by Shufy Ashufp Mp

OL - - - - -
TOL - - - - =
EQOL + + - + -
ETOL + + + + +
1L - - - - -
EIL + + + + +
ETIL + + + + +

Beweis: i) Da alle betrachteten Sprachfamilien gegeniiber der
Inversion (reversal) abgeschlossen sind, folgt die Gleichheit
der Spalten fir dR und bR sofort.

ii) Die Resultate fiir ¥ (ETOL), J(EIL) und & (ETIL) folgen
daraus, daB diese Sprachfamilien volle AFL's sind. (vgl. /7/)
iii) Die negativen Aussagen bzgl. Mp folgen fiir #(OLY,

¥ (TOL), F(IL) aus der Tatsache, daB die enteprechenaen Fa-
milien gegeniiber Homomorphismen nicht abgeschlossen sind (vgl.
/?/, /11/, /13/), und der Moglichkeit, jeden Homomorphismus
durch einen Zwei-Band-Automaten zu simulieren. Fir ¥ (EOL) und
MR folgt die Aussage aus Lemma 2, da Rc eiue regulére Sprache

ist
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i i, 2
{a c i 0} € F(EOL) wegen /5/ gilt und b~ '(a® : i = 0) fiir
h(a) = a, h(b) = A nach /5/ keine EOI-Sprache ist.

iv) L, = {c, ba2, daq’} € #(0L) wird von dem OI-System

2 2

Gy = ([a,b,c,d}, [a—> a, b—>da”, c—ba", d—>d}, c) erzeugt,

i
und es gilt L, = {a‘? : 12 2} € £(OL), Nach /11/ sind aber
d[b’d}(L,,) = 1&2, a"’} und

i
Shu_f{aa (1,) = Ashui{aa (L) = {22 ;15 2}

picht in ¥ (TOL). Damit sind auch die restlichen Aussagen fir
# (OL) und F(TOL) bewiesen.

v) Die Abgeschlossenheit von % (EOL) gegeniiber dR folgt aus /8/
Theorem 9.5., /12/ Theorem 4.2 und dem Fakt, daB % (EOL) gegen-
iiber- endlichen Substitutionen abgeschlossen ist (vgl. /9/).

i i
vi) pa smut , ({a? 1120 = n{a? 1120} mis
b
h(a) = a, h(b) = A gilt, ist nach /5/ gezeigt, daB ¥ (EOL) ge-
geniiber Shm.fR nicht abgeschlossen ist.

vii) Seien L € ¥(EOL) und R eine regulire Sprache, beide iiber
X. Wir definieren nun die Substitutionen
£ x—>{(a,x)(b,y) t yeX} u{(c,x)}.
£ x—-—>{(a,y)(b,x) s yex} u{(d,x s
wobei a,b,c,d Symbole nicht aus X sind. Dann ist nach /9/ und
/12/ Theorem 4.2. *
L, = 2(L) v 2D {(a,%) : x eX} e F(BOD),
und andererseits ist "
R, = £'(R) v £'(R) {(c,x) : x€X}
eine regulédre Sprache. Daher ist
LBy = {(a,x)(0,37)00(2,2,)(0,7,)(2s29) .+ (2,2,) &
qE€ icid}’ xi’yi’zj eX,
(XqeeeXpZqoee2y €L, Yooy, ER £iir g = c),
(XqeeeX € L, FyoeeTpZgeeszy €R fir q = A)}
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eine EOL-Sprache. Ferner sei h der Homomorphismus h((g,x)) =
fiir ge {a,b,c,d}, x ¢X. Dann ist
Ashufp(L) = b(Ly n Ry) € F (EOL).
vii1) T = {£} v [ca®® : n 2 1} v {cra®®ar : 0 2 1}
ist eine POL-Sprache, die von
G = ({a,b,c,d,f,c',d'}', {a.e a, b—>b, c——->ca2, d—> bd,
c'—s c'a, d'—>b2d', £—>ca’bd, £—> c'abad'}, £)
erzeugt wird. Dann ist
- _{.2nn. | n, 2n "
L, _d{c,c,}(L)_{a bPa ¢ o 2 1) v {Pp%ar ;0 x 1.

1. Fall: I, ¢ # (IL). Dann ist bewiesen, daB ¥ (IL) gegeniiber

dR picht abgeschlossen ist.
2, Fall: L’l ¢ & (IL). Dann ist nach /13/, Theorem 2 auch

L, = LR = {@%% : 0 > 1}u {an®a® : 0 2 1} ¢ F(ID).

d{d’d,} (1) = {p%a® ¢ n > 1} v [p®%a” : 0 » 1} ¢ F(IL) gilt
aber nach /13/ Lemma 3.
ix) Wir betrachten die Sprache

L = Shuf 2}({a2i :1a0)}=uhuf ({aai 1> o})=

la,a {a,a2}
i i
={a2+1:130}u{32+231é0},
und zeigen L ¢ #(IL).
Dazu nehmen wir an, daB L = L(G) fir ein <(k,17I-System G gil

t.

Wir setzen m = k + 1 und beweisen zuerst, daB es ein u 2 2 mit

(&*,a,a')>a" gibt. Angenommen, es wire fir

<ak,a,a1>—>au jmmer u € {0,1}. Ist immer u = O, so ist L end-
lich, womit wir den Widerspruch hétten. Es existiere also 4&i

Regel (ak,a,al)—éa. Wir wdhlen t = 21 + 1 2m. a° sei das Wort

maximaler Lénge, das aus ak am Wortanfang von at direkt abge
leitet werden kann, und a® sei entsprechend fir das Wortende

al definiert. Dann ist a®at™BaT = a"*S*TR gag Wort maximaler

Lénge, das aus a® di.rekt ableitbar ist. Ist s + r - m € 0, =0
ist ermeut I endlich. Ist s + r - m = 1, so generiert a 1@
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das Wort a%a®*1-BgT

reichend groBes i die Differenz 21+1+1 - (si+’l) = Ei groBer als

8 + r - m,und dann ist das von o’ erzeugte Wort g T ¢L.

Mit dem existierenden u 2 2 gilt daher fiir hinreichend groBes

= at+2$L. Ist s+r-m > 1, so wird fir hin-

i i 3
4 g2 ¥y S5tr+(2741-m) u _ 2% g mit j > i, {41,2} s
und folglich

i i i. &
a2 +2=>as+r+(2 +2=m)u = a2 + % +u ¢L.

Dieser Widerspruch zeigt L ¢ % (IL).
Damit ist Satz 1 bewiesen.

Bemerkungen:

1. Betrachten wir nur die Familien & (OL), #(TOL), % (EOL) und
% (IL) und fortpflanzende Systeme, so bleiben alle Aussagen der
Tabelle in Satz 1 giltig.

2. Betrachten wir erneut nur die Familien aus 1. und nur deter—
ministische Systeme, so erhalten wir in allen Féllen ein nega-
tives Resultat. Die fehlenden Aussagen fiir ¢ (DEOL) beweist man
mittels /5/ Theorem 9 leicht.

3. In /11/ bzw. /13/ und /14/ wird sogar noch mehr gezeigt, da
bewiesen wird, daB der AbschluB untver den dort betrachteten
Operationen von % (DOL) bzw. % (POL) nicht in & (TOL) bzw.

% (IL) enthalten ist. Beziiglich unserer Operationen gilt das
gleiche.

4, In /14/ wird der Fall des einelementigen Alphabets disku-
tiert. Beziiglich der in der vorliegenden Arbeit betrachteten
Operationen ist ¥ (UOL) in & (IL) nicht abgeschlossen.

4, AbschluBeigenschaften von Sprachen, die von linearen homo-
genen Strukturen erzeugt werden

Wir betrachten den endlichen deterministischen Automaten

A= (V, v, d) nit vV° - Eingangsalphabet
V - Zustandsmenge
§ - Uberfiihrungsfunktion.
0€V sei ein ausgezeichneter Zustand, und es gelte
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g ((0y¢..,0),0) = 0. Es seien unendlich viele Kopien des Auto-

maten A vorhanden, die durch die ganzen Zahlen indiziert seien
coe Aoy Bgs Ags Agy Apy wen s

Sei pun qi(t) der Zustand von Ay im Momepnt t. Dann gelte

q.i(t+1) = (((qi(t)vqi+1(t)t¢°'9qi+n_r](t))9qi(t))'

Wir schreiben dafiir kurz
[qi(t)ro--vqi.,_n_»‘(t)]—.—) qi(t+1)-

Die Folge von Zusténden w = (..., q_p(%),q_4(t),q5(t),qq(t),00)
heiBe Konfiguration im Takt t. Wir legen fest, daB fir t = O
nur endlich viele qi(o) von O verschieden sind. Diese Eigen-
schaft gilt dann wegen obiger Forderung fiir alle t. Wir be-
trachten nur noch den maximalen Teil eimer Konfiguration, der

mit einem z # O beginnt und mit einem z' # O endet. Es entsteht
dann eine Folge von Maximalteilen von Konfigurationen

Wag) w1=>w2__>...,
wobei W, die gekiirzte Konfiguration zur Zeit t ist. Dann sei
fir die unendliche indizierte Menge G von Automaten A

free) = {w; : 120},

Es ist klar, daB jede Sprache L(G) iiber V von diesem Tyr durch
ein D¢(n,n) I-System erzeugt wird. F (T p) Sel die Menge aller

80 erzeugten Sprachen, bel denen Automaten mit n Eingéngen ver-
wandt werden, und ¥ (7°) sei die Menge aller so erzeugten Spra-
chen.
Lemma 33 Bs gilt
N (- S| [N k N
Lr,s,t = {alba s idp, a-s} v {a s k_t}¢ 7T,
Kk

N

Ly g = {a.:"ba.:l s jéi?.r}u {a : kétjé F(T)

fir alle r,s,t.

Beweis: Wir fiihren den Beweis nur fiir r = s = 0, t = 1. In den
anderen Féllen sind nur geringfiigige Modifikationen erfordec-
1lich.

Angenommen L = L5 0.1 wiére fir ein n eine Tn-Spracne. Ip meh-
et
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reren Schritten werden wir diese Anpnahme zum Widerspruch fiihren.
i) [@yeeeral— a
Sel zuerst [a,...,a}——) b. Dann konnten wir ein Wort mit minde-

stens zwei b’s aus an+1‘ erzeugen,
Sei deshalb [a,+..,a]—> 0. Wir erhalten jetzt fiir alle i > 0O
a‘?n"i--aw,'...wn_,lOn"""":"v,l...vn_,I = w mit Wi Vi€ {O,a,b} und

WyeeoWy 4 = 0" oder VyesoVy g = on-1 (da L kein Wort mit O’s
enthdlt). Deshalb erzeugen alle Worte a2n+i das gleiche Wort w,
und es gilt

aan+1=-)Wﬁu1 D= DU=> azn"k@w =PUED ooe

womit I als endlich nachgewiesen ist, Damit ist i) gezeigt.
11) [8ye00,850y000,0]—> b gilt fiir kein k

k mal
Wenn [a,...,a,0,...,0}>b gelten wirde, hitten wir
[a,...,a,b,a,...,a}——-) a, weil wir kein Wort ableiten kénnen,
das mehr als ein b enthdlt. Wir betrachten das Wort

w = almba‘m. w kann pur von einem Wort w' der Lénge 1(w') > 7n

erzeugt werden. Weil
w! = ai=>w1by1...yk_1 # wuod w' = aabal=> wsz,l...xk_,] Ew
fiir alle i und 1, die grdBer als n sind, gilt (ym,xme s‘o,a,b}),

ist w' = adbal mit 1 € n. Daher ist j 2 6p, und somit gilt
w=> x1...xn_135nw5 * We

ii1) [al,‘.;;ia,o,...,o]-—)a gilt fir ein k, 1 £ k £ n-1, nicht.

Nehmen wir das Gegenteil an. Dann gilt wam'i

=>w'an+i,

und

somit kann nur eine endliche Anzahl von Worten der Form a'kba.;j

mit j<n erzeugt werden.

iv) Es gibt ein k, 1 € k € p=1, 50 daB [8y00.,8,0,44.,0]— 0
k' mal

fiir alle k' < k gilt.
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Dies folgt aus ii) und iii) und dem Fakt, daB kein Wort in L
den Buchstaben O enthdlt.

) [o,...,o,h._._._,g_w gilt fiir kein 1, 1 € 1 £ n.

1l mal
Dies wird amalog zu ii) bewiesen, und wie oben schlieBen wir auf
vi) Gilt [Oye+e,0,8y0.4,8] —>a fir ein 1, 1 € 1 £ n-1, dann
1 mal
ist fir alle 1' £ 1 ebenfalls [0,...,0,8y¢c0¢,8 —>a.
1' mal
Wenn nun k £ 1 ist, dann kdnnen wir nur Worte a® aus a¥ mit
m 2 r >n erzeugen. Dann enthélt L nur endlich viele Worte mit
einem b, Dies beweist 1 < k.

(%) Aus a® kénnen nur Worte ar' mit r' < r abgeleitet werden,

wenn r > n ist.
Weiterhin existiert eine Regel [a,...,8,b,8,...,8]—>b,
h mal
da sonst vor bzw. hinter b nur beschrénkt viele a'’s stehen kin-
nen. Welterhin gibt es sicher nur ein solches h. Somit erhalten
wir

1) o) ' ]
v = gitlpgl+m 3 ax:|+m-0-l hbanﬂn +h-k _ V.

Wenn h > 1 ist, dann stehen in v' hochstens soviel a’s vor b
wie in v. Gleiches gilt bei h < 1 und damit h < k fiir die An-
zahl der a’s hinter b, Deshalb kann aibaJ fiir hinreichend gro-

Be 1 und j nur aus einem Wort aus a* erzeugt werden. Dies wi-
derspricht ( % ).
Wir erhalten den gleichen Widerspruch wenn wir annehmen, dsB
vit') gilt mit
vi') [Oyeeey0,8ye00,8]—> 0 gilt fiir alle 1.

1l mal
Satz 2: F(T) ist nicht abgeschlossen gegeniiber Shufp,

LshurR, dn und Mp.
Beweis: Die folgenden Beziehungen gelten
shut ({b,a}) = Tg g g wad asmar . (fa]) = Ty g 4

Demit folgen die ersten beiden Aussagen des Satzes aus Lemma 3,
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L= {anban : o2 1} ist eine 'TB—Sprache, wie man leicht nach-
prift, und nun ergibt sich die Aussage fiir dIZ aus

d (L) = L . Die Nichtabgeschlossenheit von L(7T ) ergibt
a*u 2Xb 0,1

sich aus der Nichtabgeschlossenheit dieser Sprachfamilie gegen-
iiber Homomorphismen.

5. Eindeutigkeit und Operationen

In /4/ diskutierten Ginsburg und Ullian die folgende Fragestel-
lung: Ist das Resultat einer Operation eine eindeutige (bzw.
mehrdeutige) kontext-freie Sprache, wenn die Ausgangssprachen
es waren. In diesem Paragraphen untersuchen wir das gleiche
Problem fiir OI-Sprachen. Da ¥ (OL) gegeniiber den meisten Ope-
rationen nicht abgeschlossen ist, machen wir die Zusatzvoraus-
setzung, daB nach der Ausfiihrung der Operation eine OL-Sprache
vorliege. Wir betrachten dabei nur die Oberflédchenmehrdeutig-
keit im Sinne von Reedy und Savitch /10/.

Beziiglich eines OL-Systems G heiBen x €L(G) und y € L(G) &qui-
valent, wenn x=>y und y =>x gilt. Ein Ol-System G heiBt mehr-
deutig, wenn Xqs Xpy x36 L(G) so existieren, daB sie paarweise

indquivalent sind bezliglich G und Xq =%y und X=Xy gilt.

Sonst heiBt G eindeutig. Eine OL-Sprache L heiBt eindeutig,
wenn ein eindeutiges OL-System G mit L = L(G) existiert. Sonst
heiBt L mehrdeutig.

Beispiele:
1. Ly = {An a, ab} ist eindeutig, da das determinierte OL-Sy-

stem G, ({a,b}, {a—é A, b—a'a}, ab) L, erzeugt, und DOL-Sy=-
steme sind nach /10/ Theorem 20 eindeutig.
2. L, = {a}* ist eindeutig, deon es gibt ein L, erzeugéndes

System, beziiglich dessen nur die Aquivalenzklassen (a] und [A]
existieren (siehe /10/).

3. Ly = {2, a, A} 15t menrdeutig, deon L, wird nur durch das
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System G3 ( {a-—; a, a—> l} a’ ) erzeugt.
4. Ij = {&” : o > n} ist fir m > 1 mehrdeutig. Sei G ein OL-Sy-

stem mit L(G) = Lﬁ. Man erkennt sofort, da8 G fortpflanzend

sein muB. Folglich ist a" das Axiom. Weiterhin muB es in P min-
destens zwei Produktionen geben, da #onst

1
L(G) = {am‘ s 12 0} # L'LT_ wire. Seien a—> a® und a—>a® mit
r # s zwel Produktionen aus P. Dann gilt

/7 N
\sm/

und wir erhalten die gewiinschte Mehrdeutigkeit von G.

o750

5. L 5 = {a, ab, ba, b, l} ist meh.rcfeutig.
Als Produktionen fir b kommen in G pur b—we {b,/\} in Frage,
da sonst b2=$ww¢L5 gelten wirde. Wir diskutieren nun die bei-

den folgenden Fille:
i) b> A €P.
Dann gilt b=3»Aund bzél, und damit ist die Mehrdeutigkeit

von G gezeigt, da b und b2 indquivalent sind.
ii) b>A €P.

Dann ist ab_:>a unmdglich, und somit 18t a das Axiom. Fermer
muB a=>ab gelten und daher auch ab=>ab2¢L , womit wir den
gewiinschten Widerspruch hétten.
n n D ;

- 4 . 24 s { 2ol }
6.L6-{af}u{a b.né'l}u{a c:n-o}ua d:n20
ist mehrdeutig. -

* .. ll.b

Eine Regel in der Form a—>x¢{a} wiirde a b=>xxxxy ¢L lie-

fern.
Daher hat jede Produktion fiir a die Form a—> aF. Wenn r € 1

8
in allen Fédllen wire, so lieBen sich die Spriinge von a.2 X zu
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8+1
az ¥ nicht erzeugen. Fermer kann es keine zwei Regeln der

Form a—> a* und a—» as, r + 8 geben, da dann wegen

% 8! 8!
azkb-#az b auch a® *(T-8)y €L erzeugbar wire. Also gibt es

fir a nur eine Produktion, und diese hat die Form a—>a® mit
r 2 2, Fernmer ist G fortpflanzend, da sonst ein Element aus

{a}* erzeugbar wire., Somit i"at; af das Axiom, und a2d ist pur
aus af herleitbar, Diese Ableitung ist aber nur durch a—> a.a
und £—> 4 realisierbar. Also ist r = 2. Nun stellt man sofort
fest, daB8 nur der folgende Ableitungsbaum in Frage kommt, und
der zeigt die Mehrdeutigkeit wvon G.

2 8
d/a d'\au»b/a d\sepeb
\azc/ \38/

Satz 3: Sei f eine n-stellige Operation zwischen Sprachen, und
sei L = £(Ly,Ly,0..,1,)€ ¥(OL) fiir die OL-Sprachen Lj,es.,L;.

i) Ist n = 1, £ die Inversion (reversal), so ist mit L, auch L

eindeutig bzw., mehrdeutig .

ii) Die Eindeutigkeit bzw. Mehrdeutigkeit bleibt bei folgenden

Operationen nicht erhalten : Vereinigung, Konkatenation, + bzw,
% - Operator, Homomorphismen, Durchschnitten mit reguléren Men-
gen, d’R' bR’ Shufn, Ashufn, Abbildungen, die von verallgemei-

perten sequentiellen Maschinen erzeugt werden, und deren in-
versen Abbildungen.

Beweis: 1) folg§ leicht, da man die Inversion L = L,]R von L

durch P' = {a—)-c? s a—yaceP} erzeugen kann und die entspre-

chenden Ableitungsbiéume isomorph sind. (P bezeichnet dabei die
Menge der Produktionenm, um L zu gemerieren.)

ii) beweist man mittels vorstehender Beispiele und den Aussa-
gen aus /10/ sehr leicht.



Literatur

/1/ V. Alad’ev,

/2/ Ginsburg, S. und

/3/ Ginsburg, S. und

/4/ Ginsburg, S. und

/5/ G. T. Herman,

Operationen zwischen Sprachen, die von
Tn-Grammatiken erzeugt werden, Comm.
Math. Univ. Carolinae 15, 211 - 220
(1974) .

Greibach, S., Abstract Families of Lan-
guages, Memoirs of the American Math.
Society 87, 1 - 32 (1969).

Spanier, E. H., Mappings of languages by
two-tape =devices, Journal ACM 12,
423 - 434 (1965).

Ullian, J., Preservation of unambiguity
and inherent ambiguity in context-free
languages, Journal ACM 13, 364 - 368
(1966) .

Closure properties of some families of
languages associated with biological sy-
stems, Inf. and Control 24, 101 - 121
(1974) .

/6/ Herman. G, T., Lee, K. P., Leeuwen, J. van, und

Rozenberg, G., Characterization of unary
developmental languages, Discrete Math.
6, 235 - 247 (1973).

/7/ Herman, G. T. und Rozenberg, G., Developmental systems and

languages. North~Holland, 1975.

/8/ Hopcroft, J. E. und Ullman, J. D., Formal Languages and

Their Relation to Automata Theory.
Reading 1969.

83



/9/ Leeuwen, J. van, Notes on pre-set pushdown automata. In
Rozenberg, G. und Salomaa, A.: L-Systems,
Springer Lecture Notes in Computer
Science 15, (1974).

/10/ Reedy, A. und Savitch, W., Ambiguity in the developmental
systems of Lindenmayer. Techn. rep.,
1974.

/11/ Rozenberg, G., TOL systems and languages, Inf. and Con-
trol 23, 357 - 381 (1973). v

/12/ Rozemberg, G., Theory of L systems: from the point of
formal language theory. In Rozenberg, G.
und-°Salomaa, A.: L Systems. Springer Lec-
ture Notes in Computer Sciemnce 15,

/13/ Rozenberg, G. und Lee, K. P., Some properties of the class
of L languages with interaction, Journal
Comp. Syst. Sc. 11, 129 - 147 (1975).

/14/ Rochonen, K., Three results of comparison between L
languages with and without interaction.
Techn. rep., University of Turku (1975).

eingegangen: 20. 1. 1977

Anschrift des Verfassers

Dr. rer. nat. Jiirgen Dassow
Wilbhelm-Pieck-Universitét Rostock
Sektion Mathematik

DDR -~ 25 Rostock
Universitidtsplatz 1



Gerhard Goos

Einige Eigenschaften der Programmiersprache BALG

1. Einleitung

Die Programmiersprache BALG /Go75/ ist der Versuch eine System-
programmiersprache ausgehend von den Charakteristiken hBherer
Programmiersprachen zu schaffen. Systemprogrammieren ist die
Konstruktion von Programmsystemen, welche den Rahmen, die Um-
gebung, fiir die L8sung von Anwendungsproblemen abgeben (vgl.
/Sa71/). Programmiersysteme bauen diese Umgebung stufenweise
auf, indem sie Eigenschaften der zugrundeliegenden Maschine
verdecken und durch neue, “hﬁhere“ Konstruktion ersetzen, wel-
che sich besser als Grundlage fiir die weitere Programmierung
eignen.

Von einer Systemprogrammiersprache wird man daher erwarten,
daB8 sie neben den "iiblichen" Ablauf- und Datenstrukturen vor
allem Hilfsmittel fiir diese Stufenweise Schichtung von Pro-
grammteilen, fiir die Modularisierung und die Kontrolle der
Modulschnittstellen anbietet. Solche Hilfsmittel zur Beherr-
schung der Programmstruktur unterstiitzen den Systemprogram-
mierer auch im Hinblick auf den nicht unerheblichen Umfang
und die Komplexitit seiner Aufgaben, die besondere Anstren-
gungen auf dem Gebiet der Programmorganisation erforderlich
machen.

Viele bisherige Systemprogrammiersprachen sind als Vorl#ufer
und unter dem Zeitdruck grtBSerer Systemprogramme, namentlich
Betriebssysteme, entstanden (vgl. etwa PL360 /Wié8/, PS 440
/Go70/, System SUE Sprache /CL74/). Dies hatte zur Folge, daB
die Probleme der untersten Schichten von Betriebssystemen:
Beherrschung von Spezialbefehlen, namentlich fiir die E/A~ und
Unterbrechungsbehandlung, absolute Adressierung, maschinenab-
htingige Speicherzuteilungsmethoden, feMlendes Laufzeitsystem,
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usw. im Vordergrund des Interesses standen. Obwohl bekannt ist,
daB Probleme dieser Art htchstens 5 - 10 % des gesamten Be-
triebssystems ausmachen, verdréngte doch die Beschéftigung mit
diesen Fragen vielfach die L&sung von Problemen der Programm-
organisation, der Sicherung der Integritdt von Daten und Pro-
grammabléufen und der Bereitstellung hdherer sprachlicher Aus-
drucksmittel. Charakteristisch ist die Verwendung typfreier
Sprachen, bei denen wie im Assembler der Typ der Datenobjekte
nur implizit aus den ausgefilhrten Operationen hervorgeht. Ein
auGeres Beispiel liefert Burroughs8' Implementierungssprache
ESPOL /Bu72/, ein ALGOL60-Dialekt, in welchem erst kiirzlich
die gut ausgebauten E/A-M&glichkeiten des Systems in der auch
dem Anwender verfiigbaren Schreibweise zugénglich gemacht wurden;
bis dahin wurde der Schluf gezogen, daB eine Sprache keine
problemorientierte Schreibweise der E/A erlauben kénne, wenn
in ihr zugleich die Teile des Betriebssystems geschrieben sind,
welche die Ein/Ausgabe implementieren.

Erfahrungen mit Burroughs-Systemen und mit PASCAL /Wi74/ legen
schlieB8lich den Versuch nahe, wesentlich mehr Zugriffsbeschrién-
kungen bereits durch den Ubersetzer kontrollieren zu lassen
und dadurch die Laufzeit zu entlasten. Ein wesentliches Hilfs-
mittel bilden dabei die aus dem CLASS-Konzept von SIMULA

/Da67/ hergeleiteten Strukturmoduln, die vor allem der Defini-
tion von Datemstrukturen samt der auf ihnen erklérten Opera-
tionen dienen.

Diese Uberlegungen fiihrten zu folgenden Entwicklungszielen fiir
BALG:

- h8here Programmiersprache, in der zus&tzlich niedere Sprach-~
eigenschaften in speziell gekennzeichneten Programmoduln zu-
ghinglich sind;

- Verallgemeinerung des Modulbegriffs zu hierarchisch ge-
schachtelten, funktionalen Programmoduln, welche sowohl
Strukturmoduln als auch Prozeduren einschlieBen;



~ Verallgemeinerung des Variablenbegriffs zu einem Objekt-
begriff, der neben der unbeschrénkten Weitergabe der Zu-
griffsrechte auf das Objekt am andere Moduln auch eine ein-
geschrénkte Weitergabe (z. B. nur Lesen erlaubt) gestattet;

- Explizite Kontrolle der Schnittstellen zwischen Moduln mit
der Moglichkeit, den Zugriff einzuschrénken;

- Kellerorientierte Speicherorganisation, welche in wvom Pro-
grammierer gesteuerter Form verschiedene Formen der Frei-
speicherorganisation einschlieBt.

Zur Erreichung dieser Ziele gehen wir von den Datentypen
PASCALs /Wi74/ aus. Die Ablaufsteuerung fiir sequentielle Ab-
ldufe sowie viele Schreibweisen sind ALGOL68 /Wi69/ entnommen.
Die Steuerung paralleler Ablaufe soll mit Hilfe von Monitoren
/Ho74/ erfolgen; Prozesse und Ein/Ausgabe sollen mittels spe-
zieller Strukturmoduln dargestellt werden. Diese Teile fehlen
bisher noch; ebenso ist die Bereitstellung der notwendigen In-
formationen fiir die Speicherbereinigung durch den Ubersetzer
noch nicht ganz geklért.

Wir gehen im folgenden nur auf einige wenige Spracheigenschaf-
ten ein, darunter die Situationsklausel, funktionelle Pro-
grammoduln, die Grundideen der Speicherverwaltung und Schnitt-
stellenbeschreibungen. Die Grundiiberlegungen, die dem Objekt-
begriff zugrundeliegen, wurden in /Go74/ erklért.

2. Situationsklauseln

Zu den Programmabliufen, die mangels besserer Ausdrucksmdg-
lichkeiten in den meisten Programmiersprachen mit Sprunganwei-
sungen umschrieben werden miissen, gehdrt die folgende: Gegeben
sel ein Programmstiick p, vorziiglich eine Schleife, durch des-
sen Ausfiihrung man eine der "Situationen" 84y eeey 8, er-
reicht; die Ausfiihrung einer situationsabhingigen Anweisung Ay
oder die Berechnung eines entsprechenden Ausdruckes beendigt
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die Ausfilhrung von p und filhrt zum gewlinschten Ergebnis. Das
einfachste Beispiel eines derartigen Ablaufs ist die sequen-
tielle Suche mit nachfolgendem Eintrag (zunéchst in ALGOL68-
Notation):

begin
for i ton
do if x = & [i] then index := i; goto gefunden fi
nd .

index := n := n+1;
a [index] := x
gefunden : index
end

Knuth /Ku74/ diskutiert zahlreiche Formulierungsmdglichkeiten
fiir dieses Beispiel. Die eleganteste Formulierung liefert wohl
die von Zahn /Za74/ eingefiihrte Situationsklausel (hier in
etwas fortentwickelter Schreibweise):

until gefunden, nicht_gefunden:

for i ton
loop if x = a [i] then gefunden (i) fi
repeat;

nicht gefunden
on gefunden_(gggi j) : index := j
on nicht gefunden : begin index :=n
- a [index] 1= X3
index

end

Die"Situationsanweisungen" A, welche bei Eintreten einer der
Situationen "gefunden" oder "nichi_gefunden" ausgefiihrt werden
sollen, werden hier in prozedurahnlicher Schreibweise formu-
liert und kdnnen auch mit Parametern versehen sein. AufgefaBt
als Ausdruck liefert die Situationskleusel das Ergebnis einer
der Anweisungen Ai als Gesamtergebnis.
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Sitﬁationsklauseln konnen mit Vorteil auch zum Abfangen im-
pliziter Fehlersituationen eingesetzt werden. BALG kennt eine
Reihe von Standard-Fehlersituationen, darunter z.B. overflow
und invalid index, deren Eintreten implizit festgestellt wird
(durch Hardware-Reaktion oder durch vom Ubersetzer erzeugte
Tests). Die Behandlung erfolgt jedoch explizit durch Situa-
tionsklauseln wie

until overflow:
Programm

on overflow : A

end. '

Auch die Schachtelung, welche in verschiedeneﬁmbeéfaﬁmteilen
unterschiedliche Fehlerbehandlungen erlaubt, ist mdglich:

until overflow :
Hauptprogramm 1. Teil ;
until overflow :
Teilprogramm
on overflow : Anp
end;
Hauptprogramm 2. Teil
on overflow : App

end.

SchlieBlich lassen sich Prozeduren und andere Programmoduln so
parametrisieren, daB bei Eintreten einer Situation die an der
Aufrufstelle giiltige Situationsanweisung anstelle der an der
Vereinbarungsstelle gilltigen Situationsanweisung ausgefiihrt
wird (und damit zugleich der Modul verlassen wird).

3. Funktionale Programmoduln

Fiir den Begriff Programmodul finden sich verschiedenartige De-
finiti onen, z.B.

- Moduln als getrennt iiberseizbare Programmeinheiten,

- Moduln als Programmteile mit "minimalen” Querbesfigen,



- Moduln als logisch in sich abgeschlossene und zusammenh&éngen-
de Programmeinheiten (funktionale Modularitét)

Diese Definitionen betrachten entweder nur die &duBere Form
oder stellen auch inhaltliche Anforderungen. In BALG gehen wir
von der dritten Mdglichkeit, der funktionalen Modularitét aus.
Das schlieB8t natiirlich nicht aus, daB8 die resultierenden Mo-
duln zugleich getrennt libersetzbar sind oder Schnittstellen
geringen Umfangs besitzen (vgl. auch /Go74a/ fiir weitere Be-
merkungen zum Modulbegriff).

Sprachlich betrachtet ist ein Programmodul entweder eine Pro-
zedur, welche einen einzelnen Algorithmus wiedergibt, oder

eine Datenstruktur, eventuell Zusammen mit weiteren Prozedu-
ren, welche die Operationen mit dieser Datenstruktur definie-
ren. Diese Klasse von Moduln nennen wir in BALG Strukturmoduln.
Prozeduren in BALG haben die in ALGOL-#hnlichen Sprachen iib=-
lichen Eigenschaften; zusédtzlich kann verlangt werden, daB8 eine
Prozedur offen anstelle ihres Aufrufs eingebaut wird.

Als Beispiel geben wir die Definition eines Kellers an:
external situation: stack overflow, stack underflow;
(*externe Parameters)
public proc (type) : push ; (»von auBen zugkngliche Opera-
tionen und Objektes)
proc : pop ;
proc type : value ;
const int : depth #
(»bis hierher geht die Schnittstellenbeschreibung. Jetzt
folgt der Modul:s) *

module : stack (int : max depth) type =
begin i
var array 1 : max_depth type: a
& int : depth ;
proc : push (const type : x) =



if depth Zmax depth then stack overflow

else depth :+ 1 ; a [depth] = x fi;
proc : pop =

if depth21 then depth :- 1

else stack_underflow fij;
proc : value type =

if depth21 then a [depth],

else stack_underflow fi;

initialize:
depth := 0

end (¥module stacks)

Aufrufe von Strukturmoduln sind nur in Form von Strukturver-
einbarungen méglich, z.B.

struct stack (27) real : s

Strukturvereinbarungen rufen den angegebenen Strukturmodul auf
und hinterlassen die Parameter und die im Rumpf vereinbarten
lokalen Prozeduren und Datenobjekte als Datenstruktur. Diese
wird durch den definierten Bezeichner benannt und existiert

bis zum Verlassen des Blocks, der die Strukturvereinbarung ent-
hélt. In diesem Zeitraum kdnnen Operationen mit der Daten-
struktur ausgefiihrt werden.

Strukturmoduln kénnen mit einem Datentyp parametrisiert wer-
den; im vorliegenden Beispiel ist "type" ein formaler Daténtyp,
im Aufruf ersetzt durch den aktuellen Typ real. Mit dieser Pa-
rametrisierung wird dem Bediirfnis nach "Struktur-Konstruktorend"
Rechnung getragen, das sind Strukturmoduln, deren Aufbau weit-
gehend unabhéngig ist vom Typ der Elemente der resultierenden
Datenstrukturen. Der Elementtyp wird daher erst bei der aktuel-
len Bildung der Struktur erginzt. Wie aus dem Beispiel ersicht-
lich, kann man in einem Modul Objekte eines formalen Datentyps
bilden, zuweisen oder als Prozedurergebnisse abgeben; weitere
Operationen sind nicht zuléssig.

Monitore im Sinne von /Ho74/ sind Strukturen in einer nicht-
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sequentiellen Programmumgebung. Sie lassen zu jeder Zeit nur
die Ausfiihrung einer Operation zu. Auch andere Typen von Pro-
grammoduln wie etwa Koroutinen lassen sich auf Strukturmoduln
zurickfilhren.

4. Speicherorganisation

Bei der Konzeption von BALG wurde davon ausgegangen, daB nur
in beschrédnktem MaBe Speicher absolut adressiert zugeteilt
wird. Uberwiegend soll Speicher im Rahmen einer einheitlichen
Kellerorganisation vergeben werden. Dieses Prinzip sollte auch
aufrechterhalten werden, wenn fiir kollaterale Prozesse oder
fiir haldenartige Orgenisationen Speicher bereitgestellt wer-
den soll. Die Begrenzung der Lebensdauer von Strukturen auf
den Block, in dem sie geschaffen wurden, und die Pestlegung,
da8 Strukturen nur durch Vereinbarungen geschaffen werden, ist
AusfluB des Kellerprinzips.

Um helden&hnliche Organisationsformen im Rahmen der Keller-
orgenisation bereitzustellen, fassen wir die Halde als eine
Datenstruktur auf, die mitHilfe eines entsprechenden Struktur-
moduls gebildet wird. (Es kdnnte mehrere Halden geben!)

Globale Generatoren im Sinne von ALGOL68 werden zus#tzlich

mit der Benennung der Halde gekennzeichmnet, von der der Spei-
cher bezogen wird. Diese bestimmt auch die Lebensdauer des ge-~
nerierten Objekts. Auch der Typ von Verweisen auf Objekte in
einer solchen Halde wird zusétzlicih mit der Haldenbenennung ge-
kennzeichnet. Diese Regelung erlaubt bei Verweisen eine sehr
veinfache Priifung der Lebensdauerregeln zur Ubersetzungszeit
statt - wie in ALGOL 68 vielfach n3tig - zur Laufzeit. Die
Kennzeichnung globaler Generatoren mit der entsprechenden Halde
erlaubt es, den Generator zur Ubersetzungszeit umzusetzén in
einen Prozeduraufruf einer Speicherzuteilungsprozedur allocate,
welche der Haldenmodul zur Verfilgung stellen mu8. Der Aufruf
wird intern mit der Anzahl von Speichereinheiten (Zellen) para-
me*trisiert, welche flir das unterzubringende Objekt benBtigt
werden. Das Schema eines Haldenmoduls ist demnach:
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public proc (int) ref cell : allocate #
unsafe module : haldemnmodul (int : lénge) =
begin
var array [1:1§nge] cell Haldenspeicher ; (wder eigent-
liche %aldenspeiéiefi)f—-_ﬁ
proc : allocate (int : umfang) ref cell =
(»#bringe < umfang» Zellen im Speicher, vorzugs-
weise im Haldenspeicher, unter. Das Ergebnis
des Type ref cell wird extern als Referenz auf-
gefaBt.»);

.

end

Der Aufruf des Haldemspeichers kann durch
struct Haldenmodul (n) : Halde

erfolgen. Danach ist im Kontext
var ref halde int:xx

die Zuweisung
xx := new halde igi
mit der Bedeutung
xx := halde.allocate ( < Lénge von int >)

mSglich., Wie ersichtlich ist der Modul Haldenspeicher primér
fiir die Speicherzuteilungsprozedur zusténdig. Den benatigtén
Speicher kann er aus einer eigenen einstufigen Reihung be-
ziehen, er kann aber die Objekte auch in anderen Speicherbe-
reichen unterbringen, zu denen er Zugang besitzt.

Das Verfahren demonstriert fermer eine Spracheigenschaft, die
ich als semantische Erweiterbarkeit bezeichnen mSchte: Fiir
Sprachkonzepte wie globale Generatoren und Referenzen ist der
syntaktische Rahmen vorgegeben. Die semantische Interpretation
dieser syntaktischen Konzepte wird durch die Prozedur allocate
und deren Ergebnis fesigelegt und wird damit durch den Program-
mierer, nicht durch die Sprache, bestimmt. Dabei miissen aller-
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dings gewisse, eventuell sogar implementierungsbedingte Be-
schrénkungen eingehalten werden; z.B. muB der Inhaltsoperator
cont auf die resultierenden Referenzen anwendbar sein.

5. Schnittstellenbeschreibungen

Das Prinzip iiblicher blockstrukturierter Sprachen, den Gililtig-
keitsbereich einer GroBe, die in einem &HuBeren Block verein-
bart ist, automatisch auf innenliegende Bldcke zu erweitern,
sofern dort keine gleichbenannte GrdBe definiert ist, wird in
BALG bei der Schachtelung von Moduln nicht angewandt: Globale
GroBen sind in innenliegenden Moduln im allgemeinen unzugéng-
lich. Sie werden nur zugénglich, wenn sie explizit als externe
GroBen in einer Schnittstellenbeschreibung fiir den Modul auf-
gefiihrt sind. Umgekehrt k&nnen Bezeichner lokaler GrdBen eines
Strukturmoduls nur dann auBerhalb des Moduls als Selektoren
zusammen mit der Benennung einer Struktur benutzt werden, wenn
sie als Eingénge des Moduls in der Schnittstellenbeschreibung
genannt sind. Die Forderung nach expliziter Kennzeichnung der
Eingénge und externen GroBen ist aus dem Prinzip des "informa=-
tion hiding" von Parnas abgeleitet: In der Kommunikation zwi-
1chen einem Modul und seiner Umgebung sollen nur GréBen vor-
kommen, die relevant fiir die Funktion des Moduls sind; GrdSen,
die implementierungsbezogene Einzelheiten des Moduls oder sei-
ner Umgebung betreffen, sollen nicht zur Schnittstelle gehdren.
Daher taucht die Reihung a unseres Moduls stack nicht in der
Schnittstelle auf. Die Zugriffsbeschrénkung fiir externe GriBen
ist auBerdem niitzlich, weil der Ubergang Modulumgebung—>Modul
hdufig den Ubergang zwischen einer tieferliegenden und einer
hoherliegenden Schicht in einer Programmhierarchie entspricht.
Die Zugriffsbeschrédnkung ist dann Ausdruck der Abschirmung
zwischen den Progremmschichten.

Aus Griinden der Ausgewogenheit (eine Schnittstellenbeschrei-
bung so0ll nicht lédnger als der zugehdrige Modul sein) kann
bei Moduln, die im Kontext ihrer Umgebung iibersetzt werden,
die Spezifikation der externen GroBen weggelassen werden.
Davon haben wir bei den Prozeduren unseres Moduls stack Ge-
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brauch gemacht. Hingegen muB bei getrennter Ubersetzung die
Schnittstellenbeschreibung sogar zweimal angegeben sein: Im
Text der Umgebung des Moduls werden die externen GroSen aufge-~
fiihrt, welche dem Modul zur Verfiigung gestellt werden, und die
Eingidnge, welche in der Umgebung benttigt werden. Als Vorspann
des Moduls erscheinen die externen GréS8en, welche der Modul
bendtigt, und die Eingénge, welche der Modul bereitstellt.
Diese Doppelspezifikation erlaubt dem Ubersetzer die Priifung
der Konsistenz der beiden Angaben (benttigte GrSen bilden
Teilmenge der bereitgestellten GroBen). Dies erscheint angemes-
sen, da die Modulschnittstelle im Programmierteam héufig auch
den Wechsel der Zusténdigkeit der Programmierer kennzeichnet.
Der Ubersetzer priift also zugleich die richtige Verzahnung der
Produkte mehrerer Programmierer, zumindest was Bezeichnung und
Typ der GrdSen angeht.

SchlieB8lich kann durch eine Schnittstellenbeschreibung auch das
Zugriffsrecht auf Variable eingeschrénkt werden. In unserem
Modul stack ist beispielsweise die Tiefe des Kellers von auSen
nur als unverénderliche GroBe zuginglich, widhrend sie im Modul
natiirlich eine Variable darstellt. Bei zusammengeseizten Ob-
jekten wie zum Beispiel Verbunden lassen sich die Zugriffs-
rechte "variabel", "unveriénderlich", "unzuginglich" nicht nur
fiir das Objekt als Ganzes, &ondern sogar fiir die Glieder ein-
zeln bestimmen.

6. Zusammenfassung

Wir haben in dieser Arbeit einige Eigenschaften der in Ent-
wicklung befindlichen Programmiersprache BALG dargestellt. Be-
vor die noch ausstehenden Erginzungen und Glédttungen vorge-
nommen werden, soll die Sprache ~ {iberwiegend mitHilfe von
Diplomarbeiten - implementiert werden.

Fiilr zahlreiche Diskussionen und wertvolle Hinweise bei dex
Entwicklung von BALG danke ich den Herren U. Kastens, H. Weugew
bauer, H. Rohlfing und H., Santo.
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Bodo Hohberg

Programmierung von Dialogcompilern

1. Einfiihrung

Im Zusammenhang mit der Programmierung eines Dialogcompilers
fiir das Mehrfachzugriffsystem MS /1/, /2/ traten einige Fragen
beziiglich der effektiven Gestaltung der Dialogarbeit auf. Im
besonderen galt es zu klédren, welche Compilerstruktur dem
Dialogbetrieb am angemessensten ist. Dabei galt es einige
wichtige Nebenbedingungen zu beachten, von denen die Generie-
rung eines effektiven Objektcodes und ein geringer Programmier-
aufwand als die wichtigsten anzusehen sind.” In diesem Beitrag
wird von den iiblicherweise an den Dialogbetrieb zu stellenden
Nutzerforderungen ausgegangen. Darauf aufbauend werden mog-
liche Realisierungen von Dialogcompilern betrachtet. Im Er-
gebnis der Untersuchungen zeigt es sich, daB die Generierung
eines effektiven Objektcodes nicht den librigen Forderungen an
einen Dialogcompiler widersprechen mu8 und daB auch der zu-
sédtzliche Aufwand zur Realisierung der Dialogmdglichkeiten in
Grenzen gehalten werden kann.

2. Allgemeines iiber Aufgaben und Struktur von Compilern

Zunédchst sind einige allgemeine Bemerkungen iliber Aufgaben und
Struktur hoherer Programmiersprachen und iliber ihre Compiler
notwendig. Es sollen Hilfsmittel bereitgestellt werden, mit
denen sich die Struktur von Dialogcompilern gut charakterisie-
ren und darstellen l&aBt.

Programme hdherer Programmiersprachen beschreiben letztlich
die Manipulation von Daten. Zu diesem Zweck werden in den Pro-
grammiersprachen GriBen definiert, iiber die man sich auf die
Daten bezieht bzw. die zur Steuerung des Programmablaufs die-
nen. Durch die Definition wevden den GroBen Angaben zugeordnet,
.die bestimmen, welche Art von Daten bzw. Informationen zur
Frogrammsteuerung zu den Grillen gehdren. Ein konkreter Compi-
ler ergiinzt diese Angaben (z.R. Gpcicheradresse, Speicher~
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platzbedarf), so daB in den Objektprogrammen die den GroBSen
zugeordneten Daten (Informationen) verarbeitet werden konnen
(z.T. werden diese Angaben auch erst zur Laufzeit vervoll-
stédndigt). Diese eben beschriebenen, den GrdBen zugeordneten
Angaben, sollen im folgenden Verarbeitungsattribute heiBen.
Unter Verarbeitungsattributen einer ProgrammgrdBe sind also
alle diejenigen Angaben zu verstehen, die erforderlich sind, um
die den GrdBen zugeordneten Daten bzw., Informationen zur
Steuerung des Programmablaufs im Sinne des Programms in der
"richtigen Weise" auf einem konkreten Automaten benutzen zu
kdnnen.

Der Begriff Verarbeitungsattribut spielt eine wesentliche Rol-
le im Zusammenhang mit Korrekturen an einem Programm. Erfor-
dert jede Korrektur eine Neuiibersetzung des korrigierten Pro-
gramms, so wird der ProzeB der Dialogprogrammierung &uBerst
uneffektiv. Es ist anzustreben, daB nur eine gewisse Umgebung
der Korrektur neu iibersetzt wird und der Objektcode fiir die
iibrigen Programmteile giiltig bleibt, d.h., es diirfen die Ver-
arbeitungsattribute auBerhalb dieser Umgebung nicht veréndert
werden bzw. der Objektcode darf nicht von eventuell verédnder-
ten Verarbeitungsattributen abhéngen.

Bestimmte Verarbeitungsattribute von ProgrammgroBen sind loka-
ler Natur. Sie kOnnen schon bei der lexikalischen Analyse er-
kannt werden (z.B. Typ von Konstanten). Sie &ndern sich also
nicht bei Korrekturen an anderen Programmteilen. Bei der Rea-
lisierung eines Korrekturkonzepts kdnnen sie also im wesent-
lichen unbeachtet bleiben. Das gleiche gilt fiir diejenigen
Verarbeitungsattribute, die normalerweise erst zur Laufzeit
bestimmt werden, wie z.B. Speicherplatz und Adresse dynamischer
Felder.

Die Aufgaben von Compilern lassen sich aus unterschiedlichen
Blickrichtungen systematisieren. Fiir die weiteren Betrach-
tungen ist es glinstig, die folgenden Aufgaben zu unterscheiden:

1. Syntaxanalyse (S)
Hierbei geht es um die Analyse der in BNF-Notation beschreib-
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baren Programmstruktur.

2, Bestimmung von Verarbeitungsattributen (V)
Hierzu wdre die Auswertung der Definitionen von Programm-
groBen und Festlegungen iiber den Speicherplatz usw. zu
zdhlen.

3. Codegenerierung (C)
Normalerweise wird es sich um Maschinencode handeln. Der
erzeugte Code kann aber durchaus auch zu interpretierende
Elemente enthalten.

4. Laufzeitsystem (L)
Der Compiler muB-im Zusammenhang mit der Programmabarbei-
tung gesehen werden. Forderungen an das Laufzeitsystem
wirken auf die ersten drei Punkte zuriick.

Die hier hervorgehobenen Aufgaben werden z.T. in selbsténdigen
Compilerpéssen bearbeitet. Im Normalfall erledigen aber die
einzelnen Pédsse Beitrége zu verschiedenen Aufgaben des Compi-
lers.

Bild 1 zeigt die Struktur eines 2 PaB Compilers fiir den
Stapelverarbeitungsbetrieb. Der § Pfeil zeigt die zeitliche
Reihenfolge der Pdsse an. S und C kSnnen jeweils einem PaB zu-
geordnet werden. der — Pfeil weist auf einen Beitrag zu
einer Aufgabe hin. Hier erfolgt sowohl bei der Syntaxanalyse,
bei der Codegenerierung und zur Laufzeit eine Festlegung von
Verarbeitungsattributen.

Bild 1

Struktur eines 2 PaB
Compilers fiir den
Stapelverarbeitungs-
betrieb

Bild 2 zeigt die typische Struktur von Interpretern fiir die
Dialogprogrammierung. Die Syntaxanalyse erfolgt lokal fiir die
eingegebenen Programmstiicke. Eine Einordnung in den Programm-
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zusammenhang erfolgt nicht. Eventuelle Generierung von Code-
stiicken, Bestimmung der Verarbeitungsattribute und Laufzeit-
system sind als Einheit zu betrachten.

Bild 2

Struktur eines Interpreters
fiir die Dialogprogrammierung

Verwendet man die i{ibliche Struktur der sehr effektiven batch-
Compiler fiir die Dialogprogrammierung, so erfordern die rela-
tiv hdufig auftretenden Programmé@nderungen jeweils eine Neu-
iibersetzung des vollsténdigen Programms.

Bei der Verwendung eines Interpreters mit der im Bild 2 ange-
gebenen Struktur 1&8t sich eine Anderung sehr leicht reali-
sieren. Dagegen wird die Programmabarbeitung uneffektiv. Zwi-
schen diesen beiden Compilermodellen ist ein KompromiB8 zu
suchen. Um zwischen den verschiedenen in der Literatur bereits
beschriebenen Formen von Dialogcompilern eine glinstige Form
auswidhlen zu konnen, sollen 2zunéchst wichtige Forderungen an
Dialogcompiler zusammengestellt werden. Danach erfolgt im Ab-
schnitt 5 eine Diskussion dreier charakteristischer Varianten.

3. Kriterien fiir den Entwurf von Dialogcompilern

Dialogcompiler sollen den Programmentwurf und die Programmveri-
fikation mdglichst weitgehend unterstiitzen. Es geht dabei so-
wohl um Hinweise auf syntaktische Fehler in bereits fertigen
Programmstiicken, um Anderungen im Programm und die Programm-
testung im Dialog.

Auf das Problem der Antwortzeit nach einer erfolgten Eingabe
durch den Nutzer wird schon in /3/ hingewiesen.

Es gibt Arbeltsperioden des Programmierers, in denen eine Un-
terbrechung &duBerst unglinstig ist, z.B. Formulierung eines

komplizierten Programmteils (ein Stiick des Programmteils exi-
stiert nur im Kopf des Programmierers). In derartigen Arbeits-
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perioden ist eine kurze Antwortzeit zu gewdhrleisten, Nach Ab-
schluB derartiger Arbeitsperioden stSren etwas liéngere Warie-
zeiten nicht.

Der Programmierer sollte moglichst viel Information auf seine
Eingaben (Anfragen) erhalten. Das kann bei der Programmeingabe
durch umfangreiche syntaktische und semantische Kontrollen er-
reicht werden oder beim Programmtest durch gezielte Bereit-
stellung von Information iiber den Fortgang der Abarbeitung.

Die Effektivitédt des Dialogcompilers ist weiterhin von groBem
Interesse. Effektivitdtssteigerungen sollten durch konzeptionel-
le Betrachtungen erreicht werden und nicht zu Lasten des
Nutzers gehen, denn fiir ihn soll der Dialogcompiler ein gutes
Hilfsmittel sein.

Es ergeben sich also drei wesentliche Forderungen an einen
Dialogcompiler:

1. Giinstige Antwortzeit
2. GroBe Information
3. Effektivitéat des Dialogcompilers

Aus diesen Forderungen konnen weitere SchluBfolgerungen gezogen
werden:

- Es ist glinstig, wenn der Compiler bei Eingabe einer Programm-
zeile soweit wie mdglich die Syntax kontrolliert und auch
Hinweise auf semantische Fehler gibt.

- Nach AbschluB der Programmeingebe bzw. der Korrektur eines
Programms stdren etwas griBere Wartezeiten nicht. Hier kbnnen
Vorbereitungen (z.B. Objektcodegenerierung) fiir eine schnelle
Antwort auf weitere Anfragen (z.B. Testanweisungen) durchge-
fihrt werden.

- Die Effektivitdt des Dialogcompilers verlangt die Lokalisie-

rung des Einflusses der Korrekturen.

- Die Einschrénkung auf lokale Information bei der Eingabe einer
Programmzeile (keine Beachtung anderer schon eingegebener
Programmteile) kidnnen eine weitere Effektivitdtsverbesserung
bringen.
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4, Syntax- und Semantiktest bei der Programmeingabe

Die Forderung nach umfangreicher Information fiir den Program-
mierer und die Beschriénkung des Syntax- und Semantiktests auf
eine eingegebene Programmzeile widersprechen einander. Beide
Wege sind aber gangbar. Im zweiten Fall kann die globale Infor-
mation beim Programmtest nachgeliefert werden. Hier ist der
Programmierer wieder aufnahmeféhig fiir diese Information. Ande-
rerseits lenkt aber derartige Information von der Programmlogik
ab, die es beim Testen in erster Linie zu kontrollieren gilt.

Ein globaler Fehlertest bei der Programmeingabe filhrt zu einer
Compilerstruktur, wie sie im Bild 1 dargestellt ist. Die Be-
stimmung der Verarbeitungsattribute ist soweit wie mdglich vor-
zuziehen, um auch semantische Fehler erkennen zu konnen. Es gilt
zu priifen, ob mit vertretbaren Effektivitétsverlusten diese
Compilerstruktur auch fiir den Dialogbetrieb nutzbar gemacht
werden kann. Vor allem wird es um eine Lokalisierung des Ein-
flusses von Korrekturen gehen.

5. Realisierung von Dialogcompilern, Lokalisierung des Ein-
flusses von Korrekturen

5.1. Dynamische Bestimmung von Verarbeitungsattributen

Will man die Korrektur an Programmen moglichst einfach gestal-
ten, so bietet sich die im Bild 3 dargestellte Compilerstruktur
an.

Bild 3

Dialogcompiler mit dynamischer Be-
stimmung der Verarbeitungsattribute

(Die gestrichelten Pfeile deuten an,
daB von C und S nur suf Grund loka-
ler Kontrollen Beitrédge zu V er-
folgen. )

Alle Verarbeitungsattribute, die nicht ales lokal anzusehen sind,
werden zur lLaufzeit bestimmt. Gleichzeitig erfolgt zur Laufzeit
eine Kontrolle der globalen Syntax.

Da in C nicht auf Verarbeitungsattribute Bezug genommen wird,
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die auBerhalb der bearbeiteten Zeile definiert worden sind,
bleibt der Code der Zeile unverdéndert gliltig, bis die Zeile
selbst korrigiert wird. Nach einer Korrektur sind damit immer
nur die verdnderten Programmzeilen zu bearbeiten, eine sehr
leichte und mit geringem Aufwand realisierbare Aufgabe.

Zur Laufzeit ist eine dynamische Bereitstellung der nicht lo-
kalen Verarbeitungsattribute erforderlich. Weiter muB3 der Pro-
grammablauf interpretiert werden. Bei der Programmiersprache
BASIC sind viele Verarbeitungsattribute lokal (Variable, Fel-
der, Funktionen kOnnen eindeutig erkannt werden. Es gibt nur
einen Datentyp). Hier lassen sich diese Aufgaben relativ effek-
tiv realisieren /4/. Da es in BASIC kein Blockkonzept gibt, ist
es auch denkbar, die Verarbeitungsattribute vor Programmabar-
beitung einmalig zu bestimmen und in dafiir vorgesehenen Spei-
cherplédtzen bereitzustellen (im wesentlichen Adressen von Gros-
sen), um so die Programmabarbeitung insgesamt noch effektiver
zu gestalten, wie es im Abschnitt 9.4 der Arbeit /5/ vorge-
schlagen wird.

In Programmiersprachen wie ALGOL 60 ist die Realisierung des
Laufzeitsystems nicht so effektiv mdglich. Das Blockkonzept
erfordert zur Laufzeit den Aufbau einer Identifierliste, wie
sie sonst bei Ubersetzern zur Zeit der Codegenerierung erfor-
derlich ist. Weiteren Aufwand bereitet die Kontrolle des Pro-
grammablaufs, insbesondere die Bestimmung der Adressen von
Sprungzielen. Die Abarbeitung ist etwa so schnell wie die Code-
generierung im Ubersetzer fiir die Stapelverarbeitung /6/.

5.2. Objektcodegenerierung so spé&t wie moglich

Die im vorigen Abschnitt skizzierte Compilerstruktur wird dann
besonders uneffektiv, wenn Programmteile h#ufig abzuarbeiten
sind, was auch im Testbetrieb der Fall sein kann.

Es liegt daher nahe, zwar weiterhin dynamisch die nichtlokalen
Verarbeitungsattribute zur Laufzeit zu bestimmen und dynamisch
den Programmablauf zu kontrollieren, aber vor der ersten Abar-
beitung einer Zeile abarbeitsf&#higen Maschinencode zu generie-
ren, wie es iR /6/ von H. Schmid vorgeschlagen wird. Bild 4



zeigt die entsprechende Compilerstruktur.

Bild 4

Objektcodegenerierung
zur Laufzeit

Nach Korrekturen miiBte man entweder den bis dehin erzeugten
Maschinencode als ungiiltig ansehen oder den EinfluB der Kor-
rektur auf die Verarbeitungsattribute lokalisieren und nur den
betroffenen Code streichen. Die Lokalisierung des Einflusses
einer Korrektur wére wie folgt mdglich:

- Zusammenstellen aller Gr&Ben, deren Verarbeitungsattribute
veréndert wurden

~ Zusammenstellen aller in einer Zeile benutzten GroBen

- PFalls eine Zeile abgearbeitet werden soll, priifen, ob die
Verarbeitungsattribute einer GrdSe in der Zeile verdéndert
wurden und eventuelle erneute Codegenerierung.

Bei dieser Form der Dialogcompiler ist die Laufzeit noch rela-
tiv stark durch die dynamische Attributbestimmung und Kontrol-
le des Programmablaufs belastet. Die ILokalisierung der Korrek-
turen erfordert schon nicht zu vernachlédssigenden Aufwand.
Nachteilig fiir den Dialog wdhrend der Testphase wirkt sich
weiter aus, daB immer wieder die Programme zur Codegenerierung
benctigt werden. Das filhrt zu einer stédrkeren Belastung der
Arbeit mit den externen Geréten.

5.3. Frilhe Objektcodegenerierung mit Lokalisierung des
Einflusses von Korrekturen

Um die Laufzeiteffektivitdt zu verbessern, bietet es sich an,
schon nach AbschluB einer Programmeingabe bzw. nach erfolgter
Korrektur ein vollsténdiges Objektprogramm bereitzustellen.
Den Nutzer wiirde an dieser Stelle eine etwas groBere Wartezeit
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nicht stdren. Weitere Fehler kdnnten so schon vor der Programm-
abarbeitung erkannt und angezeigt werden. Als Compilerstruktur
bietet sich die im Eild 1 festgehaltene Form an, entsprechend
der schon bei der Programmeingabe umfangreiche Fehlerkontrollen
moglich sind. Dieses Compilermodell wurde dem Entwurf des
¥S~-Algolcompilers zugrunde gelegt. Um der Forderung einer hohen
Effektivitét gerecht zu werden, muB eine einfache und mdglichst
gute Lokalisierung des Einflusses von Korrekturen mdglich sein.
DafB3 dies realisierbar ist, gilt es im folgenden aufzuzeigen

und spater durch Messungen am MS-Algol zu belegen.

Im folgenden wird von ALGOL 60 ausgegangen. Unter einer Korrek-
turumgebung soll zundchst ein zusammenhéngendes Programmstiick
verstanden werden, das alle Korrekturen enthélt. Alle Korrek-
turen in elng Umgebung einzuschliefBen, bedeutet fiir die weite-~
ren Betrachtungen keine wesentliche Einschrénkung, da zwei
"weit voneinander entfernte" Korrekturen als zwei selbsténdige
Korrekturen behandelt werden konnten.

Um den Begriff Korrekturumgebung weiter prédzisieren zu kdnnen,
gilt es festzustellen, welche syntaktischen Strukturen man zur
Bildung einer Korrekturumgebung zulassen sollte. Dabei sind
folgende Bedingungen zu beachten:

1. Die Sprachelemente miissen hinreichend allgemein gew&hlt
werden, so daB sich aus ihnen immer eine Korrekturumgebung
bilden 1l&B8%t.

2, Beginn und Ende der Korrekturumgebung miissen sich leicht
lokalisieren lassen.

3. Die Korrekturumgebung sollte ein mdglichst klein€s Programm-
stlick sein.

4. Die selbsténdige Bearbeitung der Korrekturumgebung durch
den Compiler sollte leicht realisierbar sein.

Man kdnnte daran denken, gleichzeitig unterschiedliche Sprach-
elemente zur Bildung von Korrekturenumgebungen zuzulassen
(Ausdriicke, Anweisungen und Vereinbarungen). Dadurch wiirde man
sicherlich der ersten und dritten Forderung geniigen. Das Bs-

107



stimmen der Korrekturumgebung und deren Bearbeitung wiirde da-
gegen Fallunterscheidungen erfordern. Die Bearbeitung miiBte
fiir jeden dieser Fdlle realisiert werden.

Es liegt nahe, sich bei der Bildung von Korrekturumgebungen
auf liickenlose Folgen von konstituenten Anweisungen eines
Blocks oder Verbunds zu beschrédnken. Die folgenden beiden Be-
merkungen machen diesen Sachverhalt deutlich.

Bemerkung 1:

Wird in einem Programm eine liickenlose Folge von Anweisungen
durch eine andere Folge von Anweisungen ersetzt, so bleiben
Typ, Art und Modus aller auBerhalb der ersetzten Anweisungs-
folge definierten GrdSen unverdndert. Von den GréBen, die in
der eingesetzten Anweisungsfolge definiert werden, konnen
auBerhalb nur Merken benutzt werden.

Bemerkung 2: .

Eine liickenlose Folge von konstituenten Anweisungen eines
Blocks oder Verbunds 1&8% sich durch eine beliebige andere
Anweisungsfolge ersetzen, ohne dafl dadurch gegen die kontext-
freie Syntax von ALGOL 60 verstoBSen wird.

Bemerkung 1 und 2 zeigen, daB die selbsténdige Bearbeitung
dieser Anweisungsfolgen und ihre Lokalisierung relativ einfach
ist. Wiirde man als Korrekturumgebung beliebige Anweisungsfolgen
zulassen, so miiten zus&tzlich noch zwei F#dlle beziiglich der
Korrekturmdglichkeiten beachtet werden. Nach do und else und
nach einem Prozedurkopf kann eine Anweisung durch eine belie-
bige andere ersetzt werden, nach then eine unbedingte Anweisung
durch eine andere unbedingte Anweisung.

Diese Uberlegungen fiihren zu einem Korrekturkonzept auf der
Grundlage folgender Korrekturumgebungen.

Eine Korrekturumgebung ist ein zusammenhéngendes Programm-
stlick, das die folgenden Bedingungen erfiillt:

1. Das Programmstiick enthdlt alle Korrekturen.
2. Vor der Korrektur ist das Programmstiick eine konstituente
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Folge von Anweisungen eines Blocks oder Verbunds.

3. Nach der Korrektur éntsteht aus dem Programmstiick wieder
eine Folge von Anweisungen.

4. Die Korrekturumgebung ist das kleinste Programmstiick, das
diese Bedingungen erfiillt.

Die dritte Bedingung muB explizit gefordert werden, da es nicht
selbstversténdlich ist, daB nach den Korrekturen wieder eine
Anweisungsfolge vorliegt. Sind in einer Korrektur syntaktische
Fehler enthalten, so existiert nach dieser Definition keine
Korrekturumgebung. Es widre das ganze Programm neu zu bearbeiten,
wenn es dem Compiler nicht gelingt, diese Fehler ®Bo zu behan-
deln, daB nach ihrem Auftreten sinnvoll weitergearbeitet werden
kann.

Eine Korrektur kann bei einer derartigen Wahl von Korrektur-
umgebungen in folgenden Schritten bearbeitet werden:

1. Es wird die erste Anweisung der Korrekturumgebung bestimmt.

2. Es wird der Zustand des Syntaxanalysepasses hergestellt,
den er vor Verarbeitung der ersten Anweisung der Korrektur-
umgebung haben muS. ’

3. Nach Analyse der letzten Anweisung der Korrekiurumgebung
wird der SyntaxanalysepaB beendet. Die i{ibrigen Anweisungen
miissen nicht syntaktisch kontrolliert werden.

4. Der PaB zur Codegenerierung wird gestartet und der Zustand
hergestéllt, den er vor Verarbeitung der ersten Anweisung
der Korrekturumgebung haben mufl.

5. Nach der Codegenerierung fiir die letzte Anweisung der Kor-
rekturumgebung wird die Codegenerierung abgeschlossen.

Der Code der iibrigen Anweisungen bleibt unver#ndurt.

6. Nach der Codegenerierung werden die Sprungadressen entspre-
chend einer bei der Codegenerierung zusammengestellten bzw.
korrigierten Liste in den gesamten Objektcode eingetragen.

Bei diesem Korrekturkor ¢pt kann eine beim Testen unte-*mcrhene
Programmabarbeitung aul-srhald von in der Korrekturimgebune ent-
haltenen Blécken fortgesetzt werden.
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Der erste Schritt 148t sich relativ leicht realisieren, da
die Teile der Korrekturumgebung, die vor der ersten Korrektur
liegen, nicht neu bearbeitet werden miissen.

Von den sechs Schritten sind 2. und 3. am kompliziertesten zu
realisieren. Die Identifierliste (Hashliste mit einem Uberlauf-
bereich) wird sequentiell abgespeichert. In einem Programm-
vektor wird festgehalten, wo die Eintragungen in der Identi-
fierliste, die zu einer bestimmten Zeile gehdren, beginnen. So
wird es mdglich, den Inhalt der Identifierliste zu rekonstruie-
ren, den sie am Anfang einer Zeile hatte. Nach Bearbeitung der
Korrekturumgebung bleibt das Problem eventueller Sprﬁngerin

die Korrekturumgebung zu 1ldsen. Bei dem ersten Auftreten einer
Marke wird eine explizite Eintragung vorgenommen, wenn es sich
um eine Vereinbarung handelt, sonst .ine implizite. An einem
Blockende werden alle impliziten Markeneintragungen mit ent-
sprechenden expliziten bzw. impliziten Eintragungen des umfas-
senden Blocks verkettet, falls derartige Eintragungen vorhan-
den sind, sonst an neu zu erzeugende implizite Eintragungen fiir
die entsprechenden Marken. Weiter wird jedes Auftreten einer
Marke bei Erzeugung des Zwischencodes durch einen Verweis zu
der expliziten bzw. impliziten Eintragung des giiltigen Blocks
ercetzt und bleibt damit unabhéngig von der Position der Mar-
kenvereinbarung, was die Voraussetzung fiir 5. und 6. ist.

M8glichkeiten, die Korrekturumgebungen weiter einzuengen, sind
z.B. in /7/ beschrieben. Bei dem vorgestellten Konzept sind

1. weniger Informationen erforderlich.

2, Der Compiler arbeitet bei der erstcnv‘uersetzunp eines

Programms genauso wie bei der Pearbeitung einer forrekiur-

umgebung.

3. Die Objektprogramme sind bis aut die Behandlung von Farken
nicht vom Korrekturkonzept beeinfluBt.

4. Nach einer Programmunterbrechung und einer Korrektur kann
auBerhalb von korrigierten Bldcken wie iiblich weitergear-
beitet werden.

5. Der Aufwand zur Ubersetzung einer rrioBeren Korrekturumge-
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bung wird durch die sequentielle Arbeitsweise des Uber-
setzers in vielen Fdllen kompensiert werden.

Die Ausfilhrungen zeigen, daB sich mit geringem Aufwand und ohne
wesentliche Abweichungen von der Struktur eines sequentiell
arbeitenden Ubersetzers ein effektiv arbeitender Dialogcompiler
programmieren 1d8%t, der schnellen Objektcode erzeugt.

Zusammenfacsung

Es werden Hilfsmittel zur Beschreibung der Struktur von Dialog-
compilern bereitgestellt. Nach Angabe der wichtigsten Forde-
rungen an Dialogcompiler erfolgt eine Diskussion von drei cha-
rakteristischen Modellen fiir Dialogcompiler. Dabei zeigt es
sich, daB es m¥glich ist, ausgehend von der Struktur der sehr
effektiven batch-Compiler mit wenig Aufwand einen effektiv
arbeitenden Dialogcompiler mit teilweise Neuiibersetzung nach
Korrekturen zu programmieren. Die vorgeschlagene Variante ge-
stattet eine Fortsetzung der Testarbeiten nach einer Korrektur.
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Dietmar Schier

PL/1-Spracherweiterung durch Benutzung der Moglichkeiten des
Makrointerpreters

In meinem Beitrag mdochte ich einige Gedanken zur Anwendung
eines Konzeptes von PL/1 #uBern.

Beim Entwurf von PL/1 wurden von den Schopfern dieser Sprache
Moglichkeiten vorgesehen, auf dem Quelltextniveau Anderungen
vornehmen zu kdnnen. In der Literatur werden diese Moglich-
keiten als Moglichkeiten zur Ubersetzungszeit, Voriibersetzer-~
moglichkeiten oder Makromdglichkeiten bezeichnet. Die Uber-
fiihrung des Quelltextes in das Zielprogramm wird in den PL/1-
Implementierungen in zwei Etappen realisiert. In der ersten
wird der Quelltext entsprechend der in ihm selbst enthaltenen
Makroanweisungen modifiziert. Der Compilerteil, der diese Vor-
ibersetzung verwirklicht, heiSt Makrointerpreter. In der
zweiten Etappe erfolgt die eigentliche Compilierung. Fiir die
z.2. zur Verfiigung stehenden Betriebssysteme fiir ESER-Anlagen,
ist im OS/ES der PL/1-Makrointerpreter integraler Bestandteil
des entsprechenden PL/1-Compilers widhrend fiir den PL/1-Subset=
Compiler des DOS/ES ein PL/1-Makrointerpreter als zusdtzliches
Programm angeboten wird. Beziiglich der realisierten PL/1-
Makromdglichkeiten besteht zwischen beiden Betriebssystemen
Kompatibilité&t.

Infolge der schon im Aufbau von PL/1 liegenden Unabhéngigkeit
der PL/1-Makromdglichkeiten von den anderen Ausdrucksmitteln
von PL/1 und des Verfahrens der Ubersetzung kann man die PL/1-
Makromdglichkeiten als in sich geschlossene Sprache ansehen.
Losgeldst von ihrem eigentlichen Ziel, der Erzeugung eines
PL/1-Quellprogrammes, kann man so diese PL/1-Makrosprache als
eine Sprache zur Beschreibung spezieller Zeichenkettentrans-
formationen charakterisieren. Das Ausgangsobjekt fir die Trans-
formation ist eine Zeichenkette, im speziellen der PL/1~Quell-
text, die neben dem zu &ndernden Text die die Anderungen be-
schreibenden (PL/1-Makro-) Anweisungen enth&lt. Es sind fol-
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gende Arten von Texténderungen mdglich:

1. Erweiterung des Textes durch Texte aus Bibliotheken

2. Auswahl von Textteilen

3. Ersetzung ausgewdhlter Bezeichnungen (Namen) im Text
durch ihnen zugeordnete Werte

Die unter 3. angegebene Anderungsart geschieht derart, daB

eine Durchmusterung des Textes hinsichtlich ausgewdhlter Be-
zeichnungen (Namen) erfolgt und eine Ersetzung des Namens

durch den zugeordneten Wert vorgenommen wird. Dabei ist wesent-
lich, daB die Reihenfolge der Durchmusterung gesteuert werden
kann und der ErsetzungsprozeB rekursiver Gestalt ist. Die Wer-
te kOnnen vom Typ "Zeichenkette" oder "dezimale Festkommazahl"
sein., Es steht eine Festkommaarithmetik zur Verfiigung. Aus-
driicke kdnnen gebildet werden. Die PL/1-Makromdglichkeiten ent-
halten ein Prozedurkonzept. Bei Verwendung dieser Prozeduren,
die vom Gebrauch her den PL/1-Funktionsprozeduren &hneln und
Argument-Parameter-Beziehungen zulassen, verfiligt der Program-
mierer iiber ein sehr starkes Ausdrucksmittel, das er insbe-
sondere fiir komplizierte Werteberechnungen einsetzen kann.

Der PL/1-Makrointerpreter nimmt in der Ausgangszeichenkette
die gewilinschten Anderungen vor und stellt den ge&nderten Text,
der keine PL/1-Makroanweisungen mehr enthélt, in der Ausgabe-
zeichenkette, im speziellen als PL/1-Quellprogramm, zur Ver-
fiigung. Danach kann die eigentliche PL/1-Compilierung statt-
finden.

Als Anwendungen des Konzeptes der PL/1-MakromSglichkeiten sol-
len genannt werden:

1. Verwendung standardisierter Quelltextteile, die in Biblio-
theken gespeichert sind.
Besonders erscheint das sinnvoll fiir umfangreicke Verein-
barungen, wie beispielsweise fiir den Satzaufbau von Da-
teien.

2, Verwendung von Abkiirzungen oder Wahl anderer Bezeichnungen
fiir SchlilsselwSrter und Einfiihrung von Kurzformen flir wie-
derholt benttigte Anweisungsteile oder Anweisungen.
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3. Schaffung und Verwendung problemnaher Formulierungsmittel,
die in ihren Ausdrucksmdglichkeiten denjenigen von Fach-
sprachen nahekommen. Durch Programmierung geeigneter PL/1-
Makro-Prozeduren kann eine Menge von "Makros" bereitgestellt
werden, mittels derer dann die Programmierung eines Pro-
blems leicht auch durch einen PL/1 nichtkennenden Program-
mierer vorgenommen werden kann. In diesem Sinne kann eine
Erweiterung der Sprachmdglichkeiten von PL/1 erfolgen.

In der "PL/1-Sprachbeschreibung" fiir das OS/ES und in der
"Anwendungsbeschreibung filir den Makrointerpreter fiir das
DOS/ES" wurde versucht, fiir einige elementare Aufgaben der
Analytischen Geometrie der Ebene eine solche Makrosprache
zu konstruieren.

Ein in dieser Makrosprache geschriebenes Programm kdnnte
beispielsweise wie folgt aussehen:

% INCLUDE ANALYT;
BEGINN(GEOM)
VER(PUNKT, (A,B))
VER(SKALAR, (ABST))
LIES((A,B))
ABSTPP(ABST, A,B)
DRUCKE ( (ABST))
ENDE

Durch den PL/1-Makrointerpreter wird daraus ein zuléssiges
PL/1-Quellprogramm generiert. Im Programm werden zwei Variab-
len vom Typ "PUNKT" und eine Variable vom Typ "SKALAR" verein-
bart. Die Abszissen- und Ordinatenwerte der beiden Punkte A
und B werden eingelesen. Es wird der Abstand ABST zwischen
diesen beiden Punkten berechnet und gedruckt.

Die Makros BEGINN (...) und ENDE dienen zur Begrenzung des
Programmes. Durch die Anweisung % INCLUDE ANALYT; werden die
in der Bibliothek unter dem Namen ANALYT gespeicherten vorpro-
grammierten Makros dem Makrointerpreter zur Verfiigung gestellt.

Ich hoffe, durch meinen Beitrag einige Anregungen gegeben zu
haben, wie durch Nutzung der PL/1-Makromdglichkeiten die Pro-

15



grammierung erleichtert und der Programmieraufwand gesenkt
werden kann, was zu einer Erhdhung der Produktivitét in der
Programmierung fiihrt.

Vortrag, gehalten auf der 4. Tagung der DDR-ALGOL-Gruppe in
Rostock, Februar 1976 (s. auch Heft 2 dieser Reihe)

eingegengen: 23. 4. 1976
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Glinter Sietmann

Zur Auswahl wesentlichen mathematischen Wissens hinsichtlich
der inhaltlichen Abstimmung mit den Schulféchern Physik, Che-
mie und Biologie

Im Rabmen der Weiterentwicklung des sozialistischen Bildungs~
systems nehmen Fragen der Erhéhung des Ausbildungsniveaus im
Fachunterricht der allgemeinbildenden Schule breiten Raum ein.
Neben fachspezifischen Anliegen der einzelnen Unterrichtsfidcher
sind in letzter Zeit Erdrterungen iiber fachiibergreifende Ziel-
und Aufgabenstellungen unter dem Gesichtspunkt der allseitigen
Entwicklung sozialistischer Persdnlichkeiten mehr und mebr in
den Mittelpunkt geriickt.

Von Interesse sind hierbei Uberlegungen und MaBSnahmen hinsicht-
lich inhaltlicher und zeitlicher Abstimmung zwischen verschie-
denen Unterrichtsféchern. Uber einzelne grundlegende Ergebnisse
hierzu zwischen dem Mathematikunterricht und den Schulféchern
Pbysik, Chemie und Biologie wurde bereits berichtet (/1/, /2/).
Konsequenzen fir den Unterricht in Mathematik wurden ebenso
dargestellt (/3/, /4/, /5/) wie Hinweise zur Festigung und
Nutzung mathematischen Wissens und Konnens im naturwissen-
schaftlichen Unterricht (/6/). Grundlage dieser praxisorien=-
tierten Darlegungen waren die giiltigen Lehrpléne fir den Unter-
richt ip Mathematik, Physik, Chemie und Biologie sowie die
bierzu entwickelten Nachfolgematerialien (Lehrbiicher, Unter-
richtshilfen, Einzeldarstellungen fachlicher und methodischer
Art).

Die dynamische Entwicklung unserer Gesellschaft bringt in allen
Bereichen stdndig neue Probleme und Aufgaben hervor. Als eine
solche ist innerhalb der Schulausbildung die Frage nach notwen-
digen Verdnderungen des Bildungsinhalts der Schulfécher anzuse-
hen. Hier stehen wir vor einer langwierigen und komplizierten
Aufgabe, da neben Grundsatzfragen péddagogischer Art wvor allem
auch neue fachwissenschaftliche Ergebnisse in enger Verbindung
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mit Weiterentwicklungen von Péddagogik, Psychologie und Fachme-
thodik beriicksichtigt werden miissen.

Untersuchungen zur Auswahl und Anordnung des fachspezifischen
Wissens miissen die fachiibergreifenden Ziel- und Aufgabenstel-
lungen mit beihhalten, Fir das Fach Mathematik ergeben sich aus
dieser Sicht besonders vielfdltige Aufgaben, da mathematisches
Wissen wegen seines groBfen Umfanges und der vielseitigen Ein-
satz- und Verwendungsmdglichkeit in der Schulausbildung neben
der Muttersprache eine gewisse Schliisselstellung eipnimmt. Ein
" Ausdruck hierfiir ist der hohe Anteil des Mathematikunterrichts
im System der Unterrichtsfécher; nahezu jede fiinfte Unter-
richtsstunde der allgemeinbildenden Schule ist eine Mathematik-
stunde.

Im Rahmen theoretischer Analysen der Materialien des. naturwis-
senschaftlichen Unterrichts wurde das hier einbezogene mathe—
matische Wissen in Einzelarbeiten unserer Forschungsgruppe zu-
sammengestellt. Durch empirische Untersuchungen in allgemein-
bildenden polytechnischen Oberschulen sind wir gegenwirtig be-
miht, den Stand der Verwendung mathematischen Wissens in den
Féchern Physik und Chemie zu ermitteln.

Die bisher vorliegenden Ergebnisse beider Untersuchungsarten
lassen erkennen, deB bei zielgerichteter und zweckméBiger Nut-
zung der Vorleistungen des Mathematikunterrichts die Ergebnisse
der naturwissenschaftlichen Ausbildung der Schiiler verbessert
werden kénnen. Von Mathematiklehrern wird aber immer wieder
darauf verwiesen, daB eine zielstrebigere Vorbereitung des na-
turwissenschaftlichen Unterrichts méglich wére, wenn im Lehr-
plan des Mathematikunterrichts das von den Schiilern zu erwer-
bende mathematische Wissen, welches fiir fachiibergreifende Auf-
gabenstellungen als wesentlich angesehen werden muB, explizite
ausgewiesen wirde. Dieses wiirde auch den Lehrern der naturwis-
senschaftlichen Fécher helfen, exaktere SchluBfolgerungen fiir
den Einsatz, die Festigung und gelegentliche Erweiterung mathe-
matischen Wissens zu ziehen und im Unterricht durchzusetzen.

Notwendigkeit und Bedeutung der Auswahl wesentlichen mathema-
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tischen Wissens im fachilibergreifenden Sipnne haben in unserer
Forschungsgruppe zu umfangreichen wissenschaftlichen Auseinan-
dersetzungen gefiihrt. Die dabei gewonnenen Aspekte hinsichtlich
des Vorgehens hierbei sollen nachfolgend umrissen werden.

1. Grundlegende Aspekte

- Der Begriff "wesentliches mathematisches Wissen im fachiiber-
greifenden Sinne" darf nicht statisch aufgefaBt werdem; er
unterliegt vielmehr der Gesamtentwicklung von Zielen, Inhal-
ten und Prozessen des Schulunterrichts.

- Umnfang und Tiefe des von den Schiilern zu erwerbenden mathema-
tischen Wissens fachiibergreifender Art sollten in den Lehr-
plénen der einzelnen PFidcher mglichst exakt ausgewiesen wer-
den.

- Den Lehrern der Mathematik und der Naturwissenschaften sind
fachliche und methodische Hinweise zu geben fir das zielge-
richtete und abgestimmte Vorgehen bei der Einfiihrung, Festi-
gung und Nutzung mathematischen Wissens im fachiibergreifenden
Sinne.

2. Zielaspekte

- Bei der Auswahl des wesentlichen mathematischen Wissens im
fachiibergreifenden Sinne ist seine Bedeutung fiir die Persdn-
lichkeitsentwicklung des Schiilers von erstrangiger Bedeutung.
Das kritisch ausgewihlte Wissen dieser Art muB sich organisch
in die Zielstellungen der Wissensvermittlung, der Konnensent-
wicklung und der Erziehung der allgemeinbildenden Schule ein-
fiigen lassen.

- Wesentliches mathematisches Wissen im fachiibergreifenden Sin-
ne hat besonders enge Bezishungen zu den in den Schulféichern
Physik, Chemie und Biologie zu erreichenden Zielen. Deshalb
bediirfen diese besonderer Beachtung bei Festlegungen mathe-
matischer Inhalte.

— Das wesentliche mathematische Wissen im fachiibergreifenden
Sinpe muB iiberwiegend im Mathematikunterricht bereitgestellt
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3.

werden. Es muB sich in die fachspezifischen Anliegen dieses
Faches so einordnen, daB die Systematik bei der Erreichung
mathematischer Ziele und Aufgaben nicht gestort wird.

Wesentliches mathematisches Wissen, das im paturwissenschaft-
lichen Unterricht ohne entsprechende Vorleistungen aus dem
Mathematikunterricht eingefiihrt und genutzt wird, bedarf
einer zweckméBigen Abstimmung hinsichtlich der Ziele, Inhalte
und Methoden des Mathematikunterrichts.

Inhsltliche Aspekte i

Zum wesentlichen mathematischen Wissen im fachiibergreifenden
Sinne gehdren solche Wissenselemente, die unabdingbare Vor-
aussetzung fiir die fachspezifische Wissensvermittlung im na-
turwissenschaftlichen Unterricht sind.

Zu den Bestandteilen des wesentlichen mathematischen Wissens
im fachiibergreifenden Sinne z&hlen solche Elemente, die im
naturwissenschaftlichen Unterricht flir die Auspriégung fach-
spezifischer Kénnensqualitéten benstigt werden.

Mathematisches Wissen kann im fachiibergreifenden Sinne we-
sentlich sein, wenn es in hohem MaBe beitrégt zur Erreichung
fachspezifischer Erziehungsanliegen der einzelnen naturwis-
senschaftlichen Unterrichtsfécher,

4, Aspekte aus der Sicht des Unterrichtsprozesses

Grundlegendes mathematisches Wissen kann im Unterricht er-
folgreich bei der “Verdichtung“ der in verschiedenen Féchern
erreichten Einzelkenntnisse von Bedeutung sein. Das gilt ins-
besondere fiir Festigungsphasen und -stunden.

Mathematische Kenntnisse ~ insbesondere Verfahren und Metho-
den dieser Wissenschaft ~ ermdglichen die Aufdeckung von Be-
ziehungen, Verflechtungen und Durchdringungen zwischen den
Erkenntnissen verschiedener Wissenschaften. Manche Erkennt-
nisse solcher Art konnem einen guten Beltrag zur erfolgrei-
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chen Gestaltung des naturwissenschaftlichen Unterrichts lei-
sten; insbesondere hinsichtlich der Gewinpung tiefer theore-
tischer bzw. praxisorientierter Einsichten (polytechnische
Zielsetzungen) der Schule.

- Mathematische Vorleistungen bieten vielfdltige Anknipfungs-
punkte fir Einfiihrungen und Bearbeitungen naturwissenschaft-
licher Stoffe. Von besonderer Bedeutung sind dabei solche
mathematischen Elemente des Wissens, die fiir liberzeugende
Motivierungen und moderne Behandlungs- und Betrachtungswei-
sen genutzt werden konnen.

- Der nicht einfach zu handhabende ProzeB der bewuBten Erzie-
hung der Schiiler im Unterricht bedarf zweckméBiger Abstim-
mungen zwischen mathematisch-naturwissenschaftlichen Féchern.
Mathematisches Wissen kann wesentlich dazu beitragen, spe-
zielle Anliegen des naturwissenschaftlichen Unterrichts (z.B.
kritische Wertung empirisch ermittelter Daten) als auch
solche von allgemeinerer Bedeutung (u. a.: Erziehung von Ein-
sichten in die Zusammenhinge der historischen Entwicklung von
Mathematik und Naturwissenschaften) zu unterstiitzen.
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Klaus~Dieter Drews

Zur Definition der reellen Zahlen durch Dezimalbriiche

Wenn dieses Thema hier erneut aufgegriffen wird, so muB zunéchst
durch eine kritische Betrachtung der Literatur der Standpunkt
bestimmt werden. Die im Lehrbuch der Klasse 9 /5/ gegebeme
Definition: Eine reelle Zahl ist ein unendlicher Dezimalbruch
ohne Neunerperiode,

801l auch fiir uns Ausgangspunkt sein. Im Lehrbuch /5/ wird je~
doch ausdriicklich betont, daB8 auf die Definition der Rechenope-
rationen und den Nachweis der Rechengesetze verzichtet werden
muB. Somit ergibt sich die Notwendigkeit, Mathematiklehrern
und Studenten weitgehend schulgemiBe Moglichkeiten zur Ausfiil-
lung dieser Liicke aufzuzeigen.

Die Grundgedanken fiir den im folgenden eingeschlagenen Weg fin-
den sich in dem Beitrag /2/ von Flachsmeyer und Terpe, aller-
dings nur in skizzierter Form ausgefiihrt. Eine Ausarbeitung
dieses Ansatzes, die jedoch nicht immer bis in letzte Details
ging und zum anderen recht friithzeitig Cauchy-Folgen heranzog,
hat Prof. Dr. G. Burosch ar der Universit#t Rostock 1971/72 in
Vorlesungen vorgetragen, fiir die ich Ubungen zu betreuen hatte
und dadurch zur Beschéftigung mit dem Thema angeregt wurde. Als
wesentlich neues Moment gegeniiber diesen beiden Darstellungen
s0ll jetzt die Addition sogleich fiir beliebige Dezimalbriiche
definiert, also nicht eine Definition von Addition und Subtrak-
tion zunédchst nur fiir nichtnegative Zahlen und anschlieBende
Ubertragung durch Axiome auf die iibrigen F#lle vorgenommen wer-
den; dadurch lassen sich die additiven Strukturgesetze geschlos—~
sener gewinnen. Wisliceny konstruiert in seinem Buch /6/ den
Bereich der nichtnegativen reellen Zahlen R+ und begniigt sich
mit dem Hinweis, daB danach die Erweiterung zum Bereich der
reellen Zahlen R in der gleichen Weise vorgenommen werden kenn
wie die vorher behandelte Erweiterung vom Bereich der gebroche-
nen Zahlen Q+ zum Bereich der rationalen Zahlen Q. Ebendieses
Vorgehen findet man in dem Beitrag /4/ von Lemke und Stoye.
Auch die Arbeit /3/ von Holland ist eine Begriindung des Rech-
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nens mit nichtnegativen Dezimalbriichen.

Ich mochte davon ausgehen, daB vor Einfilhrung der reellen Zah-
len den Lernenden der Bereich der rationalen Zahlen bekannt
(innerhalb eines systematischen Kurses entwickelt worden) ist,
und es scheint mir daher iiberzeugender (und auch rationeller)
zu sein, wenn man eine vorldufige Definition und Untersuchung
zunéichst nur der nichtnegativen reellen Zahlen mit anschlies-
sender abermaliger Erweiterung vermeidet. Zum Abtun dieser
abermaligen Erweiterung mit einem Hinweis auf den Ubergang von
Q+ nach @ sei noch folgendes bemerkt: Konstruiert man nach @
zunéchst R+, so erfolgt dies aus dem Teilbereich Q+ von @, der
sodann als isomorph zu einem Teilbereich von R+ nachgewiesen
wird. Der anschlieBende Ubergang von R, nach R enthdlt eine
Uberlegung zur isomorphen Einbettung des Bereiches R+ in R, und
damit von Q+ in R. Als weitere Frage widre aber noch die iso-
morphe. Einbettung des gesamten Bereiches @ in R zu behandeln. -
In den folgenden Ausfilhrungen wird von Anfang an sofort der
Bereich aller reellen Zahlen behandelt, und es soll versucht
werden, die Definitionen der Rechenoperationen und die Beweise
der zugehSrigen Strukturgesetze giénzlich auf Dezimalbriiche zu
griinden, ja die Definition der Operationen zu orientieren an
dem praktischen (vielfach heuristischen) Umgang mit Dezimal-
briichen.” . Dabei tritt sehr bald der Begriff des Grenzwertes
von Zahlenfolgen hervor, jeder Dezimalbruch ist Grenzwert einer
speziellen Folge (s. (2.5)), und filr die Rechenoperationen ge-
winnt man Beziehungen (s. (2.6), (3.0), (3.9)), deren Giiltigkeit
dem Rechnen in der Praxis eine Rechtfertigung gibt. Der Kiirze
halber werden wir Beweise vielfach nicht ausfiilhren und auf die
(unschwer zu gewinnende) isomorphe Einbettung von @ in R schon
hicht mehr eingehen.

Y In /6/ werden die Dezimalbriiche im wesentlichen ledigljch
zum Beweis der Stetigkeit (vgl. unten Satz (1.4)) herange-
zogen, wihrend die Operationen und Strukturgesetze auf dem
Begriff der Intervallschachtelung beruhen.
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1. Festlegung der Ausgangsposition. Ordnungsrelation in R

Im folgenden bezeichne N den Bereich der natilirlichen Zahlen,
N¥® die Menge W\{0}, Ziffern Elemente der Menge {O, Ty se0y 9},
2 den Bereich der ganzen Zahlen, Q+ den Bereich der gebroche-
nen Zahlen, @ den Bereich der rationalen Zahlen, & die Menge
aller (unendlichen) Dezimalbriiche (d.h. & = (80’3132"‘:305 ZaA

{QM a; Ziffer , wobei a ,8.85... = b ,b b,... @/ \a; = bi)'

i
Rr(P) die Menge aller periodischen Dezimalbriiche ohne 9er-Perio-
de, r(e) aie Menge aller endlichen (abbrechenden) Dezimalbriiche
(Periode 0), R die Menge aller Dezimalbriiche ohne 9er-Periode
(reelle Zshlen). Setzt man @ ={i g : T€MA €™}, dann ist
folgender Divisionsalgorithmus DA bekannt: Zu gegebenen r und s

t1, essy 80 daB

existieren eindeutig bestimmte 8oy Bys eeey to’
gilt
= <
r-ao.s+to, aoet\T, 0 t°<s,

= s <
10.1:O = 84.8 + t,, a, Ziffer O t,<s,

10.t,_4 = &,.8 + t,, 8 Ziffer, 0% t <s (ned™).

Aus diesen Gleichungen folgt in Q+

a a a t
= 1 2 _n n
r-(ao+=|-b-+;]—02+... +1on).s+;]—on,
(1.1) ty
r = a.o, a.‘aa...an.s + ?—071 .

Wir denken uns DA unendlich fortgefiihrt, setzen DA(E) i=a ,8,8,
... und erhalten damit eine Abbildung DA von

{-:—' :rcAsc N in #. Da man sus £ = £ in Q_ auch DA (g—) =

DA(%) folgert, ist DA eine Abbildung von Q, in .
Wir definieren durch
ry .- T i W r
D(+%) := + DA(3), D( B) : DA(Z)

eine fiir das Weitere wichtige Abbildung D von Q in &®. Mit be-
kannter Argumentation {iberlegt man, da8 DA stets periodische
Dezimalbrfiche, allerdings niemals die 9er-Periode liefert, und
damit ist D eine Abbildung von @ in &(P),
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Betrachtet man noch die Teilmenge {-33 : aé€ ZAIlGN} von @, so
10

vermittelt D eine einfache Beziehung zwischen dieser lMenge und
®(®): Man schreibt in @
8 Bieeel
01 n _ . .
_—-?SH—__ = 8., Bieee8y (aoe Z; ag, eeey 8y Ziffern),
und andererseits gilt
8 8,...8
o1 ny _
__10n ) = a,, a.l...anOG
so daB man die genannte Teilmenge praktisch mit identifi-
zieren kann, da D zwischen diesen Mengen eine 1-1-Abbildung
ist. Wir machen uns dies zunutze und setzen

D( lR(e),

re)

(1.2) r(e). {-1—:?]- : anAnélN} ,

dadurch auch

D(-=2-
107

B
107

n 8%®) sind dann durch @ _eine Ordnungsrelation <, eine Addi-
tion + sowie eine Multiplikation . definiert, und zwar weiB
man iiber die 'iiblichen' Strukturgesetze folgendes:

< ist eine irreflexive totale Ordnung in m(e),

+ ist eine Operation in R g , die assoziativ, umkehrbar, kommu-
tativ, bez. < monoton ist,

. ist eine Operation in R(e)k die assoziativ, kommutativ, bez.

+ distributiv, bez. monoton, jedoch i. allg. nicht umkehrbar

ist.

Auf ﬁ(e) griinden wir die Definition von <, +, . in dem um-
,fassenderen Bereich R und libertragen die in r(e) gliltigen
Strukturgesetze. Zur Behandlung der Umkehrbarkeit der Multi-
plikation in ® in Abschnitt 3 werden wir D abermals heranzu-~
ziehen haben.

Ist a ein Dezimalbruch a_,a.e,..., S0 sei &(n) t= 8 ,8.8,...80
(o) °01) 2e2) B e

gesetzt (n ¢ W), (a'"’/, a''4 a'“; ...) heiBt Folge der kano-

nischen Néherungen von a. Mit den a(n) konnen wir, da sie in

m(°) liegen, rechnen.
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Definition: Fiir Dezimalbriiche a und b aus R sei
a < b @ V a(n)<b(n).
R n

Man sieht unmittelbar, da8 fiir Elemente a(m), @) aug gle)
genau dann a(m)< b(m gilt, wenn auch in [R(e) schon a(ngb(m)ist;
wir wollen daher die < -Zeichen nicht unterscheiden.

(1.3) Satz: <ist eine irreflexive totale Ordnung in R.
Den leichten Beweis ktnnen wir iibergehen. - In dem folgenden
Satz, der fiir den weiteren Aufbau wesentlich ist, wird die

wichtigste gegeniiber @ neue Eigenschaft von R ausgedriickt (die
Stetigkeit).

(1.4) Satz: In R besitzt jede nichtleere nach oben (unten) be-*
schrénkte Teilmenge M ein Supremum (Infimum).

Der Beweis fiir die Existenz von sup(M) in dem Fall, daB8 M posi-
tive Zahlen enth#lt, kann'aus /6/ {ibernommen werden. Ganz &hn-
lich ktnnen die Beweise fiir die anderen Fidlle gefilhrt, auch
mittels der Beziehungen sup(M) = -inf(-M), inf(M) = -sup(-M)
(M := {-x : xeM} ) teilweise vereinfacht werden.

Insbesondere gilt a = sup fa n)} fiir a 2 0, dagegen a = inf aﬁa
fiir a = O, Das stédndige Gegenwdrtigsein der Folge (a(n)) als

"Ann&herungsfolge" (spdter werden wir schreiben & = lim e(n))‘,
ned oo
als Definition von a, ist eine wesentliche Voraussetzung zum

Versténdnis des Weges, reelle Zashlen als Dezimalbriiche einzu-
fithren.

Fiir die Untersuchung der Addition in R stellen wir uns noch ein
Hilfsmittel bereit und betrachten fiir a € R in m(e) neben der
Folge (a(n)) die Folge (g(n))’ deren Glieder definiert werden

durch
(n)

g(n) := a —1—n,n¢(N.
10

(1.5) Fir beliebiges a aus R gelten die Aussagen

/\ z(’“” 2 z(n) (d.h., (Z(n’) ist monoton wachsend),
n

os gibt beliebig groSe n mit &(1*+1)>3(R)
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a = sup {a(n)} (unabhéngig vom Vorzeichen!).

Beweis: Aus den Beziehungen

~(n+1) _ _(n+1) 1 _ () n+1 1
g = e - e @20 mepp = ey
10 10 10
2 _ 3 - 1 =a@ _ 1 _ g
107* 1087 107
folgt, das 31 - ¥(®) ysenstens fir a,,q = 9 moglich ist,

und somit tritt, da a keine 9er-Periode hat, immer wieder das
> -Zeichen ein. Weil stets E(n) < a ist, aber andererseits
E(n) und a‘?/ mit wachsendem n um beliebig wenig differieren,

\gilt sup {ﬁ(n)} = a.

2. Addition in R

Wilnschenswert als Ziel der Uberlegungen ist, fiir beliebige a,
b aus R.die Summe a + b so zu definieren, daB

a+b=1lin (@™ 4 b))

peC 1 J
ist. Doch wir konnen diese Beziehung nicht zur Definition von
a + b verwenden, weil dazu eine .prédzise Fassung des Grenzwert-
begriffes notig ist; sofern wir nicht noch andere Begriffe
heranziehen wollen (etwa den der Intervallschachtelung), lautet
eine bekannte Definition: Flr Folgen (gn) gilt
(2.1) limg =g w AV A (n>0 =g, - gl<e),
n->00 220N n

und hier wird in 8, -8 =28, + (~g) die Addition benutzt, die
somit vor der Einfilhrung dieses Grenzwertbegriffes definiert
werden muf.

Beschrénkt man sich am Anfang auf nichtnegative Dezimalbriiche,
so wire die Definition

a +b := sup {a(n) + b(n)} (a 20, b 20)
mdglich. Die Einbeziehung der negativen Dezimalbrliche, kdnnte
durch zusdtzliche Axiome erfolgen, wobei die Beweise der Struk-

$urgesetze allerdings unter den damit notwendigen Fallunterschei-
dungen leiden., Um dies zu vermeiden, benutzen wir folgende
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Definition: Piir a und b aus R sei
a ; b := sup {E(n) + %(n)].

(Das Supremum existiert nach Satz (1.4), de ao+1+bo+1 eine
obere Schranke ist.)

Zundchst stellen wir fest, daB die neu definierte Addition
eine Erweiterung der schon in R(e) bekannten + ist, d.h., fir

Elemente a(® ), b(m) aus &(®) gilt a (@) b 2™ (m),
denn es ist al™ 4+ (™) - gyp {a(m)(n) i S b(m)(n) _JE_};

10 10
nun sind die Glieder a(m)(n) - _li + b(m)(n) — fiir be-

10
liebiges n kleiner als a(m) + bbm), Jjedoch fiir nam gleich

am , pm) _ _2 (m)
n

brauchen daher19m weiteren die +-Zeichen nicht zu unterscheiden.

, womit a + b(m) das Supremum ist. - Wir

Erste Struktureigenschaften der Addition in R sind in dem fol-
genden, leicht zu beweisenden Satz zusammengefafBt.

(2.2) Satz: 1. /\ a+b=>+ a;
a,b

2. /A\ a+ 0 ; a;

a
3. /\ \/ a + (-a) = 0, némlich
a -a

-8 = -8,,8q0.. fiir a = 8 s8qecey

-8 = 8,,81... filr a = =8,,81000 wobei
aOE W: (die eindeutige Bestimmtheit von -a
ist in Satz (2.3) enthalten);

4. /\ (a€bda+cb+c)
a,b,c

Etwas schwieriger ist der Beweis des Assoziativgesetzes, denn

man hat etwa (& + b) + ¢ = sup(& a(n) b(n } + c, aber fir die

weitere Umformung nach Definition der Addition fehlt die Folge

der kanonischen Niéherungen des ersten Summanden (jedenfalls

ist i. allg. (a + )7/ # a n 4y (n) ). Wir beweisen dazu einen

Hilfssatz: Seien (gn) und (hn) monoton wachsende und beschriénkte
Folgen in R. Dann ist
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sup {g | + sup {h ] = sup {g, + hy} -
Beweis: Es sei a = sup (;(n)s 1= sup {gn},
b = sup {g(n)B := sup {h_}.
Nach (1.5) ist stets ﬁ(n)<'a, und wegen sup {gn% = a folgt
daraus /\ Vv z(n)< ey’ ebenso gilt /\ Vv (n)< hM Hier-
n N - n M
aus erhdlt man mit dem Gesetz (2.2.4) die Aussage
/n\ \I,(/;(n) + 3@ ¢ gg + by £ a + b,
wenn man némlich als K jeweils das Maximum von N und M wéhlt
sowie die Monotonie der Folgen (gn), (hn) heranzieht. Damit

gilt
sup {

d.h. & + b £ sup (g, + b} £a+d,
woraus die Behauptung folgt.

@ 4 gy < sup {gn +h )% a+0b,

Nunmehr ktnnen wir die noch fehlenden additiven Strukturge-
setze in R beweisen, die Assoziativitét und die Umkehrbarkeit.

(2.3) Satz: 1. /ﬁ\ (a+b)+c=a+(b+c);

a,b,c

2. /\ \/ a + X = b, nimlich x = (-a) + b; die
a,b X
Losung x ist eindeutig bestimmt, und man setzt
sodann b - a := X,

Beweis: Zu 1. Es ist nach Definition bzw. (1.5)
(a + b) + ¢ = sup {E(n) + %(n)} + sup (E(n)i .

Weil die Folgen (K(n) + %(n)) sowie (g(n)) nach (1.5) monoton
wachsen, kSnnen wir den Hilfssatz anwenden und erhalten, da
die Assoziativitdt der Addition in m(e) schon benutzt werden

kann,
(a + b) + ¢ = sup (K(n) + 3@ 4 gy,

Mit gleichen Argumenten folgt schlieBSlich
(a + b) + ¢ = sup {;(n)s + sup {g(n) + ;(n)s =a+ (b+c)

Aussage 2. folgt unter Benutzung des soeben bewiesenen Asso-
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ziativgesetzes.

AbschlieBend zu den additiven Strukturgesetzen sei vermerkt,
daB sich (2.2.4) mittels Satz (2.3) sofort zum Monotoniegesetz
bez. < verschérfen 1&8t:

alb,c a<b=sa +c<b+ c.

Wie iiblich kdnnen der Betrag |al fiir Elemente aus R und mit
ihm durch (2.1) Grenzwert, und damit Konvergenz von Folgen
definiert werden.

(2.4) Satz: 1. Jede nach oben (unten) beschrénkte monoton
wachsende (fallende) Folge ist konvergent, und
zwar gegen ihre obere (untere) Grenze.

2. Fiir konvergente Folgen (gn), (hn) ist auch die
Folge (gn + hn) konvergent, und zwar gilt

1lim (gn + hn) 11m gn + lim h.

. N> 0 n-se0
Die aus der Analysis bekannten Beweise fiir diese im folgenden
benstigten Aussagen kénnen iibertragen werden, denn sie arbeiten
mit den bereitgestellten Begriffen und Aussagen.

Weil nun die Folge (a(n)) filr a 2 0 monoton whHchst bzw. filr
a < O monoton f&llt und im ersten Fall a = sup {a'®’}, da-
gegen im zweiten a = inf {a(n } gilt, folgt aus (2.4.1) in bei-
den Fdllen
(2.5) & = 1in a(®

n-oeo )
Damit ist das eingangs dieses Abschnitts formulierte Ziel er-
reicht, denn (2.4.2) liefert

1lim a(n) + lim b(n) = 1lim (a(n) + b(n)), d.h,

nee Nt n+w
(2.6) a + b = 1im (a(n) + b(n)).
Nwow

Anmerkung: Das Arbeiten mit Dezimalbriichen a ist ein Umgang

mit konvergenten Folgen, niéimlich den Dezimalbriichen selbst, auf-
gefaBt als (definiert durch den Grenzwert der) Folge (a(n)).
Auch andere Folgen, etwa (@ R ), haben denselben Grenzwert a,
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und nach (2.6) hat (a(n)+ b(n)) denselben Grenzwert wie

((a + b)(n)), aber dieses Aufsuchen des Grenzwertes von Folgen
ist im Grunde jeweils nur das Bestimmen einer weiteren Folge
von kanonischen Ni&herungen, die zur gegebenen Folge um eine
Nullfolge differiert. Sieht man so in einem Dezimalbruch selbst
lediglich eine spezielle konvergente Folge, dann wird eine ge-
wisse Néhe zu anderen Wegen der Einfithrung reeller Zshlen er-
kennbar.

3. Multiplikation in R

Fir die Definition der Multiplikation steht uns der im vorigen
Abschnitt bereitgestellte Grenzwertbegriff fiir Folgen zur Ver-
fligung. Man liberlegt sich leicht, daB fiir Dezimalbriiche a und b
die in R'®’ zu verstehende Folge (a(n) . b(n)) monoton und be-
schrénkt ist, und zwar fiir nichtnegative Glieder monoton wéchst,
im anderen Fall monoton féllt, da die Folgen (a(n)), (b(n))
monoton sind, und eine (passende) Schranke findet man unter
den Zahlen (ao +1) . (bO + 1). Damit ermdglicht Satz (2.4.1)
folgende

Definition: Fiir a und b aus R sei

(3.0) a.lhb t= 1im (a(®), p (@),

n->e

Es ist sofort zu sehen, daB fiir Elemente a(m), b(m) aus R(e)
hierdurch kein neues Produkt definiert wurde, weil fiir n 2 m
stets (a(m)(n)_b(m)(n)) = a(m).b(m) ist., Wir werden daher im
folgenden nicht zwischen den .-Zeichen in R bzw. R(e) unter-
scheiden. - Erste Eigenschaften der Multiplikation in R sind

zusammengefaBt in folgendem

(3.1) Satz: 1. /ﬁ\ a.b = b.a;
a,b

2. /\ 1.a = a A (=1).a = -a;
a

3. /\ (a.b = 0&>a = Ovb = 0);
a,b

4. /\4 (a£bAc20=2a.c$ b.c)
a,b,c
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Zum Beweis weiterer Strukturgesetze benttigen wir wieder einen

Hilfssatz: Seien (g,) und (h ) monotone und beschrénkte Folgen
in R, und zwar entweder wachsend mit nichtnegativem
Grenzwert oder fallend mit nichtpositivem Grenzwert.
dann ist }Iin:o g, - }lﬂhn = ;llimw(gn.l%).

Beweis: Mit a := 1lim [ b := 1lim hn ist fiir a = 0 vb = 0 die

n»o0 N>

Behauptung klar (wenn men bedenkt, daB konvergente Folgen be-

schrénkt sind). Sei nun beispielsweise a > 0 A b > 0; fiir alle

(hinreichend groBSen) n gibt es dann M, so daB fiir m > M gilt

0% a® :1<gmﬁa/\0f'b(n)-—1 <n b,
10

 Hieraus erhdlt man mit (3.1.4) sowie Gesetzen aus R(e)

a(®) p(m) _ —lﬁ (™ . p()y 4 2

10 10

Grenzwertbildung (unter Benutzung von (2.4.2) und lim (—1E)=0)
nse 10

a.b £ 1im (gn.hn) € a.b, woraus die Behauptung folgt. In den

Tl 00

= € 8neby £ g,b, und durch

Fdllen a > 0O A b < O sowie a < O A b < O kann man ganz ana-
log vorgehen.

Mit dem Hilfssatz lassen sich das Assoziativgesetz der Multi-
plikation und das Distributivgesetz in R beweisen:

(3.2) Satz: 1. /ﬁ\ (a.b).c = a.(b.c);
a,b,c

2% /ﬁ\ (a + b).c = a.c + b.c.
a,b,c
Im Beweis von 2. ist fira =0 vb =0va+b =0 (d.h.
b = -a = (-1).a) die Behauptung klar, wihrend man ih den wei=
teren Pdllen zur Anwendung des Hilfssatzes neben (c(n)) Je=
weils eine geeignete monotone Folge mit dem Grenzwert a + b
benstigt.

Wir kénnen nun auch (3.1.4) zum Monotoniegesetz der Multiplika-
tion bez. < verschérfen:
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(3.3) /\ a<bAc > O0=%a.c< b.c,
a,b,c

denn a.¢ = b.c, d.h. (b = a).c = O kann unter den getroffenen
Voraussetzungen nicht eintreten.

Eine Verallgemeinerung des Hilfssatzes beinhaltet der
(3.4) Satz: fiir konvergente Folgen (gn) und (hn) ist auch die
Folge (sn’hn) konvergent, und zwar gilt

lim (g .h ) = lim g . lim h
N-»eo nhn nMn n—»gon

Der geldufige § -Beweis dieser Regel kann aus der Analysis iiber-
tragen werden, wobei darauf hingewiesen sei, daB fiir die Um-
formungen u.a. das Distributivgesetz benstigt wird.

Durch die bisherigen Uberlegungen konnten wir die Ordnungsre-
lation < sowie die Rechenoperationen + und von R'®’ auf R
tibertragen und die in m(e) gliltigen Strukturgesetze auch fiir
R beweisen; auBerdem haben wir den Satz von der oberen Grenze
(1.4) und einige Regeln iiber das Rechnen mit Grenzwerten von
Folgen erhalen. Es fehlt von den Strukturgesetzen in R noch
die Umkehrbarkeit der Multiplikation. Dies Gesetz der Umkehr-
barkeit gilt in R(e nicht, ist jedoch eine charakteristische
Eigenschaft von @, und wir werden es daher mittels der Abbil-
dung D auf R iibertragen. Zuvor stellen wir {iber D folgende
Aussagen bereit:

(3.5) Fir L aus @ gilt D(X) = r.p(}) in .

(3.6) Aus £ < 2 in @ folgt D(X)<D(®) inwm.

(Dabei r, 8, u, v € 2)

Beweis: Zu (3.5). Wir beweisen filr » 2 O und 8 > O
pA(E) = r.DA(D),

woraus sich unmittelbar die allgemeinere Behauptung ergibt.
Ist a := DA(%), so gilt nach (1.1) in m(e), und damit in R
t

r = a(n).s + —g mit 0 £ ¢t < & (new).
10
Hieraus folgt durch Grenzwertbildung (mittels (2.4) und (3.4))
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r = a.,s8, d.h. T = DA(E).B.

Insbesondere ist 1 = DA(%).S, und nach Multiplikation der

vorigen Gleichung mit DA(%) erhalten wir die gewlinschte Aus-
sage. Zu (3.6). Vorausgesetzt sei o. B. d. A. 8 = v > 0, und
demnach r < u (dies in @, R(®), R). Mit D(%)>0 folgt dann aus-
(3.5) und (3.3) D(B) = r.D(E) <u.D( = D).

Zur Umkehrbarkeit der Multiplikation werden wir sogleich zeigen,
daB fiir a € R\ {0} die Gleichung a.a~! = 1 stets eine Losung
8-1 th, némlich

-1 . 10%
a := 1im D ). Y

M0 (1ona(n)

Die Schwierigkeit zurBestimmung des Inversen von a liegt darin,
daB die Inversen der abbrechenden Dezimalbriiche a‘?’ selbst
schon im allgemeinen nicht abbrechend sind. Der Techtsstehende
Grenzwert existiert nach Satz (2.4.1), denn fiir

a >0 gilt 0 <a® £ a(®*1) 35 g(e) ynd damit in @
o<10na(n) " 10n+1a(n+1)

102 108+

, woraus in @

108 > 108+7
10na(n) 1on+T;’(n+1)

>0 folgt. Hieraus erhdli man mit

. 108
(3.6), daB die Folge D(;EE;TET) in IR monoton fallend, noch
ten beschréinkt, und daher konvergent ist. Filr a < 0 hanici®

s

sich um eine monoton wachsende Folge negativer Glisder; «

ebenfalls konvergiert. - Flir abbrechende Dezimalbriiche =
erhélt man iUbrigens

-1 om
@™ < (195,
10%a'\ "
da die zu betrachtende Folge fiir groBe n konstant ist.
(3.7) Satz: /\ V a.x = b, némlich x = a~'.b; die L3sungx
a®0,b x

ist eindeutig bestimmt, und man setzt sodann

Y n so gro8, deB8 Nenner nicht verschwinden.
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Die fiir den Beweis wesentliche Aussage, a.a'1 =1, folgt un-
mittelbar mittels (3.4) und (3.5).

Eine weitere Moglichkeit zur Berechnung von Quotienten ergibt
sich aus dem

(3.8) Satz: Piir konvergente Folgen (gn) und (hn) mit lim 8y, #0

n-»>o0
2 .1 1
gilt 1. 1im = = b T
N->e0 gn nim_' gn
h lim h
2. 1im = = B2
n-» &n &y
N0

Der ¢-Beweis fiir 1. kann iibertragen werden, die zweite Aussage
folgt sodann in Verbindung mit Satz (3.4).
Insbesondere hat man jetzt

lim b(n) (’n) ( ) On
b n-»«o . b . n 1
L. = lim >y = lin (v, D( )
. lim a'® N a'l? n->eo 107,22

N->o0

. 107, p(0)
= 1lim D(—————r—y—) ; dies besagt:
n»e 10%,a'" ’ &

(3.9) Zu reellen Zahlen a, b (a # 0) erhélt man durch Anwendung
des Divisionsalgorithmus auf die rationalen Zahlen

10% (1)
@7 (n € W) Glieder einer Folge von Dezimalbriichen
107a

mit dem Grenzwert g .
108 (1) :
Berechnet man von D(;SE;TET) Qqur jeweils z.B. die n-te kano-

nische Néherung (n = 0, 1, 2, ...), so erhdlt man eine Folge

abbrechender Dezimalbriiche, die - wie nun leicht zu folgern -
ebenfalls den Grenzwert = hat.
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