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Dieter Neßelmann 

Über irreduzible Ideale in 1-dimensionalen lokalen Ringen 

(R,M) sei stets ein lokaler Ring der Krull-Dimension 1 mit dem 

maximalen Ideal M und o.R = QnA
0 

eine Darstellung des Null

ideals, bei der Q die isolierte 1-dimensionale und A
0 
eine

mögliche M-primäre Komponente ist. R ist ein Cohen-Macaulay 

Ring genau dann, wenn o.R = Q, und nach /3/ ein Buchsbaum-Ring 

genau dann, wenn M.Q = o.R. Ein Element zEM ist genau dann 

ein Parameter in R, wenn Q :  z.R = Q. Ist N ein endlicher R

Modul, bezeichnen wir mit L(N) seine Länge als R-Modul. In /1/ 

wird gezeigt, daß für ein M-primäres Ideal B die Länge 

L(B:M/B) die Anzahl der irreduziblen Komponenten von B ist. 

Nach /2/ ist diese Anzahl für Parameterideale z. R s M in Cohen

Macaulay Ringen eine Ringinvariante. Wir zeigen hier fUr belie

bige 1-dimensionale lokale Ringe: 

Satz 1: Sind a und x Parameter, dann gilt 

L(ax.R:M/ax.R) L(x.R:M/x.R) + L((x,Q).R:M/(Q,x.R:M)) + 

+ L((a,Q)x.R/ax.R) - L((a,Q)x.R:M/ax.R:M). 

Satz 2: Sind y = a.x und z = b.y Parameter und Q.x.R = o.R, 

dann gilt (L(y.R:M/y.R) = L(z.R:M/z.R), wenn a, b e M. 

Für Buchsbaum-Ringe ergibt sich mit obigen Voraussetzungen:

Folgerung 1: L(y.R:M/y.R) = L(ax.R:M/ax.R) � 

=L(x.R:M/x.R) + L((x,Q):M/x.R:M) � L(x.R:M/x.R). 

Folgerung 2: Für jeden Parameter z � ax. R ist 

L(z.R:M/z.R) = L(ax.R:M/ax.R). 

Hieraus erhält man 

Satz 3: Sind y,z e M zwei Parameter in einem 1-dimensionalen

lokalen Buchsbaum-Ring, so daß y = a.b und z = c.d mit 
a,b,c,d€M, dann gilt L(y.R:M/y.R) = L(z.R:M/z.R). 

Wir wollen nun obige Aussagen beweisen. 

Beweis zu Satz 1: Wir zeigen zunächst: (x) /'\ (ax,Q) • (a,Q)x. 
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Offenbar ist (a,Q)x = (ax,Qx) - (x)n(ax,Q). Sei z = e.ax + d 

e(x) mit c eR und d e Q. Dann ist notwendig d e (x) л Q = (x)Q, 
also d = d'.x mit d' e Q und daher z = (c.a + d')x f(a,Q)x. 

Insbesondere haben wir 

(a,Q)x.R : M = (x.R : M) л ((ax,Q).R : M) 

und die Isomorphism 

(ax,Q)/(a,Q)x = (ax,Q)/(x)n (ax,Q) = (x,Q)/(x) 

sowie 

(ax,Q):M/(a,Q)x:M = (ax,Q):M/((x) :M)n ((ax,Q):M) = 

= ((ax,Q):M, x.R:M)/x.R:M £ (x,Q):M/x.R:M. 

Wir zeigen jetzt: ((ax,Q):M, x.R:M) = (Q, x.R:M). 

Offenbar ist (Q, x,R:M) £ ((ax,Q):M, x.R:M). Sei ze(ax,Q):M, 

also z.M S (ax,Q). Dann ist z.a = r.ax + q mit reR und q<= Q, 

also (z-r.x)aeQ, was z-r.xeQ zur Folge hat. Daher ist 

z = r.x + q'e (x,Q) C (Q, x.R:M) und somit. 

((ax,Q):M, x.R:M)£ (Q, x.R:M). 

Zusammenfassend ergibt sich 

(ax,Q) :M/(a,Q)x:M = (Q, x.R:M)/x.R:M - (x,Q) :M/x.R:M. 

Für die Modullängen erhält man hieraus 

L(ax.R:M/ax.R) = L((ax,Q):M/(ax,Q)) - L((ax,Q):M/(a,Q)x:M) 

- L((a,Q)x:M/ax.R:M) + L((ax,Q)/(a,Q)x) + 

+ L((a,Q)x.R/ax.R). 

Da R/Q ein Cohen-Macaulay Ring ist, ergibt sich nach /2/, 

Theorem 3, L((ax,Q):M/(ax,Q)) = L((x,Q):M/(x,Q)), und daher 

L(ax.R:M/ax.R) = L((x,Q):M/(x,Q)) - L((Q, x.R:M)/x.R:M) + 

+ L((x,Q)/x.R) + L((a,Q)x.R/ax.R) - 

- L((a,Q)x.R:M/ax.R:M). 

Eine weitere Zusammenfassung liefert die Aussage, qed. 

Lemma: x und у seien zwei Parameter. Dann gilt 
(x.y,Q):M = (x((y,Q):M), Q) = (y((x,Q):M), Q). 

Beweis; Wir brauchen nur eine Gleichheit zu zeigen. Offenbar 

ist (x((y,Q):M), Q) £ (x.y,Q):M. Sei z.M £ (x.y,Q). Dann ist 

insbesondere z.y-r.x.y«Q mit r e R und daher z-r.xeQ, etwa 

z » r.x + q. Ist meM beliebig, so gilt z.m = r.x.m + q.m 
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€(x.y,Q), etwa z.m = s.x.y + q' und somit r.x.m-s.x.y e Q 

sowie r.m-s.yeQ. Daher ist r.M - (y,Q), also re(y,Q):M, was 

z = r.x + qe(x((y,Q):M), Q) zur Folge hat, qed. 

Beweis zu Satz 2: Aus Satz 1 ergibt sich 

L(z.R:M/z.R) = L(y.R:M/y.R) + L((y,Q):M/(Q, y.R:M)). 

Each dem Lemma gilt 

(y,Q):M = (x((a,Q):M), Q) - (x(a,Q):M, Q) = (ax.R:M), Q), 

also L((y,Q) :M/(Q, y.R:M)) = o, qed. 

Folgerung 1 ergibt sich unmittelbar aus Satz 1, da wegen 

M.Q = o.R auch x.Q = o.R ist. Hieraus ergibt sich gleichzeitig 

Folgerung 2. Satz 3 erhält man aus Folgerung 2 unter Beach¬ 

tung von 

L(y.R:M/y.R) = L(y.z.R:M/y.z.R) = L(z.R:M/z.R). 

Literatur: 

/1/ Gröbner, W. Über irreduzible Ideale in kommutativen 

Ringen; Math. Ann VTO 197 - 222 (1935) 

/2/ Northcott, D.G. On irreducible ideals in local rings; 

J. London Math. Soc. Д2 82 - 88 (1957) 

/3/ Stückrad, J. und Vogel, W. 

Eine Verallgemeinerung der Cohen-Macaulay 

Ringe und eine Anwendung auf ein Problem 

der Mulitplizitätstheorie 

J. Math. Kyoto Univ. Ц 513 - 528 (1973) 
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DDR 25 Rostock 
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Lothar Berg 

Anwendungen innerer und äußerer Inversen 

Es seien V, V' zwei Mengen, A ein Operator von V in V' und 

R ein Operator von V' in V. Gilt eine der Gleichungen 

A = ARA, R = RAR, (1) 

so heißt R nach /8/ im ersten Fall eine innere und im zweiten 

Fall eine äußere Inverse von A. Solche verallgemeinerten In

versen kann man benutzen, um Gleichungen 

Ax = f (2) 

bei gegebenem f e V' nach x e V aufzulBsen. HierUber gibt es 

eine Reihe von Ergebnissen, von denen einige jetzt verallge

meinert und in möglichst einheitlicher Form zusammengestellt 

werden sollen. 

Der Einfachheit wegen nehmen wir an, daß V, V' lineare Vektor

räume mit demselben Koeffizientenring und A, R lineare Opera

toren sind. Aus A, R bilden wir�ie Operatoren 

P = I - RA, Q = I - AR, (3) 

wobei I sowohl den Einheitsoperator über V als auch den Ein

heitsoperator über V' bezeichnet, beide Operatoren sind durch 

die Beziehungen 

AP = QA, PR = RQ (4) 

miteinander verknüpft. Ist eine der Beziehungen (1) erfüllt, 

so verschwinden die entsprechenden Produkte in (4). Außerdem 

sind dann P, Q Projektoren, d.h., es gilt 

P2 = P, Q2 = Q. (5) 

Ist umgekehrt P Projektor, so ist auch RA Projektor, d.h., es 

gilt RA = RARA. Hieraus folgt bei rechtsinvertierbarem A die 

zweite und bei linksinvertierbarem R die erste der Bez1entlllgeD 

(1). Analog folgt, falls Q Projektor ist, aa;a Alt= Af(Af( bei 

linksinvertierbarem A die zweite und bei reohtsinvertierbarea 
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R die erste der Beziehungen (1). 

Satz 1: Die Gleichung (2) ist zu dem System der Gleichungen 

x = Px + Rf, APx = Qf (6) 

äquivalent. 

Beweis: Aus (2) folgt durch Multiplikation mit R die erste und 

durch Multiplikation mit Q unter Beachtung von (4) die zweite 

der Gleichungen (6). Umgekehrt folgt aus (6) wegen (3) 

Ax = APx + ARf = (Q + AR)f = f. 

Dieser Satz ist eine Verallgemeinerung von Satz 3 aus /1/, 

wenn man davon absieht, daß letzterer sogar für gewisse nicht¬ 

lineare Operatoren gilt. In /6/ wird er bei der Auflösung li¬ 

nearer Gleichungssysteme angewendet. Dabei ist es nicht er¬ 

forderlich, daß R innere oder äußere Inverse von А ist. Die 
Nützlichkeit von Satz 1 erkennt man aus folgendem 

Zusatz: In (6) genügt es, die zweite Gleichung nach Rx auf¬ 

zulösen und das Ergebnis in die erste Gleichung einzusetzen, 

um die allgemeine Lösung von (2) zu erhalten. Ist APx = Qf 

nicht lösbar, so ist auch (2) nicht lösbar. Verschwinden AP 

und Qf, so kann Px (im Bildbereich von P) beliebig gewählt 

werden. 

Beweis: Es sei Py Lösung von APy = Qf und x = Py + Rf. 

Dann gilt wie beim vorhergehenden Beweis Ax = f sowie 

Px = (I - RA)Py + PRf = Py + (PR - RQ)f = Py. 

Die letzten beiden Aussagen sind nach Satz 1 evident. 

Es sei jetzt В ein weiterer im allgemeinen nichtlinearer Ope¬ 
rator von V in V, den wir in die Gleichung (2) als Störungs¬ 

operator einbauen. 

Satz 2! Ist R Innere Inverse von A, so ist die Gleichung 

(A + В) X = f (7) 

zu dem System 
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x = Px - RBx + Rf, QBx = Qf (8) 

äquivalent. 

Beweis: Die Richtigkeit dieses Satzes folgt sofort aus Satz 1, 

wenn man dort f durch f - Bx ersetzt und AP = 0 beachtet. 

Im Unterschied zum vorhergehenden Fall läßt sich das System 

(8) im allgemeinen nicht entkoppeln. Doch haben wir auch dies¬ 

mal wieder einen praktischen Vorteil, denn es gilt der folgen¬ 

de 

Zusatz: Ermittelt man Ry und Bz aus dem System 

Bz = B(Py - KBz + Rf), QBz = Qf, 

so ist X = Py - RBz + Rf die allgemeine Lösung von (7). 

Beweis; Man verifiziert leicht die Gleichungen Ex = Py, 

Bx = В z und findet dann 

Ax = AR(f - Bz) = f - Bz = f - Bx. 

Die Vorteile dieses Lösungsverfahrens zur Auflösung linearer 

Gleichungssysteme wurden (in leichter Abänderung) in /2/ vor¬ 

geführt, dabei wurde А dort speziell als zirkulante Matrix ge¬ 

wählt. Auch die Arbeit /4/ zur Auflösung entarteter Gleichun¬ 

gen kann als praktische Illustration zu diesem Verfahren ange¬ 

sehen werden. Allgemein wird man es verwenden, wenn zwar für 

den in (7) auftretenden Operator А + В keine innere Inverse 
bekannt ist, wohl aber für einen möglichst guten Näherungsope¬ 

rator A. Die Operatoren А + В und А brauchen dabei keineswegs 
dieselben Auf1ösungseigenschaften zu besitzen. 

Bei der Auflösung komplizierterer Systeme als (6) bzw.. (8) ist 

es notwendig, aus gegebenen Projektoren neue zu bilden. 

Hilfssatz: Sind P1, Pg Projektoren und ist PQ ein weiterer li¬ 
nearer Operator über V, so ist P » P1 + ?2 - PQ genau dann 

Projektor, wenn 

Po2 = Po + (р1 - V (p2 - V + (P2 - V (P1 - V (9) 

gilt. Im Pall P0 = Pg lautet diese Bedingung 
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(10) (I - P1)P2P1(I - Pg) = 0. 

Ist außerdem P^Pg Projektor, so ist auch PgP1 Projektor. 

Beweis; Aus 

f - P^)P^ + PgP^ + (P, _ p^)(Pg _ p^) + Pg(Pg _ p^) 

und 

- PoP1 + P2P1 + % - (?2 - Po^P1 - V - ^ 
ist unmittelbar ersichtlich, daß (9) zu P2 = P äquivalent ist. 

Im Fall PQ = P^ Pg folgt aus 

(?1 - po^p2 -^0) = ^(i_ Pg)(i _ p^)Pg 

= - W1 - P1P2> = Po2 - Po 
und 

(P2 - P0)(P1 - P0) = (I - P^PgP^I - P2) 

die zweite Behauptung. 

Durch Auflösung der Klammem erhalten wir aus (10), falls P^ Pg 

Projektor ist, 

P1P2 + P2P1 = P1P2P1 + Pg P^ Pg, 

und hieraus ergibt sich durch Multiplikation von links mit Pg, 

daß dann auch PgP-j Projektor ist. 

Zwei Spezialfälle dieses Hilfssatzes wurden in /3/ bewiesen 

und dort zur Herleitung asymptotischer Aussagen verwendet (vgl. 

auch /7/). 

Im folgenden ersetzen wir das Operatorenpaar A, R durch n 

Paare A^, R^, i = 1, .... n, und führen analog zu (3) die 

Operatoren P± = I - R^A^, = I - A^R^ ein. Weiterhin bilden 

wir die Operatormatrizen 

А = (A1 Ag ... An) , R = (R1 P^Rg ... Pi*,,Pn-^n^‘ (11) 

Satz 3; Zu den Operatoren (11) gehört nach (3) der Operator 

P = p1 p2 ... Pn . (12) 
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Ber Operator R ist genau dann innere Inverse von A, falls 

AXP = 0 (13) 

ist und genau dann äußere Inverse von A, falls 

PRi = 0 (14) 

ist für i = 1, ..., n. 

Beweis; Durch Muliplikation der Operatoren (11) finden wir 

RA = R1A1 + P^gAg + ... + P1 - •. Pn-1RnAn' 

Substituieren wir hier R^A^ = I - P^, so heben sich in der 

Summe alle inneren Glieder heraus, und es bleibt 

RA = I - Pr..Pn 

übrig, d.h. (12). Der Operator R ist genau dann innere Inver¬ 

se von A, falls AP = 0 gilt, d.h. (13), und genau dann äußere 

Inverse von A, falls PR = 0 gilt, d.h. 

P?1...Pf_iRf = 0 

für i = 1, ..., n. Für i = 1 ist diese Bedingung mit (14) 

identisch. Für 1=2 besagt sie wegen 

PP^Rg = P(I - R^A^Rg = PRg = 0 

ebenfalls nichts anderes als (14). Entsprechend läßt sich die 

Äquivalenz dieser Bedingungen auch für die weiteren Werte von 

i rekursiv nachweisen. 

Die Matrizen AR und Q (vgl. (3)) lassen sich ebenfalls ge¬ 

schlossen angeben. Um die Ergebnisse zu vereinfachen, wollen 

wir aber die Voraussetzungen verschärfen. 

Zusatz; Sind die Rj innere Inversen der Operatoren A^ mit 

AiRj = О (Ш 

für 1 £ $<-ji £ n, so ist (13) erfüllt, und es gilt 

AR = diag (A1R1 AgRg ... AnRn), 

Q = diag (Qn Q2 ... Qjj). 



Beweis: Aus 

Vi • • • рі-і A^(I — R^A^ )...(! — Rn. i—1 i-1 ) = A, 

und AiP1 = 0 folgt 

A^P-j • • • = 0 (16) 

und damit (13). Wegen (11) hat die Matrix AR an der Stelle 

(i,j) das Element 

W-ViY 
Für i < j ist es wegen (16) gleich 0. Für iij ist es gleich 

A^Rj, so daß die Behauptungen wegen (15) bewiesen sind. 

Ein Spezialfall von Satz 3 wurde in /5/ bewiesen. Setzen wir 

nur (16) voraus, so ist ebenfalls (13) erfüllt, und die Ma¬ 

trizen AR und Q sind untere Dreiecksmatrizen. Für i = 1 be¬ 

sagt (16), daß wenigstens R^ innere Inverse von A^ ist. Für 

i = 2 lautet (16) AgB^Pg = °> und diese Bedingung ist für (10) 

hinreichend. 

Eine Anwendung von Satz 3 ergibt sich, wenn dieser Satz bei 

erfüllter Voraussetzung (13) mit Satz 1 gekoppelt wird. Dann 

findet man für das System simultaner Gleichungen 

A.x - f., ..., A X - f (17) 

unter der notwendigen und hinreichenden Lösbarkeitsbedingung 

Q(f1 ... fn)T = 0 die allgemeine Lösung 

X = Py + R.J f 1 + + ••• + P1#• Pn-1Rn^n* (18) 

wobei у in V beliebig vorgegeben werden kann. Zwei Bei¬ 

spiele hierzu wurden in /5/ behandelt. 

Gleichungssysteme: Ein weiteres Beispiel erhalten wir, wenn wir 

% in (17) als gewöhnlichen m-dimensionalen Spaltenvek'tor und 

die А^ als gewöhnliche m-dimensionale Zeilenvektoren 

Ai = (ai1 aim) 

wählen. Nehmen wir der Einfachheit wegen an, daß die Matrix 
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A = (a^j) regulär und damit m = n ist, so können wir die als 

zu den rechtsinverse Spaltenvektoren wählen, die außerdem 

den Bedingungen (15) genügen. Die Gleichungssysteme 

i = j,...,n, wobei das Kroneckersymbol bezeichnet, sind 

dann nämlich bei festem j stets nach Rj auflösbar. Mit diesen 

Rj liefert (18) die Lösung von (17), wobei wegen der Regula¬ 

rity! von А natürlich P = 0 ist. Für kleine n kann die Lösungs¬ 

darstellung (18) auch zur numerischen Auflösung des Gleichungs¬ 

systems (17) verwendet werden, für große n sind aber andere 

numerische Verfahren vorzuziehen. 

Faktorisierungen: Nach Einführung eines weiteren Vektorraumes 

V" möge А die Faktorisierungen 

A = AJj 

für i = 1.n besitzen, wobei die lineare Operatoren von 

V in V" und die A^ lineare Operatoren von V" in V seien. 

Bilden wir jetzt aus einer beliebigen Lösung x von (2) die Ele¬ 

mente 

Bix = yi* (19) 

so erfüllen sie die Gleichungen 

А±у± = f (20)- 

und besitzen mit den früheren Bezeichnungen nach Satz 1 die 

Darstellungen 

Уі = Piyi + Rif" (21) 

Im folgenden sollen n lineare Operatoren von V" in V mit 

1 ■ ё °a 
existieren. Dann besitzt jede Lösung von (2) wegen (19) die 

Darstellung 
n 

= = TZ СіУі, (22) 
i=1 1 1 

15 



und hieraus folgt durch Einsetzen von (21) wie in (6) 

X = Px + Rf mit 

r- p = L_ c.p^., H = СА, 

wobei sich der Zusammenhang (3) zwischen diesen Operatoren un¬ 

mittelbar nachprüfen läßt. 

Abschließend wollen wir uns der umgekehrten Fragestellung zu¬ 

wenden, unter welchen Bedingungen das Element (22) mit gewissen 

oder sogar beliebigen Lösungen (21) von (20)eine Lösung der 

Gleichung (2) bzw. der simultanen Gleichungen (19) ist. Die 

letzte Aussage ist eine Verschärfung der vorhergehenden, da 

aus (19) und (20) stets (2), aber aus (2) und (20) zunächst 

nur A1(B±x - y±) = 0 folgt. 

Satz 4: Ist das System simultaner Gleichungen (19) lösbar, so 

ist die Lösung eindeutig bestimmt und wird durch (22) gegeben. 

Ist 

AC^IL = 0 (23) 

für alle i, so ist R innere Inverse von А und (22) ist bei er¬ 
füllter Lösbarkeitsbedingung Qf = 0 eine Lösung von (2). Sind 

alle innere Inversen der zugehörigen Operatoren A^, so ist 

für (23) die Bedingung 

Wa = (24) 

für alle i, j hinreichend, und (22) ist bei erfüllter Lösbar- 

keitsbedingung Qf = 0 auch eine Lösung von (19). 

Beweis; Es sei B^z = y^ für alle i. 

n 

X = L_ C,B. z = z. 
i=1 1 1 

Aus (23) erhalten wir 

AP = JZL AC.P.B. = 0, 
i%T 111 

Dann folgt aus (22) 

so daß R innere Inverse von А ist. Weiterhin folgt aus (21), 
(22) und (23) 
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Eckart Keller 

Über das Randverhalten biharmonischer Funktionen in der 
Hyperkugel 

1. f sei eine stetige Fuoktion auf der Kugeloberfläche aB der
Kugel B mit dem Radius r uod

u(x) := PI(f, ilB)(x) 
das Poissonsche Integral, so ist 

lim u(x) = f(z) • 
X-ill: 

z € 3B 

Wird in der Po�ssonschen Integralformel der Ausdruck 

(dOn ist das Oberflächenmaß auf c3B)

durch ein beliebiges signiertes Maß ;4, von beschränkter Varia
tion auf den Borelschen Teilmengen von iJ B ersetzt. so erhalten 
wir aus dem Satz von Fatou eine Aussage über das Konvergenzver
halten von PI( ,u • d B)(x), weno x gegen den Rand der Kugel B 
strebt. Bei Annäherung von x innerhalb eines bestimmten Kegels 
mit der Spitze in z, ,IB an den Punkt z existiert bis auf eine 
Menge vom Oberflächenmaß Null fast überall ein Grenzwert, der 
gleich der Ableitung des Maßes ,,t, in diesem Punkt ist. Vgl./�/

s. 68.

Für biharmonische Funktionen in der Kugel existiert eine dem
Poissonschen Integral entsprechende Integraldarstellung 

b(x) := P(g0,g1, aB)(x).

Erfüllen die Randfunktionen g0 und g1 gewi.sse Stetigkeits- und
Differenzierbarkeitsbedingungen, so konvergiert b(x) gegen die

vorgegebenen Randwerte. Vgl. /2/ s. 160 

g
0
(y)d0n(y) und g1(y)d00(y) können ebenfalls durch belie-

bige sic;nierte Maße /4' und 1 ersetzt werden. In der vorliegen
den Arbeit wird das Randverhalten von b(x) und� b(x) mit 

illxl 

beliebigen signierten Maßen von beschränkter Variation unter-



sucht. Wenn x gegen ze3B innerhalb eines Kegels mit der Spitze 

z konvergiert, strebt b(x) bis auf eine Menge vom Oberflächen¬ 

maß Null gegen die Ableitung von /и im Punkt z. Unter bestimm¬ 
ten Voraussetzungen an das Maß /г kann auch die Konvergenz von 

Maßes 4 im Punkt z erreicht 
3lxl 
werden. 

2. Punkte des n-dimensionalen Euklidischen Baumes Rn (n = 2) 

werden mit kleinen Buchstaben ohne Index bezeichnet 

X = (x^,« Der Abstand zwischen zwei Punkten x und у ist 

wie folgt definiert 

n 
(x,y) := xi yi • 

öS- (X) sei das System der Borelschen Teilmengen einer kompakten 

Menge X C BD. 

Ein signiertes Maß /U ist eine £ -additive Mengenfunktion auf 

<&• (X) mit M (0) = 0, die auf kompakten Mengen endlich ist. 

ju kann in zwei positive Maße /i + und ~ zerlegt werden. 

S* = • 

Die totale Variation von/, ist |/<| ;= /,+ + und die Norm 

||//||:= sup |^I(P). 
F£ *S-(X) 

Ist ||xt У < + oo so sagen wir, daß das signierte Maß /U eine be¬ 
schränkte Variation hat. 

Gilt eine Aussage außerhalb einer Menge vom /«-Maß Null, so 

sagen wir, daß sie für {U -fast alle Punkte (/t-f.a.) gilt, 

oder sie gilt fast überall bezüglich ^ (/,-f.ü.). 

В bezeichne eine Hyperkugel im Bn mit dem Radius г und Э В ihre 

Oberfläche. Ohne Beschränkung der Allgemeinheit sei der Mittel- 



Punkt von В mit dem Nullpunkt О des Koordinatensystems iden¬ 
tisch.. 

В := jx : x£Rn,|x|<r, r >oj 

dB := jx : x£KD,|x|= r, r>oj 

dOg sei das Oberflächenmaß auf Ъ В und die Oberfläche der 

n-dimensionalen Einheitskugel, f sei eine integrierbare Funk¬ 
tion auf 5 B, dann ist 

r 2 2 
PI(f, 9b)W := ф- j ^ ~ b.n f(y)dOD(y) , p=|x|<r, 

эв 7 
das Poissonsche Integral. sei ein signiertes Maß auf J5 ( dB), 
dann bezeichne 

/•2 2 
Pl(A, 9B)(x) := JTF" I Г — P- в > P=lx|<r. 

nx J Ix - уI 
9 В 

3 vn~2 Durch Berechnung des Ausdruckes —>y -— mit Hilfe des 
3^ IX - y|n 

Kosinussatzes können wir aus der Formel von Edenhofer (vgl. /2/ 
S. 150 (3)) eine Lösungsformel des Dirichletschen Problems für 
die Bipotentialgleichung in einer n-dimensionalen Kugel gewin¬ 
nen. 

P(S0,g1,3B)(x) := L^-E2J1 ( 
4 ш r7 ' 

D 3B 
n<r2|'^~°”^|X^i~ SO(y)d0D(y) 

_ (^2-p2),2 
U) r 

D / 
Э в 

|x-yl 
ö 81(y)dOn(y) (1) 

z sei ein fester Punkt auf 3 B. Die Randfunktionen gQ und g1 

seien in einer Umgebung von z stetig. In Polarkoordinaten habe 
gQ die Darstellung gQ = g0(j>1. •••» f n-1^* so sel nacb 

? 1> *••* f n-1 einmal stetig differenzierbar, dann ist nach 
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Edenhofer (vgl. /2/ S. 160 Satz 2) 

lim 
x+z 

|X| =p <r 

- P(s0.g1. 9B)(x) = g,(z) 

SCP2)1 

i = 0j1 

wobei die Konvergenz von x gegen z auf einer beliebigen Kurve 

innerhalb В erfolgen kann. 

Sei Pt(a , 2b)(x) : = 2І£_=£_)£ f -L^d^Cy) , 
4«; r? / |x-yi 

D 3 В 

во erhalten wir aus (1) 

P(,A , 1 , i3b)(x) := Pr( А , <3B)(x) - -p ) #)(%) 

4r2 

- (r2-p2) PK-? , <9B)(x), (2) 

wobei А und 1 signierte Maße von beschränkter Variation auf 
«ir (dB) sind. 

Bezeichnen wir mit 

Ps((6 , ЭВ)(х) ! = / (r2-P2)2 tx-yln+2 
d,* (y) 

Pt(,A , 9B)(x) 

j |x-yln+4 

und 

so ergibt sich 

-2— P(f,l,»B)(i) — Рг(/-,гв)(х)-2S— PsQt/,3B)(x) 

Эр2 4* 4",r3 

+ (°+2)" Pt(,A , SB)(l) 
16 u^r^p2 

Sri [(2 + n-^-2~-£-2-))PI(A, 2B)(x) - z!pr(/.,aB)(x) 

4r2 V 4p2 p2 
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(3) + (2 + °Сг2-р2))д:( ^ , гв)(х) - —рг( 1 , эв)(х) . 

4р2 Р2 

Aus Gründen der Übersichtlichkeit wurde die Ableitung nach 

benutzt. Das bedeutet keine Einschränkung, da sich die Ablei¬ 

tungen eindeutig aus den Ableitungen —^ nach der Formel 

= 55 ~h u(p) 

berechnen lassen und umgekehrt. 

Um das Handverhalten der Ausdrücke (2) und (?) zu untersuchen, 

müssen zunächst die Ableitungen der signierten Maße Л und ( de¬ 
finiert werden. 

Cz ^ bezeichne einen Kegel in В mit der Spitze im Nullpunkt 0, 

dessen Achse mit der Geraden durch 0 und z e SB zusammenfällt 

und dessen halber Öffnungswinkel cc ist (О Ѣ d Ѣ -8p). 

Z,oC 

Der Kegel C 

COS CC 3 

z, oC 

ixllff ' 1} • 

schneidet aus der Kugeloberfläche die abge¬ 

schlossene Polkappe K™ Ä mit dem Mittelpunkt z £ Эв heraus. 

Z,ot != °z,ccn3B 

d 2 bezeichne die Mengen aller Polkappen К™ л mit dem Mittel¬ 

punkt z. cd z bezeichne die Menge aller Polkappen Kz ^ , die den 

Punkt z enthalten, z muß aber nicht Mittelpunkt dieser Polkap¬ 

pen sein. Existiert 

*00 lim 

°n(K) 
oD(K)-+o 

bzw. lim 

K£<€ 

on(K)-+o 

m 0D(K) 

so heißt dieser Limes die Ableitung bzw. symmetrische Ablei¬ 

tung des signierten MaßesM im Punkt z und wird mit (z) bzw. 
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Dg^t(z) bezeichnet. Wenn D/u(z) existiert, existiert auch 

Dg^(z), und es ist D^(z) = Ds(«(z). Als zweite symmetrische 

Ableitung bezeichnen wir den Grenzwert, falls er existiert, wie 

folgt 

In dieser Arbeit sollen nur nicht-tangentiale Limiten der Aus¬ 

drücke (2) und (3) untersucht werden. Aussagen über tangentiale 

Grenzwerte des Poissonschen Integrals an einen Handpunkt eines 

Kreises werden in /1/ und /4/ gemacht. u(x) sei eine in В defi¬ 

nierte Funktion. Der radiale Limes von u(x) im Punkt z e ЭВ ist 

der Grenzwert 

R-lim u(x) != lim u( A, z) . 

X—*z A-»1- 

Ez(0 ) sei ein Kegel in В mit der Spitze im Punkt z t SB und 

dem halben Öffnungswinkel © (0 = © < Ц), dessen Achse durch 0 

und z verläuft. 

Der nicht-tangentiale Limes, falls er existiert, der Funktion 

u(x) im Punkt z £ 3B ist dann 

© -lim u(x) := lim u(x) . 

X—» z x-»z 

x«Ez( ®)<1B 

3. Im Hilfssatz 1 werden wir die radialen Limiten der Aus¬ 

drücke (2) und (3) untersuchen. 

Hilfssatz 1 /Ы und ? seien signierte Maße von beschränkter Va¬ 

riation auf 'S ( 3 B). Die symmetrischen Ableitungen von л und Ц 
im Punkt z £ 3B Dq/4(z) und Ds 4 (z) seien gleich Null. 

Aus diesen Voraussetzungen folgt 1 
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1. R-lim PCfi , f , 0B)(x) = 0 
x—> z 

2. Gilt zusätzlich noch Dg A(z) = 0, dann ist auch 

R-lim -2- P( a , f,3B)(x) = 0 . 

*+z Эр2 

Beweis; Wir beginnen mit dem Beweis des zweiten Teiles des 

Hilfssatzes. Am Beispiel des Integrals Pt(а , 3B)(x) werden 

wir zeigen, daß der radiale Limes sämtlicher Integrale aus (3) 

unter den obigen Voraussetzungen gleich Hull ist. 

Gegeben sei ein beliebiges hinreichend kleines t > 0. 

Da Dg/b(z) = 0 ist, existiert ein Winkel £ mit 0 < <$ <. -j- , 

so daß für alle Polkappen ^ 

|*a£tjr)| 4 г / |z-y/dOnCy) (4) 

gilt, wenn О = /= ф ist. Es ist 

R-lim Pt(M , 3B/E? , )(x) = 0, 
x-*z z> t 

d. h», es muß noch 

R-lim Pt(/4 ,K^ r )(x) = 0 gezeigt werden» 
x+z z» * 

HJs sei 

F(/ ) := J dz« (y) 

K' 
m 
2,r 

Unter Beachtung von |x-y12 = r2 + p2 - 2pr cos/, wobei І der 

Winkel xOy ist, ergibt sich 

$ 
I ,= ^ )(x) = j- (r2-P2)4 

(r2+p2-2pr cos /)(°+4)/2 

dF(/ ). 

Durch partielle Integration erhalten wir 
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I = (г2 - P2)4K / ) 

(г2 + р2 - 2pr cos /)(° + ^)/2 

+ Е±1 f (г2 - p2)42pr sin У F( / ) dt, ( 

2 0 (г2 + p2 - 2pr cos /)(0+6)/2 
(5) 

1 = 1 \ - Xo + Xi * 

Iф bezeichnet den an der Stelle ф ausgerechneten Ausdruck in 

den eckigen Klammern. Eine analoge Bedeutung hat IQ. Das Inte¬ 

gral in (5) wird mit 1^ bezeichnet. Strebt x radial gegen z, so 

strebt der Zähler von I J gegen Hull, und der Nenner bleibt 

größer als Null, d. h., der radiale Limes von 11 ist gleich 

Null. Da Dg/k(z) = 0 ist, ist ^ ({z[) = F(0) = 0,und damit ist 

auch der radiale Limes von IQ gleich Null. Es bezeichne 

G(0 i= J dO (y) , 

L Jz-yldO (y) J 
‘“z ,Г 

2r sin - dG(Y ) = H(Г ) . 
0 2 

(6) 

Auf Grund von (4) ist für 0 = f = § 
lF(j-)l Ѣ t H(y ). (7) 

Das Integral Id kann dann mit (7) wie folgt äbgeschätzt werden 

Л 
IJS; j aas ' 1 

r2-p2)4 2pr sin Г H(У ) 

(r2+p2 - 2pr cos )(o+G)/2 

d V 

Durch partielle Integration erhalten wir 

(r2-p2)4 HCV ) 
Ii|= t 

L_ 
[ (r2+p2 - 2pr cos /)(n+^)/2 

Ф 
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+ (r2-p2)4 

0 (r2+p2 - 2pr cos f)(°+4)/2 
Ф(Г)) \ , 

Ii - ^ [J І " J0 + Ji|' 

Analog wie oben kann gezeigt werden, daß der radiale Limes von 

J j und JQ ebenfalls Null ist. 

Es muß jetzt noch bewiesen werden, daß beschränkt ist, wenn 

z radial gegen z konvergiert. 

G(}* ) ist nach У stetig differenzierbar und besitze die Ablei¬ 

tung g(О. Dann folgt aus (6) 

H( У ) = J 2r sin g( У) d У , 

0 

jgral Ji 1 

Ji = J 

und das Integral läßt sich wie folgt umformen 

Cr2-n2)4 

Q (r2+p2 - 2pr cos У) 

- 2r sin r g(V) d У 
(n+4)/2 2 

■/ 

(r2-P2)4 

Q (r2+p2 - 2pr cos V)(0+4)/2 

2r sin dS( V ) 

_ ( (r ~P ) Iz—уIdO (у) . 
J n+4 

отшш l.t 1,2 -JL 4 2r Ш.І au 0 S ) S f 
I x - yl 

—!° ~ У1 = —V3 • Damit ist- 
I x - yl 3 

J± £ (2r)3 |V3 / p2 ~ g- 40B(y) 
JE |X - yl” 

= (2r)3 |l/i w r FI(1, SB)(x) 
3 B 

const. 



Für den Beweis der Konvergenz der Integrale PI und Pr ist die 

Voraussetzung, daß die erste symmetrische Ableitung gleich Null 

ist, ausreichend. 

Der Beweis des ersten Teiles dieses Hilfssatzes erfolgt analog 

zum obigen Beweis unter Verwendung der Zerlegung (2). 

q. e. d. 
Jetzt sind wir in der Lage, eine Aussage über nicht-tangentiale 

Limiten zu beweisen. 

Hilfssatz 2 (л und { seien positive Maße auf <& ( ЭВ) und 

® ein Winkel mit 0 = ® < ~ . 

Dg А (z) = Dg <; (z) = 0 . 

Aus diesen Voraussetzungen folgt: 

1. & -lim ,JB)(x) =0. 
x-»z 

2. Unter der zusätzlichen Voraussetzung Dg/*(z) = 0 ist 

auch 

® -lim —2-5 Ha, 4 , 3 B)(x) = 0. 
x->z Эр 

Beweis: Wir zeigen, daß der © -Limes jedes Integrals aus (2) 

bzw. (3) gleich Null ist. 

Durch elementare Überlegungen läßt sich die folgende Aussage 

beweisen. 

У sei ein positives Maß auf ( Эв). Ist E eine beliebige Kugel 
innerhalb des Kegels Ez(® ), wobei 0 = & 4 & , 

die hinreichend dicht bei z liegt, und x;w e E, so existieren 

positive Konstanten K^,..., K^, die nur von© abhängig sind, so 

daß die folgenden Ungleichungen gelten 

РІ(У , Э B)(x) ä K1 F1(V , Э B)(w) , 

Er( Y , Э В)(x) ä K2 ErCt' , 9B)(w), 

Ps(V , 3B)(x) * K? Ps(Y , 9B)(w), (8) 

Pt( Y , 9B)(x) ^ K4Pt(f , 9B)(w). 

X sei jetzt hinreichend dicht innerhalb des Kegels E_(© ) bei 

z, und w sei die Projektion von x auf die Achse Oz des Kegels. 

Zu X und w existiert eine Kugel E, so daß x;w e E. 
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Dann folgt aus der Ungleichung (8) 

PI(A, 3B)(x) < K 

PI(A,3B)(w) 1 

I PI(/t* , 3 B)(w) - PI(/d , 9 B)(x) ( 

= PI(> , 9 B)(w) I 1 - 
I И(А,8В){*) 

-С 
РІ(>, ЗВ) (w) I 1 + Кл[. 

Da nach Hilfssatz 1 R-lim PI(a , 3B)(w) = О ist, folgt 
w—»z 

daraus & -lim PI(/<, 3B)(x) =0 . 
x-»z • 

Ganz analog verläuft der Beweis für die übrigen Integrale. 

q. e• d. 

Definition А sei ein signiertes Maß von beschränkter Variation 

auf «& (3 B) und besitze im Punkt z 6 Э В die symmetrische Ablei¬ 
tung Dg /*(z) = а mit /al < oo . 

Wir sagen, /, erfüllt die Voraussetzung D im Punkt z £3B, wenn 

die folgenden Aussagen wahr sind. 

Es existiert eine integrierbare Funktion f auf Э В mit den 
Eigenschaften 

1. f ist in einer gewissen Umgebung von z stetig. 

2. f habe in Polarkoordinaten die Darstellung 

f = f(f j,...,f ), die in einer Umgebung von z 

einmal stetig differenzierbar nach f , j> ist. 

?. Für das signierte Maßt', das durch 

У (D) = >(D) - / f(y) dOn(y) , D € <*( 9 B) , 

auf °&(3B) erzeugt wird, sei Dg(fl(z) = 0. 

Hilfssatz 4 /<sei ein signiertes Maß von beschränkter Variation 

auf <&■ ( 9 B>, das im Punkt z £ 9 В die Voraussetzung D erfüllt. 

<1 sei ein signiertes Maß von beschränkter Variation auf ä ( 3B) 

mit Dst (z) = b, |bt<po . 



Für das signierte Maß %, das durch 

I CD) = t(D) - b J dOn(y), D£<6-(3B), 

auf ( dB) erzeugt wird, gelte Ds ||j (z) = 0. Dann ist 

© -lim —— P(A , /1 , 3 B)(x) = Ъ . 

Jp2 

Beweis: Da л die Voraussetzung D im Punkt z erfüllt, existiert 
die Funktion f, und für das signierte Maß 

У (D) = л (D) - J f (y) dOn(y) , D e •» ( 3 B) , 

gilt Dg|K|(z) = 0. Aus Hilfssatz 2 folgt dann, daß der ©-Limes 

der einzelnen Integrale in (3) mit den positiven Maßen |y| und 

|!| gleich Null ist. 

+ © —lim ^n+2^' Pr( 1^1 , 3 B)(x)+... + ... + © — lim Pt( I $1 , 3B)(x) 
x-»z л^2 X—»z 2 

> © -lim 
x-»z 

C°+2)pr( tr* ,3B)(x)-...+—* 

4p2 

© -lim 
x-»z 

-^-P( V , f , 3B)(x) 

Э p2 

.- ® -lim —Pr( ? , 3B)(x) 
x^z p2 

= I © —lim ———P( Л , % , 2 B)(x) — © —lim —-—P(f ,Ъ,ЭВ)(х)| 

' x-2 2 p2 **2 3p2 1 

= I © -lim —2—Р(л ,1,2 В)(x) - hl = 0 
*+* Эр2 1 

q.. e. d. 

Satz ft und 1 seien signierte Maße von beschränkter Variation 
auf den Borelschen Teilmengen der Kugeloherflache Э B, 

1. Es existiert der Limes ® -lim Р(л ,f , 3B)(x) 
x-*z 

und ist gleich Dd(z) für O^-f.a. z&3B. 
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2. мerfülle in 0D-f.a. Punkten der Kugeloberfläche die 

Voraussetzung D, dann existiert der Limes 

© —lim —P(/k I ч , 3 B)(x) 
x-»z 2p 

und ist gleich Dq(z) für 0^-f.a. z(2B. 

Beweis; Wir beginnen mit dem Beweis des zweiten Teiles des Sat¬ 

zes . Dazu betrachten wir die Zerlegung ц = ij + ц g des sig¬ 

nierten Maßes Ц bezüglich 0Ц. Dabei bezeichne ц den absolut¬ 

stetigen und *}s den singulären Anteil. 

Weiter ist »7S = /,* - . 

Nach /3/ S. 65 Satz 3.7 (ü) ist Di+(z) = 0 und 

Dl“ = 0 Од-f.ü.. Aus Hilfssatz 3 folgt dann 

©-lim -L, P( A4 , 3B)(x) = 0 und 
x->z 2p b 

©-lim -Д, P( л., 2B)(x) = 0 0 -f.ü. 
x-*z 2p^ 

Es existiert eine integrierbare Punktion f, daß für jede 

Borelsche Teilmenge D€*( ЭВ) 

1a(D) = J f(y) dOn(y) gilt. 

Nach /3/ S. 65 Satz 3.7 (i) ist D<ja(z) = f(z) Од-f.ü., 

(la - f(z)On)(D) = / (f(y) - f(z» dOD(y) 

I I,a - f(z)On| (D) = J I f(y) - f(z) I dOn(y) D€ &■( Э B) 
Aus /3/ S. 66 Satz 3.8 ergibt sich 

d|h a - f(z)On|(z) = 0 für Од-f.а. z e SB. 

Na = {z : z € Э B, D j •? a - f(z)On| (z) * oj 

u |z : z 6 dB, M erfüllt in z nicht die Voraussetzung ß| 

jz : z «SB, D ?a(z) t f(z)J . 

N& hat das öberflächenmaß Null. Dann ist für z $ N& 
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nach Hilfssatz 3 

©-lim -&2 > Па> dB) = f(z) = Di; (z) 
x->z dv 

Daraus folgt die Behauptung. 

Der Beweis des ersten Teiles des Satzes verläuft analog zum 

Beweis des zweiten Teiles unter Verwendung der Zerlegung (2) 

und /4 - /«a + /Ьд. 

q. e. d. 
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Gerhard ll!aeß 
----. 

Ein stochastischer Projektionsalgorithmus zur iterativen Lösung 
linearer Gleichungssysteme 

1·. Einleitung 

Es wird ein stochastischer Projektionsalgorithmus zur iterati
ven Lösung konsistenter oder inkonsistenter linearer Glei�
chungssysteme beschrieben. Ist das System lösbar, so liefert 
der Algorithmus eine (die) Lösung, ist es ld.derspruc.hsvoll, so 
erhäl.t man eine verallgemeinerte Lösung, die in Spezialfällen 
mit der besten Approximation im Sinne der Methode der kleinsten 
Quadrate übereinstimmt. 
Gegeben seien das lineare Gl_eichungssys.tem 

(1) 

mit einer 14 x N-Koeffizie11te11matri:z: A und eine J.Dfarigsnäherung 

�1 . 

2. All.gemeiner Schritt des Verfahrens

Es seien �n und 

�n = E.. _ A �n (2)

Näherungs- bzw. Restvektor vor de■ 11-ten Schritt. Dlirch einen 
Zufallsgenerator erzeugen wir die Koa,ponenten '9011 L (1 ' L << 

min(M,N)) Vektoren =l 
n e B 111 und berechnen die zugehörigen

Bildvektoren 
n II 

!:i = A =l , 1 = 1,2, ••• ,L. (3) 

In dem durch die :!1
11 autgeapannten 'O'nterraua des m• bN�

wir die beste �pro:z::1.aation 'f'OD �D 



(4) 

Verwendet man die energetische Horm jj r | ^ = (rTG r)1^2 mit 

einer symmetrischen, positiv definiten MxM-Matrix G, so sind 

die Uln aus dem Gleichungssystem 

L 

^2 = di ) 4 — , (3) 

zu bestimmen, wo die Koeffizienten Skalarprodukte bezeichnen: 

°il = (Zi°, Ei) G > diD = (¾° , • i.1=4.2,(6) 

Ist Ь klein gegen M und N, so ist lineare Abhängigkeit der Vek¬ 

toren Wj*1 unwahrscheinlich, die Gramschen Matrizen (c^°) sind 

also i. a. nichtsingulär, und die u,D können (z. B. durch das 

Cholesky-Verfahren) eindeutig bestimmt werden. Tritt trotzdem 

einmal eine singuläre Koeffizientenmatrix auf, so läßt man den 

betreffenden Unterraum aus. 

Mit Hilfe der u^D berechnet man den neuen Näherungsvektor aus 

und den neuen Restvektor aus 

L 

(8) 

3. Rechenaufwand 

Der Rechenaufwand eines Schrittes ergibt sich aus der Erzeugung 

von L-N Pseudo-Zufallszahlen für die Komponenten der z^°, maxi¬ 

mal L*M*N Multiplikationen für die Berechnung der Wj®, 
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M-L*(1+3)/2 Multiplikationen für die Berechnung der Skalarpro¬ 

dukte c.^ und d^D, L Wurzeln, (іА+6іД-7Ь)/6 Multiplikationen 

und (l/43L)/2 Divisionen für das Cholesky-Verfahren und 

schließlich L(M+N) Multiplikationen für die x- und r-Verbesse- 

rung. Insgesamt sind das 2 

L(M*N + 2N + M(1 + Ц2-) + 5- + ^ + 5) (9) 

wesentliche Rechenoperationen pro Schritt, zu denen der Ein¬ 

fachheit halber auch das Wurzelziehen und die Erzeugung der Zu¬ 

fallszahlen gerechnet wurden. 

4, Konvergenz 

Zum Nachweis der Konvergenz fassen wir die L Zufallsvektoren 

z°, 1 = 1,2,...,L, zu einer NxL-Matrix Zn zusammen. Die Koeffi¬ 

zientenmatrix des Systems (5) hat dann die Gestalt Z^A^G А ZD. 

Wir setzen voraus, daß sie nichtsingulär ist, führen die Ab¬ 

kürzung 

(10) Gn = Ѵ2пТА A VN 
ein und schreiben den Algorithmus damit in der Form eines in¬ 

stationären linearen Iterationsverfahrens erster Stufe 

xD+1 = TQ XD + vD, Tn = IN - GdATGA, v° = GDATG b (11) 

mit den zugehörigen Restvektoren 

rn+1 = Sn rn, SD = \ - А Gd AT G. (12) 

IN und IM sind dabei Einheitsmatrizen entsprechenden Formats. 

Man überzeugt sich leicht, daß die SD G—orthogonale Projek¬ 

tion s in а t г i z e Tj sind: 

S/ = S„, (G S^)^ . G S,. 

Als solche haben sie die G—Norm 1: 

IN G = 1- 

(13) 

(14) 
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Vir spalten des Baum XBU in die G-orthogonale direkte Summe aus 

dem Wertebereich von А und dem Nullraum von ATG auf (zur fol¬ 
genden Beweisführung vergl. z. B. /1/), 

= 51(A) © №(ATG), Ä(A) J_ ft(ATG), (15) 

und bezeichnen den G-orthogonalen Projektor auf %(A^G) längs 

%.(A) mit P^ und den entsprechenden Projektor auf &(A) mit 

Pjj . Die Restriktion von Sn auf %(A) sei 

Sn - 4 + gn- gn = Sn • 

Für aufeinanderfolgende SD gilt 

(16) 

Sn+1 Sn = + Sn+1 8n- gD+1 sn = Sn+1 Sn 
2 

denn es ist P% = £ und S„+1 Sn+1 0. Auch 

= РцВц Pjj verschwindet, denn P% projiziert auf Ä(A), 

und 8g bildet Elemente aus 51(A) wieder in diesen Teilraum ab. 

Vir fassen nun Produkte von jeweils E aufeinanderfolgenden S 

bzw. "Sg zu Matrizen bzw. zusammen > 

.to. Bn, t - 1,2,. 

П=ІЕ 

(18) 

Dabei durchläuft der Produktindez n die Zahlen von iE bis 

(1-1)E+1 in absteigender Folge. Die natürliche Zahl E wird so 

gewählt, daß die zugehörigen Vektoren w^D, n = (i-1)E+1,...,iE; 

1 a 1,2,...,1, den Baum |R,(A) auf spannen. Das tritt mit Wahr¬ 

scheinlichkeit 1 ein, wenn E durch 

E - 1 * H/L «S E (19) 

festgelegt wird, Dann ist 

II §(i)||G * 1 , (20) 

denn aus (18) und (17) ergibt sich mit (14) 
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(21) Ki> з(і)г = S ,(1) = 1. !Г& ||А- |Г "А||0‘|Г II G 

Wäre ||S(i)|)G = 1, so gäbe es ein r e3SM, г ji 0, mit //s^r^ = 

llrjfg. Dieses г läge in &,(A), denn г ^fft(A) führt auf 

B(i)E II a $ II s(i) I! о II *E II a * I E //G * //£ // (j. 

Für Elemente aus (R.(A) ist aber PR r = r, also //s^r //G = 

//s^r //G = //г II g. In den Schritten (1-1)K+1 bis iE würde sich 

die Norm von r nicht ändern, und das hieße wegen (4), daß alle 

dj° verschwänden, r also G-orthogonal zu Ä(A), d, h. auch Ele¬ 

ment von fft (A^G) wäre. Daraus ergäbe sich r = 0 im Widerspruch 
zur Annahme. - Wählt man К so groß, daß für alle i 

3(1) I s4 = q 2 1 (22) 

ist, so gilt //s^S^-1). . .1((1 ^ II G 6 ql, also verschwindet das 

Produkt der für i—> oo, und man erhält wegen (17) 

Satz 1: Die vom Algorithmus (5)-(8) erzeugten Bestvektoren rn 

konvergieren für beliebige Startvektoren r”' = b - А x* mit 
Wahrscheinlichkeit 1 gegen 

r00 .= 1 i m rD = 1 i m ~JT S3 r1 = Pft r1 = Pft b. (23) 
n-> 00 D-T> 00 j=n 

Um die Konvergenz der Näherungsvektoren z0 nachweisen zu kön¬ 

nen, fassen wir je К Schritte zu einem Zyklus zusammen und be¬ 

zeichnen die entsprechenden Näherungsvektoren mit 

E1 •= E1 . Il+1 = T(1) Z + % b 

,(D 
(24) 

Dabei sind die T'' ' analog zu (18) als Produkte der TQ defi¬ 

niert, und für die B^ gilt 
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(25) 

mit 

■ «SL, ^GiiI( 

4-Tv tJ = *1 *« 
°~1 * 4n = ^r 

(26) 

Daraus erhält mau mit Hilfe der Definitionen (11) und (12) 

T(1) = IN - H. A, s(D = IM - А Ei. (27) 

Führt man die Iteration (24) durch wiederholtes Einsetzen auf 

den Startvektor zurück, so folgt 

21+1 = X1 + b, = T (28) 
j=D 

wo die B^ analog zu (25), (26) durch 

в(і) = Yi ^j(i) ^j(i) = 
k=i 

(i) = ^ Qd(i) Qd(i) = ^If т(к). = lg, (29) 

definiert sind. Daraus ergibt sich mit (27) für und das 

analog erklärte Produkt der 

T(i) = IN - B(1) A, S(i) = I„ - А B(l\ (30) 

und für die Differenz aufeinanderfolgender B^^ 

~f[* S(ä), (31) 
d=i 

denn B^+1 P№ verschwindet wegen (25). Also erhält man wegen 

(22) die Abschätzung 

IIB(l+1) - В(і) II Q - IIBi+1 II G q1, (52) 

und die B^ konvergieren, da die jjR^ // G beschränkt sind, gegen 

B(i+',) - B(i) = Bi+1 BCD = Ei+1 
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(33) 

n 

В00 .= 1 A m 
n-^ oo 

Man kann B00 numerisch bestimmen, indem man die Iteration mit 

dem Startvektor x1 = 0 und den Einheitsvektoren des 3E^ als 

rechter Seite durchführt. Als Grenzvektor der Iteration (7) 
bzw. (11) ergibt sich wegen (28) und (30) 

x°° .= (IN - В® A) X1 + B00 b. (34) 

Satz 2: Die vom Algorithmus (5)-(8) erzeugten Näherungsvektoren 

konvergieren für jeden Startvektor x1 eIRN gegen den durch (34) 

definierten Grenzvektor x® . Ist (1) lösbar, so ist x°° Lösung 

von (1), ist (1) widerspruchsvoll, so ist x® bzgl. ATG verall¬ 

gemeinerte Lösung von (1), d. h. genügt der Gleichung 

ATG (Ъ - А X00) = 0. (35) 

Die Matrix B00 ist eine verallgemeinerte Inverse von А mit den 

Eigenschaften 

А ВШ А = A , В00 А В00 = В® , (G А В00 )Т = G А В00 , (36) 

also eine g-Inverse vom Typ (bzgl. der Terminologie vgl. 

z. B. /2/). 

Beweis: Nach (23) und (30) ist 

lim = PÄ = I„ - A B® . (37) 
i—^ oo 

Wegen В00 Pft = 0 und PjjA = 0 erhält man daraus die ersten beiden 

Eigenschaften (36), und die dritte folgt aus der G-Orthogonali¬ 

tät des Projektors Pft . Wegen (15) 1st P% + Рд = IM, also 

gilt mit (34) 

А X® = A B®b = P* b. (38) 

L ^,i ^i)"1ZlTATG. 
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Ist (1) lösbar, also b£&(A), so ist P^ b 

Lösung. Im allgemeinen Fall ist b - А x00 

und folglich A^G (b - A X® ) = 0. 
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Helmut Tbielcke 

NU111erische ErmittlWJg des Trägheitsellipsoids eiDes starreD 
Körpers (MassepUDktsystem) 

Zu eiDer gegebeD&D MeDge voD mit eiDer Masse verseheDeD P\ulkten 
{<m1, x.i1, ½i• x31)} sind die Achsen eiDes Ellipsiods zu be-

stimmen, das bezüglich eiDer räU111lichen BewegUDg bei homogen 
verteilter Masse gleiche TrägheitseigeDschafteD wie die gege
beDe PwlktmeDge aufweist. 
Dazu betrachtet man die l!\mktioD 

f(,!,). 1 .!!,): =A,(1-.l) - L �«�1-.!!.)2 - (,!T . <�1-.!!,))2) (1)
1 

mit 

.!!.
T 

= (s1, s2, s3), sk = 
� 

m
1� / � 

mi UDd

(2) 
T 

:!j_ = (X1i' �11 X}i) • 

Die FwlktioD f eDtspricht im zweiteD Term dem Trägheitsmoment 
gegeD eine Drehung U111 .!, fallSl,!1= 1 UDd .! durch.!!. verläuft. 
Die Achse.! wird lokal optimal bezüglich des Trägheitsmoments, 
falls 

A .! = A,!, A = (9ü) mit 

Die SchwerpunktkoordiDateD kÖDDeD auch als KoJIIPODenten dea · cr
steD MomeDtes voD EiDgabedsteD �i mit den HäufigkeiteD lllt auf
gefaßt werdeD UDd die KoeffizieDteD VOD A als KomponenteD des 
zweiten UomeDtes. Zur BereohDUDg der WölbUDg sowie der Schiete 
der VerteilUDg beDötigte man darüber hiDaus noch dea 'Yierte 
bzw. dritte UomeDt der EingabedsteD, deren KOJIIPODeDteD 111 'Yiei-
bzw. dreidimeDsioDaleD symmetrisoheD TeDsoreD entsprechender 
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Darstellung enthalten sind, die hier aber nicht weiter betrach¬ 

tet werden (vgl. /1/). Aus dem gegebenen physikalischen Zusam¬ 

menhang ergibt sich, daß die Matrix А positiv (semi) definit 

ist, ferner ist sie ersichtlich symmetrisch, d. h., die Eigen¬ 

wert aufgebe (3) hat reelle, nicht negative Eigenwerte Ді und 

man kann letztere mit einem modifizierten Potenzverfahren 

(Mises-Iteration) nacheinander bestimmen: 

Vorbereitungsschritt: Aj = 0, = 0, 1=1, 2, 3, 

Anfangswert z_ vorgeben, 

Zyklus: z' = А (%,z)%) 

(= А z (e^z) %) 

(5) 

Л = |z't 

z = z'/A 

Test: А hinreichend wenig gegenüber letz¬ 

tem Iterationsschritt geändert? Hein: 

Zyklus erneut durchlaufen 

Eintragung: = z , A k = А 

Test: Sind bereits alle EW und EV bestimmt? 

Nein: Anfangswert erneut festlegen 

Über das Konvergenzverhalten des Potenzverfahrens zur EW- und 

EV-Berechnung gibt es hinreichend bekannte Aussagen(vgl. /3/). 

Zur hier gegebenen Modifizierung muß lediglich vermerkt werden, 

Дяй die Iteration bei ungeänderter Koeffizientenmatrix А für 
noch nicht bestimmte EV jeweils in einem Unterraum ausgeführt 

wird, der auf allen bereits ermittelten EV orthogonal ist. Da¬ 

mit ergibt sich unmittelbar das qualitativ gleiche Konvergenz¬ 

verhalten von (5) für jeweils weitere ermittelte Eigenvektoren. 

Uta Дяя zu erkennen, muß man sich nur den iterierten Vektor z 
als Linearkombination der Eigenvektoren zerlegt denken 
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(vgl. /2/, S. 3)1). Im vorliegenden physikalischen Zusammenhang 

(Dimension gleich 3, geringfügig verschiedene SW können wie zu¬ 

sammenfallende BW behandelt werden, ohne die physikalische Aus¬ 

sage wesentlich zu beeinträchtigen) sind die genannten Mittel 

als angemessen anzusehen, zumal eine entlang einer Geraden an¬ 

geordnete Punktmenge (Hauptanwendungsfall) zu einem stark domi¬ 

nanten SW i / 1) führt und damit eine approximierende 

"Schwergerade" dann mit hinreichender Schnelligkeit (lineare 

Konvergenzgeschwindigkeit, Faktor«1) berechenbar ist. Im be¬ 

trachteten Fall (Dimension 3, Definitheit und Symmetrie) kann 

im übrigen durch eine EW-Verschiebung, an Stelle von (3) be¬ 

trachtet man (A + «CI)x = (A. + «6)x, immer eine hinreichende Kon- 

vergenzgeschwindigkeit (linear, Faktor 0.5) erzielt werden, 

vorausgesetzt, die Verschiebungsgröße aC ist geeignet ausgewählt 

worden, wobei die unbekannten SW selbstverständlich nicht für 

die Auswahl vonherangezogen werden können. Hier wird (ohne 

weitere Begründung) empfohlen, am Anfang der Iteration einmalig 

bei der Bestimmung des größten SW eine Verschiebung unter der 

Bedingung 

wo wenigstens einmal das Gleichheitszeichen gilt, vorzunehmen. 

Im anschließend angegebenen Beispiel wäre demgemäß *6 = - 5 bzw. 
= - 116 (dort die ungünstigere Möglichkeit für eine Auswahl von 

<< ) zu wählen. 

Wir kommen nun auf die physikalische Interpretation zurück. 

Das Trägheitsellipsoid mit dem Mittelpunkt s und den Halbachsen 

VTkek sowie der homogen verteilten Masse m = ^ weist bei 

räumlicher Bewegung das gleiche Masseträgheitsmoment auf, wie 

die ursprünglich gegebene Massepunktmenge. Je nach Bang von А 
kann es ersetzt werden durch den Schwerpunkt £ (Bg(A) ж 0) mit 
der Gesamtmasse m, durch 3 Punkte (Masse = m - 2 bzw. 1, La¬ 
ge = s bzw. = s + Ѵ/Ц/2 e^, Bg(A) = 1), durch 5 Punkte (Mas¬ 
se = m - 4 bzw. 1, Lage = s bzw. s + VX^/2 i «1, 2» 

5? 



Rg(A) = 2) oder durch 7 Punkte (Masse = m - 6 bzw. 1, 

Lage = s hzw. = s + VX±/2 e±, i = 1, 2, 3, Rg(A) =3). Im 

letzteren Pall wird das Trägheitsellipsoid durch xT A-1 x = 1 
analytisch beschrieben. 

Betrachten wir ein Beispiel: 

i T 23 4 5 6 7 8 9 10 11 12 

m± 1122221333 2 2 

x1i 0 1 2 3 2 2 5-1 0 -1 2 -2 

Х2± 0 1 3 2 2 2 5 0-1 -1 -2 2 

0 0 x?i 0 1 2 2 3 2 5-1-1 0 

m 24 А = 76.5 39.5 55.5 

S1 0.75 39.5 76.5 55.5 

0.75 55.5 55.5 60.5 

0.75 

B1k 

1 

171.5 

57735 

2 

37 

.70711 

3 

5 

-.40825 

e%% . 57735 .70711 -.40825 

3k 57735 .81650 

2 

s3 

Achse 1 

7.561 

7.561 

7.561 

Punkte 1,2 

0.75 - 5.346 

0.75 ± 5.346 

0.75 - 5.346 

Punkte 3,4 

0.75 - 3.041 

0.75 -—3.041 

0.75 

Achse 2 Achse 3 

4.301 

-4.301 

0 

-.913 

-.913 

1.826 

Punkte 5,6 

0.75 - -0.6455 

0.75 ± -0.6455 

0.75 - 1.291 

Falls 2> Aj = о (fig(A) = 2), liegen sämtliche Punkte x^ in 

der durch e^ und e2 aufgespannten Ebene 

0 = (x - s)T . (e^* e2) . (7) 

Man kann daher mit (7) die Punktmenge щ approximieren, falls 
Л1 2>> Aj. Dabei entspricht der Quotient A А. 2 der Genauig¬ 

keit der Approximation. 

Im obigen Beispiel approximiert die Ebene 
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((*,, x2, x?) - (0.75, 0.75, 0.75))*(0.408, 0.408, -.8165)1 = 

= 0.408x1 + 0.408x2 - 0.8165X, = 0 

die gegebene Punktmenge, wobei Л.j/ Л g = 0.15 eine verhältnis¬ 

mäßig geringe Genauigkeit der Approximation signalisiert. 

In praktischen Anwendungen benötigt man allerdings eine Appro¬ 

ximation von Punktmengen durch Gerade oder Ebene kaum. Punkt¬ 

mengen (etwa als Ergebnis einer Aufmeßreihe) sind vielmehr 

durch geeignete Kurven bzw. Flächen zu approximieren, wobei in 

der Regel bereits Informationen über die analytische Form der 

approximierenden Flächen vorliegen. Man kann nun z. B. die ge¬ 

gebene Punktmenge durch eine Linearkombination 

CjjfjjXx) approximieren, indem man nach der Abbildung 

Xj£ — fk(x) , к = 1, 2, 3 (8) 

das Trägheitsellipsoid der Punktmenge |x|| bestimmt und damit 

die Funktion 

(S' - s’)T . (0^¾) = (f(x) - s’)T . (e,, * e2) = 0 (9) 

zur Approximation der Punktmenge gewinnt. Wiederholt man diesen 

Vorgang mehrfach, dient der Quotient A^/Ag der Orientierung 

über die Genauigkeit der gewonnenen Approximation. 

Betrachten wir nochmals das obige Beispiel und verwenden die 

Funktionen 

xj = f1(x) = 0.408Xi + 0.408xg - 0.8165Xj (bisherige beste Ap¬ 

proximation ) 

x2 = f2(-) = (x1 - x2)2 

*5 = f^(z) = *3 * 

Man erhält m = 24, 
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S1 = -.000104 e±1 = .00701 -.00449' .999965 

s2 = 5.083533 ѳі2 = .81535 .578966 -.003117 

a3 = 3.08333 e±5 = -.57893 .81534 .007719 

Xi = 952.257 515.466 4.94116 

i = 1 2 3 

A = 

4.998 4.0877 -5.71ЗЗ 

4.0877 805.83 -206.17 

-5.71ЗЗ -206.17 661.83 

und damit 

0.999965(0.408x1 + 0.408x2 - 0.8165X3) - 0.003117(x1 - x2)2 

+ О.ОО7719 X3 - 0.014086 = 0 

als approximierende Fläche. 

Der Quotient Л j/A2 = 0.00959 ist etwa um den Faktor 10_1 

kleiner als im 1. Approximationsschritt. 

Abschließend geben wir ein weiteres anschauliches Beispiel zu 

einer nicht-linearen Approximation: 

= ^(£) = % + X3 

%2 = f2(*) = хя + X2 + x5 

^ = f3(£) = x1 • x2 . x3 
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1 =123 4 5 6 7 8 

=11111111 

X1i = 10 10 0 110 

=10010101 

x5i = 10001011 

A 

б 6 1.5 

б б 1.5 

1.5 1.5 0.875 

s3 = 

8 к = 1 

1.5 e1lc = .6954 

1.5 @2k = '0954 

.125 e3k = .18116 

Л к = 12.39 

-.1281 -.5 

-.1281 .5 

.98345 0 

.48423 0 

Als approximierende Fläche (die Punkte liegen exakt auf ihr) 

erhalten wir 

0 = 0.5(x1 + х^ + Xj) - 0.5(x^ + x| + x|), d. h. 

0 = (x1 - 0.5)2 + (x2 - 0.5)2 + (x3 - 0.5)2 - 0.75 . 
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Klaus-uwe Pehlauer 

Eiae Methode zur Abschätzuag des Qua.draturfehlers im 2-Dimea
sioaalea 

Zusammeafassuag1 

Zur aumerHiohea Iategratioa voa l!'UDktioaeD werden als Quadra

turformela Hermite-Eatwickluagea verwandt. Uater Eini"iihruDg voa 
Hilfsfuaktioaen wird eine Abschätzuag tür den Qua.draturtehler 
im 2-Dimensioaalen hergeleitet, die auf dea Satz voa Rolle zu
rückgeht. 

Bei der numerischen Iategratioa voa l!'uDktionen

_l!'(u, v) = {x(u, v), Y(u, v), .Z(u, v)} mi"t; u E (u
0
,u.i] , 

V€ [v
0

,v1) (1) 

spielen QuadraturformelD eine gro.6e Rolle /1,2,3/. Als Quadra

turformeln für gewisse numerische Pragestelluagen habeD sich

Hermite�Entwickluagen der l!'orm 

1 n 
P(u,v) = 

k,

� (,
j=

o 
Pij(1;c,v1) • fik(u) • tj1(v) 

bewährt, mit 

UDd d&D belcannteD Mischf'1DlctioD&D•fik
(t), 

(2) 
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flt(t) 1 für j=i und k=l 
(4") 

dt3 
t=t. 0 sonst 

für 1,3=0,1,...,0 und k,1=0,1. 

Die Forderungen (4)...(4") sind durch Polynomansätze (2n+1)-ten 

Grades realisierbar /6,7/. 

Das Problem der numerischen Berechnung von Integralen 

1(F) = ?<? du dv F(u,v) (5) 

besteht darin, daß in (5) für F(u,v) ein interpolierender Aus¬ 

druck verwandt wird: 

71VI 
I(P) = S ) du dv P(u,v) 

f- Д- u/i Ti 
ICP) = ) ) I'ij(Uk’Vl) ) du f±k(u) j dv 

(6) 

M(7) 

i,3=o k,l=o 

In /6/ sind einige Spezialfälle von (7) ausgeführt. Wir be¬ 

trachten die Maximumnorm über 

IG = 
U1V1 
( ^ du dv [f(u,v)—P(u,v)j [I für ue[u0,u,|] (8) 

und vs [vQ,v^] . Zur Abschätzung von (8) führen wir eine Hilfs¬ 

funktion ein, die es uns gestattet, die Betrachtungen auf die 

bekannten Techniken im 1-Dimensionalen zurückzuführen /7/: 

n 1 
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D 

K1(u,v) = 'у 
[Foj(u>vl) - Po^u>vl)J • (10) 

0=o l=o 

K1 

Durch die Anwendung von K1(u,v) bzw. K2(u,v) in (8) werden die 

entsprechenden Handkurven von F(u,v) und P(u,v) ausgeglichen. 

Wir betrachten 

IG = H151 du dvlp(u,v) - P(u,v)| 
luovo 

= llc1^1 du dv F - [p + Kl] + 

4vo 

^ ІІС1 0 du dv F(u,v) - [PCU.V) + K1(u,v)] 

uovo 

+ II У У du dv K1(u,v)|| = 

1 uovo 11 

= ^1(1 du dv //f(u,v) - [p(u,v) + K1 (u,v)] Ц 

+ C1 (j1 du dv //К1(и,ѵ) //. 

(11) 

Die einzelnen Integranden von (11) werden nach folgender Vor- 

gehensweise abgeschätzt: 

Hs wird eine Hilfsfunktion H1(u,v) mit u=ux beliebig aber fest 

und V variabel eingeführt: 

H1(ux,v)=F(uX,v)-(p(ux,v)+K1(ux,v)] -c(v-v0)E+1(v-v1 )°*1 (12) 

Unter Anwendung des Satzes von Rolle ergeben sich dann nach 

/5/ folgende Abschätzungen: 
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||f(u,v) -[в+кф :до 2п+2II 
(2n+2)! 

(1-t) n+1 tn+1 2n+2 (13) 

||K1(u,v)// 6 

n 1 

•Г 
Д "'"l" b1a”2<1-t)”*V*1 Hfjjll (14) 

Ö=o l=o 

Somit gilt: 

„Y, 

(2n+2)! 

^ ^ du dv(| F - [P+Kl]|l 
4vo 

^ j du dv //К1(и,y)H £ 

£ Po2d+2J k 2n+3 .0.1, (15) 
(2n+2)! 1 ^ 

о о 

4 T" Ur.. II Hg2P4-2.1<:u»Tl)fl „ . h 2n+3 . 
"-jlW (2п+2)I 

c . h (16) 

mit 

c = ^dt tn+”* (1-t)n+^ und h^ = u^ - uQ und 
(17) 

k1 = V1 - V 
Mit (15) und (16) läßt sich eine Abschätzung für (11) finden: 

fj)1 ^ du dv|j(u,v) - P(u,v)j|| £ 

*2/1*12D+2+ S d(u’Vl¥h1 
2n+2 

4*1 
co 2n+2 

(2n+2): 

ÜDter Verwendung von E2(u,v) ergibt sich: 
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11/1^1 r -ill 
I] ) ) du dv F(u,v) - P(u,v)J б 
u_v_ L fl 

D 1 

- o h,, k1 
fzn+2 оЦЪ.^п+2+ ZZ 2Q+2(uk'T)j|k1 

(2n+2)l 

2n+2 

(19) 

Die Formeln (18) und (19) bewerten den Quadraturfehler, der bei 

der numerischen Integration auftritt, wenn als Quadraturformeln 

Hermite-ßntwicklungen n-ter Ordnung genommen werden. Für n=o 

und n=1 ergeben sich aus (18) bzw. (19) Fehlerformeln für häu¬ 

fig verwandte Spezialfälle von (7). 
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Jürgen Dassow 

tlber Abschlußeigenschaften von biologisch motivierten Sprachen 

1 • Einleitung 

1968 ftihrte A. Lindenmayer L-Systeme (formale Grammatiken) als 
mathematisches Modell zur Beschreibung der Entwicklung von Or
ganismen ein. Schon bald danach setzte die Untersuchung von Ab
schlu.ßeigenschaften der verschiedenen Typen von L-Sprachen ge
genüber Operationen ein. Dabei galt das Interesse vor allem den 
AFL-Operationen Vereinigung, Konkatenation, Kleeneschem*-Ope
rator, Homomorphismen, inversen Homomorphismen und Durchschnit
ten mit regulären Mengen und den mengentheoretischen Operatio
nen. Es ergaben sich nur sehr schwache Abschlu.ßeigenschaften. 
In dieser Arbeit untersuchen wir im Kapitel 3 die Abschlu.ß
eigenschaften von L-Sprachen gegenüber den Operationen 

i) dR(L) = (q: 3P (pERApqEL)} ,

bR(L) = (q : j p (p ER A qp E L)

ii) ShufR(L) = {w1y1wzY2 ••• wnyn
iii) AshufR(L) =(x1y1x2Y2•••¾Yn

n:?: 1, w1 ••• wn € L,y1 •• •Yn ER}

x1•••¾ EL, Y1•••YnER, 

xi' yj EV u f,>c}, 

xi = ;\_ impliziert xi+1 = A , 

y j = A impliziert y j+1 = A} 

iv) Abbildungen, die von Zwei-Band-Automaten erzeugt werden,
auf deren einem Band ein Element aus R steht, wobei R
eine reguläre Menge, V das zugrundegelegte Alphabet und�
das Leerwort ist. Gegenüber diesen Operationen ist jede.
volle AFL abgeschlossen.

Den �prachen sehr verwandt sind die 't:-Sprachen von Alad•ev, 
die von linearen homogenen Strukturen erzeugt werden. In Kapi
tel 4 geben wir die Abschlußeigenschaften von?: -Sprachen ge
genüber den Operationen i) ·· iv) an. 
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In Kapitel 5 untersuchen wir das Verhalten von Eindeutigkeit 

und Mehrdeutigkeit (im Sinne von Keedy und Savitch) von Ob- 

Sprachen hei Operationen. 

2. Zwei-Band-Automaten 

In /2/ definierten Ginsburg und Greihach eine volle AFL (ab¬ 

stract family of languages) als eine Familie von Sprachen, die 

gegenüber Vereinigung, Konkatenation, Kleeneschem *-Operator, 

Homomorphismen, inversen Homomorphismen und Durchschnitten mit 

regulären Mengen abgeschlossen ist. Sie bewiesen ferner, daß 

eine volle AFL JC auch gegenüber Abbildungen, die von verallge¬ 

meinerten sequentiellen Maschinen induziert werden, und den 

Operationen i) und ii) der Einleitung abgeschlossen ist (/2/, 

Corollary 1, Corollary 2 zu Theorem 2.1. und Lemma 5.1.)• 

Wir wollen jetzt noch zwei weitere Operationen angeben, unter 

denen eine AFL abgeschlossen ist. 

Ein Zwei-Band-Automat ist ein 8-Tupel 

M = (K,X,Y, &, ^,Sq, S1, S2) , wobei 

1) К, X, Y, endliche Mengen sind (Zustände, Eingabe, 

Ausgabe), 

ii) ist eine Abbildung von К xX in K, 

iii) Л ist eine Abbildung von KxX in Y* , 

iv) sQ£ К (Initialzustand), 

v) S^ и Sg = K, S1 n S2 = 0. 

Sei (x^. . e^j]£ * x21x22 * * *x2m^ ® ^ ^ und 

M = (К, X, Y, Cf,\f s0» s-] > Sg) ein Zwei-Band-Automat. Ferner 

sei zQ = xf(0^ und s0£ Sf(0). Dann setzen wir s^ = cf(sQ, zQ). 

Seien s0,s1,...,sD bereits definiert und x11...x1r und 

X2^...Xp^ mit n = r+t bereits abgearbeitet. Außerdem sei noch 

sn€Sf(n)’ Ist f(n> ' 1> so definieren wir sn+1 = >r+1), 

falls 3c1>r+1 existiert, und stoppen im anderen Fall (ohne 

x2 t+1***x2m ^Dzuarbeiten). Ist f(n) = 2, so setzen wir 
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sD+1 =^(sn>x2,t+i^ falls Xg,t+1 s^fstiert, und stoppen im an¬ 

deren Fall (ohne r+1*"x1k »^zuarbeiten). Seien 8^,8^,...,8^ 

und Zg,z^,...,Zg alle so sukzessiv definierten Eingaben und Zu¬ 

stände. Dann sei 

M(x11...X1k, Xp^ .. »Xpm) = A. (sQ ,zQ) А (s^j ,z^ ) • • • X (sq ,zn). 

Für Mengen L, BRX* setzen wir 

Mr(L) = ^M(Wyj ,Wg) : wl6L, w2 £ Rj. 

Lemma 1; Sei«ü eine volle AFL und M ein Zwei-Band-Automat. 

Dann ist MR(L) für jede reguläre Menge R und jedes L fc iS wie¬ 
der in dt . 

Folgerung; Sei dt eine volle AFL, L 6 dt und R eine reguläre 

Menge. Dann gilt AshufR(L) ££. 

Sowohl das Lemma wie auch die Folgerung beweist man wie in /3/ 

Theorem 2.1. und Corollary. 

Lemma 2; Sei h ; X-*X' ein Homomorphismus mit h(a)€ [a,xj . 

Dann existieren ein Zwei-Band-Automat M und eine reguläre Men¬ 

ge R, die für jede Sprache L über X' die Beziehung 

MRc(Lc) = h~1(L) 

erfüllen, wobei c^X ist. 

Beweis; Es ist X \X' die Menge der a 6 X mit h(a) =A. Dann 
setzen wir R = ((X\X')*ü)+ mit d $ X. R ist sicher regulär. 
Wir definieren nun M durch 

M = ( (so,sl ,в2,3з} « % и ^c,dj, x> f , A., s0, |s^ ,Sjj , |а0>32| ) 

mit 

X (sitx) = X für X € X 

X (s^,d) = A (s^,c) =X für i = 0,1,2,3 

<f(s0,x) = sQ für x£X, (f(s0,c) = Sj, <T(s0,d) = s1t 

<f (s^ ,x) = sQ für X g X, iT(s1,c) = sR, <T(s1,d) = s1, 

S (s2,x) = s2 für xjX“ {c,d} , 

<f (Sj,x) = Sj für X 6X и [c,dj . 

Man verifiziert nun leicht MRo(Lc) = h ^(L). 
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3. Abschlußeigenschaften von L-Sprachen 

Wir geben zuerst die Definitionen für die Standardtypen von 

L-Sprachen. (Für eine ausführliche Diskussion der Begriffe 

siehe /?/.) 

Ein ETOL-System ist ein Quadrupel G = (V, , % , w) mit 

i) V ist eine endliche Menge, ist eine nicht leere Teil¬ 

menge von V, 

ii) weV+, 

iii) = [p^ ,P2,... ,Prj , wobei jedes P^ folgende Bedingungen 

erfüllt: 

1) P^ ist eine endliche Teilmenge von V < V * , 

2) pr^(P^) = V (pr^ bezeichne die Projektion auf die erste 

Koordinate). 

Für (a, cC) 6 P^ schreiben wir meist a-»<£. 

Ein ETOL-System mit 

a) V = V1 heißt TOL-System, 

b) г =.-1 heißt EOL-System, 

c) V = und г = 1 heißt OL-System. 

Ein System heißt fortpflanzend (propagating, abgekürzt durch 

P), falls mit (a,e()6P\ stets oC £ A. gilt. Ein System heißt 

deterministisch (abgekürzt durch D), falls aus a-»ß 6 P^, 

a—>iT6 P^ stets ß = t folgt. So erhalten wir EDTOL-, PTOL-, 

DOL-, EPOL-, EPDTOL-Systeme usw. 

Sei G = (V, V1, {p1,...,PrJ , w) ein ETOL-System. Wir sagen, 

x eV+ generiert yeV*, geschrieben als x4y, wenn 

І) X = x-]x2* * '^k’ Xi £ *1 — i — 

ii) у = У1У2...Ук ist und 

iii) ein j , 1 £ j £ r, so existiert, daß x^—6 Pj für 

i=1,2,...,k ist. 

bezeichne den transitiven und reflexiven Abschluß von =^- . 

Die von G erzeugte Sprache definieren wir als 
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1(G) = {x : X, X 

L heißt X-Sprache, X £ [вТОІ, TOL, EOL, Olj , falls ein X-System 

G mit 1 = 1(G) existiert. 

Die Merge aller X-Sprachen bezeichnen wir mit У(Х). 

Bei diesen Systemen erfolgt die Ersetzung kontextfrei. Wenn к 

linke und 1 rechte Nachbarn erfaßt werden, spricht man von 

<k,l^ 1-Systemen, notfalls mit den Zusätzen E,P,D,T. Eine Spra¬ 

che heißt Il-Sprache, wenn k,l so existieren, daß 1 eine 

1-Sprache ist (notfalls erneut mit den entsprechenden Zusätzen} 

Satz 1: Es gilt die folgende Tabelle, wobei + bzw. - bedeutet, 

daß die entsprechende Sprachfamilie У (X) bzgl. der angegebenen 
Operation abgeschlossen bzw. nicht abgeschlossen ist. 

Shuf-n Ashuf E 

01 

TOI 
E01 

ET01 

II 

Eil 

ETI1 

Beweis: i) Da alle betrachteten Sprachfamilien gegenüber der 

Inversion (reversal) abgeschlossen sind, folgt die Gleichheit 

der Spalten für dg und bg sofort. 

ii) Die Eesultate für У(ЕТ01), У(ЕІ1) und У(ETI1) folgen 

daraus, daß diese Sprachfamilien volle API's sind. (vgl. /7/) 

iii) Die negativen Aussagen bzgl. MR folgen für У(01), 

У(TOI), У(II) aus der Tatsache, daß die entsprechenden Fa¬ 

milien gegenüber Homomorphismen nicht abgeschlossen sind (vgl. 

/7/, /11/, /13/)I und der Möglichkeit, jeden Homomorphismus 

durch einen Zwei-Ban d-Aut omat en zu simulieren. Für У (EOL.) und 
MR folgt die Aussage aus lemma 2, da Ec eine reguläre Sprache 

ist, 

73 



{a2 c i i ^ 0 j 6 7 (EOb) wegen /5/ gilt und. h_1(a2 s i ^ 0) für 

h(a) = a, h(b) = Л nach /5/ keine EOb-Sprache ist. 

iv) Ii^ = (c, ha2, da^J e 7( OL) wird von dem Ob-System 

G1 = ( [a,b,c,dj, {a—> a, b—» da2, c—»ba2, d—>dj, c) erzeugt, 

I 21 i 
und es gilt Lg = |a : i =* 2j t f (Ob). Nach /11/ sind aber 

d(b,d}(V = l&2* a4| UDd 

ShufI 2|(Lg) = Ashuf.^ 2^½) = {a2^2 : i * 2 

nicht in Г(ТОЬ). Damit sind auch die restlichen Aussagen für 
7(Ob) und f(TOb) bewiesen. 
v) Die Abgeschlossenheit von 7(EOb) gegenüber dg folgt aus /8/ 

Theorem 9*5., /12/ Theorem 4.2 und dem Pakt, daß 2"(EOb) gegen¬ 

über endlichen Substitutionen abgeschlossen ist (vgl. /9/)* 

vi) Da Shuf 
b* 

i » o}) mit 

h(a) = a, h(b) = Д. gilt, ist nach /5/ gezeigt, daß f(EOb) ge¬ 

genüber Shufg nicht abgeschlossen ist. 

vii) Seien b 6 7(EOb) und R eine reguläre Sprache, beide über 
X. Wir definieren nun die Substitutionen 

f : x—^|(a,x)(b,y) : у t x} и |(c,x)}, 
f': X—*[(a,y)(b,x) : ytX^u|(d,xJ, 

wobei a,b,c,d Symbole nicht aus X sind. Dann ist nach /9/ und 

/12/ Theorem 4.2. 

L, = f(b) и f(b) j(d,x) ! X «Xp e 7 (EOb), 

und andererseits ist 

E1 = f*(R) о f'(E) ((c,x) : X € xj * 

eine reguläre Sprache. Daher ist 

b1nR1 = {(a,x1)(b,y1)...(a,xD)(b,yD)(q,z1)...(q,zm) :• 

q€ £c,dj, x^y^Zjj «X, 

(x1...xnz1...zm€ b, y1...yD6fi für q = c), 

(x1...xd€ b, y1...ynz1...znl€ R für q = d)} 
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eine EOL-Sprache. Ferner sei h der Homomorphismus h((g,x)) = x 

für ge |a,b,c,d^, xeX. Dann ist 
AshufR(L) = h(L^ n ) t 7(EOL). 

viii) L = (f| и [ca2°bDd : n ä l} и Jc'aDb2nd' : n ^ l} 

ist eine POL-Sprache, die von 

G = ({a,b,c,d,f ,0' ,d'j , |a—> a, b—> Ъ, о—»ca2, d—»bd, 

c'—» c'a, d'—»b2d', f—» ca^d, f—> c'ab2d'j, f) 

erzeugt wird. Dann ist 

L1 = dtc,c'} (L) = 1а2ПъІ1<і ! D - 1) u {aDb2nd' :nbl). 

1. Fall: f (Ib). Dann ist bewiesen, daß f (IL) gegenüber 

dg nicht abgeschlossen ist. 

2. Fall: (IL). Dann ist nach /13/. Theorem 2 auch 

L2 = L1R = [dbDa2D : n ä l} о [d'b2naD : n fe l} ф f"(IL). 

d{d = (bDa2n : n ä 1} и (b2naD : n h l}(£ ^(IL) gilt 

aber nach /13/ Lemma 3- 
ix) Wir betrachten die Sprache 

L = Shuf, p (la2 : i h 0 )}= Ashuf g,(|a^ : i &o}) = 
ka } ' ia*a } 

= {а2І+1 : i ä о] и {а2І+2 i i i о} , 

und zeigen L ф f(IL). 

Dazu nehmen wir an. daß L = L(G) für ein 4k, 17L—System G gilt. 

Wir setzen m = к + 1 und beweisen zuerst, daß es ein u h 2 mit 

(ak,a,a1)-»au gibt. Angenommen, es wäre für 

(a\a,ad}->a* immer u6 [o,1^. Ist immer u = 0, so ist L end¬ 

lich, womit wir den Widerspruch hätten. Es existiere" also die' 

Hegel (a\a,ad)-»a. Wir wählen t * 2d + 1 s m. as sei das Wort 

maximaler Länge, das aus ak am Wortanfang von at direkt abge¬ 

leitet werden kann, und ar sei entsprechend für das Wortende 

a1 definiert. Dann ist aBat_mar = at+s+r_m das Wort maximaler 

Länge, das aus a* direkt ableitbar ist. Ist s + r - m £ 0, eo 

ist erneut L endlich. Ist s + r - m = 1. so generiert a**1 63fc 
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das Wort asa^+"*-mar = a^+2 L. Ist s+r-m > 1, so wird für hin¬ 

reichend großes i die Differenz 2i+1+1 - (s^+1) = 2^ größer als 

s + r - m,und dann ist das von a^ erzeugte Wort at+s+r-m ¢1. 

Mit dem existierenden u ^ 2 gilt daher für hinreichend großes 

i а2І+'1=»аа+г+(2І+',“т) u = a2J+ ^ mit j ä i, <Te{l,2^ , 

und folglich 

a2l+2=*as+r+(2l+2_m)u = a2**+ f+u £ L. 

Dieser Widersprich zeigt L £ !F(IL). 
Damit ist Satz 1 bewiesen. 

Bemerkungen; 

1. Betrachten wir nur die -Familien f(OL), f(TOL), S'CEOL) und 

f(IL) und fortpflanzende Systeme, so bleiben alle Aussagen der 

Tabelle in Satz 1 gültig. 

2. Betrachten wir erneut nur die Familien aus 1. und nur deter¬ 

ministische Systeme, so erhalten wir in allen Fällen ein nega¬ 

tives Resultat. Die fehlenden Aussagen für (DBOL) beweist man 

mittels /5/ Theorem 9 leicht. 

3. In /11/ bzw. /13/ und /14/ wird sogar noch mehr gezeigt, da 

bewiesen wird, daß der Abschluß unter den dort betrachteten 

Operationen von (DOL) bzw. 5~”(POL) nicht in F(TOI) bzw. 
f(IL) enthalten ist. Bezüglich unserer Operationen gilt das 

gleiche. 

4. In /14/ wird der Fall des einelementigen Alphabets disku¬ 

tiert. Bezüglich der in der vorliegenden Arbeit betrachteten 

Operationen ist f(UOL) in f(IL) nicht abgeschlossen. 

4. Abschlußeigenschaften von Sprachen, die von linearen homo- 

genen Strukturen erzeugt werden_ 

Wir betrachten den endlichen deterministischen Automaten 

А = (Ѵ°, V, <0 mit VD - Eingangsalphabet 

V - Zustandsmenge 

<f - Uberführungsfunktion. 
06V sei ein ausgezeichneter Zustand, und es gelte 
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cf((О,...,0),0) = 0. Es seien unendlich viele Kopien des Auto¬ 

maten А vorhanden, die durch die ganzen Zahlen indiziert seien 

• • • A_2, , Aq , A^ , Ag, ... . 

Sei nun q^(t) der Zustand von A^ im Moment t. Dann gelte 

q^(t+1) = <T((q^(t) i1^+'|(t) , • • • •4i+n_'](t)) »q^(t)) . 

Wir schreiben dafür kurz 

>••• Iqi+n—1 —> q^(t+1). 

Die Folge von Zuständen w = (..., q_2(t) ,q_,,(t) .q^t) ,q^ (t),.. ,) 

heiße Konfiguration im Takt t. Wir legen fest, daß für t = 0 

nur endlich viele q^(0) von 0 verschieden sind. Diese Eigen¬ 

schaft gilt dann wegen obiger Forderung für alle t. Wir be¬ 

trachten nur noch den maximalen Teil einer Konfiguration, der 

mit einem z i 0 beginnt und mit einem z' * 0 endet. Es entsteht 
dann eine Folge von Maximalteilen von Konfigurationen 

w1 w2 ■ ■ j>. • • , 

wobei die gekürzte Konfiguration zur Zeit t ist. Dann sei 

für die unendliche indizierte Menge G von Automaten А 

^L(G) = {w± : i 3s О]. 

Es ist klar, daß jede Sprache L(G) über V von diesem Typ durch 

ein D<p,n> L-System erzeugt wird, f (sei die Menge üler 

so erzeugten Sprachen, bei denen Automaten mit n Eingängen ver¬ 

wandt werden, und ff'(r') sei die Menge aller so erzeugten Spra¬ 
chen . 

lemma Ъi Es gilt 

Lr,s,t = {aHa'5 : i^r, jäs| и |ak i k^t j ф Л T), 

I<r,t = {аЧа3 t jMir] U |ak « kät j £ FCT) 

für alle r,s,t. 

Beweis» Wir führen den Beweis nur für г = s = 0, t = 1. In den 

anderen Fällen sind nur geringfügige Modifikationen erforder¬ 

lich. 

Angenommen L = Lo о 1 wäre für ein n eine f^-Sprache. In meh- 
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reren Schritten werden wir diese Annahme zum Widerspruch führen, 

i ) [a,...,a]—> a 

Sei zuerst [a,... ,ä)—b. Dann könnten wir ein Wort mit minde¬ 

stens zwei h’s aus aD+1 erzeugen. 

Sei deshalb [a,...,a]—» 0. Wir erhalten jetzt für alle i b 0 

а2иІ-^»-I .. . Vl0O+1+S • • ,vn-l = w mit w^v^ & |o,a,b] und 

1""n-1 = 0D_1 oder = 0 
n-1 

(da L kein Wort mit 0’s 

enthält). Deshalb erzeugen alle Worte a' 

und es gilt 

2n+i 

„2n+1 
■ =^up=^ 

2n+k 

das gleiche Wort w, 

P"1=> 

womit L als endlich nachgewiesen ist. Damit ist i) gezeigt. 

ii) [a,...,a.,0,...,Ö]—> b gilt für kein к 
к mal 

Wenn [a,...,a,0,...,o]—»b gelten würde, hätten wir 

[a,...,a,b,a,...,a]—> a, weil wir kein Wort ableiten können, 

das mehr als ein b enthält. Wir betrachten das Wort 

w = a^Dba^D. w kann nur von einem Wort w' der Länge l(w') Ь 7n 

erzeugt werden. Weil 

w' = ai=^w1by1...yk_1 Ф w und w' = a;’bal=^w2bx1...xk_1 p w 

für alle i und 1, die größer als n sind, gilt (ym,xm<£ ^0,a,b|), 

ist w' = a^ba1 mit 1 £ n. Daher ist j 5 6n, und somit gilt 

ш'=Ф x1...xD_1a5Dw5 ф w. 

iii) [a,...,a,0,...,o]—> а gilt für ein k, 1 £ к £ n-1, nicht. 
к mal 

Nehmen wir das Gegenteil an. Dann gilt waD+^ =^w'an+^, und 

somit kann nur eine endliche Anzahl von Worten der Form a^ba^ 

mit j < n erzeugt werden. 

iv) Be gibt ein k, 1 £ к £ n-1, so daß [a,...,a,0,...,O]—> 0 

k' mal 
für alle к' i к gilt. 
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Dies folgt aus ii) und iii) und dem Fakt, daß kein Wort in L 

den Buchstaben 0 enthält. 

v) [o,...,0,a, —>b gilt für kein 1, 1 £ 1 £ n. 

1 mal 

Dies wird analog zu ii) bewiesen, und wie oben schließen wir auf 

vi) Gilt [0,...,0,a,...,al—»a für ein 1,1616 n-1, dann 

1 mal 

ist für alle 1' 6 1 ebenfalls [o,...,q,a,.. .,ä|—»a. 

1' mal 

Wenn nun к 6 1 ist, dann können wir nur Worte am aus ar mit 
m А r > n erzeugen. Dann enthält L nur endlich viele Worte mit 

einem b. Dies beweist 1 < k. 

(*) Aus ar können nur Worte ar' mit r'< r abgeleitet werden, 

wenn r > n ist. 

Weiterhin existiert eine Hegel [a,.,.,a,b,а,...,a]—»b, 

h mal 

da sonst vor bzw. hinter b nur beschränkt viele a’s stehen kön¬ 

nen. Weiterhin gibt es sicher nur ein solches h. Somit erhalten 

wir 

V = aD+mban+m'=i an+m+l-hban+m'+h-k = yl> 

Wenn h h 1 ist, dann stehen in v' höchstens soviel a’s vor b 

wie in V. Gleiches gilt bei h < 1 und damit h t к für die An¬ 

zahl der a’s hinter b. Deshalb kann a^ba^ für hinreichend gro¬ 

ße i und j nur aus einem Wort aus a* erzeugt werden. Dies wi¬ 

derspricht ( # ). 

Wir erhalten den gleichen Widerspruch wenn wir annehmen, daß 

vi’) gilt mit 

vi’) [0,...,0,a,...,a]—» 0 gilt für alle 1. 

1 mal 

Satz 2i f ( f) ist nicht abgeschlossen gegenüber Shufp, 

Ashufg, dg und Mg. 

Beweis: Die folgenden Beziehungen gelten 

Shuf^({b,a}) = L0>0;1 und Ashuf^^fa}) = b,|0>1. 

Damit folgen die ersten beiden Aussagen des Satzes aus Lemma }. 
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L = |апЪап : n — 1} ist eine T'j-Sprache, wie man leicht nach¬ 

prüft, und nun ergibt sich die Aussage für dg aus 

d (L) = Ln . Die Nichtahgeschlossenheit von L( 't) ergibt 
а* и а*Ъ u> ' 

sich aus der Nichtabgeschlossenheit dieser Sprachfamilie gegen¬ 

über Homomorphismen. 

5. Eindeutigkeit und Operationen 

In /4/ diskutierten Ginsburg und Ullian die folgende Fragestel¬ 

lung: Ist das Resultat einer Operation eine eindeutige (bzw. 

mehrdeutige) kontext-freie Sprache, wenn die Ausgangssprachen 

es waren. In diesem Paragraphen untersuchen wir das gleiche 

Problem für ОЬ-Sprachen. Da ■f'(OL) gegenüber den meisten Ope¬ 
rationen nicht abgeschlossen ist, machen wir die Zusatzvoraus¬ 

setzung, daß nach der Ausführung der Operation eine Ob-Sprache 

vorliege. Wir betrachten dabei nur die Oberflächenmehrdeutig¬ 

keit im Sinne von Reedy und Savitch /10/. 

Bezüglich eines Ob-Systems G heißen x Ab(G) und yeb(G) äqui¬ 

valent, wenn x=^y und у =^x gilt. Ein 01-System G heißt mehr¬ 
deutig, wenn x1, x2, Xj6b(G) so existieren, daß sie paarweise 

inäquivalent sind bezüglich G und x1 =ф.х^ und х2=фх^ gilt. 

Sonst heißt G eindeutig. Eine Ob-Sprache b heißt eindeutig, 

wenn ein eindeutiges Ob-System G mit b = h(G) existiert. Sonst 

heißt b mehrdeutig. 

Beispiele: 

1.1^= |л.> a> ab} ist eindeutig, da das determinierte Ob-Sy- 

* stem G1 = ([a,b|, ja-> \ , b—> aj , ab) Ц erzeugt, und DOL-Sy- 

steme sind nach /10/ Theorem 20 eindeutig. 

2. b2 = [aj* ist eindeutig, denn es gibt ein b2 erzeugendes 

System, bezüglich dessen nur die Äquivalenzklassen [a] und [X] 

existieren (siehe /10/). 

5. bj = [а2, а, л} ist mehrdeutig, denn b^ wird nur durch das 
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System Gj = ( |a j, j^a—> a, a—» , a2) erzeugt. 

4. b“ = |aD : n ä mj ist für m ä 1 mehrdeutig. Sei G ein OL-Sy- 

stem mit L(G) = L™. Man erkennt sofort, daß G fortpflanzend 

sein muß. Folglich ist am das Axiom. Weiterhin muß es in P min¬ 

destens zwei Produktionen geben, da Aonst 

L(G) = ^a™^ I 1 ^ o| £ L™ wäre. Seien a—>ar und а—»as mit 

г ф s zwei Produktionen aus P. Dann gilt 

^ sm^ 

und wir erhalten die gewünschte Mehrdeutigkeit von G. 

5. bß = |a, ab, b2, Ъ, Я| ist mehrdeutig. 

Als Produktionen für b kommen in G nur b—>i£ ^Ъ, Я j in Frage, 

da sonst Ъ2^Ф ww ^ bß gelten würde. Wir diskutieren nun die bei¬ 

den folgenden Fälle: 

i) Ь-»Я EP. 
Dann gilt b=^Aund Ь2=фЯ, und damit ist die Mehrdeutigkeit 

von G gezeigt, da b und b2 inäquivalent sind. 

ii) b->k£p. 

Dann ist ab=%» а unmöglich, und somit ist а das Axiom. Ferner 

muß a=^.ab gelten und daher auch аЪ=Фab2 ф Lß, womit wir den 
gewünschten Widerspruch hätten. 

6. L6 = jaf^uja4 b : n i ijuja2'^ c : n ä ojuja2"^ d i n к oj 
ist mehrdeutig. 

Sine Regel in der Form a—» x ^ {a}* würde a% =Ф»xxxzy ^.L lie¬ 

fern. 

Daher hat jede Produktion für а die Form a—> ar. Wenn r < 1 

28 
in allen Fällen wäre, so ließen sich die Sprünge von а x zu 
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g8+1 
а у nicht erzeugen. Ferner kann es keine zwei Regeln der 

Form a—> ar und a—» as, г Ф s geben, da dann wegen 

a^b**»2 b auch a2 +^r-s^b erzeugbar wäre. Also gibt es 

für а nur eine Produktion, und diese hat die Form а—>ar mit 

r ä 2. Ferner ist G fortpflanzend, da sonst ein Element aus 
V * P 

I aj erzeugbar wäre. Somit ist af das Axiom, und a d ist nur 

aus af herleitbar. Diese Ableitung ist aber nur durch a—e»a2 

und f—>d realisierbar. Also ist r = 2. Nun stellt man sofort 

fest, daß nur der folgende Ableitungsbaum in Frage kommt, und 

der zeigt die Mehrdeutigkeit von G. 

Satz 3: Sei f eine n-stellige Operation zwischen Sprachen, und 
sei L m f(L1,L2,...,Ln)£ f"(OL) für die Ob-Sprachen 

i) Ist n = 1, f die Inversion (reversal), so ist mit auch L 

eindeutig bzw. mehrdeutig . 

ii) Die Eindeutigkeit bzw. Mehrdeutigkeit bleibt bei folgenden 

Operationen nicht erhalten : Vereinigung, Konkatenation, + bzw. 

К - Operator, Homomorphismen, Durchschnitten mit regulären Men¬ 
gen, dg, bg, Bhufg, Ashufg, Abbildungen, die von verallgemei¬ 

nerten sequentiellen Maschinen erzeugt werden, und deren in¬ 

versen Abbildungen. 

BeweisI 1) folgt leicht, da man die Inversion L = von L 

durch P' a—> •£ E : a—»«c6Pj erzeugen kann und die entspre¬ 

chenden Ableitungsbäume isomorph sind. (F bezeichnet dabei die 

Menge der Produktionen, um L zu generieren.) 

ii) beweist man mittels vorstehender Beispiele und den Aussa¬ 

gen aus /10/ sehr leicht. 
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Gerhard Goos 

Einige Eigenschaften der Programmiersprache BALG 

1. Einleitung

Die Programmiersprache BALG /Go75/ ist der Versuch eine System
programmiersprache ausgehend von den Charakteristiken h8herer 
Programmiersprachen zu scb.a:t'fen. Systemprogrammieren ist die 
Konstruktion von Programmsystemen, welche den Rahmen, die Um
gebung, für die L8sung von Anwendungsproblemen abgeben (vgl. 
/Sa71/). Programmiersysteme bauen diese Umgebung stufenweise 

auf, indem sie Eigenschaften �er zugrundeliegenden 'Maschine 
verdecken und durch neue, "h6here" Konstruktion ersetzen, wel

che sich besser als Grundlage für die weitere Programmierung 

eignen. 

Von.einer Systemprogrammiersprache wird man daher erwarten, 

daß sie neben den "üblichen" Ablauf- und Datenstrukturen vor 
allem Hilfsmittel für diese stufenweise Schichtung von Pro
grammteilen, für die Modularisierung und die Kontrolle der 
Modulschnittstellen anbietet. Solche Hilfsmittel zur Beherl'

schung der Programmstruktur unterstützen den Systemprogram

mierer auch im Hinblick auf den nicht unerheblichen Um:tang 
und· die Komplexität seiner Aufgaben, die besondere .Anstren
gungen auf dem Gebiet der Programmorganisation erforderlich. 
machen. 

Viele bisherige Systemprogrammiersprachen sind als Vorllufer 
und unter dem Zeitdruck gr8ßerer Systemprogramme, namentlich 
Betriebssysteme, entstanden (vgl. etwa PL360 /Wi68/, PS 440 
/Go70/, System SUE Sprache /CL74/). Dies hatte zur Folge, daß 
die Probleme der untersten Schichten von Betriebssystemen: 
Beherrschung von Spezialbefehlen, namentlich für die E/A- und 
Unterbrechungsbehandlung, absolute Adressierung, maschinenab
hängige Speicherzuteilungsmethoden, fe�endes Laufzeitsystem, 

85 



usw. im Vordergrund des Interesses standen. Obwohl bekannt ist, 

daß Probleme dieser Art höchstens 5 - 10 % des gesamten Be¬ 

triebssystems ausmaohen, verdrängte doch die Beschäftigung mit 

diesen Fragen vielfach die Lösung von Problemen der Programm¬ 

organisation, der Sicherung der Integrität von Daten und Pro¬ 

grammabläufen und der Bereitstellung höherer sprachlicher Aus¬ 

drucksmittel. Charakteristisch ist die Verwendung typfreier 

Sprachen, bei denen wie im Assembler der Typ der Datenobjekte 

nur implizit aus den ausgeführten Operationen hervorgeht. Ein 

anderes Beispiel liefert Burroughs' Implementierungssprache 

ESPOL /Bu72/, ein ALG0L60-Dialekt, in welchem erst kürzlich 

die gut ausgebauten E/A-Möglichkeiten des Systems in der auch 

dem Anwender verfügbaren Schreibweise zugänglich gemacht wurden; 

bis dahin wurde der Schluß gezogen, daß eine Sprache keine 

problemorientierte Schreibweise der E/A erlauben könne, wenn 

in ihr zugleich die Teile des Betriebssystems geschrieben sind, 

welche die Ein/Ausgabe implementieren. 

Erfahrungen mit Burroughs-Systemen und mit PASCAL /Wi74/ legen 

schließlich den Versuch nahe, wesentlich mehr Zugriffsbeschrän¬ 

kungen bereits durch den Übersetzer kontrollieren zu lassen 

und dadurch die Laufzeit zu entlasten. Ein wesentliches Hilfs¬ 

mittel bilden dabei die aus dem CLASS-Konzept von SIMULA 

/Da67/ hergeleiteten Strukturmoduln, die vor allem der Defini¬ 

tion von Datenstrukturen samt der auf ihnen erklärten Opera¬ 

tionen dienen. 

Diese Überlegungen führten zu folgenden Entwicklungszielen für 

BALG: 

- höhere Programmiersprache, in der zusätzlich niedere Sprach- 

eigenschaften in speziell gekennzeichneten Programmoduln zu¬ 

gänglich sind; 

- Verallgemeinerung des Modulbegriffs zu hierarchisch ge¬ 

schachtelten, funktionalen Programmoduln, welche sowohl 

Strukturmoduln als auch Prozeduren einschließen; 
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- Verallgemeinerung des Variablenbegriffs zu einem Objekt¬ 

begriff, der neben der unbeschränkten Weitergabe der Zu¬ 

griffsrechte auf das Objekt an andere Moduln auch eine ein¬ 

geschränkte Weitergabe (z. B. nur Lesen erlaubt) gestattet; 

- Explizite Kontrolle der Schnittstellen zwischen Moduln mit 

der Möglichkeit, den Zugriff einzuschränken; 

- Kellerorientierte Speicherorganisation, welche in vom Pro¬ 

grammierer gesteuerter Form verschiedene Formen der Frei¬ 

speicherorganisation einschließt. 

Zur Erreichung dieser Ziele gehen wir von den Datentypen 

PASCALS /Wi74/ aus. Die Ablaufsteuerung für sequentielle Ab¬ 

läufe sowie viele Schreibweisen sind ALG0L68 /Wi69/ entnommen. 

Die Steuerung paralleler Abläufe soll mit Hilfe von Monitoren 

/Н074/ erfolgen; Prozesse und Ein/Ausgabe sollen mittels spe¬ 

zieller Strukturmoduln dargestellt werden. Diese Teile fehlen 

bisher noch; ebenso ist die Bereitstellung der notwendigen In¬ 

formationen für die Speicherbereinigung durch den Übersetzer 

noch nicht ganz geklärt. 

Wir gehen im folgenden nur auf einige wenige Spracheigenschaf- 

ten ein, darunter die Situationsklausel, funktionelle Pro¬ 

grammoduln, die Grundideen der Speicherverwaltung und Schnitt¬ 

stellenbeschreibungen. Die Grundüberlegungen, die dem Objekt¬ 

begriff zugrundeliegen, wurden in /Go?4/ erklärt. 

2. Situationsklauseln 

Zu den Programmabläufen, die mangels besserer Ausdrucksmög¬ 

lichkeiten in den meisten Programmiersprachen mit Sprunganwei¬ 

sungen umschrieben werden müssen, gehört die folgende: Gegeben 

sei ein Programmstück p, vorzüglich eine Schleife, durch des¬ 

sen Ausführung man eine der "Situationen" s^, ..., sn er¬ 

reicht ; die Ausführung einer situationsabhängigen Anweisung A^ 

oder die Berechnung eines entsprechenden Ausdruckes beendigt 

dann 
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die Ausführung von p und führt zum gewünschten Ergebnis. Das 

einfachste Beispiel eines derartigen Ablaufs ist die sequen¬ 

tielle Suche mit nachfolgendem Eintrag (zunächst in ALGOL68- 

Notation): 

begin 

for i to n 

do if x = a £i] then index := i; goto gefunden fi 

cd; 

index := a := n+1; 

a [index2 := x 

gefunden : index 

end 

Knuth /Ku74/ diskutiert zahlreiche Formulierungsmöglichkeiten 

für dieses Beispiel. Die eleganteste Formulierung liefert wohl 

die von Zahn /Za74/ eingeführte Situationsklausel (hier in 

etwas fortentwickelter Schreibweise): 

until gefunden, nicht ^gefunden: 

for i to n 

loop if X = a fi] then gefunden (i) fi 

repeat; 

nicht gefunden 

on gefunden (int ; j) : index := j 

on nicht gefunden : begin index := n:=n+1; 

a f index] := x; 

index 

end 

end 

Die"Situationsanweisungen" A^, welche bei Eintreten einer der 

Situationen "gefunden" oder "nicht gefunden" ausgeführt werden 

sollen, werden hier in prozedurähnlicher Schreibweise formu¬ 

liert und können auch mit Parametern versehen sein. Aufgefaßt 

als Ausdruck liefert die Situationsklausel das Ergebnis einer 

der Anweisungen A^ als Gesamtergebnis. 
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Situationsklauseln können mit Vorteil auch zum Abfangen im¬ 

pliziter FehlerSituationen eingesetzt werden. BAbG kennt eine 

Reihe von Standard-Fehlersituationen, darunter z.B. overflow 

und invalid_index, deren Eintreten implizit festgestellt wird 

(durch Hardware-Reaktion oder durch vom Übersetzer erzeugte 

Tests). Die Behandlung erfolgt jedoch explizit durch Situa¬ 

tionsklauseln wie 

until overflow: 

Programm 

on overflow : A 

end. 

Auch die Schachtelung, welche in verschiedenen Programmteilen 

unterschiedliche Fehlerbehandlungen erlaubt, ist möglich: 

until overflow : 

Hauptprogramm 1. Teil ; 

until overflow : 

Teilprogramm 

on overflow : Атр 

end; 

Hauptprogramm 2. Teil 

on overflow : A»- 

end. 

Schließlich lassen sich Prozeduren und andere PTogrammoduln so 

parametrisieren, daß bei Eintreten einer Situation die an der 

Aufrufstelle gültige Situationsanweisung anstelle der an der 

Vereinbarungsstelle gültigen Situationsanweisung ausgeführt 

wird (und damit zugleich der Modul verlassen wird). 

3. Funktionale Programmoduln 

Für den Begriff PTogrammodul finden sich verschiedenartige De¬ 

finitionen, z.B. 

- Moduln als getrennt übersetzbare Programmeinheiten, 

- Moduln als Programmtelle mit "minimalen" Querbezttgen,, 
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- Moduln als logisch in sich abgeschlossene und zusammenhängen¬ 

de Programmeinheiten (funktionale Modularität) 

Diese Definitionen betrachten entweder nur die äußere Form 

oder stellen auch inhaltliche Anforderungen. In BALG gehen wir 

von der dritten Möglichkeit, der funktionalen Modularität aus. 

Das schließt natürlich nicht aus, daß die resultierenden Mo¬ 

duln zugleich getrennt übersetzbar sind oder Schnittstellen 

geringen Umfangs besitzen (vgl. auch /Go74a/ für weitere Be¬ 

merkungen zum Modulbegriff). 

Sprachlich betrachtet ist ein Programmodul entweder eine Pro¬ 

zedur, welche einen einzelnen Algorithmus wiedergibt, oder 

eine Datenstruktur, eventuell zusammen mit weiteren Prozedu¬ 

ren, welche die Operationen mit dieser Datenstruktur definie¬ 

ren. Diese Klasse von Moduln nennen wir in BALG Strukturmoduln. 

Prozeduren in BALG haben die in ALGOL-ähnllohen Sprachen üb¬ 

lichen Eigenschaften; zusätzlich kann verlangt werden, daß eine 

Prozedur offen anstelle ihres Aufrufs eingebaut wird. 

Als Beispiel geben wir die Definition eines Kellers an: 

external situation: stack_overflow, stack_underflow; 

(»externe Parameters^ 

public proc (type) : push ; (»von außen zugängliche Opera¬ 

tionen und Objekte») 

proc : pop ; 

proc type : value ; 

const int : depth # 

(»bis hierher geht die Schnittstellenbeschreibung. Jetzt 

folgt der Modul:») 

module : stack (int : max_depth) type = 

begin 

var array 1 : max_depth type: a 

& int : depth ; 

proc : push (const type : x) = 
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if depth 2 max_depth then stack overflow 

else depth :+ 1 ; a £depthj := x fi; 

proc : pop = 

if depthJ1 then depth :- 1 

else stack_underflow fi; 

proc : value type = 

if depth > 1 then a {[depth! j 

else stack_underflow fi; 

initialize: 

depth := О 

end (»(module stack*) 

Aufrufe von Strukturmoduln sind nur in Form von Strukturver¬ 

einbarungen möglich, z.B. 

struct stack (27) real : s 

Strukturvereinbarungen rufen den angegebenen Strukturmodul auf 

und hinterlassen die Parameter und die im Rumpf vereinbarten 

lokalen Prozeduren und Datenobjekte als Datenstruktur. Diese 

wird durch den definierten Bezeichner benannt und existiert 

bis zum Verlassen des Blocks, der die Strukturvereinbarung ent¬ 

hält. In diesem Zeitraum können Operationen mit der Daten¬ 

struktur ausgeführt werden. 

Strukturmoduln können mit einem Datentyp parametrisiert wer¬ 

den; im vorliegenden Beispiel ist "type" ein formaler Datentyp, 

im Aufruf ersetzt durch den aktuellen Typ real. Mit dieser Pa¬ 

rametrisierung wird dem Bedürfnis nach "Struktur-Konstruktoreif 

Rechnung getragen, das sind Strukturmoduln, deren Aufbau weit¬ 

gehend unabhängig ist vom Typ der Elemente der resultierenden 

Datenstrükturen. Der Elementtyp wird daher erst bei der aktuel¬ 

len Bildung der Struktur ergänzt. Wie aus dem Beispiel ersicht¬ 

lich, kann man in einem Modul Objekte eines formalen Datentyps 

bilden, zuweisen oder als Prozedurergebnisse abgeben; weitere 

Operationen sind nicht zulässig. 

Monitors im Sinne von /Но74/ sind Strukturen in einer nicht- 
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sequentiellen Programmumgebung. Sie lassen zu jeder Zeit nur 

die Ausführung einer Operation zu. Auch andere Typen von Pro¬ 

grammoduln wie etwa Koroutinen lassen sich auf Strukturmoduln 

zurückführen. 

4. Speicherorganisation 

Bei der Konzeption von BALG wurde davon ausgegangen, daß nur 

in beschränktem Maße Speicher absolut adressiert zugeteilt 

wird. Überwiegend soll Speicher im Rahmen einer einheitlichen 

Kellerorganisation vergeben werden. Dieses Prinzip sollte auch 

aufrechterhalten werden, wenn für kollaterale Prozesse oder 

für haldenartige Organisationen Speicher bereitgestellt wer¬ 

den soll. Die Begrenzung der Lebensdauer von Strukturen auf 

den Block, in dem sie geschaffen wurden, und die Festlegung, 

daß Strukturen nur durch Vereinbarungen geschaffen werden, ist 

Ausfluß des Kellerprinzips. 

Um haldenähnliche Organisationsformen im Rahmen der Keller¬ 

organisation bereitzustellen, fassen wir die Halde als eine 

Datenstruktur auf, die mitEilfe eines entsprechenden Struktur¬ 

moduls gebildet wird. (Es könnte mehrere Halden geben!) 

Globale Generatoren im Sinne von ALGOL68 werden zusätzlich 

mit der Benennung der Halde gekennzeichnet, von der der Spei¬ 

cher bezogen wird. Diese bestimmt auch die Lebensdauer des ge¬ 

nerierten Objekts. Auch der Typ von Verweisen auf Objekte in 

einer solchen Halde wird zusätzlich mit der Haldenbenennung ge¬ 

kennzeichnet. Diese Regelung erlaubt bei Verweisen eine sehr 

»einfache Prüfung der Lebensdauerregeln zur Übersetzungszeit 

statt - wie in ALGOL 68 vielfach nötig - zur Laufzeit. Die 

Kennzeichnung globaler Generatoren mit der entsprechenden Halde 

erlaubt es, den Generator zur Übersetzungszeit umzusetzen in 

einen Prozeduraufruf einer Speicherzuteilungsprozedur allocate, 

welche der Haldenmodul zur Verfügung stellen muß. Der Aufruf 

wird intern mit der Anzahl von Speichereinheiten (Zellen) para- 

metrlslert, welche für das unterzubringende Objekt benötigt 

werden. Das Schema eines Haldenmoduls 1st demnach: 
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public proc (Int) ref cell : allocate $= 

unsafe module : haldenmodul (int : länge) = 

begin 

var array [1 :länge^ cell Haldenspeicher ; (»der eigent¬ 

liche Haldenspeicher») 

proс : allocate (int : umfang) ref cell = 

(»bringe < umfang> Zellen im Speicher, vorzugs¬ 

weise im Haldenspeicher, unter. Das Ergebnis 

des Typs ref cell wird extern als Referenz auf¬ 

gefaßt.*) ; 

end 

Der Aufruf des Haldenspeichers kann durch 

struct Haldenmodul (n) : Halde 

erfolgen. Danach ist im Kontext 

var ref halde int:xx 

die Zuweisung 

XX := new halde int 

mit der Bedeutung 

XX := halde. allocate (< Länge von int > ) 

möglich. Wie ersichtlich ist der Modul Haldenspeicher primär 

für die Speicherzuteilungsprozedur zuständig. Den benötigten 

Speicher kann er aus einer eigenen einstufigen Reihung be¬ 

ziehen, er kann aber die Objekte auch in anderen Speicherbe¬ 

reichen unterbringen, zu denen er Zugang besitzt. 

Das Verfahren demonstriert ferner eine Spracheigenscrhaf t, die 

ich als semantische Erweitertarkeit bezeichnen möchte: Für 

Sprachkonzepte wie globale Generatoren und Referenzen ist der 

syntaktische Rahmen vorgegeben. Die semantische Interpretation 

dieser syntaktischen Konzepte wird durch die Prozedur allocate 

und deren Ergebnis festgelegt und wird damit durch den Program¬ 

mierer, nicht durch die Sprache, bestimmt. Dabei müssen aller— 

93 



dings gewisse, eventuell sogar implementierungsbedingte Be¬ 

schränkungen eingehalten werden; z.B. muß der Inhaltsoperator 

cont auf die resultierenden Referenzen anwendbar sein. 

5. Schnittstellenbeschreibungen 

Das Prinzip üblicher blockstrukturierter Sprachen, den Gültig¬ 

keitsbereich einer Größe, die in einem äußeren Block verein¬ 

bart ist, automatisch auf innenliegende Blöcke zu erweitern, 

sofern dort keine gleichbenannte Größe definiert ist, wird in 

BALG bei der Schachtelung von Moduln nicht angewandt: Globale 

Größen sind in innenliegenden Moduln im allgemeinen unzugäng¬ 

lich. Sie werden nur zugänglich, wenn sie explizit als externe 

Größen in einer Schnittstellenbeschreibung für den Modul auf¬ 

geführt sind. Umgekehrt können Bezeichner lokaler Größen eines 

Strukturmoduls nur dann außerhalb des Moduls als Selektoren 

zusammen mit der Benennung einer Struktur benutzt werden, wenn 

sie als Eingänge des Moduls in der Schnittstellenbeschreibung 

genannt sind. Die Forderung nach expliziter Kennzeichnung der 

Eingänge und externen Größen ist aus dem Prinzip des "informa¬ 

tion hiding" von Pamas abgeleitet: In der Kommunikation zwi¬ 

schen einem Modul und seiner Umgebung sollen nur Größen Vor¬ 

kommen, die relevant für die Funktion des Moduls sind; Größen, 

die implementierungsbezogene Einzelheiten des Moduls oder sei¬ 

ner Umgebung betreffen, sollen nicht zur Schnittstelle gehören, 

Daher taucht die Reihung а unseres Moduls stack nicht in der 
Schnittstelle auf. Die Zugriffsbeschränkung für externe Größen 

ist außerdem nützlich, weil der Übergang Modulumgebung—»Modul 

häufig den Übergang zwischen einer tieferliegenden und einer 

höherliegenden Schicht in einer Programmhierarchie entspricht. 

■Die Zugriffsbeschränkung ist dann Ausdruck der Abschirmung 
zwischen den Programmschichten. 

Aus Gründen der Ausgewogenheit (eine Schnittstellenbeschrei¬ 

bung soll nicht länger als der zugehörige Modul sein) kann 

bei Moduln, die im Kontext ihrer Umgebung übersetzt werden, 

die Spezifikation der externen Größen weggelassen werden. 

Davon haben wir bei den Prozeduren unseres Moduls stack Ge- 
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brauch gemacht. Hingegen muß bei getrennter Übersetzung die 
Schnittstellenbeschreibung sogar zweimal angegeben sein: Im 

Text der Umgebung des Moduls werden die externen Größen aufge¬ 

führt, welche dem Modul zur Verfügung gestellt werden, und die 

Eingänge, welche in der Umgebung benötigt werden. Als Vorspann 

des Moduls erscheinen die externen Größen, welche der Modul 

benötigt, und die Eingänge, welche der Modul bereitstellt. 

Diese Doppelspezifikation erlaubt dem Übersetzer die Prüfung 

der Konsistenz der beiden Angaben (benötigte Größen bilden 

Teilmenge der bereitgestellten Größen). Dies erscheint angemes¬ 

sen, da die Modulschnittstelle im Programmierteam häufig auch 

den Wechsel der Zuständigkeit der Programmierer kennzeichnet. 

Der Übersetzer prüft also zugleich die richtige Verzahnung der 

Produkte mehrerer Programmierer, zumindest was Bezeichnung und 

Typ der Größen angeht. 

Schließlich kann durch eine Schnittstellenbeschreibung auch das 

Zugriffsrecht auf Variable eingeschränkt werden. In unserem 

Modul stack ist beispielsweise die Tiefe des Kellers von außen 

nur als unveränderliche Größe zugänglich, während sie im Modul 

natürlich eine Variable darstellt. Bei zusammengesetzten Ob¬ 

jekten wie zum Beispiel Verbunden lassen sich die Zugriffe¬ 

rechte "variabel", "unveränderlich", "unzugänglich" nicht nur 

für das Objekt als Ganzes, sondern sogar für die Glieder ein¬ 

zeln bestimmen. 

6. Zusammenfassung 

Wir haben in dieser Arbeit einige Eigenschaften der in Ent¬ 

wicklung befindlichen Programmiersprache BALG dargestellt. Be¬ 

vor die noch ausstehenden Ergänzungen und Glättungen vorge¬ 

nommen werden, soll die Sprache - überwiegend mitMilfe von 

Diplomarbeiten - implementiert werden. 

Für zahlreiche Diskussionen und wertvolle Hinweise bei dar 

Entwicklung von BALG danke ich den Herren U. Kastens, H. Menge» 

bauer, H. Rohlfing und H. Santo. 
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Bodo Hohberg 

Programmierung von Dialogcompilern 

1 • Einführung 

Im Zusammenhang mit der Programmierung eines Dialogcompilers 

für das Mehrfachzugriffsystem MS /1/, /2/ traten einige Fragen 

bezüglich der effektiven Gestaltung der Dialogarbeit auf. Im 

besonderen galt es zu klären, welche Compilerstruktur dem 

Dialogbetrieb am angemessensten ist. Dabei galt es einige 

wichtige Nebenbedingungen zu beachten, von denen die Generie

rung eines effektiven Objektcodes und ein geringer Programmier

aufwand als die wichtigsten anzusehen sj_nd: In diesem Beitrag 

wird von den üblicherweise an den Dialogbetrieb zu stellenden 

Nutzerforderungen ausgegangen. Darauf aufbauend werden mög

liche Realisierungen von Dialogcompilern betrachtet. Im Er

gebnis der Untersuchungen zeigt es sich, daß die Generierung 

eines effektiven Objektcodes nicht den übrigen Forderungen an 

einen Dialogcompiler widersprechen muß und daß auch der zu

sätzliche Aufwand zur Realisierung der Dialogmöglichkeiten in 

Grenzen gehalten werden kann. 

2. Allgemeines über Aufgaben und Struktur von Compilern

Zunächst sind einige allgemeine Bemerkungen über Aufgaben und 

Struktur höherer Programmiersprachen und über ihre Compiler 

notwendig. Es sollen Hilfsmittel bereitgestellt werden, mit 

denen sich die Struktur von Dialogcompilern gut charakterisie

ren und darstellen läßt. 

Programme höherer Programmiersprachen beschreiben letztlich 

die Manipulation von Daten. Zu diesem Zweck werden in den Pro

grammiersprachen Griißen definiert, ilber die man sich auf die 

Daten hezieht bzw. die zur �teuerung des Programmablaufs die

nen. Durch die Definition werden den Größen Angaben zugeordnet, 

. die bestimmen, welche Art VMt Daten bzw. Informationen zur 

Programmsteuerung zu den Gr,51.lell gehören. Ein konkreter Compi

ler crgünzt diese Angaben ( z. 11. Speicheradresse, Speicher-
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platzbedarf), so daß in den Objektprogrammen die den Größen 

zugeordneten Daten (Informationen) verarbeitet werden können 

(z.T. werden diese Angaben auch erst zur Laufzeit vervoll¬ 

ständigt). Diese eben beschriebenen, den Größen zugeordneten 

Angaben, sollen im folgenden Verarbeitungsattribute heißen. 

Unter Verarbeitungsattributen einer Programmgröße sind also 

alle diejenigen Angaben zu verstehen, die erforderlich sind, um 

die den Größen zugeordneten Daten bzw. Informationen zur 

Steuerung des Programmablaufs im Sinne des Programms in der 

"richtigen Weise" auf einem konkreten Automaten benutzen zu 

können. 

Der Begriff Verarbeitungsattribut spielt eine wesentliche Rol¬ 

le im Zusammenhang mit Korrekturen an einem Programm. Erfor¬ 

dert jede Korrektur eine Heuübersetzung des korrigierten Pro¬ 

gramms, so wird der Prozeß der Dialogprogrammierung äußerst 

uneffektiv. Es ist anzustreben, daß nur eine gewisse Umgebung 

der Korrektur neu übersetzt wird und der Objektcode für die 

übrigen Programmteile gültig bleibt, d.h. , es dürfen die Ver¬ 

arbeitungsattribute außerhalb dieser Umgebung nicht verändert 

werden bzw. der Objektcode darf nicht von eventuell veränder¬ 

ten Verarbeitungsattributen abhängen. 

Bestimmte Verarbeitungsattribute von Programmgrößen sind loka¬ 

ler Natur. Sie können schon bei der lexikalischen Analyse er¬ 

kannt werden (z.B. Typ von Konstanten). Sie ändern sich also 

nicht bei Korrekturen an anderen Programmteilen. Bei der Rea¬ 

lisierung eines Korrekturkonzepts können sie also im wesent¬ 

lichen unbeachtet bleiben. Das gleiche gilt für diejenigen 

Verarbeitungsattribute, die normalerweise erst zur Laufzeit 

bestimmt werden, wie z.B. Speicherplatz und Adresse dynamischer 

Felder. 

Die Aufgaben von Compilern lassen sich aus unterschiedlichen 

Blickrichtungen systematisieren. Für die weiteren Betrach¬ 

tungen ist es günstig, die folgenden Aufgaben zu unterscheiden: 

1. Syntaxanalyse (S) 

Hierbei geht es um die Analyse der in BNF-Notation beschreib- 
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baren Programmstruktur. 

2. Bestimmung von Verarbeitungsattributen (V) 

Hierzu wäre die Auswertung der Definitionen von Programm¬ 

größen und Festlegungen über den Speicherplatz usw. zu 

zählen. 

3. Codegenerierung (C) 

Normalerweise wird es sich um Maschinencode handeln. Der 

erzeugte Code kann aber durchaus auch zu interpretierende 

Elemente enthalten. 

4. Laufzeitsystem (L) 

Der Compiler muß im Zusammenhang mit der Programmabarbei¬ 

tung gesehen werden. Forderungen an das Laufzeitsystem 

wirken auf die ersten drei Punkte zurück. 

Die hier hervorgehobenen Aufgaben werden z.T. in selbständigen 

Compilerpässen bearbeitet. Im Normalfall erledigen aber die 

einzelnen Pässe Beiträge zu verschiedenen Aufgaben des Compi¬ 

lers. 

Bild 1 zeigt die Struktur eines 2 Paß Compilers für den 

Stapelverarbeitungsbetrieb. Der & Pfeil zeigt die zeitliche 

Reihenfolge der Pässe an. S und C können jeweils einem Paß zu¬ 

geordnet werden, der-» Pfeil weist auf einen Beitrag zu 

einer Aufgabe hin. Hier erfolgt sowohl bei der Syntaxanalyse, 

bei der Codegenerierung und zur Laufzeit eine Festlegung von 

Verarbeitungsattributen. 

Bild 1 

Struktur eines 2 Paß 
Compilers für den 
Stapelverarbeitungs¬ 
betrieb 

Bild 2 zeigt die typische Struktur von Interpretern für die 

Dialogprogrammierung. Die Syntaxanalyse erfolgt lokal für die 

eingegebenen Programmstücke. Eine Einordnung in den Programm- 
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Zusammenhang erfolgt nicht. Eventuelle Generierung von Code¬ 

stücken, Bestimmung der Verarbeitungsattribute und Laufzeit- 

system sind als Einheit zu betrachten. 

Bild 2 

Struktur eines Interpreters 
für die Dialogprogrammierung 

Verwendet man die übliche Struktur der sehr effektiven batch- 

Compiler für die Dialogprogrammierung, so erfordern die rela¬ 

tiv häufig auftretenden Programmänderungen jeweils eine Neu¬ 

übersetzung des vollständigen Programms. 

Bei der Verwendung eines Interpreters mit der im Bild 2 ange¬ 

gebenen Struktur läßt sich eine Änderung sehr leicht reali¬ 

sieren. Dagegen wird die Programmabarbeitung uneffektiv. Zwi¬ 

schen diesen beiden Compilermodellen ist ein Kompromiß zu 

suchen. Um zwischen den verschiedenen in der Literatur bereits 

beschriebenen Formen von Dialogcompilern eine günstige Form 

auswählen zu können, sollen zunächst wichtige Forderungen an 

Dialogcompiler zusammengestellt werden. Danach erfolgt im Ab¬ 

schnitt 5 eine Diskussion dreier charakteristischer Varianten. 

3. Kriterien für den Entwurf von Dialogcompilern 

Dialogcompiler sollen den Programmentwurf und die Programmveri¬ 

fikation möglichst weitgehend unterstützen. Es geht dabei so¬ 

wohl um Hinweise auf syntaktische Fehler in bereits fertigen 

Programmstücken, um Änderungen im Programm und die Programm¬ 

testung im Dialog. 

Auf das Problem der Antwortzeit nach einer erfolgten Eingabe 

durch den Nutzer wird schon in /3/ hingewiesen. 

Es gibt Arbeitsperioden des Programmierers, in denen eine Un¬ 

terbrechung äußerst ungünstig ist, z.B. Formulierung eines 

komplizierten Programmteils (ein Stück des Programmteils exi¬ 

stiert nur im Kopf des Programmierers). In derartigen Arbeits- 
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Perioden ist eine kurze Antwortzeit zu gewährleisten. Nach Ab¬ 

schluß derartiger Arbeitsperioden stören etwas längere Warte¬ 

zeiten nicht. 

Der Programmierer sollte möglichst viel Information auf seine 

Eingaben (Anfragen) erhalten. Das kann bei der Programmeingabe 

durch umfangreiche syntaktische und semantische Kontrollen er¬ 

reicht werden oder beim Programmtest durch gezielte Bereit¬ 

stellung von Information über den Portgang der Abarbeitung. 

Die Effektivität des Dialogcompilers ist weiterhin von großem 

Interesse. Effektivitätssteigerungen sollten durch konzeptionel¬ 

le Betrachtungen erreicht werden und nicht zu Lasten des 

Nutzers gehen, denn für ihn soll der Dialogcompiler ein gutes 

Hilfsmittel sein. 

Es ergeben sich also drei wesentliche Forderungen an einen 

Dialogcompiler: 

1. Günstige Antwortzeit 

2. Große Information 

3. Effektivität des Dialogcompilers 

Aus diesen Forderungen können weitere Schlußfolgerungen gezogen 

werden: 

- Es ist günstig, wenn der Compiler bei Eingabe einer Programm¬ 

zeile soweit wie möglich die Syntax kontrolliert und auch 

Hinweise auf semantische Fehler gibt. 

- Nach Abschluß der Programmeingabe bzw. der Korrektur eines 

Programms stören etwas größere Wartezeiten nicht. Hier können 

Vorbereitungen (z.B. Objektcodegenerierung) für eine schnelle 

Antwort auf weitere Anfragen (z.B. Testanweisungen) durchge¬ 

führt werden. 

- Die Effektivität des Dialogcompilers verlangt die Lokalisie¬ 

rung des Einflusses der Korrekturen. 

- Die Einschränkung auf lokale Information bei der Eingabe einer 

Programmzeile (keine Beachtung anderer schon eingegebener 

Programmteile) können eine weitere Effektivitätsverbesserung 

bringen. 
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4. Syntax- und Semantiktest bei der Programmeingabe 

Die Forderung nach umfangreicher Information für den Program¬ 

mierer und die Beschränkung des Syntax- und Semantiktests auf 

eine eingegebene Programmzeile widersprechen einander. Beide 

Wege sind aber gangbar. Im zweiten Fall kann die globale Infor¬ 

mation beim Programmtest nachgeliefert werden. Hier ist der 

Programmierer wieder aufnahmefähig für diese Information. Ande¬ 

rerseits lenkt aber derartige Information von der Programmlogik 

ab, die es beim Testen in erster Linie zu kontrollieren gilt. 

Ein globaler Fehlertest bei der Programmeingabe führt zu einer 

Compilerstruktur, wie sie im Bild 1 dargestellt ist. Die Be¬ 

stimmung der Verarbeitungsattribute ist soweit wie möglich vor¬ 

zuziehen, um auch semantische Fehler erkennen zu können. Es gilt 

zu prüfen, ob mit vertretbaren Effektivitätsverlusten diese 

Compilerstruktur auch für den Dialogbetrieb nutzbar gemacht 

werden kann. Vor allem wird es um eine Lokalisierung des Ein¬ 

flusses von Korrekturen gehen. 

5. Realisierung von Dialogcompilern, Lokalisierung des Ein¬ 

flusses von Korrekturen 

5.1. Dynamische Bestimmung von Verarbeitungsattributen 

Will man die Korrektur an Programmen möglichst einfach gestal¬ 

ten, so bietet sich die im Bild 3 dargestellte Compilerstruktur 

an. 

Bild 3 

Dialogcompiler mit dynamischer Be¬ 
stimmung der Verarbeitungsattribute 

(Die gestrichelten Pfeile deuten an, 
daß von C und S nur auf Grund loka¬ 
ler Kontrollen Beiträge zu V er¬ 
folgen. ) 

Alle Verarbeitungsattribute, die nicht als lokal anzusehen sind, 

werden zur Laufzeit bestimmt. Gleichzeitig erfolgt zur Laufzeit 

eine Kontrolle der globalen Syntax. 

Da in C nicht auf Vererbeitungsattribute Bezug genommen wird, 



die außerhalb der bearbeiteten Zeile definiert worden sind, 

bleibt der Code der Zeile unverändert gültig, bis die Zeile 

selbst korrigiert wird. Nach einer Korrektur sind damit immer 

nur die veränderten Programmzeilen zu bearbeiten, eine sehr 

leichte und mit geringem Aufwand realisierbare Aufgabe. 

Zur Laufzeit ist eine dynamische Bereitstellung der nicht lo¬ 

kalen Verarbeitungsattribute erforderlich. Weiter muß der Pro¬ 

grammablauf interpretiert werden. Bei der Programmiersprache 

BASIC sind viele Verarbeitungsattribute lokal (Variable, Fel¬ 

der, Funktionen können eindeutig erkannt werden. Es gibt nur 

einen Datentyp). Hier lassen sich diese Aufgaben relativ effek¬ 

tiv realisieren /4/. Da es in BASIC kein Blockkonzept gibt, ist 

es auch denkbar, die Verarbeitungsattribute vor Programmabar¬ 

beitung einmalig zu bestimmen und in dafür vorgesehenen Spei¬ 

cherplätzen bereitzustellen (im wesentlichen Adressen von Grös¬ 

sen), um so die Programmabarbeitung insgesamt noch effektiver 

zu gestalten, wie es im Abschnitt 9.4 der Arbeit /5/ vorge¬ 

schlagen wird. 

In Programmiersprachen wie ALGOL 60 ist die Realisierung des 

Laufzeitsystems nicht so effektiv möglich. Das Blockkonzept 

erfordert zur Laufzeit den Aufbau einer Identifierliste, wie 

sie sonst bei Übersetzern zur Zeit der Codegenerierung erfor¬ 

derlich ist. Weiteren Aufwand bereitet die Kontrolle des Pro¬ 

grammablaufs, insbesondere die Bestimmung der Adressen von 

Sprungzielen. Die Abarbeitung ist etwa so schnell wie die Code¬ 

generierung im Übersetzer für die Stapelverarbeitung /6/. 

5.2. Objektcodegenerierung so spät wie möglich 

Die im vorigen Abschnitt skizzierte Compilerstruktür wird dann 

besonders uneffektiv, wenn Programmteile häufig abzuarbeiten 

sind, was auch im Testbetrieb der Fall sein kann. 

Es liegt daher nahe, zwar weiterhin dynamisch die nichtlokalen 

Verarbeitungsattribute zur Laufzeit zu bestimmen und dynamisch 

den Programmablauf zu kontrollieren, aber vor der ersten Abar¬ 

beitung einer Zeile abarbeitsfähigen Maschinencode zu generie¬ 

ren, wie es in /6/ von H. Schmid vorgeschlagen wird. Bild 4 



zeigt die entsprechende Compilerstruktur. 

Bild 4 

Objektcodegenerierung 
zur Laufzeit 

Nach Korrekturen müßte man entweder den bis dahin erzeugten 

Maschinencode als ungültig ansehen oder den Einfluß der Kor¬ 

rektur auf die Verarbeitungsattribute lokalisieren und nur den 

betroffenen Code streichen. Die Lokalisierung des Einflusses 

einer Korrektur wäre wie folgt möglich: 

- Zusammenstellen aller Größen, deren Verarbeitungsattribute 

verändert wurden 

- Zusammenstellen aller in einer Zeile benutzten Größen 

- Falls eine Zeile abgearbeitet werden soll, prüfen, ob die 

Verarbeitungsattribute einer Größe in der Zeile verändert 

wurden und eventuelle erneute Codegenerierung. 

Bei dieser Form der Dialogcompiler ist die Laufzeit noch rela¬ 

tiv stark durch die dynamische Attributbestimmung und Kontrol¬ 

le des Programmablaufs belastet. Die Lokalisierung der Korrek¬ 

turen erfordert schon nicht zu vernachlässigenden Aufwand. 

Nachteilig für den Dialog während der Testphase wirkt sich 

weiter aus, daß immer wieder die Programme zur Codegenerierung 

benötigt werden. Das führt zu einer stärkeren Belastung der 

Arbeit mit den externen Geräten. 

5.3. Frühe Objektcodegenerierung mit Lokalisierung des 

Einflusses von Korrekturen 

Um die Laufzeiteffektivität zu verbessern, bietet es sich an, 

schon nach Abschluß einer Programmeingabe bzw. nach erfolgter 

Korrektur ein vollständiges Objektprogramm bereitzustellen. 

Den Hutter würde an dieser Stelle eine etwas größere Wartezeit 
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nicht stören. Weitere Fehler könnten so schon vor der Programm¬ 

abarbeitung erkannt und angezeigt werden. Als Compilerstruktur 

bietet sich die im Bild 1 festgehaltene Form an, entsprechend 

der schon bei der Programmeingabe umfangreiche Fehlerkontrollen 

möglich sind. Dieses Compilermodell wurde dem Entwurf des 

MS-AlgolCompilers zugrunde gelegt. Um der Forderung einer hohen 

Effektivität gerecht zu werden, muß eine einfache und möglichst 

gute Lokalisierung des Einflusses von Korrekturen möglich sein. 

Daß dies realisierbar ist, gilt es im folgenden aufzuzeigen 

und später durch Messungen am MS-Algol zu belegen. 

Im folgenden wird von ALGOL 60 ausgegangen. Unter einer Korrek¬ 

turumgebung soll zunächst ein zusammenhängendes Programmstück 

verstanden werden, das alle Korrekturen enthält. Alle Korrek¬ 

turen in einj Umgebung einzuschließen, bedeutet für die weite¬ 

ren Betrachtungen keine wesentliche Einschränkung, da zwei 

"weit voneinander entfernte" Korrekturen als zwei selbständige 

Korrekturen behandelt werden könnten. 

Um den Begriff Korrekturumgebung weiter präzisieren zu können, 

gilt es festzustellen, welche syntaktischen Strukturen man zur 

Bildung einer Korrekturumgebung zulassen sollte. Dabei sind 

folgende Bedingungen zu beachten: 

1. Die Sprachelemente müssen hinreichend allgemein gewählt 

werden, so daß sich aus ihnen immer eine KorrekturUmgebung 

bilden läßt. 

2. Beginn und Ende der Korrekturumgebung müssen sich leicht 

lokalisieren lassen. 

3. Die Korrekturumgebung sollte ein möglichst kleines Programm¬ 

stück sein. 

4. Die selbständige Bearbeitung der KorrekturUmgebung durch 

den Compiler sollte leicht realisierbar sein. 

Man könnte daran denken, gleichzeitig unterschiedliche Sprach- 

elemente zur Bildung von Korrekturenumgebungen zuzulassen 

(Ausdrücke, Anweisungen und Vereinbarungen). Dadurch würde man 

sicherlich der ersten und dritten Forderung genügen. Das Be- 



stimmen der KorrekturUmgebung und deren Bearbeitung würde da¬ 

gegen Pallunterscheidungen erfordern. Die Bearbeitung müßte 

für jeden dieser Fälle realisiert werden. 

Es liegt nahe, sich bei der Bildung von Korrekturumgebungen 

auf lückenlose Folgen von konstituenten Anweisungen eines 

Blocks oder Verbunds zu beschränken. Die folgenden beiden Be¬ 

merkungen machen diesen Sachverhalt deutlich. 

Bemerkung 1: 

Wird in einem Programm eine lückenlose Folge von Anweisungen 

durch eine andere Folge von Anweisungen ersetzt, so bleiben 

Typ, Art und Modus aller außerhalb der ersetzten Anweisungs¬ 

folge definierten Größen unverändert. Von den Größen, die in 

der eingesetzten Anweisungsfolge definiert werden, können 

außerhalb nur Marken benutzt werden. 

Bemerkung 2: 

Eine lückenlose Folge von konstituenten Anweisungen eines 

Blocks oder Verbunds läßt sich durch eine beliebige andere 

Anweisungsfolge ersetzen, ohne daß dadurch gegen die kontext¬ 

freie Syntax von ALGOL 60 verstoßen wird. 

Bemerkung 1 und 2 zeigen, daß die selbständige Bearbeitung 

dieser Anweisungsfolgen und ihre Lokalisierung relativ einfach 

ist. Würde man als Korrekturumgebung beliebige Anweisungsfolgen 

zulassen, so müßten zusätzlich noch zwei Fälle bezüglich der 

Korrekturmöglichkeiten beachtet werden. Nach do und eise und 

nach einem Prozedurkopf kann eine Anweisung durch eine belie¬ 

bige andere ersetzt werden, nach then eine unbedingte Anweisung 

durch eine andere unbedingte Anweisung. 

Diese Überlegungen führen zu einem Korrekturkonzept auf der 

Grundlage folgender KorrekturUmgebungen. 

Eine Korrekturumgebung ist ein zusammenhängendes Programm¬ 

stück, das die folgenden Bedingungen erfüllt: 

1. Das ProgrammstUck enthält alle Korrekturen. 

2. Vor der Korrektur ist das ProgrammstUck eine konstituente 
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Folge von Anweisungen eines Blocks oder Verbunds. 

3. Nach der Korrektur entsteht aus dem Programmstück wieder 

eine Folge von Anweisungen. 

4. Die Korrekturumgebung ist das kleinste Programmstück, das 

diese Bedingungen erfüllt. 

Die dritte Bedingung muß explizit gefordert werden, da es nicht 

selbstverständlich ist, daß nach den Korrekturen wieder eine 

Anweisungsfolge vorliegt. Sind in einer Korrektur syntaktische 

Fehler enthalten, so existiert nach dieser Definition keine 

KorrekturUmgebung. Es wäre das ganze Programm neu zu bearbeiten, 

wenn es dem Compiler nicht gelingt, diese Fehler so zu behan¬ 

deln, daß nach ihrem Auftreten sinnvoll weitergearbeitet werden 

kann. 

Eine Korrektur kann bei einer derartigen Wahl von Korrektur¬ 

umgebungen in folgenden Schritten bearbeitet werden: 

1. Es wird die erste Anweisung der KorrekturUmgebung bestimmt. 

2. Es wird der Zustand des Syntaxanalysepasses hergestellt, 

den er vor Verarbeitung der ersten Anweisung der Korrektur¬ 

umgebung haben muß. 

3. Nach Analyse der letzten Anweisung der KorrekturUmgebung 

wird der Syntaxanalysepaß beendet. Die übrigen Anweisungen 

müssen nicht syntaktisch kontrolliert werden. 

4. Der Paß zur Codegenerierung wird gestartet und der Zustand 

hergestellt, den er vor Verarbeitung der ersten Anweisung 

der Korrekturumgebung haben muß. 

5. Nach der Codegenerierung für die letzte Anweisung der Kor¬ 

rekturumgebung wird die Codegenerierung abgeschlossen. 

Der Code der übrigen Anweisungen bleibt unverändert. 

6. Nach der Codegenerierung werden die Sprungadressen entspre¬ 

chend einer bei der Codegenerierung zusammengestellten bzw. 

korrigierten Liste in den gesamten Objektcode eingetragen. 

Bei diesem Korrekturkor ept kann eine beim Testen unt«-- '-^o^ene 

Programmabarbeitung am orhalb von in der Korrekturrmgebun^ ent¬ 

haltenen Blöcken fortgesetzt werden. 



Der erste Schritt läßt sich relativ leicht realisieren, da 

die Teile der Korrekturumgebung, die vor der ersten Korrektur 

liegen, nicht neu bearbeitet werden müssen. 

Von den sechs Schritten sind 2. und 3. am kompliziertesten zu 

realisieren. Die Identifierliste (Hashliste mit einem Überlauf¬ 

bereich) wird sequentiell abgespeichert. In einem Programm¬ 

vektor wird festgehalten, wo die Eintragungen in der Identi¬ 

fierliste, die zu einer bestimmten Zeile gehören, beginnen. So 

wird es möglich, den Inhalt der Identifierliste zu rekonstruie¬ 

ren, den sie am Anfang einer Zeile hatte. Nach Bearbeitung der 

KorrekturUmgebung bleibt das Problem eventueller Sprunge in 

die KorrekturUmgebung zu lösen. Bei dem ersten Auftreten einer 

Marke wird eine explizite Eintragung vorgenommen, wenn es sich 

um eine Vereinbarung handelt, sonst ^ine implizite. An einem 

Blockende werden alle impliziten Markeneintragungen mit ent¬ 

sprechenden expliziten bzw. impliziten Eintragungen des umfas¬ 

senden Blocks verkettet, falls derartige Eintragungen vorhan¬ 

den sind, sonst an neu zu erzeugende implizite Eintragungen für 

die entsprechenden Marken. Weiter wird jedes Auftreten einer 

Marke bei Erzeugung des Zwischencodes durch einen Verweis zu 

der expliziten bzw. impliziten Eintragung des gültigen Blocks 

ersetzt und bleibt damit unabhängig von der Position der Mar¬ 

kenvereinbarung, was die Voraussetzung für 5. und 6. ist. 

Möglichkeiten, die Korrekturumgebungen weiter einzuengen, sind 

z.B. in /7/ beschrieben. Bei dem vorgestellten Konzept sind 

1. weniger Informationen erforderlich. 

2. Der Compiler arbeitet bei der ersten Versetzung eines 

Programms genauso wie bei der Bearbeitung einer Korrektur¬ 

umgebung. 

3. Die Objektprogramme sind bis auf die Behandlung von Marken 

nicht vom Korrekturkonzept beeinflußt. 

4. Nach einer Programmunterbrechung und einer Korrektur kann 

außerhalb von korrigierten Blöcken wie üblich weitergear¬ 

beitet werden. 

5. Der Aufwand zur Übersetzung einer größeren Korrekturumge- 
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bung wird durch die sequentielle Arbeitsweise des Über¬ 

setzers in vielen Fällen kompensiert werden. 

Die Ausführungen zeigen, daß sich mit geringem Aufwand und ohne 

wesentliche Abweichungen von der Struktur eines sequentiell 

arbeitenden Übersetzers ein effektiv arbeitender Dialogcompiler 

programmieren läßt, der schnellen Objektcode erzeugt. 

Zusammenfassung 

Es werden Hilfsmittel zur Beschreibung der Struktur von Dialog¬ 

compilern bereitgestellt. Nach Angabe der wichtigsten Forde¬ 

rungen an Dialogcompiler erfolgt eine Diskussion von drei cha¬ 

rakteristischen Modellen für Dialogcompiler. Dabei zeigt es 

sich, daß es möglich ist, ausgehend von der Struktur der sehr 

effektiven batch-Compiler mit wenig Aufwand einen effektiv 

arbeitenden Dialogcompiler mit teilweise Neuübersetzung nach 

Korrekturen zu programmieren. Die vorgeschlagene Variante ge¬ 

stattet eine Fortsetzung der Testarbeiten nach einer Korrektur. 
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Dietmar Schier 

PL/1-Spracherweiterung durch Benutzung der Möglichkeiten des 

Makrointerpreters 

In meinem Beitrag möchte ich einige Gedanken zur Anwendung 

eines Konzeptes von PL/1 äußern. 

Beim Entwurf von PL/1 wurden von den Schöpfern dieser Sprache 

Möglichkeiten vorgesehen, auf dem Quelltextniveau Änderungen 

vornehmen zu können. In der Literatur werden diese Möglich

keiten als Möglichkeiten zur Übersetzungszeit, Vorübersetzer

möglichkeiten·oder Makromöglichkeiten bezeichnet. Die Über

führung des Quelltextes in das Zielprogramm wird in den PL/1-

Implementierungen in zwei Etappen realisiert. In der ersten 

wird der Quelltext entsprechend der in ihm selbst enthaltenen 

Makroanweisungen modifiziert. Der Compilerteil, der diese Vor

Ubersetzung verwirklicht, heißt Makrointerpreter. In der 

zweiten Etappe erfolgt die eigentliche Compilierung. Für die 

z.Z. zur Verfügung stehenden Betriebssysteme für ESER-Anlagen,

ist im OS/ES der PL/1-Makrointerpreter integraler Bestandteil

des entsprechenden PL/1-Compilers während für den PL/1-Subset

Compiler des DOS/ES ein PL/1-Makrointerpreter als zusätzliches

Programm angeboten wird. Bezüglich der realisierten PL/1-

Makromöglichkeiten besteht zwischen beiden Betriebssystemen

Kompatibilität.

Infolge der schon im Aufbau von PL/1 liegenden Unabhängigkeit 

der PL/1-Makromöglichkeiten von den anderen Ausdrucksmitteln 

von PL/1 und des Verfahrens der Übersetzung kann man die PL/1-

Makromöglichkeiten als in sich geschlossene Sprache ansehen. 

Losgelöst von ihrem eigentlichen Ziel, der Erzeugung eines

PL/1-Quellprogrammes, kann man so diese PL/1-Makrosprache als 

eine Sprache zur Beschreibung spezieller Zeichenkettentrans

formationen charakterisieren. Das Ausgangsobjekt für die Trans

formation ist eine Zeichenkette, im speziellen der PL/1-Quell

text, die neben dem zu ändernden Text die die Änderungen be

schreibenden (PL/1-Makro-) Anweisungen enthält. Es sind fol-
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gende Arten von Textänderungen möglich: 

1. Erweiterung des Textes durch Texte aus Bibliotheken 

2. Auswahl von Textteilen 

3. Ersetzung ausgewählter Bezeichnungen (Namen) im Text 

durch ihnen zugeordnete Werte 

Die unter 3. angegebene Änderungsart geschieht derart, daß 

eine Durchmusterung des Textes hinsichtlich ausgewählter Be¬ 

zeichnungen (Namen) erfolgt und eine Ersetzung des Namens 

durch den zugeordneten Wert vorgenommen wird. Dabei ist wesent¬ 

lich, daß die Reihenfolge der Durchmusterung gesteuert werden 

kann und der Ersetzungsprozeß rekursiver Gestalt ist. Die Wer¬ 

te können vom Typ "Zeichenkette" oder "dezimale Pestkommazahl" 

sein. Es steht eine Festkommaarithmetik zur Verfügung. Aus¬ 

drücke können gebildet werden. Die PL/1-Makromöglichkeiten ent¬ 

halten ein Prozedurkonzept. Bei Verwendung dieser Prozeduren, 

die vom Gebrauch her den PL/1-Funktionsprozeduren ähneln und 

Argument-Parameter-Beziehungen zulassen, verfügt der Program¬ 

mierer über ein sehr starkes Ausdrucksmittel, das er insbe¬ 

sondere für komplizierte Werteberechnungen einsetzen kann. 

Der PL/1-Makrointerpreter nimmt in der Ausgangszeichenkette 

die gewünschten Änderungen vor und stellt den geänderten Text, 

der keine PL/1-Makroanweisungen mehr enthält, in der Ausgabe¬ 

zeichenkette, im speziellen als PL/1-Quellprogramm, zur Ver¬ 

fügung. Danach kann die eigentliche FL/1-Compilierung statt¬ 

finden. 

Als Anwendungen des Konzeptes der PL/1-Makromöglichkeiten sol¬ 

len genannt werden: 

1. Verwendung standardisierter Quelltextteile, die in Biblio¬ 

theken gespeichert sind. 

Besonders erscheint das sinnvoll für umfangreiche Verein¬ 

barungen, wie beispielsweise für den Satzaufbau von Da¬ 

teien. 

2. Verwendung von Abkürzungen oder Wahl anderer Bezeichnungen 

für Schlüsselwörter und Einführung von Kurzformen für wie¬ 

derholt benötigte Anweisungsteile oder Anweisungen. 



3. Schaffung und Verwendung problemnaher Formulierungsmittel, 

die in ihren Ausdrucksmöglichkeiten denjenigen von Fach¬ 

sprachen nahekommen. Durch Programmierung geeigneter PL/1- 

Makro-Prozeduren kann eine Menge von "Makros" bereitgestellt 

werden, mittels derer dann die Programmierung eines Pro¬ 

blems leicht auch durch einen PL/1 nichtkennenden Program¬ 

mierer vorgenommen werden kann. In diesem Sinne kann eine 

Erweiterung der Sprachmöglichkeiten von PL/1 erfolgen. 

In der "PL/1-Sprachbeschreibung" für das OS/ES und in der 

"Anwendungsbeschreibung für den Makrointerpreter für das 

DOS/ES" wurde versucht, für einige elementare Aufgaben der 

Analytischen Geometrie der Ebene eine solche Makrosprache 

zu konstruieren. 

Ein in dieser Makrosprache geschriebenes Programm könnte 

beispielsweise wie folgt aussehen: 

% INCLUDE ANALYT; 

BEGINN(GEOM) 

VER(PUNKT, (A,B) ) 

VER(SKALAR, (ABST)) 

LIES((A,B)) 

ABSTPP(ABST, A,B) 

DRUCKE((ABST)) 

ENDE 

Durch den PL/1-Makrointerpreter wird daraus ein zulässiges 

PL/1-Quellprogramm generiert. Im Programm werden zwei Variab¬ 

len vom Typ "PUNKT" und eine Variable vom Typ "SKALAR" verein¬ 

bart. Die Abszissen- und Ordinatenwerte der beiden Punkte A 

und В werden eingelesen. Es wird der Abstand ABST zwischen 

diesen beiden Punkten berechnet und gedruckt. 

Die Makros BEGINN (...) und ENDE dienen zur Begrenzung des 

Programmes. Durch die Anweisung % INCLUDE ANALYT; werden die 

in der Bibliothek unter dem Namen ANALYT gespeicherten vorpro¬ 

grammierten Makros dem Makrointerpreter zur Verfügung gestellt. 

Ich hoffe, durch meinen Beitrag einige Anregungen gegeben zu 

haben, wie durch Nutzung der PL/1-Makromöglichkeiten die Pro- 
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grammierung erleichtert und der Programmieraufwand gesenkt 

werden kann, was zu einer Erhöhung der Produktivität in der 

Programmierung führt. 

Vortrag, gehalten auf der 4. Tagung der DDR-ALGOL-Gruppe in 

Rostock, Februar 1976 (s. auch Heft 2 dieser Reihe) 

eingegangen; 23. 4. 1976 

Anschrift des Verfassers: 

Dipl.-Math. Dietmar Schier 

VEB Robotron 

ZFT Dresden 
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Günter Sietm0.Dn 

Zur Auswahl wesentlichen mathematischen Wissens hinsichtlich 

der inhaltlichen Abstimmung mit den Schulfächern Physik, Che

mie und Biologie 

Im Rahmen der Weiterentwicklung des sozialistischen Bildungs

systems nehmen Fragen der Erhöhung des Ausbildungsniveaus im 

Fachunterricht der allgemeinbildenden Schule breiten Baum ein. 

Neben fachspezifischen Anliegen der einzelnen Unterrichtsfächer 

sind in letzter Zeit ErÖrterungen über fachübergreifende Ziel

und Aufgabenstellungen unter dem Gesichtspunkt der allseitigen 

Entwicklung sozialistischer Persönlichkeiten mehr und mehr in 

den Mittelpunkt gerückt. 

Von Interesse sind hierbei Uberlegungen und Maßnahmen hinsicht

lich inhaltlicher und zeitlicher Abstimmung zwischen verschie

denen Unterrichtsfächern. Uber einzelne grundlegende Ergebnisse 

hierzu zwischen dem Mathematikunterricht und den Schulfächern 

Physik, Chemie und Biologie wurde bereits berichtet (/1/, /2/). 

Konsequenzen für den Unterricht in Mathematik wurden ebenso 

dargestellt (/3/, /4/, /5/) wie Hinweise zur Festigung und 

Nutzung mathematischen Wissens und Könnens im naturwissen

schaftlichen Unterricht (/6/). Grundlage dieser praxisorien

tierten Darlegungen waren die gültigen Lehrpläne für den unter

richt in Mathematik, Physik, Chemie und Biologie sowie die 

hierzu entwickelten Nachfolgematerialien (Lehrbücher, Unter

richtshilfen, Einzeldarstellungen fachlicher und methodischer 

Art). 

Die dyDamische Entwicklung unserer Gesellschaft bringt in allen

Bereichen ständig neue Probleme und Aufgaben hervor. Als eine 

solche ist innerhalb der Schulausbildung die Frage nach notwen

digen Veränderungen des Bildungsinhalts der Schulfächer anzuse

hen. Hier stehen wir vor einer langwierigen und komplizierten 

Aufgabe, da neben Grundsatzfragen pädagogischer Art vor allem 

auch neue fachwissenschaftliche Ergebnisse in enger Verbindung 
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mit Weiterentwicklungen von Pädagogik, Psychologie und Fachme¬ 

thodik berücksichtigt werden müssen. 

Untersuchungen zur Auswahl und Anordnung des fachspezifischen 

Wissens müssen die fachübergreifenden Ziel- und Aufgabenstel¬ 

lungen mit beinhalten. Für das Fach Mathematik ergeben sich aus 

dieser Sicht besonders vielfältige Aufgaben, da mathematisches 

Wissen wegen seines großen Umfanges und der vielseitigen Ein¬ 

satz- und Verwendungsmöglichkeit in der Schulausbildung neben 

der Muttersprache eine gewisse Schlüsselstellung einnimmt. Ein 

Ausdruck hierfür ist der hohe Anteil des Mathematikunterrichts 

im System der Unterrichtsfächer; nahezu jede fünfte Unter¬ 

richtsstunde der allgemeinbildenden Schule ist eine Mathematik¬ 

stunde. 

Im Eahmen theoretischer Analysen der Materialien des naturwis¬ 

senschaftlichen Unterrichts wurde das hier einbezogene mathe¬ 

matische Wissen in Einzelarbeiten unserer Forschungsgruppe zu¬ 

sammengestellt. Durch empirische Untersuchungen in allgemein- 

bildenden polytechnischen Oberschulen sind wir gegenwärtig be¬ 

müht, den Stand der Verwendung mathematischen Wissens in den 

Fächern Physik und Chemie zu ermitteln. 

Die bisher vorliegenden Ergebnisse beider Untersuchungsarten 

lassen erkennen, daß bei zielgerichteter und zweckmäßiger Nut¬ 

zung der Vorleistungen des Mathematikunterrichts die Ergebnisse 

der naturwissenschaftlichen Ausbildung der Schüler verbessert 

werden können. Von Mathematiklehrern wird aber immer wieder 

darauf verwiesen, daß eine zielstrebigere Vorbereitung des na¬ 

turwissenschaftlichen Unterrichts möglich wäre, wenn im Lehr¬ 

plan des Mathematikunterrichts das von den Schülern zu erwer¬ 

bende mathematische Wissen, welches für fachübergreifende Auf¬ 

gabenstellungen als wesentlich angesehen werden muß, explizite 

ausgewiesen würde. Dieses würde auch den Lehrern der naturwis¬ 

senschaftlichen Fächer helfen, exaktere Schlußfolgerungen für 

den Einsatz, die Festigung und gelegentliche Erweiterung mathe¬ 

matischen Wissens zu ziehen und im Unterricht durchzusetzen. 

Notwendigkeit und Bedeutung der Auswahl wesentlichen mathema- 
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tischen Wissens im fachübergreifenden Sinne haben in unserer 

Forschungsgruppe zu umfangreichen wissenschaftlichen Auseinan¬ 

dersetzungen geführt. Die dabei gewonnenen Aspekte hinsichtlich 

des Vorgehens hierbei sollen nachfolgend Umrissen werden. 

1. Grundlegende Aspekte 

- Der Begriff "wesentliches mathematisches Wissen im fachüber¬ 

greifenden Sinne" darf nicht statisch aufgefaßt werden; er 

unterliegt vielmehr der Gesamtentwicklung von Zielen, Inhal¬ 

ten und Prozessen des Schulunterrichts. 

- Umfang und Tiefe des von den Schülern zu erwerbenden mathema¬ 

tischen Wissens fachübergreifender Art sollten in den Lehr¬ 

plänen der einzelnen Fächer möglichst exakt ausgewiesen wer¬ 

den . 

- Den Lehrern der Mathematik und der Naturwissenschaften sind 

fachliche und methodische Hinweise zu geben für das zielge¬ 

richtete und abgestimmte Vorgehen bei der Einführung, Festi¬ 

gung und Nutzung mathematischen Wissens im fachübergreifenden 

Sinne. 

2. Zielaspekte 

- Bei der Auswahl des wesentlichen mathematischen Wissens im 

fachübergreifenden Sinne ist seine Bedeutung für die Persön- 

lichkeitsentwicklung des Schülers von erstrangiger Bedeutung. 

Das kritisch ausgewählte Wissen dieser Art muß sich organisch 

in die Zielstellungen der Wissensvermittlung, der Könnensent¬ 

wicklung und der Erziehung der allgemeinbildenden Schule ein- 

fügen lassen. 

- Wesentliches mathematisches Wissen im fachübergreifenden Sin¬ 

ne hat besonders enge Beziehungen zu den in den Schulfächern 

Physik, Chemie und Biologie zu erreichenden Zielen. Deshalb 

bedürfen diese besonderer Beachtung bei Festlegungen mathe¬ 

matischer Inhalte. 

- Das wesentliche mathematische Wissen im fachübergreifenden 

Sinne muß überwiegend im Mathematikunterricht bereitgestellt 
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werden. Es muß sich in die fachspezifischen Anliegen dieses 

Faches so einordnen, daß die Systematik bei der Erreichung 

mathematischer Ziele und Aufgaben nicht gestört wird. 

- Wesentliches mathematisches Wissen, das im naturwissenschaft¬ 

lichen Unterricht ohne entsprechende Vorleistungen aus dem 

Mathematikunterricht eingeführt und genutzt wird, bedarf 

einer zweckmäßigen Abstimmung hinsichtlich der Ziele, Inhalte 

und Methoden des Mathematikunterrichts. 

3. Inhaltliche Aspekte 

- Zum wesentlichen mathematischen Wissen im fachüb ergreifen den 

Sinne gehören solche Wissenselemente, die unabdingbare Vor¬ 

aussetzung für die fachspezifische Wissensvermittlung im na¬ 

turwissenschaftlichen Unterricht sind. 

- Zu den Bestandteilen des wesentlichen mathematischen Wissens 

im fachübergreifenden Sinne zählen solche Elemente, die im 

naturwissenschaftlichen Unterricht für die Ausprägung fach¬ 

spezifischer Könnensqualitäten benötigt werden. 

- Mathematisches Wissen kann im fachübergreifenden Sinne we¬ 

sentlich sein, wenn es in hohem Maße beiträgt zur Erreichung 

fachspezifischer Erziehungsanliegen der einzelnen naturwis¬ 

senschaftlichen Unterrichtsfächer. 

4. Aspekte aus der Sicht des Unterrichtsprozesses 

- Grundlegendes mathematisches Wissen kann im Unterricht er¬ 

folgreich bei der "Verdichtung" der in verschiedenen Fächern 

erreichten Einzelkenntnisse von Bedeutung sein. Das gilt ins¬ 

besondere für Festigungsphasen und -stunden. 

- Mathematische Kenntnisse - insbesondere Verfahren und Metho¬ 

den dieser Wissenschaft - ermöglichen die Aufdeckung von Be¬ 

ziehungen, Verflechtungen und Durchdringungen zwischen den 

Erkenntnissen verschiedener Wissenschaften. Manche Erkennt¬ 

nisse solcher Art können einen guten Beitrag zur erfolgrei- 



eben Gestaltung des naturwissenschaftlichen Unterrichts lei¬ 

sten ; insbesondere hinsichtlich der Gewinnung tiefer theore¬ 

tischer bzw. praxisorientierter Einsichten (polytechnische 

Zielsetzungen) der Schule. 

- Mathematische Vorleistungen bieten vielfältige Anknüpfungs¬ 

punkte für Einführungen und Bearbeitungen naturwissenschaft¬ 

licher Stoffe. Von besonderer Bedeutung sind dabei solche 

mathematischen Elemente des Wissens, die für überzeugende 

Motivierungen und moderne Behandlungs- und Betrachtungswei¬ 

sen genutzt werden können. 

- Der nicht einfach zu handhabende Prozeß der bewußten Erzie¬ 

hung der Schüler im Unterricht bedarf zweckmäßiger Abstim¬ 

mungen zwischen mathematisch-naturwissenschaftlichen Fächern. 

Mathematisches Wissen kann wesentlich dazu beitragen, spe¬ 

zielle Anliegen des naturwissenschaftlichen Unterrichts (z.B. 

kritische Wertung empirisch ermittelter Daten) als auch 

solche von allgemeinerer Bedeutung (u. a.: Erziehung von Ein¬ 

sichten in die Zusammenhänge der historischen Entwicklung von 

Mathematik und Naturwissenschaften) zu unterstützen. 
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Klaus-Dieter Drews 

Zur Definition der reellen Zahlen durch Dezimalbrüche 

Wenn dieses Thema hier erneut aufgegriffen wird, so muß zunächst 

durch eine kritische Betrachtung der Literatur der Standpunkt 

bestimmt werden. Die im Lehrbuch der Klasse 9 /5/ gegebene 

Definition: Eine reelle Zahl ist ein unendlicher Dezimalbruch 

ohne Neunerperiode, 

soll auch für uns Ausgangspunkt sein. Im Lehrbuch /5/ wird je

doch ausdrücklich betont, daß auf die Definition der Rechenope

rationen und den Nachweis der Rechengesetze verzichtet werden 

muß. Somit ergibt sich die Notwendigkeit, Mathematiklehrern 

und Studenten weitgehend schulgemäße Möglichkeiten zur Ausf'l.11-

lung dieser Lücke aufzuzeigen. 

Die Grundgedanken für den im folgenden eingeschlagenen Weg fin

den sich in dem Beitrag /2/ von Flachsmeyer und Terpe, aller

dings nur in skizzierter Form ausgef'lihrt. Eine Ausarbeitung 

dieses Ansatzes, die jedoch nicht immer bis in letzte Details 

ging und zum anderen recht frlihzeitig Cauchy-Folgen heranzog, 

hat Prof. Dr. G. Burosch ar. der Universität Rostock 1971 /72 in 

Vorlesungen vorgetragen, für die ich Ubungen zu betreuen hatte 

und dadurch zur Beschäftigung mit dem Thema angeregt wurde. Als 

wesentlich neues Moment gegenüber diesen beiden Darstellungen 

soll jetzt die Addition sogleich f'lir beliebige Dezimalbrliche 

definiert, also nicht eine Definition von Addition und Subtrak
tion zunächst nur f'lir nichtnegative Zahlen und anschließende 

Ubertragung durch Axiome auf die übrigen Flllle vorgenommen wer

den; dadurch lassen sich die additiven Strukturgesetze geschlos

sener gewinnen. Wisliceny konstruiert in seinem Bucli /6/ den 

Bereich der nichtnegativen reellen Zahlen R+ und begnügt sich

mit dem Hinweis, daß danach die Erweiterung zum Bereich der 

reellen Zahlen Rin der gleichen Weise vorgenommen werden kann 

wie die vorher behandelte Erweiterung vom Bereich der gebroche

nen Zahlen�+ zum Bereich der rationalen Zahlen�- Ebendieses

Vorgehen findet man in dem Beitrag /4/ von Lemke und Stoye. 

Auch die Arbeit /3/ von Holland ist eine Begrlindung des Rech-
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nens mit nichtnegativen Dezimalbrüchen. 

Ich möchte davon ausgehen, daß vor Einführung der reellen Zah¬ 

len den Lernenden der Bereich der rationalen Zahlen bekannt 

(innerhalb eines systematischen Kurses entwickelt worden) ist, 

und es scheint mir daher überzeugender (und auch rationeller) 

zu sein, wenn man eine vorläufige Definition und Untersuchung 

zunächst nur der nichtnegativen reellen Zahlen mit anschlies¬ 

sender abermaliger Erweiterung vermeidet. Zum Abtun dieser 

abermaligen Erweiterung mit einem Hinweis auf den Übergang von 

0 nach 0 sei noch folgendes bemerkt: Konstruiert man nach 0 

zunächst R+, so erfolgt dies aus dem Teilbereich 0 von 0, der 

sodann als isomorph zu einem Teilbereich von R+ nachgewiesen 

wird. Der anschließende Übergang von R+ nach R enthält eine 

Überlegung zur isomorphen Einbettung des Bereiches R+ in R, und 

damit von 0+ in R. Als weitere Frage wäre aber noch die iso¬ 

morphe. Einbettung des gesamten Bereiches 0 in R zu behandeln. - 

In den folgenden Ausführungen wird von Anfang an sofort der 

Bereich aller reellen Zahlen behandelt, und es soll versucht 

werden, die Definitionen der Rechenoperationen und die Beweise 

der zugehörigen Strukturgesetze gänzlich auf Dezimalbrüche zu 

gründen, ja die Definition der Operationen zu orientieren an 

dem praktischen (vielfach heuristischen) Umgang mit Dezimal- 

brüchen. У Dabei tritt sehr bald der Begriff des Grenzwertes 

von Zahlenfolgen hervor, jeder Dezimalbruch ist Grenzwert einer 

speziellen Folge (s. (2.5)), und für die Rechenoperationen ge¬ 

winnt man Beziehungen (s. (2.6), (3.0), (3.9)), deren Gültigkeit 

dem Rechnen in der Praxis eine Rechtfertigung gibt. Der Kürze 

halber werden wir Beweise vielfach nicht ausführen und auf die 

(unschwer zu gewinnende) isomorphe Einbettung von 0 in R schon 

nicht mehr eingehen. 

У In /6/ werden die Dezimalbrüche im wesentlichen lediglich 

zum Beweis der Stetigkeit (vgl. unten Satz (1.4)) herange¬ 

zogen, während die Operationen und Strukturgesetze auf dem 

Begriff der Intervallschachtelung beruhen. 
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1. Festlegung der Ausgangsposition. Ordnungsrelation ln R 

Im folgenden bezeichne И den Bereich der natürlichen Zahlen, 

И* die Menge R\{0}, Ziffern Elemente der Menge {0, 1, 9}, 

3 den Bereich der ganzen Zahlen, 0+ den Bereich der gebroche¬ 

nen Zahlen, 0 den Bereich der rationalen Zahlen, К die Menge 

aller (unendlichen) Dezimalbrüche (d.h. R = {aQ,a.|a2... :aQ 6 2 л 

a± Ziffer , wobei aQ,a1a2... = bQ,b1b2... a± = Ь±), 

r(p) die Menge aller periodischen Dezimalbrüche ohne Ser-Perio¬ 

de, R^e) dig Menge aller endlichen (abbrechenden) Dezimalbrüche 

(Periode o), R die Menge aller Dezimalbrüche ohne 9er-Periode 

(reelle Zahlen). Setzt man 0 E : г«Ілв(в,]І dann ist 
folgender Divisionsalgorithmus DA bekannt: Zu gegebenen r und s 

existieren eindeutig bestimmte aQ, a1, ..., tQ, t^, ..., so daß 

gilt 

r = aQ.s + t0, aQf W, 0 - tQ < s, 

10. tQ = a1.s + t1, a1 Ziffer 0 - t1< s, 

10.tn_1 = an.s + tn, an Ziffer, 0 - tn<s (n«(H*). 

Aus diesen Gleichungen folgt in 0+ 

Wir denken uns DA unendlich fortgeführt, setzen DA(E) :=aQ,a^a2 

... und erhalten damit eine Abbildung DA von 

(E ; r t И л s < H* J in R. Da man aus E = ip in 0+ auch БД (E) s 

DA(^) folgert, ist DA eine Abbildung von 0+ in ff. 

Wir definieren durch 

D(+§) := + DA(f), D(-|) := - DA(|) 

eine für das Weitere wichtige Abbildung D von 0 in R. Mit bt. 

kannten Argumentation überlegt man, daß DA stets periodische 

Dezimalbrüche, allerdings niemals die 9er-Periode liefert, und 

damit ist D eine Abbildung von 0 in 
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Betrachtet man noch die Teilmenge (—: a£ J'AniHl} von ¢, so 
Her 

vermittelt D eine einfache Beziehung zwischen dieser Menge und 

IR^e^: Man schreibt in ® 

aoa1’ ” an 

10" 
a1 * ■ ■ an (a0€ 2; a1 ’ 

an Ziffern), 

und andererseits gilt 

• • • ü_ f а\ 

D( -\ob—) - ao" ar-an 0 

so daß man die genannte Teilmenge praktisch mit Е1"-' identifi¬ 

zieren kann, da D zwischen diesen Mengen eine 1-1-Abbildung 

ist. Wir machen uns dies zunutze und setzen 

,(»)_ 

,(») 

(1.2) R e = ( -a : а £ 2aii£ и] 
llOn 1 

dadurch auch 

" 

In sind dann durch ®.eine Ordnungsrelation < , eine Addi¬ 

tion + sowie eine Multiplikation . definiert, und zwar weiß 

man über die ’üblichen’ Strukturgesetze folgendes: 

< ist eine irreflexive totale Ordnung in (R^e\ 

+ ist eine Operation in lR^a\ die assoziativ, umkehrbar, kommu¬ 

tativ, bez. < monoton ist, 

. ist eine Operation in E^e^, die assoziativ, kommutativ, bez. 

+ distributiv, bez. monoton, jedoch i. allg. nicht umkehrbar 

ist. 

Auf gründen wir die Definition von ■<,+,. in dem um¬ 

fassenderen Bereich (R und übertragen die in E(e) gültigen 

Strukturgesetze. Zur Behandlung der Umkehrbarkeit der Multi¬ 

plikation in fi in Abschnitt 3 werden wir D abermals heranzu¬ 

ziehen haben. 

Ist а ein Dezimalbruch ao,a1a2... 

gesetzt (n 6. ffl). (a^°), a^1} a^2) 

nlschen Näherungen von a. Mit den 

liegen, rechnen. 

so sei а n := a0,a.,a2. ..aö 

...) heißt Folge der kano- 

a^n^ können wir, da sie in 
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Definition; Für Dezimalbrüche а und b aus IR sei 

a < b V a^n)<b(n). 
R n 

Man sieht unmittelbar, daß für Elemente a^m\ b^m^ aus IR^) 

genau dann a^m^< b^m' gilt, wenn auch in IR^) schon a^b^istj 

wir wollen daher die <-Zeichen nicht unterscheiden. 

(1.3) Satz; < ist eine irreflexive totale Ordnung in IR. 

Den leichten Beweis können wir übergehen. - In dem folgenden 

Satz, der für den weiteren Aufbau wesentlich ist, wird die 

wichtigste gegenüber % neue Eigenschaft von IR ausgedrückt (die 

Stetigkeit). 

(1.4) Satz: In R besitzt jede nichtleere nach oben (unten) be-* 

schränkte Teilmenge M ein Supremum (Infimum). 

Der Beweis für die Existenz von sup(M) in dem Ball, daß M posi¬ 

tive Zahlen enthält, kann aus /6/ übernommen werden. Ganz ähn¬ 

lich können die Beweise für die anderen Fälle geführt, auch 

mittels der Beziehungen sup(M) = -inf(-M), inf(M) = -sup(-M) 

(-M := {-X : ieU) ) teilweise vereinfacht werden. 

Insbesondere gilt a = sup {a^} für а £ О, dagegen a = inf a^ 

für a - 0. Das ständige Gegenwärtigsein der Folge (а^пЬ als 
"Annäherungsfolge" (später werden wir schreiben а = lim а^пЪ, 

n-**e 
als Definition von a, ist eine wesentliche Voraussetzung zum 

Verständnis des Weges, reelle Zahlen als Dezimalbrüche einzu¬ 

führen. 

Für die Untersuchung der Addition in E stellen wir uns noch ein. 

Hilfsmittel bereit und betrachten für a (IR in E^e^ neben der 

Folge (а^пЬ die Folge (а^пЬ> deren Glieder definiert werden 

durch 
~(n) := а (n) n t (H. 

(1.5) Für beliebiges а aus R gelten die Aussagen 

Д~(п+1) а ~(n) (a^nb ist monoton wachsend), 
n 

es gibt beliebig große n mit a^n+1^>a^n\ 



a = sup {a^n^ (unabhängig vom Vorzeichen!). 

Beweis: Aus den Beziehungen 

~(n+1) = a(n+1) _ 

10' 

3sr 

fer ■ *'”> t ^ 10' 
n+T 10' 

n+T 

1_ 
Zn+T = a(n)-— = a(n) 

10“T 1 10“T 1 10" 
folgt, daß a^n+1 ^ = a^ höchstens für an+1 = 9 möglich ist, 

und somit tritt, da а keine 9er-Periode hat, immer wieder das 

> -Zeichen ein. Weil stets a^ < а ist, aber andererseits 
a^ und a^ mit wachsendem n um beliebig wenig differieren, 

vgilt sup {a^n^ = a. 

2. Addition in IR 

Wünschenswert als Ziel der Überlegungen ist,.für beliebige a, 

b aus fft. die Summe a + b so zu definieren, daß 

a + b = lim (a^ + 
n+— 

ist. Doch wir können diese Beziehung nicht zur Definition von 

а + b verwenden, weil dazu eine präzise Passung des Grenzwert¬ 
begriffes nötig ist; sofern wir nicht noch andere Begriffe 

heranziehen wollen (etwa den der Intervallschachtelung), lautet 

eine bekannte Definition: Für Folgen (gn) gilt 

(2.1) lim g = g Л V Л (n>H=#>-|g^-g|<t), 
n-oo n £>oN n 

und hier wird in gJ1 - g = gn + (-g) die Addition benutzt, die 

somit vor der Einführung dieses Grenzwertbegriffes definiert 

werden muß. 

Beschränkt man sich am Anfang auf nichtnegative Dezimalbrüche, 

so wäre die Definition 

а + b := sup {a^n^ + b^n^ j (a ^ 0, b - 0) 

möglich. Die Einbeziehung der negativen Dezimalbrüche, könnte 

durch zusätzliche Axiome erfolgen, wobei die Beweise der Struk¬ 

turgesetze allerdings unter den damit notwendigen Fallunterschei¬ 

dungen leiden. Um dies zu vermeiden, benutzen wir folgende 
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Definition: Für а und b aus p sei 

а + Ъ := sup {а^ + b^j. 

(Das Supremum existiert nach Satz (1.4), de ao+1+bQ+1 eine 

obere Schranke ist. ) 

Zunächst stellen wir fest, daß die neu definierte Addition + 
(e) A eine Erweiterung der schon in E 

, (m) b(*) aus R(°) gilt J*) Д b^> 
(m)(n) 

1 + b 

10“ 

(m)(n) 

= a(m) + b(m) 
+ b(m)(n) _ 

bekannten + ist, d.h., für 
r\ 

Elemente а 
denn es ist a*'™^ + b^m^ = sup 

IR 

nun sind die Glieder ^ 

liebiges n kleiner als a^m^ + b^m), j 

2 

1 

10Л 
für be- 

jedoch für um gleich 

a(m) + b(m) womit a^m^ + b(m) das Supremum ist. - Wir 

brauchen daher^&n weiteren die +-Zeichen nicht zu unterscheiden. 

Erste Struktureigenschaften der Addition in IR sind in dem fol¬ 

genden, leicht zu beweisenden Satz zusammengefaßt. 

(2.2) Satz: 1. /\ а + b = b + a; 
a,b 

2. f\ а + 0 = a; 
3. А V a + (-а) = 0, nämlich 

а -а 

—а := —а^,а^.■. für а = а^,а^..., 
-а := aQ,a1... für a = -aQ,a1..., wobei 

ао£И: (die eindeutige Bestimmtheit von -a 

ist in Satz (2.3) enthalten); 

4. /\ (a-b4»a + c- b+ c). 
a,b,c 

Etwas schwieriger ist der Beweis des Assoziativgesetzes, denn 

man hat etwa (a + b) + c = sup{ä^) + b^n^J + c, aber für die 

weitere Umformung nach Definition der Addition fehlt die Folge 

der kanonischen Näherungen des ersten Summanden (jedenfalls 

ist i. allg. (a + b)(n) i a^ + Ь^ПЪ. Wir beweisen dazu einen 

Hilfssatz: Seien (g_) und (h^) monoton wachsende und beschränkte 

Folgen in IR. Dann ist 
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sup (g^ + sup {h^ = sup {g^ + hnJ . 

Beweis; Es sei a = sup { a^^ := sup ^g^), 

b = sup ^b(n)l := sup {\\- 

Nach (1.5) ist stets ä^<a, und wegen sup {g^} = а folgt 
daraus Д V a^< gw; ebenso gilt Д V h». Hier- 

n N n M 

aus erhält man mit dem Gesetz (2.2.4) die Aussage 

А V ~(n) + %(n) 6 gg + hg 6 а + b, 

wenn man nämlich als К jeweils das Maximum von N und M wählt 
sowie die Monotonie der Folgen (g^), (h^) heranzieht. Damit 

gilt 

sup /ä^n^ + b^nA - sup {gn + hnJ - а + b, 

d.h. a + b 6 eup ^g^ + hn} - а + b, 

woraus die Behauptung folgt. 

Nunmehr können wir die noch fehlenden additiven Strukturge¬ 

setze in (R beweisen, die Assoziativität und die Umkehrbarkeit. 

(2.3) Satz: 1. f\ (a + b) + с = а + (b + c); 
a,b, c 

2. /\ V a + X = b, nämlich x = (-a) + b; die 
a,b X 

Lösung X ist eindeutig bestimmt, und man setzt 

sodann b - а :=x. 

Beweis: Zu 1. Es ist nach Definition bzw. (1.5) 

(a + b) + c = sup {a^ + b^} + sup {c^] . 

Weil die Folgen (a^n^ + b^nA sowie (c^nA nach (1.5) monoton 

wachsen, können wir den Hilfssatz anwenden und erhalten, da 

die Assoziativität der Addition inlA e ^ schon benutzt werden 

kann, 

(a + b) + c = sup /a^ + b^ + cW}. 

Mit gleichen Argumenten folgt schließlich 

(a + b) + c = sup + sup {b^ + o^J = а + (b + c). 

Aussage 2. folgt unter Benutzung des soeben bewiesenen Asso- 
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ziativgesetzes. 

Abschließend zu den additiven Strukturgesetzen sei vermerkt, 

daß sich (2.2.4) mittels Satz (2.3) sofort zum Monotoniegesetz 

bez. <verschärfen läßt: 

a^c a<b^a+c<b + c. 

Wie üblich können der Betrag |a| für Elemente aus К und mit 
ihm durch (2.1) Grenzwert, und damit Konvergenz von Folgen 

definiert werden. 

(2.4) Satz: 1. Jede nach oben (unten) beschränkte monoton 

wachsende (fallende) Folge ist konvergent, und 

zwar gegen ihre obere (untere) Grenze. 

2. Für konvergente Folgen (g^), (h^) ist auch die 

Folge (gn + hn) konvergent, und zwar gilt 

lim (g_ + h) = lim e + lim h . 
n-**> n-**o 

Die aus der Analysis bekannten Beweise für diese im folgenden 

benötigten Aussagen können übertragen werden, denn sie arbeiten 

mit den bereitgestellten Begriffen und Aussagen. 

Weil nun die Folge (а^пЪ für а - 0 monoton wächst bzw. für 
а < 0 monoton fällt und im ersten Pall a = sup (a^n^}, da¬ 
gegen im zweiten a = inf /a^J gilt, folgt aus (2.4.1) in bei¬ 

den Fällen 

(2.5) a = lim a(n) 
n-»oo 

Damit ist das eingangs dieses Abschnitts formulierte Ziel er- 

reicht, denn (2.4.2) liefert 

lim a(n) + lim b(n) = lim (a(n) + b(n)), d.h. 
n-»*e n-»#e П -* aö 

(2.6) a + b = lim (a(n) + b(n)). 
n-»<*> 

Anmerkung: Das Arbeiten mit Dezimalbrüchen а ist ein Umgang 

mit konvergenten Folgen, nämlich den Dezimalbrüchen selbst, auf¬ 

gefaßt als (definiert durch den Grenzwert der) Folge (а^пЪ. 

Auch andere Folgen, etwa (а^пЬ, haben denselben Grenzwert a, 
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und nach (2.6) hat (a^n^+ b^n^) denselben Grenzwert wie 

((a + b)(n)), aber dieses Aufsuchen des Grenzwertes von Folgen 

ist im Grunde jeweils nur das Bestimmen einer weiteren Folge 

von kanonischen Näherungen, die zur gegebenen Folge um eine 

Nullfolge differiert. Sieht man so in einem Dezimalbruch selbst 

lediglich eine spezielle konvergente Folge, dann wird eine ge¬ 

wisse Nähe zu anderen Wegen der Einführung reeller Zahlen er¬ 

kennbar. 

3. Multiplikation in IR 

Für die Definition der Multiplikation steht uns der im vorigen 

Abschnitt bereitgestellte Grenzwertbegriff für Folgen zur Ver¬ 

fügung. Man überlegt sich leicht, daß für Dezimalbrüche а und b 
die in (R^e) zu verstehende Folge (a^n^ . b^)) monoton und be¬ 

schränkt ist, und zwar für nichtnegative Glieder monoton wächst, 

im anderen Fall monoton fällt, da die Folgen (a^n^), (b^n^) 

monoton sind, und eine (passende) Schranke findet man unter 

den Zahlen (aQ + 1) . (bQ +1). Damit ermöglicht Satz (2.4.1) 

folgende 

Definition: Für а und b aus IR sei 

(3.0) a.b := lim (a(n).b(n)) 
(R n-»w 

Es ist sofort zu sehen, daß für Elemente a^ra\ b^m^ aus 

hierdurch kein neues Produkt definiert wurde, weil für n £ m 

stets (a(™)(n).i)(™)(n)) - a^m^.b^m^ ist. Wir werden daher im 

folgenden nicht zwischen den .-Zeichen in E bzw. E^) unter¬ 

scheiden. - Erste Eigenschaften der Multiplikation in E sind 

zusammengefaßt in folgendem 

a,b 

a 

3. /\ (a.b = 0&>& - Ovb = 0); 
a,b 

132 



Zum Beweis weiterer Strukturgesetze benötigen wir wieder einen 

Hilfssatz: Seien (gn) und (h^) monotone und beschränkte Folgen 

in IR, und zwar entweder wachsend mit nichtnegativem 

Grenzwert oder fallend mit nichtpositivem Grenzwert. 

dann ist lim g . lim h = lim (sn«lO. 
n-*00 n-»«e n-*oo 

Beweis: Mit a := lim g , Ъ := lim h ist für а = 0 v b = 0 die 
n-*oo n-*oо 

Behauptung klar (wenn man bedenkt, daß konvergente Folgen be¬ 

schränkt sind). Sei nun beispielsweise а > О л b > 0; für alle 
(hinreichend großen) n gibt es dann M, so daß für m > M gilt 

0 4 a(n)-lr<Sm - a л 0 - b(n)-- b. 1 Qn =¾ 1 on “ 

Hieraus erhält man mit (3.1.4) sowie Gesetzen aus (R^e^ 

а(п).ъ(п) -I_ (a^n) + b(n)) + \ < к .h ^ a.b, und durch 
10n 1CTn “m m 

Grenzwertbildung (unter Benutzung von (2.4.2) und lim (-1-)=0) 
n-»o» 10n 

a.b - lim (gjj-h^) <4 a.b, woraus die Behauptung folgt. In den 

Fällen а > О л b < 0 sowie a •< О л Ъ < 0 kann man ganz ana¬ 

log Vorgehen. 

Mit dem Hilfssatz lassen sich das Assoziativgesetz der Multi¬ 

plikation und das Distributivgesetz in R beweisen: 

(3.2) Satz; 1. /\ (a.b).c = a.(b.c); 
a,b,c 

2. A (a + b).c = а. с + b.c. 
a,b,c 

Im Beweis von 2. ist für a = 0vb = 0va + b = 0 (d.h. 

b = -a = (-1).a) die Behauptung klar, während man ih den wei¬ 

teren Fällen zur Anwendung des Hilfssatzes neben (с^пЪ je¬ 
weils eine geeignete monotone Folge mit dem Grenzwert а + b 

benötigt. 

Wir können nun auch (3.1.4) zum Monotoniegesetz der Multiplika¬ 

tion bez. < verschärfen: 
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(3.3) /\ а < Ъ л о > 0-»а.с < Ь.с, 
а,Ъ,с 

dean а.о = Ъ.с, d.h. (b - а).о = О kann unter den getroffenen 
Voraussetzungen nicht eintreten. 

Eine Verallgemeinerung des Hilfssatzes beinhaltet der 

(3.4) Satz; für konvergente Folgen (gn) und (h^) ist auch die 

Folge (gn.hjj) konvergent, und zwar gilt 

lim (gg.hß) = lim gn . lim h^ 

Der geläufige £-Beweis dieser Regel kann aus der Analysis über¬ 

tragen werden, wobei darauf hingewiesen sei, daß für die Um¬ 

formungen u.a. das Distributivgesetz benötigt wird. 

Durch die bisherigen Überlegungen konnten wir die Ordnungsre¬ 

lation < sowie die Rechenoperationen + und von ^ auf IR 

Überträgen und die in gültigen Strukturgesetze auch für 

К beweisen; außerdem haben wir den Satz von der oberen Grenze 

(1.4) und einige Regeln über das Rechnen mit Grenzwerten von 

Folgen erhalten. Es fehlt von den Strukturgesetzen in IR noch 

die Umkehrbarkeit der Multiplikation. Dies Gesetz der Umkehr¬ 

barkeit gilt in (R^e^ nicht, ist jedoch eine charakteristische 

Eigenschaft von Q, und wir werden es daher mittels der Abbil¬ 

dung D auf IR übertragen. Zuvor stellen wir Uber D folgende 

Aussagen bereit: 

(3.5) Für § aus « gilt D(|) = r.D(l) in IR. 

(3.6) Aus § < H in Q folgt D(|)<D(ä) in IR. 

(Dabei r, s, u, v f Z) 

beweis: Zu (3.5). Wir beweisen für r 4 о und s > О 

DA(|) = r.DA(l), 

woraus sich unmittelbar die allgemeinere Behauptung ergibt. 

Ist а := DA(§), so gilt nach (1.1) in IR^e\ und damit in |R 
. . B t 

r = aln,.s + —S. mit 0 ä t < s (n f IN). 
10n n 

Hieraus folgt durch Grenzwertbildung (mittels (2.4) und (3.4)) 
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г = а.8, d.h. г = DA(^).s. 

Insbesondere ist 1 = DA(g-).s, und nach Multiplikation der 

vorigen Gleichung mit DA(g-) erhalten wir die gewünschte Aus¬ 

sage. Zu (3.6). Vorausgesetzt sei o. B. d. A. s = v > 0, und 

demnach r < u (dies in %, IR^e\ IR). Mit D(^) > 0 folgt dann aus 

(3.5) und (3.3) D(§) = r.D(l)Cu.D(l) = D(u). 

Zur Umkehrbarkeit der Multiplikation werden wir sogleich zeigen, 

daß für а e E\{0} die Gleichung a.a-1 = 1 stets eine Lösung 

a”"' hat, nämlich 

a"1 := lim D( 10n 
10na(nj 

).V 

Die Schwierigkeit zurBestimmung des Inversen von а liegt darin, 

daß die Inversen der abbrechenden Dezimalbrüche a^n^ selbst 

schon im allgemeinen nicht abbrechend sind. Der rechtsstehende 

Grenzwert existiert nach Satz (2.4.1), denn für 

und damit in Q 

CK 

> 0 gilt Ö < a^ - a^n+1^ in E^e\ 

10na(n) ^ 10n+1a(n+1) 

10" 10' 
n+1 woraus in Q 

„n+1 
—J. г —Terri >0 folgt. Hieraus erhältrman mit 
10naln; 10n+'aU+l; 

1f)n 
(3.6), daß die Folge D( p (£j) in E monoton fallend, nach 

ten beschränkt, und daher konvergent ist. Für a < 0 handwut 

sich um eine monoton wachsende Folge negativer Glieder, d u 

ebenfalls konvergiert. - Für abbrechende Dezimalbrüche a' 

erhält man übrigens 

(a(m)f = D(- 
10 a 

da die zu betrachtende Folge für große n konstant ist. 

(3.7) Satz: /\ V a.x =» b, nämlich x = a-1.b; die Lösungx 
a/0,b X 

ist eindeutig bestimmt, und man setzt sodann 

У n so groß, daß Nenner nicht verschwinden. 



Die für den Beweis wesentliche Aussage, a.a 

mittelbar mittels (3.4) und (3.5). 

-1 
= 1, folgt un- 

Eine weitere Möglichkeit zur Berechnung von Quotienten ergibt 

sich aus dem 

(3.8) Satz: Für konvergente Folgen (gn) und (h^) mit lim gn / 0 

2- ä к ■ 1¾ 
Der t-Beweis für 1. kann übertragen werden, die zweite Aussage 

folgt sodann in Verbindung mit Satz (3.4). 

Insbesondere hat man jetzt 

lim b(n) , \ 

к _ n-* k_ = n™ cv(n) 
lim a 
П-ы* 

lim D( 
n-»«® 

lim 
n-»#® 

= lim (Ъ 
n-* 

D( 
10' 

10n.a^ 
)) 

f v(n). 10 .b 

10n.aCn; 
-) dies besagt: 

(3.9) Zu reellen Zahlen a, b (a / 0) erhält man durch Anwendung 

des Divisionsalgorithmus auf die rationalen Zahlen 

10nb(n) , 
— (n £ ®) Glieder einer Folge von Dezimalbrüchen 

b 
а 

10 аv 
mit dem Grenzwert 

,10nb(n) 
Berechnet man von D(———r—y) nur jeweils z.B. die n-te kano- 

10naln; 

nische Näherung (n = 0, 1, 2, ...), so erhält man eine Folge 

abbrechender Dezimalbrüche, die - wie nun leicht zu folgern - 

ebenfalls den Grenzwert hat. 
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