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Glinther Steffen

Irreduzible zyklische Matrixgruppen iiber dem Restklassen-
ring mod pk

Herrn Prof. G. Pazderski zum 50, Geburtstag
aus Dankbarkeit gewidmet

Einleitung

Jeder Hauptfaktor einmer aufldsbaren Gruppe ist elementar-
abelsch von einer gewlssen Ordnung ;pn (p Primzahl,n 2 1).
Additiv geschrieben kdnnen wir ihn als GF(p)-Modul mit n Basis-
elementen auffassen., Die Automorphismengruppe dieses Hauptfak-
tors ist dann isomorph zur GL(pn,p). Bezeichne M|N einen Heupt-
faktor einer aufldsbaren Gruppe G, dann wird jedem g e G geméSB
mN -’g'1mgn (m €M) ein Automorphismus von M|{N zugeordnet. Diese
Zuordoung ist ein Homomorphismus von G in die Automorphismen-
gruppe von M|{N. Eine aufldsbare Gruppe erféhrt auf diese Weise
auf jedem seiner Hauptfaktoren eine irreduzible Matrixdarstel-
lung iiber GF(p).

Nun kOnnen in einer aufldésbaren Gruppe auch Faktorgruppen
vom Typ (pk, pk,.... pk) (p Primzahl, k @ 1) vorkommen. Auf solk
chen Faktorgruppen wiirde G dann eine Matrixdarstellumg Uber
dem Restklassenring mod pk erfahren. Somit sind Aussagen iiber
Matrixdarstellungen iiber Restklassenringen mod pk fiir Struktur-
untersuchungen abstrakter aufldésbarer Gruppen von Bedeutung.

In dieser Arbeit wollen wir uns mit gewissen irreduziblen
zyklischen Matrixgruppen iiber dem Restklassenring mod pk befas-
sen. Dabeli geht es um die Bestimmung bis auf Aquivalenz aller
derjenigen irreduziblen zyklischen n x n-~Matrixgruppen iiber dem
Restklassenring mod p~, die bei Reduktion ihrer Koeffizienten
mod p irreduzibel bleiben. Teil 1 hat vorbereitenden Charakter.
In ihm wird einiges iiber Darstellungen iiber Ringen bereitge-
stellt. Die wichtigste Aussage in diesem Teil, die dann filr den
Beweis des Satzes im Teil 2 von Bedeutung ist, wird im



Temma 1.3 formuliert. Sie beinhaltet eine Verallgemeinerung der
bekannten Tatsache, daB8 bei einer Divisionsalgebra iber einem
Kérper die einzige irreduzible Darstellung durch dle regulire
Darstellung gegeben wird. Die Hauptaussage dieser Arbeit ist
die, da8 bis auf Aquivalenz genau eine irreduzible zyklische

n x n-Matrixgruppe der Ordnung r iiber dem Restklassenring mod pk
existiert, die beli Reduktion mod p ebenfalls irreduzibel von
der Ordmung r ist. Zwischen r und n besteht dabei die Bezie-
hung, deB n die kleinste pnatiirliche Zahl mit rlpn-‘l ist.

An dieser Stelle mSchte ich Herrn Prof. G. Pazderski f£ir seine
freundliche Unterstiitzung bei der Pertigstellung dieser Arbeit
recht herzlich danken,

Bezeichnungen

Z = Menge der ganzen Zahlen; p sei Primzahl; R, = Restklassen-
ring mod pk, wobei k 2 1 eine natiirliche Zahl ist; Rk[x] = Po-
lynomring in einer Erzeugenden iiber Ry; [a], bezeichne dle
Restklasse mod pk, in der die ganze Zahl a liegt; pllr(x) be-
deutet, daB die Restklasse [p]'] X in jedem Koeffizienten von
£(x) € Rk[x] als Faktor enthalten ist (1 2 1 npatiirliche Zahl);
plff(x) bedeutet, daB pllf(x) nicht gilt; [a(x)] £(x) bezeich-
pe diejenige Restklasse von Bk[x]\(f(x)), in der a(x)cak[xl
liegt; Ej = Eipheitsmatrix vom Grade n iiber dem jeweils be-
trachteten Ring; fiir eine Matrix C iiber Bk (k > 1) bedeute

pllc (1 21), da8 [p]']k Jjeden Koeffizienten wvon C teilt.

1. Darstellungen iiber Ringen

BEs sel P ein kommutativer Ring mit Einselement 1 und R eine F-
Algebra, d. h., es sind neben den Ringaxiomen fiir R die weite-
ren Bedingungen erfiillt:



1. Zu £€ F und r ¢R existiert 4, £(r4r') = £ + £r°
ein eindeutig bestimmtes fr ¢R 5. £(rr') = (fr)r*

2. (£+£')r = fr + £'r = r(frt)

3. (££')r = £(£'r) 6. Ar =T

fir £, £'¢ F und r, ' ¢R.

Wir wollen nun die Begriffe F-R-Modul bzw. Darstellung von R
iiber P einfiihren und die Gleichwertigkeit von Matrixdarstellun-
gen und F-R-Moduln mit endlicher Basis i{iber P zeigen.

Definition 1,1: M heiBe FP-R-Modul, wenn M ein P-Einks- sowie
ein R-Rechtsmodul ist und auBerdem gilt:
n(fr) = £f(ar) = (fm)r
dm =me =m

fir feP, r €R, m&M und o Einselement von R.

Offensichtlich bilden die PF-Endomorphismen beziiglich der durch
n(T+8)=nT+m8, m(T8)=(nT)¢ (m e M)

fiir beliebige F-Endomorphismen 7 und ¢ definierten Addition

und Multiplikation einen Ring.

Definition 1.2: Ein F-Operatorhomomorphismus von R in den
Endomorphismenring aller F-Endomorphismen eines F-R-Moduls
heiBt Darstellung von R iiber F.

Falls im F-R-Modul M eine endliche Basis der Lénge n iiber F
existiert, so ist der Ring aller F-Endomorphismen von M iso-
morph zur vollen Matrixalgebra aller n x n-Matrizen iiber F. Dar-
stellungen von R begiiglich dieser Basis werden dann auch gensu-
er Matrixdarstellungen des Grades n genannt.

Ist {u1, eeey Uy} eine endliche Basis von M iber F, so wird

jedem r € R eine n xn-Matrix naij(r) Il = 6¢r) iiber F vermsge

n
wr = ; "i;j(r)uj zugeordnet. Offensichtlich ist die Zuord-
=



nung r—6(r) ein F-Operatorhomomorphismus von R in die Menge
aller p »n-Matrizen dber F, also eine Matrixdarstellung. Mit
anderen Worten, zu Jedem F-R-Modul mit endlicher Basis gibt es
eine zugehirige Matrixdarstellung von R lber F.

Ist umgekehrt eine Matrixdarstellung € (r) =|eci J(r)“ von R des

Gredes n Uber P vorgegeben, 80 kinnen wir aus einem Modul M
{iber P mit der Basis {u.], eeey un} durch die Festsetzung

n 0 n
wr 1= ; “ij(r)u:l’ (; Y u,)T 1= g ¥,(wyr) mit fieF fir

1 =1, eee, n einen F-R-Modul machen, zu dem die Matrixdarstel-
lung & gehdrt.

Wir haben also eine Beziehung zwischen den F-R-Moduln, 1n demen
eine endliche Basis existiert, und den Matrixdarstellungen von
R {iber F.

Im weiteren soll eine Aquivalenzrelation fiir Matrixdarstellun-
gen von R iber F eingefiihrt werden, die mit der Operatorisomor-
phie der entsprechenden P-R-Moduln gleichbedeutend ist,

Definition 1.3: Wir nennen zwel Matrixdarstellungen & bzw.
¢ des Grades m bzw., n von R {iber P dquivelent, wenn eine nx m=
Matrix T iiber P und eine m xn-Matrix T*' {iber F mit TT' = En und

™T = By existieren, so daB Tx(r)T' = v(r) fiir alle r e¢R gilt.
Bezeichnung: u ~ ¢.

Es ist sofort zu sehen, daB ~ eine Kquivalenzrelation ist.

Leuma 1.1; Beien 4 bzw. v Matrixdarstellungen von R iiber F
und M bzw. N mit den endlichen Basen u und v die entsprechenden
P-R-Moduln. Gepau dann, wenn ein F-R-Operatorisomorphismus 7
von M auf N existiert, sind 4 und ¥ dquivalent.

Beweis; Die endlichen Basen u und v von M bzw. N mégen die
Lingen ®» bzw. n haben, 4. h.
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Wir wollen zuerst davon ausgehen, daB M zu N F-R-operatoriso-
morph vermége ‘T ist. Damnn gilt sicher
uT="Tv

mit einer gewissen m x n-Matrix T iiber F. Bezeichne 7 -1 die Um-
kehrabbildung von T . Man kann sich davon ilberzeugen, daB

7 =1 ein F-R-Operatorisomorphismus von N auf M ist und es gilt
vl . T'u mit einer gewissen n x m=Matrix T' iiber F. Bs folgt
us=s )T = (ev)T "1 = pvr?) = 2w = (2T

und wegen der eindeutigen Darstellbarkeit der Elemente von M
durch die Basis u mu8 TT' = Em sein. Analog erkennt man von der

Basis v ausgehend die Giiltigkeit von T'T = Eﬁ. Weiter haben wir
(To(r))v = T(?2 (2)v) = I(vr) = (IV)r = (uT)r = (ue)7T

(A& ()WT = pu(2)(0T) =4 (2)(TV) = (& (2)D)v

und da v Basis war, ist T v (r) =4 (r)T fir beliebige r ¢R. Das

heiBt aber T v (r)T' =a(r) und 4 und ¢ sind &quivalent.

H

Seli nun umgekehrt 4 zu ¢ dquivalent und 4 (r) =.T¢¥ (r)T' fir
beliebige r ¢ R mit einer m xn-Matrix T und einer nam-Matrix T,
fir die TI' = E, und T'T = B, gilt, Wir definieren die Abbil-

m
dung T von M auf N durch x T = ; £,(u, T) fir beliedige

m
X = §= fiui aus M mit f:l. ¢ F. Dabel ist u.ir aus u?T := Tv zu

entnehmen. Wir wollen nun poch die Abbildung T' von N auf M

n n
durch y 7 :=;gi(vi‘r')ﬂry=;sivi mit g; ¢ F und

v 7' 3= Ttu definieren,



Unser Ziel ist es, nachzuweisen, daB T ein F-R-Operatorisomor-
phismus von M auf N ist. Es ist leicht einzusehen, daB 7 eine

m
eindeutige Abbildung von M in N ist. PFir x = ; riui

aus M wollen wir kurz x = Tu mit ¥ = (£49 +sey £;) schreiben.

Es folgt
(x@)7 = ((Fu)r)T = (F(ur))T = ((Fa(r))u)
= (Fa())(ur) = (Fa()D)v = (F2v (2))v
= Pr(vp) = B(Pv)r = (FT(u7 ))r = (x7)r .

Ohrne Schwierigkeiten ist zu sehen, da8 beli 7 die Summeniibertra~
gung und (£x)7T = £(x7T ) fiir beliebige x ¢ M gilt, Damit ist 7
ein F-R-Operatorhomomorphismus wvon M in N.
Analog lé8%t sich zeigen, daB 7' auch ein F-R-Operatorhomo-
morphismus von N in M ist. Welter gilt
(xT) 7' = (F(uT)) T = (Fv) 7' = P (v T)
=fTT'u=?Emu=fu=z

Auf die gleiche Weise zeigt sich, daB 7'T die identische Ab-
bildung ist. Das heilSt, 7' ist die Umkehrabbildung zu 7 und 7T
die zu 7'. Daraus und aus der Tatsache, daB 7' eine eindeutige
Abbildung von N in M ist, folgt onun, da8 T ein F-R-Operatoriso-
morphismus von M auf N ist.

Lemma 1.2: Sei T eine nx m-Matrix iiber dem kommutativen Ring
F mit Einselement 1 und T' eine m x n-Matrix iber F mit

T = En' Dann folgt n £ m.

Beweiss Wir wollen die Annehme n > m zu einem Widerspruch
fiihren. Dann besitzt T mindestens m+1 Zeilen und T' besteht aus
mindestens m+1 Spalten. Die ersten m Zeilen von T fassen wir
zur Matrix A und die ersten m Spalten von T' zur Matrix A' zu~-
sammen. Aus der zweitem bis (m+1)-tep Zeile von T soll die
quadratische Matrix B und aus der zweiten bis (m+1)-ten Spalte
von T' die quadratische Matrix B' bestehen. Es folgt nun
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ALY = By .
BB'=EIll N
0OeeeesO
10..4.0
4B' =1 010...0 .
00...10

Da der Determinantenmultiplikationssatz iiber kommutativen Rin-

gen mit Einselement gilt (siehe etwa Bourbaki /1/, S. 78), ha-
ben wir

det A det A!

(1.1) det B det B'

und weiterhin

det (AA') =
det (BB') =

1
h i
det B! = (det A det A') det B!

(det A' det A) det B!
= det A' det (AB') = O ’

dabei bezeichne det X die Determinante der quadratischen Matrix
X tiber F. Diese Beziehung ist aber ein Widerspruch zur Glei-
chung (1.1).

Die Matrizenm T und T' aus der Definition 1.3 miissen Lemma
1.2 zufolge also quadratische Matrizen sein, d. h., es kdnnen
nur Matrixdarstellungen gleichen Grades zueinander &quivalent
sein. T' ist dann die inverse Matrix zu T. Dieses zieht aber
unter Beriicksichtigung von Lemma 1.1 nach sich, daB alle endli-
chen Basen eines F-R-Moduls die gleiche Linge haben. PFiir einen
F-R-Modul M, ipn dem alle Basen endlich sind, kann man wie iib-
lich die Dimension erkléren, die wir mit dim M bezeichnen.

Definition 1,43 Eine Matrixdarstellung ¢ des Grades m von R
tber P heiBe reduzibel, wemn eine zu § dquivalente Matrixdar—
stellung 4« existiert mit

“1(1') [ 4
Al =\ a0

11



wobei /ﬁ,l(r) bzwe ,443(1‘) fiir alle r € R Matrizen eines Formates
m, x my bzw. (m-m,,) x(m-m,') mit 1 £ m, <m sind.
Andernfalls heiBe €6 irreduzibel.

Definition 1.5: Sei M ein P-R-Modul mit einer endlichen Ba-
sis iiber F. M wollen wir reduzibel nennen, wenn M einen eigent-
lichen P-R-zuléssigen Teilmodul hat, der eine Basis iiber F be-
sitzt, die sich zu einer Basis von M iber F ergénzen 1l&Bt.
Ansonsten heiBe M irreduzibel.

Man sieht sofort, daB Reduzibilitét invariant gegeniiber Ope-
ratorisomorphie ist,

Lemma 1,3: Eine Matrixdarstellung & des Ringes R mit endli-
cher Basis iiber F ist genau dann reduzibel, wenn der zugehdrige
F-R-Modul M reduzibel ist.

Beweis: Seli M' ein eigentlicher P-R-zulédssiger Teilmodul von
M, dessen Basis iiber F sich zu einer Basis von M ergénzen 1ldB8t.
Die Matrixdarstellung # (r) beziliglich einer solchen Basis hat
dann die in der Definiton 1.4 angegebene Gestalt. Da M zu sich
selbst operatorisomorph ist, gilt wegen Lemma 1,1 4 ~ 6 und da-
mit ist 6 reduzibel.

Sei pun ¢ reduzibel und M der zugehdrige F-R-Modul. Dann
existiert eine zu & dquivalente Matrixdarstellung @ der Gestalt,
wie sie in der Definition 1.4 angegeben wurde, N sei der g ent-

b

1
sprechende F-R-Modul und b ={ . | die zu ¢ gehdrige Basis.
by
Dann gilt also
b, Eigeeces Lan b,
b, r . fm......rm by
b!“,‘r fm+1.1"“""""'fm+1,n bm+1 !
. M . H
bnr fn1'.....'......‘..fnn bn

wobei 1 € m < n und fi:) €F (1,3 =1, eeey D).

12



‘Offensichtlich spannen die ersten m Basiselemente einen eigent-
lichen F-R-zuléssigen Teilmodul von N auf. Nach Definition 1.5
ist N und damit such der zu ihm F~-R-operatorisomorphe Modul M
reduzibel.

Definition 1.6: R sel eine Algebra mit endlicher Basis iiber
F. Dann ist R beziiglich der Addition ein F-R-Modul (durch die
Multiplikation in R sei die Operatoranwendung von rechts gege-
ben). Eine diesem Modul entsprechende Matrixdarstellung von R
idber P beziiglich einer vorgegebenen Basis mdge regulédre Matrix-
darstellung heiBen. '

Lemma 1.,4: F bestehe aus endlich vielen Elementen. R sei Al-
gebra mit Einselement und einer endlichen Basis iiber F, deren
regulére Darstellung mit ¢ bezeichnet werde. Es mdge fiir ein
beliebiges r € R (r + 0) ein invertierbares r, ¢ R und ein £e¢F

existieren mit r = tro. Fir jede von der Nulldarstellung ver-
schiedene Matrixdarstellung x4von R mit grad # £ grad § folgt
denn, daB 4 irreduzibel und 4~ ¢ ist.

Beweis: Sei M der entsprechende F-R-Modul fiir x4 . Da 4« von
der Nulldarstellung verschieden ist, muB M # {0} sein., Die Di-
mension von M iiber F stimmt mit grad u liberein, also

(1.2) dim M <€ grad ¢ .

Sei a # O ein Basiselement von M und {r.], 6 5y :.‘n} eine Basis

von R iiber F, wobel n = grad §. Um 2u zeigen, daB aR = M ist,
wollen wir den Nachweis erbringen, da8 {u‘,,, ooy arn} ein 1li- .

near unabhéngiges System von Elementen aus M iiber F ist. Sei

n
; fi(ari) =O0mit £, € F (1 =1, «c.y n). Davn folgt

n0 = Z; ti(ari) = g a(riri) = a g ""iri = ar

mit r = ; firi € R. Falls r ¢ O wire, wirde aus der Voraus-
-

setzung dieses Lemmas folgen, da8 ein £ ¢ F und ein invertier-
bares r, € R existiert mit r(é' fr,. Das hieBe aber

13



O=ar = a(fro) = .f(aro) 5

also gélte
0-1) = fa

und folglich £ = O, da a Basiselement ist, Daraus ergébe sich
nun r = n-o = 0.

0 = ((ga)z)r,™1 = (fa)(z,r

n
Es folgt Jetzt ; £,r; = 0. Da {r,,, eeey T,} Basis von R iiber
—4

F war, muB "":L = 0 fiir alle 1 = 1, ¢es, D golten., Somit sind die
{ar,], ey arn} linear unabhéingig iiber F und es gilt |aR|2[F|".

Wegen (1.2) kdnnen hdchstens grad ¢ = n Basiselemente in M exi-
stieren, d. h. [M| £ |F|”. Infolgedessen ist |aR|=|M|, also
aR = M. Zudem sieht man

(1.3) dim M = dim R.

Da wir fir a ein beliebiges Basiselement gewéhlt haben, folgt
guch, daB M und nach Lemma 1.3 auch 4 irreduzibel ist.

Wir wollen nun die Abbildung T : R—>M, die definiert ist
durch » T = ar (r € R), betrachten. Fir diese Abbildung l&8t
sich ohne weiteres die Operatorhomomorphiseigenschaft von R als
F-R-Modul auf den F-R-Modul M zeigen. Wegen der endlichen Méch-
tigkeit von R bzw. M, denn beides sind Moduln mit endlicher Ba~
sis Uber dem endlichen Ring F, und der Tatsache, daB nach (1.3)
M und R die gleichen Dimensionen iiber F haben, folgt nun, daB ¥
ein F-R-Operatorisomorphismus und nach Lemma 1.1¢~ A 1st.

Insbesondere geht aus Lemma 1.3 hervor, daB die reguldre
Matrixdarstellung von R liber F irreduzibel ist.

2. Irreduzible zyklische Matrixgruppen liber Ry

Definition 2,13 £(x) € R, (x] sei ein Polynom, dessen hich-

ster Koeffizient eine prime Restklasse mod pk ist. £(x) so0ll
reduzibel heiBen, wenn ein g(x) & Rk[x] mit einer primen Rest-

klasse als hochstem Koeffizienten und O < grad g(x) < grad £(x)
existiert, so daB g(x)|£(x). Ansonsten heiBe £(x) irreduzibel.

14



Die folgenden Tatsachen sollen als bekannt vorausgesetzt wer-
den:

(2.1) Sei A ein Ring mit Einselement aus endlich vielen
Elementen und yeA weder Nullteiler moch Null. Damn ist 7 inver-
tierbar in A .

(2.2) Sei Aein Ring mit Einselement und £(x), g(x)¢ A[x].
Palls der héchste Koeffizient von g(x) invertierbar ist, damn
existieren q(x), r(x)eA[x] mit

£(x) = g(x)q(x) + (x) ,
wobei grad r(x) < grad g(x) oder r(x) = 0 ist (v. d. Waerden
/3/, S. 52).

(2.3) Sei x*-1 € GP(p)[x] und r eine natiirliche Zahl mit
P{‘ T. Dann ist jedes irreduzible Polynom, welches in der Zerle-
gung von x*-1 auftritt, genmau einmal in dieser enthalten (v. d.
Waerden /3/, 8. 177).

(2.4) B8ei <A) eine irreduzible Matrixgruppe der Ordnung r
iber GF(p). Dann gilt nach (Pazderski /2/, S. 14) fiir die 1li-
neare Hiille R1[A] von <A iiber GF(p)

R, [A] = aF(D™),

wobel n die kleinste natiirliche Zahl mit rlpn-‘l ist. AuBerdem
ist p der Grad von A.
Nun existiert ein zu A € R1[A] gehdriges Minimalpolynom f£(x)

iber GF(p), welches eindeutig als irreduzibles normiertes Poly-
nom mit A als Nullstelle bestimmt ist. Die Kbrpererweiterung
R,[A]ln., des Grades n ist dann isomorph zu R1[x1l(f(x)) und

somit grad f£(x) = n.

Der Ring R werde beziiglich 6 homomorph auf R' abgebildet.
Dann 1é8t sich offensichtlich € eindeutig zu einem Homomorphisg-
mus T von R(x]auf R'[y] derart fortsetzen, da8

T: 2(x) = ; aixi—*; aiyi = 2(y) = £(x)"

mit ;; = af . Wie man uomittelbar sieht, ist die Abbildung



[8]y—>[a], (ae Z) ein Homomorphismus von Ry auf R;. Nach dem
oben Gesagten wird dann durch

T s 2(x) = Z; fa, | xi—*;[?.i] 7= ¥y = 2

R.k[x] homomorph auf Ry [y] abgebildet. Man rechnet leicht nach,
daB die Abbildung

2:5) (8] gry =[50 g =+ 20 gy
einen Homomorphismus von Bk[x]|(f(x)) auf R,l[y]' (£(y)) liefert.
Entsprechend ist fiir einen Matrixring A iiber R, die Abbildung

2.6) 4= [4ij]kﬂ——»ﬂ[°°ij1n =2 (el
ein Ringhomomorphismus von A auf einen Matrixring A*ﬂber
Ry = GF(p).
Im folgenden sollen mit [a(x)] f(x)* bzw. A" die Bildelemente
von [a(z)] £(x) bzw. A bel den Ringhomomorphismen (2.5) bzw.
(2.6) und mit [Bk[x]\(f(x))] die Bildmenge von R[x]] (£(x))
bezeichnet werden.

Es existieren irreduzible Polynome iber R,, die beim Uber-
gang f(x)—bf(x)' irreduzibel iiber GF(p) bleiben, und andere,

dle redusibel werden. Zum Beispiel ist das Polynom P +x+1
iiber dem Restklassenring mod 3“ irreduzibel aber iiber GF(3)

reduzibel, denn es gilt x2 +Xx+1=(x=1 )2 iber GF(3). Dage-

gen ist das Polynom xz + x + 1 sowohl iber dem Restklassenring

mod 22 als auch iiber GF(2) irreduzibel. Mit Polynomen dieser
Art wollen wir uns besonders beschiéftigen.

Definition 2.2: Ein Polymom £(x) € Rk[x] , dessen hdchster

Koeffizient eine prime Restklasse mod ;pk ist, heiBe total irre-

duzibel iber By, falls f(x)’ irreduzibel iiber GF(p) ist.

Offensichtlich ist ein total irreduzibles Polynom £(x) irre-
duzibel.

16



Fiir ein total irreduzibles Polynom f(x) wihlen wir nun ein
a(x) € B [x] beliebig mit [a(x)] poxy® = 0, d. he £(x)*|a(x)*.
Der hochste Koeffizient von £(x) ist eine prime Restklasse

mod ;pk und demzufolge kann man nach (2.2) a(x) durch £(x) divi-

dieren:

a(x) = f(x)s(x) + r(x) ,
wobei r(x) verschwindet oder grad r(x) < grad £(x) ist. Es
folgt

a(x)* = £(x)" s(x)* + r(x)*

und da grad (@) < grad f(x)‘ ist, muB r(x)' = 0 sein, denn es
war £(x)"|r(x)". Das bedeutet aber p|r(x). Nun ergibt sich
ax) = P ex)sx)
oder anders geschrieben f£(x) l pk'1a(x) und weiter
0= [pk'1a(x)]f(x) = [Pk'1]f(x) [a(x)] £(x)
Dabei ist [pk"1]f(x) % 0.

Wir kénnen also feststellen, daB ein beliebiges [a(x)] £(x) aus

Rk[x]l(f(x)) mit [a(x)]f(x; = O entweder Null oder Nullteiler
ist.

Lemma 2.1: Sei f£(x) total irreduzibel iliber Ry. Dann besitzt

Rk[x] l(f(x)) auBer denjenigen [a(x)lf(x), fiir die [a(x)] f(x; =90
ist, keine weiteren Nullteiler.

Beweis: Angenommen es existieren a(x), b(x) € R [x]mit
[a(x)]f(x)H: 0 und [b(x) £(x) ¥ 0» 80 daB
0 = [a()] p(yy PG p(yy =[0I £y

gilt. 0.B.d.A. diirfen wir fiir die Vertreter a(x) bzw. b(x) der
Restklassen [a(x)]f(x) bzw. [b(x)] £(x) grad a(x) < grad f(x)
bzw. grad b(x) < grad f£(x) annehmen, Sicher existieren solche
Vertreter wegen der mdglichen Division mit Rest durch f£(x)
(siehe (2.2)). Obige Gleichung besagt:

a(x)b(x) = £(x)r(x)
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mit r(x)e B [x].
Sei 1 maximal mit pllb(x) und b(x) =[Pl]kb1(x) mit P‘rb»](x)-
Da [b(x)]f(x) + 0, 18t b(x) + O und daher 1<k, Offensichtlich

glilt pllf(x)r(x). Mit g(x) bzw. t(x)e Z [x]wollen wir zwei Po-
lynome des Grades grad f£(x) bzw. grad r(x) bezeichnen, deren
Koeffizienten irgendwelche Vertreter der Restklassem der ent-
sprechenden Koeffizienten von £(x) bzw. r(x) e R, [x] sind. Fiir
einen beliebigen Vertreter v der Restklasse [p k glilt wegen
1

1<k sicher pl’v,, deon v = P + apk (aelZ). Dann teilt pl alle

Koeffizienten von g(x)t(x). Mige d; den g.g.T. der Koeffizien-

ten von g(x) und d, den von t(x) bezeichnen. Damit haben wir
e(x)e(x) = (4484(x))(d;8,(x)) = d,d45(g4(x)t5(x)),

wobei g.,(x), tz(x)e Z [x] primitive Polynome iiber dem Integri-

tétsbereich Z sind. Mit Hilfe des Satzaes von GauB iiber primi-
tive Polynome ergibt sich, daB das Produkt g,(x)t,(x)e€ Z [x]ein

primitives Polynom ist. Nach dem vorhin Festgestellten foigt
Jjetzt plld,]da. Da pff(x), teilt p nicht alle Koeffizienten wvon
g(x). Somit haben wir p‘fd,l. Es bleibt damit pl{ d2 ibrig, d. h.

pl[t(x). Mithin muB pl‘r(x) gelten.
Mit r(x) =[p1]kr1(x) (rq(x) € By [x]) haben wir danmn

0 = a®b(x) - £(OT(x) = [pY], (alx)dy()~2(x)7,(x))
und da k »1, folgt
p] [ax)b (%) = £(x)2y(0)]
d. b (a(x)by(x) = £(x)ry(x)) = 0
oder a(x)*by(x)“= £(x)"r (x)".
Demnach gilt
f(x)”a(x)’b,l(x)* .
Da dies eine Beziehung iiber dem Kérper Ry = GF(p) und f(x)" ir-
reduzibel ist, ergibt sich £(x)*|a(x)" oder £(x)"|b,(x)*, wobei

18



a(x)*+ 0 und b,(x)* ¢ 0. Folglich miBte £(x) Teiler eines micht-

verschwindenden Polynoms echt kleineren Grades sein, was 6ffen-
sichtlich nicht méglich ist.

(2.7) Wir wollen noch eine Zwischenbetrachtung anstellen,
die spéter bendtigt wird. Sei q(x) = anxn+a.n_1xn'1+...+a.1x+ao
aus R [x](a, # 0) ein Polynom kleinsten Grades mit q(C) = O
(a, braucht keine prime Restklasse zu sein), wobei C eine Ma-
trix einer gewissen Ordnung r iiber R’k ist. Sicher gibt es so

ein Polynom, denn x°-1 ist ein solches.
Wir zeigen, daB unter allen Koeffizienten, welche [p]k in nied-

rigster Potenz enthalten, a, vorkommt. Angenommen das wére
picht der Fall. Dann gilt, wenn wir unter [pl]k diese niedrig-

ste Potenz von (p], verstehen,

[pk'l'1] Ka(x) = [pk_l—q kanxn + r(x) = r{x)
mit grad r(x) < n und r(x) % O. Nun ergibt sich der Widerspruch
0= [pk-l-1]kq(c) = r(C) wegen der Minimalitdt von q(x).

Lemma 2.2: Sei C eine irreduzible m xm-Matrix der Ordnung r
iber Rk mit der Eigenschaft, daB ¢* irreduzibel von der Ordnung

r liber GF(p) ist. Des weiteren soll kaC] die lineare Hiille von
C iliber Ry, bezeichnen. Dann ist m die kleinste natiirliche Zahl
mit r[p®1, B [C] ein Ring, und es existiert ein total irredu-
zibles normiertes Polynom f£(x) € Rk[x] des Grades m mit £(C)=0,

und das aus f£(x) erzeugte Hauptideal besteht aus genau den
p(x) 3 Bk[x] it ¢ (C) = 0. Unter allen Polynomen kleinsten

Grades, die C als Nullstelle haben, ist f(x) das einzige nor-
mierte. Wir nemnen f£(x) das zu C gehdrige Minimalpolynom. Wei-
ter gilt R [c] = R [x]|(£Cx)).
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Beweis: Man {iberzeugt sich leicht davon, da8 R, [C] ein Ring

ist.
Bs gilt C¥ - E =0, also ist u(x) = x* - 1 ¢ B [x] ein normier—

tes Polynom mit u(C) = O. Sei pun £(x) ein normiertes Polynom
kleinsten Grades in R, [x] mit £(C) = 0. Da ¢"irreduzibel vom

Grade m und ord C"= r, ist m die kleinste natiirliche Zahl mit
r|p®-1 pach (2.4). Darum ist pfr.

(2.8) Wegen (2.3) tritt dann jeder irreduzible Faktor in

der Zerlegung von (xr-1) iiber GF(p), die ja bekanntlich eindeu-
tig ist, genau einmal auf.

Als néchstes wollen wir zeigen, daB £(x) ein total irredu-
zibles Polynom des Grades m ist, Wegen (2.2) kdnmnen wir die
Division mit Rest von x'-1 durch £(x) ausfiihren:

£ -1 = £(x)8(x) + r(x) ,
wobei grad r(x) < grad £(x) oder r(x) = 0. Es gilt

0 = ¢¥ - B =£(C)8s(C) + r(C) ,
also r(C) = O. Wegen der Minimalitdt von £(x) fir normierte
Polynome folgt, daB der héchste Koeffizient von r(x) durch(p]
teilbar ist, falls r(x)  O. Aus (2.7) ergibt sich jetzt
plr(x). Im Palle r(x) = O gilt p[r(x) trivialerweise. Somit
ist

& - D= £(x)"s(x)*
und infolge dessen £(x)* [(xr-‘l ™ in Ry = GF(p).

(2.9) Zusammen mit (2.8) ergibt sich nun, daB £(x)*seine
irreduziblen Paktoren genau einmal enthédlt.

Nach (2.4) existiert ein zu C*¢ R, [c*] gehériges winimalpo-

lynom vom Grade m. Dieses kdmnen wir in der Form g(x)*schrei-
ben mit g(x) € By [x]. Wegen g(C™)"= 0 gilt p|g(C) und deshald
pkis(c)k, also g(c)k = 0. Wir képonen 5(x)k durch f£(x) dividie-
rent X

g(x)" = £(x)8,(x) + rq(x),
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wobel grad r1(x) < grad f(x) oder r,](x) = 0 ist. Bs folgt

0 = g(C)¥ = £(C)s,(C) + r,(C).
Somit ist r1(c) = O. Genau wie vorhin erh&lt man wegen der Mi-
pnimalitét von £(x) fiir normierte Polynome plr,l(x). Daraus er-

gibt sich nun £(x)|(g(x)). Aus (2.9) und der Irreduzibilités
von g(x)* schlieBen wir f(x)"= g(x)", d. h. aber nichts ande-
res, als daB f(x) total irreduzibel vom Grade m ist. Nun zeigen
wir, daB jedes Polynom, welches C als Nullstelle hat, durch
£(x) teilbar ist. Sei t(x) ¢ Rk[x] ein beliebiges Polynom mit
t(C) = 0. Wir dividieren t(x) durch f£(x):

t(x) = f(x)sz(x) + rz(x),
wobeli grad ra(x) <grad £(x) = m oder rz(x) = 0 ist, Wir fiibren
nun die Annahme rz(x) # 0 zum Widerspruch. Es ist

0 = §(C) = £(C)8,(0) + T,(C)
und demzufolge r,(C) = O. Sei [pl]k die gréste [p],~Potenz,
die in r2(x) enthalten ist, und ra(x) = [pl]krj(x). Wegen

(2.7) ist pibn fiir den hdéchsten Koeffizienten b, von r;(x).
Wir kSnnen schreiben:

rp(x) = [t om0,

wobei r,(x) € R [x] normiert ist. Nun erhalten wir
1

0 = z5(0) = [pt] b 7,000,
Auf Grund der Annahme r2(x) ¢ O muB 1<k sein, woraus folgt
plru(c), d. h. rtl_(C')': 0. Da g(x)* das Minimalpolynom von
c¥e R1 [G'] iiber GF(p) ist, ergibt sich der Widerspruch

grad g(x)" = m >grad ()% .

Es folgt r,(x) = O oder anders ausgedriickt £(x)|t(x). Wir er-
halten schlieBlich, daB das aus f(x) erzeugte Hauptideal
(£(x)) in Rk[x] genau aus allen denjenigen Polynomen aus Rk[x]

besteht, die C als Nullstelle haben. Mithin ist das aus f(x)
erzeugte Hauptideal (f(x)) in Rk[x] der Kern des Homomorphis-
ms @ (x)—> ¢ ©), p(x)e Rk[x] , S0 daB nach dem nomomorphie-
satz gilt
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R [x1|(2(x)) 2 B [cl.

Manp kann weiter sagen, daB sich alle Polynome kleinsten Grades
mit der Nullstelle C von £(x) nur um eimen Faktor aus Rk unter-

scheiden kénnen. Unter diesen ist f£(x) einziges normiertes Po-~
lynom.
Lemma 2,3: BSei r eipe natiirliche Zahl und n die kleinste
. natiirliche Zahl mit rlpn-'l. Dann existiert einme iiber R irre-

duzible zyklische n x n-Matrixgruppe {C) der Ordnung r mit der
Eigenschaft, daB<{C *> irreduzibel von der Ordnung r iiber GF(p)
ist.

Beweis: Bekanntlich existiert eine irreduzible zyklische
p x n-Matrixgruppe <A"> der Ordoung r iiber GF(p) (Pazderski /2/,
S. 14). Sicher gibt es eine n x p-Matrix A iber R mit A"= A',

Map setze némlich fiir jeden Koeffizlenten aus A' irgendeinen
seiner Vertreter aus Z und anschlieBend fiir diesen seine Rest-
kKlasse mod pk ein, Fir A gilt damn

(Ar)OE - (A&)r = 4T = Eg .
Eg bezeichne die Binheitsmatrix des Formates nx n iiber R1.

Des heiBt A¥ = EX +[p] B, wobei EL die n x n-Einheitsmatrix iiber
R, und B eine gewlsse nx n-Matrix iiber R, bezeichnen. Es folgt

)P = 55 +(3) fl i +() [p%® +oor (D) [BPliE® = K +[67) 8,

wobei B' eine gewisse n x n-Matrix iiber Rk' ist. Weiter gilt
(EE + [pz]kB')P

o +(g)'[p2]ks- +(8) [*],22 +eeer(9) [p22] 012
B+ [p5JkB" usw.

T pk i
Letzten Endes ergibt sich (A7) = E: iber B, oder anders

(Apk>r = ES , d. h. ord (Apk)\r.

2
(a%)P

22



Wegen A% - ar gilt weiter
K\ * k X
(Ap ) = (A‘)P = AP
Jo\» 1.4
und somit ord \AF ) = ord (40 % . Da nun ord A' = r und

k
(r,p) = 1, folgt r = ord(A') = ord (a")P .

k\%
Damit ist r = ord (AP ) .

Je\ * k,
Nun ergibt sich r = ord (Ap ) Iord AP r, da bei einer homomor-
Phen Abbildung die Ordnung des Bildelementes ein Teller der

k
Ordnung vom Urbild ist. Das heiB8t aber, r = ord AP . Die Matrix

k
C = AP hat nun die im Lemma behaupteten Eigenschaften.
Aus Lemma 2.2 und Lemma 2.3 folgt die Existenz eines total

irreduziblen Polynoms £(x) des Grades n iiber R, mit f(x)lxr-1,
wobel n = ord p mod r ist.

Lemma 2.,4: Bezeichne r eine natiirliche Zaghl und n die klein-
ste natiirliche Zahl mit r|pP-1. Sei weiter

xT-1 = £4(x) oss £,(x)7(x) eine Zerlegung von xt1 € R [x] 1o
total irreduzible normierte Bestandteile £,(x), £5(X),se.,fy(x)
des Grades n und ein weiteres Polynom r(x) € Ry [x], welches

keines der obigen Polynome als Faktor mehr enthdlt. Dann sind
die £,(x) (4 = 1,2, .., t) verschieden und es handelt sich um

die einzige Zerlegung dieser Art. Weiter ist fi(x)" £ fa.(x)',
wenn 1 ¢ j (1,J=1,2,¢0,5). Die diesem Lemma vorangehende Bemer-
kung besagt, daB t 2 1 ist. ’
Beweis: Mittels (2.5) ergibt sich
(-1 = (£7(X)0een £ (DIT(X))* = 24(x)%00s 2(x) r(x)".

Es handelt sich hier um eine Zerlegung von (x*-1)" uber GF(p).
Wegen (2.3) folgt £;(x)™ # fd(x)" und damit £;(x) # fd(x),
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falls 1 + j fir alle i,J = 1,2,¢ee,t.
Wir wollen indirekt beweisen, daB xT=1 kein von f,l(x)‘,..,rt(x)

verschiedenes total irreduzibles normiertes Polynom des Grades
n iiber Rk als Faktor enthdlt.

(2.10) Dazu nehmen wir an, da8 ein total irreduzibles nor-
miertes Polynom g(x) & B [x]des Grades n mit g(x)l(xr—'l) exi-

stiert, welches nicht unter den f,l(x),...,ft(x) vorkommt .

Aus (2.5) folgt g(x)*|(xF~1)*. Bs kdonen nur zwei Fille ein-
treten, némlich, daB g(x)* unter den £ (x)* (i = 1,..,t) vor-
kommt oder nicht.

1. Fall: Es exlstiert ein fi(x) (1 £ 1 £t) mit fi(x)“ = g(x)*.

O.B.d.A, 8ei 1 = 1, Wir wollen nun annehmen, daB
[fz(x)"'ft(x)]g(x) € Bk[x]l(g(x)) entweder Null oder Nulltei-

ler ist und diese Annahme zu einem Widerspruch filhren. Aus die-
ser Annahme folgt mittels (2.5) und Lemms 2.1

[22(00* 002" 2] g ye =[£200ern 2P gy = 0
upd daraus g(x)“'fz(x)'....ft(x)'r(x)*. Das wire wegen
g(x)* = f,'(x)' , was s(x)"zfxr-'l nach sich zieht, im Widerspruch

zu (2.3).
Aus der Bezlehung

[£1) gexy [fot) e 2 02() gy = [£1(0) . e 2 O]

=[xr-1] g(x) =0
folgt pun [f,,(x)] g(x) = 0, da der zweite Faktor, wie wir soeben

&(x)

gesehen haben, weder Null noch Nullteiler ist, Das heiBt aber
pichts anderes, als daB s(x)lf1(1) ist und da die Beziehung

grad g(x) = n = grad f,l(x) €11t und auBerdem beide Polynome
normiert waren, folgt g(x) = f1(x). Das ist aber ein Wider-

spruch zur Annahme {iber g(x). Also kann der erste Fall micht
eintreten.
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2. Fall: Es existiert kein £,(x) (1 £ i € t) mit £,(x)* = g(x)*%
Un zu zeigen, daB [f.](x)...rt(x)] g(x) € Rk[x”(g(x)) weder Null

noch Nullteiler ist, wollen wir das Gegenteil annehmen.
Mit Lemma 2.1 folgt aus dieser Annabme

[£1(0)eeety @] gy = 0 -
Nach (2.5) ist dann [f,](x)ls(x)"'...[ft(x)]s(x)* = 0. Da in

[kaxll(s(X))]* = B, (x] l(g(x)") kein Nullteiler existiert, muB
es ein i (1 € i € t) geben mit [ri(x)]g(x)’ = 0, d. h.

s(x)* \fi(x). Da grad g(x)" = o = grad £;(x)" und auBerdem beide
Polynome normiert sind, muB g(x)* = £,(x)*gelten. Das ist aber

nicht méglich wegen der Voraussetzung im zweiten Fall. Damit
ist [f,‘(x)...ft(x)] g(x) weder Null noch Nullteiler. Es gilt in

By [x] |(g(x))

[f.](x)....ft(x)] S(x) [r(x)] 5(1) =[xr-1] s(x) =0 ,
da g(x)lxr-1 iiber B, war. Der erste Faktor ist aber weder Null

noch Nullteiler, wie wir soeben festgestellt haben.
Ee muB also [r(x)]s(x) = O sein. Das heiBt g(x)lr(x), was ein

Widerspruch zur Voraussetzung dieses lLemmas ist, Der betrach-
tete zweite Fall tritt damit auch nicht ein,

Darum ist unsere Annahme (2,10) falsch. Die in diesem Iemma
behauptete Eindeutigkeit ergibt sich nun ohne Schwierigkeit.

Nun wollen wir das endgiiltige Rusultat, um das es hier im
wesentlichen geht, im folgenden Satz formulieren.

Satz: Sei <A) irgendeine zyklische irreduzible n x n-Matrix-
gruppe der Ordnung r iiber R, mit der Eigenschaft, da8 <A“)eine

irreduzible zyklische Matrixgruppe der Ordnung r iiber GF(p)
ist. Dann ist n die kleinste natiirliche Zahl mit r|p®-1. Sei
umgekehrt die natiirliche Zahl r vorgegeben und n die kleinste

natiirliche Zahl mit rlpn-1. Dann existiert bis auf Aquivalens

genau eine zyklische irreduzible Matrixgruppe <0> der Ordnung
r, fir die <C“ebenfalls irredugibel ist und die Ordnung r hat.
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Beweis: {A¥)ist eine irreduzible n x n-Matrixgruppe der Ord-
pung r iliber GF(p). Demzufolge ist nach (2.4) n die kleinste na-
tiirliche zahl mit »|p"-1.

Betrachten wir nun den zwelten Teil des Satzes. Nach Lemma 2,3
existiert sicher eine zyklische Matrixgruppe {C) iiber R, mit

den geforderten Eigenschaften. Sei {B) eine weitere solche Ma-
trixgruppe. Unser Ziel ist es nun, nachzuweisen, daB8 <{C) und
<B) @quivalent sind.

Moge g(x) das zu B gehdrige Minimalpolynom bezeichnen. g(x)*
ist offensichtlich das zu B¥ gehdrige Minimalpolynom iiber dem
Kérper By = GF(p). Nach (Pazderski /2/, S. 14) gibt es bis auf

Aquivalenz genau eine irreduzible zyklische n x n-Matrixgruppe
der Ordnung r iiber GF(p). Demzufolge existiert eine Potenz C*V
von C* mit (v,r) = 1 und eine invertierbare n x n-Matrix T iiber
GF(p) mit

c*vr-1 = B*
Darum muB nun gelten

g(c*H* =0 .
Es ist klar, daB g(x)* das zu C*' gehdrige Minimalpolynom sein
nuB, denn es ist ein normiertes irreduzibles Polynom mit

c*V als Nullstelle. Sei g,(x) € By [x] das zu c: € Rk[cv] gehs-
rige Minimalpolynom., Dann ist 51(x)‘ das zu C¥ = ¢V aus R, [c‘“']

gehdrige Minimalpolynom. Wegen der eindeutigen Bestimmtheit des
Mipnimalpolynoms muf dann

(2.11) g@* = gy(0)*
gelten. Mit t(x) := x*-1 gilt t(B) = O und t(C¥) = 0. Aus Lem-
ma 2.2 kénnen wir dann g(x)|t(x) und gq(x)(t(x) entnehmen.

Lemma 2.4 und (2.11) ergeben nun g,(x) = g(x). Also ist g(x)
das zu CY € Rk[c"] gehdrige Minimalpolynom. Es folgt unter Zu-~
hilfenahme von Lemma 2.2

(2.12) B lel = B [0¥] * B [x1|(e(x)) = R [B] .
Also sind R [C] und R [B] irreduzible Matrixdarstellungen des
Grades n von R, [x] \(g(x)). Man kann sich folgendermaBSen iiberle-
gen, daB alle Voraussetzungen fiir Lemma 1.4 erfiillt sind.
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Sei[a(x)) g(x) ¥ 0 ein beliebiges Element aus Rk[xll (g(x)) mit
a(x) € Rk[x], wobei 0.B.d.A. grad a(x) < grad g(x) angenommen
werden kann. Es gelte a(x) =[pl]ka1(x) mit pfa,l(x) € Rk[xI.
Dabei ist 1 < k und grad a.1(x) ¢ grad g(x). Somit gilt nach
(2.5)
» »
(a1®]g(x) =["“1(x)}s(x)” * 2

Lemma 2.1 besagt nun, daB [&1(x)lg(x) weder Null noch Nulltei-
ler ist. Daraus folgt mittels (2.1), daB [a,](x)]g(x) invertier-
bar ist. Die Anwendung des Lemma 1.4 ergibt nun, da8 sowohl
B [C] als auch R [B] zur reguléiren Matrixdarstellung von
Rkl'xll(g(x)), die ebenfalls den Grad n iber R, hat, &quivalent
sind. Daraus folgt aber

(2.13) Ek[B] dquivalent zu Rk[c] .

Fir beliebige Polynome aus R, [x] ist nach (2.2) die Division

nit Rest durch g(x) méglich. Darum lassen sich die Vertreter
sémtlicher Restklassen von Rk[x] nach (g(x)) in der Form
2 n-1
(2014) & +a4% + A X" + 400 + &) 4 ,
wobei die @y ¢ R, (i =1, ..., n~1) sind, aufschreiben. Um zu
sehen, daB zwei verschiedene Polynome, deren Grad kleiner als
n ist, nicht in derselben Restklasse von Rk[x]nach (g(x)) lie-~

gen, nehmen wir das Gegenteil an. Dann wére ihre Differenz ein
von Null verschiedenes Polynom kleineremn Grades als n, welches
in (g(x)) liegen miiBte, was sicher nicht méglich ist. Also wird
in der Form (2.14) jede Restklasse genau einmal vertreten. Man

rechnet leicht nach, daB ihre Anzahl pnk ist. Sei a(x) ein be~
liebiges Element aus Rk[x] und a1(x) sein Vertreter von der
Form (2.14). Nach Lemma 2,1 ist das Element

[a(x)] gx) = [a1(x)] g(x) Benau dann Nullteiler oder Null, wenn

play(x) ist, Wir wollen
H =={[a1(x)] g(x) € R [x} ] (8(x)) l grad a,(x) < n und pfa1(x)},
d. h, die Menge aller Nichtnullteiler von Rk[x” (g(x)), einfiih-
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ren. Bekanntlich ist H eine Gruppe beziiglich der Multiplika-
tion. Jede in ‘Rk[x][(g(x)) enthaltene multiplikative Gruppe
liegt in H, denn sie darf keine Nullteiler enthalten. Mit Hilfe
der vorherigen Betrachtungen 188t sich die Anzahl der Nulltei-

ler einschlieSlich Null in R, [x] |(g(x)) zZu p(k'1 Jo berechnen.
Daraus folgt

|H|= Pkn - p(k-'l)zi - p(k-‘l)n(pn_,l) .
Als abelsche Gruppe enth#lt H nur Normalteiler als Untergrup-
pen. Man kann jetzt unter Ausnutzung gewlsser Syloweigenschaf-
ten auf die Existenz genau einer Untergruppe U der Ordnung
pn-1 in H schlieBen. Des weiteren mu8 eine Untergruppe von H,
deren Ordpnung ein Teiler von pn-1 ist, in U liegen. Es war
Bk[c] 4 Bk[x]l(g(x)) nach (2.12). Bezeichne U, das zu U iso-

morphe Bild in Rk[c]. Dann ist Uy die einzige Gruppe der Ord- -

nung p”-1 in B, [C] beziiglich der Multiplikation und alle Grup-
pen aus R [C] beziiglich der Multiplikation, deren Ordnung ein

Teiler von p°~1 ist, liegen in U,. Bomit ist <C> £ U, denn

I<c>| = rlp"~1. Bei dem Ringhomomorphismus (2.6) wird R [C] auf
B [C]¥, einem Matrixring iiber GF(p), sbgebildet. U,;* bezeichne

dabei das Bild von U;. Die Gruppe U, beziiglich der Multiplika-

tion wird dann homomorph auf U,l" abgebildet (hierbei soll nur
eln Gruppenhomomorphismus beziiglich der Multiplikation gemeint
sein). K bezeichne den Kern dieser homomorphen Abbildung. Dann
ist U1|K £ U1'. Ein Element aus K ot offensichtlich eine Ma-

trix der Gestalt Ej + [p],D, wobei D eine nx n-Matrix iiber R,
und E, die Einheitsmatrix iiber Ry sind. Diese Matrix hat be-

kanntlich p-Potenzordnung (siehé i, B. Beweis zu Lemma 2.3).
Da diese Matrix aber in U; liegt und ‘U,‘l = p"1 gilt, mus

K = {En] sein. Darum ist U; ¥ U;". Nach (2.4) ist

Bk[C]"E R, [C '] ein endlicher Kdrper. Die multiplikative Gruppe

von B, [C]"ist demzufolge zyklisch, d. h. U,"
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ist zyklisch. U, ist demnach eine zyklische Gruppe. {C) ist al-
80 die einzige Untergruppe der Ordnung r in Uy Folglich kann
es auBer <C> keine weiteren Gruppen der Ordmung r in R [C] be-

zliglich der Multiplikation geben. Genauso ist (B> die einzige
Gruppe der Ordnung r in R, [B] beziiglich der Multiplikation.

Aus (2.13) folgt nun, daB ¢B)> und <C> zueinander #quivalent
sind.
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Harald Mumm und
Ginther Wildenhain

Zur Darstellung der Losung allgemeiner elliptischer Randwert-
probleme

1. Einleitung

In /5/, /4/ wurde fir die Losung des Dirichlet-Problems ellip-
tischer Gleichungen beliebiger Ordpung eine Darstellung durch
MaBtupel mit dem Tréger auf dem Rand des Gebietes hergeleitet,
die als patiirliche Verallgemeinerung der harmonischen MaBSe in
der klassischen Potentialtheorie anzusehen sind. Die in /5/,
/4/ entwickelte Theorie besitzt potentialtheoretische und funk-
tionalanalytische Aspekte. Unabhéngig von weiterfiihrenden po-
tentialtheoretischen Uberlegungen sind zum Beispiel in /7/ die
funktionalanalytischen Gesichtspunkte herausgearbeitet. Dabei
wird im wesentlichen mit den Réumen C, C™ und mit Réumen soge-
pannter Whitney-Taylorfelder gearbeitet. Die Methode basiert
auf punktweisen a-priori-Abschétzungen, die von C. Miranda /3/
und S. Agmon /1/ fir das Dirichlet-Problem und glatte Rinder
bewiesen wurden.

Dariiber hinaus sind fiir allgemeinere elliptische Randwertpro-
bleme von 8. Agmon, A. Douglis und L. Nirenmberg /2/ etwas
schwichere Schauder—Abschétzungen bewlesen worden, und es liegt
der Gedanke nahe, fiir solche allgemeinen Randwertprobleme einen
zu /4/ analogen funktionalanalytischen Zugang zu entwickeln,
der auf diesen Schauder-Abschétzungen und auf der Verwendung
von entsprechend angepaBSten Réumen hélderstetig differenszier—
barer Funktionen beruht. Die technischen Hilfsmittel sind im
Hinblick darauf bereits in /6/ bereitgestellt worden. In der
vorliegenden Arbeit sollen diese in zum Teil modifizierter
Porm zu Realisierung des genannten Programms eingesetzt werdan.

2. Hilfsmittel und Bezeichnungen

Wir beschéftigen uns mit der folgenden Problemstellung. In
einem Gebiet N ¢ R” wird eine Losung der elliptischen Diffe-
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rentialgleichung
Iu=0

gesucht, die auf dem Rand 3 £ den Bedingungen
Bﬂulaﬂ. = 8y (J =1y ecoccey, m)

geniigt. L und Bd seien lineare Differentialoperatoren der Ord-
pung 2m bzw, my, g = max(2m, nd)’ und 6 € (0,1) sei fest ge-
wiihlt,

cl’a( fl) (1 2 0,g8nz) bezeichne den Vektorraum aller im abge-
schlossenen Gebiet {1 l-mal stetig differenzierbaren Punktio-
nen, derem Ableitungen der Ordnung 1 einer Hblderbedingung mit
dem Exponenten & geniigen. Mit der Norm

Z sup Jp%a(x)l + Z sup D_ﬂw

(1) xiq ¢ =y gen Ix - 16

llﬂ 1+6

(d=(“1' ececey dn), ai 2 0,Ganz,l¢l= gdi N

am.l

p*= ¢1 g ) wird Cl+6(f'_l.) ein Banachraum,
VX, eeveeee d Xy
¢!*® (3.n) wird analog in lokalen Koordinaten suf dem Rand

erklért, falls d £ geniigend glatt ist,
In /2/ spielen folgende Voraussetzungen eine Rolle:

(1) Der Rand 3 N2 sei hinreichend glatt.
De wir die Glattheitsbedingungen hier nicht explizit be-
ndtigen, verzichten wir auf ihre genaue Formulierung und
verweisen auf /2/.
-213-0-6

(41) Die Koeffizienten des Operators L seien in Cq )
enthalten und in der Norm dieses Raumes durch eine Kon-
stante k beschrinkt,



(1ii) Die Koefﬁ.zienten der Operatoren B.‘l seien Elemente des

Q-m_+

Rauges C j (3 £1) und ihre Norm sei ebenfalls durch
k beschrénkt. Ferner sei bzgl. der Operatoren B, die so-
genannte Lopatinskij-Bedingung, vgl. /2/, erfiillt.

Als grundlegende Annahme fiir das Folgende formulieren wir
Bedingung I: Die im Raum C* € (i) entbaltenen Losungen der
Gleichung Lu = O geniigen Abschdtzungen der Gestalt

v

m
flun 6 (7 £¢C g?—’ B jul e mg 6 (5 0y

wobei die Konstante C von u unsbhéngig sein soll.

In /2/ ist gezeigt, daB die Bedingung I zum Beispiel dann er-
£i11% ist, wenn die Voraussetzungen (i)-(iii) gelten und das
obige Randwertproblem eindeutig ldsbar ist.

K< R? bezeichne eine kompakte Menge und uﬂ(x) den Vektorraum
aller auf K definierten Taylorfelder der Ordnung 1, 4. h. aller
Systeme £ = (fﬁ)la’.l £ 1 Yon auf K definierten stetigen Funktio-

nen. Piir festes x €K und £ € W1(K) sei RLf das Taylorfeld mit

den Komponenten

&), () =2, () - A arp @G0 (aie 1)
IB1=1=loati

= (Bgr eeer B )y Bl = B4l ceuupyly

C+B = (X +Bgy eeeey K p+p),

(y-x)# = (y1-x1)P1......(yn-xn) Pn).

Das Taylorfeld f € wl(x) werde ein Whitneysches Taylorfeld
(W-Taylorfeld) der Ordnung 1l+6 genannt, falls eine Konstante
C > O derart existiert, daB fir alle x,y €K undloti£ 1 die Un-
gleichung

(BRLE) g ()] € Clrmyn 1#6 -1
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gilt. wl""(K) sei der Raum aller dieser W-Taylorfelder mit der
Norm

1£8 = £
w8 (&) ;; :\:@l =) 1 Z—_, :1:; ek 1x-y1°
< *1=1 xiy

Die kompakte Menge K ¢ R® heiBt (1+ 6)-regulér, falls w8 (K)
beziiglich dieser Norm vollstiindig ist.

Ein Taylorfeld fe ?Il(K) 188t sich genau dann zu einer Funktion

?ecl"s (R?) fortsetzen (mit D* F(x) = £4 (x) fiir alle x &K und
I 1), falls £ewl*® (),

Betrachtet man speziell K = a, so 8ilt im Sinne einer nahelie-
genden Identifizierung stets wi+6' (£1)c ™€ (), wobet der

ra1 W (A) ¢ cX*€ ( &) nicht auszuschlieBen ist. Im fol-
genden identifizieren wir u ect*® ( f1) stets mit dem gemis
(D%u) 1y 7 imduszierten Taylorfeld.

Zu den voranstehenden Ausssegen vergleiche man /6/.

28 sei Jetzt l=mq. Mir £ = (fﬂ)louéqe wité ( 1) setzen wir

200, vees, 0) =%

und schreiben gelegentlich u = f.
Bs sei
D({i) ein Teilraum der Menge

ifs(fa. )uleq - (D"‘u)qu t uewWd*6 (A), Iu=0 in .n.} "

(an)= Tan D({i ) sei die Menge aller Einschriénkungen von
ue D(f1) auf den Rand (r,,Einschrénkungsoperator).

Lemma 2,1: Die Bedingung I und Voraussetzung (iii) seien er-
£111t. Dann sind die Normen
m

"ere () und ; B3N pa-myr6 (3



in D( 2 £y ) dquivalent,
Beweis: Aus Bedingung I folgt

m
hay £qun ec;ux ull .
s _ = SO T
W€ (an) ¢ (4 ¢ 37 (an)

Umgekehrt ergibt sich mit Hilfe von (iii) durch direkte Ab-
schiétzung

/
n
B al. € C, Hull .
J qQ-n_.+6 1 q+6
%; ¢ 97 (aq) ¢ (aq)

Offensichtlich kann man lB. uljl
L i f Tt

I\B;juu gng+ 6 ersetzen., Davon werden wir héufig Gebrauch
L]

(aq)
machen,

Wir wollen nun in dem oben formuliertem Randwertproblem die
Randbedingungen wie folgt prézisieren.

BEs sei ein Taylorfeld £ = (&)ws q € W6 () vorgegeben,
Wir konstruieren uns daraus die Punktionen

P j,oe = D“(BJI) (3=, ceee, mjloc|s q"j)'

Hierbei stehen in den Ausdriicken %.‘_an 8telle der partiellen

Ableitungen die entsprechenden Komponenten des W-Taylorfel-
des f.

Das Randwertproblem kann damit in folgender Form behandelt wer-
den.

Gesucht ist eine Funktion u «C%"€ ( § ), die in £ der Diffe-
rentialgleichung Iu=0 geniigt und filr y¢d N die Randwerte

D (Byu)(¥) =Py o (¥) (3=, ovey myleif gomy)
stetig annimmt,
Das folgende Lemma beweist man analog zu Satz 3.1 in /6/.
Lemma 2.2: K =9 {1 sel (q+& )-regulér. Dann existieren zu jeder
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stetigen Linearforn L auf Wi'6 (K) MaStupel

vy = (v “'j)ld-lﬁ q-my und Ry = (39012 a-n,

mit supp 93 C K, supp &J C KxK (381, ceny m), 80 da8
-
-2

+

(x)- @
I —1"'“—:——3-"“— qAFED) |
locl=g-m Ix~yl

Dabei 18t £=(2oq )i 2q€ W4T 8 (B)) Py o = D (B4D),

supp V4 = Vsuppvj , supp ¥ 4 = ¥ supp X%,

Es sei betont, daB dle angegebene Darstellung nicht eindeutig
ist.

Bal. e~Prinzi

Wir beziehen uns Jetzt auf das in 2. formulierte Randwertpro-
blem und beweisen eine der Bedingung I und dem Raum D( £f3) an-
gepaBte sogenannte Balayage-Beziehung.

Satz 3.1: Die Bedingung I sei erfiillt und 3dNsei (g+ 6 )-regu-
ldr. m= (W% Do £q W04 A= (2% )lotl-q seien MaB8tupel mit

supp A4 C fibzw, supp A € X fL .

Dann existieren weitere MaB8tupel ¥ 3 (v 3“) T und
=

xd = (¢ dd)la-l=q-mj (3 =1 eeey m) mit supp 'V‘_jca N bzw.

supP X 5 € XN (3 =1 seesy m), 80 daB gilt
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T ™ o Iu(xz-Dugn a
wglﬁ» u(x) au(x) + w{:-q DD a2%x)

m

= ; { / D(Bju)(x) & P =) 2
=5 1.3 q-md

a}: / D7(Bw)X)DHBWI(T) ** (x,3)
=q~a Ix=y16 3

fir alle u € D(Q).
Wir schreiben zur Abkiirzung

m
(i, A)u) = g (¥ 45 A )(u) fir alle u eD( &)

und setzen
n
; (vd’ Xd) =Tr(/“r l)o

Beweis: Wegen Bedingung I urnd Lemma 2.1 bildet Ty n_den Raum

D() linear und homSomorph auf D(@ £1) ab. Durch
(s 2)() = Cuy A) T (Faqw)

ist dsher ein stetiges lineares Funktional auf D( 2.0 ) er-

klért, das wir uns nach dem Satz von Hahn-Banach auf wit6 (an)
fortgesetzt denken., Nach Lemma 2.2 existieren MaBe

1?3 = (V“d)loqéq_md und xj = ( l°’3)|¢.=q_ma (3=1, e, m)

auf 3 N bzw. 3.0 X 3 Sl mit
m

m
(/‘vl)r_a?n_ (ranu) = ; (03. uj)(ra.ﬂ.u) = ;(‘Vj. Yj)(u),
80 da8

Gy D) = ; (Vs %y)(w) tir alle ueD(A),
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T heiBt Balayage-Operator. Die MaSe 1)3 und l;; sind im all-

gemeinen nicht eindeutig bestimmt.

Durch 8pezialisierung erhalten wir aus Satz 3.1 wichtige Dar-
stellungsformeln fiir die Funktionen u €D(f1) und ihre Ableitun—
gen.

S8atz 3.2: Bedingung I sei erfiillt und 3flsei (g+& )-regulir.

Zu beliebigem x € NundlKi< q existieren MaBtupel

LB
“x,a’ d = (/‘x’“"j)‘pléq_mj (!uPP/‘x'“’d C‘aﬂ) und
4
Ax,a, 5= (Ax, “:3)‘P‘=q"3 (supp Ax, PR Inxd,
so da8 gilt

o 8 [
*u(x) = 2; {IFI Zq_mj / D (Byu)(¥y) d g o 3(7) +

B [
D7(B4u)(y)-D" (Bu)(2) da' «,3 (y.z))

(2)
+1P|E'WJ{ ly-zlé

fir alle ueDdD(n).
Perner existieren zu beliebigem x ¢ A, Y¢ A (x¢y) und lxl=q

= (A‘:.y’ dpd)‘ﬁl sq_-J (supp /‘x’y, a,d < aﬂ)

und 8
X,y 03 © (Ax,y, “’J)lpl =q'";j (s_llPP’lx’y' “’jC anxan.),
so da8 gilt
m
DPu(x)-0%u(y) ; / 3 .
Ix=yi 6 = “’l;d P (Bju)(Z) dﬂI!Y: “(z) +
(3

o# (Bu)(z) - 1 (Bju)(s) g
€ X,y,y0L u‘l(z")

+
Il Iz - 816



Lir alle ueD(R).
deweis: Wir setzen in Satz 3.1 (u, A) = (Jx,“,o) =t Ly

wobel 6, o = (i) 2o mit

p_|0 b« ( §., Dirac-uas i a)
_6xfﬁr@=“ x 'a.C nx € NL)e.

Nach Satz 3.1 existieren dann MaBtupeli, . ,usd A o 3
? ’ ’

auf 3N bzw. JL X dQmit n
¢ 6:,«.'0) = g; (&,a.a’ hx, %, 3.

Setzt man diese MaBe in (1) ein, so. ergibt sich (2).

Setzt man entsprechend (4, A) = (0,6 mit

xt’)“-) =1 Ik.’l“'

= #
Jx)y' o a )lﬂ|=q und 0 t‘-,rp#ot.
8
A=
d'x’y fir f =t

(8,5 Dirac-Mas in (x,7)eflxR ),

m
80 Liefert (0, 6, o o) = g Chx,z, 003 Mergs ons)
und Einsetzen in (1) die Beziehung (3).
Die MaBtupel Ax,oc’= ('“x.«-,d' 7\!’“'3) sowle

Axsyr“ = (/‘1371“ »3° Axvy’“-n'j)

wollen wir dem betrachteten Randwertproblem zugeordnete har—
monische MaBe nennen.
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4, Losung des Problems fiir Randwerte, die durch ein beliebiges
Paylorfeld £ € W*€ (3 .n) erzeugt werden.

Mit A bzw. | A bezeichnen wir die Norm der

X, a D p'.Y,d b.n.

a+ 6 -
durch /\x’abzw. /\x,y'“gembﬂ Lemma 2.2 auf W (d.0) gege.
benen stetigen Linearformen.

Lemma 4.1: JdL1Lsei (q+& )-regulér und L1 erfille die Bedingung
I sowie (iii). Durchléuft x ganz 1 , so existieren fiir alle «
mit el € q ausgezeichnete Scharen harmonischer MaBe A

filr welche die Normen Il A

beschrénkt sind.
Entsprechendes gilt fiir ll/\x'y, all an’ falls x und y (x4y)

£L durchléuft,
Beweis: Wegen Bedingung I und Lemma 2.1 gilt fiir u € D( f3.)
die Ungleichung

VL, o (WI€ ULy (U Ul g g &

m
£lL, U C g; IB ul 6 (50 (%)

< "Ik,ot“ Cy Huu wq*€<'am .

X, !

x, “ 3 nbezuglich x gleichméBig

A
It,ar. (ryn u)s= I'x..x. (u) definiert also ein stetiges lineares

Funktional auf D(20 ).
Nach dem Satz von Hahn-Banach kann 3*’ « Wnter Erhaltung der

Form zu einem stetigen linearen Funktional Ax, « 8uf W€ (3n)
fortgesetzt werden.
Wegen /\x « () = I.: o‘(u) fiir alle ueD() ist Ny

hermopnisches MaB8, und es gilt ll/\ an = lle wll o

Ferner ist|N_ = Wl <lA fiir alle
’

X,X 3[1 e wq"" (an.)
ueWl*6 (9.n ). Der Vergleich mit (4) liefert
ltx,ou“ = .Ax,oc“‘bn £ 0, "Iksv‘-" °



& <
Wegen uk,oc (w)l = 1D%u(x)| € Lu W6 (R) erhalten wir weiter
lle’ Il £ 1 und damit Il/\xﬁ an 2C -

Der Beweis des zweiten Telles der Aussage verliduft analog.
&
lle,y’“ll € 1 folgt aus

1D ugxz =D ugx“
le,y,“(u)l = p—— £ flull W6 () .

m
Es sei Dg(2.n) £=(1 {(D‘Bj“)ld-l éq-md 1t u € I( 'an.)} und

2 +6
W(9.0) = 3__(1 {(D“Bdf)ld.léq—m:j 12 ewd (an)} :
Bedingung II

m
?B(an) sei bszgl. ; "Bdu'c‘l"‘;j"" dicht in wB(an.)

m
Bemerkung: Die stetige Linearform g v 3 Zj) in Batz 3.1
= '

(Balayage-Prinzip) ist gemau dann eindeutig bestimmt, wenn das
Gebiet £ der Bedingung II geniigt. Insbesondere sind in diesem
Palle die harmonischen MaSe Ay « (lxl< q, x € A1) und

?

Ax,y «Ui=q, xen ,ye N, x ¢7) eindeutig bestimmt und
1]

Lemma 4,1 sagt aus, da8 ihre Normen gleichméBSig beschriinkt
8ind. Der Beweis dieser Bemerkung ist unmittelbar aus dem Be-
weis von Satz 3.1 ersichtlich.

Satz 4.1: Der Rand 9 f1des Gebietes N sei (g+ 6 )-reguliér und
die Bedingungen I und II seien erfilllts Dann ist das obige
Randwertproblem eindeutig lésbar und die ISsung u sowie die Ab-

leitungen D™u besitzen fir x e ndie Darstellung



p%u(x) -g:{ / Pip@ aul o @
m q-n

G)~Piga(s) _p
/21..3 Iy-zl&e iy “'J(y'z)}

(6))

Ml -q-n

. /\x’ a= g o,y lx’ «,3) bezeichnet dsbei die nach
der voranstehenden Bemerkung eindeutig bestimmte Schar harmo-
nischer MaBe.

Mitm Wir betmchtop zunédchst ein Taylorfeld

fs= (fﬁ)quﬁ D(9£). Dann existiert per def. eine PFunktion
u € D(fi) mit D‘@;;"fan’”;,¢(3=1'----"*‘“'£ a-my),

die die eindeutige Lisung des Problems darstellt. Die Giltig-
keit von (5) folgt aus der Tatsache, da8 Ax' « durch Balayage
von I.x’“meugl: ist(! Satz 3.2).

Nunmehr sei £ = (f,,‘)l i fq oin beliebiges Element aus

wi*6 (aq).
Dann existiert wegen Bedingung II eine Folge

u® = @@, ., € D)
nit

m
; qu(r-u(n))u wq—mj+6 (22 —> 0 fiir n—» o (6)

Offenbar ist uin)(x) =0%(™(x) tir x e A , wenp wir die ent-

sprechenden Punktionen aus D(f1) ebenfalls mit u(n) bezeichnen.
Wir setzen fur i€ g

n
. / "(ij)m - D”(B L
1?1 =g, Iy - 216 x, 0,302
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und bilden die Differenz

ug(x) - 0%u(®)(x)

. .
- ;:r g b (Bar)(v)-D'(B;,“(") )(Y)] s a3
= 1.} q_ma

. /[(n"(nj:)-n”(njuf"))] @-[0’E 00 3™ @)
l{blzq-mj ly - =|6'

s
dhx’d_d(y.z)}

Daraus folgt
u(x) - 2% (x) =Ar,a (£ - ul®))

und aus Lemma 4,1 fir lotl£€ q

m_ .
ug(x) - 0% (x) | £ ¢ ; 1B, (2-u(®)) |
| : v an

Diese Abachatzung gilt 51310!::&315 beziiglich x. Wegen (6) kom-
vergieren also die Folgen (D™u (2)y fiir n —» © gleichmiiBig im
flgegen u, . Setzt man entsprechend filrixi= q

m
[
B(x,y) = g; {lmgq_‘j [o%e,23() apl Lyt

. s
D'(B4£)(2)-D'(B,£)(8) @
I . ig - '.‘i'a . Axnyv ‘93(".)} -

+
lﬂl:q—mj
Xy Y90 £
und beriicksichtigt
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m
p%®) ()% (P (5 _ / B (n) B
g?_‘f IMZq:-na PB4 Al ot 12

Ix - yi€
28 ™ (2)-0 B uP)(e)
+ - ¢ (Z,S) =
{1} =q-mj 1z - 8l 2Ty okyd
= (n)
- AI:Y:G-(u ol

so ergibt sich aus der gleichméBigen Beschrénktheit von
A u (Lemma 4.1) weiter, daB
X, ¥

p*a{®)(x) - %P ()
Ix-yi€

in A x i gleichméBig gegen h.(x,y) konvergiert.
ZussumengefaBt bedeutet dies, daB die Folge der Funktionen

u(® ¢ D( A ) in Binne der Norm von W*€ (7}) konvergiert,
wobei (mit der abkiirzenden Bezelchnung Yo 0 = u) aus der
——

Vollaténdigkeit von Wi*€ () folgt:
Ug (x) = D*u(x) fir locie g und

b o (x,¥) =—-(—2—M -D¢“‘ fir leli=q &
IX =i
Die Punktion u ist als gleichméBiger Grenzwert von Idsungen in
fiebenfalls Lisung von Iu = O. Die Annehme der vorgegebenen
Randwerte folgt unmittelbar aus der Konstruktion, die Eindeu-
tigkeit der Lisung eus Bedingung II.

Bemerkung: Die voranstehenden Ausfilhrungen zeigen, deB die kon-
krete Natur des Raumes D(fi) nicht entscheidend ist. Das Pro-
blem besteht darin, geeignete Teilrdume D¢ Wi*€ (/) von I~
sungen der Gleichung Iu = O zu finden, die den Bedingungen I
und II geniigen (vgl. auch die Arbeit /7/). In /4/ geht man im
Falle des Dirichlet=Problems unter Verwendung der Agmon-
Mirande-Abschitzungen zum Beispiel von geeigneten Réumen von
Potentialen aus. Es liegt nahe, dies auch im vorliegenden Fal-
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le gu versuchen.
Ferner sei darauf hingewiesen, daB die (q+¢ )-Regularitét le-
diglich zur Darstellung der Funktionale Ax o UBW. bendtigt

1

wird. Ohne diese Voraussetzung lautet z., B. die Darstellungs-
formel (5)
p%u(x) = A_ _(£) .

X,
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Ginther Wildenhain

Approximation duroh biharmonische Potentiale

Bei der potentialtheoretischen Behandlung des Dirichlet-=Pro-
blems der Gleichung 4 A u = 0 spielen Fragen der Dichtbeit bi-
harmonischer Potentiale in gewissen Riumen stetig differenzier-
barer Funktionen eine wichtige Rolle (vgl. /3/, /4/). Derartige
Dichtheitsaussagen kann man in verschiedener Weise gewinnen. In
/2/ war fir den Fall der Ebene ein konstruktives Verfahren gur
Erzeugung dichter Mengen von Potentialen angegeben worden. Die-
ses Verfahren soll in der vorliegenden Mitteilung auf den n-di-
mensionalen Fall verallgemeinert werden. Wir stellen gunichst
die benutzten Begriffsbildungen und Bezeichnungen zusammen.

Es Beien X = (X4, eceey xn). z = (21, eeesy £) Punkte des BY,

x - zlder e sche Abstand von x und z un

ld uklidische Abstand d d
$(x,2) = Ix = 2!%P fir o = 3 und n>4&,
‘(x,z):[x-a“'nlnlx-zlﬁirn=2undns4

die Fundamentallésung des biharmonischen Operators (abgesehen
von einem konstanten Faktor). ¢1(x,z) (121, eseey D) beseichne

die sogenannten Ableitungskernme, die sich durch Differentiation
von ¢ pach der ersten Variablen ergeben,
Wir betrachten Tupel 4 = () pqs seeseerpp) Radonscher MaBe

mit kompaktem Triger (d. h. Distributionen der Ordmumg 1) und
definieren damit biharmonische Potentiale

n
é 4 (D) =/d> (2,2) App(e) + 3 [¢1<x.z) apy(2). Q)
4]
AuBerhalb supp 4 ,='UO supp u ; 18t ¢ u1sung der Gleichung
5

Addu=o0. (@)
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cg(n") bezeichne den Raum der stetig differenzierbaren Funktio-

nen mit kompaktem Tréger. Bel der Anwendung der biharmonischen
Potentiale (1) zum Studium des Dirichlet-Problems der Gleichung
(2) ist der folgende Dichtheitssatz von Interesse.

Batzs Es sei £ ecg(n") mit supp f£=:K gegeben. Dann existiert zu

beliebigem & > O und beliebig vorgegebener (abgeschlossener)
Umgebung V 2 K ein bihermonisches Potential $4 (x) mit supp M

¢V, wolches stetig nach allen Variablen differenzierbar ist,
auBerhald V identisch verschwindet und folgender Bedingung ge-
niigt:

fe- pull 2= auglt(x)- $ 4 (x) ‘ +i sugl =) _ Mlcg.
x6€ =T x€ :
dxy 8xi
Rir die im folgenden dargelegte spezielle Beweiskonstruktion
bendtigen wir zwei Lemmata, die wir ohne Beweis angeben.

Iemma 1: H sel eine Teilmenge des Raumes cg(Rn) mit folgenden
Bigenschaften:

1. Es ist @ 2 0 fiir alle @ €H,

2. Zu Jeder Nullumgebung U existiert eine Funktion ¢ # O,
® e Huit suppcl,

3. H i8t translationsinvariant, d. h., mit ¢ (x) ¢ H ist auch
P (x-xo) €H fiir beliebiges xoeR .

Dann existiert zu gegebenem f ecg(n") mit supp £ =1 K, zu einer

beliebigen (abgeschlossenen) Umgebung V>K und zu beliebigem
£ >0 eine endliche Linearkombination g von Punktionen aus H mit
supp g ¢V und

n

) 2t _ 2
gl 1= mup l2Go-s0l + 3 ewp| BE - 28 [ <6

Zum Beweis dieses Lemmas verweisen wir auf /2/. Fir den Beweis
des folgenden Lemmas vergleiche man /1/.
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Lemma 2: u seil eine innerhalb einer Kugel K(R,xo) mit dem Ra-
dius R upnd dem Mittelpunkt X, biharmonische Funktion, die ein-

schlieBlich der ersten partiellen Ableitungen am Rande stetig
ist. Dann besitzt u fiir xeK(R,xo) die folgende Darstellung:

242
u(x)=:§§;=-_)_ E@D_ 4 o) +

@, | x
n S(R,xcgI

2 2.2 2 2
R™=1p 2R~ ~ (n=2)r~ + (n-4)Rrcos t
+ %——Lmn / ——L—)-——z(——)——— 1 8(y) a o3

|x_y(n+
S(R,xo)

Hierbei bezeichnet S(R,xo) die RKugeloberfléche, 4 O(y) das Flé-
chenelement beziiglich der Polarkoordinaten (R, t,, eee, tn_,‘),
T =|x-x°|, W, den Inhalt der n-dimensionalen Einheitskugel-

oberfléiche und g(y) bzw. h(y) die Randwertve bzw. die Werte der
Normalableitung von u bei nach auBen orientierter Normalen,

Beweis des Satzes: Wir konstruieren eine aus Potentialen beste-
hende Teilmenge H C Cg(Rn) mit den in Lemma 1 angegebenen

Eigenschaften, woraus die Behauptung unmittelbar folgt. Es sei
U eine beliebige Umgebung des Koordinatenursprungs und
K, = K(r,l, 0), Ky =K(r2, 0) v(ra < r1) seien in U enthaltene,

abgeschlossene, konzentrische Kugeln mit den Réndern S1 bzw. 82.
Fiir festes z € Rn\K1 ist dann ¢(x,2) innerhald K, beziiglich x
eine am Rande S,] stetig differenzierbare biharmonische Funk-
tion, die sich folglich fiir X €K, in der in Lemma 2 angegebenen

Gestalt darstellen léBt.
Setzt man speziell x = 0, so ergibt sich



Iz-n n
¢ = - 72 © | 6,45 costa,xy) @ o)
n
)
1

(3
+ -ﬁ: / $(3,2) a 0@) .
84

oos(n,xi) (i=1, <e., n) bezeichnet die Richtungskosinus zwi-
schen der Normalen an die Kugel im Punkt y und der xi-Achse.
Die rechte Seite von (3) definiert bezliglich der Variablen z
ein biharmonisches Potential ¢ 4" mit supp 4’ = §,. Fihrt man
dieselbe Betrachtung fiir die Kugel Ka durch, erhélt man ent-

sprechend ein Potential ¢ /42 mit supp /4,2 = sz. Nach Konstruk-
tion gilt ¢,u1 é,uz in B°\ K, .

Botzt man Pu: = $u - AT )
oder pur = ol - $u2, (5
80 18t supp u = 8,V 8,cU und $p=0 4o n"\x1.

Wie in /2/ kann man sich davon iiberzeugen, daB ¢ uilberall ste~
tig differenzierbar lst. Im nidchsten Schritt zeigen wir nach~
einander in den Péllen n = 3, n = 4 und n ® 5, daB entweder die
Potentiale (4) oder (5) fiir alle z ¢ R® nicht negativ sind, wenn
man gegebenenfalls noch geeignet ilber die Wahl des Verhiltnis-
ses r2/r1 verfigt.

Es sei zundchst p = 3. Pir z «K, kénoen wir dann ¢,441 geméB

Lemma 2 durch Integrale {iber die Randwerte darstellen. Nach
Konstruktion gilt

’
4’/‘1]s1=r1 ,49—§nils1=1 :



Mit |2| = r und unter Beriicksichtigung von

=1
w, = 2_2,1 T T fir' o ungerade ,
5
w, = 2 fir n gerade
rd

erhalten wir dsher

¢ ,4-1(2) =

2 2.2 2 2
(r5=r-) r,(2rS-r“~rr,co8s t,)
1 / 1 1 1 1 a0 (y)

8 Ttr,? (r$+r2-2rr1coa t, )5/ 2
84
" (6)
2 2.2
_ (x5 / a o(y)
871'1% (r§+r2-2rr1cos t1)3/ 2
B8
1

Hierbei ist 4 O(y) = r%ain t1dt1dt2. fiir beliebiges n gilt
n-1 n-2

entsprechend d O(y) = rq” (8in t,) “dt,db,e.cccedby 4 .

Da u = 1 die eindeutig bestimmte Losung des Dirichlet-Problems

in K1 der Gleichung 4 4 u=0 mit den Randwerten

ul =1 , -%-:—Is =0
54 1

ist, ergibt sich fiir den ersten Summanden in (6) sofort der
Wert Tqe Die Berechnung des zweiten Integrals liefert

2
$ 4z =;1+§;1 = pMD  (riry .

Analog erhélt man
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r 2
¢,a2(z) = 43/42(1') ___2_2__"1'51_ fﬁrrérz »
Wir betrachten die Differenz (5).
Zupnéchst sei th,] VK. Pir diese z gilt tf,«z = r, und damit

2

1 2 T4 _
¢/u(1‘)- 4/4 (1‘)='2—+'zt'.—-r—f(r).

T, ]
Aus £(z;) = 0, £(0) = 51 0, £ =§ -1<ofwoercn

erhalten wir f£(r) 0. Fir z €K, folgt

T b o 2
$A - pP) =gt B - R - B

Hw

2
= Mz, - 2)(1- ) > 0 fir » £ z.
Fiir n=4 liefert eine analoge Rechnung unter Beachtung von

1
¢1 lnr1 __Q-M =1—.

?
"‘s,I dn I8y ™

die Darstellung

2 .2
1 LT i w2
¢/,(r)=1nr1——2r-2— furr_r,l 5
1
2 r§-r2 5
4/,(1‘):1!]1‘2--;-;2— fu.rr.‘.ra .
2

Fir z€K,\ K, 15t ¢u°(r) = 1n r und

1 2 I‘1 1‘3-]‘.‘2
Pu(®) - Qu (@) =g+ g =2(x) 20
1
1 b
wegen £(r,) = 0, lim f(r) = + © und £'(2) = - = ~ < 0
1 ' r20 r g
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fir 0 {r £ Ty .
Im Falle z ¢K, folgt
2, 2 .2
¢/,1(r) - ¢,442(r) = 1n ;—15 + r—g%%‘ﬁ .
Dieser Ausdruck besitzt eine Nullstelle bei
[ 2r2 rZT/ 8

1n =—
(rs T
-1
Tq
T

Wih1lt man etwa-é:%,sowirdr())rz, und da

I‘o=

r
d),a(o) = 1n E% 5> 0 ist, bedeutet dies ¢,« (z) > 0 fir
2 eKa.
Nunmehr sei n ® 5. ’
4)/«15 = 'ﬁ%l; 3 -—Q-LL/S = 5%%3 und Berechnung der
1 T4 9n 1 T4

(6) entsprechenden Integrale ergibt

1( ) 1 (ri—rz)(li-n) < )
T) = - r&r
$p 5 =2 17
1 1
202 1 (rg-ra)(‘%-n) €z
) = = r £ 1r,).
G p rg-ﬁ 21,121-2 2
In diesem Falle bilden wir ¢ m = qS,aa - qS/;I und erhalten
fir 2z €K1\K2
2
1 1, (r‘qg-r )(4-n) 2065 B
= - = r [
¢/‘ rn-ll- r’.i-q- 21,272
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, 1
(wegen £(r,) = 0, %i% £(r) =+ 0 , £'(7) = (”‘“)(Eiz - F;)

<0 flir r < r1).
Innerhald KZ gilt
1 @A) @FerP)en)

= - T=2
ar) ar}

2 1 1
#/‘ - du =rn—l+-
2

n
¥
Dieser Ausdruck besitzt eine Rullstelle bei
n-4

r n-2 .2 1(;%} " 1”§
o =| n=% T2 oD .
Pt

Offenbar l&é8t sich fir jedes n durch geniigend kleine Wahl des
Verhiiltnisses :|.~2/:r.‘,l erreichen, daB der Faktor

n=2
nj {.-.na‘
grofer als, und damit r, > r, ausfillt. Wegen
n-2 1 1
¢ p(0 = T[;é:r -] >0

T4

bedeutet dies @ m>0 in K,.

Mit H werde nun die Menge der oben komstruierten Potentiale
¢ pm , eibschlieBlich aller darsus durch Verschiebung des
Arguments entstehenden Potentiale der Gestalt

‘f/’zo(z) = g u(z=z,)
mit supp ,uzo = s(r1,zo) v s(ra,zo) bezeichnet. H erfiillt die

Voraussetzungen von Lemma 1, Die daraus folgende Behauptung ist
gerade die Aussege des Batzes, da die Linearkombinationen g von
Funktionen sus H ein Potential mit dem Triéger in V definieren.
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Hans-Jlirgen Albrand

Diskrete lineare Approximation und zyklische Einzelschrittver—
fahren

Die direkte Anwendung des Gedankens der zyklischen Einzel-
schrittiteration auf diskrete lineare Approximationsaufgaben
ist im allgemeinen mit einigen Schwierigkeiten verbunden, ins-
 besondere mit der Problematik des vorzeitigen Festlaufens. In
/1/ warde diese Problematik hinsichtlich der diskreten Tscheby-
scheff-Approximation untersucht. Es wurde eine Représentanten-
menge definiert und gezeigt, daB die zyklische Minimierung be-
zliglich dieser Reprédsentantenmenge ein konvergentes Verfahren
darstellt. Dieses Verfahren kann aber zundchst nur von theore-
tischem Interesse sein, da die Représentantenmenge schon bei
kleineren Problemen relativ viele Elemente enthélt. In gewissen
gutartigen Réumen dagegen, z. B. in flach und strikt konvexen
Banachrédumen (hierzu gehdren die Réume :Lp, Ib (1< p ¢ 00)), kon=

vergieren die Verfahren der direkten zyklischen Minimierung
e/, /3/, /4/, /5/, /6/). Un den Gedanken der zyklischen Ein-
zelschrittiteration aufrechtzuerhalten und der Festlaufproble-
matik aus dem Wege zu gehen, wird in dieser Arbeit fiir die
oo » 11-Approximation ein anderes Vorgehen gewdéhlt gegeniiber

/1/. Die Approximationsaufgaben werden in lineare Optimierungs-
aufgaben iibergefilhrt und diese mittels eines in /7/ dargestell-
ten Einzelschrittverfahrens geldst. Dabei mag die recht einfa-
che Struktur des Verfahrens (eingeschriénktes GeuB-Seidel-Ver-
fahren) eine Entschédigung sein flir die eventuell langsame Kon-
vergenz des Verfahrens. Die vorliegende Arbeit soll von der
Moglichkeit der Darstellung eines relativ einfach strukturier-
ten Einzelschrittverfahrens zur Ldsung linearer 1, und 11 -

Approximationsaufgaben berichten. EBrgebnisse ilber numerische
Tests miissen an anderer Stelle vermittelt werden.
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1. Die diskrete lineare Tschebyscheff-Approximation
MLt B = (byyeee,bp)T, A = (3305 1 = Tyeeem y § = 1400urm,

Z = (%gye009%y)"s By, Xy, a4 séatlich reell, betrachten wir

die Aufgabe

Em:=nin"‘g_-1_x_ﬂm )

oder ausfihrlich
n
!1.-?{.?!“1::‘:511 lbr'gxk’&-kl . “"

Die lineare Optimierungsaufgabe

~-eME£b-AXxX<ceM
- &)

M—>min ’

mit 8 = (1,1,000,1)T € B®, ist #quivalent mit (1). Der Opti-
malwert der Zielfunktion ist M = Bm .

Die zu (2) duale lineare Optimierungsanfgabe ist

oTat 4 oTu? = 1

AT9_1 - A!I!-_2 =0

i<

(3

oder mit v = u1 u2



>
1
14
"
lo

39
al,u? 20

b']3 —3mAX .

Nun ist aus der Theorie der linesren Optimierung bekannt, daB
zuldssige Idsungen von (1) und (3') genau dann optimal sind,
wenn gilt

bT!-nao . C))

Jede beste Approximation M,X4,...,X, VoD (1) genligt also dem
linearen Gleichungssystem

eM+ax -3 =b

2eM - 31 - 3%= 0

M-bTy =0
(5

ATy=0

v-uten® =0

]
JEY
[
n
a2

eu +e u =

mit den Nebenbedingungen

11' 129 21! 2229 . 5"

Und umgekehrt kann man aus jeder Idsung von (5) mit (5') die
Koeffizienten x;,...,X, eiver besten Approximation von (1) ab-
lesen. Der Abkiirzung wegen fithren wir am dieser Stelle folgende
Bezeichnungen ein:
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T T T T
1 2 v “'l u2 )T

I
E
."a
]

- ’ I ’ _ T o= =2
a: =@ o, o, o of, T, 0 €8,
C: A -I 0 0 0 O

0O -I=I 0 O O

o of ot ot T

o o o0 ato o
0 00 I-I I
of of of f oF o7 ,

wobei I die m x m Einheitsmatrix bezeichmet. Mit diesen Be-
zeichnungen geht (5) iiber in
cz=4a. (6)

Die ISsung von (6) unter den Nebenmbedingungen (5') ist dquiva-
lent der LGsung von

F(z) : = (Cz - 9T(Cz - 9—> min "
unter den Nebenbedingungen (5'). F(z) ist ein konvexes und dif-
ferenzierbares Funktional mit F(z) 2 O fiir alle z und F(2) =
genau dann, wenn (6) gilt. Da (1) eine Losung besitzt, besitzt
auch, wie aus der Theorie der linearen Optimierung bekannt,
(3') eine Losung und es gilt (4). Folglich gibt es ein z mit
F(z) = O und (5').

Das in /7/ beschriebene Einzelschrittverfahren ldBt sich auf
die Optimierungsaufgabe (7), (5') anwenden:

min (F(i)' ze€ z), (VAD!
wobeli Z das folgende konvexe kartesische Produkt bezeichmnet
z2:=RB"xBx B x & x g©2°
mit
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RB

S 1= (mER® 1 w20,

sofern noch die Kompaktheit von 8° : = (z € Z 1 F(z) € P(z°))
nachgewiesen werden kann,
Wenn F(z) konvex, stetig und die Menge der Minimall&sungen von

(1) beschrénkt ist (und damit auch von (7'), da 0 € gi €8,
i=1, 2), mu8 auch 8° notwendig beschrénkt sein. Dies ergibt
sich leicht aus den nachstehenden Uberlegungen.

L bezeichne die Menge der Minimall&sungen von (7'). Dann exi-
stiert eine Konstante K derart, das | _2_1 - 32" £ K ist fir

alle 51, 52 € L. Wir wihlen nun eine Zahl K, > 0 und nehmen an,
a8 8° unbeschrénkt ist, Dann existieren w* ¢ 5°, z ¢ L mit
[lg-fll—éooﬁirr—)oo. Es sei z* : =g z+ (1g) ¥,
0€g, <1, und

K+K°="zr-z"=(1-gr)"!r-_z_" (8)

fir alle r 2 Ty wobei T, definiert ist durch
K+E < | ¥ -zl
fir alle r 2 r,. Wegen der Beschrinktheit von (.z_r) existiert

ein Hiufungspunkt zPmit || 2%°-z | = K + K,. Mit der Kon-
vexitit von P wird

F(g") £ g, P(2) + (1-g)F(X") £ g F(2) + (18 )R(2°) .

Polglich ist F(z%°) = F(z), da F stetig und g,—>1 fir r— 00,
wie man aus (8) sieht. Damit ist g°°aus L und wegen

12° - zj=K+ K, haben wir einen Widerspruch zur Bedeutung
von K und K,. Die Menge 8° ist also kompakt, wenn die Menge

der Minimalldsungen von (1) beschrénkt ist. Dies wiederum ist
genau dann der Fall, wenp die Spaltenvektoren von A linear un-
abhlingig sind.

61



Um das Binzelschrilttverfahren in seiner Allgemeinheit iber-
sichtlich darzustellen, werden mengenwertige Abbildungen einge—
fihrt.

Jedem z = (g'f,..., Z.
z; aus Z; 80, daB Z = 2, X 7y X ..o X Zy,, wird oln Ny(2) € Zy
(L =1, 2, eoyy ) zugeordnet. Dabei sollen die Ri(g) abge-
schlossen im Sinne von a) und monoton im Sinme von b) sein:

)Tausz, wobeli 1 £ r < 5m+1n + 1,

a) aus z%¢€ 2, z°%52% ¢ Z,,!'ieli(z) _1—->_£°folgt

6 5,z®)i1=1,2, eeuy T

i:) P(zy_ o %y 24,) = P(z) fir alle w; € Ny(z) (wobei
F(zys Mys 23,) = B(2qs eces Zy_q0 Myy Bpyqs oo Ep))
genau dann, wenn 2z i-minimal ist (d. h. F(2) < F(z -’-1’54.+)
fir alle w; € 2;). P2y 093024,) < F(z) fir alle w; ¢ N,(2)
genau dann, wenn 2z nicht i-minimal ist.

Nach diesen Vorbereitungen kann das Verfahren in {ibersichtli-
cher Weise dargestellt werden:

k+1 € Ni( - El;_p .z_l;_',) y 9

i

i=1,2, eeey To Es werden also fiir alle Komponenten die zu-
letzt bekannten Werte zugrunde gelegt. Nach Beendigung eines

Zyklus, 'bestehond aus r Einzelschritten, liegt der neue Itera-
tionspunkt z z vor. In /7/ wurde gezeigt, daB jeder Hiufungs-

punkt _z_ von (gk) eine optimale ILdsung von (7') darstellt.
Im folgenden betrachten wir eine spezielle Wahl von lli(g),

welche sich aus der zyklischen Minimierung (/7/, /8/) ergibt.
Wir setzen

By(2) 1= (wy € 235 s min (F(23_, 24 23,0 23 € 25) =

= P2y Wy 24,))» (10}
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d. h. w; minimiert P(z;_, Z;, z3,) Uber 2;.

Die Eigenschaften a), b) sind erfiillt:

a) ¥ € B;(z%). Damn g1t ¥(z_, wf, 23,) € F(z}_, z;, 25,)
fir alle Z; aus Z, und wegen der Stetigkeit von ¥ wird
»(z,_, L gi_') £ ¥(s,_, Z4» 514-) fir alle z, aus Zy, 4. he
!f aus ni(,g‘” e

b) Offenbar gilt F(z,_, %o %5,) € F(z) fir alle w; aus N,(z)
und das Gleichheitszeichen genau dann, wenn z i-minimal ist.

Setzep wir r = 5m + u + 1, d. h. z4= M, Zy = X4y eeey Bp.q Xps

Zpio = ’:]l’ eees Tonane = ni, dann erbalten wir mit (9) und

(10), wegen grad F(z) = 2 oTc z =2 ct 4, die folgende einfa-
che Iterationsvorschrift zur Iésung von (1) dbzw. (7):

Sm+n+1

11
(c%e)y, = (T, - ?; CROWE AL ;‘; (c%e)y 425
-’ =1+1

zk+1 ~k+1 o
1 =37 firl=1, .0, 041, 204042, oo, Smindl 1)

2% i max (E5*7, 0) fir 4 = p42, ..., 20001, ..., Smene.

Dabei bedeutet (B)ij das Element der Matrix B, welches in der

i-ten Zeile und in der j-tem Spalte steht. Entsprechend bedeu-
tet (v); die i-te Komponente des Vektors v.

Beriicksichtigen wir die konkrete Darstellung vom C1C, CT 4 und
z, dann erhalten wir dle folgenden Iterationsformeln:
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(Sme 1) 1o —oTa 3Ty 1E 4 207720K 4 bTHK + 6T (12)

: 1=1
@y, 2 = (T, - (o), ¥ - Z (atn) 4 &
=

n m
- ata) 25+ ; @, 73k
;);1 377 & e

(i=1. 2, evey n) ’

2 ;2,]:4»1 1= by + 3 . i )y x);n _ y:%.k

1,k+1

7 = max (y1 241

, O) fir 1 = 1, 2, eeey I

?i’k“ 0= 2 T - y;l.,k-r‘l

yi'k+1 = max (;2 S K+1 , 0) fiir 4 =1, 2, eee, I,

i1
@p” + kT 4 gy vt em vy W - é: (ou a4, 5 V5
=

=i+
(1 =1,2, esoy m),

i=-1 m m
g IS < D k+1 1,k+1 _ 1,k _ 2,k
2 ui’ =14 ] - ;_ ua.' jz = ud’ ;- uj'

= max (§]'¥*7, 0) fir 1 = 1, 2, s uy By

m -1
w2,k41 ,_ 4 _ K1 1 ye+1 _ 2,k+1 2,k
2 ni’ 1= 1 VI; § E u z uy

J= =1 J=i+1
J¥i
u®*? - pax (@547, 0) fir 1 =1, 2, eery m &

- ; (BBT + aaT . I)ij vld‘ + ul’k _ ug’k
J=1+

u; Jk+1



2. Die 11—Approx:l.mation

Ein entsprechendes Vorgehen fir die 11-Appromation

E1 :=min|2—‘§u1 ’ ) (13)

oder ausfiihrlich m o
i =00 Rl =0 B

liefert uns zu (12) analoge Iteratiomsformeln zur Bestimmung
eipner besten 11-Appror1mation. Der Ubergang von (13) zu einer
liquivalenten linearen Optimierungssufgabe ergibt

Ax+y2Db
-AxX+y2<b (14)
_gT ¥ —>nmin

Die su (14) duale lineare Optimierungsaufgabe ist

AT

I
[o]

Y=

"-\

+u¥=0
+ 2:3 (15)
Q

nis

v

» 4

CACNCN

Y—>max

Aus (14) upd (15) erhdlt man hier das zu (5) analoge lineare
Gleichungssystem

cz=4 , ‘ (16)
mit den Bezeichnungen
T U T T T
1 2%\T
g==(zm,sm.x",za.f.51.g,2) ’

a:= % o, o, oF, oF, &M°
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Ci=/IA -1 0 O
2T 0 -I -I O

of of of oF T
0 000 af
00 00 I -

00 0 0 0 I

o lo,. oo

(o]
H H O lo, O

und den Nebenbedingungen

A e P, (17)
Die Ldsung der zu (7') analogen Aufgabe mit Hilfe der zykli-
schen Minimierung tihrt auf eime zu (11) araloge Iterationsvor-
schrift oder auefl‘jl_;rlich auf die zu (12) analogen Beziehungen:

k+1

n
6y; =b; - é:f‘“ ; (‘“i;] (18)
T R

alhy, = Gl - ; MR A ; 'y, &1
. : N 1,k
; @)y x§+g:[u )iy ¥
J=1+1 =
(1 = 1, 2, eoey n) ’
n
2 ?l,kﬂ 1= b, + 3 yJ:-m + ; (g xl;m - yi.k

1,k+1

71 ix max (5], 0)
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921,k+1 1= 2 y:ﬂ - I,kﬂ

yi'k"ﬂ t= max (yitk""‘ s 0) (1=1, 2' eeey m) )

1-1
@ pleaaTe1)yy vE* 2 by ; 5 - ; (ep"+ans1) V5
=

m
= ; (2 DReaaTe1); v+ u]E - udoE
J=1i+1
(i=1, 2, esey M) ’

2 glpkﬂ =1+ #1”’ u;,k-t-'l t= max (ﬁl 1oy

2 ﬁi,kﬂ t= 1 - 1):-0-1 . k+1 fon, WA (~2 k+1 , 0),
(1 = 1, 2. seny m) .

Es soll noch erwiéhnt werden, da8 die Polge (g_k) linear konver-
glert, falls die Aufgabe (7') eine eindeutig bestimmte Ldsung

hat. Einen entsprechenden Konvergenzbeweis findet man in /7/.

Der Anfangsvektor z° kann beliebig gewshlt werden.

Zusammenfassend haben wir den folgenden

Satz: Die Spaltenvektoren der Matrix A seien linear unabhiingig.
Dann gelten die folgenden Aussagen:

1. Die Komponenten jedes Héufungspunktes swder nach
(12) bestimmten Folge (;k) stellen die Koeffizienten
einer besten Approximation von (1) dar. Die Folge

(llk) besitzt den einzigen Héufungspunkt M® = Egg+

2. Die Komponenten jedes Hiufungspunktes x°°der nach
(18) bestimmten Folge (::k) stellen die Koeffizienten
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einer besten Approximation von (13) dar. Die Folge
(21‘ xk) besitzt den einzigen Héufungspunkt

&f1® = Eq

3. Die Iteratiomsvorschriften (12) bzw. (18) erzeugen
linear konvergente Folgen, falls (5) mit (5') bzw.
(16) mit (17) eindeutige Losungen besitzen.
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Dieter Rasch und
Glinter Herrenddrfer

Uber die Apzahl elementarer BUB in eingeschriénkten (v,k)-Pami-
lien

1. Einleitung

Zur optimalen Behandlung von Problemstellungen der mathemati-
schen Statistik werden ausgehend von einem Optimalitétskrite-
riun die Entscheidungsfunktion (das statistische Auswertungs-
verfahren) und der statistische Versuchsplan einschlieBlich
des Versuchsumfanges gewdhlt. Um die statistischen Modelle mit
ihren Zufallsfehlern auf praktische Probleme anwenden zu k¥n-
pen, ist bel der Versuchsdurchfilhrung weitgehend zu randomisie-
ren. Ein wichtiger Bestandteil des Versuchsplanes ist dle Ver-
suchsanlage, die sowohl der Ausschaltung von Stérfsktoren als
auch der Zuordnung der Versuchsobjekte zu den Stufenkombina-
tionen der Priiffaktoren (Behandlungen) dient. Versuchsanlagen
wurden allgemein und unabhéngig vom Modell der statistischen
Auswertung von Herrenddorfer und Rasch (1978) definiert. Unter
den Versuchsanlagen spielen solche zur Ausschaltung einer Stor-
groBe eine besondere Rolle, man nennt sie Biockanlagen. Ein
wichtiger Spezialfall sind die balancierten unvollsténdigen
Blockanlagen BUB, die in der mathematischen Literatur bereits
bei Kirkman (1847, 1850) und Steiner (1853) auftreten und seit
den Arbeiten von Bose (1939) bzw. Fisher (1940) in mehreren
hundert Artikeln behandelt wurden.[rederer und Balaam (1973)].
Wir geben die

Definition 1: Gegeben sei eine Folge 49 von v 2 3 (verschiede-
pen) Elementen 1, 2, «s., V. Eine Menge & von b Teilmengen (ge-
pannt Blocks) des Umfangs 2 £ k < v aus 40 heiBt BUB B[v,k, 1],
falls jedes Paar von Elementen aus 49 in genau A >0 Blocks auf-
tritt. Zwei BUB B(v,k,A) mit gleichen Parametern heiBen gleich,
wenn sie durch Umordoung der Blocks bzw. durch Permutation der
Elemente 1, ..., V ineinander iiberfiihrt werden k8nnen.



Aus der Definition folgt, daB

=B <)

elne positive ganze Zahl sein muB, r ist die Anzahl des Auftre-
tene der einzelnen Elemente von 4. Neben (1) muB

k=1
A=zZE = (2)

gelten.

Unter Randomisation verstehen wir einerseits die (véllig uhpro-
blematische) zufdllige Zuordnung von v Bahandlungen zu den Zah-
len 1,...,v und andererseits dle zuféllige Auswahl einer BUB
mit festem v,k, A aus der Menge aller B[v,k, A]. Hierzu ist es
erforderlich, diese Menge angeben zu kdnnen. In vorliegender
Arbeit sollen erste Ergebnisse in dieser Richtung mipgeteilt
werden,

2, Vollsténdige und eingeschréinkte (v,k)-Familien von BUB

Wir gehen davon aus, daB in praktischen Fragestellungen die
Gré8en v und k vorgegeben sind. Durch die Planung des Stichpro-
benumfanges wird dann b festgelegt und damit nach (1) und (2)
auch A. AnschlieBend geht es darum, aus allen B[v,k,AJzufdllig
eine auszuwihlen. -

Wir geben die

Definition 23 Eine BUB B[v,k,h] heiBt zusammengesetzt, falls sie
mindestens eine Teilmenge von Blocks enthilt, die mit A'< Aeine
BUB B(v,k,A') ist, andernfalls heiBt sie elementar.

Definition 3: Gegeben seien positive ganze Zahlem v und k mit
v>k 2 2, Unter einer (vollsténdigen) (v,k)~Familie F[v,k] von
BUB verstehen wir die Menge aller BUB B[v,k,h]mit den angege-
benen Parametern v und k und beliebigem A . Unter einer einge-
schrénkten (v,k)-Familie F*[v,k] verstehen wir die Teilmenge
esiper (v,k)-Familie, deren Elemente solche elementaren BUB
sind bzw. aus solchen elementaren BUB zusammengesetzt sind,
die keinen Block mehrfach enthalten. Mit £*(v,k) bzw. £(v,k)
werden die Anzahlen der in F*(v,k) bzw. F(v,k) enthaltenen
verschiasdenen elementaren BUB bezeichnet. Aus Definition 2
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folgt, daB, falls Byseees Bf(v,k) alle f£(v,k) elementaren BUB
3ind, jedes Elemegt Bk% F(v,k) als "Linearkombination™
v

B = ~ ¢y By (cy * 0, ganz) (3

der B; dargestellt werden kann. Als "Linearkombination" wvon
BUB By bezeichnen wir die BUB B die man erhédlt, indem man die
Blocks von Bi in ey (nicht notwendig verschiedenen) Permuta-

tionen hinschreibt, entsprechend ist die Summe in (3) zu ver—
stehen.

Es ist sofort zu sehen, daB folgender Satz gilt.

Satz_1: In F(v,k) bzw. F*(v,k) gelten die Beziehungen
£(v,2) = £%(v,2) = 1

und £(v,k) = £(v,v-k)

baw. £%(v,k) = £%(v,v-x).

Wir wollen im folgenden fiir einige v und k die Werte von
f”{v,k) bestimmen und beschriénken uns wegen Satz 1 auf 3£k5§ .
Es gilt der

Satz 23 Es gibt (v,k)-Familien, fiir die in

£(v,k) > 27(v,k) , (#)

das GroBerzeichen gilt.
Piir den Beweis geniigt ein Beispiel. In der (10,3)-Familie ist

147 123
158 12
169 13X
248 23%
259 ) 2 mal 456
267 45X
249 46X
357 56X
268 789

78X

79X

89X

aine elementare BUB, die picht im P™(10.3) liegt.
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3. Bestimmung von f'ge,zz

Satz 3: Es gilt £%6,3) = 1.

Beweis: Die (g) = 20 Kombinationer von 6 Elementen zur dritten

Klasse sind:

123
124
125
126
134

135
136
145
146
156

234
235
236
245
246

256
345
346
356
456

(5)

Das kleinste A, das (2) erfiillt ist A = 2 und ergibt ein mini-
males r von 5. Die kleinste denkbare BUB in F¥(6,3) hitte folg-

lich (falls sie existiert) dle Parameter v=6, k=3, A=2, b=10

und r=5. Wir zeigen, daB es genau eine solche BUB gibt. Wegen

A =2 miissen zunédchst aus den vier ersten Blocks in (5) zwei
(mit 12) ausgewéhlt werden. Dazu gibt es sechs Moglichkeiten
(Fall 1 bis 6). Aus den sechs restlichen Blocks mit einer 1

gind wegen r=5 noch drei passend auszuwihlen, und das ergibt je-—
weils zwel weitere Moglichkeiten, die die BUB aber auch eindeu~

tig festlegen (Fall x,1 bzw. x,2 mit x

150005 6). Fir diesen

einfachen Fall wollen wir alle Mdglichkeiten einmal aufschrei-

ben.

fall 1,1 Fall 1,2 Fall 2,1 Fall 2,2 Fall 3,1 PFall 3,2

123 123 123 123 123
124 124 125 125 126
136 135 134 136 134
145 146 146 145 145
156 156 156 146 156
Pall 4,1 PFall 4,2 Fall 5,1 PFall 5,2 Fall 6,1
124 124 124 124 125
125 125 126 126 126
134 135 135 134 134
136 136 136 135 135
156 146 145 156 146
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135
145
146

Fall 6,2
125
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134
126
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#ir haben nur noch zu zeigen, daB diese 12 BUB B[6,3,2) gleich
3ind. Hierzu geben wir Permutationen an, die PFall 1,1 in die 11
anderen Fidlle iiberfiihren.

o=, baa), () e e), (65, (B3,
(325), €3 . 039 . Gea3) . (3539

Man kann nun leicht zeigen, daB es im F(6,3) keine weitere ele-
mentare BUB B[6,3,2] gibt, es gilt damit

Satz 4: In F(6,3) gibt es nur eine elementare BUB mit A= 2,

Beweis: G&be es in F(6,3) eine elementare BUB B[6,3,2] auBer
der in Satz 3 angegebenen, so miiBte sie aus F(6,3)-F%(6,3)
stammen und folglich wegen A=2 einige Blocks doppelt enthalten.
0.B.d.A. sei 123 ein doppelt auftretender Block, Dann dsrf we-
gen r=5 hochstens noch ein Block mit einer 1 doppelt auftreten,
der aber weder eine 2 noch 3 enthalten darf. Es sei dieser
Block 145 (146, 156), aber dann miiBte der fiinfte Block mit der
1 zwei Sechsen (Fiinfen, Vieren) enthalten und das ist nicht ge-
stattet. Analog ergeben sich Widerspriiche, wenn die doppeit
auftretenden Blocks ein anderes Element als die Eins gemeinsam
haben. Haben doppelt auftretende Blocks kein gemeinsames Ele-
ment, 8o kommen nur 123 und 456 in Frage. Denn kann es aber we-
gen A =2 keinen weiteren Block geben. Bliebe der Fall, daB ge-
neu ein Block doppelt suftritt, z. B. die 123, dann miiBten aber
in den acht restlichen Blocks noch je drel Eimsen, Zweien und
Dreien getremnnt untergebracht werden und das geht nicht.

Es ist nach Satz 4 zu vermuten, daB f£(6,3) = 1 gilt.

4, Bestimmung von f'

Satz 5: Es gilt £%(7,3) = 2.

Beweis: Die (g) = 35 Kombinationen von sieben Elementen gzur

dritten Klasse lassen sich in drei Teilmengen mit 7, 7 und 21
Blocks zerlegen. die elementare BUB sind



(11 =1’h2 =1, A;’ 3).

Teilmenge 1 Teilmenge 2 Teilmenge »
A=z A= 1 A=3
124 126 123 147 257
137 134 125 167 345
156 157 127 234 347
235 237 135 236 357
267 245 136 246 367
346 356 145 247 456
459 467 16 256 567

Die beiden ersten Teilmengen stellem die gleiche BUB dar, da
die Permutation (g 2% 5 6 7) die erste in dle zweite iiber-

filhrt. Teilmenge 3 laBt sich nicht weiter zerlegen. Wire das
pnémlich der Fall, so milBte eine weitere Teilmenge mit b=7

(A =1) entstehen, Widre 123 darin enthalten, so miiBten zwei weil-
tere Blocks mit einer 1 auftreten, in denen dle Paare 14, 15,
16 und 17 enthalten sind. Da gibt es aber nur die Mdglichkeiten
145 upd 167, da 157 nicht in Teilmenge 3 ist., Folglich miiBte
iie Tellmenge die Blocks 123, 145 und 167 enthalten. Es fehlen
noch zwel Blocks mit der 2 und mit den Paaren 24, 25, 26 und
27, aber nicht mit 23. Dafiir gibt es die Moglichkeiten 246 und
257 oder 247 und 256. MOgliche Teilgruppen miiBten entweder

123 oder 123

145 145
167 167
246 247
257 256

als erste fiinf Blocks enthalten. In beiden Fiéllen miissen wegen
r = 3 noch zwei Blocks mit 3 auftreten. 345 und 367 sind aber
wegen A =1 nicht méglich. Im ersten Fall widre 347 mbglich, aber
e8 fehlt dann der erforderliche Ergénzungsblock 356. Im zwelten
Falle wire 357 moglich, es fehlt dann aber 346, Folglich gibt
es von Teilmenge 3 keine Teilmenge mit b=7 Blocks und dem
Block 123. Analog zeigt man, daB es solche Tellmengen auch
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picht mit 125 bzw. 127 geben kann. Da aber das Paar 12 in einer
Teilmenge (mit A =1 und b=7) von Teilmenge 3 vorkommen mus8,
gibt es Uberhaupt keine solche Teilmenge mit A =1 und damit
auch keine mit A =2,

Damit ist £%(7,3) ® 2 gezeigt. Wir wollen zeigen, daB das
Gleichheitszeichen gilt., Es gibt 30 MOglichkeiten aus den (g)

verschiedenen Blocks sieben Blocks einer BUB B(7,3,1) auszuwéh-
len., Diese sind durch vier Blocks eindeutig festgelegt. Es sind
dies fiir die erste Gruppe (mit dem Block 123) die BUB

Fall Fall Fall Fall Fall Fall
1,1,17 1,1,2 1,2,17 1,2,2 1,3,1 1,3,2

123 123 123 123 123 123
145 145 146 146 147 147
167 167 157 157 156 156
246 247 245 247 245 246

Analog findet man die anderen 4x6 Pdlle ausgehend von den
Blocks 124, 125, 126 bzw. 127. Man kann sofort sehen, daB alle
Fédlle durch Permutation aus dem Fall 1.1.1 erzeugt werdem kdn-

nen. Zum Beispiel fiihrt 67 auf Fall 1.1.2 oder 26 auf Fall
76 65

1.2.1 usw. Damit gibt e8 nur eine elementare BUB mit A =1. Man
kann sich nun leicht iiberlegen, daB es

120 = 6°8 + 6°6 + 6°4 + 62 Moglichkeiten gibt, zwel elementare
BUB B(7,3,1) zu einer B(7,3,2) € F*7,3) zusammenzusetzen. In
jeder der 5 Gruppen (charakterisiert durch den ersten Block
12x (x = 3,4,5,6,7) gibt es ja 6 Fiélle (y,1,1 bis ¥,3,2 mit

y = 1,2,3,4,5). Zu Jedem dieser Félle gibt es in jeder anderen
Gruppe zwel passende (elementefremde) Partner. Zum Beispiel zu
der BUB 123, 145, 167, 246, 257, 347, 356 gehdrt aus der zwei~
ten Gruppe entweder

124, 136, 157, 237, 256, 345, 467

oder

124, 137, 156, 235, 267, 346, 457.

Damit gibt es auch genau 120 Méglichkeiten eine elementare BUB
mit A =3 aufzuschreiben. Diese sind aber alle aus Permutatio-
pen auseinander erzeugbar. Das folgt daraus, da8 durch eine be-

77



liebige rermutation die elementatren BUB-Bestandteile mit A =1
der zusammengesetzten BUB mit A =2 wieder in zwei elementare
BUB mit A =1 uberfiihrt werder und man auBerdem durch geeignete
Wahl der Permutationen auch alle elementaren BUB mit A =1 er-
h#lt. Das vervollstlndigt den Beweis, da es fiir A = 2 keine
elementare BUB gibt.

5. Bestimmung von £%(8,3) und einer unteren Schranke fiir £(8,3)

Satz 63 Bs gilt £%8,3) = 1.
Beweis: Aus (2) folgt A = % baw. r = 7u (U = 1,2,.00)« Aus (1)

folgt aberr:?bzw.b:%undd&rausuéa. Mit u = 3 exi-

stiert tatséchlich eine BUB mit den Parametern b = 56, r = 21

und A = 6 und diese ist identisch mit den (g) Kombinationen von

8 Elementen zur dritten Klasse. Es gilt auBerdem £(8,3) » 2.

©. Bestimmung von f"gg,z)

Batz 73 In F*(9,3) gibt es genau eine elementare BUB mit A = 1,
und es gilt £%(9,3) » 2.

Beweis: Man kann die (g) Kombinationen von 9 Elementen zur

dritten Klasse in vier elementare BUB B[9,3,1] und eine elemen-~
tare BUB B [9, 3,3] zerlegen.

Teilmengen
1. ™ 2. T™ 3, TM 4, TM 5. ™

124 129 125 123 126 234 358
138 134 136 147 127 236 389
159 156 148 158 128 237 459
167 178 179 169 135 245 467
235 238 239 248 137 249 468
269 246 247 259 139 256 469
278 257 268 267 145 258 478
346 359 345 349 146 279 569
379 367 369 357 149 289 578
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1. T™M 2, TM 3. IM 4. TM 5. T™

457 458 378 368 157 347 579
489 479 567 456 168 348 678
568 689 589 789 189 356 679

Zunédchst s0ll gezeigt werden, daB dle fiinfte Teilmenge nicht
welter zerlegbar ist. Das geschieht durch systematische Unter—
suchung aller Mdglichkeiten, wir demonstrieren hier nur den
Anfang. Widre die fiinfte Teilmenge zerlegbar (eine zusammenge-
setzte BUB), so miiBte eine der Kombinationen mit 12 in einer
B[9,3,1]auftreten. Das gibt drei mégliche Anfangsblocks 126,
127 und 128 und fiihrt jeweils zu einem von drei zu untersuchen-
den Pdllen. Wir beschrénken uns auf die Gruppe mit 126. In der
B[9,3,1] muB auch 13 auftreten, so daB es drei Unterfdlle

126 126 126 .
135% 137' 139 gibt. Wir beschrénken uns auf die Untergruppe

126, Es muB die Kombination 14 in B[9,3,1] auftreten, d. h., es
135
gibt die Moglichkeiten

126 126 126

135 135 135

145 146 149
von denmen die beiden ersten ausscheiden, da 15 bzw. 16 zweimal
vorkommen wiirde (A = 1). Die dritte mdgliche Gruppe miiBte durch
178 erginzt werden weil anders die vierte 1 nicht denkbar ist,
ein solcher Block ist aber in der vierten Tellmenge nicht vor-
handen. 126
Damit ist der Unterfall 135 picht méglich. Analog zeigt man die

Unmdglichkeit aller anderen Félle. Nun ist zu zeigen, daB die
vier ersten Teilmengen durch Permutationen ineinander iberfihrt
werden kdnnen.

123456789\) a
Durch (8 493573261 entsteht z. B. die zweite Teilmenge.

aus der ersten und die dritte aus der zweiten,
wir danken Herrn Harpau filr den Hinweis, daB es auch fir X = 2
elementare BUB gibt und damit £%(9,3) » 2 gilt (Harnau 1978).

v
Satz 8: Gegeben sei eine BUB B(v,k,l?) mit allen (k) Kombina-
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tionen von v Elementer zur k-ten Klasse. Sie sei pur in a ele-
mentare BUB B(v,k, A,) und eine elementare BUB B(v,k, 11) mit

A, > A, zerlegbar. Ferner seien die a elementaren BUB B(v,k,A )

durch Permutationen ineinander iiberfiihrbar. Dann ist
£%(v,k) = 2.

Beweiss Mit N bezeichmen wir die Anzahl der méglichen B(v,k,ho)

‘F‘(v,k), die wir uns systematisch (beginnend mit 123... k als
ersten Block) aufgeschrieben denken., Durch dlese systematische
Auflistung ist abzulesen, wie alle mSglichen dieser BUB aus
einer festen durch Permutation erhalten werden kdnnen. Je vier
elementefremde solche BUB definieren eine B(v,k, 7\1), so daB

auch alle moglichen BUB B(v,k, 7&1) ¢ P™(v,k) durch Permutationen
ineinander iiberfiihrbar sind.

Zusammenfassung

BEs werden vollsténdige und eingeschrénkte (v,k)-Familien von
balancierten unvollsténdigen Blockanlagen (BUB) und die Begrif-
fe elementare und zusammengesetzte BUB eingefiihrt. Mit £(v,k)
bzw. f'(v,k) werden die Anzahlen der in vollstidndigen bzw. ein-
geschriénkten (v,k)-Femilien enthaltenen elementaren BUB be-
zeichnet. PFiir eine moglichst umfassende Randomisation ist es
wichtig, alle elementaren BUB einer Familie zu kemnen, da durch
sie alle Elemente der Famllie erzeugbar sind. Es gilt

£(v,2) = f”(v,Z) = 1 und £(v,k) = £ (v, v=k) bzw.

£*(v,k) = £¥(v,v=k). Es reicht also aus, die £(v,k) und £'(v,k)

flir 3 < k < 5 zu kennen. Es wird gezeigt, daB in f(v,k)af”(v,k)
nicht immer das Gleichheitszeichen gilt. Ferner wird bewiesen,
aa8 £%(6,3) = 1, £(7,3) = 2, £°(8,3) = 1 und £*(9,3) » 2.gilt.
‘Die Vermutung £(6,3) = 1 wird durch einen Satz erhirtet.
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Rolf Fréhlich

Eine Verallgemeinerung der BACKUS-Systeme

Die BACKUS-Systeme haben seit ihrer Verdoffentlichung mit dem
Bericht f8r Algol 60 eine breite Anwendung zur Beschreibung der
syntektischen Grundstruktur von Programmiersprachen sowie auch
anderer Kommunikationssprachen der Informationsverarbeitung ge-
funden. Die Ursache hierfir meg wohl in folgenden Vorziigen der
BACKUS-Systeme liegen:

1. Die metalinguistischen Variablen, die in den iiblichen
Regelgrammatiken den Nichtterminalsymbolen entsprechen,
sind durch Worter der Umgangssprache darstellbar. Diese
Worter kdnnen begrifflich so gewdhlt werden, daB eine
bestimmte syntaktische Einheit bereits semantisch néher
charakterisiert wird.

2. Eine syntaktische Einheit ist durch eine einzige Regel
formulierbar, wobei alle méglichen Formen dieser syn-
taktischen Einheit altermativ erfaBt sind.

Diese beiden Aspeite machen ma8geblich die BACEKUS~Rotation als
Ausdrucksmittel fiir die Syntax sehr iibersichtlich und anwender-
freundlich. Darliberhinaus stehen sie hinsichtlich t_ier Exaktheit
der Beschreibung den entsprechenden Regelgrammatiken nicht
nach.,

Eine bekannte Einschriénkung der BACKUS-Systeme ist, daB8 sich
mit ihnen nur kontextfreie Sprachen (Typ-2-Sprachen nach der
CHOMSKY-Klassifikation) definieren lassen, obwohl gerade fast
alle Programmiersprachen Kontextabhéngigkeiten enthalten. Die-
ser Umstand war u. a. Ausgangspunkt fir die Entwicklung weite-
rer Ausdrucksmittel, mit demen solche Kontextabhiéngigkeiten
formal beschrieben werden kénnen. Stellvertretend fir die Viel-
zahl der Ergebnisse seien genannt die programmierten, die dyna-
mischen, die mehrschichtigen Grammatiken. Ein weiterer Anmsatz
in dieser Richtung ist durch eine Verallgemeinerung der
BACKUS-Systeme gegeben.
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Welche Forderungen sind an derart verallgemeinerte BACKUS-Sy-
steme zu stellen? Nimmt man die Verallgemeinerung auf eine na-
tiirliche Welse vor, so muB offemsichtlich erfiillt sein:

Te

2.

Das verallgemeinerte BACKUS-System muB das iibliche
BACKUS~System als Spezialfall enthalten.

Mit einem verallgemeinerten BACKUS-System muB sich eine
beliebige Regelsprache (Typ-O-Sprache nach der CHOMSKY-
Klassifikation) definieren lassen.

Ein verallgemeinertes BACKUS-System muB die typischen
Merkmale eines iiblichen BACKUS-Systems besitzen. Als
typische Merkmsle eines BACKUS-Systems werden hierbei
angesehen:

a) Die Produktionsregeln bestehen auf ihren linken
Seiten aus genau einem Nichtterminalsymbol.

b) Die Produktionsregeln mit gleichen linken Seiten
8ind zu einer einzigen Regel zusammengefaBt,

c) Die Nichtterminalsymbole sind durch Worter darge-
stellt, so daB die syntaktischen Einheiten semantisch
charakterisiert werden kdénnen.

Im folgenden wird eine Verallgemeinerung der BACKUS-Systeme
skizziert, welche die genannten Porderungen erfiillt. Zur Ver-
einfachung der Darstellungsweise s0ll zunédchst auf die letzte
Porderung c) verzichtet werden, d. h., die Nichtterminalsym—-
bole werden vorléufig o. B. d. A. durch kleine griechische
Buchstaben dargestellt.

Der Ausgangspunkt der Betrachtung lst der Zussmmenhang der kon-
textfreien Begelgrammatiken mit den (iiblichen) BACKUS-Systemen.
BsseiG=[1_,p,R 6 ] eine kontextfreie Grammatik mit den
bekannten Eigenschaften:

Y_  Terminalalphabet,

35 Nichtterminalalphabet,

™ =2 U § Vokabular mit3_ N $= ¢,
R Regelsystem mit R ¢ x["*

6 Startsymbol mit 6 € ¢



Mit dem durch G implizierten Semi-l‘ﬂ'UE—Systen[ C, R] ist
der iibliche Ableitungsbegriff gegeben.
Die Regeln aus R besitzen die Form

€ s5xmt §ecd,x e[,

In R ist nun eine Klasseneinteilung vermdge der Aquivalenrela-
tion gls (gleiche linke Seite) definiert:

"g—>x gls £'—>x' genau dann, wenn € =§' ",
Eine solche Klasse sei mit [g] bezeichnet, so daB durch
§ 1—>x! € [f] die Zugehdrigkeit einer Regel zu ihrer Klasse
notiert werden kann.
Unter diesen Voraussetzungen ist B =[X_, §, BR, 6| ein
(iibliches) BACKUS-System, wobei gilt

BR = {§SS= x,' l 12‘ .‘.l ﬁlg——)xié [g] ’ i= 1, 21..0,11'

fir jede Klasse [g] von :R_} .

Der Ableitungsbegriff mit B wird vom Semi-’.!HUE—Bysten[["l ‘R]
iibernommen, in dem jeweils aus einer BACKUS-Regel § $3= x1|12|
eee| X, eine Produktionsregel §—>xi (1 €1 € n) susgewihlt
wird. X
Offensichtlich sind dann G und B dquivalent, denn man zeigt

leicht, daB L(G) = L(B) gilt. Die iiblichen BACKUS-Systeme de-
finieren folglich nur Typ-2-Sprachen.

Die eben skizzierte Methodik zur Herleitumg der iiblichen
BACKUS-Systeme wird jetzt auf bellebige Regelgrammatiken
(Typ-O-Grammatiken) angewendet. Es sei dazu G =[=, @ s R, 6']
eine Typ-O-Grammatik, das heiBt, fiir das Regelsystem R gilt

Re ,—‘ * é r‘ ® r *,
Die Regeln besitzen folglich mindestens ein Nichtterminalsym-
bol auf ibren linken Seiten und sind von der Form

u € voxmit £ e i uvxel ¥,
Eipe Umformung dieser Regeln geschieht wie folgt:

1. Auf der linken Seite jeder Regel wird amn genau einer
Stelle ein Nichtterminalsymbol § ausgewihlt.
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2, Jede Regel u £ v—s x € R wird in Form
9 —>u' wv!
dargestellt, wobei gilt:

a) u', v' sind die "inversen" Worter von u, v (die Inver-
senbildung wird nachfolgend interpretiert),

b) u heiBt der Links- und v der Rechtskontext der Regel,

e)w=1l, fallslul+|lvi40Ound x=e bzw. w==x
sonst (lul,iv| bedeuten hier die Lénge von u,v und e
sei das leere Wort).

d) L ist ein zusitzliches, ausgezeichnetes Symbol, das Kon-
texttrennzeichen gerannt wird, und fir das gilt:

$n {J.} - ¢
Zur Interpretation der inversen Worter wird das Vokabular r
wie folgt erweitert. Ist A ein Alphsbet, so heiBe
' =f{a'a €A} das zu A inverse Alphabet. Of = A U A'
8oll dann das gebrochene Alphabet von A genannt werden.

Freilich wird hierbei A n A' = @ gefordert. Mit diesen Er-
klérungen verstehen sich die Bezeichnungen

Vv, = ¢uvdng=[ul

Beli nun a=a,a,...8, € A™ ein beliebiges Wort in Symboldar-
stellung (ai € A); dann ist das a zugeordnete inverse Wort
a' von der Gestalt a' = a; aj 4 ... 8] mit a} ¢ A'. Das
entspricht der iiblichen Inversenbildung wie sie in freien
Gruppen erklért ist.

Wir nennen nun G' = [Z. é, R', 6, L _-_] eine kontextiso-
lierte Grammatik (kurz: ci-Grammatik) von G =[ ., é s, R, 6"1

wobel gilt: R'& Cb Xr,’ [_.+ r.* "
g x[™ (L} ™ o
§x fe)

r+bedeuto nierbei [ * - {e} .



Damit ist eine erste Forderung, die linken Seiten von R' be-
stehen aus genau einem Nichtterminalsymbol, erfillt, um zu
einem verallgemeinerten BACKUS-System iibergehen zu kénnen. Man
slebt zugleich, sind die Iinks- und Rechitskontexte sémtlicher
Regeln von R' leer, so ist G' eine iibliche kontextfreie
Grammatik,

Zunéchst muB jedoch eine Anpassung des Ableitungsmechanismus
vorgenommen werden. Zu diesem Zwecke sei & die freie Gruppe
iber dem Alphabet A. Es gibt dann eine Reduktion #, die jedes
Wort a € & “auf ein reduziertes Wort P (a)e X "derart ab=-
bildet, da8 in ¢ (a) vermége ¢ (aiai) = q;(a.j'aj) = e nicht
mehr zwei Symbole aie.i bzw. a:'laj nebeneinander stehen. Die

Elemente der freien Gruppe Ol P seien also durch die reduzier-
ten Worter aus (1 ?dargestellt. Weiterhin sei Y eine Abbil-
dung mit Y (L) =e bzw. P (x) = x fiir x e A*,
Unter diesen Voraussetzungen ist eine ¢-Ableitv.mg nit G' wile
folgt definiert:
Ein Wort gq €[ *heiBt aus einem Wort D € [* ¢ - abgeleitet,
wemn es eime Regel £ —>u' w v' € R' und Worter r, s e[ *
gibt derart, daB

p=ru§ vs und g=r ¢ (uu') 1'% (w)q; (vt v) s
gilt., Das heiBt, entweder ist q = r s, falls w= L, oder
es ist q=rx 8, falls w=x mit x ¢ [ ¥,

Manp sieht wieder: Wemn G' eine kontextfreie Grammatik ist,
stimmt die P -Ableitung mit dem iliblichen Ableitungsbegriff als

Spezialfall iiberein.
Man kann pun ohne viel Miihe zeigen: Ist G eine Typ-O-Gramma-
tik und G' eine ihr zugeordmete ci-Grammatik, so gilt

1(G) = L(G').

Damit haben wir das angestrebte Ziel erreicht und erkléren das
ci-BACKUS~-System:
Ist G' =[Z, é , R', 6, _L] eine ci-Grammatik, so heiBt

* Bt =[ Y, é , BR', 6 » l] ein ci-BACKUS~-System, wobel gilt
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BR' = i § sr= wpwevy [ wwovs | oo | "r'a"n’r'al
g—»uiwivl € [g]. 1=1,2, eeey 0,
fiir jede Klasse [E ] von R'} .
Die Klasseneinteilung erfolgt hierbei wieder mit der Relation
gls.
Als Ergebnis erhdlt man: Fir jede Regelsprache L (vom
CHOMSKY-Typ O) gibt es ein ci-BACKUS-System BR', so daB
L = L(BR') gilt.
Bine Vereinfachung findet noch statt, wenn man sich auf die
Typ-1-Sprachen beschrénkt.

S8eli G' eine beschridnkte ci-Grammatik, das heiBt, die sémtli-
chen Regeln von G' erfiillen die Bedingungen

(1)§—->u' x v! mitge é; u', v'er* 1 el™
oder

(2)?—-» e und § kommt in keinem Wort x von (1) vor.

Man kann jetzt auch das Kontexttrennzeichen weglassen und zei-
gens

Fir jede Typ-1-Sprache L gibt es eine beschrénkte ci-Gramma-
tik G* mit L = L(G').

Dieses letzte Resultat léBt sich wieder suf "beschréankte"
ci-BACKUS=Systeme iibertragen, die dann bereits durch

B! =[ Y, @ sBR?, & ]festgelegt sind.

Um die ci-BACKUS-Systeme in konkreten Fédllen als Ausdrucksmit-
tel anwenden zu kdnnen, miissen noch einige reservierte Meta-
symbole, vor allem fiir die Notation der inversen Worter fest-
gelegt werden, Neben den iiblichen Symbolen wie

| Alternativzeichen,

13 = Definitionszeichen,

< Metaklammern fiir die Bezeichnungen der
Nichtterminalsymbole,

a, b, ¢, «e. Symbole eines Beschreibungsalphabetes A
fir das nicht notwendig An I =@ 3oiten
muB, und die sur Bildung von Bezeichnungen



fiir die syntaktischen Einheiten benutzt

werden,
fihren wir die Symbole
f_ ] als Meteklammern fiir die Inversen ein.

Anstelle von [ und ] konnen auch andere geeignete Metasymbole
Verwendung finden., Insbesondere kann man ILinksinversenklammeram
und unterschiedliche Rechtsinversenklammern vereinbaren.

Beispiel

Das ci-BACKUS-System B' =| Y, & ,BR', (zuerst ] mit

> = {avb} ’

é {(zuerst) , <damn?y, (zuletzt)} ,

BR' = {(zuerst) ::= a <{zuerst) {(damn) | a (zuletzt) ,
(dapn> ::= [(zuletzt) | b (zuletzt> a| [a Kdann)a,
(zuletzt) ::= Db a} ’

definiert die Typ-1-Sprache L(BR') = {a” v® & o ¢ m}.
Bine Ableitung von a’ b’ a’ mit B' ist zum Beispiels

(zuerst) — a (zuerst) {(damn)

— aa (zuerst) (denn) (dann)

— aaa (zuletzt) (damn) (dann)

—> asa ¥ (Zuletzt) [ (zuletzt>] ) b (zuletzt) a (damn)
=asab (zuletzt) a Q‘&'L'i)

—> aaab (zuletzt) P (a [a] ) <damn) a
= aaab {zuletzt) (d&e‘) a

—> aagb P (@uletzt) [(zuletztd]) b (zuletzt) aa
= aaabb (zuletzt) aa

— aaabbbaaa.

Vortrag gehalten auf der 4. Tagung der DDR~ALGOL-Gruppe in
Rostock, Februar 1976 (s. auch Heft 2 dieser Reihe).
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en Gruél und
Ginter Merbeth

Eine Betrachtung zur formalen Beschreibung von Programmierspra-
chen und 8prachverarbeitungssystemen

1. Zur Benutzung formaler Sprachbeschreibungen

Die Schaffung, die Definition, das Erlermen und die Implemen-
tierung von Programmiersprachen geschieht heute - gemessen an
den hohen Anforderungen - mit noch relativ unangemessenen Mit-
teln und zu hohem Aufwand. Es sind deshzalb seit langem Bestre-
bungen im Gange, formalsprachliche Mittel zur Beschreibung von
Programmiersprachen und Sprachverarbeitungssystemen bereitzu-
stellen und die Entwicklung von Sprachverarbeitungssystemen zu
automatisieren oder zumindest durch den Automaten zu unter-
stiitzen.

Formale Beschreibungen von - ammiersprachen bzw. Sprachver-
arbeitungssystemen kénnen l folgende Zwecke eingesetzt wer-—
den:

fir eindeutige, systematische und konzise Sprachreports ,

- als Zwischenstadium zur Erarbeitung von umgangs— (fach-)
sprachlichen Apwenderdokumentationen ,

- als Entwurfssprache fir die Konzipierung von Sprachen und
Sprachverarbeitungssystemen und -algorithmen,

- fir exakte Festlegung von Leistungsanforderungen, Aufgaben-
stellungen und Ubergabeleistungen,

- fir die Aufteilung eines Programmisrproblems in wohldefi-
nierte Teilprobleme unter Festlegung von AnschluBbedingungen,

= zum Vermitteln bestimmter Prinzipien der Konmstruktion von

Programmiersprachen und spezieller Techniken fir Sprachver-

arbeitungssysteme,

-~ als Eingangssprache eines Simulationssystems, das Funktions-
erprobungen und Ermittlungen von Eigenschaften ermbglicht,
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- als Referenz zur teilautomatisierten Testung von ausprogram-
mierten Sprachverarbeitungssystemen ,

- als Eingangsinformation zur (teil-)automatisierten Herstel-
lung von Sprachverarbeitungssystemen ,

- als Basisinformation fiir die automatengestiitzte Unterweisung
{iber Programmiersprachen.

Die bisher aus der Literatur bekannten einschlédgigen Arbeiten
haben zum groBen Teil entweder eine theoretische Orientierung
oder sind unmittelbar im Zusammenhang mit Automatisierungsvor—
haben (Compiler - Compiler) entwickelt worden., Formale Be-
schreibungen, die dem griSeren Teil des vorn aufgefiihrten An-
wendungsspektrums geniigen, fehlen bisher weitgehend. Wir haben
mit unseren Arbeiten versucht, einen Beitrag zum SchlieBen die-
ser Liicken zu leisten.

2. Programmiersprachen, Sprachverarbeitungssysteme und deren
formale Beschreibung

Bs s0ll hier dargelegt werden, was wir unter den Begriffen
Programmiersprache und Sprachverarbeitungssystem verstehen
wollen. Weiterhin werden wir unsere Vorstellungen zur formalen
Beschreibung von Programmiersprachen und Sprachverarbeitungs-
systemen formulieren.

2.1. Progremmiersprachen

Wir wollen bei Programmiersprachen im folgenden zwei Aspekte,
die Syntax und die Semantik, unterscheiden. Will man den Be-
griff Programmiersprache formal erfassen, dann kanp man eine
Programmiersprache PS als ein Paar (P,6) betrachten, wobei P
die Syntax und 6 die Semantik représentiert /Mau€9/. P ist die
Menge der in P8 zul#ssigen Biitze, die bei Programmiersprachen
Programme genannt werden. ddefiniert die Bedeutung jedes Ele-
mentes aus P und legt damit die Wirkung eines jeden Programms
fest,

Die beiden Komponenten P und & sollen nun mit mathematischen
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Mitteln charskterisiert werden. Dazu sei X das Alphabet, aus
dessen Zeichen die S#étze von PS gebildet werden. P ist dann
also eine Teilmenge der Menge der Worte iiber dem Alphabet X,
PAY”".X* = 8 ist die Menge der Worte iiber dem Alphabet X. Das
Alphabet X wollen wir als Grundalphabet bezeichnen. Die Menge
P kann man sich durch eine Regelgrammatik definiert denmken
/Gin66, Mau69/. Bs sei G = (X, M, R, w) eine solche Grammatik,
wobei X die Menge der Terminalsymbole (Grundalphabet), M die
Menge der metasprachlichen Variablen (Hilfssymbole),

= {1, 2)1 1, ¢ ¢ (XwM)*} die Regelmenge und weM die Wurzel
der Grammatik sind. P kenn nun als die Menge derjenigen Worte
iiber dem Grundalphabet X angesehen werden, die mit Hilfe einexr
Grammatik aus der Wurzel ableitbar sind /Mau69/. Soll P durch
die Gremmatik G definiert werden, so kann man schreiben:

P (G) = {pi| peSAvﬁp}.

"wapp" bedeutet, daB p aus w ableitbar ist.

Zur Erléuterung dessen, was wir unter Semantik einer Program-
miersprache verstehen wollen, serden noch folgende Mengen be-
notigt:

- BESS ist die Menge der Eingabesétze fiir Programme der Program-—

miersprache FS (Eingabesprache, Datensprache).

- ASS ist die Menge der Ausgabesdtze fiir Programme der Program-

miersprache PS (Ausgabesprache, Ergebnissprache).

Zur Definition der Semantik wvon PS wird voraussesetzt daB die

Mengen E und A bekannt sind.

Die Semantik der Programmiersprache PS = (P,6), die ja die Wir-

kung jedes PS-Programms festlegen muB, wird durch eine parviel-

le Abbildung € : PxE—>A defipiert. Partiell ist die Abbildung,

well

a) fiir ein gegebenes pe¢P nicht jedes e «E ein zuldssiger Ein-
gabesatz sein muB und

_b) die Abarbeitung des Programms p € P unter Umsténden nicht ab-
bricht, wenn zum Beispiel unendliche Zyklen durch Sprungan-
weisungen oder rekursive Progeduraufrufe enthalten sind.
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Die Abbildung & ordnet also gewissen Paaren (p,e) mit p €P und
@ €E ein a eA zu., In der Praxis sind natiirlich nur diejenigen
PFédlle interessant, in denen & einen Wert liefert.

Bs wird nun ein spezielles Programm p' ¢ P betrachtet. Als Wir-
kung von p' kann die partielle Abbildung 7 ': E—> A angesehen
werden, die sich aus 6 durch die Beziehung @ (e) = 6 (p',e)
ergibt. Die Partialitat von T folgt damit unmittelbar aus der
Partiaslitét von 6.

2.2. Sprachverarbeitungssysteme

Als Sprachverarbeitungssystem einer Programmiersprache PS wol-
len wir eine Einrichtung bezeichnen die bei einer gegebenen
Zeichenkette P€S = X und einem gegebenen Eingabesatz e ¢E fol-
gendes ausfiihrt:

1. Priifung, ob p ein Satz der Programmiersprache PS ist

2. Berechnung von & (p,e), falls sich p als Satz von BS erwie-
sen hat.

Die Wirkung eines Verarbeltungssystems fiir PS kann wieder durch
eine partielle Funktion P SxE—>A v D definiert werden. D £8
ist dabel eine endliche Menge von Diagnosesétzen, die einen bei
der Verarbeitung aufgetretenen Programm- oder Datenfehler an-
zeigen, Genau wie E und A muB8 auch die Menge D gegeben sein. Es
werden zweli Fehlerarten und damit zwei disjunkte Teilmengen D1

und D, von D unterschieden (D = Dyv Dyy Dy N Dy = P). Dy 8%

die Menge von Fehlermitteilungen fir die Fdlle, daB die gege-
bene Zeichenkette p kein Satz von PS ist (p ¢ P), wihrend D,

die Menge von Mitteilungen fiir die Fdlle ist, daB e € E kein
zulédssiger Eingabesatz fiir p € P ist. Um unterscheiden zu kdn-
nen, ob ein Wert ¢ (p,e) ein normales Ergebnis ¢ (p,e) eA oder
eine Diagnosemitteilung ¢ (p,e) €D ist, miissen A und D dis-
junkte Mengen sein (A A D = @).

Bei der Anwendung von ¢ auf ein peS und ein e ¢E kdnnen fol-
gende Fédlle auftreten:
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1. 9) liefert bei Anwendung auf p und e keinen Wert (mdglich we-
gen Partialitét von ¢). In diesem Fall bricht der Sprachver-
arbeitungsproze8 nicht ab.

2. ] (p, ) eD.‘; p ist kein Satz der Programmiersprache FS
(peP).
3. ¢ (p, ©) eDy; e ist kein gilltiger Eingabesatz fiir p.

4. ¢ (p, ©) €A, @ liefert auf p und e angewendet mit dem Ausga-
besatz ¢ (p,e) ein giiltiges Ergebnis.

Die Syntax und die Semantik einer Programmiersprache FS = (P, )
miissen in dem Verarbeitungssystem fiir PS in der im folgenden
beschriebenen Weise ihren Niederschlag finden.

a) Syntex
Auf Grund der Entscheidungsmiglichkeit, ob ¢ (p, e) 61)1 ist,
wird durch ¢ eine (u. U. unvollsténdige) syntektische Analy-
se durchgefilhrt. Vollsténdig kann die Analyse dann sein,
wenn die Menge der Bétze der Programmiersprache entscheidbar
ist /Her61/. Im allgemeinen Fall, wenn Sprachen vom Chomsky-
Typ-0 vorliegen, sind diese Mengen aber im allgemeinen nicht
entscheldbar,
Ist P entscheidbar, wie das bei den kontextfreien Sprachen
der Fall ist, so existiert ein abbrechendes Entscheidungs-
verfahren £ : S—>{0,1}, das P auf folgende Weise implizit
definiert: P = {p! € (p) = 1}. Dieses Entscheidungsverfahren
kann dann Bestandteil des Sprachverarbeitungssystems sein,
das dann eine vollsténdige Syntaxanalyse durchfiihrt,

b) Semantik

Fiir ein Programm p € P und einen Eingabesatz e ¢E mu8 das
Sprachverarbeitungssystem fiir FS patiirlich die gleichen Er-
gebnisse liefern, wie das durch 6 fiir PS festgelegt wird,
Ein Unterschied kann pur dann suftreten, wemn &' (p, o) wegen
eines unzuliéssigen Eingabesatzes undefiniert ist. Aus prak-
tischen Griinden wird das Sprachverarbeitungssysteam in sol-
chen Pillen einen Diagnosesatz 4 € D2 ausgeben, falls das
mbglich ist, Bir p & P gilt ¢(p, o) = 6(p, ¢), falls 6(p, o)
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existiert.

In der Praxis wird @ meist aus mehreren Abbildungen zusammen-
gesetzt (p= [q:1. eees@pl)e Bei dieser Mrennung spielen prak-

tische verfahrens- und programmierungstechnische Griinde die
wesentliche Rolle. Bei der Zerlegung ¢ = [<p1, esey ppl Bilt:
g t By 4—> PyvD,, 1 =1, eeey 0 =1,
Pp t Ppq X E—AvVD,
Po‘ = 8, P; sind Zwischensprachen, D; " P; =@ i = 1,..., D-1,.

Auf Grund éer notwendigen Unterscheidbarkeit miissen alle Zwi-
schensprachen Pi zu D1 disjunkt sein.
q:ersibt sich aus den Komponenten in folgender Weise:
P 400 2 P4(P), falls Po--®Pi(@)eDAj <D
P(p,e) = AT3k<y s Prlec e Py(p) & D
PolPpq®ee-°Pq(®)s o), sonst.

Wir wollen die ersten n-1 Schritte der Verarbeitung, bei denen
in eine Zwischensprache abgebildet wird, als Ub:rsetzungs-
schritte und den letzten, bei dem unter Verwendung der Daten
e ¢E das Ergebnis a «A ermittelt wird, als Interpretations-—
schritt bezeichnen.

Beispiele fiir Verarbeltungssysteme einer Programmiersprache PS
Beispiel (1).

P 18 8 >MS UD1 H

P

1
@, t MSXE—>AUD.

= MS, MS ist die Maschinensprache eines speziellen Rechmers;

?1 ist eine Ubersetzung von in PS geschriebenen Programmen in

Haschinensprache. ¢, 1st eine Interpretation der Maschinempro-
gramme unter Verwendung von Eingabedaten. Die Funktion Ps ist
pur fir die mp ¢ MS definiert, fiir die mp = ¢, (p) mit peP
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gilt. Bie ist dort, wo sie definiert ist, Hquivalent zur Ar-
beitsfunktion q@ : MS x S—> 8 des Rechners mit der Maschinenspra-
che MS (Interpreter der Maschinensprache). Man kann deshald
¢(mp, o) statt ¢ (mp, o) schreiben. Das gilt im folgenden ent-
sprechend fiir alle Abbildungen, die Einschrénkungen von ¢ auf
kleinere Defipitionsgebiete sind.

Beispiel (2).

?1 t Syntaxanalyse ;

Aufgabe der Syntaxsnalyse ist es, neben der Priifung, ob eine
gegebene Zeichenkette Satz der Sprache ist oder nicht, ein
strukturiertes Programm, héufig auch Ableitungsbaum oder Syn-
taxbaum genannt, in dem semantisch zusammengehdrende Teile zu-
sammengefaBt sind, aufzubauen. In der Praxis wird die Analyse
gewShnlich nach einer kontextfreien Grammatik durchgefiihrt,
durch die allerdings hiufig pnicht gemau die 8&tze der Sprache
erfaBt werden.

P1 ¢ Zwischensprachen zur Darstellung des strukturierten Pro-
gramms (z. B. Listensprache);

q;z s Interpretation des strukturierten Programms.

Beispiel (3).

P

P1 1| wie Beispiel (2); |

P, &+ Optimierung des Programms in strukturierter Form;
P2 =P,

(pB + Ubersetzung des optimierten Programms in ein Maschinenpro-
gramn

P3 : Maschinensprache ,

Py

Das Beispiel (2) kann als Modell dafiir diemen, wie sich der
Mensch die Verarbeitung einer Sprache vorstellt, wenn es ihm

Q : Arbeitsfunktion des Rechners.
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vor allem auf die Wirkung der einzelnen Sprachelemente ankommt
und nicht so sehr auf reale Verarbeitung bei einem in der Pra-
xis eingesetzten Verarbeitungssystem.

Im Beispiel (3) wird ein VerarbeitungsprozeB dargestellt, wie
er fiir praktische Compiler typisch ist. Nach der erfolgten Syn-
taxanalyse wird eine Optimierung durchgefiihrt, bevor das Ma-~
schinenprogramm generiert wird. Das angegebene Modell be-
schreibt natiirlich auch nur grob den Gesamtproze8. Zum Beispiel
setzt sich q%‘gewahnlich aus lexikalischer Analyse und eigent-
licher Syntaxanalyse zusammen und es werden noch vorbereitende
Arbeiten fiir die sich anschlieBenden Phasen, zum Beispiel Auf-
stellen der Symboltabelle, durchgefiihrt. P1 mu8 dann natiirlich
das Darstellen aller Ergebnisse, zum Beispiel auch der Symbol-
tabelle, ermdglichen,

Die Beispiele (2) und (3) sind fiir uns besonders interessant,
weil sie Modelle fiir die Beschreibung von Sprachverarbeitungs-—
systemen darstellen, Werden die in den Beispielen auftretenden
Prozesse beschrieben, dann kann im Falle des Beispiels (2) die-
se Beschreibung als eine fiir den Benutzer der Sprache geeignete
Definition der Sprachverarbeitung angesehen werdem, wihrend
beim Beispiel (3) die reale Sprachverarbeitung beschrieben
wird, Setzt man bei einer durch ¢ = [<p1, eeey@,] dargestellten
Sprachverarbeitung fir PS eine Zwischensprache Py, 1 ¢n, als
bekannt und definiert voraus, so kann man sich bei der Defini-
tion der Sprachverarbeitung fiir PS mit der Angabe von

@'= (9’1, soey <Pi> begniigen. ' ist dann eine Ubersetzung von
S in die Zwischensprache P:l.‘

Beispiel (4).
P8 sel eine Spezialsprache, die eine Erweiterung von ALGOL sei.

®, s
P1 3| wie Beispiel (2);

(pa 3 Ubersetzung des strukturierten Programms in ALGOL (Vor-
Ubersetzung);

98



P, 1 ALGOL.

Von ALGOL als definiert ausgehend, kann ein Verarbeitungssystem
fiir die Spezialsprache FS durch Angabe von (q>1, q)a) als hin-
reichend dargestellt betrachtet werden.

2.3, Formale Beschreibung
2+3.1. Formale Beschreibung von Programmiersprachen

Zur formalen Beschreibung einer Programmiersprache F8 = (P,6)
miissen die Menge P und die Abbildung & beschrieben werden. Im
Abschnitt 2.1. wurde bereits gesagt, da8 P durch eine Regel-
grammatik definiert werden kann, Wird die Regelgrammatik in
einer geeigneten Sprache aufgeschrieben, so ist damit die for-
male Beschreibung von P erfolgt. Zur Darstellung kontextfreier
Regelgrammatiken /Mau69, Gin66/ wird seit dem Erscheinen von
ALGOL 60 groStenteils die Backus-Naur-Form (abgekiirzt BNF) ver-
wendet /ALGOL60, Mau69/. Eine fiir die Beschreibung einer griSe-
ren Klasse von Regelgrammatiken (Chomsky-Typ-0) geeignete Nota-
tionsform wurde mit dem ALGOI-68-Bericht eingefiihrt /ALGOL68/.
Durch eine kontextfreie Grammatik Gyp kann man im allgemeinen
picht genau die Menge P einer in der Praxis verwendeten Pro-
gramniersprache, sondern nur eine Obermenge P, von P (Byg 2P
darstellen. Die Einengung von Pkf auf P muB dapn zusammen mit
der Semantikfunktion erfolgen. Man beschreibt also an Stelle
von (P, 6) ein (Pyp, 6]:!;)’ wobei folgendes gilt:

Be 2P,
6, t PpxE—>avikp}, kp ¢4,

6 (p, ©) fiirp e P
6k.f (py ©) = .
kp fiir p ePkf\P.

Die Semantikfunktion 6y, ist fir p ¢P identisch mit 6 und lie-
fert fir peI’k_.r \ P einen Wert kp (kein Programm), der nicht in

A enthalten sein darf.
Zur Beschreibung der Semantik einer Programmiersprache muB die
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Semantikfunktion & bzw. ka in einer geeigneten Weise darge-
stellt werden. In der Praxis wurden diese Funktionen bisher
meist mit Hilfe der matiirlichen Sprache und durch Beispiele
erlédutert. Als bekannteste Beschreibung dieser Art ist der
ALGOL~60-Bericht zu nennen. Bei einer formalen Sprachdefinition
muB natiirlich auch die Semantik formal beschrieben werden.

2,3.,2, Formale Beschreibung von Sprachverarbeitungssystemen
Zur formalen Beschreibung eines Verarbeitungssystems der Pro-
grammiersprache PS muB8 die Abbildung ®: S *E—> A vD (siehe
2.2.) in einer geeigneten Sprache BS, die als Beschreibungs-
oder Metasprache bezeichnet werden soll, dargestellt werden.
Wie in 2,1, dargelegt, unterscheidet mamn bei Sprachen, also
auch bei Metasprachen, zwischen Syntax und Semantik : BS =

(P, § ). Bin Batz £ ¢ P der Metasprache stellt eine Abbildung

s 8xE—>AvD dar und beschreibt damit ein Sprachverarbei-
tungssystem mit der durch ¢ definierten Wirkung. Zur Ausfiihrung
aller in BS darstellbaren Verarbeitungssysteme wird ein univer-
seller Algorithmus « 3 F x8 xS->8 fir BS (universelles Sprach-
verarbeitungssystem, Verarbeitungssystem der Metasprache BS)
bendtigt. Wenn £ € F die formale Beschreibung eines Verarbei-
tungssystems der Wirkung ¢ : 8 *E—>A vD sein soll, denn muB
firpeBude ek 8 «(£, p, e) = P(p, e) gelten. Die Ver-
wendung von 8 beli «an Stelle von E und A v D bel @ ist wegen
der angestrebten Universalitédt von & nétig. Wenn verschiedene
Verarbeitungssysteme mit Hilfe von « realisiert werden sollen,
dann miissen die verschiedenen Eingabe-, Ausgabe~ und Diagnose-
mengen beriicksichtigt werden. Setzt sich ein Verarbeitungspro-
ze8 @ aus Einzelprozessen <ri(i =1, eeey, 0O) Zusammen

= ['q:1, eeesy P, 80 Bollten diese Einzelprozesse in mégli-
cherweise verschiedenen Sprachen BS; = (F;, &;) dargestellt
werden., Fir alle Bsi missen universelle Verarbeitungssysteme
oAy vorhanden sein, filir die gilt:

&, s By %8—>8 80, daBay (£;,p) =®; (p),1 =1, ..., 01,

& g ¢ BgBxE—>8, 80 daBa, (£,,p,8) = P (p,e).

100



Die Darstellung von a durch die “i erfolgt entsprechend der
Darstellung von ¢ durch die Py

u:}(fj,aj_,]'(...,oa1(f1,p)...)). falls
“;)(f;j’“jf-1(""“1(f1'p)"')) €DAj<«n

OL(f,p,e) = A3k “k(fk’«k-’I(""“’l(f'l sPhe Ded
Bemerkung: “n(_fnv"‘n_1(fn_1'"-’°‘1(f1’1’)---)’°)’ sonst.

Es ist moglich, da8 durch einen Satz f einer Metasprache Bs:l. in
einem Fall ein Ubersetzer beschrieben ist. Die emtsprechende
universelle Funktion ist dann zweistellig. In einem anderen
Fall kann dagegen f£!' in derselben Sprache asi einen Interpreter
beschreiben. Hier muB8 die entsprechende universelle Funktion
dreistellig sein. Das Definitionsgebiet von §; muB demnach die
Vereinigung von (FixS) und (Fy x 8 x8) sein. In den Beispielen
wird immer nur der gerade benétigte Fall betrachtet. Im folgen-
den soll skigziert werden, wie man sich die Sprachverarbeitung
bei den Beispielen (1) bis (3) aus 2.2. iiber die Beschreibung
in Metasprachen vorstellen kann,

Zu Beispiel (1).
BS,I s Maschinensprache MS;

a,y= Q3 M xS—>8;
BS2 s+ Die Sprache 1382 miiBte die Beschreibung der Maschinenspra-
che, also die Beschreibung der Hardwarefunktion, ermdgli-

chen., Diese Aufgabe liegt am Rande des hier betrachteten
Problembereiches.

£ 31'1
o - R - a

Hier wird die Maschinensprache als Metasprache verwendet. Mit
ihr sind aber keine Beschreibungen mit den in 1., geforderten
Eigenschaften mdglich.
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Zu Beispiel (2).
3813 8prache zur Beschreibung der Syntaxanalyse ;
& 43 universeller Syntaxanalysealgorithmus ;

BSza Sprache, in der die Interpretation von strukturierten Pro-
grammen beschrieben werden kann ;

[- 8 2t Verarbeitungssystem fiir BSZ .

f1 6]?1 fz €F,

| l
T g LS o

'Y

Zu Beispiel (3).

BS,,:
wie zu Beispiel (2);

A q3

Bszz Sprache, in der Manipulationen mit dem strukturierten
Programm gut ausdriickbar sind;

a& ot Verarbeitungssystem von 382;

BS,s Sprache in der Ubersetzungen von strukturierten Program—

3
men in Maschinenprogramme oder in Programme beliebiger
Zielsprachen dargestellt werden kinnen ;

4 31 Verarbeitungssystem fir BSB‘

284: siehe BS, zu Beispiel (1),

""1 er,, .f2 eF, f5 e Il'3

Vool T

v

g Ky KA o IR g

Es wurde dabei angenommen, daB Py 2 P> P, our eine Opti-
mierung von Py e P1 vornimmt und dabei keine Diagnoseaufgaben
ausgefiihrt werden.
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Betrachtet man die Beispiele (2) urd (3), so stellt man fest,
da8 zwei Typen von Metasprachen bendtigt werden. Zu den Spra-
chen des ersten Typs gehdren BS,, von Beispiel (2) und Beispiel
(3)s In ihnen mu8 die Syntaxanalyse ausdriickbar sein. In den
Sprachen des zweiten Typs, zu denen 382 von Beispiel (2) und
BS, und 385 von Beispiel (3) gehdren, werden semantische Aspek-
te wie Interpretation, Optimierung und Ubersetzung in den Bei-
spielen dargestellt. Wenn zwei Sprachen gefunden werden kounnen,
von denen die eine die Beschreibung der Syntaxanalyse und die
andere die Darstellung der verschiedenen semantischen Funktio-
nen erlaubt, dann wire demit die Voraussetzung fiir die Be-
schreibung weitgehend aller Sprachverarbeitungssysteme geschaf-
fen. Auf dieser Annahme beruht unser Ansatz, der im Abschnitt
3, kurz vorgestellt wird.

3. Darstellung der vorgeschlagenen Beschreibungsmethode

wir sind bei der von uns gewihlten Beschreibungsmethode von der
in 2.3.2. bereits formulierten Annahme ausgegangen, da8 zwei
Metasprachen filr eine benutzerfreundliche Beschreibung der we-
sentlichen Sprachverarbeitungsprozesse ausreichen, eine fir die
syntaktischen und eine fiir die semantischen Aspekte. Entspre-
chend den Beispielen (2) und (3) im Abschnitt 2. sind damit Be-
schreibungen zweier grundverschiedener Typen von Sprachverar-
beitungssystemen miglich, Die eine, entsprechend Beispiel (2),
beschreibt im wesentlichen das &uBere Verhalten des Verarbei-
tungssystems und kann als eine fir den Benutzer geeignete Be-
schreibung der durch das System realisierten Programmiersprache
apgesehen werden. Die Beschreibung entsprechend Beispiel (3)
stellt dagegen den realen SprachverarbeitungsprozeS dar. Da8
die Beschreibung eines Sprachverarbeitungsprozesses

q>= [?1' tpz] (entsprechend Beispiel (2)) als gleichwertig
zu eiper Sprachbeschreibung durch eine kontextfreie Regelgram—
matik upd die Beschreibung einer entsprechenden semantischen
Funktion betrachtet werden kann, soll im folgenden erliutert
werden:

S = (P, 6) sei die betrachtete Programmiersprache, die in der

103



Porm (PByp, ka) beschrieben sei. = [¢p,,P, ] sei das be-
trachtete Verarbeitungssystem fiir PS, wobei ¥4 durch f1e F.‘
und @, durch £, € F, beschrieben sein soll. Wenn wir davon aus-
gehen, da8 Pq 85— P1 vD, eine kontextfreie syntaktische Ana-

lyse darstellt, ‘d.ann kann wegen der Entscheidbarkeit der kon-
textfreien Sprachen P, als durch P4 und damit durch £, defi-

niert gelten:

Pyp = {P 1P€8 ~ Py(p) €P;]. Die Semantikfunktion

6xr ¢ Pp*E—>Av{kp| (siebe 2,3.1.) wird durch ¢, und @,
durch sz (®y ©) = P'5 (P4 (P), o) realisiert, wobei fiir
P, 0 P,]KE—')AV{kp} gilts

P> (P4 ©), wenn P, (p4, ) €A
Pis (pqy ©) =
21 » Wenn @, (P1o e)ED,
Der Unterschied besteht also lediglich darin, daB bei dem Ver-
arbeitungssystem eine Diagnosemenge D zur néheren Fehlerspezi-
fizierung verwendet wird, wihrend es bei der Sprache einfach
nur um die Entascheidung geht, ob ein Programm der Sprache vor-
liegt oder nicht,

Wir sind der Ansicht, daB dle formale Beschreibung des &uBeren
Verhaltens eines Sprachverarbeitungssystems die Bediirfnisse der
Sprachnutzer nach einer geeigneten Definiton der Sprache weit-
gehend befriedigt, wihrend die genauere strukturelle Beschrei-
bung eines Verarbeitungssystem den Anforderungen, die bei Im-
plementationen der Sprache suftreten, geniigt. Mit zwei geeigne-
ten Metasprachen zur Beschreibung der syntaktischen und seman-
tischen Aspekte (gem#f den Ausfilhrungen im Abschnitt 2.) und
den entsprechenden Verarbeitungssystemen kann demnach der
groBte Teil der in 1. aufgefilhrten Einsatzgebiete fiir formale
Beschreibungen von Programmiersprachen und Verarbeitungssyste-
men {iberdeckt werden.

In folgenden sollen die von uns vorgeschlasgenen zwei Metaspra-
chen kursg charskterisiert werden.,
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In /Gru Me 75/ sind die Sprachen definiert und ausfiihrlich er-
léutert und es ist die Anwendungsmethodik an Beispielen darge-
stellt., ‘

3.1._Syntaxbeschreibungssprache

Die mit SYBS bezeichnete Syntaxbeschreibungssprache muB die
Spezifizierung von Syntexanalysealgorithmen erlauben. Die Ent-
wicklung syntaxorientierter Compiler hat die Mdglichkeit auf-
gezeigt, kontextfreie Regelgrammatiken zur Steuerung des Analy-
seprogzesses zu verwenden. .

Eipe kontextfrele Regelgrammatik G, = (X, M, R, w) ist eine
Regelgrammatik (siehe Abschnitt 2,), bei der fiir jede Regel

(1, ) eRgilts L €M, r € (X v M)* .

Zur Darstellung solcher Grammatiken wird bei Sprachdefinitionen
hiufig die Backus-Naur-Form (abgekiirzt BNF) bzw. Erweiterungen
davon verwendet. Dabei werden von der Grammatik nur die Regel-
menge R und die Wurzel w explizit angegeben. X und M sind im-
plizit in den Regeln gegeben /Mau 69/. In einer BNF-Regel wer—
den alle Regeln der darzustellenden Grammatik Gyp = (X,M,R,w)
mit gleichen ersten Komponenten zusammengefaBt.

In der Theorie kontextfreier Sprachen werden Grammatiken zur
Definition der kontextfrelen Sprachern folgendermaBSen verwendet:
Bei Gyp = (X,M,R,w) eine kontextfreie Grammatik. Dann ist Pre

die Menge der aus w ableitbaren Worte iiber X,
Pep = {p Ip e X*¥Aw= P} (siehe 2.1.). Wenn man die Backus-

Raur-Form als Metasprache in diesem Sinne verwendet, damnn ist
BNF' = (SY, ') eine Programmiersprache, wobei SY die Menge der
BNP-Darstellungen kontextfreier Grammatiken und ¥ ': SY— X*
ein Generierungsalgorithmus ist.

¥ liefert fir ein gegebenes g « SY einen Satz p = ¥ '(g) der
durch g defipierten kontextfreien Sprache.

Wird eine Grammatik zur Steuerung des Syntaxanalyseprozesses
verwendet, so muB die Backus-Naur-Form BNF" = (SY, z*") als
eine andere Sprache mit der gleichen Byntax aber einer anderen
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Semantik ¥" angesehen werden. ¥": SY x S —> {ja, nein} ist
ein Entscheidungsalgorithmus, der fiir gegebene g eSY und pesS
entscheidet, ob p Element der durch g definierten kontext-
freien Sprache ist oder nicht.

801l durch die Analyse nicht nur entschieden werden, ob eine
gegebene Zeichenkette p Satz einer Programmiersprache ist oder
picht, sondern ein strukturiertes Programm aufgebaut werden
(siehe Beispiel (2) und (3) in 2.2.), dann muB eine Sprache
BNF = (SY, ¥*) mit &: 8Y x 8 —> P, Vv D,; verwendet werden.

Die so aufgefaBte Backus-Naur-Form ist Ausgengspunkt und Kern
der von uns geschaffenen Syntaxbeschreibungssprache SYBS. Die
BNF wurde um verschiedene Ausdrucksmittel erweitert, die eine
kiirzere und besser iilberschaubare Beschreibung erméglichen bzw.
die Strukturierung des zu analysierenden Programms betreffen.

BEs wurden Erweiterungen fiir folgende Aufgaben definiert:

- Faktorisierung ("Ausklammern", gemeinsamer Glieder in Alter-
pativen), wahlweise mit EinschlieBung der leeren Alternative,

- Iteration zur Angabe von Wiederholstrukturen (wahlweise mit®
Angabe der minimalen, maximalen oder festen Schrittanzahl),

- AusschlieBungs: Hierbel handelt es sich um ein Sprachelement
zur Beschreibung solcher Zeichemreihemnmengen, die sich am

einfachsten als Differenz zweier Mengen darstellen lassen,

- Strukturierung des Programms durch explizite Angabe von Vor-
rangregeln und expliziten Strukturklammern.

3.,2. Semantikbeschreibungssprache

Die Verarbeitungsprozesse, die mit Hilfe der Semantikbeschrei-
bungssprache (abgekiirzt: SEBS) formuliert werden sollen, gehen
von dem durch die Syntaxanalyse erzeugten strukturierten Pro-

gramm aus. Um Interpretationen und Ubersetzungen ausdriicken zu
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kdnnen, ist es zweckmiéfig, in der Semantikbeschreibungssprache
insbesondere Ausdrucksmittel fiir folgende Aufgaben bereitzu-
stellen:

- Sukzessives Durchgehen des strukturierten Programms und Zu-
ordnung entsprechender semantischer Aktionen,

- Brkennen von semantisch zusammengehdérigen Teilen des struk-
turierten Programms,

- Aufbewahren von Attributen und Werten zur Behandlung der
Kontextabhéngigkeiten,

- Ausfiihrung von Grundoperationen, die von der zu beschrei-
benden Sprache abhéngig sind (z. B. aritbhmetische Grund-
operationen bei Interpretationen von Sprachen),

- Aufbau eines Programms in einer beliebigen Zielsprache
(fir Uversetzung).

Zur Erledigung derartiger Aufgaben sind Operationen mit Zei-
chenketten und Listen notwendig, Zur Formulierung solcher
nichtnumerischer Prozesse sind Listenverarbeitungssprachen ge-
eignet, von denen die Sprache LISP /Leh 73/ am weitesten ver-
breitet ist.

Deshalb schien uns bei der Konzipierung der SEBS eine Orien-
tierung an LISP als zweckméBig. Wir haben eine der M-Sprache
von LISP dhnliche Notationsform gewdhlt und als Erweiterungen
solche Ausdrucksmittel geschaffen, die uns zur Beschreibung
von Sprachverarbeitungsprozessen als notwendig oder sinnvoll
erschienen. Die von anderen Programmiersprachen bekannten Stan-
dardausdrucksmittel wie Blockstruktur,Laufanweisungen, Sprung-
anweisungen und rekursiv aufrufbare Prozeduren sind in der
SEBS enthalten.

Fir die Syntaxbeschreibungssprache und die Semantikbeschrei-
bungssprache wurden experimentelle Sprachverarbeitungssysteme
auf der Grundlage eines LISP-Systems fir ESER-Rechner ent-
wickelt und angewendet.
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Ginter Riedewald

A method for construction of oompilers and compiler-generating
systems based on grammars of syntactical functions

Q. Introduction

The structure of a compiler-generating system (CGS) and of com~
pilers produced by it based oo a kind of attribute grammars,
the grammars of syntactical functions (GSF), is described. In
BSection I. we give a definition of GSP and some terms we need.
The description of the structure of compilers resp. of CGS
proposed in Section II. resp. Section III. is based on this
terms.

For illustretion we give some examples.

GSP were introduced in 1969 - 1972 in conmnection with the syn-
taotiocal analysis of ALGOL 68-programs /Rie 72/. They are simi-
lar to the affix grammars /Ko 71/. They differ from these gram-
mars in the application for th; construction of oompilers and,
what is essential, in the use of attributes.

Differences in the form of grammars and in the use of attribu-
tes occure too between GSF and the attribute grammars in /Bo
74, 76/, /1RS 7?4/, /1o 75/ and /Bor 75/.

In the following years the definition of GSF was revised.
Principles of the comstruction of compilers by application of
GSF are given in /Rie 761/. The description of a compiler from
ASPLE /Uz 73/ to FORTRAN 63 based on this principles the reader
can find in /Rie 762/.

1. Terminology

A GSF is a 10-tuple G = (F, B, A, 8, V, C, R, ST, M, W) where
F is a finit set of pames of syntaotical fumotions,
B is a set of pames of basio functions, B is a subset of F,
A 18 a fipit set of pames of auxiliary syntactical functions,

S 1s a finit set of pames of semantio fumotions,
V is a finit set of variables,
C 18 a finit set of oonstants, V and C form together the set
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¢f parameters P.
R is a finit set of syntactical rules of the form

£ £ b £
(..., ng) 1 2,(2, 0., Pn; Davess 2(BpTheeey BT,
1 r
&8 8, a a
8y tBy Ve vy ByY Jyonnig BB P saves B® Je

ag

where £, f,,,..., .fre F, £ ¢P-B, 8qyeeey 8 € AVS,

£ £y &y
Pk’ Pl » Pm eP (i=1,oco' T J=Tye0ey 85 k=T,000, Df;

1=1,40., nfi; m=1y0eey D r2>1, s *0, nfi, naja 0).

3
3

ST is the start symbol.
M is a mapping from F into the set of positive integers.

W is a warning symbol.
The sets V and C are disjunct, The sets F, A and S are likewise

disjunct,

(#f,..., £ ) from £(¥f,..., P¥ ) where fe¢FuAvS and n.21 1s
1 Dp 1 D £

a list of parameters.
BB g wx v ng) with £&F resp. £eA resp. £ S is called

syntactical function resp. auxiliary syntactical function resp.
semantic function.

For np = O the 1list of parameters is deleted and a name of a

syntactical function etc. is identical with a syntactical
function etc.

Let £(P§,..;, Pﬁt) be a syntactical function then M must

suffice the condition 0 £ M(f) £ Dp.

Each function has a domain depending on the occurence of the
function in a syntactical rule. Variables in the l1list of para-

meters of a functlion may be replaced by values from the domain
of the function. Constants, of course, are special values.
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Replacing all variables of a syntactical function by values
from the domains of the function we obtain a value of the

syntactical function.

The value of an auxiliary syntactical function resp. semantic
function is either the warning symbol W or the empty string €

depending on the values of its parameters.

Let be f e F-B, Then any value of the function f is called
protonotion.

A protonotion N is a pnotion if a syntactical rule r ¢R and a
simultaneous replacing of all variables by values from domains
of the functions in r exist so that the left side of r is
identical N and no function with a name from Av S8 on the right
side of r supplies W. The sequence of values of the syntactical
functions on the right side of r is a direct production of N.
The rule abtained from r by replacing of all variables by
suitable values is called production rule.

A production of a notion N is either a direct production of N
or the result of replacing the notions in a production of N by
its direct productions.

A production which components are only values of basic func-
tions is a terminal production. g
Now it is possible to define a word as a terminal production of
a notion supplied by some replacing of all varisbles of ST.
The GSF G defines the language L(G) which is the set of all
words.

Let w be a word from IL(G). Let ST(v1,..., V1) be a notion from
which w is derived by a finit set of production rules, Let be
M(ST)=m. Then wvm is called the semantic value of w.

The semantic value of a subword is defined analogously.

Remark: The separation of the sets A and S is not neccesary,
but it is useful from the practical point of view. Namely,
auxiliary syntactical functions can be used for context
apnalysis (for instance for examination of the following con-
dition: For any applied occurence of an identifier a defining
occurence of that identifier exists.) and semantic functions
for generation of objectcode. It is also possible to apply
semantic functions for interpretation.
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Exemple: G = (F, B, A, 8, V, C, R, ST, M, W)
F ={sT, 2z, ¥, O, 1}, B ={0, 1}, A = {NT}, S = {NWO, an »
vV ={¥W1, w2, N1, N2}, C = {0, 1},
M : M(ST) = 1, M(2) = 1, M(y) = 1
The rules of R are
ST(W1): y(W1, N1).
z(W1, N1): y(W1, §1).
2(W1, N1): z(W2, N2), O, NT(N1, N2), NWO(W1, W2).
y(W1, 0)s z(W2, N1), 1, NWI(W1, W2).
y(1, 0): 1.
T: The value of NT is ¢ if the value of the second para-
meter is not equal two and the value of the first para-
meter is the value of the second pasrameter plus one.
Otherwise the value of NT is W.
NWO: If the value of the first parameter is the twofold of
the value of the second parsmeter then the wvalue of
N¥O i1s €. Otherwise the value of NWO is W.

NW1s If the value of the first parameter is the twofold of
the value of the second parameter plus one then the
the value of NW1 is €. Otherwise the value of NW1 is W.

<AV I SNV U

z(W1, N1) is a syntactical function. NT(N1, N2) is an
suxiliary syntactical function and NWO(W1, W2) is a semantic
function.

z(3, 0) is an instance of a value of z(W1, N1).
L(G) is a subset of the set of binary pnumbers, namely all
words composed from O and 1 beginning and ending with 1 and
not containing three consecutive zeros 0O). The semantic
value of such a pumber is a positive integer (here as a
decimal number). For instance 1101 is from L(G). Its seman-
tic value is 13 for 1101 results from the application of the
following production rules in this order (the production
rule i' is deduced from the syntactical rule i by suitable
replacing of the variables by values):

1t SM13)s y(13, 0).

4r y(13 , 0): z(6, 1). The value of NW1(13, 6) is €.

3 z(6, 1) z(3, 0), O. The value of NT(1, O) resp.

NWo(6, 3) is €.
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2+ z(3, 0)s y(3, 0).

4' y(3, 0)s z(1, 0), 1. The value of NW1(3, 1) is €.
2' z(1, 0): y(1, 0).

5' y(1, 0): 1.

Remark: The parameters of ST, y and z have specific roles.
So the value of the first parameter of ST resp. y and z is
the semantic value of a word resp. subword. The second
parameter of z and y is a counter for consecutive zeros (0).

1I. Compilers based on GSF

Basic grammar and corresponding set

Before using a GSF for compiler construction 1t is separated
in a basic grammar and a corresponding set (but the comstruc-~
tion of a GSF is done, obviously, from a basic grammar and a
corresponding set): .

A basic grammsr BG is a 4-tuple BG=(F, B, R', ST) where R' is
deduced from R by omitting of all lists of parameters and of
all functions with names from A uS.

For practical use a GSF should be defined so that BG is a
reduced and unambigous context-free grammar.

The corresponding set R'' results from R by omitting of all
elements from F.

By construction: For every rule from R' exactly one rule from
R'' exists,

Example: GSF G from Section I.; BG=(F, B, R', ST)
R': 11 STs y. 41 y: z, 1.
21 Z3 Yo 51 ¥y 1.
1 z: z, O. ’
R": 111 (W1): (w1, N1).
211 (W1, N1): (W1, N1).
311 (W1, N1): (w2, N2), , NT(N1, N2), NWO(W1, W2).
411 (w1, 0): (w2, N1), , NWI(W1, W2).
511 (1, 0): .
A rule from R'' with pumber i1 corresponds to a rule from
R' with number 1.
Structure of the compiler
The logical parts of the compiler are as usually
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1. the lexical analysis,

2. the syntactical analyeis (parsing),

3. the semantic analysis and code generation.
The lexical analysis is done in the usual manner.
The syntactical analysis is realized regarding to the basic
grammar, It is possible to use any suitable method for context-
free languages. The result of the syntactical analysis is a
syntactical tree regarding to the basic grammar.
The semantlc analysis and the code generation means the deter-
mination of the semantic value of the analysed word. That
means: From nodes of the syntactical tree we must deduce
notions, that is, from rules of R' applied for syntactical
analysis we must deduce production rules.

Example:s GSF G from Section I., w=1101 € L(G)
1. The lexical analysis is omitted.
2. The result of the syntactical analysis regarding to BG
delivers the tree in Fig. 1.(The numbers of edges are
the numbers of the applied syntactical rules of BG.

3. The result of the semantic analysis and of the code
generation is shown in Fig. 2. (The numbers of edges
give the pumbers of the applied production rules. The
production rule i' is deduced from the syntactical rule
i from R of G.)
resulting code = semantic value = 13

The main problem at the code generation is the determination of
the values of the parameters. Here we use a so called inter-
pretation system for interpretation of the rules of the cor-
responding set and therefore for the determination of the
values of the parameters. (The interpretation system does not
belong to the definitdon of a GSF because it is not neccesary
for the definition of the semantic value. Whereas the defini-
tion- of a semantic value enables to decide whether a given
value may be a semantic value or not, an interpretation system
enables the determination of the semantic value of a given
word.) What rules of the corresponding set are interpreted for
a given word is delivered from the syntactical analysis. Let
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10, i1,..., in be the rules of the basic grammar BG used for
the production of a word w from L(BG). Then the rules 101, 111,
essy in1 from the corresponding set are interpreted. The order
of the interpretation dependes on the method of the syntactical
analysis and on the interpretation system.

Example: Interpretation system for the GSF G from Section I.
Assumptions: The first parameter of each function with a
pame from Avs 1is called output parameter. Each of the
following parasmeters, if exist, is called input parameter.
These functions are realized by suitable algorithms where
the value of the output parameter is determined from the
values of the ipput parameters. The algorithm for the
realization of the function £(X0, X1,..., XN) we choose 80
that the following is valid:

A is a value of the output parameter for the values
E1, E2,.4., EN of the input parameters iff the value of
£(A, E1, E2,..., EN) iB 6,

Interpretation rules: )

1. If the same variable occurs in some lists of parameters
of syntactical functions on both sides of a syntactical
rule then the value of the variable on the left side is
chosen equal the value of the variable on the right side.

2., If the same variable occurs on the left side of a. syn-
tactical rule and as output paremeter of a function with
a name from AuvS then the value of the variasble on the
left side is chosen equal the value of the ou.tputA para-
meter.

3. If the same variable occures in a 1ist of parameters of a
syntactical function and as an input parameter of a
function the name of which is from A vS then the value of
the input parameter is chosen equal to the value of the
variable in the list.

This interpretation system interprets the rules of the

corresponding set R'' of G from Section I. in the following

manners

1111 The value of the parameter of ST results directly from
the value of the first parameter of y.
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2111 The values of the first resp. second parameter of g
result directly from the values of the first resp. the
second parameter of y.

3111 a. The value of the input parameter of NWO results
directly from the value of the first parameter of z
on the right side.
b. NWO (that is the corresponding algorithm) determines
the value of the output parameter W1.
c. The value of the first parameter of z on the left
side results directly from the value of W1.
d. The value of the input parameter of NT results
directly from the value of the second parameter of z
on the right side.
e. The value of the output pgramefer N1 of NT is deter-
mined.
f. The value of the second parameter of z on the left
slde results directly from the value of N1.

4111 a. The value of the input parameter of NW1 results
directly from the value of the first parameter of z.
b. The value of the output parémeter W1 of NW1 is de-
termined.
¢. The value of the first parameter of y results
directly from the value of W1.
d. The value of the second parameter of y is O.

5111 The value of the first parameters of y is 1 and the
value of the second parameter is O.

Algorithms for the realization of the functions with names

from Av S:

NT(N1, N2): If the value of N2 is two then an error is an-
nounced (the third comsecutive zero was recog-
nized) and the interpretation terminates.
Otherwise the value of N1 results from the valune
of N2 plus one (increasing of the value of the
zero counter by one). )

NWO(W1,W2): The value of W1 results from two times the value
of wW2.
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NW1(W1,W2): The value of W1 results from two times the value
of W2 plus one.

The semantic value of 1101 at the beginning of this section
wag determined by this interpretation system. The numbers of
rules (1', 4', 3', 2', 4', 2', 5') of the basic grammar
applied for the production of 110t were delivered by the syn-
tactic analysis. Thus the rules of the corresponding set are
known which must- be interpreted.

Remarks: 1) The interpretation is syntax-directed.

2) The interpretation system of the example is very
simple. For practical use more complicated systems are needed.
Such systems use global parameters, references, the delay of
the cell of functions and other. An example of such a system
can be found in /Rie 762/.

3) It is possible to realize the lexical amnalysis by
a syntactical analysis with following code generation. The
syntactical analysis examines the structure of symbols whereas
the code generation is applied for instance for the construc-
tion of symbol tables etc.

The structure of a compiler based on a GSF may be seen from
Fig. 3. Here the syntactical analysis is realized by a
LR(k)=-algorithm.

I1I. Compiler-generating system

As was shown in Section II. all compilers based on GSF have the
same structure. This enables their automatic construction by a
CGS.

For practical reasons we suppose that all rules which describe
the structure of a symbol form a separate set of rules. In the
GSF these symbols are represent by basic functions. For in-
stance a real number may be represent in a GSF by real number
symbol (N). The value of N is either the value of a given real
number or a pointer to a table of real numbers.

3tructure

The CGS has three parts corresponding to the parts of a con-
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3tructed compiler (see Fig. 4):

1.

The constructor of the algorithm for the lexical analysis
(COLEX): It constructs from the rules describing the struc—
ture of symbols the algorithm for the lexical analysis or
parts of it.

The constructor of the parser (COPA) for basic grammar:
First it constructs the basic grammar and the corresponding
set from the rules of the GSF. Then from a library a parser
(for instance a LR(k)-parser) is chosen and neccesary
resources (for instance LR(k)-tables) are prepared. Which
algorithm is chosen may depend on a parameter or on the
properties of the basic grammar,

The preparation of the code generation (PRECO):

From a library an interpretation system is chosen depending
on the value of a parameter and modified for interpretation
of the given corresponding set.

rules for the description '>l COLEX l algorithm for ths

of the symbols

lex. analysis
v
GSF —==—- ->| COPA | ---->parser, resources

corresponding set 1}nterpret. system
4
h /‘

l PRECO l—--—)correaponding set

Fig. 4
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IV. PFinal remarks

Here we give some advantages of compilers comstructed by a CGS
based on GSF:

1.

3.

4,

6.

7e

The dependence of the compiler on the object language ap-
peares only in the algorithms for the realization of the

semantic functions. Therefore a change of the object lan~
guage implies an exchange of these algorithms.

The compiler has a simple structure. The correspondence
between syntactical comstructions and semantic values is
transparent.

The principle of orthogonality of semantic is realizable.

The expanding or changing of GSF does not imply changes of
the compiler as a whole.

The application of GSF for the description of languages
enables a clear representation of the language. The designer
of the language needs no speclal knowledge of the compiler
construction.

For easier construction of algorithms for the realization
of auxiliary syntactical functions and semantic functions a
library with, for instance, algorithms for list prooessing
etc. ‘could be constructed. Also it is possible to formalize
the description of the algorithms for the realization of
those functions.

The application of the compiler does not require computers
with a memory of great size because of the separation of
auxiliary syntactical functions and semantic functions.

GSF are suitable for the description of the analysis and the
neccesary program.

Summary

The structure of a compiler-generating system and of the
compilers produced by it based on a kind of attribute grammars,
the grammars of syntactical functions, 1is described.

Grammars of syntactical functions differ from other attribute
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grammars in form and use.
They may be comstructed from context-free grammars by adding
of parameters to the syntactical elements (the result are
syntactical functions) and by embedding of so called auxiliary
syntactical functions and semantic functions.

The parameters are evaluated by interpretation systems.
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Reinhard Deth

Parallele Bearbeitung von Prozessen

1. Einleitung

Die Idee der parallelen Informationsverarbeitung auf einem
Rechnersystem mit mehreren Prozessoren kam in den 50er Jahren
auf,

Wichtig wer dabei, daB die Resultate der Arbeit eines Prozes-
sors von allen anderen Prozessoren zur weiteren Bearbeitung
benutzt werden kdnnen.

Die Programmierung von Aufgaben fiir solche mehrprozessorigen
Systeme erhielt die Bezeichnung "parallele Programmierung".
Die Epntwicklung der parallelen Programmierung begann ipn der er-
sten Hédlfte der 60er Jahre, wobei sich bald vier Hauptrichtun-
gen herauskristalisierten:

1. Schaffung von Methoden und Sprachen fiir die parallele Pro-
grammierung.

2. Schaffung von Algorithmen zur Umgestaltung sequentieller
Programme in parallele und umgekehrt.

3. Prognosen iliber die zu erwartende Zeit der Aufgabenl&sung
und iber die erforderliche Apzahl von Prozessoren.

4. Aufstellen von formalen Modellen paralleler Programme zum
Bau von Systemen.

Durch die parallele Programmierung kommen vollig neue Probleme
auf die Kompilerbauer und die Anwender zu. Eines der wichtig-
sten ist dabei das Problem der Identitédt von Programmen.

Definition: (vgl. /Kot?74/)

Ein paralleles Programm heilt identisch, wenn es auf einem
mehrprozessorigen System bei jeder Ausfiihrung mit gleichen
Eingangsdaten das gleiche Ergebnis liefert.

Der BerechnungsprozeB selber kapnn sich auf mehrprozessorigen
Systemen &ndern, da er von der Anzahl der zugédnglichen Pro-
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zessoren und von der "Reihenfolge™ der Abarbeitung der paralle-
len Zweige abhéngig ist, pur das Ergebnis soll immer das glei-
che sein.

Ein weiteres Problem der parallelen Programmierung ist das Er—
kennen von "kritischen Abschnitten" innerhald paralleler Pro-
gramme .

Definitions

Ein Abschnitt heiBt kritisch, wenn er von mehreren Prozessen
durchlaufen wird, aber zu einem festen Zeitpunkt nur von einem
ProzeB durchlaufen werden darf, '

Es ist also eine Aufeinanderabstimmubg (Synchronisation) der
Prozesse notwendig.

—— -
N —

krit. Abschnitt

Abb, 1

2. Beschreibung zeitlicher Parallelitét durch Petrinetze

Petrinetze bilden eine Erweiterung der FluBdiagramme, Ein FluB8-
diagramm (spezielles Netz) besitzt eine aktive Spinne, die in
dem Netz einen vorgegebenen Weg entlangléuft und sich an Kno-
tenpunkten fiir einen Zweig "entscheiden" muB. Petrinetze kénnen
mehrere aktive Spinnen besitzen. Dabei kann es auch passieren,
daB sie gleiche Wege gehen wollen (kritische Abschnitte). Es
ist also eine Synchronisation notwendig.

Definitions

Ein Petrinetz ist ein gerichteter Graph mit zwei verschiedenen
Typen von Knoten, genannt Stellen S (durch O dargestellt) und
Transitionen T (durch | dargestellt). Jede Kante verbindet ent-
weder eine Stelle mit einer Transition oder eine Transition mit
einer Stelle.
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Die kleinsten Petrinetze sind demnach: C}————4 und F——a() .

Ein Petrinetz beschreibt einen Automaten, wobei die Menge der
Zusténde den Stellen und die Menge der Zustandsénderungen den
Transitionen entspricht. Die Stellen in Petrinetzen kdnnen mar-
kiert werden () , wodurch Automaten simuliert werden konnen.
Definition:

Eine Transition heiBt aktiviert, wenn sémtliche Stellen, von
denen Kanten zu den Transitionen laufen (Eingabestellen), mar-
kiert sind. ’

Eine aktivierte Transition kann zum "Schalten" ausgewdhlt wer-
den, d. h. die Markierungen der Eingabestellen werden geldscht
und die Ausgabestellen werden markiert.

Beispiel:

=

Im folgenden werden einige Beispiele zur Darstellung einfacher
Programmsebldufe durch Petrinetze gegeben. Dabei entsprechen die
Transitionen den Anweisungen in einem Programm, und die Stellen
werden als Anweisungsmarkierer (Programmzeigef) gebraucht. Es
ist immer diejenige Stelle markiert, die vor der nédchsten aus-
tithrbaren Anweisung steht.

- lineare Programme
1 a 2 e
Abb, 2

Die Stelle 1 ist markiert, d. h. die Transition a kann geschal-
tet werden (Apweisung a kann ausgefiihrt werden), usw.
Das Petrinetz entspricht also dem Programm

begin a; b; c end
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- verzweigte Programme

Abb, 3

Die Trapnsitionen a und b sind aktiviert. Die Auswahl einer

Transition zum Schalten wird durch eine hier nicht dargestellte
programmierte Bedingung (Zustand von Stelle 1) getroffen.

begin if 1 themn a; ¢ else b; d fi; e end

- Unterprogrammtechnik

Das Petrinetz

a . a & “ & g

Abb. 4

entspricht der Anweisungsfolge
begin proc upro = void:(e; £);
a; upro; b; c; upro; 4
end
wobei die Stellen 2 und 4 die Riickkehradressen im aufrufenden
Programm kennzeichnen.

- parallele Prozesse

Abdb, 5

Die Transition a entspricht dem Uffmen einer parallelen Klau-
sel (par begin) und die Transition e entspricht dem SchlieBen
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(end).
par begin b, c, d end
- Semaphore (siehe auch Abschnitt 3)

Abb. 6

Die Stelle 5 hat die Funktion eines Semaphors,
Die Transitionen a und 4 entsprechen der Anweisung down sema.
Die Transitionen ¢ und f entsprechen der Anweisung up sema.
begin sema sema = level 1;
par begin (down sema; b; up sema)
(down sema; e; up sema) end
end

Durch die Moglichkeit der Darstellung paralleler Prozesse mit
Hilfe von Petrinetzen lassen sich leicht kritische Abschnitte
erkennen., Es werden also diejenigen Abschnitte der Prozesse er—
kannt, die synchronisiert werden miissen um Systemverklemmungen
(deadlock) zu vermeiden.

3, Sprachen und Methoden der parallelen Programmierung

Fiir die parallele Programmierung gibt es folgende Grundforde-
rungen an eine Sprache (vgl. /Kot74/):

1. Sie s0ll die Moglichkeit geben, den natiirlichen Parallelis-
mus auszudricken.

2. Sie soll systemunabhéngig sein, d. h. man braucht keine Sy-
stemparameter fiir die Anzahl der bendtigten Prozessoren, fir
die Abarbeitungszeit einzelner Programmteile u. a. angeben.

3, Die Steuerung und Kontrolle der Abarbeltung des parallelen
Programms in der Sprache soll automatisch und einfach sein.

Im folgenden werden drei Programmiersprachen vorgestellt, die
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eine parallele Bearbeitung von Prozessen simulieren, bzw. die
Konstruktionen fiir echte parallele Programmierung enthalten.

SIMULA_

SIMULA wurde als Erweiterung von ALGOL 60 in den Jahren 1965 -~
1967 von O. J. Dahl, B. Myhrhaug und K, Nygaard am Norwegian
Computing Center in Oslo entwickelt. Urspriinglich war sie nur
fiir Simulationszwecke gedacht., Es stellte sich aber bald her-
aus, daB der Anwendungsbereich der Sprache mit demen von ALGOL
68 und PL/1 vergleichbar ist. Durch das Koroutinenkonzept wird
die Simulation diskreter Modelle, d. h., Modelle, die durch den
Ablauf von Prozessen bestimmt sind, ermdglicht. Solche Modelle
bestehen aus einem System von m+1 Koroutinen k(1),..., k(m),v
mit folgenden Eigenschaften:

1. m ist die Apnzahl der ablaufenden Prozesse.

2. Nur die Koroutine v aktiviert eine Koroutine k(i) und jede
aktivierte Koroutine k(i) gibt die Regie an v zurlick
(1£1i£m).

3. Bine Koroutine k(i) kann bestimmen, welche Koroutine danach
von v aktiviert werden soll.

Die Simulation erfolgt durch die Standardklasse "simulation",
die eine Klasse "process", die Prozeduren "passivate",
"wait(s)",‘"cangei(p)" und "hold(t)" sowie die Simulationsan-
weiSﬁngen ACTIVATE und REACTIVATE enthdlt. (Beispiele siehe in
/Roh73/).

SIMONE_

SIMORE ist eine Programmiersprache, die 1975 an der Queen's

University Belfast auf der Grundlage von PASCAL geschaffen wur-

de und die die Simulationsméglichkeiten von SIMULA ohne Klassen

realisiert. (Siehe /Kau?76/).

Dafiir wurden drei neue Sprachelemente eingefiihrt!?

- Prozesse (Teile des Programms, die parallel ausgefiihrt werden
konnen)

PROCESS prozefname (Parameterliste);
Deklaration lokaler Variablen und Prozeduren;
BEGIN Aktionen END;
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Die Aktivierung des Prozesses erfolgt durch einen Aufruf.

- Monitore (Zusammenfassung aller Variablen und Prozeduren,
die von verschiedenen Prozessen benutzt werden)

MONITOR monitorname;
Deklaration lokaler Daten und Prozeduren;
BEGIN Initialisierung der lokalen Daten END;

Sie dienen zur Kontrolle der Wechselbeziehungen zwischen den
Prozessen.

- Durch Bedingungsvariablen kapn eine Warteschlange fiir die
Prozesse gebildet werden.
Bed.-var.: CONDITION;
Eine Prozedur im Monitor kann dann folgende Operationen ausfiih-
ren:
Bed.-var.. WAIT(p);
Der ProzeB, in dem diese Operation vorkommt, wird in eine
Warteschlange mit der Prioritat p eingeordnet.
(ohne p-Angabe, an das Ende der Warteschlange)

Bed.-var.. SIGNAT;
Der ProzeB mit der hdchsten Prioritdt wird aktiviert,

Beispiel: Philosophenproblem

Flinf Philosophen sitzen die ganze Zeit ihres Lebens an einem
runden Tisch, an dem sie miteinander philosophieren. Zwischen-
durch essen sie upabhéngig voneipander. Jeder Philosoph hat an
dem Tisch einen festen Platz und zwischen je zwei benachbarten
Pldtzen liegt eine Gabel.

Abb, 7

Zum Essen benotigt jeder Philosoph die Gabeln links und rechts
von seinem Platz. Er muB sich also vergewissern, ob beide Ga-
beln frei sind. Danach ergreift er sie, nimmt seine Mahlzeit
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ein und gibt sie wieder frei, wenn er damit fertig ist. Da
nicht alle gleichzeitig essen kénnen, ist eine Synchronisation
notwendig.

MONITOR FORKS;
VAR FORK: ARRAY [0..4]OF 0..2;
READY: ARRAY [0..4]OF CONDITION;
I: INTEGER;
PROCEDURE PICKUP(I:INTEGER);/#Aufnahme der Gabeln¥/
BEGIN IF FORK[I] #2 THEN /eBeide Gabeln sind nicht frei, war-
tenw/
READY(I).WAIT;
FORK [(I-1)MOD 5):=FORK [(I-1)MOD 5]-1;
FORK [(I+1)MOD 5]:=FORK [(I+1)MOD 5]-1
/#Gabeln werden fiir beide Nachbarn gesperrtw
END;
PROCEDURE PUTDOWN(I:INTEGER);/wAblegen der Gabeln ¥
BEGIN FORK [(I-1)MOD 5]:=FORK [(I-1)MOD 5]+1;
FORK[(I+1)MOD 5):=FORK [(I+1)MOD 5)+1;
/%Beide Gabeln werden fiir die Nachbarn frei gegebeni/
IF FORK[(I-1)MOD 5]=2 THEN READY [(I-1)MOD 5].SIGNAL;
IF FORK[(I+1)MOD 5)=2 THEN READY[(I+1)MOD 5].SIGNAL
/#Nachbarn von Philosoph I koénnten essen, wenn Sie auch
die zweite Gabel zur Verfiigung haben¥/
END;
BEGIN FOR I:=0 TO 4 DO FORK[I]:=2
+ /wMonitorinitialisierung,
FORK[I)=2, Phil. I hat beide Gabeln zur Verfiigung
FORK(I)=1, Phil. I hat nur eine Gabel zur Verfiigung
FORK[1])=0, Phil. I hat keine Gabel zur Verfiigungi#/
END;
PROCESS TIMER;
BEGIN HOLD(LIFETINE); /#Lebenszeit des Phil. = Simulations-
zeltw/
TERMINATE
END;
PROCESS PHIL(I:INTEGER);
BEGIN WHILE TRUE DO
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BEGIN FORKS.PICKUP(L); AtPhil. I ist hungrig, will Gabeln
aufnehmen#/
HOLD(RANDOM NUMBER); AtEssenperiodey/
FORKS.PUTDOWN(I); /#Phil. I ist satta/
HOLD(RANDOM NUMBER); /Denkperiodew
END
END;
BEGIN TIMER; PHIL(O); PHIL(1); PHIL(2); PHIL(3); PHIL(4) END;

In ALGOL 68 gibt es zwei Konstruktiomen fiir die parallele Pro-
grammierung: -~ kollaterale Klausel,
- parallele Klausel.

Wihrend die "Reihenfolge'" der Abarbeitung bei der kollateralen
Klausel vom Programmierer nicht zu beeinflussen ist, kann bei
der parallelen Klausel durch die von E. W. Dijkstra geschaffene
Semaphortechnik (siehe /Dij68/) eine Steuerung der-Abarbei-~
tungsfolge der Einzelklauseln vorgenommen werden. (Beachtung
kritischer Abschnitte, Synchronisation mdglich).
ALGOL 68 ordnet den Semaphoren einen standardméBig definierten
Modus sema zu:

mode sema = struct(ref int ?7)i
Der Programmierer hat zu dem Steuerwert ? keinen direkten Zu-
griff, Er kanp ibhn pur durch die Operatoren level, up und down

beeinflussen.
Durch level kann man einem Semaphor einen Steuerwert zuweisen:

sema signal = level 1;
oder den Steuerwert als Integer-Zahl aufbewahren:
i:= level signal;

Der Operator down erniedrigt den Steuerwert um 1, wenn er gros-—
ser oder gleich 1 ist. Sonst wird der ProzeB8, in dem dieser
Operator angewandt wird, gestoppt und in eine dem Semaphor zu-
geordnete Warteschlange eingeordnet.

Der Operator up erh6ht den Steuerwert um 1, wenn in der zuge-
hérigen Warteschlange keine Prozesse warten. Sonst wird einer
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der wartenden Prozesse fortgesetzt. (Spezielle Festlegungen da-
zu sind vom Betriebssystem abhéngig.)

Beispiel:

Es sollen mehrere Werte in einer Zeile gedruckt werden. Diese
Werte werden in einer Struktur zusammengefaSt und in einen Puf-
fer gefiillt. Sobald in dem Puffer Strukturen stehen, konnen
diese parallel zur Pufferfiillung ausgegeben werden.

(siehe /Lin?77/)

index —» wmb

gefaut

exdex — 2

1

Poffer
Abb.8

Das Programm arbeitet mit zwel Zeigernm. Wéhrend der Zeiger ex-
dex auf die néchste auszugebende Struktur zeigt, gibt der Zei-
ger index den ersten freien Speicherplatz im Puffer an, Man er-
kennt sofort, daB es zwel kritische Ereignisse gibt:
- der Puffer ist leer (keine Ausgabe mdglich),
- der Puffer ist voll (keine Pufferfiillung moglich).
In beiden Féllen ist eine Synchronisation zwischen Ausgabe und
Pufferfiillung notwendig. Dazu wird die Semaphortechnik ange-
wandt;
begin mode item = struct (c Sammlung von Wertem, die in einer
A Zeile gedruckt werden sollen c¢);
proc item generate = (¢ Berechrnung der néchsten Ausgabe—
' zeile in bel. Zeit) ¢);
int nmb = ¢ Anzahl der Strukturen, die der Puffer aufneh-
men kann ¢c;
[1:omb] item buffer;
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int index:=0, exdex:=0;
bool work to be done:=true, printing to be done:=true;
sema free slots = level nmb, full slots = level O;
¢ Puffer ist leer ¢
par (c Pufferfiillung c
while work to be done
do down free slots; index modab nmb +:=1;
buffer [index] :=generate;
if ¢ keine Zeilen zu berechnen ¢
then work to be done := false fi;
up full slots
od,
¢ Ausgabe ¢
while printing to be done
do down full slots; exdex modab nmb +:=13
print(buffer [exdex]);
printing to be dome := work to be done v
index # exdex;

up free slots

od)
end
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