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Konrad �ngel 

Ober zwei Lemmata von Kaplansky 

1. Problemstellung

Zwei Lemmata von Kaplanski /4/ bilden eine wesentliche Grundla­
ge eines Lösungsweges zum klassischen Ehepaarproblem (vgl. /1/, 
s. 133 ff). Sie lauten:

Lemma K1:
Es sei eine Menge nl'(o) ={a1, ••• ,�}aus n Elementen gegeben.

X!, (n,k) sei die Menge aller Teilmengen �(n,k) von ltt.(n) mit 
den Eigenschaften 
1. l�(n,k� = k,
2. v'i,jf: {1, •••• n} gilt1 Ist i#j und ai, aje 'a1t(n,k), so

li-jl ,!! 2.
J!:s sei H(n,k) =l.t(n,k)I • 
.l!.:s gilt: 

Lemma K2t 

Es sei eine Menge Tit(o) =la1, ••• ,�}aus n Elementen gegeben •

.1:: (n,k) sei die Menge aller Teilmengen 11t(n,k) von 11t(n) mit 
den Eigenschaften 
1.1mcn,k)I = k, 
2. \fi,j6 {1, ••• , n} gilt: Ist i;,/j und ai, aje 'ßr(n,k), so

li-jl � 2
3. a1� »t(n,k)==:l)an f, Jlt(n,k).

Es sei I(n,k) =l.t(n,k)I •
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Es gilt 

I(n,k) = 5¾ (°kk)> falls D>k - 1 

l(n,0) = 1 1(1,k) = 0, falls к » 2 
1(0,k) = 0, falls kM I(n,k) = 0, falls к S n S 2. 

1(1,1) = 1 

Diese Lemmata sollen nun verallgemeinert werden. Wir ermitteln 

die Anzahlen von Auswahlen verschiedenen Typs aus endlichen 

Mengen. Die Typen der Auswahlen seien; zunächst anschaulich 

dargestellt. 

1.1. Es sei ein Weg aus n Knoten und n-1 Kanten gegeben. Eine 

Auswahl 1. Typs sei eine Teilmenge der Menge der Knoten, die 

der Bedingung genügt, daß keine zwei Knoten durch nur eine 

Kante verbunden sind. 

Figur 1 

Diese Auswahlen werden im Lemma K1 betrachtet. 

1.2. Gegeben sei eine Folge von n Rechtecken, die, wie aus Fi¬ 

gur 2 ersichtlich,je eine Seite gemeinsam haben. In den Recht¬ 

ecken seien jeweils q Punkte gekennzeichnet. Eine Auswahl 2. 

Typs sei eine Teilmenge der Menge der Punkte, die die Bedingung 

erfüllt, daß keine 2 Punkte in benachbarten Rechtecken enthal¬ 

ten sind. 

Figur 2 

1.3. Es sei ein Kreis aus n Knoten und n Kanten gegeben. Eine 

Auswahl 3« Ityps sei eine Teilmenge der Menge der Knoten, die 

die Bedingung aus 1.1. erfüllt. 

Diese Auswahlen werden im Lemma K2 

betrachtet. 
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1.4. Gegeben sei ein Kreisring, der in n Flächenstücke aufge¬ 

teilt ist, wie Figur 4 angibt. Id jedem Flächenstück seien q 

Punkte gekennzeichnet, Eine Auswahl 4. Typs sei eine Teilmenge 

der Menge der Punkte, die der Bedingung 

genügt, daß sie keine zwei Punkte aus 

benachbarten Flächenstücken enthält. 

Figur 4 

1.5. Es sei ein Graph aus n«p Knoten und (n-1)(p-1) Kanten der 

Form, wie sie in Figur 5 ersichtlich ist, gegeben. Eine Auswahl 

5. Typs sei eine Teilmenge der Menge der Knoten, die die Bedin¬ 

gung erfüllt, daß keine zwei 

Knoten durch nur eine Kante 

verbunden sind. 

Figur 5 

1.6. Bin Hechteck sei in n*p Hechtecke aufgeteilt (Figur 6). In 

jedem Hechteck seien q Punkte gekennzeichnet. Bine Auswahl 

6. Typs sei eine Teilmenge der Menge der Punkte, die die Bedin¬ 

gung erfüllt, daß keine zwei 

Punkte benachbarten Recht¬ 

ecken angehören. 

Figur 6 

2. Abstrakte Formulierung der Probleme 1.2., 1.4., 1.5., 1.6. 

und deren Lösung_ 

2.1. Gegeben sei eine Menge itt(n,q) aus n-q Elementen, die in 

einer Matrix angeordnet seien. 

M(n,q) 

Ä11 “ * *®1q 

>1"'V 

Jf(n,q,k) sei die Menge aller Teilmengen ®t(n,q,k) von JÄ(n,q) 

mit den Eigenschaften 

? 



1. |1tt(n,qrk)| = к 
2. Vi, re [1,...,11} Vö, ss ^1,...,q| gilt: 1st i*r und 

aij’ *4^6 JK(n,q,k), so | i-r| ä 2. 

ßs sei H(n,q,k) =|o6(Q,q,k)| . 

Satz 1: 

iäs gilt: 

H(n+1 ,q,k) = (0) H(d,q,k) + (¾ H(n-1,q,k-1) 

+ (2) H(n-1,q,k-2) + ... + (2)ы(п-1,q,0) 

H(n,q,0) = 1 

H(D,q,1) = n *q 

H(0,q,k) = 0, für к i 1 

H(1,q,k) = 

Beweis: Wir können <£(n+1,q,k) in paarweise disjunkte Teilmen¬ 

gen zerlegen. 

J20 = |ürt(n,q,k); } je(l, ..., 4) Г so daß ^£ÜÄ(n,q,k)} 

= {m(n,q,k);3/T(1) mit T(1)C|1, qj und |T(1)I = 1, so 

daß je T(1)=>ад+1 ^eJWCn.q.k)} 

JJt = |jK(n,q,k);3/T(t) mit T(t)£ {1, ..., qj und l'T(t)l = t, so 
daß j£T(t)-»aD+1 jC3*(n,q,k)j (1£tek). 

Wir ermitteln 

I “^ol = (0) 
]оЙ1| = H(n-1,q,k-1) 

\Xt\ = (¢) H(n-1 ,q,k-t) . 

Hieraus ergibt sich die Behauptung. Die Anfangswerte sind 

evident. q.e.d. 

Aus dieser Rekursionsformel ist schwer eine explizite Formel 

abzuleiten, deshalb gehen wir hier einen anderen Weg. Dazu be- 
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handeln wir vorerst ein Lemma. 

Lemma 1; 

Ls sei eine Menge №(.(t,q) aus t-q Elementen, die in einer 

Matrix angeordnet seien, gegeben. 

ВИСЪ,q) 
a11‘"a1q' 

at1"'’atq 

£ (t,q,k) sei die Menge aller Teilmengen M%(t,q,k) von Jft(t,q) 

mit den Eigenschaften 

1. I №(t,q,k)| = к 
2. tfie jl,‘ ..., t} 3je {l.q} ai;j£JÄ(t,q,k). 

Es sei B(t,q,k) = |jf(t,q,k)|. 

Es gilt: B(t,q,k) = TZ (-1 Ai) (^k^) • 

Beweis: 

Zunächst sei <£0(t,q,k) die Menge aller Teilmengen 

t%ß(t,q,k) von SK(,t,q), für die gilt: 

|#0(t,q,k)| = k. 

Weiterhin seien rf^(t,q,k) (i=1,...,t) die Mengen aller Teilmen¬ 

gen (%^(t,q,k) von JÄ(t,q), für die gilt: 

1. |dL(t,q,k)| = к 

2. Vj£.|i, ..., qj a^ j ф (t,q,k) • 

Offenbar gilt: jf(t,q,k) = cfß(t,q,k)\^V tX^(t,q,k), d. h. 

B(t,q,k) =|öT0(t,q,k)|-| i^Äi(t,q,k)| . 

Leicht erhält man | GCQ(t ,q,k)| = 

Wir benutzen nun die Formel für Inklusion und Exklusion (vgl. 

/1/ , S. 101 ff) und setzen kurz &^(t,q,k) = Äi< 

Es sei Si = IZ ІГѴ (»Jj T(i) c [i, ..., t} und |T(i)| = i. 

V«T(i) 
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JSs ist Г\ Giv =(<Ä£iK(t,q); |ft|=k und V;j £ fl,...,q) isl'(i)^a, -фЛІ, 
V£T(i) 1 J 10 1 

a- • 

Da es nun ^^ Teilmengen T(i) gibt, erhalten wir 

Damit ist 

I VJ I = ^ (-1) und letzten Andes 

B(t,q,k) = 

Mit Hilfe dieses Lemmas können wir den folgenden Latz 2 

beweisen. 

q.e.d. 

Satz 2: 

Es gilt! 

H(n,q,k) (t.q.k) Il(n,t).B 

Beweis t 

Wir können wieder £(n,q,k) in paarweise disjunkte Teilmengen 

zerlegen (t=1, n). Dazu sei im Lemma K1 #%(n) = |l,..., nj 
gesetzt, d. h. a^ = i (1=1, ..., n).<£(n,t) und ЖЩп,t) werden 

wie im Lemma K1 definiert. Nun sei 

= jW(n,q,k); 3 !3ft(n,t) , so daß V ieW(n.t) 3 jfc[l, ..., qj 

a^jSlß(n,q,k)j. 

As existieren nach Lemma K.1 Mengen M(n, t). 

Numerieren wir diese Mengen JÄ(n,t) irgendwie durch, so können 

wirweiter in disjunkte Teilmengen v zerlegen 

(V = 1.["TI))' 
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=J*Ä(n,4,k); Vie!«ll)(D>t)3je{l,...,q] ai;.eW(n,q,k)j . 

Es ist nun offenbar|<£t y[ = B(t,q,k), so daß 

|£t|= H(D,t).B(t,q,k) = (D“|+1) und 

= 
|<£(n,q,k)| = H(n,q,k) = B(n,t).B(t,q,k) 

q.e.d. 

2.2. Gegeben sei eine Menge 3K(n,q) aus n«q Elementen, die in 

einer Matrix angeordnet seien. 

Wt(n,q) 

a11...a1q 

1^1 * * ,anq/ 

<iif(n,q,k) sei die Menge aller Teilmengen ?Ä(n,q,k) von JÄ(n,q) 

mit den Eigenschaften 

1. |lÄ(n,q,k)| = к 
2. Уі, re[l, ..., n] yj, sfi{l, ..., q} gilt: Ist i^r und 

aij’ •re-ÄCn.q.k), so|i-r|a 2 

3. Vd. se{l, ..., q} a^j6M(n,q,k)-*a^gfW(n,q,k). 

Sei I(n,q,k) =|o£(n,q,k)| . 

Satz 5: 

I(n,q,k) 

n 

I(n,t)*B(t,q,k). 

Der Beweis dieses Satzes läuft analog dem des Satzes 2. 

2.3. Es sei eine Menge ®t(n,p) aus n«p Elementen, die in einer 
Matrix angeordnet seien, gegeben. 

tft. (n,p) 

a11*"a1p 

anT "^p, 

<f(n,p,k) sei die Menge aller Teilmengen 3ft(n,p,k) von Jft(n,p) 
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mit den .Eigenschaften 

1. |fflt(n,p,k)| = к 
2. Vi, re{l, n)t/j, s6 |l, p} gilt: Ist (i,J) t (r, s) 

und a^j, ага£Ш(п,р,к), so |i-r|ä 2, lj-s|i 2. 

Sei Q(n,p,k) =|JC(n,p,k)| . 

Es werden zunächst die Fälle p = 2 und p = 3 untersucht. 

2.3.1. Der Fall p = 2 

Lemma 2: 

Es sei eine Menge JJt(n) = |a1, ...» a^j aus n Elementen gege¬ 

ben. У(п,к) sei die Menge aller Teilmengen M(n,k) von ttl(n) 
mit den Eigenschaften 

1. |3ft(n,k)| = к 
2. Уi, je(l, .... n} gilt: Ist aif а^бЩп.к) und i < j, so 

\j-i| 5 3, falls i ungerade, 
|j-i|^ 2, falls i gerade. 

Sei R(n,k) =|J£(n,k)| . 

Es gilt: 

R(2n+1,k) = R(2n,k) + S(2n-2,k-1) + fi(2n-3,k-2) ' 

R(2n,k) = fi(2n-1,k) + fi(2n-3,k-1) 

R(n,0) =1 H(1,k) = 0 für к ä 2 (p) 

R(n,1) = n R(2,k) = 0 für к & 2 

R(0,k) = О für к S 1 H(3,2) = 1 

R(3,k) = 0 für к 5 3- / 
Beweis: 

Die speziellen Werte sind wieder leicht einzusehen. 

Es sei JfD-1(n,k) eine Teilmenge von <S£(n,k), für deren Elemente 

ÜH.n“1(n,k) gilt: an_1^ülln-1(n,k). 

Sei RD_1(n,k) H£n-1(n,k)| • 

Wir zerlegen if (2n+1 ,k) in 

= |аК(2п+1,к); a2c+1^5»(2n+1,k)| 

Üz = {at(2n+1,k)i a2D+16*i:(2n+1,k)} . 

Es gilt: l«»;^ =|jf(2n,k)| ■= R(2n,k) 

|lf2| =|«l?2D_1(2n,k-1)| = E2D-1(2n,k-1). 
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Wir zerlegen Й2п_1(2n,k-1) in 

£.} = {аЭТ2“-1(2n,k-1); a2D^!!Jl2D"1(2n,k-1)} 

<J?4 = {№2D-1(2n,k-1); a2D£iSlt2D-'lC2n,k-1)} . 

üs gilt: I |Л?(2п-2,к-1)| = R(2n-2,k-1) 

I J?4|= K(2n-3,k-2)| = ü(2n-3,k-2). 

Somit ist H(2n+1,k) = l^l +|^4І = H(2n,k) + R(2n-2,k-1) 
+ R(2n-3,k-2). 

Wir zerlegen o£(2n,k) in 
Jff5 = {20t(2n,k)i a2n$a&(2n,k)} 

£6 = |d&(2n,k); a2D£W(2D,k){. 

j.s gilt: I<j£^| = R(2n-1,k) 

R(2n-3,k-1). 

Somit ist ii(2n,k) = fi(2n-1,k) + il(2n-3ik-1). 
Die folgende Tabelle, die man schnell durch Benutzung geeigne¬ 
ter Schablonen erhält, gibt die Werte H(n,k) für kleine Zahlen 
n,k an. 

Lemma 3: 
.Ks gilt: 

Tabelle 1 

RC2n,k) = Cn-k+D i=mZ^_1) (і-кИ)!(і-І+кШЪ=37Т 

H(2n+1 ,k) = 1=и>(пЧ£>Е_1) U-k+HlU-nlklHn-H! * 
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Beweisi 

Hier und im folgenden wird bei der Ermittlung expliziter Dar¬ 

stellungen der Anzahlen aus rekursiven Darstellungen der Kal¬ 

kül der formalen Potenzreihen angewandt (vgl. /3/, S. 11 ff). 
00 

Sei ф. = 2% R(2i + 1, j)x2i+V 
i,3=o 

00 

фр = YZ B(2i, 3)x2iyJ 
i t 

Wegen (*) gilt: 

ф1(1 - X2?) + ф%(-х) = xy 

Ф1(- X - x^y) + ф2 • 1 = 1 + x2y. 

Diese Gleichungen können als Gleichungssystem über dem Quotien— 

tenkörper vonZ[x,y] aufgefaßt werden. Als Lösungen ergeben 

sich 

*1- 

Ф2 = 

X + yx + ■esL 
1 - (x2 + yx2 + yx4) 

1 + j*r 
2 2 4 

1 - (x + yx +yx) 

Die BeihenZerlegung führt zu 

00 
2 ф1 = x(1+y+x2y) 2i 2 1 

X^(1+y+yx ) 

= x(1+y+x2y) ) x2i YZ ^ y^YZ ^ x2/U 
1=0 P=o /*=0 

фр = (1+yX2) YZ X2i (3) у>У~ (/I) x2/“ 
1=0 V =o y^=0 

Sei F(n,k) der Faktor vor x2°y* der Keihe 
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I: =21 1=(Ь 
1=0 V=0 JU= о 

D 

Ms gilt: F(n,k) = У 
i=max(k,n-k) 

Durch Koeffizientenvergleich erhalten wir 

«(2n+1,k) = F(n,k) + F(n,k-1) + F(n-1,k-1) 

R(2n,k) = F(n,k) + F(n-1,k-1). 

Eine Rechnung bestätigt die im Lemma angegebenen Formeln. 

q.e.d. 

Satz 4: 

Ls gilt: 4(n,2,k) = R(2n,k). 

Beweis; 

aine Umnumerierung der Art a2>i-1 = a^^, a2-i = ai2 (i=1,.»tn) 

ermöglicht die direkte Anwendung von Lemma 3- 

2.3.2. Der Fall p = 3 
q.e.d. 

Lemma 4: 

Es sei eine Menge ÜÄ(n) =|a^,...,aD| aus n Elementen gegeben. 

£(n,k) sei die Menge aller Teilmengen TSL{n,k) von Ш(п) mit 
den Eigenschaften 

1. |ГОГ(п,к)| = к 

2. Vi.je {l,...,n} gilt: Ist a±, а^бМ(п,к) und i<j, so 

|J-i| t 3, falls i = 0 (3) 

I j-i| * 1 und rj-i ^ 3, falls i = 1 (3) oder i = 2 (3). 

Sei R(n,k) = |<äf(n,k)l . 

Es sei St (n,k) eine Teilmenge von jf(n,k), für deren Elemente 

&%^(n,k) gilt: a^äÄ*(n,k) tyg{l,... ,n} ). 

Weiterhin sei S^(n,k) =!oif^(n,k)| . 

Es gilt: 
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R(3n+1,k) = R(3n,k) + E(3n-4,k-2) + H3D-2(3n-1,k-1) ' 

R(3n+2,k) = R(3n+1,k) + H3D"'l(3n,k-1) 

H(3n,k) = R(3n-1,k) + R3D_3(3D-2,k-1) 

R ,0-1 (n,k) = R(n-2,k) + RD_3(n-2,k-1) 

Rn_1(n,0) = 1 

R-1(0,k) = 0 für к S 1 

E (1,1) = 1 

R°(1,k) = 0 für к S 1 

und 

R(n,0) = 1 

R(d,1) = D 

H(0,k) = 0 für к ä 2 

R(1,k) = 0 für к S 2 
R(2,k) = 0 für к S 2 

R(3,2) = 1 
R(3,k) = 0 für к ä 3 
B(4,2) = 3 

R(4,k) = 0 für к S3. 

Beweis: 

Die Anfangswerte ermittelt man leicht. 

Wir zerlegen ofi(3n+1,k) in 

£л ={fflf(3n+1,k); a5n+1^ Щ3п+1,к)| 

<£г ={да(3п+1,к); SL^n+1£ nt(3n+1,k)| . 

Es ist 

= E(3D,k) 

|<J?2| =|A23D-2(3n,k-1)|= R3D-2(3n,k-1). 

Wir zerlegen ferner <Jf3n-2(3n,k-1) in 

(**) 

= f»l3D"2(3D,k-1); a3D*IK3D-2(3n,k-1)} 

ät4 = {a«;3D"2(3n,k-1)i a3n£ ÜK3D-2(3n,k-1)} . 

Es ist 

|^3| = R3°~2(3n-1,k-1) 

|«lf4| = R(3n-4,k-2). 
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Hieraus ergibt sich die erste der im Lemma angegebenen Formeln. 

Die anderen errechnet man analog. 

Aus der folgenden Tabelle, die man wieder leicht durch Benut¬ 
zung geeigneter Schablonen erhält, kann man die Werte R(n,k) 

und HD-1(n,k) für kleine Zahlen n,k ablesen. Dabei steht in der 

linken Spalte unter n der Wert H(n,k) und in der rechten Spalte 

unter n der Wert Hn_1(n,k). 

Tabelle 2 

Т.ЯГПТПЯ я: 

Sei F( „.ö . I 
1+i2+äij+2i4+2ij+3i6+3ir,+4ig=n 

i2+i3+2i4+3i5+2i6+4i?+4ia=k 

P(i^ ;igl • • « |ig); 

wobei 

p(ivi2.i = cw-^.1, 
12 S i^!i2!...igl 

Die Summe werde dabei über alle 8-Tupel aus nichtnegativen gan¬ 

zen Zahlen erstreckt, für die die beiden Gleichungen gelten. 
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as gilt: 
B(3n,k) = F(d,k)+2F(D—1,к—1)+F(n—1,к—2)+F(n—2,к—2)-F(n—3,к—4) 
8()0+1,к) = F(n,k)+F(n,k-1)+2F(n-1,k-1)+2F(n-1,k-2) 

+F(n—2,k—2)—F(n—3,k—4) 

B()o+2,k) = F(o,k)+2F(o,k-1)+2F(o-1,k-1)+)F(o-1,k-2) 
+F(n-1,k-))+F(n-2,k-2)-F(n-2,k-4)-F(n-3,k-4). 

Beweisi 

CD 
Sei ф1 = B(3l+1.j)k3l+V 

h 

h 

& 
B(3i+2,ö)x31+2y;i 

в(Зі,о)х3Ѵ 

J~ Bi_1(i,j)xV 
lT3=o 

Wegeo (*") gilt: 

ф1 + ф2 + ф) - x2? ф1 - x?y ф2 - x2y ф3 = X ф1 + X ф2 + X ф3 

- х3у ф1 - х^у ф2 - ф3 + х5у2 ф2 - х7у3 ф2 + х4у ф1 

+ х4у ф2 + х4у ф3 + 1 + ху + X5; У + х4у2 - хбу3. 

Wir können dud auf beiden Seiten die Glieder zusammenfassen, 

io deoeo x io einer i-ten Potenz auftaucht, wobei i = 0(3), 
i s 1(3) bzw. i E 2(3). Die Summen dieser Glieder müssen auf 
beiden Selten der Gleichung gleich sein. So erhalten wir: 

$1 - x2y ф2 - X ф3 = xy 

-x(1+x5y) фя + (1+x3y) ф2 - x2y ф3 = 0 

-x2y ф1 + х(хбу3-х3у-1) &2 + (1+x3y) ф3 = 1+x3y-x6y3. 

18 



Lösen wir dieses Gleichungssystem über dem Quotientenkörper von 

Z[x,y] auf, so erhalten wir mit 

z = 7? und 
» = 1 - (z+zy+2z2y+3z2y2+z2y^+z^y2-z^y4-z4y4) 

ф1 = x(1+y+2zy+2zy2+z2y2-z^y4)/N 

§2 = x2(1+2y+2zy+3zy2+zy^+z2y2-z2y4-z5y4)/S 

= (1+2zy+zy2+z2y2-z^y4)/N. 

Durch ReihenZerlegung und Koeffizientenvergleich erhält man 

die angegebenen Formeln. Die Rechnung sei kurz am Beispiel ф^ 

vorgeführt. 

ф5 = (1+2zy+zy2+z2y2-z^y4). 

oo 
• ^2 (z+zy+2z2y+3z2y2+z2y^+z^y2-z^y4-z4y4)i. 

Unter Anwendung des Polynomischen Lehrsatzes ergibt sich 

= (l+Rzy+zy^z^^z^y4) • 

Kin Koeffizientenvergleich bestätigt das Ergebnis. 

(j. e «d. 
Satz 5: 

Jäs gilt: 

Q(n,3,k) = S(3n,k). 
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Beweist 

Wir numerieren um: 

a3«i-2=ai1» a3-i-1 = ai2* a3*i = ai3 

Wir können direkt Lemma 5 anwenden. 

(1=1, ,n). 

q. Ѳ• d. 

2.5.3. Der Fall p> 3 

Lemma 6: 

Es sei eine Menge iTt(n) = ^a^,...,aD| aus n Elementen gegeben. 

(n,k) sei die Menge aller Teilmengen 3Ä(n,k) von Ш(.в) mit 
den Eigenschaften 

1. l3Ä(n,k)| = к 

2. Vi.je ^1.n] gilt: Ist a^.a^e Wt(n,k) und i < j, so 

Ij-ilP p, falls i = O(p) 

ІЗ-іМ 1, !j-il* P, falls i p O(p). 

Sei K(n,k) =loif(n,k)l. 

Weiterhin sei £ (n) die Menge aller Teilmengen von ^n-p+1,... ,nj 

und £^(n) deren Elemente. 

1 \n,k) sei eine Teilmenge von Z(n,k), für deren Elemente 

Wo) 
TH (n,k) gilt: j. (D) 

.n) je j^CnJ-^a^ £ SH 1 (n,k). 

, K,(n) , E,(n) 
Sei|Z 1 (n,k)l = К (n,k). (Man beachte: R*tn,k)=R(n,k)). 

Es gilt: 

H(n+1,k) = ß(n,k) +H 

^(n) ={n-p+l} 

(n,k-1), falls n = O(p) 

jr2(n-1) 
a(n+1,k) = H(n,k) + H (n-1 ,k-1), falls n jt O(p) 

g2(n-1) = {n-p+l}. 

Sei nun^Cn+1) = j 0^,...,01^ (n-p+2s «1 < ... <лг^п+1). 

Es gilt weiter 
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Ei(o+i) 
R (n+1,к) 

fiCn+1) 
H 1 (d+1,k) 

L(d+D 
R 1 (n+1,k) 

f4(e) 
: R 5 (n,k) + R (n,k-1), falls n = 0(p) 

und tXr < d+1; = ^fi(n+1); 

£4(n) = ^n-p+l| V^(n+1) 

%c(o) 
: R 5 (n,k), falls dr = n+1 

= jd*r_-|J 

C,(n) kCo-D, 
: R 5 (n,k) + R b (n-1,k-1), 
falls n 2 0(p) und oi^ < n 

C6(n-1) = £±(п+1) V jn-p+lj 

Si(D+l) 
R 1 (n+1,k) = R 

Außerdem ist 

R(d,0) = 1 

R(0,k) = 0 für к 

R(1,1) = 1 

H(1,k) = 0 für к 

Beweis: 

%z(n) Sy(n—1 ) 
i * (n,k) + R ' (n-1,k-1), 

falls D jf 0(p) und ccr = n 

£y(n) = öCp_^| • 

(0,k) = О für i M 

ä 1 

i 2 

R' x (n,0) = 1 

'o, falls 1 £^t(1) 

1, falls 1££±(1) 

JiCD 
(1,k) = О für к * 2. 

Die Anfangswerte sind leicht einzusehen, und die Rekurs!ons- 

formeln ermittelt man analog zu 2.).2. Man überlegt sich auch 

leicht, daß die neu auftretenden Mengen £v(k) 

(ve ^1,..., 7|, k(|n,n-l|) tatsächlich inf’(n) bzw. ^ (n-1) ent¬ 

halten sind. 
g.s.d. 

Es ist möglich, die Zahl der auftretenden Hilfsgrößen 

b(n) 
R (n,k) zu reduzieren. Dazu beweisen wir das folgende 
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Lemma 7. 

Lemma 7: 

Sei Ц (n) die Menge aller Teilmengen ^(n) von |n-p+1,... ,n-lj 
mit den Eigenschaften 

1. Vu,v*{n-p+1,..., n-l} u,t« ^(n) und u<v und u t O(p) 

-*v - u ь 2 

2. Vue{n-p+1,..., n-l} i£^(n) und n Щ 0(p)=> u - (n-p+1) i 1. 

(n,k) sei eine Teilmenge vonZ(n,k), für deren Elemente 
a, (n) 

W?1 (n,k) gilt! ^ 
Vje^1.n} 36^(0)=» 1 (n,k). 

Sei \n,k) = IZ^1^ \n,k)l . (Kan beachte R^(n,k) = R(n,k]L 

- 8114' &(.) 
H(n+1,k) = R(n,k) + R71 (n,k-1), falls n = 0(p) 

fcW = {n-p+1] 
a2(n-D 

R(n+1,k) = H(n,k) + (n-1,k-1), falls n * 0(p) 
^2(n-1) = [п-р+1| . 

Sei ^(n+1) = a.rj (n-p+26^ ^ ... ^ a^n). 

Weiterhin gilt: 

R ^i(D+1)(n+1,k) = R^3(D)(n,k) + R^4(D)(n,k-1), 
falls n = 0(p) und arc n 

#3(0) = ^(n+1); £4(n) = |^(п+1)и{п-р+1} 

8^(°+1)(п+1,к) = R^(n 1)(n-1,k) + 1)(n-1,k-1), 
falls n = 0(p) und Otr=n 

^(n-1) = Лг_1| } 

#6(O-Л) = o.r_^u{o-p+1} 
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Л^\п+1,к) 

a^i(D+1)(n+i,k) 

^i(D+1)(n+1,k) 

/i(n+1> 

Е^і(П+1)(із+1,к) 

(n+1,k) = 

= R^7(E)(D,k) + H^8(D)(D-1,k-1), 
falls n $ 0(p) und ctr< n-1 

fyW = f^Cn+D; f8(n-1) =^(0+1)1^^-5+1} 

= R^^Cn.k) + S^°(D ^\n-2,k-1), 

falls о ß 0(p) und лг = n-1 und = n-3 

f9(o) = ^(n+Di 

^10(n-2) = }^,...,^_^u(n-p+l} 

= R^1l(n)(n,k) + 3)(n-3,k-1), 

falls n X 0(p) und йСр = n-1 

und = n-2, d. h. n = 2(p) 

|ц(п) = &(n+1); 

^12(n-3) = .Är-2}u (°^1} 

fiM,(n-1) 
= R*13 (n-1,k) + R*14 (n-1,k-1), 

falls n t 0(p) und <LT = n und £ n-2 

?13(«-D = {л1>**‘» “r-l} 5 
f 14(n-1) = &r_l}V 

j^15(d 2\D_2,k) + R^16^ 2)(n-2,k-1), 

falls n ^ 0(p) und <*r = n 

und otr_^ = n-1, d. h. n = 1(p) 

^15(0-2) = .... «j^g} » 

fl6(r>-2) = {<*,,. 

Für Anfangswerte gilt: 
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8(0,0) = 1 
8(0,к) = 0 für к к 1 

В 

8 

В 

В 

В 

*і(=) 

fl(0) 

fid) 

УіИ) 
fitz) 

(d,0) 

(0,k) 

(1,1) 
(1,k) 

(2,1) 

В 

8 

fl(2) 

flO) 

(2,k) 

(3,1) 

B^i0)(3,2) 

B^l(3)(3,k) 

1 

0 für к 5 1 

1 

0 für кН 
(1, falle 1 6^(2) 

[2, falls lif±(2) 

0 für к ä 2 

12, falls |{1,2} П £±(3)l = 1 

\з, falls |}1,2}Л^1(3)|= 0 

(0, falls 16^(3) 

(1, falls 1^(3) 

0 für к i J. 

Beweis; 

Die Überlegungen müssen analog zum Beweis des Lemmas 6 geführt 

werden. Die Bestätigung, daß die neu auftretenden Mengen 

£fv(k) (v ejl, .... 16}, kt(n, n-1, n-2, п-з}) tatsächlich zu 

^(k) gehören, sei hier nicht im einzelnen dargelegt. 

q.e.d. 

Satz 6» 

Be gilt: 

<4(n,p,k) = B(n-p,k). 

Beweis I 

Wir numerieren um: 

*p.i-(p-1) = *11' *p.i-(p-2) = *12' Vi-1 = *ip-1 ’ 
Sp.i = аір (1=1, ..., n). 

Wir können direkt Lemma 6 bzw. Lemma 7 anwenden. 
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Prinzipiell existieren nun keine theoretischen Schwierigkeiten, 

mit Hilfe formaler Potenzreihen auch explizite Formeln für spe¬ 

zielle Werte von p auszurechnen. Jedoch erhöht sich der Rechen¬ 

aufwand beträchtlich im Vergleich zu p=3, so daß diese Rechnun¬ 

gen nicht weiter durchgeführt worden sind. 

2.4. Es sei eine Menge I№(n,p,q) aus n-p>q Elementen, die in q 
Matrizen angeordnet sind, gegeben. 

%q(n,P) = 
ЛЧ-Н •••‘Чр-Д 

®K1(n,p) = I.I , . 

ѴПІ1 * * *anp1 J 
£ (n.P.q.k) sei die Menge aller Teilmengen JK(n,p,q,k) von 

Mt(D,p,q) mit den Eigenschaften 

f11q. * *a1pq\ 

^Vlq"-®hpqJ 

1. l2K(n,p,q,k) I = к 

2. Vi,re|l, nj V j,sejl, ..., Vu,vc|l, ••*, qj gilt: 

lBt aiju» arSveaK(n*P‘«'k> UDd (I'iD/Cr»*), so |i-r| &2,|j-s| М2. 

Sei Q(n,p,q,k) =|jf(n,p,q,k)|. 
Satz 7: 

Es gilt: 

Q(o,P,q,k) Q(n,p,t) B(t,q,k). 

Der Beweis wird analog zum Beweis des Satzes 2 unter Benutzung 

von Lemma 1 durchgeführt. 
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HIUIB-Dietrich Gronau 

Einige Bemerkungen zur Arbeit "Ober die AD11ahl el-entarer BUB 
in eingeechräJ:ikten (v,k)-l!'amilien" von D. Basch UDd 
G. Herrendörfer

In /1/ werden volletäJ:idige UDd eingeschri.Dkte (v,k)-J'allilieD 
von balucierten unvollstäJ:idigen Blocltanlagen (BUB) eiuget'Uhrt 
UDd einige Sätze über die .A.D11ahl der elementaren BUBs in die­
sen lramil1en gegeben. Dem .&utor erscheint es notwendig, su 4eD 
Sätzen 1 , 5 UDd 8 BemerkUDgen zu machen. 
Wir benutzen 1m wesentlichen die Terainolog1e TOD /1/, bezeich­
nen aber zwei BUBs B1 UDd B2 mit gleichen Pa.raaetern, tf1r die

eine Permutation 11"' der Elemente TOD � = { 1, 2, ••• , v J ait 
'IL(B2) = B1 existiert, als isomorph, geschrieben B1 • B2• Wir

benutzen auch die Satll- UDd J'o:rmelsählUDg von /1/. B*(v,k) be­
zeiclme die Menge der Kombinationen TOD ll zur k-ten nasse. 

1. 

Auf GrUDd von Satz 1 beschränken sich die Autoren von /1/ auf 

3 � k � J. Da f(v,1) UDd f�(v,1) nicht definiert sind, gelten 

die GleichUDgen 
f(v,k) = f(v,v-k) 

UDd 

nur tf1r 2 !!: k !. v-2. 
Nach der eiDglUlgS gemachten Binschrimltullg 2 � k � v bleibt Doch 
k = v-1 zu UDtersuchen • 
.SS gilt 

Lemma 1. 

Beweis: Es sei B E F( v, v-1 ) eine Deliebige elementare BUB. Dann 
ist wegen (1) UDd (v,v-1) = 1: b = v • t UDd r • (v-1) • t 
tf1r eine gewisse natürliche Zahl t ill 1. J'ür jedes i 6 1Q exi­
stieren genau b - r = t Blocks, die das Klement 1 nicht enthal-
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ten, d. h., der Block Bi = )04 {i} = {1, 2, .,., i-1, 1 1,...,v) 

tritt genau t-mal auf. 

Für t = 1 erhalten wir die BOB B* = (B^, Bg, ...» Bv). 

Für t i 2 ist В in genau t BUBs B' zerlegbar, was aber unserer 

Annahme widerspricht, d. h. f(v,v-1) £ 1. B' ist elementar und 

sogar blockwiederholungsfrei, also f*(v,v-1) ä 1. Aus f(v,v-1) 

ä f*(v,v-1) folgt unmittelbar unser Lemma. q.e.d. 

2. 
Im Beweis zum Satz 5 wird gezeigt: 

1, Es gibt bis auf Isomorphie genau eine BUB in F*(7,3) mit 

71 = 1. 

2. Die Teilmenge 3 ist eine elementare BUB. 

Sind B^ und Bg zwei BUBs mit 1=3, die man aus je zwei dis¬ 

junkten BUBs Вц und B12 bzw. B21 und Bgg mit 1=1 durch 

B1 = B*(7,3) \(B11 V B12) und B2 = B*(7,3)\ (В21 V Bgg) bilden 

kann, so ist zwar B^ = Bg genau dann, wenn B^ u B^g = B21wBJ2 

gilt, doch letzteres folgt noch nicht aus der Tatsache, daß 

alle BUBs mit 1=1 untereinander isomorph sind. 

Überdies ist denkbar, daß elementare BUBs mit 1=2 existieren. 

Die Komplemente bezüglich B*(7,3) wären dann EUBs mit 1=3 

und falls elementar, solche, die wir noch nicht erzeugt hatten. 

Deshalb vervollständigen wir den Beweis zu Satz 5 durch fol¬ 

gende Lemmata. 

Lemma 2. Es gibt keine elementare BUB B€ F*(7,3) mit 1=2. 

Beweis: Vir nehmen an, es existiert eine elementare BUB 

BSF*(7,3) mit 1=2. Dann ist r = 6 und b = 14. 

Da wir unsere Untersuchungen auf eine geeignete BUB unter al¬ 

len zu В isomorphen BUBs beschränken können, werden wir 

o.B.d.A. annehmen können, daß В gewisse Eigenschaften hat. 
O.B.d.A. ist wegen Л= 2 : 123, 124 е в. Wir unterscheiden 
2 Fälle. 
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1. 134 6 Б und 134 Ф в 

1. In В existieren außerdem drei Blocks von Typ 1аЪ mit a,b£ 

[5,6,7], vier Blocks vom Typ 2ab und,da genau einer von diesen 

das Paar 23 enthält, drei Blocks vom Typ 3ab mit a,be (4,5,6,7}. 

Wegen 1 = 2 tritt eine 4 in Block 2ab genau einmal und in 

Blocks 3ab höchstens einmal auf. Wegen r = 6 muß es somit min¬ 

destens 2 Blocks vom Typ 4ab mit a,b 6 {5,6,7} geben, d. h.,B 

hat mindestens 6+4+3+2=15 Blocks, was b = 14 widerspricht. 

Folglich kann dieser Fall nicht eintreten. 

2. Da es außer den beiden ersten Blocks genau je einen Block 

mit 13 und 14 gibt, ist o.B.d.A. 135, 146 SB. Unmittelbar 

folgt: 157, 167 * B. 

Wäre 234S B, so könnte man В durch die Permutation (12) in eine 

BUB vom Typ 1 überführen. Also gibt es in В noch folgende 6 
Gruppen von Blocks, wobei а bis f die Anzahl der Blocks in der 

entsprechenden Gruppe bezeichne, die das Element 5 enthalten: 

23. а 
24. b 

3.. e 

4.. f. 

Wir bemerken, daß die freien Stellen nur noch durch die Ele¬ 

mente 5,6 und 7 belegt werden können. 

Wegen 1=2 und r = 6 gilt: 

a+b+c+d+e+f=4, 

а + b + c — 2, 

а + d + e = 1, 

b + d + f = 2. 

Dieses Gleichungssystem hat genau die beiden Lösungen: 

1) a=o, b=o, c=2, d=1, e=o, f=1 und 

2) a=o, b=1, c=1, d=o, e=1, f=1. 
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Da keine Blocks mehrfach und alle Paare genau zweimal auftre- 

ten, ergeben sich nun alle Blocks zwangsläufig, so daß wir 

insgesamt die beiden folgenden BUBs erhalten: 

1) 123 135 157 236 256 345 367 

124 146 167 247 257 347 456 und 

2) 123 135 157 237 256 346 356 

124 146 167 245 267 347 457. 

Durch Angabe jeweils einer Teil-BUB mit Л = 1 weisen wir nach, 

daß diese BUBs nicht elementar sind, was unserer Annahme wi¬ 

derspricht. Folglich gibt es keine elementare BUB mit Л = 2. 

Zum Beispiel sind Teil-BUBai 

1) 123 157 256 367 

146 247 345 und 

2) 123 157 267 356 

146 245 347. q.e.d. 

Nach Lemma 2 sind die BUBs von F*(7,3) mit A = 2 genau die 

BUBs, die man als Vereinigung von disjunkten BUBs mit A = 1 

erhält. 

Be gilt 

Tamm« je zwei BUBs B^, Bg 6 P"(7,3) mit А ж 2 sind isomorph. 

Beweist Wir beweisen das Lemma indirekt. Es seien B^, Bg be¬ 

liebige nichtisomorphe BUBs aus F*(7,3) mit A= 2. Nach Lemma 2 

sind sie jeweils in BUBs mit А = 1 zerlegbar. Da alle BUBs aus 

F*(7>3) mit А = 1 isomorph zueinander sind, gibt es sicher Fer- 

mutationen 1Г^ und Tg von {1, ..., 7} mit G c T^(B^) und 

аеЗГ2(В2), wobei G - (123, 145, 167 , 246 , 257 , 347 , 356) sei. 

ri(B1) und STg(Bg) sind natürlich auch nichtisomorph. 

T^(B^)NG und Tg(Bg) 4 G sind zu G disjunkte BUBs mit А = 1. 

Man findet genau die folgenden 8 zu G disjunkten BUBs mit A= 1 

(Die Paare 12, 13 und 23 kommen in (paarweise) verschiedenen 
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Blocke vor. Durch diese 3 Blocks 1st jede dieser ВDBS eindeu¬ 
tig bestimmt.): 

о 

124 124 125 125 126 126 

136 137 136 137 134 135 

157 156 147 146 157 

127 127 

134 135 

237 235 

256 267 

234 236 

267 247 

345 346 357 345 

235 

247 

367 

147 

237 

156 
236 

245 245 

346 357 

146 

234 

256 
367 

467 457 456 567 456 567 467 457 

Zum Nachweis von 5 = G ^ öj all* 1, j * {1, 2, ...» 8} 

geben wir Permutationen <p^ von {l, 2, 7} mit <P±(ü) * Q 

Ф — 6^, i £ [2, .... 8}, anI 

?i 

i 

(23)(4657) (23)(4756) (45)(67) (46)(57) 

6 7 8 

(246)(357) (247)(356) (47)(56) 

Mithin sind auch ST^(B^) und 3"2(B2) isomorph, was unserer 

Annahme widerspricht. Damit ist Lemma 3 bewiesen. q.e.d. 

3. 

In Analogie zu den Bemerkungen zu Satz 5 ist zum Beweis von 

Satz 8 ebenfalls nachzuweisen, daß je zwei BDBs g(v,k,a* &@), 

die man als Vereinigung von а paarweise disjunkten BDBs 
B(v,k,*0) erzeugen kann, isomorph sind. Dieses folgt nicht 

daraus, daß alle BDBs B(v,k,*0) untereinander isomorph sind. 
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4. 

Id Abschnitt 5 wird f(8,3) к 2 ohne Angabe eines Beispiels 

einer elementaren BUB aus F(8,3)4F*(8,3) behauptet. Beispiele 

für BUBs aus F(8,3)VF*(8,3) kann man durch folgendes Verfahren 

gewinnen. Es seien B^ und Bg zwei verschiedene BUBs aus F*(6,3) 

bzw. F*(7,3) (B^ und Bg können durchaus isomorph zueinander 

sein, doch sollen sie nicht in allen Blocks übereinstimmen). 

Dann ist B' = (B*(8,3)\B^)C/Bg (AC/B enthalte genau die Blocks 

von А und В mit den entsprechenden Vielfachheiten) eine ele¬ 

mentare BUB aus P(8,3) \ F*(8,3). Wegen B^c B"(8,3) ist B' 

sicher eine BUB mit den Parametern v = 8, к = 3 und A. = 6. Da 

es keine BUB mit Л <6 gibt, ist B' elementar, und wegen 

B1 Ф Bg kommt mindestens ein Block doppelt vor. Jeder BUB 

B(v,k, Л) ordnen wir eindeutig den charakteristischen Vektor 

- = (xo* x1* •••» zu* 1)811561 bezeichne (i = 0, 1, ...,A ) 

die Anzahl der verschiedenen Blocks, die genau i-mal in В Vor¬ 
kommen . Д 

Insbesondere ist 7 i • x, = b. 

Sind zwei BUBs isomorph, so haben sie sicher den gleichen 

charakteristischen Vektor. Die Umkehrung gilt im allgemeinen 

nicht. Wir geben nun einige BUBs aus F(8,3)\ F*(8,3) an. Die 

Hichtisomorphie weisen wir durch verschiedene charakteristi¬ 

sche Vektoren nach. 

Wir benutzen folgende BUBs: 
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F"(6,3): В,: 123 , Bp 1 123 , В,I 123 , 
134 

145 

156 

126 

235 

245 

246 

346 

356 

124 

145 

156 
156 

235 

246 

256 

545 

346 

125 

136 

145 
146 

234 
246 

256 

345 

556 

“4* 124 , 

125 

155 

136 
146 

234 
236 

256 

345 
456 

F*(7,3): Bg: Teilmenge 1, B&: Teilmenge 2, By: Teilmenge 3 

(Für diese Teilmengen s. Abschnitt 4 von /1/.) 

Beispiel charakteristischer Vektor 

(B‘(8,3) ^B1)Ob2 

(B‘(8,3) \B1)OB5 

(B*(8,3)\B5)t/B6 

(B‘(8,3) \B1)Ob4 

(B"(8,3) \B7)l5B5OB5OB6 

(B*(8,3) \ By) ob5 

(B*(8,3) \B6\By)OB5OB5^B5ü-B5 

(4,48,4,0,0,0,0) 

(6,44,6,0,0,0,0) 

(7,42,7,0,0,0,0) 

(10,36,10,0,0,0,0) 

(21,21,7,7,0,0,0) 

(21,28,0,0,7,0,0) 

(28,21,0,0,0,7,0). 

Damit gilt 

Lemma 4. f(8,3) ä 7. 

Es wird der tatsächliche Wert aber wesentlich höher liegen. 

Hier sollte auch nur auf das Erzeugungsverfahren und die Ver- 

schiedenartigkeit von BUBs aus F(8,3) hingewiesen werden. 

Als unmittelbare Folgerung beweisen wir 

Lemma 5. Für alle natürlichen Zahlen s und t mit s & 1 und 

t£ {2,4,5,6} gilt f(6s+t,3) > f*(6s+t,3). 
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I 
Beweis; Nach /2/ existieren BUBs B(v,3,1) genau für v s 1 (6) 

und V = 3 (6). Für alle anderen v gibt es höchstens BUBs mit 

Л 5 2. s und t seien wie in Lemma 5 beschrieben. 
6 s —1 

B* = (B*(6s+t,3)\B*(6s+1,3)) *!/ \J B(6s+1,3,1) ist eine BUB 
i=1 

aus F(6s+t,3) mit Ä = 6s+t-2. Ist B' elementar, so sind wir 

bereits fertig. Wir haben also nur noch zu zeigen: Wenn B' zer¬ 

legbar ist, so ist mindestens eine der Teil-BUBs elementar und 

gehört zu F(6s+t,3)\ F*(6s+t,3), d. h. enthält Blocks mehrfach. 

Wir nehmen das Gegenteil an. Dann ist B' in höchstens ^s+t-2 

BUBs zerlegbar. Da diese alle blockwiederholungsfrei sind, 

kann B' einen Block höchstens 6s+t-2 _ mal enthalten. B1 enthält 

aber gewisse Blocks genau (6s-1)-mal. Wegen —< вз-'і für 
(s,t) 4 (1,6) ist unsere Annahme falsch, Lemma 5 bewiesen. Für 
(s,t) = (1,6) bilden wir B' nicht durch BUBs B(7,3,1), sondern 

durch BUBs B(9,3,1) und erhalten analog einen Widerspruch. 

q.e.d. 
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Dieter Rasch und Günter Herrendörfer 

V/eitere Bemerkunßen zur Anzahl elementarer BUB in (v,k)-Fami­
lien 1

Die Arbeit Rasch und Herrendörfer /9/ lag einem Vortrag der 
Aiitoren am 9. 3. 1978 für <l.ie wissenschaftlichen Sitzungen zu.r 
Statistik am ZilllM der AdW zugru.ode, zu der Koll, Prof, 
G. Burosch ein Gutachten anfertigte, In diesem Gutachten wurden
Lücken in den Beweisen der Sätze 5 und 8 auf'gezeigt, die von
den Autoren io Vorbereitung ihres Vortrages ou.r zum Teil selbst
bemerkt wurden,
Dank der Hinweise von Burosch /2/ auf diese Lücken vor der Sit­
zung, war es den Autoren möglich, die Lücken bei Satz 5 zu
schließen und den vollständigen Beweis vorzutragen, Satz 8 kann
io dieser Form nicht aufrechterhalten werden. Die Autoren hatten
schon selbst vor der Sitzung bemerkt, daß bei Satz 5 noch zu
zeigen ist, daß es ffu:· � = 2 und damit r = 6 keine elementaren
BUB io F*(7,3) gibt. Das läßt sich folgendermaßen beweisen.

Mit Sicherheit müssen zwei Blocks mit 12 auftreten. Es sei
(a1, ••• , a5) eine Permutation der 2,ahleo 3,4,5,6,7, dann muß
eine BUB aus F"(7,3) mit i'l= 2 wie folgt beginnen: 

12 a1
12 a2
1 a1a3
1 a2a4

1 a3a5
1 a4a5

o. B. d, A, können wir aus der Gesamt.heit isomorpher BUB die
BUB mit � = 3, a2 = 4, a

3 
= 5, a4 = 6 und a5 = ? betrachten.

1 Ergänzung zur Arbeit /9/ der Verfasser 



Der nächste Block könnte 2)4, 235, 236 oder 2)7 sein, und di. e 

vier Fälle sind durchzumustern. 

Fall 1: 123 

124 

1 
14o 

157 

167 

234 

256 

257 

267 

(die drei Blocks nach 2)4 folgen zwingend). 

Eine Fortsetzung ist nicht möglich, da von den möglichen näch¬ 

sten Blocks 345, 346 und 347 jeder zwingend zu einem Block 367 

führt und damit würde in der Blockanlage dreimal das Paar 67 

auftreten, das ist aber ein Widerspruch zu Л = 2. 

Fall 2: 123 
124 

135 

146 

157 

167 

235. 

Jäs muß noch ein Block mit 24 folgen und wegen г = 6 müssen 

außerdem zwei weitere Blocks mit einer 2 auftreten. 245 ist 

nicht möglich, weil sonst zweimal 267 folgen müßte. Denkbar 

sind zunächst die Fortsetzungen 

246 oder 247 

257 256 

267 267. 

Beide würden aber, wegen der Notwendigkeit je zweimal die Paare 

34, 36 und 37 aufzuschreiben, zu den nächsten Blocks 

346 

347 
367 
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führen, and das geht nicht, da dann dreimal das Paar 67 vorkäme. 

Pali 125 

124 

1» 
14.) 

157 

lö7 
236. 

denkbare Fortsetzungen sind 

243 oder 247, da 246 verboten ist 

237 256 257 

2o7 257 2^7. 

Im ersten Fall würde, wenn man mit 346 fortsetzt 346, 347, 357 

(d. h. dreimal das Paar 57) oder, wenn man mit 345 fortsetzt, 

345, 347, 367 (d. h. dreimal das Paar 67) folgen. 
Im zweiten Fall kann nur mit 345, 347, 367 fortgesetzt werden, 
da 34b notwendig zum dritten Paar 57 führt. Folglich ist aus 

den untersuchter. Fallen bisher nur die BDB 

123 247 

124 256 

135 257 

146 345 

157 347 
167 367 

236 456 

hervorgegangen. 

Fall 4: 123 
124 

133 
146 

157 

167 

237. 
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Es kann, da je zweimal das Paar 25 und 26 auftreten muß, nur 

mit 245, 256, 267 fortgesetzt werden. Da 367 (wegen des dritten 

Paares 67) nicht auftreten darf, ist nur eine Fortsetzung mög¬ 

lich, die zu der BUB 

123 245 

124 256 

135 26? 

146 346 

157 347 

167 356 

237 457 

führt. 

Andere BUB mit A = 2 als die aus den Fällen drei und vier hor- 

vorgegangen sind his auf Isomorphien in F*(7,3) nicht möglich. 

Da die Permutation (j? | | |) die BUB von Fall 3 in die BUB 

von Fall 4 überführt, sind alle BUB mit A = 2 in F*(7,3) iso¬ 

morph. Außerdem besteht die BUB von Fall 3 aus den beiden ele¬ 

mentaren BUB 
123 und 124 

146 135 

157 167 

247 236 

256 257 

345 347 

367 456. 

Folglich gibt es keine elementare BUB mit A = 2 in F*(7,3). 

Damit kann der Beweis von Satz 5 in Hasch und Herrendörfer 

/9/ nach der Feststellung, daß es nur eine (bis auf Isomor¬ 

phien) elementare BUB mit Л = 1 in F*(7,3) gibt, abgebrochen 

und durch die gerade bewiesenen Aussagen, daß alle BUB in 

F*(7,3) mit A = 2 zusammengesetzt und isomorph sind, zum voll¬ 

ständigen Beweis ergänzt werden. Notwendig sind dann nämlich 

alle (zu den BUB mit A = 2 komplementären) BUB mit A = 3 in 

#*(7,3) isomorph und daraus folgt f*(7,3) = 2. Die Isomorphie 

der BUB mit Л = 3 war in der ersten Arbeit nicht vollständig 
gezeigt worden, dies war die eingangs erwähnte Lücke, für die- 
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sen Hinweis danken die Autoren Kollegen Prof. Bürosch. Ergän¬ 

zend sei noch bemerkt, daß die ohne Beweis in der ersten Arbeit 

aufgestellte Behauptung, daß f(8,3)> 2 ist, durch einige Bei¬ 

spiele noch verschärft werden kann. Es gilt zunächst f(8,3)56. 

Dazu müssen fünf paarweise nicht-isomorphe elementare BUB,die 

nicht in F*(8,3) enthalten sind, angegeben werden. Diese fünf 

elementaren BUB konstruiert man nach folgendem Verfahren: 

Aus den Kombinationen streiche man die in Tabelle 1 unter I 

stehenden Kombinationen und füge die unter II stehenden hinzu. 

Tabelle 1 

Aus den Kombinationen zu streichende (I) und zum xtest zu 

addierende (II) Blocks. 

Blockplan 1 

I II 

Blockplan 2 

I II 

12 3 12 4 

14 5 13 7 
16 7 15 6 
2 4 8 2 3 8 

3 7 8 4 5 8 

5 6 8 6 7 8 

Blockplan 3 

I II 

12 3 12 4 

12 6 12 7 
14 5 13 6 
16 7 15 6 
2 4 8 2 3 8 

2 7 8 2 6 8 
3 6 8 4 5 8 

5 6 8 6 7 8 

Blockplan 4 

I II 

Blockplan 5 

I II 

12 3 12 4 

12 6 12 7 
14 5 13 7 
14 7 14 6 
16 7 15 6 
2 4 8 2 3 8 

2 7 8 2 6 8 
3 7 8 4 5 8 

4 6 8 4 7 8 

5 6 8 6 7 8 

12 3 12 4 

12 6 12 7 
13 5 13 4 
14 5 1 3 6 
14 7 15 6 
16 7 15 7 
2 4 8 2 3 8 

2 7 8 2 6 8 
3 4 8 3 5 8 

3 6 8 4 5 8 

5 6 8 4 7 8 

5 7 8 6 7 8 
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Da unter I und II jeweils die Ziffern mit der gleichen Häufig¬ 

keit auftreten, und das auch für die Paare gilt, ist der neue 

Plan wieder eine elementare BUB. Das Konstruktionsverfahren der 

Blocks unter I und II ist aus den Beispielen leicht zu ersehen. 

Es entstehen elementare BUB mit 4,6,8,10 und 12 doppelten 

Blocks. 

Eine weitere zu den angegebenen BUB nicht-isomorphe elementare 

BUB, die nicht in F'(ö,3) liegt und in der 7 Blocks 5 mal auf- 

treten, findet man bei Herrendörfer und Basch /4/ als Beispiel 

4,21 (3. 111, 112). Damit ist f(8,3) & 7. Gronau /3/ fand wei¬ 

tere zu den hier angegebenen nicht-isomorphe BUB in 

F(8,3) - F*(3,3), so daß sich die Ungleichung für f(8,3) weiter 

verschärfen läßt. 

Da nach der Bibliographie von Faderer und Balaam (1973) vergl. 

/9/i die bezüglich der sehr umfangreichen Literatur zu Block¬ 

anlagen in der ersten Arbeit zitiert wurde, mehrere Arbeiten 

über die Anzahl bzw. mit Abschätzungen zur Anzahl nichtisomor¬ 

pher BUB erschienen, sollen einige dieser neueren Arbeiten zi¬ 

tiert werden. Bhat and Shrikhande /1/ gaben ein Verfahren zur 

Erzeugung nichtisomorpher BUB in (mit unserer Bezeichnung) 

F (4t+3,2t+1) = F1 mit A1 = t an und zeigten, daß sofern eine 

solche BUB für irgendein (positives ganzes) t existiert die 

Zahl der nichtisomorphen BUB in F^2D+2(t+1 )-1,2D+/|(t+1)J = Fg 

mit n > 0 und Ag = 2n(t+1) - 1 für n —s> oo gegen unendlich 

strebt. Singhi /10/ zeigte, daß sofern für t Ь 3 eine BUB mit 

A. = t in F^ existiert, wenigstens ^ 1(3D~1+1 )+3D-"*( n > 0) 

nichtisomorphe BUB mit = 2D+/'(t+1) - 1 in 

F, = F[2D+5(t+1) - 1; 2D+2(t+1) - 1] existieren, wobei 

1 = Min (4t+4, 2n+1) ist. 

Ausgehend von Steinerschen Quadrupeln werden in den Arbeiten 

von Mendelsohn and Hung /8/, Lindner /5/. Lindner, Mendelsohn 
and Rosa /7/ und Lindner and Rosa /6/ Aussagen über die Anzahl 

nichtisomorpher sogenannter abgeleiteter Steinertripel, d. h. 

Elemente aus F(v,3)> die aus den Steinerschen Quadrupeln ent- 
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stehen, indem man aus allen diesen Quadrupeln, in denen ein be¬ 

stimmtes Symbol vorkommt, gerade dieses Symbol streicht, ge¬ 

macht . 
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Ingeborg Reckziegel 
Manfred Tasche 

Eine verallgemeinerte Inverse eines Matrizenpolynoms 

In der vorliegenden Arbeit wird zunächst eine reflexive Inverse 
des Matrizenbüschels L 

L(A) = A + B J\ (1) 

konstruiert. Dabei sind A und B komplexe (m,n)-Matrizen und Ä 
eine komplexe Variable. Im Unterschied zu vorherigen Arbeiten 
(/4/, /5/) wird hier auf einschränkende Voraussetzungen wie

z.B. m = n und det L(J\) p O verzichtet. Im folgenden ist C der
Körper der komplexen Zahlen und Qn das n-fache kartesische-Pro­
dukt von .9..
Ausgehend von der Kroneckerschen kanonischen Perm des Matrizen­
büschels (1) (siehe z.B. /3/, s. 32) werden im ersten Ab-

schnitt direkte Summenzerlegungen von Qn und <.f" in Teil.räume 
.Ck und,l'i;;, (k=1,2, ••• ,5), die Zerlegungen von A und B in di-

rekte Summen von jeweils fünf Operatoren Ak : .C k ---'>.t ir. und

Bk : ,l'k-.tk, (k=1,2, ••• ,5) nach sich ziehen, vorgenommen. Mit­

tels der speziellen Invertierbarkeitseigenschaften der Operato­
ren Ak und Bk (Satz 1) wird dann im zweiten Abschnitt eine me-

romorphe reflexive Inverse L+ des Matrizenbüschels (1) konstru­
iert (Satz 2). Dabei besitzt die angegebene reflexive· Inverse

L+ höchstens endlich viele Pole in der komplexen Ebene und i.
allg. in Ä = ro einen Pol. Der dritte Abschnitt ist der Behand­
lung der regulären Matrizenbüschel (1) vorbehalten. Hierin wird 
gezeigt, daß in diesem Pall der Satz 1 die endlichdimensionale 
Version eines Ergebnisses von H. Bart und D. c. La:::, (/1/, /2/) 
ist, die für spezielle Operatorenbüschel A + B� mit linearen 
beschrä.Dkten Operatoren A und B in einem Banachraum eine .mero­

morphe Inverse konstruiert haben. Im letzten Abschnitt werden

die vorher erzielten .1!:rgebnisse auf Matrizenpolynome mittels 
des bekannten Verfahrens der Linearisierung übertragen. 



1. Kin Darstellungssatz für Matrizenbüschel 

Wir bezeichnen im folgenden für h, k=1,2,... mit die (k,k)- 

Binheitsmatrix, mit Oh ^ bzw. 0k die (h,k)- bzw. (k,k)-Hull- 

matrix, mit G. = (сЛ -) und 0, = ,) matrizen vom Format 
JS J-J iv -L+ I у J 

(k,k+1) sowie mit j) eine (k,k)-;.,atrix. Dabei ist 

d\^, (i,j=1,2,...) das Kronecker-Symbol. äs gelten folgende Be¬ 

ziehungen für k=1,2,... : 

GkGk ук^к - Zk’ 

CkDk - Hk+1’ ükCk - hk 

(2) 

(3) 

und für k=2,J,... : 

(¾) 
k-1 

* (4) 

wobei AZ die Transponierte der Matrix Л bedeutet. Weiterhin be¬ 

zeichnen wir mit (A^;Ag;...;A^) die von den gegebenen Matrizen 

Ag, (j=1,2,...,k) gebildete verallgemeinerte Diagonalmatrix. 

iis seien m und n feste natürliche Zahlen. Ferner seien zwei 

komplexe (m,n)-i,iatrizen А und В, (п/Ощ Q) gegeben, mit denen 

das Matrizenbüschel (1) gebildet wird. Wie L. kronecker zeigte 

(siehe z. B. /3/, ö. 32), gilt für das Katrizenbüschel (1) der 

folgende Darstellungssatzi 

Satz: 

Fs existieren zu dem gegebenen Matrizenhüschel (1) reguläre 

Matrizen X und Y vom Format (m,m) bzw. (n,n), so daß für alle 

die Gleichung 

LU) = X(M+MA)Y (5) 

mit verallgemeinerten Diagonalmatrizen 

M = (0bjgi Dj Bi Iu,i J), N = (0hig; C; F; H; In,) 

erfüllt ist. Dabei sind 

D — (D, ; ... i D^. ), В = (D. ; ...; D . ), 
K1 Kp 
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С = (Сь '» G^ )f F — (G. ; • ••; 0. ), 

E= 

und J eine (n1,n1)-Matrix in Jordanscher Kormalform. 

Sir können annehmen, daß in (5) 

s к^ - • • • - к » 

~ £ г 9' (6) 

gilt. Zur Vereinfachung setzen wir 

k' = S kv” d' =Йт u' = £t Uv* 
Offenbar ist dann 

n = g + k' +P+ j' + u' +n', 

m=h+k’ +5' +9+U' + n'. 

aus (2) und (3) ergibt sich 

GC = Xjj., > DJ = t» 

0 ß = ('Hk1+1 * Hk +1) 

und 

= I.,, FfF = I.,, 

T 
(H. i .H . ). 

Jq 

(7) 

(8) 

Wegen (4) und (6) sind die Matrizen C^D, S^F und H nilpotent 

vom Grade k^+1, j bzw. us. 

Bekanntlich vereinfacht sich die kanonische Darstellung (5) bei 

einem regulären Matrizenbüschel (1), d. h. im Fall m = n und 

det L(X) ¢. 0. Für ein reguläres Matrizenbüschel gilt nämlich 

L(X) = X(Iu, + HX; J + IVX)Y, (9) 

falls det В = 0 ist, und 
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(10) L(X) = X(J + IDX)X, 

falls det В £ 0 ist. 
Ausgehend von der kanonischen Darstellung (5) des Matrizenbü¬ 

schels (1) führen wir folgende Matrizen ein: 

y-1/ 
= T dg« On-g)^. 

P2 = Y 1(°g! Ik'+p! 0j<+u'+n')r’ 

Pj = I 1(0g+k,+p; Ij.i 

P4 = Y (Vu'-d1’ Iul! °n 1 ’ 

P5 = ^(On-D'l In')%- 

Die so definierten Matrizen bilden eine vollständige disjunkte 

Projektorenschar in Gn, d. h. es gilt 

0= 
P-j - I()i I’-jljj - ^jk^n ' ( 3,k-1,2,...,5), (11) 

Analog werden die Matrizen 

Pi = x(Ph' 

P2 ~ X(°h’ Ik* * °m-h-k'^X ' 

Ц - X(°h+k'* 1j'+q' °u‘+n'^X » 

P4 - X(°m-u'-n '' °n->X ’ 

1% = x(°m-n': Pn')^ 

eingeführt, die eine vollständige disjunkte Projektorenschar in 

Cm bilden: 

3=1 
Pj “ Im* PjPk “ ^jkPm' (5»k=1»2>•••.Э). (12) 
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Ferner gilt wegen (5) für k=1,2 .,5 

03) 

Die Bildräume PkCD £ CD und Р^СШ £ Cm der Projektoren Pk bzw. 

P£, (k=1,2,... ,5) bezeichnen wir mit Ѵ"к und «f£. Wegen (11) 

und (12) erhält man dann die direkten Summenzerlegungen von 

CD und Cm: 

CD = «Cj ® «f2 ® Ф <r4 e 
m (14) 

cm = «q ф «q ® <q Ф оС-д ф =q. 

Aus der Form der Projektoren Pk und P^, (k=1,2 

sich die Dimensionen der Teilräumes 

dim оСл = g, 

dim of2 = к' + p, 

dim £^ = j’, 

dim = u' , 

dim £ ^ = n', 

dim £^ = h, 

dim = k', 

dim £^ = j ’ + q, 

dim «ГД = u', 

dim = n1. 

5) ergeben 

Wegen (13) bilden die auf £k eingeschränkten Operatoren 

Ak = Al«fk und Bk = BUk, (k=1,2,...,5) den Teilraum £k in o£q 

ab. Daher erhält man wegen (14) die folgenden Zerlegungen von A 

und В in direkte Summen von Operatoren: 

А . A1 ® A2 9 A3 © A4 Ф A5, (15) 

В = B1 © B2 Ф Bj © B4 Ф Ъу 

Satz 1; 

Die Oporatoren Ak und Bk, (k=1,2,...,5) besitzen folgende 

Eigenschaften: 

i) A^ = B1 = Om>D f £y 

ii) A2 und B2 sind rechtsinvertierbar, d. h., es gibt Itatri- 

4? 



zen A£ und B£ mit AgA^ = BgB£ = P£ und die Matrizen B£Ag sowie 

A£Bg sind nilpotent vom Grad к + 1. 

iii) A^ und Bj sind linksinvertierbar, d. h., es existieren 

Matrizen А5 und ВЦ mit АЦА, = ВЦВ, = P, und die Matrizen 
P P PP PP P 

B^Aj und AjB^ sind nilpotent vom Grad jq. 

iv) A^ ist bijaktiv, d. h. A~1A4 = P4 und A^A“1 = РД, und 

A^1B4 sowie B^A^ sind nilpotent vom Grad us. 

v) Bß ist bijaktiv, d. h. B^Bg = Pg und BgBg1 = P£. 

Dar Beweis erfolgt durch einfache Rechnungen, so daß wir hier 

nur den Beweis von ii) wiedergeben wollen. Wegen (5) ergibt 

sich 

L(A) I .fg - X (Oj^gS D + CA; 0m_h_kIj ji+u.+n,)X, 

woraus man Ag und Bg bestimmt: 

Ag = X (Oh,gl D; °m-h-k*, j'+u'+n')^' 

Bg = X (°h,6l °l °m-h-k', j'+u'+n'^' 

Man erkennt mittels (7) sofort, daß die Matrizen 

АІ = Y 1(°g,h! U*5 °j'+u'+n', m-h-k')* 

B^ = X 1(0g,hs °Ti Oj'+u'+n', m-h-k'^X 1 

die Eigenschaft AgA£ = BgB^ = Pg besitzen. Wegen (7) gilt 

B^g = Y_1(Ogi CTD; 0,,+,,+,.)1. 

A^Bg = r1(0g; DTC; 0,,+,.+,.)1. 

Diese beiden Matrizen sind wegen (4) und (6) nilpotent vom Grad 

kp + 1. Analog zeigt man die restlichen Behauptungen. 

2. Eine reflexive Inverse von L 

Wir benutzen die gleichen Bezeichnungen wie im ersten Abschnitt 
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und bestimmen jetzt eine meromorphe reflexive Inverse L+ des 

gegebenen Matrizenbüschels (1), d. h., L+ ist eine meromorphe 

Matrixfunktion mit der Eigenschaft 

L(X)1+(1)LU) = LU), L+U)L(1)L+U) = L+(A) 

für alle Aec aus dem Definitionsbereich von L+. 
Wir führen die Matrizenbüschel L^, (k=1,2,...,5): 

1^.( A) = Ak + ВкЛ s »cf^, (Aec) 

ein, für die wegen (15) offenbar 

LU) = I^U) ® L2(A) ® L?(A) © L4(A) © L5(A) (16) 

für alle Aec gilt. Um eine meromorphe reflexive Inverse L+ von 

(1) anzugeben, genügt es, meromorphe reflexive Inverse 

l£(A) s сГ£ —* >Ck, (k=1,2,... ,5) von 1^ zu konstruieren, denn 

wegen (14) und (16) ist dann 

L+(A) = L+U) ®l£(A) @ Lj(A) ®lJ(A) ©L+(A) (17) 

eine meromorphe reflexive Inverse von (1). 

Satz 2: 

ßs gilt: 

i) Für alle AeC ist 

= °n,m"l 

eine reflexive Inverse von . 

ii) Für alle AfcC ist 

(18) l£(A) =>__(- АргУѴА^ 

eine Bechtsinverse von Lg, d. h., es gilt Lg(A)Lg(A) = 

Außerdem gilt für alle А e C 



(- A£B2f\V (P2 - A^A2) (19) Pg - l2(A)b2(A) = 

ill) Für alle Лес ist 

d„-1 

;(X) = ^ (- A% (20) 

eine Linksinverae von Lg, d. h., es gilt Lj(X)Lj(A) = Pg. Fer¬ 

ner gilt für alle ЛйС 

P^ — Lg(A)Lg(А) = (PJ — AgAg) (21) 

jq 

- (Р£ - А?Ар Г" В5(- А"В3)Ѵ_1 Л*А%. 

1ѵ) Für alle Лес ist 

us-1 

L+(A) = (- А^1В4)і> Л^А^1 (22) 

die Inverse von L4, d. h., es gilt L4(A)L4(A) = P4 und 

L4(A)L+U) = РД. 

v) Für alle XeC mit I AI > cf für hinreichend großes cf > 0 

ist 
00 

L+(A) = (A5+B5A)~1 = 2_з (- B^Aj^X-^B-1 (23) 

die Inverse von Lg, d. h., es gilt Lg(A)Lg(A) = Pg und 

Lg(A)Lg(A) = P£. Im Fall I AI e cf besitzt Lg eine meromorphe In¬ 

verse Lg, deren Polstellen die Wurzeln der Gleichung 

det (J + ID,A) = 0 sind. 

Die Matrixfunktion (1?) ist eine meromorphe reflexive inverse 
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von (1), die in X = oo einen Pol der Ordnung max |k^,j^-1 ,us-1j 

besitzt. Ferner gilt für alle AeC mit höchstens endlichvielen 
Ausnahmen 

I„ - L+(A)L(A) = P1 + P2 - i£U)l2(a)p2, 

Im - L(A)L+(A) = PJj + Ц - L3(A)L|(A)P^. (24 

Beweis: 

Die Behauptungen i) - v) zeigt man durch einfache Rechnungen 
mit Hilfe von Satz 1. Die durch (17) definierte Matrixfunktion 

L+ ist meromorph und die Ordnung des Poles Л = oo beträgt »»t 
I Ug-lj wegen i) - v). Dabei vereinbaren wir, daß 

A = со ein Pol der Ordnung Null ist, falls L+(A“1) in X = 0 
holomorph ist. 
Aus (11), (12), (13), (16), (17) und den Eigenschaften i) - v) 
ergeben sich die Gleichungen (24). Mittels (13), (24) und ii), 
iii) bekommt man dann die Gleichungen 

Ю) - L(A)b+(A)l(A) = b(A)(In - L+(A)L(A)) 

= L1(A)P1 + (L2(A) - L2(X)I^(A)L2(A))P2 = 0D 

und 
L+(A) - L+(A)L(A)L+(A) = l+(A)(Im - b(A)L+(A)) 

= b}(A)PJj + (l|(A) - Ь3(А)Ь3(А)Ь+(А))Р^ = Om 

für alle Aec mit höchstens endlichvielen Ausnahmen. Damit ist 
der Beweis von Satz 2 beendet. 

Als unmittelbare Folgerung aus Satz 2 ergibt sich, daß die 
Matrixfunktion (17) genau dann in einer Umgebung von А = oo 
eine Inverse des Matrizenbüschels (1) ist, wenn = {°} und 

= {°} * (k=1,2,3) bzw. h = g = kp = jg = 0 gilt, wobei о 

der entsprechende Nullvektor ist. Dieser Fall tritt genau dann 
ein, wenn m = n und det L(\) jt 0 ist (vgl. (9), (10)). Im 
nächsten Abschnitt befassen wir uns mit derartigen Matrizenbü¬ 
scheln näher. 
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Ъ. Die Inverse eines regulären Matrizenbüschels 

Wir betrachten nun ein reguläres Matrizenbüschel (1), d.h., wir 

setzen voraus, daß m = n und det Ь(Л) t 0 gilt. Wie bereits er¬ 
wähnt, ist dann (9) bzw. (10) die kanonische Darstellung von 

(1). Daher vereinfacht sich Satz 1 zu folgender Aussage: 

Satz 5: 

fis sei m = n und det L(A) / 0. Dann sind = <££ = ^oj 

(k=1,2,3), und es gilt 

CD = ^4® = ^4 ® 

Die Operatoren A4 und sind bijektiv und A^B^ sowie B^A^1 

sind nilpotent vom Grad u0. 

Wir zeigen jetzt, daß Satz 3 die endlichdimensionale Version 

eines allgemeineren Satzes von H. Bart und D. C. Lay (/1/, /2/) 

ist. Dazu erklären wir wie in /1/, /2/ rekursiv Teilräume von 

CD: 

m0 = i°}> ikv+i = B-1A(iftv), 

Ä0 = on, = a"1b(Hv), 

HÄq = И* mv+1 = 

»6 = £n* Äv+i = 

für Ws 0,1,.., . Ferner versteht man unter dem verallgemeiner¬ 

ten Anstieg des Matrizenbüschels (1) 

tt(L) = inf Й(В),\Йу = Jo}j 

und unter dem verallgemeinerten Abstieg von (1) 

cf(L) = inf {V| B(Cn) + Jftj = CD} 

(/1/, /2/). Dabei bedeuten A(*Pt ) und A-1(Üllfc) das Bild bzw. 

volle Urbild eines Teilraumes Vft fi CD bei dem Operator А. Wei¬ 
terhin ist ft(A) der Kern von A. 

52 



Satz 4» 

Bs sei m = D und det L(A.) # 0. 

SK' 

= <^4, 

= <^4> 

= 

KK = ^5 

und es ist a(L) = <f(L) = u 

Dann gilt 

Beweis: 

Im Fall det В 0 ist Satz 4 wegen (10) mit us = 0 erfüllt. 

Deshalb betrachten wir im folgenden nur den Fall det В = 0, so 

daß (1) die kanonische Darstellung (9) mit ug> 0 besitzt. Der 

Kürze halber führen wir hier nur den Beweis von = <£^ und 

<X(L) = Ug aus. 

Aus der Definition von Äy folgt, daß xeCD genau dann zu Ay, 

G>=0,1,...) gehört, wenn eine Vektorfolge xQ, x1, ..., Xy mit 

f У = X, BXj = , (3=0,1, •. •, V “1) (25) 

exisitert. Wegen (9) gilt 

A = X (Iu,; J) Y, В = X (H; Ig.) Y. (26) 

Wir setzen y^ = Yx^ und zerlegen die Vektoren 

mit уіеСи' und ytj e Cn', (j=0,1,...,F). Demzufolge ist (25) 

gleichbedeutend mit der Bedingung 

yv = Yx, y( = H3yg, yg = jjy%, (3=0,1.V-1). 

Da H nilpotent vom Grad uQ ist, ist yj für 3 b mB stets der 

Nullvektor. Folglich gehört im Fall V h us der Vektor x genau 
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dann zu Яр, wenn y^ der Nullvektor ist, d. h., wenn 

x«Y"1(Ou,i Ia.) CD = P^C" = «f5 

gilt. Dabei ist P,^ = Y_1(Ou,; ID,) Y. Somit erhält man R^= 
für alle f ä us. 

Wir beweisen nun die Gleichung et(L) = ug. Ist xeÄ(B)niRp 

im Fall ySug, so besitzt x die Form x = Y-1(0U,; Ig,)v mit 

gewissem vfcCD. Wegen (26) gilt dann 

Bx = X (0U,j ID,)v = o, 

so daß v"£Cd der Nullvektor ist. Damit ist auch x = о und 
<*(L) C us. 

Andererseits gehört das Element x = Y”V / о, wobei die 
(u'-Ug+'O-te Koordinate von у gleich 1 und alle anderen gleich 

О sind, zu &(В)лйц , so daß &(L) Ь ug gilt. Folglich ist 

*(1) = Ug. Damit sind die beiden Behauptungen bewiesen. 

Offenbar gilt 

dim = dim сЛД = u1, 

dim «fß = dim = n1 = n - u1. 

Da andererseits Л = 0 im Fall det В = 0 aufgrund der kanoni¬ 
schen Darstellung (9) eine u'-fache Nullstelle des Polynoms 

det (ДХ+В) = Л.0 det L(X-1) ist, kann man die Dimensionen der 
obigen Teilräume auch aus der Vielfachheit der Nullstelle 1=0 
von det (ДА +B) bestimmen. 
Die Einschränkungen von А und В auf bzw. lauten 

Д4 = X (Iu)i 0n.) Y, B4 = X (H, 0D,) Y, 

Д5 = X C0U,; J) Y, B5 = X (0uli lg,) Y 

und besitzen offensichtlich die in Satz ) angegebenen Eigen¬ 
schaften , wobei 
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A^1 = i-1(Iu,i On,) X 1, в;1 = Y"1(0U,1 In.) X“1 

sind. Folglich existiert eine Zahl <f > 0, so daß (A^ + B^A) j 

—* £'ъ invertierbar ist und 

oo 

(a5 + b5a)~1 = JZ (- в;1а5)і;л-ѵ-1в;1 
gilt. Satz 2 lautet deshalb jetzt: 

Satz 5: 

JäB sei m = n, det В = 0 und det L(A) ?! 0. Dann ist die für alle 

A.e.0 mit ІЛІ > 6 erklärte Matrixfunktion iT^ = L+ mit 

us~1 

(- \\)V А.%1РД + (a5 + B5A)-1p^ 

die Inverse von (1), die in X = oo einen Pol der Ordnung Ug-1 

besitzt. 

Im Fall det В / 0 vereinfacht sich Satz 5 zu der Aussage, daß 

für alle XeO mit ІЛІ > 6 

L~1(X) , (А + ВЛГ1 = J~ (- B-W Л-,,-1В-1 

eine Inverse von (1) ist, die in X = oo holomorph ist. 

4. Matrizenpolynome 

Die erzielten Ergebnisse sollen nun auf Matrizenpolynome der 

Form 

Р(Я) = ZpXr + Zr_1Xr-1 + ... + Z1Л + Z0 (27) 

mit gegebenen.komplexen (m,n)-Matrizen Zj, (3=0,1,...,r) und 

Zr ^ 0m n übertragen werden. Im folgenden sei г S 2 und 

t = (r-1)n + m. 

Wir ordnan dem Matrizenpolynom (27) nach der Methode der Line¬ 

arisierung (siehe z. B. /1/, /4/, /5/, /6/) das Matrizenbü- 

55 



schel (1) zu, indem wir die (t,rn)~Matrizen 

A = 

Zr-1 Zr-2 

-¾ °n 

0_ -I_ 

Z1 zo 

% °n 

°D °D 

-Ід °0 n n 

в = Czri 

einführen. Dann besteht zwischen (1) und (27) der folgende Zu¬ 

sammenhang : 

(28) l(ä) = С(л) (Р(л), l(r_1)D) DU), (лес), 

wobei C(A) und D(A) die Matrizenpolynome vom Format (t,t) bzw. 

(rn,m) 

0(A) = 

D(A) = 

Im Cr_lW 
®n,m °n 

°n,m °n 

°n,m “In 

°n °n 

°n °n 

0= 0= 

In “V 

C2(X) C^(A) 

-I, 

In “In & 

“In51 ün 

°n °n 

sind. Hierbei vereinbaren wir noch 

С<|(Л) - ZpA + Zp_^, Cj+^(A) - С^(Л)Л + 

(j=1,2,...,r—2). 
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Die Matrizenpolynome C(A) und 0(A) sind für alle AeC inver¬ 

tierbar und ihre Inversen sind wiederum Matrizenpolynome г 

C-1(A) 

Im <VA) 
°n,m °n 

°n.m _In 

D-1(A) 

V r-1 

V r-2 
V 

V 
In^ 

r-3 V 

r-2 

r-3 

Г—4 

°r-2(A) <WA> 

-I 

-I_ 

V In 

°n °n 

Nach Satz 2 (oder Satz 5 im Fall m = n und det Ь(Л) $ 0) kann 
man eine meromorphe reflexive Inverse L+ von (1) bilden. Wegen 

(28) ist Б(Л)І/+(Л)С(Л) eine meromorphe reflexive Inverse von 

(P(A)i i(r_i)n)• Durch Matrizenmultiplikationen von 

D(A)L+(A)C(A) und 

(KA); I(r_1)D)D(Ä)b+(A)C(A)(P(A)i I(r_1)n) 

' I(r_1)n) 
erkennt man, daß 

P“(A) = QL+(A)R (3D 

eine meromorphe innere Inverse von (27) ist, d. h., es gilt 

P(A)P“(A)P(A) = P(A) 

für alle At C mit endlich vielen Ausnahmen. Dabei sind in (31) 

die Operatoren K: Cm —> und Q: Crn —* Cn durch die Gleichun¬ 
gen 
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Ry = 

mit о £ CD und beliebigen x^fcC11, (j=1,2,...,r) sowie 

у £ Cm erklärt. Wir fassen zusammen: 

Satz 6: 

Dem Matrizenpolynom (27) sei in der angegebenen Weise das Ma¬ 

trizenbüschel L zugeordnet. Dann ist (31) eine meromorphe in¬ 

nere Inverse von (27). 

Wir bemerken noch, daß im Fall m = n und det P(A) ? 0 der Ope¬ 

rator (31) die meromorphe Inverse von (27) ist. Denn wegen 

det P(A) # 0 ist det L(A) £ 0, so daß L+(A) = L"1(A) nach 

Satz 3 und somit 

D(A)L"1(A)0(A)(P(A)i I(r_1)D) = 

= (P(A)l X(r_1)D)D(A)L-1(A)C(A) = IpD 

gilt, woraus die Behauptung folgt. 
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.lDdreas Jtossow 

Basen 1D einer speziellen Algebra über eiDea eDCllicheD 
Vektorraua 

1 • .BiD:tührung 

........ l& = (t) . .,_. 10.,1} ... ....... ·--_ 
d„ Jtörper der Charakteristik 2. Ald V

Jc 
sei die .folgende Opera-

tion � detiaie><, q ( (t )> = (�) • Die Opo,etio» q --

also eine syJclisohe VertauschwJg der lt011,POnenten von � E v
Jc

. 

lir wollen .folgende Bezeicmnmgsweisen vereinbaren• 

1) 9°(v) ''"!:• S'm+1 (:J!) := 9(�m(:?,)), wobei :?. E Vk, m g lN.

2) Sei II� v
)c

. (ll]q•= \A E vk I Ba enatiert eiD l!. E II IUld ein ge-

wisses • � ll derart, da8 q"' (!!,) = �J •
Duit Jcann die folgende g1'11Dcllegelld• De.tiDition fonmliert nr­
denr 

De.tiDitiOD 1• ll�V
lc 

hei.8t (q-)l!!ll TOD V
)c 

gen111.1. dun, ftDD 

gilt, 
1) [11) q „ v

Jc (4. h., II erzeugt v
lc 

mittels q)

11) II ist aiDiaal bez. 1). (Du hei.8t�awt II lc.UID UD keinen
Vektor .tortlasHD, ohne da8 1) verletR wird.)

Wir foraulleren die Problnatellwiga 

Problea .li Haben alle Basen eines beliebigen, aber fest ge-
11ihlten Vell:torrauaea V

lc 
die gleiche llichtigll:eit? 
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Problem В» Wenn ja, wie kann diese Mächtigkeit bestimmt werden? 

Man gebe die Mächtigkeit der Basis eines beliebigen 7^ an! 

2. Eigenschaften der Operation ff 

№a uns mit der Algebra (Vk § ) etwas vertraut zu machen, geben 

wir zunächst einige elementare Eigenschaften der Operation $ 

an, auf die später zurückgegriffen wird. 

Es seien v^t Vj eV%. Dann gilt: 

a) g" ’kCZi) = Z-|< wobei n e IN. 

b) ea(<gt(s1)) =?а+Ъ(Хі)» wobei a, b£®. 

c) Wenn Ойайк und <%a(v^) = v2, во ^ = Qk"a(v2). 

d) Wenn Oäaäb&k und ^a(2^) = % sowie = v^, 

so Z3 = «Ь_а(2г) sowie vg = qk~b+a(v.}). 

e) Wenn 06a6bäk und ga(v^) = Vj sowie ¢^(¾) = Vj, 

SOJ, = ¢^(¾) sowie Vg = «к-ъ+а(ѵ1). 

Bemerkung» Auf den Beweis dieser elementaren Eigenschaften sei 

hier verzichtet. Die Forderungen an а und b in c), d), e) sind 
in folgendem Sinne keine Beschränkung der Allgemeinheit: Alle 

Fälle mit а, Ъ > к lassen sich durch geeignete Hinzufügung von 
n*k Operationen mittels a) auf die obigen Fälle zurückführen. 

5. Das Problem А 

Zunächst führen wir zwei Bezeichnungen ein, die im folgenden 

die Beweistechnik erleichtern: 

1) sei die Menge aller Vektoren einer beliebigen 

(f-)Basls von Vk mit genau i> Einsen (v = 0, 1,..., k). 

2) V<v) sei die Menge aller Vektoren aus 7%. mit genau У Einsen 

(У = 0, 1.k). 
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Wir beweisen den folgenden 

Satz 18 Alle Basen für V% (k fest, aber beliebig) haben die 

gleiche Mächtigkeit. 

Beweis» M = к£°Ѵк£1)и...Ѵк£к) und H = Z^L/Z^V... 

seien Basen von V^. Wir zeigen, daß die Mengen und 

für V = 0, 1, ..., k alle gleiche Mächtigkeit haben. Dies be¬ 
weisen wir indirekt. 

Wir betrachten beliebige Mengen und mit 

[o, 1,..., kj der folgenden Art» enthält genau r Vek¬ 

toren und enthält genau ѳ i r Vektoren (unter der Annah¬ 

me, daß es solche Mengen und gibt). 

Es sei o.B.d.A. r>s. Dann existiert ein Element mit» 

V und <?a(v) = Zi 6 ) und <эЪ(ѵ) = eK^. Dabei kenn 

o.B.d.A. vorausgesetzt werden, daß ОбабЬЖк gilt (wegen der oben 

angegebenen Eigenschaft a). Denn es gilt offenbar * V^^ 

da M eine Basis ist. Da weiterhin v£*^ 3 k£V\ gehört zu jedem 

Element von ein Element in aus dem es sich mittels q 

erzeugen läßt. Da größere Mächtigkeit besitzt als 

werden zwei Elemente v^, v^ (v^ t v2) aus k£v^ von dem gleichen 
Element v aus mittels <? erzeugt. 

Abb. 

2 <-2-£ 
bedeutet, daß 

w = q4x) gilt 
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Aus der Eigenschaft d) folgt: Tg = ^b_a(v1). 

Das 1st aber ein Widerspruch zur Voraussetzung, Да а u minimal 

ist (da U eine Basis топ V^ ist), denn es kann entweder oder 

Tg aus Ж fortgelassen werden, und die Mengen bzw. M\|vg| 

erzeugen weiterhin den Vektorraum V%. 

Folglich gibt es keine Mengen und der angenommenen 

Art, d. h., für beliebiges V haben die Mengen ) und die 

gleiche Mächtigkeit. Da = 0 und = 0 für 

V 0/k, folgt* M und M haben die gleiche Mächtigkeit. Weil M und 

H zwei beliebige Basen von V% sind, folgt die Behauptung. 

4. Ein Beispiel für eine Basis und die Basismächtigkeiten spe- 

zieller Vektorräume_ 

Aus dem Satz 1 ergibt sich eine Möglichkeit, die Basismächtig¬ 

keit топ V für kleines к leicht zu bestimmen. Man sucht eine 
к 

spezielle Basis des betrachteten V^ auf und bestimmt ihre Mäch¬ 

tigkeit. 

Wir wollen beispielsweise eine Basis des Vg angeben: 

r(0) 

4я 

4" 

0 
0 
0 
0 

°ol 
1\ 
1 
1 
0 
0 

\°l 
$ 
1 
1 

\1/ 

\ 

\si 

46) = 

-l\\ 
1 
1 
1 
1 \v 
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Man prüft leicht nach, daß es sich tatsächlich um eine Basis 

des Tg handelt. 

Durch Aufsuchen spezieller Basen ergaben sich folgende Basis¬ 

mächtigkeiten : 

5. Das Problem В 

Bevor wir die Basismächtigkeit eines beliebigen 7ektorrauip.es 7^ 

bestimmen, wollen wir als Zwischenresultat die in Satz 2 ange¬ 

gebene Eigenschaft beweisen. 

Satz 2i Jede Basis eines Tektorraumes 7^ mit ungeradem к ist 

von gerader Mächtigkeit. 

Beweis» Wir konstruieren eine spezielle Basis von 7%. 

СЦІ) 
K,_ mögen folgende Eigenschaften Die Mengen K^.°\ ^,. 

haben: 

“•k 

о [4«>], - v»>, [*>], - .[<¥>] . <¥> 

ii) k£12 ) sind alle minimal bez. i), d. h., 
к » “к »••*» “к 

aus keiner dieser Mengen läßt sich ein Element streichen, 

ohne daß i) verletzt wird. 
K+'U 

(к) 
Wir konstruieren nun Mengen 

dermaßen: 

(ф) (^) 
I 1 ., folgen- 

(^) 
entsteht aus Kk , indem man bei jedem 7ektor der 
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letzten Menge die Binsen durch Nullen und die Nullen durch Bin- 

(ф) 
sen ersetzt. Auf die gleiche Weise entsteht K^ aus 

(k-5) (k) (0) 

E, Et aus Kv 

Dann gilt: 

/•к+іч 

i) e, = vk 
(ф) (ф)1 (^2) 2 , = 7k .[4k)]$ = 4k) 

(S±l) (k+3) 
ii) Kk 2 , Kfc " ,K^^ sind alle minimal hez. i). 

Denn nach Konstruktion übertragen sich die Eigenschaften, die 

k£0), e£1), bez. Eins hatten, auf 
(ф) 

(k+3) к 
E. 2 E^^ bez. Null. Mithin ist M = LV ЕУ") eine Basis 
к £ 1)=0 * 

von V^, und nach Konstruktion haben die Mengen e£0^ und E^^, 

41) 
^k_i) Kjj. “■ und K, 

Mächtigkeit. Folglich gilt: 

(ф) 
^ jeweils die gleiche 

Ck-1)/2, 

U 4V>| • ■2- L К"I • л-ь-.і«и« 

gerade. 

Wir wenden uns nun dem Problem В zu. Dazu betrachten wir zwei 

Typen von Vektoren aus V%: 

1. Typ: Durch beliebig häufiges Anwenden von q auf einen 

Vektor dieses Typs entstehen к voneinander verschiedene Vekto¬ 

ren aus Vfc. 

Z. B. sind im Vc und Vektoren des 1. Typs. 
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2. Typ: Es entstehen durch beliebig häufiges Anwenden von g 

auf einen Vektor dieses Typs weniger als к voneinander ver¬ 

schiedene Vektoren. Zum Beispiel ist der unten angegebene Vek¬ 

tor V des Vg ein Vektor des zweiten Typs. 

1 
1 
0 
1 

0 

Es gilt _ у für beliebiges natürliches 1. 
Es gilt nun, diese Vektortypen mathematisch zu beschreiben und 

zu unterscheiden. Wir werden den 2. Typ beschreiben. (Ist die¬ 

ser Vektortyp beschrieben, so ergibt sich sofort auch eine 

Charakterisierung des 1. Typs.) Der zweite Typ zeichnet sich 

dadurch aus, daß die Vektoren sich in bestimmte gleiche Ab¬ 

schnitte teilen lassen, die zueinander deckungsgleich sind. 

Dies ist z. B. bei 

I 1 » 
1 
0 dem Vektor 

1 
0/ 

für die ersten drei und die übrigen drei 

Komponenten der Fall. Die deckungsgleichen Abschnitte wollen 

wir Elementarbestandteile vom ursprünglichen Vektor nennen. Die 

Einteilung eines Vektors in Elementarbestandteile braucht nicht 

eindeutig zu sein, denn z. B. im V^2 läßt sich der folgende 

Vektor w in a) sechs Elementarbestandteile, b) drei Elementar¬ 
bestandteile und c) zwei Elementarbestandteile zerlegen 

Die Elementarbestandteile sind ihrerseits Vektoren (aber na¬ 

türlich nicht aus Vk). 
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Bezeichnungen: 

X - Elementarbestandteil 

A - Anzahl der Elementarbestand- 

£ £ ?k teile X von v 

L = к : А - die Länge des Elemen¬ 
tarbestandteils X, d. h. X evL 

В = V : А - die Anzahl der Einsen 

in X, d. h. xev£ß) 

Die notwendige Bedingung dafür, daß in VVektoren des 

2. Typs existieren, lautet dann: g,g.T.(k,V) >1. (Sowohl к als 

auch Л> müssen nämlich durch die Anzahl А der Elementarbestand¬ 
teile teilbar sein.) Gilt g.g.T.(k, V>) = 1, so liegen nur Vek¬ 

toren des 1. Typs in V^). 

Der folgende Weg zur Bestimmung der Basismächtigkeit des V% 

soll eingeschlagen werden: 

1. Wir untersuchen die Mächtigkeit einer beliebigen Basisklasse 

Danach summieren wir die Mächtigkeit der für alle 

V und erhalten damit die Basismächtigkeit des 7%. 

2. Wir spalten auf: = 9Ц W T2, wobei 

T^:=|v|t ist Vektor vom 1. Typ in 

T2:=|v|v ist Vektor vom 2. Typ in j . 
Dann ist I I = IT^| + |t2! . (Da T1 und Tg disjunkt sind.) 

3. Wir bestimmen die Mächtigkeit >Tt der Menge der Vektoren 

vom 2. Typ in v£V\ 

4. Wir bestimmen die Mächtigkeit Yt der Menge der Vektoren 

vom 1. ТУР in П = c£ - W =(v) - fit • (C^ wird als 

übliche Bezeichnung für den Binomialkoeffizienten be¬ 

nutzt .) 
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5. II =-^- , denn jeder Vektor aus T1 erzeugt mittels g к 

voneinander verschiedene Vektoren. 

6. I Tg Ierhält man, indem man auf die Mächtigkeiten niederer Ba¬ 

sen (d. h. Basen gewisser Vektorräume V^ mit q< k) zurück¬ 

geht. Man betrachtet dann nämlich die Vektorräume, in denen 
die Elementarbestandteile liegen. 

Um W zu bestimmen, werden wir Relationen zwischen Mengen von 
Vektoren des 2. Typs betrachten: 

Es sei v£*^ eine Menge mit g.g.T.(k, V) >1, d. h., in V^ry gibt 

t. tp t 
es Vektoren des 2. Typs. Sei g.g.T.(k,v) = • P2 •...‘Рщ 

die Primzahlzerlegung des größten gemeinsamen Teilers von к und 
V . Dann treten als Anzahl А von Elementarbestandteilen bei 

(V) 

Vektoren aus Vfolgende Zahlen auf: А p22'. ■•Pm 

mit 0 « aj ^ tj (1 f i i m) und ^ a^ > 0. (Zum Beispiel liegen 

(6) 
in V12 Vektoren mit 2, 3, 6 Elementarbestandteilen.) 

Es sei |v|A = zj die Menge der Vektoren aus V^\ die sich in z 

Elementarbestandteile einteilen lassen. Offenbar gelten folgen¬ 
de Beziehungen: 

|v|A = Pij э|ѵ|А = p^1 * p^2 * ... • P*“] , wobei a^ >0 

|Z|A = PmjajzjA = Pi1 * P? * ••• * P^J . wobei ** > 0. 

Dann gilt aber: |vjv ist Vektor vom 2. Typ in V^)j = |v|A = p^Jy 

V |v|A = P2|v...l/|v|A = pmj . 

Die Mengen |v|A = p^j sind dabei nicht paarweise disjunkt (1). 

Denn es ist z. B. die Menge |v|A = g.g.T.(k, V )| in allen die¬ 
sen Mengen enthalten. 
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Bestimmung von Tfl) 

Wir führen folgende Bezeichnung eint S 

Dann gilt 

™=S- X=I|[v|A = VPnJ| 

n2^ 6 [^» 2,*.*, mj 

D1 <n2 <D3 

m 

s= = Ml' 

denn wegen (1) sind in 8 Elemente mehrfach gezählt. Diese müs¬ 

sen wieder abgezogen werden. Ein Element, das in genau zwei 

Mengen fvjA = рЛ liegt, wurde in S doppelt gezählt. Es muß des¬ 

halb einmal abgezogen werden 

Darstellung v|a = pE^* pn^. 

. Alle diese Elemente besitzen die 

Ein Element, das in genau drei Men¬ 

gen |v|a = Pjj liegt, wurde in 8 dreifach gezählt. Es liegt 

aber auch in o| = 3 Mengen |v|A = pn • pQ j .Es wurde also be¬ 

reits dreimal wieder abgezogen. Deshalb müssen 

mente, die die Darstellung v|a = p • p • p 

alle diese Ele- 

besitzen, wieder 

einmal hinzugefügt werden. Diese Betrachtung wird solange fort¬ 

geführt, bis wir bei der Menge der Vektoren angelangt sind, die 

in allen Mengen J^v|A = p^j enthalten sind. Dies sind die Vek¬ 

toren mit der Darstellung v|A = p^• p2* ... • Pm. Es ergibt 

sich dann t :IA 
(n1, D2,..., Dj) € |l, 2,..., 

) 

n1< n2 <... < nA 
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wobei = 1 und 

i-1 

+ / S, = 1 für i = 2, 3,..., k. 

i+1 
Die explizite Darstellung lautet gi = (-1) 

Es bleibt die Mächtigkeit einer Menge j v | A = p^ « p. 
'»a'-' 4 

mit i = 1, 2,..., к zu bestimmen. In einer solchen Menge gibt 

es genau soviel verschiedene Vektoren, wie es verschiedene 

Elementarbestandteile der Länge L = к : А mit E = V : А Einsen 

gibt: I jv |A = I 

Folglich gilt 

№ = g (-1) i+1 
• ЧІ 
9/vn • 

CE 
L‘ 

k/pn„* V * *n< U1 "2 ui 

(n^, n2,., n^)e |l, 2.mj 
<n, < ... < n. 

und I T.,J = m Da |k^V)| = (¢.,1+ |x2| gilt, bleibt die 

Mächtigkeit von T2 zu bestimmen. 

Aus der Menge der Vektoren v in V^-*^, die sich in А Elementar¬ 

bestandteile zerlegen lassen, finden wir Vektoren in der Menge 

wieder. Denn die Vektoren, die А Elementarbestandteile 

aufweisen, können mittels Ц auch nur aus Vektoren hervorgehen, 
die А Elementarbestandteile besitzen. 

Wir bestimmen nun die minimale Anzahl Хд von Vektoren v, die 

sich in А Elementarbestandteile zerlegen lassen und die mit¬ 

tels $ die gesamte Menge |v|v ist zerlegbar in А Elementarbe¬ 

standteile \ erzeugen. 
' X 4-1 

Sei V = 

\i I/ 

% ev<=) . vg/i> 
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UDd K< ^ , X2,..,, Xgj, d. h. ||x^ , X2,..., Xqjj = V- 

|X], Xg, . . ., X^j minimal. ^ 

(E) 
L 

und 

Dann ist offenbar 

/м 
4 

w 

/Х2\ 

V 

\ 
■2) WJ 

v|v ist zerlegbar in A file-] 

mentarbestandteile. | 

Mithin ist £. = I. Dann ergibt sich durch analoge Be- A 

trachtung wie bei der Bestimmung von ІГЙ; 

(V/Pl) (V/p2) 
r ‘ + K, ■VPi k/p, 

(V/P PDJ 

C/Pj 

\ к “1 u2 
/— ^n/n2 

(n1, n2) 6 {l, 2,..., m] 

Vp, 

+• - • • • I 

2 

I \— ^i-s с-D 
i+1 m (V/Pn • %* 

k/P_ • Pn • 

Pr, ) 

^n1* d2**‘ 
^ Dg ^ « 

"i 
» • ^ Dj 

)б|і, 2, • • • , ш 

Es wird also auf die Mächtigkeit von niederen Basisklassen K^ß) 

Bezug genommen, d.h. auf solche Mengen mit der Eigenschaft 

E ist Teiler von V und L ist Teiler von k. Wir gehen so lange 

auf niedere Basisklassen K^E) zurück, bis g.g.T.(l,E) = 1 er¬ 

reicht ist, d.h. so lange,bis in keine Vektoren mehr auf- 

treten, die sich in Elementarbestandteile zerlegen lassen. Die¬ 

ser Algorithmus gibt uns die Möglichkeit, |T2|rekursiv zu be- 
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stimmen. Damit ist die Basismächtigkeit ebenfalls rekursiv be¬ 

stimmt. 

Abschließend sei noch auf folgendes offenes Problem aufmerksam 

gemacht: Man gebe die Basismächtigkeit explizit an,bzw. man 

finde geeignete Schranken für die Basismächtigkeit! 

eingegangen: 10. 05. 1977 

Anschrift des Verfassers 

Dipl.-Math. Andreas Kossow 

Wilhelm-Pieck-Universität Rostock 

Sektion Mathematik 

DDR-25 Rostock 

Universitätsplatz 1 
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Reinhard Strecker 

Das Radikal rad !& für kleine Kategorien! 

o. Einleitung

In seiner Arbeit !?I hat Hoehnke in Analogie zur Jaoobsontheo­
rie für Ringe die Radikale rad S und rä<l S einer Halbgruppe S 
definiert und Strilktursätze für Halbgruppen gewonnen, Seidel

/9/ gab eine incere Charakterisierung von rad s. Klassische Er­
gebnisse der Ringtheorie wurden von Sehgal /7, 8/ auf Ringoide

übertragen, Ringoide sind dabei kleine Kategorien, in denen die

Mengen Hom (A,B) eine additive Grtq>pe bilden. Leduc /4,5/ über­
trug ebenfalls Ergebnisse aus der Ringtheorie auf additive Ka­
tegorien, In der vorliegenden Arbeit sollen Ergebnisse von 
Hoehnke für Halbgruppen auf beliebige, d, h. nicht notwendig

additive, kleine Kategorien! übertragen werden. Dabei geht es 
vor allem um die Definition und verschiedene Charakterisierun­
gen von rad !• Struktursätze sollen in einer weiteren Arbeit 
hergeleitet werden. Eine Kategorie wird aufgefaßt als eine al­
gebraische Struktur mit einer partiell definierten binären und 
partiell definierten nullstelligen Operationen. Der Anschau­
licbkeit halber werden wir auch in der üblichen Weise von Ob­
jekten einer Kategorie sprechen. Wir betrachten nur kleine Ka­
tegorien, die durch !, !!, !!, ••• bezeichnet werden. Objekte 
werden durch A, B, C, ••• , X, Y, ••• , Morphismen durch 
°'

AB
' ßcD' >", o, 1<, A, ••• bezeichnet, wobei ct

AB 
ein llorphiBIIIUS

mit der Quelle A und dem Ziel B ist. Ens sei die (groSe) Kate­
gorie der Mengen. 

I. Darstellungen

Es sei q:n!_ � l!.'Ds ein Funktor. Ein Subfunktor X. von <p ist ein 
Funktor X. 1!-+ Ens derart, daß X (X) �9'(X) für alle Objekte 
XE! und daß die Inklusionen ix: X. (X)� <p(X) eine natürli-

che Transformation von X in <pbilden (s. Schubert /6/). 
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Wir werden nur Funktoren betrachten für die gilt 

Aus (p(A) = <p(B) folgt A = B. (1) 

Das sind Funktoren erster Art im Sinne von Hoehnke /2/, s. auch 

Strecker /10/. Es ergibt sich 

Ist cp sK —> L, so ist Ф Funktor auf eine Teilkategorie 
vonb." - (2) 

Es sei cp г К—> Ens ein Funktor für den gilt: Für jedes Objekt 

А e К gibt es einen Subfunktor фд von cp mit folgenden Eigen¬ 

schaften : 

(5) фд(Х) = 0<-> Hom(A,X) = 0, 

фд(Х) Г\ сръ<Х.) =0 für А / В, 

9>W = A£K ^A^)' 

(4) 

(5) 

Dann nennen wir das System = |<p , фд, А <= К j eine Darstel¬ 

lung von K. 

Ist zu jedem Ae К ein Funktor фд : К—»Ens gegeben, der (3) 

erfüllt, und erfüllt das System der Funktoren фд die Bedingung 

(4), so wird durch (5) ein Funktor <p definiert, und das System 
£ = фд, АбК| ist eine Darstellung. 

Beispiel: Wählt man für eine Kategorie К als Funktoren <рд die 

kovarianten Hom-Funktoren, <рд = Hom(A,?), so wird durch (5) 

cp als folgender Funktor gegeben, cp (X) = А e К J und es ist 

£ в Hom(А,?), ASK) eine Darstellung. 

Sin Homomorphismus der Darstellung £ = {<P, <?д. А £ К j in die 

Darstellung у? = і+>д, A £ К | ist eine natürliche Transfor¬ 

mation 1j von cp in tp derart, daß v auch die Subfunktoren <p ^ 

in transformiert, d. h., für <* :A-» В und für alle Objekte 
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X sind alle Diagramme 

9>X(A) 

i %A 
Vx( A) 

kommutativ. 

Zwei Funktoren heißen isomorph, wenn sie natürlich äquivalent 

sind. Entsprechend heißen zwei Darstellungen <j> und <£ iso- 
morph, wenn <p und natürlich äquivalent sind und die natür¬ 

liche Äquivalenz 7 auch eine natürliche Äquivalenz der entspre¬ 
chenden Subfunktoren ist. 

Ist <p = |ф, <PAi ä6KJ eine Darstellung, so heißt 9 = , 9Д, 

A£Kj eine Teildarstellung, wenn 9 Subfunktor von <p und die уд 
Subfunktoren der <рд sind. 

Einen Funktor cp:К—»Ens nennen wir trivial, wenn ф(Х) für 

alle X leer oder eine einelementige Menge ist. 

Es sei <p eine Darstellung und z аф (А). % heißt Pizelement, 

wenn хфСоСдд) = X für alle gilt1. 

Eine Darstellung g einer Kategorie К heißt Irreduzibel, wenn 

die folgenden Bedingungen erfüllt sind: 

<px(<x) 
<PX(B) 

9XW 1 
VX(B) 

(6) 

i) Zu jedem z £ фд(Х) existieren ein у £ фд(А) und ein 

oc^tK mit z = у 94«^). ^ 

ii) Ist <pA nichttrivial, so gibt es ein Objekt X der¬ 

art, daß фд(Х) nicht nur aus Fixelementen besteht. (8) 

Es gibt ein A, so daß фд nichttrivial ist. 

ill) Für jede Teildarstellung Won 9 und für alle 

At К gilt 9Д = 9a oder 9Д ist trivial. (9) 

* 

1 Wir fassen die Abbildungen 5>(«п) als Eechtsoperatoren auf. 
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iv) Wenn Hom(X,A) leer 1st, so ist фД(Х) einelementig (10) 

oder leer. 

Bemerkung; Ist ф = [<p, фд,А£К] eine Darstellung und CpB 
ein Subfunktor von 9B, so ist auch 9' = [<p', <p'k, А € К j mit 

9^ = фд für А / В und 9' durch 9^ gemäß (5) definiert, eine 

Darstellung von K. Daher besagt (9) sogar, daß für jeden belie¬ 

bigen Subfunktor 9^ eines Funktors <рд aus einer irreduziblen 

Darstellung gilt <poder 9^ ist trivial. 

Hilfssatz 1. Ist 9 irreduzibel, so liegt in jeder Menge ф.(X) 

höchstens ein Fixelement. 

Beweis; 9a(X) enthalte zwei verschiedene Fixelemente x und y. 

Wegen (10) ist Hom(X,A) nicht leer, sei ein Element daraus. 

Es sind у 9 (*%д) und Х9(ахд) e 9A(A). 

1) Es sei X 9(ахд) kein Fixelement. 

Wir setzen y^(T) = {z/z = x 9(°^) 9(«Ay), аАуек}. Es ist 

фj ein nichttrivialer Subfunktor von фд. Weil 9 irreduzibel 

ist, folgt 9 j = 9Д. Es ist jedoch у 9(¾^) Й. / 9^(A), denn 

sonst wäre у ?(^и) = x 9(°^) ФО^дд) für ein geeignetes Удд, 

und wir hätten у = УФ^хдРду) = x Ф^ХА^АА^Ах) = x ^ alle 

/Злт £ Hom(A,X). Hom(A,X) ist wegen (7) nichtleer, damit haben 

wir einen Widerspruch, Fall 1) kann nicht eintreten. 

2) Es seien sowohl als auch У y(«YA) Fixelemente. 

2a) фд(А) enthalte noch weitere Elemente. Dann ist durch 

9|(Y) *» {z/z = =9(^)9(^), *ду е К oder 

s * yy(«Tt) 9(CTty), «ду £ Kj ein nichttrivialer Subfunktor 

von фд definiert. Es 1st 9^ Ф cpд. Das ist wegen der Bemer¬ 
kung oben ein Widerspruch zur Irreduzibilität. 
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2b) und sind die einzigen Elemente von <рд(А). 

Wir bilden ?^(Y) = {z/z = zy(oc^) ф(ос^), otAJeK| und <p£(Y) 

= (z/z = у ^(oc^) <?(хду), «AY £ К !. ф^ und <p д sind Subfunktoren 

von фд und nach der Bemerkung oben trivial, d. h,, alle Elemen¬ 

te z = x 7 (<*зд<*ду) und alle Elemente z = 7 ?(<*хА«ду) sind Fis¬ 

elemente. Wir setzen <P£"(Y) = 9д (7)ѵф^(7). Wegen x / у 1st 

nichttrivial, also gleich <J^. Da <p^(Y) und фд(7) nur Fix¬ 

elemente enthalten, gilt das auch für ф^''(Y) für alle Y £ K, 

im Widerspruch zu (8). 

Wir sagen, daß eine Darstellung £ ein System F von Fixelementen 

^f^g/A.BtKj besitzt, wenn jede Menge фд(В) / 0 ein Fixelement 

fAB besitzt und wenn gilt 

^AB <P(0CBG) = ^AC alle «Bq6K. (11) 

Hilfssatz 2. Es sei $ eine irreduzible Darstellung. 

a) Besitzt jede Menge ФД(В) / 0 ein Fixelement fso gilt 

(11). 
b) Enthält фд(А) neben einem Fixelement f noch ein anderes Ele¬ 

ment, so enthält jede Menge Фд(%) ein Fixelement. 

Beweis г 
Zu a). Es sei beliebig aus К und у = Гдд ф(*дд) kein Fix¬ 

element. Da <P irreduzibel ist, gibt es ein Эд B mit 

fAB = Z^^AB^ füx siD Geeignetes z s^(A). 

Fall 1. Es kann z = f^ gewählt werden. Da nach (10) Hom(B,A) 

nicht leer ist, gibt es ein <*ък. Es ist f(«M) = £дд 

= ^АА'Р(^ВА)" D>Baue f0lgt y<P(0tBAKAB) = fAA9J(a'AB) = y 

= ^АА^^АВ^ВА^АВ) = fAB^(ÄBAKAB> = fAB- Widerspruch. 

Fall 2. Es kann z nicht gleich gewählt werden, d. h., es 

ist ГдвС/Гдд Hom(A.B). Wir setzen 9»{(X) = {z/z = іАдф(аДІ), 
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aAX6 —I' Wegen у Ф ist <рд ein nichttrivialer Subfunktor von 

tpA, daher gilt g>k = <p'k. Das ist ein Widerspruch, da ?АВе 9Д(В), 

aber e/<p^(B). 

Damit ist bewiesen, daß f^ $4°^) für а11ѳ ®дв eiD Fixelement 

ist. ES folgt ^9>(«вс) = = fAC- 

Zu b). Es sei f f (с£д) kein Fixelement. Dann enthält уд(Х) mehr 

als ein Element, und es ist mit <p^(Y) = jf <р(<хдх) ^“xy^ 

aXY &—} ѳіп nichttrivialer Subfunktor von <рд, stimmt also mit 

<fA überein. Es ist aber ф'(A) = f , im Widerspruch zur Voraus¬ 

setzung. Zu jedem Funktor ф gehört eine Kongruenz <f<p von К 

(%,P)€ (/y <-> У (к) =?(»). (12) 

Umgekehrt gehört zu jeder Kongruenz <5 auf К mit 

Aus folgt А = C und В = D (13) 

(Kongruenz erster Art) ein Funktor <f>? :K—» E, der jedem Mor- 

phismus von К seine Kongruenzklasse zuordnet. F besitzt diesel¬ 

ben Objekte wie К und die Morphismen von К sind die Kongruenz¬ 

klassen nach g. 

Ist <p:K—* H ein Funktor und <? eine Kongruenz mit (13) und 

<? £ c%, (14) 

so läßt sich <f> gemäß dem kommutativen Diagramm 

К --2-> H 

zerlegen. 

Hilfssatz 3. Ist <£ = |^),9>д, А € K| eine (irreduzible) Darstel¬ 

lung von К und 9 eine Kongruenz mit (13) und (14), so ist 

V = Ael} eine (irreduzible) Darstellung, wobei ѴД(Х) 
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= *PA(X) und (“^Aß)) = “РдС “-jyj) gesetzt wird. Ist umgekehrt 

§ eine Kongruenz mit (13) und Ф = уд, AS Z) eine (irredu¬ 

zible) Darstellung von K, so ist £ = [<f> 95 , уд <pg , А £K|eine 

(irreduzible) Darstellung von K. 

beweis: Wegen (14) ist }£ eine Darstellung und wenn Ф irreduzi¬ 

bel ist, ist (7) für erfüllt. Wegen (14) ist (8) erfüllt und 

(10) gilt für фд, weil es für фд gilt, Es sei i+>' eine Teildar¬ 

stellung von >fj. Definieren wir<pj(X) = !/^(X), ф'(Х) = Ф^(Х), 

so ist das System [ф 1, Фд, A£K^ eine Teildarstellung von g, 

es folgt <?^ = фд oder trivial. ,;araus ergibt sich = фд 

oder ist trivial. Der zweite Teil des Hilfssatzes ist klar. 

Wir definieren ,—.. 

radÄ = g,(rred. 4 
Darst. 

К heißt radikalfrei, wenn rad К die Mullrelation 0 ist. Wir be¬ 

zeichnen mit 2 cü-e Relation ( ßgg)6 1_f—*A = G und В = D. 

Gibt es keine irreduzible Darstellung von K, so setzen wir 

rad К = 1_. Eine Kategorie mit rad К = 1_ nennen wir radikal. 

Satz 4. Es ist rad(K/radK) = 0. 

Beweis; Mach Hilfssatz 3 kann aus jeder Darstellung V von 

K/radü eine Darstellung ф von К gewonnen werden. Es ist Ф ge¬ 

nau dann irreduzibel, wenn V irreduzibel ist. Daher ist 

rad(K/radK) = dy = f (rf^/radK) 

V irreduz. Darst. ф irreduz. 
von K/radK Darst. von К 

= (ГЛ J^,)/radK = radK / г <ІК = О. 

Eine Darstellung g von К heißt zyklisch, wenn es ein System 

S = |хде ф (А), AeKj gibt derart, daß zu jedem Element у aus 

|^уф(А), А £ К genau ein хд£ S existiert mit у = хд<р(«), ос £ К. 

Das System heißt ein System erzeugender Elemente und jedes Ele¬ 

ment, das in einem Erzeugendensystem vorkommt, heißt erzeugen- 
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das Element 

Hilfssatz 5, Ist Ф eine zyklische Darstellung und y, s 9(A) 

ein nichterzeugGnd.es Element, so sind auch die Elemente 

УдірСос^) Dichterzeugende Elemente, 

Beweist Es sei eiD erzeugendes Element. Es gibt 

also ein Erzeugenden system 8 = | хд, А£к| . Weiter gibt es ein 

CeK, so daß уд = xc <р(«сд) und daher xj, = xc (р(і*сд) 

aCA’ KAB Geeignet. Aus der Definition des zyklischen Erzeugen- 

densystems folgt C = B. Ersetzt man in dem System S das Element 

Хд durch Уд, so erhält man wieder ein Erzeugendensystem, im 

Widerspruch zur Annahme. 

Satz 6. Jede irreduzible Darstellung Ф ^ !<J>, фд, А 6 Kl ist zy¬ 

klisch und besitzt ein Erzeugendensystem der Form 

8 = ?/A)| . 

Beweis 1 In jeder Menge <гд(A), AcK, wählen wir ein Element хд; 

falls möglich, soll хд kein Fixe Lament sein, es sei S die Lenge 

der so gewählten Elemente хд. Wir setzen фд(Х) = jz / z 

= хд ФО^ду-1’ '%ах&Е} und definieren 9A(«Ly7) als Abbildung von 

цід(У) in 9^(2) : ідФ(^ду) —* *А9<«ДУ *yg). Damit ist уд ein 

Funktor von К in Ens. Für А / В ist Фд(Х)еь Ф^(Х) = 0. Setzen 

wir tf(Y) = W У. (X), 30 ist V zusammen mit den Subfunktoren 
А £ К A 

Lfд eine Darstellung, у ist Subfunktor von <p , und die if>д sind 

Subfunktoren der <рд. Daher ist i£ Teildarstellung von £. 1st 

Хд kein Fixelement, so ist Фд nichttrivial, d. h., es ist 

<Рд = ifід. 1st Хд Fixelement, so gilt nach der Auswahl der Ele¬ 

mente Хд die Gleichheit фд(А) = |хд| > und daraus folgt 

фд(Х) = фд(Х) für alle X£K. Daher ist allgemein фд = tf , 

also <p = if . Jedes Element у e 'P (Z) läßt sich in der Form 
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у = хдф(ик7? ^^rstellen, wobei хд aus S durch у eindeutig be¬ 

stimmt ist. Es ist also <P zyklisch und S ein Erzeugendensystem. 

Es sei <p . (К) = КУ cpA(X). 
A хек A 

Hilfssatz 7. Ist 9 eine irreduzible Darstellung und 3 ;; |хд, 

ф(А), A£ КI ein System erzeugender Elemente, so enthält 

jede Menge ФД(К) genau ein Element aus 3. 

BeweisI Es ist klar, daß фд(К) mindestens ein Element aus 3 

enthält. Sei |x^, ieij = фд(К) S. Zu jedem x^ gibt es ein 

фд(А) für ein geeignetes А und einen Morphismus o(. mit 

х± = z 1if>Cax). 

Fall 1. Es sei z^ = z^ = z für zwei verschiedene 1,3 ei. Da S 

ein Erzeugendensystem ist, gibt es ein x^. 6 фд(К) Гі 3 und ein 

ß £ К mit z = хк фО) .Daraus folgt Xj = x^. ф((і) ф(сс^) und 

X1 = xk ^ Nach Definition der erzeugenden Elemente 

folgt daraus x^ = Xj = x^, im Widerspruch zur Annahme. 

Fall 2. Sei 1,3 ein Paar mit z^ Ф z;. Ist Zj ein nichterzeugen- 

des Element, dann nach Hilfssatz 5. auch x^, im Widerspruch zur 

Voraussetzung. Daher ist z^ erzeugendes Element, nach demselben 

Schluß auch Zj. Es gibt daher ein /енот(А,А) mit z1 = z^ ф(У). 

Daraus folgt = zj Ф (/) 9(°t1), und wir haben Fall 1) vor uns. 

Der Beweis ist beendet. 

Es sei Cp: К-> Ens und 9 = |ф, фд, A£K| eine zyklische Dar¬ 

stellung und S = |xA, А £ КI ein System erzeugender Elemente. 

Wir betrachten in К die Hechtskongruenz = : 

rtAB 5 PCD ХАФ^АВ') = XA^^GD^ 

und bezeichnen die Rechtskongruenzklasse von ol nach 5 mit [ос]. 
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Jä8 gilt 

Aus 5 ßCD folgt A = C und В = D. (16) 

Die Zuordnung 

X(A) = I *XA6 x 6 (17) 

und die Abbildungen 

X(^) von %(A) in Z(B) , (18) 

ergeben einen Funktor von К in Ens. Setzen wir 

XA^X) - I [aAx] ' aAXe-j’ (19) 

so ist das System [f, £д, AsKj eine Darstellung von K. Wir 

bezeichnen mit К / = die Kategorie, die die Mengen Л, А & К als 

Objekte und die Elemente *(aAB) als Morphismen hat. Die Zuord¬ 

nung f : <P(A) X.(A) mit х^'Ф^ХА^—* [«-xa! ist für alle 

А £ К eine eindeutige Abbildung zwischen den Mengen У(A) und 

W(A) und vermittelt eine natürliche Äquivalenz zwischen 

2 = 1^1 ‘Рді A6K| und X= jr, Хд, AcKj. Die Darstellungen £ 

und У sind isomorph. 
Ist umgekehrt = eine Hechtskongruenz in К mit (16), so ergeben 

die durch (17) bis (19) definierten Zuordnungen %bzw. %д eine 

zyklische Darstellung, S = { [6^ ], А £ K, die Einheiten von 

К I ist ein System erzeugender Elemente. 

Wir fassen zusammen. 

Satz 8, Jede zyklische Darstellung £ von К ist isomorph einer 

Darstellung z = j«, Хд, A£Kj mit Z: К—» К / =, wobei = eine 

Rechtskongruenz von К mit (16) ist. Umgekehrt erhält man aus 

einer Hechtskongruenz von К mit (16) vermittels (17) bis (19) 
eine zyklische Darstellung. 

Hilfssatz 9. Es sei 2 = фд, Aak| eine irreduzible Darstel¬ 

lung. In jeder Menge <f Д(Х) gibt es höchstens ein nichterzeu- 
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gendes Element, das ist Fixelement 

Beweis; In фд(Х) gebe es die nichterzeugenden Elemente у and z, 

y^z. Wegen (10) ist Hom(X,A) n’ichtleer. Wir definieren 

Фд(и) = {w / w = у <p(d^), oder w = z ф(и^ц), cc^eKj. 

tp ^ ist nichttrivialer Subfunktor von ф. . Nach der Bemerkung 

vor Hilfssatz 1 gilt = фд. Nach Hilfssatz 7 besitzt ф”(К) 

ein erzeugendes Element, das ist ein Widerspruch zu Hilfssatz 5, 

Daher gibt es in фд(Х) höchstens ein nichterzeugendes Element, 

dieses ist nach Hilfssatz 5 ein Fixelement. 

Es sei 2 eine zyklische Darstellung von K, die wir in der Form 

Cp: К—* К / = annehmen. In К / = führen wir die Kongruenz T 
ein. 

[“ab] •’Tab] * 

[«ab] = [P'abJ oder 

[“ab] UD<i [РАв] siDd nichterzeugende 
Elemente. 

Mit [іХдд] bezeichnen wir die Kongruenzklasse von pc^j nach T. 

Es sei 

^(?(А))=П(А)=|«ц оіц4і], (20) 

und es sei ф(ф(«дд)) = Ф?(*дв) die Abbildung von cp (A) in 

B) mit 

[“ХАІГ f“XA “AB] Г (21) 

Wir setzen 

(фф)д(Х) = ф(фд(Х)) ={[лАХ]у}* 

Es ist 2L?= jWi (ФР)д, A€ КI eine Darstellung und cp eine homo- 

morphe Abbildung der Darstellung cp auf die Darstellung <f>f. 

Satz 10. Es sei ф eine zyklische Darstellung von K. Es gebe 
ein А und ein X derart, daß фд(Х) mehr als ein Element, darun¬ 

ter ein erzeugendes, besitzt. Dann ist die durch (20) und (21) 

definierte Darstellung у уvon К irreduzibel. 
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Beweis; Es sei l/J Teildarstellung von ф ф . Ist фд nichttrivial, 

so gibt es ein X derart, daß (X) mehr als ein Element ent¬ 
hält. Eines dieser Elemente muß aber erzeugendes Element sein, 

d. h., es ist ^ = (фф)д, also >fi= <p<p . Die anderen Bedingungen 

sind leicht nachzuprüfen. 

II, Eine äußere Charakterisierung von rad K, 

Bilfssatz 11, Es sei q eine Rechtskongruenz in K. ? mit 
ф : К •—> К/q eine Darstellung. Dann ist cfq, c q. 

Bgweläl ад ißt (ж^, РддХд <—» = -* 

Rub "AB = Nb "AB- ("AB' РАВ^4+-*?("АВ) 

= <?’(|3AB)<:_H’xA9(etAB') = ха‘?<-ЭАВ) für alle xAe<?(A). insbeson¬ 

dere für [£^] 1 d- ь. cfcp & q- 

Es sei <J> zyklisch und S = |хд, А £ К| ein Erzeugendensystem. 

Wir führen die Rechtskongruenz ein. 

("AB' GABAS'-*XA»("AB) = =А?(ВАВ)" (22) 

Hilfssatz 12. Es sei ф : К—* К/5 irreduzibel und es sei 

Еф, = \q/q ist Rechtskongruenz in К derart, daß X: K—> K/g zu 

<f> isomorph istj. (X nach (17) bis (19) erklärt). Dann ist 

4 
= g. 

Beweis; Wenn X mit X: К—* K/<? isomorph zu g ist, so ist 

nach Hilfssatz 11 ist <fq, £ <? , daraus folgt 

<?• 

Es sei S = |хд, А£К| ein Erzeugendensystem von $ , 

qji E—Die Zuordnung ^ ; [/^p —» [ßAB] 

ЛБ 

und es sei 

ist ein 
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Isomorphismus zwischen <£ und V. Denn ist umkehrbar eindeu¬ 

tig, da sich jedes erzeugende ßlement x. £ ф^(А) der irreduzib¬ 

len und daher zyklischen Darstellung Ф in der Form 
xi = [£Xi] = darstellen läßt. Darüber hinaus gilt 

( ?B [ахв]5^^вс^ = [°‘хв]/і82?(-ІЗВС) = [ÄXB ßboj^g 

= ?c( [d ^2 ßBC] =) = ?fJ( PxbI= ^BC»* 
Damit ist /4ц £ . Offensichtlich ist /4ц. 

Daraus folgt ^ 2 §. 

Aus Hilfssatz 12 ergibt sich als Folgerung der 

Satz 1?. Es sei S die Menge der Rechtskongruenzen <= für die 

Cp: К—>K/<? irreduzibel ist. Dann ist 

" giß 

III, bine innere Charakterisierung von rad К 

Hs sei /і(Удд) Ale feinste Rechtskongruenz in K, die alle Paare 

("Ab' ?AA^AB) enthält. 

Hilfssatz 14. Genau dann gilt (oc^, и (Удд), wenn zwei 

ganze Zahlen m und n ä 0 existieren mit 

^АД^АБ = ^AA PAB' 

Dabei wird für alle Лдв gesetzt. 

Beweis; Hs sei Q die folgende Relation 

3 = |(“ab’ ^AA (Ла“аВ’ “W» (ßXX'fir.Y) ’ mlt ßXX' 
oc g К, X, Г, BcK^.Q ist reflexiv und symmetrisch. Aus 

(aCAB' Pab'* £ 3 folgt («AB ABC, (Здв Лвс) e Q für alle ABC £K, 

C£K. Schließen wir Q transitiv ab, so erhalten wir offensicht- 

ІісНХКдд). *lno 1st^ wobei das übliche 
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Produkt von Relationen ist. Wir beweisen den Hilfssatz: durch 

Induktion über k. Ist (ьдв, ) e dann ist alles klar, dei 

(адВ> /Здв) Qk+1- Gibt ein гГДБ mit (осдь, f^)s ^ und 

PAB^ £ Gilt ^ AA “ab " ^ AA ^АБ’ s0 folgt aus 

^AB = PAB bzw- ^AB = ^AA &B unmittelbar ^дд = ^AA ßAB bzw. 

У AA °^AB = AA ^AB* Ist PAB = ^AA ^AB ’ S0 Sllt УЛЛ “aB= *AAßAB* 

Die Bedingung des Hilfssatzes ist auch hinreichend. Denn es ist 

(адв, ^ AA “aB^ £ /^СУАА) für alle k - Ü. Damit folgt aus 

^AA “AB = ^AA AB leicht (“AB' S /* ^AA^' 

Hilfssatz 15. Ist Hom)B,A) leer, so ist für beliebige осд_, 

das Paar (or^, ß^) £ rad K. 

Beweis; Für jedes irreduzible Ф ist die Menge <p(Hom(A,B)) höch¬ 

stens einelementig, daher ist /Здв)<£ , also aus rad k. 

Hilfssatz 16. Ist (oc^g, Рд^) £ rad К und Hom(B,A) nichtleer, so 

ist (<*AB> ,іАв)£/‘(кав KgA) für alle К^л. 

Beweis: »Vir setzen 6 = Л(“АВ ^BA^ ‘ dis Menge Hom(A,B) 

nach (Г nur eine Kongruenzklasse, so sind wir fertig. Zerfällt 

Hom(A,B) in mehrere Klassen, so ist op i К—>K/ST zyklisch, und 
9Д(В) enthält mehr als ein Element. Weil СУДХ, ^дв Квд ^дх) 

£^(“аВ КВА^ fur а11ѳ ^АХ gilt' ist Paa]? = [aAB KBA £Aa]s" 

erzeugendes Element, also auch рХдв]^* 

Wenden wir nun den durch (20) und (21) bestimmten Homomorphis¬ 

mus q> an, der jeder Restklasse [У]5 die Restklasse 

W( f^jg-) = [zuordnet, so erhalten wir nach Satz 10 eine 

irreduzible Darstellung. Weil (^дв, ß^ e. cfzpg,, so gilt 

[У]у 9 9 (0^) =f Wy ФФ (РдВ) für alle Wir ' insbesondere für 
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[*ЛВ BAlg- 

[аАВ КЕА ÄAB]j-= [“аВ КВА Рав] !Г ' 

v,e,;en ^ ißt ^ Квд ^Jg-erzeugendes 

Element für ф: А—» л/б". T bildet daher nur [«дь квд aAB]g- 

auf [“Af, Aus (2j) folgt ^ ^ ^]g- 

= [“ab Kba ^Ab] 6‘ üas ^lernest auf der linken Seite ist [^да] g-, 

das auf der rechten Seite ist [PjlB]g. und es ergibt sich 

'“aB’ kU^ 

liilfssatz 17. Ist Hom(B,A) nicht leer und (адв, ß^g)^ 

Z^AB *BA) ^BA) ^ *11= KßA^' sc let 

(“AB' W ^ 

beweis: 'wir nehmen (схдв, Г»дв) £/ rad К an. Dann gibt es eine 

irreduzible Darstellung ф: К—> K/2 derart, daß 

х£>(адв) / X <p( ßAB) für ein xSK/s. (24) 

Wegen Hilfssatz 9 können nicht beide Elemente aus (24) Dicht¬ 

erzeugende Elemente sein. Es sei o.B.d.A. x ф(к^) erzeugendes 

Element. Dann ist wegen Hilfssatz 5 auch x ein erzeugendes 

Element. Sei S ein ErzeugendeDsystem in dem x vorkommt. Es gibt 

ein yM derart, daß x = x Ф(адв Увд). Für alle Кдг ±st 

(KAГ' ^Aii ^BA АХ'^Лэ* (25) 

wobei /«y nach (22) erklärt ist. Damit ist ^ (“чВ увд) а/s • 

Da nach Voraussetzung (адв, ß&ß) е/и(лАВ Увд), also aus ist, 

haben wir einen Widerspruch zu (24). 

Wir fassen die Hilfssätze zusammen zu 
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Satz 18. JSs ist («да, ßAB) e rad К genau dann wenn 

i) Hom(B,A) leer ist, oder 

ii) Hom(B,A) nichtleer ist und (адв, ßAB^6 ^ <‘“'AB кад.)° 

^AB KBA-> fÜr а11ѳ KBA‘ 
Mit Hilfe von Hilfssatz 14 ergibt sich die 

Folgerung 19. iäs ist (0^, (Здв) 6 rad К genau dann, wenn 

i) Hom(B,A) leer ist, oder 

ii) zu jedem Увд ganze Zahlen i, j, k, 1 5 О existieren, so da 

(“ab ^ba^ “ab = (“ab ^BA^AB UDd 

(^AB ^BA.) “AB = (^AB ^BA^ ^AB" 
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Fritz Rühs 

tlber die Lösung der Potentialgleichung im Halbstreifen durch 

Integraltransformation 

1. Zur Lösung von linearen partiellen DifferentialgleichUDgen

der mathematischen Physik bedient man sich häu.fig einer Inte­

graltransformation. Liegt ein ebenes Problem vor und ist das

Integrationsgebiet ein Halbstreifen, so wendet man bei hyper­

bolischen und parabolischen Differentialgleichungen die

Laplace-Transformation mit Jsrfolg an. G. Doetsch benutzt diese

Transformation auch zur Lösung der ebenen Potentialgleichung

(1) 

im Halbstreifen C < x <.l, t > O (/1/, s. 378 - 383; /2/, s. 

51 - 55). Da die Laplace-Transformation speziell für Anfangs­

wertprobleme geeignet ist, werden zur eindeutigen Festlegung 

der Lösung u(x,t) die Werte 

(2) 

benötigt1 Ferner sollen die Werte auf den Rändern x = O und

x = l gegeben sein: 

lim u(x,t) = a
0

(t), lim u(x,t) = �(t). 
x•O xtl 

NUD ist für elliptische DifferentialgleichUDgen die Laplace­

Transformation sicher keine geeignete Integraltransformation, 

da es nach Hellwig (/3/, s. 342) im allgemeinen keine rechte 

Halbebene gibt, in der die Bildfunktion analytisch ist, was 

1 Diese werte werden zunächst auch bei jeder anderen Integral­

transformation benötigt. 
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aber für die Rücktransformation in den Originalraum wichtig 

ist. Daher erscheint die Lösung des Dirichletschen Problems 

bei Doetsch auch ziemlich erzwungen. Seine Forderung nämlich, 

solche Lösungen zu suchen, die eine in der Halbebene Ke (s)> О 

existierende Laplace-Transfonuierte besitzen, führt ihn auf 

eine gewisse Bedingung (/1/, S. 379 bzw. /2/, S. 53, (8)) 

zwischen den gegebenen Größen uQ(x), u^(x), aQ(t) und a^(t), 

die dann etwa a^(t) zu eliminieren und damit das Dirichletschs 

Randwertproblem zu lösen gestattet. Und seine weitere Forde¬ 

rung, daß die komplexe Umkehrformel sowie der Residuenkalkül 

anwendbar sei, führt bei der Rücktransformation auf einen Aus¬ 

druck, dem man nicht ohne weiteres ansieht, daß er die Lösung 

des Problems ist. Daher meint G. Doetsch mit Recht, es wäre 

nun weiter zu untersuchen, ob der genannte Ausdruck (/1/, z. 

383, (6), bzw. /2/, S. 55, (10)) wirklich die gesuchte Lösung 

ist. 

Wir werden im folgenden eine zur Lösung der Potentialgleichung 

geeignetere Integraltransformation verwenden, nämlich die end¬ 

liche Sinus-Transformation. Wir werden ferner erkennen, daß 

sich die erwähnte Bedingung zwischen den Funktionen uQ(x), 

u^(x), aQ(t) und a^(t) als die vernünftige Forderung erweist, 

daß die Lösungsfunktion u(x,t) im Unendlichen verschwinde. Und 

wir werden schließlich einen Ausdruck angeben, der sich von 

dem Ausdruck von Doetsch um ein Zusatzglied unterscheidet, und 

von dem wir zeigen werden, daß er die gesuchte Lösung ist, 

also die Differentialgleichung (1) und die gestellten Randbe¬ 

dingungen erfüllt. 

2. Um die Gleichung (1) durch eine passende Integraltransfor¬ 

mation zu lösen, multiplizieren wir sie zur Kernbestimmung mit 

einer noch festzulegenden Funktion v(x) und integrieren über x 

von 0 bis 1 (/5/). bezeichnen wir, wie üblich, das Skalarpro¬ 

dukt im L2(0,1) mit (.,.), so erhalten wir durch partielle 

Integration 
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1 

J 3z' 
о 

v(x)dx = В[u,yj - (u,v") 

mit 

E[u,v]= u(l,t)v'(l) - |^(l,t)v(l) - u(0,t)v' (0)+1^(0, t)v(0), 

wenn wir der Kürze halber einfach u(x ,t) statt lim u(x,t) usw. 
x-*x0 

schreiben. Insbesondere wird mit den Bedingungen (3) 

b[u,v]= a1(t)v'(l) - ao(t)v'(0), 

wenn wir die Punktion v(x) so bestimmen, daß sie Lösung des 

Eigenwertproblems 

v"(x) + Av(x) = Oj v(0) = v(l) = 0 (4) 

ist. Hierdurch wird aber ein symmetrischer Differentialopera¬ 

tor definiert mit den diskreten Eigenwerten An = und den 

(orthonormierten) Eigenfunktionen 

(5) 

und es wird dann 

(6) 

Setzen wir 

1 
un(t) = (U,VD) = j u(x,t)vD(x)dx, 

о 

so erhalten wir wegen 

nach (1) für t >0 die unendlich vielen Bildgleichungen 
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(7) 
А/*) . 

!Ги-ѵп] 1, 2, 

deren Lösungen wegen der Bedingungen (2) die Anfangsbedingungen 

„ du (0) 
uD(0) = (u0,vD), —= (uvvD) 

erfüllen müssen, ßs wird 

un(t) = (u0,vD) cosh^t + -L(Ul,vn) sinh ^t 

t 

+ — J В jü,vDj (r)sinh ^un(t-Г)d Г. 

о 

(8) 

Bekanntlich bildet die Gesamtheit der Funktionen (5) eine voll¬ 

ständige Basis im іЛ(0,1). 

des Problems (1), (2), (3) 

und erhalten die im Mittel 

f“ 
u(x,t) = 2_j. un(t)vn(x). 

Wir können daher die Lösung u(x,t) 

nach diesen Funktionen entwickeln 

konvergente Reihe 

3. Wir kehren nun zu unserer ursprünglichen Aufgabe, dem 

Dirichletsehen Problem für den Halbstreifen zurück. Offenbar 

wachsen nach (8) die Funktionen u^(t) und folglich auch die 

Lösung u(x,t) für t—>oo sehr stark an, was physikalisch wenig 

sinnvoll erscheint. Wir verlangen daher, daß 

u(x,t) —> 0 für t —> oo und jedes x 6(.0,1) 

gelte. Offenbar gilt dann auch uD(t)—>0 (t —t>oo) für jedes 

D = 1, 2, .... Fordern wir von den vorgegebenen Funktionen 

aQ(t) und a^(t), daß die Integrale 

</B[u,vD](r)e/<'D ‘dr für n = 1, 2, ... 
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existieren, dann folgt aus (8) 

'^[("o'V +/^(u1-%) I B[u,vD](r)a Ап‘ df] 

für t—»oo . Also muß insbesondere für jedes n = 1, 2, ... not¬ 

wendig die Bedingung 

<W+ = 0 (9) 

oder, wenn wir (5) und (6) berücksichtigen, 

I 'An7 a0(r)dr 

oo 

+ C-1)D [e ^ an(r)dr = о 
о 

erfüllt sein. Das ist genau die in 1. erwähnte Bedingung von 

Doetsch. Betrachtet man (9) als die Bestimmungsgleichung für 

(uvVn), dann wird nach (8) 

oo 

uD(t) = e Mla (vV - Ä^siDh Ant |в[и,ѵп](Г)ѳ dr 

О 

+ 
1 
An 

t j Bfu,vDj (TT)sinh /<D(t - T)dr 
О 

(10) 

00 

= e_/,Dt[(uo,vn) - ± I B[u,v^(T)sinh dfj 

0 
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00 

- I B^ulvD](r)siDh/,n(t - r)dr 

t 

und somit 

u(x,t) = 2_ 4 (t)vn(x) 

i n=T 
40 

j [a0(T) - C-1)Da1(r)j sinh fnr d'L 

(11) 

2 
1 n=1 

J j^a0(C) - (-1)na1(r)j sinh/4n(t-T)dr. 

4. Wir wollen nun naohweisen, daß der Ausdruck (11) tatsäch¬ 

lich die Lösung des Dirichletschen Problems ist. Formale Dif¬ 

ferentiation ergibt unter berücksichtigung von (4) und (7) 

2 2 r° 

r~ г «L_ 
= Vl a1^>^-1)D'"nvnCx)-a0(t)2_T ^av0(x) 

fieihenentwicklung nach dem Orthonormalsystem jvD(x)J ergibt 

V- Г 11n 1 f- 1 

TTT 

1 Siehe 5. Anhang 
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Setzen wir die Funktionen ѵц(х) periodisch, auf die ganze reelle 

Gerade fort, dann liefert zweimalige gliedweise Differentiation 

die im Raum der verallgemeinerten Funktionen konvergenten Rei¬ 

hen 

5 (-1Г -Ѵ2І ZZ d' (x-(2m+1)l) , 

OO 00 

y~~ /*1)у (х) = - ѴІІ ZZ <f(x-2ml), 
n=1 m=-oo 

worin cf (x) die Diracsche У-Distribution ist. Folglich erfüllt 
der Ausdruck (11) für 0 <x <1 die Differentialgleichung (1). 

Klar ist auch, daß für diese x-Werte der Ausdruck (11) die Be¬ 

dingungen 
oo oo 

u(x,0) = 5d(0)vd(x) = (uo*vn)vn(x) = uo(x) 

und u(x,t)->0 für t—»oo erfüllt. Um schließlich nachzuweisen, 

daß der Ausdruck (11) auch die Bedingungen (3) erfüllt, lösen 

wir zunächst folgendes Problem: 

2 2 
Ü-2 + ä-Л = о für 0 <X < 1, 0 <t < h, 
Эх^ ЫГ 
w(x,0) = u^(x), w(x,h) = 0, (12) 

w(0,t) = aQ(t), w(l,t) = a1(t) 

mit h > 0. An Stelle von (10) erhalten wir nach derselben Me¬ 

thode den Ausdruck 

sinh ,0 (h-t) Г 1 / г 1 , = smh xz—J 
о 

h 

- 7Г { B[w,vJ (T)sinh/.n(t- r)dr , 

t 
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der die Bildgleichungen (7) und die Bedingungen wn(0)=(uo,vD), 

wn(h) = 0 erfüllt und für h—»oo in den Ausdruck (10) ühergeht. 

Wir wollen zeigen, daß der Ausdruck 

oo 

w(x,t) = J~ w (t)v (x), (13) 

der für jedes h > 0 eine Lösung der Differentialgleichung (1) 

ist und offenbar die geforderten Bedingungen an den Rändern 

t = 0 und t = h erfüllt, auch die restlichen Randbedingungen 

erfüllt. Wir können und wollen nun der Einfachheit halber wei¬ 

terhin uQ(x) = 0 setzen, dann läßt sich wD(t) auch in der Form 

schreiben: 
h ' 

sinh yut ( 

Vt) = - /T sinh/,,h J B[w,^]sinh ^(h- r)df 

0 

t 

* Pv [ B[w,vJ(T)sinhy.g(t-T)uf . 

0 

Im Raum L2(0,h) bilden die Funktionen zm(t) = V 2/hsin q^t 

mit em = mT/h ein vollständiges Orthonormalsystem. Wir ent¬ 

wickeln die Funktion (13) in eine Reihe nach diesem Orthonor¬ 

malsystem; 

oo 

w(x,t) = ^ ~m(x)zm(t) 

und erhalten nach (13) als Koeffizienten 

°m(x) -2^ <»„•*.> Vx)* 

wo <.,.> das Skalarprodukt im Raum L2(0,h) ist. Man berechnet 
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+ Ad 

<^-B[w,vD](t)*siDh/bDt, zm> = 

ii 

Лп 

— Л»(9т +Л.) 
h 

— I B[w,vn] (T)sinJti/4n(h-T)d,‘ 

I ( B[w,vD](t)siD ömtdt 
m J 

Damit wird 

r h 

<"в’гт> = ~ Vl —g 7 2 / B[-w,vDJ(t)siD$l 
у m + A d / 

tdt 

SiDh«m(l-x) y v ЗІПЬ9ЩХ # 
sinh. ^ao,zm' + sinh §ml *zm^ ’ 

uDd somit 

w(x,t) = 
sinh $(1-2) sinh g 
sinh gmi <'ao’zm^ + sinh ¢. $ <aw]v (t). 

(14) 
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00 

Man erkennt hieran, daß in der Tat w(0,t) = / <aQ,zmVzm(t) = 

oo 
aQ(t) und w(l,t) 

ben lautet (14) 

<a1,zm)zm(t) = a^(t) wird. Ausgeschrie 

w(x,t) 

h 
sinh<Jm(l-x) f 

sioh gml J a0(T)sin qmT dr 

sinh ? X 

+ sinh emI 

h 

I a1(r)sin §mrdr 

О 

sin 9mt. 

Vollzieht man hierin den Grenzübergang h—3>oo; so erhält man 

die Lösung der Potentialgleichung im Halbstreifen mit den Band 

bedingungen w(0,t) = aQ(t), w(l,t) = a^(t), w(x,0) = 0, 

w(x,t)—* 0 (t—>oo ) auch in der Gestalt 

oo oo \ 

w(x,t) = § J a0(r) I sin jftsin frd J df 

О 

oo 

\° 

I 00 

dr , 

ein Ausdruck, den Miles (/4/, S. 97) für a^(t) = 0 mit der 

Fouriertransformation gewinnt. 

5. Anhang. 

Unsere Lösung (11) unterscheidet sich von der von G. Doetsch 

angegebenen um den zweiten Summanden. Die Laplace-Transfor- 

mierte von (11) lautet, wenn man die Bildfunktionen mit großen 

Buchstaben bezeichnet, 
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U(x, 

Mit (&) 

U-](x 

01(x,s) 

U'4x) + 

00 

s) = Z^ UD(s)vD(x) 

A^CsJsin SX + Ä (S) Sin s(l-x) 
-:-9-+ uxx,8). 

sic sl 1 

wird 

00 .s) = zi 
D=1 

oo 

3 + /“n " s - Уі Ѵд(х) 

г n 

£<цо’\) + (ц1>%) 

s - An 

Vn(x) 

s2 - An 
[»%(?) + , 

ist somit die Lösung des inhomogenen Problems 

s2U.(x) = su (x) + u.(x), U,(0) = 11,(1) = 0. Die 
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Laplace-Transformierte U(x,s) unserer Lösung (11) stimmt somit 

mit der Bildfunktion /2/, S. 52, (6) überein. Dies zeigt, daß 

man in unserem Pall nicht ohne weiteres den Residuenkalkül an¬ 

wenden kann, weil dabei ein wichtiges Glied verloren geht. 
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Günter Riedewald 

Attribute grammars 

Abstract 

The aim of this paper is to ßive a survey about some kinds of 

attribute Grammars. For deficiency of space we will give only 

informal descriptions of the grammars, first of all important 

distinctions arid applications. 

Iatroduction 

An old problem of the compiler construction is the connection 

betweea syntax and seman'tic of programming languages. Often it 

is done after recognizing a syntactical uoit by call of seman­

tic routines. Regarding to the notation, this means the asso­

ciation of semantic actions with syntactic rules. 

As a kind of attributed descriptions of pro6ramming languages 

Irons•method /I 61/ can be considered. 

But the proper development of attribute grammars began only 

with the introduction of tlri.s type of grammars by D. E. Knuth 

JKn 68/. In a certain sense, it is possible to consider the 

two-levels van Wijngaarden grammars as attribute grammars. 

They gave a ri.se to the development of the affi,x grammars 

/Ko 71/ and the grammars of syntactical functions /Rie 71/. 

A further important sort of the attribute grammars are the 

attributed transformational grammars /LRS 74/. 

All named kinds of attribute grammars realize the connection 

between syntax and semantic by the association of attributes 

(parameters, affixes etc.) with the syntactic units of a con­

text-free gra.mmar. In this sense we will consider the descrip­

tion of programming languages by Irons as an attribute grammar 

each of its syntactic units has only one attribute. The value 

of this attribute is the semaDtic meaning of that unit. 

Distinctions between the attribute grammars arise from the 

motivation, the notation and from the evaluation of the 

attributes. 



Id the following sections we will deal especially with the 

above named attribute grammars. 

Id the appendix, an example will give an optic impression of 

those grammars. 

Irons' method /I 61/ 

For the definition of programming languages Irons used a meta¬ 

language which is an extension of the .'SNF. The meta-language 

is a system of translation rules or specifications which have 

the following form: 

<components> =:: (subject) =* {(definition)] . 

The part of the specification on the left side of * is a syn¬ 

tactic rule in reducing order (the sequence of syntactic units 

< components) can be reduced to the nonterminal element < sub¬ 

ject) ). 

The (definition) associates a semantic meaning with the <sub¬ 

ject) . This semantic meaning is computed from the semantic 

meanings of the components by certain functions. In the (defi¬ 

nition) the functions are given by their designator . 

The meta-language enables a description of a language A by the 

elements of a second language B. Whereas the part of a speci¬ 

fication on the left of ^ defines the syntactic structure of 

the language A, the (definition) provides the semantic meaning 

of a syntactic structure in the language A in terms of syntac¬ 

tic structures of the language B. 

For such descriptions of programming languages it is possible 

to specify a translator which is completely independent n 

either language. Therefore, the described method allows an easy 

extension of the compiler or modifications in the source 

language. 

The method was used at Princeton University on a CD 1604 to 

translate ALGOL 60 to an assembly language. 
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Attribute grammars /Кп 6в/ 

ünuth introduced the attribute grammars, first of all, as a 

tool for describing programming languages. 

Attribute grammars are context-free grammars each nonterminal 

element of which has a certain number (it may be zero) of 

attributes. The determination of the attribute values is reali¬ 

zed by semantic rules (attribute functions). 

An attribute can be of the type inherited or synthesized. The 

values of the inherited attributes are determined top-down, 

whereas the values of sythesized attributes bottom-up. 

The attribute functions can depend on each node of a syntactic 

tree of a word generated by the underlying context-free grammar 

of the attribute grammar. This is possible, because at each 

node of the syntactic tree the whole tree (in a suited nota¬ 

tion) can be at our disposition by suited attributes /Kn 68/. 

An attribute grammar is well-defined, if it is possible to 

compute the values of all attributes of the words generated by 

the underlying context-free grammar. 

As a consequence, a well-defined grammar generates a context- 

free language, if we do not include the semantic meaning into 

the definition of a language. 

An attribute grammar is well-defined, if it does not contain 

cycles, that is, no word exists with such a syntactic structure 

and such an attribute at a node which depends on itself by an 

attribute function. For the indication of cycles some algo¬ 

rithms were developed. But in /JOH 75/ it is proved, that each 

such algorithm must be exponential. Therefore, in practice the 

application of such an algorithm is avoided. Instead of, 

restrictions for the grammar are given securing, that the 

grammar does not contain cycles (see for example /GW 77/). 

For the application of attribute grammars in a compiler-compi¬ 

ler the order of computing the attribute values in the genera¬ 

ted compiler is of great importance. It is the aim to construct 

an algorithm for computing the attribute values already during 

the generation of the compiler. Two strategies are used: 
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- The attribute values are computed by so many passes through 

the syntactic tree as are needed. It is possible to determine 

the number of passes from the given attribute grammar /Bo 764 

- From the dependencies of the attributes an ordering of visi¬ 

ting the nodes of the syntactic tree is determined /Ka 76/. 

The number of visits of a node depends only on the depen¬ 

dencies of the attributes. 

One pass evaluation of semantic attributes and the application 

of the stack model for it requires restrictions to the grammar 

(/GW 77/, /Bo 76/, /L 75/)• 

The implementation of the attribute functions in a compiler 

depends on the way of the definition of those functions. The 

definitions of these functions can be done in any suited way 

/Kn 71/. 

Some compiler-compilers were developed based on the definition 

of this type of attribute grammars, for example the systems 

DÜTA /L 77/, MUG 1 /GKW 76/, COPS /В 75/. 

It was shown, that it is possibly to use optimizing techniques 

for the generated compilers /L 77/, /GHW 77/. 

Affix grammars /Ко 71/ 

The affix grammars were introduced by С. H. A. Koster. Although 
they descend from the two-level van Wijngaarden grammars, they 

are also related to the attribute grammars. Also in this case 

semantic is connected with a context-free grammar. For this 

purpose the syntactic rules are extended by affixes which are 

associated with the syntactic units, and by primitive predica¬ 

tes with affixes. These primitive predicates are defined by 

total recursive functions and supply dependencies between the 

affixes in one rule. 

The domains of the affixes are given, analogously to the van 

Wijngaarden grammars, by a meta-grammar (affix rules). An affix 

may be an terminal or a nonterminal element in such a grammar. 

With the affix positions are connected the inherited and deri- 
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vod types which correspond to the inherited and synthesized ty¬ 

pes of the attribute grammars. 

Conditions of well-formedness which are not decidable secure, 

that it is possible to interpret the rules of an affix grammar 

as boolean procedures for top-down syntactic analysis with a 

single left-right handling of the affixes of a rule. Whereas 

the inherited affixes of the left side of a rule are regarded 

as input parameters the derived affixes of the left side are 

considered as output parameters of those procedures. 

Affix grammars are equivalent to Chomsky type 0 grammars /Ко 

71/. Because of interpreting the rules of an affix grammar as 

algorithms for top-down syntactic analysis (usually the method 

of recursive descendant is used), rules with empty productions 

and left recursion are not allowed. 

Prom the affix grammars the compiler description language CDL 

/Ко 74/ was developed. 

Crowe /С 72/ developed a method for a class of affix grammars 
which enable the syntactic analysis hottom-up. 

Watt /W 74/ introduced the extended affix grammars. They differ 
from the affix grammars hy the following details: 

- In the affix positions affix strings are permitted the com¬ 

ponents of which are itemizeable (analogously to the two- 

level van Wijngaarden grammars). 

- The same nonterminal affix may occur in more than one posi¬ 

tion on the left side of a rule. In inherited positions they 

are interpreted as transfer of productions of this nontermi¬ 

nal affix. In derived positions they are interpreted as an 

examination of the equality of productions (this corresponds 

to the uniform replacement rule of the van Wijngaarden 

grammars). 

extended affix grammars are used for the automatic generation 

of parsers. For this purpose the extended affix grammar is 

transformed into a so called head grammar which is a context- 

free grammar extended by predicates and functions. This head 

grammar is the startingpoint for a modified parser generator 
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for context-free grammars. The base for.the transformation of 

extended, affix grammars to head grammars are, that the condi¬ 

tions of well-formedness are satisfied and a cstac model for 

handling the attributes /FUr '/о/. 

Attributed transformational grammars /L1IS 74/ 

Attributed transformational grammars differ from Knuth's attri¬ 

bute grammars only by the extension of the syntactic rules by 

action symbols. It is possible to associate inherited attribu¬ 

tes with the action symbols. They can be handled in the same 

way as other inherited attributes. Such a grammar generates 

words containing terminal elements and action symbols. A word 

is decorated by the values of the attributes of the terminal 

elements and of the action symbols. 

We can divide each part into two parts: the attributed input 

sequence which contains only the attributed terminal elements 

from the word, and the attributed activity sequence 

which contains the attributed action symbols. Then, an attri¬ 

buted translation is defined as a pair (attributed input se¬ 

quence, attributed activity sequence). 

The problems of well-definedness and of the computation of the 

attribute values are similar to those problems in the case of 

the Knuth's attribute grammars. We can guarantee the well-de- 

finedness by certain restrictions. An example are the L-gram- 

mars /LKS 74/, /LBS 76/. 

Attribute transformational grammars are used in compiler-com¬ 

pilers. Such a compiler-compiler is developed, for instance, 

at the Technical University /CVUT/ in Prague. 

Grammars of syntactical functions /Bio 71/, /Rie 72/ 

Grammars of syntactical functions were introduced in 1970/71 

in connection with the syntactic analysis of ALGOL 63 programs. 

Modifications we.ro accomplished in the following years /Rie 

76/. /Діе 771/, /Rie 772/. 
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The origin of the grammars of syntactical functions /Go?/ 

arises from this consideration: 

The AIT-i So grammar consists of hyperruies the elements of 

which are hypernotions. Certain substitutions of the raetano- 

tiono, containing in the hypernotions, by terminal productions 

of the meUagranmar provide notions. Thereby, we obtain produc¬ 

tion rules from the hyperrules, by different substitute. of 

the same metanotion, from one hypernotion wo can got an infini¬ 

te number of notions. All these notions can be considered as 

function values of a syntactical function. If we denote auch a 

function by a name with a parameter list included in parenthe- 

s s, a function value is obtainable by substitutions of the 

parameters by certain values. 

„ result of the consideration is the GSF. It has the following 

form: 

It is a contest-free grammar the syntactic elements of which in 

the rules can be complemented by parameter lists included in 

parenthes s. The relationships between the parameters are de¬ 

termined by auxiliary syntactical functions and semantic func¬ 

tions. The names of these functions with corresponding parame¬ 

ter lists included in parentheses occur immediately in the 

rules. 

Parameters may be variables or constants. Variables are local 

in a rule. Different occurences of the same variable in a rule 

represent the same value. 

Auxiliary syntactical functions and semantic functions are in¬ 

terpreted in two ways: In the definition of the grammar they 

are used as predicates and in practical applications of the 

grammar they are used as functions. That is possible, because 

wo have 

f(X1, ..., Xu) has the value true iff a function Г exists 

such, that XI — Xd, ..., ХЫ). 

For each syntactical element of a GSF one parameter can be 

marked the values of which are interpreted as the semantic 

values of the element (better: of the subtrees the origin of 
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which is the syntactic element). The semantic value of a word, 

is given by the marked parameter of the start symbol of the 

grammar. 

If we substitute formulae instead of computing parameter va¬ 

lues for the nodes of a syntactic tree of a given word, we ob¬ 

tain a formula in the sense of the functional calculus /Hie 

771/. Then, the semantic value of a word is obtainable by in¬ 

terpretation of this formula. 

Before computing the semantic value of a word from the corres¬ 

ponding formula we can optimize the formula. For example, it 

is possible to eliminate from the formula those parts which do 

not contribute to the semantic value of the word. 

A formula can split up into two parts: 

- into the condition which contains only auxiliary syntactical 

functions 

- into the formula for the determination of the semantic value 

which contains only semantic functions. 

By special choice of the parameters and the semantic functions 

the second part is nothing else than the linear representation 

(introduced by Kantorovich) of the syntactical tree of the 

given word /Hie 771/- 

GSF are equivalent to the Chomsky type 0 grammars. 

A compiler generated on the base of a GSF by a compiler-com¬ 
piler has a clear logic structure: 

After the lexical analysis the syntactic analysis follows 

which is done correspondingly to the underlying context-free 

grammar of the GSF. As a method for the syntactic analysis any 
suited algorithm for context-free grammars can be choiced. The 

result is a syntactic tree. 

The semantic analysis is carried out correspondingly to the 

condition. The condition can be constructed explicitly and then 

its inspection can be realized later. Also it is possible to 

avoid this construction and immediately inspect the condition 

by computing the parameter values of the nodes of the syntac¬ 

tic tree. The code generation is realized by the second part 
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of the above named formula'. Also this part can be constructed 

first explicitly. 

A simple model of such a compiler from the language ASELE 

/CU 73/ into FORTRAN 63 is described in /Rie 76/. 

bet us notice, that a compiler which is constructing the for¬ 

mula for determination of the semantic value explicitly does 

not depend neither on the source language nor on the object 

language. The dependence begins only at the moment of- the in¬ 

terpretation of the formula. 

The determination of the parameter values (resp. the explicit 

construction of the formula) is very much like the computation 

of the attribute values in the case of other attribute grammars. 

But here we use another method for solution of this problem. 

For the computation of the parameter values an algorithm is 

applicated which passes through the nodes of the syntactic 

tree of a word only once and in a certain order. If it is not 

possible to compute the values of all parameters of a node, 

the algorithm uses references for marking the way for later 

transfer of values. Functions which has input parameters with 

unknown values are written down in a waiting list. Such a func¬ 

tion is called only, if the values of all input parameters are 

known. The algorithm detects cycles occuring in the computa¬ 

tion of parameter values. 

Because the algorithm can be very space consuming, depending 

on the GSF, a kind of garbage collection is used. This garbage 

collection, however, is very simple, since if the value of a 

parameter has been used for further computation, the memory 

space allocated to it can be freed. 

For saving time, the computation of parameter values works 

with addresses rather than values. 

Another chance to save tide lies in a good balance between a 

language definition, the method of syntactic analysis and the 

order of passing through the nodes of a syntactic tree. 



Structure 
of rules 

Iron's Anuth's attr. 
method grammars 

context-free 
syr.t. rules 
in reducing 
order v:ith 
associated 
expressions 
for the com¬ 
putation of 
the semantic 
meaning of ti 
element of t! 
right side 
fron the 
semantic 
meanings of 
the elements 
of the left 
side of the 
rule 

context-free 
synt. rules 
with assoc, 
semantic 
rules for the 
computation 
of the 
at tribute 
values 

Attr. transform. 
gr ammar s_ 

in addition to 
the previous type 
synt. rules may 
contain action 
symbols and 
semantic rules for 
the computation 
of the values of 
the inherited 
attributes of the 
action symbols 
may exist 

Types of 
attributes 

no types inherited and synthesized 

Affix grammars 

rules of a cf 
grammar 
the elements of 
which may be 
extended by 
affixes; the 
rules may be 
extended by 
primitive predi¬ 
cates which are 
defined by 
total recursive 
functions 

inherited and 
derived 

Domains of given sets 
attributes_ 

v.ell-defi- not defined 
nedness_ 

Computation bottom-up 
of the 
attribute 
values 

Syntactic 
analysis 

met a-grammar 

secures the cycle-free compu- 
tation of attribute values 

in one or more passes depending 
on certain restrictions 

any suited method 

secures the 
interpretation 
of the rules as 
boolean proce¬ 
dures for top- 
down syntactic 
analysis and 
left-right com¬ 
putation of the 
parameters 

Grammars of synt. 
functions_ 

rules of a of 
gr ammar the 
elements of which 
may be extended by 
parameter lists; 
the rules may be 
extended by auxi¬ 
liary syntactical 
functions and 
semantic functions 
which are inter¬ 
preted 

no types 

given sets 

not defined 

one pass with 
detection of cycles 
using strings of 
references 

any suited method І7ІЛ
 



Comparison of different types of attribute grammars 

In the table to the left some properties of the above named 

attribute grammars are listed once more. Also in this case it 

happens only in an informal way. 

Appendix 

For illustration of the above named attribute grammars we give 

the definition of arithmetic expressions consisting of the 

identifiers a, b, c, the operators +, *, and of parentheses, 

by means of attribute grammars. It is supposed, that the gram¬ 

mars produce object code for the computation of the expressions. 

A vector T stores the values of the identifiers and the results. 

For deficiency of space we do not give the complete definitions. 

Attributed transformational grammars LRS 76 

Syntactic rules Semantic rules 

<a>% — <f>p x-p 

<T>X - <I>q * <P)rfMULTjyjZ>p <x,p>- 

<T>x-»<P>p x+p 

<P>X-» «d>p) X+-P 

<P>X- Ip =-2 

WÜST, у » 

NÄWT, у +- 

q, — Г 

, z*- r 

I represents an identifier. Different identifiers differ by 

different values of the attribute p. 

The attributes of the syntactic elements and of the action 

symbols are written down as indices of the corresponding ele¬ 

ments and symbols. 

ADD and МЩЛ) are action symbols. 
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The attributes X and q have the synthesized type, whereas y, z 

and p are inherited. 

NEWT delivers the first free component of the vector T. 

The expression (a + b) » (a + c) has the following syntactic 

tree corresponding to the underlying context-free grammar: 

Then, the (with attribute values) decorated syntactic tree is 

(arrows mark the way of attribute value transfer): 

2(6) 
T 

T(6)< 

¢(4)- 

t 
P(4) 

2(1) 
t 

¢(1) 
t 

P(1) 

t 
1(1) 

-NEWT-1 
11TOLT) (4,5,61, 

t P(5) 

2(4) <- -NEWT- 2(1) 

T(2) {ADD} (1,2,4) I г «r 
P(2) P(1> 

t t 
1(2) 1(1)! 

2(5) 
-) 

-NfiWT- n 
T(5){ADD)(1,g,5) 

t 
P(3) 

1(3) 

Consequently, the attributed input sequence (I1 + Ig) « (1^ +Ij) 

(here I1, Ig, Ij represent the identifiers a, b, c correspon¬ 

dingly) has the assigned attributed activity sequence ADD1 2 ^ 

ииът^ which can be interpreted as follows: * ’ 
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ADD^ 2 The values of the first component (value of a) and 

the second component (value of b) of T are added. The 

sum is assigned to the fourth component of T. 

ADD^ j The values of the first and the third components 

(values of a and c) of I are added. The sum is as¬ 

signed to the fifth component of T. 

MULT^ ^ The values of the sixth component of T results from 

the product of the fourth and fifth components. 

Grammar of syntactical function 

jü(X) : B(Q), plus symbol, 'T(R), SUM(X,Q,R). 

S(X) : T(X). 

T(X) : T(Q), times symbol, P(B), PROD(X,Q,R). 

T(X) : P(X). 

P(X) s open symbol, B(X), close symbol. 

P(X) : tag symbol (X). 

The values of the parameters of the elements B, T and P are 

the semantic values of constructions which are productions of 

ji, T and P correspondingly. The semantic value (object code) of 

an arithmetic expression is the value of the parameter of в. 
The semantic functions SUM and PROD are used to generate object 

code. That means, in the definition of the grammar they operate 

as predicates and examine , whether the value of the first pa¬ 

rameter is the object code of the sum resp. of the product the 

object codes of the operands of which form the values of the 

second and the third parameter. In practical uses of the gram¬ 

mar, SUM and PROD are used to generate object code of a sum 

resp. a product. They are defined as follows: 

SUM(X,Y,Z) has the value true iff X = SUM(Y,Z). 

PROD(X,Y,Z) has the value true iff X = FROD(Y,Z). 

tag symbol represents identifiers. Different identifiers differ 

by different parameter values. 

(a+b)*(a+c) has the above named syntactic tree, if the 

representations of plus symbol, times symbol, open symbol, 
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close symbol and tag symbol are + *( ) I in this order. 

Suppose the object code a, b and c is '1', '2', '3' correspon¬ 

dingly, the decorated syntactic tree is: 

JS(A^1,2,4)^(1,5,5)^1(4,5,6)) 

T(ADD(1,2,4)ADD(1,3,3)MUbT(4,5,6)) 
f 

РЙСШ(АІШ(1,2,4)лі)і)(1 ,3,5)»iULi'(4fi>,6),ADD(1,2,4¾ ADj)( 1,3,5) ) 

_t T(ADD(1,2,4)) 
f 

P(ADD(1,2,4)) 

1-(ADD(1,3,5))- 

-) 
a(ADD^2p4)) 

ЗшГаРЦ(1,2,4),'1'»’2' ) 

d('1') 
t 

T('1') 
t 

Р(Ч') 
t 

id') 

T( '2') 
f 

P( '2') 
T 

lI('2') 

-) 
ü(AJjü(V3,5)) 

3PH( ADD( 1,3,3 ),Ч'.'З') 
-t= 

i('1') 
t 

T('1 ') 
t 

P)'1') 
f 

id1) 

Therefore, the semantic value of (a + b) (a + c) is 

ADD1,2,4 АШ)1,3,5 [<ІІШГ4,5,6- 
If we substitute formulae rather than compute the parameter 

values, we get the following formula for the computation of the 

semantic value: 

ШШ(ШШ( '1' , '2'), SÜM( '1 ', '3' ))• 

Affix grammars 

for the definition of arithmetic expressions by an affix gram¬ 

mar we must take into consideration that the underlying con¬ 

text-free grammar may not contain left recursion. This fact 

influences the order of computation of arithmetic expressions. 
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arithmetic expression + CODEN : expression + CODEN, 

expression + CODE : tertiary + CODE 1, plus symbol, expression 

+ CODE 2, sum + COM + COM 1 + COM 2. 
tertiary + COM : primary + COM 1, times symbol, tertiary 

+ CO hi 2, prod + COM + COM 1+ COM 2. 

expression + COMM s tertiary + CODSN. 

tertiary + CODEN : primary + CODSN. 

primary + CODSN : open symbol, expression + CODSN, close symbol, 

primary + КUM : tog symbol. 

Nonterminal elements of the underlying grammar are: arithmetic 

expression, expression, tertiary, primary. 

terminal elements are: plus symbol, times symbol, open symbol, 

close symbol with, their representations + *(). tag symbol 

stands for any identifier. 

prod and sum are primitive predicates the effect of which is 

defined by total recursive functions. 

CODE, CODEN, HUM, CODE 1, CODS 2 are affixes. 

All affix positions excluded the second and the third of sum 

and prod are derived. The second and the third positions of 

sum and prod are inherited. 

sum and prod examines, whether the terminal production of the 

first affix is, in a certain way, composed from the terminal 

productions of the second and the third affix. The terminal 

production of the first affix can be interpreted as a metaform 

of the object code of a sum resp. product, whereas the terminal 

productions of the second and the third affix can be interpre¬ 

ted as metaforms of the object code of the operands. 

The following affix rules generate the terminal productions: 

CODEN :: CODE; NUM. 

CODE :: CODE?; CODE CODEP. 

CODEP :: add NUM1 IJUM2 NUM3'; mult NUM1 NUM2 NUM3. 

NUM1 :: NUM. NUM2 :: NUM. NUM) :: NUM. NUM :: 0; n NUM. 

CODE 1 :: CODE; NUM. CODE 2 :: CODE; NUM. 

From these rules we obtain: (a + b) * (a + o) is an arithmetic 

expression and the value of its associated affix is 
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add nO nnO nnnnO add nO nnnO nnnnnO mult ппшаО nnnnnO nnnnnnC 

which is the metaform of ADD^ 2 4 ^ ,- MULT^ g g. 

Kputh's attribute Krammars 

Syntactic rules 

* &г + T 

S —> T 
T1 —» T2 * P 

(Г —* P 
P —* (В) 

P —» I 

Semantic rules 

i(En) = ЗШ (X(E2), X(f)) 

X(B) = X(T) 

X(T^) = ШШ (X(T2), X(P)) 

X(T) = X(P) 

X(P) = X(S) 

X(P) = '1', if the identifier is a 

'2', if the identifier is Ъ 

•3 * > if the identifier is c 

The indices 1 and 2 denote different occurences of the same 

syntactic element in one rule. 

With each nonterminal element the synthesized attrihut (bottom- 

up transfer of attribute values) X is associated. X(NT) 

denotes the attribute X of the nonterminal element NT. 

ЗШ generates the object code of a sum from the object codes 

of the operands. Р'АЬЪ generates the object code of a product 
from the object codes of the operands. 

The decorated syntactic tree of the expression (a+b) * (a+c) 

is: 
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JS(ADU(1,2,4)АШ>(1,3,5)МиШ(4,5,б)> 
T 

T(ADD(1,2l4)ADD(1f3,5)MDM(4,5I6)) 
t 1-!ЩАі)Р(1,2,4), АРД(1,3,3)) 

fUWl.3,5)) T(ADD(1,2,4)) 

P(ADD(1,2,4)) 

Jä(ADD(1,2,4)) 
T _ 
*— SUM( 4 ','2') 

a('i') 
t 

Т(Ч') 
t 

P( 4 ') 

. T 
1(4') 

\ 
K'2') 

T 
P('2') 

T 
I('2') 

Ü(ADD(1,3,5)) 

t_ 
Jä( 4 ') 

t 
Т(Ч') 

t 
Р(Ч') 

T 
КЧ') 

S0S(4*,'3’) 
* ? 

T('3') 

P('3') 
T 

K'3') 

The example shows, that attribute grammars of this type enables 
to construct a formula for determination of the semantic 
meaning. For this purpose, the right sides of all semantic 
rules must be denoted as formulae. 
The formula for determination of the semantic meaning of 
(а+Ъ) -л (a+c) is ШбЗ(ШШ(Ч','2'), §Ш(Ч','3')) which is the 
same as in the case of GSF. 

Iron's method 

■S + T KIPY Р2ІІ1 
T =:: jS=* {p1} 

T * P =t. *-► fa |[Pl5 P^l] 

P =:: T=* [P1} 

(iä) =:: P=* |P2j 

a =:: P=4 |4 
b =:: Р-» {'2'} 
c =:: P-4 j'3'j 
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P^ represents the semantic meaning of the i-th component. 

generates the object code of a product from the object codes of 

the operands. cE, generates the object code £ a sum from the 

object codes of the operands. 

The semantic meaning of the expression (a + b) * (a + c) is 

{ [i/g U'1'* '2 3} i { C'1' * ' )3}]} • The corresponding 

decorated syntax tree is (arrows mark the way of processing the 

semantic meanings): 

Let us now substitute Jvj by fflölb, J^> by BUM, % by, ,[t ]j 

by ( ) in the semantic meaning. The result is again PROD 

(ШЩЧ','2'), ШСГ.'З')}. 
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