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Konrad sngel

(Uber zwei Lemmata von Kaplansky

1. Problemstellung

Z2wei Lemmata von Kaplanski /4/ bilden eine wesentliche Grundla=~

ge eines Lésungsweges zum klassischen Ehepaarproblea (vgl. /1/,

S. 133 ff). Sie lauten:

Lemma K1:

Bs sei eine Menge T#(n) ={a1, o olely a.n} aus n Elementen gegeben.

& (n,k) sei die Menge aller Teilmengen ®{(n,k) von W(n) mit

den figenschaften

1. |#(0,k) = X,

2a Vi, 5€ {1, oon n} gilt: Ist 1£j und a;, aj& W(nk), so
|i-d|2 2.

3s sei H(n,k) =|€(n,k)| .

Ms gilt:

(n—k+1)
k /, falls n2k

0 , falls n<k.

H(n,k) =

Lemma K21
Es sei eine lenge W(n) =s_a1, seey an} aus n Elementen gegeben.

&£ (n,k) sei die Menge aller Teilmengen M(n,k) von #¥(n) mit

den #igenschaften

1. |Wo,X)| = k,

2.Vi,je {1, ..., n} gilt: Ist i#j und aj, ajé M(n k), so
|li-j|2 2

3. a € M(n,k)=)an ¢ "(n,k).

£s sei I(p,k) =|&(n,k)| .



Bs gilt:

I(n,k) = 52 (“;;k), falls n>k > 1

I(n,0) = 1 I(1,k) = 0, falls k = 2
1(0,k) = O, falls k 2 1 I(n,k) = O, falls k > n > 2,
I(1,1) =1

Diese Lemmata sollen nun verallgemeinert werden. Wir ermitteln
die Anzahlen von Auswahlen verschiedenen Typs aus endlichen
Mengen. Die Typen der Auswahlen seien: zundchst anschaulich
dargestellt.

1.1. Es sel ein Weg aus n Knoten und n-1 Kanten gegeben. kine
Auswahl 1. Typs sel eine Teilmenge der Menge der Knotenm, die

der Bedingung geniigt, daB keine zwei Knoten durch nur eine
Kante verbunden sind.

Figur 1
Diese Auswahlen werden im Lemma K1 betrachtet.

1.2. Gegeben sei elne Folge von n Rechtecken, die, wie aus Fi-
gur 2 ersichtlich, je eine Seite gemeinsam haben. In den Recht-
ecken seien jeweils q Punkte gekennzeichnet. £ine Auswahl 2.
Typs sei eine Teilmenge der Meuge der Punkte, die die Bedingung
erfiillt, daB keine 2 Punkte in benachbarten Rechtecken enthal-

ten sind. lil][[J

Figur 2

1.3, ks sei ein Kreis gus n Knoten und n Kanten gegeben. Line
Auswahl 3. Typs sel eine Teilmenge der Menge der Knoten, die
die Bedingung aus 1.1. erfiillt.

Diese Auswahlen werden im Lemma K2

betrachtet.

Figur 3



1.4. Gegeben sei ein Kreisring, der in n Fléchenstiicke aufge-
teilt ist, wie Iigur 4 angibt. In jedem Fliéchenstiick seien g
Punkte gekennzeichnet, Line Auswahl 4, Typs sei eine Teilmenge
der Menge der Punkte, die der Bedingung o@%
geniligt, daB sie keine zwei Punkte aus ‘
benachbarten Fliéchenstiicken enthidlt. ‘@’

Figur 4

1.5. &5 sei ein Graph aus n-p Knoten und (n-1)(p-1) Kanten der
Form, wie sie in Figur 5 ersichtlich ist, gegeben. Eine Auswahl
5. 1yps sei eine Teilmenge der ilenge der Knoten, die die Bedin-
gung erfiillt, daf keine zwel
Knoten durch nur eine Kante
verbunden sind.

Figur 5

1.6. Kin Rechteck sei in ne-p Rechtecke aufgeteilt (Figur 6). In
jedem Rechteck seien q Punkte gekennzeichnet. Eine Auswahl

6. Typs sei eine Teilmenge der Menge der Punkte, die die Bedin-
gung erfiillt, daB keine zwei
Punkte benachbarten Recht-
ecken angehdren,

2. Abstrakte Formulierung der Probleme 1.2., 1.4., 1.5., 1.6.
und deren Idsung

2.1. Gegeben sei eine Menge Nt(n,q) aus neq Blementen, die in
einer Matrix angeordmet seien.

311--.a,]q
WL(D,yq) = | esececeas
B1++8nq

& (n,q,k) sei die Menge aller Teilmengen ¥%(m,q,k) von W¥(n,q)
mit den Eigenschaften



1. | W(n,q,k)| = k

2. Vi, vref{1,...,n} V5, seh,...,q] gilt: Ist i#r und
aij’ arsém(n:q,k). S0 li-l‘i?- 2.

g8 sei H(n,q,k) =]&£(n,q,k) .

Sabz 1:

s gilt:

H(o+1,q,k) = (YH(n,q,%) + () B(a-1,q,k-1)

+ (3) 5(0-1,0,k-2) + .o+ (HE(0-1,q,0)

H(n,q,0) =1

H(n,q,1) = n-q
H(O0,q,k) = 0, fliir k =1
H(1,q,k) = (lq{)'

Beweis: Wir konnen & (n+1,q,k) in paarweise disjunkte Teilmen-
gen zerlegen.

L, = {m(n,q,k); ﬂje{’l, eees @}y SO daB ay 4 jébﬂ(ﬁgq,k)}
Ly = {m(n,q.k);flﬂ('\) it (DL {1, oeo, q} una (Dl = 1, so
da8 jeT(1)=Pay, 4 j€W(n,q,k)}

£, = {W(n,q,k);3[T(t) mit N(b)< {1, «evy q} una l2(6)i= %, so
daB JET(¥)=>a, 4 jeM(n,q,k)} (1252x),

Wir ermitteln

|nﬁo' = (g‘) H(n,q,k)
24 = (%) H(z-1,9,k-1)
| el = (§) B(a-1,q,k-5).

Hieraus ergibt sich die Behauptung. Die Anfangswerte sind
evident. Qe0.d.

Aus dieser Rekursionsformel ist schwer eine explizite Formel
abzuleiten, deshalb gehen wir hier einen anderen Weg. Dazu be-
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handeln wir vorerst ein Lemma.

Lemma 1:
is sei eine lienge W{(t,q) aus t-q rlementen, die in einer
Matrix angeordnet seien, gegeben.

8qqeee8qq

W(E,Q) = | cevecanan

at,]...atq .
& (t,q,k) sei die Menge aller Teilmengen ¥{(t,q,k) von H{(t,q)
mit den Eigenschaften
Te Im(t’(]nk)l =k
2. vie {1, ..., 8} Jge {1, .o, o} ay eMb,q,k).
Es sei B(%,q,k) =|&(t,q,k).

t s
Bs gilt: B(t,q,k) = {T_o (_1)1(1:) ((t;i)Q)_

Beweis:
Zunéchst sei do(t,q,k) die Menge aller Teilmengen

ao(t,q,k) von ®¢t,q), fir die gilt:

'ao(t1Q1k)l = k.
Weiterhin seien afi(t,q,k) (i=7,e.4t) die Mengen aller Teilmen-

gen lxi(t,q,k) von W(t,q), fiir die gilt:

1. |8, (t,q,0)] = k

2. Vje[’l, W q} aijéai(t,q,k). "

Offenbar gilt: &(t,q,k) = a’o(t,q,k)\i\{l OL;(t,q,k), d. h.

B(t,q,k) = I wo(t’Q1k)l_l _®1 ai(tvq’k)l .
i=

Leicht erhdlt man |G{(%,q,k)| = (t{;q).
Wir benutzen nun die Formel fiir Inklusion und Exklusion (vgl.
/1/ , S. 101 £f) und setzen kurz &i(t,q,k) = 8.

Bs sei s, = ZL?D?V)I (1) € {1, ouey t} und |2(3)| = 1.
TL1



Es 1stv3(%v =[asm(t,q);lal=k und Vje{1, ...,q}iﬂ‘(i)-’baij¢ﬂ?,

.0 Noey= (1
a IV&T(i)Vl ( k)

Da es nun (:) Teilmengen T(i) gibt, erhalten wir

- (D
Damit ist
t -
li\;{l ail = _Z_; (—-1)“1 (g)((t—li()q> und letzten wndes

T i §
B(t,q,k) = lg =1 (:)((t-i)q)‘ Gegad. '

Mit Hilfe dieses Lemmas kdnnen wir den folgenden satz 2
beweisen.

Satz 2:
Bs gilt:

0
H(n,q,k) = ; H(n,t) B (t,q,k)

= ) N
Z (n_:”)-g (=1 )1(‘1?) (( 6-1) q) )
Beweis:

Wir konnen wieder £(n,q,k) in paarweise disjunkte Teilmengen
zerlegen (t=1, «.., n). Dazu sei im Lemma K1 (n) = {1,..., n}
gesetzt, d. h. a; =1 (i=1, eee, D). L(n,t) und Wn,t) werden
wie im Lemma X1 definiert. Nun sei

2, ;{m(n,q,k);.?!M(n,t), so dad V i€W(n,t) 3 jeft, ..., g}

dijem(n,q,k) }

8 existieren nach Lemna K1 ( itengen WL(n,t).

Numerieren wir diese Mengen M¥(n,t) irgendwie durch, so kdnnen
w:l.rxt weiter in disjunkte Teilmengen X, ,, zerlegen
’

(V=1 eees (”‘2*‘)).

10
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act,v :{m(n,q,k); Viemv(n,t)ije{’),...,q} aijew(n,q,k)}.
s ist pun offenbarlxt v' = B(t,q,k), so daB

[£]= B(n, ) B(t,q,k) = ("-g“) g (_1)1(;:)((t-11‘)q) —_—

n

lx(anJk)‘ H(n,q,k) = ; H(o,t)*B(t,q,k)

D

L) ') DY,

2.2. Gegeben sei eine Menge NY¥(n,q) aus neq Elementen, die in
einer Matrix angeordnet seien.

]

ge.e.d.

a,”...a,'q
W(0,0) = |eeeoncene| «
8p1°+8pq

d(n,q,k) sei die Menge aller Teilmengen NW(n,q,k) von N(n,q)

mit den Eigenschaften

1°|m(nt‘-hk)| =k ’

2. Vi, refl, ..., 0} Vj, sef1, ..., g} gilt: Ist ifr und
8340 %Sﬁm(n,q,k), Soli—l‘l-’- 2

3. V3, 55{11 eeoy Q} a,ljem(no(hk)é&Ds¢m(n)(1)k)-

Sei I(m,q,k) =|3€(n,q,k)| .

Satz 3: n

I(n,q,k) = ; I(nat)'B(t,ka)-

Der Beweis dieses Satzes lauft analog dem des Satzes 2.

2.3. Bs sei eine Menge WY¥(n,p) aus n.p Elementen, die in einer
Matrix angeordnet seien, gegeben. ’

&11¢.oa1p
TL(D,D) = | seascaces

" %1"'31:1:
&£(n,p,k) sei die Menge aller Teilmengen R(n,p,k) .von WM (n,p)
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mit den Bigenschaften

1. |@t(n,p,k)| = k

2. Vi, re{’l, eeey D}V, se{’l, Gie wiy p} gilt: Ist (i,j) # (r,8)
und 855 arSEXﬂ(n,p,k), so |i-rl2 2, |j-s|=z 2.

Sei Q(D’Ptk) =|£(D,P,k)| .

Es werden zundchst die Fdlle p = 2 und p = 3 untersucht.

2.3.1. Der Fall p = 2

Lemma 23

Es sei eine Menge t(n) = {a,l, eeey & ] aus o Hlementen gege-

ben. ¥(n,k) sei die Menge aller Teilmengen W(n,k) von (n)

mit den Bigenschaften

1. |W(n,k)f= Xk

2. VY1, jef1, ..oy o} gilt: Ist a;, a;€Mt(n,k) und i<, so
\j-il 2 3, falls i ungerade,
|j-il # 2, falls i gerade.

Sei R(n,k) =l&(n,k)| .

Es gilt:

R(2n+1,k) = R(2n,k) + R(20-2,k-1) + R(2n-3,k-2)

R(2n,k) = R(20-1,k) + R(20-3,k-1)

R(n,0) =1 R(1,k) = O fiir k 2 2 ™)
R(n,1) =1 R(2,k) = ¢ fiir k = 2
R(0,k) = O fir k > 1 R(3,2) = 1

R(3,k) = O fiir k > 3.

Beweis:
Die speziellen Werte sind wieder leicht einzusehen.

£s sei %" V(n,k) eine Teilmenge von &(n,k), fiic deren slemente
W1 (0,k) gilt: a_ 87 (n,K).

sei B V(n,k) =|27 1 (n,k)| .

Wir zerlegen &(2n+1,k) in

£, = {@@01,0)5 ay,,¢0(2041, 1)}

£, = {m(2n+1,k); azm,lEM(znm,k)} "

Bs gilt: || =|£(2n,k)| = R(20,k)

[£,] €22 (an k-1)| = ¥¥~T(20,k-1).

12



Wir zerlegen MZD-1(2n,k—1) in
£, = {mal)'1(2n,k—1); azntmzn'1(2n.k-1)}

£

4 = (WP 20, k1)5 ay €@PP (20, k-))

s gilt:| ae}l | £ (2n-2,k=-1)] = R(2n=2,k-1)
|x4|= |#£(20-3,k-2)| = r(2n-3,k-2).
Somit ist k(2n+1,k) = [&£] +|¢B’¢1d§4|= R(2n,k) + R(2p-2,k=-1)
+ R(2p-3,k-2).
Wir zerlegen &(2n,k) in
£ = {@(2n,k); a,,68(20,k)
L = {Mt(zn,k); a2nem(2n,k)}.
as gilt: |¢£5l.= r(2n-1,k)
[€gl = &(2p-3,k-1).
Somit ist R(2p,k) = R(2p-1,k) + R(2n-3,k-1).
Die folgende Tabelle, die man schnell durch Benutzung geeigne-—

ter Schablonen erhilt, gibt die Werte R(n,k) fir kleine Zahlen
n,k an.

N2 |ol1]|2]z)4is)e| 7] 8) 9}10
(0] O B B R B B i I I I
) ol1])2|3(4]5]6| 7 9110
2 0jo|c{1]2]|5]|8 13|18 |25|32
3 ofjojofojol1]2]| 7|12 |25|38
4 olo|clojojolo]l 1| 2| 9|16
5 ojcjojojojojo]l oy o 1| 2
6 olotololololol ol 0] o) O
Tabelle 1
Lemma 3:
Bs gilt: n

it
R(2n,k) = (n-k+1) § (':ﬂ)-r(-_l.——gyn-:')-r
¥ i=maxn-,-1) 1-X+1) I(1-n+ n-1):

n

14131
R(2041,k) = 2 — L .
’ 1=nax(5-K,k-1) +7)!1(1~n+k)!(n

13



Beweis:

Hier und im folgenden wird bei der Ermittlung expliziter Dar-
stellungen der Anzahlen aus rekursiven Darstellungen der Kal-
kiil der formalen Potenzreihen angewandt (vgl. /3/, S. 11 ££).

sei §, = iZ R(21 + 1, §xtyd
1 J=
w s
b, = Z R(2i, §)x°tyd
a:

Wegen (%) gilt:
$401 - 2B + §u() = xy
¢1(—x-13y) +¢2 «1 =1 +x2y.

Diese Gleichungen konnep als Gleichungssystem liber dem Quotien-
tenkoérper von Z[x,y] aufgefaBt werden. Als ILdsungen ergeben
sich

é- x-o-yx+jz'x5

4y =
1-(x2+yx2+yx4)
¢2= 1+yx2

1 -(x2+yx2+yx4)
Die Reihenzerlegung fiibrt zu

¢,

@©
3 i
x(1 +y+x2y) 121 (1 +y+yx2 )
=0

2 ¥ 215 (b vi Q) 2p
x(1+y+x y)gx go y = M
Jos
(1+yx2) ;: x21 Z (v) VZ (/a) 2/“
=0

¢, P

8ei F(n,k) der Faktor vor x nyk der Reihe

n

1%



o0

i »
2 ) hryv)l_h P
1=0 v =0 Ik=0

n

s gilt: F(n,k) = 30X, 5.
s Cngit i=ﬁ;(k,n-k) ko1

Durch Koeffizientenvergleich erhalten wir
r(20+1,k) = F(n,k) + #(n,k-1) + F(pn-1,k=1)
R(2n,k) = F(n,k) + F(n-1,k=1).
liine Rechnung bestatigt die im Lemma angegebenen Formeln.
qe.e.d.
batz 4;
&8 gilt: Y(n,2,k) = R(2n,k).
Beweis;
dine Umnumerierung der Art 85,51 = 8jqs 85,4 = 855 (i=1,..40)
ermoglicht die direkte Anwendung von Lemma 3.
q.9.d.
2.3.2. Der Fall p = 3
Lemma 4:
Es sei eine Menge WL(n) ={aq,....an} avs n Klementen gegeben.
& (n,k) sei die Menge aller Teilmengen M(n,k) von MW(n) mit
den Eigenschaften

1.|®(n,x)| = k
2. V¥i,3e {1,...,n} gilt: Ist a;, a

|§-i # 3, falls i = 0 (3)
],j-il# 1 und j-i # 3, falls i =1 (3) oder i = 2 (3).

Sei R(m,k) =|&(n,k)|.

5€ MM (n,k) und i <j, so

s sei X),(n,k) eine Teilmenge von &£(n,k), fiir deren Elemente
my(n,k) gilts ayém?(n,k) (xe{‘l,...,n}).

Weiterhin sei Ry(n,k) =|cfy(n,k)| .
s gilt:

15



R(30+1,k) = R(3n,k) + R(3n-4,k-2) + RO°"2(3n-1,k=1) )

R(3n+2,k)

R(3041,k) + B2°1(3n,k-1)

R(3n,k) = R(3n=1,k) + ROP~2(30-2,k-1)

" 1(n,k)

und
R(n,0)
R(n,1)
R(0,k)
B(1,k)
R(2,k)
R(3,2)
R(3,k)
R(4,2)
R(4,k)
Beweis:
Die Anfangswerte

"

OWO = 0000B =2

Pir k
fir k
fir k

nonow nowoBonn

fir k

fiir k 2

R(n=2,k) + R®2(n-2,k-1)

" (n,0) = 1

2 R~Y0,k) = 0 fiir k > 1
22
> 2 R%(1,1) = 1
& 0 )

3 R%(1,k) = 0 fiir k » 1
> 3,

ermittelt man leicht.

Wir zerlegen &£ (3p+1,k) in
£, = {W(30+1,k)5 azy q & W(Z041,k))

&, = {(3041,k);5 ag, 4 € W(3041,k)] .

Es ist
|£4] = BR(3n0,k)

|2} =222 (30,k-1)| = BZ""2(30,k-1).

Wir zerlegen fermer d!5n_2(3n,k-1) in

25 = {2 (3n,1-1); a5, ¢ MP2(30,k-1))

£, = W72 (30,%-1)5 ay, € WMEP2(30,k-1))

Es ist

|5 = RO""2(3n-1,k-1)

[, = R(30-4,k-2).

16
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Hieraus ergibt sich die erste der im Lemma angegebenen Formeln.
Die anderen errechnet man analog.

Aus der folgenden Tabelle, die man wieder leicht durch Benut-
zung geeigneter Schablonen erhdlt, kann man die Werte R(n,k)
und R""1(n,k) fir kleine Zahlen n,k ablesen. Dabei steht in der
linken Spalte unter n der Wert R(m,k) und in der rechten Spalte

unter n der Wert Rn'1(n,k).

n

k 011 21 3|4l sle]l 721 819l 19 11 12
0] ATAATA(A(TATATATA A G R U B U
1 ojoi{1{1|2|1]3]{2{4|3]5|4|6]|5]| 7|6 8 7 9| &nq o1 1
2 0|0o|0o]o|0|0[1]1]|3111513]|8|6[13|9N8] 1
3 olojolololofololo[o]1]11]2]1]| 7|4n3| Se2nerCR 1 5
4 o|ofo|o}o]jojofojojojojo|o|O] 1|1 2] 1 on 145
5 o|ojo|o|o|Oo|o|O|O|Oj0O}O|0O|O]|O]C| O] UA1 31 3
6 olojojojojojojololojojo|DO|0O] OO} O (o} e e 141 1
7 olojojojcjolotolololololuloloio] o olq g (o)
Tabelle 2
Lemma 5:
Sei F(n,k) = L P(i1s12""'18)!
11¥12+213+214+2I5+316+317+518=n
12+13+214+515+216+4i7+418=k
wobei )
(L +i#eeet+ig)! i, 1 i i
P(igsdpseeasly) = ——2——B2 233741y 7u(-m) O,

11112!...18!

Die Summe werde dabei iiber alle 8-Tupel aus nichtnegativen gan-
zen Zahlen erstreckt, fiir die die beiden Gleichungen gelten.

7



Es gilt:
R(3p,k) = F(p,k)+2F(0-1,k-1)+F(n~1,k=-2)+F(n-2,k-2)-F(n=-3,k~4)
R(3n+1,k) = F(n,k)+F(n,k-1)+2F(n-1,k-1)+2F(n=-1,k-2)
+F(n-2,k=2)-F(n~3,k-4)
R(3p+42,k) = F(n,k)+2F(n,k-1)+2F(n-1,k-1)+3F(n-1,k-2)
+F(n=-1 ,k=3)+F(0-2,k=2)~F(n=-2,k-4)=F(n~3,k=4).

Bewels:
<)

sei ¢, = i?_;on(;im,j)xﬁ”yj
m .
dp = 2 RGL2,PN )
i,J=o0
00
5= ; R(31, )ty
i,3=0

¢, i;;oﬂi‘“(i.a)xiyﬂ.
Wegen (x%) gilt:
¢4 +92 "4’5""25"51 - 2y g, -I?‘;'J:3 =xd,+xd, +xd;
- Pydy -7 8y - Oy by + OV, - X0, + Xy,

+x4y§2+xq'y<b5+1 + 3y + 7 + X2 - x%3,

Wir konnen nun auf beiden Seiten die Glieder zusammenfassen,
in denen x in einer i-ten Potenz auftaucht, wobei i = 0(3),

i = 1(3) bzw, 1 = 2(3). Die Summen dieser Glieder miissen auf
beiden Seiten der Gleichung gleich sein. So erhalten wir:

¢, 'xzybg"x@»ﬁ = xy
“x(14x77) b4 + (1407) &y -y §5 = 0

=y bq+ x(x%y2-x%y-1) dp + (1+x%y) é; = 14x0y-x52.
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Idsen wir dieses Gleichungssystem iiber dem Quotientenkdrper vom
Z[x,y] auf, so erhalten wir mit

z = x3 und
N=1- (z+zy+2z2y+3z2y2+z2y3+z3y2-z5y4-zqy4)

¢4
%
$5

Durch Reihenzerlegung und Koeffizientenvergleich erhidlt man
die angegebenen Formeln., Die Rechnung sei kurz am Beispiel @3

vorgefiihrt.

X(14y+22y+225° 42232557 ") /N
x2(1+2y+22y+52y2+zy3+zzyz-zzyq-ZByu)/N

(1+Zzy+zy2+zzy2-zzy4)/m.

]

éB = (ﬂ+2zy+zy2+zay2-23y4)-

00
'Z:: (z+zy+2z2y+522y2+z2y3+z3y2—23y4—z4y4)i.
=0

Unter Anwendung des Polynomischen Lehrsatzes erglibt sich

= (1+22y+zy2+z2y2-23y4)-
3

00 ' :
i, i, i, 1, 21, i, 1
; 2:{ i1 e 1225253 ,7343 574
=0 iq+...+ 8:1 i1!°...'18!

i1,...,1830

21

21, 2i. 3i. 31, 21 i, 34, 41 i
— ¥ 4,775 y 5,76 y 6 (=1) 7577 y 7 (=1) 8 ,

4i, 4i
z 8y 8,

kEin Koeffizientenvergleich bestétigt das Ergebnis,

q'ecdo
Satz 5:

s gilts
Q(p,3,k) = R(3n,k).
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Beweis:
Wir numerieren um:
830125831 83,595 8420 83,3 5833 (1=1,...,0).
Wir kopnen direkt Lemma 5 anwenden.

q. e. d.
2.5.3, Der Fall p> 3

Lemma 6¢
Es sei eine Menge Mt (n) = ia,l,...,%} aus n Elementen gegeben.
&£ (n,k) sei die Menge aller Teilmengen NY(n,k) von M(n) mit
den Eigenschaften
1. IM(n,k)l =k
2. Vi,je{1,000,n} gilt: Ist ay,a € W{(o,k) und i < j, so
|j=il# py, falls i = O(p)
13-11# 1, [j-i1# p, falls i Z O(p).
Sei R(n,k) =l&(n,k)l.
Weiterhin sei { (n) die Menge aller Teilmengen von {n-pm,...,n}
und § ;(n) deren Elemente.

£y(n)
oL 3 (n,k) sei eine Teilmenge von &£(n,k), fiir deren rlemente

gi(n) .
m (n,k) gilt: £.(n)
Vie{1,00,m} jegi(n)-baj¢m 2 (n,k).

Sei lxgi(n)(n,k)h gt

Es gilt: £.(n)
R(n+1,k) = R(n,k) +RB | (n,k-1), falls n = 0(p)
\2,'1(1:) ={n—p+1}

gz(“"‘)
R(n+1,k) = R(n,k) + R (n-1,k-1), falls n # 0(p)

£,5(n-1) ={n-p+1} P
Sei nunf,(n+1) = [“1"“'“1'} (0=p+2£ @y < ... <t fD41).

n)
(n,k). (Man beachte: Ré(n,k)=R(n,k)).

Es gilt weiter
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£3(0) n) _
(o+1,k) = R (n,k) + (n,k-1), falls n = 0(p)

und o , <0+ Ea(n) = {3 (a+1);

£ ,(n) ={n-—p+1} V£ (1)

Rgi(n+1) qu(

1
R{i(n+ )(n+’1,k) = Rxs(n)(n,k), falls «,, = n+1
g5(n) = {a1,..., «r_1}
1 -1
REi(n+ )(n+1,k) = Rgs(n)(n,k) - REG(D )(n-’l,k-—’l),
falls n # O(p) und «, <
£6(n—1) = €i(n+1) Vzn-p+1}
1 -4
Rzi(m )(n+1,k) = Rz3(ﬂ)(n,k) + R€7(n )(n-’l,k-1),

falls n # O(p) und 2, =n
€ = {&qnenes o)

AuBerdem ist

R(p,0) =1 Rei(n)(n,o) =
R(0,k) = O flir k 2 1 £, (0)
R(1,1) = 1 RY 7(0,k) = 0 fiir k > 1
R(1,k) = O fiir k > 2 £ (1) 0, falls 1€¢,(1)
R (1,1) =
1, falls 1¢§,(1)
1
g )(1,1:) =0 fiir k > 2.
Beweis:

Die Anfangswerte sind leicht einzusehen, und die Rekursions-
formeln ermittelt man amalog zu 2.3.2. Man iiberlegt sich auch
leicht, daB die neu auftretenden Mengen gv(k)
e 1,40+, 7}, ke{n,n-1}) tatsécnlich in {(n) bzw. §(n-1) ent-
halten sind.

q.e.d.
Es ist méglich, die Zahl der auftretenden HilfsgrdBen

fFa

(n,k) zu reduzieren. Dazu beweisen wir das folgende
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Lemma 7.
Lemma 7:

Sei ( (n) die Menge aller Teilmengen 91(") von {n-p+1....,n-1}
mit den EBigenschaften

1. Yu,ve{n-p+1,..., p=1} u,ve §,;(n) und u<v und u # 0(p)
-V - ux2 '
2. Yue{p-p+1,..., n-1} ued;(n) und 0 # O(p)=>u - (n-p+1) = 1,

§;(0)
P4 (n,k) sei eine Teilmenge vonZ (n,k), fiir deren Elemente

.Lqi(n)(n,k) gilt: (o)
Vje{1,...,n} ae%(n)»ajémg_i . (n,k).

(

ge1 1 n)(n,k) =l,t%(n)(n,k)l. (lian beachte RP(n,k) = R(n,k).

Bs gilt: (n)

R(n+1,k) = R(n,k) + R%' ! (n,k=1), falls n = 0(p)
9,1(1:) = {n-p+1}

Fo(0=1)

R(p+1,k) = R(n,k) + R (n-1,k-1), falls n # O(p)
&.(0=1) = {n-p+1}.

Sei §;(n+1) = {a,,,..., ap} (D-p+2€ay < o0 < @ #n).

Weiterhin gilt:

1
R ga (ot )(n+1 k) = R %(n)(n,k) +R %(n)(n,k—*l),
falls o = O(p) und a,<n

qB(n) = %_(nm); §4(n) = 71(n+1 )u{n-p+1}
(n+1) -1 -
R?i o (n+1,k) = R%(n )(n-’l yK) + R§6(D 1)(n—1,k—1),
falls n = O(p) und o(r=n

%(n-1) {t.,,.oo, *r_»,} H
qs(n—ﬂ = {“'1"“' a.r_,l}u{n-pﬂ}
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1 '
R%i(n+ )(n+1,k) = R%(r)(n,k) + Rga(n)(n-’l,kﬂ),

falls n # O(p) und €, < n=1

Fo(n) = & (0+1); F5(n-1) = §; (2+1) U fo-p+1}

R%'(n”)(nﬂ,k) -0 . R%o(n.a)(n-Z,k—'l),

falls n # O(p) und a, = n-1 und di'-1 = n-3

%(n) = g (n+1);
%o(n-a) = {ac,l § ”"“r—'l}u{n'p”‘

1 (n-
Rg'i(m- )(n+1,k) = R’ﬂ(n)(n,k) + Rgc,‘?(n 3)(n-i'»,h:---’l),
falls n ¥ 0(p) und 4y = 0=1

und &, _4 = 0-2, d. he 0 = 2(p)
911(13) = ?1(’“1)3
&#4o(n=3) = {oL,,,..., LAY {n—p+1}

1 -1 -1

ph >(n+1.k) - gh3® )(n-’l,k) + R%“(n )(n—‘l,k-’l),

falls n # O(p) und d, =01 und dr—‘l £ n=2
713(11_1) = {¢1'Qoo’ “-r_,‘};
& q4(n=1) = id,l,..., “1&1}‘/ {n-p+1}

1 -2 -2
F10 )(n+1 k) = Fste )(n-a,k) . s )(n-z,k-‘l),
falls n # O(p) und ay, = ‘

und &, 4 =0-1, 4. he 1 1(p)
q,ls(n-Z) = {"‘1""’ ¢r—2};
%s(n-z) = !d’l‘"" ar_2}u{n—p+‘l}

Fir Anfangswerte gilt:
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R(0,0) = 1
R(O,k) = O fiir k > 1
Rq‘i(n)(n,o) =1

R‘h(o)(o,k) =0 firk =1
1
R%( )(1,1) =1

1
a e )(1,k) =0 fiirk * 1

2 1, falls 1€,(2
Rgic 5(2’1) ) s 1€,(2)
2, falls 1¢71(2)

%:(2) )
R (2,k) = 0 filr k > 2
A {13 g;l=1
! 3, falls |{1,2] A&, (3= 0
(3) 0, falls 1€, (3)
212 = & %
1, falls 1¢%(3)

371(3)(5,1:) 0 fiir k * 3,

Beweis:
Die Uberlegungen miissen analog zum Beweis des Lemmas 6 gefiihrt
werden. Die Bestétigung, daB die neu auftretenden Mengen
gv(k) (vel1, ..oy 16}, k€{n, n-1, n-2, n-3}) tatsdchlich zu
g(k) gehdren, sei hier nicht im einzelnen dargelegt.

Qe€ed.
Satz 6:
Bs gilts
Q(n,p,k) = B(nep,k).
Beweis:
Wir pumerieren um:
8 ui=(p-1) = 2110 Bpei-(p-2) = 2127 ***r fp.iq = S4pae
a,.; = 8, (121, eeey D)o

Wir konnen direkt Lemma 6 bzw. Lemma 7 anwenden. qed.d
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Prinzipiell existieren nun keine theoretischen Schwierigkeiten,
mit Hilfe formaler Potenzreihen auch explizite Formeln fiir spe-
zielle Werte von p auszurechnen. Jedoch erhdht sich der Rechen-—
aufwand betridchtlich im Vergleich zu p=3, so daB diese Rechnun-
gen nicht weiter durchgefiihrt worden sind.

2.4, @&s sei eine Menge §{(p,p,q) aus n.p.q Elementen, die in q
Matrizen angeordnet sind, gegeben.

84919 °++89p1 891q°**®1pq
W (a,p) =|eeeeveiiian ], ven, ﬂlq(n,p) o P
2011°**%np1 291q°**%0pq

& (0,p,q,k) sei die Menge aller Teilmengen ¥Y(n,p,q,k) von
Wit(n,p,q) mit den Eigenschaften

1.|®(n,p,q,%)] = k
2. Vi,re{'l, ceey D} Vi,86{1, v, B Yu,vel1, ..., q} silt:
Ist aiju’ &mvem(n.P.Q.k) und (1,P#(,8), so |i-r|22,|j-sl 22,

Sei Q(n,p,q,k) = |€(n,p,q,k)l.
Satz 23

Es gilt: 1}
Q(n,p,q,k) = g Q(n,p,t) B(%,q,k).

Der Beweis wird analog zum Beweis des Satzes 2 unter Benutzung
von Lemma 1 durchgefiihrt,
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Hans-Dietrich Gronau

Einige Bemerkungen zur Arbeit "Uber die Anszahl elementarer BUB
in eingeschrinkten (v,k)-Familien"™ von D. Rasch und
G. Herrenddrfer

In /1/ werden vollstépdige und eingeschrinkte (v,k)-Familien
von balancierten unvollstédndigen Blockanlagen (BUB) eingefiihrt
und einige Bédtze iiber die Angzahl der elementaren BUBs in die-
sen Familien gegeben. Dem Autor erscheint es notwendig, su den
8édtzen 1, 5 und 8 Bemerkungen zu machen.

Wir benutzen im wesentlichen die Terminologie von /1/, bezeich-
nen aber zweli BUBs B1 und B2 mit gleichen Parameterp, fir die

eine Permutation 77" der Elemente won ¥ = {1, 2, eeey v] nit
717(32) = B, existiert, als isomorph, geschrieben B, = Bye Wir
benutzen auch die Sats~ und Pormelgihlung von /1/. B¥(v,k) be-
zeichne die Menge der Kombinationen von ¥ zur k-ten Klasse.
1.
Auf Grund von Satz 1 beschrinken sich die Autoren von /1/ auf
3<€k < %. Da £(v,1) und t'(v,1) nicht definiert sind, gelten
die Gleichungen

£(v,k) = £(v,v=k)
und

£*(v,k) = £"(v,v-k)

pur fir 2 < k £ v=-2,

Nach der eingangs gemachten Einschridnkung 2 £ k <v bleibt moch
k = v-1 zu untersuchen.

Es gilt

Lemma 1. £(v,v=1) = £¥(v,v-1) = 1.

Beweis: Es sei B¢ F(v,v-1) eine beliebige elementare BUB. Dann
ist wegen (1) und (v,v=1) =1¢ db=vetundr=(v1) « ¢t
fir eine gewisse natiirliche Zahl t 2 1, Pir jedes i ¢ ¥ exi-
stieren genau b - r = t Blocks, die das Element i nicht enthal-
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ten, d. h. der Block By =W\{i} = {1, 2, ..., i~1, i.1,..0,v}

tritt genau t-mal auf.
[ ]
Fir t = 1 erhalten wir die BUB B = (B1, Boy eeey Bv).

Pir t 2 2 ist B in genau 't BUBs B' zerlegbar, was aber unserer
Annghme widerspricht, d. h. £(v,v-1) £ 1. B' ist elementar und
sogar blockwiederholungsfrei, also £%(v,v-1) 2 1. Aus £(v,v-1)

2 £%(v,v-1) folgt unmittelbar unser Lemma. Q.e.d.
?

2,

Tn Bewels zum Satz 5 wird gezeigt:
4. Es gibt bis auf Isomorphie gepau eine BUB in F¥*(7,3) mit
A=1. '

2. Die Teilmenge 3 ist eine elementare BUB.

Sind B,‘ und B2 zwei BUBS mit A = 3, die man aus je zwei dis-
Junkten BUBS B, und B,y bzw. B,y und B,, mit A = 1 durch

By = B*(7,3) \(B4q V B,) und B, = B¥(7,3)\ (Byq U B,y) bilden
kann, so ist zwar B, ¥ B, genau davn, wenn Bjq Vv Bys =1 ByyVBy

gilt, doch letzteres folgt noch nicht aus der Tatsache, daB
alle BUBs mit A = 1 untereinander isomorph sind.
verdies ist depkbar, daB elementare BUBs mit A = 2 existieren.

Die Komplemente beziiglich B*(7,3) wiren dann EUBs mit A = 3
und falls elementar, solche, die wir noch nicht erzeugt hatten.
Deshalb vervollsténdigen wir den Bewels zu Satz 5 durch fol-
gende Lemmata.

Lemma 2, Es gibt keine elementare BUB B€ F™(7,3) mit A = 2.
Beweis: Wir nehmen an, es existiert eine elementare BUB

BEF¥(7,3) mit X = 2. Dann 48t r = 6 und b = 14.

Da wir unsere Untersuchungen auf eine geeignete BUB unter al-
len zu B isomorphern BUBs beschrénken kdnnen, werden wir
0.B.d.A. annehmen kdnnen, daB B gewisse Eigenschaftenu hat.
O.B.d.A. ist wegen A= 2 : 123, 124 € B, Wir unterscheiden

2 Fdlle.
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1. 134 €B und 134 ¢ B,

1. In B existieren auBerdem drei Blocks von Typ 1ab mit a,b€
{5,6,7}, vier Blocks vom Typ 2ab und,da genau einer von diesen
das Paar 23 epthdélt, drei Blocks vom Typ 3ab mit a,be {4,5,6,7}.
Wegen A = 2 tritt eine 4 in Block 2ab genau einmal und in
Blocks 3ab hochstens eirmal auf. Wegen r = 6 muB es somit min-
destens 2 Blocks vom Typ 4ab mit a,be {5,6,7} geben, d. h. B
hat mindestens 6+4+3+2=15 Blocks, was b = 14 widerspricht.
Folglich kann dieser Fall nicht eintreten.

2. Da es auBer den beiden erstem Blocks genau je einen Block
mit 13 und 14 gibt, ist o.B.d.A. 135, 146 € B, Unmittelbar
folgt: 157, 167 & B.

Wére 234¢ B, 80 kdnnte man B durch die Permutation (12) in eine
BUB vom Typ 1 iiberfiihren. Also gibt es in B noch folgende 6
Gruppen von Blocks, wobei a bis £ die Anzahl der Blocks in der
entsprechenden Gruppe bezeichne, die das Element 5 enthalten:

23, a
24, b
240

o)
%-}d
34.

3ee ©
4., f.

Wir bemerken, daB die freien Stellen nur noch durch die Ele-
mente 5,6 und 7 belegt werden konnen.
Wegen A= 2 und r = 6 gilt:

a+b+c+d+e+f =4,

a+b+c = 2,
a +d+ e =1,
b + d + £ = 2.

Dieses Gleichungssystem hat genau die beiden Ldsungen:
1) a=o0, b=o, c=2, d=1, e=o, £=1 und
2) a=o0, b=1, ¢=1, d=o0, e=1, f£=1.

29



Da keine Blocks mehrfach und alle Paare genau zweimal auftre-
ten, ergeben sich pun alle Blocks zwangsléufig, so da8 wir
insgesamt die beiden folgenden BUBs erhalten:

1) 123 135 157 236 256 345 367
124 146 167 247 257 347 456 und

2) 123 135 157 237 256 346 3356
124 146 167 245 267 347 457.

Durch Angabe jeweils einer Teil-BUB mit A = 1 weisen wir nach,
da8 diese BUBs nicht elementar sind, was unserer Anpahme wi-
derspricht. Polglich gibt es keine elementare BUB mit A = 2.
Zum Beispiel sind Teil-BUBs:

1) 123 157 256 367
146 247 345 und

2) 123 157 267 356
146 245 347. q.e.d.

Nach Lemma 2 sind die BUBs von F'(7,3) mit A= 2 genau die
BUBs, die man als Vereinigung von disjunkten BUBS mit A=1
erhidlt.
Es gilt

Lemma 3. Je zwei BUBs B,, B,€P'(7,3) mit A= 2 sind isomorph.
Bewsis; Wir beweisen das Lemma indirekt. Es seien B1, B, be~
1iebige nichtisomorphe BUBS aus F*(7,3) mit A= 2. Nach Lemma 2
sind sie jeweils in BUBs mit A = 1 zerlegbar. Da alle BUBs aus
F*(7,3) mit A = 1 isomorph zueinender sind, gibt es sicher Per-
mutationen 7, und T, von {1y eee, 7} mit G € T,(8,) und
GcIZ(Ba), wobei G = (123, 145, 167, 246, 257, 347, 356) sei.
Jt"1(B1) und 7,(B,) eind patirlich auch nichtisomorph.
W1(31)\G und Wa(Ba)\G sind zu G disjunkte BUBs mit A = 1.

Man findet genau die folgenden 8 zu G disjunkten BUBs mit A= 1
(Die Paare 12, 13 und 23 kommen in (paarweise) verschiedenen
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Blocks vor. Durch diese 3 Blocks ist jede dieser BUBs eindeu~
tig bestimmt.):

G,' Gy G3 Gy (}5 Gg G7 Gg

124 124 125 125 126 126 127 127
136 137 136 137 134 135 134 135
157 156 147 146 157 147 156 146
237 235 234 236 235 237 236 234
256 267 267 247 247 245 245 256
345 346 357 345 367 346 357 367
467 457 456 567 456 567 467 457
Zun Nachweis von G U Gy ¥ G U Gy fUr alle 1, J&{1, 2, ..., 8}
geben wir Permutationen @, von {1, 2, ..., 7} mit ®,(6) = &

¢1(G‘i) = G1. 16{2, ecey 8}. ans

i 2 3 4 5

P,y (23)(4657) (23)(4756) (45)(67) (46)(57)

i 6 7 8

Py (246)(357) (247)(356) (47)(56)

Mithipn sind auch W,l(B,‘) und 'Ia(Bz) isomorph, was unserer
Anpahme widerspricht. Damit ist Lemma 3 bewiesen. qe0.d.

3.

In Analogie zu den Bemerkungen zu Satz 5 ist zum Beweis von
Satz 8 ebenfalls nachzuweisen, daB je zwei BUBs B(v,k,a- 7\0),

die man als Vereinigung von a pasrweise disjunkten BUBs
B(v,k.lo) erzeugen kann, isomorph sind, Dieses folgt nicht

daraus, da8 alle BUBs B(v,k,ko) untereinander isomorph simd.
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In Abschnitt 5 wird £(8,3) ® 2 ohne Angabe eines Beispiels
einer elementaren BUB aus F(8,3)\F*(8,3) behauptet. Beispiele
fiir BUBs aus F(8,3)\F*(8,3) kann man durch folgendes Verfahren
gewlnnen, Es seien 31 und 32 zwel verschiedene BUBs aus F‘(G,B)
bzw. F*(7,3) (B1 und B, konnen durchaus isomorph zueinander
sein, doch sollen sie nicht in allen Blocks libereinstimmen).
Dann ist B' = (]3"(8,3)‘]31)\'132 (AUB enthalte genau die Blocks
von A und B mit den entsprechenden Vielfachheiten) eine ele-
mentare BUB aus F(8,3) \F*(8,3). Wegen B,c B*(8,3) ist B'

sicher eine BUB mit den Parametern v = 8, k = 3 und A = 6. Da
es keine BUB mit A <6 gibt, ist B' elementar, und wegen
B1 # 32 kommt mindestens ein Block doppelt vor. Jeder BUB

B(v,k, A ) ordnen wir eindeutig den charakteristischen Vektor
X = (xo, Xys oeey xk) zu., Dabel bezeichne x5 (1 =0, 1, eee,A)

die Anzahl der verschiedenen Blocks, die gepmau i-mal in B vor-
kommen. A

Insbesondere ist ; i. x = b.

Sind zweli BUBs isomorph, so haben sie sicher den gleichen
charakteristischen Vektor. Die Umkehrung gilt im allgemeinen
picht. Wir geben nun einige BUBs aus F(8,3)\ F¥(8,3) an. Die
Nichtisomorphie weisen wir durch verschiedene charakteristi-
sche Vektoren nach.

Wir benutzen folgende BUBs:



: L ]
7%(6,3): Bj1 123 , Byt 125, Bsi 123, B, 124,

134 124 125 125
145 145 136 135
156 156 145 136
126 136 146 146
235 235 234 234
245 246 246 236
246 256 256 256
346 345 345 345
356 346 356 456

F*(7,3): Bg: Teilmenge 1, Bg: Teilmenge 2, By: Teilmenge 3

(Fiir diese Teilmengen s. Abschnitt 4 von /1/e)

Beispiel charakteristischer Vektor
(8*(8,3)\ B, VB, (4,48,4,0,0,0,0)
(B%(8,3)\ By)UB, (6,44,6,0,0,0,0)
(B*(8,3) \ Bg) VBg (7,42,7,0,0,0,0)
(8%(8,3) \ B,) VB, (10, 36,10,0,0,0,0)
(B"(8,3)\B7)UB5UB5OBG ,21,7,7,0,0,0)
(B"(8,3)\ B,) UBgUB; UBg (21,28,0,0,7,0,0)

» ' . ' .
(B¥(8,3) \ B\ B)) VB VB UBgUB;  (28,21,0,0,0,7,0).
Damit gilt

Lemma 4, £(8,3) > 7.

Es wird der tatsichliche Wert aber wesentlich hdher liegen.
Hier sollte auch nur auf das Erzeugungsverfahren und die Ver—
schiedenartigkeit von BUBs aus F(8,3) hingewiesen werden.

Als upmittelbare Folgerung beweisen wir

Lemma 5, Fiir alle patiirlichen Zahlen s und t mit s ® 1 und
t €{2,4,5,6} gilt £(6s+5,3) > £*(68+5,3).
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Beweis: Nach /2/ existieren BUBs B(v,3,1) genau fir v = 1 (6)
und v £ 3 (6). Filr alle anderen v gibt es hichstens BUBs mit
A22, s und t seien wie in Lemma 5 beschrieben.

68~1
B' = (B*(6s+t,3) \B"(6s+1,3)) \'/.\‘J1 B(68+1,3,1) ist eine BUB
1=

aus F(6s8+%t,3) mit A = 6s+t-2. Ist B' elementar, so sind wir
bereits fertig. Wir haben also nur noch zu zeigen: Wenn B' zer-
legbar ist, so ist mindestens eine der Teil-BUBs elementar und

gehdrt zu F(68+t,3) \ F"(68+t,5), d. h. enthilt Blocks mehrfach.
Wir pehmen das Gegenteil an. Dann ist B' in hdchstens §§%£:§

BUBs zerlegbar. Da diese alle blockwiederholungsfrei sind,

63+t-2
2

kapn B' einen Block hidchstens ~ mal enthalten. B'enthilt

gber gewisse Blocks genmau (6s-1)-mal. Wegen §§§E:§ < 68-1 fir

(s,6) # (1,6) ist unsere Annabme falsch, Lemma 5 bewliesen. Fir

(s,t) = (1,6) bilden wir B' nicht durch BUBs B(?7,3,1), sondern

durch BUBs B(9,3,1) und erhalten analog einen Widerspruch.
qe.e.d.

Literatur

/1/ Rasch, D., Herrenddrfer, G.
Uber die Anzahl elementarer BUB in einge-
schrénkten (v,k)-Familien,

Rostocker Math. Kollo 1 - 82
R ooes quium Heft 8, 7

/2/ Reiss, M. Uber eine Steinersche Aufgabe, welche im 45sten
Bande dieses Journals, Seite 181 gestellt wor-
den ist, J. reine angew. Math. 56, 226 - 344
(1859)

eingegangen: 23. 2. 1978

Anschrift des Verfassers:

Hans~Dietrich Gronau
Wilhelm-Pieck-Universitédt Rostock, Sektion Mathematik
DDR-25 Rostock, Universitatsplatz 1

34




Dieter Rasch und Giinter Herrendorfer

Weitgre Bemerkungen zur Anzahl elementarer BUB in (v,k)-Pami-
lien

Die Arbeit Rasch und Herrendorfer /9/ lag einem Vortrag der
Autoren am 9. 7. 1978 fir die wissenschaftlichen Sitzungen zur
Statistik am ZINL der Ad¥W zugrunde, zu der Koll. Prof.
G. Burozch ein Gutachten anfertigte. In diesem Gutachten wurden
Liicken in den Beweisen der Sidtze 5 und 8 aufgezeigt, die von
den Autoren in Vorbereitung ihres Vortrages pur zum Teil selbst
bemerkt wurden.
Dank der Hinweise von EBurosch /2/ auf diese lLiicken vor der Sit-
zung, war es den Autcren mdglich, die Liicken bei Satz 5 zu
schlieBen und den voilstindigen Beweis vorzutragen. Satz & kann
in dieser Form nicht aufrechterhalten werden. Die Autorenhatten
schon selbst vor der Sitzung bemerkt, daB bei Satz 5 noch zu
zeigen ist, daB es fir A = 2 und damit r = 6 keine elementaren
BUB in F*(7,3) gibt. Das 14Bt sich folgendermaBen beweisen.
Mit Sicherheit miissen zwei Blocks mit 12 auftreten. Es sei
(8,], ee«sy 8c) €ine Permutation der Zahlen 3,4,5,6,7, dann muB
eine BUB aus F"(7,3) mit A= 2 wie folgt beginnen:

12 a,

12 ay

1 a,]a5
1 a a,
1 aBa5
1 a4a5

O. B. do A. kOnnen wir aus der Gesamtheit isomorpher BUB die
BUB mit aq = 3, ay = 4, a3 = 5, a, = 6 und as = 7 betrachten.

1 Erginzung zur Arbeit /9/ der Verfasser
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Der nichste Block kodnnte 234, 235, 23%6 oder 277 sein,und di. e
vier Falle sind durchzumustern.

Fall 1: 12%

124

140

(die drei Blocks nach 234 folgen zwingend).

kine Fortsetzung ist nicht mdglich, da von den mozlichen né&ch-
sten Blocks 345, 346 und 347 jeder zwingend zu einem Block 357
Piihrt und damit wiirde in der Blockanlage dreimal das iaar 67
auftreten, das ist aber ein Widerspruch zu A= 2,

Fall 2: 123
124
135
146
157
167
235.

is muB noch ein Block mit 24 folgen und wegen r = 6 miissen
auBerdem zwei weitere Blocks mit einer 2 auftreten. 245 ist
picht mdglich, weil sonst zweimal 267 folgen miiBte. Denkbar
sind zundchst die Fortsetzungen
246 oder 247
257 256
267 267.
Beide wiirden aber, wegen der Notwendigkeit Jje zweimal die Yaare
34, 36 und 37 aufzuschreiben, zu den nédchsten Blocks
346
347
367
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fihren und Jdus Gebt nichit, da dann dreimal das Paar 67 vorkéme.

Fall 3: 123

Lenkbare rortsebzungen sind

245 oder 247,da 24¢ verboten ist
257 256 257
207 257 257«

Im ersten fall wurde, wenn wman wit 346 fortsetzt 346, 347, 357
(d. h. dreimal das Puar 57) oder, wenn man mit 345 fortsetzt,
M5, 347, 367 (d. h. dreimal das Paar 67) folgen.

Im zweiten Fall kann nur mit 345, 347, 367 fortgesetzt werden,
da 340 notwendliy zuwm dritten Faar 57 fihrt. Folglich ist aus
den untersuchten rillen bisher nur die BUB

123% 247
124 256
135 207
145 345
157 347
157 307
256 456
hervorgegangen.
Fall 4 123
124
125
146
157
167
237.
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Es kann, da je zweimal das Paar 25 und 26 auftreten muB, nur
mit 245, 256, 267 fortgesetzt werden. Da 367 (wegen des dritten
Paares 67) nicht auftreten darf, ist nur eine Fortsetzung moy-
lich, die zu der BUB

123 245
124 256
135 267
146 346
157 347
167 356
237 457

fihrt.
Andere BUB mit A = 2 als die aus den Féllen drei und vier her-
vorgegangen sind bls auf Isomorphien in F"(7,3) nicht mdglich.

Da die Permutation 2 ,; g ;) die BUB von Fall 3 in die BUB

von Fall 4 iiberfiihrt, sind alle BUB mit A = 2 in F¥(7,3) iso-
morph. AuBerdem besteht die BUB von Fall 3 aus den beiden ele-
mentaren BUB

123 und 124
146 135
157 167
247 236
256 257
345 47
367 456,

Polglich gibt es keine elementare BUB mit A= 2 in F*(7,3).
Damit kann der Beweils von Satz 5 in Rasch und Herrenddrfer

/9/ nach der Feststellung, daB es pur eine (bis auf Isomor-
phien) elementare BUB mit 4 = 1 in F™(7,3) gibt, abgebrochen
und durch die gerade bewiesenen Aussagen, da8 alle BUB in
F*(?,}) mit A = 2 zusammengesetzt und isomorph sind, zum voll-
stédndigen Beweis erganzt werden. Notwendig sind dann némlich
alle (zu den BUB mit A = 2 komplementéren) BUB mit A = 3 in
F*(7,3) isomorph und daraus folgt £*(7,3) = 2. Die Isomorphie
der BUB mit A = 3 war in der ersten Arbeit nicht vollsténdig
gezeigt worden, dies war dle eingangs erwdhnte Liicke, fiir die-
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sen Hinweis danken die Autoren Kollegen Prof, Burosch. Brgén-
zend sei noch bemerkt, daB die ohne Beweis in der ersten Arbeit
aufgestellte Behauptung, daB £(8,3)> 2 ist, durch einige Bei-
spiele noch verschirft werden kann. Es gilt zun#chst £(8,3) 6.
Dazu miissen fiinf paarweise nicht-isomorphe elementare BUB,die
nicht in F”(8,3) enthalten sind, angegeben werden, Diese finf
elementaren BUB konstruiert man nach folgendem Verfahren:

Aus den (82 Kombinationen streiche man die in Tabelle 1 unter I
stehenden Kombinationen und flige die unter II stehenden hinzu.
Tabelle 1

Aus dep %) Kombinationen zu streichende (I) und zum Rest zu
addierende (II) Blocks.

Blockplan 1 Blockplan 2 Blockplan 3

I 11 1 iI 1 II

’l 112751 123 124 123 124

145 134 145 1379 126 127

256 He 167 156 145 136

246 |456 248 238 167 156

378 458 248 238

568 678 278 268

368 458

568 678
Blockplan 4 Blockplan 5
T 1I 1 1I
123 124 123 124
126 127 1726 127
145 137 135 134
147 146 145 136
167 156 147 156
248 238 167 157
278 268 248 238
378 458 278 268
468 478 348 358
568 678 268 458
568 478
578 678
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Da unter I und ITI jeweils die Ziffern mit der gleichen Hiufig-
keit auftreten, und das auch fiir die Paare gilt, ist der neue
Plan wieder eine elementare BUB. Das Konstruktionsverfahren der
Blocks unter I und II ist aus den Beispielen leicht zu ersehen.
Es entstehen elementare BUB mit 4,6,8,10 und 12 doppelten
Blocks,

gine weitere zu den angegebenen BUB nicht-isomorphe elementare
BUB, die nicht in F"(8,3) liegt und in der 7 Blocks 5 mal auf-
treten, findet man bei Herrenddrfer und Rasch /4/ als Beispiel
4,21 (8. 111, 112). Damit ist £(8,3) 27. Gronau /3/ fand wei-
tere zu den hier angegebenen nicht-isomorphe BUB in

F(8,3) - F*(8,3), so daB sich die Ungleichung fir £(8,3) weiter
verschérfen léBt,.

Da nach der Bibliographie von Federer und Balaam (1973) vergl.
/9/, die beziiglich der sehr umfangreichen Lijseratur zu Block-
anlagen in der erstem Arbeit zitiert wurde, mehrere Arbeiten
iiber die Anzahl bzw. mit Abschétzungen zur Anzahl pnichtisomor-
pher BUB erschienen, sollen einige dieser neueren Arbeiten zi-~
tiert werden. Bhat and Shrikhande /1/ gaben ein Verfahren zur
Erzeugung nichtisomorpher BUB in (mit unserer Bezeichnung)

B (4t+43,2t4+1) = F,' mit /\1 = %t an und zeigten, daB sofern eine

solche BUB fiir irgendein (positives ganzes) t existiert die
Zahl der nichtisomorphern BUB in F(2n+2(t+1)-1,2“+1(t+1)] = ¥,
wit 0 >0 und 2, = 2%(t+1) - 1 fiir 0 — o0 gegen unendlich
strebt. Singhi /10/ zeigte, daB sofern fir t > 3 eine BUB mit
A4 = t in F; existiert, wenigstens % 1(5"'1+1)+3n'1(n > 0)

nichtisomorphe BUB mit Az = 2% (641) = 1 in
P, = F[27*2(t+1) - 1; 27*2(4+1) - 1] existieren, wobei

1 = Win (4t+4, 2°+1) ist.

Ausgehend von Steinerschen Quadrupeln werden in den Arbeiten
von llendelsohn and Hung /8/, Lindner /5/, Lindner, Kendelsohn
and Rosa /7/ und Lindner and Rosa /6/ Aussagen iber die Anzahl
nichtisomorpher sogenannter abgeleiteter Steinertripel, d. h.
Blemente aus F(v,3), die aus den Steinerschen Quadrupeln ent-
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stehen, indem man aus allen diesen Quadrupeln, in denen ein be-
stimmtes Symbol vorkommnt, gerade dieses Symbol streicht, ge-
macht.
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Ingeborg Reckziegel
Manfred Tasche

#ine verallgemeinerte Inverse eines Matrizenpolynoms

In der vorliegenden Arbeit wird zunichst eine reflexive Inverse
des Matrizenbilischels L

L(A) = A + B2 1)

konstruiert. Dabei sind A und B komplexe (m,n)-Matrizen uand A
eine komplexe Variable. Im Unterschied zu vorherigen Arbeiten
(/4/, /5/) wird hier auf einschrinkende Voraussetzungen wie

z. B. m = b und det L(A) # O verzichtet. Im folgenden ist C der
Korper der komplexen Zahlen und g“ das n-fache kartesische Pro-
dukt von C.

Ausgehend von der Kromeckerschen kanonischen Form des Matrizen-—
biischels (1) (siehe z. B. /3/, S. 32) werden im ersten Ab-

schonitt direkte Summenzerlegungen von gn und g? in Teilr&ume
dfk und Ii, (k=1,2,...,5), die Zerlegungen von A und B in di-

rekte Summen von jeweils fiinf Operatoren A :dﬁs—*Ii und
By : Jk-*nti, (k=1,2,...,5) pnach sich ziehen, vorgenommen. Mit-

tels der speziellen Invertierbarkeitseigenschaften der Operato-
ren A, und By (Satz 1) wird danp im zweiten Abschnitt eine me-

romorphe reflexive Inverse 1 des Matrizenbiischels (1) konstru-
iert (Satz 2). Dabei besitzt die angegebene reflexive Inverse

L' hochstens endlich viele Pole in der komplexen Ebene und i,
allg. in A = @ einen Pol. Der dritte Abschnitt ist der Behand-
lung der reguldren Matrizenbiischel (1) vorbehalten. Hierin wird
gezeigt, daB in diesem Pall der Satz 1 die endlichdimensionale
Version eines Ergebnisses voo H. Bart und D. C. Lay (/1/, /2/)
ist, die fiir spezielle Operatorenbiischel A + BA mit linearen
beschrankten Operatoren A und B in einem Banachraum eine mero-
morphe Inverse konstruiert haben. Im letzten Abschnitt werden
die vorher erzielten krgebnisse auf Matrizenpolynome mittels
des bekannten Verfahrens der lLinearisierung iibertragen.
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1. Bin Darstellungssatz fur Matrizenblischel

Wir bezeichnen im folgenden fir h, k=1,2,... mit I, die (k,k)-
Zinheitsmatrix, mit Ch ok bzw. Oy die (h,k)- bzw. (k,k)=Null-
’

matrix, mit Cy = Q{ij) und D, = (§ matrizen vom Format

i+1,J)
1 .) eine (k,k)-l.atrix. Dabei ist
’d

d}j’ (1,3=142,e.4) das Kronecker-gymbol. &s gjelten folgende Be-

(k,k+1) sowie mit H = (d}

ziehungen fir k=1,2,... 3
C T ¢ (2)
k’k - “k“k T “k?
T L -
Cply = Hgyqr Dl = i L)
und fir k=2,3,... @
(I £ o, (HIF =0 )

wobei AT die Transponierte der Katrix A bedeutet. Weiterhin be-
zeichnen wir mit (Aq;ﬁa;...;hk) die von den gegebenen Matrizen

Aj’ (§=1,2,+.4,k) gebildete verallyemeinerte Diagonalmatrix,

ks seien m und n feste pnatlirliche Zahlen. Ferner seien zwei

komplexe (m,n)-kiatrizen A und B, (3#£0 ) gezeben, mit denen

m,n
das Matrizenbiischel (1) gebildet wird. Wie L. Kromecker zeigte
(siche z. B. /3/, 3. 32), pilt fir das ltiatrizeobiischel (1) der
folgende Darstellungssatz:

Satz:

&s existieren zu dem gegebenen lMatrizenblischel (1) regulédre
Matrizen X und Y vom Format (m,m) bzw. (n,n), so daB fiir alle
AeC die Gleichung

L(R) = X(M+NA)Y (5)

mit verallgemeinerten Diagonalmatrizen
M = (Oh,g; D; Iu,; J), N = (Oh,g; C; F; H; In,)

erfilltv ist. Dabei sind
gq; o s D? 3

Dz (D, ; eesj Dy )y & = (D
% ¥y Jq



T

30

T
C=0(CL 5 eee; Cp )y F=(C: ; eve; C
k1 ’ b kp J’] q

H=(H, § eoo; Hu )

und J eine (n',n')-Matrix in Jordanscher Normalform.

Wir kOnnen annehmen, daB in (5)

£ tee = kp'

RPEL P jq. (6)

< < <
u1 = u2 = see = U

k,I = k

S

8ilt. Zur Vereinfachung setzen wir

S
kt =p§— kV’ i =v§_ ,jv, u' = p§- u,,e

Offenbar ist dann
D =g+Xk'"+p+ j'+u'+n',
m=h+k'+ j'+q+u' +n'.

Aus (2) und (3) ergibt sich

cet = 1 oot

Kk = Ikl’
: 7
T
C™D = (H i eee; H D)
kq+1’ : kp+1
und
sl = T FF = I
(8)
T,
LTE = (Hj 3 s Hj e
1 q

T

Wegen (4) und (6) sind die Matrizen CTD, B*F und H nilpotent

vom Grade kp+1, jq bzw. ug.
Bekanntlich vereinfacht sich die kanonische Darstellung (5) bei
einem reguldren Matrizenbiischel (1), d. h. im Fall m = n und
det L(2) # 0. Fir ein regulires Matrizenbiischel gilt nimlich

L(A) = X(I,, + HA; J + 1,0, (C))

falls det B = 0 ist, und
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L(A) = X(J + 101, (10)

falls det B # O ist.

Ausgehend von der kanonischen Darstellung (5) des Matrizenbii-
schels (1) fithren wir folgende Matrizen einp:

P, = Y”(Ig; Op_g)¥s

P2 ] Y_q(ogi Ik'+p; Oj,+u.+n,)yp
By = I—‘l(og+k'<l-p; Ljes Ogrgne)ls
B, = Y'1(Ou_u._n,; Igvs OpadY,

Py = T70, 508 Ip)Te
Die so definierten WMatrizen bilden eine vollsténdige disjunkte

Projektorenschar in ¢%, d. h. es gilt

; Pj = In, Pij = 6JKID’ (;j!k=1)21"¢)5)' (11)

Apalog werden die Matrizen

B = X(I; Oy )X,

By = X(Op; Ip.s Oppeie X s

Py = X(Opypers Tgu4qi Ou'+n')x-1’
Bl = X(Op_yrpei Tgri 00X,
P4 = X(Op_p1t In.)X'1

eingefiinrt, die eine vollsténdige disjunkte Projektorenschar in
QF bilden:

g_;_ PLo= I, PIRE o= duln, (5,k=1,2,000,5). (12)



Ferner gilt wegen (5) fur k=1,2,.4.,5
AP_ = BlA, BP, = PB. (13)

Die Bildraume P,C" & C” und Pyc" g C" der Projektoren P, bzw.
P!, (k=1,2,...,5) bezeichnen wir mit '[k und L. Wegen (11)
und (12) erh&lt man danp die direkten Summenzerlegungen von

¢” una c":

IQ
[

n
= < 8 dy 0£3${40£5,

- <)

]

Ly @Ly OLy OLy O LL,

Aus der Form der Projektoren Py und P, (k=1,2,4.4,5) ergeben
sich die Dimensionen der Teilréume:

dm o, = g, dim &7} = h,

dim d’2=k'+p, dim nfé:k',

dim cf3=:j', dim f%:j'-{-q,
dim at"‘+=u', dim {A:u',
dim aC'5=n', dim .fézn'.

Wegen (13) bilden die auf o eingeschrinkten Operatoren
Ay = Ald, und By = Bldy, (k=1,2,...,5) den Teilraum o} in o}

ab. Daher erhdlt man wegen (14) die folgenden Zerlegungen von A
und B in direkte Summen von Operatoren:

A1$A2@A3@A4$AS'

(15)
B, @Bz ®B, ®B, @135.

3
Satz _1:
Die Operatoren A, und By, (k=1,2,..+,5) besitzen folgende
Sigenschaften:

i) 4, =8B, = °m,n”1°

ii) A, und B, sind rechtsinvertierbar, d. h., es gibt Matri-
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zen Aé und Bé mit AaAé 3232 Pé und die Matrizen BZAE sowie

AéB2 sind nilpotent vom Grad kp + 1.

iii) AB und B3 sind linksinvertierbar, d. h., es existieren
" " 1 " t 3 i 1
Matrizen A3 und B3 mit A A = 3335 5 und die Matrizen
”" ) 1
BBA5 und AB'B3 sind nilpotent vom Grad Jq.

iv) A, ist bijektiv, d. h. A7'A, = B, und 4,477 = P}, und

A7'B, sowie B,Aj ' sind nilpotent vom Grad ug.

. -1
v) Bg ist bijektiv, d. h. Bg Bg = Pg und BS 5 = PL.
Der Beweis erfolgt durch einfache Rechnungen, so daB wir hier
nur den Beweis von ii) wiedergeben wollen. Wegen (5) ergibt

sich
L) [2 =X (oh,g‘ D + CA; om_h_kl' j:_'_uv.._nv)yv

woraus man A, und B, bestimmt:
Ay = X (O i D5 Op s, jreurent ¥
By=X (Oh,g; Cs Opopexr, j'+u'+n')Y'

Man erkennt mittels (7) sofort, daB die Matrizen
&3

= v . ol
By =Y (Og’h. c*; O

-1 o DT -1
Y (og’hO D ’ ojl+ul+n" m_h.kl)x ’

j'+u'+n', m-h-k ' )X

die Eigenschaft A-A} = B,B} = P} besitzen. Wegen (7) gilt

Bia,

-1 T
A3B, = Y7 (O3 D7C; Ojypyesne)¥e

Y705 ™05 041,p14g )T

Diese beiden Matrizen sind wegen (4) und (6) nilpotent vom Grad
kj + 1. Analog zeigt man die restlichen Behauptungen.

2. Eine reflexive Inverse von L

Wir benutzen die gleichen Bezeichnungen wie im ersten Abschnitt
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und bestimmen jetzt eine meromorphe reflexive Inverse L' des.

gegebenen Matrizenbiischels (1), d. h., Lt ist eine meromorphe
Matrixfupktion mit der Eigenschaft

LY A)L(R) = L), mrnnra) =zt

fiir alle A€C aus dem Definitionsbereich von L*.
Wir filhren die Matrizenbiischel Ly, (k=1,2,..+,5)3

Lk(l) = A + B A -('k'-)_af'f‘. Qeg)
ein, fir die wegen (15) offenbar

L(2) = I.1(A) ® L,(2) ® LZ'(A) (-] Lu(l) ® LS(A.) (16)

fiir alle A€C gilt. Um eine meromorphe reflexive Inverse L* von
(1) anzugeben, geniigt es, meromorphe reflexive Inverse

I-;(A) s oLy DLy, (k=1,2,...,5) von I zu konstruieren, denn
wegen (14) und (15) ist dann

TH(A) = L(2) @ LI(A) @ L3(2) @ Ly(h) @ Ly(d) “”)

eine meromorphe reflexive Inverse von (1).
Satz 2:
Bs gilt:

i) Fir alle A€ ist

+ -
L1(l) = On’mlx',]
eine reflexive Inverse von L1.

ii) Fir alle A€g ist

Q) = g (- 4380 2" 4y (18)

eine Rechtsinverse von L,, d. h., 68 gilt L,( A)Lg(h) =P,
AuBerdem gilt fiir alle A€C



k
P, = LH()Ly(D) = Z_Lc (- 438,02% (2, - asa,). (19)

iii) Fir alle A€C ist
3.~
+ _ - A Vib an
L3(1) = P§= ( A3BB) A A5 (20)

eine Linksinverse von LB’ d. h., es gilt L;(A)L5(A) = PB' Fer-
ner gilt fir alle A€C

-

Py - Ly(AL3(2) = (P4 - 4545 €4D)

3
n : 1" V-1 Pan
- (Pj - A3A5) ; 53(- A5B3) A AY.

iv) Fir alle A€C ist

-1

L) = Z _ ) a0y (22)
die Inverse von L4, d. h., es gilt LI(Z)L4()L) = P4 und
L,(A)I5(2) = B

v) Fir alle AeC mit [Al> & fiir hinreichend gro8es d > 0
ist

00
+ _ -1 _ = 1~ Wy =v=1,-1
IZ(A) = (Ag+Bg)™" = v§= (- Bg Ag) A Bg (23)

die Inverse von L5’ d. h., es gilt L;(R)Ls(z) = P5 und
‘LB(A)L;(;\) = Pt. Im Fall IAl £ & besitzt Ly eine meromorphe In-

verse Lg, deren Polstellen die Wurzeln der Gleichung
det (J + In,l) = 0 sind.

Die Matrixfunktion (17) ist eine meromorphe reflexive iuverse
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von (1), die in A= o einen Pol der Ordnung mex {kp,jq-1,us-ﬂ

besitzt. Ferner gilt fiir alle A€C mit hdchstens endlichvielen
Ausnahmen

I, - AL A)

1

Py + Py = Ly(A)Iy(R)P,,
(24)

(1]

I - (ALY Py + Py - LB(A)L;(A)P’.

Beweis:

Die Behauptungen i) - v) zeigt man durch einfache Rechnungen
mit Hilfe von Batz 1. Die durch (17) definierte Matrixfunktion

Tt ist meromorph und die Ordoung des Poles A = 00 betrégt max

{kp, jq-1, uB-1} wegen i) =~ v). Dabei vereinbaren wir, daB

A= ® ein Pol der Ordnung Null ist, falls L¥(A™7) in A = O
holomorph ist.

Aus (11), (12), (1%), (16), (17) und den Bigenschaften i) - v)
ergeben sich die Gleichungen (24). Mittels (13), (24) una ii),
iii) bekommt man dann die Gleichungen

L(3) = LOOLT(ML(A) = LI, - LHOLA)
= LB + (Ly(A) = Ly(ML(A)L, ()P, = 0

und
) - LFOOTT) =t - L)

+ . + ot + .
= Ly(A)P) + (L5(h) Li(h)LB(h)L3(A))P3 = 0y

fiir alle A€C mit hdchstens endlichvielen Ausnahmen. Damit ist
der Beweis von Satz 2 beendet.

Als unmittelbare Folgerung aus Satz 2 ergibt sich, daB die
Matrixfunktion (17) genau dann in einer Umgebung von A = 00
eine Inverse des Matrizemblischels (1) ist, wemn o) = {o} und

&y ={o}, (k=1,2,3) bzw. b = g = k, = jq = O gilt, wobei o
der entsprechende Nullvektor ist. Dieser Fall tritt genau dann
ein, wenn m = n und det L(A) # 0 ist (vgl. (9), (10)). Im

néchsten Abschnitt befassen wir uns mit derartigen Matrizenbii-
scheln ngher.
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3, Die Inverse eines regulidren Matrizenbiischels

Wir betrachten nun ein reguléres Matrizenbiischel (1), d.h., wir
setzen voraus, daB m = n und det L(A) # O gilt. Wie bereits er-
wéhnt, ist dann (9) bzw. (10) die kanonische Darstellung von
(1). Daher vereinfacht sich Satz 1 zu folgender Aussage:

Satz 3:
Es sei m = p und det L(A) # O. Damnn sind o) = £} = {o}
(k=1,2,3), und es gilt

n
c = {40[5 = [A QIé.
g -1 -1
Die Operatoren A, und 85 sind bijektiv und 4, B, sowie ByA,
8ind nilpotent vom Grad ug.

Wir zelgen jetzt, daB Satz 3 die endlichdimensionale Version
eines allgemeineren Satzes von H. Bart und D. C. Lay 1/, /72/)
ist, Dazu erkléren wir wie in /1/, /2/ rekursiv Teilrdume von

cP:

wg = {o}, W, =BTa@w),
R, =0", R, =A"B@R,),
' = ~1 '
my = {o}, paq = 4B W),
Ry = " Rpuy = B4R )

fir ¥= 0,1,¢.+ » Forner versteht man unter dem verallgemeiner-
ten Anstieg des Matrizenbiischels (1)

a(L) = ing {v; X(BINAR, = fo}}
und unter dem verallgemeinerten Abstieg von (1)
d (1) = 1o {v; B(C") + & = 2"}

(/4/, /2/). Dabei bedeuten A(Wt) und A~ (M) das Bild bzw.

volle Urbild eines Teilraumes W¢ & g" bei dem Operator A. Wei-
terhin ist #(A) der Kern von A.

N
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Satz 43
Es sei m = n und det L(A) # O. Dann gilt

mus = aﬂ'q_, Rus = 4'5,
LT Ry = o

und es ist (L) = &(L) = u_.

Beweis:
Im Fall det B # O ist Satz 4 wegen (10) mit ug = 0 erfiillt.

Deshalb betrachten wir im folgenden nur den Fall det B = 0, so
daB (1) die kanonische Darstellung (9) mit ug > O besitzt. Der

Kiirze halber fiilhren wir hier nur den Boweis von Hu = .[5 und
8

a(L) = ug aus.

Aus der Definition von RV folgt, daB x eC" gepau dann zu Ry,
®=041,...) gehort, wenn eine Vektorfolge Xos Xqy eees ¥y mit

x, = X, ij=ij+1, (3=0,1y00ey V¥ =1) (25)

exisitert. Wegen (9) gilt

A=X(I,:;J)Y, B=X(H; IL,) Y. (26)

Wir setzen y:j = ij und zerlegen die Vektoren
yl
I3 = yff
d
mit y;vieg“' und ygeg"', (320,154 ++,P). Demzufolge ist (25)
gleichbedeutend mit der Bedingung

vy = ¥x, 3 =8lyg, 38 = 3%y, (320,150, 0D

Da H nilpotent vom Grad ug ist, ist y‘,'i fir j > ug stets der
Nullvektor. Folglich gehdrt im Fall V 2 ug der Vektor x genau

53



dann zu R, wenn ¥, der Nullvektor ist, d. h., wenn
=1 n n
xeY (Ou'; ID') g = Psg H [5

gilt. Dabei ist Py = 0

fir alle Vv 2 ug.

Wir beweisen nun die Gleichung &(L) = u

aré Ipe) Y. Somit erhédlt man R, = &'5

s Ist xe W (B)nR,

im Fall ¥ * u,, 50 besitzt x die Porm x = Y71(0,,; I,,)v mit

uli
gewissem vegn. Wegen (26) gilt dann

Bx = X (Opy5 I v = o0,

so daB v"e_qn' der Nullvektor ist. Damit ist auch x = o und

«(L) £ ug.

Andererseits gehdrt das flement x = Y_1y # o, wobei die
(u'—us+1)-te Koordinate von y gleich 1 und alle anderen gleich

0 sind, zu a(B)AIRu —q» 80 daB «(L) > uy gilt. Folglich ist
8

o(L) = ug. Damit sind die beiden Behauptungen bewiesen.
Offenbar gilt

dim o, = dim o4} = u',

dim £5=dim an:n' =n -ut,
Da andererseits A= O im Fall det B = O aufgrund der kanoni-
schen Darstellung (9) eine u'~fache Nullstelle des Polynoms

det (A2 +B) = AP det L(A~7) ist, kann man die Dimensiomen der
obigen Teilrdume auch aus der Vielfachheit der Nullstelle A= 0
von det (AA +E) bestimmen.

Die Binschrénkungen von A und B auf o« 4 bazw. '(5 lauten

4, =X (Iu" On,) Y, B, =X (Hy On.) Y,

As =X (Ou,; J) y, B5 =X (Ou,: In,) Y

und besitzen offensichtlich die in Satz 3 angegebenen Eigen-
schaften, wobel
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-1

_ =1 1
Ay =1 (I

ut? onl) x_19 Bg = Y-1(ouvi IDI) x-1
sind. Folglich existiert eine Zahl d > 0, s0 daB (A5 + B5A) H

4(5 — nté invertierbar ist und

00

-1 _ _r=1, 3V 3 =P~1.-1

(A5 + BSR) = Z= ( Bg ig) A Bg
gilt. Satz 2 lautet deshalb jetzt:

Satz 53
Es sei m = n, det B = O und det L(A) # O. Dapn ist die fiir alle

A€C mit IAl> 6 erklérte Matrixfunktion L) = L mit

-1
i) - Z‘ (- 2378,)° A%07'py 4 (a5 + BNy
die Inverse von (1), die in A = oo einen Pol der Ordnung u =1

besitzt.

Im Fall det B # O vereinfacht sich Satz 5 zu der Aussage, daB
fiir alle 2&6C mit IAI> &

00
) = a7 = ; (= B-TayP A~P=1-1
P=

eine Inverse von (1) ist, die in A = oo holomorph ist.

4, Matrizenpo ome
Die erzielten Lrgebnisse sollen nun auf Matrizenpolynome der
Form
T % r-1
P(A) = Z A + Zp qX 4 ees + Zqh+ 2 (27)
mit gegebenen komplexen (m,n)-Matrizen Zj, (3=0,1,400,r) und
zr # Om & libertragen werden. Im folgenden sei r > 2 und
,

t = (r-1)n + m,
Wir ordnsn dem Matrizenpolynom (27) pnach der Methode der Line-
arisierung (siehe z. B. /1/, /4/, /5/, /6/) das Matrizenbii-
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schel (1) zu, indem wir die (t,rn)-Matrizen

l'zr_,l R S
-I, 0, .. O, O
A= | o, -I, ... 0, o
| % O e Ty O

B = (2. I(r—1)n)

einfiihren. Dann besteht zwischen (1) und (27) der folgende Zu-~
sammenhang :

L(a) = C(A) (B(A)3 T(yqy,) DV, (AeQ), (28)

wobei C(A) und D(A) die Matrizenpolynome vom Format (t,t) bzw.
(rn,rn)

I, Crq() e Cp(R) Cu(N)
on,m On oo 0n -ID
a(A) = on,m Oy eee -1 O
on,m -In vos 0n On J
-
0n 0n oo On In
0n 0n e In -I A
D(A) = On 0n con —Inl 0n

8ind., Hierbei vereinbaren wir noch

Cq(A) = 22 + Zp gy Cypq(R) = C5QAN + 2y 5 4,
(321425 000,7=2).



Die Matrizenpolynome C(A) und D(A) sind fiir alle A€C inver—
tierbar und ihre Inversen sind wiederum Matrizenpolynome:

= .
Im ¢4 (A) oo Cr_z(h) Cr_,'(h)
On,m On o On —In
0—1(2) - On,m On coe "In On
Lon,m "In ves On On
-t
[ =1 r=-2 7]
Inh I — Inh In
=2 r=-3
Inh IDZ oo In On
-1 _ r=3 =4
DT(A) = | I I ees Oy O
In On aee Oy ODJ

Nach Satz 2 (oder Satz 5 im Fall m = n und det L(A) # O) kamn
man eine meromorphe reflexive Inverse Lt von (1) bilden. Wegen

(28) ist D(A)L*(A)C(2) eine meromorphe reflexive Inverse von
(P(A); I(r—1 )n)' Durch Matrizenmultiplikationen von
D(A)L*(A)C(A) und
(POA); Ty qy,) DL ODCQNB(A) s Ty qy,)
= (P(A); Ip qyp)
erkennt man, daB

P () = L* )R 31
eine meromorphe innere Inverse von (27) ist, d. h., es gilt

P(A)PT(A)P(A) = P(A)
fiir alle A&C mit endlich vielen Ausnahmen, Dabei sind in (31)

die Operatoren R: g“‘-—»g" und Q: gm—» gn durch die Gleichun~-
gen
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mit o € C” und beliebigen xjeg". (3=1,2,404,T) Sowie

Yy € gm erklért, wir faessen zusammen:

Satz 63

Dem Matrizenpolynom (27) sei in der angegebenen Weise das Ma-—
trizenbiischel I zugeordnet. Dann ist (31) eine meromorphe in-
nere Inverse von (27).

Wir bemerken noch, daB im Fall m = n und det P(A) # O der Ope-
rator (31) die meromorphe Inverse von (27) ist. Denn wegen

det P(A) # O ist det L(a) # O, so daB L¥(a) = L 1 (A) pach
Satz 5 und somit

DL NCAIBA; Tpq)y) =
= (B4 I(gq) )P HACQ) = Ty,

gilt, woraus die Behauptung folgt.
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Andreas Kossow

Basen in einer speziellen Algebra iiber einem endlichen
Vektorraum

1. Eipfilhruog
[
Es sed V) = (a=1|¢ » 8y € {0,1} + Vy 1st ein Vekxtorraum Uber
S

dem KSrper der Charakteristik 2. Auf vk sei die folgende Opera-

| a2

tion ¢ defipiert: Q ( E )=|s « Dle Operation ¢ bewirkt
) |

also eine zyklische Vertauschung der Komponenten von a evk.

Wir wollen folgende Bezeichnungsweisen vereinbaren:

1) ¢°(v)1=v, gm+1(!)==9(9m(!)). wobei ¥ €Vy, me N,

2) Sei McV,. (Mlgi= {a eV, | Bs existiort ein beM und oin ge-
wisses m € N derart, da8 Q™ (b) = g}.

Damit kann die folgende grundlegende Definition formuliert wer-
den:

Definition 1: ucvk heiBt (Q-)Basis von vk genau dann, wenn
gilt:
1) [M]g = ¥y (d. h.,)M erzeugt V, mittelsg)
ii) M ist mipnimsgl bez. i). (Das heifit,aus ¥ kann man keinen
Vektor fortlassen, ohne daB i) verletst wird.)

Wir formulieren die Problemstellung:

Problem Af Haben alle Basen eines beliebigen, aber fest ge-
wvilhlten Vektorraumes vk die gleiche Miichtigkeit?
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Problem B: Wenn Jja, wle kann diese Miachtigkeit bestimmt werden?
Man gebe die Miéchtigkeit der Basis eines belisebigen Vy anl

2. BEigenschaften der QOperation g

Un uns mit der Algebra (Vk Q) etwas vertraut zu machen, geben
’

wir zundchst einige elementare Eigenschaften der Operation @
an, auf die spédter zurlickgegriffen wird.
Es selen ¥pr Yo ¥z er. Dann gilt:

a) qn'k(z,,) = ¥4, wobei n €N,

b) ¢%(g* (x)) =¢**(x,), wobei s, beN.

c) Wenn Ofagk und @°(3¥,) = ¥,, 80 ¥4 = qk'a(!a).

d) Wenn Ofa%b<k und ga(z,]) = ¥, sowie qb(!,l) = Y3
80 ¥z = Qb'a'(!2) Bowie ¥, = gk—b+a(!3).

e) Wenn Oa<bék und ¢°(y;) = 35 sowle Qb(g_z)

I3
B0 ¥y = eb"a(v_re) sowle ¥, = qk'b+a(!1).

Bemorkungs Auf den Beweis dieser elementaren Eigenschaften sei
bier verzichtet. Die Forderungen an a und b in c¢), 4), e) sind
in folgendem Sinne keine Beschriéinkung der Allgemeinpheit: Alle

Pélle mit a, b >k lassen sich durch geeignete Hinzufiigung von

n-k Operationen mittels a) auf die obigen Fiélle zuriickfiithren.

. Das Problem A

Zunéchst fiihren wir zwei Bezeichnungen ein, die im folgenden
die Beweistechnik erleichtern:

1) Kl(:‘)) sel die Menge aller Vektoren einer beliebigen
(¢-)Basis von V, mit genau v Binsen (v = 0, 1,..., k).

2) Vf‘v) sel die Menge aller Vektoren aus Vi mit genau v Einsen
(v=0, 1,40, k).



Wir beweisen den folgenden

Batz 1: Alle Basen fir V) (k fest, aber beliebig) haben die
gleiche Méchtigkeit,

Bowsis: M = x](‘°)ux£")u...ux](‘k) und ¥ = °)u'x'£1)u...v-(k)

seien Basen von V. Wir zeigen, da8 die Mengen Kév) und fk(w

fir V=0, 1, ¢ee, k alle gleiche uichtigkeit haben. Dies be~
weisen wir indirekt.
Wir betrachten beliebige Mengen va) una E{*) mit

Ve {o, Ayeves k} der folgenden Art: Kl(:v) enthilt gepau r Vek-
toren und Kkv) enthilt genau s # r Vektoren (unter der Annsh-
me, daB es solche Mengen K(v) und K(v) gibt).
Es sei 0.B.deds r >8. Dann existiert ein Element zevﬁv) mit:
_v_ef,&v) und ¢%(3) = ¥, exﬁ") und gb(x) = ¥ eE,(‘V). Debei kenn
0e.B.d.A. Vorausgesetzt werden, daB Osasb<k gilt (wegen der oben
angegebenen Eigemschaft a). Denn es gilt offembar [Ek(v)lg = V]gvz
da W oine Basis ist. Da weiterhin Vi) 2 E{Y), gensrt su jedem
l
Element von xk ¥) oin Element im x( ), aus dem es sich mittels ¢
erzeugen lé8t. Da Kl(:v) gréBere Michtigkeit besitzt als Eg"),

werden gwel Elemente ¥, ¥, (¥4 # ¥,) aus Kﬁv) von dem gleichen
Element y aus xl(:v) mittels ¢ erzeugt.
i

¥y &—%—7x
bedeutet, das
¥ = ¢*(x) g1t

Abb. 1
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Aus der Eigenschaft d) folgt: ¥, =g  %(v,).

Das ist aber ein Widerspruch zur Voraussetzung, das8 M minimal
ist (da M eine Basis von Vk ist), denn es kann entweder /) odexr

Y, aus M fortgelassen werden,und die Mengen M\i!,'} bzw. M\iw_re}
erzeugen weiterhin den Vektorraum vk.

Polglich gibt es keine Mengen Kﬁ”) und fl(:v) der angenommenen
Art, 4. h., fir beliebiges vV haben die Mengen K](‘v) und f(kv) die

gleiche Michtigkeit. Da K{VNE{) = g una EWNEY = g rur

V#m, folgts M und ¥ haben die gleiche Méchtigkeit. Weil M und
M gwei beliebige Basen wvon Vi sind, folgt die Behauptung.

4. Eln Beispiel fiir eine Basis und die Basismiéichtigkeiten spe-
gieller Vektorriume

Aus dem Satz 1 ergibt sich eine Moglichkeit, die Basisméchtig-
keit von vk fiir kleines k leicht zu bestimmen. Man sucht eine

spezielle Basis des betrachteten V, auf und bestimmt ihre Mich-
tigkeit.
Wir wollen beisplelsweise eine Basis des Ve angeben:

0 1 1 1 1
o @ _ o]l @ . |0 9 0
0 0 _ -

5% = 0 Kg' " =4lo Kg~" = Alo| » lo] * |4
0 0 0 0 |0
0 0 0 0 \o

] ] 1 3

1 0 0 1

Kg” ol » {4 » o] * lo

0 0 1 1

0 0 0 0
T ; :
0 1 5) _ /11 (6) _ 1
=11 . (3] . (3 £ 1 K" = (|4
1 1 1 1 1
1 1 1 1 1



Man priift leicht nach, daB es sich tatsidchlich um eine Basis
des VG handelt.

Durch Aufsuchen spezieller Basen ergaben sich folgende Basis-
méchtigkeiten:

Vk Basisméchtigkeit Vk Basismdchtigkeit
v
1 2 v,
vy V5
V3 4 3 14

5. Das Problem B

Bevor wir die Basisméchtigkeit eines beliebigen Vektorraumes Vk
bestimmen, wollen wir als Zwischenresultat die in Satz 2 ange-
gebene Eigenschaft beweisen.

Satz 2: Jede Basis eines Vektorraumes Vi mit ungeradem k ist
von gerader Machtigkeit.

Beweis: Wir konstruleren eine spezielle Basis von Vk.

k-1

=D
Die Mengen Kl((o). K}({“ gesey Kk mdgen folgende Eigenschaften
haben:

0[50, = v, [567], = v, [0 = vEED

k-1
11) {9, £V, ..., k{7 sind alle minimal bez. 1), d. h.,

aus keiner dieser Mengen 1léB8t sich ein Element streichen,
ohne daB8 i) verletzt wird.k ’ ]‘11
COINC )
Wir konstruieren nun Mengen KkT ’ Kk gecey Kl(:k) folgen—
dermafen:
k+1 %1
KkT entsteht aus Kk , indem man bei jedem Vektor der
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letzten Menge die Einsen durch Nullen und die Nullen durch Ein-

&2y

sen ersetzt. Auf die gleiche Weise entsteht Kk aus

(k=3) (x) )
Kk--22 s esey Kk aus Kk .

Danp gilt:

& & [ & )] &2
1) (Kk L;:vk ) |Ey o= Yk ,...,[Kﬁk)]g=v§k)

k+1 K+
=) (—22)
11) Ky 27 Ky © yeeey KSE) 5ind slle minimal bez. 1),

Denn nach Konstruktion iibertragen sich die Eigenschaften, die
K9, (M, ..., &, 2 bez. Eins hatten, suf K, ° ,
k+3
(==) k
K 5 veres KD boz, Null. Mithin ist M =/ E{* eine Basis
b4 k P20
von Vk,und nach Konstruktion haben die Mengen Kl(go) und Kf:k),
(k'-1) (k+1)
K](:") und Kl({k"'),..., KkT und KkT jeweils die gleiche
Médchtigkeit. Folglich gilt:

o k (k=1)/2
v\;g 5] = I;lezv)] = 2. vgi/ )K]({"’) , d.h.,|u|ist

gerade.
Wir wenden uns pup dem Problem B zu. Dazu betrachten wir zwei
Typen von Vektoren aus Vk:

|ul=

1. T ¥y p: Durch beliebig hiufiges Anwenden von € auf einen
Vektor dieses Typs entstehen k voneinander verschiedene Vekto-
ren aus Vk.

Z., B. 8ind im V6 und Vektoren des 1. Typs.

QOO0 O0-
QA0
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2. T y p: Es entstehen durch beliebig héufiges Anwenden von e
auf einen Vektor dieses Typs weniger als k vopeinander ver-
schiedene Vektoren. Zum Beispiel ist der unten angegebene Vek-
tor v des Vé ein Vektor des zweiten Typs.

i<
n
OO0

Bs gilt €2°1(y) = v fiir beliebiges natiirliches 1.
Es gilt pnun, diese Vektortypen mathematisch zu beschreiben und
zu unterscheiden., Wir werden den 2. Typ beschreiben. (Ist die-
ser Vektortyp beschrieben, 8o ergibt sich sofort auch eine
Charakterisierung des 1. Typs.) Der zweite Typ zeichnet sich
dadurch aus, da8 die Vektoren sich in bestimmte gleiche Ab-
schnitte teilen lassen, die zueinander deckungsgleich sind.
Dies ist z. B. bei

1 \

1
dem Vektor —g— fir die ersten drei und die ilbrigen drei

1
0

Komponenten der Fall. Die deckungsgleichen Abschnitte wollen
wir Elementarbestandteile vom urspriinglichen Vektor nemnen. Die
Einteilung eines Vektors in Elementarbestandteile braucht nicht
eindeutig zu sein, demn z. B. im v12 148t sich der folgende

Vektor w in a) sechs Elementarbestandteile, b) drei Elementar-
bestandteile und c) zwel Elementarbestandteile zerlegen.

1 1 g 1
[o] 0
: ¢l a ;
o}

1 1

w = 2 a) -=|—° b) 5,) c) 1—0 #

0 0 0 0
1 T K| 1
0 0 o] 0
1 7 1 1
0 (o] 0 (]

Die Elementarbestandteile sind ihrerseits Vektoren (aber na-
tirlich nicht aus V).

67



Bezeichnungen:

i<

X X - Elementarbestandteil

X A - Anzahl der Elementarbestand-

: 13 Vl(:v) S Ve teile X von ¥

B L=k : A - die Liange des Elemen-

X tarbestandteils X, d. h. X €V
E =% : A - die Anzahl der Einsen

in X, d. b, xev{®

»
Die notwendige Bedingung dafiir, daB in an ) Vektoren des

2.

Typs existieren, lautet dann: g.g.T.(k,Vv)>1. (Sowohl k als

auch ¥ miissen némlich durch die Anzahl A der Elementarbestand-
teile teilbar sein.) Gilt g.g.T.(k, ¥) = 1, 80 liegen nur Vek-
toren des 1. Typs in Vkv .

Der folgende Weg zur Bestimmung der Basisméchtigkeit des Vk
80ll eingeschlagen werden:

1.

4,

Wir untersuchen die Mdchtigkeit einer beliebigen Basisklasse
K](:v). Danach summieren wir die Méchtigkeit der Kl(‘v) fir alle
4 und erhalten damit die Basisméchtigkelt des Ve

Wir spalten auf: K{") = ®, U T,, wobei
T,]s:[_!lz ist Vektor vom 1. Typ in Kl(cv)}

'1‘2:={g_|_v_ ist Vektor vom 2. Typ in xl(“’)} .

Dann ist tKl({v)‘ = ‘T.‘l-o'lTa‘ . (Da T, und T, disjunkt sind.)
Wir bestimmen die Michtigkeit I¥{ der Menge der Vektoren
vom 2. Typ in V](‘v).

Wir bestimmen die Méchtigkeit V¥l der Menge der Vektoren
vom 1. Typ in Vl(:v). = C; - ¥t =($) - . (C; wird als

iibliche Bezeichnung fiir den Binomialkoeffizienten (5) be-
putzt.)



S \T,]\ = % , denn jeder Vektor aus T, erzeugt mittels ¢ k
voneinander verschiedene Vektoren.

6. "I'2|erh'dlt man, indem man auf die Médchtigkeiter niederer Ba-
sen (d. h. Basen gewisser Vektorrdume vq mit g< k) zuriick-

geht. Man betrachtet dann nédmlich die Vektorrdume, in denen
die Elementarbestandteile liegen.

Un W zu bestimmen, werden wir Relationen zwischen Mengen von
Vektoren des 2. Typs betrachten:

Bs sei V() eine Menge mit g.g.T.(k, ») >1, d. h.,in V{¥) givt

v, % *n
es Vektoren des 2. Typs. Sei g.g.T.(k,v) = Pq C PTtelatpy

die Primzahlzerlegung des groBSten gemeinsamen Teilers von k und
% . Dann treten als Anzahl A von Elementarbestandteilen bei

Vektoren aus Vl(:v) folgende Zahlen auf: A = p:1 . p:2°...'p::n

mit 0 £ ay £ ti (1£€41i<m)und z a; > 0. (Zum Beispiel liegen

(6)
in V12 Vektoren mit 2, 3, 6 Elementarbestandteilen.)

Bs sei {glA = z} die Menge der Vekbtoren aus Vf:), die sich in z

Blementarbestandteile einteilen lassen. Offenbar gelten folgen-
de Beziebungen:

fzft = wif 2l

{;l& = pm}Q{!lA p:1 ¢ p;a L p:m , wobei s > 0.

Dann gilt aber: gly_ ist Vektor vom 2. Typ in vl(f)} ={!|A = p1}u
v {IIA = pa}u...u{![A = pm} .
Die Mengen lw_r|A = pi} sind dabei nicht paarweise disjumkt (1).

P:1 ¢ Pga ® eee ® p:m} , wobei a,>0

Denn es ist z. B. die Menge {.‘IlA = g.8.T.(X, 1?)} in allen die-
sen Mengen enthalten.



Bestimmung von T

m
Wir fiihren folgende Bezeichnung ein: S := Z |{x|A = pi}l.
Dann gilt "

Moes- Y |fza- e, - p,}]

(n10 nz)e {1, 2yeesy m}a
n1<D2

+ Zl{!,ﬁ = Pp," Pn,’ Pn5}| T

(n1, Dy, n;)é {1, 2yeeey m}3
D, < n, <n3
denn wegen (1) sind in S Elemente mehrfach gezéhlt. Diese miis-

sen wieder asbgezogen werden. Ein Element, das in genau zwei
Mengen {I(A = pi} liegt, wurde in S doppelt gezéhlt. Es muB des-—

halb einmal abgezogen werden. Alle diese iulemente besitzen die
Darstellung y_(A = pn1~ pnz. Ein Element, das in genau drei Men-
gen {!’A = pi} liegt, wurde in S dreifach geziéhlt. Es liegt
aber auch in Cg = 3 Mengen {IIA = Pn,,' pna} . Es wurde also be~
reits dreimal wieder abgezogen. Deshalb miissen alle diese Ele~
mente, die die Darsvellung x]A = Pn1' pnz- Pn5 besitzen, wieder
einmal hinzugefligt werden. Diese Betrachtung wird solange fort-

gefihrt, bis wir bei der Menge der Vektoren angelangt sind, die
ip allen Mengen {y_lA = Pi} epthalten sind. Dies sind die Vek-

toren mit der Darstellung v|A = Pqe Pp* «ee * Ppe Es ergibt

m
sich dapn: W = ;(Si :

‘ (Bqy Bpyeee, 03) € {’l, - . m}
D <D, Ceuo <Dy

)

YA = e P, ® ess * D
{—, Pn,l n, “1}
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i-1

E ® -
wobei g, =1 undgi-r!_ By * Cy =1¢%irl =2, 3,..., k.
Die explizite Darstellung lautet g; = (-1)i+1.
Es bleibt die Machtigkeit einer Menge {w_rlA = pn1‘ pna-...- pnj}
mit i =1, 2,..., k zu bestimmen. In einer solchen Menge gibt

es genau soviel verschiedene Vektoren, wie es verschiedene
Elementarbestandteile der Lénge L = k : A mit £ = ¥ : A Einsen

{xlA = Pp, Pp,t oo pnil =,V£E)I= cE.

Folglich gilt

gibt:

m V/P. e D * see * D
m - ; (=it . g M " By
= K/D. * D. ® ees * D
By THE2 oy

(n4y Bpseeey By)E 11, 2,000, m}i

Dy <Dy eead Dy
b -y
=% va [K{"| = [n)] + |1, gt11t, Dletvt ate
Miéchtigkeit wvon T2 zu bestimmen.

und |T1| =

Aus der Menge der Vektorem v in vl(;"), die sich in A Elementar-

bestandteile zerlegen lassen, finden wir Vektoren in der Menge
K](‘v) wieder. Denn die Vektoren, die A Elementarbestandteile

aufweisen, kdnnen mittels € auch nur aus Vektoren hervorgehen,
die A Elementarbestandteile besitzen.
Wir bestimmen nun die minimale Anzahl 1 p von Vektoren v, die

sich in A Elementarbestandteile zerlegen lassen und die mit-
tels @ die gesamte Menge {z‘y_ ist zerlegbar in A Elementarbe-
standteile} erzeugen.

x| ¢—1

X|€<—2 "
seiy= |° . xevi® - v

x| «—i

71



und K£E> = 1y Zoyumy xq}, d. h. [{x,,, R xq}]§= viE)
und {x,l, > P xqi minimal.

Dann ist offenbar

1— 1{,l X2 xq

2— x,' X2 xq
Tl D faeees | = glx ist zerlegbar in A Ele-
. . . mentarbestandteile.

A— X,l X2 Xq

Mithin ist ¥ A= IK£E)| . Dann ergibt sich durch analoge Be-

trachtung wie bei der Bestimmung von &%:
(¥/pq) K(’1’/132) (v/py)
Kk/p,l + k/PZ + eee + k/Pm

v
= E Kx(;/fn;pnz) ekl
g 0o
(g0 00 € {1, 2,..., m}2
n1 <n2

(_1)i+1 . E

(Dgs Bpyeeey By) € {1, 2y000y m}i
D <Dy <ees (D

T =

(V/p,,1- Rjiy* wen * pni)

| = K
, 2[ k/P, * P, * eee * D
n1 n2 ni

Es wird also auf die Machtigkeit von niederen Basisklassen Kl(._'E)
Bezug genommen, d.h. auf solche Mengen K£E) mit der Eigenschaft
E ist Teiler von Y und L ist Teiler von k. Wir gehen so lange
auf niedere Basisklassen K£E) zurick, bis g.g.T«(L,E) = 1 er-
reicht ist, d.h. so lange, bis in V£E) keine Vektoren mehr auf-

treten, die sich in Elementarbestandteile zerlegen lassen. Die-
ser Algorithmus gibt ups die Moglichkeit, |T,|rekursiv zu be-
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stimmen. Damit ist die Basismiichtigkeit ebenfalls rekursiv be-~
stimmt,.

AbschlieBend sei noch auf folgendes offenes Problem aufmerksam
gemacht: Man gebe die Basisméchtigkeit explizit an,bzw. man
finde geeignete Schranken fiir die Basismédchtigkeit!

eingegangen: 10. 05. 1977

Anschrift des Verfassers

Dipl.-Math. Andreas Kossow
Wilhelm-Pieck-Universitédt Rostock
Sektion Mathematik

DDR-25 Rostock
Universitédtsplatz 1
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Reinhard Strecker

Das Radikal rad K fiir kleine Kategorien K

0. Eipnleitung

In seiner Arbeit /3/ hat Hoehnke in Analogie zur Jacobsontheo-
rie fiir Ringe die Radikale rad S und rad S einer Halbgruppe S
definiert und Struktursétze fiir Halbgruppen gewonnen. Seidel
/9/ gad eine innere Charekterisierung von rad S. Klassische Er-
gebnisse der Ringtheorie wurden von Sehgal /7, 8/ auf Ringoide
libertragen, Ringoide sind dabei kleine Kategoriem, in denen die
Mengen Hom (A,B) eine additive Gruppe bilden. Leduc /4,5/ tiber—
trug ebenfalls Ergebnisse aus der Ringtheorie auf additive Ka~
tegorien. In der vorliegenden Arbeit sollen Ergebnisse von
Hoehnke fiir Halbgruppen auf beliebige, d. h. nicht notwendig
additive, kleine Kategorien K ilibertragen werden. Dabei geht es
vor allem um die Definition und verschiedene Charakterisierun-
gen von rad K. Struktursidtze sollen in einer weiteren Arbeit
hergeleitet werden. Eine Kategorie wird aufgefaSt als eine al-
gebraische Struktur mit einer partiell definierten bindren und
partiell definierten nullstelligen Operationen. Der Amschau-
lichkeit halber werden wir auch in der iiblichen Weise von Ob-
jekten einer Kategorie sprechen. Wir betrachten pnur kleine Ka-
tegorien, die durch K, H, L, ... bezeichnet werden. Objekte
werden durch A, B, C, ¢.., X, Y, ..., Morphismen durch
p0 Bep? v, d, ¥, 4, ... bezeichnet, wobei g ein Morphismus
mit der Quelle A und dem Ziel B ist. Ens sei die (groBe) Kate-
gorie der Mengen.

I. Darstellungen

Es sel ik —> Ens ein Funktor. Ein Subfunktor X von ¢ ist ein
Punktor % :EK —>Eps derart, da8 X (X) < P(X) fir alle Objekte
XeE und daB die Inklusionen iy: X (X) — P(X) eine natirli-

che Transformation von X in ¢ bilden (s. Schubert /6/).
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Wir werden pur Funktoren betrachten fiir die gilt
Aus @(a) = ¢(B) folgt A = B. )

Das sind Funktoren erster Art im Sinne von Hoehnke /2/, s. auch
Strecker /10/. Es ergibt sich

Ist @:K—> L, 80 ist P Funktor auf eine Teilkategorie

von L. (@)

Es sel @ik —> Ens eip Funktor fir denm gilt: Fir jedes Objekt
Aek gibt es einen Subfunktor <PA von ¢ mit folgenden Eigen-

schaften:

9, (X) = B¢ Hom(a,X) = &, (3
@, ()N pp(X) = § fir A # B, )
@@ = g PaD)- 5)

Denn nennen wir das System 9 = {9, ¢,, Aeg} eine Darstel-

lung von K.
Ist zu jedem Ac K ein Funktor ¢, : K—> Ens gegeben, der (3)

erfiillt, und erfiillt das System der Funktoren @ y dde Bedingung

(4), so wird durch (5) ein Funktor ¢ definiert, und das System
® = {9, py, e g_} ist eine Darstellung.

Beispiel: W&hlt man fiir eine Kategorie K als Funktoren P, de
kovarianten Hom-Funktoren, ¢ a = Hom(a,?), so wird durch (5)

@ als folgender Funktor gegeben, @®(X) = {D(Ax, Aeg} und es ist
¢ ={p, Hom(4,?), Ac g_} eine Darstellung.

Bin Homomorphismus der Darstellung ¢ = {@, @y ACK } in die
Darstellung w= {w, Wy Aeg} ist eine natiirliche Transfor-
mation 7 von @ in i derart, daB8 7 auch die Subfunktoren Px
in py trensformiert, d. h., fir «:A—>B und fir alle Objekte
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X sind alle Diagramme

()
? (8 )
YA W @) 1B 6
wy() £ wi(s) ©
kommutativ.

Zwei Funktoren heiBen isomorph, wenn sie natiirlich &quivalent
sind. Entsprechend heiBen zwei Darstellungen 9 und w iso-
morph, wenn % und Y patiirlich &quivelent sind und die natiir-
liche Aquivalenz 7 auch eine natiirliche Aquivalenz der entspre-
chenden Subfunktoren ist.

Ist @ = §<P, (PA' Aeg} eine Darstellung, so heiBt W = ‘{W, Wy
Ae g_} eine Teildarstellung, wenn y Subfunktor von ¢ und die 'PA
Subfunktoren der @, sind.

Einen Funktor ¢ :K —> Ens nennep wir trivial, wenn @ (X) fir
alle X leer oder eine einelementige Menge ist.
Es sei @ eine Darstellung und x c @ (A). x heiBt Fixelement,

wenn x?(otu) = x fir alle ., silt1.

Eipne Darstellung @ einer Kategorie K heift irreduzibel, wenn
die folgenden Bedingungen erfiillt sind:

i) Zu jedem x €& qu(x) existieren ein y ¢ PA(A) und ein

o,y cE mit x = 7 Plo,y). 92

ii) Ist ¢ " pnichttrivial, so gibt es ein Objekt X der-

art, daB P A(X) nicht nur aus Pixelementen besteht. (8)
BEs gibt ein A, s0 daB ?A nichttrivial ist.

1ii) Fir jede Teildarstellung % von ¢ und fiir alle
ACK gilt ¢, = ¥, oder y, ist trivial. (9

1 Wir fassen die Abbildungen ?(«n) als Rechtsoperatoren auf.
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iv) Wenn Hom(X,A) leer ist, so ist <PA(X) einelementig (10)

oder leer.

L
Bemerkung: Ist @ = {$, @,,A¢K] eine Darstellung und ¢y
L]
ein Subfunktor von Py, 50 ist auch @' = [p', @,, A¢ g} mit
@L = P, fir 4 # B und @' durch ¢} gemdd (5) definiert, eine

Darstellung von K. Daher besegt (9) sogar, da8 fir jeden belie-
bigen Subfunktor ¢ A eines Funktors @ y 8us einer irreduziblen

Darstellung gilt @ A' = CPA oder @ A ist trivial.

Hilfssatz 1. Ist ¢ irreduzibel, so liegt in jeder Menge ?A(X)
hichstens ein Fixelement.

Beweis: %(x) epthalte zwel verschiedene Fixelemente x und y.
Wegen (10) ist Hom(X,A) nicht leer, Ayp sei ein Element daraus.
Bs sind y @ (an) und x ;u(an) 3 qu(A).

1) Es sel 197(OLXA) kein Fixelement.

Wir setzen P)(Y) = {z/z = x Plog,) Py, o,y €K}. Es ist
@} ein pichttrivialer Subfunktor von ¢ ,. Weil @ irreduzibel
ist, folgt Q& = <PA. Es ist jedoch y<p(«XA) 6/(PA(A), denn
sonst wire y?(dn) = xq’(dn) <P(3’M) fiir ein geeignetes YAA'
und wir hétten y = ¥ Py, Byy) = x¢>(orua’upu) = x fiir alle
Bax € Hom(4,X). Hom(4,X) ist wegen (7) nichtleer, damit haben
wir einen Widerspruch, Fall 1) kann nicht eintreten.

2) Bs seien sowobhl x ?(o(n) als auch y<p(ocn) Fixelemente,
2a) tp‘(A) enthalte noch weitere Elemente. Dann ist durch
A1) = {2/2 = xP@gIP(x,4), &,y € K oder

5= yPxg) Playydy %y € g} ein nichttrivialer Subfunktor
von @, definiert. Es ist Q! £ ¢,. Das ist wegen der Bemer-
kung oben eip Widerspruch zur Irreduzibilitdt.
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2b) xcy(ccu) und yzy(ocn) sind die einzigen Elemente von ¢A(A).
Wir bilden ¢;(¥) = {2/2 = xPlog,) Poyy)y X yy ex} und @(Y)

= {z/2 = y Ply,) Playy)y ayy €K}, @} und@ )y sind Subfunktoren
von ¢, und nach der Bemerkung oben trivial, 4. h., alle Elemen-
te z = x Q(QXA"‘AY) und elle Elemente z = ¥y V("‘XA“AY) sind Pix-
elemente., Wir setzen Q’"'(Y) = <PA (")V(p '(Y). Wegen x ¥ y ist
@'" nichttrivial, also gleich @,. Da (pA(I) und ¢3(Y) pur Fix-
elemente enthalten, gilt das auch fiir ?A' '(Y) fir alle Y€K,

im Widerspruch zu (8).
Wir sagen, daB eine Darstellung P ein System F von Fixelementen
{fAB/A,Be gc_} besitzt, wenn jede Menge ¢, (B) # # ein Fixelement

f,, besitzt und wenn gilt

AB
£,5 P@pg) = £, fiir alle up, e K. 1)

Hilfssatz 2. Es sel @ eine irreduzible Darstellung.

a) Besitzt jede Menge w&(B) # § ein Fixelement f,, so gilt

(11).
b) Enthdlt q’A(A) neben einem Fixelement f noch ein anderes Ele-

ment, so enthdlt jede Menge ¢A(x) ein Fixelement.
Beweis?
Zu a). Es sel o,p beliebig aus K und y = £,, q,v(ocAB) kein Fix-
element. Da P irreduzibel ist, gibt es ein B, 3 mit
fap = z P(B,p) fir ein geeignetes z ¢ %, (A).
Fall 1, Es kaon z = £, gowédhlt werden. Da nach (10) Hom(B,A)
nicht leer ist, gibt es ein &p,. Es ist P(um) =£,
£, P(Byp¥py) . Daraus folgh y Plap)x ap) = £y Ployp) =7
rAA?(pAB BA A.B) = fAB¢7(“BA AB) = AB, Widerspruch.
Fall 2. Es kann z nicht gleich tu gewdhlt werden, d. h., es
ist fABe/fM Hom(A,B). Wir setzen P}(X) = {e/z = 2, Px)s
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ane g}. Wegen y # fA.B ist ‘7’1; ein nichttrivialer Subfunktor von
Py daher gilt QA = <pA'. Das ist ein Widerspruch, da fABe ?A(B),
aber 6/995_(3) ‘

Damit ist bewiesen, daB fAA <P(01AB) fir alle ap ein Fixelement
ist. Es folgf: 3 Plapg) = £, Pleypaps) = £,

Zu b)., Es sei f(p(o(.Ax) kein Fixelement. Dann enthdlt sz(x) mehr
als ein Element, und es ist @} mit @;(Y) = {f(p(aLAx) ‘?(“XY)/
zzneg_} ein nichttrivialer Subfunktor von ¢,, stimmt also mit
P iiberein. Es ist aber ¢A(A) = f , im Widerspruch zur Voraus-
setzung. Zu jedem Funktor ¢ gehdrt eine Kongruenz d'q; von K

@,p)edp e« P(x) = o(r). (12)

Umgekehrt gehdrt zu jeder Kongruenz ¢ auf K mit

Aus (x,5,Pyp)€@ folgt A = Cund B = D &)

]

(Eongruenz erster Art) ein Funktor ¢, :K— K, der jedem Mor-

phismus von K seine Kongruenzklasse zuordnet. K besitzt diesel-
ben Objekte wie K und die Morphismen von K sind die Kongruenz-

klassen nach &.
Ist ¢:K — H ein Funktor und 2 eine Kongruenz mit (13) und

@<= dp (14)

8o liBt sich ¢ gem#dB dem kommutativen Diagramm

g

zerlegen,
Hilfssatz 3. Ist @ = {‘P"PA’ Aeg} eine (irreduzible) Darstel-

lung von K und @ eine Kongruenz mit (13) und (14), so ist
W= {w,w,, AeK} eine (irreduzible) Darstellung, wobei ¥, (X)

80



= CPA()() und QJA(cpg, (DCAB)) = CPA( OLAB) gesetzt wird. Ist umgekehrt
Q eine Kongruenz mit (13) und ¥ = {lp, WA, AEK} eine (irredu-
zible) Darstellung von K, so ist P = {qﬂp@ YWy Py A €K}eine
(irreduzible) Darstellung von K.

Beweis: VWegen (14) ist W eine Darstellung und wenn @ irreduzi-
bel ist, ist (7) fir werfillt. wWegen (14) ist (8) erfiillt und
(10) gilt fir w;, weil es fir @, gilt. is sei y' eine Teildar-

stellung von . Definieren wir @;(X) = ¥!(X), @'(x) = M‘P‘&(X).
so ist das System icp', CPA. AE 5} eine Teildarstellung von @,
es folgt @A = CPA oder 971;‘ trivial. iaraus ergibt sich iji =9,

oder lpA ist trivial. Der zweite Teil des Hilfssatzes ist klar,

Wir definieren
rads =

dp

@ irred.
Darst.

£ heiBt radikalfrei, wepn rad K die Nullrelation Q ist. Wir be-
zeichnen mit 1 die Relation ( ®upe BCD)E 1¢«—>A =Cund B = D,
Gibt es keine irreduzible Darstellupg vonm X, so setzen wir
rad K = 1. sipne Kategorie mit rad K = 1 pnennen wir radikal.

Satz 4, &s ist rad(K/radi) = C.

Beweciss: Nach Hilfssatz 3 kann aus jeder Darstellung W von
K/radi. eine Darstellungy @ von K gewonnen werden. Es ist ¥ ge-
nau dann irreduzibel, wenn ¥ irreduzibel ist. Daher ist
rad(K/radk) = /_\ dp = /\ (dp/radk)
¥ irreduz. Darst. @ irreduz.
von K/radk Darst. von K
= (M J;,)/radl_i. = radk / r=dK = Q.

i#ine Darstellung @ von K heiBt zyklisch, wenn es ein System
S = {er ¥ ), Ae_lg_} gibt derart, daB zu jedem Element y aus

W @(a), ACK genau ein x, € S existiert mit y = xA<p(<x),oc€ K.

Das System heiBt ein System erzeugender Elemente und jedes Ele-
ment, das in einem Erzeugendensystem vorkommt, heiBt erzeugen-
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des Elementb.

Hilfssatz 5. Ist @ eine zyklische Darstellung und ¥, € @ (4)
ein nichterzeugendes Element, so sind auch die Elemente

TuP (ocAB) pnichterzeugende Elemente.,

Bewols: #s sel y, @(oyp) = % ein erzeugendes ulement. ds gidt
also eip Erzeugendensystom S = {XA*‘ Aeg} . Weiter gibt es ein
CeK, so daBl 3, = x, <p(¢xCA) und daher i, = X, qo(o(CA) QJ((XILB),
Yopr 4B geeignet. Aus der Definition des zyklischen zrzeugen-
densystems folgt C = B, Ersetzt man in dem 3System 5 das wmlement
X, durch Yy BO erhdlt man wieder ein zmrzeugendensystem, im

Widerspruch zur Annahme.

Satz 6, Jede irreduziblie Darstellung ¢ = @, Py
- L ¥
klisch und besitzt eipn Arzeugendensystem der Form

S = ZxA, X, e C;JA(A)} "

Aeﬁ} ist zy-

Beweis: In jeder Menge CpA(A), A ¢K, wihlen wir ein Element X3

falls moglich, soll kein Fixeloment sein. ws sel o die Yenge

*y
der so gewahlten Klemente X, . Wir setzen LpA(Y) = {z / z

= xAQ(dAY), %yy \,_&:} und definieren qJA(a/.YZ) als Abbildung von
WA(Y) in Z;JA(Z) s xACp(OéAY)—% XAQD(U'AY erZ). Damit ist ¥, ein
Funktor von K in BEns. Fir A # B ist & (X)W, (X) = #. Setzen

wir w(Y) = \_/ W, {Y), 80 ist Y zusammen mit den Subfunktoren
ACE

Wy, eine Darstellung. & ist Subfunktor von @, und die ¥, sind
Subfunktoren der ¢ ,. Daher ist i Teildarstellung voo @. Ist

X, kein Fixelement, sa ist Wy pichttrivial, 4. h., es ist

Py =Wy Ist x, Fixelement, so gilt pach der Auswahl der Kle-
mente xA die Gleichheit {PA(A) = {XA} , und daraus folgt
¢A(X) = ZpA(X) flir alle X €¢K. Daher ist allgemein Py = Wy
alsc @ = Ip, Jedes flement y ¢ P (2) 1léBt sich in der Form
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y = xAcp(acAZ) darstellen, wobei x, aus S durch y eindeutig be-
stimnt ist. Ls ist also @ zyklisch und S ein Erzeugendensystem.

Bs sei @,(K) = x\ejx @ (X

Hilfssatz 7. 1st @ eine irreduzible Darstellung und 5 = {XA,
x, ¢ ® (4), A€ _xg} ein System erzeugender Elemente, So enthilt
jede Menge (PAQ“:) genau ein mwlement aus S.

Beweis: @s ist klar, daB <PA(_K_) mindestens ein Hlement aus S
enthélt. Sei {xi, ie 1} = @,(K)"™ 8. Zu jedem x; gibt es ein
z; e <pA(A) fir ein geeignetes A und einen Morphismus o mit
xy = zicr(ai).

Fall 1. Bs sel z; = Zy =2 fir zwei verschiedene 1,j€¢I. Da S
ein Erzeugendensystem ist, gibt es ein x, € <PA(§)(\ S und ein
peKmit z = xk;b((%).DarauB folgt Xy = }CK¢((3) ‘P(O‘d) und

x = xk<P(ﬁ) 9’7(0(1). Nach Definition der erzeugenden Elemente

folgt daraus X = X; = Xy im Widerspruch zur Annahme.

Fall 2, Sei 1, ein Paar mit 2y # zj. Ist 24 ein nichterzeugen-
des Element, dann nach Hilfssatz 5. auch xl, im Widerspruch zur
Voraussetzung. Daher ist z; erzeugendes Element, rach demselben
SchluB auch zj. BS gibt daher ein Y eBom(4,4) mit z; = z;9().
Daraus folgt x; = zj<P(Y) ‘P(ocl), und wir haben Fall 1) vor uns.

Der Beweis ist beendet.
#s sei @ : K—> @ns und @ = {4;0, Pyus AGL{_} eine zyklische Dar-

stellung und S = {xA’ A€ _I_{_} ein System erzeugender Elemente.

Wir betrachten in X die Rechtskongruenz = :

2,n = Bop x, P 5) = X, p(Bgp) (15)

und bezeichnen die Rechtskongruenzklasse von « pnach = mit [oc].
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Bs gilt
Aus @, = R,y folgt A = C und B = D. (1e)

Die Zuordnung
X(4) =X = {[(xm], Ly £ K, xeg(_} 17)

und die Abbildungen

X(etyz) von X(A) in X(B) : [mm]—a [ocm "‘AB] (18)

ergeben einen Funktor von K in Ens. Setzen wir
X, (X = { [%x]» %ax 55}’ (19)
so ist das Systenm {Z, X,, Aeg} eine Darstellung von K. Wir

bezeichnen mit K / = die Kategorie, die die Mengen K, AcK als
Objekte und die Elemente x(dAB) als Morphismen hat. Die Zuord-

nung ¥ : P(a) —> X(A) mit Xy Py, ) — [MXA] ist fir alle

A€ K eine eindeutige Abbildung zwischen den Mengen ®(4) und
¥ (A} und vermittelt eine natiirliche Aquivalenz zwischen
P = {qb, Pyr A€K]} und X= {x, X, A€K}. Die Darstellungen g

und ¥ sind isomorph.
Ist umgekehrt = eine Rechtskongruenz in X mit (16), so ergeben
die durch (17) bis (19) definierten Zuordnungen Xbzw. x, eine

zyklische Darstellung, S = {[E‘AA ]» A€K, €, die Einheiten von

K } ist ein System erzeugender Elemente.
Wir fassen zusammen.

Satz 8. Jede zyklische Darstellung ¢ von K ist isomorph einer
Darstellung X = {Z, X,, Ae_xg} mit X: K—> K / =, wobei = eine

Rechtskongruenz von K mit (16) ist. Umgekehrt erh#lt man aus
einer Rechtskongruenz von K mit (16) vermittels (17) bis (19)
eine zyklische Darstellung.

Hilfssatz 9. Es sei @ = {‘P, P> Aax} eine irreduzible Darstel-
lung. In jeder Menge qA(X) gibt es hochstens ein nichterzeu-
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gendes flement, das ist Fixelement.

Beweis: In q:A(X) gebe es die nichterzeugenden Elemente y und z,
¥y # z. Wegen (10) ist Hom(X,A) nichtleer. wir definieren

@, (0) = {w /W=y @ayy), &y €K oder w = z Playy), mmsg}.
@ ist pichttrivialer Subfunktor von @y« Nach der Bemerkung
vor Hilfssatz 1 gilt (PA =@y Nach Hilfssatz 7 besitzt (PAQ(_)

ein erzeugendes flement, das ist ein Widerspruch zu Hilfssatz 5
Daher gibt es in @A(X) héchstens ein nichterzeugendes Element,
dieses ist nach Hilfssatz 5 ein Fixelement.

Bs sei @ eine zyklische Darstellung von K, die wir in der Form
@: K—> K / = annehmen. In K / = filhren wir die Kongruenz 7
ein,

(*aB] = [(}AB] oder
o TiB —> und [p 8ind nichterzeugende
[*a8] 7 [Pan] *as] [Pan]
Blemente.

mit [mABly bezeichnen wir die Kongruenzklasse von [aABI pach 7,
Es sei

F(Pa) =PPA) =] oy, 7y oy, €K}, (20)

und es sei $(¢(uAB)) = Z;':'gb(ocAB) die Abbildung von @ (A) in
@@(B) mit

[¢xalr — [*xa “anl 7 (21)
Wir setzen

@ PR =P () = { [¢4¢] 7}
Bs ist FP= {Eﬁ?, (¢7¢)A, A€ I_{_} eine Darstellung und $ eine homo-
morphe Abbildung der Darstellung @ auf die Darstellung 577.

Satz 10. Bs sei @ eine zyklische Darstellung von K. Es gebe
ein A und ein X derart, da8 @,(X) mehr als ein Element, darun-

ter ein erzeugendes, besitzt. Dann ist die durch (20) und (21)
definierte Darstellung § ¢von K irreduzibel.
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Beweis: Es sei Y Teildarstellung von @@ . Ist y, bpichttrivial,
so gibt es ein X derart, daB z/JA(X) mehr als ein flement ent-

hélt. fines dieser Elemente muB aber erzeugendes dlement sein,
d. h., es ist Z,JA = (G@)A, also W= §<p. Die anderen Bedingungen

sind leicht nachzupriifen.

1I. fine #uBere Charakterisierung von rad K.

Hilfssatz 11. #8 sel @ eine Rechtskongruenz in K. @ mit
@: E —> K/@ eine Darstellung. Dann ist dp € Q.
Beweis: BEs ist (chB, {aAB)eQ<——-‘ [O‘AB]g = [ﬁAB]g >
EGAA]Q %, = {‘AA]'; Byge Welter ist (LXAB’ pAB)e of?‘—)@(“AB)
= @Bl x, Ployy) = x, @Cpyp) fir alle x, € p(4), insbeson-
dere fir (,,1, d. b. dps@-

Es sel ¢ zyklisch und S = {xA, A€K_} ein Krzeugerdensystem.
Wir fibren die Rechtskongruenz 4. ein,

@,pr Byplepge—x, @ (a,5) = x, @(B,5). (22)
Hilfssatz 12, 8s sei @ : K—> K/= irreduzibel und es sei

Bep= {g /¢ ist Rechtskongruenz in K derart, daB X: K—> K/@ zu
@ isomorph istf. (X nach (17) bis (19) erklért). Danp ist

g = ’
P gsw¢g

Beweis: Wenn X mit X: K—> K/@ isomorph zu @ ist, so ist
dy = dg » pach Hilfssatz 11 ist dp ¢ @, daraus folgt

dp < c.

? @(99
BEs sel § = {xA,
W1 E—3K/ko. Die Zuordnung gy [pAB]z > PAB},«S ist ein

Aeg} ein irzeugendensystem von ¢ , und es sei
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Isomorphismus zwischen @ und ¥. Denn Mg ist umkehrbar eindeu-
tig, da sich jedes erzeugende Glement x, € CPX(A) der irrsduzib-
len und dsher zyklischen Darstellung @ in der Form

x, = [’:xﬂ E@(Ym) darstellen 1laBt. Dariiber hinaus gilt

(g [*xm]® ¥ Prod = (Y], ¥ Prc) = [“xB Prolag

= 76([® g Pyel®) = 76 [¥y3]= (Ppe))-

Damit ist f. € i, . Offensichtlich ist dp = 7o) fs.
IS @ ¢ S S

.

Daraus folgt a; ] Qq} Q.

Aus Hilfssatz 12 ergibt sich als Folgerung der

Satz 1%. s sel K die iMenge der Rechtskongruenzen @ fir die
P 5_-—)_}_{/@ irreduzibel ist. Dapn ist
™

radk = oo S

III. lsine inpere Charakterisierung von rad K

s sei /.-())AA) die feinste Rechtskongruenz in K, die alle raare

(x & AB) enthalt.

AB? YAA
Hilfssatz 4. Genau danr gilt (oéAB, pAB)élh(V“), wennp zwel

ganze Zshlen m und p 2 O existieren mit
LI - yo
Yan%e = Van Pap-
Dabei wird Y9, &, = 0y fir alle &,y gesetzt.

Beweis: Es sei { die folgende Relation
mit B

-~

2= {@gpe Yy %) Paa%pr %sds Pyt ey X

a,p €K, X, Y, BE 1{_} . Q ist reflexiv und symmetrisch. Aus
(g Byy) € Q Folst (X Apas By Apg) €Q fir alle 44, K,
Cc K. SchlieBen wir @ transitiv ab, so erhalten wir offensicht-

: , 150 ist w(y..) = > QF, wovei QX das iibliche
lich u(¥,). Alsc ist Yaa) Tw0 W
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Produkt von Relationen ist. Wir beweisen den iHilfssatz durch
Induktion iiber k. Ist (czAb, {3Ab,) ¢ ., dann ist alles klar. sei

(s Ay Q. s gibt ein 4, mit (x,,, §,,)e ¥ una

m
(Gyps Ppp) € Qe GilE Y

AB?

=y? 4 , so folgt aus

AA A.B AA TAB
JAB = Byp bzw. JA.B = YAA @, upmittelbar yAA G = yAA Pis baw.
m _ 0+l - m+1
Yin 4B = aa Pape I8t Ryp = Yy daps 50 8118 ViU n= VB

Die Bedingung des Hilfssatzes ist auch hinreichend. Denn es ist

(ygs yAA ap) ¢ M AA) fiir alle k ® 0, Damit folgt aus

m n . .
A %ap = Vap ap ledcht (K, Pyp)e 4 (V)

Hilfssatz 15. Ist Hom)E,A) leer, so ist fiir beliebige g B

das Paar (EYAB, fBAB)e rad K.

Beweis: Fiir jedes irreduzible @ ist die lienge ®(Hom(a,B)) hoch-
stens einelementig, daher ist (o, B,p)€ ch, , also aus rad K.

Hilfssatz 16. Ist (“AB' pAB) e¢rad K und Hom(B,A) nichtleer, so

ist (o(AB, IBAB)E,&(O(AB KBA) fir alle KBA%'

Beweis: Wir setzen 6 = u(x,y Ky, ). Bildet die Menge Hom(4,B)

nach 6 nur eine Kongruenzklasse, so sind wir fertig. Zerfallt
Hom(A,B) in mehrere Klassen, so ist ®: K—>K/6 zyklisch, und
q?A(B) enthlt mehr als ein Blement. Weil (V,, o Kyy d40)

€ p(o,p Kg,) fiir alle yAX gilt, ist [eAA]G = [%ap Kpa EAA]G
erzeugendes Element, also auch laAB]G‘

Wenden wir nun den durch (20) und (21) bestimmten Homomorphis-
mus @ an, der jeder Restklasse [Y]G die Restklasse

7( [y]G) = [b"]y zuordnet, so erhalten wir nach Satz 10 eine
irreduzible Darstellung. Weil (« B )c-‘. <{§¢, 80 gilt
[V PP (g =[¥F PP (B,g) fir alle [#], , insbesondere fiir
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[acﬁB BA](— . Daher gilt
J
[*ap KA %48l 7 = [*aB "Ba Pun) 7 * (23)
Wegsen {“AB]S = [a‘,ﬁ’ “BA m&]’ ist [ Kiga O'AB}S’ erzeugendes

slement fir P: i—>1/6. 7 bildet daher nur [®as ¥sa %asle
AUl feoy , Ky, @y]g 80~ AUS (23) Lolgt [y Ky % ple
= La‘m BA Baglge Das slement auf der linken Seite ist [MAB] &

das aus der rechten Seite ist [ﬂAB]G’ und es ergibt sich

I GA_B)&/L(OCAB KL")'

ab €4

liilfssatz 17. Ist Hom(B,a) nicht leer und (g, Pyp)€
peyy Ky ) N fp(Pyg Ky, ) filr alle Ky, €K, so ist

(xyps Byp) T4 K-

beweis: Wir nehmen (chB, (AAB) €/ rad K an. Daon gibt es eine

irreduzible Darstellung ®P: K —> K/= derart, daB

x@((XAB) # x(}?(ﬂAB) fir ein x € K/Z, (24)

Wegen Hilfssatz 9 konnen nicht beide Elemente aus (24) picht-
erzeugende flemente sein. ds sei o.B.d.A. x (p(oc ) erzeugendes

nlemept. Dann ist wesen Hilfssatz 5 auch x ein erzeugendes
slement. Sei S ein wsrzeugendensystem in dem x vorkommt. ©s gibt
ein y,, derart, dab x = x @la,p Yg,). Fir alle Ky ;o

Kays 4y YBa ay) Sl (25)

wobei 4 mnach (22) erklsart ist. Damit ist ,a(a&B yBA)e/'S‘
Da pach Voraussetzung (Qyp, fyp) €/4(x, y Yu,), also aus p ist,

haben wir einen Widerspruch zu (24).
wir fassen die Hilfssdtze zusammen zu
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Satz 18, Bs ist (MAB' ﬂAB)e rad K gepau dann wepp
i) Hom(B,A) leer ist, oder
ii) Hom(B,A) nichtleer ist und (aAE’ BAB)E/&(“AB KHA)F\
/u(ﬁAB KBA) fir alle Kga*
Nit Hilfe von Hilfssatz 14 ergibt sich die

Folgerung 19. &s ist (&, ﬂAB) € rad K genau dann, wenn

i) Hom(B,A) leer ist, oder
ii) zu jedem yBA ganze Zahlen i, j, k, 1 ® O existieren, 30

" ‘
(oqp Ypa) %yp = (g V)00, und
Kk 1
(Byg ¥pa) %y = (Pup Ya) " Aype
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Fritz Riihs

Uber die Ldsung der Potentialgleichung im Halbstreifen durch
Integraltransformation

1. Zur losung von linearen partiellen Differentialgleichungen
der mathematischen Physik bedient mapn sich héufig einer Inte-
graltransformation. Liegt ein ebenes Problem vor und ist das
Integrationsgebiet ein Halbstreifen, so wendet man bei hyper-
bolischen und parabolischen Differentialgleichungen die
Laplace-Transformation mit Brfolg am. G. Doetsch benutzt diese
Trapsformation auch zur Losung der ebemen Potentialgleichung

2 2
d“u u
=0
5;2 + g%z 1)

im Halbstreifen C<x <1, t>0 (/1/, S. 378 - 383; /2/, S.

51 - 55). Da die Laplace-Transformation speziell fir Apnfangs-
wertprobleme geeignet ist, werden zur eindeutigen Festlegung
der Losung u(x,t) die Werte

R -]
Lim u(x, ) = uy(x), Lim SE(x,t) = uy(x) @)

benﬁtigt1. Ferper sollen die Werte auf den Réndern x = O und
X = 1 gegeben sein:

lim u(x,t) = a,(t), lim u(x,t) = a,(t). (3
xd0 xtl

Nup ist fir elliptische Differentialgleichungen die Laplace-
Transformation sicher keine geeignete Integraltramsformation,
da es pach Hellwig (/3/, S. 342) im allgemeinen keine rechte
Halbebene gibt, in der die Bildfunktion analytisch ist, was

1 Diese Werte werden zundchst auch bei jeder anderen Integral-
transformation bendtigt.
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aber fir die Ricktransformation in den Originalraum wichtig
ist. Daher erscheint die LOsung des Dirichletschen Problems
bei Doetsch auch ziemlich erzwungen. Seine Forderung namlich,
solche ILdsungen zu suchen, die eine in der Halbebene Re (s)> O
existierende ILaplace-Transformierte besitzen, filihrt ihn auf
eine gewisse Bedingupg (/1/, S. 379 bzw. /2/, S. 53, (8))
zwischen den gegebenen GroBen uo(x), u1(x), ao(t) und aq(t),

die dann etwa a1(t) zu eliminieren und damit das Dirichletsche
Randwertproblem zu l0sep gestattet., Und seine weitere Forde-
rung, daB die komplexe Umkehrformel sowie der Residuenkalkiil
anwendbar sei, fiibrt bei der Riicktransformation auf einen Aus-
druck, dem man nicht ohne weiteres apnsieht, daB er die Ldsung
des Problems ist. Daher meint G. Doetsch mit Recht, es wire
pun weiter zu untersuchen, ob der genannte Ausdruck (/1/, =.
383, (6), bzw. /2/, S. 55, (10)) wirklich die gesuchte Ldsung
ist.

Wir werden im folgenden eine zur Ldsung der Potentialgleichung
geeignetere Integraltransformation verwenden, namlich die end-
liche Sipus-Transformation. 9Wir werdep ferner erkennen, dafl
sich die erwdhnte Bedingung zwischen den Funktionen uo(x),

uq(x), ao(t) und aq(t) als die verniirftige Forderung erweist,

daB die ILdsungsfunktion u(x,t) im Unendlichen verschwinde. Und
wir werden schlieBlich einen Ausdruck angeben, der sich von
dem Ausdruck von Doetsch um ein Zusatzglied unterscheidet, und
von dem wir zeigen werden, daB er die gesuchte Ldsung ist,
also die Differentialzleichung (1) und die gestellten Randbe-
dingupgen erfiillt.

2. Um die Glsichung (1) durch eine passende Integraltransfor-
mation zu 18sen, multiplizieren wir sie zur Kernbestimmung mit
einer noch fasbtzulegenden Funktion v(x) und integrieren iiber x

von © bis 1 (/5/)- chnen wir, wie iblich, das Skalarpro-

dukt im 12(0,1) mit (.,.), 50 erhalten wir durch partielle
Integration
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1
2

- IéL:y v(x)ax = Bfu’V]' (u,v'")
X

[e]
mit
£ fu,v]= u(1,6)v (1) - 1,51 - u(0,t)v'(0)+3(0,)v(0),

wene wir der Kirze halber einfach u(xo,t) statt lim u(x,t) usw.

-
xxo

schreiben. Insbesondere wird mit den Bedingungen (3)

Blu,v]= a (8)vi(1) - a (t)v'(0),

wenn wir die Punktion v(x) so bestimmen, daB sie LOsung des
#igenwertproblems

v(x) + Av(x) = 0; v(0) = v(1) = 0 (%)

ist. Hierdurch wird aber ein symmetrischer Differentialopera-
tor definiert mit den diskreten Sigenwerten A, = 4, und den

(orthopormierten) Eigenfunktionen

v, () =\/%: sin 4%, py =2E,n=1,2, .., (5
und es wird dann

B[u,vg] = 2 A [ 21780 (®) - 8] (6)
Setzen wir

1
‘\vln(t) = (u,vn) = Iu(xst)vn(x)d-x’
o}

so erhalten wir wegen

2 ~
- (g;g, v,) = B[u,vnl- (u,v}) = B[u,vn]+ AU,
pach (1) fiir t >0 die unendlich vielen Bildgleichungen
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4E(8) L
_dgz___—hnun:B[u,vn], w2 Ay S5 we ey (7

deren Losungen wegen der Bedingungen (2) die Anfangsbedingungen

dan(o)

ﬁn(o) = (uo,vn), T = (u,l,vn)

erfiillen miissen. gs wird

(¥
P

un(t) = (uo,vn) cosh u,t + (u1,vn) sinh gt

(8)

t
+/-‘1n- j B‘_Il,vn](’r‘)sinh,un(t;—’l‘)d T,
o

Bekanntlich bildet die Gesamtheit der Funktionen (5) eine voll-

stdndige Basis im LZ(O,l). Wir konnen daher die Ldsung u(x,t)
des Problems (1), (2), (3) nach diesen Funktionen entwickeln

und erhalten die im Mittel konvergente Reihe
@®

alx,t) = éi—; u (6)v, ().

3, Wir kehren pun zu unserer urspringlichen Aufgabe, dem
Dirichletschen Problem fiir den Halbstreifen zurlick. Offenbar
wachsen nach (8) die Funktionen un(t) und folglich auch die

I8sung u(x,t) fir t—> o sehr stark an, was physikalisch wenig
sinnvoll erscheint. Wir verlangen daher, dal

u(x,t)—> 0 fiir t— o und jedes x €{0,1)
gelte, Offenbar gilt dann auch u,(t) —>0 (t-—00) fir jedes

n =1, 2, +ess Fordern wir von den vorgegebenen Funktionen
ao(t) und a,l(t), daB die Integrale

-
ojoB[u,vn](T)eﬂnL d7 fir o =1, 2, e.e
6
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existieren, dann folgt aus (8)

t

t
e/‘n [(uo,vn) +/“n .

l(""l’vn) v ] B[u’vn] (T_)e‘/‘n" dr] —0
o

fiir t o . Also muB insbesondere fiir jedes n = 1, 2, ... not=-

wendig die Bedingung

1 1 7 oo M0t ar -
(ugsvy)+ I-,‘—n(u,,,vn)+ ™ B[u,vn](b)e =0 9)
o

oder, wenn wir (5) und (6) beriicksichtigen,

1 1 @® -

1 : = Mgt -
J u,(§)sin /‘ngdf + i Iu,l(f)sz.n/‘nfdf- J e a,(1)d7
o ) o

00
+ (=1)P [a—/‘nfa,l(‘l‘)d’i' =0
o

erfiillt sein. Das ist genau die in 1. erwdhnte Bedingung von
Doetsch. Betrachtet man (9) als die Bestimmungsgleichung fir
(u,',vn), dann wird nach (8) .

00
~ - Hpt 1, = Fa®
un(t) =e ' D (uo,vn) -/-Esmh /,nt jB[u,vn] (De o ar
)
t
+ /;'-—n I B[u,vn] (T)sinh £ (t - T)AT (10)
)
- /o 1 OD13 7)sinh T
=e (ugsvy) g [uyvy)(T)sinh 4,7 4
o
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®
- Z‘j; rB[u,vnI('r)sinh/un(t - T)arT
t

und somit’I
@®
u(x,t) = 'fin(t)vn(x)
n=
@® t 4
= % e #n sin g {f u (F)sin /Anfdg
n=
o

“n

®
+ J [ao(r) - (—’I)Da,‘(T)] sinh T aT
o

[0,8)

2§ ;
+ In: sin 4.X

[ao(l’) - (—’l)na,](T)J sinh u (t-7)47.

.8

4, Wir wollen nun pachweisen, daB der Ausdruck (11) tatséch-
lich die LOsung des Dirichletschen Problems ist. Formale Dif-
ferentiation ergibt unter Beriicksichtigung von (4) und (7)

2

2 Q0
e g;r B [u,v,] (6)v, (x)
[o0) 00
=V:i-—[a1(t);(-’l)n ,unvn(x)-ao(t); ,unvn(x)] .

Reihenentwicklung nach dem Orthomormalsystem {vn(x)} ergibt

[0

E, =) = L T .
-2 G v, Fgaw =) J- v,

1 Siehe 5. Aphang
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Setzen wir die Funktionen vn(x) periodisch auf die ganze reelle

Gerade fort, dann liefert zweimalige gliedweise Differentiation
die im Raum der verallgemeinerten Funktionen konvergenten Rei-
hen

[e ]

00
n; (=% o v (x) = - V21 2 _ ' (x=(2m+1)1),

m=-0

00 o)

:/‘n"n(ﬂ ==V ) _ {'(x-2a1),

n= m==00
worin d (x) die Diracsche d-Distribution ist. Folglich erfiillt
der Ausdruck (11) fiir 0<x <1 die Differentialgleichung (1).
Klar ist auch, daB fiir diese x-Werte der Ausdruck (11) die Be-
dingungen

QO o0
u(x,0) = g;; @ (0)v (%) = g;; (Ug V)V (x) = ug(x)

und u(x,t) —>»0 fir t —>o00 erfiillt, Um schlieB8lich nachzuweisen,
daB der Ausdruck (11) auch die Bedingungen (3) erfiillt, losen
wir zundchst folgendes Problem:

2 2
3_.g+a—-vzv=0fﬁr0<x<l, 0<t<h,
ax ?

w(x,0) = uo(x), w(x,h) = 0, (12)
w(0,t) = a,(t), w(l,t) = a,(%)

mit h> 0. An Stelle von (10) erhalten wir nach derselben Me-
thode den Ausdruck

h
- sinh 4 (h-t) 1 ) _
wn(t) = — ,‘l']nh [(uo"vn) - Fz-; B[w,vD](T)s:th fn T dT]
o
h
= ;—n f B[w,v ] (r)sinh 4 (t- T)AT,
t
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der die Bildgleichungen (7) und die Bedingungen WD(O)=(uO,vn),
;n(h) = 0 erfiillt und fiir h—>o00 in den Ausdruck (10) ibergeht.
Wir wollen zeigen, daB der Ausdruck

o]

w(x,t) = ; ¥, (6)v, (2, (13)

der fiir jedes h >0 eine Losung der Differentialgleichung (1)
ist und offenbar die geforderten Bedingungen an den Ré&ndern
t = 0 und t = h erfiillt, auch die restlichen Randbedingungen
erfiillt. Wir kdunnen und wollen nun der Einfachheit halber wei-
terhin uo(x) 0 setzen, dann l&ddt sich W (t) auch in der Form

schreiben:
sinh /‘nt
(6) = /‘ sinhan IB[W Vn]Blnh pplb- T)AT
o
t
/‘l ( B[w,vn] (’r)sinh/an(t— T)a?t,
o

Im Raum L2(0,h) bilden die Funktionen zm(t) = V2/hsin Qb
mit em = mT/h ein vollstidndiges Orthonormalsystem. Wir ent-

wickeln die Punkbtion (13) in eine Reihe nach diesem Orthonor-

malsystem:
00

wlz k] = g & (x)z (%)

und erhalten nach (13) als Koeffizienten

0

Sp(x) = 2 W,y > v (1),

wo <.,.) das Skalarprodukt im Raum L2(O,h) ist. Man berechnet
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-1)™1 @ sinh 4 h

2
G+ Ay

(
2
<sinh 4 t, zm) = V—h

<71‘;B[w,vn](t) *sinh g t, z;) =

h
Boap(g s +a)| Om

o
h
8 I B(w,v,] (t)sin qmtdt] :
%n o
Damit wird
h
s Vz_ 1 B[w,v, ] (t)sin g, tat
(Wn;2m> ==\ —?—j n
Sn * Ay g
sowie o - 5
~ 2y fo'n'* 8,(8) = (=1)%a,(8)]z (t)at
cm(x) = V—;; Tgm +/‘n2 - [ (e} ]
- h
2 —?—z’a“v“(x) f a_(t)z_(t)dt
= ( I e gm +/‘n 4 o] m
. h
- v'é'i £ Lty "‘nv"(X)) f a,(6)zy(6)at
o= Qn *hq X,
h Q_(1-x) sinh @ x
= fi_:ﬁ%%;l" 802> + SR g1 <8107
und somit .
2 ( sinh @_(l=x) sioh @ - . ]z S
w(x,t) = m;[—e'ﬁﬁr— <8o1%25> * EIok Sal <8q1Zp) |2y

(14)
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lap erkennt

hieran, daB in der Tat w(0,t) = E (ao,zm>zm(t) =
m=1

@®
ao(t) und w(l,t) = é: (a1,zm) zm(t) = a1(t) wird. Ausgeschrie-

ben lautet (14)

W [ ao('Z')sin ngdT’

h
f ’V sinh Qm(l—x)
L

o . .
+ S—im—,;f a,(?)sing rdT | sing t.

Vollzieht man hierin den Grenziibergang h—>00; so erhdlt man
die Ldsung der Potentialgleichung im Halbstreifen mit depn Rand-

bedingungen

W(Oyt) = ao(t’), W(l,t) = a/l(t)! W(X,O) = O)

w(x,t)— 0 (t —o00) auch in der Gestalt

w(x,t) =

00 0o
% ] a, (1) IM—&E{)— sin §tsin Frd § |47
sinh E1
¢ 0
,—% a,(7) J M sin ftsin F7d §| a7,
si nh 1

ein Ausdruck, den Miles (/4/, S. 97) fir a,l(t) = 0 mit der

Fouriertransformation gewinnt.

5. Anhang.

Unsere Lésung (11) unterscheidet sich von der von G. Doetsch

angegebenen

um den zweiten Summanden. Die Laplace~Transfor-

mierte von (11) lautet, wenn man die Bildfunktionen mit groflen
Buchstaben bezeichnet,
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U(x,s) =

e

T (s)v, (%)
o= n vD X

(ugsvp)  B[Uv ] Ay B[U,v,] ()
{:2,«2 - Sgl:/‘sn + 521_)/75 V(%)

DO [
_ Z L;[, ,vn}(s)vn(x) + Uq(x’s)
n= S

= /*n

0(1)° oy v ()
= h,(s)
1 V_-g;; = ﬁn

- A (s) VF ﬁnvn( } + U1(x,s)
51 6% - w5
Aq(s)sin SX + Ao(s)sin s(1~-x)

= + U1(x,s).
sip sl

e

s+

D=

mit (&) wird

2 [ (ag,vy)  BUvV, 4y
Uy CRy8) = [ s s " [sz f]/‘2n ]"n(x)

n

= Kn
S(uo,v )+ (ugyvy)
v, (%)
- fa

1]

s Jvls

(usv) /‘(u’v)+(u1nv)
[ so+ "‘n & :2 = -] = vn(x)

[t}
o—nu_g H

[ @
v (g)v (x)
(ng:f -2;2%/42) [Suo(f) + uq(f)]dgo

n

U1(x,s) ist somit die Losung des inhomogenen Problems

) + 57U (x) = su (x) + ug(x), U1(0) = Uy(1) = 0. Die
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Laplace-Transformierte U(x,8) unserer Idsung (11) stimmt somit
mit der Bildfunktion /2/, S. 52, (6) iiberein, Dies zeigt, daB
man in unserem Fall nicht ohne weiteres den Residuenkalkiil an-
wenden kann, weil dabeil ein wichtiges Glied verloren geht.

Literatur

/1/ Doetsch, G.

/2/ Doetsch, G.

/3/ Hellwig, G.

/4/ Miles, J. W.

/5/ Rihs, F.

eingegangen: O2.

Theorie und Anwendung der Laplace-Transfor-
mation, Berlin 1937.

Handbuch der Laplace~Transformation, Band III1
Basel 1956.

Anfangs- und Randwertprobleme beil partiellen
Differentialgleichungen von wechselndem Typus
auf den Réndern, Math. Zeitschr. 58 (1953),
S. 337 - 357,

Integral Transforms. In F. Beckenbach,
Modern Mathematics for the Engineer, 2nd
series. New York-Toronto-London 1961.

Zur Theorie der Integraltransformationen.
Beitrége zur Analysis 4 (1972), S. 123 - 128.

03. 1978

Anschrift des Verfassers:

Prof. Dr. habil.

Pritz Rihs

Bergakademie Freiberg
Sektion Mathematik
DDR~92 Freiberg

AkademiestraBe €

104



Giinter Riedewald

Attribute grammars

Abstract

The aim of this paper is to give a survey about some kinds of
attribute grammars. For deficiency of space we will give only
informal descriptions of the grammars, first of all important
distinctions and applications.

Introduction

An old problem of the compiler construction is the connection
between syntax and semantic of programming languages. Often it
is done after recognizing a syntactical unit by call of seman-
tic routines. Regarding to the notation, this means the asso~
ciation of semantic actions with syntactic rules.

As a kind of attributed descriptions of programming languages
Irons‘'method /I 61/ can be considered.

But the proper development of attribute grammars began only
with the introduction of this type of grammars by D. £. Knuth
/En 68/. In a certain sense, it is possible to consider the
two-levels van Wijngaarden grammars as attribute grammars.
They gave a rise to the development of the affix grammars

/Ko 71/ and the grammars of syntactical functions /Rie 71/.

A further important sort of the attribute grammars are the
attributed transformational grammars /LRS 74/.

All pamed kinds of attribute grammars realize the connection
between syntax and semantic by the association of attributes
(parameters, affixes etc.) with the syntactic units of a con-
text-free grammar. In this sense we will consider the descrip-~
tion of programming languages by Irons as an attribute grammar
each of its syntactic units has only one attribute. The value
of this attribute is the semantic meaning of that unit.

Distinctions between the attribute grammars arise from the
motivation, the notation and from the evaluation of the
attributes.
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In the following sections we will deal especially with the
above named attribute grammars.

In the appendix, an example will give an optic impression of
those grammars.

Irons' method /I 61/

For the definition of program:ing languases lrons used a meta-—
language which is an extension of the 3iir. The meta-language
is a system of translation rules or specifications which have
the following form:

{components) =:: (subject} = {<definitiony] .

The part of the specification on the left side of = is a syn-

tactic rule in reducing order (the sequence of syntactic units

¢ components) can be reduced to the nonterminal element < sub-
ject) ).

The <definition) associates a semantic meaning with the <sub-
ject) . This semantic meaning is computed from the semantic
meanings of the components by cextain functions. In the <(defi-
pition) the functions are given by their designator .

The meta-language enables a description of a lanjuage . by the
elements of a second language B. Whereas the part of a speci-

fication on the left of = defines the syntactic structure of

the language A, the {definition) provides the semantic meaning
of a syntactic structure in the language A in terums of syntac-
tic structures of the language B.

For such descriptions of programmning lansuages it is possible

to specify a translator which is completely independent .

either language. Therefore, the described method allows an easy
extension of the compiler or modifications in the source

language.

The method was used at Princeton University on a CD 1604 to
translate ALGUOL 60 to an assembly language.

106



Attribute grammars /Kn 68/

inuth introduced the attribute grammars, first of all, as a
tocl for describinrg programming languages.

Attribute gramsars are context-free grammars each nonterminal
eclement of which has a certain number (it may be zero) of
attributes. The determination of the autribute values is reali-
zed by semantic rules (attribute functions). '
An attribute can be of the type inherited or synthesized. The
values of the Znherited attributes are determined top-down,
whereas the values of sythesized attributes bottom-up.

The attribute functions can depend on each node of a syntactic
tree of a word generated by the underlying context-free grammar
of the attribute grammar. This is possible, because at each
node of the syntactic tree the whole tree (in a suited nota-
tion) can be at our disposition by suited attributes /Kn 68/.
An attribute grammar is well-defined, if it is possible to
compute the values of all attributes of the words generated by
the underlying context-free grammar.

As a consequence, a well-defined grammar generates a context-
free language, if we do not include the semantic meaning into
the definition of a language.

An attribute grammar is well-defined, if it does not contain
cycles, that is, no word exists with such a syntactic structure
and such an attribute at a node which depends on itself by -an
attribute function. For the indication of cycles some algo-
rithms were developeds But in /JOR 75/ it is proved, that each
such algorithm must be exponential. Therefore, in practice the
application of such an algorithm is avoided. Instead of,
restrictions for the grammar are given securin:, that the
grammar does not contain cycles (see for example /GW 77/).

For the application of attribute grammars in a compiler—compi-
ler the order of computing the attribute values in the genera-
ted compiler is of great importance. It is the aim to construct
an algorithm for computing the attribute values already during
the generation of the compiler. Two strategies are used:

107



~ The attribute values are computed by so many passes through
the syntactic tree as are needed. It is possible to determine
the number of passes from the given attribute grammar /Bo 76/

- From the dependencies of the attributes an ordering of visi-
ting the nodes of the syntactic tree is: determined /Ka 76/.
The number of visits of a node depends only on the depen-
dencies of the attributes.

One pass evaluation of semantic attributes and the application
of the stack model for it requires restrictions to the grammar
¢Gw 77/, /Bo 76/, /L 75/

The implementation of the abtribute functions in a compiler
depends on the way of the definition of those functions. The
definitions of these functions can be done in any suited way
/Kn 71/,

Some compiler-compilers were developed based on the definition
of this type of attribute grammars. for example the systems
DsI?A /L 77/, MUG 1 /GRW 76/, COFS /B 75/.

It was shown, that it is possible to use optimizing techniques
for the generated compilers /L 77/, /GRW 77/.

Affix grammars /Ko 71/

The affix grammars were introduced by C. H. A. Koster. Although
they descend from the two-~-level van Wijngaarden grammars, they
are also rglated to the attribute grammars. Also in this case
semantic is connected with a context-free grammar. For this
purpose the syntactic rules are extended by affixes which are
associated with the syntactic units, and by primitive predica-
tes with affixes. These primitive predicates are defined by
total recursive functions and supply dependencies between the
affixes in one rule.

The domains of the affixes are given, analogously to the van
Wijngaarden grammars, by a meta-grammar (affix rules). An affix
may be an terminal or a nonterminal element in such a grammar.
With the affix positions are comnected the inherited and deri-
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ved types which correspond to the inherited and synthesized ty=
pes of the attribute grammars.

Conditions of well-formedness which are not decidable secure,
that it is possible to interpret the rules of an affix grammar
as boolean procedures for top-down syntactic analysis with a
single left-right handling of the affixes of a rule. Whereas
the inherited affixes of the left side of a rule are regarded
as input parameters the derived affixes of the left side are
considered as output parameters of those procedures.

Affix grammars are equivalent to Chomsky type O grammars /Ko
71/+ Because of interpreting the rules of an affix grammar as
algorithms for top-down syntactic analysis (usually the method
of recursive descendant is used), rules with empty productions
and left recursion are not allowed.

From the affix grammars the compiler description language CDL
/Ko 74/ was developed,

Crowe /C 72/ developed a method for a class of affix grammars
which enable the syntactic analysis bottom-up.

Watt /W 74/ introduced the extended affix grammars. They differ
from the affix grammars by the following details:

- In the affix positions affix strings are permitted the com=-
ponents of which are itemizeable (analogously to the two-
level van Wijngaarden grammars),

- The same nonterminal affix may occur in more than one posi-
tion on the left side of a rule. In inherited positions they
are interpreted as transfer of productions of this nontermi-
pal affix. In derived positions they are interpreted as an
examination of the equality of productions (this corresponds
to the uniform replacement rule of the van Wijngaarden
grammars) .

sxtended affix grammars are used for the automatic generation
of parsers. For this purpose the extended affix grammar is

transformed into a so called head grammar which is a context-
free grammar extended by predicates and functions. This head
gramnar is the startingpoint for a modified parser generator

109



for context-free gramnars. -The base for, the transformetior of
extended affix grammars to head grammars are, that the condi-
tions of well-formedness are satisfied and a sbtac: model for
handling the attributes /FfH: 70/,

Attributed transformational gra cars /Lids 24/

Attributed transformational grammars diller from Knuth's attri-
bute grammars only by the extension of the syntactic rules by
action symbols. It is possible to associate inlierited attribu-
tes with the action symbols. They can be handled in the same
way as other inherited attributes. Such a grammar generates
words containing terminal elements und action symbols. A word
is decorated by the values of the attributes of the terminal
elements and of the action symbols.

We can divide each part into two parts: the atiributed input
gequence which contains only the attributed terminal elements
from the word, and the attributed activity sequence

which contains the attributed action symbols. Then, an attri-
buted translation is defiped as a pair (attributed input se-~
quence, attributed activity sequence).

The problems of well-definedness and of the computation of the
attribute values are similar to those problems in the case of
the Knuth's attribute grammars. We can guarantee the well-de-
finedness by certain restrictions. An example are the IL-gram-—
mars /LRS 74/, /LRS 76/.

Attribute trapsformational grammars are used in compiler-com-
pilers. Such a compiler-compiler is developed, for instance,
at the Technical University /EVU1/ in Prague.

Grammars of syntactical functions /Rie 71/, /Rie 72/

Grammars of syntactical functions were introduced in 1970/71
in connection with the syntactic analysis of ALGOL G8 programs.
Modifications werc accomplished in the following years /Rie
76/. /Rie 771/, /Rie 772/.
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The origin of {h2 gsramrars of syntactical functions /G3F/

arises from this consideratlion:

s mramncar consists of hyperrules the elements of
which are hypernobions. Certain substitutions of th2 metano-
tions, centaining in bhe hypcernobtions, by terninal productions
of Lhe mebagranmar prov-ide nobtions. Ihereby, we obtain produc-
tion rales fron the hyperrules. by different cubstitutbtl.;.. of
the same metanction, from one hypernotion we can got an inflpi-
te number of noticns. All these notions can be considered as
function valucs of a syntactical function. If we denote auch a
fuvction by a nuie with a parameter list included in parenthe-
¢ s, a function value is obtainable by substitutions of the
paramcters by certain values.

A result of the consideration is the GoF. It has the following
form:

It is a conte:xt-{ree grammar the syntactic elements of which in
the rules can be complemented by parameter lists included in
parenthes 's. lhe relalionships between the parameters are Je-
termined by au.iliary syntactical functions and semantic func-
tions. Tiec names of these furctions with corresponding parame-
ter lists included in parentheses occur immediately in the
rules.

Faramcters mayvy be variables or constants. Variables are local
in a rule. Different occurences of the same variable in a rule
represcent the same value,

Auxiliary syntacticul functions and semantic functions are in-~
terpreted in twe ways: In the definition of the grammar they
are usced as predicates and in practical applications of the
gramnar they are used as functiorms. That is possivle, because
we have

£(¥1, ..+, &) has the value true iff a function T exists
such, that 41 = T(42, .., L0,

For cach syntactical element of a GSF one parameter can be
marked the values of which are interpreted as the semantic
values of the clement (better: of the subirees the origin of
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which is the syntactic element). The semantic value of a word
is given by the merked parameter of the start symbol of the
grammar.

If we substitute formulae instead of computing parameter va-—
lues for the nodes of a syntactic tree of a given word, we ob~
tain a formula in the sense of the functional calculus /Rie
771/« Then, the semantic value of a word is obtainable by in-
terpretation of this formula.

Before computing the semantic value of a word from the corres—
ponding formula we can optimize the formula. For example, it
is possible to eliminate from the formula those parts which do
not contribute to the semantic value of the word.

A formula can split up into two parts:

— into the condition which contains only auxiliary syntactical
functions

- into the formula for the determination of the semantic value
which contains only semantic functions.,

By special choice of the parameters and the semantic functions
the second part is nothing else than the linear representation
(introduced by Kantorovich) of the syntactical tree of the
given word /Rie 771/.

GSF are equivalent to the Chomsky type O grammars.

A compiler generated on the base of a GSF by a compiler-com-
piler has a clear logic structure:

After the lexical analysis the syntactic analysis follows
which is done correspondingly to the underlying context-free
grammar of the GSF. As a method for the syntactic analysis any
suited algorithm for context-free grammars capn be choiced. The
result is a syntactic tree.

The semantic analysis is carried out correspondingly to the
condition. The condition can be constructed explicitly and them
its inspection can be realized later. Also it is possible to
avoid this construction and immediately inspect the condition
by computing the parameter values of the nodes of the syntac-
tic tree. The code gemeration is realized by the second part
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of the above named formula. Also this part can be constructed
first explicitly.

A simple model of such a compiler from the language ASFLE
/CU 73/ into FORTRAN 63 is described in /Rie 76/.

Let us notice, that a compiler which is constructing the for-
mula for determination of the semantic value explicitly does
not depend neither on the source language nor on the object
language. The dependence begins only at the moment of: the in-
terpretation of the formula.

The determination of the parameter values (resp. the explicit
construction of the formula) is very much like the computation
of the attribute values in the case of other attribute grammare,
But here we use another method for solution of this problen.
For the computation of the parameter values an algorithm is
applicated which passes through the nodes of the syntactic

tree of a word only once and in a certain order. If it is not
possible Yo compute the values of all parameters of a node,

the algorithm uses references for marking the way for later
transfer of values., Functions which has input parameters with
unknown values are written down ir a waiting list. Such a func-
tion is called only, if the values of all input parameters are
kpown. The algorithm detects cycles occuring in the computa—
tion of parameter wvalues,

Because the algorithm can be very'space consuming, depending

on the GSF, a kind of garbage collection is used. This garbage
collection, however, is very simple, since if the value of a
parameter has been used for further computation, the memory
space allocated to it cam be freed.

For saving time, the computation of parameter values works
with addresses rather than values. ’

Another chance to save time lies in a good balance between a
language definition, the method of syntactic analysis and the
order of passing through the nodes of a syntactic tree.
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Tron's anuth's attr, Attr. transform, Affix grammars |Grammars of synt.
method grammars grammers functions
Structure |corntcxt-frec [context-free in addition to rules of a cf rules of a cf

of rules syrt. rules synt, rules the previous type |grammar gremmar the
in reducing with assoc. synt. rules may the elements of |elements of which
order with semantic contain action which may be may be extended by
associated rules for the symbols and extended by parameter lists;
expressiors computatior gemantic rules for|affixes; the the rules may be
for the com- [of the the computatior rules may be exterded by auxi-
nutation of aitribute of the values of extended by liery syntactical
the sementic [values the irnherited primitive pred~ |{functions and
neaning of the attributes of the |cates which are |semantic functions
elemexnt of the action synbols defined by which are inter-
right gide may exist total recursive |preted
fron the functions
cemantic
neanings of
the elenments
of the left
side of the
rule
Types of no types inherited and synthesized inherited and no types
a2ttributes derived
Tomaing of jgiven cets meta-grammayr given sets
attributes i
“ell-defi-|not defined secures the cycle-free compu- secures the not defined
nedness tation of attribute values interpretation

Computation bottom-up

of the
attribute
values

Syntactic
analysis

in one or more passes depending
on certain restrictions

any suited method

of the rules as
boolean proce-
dures for top-
down syntactic
analysis and
left-right com-
putation of the
parameters

one pass with
detection of cycles
using strings of
references

any suited method
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Comparison of different types of attribute grammars

In the table to the left some properties of the above named
attribute gramnars are listed once wore. Also in this case it
happens only in an informal way.

Appendix

For illustration of the above named attribute grammars we give
the definition of arithmetic expressions consisting of the
identifiers &, b, ¢, the operators +, #, and of parenthescs,

by means of attribute grammars. It is supposed, that the gram-
mars produce object code for the computation of the expressions.
A vector T stores the values of the identifiers and the results
Tor deficiency of space we do not give the complete definition:.

Attributed transformational grammars LIRS 76

Syntactic rules Semantic rules

€ady —~ Cud + <‘I‘)r{ADD}y'z'p (%,p) o NBWT, ya @, = T
By —~ ('l‘)p Xep

(T, (D) ¥ (P)r{MUIﬂ.‘]y'z'P (X,p)y= NEWT, Yo , zeT
(T, —> (P)P Xep

(B > ((n:)p) XeD

By— I XD

I represents an identifier., Different identifiers differ by
different values of the attribute p.

The attributes of the syntactic elements and of the action
symbols are written down as indices of the corresponding ele-
ments and symbols.

ADD and MULT are action symbols.
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The attributes x and q have the synthesized type, whereas y, z
and p are inherited.

NEWT delivers the first free component of the vector T.

The expression (a + b) # (a + ¢) has the following syntactic
tree corresponding to the underlying context-free grammar:

E
T
7 »*
P
o IR
B + T
T P
P I
I

Then, the (with attribute values) decorated syntactic tree is
(arrows mark the way of attribute value transfer):

E(?)
T(G)(————NEWT———j’_
—  iwurri(4,5,6),
T(4)—————-F ¢ » P(3)
0 C o S,
P(4) BE(5) €———NEWT
( } ) r v
B(4) < NEWT ) E(}) +17(3){ADD}(1,3,5)
l 4
B(1 T(2) {aDD} (1,2,4)
(T) * T.>_i__l__§ 21) 2
(1) P(2) P(1) I(3)
t t : ?
P(1) 1(2) (1
f
I(1)

Consequently, the attributed input sequence (I1 + 12) % (11 +13)

(here 11, 12, 13 represent the identifiers a, b, ¢ corre'spon—

dingly) has the assigned attributed activity sequence ADD; 5 4

ADD MULT which can be interpreted as follows: *
14,345 4,5,6
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ADD, 5 ,: The values of the first component (value of a) and

: Ean
the second component (value of b) of T are added. The
sum is assigned to the fourth component of T.

DD,I 3 5t The values of the first and the third components
179
(values of a and c¢) of T are added. The sum is as—
signed to the fifth compoment of T,

IaULT4 5.6° The values of the sixth component of T results from
'
the product of the fourth and fifth components.

Grammar of syntactical function

&(X) : 8(Q), plus symbol, T(R), SUM(X,Q,R).
B(X) : T(X).

T(X) : T(Q), times symbol, P(R), PROD(X,Q,R).
T(X) : P(X). '

P(X) : open symbol, i(X), close symbol.

P(X) : tag symbol (X).

.

The values of the parameters of the elements £, T and P are
the semantic values of constructions which are productions of
&, T and P correspondingly. The semantic value (object code) of
an arithmetic expression is the value of the parameter of E.
The semantic functions SUM and PROD are used to generate object
code. That means, in the definition of the grammar they operate
as predicates and examine, whether the value of the first pa-
rameter is the object code of the sum resp. of the product the
object codes of the operands of which form the values of the
second and the third parameter. In practical uses of the gram-
mar, SUM and PROD are used to generate object code of a sum
resp. a product. They are defined as follows:

SUM(X,Y,2) has the value true iff X = SUM(Y,Z).

PROD(X,Y,Z) has the value irue iff X = FROD(Y,Z).
tag symbol represents identifiers. Different identifiers differ
by different parameter values.
(a + b) » (a + c) has the above named symtactic tree, if the
representations of plus symbol, times symbol, open symbol,
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close symbol and tag symbol are + ¥( ) I in this order.

Suppose the object code a, b and ¢ is *1', '2', '4' correspon-
dingly, the decorated syntactic tree is:

#(ADD(1,2,4)4DD(1,5,5)MULT(4,5,6))
T(ADD(1,2,4)ADD(1,3,5)MULL(4,5,6))
PROD(ADL(1,2,4)8DD(1,3,5)uULL(4,5, 640D (1,2,4), 4D0(1,3,5))

DCADD(1,2,4)) * ; F(aD(1,3,5))
: P(ADDé’I,Z,l#)) 5(ADR(1,3,5))
&(ADD(1,2,4)) SUM(ADD(1,3,5),'7,13")
SUM(ADD(1,2,4),"]',2" ) _ﬁ('l') + B(r3)
—— +
(1Y) 4+ T(127) (1) P(130)
* » 1 1
ll|(l1l) P('Z') P)"]') f{!:,l)
s ? 4
P(*17) TI(r2r) (1)
+
I('1r)

Therefore, the semantic value of (a + b) % (a + ¢) is
)i .
ADD1,2,4 ADDﬂ,B,B JUIE4’5’6
If we substitute formulae rather than compute the parameter
values, we get the following formula for the computation of tho

semantic value:
PROD(SUM(*1','2'), SUM('1*,'3')).

Affix grammars

For the definition of arithmetic expressions by an affix gram-
mar we must take into comsideration that the underlying con-
text-free grammar may not contain left recursion. lhis fuct
influences the order of computation of arithmetic expressions.
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arithmetic expression + CODEN : expression + CODiN.
expression + COD& : tertiary + CODs 1, plus symbol, expression
+ COD& 2, sum + COD& + CODE 1 + COLs 2.
tertiary + CODs : primary + CODE 1, times symbol, tertiary
+ CO.s 2, prod + COD& + CODE 1+ CODE 2.
expression + CODEN : tertiary + CCDEN.
tertiary + COD3N : primary + CODaN.
primary + CODEN : open symbol, expression + CODEN, close symbol
primary + NUM : tzg symbol.

Nonterminal elements of the underlying grammar are: arithmetic
expression, expression, tertiary, primary.

Terminal elements are: plus symbol, times symbol, open symbol,
close symbol with their representations + % ( ). tag symbol
stands for apy identifier.

prod and sum are primitive predicates the effect of which is
defined by total recursive functions.

CODL, CODEN, NUM, CODid 1, CODi 2 are affixes,

All affix positions excluded the second and the third of sum
and prod are derived. The second and the third positions of
sum and prod are inherited.

sum and prod examines, whether the terminal production of the
first affix is, in a certain way, composed from the terminal
productions of the second and the third affix. The terminal
production of the first aftix can be interpreted as a metaform
of the object code of 5 sun wesp. product, whereas the terminal
productions of the second and the third affix can be interpre-
ted as metaforms of the object code of the operands.

The following affix rules generate the terminal productions:

CODIN 33 CODE; NUM.

CODE :: CODEP; CODE CODEP.

COD&P s: add NUM1 NUM2 NUM3; mult NUM1 NUM2 NUM3.

NUM1 :: NUM. NUM2 :: NUM. NUM3 :: NUM. NUM :: O; n NUM.
CODE 1 :: CODE; NUM. CODE 2 :: CODE; NUM.

From these rules we obtain: (a + b) # (a + ¢) is an arithmetic
expression and the value of its associated affix is
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add nO onO nnnnO add n0 nnnO nponnO mult nopnG noonnC nnnnnod
which is the metaform of ADD1'2‘4 ADD,|’3'5 MULT4,5,6.

Knuth's attribute grammars

Syntactic rules Semantic rules

By B, + 1T X(s,) = SUR (x(&5), X(1))

E—T X(s) = X(T)

Ty~ By & B X(T4) = FROD (X(Tp), X(F))

P — P X(T) = X(P)

P — (B) X(P) = X(&)

P—1I X(P) = 11, if the identifier is a

21, if the identifier is b
'3, if the identifier is ¢
The indices 1 and 2 denote different occurences of the same
syntactic element in one rule. i
With each nonterminal element the synthesized attribut (bottom-
up transfer of attribute values) X is associated. X(NT)
denotes the attribute X of the nonterminal element NI,
SUM generates the object code of a sum from the object codes
of the operands. PROD generates the object code of a product
from the object codes of the operands.
The decorated syntactic tree of the expression (a+b) * (a+c)
is:
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s(ADD(1 ,2,4‘)ADD(1 ,5,5)MULT(4,5,6))
T(ADD(1,2,4)ADD(1,3,5)MULT(4,5,6))

PROD(ADD(1,2,4), ADD(1,3,5))

T(ADD(1,2,4)) L] P(4bdD(1,3,5))
. ¢ 'L\ )
¢ P(ADDKQ'I,.?,Q)) " £(ADD(1,3,5))
E(A\DD(1,2,4)) SUM(*1','3")
Tl_ Ly
SOM('qr,12Y) E('1T') + T('3")
1
E(“l') + T('2') T(lqv) P('B')
1 ] 1
T('1') P(r21) t P(11) ('3
) | .
P(11Y) I(r21) (")
(1)

The example shows, that attribute grammars of this type enables
to construct a formula for determination of the semantic
meaning. For this purpose, the right sides of all semantic
rules must be denoted as formulae.

The formula for determination of the semantic meaning of

(at+b) % (a+tc) is PROD(SUW('1','2'), SUM('1','3')) which is the
same as in the case of GSF.

Iron's method

£+ T =z E=> {fé{tp } Péﬁi
T o= 5= (B}
2o 1 ([ )

P=:: T=> {Pj}
(8) =:: P=» {P2§
a =:: P.-::) {l’]l}
b =3: P=> {127}
c =:: P=» {139
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Pi represents the semantic meaning of the i-th component.

generates the object code of a produc’

&

from the cbject codes

the operands. Jégenerates the object code i a sum from the

object codes of the operands.

The semezntic meaning of the expression (a + b) ¥ {(a + ¢) is

#1 { e {01y e2d]

H {E1'} 'BEH} . lhe corresponding

of

decorated syntax tree is (arrows mark the way of processing the

semantic meanings):

(s {05 {tryea)

PRLSIEE Il

Let us now substitute ; by PROD, 5 by SUH,3 by,

(STH(*1¢,'2'), BUH('1','3')).
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