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Yorwort

Die Tagung "Diskrete Mathematik und ihre Anwendungen in der
Mathematischen Kybernetik" fand vom 23. -~ 26. April 1978 als
10. Arbeitsseminar sauf dem Gebiet der Diskreten Mathematik
(im Rabmen des Akademieabkommens zwischen der DDR und der
UaSSR) statt., Veranstalter der Tagung waren die Mathematische
Gesellschaft der DDR und die Sektion Mathematik der Wilhelm-
Pleck~Universitit Rostock. Die vorangegangenen Arbeitsseminare
wurden an folgenden Orten durchgefiihrt:

1. Universit#t Rostock, 23, = 29. 10. 1972 (Mitteilungen der
MGADDR, Heft 2/3 - 1973),

2. Priedrich Schiller-Universitéat Jenma, 8. - 13. 10. 1973,

3, Rechengentrum der Akademie der Wissenschaften der UASSR
Moskau, 4. = 7. 2. 1974,

4, Humboldt-Universitét Berlim, 3. - 10. 11. 1974 (BIK 11
(1975), 571 - 660,

5, Wilhelm-Pleck-Upiversitét Rostock, 20. - 26. 4, 1975 (Mit-
teilungen der MGADDR, Heft 2/3 - 1977),

6. Rechenzentrum der Akademie der Wissenschaften der UASSR
Moskau, 7 = 14, 12, 1975'

7. Rechengentrun der Akedemie der Wissenschaften der UAdSSR
Moskau, 6. 6. - 13. 6. 1976,

8., Friedrich~Schiller-Universitédt Jema, 25. - 30, 10, 1976,
i
9. Humboldt-Universitdt Berlin, 23. - 27. 10. 197¢.

Schwerpunkte der diesjidhrigen Tagung waren die folgenden Ge-
biete (in XKlammern die Anzahl der Vortrége):

Funktionensysteme und diskrete Analysis (Kombinatorik) (416),
Kompliziertheitstheorie (5),
Graphentheorie (7),



Automatentheorie und Sprachen (4),

Algorithmentheorie (4),

Erkennungstheorie (4).

Insgesamt wurden 42 Vortrdge gehalten, davon 16 Hauptvortrige.
Die meisten Vortrige stellten neuere oder neueste Forschungser-
gebnisse vor. Daneben gab es aber auch entsprechend der Planung
der Veranstaltung Uberblicksvortrége. Zum Abschlu8 der Tagung
fand eine eineinhalbstiindige Diskussion der Teilnehmer zu dem
Thema "Anwendungen der Diskreten Mathematik" statt. Die 96
Teilnehmer (davon 25 aus der U4SSR, der VR Polen, der CSSR und
der SR Vietnam) kamen aus dem Hochschulwesen und von Akademie-
einrichtungen.

Auf der Tagung zeigte sich, daB urspriingliche Schwierigkeiten
in der Profilbestimmung der Diskreten Mathematik durch die Ar-
beit der letzten Jahre ipn erheblichem MaBe abgebaut wurden. Da-
fiir spricht auch, daB bei aller Spezifik des jeweiligen Ta-
gungsortes die Thematik der bisherigen 10 Tagungen ziemlich
konstant war.

Im Rostocker Mathematischen Kolloquium werden in zwei Heften
Manuskripte lber auf der Tagung gehaltenme Vortrige verdffent-
licht. Zu einigen Vortréigen der Tagung steht uns kein Manu-
skript zur Verfiigung, da diese Ergebnisse an anderer Stelle
publiziert werden oder wurden.

Prof. G. Burosch






Rostock. Math. Kolloq. 10, 7 - 10 (1978)
Andreas Albrecht

Uber die Kompliziertheit der Realisierung Boolescher Funktionen

durch Schemata aus Funktional- und Verbindungselementen

Es wird die Kompliziertheit der Realisierung Boolescher Funk-
tionen durch Schemata aus Funktionalelementen fiir den Fall be-
trachtet, daB die Anzahl der Verbindungen der Funktionalele-
mente und deren Lage in der Ebene die Kompliziertheit der Rea-
lisierung beeinflussen. Die entsprechende Konkretisierung, die
hier verwendet wird, hat erstmals S. S. Kravcov in /1/ unter-
sucht. Wir betrachten Rechtecke, die vollstidndig in Quadrate
der Kantenlénge 1 eingeteilt sind. Jedes Quadrat kann mit ei-
nem der drei Funktionalelemente (FE) bzw. einem der zwei Ver-
bindungselemente (VE) belegt werden (s. Abb, 1). Die Belegung
muB jedoch nicht vollsténdig sein. Fir die drei FE gibt es in
Abhéngigkeit von der Lage der Richtungspfeile zur unteren Kante
vier verschiedene Moglichkeiten der Einsetzung in ein Quadrat.

v y 24

Eiﬁ & |—> x V > EE# — < > r >
v

Als F-V-Schemata werden diejenigen rechteckigen Schemata mit
einer Belegung aus FE und VE bezeichnet, die einen gerichteten
azyklischen Graphen repridsentieren, wenn die FE als Knoten in-
terpretiert und fiir die Verbindungen der FE untereinander und
fiir die Zufiihrung von Variablen zu den FE gerichtete Kanten
eingefiihrt werden. Der gerichtete azyklische Graph muB8 den Be-
dingungen geniigen, die ein Schema aus Funktionalelementen

(s. /2/) erfiillt. Eine ausfiihrliche Definition der P-V-Schemata
findet man in /1/.

Entsprechend der Zuordnung von Variablen aus In = [xi,xz,...,xg
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zu den Eingangsknoten des F-V-Schemas S und der Auswahl eines
Ausganges realisiert S eine Boolesche Funktion (_f(x1,x2,...,xn).
Das F-V-Schema bezeichnen wir mit Sf. h(Sf) seli die Hohe und
1({Sf) die Liénge von Sg.
Definition 1: Lg(Sp) = h(8,)1(8,) ;

LFQSf). = Anzahl der FE in S, ;

Lv(Sf) = LG‘GSf) - LF(Sf) .
Die Funktion 97: Nz—> Nzt gei monoton wachsend und Zn sei

die Menge aller F-V-Schemata, die Boolesche Funktionen aus PB
realisieren. Wir definieren folgende Shannonfunktion:

Definition 2:

max min  Lg(S,) , falls es fir jedes
£ Ly(séqin) £eP® ein s, €3
mit LF(sf)sq:(p) gibt,

co andernfalls.

Kravcov hat in /1/ gezeigt, daB LG(n/ const.2R) 2B gilt
(allerdings. ohne besondere Beriicksichtigung der Anzahl der FE).
Wir unterggchen den Verlauf von L;(n/@ ()} in Abhéngigkeit von
¢{n} fir £~ < @(n) £ const. 2R,

Eine ausfﬂ.hrliche Darstellung der in dieser Mitteilung auf-
gezeligten Resultate findet man in /7/.

Obexre Abschiitzung

Die Realisierung einer beliebigen Booleschen Funktion durch
ein P-V-Schema erfolgt mit Hilfe einer Kombination der von
Lupanov entwickelten asymptotisch-optimalen Synthesemethode
/2/ mit der von Kravcov in /1/ angegebenen Synthese.

Die Funktionen 1,8 : Nz*—> R* seien monoton wachsend.

Babz 1: Fur jedes £>0 und ¢(n),8(n) mit (n)én, HB} — o
und e(n)s\.(1+6)los @(n) gilt fiir hinreichend groSe n

w(n)

(0/- 2=y (1+6(0))) € 0 (—2

te "’m (lp(n)-e(n))ze( 7))
wobei $(n) = O (max {9

w(n)-6(n '772'_1;5'}




Untere Abschiétzung

Piir die untere Abschédtzung wird die Anzahl nichtisomorpher
Graphen mit m Knoten abgeschidtzt, die F-V-Schemata mit einer
bestimmten Anzahl von Verbindungselementen entsprechen. Diese
Abschétzung beruht auf der Kenntnis der Anzahl spezieller ebe-
ner paarer Graphen mit einer von der Anzahl der Verbindungs-
elemente im F-V-Schema abhidngigen Anzahl von {berschneidungen.
Daraus gewinnt man durch die iibliche "Michtigkeitsuntersuchung®
den

Satz 2: 1: Nz* — R* sei monoton wachsend mit ¥(n) < n
Es gibt ein ¢ £ RY, so daB o+ @in)

o a/ [Fp]) 2 o T a— =
Dabei geht fiir jedes ¢>oder Anteil der Fuqﬁti?nen mit

< .

Lg (n/[w]) (-6) -+ o - Epry—
gegen Null bei n == o .
Bemerkung: Ubertrdgt man die Ergebnisse der Arbeit /3/ auf den

zweidimensionalen Fall, kann daraus direkt die Aussage von
Satz 2 fir w(n)~n abgeleitet werden (siehe auch /4/).

Literatur

/1/ KpaBuOB, C.C., Peamuzamma Qyuximit anreCpH JOTHKE B OLHOM
KI8CCe CXeM U3 GYHKIMOHAIPHHX ¥ KOMMyTAUMOHHHX 3Je—
MeHTOB, CG6. "IlpoGmems xudepHeTurum", BuOm. 19, M.,
Hayka, 1967, 265-292.

/2/ lynasos, O.b., O cuHTe3e HEKOTOPHX YIPaBJIAOIUX CHCTEM,
C6. "llpoGnemu xudepHeTuxu", Bum. 10, M., Hayka,
1963, 63-97.

/3/ Komvoropos, A.H., bBapamuub, .M., O peammsamuu cerelt B
3-MepHOM IpocTpaHcTBe, (6. "IpoGiemn KuGepHeTHKH",
Bum. 19, M., Hayka, 26I-268.

/4/ ivacopa, C,il., bgHmHaH, O.]., MaTpuuHa#t MeTOn CHHTE3a
KOMGMHAIMOHHHX CXeM M JIOTMYECKHX npeodpasoBareeft
KOHEYHHX apbTomaTos, WsB. AH CCCP, cep. TexH. xul.,
® 6, 1975, 99-I06.



/5/ lkamukopa, H.A., O CHORHOCTH DeaqM3aLyu HEKOTODHX (yMKumt
KJIeTOYHHMM cxemam#, C6. padoT IO MaT. KUGEeDHETHKH,
M., Bl AR CCCP, I976.

/6/ AnsCpexrt, A., O cxemax M3 KJIETOUYHHX SiaeMeHTOB, CG. "IpoG-
neMd KudepHeruxu", BuI. 33, M., Hayka, 1978, 209-214.

/7/ Albrecht, A., Zur Kompliziertheit der Realisierung
Boolescher Funktionen durch P-V-Schemata, einge-
reicht in EIK,
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Rostock. Math. Kolloq. 10, 11 -~ 22 (1978)
Andreas Brandstddt

Uber den EinfluB eines zusidtzlichen Einweg-Eingabebandes bei

Entscheidungen und Aufziéhlungen mit beschrédnktem Regime sowie

beschrénkter Riickkehr bzw. beschrdnkter dualer Riickkenr auf

einbdndrigen Turingmaschinen

1. Einleitung

Die vorliegende Arbeit vergleicht die Klassen der entscheid-
baren und aufzidhlbaren Mengen auf gewdhnlichen einbéndrigen
einktpfigen Turingmaschinen mit bzw. ohne Einweg-Eingabeband
im Falle beschrédnkter Kompliziertheit beziiglich drei verschie-
dener MaBe:

Das allgemein bekannte Regimekquliziertheitemaﬁ (vgl. /5/)
ist durch die Liaximalzahl von Feldgrenzeniiberschreitungen ei-
ner Berechnung (maximale Spurlidnge) gegeben. Das RiickkehrmaS
wurde 1975 von Wechsung (/6/, vgl. auch /7/) definiert und
beinhaltet die maximale Lidnge der Restspuren von der ersten
Anderung an. In Anlehnung an eine Arbeit von Hibbard 1l&B8t sich
die duale Riickkehr definieren als maximale Linge der Anfangs~
spuren bis zur letzten Anderung (vgl. /3/), d.h., ist die
duale Riickkehr eines Berechnungsprozesses durch f(n) beschrinkt,
so darf auf keiner Zelle nach dem f(n)-ten Besuch dieser Zelle
ihr Inhalt noch verédndert werden.

Wdhrend fiir viele Maschinenkonzepte und Kompliziertheitsbe-
schrédnkungen entscheidbare Mengen auch aufzidhlbar sind und fir
das Regime bekannt ist, daB die in beschrénktem Regime auf
einbdndrigen Turingmaschinen (ohne Eingabeband) entscheidba-
ren Mengen ebenso wie die aufzidhlbaren Mengen genau die Klasse
der reguldren Mengen liefern sowie die auf dem gleichen Ma-
schinenmodell in beschriénkter Riickkehr entscheidbaren bgw.
aufzidhlbaren Mengen genau die Klasse der kontextfreien Spra-
chen ergeben (/7/, /2/), zeigen wir, daB sich diese Situation
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bei Hinzunshme eines Einweg-Eingabebandes &dndert: Die Klasse
der aufzidhlbaren Mengen bleibt erhalten, aber die Klasse der
entscheidbaren Mengen vergroBert sich. In diesen Fidllen gibt
es also mehr entscheidbare als aufzidhlbare Mengen.

2. Grundkonzepte und Bezeichnungen

Wir setzen die Kenntnis des Konzeptes der Turingmaschine vor-

aus und verwenden folgende Bezeichnungen:

DIM (TM) deterministische (michtdeterministische) einbindrige
einkdpfige Turingmaschine

1 DTM (1TM) - deterministische (nichtdeterministische) ein-
béndrige einkdpfige Turingmaschine mit zusdtzlichem Ein-
weg-Eingabeband (Einweg-Turingmaschine)

Die hier verwendeten KompliziertheitsmaBe erhalten die Be-

zeichnung: Regime - C, Riickkehr - V, duale Riickkehr - H.

¥Wir sagen, daB die TM M eine Sprache L in durch f(n) be-

schrinkter Kompliziertheit entscheidet, falls w genau dann

Element von L ist, wenn eine akzeptierende Berechnung exi-

stiert (d.h. eine solche Berechnung, auf der M in einen Fi-

nalzustand gelangt), fiir die ¢N§W) £ £(|wl) 1st. Entsprechend

wird Entscheidbarkeit fir 1TM sowie deterministische Maschinen

definiert. R 1TM - C (f) ist dann die Klasse aller durch

1TM in Regime € f entscheidbaren Sprachen. Entsprechend kann

man die Klassen fiir TM bzgl. V und H definieren.

Bei der Aufzdhlbarkeit ist die Situation insofern etwas anders,

als wir uns hier bel der Kompliziertheitsschranke auf die Lénge

des Ergebniswortes beziehen.

Die TM ﬂ zéblt L mit leerem Band und in durch f(n) beschrink-

ter Kompliziertheit auf, falls w genau dann Element von L ist,

wenn eine Berechnung von M existiert, die, mit leerem Band be-

ginnend, in él (w) £ £ (Iwl) in einen Finalzustand .gelangt und

gleichzeltlg genau das Wort w erzeugt hat.

Die TM M 2ihlt L in durch f(n) beschrénkter Kompliziertheit

auf, falls w genau dann Element von L ist, wenn ein Wort u

existiert, von dem ausgehend M wie oben w erzeugt. Bntsprechend

wird die Aufzdhlbarkeit im Palle von 1 TM definiert.
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G, Th - C(f) ist die Klasse aller durch TM mit leerem Band in
Regime £ f aufzdhlbaren Sprachen, G TM - C(f) die Klasse aller
durch TM in Regime € f aufzidhlbaren Sprachen. Entsprechend
werden die Klassen fir 1TM sowie V und H definiert.

G ™M - C(const) =pe kﬁz 6 I - C(k) .

(entsprechend fiir R, 1 TM und V bzw. H).

G T™ - C(const) sind die mit beschrinktem Regime auf TM auf-
gdéhlbaren Sprachen.

§§§=Df Klasse der reguléren Mengen, gg;Df Klasse der kontext-
freien Mengen.

3. Aufgiéhlungen und Entscheidungen mit beschrinktem Regime auf
1 TM bzw. 1 DTM

Es ist gut bekannt, da8 man auf einbidndrige Turingmaschinen
mit beschridnktem Regime genau die reguldren Sprachen aufzihlen
bzw. entscheiden kann (/5/):

R DTM - C(const) = R ™M - C(const) =

G DTM - C(const) = G TM - C(const) = REG.

Wir untersuchen nun den EinfluB8 des Einweg-Eingabebandes auf
Entscheidungen bzw. Aufzihlungen mit beschrinktem Regime:

Satz 1: a) & 1 DTM - C(const) = G 1DT = C(const) = REG
b) R 1 DTM - C(const) E REG.

Beweis: Zu b) Man iiberlegt sich leicht, daB REG &S R 1DTM -
C(const) gilt. Weiterhin 1st {a™b™: neW}eR 1DIM - C (2),
aber nicht regulir.

Zu a) (Beweisidee von K. Wagner): Wir zeigen, daB jede durch
1 DTM (bzw. 1TM) in beschridnktem Regime aufzihlbare Menge be-
reits durch DTM (bzw. TM) in der gleichen Regimeschranke auf-
zzhlbar ist.

Dazu nehmen wir an, L sei durch die 1 DIM M in Regime € ¢ auf-
zéhlbar. Wir konstruieren eine DTM M' mit folgenden Eigen-
schaften: Das Band von M' ist in c+1 Spuren unterteilt. Die
ersten ¢ Spuren sollen als Eingabespuren zur Simulation des
Eingsbeverhaltens der 1 DTM M und die letzte Spur zur Simula-
tion des Arbeitsbandverhaltens von M dienen. Wird ausgehend
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vom Wort x durch M ein Wort yel erzeugt, so reicht es,
ein Wort x' zu konstruleren, so da8 M' auf x' ebenfalls y
erzeugt. M betritt jede Zelle des Arbeitsbandes hchstens c-
mal. Bel jedem Betreten einer Arbeitsbandzelle durch den Ar-
beitekopf K2 von M liest der Eingabekopf K1 von M gleich-
geitig ein Eingabesymbol. Wihrend K2 auf einer Zelle verweilt,
kann K1 mbglicherweise mehrere Eingabesymbole lesen; offenbar
kann man sich aber auf den Fall beschriénken, dgB K1 bei unbe-
woegtem K2 nur beschridnkt viele ( € c' ) Eingabesymbole liest,
denn anderenfalls kann man das Eingabewort x zu % verkiirzen,
wobei M auf X ebenfalls y liefert und ® die Beschrinktheits-
bedingung hinsichtlich ¢' erfiillt. Verteilt man nun die beim
BerechnungsprozeB8 von M auf x verarbeiteten Eingabesymbole ge-
miB dem Arbeitsbandverhalten von M auf die ¢ Spuren bei M', so
da8 x' eine endliche Folge von (c+1)-Tupeln ist mit der Eigen-
schaft, daB M' in den ersten c Spuren einer Zelle gerade nach-
einander die Eingabesymbole vorfindet, die in der entsprechen~
den Arbeitsbandzelle von M eingelesen werden, so liefert M'
auf x' als Ergebnies in der (c+1)-ten Spur y, wenn man verein-
bart, da8 M' auf einer Zelle als Eingabesymbol das oberste
nichtmarkierte Symbol wihlt, in der (c+1)-ten Spur M' simu-
liert und beim Verlassen der Zelle das gerade "gelesene" Ein-
gabesymbol markiert. Das Zustandsverhalten von M' entspricht
ebenfalls dem von M, so da8 M' in einen Finalzustand gelangt,
wenn das bei M der Fall ist und umgekehrt. Alle durch M auf-
geziihlten Worter werden also auch durch M' aufgezihlt. Wird
umgekehrt durch M' ein Wort aufgezidhlt, so kaén man aus dem
Eingabewort von M' eines konstruieren, welches bei M zum glei-
chen Ergebnis fiihrt, da M' lediglich M simuliert.

Die Simulation erhSht das Regime nicht, und die gleiche Kon-
struktion ist aowohl fiir deterministische als auch fiir nicht-
deterministische Maschinen mbglich. Weiterhin ist GTM - C(const)
= REG, und da man offenbar auch jede reguldre Sprache in be-
schrinktem Regime auf 1DTM erzeugen kann, folgt die Behauptung
des Satszes.

Fiir grifere Regimeschranken #ndert sich jedoch diese Situation:
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Satz 2: PFir £ > id und beliebige £> 0 gilt
R 1DTM - C(f) € G 1DIM - C( (1+€)f)
bzw. ‘R 1TM - C(f) & G 1TM - C( (1+€)f) .

Beweis: Wir nehmen an, daB L€R 1DTM - C(f) und L # @ ist.
Will man L aufzihlen, so reicht es offenbar, fiir Eingabewdr-
ter x diese Worter auf das Arbeitsband zu iibernehmen (z.B. in
eine erste Spur), und zwar werden jeweils [%] Einleseschrit-
te gleichzeitig erledigt, indem der Eingabeabschnitt dieser
Linge in der ersten Spur aufgeschrieben wird, und gleichzei-
tig wird der EntscheidungsprozeS von L in der zweiten Spur des
Bandes ausgefiihrt. Wird x akzeptiert, so 18scht die zu kon-
struierende Maschine M die zweite Spur, widhrend die erste

Spur am Ende x enthiélt. Wird x im deterministischen Fall ab-
gelehnt, so 1dscht M alles und gibt ein festes X, xoe.L, aus,
Fiir nichtdeterministische Maschinen eriibrigt sich dieser Fall.
Da man fiir deterministisches Regime nicht weiB, ob linearer
speed-up moglich ist, ist es also in diesem Falle auch unbe-~
kannt, ob man auf die VergrdBerung durch £ verzichten kann,

In gewissem Sinne ist die Schranke id in Satz 2 auch die
bestmogliche Schranke, denn der nachfolgende Satz besagt, da8
es Sprachen gibt, die zwar in R 1DTM - C(const) liegen, aber
zu ihrer Erzeugung lineares Regime bendtigen:

Satz 3: 1. L, = . {w# w:we {0,1fe R 1DIK - ¢ (2)

2. V£ (£<id — L, ¢ G 1TM - C(f) )

Beweis: Der Beweis erfolgt mit Hilfe einer Variante der Spu-
renmethode fiir Einweg~Turingmaschinen.

Wir nehmen an, die 1(D)TM ist in ihrer Arbeitsweise folgender-
maBen normiert:

1. Das Ergebnis der Aufziéhlung befindet sich rechts vom Start-
punkt des Arbeitsbandkopfes.

2. Die 1(D)TM beendet am rechten Ende des Ergebniswortes ihre
Arbeit.

Ist x eine Zelle des Arbeitsbandes, so bezeichne e(x) die
rechte Randspur von x, d.h. die Folge aller Zustinde, in
denen x nach rechts verlassen bzw. betreten wird, in ihrer
zeitlichen Reihenfolge. Analog dazu sei A(x) die linke Rand-
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spur von x und zu einem jort w = x,...x, sei Q(w) = Q(x,)
und Adw) = l(x1).

Ist M eine 1(D)TM und k die Zahl ihrer Zustinde sowie f(n) die
maximale Spurldnge auf Wortern der Linge n, so existieren
htchstens k™ ‘7’ verschiedene Spuren. Ist f<id, so existiert
also ein n mit kf ) 2o,

Zum Beweis des Satzes bendtigen wir noch das folgende

Lemma: Ist M eine 1(D)TM, die in durch f beschranktem Regime
die Sprache L aufzéhlt, so existiert eine 1(D)Ti M', die in
jedem Takt ihren Eingabekopf bewegt und ebenfalls L in Regime
< f aufzihlt.

Beweig des Lemmas: ' arbeitet folgendermaBen: bleibt der Ein-
gabekopf K1 von M auf y stehen, so priift M', ob der niichste
Buchstabe des Eingabewortes y ist. Ist das der Fall, so flhrt
M' denselben Befehl wie M aus; ist der nachfolgende Buctstabe
von y verschieden, so geht M' in einen Zustand liber, aus dem
M' nie zu einem Finalzustand gelangt. lian sieht nun leicht,
daB b' dieselbe lienge wie i. aufzdhlt. Insbesondere hat i.'

das gleiche Arbeitsbandverhalten wie I, d.h. auch kein gro-
Beres Regime als M. O

Wir nehmen an, M sei eine 1(D)Th, die Lo in Regime f < id auf-
zihlt. Dann gibt es Worte w,w' € {0,1}* mit der Eigenschaft:
w#w und g(w#) = A(w'®), da 2" Worte der Linge n uber
0,1 existieren. 0.B.d.A. kann vorausgesetzt werden, daB I die
im Lemma formulierte Eigenschaft besitzt, daB K1 sich in je-
dem Takt bewegt.

Es sei u ein Eingabewort bei Erzeugung von w ¢ wR, das fol-
gende Faktoris%erung besitzt: u = UgeeeUp 4, wobei u, das bis
zum ersten Veriassen der Zelle x mit der Endbeschriftung #
gelesene Eingabestiick, u, das nach dem ersten Verlassen von
x bis zur ersten Riickkehr zu x gelesene Eingabestiick usw,
sind:
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u,] Z,l
Tt [
zy | = @w #
E GICEEN .

Weiterhin sei v ein Eingabewort mit der Faktorisierung
vV = Vi...vp ., analog zur Faktorisierung von u (da ja A(w'R)=
= @(w #) sein soll).
Bildet man nun das Kingabewort t = uy Vo u3 v4...vm+1, SO er-
zeugt . auf t die Ausgabe w # wil :
¢. beginnt mit dem Lesen von uy und arbeitet links von x wie
bei iingabe von u bis zum ersten Verlassen von x.
Durch die Spurengleichheit arbeitet L danach auf Vo wie bei
v usw, und erzeugt daher w # w'R, das nicht in LO liegt.
Also kann I\ die Sprache L, vicht ir Regime f < id erzeugen.
Lan iberlezt sicl leicht, iaBd fir beliebige f die Inklusionen
(1) R OTH - C(f) € G Dili ~ C (f+2) und
(2) G DTL - C(f) € G 10T - C (f+1) gelten.

(analog tiir den nichtdetermir istiscaen Fall).
i.an lmunn den Satz 3, Punkt 2 also auch fiir die Klassen
R(LY%G. = C(f) uné G()T ~ C(F), f<id, beweisen.
fir den Tall T2 id lassen sich die Beziehungen der gesamten
ilassen noch prizisieren:
s 331t ~ffenbar:
R DTV -~ C(f) € R 1OTK - C(f+1) und fiir beliebiges £>0
R DTN - C(£f) & & DDh - C((1+8E)F)
(analog fiir den nichtdeterministischen Fall) sowie
G 1DTL - C(f) € G DTL. - C((1+E€)£).
Fir £ = id ist es also bis auf konstanten Faktor der Schran-
xenfunl:tion ohne LinfluB, ob man mit oder ohne E1nweg-E1ngabe-
bard aufzihlt (bzw. entscheidet).
Lie Frage, ob dic Inklusion bei Satz 2 echt ist, bleibt aller-
dings offe.i, ebenso iLinsichtlich der Inklusionen (1) und (2).
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4. Aufzdhlungen und Entscheidungen mit beschriénkter Riickkehr
bzw. beschrinkter dualer Riickkehr auf 1 TM bzw., 1 DTM

In /7/ zeigte Wechsung, daB RTL-V(const)=CF ist.

In /2/ wies Chytil nach, daB auch G,TM-V(const)=CF gilt.
Autbauend auf diesen Resultaten untersuchen wir ftiir be-
schrénktes V und H den kinfluB eines Einweg-Eingabebandes.
Weiterhin werden Verallgemeinerungen der obigen Resultate an-
gegeben. Der nachfolgende Satz baut auf Satz 1 auf:

Satz 4: a) G 1TM - V(const) S GIM - V(const)
b) G 1TM - H(const) € GTM - H(const)

Beweis: a) Die zusitzliche Schwierigkeit gegeniiber dem Beweis
von Satz 1 ist hier die, daB nicht die Lénge der Gesamtspuren,
sondern nur die Lidnge der Restspuren auf den Arbeitsbandzellen
durch ein c beschrénkt werden kann. Man kann also durch Unter-
teilung des Bandes der TM in Spuren im wesentlichen nur die
Eingabebuchstaben einer Zelle nach ihrer ersten Anderung er-
fassen.

Es sei u ein Eingabewort, auf dem die 1TM M in Riickkehr £ c
das Wort w erzeugt. Um w mit einer TM M' in Riickkehr < ¢ zu
erzeugen, wihlen wir folgendes Eingabewort u' :

Das Band von M' ist in c+1 Spuren unterteilt.

u' umfaBt die gesamte bei der Erzeugung von w durch M aktive
Bandzone. Auf jeder Zelle, die bei dieser Erzeugung jemals ge-
- @ndert wurde, stehen in den ersten ¢ Spuren die Lingabesymbole
dieser Zelle nach der ersten Anderung in ihrer zeitlichen Rei-
henfolge. Die ( c+1 )-te Spur dient wieder als Arbeitsspur

gur Simulierung des Arbeitsbandverhaltens von M. Ii' arbeitet
folgendermaBen:

Es beginnt im Anfangszustand %, von M, wdhlt nichtdetermini-
stisch einen hypothetischen Eingabebuchstabeu und fiihrt danach
die M entsprechende Zustandsiiberfiihrung und Laufrichtung aus.
Befindet sich M' infolge dileser Uberfilhrung auf einer Zelle,
in der die ersten ¢ Spuren nicht leer sind, so kann es sich
nichtdetermiristisch dafiir entscheiden, diese Zelle zu akti-
vieren, falls der Eingabebuchstabe der ersten Spur der aktuelle
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Eingabebuchstabe ist (d.h. falls der im letzten Takt vorhan-
dene Eingabebuchstabe mit dem der ersten Spur ilbereinstimmt
oder K1 von M bewegt wurde).

N' verhdlt sich in diesem Falle auf der (c+1)-ten Spur wie

M auf dem Arbeitsband. Danach erfolgt eine Markierung des
Symbols der ersten Spur, damit das Symbol der zweiten Spur
als ndchstes Eingabesymbol dieser Zelle fungiert. Gelangt M'
danach auf Zellen, deren erste c Spuren leer sind bzw. die
noch nicht aktiviert wurden, so erfolgt wieder die nichtde-
terministische Wahl von Eingabesymbolen usw..

Es ist klar, daB auf diese Weise M' genau dieselbe Sprache
aufzihlt wie M, und zwar in der gleichen Riickkehrschranke.
b) Im Falle von B verfahren wir analog zu a).

Die ersten ¢ Spuren jeder Zelle erhalten die Eingabesymbole
bis zum c-ten Besuch dieser Zelle durch M, und bei Jjedem Be-
such durch k' wird das gerade gelesene Eingabesymbol (der
obersten nichtmarkierten Spur) markiert. Sind alle c¢ ersten
Spuren einer Zelle markiert, so rdt M' nichtdeterministisch
Eingabesymbole usw..

Liefert auch fiir beschrinktes H und V auf 1 TM die Entecheid~
barkeit mehr als die Aufzdhlbarkeit?

Ly =pe {w 2w kw:we {0,1}%} ist-nicht kontextfrei und
Ly€R 1DTH - V (3) sowie L,€R 1DTM - H(1), (es gilt sogar
L, €R 1DIM - C(3)).

Satz 5: G 1TM - V(const) = GIM - V(const) = GIM - H{const) =
= G, ™ - H(const) = GITM ~ H(const) = CF

Beweis: Wir zeigen die folgenden Inklusionen:

1.) GITM - V(const) € GIN - V(const) gilt nach Satz 4.

2.) GIN - V(comst) & GTM - H(conmst) :

Wir nutzen dazu eine in /8/ verwendete Beweismethode aus, in~
dem man bei der Simulation den Berechnungsweg umkehrt. Ist M
eine Th, die L mit beschriénktem V aufzéhlt, so ist die Linge
der Restspuren durch ein c¢ beschrénkt, und zu we L existiert
ein u, auf dem M in normierter Startsituation im Anfangszustand
beginnt und als Ergebnis w liefert., M- beginnt seine Arbeit

mit der nichtdeterministischen Erzeugung eines w, auf dem es
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beginnt, mogliche Berechnungen von li umzukehren, irdem es in

einem Finalzustand startet, und gibt w aus, falls <s bei die-

gem Prozef auf e¢inem u in die Startsituation, d.h. insbeson-

dere den Anfangszuatand von L gelangt.

3.) GTH - H(const) £ R TN - H(const) :

Fiir L € GTh - H(conut) ist eine Entscheidung suf einer TL L.!

in beschrédnktem H zu konstruieren. Dazu unterteilen wir das

Arbeitsband von L' in zwel Spuren, und das Eingabewort w kommt

auf die obere Spur. Auf der unteren Spur wird nichtdetermini-

stisch ein Wort v erzeugt, auf dem die L aufzihlende haschine

M die Abarbeitung von v beginnt.

Kommt M in einen Finalzustand, so prift L mit zwei Durchléu-

fen, ob das iiber dem Ergebnis stehende Wort w identisch mit

dem Ergebnis ist. Wenn ja, so wird w akzeptiert.

4.) RIM - H’const) = CF ist nach Hibbard (/3/)) bekannt,
ebenso CF = Gy TM - V(const) (vgl. Chytil /2/).

5.) Gy M - V(comst) € G 1TM - V(const) ist klar, da G, auf-
zéhlung mit anfangs leerem Band bedeutet.

6.) RTM - H(const) £ Gy TM - H(const) :

Man erzeugt zunichst nichtleterministisch ein w und priift dann

mit dem Entscheidungsverfahren, ct w akzeptiert wird. .enn ja,

so wird w aufgezdhlt.

7.) G, T™ - H(const) € G 1TV - H(const) ist ebenfalls klar

(wie bei 5.).

8.) G1TM - H(const) € GIM - H(const) gilt nach Sztz 4.

Aus Satz 5 folgt insbesondere:

L, ¢ GITM - V(const) und L, ¢ G 1T - H(const).

Vermutlich gilt soger L, é G1TM - V(£f) fir f<id.

Leicht einzusehen ist aedoch, daf flr f > id ein aAnalogon

des Satzes 2 gilt:

R 1T - V(£) € G 1TM - V((1+£)f) und
R 1TM - H(E) € G 1Th - H((1+£)f) .

Ick Janke Herrn Dr.sc. Klaus Wagner fir einen tHinweis zum Be-
weis von Satz 1.
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Rostock. Math. Kolloq. 10, 23 - 36 (1978)
Klaus Denecke

Schwache Automorphismen priprimaler Algebren, die arithmeti-

sche Varietiten erzeugen

O. In /1/ wird eine Klaesifizierung aller priprimalen Algebren
vorgenommen und als eine ihrer Eigenschaften bewiesen, daB es
nur eine Klasse prédprimaler Algebren mit nichtidsntischen
Automorphismen gibt, das sind die Algebren der Porm S:‘xl.

Die Automorphismengruppe einer solchen préprimalen Algebra

ist 2zyklisch und von Primzahlordnung. Hierbei werden pripri-
male Algebren nur bis auf Aquivalenz, also unabhiingig von ei-
ner konkreten Signatur untersucht.

Dieses Vorgehen legte es nahe, den Begriff des schwachen Auto-~
morphismus zu verwenden, der von A. Goetz /6/ und E. Marczewaki
/12/ eingefihrt wurde, und schwache Automorphismen préprimaler
Algebren zu untersuchen.

In /3/ wird gezeigt, daB eine priprimale Algebra entweder
konstantiv und einfach ist, d.h. jedes Element der Triger-
menge ist nullstellige Operation der Algebra, oder eine arith-
metische Varietit erzeugt, d.h. die Kongruenzenverbiinde aller
Algebren der Varietdt sind distributiv und die Kongruenzen
8ind paarweise vertauschbar. (/13/)

In dieser Arbeit werden die schwachen Automorphismen der
préprimalen Algebren charakterisiert, die arithmetische Varie-
tiéten erzeugen und bewiesen, daB die schwachen Automorphismen
dieser Algebren gerade die undren eineindeutigen algebraischen
Operationen dieser Algebren sind. Pir beliebige priiprimgle
Algebren wird gezeigt, daB die Automorphismengruppe Normal-
teiler in der Gruppe der eineindeutigen un#ren Operationen
ist. Die Gruppe der schwachen Automorphismen einer priprima-
len Algebra ist isomorph zur Gruppe der Klonautomorphismen.
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1. A = (B, P mit E = f0,1,0.0,k=1 k21 sei eine endliche
Algebra, FG-_E(Ek), wobei E(Ek) die Klasse alle: Funktionen
ist, die auf Ek definiert sind, d.h, "_F_(.Ek) = rLJOI"H(E]‘) mit
F,(B,) = {r: Ep — Eyl}.

¥ bezeichne die aus F durch Superposition von Funktionen ent-
stehende Klasse von Funktionen aus E(Ek), die alle Projektio-
nen e;_IEFn(Ek) mit e’;(:x1,...,xn) = x4 (i=1,...,n) enthalten
soll. Dann ist F Polynomialklasse oder Operationenklon von

A.

Zwel Algebren heifBen dquivalent, wenn sie den gleichen Opera-
tionenklon erzeugen.

Aut(A) sei die Automorphismengruppe” von A.

Zu jeder Algebra gehdrt eine Funktionenalgebra, deren Trédger-
menge T ist und deren Operation die Komposition von Funktionen
ist. Bin Automorphiemus dieser zu A gehdrigen Funktionenal-
gebra heiSt Klonautomorphismus von A. Aut(F) sei die Gruppe
der Klonautomorphismen von A.

Eine Permutation 7 der Triégermenge E, der Algebra A = (Ek,F)
heiBt ein schwacher Automorphismus, wenn die Abbildung

() a: £—>£%=T g7

eine eineindeutige Abbildung der Menge F (aller algebraischen
Operationen von A) auf F ist, wobei Teg+? ! gefiniert ist
durch

(2) Totor  exppennyxy) =TT T (x )0, TN

Es ist klar, da8 jeder Automorphismus von A auch ein schwacher
Automorphismus von A ist.

Aut*(é) gei die Gruppe der schwachen Automorphismen von A.
Die durch den schwachen Automorphismus T induzierte AbbiI—
dung a: £ —> £% = Toge 2= 18t ein Klonautomorphismus von A.
Die durch (1) definierten Klonautomorphismen heiBen nach /;/
innere Automorphismen der zu A gehtrigen Funktionenalgebra.
Q(A) sei die Menge der unéren eineindeutigen algebraischen
Operationen der Algebra A. Da A endlich ist, bildet Q(A)
bzgl. der Nachelnanderausfilhrung der Operationen ebenfalls
eine Gruppe.

Lomma 1,1: /14/ Jede unidre eineindeutige algebraische Operation
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der endlichen Algebra A = (Ek,F> ist ein schwacher Automor-
phismus von A : Q(A) < Aut*(ﬂ).

Lemma 1.2: /4/ G(A) ist Normalteiler von Aut®(A).

Die Abbildung, die jedem schwachen Automorphismus T von A

den zugehSrigen inneren Klonautomorphismus « zuordnet: 7 —> « ,
ist ein Gruppenhomomorphismus von Aut*(é) in Aut(F) mit dem
Kern Aut(A), d.h. die Automorphismen von A sind gerade die
schwachen Automorphismen, die auf das Einselement von Aut(F)
abgebildet werden.

Theorem 1.3: /14/ Die Abbildung z7—> o« ist ein Homomorphismus
von Aut*(é) in Aut(F) mit dem Kern Aut(A).

Corollar 1.4: Aut(A) ist ein Normalteiler von Aut*(é).

Corollar 1.5: Aut'(é)/lAut(g) ist isomorph zu einer Unter-
gruppe von Aut(TF).

2. Definitlion 2,1: Eine Algebra A = (Ek,F) (k1) ist genau
dann priprimal, wenn F eine maximale Klasse in E(Ek) ist,
d.h. F c B(E;) und fiir jede Funktion £ ¢ T, £eF(E,) gilt:
{Foel =z

In /1/ wird, susgehend von der Rosenbergschen Klassifizierung
aller maximalen Klassen in E(Ek), eine vollstdndige Klassi-
fizierung aller priprimalen Algebren (bis auf Aquivalenz) vor-
genommen. Ein Ergebnis dieser Klassifizierung ist (/3/):

Theorem 2.1: Eine pridprimale Algebra ist entweder konstantiv
und einfach (jedes Element von Ek ist nullstellige Operation
von A) oder erzeugt eine arithmetische Varietdt (alle Algebren
der Varietdt V, = HSPA haben distributive Kongruenzenverbinde
und die Kongruenzen sind paarweise vertauschbar).

Die Algebren der zweiten Art gehdren folgenden Klassen an:

Sgixl = <E,Fp, Ty = s‘;(x) ist die Klasse aller Funktionen,
die bzgl. einer Permutation s von Ek mit Zy-
klen gleicher Primzahllénge ohne invariante
Elemente selbstdual sind: fiir alle £ e s‘;(x)
gilts £(8(X), 8(¥)yees) = 8(£(X,Fyees)).
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mf o "(BpoFy T = Tk ist die Klasse aller Funktionen,
die eine Teilmenge P ACEk bewahren.

Uf  =(E,,B,) ¥, = U§ iat die Klasse aller Funktionen, die
- eine Aquivalenzrelation 6 auf Ek bewahren.
® ist dabei verschieden von der Null- und der
Einheitsrelation.
Ein Ergebnis aus /2/ ist:

Theorem 2.2: Jede nichttriviale Automorphismengruppe einer
priprimalen Algebra ist zyklisch und von Primzahlordnung.

Dabel sind die prdprimalen Algebren der Form Sk(x} die

einzigen mit nichttrivialen Automorphismengruppen, ihre Auto-
- morphismengruppen sind zyklisch und von Primzahlordnung.

3. Wir untersuchen schwache Automorphismen und Klonautomor-
phismen von Algebren der Form Sk‘ x)* In /2/ wird bewiesen,

daB Aut(sS B(xl) = <8y die von s erzeugte zyklische Gruppe von
Primzahlordnung ist. Q(S ) i1st die Klasse der eineindeuti-
gen undren Operationen von Ss‘x).
Aut*(sg x ) ist die Gruppe der schwachen Automorphismen,
Aut(Ss(x)) die Gruppe der Klonautomorphismen, Sk die symmetri-
sche Gruppe der Elemente E, = {0 Tyeoe k=1 }

4. 1 A S N
Nach Corollar 1.4. ist Aut(S_ ,y) Normalteiler in Aut™(s s{x}
Perner ist mach Lemma 1.2. Q(S 8(x )) Normalteiler in
Aut™(s s(x}) Q(SB{ZJ) enthdlt genau die Elemente von Sy, die
mit s vertauschbar sind, daher ist Q( s(x 2) der Normalisator
von s in S, . Es ist klar, da8 Q(S ‘52) auch der Normalisator

von <8) = Aut(Sasx]) in S, ist. Der Normalisator von Aut(Ss(x))

asx})

ist aber die maximale Untergruppe von Sk’ in der Aut(s
Normalteiler ist.
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Bach Lemma 1.1 gilt: Q(s¥ ) & Aut"csa‘x])

Wegem Aut(S ‘ l) < Qﬁs s(x }) Aut™(s s{x}) € S, folgt daher
q(ss‘x]) = Aut (Ss(x)) oder Aut*(s ng)) =S, = Q( s‘xl), da
im zweiten Fall Aut(.s {x]) Normalteiler in S, ist. Damit er-

halten wir:

Lemma 3.1: Pir jede préprimale Algebra der Form s’;‘xl = (B P}
gilt: Q(sgm) - Aut'(slsg. ))» d.B. jeder schwache Automor-
phismus ist eine eineindeutige unére algebraische Operation.

Corollar 3.2: Die Gruppe der schwachen Automorphismen von
Sgsxl. ist der Normalisator vom s in S,.

Es muB noch gekldrt werden, in welchem Fall Q('skgxl) = 5y

ist. Offenbar stimmt der Normalisator von (s) genau dann mit
der ganzen Gruppe liberein, wenn <{s) Normalteiler in Sk ist.

Sk hat fiir k> 5 genau die Normalteiler Sk' Ak' Ek’ wo A’k die
alternierende Gruppe ist. Ein Erzeugendensystem fiir die alter-
nierende Gruppe sind die dreigliedrigen Zyklen (O1r} : A, =
{(012) (013) (014) ... (01k-1)). Da zwel dieser Zyklen nicht
kommutativ multiplizierbar sind, kann Ak fiir k>3 nicht
zyklisch sein, d.h. fur k=5 kam nicht Aut“(Sgey)) = Sy
gelten.

Fir k = 2 gilt: sa(01): Aut(_s_(a) = ¢(01)) , Q(_sﬂy_) = {(01)),
also Aut(_s_(ﬁ) = Q(EE.CE).) = Aut (iﬂ_(ﬂ) = 8,.

Plir k=3 kommt als s nur in Frage: s=(012), dann ist :

Aut(s3, 1) = <(012)) = 4, Q(M) = Aut (_L_).) = 5,

da Aut(fg&;),) = Ay Normalteiler in 83 ist.

PFiir k=4 kommen folgende s in Prage:
51 = (01)(23)1 52 . (02)(13)s 53 = (03)(12)-
In jedem der drei Fiélle ist Aut(S4$x‘)) isomorph zur zykli-

schen Gruppe zweiter Ordnung, die aber nicht Normalteiler
. . k
in S, ist. Folglich 31113 filr k=4: Aut(SB‘n) C 34.



Damit haben wir folgendes Ergebnis:
- k
Lemma 3.3: Nur fiir k=2 und k=3 gilt Aut"(Ssgx}) = S,.

D. Lau hat in /8/ bewiesen, dgB jeder Klonautomorphismus
von S]s:{x] ein innerer Klonautomorphismus ist. Beim Beweis

wird analog vorgegangen wie beim Beweis entsprechender Aus-
sagen in /11/.
Es folgt:

- k ¢
Lemma 3.4: Fir jede Algebra SSKX) gilt: Aut*(sls(!xl) ist
isomorph zu Aut(sls((x))’ d.h. die Gruppe der schwachen Auto-

morphismen ist isomorph zur Gruppe der Klonautomorphismen.

Aus Corollar 3.2. und Theorem 2.2. ergibt sich folgende
Verallgemeinerung fiir beliebige pridprimale Algebren:

Yheorem 3.5: Sel A eine beliebige priéprimale Algebra, dann
ist Aut(A) ein Normelteiler wvon Q(A).

Plir prédprimale Algebren der Form Sggx) folgt das Theorem aus

Corollar 3.2. Fiir andere prédprimale Algebren aus der Tat-
sache, daB. maximale Klassen in E(Ek) alle Projektionen und
damit auch die identische Funktion enthalten, daher ist der
identische Automorphismus ein schwacher Automorphismus aus
Q(4a).

5. Wir untersuchen schwache Automorphismen und Klonauto-
morphismen von priéprimalen Algebren der Form
mit P, = A,0°

Algebren dieser Form sind semiprimal (/1/), d.h. alle Funktio-
nen fe_l:(hk), die alle Unteralgebren der Algebra bewahren,
sind Polynomiale der Algebra.

Daher sind der dreistellige Diskriminator t mit

k 1
TA,o = (B ,F

t(x,y,2) = {:: ::gz ::g und der duale Diskriminator d mit

wenn X3y
Punktionen aus 'r“f .
»0

Bs g11t: dfx,y,z) = t(x,t(x,y,2),2z).
28
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Lemma 4.1: Fir jede préprimale Algebra der Form Tﬁ 0 = (Ek,?;

gilt: Q(Tk ) = Aut*(Tk ), d.h. jJeder schwache Automorphis-
A0 As0

mus ist eine eineindeutige undre algebraische Operation.

Beweig: Es ist Q(T ) ¢ Aut'(TAk ). Es muB bewiesen werden,
—_— A0 20

daB nur die eineindeutigen unéren Operationen aua'Q(TAko)

schwache Automorphismen von T§ o sind.
a0

Sei T eine Permutation von Ek' die A nicht bewahrt, da?n
gibt es ein a € 4 und ein ¢ ¢ A mit 7T(a) = c. Sei 7~ (a)=b,
wobei b irgendein Element bfa aus Ek ist, wir widhlen f .
mit f(x)=a, diese konstante Operation ist Element von T#’o.
Dann gilt: Z(£( T~ 1(a))) = T(a) = ¢ &A. Also ist TefeT™
fiir keine Permutation 7 von Ek' die A nicht bewahrt, eine
Operation von TK o

——tat.

Nach Corollar 1.5. gilt: Aut*(Ti o)/Aut(Tﬁ ) ist isomorph
A0
zu einer Untergruppe von Aut(f!tA o).
»

Wir wollen untersuchen, welche Klonautomorphismen innere
Klonautomorphismen sind.

Dazu untersuchen wir zunidchst, wie die konstanten Operatio-
nen und die Operationen aus Q(Ti o) bei- einem beliebigen Klon-
automorphismus o abgebildet wé?ﬂgﬁ.

Sei &« ein Automorphismus von Aut(Ti’o). Dann.ist ® ein Auto-
morphismus der einstelligen Operationen von.’.EA o? da bei
einem Automorphismus die Stellenzahl nicht g?gﬂgr werden kann,
ebenso ein Automorphismus der nullstelligen Operationen, d.h.
der Konstanten aus Ek‘ Jedem a ist also efndeutig eine Per-
mutation der Elemente won A zugeordnet: a —» a*. Weiter gilt
bei a: flr e(x)=x ist e*(x) = e(x) = x.

Sei r eine eineindeutige unédre Operation aus Q(Ez‘g), dann

ist r(r~Y(x)) = elx) wnd r%((r~1)*(x)) = e*(x) = e(x).

Es folgt: (= (x) = &9 1 (x), d.h., die Operationen aus

Q(Tﬁ o) gehen bei wwieder in Operationen aus Q(Ti °) iiber.
peeis A=y -—a Y

Jede Permutation aus Q(Tﬁ o) 1dBt sich eindeutig in ein
220

Produkt elementfremder Zyklen zerlegen: T2Z{eZ3e0ceeB]e
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Dabei kommen nach oben Gesagtem in einem beliebigen Zyklus
entweder nur Elemente aus A oder nur Elemente aus Ek\A vor.
Bei Anwendung von « gilt: r%= z1°‘.zz‘~.....zl¢ . Da bei einem
Automorphismus aus Q(\!I!\_f_‘g) die Ordnung der Elemente erhalten

bleibt, folgt, daB r die gleiche Anzahl von Fixpunkten hat
wie r*
Als nichstes untersuchen wir die Bilder von d und t bei «.

Lemma 4,2: Fiir jeden Klonautomorphismus o« von !i gilt:
d=a% t=t% —

Beweig: Jede Identitét von TlAc o hat die Form f=g mit f,g

€ ‘!:' o+ Daraus folgt £* = g% da « ein Automorphismus ist.

Bach /5/ sind d und ¢ in einer Varietdt durch folgende Iden-

tititen bestimmt:

t 1st genau dann Diskriminator einer Algebra A, wenn gilt:

a. t(x,z,z)sx $(x,y,x)=x t(x,x,z)=2

b. tix,t(x,y,2),y)=y

6. fur jedes Operationssymbol f von V, ist t(x.y,f(zg‘,...,zk))

= 3(x,5,008(x,¥,2 )y 000, 8(x,7,2,))), Wo £ k-stellig ist.

4 ist genau dann dualer Diskriminator von A, wenn gilt:

a. d(x,2z,2)=2z d4a(x,y,x)=x d(x,x,2z)=x

b, d(x,y,d(x,y,2))=d(x,7,2)

C. d@.z,d(x.yvz).d_(;X.y,'))-d(x.y,B)

d. ftir jedes Operationssymbol £ von ¥, ist d(x.y.f(z1.....zk))

= d(x,y,f(d(x,5,2,)y...,d(x,7,2,))), Wo £ k-stellig ist.

Die entsprechenden Identitiiten gelten auch fir a% und t%, z.B.

t%e*(x),e%(x), e%(z)) = e%(3}, d.h. t%(x,%z) = 3.

Daher eind 4% (bzw. t*) ebenfalls Diskriminator (bzw. dualer

Diskriminator) von Th . Da Diskriminator und dualer Diskrimi-

nator von 1{_‘2 eindeutlg bestimmt sind, gilt fir jeden Klon-

sutomorphismus « von Ti,o :d%a= q, t%= t,

Wir beweisen jetzt das

Lemmg 4,3: PUr jede Algebra Ty . gilt: Aut™(T¥ ) 1ot 1so-
—=al 320

morph zu Lut(Ti. o)» d.h., die Gruppe der schwachen Automor-

phismen ist isomorph zur Gruppe der Klonautomorphismen.
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Beweig: Ist card A=1, so gilt fiir alle fgtllio : £(ay...,8)=a.
In /10/ wird bewiesen: Wenn Ty die abgeschlossene Klasse
aller f ist mit der Eigenschaft: wenn X428 VXy28Ve. VX =8,

so folgt f(x1,....xn)=a oder f iat konstant gleich a, so sind
alle Automorphismen einer abgeschlossenen Klasse, die '1‘8 ent-
hélt, innere Automorphismen. Die inneren Automorphismen des
Klons entsprechen eineindeutig den schwachen Automorphismen
der Algebra. Da fiir die Funktionen aus T ebenfalls gilt:
f(a,...,8) = a, 80 18 T, cmk o mit A={s]. Demit gilt das
Lemma 4.3, fiir card A = 1.

Sei card A ¢ 1 und card(Ek\A)sz. Dann gibt es fiir jedes ¢
eine Operation f aus Q(Ti o) mit genau einem Fixpunkt c €A:
£(c)=c.

Nach dem vor Lemma 4.2. Gesagten hat dann auch f£* genau einen
Fixpunkt d €A, £%(d) = 4 und £% ist eine eineindeutige undre
Operation aus Q(&).

Wir betrachten d(x,f(x),a) = {:' :::‘: gg%;;: g.:: ;::,cu
= u, (x).

Fiir Jedes feste a €A kann jedem c €A umkehrba.r eindeutig ein
d(x,f(x),a) zugeordnet werden, wobei teQ('.EA o) mit genau
einem Fixpunkt c ¢A ist.

Bei Anwendung eines Klonautomorphismus « gilt nach Lemma 4.2.:

o I HA A e e

aéA, a¥e A. Es ist also u¥ (x) = u¥ (X
[ ¢
Die Zuordnung u, €= Ugec, = u:' ist eineindeutig. Da zu jedem
c c
u, umkehrbar eindeutig ein (a,c), a€A, céA gehvrt, ent-
(3

spricht der Abbildung u, <> u: eindeutig die Abbildung

(a,c) «> (a*,c*), acA, cEA. J:dem Klonautomorphismus a« ist
eindeutig eine Abbildung (a,c) «> (a%,c*), acA, c &A zugeord-
net, wobei a¢+ a% eine Permutation von A, 0 ¢~ c% eine Per-
mutation von Ek\A ist. Diese Abbildungen sind aber gerade die
Permutationen aus Q(le o)*

Umgekehrt ist jeder Permutation aus Q(\!k ) eindeutig ein
Klonautomorphismus zugeordnet.
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Aus Lemma 4.1. folgt dann die Behauptung.
Sei jetzt card(Ek\A) = 2. Die Elemente aus Ek\A seien ¢ und

d. Wir betrachten folgende Funktion aus Ti 0!
(x) = {a, wenn XxeA
c, wenn x¢A.

Piir jedes feste a €A haben wir folgende eineindeutige Abbil-
dung ga (x} é ¢, gad(x) > d.

Wir beweieen, da8 bei einem Automorphismus « aus Aut(T )
ga (x) in eine Punktion entsprechender Art iibergeht.

Sei beA, dann ist ga (b) = a und g"‘ (b*) = a%. Da sich jede

Konstante aus A als Bild bei einem Klonautomorphismus o« auf-
fassen 1dBt, ist g“ (x) = a*, wenn x €A,

8e
Sei x¢4A, dann ist ga (x)=c fiir x=c und x=d. Angenommen es

wire g"( (4) + ga (c) Sei f diejenige Funktion aus Q(ﬂ.‘A o),

die alle Elemente von A als Fixelemente hat, sowie c mit d
vertauscht, so geht f bei Anwendung jedes « in sich iiber.
Wir haben g, (£(x))=g, (x), aber g“ (£%x)) = &S (f(x)) +

+ gac(x), defm es ist f(c)—d und g"‘;(f(c)) °:"(d) + g:’(c)
nach Voraussetzung. Es muB also g;:(d) = “(c) sein.

Wire ga: (c) e A, so wiirde sich ergeben: ga"‘ (g"; (x)) = a%,
aber g&c(ga (x)) = gy (x). Es folgt g (X) = g, % LX)

wobei ¢*=c oder c%= g ist. Auf diese Weise gehort zu jedem
« eindeutig eine Abbildung a <> a%, acA, #€A und c «> c%,
c #-A,c"‘ﬁA der Elemente von A und von Ek\A auf sich selbst.
Wie im Fall card(Ek\A) #2 folgt dann die Behauptung.

Das Lemms 4.3. gestattet folgende Verallgemeinerung fiir
beliebige préprimale Algebren:

Nach Theorem 2.1. ist eine priprimale Algebra entweder
konstantiv und einfach oder erzeugt eine arithmetische
Varietdt. Algebren der Form Ug sind ebenfalls konstantiv,
aber nicht einfach.

I. A. Malzev bewies in /11/, daB alle Automorphismen einer
abgeschlossenen Klasse von Furktionen FSF(Ek), die alle Kon-
stanten aus Ek enthilt, innere Automorphismen eind, d.h,
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Lemma 4.4: Fir eine konstantive Algebra ist die Gruppe der
schwachen Automorphismen isomorph zur Gruppe der Klonauto-
morphismen.

Aus Theorem 2,1., Lemma 3.4., Lemma 4.3, Lemma 4.4.folgt
schlieBlich:

Theorem 4.5: Fiir eine beliebige préprimale Algebra A = (Ek,P)
gilt: Aut (A) ist isomorph zu Aut(F), d.h., die Gruppe der
schwachen Automorphismen ist isomorph zur Gruppe der Klon-
automorphismen.

(Dieses Theorem wurde von D. Lau in /8/ unter Verwendung des
Begriffs innerer Automorphismus formuliert.)

5. Wir untersuchen schwache Automorphismen von Algebren
der Form Ug.

Lemma 5.1: Fiir jede priéprimale Algebra der Form ;E = (Ek,Fh>
gilt: Q(Ug) = Aut*(Ug), d.h., jeder schwache Automorphismus
ist eine eineindeutige undire algebraische Operation von Ug.

Beweis: Wir zeigen, daB es keinen schwachen Automorphismus
T von Ug gibt, der nicht eineindeutige undre algebraische

Operation von Ug ist.

Sei 7 eine Permutation, die nicht Operation von Ug ist,

d.h. es gibt zwei Elemente a,b, a*b mit a s b(®), aber ¥
T(a)¥ T(b)(6). Sei T"%(a) = a4, T~1(b) = r, dann ist réd.

f sei die durch f£(x) = g’ :g:gtx=d definierte Funktion
?

aus Ug. Dann st 7(£(z™'(a)) = T(£(a)) = T(a) ¥ T(b) =

= T(&(r)) = 'ZIf('L""(b))), obwohl a=b(6) ist, das bedeutet
To for ist keine Funktion aus Ug und folglich kein schwacher
Automorphismus.

Aus Lemma 3.1., Lemma 4.1. und Lemma 5.1, folgt:

Theorem 5.2: Fir eine préprimale Algebra A, die eine arith-
metische Varietdt erzeugt, gilt:
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Q(A) = Aut"(_A_). d.h. jeder schwache Automorphismus ist eine
eineindeutige uniire algebraische Operation von A.

Es gibt auch konstantive einfache prédprimale Algebren, fiir
die die Aussage des Theorems 5.2. zutrifft, z.B. m: 1 "

= (E,F;) mit F) = Tﬁ,kﬂ : Klasse, die alle Funktionen einer

Variablen und alle Funktionen, die einen Wert auslassen, ent-
hHlt.
Andererseits gibt es auch prédprimale Algebren, flir die
Theorem 5.2. nicht gilt. Hierzu folgendes Beispiel:
Wir betrachten die Algebra A = ({0,1,2}, max(x,y), min(x,y),

0, wenn x=0

l1nﬂ2y°91'2> mit m,(x) = 2, sonst und
m,(x) = ig: wenn x=0 oder X=1  max und min beziehen sich

auf die Ordnungsrelation, die durch O <1 <2 gegeben ist.
Diese Algebra ist préprimal, denn (max(x,a);min(x,y);m,(x);
nz(x); 0;1;2) erzeugt die Klasse der bzgl. O <1 <2 monotonen
Punktionen (/7/).

Sei 7=(01),TéQ(A). Es gilt: 'l'(m1(T.1(.x))) = m,y(x),

Tmy(7"1(x))) = my(x), (max(z™'(x), T71(5))) = min(x,y)
Temin(z~*(x), T-'(y))) = max(x,y). Daher ist T ein schwacher
Automorphismus von A.
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Rostock. Math. Kollog. 10, 37 - 41 (1978)
Volker Esperstedt

Fehlerwahrscheinlichkeit bei der Decodierung von Convolutions-

codes mittels linearer Filter

Die vorliegende Arbeit kniipft an die untersuchungen in /1/

und /2/ iiber die Anwendung linearer Filter vei der Decodierung
von Convolutionscodes an. Untersucht wird hier die Wahrschein-
lichkeit von Decodierungsfehlern, die bei solchen Entstoral-
gorithmen auftreten kdnnen.

Es sei Y ein endlicher Korper und &‘°,+,ﬂ der lineare Raum
aller Folgen vom Typ w iiber Y. Ein Convolutionscode L iiber Y
(vgl. /3/) ist dann ein linearer, reguldrer Unterraum in
[Y<°,+,Y]. Wir setzen voraus, daB8 der Ubertragungskanal sym-
metrisch und ohne Geddchtnis sei und daB additiv gestdrt wer-
de, d.h. g'=p+6, pel, 6€5S, wobei S € Y* eine Menge
von Storfolgen sei. Als [L,S] -Filter bezeichnen wir solche
Entstorabbildungen, die jede Folge %' € L+S eindeutig in

die Summe 7' = N+ 6, yel, 6 €S zerlegen und die Codefolge
7 liefern. Aulerdem sollen diese Abbildungen in einem end-
lichen Automaten realisiert werden kdnnen. Existiert fiir eine
Menge S5 von Stérfolgen ein [L,S]-Filter, 80 wollen wir diese
Menge als zuldssig fiir den Code L nennen. Die Zulédssigkeit

von S erfordert u.a. die Regularitdt von S, was wir spidter
ausnutzen werden. Als lineare Filter bezeichnen wir schlieS-
lich [L,S]-Filter mit L+8=Y? (vgl. /1/).

Wenden wir uns nun dem Problem der Decodierung von Convolu-
tionscodes zu. Hierfiir existiert bereits eine Reihe prakti-
kabler und gut analysierter Decodierungsverfahren. Zu diesen
ziéhlen u.a. die Algorithmen der sequentiellen Decodierung /4/,
der Viterbi-Algorithmus /3/ und die Feedback- oder Syndromdeco-
dierung /5/. Untersucht man nun die Arbeitsweise der linearen
Filter, so stellt man fest, dgB sie eine verallgemeinerte
Feedback-Decodierung darstellen. Der endliche Automat, der das
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Pilter realisiert, arbeitet sukzessive die empfangene Folge
7' € Y¥ ab. Er zerlegt in jedem Schritt ein Teilwort der
Liénge T von 7' in die Summe von Teilwdrtern gleicher Linge
einer Code- und einer Stdrfolge und gibt das Teilwort der
Codefolge aus. Hierbei beriicksichtigt er nicht nur das in den
vorangegangenen Schritten bereits bestimmte Anfangastiick der
Codefolge 7 wie bei der Peedback-Decodierung, sondern auch
das bisher bestimmte Anfangsstiick der Stdrfolge 6 . Da L und
S reguldr sind, erfordert dies nur ein endliches Gediéchtnis.
Die Zerlegung in jedem Schritt erfolgt analog wie bei der
Standard-Decodierung von Gruppencodes der Lénge T (vgl. /6/).
Als Code fungiert hierbei die Menge A, (L) aller Anfangswisr-
ter von L der Liénge 7. Als Repridsentanten der Nebenklassen
von Ay (L) im linearen Reum [Y*,+,Y] aller Worter der Linge 7
iiber Y dienen die Elemente aus At-CSJ), d.h. die Anfangswir-
ter der Lénge T jenen Zustandes S von S, der gerade im be-
treffenden Takt des Automaten beriicksichtigt wird (vgl. /2/).
Ein Kriterium fiir die Leistungsfihigkeit von Decodierungs-
verfahren ist die Fehlerwahrscheinlichkeit. Unter einem De-
codierungsfehler zum Zeitpunkt t verstehen wir dabei das Er-
eignis E., bel dem im t-ten Schritt des Decodierungsalgo-
rithmus erstmals eine falsche Entscheidung getroffen wird.
Fir die Filter heiBt das, daB ein Teilwort einer solchen Code-~-
folge ausgegeben wird, die verschieden von der gesendeten ist.
Auf Grund der Linearitdt von L ist es fiir die Filterdecodie~
rung unwesentlich, welche konkrete Codefolge gesendet wurde.
Die Fehlerwahrscheinlichkeit lié8t sich deshalb auf folgende
Weise angeben:

P(EQ = D pyo(BRES,),

wobei pié(t) die Wahrscheinlichkeit dafiir ist, da8 nach genau
t-Takten des Aufomaten der Zustand S1 von S aus dem Anfangs-

zustand So erreicht wurde. P(Si) sel die Wahrscheinlichkeit
eines Decodierungsfehlers des Automaten, wenn der Zustand S
im entsprechenden Takt beriicksichtigt wird.

Die Wahrascheinlichkeiten pio(t) lassen sich nun folgendermaBen
berechnen. Es seien Si fir 1=0,1,...,N die Zustinde der Zu-

i
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ldssigen, reguliren Menge S von Storfolgen. Wir setzen voraus,
daB die Folgen %' € Y&’gleichverteilt geien. Weiterhin sei

X4 }: o eine Folge von ZufallsgriBen mit Werten aus {0yiy...,
N}, wobei Xt—l genau dann gelte, wenn im t-ten Abarbeitungs-
schritt einer Folge 7' € ¥® qurch den Automaten der Zustand 54
erreicht wird. Da der Ubergang in den i-ten Zustand zum Zeit-
punkt t nur von %' und dem im Zeitpunkt t-1 unmittelbar voran-
gegangenen Zustand S. abhingig ist, bilden diese Zufallsgrdfen
eine Markov-Kette, d.h. fiir die bedingten Wahrscheinlichkei-
ten p§§) gilt:

p§§)= P(Xy= i

D Komkgyenon Xy o= Ky 50Ky q= 3) =B(Xy= 1

Xgoq= 3

fiir alle t > O und i,j,k; € {0,1,...,N}.

Sei to die kleinste Zahl, so daB nach to Arveitsschritten des
Autometen bei entaprechender Eingabe %' jeder beliebige S-Zu-
stand erreicht werden kann. Dann bildet die Folge {xt }:;t

o

eine homogene Markov-Kette, da auf Grund der zeitinvarianten
Arbeitsweise des Automaten die Ubergangswahrscheinlichkeiten
p§§) unabhéingig von t sind, d.h. p{%) = p;. fir t = t_ . Die
Anfangsverteilung ist dann durch P(Xt = 3j) = pjo(to) gege-
ben, wobei p O(to) die Wahrscheinlichkeit des Uberganges aus

dem Anfangszustand So in den Zu~tand Sj nach t, Takten des

Automaten sei. Wit P = (p; )N 1,jm0 bezeichnen wir die Natrix
der Uoergangswahrschelnl1chkeiten der S-Zustande nach einem
Takt, Dann 188t sich die Matrix P(t) = (pi (t)i,j=o der Uber-
gangswahrscheinlichkeiten nach t Takten wie folgt berechnen
P(t)=p*to fur t = ¢ .

Wie wir sehen, setzt also die Berechnung der unmittelbaren
GréBen Py .(t) die Kenntnis der Ubergangswahrscheinlichkeiten
. voraua. Diese lassen sich nun wie folgt angeben. Es sei

U isj) die Menge von Teilwdrtern aller moglichen Folgen

7' € Y%, die der Automat entstort, wenn der S-Zustand S. be-
riicksichtigt wird. kit U(S.,—> Si) wollen wir die Menge Jener
Teilwdrter aus U(Sj) bezeichnen, die den Ubergang in 84 im
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nichsten Takt des Automaten hewirken. Unter den genannten Vor-
augsetzungen an den Kanal und die empfangenen Folgen %' gilt

E P(y | 05

y € U(S.—> 8;) T
5, i » wobei P(y | 0%) = Tplyy | 0)

Pij T i=1
—Z- Pylo) 2

y € U(Sj) fir y = (y1,...,yT) ist.

dann

Die Mengen U(S.) und U(Sf_>si) lassen sich effektiv angeben,
worauf hier aber nicht weiter eingegangen werden so“1l. Die
Wahrscheinlichkeiten P(Si) von Decodierungsfehlern, wena die
Zustédnde Si bericksichtigt werden, lassen sich schlieBlich
analog wie bei der Standard-Decodierung von Gruppencodes be-
rechnen.

In Abhéngigkeit vom Kanal und dem verwendeten Jode ist es na-
tiirlich vorteilhaft, solche linearen Filter fiir die Decodie-
rung zu verwenden, bei denen P(E;) minimal ist. Vergleicht
man die linearen Filter mit der Feedback-Decodierung nach dem
Maximum-Likelihood-Prinzip, s0 kann man bei glinstiger Wahl
der zuldssigen Menge S von Storfolgen eine Fehlerwahrschein-
lichkeit erzielen, die nicht schlechter, in speziellen Fillen
sogar besser als die durch die Feedback-Decodierung erreichte
ist.
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Rostock. Liath. Kolloq. 10, 43 - 48 (1978)
Hans-Dietrich llecker

Bemerkungen zu Enumerationssystemen und ZeitmaBen

Ausgehend von Ansdtzen von P. Young und anderen fUr Enumera-
tionen in der kienge aller rekursiv-aufziéhlberen Mengen na-
tiirlicher Zahlen haben wir in /3/ analoge Fragestellungen im
Zusamuenhang mit Approximationen von Funktionen durch end-
liche Funktionstabellen untersucht. Wir werden hier den Be-
griff des Enumerationssystems bezliglich einer speziellen
Standardklasse (vgl. /5/) von rekursiv-aufziéhlbaren Mengen
entwickeln und dabei Resultate von Young und unsere Resultate
aus /3/ verallgemeinern. ¥ir verwenden iibliche Bezeichnungen,
wie sie etwa im Buch von A. I. Malzew /7/ zu finden sind.
Speziell bezeichne {,) eine eineindeutige rekursive Abbildung
(Cantornumerierung) von Nx B euf N und analog (,...,) eine
solche von N® auf N, von der wir der Einfachheit halber fiir
alle natiirlichen Zahlen XqreeesXy und alle m€ n die Giiltig-
keit der Beziehung ((x1,...,xm),xm+1,...,xn) = <x1,...,xn)
voraussetzen. Mit & bezeichnen wir die Postnumerierung der
rekursiv-aufzihlbaren lengen. Wir verwenden auBerdem einige
Begriffsbildungen aus der Numerierungstheorie.

Ein System XX von rekursiv-aufzihlbaren Mengen ist genau dann
eine spezielle Standardklasse (SSK), wenn es eine allgemein-
rekursive Funktion g gibt, fiir die gilt:

a) Ist ¥ (x) = W, €K, so ist ‘J'l'g(x) = X, (xeN)

P3 LT -
b) PFiir jedes xeN ist Wg(x)en( und es gilt Tg(x) & Tyxe

Das System P der (liengen der Cantornummern der Elemente der
Graphen der) einstelligen partiell-rekursiven Funktionen
fassen wir als Teilmenge des Systems R aller rekursiv-auf-
zdhlbaren Zahlenmengen auf. Dann bilden sowohl P als auch R
wichtige Beispiele fiir spezielle Standardklassen. Weitere
Beispiele kann man sich leicht aus einer Charakterisierung
der SSK von Lachlan (vgl. /2/, II) konstruieren. Grundlegend
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fiir unserc.u Ansatz ist der folgende Satz. labei sei L eine
UsK und v, eine starke Aufzihlung des syotems E = IE(K) aller
endlichen kengen in K (d.h. es gilt fiir die Abbildung Vein

aus /2/ die Beziehung v, = vfin)‘
Satz 1: Ist die r.a. kenge R € K unendlich, so existiert eine
V- berechenbare Fol:ze (‘[n)n ¢ von Lengen aus I, fir die fiir

alle nen F &F . und U[F |nen}=R gilt.

bine zweistellige allgemein~rekursive Funktion i heiBe Lnu-~
merationstechuii. von K bzgl. Vo falls gilt:

a) Pur alle i,n €N ist v, (B(i,n)) & Y (E(i,n+1))

b) PFiir alle R€K em.stlert ein i €N mit R=Ry= \_jv (E(i,n)).
Fir v, (E(i,n)) = \_/v (E(1i,P)) schreiben wir xz:uZh Ri.

Die Enumeratlrns’;zchnlk  heiBe Gddelenumerationstechnik, wenn
durch V(i):=R; eine berechenbure lauptnumerierung (Gddelnu-
merierung) vonﬂ( gegeben wird.

dir nennen schlieBlich ein Tupel K=(I., VsE, V) ein inumera-
tionssystem, wenn gilt:

a) I ist 33K.

b) Die iumerierung v, des Bystems I ist ouf Yein reduzierbar.,
¢) 2 ist eine Godelenumerationstechnik.

d) Vist die durch i gegebene 3ddelnumericrung von Li.

Wir wicsen, daB alle Godelnumerierungen einer .ok unterein-
ander isomorph sind. Wir versuchen, dieces Jesultat fiir Bnu-
merationssysteme zu verschiirfen. Dazu betrachten wir zundchst
die folgenden Ordnungen ("f der Nengen V(i) (1 €w):

Fir x,y e P(i) setzen wir x("’f y, falls x in einem friheren
Enumerationsschritt als y in der cnumeration i erhalten wird.
Wir definieren genauer:

x <ny :=>pun(xev (68(i,n)) <un(y ev (£(i,n)) oder

(un(x € v, (8(i,n)) = un(y e p,(E(i,n)) wund x<y).

wir fragen fiir zwei Enumerationssysteme einer 3.K K nach der
sxistenz 2ines Isomorphismus, der die gerade dafinierten
Ordnungen der enumerierten il.engen "erhilt". Unter einer 0=
aiitzlichen Binaschridnkung gelingt unus tatelichlich der i.caweis
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fiir die Existenz solcher Isomorphismen.

Wir nennen ein Enumerationssystem :x’:(lK,vo,E,P) stark, wenn
zu jedem i €N ein jeN existiert. fir das <;= <; und damit
V(1)=V(j) gilt und fiir das fiir alle n €N die Ungleichung

IPo(E(3,n+1)0IN P (E(3,n)) | £ 1 erfullt ist.
Dann gilt folgendes Ordnungsrekursionstheorem:

Satz 2: Sei xein ~*arkes Enumerationssystem, dann gibt es zu
jeder allgemein-rekursiven Funktion f2 eine allgemein-rekur-
sive Funktion f1, so daB fiir alle x,y €N die Beziehung

= 3 ilt.
<f2(. £,y <§1(y) &

Wiir beschrinken uns jetzt auf starke Enumerationssysteme, was
durch die Tatsache gerechtfertigt wird, daB wir von Satz 2
iiberraschenderweise auch die Umkehrung zeigen konnten:

Satz 3: Jedes Enumerationssystem, fiir das obiges Ordnungsre-
kursionstheorem gilt, ist stark.

Es 1dB8t sich nun unter Benutzung unseres Satzes 2 fiir starke
Enumerationssysteme ein "Ordnungstranslationstheorem" und ein

"Ordnungspaddinglemma" beweisen, woraus dann folgender Satz
folgt:

Satz 4: Seien K=(Kp,t,») und X*=(K,v ,E*, V") zwei starke
Lnumerationssysteme. Dann existiert eine rekursive Permut?-
tion t von W, so daB fiir alle y € i die Beziehung <‘§= <t%y)
gilt.

Offen bleibt die I'rage, ob der Satz 4 fiir beliebige E-Systeme
richtig ist, d.h. auch fiir solche Systeme, fiir die das Ord-
nungsrekursionstheorem nicht gilt.

Als niichstes erinnern wir an den Begriff des ZeitmaQBes &2
nach Li. Blum fiir Godelnumerierungen (tyi)i e der lenge der
einstelligen partiell-rekursiven Funktionen. Jedes ZeitmaB
ist eire partiell-rekursive Funktion und es gilt fiir alle

i,x eN:

) %10l = ¢, =)

b) {<i,x,y> | éz(i,x) = y} ist rekursiv.
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Wir verallgemeinern diesen Begriff und nennen eine zweistel-
lige partiell-rekursive Funktion b ein verallgemeinertes
ZeitmaB fiir eine spezielle Standardklasse K mit einer Gddel-
numerierung v, wenn fiir alle i,x ¢N gilt

a) § (i,x)] > xev(i)

b)  § L%y | (i,x) = y} ist rekursiv.

Sei {bz ein verallgemeinortes ZeitmaB fir (K,v) und sei f
eine allgemein-rekursive im zweiten Argument monoton wachsen-
de Funktion. Sei mi, (f,i,n):= {x H) (i,x) € n und x<n+f(1,n)}
Mian zeigt ibrigens leicht, daB es zu jedem Faar (K,V) ein ver-
allgemeinertes Zeitma8 gibt. Es gilt weiter folgender Satz:

2

Satz 5: Ist Yy 4 Vein eine starke Numerierung der lienge aller
endlichen Mengen inK. Sei 4) ein verallgemeinertes ZeitmaB
fiir (K,V). Dann gibt es eine GGdelenumerationstechnik E, so
daB fiir alle n,i €N die Beziehungen ¥, (E(i,n)) 2 M§ (f,i,n)
und Um(f 1,Iu) U v (1..(1,,0)) = P(i) gelten.

=0
Satz 6: Zu jeder Godelenumerationstechnik E fiir eine SSK K
und zu Jjeder Numerierung Vo & Vein der bienge dr endlichen
Mengen in K gibt es eine im 2weiten Argument monotone rekur-
sive Funktion f und ein verallgemeinertes Zeitma® {) , 80 daB
fiir alle i,n€N vo(E(i,n)) = Iﬂ{’ (f,i,n) gilt.

Aus dem Satz 6 folgt, daB man sich jede Godelenumerations-
technik in der beschriebenen Welse aus einem verallgemeinerten
Zeitmaﬂ definiert denken kann. Sehen wir uns speziell die Ver-
hidltnisse fir K = P an. Fassen wir P wie oben als Teilmenge
von R auf, welche Beziehungen bestehen dann zwischen ZeitmaBen
und verallgemeinerten ZeitmaBen? Jedes ZeitmaB ergibt sofort
ein verallgemeinertes ZeitmaB. Wenn jedoch ¥ ein verallgemei-
nertes ZeitmaB fir (P,Q) ist, dann ist die Funktion § :

Vi, x,y ), falls @y(x) =y
undefiniert sonst
fir (P,p). Die Menge {(i,x,y)l@(i,xhy} kann sogar jeden r.a.

Entscheidbarkeitsgrad annehmen. Wir bemerken noch, daB man
sich jede E-Technik E fir P aus einem ZeitmaB (§,p) in der

@(i,x) t=

i.a. kein ZeitmaB

\
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Form vo(E(i,n))={(x,?i(x))|Q(i,x)én & x <n+£(i,n)} mit einer
geeigneten im 2. Argument wachsenden rekursiven Funktion f ge-
geben denken kann. Umgekehrt kann man sich jedes "raumkompli-
zi1ertheitsdhnliche" MaB (@,p) aus einer GET E in der Form

(i,x) = pn(xe 1(v (8(i,n))) (+)

gegeben denken (1 liefert dabei die Menge der linken Komponen-—
ten der Numerierung {,)>). Genauer gilt sogar folgender Satz:

Satz 7: Ein BlummaB ($,p) 1#Bt sich genau dann durch eine GET
in der Porm (+) definieren, wenn es eine Funktion hea® gibt
(d. h. h ist rekursiv), fiir die fiir alle i,x die Beziehung
h(i,p(i,x)) > x gilt. Dabei bezeichne v, eine beliebige starke
Numerierung aller endlichen Funktionstabellen.,

Weitere Resultate liber Enumerationssysteme, die insbesondere
Charakterisierungen von Mengen betreffen, die in einem Enume-
rationssystem innerhalb einer gemeinsamen rekursiven Schranke
enumeriert werden kdnnen, werden in einem Artikel in der "Zeit-
schrift fiir mathematische Logik und Grundlagen der Mathematik"
erscheinen.

Literatur

/1/ Blum, M., A machine-independent theory of the comp 2xity
of recursive functions, J. Assoc. Comp. Mach.,
a4 (1967), 332 - 336.

/2/ Bréov, Ju. L., Theorie der Numerierungen I/II, Zeitschr.
Math. Logik und Grundl. d. Math. 19/21 (1973/1975)
289 - 388/473 - 584,

/3/ Hecker, H. D., Zur Enumerationskomplexit&t von Funktions-
tabellen, Vortrag auf der Tagung "Diskrete Math. und
Anwendungen in der Math. Kybernmetik", Berlin 1977.

/4/ Helm, J., Meyer, A., Young, P.,, On orders of translations
and enumeratioms, Pacific J. Math., 46, 1 (1973),
185 - 195.

/5/ Lachlan, A. H., On standard classes of r.e.sets,
Zeitschr. Math. Logik und Grundl. d. Math. 10 (1964),
23 - 42, :

47



/6/ Young, P., Toward a theory of enumerations, J. Assoc.
Comp. Mach., Bd. 16 (1969), 328-341.

/1/ Malzew, A. I., Algorithmen und rekursive Funktionen,
DVAW Berlin, 1974.

eingegangen: 15.9.1978

Anschrift des Verfassers:

Dr. H.-D, Hecker
Ernst-Moritz-Arndt-Universitdt
Sektion Mathematik

DDR - 22 Greifswald

Jahnstr. 15 a



Rostock. Math. Kolloq. 10, 49 - 52 (1978)
Peter Heinrich

Zur Charakterisierung der Jordanschen Normalform der Adjazenz-

matrix eines gerichteten zyklenfreien Graphen

Sind A, B zwei n-relhige Matrizen, dann sind diese bekannt-
lich dhnlich genau dann, wenn sie die gleiche Jordansche Nor-
malform besitzen. Wdhlt man die zueinander &hnlichen Matrizen
A, B speziell als Adjazenzmatrizen gerichteter Graphen G1, 62
(wir sagen dann, daB G1, 02 zueinander #hnlich sind), so ent-
steht sofort das folgende Problem: Welche gemeinsamen graphen-
theoretischen Eigenschaften besitzen G1 und G2, falls G1 und
G2 zueinander dhnlich sind? Solche Untersuchungen wurden vom
Verfasser durchgefiihrt; auf Grund der beschridnk. n Platzkapa-
zitdt soll hier nur das Ergebnis im Fall gerichteter zyklen-
freier Graphen genannt und an einem kleinen Beispiel veran-
schaulicht werden; auf Beweise muB dabei verzichtet werden.
Ist G ein gerichteter Graph, so soll G zyklenfrei heiBSen ge-
nau dann, wenn der aus G durch Vernachldssigung der Kanten-
orientierung jeder Kante von G entstehende ungerichtete Graph
kreisfrei ist und G selbst keine Schlingen enthdlt. “eiter
8011 ein gerichteter zyklenfreier Graph GN ein Normalformegraph
des Typs (v1....,vr) heiBen genau dann, wenn gilt:

T+ GN besitzt genau r Komponenten K1,...,Kr.

2. Jede Komponente von GN ist ein (gerichteter) Weg.

3. v, 1st die Ldnge des Weges Ky ; 1 = 1,...,r .

Ist GN ein Normalformgraph des Typs (v1,...,vr), 80 kbnnen
wir die (vi+1)-reihige Matrix




als Adjazenzmatrix von Ky auffassen (i = 1,...,r) und damit

die verallgemeinerte Diagonalmatrix N = (A1, Apyenes Ar) als

Adjazenzmatrix von GN.

Sei G ein beliebiger gerichteter zyklenfreier Graph. Unter

einem Weg-System W von G der Lénge 1 verstehen wir ein System

von Wegen Wy ,...,W, von G mit folgenden Eigenschaften:

1. WaseeesWg gind paarweise knotenfremd.

2. 1= 1(w1) + l(wz) + cee + l(ws), wobei l(wi) die Liénge des
Weges w; in G ist (1L = 1,0..48).

Wir wollen uns nun unserer Problemstellung zuwenden. Sei G
ein gerichteter zyklenfreier Graph mit n * 1 Knoten. Damn gilt
folgender

Satz: Sei 1me die Linge eines Weg-Systems grtBter Linge in G,
ko die Minimalzahl von Komponenten, die ein System der Lidnge
lax in G besitzt und 11""'1k°-1 die Maximalléngen eines

Weg~Systems von G mit 1,...,k°-1 Komponenten. Dann ist die
Adjazenzmatrix des Normalformgraphen GN des Typs (v1,...,vr)
die Jordansche Normalform der Adjazenzmatrix von G genau dann,

wenn gilt:

fer=n - lmax

2. vy = 11

3.vy = 1 - 1504 fir 1= 2,...,k -1
4 Vi = lpax = 1k -1

5. vy = 0 fir 1= ko + Tgeeey?
Nun gilt auch die Umkehrung obigen Satzes in folgender Form:

Satz: Ist G ein gerichteter zyklenfreler Graph mit n Knoten
und N die Jordansche Normalform der Adjazenzmatrix von G (da-
bei s0ll N als obere Dreiecksmatrix geschrieben sein), so
gilt:

1. N ist Adjazenzmatrix eines Normalformgraphen GHN.

2. Hat GN den Typ (v1,...,vr) und ist dabei die Numerierung
der vy 80 gewdhlt, daB8 v, H] vy a
=V, = 0, so gilt:

a) Die gr¥Bte Linge eines Weg-Systems in G ist lgg =0T .

ces X Vk°> Vk°+ 1 B ae0 =
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b) Die Ninimalzahl von Komponenten, die ein Weg-System der
Lange 1max in G besitzt, ist ko .

c) Die Maximallénge lt’ die ein System mit t Komponenten flr
t = 1....,k°-1 in G besitzt, ist 1t BV b eee Ve, d.h.
11 =V, 1t = vy + 1t—1 fir t = 1,...,k°-1 "

Beide Siétze zusammen 1ldsen damit in unserem Spezialfall das

Problem vollstandig.

Beispiel: Sei G der folgende Graph:

iomm—

Man erkennt sofort: liox = 3, ko =2, 11 = 2 . Dann ist
vi=2,v=1,rs= 3, v, = O. Damit ist die Adjazenzmatrix
des Normalformgraphen GN vom Typ (2,1,0), also die Matrix

001 00 O
000 00 O

000 01 0 |’
000 00 0

000 00 ©

010 00 O\

die gesuchte Jordansche Normalform.

Umgekehrt hat jeder gerichtete zyklenfreie Graph, dessen Adja-
zenzmatrix gerade N als Jordansche Normalform besitzt, die
charakteristischen GrbSen 1max = 3, ko = 2 und 11 = 2 und der
Graph GN vom Typ (2,1,0) ist ein besonders einfacher Repri-
Sentant in der Klasse aller zu obigem G &hnlichen Graphen.
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Rostock. Math. Kolloq. 10, 53 - 62 (1978)
Albrecht Hiibler, Reinhard Klette, Rolf Lindner

Elementare Operationen auf Bindrbildern

Ein aktuelles Kernproblem bei der Schaffung schneller digi-
taler Bildinterpretationssysteme ist die Entwicklung parallel
arbeitender Prozessoren fiir Transformationen diskreter Bilder.
Ergebnisse erster Erkundungssysteme zur Parallelarbeit, wie
etwa die Computer der ILLIAC~Reihe, STARAN oder TSE-Computer,
haben zu einer beschleunigten Hardware- und Software-Entwick-
lung auf dem Gebiet der Parallelabarbeitung gefiihrt. In der
voriiegenden Arbeit werden, Definitionen und Ergebnisse aus
/2/, /3/, /4/, /5/ referierend, parallele Operationen auf
Bindirbildern diskutiert.

Die Punkte eines gleichmiBigen, orthogonalen dxd-Rasters sind
entweder schwarz (Code O, Untergrundpunkt) oder weiB (Code 1,
Objektpunkt) gefirbt. Es sei

Bi={x={(xl1grace® VrVs(x,efo,1])

die Klasse aller Bindirbilder . Pir x aus B be-
zeichnet Xpg oder x(r,s) die Firbung von x im Punkt (r,s).
Wir vereinbaren Xpg = 0 , falls (r,s) ein Punkt auSerhalb
des dxd-Rasters ist. Die B i ldgrd8e d sei fixiert;
fir ein gewisses e*» 2 sei d = 2°. Gegenwiirtig sind Bildgr8B8en
d = 2° mit S=e<8 von besonderem praktischen Interesse. Mir
diese BildgruBen erreichten Laborsysteme zur parallelen Ver-
arbeitung von Bindrbildern gegenliber sequentiell arbeitenden
Systemen wesentliche Beschleunigungen bei der Ausfiihrung wvon
Binidrbildtransformationen /8/.

Ein Bindrbild x heiBt U n terbild eines Bindrbildes
y (x$ y), falls stets Xpg= Yrg erflillt ist. Diese Relation de-
finiert auf B eine BOOLEsche Algebra. Es sei et(x,y) :=
inf{x,y] und vel(x,y) := sup {x,y} . Das Komplement von x in
[Q,s] sei mit non(x) bezeichnet. Die Funktionen et,vel,non
(kurz A, v, ~ ) sind erste Beispiele BOOLEscher Operatoren auf
B.
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1. Operatoren

Es sei F die Klasse aller Operatoren auf B; ein Operator
feF nJ) pildet eindeutig von B in B ab. Durch elementare
Betrachtungen bestimmt man die Midchtigkeit von F(n) zu

2
2.2n.d

card

_E(-n) = 2 , filr n20.

Die Klasse BOOL := [{non,et,vel}] aller BOOLEschen Operatoren
auf B ist echt in F enthalten; es gilt

n
cara BOOL¢™) = 22 | sir nao.

Die alleinige Verwendung BOOLEscher Operatoren ist fiir die an-
stehenden Aufgaben der Bildverarbeitung unzureichend. Fiir die
Bearbeitung vielfdltigster Aufgabenstellungen der digitalen
Bildverarbeitung ist die Anwendung gewisser geometrischer Ope-
ratoren erforderlich.

Verschiebungen: Die Operatoren slr, sll, slu, sld €g(1) bewir-
ken die Verschiebung eines Binirtldes um je eine Spalte oder
Zeile nach rechts, links, oben oder unten. Die aus dem dxd-Ra-
ster herausgeschobenen Spalten oder Zeilen werden vergessen,
die frei werdenden Spalten oder Zeilen sind jeweils schwarz
gefdrbt. Es ist zum Beispiel

slr(x)(r,s):=if 1¢r<d and 2€e<d then xfr,s-1) else O fi .

Es sei SLD := {elr,sll,slu,s1d}* die Klasse aller Mehrfach-
verschiebungen. 1

Satz 1: /4, Hiibler, Klette/ card SLD = (% FEIN % a2 4+ % a2 .

Zyklische Verschiebungen: Mit cyr, cyl, cyu, cyd bezeichnen
wir zyklische Verschiebungen um jeweils eine Spalte oder Zeile
nach rechts, links, oben oder unten. Die herausgeschobenen
Spaltien oder Zeilen werden fir die auf der Gegenseite frei

werdende Spalte oder Zeile wieder hereingeschoben. Es gilt
gum Beispiel

cyr(x)}(r,8):=if s=1 then x(r,d) else slr(x)(r,s) f£i .

1 A% := A" - {1}, wobeil A das leere Wort bezeichnet.
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Es gei CYC := {cyr,cyl,cyu,cyd}* die Klasse aller zyklischen
Verschiebungsoperatoren.

Satz 2: /4/ card CYC = 42 .

Drehungen: Der Operator rot bezeichnet die Drehung eines Bi-
nérbildes um 90° im mathematisch positiven Sinn, rot(x)(r,s) =
x(d-s+1,r). Dann ist ROT := {rot}* = {1d,rot,rot2,rot3}.

Invertierungen: Durch die vertikale Invertierung ver (horison-
tale Invertierung hor) werden Bindrbilder spaltenweise (zeilen-
weige) invertiert. Es gilt ver(x)(r,s) = x(r,d-s+1) und
hor(x)(r,s) = x(d-r+1,s). Die Spiegelung dia(x)(r,s) := x(s,r)
eineg Bindrbildes an der Hauptdiagonalen entspricht der Matri-
Zentransposition. Es seil IRV := {ver.hor,d:la}"’ die Menge al-
ler mehrfachen Invertierungen. Diese Operatorenklasse besteht
aus genau acht Operatoren: id, ver, hor, dia, rot, rotz, ro‘l:3
und rot.hor .

YergriBerungen und Verkleinerungen: Der VergriSerungsoperator
Mag vergriSert die Firbung der Bildmitte {(r,s) : § +1%5r,s
= unter Beibehaltung der Pidrbungsstruktur auf das gesamte
dxd-Raster. Die PFhrbung eines Bildpunkies der Bildmitte wird
hierbei auf je vier Bildpunkte abgebildet. Der Verkleinerungs-
Operator dmg bildet die Fiérbung des dxd-Rasters auf die Bild-
mitte ab; ein Rasterpunkt wird genau dann weiB gefirbt, falls
Yon den vier entsprechenden Urbildpunkten mindestens zwei weiS
8efirbt sind. AuSerhalb der Bildmitte ist ein Bindrbild dmg(x)
8tets schwarz gefirbt. Fir die Klasse MDM := {mag,dmg}"' aller
TWehrfachen VergriSerungen/Verkleinerungen gilt (Es ist e =
10g2d ).

Savg 3: /4/ cardmml-%e + %ea + %e3 ‘

ch °met_riscge Operatoren: GEO := {slr,all,slu,sld,cyr,cyl.cyu.
°’dorot.ver,hor,dia,mg,dmg}* = {slr,oyr,rot.ver.mag.dmg}"’ be-
teichnet die Klasse aller geometrischen Operatoren {iber B. Bs
let opo & g(ﬂ und GEO NBOOL = iko,id}; die Operatoren non und
k1 aus BOOL(1) sind keine geometrIschen Operatoren. Verschie-
Ungen und zyklische Verschiebungen um 2® , O%m%e, Zeilen
Oder Spalten (slr 2™(x),cyr 2%(x),...) sowie die Operatoren
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rot, ver, hor, dia, mag und dmg werden elementare
geometrische Operatoren genannt. Die Menge OP bestehe aus ge-
nau allen elementaren geometrischen Operatoren sowie den
BOOLEschen Operatoren non, et, vel. Die Operatoren der Menge
OP werden als Elementaroperationen eines parallel arbeiten-
den Bildcomputers betrachtet; ihre Hardware-Realisierung ist
abgesichert /8/.

2. Lokale Operatoren

Die Realisierung vieler fiir die Bildverarbeitung interessan-
ter Transformationen (Konturbestimmung, Entstdrung u.d.m.)
entspricht der Ausfilhrung einer lokalen Operation /1/. Der
Wert eines lokalen Operators in einem Punkt (r,s) ist aus-
schlieBlich von der Fiarbung in einer (flir den jeweiligen Ope-
rator fixierten) Umgebung des Punktes (r,s) abhiingig. Wir be-
trachten lokale Operatoren, deren Werte durch eine Jjeweils
fixierte BOOLEsche Funktion gebildet werden.

Ein n-stelliger Operator f heiBe im Sinne von /5/ genau dann
lokaler Operator der Ordnung m
(mx0), falls eine Umgebung V und eine BOOLEsche Funktion f£'
existieren, die folgenden Forderungen geniigen:

1. ¥ = Rr1,31),(r2,52),...,(rm,sm3 ;

2. £ :{0,1} ™% > {0,1} ;

3. flir 1< r,e £ 4 ist f(x1,x2,...,xn)(r,s) = f'(x1(r+r1,
s+s1).x1(r+r2,a+32),...,x1(r+rm,s+sm),xa(r+r1,e+s1),x2(r+r2,
s+52)....,xn€r+rm,s+sm)). Fiir Punkte (r,s) auBerhaldb des
dxd-Rasters ist f(x1,xa,...,xn)(r.s) = 0.

Wir sagen, daB der Operator f durch die Umgebung V und die
BOOLEsche Funktion £' erzeugt wird und schreiben f = (f£',V) .
Pir m20 gei LOCm die Klasse aller lokalen Operatoren der Ord-
nung m. Die Klasse BOOL ist zum Beispiel in LOC1 enthalten.
Dexr nicht in BOOL liegende Operator slr ist gemd#B slr = J(id,
[¢0,-1)]> aus LOC,. Der Operator cyr = (vel,[(o,d-1).(0,-1ﬂ)
liegt in L002 und nicht in LOC1. Es sei LOC := E/o Loc,

m

56



die Klasse aller lokalen Operatoren ilber B.

. 2
Satz_4: /4/ (1) Fu:g m<(2d-1)° gilt LOC cLOC,, ,
(ii) Fir m2>(2d-1)° ist bereits Loc, = LOC.
(iii) Die Klasse LOC ist echt in der Klasse F aller Operatoren
enthalten; es gilt zum Beispiel

2
card 1oct") = cara p¢1Y/ (a-1).203D% (a.2%as1)

3. Programme zur Parallelverarbeitung von Bindrbildern

Als Bildcomputer wird eine Maschine mit direktem Zugriff ver-
wendet; der Speicher besteht aus Registern des Vektor-, Index-
und Matrixtyps. Dieser Bildcomputer stellt ein Hybrid-System
einer Vektormaschine /6/ mit einer Matrixmaschine /3/ dar. Es
bezeichnen a,b,c stets Vektorregister, i,j,k stets Indexregi-
ster und x,y,z stets Matrixregister. Die Register konnen indi-
2ziert sein; es mtgen im Speicher potentiell unendlich viele
Register jedes Typs bereitstehen. In den Vektorregistern steh
Jjeweilsm ein Vektor aus {O,1}d. Der Wert <a) eines Vektorregi-
8ters ist jeweils diejenige natiirliche Zahl n, deren Dualdar-
stellung von rechts nach links geschrieben in a momentan ge-
speichert ist. Folglich gilt immer <a) £ 2d—1. Indexregister
speichern je einen Vektor aus 0 v 0*10° der Lénge e+1. Nithin
ist gtets <1> = O oder <i) = 2%, mit O<m<e. In den Matrix-
registern steht jeweils ein Bin#drbild. Speichert ein MNatrix-
register x ein gewisses Bindrbild w, so stehen in der untersten
Zeile von x die Werte wd 1,wd 2,....wd a in dieser Anordnung.
Als Ein- oder Ausgaberegister konnen Vektor- oder Matrixregi-
8ter Verwendung finden., Alle nicht als Eingaberegister verwen-
deten Register sind zu Beginn einer Berechnung mit O geladen.

Elementare Instruktionen

int a = n; int i = Zm; Konstantenzuweisungen;
dmage x = w;

8i=b; 1:=j; x:=y; direkte Zuweisungen;

ai=x; unterste Zeile von x wird in

a libertragen;
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xXi=a3 a wird in die unterste
Zeile von x iibernommen,
Rest von x ist gleich O;

a:=b; aiabac; as=bve; as=glr i(b); Verschiebungen um 4

as=sll 1(b); Bits nach rechts/links;

1:aslr(j); 1:=811(3); Verschiebungen um je ein
Bit nach rechts/links;

x:.-op1(fy); x:-opz(y,z); op1,0p260P, Verschiebungs-

distanzen werden durch In-
dexregister angegeben;

Die Zeit einer Berechnung ist die Anzahl der suszufiihrenden
elementaren Instruktionen plus die Anzahl der auszufithrenden

Elementaren Testinstruktionen

if a=0 then ...; if a0 then ...; if 1=0 then ...; if if0
then ...:

Die Ausfilhrung von Tests if x=0 then ...; oder if x#0 then
benBtigt jeweils e Zeiteinheiten (vgl. /8/).

Der Raum einer Berechnung ist die Anzahl der Bits jeaner Re-
gister, die wihrend der Berechnung aktiv verwendet werden.
Der Bildcomputer berechnet gemiB einem eingegebenen Programm
gewisse Funktionen f£: ¥™1 x B™1 —> ¥"2 xB™2 , wobei ¥ :=
10,1} sei. Eine durch den Bildcomputer berechnete Funktion
fliegiinder Kompliziertheitsklasse
o¢r(a)) - OP' - 0(5(d)), falls £ durch alleinige Verwendung
von Operationen aus OP' S OP und beliebigen Operationen auf
Vektor- oder Indexregistern in einer Zeit 0(T(d4)) und gleich-
zeitig im Raum 0(S(d)) berechnet wird.

Beispiel: Es sei eine gewisse Funktion dup : ¥ —> B zu be-

rechnen; im Bindrbild dup(a) stehe in jeder Zeile der Inhalt

des Vektorregisters a. Folgendes Programm realisiert diese

Berechnung /4/:

begin vector a; index i; image y,z; read a; int i=1; y:=a;
M: if i=0 ten print y elge z:=slu i(y); y:=Yvz;

ol 1:2811(1); goto M fi;

58



Diesem Programm zufolge liegt die Funktion dup in der Kompli-
ziertheitsklasse O(e) - {vel,slu i} - 0(a?).

Satz 5: /4/, /5/ Die Operatorenklasse 1oc{!) ist enthalten in
der Klasse O(ma.x{m-e,2m/m})-{non,et,slr, i,ell i,slu 1,sld i}~
0(m-d?).

PFiir konkrete lokale Operatoren ist die Zeitabschédtzung dieses
Satzes oftmals bedeutend zu verbessern. Wir betrachten ein
wichtiges Beispiel, die

Konturbestimmung: In einem Biniérbild seien gewlisse Figuren
abgebildet, deren Konturbild bestimmt werdem soll. Die Kon-
turbestimmung kann zu den Standardaufgaben der Bildverarbei-
tung gezidhlt werden, da eine Reihe weiterer Primirmerkmale
(zum Beispiel der Umfang der Figuren) in enger Beziehung zur
Kontur stehen. - Durch h(x)(r,s) := x(r,s+1) + x(r,s-1) +
x(r+1,8) + x(r-1,s) wird die Summe der Helligkeitawerte in
der 4-Nachbarschaft eines Punktes (r,s) beziiglich eines Binir-
bildes x bestimmt. Im Sinne von /7/ sei
kontur(x)(r,s) := ié ’ ::111::."(1‘:5)'1 & h(x)(r,s) <3

Der Operator kontur : B —> B ist aus 10C5 und Satz 5 zufolge
in einer Zeit O(e) auf dem Bildcomputer zu realisieren. Durch
eine direkte Analyse des Operators kontur erhidlt man demgegen~
lber die Moglichkeit einer Realisierung in konstanter (!)
Zeit 0(1). Das folgende einfache Programm berechnet den Ope-
rator kontur /2/:
le_m image x,y,z; read x; y:=8lr(x); z:=xAy; a:=sll(x),

2=z AYy; y:=slu(x); z:=z Ay; y:=8ld(x); z:=zAy;

2:=2; y:=z AX; print y

end ;
Der Operator kontur liegt demzwfolge bereits in der Kompli-
Zilertheitsklasse O(1 )-{non,ot,slr,sll,slu,sld}-ocdz) .

Die Konturbestimmung im Sinne obiger Definition (erweiterte
Verfahren sind zum Beispiel fiir die Ausgabe gewisser Kontur-
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koordinaten anzugeben) wiirde auf einem streng sequentiell
arbeitenden System eine Zeit O(dz) erfordern. Der Beschleu-
nigungsfaktor einer Realisierung auf dem dargelegten Compu-
termodell gegeniiber einer Realisierung auf sequentiell arbei-
tenden Systemen ist vom Grad der jeweiligen Parallelisie-
rungsméglichkeiten abhiéngig. Eine Aufgabe mit einem gegeniiber
der Konturbestimmung geringeren Beschleunigungsfaktor isf die

Bestimmung minimaler weiBSer Pfade: Der zu realisierende Opera-
tor wpath : B — B soll folgendes leisten:

1. Existieren in x weifle Pfade von der ersten zur d-ten Spalte,
so sind in wpati(x) alle derartigen Pfade minimaler Linge weifB
gefiérbt; in der ersten und d-ten Spalte von wpath(x) sind gensu
die Ein- und Ausgénge dieser Pfade weiB gefdrbt.

2. Existiert in x kein solcher weiBer Pfad von links nach
rechts, se ist wpath(x) = 0.

Die Liéinge derartiger weifSler Pfade ist durch %(d-1)+2 nach oben
beschrédnkt. - Wir beschreiben den zur Realisierung von wpath
in /2/ angegebenen Lisungsweg: Im Bindérbild mask sei die erste
Spalte weiB und die restlichen Spalten seien schwarz. liittels
x Amask werden in x die potentiellen Pfadanfidnge ausgeblendet.
Unter Verwendung der Operatoren slr,sll,slu,sld,et und vel
verfolgen wir schrittweise und parallel alle mdglichen Fort-
setzungen dieser weiBen Pfadanfénge. Dabei wird jeweils ein
Test ausgefiihrt, ob eine dieser Fortsetzungen (oder mehrere
gleichzeitig) bereits die d-te Spalte erreicht hat. Dieser
Test ist bei Verwendung von mask,rot,et und einem Null-Test
fiir ein Vektorregister in konstanter Zeit auszufiihren. F&dllt
dieser Test zum ersten Mal positiv aus, so haben wir in der
d-ten Spalte genau alle Ausginge der gesuchten minimalen Pfade
markiert. Wir filhren das geschilderte Verfahren auf dem derart
bereits reduzierten Bild ein zweites Mal durch, diesmal in der
d-ten Spalte beginnend, und erhalten beim erstmaligen Erreichen
der ersten Spalte die Markierung aller Eingidnge der gesuchten
minimalen Pfade. STOP. Piihrt das geschilderte Verfahren beim
ersten Durchlauf von links nach rechts nach %(d-1)+2 Schritten
zu keinem positiven Resultat (d-te Spalte erreicht), so wird

60



O ausgegeben. STOP. Der Bildcomputer benttigt derart fiir die
Realisierung des beschriebenen Operators wpath hdchstens
O(dz) Schritte. Der Algorithmus verwendet dabei einen Raum
aus O(dz); vier Matrixregister und ein Vektorregister sind
ausreichend. Ein sequentiell arbeitendes System wiirde bei
einer Realisierung des Operators wpath auf Grund der notwen-
digen Wegléngenvergleiche der verschiedenen Pfade flir gewisse
Bindrbilder mindestens O(dj) Schritte bendtigen.

4. Berechenbarkeit und Realisierbarkeit

Das Operationensystem des Bildcomputers ist reichhaltig genug,
jede Abbildung f : ¥™1 x B™1 — ¥"2 x B™2 zu berechnen. (Eine
prinzipiell andere Fragestellung ist dagegen, nach der Bere-
chenbarkeit bei variabler BildgroBe zu fragen.) Fir die be-
sonders interessierende Abbildungsklasse F aller Operatoren
auf B gilt

Satz 6: (Hiibler/Klette) Jeder n-stellige Opergtor, n=>1, liegt
bereits in der Kompliziertheitsklasse o((224 +log d)/n) -
{non, et,slr 1,sll i,slu i,sld i} - O(n-a%).

Zum Bewels dieses Satzes wurden n-stellige Operatoren durch
lineare Programme dargestellt. Als eine Folgerung dieses Be-~
weises ist die Beziehung

Fa= Hnon.et,elr,sll,slu,sldﬂ

herzuleiten. Eine einfache Basis fiir F ist zum Beispiel die
Operatorenmenge {non,et,slr,rotj}.

Das im Beweis von Satz 6 vorzunehmende vollsténdige Aufspal-
ten der Bin#irbildzuordnungen ohne jede Redundanzzusammenfag-
sung fiihrt bereits fiir kleine BildgrtBen d zu praktisch nicht
zu bewdltigenden Speicherplatz- und Rechenzeitbediirfnissen.
Ein Verzicht auf vollstidndiges Aufspalten baut auf der Kennt-
nig iiber gewisse Redundanzeigenschaften einer Abbildung auf;
die Zusammenfassung von Situationen filihrt zu einem Programm
2ur Berechnung einer Abbildung, das ein vollsténdiges Aufspal-
ten iiberfliissig macht. Je besser eine solche Zusammenfassung
gelingt, um so eher kann die betrachtete Abbildung als
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realisilierbar angenommen werden. Es wire bereits
von Interesse, die Klasse aller in polynomialer Zeit reali-
gierbaren Operatoren nidher zu charekterisieren.
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Rostock. Math. Kollogq. 10, 63 - 69 (1978)
Klaus P. Jantke

Universal Methods for Identification of Total Recursive

Functions

Introduction

The current work is built upon the fundamental results in the
theory of inductive inference, developed by Gold, Barzdin and
others. The basic idea of this mathematical theory is the well
known black box situation: Given a black box with a total re-
cursive function inside. We are allowed to experiment on the
black box, that means we are able to put natural numbers x in
the black box, the function f inside produces the values f(x)
and the black box returns these values. The intention is to
guess the unknown function inside in a recursive way.

Let be given an unknown total recursive function f. Provided
that we can look step by step at the sequence £(0),f£(1),...,
the intention 1s to guess this function after some finite time
using only the given sequence. As descriptions of recursive
functions we use GSdelnumbers with respect to a fixed Gidel-

numbering @.
We give now an exact definition using the following notation:

P and R denote the class of all partial recursive respectively
total recursive functions. For any total recursive function f
and any natural number n f[n] denotes a code of the finite
sequence £(0),...,f(n).

Definition 1: A class U of total recursive functions is said
to be identifiable in the 1limit

4£f There is a function F & P such that for all f < U holds:
(1) For all natucal numbers n F(f(n]) is defined.

(2) L(£) := 1im F(£(n]) exists.

(3) %(f) = £,
GN denotes the set of all function classes U identifiable in
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the limit.

A recursive function F in the sense of definition 1 is said to
be a strategy for (the identification of) U.

As introduction we want to regard three different approaches
to the subject of this paper.

(1) It is a well known general mathematical question, having
a set of single solvable problems, to construct an universal
algorithm solving all of these problems in the case, that the
algorithm "knows", what problem have been given. Our sipngle
problems described below are function classes identifiable in
the limit.

(2) As an inner question in the theory of inductive inference
i1t is interesting to explain, what kind of partial recursive
functions are the mysterious stratégies mentoined in the defi-
nition 1.

(3) In the theory of automatic program synthesis one approach
consists in constructing programs from lists of behavior exam-
ples (another approach in the program construction using a
system of example computations or computation traces covering
a realization of the guessed program), Because it is, in fact,
doubtfull that an user has exactly one and only one fixed tar-
get program, in real programming problems there is a set of
programs suitable as solutions. Therefore following this idea
a single programming problem defines a special function class
({dentifieble in the 1limit). Because a theory of automatic pro-
gramming is senseless for only a single problem, the question
is to find algoritlms solving many those problems. That is the
question to identify all function classes of a certain family
in GN,

Summarizing the mentoined approaches the subject of our cur-
rent work is to define and to study functions of two variables
as universal identification algorithms in the following sense:
If a fixed description of a function class identifiable in the
limit is given as the first argument, the resulting function
of one variable is a strategy for the described class.



Descriptions of function classes

In almost all publications in inductive inference or automatic
synthesis of programs the regarded classes of total recursive
functions are assumed to be effectively'enumerabls. Ag finite
descriptions of those effectively enumerable classes we use
Gbdelnumbers of total recursive functions enumerating these
classes. Therefore we define:

Definition 2: A class U of total recursive functions 1s said
to be effectively enumerable

iff There is a total recursive function h such that

U e {@h(i)/ i=1.2,.-. & R

NUM is the set of all effectively enumerable classes in R.
INUM is the set of all Gddelnumbers of enumerations h in the
definition above.

For all i € Iy, U, denotes the class %Phii)/ i=1,2,...}.

It is well known that NUM is a proper subset of GN (see /1/).
Therefore we need a generalization of definition 2 to describe
function classes identifjiable in the limit but not effectively
enumergble.

Definition 3: For 8ll U € GN a number i is said to be a possi-
ble description of U

iff h = ¢ € Rand Ucigyyy/ 1=1,2,...} NR .

For any natural number i U; denotes the class %ph(i)/1'1"'}
AR. Igy := {8/ Uy € GN}.

Firstly we give a trivial result to motivate our later defini-
tion of strategic operators.

Theorem 1: There is & partiasl recursive function F% of 2 va-
riables such that for all i € Iy AzF%(1i,2) is a strategy
for U;.
Proof: This theorem is trivial, because the well known method
of identificatioa by enumeration (see /9/) can be choosen as

F®_ We will define it precisely:
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Pyl J((‘Pq,i(j) [0}=£[n]))

PR, 2] 1= o4 defined, if there is a number j such
that for all j' £ j holds

£ d there i

y:‘h(d,)[n];‘ [0 an ere is

a number J' € j and m € n,
where %‘1(\3 i )[m] not defined.

It is clear that F* is a partial recursive function and the
domain of AzP¥(1,2) is infinite if and only if 1 € Iyp.

It is quite clear that for any i € Iy, AzF'(i,z) is a re-
cursion-theoretic formalizatiéen of the identification by enu-
meration in u1 enumerated by Py - This completes the proof.

Strategic operators

In the paper /7/ of Podnieks "strategic operators" are defined
as speclial Turingmachines for prediction only in effectively
enumerable function classes. We will use this name in a more
goeneral case to denote universal recursive identification
methods.

Definition 4: Let I be an arbitrary set of natural numbers and
F ie any partial recursive function. Assume that I € I.

F 18 said to be a strategic operator on I

Aff Por all 1 € I F is a atrategy for Uj.

The funotion F® defined in the proof of theorem 1 is such a
strategic operator on INUH' The next natural question here is,
whether there exists a strategic operator on IGN or not. We
give an answer:

Theorem 2: There is no strategic operator on the set of all
numbers 1 in IGN with Ui contains exactly one element.

Sketch of proof: For an exact proof see /6/. The undecidabili-
ty of the halting problem is the key reason that this theorem
holds. Let us suppose that any partial recursive function F
of 2 variables is presented. Using the fixed point theorem
for total recursive functions (see /8/) it is possible to
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construct those enumerations of function classes containing
exactly one element that F ig unable to decide, whether the
first enumerated function is total recursive or not. This
conatruction is dependend of F in a recursive way.

ks a simple conclusion of our theorem 2 we see, that there is
no strategic operator on IGN' Is there at least a' strategic
operator on a sufficiently large description set containing
description of all function classes identifiable in the 1imit?
The next theorem will give a positive answer. Furthermore it
can be constructed a strategic operator being a proper ex-
tengion of the identification by enumeration method.

Iheorem 3: There is a description set ISIGN and a function F
of 2 variables such that
(1) I is recursive.
(2) INIyy =0
(3) For all U € GN there is an 1 ¢ I with U & Uy.
(4) Fis a strategic operator on IlJINUM.
(5) B/ = F"
NUM

Sketch of proof: The fundamental steps to prove this theorem
are the following: AlY partial recursive functions can be re-
garded as identification strategies. There are recursive pro-
cedures (see /10/, /11/) to construct for all partisl recur-
sive functions F an enumeration of a function class contai-
ning all total recursive functions identifiable by F, Further-
more all these enumerations can be extended to enumerate at
least one proper partial recursive function. Ingtead of
constructing those enumerations, we are able to compute Gbdel-
numbers in such a way, that the resulting set of all descrip-
tions obtained from a strategy is recursive. Suppose that I
have been constructed. F will be defined step by step as a
parallel procedure in the first computation testing whether

1 is an element of I or not and in the second computation
trying to realize the principle of identification by enumera-
tion on @;.
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In /6/ a stronger conception of strategic operators is formu-
lated. Theorems being analogous to the theerems in our cur-
rent work are proved there.
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Rostock. Math. Kolloq. 10, 71 - 81 (1978)
Immo G. Kermer

Diskrete Arithmetik

Anwendern von Computern ist bestens bekannt, daB die dabei
gultige Arithmetik sich durchaus von der in der Analysis

(auch in der Numerischen Mathematik) benutzten und begriinde-
ten unterscheidet. Der Grund dafiir liegt in der Tatsache, daB
man in der Analysis - und allen darauf beruhenden oder dawvon
abgeleiteten Teilen der Mathematik - das Kontinuum der reel-
len Zahlen verwendet, wihrend man sich auf Computern mit einem
endlichen und diskreten Zahlraum, einem Teilraum der ratio-
nalen Zahlen begniligen muB. Von algebraischer Sicht kann die-
ser Raum nicht durch Ubliche Strukturen (z.B als linear geord-
neter Korper mit den fiir reelle Zahlen geltenden Vertr#glich-
keitseigenschaften gwischen der algebraischen Struktur und

der Ordnungsstruktur) beschrieben werden. Bereits mit der
Addition als Verknmiipfung liegt schon keine Halbgruppe wvor, da
das Assogziativgesetz nicht allgemein erfiillt ist. Man bend-
tigt also weiter entwickelte mathematische Strukturen, um die
reale Computerarithmetik algebraisch zu erfassen.

Ragterstruktur und Rundung

Gefiihrt von der Praxis oder den realen Verhédltnissen in exi-

stierenden Computern geht man von einer Menge R in liblicher

Z2ahldarstellung, meist Gleitkomma und Skalierungsfaktor, aus.

Rir das kartesische Produkt R x R als Operandenmenge einer

dyadischen Operation liegt kein gweidimensionales Kontinuum

vor, sondern ein "Raster", welches jedoch einige GesgetzmiiBig-

keiten beinhaltet. Das Ausfilhren einer Operation

1. ist nicht untjschrénkt mSglich (Uberlauf)

2. liefert durch Rundung i.a. einen Rasterpunkt, der nicht
dquivalent ist mit dem im Kontinuum gewonnenen Resultat-
punkt.
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Es gibt dagu bereits eine zahlreich gewordene Literatur.

Aus ihr entnimmt man /1/, /2/:

Definition eines Rasters:

Es sei {M, £] eine halbgeordnete Menge, L(a) und U(a) mit

a €M seien die Mengen der unteren (lower) und oberen (upper)
Schranken fiir ein Element a. Eine Teilmenge R & M heiBt "un-
teres oder oberes Raster" von {M, £}, wenn

Va(acM, L(a)nR # @)
Va 3 xVb(aeM, xeL(a)nR, beL(a)nR, b £ x)

bzw. entsprechend
Va(ae M, U(a)NR # @)
Va 3xV¥b(acM, xeU(a)nR, bEU(a)nR, x & b)

erfiillt ist.

D.h.,die Mengen L(a)N R haben jeweils ein gréBtes und die Men-
gen U(a)n R haben jeweils ein kleinstes Element. Die erste
Forderung macht deutlich, da8 es zum Computerzahlraum noch
immer Differenzen gibt. Denkt man bei M an das Kontinuum reel-
ler Zashlen und bei R an den Computerzahlenraum, so ist die
Forderung nicht fir alle a erfiillt. Sie ist allerdings erfiillt,
wenn M ein solcher Teilraum des reellen Zahlraumes ist, so daB
die minimalen und maximalen Elemente von M und R sich jeweils
decken.

Ist R sowohl unteres als auch oberes Raster von M, so heiBt

es "R ist Raster von M". Der Ubergang von M zu R wird durch
die Abbildung "Rundung" erreicht.

Definition der Rundung:

Es sel iM, 6} eine (halb-) geordnete Menge und R dazu ein Ra-
ster. Die Abbildung r : M —> R heiBt "Rundung von M in R",
wenn gilt

Va,b(a,beM, a € b — ra € rb) (monoton).

Dabei sei diese speziell mit

Ya(a€R, ra = a) (optimal),
Va(ae M, ra € a) (nach unten gerichtet),
Yalac M, a % ra) (nach oben gerichtet).
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Mit diesen Hilfsmitteln erkennt man diejenigen Eigenschaften
der iiblichen ZahlkSrper, die beim Ubergang zum Ragter erhal-
ten bleiben, die also "rundungsinvariant" gind. Axiomatisch
werden sie mit der Definition des Ringoids erfaBt.

Definition des Ringoids:
Eine nichtleere Menge R, in der zwei dyadische Operationen +
und x erkldrt sind, heift "Ringoid {R, +, x}", wenn die Axio-
me 1 bis 6 gelten
1. Y a,bla,b &R, a+b = b+a),
2. 3o Va(o,a &R, a+o = a),
3. JeVa(e,a€R, e 4 0, a8 x e = ¢ x a = a),
4. VYa(aeR, a x 0 =0 x & = 0),
5. IxVa,b(x,a,beR, X # &, X x X = e,
x *»(axb)=(x»a)*b=a x(x xb),
x x(a+b)=x*a +xxb),
6. Es gibt genau ein solches Element x.

Man erkennt die Forderung der Kommutativitét fiir die Additionm,
das Nullelement o, das Einselement e und die "negative Eins"
x. Lediglich fiir dieses wird die Assoziativitdt der Multipli-
kation und die Distributivitdt gefordert.
Ein Ringoid ist "geordnet", wenn es in R eine Ordnungsrela-
tion (=) gab und die Vertréglichkeiten 1 bis 3 erfiillt sind
1. Va,b,cfa,b,c€R, a € b=>a+c%b+c)
2. Vea,b,c(a,b,c€R, 0 € a<bAo<c
—>a xce€bxcAc xafc xb)

3. Piir x gilt auBer (5) auch noch

Va,b(a,b€ER, a € b= x b £ x x a).
In dieser Richtung wird von der Algebra in den letzten Jahren
zur Unterstiitzung der Entwicklung einer Strukturtheorie fiir
die Computerarithmetik gearbeitet. Es gelang,damit viele Er-
scheinungen des diskreten numerischen Rechnens zu erfassen
und erkliren. Einige bekannte und einige vielleicht auch den
Fachmann i{iberraschende Effekte der numerischen diskreten
Arithmetik seien hier mitgeteilt.
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In der Abb. 1 liegt ein Zahlenraster R fiir dreistellige Dual-
zahlen mit dem Exponentenbereich -2 € e € 1 zugrunde, d.h.
Gleitkommadarstellung. Das Bild zeigt die Menge R x R als
Operandenmenge flir die Addition. In einem solchen Zahlenra-
ster liegen anstelle der iiberabzéhlbar vielen Summen vom Wert
1,25 aus dem Kontinuum (alle auf einer Geraden) nur 9 Summen
dieses Wertes auf der Geraden und 22 weitere solche Summen
durch Rundung entstehen (in diesem Beispiel wird nur viermal
abgerundet, trotz symmetrischer Rundungsvorschrift bzgl. des
Kontinuums).

Ein konkretes Beispiel fiir die Verletzung des Assoziativge-
setzes der Addition 1st gegeben durch
(a+b)+c=2a+(b+c)
mit a = 0,100 + 21 = 1,000
b = 0,100 * 27 0,125
¢ = 0,100 * 272= 0,125, da im Raster der Abbildung (dual)
0,100 + 2' = 1,5 (dezimal) # 0,101 * 2% = 1,25 (desi-

entsteht. mal)

Auch mathematische Aussagen liber numerisches Rechnen, die auf
der Grundlage des Kontinuums getroffen wurden, verlieren ihre
Gliltigkeit beim Rechnen auf einem Raster.

Die Reihenentwicklung fiir e*

1+ %T + g + eee
ist bekanntlich bestdndig konvergent. Fiir negative x wird
daraus eine alternierende Reihe und der Abbruchfehler beim
numerischen Auswerten einer konvergenten alternierenden Reihe
ist kleiner als der Betrag des ersten vernachliissigten Glie-
des (Knopp "Unendliche Reihen"). Die praktische Anwendung
dieses bekannten Satzes liefert bei 10-stelligem Rechnen mit
der Genauigkeitsschranke 1078 aber



x alternierende . e Anzahl der

Reihe exakt |A] c1teder
- 1 3,6787944x10~1 3,6787944x10"' 1078 12
- 10  4,4802480x1077 4,5399929x1072 6x1077 41
- 11 1,7772109x10~° 1,6701700x10™% 1x107° 43
- 12 3,6000740x10~% 6,1442123x10~¢ 3x1076 46
- 13 4,7107T442x10°  2,2603294x10~6 2x1078 49
- 20 2,1825293x1073 2,0611536x10™7 2x10~3 69
-50 1,1589190x10'! 1,9287498x10722 2x10'! 151

Zwischen -4 und -5 wird erstmalig die mathematische Aussage
iiber das Fehlerverhalten nicht mehr bestdtigt. Bei -12 ist
keine Ziffer des Resultates mehr richtig. Bei -13 steigen dle
derte der alternierenden Reihe sogar wieder an und bei -50
wird ein Ergebnis geliefert, das um 33 GriSenordnungen falsch
ist.

Die algebraisch leicht prlfbaren Identitiiten
1 1 :
99 - 70 V?s-———%-w--s—_-_g
A “+ V@D
liefern bel 10-stelliger Rechnung

0,005050660000 0,005050633885 0,005050633890
Wird 5-stellig gerechnet, entsteht

0,0060000 0,0050507 0,0050508
und bei 3-stelliger Rechnung sogar
0,300 0,00506 0,00506

wobei der erste Wert um zwei GrdBenordnungen falsch wird und
gegeniiber dem zweiten und dritten den 30 000~fachen Fehler
zelgt.
Frage der Akzeptierbarkeit von Ergebnissen in der Numerischen
Mathematik:
Gegeben sei ein Gleichungssystem

2,2969 x, + 0,8648 x, = 0,8642

0,2161 x, + 0,1441 x, = 0,1440
Seine formale LYsung ist (bei 10-stelliger Rechnung)

x4 = 2 X, = -2
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und diese ist auch die exakte Lusung im Kontinuum. Wendet man
ein iteratives Verfahren an, so erhdlt man beim Defekt

-8
k) -10
o ]

10
die Niéherungsldsung
L (0,9911) .
-0,4870

Es muB angemerkt werden, daB das System mit der Determinante
10-8 schlecht konditioniert ist. Dieses Lusungsangebot ist
"weit" von der exakten Losung entfernt.
Die viel "niher" am exakten Wert liegenden

X, = 2,01

;2 = ~1,99
liefern den relativ "groBen" Defekt

- 0,022

und sind zu verwerfen. Dies stellt man heute auch ohne Kennt-

nis des exakten Wertes nach einem Kriterium von Prager-Ottli
fest (1964).



A
T4 £ I
3 T >

14
_2] + (Dérfler, Fischer
1976)

Abb. 2

Die exskte Lisung des Bystems ist durch (o) markiert. Eine
akzeptierbare Kiherungsldsung ist (+), da diese im Rundungs-
bereich liegt.

Der Punkt (4) ist als Ldsungsangebot zu verwerfen.

Wegen des Rundungsfehlers von 10"4 ist der Fehlerstreifen
stark vergrdBSert dargestellt.

Fragt man bei der AuflYsung eines linearen Gleichungssystems
Ax = b (A nichtsingulér) danach, wie gut eine berechnete Nihe-
rungslisung X 1st, so stiitzt man eich gewthnlich auf das Re-
siduum: r = b - AX, man kinnte aber, wenn die exakte Lisung

x bekannt ist, auch von dem Fehler e = x ~ X ausgehen.
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DaB die beiden Forderungen "kleines Residuum" oder "kleiner
Fehler" nicht gleichbedeutend sind, hat C. B. Moler (1969)
an einem schonen Beispiel gezeigt:

0,780 0,563 (0,217
A= , b= .
0,913 0,659 0,254

1 0
Exakte Losung: x =( 1) » r=>5-Ax = (0) -

Kleines Residuum, aber groSer Fehler:

_ 0,341 - 0,000001
X = , T=Db-AX, = :
-0,087 0

Kleiner Fehler, aber relativ groBes Residuum:

- 0,999 - 0,001243
X, = » r=>5 - Ax, = .
~-1,001 0,001572

Diese Unterschiede liegen natiirlich wieder an der schlechten
Kondition von A, denn es ist
( 659000 ~563000

-913000 780000
und solche Beispiele lassen sich leicht in grofler Zahl ange-
ben. Soweit also die Verh&dltnisse im Kontimium, wie sie die
numerische Mathematik mit Hilfe der Funktionalanalysis unter-
sucht.

Die Gitter- oder Rasterpunkte in einem praktisch, d.h. im Com~
puter, verwendeten Raster liegen keineswegs willkiirlich,
sondern folgen einer GesetzmidBigkeit. Diese sorgt zwar fiir
einen gewissen Zusammenhang mit Rechenresultaten im Kontinuum
aber wiederum auch fiir Abweichungen. Eine solche auch den
Fachmann iiberraschende Abweichung zeigt das folgende Beispiel
(Klatte, Ulrich 1977).

6

a1 ) , det (A) = 107°,

Die Vektoriteration

0,11 0,37) ( 3.4)
X $ = X +
n#d 0,96 0,03/ * \-3,6
hat im Kontinuum genau einen Fixpunkt, wie sich mit Hilfs-
mitteln der Funktionalanalysis nachweisen 1#B8t. Mit 10-stel-
liger Rechnung erhdlt man zundchst die Lisung des dquivalen-

ten Gleichungssystems
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0,89 £ 0,87 <42) 2 3,4
-0,96 x(1} 4 0,97 x(?) = _3,6

mit
(5.907473311)
X =
°  \2,135231317

und noch fiinfmaliges Iterieren ist ndtig, um den Fixpunkt
(bei 10-stelliger Rechnung)} zu erhalten.
(5.907473312)

2,135231320

Rechnet man jedoch in einem groben zweistelligen Raster, so
gibt es 11 (!) Pixpunkte und dazu 17 Rechenzyklen aus zwei
Werten. In der Abbildung 3 sind die Fixpunkte markiert und
keiner stimmt mit dem eben angegebenen iiberein.

Die diskrete Ragterarithmetik theoretisch, d.h. algebraisch,
zu untersuchen, ist eine Aufgabe wvon mtglicherweise groBerer
praktischer Tragweite. AuBerdem sind gréBere experimentelle
arithmetische Arbeiten notig, um "Material"™ zu bekommen.

4,5
(2 rrr
NN
4,0 .
N
3|5F \
N
b NS
2,5F r‘;\ o o
220 6,5 7,0 7,5  8,08,2



In einem Raster der Genauigkeit 10’2 hat der Iterationspro-
zeB (siehe Text) 11 Fixpunkte und 17 Zweierzyklen, die aber
nicht alle eingezeichnet sind.
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Rostock. Math. Kolloq. 10, 83 - 86 (1978)
Werner Nehrlich

Eine Bemerkung zur effektiven Fixpunktberechnung bei voll=-

sténdigen Numerierungen

In acr Theorie der Numerierungen, wie sie etwa in /2/ ent-
wickelt wird, spielen die auf Malzew zuriickgehenden voll-
stdndigen bzw. fastvollstdndigen Numerierungen eine zentrale
Rolle. Bekannte und wichtige Beispiele solcher Numerierungen
stellen die Godelisierungen als spezielle effektive Numerie-
rungen der lienge der partiell rekursiven Funktionen bzw. die
Postschen Numerierungen der Menge aller rekursiv aufzdhlba-
ren Mengen dar. Vollstdndige und fastvollsténdige Numerierun-
gen besitzen besonders interessante algorithmentheoretische
Eigenschaften, wie die Fixpunkteigenschaft und die Ricesche
Unentscheidbarkeitseigenschaft und die Insperabilitdtseigen-
schaft.

In der vorliegenden Note wird die Fixpunkteigenschaft betrach-
tet. Ersov zeigt in /2/, daB diese Eigenschaft die Menge der
fastvollstiindigen Numerierungen charakterisiert. Dabel wird
der I'ixpunkt einer vorgegebenen allgemein rekursiven Funktion,
ausgehend von.einer Godelnummer dieser Funktion, effektiv be-
rechnet (siehe Definition 4). Wir untersuchen die Frage, wann
eine solche Fixpunkt berechnende allgemein rekursive Funktion
sogar eineindeutig gewzhlt werden kann.

Unter einer Numerierung ¥ einer Menge S verstehen wir eine
eindeutige Abbildung der Menge Nz ={0,1,2,...} der natiirlichen
Zahlen auf S.

Im folgenden sei mit ?n} neNz eine fest gewdhlte Godelisie-
rung der lenge der partiell rekursiven Funktionen gegeben.

Definition 1: (kalzew, /1/) Eine Numerierung ¥ einer Menge S
heiBt vollstandige— Df* ks existiert ein Element a €S (das
sogenannte "ausgezeichnete" Element), so daB zu jeder partiell
rekursiven Funktion g eine allgemein rekursive Punktion f
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existiert, welche die Beziehung
v (g(n)) , falls g(n) definiert

v(f(n)) = { a , sonst

erfiillst.

Jede Godelisierung ist vollstindig, ausgezeichnetes Element
ist die nirgends definierte Funktion /1/.

Definition 2: (siehe /2/) Eine Numerierung v einer Menge s
heiBt fastvollstﬁndige—a'nf. Zu jeder partiell rekursiven
Funktion g existiert eine allgemein rekursive Funktion f, so
da8 v(g(n)) = v(£(n)) immer dann gilt, wenn g definiert ist.

Man kann leicht zeigen:
(1) Jede volletdndige Numerierung ist fastvollsténdig.
Die Umkehrung gilt jedoch nicht (siehe /2/).

Definition 3: Eine Numerierung ¥ einer Menge S erfiillt die
Pixpunkteigenschaft (FPE) &> ;..

Zu jeder allgemein rekursiven Funktion h existiert ein n €Nz,
gso da8 v(h(n)) = v(n) gilt. Die Zahl n nennen wir v-Fixpunkt
der allgemein rekursiven Funktion h.

Bei den wichtigen Beispielen von Numerierungen, die die FFE
erfilllen, kann der Fixpunkt der vorgegebenen allgemein rekur-
given Punktion, ausgehend von einer Gddelnummer dieser Funk-
tion, effektiv berechnet werden.

D finition 4: Eine Numerierung v einer Menge S besitzt die
effektive Fixpunkteigenschaft (EFPE)<—> ;.. Es existiert eine
allgemein rekursive Funktion f derart, daB gilt:
Ist n eine ¢-Nummer einer allgemein rekursiven Funktion, so
gilt

v(e(n) = v(p,(£(n))) .
Die Funktion f berechnet also einen v-Fixpunkt der allgemein
rekursiven Funktion [
Goetze zeigt in /4/, daB es Numerierungen gibt, die zwar die
FPE, aber nicht die EFPE besitzen.
Eine Charakterisierung der Numerierungen mit FPE ist nicht be-
kannt. Fir die Numerierung mit EFPE zeigt Ersov in /2/:
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Satz 1: Eine Numerierung v ist genau dann fastvollsténdig,
wenn sie die EFPE besitzt.

llalzew untersuchte bereits 12€1 fastvollsténdige Numerierun-
gen und zeigte (1).

Die Begriffe der Vollstandigkeit, Fastvollstandigkeit und der
EFPE kOnnen nun modifiziert werden, indem wir in dén Defini-
tionen 1, 2 und 4 jeweils fordern, daB die dort auftauchende
allgemeln rekursive Funktion f sogar eineindeutig ist. Wir
wollen in diesem Falle von 1- Vollsténdigkeit, 1- Fastvoll-
stédndigkeit und EFPE 1 sprechen.

Man kann zelgen, daB jede Gddelisierung die EFPE 1 besitzt
(siehe z.B. /3/). Ein tiefliegendes Resultat von Ersov (/2/,
S. 331 f£f.) besagt, daB die Begriffe Vollstdndigkeit und 1~
Vollsténdigkeit identisch sind.

dieraus ergibt sich leicht als Verschédrfung von (1), daB8 jede
vollsténdige Kumerierung sogar 1- fastvollstidndig ist.

Satz 2: Eine Numerierung v ist genau dann 1- fastvollstadndig,
wenn sie die EFPE 1 besitazt.

Der Beweis von Satz 2 kann hier nicht ausgefiihrt werden.

Es sei bemerkt, daB alle oben definierten Begriffe fiir den
etwas allgemeineren Fall modifiziert werden kdnnen, daB man
unter einer Numerierung eine partielle eindeutige Abbildung
aus der NMenge Nz auf die numerierte lienge versteht (vgl. /1/).
Fiir solche Numerierungen kdnnen z.B. die Begriffe Fastvoll-
sténdigkeit und 1- Fastvollsténdigkeit sowie Vollstdndigkeit
und 1- Vollstandigkeit mit Hilfe spezieller Reduzierbarkeits-
begriffe fiir (partielle) Numerierungen charakterisiert werden.
Der Beweis von Satz 2 verwendet wesentlich diesen Begriffs-
apparat. Zine ausfiihrliche Darstellung ist in /5/ enthalten.

Folgerung: Jede vollstandige Numerierung besitzt die EFPE 1.

Es besteht folgende Implikationskette:
v sel eine Numerierung einer lienge 8.

vist vollstindig ist 1-fastvollst§§- vist fastvollstén-
<— V besitzt EFFB

vist 1-vollstiindig=}l. Vbesitzt EFPE %

oW
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Wegen (1) ist mindestens eine der Implikationen 1 und 2 nicht
umkehrbar. Zur Kldrung dieser offenen Probleme widre es niitz-
lich, genaue Kenntnis dariiber zu erlangen, welche der in /2/
aufgefilhrten "Erhaltungssétze" von den 1- fastvollstidndigen
Numerierungen erfiillt werden. Man kann zeigen, daB die Erhal-
tungssitze fiir direktea Produkt und Fektorisierung (welche
gleichermaBen filr vollsténdige und fastvollstidndige Numerie-
rungen gelten /2/) auch von den 1- fastvollsténdigen Numerie-
rungen erfiillt werden. Aus /2/ ist bekannt, daB n- Teilobjekte
fastvollstidndiger Numerierungen wieder fastvollsténdig sind,
wihrend die vollstdndigen Numerierungen einen solchen ikrhal-
tungssatz nicht erfiillen. Aus der Beantwortung dieser Frage-
stellung flir 1- fastvollsténdige Numerierungen erhielte man
deher eine genauere Kenntnis der obigen Implikationskette.

Ich danke Herrn Dr. B. Goetze (Jena) herzlich fiir eine Reihe
wertvoller Anregungen.
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Rostock. Math. Kolloq. 10, 87 - 96 (1978)
Fred Sobik

Kombinatorische Aspekte der Codierungstheorie

Im vorliegenden Beitrag soll auf eine Reihe von Zusammenhin-

gen zwischen der algebraischen Codierungstheorie (der Theorie

"fehlerkorrigierender” Codes) und der Kombinatorik hingewiesen

werden. Dabei wollen wir auf die folgenden drei Problemkreise

néher eingehen:

- Aquivalenz der Existenz von Codes mit bestimmten Parametern
und von bestimmten Konfigurationen,

~ in Codes enthaltene Konfigurationen und

- aus Konfigurationen abgeleitete Codes.

Da nur eine iUbersicht ilber in der Literatur’ vorliegende Resul-

tate gegeben werden soll, wird auf die Angabe von Beweisen

verzichtet.

Das _Ubertragungsproblem und e-Fehler-Codes

Bei der Ubertragung von Nachrichten iiber reale Kanile treten
Stbrungen auf, die ein Wiedererkennen der gesendeten Nachricht
zumindest erschweren. Bei diskreten Kan#dlen kbnnen z.B. Asyn-
chronititen der Ubertragung, Auslischung von ilbertragenen
Zsichen oder Verfdlschungen der iibertragenen Zeichen auftre-
ten. Wir wollen hier nur Fehler betrachten, die darin bestehen,
daB in einer gesendeten Symbolfolge eine Reihe von Symbolen

in andere Symbole iibergehen, die also die gesendete Symbol-
folge verfidlschen. Sel nun ein Kanal mit einer Menge X von
Bin. und Ausgabesymbolen gegeben. Um eine gesendete Nachricht
aus der am Kanalausgang empfangenen Symbolfolge richtig wieder-
erkennen zu ktnnen, werden die Nachrichten in "geeignete" Sym-
bolfolgen ilber X codiert und diese Codewtrter iibertragen. Wir
werden uns hier auf den Fall von Codewtrtern gleicher Linge n,
also auf den Fall der Blockcodes beschriinken. Damit sind
CodewSrter hier n-Tupel ilber X und ein Code ist eine beliebige
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Teilmenge von X2, Werden bei der Ubertragung in dem gesendeten
Wort u i Stellen verdndert, dann hat das empfangene Wort v von
u einen um so grtBeren "Abstand", je grtBer die Anzahl i der
verénderten Stellen ist. Wihlt man diese Zahl i als MaBzahl fiir
die Entfernung von u und v, so erhilt man die Hamming-Metrik:

Definition: Fiir alle u = (u1,...,un), v = (v1,....vn) € X2 gei
alu,v) = |{1|u # vy, 1= 1,e00on}]e

Der Kanal hat also bei der Ubertragung genau d(u,v) Fehler ge-~
macht. Obwohl in der Codierungstheorie auch andere DistanzmaBe
untersucht werden, werden wir uns hier nur mit der Hamming-
Metrik befaesen. Sei nun X = {0, 1,..., q-1}. Wir knnen dann
Jede Verinderung eines gesendeten Symbols durch die Addition
modulo q eines entaprechenden Fehlersymbols beschreiben. Wei-
terhin ktrnen wir das Hamming-Gewicht einfiihren:

Definition: PUr alle u = (ujye..,u )eX® sei
w(u) = l{i |ug #0, 1= 1,...,n}|.

Offensichtlich gilt stets d(u,v) = w(u-v). Wenn wir davon aus-
gehen, da8 der Kanal in n Takten nicht mehr als e Stellen
st¥rt, dann ist klar, da8 es geniigt, die Codewdrter so zu
withlen, daB es fiir je szwei Codewdrter in X® kein Wort gibt,
das von diesen beiden Codewdrtern jeweils einen nicht grBeren
Abstand els e hat. Alle Codewbrter miissen denn mindestens den
Abstand 2e +1 voneinander haben. Im weiteren wollen wir solche
Codes betrachten.

Definition: Pir alle ucX™ und alle e e {0, 1,...,n} sl
K(u,e) = {v|v € X%, d(u,v) £ e}.

Ein Code C € X™ heiSt g-Fehler-Code g dw.

K(u,e) n K(v,0) = @ fUr alle u, v € C, u £ v.

Einen e-Fehler-Code C S X® mit [C| = N und 4 = min {d(u,v)]

v, v €C, ui# v} bezeichnen wir auch als (n,N,d;9)-e-Fehler-

Code.

Eine der grundlegenden Fragestellungen der Codierungstheorie

ist die nach der maximal m¥glichen Zahl N von Codewdrtern in

einem e-Fehler-Code mit gegebener Codewortlénge n., Wir werden
Jetst verschiedene Schranken fiir Codeparameter betrachten und
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die PFrage nach der Existenz von Codes stellen, deren Parame-
ter diese Schranken erreichen.

Volumenschranke und perfekte Codes

e
Da die Anzehl V, = |K(u,e)| = ;E; (D €a-1! nicht von u ¢ 2P

abhiingt und da in einem e-Fehler-Code die Mengen K(u,e) fir
alle Codewbrter u paarweise disjunkt sein miissen, ergibt sich
sofort die Volumenschranke (Hamming-Schranke):

Satz: Fur jeden (n,N,d;q)-e-Fehler-Code gilt
N oV, = ¢ (Z @ (a-0).

(n,N,d; q)-e-Fehler-Codes, deren Parameter diese Schranke er-
reichen, werden als perfekte Codes bezeichnet.

Sei S eine Menge mit |S| = v und sei d” ein System von Teilmen-
gen der Miéchtigkeit k von S.

Definition: (S,5) heiBt t-(v,k,2)-Blockplan (oder kurz $-Block-
plan) gdw. jede Teilmenge der Midchtigkeit t von S in genau A

Elementen von & enthalten ist.

Einen 2-Blockplan bezeich nen wir auch als Blockplan. Im Fall

A = 1 sprechen wir von einem Steiner-System umd schreiben da-
fur S(t,k,v).

Wie der folgende Satz zeigt, bestimmen Teilmengen von Codewdr-
tern perfekter Codes Steiner-Systeme.

Satz: Sei C ein perfekter (n,N,d;2)-e-Fehler-Code und sei e
ungerade. Sei C' der aus C durch hinzufiigen einer Paritiéts-
teststelle erhaltene erweiterte Code. Dann bestimmen die Code-
wirter u € C mit dem Gewicht w(u) = 2e¢ + 1 ein Steiner-System
S(e+1,2e+1,n) und die Codewdrter v € C' mit dem Gewicht w(v) =
2e + 2 bestimme:. ein Steiner-System S(e+2,2e+2,n+1).

Codes, die die Voraussetzungen dieses Satzes erflillen sind

m
dte (2%-1,22 -1™® 3;2)-Hemming-Codes (m = 2, 3,...) und der
bindre (23,212,7;2)-Golay-00de. Mit Hilfe dleser Codes kdnnen
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also Steiner-Systeme S(2,3,2"-1) und S(3,4,2™) (m = 2, 3,...)

bsw. S(4,7,23) und S(5,8,24) bestimmt werden.
Es 1st bekannt, daB perfekte 1-Fehler-Codes, perfekte (trivia-

le) (n,1,d;q)-n-FPehler- und (2e+1,2,2e+1;2)-e-Fehler-Codes
sowie der perfekte binire (23,N,7;2)-3-Fehler-Golay-Code und
der perfekte ternire (11,N,5;3)-2-Fehler-Golay-Code existie-
ren. Es konnte gezeigt werden (/13/, /14/):

Satg: Im Pall, da8 q Primzahlpotenz ist, existieren auSer in
den oben angegebenen PHllen keine weiteren perfekten
(n,N,d;q)-e-Pehler-Codes.

Im Pall, daB q keine Primszahlpotenz ist, gilt (/15/):

Satg: Es existieren keine nichttrivialen perfekten (n,N,d;q)-
e-Fehler-Codes fiir ¢ 2 3 und q = p.lrpz'. wobei P4 und Py ver-
schiedene Primsahlen und r und s positive ganze Zahlen sind.

Pir beliebiges q gilt dann noch (/11/ bzw. /1/):

Salig: Es existieren keine nichtirivialen perfekten (n,N,d;q)-
3=-Pehler-Codes fiir q > 2.

Satg: Pir Jedes e = 3 und fUr jedes q > 2 gibt es htchstens
endlich vitle perfekte (n,N,d;q)-e-Fehler-Codes.

Demit 1st klar, daB fir e a 3 mit Hilfe von perfekten e-Feh-
ler-Codes nicht wie im Pall e= 1 unendliche Familien von
Steiner-Systemen bestimmt werden kdnnen.

Die J on-Schranke und fast perfekte Codes

Da sich geseigt hat, da8 kaum perfekte Codes existieren, ge-
winnen andere Schranken und die durch sie fixierten Codeklas~-
sen an Interesse. So komnte Johnson /7/ folgenden Satz bewei-
sen:

Sats: Pur jeden (n,N,d;2)-e-Fehler-Code gilt

§s z»'*/(z:__l‘y @D + rerterr O EF - (B3

Codes, flr deren Parameter hier die Gleichheit gllt, werden

ale fast perfekte Codes bezeichnst.
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Definition: Sei C € X2 ein beliebiger Code und sei u € X2,
Dann sei g(u,C) = min {d(u,v)|v ¢ C}.

Auch bel den fast perfekten Codes bestimmen Teilmengen der
Codewrter eine Reihe von t-Blockplénen.

Definition: Sei C ein (n,N,d;q)-e-Fehler-Code mit d > 1. BEin
punktierter Code von C besteht aus den Wirtern, die man er-
hélt, wenn man in allen Codewdrtern von C eine (fsstgelegte)
Stelle streicht.

Goethals, Snover /5/ zeigten:

Satz: Sei C ein fast perfekter (n,N,d;2)-e-Fehler-Code.

1. Die Codewdrter v € C, die von einem gegebenen Codewort u
den Abstand d(u,v) = 2e + 1 haben, bestimmen einen e-(n,2e+1,
A)-Blockplan mit A = [(n-e)/(e+1)] .

2. Die Wirter v ¢ xn, die von einem gegebenen Codewort u den
Abstand d(u,v) = 2e + 2 haben, bestimmen einen e-(n,2e+2,1)-
Blockplan mit A= [(n-e)/(e+1)] (n-26-1)/(e+2).

3. Die Worter v ¢ X® mit ¢(v,C) = e + 1, dle von einem goge-~
benen Codewort u den Abstand d(u,v) = ¢ + 1 haben, bestimmen
einen e-(n,e+1,2)-Blockplan mit A = (n-e) - (e+1) [(n-e)/({o-n )].

Satz: Wenn der punktierte Code C eines (n+1,N,d;2)-Codes C'

ein fast perfekter e-Fehler-Code ist, dann bestimmen die Wir-

ter vexn'”, die von einem gegebenen Codewort u ¢ C' dem Ab-

stand dtu,v) = 2e + 2 haben, einen (e+1)-(n+1,2e+2,21)-Block-

plan mit A= [(n-e)/(e+1}].

[x] bezeichne stets den ganzen Teil der Zahl x.

In /5/ und /12/ konnte gezeigt werden:

Satz: Fir e = 1, 2, 3, 4 existieren fast perfekte (n,N,d;2)-

e-Fehler-Codes, die nicht perfekt sind, nur mit den Parametern
e=1,n=2%2, §=2"T undr a3 und
e=2,n=4%1, N=2"" pmtr=4m-1 und m?2 2,

Weiter konnte in /8/ und /17/ bewiesen werden:

Satg: Fiir e * 5 existieren keine fast perfekten e-Fehler-
Codes.
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Damit kann man mit Hilfe fast perfekter e-Fehler-Codes nur
folgende t-Blockpliéne erhalten: 2-(2r-1,4,2r'1-2)-Blockplane
mit r 2 3 (e = 1) und 2-(4"-1,5,(4"-4)/3)-, 2-(4"-1,6,
(4™121)(4™-6)/3)-, 2-(4™-1,3,1)- (Steiner-Tripel-Systeme) und
3-(4",6,(4™~4}/3)-Blockpléine mit r = 4m-1 und m = 2,

Der Fall t = 1 blieb hierbei unberiicksichtigt.

Hadamard-Matrizen und maximale Codes

Plotkin /10/ konnte die folgende Schranke fiir Codeparameter
bestimmen:
Satz: Flr jeden (n,N,d;2)-Code gilt

2d/(2d-n), falls 24 > n,

| Jat , falls n = 4t-2 und d = 2t-1 oder
§e falls n = 4t-1 und d = 2%,
8t , falls n = 4t und 4 = 2t.

Codes, fiir deren Parameter hier die Gleichheit gilt, werden
als maximale Codes bezeichnet.

Definition: Eine Hadamard-Matrix der Ordnung n ist eine quadra:
tische (n,n)-Matrix H, deren Elemente gleich +1 oder -1 sind
und fir dle K H' = nI gilt, wobel I_ dle Einheitsmatrix n-ter
Ordnung ist.

Bose, Shrikhande /3/ zeigten nun:

Satz: Es existiert ein maximaler (4t,N,2t;2)-Code und ein
maximaler (4t-1,N,2t;2)-Code gdw. eine Hadamard-Matrix der
Ordnung 4t existiert.

Goethals /4/ bewiés:

Satg: Fir gerades d = ke existlert ein maximaler ((2k-1)s,N,
ke;2)-Code gdw. ein Blockplan mit den Parametern v = 2k-1, k
und A = ks/2 existiert.

Da bekannt ist, da8 eine Hadamard-Matrix der Ordnung 264
existiert, ist damit auch die Existenz eines (264,528,
132;2)-Codes, eines (263,264,132;2)-Codes und natiirlich auch
eines 2-(263,132,66)-Blockplanes gesichert. Andrerseits ist
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nicht bekannt, ob eine Hadamard-Matrix der Ordnung 268 exi-
stiert. Damit bleibt auch die Existenz eines (268,536,134;2)-
Codes, eines (267,268,134;2)-Codes und eines 2-(267,134,67)~
Blockplanes offen.

Opti 8 Codes und orthogonale lateinische Quadrate

Als weitere Schranke fiir die Codeparameter wollen wir jetzt
die Singleton-Schranke betrachten:

Satz: Pir jeden (n,N,d;q)-e-Fehler-Code gilt
~d+1
Néqnd+ .

Codes, filir deren Parameter hier die Gleichheit gilt, werden
als optimale Codes bezeichnet.

Definition: Unter einem lateinischen Quadrat der Ordnung a
verstehen wir eine quadratische (n,n)-Matrix, deren Elemente

Zahlen aus der Menge {1, 2,404y n! 8ind und in der in Jeder
Zeile und Spalte jede Zahl i (i€ {1, 2,..., n}) genau einmal
vorkommt .

Dafinitigg: Zwei lateinische Quadrate A = (ai J) und B =
) der Ordnung n heiBen orthogonal gdw. alle n? geordne-
ten ’Paare (81.3' bi.d) verschieden sind.

In /6/ wurde folgende Existenzbedingung fiir eine Teilklasse
der optimalen Codes gezeigt:

Satz: Es existiert ein (optimaler) (n,qz.n-1;q)-00de gdw.
n - 2 paarweise orthogonale lateinische Quadrate der Ordnung
q existieren.

Es ist bekannt, daB fiir q = 49 48 , fiir q = 50 6 und fir

q = 51 4 paarweise orthogonale lateinische Quadrate existie-
ren. Also existiert enteprechend jeweils ein (50,492g49;49)-.
ein (8,502,7;50)- und ein (6,512,5;51)-Code. Da maximal q - 1
pearweise orthogonale lateinische Quadrate der Ordnung q
existieren ktnnen, existieren keine ¢q+2,q2,q+1;q)-Codee und
damit z.B. kein (51,492,50;49)-Code.
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Konstruktion von Codes

So wie einerseits kombinatorische Konﬁguratioﬁen durch Codes
bestimmt werden, so kann man andrerseits auch mit Hilfe sol-
cher Konfigurationen Codes konstruieremn. So gilt z.B.:

Satz: Wihlt man die Zeilen der Inzidenzmatrix eines Steiner-
Systems S(t,k,v) als CodewSrter, so erhilt man einen
(v (1)/(5),212)-Code mit d > 2(k-t41).

Bine weitere MSglichkeit besteht in der Verwendung normali-
sierter Hadamard-Matrisen.

Definition: Eine Hadamard-Matirix heiSt normalisiert gdw. alle
Elemente der ersten Zeile und der ersten Spalte dieser Matrix
jeweils gleich +1 sind. )

Offensichtlich kann jede Hadamard-Matrix durch Multiplikation
von Zeilen und Spalten mit -1 in eine normalisierte Hadamard-
Matrix Uberfilhrt werden. .

Wir wollen nun eine Methode zur Konstruktion maximaler Codes
auf der Grundlage einer Hadamard-Matrix angeben. Es sel eine
normalisierte Hadamard-Matrix H der Ordnung n gegeben. Wir
ersetzen in H +1 jeweils durch O und -1 jJeweils durch 1. Die
so erhaltene Matrix wollen wir mit A bezeichnen. Es gibt ver-
schiedene MBglichkeiten, die Matrix A fiir die Konstruktion
von Codes zu benutzen. Streicht man in A die erste Spalte
und wéhlt die Zeilen der verbleibenden Matrix als Codewdrter,
80 erhilt man einen (n-1,n,n/2;2)-Code C. Nimmt man zu den
Codewdrtern won C noch deren Komplemente hinzu, so erhilt
man einen (n-1,2n,n/2-1;2)-Code. Wihlt man schlieBlich die
Zeilen der Matrix A selbst und deren Komplemente als Codewdr-
ter, so ergibt sich ein (n,2n,n/2;2)-Code. Wie man leicht
sieht, sind alle so erhaltenen Codes maximal.

Auf dem hier zur Verfiigung stehenden Raum konnte natiirlich
nur ein Ausschnitt der vielfdltigen Beziehungen zwischen der
algebraischen Codierungstheorie dargestellt werden.
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Klassifikation strukturierter Objekte auf der Grundlage der

Isomorphie von Untergraphen

Es wird ein Ansatz vorgestellt, mit dem auf Rdglichkeiten der
Anwendung graphentheoretischer Prinzipien bei der Klassifika-
tion strukturierter Objekte hingewiesen werden soll.
Allgemein besteht ein Klassifizierungsproblem darin, fir eine
Mienge vorliegender Objekte, die Elemente bestimmter Klassen
sind, Verfahren anzugeben, die jedes Objekt auf Grund einer
bestimmten Beschreibung einer entsprechenden Klasse zuordnen.

Fir die Klassifikation von Objekten, die durch MeBwertvektoren
charakterisiert sind, liegen solche Verfahren, wie z.B. Trenn-
ebenen- und Entscheidungsbaumverfahren vor. Unser Ansatz ba-
siert auf dem Prinzip der Entscheidungsbaumverfahren. Binire
Entscheidungsbiume lassen sich logisch durch folgenden Kalkiil
darstellen:

Syntax (in Bacchus-Normalform):
Alphabet t |k!=| (])
(Test) ::= t |[{Test) =
({Klassenname) ::= k | (Klassenname) %
<Entscheidungsbaum) ::= (Klassenname) |
{Test) ( {Entscheidungsbaum}
(Entscheidungsbaum) )

ti =t X o000 X, lc.j = kX s0000 B
i-mal Jj~mal
Wertfunktion:
Sei x = (.11, ceee xn) € {ol 1}1‘1
Seien E,, E, Entscheidungsbiume.
Vert (g x) = ky.o
Wext (E1, x), wenn xg =1

We =
rt (ti(E1 EZ)’ x) = {wert (EZ’ X), wenn xi = 0
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Ist ein Objekt nicht durch einen MeBwertvektor, sondern durch
eine Menge von Elementarobjekten und eine Menge von ein- bzw.
mehrstelligen Relationen iiber diesen Elementarobjekten charak-
terisiert, so bezeichnen wir es als strukturier -
tes Objekt . Formal hat mean damit die Struktur einer
relationalen Algebra. Strukturierte Objekte, wie sie u.a.
auch in /1/ und /2/ untersucht werden, und ihre Klassifikation
knnen in verschiedenen Gebieten, wie z.B. in der Bildverarbei-
tung, der Medizin oder Psychologie eine Rolle spielen. Ein kon-
kretes Beispliel widren soziale Gruppenstrukturen. Zur Zeit lie-
gen nur prinzipielle Ansdtze vor, die an relativ einfachen Ob-
jektbereichen (geometrische Gebilde, Bausteinwelten) erprobt
werden.
Piir die Klassifikation strukturierter Objekte besteht ein we-
gentliches Problem darin, gemeinsame bzw. trennende Eigenschaf-
ten von Mengen von Objekten zu finden. Offensichtlich spielt
das Vorhandensein bzw. Fehlen bestimmter Relationen oder Rela-
tionengruppen zwischen Elementarobjekten oder Gruppen von Ele-
mentarobjekten mit bestimmten Eigenschaften eine wichtige
Rolle. Das entspricht aber gerade dem Vorhandensein oder Feh-
len einer bestimmten Tei ls truktur.
Beschrinkt man sich auf ein- und zweistellige Relationen, so
kann man strukturierte Objekte als knoten- und kanteninterpre-
tierte Graphen beschreiben. Wir betrachten hier nur diesen
Fall. Dabel sehen wir strukturierte Objekte, deren beschrei-
bende Graphen isomorph sind, als nicht unterscheidbar an.
Ziel des hier beschriebenen Ansatzes ist es, existierende Ent-
scheidungsbaumverfahren (s. z.B. /3/, /4/) fir die Klassifika-
tion strukturierter Objekte anwendbar zu machen, d.h. struktu-
rierte Objekte durch elne geeignete vektorielle Darstellung zu
‘beschreiben. Dazu muB ein geeignetes Merkmalsbildungsprinzip
gefunden werden, das (m8glichst automatisiert) Merkmale lie-
fert, denen Zahlenwerte zugeordnet werden kdnnen. Forderungen
an ein solches Merkmalsbildungsprinzip sind:
- unterscheidbare Objekte milssen an Hand der Merkmalswerte un-
terscheidbar sein,
- nicht unterscheidbaren Objekten sollen stets die gleichen
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Merkmalswerte zugeordnet werden,
- der Aufwand zur Bestimmung der Merkmalswerte muf in einem

vertretbaren Rahmen bleiben.
Fiir die Klasgifikation strukturierter Objekte wurde ein Al-
gorithmus entwickelt, dessen Grundidee darin besteht, die
Klassen durch das Vorhandensein bzw. Fehlen von Untergraphen
mit einer bestimmten Struktur zu charakterisieren. Diese Ei-
genschaft des Vorhandenseins bzw. Fehlens eines bestimmten
Untergraphen, d.h. eines zu einem bestimmten Graphen i s o -
morphen Untergraphen, wird dabei direkt
als bindres Merkmal verwendet. Es wird folgendes Merkmalabil-
dungsprinzip realisiert:
Es sel eine Trainingsmenge von (éndlichen, gerichteten, in-
terpretierten) Graphen G"‘l’ (}2,..., Gn gegeben. PFir jeden Gra-
phen G sei U(G) die Menge aller (nicht notwendig echten) in-
duzierten Untergraphen von G. Sei

u* = \nj u(e,) .

i=1

Sel nun U, S U™ eine Menge von Graphen mit der Eigenschaft,
da8 fiir alle G,*, G,’ €Uy gilt: G,* ¥G,* wnd fir alle GeU*
ein G’ €U, existiert mit G S G’. Sei Uy = §c1',...,sm'].
Dann ktnnen wir jedem Graphen G die Merkmale

1, wenn ein G, €U(G) existiert mit Go= 6.

t,(6) = { ° 3

i 0 sonst
€i=1,...,m) zZuordnen.
Damit kann jedem Graphen G-eindeutig der bindre Vektor
$(G) = (%,(G),...,t,(G)) zugeordnet werden. Geht man von der
Suffizienz der Trainingsmenge aus, so ktnnen nun Entschei-
dungsbaumverfahren sinnvoll auf diese Vektoren entsprechender
Graphen angewendet werden.
Da die Entscheidungsbaumverfahren sequentiell auf die Merk-
malswerte zuriickgreifen, werden im allgemeinen nicht alle
Elemente von UO als Testgraphen bendtigt. AuBerdem kann man
davon ausgehen, daB zwischen Objekten eln- und derselben
Klasse gewisse Gemeinsamkeiten existieren. Dies wird im Al-
gorithmus neben weiteren Prinzipien zur Senkung des Aufwands
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beriicksichtigt, so daB damit die sonst zu umfangreiche lMenge
Uo von Untergraphen handhabbar wird. Eine ausfiihrliche Be-
schreibung dieses Algorithmus ist in /5/ enthalten.

Im Rahmen der Klassifikation interpretierter Graphen auf
der Grundlage der Auswahl von Untergraphen bestehen die
wesentlichen algorithmischen Probleme in der Entscheidung
der Isomorphie von Graphen und in der Auswahl geeigneter
Untergraphen. Die Entscaneidung der Isomorphie zweier Gra-
phen ist im allgemeinen Fall relativ aufwendig. Beim Auf-
bau des Entscheidungsbaumes und bei der Klassifiketion mit
Hilfe dieses Entscheldungsbaumes muB in der Regel mehrmals
die Priifung der Isomorphie von Untergraphen und Testgraphen
vorgenommen werden. Es wére daher sinnvoll, als Testgraphen
mglickst Graphen zu wiéhlen, fiir die die Entscheidung der
Isomorphie mit geringem Aufwand verbunden ist (z.B. Gra-
phen niedriger Ordnung, Bédume, planare Graphen).

Neben diesen algorithmischen Problemen sind die Problematik
der Représentation von Graphen durch Untergraphen und die
Problematik der Strukturtransformation zur Extraktion re-
levanter Teilstrukturen von Bedeutung. Bei der Problematik
der Reprédsentation von Graphen durch Untergraphen haben wir
es mit der Frage zu tun, ob Graphen durch Untergraphen (bis
auf Isomorphie) eindeutig charakterisiert werden ktnnen und
wenn ja, durch welche Untergraphen dies geschehen kann. Bei
der Strukturtransformation zur Extraktion relevanter Teil-
strukturen geht es um die Frage, ob eine Vereinfachung der
Struktur (z.B. eine Vergrdberung) der zu klassifizierenden
Graphen vorgenommen werden' kann, ohne fiir die Klassifikation
relevante Information zu verlieren. Dabei konnen sowohl Ei-
genschaften des Objektbereichs (z.B. funktionelle Zusammen-
hiénge) als auch strukturelle Eigenschaften des Graphen eine
Rolle spielen. Sowohl zur Reprisentation wvon Graphen als
auch zum Problem der Strukturtransformation sind .noch Grund-
lagenuntersuchungen erforderlich.
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Ablaufschema des Algorithmus

[——)

Aufbau eines Entscheidungsbaumes auf
der Grundlage der vorkommenden Typen
von Knoten.

Beseitigung irrelevanter Tests in

diesem Entscheidux%sbaum.

Existiert ein Endknoten im Entschei~-
dungsbaum, der keine eindeutige Klas-
pifizierung zul#dst, d.h. ein Endkno-
ten, dem Objekte aus verschiedenen
Klassen zugeordnet werden?

Jja

nein

/
Auswahl eines dieser Endknoten

Auswahl zwelier Objekte, die diesem End-
knoten zugeordnet sind und die zu ver-
schiedenen Klassen gehdren.

Bestimmung eines G:'aphen mit méglichst
wenig Knoten, filir den es in genau einem
dieser Objektgraphen einen zu ihm iso-
morphen induzierten Untergraphen gibt.
Speicherung dieses Graphen als neuen
Testgraphen.

K /]

Berechnung der Merkmalswerte besziiglich
des neuen Testgraphen fiir die dem ausge-
wihlten Bndknoten zugeordneten Objekte.
Die anderen Objekte erhalten im Merk-
malsvektor an der entsprechenden Stelle
jein Leerzeichen,

Modifizierung des Entscheidungsbaumes
auf der Grundlage der neuen Objektvek-

toren,

¥

&

101



Literatur

/1/ Hayes-Roth, F., Uniform representations of structured
patterns and an algorithm for the induction of
contingency response rules, Inform. and Control
33 (1977), s, 87-116.

/2/ Winston, P. H., Learning astructural descriptions from
examples. MIT-Report MAC TR-76, Cambridge, Mass.
(Sept. 1970).

/3/ Weiterentwicklung von Metaalgorithmen zur Erzeugung
von Klassifizierungsalgorithmen (Entscheidungs-
bdumen). AdW d. DDR, ZKI, Forschungsbericht a32
(1972).

/4/ Algorithmische Entwicklung von Entscheidungsb&dumen
fiir statistische Klassenbildungen. AdW d. DDR,
ZKI, Forschungsbericht 196 (1973).

/5/ Sobik, F., Sommerfeld, E., Ein Ansatz zur Klassifi-
kation strukturierter Objekte. AdW d. DDR, ZKI,
Teilbericht dees Forschungsberichts KK (1978).

eingegangen: 15.9.1978

Anschrift der Verfasger:

Dipl.-Math. Fred Sobik, Dipl.-Ing. Erdmute Sommerfeld
Akademie der Wissenschaften der DDR

Zentralinstitut fiir Kybernetik und
Informationsprozesse

DDR -~ 1199 Berlin

Rudower Chaussee 5

102



Rostock. Math. Kollog. 10, 103 - 107 (1978)
Dietmar Uhlig

Boolean Functions with Linear Combinational Complexity

In this paper we consider the combinational complexity of
Boolean functions satisfying a certain property, pﬁ,m. This
property has been investigated by W. N. Hsieh, L. H. Harper
and J. E. Savage /1/.

We consider binary combinatorial networks, or simply, networks,
and functions they compute. A (binary) network is a directed
nodelabelled acyclic graph such that the graph consists of n
input nodes, of output nodes and of 2-input gates. (Precise
definition see, for example, /1/, /2/ or /3/). The combinatio-
nal complexity, L), of a network OL, is the total number of
gates in OL. The combinational complexity, L(f), of a Boolean
function f, is the minimum of L((), where & ranges over all
networks with a unique output node computing f. The Shannon
function, L( ), of a family ¥ of Boolean functions is the
maximum of L(f), where f ranges over all functions in ¥. Fur-
ther, by c(F) 18 denoted the minimum of L(f), where f ranges
over all functions in §. (The definition of ¢( §) is given in
/1/.) Thus, LCF) (or ¢( F)) is the number of two input gates
sufficient to construct networks for all (or for one) of the
functions in ¥.

Let Gn be the set of all Boolean functions of the variables
XyseeerXye & well-known result due to O. B. Lupanow /2, 3/ es-
tabi.shes that

n 1
L(G,) ~ 2? - (13

————

1 a(n) ~ b(n) denotes 1lim 9%2% = 1,
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Let £€G,, let Y = {y1,...,yk} and Y € &x1,...,xn}.

A Boolean function g is said to be a subfunction of the func-

tion f of the variables FqseeesTyr if g 1s obtained from f by

setting each x,, x,€ {x1,...,xn} \ Y, for O or 1.

Let SY(f) be the number of distinet subfunctions of the func-

tion £ of the variables FqseessVye

Let S(£) = ;‘ Sy¢£). This integer S(£f) is called
2 {x

1000 n}
the number of subfunctions of f.
S. W. Jablonski /7/ has shown that for every positive number £
"almost" all Boolean functions of n variables have at least
3%(1 - €£) and at most 3" subfunctions. The author of this
paper shows /4, 5/ that L(f) is dependent on S(f). For in-
stance, if S(f) € const. * 2P, then f has a linear (according
to the number of variasbles) combinational -complexity /4/. In
/5/ 18 given a Theorem, which can be interpreted as follows:
There is a function B(x) (given comstructively) such that
B(x) <x for O <x <1 and such that if the number n of variab-
les of a Boolean function f is sufficiently large and if S(f)
is nearly ¥ - Bn, then the probability of the event "L(f) is
nearly B(}) %2 " is nearly 1. This also shows the dependence
of L(f) from 5(f). But on the other hand there is no or only
a little dependence of S(f) from L(f). For example, there are
Boolean functions of n variables having linear combinational
complexity and “almost" 3" subfunctions /6/.
Similer statements are obtained by using the Pk . property.
A Boolean function depending on XyseoasXy has the pk o Pro-
perty, is for each subset {y1....,yn_k} of {x1,...,x }there
are at least m subfunctions of f of the variables FysooesVp io

The set of functions having the pk o property is denoted by
P;,m’ In /1/ are given c (P?'Z), c (Pg.3) and ¢ (Pg's). There
is also shown that for k>0 there are infinitely many n with
c (PR 2k) € 13 (n+1). In this paper we glve the idea of the

proof of the following.

Theorem: For each k > O,

104



c (P® k)S..3n.1
k,2

Corollary: For each k > O, every positive number £ and suffi-
ciently large n

c (P2 k) (3 +E)n.
k,2

Idea of proof: A function hn with the properties pn X and
e(h,) S 3n is the function k,2

hn- %*('8)‘.0.'? (g)ox~ (2)
06516 nereter V| 6yt ]l

where
1) Z denotes sum modulo 2,

2) n is a sufficiently large number,

3) G denotes (6'1,....6'1;),
t

4) |%ldenotes 6; 211
1=

5) PO(O), = P1(1) = 1 and P°(1) = P1(',0) =0,

6) r =[1—})- log, n] y b= [log2 n + 1] 5

7 g is a Boolean function of the variables z{,...,zi,
(1 = 1,...,t) and has the p:H'zk” property,

8) {zd,e.ei}n{ed,ci )} e ALori gy,

i i
9 551""'51-}‘: {Zp-pgreeerXn) -
It is not difficult to show that the number of functi.ons of r
variables which have not the p: ok property, is 0(22 ), and
therefore "almost" all functions of r variables have the p: X
1

< Timaln) <1 .
1 a(n) & b(n) denotes lim (o) 1
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property. Thus, there exists a function gy satisfying 7).
But for certain n it is also possible to apply the function
used in /1/ as a function with this property. It follows that
each subfunction obtainable from function - by setting at
most k variables to O or 1 is non-constant, and from this
follows that hn has the p: ok property. Now we show that
’
L(h,) X 3n . (3)

First note that there exists a network & realizing all of the
functions

Fg, (yq) ¢ e Fg, (ve) (0% 181< n-rt-1)

and satiefying the inequality
L(#) £ n-rt (see, for example, /6/).
Further we have by 6), 7) and by (1)

I
21'
4 St&==x10 = -
Zh Ligy) S t & 1B/ = otm)

Now we take n-rt 2-input ANDs for realizing all
PG,, (yqd = eee ® Pe"t(yt) *XE
(by the assumption that the functions P -y’) * eee * Pé. (yt)
have already been realized). t
Then we take n-rt-1 gates for realizing
I’61(3’1) ¥ aew Pet(yt) " Xt (4)
o £|%|¢ n-r<t-1

Connecting the outiputs of networks realizing 8qreeerly with
the inputs Fyreeesdy of network realizing (4) we get a net-
work realizing function (2) and satisfying (3).
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Rostock. Math. Kolloq. 10, 109 - 114 (1978)

Lutz Voelkel

Fehlerdiagnose digitaler Schaltungen - Probleme und Methoden

1. Einfilhrung

Bei der Herstellung digitaler elektronischer Schaltungen, die
mit integrierten Bausteinen bestiickt sind, ist die Fehler-
quote relativ hoch (nach /7/ ca. 50 %). Dies fiihrt dazu, daB
die Zeit fiir die Fehlerdiagnose einen bedeutenden Anteil der
gesamten Produktionszeit ausmacht. Eine wesentliche Zeitein-
sparung gegeniiber der "traditionellen" Diagnose von Hand kann
durch die Einfiihrung von rechnergesteuerten Diagnoseverfahren
erzielt werden.

Der Begriff "Fehlerdiagnose" wird im folgenden Sinne verwen-
det: Zuniichst wird eine F-hlererkennung (Funktionspriifung)
durchgefiihrt. Ist der Prii ng fehlerhaft, so erfolgt die
Fehlerlokalisierung, an d. >ich dann die Reparatur der de-
fekten Bauteile anschliefBt

Im 2. Abschnitt werden Grun jegriffe aus der Fehlerdiagnose-
Theorie eingefiihrt. Den Inhalt des 3. Abschnittes bilden Uber-
legungen zur prinzipiellen Schwierigkeit von Fehlererkennungs-
problemen. In Nr. 1 wird kurz auf einige Verfahren zur Fehler-
erkennung und -lokalisierung bei kombinatorischen und sequen-
tiellen Schaltungen eingegangen.

2, Grundbegriffe

S sei eine Schaltung mit n Eingéngen und k Ausgiéngen. Ein
Lingabevektor t e{0,1}n heiBt ein Erkennungstest (oder kurz
Test) fiir den Fehler F von S, wenn es einen Ausgang i (und,
falls S r Speicher hat, einen von Jjedem Zustand erreichbaren
Speicherzustand q €{0,1}r ) gibt, so daB der Wert der Aus-
gangsvariablen yf der mit dem Fehler F behafteten Schaltung
bei Eingabe von t (im Zustand q) vom entsprechenden Ausgangs-
wert y, der fehlerfreien Schaltung verschieden ist. Als Unter-
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scheidungstest fiir das Fehlerpaar (F,F') bezeichnet man eine
Eingangsbelegung , fir die analog zum obigen Fall y # yf
gilt.

Um verschiedene Fehler erkennen, bzw. voneinander unterschei-
den zu konnen, werden i.a. mehrere Teste benctigt. Bei einer
kombinatorischen Schaltung faBt man dies meist einfach zu ei-
ner Testmenge zusammen, deren Elemente in beliebiger Reihen-
folge abgearbeitet werden ktnnen. Bel sequentiellen Schaltun-
gen, fiir die neben den "reinen" Tests noch Zustandsiiberfithrun-
gen zu realisieren sind, verwendet man Testfolgen. Fir beide
Fidlle wird im folgenden die Be~eichnung "Testsatz" gewzhlt.

S sei Schaltung, F eine Klasse von Fehlern. Ein Testsatz T,
der zu jedem Fehler F € F einen Erkennungstest enthdlt, heiBt
zgllgjggg;ggg_ggggggggggﬁggﬁgg&g fiir S beziiglich F. Gibt es
sogar zu Jjedem Paar (F,F') einen Unterscheidungstest t €T, so
wird T ein vollstidndiger Lokalisierungstestsatz fiir S beazlig-
lich F genannt. Die Aufstellung von vollsténdigen Lrkennungs-
bzw. Lokalisierungssédtzen flir digitale Schaltungen beziiglich
moglichst umfangreicher Fehlerklassen ist eine mdgliche (und
die meistangewandte) Diagnosestrategie, zumindest fiir die Feh-
lererkennung (zur Lokalisierung vergleiche Nr. 4). In der Mehr-
zahl der Arbeiten zur PFehlerdiagnose beschridnkt man sich auf
die Betrachtung der sogenannten "stuck-at" oder Festfehler.
Debei liegt der Fehler s-a-i fiir eine (Eingangs-, Ausgangs-
oder innere) Variable genau dann vor, wenn die dieser Variab-
len zugeordnete Leitung sténdig das Signal i fiihrt, 1 = 0,1.
Eine Motivierung dieser Fehlertypen durch verschiedene Defekte
an Transistorenschaltungen findet man in /5/. Im folgenden
beziehen sich Bemerkungen iiber die Vollstidndigkeit eines Test-
gatzes ohne Relativierung auf eine Fehlerklasse stets auf die
Klasse aller Einzelfehler vom Typ s-a-0 bzw, s-a-1. Es sei an-
gemerkt, da8 in einigen Artikeln umfangreichere Fehlerklassen
betrachtet werden, zu denen z.B. noch KurzschluB8-, Zwischen-
wert- und Mehrfachfehler der genannten Arten gehbren.

Eine Schaltung S wird als irredundant bezeichnet, wenn jeder
Einzelfehler vom Typ s-a-O bzw. s-a-1 erkemnnbar ist, d.h. wenn
filr S ein vollstidndiger Erkennungstestsatz existiert.
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3. NP-vollstiéndige Probleme bei der Erkennung von Fehlern in
kombinatorischen Schaltungen

NP sei die Klasse aller Probleme, die mit nichtdetermini-
stisch arbeitenden Turingmaschinen in polynomialer Schritt-
zahl (abhidngig von der Linge der Eingabewtrter) lYsbar sind;
P bezeichne die Klasse der Probleme, fiir die dies mit deter-
minierter Arbeitsweise m¥Yglich ist. Die Frage, ob P = NP ist,
gehdrt zu den klassischen ungeldsten Problemen der Komplexi-
titstheorie, die Vermutung P # NP wird auch als Cooksche Hy-
pothese bezeichnet. Seit 1971/72 sind viele Probleme aus den
verschiedensten Bereichen als so schwer nachgewiesen worden,
daB ihre Zugehdrigkeit zu P das Zusammenfallen von ganz NP
mit P zur Folge hiitte; solche Probleme werden als NP-voll-
gténdig bezeichnet. Ibarra und Sshni zeigten in /8/, daB (ne-
ben anderen) die beiden folgenden Probleme NP-vollsténdig
sind:
1) Ist eine kombinatorische Schaltung irredundant?
2) Realisiert eine kombinatorische Schaltung eine vorgegebene
Boolesche Furktion?
Der Beweis wird durcu Polynomialzeit-Reduktion des als NP-
vollstidndig L-~kannten Tautologie-Problems fiir alternative
Normalformen auf die genannten Probleme gefiihrt.

4. Zu Methoden der Fehlererkennung und -lokalisierung

Den meisten praktisch verwendeten automatischen Priifverfahren
liegt folgendes Prinzip zugrunde: Die Eingténge des Priiflings
werden der Reihe nach mit den Tests eines als vollsti#ndig an-
genommenen Erkennungstestsatzes belegt. In jedem Schritt er-
folgt dabei ein Vergleich der Ausgangssignale mit denen der
fehlerfreien Schaltung, letztere kdmnen durch Schaltungssimu-
lation (2z.B, auf einem GroSrechner) erzeugt oder an einem
fehlerfreien Musterexemplar gemessen werden. Bei dieser Vorge-
hensweise ist das Problem der Fehlererkennung somit im wesent-

lichen dem der Testsatzgenmerierung gleichwertig. Fir diese
8lbt es eine Reihe von systematischen Verfahren, die mehr
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(wie z.B. der D-Algorithmus, vergl. /12/, /6/, /1/) oder we-
niger (wie z.B. die Fehlermatrizenmethode, vergl. /5/) gut
fir eine Abarbeitung auf groSen Rechenanlagen geeignet sind
und zumindest fir irredundante kombinatorische Schaltungen
einen vollstiéndigen Erkennungstestsatz garantieren. Fiir eine
niihere Beschreibung solcher Verfahren, ihre Anwendbarkeit

auf sequentielle Schaltungen usw. sel auf die angegebene
Literatur verwiesen.

Als eine Vorstufe fiir Testsatzgenerierungsprogramme ktnnen
solche zur Testsatzanalyse angesehen werden. Mit solchen kann
man heuristische Methoden erzeugte Tellsidtze auf Vollstdndig-
keit iberpriifen und Hinweise zur Vervollsténdigung geben
(vergl. /4/, /6/, /7/).

Heuristische Verfahren zur Testsatzgenerierung werden noch
vielfach verwendet, vor allem fiir kleinere Schaltungen. Sie
sind i.a. sehr eng an die spezielle Schaltungsstruktur ange-
lehnt und ktnnen gewisse fiir den Priifablauf glinstige Neben-
bedingungen meist gut erfilillen. Obwohl das Anliegen der Feh-
lererkennung eigentlich nur die Biniirentscheidung "fehler-
freli -~ fehlerhaft" ist, liefern fast alle praktizierten Er-
kennungsverfahren doch weit mehr Informationen, meist werden
Fehlerprotokolle mit Angeben der Form "im Testschritt x Aus-
gang y fehlerhaft™ ausgegeben. Diese Informationen stellen
Lokelisierungshilfen dar, ihre Verbesserung ist schon Aufgabe
der Fehlerlokalisierung. Die Aufstellung eines vollsténdigen
Lokalisierungstestsatzes, mit dem die Lokalisierung nach dem
oben fiir die Erkennung beschriebenen Prinzip ablaufen ktnnte,
ist in vielen Fdllen nachweislich unmiglich oder nur mit un-
vertretbar hohem Aufwand realisierbar, andererseits eine Un-
terscheidung von Fehlern imnerhalb einer bestimmten Baugruppe
unnttig, Aus diesen Griinden arbeitet man bei der Lokalisierung
meist mit unvollstiéndigen Testsitzen, zur ErhShung der Loka-
lisierungsgenauigkeit werden dann andere Hilfsmittel herange-
zogen. Ein solches, da8 die sogenannten Abtastverfahren (vergl.
/1/, /11/) charakterisiert, besteht darin, daB neben den Aus-
gangswerten auch die an inneren Punkten der Schaltung anlie-~
genden Signale ausgewertet werden (technisch zu realisieren

112



durch Nadeln oder Chipabtaster). Im einfachsten Fall geht
man mit einem solchen Verfahren von einem Erkennungstest-
satz aus (Fehlerpfad-Riickverfolgung) und kamnn zhmindest flr
irredundante kombinatorische Schaltungen alle Einzel-Fest-
fehler lokalisieren. Fiir sequentielle Schaltungen sind i.a.
weitere Uberlegungen erforderlich, auSerdem ist ein solches
Abtastverfahren fiir Schaltungen hinreichend groSer Tiefe zu
zeitaufwendig. Daher wird meistens ein zwar unvollstiéndiger,
doch iiber den zur Priifung bentitigten weit hinausgehender Lo-
kalisierungstestsatz zugrunde gelegt, und auf ein Abtastver-
fahren erst zur Trennung von mit diesem Testsatz nicht mehr
unterascheidbaren Fehlern zuriickgegriffen. Fiir eine nihere Be-
schreibung von Verfahren zur Aufstellung solcher Testsidtze
sowle weiterer Lokalisierungsmethoden sei auf die angegebene
Literatur verwiesen.
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Rostock. Math. Kollog. 10, 115 - 121 (1978)

L

Stefan von Weber '\ff:

Zur Definition eines speziellen algorithmischen Fehlers

mittels Turingmaschinen

Zu jeder Aktion eines kiinstlichen oder menschlichen Automa=-
tons erwarten wir bestimmte Resultate, d.h. Informationen.
Als fehlerhaft bezeichnen wir solche Informationen, die be-
stimmte von uns geforderte Bedingungen nicht erfiillen. Die
Suche von Fehlerm und die Korrektur fehlerhafter Daten oder
Programme ist eine Haupttétigkeit des EDV-Anwenders. In fast
allen Programmiersprachen wird deshalb dieser Problematik
Aufmerksamkeit gewidiet. Von theoretischer wie auch prak-
tischer Seite finden wir Beitrdge zu diesem Thema z.B. bei
Bachmann /1/, Burgess /2/, Grishman /3/ und Randell /4/.

Der 'zeitliche und logische Ablauf einer Probleml¥sung mit-
tels eines der bekannten und iiblichen Programmiersysteme be-
steht im allgemeinen aus den separierbaren Schritten Kodie-
rung, lexikalische und syntaktische Analyse, semantische
Analyse und Synthese, Systemgenerierung, Interpretation dee
Algorithmus. Ein solches System bezeichnen wir als endlichen
Stufenproze8 und definieren es als Turingmaschine mit spe-
giellen Eigenschaften.

Deginition 1: Als endlichen StufenprozeS bezeichnen wir einen
Algorithmus, darstellbar durch eine Turingmaschine T mit den
folgenden Eigenschaften:

a) Die Zustandsmenge besteht aus n disjunkten Teilmengen
Q1,Q2,...,Qn. Der Startzustand befindet sich in der Teil-
menge Q1. der Stopzustand in der Teilmenge Q-

b) Das Band besteht aus n+1 endlichen Zonen 20,21,...,Zn.

c) Die Zqne z° enthélt das Eingabewort fiir den StufenprozeB.
Die Zonen z,.....zn 8ind den Teilmengen Q1,...,Qn suge-
ordnet.

d) Befindet sich T fiir ein beliebiges Eingabewort zo gum er-
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sten Mal in einem Zustand qeqi. dann hat der Kopf M bis
zu diesem Zeitpunkt nur die Zonen Zp,Zv...,Zi_1 beriihrt.

e) Es existiert kein q; =g\qi,aj) Nayy €Q.nq; €Qnr<s
mit g(q,8) als Ubergangsfunktion von T.

Piir die Stufen des endlichen Stufenprozesses gilt der Satz:
Ein Pehler in der Stufe i kann nur wit Sicherheit erkannt
werden, wenn kein Fehler in den Stufen 1,2,...,i-1 auftritt.
Der Beweis dieses Satzes beruht auf der Tatsache, daB jede
Stufe i1 des endlichen StufenprozeBSes als homomorphe Abbildung
der alten Zoneninhalte zo,z1.....zi auf die neuen Zonenin-
halte Zé,Z{,...,Zi zu sehen ist. Auf Grund des Homomorphismus
der Abbildung ist diese nicht umkehrbar. Der Gegenstand der
vorliegenden Arbeit ist nun die algorithmische Darstellung
des Fehlererkennungsprozesses der Algorithmusinterpretation
mit dem Fernziel, eine geschlossene Definition der Fehler-
erkennung in einem Programmiersystem zu gewinnen - unter der
Voraussetzung, daB dieses sich durch einen endlichen Stufea-
proze8 darstellen lHBt.

Die Theorien der Algorithmenverifikation /5/ beruhen auf

der Tatsache, daB sich Algorithmen auf verschiedene Weise dar-
stellen lassen oder aber, daB sich bestimmte Eigenschaften
eines Algorithmus unabhéngig von der Darstellung des Algo-
rithmus angeben lassen. Unter einem algorithmischen Fehler
verstehen wir die Inéquivalenz zweier Darstellungen eines
Algorithmus bzw. das Fehlen bestimmter Eigenschaften, die ex-
plizit vom Algorithmus gefordert werden. In dieser Arbeit
wird nun ein spezieller algorithmischer Fehler der zyeiten
Kategorie betrachtet, d.h. daB von einem fehlerlosen Algo-
rithmus im Sinne unserer Definition eine ganz bestimmte Ei-
genschaft gefordert wird. Zum Begriff des Algorithmus benut-
zen wir ausschlieBlich die Definition mittels Turingmaschinen,
wie sie bei Trachtenbrot /6/ oder Minsky /7/ zu finden ist.

Ein Algorithmus A ist dle durch eine Turingmaschine T*
definierte Transformationsvorschrift flir eine auf dem Band
der Maschine T* befindliche Anfangsbelegung.

Als Situation der Turingmaschine T bezeichnen wir das Paar
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(qi.sj) Dabei ist q4 der Zustand der lasohine T und uj das
Zeichen unter dem Kopf M der Maschine. N

Definition 2: Als algorithmischen Fehler 1. Art, tﬂ begeichnen
wir das (n+1)-malige unmittelbar nacheinander erfolgondo Auf-
treten identischer Situationen wihrend der Arbeit des Algo-
rithmus A, dargestellt durch die Turingmaschine TA, mit der
beliebigen Anfangsbelegung W des Bandes von TA.

Diese Definition des algorithmischen Fehlers 1. Art deckt
sich mit in der Programmierung digitaler Rechenanlagen auf-
tretenden Situationen. Als Beispiele kinnen Fehlerarten wie
Uverlauf Speicherende, liberlauf Bandende oder Dateiende an-
gefiihrt werden.

Satg: Zu jeder ganzen Zahl n = 1 existiert ein Algorithmus U,
der fiir jedes beliebige Tupel, bestehend aus einem Algorith-
mus A und einer Anfangsbelegung W, mit einem algorithmischen
Fehler 1. Art diesen Fehler erkennt und durch einen speziellen
Endzustand anzeigt.

Beweis: Wir beweisen den Satz durch die Konstruktion einer
Turingmaschine U mit den angegebenen Eigenschaften. Ohne Ein-
schrinkung der Allgemeinheit setzen wir voraus, da8 1‘A ein
Band besitzt, das nach links unendlich ist und mit dem Alpha-
bet {0.1} arbeitet. Wir ordnen auf dem Band von U folgende
Informationen von links nach rechts an:

- Die Anfangsbelegung der Maschine TA. wobei das Zeichen un-
ter dem Kopf lt der Maschine Q‘ durch das Hilfssymbol M
ersetzt ist.

- Ein Trennzeichen Y.

- Den geeignet durch k Zeichen aus dem Alphabet {0,1} ver-
schliisselten aktuellen Zustand 9,4 von TA.

- Das Zeichen 8¢ unter dem Kopf Mt.

~ Eine Menge P von Quintupeln mit der Beschreibung der
Maschine TA. Ein Quintupel p hat die Form p-(x,qi ,q1
'13'413) Dabei ist X ein Trennzeichen, q; der i-te iand

von TA und s, das j-te Zeichen aus dem Alphabet von T‘
das im Zustand q4 erwartet wird. qij ist der Polgezustand
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der Situation (qi,sj), 513 das ausgegebene Zeichem und d13

die kodierte Bewegungsrichtung des Kopfes Mt' qy und ay \
sind im gleichen k-stelligen Kode, wie Qs B8O kodiert, daB
alle Kodierungen der Zusténde von paarweise verschieden
sind. d1 ist durch das Zeichen O fiir die Linksverschiebung
von M, und durch das Zeichen 1 fiir die Rechtsverschiebung

von Mt kodiert.

- Ein Trennzeichen Y.

- (n-1) mel das Zeichen O (Strichliste).

- Ein Trennzeichen Y.

Das #uBere Alphabet der sogenannten universellen Turingmaschine
U besteht aus dem Alphabet {0,1} von TA, den Trennzeichen X,Y
sowie den Hilfssymbolen A,B,C,D,G,H,M. Die Arbeit von U beschrei-
ben wir durch einen gerichteten Graphen /8/ G(U) mit den fol-
genden Eigenschaften: Jeder Bogen von G(U) beschreibt einen
Takt oder Arbeitszyklus von U, wobel der Bogen durch das ge-
ordnete Paar (51’913) gekennzeichnet wird. Die Bewegungsrich-
tung des Kopfes M, von U wird im Zielknoten des Bogens ange-
zeigt. Bbgen, fiir die 85=8;4 gilt und fiir die Start- und Ziel-
knoten identisch sind, werden nicht aufgefithrt. Die Knoten des
Graphen G(U) kennzeichnen dabei die Zustiéinde der Turingmaschi-
ne U.

Abb. 1 zeigt den Graphen G(U). Darin beschreibt der Teilgraph
mit den Knoten a,b,c,d,e,f das Aufsuchen des Quintupels auf
dem Band von U, das zu qg 4 und 8ot gehdrt. Durch den Teil-
graph g,h,1,j,k,1,m wird die Priifung auf Identitit von q4 und
qij beschrieben. Der Teilgraph n,o0,L1,L2,L3,L4,p,q,r,s8,t,u,v,
W,X,y,L,I beschreibt die Priifung auf Identitdit von s, und st,
wobei s! das Zeichen neben dem Kopf My ist, und zwar auf der
Seite, die durch dij angegeben ist. Der Teilgraph M1,M,F be-

schreibt die Verldngerung der Strichliste im Falle identischer
Situationen von T und den Ubergang zum Fehlerzustand F-bei
Erkennen von r?. Der Teilgraph I2,K beschreibt das Lischen
der Strichliste fiir den Fall nichtidentischer aufeinanderfol-
gender Situationen. Der Teilgraph N,0 beschreibt das Entfernen
der Hilfssymbole C,D,G,H vom Band der Maschine U. Der Teil-
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AbL1 Graph G(U)
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graph OP,P,Q,R,S,T,U,V,W,X,Y,2,a,p,Y,d, & beschreibt die Aus-
fiihrung eines Arbeitszyklue von TA durch die bekannte univer-
selle Turingmsschine von Minsky.

Die Maschine U interpretiert demmach die Arbeit der Maschine
TA und geht filr jedes Algorithmus-Anfangsbelegung-Paar mit
einem Fehler f? in den Endzustand F iiber. Damit ist der Satz
bewiesen.

Mit der dargestellten Methode lassen sich welitere Fehler-
kategorien definieren. Allen Fehlerdefinitionen ist jedoch
gemeinsam, daB8 sie nur fiir Algorithmen und Anfangsbelegungen
gelten, die eine endliche Zahl von Zeichen zu ihrer Dar-
gtellung in einer universellen Turingmaschine bendtigen.
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Martin Weese

Mad families and its classification

Let w denote the set of natural numbers. P(w) denotes the
power set of w. Let a,be P(w). We write a c,b (a =, b) if
b\a is finite (b\a and a\ b are finite). a and b are almost
disjoint if anb is finite. X< P(w) is an almost disjoint
family if each a € X is infinite, the elements of X are pair-
wise almost disjoint and for each finite subset S of X,

@w\U S is infinite. X is a mad family if it is a maximal al-
most disjoint family.

Let (P,=) be a partially ordered set. Two elements a,b of

P are compatible if there is c eP with a< c and bsc. A sub-
set D of P is dense if for each ac P there is beD with a<b.
If D is a dense subset of P then a subset G of P is a D-gene-~
ric filter if the following conditions are satisfied:

(1) if a¢G and b€ a then b eG;
(i1) 4if a,beG then a and b are compatible;
(i11i) DNG #+ @.

If J is a family of dense subsets of P and G is D-generic
for each D € & then G is called & -generic. If & is a coun-
table set then there exists always a J-generic filter.
The partial order {P,=<) has the countable chain condition
(ccec) if any set A S P of pairwise incompatible elements is
countable.
Martin's axiom (MA) is the following statement:

If (P,<) 1s a partally ordered set with the ccc

and J is a family of dense subsets with

card & < 2% then there is a oJ-generic filter.
It is well known that Martin's axiom is consistent with the
negation of the continuum hypothesis (CH). Martin's axiom
implies that each med family is of cardinality 2%, Hechler
/3/ showed that it is consistent with ZFC that there exists
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a mad family of cardinality less than 2%

Let £ be an almost disjoint family, a ¢ W. a is a partitio-
ner of X if for each be X either anb =_ @ or b £ a. We set
X" = {a £ w: a is a partitioner of X}. Then XP is a Boolean
algebra under the usual set-theoretic operations. Let J(X)

be the ideal of XP generated by X u w. With B{X} we denote

the Boolean algebra xﬁ/ .
J(X)
In /4/ it is shown:
Theorem 1: (MA) Let of¥ be a countable Boolean algebra.
Then there exists & mad family X with
BiX} = 5.
" Let X be an almost disjoint family. We set
F(X) = fac w: card {seX : s ¢ a} = 2“}.
In /5/ it is shown:
Theorem 2: (MA) Let U be a nonprincipal ultrafilter on w.
Then there exists a mad family X with F(X) = U.

Let X and Y be almost disjoint families. We set
X=Y if

(1) for each s € X there 18 b € Y with a £,b or b %,a
and vica versa;
(11) Por each a < X the set {b €Y : b €.a} is finite
and vica versa.
We set X <1 Y if there are an injective function £ : w— w
and Y' £ Y such that {f[a] : a € X} ¥ Y', Let {pPw\w, <)
be the set of the nonprincipal ultrafilters with the Rudin-
Keisler ordering. Using the f%St that the continuum hypothe-
sis implies that there are 22 minimal elements in B w\ w
(see Theorem 9.13 in /1/) we get:

(<%
Theorem 3: (CH) There are 22 mad families incomparable with
respect to J.

As an application of theorem 3 we get:

w
Theorem 4: (CH) There are 22 superatomic Boolean algebras
on w such that none of them can be embedded into another.
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w
Proof: Choose a set U of 22 ultrafilters corresponding
to different minimal elements in B w\ w . For each Ue U
choose a mad family X with F(X;) = U. For each Ue U 1et

J}U be the superatomic Boolean algebra on w generated by
W v Xy. Then 1t is not hard to see that {db;: Ue M}1is the
desired family.
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