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Rostock. Math., Kollog. 12, 5 - 11 (1979)
Lothar Berg

Idsungsdarstellungen fiir eine Rekursionsformel der Kombinatorik

Rir die Anzahl Hop der Elemente einer gewissen Auswahlmenge
wurden in /3/ die Rekursionsformel mit variabler Gliederzahl

k
Hpet, = Hoxe + ; (g)nnﬂ,k-i (& D)

und die Anfangsbedingungen
Hok = (g)’ E']k = (3) (2)

aufgestellt, wobei n,k nichtnegative, ganze Zahlen sind und q
ein Parameter ist, der hier nicht weiter eingeschrinkt zu wer-
den braucht. Proberechnungen zeigen, daB die ersten an die
Darstellung

Kox1)/2]
By = ﬁ/ WD) (3

m=0-

mit den anschlieBend angefihrten von q unabhiéngigen Koeffizien-
ten hmn besitzen.

(o1 2 345 6 72 8 9 10 11 12 13 14 15

190-1-1 01 10-1 -1 0 1 1 0 -1 -1
12 1-24-2 36 3 -4 -8 -4 5 10 5
1 3 3-2-9-9 3 18 18 —4 =30 =30 5

1 4 6 0-15=24 -6 36 60 20 =70

1 5 10 5 =20 <49 =35 50 145

1 6 15 14 =21 -84 =98

~ . 1 7 21 28 =14

oWV $HFWNM=2O

Im folgenden sollen fir die hm vier verschiedene Darstellungen
hergeleitet und das asymptotische Verhalten dieser Koeffizien-
ten diskutiert werden. Eine dieser Darstellungen wurde in /3/
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auf anderem Wege hergeleitet, und im Spezialfall q = 1 wurde
bereits von I. Kaplansky

Hy = (P E*) fir o » 2% -1 (%)

sowie an = O fir o< 2k=1 berechnet.

1. Erzeugende Funktionen

PFihren wir die erzeugende Funktion

QO
k
£, (2) = g H 2 (5

ein und benutzen wir die Bezeichnung

p = (1+z)q, (6)
s0 erhalten wir aus (1) die Rekuréionsformel zweiter Ordnung
Taa(2) = £.(2) + (p-1Ef_4(2)

und aus (2) die zugehdrigen Anfangsbedingungen fo(z) =1,
fi(z) = p. Rir die weitere erzeugende Funktion

@
F(w) = Z fn(z)wn (7)
n=0

ergibt sich hieraus die Darstellung
F(w) = 1=w+
1~W+W =DW
mit der Entwicklung

1 =W+W =T (1-wswS)t

Offenbar besitzt die Funktion (7) auch eine zweidimensionale
Entwicklung der Form
00
F(w) = n,;;o n wp",
wobel wir hierdurch die hnmunabhéngig von (3) einfiihren, und
daher besitzt die Funktion (5) auch die intwicklung
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o0
£.(z) =) b " 9

m=0

Durch Vargleich von (8) mit der anschlieBenden Gleichung folgt

2
W = _w31-w 10
g;; "no 1+ (1)
und fir m > 1
L2 2m-1
W . 1
g;; Pom (1-w+w= ) i

Durch sinsetzen von (6) in (9) und Vergleich mit (5) erkennt
man, daB fiir die hier eingefiihrten h . die Gleichung (3) ohne
Einschrénkung giltig ist, da aus (11) insbesondere b= 0 fir
n< 2m-1 hervorgeht. Die Entwicklung (10) bestitigt die in der
obenstehenden Tabelle fiir hno angegebenen Werte und zeigt dar—
iber hinaus, daB diese Werte in n die Periode 6 besitzen. Aus
(9) und der Rekursionsformel fir fn(z) folgt.die Differenzen-
gleichung

Bh+1,m = Bom = Bpoq,m * Ppq,meto
mit deren Hilfe man unter Beachtung der Anfangswerte h und

hom = o fiirm > 1 leicht die Tabelle erginzen kann.

2. Drei Idsungsvarianten

Zur Berechnung der Koeffizienten von (11) mit m * 1 erweitern
wir erstens die rechte Seite mit (1+w)m+1 und entwickeln die
Klammerausdriicke der Erweiterung

w2m-1(1+w)m+1(1+w3)-m-1
in Binomialreihen. Dann gelangen wir zu der Darstellung
m+j m+1 3
DI KIS IS (12)

wobei iiber alle j mit n-3m £ 3j £ n~2m+1 zu summieren ist, also
iiber hochstens [(m+4)/3] Glieder.



Zweiters kdnnen wir aus (11) durch Anwendung der Entwicklung
00

(=m0 - g 3w (1-m)?

und nachtréglicher Entwicklung von ("l-w):j die Darstellung

Bop = ; GO Lichl (13)

herleiten, wobei iiber alle j mit n-2m+1 £ 2j <€ 2n-4m+2 zZu Sum-.
mieren ist, also iiber hochstens [(n+3)/2] ~ m Glieder. Mit Hil-
fe der Indexverschiebung k = n-m-j+1 entsteht aus (13) der auch
aus /3/ zu entnehmende Ausdruck

[(nx1)/2] '
b= g Ak (Ey (1)L (14)
— ‘

Drittens gelangen wir mit Hilfe der Partialbruchzerlegung
(vel. /1/),

m
1 i —m—3=1, , =W+ j=1~1 g |
o §=° (m«sav).\/-3 IR (= (E_l;w)j m=1y

> (1=wew'

wobei € = (1-1-1'\{- 3)/2 eine sechste Einheitswurzel ist, nach er-
neuter Anwendung der Binomialentwicklung zu dem Ergebnis

m
hp = 2;(“‘;3 ) (n'z:g” )'\/—.B-m'j-1 cos((5m-2n-j-1 )g) . (15)
=0

Unter Beachtung der bekannten Orthogonallitidtsrelationen

X
k, m m+k
g EYEDE™E = &,

ergibt sich aus (14) fir 2 € 2 £ p+1 die Beziehung

[(ne1)/2)] i
. D=3+ =
g Congy = O3, ; (16)

die wegen

.22; by = £,(0)



und

. 1
g fn(())wn = ﬂ—_T"V;r
d. h. fn(o) =1, auch fiir j = O gliltig ist und sich bei der Be-
rechnung der hmn gut zur Kontrolle der Ergebnisse eignet. Wegen
(3) vesagt die Beziehung (16) nichts anderes als die Gleichung
(4), und ebenfalls wegen (3) geht (16) fiir j = O und j = 1 in
die in /3/ angegebenen Gleichungen Hho = 1 bzw, Hh’l = nq iliber,

3. Asymptotische Abschitzungen \

AbschlieBend sollen fiir die Koeffizienten hnm noch einige
asymptctische Approximationen aufgestellt werden. Aus (15)
folgt bei festem m >0 fiir n— oo

m : =
b, = =2 cos((S5m-20-1)%) + ™), (17)
m} \/_5
wobei die Kosinusfunktion in n die Periode 6 beaitzt:
Aus (13) folgt bei festem n-2m+1 = k 2 0 fiir m— oo
by = oy o+ O, (18)

Um weitere asymptotische Aussagen herzuleiten, benutzen wir fir -
die Koeffizienten hnm die aus (11) hervorgehende vierte Dar-
stellung ’

2m=-n=-2

1
hnm = 55T mﬁﬁ- dw, (19)

wobei liber einen geschlossenen Weg in der komplexen w-Ebene zu
integrieren ist, der den Nullpunkt genau einmal in der positi-
ven Richtung umléuft, die Pole w = § und w = € aber nicht ein-
schlieBt, und wenden die Sattelpunktmethode an. Die Sattel-
punkte der Betragsfliche des Integranden sind die Nullstellen
der Ableitung, d. h., wenn wir n+4 = 8 und m+1 = &8 mit
®€(0,1/2) setzen, die ILdsungen der Gleichung

W = (1-0)w + 1-2& = 0, ' (20)



und lauten daher

Wy o = 3(1-0 + 3Y/dPr6a-3. (21)

Somit liefert die Sattelpunktmethode (vgl. /2/) fir s— o

s
ny = 02>, (22)
Vs
wobei 1-1 die Ordnung des Sattelpunktes ist und
W o=
a = (23)

h [1-w4+w1|i )

Die asymptotische Abschétzung (22) ist scharf, 4. h., das Sym-
bol () kann nicht durch das Symbol O ersetzt werden, wenn Wy
ein Sattelpunkt ist, fiir den (23) minimal wird, und lieBe sich
auch zu einer asymptotischen Darstellung bzw. sntwicklung wei-
terfiihren.

Aus (21) geht hervor, daB fir 2 Y3-3<®<1/2 zwei reelle Sat-
telpunkte erster Ordnung vorliegen, und das Verhalten des Inte-
granden von (19) fir reelle w zeigt, daB fir g die kleinere
der Nullstellen (21) mit dem Liinuszeichen vor der yurzel zu
wéhlen ist. Im Fall & = 2y3-3 fallen die beiden Sattelpunkte
zusammen, und es liegt ein Sattelpunkt zweiter Ordnung vor, wo-
bei a den Wert

a = (2+ ﬁ)(g%ﬁ)am,meze (24)

annimmt. Im Pall O<x <2y3-3 sind die beiden Sattelpunkte (21)
wieder von erster Ordoung und zueinander konjugiert komplex,
folglich sind die zugehdrigen Werte fir a in (23) einander
gleich. Da diese Sattelpunkte auf dem Kreis |w-2| = V% liegen,
kann (23) diesmal zu

_ (1-2a)®"1/2 .

a=(lz20 0 (22)
@y3)

umgeformt werden. Durch einfache Rechnung 1&8t sich bestitipen,

daB8 die Werte (25)+<bez. « monoton wachsend und die JNerte (23)
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fiir 2y3-3 < <1/2 monoton fallend sind, so daB (24) das Maximum
von a ist, wdhrend die beiden liinima gleich 1 sind.

Wie Ublich ist die asymptotische Abschdtzung (22) in jedem ab-
geschlossenen Peilintervall der Intervalle (0,2y3-3) und
(2y3-3,1/2) bez. x gleichmdBig giiltig. Weiterhin ist aus der
Gestalt des Integranden und der Lage der Sattelpunkte ersicht-
lich, daB die b fiir hinreichend groBe sim Fall 2V3-3<da<1/2
positiv sind und im Fall O<ot <2y3-3 um den Nullpunkt oszillie-
ren,

Literatur
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Rostock. Math. Kollog. 12, 13 - 16 (1979)
Dietlinde Lau

I Automorphismen auf den maximalen Klassen der k-wertigen Logik

In dieser Arbeit wird gezeigt, daB jeder Automorphismus auf
einer maximalen ‘Klasse der k-wertigen Logik ein innerer Auto-
morphismus ist.

Von A. I. Mal'cev wurde in /2/ ein Automorphismus « auf einer
abgeschlossenen Klasse A aus Py ein innerer Automorphismus ge-
panot, wenn eine eineindeutige Abbildung ¢ von B auf B exi-~
stiert mit der Eigenschaft, daB fiir beliebige n = 1 und f aus
AP gilt:

5 CHMPPIRE ST ¢ Calc % TIPIIP ol 5
bzw.
EHP(XY) s eeey PUX,)) = FE(Xqy oeey X))

Weitere im folgenden verwendete Begriffe und Bezeichnungen fin-
det man in /1/ erléutert.
I, A. Mal'cev bewlies in /3/ folgenden Satz:

;

Satz 1: Wenn eine abgeschlossene Klasse A & P alle Eonstanten
von Pk enthélt, dann sind s&émtliche Automorphismen auf A innere,

Als unmittelbare Folgerung ergibt sich hieraus fir

eellt, vy v&), v, der folgende Satz 2. Rir ¢ ean ist
Satz 2 ein Spezialfall von Theorem 2 aus /2/.

Satz 2: Sei g€l v uk vy o(’k v db). Dann ist jeder
Automorphismus auf Pol @ ein innerer Automorphismus.

Die Grundidee des Beweises von Satz 1 verwendend, l&B8t sich
auBerdem zeigen:

Satz 3: Auf Klassen vom Typ ¥’ existieren nur inuere Automor-
phismen.
Beweis: Sei @, € zrk. Die Funktionen aus Pol €g werden im fol-
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genden wie in /1/, § 3, dargestellt. Weiter sei o einm Automor-
phismus auf Pol @, und N die lenge aller Funktionen

1 -1
. i
fa(x) = z:; S:; aar,i(x)-s (a) mod k ,

r= 1=
wobei k = lep (p Primzahl, 1 2 1),
Ek:{a1’0,a1’1,..,a1'p_1,a2,0,a2’1,..,aa'p_1,..,al'u,..,al’p_ﬁ.
a€ B, und s(ar’i) = 85 441 mod p (r=1,2,.f.,l; i=0,1,0009p~1)e

Bekanntlich #dndert sich bei einer isomorphen Abbildung die
Stellenzahl der Funktionep picht. Somit ist « auch ein Auto-
morphismus auf der Halbgruppe ((Pol gs)q,*).

Wir zeigen zunédchst, da8 N* = N.

Offensichtlich existiert fiir jede Funktion g ¢ (Pol gs)1 und
fiir jede Funktion f,€N eine Funktion h €(Pol g,) mit £, =hg.

Folglich ist

fg = b xg™ o))
Sel speziell g eine einstellige Funktion aus Pol 8g mit g*eN.
Depn ist h®xg* N und (wegen (1)) fXeN fiir beliebiges a €&,
d. h. ¥* = N,

Wir leiten einige Eigenschaften der Funktionen fa her.

Fir alle r ¢§1, 2, ...1} und i ¢E_ gilt: £ * f =f
’ P a a., .
r,0 r,i T,i

und folglich
® £% = £&

fd
o - ]
ar,0 8r,i %r,i

d. h., fir jedes r existiert ein r' mit f: =f
7,0
Weiter ist

£ = (see((£ * £ *x f eeef .
e 5 €ene &p,1 %,1) ar,’l) ar,’l)
h e SIF el T

i-mal

14



Hieraus ergibt sich fir fg =f (b, esp\{o}):

T, ar",br

e = £ 5

8p,i ®r,isb, mod p

Wegen

f LI = £ ist

ApL 0 aq,1 Br,1
i‘d' * fd' = f& =

&, 0 21,1 ar,1 Srmyb,,

= f * T =1
',0 a’l",b,‘ 8t b
d. h r' =r"und b, = by =: b fiir beliebiges r € {1,2,...,1}.

Zusannepfassend erhdlt man:

£& &f 2)
3ri  %pt isb mod p |

wobei r, r'e{1, 2, ..., 1}, i€ Ep und b eEP\{o}.

Aus (2) ergibt sich eine eipeindeutige Abbildung @ von E
auf j::k:

(P(ar,i) = 8p13.b mod p *

Wir beweisen als nichstes, daB fir jedes a, €8 gilt:
’

a.u

Sei x = ap 3 (ref{l, 2, eeey 1}, ien‘.p). Dann ist

£ (@90)) =, (X)) (3
v u, Vv

22 (play ;) =1,

ay,v u',v.b mod p(ar"i'b mod p)

i+b _
=S (au',v»b mod p’ = &yt,(v+i)edb mod p
+ und

P(fy (op,1)) = P(s*(ay o)) = (8, vai moa p)

8, (v+i) b mod p
Die Behauptung (3) ist also richtig.
Die Abbildung ¢ definiert auf Pk einen inneren Automorphis-

15



mus o, . Anstelle des Automorphismus o« betrachten wir den Iso-
morphismus B = oL-oL?',"] von Pol - auf (Pol gs)p. Unser Satz ist
bewiesen, wenn wir zeigen konnen, daB der Isomorphismus B jede
Punktion aus Pol ¢, in sich iiberfiihrt. Aus der Konstruktion von
Agund (3) ergivt sich f“ = £, fir alle acE,.

Sei jetzt £ eine n-stellige Funktion aus Pol gs, B =: g und

8= (agr00058y) ¢ Ek Dann g1l £(£, (xX)...,f, (X)) = feea)(®)
und
2728 (1)yeer2d () = 225y (x)

fg(fa‘l(x) — 'f&n(x» = ff(E)(x)
{64

(X)50enrfy (D)) = L5300

84 %n

Polglich ist £(&) = g(&) fir alle & €By, d. h. £ = g.
Unser Satz ist damit bewiesen.
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Rostock. Math. Kollog. 12, 17 - 30 (1979)
Glinther Steffen

Eigenschaften von Matrixgruppen iiber dem Restklassenring
modulo pk ;

In dieser Arbeit werden zundchst einige Resultate iiber total
irreduzible zyklische Matrixgruppen in Abnlehnung an Steffen /3/
gebracht. Zu jeder total irreduziblen zyklischen n x p-Matrix-
gruppe von der Ordnung pn-1 iber Rk gibt es eine &dquivalente
Matrixgruppe, die sich aus der Begleitmatrix eines total irre-
duziblen Polynoms erzeugen ld8t. Weiterhin wird ein Kriterium
angegeben, wann zweli Darstellungen einer Gruppe &dquivalent
sind. SchlieBlich zeigen wir, daB eine Darstellung einer Gruppe
H Uber Rk mit leHl genau dann total irreduzibel ist, wenp sie
irreduzibel ist. !

Es sei darauf verwiesen, daB die Ergebnisse dieser Arbeit fiir
Strukturuntersuchungen gewisser metabelscher Gruppen niitzlich
sind. In spédteren Arbeiten wird hierauf genauer eingegangen.
BEs werden dort metabelsche Gruppen mit abelscher Fittinggruppe
untersucht.

Bezeichnungen

Z : Ring der ganzen rationalen Zahlen; Aut G: Automorphismen-
gruppe der Gruppe G; Hk : Restklassenring modulo pk (dabei geht
die Primzshl p aus dem jeweiligen Zusammenhang hervor, k 2 1);
flir eine Matrix C iiber B, bezeichne C* die modulo p reduzierte
Matrix iiber GF(p) (s. (2.6) aus /3/); T~¢ : die Darstellungen T
und ¢ sind dquivalent; (£(x)): das aus dem Polymom f(x) erzeug-
te Hauptideal in Rk[x]; Rk[x]/(f(xi) : PFaktorstruktur von Rk(x]
nach (£(x)); [g(x)]f(x) : Klasse von erx] pach (f(x)), in der

g(x) liegt; R, [C] : lineare Hiille aller Potenzen der quadrati-
8chen Matrizen C iiber Rk; H £ G (bzw. H<G) ¢ H ist Untergrup-
pe (bzw. echte Untergruppe) der Gruppe G; {K) : Erzeugnis des

17?7



1
Komplexes K € G; falls 4 = (: ein Spaltenvektor von Elementen

In
einer additiv geschriebenen abelschen Gruppe F ist, dann bedeu~

. ay4
tet ('7) das Erzeugnis aller Elemente von Wy a4y i= (- )
&

y1h Jq +
(acZ),sh s=| : | (hehut £), + N = | ¢ fiir N £ P;
’? y'nh 4’9/ jn + N ’

Un(F) i= ipnxlx €F} mit ne Z und F eine endliche additiv ge-
schriebene abelsche p~Gruppe; fiir eine quadratische Matrix C
iiber einem Ring mit Einselement 1 bedeute a|C oder C = O(mod a)
(a €2 ), daB a] jeden Koeffizienten von C teilt.

1. Sei F eine beliebige additiv geschriebene endliche abelsche
Gruppe. Bezeichne #= (v,],...,vn) eine Basis von F, bei der die

Ordnungen der Basiselemente Primzahlpotenzen sind,und alle Ba-
siselemente, deren Ordnungen Primzahlpotenzen ein und derselben
Primzahl sind, mdgen nebeneinander stehen., Ansonsten sollen die
Basiselsmente nach der GroBSe ihrer Ordnungen geordnet sein.
Eine solche Basis nennen wir auch geordnete Basis von F. Fir
eine n xn-Matrix C iiber Z bezeichne T diejenige Matrix, die aus
C entsteht, wenn man jeden Koeffizienten der i-ten Spalte von

C (1=1,...,0) durch seine Restklasse modulo der Ordnung des
i-ten Basiselementes ersetzt. Jedem Automorphismus « von F ist

in natiirlicher Weise eine Matrix “xi[‘g) I durch

n
= SS' (@) = . x(®)
vix = 2 X475 (i=1,40.,0; Xjj € Z)
zugeordnet. Dabei geht llxit"jLj I aus der Koeffizientenmatrix

”x%)ll hervor. Bezeichne Ay die folgende Menge:
) }
AF 1= inxij llloLéAut Fi.
Die Abbildung o = ﬂxit?’ | ist eineindeutig. Dem Produkt o f3 zwei-

er Automorphismen o,p von F ist offensichtlich die Matrix

18



@) (D) ) . N
Hxi%.' il xi{; | € Apzugeordnet. also ist Ap wit der Verkniipfung

Hx]g_'ngl llxlg_?) Il := leg‘? I ll:&ﬁy || eine Gruppe,und zwar eine zu

Aut F isomorphe Matrixgruppe.
Fir eine Matrix L € AF wollen wir mit int L diejenige Matrix

iiber Z bezeichnen, fiir die Int L = L gilt und in der die Koef-
fizienten der i-ten Spalte (i=1,...,n) natiirliche Zahlen klei-
ner als die Ordnung des i-tem Basiselementes von 4§ sind.

Bip Homomorphismus eiper Gruppe H in AF soll auch Darstel-
lung genannt werden. Falls eine Darstellung von H in AF ge-
geben ist, so 1#Bt sich H bei vorgegebenmer Basis von F in be-
kannter Weise zu einem Rechtsoperatorenbereich von F machen.
Umgekehrt gehort zu einem Rechtsoperatoremnbereich H von F bei
vorgegebener Basis eine Darstellung von H in AF' In diesem
Sinpe soll F auch Darstellungsmodul von H bez. der Basis 4 ge-~
nannt werden.

Zwei Darstellungen 6 und T von H in A sollen &quivalent hei-
Ben, falls eine Matrix I‘EA mit ’1’.‘6(11)‘1"‘l =7(h) fiir alle heH

existiert.
Bezeichoung: 6~T.

Durch elementare Rechnungen iiberzeugt man sich davon, daB
die Aquivalenz von Darstellungen mit der Basisédnderung des Dar-
stellungsmoduls gleichbedeutend ist, daB also folgendes gilt:
Sei eine Darstellung T von H in A gegeben,und es gelte
A h = (int T(h) )M (h e.H)

a) Fiir eine Matrix T GAF sei 7(h) definiert durch

#(n) = TR)TT .
Dann ist 49= (int T)# eine geordnete Basis von F, und
es gilt #h = (int T(h))4D . “)

b) Sei umgekehrt 4o:= (int T)4p eine geordnete Basis von
F, und es gelte s5h = (int Z(h))4® . Dann liegt T in
AF,und es gilt

F(n) = THR)TT .
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Falls F vom Typ (2]_‘_,_21:,/._..\,1)/1‘) ist, so ist AF eine Matrix-
n-mal

gruppe des Grades b iiber Ry . Wir konnen dann wie folgt die Ir-

reduzibilitdt bzw. die Reduzibilitdt von Darstellungen in AF

erkliren.

Eine Matrixdarstellung 6 einer Gruppe H des Grades n iiber Rk
heiBt reduzibel, wenn eine zu 6 dquivalente Darstellung 4 exi-
stiert mit

aq(n)  puy(n)

0w

wobei /41(11) fir alle h¢H eilne LR n,]-Matrix mit 1 én1<n ist.
Andernfalls heiBt 6 irreduzibel.

Offensichtlich ist eine Darstellung 6 einer Gruppe H in AF
genau dann reduzibel, wenn F eine H-zulédssige Untergruppe U
enthidlt, dle eine Basis besitzt, welche sich zu einer Basis von

f ergiénzen ldB8t. U muB also vom Typ (pk,...,pk) sein,und falls
U von solchem Typ ist, 1l&Bt sich jede Basis von U zu
einer Basis von F ergénzen (s. Hilfssatz 1).

Sei C eine quadratische Matrix iiber Ry. Beziiglich der Begriffe
wie regulédre Darstellung von <C) iiber R, Ry —R, {C]-Modul, das

zu C gehdrige Minimalpolynom und totale Irreduzibilitéat eines.
Polynoms f£(x) iiber Rk verweisen wir auf /3/. Analog zur totalen
Irreduzibilitét von Polynomen moge die totale Irreduzibilitat
von <C) dadurch definiert sein, daB <C¥*) ebenfalls irreduzibel
iber GF(p) ist.

2. Seien die patiirlichen Zahlen n und k und die Primzahl p vor-
gegeben. Nach Steffen /3/, S. 25, gibt es dann eipe iber R, to-
tal irreduzible zyklische n x n-Matrixgruppe <C) der Ordnung
pn-1. Wie wir im Satz 4 sehen werden, gilt auBlerdem auch

ord C*=p”-1. Bezeichne f(x):xn+an_1xn'1+...+a°' das zu C gehdri-

ge Minimalpolynom. Dann ist f£(x) total irreduzibel iber R, und
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n
p -1
f(x)lx -1. Die regulére Darstellung von (C) hat bezliglich

der Basis ¢°, ¢', ..., ¢ aes B_- R, [C] -Moduls R, (C] aie
Gestalt

L (1 =0, 1, ees, D"=1)
mit
010 eeea O
001 +... 0
A= : »
000 veee 1
“8) eecececa=ay 4

d. h., A ist die zu dem DPolynom f(x) gehdrende Begleitmatrix.
Da auBer C° kein Element aus <C) alle Basiselemente bei Multi-
plikationen von rechts festléBt, ist der Kern dieser Darstel-
lung trivial, sq daB ord A = pn-1 gilt. Dem Bewels des Satzes
aus /3/, S. 25, ist unter anderem zu entnehmen, daB in
Rk[x]/(f(x)) die Voraussetzung von Lemma 1.4 aus /3/ erfiillt
ist. Die Anwendung dieses Lemmas fiihrt uns auf Rk[A]"ka[GJ,
denn beide Matrixringe sind zur regulédren Darstellung von

R, [x]/(£(x)) &quivalent. Daraus folgt nun, daB (A) und (A% '
irreduzibel sind. ZusammengefaBt 1&Bt sich sagen:

Satz 1: Zu vorgegebenen p,n,k gibt es ein total irreduzibles
Polynom f(x) des Grades n iiber Ry, 80 daB die zu f£(x) gehdren-
de Begleitmatrix eine total irreduzible zyklische n x n=-Matrix-—
gruppe der Ordnung pn-1 erzeugt.

Satz 2: Sei (C) eine total irreduzible zyklische n x n-Matrix-
gruppe der Ofdnung r iiber Rk (p vorgegebene Primzahl; T,0 2 1),
so daB C* ebenfalls die Ordnung r hat. Des weliteren sei (a)
eine abstrakte zyklische Gruppe der Ordnung r. Zwei Isomor-
phismen 7 und 2 von (a) auf (C) mit

T3 ai———+ Gi,

i=1,2, esuy T,
¢+ at—> (B,
wobei x eine natiirliche Zahl mit (x,r) = 1 bezeichne, sind ge-
pnau dann équivalente Darstellungen, wenn x = pY mit 1 € j € n
ist.
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Beweis: Falls T ~¢ ist, so existiert eine Matrix T iiber Rk

mit 71" = CX. Daraus folgt mittels (2.5) aus /3/

1%c*1*~1 = (¢*)*. Nach (2.4) aus /3/ ist R, [C¥]Z GP(p"). Durch
c*—s *c*1*~"1 wird offensichtlich ein Automorphismus von R; [c1
induziert, so daB zwangsléufig x = pJ mit 1 £ j € n gelten muB.
Sei nun umgekehrt x = p3 mit 1 € j € n. Bezeichne f(x) das zu C
und g(x) das zu cP" gehdrende Minimalpolynom {iber R, . Dann sind
£(x)* und g(x)* die Minimalpolynome von C* bzw. (C*)P". Durch

3 .
c¥—> (¢*)P" wird aber ein Automorphismus des Kdrpers Ry [c*]

induziert, so daB die Minimalpolynome von C* und (()”)pa iiber-
einstimmen miissen, d. h. £(x)* = g(x)*. Mittels Lemma 2.2 und
Lemma 2.4 aus /3/ folgt dann £(x) = g(x). Am Snde des Beweises
zu Lemma 2.2 aus /3/ konnten wir sehen, daB Ry [x]/(£(x)) ¥R, [C] '
beziiglich

6 : [a°x° + ""']f(x)"_’aoco 4 eeees
gilt. Daher muB der Isomorphismus 6 von Rk['x]/(f(x)) auf Rk[C]

eine irreduzible treue Darstellung sein. Analog ist der Isomor-
phismus

s ['bnx0 + ""‘]g(x)
von Ry [x]/(8(x)) = R [x1/(£(x)) auf R, (C] eine irreduzible

treue Darstellung. Nach Lemma 1.4 aus /3/ sind dapn 6 und 1 zur
reguléren Matrixdarstellung von Ry [x1/(£(x)) iiver R, dquiva-
lent, 4. h. 6'\47[‘._ Es existiert also eine Matrix U iiber

- 3
B, mit UCU™" = CP°, was T~gbedeutet.

— bo(cP3>° * wwers

PFolgerung: Seien {(C) und (a) wie im Satz 2 gegeben. Dariiber
hinaus mdgen 7 und @ zwel Isomorphismen von (a) auf (C) be-
zeichnen,und 7¥ bzw. ¢* seien definiert durch

T%: b —s (T(®))",

(beday) .

8" s b—— (g ()"
Dapnn sind 7 und ¢ iliber Rk dquivalent, wenn 7* und g¢* iiber Ry
dquivalent sind, und umgekehrt.
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Beweis: Falls 7¥ und ¢* #quivalent sind, so ist 7*(a) nach
Satz 2 eine gewisse p-Potenz von ¢*(a). Wegen ord C=ord C* ist
dann 7(a) die gleiche p-Potenz von g(a). Die nochmalige Anwen-
dung des Satzes ergibt die Lquivalenz von 7 und ¢. Die Umkeh-
rung ist trivial.

3. Die beiden folgenden Hilfssétze werden fiir den Beweis des
Satzes 3 bendtigt. Dieser wird dann ein wichtiges Hilfsmittel
fiir die Charakterisierung von metabelschen Gruppen mit abel-
scher Fittinggruppe sein.

Hilfssatz 1: Sei F eine additiv geschriebene abelsche Gruppe
vom Typ (P y e pk) (k ® 1) und U eine Untergruppe vom Typ
(pk, esy P ). Dann 1d8% sich eine Basis von U zu einer Basis
von F ergénzen.

Beweis: Nach Szele /4/ ist U eine reine Untergruppe von F
(8. a. FPuchs /1/, S. 79). Dann ist U sogar ein direkter Sum~-
mand in ¥ (/1/, S. 80). Daraus folgt die Behauptung.

Hilfssatz 2: Sei F eine additiv geschriebene abelsche Gruppe
- .k

vom Typ (P 4 ee» pk) (k 2 1)kmit n Baiiselementen und U eine
Untergruppe von F vom Typ (p 1, ooy D 1) (O<k1 < k) mit » Ba-
siselementen (m < n). Bezeichne LPPERTII eine Basis von U,
dann existiert eine Basis Vas eey V, VOD F mit u e dvy)

(i =1, .., m).

Beweis: Bezeichne Wis eeey W zunéichst irgendeine Basis von F.

n
Dann 1&Bt sich jedes u, (i=1, .., m) in der Form

L k,
= (i) (i) o 3
u; = - X"y (xj € Z) schreiben, Da ord u; = p = ist,

k-k —

ms x{t) = o(mod p~ ") (3 = 1, .., 0) gelten. Selen pun 2
‘ k-k

(3 =1, oo, n) ganze Zahlen mit xgi) = igi)p 1, Es existiert

k)

mindestens ein j (1 £ J £ n) mit P*Egi)' da ord uy =p ' war.
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n
Dann haben alle Vi die definiert sind durch vy = ; Egi)wj
kO =&y
(=1, .., m), die Ordnung p, und es gilt p vy = uy. Es ist
nun alles gezeigt, wenn wir die Basiseigenschaft von Vas ees Yy
innerhaldb selnes Erzeugnisses nachweisen kénnen, denn pach

Hilfssatz 1 l1&8t% sich Vas ey Vp ZU elner Basis von F ergénzen.
Wenn Viyseees Vp keine Basis innerhalb seines Erzeugnisses wire,

dapnn miiBte ein i mit 1 £ 1 £ m - 1 existieren, so daB
Vs eos v1>f1<v1+1> # {0} ist. Demzufolge giébe es eine Unter-

gruppe V der Ordnung p in (V90 2o DN Vi) Einerseits
gédlte dann V < {(Vi41) und damit

k-k,
LAY 4 vi+1> = (Ui1) 1 (2
da k1:>0 vorausgesetzt war. Andererseits hétten wir

V€ (V)y ooy V3) und darum V = (J4V, + eoe + ¥ivs) mit gewis-
sen y; aus Z wegen der Zyklizitat vom V. Da ord V = p ist,
miiBte 35 = O(mod pk'1) sein (j = 1, «+y 1), und es wirde

-k, _ k-, = _
V) + e + 350 vii> = <y1uq + eee + yiu£>
-K

V= <§1 (Pk

k
wegen k, > 1 folgen, wobei vy = idp L (J=1y000,1) ist.
Diese letzte Beziehung ist aber ein Widerspruch zu (2), da
Uy eey um~eine Basis vop U ist.

Satz 3: a) Sei F eine additiv geschriebene abelsche Gruppe
Vi
vom Typ (pk, .oy pk) und A= . eine Basis von F. Des wei-

n

teren sel H eine Gruppe aus Automorphismen von F mit p * |H|
und 4 die zu F genorende Matrixdarstellung des Grades n in 4O,
beziliglich der Basis #9. Die Matrixdarstellung . ist genau danmn
reduzibel, wenn die Matrixdarstellung u*, die definiert ist
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durch
A4* 1 B —> 4*(h) 3= (u(h))” (heH) ,
tiber GF(p) reduzibel ist.

b) Die Voraussetzung p J|H| darf in a) nicht fallengelassen
werden. .

Beweis: a) Falls 4 reduzibel ist, so mu offensichtlich auch
a* reduzibel sein. Sei num u* reduzibel. Dann gibt ‘8 eine zu
f* quivalente Darstellung % iiber GF(p) der Gestalt

[T, )
a (h) = (h€eH) N
T T

S0 daB8 3T5(h) die Nullmatrix eines gewissen Formates nyxn,
(n1,n2> o, D 40, = n) ist. Mit anderen Worten, es existiert

eine n x n-Matrix U iiber GF(p) mit UXh)U™! = 7(h) fir alle
heH. Sicher gibt es eine Matrix T iber B mit T*= U. Fir die
Matrixdarstellung v, die definiert ist durch

v(b) = Ta(h)r™) (heH) ,
gilt dann p*= 7, wobei p*die Darstellung h —s (h) 3= (W(h))*
bezeichne, denn es besteht die Beziehung )
Y(h) = (BN* = (TR = U(n)u™? = T(n)
(hierbei ist (2.6) aus Steffen /3/, S. 16, zu beriicksichtigen).
Habe »(h) die Gestalt
Vo)  vy(h)
v(h) = (heH) ,
v3(h) vy(h)

wobei v3(h) eine n,x n -Matrix ist. Mit ’12'3(}:;) ist dann auch

(v3(h))* die Nullmatrix iiber GF(p).

Wenn es uns gelingt nachzuweisen, daB eine zu v dquivalente
Darstellung ¢ existiert, so daB 93(11) eine n, x n -Nullmatrix
iibe;- B, ist, wobei 93(11) die aus

” 84(n) e Z(h)u
¢ 3(h) ¢4(h)

(heH)
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ersichtliche Teilmatrix bedeute, dann ist a) gezeigt.
Wie wir soeben sahen, gibt es sicher eime npatiirliche Zahl k1 21

k -
wit p 1lv3(h) (heH). Palls k, = k gilt, 50 ist nichts mehr zu

zeigen. Sei nun k1<k-. Zufolge (1) ist = (int T)40 eine Ba-
sis von F, beziiglich der H die Darstellung ¥ in AF erféhrt.
Dabei mdge 471_63:1 Spaltenvektor der ersten o, und 45 den

Spaltenvektor der letzten ny Elemente von 4¢ bezeichnen. GewiB

1 k,
ist 4= " mit 44 3= p 1,1?1 und 4, 3= 472 eine Basis seines
2

Brzeugnisses V. Aus

k k
go4h = P '(spqh) = b ((i0t vy(h))apy + (int Vp(R)) 4gy)

k
= (int v1(h))‘¢,’1 + D 1(int Vz(h))?z
und

Aok = b = (10 vy(B)) gy + (A0t 1, (B))ap,

izt wegen pk1‘v3(h) die Zul#dssigkeit von V beszliglich H zu
k-k,' k-k1 k X

ersehen. V hat den Typ (p y esy P 3y Dy eesy P ) mit

0<k—k1<_k. Aus /2/, S. 125, Aufg. 69 folgt nun die Existenz

]

£

einer geordneten Basis ' = , von V, wobei 45'1 die n, Ba~
42

lc-k1

siselemente der Ordoung p und 1{' 2 die restlichen o, Basis-

elemente der Ordnung pk seien, beziiglich der p' v’3(h) gilt.
Dabei ist 9 5(11) die n, x n,l-'l‘eilmatrix aus

#a(B) 2 y(h)

v'(h) = (heH) ,
1)'3(11) ﬂ'q(h)
die definiert ist durch y 'h = (int 'v'(h)),g' (heH). Aus Hilfs-
; "7'1
satz 2 folgt, daB eine Basis /7' = von F mit
4o
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k
4'1="p 14?'1 existiert. Man iiberlegt sich, da8 w.l.ra,'z = ,"2
annehmen kdnnen. Nun gilt '

7'oh =4k = (Aot vi5())gly + (Aot v, (B)) 45

k
= (it ' 5(0))p "ag'y + (d0t v, (0))ag,

k1+1 k1
wobei p P v‘j(h) (h €H, beliebig) ist. Nach endlichmali-
gem Anwenden dieses Schlusses erhiélt man schlieSlich eine Ba-
sis 4 von P, so da8 pklgz(h) (h €H, beliebig) gilt. g;(h) sei
dabei die entsprechende o X n.,-'reilme.trix aus

(n) = (h eH)
d o3(h) g, (n) ’

die durch 4h = (int @ (h)) # definiert ist. Das heiBt,

93(h) (heH) ist die n, x n,-Nullmatrix tiber Ry . Da pach (€))
eine Basisénderung des Darstellungsmoduls AF mit der Aquiva-
lenz der emtsprechenden Darstellungen gleichbedeutend ist, muB
¢ zu 4 dquivalent und demzufolge 4 reduzibel sein.

b) Sei <{h) eine zyklische Gruppe der Ordnung 3. Dann wird durch

bh) =~ 7
(h) us 4

eine treue Darstellung M Von (h) iiber dem Restklassenring mo-
dulo 9 erzeugt. Sicher ist .* reduzibel, denn es gilt

10 ||

o al

Wir wollen nun pachweisen, daB s irreduzibel ist. Damit wére b)
gezeigt. Falls S« Teduzibel wire, gibe es einen eindimensionalen

g (n) = () =

'm0
1
zuléssigen Teilmodul My + X, M., Wit \] als Basis des Dar-
g Xq Mg * X % (”"2,
stellungsmoduls F vom Typ (9,9), und es gélte

(xq % + X, #5)h = £+ (x1401+124n2) (f,xq0x5€ Z)
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wobei ord (11 404 + X5 40,) = 9 ist. Das hieBe x; # O(mod 3) fir
mindestens ein x5 (1=1,2). Bicher gilt

(4x, + 6x, -'tx,,)w,, + (6x) + X, ~ £x,)49, = O
und demit

4x, + 6x, - £x; = 0(mod 9)

6x; +x, - fx, = O(mod 9) .
ZusemmengefaBt ergibt sich

(4 - f)x1 + 6x2 = O(mod 9)
und ‘

6x, + “ - f)12 = O(mod 9) .
Falls x, # O(mod 3) ist, miiBte 3](1-1’) und somit 3|(4-f) gel-
ten. Das gleiche wiirde der Fall sein, wenn x4 # O(mod 3) wére.
Daraus kbdnnten wir schlieBen

Tx1+2x250(mod3)

und

2x, +1§£xaso(mod 3,
wodurch

(52 5L - wix, = o(mod 3)
und

(5 5L - w)x, = o(mod 3)

folgen wiirde. Dieses ergibe zwangslaufig
4-f 1-f =
—3— —-3— 4 = O(mod 3) .

Die Zahl f hiétte die Gestalt £ = 1+3g mit ge E,und es ergébe
sich

-3 %8 g
3 3

d. h. -(1 - g)g = 1(mod 3) .
Diese letzte Beziehung ist aber fir kein g ¢ £ ldsbar.

O(mod 3) ,

Satz 4: a) Sei F eine additiv geschriebene abelsche Gruppe vom

Typ (pk, el pk) und 49 der Spaltenvektor einer Basis von F.
Des weiteren sei H eine Gruppe aus Automorphismen von F, und A
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sel die zu dem Darstellungsmodul F gehdrende Matrixdarstellung
von H in AF beziiglich der Basis 49 . Dann ist

Mt h— 4*(h) 3= (u(h))* die Darstellung von H iiber GF(p) auf
jeder Faktorgruppe {5,(F)[15, ,(F) beziiglich der Basis
(pi " + ZSi+1(F)) (1=0y00,k=1).

b) Wenn wir unter a) zusétzlich p,{lH[ voraussetzen, so ist
#(b) (heH) genau dann die Einheitsmatrix iiber R, falls 4*(h)
die Einheitsmatrix iiber GF(p) ist.

Beweis: a) Bs folgt unter Beriicksichtigung der Tatsache, da8
Ui +1(F) (0=i<k~-1) eine charakteristische Untergruppe von F

ist, »
(140 + 85 4,4 (F)h = P Uon) + By, (1)

pl(int u(h))so + Vg q(F)

(1ot 4(h))(0" 40 + 25, 4 (F))

fiir alle heH. Da L5;(F)|15,,,(F) elementarabelsch ist, erhal-
ten wir, daB H auf &51(2)[(51“(1?)' die Derstellung .* beziiglich

der Basis (p> 40+ 25449(F)) bewirks.

b) Falls /u(h) = E}; ist (n = Anzahl der Elemente einer Basis
von F; Eg = Einheitsmatrix iiber Byes Ez + Einheitsmatrix iiber Rl
vom Grade 1), dann gilt trivialerweise 4(h) = E| mit heH.

Wepn umgekehrt 4®(h) = E: fir ein h € H ist, dann folgt, daB
p(h) = E]: + [p]kB gilt (B gewisse n x n-Matrix iiber Rk). Analog
wie im Beweis zu Lemma 2.3 aus /3/, S. 22, erhélt men

84
Km)® = £ . Da p fIH| ist, folgt daraus s(h) = Ei.
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Dieter Schott

Zur Losung linearer Gleichungen mit nichtvertauschbaren
Operatoren '

Zusammenfassung

Seit einiger Zeit bemiiht man sich verstédrkt um die Entwicklung
von Operatorkalkiilen zur Losung von linearen Gleichungen mit
pichtvertauschbaren Operatoren (siehe u. a. Ditkin, Prudnikov,
Meller, Berz, Berg, Dimovski, Przeworska-Rolewicz, Tasche).
Die vorliegende Arbeit ist im AnschluB an meine Dissertation
/5/ entstanden und stellt einen Beitrag in dieser Richtung dar.
Ausgangspunkt sind lineare Operatorgleichungen der speziellen
Bauart D

W(s+d) = 0qi(sm)iy =£
mit invertierbarem Q(S). Wie aus /5/ hervorgeht, besitzen sie
die Losung

y = o (s)re,
falls r den Beziehungen

Sr - rS = rd, rqy = T

geniigt und invertierbar ist. Dieser Sachverhalt wird ausge-
putzt, um bestimmte Typen von partiellen und rekursiven Diffe-
rentialgleichungen mit variablen Koeffizienten zu ‘ldsen.

I. Allgemeine Vorbemerkungen

1. Gegeben seien die linearen Operatoren S,U,qo,q1,...,qn, die
alle den (i. a. komplexen) Vektorraum M in sich abbilden.
Wir betrachten die beiden Operatorgleichungen

4]
Ws)x = @ _qstx =% (2*ew), %))
1=0
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n

UMy = gqilliy =f (fem) (2

mit o > 1 und invertierbarem Q(S). Uns interessiert die Frage,
wann die Ldsung y von (2) mit Hilfe der Ldsung x=Q"1(S)f* von
(1) bverechnet werden kann. £s liegt nahe, nach einem linearen
Ahnlichkeitsoperator r : M—> M mit-

rU = Sr (3
zu suchen (vgl. /3/). Rihrt man die Differenz d = U - S ein, so
ist (3) dquivalent zu

ré4]:= Sr - rS = rd. 3"
Lemma 1: Hat die algebraische Differentialgleichung (3') eine

invertierbare Losung r, die mit allen qy (1i=0,...,4n) vertausch-
bar ist, dann gilt

y = TN = Vs = 217 ()t )

Beweis: Aus r(S+d) = Sr folgt durch Induktion
r(s+d)? = sPr
und schlieBlich
rQ(s+d) = Q(8)r.
Da r und Q(S) nach Voraussetzung invertierbar sind, existiert
auch qr1(s+d) = r'1Q'1(s)r.

Lemma 2: Erfiillt r auBer den in Lemma 1 geforderten Bedingungen
noch die Bezishung rd = dr und besitzt die algebraische Diffe-
rentialgleichung

PSE1]:= SP-PS =d ‘ (5)
eine Idsung P, so ergibt sich fiir alle ganzen n
(rn)é1]= nps-["] 2 = orfp s[ﬂ , (6)

d. h., © hat den Charekter eines algebraischen Exponentialele-
mentes.

Beweis: Aus rd = dr resultiert Sr - rS = dr = rd bzw.
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sr~1-r1s = -dr = -rd. Durch Induktion entsteht

sr® - ¢ = nar® = nr’a (n ganz). )
Unter Beachtung von (5) erh#dlt man daraus (6).
Definition 1: Jeden linearen Operator r, der invertierbar ist,
mit Q kommutiert und (fiir n=1) einer Gleichung (6) genligt, be-
zeichnen wir im weiteren mit e(P,S).
Offensichtlich ist e(P,S) nicht eindeutig bestimmt.
Die unter den genannten Voraussetzungen vorliegenden Exponen-—
tialeigenschaften von r erleichtern in vielen Fdllen die Suche
nach einem geeigneten Ahnlichkeitsoperator.

2. PFiir Unformungen von Operatorausdriicken bendtigen wir noch

eine allgemeine Vertauschungsbeziehung.

Lemma 3: Bs sei v ein linearer Operator von M in M und vél] die
i~-te algebraische Ableitung von v nach S, d. h.
véilzz Svéi'ql-vél—1js, vg01:= v (i=1,2540.)

Weiterhin sei q(S) ein Polynom in S( mit komplexen Koeffizien-
ten) und q i (8) die i-te (formale) Ableitung von q(S) nach S
mit q(°)(s) := q(S). Dann ist die Gleichung

i 5
vae) = 3 G5 oDy )
erfillt.

Beweis: Durch Induktion gewinnt man

o, : i !
- ;;;(—1)1(§)Sk-lvgi]= ;;; g-?z (Sk)(i)vgi]

(vgl. /1: § 21/). Daraus folgt sofort die Behauptung.

Bemerkung: Ist T ein linearer Operator von M in M mit ST -TS =E
(4: sinheitsoperator) und v=v(T) ein Polynom in T (mit komple-
xen Koeffizienten), so gilt

viP - v, 7"

Das ergibt sich aus (7), wenn man dort v durch S, S durch T
und q(S) durch v(T) ersetzt. Man beachte dabei
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S'F]: -, s,l[‘i]= 0 (ix2).

In konkreten Fdllen trifft (7') oft auch fiir eine grdBSere Funk-
tionenklasse {v(T)} zu.

II. Partielle Differentialgleichungen mit variablen Koeffizien-
ten

1. Wir betrachten iiber einem geeigneten Raum I von (hinreichend
oft total differenzierbaren, komplexwertigen) Funktionen mit
pichtnegativen Argumenten t und x Gleichungen der I'orm

QUgE + Py(Zx,0))2(6,%) = £(5,%), )

T j L j
P(saiax’t) = a;bj(trx)a_:jv Pt(s%,x,t) = ;(%bj(tsx))siﬂ

n

Q(-aeE +P.) = ;ai(% +Pt)i, bj(t,x) €F, a; komplex.

Unter Einbeziehung vorgegebener Anfangsbedingungen geht man in
der Operatorenrechnung von (8) zu einer Gleichung

QUs+P(w,x,t))2(t,x) = £(t,x)+g (8"
auf einem Distributionenbereich DF iiber. Dabei ist

g = g(sow’zdo(tro)’zoi(o,x)’zji(oso)) (i,J € n-1),

t X

s~ 1e(t,x) 1= of £(T,%)dT, w £(t,x) 1= gf(t,g)df.

Die Umwandlung erfolgt mit Hilfe der Beziehungen
1-1 k=1
skwlz(t,x) =z1k(t,x)4-ska=°wl-jzj°(t,o)+~wlgiosk_lzoi(o,x)

1-1 k-1

__Z I-igk=1, (0.0
J=0 ; v zal( ),
ai+j
zji(t.x) = ;;IS;E z(t,x) (siehe /1: § 25/),



sq(t,x)f = q(t,x)sf + qt(tyx)fr

wq(t,x)f = q(t,x)wf + qx(t,x)f, q(t,x)€F, £(t,x)eF.

sxistiert liber DF oder iliber einer geeigneten Lrweiterung von DF
ein Element e(P(w,x,t),s) (siehe Definition 1), so bekommt man
wegen Py = Psm] nach (4) die (eventuell schwache) Idsung

2(t,x) = @ (s+B)(248) = o~ 1(2,8)q H(s)e(P,8)(E48).  (9)

Die Formeln fiir Q_1(s) sind bekannt (siehe etwa /1: § 9/).

2. An einem Spezialfall von (8) soll die prinzipielle Vorge-
hensweise bei der Losung von (8) erlautert werden. Gegeben sei
ein Anfangswertproblem der Gestalt

WF + 2 (0 + @ (8))2(,%) = £(¢,%) (10)
(p(%),a(t) hinreichend oft differenzierbar, o0.B.d.A. p(0)=0),
zjo(t,o) = z,lj(t), 2,4(0,x) = ZZi(x) (1,3=0340ey0-1),
Die Gleichung (8') lautet hier
Q(s+p'(t)w+qa'(t))z(t,x) = £(t,x)+g. (10Y)
Aus (9) erhidlt man

2(£,%) = e (pwra,s)Q (s)e(pwrq,s) (£48). ()
Bs liegt nahe, ein Element e(pw+qg,3) in dem Operator P+
zu vermuten, der iiber einem Funktionenbereich durch

ep(t)w*q“)f(t,x) = eQ(t)eP(t)wf(t,x) = eQ(t)f(t,xﬂ:(t))
erklart wird. Da die Anwendung dieses Operators i. a. aber aus
F hinausfiihrt, muB zundchst eine geeignete Erweiterung von E
vorgenommen werden. Hierzu legen wir fest:

E,i= {£(t,x) : £(%,x) ¢ F fir x=0, £(t,x) =0 fir x< 0},

R := {p(¥): t 20, p hinreichend oft differenzierbar, p(0)=0},

E = {£(t,x): t =0, -cx<00, Ip(t)CR mit £(t,x-p(tNeE } .
Der zu F gehorende Distributionenbereich ist

DF,:= {s5wiE(t,x) 1 £(6,x) ¢ E,}

o o x

nit s7le(b,x) 1= § 2(r0a, wle(e,m 1= g7 £(6,DAF.
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Jetzt definieren wir

PENWeth,x) 1= £(6,xep(6)) (26,0 €E,, B()eR),  (12)

PBIW K Loy 2y o= ;L%#(Bk)(i)wl(-g%_ep(t)w)f(t,x)

. | (12)

= \:(-1>i<1;>sk'iwl<§iep“)‘”)f(t.x),
1=0

i
wobei aj._ep(t)w die i-te formale Ableitung von ep(t)W nach t
At

bedeutet. Die Festsetzung (12') ist mit (12) vertriglich und
wird durch (?7), (7') pahegelegt. Auf eine Summe von Distribu-
tionen aus DF wird e “’¥ additiv fortgesetzt. Damn gilt

weP¥ = oPp, oP¥e™PW _ ~PW,DW _ g (g, Einheitsoperator),
(PO [ (pyw + o(62) [V ePtImya(t)
= P (p(tw + q(e)) [V

= (p'(6)w + q'(£))eP(tIFa(t)
Damit 1&B8t sich (11) unter Beachtung der Definition 4 in der
Form ¢
2(t,%) = Q(s+p'weq')(£4g)

s e-q(t)a-p(t)wQ-'l(s)ep(t)weg(t)<f+g) (GERD)

schreiben. Den Ausdruck f+g kapn man in eine Summe von Ausdriik-

ken der Gestalt win(t,x)s¥ « 1 (k,1%n; n(t,x)eF,;

1 = 1(6,x) ¢ F,) zerlegen. Fiir Q-1(S+p'w+q')wlh(t,x)sk e 1 ist

die Angabe konkreter Formeln leicht mdglich. Wir wollen uns

dabei der Einfachheit halber auf )
p'(t)>0 bzw. p'(t) = 0, (s) = s”

beschrénken., Die im Falle p'(t) > O existierende Umkehrfunktion

von x = p(t) werde mit t = p(x) bezeichnet. iis erweist sichA als

giinstig, p(x) durch die Vereinbarung p(x) = O fiir x<O auch in

den negativen Argumentbereich fortzusetzen.

Satz 1: Mit h(i:,x)eg+ ist
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-1
(s+p'weq' ) ~Pn(t,x)=0 q‘”f {"%R—?— o Dn(z, xep(T)-p(t))ar.
(13)

Beweis: Man berechnet

(8+p'w+q') " h('b x)=e -q(t%) ‘P(t)ws nep(t) Q(t)h(t x)

-1 :
=°-Q(t)°-p(t)w(%':£|7f " eq(t)h(t ,x+p(%)))

t n-1
=e-qu%§5%—°“mh(T,x+p(fr)-p<t))a'r.
o

Bemerkung: Fir p'(t) = a und q'(t) = b ergibt sich speziell

t
(s+aw+b) P = G:T,T { (6=7y"" 1672t Dy (1 xa(t-2))aT
[o]

t o
= -(n—}r)-rojrcn"'e'b"h(t-'l',x-ar)df (siehe /1:§26/).

Da h(%,x) fiir negative x verschwindet, kann man bei p'(t) >0 in
(13) die untere Integrationsgrenze O durch T =D(p(t)-x) erset-
Zen. Zur Veranschaulichung der folgenden Aussagen sollte man
gelegentlich die & -Schreibweise der Distributionen sk"'1 e 1 und
w*1 . 1 heranziehen: Bty =65* .« 15 ((V(x) =9l* . 1.
Satz 2: Mit h(x) EE, ist

—_——

k
Beweis: Wir zeigen nur, daB (14) fiir das positive Vorzeichen
vor p gilt. Weiterhin nehmen wir o0.B.d.A. 1 =0 an. 4us
1h(x+p) -8 p'h(x+p) =W 1h(x)

folgt

sh(x+p) - p'wh(x+p) = seP™h(x) - p'weP"h(x) = sh(x).
Andererseits ist pmach Defipition

8eP"n(x) - p'weP*n(x) = eP¥sh(x).
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Damit stimmt (14) fir k = 0. Mit Hilfe von

k
s <1 = 3 ni eIt g (141)

(1 = 1(%,x) € F,, g(t) k~mal differenzierbar)
verifiziert man

= g
P 'wcg(-a)i(li‘)sk”'%a—if P)n(x)),_,

k i i+
= 2D Ly PMno)| -
Aus
P¥eE*2n(x) = P55 n(x) = (86P¥~prweP™)sE n(x)

- sepwsk+1h(x) - p'wepwsk+1h(x)

resultiert dann durch Anwendung der vollsténdigen Induktion die
Behauptung.

Satz 3: Fir h(t,x) € F4, 1(%,x) € F, ist

k
Py, 05112 }_(0HDEHE L pm nce, ) g

. (15)
Beweis: Zundchst gilt (vgl. (14'))

k .
k+1 Z j Xk _k+1=3 39
A = e*Pn(t,x)s"" 1 = "ﬂ)w(a:o(qﬂ(j)s ' J'Sg'ih(t"‘))t:o'

Unter Benutzung von (14) gewinnt man daraus nech entsprechender
Reihenumordnung

k - i-
A= g(-'l)i(‘;l‘)sk”' %;o(?j)(star_-g stp‘”);%-jar LICK S e
Wegen
R sp'wince, ) |y, = ?_(i.)(—ﬂ;; o222 1o x)|
= SR~ A MY agd T lt=0
folgt die Behauptung.

38



Satz 43 Fir h(t,x)e E,, 1(t,x) ¢ E, und n3k+1 ist
k+1.1

(3|P'W'q') h(b’x)s (ls)
= e - "a-” '(T)w) e L 4 X L]

Beweis: Mit Hilfe von (15) ergibt sich

(s+p'wtq!' )—nh(t,x)sk+1 1

= 0~U() =P (8IW 0 P(EIWgA( L)y g 1)gk+1.q

"

k
e-q(ﬂe'P(“)ws'“(};o( YR ot ®Ines, ),

k
e"l(t)§< -1 )i(i{)e-pW( (5% +D |w)ieq(t)h(t,x))t=os~(n+i—k—1 ) 1

. |
4+1=k-1
= &IOS (e p mm el Oncrp(on|__ Srremyr-

Bemerkung: Verschwindem fur x\\: 0 alle (gemischten) Ableitungen
von h(t,x) bis zur Ordoung k - 1, so kann man in (15) und (16)

w durch 5"; ersetzen und erhalt

i i
e e =N

i
(& +2" (D)W eX Dn(T,x-p(t) )|,r=°=;i.f(e‘i('f)n(r,x+p(«r)-p(t)))|T=°.

Alle im weiteren vorkommenden Funktionen sollen fiir negative
Argumente verschwinden.

Satz 5: Fir h(t,x) € F4 und p!(t)>0 ist

(s+p'w+q'’ )_nw1+1h(t »X)
- - -1
= 0=U(0)14a(B(P~X)p(F(p-x) ,o)iu(p.x)&'fégﬂln——. 17)
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Beweis: Manlberechnet
(s+p'w+q"’ )'nwl'”h(t,x) = w1+1(s+p'w+q' )" Ph(t,x)

t
- ot -q(%) %_‘t"t'gnr_—‘l eq(’t)h(‘l’,xce-p('c’)-p(t))d‘f
e B(plx) aalth

t
-1
wle"Q(t)ﬁ - f {g—}%—?—— Oq(T)h(T,x+p('l')-p(t))dT

= = -1
0~(t) g1 ga(B(P=X))p(F(p-x),0)5" (p_x)&zé%g%{i_,

Wir kommen nun zu Anwendungen der aufgestellten Formeln. Wie
schon erwidhnt, fiihrt der angegebene Kalkiil i. a. auf schwache
Losungen. Interessiert man sich nur fiir klassische Losungen,
8ind in der Regel an die rechten Seiten und an die Anfangswerte
noch zusédtzliche Bedingungen (wie Differenzierbarkeits- und
Stetigkeitsforderungen, Vertréglichkeitsbedingungen) zu stel-
len, die man der Idsungsdarstellung entnehmen kann.

2.1. Wir betrachten das Anfangswertproblem

2"(6)+29" (8)2" (5)+("(£)+q" 2())a(6)=(F +a' (£)%a()=2(t),
z(0) = a, 2'(0) = b, (18)
Es fiihrt auf die Gleichyng

(sa+2q's+q“+q'2)z = (s+q')az = f+a52-1+(2aq'+b)s-1. (18v)
Mit Hilfe von (13) und (16) gelangt man zu der IJsung

t
z2(t) =e“q<t)f(t—T)eQ(T)r('r)d'l'ﬂqw)-q“)(uq'(O)atf‘ot). (19)
(] )

Man kann dariiber hinaus versuchen, auch Ausdriicke

n-1 !

s? + &n_,'(t)s + oo + a,'(t)s + ao(t)

hiherer Ordnung in ein Produkt von Linearfaktoren
(e+bn_1(1:))(a+bn_2(t)) .o .(B+b°(t))
aufzuspalten, um auf der Grundlage der angefiihrten Formeln ent-
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sprechende lineare Differentialgleichungen mit variablen Koef-
fizienten zu ldsen (siehe dazu etwa /2/, /1: § 20/, /4/).

2.2. Gegeben sei das Anfangswertproblem
24 (8,x) + p' ()2 (%,x) + q'(t)z(t,x)

= (% + P'(B)5k + @' (8))a(t,x) = £(t,3), (20)

P'(t) >0. Z(t,o) = ?(t), Z(O,x) = lp(x), ?(0) = '[)(0).
Weiterhin mbégen fx(t,x), @'(t) und p'(x) existieren und stetig
sein. Aus (20) folgt die Gleichung '

(s+D'w+q')2(t,x) = £(t,x) +p'(t) P(tIwe1 + ¥(x)8.1. (20')
Nach (13), (16) und (17) schlieBt man auf

t .
2(t,0)=6"U®) (U De(z,xup(r)-p(e))ar
° (21)
+e-Q(t)eQ(p(p(t)'x)Z?(i(p(t)-x))+QQ(o)°Q(t)Qp(x—p(t)).
Denn (16) geht fir n = 1, k = 0 und h(t,x) =¥(x) unter Beach-
tung von p(0) = O in

(8+p'w+q’ )M (x)s1 = eQ(o)"l(t)W(x-p(t))
tiiber. Formel (17) liefert. schlieBlich fiir n = 1, 1 = O und
h(t,x) = P(t)p'(t) _

(s+p'wra") " Tp1 (£) P(tIw+1 =0~ UBUP(R(E)X)) 4 (5(p()-x)),
da (wegen gp(B(1)) = p'(FONB'(M) = 1

P (B(p(t)=x))P' (p(t)=x) = 1
gilt. Beachtet man, daB alle Funktionen fiir negative Argumente
verschwinden sollen, werden durch (21) auch die geforderten
Anfangswerte angenommen. Fiir

P'(t) £ 1: q.'(t) = t, f(t’x) = 0, CP(t) =2 0, lP(o) =
lautet (21)

2
2(%,x) = et /2 y(x-t). (22)
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Fir :
p'(%) =1, a'(¥) = ¢, £(,x) = O,

—t2/2 P PN
P(t) =® P(t), $(0) =0, W) =0
ergibt sich aus (21) speziell :

2
V72 g(vx). (221)

z(t,x) = e

2.3. Wir wenden uns nun dem Anfangswertproblem 2. Ordnung
(X + p'(0)% + @' (8)a(t,x) = £(6,%), (23)
p'(t) >0, z(4,0) = q:,](t), 2(0,x) = zp,,(x), p1(o) =z,:1(0) =0,
2,(£,0) = Py(£), 24(0,x) = Wy(x), PH(O) = 3(0)
zu. Dabei sollen £, (t,x), @4"(%), p5(t), 4" (x), p4(x),

p"'(t) und q'"'(t) existieren und stetig sein.
Zundchst gilt

(R+p'5%+a")2a=ay 420" 2, 4022 420" 5+ (p"+2p'q) 2, #(q"+q'2 2=t
Damit fiihrt (23) auf die Gleichung

(8+p'wq"' )2z=f+521p1 (x)+s|p2(x)4w% ' 2(i:)y1 (£)+wp' 2(t)¢2( t) |
+ 2p' ()sw(p,(t) + py(x) - ,(0)) (23')
+ 2¢' ()8 @ (x) + w(p"(t) + 2p'(%)q' (%)) @, (¥).

Formt man den Ausdruck 2p'(t)sw( ¢,(t) +1p4(x) -~ ¢4(0)) noch in
2w(p' () (P (¥) +p(x) = 94(0))s+1 + p'(t) @4(¥)) um, gelingt
mit Hilfe von (13), (16) und (17) die IYsungsdarstellung

t
2(t,x) = 0" [ UD(4-Dy2(r, xep(r)-p(t))aT (24)
(]

+ 0U0)=a(®) . (x-p)+q? (ONpy (x-P) b4 (x-pI 64D (O): 4 (x=P))

+ U ABT)) (g, (F(p-x))+ (' g #a' P+ ) (B(D-2)X6-B(p-2))) «

Ist speziell p' = a>0, g' = b, 91(1:) = t, 9:2(’0) g5
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tp1(x) = x, Qua(x) = 1, erhdlt man daraus

t
2(%,x) e'btj-(t—T)ebe(Tyx-a(t-T))dT
o

+ e'bt(t+x+btx—abt2)1(x—at) (241)
+ e'bx/a(t+x+(btx/a)-(bx2/32))1(t-(x/a))-

(Die untere Integrationsgrenze O kann durch max (0,t-(x/a)) er-
setzt werden.)

Die Funktiomen (21) und (24) sind i. a. schwache Ldsungen, die
selbst dann existieren, wenn die Vertridglichkeitsbedingungen
fir die Anfangswerte nicht gefordert werden. Allerdings sind
dann alle (t,x) mit x = p(t) Unstetigkeitsstellen von z(t,x).
Unter den angegebenen Bedingungen bekommt man in (21) und (24)
stetige Ldsungen, wenn man die Werte fiir x = p(t) nicht durch
Einsetzen, sondern durch Grenziibergang bestimmt.

2.4, Das Anfangswertproblem (10) hat bei Q(2) = A° und ver-
schwindenden Anfangswerten nach (13) die Idsung

t
-1
a(e,x) = o4O [ LT UDe(r mip(e)-pe))aT,  (25)
. 0

wenn man f als n-mal (partiell) pmach x stetig differenzierbgre
Punktion voraussetzt.

3. Unter Benutzung von (4) lassen sich auBer (10) natiirlich
noch eine Reihe anderer Typen von partiellen Differentialglei-
chungen (mit variablen Koeffizienten) erfolgreich behandeln.
Sei z. Be

AL +p' (5) 2 +a' (B4R (£, 3)+D" ()R, (,%))2(t,x)=E(,x) (26)

(p(%),a(t),R(t,x) hinreichend oft differenzierbar;
0.B.d.A. p(0)=0),
230(tyX) = 245(8), 244(0,%) = zp5(x)  (1,3=0,..0,0-1).
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Die entsprechende Gleichung iiber dem Distributionenbereich hat
die Gestalt

Q(s+p'w+q'+Rt+p'Bx)z = f+g. (26')
Aufgrund von Rs[-g'mq' = Rt+P'Bx gelangt man zu
L

%
z(t,x) =e'1(R.8+p'W+q')Q'1(S+p'V+q')e(R.B+p'W+q')(f+s) (2‘.1)

mit Q V(s+p'w+q') =e P¥e~9q" " (s)eP¥el. Dabei kann man

e(R,8+p'w+q') durch eR(t’x) realisieren, denn es gllt

(ek)glé'wq' = Rs[j-ga,'wq"°n = nns[;l-:)'ﬂq' = (Rb-t-p'Rx)eB.

Wir untersuchen hierzu das Anfangswertproblem
zt(t,x)-fazx(t,x)-f(nt(t,x)+a!&(t,x))z(t,x)=f(t,x) 5 (28)
z(%,0) =p(t), 2(0,x)=y(x), ¢(0)=p(0), a>0.

Wir wollen apnehmen, daB fi, £y, @'(t) und '(x) als stetige
Punktionen existieren. Aus (28) resultiert die Gleichung

(s+aw+Rh+an)z = 8 p+aw P+L (28')
und somit‘die Ldsung

z(t,x) = 0-39'3'5'193'93(slp+aw¢p+f). ' (29)
Fach (13), (16) und (17) ermittelt man

*

t
2(t,x)=eR(t:X) f oB(=T,X-8D)p (¢ 7 x_aT)ar (291)
o

+6->R(t ,x-)(leR(O,x-at) zp(x_at)“R(t-(x/a) 'O)Q)(t-(x/a) )) .

III. Rekursive Differentialgleichungen mit variablen Koeffi-
zienten

In (8) diirfen durchaus auch innerhaldb von P poch Verschie-
bungsoperatoren in t- und x-Richtung sowie Ableitungen g; auf-
treten, obne daB sich an der Ldsungsformel (9) etwas #ndert.
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Daher ist etwa die Untersuchung von rekursiven Differential-~
8leichungen der Art
QU +p' (B)urq ()2 () = £,(4) (30)
(ms=(x]; m = 0,1,2,e003 2y(t)s=2(t, (x]); £,(t):=£(t, [x]);
llhm(t)==hm_1(t) mit h_1(t) =0;

p(%),q(t) hinreichend oft differenzierbar)

unter Einbeziehung entsprechender Anfangsbedingungen miglich.
Uber

Qls+prutq’)z (t) = £ (t)+g (30*)
gewinnt man

2,(t) = o™ (pu+q,s)Q (8)e(pu+q,s) (2 +8). (1)
Dabei sind etwa U BIP(BIu g o~ g-P(t)u m:l.\t

otP(P0,5 G plent

Operatoren der Gestalt e(pu+q,s) bzw. 9-1(pu+q,s). ;
Die prinzipielle Vorgehensweise ist der unter II. amalog, S0
daB wir uns im weiteren auf Andeutungen beschriinken.

Als einfaches Beispiel zu (30) wihlen wir

2z 1 ()P () Z2p ()+q (8D 2y 4 (8) = £ 4(%), (32)
Zn(0) = tgpy 2,(t) = P(t), 13 = ¥O) = 0.
Die Funktion ¢X(t) sei stetig differenzierbar. Nach Multiplika-
tion der Gleichung (32) mit u und Anwendung einiger aus der

Operatorenrechnung bekannter Formeln (siehe etwa /1: § 24/) er-
hilt man daraus

(s+pturq')zy =2, (t)+8 Yy +(P'(£)+q' (8) P(E)-£,(t))d,,  (32')
8,8=(1,0y00050,000)0

Setzt man wieder o.B.d.A. p(0) = O, entsteht die I(Gsu.ng
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l+3=0

m i ® ;
2a(0) =e™X® 5 L pey [ W Ppdcnye, y (mar (33)
o

+e7U(®) 5 i‘—“).— pi(e) j U Ppi(0) (gt ()+a" (T 7) £ (2))aT

i+;=m

m
i
+eq(o) Q(t)é _.L:_}l Pl(t)lpm—i'
1=0
Auch die Erfassung allgemeinerer Gleichungstypen der Gestalt

g +2' (B)u +Ry(6,2))2(t,x) = £(t,%) (34)

mit uh(t,x):=h(t,x-1) und h(t,x) =0 fiir x <O gelingt, falls
R(t,x) eine in x-Richtung 1-periodische PFunktion darstellt.
Hier gilt

-R

Q(s+p'u+Rt) = e"RQ(B+p'u)e = e e PY (s)epueR. (35)
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Rostock. Math. Kollog. 12, 49 - 58 (1979)

Lothar Berg

Zur stabilen Auflésung groBer linearer Gleichungssysteme 1

In den Arbeiten /2 - 5/ wurdepn groBe Gleichungssysteme mit
einer Bandmatrix auf pumerische Stabilit&t untersucht und in
gewissen instabilen Féllen regularisierte lLdsungen konstruiert.
Mir lineare Rekursionsformeln wurden entsprechende Untersuchun-
gen bereits von F. W. J. Olver durchgefiihrt (vgl. /6/). Im vor-
liegenden Beitrag soll diskutiert werden, inwiefern die in den
zitierten Arbeiten vorgeschlagenen Verfahren allgemein anwend-
bar sind, doch bleiben bis zur Aufstellung eines automatisch
gesteuerten Rechenprogramms noch verschiedeme praktische Pro-
bleme zu lésen.

1. Regularisierte ILdsungen

Zur stabilen Auflésung gewisser Klassen von Gleichungssystemen
wurden in /2 - 4/ Verfahrem vorgeschlagen, deren Grundprinzi-
Pien hier zundchst in verallgemeinerter Form wledergegeben wer—
den, Gegeben sei ein groBes Gleichungssystem

Ax =D ¥ &)

nit einer im allgemeinen rechteckigen Koeffizientenmatrix
A= (aik) und dazu passenden Vektoren x = (xk), b = (bi)‘ Wei~

terhin seien zwei Indexmengen Z und S ausgewidhlt, die Teilmen-

gen der bei der Matrix A vorkommenden Zeilen- bzw. Spaltemin-

dexmengen sind. Auf die Festlegung von Z und S werden wir wei-

ter unten eingehen. Dann lassen sich die Zerlegungen
A=B+C+D+E, x=y+2z, b=c+ad

durchfﬁhren, die nach folgender Vorschrift zu bilden sind:

—

1 Teil des Vortrags "Numerische Stabilitét" vom 20. &. 1979
anl#Blich der 100. Wiederkehr des Griindungstages des mathema-
tisch-physikalischen Seminars an der Wilhelm-Pieck-~Universitat

Rogtock.

49



enthélt die a;, mit i €2, kg8,
enthélt die a4y mit ig2z, k €5,
enthdlt die ay, mit i € Z, k £8,
enthélt die a;, mit i € Z, k € §,
enthédlt die X mit k £ S,
enthélt die Xy mit k € S,
enthdlt die b; mit i &2,
d enthdlt die b1 mit 1 € 2,

0O NdYd BOD QW

wihrend die nicht angefiihrten Elemente durch Nullen zu ersetzen
sind. Wegen
Bz=0, Cy=0, Dz=0, By =0
1dBt sich das System (1) in der Form
By +Cz +Dy + B2 =c¢c +4d
schreiben und zerfidllt offenbar in die beiden Systeme

By + Cz =c, Dy + Ez = d. (2)

Von jetzt ab denken wir uns die zuvor hinzugefiigten Nullzeilen
und -spelten wieder gestrichen und kennzeichmer den Ubergang
zu den neuen Matrizen und Vektoren jeweils durch ein Dach, wo-
bei dieser Ubergang durch Multiplikation mit geeigneten Aus-
wahlmatrizen 2 verwirklicht werden kann, Unter der Vorausset-
zung, da8 die Matrix 8 quadratisch und nichtsingulér ist, er-
halten wir aus (2) nach Elimination von

§ =88 -3z (3
fir 2 das Gleichungssystem
GZ = f (4)
mit
anq anq

a Eine Zeilenauswahlmatrix Q enthélt in jeder Zeile genau und
in jeder Spalte hochstens eine 1, wihrend sie sonst nur aus
Nullen besteht, sie wird von links multipliziert. Die zugehd-

rige transponierte Matrix QT ist eine Spaltenauswahlmatrix und
wird von rechts multipliziert.
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Bei Verwendung von drei Normen mit der iiblichen Eigenschaft

lezll = ficlnzi
betrachten wir als niéichstes das Funktional
?(2) = llag - £l + «f2] (5)

mit einem positiven Parameter a. Ist das System (4) instabil,
80 ist es in Anlehnung an A. N. Tichonov (vgl. /8/) zweckm#Big,
die dann nur schwer numerisch bestimmbare (evtl. verallgemei-
nerte) Losung von (4) durch denjenigen Vektor £ zu ersetzen,
der (5) minimiert und regularisierte Losung von (4) genannt
wird,

Hilfssatz 1 3: Unter der Voraussetzung
lell< & , (6)
pimmt das Funktional (5) sein Minimum fiir £ = O an.

Beweis: Aus £ = (£ - G2) + G2 folgt unmittelbar
I£h = It - a2l + NGz,
und hieraus ergibt sich wegen (5) und (6)
F(0) = £l € F(2)
fiir alle 2, womit die Behauptung bewiesen ist. -

Die groBe Bedeutung dieses Hilfssatzes besteht darin, daB die
Minimglstelle & = O des Funktionals (5) sowohl vom Regularisie-
Trungsparameter o als auch von den speziell gewdhlten Normen un-
abhiéngig ist, sofern (6) erfiillt ist, “é||also hinreichend
klein ist. Da die Kleinheit von |G| ein gewisses MaB fiir die
Instabilitét des Systems (4) ist, kommt es beim Ubergang von
einem gegebenen instabilen System (1) zu der Zerlegung (3), (4)
darauf an, die Instabilitét von (1) in G zu lokalisieren. In
Qiesem Fall ist es sinnvoll, den aus der regularisierten ISsung
von (4) und aus (3), d. h. nach dem Hilfssatz aus

A Aela

¥=8"'¢ z=0, @)

Sich ergebenden Vektor x = y regularisierte Ldsung von (1) zu
Dennen, falls 81 wpicht zu groBe" Elemente enthdlt,

3 In dieser allgemeinen Form wurde Hilfssatz 1 mit Beweis dem
Verf. von Herrn K. Beyer mitgeteilt.
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2. Ordnung der Stdrldésungen

Im folgenden sei die Matrix A = (a.ik) von (1) eine reelle,
quadratische, nichtsingulédre Matrix mit i,k = 1,e..,0. Wir er-
weitern A zu einer rechteckigen Matrix A, indem wir an der lin-
kon Seite p und an der rechten Seite q linear unabhingige Spal=-
ten hinzufiigen mit O £ p,q < n, Die Zahlen p und q wurden ein-
gefilort, damit sie speziell bei Bandmatrizen der Lage und der
Breite des Bandes angepaBt werden kdnnen.

Definitions Jede Lbsung x = (X), -q<k £ n+p, Vvon ix = 0 mit

i*ﬁ“ ®

k=n+1

heiBt eine S t 6 rl1ldsung des zu (1) gehdrenden homo-
genen Systems,

Wir legen jetzt p+q.linear unabhiingige Storlésungen
= (Iey)y 1 € j £ p+q, durck die Forderungen
xkj-rq':‘ filr ~q<k,j £ O baw, 1 £ k-n £ p,

"x-m J+q “61;3 fiir 1 £ k,j £ p baw, -q<k+n £ 0

fest, was wegen det A #0 in eindeutiger Weise méglich ist,

Dann 148t sich jede andere Storldsung s in der Form 8 = Xu mit
= (xkﬁ)' us= (u:)), -g<k £ n4p, 1 £ ] £

und ulm = 1 darstellen (vgl. (8)).

Um die Storldsungen s der GrdoBSe nach zu ordnen, bestimmen wir
die stationdiren Werte des Funktionals aTs. Wegen der Nebenbe-
dingung uTu = 1 bedeutet dies nach der Methode von lagrange,
die stationiéiren Werte von

uxTXu - uTu
zu bestimmen. Durch Differentiation nach den Koordipmaten von u
gelangen wir zu dem Eigenwertproblem

'xu = Au
mit einer symmetrischen, positiv definiten Matrix. Ietztere
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besitzt bekanntlich p+q positive Eigenwerte Al, 11 % peq,
die sich der G$§Be nach ordmen lassen:

A L0050, 9

wobei die zugehdrigen Eigenvektoren u 4 ein Orthogonalsystem
bilden. Wegen

T T _ P .. =
WKy = Augu g = A6y,
bilden dann auch die p+q Storlssungen
% Rl N (10)

ein Orthogonaisystem mnit

8181 = M. (11)

3. Stabilititsdiskussion

Das Gleichungssystem (1) verhilt sich bei einer numérischan
Auflasunglinstabil, wenn das zugehdrige homogene System "zu
groBe" Niéherungslosungen besitzt. Bis auf einen Faktor, der von
der GriBe der bei den Rechnungen vorkommenden Rundungsfehler
abhéngt, konnen wir die zuvor definierten Storlésungen als Mo-
dell fiir diese Niéherungslosungen ansehen. In diesem Modell ist
das maximale Normquadrat 11-dsr Storlosungen (vgl. (9) und
(11)) eip sinnvolles MaB fiir die Grd8e der Instabilitdt., Will
man eine vorhandene Instabilitét beseitigen, s0 muB8 man durch
geeignete MaBpahmen die griBten Eigenwerte in (9) hinreichend
verkleinern,
Hilfssatz 2: Es seien X und Y reelle Matrizen vom Format (t,m)
bzw, (r,m) mit r £ m € t und jeweils maximalem Rang. Die sta-
tiondren Werte des Funktionals nTXTXu bezeichnen wir unter der
Nebenbedingung wlu = 1 mit Ay und unter der zusdtzlichen Neben-
bedingung

Yu =0 12)

mitlpk, wobei diese Werte der GroBe nach geordnet sein sollen:

11é hai..-32m>0, /‘1 }-ﬂaﬁnooaﬂm_r>00



Dann gilt fir k = 1,ees,0=-T
Fr £ A
und im Spezialfall

T

i R PR . ¥ - (13)

wobel U qyeeesll o die r ersten Eigenvektoren der Matrix XTX
sind, gilt sogar fiir dieselben k

M = Agare

Der Beweis dieses Hilfssatzes soll hier nicht weiter ausgefiihrt
werden, da man éhnlich wie im vorhergehenden Punkt pur zu den
Eigenwertproblemen (x X-AI)u = O und

x-pI ¥ [u

Y o v :

iiberzugehen braucht, wobei I = (61.) mit 1, = 1,...,m eine
Eipheitsmatrix ist und -2v der Vektor der zugehdrigen Lagrange-
Multiplikatoren. Die Behauptungen ergeben sich dann unmittelbar
aus dem bekannten Courantschen Maximum-Minimum-Prinzip (vgl.
etwa /7/).

Wir wenden jetzt Hilfssatz 2 auf die Matrix X von Abschnitt 2
mit ¥t = n+p+q und m = p+q an. Zu diesem Zweck denken wir uns
in Abhingigkeit von der Matrix A aus (1) eine kritische Zahl 8
festgelegt, so da8 wir fiir h1 2 B von Instabilitdt und fiir
11<:B von Stabilitét sprechen kdnnen. Im Fall

R T Y B L I (14)

=0

besteht unsere Aufgabe darin, die r griBten Eigenﬁerte unter
die Schranke 8 hinabzudriicken. Nach Hilfssatz 2 erreichen wir
dies, indem wir Y gemé&B8 (13) wéhlen.

Ist der Abstand zwischen B und hr+1 in (14) groB8, so bendtigen
wir nach dem Courantschen Maximum-Mipimum-Prinzip bei der Wahl
von Y nicht die genauen Eigenvektoren LY sondern es geniigen
Réherungen datiir. Wie wir gleich sehen werden, ist es unter
gewlssen Voraussetzungen méglich, an Stelle von (13),



1

Sk11 coe Bk n

Y = . . (15)
Sl;r,l see s;{rm
mit
o3 = ez ol (16)

flir j = 1,...,r zu wihlen, wo bei mehreren Maximalstellen je—
weils eipn geeignetes k; auszuwihlen ist und der Strich bei Max
bedeutet, daB im Fall 3>1 die Werte k = k1""'kj-1 auszu-
SchlieBen sind. Die Bedirgung (12) geht dann, wenn wir fir u

. die Entwicklung

u = ;clu.l “?7)

nit ¢y = u?lu verwenden und (10) beachten, in das Gleichungs-
system

m

;clskjl =0 (18)

mit j = 1,400, liber. Aus der Umformung
i=1 m

1
ey = o (ot °1% 1 *1§1 ' R

dieses Systems erkemnen wir jetzt unter Beachtung von

;m 2 T
— cl=uu=’l

Schrittweise fiir j = 1,+..,r, daB die ersten Koeffizienten
01....,cr von (17) klein sind, also die Orthogonalitétsrela-
tionen (12) mit (13) ndéherungsweise erfiillt sind, wenn

'skj‘-jl > |Bk31[ 19
fir 1 £ j<l =r und

[%xga) > [*1%1]
fir 1 = 1<j = r gilt.

(20)
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In den Anwendungen kennt man weder die u .1 noch die s .1 S° daB
die vorhergehenden Uberlegungen lediglich den Charakter eines
Existenzbeweises haben. Tritt bei der numerischen Berechnung
einer Idsung x = (xk) des Gleichungssystems (1) mit Hilfe ir-
gendeiner Methode eipne Instabilitdt auf, so ist es sinnvoll,
k1 an Stelle von (16) aus

%, | = e [=]
zu bestimmen, wobei vielfach sogar ein Ndherungswert geniigen
wird. Jetzt ist die Berechnung von x zu wiederholen, aber dies-
mal mit Hilfe der Methode von Abschnitt 4 mit S ={k1}. Ist das
Ergebnis immer noch instabil, so bestimme man anzlog wie zuvor
k,, wiederhole die Rechnung nach Abschnitt 1 mit § = {qukg}
usw., bis man befriedigende Werte erhidlt.

Hat man routineméBig groBe Gleichungssysteme aufzuldsen, so ist
das soeben angedeutete Vorgehen vom Aufwand her vertretbar,
falls Instabilitéten relativ selten vorkommen und falls man im
instabilen Fall mit mdglichst wenig Wiederholungen auskommt,
Besonders angenehm sind diejenigen Fédlle,; wo man die gesuchten
Werte k. bereits nach Ausfiihrung eines Teils des Jjeweiligen
Rechenganges erkennt bzw. wo bereits bei einem einzigen Rechen-
gang ersichtlich ist, wie man gleichzeitig mehrere kj in sinn-
voller Weise festlegen kann.

AbschlieBend bleibt nur noch etwas iiber die Bestimmung der In-
dexmenge Z aus Abschnitt 1 zu sagen. Bei einer schlecht kondi-
tionierten Matrix A hat die inverse Matrix A'1 "'zu groBe" Ele-
mente. Bei den in /1/ und /5/ untersuchten Bandmatrizen set-
zen sich die Elemente von A~ aus den Lésungen der homoge-

nep Gleichung AX = O und den Losungen der dazu adjungierten
Gleichung zusammen. Hiernach ist zu erwarten, daB sich die Men-
ge Z ganz analog wie zuvor bestimmen 1&B%t, wenn man die vorher-
gehenden Rechnungen noch einmal mit AT an Stelle von A durch-
fiihrt. Fir symmetrische Matrizen bedeutet dies einfach Z = S.
Im allgemeinen Fall wird sich jedoch bei einer solchen Bestim-
mung von Z der Rechenaufwand verdoppeln, so daB die Erarbeitung
einer einfacheren Methode zur Festlegung von Z als Problem of-
fen bleibt. Mdglicherweise besteht die Menge Z im Fall (14) aus
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denjenigen r Indizes, fiir die in Analogie zu (16) die Koordina-
ten von X pepgqrecesX p betragsmiBig minimal werden. Vielleicht
148t sich beil der Bestimmung von Z auch der in /5/ hergestellte
Zusammenhang zwischen den LOsungen von Ax = O und der zugehdri-
gen adjungierten Gleichung ausnutzen.

4. Beispiele

Im Fall, daB A eine Bandmatrix mit konstanten Elementen in den
Parallelen zur Hauptdiagonale ist bzw. die Voraussetzungen des
Satzes von Poincaré und Perron erfiillt sind, findet man Bei-
spiele zu den vorhergehgnden Ausfiihrungen in /3/ und /4/. Hier-
bei besteht entweder Z aus den r ersten und S aus den r letzten
Indizes, oder es liegt der umgekehrte Fall vor, so da8 die In-
stabilitdten jeweils am Rande auftreten.

In /27 und /4/ wurde das instabile Beispiel
g - (15-63.27 72 )x. 4 (6-7.2"71)x, 4 = 0,
X . =%

" el = -1, behandelt, bei dem die homogene leichung die
allgemeine LOsung

(6=7.271)x

x; = 01(2-i—2-2i) + c22i
besitzt. Hier ist nach den zitierten Arbeiten Z = S = {1} zu
wdhlen, Da die zugehOrige adjungierte Gleichung

(6-7.2271yy; 4 - (15-63.271 )y, + (6-7.27" )y 4 = 0
lautet und die allgemeine LOsung

i : 2t

AL S A v wrvrr
besitzt, bestédtigt auch dieses Beispiel die vorhergehenden
Ausfiihrungen.
Bs lassen sich auch leicht Beispiele fiir Bandmatrizen konstru-
ieren, bei denen die Instabilitéten nicht am Reande, sondern im
Innern auftreten. Mapn braucht némlich nur homogene Differenzen-
8leichungen aufzustellen, die Lﬁsﬁngen vom Typ

2—li~n/2l, 2-|i-n/3l+ 2—|i—2n/3l
usw. besitzen, und sie unter geeigneten Randbedingungen als
Gleichungssysteme aufzufassen.
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Zur Pivotisierung bei der Aufldsung linearer Gleichungssysteme

In der vorstehenden Arbeit /1/ werden regularisjierte Losungen
groBer ipnstabiler linearer Gleichungssysteme

Ax = b )
durch geeignete Zerlegungen in Teilsysteme

By + Cz = ¢

Dy + B2 = 4 (2)

gewonnen, wobei zwei Indexmengen Z - bestehend aus Zeilenipndi~-
zes - und S - bestehend aus Spaltenindizes - die Zerlegung bp&-
her kennzeichnen. In /1/ wurde die Bedeutung dieser Indexmengen
herausgearbeitet und gleichzeitig die Aufgabe gestellt, einfa-~
che Methoden zu ihrer Bestimmung zu entwickeln. Dieses Problem
ist Gegenstand der vorliegenden Arbeit.

Bei der Verwendung direkter Verfahren zur Aufldésung lipnearer
Gleichungssysteme stellt sich die Situation als Reihenfolge-
Problem der Auflésungsschritte dar (vgl. /2/, S. 38 - Aus-
tauschstrategie - bzw. Aufgabe 2.9., S. 43).

Wie wir am Beispiel demonstrieren, fihrt das dort angegebene
Austauschverfahren mit Pivotisierung zu den gewiinschten Index-
mengen, wobei allerdings offen bleibt, ob es pnoch andere, giin-
stigere Moglichkeiten gibt.

Es sei A = (aik) eine b x m Matrix, 2 zupédchst die Menge aller
Zeilenindizes, S die Menge aller Spaltenindizes und (3 eine vor-
gegebene positive reelle Zahl.

Der Austauschalgorithmus besteht (in leicht abgeidnderter Form)
darin, daB bei jedem Schritt ein dem Betrag nach gréStes Ele-
ment apq der aktuellen Restmatrix G (beim ersten Schritt ist

G = A) ausgewdhlt und die Ersetzungen
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.= _a_igi&k.b .=-a_1§132
8% = 8k Cop e e

fir alle i # p, ke 3,
Z := Z\{p}, S =58\ {q}
und
G 1= (aik)
fir i€ 2, keS vorgenommen werden. Der Algorithmus wird abge-
brochen, falls

|21x| < 8 (3

gilt fiir alle Elemente von G, bzw., falls eine der Mengen Z, S
leer wird.
Pir quadratische Matrizen A (n=m) vermerken wir die Relation

det A = * Tfapq det G, . 4

wobei das Produkt iiber alle ausgewidhlten Pivot-Zlemente apq

zu bilden ist. Wegen der Maximalbedingung bei der Wahl der apq
treten in vielen Fidllen die Ungleichungen

- |det a| << [Tray,|

und damit pach (4)

laet 6lw<1 (5)
auf. Hieraus folgt unter Beachtung von (3)
fle] < k8, - (6)

wobei K eine positive Konstante ist, die von der speziell ge-
wihlten Matrixpmorm abhéngt. Interpretiert man die rechte Seite
der Ungleichung (6) als Regulasisierungsparameter « = KB, so
iet (6) nichts anderes als die Voraussetzung von Hilfssatz 1 in
/1/, und dieser Hilfssatz kann angewendet werden. Als Ergebnis
liefert der Austauschalgorithmus nicht nur die Indémengen Z

und S, sondern nach einer Riickrechnung auch eine regularisierte
Losung

b /ap
X = P q
T ks | @

des Gleichungssyst:ems (1) im Sinne der Arbeit /1/.
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Da o klein ist, wird die Regularisierung ir der angegebenen
Form in der Regel erst fiir groBe Gleichungssysteme prakvisch
sinnvoll. Um den durch die Regularisierung bewirkten Effekt zu
studieren, wenden wir den Austauschalgorithmus auf ein bekann-
tes Beispiel an (vgl. /3/ und /1/), bei dem bereits fiir kleine
n (= 5, 9 bzw. 20) die numerischen Effekte deutlich werden.
Wéhrend das erste Beispiel poch einen zu kleinen Umfang hat,
erkennt man beim zweiten und erst recht beim drittem Beispiel
in den ersten Komponenten bereits eine gute Anniherung an die
exakte ILdsung x; = 1.

Das Gleichungssystenm

6 10 0 O ?
8 6 1 00 15
0 86 1 0|x=[15
0 0 8 6 1 15
0 00 8 6 14

mit x = (x,l s o xs)T wird durch den Austauschalgorithmus in die
aufgeldste Form

0 0 0 0 0.49219 0.49219
8 0 0 0 -0.96875 7.03125
0 8 0 0 1.875 X = |9.875
0 0 8 0 =3.5 4.5

0O 0 0 8 6 14

iibergefiihrt, d. h., mit den Indexmengen Z = {1} und S = {5} ist
die regularisierte Ldsung '

X' = (0.8789 1.2344 0.5625 1.75 0) verbunden.
Zum Vergleich erhalten wir im Fall n = 9 das Ergebnis

0, e 0 0.03122 0.03122
8. . ~0.06238 7.93762
o, . . . 0.12451 8.12451
| . . =0.24805 7.75195
. ' . 0.49219| x =| 8.49219
. T . =0.96875 7.03125
. N -V 9.875
"8 0 -3.5 4.5
0 ... 0 8 6 1%
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mit den Indexmengen 2 = {1}, S = {9}, und die regularisierte
Losung lautet xT = (0.99220 1.01556 0.96899 1.06152

0.87891 1.23437 0.5625 1.75 0).

Fir n = 20 erh#lt man die Indexmengen Z = {1}, S = {20} und die
regularisierte Losung

= = (1 0.99999 1.00002 0.99997 1.00006 0.99988
1.00024 0.99951 1.00098 0.99805 1.00390 0.9922C
1.01556 0.96899 1.06152 0.87891 1.235438 0.56250
1.75 0).

Normiert man im obigen Beispiel (n = 5) die Gleichungen, indem
man etwa durch die Summe der Koeffizienten teilt, &dndert man
picht die Idsungen, wohl aber das Stabilitdtsverhalten und da-
mit die regularisierte Ldsung.

Das Gleichungssystem
g 6 1

wird durch den Austauschalgorithmus in die aufgeldste Form
% 0 0 -0.03348 { 0.82366
0 ~0.04375

0 0.125 x =

0 0
0 73
0 048 0 -0.25335/

-0.04375
0.65833

|
s
|
| |
o
Ubergefiihrt. Den Indexmengen Z = {2} und 8 = {5} ist die re:iu-
larisierte Losung

©® O O ©

0 0 0 ; 0.42857

xT = (0.96094 1.2344 0.5625 1.75 0) zugeordnmet.
Behdlt man dagegen im normierten Beispiel die urspriinglichen
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Indexmengen Z = {1} und 8 = {5] bei, wird G = 0.07031 > 0.04375
und daher eine im Sinne von /1/ weniger geeignete LOsung ermit-
telt.

Folgendes Beispiel zeigt jedoch, daB der Austauschalgorithmus
nicht in jedem Fall zur Abspaltung einer Restmatrix minimaler
Norm fiihren muB:

fM+¢ 1 1\ /1+e 0 2 € 0 o\
o 1 -4 , 0 1 =11, 105 1 ).
a1 A \ o o ££ 1 0 2

Die erste Matrix ist gegeben, die zweite ist die nach dem Aus-
tauschalgorithmus umgeformte Matrix und die dritte ist mach
einer anderen Reihenfolge der Auflosungsschrltte entstanden.
Fir alle 0 < € < 1 ist aber £ < yoc.

Falls man allerdings die Zeilen wie beim vorhergehenden Bei-
spiel normiert, ist die Pivotisierung auch hier wiederum er-
folgreich durchfihrbar.
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Rostock. ilath. Kollog. 12, 65 - 76 (1979)
Hans-Jiirgen Albrand

11-Approximation und angepaBte Iterationsverfahren

Da die meisten Iterationsverfahren zur Losung linearer Glei-
chungssysteme (Jacobi-, GauB-Seidel-, u. a. Verfahren) von der
formalen Vorschrift her zu speziell ausgerichtet sind und eine
brauchbare Bestimmung eines Relaxationsfaktors in der Regel mit
groBem Aufwand verbunden ist und unter Umstédnden keine oder pur
geringe Verbesserungen mit sich bringt, soll in dieser Arbeit
ein Vorschlag zur Konstruktion angepaBter Iterationsverfahren
gemacht werden.

Diese Apnpassung erfolgt so, daB zu einem gegebenen linearen
Gleichungssystem die in der Iterationsmatrix auftretenden Ele-
mente mit Hilfe von geeigneten 11-Approximationsaufgaben be-
stimmt werden.

In der Darstellung folgen wir der Arbeit /1/.

1. Das verallgemeinerte stationdre Richardson-Verfahren

Soll ein vorgelegtes lineares Gleichungssystem A x = b, A vom
Format n x n, det A # 0, A = (aij)' a.. reell, iterativ in der
Form

ij
xs+1 = xS 4 v )
geldst werden, so entséeht die Frage nach einer geeigneten Ite-
rationsmatrix 1. Dabei sind verschiedene Grade der "Anpassung"
von T an das gegebene System A x = b moglich. Die Iterations-
matrizen des Jacobi- und des GauB-Seidel-Verfahrens stellen
bekanntlich pour in ganz speziellen Fillen (z. B. wenn A diago-
paldominant ist)'eine genligend gute Anpassung dar. Manchmal
kann die Apnpassung mit Hilfe eines Relaxationsfaktors weiter
verbessert werden.
In dieser Arbeit wird mit einer nichtsinguléren Parametermatrix
G = (gij)’ 85 j reell, der folgende, z. B. auch in /2/, /3/ auf-
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tretende, allgemeine Ansatz fir T gewdhlt:

T:=1-GA.
Hierbei bedeutet I die iinheitsmatrix. Durch geeignete Wahl von
G kanp man jedes konkrete Iterationsverfahren der Form (1) er-
halten. Aus A x = b folgt

'X=x-GAX+Gb=(I-GA)X+GbD

und hieraus die Iterationsvorschrift

2 2 (1 -ca) 2+ 6o, (2)
Die Vorschrift (2) geht in (1) iber fiir G := (I - T) A~ .
Der Ansatz (2), in /4/ als GRF-iiethode bezeichnet, ist eine
Veralligemeinerung der stationéren Richardson-lethode, bei der
mit einer festen Zahl p

G=pI
gilt. Die stationdre Richardson-Methode ist ein Spezialfall der
Methode von Richardson /5/, bei der p von Iterationsschritt zu
Iterationsschritt variieren kann.
is bezeichne TL die linke, untere Dreiecksmatrix von T,
Zum Gesamtschrittverfahren (2) kann man z. B. das folgende wsin-
zelschrittverfahren definieren:

S @amp)T @-n) @, - (3)
Zur Abkiirzung setzep wir

s 1= (1 -1)7 (T -1,

PP

M = (I TL) G.
(k) _ ¢
3 =
flir i # k, erhalten wir fiir S und M auch die folgenden Darstel-
lungen

S

Mit Gy := (gijkk)), gkj(k) = By fir j = 1,...,0, 85

(I = GAX(T = Gy_qA) wee (I = Gqa),
. )

Gy + (I = GyAXG 4 + eaet (I = Gpa)eoo(T = GpA)Gy.
Fir die Restvekbtoren r? t=b - 4 x° ergibt sich aus (2) die
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Beziehung

B2 r-ae) 5, s =1,2,..., (5

fiir das Gesamtschrittverfahren und aus (3) die entsprechende
Beziehung fiir das Einzelschrittverfahren

rS+1 =Rrsr s =1,2,..., (6)

mit
R=(I -4 Gn) (I -4a Gn—1) eee (I -4 Gq). (?)
-1
34 ij
geht (2) ip die Punkt-Jacobi- und (3) in die Punkt-GauB~Seidel-
Vorschrift iliber.

Hinreichend fiir die Konvergenz von (2) bzw. (3) sind die Un-
gleichungen

Wehlen wir 8i; =2 yi=1,e00,0, g, = 0 fiir i £ j, so

I1 -6al <1 ‘ (8)
oder

N1 -aaf<n (9
bzw.

[sf<n (10)
oder

[&] <. 11}

Aus (8) bzw. (9) folgt, daB dann G A reguldr sein mu8, d. h., A
und G miissen regulidr sein. ’

Nach Wahl einer Matrixnorm kann man versuchen, die 834 SO zu
wéhlen, daB wenigstens eine der Matrixnormen (8) - (11) mog-
lichst klein wird, jedenfalls kleiner als REins.

Fir G = 4~ fithren (2) und (3) trivialerweise in einem Schritt
zum Ziel, Im allgemeinen Fall stellt G in gewissem Sinne eine
Approximation fiir A-1 dar, ist also eine Art fErsatzinverse.
Die Parametermatrix G ist der Koeffizientenmatrix A so anzu-~
Ppassen, daB sich auch praktisch verwertbare Konvergenzaussagen
fiir (2) oder (3) ergeben. Fir ein spezielles Gleichungssystem
stellt die Wahl der Bij ein Apfangsproblem dar, das zundchst
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/

geldost werden muBl, bevor mit der iterativen LOsung nach (2)
bzw. (3) begonnen werden kann.

2. 11—Strategien zur Wahl der Parametermatrix G

Wir betrachten das Verfahren (2) und die monotone Abnahme des
Restvektors r° in der 1,-Norm, d. h.,mit (5) wird die Unglei-
chung

T -acg<n (12)

angestrebt, wobei | -]ls die Spaltensummennorm bezeichnet.
Die Ungleichung (12) fiihrt auf die Bestimmung der B so, daB

n o _n
mix (I1 —JZ:;akj gjkl'*;l; 238 Sskl) <1 (13)
kK ‘
gilt. Der i-te Spaltenvektor der Matrix A sei ai, der von I sei
ei. Dann konnen wir statt (13) auch

"e "Z;Sakan1<1yk—1;“-vn) (14)

schreiben, wobei [« I, die 1,-Norm bezeichnet.

Wepnn die gla als Koeffizienten der besten Approximation gewdhlt

werden, so ergibt sich G = A-1. Der Aufwand zur Bestimmung der

besten 11-Approximationen ist jedoch zu groB8. Man kann aber

einen Algorithmus zur Losung der 11-Approximationen

n

min fled - - at] (19)
o1l 1

gij =

bereits dann abbrechen, wenn (14) eingetreten ist.

Das Iterationsverfahren (2) wird um so schneller konvergieren,

je kleiner die links in den Ungleichungen (14) stehenden Groflen

ausfallen.



2.1, Die eipfache 11-Strategie

Die einfachste Wahl der gij besteht darin, in jeder Spalte von
G jeweils nur ein 5ij # 0 zu wahlen. Diese Strategie soll zu-
ndchst verfolgt werden.
Bs sei Bk = (0] iﬁr J# kqi k = 1,...,0. lan versucht jetzt also,
ek durch 5k1k a 1 zu approximieren. Dabei ist .
K s k
min ”e -8 a “ = min (1,”e - a
k. k 1 kk
Bk, k L
1

sofern akk1 # 0 ist. Wegen

n_ . a,
lek - oy~ a My = | 2]
e —ay a = a1 .
E 1 J= Kk,
Ak
ist dieser Ausdruck kleiner als dIins, wenn

-1 "

n

> lay i, <oy, |

= ‘4.

Jj#k
£ilt, Falls (16) fir k = 1,2,...,n erfiillt ist, haben wir mit
dieser einfac! en Strategie srfolg,und (16) stellt das iibliche
Spaltensummenkriterium dar. Das entstandene Iterationsverfahren
ist, naéh eventueller Umnummerierung der Variablen, Vertau-
schung von Zeilen und Spalten, das gewdhnliche Jacobi-Verfah-
ren. Die einfache 11—Strategie fihrt also auf das Jacobi-Ver-
fanren, wenn (16) gilt.

(16)

2.2, pie zweifache 11-Strategie

Die nichsteinfache Strategie ist die Zweier-Strategie:

Man versucht die lq-Approximation von ek mit jeweils zwei Spal-
k1 k2

tenvektoren der Llatrix 4, etwa mit a ', a “.

Dann sind also die folgenden Approximationsaufgaben zu betrach-

ten:
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k. k
By 3= min "ek - 3k1k alt- gkzk a 2“1, X = 1,25e0e,0. (17)

Im Fall Ek < 1 ergeben sich die Koeffizienten der besten Appro-
ximation 8k1k’ Skak aus einem der n -~ 1 linearen Gleichungs-

systeme
(s) (s)
& + & =1
A A N )
18)
(s) (s) ¢
23 a + & a =0
k1k sk1 k2k sk2 y
S = 1,40.,0; 8 # k. Aus (18) folgt
a -a
Sk k(S) = "__Bk'a——— 1] sk k(s) = _—S;k—,‘_ ) (19)
a EY Y
1 Bk k.kzl 2 Kk, 1:_1{2t
a a a a |
sk1 sk2| sk1 Skzl
falls die auftretenden Determinanten nicht Null sind. it
. ¢ (s)
. s) s
:= min o4 a; + g a; (20)
M VT s ; l kk ik, kK 1k2[
itk
wird
Ek = min (1, mk), K =1,000,D00
Die. hinreichende Konvergenzbedingung lautet jetzt
m i= max m < 1. ' 21
k

Wird das linimum in (20) bei 8ys» k = 1,...,n, angenommen, so
lautet (21) ausfiihrlich:

! Bk, %k, { /akk1 ik, \!
; det | 8 ’ < | det ia k. & X 1 (22)
=1 8, s, k s S /
17k | k1 kg \ k1 K 2/[
X = 1,2,¢..40. Die Koeffizienten der besten Approximation sind
(sy.) (s)
k k y K = 1,000yn0 (23)

sk1k = gk1k ’ gkzk = skzk
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Praktisch wird man so vorgehen, da8 man sich zwei Spalten a 1,

k
a? von A sucht mit der digenschaft, daB in der n x 2 Matrix
ky kg
‘(a ' a ) eine 2 x 2 Matrix
a a
kk1 kk2
a a
Sy 8Kk

existiert, deren Determinante einen so groBen Betrag hat, daB
(22) gilt. Auf diese Weise sind dann die Parameter gk x? 81:21{
gemdB (23) urd (19) festgelegt.

Bei dem folgenden Beispiel kanp eine Bestimmung der Parameter
gij auf diesem Wege erfolgen.

85 sei a4, 3= (1 + k = 1) mod n; i,k = 1,2,4.0,0, 4. h.

Bs ist klar, daB die einfache 11~Strategie hier picht den er-
wiinschten Brfolg bringen kann. Ganz anders sieht es aber schon
nit der Zweier-Strategie aus. Durch die Strategie der Zweier-
Anpassung hat man eine gute Moglichkeit, das Iterationsverfah-
ren auf die Struktur des Gleichungssystems zuzuschneiden.

Zur Approximation von e1 nehmen wir die Spalten a1, a”,
Mit 84 i= 1 wird

a, a
11 1n 2
a & = n-1-n
nA no
und
D n=-1
a. a.
Z det a11 aln) (n-1) = (o=1)(n-2)/2.
1= n1 nn i=

Zur Approximation von e2 verwenden wir die n-te und die
(n-1)~te Spalte von A. Mit s, 3= 1 erhalten wir
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8op 82 p-1

= n 1 52
21n a’l,n—’l

und

n

Allgemein verwenden wir zur Approximation von ek, k ® 2, die
(n-k+2)-te und die (n-k+1)-te Spalte von A und setzen 5y = k=1.
Danp wird analog wie zuvor

= (n-1)(n-2)/2.

. (ain ai,n-1)
et
24n a1,n-’l

ak,n-k+2 ak;n-k+1

2
= n-1-n
8%-1,p-k+2 Zk-1,n-k+1
und
b 8j,n-k+2  2i,n-k+1
de & & ) = (n-1)(n=2)/2.
= k=-1,n-k+2 k=1,n-k+1 .
itk
Wir erhalten also
Jz-aclg=mn=m =+ nf12“‘1 =1, (24)

Insbesondere ist damit der Spektralradius (1 - 4 G) der Itera-
tionsmatrix I - A G flir jedes n kleiner als 1/2:

e(I - 4G)<1/2.
Die Parametermatrix G lautet explizit
n=-1 ,-D
3 () . " .o=1 '
G = (n-1~n‘)'1 -n '

P ()
-n n=1 .

3. kirgédnzende Bemerkungen

1. Bei der p-fachen 11-Strategie werden zur Approximation von

ek p linear unabhéngige Spaltenvektorén von A verwendet. Aus
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(14) wird dann

X,
smin“ek - g gkik a 1"1 =1 m < 1.
kik =

Auf die allgemeinen Ausfiihrungen zur p-fachen Strategie sei aus
Platzgriinden verzichtet. Eine solche Darstellung wiirde analog
zur Darstellung fir p = 2 verlaufen.

Man kepn patiirlich auch eine gemischte Strategie verwenden, die
zur 11-Approximation von ek Py Spaltenvektoren von A benutzt,

k =1,2,60.,0. Bei manchen Matrizen wird gan gezwungen sein,

eine gréBere Anzahl von Spaltenvektoren a i, i=1...,P, 2Ur
Approximation von ek zu verwenden, um m, < 1 zu erreichen, Hier
muB man dann auf Ndherungsverfahren zur Losung der 11-Approxi-
mationsaufgaben zuriickgreifen und sich mit Néherungen begniigen.
Es gibt eine Reihe wvon Verfahren zur Berechnung von besten
11-Approximationen. Héufig lberfiibrt man dabei das Approxima-
tionsproblem in eine lineare Optimierungsaufgabe (siehe z. B.
Barrodsle, Young /6/).

2. Die Konstruktion von G, so daB die Ungleichung [II - AGll, < 1
erfiillt wird (ll-llZ bezeichne die Zeilensummennorm), fiihrt auf
Approximationsaufgaben etwas anderer Art. Es sel ik der k-te
Spaltenvektor von AT. dann wird

i1 - a Gl = nax le¥ - of 3, .

Diese Aufgabe kann in gewissem Sinne auch als eine inverse
Approximationsaufgabe interpretiert werden: Fir eine gegebene
Ersatzinverse G sind Matrizem A zu konmstruieren, so daB G eine
hinreichend gute Rechts-Ersatzinverse bez. I - A Gll, ist.
Hier sind die Koeffizienten der besten Approximation mit A ge-
geben, und gesucht sind die approximierenden Spaltenvektoren der
Matrix G™. )
Apalog kann man zur Erreichung von I - G Allg < 1 Approxima-
tionsaufgaben der Art -

min max le¥ - ¢ oI,

G k

betrachten.
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Die Konmstruktion von G mit {iI - G AHZ < 1 fihrt auf Approxima-
tionsaufgaben der Form
min max Jle¥ - AT §k“1 s
G k
wobei X der k-te Zeilenvektor von G ist. In diesem Falle wird
ek durch Linearkombinationen der Zeilenvektoren von A approxi-
miert.

3. Der sinfachheit wegen haben wir uns bei der Konstruktion von
G auf die Forderungen (8), (9) beschrénkt.

Man kann mit der in dieser Weise konstruierten Parametermatrix
G zum Verfahren (3) iibergehen. kitunter erh#dlt man dann bessere
Konvergenz. Die Konvergenz kann sich aber auch verschlechtern.
Direkt auf das Einzelschrittverfahren (3) zugeschnittene Kon-
struktionsméglichkeiten ergeben sich analog zu der hier ge- .
schilderten Vorgehensweise aus den Forderungen (10), (11).

Die Verwendung der Zeilensummennorm fiihrt hier aber auf kompli-
zlerte Approximationsaufgaben, so daB es in der Regel giinstiger
erscheint, hinreichend gute Gesamtschrittverfahren zu konstru-
ieren.

4, Durch entsprechende Wahl der Parametermatrix G erh&dlt man
die Block=-Jacobi- und Block-GauB-Seidel-Verfahren. Bei die-~
sen Verfahren geht man aus von einem System der Form

-1 -1, -1
Y=gy ApXp m e T Ay Mg Ey t Ay By

-1 5
Xq = - Aqq Aq1 £ eee Aqq

wobei die Aii quadratische Matrizen der Ordnung Dy sind,

-1 . -1

A9,q-1 %g-1 * Aqq  Bgr
' i SR O Ty, A= (A;2)
_ni=n,xiausR ,x-(1.....q. = ia-:

bt = (B1T,...,Bq?). Setzt man

G 1= diag (Aqq Tsenes Aqq'1), (25)
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so wird aus (2) das Block-Jacobi-Verfahren und analog aus (3)
das Block-GauB-Seidel-Verfahren.
Die exakte Losung der 11-Approximationaaufgaben (mk gem#l (20))

fiihrt bei entsprechender Strategienwahl zur Approximation der
ef auf (25), falls eine zu (22) analoge Ungleichung erfiillt
ist. Insofern motivieren die hier dargestellten 11-Strategien
auch eine Verallgemeinerung der Block-Jacobi- und Block-GauB-
Seidel-Verfahren.

5. Eine universelle Wahl von G:

Es sei A nichtsingulér, O < a < 2/Spur A AT und G := a AT.
Dapnn ist @(I - A G) < 1.

Auf den picht schwierigen Beweis sei hier verzichtet (man vgl.
z. B. auch mit Isaacson, Keller /7/, S. 88).

6. 48 sollte ein Ziel weiterer Untersuchungen sein, geeignete
Ersatzinversen G "ohne viel Aufwand aus A abzulesen", wenig-
stens fir gewisse Klassen von Matrizen A.
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Rostock. Hath. Kollog. 12, 77 - 85 (1979)
Gerhard Maess

A projection method solving general linear algebraic
equations

The paper is concerned with a total step variant of the single
step projection methods investigated by Tanabe /5/, Peters /3/,
and others (cf. also Householder and Bauer /1/). The method is
potentially useful for solving problems with sparse matrices
which are too large to be stored in the internal memory.
Furthermore it is suited to be used on multiprocessor compu-
ters.

1. Introduction
Let us consider a system of iinear algebraic equations

Ax=b, a3 BY->ga)cmY €))

with a rectangular matrix A without pullrows, mapping the
euclidean space RY onto its range R(A), a subspace of =Y, 1
the equations are consistent, we are interested in a solution
of minimal norm. In the inconsistent case we are looking for a
so=called pseudo- or generalized solution (least-squares-solu-
tion) mimizing the residual vector N

r=bP~-AXx. (2)
If we split IRN and mM into the two orthogonal subspaces
R(AT), N(A) and R(a), N(AT) respectively, the vector x «RY
and the right hand side b e ]Ru have the orthogonal components

X, » X, and b, , bo, respectively:

0, x, eR(aT), x, e N(a), . A3

x =X, + x5, (X, X)

b =b, +b,, (b, by) =0, b,eR(), boeN(AT)- (4)

) Part of a lecture, held at the conference "Algorithms *'79"
in Strbske Pleso, (SSR, April 23 - 27, 1979 77



Here (.,.) denotes the euclidean scalar product and N(.) the
null space. It is a well-known result from the theory of gene-
ralized inverses that the solution of

Ax, =D, (3)
is uniquely determined by
X, = A+'b* = A'hb, (6)

At denoting the Moore~Penrose pseudoinverse of A (cf. /2/).

2. Approximation by rows

In this section we consider the comsistent case bo = 0. We
split the setIM of natural numbers 1,2,...,M into N, (1£N°£M)

not necessarily diajoint'subsets Li such that the transposed

row vectors z"j of the matrix A, belonging to the same subset

Li’ are linearly independent. By xn, r? we denote the p-th

iterate of the solution and the corresponding residual vector,
respectively. In the n-th step we compute No projection vectors

yi - uki zk, i= 1,2,...,N° ’ (7
Ee;’

such that _
(x + yi -x, zj) =0. (8)

That means that the coefficients uki are determined by solving
(parallel if N, processors are available) the small systems

i (zj,zk) uki = rdn, JeLy . (9
Combining the u,l and the y' in the form '

No N
“k=Euki’ y:%yi=;ukzk=dru (10)

we obtain the new approximation
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X

M ax ety , 1)

rn+'l

-t 4y, (12)

where tn is computed from the orthogonality condition

=™ -x,7 =0, (13)
i. e.
t, = (W,r)/(3,3) . . (14)

Because of the orthogonality condition (13) the procedure is
error-reducing: )

127 - x o= 2 - P - 52 P . (15
Theorem:

1) The algorithm (9) - (14) converges for arbitrary initial

vectors x°e RN to

x°°-(IN-BA)x°+Bb, (16)

t

r® = (I, - 4 B) . 17

2) The matrix

is the orthogonal projector onto the nullspace of A.

3) The matrix B is a generalized inverse of the type A1’2’4

(a so-called reflexive minimum-porm inverse):

ABA=A, BAB=B, (BA)T =BA. (19)

4) If the system A x = b is consistent, then x*°

for all initial vectors x°. If x° ¢ R(AT), then x® is equal
to x,, the solution with minimal euclidean norm.

is a solution

5) If A has maximal row-rank
rank A = W , (20)
then B is the Moore-Penrose pseudoinverse At .
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Proof: (The argument is similar to the convergence proofs of
the PSH and the SPA algorithms (see /3/, /4/, /5/)).

To describe the algorithm in a vectorial form, we use matrices
E:l' which consist of those columns of the unity matrix In' the

numbers of which belong to L;. Then the matrices (zn,zk) dkel

of the small systems (9) can be written in the form E; A A' .
If we use the abbreviations

NO
_ T, 0oy T _
C, =B, (B;" a4 B B , c-=ci, (1)
we obtain
u=crn,y=ATCrn, (22)
and the algorithm reads
+1 ‘
= = Tn =2 + Vp o (23)
g P, (24)
with
T, =Iy-PyA, S, =Iy-APF , v, =P b, (25)
By =t, 4% ¢, t, =0 / IaTc M2, (26)

According to the orthogonal splitting IR = R(AT) @ N(A) we
have 'I'n 2 '.l‘n PR(AT) + Tn PN(A)' where PR(AT)' PN(A) denote the
orthogonal projectors onto the corresponding subspaces. Since
A PR( A) = 0, it follows that

Tn = Tn + PN(A) s TD = Tn PR(AT) . (27)
We first prove that the restriction "f'n of Tn onto the subspace
R(AT) 18 contractive.

I inﬂ €q<1. (28)

As a majorant operator we use



No
T.:IN-%-_-;ATCiA. (29)

(o]

For all z CIRN we haire

N
[¢]
umzus;}:;uaN—H ¢y &) 2] £ |z, (30)

_ 8ince the mappings IN - AT Ci A are orthogonal projectors and

consequently they have the nmorm 1. From (30) it follows that
ITN ¢ 1. We now define T.= T Pgp(aT)y according to (27) and show

that

q .= 1Tl < 1. 31
If 7] would be equal to 1, there would exist a nonvanishing
vector z ¢ R(AT) with | 200 = 1% 2] = ﬁ: - IIy - aT Cy A)zylls
i. e. a vector with [[(Iy - AT Cy 4) z,] = llz ). That means, z,
would be orthogonal to all subspaces, spanned by the columns
zj. Jel; of the matrix AT, i. 8. orthogonal to R(AT), what

implies z,= O in contradiction to the assumption.
Because of the orthogonality condition (13) the following
inequalities hold for all xeR(AT):

u’i'nx+tnATCb-x*ysuﬁx»fﬁ;fcb-x*u.
1By (- xO1 %= = x)0,
and consequently Il’i‘n I €IT| , which completes the proof of (28).

1) To show the convergence of the sequence{xn} , we use the re-
lation '

P, 8, = T, B, for all natural k, n (32)
and obtain from (23) - (26) by induction

1 o .
xn+ - xn = Tn Tn_,] LX) T1 Pn+1 r . (33)
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By consecutive multiplication it follows from (27)

B Mg vow By B A 0 oes By # B N(A) (34)
50 we have
n+1 n_® M
x -x T, Tpq oo T1 - °, (35)

since PN(A) Pn+1 vanishes. The matrices PD are bounded because

tn is bounded:

[ | 2
t = < ¥ 6
¥l 1aTc all 14t ¢ al GR
With
T
1R 0 = 16,1 aT o « 2l Cl - ¢ 37)
{a*c al :
we can estimate
1= - 2 = Kir Q"
and
m n
TN - 2" = Klngle® e < Kirgladg

which proves the convergence of jx"}.

To obtaipn the explicit expression (16) for the limit vector x%°
we derive from (23) an explicit formula for x? by consecutive
insertion:

o=2
- ’ o -
&L= T 4 0. 1x° + Bb, By = gcnn...'rn Prga ¥ By s
(38)
According to (28) and (34) we obtain
1imT) Ty g eee T, = Bycp) » (39)

n—>
and the convergence of the sequence {Bn} can be proved by simi-

lar arguments as in the case of {x"}. We call the limit matrix

B

. (40)

=1
2 By

im
—» QO
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2) To prove (18) (and thereby (16), (17)) we use the relations

Iy =By A =T, B g eee Byy Iy = A By = Sp S 4 eee Sy, (41)

which are easily derived from (25) and (38) by induction.

3) The relations (19) now follow from (18) by multiplication
with A from the left and B from the right hand side.

4) By multiplication with A and using b = A4 x, (16) implies
Ax® =(a-aBA)x° +ABAX, =D, sox° solves (1). If

we choose the initial vector x° from R(AT), it is projected by
PH(A) onto zero, hence we have

x® =Bb=BAXx, =x,

because B-A is equal to the projector PR(AT) .

5) Multiplying (18) with AT we obtain the equation AT = BaaT,
since Ih(A)AT vanishes., If A has maximal row-rank, then AAT is
pnonsiogular and for B we have

B = AT (a 4Ty, (42)

80 A'B is equal to the unity matrix Iy, and the third Moore-Pen-~
rose condition (A B) = A B is fulfilled.

3._Approximation by columns

In the rankdeficient inconsistent case it is possible to use
one of the SPa-algorithms, described in /4/, /6/, /7/. The re-
sult is a least-sgquares-solution

=(IN—DA)x°+Db i (43)

with the residual vector

r°°=(IM-AD) I'O, (44)
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where D is a A1’2 5—inverse (a so-called reflexive least- .

squares-inverse) of the matrix A and Iy-4AD is the orthogonal
projector onto the nullspace of A .

If we are interested in the least-squares-solution with minimal
porm x, = at b, we must at first compute D b and then start the
above described row-algorithm with the initial vector =00
and the right hand side b = 0 (cf. /3/). The result is

x® = (Iy-BA)Db=x°-4a*D,
since B A = At A and A D.= A AY according to the properties of
the A1'2'4— and the A1'2'5-inverses.
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Wolfgang Moldenhauer

5in spezielles Dreieckselement beim Finite-.i.lemente-Verfahren

1. Bisherige krgebnisse

Die Untersuchung der Interpolationspolynome n-~ten Grades in
einem Dreieck wird erst seit 1969 systematisch betrieben. Bis
1968 waren neben dem trivialern linearen Fall pnur der Fall n = 2
von Fraeijs de Veubeke /8/ und der Fall n = 3 von Holand und
Eergan /11/ untersucht. Bell /3/, Bosshard /S/, Visser /22/,
Argyris, rFried, Scharpf /1/ und Zlamal /24/ konstruierten dann
Polynome 5-ten Grades. In /1/ wurden dariiber hinaus Polynome
6-ten und 7-ten Grades betrachtet. In /24/ und /23/ werden dann
Polynome bis einschlieBlich 14-ten Grades beschrieben. Fir ein
beliebiges Polynom vom (4n+1)-ten Grad wird in /6/ von Bramble
und Zlamal die Theorie aufbereitet und ein Konvergenzkriterium
hergeleitet. Koukal /13/ untersucht Polynome von ungeradem Grad
und erzielt Konvergenzkriterien. Unabhéngig von dieser Arbeit
werden hier eigeme #hnliche Ergebnisse vorgestellt.

2. Auswahl der Stiitzwerte

s ist zweckméBig, die Bedingungen, die ein Polynom bestimmen,
in den Eckpunkten des Dreiecks zu konzentrieren, weil diese
Bedingungen gleichzeitig fiir mehrere Dreiecke herangezogen wer-
den konnen.

In den eingangs erwdhnten Arbeiten werden Bedingungen auf den
Seiten des Dreiecks zum Beweis von Abschédtzungen benutzt. Die-
se Bedingungen miissen bei der numerischen Rechnung eliminiert
werden, wie das etwa bei /12/ und Zlamal /25/ dargestellt ist,
was jedoch einen erheblichen Aufwand nach sich zieht und Be~-
rechnungen nicht optimal gestaltet. AuBerdem ist unklar, ob
sich dies im allgemeinen Fall realisieren 1&Bt. Die hier neu
vorgestellte Theorie kommt weitgehend'ohne Verwendung solcher
Stiitzwerte aus. Nur in dem Falle, daB der Polynomgrad gerade
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i8t, wird auf jeder Selte ein Stiitzwert bendtigt.
Seien mit Py, 1 =1, 2, 3 die Eckpunkte und mit P, der Schwer-

punkt eines Dreiecks bezeichmet. Ein Polynom p(x,y) n-ten Gra-
des hat ("52) Koeffizienten, ist also durch (“ga) unabhiingige

Bedingungen eindeutig bestimmt. Wir schreiben nun folgende
Werte vor:

pIp(P,) fur alle j € m, 1 = 1, 2, 3,und Dp(P,) fiir alle k = 1.

h]
muuﬁn%:—?—%—mt; + 3o = e
9x¥13y9J2 1 2
Wir geben also 5(“52) Bedingungen in den ickpunkten und (152)

Bedingungen im Schwerpunkt vor. Soll ein Polynom n-ten Grades
durch diese Vorgaben bestimmt sein, muB gelten:

(™3 » (137 « (725, , <))

Wir suchen nun IGsungen dieser diophantischen Gleichung in na-
tiirlichen Zahlen m und 1 bei vorgegebenem Grad n derart, daB m
moglichst groB und 1 entsprechend klein ist. Diese letzte Forde-
rung ergibt sich aus den oben durchgefiihrten Uberlegungen. Die
vollstiéndige ILSsung der Gleichung (1) kann nicht gegeben wer-
den, da es sich bei der Darstellung einer natiirlichen Zahl
durch eine ternédre quadratische Form um ein ungeldstes Problem
handelt /2/, /10/, /18/, /19/. Uns sind folgende partikulére
I5sungen der Gleichung (1) bekannt:

a) b = 4r+1 m = 2r 1l =2r-1
b) Db = 4r+2 m = 2r 1 = 2r+1
¢) n = 4r+3 m = 2r+1 1=2r

d) bn = 47+4 m = 2r+1 1 = 2r+2,

wobei r 2 O eine natiirliche Zahl ist.

Nun geniligen einige dieser partikuléren ILosungen nicht der For-

derung nach maximalem m. Ubereinstimmung zeigt sich jedoch fiir

alle n € 7. Praktische Erfahrungen, z. B. /7/, haben jedoch ge-
zeigt, daB Polynome bei .n £ 3 einen vertretbaren Rechenmaufwand

mit sich bringen, wobei deren sémtliche Koeffizienten ungleich

Full sein kdnmen. Will man mit Polynomen vom Grade m ® 3 arbei-
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ten, so ist es zweckm#lig, bei Deginn der Rechoung einige Koef-
fizianten gleich Null zu setzen, In diesem Fall kdnnen Ldsungen
der Gleichung (1), die picht von unserer Fallunterscheidung er-
falt wurden und der Forderung nach maximalem m geniigen, nutz-
bringend sein,

3, Zwei Bilfsséitze

gilfssatz 1: Sei z(s) € (™) 0,3, und es gelte
L}(/‘>(C) = yg/‘)) 5(")(1) = yg/‘)v

B0y Ay eeer @y =1 (g, = 1. Ist (6P () £ 14 10 (0,),
daon ist in [0,1]

i) L) n+1-1 _
et sl £ K13%|Jp/‘ b+ Ko, 41 , v=0,1,
fir alle i € n-1 (n = 2ab—4‘

Hilfscatz 2: Sei

a(s) ec(®*D o, 1], und es gelte
50y = y M, sd) =

yq0 €)= ¥5P,
20, T, eeey a1 (@) > 1), Ist lg(™ (o)l € uy, 4 in (0,1),
darn ist in [C,1] v
RS P max'x,“ l+ kot 427*772, ¥= 0,1,

Der Bewois der beiden Hilfssdtze kano mit der von Beresin,
Jhidkow %4/ besciricbenen ilethode erbracht werden. Die Konstan=-
ten cind bei .. ienhauer /16/ angegeben.

i, Zwei approximutionssitze

v J'e Apwepanng der neuen reieckselemente ist es erforder-
lich zu untersuchen, inwieweit man eine Funktion auf einem
Alznent Mrch das zugehdrige Approximationspolynom n-ten Grades
anrihoesn Lunu. Die 3esntworbung dieser Fragestellung ist mit
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dep beiden folgenden Sidtzen méglich. Der approximaliopscharak—
ter der Sétze wird deutlich, wenp man <ie Punkbtiop wix,y) als
Fehlerfunkticn interpretiert,

Satz 13 Sein=4r +d, r 20, de {1,3}, r € N,

sei w(x,y) € ¢B* 2y upa [P+ Nz, )l < Upeqe

Ist Ddw(r;) = BMw(P) = ¢, 1=1,2,2,
2r 2r-1 1
V= wnd Yk ¢ , faliz 2 = ;
2r+ 1 2r :
und gilt auf jeder Dreiecksseite

n-1
e

# O, dapn gilt io T:

mgxX 5

1|9s

1
IptaCe, ) = F I ,_jl'; hn+1'-‘~:

fiir alle i £ n-1, wobei @ der kleinste Winkel und F die Linge
der groBten S~ite von T ist.

Bemerkung: Das Koordinatensystem (x,y) wird in einp (51,32)-
Koordinatensystem trarsformiert, so daB die Sq=hchse rdt der
Jjeweiligen Dreiecksseite zusammenfdllt,

Der Beweis befindet sich bei lioldephauer /17/. . r greift auf
die Hilfssétze 1 und 2 zurick,

Koukal /13/ hat gezeigt, daB mac im Falle i = 0,1 die Voraus-
setzungen abschwéchen kann. Insbesondere kann zuf die Randvor-
aussetzung verzichtet werden.

Wir wollen nun die analogen Satze fiir gerade n herleiten. Im
Falle des Satzes 1 sind auf dem Rande des Dreiecks p+1 Bedin-
gungen vorgegeben., Bei den geraden n haben wir auf dem Rande
des Dreiecks lediglich n Bedingunger vorgegzeben. 3Is bleibt zu
vermuten, daB bei gleichbleibender Struktur der Stlitzwertvor-
gabe ein entsprechender Satz bez. der Komvergenzrate =ine
h-Potenz weniger liefert, Hinzu kidme, daB pur die Beschrinkt-
heit der n-tem Ableitung im Inneren des Dreiecks bendbigt wirdce
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sus diesen uriinden werden wir, wie bereits frither angedeutet,
ussers strategie ctwas abéndern. Wir geben uns dazu in den Sei-~
tenmittelpunkten jeder Dreiecksseite genau eine Bedingung vor
und verzichter auf Arei Redingungen im Schwerpunkt,

£atz 2: Sei n = 4r + d, r 20, 4d€{2,4}, ren,

o . An+1}en | oo+ | £

Lol w(x,y)€C (T) und D" 'w(x,y)| ¢ Moiqe

Ist DJW(Pi) = nﬂw(vo) =wly) = 0, 1 =1,2,3, wobei Q die

Seitenmittelpunkte des Dreiecks sind,
2r . 2r+1 2
Yice urd V2 <k« , falls d =4 ,
2r+1 2r+1 4

und gilt wuf jeder Dreiecksseite

n-14
max g—a:¥ # ¢, dann gilt in T:
1 B4
Iulw(x,y)lf B ———%—— nB*1-1
sin” @

fir alle 1 £ p-1, wobei @ der kleinste Winkel und h die Lénge
der grilten Seite von I ist,

Der Bewels dicces 3atzes ist dem des Satzes 1 analog.

De twel dindeutiskaitssiitze

Die beiden pachfolierden SHtze geben an, durch welche Vorgabe
2zr Dedingungen 2in Folynom n-ten Grades in zwei Verdnderlichen
ic den einzelnen Fdllen auf einem Dreieck T eindeutig bestimmt
ist,
Satz 33 Cejen F1, Py P3 die ickpunkte und P, der Schwerpunkt
czines Dreiecks '¢. sin Polynom vom Grade n = 4r + 4, d 6{1,3},
+2y s "
P(X,¥) = @) + ax% + az7 + eou + aNyn, wobei N = (n2 ) ist, ist
eipdeutig auf T bestimmt durch die Vorgabe der Werte Dap(Pi)
urd D%p(P.3), i = 1,2,3, fir alle j und k mit

\‘011

N
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2ret’ 2r
Zum Bewels kann man die bereits in /12}4 verwendete Argumenta-
tion benutzen. Es wird dabeli der Satz 1 benutzt.
Man vergleiche hierbei mit Satz 5 von Koukal /13/, der aussagh:
Zu jedem f ec(""')(w) gibt es genau ein Polynom von hdchstens
(2p-1)-tem Grad, so daB

2r 2r=-1 1 .
J < k £ , falls 4 = 5-

pdppy) = pIe(p)), 3 < o,

“wa D*p(P,) = D*£(P,), k € p-2, gilt.

Satz 4: Seien P1. P2' P5 die Eckpunkte, Q,]. Q2 und Q5 die Sei-~
tenmitten und Po der Schwerpunkt eines Dreiecks T. Ein Polynom
vom Grade n = 4r + 4, d € 2,4}, 5

P(X,¥) = 87 + 85X + 857 + oee + aNyn, wobei N = (“‘5 ) ist, ist
eindeutig auf T bestimmt durch die Vorgsbe der Werte DIp(®,),
p(Qi) und ka(Po), i=1,2,3, fiir alle j und k mit

2r 2r+1 2
£ upd 2 £ k £ , falls d = o
2r+1 2r+2 4

N

Der Beweis ist dem des Satzes 3 analog, jedoch wird vom Satz 2
Gebrauch gemacht.

6. Spezialfélle fiir n £ 3

Fir die praktisch interessanten Fdlle n < 3 wollen wir der
Vollstédndigkeit halber einige Verschérfungen aus der Literatur
angeben. Fiir n = 1 hat Synge /20/ gezeigt:

Ist w(x,y) € CX(T), w(P) =0, i = 1,2,3, undlD®w(x,y)l £ My,
80 ist in T Iw(x,y)l £ KMsh>.
Von Kolar, Kratochvil, Zenisek, Zlamal /12/ wird ferner

IDw(x,y)l < 2 cos™ ¢y M;h ohne Bewels angegeben, wobei 29 der
groBte Winkel des Dreiecks ist.
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Von Zlamal /24/ stammen die folgenden beiden Siétze fiir nm = 2
und n = 3,
Ist w(x,y) € C2(T), w(P) = w(q) =0, 1 = 1 12,3, und
|0%w(x,3)l = My, s0 ist in T Iw(x,y)l € U b > und
IDw(x,¥)l € 2 sin”Tp Mzha.
Ist w(x,y) € C*(T), DIw(P;) = w(P,) = 0, i = 1,2,3, § = 0,1, und
|D4w(x,Y)| £M,, so ist in T Iw(x,y) € 3 sin” ' M4h4 und
{ow(x,3)l £ 5 sin~"p M,b3.
Diese in Spezialféllen hergeleiteten Abschitzungen stimmen bez.
der Konvergenzrate mit unseren Ergebnissen iiberein. Im Falle

= 3 haben wir sogar fiir die Punktionswerte eine schiérfere
Abschédtzung erhalten.

\

7. _Zur GesetzméBigkeit der Fehlerabschitzung

In den angegebenen Fehlerabschéitzungen treten die geometrischen
GroBen des Dreiecks auf. Dies ist kein Zufall und auch keine
Folge der Beweistechnik. Wir beweisen dies durch Angabe von Ge-
genbeispielen in den praktisch interessanten Féllem n = 1,2,3.
' Sei h fest vorgegeben. Wir betrachten die Menge der Dreiecke

T, mit 0<g < 3 V3 b und den Eckpunkten P (- I, - 30,

Pz(zh' - ) und P (0, 25). p(x,y, ) sei das entsprechende

Hermite-Interpolationspolynom und G(x,y) = w(x,y) - p(X,7,8)
der entsprechende Fehler. 2
Sei b = 1. Wir betrachten die Funktion w(x,y) = X° + y° auf Tge

Es gilt m%x la(x, )l & %hz und mgx IDG(x,y)l 2 h

g g )
Damit ist auch das Ergebnis von Synge /20/ bez. der Konyergenz-
rate o(h) gesetzmidBig.
Sei n = 2, In /20/ wird die Fupktion
w(x,y) = 4h%y2 - 256 . (3h)‘1x2(x2 ';hz) - b” betrachtet.
Bs ergibt sich max‘wy - Pyl 4 sin” ¢ h“. Weiter ist
; T

max JG(x,y)l %’- n3.
T
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Sei n = 3. Wir betrachten die Funktion w(x,y) = 64 x' auf Tge
Wir erhalten
max 1612 2737°n*, max |DGI> 20sin~ g b?, max In%l> S6sin~2p 13
T T T

8 g 8
Damit haben wir Beispiele der gewinschten Art angegeben. In-
teressant ist nun folgendes: Behalten wir im Fall n = 2 die
alte Strategie bei, d. h., geben wir keinen Funktionswert in
den Seitenmitten vor, so bekommen wir die gleiche Konvergenz-
rate, wie folgendes Beispiel zeigt.
Sei w(x,y) = 2x7. Wir finden

-1

max G(x,y)l 2 18”7 {3 b3 und max [DG(x,y)l > 3 -« 4

= sin-'l(p ha.,
g g

8. Vertrdglichkeit zweler Elemente

Wir wollen untersuchen, welche Eigenschaften die Funktion
P(x,y) im Gesamtgebiet £2 hat, die in jedem Dreieck ein Polynom
n-ten Grades darstellt. Es ist sofort klar, daB P(x,y) stetig
ist. Beide zu betrachtende Dreiecke mdgen die Seite P1P2 [ge-
meinsam haben. P(x,y) ist in jedem der beiden Dreiecke ein Po-
lynom n-ter Grades. Wir parametrisieren P1P2 durch

X =x, + (xa—x,l)s, T =34+ (ya-y,l)s mit 0 £ s <1, wobei Py

bzw, P, die Koordinaten (x,l,y,l) bzw. (x,,¥,) haben. p1(x,y)

geht damit auf P1P2 in ein Polynom b-ten Grades in der Verén-
derlichen s iiber und das entsprechende Polynom pz(x,y) des be-
pnachbarten Dreiecks gleichfalls. Auf P,IP2 sind aber sowohl Pq
als auch P, genau (n+1) Bedingungen in den Eckpunkten bzw. der
Seitenmitte unterworfen, die sowohl Pq als auch Po eindeutig
bestimmen. Da alle diese Bed.ingungen in Py und P2 bzw. den
Seitenmitten iibereinstimmen, ist dann auch Pq =Py auf P.‘Pz.
Die eindeutige Bestimmtheit von Py und Py 1Bt sich mit dem
Hilfssatz 1 bzw. 2 nachweisen, Sind etwa die vorgeschriebenen
Bedingungen homogen, so ist y,sp) = 0. Weiter ist Mn 1 = 0, und
wenden wir auf Pq und Py die Hilfssédtze 1 bzw. 2 an, so ff)lgt
Py =Py = 0, und dies belegt die Eindeutigkeit.
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Weitere Aussagen iiber die Vertridglichkeit zweier Elemente kon-
nen nicht gemacht werden. Wir weisen dies an folgendem Beispiel
nach:

Die Punktion w(x,y) = yacos Tx sei auf den Dreiecken T, und T2
erklart. Die ikckpuunkte seien

fiir T, P,,(—Z,O), P2(2,0) und P3(0,2),

fir T, P,](-Z,O), P,(2,0) und P5(o,—2).

Wir erhalten in T,‘ Py(o,o) = =4
und in T, Py(o,o) = 4,womit der Nachweis gefiihrt ist.

9. Eipe Anwendung dieses neuebn Dreieckselementes

Wir setzen voraus, da8 der Rand S des Gebietes B ein geschlos-
sener Polygonzug ist und betrachten die Gleichung

2
F.) of in A
Af = - (a..a——-)-’-cf:s inN.
i?;;qaxi O

Hierbei seien 341 c, g stetige Funktionen von (x1,x2) in ﬁ,
und es gelte:
a) a4 = 855 sei stetig differenzierbar in I3,
b) ¢ > 0,
2

2
2
c) a..b.b. 2B b B = const. > O
1;, = 11 Zn LA

Es liegt also der nichtentartete elliptische Fall vor, und wir
wollen das Dirichletproblem

f‘s = 0 l6sen.
Dieses Problem ist positiv definit /15/, und die Ldsung minimi~
siert das Funktional -

2
dw 2
Flw) = ﬂj (ig;‘] a5 Sax_: ES + cw” - 2gw)dx
" .
i w,{M0).
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Wir triangulieren /3, d. h., wir zerlegen fi in eine endliche
Menge von Dreiecken Ti mit folgenden Eigenschaften:

a) \1/Ti=ﬁ, b) ;N Ty= 8 (i#3).
Jeder dieser Triangulierunger ordnen wir zwei Parameter zu:

1. b als groBte auftretende Dreiecksseite,
2. @ als kleinster auftretender Dreieckswinkel.

Sei ?(x.l,xz) die approximierte Ldsung des Randwertproblems.
Fir die Fehlerabschitzung benutzen wir die in /9/, /21/ und
/24/ beschriebene Methode. Es ist, wie in /14/ gezeigt wurde,
folgendes bekannt: Ist £ die exakte Losung und ist

r,‘c?va("), 80 gilt E(f, ~£) = F(2,) - F(£), wobei E(z) = E(z,2)
nit

2
92,.9z,,
E(z z)=J(;a ! 2+czz)dxist.
192 a 5= i;'E'i'F:Tj 192

Also haben wir:
B(E-£) = F(?) - F(£) = min F(v) - F(f) = min B(v-£) (2)
. veEp . veER

< E(f—fz).

wobei fzip diejenige Funktion ist, die in den Stiitzstellen
dieselben Werte wie die Idsung £ annimmt,und 4 der Raum der
Fanktionen P(x1,12) ist.

Wir betrachten die Funktion w = £ - :Ea. Es ist

Dn'”w = Dn'”(f -£5) = Dn”i’, und es wird vorausgesetzt, daB f be-
schriénkte Ableitungen (n+1)-ter Ordnung hat und auch die wei-
teren Bedingungen der Sidtze 1 oder 2 erfiillt. Wir erhalten dann
durch Anwendung der Sdtze 1 oder 2 auf w unter Beoutzung von
(2) und der Friedrichsungleichungs

Lt @ 1 n
Iz - flw2(1)(n) € Clpyq 3Tngp 20

wobei die Konstante C nicht von der Triangulierung abhéngt.
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2ur ldsung der Helmholtz~Gleichung in einem polygonberandeten
Gebiet mittels des Finite-Elemente-Verfahrens

1. Eipleitung

Die Methode der finiten Elemente 5ehﬁrt zu den gebrduchlich-
sten Verfahren zur niherungsweisen Lisung von Randwertproble—
men. Sie geht auf Courant /2/ zuriick, der vorschligt, ein ge-
gebenes Gebiet in Dreiecke zu zerlegen und Versuchsfumktionen
zu beputzen, die stiickweise linear sind. In der vorliegenden
ATbeit wird ein Verfahren beschrieben, bei dem stiickweise qua=~
dratische Polynome verwendet werden. Es wird ein Algorithmus
zum Aufbau der Elementsteifigkeitsmatrizen angegeben (Vgl.
Zlamal /9/). Bei den auftretenden Numerierungsverfahren folgen
wir zundchst eibner Idee von Mittelmamn /4/. Die peu defipnierten
Zusammenhangsmatrizen gestatten einen leichten Aufbau der Stei-
figkeitsmatrix aus den Elementmatrizen. Das Verfahren wird an
den Beispielen "Torsionsproblem fiir das Quadrat und das gleich~
seitige Dreieck" getestet. Konvergenzaussagen, bei demen die
Versuchsfunktionen Polynome beliebigen Grades sind, wurden von
Zlamal /10/, Bramble, 2Zlamal /1/, Koukal /8/ und Moldenhauer
/6/ angegeben.,

2. Randwertprobleme zweiter Ordoung

Sei N cRa ein beschrinktes Gebiet mit dem Polygonrand [ .
Wir betrachten die Gleichung

- Au(z,y) + cou(x,7) = £(x,3), ' )

wobei A=S§+5§§iat.
T
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Die Randbedingungen seien
ulpy = 0 una W= o, (2)

wobei ' = ™ v ™ und v die AuBepnormale ist. Fir die Konstante
c. setzen wir ¢, > 0 voraus und fordern im Falle des Neumann=-
Problems ('** =I") sogar ¢, > 0. Unter diesen Voraussetzungen
ist das Randwertproblem (1), (2) V-elliptisch., Mit Hilfe der
von Michlin /3/ bewiesenen Sédtze iiber ein minimales Funktional
erhdlt man, daB (1), (2) &quivalent dem Minimalproblem fiir das
Energiefunktional

F(u) = f[( )+ (B ) + cqu? - 2£u)a Q (3
in der Klasse V C W(1)(Il), deren ilemente der Dirichlet-
'Bedingung ulr. =0 genugen ist.

3. Ein Finite-flemente-Verfahren

Das Gebiet {2 sei in endlich viele disjunkte Dreiecke zerlegt.
Zwei benachbarte Dreiecke haben eine Seite gemeinsem,und die
Vereinigung aller abgeschlosaenen disjunkten Dreiecke sei
gleich Qul.

Unser Ziel ist es, das Mipimum uo(x,y) von (3) durch gquadrati-
sche Polymome p(x,y) = a4 + ayx + 35y + g x4 agxXy + a6y2 iiber

Jedem Dreieck zu approximieren. p(x,y) wird iiber dem Dreieck Q
der Zerlegung eindeutig durch die Funktionswerte gy Usy u3 in
den Eckpunkten und Vs Vo v5 in den Seitemmittelpunkten
bestimmt.

Das Funktional (3) ist eine quadratische Funktion in allen Pa-
rametern (ui, Vi i=1, 2, 3). Wir erhalten die Werte der
approximierenden Ldsung po(x.Y) als die Niherungswerte der Lo-
sung u (X,y) in den Ecken und Seitenmitten, indem wir das
Mipimum von

F(p) = %{[(” + (32) + o™ 2fp dxdy g $ (2,

bestimmen.
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Analog zur Arbeit von Zlamal /9/ stellen wir jedes Integral
dieser Summe in der Form wTKw - 2wT6 dar, wobei
wT = (“1' Vs Usy Vo, us, v3) ist. K + KT nennen wir die Ele-

mentsteifigkeitsmatrix, Die Komponenten des Spaltenvektors €
werden durch f(x,y) bestimmt. Die Bestimmung des Minimums von
F(p) fihrt auf das lineare Gleichungssystem

(k + KT) w = 26, (%)

Im nachfolgenden geben wir ein Verfahrem zur Komstruktion von K
und ¢ an. Das Dreieck Q habe die Eckpunkte Pi(x;,¥3), 1=1,2,3.
Durch )

X = x1 + (xa-x1)f + (x3-x1)q, y=yq %t (72'?1)5 + (Y3‘y1)q’

_ & (5

r(E,p) =dq + A f+ azh + 44}2 + ﬂsr?-f agq
und

8(§,9) =101 2[x) +(xmx)) § +(x57x )y 74+ (FF9)F +(733)7)
erhalten wir

2 2
$(0,Q = f [a(g—-;) +2p g_;‘ g%,»c(g.;.) +ar® - 2gr | afan. (&)
@

Q1 ist dabei das Einheitsdreieck der (f§,%)-Ebene, J die Funk-
tionaldeterminante von (5), und es gilt

a =g} [(xB-x,] )2 + (y3_y1 )2] , ¢ =1Jl -1 [(::2-::,I )2 + (¥4 )2](;)
b= ~lgt=1 [(xe—x,] )(x;-x,') +(¥574 )(yi-y’l )] v d =lateg.

r(f,ol) ist auf Q1 durch folgende Bedingungen eindeutig be-
stimmt: u, = r(0;0), vy = r(0,5;0), Uy = :(150)’

v, = ©(0,5;0,5), uz = £(031), vz = r(0;0,5).

uit af = (ag &5y A3, dy, G, o) gilt éann

w= So und & = S™tw. (8)

2
mit 1T = (o, 1, O, 2f, ®, 0) ist f a(-g%) agan= aoclLa = awtAw,
Q1
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wobei L = { f 1113dyd,} und & = (s71)T1s™ ist,
Q1

it u® = (0, 0, 1, O, , 29) folgt
f 232 3 gpag - a(U+ M) &= w(B+BD)w,
g

9F 39

wobel M = { { 1imjaydq} und B = (s"H)Tus™ 1st.
L

Setzen wir dies analog fort, so erhalten wir die Summe der
ersten vier Terme von @(p,q) als wTKw nit

K=aA+b(B+BT)+cC+d.D.

Es gilt:
1 0 0 0 0 O
-3 4-1 0 0 O
g1 =|-3 0 0 0-1 &4
24 2 0 0 O
4 4 0 4 O -4
| 2 0 0 0 2 -4
30 0 0 1 -4]
-4 4 O-4 O 4
B=l1| 14 0 4-1 0
=Tl 0=t 0 4 4 -4
0 00OOO
0 4 O =4 -4 4]
6 O
0 32
D= ol -1 "0
= -4 16
\ -1 =4
0 16

Da A, C und D symmetrische Matrizen sind,

Format (6 X 6).

Sein = (1, §, 1, §5, Fap w7, so ist

-2 [ gragan= -2" | gnajag = -24%5 -
Q

a

d' = (3-1 )TB ’
wobei
104
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/

-1
0
6
0

-1

-4

-4
16
0
32
4]
16

-1
-4
-1
0
6
0

o=

ol

(8a)
[3-4 1 0 0 O
-4 8-4 0 0 0
1-4 3 0 0 O
0 0 0 8 0-8
00 00O OO
Looo-aosd
[ 0 0 0 14
0 8 0-8 00
0 00O0O0O
0-8 0 8 0 O
10 0 0 34
-4 0 0 0-4 8]
0
16
-ldf
16
0
32

ist K symmetrisch vom

~2wt(s™ N8 = -20'd mit

(8v)



2= ( 5 gd§ds, f fngdq, J ?gdqu,

” “ “ ®

[ §%eagan, [ paeagas, [ 7°eafap® -
g Q1

| t

ist. Die Komponenten von B miissen im allgemeinen mit Hilfe
einer Quadraturformel (Moan /5/) berechnet werden.

Somit ist @(p,v) = wkw - 2wid.

Die rlatrizen A, B, C und D, die keine aufgabenspezifische Daten
enthalten, sind nur durch den obigen speziellen Ansatz von
r(s,?) als quadratisches Folypom bestimmt. Uber die Konstanten
a, b, ¢, d gehen in K lediglich Formparameter des Dreiecks Q
ein, die lageunabhéngig siud. Damit kénnen wir durch eine ge-
schickte Zerlegung von () und durch giinstige Numerierung der
Zckpunkte erreichen, daB die Elementsteifigkeitsmatrix fiir alle
Dreiecke konstant bleibt. Dies fiihrt zu einer wesentlichen Ver-
einfachung des Verfahrens, die bei der rechentechnischen Aus-~
wertung von Bedeutung ist. Aus den Elementsteifigkeitsmatrizen
(4) erhalten wir durch Uberlagerung das Gleichungssystem

4K*w’ = 4% (10)
K* ist die Steifigkeitsmatrix und w* ist ein Vektor, in dem
jede Unbekannte des Gebietes () genau einmal auftritt. Die Zu-

sammerhangsmatrizen zwischen den Dreiecken gestatten dabei den
Aufbau aus den Elementsteifigkeitsmatrizen und dem Vekﬁor §.

4, Numerierung und Zusammenhangsmatrizen

Betrachten wir zwei benachbarte Dreiecke, so miissen wir beim
Aufbau von K™ bzw. §™ veriicksichtigen, daB gewisse Gitterpunkte
in beiden Dreiecken auftreten, Ferner miissep wir wissen, welche
Gitterpunkte auf " liegen, da hier die Randbedingungen einge-
hen. Dies Problem kapn man durch eine von Mittelmann /4/ vorge-
schlagene Doppelnumerierung losen:
1. Die Gitterpunkte jedes Dreiecks werden von 1 bis 6
durchoumeriert. :
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2. Die Gitterpunkte, die in {) liegen, werden von 1 bis k
und die, die auf [ liegen, .won k+1 bis n durchoume- (11)
riert.

Um aus (4) das Gleichungssystem (10) aufzubauen, miissen wir die
Abbildung w-»w* fiir alle Dreiecke der Zerlegung kennen. Dies
148t sich z. B. mit den Zusammenhangsmatrizen realisieren.

Definition: Eine Matrix V = (vij) fir j =1, ees, m und

i=1, ey 6, wobei m die Anzahl der Dreiecke der Zerlegung
ist, heiBt Zusammenhangsmatrix, wenn durch sie der Zusammen-
hang zwischen den beiden Numerierungen der Doppelnumerierung
(11) in folgender Weise gegeben ist: Aus Vig = k folgt, daB der
i-te Gitterpunkt des j~ten Dreiecks in der Gesamtnumerierung
der k~te Punkt ist,

Beispiels Gesamtnumerierung Doppelnumerierung

6 4
1 4 6 3
2 ’ 2
3 1
[36849'1:|T
V= .
875294

Mit Hilfe von V kann man K folgendermaBen aus den KQi

Es ergibt sich:

(K, «.. Elementsteifigkeitsmatrix des i~ten Dreiecks Q) der

%

einzelnen Dreiecke aufbauen (Algol—Schreibweise):

K* := (0) (Nullmatrix).
FUr i =1, eeey My § =1, eeey 6, K =1, eeuy 6, (12)

£*[v(3,1], vik,i]] = R*[v[5,4], vlk,1] + K}i[j,k] .

Analog erhilt man fiir &* (Algol-Schreibweise):
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Damit ist das

113)
1= 6*[v(3,1]] + 6501

hergeleitete Verfahren sufbereitet. Ist das Ge-

biet {) in Dreiecke zerlegt und eine Numerierung nach (11) vor-
genommen, ergibt sich folgender Algorithmus:

1.

2.
3.

5.

2.

Zingabe der Matrizem A, B, C, D, X, V, S_’l und der Konstan-

Ten c, . X ist eine Matrix, die die Koordinaten der Eckpunkte

Jjedes Dreiecks enthdlt.
Fir jedes Dreieck Q erhilt man KQ pach (8a).

Mit Hilfe eines Quadraturverfahrens wird 8, nach (9) und dQ
nach (8b) berechnet.

Mit (12) und (13) wird K* und ¢ erzeugt.

Das Gleichungssystem (10) wird mit einem Iterationsverfahren
gelost.

Numerische Ergebnisse

Sei Q) = {(x,y)|-0,25< x,y< 0,25} . Wir betrachten die Differen-

tialgleichung =Au = 1 mit der Randbedingung u|p = O. Die Art

der Triangulierung ung die Numerierung ist aus der Skizze er—
sichtlich,

Yy &
21 22 23 24 25
2 B 10
4ol ety 6 4 4 2
T 1= [ L) 'x
18 5\ 4 12
1 2 3 3
17 16 1P 14 13

Da alle Dreiecke kongruent sind, ist a = ¢ =1, b = 4 = O und
J = 0,0625. Somit ergibt sich die Elementsteifigkeitsmatrix K
zZus
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[sloXo)XoX: Xo

(14)

coblal
OOO\NL—\
FWOOO
abbook

Lacala

K kann somit eingegeben werden. Dies bedeutet bei der gewéhlten
,Triangulierung eine wesentliche Vereinfachung des Verfahrens.
Weiter ist 8 = J (3, 2+ g» T3 2% 73)" und damit

d = % (o, 1, 0, 1, O, 1)T; Durch Programmierung der Formeln
(12) und (13) werden K* und d¢* aufgebaut. Da die Randbedingun-
gep homogen sind, ist K* eine (9 X 9) Matrix und d* ein Vektor
vom Format (9 X 1).

Die Idsung des Gleichungssystems erfolgte nach dem GauB-Seidel=-
Verfahren, wobei anschlieBend die Rechnung mit halber Schritt-
weite vorgenommen wurde. Die Numerierung begann im Ursprung und
wurde im Uhrzeigersinn fortgesetzt. Statt 9 inneren Gitterpunk-
ten lagen 49 vor, so daB der Aufwand sprunghaft anstieg. Aus
diesem Grunde nutzen wir die Symmetriebeziehungen der ISsungs-
funktion des Torsiounsproblems (Membrangleichung) aus. Damit re-
duziert sich die Anzahl der Upnbekannten von 49 auf 16. Nach
Szabo /7/ ist die exakte Losung des Problems:

u(x,y) = =0,5(7° - 73

o (_1)n+1

+
n=o0 (2n+1 )3 T2 cosh [t2n+1 )g]
Damit ergibt sich folgende Tabelle:

cos [2(20+1)T 3] cosh{2(2n+1) Tx].

Nummer exakte erste rel, zweite rel,

des Punktes | Losung Rechnung | Fehler| Rechnung Fehler
1 0,0184178| 0,0187465| 1,78 %| 0,0183908 | C,15 %
2 0,0143337|0,0140608{1,90 7| ©,0143216 | 0,08 %
3 0,0113215]0,0109364| 3,40 %| C,0113322| 0,09 %

Betrachten wir nun das Problem ~Au = 1, u[r= 0.
L) sei das gleichseitige Dreieck mit den Eckpunkten (0;0,6),
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(H%V?;FO.B), (--,T%V}_,‘—OJ). Wegen der Kongruenz der Dreiecke der

Zerlegung (siehe Skizze) ist die Elementsteifigkeitsmatrix K
wiederum fiir alle Dreiecke gleich (bereits unter (14) angege-

ben).
A
y 25

24 q 10

11

o]
N

23

21 20 19 18 17 16 15 14 13

Die exakte LOsung ist:

u(x,y)

= (-hy®-3x%y -+ in)

mit h = 0,9.
Wir geben folgende Ubersicht:

Nummer des exakte rel.

Punktes Losung Néherung Fehler
1 0,0253125 0,0253099 | 0,010 %
2 0,0189844 0,0189831 0,007 % -
3 0,0158203% 0,0158193 0,004 %
4 0,0253125 0,0253196 | 0,028 %
5 . 0,0284766 0,0284750 | 0,006 %
6 0,0253125 0,0253114 0,004 %
7 0,0158203 0,0158199 | 0,003 %
8 0,0189844 0,0189833 0,006 %
9 0,0094922 0,0094919 | 0,003 %
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Uber die mittlere Liénge und die Apzahl optimaler regulérer
Suchcodes 1

Der Begriff des Suchcodes wurde von_Rényi /8/ eipgefihrt. Such-
codes sind spezielle Préfixcodes, die einer bestimmten Verzwei-
gungsbedingung geniigen und denen sich damit spezielle baumar-
tige, kanteninterpretierte Graphen zuordnen lassen. Da bei der
Anwendung des Algorithmis vopr Huffman auf eine Wahrscheinlich-
keitsverteilung regulédre Suchcodes (bei denen jeder Verzwei-
gungspunkt die gleiche Verzweigungszahl N, N ® 2, besitzt) ent-
stehen, ist die Konmstruktion von optimalen reguléren Suchcodes
der von optimalen, eindeutig decodierbaren, léngenvariablen Co-
des &dquivalent.

Suchcodes sind sowohl in der Codierungstheorie als auch in der
Theorie der Suchalgorithmen (vgl. Kouth /4/, Picard /5/) von
Interesse.

In der vorliegenden Arbeit soll eine kurze Ubersicht iiber die
Resultate zur Berechoung der mittleren Weglénge (als explizite
Formel) optimaler regulérer Suchcodes bei vorgegebenen Parame-
tern, wie Anzahl der Sndknoten (der den Suchcodes entsprechen-
den Bédume), Umfang, maximle Lénge usw., gegeben werden. Insbe-
sondere erweist sich die Abzéhlung von Suchcodes als Problem
der Abzéhlung entsprechender baumartiger Graphen. Eine ausfiihr-
liche Ubersicht findet sich in Kap. 1 der Monographie Pétschke/
Sobik /7/. AuBerdem werden hier erste Resultate zur Konstruk-
tion von Suchcodes fiir den Fall angegeben, daB anstelle der
wahren Verteilung % pur eine Hypothese 6 (Schétzung) bekannt
ist.
——

Kurzfassung eines Vortrags auf dem Symposium "Diskrete Mathe-

matik und Aowendungen in der mathematischen Kybernetik",

Rostock, April 1978
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Sei X ein endliches Alphabet und [X,7] eine unabhiingige, sta-
tiondre Quelle. Sei Y ein weiteres endliches Alphabet, dessen
Anzahl N kleiner als die von X ist, und W(Y) die Menge aller
endlichen Worter iiber Y einschlieBlich des leeren Wortes e.
Dann ist W(Y) eine freie Halbgruppe mit dem freien Erzeugenden-—
system Y.

Seli y: X—W(Y) eine injektive Funktion, dann ist die durch

ﬂe)=e7

Vxgeeoxy) = y(Epdeee Yixg) 5 xqe00xp € W(X)
n 2 1, definierte Fortsetzung von y auf W(X) ein Homomorphis-
mus von der freien Halbgruppe W(X) in die freie Halbgruppe
W(Y). y* wird als kombinatorische Codierung von X mittels Y
bezeichnet. Im allgemeinen ist aber y* kein Isomorphismus auf
der Halbgruppe w(y(x)) mit dem freien Erzeugendensystem Y(X),
d. h., Y(X) ist kein freies Erzeugendensystem dieser Halbgrup-
pe.
Definition 1: s£ine kombinatorische Codierung y* heiBt genau
dann eindeutig decodierbar, wenn W(Y(X)) eine freie Halbgruppe
mit Y(X) als freiem Lrzeugendensystem ist, d. h., wenn die Kle-
mente von W(YKX)) eindeutig durch Elemente von y(x) darstellbar
sind.

Selbst wenn y eine injektive Abbildung ist, muB y*nicht eindeu-
tig decodierbar sein. Denn sei fiir X = {x1, X5 x3} Y die fol-

gende injektive Abbildung x1—>1, x2—>0, x5-—»01, dann ist y"'

nicht eindeutig decodierbar. Es genligt auch picht, fiir eindeu-
tige Abbildungen Y die eindeutige Decodierbarkeit zu fordern.
Bei der Zuordnung x1~+0, x2—+0, 15—91 ist y zwar eindeutig,

aber nicht eindeutig decodierbar.

Wir bezeichnen

CAW(y, ) = g 7 (x)| p(x) |
X

als (mittleren, Codieraufwand der eindeutig decodierbaren Co-
dierung y beziiglich der Wahrscheinlichkeitsverteilung 7.
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Bs ist bekannt, daB8 die Shannon-gntropie, die eipe wichtige’
Rolle in der klassischen Theorie der Informationsiibertragung
spielt (vgl. Potschke /6/), eine untere Schranke des Codierauf-
wandes darstellt, d. h., es gilt

H(X,T) £ cAW (V,M),
mit

H(X,T) = Df. ;ﬁ"(x) log 7Z(x) .
X

Der Algorithmus von Huffman /3/ fiihrt, auf & angewendet, be-
kanntlich zu einem optimalen Code, beli dem also die Differenz
zwischen Codieraufwand und cntropie minimal ist. Will man nun
die mittlere Lénge eines Suchcodes (Def. 3) bzw. den Codierauf-
wand eines Codes ermitteln, so muBte man bisher mit Hilfe des
Algorithmus von Huffman einen optimalen Code konstruieren und
dessen Codieraufwand ausrechnen. In einigen Fédllen kann aber
eine explizite Formel fiir den Codieraufwand angegeben werden,
und diese gestattet es, den minimalen Codieraufwand direkt
aus J zu berechnen. Dies soll hier fiir eine spezielle Klasse
von Verteilungen gezeigt werden. Fir ein Wehrscheinlichkeits-
maB o Uber X mit M = |X|> 2 formulieren wir die

Bedingung A: fs gilt a(x,) 2 a(xy) = oee 2 o(xy) fir M>2 und
alxy) < alxy_q) + a(xy).
Satz 1: Wenn ein WahrscheinlichkeitsmaB JI iiber X der Bedingung

A geniigt, dann gilt fiir den mit Hilfe des Huffmanschen Algo-
rithmus konstruierten Code Yy
s

CAW(p ) = J1a u[ - ;ﬂ‘(xi) (1)

mit s = =M + exp2]1d M[, wobei Jc[ die kleinste ganze Zahl, die
groBer oder gleich ¢ ist, bedeutet.

Beispiel: Sei ﬁ(x1) = 0,35, T(x,) = 0,29, ﬂ(xB) = 042,

W(ku) = 0,16 wegen Satz 1 gilt CAW(yﬂ_,ﬂ) = 2,0,

Aus Formel (1) kann man auch die Codewortléngen entnehmen, mit
deren Hilfe ein beziiglich 7 optimaler Code konmstruiert werden

kann.
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Andere Fdlle fiir explizite Formeln des minimalen Codieraufwan-
des findet man bei P&tschke/Sobik /7/, Kap. 1, und Gegkinli /2/.
Fir den Fall, daB I dem Coder nicht bekannt ist und er nur eine
Hypothese €'liber die Verteilung 7 besitzt, silt der leicht zu
beweisende

Satz 2: Wenn T und 6 die Bedingung A erfiillen, dann haben die

mit Hilfe des Algorithmus von Huffman konstruierten Codes yq-

und YG dep gleichen Codieraufwand, der sich durch (1) berech-
nen léBt.

Trotz der ungenauen Kenntnis der wahren Verteilung ergibt sich
also aus 6 ein besziliglich 7 optimaler Code. Das folgende Bei-
spiel zeigt, daB eine gute Approximation 6’'(im Sibne des Varia-
tionsabstandes) der Hypothese 6 an die wahre Verteilung 77 nicht
hinreichend dafiir ist, daB sich derselbe Codieraufwand ergibt.

Beispiel: Sei 9T(x1) = 0,35 5(x1) = 0,30 6'(x1) = 0,35
- T(xy) = 0,29 6(x,) = 0,29 6'(xy) = 0,31
.’lT(xB) = 0,20 6(23) = 0,28 6'(x3) = 0,18

.'JT(xq_) = 0,16 G(xu) = 0,13 6'(xq_) = 0,16 .

Fir den Variatiorsabstand gilt |7 ~ 6] = 0,16, [ %~ 6'| =0,04.
Aus Satz 2 folgt CAW(Y..,T) = CAW(Yg,T) = 2,0. Durch Anwendung

des Huffmanschen Algorithmus ergibt sich aber CAW(yG-, ) =2,01.

Das Problem einer expliziten Formel fiir den Codieraufwand opti-
maler Codes ist bisher nicht vollsténdig geldst. Bs ist auch
nicht bekannt, wie die Anzahl H(n) der nicht léngeniéiquivalenten
Codebédume wichst,

Wir wenden uns nun der allgemeineren Frage zu, wie man die
Uberhaupt auftretenden Codebiéume abzéhlen kann, d. h., wir las-
sen die Liéngendquivalenz zu. Dazu miissen wir "kompaktifizierte"
Codes einfiihren, die wir als regulér verzweigt bezeichnen.
Fir Y = nz heiBe jede endliche Menge C € W(Y) Code. Es sei

Cp = pe. {q]qew(Y)quec} fiir pe wW(Y).
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Offensichtlich gilt
Ce = C und /

(cp)q = Cpq fir p,q € W(Y) .

Wenn Cp fir jedes p € C der triviale Code ist, d. h. nur e ent-
hdlt, dann heiBt C Priifixcode. ’

Definition 23 Ein Code C heiBt verzweigt, wenn folgendes gilt:
1. C ist der leere Code oder

2. C ist der triviale Code oder

3. C enthdlt nicht das leere Wort, und es existiert eine ganze
Zahl v(C) - die Verzweigungszahl von C -~ mit v(C) = 2, so daB
fiir k < v(C) der Code Ck nicht leer, fiir k 2 v(C) dagegen leer

ist, k = 0, 1, , eee o

Fir den leeren Code setzen wir v(C) = O und fiir den trivialen
Code v(C) = 1. Damit ist die Verzweigungszahl fiir jeden ver-
zweigten Code definiert.

Definition 3: #in Code heiBt Suchcode genau dann, wenn Cp fir
jedes p e W(Y) verzweigt ist.

¢ = {0, 10, 2} ist ein Pseudo-Suchcode im Sinne von Chormeyko
-und Mohanty /1/, aber kein Suchcode. Offemsichtlich ist jeder
Suchcode C ein Préfixcode, aber nicht umgekehrt: So ist jeder
Code, der aus einem einzelnen, nichtleeren Codewort besteht,
ein Prédfixcode, aber kein Suchcode.

Wenn C ein Buchcode ist, 80 bezeichmen wir alle p € W(Y) mit
V(Cp) > 2 als Verzweigungspunkte von C. Die Anzahl aller Ver—

zweigungspunkte von C bezeichnen wir mit V(C). #in Suchcode C
heiBt regulér vom Grade N, wenn jeder seiner Verzweigungspunkte
die Verzweigungszahl N hat, d. h., fiir jedes p e W(Y) gilt:
Wenn v(cp) > 2 ist, dann gilt v(cp) = N.
Wenn C ein regulérer Suchcode vom Grade N ist, dann geniigt die
A M1 A(C) des Codes der Relation

a(C) = 1 mod (N-1).
Der folgende Satz gibt eine Formel fiir die Anzahl Cy(n) der
regulidren Suchcodes vom Grad N und der Anzahl n an, wobel na-
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tirlich n = 1 mod (N-1) ist.

Satz 3: (Rényi /8/): Fiir jede patiirliche Zahl n mit
= k(N-1) + 1 (k=0,1,2,...) gilt

K
Cy(n) = g1 - . &)
Im Falle N = 2, also bindrer Suchcodes, gilt A(C) = V(C) + 1;
damit existieren regulédre binére Suchcodes jeder Anzahl n 2 1,
und aus (2) ergibt sich fiir ihre Gesamtanzahl
2n -1)

20 - 3)112877
Cx(0) = rog—y = (20 g% . (3)

Diese Formel war schon Cayley (1857/59) bekannt, der das ent-
sprechende Problem fiir die den Suchcodes entsprechenden Code-
béume loste. Cayley wies auch darauf hin, daB 02(n) gleich der

Anzabhl der mdglichen Interpretationen von einem "Produkt'" von
n Faktoren beziiglich einer nichtassoziativen Operation ist,
d. h., Ca(n) ist gleich der Anzahl der mdglichen Klammerungen
eines derartigen Produktes.
Sei D(n,k) die Gesamtanzahl aller Suchcodes des Umfanges n mit
k Verzweigungspunkten. Offensichtlich gilt

k<€n-1, '
da fiir eine gegebene Anzahl n der bindre Code die maximale An~
zahl von Verzweigungspunkten besitzt. Man sieht leicht, daB
D(1,0) = 1 und D(n,0) = O ist fiir n > 2, Fir n > 2 gilt die
Rekursionsformel

5]
D(n,k) = ; > D(n4,k,)D(8,kp) « sD(0y,k; )
= n,]+...+D1=n

k1+...+K1=k—1
Mit Hilfe dieser Formel kann der folgende Satz bewiesen werden
(vgl. Rényi /8/).
Satz 4: Fir n ® 2 und k 2 1 gilt fiir die Anzahl D(n,k) der

Suchcodes vom Umfang n mit k Verzweigungspunkten

p(a,k) =3 G ™ET .
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Fir n > 2 gilt fiir die Anzahl D(n) aller Suchcodes vom Umfabg n
n=1
_a g n-2 D+k=-1
D(D) =10 - (k-1) ( k ) .
Insbesondere besteht fiir D(n) die asymptotische Formel

-2 Y2 (3+2 o

VT . n

D(n) ~

Die ersten Werte von D(n) sind D(2) = 1, D(3) = 3, D(4) = 11,
D(5) = 45, D(6) = 197. Auch fiir D,(n), die Anzahl der Suchcodes

vom Unfang o mit maximaler Lénge r, I = 1,2,..., und By(m,r),

die Anzahl der reguléren Suchcodes vom Grade N und des Umfan-
ges n, kann map explizite Formeln herleiten (vgl. Rényi /8/).-
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