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Rostock. Math. Kollog. 13, 5 -~ 18 (1980)
Dietlinde Lau

Kongruenzen auf Postschen Algebren von Funktionen iiber einer
Familie endlicher Mengen

Die in /6/ untersuchte Algebra }ZA 188t eich in natﬁélicher
Weise zu einer Algebra }Q verallgemeinern, die aus

Punktionen der Gestalt

K‘i,...,th

£ K; x E; X s0.xK; — K . 1)
i1 i2 in J

besteht, wobei i,, i,5,...,1  und j aue {1,2,...,t} sind und
K1, K2' ooy Kt gewisse endliche Mengen mit mindestens zweil

Elementen bezeichnen. Einige Beispiele solcher Verallgemeine-
rungen wurden erstmalig von V. B. Kudrjavcev, G. Burosch und

G. N. Blochina in den Arbeiten /1/ - /4/ untersucht. Allgemeine
Eigenschaften von Algebren, deren Elemente Funktionen des Typs
(1) sind, wurden von V. B. Kudrjavcev in /5/ angegeben. Eine
Reihe von Resultaten iliber eine verallgemeinerte Boolesche Alge-
bra }1K5""’Kt aus Funktionen der Form (1), wo die Mengen

K1,K2,...,Kt paarweise disjunkt sind, wurden von R. PUschel

erzielt (z. B. in /7/ und /8/).

Vorrangig bef88te man eich in den oben zitierten Arbeiten mit
Vollstédndigkeitskritesien. Wir werden im folgenden nach £infiih~
rung einiger Begriffe und Bezeichnungen fiir Teilalgebren von
72K ""'Kt’ die samtliche Projektionen und eine gewisse Menge

o o enthalten, sémtliche Kongruenzen bestimmen. Es han-
qreeesWy

delt sich hierbei um eine Ubertragung der in /6/ vorliegenden
Sétze liber Kongruenzen von Teilalgebren von }ZA auf Teilalge-
bron von Ry ..k,



1. Eipige Grundbegriffe und Bezeichnungen

Selen E,,Kp,«.+,Ky (£22) gowisse endliche Mengen, die alle min-

destens zwei Elemente enthalten vund paarweise nichf ineinander

n1,n2,...,nt;i
enthalten sind. Mit £ bezeichnen wir Funktionen
der Gestalt .
n n, D
1 2 t
K1 X K2 X eee % K¢ -—f Ky (2)

(€IS PYPrs b ie{1,2,...,t}). Wenn die Mengen K,,Kp...,Ky

pnicht paarweise disjunkt sind, wollen wir vereinbaren, da8 i
der kleinste Index mit der Eigenschaft (2) ist.

n1,n2....,nt;i
(n1,n2,...,nt;i) wird Information der Funktion f

genannt. Ist aus dem Zusammenhang die Information von

n1 goee ’nt ;i
£ ersichtlich, so schreiben wir pur f. Weiter sei

n»p‘"sntii
af = (“1"“'"1:) und a;f = n,;. Die Menge aller Funk-

tionen der Art (2) bezeichnen wir mit Q2. K, K, °der kurz
: qooeesKgiky

t
mit . sel dann die Menge U . .
Pio Pk, R
Seien £ bzw. g Funktionen aus ?’IK K mit den Informationen
qreeeiKg

(n1,....nf;1) bzwe (myseee,my3d)s Analog zu /6/ kanpn man Opera—~

tionen iiber Punktionen aus PK ,ee. K, 8uf folgende Weise defi-
nieren: 1 L ‘

Umordnen von Variablen - T, , E] (1<k<£t)

1.1 1 t _t t
(ka)(x1,xa,...,xn‘l,...,x]:,xlz:,...,xl;k,...,11,x2,....xnt)

1 - - -
NP TR - o L

i o
. é,xl;'é,---,%k,xf' vé+11-'0nt:;:1a-0-'4t)"
X ICLE AR U e 2 A pusin .f"k‘, R AR

n
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NPT E  SINE. SO R

Identifizieren von Variablen - Ak (14k<t)

(dkf)(x’,} ,x;....,xg'l,...,xl:,xg,...,x}:k_,],...,xg,xg,...,xgt)
= :(x::,x;,.-.,%fl,.-o,ﬁ,!ﬁ,égt"-o,’%k_,]pc.o,x,tl,oco,x:t)-

Binzufiigen fiktiver Variablen - Vk (14k4t)

1.1 1 t_t t
(ka)(x,',xa,.-.,%1,...,11,7,%,...,)e;kﬂ,...,x,l,xa,...,xnt)
1. 1 , 6 6 %

1= f(x1,x2,...,xn1,...,xlg,x‘;,...,{kﬂ,...,x,',xa,..f,xnt).

Substitution - r?s ({r,8} ¢ §1,240..,t})

Die Operation r*s ist nur definiert fiir Fupnktionen g, deren
]
Wertebereich W(g) in K, oder in K  enthalten ist. Fir

r fir W(g) Q‘Kr
u =
s fir W(g) € K, und W(g) ¢ K,

8elte i g
(¢ r?s s)(x} ':“2’ ee 'xn1"'m1 pe = ,x‘,:,xg, o 'xgu*'mu-‘l e

| RSN
te f(x:: ,xg, - ,xg1 R ,x:"‘ ,13-1 yooo .x‘;:]" ’5(41-&1 'x:,]+2'- —
1 u-1 u-1 u u t t
xn1+m1 Lo 'xnu_,l+1 38 ’xnu_1+mu_1~’x1 ves ”ﬁnu’ cerXqree ’xmt) ’

#u'” e 'x:\1+nu-1 .1::1"],,_1 e 'x::11+nu+‘1 e .x:'b'm a '%tn“t"'nt).

Ist W(g) eine Teilmenge von Kr’ 8o schreiben wir anstelle von
f % g oftour £ *g.
s r



Die Menge ?K'("“’Kt mit den oben definierten Operationen bil-

det eine Algebra, die wir auch mit PK,] k, bezeichnen wol-
seceyip J

len.
Die durch
J(x,],...,xn ,...,x,’l'....,x: ,...,x,‘,...,:% ) e x
ces n i1
definierten Funktionen 331’ ! \t heiBen Projektionen.

n1,...,nt;i

Eopstanten c, (a € K;) sind Punktionen mit den defi-

nierenden Gleichungen
t
°a(’q’""xZ.,""’x’l"“'xgt) 1= a,

Eine Aquivalenzrelation ® auf einer Teilalgebra &L von
pK1.‘..,Kt, die mit sémtlichen Operationen der Algebra

PK , ’Kt vertréglich ist, nennen wir wie iiblich Kongruenz
qreee fopgruenz

auf L. Wenn x und 2’ Kongruenzen auf & sind und aus £ ~ g (%)
stets £ ~ g (a¢') fir alle Funktionen £ und g aus & folgt,
schreiben wir 2 < 2/,

2. Kongruengen auf Teilalgebren von FK,I,...,Kt’ dfe siémtliche

Projektionen und eine gewisse Mense’l%w1 W, enthalten
geeey

Bezeichne (¥ in diesem Paragraphen stets eine Teilalgebra von
FK,I,...,K,G' Wir nennen die Menge K; gebau dann mit der Menge

K, bez. (% yerkettet, wenn gewisse TqsTpyeesyTy 8US {1,2,000,t}
mit den Eigenschaften g = i, rq = j existieren, wobei fiir je-

des p aus {1,2,...,9-1} die Menge ?r n‘R. n pichtleer
p p+1

ist. (f1 v @, v.e..udy sel die Zerlegung der Menge
11‘1""'1‘1;} bez. der Verkettungsrelation, d. h., je zwei Mengen
Ki u::»d.'l!j s8ind genau dann bez. o verkettet, wenn sie in ein
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und derselben Klasse ﬁ' (12q<8) liegen. PBiir & < §K1,...Kt}

gelte ferner ﬁi 1= /FK,‘,...,K ,g* Von den nachfolgend

Kei

I1 seeeyI
definierten Relationen o* ¥4

x (115)...,11. pasrweise
disjunkte Teilmengen von {1,2,...,8}) und %, kann man leicht
nachpriifen, daB es sich um Kongruenzen auf /A handelt:

f~g (¥) te=>2 =g

Iiyeeesl -
trg (!11 Ty 1 e=> (11 15148 A {£,8] € piv

v(3j: 123¢r A if,5 );
i£.8} ¢ ieI Pii !
beziiglich % seien alle Iﬂmktionen untereinander kongment.

Speziell gilt: ,y,z,.‘.,t} =2,
Fir I € {1,2,+..,t} Bei

£~g (2)) 1> (11 12148 A f£,g) € %
A(Vj e s an = ajs).

Offensichtlich ist zei eine Kongruenz auf ({, wenn fiir alle i, j
aus I, i # j, K; nicht mit K, bez. O verkettet ist. Aus dem

- Beweis von Lemma 3 kann man spéter entnehmen, da8 diese Bedin-~
gung auch notwendig ist. Speziell ist auﬁgrdem

¥g = I,%i} = l,%il » {33 B ese = X,%“ vi2},..0,is) =x?]’. Man prift
leicht nach, daB fiir eine beliebig? Kongruenz % auf & und
Mengen I,, I, < §1,2,...,8}, I}, I; € {1,2,...,t} folgendes
gilt: ¥ g

1042 . _
2, fx firI,nI,=9

e TP
S e S IR '
. o 2, X3 f\irI1A12;£¢,
I, I Iy Iy
e lcenxce= x, < %.



Hir wy € Ky (i-1 2,e..4t) bozeichne I die Menge aller

Wyreee, Wy

.

DgsesesDyid )
dergenigen Funktionen £ aus ?7 , die auf Tu-

K,,,..’.,Kt

peln der Menge X K, 1\ (&5 \ {wi}) pur Werte aus

{w,l,wa,...,wt} annehmen (u4,Us,.00,up > 1),

Unser Ziel ist der Beweis folgender Aussage:

Satz 1: Auf einer Teilalgebra (I von Ry k,» die sémtliche
Egneniaby

Projektionen und eine gewisse Menge Z/tw W enthdlt, exi-
Qs ooV

stieren pur die Kongruenzen a(o, e sowie Kongruenzen des Typs
I,,,...,Ir .
ae,, (Ll,...,Ir paarweise disjunkte Teilmengen von

{1,2,4..,8}) und 2, wobei I € {1,2,...,t} ist und fiir alle
i# j aus I die zu diesen Indizes gehdrenden Mengen K; und K
nicht bez. fI miteinander verkettet sind.

Der Beweis dieses Satzes ergibt sich aus den nachfolgenden drei
Lemmata und den oben sngegebenen sigenschaften der Kongruenzen.

Verwendet werden folgende Funktionen aus

[= H
Tyeenytzip 1 2 % u e xJ AWy
a3 (X X 00eyx’) 2=
Wy sonst,

. u fir xi =u
lree M 2, L) ae {

LA sonst,

P’l,...,1.2,1,...1;i(x1'x2'.”'xi‘—’l’ x%,x%,xi+1,...,xt)

i o i
x5 fir x; P LA

o
h

wy sonst

(€ Ki3 1,321,2,...,%),

10
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| :
c firx =g sz =
I, R | 1 22
a,,,az,..,ab.

1.2 7
(X X5, 00,xY) 1= Acenx® = ag

. wy sonst
(mindestens ein ta.‘,j # wj; a, € K,', a, € Ka,...,eLt e‘Kt;
1 =21,2,40eyt), »
wifiirx']‘:w,l/\xa = Wy

sewy 1} t
tl’ ’1’i(x1912t---’x ) =

t
Neeo AX = Wi

a sonst
(a € Ki)'
Lemma 1: Sei 2 eine Kongi:uenz auf & und le e .

e Wy

eeeybi PR TE
Wenn % -kongruente Fupktionen f Davecesfgil  Hqeeecbpid | o

mit £ # g existieren, dann gilt ac“ 2""’8} € 2.
Beweis: Da f # g ist, existiert ein Tupel

~ D1 na nt

a = (a1,a2,...,ah1+_.‘+nt) € Ky XEy® x.oux K" mit

£(3) =: a £ b 1= g@). O. B. 4. A. s€i i = 1 und a # Wy Wir
zeigen zunichst die Giiltigkeit von

Ty0e0s131 Tyeeeyl;1

cw,;. LR ~ca;1 1y (z). (5)

Fall 1: Be existiert fiir ein gewisses j eine Funktion

Myyees 3d
n 1t s O it

h(w1,...,w1,w2,...,wz,...,wt,....wt) =d # Wy

zu &,

In diesem Fall gehdren die Konstanten von PK
denn es gilt
h(c

qree Ky

N PP % |
W, °w1""'°wt) = ¢4’ ¥ und
1:5..,1 ;i ;,_ g,...,’l,,a = <=2,...,2 14250004231 éa
© fiir beliebiges u < Ki und beliebiges i.

c

"



Folglich ist

1 @ 131
£(C, 48, yeaeyC Y = "
a,’ay’ """ an1+...+nt %a
- i -
Ag(C, 3C. 3eeeyC ) = s (%) und
%%, 1%y 0 qnqgtes oty i
glree o 180(e (2, 2,015,022, 1Y) = cl,...,1;1
~valrer T (0,22, 0 xR, 1Y) = c;;""1‘1 (@.

Hieraus ergibt sich dann fiir den ersten Fall die Aussage (3):
°q, 4P P2 "Taees 3¢ (x1,..,xt) x1,..,xt) xz,...xt) =
2’1’..’1;1(0

0;1

°a;1(P 1(x,..,x)x,..,x)x ,..,x) cq (a’.).

Pall 2: Fiir jedes i und fiir alle Funktionen h aus (1 n 7-’21 gilt
h(w,]_, cossWaseeesWrpen ""t) = Wy
Dann gilt auch fiir unsere ¥-kongruenten Funktionmen £, g:
f(w1,...,w1,...,wt,...,wt) = 3(w1"“’wt) = W,.
Polglich ist
g e iy |

ﬂc’ﬂ“ ‘cazg'l e '°an1+. ..+nt"]) = Cas1

A, 131
~5(°‘1‘1’c.‘2‘1’""c‘n1+...+nt;=") = %31 > (%) und
ql”"'1‘1(c1""151(x1,xz,..,xt),xa,..,xt) ISTPRE

qg,.-.,'] 1(%,..,1 1(x1,x2,..,xt),xz,..,xt\) - c;:]..,'];" (R),

d. h., auch im zweiten Fall wurde (3) nachgeﬁesen.
Aus (3) erhdlt man:

IR PR Tyeey1il

t
)=e1

t 1
a;1(x1,x2,..,x ),x .xa,..,x
~pz'1'"'1'1(cw1(x1,;.,xt),x1,x2,..,xt) = °;lv;"'1;1 (2€).

Folglich gilt

e‘l,..,‘l;'l(hm‘l?'-n“ti <X1',.,§nt),x1,x1,...,x1)
h(xthzo--txmt)
Myyesyly
,vc‘1(h(xq,x;,..,x:t),xi,...x:) = Owl (x1|-°sxmt) (2)

122
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1

) Byl ‘
fiir jede Funktion h € A, d. h., alle Funktionen
_8leicher Stellenzahl aus an 711 sind untereinander ¥ -kongru-
ent. Da aber aus £ ~ g (&), £ # g und f,g\e ﬁ,' fiir beliebiges
jf 2 2 auch ' . sl
ETEE SRR IS Sl

IR X1 P A L
NI by (BCKls e 32 25235 00x) =

mit £ # g folgt, lassen sich unsere oben angegebenen 'Konst;r.-uk-
tionen fiir beliebiges i durchfiihren. Folglich ist

“{1 2,¢+05%t ¢ 3 und das Lemma bewiesen.

(=)

Lemma 2: Sei ® eine Kongruenz auf der 'l‘eilalgebra a die alle

Projektionen und uw1’...’wt enthélt. Wenn X-kongruente Funk—

DhyyeeeyDy3d Mygeee ;i
tionen £ 177" TUEN g1 N . g mit a f # ag PUr ein
r e §1,2,...,t} existieren, dann gilt za{_1’2""’t}\{i}£ 2.
Beweis: Mit Hilfe der Operationen Ak erhdlt man aus £ ~ g ()
leicht oe-kongruente Funktionen f£',g', fiir die arf' =2y ars'=1 .

und aqf' = ag' = 1 fir alle q € {1,2,...,t}\ {r} ist.

O.B.d.A.kESnnenwiralsor=1,i=1,n’1=2und‘

n2=n3=...=nt=m,'|=...=mt=1 voraussetzen. Wegen f ~ g () gilt '

33,1,...,1;1 * g - 1250009241

>
3
Ne§'1’...’1;1 ’f g = eg,a,.,.,2;1 (x).
Hieraus lé8t sich leicht

eRMareeesBil o oliMareeerBeil () ()
lterle;ten«(mz,mB,...,mt x 1),

§ oy o 2Oy 31
Folglich gilt fiir eine beliebige Funktion h
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1 1,.-,1 1(h(x1’..’xmt),x1,..,x ) h(xﬂ’."xmt)

~e§’1p-oo131(h(x1,..,xmt),xn +1 ,x1, ..,x,])
+1 Moo, 5
21 t' 1 t
= (xqse- ) (o).
1+’I By =By
Aus dieser Beziehung und (4) ergibt sich, daB alle Funktionen
aus 721 n L untereinander EAZJ’ ee ot} -kongruent sind.
Folglich gilt

o P PP S Py | 1 2 t
01’1’..'1;1(01, ’ ' (x1ggu’xn ,x,l,..,xg),x,zl,..,x,l)
wy L2) 1

0,37,60,1;1
_ i 1 t
= Cwi (xj’~"x1)

"1'--”‘2)#?“-.1‘3) c;;--,'l;i @ (5

1,-.,151(0 ,--,1 1(
1 %1

und fiir & € K4\ {wy} und b € K;

cg,..,1;i(t1,-.,1;1(

~ 1,..,1;1 cTreen?
31 ( L)

11'--911)’21...,1:,]) tg'-n";i

'1(x1,...,x1), 1,..,::)

1]

Tyeesl;i
c ey ly (u).
Wy

Hierags"ergibt sich

p1,..,1,2,1,..,1;i 1

i-1 b,-.,1 l(x1".’x1)’

(x:]‘,x,?,..,x,l ,E

D,y00,0. 31 n f, 51
qreesDgid 4 £y i+ t qreerDgi
e, (x,,,..,xnt.),x.] ,..,x,l) e, - )

wploe o H2 e Tidd (2 =1 T i ]y
1

B, y00sByil "

1 w (x:]]’.-’xgt)’x‘l*."""x:) = C

n1,..,nt;i
v

7 Nc1,n2,..,nt;i (%)
i
wegen (5).
n,l,..,nt;i :
Bezeichne h eive beliebige Funktion aus (Inf; (1%2).

W



Dann gilt

1

L3 o peeyn 3l
31""’]’1(x:||,..,x?]'1 h1 L (

t
x1,..,:;a Fum " e
-t 10“2’0'rnt31

~ediB2reesBeid () g, n, aeeBreensth g
1 i a

Lemma 3: Sei % eine Kongruenz auf der Teilalgebra (¥, die alle
Projektionen und 29£W1 W enthédlt. Wenn Xx-kongruente Funk-
soeey Wy

tionen f 1""’nt'1, 8 1""’mt‘3 e mit £, g #’/Qi n /p
existieren, dann ist &{1 2,005} 11,3} £ xX.

Beweis: C. B. d. A. sei D)= eee=Dp=my= "'=mt=1' i=1
und j =2. d&s gilt dapn -
Tylyeee,B3i X 5 1,2,25004,2;1
cw:.L 1,2 cwi
~c‘1'1""”1;i * c2,1,2,...,2;1 (

1,28 = ().

1. ¥y

Folglioh ist nach Lemma 2 ae§1’3"+"“’t}, az{2’3’4"“’t} c x

Hieraus ergibt sich dann die Behauptung &{3 4yeee,t} <€ 2,
W. Ze Do W

AbschlieBend geben wir als Beispiele noch die Struktur der

Kongruenzen auf ﬁK1 ’K2 und }QK1,K2,K3 an, Dazu vereinbaren

wir, die Kongruenzen als Knoten eines Graphen gufzufassen und
den Knoten der Kongruenz & mit dem Knoten der Kongruenz &'
genau dann durch eine Kante zu verbinden, wenn 2 = ' und
kein a2'' mit 2 £ &'' & o' existiert. AuBerdem sei der Kno-
ten &' "iiber" dem Knoten x angeordnet, wemn & c ' gilt.

15



Kongruenzen auf PIIK,I K

2
(8) B4 Ky # §: *4 '
%0
(®) E4n Ky = 82 aé,l
{1}, §2] _ 2
x;'l} xée}
A 11, 2}
®n

Kongruenzen auf pK1 ;KZ ’KB

(a) Eq» Ké, K5 paarweise pziteinander verkettet:

2

l

)

(v) K,I nur mit K, verkettet:
i‘1
e

20

16



(c) K Ko K5 paarweise disjunkt:

]
xg<1§1,5} 2213
(23,131 _ 2

A 12} {3}
8 a
1,2} {1, {2,3}
a
&”2 ’ 3}
£y -
%o
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Rostock. Math. Kollog. 13, 19 = 41 (1980)
Konrad Epngel

Uber die Anzahl elementarer, teilweise balancierter, unvoll-
sténdiger Blockpléne

1. Einleitung

.In /5/ wird der Begriff zusammengesetzter bzw. elementarer BUB
eipgefiihrt. Anzahlbestimmungen gewisser paarweise nichtisomor-
pher, elementarer BUB werden in den Arbeiten /1/, /2/, /3/, /5/
und /6/ vorgenommen. In dieser Arbeit wird die angegebene Be-
griffsbildung auf in 2 Gruppen teilbare, teilweise balancierte,
unvollsténdige Blockpléne -(2GTBUB) ausgedehnt, jede der im fol-
genden definierten.GréBen f:(#,}), ft(4,3), f;(6,3), ft(6’3)

ermittelt und fiir £*(8,3) eine Abschétzung angegeben.

2. Allgemeine Grundlagen

Defipnition 1: Unter eiper Multimenge verstehen wir ein Paar
2(X) := (X,z), wobei X eine endliche Menge, die Grundmenge, und
2z eine eindeutige Abbildung von X in die Menge der positiven
gapnzen Zahlen sei.

Ist x ¢ X, 80 bezeichne z(x) den Wert der Abbildung z an der
Stelle x. ir bedeutet die Anzahl von X in 2(X). Wir setzen

2(x) := O, wenn x ¢ X ist. Offenbar ist Z(X) eindeutig durch
Angabe einer Menge Y 2 X und aller Werte z(y) fiir y ¢ Y fest-

gelegt. z(X) := zz; 2(x) nennen wir die Méchtigkeit von Z(X).
Xe

In der Bezeichnung einer Multimenge wird u. U. die Grundmenge
weggelassen, jedoch verwenden wir grundsétzlich unterstrichene,
lateinische GroBbuchstaben. Der Wert der Abbildung bzw. die
Uéchtigkeit wird mit den entsprechenden Kleinbuchstaben be-
2eichnet. Wir vereinbaren, daB x genau daon in Z(X) enthalten
8ein mdge (xeZ), wenn X in X enthalten ist (x€X). Die Multi-
mepge Z(X) identifizieren wir mit der Menge X, wenn fir alle
XeX gilt z(X) = 1.
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Definition 2: z1(x1) und zz(x?_) heiBen gleich ( 1(x1) gz(xz)),
wenn gilt: .

1. X.] = 1(2,
2. fiir alle xeX ist z1(x) = zz(x).
Wir setzen _Z_1(X) = @ gepau dann, wenn X = @ ist.

Definition 3: Z;(X5) = Z4(X;) W Zp(X,) heiBt Veréinigungsmulti-
menge von g,,(x.,) und _Z_2(x2), wenn gilt:
"L ULy O
}(x) z.,(x) + zz(x) fiir alle xex5.

gj(xs) = 24(X4) M Z5(X,) heiBt Durfzhschnittsmultimenge von
24(X4) und 25(X5), wenn gilt: ‘ .
1. 15 = x1 N xzo .
2. z5(x) = min (24(x), za(x)) fiir alle x €X;. {
.&3(2}) = (x‘l) \r 2(X,,) heift Differenzmultimenge von
» z,,(x.,) und _2(X2), wenn gilt:
1. ¥y = {xeXy N Xy5 2q(x) > 25(0} U (N Ky,

z.,(x) - za(x), falls xexy N Xx,, z,,(,:) > zz(x),
2. 23(1:) =
z,l(x), falls xex,l\ xa. .
Offenbar gelten Kommutativitét und Assoziativitdt bei Vereipi-
gung und Durchschnittsebildung. m‘%*bWQZ:%
nefinition 43 24(Xy) ist Teilmultimenge von 25(X5)
(24(X4) @ 2p(X)), wenn gilt:

|

1. 11 < Xa,
© 2, fir alle xeX, ist z,(x) £ zz(x).
Z4 ist echte Teilmultimenge von 25 (24 @ Z,), wemn
24 & 2, und 2, # Zp 1ist.



‘

Wir geben Multimengen ;({x,l,...,xn}) wie folgt an:
2: Xq1Xg9seesXgseeesXpsXpseeesXpe
\‘——W ——————
z(xq) z(x,) _
Ist 2(¥) eine Multimenge und X eine Mengenfamilie mit
X =(Xyy004,X ), 80 setzen wir

;e 2(X) . o falls {Xex;x.],..,xkex}f ')

$ XngeseyX €
z(x,',...,xk) = 1 k
) 0 , sonst,

Offembar ist z(xy,... 1 Xy) = 2(7(x4)y0..,7(x)), wobel 7 eine
beliebige Permutation der Elemente XyreeesXy 186, 2(Xgy000,%)

bedeutet die Anzahl dér Mengen (vérsehen mit der entsprechenden
Vielfachheit), die in Z(¥) enthalten sind und Xqyeee Xy als

" Blemente enthalten. Pk(n) sel die Menge aller k-elementigen
Teilmengen der endlichen Menge M. Aus drucktechnischen Griinden
Schreiben wir die Elemente von £, (M) in der Form (X4,:ee,X)

oder auch, wenn es keine MiBSversténdnisse geben kann, XjeooXye

Definition 5: Eine Multimenge T(d#) heiBt (v,k, 7«1,12)-26‘1‘303
Uber M mit den Gruppen My und M,, weon gilt:

1.lMl= v =2n (nelN), e
2. gc ol'r c pk(M) {die Elemente von & werden auch Blocks ge-
nannt), :

3. fiir alle xe M ist t(x) = comst.,

4, s existiert eine Zerlegung M = M,, v MZ von M nit
lM.‘!-lel— n und -

t(x,5) = 1,, falls x,y €M, oder x,yeu'la,
’ Ay, falls xeM, und ye My.

Wir setzen r:= t(x) und b:= t(4). Fir 1 Ay = 2 ist T(8) of-
feobar ein (v,k,2)-BUB (vgl. /5/, S. 71)-
ks gelten folgende grundlegende Beziehungen:

= bk, v m
(n-1)7\1 + nd5 = r(k-1) (vgl. /4/, S.122).



Defipition 63 Es sel p eine eineindeutige Abbildung von M auf
M.
I8t B = (Xqy000,%) € A (M), sa se1 p(B) 1= (p(xq),e00,0(H)).
Ist & = {By,...,B;} € B (M), s0 sei p@B) := {p(Bq),...,p(B;)}.
Weiter sei p(I(&4)) diejenige Multimenge T'(f'), fiir die gilt:
1. &' := p@),
2, fiir alle Bed ist t'(p(B)):= t(B).
" Sind die 2GTBUB T und T' gegeben und existiert eine Abbildung p
mit p(T) = T', so nennen wir T und I' isomorph (T ¥ T').
Man iberzeugt sich leicht, daB gilt:
P(T»] () 2) = P(Tzl)WP(TZ) 2
Aus T = g' folgt t(_T_) = t'(!‘_').
Ist T ein (v,k,A,,2,)-2GIBUB iiber M mit den Gruppen M, und My,
so ist p(T) offenbar ein (v,k,h1,h2)—2GTBUB iiber M mit den
Grupren p(M1) und p(MZ). Weiterhin ist die oben definierte Iso-

morphie eine Kquivalepzrelation. Nach der Einfiihrung des Iso-
morphiebegriffes kénnen wir uns auf M = {1,...,v} beschrénken.

Definition 7: Ein (v,k,h1,az)-aGTBUB T mit den Gruppen M1 upnd
M, heiBt zusammengesetzt, wenn es einen (v,k,A%,Ré)-ZGTBUB s

mit den Gruppen Mﬂ und M, gibt, 80 daB T' G T ist. Andernfalls
heiBt T elementar.

Wir kdpnen uns pun im weiteren auf die Betrachtung von 2GTBUB
mit den Gruppen M, ={1,...,0} und M, ={n+1,...,v} beschrénken.

Definition 8: kin 2GTBUB TG&) heiBt wiederholungsfrei, wenn Fiie
) gilt t(B) =

Im Fall T ¥ T*' ist T offenbar elementar (wiederholungsfrei) ge-
pau dann, wenn T' elementar (wiederholungsfrei) ist. fbemnso
leicht beweist man folgenden

Batz 1: Ist T ein (V,k,1;,2,)-2GTBUB und I' ein (vyk,25,25)-

2GTBUB mit '@ T, 80 ist I" = T W+ T! ein
(vyk,24=2}, 2,~A3 )~2GIBUB.
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Wir bezeichnen mit £,(v,k)[f;(v,k)] die Anzahl der Aquivalenz- -

klassen bez. Isomorphie in der Menge aller elementaren [una
wiederholungsfreien] 2GTBUB. Offembar ist £ (v,k) [£}(v,k)]

gleich der maximaslen Apnzahl von paarweise nichtisomorphen ele-
mentaren [und wiederholungsfreien] 2GTBUEB. Bevor wir die Werte
von £ und f*fiir.speziella v und k bestimmen, beweisen wir eini-
ge allgemeine Aussagen. )

Satz 2: Sind T und I' zwei (v,3,1,,2,)-2GT'BUB mit Ay # Ay

80 gilt:

Es ist T ¥ T' genau dann, wenn es eine Permutation ¥ gibt, fir
die I(T) = I' ist und die sich aufspalten 1léBt in eine der

2 Formen:

1e & = 71-2'2_ 2-71‘1. Hierbei sei J’Ti eine Permutation der Ele-

1]

mente von Mi (i=1,2).

2, T = S PR *£,. Hierbei sei f, eine eineindeutige Abbil-

6= g
dung von M, auf M2 und f2 eine eineindeutige Abbildung von
Ma auf M,]

Beweis: Die Hinlénglichkeit ist offemsichtlich. Wére anderer-

———

seits Z nicht in eine der beiden Formen aufspaltbar, so gébe es
2wel Zahlen i,j aus M, mit 7(i)e M, und .’i(j)ﬁMz. Wegen

(i, = 2, wére dapn £'(7(i), @(J)) = A,. Nach Voraussetzung
ist aber t'(T(1), %(J)) = 2, im Widerspruch zu Aq # 2,

Unter ’I,I, ﬂ"a, f’l' f2 wollen wir immer solche Abbildungen ver-
S8tehen, wie sie in Satz 2 angegeben sind.' Ist = ‘I’,‘-‘iT‘2 und

ieM1, so ist 7(i) = 7, (1). Diese und &hnliche Beziehungen

werden wir im folgenden &fter verwenden. Weiterhin sel
Vyi= {(%,5,2); %,5,2 €My}, Voi= {(x,7,2); X,7,2 €My},

V33= {(x1Ynz)‘ X,y€M1, ZEMz}, V43= {(X'sz)i xeM1, Yi2 € Mg-

Satz_3: _(‘!1(051), 9—2("82)’ 91("!’3)' gz(qfv4) seien vier Multimen=-
8en mit den Eigenschaften:
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1., €V (4= 1,000,4),
2. G, ist ein (n,3,24)-BUB iber {1,...,n}, und
G, ist ein (n,3,23)-BUB iiber {n+1,...,20}.
Damn gilt: T = G, WG, W Uy ¢ U, ist genau dann ein (v,k,h,l,hz)-
2GTBUB, wenn folgende Beziehungen bestehen:

uy(4,47) = A4=25, ux(3,3") = 2423, &)
n 2n ) .

E;;u1(k,j) - 12;;1u1(1,1) = (14-A)) (-1, | . )
2 2

Z;;ua(a.x;.= lgg;ﬂua(lfi)A= (4255 (21, _ )
0y(3,9) + up(3,0) = Ay (4,40 € My, 3,30 € M. (6

Beweid: Offenbar ist
D . 2n\
2 u,(J) = g u,(k,3), ug(d) 1;1 uq(1,1),
n 2n )

up(3) = D wp(3,), 2 up(a) uy(1,1).

Wir beweisen die Notwendigkeit. (3) ist evident. Zum Beweis von
(4) und (5) reicht es aus zu zeigen, dai

1=p+1

2u,(d) = wy(d) = (44=2}) (a=1) una

up(d) = 2uy(1) = (A4=A3) (p-1) gilt. Bs ist

51(1 k) + 52(1 k) + u.,l(i k) + ua(i k) = A.] (i,k=1,...40).
Offenbar ist 51(1 k) = 11 und 52(1 k) = u2(1 k) = 0.

Also £olgt u1(i,k) = 7«1-A1 und

) +]
wy(4), = D wg(1,k) = (a=1)(Aq=27).
1tk
Analog zeigen wir, daB u,(J) = (n=1) (A,-A]) ist.
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Wegen u () + up(3) + 84(3) + 8p(d) = 6(3) = ¢
(vgl. 3. in Def? 5),
51(3) = 0 und

a5 .
g5(3) = 51 (n-1) (G} ist ein (n,3,23)-BUB) gilt
u1(n+1) = ees = u1(2n). ‘

20 _n ) n 2n :
Offenbar ist J=ZD*1 g u,,(f,;]) = ; 1=nZ+1 u,“(i,l), d. h,

2n n. 3
-3;1 Buy(3) = ; (1) = B(o=1)(A4-2}), und damit
2 wy(J) = (o-1) (h,,-h,;). Analog zeigen wir, daB
2 uy(1) = (0-1) (24-17) ist.
Wegen 31(1,:]) + 85(14,3) + u1(i,;j) + u2(i,;j) = ha und
84(3,3) = 85(1,J) = 0 gilt (6).

Es folgt der Bewels der Hinlénglichkeit. Um zu zeigen, da8 T
ein (v,k,h,,,).z)—ZGTBUB ist, brauchen wir nur 3, von Definition

. 5 zu ilberpriifen. Alle andéren Bedingungen sind trivialerweise
erfillt.
Nun gilt aber

t(1) = 31(1) + 52(1) + u,l(i) + ua(i)
t l,_A."
L Pn-1) +0 + Q4-2))(0=1) + A0y = B5h(32,-25-2)
un
(3) = 84(J) + 85(3) + uy(J) + ux(P)

n '
= O+ 2"21(::-1)», Z‘—',‘;h(n-*l) + =2 (0=1) = B51 (32,-25-2))

d. h,, fiir alle x € M ist t(x) = const. '

Fir das Folgende vereinbaren wir: Ist ein 2GTBUB T in der Form

() = G681 W Go@B,) W Uy @5) W Up(8,) (oder kiirzer

= G WwE WY, W U,) gegeben, so soll damit die eindeutige

Zerlegung von T in 4 Multimengen G4, Gp» U;» U, gemeint sein,

fir die &b, € V; (i=1,2,3,4) ist.

i 25



Unter der U,]-Tabelle bzw. der Uz-Tabelle verstehen wir die An~
ordnung der Werte von u;(i,j) bzw. uy(j,i) in folgender Form

T DR TR 1eeeiceen
—_, b
1 o+l
. : ien,
.’:. uq(1,3) bzw. ,3 uy(3,i) je :;).
o 2n

Satz 43 Bs seien T = G v Qauj_t_r,, L-g/ga, T'= G4 \'H'Eé W U3 W U3
und 7' = 7(2) mit einer Permutation 7 von M.
1, Ist T = 'JT,I"TZ, so gilt

QJ, 317(21)' Qé =7f(22)'
4} = 5(0y), Up = T(Ty) und

u1(1n") = ua‘ (71(1)1 TZ(J)),

: - (8)
uz(dti) = ué (fa(j)n T,](i)).
2. I1st T = f,,'fz, so gilt
84 = (G, G =7(Gy),
_U_,i = 97(,1_1_2). Hé = ’-(21) und
u1(i'3) = llé (f»](iv)y fz(j))!
u,(3,8) = uj (Ep(3)y £4(1) (L e My, 3 ey, )

Beweis: Es seli & = TqeTpe Fir (x,y,2) € G, ist T(x,¥,2)

= (Tq(x)y T4(¥)y T4(2)) € G} und g,(x,7,2)

= i(T4(x), T4(3), %,(z)) (vgl. Definition 6).

Fir (x,y,2) ¢ 8, ist 7(x,7,2) ¢ Gj. Also gilt 7(G,) = Gj. Die

entsprechenden Bezishungen hierzu zeigt man analog.
Ist (1,)) € B € U, 8o ist offenbar (7,(1), T,(J)) < 7(B) € Ui«
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_ Dagegen ist im Fall (i,j) & B ¢ U, auch (§T1(i),m'2(3))$ﬂ'(8)_ eg‘;.
Somit gilt u (i,J) = uy (f,,(i).fl‘z(j))'. Genauso werden die wei-
teren Gleichungen (auch im Fall 7 = £, -fa) gezeigt.

Veranschaulichen kann men sich (8) und (9) wie folgt: Notwendig
fir T £ 7' ist die Bedingung, daB dle entsprechenden Uy~ und
Ua-'rabellen von T und T' durch Spalten- oder Reihempermutation
auseinander hervorgehen oder dafi die U1(Ua)-'1'abelle von T aus
der UZ(U1 )~Tabelle von T' durch Spalten- oder Reihenpermutation
und Spiegelung an der Hauptdiagonalen hervorgeht. (Hierbei wer-
den beim Permutieren die linke Spalte und obere Zeile unberiick-
8ichtigt gelassen. Diese Bemerkung gilt auch fiir spéter.)

Satz 53 Y sie die Familie aller (v,k,h1,7ta)-aG‘DBUB T, fir die
§1W_G_2 = 2 und u1(i,j)=aij ist (1 € My, Je lla). Hierbei sei‘
Z eine feste Multimenge, und die ai:j seien feste Zahlen. Ferrer
mge fiir jede Permutation %, die in der Form ¥ = T,°%, von

Satz 2 aufspaltbar ist, 5(Z) = Z gelten. Weiterhin sei T' ein
(v,k,2,,2,)-2GIBUB, fir den Gf W G3 = Z ist. Damn gilt:

T eYmitT ¥ T,

-

Ist u.)l(f,l(i), 71‘2(;1)) = ai;j' 80 existiert ein

Beweis: Es sei %= 9T, und T = ™ N(T') = Gq W Gp W Uy W Ue
Nach Voraussetzung ist ‘7-1(-&"1 W GS) = Z.

Andererseits erhilt man wegen (2) und Satz &

- - =1
T8y wep) = T NEP WTTHE) = 6, W Gy, Ao b G WG, = 2.
Weiterhin ist wegen (8) u.,(i,;)) = 8449 . h, TE& Yund T 2 T,
Bemerkung: Der Satz gilt auch, wenn wir iiberall statt
(v,k,?l,],?lz)-ZGTBUB pur wiederholungsfreie (v,k,h.,,?«z)-aG’DBUB

betrachten. Mit T ist némlich auch #(T) wiederholungsfrei. Ein
analoger Satz 1léBt sich formulieren, ~wepn wir qT= f1 -f2 anstel-
le von % = ’i,]-'rz zugrunde legen.



3'. Bestimmung von 1’:(4,3) und ft(4,3)

Batz 61 Ee gilt Z(4,3) = £(4,3) = 1.
Beweis: Sei T ein (4,3,7(1,22)-26‘1'3013. Wir setzen
%, = $(1,2,3), by = 6(1,2,4), t5 = 6(1,3,4), t, = 6(2,3,4).
Dann gilt t1 + by = t3 + 6, = 711,
t1'+ by =ty + by = by o+ by, =ty 4 %, = A,. Also ist

ty=t=83=8 =75=7% . (10)
Es sei T.: (1,2,3), (1,2,4), (1,3,4), (2,3,4). L, ist ein
(4,3,2,2)-2GTBUB. Wegen (10) gilt fiir jeden (4,3,2,,2,)-2GTBUB
T, daB g,‘ & T ist. Da auBerdem g_,] wiederholungsfrei ist, gilt
£5(4,3) = £,(4,3) = 1.

4, .Bestimmung von £¢(6,3) und £,(6,3)

Aus (1) ergibt sich
22,4+ 32, =20 =b. ' ~ (11)

-

Im folgenden bestimmen wir fiir r £ 12 sechs elementare, paar-
weise nichtisomorphe (6,3,2,,2,)-2GIBUB. Dabei wird sich zei-

gen, daB es fiir r £ 12 bis auf Isomorphie keine weiteren ele~
mentaren 2GTBUB gibt und alle (6,3,A1.12)—2GTBUB mit r > 12

rzusammengesetzt sind. Fir r = 1 ist I,: (1,2,3), (4,5,6) ein-
deutig bestimmt. Bel der Ermittlung weiterer elementarer
2GTBUB T kénpen wir o.B.d.A. voraussetzen, daB (4,5,6) ¢ T ist.
Batz 7: Ist T ein (6,3,24,2,)-2GTBUB mit (4,5,6) ¢ T, so gilt:
L ()
8,1(112’3) = 211, - g 12' —— = u1(:j) = 11:1(1,1') =Ty,

ua(d)

v (12)
—z—“uz(i) f“a(;’,d')‘ 311 u1(i9j)£r11 uz(jvi)é A1!
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42,232,220, (13)

(Hierbei seien r, = g Ay - 2, und i,i' € My, J§,3'e My.)

Beweis: Es ist Satz 3 mit 2j = g, (1,2,3) und 2] = O anwendbar.
- Wegen (3) gilt ‘
wy(1,2) + u (1,3) + ug (2,3) = 324 = 3 8 (1,2,3),
u2(4 5) + uy(4,6) + uZ(S 6) = 3 2.
AuBerdem ist
84(1,2,3) + u (1,2) + 0 (1,3) + uqg(2,3) + uy(4,5) + uy(4,6)
+uy(5,6) =b =22, + 31,
Also gilt 31(1,2,3) 211-+ 3)2 - 6h1 + 551(1,2,3) bzw.,
81(1,2,3) = 22y = % A5e
Wegen (3) ist daher u,(i,i') = T4+ Aus (4) und (7) folgt
2u1(3) = 2(24-84(1,2,3)) = 2ry, also uy(y) = vy.
Offenbar ist dann u1(i,j) £ Tqe Die¢ restlichen Beziehungen von

L]

#

(12) ergeben sich ebenfalls aus Satz 3. (13) gilt wegen
81(1,2,3) > 0 und u1(j) > 0,

Fir 2 = r £ 12 ergeben sich genau folgende Ldsungen von (11)
und (13)im Bereich der natiirlichen Zahlen:

r I Ay | 2 I Es ist dann g,(1,2,3)| =z,
5 2 2 1 1
6 3 2 3 0
9 3 4 0 3
10 4 4 2 2
11 5 4 4 1
12 6 4 6 [0}
Fall r = 5: Bs sei Iyt 123 145 ' 246 346

124 156 256
. 136 235 345.
I, ist bis auf Isomorphie eindeutig bestimmt (vgl. /5/, Satz &)

Fir die Betrachtung der Félle r = 6 und r = 9 ist folgende Be-
merkung, die leicht nachzupriifen ist, wichtig:



Aus uq(aq,3) = 1, uy(ay,d) = 2, uq(az,j) = 3 folgt

t(aq,85,3) = 0, t(ay,85,3) = 1, t(ay,85,3) = 2, und aus
uy(aqsd) = 2, ug(ap,3) = 2, wylaz,J) = 2 folgs

t(aq,85,3) =t(ag,85,J) =t(ey,85,3) =1 ({a,,8;,85} =My, JeM,).
Analoges gllt fiir die U,-Tabelle.

Fall r = 63 Wegen Satz 7 und (6) liegen folgende Tabellen vor:

U,l-’l‘abelle 4 5 6 U,-Tabelle 12
11000 412 2
2000 5122
31000 6l222.

Hieraus ergibt sich eindeutig

‘1‘3: 1723 451 461 561
= 123 452 462 562
123 563

oo

Fall r = 93 Nach Satz 7 ist u1(;]) = u2(1) =3, u,‘(i) =u2(3)=5
und u,(1,3) € 3, up(d,i) €3 (1 €My, J e M)

Wegen (6) und (7) kommen bis auf Reihen- oder Spaltenpermuta-
tion nur folgende drei U,‘—Tabellen in Prage:

4 56 456 456
1123 11123 11222
2222 21231 21222
31321 31312 31222,

Die entsprechondén Ua—‘l'abellen sind:

12 3 123 123
41321 41321 41222
51222 51213 51222
6/]123  6(132 6l222.
Hiersus ergeben sich eindeutig folgende 2GTBUB:
Dy 134 125 126 451 452 463
234 135 126 451 462 563
234 235 136 461 562 563
P.s 134 125 126 451 462 4
%' 234 152% 136 421 465 223
234 235 136 461 562 563
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Nach Satz 5 sind 23 bis 26 bls auf Isomorphie eindeutig be-

stimmt., (Die entsprechende Familie Y besteht némlich jeweils
nur sus einem 2GTBUB.)

Berlicksichtigt man Satz 1 und die Ldsungsmenge von (11) und
(13) filr 2 € r £ 9, 80 erhélt man leicht, daB T ve004Ig olom

24 1
34 1
34 2

WO

126 451
136 461
236 561

VIR N

mentar sind. AuBSerdem sind sie wegen Satz 4 paarweise nicht
isomorph. i

Fall r = 1031 Wegen )L1 =12 ist ein 2GTBUB mit r = 10 zusammen-—
gesetzt (vgl. /1/).

Fall r = 11: T ist zusammengesetzt, es ist némlich 25GE z.
Wire 0.B.d.A. (4,5,1) € Uy, so wiirde uy(1,6) = u(1) = 5 gelten
im Widerspruch zu 22 = 4, Also ist 23 @& T. Die Beziehung 2_3 $# T

ist offemsichtlich richtig, also ist 13 @& T. Im folgenden wer—
den wir auf solche Bemerkungen wie _'1'_3 # T verzichten.

Fall r = 12: Wir schlieBen analog wie im Fall r = 11.

Die folgenden Sétze 8, 9 und 10 bendtigen wir, um zu zeigen,
daf alle 2GTBUB mit r > 12 zusammengesetzt sind.

—————

h,‘ 2> 5, (1,2,4) = 0 und t(1,2,5) = 1, so ist T zusammengesetzte

Satz 8: Ist T ein (6,3,1,,1,)~2GIBUB mit A, = A4, + 1,

Boweig: Bs muB t(1,3,6) = 1 und t(2,3,6) = O oder
t(1,3,6) = 0 und t(2,3,6) = 1 sein. Wir setzen 0.B.d.A.
t(1,3,6) = 1.

Weéen der Voraussetzung und wegen (12) gilt:

hol-j >
t(1,2,3) = - t(1,2,4) = 0, t(1,2,5) = 1,
h1+1
t(1’2p6) -5 (%(1'2) = 1‘1), (1,3,6) = 1,
£(2,3,6) = 0 (0 (6) = ry), t(4,5,3) =0 (6(3,6) =2y + 1
upd uy(3) = 11).
b3



Setzt man t(1,3,4) = X, 80 'ist

11-0-1 .
1?(‘115’5) = ==X (‘11(1'3) = 1‘1)'

u

L Aq+3 ;
£(2,3,4) = == = X (uy(#) = 7, 1(2,3,5) = x (ug(5) = 1),

LT a
$(5,6,3) = =5— (6(3,5) =24 + 1).

Weiterhin gelten vosen u.z(’l)-: 21 und u,(6,1) A9+3

A+ -

u

die Gleichungen

t(“,‘s 1) = (6(4,5,1) + (4, 6 1) -H:(B 6,1)) - (t(4,6 1)+t(5 6 1))
h,]-'l ;(1-0-1

=2.1 —-z—c-r. Also ist

h1-1 ! * 111-1 /
©(4,5,2) = —5— (2y(4,5) =24), (4,6,1)=—5—~x (t(4,1) =A4+1),
A,-1
6(4,6,2) =x (6(4,2) = 14#1), 6(4,6,3)= —— (£(4,3) =2,+1),

. A1
$(5,6,1) =x-1 (t(5,1) = 2-1“'1): t(5:632)=-%+—"‘x (t(5'2)=11+1)‘

A4+ 4=
Offonbarsilt‘léxé—z-— Pﬂr1éxéT—istg4(£2,und
fir x = —2-— ist Jl(Ts) & T, wobei wir 7 =(2 3) ‘(4 5) wihlen.

Satz 93 Bs sel I ein (6,3,2447,)-2GTBUB mit )1,22 2 5, Dann ist

T gusammengesetzt, oder es gilt:

t(a,,8,,09) = 0 => t(ay,85,0,) * 2, (14)
t(a 18:0,) = 0 => t(a,,8,,b5) * 2, (15)
5(Y,,0,,84) = 0 =>6(by,bz,8,) = 2, ' (16)
t(byib,84) = 0 =5 (b,y,bp,05) 2 2, &)
t(a1,a.2,b1) =0

t(ays85:0) = ol#"(bvbz"‘n) * 2 (18)
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(0g4Pp08) = °}= t(aq085,04) 2 2, 19)
t(b1 .b;.az) = 0

t(aﬂoaa'b“) =0 = t(baob3935) 22, (20)
t(bysbp,84) = 0 = t(aa,ag,bs) 22, (1)
(fageazag) = Mgy {0q,b5,05) = M),

Beweis: Angenommen,T wére elementar und eine der Beziehungen
gédlte nicht.
(14): Aus t(a,],az,b ) = 0 und t(a,'.a;.b:‘) £.1 folgt

uq(ay by )£1,d. hey Ay 2 ua(b,‘,a ] =1,

1. Fall: Ay < 2,. B8 ist £(1,2,3) = 20 - % X, e.é'l
Wére t(bu’bS’a‘4) = 0, s0 wirde gelten

Uy(Dgray) = 2q £ Ay ({by,bo,be} = My, 8, € My
Folglich gilt I; G I. ‘

2. Fall: 7(2 = 7\1. Wegen 7\2 = 711 2 5 ist T zusammengesetzt
(vgle /1/).
3. Fall: ‘hz = 7|1+1. Dieser Fall ist nur méglich, wenn
t(a,],a;,b,l) =1 ist (ua(b1,a1) € 24). Denn wiire aber
t(ae,aB,b,l) =r; -1 und t(aa,as.bz) = 0, v(a.z,arb}) =1,
a, a b, b, © i
Essei./‘t'=a1 2 3 172 3],
3 1 2 6 4 5 .
Mit T wire aber auch W(T) elementar im Widerspruch zu Satz 8.

\

(15): Aus t(a,y85,b4) = 0 und t(a ,85,0,) € 1 folgt
t(a1_.a2.b5) *r, ~ 1. Also ist t(a.l',a},b}) =0, t(‘Z"S'bj) £1
oder t(a1'a5’b5) £ 1, t(az,as.bB) = 0. Das widerspricht (14), '

(16): Aus t(by,bsea4) = 0 undvt(b,‘.b},a.‘) £ 1 folgt
uy(b,y,84) € 1, also ist ug(ay,by) 2 A, ~ 1, Somit gilt
Bhy=Ng Ay =1 baw. Ay R 20 - 2.
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Beriicksichtigen wir (13), so erbalten wir 424 2 32,

2 6h1 -6
und 2, £ 3 im Widerspruch zur Vorsussetzung.
(17?: Aus t(b1,b2,a1) = 0 und t(b1.b2.a2) £ 1 folgt
t(b1 ,bz,a5) 2 21 - 1. Also ist o.B.d.A. t(b1,b3,a5) = O und

t('bZ’bB"B)' £ 1 im Widerspruch zu (16).

(18): Ist t(H,aa,b,‘) = 0, t(a.‘,lybz) = 0, t(b,,,bz,a,l) £1,
so gilt \x1(l3,b1) = \x.l(aa,bz) =T, und

“2(b1 ,ba,az)_ + 1:12(1101 ,b2,35) 2 7!1 ~ 1. Also ist

uz(b,‘,q;) + u.z(bz,a.z) 2 7&1 - 1. Wir erhalten

2%, = ug(ageby) + Ug(ay,05) + u(Dgya5) + up(ba,2;)

220, 40 -1 3Ny =2 =1, B2y £y 0

Wegen t(b1'.b2,n1) € 1 ist weiterhin u2(b3,a1) > Ay -1 .
Nach (15) gils t(a1',a2,b3) 2 2 und t(a1,a5,b3) 2 2, also
‘u1(‘1‘b3)§4° Mithin gilt 12 = u,l(a,l ,b,) + ua(bB,a,,) 22, + 3.
Das ist ein Widerspruch zu A, £ 7(1 + 1.

(19): Fiir t(b11b2931) =0, t(b1tb5o32) =0, t(&1,32,b1) £ 1 ist
“20’3"'1) = “a(bz-‘a) = 1, und u1(a1,b3) + u (ay,by) 21y = 1.
Wir erhalten 2\, » 24, + § Ay =y - 1 baw. 2, 2 22, - 2.
Wegen (13) gilt dann 4A, 2 32, ® 62, ~ 6 und A1 € 3 im Wider-
spruch zur Vorsussetzung.

(20)¢ Aus 6(8,,85,0,) = O und t(by,b5,85) £ 1 folgt

u,l(g;,b,‘) =T, und-nz(b,],n))k 7(1 -1.

Also st Ay @y + A5 =1 =% Ay = 1 bzw. A, £ 2 im Wider-
spruch sur Voraussetzung.

(21)s Aus t(‘?j;bz"1») = 0 und t(ﬂz»‘yb;) £ 1 folgt

uy(by,8) = Aq und ug(ay,by) =g - 1.
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Also ist 7«2 > 7«1 + T, - 1 bzw. 2, € 2 im Widerspruch zur
Voraussetzung.

Satz 101 Ein (6,3,A4,A,)~2GIBUB T mit A4 A, B 5 ist zusammen-
gesetzt,

Beweis: Angenommen, 68 gibe einen solchen elementaren 2GTBUB T.
Danp miissen die Beziéhungen (14) bis (21) gelten. Mit deren
Hilfe zeigen wir, da8 T zusammengesetzt ist, und erhalten so
einen Widerspruch. h(v3‘) bzw. h(V,) bezeichne die Anzahl derje-

nigen Elemente von V3 bzw. A\ die picht in T enthalten sind.
Wir machen folgende Fallunterscheidung:

_ n(vy) | B(V,)
1.1 0 0
1.2 (o] 1 t(4,5,1) = 0
1.3 0 a2 (4,5,1) = t(4,6,2) = 0
2.1 1 0| %(1,2,4) =0
2.2 1 1 t(1,2,4) = 0
2.3 1 22 t(1,2,4) = 0
3.1 22 0 (1,2,4) = t(1,3,5) = 0
3.2 22 > 1 £(1,2,4) = $(1,3,5) = O.

In Fall 1.1 ist Io & I, d. h., T 1ist susammengesetst. In den
Péllen 1.2 und 1,3 kinnen wir o.B.d.A. &nnehmen, daB
t(4,5,1) = O bzw. t(4,5,1) = t(4,6,2) = 0 ist. (Man bsachte
(16) und (17).) Unter Berlicksichtigung von (14) und (15) k¥o-
nen wir in den Fillen 2,1, 2.2, 2.3 und 3.1, 3.2 0.B.d.A.
t(1,2,4) = O bzw. t(1,2,4) = t(1,3,5) = O setzen. (Dies ist in
der 4. Spalte der obigen Tebelle mit angegsben.)
Wir ermitteln isomorphe 2GTBUB szu I, und '_2_5. fir die
+(1,2,4) = O bzw. t(4,5,1) = O ist, wie folgt. In den entspre-
chenden »U1- bzw. UZ-Tabollen nehmen wir beliebige Spalten~ oder

Reihenpermutatiobnen vor unter der Voraussetrung, da8 die ent-
stehenden Tabellen folgendermaBSen beschaffen sinds

/
/
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Wir werden zeigen, daB in den F&llen 1.2 bis 3.2 einer der an-
gegebenen 2GTBUB Typ Teilmultimenge von T ist, und erhalten so
einen Widerspruch zur Annahme. Offembar sind dafiir folgende Be-
dingungen hinreichend:

Ist t(x,y,2) = O, so ist tap (x,¥,2) = 0. (22)

Ist tyg (x,y,2) = 2, so ist t(x,y,z) = 2. (23)

W

Wir werden deshalb fiir die Félle 1.2 bis 3.2 unter Berlicksiche
tigung von Satz 9 L,a S0 bestimmen, daB (22) und (23) erfilllt
s8ind. Ip der obigen Tabelle bedeutet (x,y,z) (i) folgendes:
Wegen t(1,2,4) = O bzw. t(4,5,1) = O und wegen (i) aus Satz (9)
ist t(x,y,z) * 2. (x,57,z) ((1)) dagegen bedeutet: Wegen
(1,2,4) = 0, t(1,3,5) = O und wegen (i) sus Batz 9 ist
t(x,y,2) 2 2. Ausdriicke der Form (i), (J), (l~:)=gmrs G T sol-
len darauf hinweisen, daB mit Hilfe der entsprechenden Beziehun- -
gen von Satz 9 gemeinsam mit ‘den in der obigen Tabelle angege~
benen Beziehungen gezeigt werden, kgnn, dsB T ap & T gilt.

Ausdriicke wie (i), (j), (k)= (%,474224) = O oder
t(xé,yz,zz) = 0 bedeuten: Wegen (i), (j), (k) kann héchstens
t(x,y,2) = O oder (und) t(xa,yz,za) = 0 ‘sein.
1.2: Wir nehmen an, daB t(1,2,4)= t(1,3,4) = t(1,2,5)=t(1,3,5)=1
ist. Dano gilt $(1,2,6) =%(1,3,6)=r, -2, d. h. u1(1,6)=2r1—4.
Wegen t(4,5,1) = O ist uy(6,1) = 24. Wir erhalten

2.2 = 21‘1—4 + 11 = 322 - 2.1-4 bz.w. h,‘ = 2)2—4.
Wegen u,(6,1) = A, ist Ay X A4, Also ist 22,4 € 2, bzw.
Az £ 4 im widerspruch zur Voraussetzung.

Somit gilt T, @ I, Tug & I, Iy € T oder Ty & I.
1.3: (17), (16) 3 t(5,6,3) =0, also (19), (21), (17)=>I5; € I
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2,11 Wire T(4,5,1) = t(4,6,1) = t(4,5,2) = t(4,6,2) = 1, so
wirde t(4,5,3) = t(4,6,3) = 11—2, 4. h.

"'2(5) =24 ® 244~4 bzw. A, £ 4 gelten im Widerspruch zur
Voraussetzung.
Bs ist also D, &2, L,, €D, _‘1_345E2 oder T, & I.
2.2.13 t(4,5,1) = 0s (21), (16), (17)—;154&‘ T.
2.2,23 t(4,5,2) = 1), (1?7), (16) - Iy & 1.
2.2.38 5(4,5,3) = 7 - 1,3 &I

I ]
o O
-

2.2.41 £(4,6,1) = 01 (21), (16), (17) =» 155 & I.
2.2.51 t(4,6,2) = 0z (21), (17), (16) =» L5, @ I.
2,2.6: t(4,6,3) = 03 (17) -1, &I,
2.2,7: $(5,6,1) = 01 (16) —>1,GI.
2.2.8: £(5,6,2) = 0: (16) => 1,5 & I.

2.3.1t $(4,5,1) = 03 (17), (16), (19), (20) =» t(4,6,3) = O
odexr %(5,6,2) = 0. Bs ist I, @I (vgl. 2.2.1).

2.3..28 t(4.592) = 0: (17), (19), (16), (20) st(“‘pG)}) =0
oder t(5,6,1) = O. Es ist 251€2 (vgl. 2.2.2).

2.3.3.11 6(4,5,3) = t(4,6,1) = 01 (17), (16) =» t(5,6,2) = O.
Bs ist 25562_ (vgl. 2.2.4).

2.3.3.21 £(4,5,3) = t(4,6,2) = 01 (16) B t(5,6,1) = 0.

Bs 18t 25, @ T (vgl. 2.2.5).
Iz weitersn kionen wir also fiir den FPall 2.3 vorsussetzen, daS
t(4,5,1) £ O st (i € ).

2.3.41 t(8,6,1) = 01 (17), (16), (20) = ©(5,6,2) = O.
Bs ist T, @ I (vel. 2.2.4).

2.3.5: £(4,6,2) = 0: (17), (16), (20) & ¢(5,6,1) = O.
Bs 18t I, @ T (vgl. 2.2.5).

2.3.6.18 €(4,6,3) = £(5,6,1) = 0z (19), (16), (17) = 154 & 2.
2.3.6.2: t(8,6,3) = £(5,6,2) = 0: (17) » L, ED.
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31 (14), (15) & #(2,3,6) = 0.
3.1: Es ist Zoq &r.

3.2.13 t(4,5,2) = 0: (17), (19), (16), (20) & %(4,6,3) = 0
oder t(5,6,1) = 0. Es ist I51 € T.

3.2.2: t(4,5,3) = 0: (20), (16), (19) = +(4,6,1) = 0
oder t(5,6,2) = 0, Bs ist 3‘_53 & 2.

Wir kOonen pun fir 3.2 t(4,5,i) £ 0 voraussetzen (1 € M,).
3.2.3: t(4,6,1) = 0 (17), (16), (20) B £(5,6,2) = 0.
Es st I;; € 1.

3.2.4.1: t(4,6,3) = 0, t(5,6,2) > 0: (16) = t(5,6,1) = O.
Es ist 251 E 2.

3.2.4.2: (4,6,3) = 8(5,6,2) = O: Wegen (19) 1st ©(2,3,6) > O.
Es ist I, & I.

Wir kdnnen weiterhin fiir 3.2 t(4,6,1) # O voraussetzen (i € M

342458 t(5,6,1) = O3 Bs ist 251 &z.

3.2.61 t(S,G,a) = 0t Es ist _'.l‘_55 & T.

Damit sind alle mdglichen Fille erfaBt.

Satz 11: Bs gilt £,(6,3) = 6, £5(6,3) = 3.

Beweis: Die Uberlegungen zu Beginn von 4., filhrten zum Resultat,
dsB fiir 1 € r £ 12 bis auf Isomorphie 21""'26 die einzigen
elementlren, paarweise nichtisomorphen’ (6,3,21,12)'-2@803 sind.
Fir r > 12 1st wegen (11) 22, + 325 > 24 und wegen (13)

5)1 =2)1 +lﬂ1 227t1 + 3%2>24, d. h. 7|1 2 5, und

62y = 32, + 3h, 2 24, + 32, > 24, d. h. 2, 2 5.

Wegen Satz 10 sind also alle (6,3,24,25)-2GTBUB mit r > 12 zu~

Bammengesetzi;. s ergibt sich £,.(6,3) = 6. Unter diesen 6 ele-
mentaren 2GTBUB sind 2_1‘_1, 22, 26 die einzigen wiederholungs-

freien, also ist f:(6,3) = 3.
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5. Ermittlung einer Abschiitzung fir £:(8,3)

Satz 12: £s gilt 8 < ft(8 3) < 58,

Aus Platzgriinden miissen wir hier auf einen ausruhrlichsn Beweis
verzichten. Bs werden alle Lisungen des Systems 8r = 3b,
th + 412 = 2r, 2h2 < 321 < 2a2 + 6 im Bereich der natiirlichen

Zahlen untersucht. Hierbei ist r = 9,2, =2, A, = 3, b = 24

der einzige schwierige Fall. £r filhrt auf die Betrachtung von
8 U1— bzw. Uz—Tabellen, die nicht paarweise durch Reihen- oder

Spaltenpermutation auseinander hervorgehen. Fiir 2 dieser Tabel-
len sind umfangreichere Uberlegungen ndtig, um die maximale An-
zahl von paarweise nichtisomorphen 2GTBUB,'die zu diesen Tabel-
len gehdren, zu ermitteln. Vorerstv komnte dafiir nur eine Ab-
schédtzupg angegeben werden. Nach Zusammenfassung der Resultate
aller Fdlle erhdlt man die obige Abschiétzung.
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Die Anzahl paarweise nichtisomorpher, elementarer, wiederho-
lungsfreier 2-(9,3,A)~Blockpléne. Teil II.

In /1/, dem ersten Teil dieser Arbeit, wurde im Lemma 2 ge-
zeigt, daB wiederholungsfreie 2-(9,3,2)-Blockpliéne (BP) nur fiir
A € 7 existieren kdnnen, wobei A eine positive ganze Zahl ist,
Dort wurde die Anzahl der paarweise nichtisomorphen, elementa-
ren, wiederholungsfreien 2-(9,3,A)-BP fiir A € {1,2,5,6,7} be-
stimmt. Wie bereits in /1/ angekindigt, sollen hier num die
Félle A = 3 und A = 4 behandelt werden. Dabei werden wir uns
wieder der dort eingeflihrten graphentheoretischen Methode be-
dienen. Alle in /1/ eingefiihrten Begriffe und Begzeichnungen
werden hier iibernommen, so daB fir ein Versténdnis dieser Ar-
beit die Eenntnis des ersten Teiles unumgiinglich ist. Um diese
Eipheit pnoch mehr zu unterstreichen, erfolgt fiir beide Teile
eine durchgehende Ziéhlung der Paragraphen, Lemmata, S&tze usw.
Es kann hier nur eine Beweisidee der dargestellten Resultate
gegeben werden, da ein vollsténdiger Bewsls mindestens drei
Hefte dieser Zeitschrift umfassen wiirde.

5. Darstellung der Beweisidee fir A€ §2.4}

Bs gibt folgende sechs paarweise nichtisomorphe 3-regulére Gra-
Phen mit acht Knoten ohne Mehrfachkanten:

/«,
Typ 1 Typ 2 Typ 3
Typ 4 Typ 5 Typ 6
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Fir x € M identifizieren wir G(Qy) mit Q. Es sei Q ein wieder-

holungsfreier 2-(9,3,3)-BP iiber M = {1,2,3,4,5,6,7,8,9} . Dann
enthélt Q genau 36 Blocks, und jedes Element aus M tritt in den
36 Blocks 12mal auf,

Q ordnen wir den Vektor (a1,a2,a3,a4,a5,a\6) zu, indem fiir
i=1,2,34,5,6 gelte:

a; t= Anzahl der x'e M, fir dle q, vom Typ 1 ist.

Wir sagen dann auch, daB Q vom Typ (a1,a2,a5,a4,a5,a6) ist.
Aus dem Lemma 1 in /1/ folgt nun sofort das

Lemma 6: Es seien Q und Q' zwei wiederholungsfreie 2-(9,3,3)-
BP und (5-1 ,a2,8-3.34,&5,36) bzw. (a%,aé,&é,a[paé,aé) die ihnen
zugeordneten Vektoren. Wenn (a1,a2,a3,a4,a5,a6)

# (q,aé,ai,a&‘,aé,aé) ist, so sind Q und Q' nichtisomorph.

Wir bestimmen nun fir A € {3,4} eine Menge BL(A) von wiederho-
lungefreien 2-(9,3,7A)-BP mit folgenden Eigenschaften:

(i) Wenn Q,Q' € BI(2) und Q # Q', 80 sind Q und Q' nichtiso-
morph.

(ii) Wenn Q ein wiederholungsfreier 2-(9, 5,7!)—BP ist, so gibt
58 ein Q' € BL(A) mit Q ¥ Q'.

Die Bestimmung von BL(3) erfolgt durch eine Fallunterscheidung

in folgende sechse Félle:

Fall is Q,'istvom’l‘ypi.mr;j € {2,3,4,5,6,7,8,9} 1stijom

Typ Ty wobel i € Ty £ £ 6 ist.

Notwendige Isomorphiebetrachtungen werden durch das Iemma 6 we-

sentlich vereinfacht. ‘

Nachdem wir BL(3) erzeugt habem, erhalten wir BL(4), wie aus

dem Beweis des Lemmas 3 in /1/ folgt, auf folgende Art und Wei-

se:

BL(4) = {5 : Q= p5(5192o5:“,5:6’7'8,9}) \Q, Q € BL(B)}-
Demit ist §7(9,3,2,3) = £"(9,3,2,4) = IBL(3)|. Durch Anwendung
von Lemma 4 erhalten wir aus BL(2) fiir A € {3,4} auch’
£%(9,3,2,1) (Anzahl der paarweise nichtisomorphen, elementaren,
wiederholungsfreien 2-(9,3,A)~BP).
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6. Resultate fiir A= 3 und 2= &4

Zur besseren Illustration der Resultate geben wir  die Tabelle 1
an, in der a die Anzahl aller paarweise nichtisomorphen, wie-

derholungsfreien 2-(9,3,3)-BP und b die Anzahl der darunter be-

findlichen elementaren Blockpléne bezeichnet. Fiir alle nicht

aufgefiihrten Typen (in der Tabelle als tramsponierter Vektor

von (31,a2,a3,a4,a5,a6) geschrieben) gibt es keine Blockpléne.

oNOwvInT |« |+ | Overine | O N ocomame« | & |«
onoanm e o Overevo |a | comnzo ||«
onNoOoANMNN |~ | O | N |~ oo\ OMN\ |+~ | O
ONwTeFe [N | O NN M| N COFer-FO | |O
ONTeINO | N | O | NN ocoofFaMmMO N[O
onvrann o ornowo |+ o OvoOodst ||
ONTAIMNT | = | « OrANe-MNN |- | O Or-oonm |« | «—
ONv-NFO |- O OvrNedr | & | N OroowvwaN | F | O
oOMOOWVWO |+~ | O »nlu OTQNCINO | NI KN ;.m O OO0ONT | IN] M
OMOcrFe (- | O h O\ = 1 O .m OTOO0WO | v |«
oMmonNn [+~ |O m O NN [ F m OvovrmKt |« |«
cO0OO00wW | | O h OTNANMT | O |~ % CccOoeF | In|
conNoNT |« |« oranNzo | |+ Ororuna oK
coMmoOMN |+ | O O\ [ | O O+ OvTYUr |- | O
Lol Jo Rt Jo 3 B o o) oM e |« | O OrroaNNST [N |
TeNONe [N | O Or-rIFNNO |~ | O OrecOVer | N\ |«
TAUNONN || - ONOOWST |+~ |« Ore=0ONO | & o
-Foocoxt v |o onoedn MmO Ot o |+

mm“ s|o ..m slao gf.o

£

Tabelle 1c
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0 000O0O0OOOO0O0O0DO0OOO0O00O00

0 0000000O0O0O0O0OOOOO0O0O0

mp| 32 32 322222222222211:1

211722221171710000221

2 5454 32654 376054 327

2 01012301230123340

356 1 48 3 3171% 2 48 6 111 3

2521323297 1364000 2
Tabelle 14

0 000O0O0OOO0OOO0O0OO0O00O00DO0O00

0 000O0O0OOOOODOOO0ODOO0O0®OO0O0

mp| 1711 111110000000000°0

1711100002111 0000000

6 54 387 6536549876530

123 %0123 54%2340123%%869

%2212 7 1 9 5 4 13 424326531

915 8 3 0 8111 2 210313510
Tabelle e

Satz 3: Bs ist g%(9,3,2,3)
f*(905v2’3) = 171-

Satz 4: BEs ist £%(9,3,2,4)

3*(9f3|2n4) = 329 und

0.

Der Satz 4 sagt aus, daB es keinen elementaren, wiederholungs-
freien 2-(9,3,4)-BP gibt. Aus dem Beweis des Satzes 4 lie8
sich pnoch folgendes erkennen:
Bs seien Q(1), Q(2) und Q(3) Blockplénme aus BL(3), wobei Q(1)
der Blockplan vom Typ (1,0,0,0,0,8), Q(2) ein bestimmter der
fiinf Blockpléne vom Typ (0,0,3,1,5,0) und Q(3) ein bestimmter
der sechs elementaren Blockpléne vom Typ (0,0,2,0,6,1) ist.
Hr i = 1,2,3 sel '5(17 - p3($1:2v3v415!61718’9})\ 1).

Dann gilts Wenn § € BL(4) ist, so gibt es entweder ein

1€ {1,2,3} nit § = QI) oder § besitzt einen 2-(9,3,1)-BP als

Teilblockplan.

In der Tabelle 2 stellen wir die bisher erhaltenen Ergebnisse
susammen und erhalten daraus unmittelbar den abschlieBSenden

Satz 5.
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A 1 2 3 4 5 6 7
g¥(9,3,2,)( 1 13 329 329 13 1 1
£%(9,3,2, 1 11 171 0 0 0 0

Tabelle 2

Satz 5: Es ist g"(9,3,2) = 687 und £%(9,3,2) = 183,
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P.T. HermaTy)ume

PacnmospaBanme MARCHMAIBLHOCTE IapocoderaHas 38 O(m+n) onepamli

Zusammenfassung

Ein O(m+n)-Algorithmus zur Erkennung der Maximalitdt nichtadja-
zenter Kantenmengen 2

Der Artikel behzndelt die Frage der Erkenpung der Maxinglitﬁq
nichtadjazenter Kantenmengen. -Dabei werden vom Autor zwei Ziel-
stellungen betrachtet: Die erste ist die Frage nach der Optima-
litat des Algorithmus; die zweite ist methodischer Art und be-
steht in der Suche nach einfachen und versténdlichen Beweisen
und Algorithmen. Zur ersten Zielstellung wird ein optimaler Al-
gorithmus zur Erkenpung der Maximalitét pichtadjazenter Kanten-
mengen gegeben. Die Kompliziertheit dieses Algorithmus ist
O(m+n). Der Autor hofft, daB die in dieser Form dargestellten
Resultate und Beweise Eingang in Vorlesungen iiber Graphentheo-
rie finden kSnnen.

Summary

Ap O(m+n)-Algorithm for Matching Maximality Recognition

The work -concerns to the matching problem in graphs.- The
author concentrates himself on two tasks: the first ome is the
optimality of the algorithm; the second one is methodic, i. e.,
the search of simple and clear algorithms and proofs. To the
first goal an optimal algorithm for the maximality of matchings
Tecognition is proposed. The runtime of the algorithm is
O(m+pn). It is hoped by the author that the proposed decision

is 'siitable for lectures in graph theory.
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3amaua NOCTPOEHHA MAKCHMANBLHOT'O NapocovyeTaHHA B rpafe 3ameua-
TeJbHA TEM, UYTO OHA pelaeTCs 38 NOJMHOMAAJIPHOE BPeMA. 3HAyH-
TeibHHIl BXJSH B ee pemeHHe BHecau K.bepx /I/ ® Ix.dmmonze /2/.
OIHaro E3BECTHOE K HACTOAMEMy BpEMeHM pelleHAe 9Tol 3amadyd HeJb-
8 OPE3HATH OKOHYATEJBHHM IO NBYM IpUYMHAM, Bo-mepBHX, He JOKa-
3aHA ONTHMANLHOCTH AJTODHTMA HOCTPOEHHA MAKCHMAJBHOTO Mapocove-—
TaHEA, XOTA H DOJAyYeHa XOpomas BEPXHAA OLEHKa ( o(n3)). Bo-BTO-
PHX, KOHCTPYHRIMA aJrOpHTMA, & IVIABHOE, NOK&3aTEeJBCTBO NOBOJBHO
IpOMO3IKE. MsJOXeHEe C aKKyPATHHM OGOCHOBAHHEM TpedyeT MHOTIHEX
crpaHEn. IosToMy peIKHe aABTODH DemamTCA BKJANYATH B yYeCHHK
RAaCCHYECKHEf#t pesyabTar SOMOHICA, a €CJHE ¥ BKINYANT €ro, To 0es.
CTPOTOro 0GOCHOBAHEA /3,4/.

Hacrosmaa padora mpeclenyeT IBe NeJH. Bo-IepBHX, CTPOMTCH &ro-
PHTM DacCNoO3SHABAHEA MAKCAMAJNBHOCTE NRPOCOYETAHHMA M IOKA3HBAETCA
€ro ONTEMANBHOCTbL @O NODANKY NYTeM NOJYYeHHS BepXHeR OUEHKE
cnoXHOCTA O(m+n). Takas Xe mO NOPANKY HMRHAS OLEHKA OYEBHIHA.
llpennaraemut anTOPHTM ABIAETCA EHAyCTpHaymsanuell ajsropmrTma 3i-
wonnca. BHCTpome#CTBEE AATrODETMR JOCTATAeTCA 3a CYeT yNopamoyde-
HHS NOCNeTOBaTEABHOCTE o0Xoma pedep rpafa. ABTOp HaneeTcs, 9YTO
6AarozapA NpOCTOTE MCIOXB3YEMHX NOHATHE M MANMHHAA peald3anas
aJTOpPHATMA HOPOABHT Ce6A ¢ Xopome# CTOPOHH.

Ipyras ness, KOTOPYD CTABHI Iepen coGoff aBTOp,-MeTomMYeckad, a
HMEHHO, CHeJaTh pemeRde CoJee MPOSPAYHHM M MPOCTHM. Hackomeko
8TO eMy yIaloCh, CYIHThH WHTATEJH.

PadoTa cOCTOMT ¥3 vYeTHpeX NaparpajoB. B mepBHX ABYX BBOZATCH
OCHOBHHE HOHATHA ¥ OCOCHOBHBAETCA ONEDAIMA CTATMBAHEA GyTOHA
(00 TepPMEHOJOTHY /2/ CPE3AHEA HBETKA). 3Nech HOBHME SBJIOTCH
He CTOJNBLRO Pe3yJBTATH, CKOJBKO NOKA3ATENBCTBA, XOTH H3GpaHHHI
NOMXON HUKTYET. ZPYTYD CHCTEMy IDOMEXYTOYHHX DesyAbTATOB. B
TPeTheM" B YeTBEpPTOM maparpafax ONECHBAETCA AJTODHTM pacnosHa-
BaHRA MAKCHMANBHOCTZ NIAPOCOYETAHWA, HakTCA OCOCHOBAHAE AJTODHT-
M2 H OLIeHKa er'o TPYINOEeMKOCTH.

I. OxBaTHBammue YepenymUHEeCA Lemu

Tpad G ¢ mMHORecTBOM BEDNMH V M MHOXECTBOM pedep E Oynem oGoaHa-
9ath G(V,E). Beony B aToft padoTe rpafu mpemnosaranrcs HEOpHeHTH~
poBaHHNME, Ce3 NeTexb W O3 nmapamiessHux Dpedep. Eylem noxarath
|vi= n,|E]= m (/Al0C03HaYaET MOUMHOCTE MHOXECTBA A).
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NommuoxecTBO M pedep rpafa G HasWBaeTcCA 1 apocodeTa-
HEeM, ecns JooHe gBa pedpa U3 M He CMexHH, T.e. He HAMeNT
o0mEX BepuwH. B manbHeimeM IJA COTJACOBaNHA C PHCYHKamH pedpa
3 M Gynmem Ha3uBaTh XMpHHME, a pedpa ¥3 E\M ToHxmmd. EcaE Bep-
UMHa X EHIENEHTHZ HEKOTOPOMy XUDHOMY Dedpy, OyLeM HasHBAaTh ee
norpurolf (mapocoderawmeM M B rpafe G).

[apocoyeTan#e HasHBAeTCA M & K C XM a A b H H M B rpape G, ec~
JA OHO COIEPXAT MRKCHMAJbROE UYKCJO pedep IO CPABHEHHD CO BCEME
IpyrEME napocodeTanusamd rpafa G. 3amava 0 MAKCHMAJBHOM OApPOCO-
YeTaHEd B rpaje 3aKIDY2eTCHA B NOCTPOSHAE IAPOCOYSTAHHEA HAMGONB-
me#f momHOCTH B 3TOM rpade.

NocaenoBaTessHOCTE pedep €r1€gs- - € HASHBAGTCA Il € O b D, €C-

M1 pedpa €, H €,y K=I,...,p-I cmexmd. WHOrja mems 3amaerca

Ioce nOoBaTEeIbHOCTHD CBOEX BepHMH. DyleM Takxe MHOTHA pacCMaTpHE-
Barhp uens KaKk MHOXECTBO CBOMX BepmHMH. [lemb Ha3HBAETCH 4 € D e-
Tyome # ¢c 2 (oTHOCHTeSBHO M B rpaje G), ecim ee pedpa mome-
DemeHHO xWpDHHE H TOHKHe X HHKarasd BEpNEHA He BCTPEYaeTCA B LeOH
TBaxnmu. B 3aBECHMOCTH OT XMPHOCTHE KpallHmX pedep neme OyneM pas-—
JHYAQTh KNIACCH X M P HO ~- XA DHH X, XADPHO-TOHKHX
ETOHEKO-TOHRK X X YepeAynmuxca Hemeit., Yepenyomuecs LelH
%3 ofHOrO RJACCa C ONWHAKOBHMH KOHLaME OyneM Ha3HBaTh I O & O O
H u M u. Kpafinsigs BepmMHa DeNZ HASHBAETCA X E D H O & WM T O H-
K 0 # B 3aBECEMOCTH OT XWDHOCTH HHUENEHTHOTO eff kpailiHero pedpa.
OxparuBanmet gepenyoue#ica Nensp Ha3HBAeTCA Yepenyn-
Wancs memp, y KOTOpo# KpakHHe BepUAHH He HOKDHTH. OYeBEIHO, OHA
TOHKO-TOHKAA. Bce BHyTpEeHHHE BEDUHHH yepelymme#cs LEOX OYEBHIHO
UOKpuTH. B maspHeBmem OyneM MPEMEHATH cokpamerus OUl m YI[ coor-
BeTcTBeHHO IJIA OXBaTHBamme# yepemymmeHcA UeNnE H vepenyumeHcs
Uenn. Poss OYI] mia 3amayé NOCTPOEHEA MAKCEMATRHOI'O HApOCOYera-
Hug gcHa M3 caenyolle#t Teopemu Bepxa.

L'eopema I: NapocoueTanwe M MakCEMAJBEHO B rpaje G Torza M TOJBKO
Torga, xorma rpadp G He CONEPXHT OXBATHBANNEX YEePENyNMEXCA OTHO-
Carensno M nemett.

¥ra TeopeMa MO3BOJIAET NOHATH, NOYeMy 3ajada DACHOSHABAHMA MAK-

CEMajpHOCTR MApOCOYETAHHA EMeeT NOJHHOMEANBHYD CIOXHOCTH, 46ro

He ynaercs jokasaTh A Gojee OCMEX 3aIa¥ Ha NOKDHTHe.. JeficTaR-

~
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TeJbHO, M3 TeopemH I cremyeT, 4TO LA PACMO3HABAHAA MAKCHMAIb-
HOCTH NIapOCOYETAHUA NOCTATOYHO NPOBEPUTEH IJIA Kaxnoil HemoKpHTOH
BepIMHN z HaJM4Ae OXBaTHBawme#t Jepenyomeidcsa Lemd, HauMHamue#cH
B 9TOol# BepmEHe z. XOTHA TPH 3TOM HYXHO NDHHATH BO' BHUMAHHE BCE
Yepenyomuecs Lem# (a EX 9ACHO MOXeT CHTb SKCHOHEHIMAJNbHHEM OTHO-
CHTEJBHO uHCJa BePmUH), QaxTHYeCKE KOCTATOYHO CHACNUTHL KAXIYW
BepIEHEYy X IBYMA MeTKamy, KOTOPHE CBENETEJILCTBYNT O BO3MOXHOCTH
BJE HEBO3MOXHOCTH COSHMHHTEL INAHHYD HENOKDHTYD BEPINMHY z C JaH-
HO# BepmEHO# X COOTBETCTBEHHO TOHKO-XUDHOH B TOHKO-TOHKO# OX—
. paTuBapme#f T[. fcHO, uUTO B Tpafe Oe3 LUKJIOB HEUETHOM INMHH BTH.
IBe BO3MOXHOCTE ABJAKTCA B3aUMOMCKJNYANNMME, 3TO 3HAYUTENBHO
yupomaeT 3aady H IeJAeT NOYTH OYEBUAHHM CleHyNuee yTBepRIEHWe.

Opemnoxente I: PacnosHaBaHme MakKCEMAJBHOCTH NADOCOYETAHAA B
IBYNOJBHOM Tpafe BO3MOXHO 3a O(m+n) maros.

'noxasarenscrso: HarioMHEM, YTO I B Y & O 1 b H H M HasHBaeTcs
rpad, BepmHHH KOTOPOI'O MOXHO Pa3CHThH Ha IBa NogmHomecTBa X B ¥V
Tak, 9ro Jwéoe pedno rpada MHIANEHTHO HeKoTopolk BepmuHe x6X M
Heroropo#t BepmaHe yeY. HemycTo# rpad mBymoJeH TOTHA M TOJNBKO
TOrHa, KOPNa OH HE CONEeDRUT LMKJOB HEYeTHOH IJIMHH.

Bynmem moMeuaTh BepHIHH C IOOMOmMBN CJELyBRWEI'0 aJTOpUTMA. BHOHMpaeMm
HENOKPHTYD BepmMHY 2z ¥ nmomedaem ee X/P. Ecau BepumHa nomeueHa
KPP, To Bce cMexHHe C He#l M eme HENOMEYEHHHe BEDUHMHH OOMeYaeM
TOH (romkuft xoren YIl, HauuHawmelcs Bz ). ECa¥ NOKPHTAA BEpNHUHA X
" nomeveHa TOH, TO OPOTHBONOJORHHI KOHELl XAPHOI'O pedpa, HMHIMNEHT-
Horo x, nomeuaem FVP (xupHu#i xowen U, Haumuaomeitca B z). 3ame-
TEM, UTO B CJyYae IBYHOJBHOTO rpaja BepmmHa, nomeyenHas EUP,

yxe Be moxeT momeuaTihcs TOH m HaoGopor. B OPOTUBHOM Cliyyae HMes~
CcA OH LMKJ He4yeTHOH IJMHH.

Eosam HERaxO# BepmMHH NMOMETHUTh yRe HeJab3d, TO B Ipajde, nopomnea-
HOM HENOMEeYeHHHMH BEDUMHAME, BHOMpaeM HENOKDHTYD BepIMHy B Ka-
YecTBe BEDUMHH z @ CHOBa IpPHUMEHAEM anropuTm, PadoTa 3akaHuMBa-
eTcd, KOrZa He OCTaHeTCA HEeNOMEYeHHHX HEMOKDHTHX BepmuH,. Ilapo-
codeTaHne MAKCHMAJIBHO TOrA W TOJBLKO TOrZa, KOTIA HM OIHA HEemo- ~
KpHTas BepmaHa He noiyyaeT nomeTk:m TOH. Iockoxeky kaxmoe pedpo
OPOXONHTCA IDE STOM He OoJee ONHOrO pasa, TPYUOEMKOCTE AJIODUT-
M3 OrpaHEdeHa CBepXy BEJUYHHOX O(m+n).

3ameuanme: OCpaTsM BHEMAHEE, YTO ONMCAHHHI AJTOPATM He pasjdya-
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eT I'en# C camolepecevYeHUAMH @ Ge3. [lockousky nomeTkr TOH m EMP
B cJaydae IByIOJBHOrO Tpaja MCKINYADT IpYT IpyTa, TO HeT HeoOxo-
IMMOCTE BHABJATH CAMONEPECEUEHHS — HOBHX METOK OHE BCE DABHO He
nanyT. e
B cuayuae rpajoB ofmero Baja HeJO CymecT-
BEHHO MeHsAeTcd. Ecau NMHTaThCA NPUMEHHTD
JITOPUATM PacHNoO3HABAHAS MAKCHMAJIBHOCTHE Ha—
pocoueTaHusa U3 mpemioxeHdss I k Tpafam oG-
Wero BAIA, TO MOXHO IOMETHTH HENOKDHTYR
BepmHy MeTko#t TOH, B TO BpeMA Kak Iapoco-
YeTaHHe MAKCHMAJBHO (CM.,Hamp#AMep, péc.Il.
3neck # jgajee CHUMBOJOM O 0603HayaeTcA Bep—
" muHa ¢ meTkoi TOH, CHMBOJIOM e BepuHMHA C
‘Pre.I - . MeTKo}t ¥VP ¥ CHUMBOJIOM (@ BEpUMHA, KOTOpas
" MOXEeT NOJYy4YETH o0e MEGTKM OTHOCUTEJEBHO BepmuHH z). Ha puc.I He-
HOKpHTas BepuMHa h noxydaer MeTxy TCOH Ha wepenywmefica mema
(a,b,c,d,e,f,8,¢,b,h]. Eci¥ ®e B3aTH 3a mpa-
BWIO He NOMEYAaTh ygé NOMEYEHHYD BEpUHMHY, TO
HekoTopHe OUIl caxyTCA HEyYTEHHHMH (CM. DHC.
2. 3necy BepmmHa h nomedeHa X/P B TO Bpema
kax cymecrsyer O [a,b,c,g,f,h]).
Wrax, cnenufuueckas TPYIHOCTH pPACNO3HABAHHUA
MaKCHUMaJbHOCTE NAPOCOYETaHUA B HPOM3BOJLHOM
rpaje - 3TO BO3MORHOCTH O0EMX METOK B IMK—
Jlax HedyeTHO} I#HH. CpencTBO GOPbOH C Taku-
ME LEKJIaMZ OHJIO IpEeLJOXEeHO JIMOHECOM /2/. Puc.2
OHO 3aKJoYaeTCs B IOCJAENOBATENHHOM CTATEBAHMN LUKJIOB HEUETHOM
INHH, CNOCOCHHX HATh aJbTEPHATHBHHE METKH, B ONHYy BEDUMHY.

2. Onmepanmsa CTATHBAHUA CyTOHA

By ToHoOMB rpafe G ¢ mapocoueTaH¥eM M Ha3HBAETCA UHKJI He- -
geTHOH IJMHH, BCE€ BepUMHHW KOTOPOTO, 38 WUCKINYEHHEM OmHOM, HMHIH-
.IeHTHH RUDHHM pedpam 3To# uenm. OnHa BepumHA,. KOTOpAA HHUUIEHT-
Ha TOJBKO TOHKEM pedpaM LMKJa, Ha3HBAETCA 0 CHO Ba HU e M
6y ToHa . Ha puc.3a GyToH onpelenseTcs BepmiHaMd b,d,e,f,g.
OcHoBaHmeM GyTOHAa CJYRHT BepumHa b. B arom rpafe ecTs m IpyTHe
OyTOHH, HampEmep, {f,d,e} wm {i,c,b,d,e}. lHorma M OymeM pac-
CMaTpuBaTh GYTOH KaK MHOXECTBO €ro BepuMH. Bce TOURH OyTOHa,
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. s -
PrEc.3. I'pafu G (caepa) u Crar (G) (cmpasa) ¥

KpOMe OCHOBAHHAA, HA3HBANTCA C 0 6 C T B € H H H M M TOUYKaM# Oy-
TOHA. : ’ ‘

K ocHOBaHED OyTOHA MOXET OPHKDEIIATHCA XUPHHM pepoM C T € -

6 e 1 b - XUpPHO-TOHKadA Yll. EyTOH C IOpUKDEILIEHHHM CTeCJeM HasH-
BaeTcA Il B € T kK 0 M. ToHkult xoHell cTelJa HasHBAETCA K O D -

H e M IOBeTKa. JIomycKawTcA CTel6is, GOCTOAlMe TOJBKO H3 KOpHA.
EyTon uBeTka Z oCo3HauaeTcA B,. Ha puc.3a pepmuHa 2z - KODEHb
BeTKa co credyeM [z,c,b]. CEOpMyJIEpyeM HECKOJBKO OYEBHIHHX
yTBEDEIEHMAI .

lpemsoxenue 2: Jwndas COGCTBEHHAR TOUKA OYyTOHA COENMHAMA C OCHO-
BaA#eM COyToHa (M CJeNOBATENBHO C KODHEM LBETKa) TOHKO-TOHKOR X
XEpHO-TOHKO# UII.

DOpepnoxenme 3: Jdas Ul momeT "3axOmUTH" B [BETOK X "BHXOIMTH"
23 LBETKA TOJBKO II0 TOHKEM pedpaM.

Npensioxenme 4: Ecam BepuMHA X ABAAETCA HeKOHLeBolft BepmmHo#t YIL
C ® NOKpHTA XADHHM pedpoM (X,y),TO TOUKA y ABIAETCA COocenHel ¢
x B 4IC. :
CrTarEeBaHEkeM 6y TOHa HAZHBAETCA OTOXIECTBICHHE
BCceX BepmAH OyTOHa C ero ocnosannem‘(sce BO3HHKIIHE IPH ITOM
neTJ® yIaJaanTCA, & NapajiesNbHHe pedpa OTOXRNECTRIANTCA). ITa
Bepu®HA B NOJy4YeHHOM rpafe HasnBaeTcsa MakpoBepmuHoii. I'pad Ha
pEC.306 noxyveH CTATEBAHMEM GyToHa {b,d,e,f,s} rpaja ma puc.3a,
b - MAKpOBEpIMHA. Ecam rpad G' noayueH cTATUBaHMEeM OyToHa B
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B rpaje G, TO OymeMm IACATH G'=CTHTB(G). 0603HAQYEM CEMBOJOM
CTarB(M) o6pas mapocodeTaHss M IpE crTATMBaHEM CyTOoHa B.
OTMETEM OIHO OYEBEIHOE CBONCTBO ONepalud CTATEBAHEA CyTOHA.

[penyoxenre 5: Omepanms CTATEBAHHA GYTOHA COXPAHAET CBORCTBO
"OHTH mapocoyeran#em", T.e. CTArp(M) ecTh mapocoueTaHNe B rpa-
de CTﬂrB(G).

IeficTBATENBHO, COCCTBEHHHM Bepm@HaM OyTOHA HHLMIEHTHH TOJBLKO
TOHKEe pedpa E3 HeCyTOHA. »

IycTs ¢EXCEpOBAHA HEKOTOpadA HENOKpHTad BepuMHa z. OTHHHE, I'OBO-
P O IBeTKax, OyIeM MMeTh B BALY LBETKM C KOpHEM B 3TO# BepumHe
z. DyZem TOBODETH, YTO BEpUMHa X HMeeT B rpafe G meTky P
(TOH) OTHOCHTEJNHHO napocodYeTaHmd M ¥ OTKDHTOR BEDUNHH Z, €CJH
OHa COeNMHEHA XMDHO-TOHKON (TOHKO-TOHKO#) 9l ¢ aTo# BepmmHOlt 2.
3aMeTEM, 49TO HEKOTODHE BEpUMHH X MOLYT HMeTh o6e MeTKH. IJTO
Opexne BCero COGCTBEHHHe TOYKH OyToHa. Kpome Toro, 3THM Xe
CBOiCTBOM 06JaNanT TOUYKHE NpenCyTOHa, KOTOpHE ompenesdeTcA HEXe.
Touko-ToHkad Ull, He mMenmas olmuEx pedep ¢ GyToHoM B m "momse-
meHHaA" K KOHIIaM HEeKOTODOI'0 XHPHO-XMDHOI'O OTpe3ka OyToHa B, ma-
3uBaeTCA I pe N6y TOHOM OTHOCHTEJNBbHO CyToHa B.
OueBHIOHO, 4YTO NpHE CTATHBaHEM OyTOHa B mpenCyToH mpeBpamaeTcd B
OyroH. TOUKE IpenCyToHa, Kak JeUKO BUNETH, TOXe MMEDT o0e MeTKE'
Teopema 2 NOKA3HBAET, 4YTO 3THM H HCUEPNHBAETCA CIMCOK BEpURH,
¥MepmEX o6e METKH.

Teopema 2: Bepmmna X (X#z) EmeeT MeTkE # TOH u EVP OTHOCETENLHO
HenoxXpuTO! BepuEHH z B rpafe G Torma X TOJBKO TOTAa, KOTXa X
SIBJAAETCA COGCTBEeHHO# TOuKod GyTOHa HEKOTOPOTO LBETKA C KOpHeM

z WIE NDEHAIIEXAT IPENCYTOHYy TAKOTO GYTOHA.

JIanpHeltmme pesyJbTATH HA 3Ty TeopeMy He onupanTcs. [HosToMy ceif—
Yac ODOCTATOYHO CKas3aTh, 4YTO OHA CJedyeT U3 TeopeMH 4. Teopema 2
NMOKA3HBAET HEOGXONMMOCTH BHABJEHHA GYyTOHOB E NpeadyToHoB. Odoc-
HOBaHUEM olepaldd CTATHBAHEA CYTOHOB CJYXHT CJAelylmas TeopeMa.

Teopema 3 (0 cTArEBaHME OyToHA): [lapocoueTaHue M MAKCHMANLHO B
Trpafe G Torma ® TOJBKO TOria, KOria napocoqeraune-CrarBGM) MAK-
cumarpHO B rpaje Crarg(G).

llokasaTearcTBo:[lokaxeM, 49TO Jwdad BepmHHA X rpada CrarBz(G)
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EMeeT OTHOCHTEJHHO KOpHA Z ONUHAKOBHE METKH B Ipajfax G I
CTHI'BZ(G).
=[ycTh B Tpagde Cmr]%(e) ecTs U C OT KOpPHA IO BepmAHH X. Ec-

a% C He ODOXOZET 9epes MAKPOBEDIMHY b, TO OHA Xe ARaAercd Ul B
rpabe G E cIENOBATENBHO IAeT BEDIEHE X TY Xe Me'rxy, 4TO X B

rpage. Crary, (6)

Iycrs Tenmepr Y[ C mpoxomuT B rpage C'rm'BZ(G) Yepe3 MaKpOBEpIH-
HY b.

Ecom b mmeer MeTky XKUP Ha 9 C, TO mpeamecTBymmas eﬁ B C Bepmu-
Ha NPAHAMJIEXAT CTeCND HJIE b coBNajaeT ¢ KopHeM. [I03TOMy OTpe3OK
[ropenB,...,b] Ul C EMeerca u B rpaje G ¥ CASHOBATENBHO HaeT B
HeM Te Xe MeTRH. Ecam b#AX, OYCTh. C - CleIymmad 3a b BEPNEHA B
YT C. B rpafe G BepmmHa ¢ COEIWHEHAZ TOHKAM DeCpOM C OCHOBAHHEM
b OyTOHA HAM C HeKOoTOpo# colcTBeHHO# BepmiHO# d GyToHa. B mep-

|
|
|
|
' |
H ,
3 S
Puc.4. OparmenTs rpadop G (cupasa)  Crar (G)(caesa)

BoM cxydae C aBaserca YUl B rpaje G. Bo BTOpOM ciyvyae, 3aMeHHB
‘ToHKOe Pedpo (b,c) B U C Ha TOHKO-XHpHYD Yll, OPOXONANYD NO Gy-
TOHYy OT b JO 4, X TOHROe pedpo (d4,c) (cM. pHc.4), HOJYYHM TIO- -
BoOHYD WI MexIy KODHeM H BepmuHo4 X B rpafe G.

Evad v mMeeT MeTRy TOH, TO b He mOXeT OHTH KOpHeM. OGO3HAUmM a
opermecTBYDHYD b BepmuHy B Y[ C. B rpaje G BepmmHa a COeIMHEHA
TOHKHM peCpOM C OCHOBaHMEM CyTOH& b WIE C HEKOTOpo# COGCTBeH-
" Hoft TOuKO# .4 OyTOHA Bz. B nepeoM m3 aTHX cayuaes .C gaBagerca Il
® B rpaje G. Bo BTOpOM ciy4yae 3aMeHMM TOHKOe pedpo (a,b) B Ul
C ma TOHKOe pedpo (&,d) ¥ xupHo-TOHKY® I [4,...,b] mO GyTOHY.
Toxyamm nomo6Hyw Yl B rpafe G. .

< RageTcs KOMHO3MuMe# NpUBemEeHHHX Huxe JemMm I u 2.
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Yl C, HauWHammAasACH B KOPHe 2z, HASHEAeTCA K a HOHH 1 € C -

K O & OTHOCHTEJLHO I[BETKA %, €CJM OHA He CONEPXHT COGCTBEHHHX.
TOueE GyTOHA BZ STOI'0 LIBETKA BJIE JEOO NEPBHM JUGO NOCJERHEM
BXoxneRmeM pedep OyToHA BZ B C SBIAETCA TOHKOE pedpo OYTOHA By,
HHIMZEHTHOE OCHOBaHWD OyToHE. B rpafe Ha pmc.3 ciepa I [z,4,s,
f,g,b,c] ABIfeTcH KaHoHmdecko#, a U [z,d,e,f,g,h] Her. Bax-
HOCTH NMOHATHEA KaHOHWYeckol# Ul BumeAa B3 c.nenymen' JIEMMH ,

‘JIema I: Ecum xeC'rarBz(G). TO m JoGo¥ KAHOHMYECKOR OTHOCHTENB-

mo I C={z,...,x] rpafa G cymecTsyeT momodnas eit W[ C' B rpafe
C'mrBz(G). ‘
' JorasarenbcTBo: Ecum memp C He
CONEPXUT COGCTBEHHHX TOYEK OyTO- .
Ha B,, To B KavecTBe C' MOxHO
B3ATH C.
OycTs Tenmepsr LA OUpeUENCHHOCTH
TOCJAEeIHEM BXOXKEHHEM pedep OyTo-
T=<xp 1 B, B Wl C ABIfeTCA TOHKOE pe-
po (c,b) OyToma, rme b - OCHOBa-
i~ HEe 6yTOHa By . OueBumHo, OHO mpo-
xonErca B C or ¢ X b, HHave 3TOkH
ze Ul npaEamrexano GH caenypmee
no OyTOHy XHMpHOe pespo, HHIHE-
neHTHOE C. IlycTh d mepBOe BXOX-
IleHEe COOCTBEHHHX TOYEK GyTOHA B
9 C, a a -~ HenoCpenCTBEHHO
" npemmecTByouaa et 3 Wl C BepmmHa.
h HNockoXBRY d#z, TOYRA & CYmMeCTBy-
Puc.5. U B rpade G (caesa) er. B cuy npemmoxenma 3 pedpo .
X nomodHaa e#t 9l B rpafe (a,d) TOHROe. 3aMeHHB (CM. .DHC.5)
CTHI'B(G) (cmpapa) B [ C TOHKO-TOHKE} OTpesoK [a,
d,..+,C,b] Ha TOHKOE pedpo a,b),
Rosyuam mozoSxyn Y C' B rpafe CTHI‘BZ(G).

-

Jemma 2: Jia Xammoro HBeTEA Z C KODHeM z H raxno#t 1 ¢ HavaxoM
B 3 CcymecTByeT NONOGHAA eff KAHOHHYACKAS OTHOCHTENBHO IIBETKA Z

JoxasaresscTBo: MHNyKIMeR N0 LIMHe K CTeCIA.
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IIpr k=0 ROpeHb LBETKA z COBHANAET C OCHOBaHEeM OyTOHA By. Iycts
d - mocrenHee BXOXIEeHHe TOYeK OyTOHA BZ B Ul C. 3amMeHHB HavaJb-
Hu#t OTPE30K [z,...,d] arolt Ul C Ha MonoGHu# myTE MO GYyTOHY, IO-
JYIEM KaHOHHYeCKyn YIl. '
[IpenmnosoxuM, 4TO yTBEpEIeHME JEMMH BEDHO NP LIMHAX cTedaeit O,
2,000,2(&=I). IlycT: Teneph LBETOK Z HEMEET cTeCelNb IJHUHH 2K.
OycTs moclienHee BXOXIeHHe XEDHOTO pedpa upeTka Z B Y[ C ecTs
(c,d). EcxE TakoBHX HeT, B CRIy OpEeILIOXeHEA 4 memb C KaHOHWYEC—
K8, ‘
Ecmm (C,q) ecTb pedpo OyToHa, 3ameHmB B I (z,...,c,dy...,X]
HavYaJbHHIl OTPE30K [z,...,C] Ha NMONOOHHE myTE IO cTeduw u OyTO-
Hy, DOJYyYHM NOZOCHYD KaHOHWYECKyD Wl. 3TO MOXHO CHEJaTh B CHIY
NpenNnoOXeHua 2. .
Ecim (c,d) ecTh pedpo crelaa u
C IO CTelNo GJEEe K KODHO, TO
3aMeHHB HavalbHH# TOHKO-TOHKuE
OTpesoK [z,...,c] Wl C Ha TOHKO-
ToHKY® I [z,...C] mo crednn, mo-
ayuem YI[ C', xoTOpas He CONEpPXET
COCCTBEHHHX TO4YeK OyToHa B,
NOSTOMY ABIAETCS KAHOHHYECKOH.
Ecxu xe Ha crelne 4 Haxomurcs
MeXLy z ¥ C, 0603HauEM X' MHOEe-
CTBO BEPUWHH KOHEYHOT'O oTpesKa YI{
C, HauEHas ¢ BepmuHH d. Paccmo-
TpEM nozxrpad Gy rpaga G, nopom-
IeHHH# MHOXecTBOM Bepm#H X\X'.
™ / B aTom rpade ¢ - oTKpuTas BepmH-
's Ha (cM. puc.6 cmpaBsa). OTpesok
| : [¢,...,b] cTedns mBeTka Z BmecTe
AN AN ¢ GyTOHOM B, Bxomar B rpaxb’GI 4
i\ i\ ONpEXeJNT B HeM UBETOK Zy. Jimm-
Ha CTeCJsa 3TOro LBETKa MeHbue,
9eM 2k. MoaToMmy mia Yl Cr=lc,...
% »z] Tpafa Gy» KOTOpas ABNAETCA
ofpaleHEeM HaYaJLHOIO OTpesKa
{zy...,¢] W C; mo npexmosomenmo
Puc.6. I'padu G = Gy MHIYKUMK CymecTByeT KaHOHKUYecKas
1 4




OTHOCHTEJBHO LBETRA Zy . C . [lepeOpHEHTHPOBAB €€ OT 2z K C H
noGaBEB K Helt Koue\muﬁ o'rpesox [¢,8y0..,x] 9 C, mosyumm 4 C',
RoTopas JHMGO He CONePEAT COGCTBEHHHX TOueR OyToHa B,, Jmdo mep-
BHM WK [OCJENHHM BXOXIEeHEEeM pedep OyToHa BZ B Ul C saBngercsa
TOHKOE pedpo, WHIMIEHTHOE OCHOBAHMK OyTOHA.

Ha 5TOM 3aKaHuMBaeTCA NOKA3aTENBCTBO JEMMH 2 U Teopemd 3.

3. ANrOpETM DACCTAHOBKE METOK

IIpm onmcagrmx é.wmopnma OynmeM Echouab30BaTh AITOJonomoGHHHE A3HK.
TloAcHEM HeKOTOpHe CHelHfWIeCKHEe ONepalui.

3anacek G\X O3HavYaeT ynaJeHme u3 rpaja G Bepummi X BMEcCTe C HH-
DumeHTHHME eff pedpamd#. B omepammz XV{k}, rie X - JuHeRHO ymopa-
JOYEeHHOEe MHOXECTBO, NpexnoJaraercs, 4TO. BepUMHA K IOCaBIIETCS
C KOHHA. B

Tena npouexyp BEPUMHA, METKA. ® HEXOXEHOE TOHKOE PEEPO omymeHH
BBANYy CBoe# OveBHUHOCTH. [leppas M3 HAX BHI3eT NOCJENHDOD BepmE-
Hy JEHe#HO YIOPANOYEHHOI'O MHOXecTBa. BTropasd BHI2eT MeTKy BepmH-
HN B UI[ ¢ HaualoM B z, €CNE KODeHb z HMeeT MeTKy HiP. TpeTba
BHIaeT ouepelHOE TOHKOE DeGPO, KHIMNEHTHOe BEpNMHE, MM CHMBOJL
@, ecam TEKOBHX He OCTANOCE.

ArropaT™ A(z) PacCTAHOBKE MeTOK Ha BepumHax rpafa G OTHOCHTENb-

HO HeMOKpHTO# BEpUMHH z:
HAYAJIO TPA® TPA®; JVHE/HO YIIOPANOYEHHOE MHOEECTBO IVTh;

TIPONENYPH-OYHKIVY BEPIMHA (IVTH) , METKA (BEPI,IVTE) , HEXOXEHOE
TOHKOE PEFPO (BEPI,TPAD) ;
[IATT: TPA®:=rpad G c HenoxpuTO# BepmuHO#t z; IVTh:={z};
UIAT2: ecaz IIVTB=f#, To ocraHoB. [IycTs Temeps BEPINHA (IVTE) =X.
Ecom METKA QIVTH,x) =HIP, To nycTh HEXOEEHOE TOHKOE PEEPO (k, '
TPAD =(x,1). Ecam Tarux pedep HeT, T.e. (k,1)=f, To mepexon
Ha [IAT'9;

- [IAT3: ie«IIYTE? Ecau HeT, Ilepexon Ha ll[AI'S;
lIAT4: ecsu METKA(QIVTH,1)=TOH, To mepexox Ha lIAT?2;
MATS: orceraem oT mHoxecTBa IIVTL koHeuHu# oTpe3ok X, pacmojo-
xeHHH#t nocie BepuuHH i, [lonaraem By=X u{i}; TPAQ: =C'mrB (TPAD) ;
nepexon Ha IIAT2;
WAT6: IYTh:=ITb U {i};
WAT7: TOycrs BEPIVHA (VTR =i, MycTh J - Hpyro#f KOHEN XHPHOIO
pedpa, mHuumeHTHoro i B rpafe I'PA®. Ecau Takoro Her, TO mepe-
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xon Ba [IATO;

[AT8: I¥TH:=IVTH U{j}; mepexox ua MAT2; ;
AT9: TPAQ:=IPAG\BEPIVHA (IVTH ; IITh:=IYTH\BEPINHA (INTE ; ec-
Ja METKA (IYTH, BEPIMHA (IVTH) ) =¥MP wm [IYTh=@, TO mepexox Ha
NIAT2. Ecam HeT, TO moBTOpATH IATS
KOHEI

[lpuBeneM HeKOTOpDHe KOMMEHTAPHE K aJropaTMy A(z). _
Kommerrapmit I: Janeffno ymopamoueHHoe MHoxecTso IIVTDH ompexpenseT
Y B rpafe TPAD, a Jynrmma METKA (IVTB,Xx) BHIHCJIAAET MeTKy BepumI-
HH X OTHOCHTENBHO KOpHA z Ha WI[ IIYTB.

Komverraputt 2: Komeunn#t orpesox mHoxecTBa IIVTh, HAYHHAA C Bep-
mEEH 1 (cM. mar 5) neficTBETENBHO ABIAETCA CyTOHOM. B camoM meJe
pedpa uemn [IVTh 4epexyoTcsa ¥ BepNHMHA 1 BCTpedaeTCA B Hel BO BTO-
po#f pas ¢ HOBO# MeTKOH. '
Komverrapuit 3: Ha mare 8 B OTJHuUMe OT wWara 3 He NIPOBEPAETCH J<
IVTE? Jeso B TOM, 9TO NO XUDHOMYy DeCpy HeJb3d NpEATH B BEDIMHY
mHOXecTBa IIVTB,

Kommenraprit 4: XoTA OpH ONHCAHME AJI'ODHTMAR METRH ABHHM 00pasoM
He paccTaBaawTcA (YTOCH He 3arpOMOXIATH ONHCAHME ), HA CAMOM Xhe-
Je anropaT™ pemaeT 8Ty 3amavy. ledcrTsETespHO, Ha mare 5 Bce or-
CeKaeMHe BEpHHHH CHalxanTcsa ofeMM# MeTkame TOH m EWP. Ha mare 9
OpE HCKJDYEHNE BepmMHH W3 MHoxecTBa IIVTH oHa cHadmaercs MeTKofl.
TagEM 06pasoM BCe BSPNMHH HCXOZHOTO rpafa, nocTEseMue mo YII u3
%z, B HTOre NOJyIamT MEeTKH.

YJepenyODMmHEMCSHA KepeBOM (OTHCATENLHO Napocoye-
Tanka M) ¢ KOpHeM z B rpaje G HasHBaeTCA NOAMHOXECTBO MHOXECTBA
BepmuH rpaja G, COEIMHEMHX C HENOKDHTOR Bepmnnoi 2 XOTA OH'

onuoft 1lI. ’

MroxecTBO Bepm®E rpaja G MOXHO pasCuTh Ha 4 KJACCa OTHOCH-

TEARHO HENOKPHTO# BEpHMHH 2:

- rracc TOH(z) BepmEH, COENUHAMHX C nepmok z TOJNBKO TOHKO-
rTorxEME [,

- gaace EMP(z) BepmMH, COSNMHEMHX C BEpPHMHO¥ z TOXLKO XHPHO-

. roHKHEME II,

- gxace TOH(zX%XNF(z) BepNHE, COENHHMMHX C nepmnnoﬁ 2 # TOHKO-
TOHKEME M XEDRO-TOHKEME UII,.

- xaace HEYEP(s) BepNHH, He COGIMHEMHX C BepmHHO# g UII (sameTEM

‘ W20 OHE MOTYT COIEEATHCA C z HETEpeIyDuEMACH HenaMa ).
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O6nenEHeHEe NePBHX TpeX KJACCOB IaeT vYepexymmeecd INEepPeBO C KOp-—
HeM z B Ipafe G.

Jemma 3: ArropmTM A(z) "nmocemaerT” BCe BepDIMHH Yepelymmerocs ne-
PeBa C KODHeM Z.

HokxasaTeJbCTBO: HHIyKime# mo LEHe K xparqaﬁmeﬁ 1, coemzrsomel
BepmHHy X C Kopneu z. ) ‘

Ipa k=0 X==z ¥ yTBEpPEISHEE OYEBANHO. ‘

Oycts nemma BepHa mia Ul pmHE £K-I H nyc'rs 91 C=(2,...,7,x]
EMeeT IVIMHY K. [0 IpemoJoXeHWD EHIYKUWA BEpPNMHA y IOCEmMAaeTcs
axropuTMoM A(z). Eciam BepumHa X He DOCEmMENAach paHee, TO IPH BH-
NONHEHEW mara 2 airopeTMa A(z) oHa Oymer mocemeHa. lar 2 odasa-
TEJBHO BHIOJHUTCH, NOCKOJBKY HA HEr'0o meperanT ympamjeHAe Bce
BETBE aJAT'ODATMA.

BepmmEa X Ha3HBAETCA T Yy M H K 0 B O # OTHOCETENBHO mapocogera-
HEg M, ec/u HEKAaxy® HeTpEBEANLHYyD U (a,...,X] HEJAB3A IDOXOA-
xnTH BOpaBO B rpafe G. OYEBHNHO TYNMKOBAA BEDNMHA HE MOXET _OHTB
codcTeenHol” Touxoft GyToHa.

Copmysmpyem IBa OYeBHOHHX YTBEDXIEHHA, CBASaHHHX C yIAJNCHHEM
TYIRKOBHX BepNHH,

Dpemnoxenne 6: IIycTs G — Tpad ¢ TynuKoso# Bepmumo# Xx. Torma
MeTKHE JGOf BepIMHH OTHOCHTEJJHHO JIGOIo ROpHJI MHBADHAHTHH OTHO-
CHTENHHO yIAJIeHHS BEpINHMHH X.

llgxasa'rencrno. JleficTBATENBHO, OTHOCHTENHHO JNGOT0 KODHA B JD~
Golt 4IT nepmma X MOXeT BCTpeuaThCA JIHNDL, HA NOCHeIHEM MecTe, -r e.
OHa He ywacmyefr B {OpPMADOBAHWE METOK IDYTHX BEDIHEH. ~

Hpeggoxe:me 7: llar 9 axroputMa A(z) ynanser u3 rpafa I'PAD Tous-
KO TYNMKOBHE BepIMHH, '

Teopema 4: Anroput™ A(z) UPABAILHO KJIacCHPEUEDyeT BEpUMHH rpada
G no mHoxecTBam TOH(z), EMP(z), TOH(z)&ENP(z) ¥ HEYEP(z).

JoxasareancTso: B camy semvu 3 amropETM A(z) “nocemaer" Bce Bep-
mery rpafa m3 nepBHX Tpex MHOXecTB. Ilon mocemeHueM BepNMHH MH
DonMMaeM spechk 3audciedne Bepmmun B W] [IVTH, HaumHammy®ocs B
Kopue z. [loaToMy BepmmHa 3 HEYEP(z) mocemeHa OHTH He MOXET.
Wrax, mpm padoTe anropHTMa A(z) HENOMEUEHHHMA OCTADTCH B TOYHO-
'CTR BepmEHW H3 MHOXecTBa HEYEP(z). -

lanee, PepmmHH U3 UepeNynDmErocA AepeBa BEPIMHH z pasCEBANTCA HA
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@Ba KAacca: Te, KOTOpHE ynailsprcA Ha mare 5, B Te, KOTOpHe yna-
asorea Ha mare 9. [lepBHe, OYEBHIHO, ABIADTCA TOYKaMH OyTOHA.
Bropue, CTOJNb X€ OYEeBHIHO B CHJIy MpeIJOXEHES 7, TOukamm GyTOHA
He ABAADTCA. HOCKOJNBKY K MOMEHTY OKOHYAHHA DACOTH aiTODHTMA BCE
BepIMHH MHOxecTBa IIVTh yraneHu ymdo Ha mare 5 judo Ha mare 9,
70 MHOXecTBO TOH(z)%XVP(z) B TOYHOCTH COBNANAET C MHOXECTBOM
BepIEH, yIajifdeMsHx Ha mare 5. [IOCKOJLKY MRTKH OCTaIbHHX BEepIMH
ompenensaorca U INTh, a BTOpOX METKE OHM HMETh He MOTyT, TO ai-
TOpETM A(z) IDPaBAJIBHO COPTHPYeT EX mO MHOxecTBaMm TOH(z) u
P(z).

4. TpymOEMKOCTH paclO3HABRHMA MAKCHMAJILHOCTH ApOCOYeTaHusA

MloraxeM CHaYaJa, 4YTO 3alayy PACIO3HABAHMA MAKCHMAJBLHOCTH Napo-
' COYeTaHHA MOXHO Da3JjIOXATH HA NOI38IauH.

Ilycts G - rpad c nmapocoveTaHudeM M ¥ HemOKpHTON BepumMHOMR z.
Oycts manee G(z) €CTh uYepeIywmeecs HepeBO BepmdHH z B Trpafe G,
aG - G(z) ecrs nomrpad rpafa G, DOPOXRHEHHHE BCEMH OCTAaJIbHHMA
BepmuHeM# (T.e. He BXomammmu B G(z)). Iycts M(z) m M\M(z) ecTs
pascmenme mapocodeTaHms M mo rpafam G(z) u G £ G(z),

Jemma 4: MapocoderaHrve M mMaxcUManbHO B rpafe G Torma ¥ TOJBKO
Torma, korma mapocoderanusd M(z) B M\M(z) M2KCEMAJIRHH COOTBET-
cTBeHHO B rpadax G(z) ¥ G- G(z).

JorasaresbcTBo: B cmay Teopemn I mocrarouHo paccmorpeTs OUll.

=>Ecam B OOHOM M3 rpafoB G(z) mIE G - G(z) ects OUll, To oHa Xe

oueBEnHo Amiderca OU B rpaje G.

<llycrs C=(a,...,1,m,n,...,t] npomsBosbHas QU B rpaje G. Ipen-

NOJOXHM, YTO OHA CONEPEUT TOYKM 4Yepelymmerocs Iepesa G(z). Pac-
CMOTDUM MPOU3BOJBHYD KpaT-
valimyn Y[ D OT BEpPUMHH z IO .
Ul C. Ecam BTOpDO# KOHen
aro#t Ul D coBnanmaeT ¢ omHO#
M3 HENOKPHTHX BEpUMH a WIH
t, TO D ecTs QUl B rpage
G(z). Ecum BTOpo# komen UIl
D €CThL ‘HeKoTopas BHYTPeHHAA

a "I m n %  BepmuHa m (cM. pHc.7) Wl C,
TO B Pe3yJabTaTe CKAEHBaHUA
Puc .7 Y D C ORHUM M3 OTPE3KOB



[m,...,a] wm [m,...,5] Doaygum Q9 B rpafe G(z).

Teopema 5: MakcCEMATBLHOCTE HAapoCOueTAHHs B rpafie ¢ n BepuHHAME
H m pedpaM# MOXHO pacmo3HaThk 3a O(m+n) omepammit.

IoxasaresscTBo: [IyCTh z — HENOKpHTas BepuHHAa B rpafe G. Ecam
TAaKOBHX HET, MapocoYeTaHue MarkcuMaabHo. IycTh G(z) - uepemynme-
ecd IepeBo BePmMHH z B rpaje G, n, ® m, — COOTBETCTBEHHO 4HCIa
BepmWH H pedep B HeM. [IpmMefium k rpady G(z) aaroputM A(z). Ome-
PalllK yHnaJieHWA TYIHKOBO#i BepIMHH, CTATHBAHHA CYyTOHa, oIpeneje-—
HHEA MeTKM BepmmHH B Ul ¥ HaXOXNeHHA KOHNA LENH, a TaKme BHIeJe-
HEA OuepemHOre TOHKOIO pedpa, KMHIUICHTHOr'Q BepmMHEe, KOTODHe HC—
ooXb3yeT 3TOT aJITOPHETM, MOXHO CYHATATh dJeMeHTapHuME. OHE neiicT-
BHTEJBLHO BJEMEHTADHH NIPA pa3yMHOH# opraH@salMé ERpopMammm. Io-
CKOXBKY anropuT™ A(z) mocemaeT Kaxmoe pedpo rpafa G(z) poBHO
OIEH pas, ero TPYNOEMKOCTH OorpaHmdeHa cBepxy O(m,). .
Ecsu cpenu BepmuH TOH(z) HeT HEeHNOKPHTHX, TO B KadecTBe I'pafa

G B CANy JeMMH 4 MOXHO Teneps B3ATh rpad G - G(z). BHOpars B
HeM HEeNOKPHTYD BEpIMHY ¥ NOBTOPHTEH MpOIECC.

PaGora Guia BHIOOJHEH& BO BpeMs NpeCHBAHEA aBTOpA B yHHBEDCHTETE
#M. Bunepreasma [mka (Pocrok, I'ZIP) B KadecTBe IPHTJAMEHHOI'O QO-
LeHTa.
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Rostock. Math. Kollog. 13, 65 - 72 (1980)

Hans-Jilirgen Hogh
Glinther Wildenhain

Eine Bemerkung zum Balayage-Prinzi:p fir Riesz-Kerne

1. Seitdem die allgemeine MaBtheorie (unter anderem durch die
Arbeiten von G. C. Evans, O. Frostman und M. Riész) zu einem
unentbehrlichen Hilfsmittel der modernen Potentialtheorie ge-
worden ist, spielt das sogenannte Balayage-Prinzip in dieser
Theorie eine zentrale Rolle. ?

Es sei .Q eine einfach zusammenhéngende offene echte Teilmenge
des RP und/a ein (picht notwendig positives) MaB mit supp ﬁcﬁ.
é,u bezeichne das von i erzeugte Newtonsche Potential. Dann
existiert mindestens ein MaB ¥ auf dem Rand von {2 (supp vcd(2)
so daB8 mit Auspahme hdchstens einer Menge der Kapazitat Null
auf 32 die Gleichheit ¢ = v besteht. Nach H. Poincaré be-
zeichnet man diese figemschaft als Balayage-Prinzip. Es beste~
hen enge Zusammenhinge zu anderen wichti'gen Prinzipien der Po-
tentialtheorie, insbesondere zur Ldsung des Dirichlet-Problems
(vel. /2/, /4/).

Man kann die Frage stellen, unter welchen Bedipgungen an den
Kern das Balayage-Prinzip in der obigen Form auch fir allgemei-
pere Potentiale gilt. In /1/ wurde gezeigt, daB das Bestehen
einer Ungleichung der Gestalt

A 2c 1
;lépnlé () xiuapﬂlc}l(x)l (N

fir alle signierten MaBe A mit supp A< 9£) und stetigem Poten-
tial él dafir hinreichend ist. Die positive Konstante C muB
dabei von A unabhéngig sein.

Auf Riesz-Potentiale kann man dieses Resultat nicht unmittel-
bar anwenden, da die Ungleichung (1) in diesem Falle nur fur
Dositive MaBe A gilt (vgl. /3/). Ziel der vorliegenden Note ist
e8 zu zeigen, daB man die Giiltigkeit des Balayage-Prinzips auch
unter dieser schwidcheren Voraussetzung beweisen kann.
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2, In n-dimensionalen Buklidischen Raum R betrachten wir den
Riesgz-Kern der Ordnung 4 (O< o <n), d. h. die Abbildung
‘ éﬂ(x,y) =[x =y von BY x R in r'.

Fir den ganzzahligen Fall & = 2m ist @d'(x,y)», abgesehen von
einem konstanten Faktor, Fundamentalldsung des polyharmonischen

Operators A .,
Hir ein_beliebiges beschriénktes Gebiet 2 wvon B” bezeichnen wir
mit M{(Q) den Raum aller Radon-MaBe mit dem Tréger in (;

ML"'(ﬁ) sel die Teilmenge der MaBe 4 aus m<ﬁ) mit 4 = O.
Zu jedem mecWY(()) existiert bekanntlich eine ausgezeichnete

Zerlegung k= A" - a7 (W, 4" €W (L)) mit der Eigenschaft
K £ puqy g7 € o, PUT eine beliebige Zerlegung g = uq—Ap VOB e

Mir 4 eh'l(ﬁ) sind die Riesz~Potentiale der Ordnung o folgen-
dermaBSen definiert:

au(y) rad (y) [ ag (y)

1x—yl nea ~ Ix-yln-" 1x=yi n-a *

$opix =

Mit Bt'; bezeichnen wir die Menge aller positiven Radon-MaBe
mit kompaktem Tréger und mit 3: die Menge aller MaBe A aus M;,
welche ein stetiges Riesz-Potential der Ordnung ® erzeugen,

a b &= {a:n e mt, $a e @}

Mir eine kompakte Menge K C R" sei fernmer
;’F;(x) = {2.: 2 e 3:, supp A c K}. Die Menge ?: ist erblich,

4. ho,mit A e F’ und 0 ¢ ¥ £ ist auch v e Z,"(zum Beweis
vgl. /4/, 11.1.3, Satz 2). Daraus folgt sofort

Lemma 1: Bs sei A4, 2, € 7 (K) und X = A,-A,. Dann gilt fiir

die ausgezeichnete Zerlegung A = At - A~ ebenfalls
i A‘.O A" e Q(K)'



Es sei ofdie 6-Algebra der universell meBbaren Mengen im 2.
Dann definieren wir fir 1e% *:

n={asaed,na) =0} una Ty =n{Tasne*}.

Die Elemente des Mengensystems 7¢ heiBen Mengen der Kapazitiat

Null, Eipe Eigenschaft, die in einer Teilmenge E des E® bis auf
eine Menge aus J, erfiillt ist, heiBt U, -fast iberall auf E
(Abkiirzung . I ~£.4.) giltig.

Lemma 2: Fiir alle Mengen E aus / gilt:
Genau dann ist £(x) = O Vm-f.ii. auf E,

falls ﬁf £(x) dX(x) = O fir alle A € £'(E) gilt.

Zum Beweis vergleiche man /4/, II.1.4, Satz 3.

‘

3. Im Produktraum C(() %C(ﬁ) wird jetzt die Teilmenge Da(f—Z)
betrachtet:
. = - -
Bu(B) = {@a ™y $u2D) 1 X, WeFI(RBD] .
Dabei s0ll die Definition eines Elementes g aus Dd(ﬁ),
= (') X)), stets auf die ausgezeichnete Zerlegung
A= A*-2" des MaBes A bezogen sein.
Indem wir das Element g aus Dy(Q ) mit dem Potential $px 2 aus

c(ﬁ) identifizieren, kinnen wir durch Ubertragung der gewshnli-
chen linearen Struktur von C(L2) in patiirlicher Weise ip
D,(Q2) ebenfalls eine lineare Struktur einfithren.

Bs set 6(1) = (§.2%, $u2D)y 8 = Bus §u3) sowie

E,b€R1. Aus der Identifizierung von a 3(1) +b 5(2) mit
ad A, + b Ay = §y (a2, + bA,) ergibt sich dann die Fest-

8etzung
%o A%, $u 2 + b(do 23, b 23
1= (ém (321,"‘ bla)+. ‘51 (al‘l + 512)-).
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Insbesondere erhalten wir

(B 23 da 27 + (uA3r §aD) @
1= (Pa Mg + 2207, o (Mg + 207D,

a(Ba s Fa ) 1= (o (AN, Py (A1), (3
Beriicksichtigt man (aa)* = ax* und (ad)” = aX” fir a 2 0
bzw, (an)¥ = 12127 und (an)” = 1ai A" fir a<0, so ergidbt sich
2§ Xy A7) = (8o X'y @ §g A7) tUr @ 20, )
alda 2%, Pu27) = (121, A7, 121y 2¥) fiir a < 0. (5)

Hieraus erhelten wir

Lemna 3: Mit der durch (2) - (5) gegebenen Festsetzung ist
Doc(Q) ein Vektorraum.

Setzen wir fﬂr g€D(Q) nun g = (51,32), dann ist durch

el p(3) *= Neqll oy * 821
dariiber hinaus in Dm(f—Z) eine Norm definiert. Die Gliltigkeit

der Normaxiome folgt unmittelbar aus (2) - (5) sowle aus den
Ungleichungen

!&’m@‘ *'7‘2) l‘léu 1"" léah l

Fiir Riesz-Potentiale gilt bekanntlich das folgénde verallge=-
meinerte Maximum-Prinzip (vgl. /3/, Seite 66):

Aus él,a (x) € M fir alle x& supp und,uem; (0O<a <n)
folgt $o m(x) £ 2°"% M fir alle x eR",
Setzen wir D, (32) i= ryq D“_(Q), wobei r,, den Einschrén-
kxungsoperator auf J(2 bezeichnet, und

lellp (aq) *= l&qll ganyy * el cAQ)’

g0 léBt sich daraus uomittelbar das folgende Lemma herlelten.
c8 -



lemma 4: Es existiert eine von g unabhéngige positive Konstante
G, so daB fiir beliebige ge D,({2) die Ungleichung

el Du.(ﬁ) £Clell D,(3Q)
gilt. '
Es bezeichne X die AbschlieBung von Do,_(.(_Q) in ¢(Q)x c(ﬁ) be-
iglich der N . IS ‘ .
ziiglich der Norm || "Dcx.(ﬂ) und X’den dualen Raum zu X

Durch analoge SchluBweise wie in /5/ zeigt man

Lemma 51 88 8116 X'= {(4gs fp) 3 gy € TUGR), 1 =1, 2},

d. h., zu jedem L € X’existiert ein Paar (,a1, /o) von MaBen mit
L(g) =[g1 Qg + [gz a ey tiir alle g = (81,8,) € X

Im folgenden schreiben wir zur Abkiirzung L = /a = (feq, /)
und I(g) =: u(g).

4. Lemma 6: Der Eiuschrﬁnkungsdperator Ty bildet Dﬁ(ﬁ) ein-
eindeutig, linear und stetig auf D,(3() ab. Der Operator rje
ist ebenfalls linear und stetig.

———

Beweis: Die Linearitiét von Ty ist offensichtlich.
Aus der Ungleichung :

Irsn 8 Inae)= 18l an) "s“Da.(Q) (SCDu(-Q))

folgt die Stetigkeit von Ty, und |r, ﬂll €1,

Die Eineindeutigkeit und damit die Existenz von raQ ist eine
Unmittelbare Konsequenz aus Lemma 4.

Bs sei 3(1), g(a)eDu(BQ) sowie a,b€ R'. Dano gilt

g 3= r;;‘)_ (ag(1)‘ + bg(z)) -a ra'gz_g(” -Db rggg(e)e Dd(ﬁ).

Wegen der Linearitiit von Iy, folgt daraus

56 = 6™ + 1a® - ag - pg® <o
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und pach Lemma 4 weiter g = 0, was mit der Linearitdt von r;}z
gleichbedeutend ist.
SchlieBlich erhalten wir aus

I3 ane) 5 (&) = lelln (@) = © Irane lin,(an)
die Stetigkeit von r’;k und HrS}zll < C,

mma 71 B sei fu= (fqs Mp) €X' (du B Ay € WL(SD), 1 =1, 2)
beliebig gegeben. Dann existiert ein V¥ = (?1, Vy) €X' mit
supp ¥; € 3Q (i =1, 2) und

(@) =V(g) fir alle ge€ Dy(£2).

Beweis: Wir betrachten g = (éa_ }\+_, émh')e Da_(ﬁ) und

208) = g $o A+ pun( §, A7) = x5 (Typ8))-
Der Ausdruck auf der rechten Seite kann wegen
rangenu(aQ)c c(aQ) » c(aQ2)

als Linearform V (T, &) auf D,(8Q) aufgefaBt werden, die we-
gen Lemma 6 und

IV(I‘ QS)l‘ﬂ/u'l”lr (r Q_G) HD (Q) ""/L‘l" inraQE“D (3_{2)
stetig ist. Analog zu Lemma 5 1l&8t sich denn ¥ (in der Regel
auf nicht eindeutige Weise) durch ein Paar (v1, v,) von MaBen

mit supp V¢ 9Q (1 =1, 2) darstellen, woraus die Behauptung
- folgt,

Aus Lemma 7 folgern wir pun die Giiltigkeit des klassischen
Balayage-Prinzips fiir den Riesz-Kern.

Satz: Es sel 4, ein skalares (nicht notwendig positives) MaB

mit supp m, C Q. Dann existiert ein Ma8 v, mit supp voc’aQ
und
éd./“o = &avo' 7¢-f'ﬁ' auf B.Q.

Bewelis; Wir ergénzen Fo durch ein beliebiges MaB Mo mit
supp ., € €2 zu einem Paar (., M45), das wir als Element
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von X' auffassen.

Nach lemma 7 existiert dann ein Paar (vo, VZ) mit supp v, <32,
supp V€ ¥ und

/"o(éa.z*.) +'l‘Z( é«-x;) = 1)o( é«.x’) * vZ( émh-)
fir alle g = ( §, 2%, §, 27 e (D).

Nach Anwendung des Satzes von Fubini folgt daraus unter Beriick-
sichtigung der Symmetrie des Riesz-Kernes

7L.'.(‘iat./"‘o - émpo) =2 ‘Lﬂ“z = éa‘b) _
fiir alle A', 1_6.7;:(693. Setzt man speziell A~ = O und wendet
Lemma 2 an, so ergibt sich

Qo = PV, Ty-f.d. aut Q.

Eine Analyse der voranstehenden Uberlegungen zeigt, daB das
Balayage~Prinzip in der obigen Formulierung fiir positive und
symmetrische Kerne stets gilt, falls die durch positive MaSBe
erzeugten stetigen Potentiale der Ungleichung (1) geniigen. Die
Grundidee des Beweises bestelit in dem in 3. dQurchgefiihrten
Ubergang zum Produktraum D ({2) und einber geeigneten Einfiihrung
einer lipnéaren Struktur in diesem Raum., Dieser Gesichtspunkt
ist gegeniiber der in /4/ dargelegten allgemeinen Balayage-—
Theorie neu.
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Rostock. Math. Eollog. 13, 73 - 80 (1980)

Lothar Berg

Distributionenalgebren mit Wurzeln

Die in /1/ definierten und in /2/ weiter ausgebauten Distribu-
tionenalgebren enthalten nében eipnigen echten Distributionen
wie § = &(t) viele neue Elemente wie &2, aber pur relativ wepi-
ge Punktionen wie die Heavisidesche Sprungfunktion h = h(t)
und die Spline-PFumnktion t, = th(t). In /3/ wurde ein zu t,
reflexiv inverses Element r, d. h. ein Element mit den Eigen-
schaften

t,=trt, r=rtr
eingefihrt, das als Ersatz fiir die wegen t 4_6 = 0 picht exi-
stierende Inverse von t = angesehen werden kann.

In der vorliegenden Arbeit wird zu jeder ganzen Zahl m 2 2
eine Distributionenalgebra Dm mit einem Element w konstruiert,
das die Gleichung

#n=t+

erfiillt und somit eine m-te Wurzel von t + 186, Diese Wurzel be-
8itzt allerdings Eigenschaften, die nicht denen der Fumktion

R/t n(t) entsprechen, so da8 die Aufgabe bestehsn bleibt, an-
dersartige Konstruktionen von Wurzelp mit giinstigeren BElgen-
schaften durchzufiihren. Da im folgenden die Punktion t nicht
mehr explizit auftritt, lassen wir wie in der Arbeit /3/ bei -
t F den Index weg und schreiben von jetzt &b t ab Stelle von t .

Bevor wir auf den allgemeinen Fall eingehep, beschiftigen wir
uns mit dem Spezialfall m = 2, ip dem also die Beziehung

t = '2 1)
81ilt und die daraus durch Differentiation folgende Beziehung

h = w'w + ww', (2

(4]



1. Negative Ergebnisse

Bine Distributionenalgebra ist nach Definition eine assogia-
tive, nichtkommutative Differentiationsalgebra, die ein Ele-
ment h mit den Eigenschaften ‘

22 = b, h' £0
besitzt. Fir die Ableitumg von h benutzen wir die iibliche Be-
geichnung & = h', der Koeffizientenbereich soll hier mindestens
aus dem rationalen Zashlen bestehen. Der Zusammenhang zu den
Fupnktionen wird durch ein Element t mit den Eigenschaften

t=th, t'=h 3

und damit t" = h' = § ermbglicht. Im Hinblick auf (3) scheint
es verninftig zu sein, von der gesuchten Quadratwurzel w von
t die amaloge Eigenschaft

w = wh )
gu verlangen, aus der durch Differentiation

w=wh+wd (5)
folgt und in Verbindupg mit (2)

we=ww'w + tw', (6)

Im folgenden sSei D eine Distributionenalgebra mit (1), (3)
Hilfssatz 13 Ist in D die Gleichung

w = 2w't )]
erfillt, so gilt 62 =0,
Beweis; Aus (7) folgt zunéichst wé = O und daher wegen (5)

w' = w'h, Durch Differentiation von (7) entsteht
w' = 2wt + 2w'h, somit folgt w' = -2w"t und hieraus w'd = O.

Durch Dj.froréntiatiou von wé=0 ergibt sich w'd + wé' = O und

somit wé' = O, woraus W& = t& = ~hé=0 hervorgeht.
Aus & = &h + hé ergibt sich damit § = 8h und schiieBlich die

Behauptung 82 =4éné=o0.
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Hilfssatz 23 In D ist die Gleichung (7) zu der Gleichung

Py =3w ' - (®
dquivalent und unter der Zus#tzvorauasetznns

w = hw : 9
auch zu der Gleichung l )

w = 2ww'w. ) (10)

Beweis: Unter Beachtung wvon (6) gilt
('3)' =w't + w'w + tW' = v'ty +w,

woraus die erste Aquivalenz hervorgeht. Aus (2) und (9) folgt
w=wd+ ww'w,

woraus die zweite lAquivalenz hervorgeht.

Ellfssatz 3: 5ind in D die Gleichungen (9), W' = w'h = hw'
und (10) erfiillt, so gilt

w'w = ww', )
Ist in D die Gleichung (11) erfilllt, so gelten die Glei-~
chungen (?7) und (10).
Beweis: Die Gleichung (10) besagt, daB 2w' eine innere Inverse
von w {st. Da h nach Voraussetzung auf w und w' wie eip Eins-
8lement wirkt, sind

pPp=h-2w'w, q=h = 2ww!
Projektoren. Aus (2) folgt p = ~q, was p = q = O nach sich
zieht, d. h. (11). Aus (6) und (11) ergeben sich die letzten
Behauptungen unmittelbar.

Obwohl die Voraussetzungen der Hilfssiétze im Bereich der PFunk-
tionen ganz natiirlich sind, konnen sie wegen der Folgerung

&€° = 0 pur in trivialen Distributionenalgebren erfiillt sein,
80 daB sie in Zukunft geeignet zu modifizieren sind (vgl. /2/).
Entsprechend ist auch eine modifizierte Form der Gleichung

r= 4"2 (12)

" zu finden, um einern Zusammephang mit der in /3/ konatru:l.erton
Distributionenalgebra herstellen zu kdnnen. ;
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2. Quadratwurzeln

Un zu zeigen, dsB es eine Distributionenalgebra D, mit (1)
gibt, gehen wir von der durch t mit (3) und t = ht erzeugten
Distributionenalgebra D, mit den Basiselementen

tn, J(n)' 6(n)h, 6(73) 6(m) (n];)

fiir n,m * O aus, wobei t° = h gesetzt wird. Nach /1/ besitzt Dy
eine Matrixdarstellung, wobel die Indizes der Matrizen a= (a:l.k)
alle ganzen Zahlen durchlaufen. Diese Darstellung wird hier
etwas abgeéndert, indem wir t = (ty,) durch

Sore2, 2k = Soket,2k1 = Er B21 012 = U549 0109 = 1 (14)

fiir 1 <0 <k und tik = 0 sonst festlegen und die Differen-
tiation durch »

a' = (a3 yo = 8442 %)° (15)
Beispielsweise ist die Matrix
(s 5 & o 5 S
60301 1
60301 ’ o0
30201 -1 0-3
30201 "0 0 0 O
10101 1 0 2 o 3
17019010 0 0 0 0 O
00000 0-~1 0-1 01 .
¥ 0000 1
‘ 000 0 1
00-1 0 1
0 0-1 0 1 0 ,
1 0-2 0 1
1 0-2 0 1

\ ‘ .
bei der das unterstrichene Element desjenige mit den Indizes-
0,0 ist, und die freien Plétze durch Nullen zu erginzen sind,
die Darstellung von

%‘t2+t+h+6+ & + &,
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Debei stehen die von Null verschiedepep Elemente von h = (hik)
in der Hauptdiagonalen, diejenigen von & ip der zweiten, von

&' in der vierten und von &" in der sechsten oberen Kodiagona-
len und schlieBlich diejenigen von t in der zweiten und von
%,ta in der vierten unteren Kodiagonalen. Da die hier benutzte
Darstellung\a = (aik) aus der in /1/ betrachteten Darstellung
a = (Aik) hertvorgeht, indem 853 0k = A;, gesetzt, 85541, 2k+1
entweder durch Null oder durch ein benachbartes Element ersetzt
und alle {ibrigen Elemente gleich Null gesetzt werden, ist
leicht zu sehen, daB sich die Darstellungseigenschaften von /1/
suf den vorliegenden Fall iibertragen.

Die neue. Darstellung hat den Vorteil, daB man sie ummittelbar
2u einer Distributionenalgebra D, erweitern kann, in der ein
Element w = (w;, ) mit den Eigenschaften (1), (4) und (9)
existiert. Man braucht némlich nur

%2ueq,2k = Er W25 2100 = 1y Wop orq = Waq4q,08 =1

fir 1 <0 <k und Wy = O sonst zu wihlen und w zu D, zu adjyn-
8ileren. Beispielsweise ist die Matrix

C . . . . L] \
123311
33140
62211 -1
22110 =1 0
211111 2 2
1717111 0 0 0O
0000 =111 -1
000 1 1
00 1 1 0
0=-1-1 1 1
“1-11 110
2-2-2 11
2-2 110
L . . . . o‘




pach der Brweiterung von D1 zu D2 die Darstellung von
weterwshaw +S5+wW £ &,

wobel die von Null verschiedenen Elemente von w' in der ersten
und diejenigen von w" in der dritten oberemn Kodiagonalen stehen
urd diejenigen von w in der ersten und die von w3 in der drit-
ten unteren Kodiagonalen. Weitere Darstellungen in Dy sind

1
w6=[9] » b =[g-] ;
sie zeigen, daB diese Produkte nicht verschwinden.

Offenbar sind neben (1) auch die Beziehungen (4) und (9) er—
£i11t. Die Darstellungen

(o : K :
1 [¢]
0 1

(o]
ww! = [+] y W'w = [o] (16)

L *) L . *.J
illustrieren sehr deutlich die Zerlegung (2) und zeigen, das8
weder (10) noch (11) erfiillt ist. Aus (16) entnimmt man such,
da8 die Produkte ww' und w'w Projektoren sind, die noch dazu
zueinander orthogonal sind, so da8

"'21 =w'tw' = 0
gilt. Leider verhindern diese Relationen die gewiinschte Inter-
pretation von ¢, w, h als Funktionen und von &§ als Schwartzsche
Distribution.

3. Beliebige Wurszeln

Die vorhergehenden Ausfithrungen lassen sich leicht auf den
¥all einer m-ten Wurzel von t mit m > 2 iibertragen. Wir
brauchen dann nur von einer Matrixdarstellung fir D, auszuge-
hen, in der ¢ nicht durch (14), sondern durch
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17mk+m yk

Ypi,mi-m =

Chicem-1,mk-1 =
Snisq, mi-me1 =

S+ , mk a1
*ni+m=1,mi=1

fliir i < 0 <k und t:Lk O sonst festgelegt wird
rentiation an Stelle von (15) durch
= (8 wom = B44m,x)°

Adjungiert man zu D, das Element w = (wik) nit

¥nk+1,mk =

-k,

¥mi,mi-q =

_i’

Vink+1~j ,mk-j

= Wpieg,mi-1ed =
fiir 1 < 0<k, O0<j<m und Wix =

-k,
-1

und die Diffe-

O sonst, so entsteht die ge-

suchte Distributionenalgebra D, mit W' = t, (4) und (9).

Beispielsweise ist daon im Fall m

( l&l’l’l'l'l
3333

333
33
3

4 die Matrix

-

(= 2 a

1
1
1
222
222
22
2

Sl o aa
SN V) (S ST . ¥
P N N = =
S A A ala
PR N

ofa o o
Ola a2 a

00
0O
00

© O ©C olo




die Darstellung von

t + w3 + '2 + W+ h,

wobei die von Null verschiedenen Elemente von wj,

3 =0y eeey 4, mit w = h, w# = t in der j-ten unteren Kodiago-

nalen stehen. Die Striche wurden lediglich zur besseren Uber-
sicht eingefiihrt.

Es bereitet keine Miihe, die Distributionenalgebra D2 in Du ein-

zubetten. Man braucht pur in dem entsprechenden Matrizen von

alle Elemente mit mindestens einem ungeraden Index wegzu-
lassen und die entstehende Matrix als Matrix aus D2 zu inter-
pretieren. Wie man leicht sieht, geht hierbei w2 aus. D, in w
aus D, iiber, wihrend beispielsweise t, h und & invariant
bleiben.
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Uber die Ldsung entarteter Operatorgleichnpgen-mit Matrixkoef-
fizienten

In der vorliegenden Arbeit werden Operatorgleichungen der Form
(A +BD)x =1¢ (1)
mit komplexen (m,n)-Matrizen A und B, ‘einem linearemn Operator

D aus X° in X" und einem vorgegebenen Vektor f € I® betrachtet.
Dabei ist I ein Vektorraum iiber dem Edrper C der komplexen Zah-
lep und X° der n-fache kartesische Produktraum von X. Ist B
picht invertierbar, so heiBt (1) entartet. Einfache Beispiele
fir derartige Gleichungen sind lineare Differential- und Diffe-
renzengleichungssysteme.

Die LSsung entarteter Differentiilgleichunssysteme ist seit
langem bekannt und kann z. B. mittels.der von L. Kronmecker an-
gegebenen kanonischen Form des Matrizenbiischels

L(2) =A+Ba, (LeQ) _ ¢))

erfolgen (siehe z. B. /5/, S. 21 - 43t /9/ - /11/). Spezielle
Typen entarteter Operatorgleichungen (1) werden in /1/ - /4/,
/6/ und /8/ geldst. Weéhrend in /1/ - /3/verallgemeinerte inver-
se Matrizen zur LSsung von (1) herangezogen werden, erfolgt in
/4/, /6/ und 78/ die Losung von (1) mit Hilfe einer durch A und
B bestimmten Zerlegung von X° und X® in direkte Summen von
Teilrédumen. In dieser Note wird die letztgenannte Methode der
Zerlegung in direkte Summen weiterentwickelt, so das8 schlieB-
lich eine vollstiéndige Ldsung der entarteten Operatorgleichung
(1) vorgenommen werden kann. Zum Beweis werden die in /12/ er-
z2ielten Ergebnisse‘herangezogen. In der Arbeit wird vor allem
auf den engen Zusammenhang zwischen einer meromorphen verall-
gBemeinerten Inversen von (2) und den konstruierten Lisungen von
(1) hingewiesen.

L]
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Im ersten Abschnitt dieser Arbeit werden entartete Oparator-
gleichungen (1) geldst. Die in /12/ eingefiihrten direkten Sum-

menzerlegungen von g" und g? ziehen in patiirlicher Weise direk-
te Summenzerlegungen von X? und X® in Teilréume Xk und X&

(k=1,2,...,5) nach sich, so da8 man anstelle der entarteten
Operatorgleichung (1) auch deren Projektionen auf X

(k=1,2,4¢+4,5) untersuchen kenn. Voo den fiinf erhaltemen Glei-
chungen sind vier entartet. Diese enthrteten Gleichungen lassen
sich mittels der in /12/ erzielten Ergebnisse unter entspre-
chenden Voraussetzungen an das Element £ € b o explizit 1Gsen.
Folglich kann man entartete Operatorgleichungen mit Matrixkoef-
fizienten auf eine nicht entartete Operatorgleichung zuriickfiih-
ren, deren Losbarkeit dann wesentlich von den Invertierbar-
keitseigenschaften von D abhéngt.

Ist der Operator D rechtsinvertierbar, so kaon man zusétzlich
zu der Gleichung (1) noch eine Anfangsbedingung stellen. Be-
kanntlich kdnnen entartete Anfangswertprobleme unlésbar sein.
Ist ein entdrtetes Anfangswertrroblem lésbar, so ist die ILdsung:
i. allg. pnicht eindeutig bestimmt. Im zweiten Abschnitt werden
notwendige und hinreichende Bedingungen fiir die Ldsbarkeit ent-
arteter Anfangswertprobleme angegeben. SchlieBlich wird eine
reflexive Inverse L¥(D) des Operators L(D) = A + BD bestimmt,
mit deren Hilfe sich die allgemeine Ldsung eines (ldsbaren)
entarteten Anfamgswertproblems iibersichtlich darstellen l&8t.
Damit ordnen sich die entarteten Anfangswertprobleme auch in
die allgemeine Theorie der nicht entarteten Anfangswertprobleme
(siehe z. B. /13/) ein, wenn man pur von Rechtsinversen zu ver-
allgemeinerten Inversen iibergeht. ’

Wir bemerken noch, daB sich ein Teil der Ergebmisse auf entar-
tete Operatorgleichungen, deren Koeffizienten A und B allge-
meinere Operatoren als Matrizen sind, iibertragen laBt (/7/,
/13/, /14/).

1. 18sung entarteter Operatorgleichungen

Wir wenden die in /12/ erzielten Ergebnisse iiber das Matrizen-



biischel (2) zur Ldsung entarteter Operatorgleichungen an und
benutzen dabei die in /12/ eingefiihrten Bezeichnungen. Es sei X
ein komplexer Vektorraum, ipn dem ein linesrer Operator D: b X
mit dem Definitionsbereich & =d40(D) S X und dem Kern N = N(D)

. erklért ist. Wir erweitern D zu einem linearen Operator

D : 8% —> Xn. mittels

D(xqs%5s 000 ,xn)T = (DXgsD%ps e ,gxn)T
Pir x € & (k=1,2y44.,D). >
Die komplexen (xﬁ,n)-Matrizen Aund B (B;éom n)erzeuger:n Operatoren
9
" von X” in X%, die wir erneut mit A und B bezeichnen. Damnn bil-

den wir dep Operator L(D) = A + BD : &” —s X, Wir beschifti-
gen uns nun mit der Operatorgleichung :

L(D)x = £ (3)

fiir einen gegebenen Vektor f ¢ X® und ein gesuchtes Element
x ¢ P70, \Wir setzen im fdlgenden voraus, daB (3) entartet ist,
d. h., daB B nicht invertierbar ist.

Mit Hilfe.der in /12/ eingefiihrten Projektoren Py und Pl':

(k=1,2,...,5) fihren wir die Teilréume X, =B X", X! = P!

(k=1,2,+..,5) ein, so daB man nach /12/ direkte Summenzerlegun-
gen von X° und X® erhélt:

2@ L,050%® X,
O = SICRNCRICRORIE

Die auf X, eingeschrénkten Operatoren Ay = A|X, und B = B|X,

)

(k=1,2,...,5) bilden X, in X! ab und besitzen die Eigenschaften
i) - v) von Satz 1 in /12/. Wir fiihren die Operatoren
L(D) = &y + BD: "N L X (k=1,2,...,5) ein, so daB man

wegen (4) die Zerlegung von L(D) in eine direkte Summe von
Teiloperatoren erhdlt: .

(D) = L;(D) ® Ly(D) ® Ly(D) @ Ly(D) @ Lg(D). B )
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Hieraus ergibt sich upmittelbar: \

lemma 1: Die Operatorgleichung (3) ist équivalent zu den fiinf
Operatorgleichungen

L(D)x, = BIf  (k=1,2,...,5) (6)
mit'xke I n X . 8ind xkeaﬁn n X (k=1,2.,...,5) ]Eiisungen von
(6), so ist .

‘=x1+1'2+13+x4+25€o'5n €D
eine Lisung von (3). Ist umgekehrt x € 0" eine Ldsung von (3),
8o sind x = Bx (k=1,2,...,5) Losungen von (6).

Mit Hilfe von ILemma 1 kapn mapn die gegebene entartete Operator-
gleichung (3) in fiinf Operatorgleichungen (6) iiberfithren, die
zu (3) #Hquivalent und von denen vier entartet 8ind und

sich explizit ldsen lassen:

Satz 2: Die Teiloperatoren Ik(D) (k=1, 2,...,5) besitzen fol-
gende Eigenschaften:
1) L) = m,n'x1 hat eine reflexive Inverse I.,“'(D)x - X

dexr Form
L30) = 0 5 1 14

11) L,(D) besitzt eine Rechtsinverse ]'..2(1))- ‘25(1,2(3) )= X, der
Porm

L3(D) = & (-850 "4, )
mit dem Definitionsbereich 025(1,5(9) ¥ e {x é xé; A.",x . a'zs"(nkpﬂ)},
Perner gilt suf J(L3(D)) bzw. I° ('kan) o

L;(D)I3(D) = Py, Bp =LE(DILy(D)= 35 (~438,) D¥(By-phy). (9)

Der Kern vwon L,(D) hat die Form



' k_+11
N(Ly(D)) = (z;(-AaBZ)PDv)(N(Aa)n S P ). (10)

i131) L;(D) besitzt eine Linksinverse L?(D) : .,‘ZS(I.;-(D)) — 13
der Form 3.1 \

+ " v v n -

Ls(D) -2 (-A3B5)"D'Az - (1.
rit dem Definj.tionebe:e,ich a?)'(L;(n)) = {xex;; A;x e:ﬁ“(nn‘l)} .
Yerner gilt auf J°(D' ) n Xj baw. J(L3(D))

+ _ .
I‘B(D)I‘B(D) = Py, 4 (12)

] + _ t ", ] " " U IR
Py~ Ly(D)L3(D) = (P5~Azh3) = (P5=Azhs) g B5(~A5B5)" " 'D'Az.

iv) 1,(D) hat die Inverse L;(D) : H(Ly(D)) —> X, der Form

-1

HOEPINCHE M (13)

mit dem Definitionsbereich e‘d(LZ(D)) = {x ex,:; A:'x eSS n(D“a)} .
n, %8, +

Perner gilt auf J (D °) n X, bzw. DB (1, (D))

LY (D)L,(D) = By, L(D)L(D) = By. (1%)
V) Bs gilt

Lg(D) = Bs(B§1A5 + D).

Dex Beweis beruht auf den in /12/, Satz 1 gézeigt:en Bigenschaf-
ten der Operatoren A, und B, (k=1,2,...,5), wobel (10) eine un-
uittelbare Folgerung aus der gweiten Gleichung von (9) ist.

Satz 3: Es sei P]"f eoﬂ(LI(D)) (k=2,3,4). Unter dieser Voraus-
Betzung ist die entartete Operatorgleichung (3) gemau dann 158-
bﬁr. wenn die nicht enmtartete Operatorgleichung
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Ls(D)xg = p;r (15)

eine Losung X5 e n X5 besitzt und £ € X folgenden Bedingup-
gen geniigt:
1) Pyt =

1 + 1

Ist (15) lésbar und sind die Bedingungen 1) und 2) erfillt, so
hat eine beliebige Lésung x € B° von (3) die Form (7) mit

a) einem beliebigen Element x4 € &2 n Xy

b) x, = L;(D)Péf + W,, Wobei w, ein beliebiges Element aus
N(T,(D)) ist, '

¢) x5 = Ly(D)RsE,

u

t
d) x, LZ(D)P4f und

e) einer beliebigen Ldsung X5 e PP A XS von (15).

Beweis: Nach Lemma 1 ist (3) mit (6) #quivalent. Dabei ist
L1(D)x1 = P1£ pach Satz 2 gepau dann ldsbar, wenn P,lf = o0 ist.

Jedes Element x, ed? n x,l 16st in diesem Fall die Gleichung.

Da LZ(D) pach Satz 2 eine Rechtsinverse I.a(D) besitzt, lautet
die allgemeine Ldsung von LZ(D)x2 f

2. = Lz(D)sz + W,
mit beliebigen Wy € N(LE(D)). Nach Satz 2 hat LB(D) eine Links-
inverse L;(D), 80 daB die Gleichung L5(D):n:3 = P;f pur unter der

Bedingung 2) losbar ist. In diesem Fall lautet die eindeutige
Losung x = 3(D)Psf. Da L,(D) nach Satz 2 die Inverse Lq_(D)

besitzt, hat die Gleichung I.,‘(D)x4 = Pq_f die eindeutige Losung
X, = LI(D)P;_f, womit der Beweis beendet ist. ’

Fir homogene entartete Operatorgleichungen ergibt sich aus‘
Satz 3 eine Verallgemeinerung der Ergebnisse von /6/:

Folgerung 4: Die homogene entartete Operatorgleichung L(D)x =0
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besitzt die allgemeine Ldsung

X =X 4 Wy + Xg
mit beliebigen Zlementen x, € BP A X, wy € N(LZ(D)) und
x5 € N(LS(D)). Es gilt also

NMILD)) = (" n X7) @ N(L(D)) @ N(L5(D)).

In Fall m = o, det B = O und det L(A) # O erhidlt man aus /12/,
Satz 3(/1/, /8/, /13/):

Folgerung 5: Ist L(A) ein regulédres Matrizenbiischel mit

det B = O und Iif eéﬂ(Lz(D)), so ist die entartete Operator-
gleichung (3) gepnau dapn ldsbar, wenn die nicht entartete Ope-
ratorgleichung (15) eine. Ldsung x5 e d® A X5 besitzt. Ist (15)
losbar, so hat die allgemeine L&sung von (3) die Form

x = Ly(D)B,E + x, : .
mit einer beliebigen Ldsung xg e B8 A X5 von (15).

2. ISsung entartveter Anfangswertprobleme

Wir nehmen an, daB der Operator D : &° —> X° eine lineare
Rechtsinverse T : X° —> X" besitzt. Mit F = I - TD bezeich-

nen wir den zugehdrigen Anfangswertprojektor, der 2P auf den
Kern N? = N(D) von D projiziert. Ist B picht invertierbar, so
untersuchen wir fiir vorgegebene Elemente f € ™ und z e N° das
entartete Anfangswertproblem

L(D)x = £, Fx = z. ’ (16)

Falls B invertierbar ist, heiB8t (16) nicht entartetes Anfangs-
wWertproblem.

Wie bekannt, kann das entartete Anfangswertproblem (16) unlds-
bar sein. Ist jedoch (16) 1dsbar, so ist die Ldsung x € &H"

i. allg. nicht eindeutig bestimmt. Wir werden im folgenden not-
wendige und hinreichende Ldsbarkeitsbedingungen fir (16) und
im Falle der Losbarkeit von (16) die allgemeine Idsung angeben.
Die Lésung des entarteten Anfangswértproblems (16) erfolgt
&hplich wie im ersten Abschnitt die Losung der entarteten Ope-
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Jemma 6: Das entartete Anfangswertproblem (16) ist #quivalent
gu den fiinf Anfangswertproblemen

L(D)x = P £, Fx, = Pz (k=1,2,...,5) “7)

mit x e B A x;. S8ind xkeeﬁn n %, (k=1,2,...,5) Iosungen von

(17), so ist (7) eine Loésung von (16). Ist umgekehrt x € J°

" eine Ldsung von (16), £o sind x, = Bx (k=1,2,...,5) Losungen
von (17).

Mittels Lemma 6 kann man des entartete Anfangswertproblem (16)
in fiinf ‘dquivalente Anfangswertprobleme (17) iuberfilhren, von
denen vier entartet sind und sich unter entsprechenden Vertrﬁg-
1ichkeitsbedingungen fir £ € X™ und z € N° explizit ldsen las-
sen:

Satz 7: BEs sei P;:f € aﬁ(L;(D)) (k=2,3,4). Unter dieser Voraus-
setzung ist das entartete Anfangswertproblem (16) genau dann
18sbar, wenn das nicht entartete Anfangswertproblem

1
eine Ldsung x5 € 2° n 15 besitzt, wenn f ¢ X® den Bedingungen

1) - 2) von Satz 3 genligt und wenn fiir z € N gilt:
3). FLZ(D)PZf + Fw, = Paz ﬁi.r ein sewisses w, € N(LZ(D)),
4) FLZ(D)P £ = sz,
5) FI-"_(D)P“ = Pz,

Ist (18) lésbar und sind die Bedingungen 1) - 5) erfiillt, so
hat die allgemeine L3sung von (16) die Form

= x, + LY(DIPE + w, + L;(D)P;f + LE(D)R,E + xg/ 19)
uit einem beliebigen Slement x, € &" n X,, fir P Px, = Py2
gilt, einem beliebigen Element w, ¢ N(L,(D)), fiir das

Pw, = Py ~ rLz(D)sz gilt, und einer beliebigen Ldsuns
x5 eB% n X5 von' (18).
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Der Beweis ergibt sich aus Satz 3 und Lemma 6.
Das Anfangswertproblem (18) ist pach /12/, Satz 1 mit der Glei-
chung

L gt
(B5 A5T + P5)x5 g ’!BS P5f + Psz
dquivalent. Falls der Operator (B;'AE‘I‘ + PS) s x5 —> x5 inver-

tierbar ist, so besitzt (18) eine eindeutige LSsung und der
Operator LSD) : H7 —> X" wegen (5) und Satz 2 eine reflexive

Inverse LY(D) : D(L¥(D)) — X der Form

1*(D) = I}(D) ® L3(D) @ Li(D) @ Ly(D) @ (B5'agT + P)~"rB;
mit dem Definitionsbereich

KL'(D)) = (B™ A XD @ SIHDN @ B(L3(D)) @ H(1;(D)) ® X5

Wir fihren die Operatoren Q(D) : J(L¥(D)) —> ™ una
B(D) : &(P(D)) = X° durch die Gleichungen

1 (20)

QD) = I - LDIL (D) = By + Py - Ly(DILY(D), (21)

PD) =Ty, = T DY)

P’l + P2 =i La(D)Lz(D)
’ (22) |
+ (35 AgT + Pg ) FP5

mit dem Definitionsbereich
D(P(D)) = (L” n g)@(aﬁ“(nk" )n x2)®<.o"<n 'a) x5)

@ (L0 ®) n 1) ® (&" N X5)
ein. Mit Hilfe der Operatoren (20) - (22) 188t sich Satz 7 ver-
einfachen:
Satz B: Es sei £ € J(L*(D)) und (B3 AT + Pg) : X5 —> Xg

ipvertierbar. Unter diesen Voraussetzungen ist das entartete
Anfangswertproblem (16) genau dann 1ésbar, wenn’'f € X" und
z € N den Bedingungen

QD)E = o, FLY(D)Z = z - FP(D)y ' (23)
filr ein gewisses y ¢ &H(P(D)) geniigen. Ist (23) erfillt, so
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lautet die allgemeine Ldsung von (16)

= ¥ (D) + P(D)y € &7 (24)
mit einem beliebigen Element y ¢ < (P(D)), fir welches
PLY(D)E + FP(D)y = z gilt.

Beweis: Ist x € o5” eine Ldsung von (16), s0 gilt einerseits
1¥(D)L(D)x = L¥(D)£ und andererseits

= LY(D)L(D)x + P(D)x,
worsus sich x = L¥(D)2 + P(D)x, und damit

Fx = z = FLY(D)f + FP(D)x
ergibt. Da L*(D) eine reflexive Inverse ist, gilt ferner

= L(D)x = L(D)L*(D)L(D)x = L(D)L*(D)f,

d. h. QD) =
Ist umgekehrt (23) erfilllt, so bildet man ein Element der Form
(24) mit einem gewissen y € & (P(D)), fir welches
FL'(D)2 + FP(D)y = z g1lt. Wegen (23) und L(D)R(D) = O, ergibt
sich

L(D)x = L(D)L¥(D)2 + L(D)P(D)y =

Fx = FLY(D)£ + BPP(D)y = 3,
so da8 (24) eine Ldsung von (16) ist.
Im Fall m = n, det B = O, det L(A) # O ist fiir den Pall der
Losbarkeit von (16) die Ldsung sogar eindeutig bestimmt. Wir
erhalten aus Satz 7 bzw. 8 némlich
/1y 13/, /6/y [9/y 113/, /18/)s

Folgerung 9: Es sei L(A) ein reguldres Iatrizenbﬁschsl.iit
L} + _1 .
det B = 0. Perner sei P,f € of(Ly(D)) und (B 'AsT + P5)iXs—> Xg

ipvertierbar. Unter diesen Voraussetzungen besitzt das entarte-
te Anfangswertproblem (16) genau dann die eindeutig bestimmte
138ung

x = LH(DIBE + (thsm + Ps)"‘('nn;'P;f + P2), (25)



wenn fiir £ € X° und z ¢ N° die Bed:l.nguns\
1]
FL;(D)P,f = B,z (26)
erfiillt ist.
Bemerkungs: Im folgenden sei m = m, L(2) ein reguléres Matrigzen-

biischel mit det B = O und (331‘5T + P5) ein invertierbarer Ope-

rator. Dann geniigt es, (16) im Fall z = o zu betrachten. Demn
besitzt (16) fir z £ o die Lésung x, so Tet wegen (13), (26)
und /12/, (13) auch

L(D)y=£ - Az, Fy=o0
lésbar, und e8 gilt x =y + 2.
'Wir geben nun ein Idsungsverfahren des entarteten Anfangswert-
problems

IL(D)x=f, Fx=o0 27)

an. Zuerst berechne man die inverse Matrix L™ '(A) fir alle

A € C mit det L(A) # O und entwickle damach L~ '(A) in eine fiir
1Al > & (mit hinreichend groBem & > 0) konvergente Laurent-
reihe um A = 00: :

=1

o) = g nAE + M)
mit

00
uA) = g w2

und N, , # 0, Nach den Sétzen 4 und 5 in /12/ ergibt sich

(L) = d(L) = r und
-1

k
Lo = g N,
-1 _
(As + 857\) = M(Q).
BEin Vergleich wvon (13) und /12/, (22) zeigt somit, daB
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. =1 .
D) = ; N, 0F

ist. Polglich ist (27) pach Folgerung 9 ldsbar, wemn f € aZ)'(D )
gilt und

r=1 g . .
D = o. (28)

Ist beispielsweise X* ein komplexer Banachraum und ist
7 : X > X quasinilpotent, so ist \(B;]As'l‘ + P5) invertierbar.

Unter den Voraussetzungen f£ € o (0F) und (28) lautet die ein-
deutige Ldsung (25) von (27) pach /13/

=1
x= ; N, D Ko 4 ETI f MQX(T, - ar)~ g an (29)
’ =g
mit ¢ > &.

Wir veranschaulichen diese Methode im PFall n = 3 aphand der
Matrizen

A=I3. B =

’

- D
-
- S

fiir zwei spezielle entartete Anfangswertprobleme. Dann gilt fiir
1Al > 1/3

o)

1 i
<13'33’+m3

00
(13-3B =332 (307,
d. he, e8 1at r = 1 und

.1;-%3, ML) = ma. . \
Beispiel 1: Es sei X der Banachraum C [0, ] wit 0<ty < 00,
In 13 sel «253 die Teilmense aller stetig differenzierbaren
Junktionen x(t) = (x;,(t), xz(t), x3(t)) . Wir betrachten den
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Operator D : B> = X2 mit Dx(t) = 3.% x(t), der eine quasinil-
potente Rechtsinverse T : x3 ->x3 der Form

t
Tx(t) = fx(T) aT
o -

besitzt. Dann ist F durch Fx(t) = x(0) gegeben, und fir alle
A e C gilt

t
(1 - D Mex(t) = j ME=TDy(7) ar.
0
Somit ist fir £(t) € &5 das entartete Differentialgleichungs- .
system (27) mit verschwindenden Anfangsbedingungen genau dann
lésbar, wenn (28) gilt, 4. h. £(0) = o. In diesem Fall lautet
nach (29) die eindeutige Ldsung von (27)

. t
x(t) = (I - 3 BECE) + § B [ o (5" D/3p() ar,
0 &
Beispiel 2: Es sei x5 der Vektorraum aller Vektorfolgen
X = (xk) = (Xg1Xq9Xpsees) mit X = (xk1’xk2'x‘k})m e 9_3
(k=0,1,...). Der Operator D : x3 > X sei der Verschiebungs-
operator .
Dx = (21,_22,15,...,11“1,...),
der eine Rechtsinverse T : X5 > X3 der Form
Tx = (o,xo,x1,...,xk_1,...)
besitzt. Dann gilt Fx = (xo,o,o,...) und
’ k=1
(I5 - hT)""Tx = (o,xo,x1+ Jlxo,..., g ﬂxk_j_,‘,...)

fir alle A€ C. Somit ist Pir ein gegebemes £ = (£,) & X° das
entartete Differenzengleichungssystem (27) unter der Anfangs-
bedingung Xy = o genau dann ldsbar, wenn (28) gilt, 'd. h.

£, = o. In diesem Fall besitzt (27) nach (29) die eindeutige
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iﬁau.ngx=(xk)m1txo=ound

T = (I3 - 3B, +

Literatur

/41/ Berg, L.:

/2/ Campbell, S. L.:

k-1 .
% ® g; ¥ %)af,k-a'-'l (k=1,2,...).

Solution of degenerate linear initial
value problems. Z. Angew. Math. Mech.
52, 65 = 73 (1977)

. Linear systems of differential equations

with singular coefficients. SIAM J.
Math. Apal. 8, 1057 - 1066 (1977)

/3/ Campbell, S. L., Meyer, C. D., and Rose, N. J.:

/4/ Cooper, J. L. B.:

/5/ Gentmacher, F. R.:

/6/ EKei - Tak Wong:

Applications of the Drazin inverse to
linear systems of differential equations
with sipngular constant coefficients.
SIAM J. Appl. Math. 31, 411 - 425 (1976)

Fourier tramsform methods for solution
of differential equations. In:

Butzer, P. L., and Sz.-Nagy, B. (£ds.):
Linear Operators and Approximationm II.
443 - 460, Basel - Stuttgart 1974

Matrizenrechnung-II1 (Ubersetzung aus daem
Russ.). Berlin 1959

The eigenvalue problem AT + Sx. J. Dif=-
ferential Equations 16, 270 ~280 (1974)

/?7/ Kvedaras, B., 1 Macionis, I.:

Zadada KoSi (Cauchy) dlja vyro¥dennogo
differencial'nogo uravmnenija (Russ.).
Litovsk. Mat. Sb. 15, 3, 121 - 131
(1975)



/8/ Krejn, S. G., i Osinov, V. B.:

/9/ Lancaster, P.:

/10/ Lancaster, P.:

/11/ Mohr, E.:

Funkcii Ljapunova i zadada Ko¥i (Cauchy)
dlja nekotorych sistem uravnenij v gastnych
proizvodnych (Russ.). Differencial'nye
Uravnenija 6, 11, 2053 - 2061 (1970)

A fundamental . theorem on lambda-matrices
with applications, I: Ordinary differential
equations with constant coefficients. Li-
pnear Algebra Appl. 18, 189 - 212 (1977)

A fundamental theorem on lambda-natfices
with applications, II: Difference equations
with constant coefficients. Linear Algebra
Appl. 18, 213 - 222 (1977)

Integration von gewShnlichen Differential-
gleichungen mit konstanten Koeffizienten
mittels Operatorenrechnung. Math. Nachr,
a0, 1 - 49 (1953)

/12/ Reckziegel, I., und Tasche, M.:

/13/ Tasche, M.:

/14/ Tasche, M.:

Eine varéllgemeinerte Inverse eines Matri-
zenpolypoms. Rostock. Math. Kolloq. 9,
43 - 59 (1978)

Funktionalanalytische Methodem in der Ope-~-
ratorenrechnung. Nova‘Acta Leopoldina,
(N. F.) Nr. 231, Bd. 49 (1978)

On degenerate operator equations. In:
Dimovski, I. (Ed): Generalized Functions
apd Operational Calculus. '
205 - 210, Sofia 1979

95



eingegangen: 02. 08. 1§79.

Anschrift der Verfassedr:

Dipl.-Math. Ingeborg Reckziegel
Doz. Dr. sc. nat. Manfred Tasche
Wilhelm-Pieck-Universitédt Rostock
Sektion Mathematik

DDR-25  Rostock
Universitédtsplatz 1



Bostock. Math. Kollog. 13, 97 - 106 (1980)

Haps-Jiirgen Albrand

Verallgemeinerte Zeilen- und Spaltensummenkriterien

Es ist das Ziel dieser Arbeit, ein Kriterium vop Elsper /6/ zu
verallgemeinern und die Niitzlickeit dieser Verallgemeinerung zu
zeigen. Die Verallgemeinerten Zeilen- und Spaltensummenkrite-
rien (V2SK upnd VSSK) lieferpn einen allgemeinen Zugang zur Kon-
struktion von speziellen hinreichenden Konvergenzkriterien fiir
stationdre lineare Iterationsverfahren. Jede Wahl eiper Parame-
termatrix P liefert eipn spezielles Kriterium. Auf diesem Wege
erhdlt man z. B. auch eip zum oft verwendeten Sassenfeld~EKrite-
rium /8/ &hplich strukturiertes Kriterium beziiglich der Spalten
der Iterationsmatrix. Dabei ergibt sich eine gegeniiber /2/ ver-
einfachte und eibheitlichere Darstellung.
Ferper wird eine Apwendung auf schwach gekoppelte Systeme vor-

genommen.

O. Bezeichnungen

D :
I H
Tt H

-1,
[ I
9(T) :
Ap 3
Ap H
Ap H
Iy
X<y
] 2“1 H

die
die

pichtsipgulére Diagopnalmatrix diag(d1,...,dn).
Eipheitsmatrix.

trapspopierte Matrix zu T = (tij).

zu T ipverse Matrix.

Matrix (It350).

Spektralradius voo T.
Diagonalmatrix‘diag(a11,...;QDD). :

linke, untere Dreiecksmatrix zu A.

rechte, obere Dreiecksmatrix zu A..
Zeilensummenporm m?x %F ltijl.

koordinatenweise Ordoung.
Vektoronorm %; Izil.
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1. Verallgemeinerte Zeilen- und Spaltensummenkriterien

Es sei A x = b, A vom Format p x n, ein eindeutig lésbares li-
neares Gleichungssystem und

A I 8= 0,000, &)

eln zugehdrendes stationdres Gesamtschrittverfahren. Fir jede
nichtsingulédre Parametermatrix P vom Format n x n gilt
bekanntlich die Ungleichung

(1) < min (J¥7"1Rl,, |27 '2%,).
Zur Abkilirzung setzen wir
z[1,P] := |77 TPY, .

Die hinreichende Konvergenzbedingung

z[?,P] < 1 ()
8011 ein VZSK und die Bedingung
z(2%Pp) < 1 (3

ein VSSK heiBen. Diese hrklérung steht im pinklang mit der fol-
genden Definition von Elsner /6/: T erfiillt ein VZSK, wenn es
einen Vektor x > O gibt mit |T|x < x. Fir P = diag(xgy...,Xp)

folgt aus (2), daB die Bedingung der Definition von slsper er—
£ii1lt ist. Sie ist also ein Spezialfall von (2).

Fir P = I liefert (2) das starke ZSK und (3) das starke SSK.
Beschrénkt man sich bei der Auswahl von P auf Diagonalmatrizen
D, 8o hat man zu beachten, daB8 es genau dann eine Diagonalma-
trix D gibt mit Z[T,D] < 1, wenn @(]T}) < 1 ist (siehe z. B.
/4/). Bs ist ein Vorteil der Kriterien (2) und (3), daB die
Wahl von P sich pnicht auf Diasgonalmatrizenm D beschriénkt. Wenn
auch der Wahl von P = D die grdBere praktische Bedeutung zu-
kommt, kann auch eine Wahl P # D niitzliche Resultate liefern.
Wir zeigen dies im 2. Abschnitt an einem speziellen, aber wich-
tigen Beispiel. Bekanntlich gibt es zu jeder Matrix T und zu B
jedem £ > O eine pichtsingulére Matrix P mit zZ[T,P] = ¢(T) + €e
Hat jeder Eigenwert A von T mit |Al = @(T) pur lineare illemen-
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tarteiler, so existiert sogar eine pnichtsingulére Matrix P mit
z[T,P] = 9(T) (siehe z. B. /9/). Natiirlich ist es im allgemei-
nen nicht méglich, solche Matrizen P praktisch anzugeben. In
den {iblichen Beweisen (z. B. /7/, /9/) wird P mit Hilfe der
Eigenvektoren von T aufgebaut. Um den Aufward gering zu halten,
wird man P in der Regel eine einfache Struktur geben, z. B. als
Dreiecksmatrix wédhlen oder einfacher noch als Diagonalmatrix.
Wie weit man mit der Minimierung von Normen durch Diagonal-
transformationen kommt, wurde u. a. auch von Strém /10/ fiir
einige Normen und Klassen von Matrizen untersucht.

2. Anwendungen

Im folgenden werden einige spezielle Kriterien einheitlich ‘aus
(2) und (3) durch konkrete Wahl von P gefolgert.
PFir das Jacobi-Verfahren ist

-1,
T == 4 (AL+AR).

Wir erhalten aus (2) fiir P = AD‘1 und P = I die bekannten ZSK

z[-AD"' (Aprag), AD‘1] & W
z[—AD"1(AL+AR), 1]<1

und aus (3) fir P = Ap und P = I die bekannten SSK

z[-(AL+AR)tAD‘1,. 6] <1,
Z[—(AL+AR)tAD-1, 1 ]<n.

Rir des zum Gesamtschrittverfahren (1) gehﬁrénde Binzelschritt-
verfahren ’

(I—TL) xs+1 = (TD+TR) =+ v ' 4)
folgen fir P.= D, P = (I-TL)—1D upd P = (l-TL)tD die hiprei-

chenden Kriterien-
2 [(1-r) (1), D) < 1, : (5)
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z [ ey, (117 ] <1, : (6)

z () b1 77, D) <1, 7

2 [(rperp) P(x-2,%7", (-2 %0] < 1. (8

Durch obere Abschétzungen der lipks ip den Ungleichungen
(5) - (8) stehenden Ausdriicke erhélt man einfacher zu handha-
bende Kriterien. Wir beschrénken upns hier auf Abschétzungen der

in (5) und (6) stehenden Ausdriicke.
Zunéchst geben wir eine obere Abschiédtzung von

z2[(x-1;)" (1 #15), D] an. Wir setzep

tid(D) 1= tij dj/di’ 1,5 = 1,040,0,

t5(D) 1= (0y400,0,b (D) yenuy (D)), k= 1,...,n.
Der k-te Zeilenvektor zk(D), k,=1,...,0, VOD

1 o y=1=1

(I-D TIP) D (TD+TR)D
148t sich wegen
-1 _1 z'(D)
DT (TPn+TR)D = (I- T.D) .

DR L 0"

z (D)
rekursiv berechnen:

21(0) = +'(D), .
(D) + ;;; (P 22(D), k =2,...,0.

25(D)
Damit ergibt sich die Abschétzung

1=y = I, =2 aqy(0),
k=1 :
1)l + gltki(D)l It

k-1

n

I=Xo)h,,

[1N
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und mit a(D) := max a;(D) gilt
12isn

[z x-rp)"Ne2p), D] € a(D).

Das hinreichende Kriterium (enthalten in /1/) a(D) < 1 ist fiir
D = I das bekannte Sassenfeld-Kriterium /8/.

Wir wenden uns nun einer analogen Abschétzung fiir
2 [(x-1) " (Tpe2g), (1-2)7"0]
zu. Zur Abkiirzung setzen wir
8 (D) 1=, (t3(D)yeee,by;(D), Bpe 500%; 2 8 Fusnghe
Der k-te Spaltenvektor wk(D), k =1,...40, von
™1 (2 +p)n(1-D7"1; D)™
188t sich wegen
D™ (T#TRID = (w'(D),.. 0, W (D)) (I-D7'T;D)
rekursiv berechnen: '
w(D) = s"(D), o _ (9
WD) = (D) - ; t,,(D) WD), K = -1, p-2,..0,7.
r=k+1
Aus (9) erhalten wir die Abschiédtzung '

W7D, = 187(D)14 =3 B,(D),

]
< ¥ .
1W<, € 15N, + r;1 6,5 (D) 1WF (D)

D ¢
. £ llsk(D)II., + r§1 |65 (D) 8,(D) =2 By (D),
k = =1, N-2,e0e,71s
Mit B(D) := max  B8,(D) wird é
; 1€k<p

2 [(z-) " (rperR), (-1 D] £ B(D).
' 101



Das hinreichende Kriterium (enthalten in /1/) 8(D) < 1 ist fiir
T 1= -y~ (4;+Ap) und D = I enthalten in /2/.
Fir TD = 0 ist jede der Ungleichungen -
A(D) := max a,(D) < 1,
2i<n

B(D) := max B;(D) <1
1€i€p-1

hinreichend fiir die Konvergenz von (4), da die Elemente der er-
sten Spalte von (I-TL)"1TR und die Blemente der letzten Zeile

von TR(I-TL)'1 sémtlich verschwinden.

Im folgender widmen wir uns kurz der Bestimmung von
inf «(D), inf B(D)
D D

und der nﬁherunésweiaen Berechnung dieser Werte. s ist

g 3= 9[(I-ITL|)'1|TD+TRI] £ z[(I-lTLl)-1lTD+TR|, D] =ot(D)
und 5

g £ z[(z-Ir NN ITpengl, (T-1TL1)7 D] = B(D).
Die Matrizen (I-|Tp ()~ Ty+Tpl, ITp#Tgl (I-1Ty])™" mdgen posi-

tive Eigenvektoren d*:= (dq,....d;)t >0, d := (51,...,3£)t >0
zu dem Eigenwert ¢ besitzen. Dann gelten mit
D*s= dias(d;,...,d;), D := diag(51,...,5n) die Gleichungen

a(d*) = B(D) =g,
und die Vektoren d*, d sind durch die Gleichung d = (I-1Tyl)d*

miteinander verbunden.
Der Eigenvektor 4* 1é8t sich mit Hilfe der Iteration

a® = 1,...,0%
& ) d . I2g#TldS, k= 0,1,2,..., (10)
approximieren. Mit D, 3= dias(d1k,...,dnk) wird
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k+1,. k
c(.(Dk) & 1!2?;({] di /di =3 Qy, k = 0,1,2,...,

und nach einem EinschlieBungssatz von Collatz /5/ (siehe auch
/3/) liegt monotones Verhalten der Quotienten Q) Vor:

Qo * Qg ® eve Qe B Qyq * .o e

Insgesamt haben wir den folgenden
Satz 1: 1. Jede der Ungleichungen a(D) < 1, B(D) < 1 ist hin-
reichend fir die Konvergenz der Iteration (4).
- Par Tp = 0 ist auch jede der Ungleichungen & (D) <1,
B(D) < 1 hinreichend.
3. Es ist ¢ € min (igf (D), igf B(D)).

4. Besitzen (I-IT01)™ 1TpeTpl, I T#2pl (I- 12, 1) posi-

.

tive Zigenvektoren d¥, d zum Eigenwert g, so gilt
a(0*) = 8(B) = ¢ [(x-17y D~ 12pemp 1] una
d = (I-l7gl) Q"

Der Eigenvektor a* > O kann mit Hilfe der Iteration
(10) approximiert werden.

wn

Die Anwendungen sollen mit einem Kriterium fiir schwach gekop~
pelte Systeme beschlossen werden., £s sei

U E

T = ’ (11)
v w

wobei U = (“ij) eine (r x r)-Matrix ist, W = (Wij) eine

(s x s)-Matrix, r + 8 = n, V = (viy) und B = (€44) mit

leg51 2 € (i=1,.00085 § =1,...,r) fiir hinreichend

kleines £,

Wir betrachten die Iteration (1) in Verbindung mit (11). Der

folgende Satz enthélt ein VZSK upnd ein VSSK fiir diese Itera-
tion.
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Satz 2: 1. Die Iteration (1) konvergiert, falls eine Zahl ¢ > O
existiert mit

r
é:lui;ﬂ < 1=-8E¢c, 1="15eee,r,
N (12)

r 8 _
; ’vijl/c +; lwijl <1 1 =1,.0048, oder mit

T 8 '

é: (uijlvl-;lvijl/c <1y J = Tyeeesly
= == e .

8

; lwggl < 1=2 €0y 3= Tpeeeyse

2. Fir & = O (entkoppeltes System) konvergiert (1) (bei
beliebigem V), falls

(13)

r .

- lu13|< 1, 1 =1000,1r,
g (12')
; (wyl <1, 4 e 1,...,8, oder

.

; luidi <1y J=Tyeee, Ty

- ; (13"

; Iwid\<1 J = 1yeee,8, gilt,

Beweiss Es sei P = diagl(d..,,....,dn), 4y = oo =4, =1,

dppq = cas B d, = c. Dann folgen die Ungleichungen (12) aus (2)
Ungekehrt ist mit (12) das VZSK (2) erfiillt. Die Ungleichungen
(13) eind mit dem VSSK (3) #quivalent, wenn wir P durch F1 er-
setzen. Die Ungleichungen (12'), (13') ergeben sich aus (12),
(13) in Verbindung mit Stetigkeitsbetrachtungen und €c — O,

£ -> 0, ¢ — 00, Damit ist der Satz 2 bewiesen,
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Schrittweitensteuerung bei der iterativen Verbesserung niéhe-
rungsweise berechneter Ldsungen linearer Ausgleichsprobleme1

1. Binleitung . '

Es wird die LYsung eines (iiberbestimmten) linearen Gleichungs-

systems

six =b (A e B®*"?, x ¢ B, b ¢ IR®, m 2 n, .Rang(A) = r € n)
im Sinne der kleinsten Fehlerquadrate betrachtet, d. h., es
sind Quadratmittelldsungen

Req= {z € IRP: flb-azll = mip n ﬂb-Axl” bzw. die eindeutig
xelR
bestimmte Normalldsung 2 e Q mit 12 = min 122} von Ax = b

Meq
gesucht ( ll <l bezeichnet stets die euklidische Vektornorm).

Formal lassen sich x® und xN mittels verallgemeinerter Inversen
von A (d. h. Idsungen einiger bzw. aller vier Penrose-Gleichun-

gen AXA = A (1), XAX = X (2), (AD)" = ax (3), ()T = 7 (4))
daistellen. Es ist x = A*b, wobei A* die Ldsung von (1) bis
(4) ist, und es ist = = Aj'j_b * (I-A1A)y'mit einem beliebi-
gem Element y € IRP und beliebigen (1,3)-Inversen A3 vow,
(1)-Inversen 4" von A (s. Bén-Israel, Greville /1/).

Fir die Berechnung von xQ und xN steht eine Reihe direkter Ver
fahren, gekoppelt mit einer iterativen Nachkorrektur zur Verfii-

gung. Golub, Wilkinson /6/ gehen z. B. von einer néherungsweise
berechneten QR-Zerlegung von A aus,

1 gLrweiterte Fassung eines Vortrags, den der Autor am
+ 15. 06, 1979 im Rahmen des Mathematischen Kolloquiume der
Sektion Mathematik der WPU gehalten hat.
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4

mxn ol I,, R eine obere Dreiecksmatrix aus

R® A (QeIR
R *? nit ﬁans(R) = n), und betrachten das Verfahren:

(vo) Startwert:'x? = 03
Iterations ¥ = £ + &5 (k=0,1,...) mit
RTREE = aT(v-ad5).

Verfahren (VO) versagt, wenn die néherungsweise berechnete QR~
Zerlegung von A zu schlecht ist, was insbesondere bei schlecht
konditionierten Aufgaben der Fall sein kann.

Hier werden Verfahren betrachtet, die aus (VO) durch Einfiihren
einer geeigneten Schrittweite hervorgehen und (theorstisch)
stets konvergieren. Testrechnungen zeigen, daB durch d4ig
Schrittweitensteuerung zum Teil eine Konvergenzbeschleunigung
erzielt wird oder praktisch iiberhaupt erst einmal Konvergenz
erreicht werden kann, wo das entsprechende Verfahren ohne
Schrittweitensteuerung versagt.

Die Schrittweitensteuerung ist z. B. dann vorteilhaft, wenn bedi
potwendiger Regularisierung der Aufgabe der Regularisierungspa-
rameter ungiinstig gewihlt wurde. Falls allerdings (VO) bereits
~hinreichend schnell konvergiert, bringt 3ie keinen Vorteil. Da
die Schrittweitensteuerung auch bei anderen Verfahren als (VO)
eingesetzt werden kann (z. B. dann, wenn mit einer Zerlegung
von ATA pach Cholesky oder mit einer Singulérwertzerlegung von
A gearbeitet wird), soll im weiteren eine etwas allgemeinere
Verfahrensklasse betrachtet werden, bei der RTR durch eine sym-
metrische, positiv definite Matrix P € IR” * P ersetzt wird. £s
gibt dann eine symmetrische, positiv definite Matrix B € R®* P
- mit Ba = P, Fir die Konvergenzaussagen wird eine Singulédrwert-
zerlegung von 4B~ benstigt:

28”1 = usvT mit U e I’®*®, v € R"* P orthogonal,
8 = dias(s,,,...,sn)emm"“, By 2By 0u28,>8 .= ...=8,=0.

(5)
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2, Das Iterationsverfahren mit Schrittweitensteuerung

(V1) Startwerte: P € R?* D gymmetrisch, positiv definit,

x° ¢ ®P beliebig vorgegeben;
%41

Iteration: X

P = aT(v-ax5).

2+ y & (k=0,1,...) mit

Schrittweitensteterung
Es gibt stets eine hinreichend kleine, konstante Schrittweite
Y = P 8O daB (V1) konvergiert. Genauer gilt der

Sabz 1: Fir die pach dem Verfahren (V1) mit ¥ = Y = 6/s5
(k=0,1,...) berechnete Folge {5} gilt
110 o = 3T )% + [1-87"an"")*a] =° = =0
genau dann, wenn O < W < 2 ist.
Beweis: Durch vollsténdige Induktion wird zundchst die Aussage
k=1
D g (z-yp- ATt P 1aT(o-ax%), k=1,2,.00, (6)
=0

bewiesen. Fir k=1 ist x! = x° + ydx® =x° + v 4T (b-4x%),
also (6) richtig. SchluB von k auf k+1s

£ o o pae
= 2 4y l-ad) = yp AT 4 (1- prTaTH"

= T + -y tatayx® + y;(I-XP-1ATA)lP'qAT(b-Ax°)

k
x° + yF AT (0-ax") + y;(l-YP‘1ATA)lP-1AT(b-Ax°)

X ‘
x° + yo_(1-pp AT P At (o-ax).
=0
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Mit P = BZ und BT = B folgt weiter

k=1
x° + y37 ;:: [-yas™H%as™) 1 (a3 (0-2x°)
=0 _

&

und iliber die Singulédrwertzerlegung von AB'.1=

k-1 k-1
g [1-pcas™ ) as™) * (ap™)? = ;(I-YVSTSVT)IVSTUT
=0 =0

kA _ k=1
=V Z (z-ya¥s)* g™t = ... = vsT ; (r,yssHt ot
=0 =0

(Die ersten r Spalten von I, sind die Einheitsvektoren
e",...,er aus IR™, die restlichen (m—r)\Spalten sind gleich

dem Nullvektor 0 € IR™.)
, k=1

Da lim ) (I -yss®
) =0

A\
)1 = % (s")TS* genau dann gilt, wenn

I1-ys3| <1 fiir 1=1,...,7, d. h. 0 < ) < 2/85 1st, folgt

lim x*

x° + yp~lvs? % (s*)Ts*uT (b-4x°)
x° + B st uT(b-4x°) = x° + B4~ Ty* (b-2x°)
= 5”1 " + (-7 ") *a)x°

genau dann, wenn 0 < Yy < 2/s$. »
Die Matrix B~1(aB”)* ist eine (1,2,3)-Inverse von A, und damit

ist der Grenzwert lim xk = xQ stets eine Quadratmittelldsung
von Ax = b,

Bemerkungen :
1. Im Gegensatz zu Golub, Wilkinson /6/ und Bjérck /2/ wird

hier nicht Rang(A) = n vorausgesetzt.

2. Ist Rang(a) = n, dann ist B~ '(AB" )" = a*, 4. h., falls
(V1) konvergiért, gilt in diesem Fall lim x* = a*b = ».
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3. Die Konvergenz des Verfahrens héngt ab von der Konvergenz
der Faktoren

2.k
X 1=-(1-ys?)
6k ;:: (1-ys2)? = ____;;?&__
1

gegen 1/(?51) (i=1y...,7) (vgl. Beweis zu Satz 1.

Da 6§*7 - /(D) = (1-¥8D)(EE-1/(ze2)) (i=1,...,r, k=1,2,...)

ist, héngt die Konvergenz von

¢ =c(¥) = max |1-ysf = max (11-ys21, 11782 ab.

1<i<r
is gilt
ss s§ cond2 (P’1ATA) -1 ¢ 53
= £ c(y) <1
s1 + ;3 cond, (PAW%Ti) + 1 ¥ !

wobei die untere Schranke fir ¥, = 2/(s$+s§), d. h,
ooopt = 255/(5? + si) angenommen wird.

Die Verwendung der konstanten Schrittweite Ve =7¥= aysﬁ hat

den Nachteil, daB Sq i. allg. nicht bekannt und eine brauchbare
obere Schranke fiir s, our schwer beschafft werden kann (auBer
in dem praktisch nicht interessanten Fall P=I, wo (V1) gerade
das Gradientenverfahren fiir die Aufgabe f(x) = |l b=-Ax|“ - min!
darstellt). Als Ausweg bietet sich an, die Schrittweite Ty 80

zu bestimmen, daB die Abstiegsbedingung ﬂb—AxF+1“ < "b-Aka
(k=0,1,...) erfiillt ist.

Satz 2: Fir die nach dem Verfahren (V1) mit

Wy (0-ax)Tad/ | 4812, £a11s A4 # 0

yk=
0, falls A 625 =

und U < W £ @) £ W< 2 berechnets Folge {x*} gilt
lim 2 = 377N + [1-8"1(ar"")*a] x° = =X,
11



Bewels: Es sei

Pp@) = b =+ p6x) 112 = || (2-yar~"aT) (b-ax®) || 2
= (b-ax)T(b-2x5) - 29(b-ax)Tad® + Y2(6) ATy Gk,

d. hey 4& ist eine quadratische Funktion En Y mit dem Scheitel-
punkt bei ¥y . = (b-sx" KyTp6E/ 1| 4625 12 > 0, falls A6xS # O iste

Mit den Abkiirzungen zk =V Bx y 6= UTb und iliber die Singulér-

=1 = Usv! erhilt man

wertzerlegung AB
9’1:(7) =i - 487 (B4 pB~ 2T (v-28"1B2")) 112
SRR IC kv TuT (v-usz®)) 112
=¥ - s(zEaysT(ulo-s2%)) |2

= Lp - S(zk+ysr(c—3zk)) Hz = H(I-ySST)(c-Szk) H2
2‘2 k2
2
=E 1- - § ,
( YSi) (ci sizi) + 15 Sy

. r
und d..naghfyk,s & Giﬁhk mit Gi = ;;; si(ci-siz§)2 und

T
4
py = |§=. si(ci-aizl;)a, falls Aéx* # 0 ist..

Bs sei zundchst AGXS # O fir alle k, dann folgt
+1 |12
o - ax** 12 -9, (v

5::: ci

i=r+1

r
= ;("1'“12]1:)2 - G (2~ )6y +
=lo - & 12 - g (20 )62 s, .

Aus der letzten Beziehung liest man
0¢aclb - <llb - adllc... <l|b-Ax Il ab,
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d. h., es existiert lim lb - ax| 2 o.

Wegen lim (Ib-ax**"2 - |lbax®|?) = 0 una
w(2-4,) * @(2-45) > 0 fiir alle k ist lim 62/, = O.

T x
Wegen (ci-siz];i‘_)2 £ ;(ci-siz§)2 = |b -»A:J‘N?‘ = b - Ax°ﬂ2
(fir 4=1, ..., ud k=0,1,...) 15t fdo | beschrénkt. Danit ist
aber 1im 6, = 0, also lim (c;-8;2f) = O bzw. lim zf = c;/s,
(1=1,000yT). '
Ist Ad'xk = 0 fir irgendeid k = k,, dann ist (pk(y) = const.
T
, " 2, . K2 :
fiir alle ¥, d. h. ; si(c::i-sizi )€ = 0; daraus folgt unmittel-
bar z]‘:f = ci/si' (i=15e00,7, k=k , k +1,...), also ebenfalip’

lim zl; = oi/si.

Fir die Komponenten zl: (i=r+1,...,0) VoD zk erhilt man aus der
Iterationsvorschrift z57" = X + }’kST(c-Szk) die Béziehung
] 0
2 = 29 (1=r#1,...,1, k=0,1,...).
Insgesamt gilt daher lim zk = 8% + (I—S*S)zo.‘
Fir {¥} folgt somit
lin 2* = B~ lvs*uTo + B~ v(1-s%5)v Bx°
= 71BN + (1-3~1(an~ ") *a)x%=x+3~ (4B~ 1) * (b-22°).

2. _Anwendung des Verfahrens zur Nachkorrektur

Die symmetrische, positiv definite Matrix P ist als Néherung
fur ATa (bzw. aI + ATA mit einem geeigneten Regularisierungs-

parameter « > 0, falls Rang(A) < b) So zu wihlen, daB 6x*
'leicht berechnet' werden kann.
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Beispiele: )
a) QR-Zerlegung von A (QR =~ A, Q orthogonal, R obere Dreiecks-

matrix mit Rang(R) = n): P = RIR,

b) LR-Zerlegung von ATA pach Cholesky (RTR ~ ATA, R obere

Dreiecksmatrix):s P = RIR.
¢) 1R-Zerlegung von A nach Gau8 (IR = A, L = (1“) e RU*D

mitlij=0ﬁiri<;],a=(rij)emn'nmitri:j:Ofﬁr

n): P = RY(ITL)R.

i >3, Bang(L) = Rang(R)

d) Singulérwertzerlegung von A (I.TS\TT =~ A, U und V orthogonal,
S = dlag(s;) € B®*? mit s, > 0, i=1,...,0): P = VS'SV .

Eine iterative Verbesserung ist i. allg. nur dann erfolgreich,
wenn geeignete Werte mit héherer Genaulgkeit berechnet werden.
Ist Ax = b konsistent, dann geniigt es, den Defekt b - Atk mit
hiherer Genauigkeit zu ermitteln. Ist dagegen Ax = b inkonsi-
stent, dann ist entweder AT(b-Axk) mit héherer Genauigkeit zu
berechnen, oder statt (V1) das folgende, mit (V1) im Sinne der
Analysis dquivalente Verfahren (V2) zu benutzen (s. Golub /4/,
Golub, Sauaders /5/, Bjorck /2/).

(V2) Startwerte: P € R symmetrisch, positiv definit,
x° e ]Rn, r° e ™ beliebig vorgegeben;

Iteration:s =1 = X 4+ Yk&!k, = o 4 6rf mit
P = AT(o-ax*~r%) + AT* una
&% = (b-ax-r%) - ?kAJxk (k=0,1y444),

wobei (b-Ax-rX) mit hoherer Genauigkeit und alle ibrigen
Terme mit einfacher Genauigkeit berechnet werden. \
Falls der Grepzwert lim xk = xQ existiert, konvergiert die Fol-

go i} gegen b - ax® = [1-a877(aB™")*] (b-2x°). Daher sind
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= b - Ax° (mit einfacher Genauigkeit) und r° = 0
(d. h. r7 = b - ax") als Startvektoren r° naheliegend.

4, Numerische Tests

Vorgelegt sei das lineare, liberbestimmte Gleichungssystem
Ax = b mit der von Zielke /8/ angegebenen Testmatrix '

a a a-1 a

a+1 a a “a
A=]a a a=1 a H

a+1 a a a

at+l a+l a a+1’

Rang(a) = 3, condp(A) = lAly Ia*ly = 7.75 lai? gur la] > 1,
und der rechten Seite b = (1,1,1,1,1)T.

Als Ldsungen erhédlt man hier (unabhingig vom gewihlten Parame-
ter a in 4) PR (1,0,-1,0)T und x° = (1,5,-1,-3)T, wobei g be~

liebig reell ist; pun gilt |b-ax’| = Ib-ax®l = 0, d. h.,
= b ist konsistent. Mittels Householder-Transformationen
wurden QR-Zerlegungen von A und [ V% ¥ mit verschiedenen Re-

Sularisierungspa.rametern a > 0 und fiir verschiedene Werte von
& berechnet. D:p.e durch Regularisierung bestimmtern Niherungen

° - ¢ fiir 2 wurden anschlieBSend mit (V1) verbessert

(Berechnung von (b-Ark) mit doppelter Genauigkeit). Zur Ein-
schitzung der Genauigkeit der nach iterativer Verbesserung er-
haltenen Niéherungen x wurden die GriBen

x(x) =-1g (mgx q;) berechnet, wobei

Iz - x}/1xd, zalls |xF| 4 0
9 = R
lxi - xgl. falls ngl =
mit der 'am niéchsten' gelegenen Quadratmittelldsung xQ war,
die in den meisten Fédllen mit o ibereinstimmte.
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In der folgenden Tabelle beziehen sich die Werte in der jeweils

1. Zeile auf die Startwerte, in der

2. Zeile auf die Iteration (V1) mit yk =1 (k=0,1,...) und in
der

3, Zeile auf die Iteration (V1) mit Yy gemiB Satz 2 @vk=1).

ANZ gibt die Anzehl der beﬁﬁtigten Iterationsschritte (maximal
50) an, Maschinengenauigkeit: 8 dezimale Mantissenstellen.

Tabelle
—— e = 200 a = 500 a = 1000
o b - Axll 22 ANZ| b - Axl 2 ANZ| b - Ax|l 2 ANZ
0 (6544 2.8 .78#-4 1.6 .40#-3 1.8
#-8 | .15#-4 3.6 . 92#-4 . 1.5 T1#-4 1.3
21#-5 5.5 3 23#=5 5.1 4 24#-4 3,9 2
.21#=5 5.5 2 .26#-5 5.0 4 LA1#-4 4.1 2
#7 | J514#-4 2.0 JA6#-3 1.1 «19#-3 0.6
.164#=5 5,7 3 ST1#=4 4.2 4 .65#-4 4.6 4
65#-6 6.1 2 JT0#=4 3.2 1 A3#-4 3.1 2
#-6 .43#-3 1.0 .T1#=3 0.4 61#-3 0.1
.86#=6 5.9 6 43#-5 3.4 9 .16#=4 3,0 19
.35#-6 6.3 4 .55#=5 3.3 3 14#=3 2,1 5
#-5 .224-2 0.3 14#-2 0.1 .T9#-3 0.0
.24#-5 4.0 14 L3444 2,3 - M .15#=3 0.7 50
.23#%5 4.0 3 .314-5 3.8 5 1143 1.8 6
#-4 | .38#-2 0.0 L1642 0.0 .81#-3 0.0
.69#-4 1.8 50 | .83%3 0.3 50 | .694-3 0.1 50’
3945 3.9 4 .36#-5 3.0 7 5145 2.5 4
#-3 .40#-2 0.0 .16#-2 0.0 .82#-3 0.0
1 .28#-2 0.2 50 .15#-2 0.0 50 .80#-~3 0.0 50
.254-4 3.5 4 37#-4 1.7 S .24#-3 0.5 3
#-2 .| .41#-2 0.0 .16#-2 0.0 .82#-3 0.0
.394-2 0.0 50 .16#=2 0.0 50 .81#-3 0.0 50
‘ 7743 0.7 50 4#-2 0.1 So .81#=3 0.0 50
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Rostock. Math. Kollog. 13, 119 - 122 (1980)
Lothar Berg
Eip ableitungsfreies Dreistufenverfahren it quadratischer

Konvergenz zur Berechnung von Rullstellen
{

Ua fir einen Kleinrechner ein Iterationsverfahren zur Nullstel-
lenbestimmung fir eine gegebene Funktion f£(x) zu programmieren,
das beil verhéltnisméfig geringem Aufwand eine iiberlineare Kon-
vergenz besitzt, wurden verschjiedene Verallgemeinerungen der
Regula falsi ins Auge gefaBt, beli denen die neue Iterierte aus
dreil vorhergehenden Nidherungen berechnet wird, Es ist pahelie-
gend, durch die drei zugehdrigen Punkte der PFunktion wie bei
R. Zurmilhl /5/ eine quadratische Interpolationsparabel zu le-
gen. Im Gegensatz zu dem in /1/ beschriebenen Verfahren ist
danp aber im allgemeinen pur eine einzige der beiden Nullstel-
len der Parabel eine verbesserte Niéherung an die gesuchte Null-
stelle. Aus diesem Grunde benutzt A. M. Ostrowski /2/ zur In-
terpolation eine gebrochen lineare Funktion, die keine uber-
zéhlige Nullstelle besitzt. Von den zahlreichen Iterationsver-
fahren, die map auf der Grundlage der allgemeinen Interpola-
tioostheorie erbalten kann, sei hier noch das Beispiel 6=2 aus
J. P. Traud /3/

ri b4 t1_1 1

1
- - - i -
e R 4 CIT Y DA ST SRR TR Ry ?[11_1'!1_2])

angefihrt, bei dem die Ausdriicke mit den eckigen Klammern die
Steigungen .

f[x,y) = (£(x) - £(3))/(x-y)
bedeuten. Alle bisher genannten Verfahren zeichnen sich dadurch
aus, daB sie bei jedem Iterationmsschritt, vom Start abgesehen,
die Berechnung von nur einem einzigen neuen Punktionswert er-
fordern und keine Ableitungen benutzen. Im folgenden soll ein
weiteres Verfahren dieser Art betrachtet werden, das eine sehr
apschauliche Deutung zuléBt.
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Das Iterationsverfahren: Zu drei gegebenen Néherungswerten Xy

CXy_q Xy o berechne man zundchst die Steigungen

= I[E_q0%5 0] By = 85,9 05 = L[X;,X ] 1
sowle den ontienten ’

(1 +8y04) ~ (cy-8;)b;
B4 T TT+ 8;6,)b; + (¢;-8,) °*

(2)

wobei .die Klammerung in einer solchen Weise durchgefilhrt wurde,
wie sie fir numerische Rechnungen gdnstig ist. Der néchste
Iterationswert wird dann durch

Xyyq = X - ByE(xy) : (3
festgelegt. Es geniigt, eihe einzige Ausgangsniéherung x, als
Startwert vorzugeben, wenn man stets x, = X, =Ty Xy =X + 7
und beispielsweise r = 0,01 wiéhlt. Die Iteration beginnt mit
dem wert. i = 2 und wird abgebrochen, 8obald der Defekt f(xh_.‘)
hinreichend klein ist. Will man vermeiden, daB das Verfahren
vorher versagt, 80 hat man ip den drei Féllen, wo im Rahmen der
Rechengenauigkeit entweder der Ziéhler oder der Nemner von my "
verschwindey oder X; 4= X3 4 wird, die letzten drei Iterier-
ten geeignet abzuéndern.

Geometrische Interpretation: Das Itefationsverfah.ren (3) besagt
offenbar, daB die Nullstelle der Geraden durch den Kurvenpunkt
Pi = (x:l.'f(xi)) mit dem Stéigungsfaktor 1/m1 als neue Iterier-

‘te Xy,q 20 wdhlen ist.
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Diese Gerade ist aber nichts anderes als die Tangente des Krei-
ses durch die Punkte P;, P;_,, 1_’1_2 im Pupkt P;. Um uns hiervon
zu iiberzeugen, bemerken wir zunéchst, daB die Tangente nach dem
elementaren Satz iiber den Sehnentangentenwinkel mit den Be-
zeichnungen der vorstehenden Abbildungen den Steigungsfektor
tan (y ~ o +B) besitzt. Da nach (1)

8; = tand, bi = tan 8, ey = tany
gilt, findet man leicht mit Hilfe des Additionstheorems fiir .den
Tangens, daB der Steigungsfaktor der Tangente gleich dem rezi-
proken Wert von (2) ist. Damit ist die BeRauptung bewiesen.
Konverg enzgiite: Wir zeigen jetzt, daB8 das Verfahrem (3) in der -
Umgebuns einer einfachen Nullstelle x* einer zweimal stetig
differenzierbaren Funktion dasselbe Konvergenzverhalten wie das
Newton-Verfahren besitzt und daher insbesondere quadratisch
konvergiert. Zu diesem Zweck setzen wir d;j =Xy 243 -x* und
berechnen mit Hilfe der Taylorentwicklung

ay aP +2-(do+d1)f', b1= £ +2-(d1+d2)£", ey =L +%(do+d2)f"
bis auf Glieder hoherer Ordnung. Das Argument von f£' und £
ist dabei ﬁberall x*, Hieraus folgt ‘

a;¢y = 22, (a, +2-(d +d2))f‘f"
oy =8y =3(dy-d,)e"
und pach kurzer Rechnung
my = Fv(1 -4, £7)5
n2(xy) = (1-3 4, §0)4,,

sowie schlieBlich wegen (3)

1fll
4z = =3F 4

bis auf Glieder hdherer Ordnung. Diese Gleichung besagt, da8
das Verfahren (3) wie das Newton-Verfahren die Konvergenzord-
bung 2 und den Konvergenzfaktor £"(x¥)/2f'(x*) besitst.

BEs sei noch erwihnt, da8 kiirzlich von W. Werner /4/ ein Verfah-
ren der Ordoung 1 + ‘[?ontw:lckolt wurde, das allerdings Ablei-
tungen benutzt. AuBerdem ist dort jeder Schritt ein Doppel-
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schritt, so daB sich die Ordpung eigentlich auf V1 + Y2 re-
duziert.

Beispiele: Das Verfahren (3) wurde auf dem Robotron K 1002 an
Hand der Funktion £(x) = sin x -0.5 mit den Nullstellen
T/6+2Tk und 5T/6+ 2Tk getestet, wobei k eine beliebige gan-
ze Zahl ist. Von dem glinstigen Startwert xé:=0.5 ausgehend, er-
gaben sich die Iterierten

Xz = 0.5234450168, x, = 0.5235987573, X5 = 0.5235987756,

wobei der letzte Wert sich beim néchsten Iteratiomnsschritt
picht mehr &ndert und im Rahmen der Rechengenauigkeit gleich
§I/6 ist. Wéhlt man r zwischen 10”7 und 0.5, so &ndern sich nur
die Zwischenwerte, wéhrend x5 unverdndert bleibt. Im Fall r = 1
entsteht bel x5 eine Abweichung um 10’9, so daB zur Erreichung
_der vorhergehenden Genauigkeit ein weilterer Schritt erforder-
lich ist. Bei dem ungiinstigeren Startwert X, =0 (und wieder
r=0.01) 8ind ebenfalls 4 Iterationsschritte erforderlich. Bei
dem besonders ungiinstigen Startwert x5 =1.5 in der N&he eines
Extremwertes sind sogar 10 Schritte erforderlich, um die Null-
stelle -777/6 = =3,665191429 zu erreichen. Dieses Beispiel un-
terstreicht, daB dle allgemeine Konvergenzaussage pur lokaler
Natur ist, da das Iterationsverfahren am Anfang Schwierigkeiten
hat, sich auf eine der unendlich vielen Nullstellen eipzupen-
deln.
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Rostock. Math. Kolloq. 13, 123 - 131 (1980)

Hans-Wolfgapng Stolle

Zu einigen Problemen der Mathematikausbildung fiir Ingenieure1

Die Gestaltung der mathematischen Ausbildung von Ipgenieuren
muB sich.an den Zielstellungen, die dieser Ausbildung zugrunde
liegen, orientieren. Diese Ziele s8ind in den Lehrplandokumenten
der Hochschulen der DDR verankert und beiphaltep im wesentli-
chen:

1. Die Vermittlung derjepnigen mathematischen Grundlagen, die
fir das Verstiandnis upd fiir die Apneigoung paturwissenschaft-
licher und technischer Brkenntpnisse erforderlich sind.

2. Das Erla;gen der Befidhigung, paturwissenschaftliche und
technische Probleme mathematisch zu formulieren und zu ldsen
bzw. ip Zusammenarbeit mit Mathematikern einer Ldsung zuzu-
fihren.

Dazu ist die Keontpnis und das Versténdpois fiir verschiedene
grundlegende mathematische Denk- und Ausdrucksweisen erforder-
lich, wie auch die Beherrschung einer Reihe wichtiger, damit in
Zusammenhang stehender mathematischer Begriffe, Regelp und Ver-
fahren. Insbesondere muB die mathematische Ausbildung folgende
Denkweisen besonders schulen:

a) Das deterministische Denken, wie es bei der Behandlung der
Mehrzahl paturwissepschaftlicher und technischer Probleme
etwa durch die Beschreibung mittels gewdhnlicher und par-
tieller Differentialgleichungen und Integralgleichungen auf-
tritt.

b) Das stochastische Denken, das bei der Erfassung irreguliirer
Vorgénge und bei statistischen Untersuchungen der verschie-
densten Art anzuwenden ist.

—_—

1 Vortrag, gehalten auf einem internmationalen Seminar su Pro-
blemen der Ausbildung in Varpna (VR Bulgarien) 1979
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¢) Das pumerische Denken, das darauf gerichtet ist, die analy-
. tischen und stochastischen Modelle der physikalisch-techni-
schen Realitét durch geeignete Diskretisierungsverfahren auf
algebraische Gleichungen und Gleichungssysteme zurickzufiih-
ren, um sie auf diese Weise mit Hilfe der modernen Rechen-
technik einer L3sung zusufithren.

4) Das seomtrincho Denken, das es einerseits erméglicht, das
anschaulich ErfafSbere mit apalytischen Mitteln zur Darstel~
lung zu dbringen (z. B. der Vektorbegriff), und das anderer-
seits durch Abstraktion zur anschaulichen Beschreibung ana-
lytischer Sachverhalte dienen kann (2. B. der Begriff des
Punktionenraumes).

Die Vermittlung dieser Denkweisen erfolgt im Rahmen der mathe-
matischen Grundausbildung nicht gleichrangig. Fach wie vor ist
fiir die Schulung des deterministischen Denkens der griBSte Teil
der Zeit reserviert, obwohl in den letzten Jahren geméB den An-
forderungen der Praxis die stochastische Betrachtungsweise an
Unfang immer mehr zugenommen hat. Demgegeniiber wird nach unse-
ren Erfahrungen den numerischen und geometrischen Problemen
noch gu wenig Raum gewidmet, obwohl gerade diese Denkweisen
fiir den berechnmenden und konstruierenden Ingenieur eine immense
Bedeutung besitzen.

Neben der Schulung des Ingenlieurs in den genannten vier Denk-
weisen sind ngch einige allgemeine Zielstellungen der mathema-
tischen Ausbildung hervorguheben, die der Mathematik als Wis-
senschaft immanent sind: '

- das logische SchlieBen
- die Féhigkeit zur Abstraktion
= das axiomatische Herangehen.

Bei der Realisierung der oben genannten Zielstellungen werden
- wir stets aufs neue mit folgenden Fragen konfrontiert:
4. Welche Form des Unterrichts gestaltet die mthematische. Aus-
bildung von Ingenieuren optimal?

2. Wie kann die Mitarbeit der Studenten aktiviert werden, um
tu besseren Studienergebnissen zu gelangen?
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3. Wie kann das in der Grundausbildung erworbene mathematische
Wissen anwendungsbereit gehalten und weiter vertieft werden?

Diese drei Fragen sollen im folgenden aus der Sicht der Sektion
Mathema'tik der Wilhelm-Pieck-Universitidt Rostock beantwortet
werden. Eine allen Anforderungen gerecht werdende optimale Me-
thode fiir die mathematische Ausbildung gibt es patiirlich nicht.
Zunéchst stehen einander zwei extreme Auffassungen scharf ge-
geniiber: .

a) Die f£ir Ingenieure erforderliche Mathematik wird in die Kur-
ge der technischen Mechanik und der Physik integriert und dort
nur sowelit aufbereitet, wie es die jeweiligen technischen, phy-
sikalischen und numerisch-rechentechnischen Belange notwendig
erscheinen lassen. Der Vorteil dieser Methode besteht darin,
daB dem Studenten die Niitzlichkeit der mathematischen Aus-—
drucksweise unmittelbar bewuBt wird. Es gibt auch keine groBSen
zeitlichen Unterschiede zwischen der Vermittlung mathematischexr
Erkenntnisse und deren Anwendung. Auf der anderen Seite wird
aber unter solchen Bedingungen meist nur ein mehr oder weniger
breites Rezeptwissen vermittelt, insbesondere wenn es sich bei
dem Lehrenden, wie das dann in der Regel der Fall sein wird,
um’ Wissenschaftler aus dem Ingenieurbereich handelt, die natur-
gemiB die Mathematik nur als eine Hilfswissenschaft betx:aohten.
Auf Jeden Pall wird eine systematische Entwicklung der oben ge-
pnannten Zielstellungen nicht mdglich séins So wird der Student
die jeweils vermittelte mathematische Methode stets nur mit dem
Jeweils betrachteten Spezialfall in Verbindung bringen, und er
wird im Normalfall auch nicht in der Lsge sein, allgemeine
mathematische Erkenntnisse zu gewinnen, die es ihm gestatten,
diese Erkenmtnisse auf andersgeartete Problemstellungen seines
Anwendungsbereichs zu iibertragen.

b) Die Mathematik wird in strenger Form entsprechend den inme-
ren GesetzmiiBigkeiten der einzelnen mathematischen Disziplinen.
abgehandelt, wobei die Beziige zu den technischen und physikali-
8schen Wissenschaften gar nicht oder in kaum erwihrenswerter

Weise zur Geltung kommen. Sicher wird bei eigem solchen Vorge-
hen den Zielsetzungen der Entwicklung des logischen SchlieBems,
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der Piéhigkeit zur Abstraktion und der axiomatischen Betrach-
tungswelse in hohem MaBe Rechnung getragen. Gerade jingere Ma-
thematiker, die mit diesbeziiglichen Lehraufgaben betraut werden
und keine Praxiserfahrung besitzen, sehen hdufig in der Erzie-
hung zur mathematischen Strenge das Haupterziehungsziel. Abge-—
sehen davon, daB eine derartige Methode von der Mehrzahl der
Studenten der technischen Wissenschaften nicht bewdltigt wer-
den kann, ist besonders zu beméngeln, daB hierbei fast jede
Moglichkeit der Motivierung verloren geht. Der Student erkennt
nicht, wozu er die Mathematik in ihren Details studieren mu8,
und lebnt sie daher ab. Er sieht es pur als eine mathematische
Spitzfindigkeit an, wenn er gezwungen wird, einen mathemati-
schen Sachverhalt bel einer vollsténdig%n Fallunterscheidung
in allen Einzelheiten prézis zu untersuchen,

Ich bin der Uberzeugung, daB hier ein Mittelweg zwischen diesen
beiden extremen Auffassungen der Richtige ist. Man muB in der
Ingenieurausbildung die positiven Aspekte beider Lehrauffassun-
gen miteinander zu verbinden suchen. Einerseits mu8 die Mathe-
matik des Ingenieurs in jeweils inhaltlich geschlossenen Teil-
abschnitten dargestellt und vom étudenten verarbeitet werden,
go daB ibm der rote Faden des inneren wmathematischen Zusammen-
bangs erkennbar bleibt. Auf der anderen Seite muB der Motivie-
rung fiir die Behandlung eines mathematischen Stoffgebietes ein
breiter Raum gegeben werden.

Es ist notwendig, alle mathematischen Begriffe exakt zu defi-
nieren und die Sétze mit ihren genauen Voraussetzungen, die den
Anwendungsbereich dleser Sétze abgrenzen, zu formulieren. Hier
darf es kelne Abstriche geben. Aber sowohl die Anzahl als auch
die Tiefe der ausgefiilhrten Beweise muB sich den angestrebten
Zielsetzungen anpassen. Um der Motivierung entsprechend Raum
zu geben, ist es allein schon aus Zeitgriinden notwendig, Bewei-
se exemplarisch zu bringen und gegebenenfalls unter vereinfa-
chenden Voraussetzungen zu fiihren. Dabei steht die Frage nach
der EKopstruktion der Ldsung einer Funktionalgleichung immer
vor der Frage nach deren Existenz.

Als ein Beispiel fiir eir mathematisch einwandfreies und doch
sohr Skonomisches und den Anwendungen vorzliglich angepaBtes
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Verfahren sei die Losung von Anfangswertproblemern gewdhnlicher
linearer Differentialgleichungen mit konstanten Koeffizienten
mit Hilfe der Laplace-Transformation genannt. Sie kaon leicht
als uneigentliches Integral eingefﬁhrtAwerden. Durch die
Laplace-Trapsformation kann die im Verh#éltnis komplizierte Dif-
ferentialgleichung auf eine. einfache algebraische Gleichung zu-
riickgefilhrt werden, deren Ldsung im Bildraum sofort angegeben
werden karn. Natiirlich muB die Frage der Eindeutigkeit der
Riicktransformation in den Originalraum im Rahmen des Mathema-
tikkurses fiir Ingenieure unbeantwortet bleiben. DaB die Origi-
palfunktion der Lésung der algebraischen Gleichung tatsidchlich
die Ldsung der Differentialgleichung ist, kann dagegen ohne
Bchwierigkeit verifiziert werden.
Die Herstellung von Beziigen zu den Anwendungen muB in der Vor-
lesung und in der Ubung perﬁanent gein und sollte in jedem Fall
die Behandlung eines neuen Abschnittes einleiten. Nach Méglich-
keit muB eine Abstimmung mit den Nachbardisziplinen erfolgen.
Aber pur eine solche Lehrkraft kann eine sinnvolle Motivierung
in einem entsprechend breitem Umfang geben, die selbst ein phy-
sikalisches odeér ingenieurméBiges Denken in einem gentigend ho-
hem MaBe besitzt. Bei der Lehrkraft muB eine Synthese zwischen
mathematischer und praxisbezogener Denkweise vorhanden sein.
Deshalb sollte sich jeder Mathematiker, der in der Ausbildung
fiir Ingenieure tétig ist, iber einen léngeren Zeitraum hin mit
konkreten Problemen aus den Anwendungen beschéftigt haben bzw.
in der interdisziplindren Forschung -tétig sein. Auf diese Weise
lernt er die Denkweise des Ingenieurs am besten kennen und kann
demzufolge auch das mathematische Auffassupgsvermigen des Inge-
nieurs richtig einschétzen.
Un es noch eipmal zu sagens: Die Grundvorlesung in Mathematik
fiir den Ingenieur muf eine niveauvolle, aber den Denk- und An=-
schauungsweisen des Ingenieurs angepaBte mathematische Lehrver-
anstaltung sein, die in starkem MaSe die fir die Praxis wichti-
gen Fragestellupgen beriicksichtigt und deren Inhalt weitgehend
durch physikalische und technische Probleme motiviert wird,
ohne dabei die mathematische Aussagekraft und die allgemeingil-
tige Anwendbarkeit der Sdtze und Aussagen zu verwissern.
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Ich gehe nun zur Frage der Aktivierung der studentischen Mitar-
beit iber. Es ist klai', daB der Erfolg der mathematischen Lehr-
veranstaltungen sehr stark davon abhéngig ist, mit welcher In-
tensitéit sich der Student mit dem mathematischen Lehrstoff be-
schiftigt. Das Verhidltnis von Vorlesung und Ubung muB 80 ge-
wihlt werden, daB die rezeptive Phase der Vorlesung nicht die
aktive Phase der Ubung iiberwiegt. Der Ubungsanteil sollte da~
her gréSer als der Vorlesungsanteil seip. In der Praxis ist
diese Relation meistens leider umgekehrt. Das hat fiir das Ver—
sténdnis des Stoffes und fiir die Bereitschaft zur Mitarbeit oft
schwerwiegende PFolgen und kann in der Regel picht durch das
hiusliche Selbststudium ausgeglichen werden.
Bin anderer Gesichtspunkt ist der, daB die Vorlesung so aufge~ .
baut sein muB, daB der Student zur selbstiéndigen Arbeit ange-
regt wird. Nach unseren Erfahrungen scheint ein wichtiges Mit-
tel dazu die sténdige und vielseitige Binbeziehung eines dafiir
geeigneten Lehrbuches in den Unterricht zu sein, wobei natiir—
lich picht etwa daran gedacht ist, den Unterricht schulméBig
durchzufiihren. In der DDR ist dazu in hervorragendem MaBSe die
21-béndige Reihe "Mathematik fiir Ingenieure, Naturwissenschaft-
ler, Okonomen und Landwirte" (erschienmen im Teubner-Verlag
Leipzig) geeignet, die, nach dem Baukastenprinzip zusammenge-
stellt, allen Spezislisierungsrichtungen der Naturwissenschaft
und Technik Rechnung zu tragen vermsg. Mir die Grundausbildung
der Ingenieure reichen die Bénde
Band 1 - Grundlagen der Mathematik, Abbildungen, rimktionen,
Folgen,

Band 2 - Differential- und Integralrechnung fiir Funktionen
: mit eiper Variablenm,

Band 3 - Unendliche Reihen, s

Band 4 - Differentialrechnung fiir Funktionen mit mehreren
Variablen,

Bapd 5 -~ Integralrechnung fiir Funktionen mit mehreren
' Variablen,

Band 7/1 - Gewshnliche Differentialgleichungen,

‘Bapd 13 ~ Lineare Algebra ,

Bend 17 - :;h::;hainlichkeitsrechnuns und mathematische Sta-
8
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und in einem bestimmten kleineren Umfang fiir spezielle Fach-
richtungen ‘ .

Band 8 - Partielle Differentialgleichungen,

Band 9 - Komplexe Funktionen und konforme Abbildungen ,

Band 10 - Operatorenrechnung,

Band 14 - Lineare Optimierung
vollkommen aus.

Um eine regelmiéBige Arbeit des Ingenieurstudenten mit dem Lehr-
buch zu erreichen und um auf diese Weise das Selbststudium der
Studenten zu stimulieren, muB sich der Dokent auf ein bestimm-
tes, von ihm ausgewiéhltes Lehrbuch beziehen und eine 5ezie1te
Anleitung zum Studium dieser Literatur neben der Vorlesung ge-
ben. Man muB hier Unterschiede machen zwischen dem Mathematik-
studenten, von dem man erwartet, daB er verschiedeme Biicher zur
Hand pimmt, und dem Ingenieurstudenten, der sich bei der Viel-
zahl seiner Fécher nur auf ein, die Vorlesung ergénzendes Ma-
thematiklehrbuch konzentrieren kann. Es ist patiirlich erforder—
lich, daB sich der Dozent in wesentlichen Abschnitten sowohl in
der Form der Darstellung als auch in den Bezeichnungen weitge-—
hend auf dieses Lehrbuch stiitzt, wobei allerdings die zeitliche
Anordnung des Stoffes, die Stoffauswahl, die Ergénzungen zum
Buch upnd die Schwerpunktsbildung in seiner Hand liegen und die
Darstellung den jeweiligen Bediirfnissen der Fachrichtung und
den zeitlichen Moglichkeiten anzupassen ist. Hinweise auf wich-
tige Definitionen und ﬁﬁtzd und auf besonders wesentliche Ab—.
schnitte des Buches regen den Studenten an, sich selbsténdig
mit dieser Literatur zu beschiéftigen und sollten daher regel-
miBig erfolgen. Auch eine so gebaltene Vorlesung kann und mub
durchaus individuelle Ziige des Dozenten zum Ausdruck bringen,
ohne die eine Vorlesung beim Studenten nicht ziindet. Insbeson-
dere hat der Dozent bei der Motivierung und Apwendung der ma-
thematischen Erkenntnisse viel freien Spielraum. Aber der Stu- .
dent s01l aus der Vorlesung erkenmnen, da8 ihm das Buch eine
hilfreiche Ergénzung zum Verstiéndmis des Lehrstoffes bietet.

Es bat sich gz, B. sehr bewihrt, fachlich gute Studenten su be-
auftragen, spezielle im Lehrbuch behandslte Beispielrechoungen
und Anwendungen in den Ubungsstunden vorzutragen.

129.



Hierbei werden die Verbindung zum Buch und die eigenstiéndige
Mitarbeit besonders geférdert.

Eipe fiir den Erfolg der Mathematikausbildung fundamentale Pro-
blematik ist der Umfang der Kenntnisse des neu immatrikulierten
Studerten in der Elementarmathematik. Nur wenn auf diesem Ge-
biet in der allgemeinbildenden Schule eine gute Vbrarbeit ge-
leistet worden ist, kanp die Mathematikausbildung ap der Hoch-
schule erfolgreich sein. Es muB erreicht werden, da8 jeder Stu-
dent zu Beginn seines Studiums sichere Kenntnisse und Fertig-
keiten auf den Gebieten "Bruchrechmung", "Potenz- und Wurzel-
rechoung"”, "Grundbegriffe der Geometrie", "Grundbegriffe der
Trigonometrie", "Quadratische Gleichungen" und "Grundbegriffe
der elementaren Funktionen unter besonderer Beriicksichtigung
der Logarithmusfunktion" besitzt. Eine sichere Beherrschung
dieser Grundtatsachen ermdglicht dem Studenten ein ihn befrie-
digendes, zielorientiertes Studium der hSheren Mathematik. Um
alle Studenten auf ein gemeinsames Grundniveau zu bringen, ist
es dsher erforderlich, daB sie sich vor dem Studium mit diesen
Pragestellungen noch einmal auseinandersetzen., Das erfolgt in
Rostock durch die Ausgabe von Aufgaben zu den oben genannten
Problemkreisen, die von den angehenden Studenten bis zum Stu-
dienbeginn geldst und an den Lehrbeauftragten eingeschickt wer-
den miissen. Zur Auswahl der Aufgsben und zur Anleitung des
Selbstestudiums wird bei uns ein spezieller Vorbereitungsband
des oben genannten Iehrwerks verwandt, auf der die Studenten
hingewiesen werden. Erforderlichenfalls werden zu Beginn des
Studiums noch Forderkurse durchgefiihrt.

Ich komme zum SchluB meiner Ausfiibrungen zur Frage der Feésti-
gung upd Vertiefung des in der Grundausbildung erworbemen ma~
thematischen Wissens. Die intensivste Form der Anwendung der
Mathematik wihrend des Studiums erfolgt oft im Rahmen der Di-
plomarbeit. Es ist daher wichtig, iiber das ganze Studium hin-
weg mathematische Lehrveranstaltungen anzubieten, die so aus-
gerichtet seip miissen, daB fiir die theoretisch interessierten
Studenten die vorhandenen mathematischen Kenntnisse auf hoherer
Ebene wiederholt, weiter vertieft und kontinuierlich ausgebaut
werden. Diesbezligliche Themen s8ind z. B. “Grundlagen'der Fupk-
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tionalanalysis", "Spezielle Verfahren der numerischen Mathema-
tik", "ILisungsverfahren fiir nichtlineare Operatorgleichungen",
"Vertiefung der Kenntnisse in der mathematischen Statistik®™,
"Behandlung optimaler Prozesse und Systeme", “Nichtlineare Op-
timierung", "Spezielle Funktionem der hiheren Analysis", "Spe-
zielle algebraische Strukturen" und éhnliches. Natiirlich mus
bei solchen Lehrveranstaltungen stets ein ganz besonders enger
Bezug zu den Anwendungen vorhanden sein. Hier bietet sich ein
interessantes Feld der Zusammenarbeit zwischen Theoretikern der
Ingenieurwissenschaften und Mathematikern an. Versastaltungens
dieser Art haben in Rostock in frilheren Jahren sehr gute Erfol-
g6 gezeligt und sollten auch jetzt verstirkt wieder aufgenommen
werden. Der wissenschaftlich-technische Fortschritt kamm aur
gemeistert werden, wenn ein groBer Teil der Absolventen der
Technischen Hochschulen eim hohes theoretisches Nivesu besitst.
Daher miissen wir insbesondere auch an die mathematische Ausbil-
dung der Ingenieurstudenten entsprechernd hohe Anforderungen
stellen.
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Rostock. Math. Eollog. 13, 133 - 134 (1980) .

Glinther Steffen

Zur Struktur endlicher metabelscher Gruppen mit abelscher
Fittinggruppe

Autorreferet der Dissertetion

Es wird die 8truktur derjenigen auflésbaren Gruppen untersucht,
die auf ihren Hauptfaktoren als abelsche Gruppen dargestellt
werden. Da eine irreduzible abelsche Matrixgruppe zyklisch ist,
kann man eine relativ iibersichtliche Struktur solcher Gruppen
erwarten. Die Gruppen- G sind durch G' £ F(G) (F(G) = Pitting-
gruppe, G' = Kommutatorgruppe von G) gekennzeichnet. Da diese.
Gruppenklasse noch recht umfapngreich ist, ,wird zusédtzlich die
Kommutativitéit von F(G) gefordert und auch der Fall G' = F(G)
getrennt betrachtet. Ferner wird unterschieden, ob G iiber B(G)
zerfillt oder micht. Man kann die Untersuchungen ansehen als
Teil des Fittingschen Programms zur Klassifikation der endli-
chen aufldsbaren Gruppen.

Bei der Bestimmung solcher Gruppen geht es im wesentlichen um
die Konstruktion von abelschen Gruppen aus Automorphismen einer
abelschen Gruppe. Arbeitsmittel bei der Kobnstruktion solcher
Gruppen ist der Begriff des total irreduziblen Polynoms bzw.
der total irreduziblen Matrixgruppen iber dem Restklassenring
modulo p~; das sind solche irreduziblen- Polymome bzw. Matrix-
gruppen, die bei Reduktion modulo p irreduzibel bleiben.
Wichtig ist dabei , daB zu vorgegebenen Zahlen p,r mit

D = ord p mod r bis auf Aquivalenz genau eine irreduzible

D x p~Matrixgruppe modulo pk von der Ordoung r existiert, wobei
die modulo p reduzierte Matrixgruppe die Ordoung r hat.

In einigen Spezialfiillen kénmnen vollstindige Ubersichten iiber
die betrachteten Gruppen gegeben werden. Als Nachweis fir die
Abwendbarkeit der gewonnenmen Resultate werden alle metabel-
schen Gruppen, bei demen die Ordoungen der abelschen Fitting-
gruppen kleiner oder gleich 50 sind, bestimmt.
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Rostock. Math. EKollog. 13, 135 - 136 (1980)
Hans-Jiirgen Albrand

Beitriige zur Theorie zyklischer Iterationsverfahren

Autorreferat der Dissertation

Die Beitrége der Arbeit beziehen sich auf theoretische Frege-
stellungen mit praktischem Hintergrund. Die Arbeit ist in swei
Kapitel geteilt. Das erste Kapitel ist der Untersuchung von Ge-
sant- und Einzelschrittverfahren bei linea&ren Gleichungssyste-
men gewidmet. In Verallgemeinerung der klassisohen Jaoobi- und
GauB8-Seidel~-Verfahren werden allgemeine Gesamt- und Binsel-
sohrittverfahren hdherer Ordpnung definiert. Unter geeigneten
Voraussetzungen beinhaltet das Konzept der Verfahren h3herer
Ordoung eine Konstruktionsvorschrift fir Iterationsverfahren
mit hoherer asymptotischer Konvergenzgeschwindigkeit. Bin ande-
rer Abachpitt widmet sich der Konmstruktion "angepaBter" Itera-
tionsverfahen. Dabei werden die individuellen Besonderheiten
der Koeffizientenmatrix eines gegebenen linearen Gleichungssy-
stems durch Verwendung einer Parametermatrix beriicksichtigt.
Die Elemente der Parametermatrix werden mit Hilfe gewlsser
11-Approx:l.mtionsaurgaben bestimmt. Die Konvergensuntersuchun-
gen beziehen sich auf die folgenden Problemkreise. Mit Hilfe
eines "Verallgemeinerten Zeilensummenkriteriums"” wird ein .all-
Gemeiner Zugang zur Konstruktion von hinreichendsn Konvergenz-
kriterien gegeben. In Verbindung mit einer Abschwiichung des
Schwachen Zeilensummenkriteriums werdem notwendige und himrei-
chende Bedingungen fir LSsungen T der Matrixgleichung

€(T) = IiTl, abgeleitet (9(T) = Spektralradius, ITl, = Zeilen-
Bummennorm von T). Aus dem Studium der Gleichung Q%lTo*Mb)-z
ergeben sich eine Erweiterung des Theorems von S8teip-Rosenberg
auf eine umfassendere Klasse von Matrizen und weitere Ver—
8leichsaussagen. Ferner wird ein sua Ostrowski-Reich-Theorea
analoger Satz fiir die Relaxation beim Gesamtschrittverfahren
bewiesen.

Das gweite Kapitel beschAftigt sich mit der Lisung von Minimie-

Tungsprodblemen des Typs: min (F(x), xe€2), I3 Rn—’R“o zcp’.
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Dabei wird das urspriingliche Problem in eine Folge von leichter
su 1ldsenden, kleiner dimensionierten Minimumaufgaben zerlegt.
Im einfachsten Falle ergeben sich eindimensionale Minimumaufga-
gen. Bs werden allgemeine Gesamt- und Bingelschrittverfahren
definiert, bei denen gewisse Teilmengen des R” zyklisch "durch-
laufen™ werden. Hauptanliegen des zweiten Kspitels ist der
Nachweis der Konvergenz unter mdglichst schwachen Voraussetzun—
gen und das Herausstellen der konvergenztragenden Begriffe.
Past swangsléufig wird man dabei auf die in der Arbeit defi-
pierten Begriffe: G-System, E-System, Vertréglichkeit, G-Sy-
aten, B-8ystem geflihrt. Ausgangspunkt dieser Entwicklung waren
allgemeine Konvergensuntersuchungen fiir die Spaltenapproxima-
tiomsverfahren, auf die kurz eingegangen wird. Hier konnte ein
gowisser Abschlu8 erzielt werden. Es zeigte sich, daB die flach
konvexen Banachridume fiir die Spaltenapproximationsverfahren ge-
eignet sind. Die G- bzw. G-Systeme sind die Grundlage fir die
Konvergenz der Gesamtschrittverfahren. Analog sind die E- bzw.
BSysteme die Grundlage fir die Konvergenz der Einzelschritt-
verfahren. Jedes der Systeme beinhaltet gleichzeitig eine Cha-
rakterisierung der gesuchten optimalen Lisung. Beispiele und
Anwendungen auf verschiedenartige Probleme zeigen die Niitzlich-.
keit der systematischen Darstellung der definierten Gesamt- und
Eingelschrittverfahren sowle des Konzepts der G-, G-, BE-, B=
Systeme und ihren mbglichen Einsatz bei der Komstruktion global
konvergenter Verfahren.

eingereichts 02. 09. 1978 verteidigts 01. 06. 1979
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