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Rostook. Math. Kolloqg. 15, 5 - 10 (1980)
Lothar Berg

tiber quasivertausohbere Matrixinversen

Unter den zahlreichen Typen von verallgemeinerten Inversen R
(vgl. A. Ben-Isreel und 7. N. E. Greville /1/) wiirden von
I, Erd81lyl /4/ durch die Bedingungen

A = ARA, R = RAR, A"R = RA", R"A = AR" [G))

mit p 1 fir quadratische Matrisen A die quasivertauschbaren
Inversen eingef@hrt, Wir nehmen an, da8 A singulAr ist und n
die Vislfachheit des Eigenwertes A= O im Minimalpolynom von A.
Dann existiert stets eine Matrix R mit (1). .

Im Fall p = 1 18t R durch (1) eindeutig bestimmt und wird pach
I. Erdélyl /5/ auch als Gruppeninverse beseiohnet. Jm Fall n> 1
ist R picht eindeutig bestimmt, wobei sogar der folgende Sats
gilt:

Batz 13 Im Fall n > 1 ist es nicht miglioh, R dnrch susitsliche
algebraische Begziehungen swisohen A und R allgemein eindeutig
festzulegen,

Dabei verstehen wir unter einer algebraischen Besiehung eine
Polynomgleichung ip A und R mit komplexen Zahlen als Koeffi-
zienten. AbschlieBend wird im Fall n = 1 noch eine explisite
Darstellung von R durch das Minimalpolynom von A hergeleitet,
die einfacher als die ip /1/ auf Beite 172 angegebene 1ist,

Um die negative Aussage von Satz 1 zu beweisen, genilgt es, weon
wir uns auf die Jordan-Matrix

01
°3.0
A= :o (2)

O 4

vom Format n x b mit AP = O besahréinken., Hierdbar gilts



§a8s 2: Jede quasivertauschbare Inverse R von (2) mit =0
bat die Form

R=1 4T (3
wit
1B b5. 0 s b,
1 :2 ) ® o, :‘.1
L ] L] L : n-z
T = . . . . ° ) (“‘)
p ;

t, t;
1 %,
1

Jeweis: De AT eine lpniollo quasivertauschbare Inverse von A
ist und offerbar A = T~ Tan gilt, ist (3) fir beliebige Natrisen
2 der Form (4) ebenfalls eine quasivertauschbare Inverse von A.
Somit bleibt su seigen, daB s unter der Vorsussetsung B = O
keine weiteren quasivertauschbaren Inversen von (2) gibt. Zu
_ diesem Zweok wihlen wir swei beliebige Projektoren P,Q mit
AP = 0, QA = O,
d. h.
1 P2 P; e s o Py

r-" O . G O

Die sugehiirige innere Inverse R vop A mit
PalI-RA, Q=I«AR
1i8¢ sieh dann in der Form
R = (I-P) £ (I~Q)
darstellen und umgekehrt. Ausfilhrlich geschrieben lautet R

"’2"?3 . 'Tn r

Ale\f.'.g:

Rs d e , (5)



nit
T = Poly + Pylyq * eee + Ppdse , (6)
Wie man leicht nachrechnet, haben die Fotensen von R die FPorm

. . L] L] . . . L]

(P2 ¢+ “Poyq Ppe2%e2 ¢ -

w1 O Thet o )
07+, 4

ﬂbo‘-<nutpm_1+qn+1=-r._DaR‘-0nsoan¢R°'.
22 our fir Reng ® 2 = iagnoh ist, folgt durch Berechmung
der aus (7) su entnehmenden Unterdeterminente

Pue2 + g2 ® Polnyq = P3ly = soo ~Fpyqlpy (®
fir 0 € m < n, wobei diese Gleichung fir m = 0 in Ppt gm0
und fir m = 0 = 1 in (6) iibergeht., Wihlen wir jetst in (4)

Y = Py
fir m = 2, +¢sy D, 80 besagen die Gleichumgen (8) nichts ande-
T8, als daB .
9 Q} e o 4y
T % o Gy
T_1 = 1 * L] q.n_e

0 s
1
ist. Berechmen wir schlieSlich mit dieser Met®ix T die Matrix

(3), 80 stellen wir wegen (8) fest, daB letstere mit (5) flber-
oinstimmt., Damit ist Satz 2 bewlesen.

Aus (3) und A = T"TAT gebt hervor, da$ jeds algebreisohs Besie-
hung swischen der Matrix (2) umd ihver spesisllen quasivess
tauschbaren Inversen A! automatiseh such 28 A und aile Dpdge
quasivertausahbaren Inversen R mit E® = 0 gilt, so das Saba 1
ebenfalls bewlesen ist. '
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Bemerkungen: 1°. In /3/ findet man eine ganse Reihe von alge-
brelschen Besiehungen gwischen A und AT, beispielsweise
1 '.M.T + (‘T)n-dAn-ﬂ’
woraus mit Hilfe der XAhnlichkeitstransformation T unmittelbar
Q= R‘-"LM )
hervorgeht. Analog gilt P = A"~ 12" uaw,

2°. Durch Ausrechnung der rechten Seite von B - ™1
exgibt sich leicht-die einfache Darstellung

%

k‘-1 = : (1 Pz XX pn)o
%
1

‘3%, Des nichtlineare Gleichungssystem (8) 18t sich bel vorge-
Zsobenen Werten 9y rekursiv auflisen. Durch Anwendu.ngAbekanntoz
"Pormeln (vgl. etwa /2/) entsteht dabei

32 dm
#eo k! q. sse %
P = z -’ k —_3-—..—!
" = dpl eee dy!

wobei {iber alle natiirlichen.Zahlen 3 mit

) mn
;(1—1);1-m-1,;31=k,1£k<_n

‘Su summieren ist. Insbesondere ist
pa = '120 P3 = q.aa - q;. Pq, E qza + 2q,2q3 + Qg

4°, pie vprhergehenden Ergebnisse kann man auch bei einer be-
liebigen guadratischen Matrix B verwenden, wenn man B gundichst
mit Hilfe einer Transformationsmatrix S auf die Jordansche Nor-
malform B = 87198 bringt und besziiglich der Jordankéstohen (2)
von 7 die Darstellungsformeél (3) fiir die guasivertauschbare In-
‘verse benutst.
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Satz 3: Ist A eine quadratische Matrix mit dem Minimalpolymom
k

; aal = o, (9

wobei a, = 1 ist und a, # 0 vorausgesetzt wird, so lautet dle
Zugehdrige Gruppeninverse R

k-1
1 i
Bl g (828349 = 848,004 (10)
mit 84q = 0, und sie besitzt das Minimalpolynom

k=1 s
1 Rk—
-_— a = 0. 1
g g 141 1)

Beweis: Wegen A = AZR ergibt sich gunéchst aus (9) nach Multi-

plikation mit R und Umordnung
k-1
AR = - L My (12)
ST b 7S L

Durch Multiplikation dieser Gleichung mit R folgt wegen R =AR2
analog
k=2

Be- - et

und hieraus durch Einsetzen von (12) die Behauptung (10). Durch
Multiplikation von (12) mit Rk entsteht nach Umordnung die
Gleichung (11), und diese stellt pach bekannten Spektraleigen-
schaften der Gruppeninversen (vgl. /1/) das Mipimalpolynom von
R dar.
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Rostock, Math, Eollog. 15, 11 - 19 (1980)
Detlef Gronau

Meromorphe Ldsungen linearer partieller Differential-
gleichungen - ein Uberblick

1. Eipleitung

Die vorliegende Note 1st eine Zusammenfassung einiger funktio-
nentheoretischer Untersuchungen einer Klasse linearer partiel-
ler Differentialgleichungen mit holomorphen Kceffizienten im
Eomplexen, insbesondere der lLdsungen des Goursat-Problems =mit
sipnguléren Anfangswerten. Die so erhaltenen L¥sungen haben wir
in Analogie zur Theorie der gewthnlichen Differentialgleichun-
gen ''bewegliche Singularitéten”" genannt (siehe Bieberbach /1/
und Gronau /3/). Es handelt sich dabel um die Tatsache, daB
eine normierte lineare gewthnliche Differentialgleichung etwa
" der Form .

w' + £(z) we O |

unabhiéingig von der speziellen Wehl des A.nfansswlertos im Regula-
rititsbereich von f£(z) immer analytische lLdsungen hat, dagegen
etwa die Gleichung

"=#2

mit
w = 0 bzw. w(z) = (c-2)"1

abhéingig vom Anfangswert w(0) = O bsw. w(0) = o~ eine regu-
lire Losung bzw. sipgulére lLosungen (mit Pol in z = o) besitst,

Bei partiellen Differentialgleichungen ist der Sachverhalt na-
turgegebenermaBen wesentlich komplizierter, da das Verhalten
der ILdsungen in viel stiérkerem MaSe von den Anfangswerten ab-
hiéngt, die jJa schon selbst singuliire Fupktionen sein kdnnen,
Wir wollen uns daher von vorpherein auf lineere partielle Dif-
ferentialgleichungen beschriinken,

(3

Die klassischen S8iatze im Sipne von Oauchy-Kowalewsky oder

"



Goursat garantieren fiir eine groBSe Klasse von linearen partiel-
len Differentialgleichungen (die auch den im nachfolgenden be-
bandelter Typ von Gleichungen umfsBt) bel Vorgabe von analyti-
schen Anfangswerten eine lokale analytische Ldsung (siehe z. B.
Hérmander /7/, 8. 116). Diese Existenzsiitze sind in den meisten
Plllen von lokaler Art, fiir weite Klassen von Gleichungen bzw.
fiir spezielle Regularitétegebiete gibt es auch globale Bxi-
stenzaussagen (siehe z. B, Gilbert /2/, Gronau /4/, Hormander
/?7/, Persson /9/, Tréves /11/ und Vekua /12/). Im Fall der ge-
wibnlichen linearen Differentialgleichungen wird das Fehlen
von beweglichen Singularitiéten dasdurch nachgewiesen, ds8 man
Bxistenz und Eindeutigkeit der holomorphen Lisungen fiir jeden
Anfangswert und fiir jeden Punkt des Regularititegebietes nach-
weist (siehe etwa Bieberbach /1/) und die so erhaltenen IYsun-
gen analytisch fortsetzt. Dabei seien immer nur einfach zusam-
menhiéngende Gebiete vorausgesetzt. Diese Beweismethode kann je-
doch bei partieller Differentislgleichungen nicht so ohne wei-
teres Ubernommen werden, da das Regularitiitsgebiet einer loka-
len ISsung auch vom Regularitiétsgebiet der lokalen Anfangsdaten
“ebhingt, 80 da8 noch zusidtzlich buBerst komplizierte Abschit-
zungen erforderlich sind (miebe /4/)..

2, Globale holomorphe Lisungen

Dieser Abschnitt enthélt einen globalen Existenzsatz fir eine
lineare partielle Differentialgleichung in mehreren Variablen,
Dezu verwenden wir die Multiindexschreibweise. Seien »

@ = (@qseeerdy) und 8 = (B,,...,8,) Multiindizes aus IN . .
Wir definieren:

A <Biaba, €8,,1=1,...,0und a# B,

861 G < ¢ ein Gebiet, dann bezeichnen wir mit H(G) die Menge
aller in G holomorphen Funktionen. Weiters sei filr £ € H(G):

[+ 4 aQ (-4
0%, 1= 0,7 D,2...0 ¢ mit D, 1= =2,
azi

N

2



Batz 1: B8 sel G = G1x soe x.Gn c c", 0eGy €, Gy einfach zu-

sammenb&ngend, B ein Multiindex und ¢ € H(G). Dann besitzt die
Differentialgleichung

pbw = g 8, D% 42, a,,f € H(G), \ 0
<
gum Anfangswertproblem

D]f("?)lzfo =0, 0£k<By, 1 = 1,...,1, (2)

genau eine lidsung w € H(G).

Den Bewels dieses Satzes findet man fiir n=2 in /4/. Bine Ver-
allgemeinerung suf beliebige n i1st ohne Schwierigkeiten még-
lich. BEs wird dabei zueérst ein lokaler Existenzsatz unter Ver-
wendung einer Majorantenmethode nach Reich /10/ bewiesen und
die lokale Lisung dann auf ganz G = Gy % oo x Gy fortgesetzt.
Die getroffene Einschrdénkung auf ein einfach zusammenhiingendes
Polyzylindergebiet ist zunéichst nur von beweistechnischer Na~
tur, es erhebt sich jedoch die Frage, ob die spezielle Art des
Gebietes (das holomorph konvex ist) durch die Art des Anfangs—
wertproblems (2) bedingt ist. Dieses besteht im Grunde aus
18] 3= By teos +Bn Anfangsbedingungen. Benutzt man dlie Begeich-
nungen

G(i) 1= GqX oee RGy_q XGy g4 X o0. XG € c”'1, *
@ann lautet Satz 1, anders formuliert:
Satz 1': Setzt man fiir die Anfangswerte von w

of %]z 20 € B(O(1))s 1 = 1yeeem, O £k <By,

voraus, so gilt fiir die dadurch eindeutig bestimmte Lisungs
w e H(G).

Dieser Satz enthiélt auch ein wohlbekanntes Krgebnis (siehe
Persson /9/) iiber Differentialgleichungen mit ganzen Koeffi-
zienten, indem man G = ¢° sezt:

2



Eorollar 2: Sind die Koeffizienten a, und £ von (1) sowie die
Anfangsfunktion ¢ von Satz 1 ganze Funktionen (d. h. Lolomorph
in ganz €°), danp ist auch die nach Satz 1 eindeutig bestimmte
Idsung eine ganze Funktion,

3. lokal-meromorphe logerithmenbehaftete ILSsungen

In folgenden beschrinken wir uns auf linesre Differentialglei-
chungen in zweli Variablen. Es sel a = (a.1, 32) 3 02.

Mit H(a) bezeichnen wir den Ring der in oiner Umgebung von a
holomorphen Punktionen in zwei komplexen Variablen, und M(a)
sel der Quotientenkdrper von H(a), also dle Meénge der in einer
Umgebung von a meromorphen Punktionen.

Zundchst interessieren wir uns fiir meromorphe logarithmenbe-
haftete Idsungen der Differepntialgleichungen (1) und kénnen
festatellen, daB solche singulidren ISsungen beliebig hoher Ord-
nung immer existieren (sieshe Gronau/Reich /6/). Wir betrachten
dabel die Differentialgleichung

2w = ; 8, (2702,)D44D,P W +£(252,) <D
e (ﬂ,v<m.n)"‘v1’24‘2 ™

mit LT £ ¢ H(a). Bs gilt:

Batz 2: Jede meromorphe logaritmenbehaftete Ldsung
w = u + v 1og(zq~8,)(2,-85) mit u,v € M(a) &)

von (1') hat die spezielle Form

Yo

w= 7 s + v log(;1-a1)(z2—az)
(21-31) (22—32)
mit u,v € H(a) und Ysd e .

Bemerkungs Auf Grund von Satz 2 kann man pun die Funktionen u
und v als allgemeine Laurentreihen

1
u= ;h-ga-s uy 4(z4-a0) (2,-a,)9 ()

14



v 1%0 vy 3(340y) (2pm0) (5
7=

ansetzen, und es ergeben sich die Anfangsbedingungen, fiir die
Eoeffizienten von u und v formuliert, folgendermaBen. Die so-
genannten Rendkoeffizlienten u,, und u ,“d mit 12y, j2 4,

o€y<m, 0% ¥<n sind frei wihlbar mit der Bedingung, da8 die
m +n Teilreihen i zi und ; “,a;j z:l ipn einer Umgebung von
=0 =0

z =a konvergent sind. Die Koeffizienten vy mit o€i<m upd

0 £j<n 8ind frei wihlbar, Durch diese Koeffizienten ist die
Lssung (3) von (1') eindeutig bestimmt, insbesondere erhélt map
die fiir dss Verhalten der Lisung in der N&he von a wichtige
Bedingung:

ui;j = 0 fiir i<0 und j<o,. >(6)

.Der Beweis dieses Satzes wird mittels konsequenter Ausniitzung
der algebraischen Elgenschaften von formalen Potenz- bzw.
Leurentreihen gefiihrt. Es zeigt sich némlich, daB men mit Hilfe
von Potenzreihen auch allgemeine meromorphe Funktionen erfassen
kann, Dies geschisht, indem man den Ring H(a) in den Ring der
formalen Potenzreihen einbettet:

H(a) <> 6 fqr2]] - ?

Der Riné @[z.],za] ist im Korper (€{zj) {z,} enthalten (dabei be-

zeichnet Kiz} den Kérper der formalen Laurentreihen mit endli-'
chem Hauptteil irn einer Variablen z und Koeffizilenter aus dem

Kdrper K). Die Einbettung (7) ist ein Differentialhomomorphis-
mus upd kaon auf eindeutige Weise auf dem Quotientenkdrper er-
weitert werden (siehe etwa Kaplansky /8/):

M(a) — (¢ 122})121}.

Damit kann man die Differentialgleichung (1!') unter Verwendung
der Taylorentwicklungen der Koeffizienten a v (z1 .zz) upd

£(z4,2,) als Differentialgleichung in (€ {z,}){z4} ‘behandeln.

15



Die Reihen Z“j_;) z%zg_ aus (€{z,}) {z,} haben folgende leicht zu

beweisende Eigenschaft: Fiir jedes Indexpaar (k,1) € Z xZgibt
es nur endlich viele von Null verschiedene Koeffizienten uy
mit 1 €k und j €1. Diese Eigepschaft ist bei der Auswertung der
durch Koeffizientenvergleich erhaltenen Rekursionsformeln fir
die Koeffizienten der ldsungsreihen u und v von (3) wesentlich
und filhrt zu den speziellen Formen (4) und (5). Der Konvergenz-—
beweis fiir die formalen Reihen erfolgt mittels eines Majoran-
tenkriteriums nach Reich /10/. Im einzelnen sel auf Grqgau/
Reich /6/ verwiesen.

4, lokal-meromorphe logarithmenfreie Idsungen

Im vorigen Abschnitt wird somit die Frage nach dem Vorhanden-
sein von beweglichen Singularitidten positiv beantwortet. Loga~
rithmenbehaftete ISsungen wor beliebig hoher Wachstumsordnung
existieren immer. Anders verhiilt sich der Sachverhalt bei loga-
rithmenfreien meromorphen Itsungen. Hier sind nicht immer mero-
morphe Ldsungen zu singuléiren Anfangsdaten zuléssig. Es ergeben
sich komplizierte Zullissigkeitskriterien in PForm von iiberbe-
stimnten Systemen gewdthnlicher linearer homogener Differential-
gleichungen, Da iber solche Differentialgleichungssysteme im
allgemeinen sehr wenig bekannt ist, ist es noch nicht gelungen,
konkretere Kriterien zu gewinnen, Es gilt aber auch hier (siehe '
/3/ uwnd /6/)t '

Batz 3: Jede logarithmenfreie meromorphe Lisung w € M(a) von
(1') nat, falls es iiberhaupt so eine Ldsung gibt, die Gestalt

v = 1] (8)
(€A )Y(za-az)J

mit ¥,6 € Wufo} und u € H(a).
Rir die Koeffizienten uu der Potenzreihenentwlcklung

= i J
v e _?’;a_‘ u13(21-&1) (z,-a5)Y gilt ebenfalls (6), d. h.,

16



nur fiir ¥ = o oder d=o0 ist w eine Singularitit 1, Art (Pol).
Fir den speziellen Fall von partiellen Differentialgleichungen
mit konstanten Koeffizienten kann das Kriterium dex iiberbe-
stimmten Differentialgleichungssysteme noch weiter ausgewertet
werden, und es ergibt sich ein sehr handgreifliches Ergebnis:
Satz 4: Die Differentialgleichung

m n

f;;aﬂv D,f‘Dzv u = o, a'uvec, & = 1y “m)

besitzt genau dann eine Losung der Porm (8) mit y>o bzw. &>o,
wenn die Polynome

n
P/‘(D) = g a/‘va, M= 0, eos, m,

bzw, die Polynome

qv(D)-Z w4 V=0, ey,

einen pichttrivialen gemeinsamen Teiler besitzen, d. h.
SST(POI cee .Pm) #1 bzw, SST(QO) eoe .qn) #1e

Die Schwierigkeiten, die im Falle von logarithmenfreien ILdsun-
gen auftreten, seien hier nur kurz angedeutet, Eine Idsung
w € M(a) hat auf Grund von Satz 2 und insbesondere unter Be-
ricksichtigung von (6) notwendigerweise die Form

(€))]

W= Zo uij(z,‘—a“)i(zz—aa)d-o- i z:"i .ui(za)fgzzavd(l.‘).

i,j2

Setzt man nun (9) in die Differentialgleichung (1') bzw. (1")
ein, so resultierern aus dem Koeffizientenvergleich insbeson-
dere pach den nagativen Potenzen von z, und z, ein System vou
Y+ m gewdhnlichen linearen homogenen Differentialgleichungen
fir die Funktiomen uy (2p)s sees uy (z5) und §+n Gleichungen

in v (z,‘), sesy Vg (z,). 88 folgt daraus, daB es logarithmen—-

17



freie meromorphe ILdsungen der Ordoung Y bez. z4 genau dann
gibt, wenn die entsprechenden ilberbestimmten linearen homogenen
Differentialgleichungssysteme nichttriviale Ldsungen besitzen.
Pir die allgemeine Gleichung (1') konnten hier noch keine kon-
kreten Kriterien fiir die Existenz solcher Ldsungen erbracht
werden. Handelt es sich jedoch um die Gleichung (1") mit kon-
stanten Koeffizienten, so sind die entsprechenden Gleichungs-
systeme ebenfalls Gleichungen mit konstanten Koeffizienten.
Dieser Fall konnte v5llig geldst werden (siehe Satz 4), wobel
in /5/ die explizite Normalform der Gleichungssysteme fir die
FUnktionenezuq. seny “7' Vas eeey Vg sngegeben 1st,

1p der.Arbeit /5/ wird auBerdem noch ein Zusammenhang zwischen
der Existenz von logarithmenfreien meromorphen ILosungen und Lo-
sungen mittels Differentialoperatoren (siehe die dort angegebe~
ne Literatur) hergestellt,
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Bine Regularitidtsaussage fir die schwache Idsung der biharmoni-
o

schen Gleichung in w2(n), wenn (2 ein konvexes Polyeder im

B ist

O. Einleitung

In dieser Arbeit wird das Randverhalten schwacher Lisungen el-
liptischer Differentialgleichungen fiir den biharmonischen Ope-
rator untersucht, wenn es sich bei dem betreffenden Gebiet um
ein konvexes Polyeder im 23 handelt. In Gebieten mit glatten
Rédpdern ist die Theorie hierzu sehr gut entwickelt, Jedoch las-
sen sich diese Ergebnisse nicht unmittelbar auf Gebiete mit
pichtglatten Rdpdern iibertragen.

Es sei Iu = f eine elliptische Differentialgleichung der Ord-
pung 2m iiber einem beschrénkten Gebiet QCRN , die fir

£ ¢ wu+(v/2) (Q) eine schwache Lésung in ¥(C)) besitzen nige.
Wir fragen daon, ob diese I&sung auch im Raum c“""(ﬁ) liegt.

Im ebenen Fall, d. h. in dem Fall, daB8 L) ein Gebiet im R.2 ist,

wurde dieses Problem u. a. von J. Nedas /1/ analysiert. In die-
ser Arbeit wird eines der Resultate in dem speziellen Fall, daB
{2 ein konvexes Polyeder im R5 und L der biharmonische Opera-
tor ist, auf den Fall N = 3 ausgedehnt. Dabel konnte ich mich
insbesondere auf eine Arbeit von A.-M. Séndig /2/ stiltzen, die
sich ebenfalls mit diesem Problem im Fall N> 2 beschiiftigte,

ip der allerdings fir den biharmonischen Operator eine sehr
einschriinkende Bedingung an das Gebiet f) erhalten wurde. Im
Unterschied zu dieser Arbeit verwenden wir amstelle der Ge-~
wichtsfunktion r(x) = {x=y) den Abstand des Punktes x su einer
speziell gewiihlten Ebene. Dadurch erhalten wir das folgende
£rgebnis:

Ist () ein konvexes Polyeder im R> und y € 3{) Sck- oder Kan-
tenpunkt von {1, danp hat die Gleichung Iu = £ £iir dep bihar-

1



_monischen Operator L und f € w"1(ﬂ) eine schwache I&sung in
“2(.0), deren Reprisentant u aus 01(12) die Beziehungen
1m - ux®) o 1:;.m a-g-i-u(x(”)) =0 (i=1,2,3)"

(n) n
xNVay x\Vay
z(n)ﬁﬂ,‘ i(n)tﬂ1

erfiillt, wobei 2, ¢ () ein belisbiges Polyeder ist, das mit
9 () auBer dem Punkt y hochstens die Kante, die durch y geht;
gemeinsam hat.

1. Existens einer schwachen Lésung der biharmonischen (lefchung
im SBobolevraum ﬁz n
‘ ; (el !

Bs sollen zsunilichst folgende Bezeichnungen vereinba.i‘t werdens

W'g'(x)(ﬂ) =fu(x), xe Q thuly o < o},
wobei luli’g = lg; r{lD"‘u(x)l 26(:) dax ist.
n

(0*u mit & = (4,,8y,..0,8y) bezeichne dsbei die schwache. Ab-
leitung von u(x)). *

Mit dieser Norm -l o ist wg(x)(a ) ein Banachraum.
%‘&(x)(n) bezeichne die AbschlieBung des Raumes 08° () vez.

dieser Norm.
Es sei nun Q) ein konvexes Polyeder im R>. Wir betrachten aie
bibhermonische Gleichung .

L 4
2 z g u_
I = A u 1" =1 a ia 3 f) (1)

wobei £ €W 1(Q)) vorausgesetzt wird. Dabei bezeichne wn)

den Duslraum zu W1(N). Eine zu L zugehdrige Dirichletform iat
offensichtlich



s

‘ 2
B(u,v) = J 2% | 3% . (2)
iTIE10 3x:,‘.3x;i Bxiax3

Es sel y ein Punkt auf einer Kante des konvexen Polyeders ﬂ.,
der auch gleichzeitig Eckpunkt sein darf,

Durch die entsprechende Kante werde eine Ebene € gelegt, die
mit £) nur diese Kante gemeinsam hat, so daB also das Polyeder
L) in genau einem der beiden durch die Ebene £ begrenzten
Halbréume liegt. Auf Grund der Konvexitdt von L) ist dies
stets méglich. )

6(x) sei pun der Abstand des Punktes x € {) zu &, d. h.

-
6(1;) = 84Xy + 0%y + 05Xy + const,,
wobedl (e1,32,e )T Normalenvektor zu £ mit der Liénge
(e,l +e5 +02)1/2 1 ist.

Den Punkt y wihlen wir gleichzeitig als Koordinatenursprung
eines peuen Koordinatensystems mit den Achsen x,i, xé und xi.

)
L . -
- N ”~
\\ //
«Q >
'
oL s

y

Dabel mbge x,; léngs der Kante verlaufen, die ﬁ mit £ gemein-
sam hat, x; mbge ebenfalls in € liegen und senkrecht auf die-
ser Kante stehen, und xé schlieB8lich mbge im Punkt y senkrecht
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auf £ stehen. In diesem neuen Koordinatensystem wiire dann also
6(x) = x3, und fir die Punkte x ¢ f) ist dle xé-Koordinate bez.
des Koordinatensystems x.;. xé, xi nichtnegativ. Zwischen den
Koordinaten x = (x.‘,xa,xs)m eines Punktes bez. des urspriingli-
chen Koordinatensystems und den Koordinaten x' = (x, ,xé,x%)'r
®

dieses Punktes bez. des neuen Koordinatensystems besteht fol-
gender Zusammenhang:

X = Ax' + ¥, (3)
wobei A = (B‘ij)i,;)=1,2,5 eine orthogonale 3 x 3-Matrix ist. Da
aaon 4~7 = aT ist, ist dies gleichbedeutend mit

x' = aATx - ATy, %)

AuBerdem gelten fiir die Matrixelemente aid wegen der Orthogo-
nalitdt von A die folgenden Gleichungen:

0 fir 1z§,

g Byplay = g agseyy =634 =17 fuiiiﬁ R (5)
-] Xs,

Die Punktionaldeterminante -—(M?-Z hat offenbar den Wert
3(:1 ,xé.xB)

det A = 1,

B8 s0ll nun die Existenz einer schwachen Losung der Gleichung
[

m=A%=¢210 W () nachgewiesen werden. Dazu wird
GEN

der folgende verallgemeinerte Satz von Lax/Milgram (Nedas /1/)

benutzt:

Batz 13 Es seien V,l und V2 zwel reflexive Banachréume und

B(u,v) ‘eine Bilinearform auf VXV, mit

Vuev,, veV, IB(u,v)l€c, lullv1 ""lva’ (6)
Vv ev, sup |B(u,v)|> °2lV'v 5 . 7)
ucv,, 2 ’
full, £1
Y



Vuev, vsggz 1B(u,v)| 2 c;lulv1. (8)

llvlv <1

Es sei £ ein lineares stetiges Punktional auf Ve Damn exi-
stiert genau ein Element @ 6V1 mit

vv‘gvz B(unv) = (£,v),
und es ist Iﬁ|v1 € c4lflvé. (Vé ist hierbei der Dualrsum su Vo

und (£,v) bezeichnet den Wert des Funktiopals £ fiir das
Element v,)

Wir setzen V,; = %?G(x))'ﬂ(n) und v, = aé(x)\(ﬂ). B(u,v) sei
die zum biharmonischen Operator gehbrige Dirichletform (2). Die
Giltigkeit der Bedingung (6) erhiilt man danm durch Aowendung

der Schwarzschen Ungleichung. Da 0°° (1) aicht in '%(x)(n) und

in w2 _1( ) ist, geniigt es deshalb, die Bezishungen (7)
(6(x))

und (8) fir Punktionen aus cg" (1) pachguweisen.
In der Arbeit von A.-M. Bindig /2/ wurde fir aie Gewi.chtafunk-~

tion 6(x) = r%(x) =Ix~yI* folgende hinreichende Bedingung fiir
die Giiltigkeit der Bedingungen (7) und (8) des verallgemeiner-
ten Satzes von Lax/Milgram bewiesen, die man villig anslog suf
die bei uns verwendete Gewlchtsfunktion 6(x) {ibertregen kann:

Vvecd () [B(ve(x),vl2 o5 Ivly, lvs(oly . 9

Mit vecg° (f)) 1st pémlich auch v6(x) € cg°<n), und demit folgt
aus (9)

sup IB(u,v)l> B(—V—G-(E)— v) = 13(ve(x), )|, o5 Ml ¢ .
uecP () ve(iy, Ive(ty, 2

luly, 1

Setzt man andererseits in (9) vG(x) = u, depn erhilt man

Vuec®(Q) IB(u,=2-)la’ hul
weCy (£2) (u.g(x)) c

n n -
56( )va V,'



Daraus folgt dann

f 1
|B(u,ue”")]
2 o5 llullv1.

L 1B(u,v)l 2
@®
VEOO Q) ‘uov llu/G(x)llva

ivil, £ 1
b

Die Bedingung (9) ist damit hinreichend fiir die Bedingungen

(7) una (8) . '

Es wird nun bewiesen, daB die Bedingung (9) unter den gegebenen
Voraussetzungen erfilllt ist. Dazu werden die folgenden beiden
Lemmata bewiesen.

' Lemma 1: Bs gilt Yvecy () Ively, ¢ oglvly .

Beweis: Wir treffen zuniichst folgende Vereinbarung:
Als Funktion von x{,xé,xg bezeichnen wir die Punktion v mit 9.

Es sel also v(x,,X,,X5) = ¢(x; ,xé.xs).
Nup ist xi = 844X +8 X, + 85 X3 +oomst. (1=1,2,3), 4. h.

—= a;}i‘ Daraus ergibt nich 2Y .

axa . 3 S 37 a,k
Pv ' %
- “g; Ralak =

Wegen (5) erhilt man damn

); (—i!)?- ?}__{ <-9--)2 (10)

%y 42 2% -
‘1§1 (Bxiaxj) (azlax' o

Ist bun v(x,,Xp,X;) € cg°(ﬂ), dann ist ¥(x; ,xé,x%) ecP(Qn,
wobei 0)' das Gebiet sei, das aus f2 durch die Transformationm
x—>x' entsteht.
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Zum Beweis des Lemmas benStigen wir die Hardysche Ungleichungs

@ o0
] u(e)I? %P at ¢ G2er” f lur ()1 P t%as, 12)
[ . o .

fir p21 und 1) & < p=1 und u(0) = 0

oder . 2) a >p-1 und u(o0) = lim u(t) = 0.
t- 00

Im Fall p=2 folgt aus dieser Ungleichung fiir
9(14 :22|35) € 0 )

10=2 2,2 o ¥ "
r{'x“ 9zdx"(r_ﬂ|-) :{!d(—;) dx (13)
fir o # 1, denn setst man
_ ¥ ftir xte
V= '
{o fiir x! en’\ﬂ' 1
wobei RO {x'-(x'.-xz,x;)eﬂ s x3> 0} se:l., dann ist vcc (Rf)

wegen ' cnf. und damit folgt aus (12)
@® i 00
J 12 P a5 ¢ G@p? [ 1t (D2 ax,
o o 3

-2 2,2 9v,y2
a. b | T2 R € GBp f 5 % e,
23 . 23 3

+
woraus (13) folgt.

Mir a. =1 konnen wir fiir unser spegielles Gebiet Q" eine Hhn-
liche Beziehung herleiten. Wir fiihren Zylinderkoordinaten ein,
d. h., wir setzen x% = r cosp, xé = r sin @ x.', ‘1"!' und be-

seichnen v als Funktion von r,®,x; mit ¥. Da dano fiir x' € O

wegen x;>0 auch cos® > O ist, erhidlt man analog su (13) fir .
! \

den Fall d = 0

2 .
A o8P ¥ ar dpdx s“é coBp (g:) dr dp dxq,

und damit



Da das Eoordinatensystem mit den Achsen x.;,xé,x% 80 gewihlt

worden war, daB e8 ein af O gibt, s0 daB fir x'€ L' die Un-
gleichung

2 12
13 2 azxa “14)
ertillt ist, erhalten wir

P ax 81+ D). [x3 (2DH2 4 (2D)2) axr. 1
) 1+ ) :{'xz' (Gp® + DY (15)
Die Ungleichungen (13) und (15) gelten auch, wenn man ¥ durch

Si?- ersetzt (i=1,2,3).

Wegen 6(x) = 0, + ezx2 + 95x3 +const, mit e%-r eg +63 =1
erhiélt man

2 A(v6(x))\2
v6
| (x)lv1 G(x) ; bxia * ; ¢ ij )

+ v262(x)}dx



- (A R v, w2
[6(x){i§ (()6111 +°38xi+° Bxd)

i (6(:) oY, . v)2 + v262(x)} ax
= .'l

2
=‘vl2 + 2 { e -é-v-q-ei ﬂ) _a_v_+ 8.V av}dx
:{ i Jox; toxy amjix, g 3"z,
v dv\2, .2
{2 (oy == +e4 )+v}dx.
_({ 6(x) aaxi axd

Fun ist wegen ve cg° (.Q)

! dv _ J v f ov
Ve—dx = « | ==% v dx, d. h. v=—dx =z 0 (16)
Q ax‘,j ﬂ'ax:j a ij

und entsprechend | ¥ 2 4r-0
Aa axj bxiaxa
Perner ist nach (15)

(1n'j=1 1253) .

1 4 . -2 9%.2 ¥ 2\, ,
G(I)Vax f ¥ ax -‘.8(1+a)]xé(( b2 Ih%ax

3 2 3
£ 8(1+a72) Ivﬂsa

sowlie

1 v vi2 . - 2, dv 2 v 2
— (8, — +e; — ) £2 (e( )2+ 02(20)%)ax
I{sm Jox, ~ 1 ox, s( ) ax, iaxd .
AT\ 2 ' 2
£12 f ax' £ ,
i . axk) ° M"z
0 5

da ’93"_ 1 und laijli 1 ist fir 1,3=1,2,3. Damit ist

lvG(x)llV‘l < °6"V'V2' womit Lemma 1 bewiesen ist.



losma 2: Bs existiext ein c, >0 mit
Vv ccg"(n) B(v6(x),v) » c7IVl$2-

Beweis: Es ist

B(v6(x),v) = j ﬁ_ﬂlﬂ.’))_ ax
Q L= axiaz—a axiax
- 25 v 3% 4
f{“" é« == t‘* x, dx0%;
= f 6(:)& &Y% (vach (16).
A =1 axia
Perner ist
2 Py 2 ; _9v,2
- [
2, ‘{ () 12; g e ‘{ 6(x) g; S
+ I{G(x)yzdk

= B(v6(x),Vv) +j x; ii (_L?,Zwa}ax-.
Q.. = ax;’
Dabel ist

r{'x;(-a-a!i.)adx' f!'a( '3 .)201' € °'7 f‘ (—j-;-)a‘k‘
J

mit c.} su;h , 152 = lup (6(x))? uod entsprechend

x! 9Pax £ 1 o082 2ax1,

{ P e [52D

Yolglich gibt es ein o, >0 mit c7lvl$2 € B(v6(x),v), womit
lemms 2 bewiesen ist.

Aus Lemma 1 und Lemma 2 to:!.gt unmittelbar die Gliltigkelit wvon
(9). Darsus folgt fiir L&V, = (%g(x)‘(m)' aus dem verallge=-
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meinerten Satz von Lax/l_lilgm die Existensz eines Elementes
dev,; mit Vvev, B(,v) = (£,v), d. h. die Existens einer

schwachen Lésung von Iu = A2y = £ aus dem Rsum 8;_1(52.).

Fun gilt W(0)e (W 1(0))", denn mit Hilfe von (15) kann

man leicht die Ungleichung
Ivlg,l ) < °g llvllvz fir Punktionen v aus cgo ) naohwaieon,

woraus ¥y () c#(Q) una Q) e (B, (1)) zolgt.
Damit kénnen wir den folgenden Satz formulieren:

.

Batz 2: Es sei fevf"'(.Q). Dann enafiert gensu ein Element
i'itgi_.‘(n) mit Vv e.gé(x)(ﬂ) B(H,v) =(£,v), 4. h. genau eine

schwache Lésung von Iu = A%u = £ in 82_1(.(1).

2, Randwertannghme der schwachen I¥sung der biharmonischen
- ket 8 konvexen

Polyeders f)

- Mir den folgenden Satz benStigen wir ein Lemma, das von
Nedas /1/ bewiesen wurde.

Leuma 33 Es sei Kp = {xeR“:lx|'<R}, L -m% (..1)li|pi(aﬁnd)
7 plJl dm ;
mit aidﬁc 1 (KR)I
€ ¢y,

‘N
A, = max(0, lif -m-1+[2-]) und "HJHCM,QK , 9
R

Die entsprechende Dirichletform seivag(xn)-elliptisch
' N/2)

mit | B( 12 e, APl . 1st zew [ (Ep)

und u ew"‘(xn) schwache Lsung von Lu =f in Kp, dann

1ot u €™ (kp) una



i -N/2 1+ {1 1
| ;“_1|D u(0)| € LY ,E gpV/2-mei+iily g "“La(xa>

1+{8/2]-n/2
+R* lf“w-m[nlzl &)

Bate 3: Bs sei () éin konvexes Polyeder im B> und y € 31 Eok-
oder Kantenpunkt von f). Dann hat die Gleichung Iu = £ fiir den
biharmonischen Operator L und £e W 1(ﬂ.) eine schwache 13sung

u in ¥2(0)), dle gleichzeitig in C'()) liegt und fir die

1linm u(x(n)) = lim 2 u(x(n)) =0
x(n)-ay x(n)-by

x(n)e o, x(n)éﬂ..]

(1=1,2,3) g1lt, wobei 2, c () ein beliebiges Polyeder ist, fir

das .(-71 mit Q auBer dem Punkt y hdéchstens eine Kante gemein-

sam hat, die durch y geht.,

Beweis: Nach Satz 2 besitet die Gleichung Iu = f eine schwache
o .

18sung in w?s( ))_1(.(2), wobei 6(x) der Abstand des Punktes x

x

gu einer Ebene ist, die mit £ pur die Kante gemeinsam hat, die

durch y geht. Es sei pun x(n) eine Folge von Punkten eus dem in

1 enthaltenen Polyedexr Q,.

Un jedss dieser x(") werde eine Kugel K, mit dem Radius
£, = 3 ax(™,2.0) = 3 6x(™)
selegt. Pir jedes x €K, ist dann 6(x)< G(x("))wfrnﬁg G(X(D)).

»



Damit erhidlt man

oty g ) = Kfn (6x))%(6() 5 ax 3 6= &, . (1)
ntt o = J (600))%u? ax
KD

und entsprechend

I "“n e < 3 6x®))> 8, (121,2,3)  (18)

mit By = [ (607 22
K, 1

(n)
“ax o V) < % 6x")) oy (19)

wit Cpyy = J (6x)™ G 32“) ax.

K, 9z dx;

pa (™) e N, 1st, gibt es ein c,p>0, s0 das
2ry = ax(,2.0) 2 ¢ 6x(M)

ist., Wendet man Lemma 3 auf K, an, erhilt man deshald
I;_E1 lDiu(x(D))l € ey [(52_)5/2\[?" .,.(EJ_)3/2 i‘/;:i
(20)

w (k)

Nup kann man zeigen, da8 An, Bni und cni;j fir n — o0 gegen O

1/2
+ G2 / é: Ve nia} Ny
streben, denn mach (13) und (11) ist
J (6x))52 ax = fx"f'az axr 5 3 fx""( aa)a ax!
(9} ﬂ
f "'1( )2 ax' < ﬂul < ®
$ E \L)

312
3 33



und entsprechead
J (83222 ax ¢ ful < o,
o 3z, 1

S 6Ly ax ¢ lub? <,
Io) axiaxd 1

wobei V, = -q(€2) 1st.

O
(6(x))
Gilt sber fir eine nichtnegative, tiber ) integrierbare
Punktion ¢

‘{9’ ax < oo,
80 folgt aus dea Sats von Lebesgue

K{? dx = ‘{?an dxf’\O,

wenn K,nc £2 Kugeln 8ind, deren Radien gegen 0 streben.

1 rﬂrxexn

Xy =

g K {o sonst
Punktion von K,
LEBt man in (20) n gegen co streben, dann erhilt man die Be-

hauptung des Batzes,
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Bostock. Math. Kollog. 15, 35 - 43 (1980)
‘Uwe Hamapn
Einige Bemerkungen zum Dirichlet-Problem fiir die polyharmoni-

sche Gleichung bei Gebieten mit Randteilen verschiedener Dimen-
sionen

In der vorliegenden Note werden mit Hilfe der schwachen 1=
sungstheorie einige Aussagen zum Dirichlet=Problem fiir die po-
lyharmonische Gleichung fiir den Fall gewonnen, da8 der Rand
auBer einem (n-1)—dimensionalen Randteil noch Komponenten nie-
derer Dimension besitzt. Das Interesse richtet sich dabei ins-
besondere auf die punktweise stetige Randwertannahme ipn den in-
peren Randpunkten.

1. 88 sei Q ¢ Rn ein beschriénktes offenes Gebiet mit einem
hinreichend glatten (p-1)-dimensionalen Rand 32 und Ec Q2
eine kompakte Menge mit einem leeren Inneren. Mit WP(S) be-
zeichnen wir Whitney-Taylor-Pelder der Ordoung p auf der kom-
pakten Menge S c B” (vgl. /5/, Eap. VII).
In /1/ und /4/ sind einige Aspekte des folgenden Problems un-
tersucht worden (Bogar fiir allgemeinere Differentialoperatorenkx
Gegeben ist g = (%),“"ps IP(K).
Gesucht wird eine Funktion

u € SP(0) n ™ (E\k) n ¢2*Q\k)

nit
A% & 0 in Q\K,
D"u|m= 0 fir lal< m-1, 1)
Pulg = g, fir lei< p.

Aus dieser Problemstellung ergibt sich die folgende Aufgabe:
Man gebe ein mdglichst groBes p derart an, da8 zu allen Vorga-
ben g € WP(K) Lisungen von (1) existieren!



Mit Hilfe des Satzes von Sobolev-Slobodeckij gelingt es immer-
hin, fiir bestimmte p Bedingungen an die K‘omponenten von

g e W(K) anzugeben, die die Existenz von LSsungen des Randwert-
problems (1) garantieren. Fir den Spezialfall, daB K nur aus
einem Punkt besteht, liefert dieser Satz sogar die vollsténdige
Lisung der obigen Aufgabe,

2. Bs sei K = Kd ein glattes d-dimensionales Fléchenstiick
(1£€d<p-1).

Batz 1: (Bobolev-Slobodeckij, s. /6/, vgl. /8/): Das Problem
A = 0 in Q\Kg,

u]m=hk fir 0 £k £ m-1,

s n-d
'Ls [x‘1 fir 181< m'[‘?]"’
besitzt genau dann eine eindeutige ISsung aus dem Sobolev-Raum
p-d

- B =
'“(D.), wenn SB € w: T(Kd) fiir Bl € m-[gﬂ -1 und

m-k- :
b € W, z(an) fiir O €k $m-1 gilt. Bs st hierbei

B = (81,....Bn_d) ein Multiindex, und —%—— sind die Ablei-
M ned
tungen in die Normalenrichtungen vom K,.

88 sel bemerkt, daB im Falle m-[Pig'-] -1<0 K, fir A" und
IZ(.Q) eine hebbare Singularitét ist, so deB dann auf Ky keine

Vorgaben mdglich sind. Wir setzen im folgenden m—[%]-‘l =
voraus.

Aus Satz 1 ergibt sichs Stellt man auf Kd nur Vorgeben bis zu
einer Ordoung p < m—[-ggé]-‘l, so existieren unendlich viele ILd-
sungen aus w;(ﬂ), da die Ableitungen z. B. der Ordnung
-[252] -1 dann beliebig vorschreibbar sind.
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| n-(3]-1
Aus dem Einbettungssatz wg(ﬂ) cC (£)) erhélt man weitems

Batz 2: Ist p = m-[%]-h 80 besitzt das Problem (1) fiir alle

jene Whitney-Taylor-Felder g = (gy) € wP(xd) eine Idsung aus

loul £p

() n cm'1((_)\xd) n ch(Q\ K4), derep Komponenten g, in den

n-d .
n-ldl=- =
Sobolev-Réumen W, (Kd) liegen. Gilt weiterhin sogar

P < m—[Ez'ﬂ]ﬂ, dann gibt os stete unendlich viele Ldsungen.
Alle diese Losungen liegen in wg(.()) c ().

3. Wir werden jetzt zeigen, daB das Problem (1) auch L3sungen
aus CP((2) haben kann, die nicht in WH({2) liegen. Dazu bendti-
gen wir die folgenden beiden Hilfesidtze (vgl. /3/, /4/).

Lemma 13 @) Geniigt u € WA((2) der Gleichung A% = 0 in O\K,
und 18t m-[25%]-1 2 0, damn g11t (A", P) = 0 fiir alle

P ec’(£2) mit D“golxd = 0 fiir lal¢ - 9-59]-1.

b) Geniigt u € Ck(.Q.) der Gleichung A™u = 0 in Q\R, und ist

2m-k-n+d-1 2 0, so gilt (A%, P) = 0 fir alle P €CY (L1) mit
p*Ply = O fir i€ 2n-k-n+d=1. *
a

Lemma 2: Es sei K ¢ {) eine in der Hyperebene R x {0} liegende
kompakte Menge. Dann gilt: Ist £ € D'({)) eine Distribution mit

(£,9) = 0 fiir alle P €CY (Q) mit DXy = O fir lnl 4d1, 80
existieren eindeutig bestimmte Distributionen f? e D'(R") mit

£(x) =Ig’-:1 fy(x.,,....xd)@ e CTPTRTRY: 9 I
(Y ist ein (n-d)-dimensionaler Multiindex und & das PunktmaS.)
»



Der Einfachheit halber nehmen wir an, daB K4 C L2 cB” ein
ebenes d-dimensionales Flidchenstiick igt, das in der Hyperebene
% x fo} liegt. Das auf K4 eingeschrénkte d-dimensionale
Lebesgue-MaB bezeichnen wir mit A. Weiter sei

Jx) = Az, ...,xd)®<f(xd+1,---.rn)o

Ist B(x) die Pundamentalldsung von A™ im R®, so gilt

Expu(x) = [Bx-)au(y) € ¢ 01"
(vel. /4/, /2/). Bir einen Multiindex 8 der Gestalt

B = (0,.44,0, Bd+1""’Bn) mit. IBl = 2n-p-1+d-p setzen wir
v = DPEmu e CP(RD). )
J
Die Punktion v ist 1dsung des Problems .
A™ =0 in O\Ky,
Pufyy = b, firlé n,
D"'ule = g, fir la< p,
wobei die h, -und die g4 durch v induziert sind.
Das Problem

A™ = 0 ip ganz 0,
Pulyq = =, fiir lol € m-

besitzt eine eindeutige Losung B € ¢ (0}).
V1= v+ B € 0P(2) lost somit

A™ =0 in O\Kg4,
Pulyq = 0 pir Ix\€ -1,

D““'xd = g + vlan‘l tir i € p,

also eip Problem der Gestalt (1).



Wir seigen jetzt, daB fir p & m=[5]-1
V& W)
g1lt. Wegen (2) gilt einerseits
AP & BPla A(Zqyenery) ® PPlxg,qeeeesm))s

und es ist [8l= 2m-n~1+d-p 2 m~n+ [-g-]+d flir o £p én—[%]-‘l.
Andererseits wiirde aus V € Wy({) nach den Lemmata 1 und 2

Amv =| % ff(x1....,xd) e DYJ (xd+1topo’xn)
Y! én- > -1

/
folgen. Aus n-[258]-1 < n-n+[B]+a (2 211) oxgivt sich der Wi

derspruch. Es ist also V @ wg(n). und wir erhalten die

Bewerkung 1: Bs gibt fir p & m-[%]-‘l Issungen aus CP((2) des
Problems (1), die nicht in W3({2) liegen.

Weiterhin 18t sich folgendes zeigen:

Bemerkung 21 Das Problem (1) kemn Pir p< m-[§]-1 gleichseitis
sowohl Lbsungen aus W5({2) als auch solche aus CP((2)\ W3(Q)
besitgen,

Dafiir geben wir ein Beispiel an. Es sei n ungerade (fir gerade
D sind die Uberlegungen enalog). Die Pundamentallbsung von A%

in B” ist dann E(x) = olxiZ®"P, und es gilt
3-% E(x) = (2m~p) » oIzl a-p-2 , x.

Fir d < {1 £ n setzen wir

v(x) = % E %A

= (2m-p) * ¢ °xy Kf (.\/(21-71 )2+...+(xd-yd)2+z§+1+...+x§2h‘"‘a
d
”1hzoouhdo

»



Bs gilt v e ¢PP*2(R) ¢ G(R") (es sei 2m-n+d-220) und
led =2 0. V=v+ HeC) (H erhiilt man wie oben) ist damit

1dsung des Problems

A™ = 0 10 Q|K,,
D‘,"ulbna 0 fir k| n-, : (3)

ulxd = H| Kd.

V liegt picht in Wg(ﬂ) (siehe oben). Andererseits bat das
gleiche Problem (3) wegen Hlxde: c® (Kd) pach Satz 1 auch eine

Lisung aus W3(Q2) ¢ 6(Q).

Beziiglich des Satzes 2 sei noch folgendes bemerkt: Gilt fiir
eine Komponente g, des Whithney-Taylor-Feldes g € Wp(Kd) picht

n-lai- 254
=z
By € Wy (Kd)' 80 bhesitzt das Problem (1) keine Idsung
aus wE(_Q) (#hnlich wie beim Beispiel von Hadamard, s. /7/,

8. 96). Ob in solch einem Palle trotzdem eine ISsung aus c?(Q)
existiert, ist eine offene Frage.

4, Wir betrachten jetzt den Fall, daB K pur aus einem Punkt be-
steht, Hier liéBt sich sogar die Frage, wann fiir alle Vorgaben
eine Issung existiert, beantworten. Es sei also K = {0}c £2 c R,
Das Randwertproblem lautet:

Gegeben ist ein Vektor a = (ad-%u £p reeller Zahlen.

Gesucht wird eine Funktion

u € CP(Q2) n ZBON{o}) n V(N {0}) mit

A™ =0 in Q\{O},
Da“lan‘ 0 fir lal€ o1, )

*u(0) = a, fir lxis p.



In /1/ wurde fiir beliebige elliptische Differentialoperatoren
gezeigt: Notwendig dafiir, daB zu jeder Vorgabe (ad)la.lﬁp eine

Iosung existiert, ist p £ m - % - %. Es stellt sich jetzt fir
den polyharmonischen Operator herasus, daB diese Bedingung auch
hinreichend ist,
Satz 3: a) Genau dawn, wenn p £ m-[%]-‘l ist, existiert zu allen
Vorgaben (84)louép eine Lisung aus WE(Q) c cP().
b) Ist n ungerade, so gibt es filr p = m-[%]-ﬂ zu allen Vorgaben
n
genau eine Idsung aus Gm-[Z]-1(Q).
¢) Ist n gerade, so gibt es fir p = m-[%]ﬂ auch Ldsungen aus
. :
o= Bl-1) \W3(Q).
d) Mir p < m—[%]-’l gibt es sowohl fiir gerade als auch fiir un-

gerade n neben Losungen aus w’;(n) auch solche aus

P)\ w(Q).

Beweis: Die Aussage a) ergibt sich unmittelbar aus Satz 1 bzw.

D
2. Es sei u eine Iisung aus C"”'[Z]'"(Q). Dann gilt insbesonde-
re A%y = 0 in Q\{0}. Aus Lemma 1 (dieses Lemma gilt auch fiir
K4 = {0}1) erhélt man (A", P) = 0 fir alle P € 0’ (Q) mit

0 fur lal = m-n+[§], woraus

D%g(0)
A

n1%aD™ 6 (cq Konstanten) und
lat €ém~-n+ [2-]

u(x) = Z

& c“D"E(x) + w(x) (5
1t sm-m-[-z]

gefolgert werden kann. Hier ist E(x) die FundamentallSsung von
A" in R® und w eine Funktion mit Alw = 0 in ganz £ und

B __n8 (3 .
Pulag = P g[g]c‘n slan

M



i

Zu o) Ist n ungerade, geht die Summation im (5) bis m—[%]-‘l.
Aus den Eigenschaften der Pundamentalldsung folgt D*E € w';_'(.Q)
tir lws n-[5]-1, 4. h. u € W3(Q) (s. /4/, Satz 3.13, val.

/2/). .
Zu ¢) Pir gerade n geht die Summation in (5) bis m - %. Fiir

n
- =1
em-Bist D*E e 2 (R®) (8. /4/, vgl. /2/), jedoch

2

"8 ¢ Wg(ﬂ). letzteres ephiilt man folgendermaBen: Es gilt
A" 8 =0%, also A""E=0 in B\ {0}. Wire D"E € Wi(L2), so

miiBte pach Lemma 1 A"D*E = 2 cBDBG gelten. Aus diesem
1Bl €m =5 =1

Widerspruch erhélt man D%E £ W5(Q2) fir lxl=m-3.
Alle Funktionen der Gestalt
u(x) = Z cDE(x) + w(x),
lal€m ~ 5

‘wobei fiir mindestens ein a mit lal= m~3 c, # O ist, sind also
13sungen des Problems (4) (mit durch die Konstanten ¢, indu-

n -% -1
glerten Vorgaben fir x=0), die in C (2)\ wg(a) liegen.

Der Beweis von d) erfolgt in analoger Weise (vgl. auch Beweis
von Bemerkung 2).
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Charles W. Groetsch

Relaxed Steepest Descent for Singular Linear Operator Equations

1. Introduction.

It 1s well known that the successive residuals in the steepést
descent method for linear equations are orthogonal (see e.g. [1, p. 508]).
Therefore it seems reasonable to overrelax the method in an attempt to
obtain faster convergence, in much the same way that the S.0.R. method
may be considered to be a device for accelerating the Gauss-Seidel method
by use of an overrelaxation parameter (see e.g. [6, Chapter 3]). In
this note we will investigate the steepest descent method with relaxation

for approximating the minimal norm least squares solution of the equation
Tx =b )

where T:H,+H, is a bounded 1inear operator from the Hilbert space H; into
the Hilbert space H,. Given an approximation X the method consists of

forming a steepest descent step to obtain the approximation
X =Xp=a e, F=TTR =T%, o x| v [12/]|Tr 112, (2)

n'n nn’®

One then forms another steepest descent step
Yo Ry=apFne FT*Tx =T*, & =| |7 [12/[1TF, 112 (3)
and defines a new approximation Xne) by
Xpa1Xp*te(¥p=Xy) = Xp-wep (4)
where

(I unrn + ;nFn )



’

and w fs a relaxation parameter, O<w<2, Note that if w=1, then one
step of the algorithm above corresponds exactly to two steps of the
steepest descent algorithm. If Q<w<l, the method amounts to an
"underrelaxed" version of the steepest descent method, while for
1<w<2 the method is an "overrelaxed" method of steepest descent. 1In
the néxt section we will present a convergence proof for the relaxed
steepest descent method for singular linear operator equations in

Hilbert space.
2. Convergence

We shall denote the inner product in each of the Hilbert spaces
H; and H, by (+,-). The Moore-Penrose inverse of the Bounded linear
operator T:H;+H, will be denoted by Tt. We recall that T*:D(T*)»H,

‘{s the closed linear. operator which assigns to each
be(TH):=R(T) + R(T) T

the minimal norm least squares solutfon x = b of equation (1)
(see e.g. [2]). Given beD(TT) and Xg € Hy we will denote the error in

the approximation X by e, i.e

e =X, - X~ PNxo W

‘uhere}PN is the orthogonal projection of H, onto N, the nullspace of
T.” Similarly,

e, = X, -~ X~ PNXo .

Lemma 1. For each n we have



(1) (rpfy) = 0
(i1) T*Te, = r

n

(iit) agllryH12<tr .e) and G |7 H2s(F,.8,)
(iv) Hogl12=a2llrp 112 + 8 217,112 < (es0,)
v) Heglh < lleylt

(vi) e lepur,) < (ewo) «

Proof: Equalities (i) and (i1) follow directly from the definitions
and (ii1) 1s well-known (see e.g. [2, p. 125]). The equality in (iv)
follows directly from (5) and (1). Also, since
(& Fp) = (emapry ) = (egFy)
we have by (5) and (iff)
(es0y) = aplep,ry) +a (e, 7p)
2 -2 -
2 a2llrg 112 + al[Fy)12 = [logl12
Part (v) follows directly from (iv) by use of the Schwarz inequality.

Since

- - "
™ T ch Trn i

we have by (11) and (ii1)
(e,s0p) = aplenr,) + 3, (e . Fp)
= o (e,r,) + 3p(eps Ty = 0, T*Tr)
= (ap*o,) (epory) - apa,lir, 112
2 (ag*a,) (epory) = ap(ep,rp) s

proving (vi). #



Lemma 2. The sequence (Ilenll-) decreases and ¥ ayl[Tey|]2<w.
i=0

Proof: By (4) and (iv), (vi) and (ii) of Lemma 1 we have
Hepayl12 = ey l12 = 2ulequn,) + 2 [loy]12
< lleyll? = w(2-w) (e ue,)
< lleyl1? = w(2-w)ay(e,.r))
= [le,l12 - w(z-wla[Te, |12 -
Therefore (Henll) is a decreasing sequence and hence 1im |le [| = d > 0.
We then have

w(za) B ayllTeyl2 s T (llegll? - Hleyl12) = lleoll? - ¢ .

The discussion which follows parallels the presentation of the
steepest descent method as developed by Showalter an& Ben-Israel [S5],
Kammerer. and Nashed [3] and McCormick and Rodrique [4].

’ Suppose that Qb € R(TT*), where Q is the projectién of H, onto
R(TT. Furthermore, suppose that

Xo-PNXo - PN_LXQ € R(T") .

It then follows (since Pp € R(T*)) that PyLXy € R(T*) for all n.
Therefore, for each n, there is a unique z, ¢ N(T*) L such thet
Prax, = Tz, .
Also note that since p, ¢ R(T*) € N(T)L and
n-1

X =Xg-w L p
. t=0 !

we have



n-1
PNJ."O = PN_on - w‘lfo Py = Xp = PN Xp o

Since Qb € R(TT*), say Qb = TT*z where z ¢ N1, it follows that
1t = Tz, By (4) we then have

K * -
Tz = T2 - wo, .

let V= T*IN(T*)J_ . Then since V 1s one to one and p e R(T*)=R(V},

we have -

- -1
Zm_.l zZ, - w v op ¢

Finally, let ¢, = z -z. Then since z -2 eN(T*) L and (by (6))
T*zn « T*2 = PN-‘- Xg=X = X =x-PpXg = € ,

we have

-1
T*;n -8, and By ™ v e, .

Lema 3. 1,112 < |lcalf2 .

Proof: By (7) we have
£, =€ =V
nl " S Y Py

and therefore
HEgay 112 = Hg, 112
= 2
Hegll )
- HE,,H: - wl(g gV o)
« gl

1

2 u(En.V'1on) + o? (V-]on.V'

”(Z(En'v-]"n) - (zn’znﬂ.v-]pn))

Pp)

oV (e ve, )0 V)

oq) -



We claim that (V"'(e e ), V') > 0, which will prove the lemma.
R L

If we set H-Tlm » then 1t follows that V » W ' and hence

-1 -1 -1 -1
(v (en + em]), Vv "n) = (en te WV

pp)-
But by (6),

= =l
wive

Wl (e, - )

Wy (e x - T*00)

WV (T4T(x -Pyxo) - THTTH2)

-xn-P"’xo-x-en.

and similarly

WV R ek -pxo-x=g, .

Therefore

lv-l"n’ v (eqten g opey * 3n€p)

(epteneys W
= (o ta,)llle, )2 + (e ue,,0)] ~aga,[lrp,e) + (roe )]
= (ay%a )E2] )12 - wle,up,)] + apa [-2(r e ) i+ wag | {r, [12].
But, since 0 < w < 2, we have by (v) J
wlenwo,) <2 |legil flogll =2 He,ll2.

Also, by (111)

waglirgl12 < 2 oy lrgll2's 2 (rpee ).



1

Therefore, (en”ml'"- V-]pn) > 0, which completes the proof. #

Theorem. Suppose b cH, satisfies Qb e R(TT*) and x; ¢ H, satisfies

PN-LXO € R(T*). Then for each w with 0 < w < 2, the sequence {xn)
converges monotonically to TTb + PyXo and ||x“-T*!'b-PquH2 = 0(1/n).

Proof: We saw in Lemma 2 that the sequence
Heal12 = [1x, = T - Puxg|12
n n N"0
decreases. Now by (8) and Lerma 3,
[legli2 = (e, T*6,) = (Teg, &)
s UTe el < Tiegl] Heoll -

But HTenH + 0, by Lemma 2 and hence ||e || + 0. Since a, 2 HIT=2,
we have by the inequality above and that in Lemma 2

lNepar 12 = Tlegl12 - wlz-a) Ile,I1*/11T112 110l 12 -

One may now use an elementary result of Showalter and Ben-Israel on
difference inequalities (see e.g. [2, pg. 140]) to obtain the estimate
lleyl12 = 0(1i/n).  #

We note that if R(T) s closed and b ¢ D(T'), then Qb ¢ R(TT*).
Also NL = R(T*) and therefore the method will converge in this case

to T + PNxo. However, it is well known that if R(T) is closed then

(T*Ty, y) > m |ly}|?

for all y ¢ N1 wherem = 1177112 (see e.g.[2, p. 56]). In this case

we have as in the proof of Lemma 2,

51



Hepa 112 5 llegl1? = w(2-0) o, (e, T*T e,)

1A

Heyl 1% - al2-6) ay m |le |12

A

(0 - w2 - w)/e?)-|leg] |2 s

where x = ||TH]| [ITI| > 1. Therefore, for operators with closed

range, the rate of convergence of the method is at least geometric.
3. An Example

As a simple numerical illustration we consider the finite

dimensional problem of computing b where

ERE R (1]
I T 1] -33
T=lo a4 1 3] b 0f JTheqp- | 2
0 1 -1 -3 0 12
1 a0 1 0 3
1 0 a1 -2 0

L - L 4

Using x¢=0 one obtains the following values for the error in the
n th approximation (the numbers in parentheses indicate multiplication

by the corresponding power of ten).



\ 4 8 12 16
.25 1.99(-01) 9.86(-02) 4.88(-02) 2.42(-02)
.50 8.48(-02) 1.79(-02) 3.77(-03) 7.95(-04)
T8 2.86(-02) 2.04(-~03) ,1.49(-04) 1.03(-05)
1.00 6.41(-03) 1.02(-04) 1.63(-06) 2.59(-08)
1.25 5.71(-04) 8.10(-05) 1.15(-09) 1.63(-12)
1.50 4.71(-07) 5.51(-13) 2.87(-16) 2.72(-16)
1.75 1.09(-04) 2.95(-08) 7.99(-12) 2.14(-15)
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Klaus Beyer

Uber "gemischte" Approximationen quadratischer Variationspro-
bleme

Bei der Ldsung von Randwertaufgaben fiir elliptische Differen-
tialgleichungen ist im Rahmen der Hilbertraumtheorie die Pro-
jektion einer PFunktion (bzw. Punktionals) auf einen Teilraum Vo
des zugrundeliegenden Hilbertraums zu bestimmen. Der numeri-
schen Ecnstruktion der Losung steht in vielen Féllen (z. B.
Stokessche Gleichungen, Trefftzsches Verfahren fiir Gleichungen
mit variablen Koeffizienten) der Umstand entgegen, da8 iber ein
ausreichendes Syctem von Koordinatenfunktionen u € Vo picht
verfigt wird. Einen Ausweg aus dieser Situation bieten die so-
genannten gemischten Verfahren, bei denen die urspringliche
Approximation mit einer Approximation der Projektion wverbunden
wird. Wir betrachten in dieser Note eine Modifikation des Pro-
Jjektionssatzes in Hilbertréumen und skizzieren seine Anwendung
auf gemischte Approximationen quadratischer Variationsprobleme.
Im folgenden seien V, H zwei reelle Hilbertréume und D: V— H
eine stetige lineare Abbildung mit dem Wertevorrat HE und dem
Nullraum N(D). Wir betrachten die orthogonale Summe

V=V,+W, V, = ND). )

Identifizieren wir H mit seinem Dual, so ist die Adjungierte D*
von D als Abbildung von H in dep zu V dualep Raum V' aufzufas-
sen. Wir bezeichnen schlieBSlich die RieSsche Abbildung V'—V
mit R: '

(R f,u)v = {f,u) fir feV'.
Wegen W = N(D)J‘ = Wertevorrat von RD' findet man gemdB8 (1)
u=u, +RDY, ueV,¥ecH (2)
fir jedes u € V; in (2) sind u, und ¥ durch u eindeutig be-

stimmt. vh und Hk seien nun zwei endlichdimensionale Teilriume
von V bzw. H, ferner sei vt = {uevl DuLKk}.
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Neben (1) wird die Zerlegung

Ve (v s Bk, P L (vt

betrachtet. Sind Po' Pg’k, Ph-die orthogonalen Projektoren von
Vv auf v, Vonv® baw. V2, s0 gilt der
Batzs Ist Bh,k der kleinste positive Eigenwert der gquadrati-

schen Form IIPh:B.DYJl' |$ tiber BX, so gilt fiir alle u € v,
II-22uly € (14877, DIV 20a-F)uly. (3
Bemerkung: (3) trifft insbesondere bei
1P 15 > 8, L lTE (8 > O (#)

Liir alle Te B'k zu, Im librigen gilt

|(FPRD T, v)y | | (RD'T, v)y |
P07l - vev Wy T g T Ry

<DL,y (T, Dv)y
= 8sup J-—-lr‘?"l—}-l = sup —ﬁ-ﬁ-—-
ve V11 v vev?

Beweis: Ist M;, ..., 7T, eine Basis von Hk, so léBt sich die
Projektion Pg’ku durch das Variationsproblem

v - ulls — Min
ve
unter den Nebenbedingungen (Dv, )y = ++. = (Dv, L)y =0

charakterisieren. Demzufolge existieren lagrangesche Multipli-
katoren 11, seey Ay, 80 dafl

n
(BB umu,v)y + 27 240w, Ty = 0

qilt fiir alle vevh.
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Setzt map TF ; A .l. € Bk 80 folgt hieraus

0 = (BB umu,v)y + (0w, 2%y, = (B Mu~(u-m0' £ 205) vy,
fir alle vevP, d. h.
Pg'ku = PP(u-rp' T5),
Somit wird
I-22 52 = ) (1-Pu)2 + | Peor TE2, )

und zum Beweis von (3) ist nur noch der gweite Summand von (5) -
abgzuschédtzen, )
 Der Multiplikator 7°** ist aus der Orthogonalitétsbedingung

= (0FBvk, @)y = (0P, @)y -(0PPED 7K, @) (6)
bzw.

(0FPrD' T, @), = (0P, @)y fir alle e B )]

zu ermitteln. Beziiglich dexr Basis 1"'1. eeey Ty, stellt (?7) ein
- evtl., nicht eindeutig - ldsbares lineares Gleichungssystem
fiir die lagrangeschen Multiplikatoren 11, eeey A, dar, dessen
Koeffizientenmatrix wegen

(DF"BD'T, My = DT, FPRD M= (20T, Prn %)y = IPPm0 N2 (8)

symmetrisch ist. Bei unseren weiteren Uberlegungen diirfen wir

72+% surch die normkleinste I3sung Ig'k des Systems (7) erset-
zen; fir sie gilt

1B < 87)) JoPulg. ‘ (9
(9) impligiert in Verbindung mit (7) und (8)

IP0r 7 B2 =(opPu, 2%y, < [0PPuly 190" Iy
« 571 IoPhE €8]y IncPPu-wif <87’y IDI? IPu-alfe

(10)



Aus (10) und (5) folgt nun die Behauptung des Satzes.

Man bemerke, daB (4) dio oindnutige Aufldsbarkeit von (7) si-
chert.,

Zusats: Beseichnet man den orthogomalen Projektor von’ auf H®
nit Q°, 80 gilt fiir w = RD'T € W (vgl. (2))

122 v, ¢ 1Dl K1) T . (1)

Bewsis; Nach (6) gilt DF2**w = (I-Q)DFE+w. Demsufolge wird
ﬂl’g’k'ls = ('nﬂ:’k’)v =(BRD'T ’P:'k')v = (ng'%: T )H

- ((2~dyneteE, 1)y = (DR Ew, (1)),
¢ o (FB*Swly KI-)TY g,

worsus (11) folgt.
Anwendungens 1. Wir betrachten das Variationsproblem

% lul $ - {f,u) = Min (12)
unter der Nebenbedingung Du = 0 und seine Approximation
3 i2-<ty>mn, uevEn v (13)

(8. auch /1/). Beseichnen wir die Lisungen von (12) dzw. (15)
it u* bgw. u ', 80 gilt offenbar

u®= P RE, e = P:' {
Naoh (3) und (11) gilt demsufolge fir den Fehler fu*- u™Xl,
dieses Verfahrens die Abschiitsung

hu*~ oPoEY « I(R ~PRE)ReN, € I(I-PoE)p ReN,
+ 1F55ce,~DyRely (e8], 10122 KI-P0

+ Iofl -0 @ -0yl .

Unter der Voreussetsung' (4) wurde eine #hnliche Abschiitzung
auf anderem Wege in /2/ bewliesen.
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2. Der folgende spezielle Fall
E=W,D=1I-E, B cv® L (%)

fibrt auf besonders einfache Verhiltnisse. Wegen

RD' = R(I-E,)' = I gilt jetzt P'RD'w = F'w = w fiir alle w ¢ HX,
folglich trifft (4) hier stets mit By =1 zu.

Man erhilt damn nach (4), (11) )

I8k - 2 aly < Moz aly + 1852, uly

& VZK1-P)P,uly + 13-G)(1-py)ufly.

Der Pall (14) kanp als eine gemischte Approximation vom
"Irefftzschen Typ" angesehen werden.
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Bp modifiziertes SPA-Verfahren

Das ip /3/, /6/, /7/ untersuchte mehrdimensionale Spaltenappro-
- ximationsverfahren ("SPA") eignet sich sur l1Ssung linearer
@Eleichungesysteme

Ax=b, A:mxoD (&))

mit quadratischen oder rechteckigen Koeffizientenmatrisen von
beliebigem Bang; bei widerspriichlichen Systemen berechnet es in
Abhiingigkeit von der Ausgangspiherung Vektoren, die den Rest-
vektor © = b - 4  in der Suklidischen Norm minimieren
("Kleinste-Quadrate~Lisungen"). Das Verfehren ist fir alle
Koeffisientenmatrizen anwendbar, die keine Nullspalten enthal~
ten, wenn man sichert, daB die su ein- und derselben Indexmenge
gehbrenden Spalten von A linear upabhlingig sind. Die im folgen=
den beschriebene Modifikatior des Verfahrens versichtet aunf
diese Forderung, die in prektischen Pillen schwer su realisie-
rep ist, und stellt somit eip universelles Iterationsvarfahren
sur Idsung lipearer Gloiohungamtem mit beliebigen Koeffi-
lhntnutrim dar.

In jedem 8chbritt des BPA-Verfahrens mu8 ein 'kleines" lipeares
@leichungsaystea geldst werden, dessen Koeffiszientemmatrix G
eine Gramsche Matrix vom Format 4 x 4 ist, die aus den Skalar-
produkten der sur jeweils aktuellen Indexmenge gehdrenden Spsl-
ten von A besteht.

Blfving bewies in /2/, daB das SPA-Verfahren auch dann konver—
glert, wenn man anstelle von 6™ oine verallgemeinerte Inverse
sur ISsung dieser Systems verwendet. Er gan jedoch kein Verfeh-
rep gur effektiven Berechoung solcher verallgemeinerten Inver—
8en an. Bs scheint bisher nicht beachtet w;'don su sein, daB
sich das Cholesky-Verfahren, Standardmethode fdr positiv-dafi-
pite Matrisen, auch im Fall positiver 8smidefinitheit anwendsa
148t und sur Berechnung der Moore-Penrose~Inversen putsdar ists



Im folgenden so0ll gezeigt werden, daB sich jede positiv-semide-
fipite dx d ~ Matrix G als Produkt

6=11F (2)

wmit einer unteren Dreiecksmatrix L darstellen 1H8t. Ausgehend
von einer positiv-definiten Matrix Gy.o der Ordnung d-2 wollen
wir alle wichtigen Pélle diskutieren, die bei der Erhdhung der
Dimension der Matrix auftreten kdnnen. Da Gg2 positiv-definit
ist, léB8t sich nach dem Cholesky-Verfshren eindeutig eine
pichtsingulédre untere Dreiecksmatrix Lg-2 bestimmen, so daB8

T
Ga-2 = L2 g2 (3
ist (vgl. /11/, S. 146 ££.). Wir betrachten nun die Matrix
G ’ : _
6. . = | a-2 £ %)
a-1 T )
£ 8a-1,4a-1

der Dimension (d-1) x (d-1) und setzen voraus, daB sie positiv-
semidefinit sei. Falls Gd-1 sogar positiv definit ist, findet
man die gewiinschte Dreleckszerlegung wieder nach dem gewdhmli-
chen Cholesky~Verfahren. Ist Gd-‘l Jedoch singullir, so lé8t sich
ihre letzte Spalte als Linearkombination der erstem d-2 Spalten
darstellen, so daB

: .
8a-1,a-1 =& %2 & . (5)

sein mus, ,
Machen wir pun fiir die gesuchte Dreiecksmatrix L, , den Ansatz

0
l Lg-2
L = 6
a-1 = | S u:|/ (6)

mit der Matrix L, , aus (3), so muB a wegen

4~2 = rang (Gy_4) = rang (Ly_ 4 Lg_,‘) = rang (Ly_4) )
und reng (I‘d-z) = d~-2 verschwinden. Mit & = O kann man dann aus



' P
gz T2  DLa2@

T -
Ly qLs 4 = = Ga_ A7
a1 % o oM a-1 | )
den Vektor e eindeutig als
e=13,8 (8

bestimmen, und wegen (5) 4151: such die Besiehung’ _o_!g = 85.1,a-1
erfiillt. !
Bs s0ll noch die d X 4 - Matrix

. [%-1 b, ] G2 & h .
a ={.T - =17
Y %4,d 4 84-1,a-1 8a-1,a
n ‘ ‘
k Ba-1,4 8,4

betrachtet werden. Im Fall rang (Gd) = reng (Gd _2) gilt

:

83-1,0 = § CGa-2 b (10)
T -1 _

8a,a = B 632 B, ()

und man nuf im Ansats

a-2
Ly =| e’ 0 | (12)
£ o 8

8 = O setzen, damit die geforderten Rangbesiehungen erfiillt
sind, Hier sollen L; , uvd ¢ wie in (3) bsw. (8) gewihlt wex-
den. .



Aus der Gleichung

T
Lg2 L3p Lgp8 Igof
Lyl = | (Tg 0" o' et =6, (13)

(Lg0F ffe £z

erhilt man daon £ = I‘:-‘-Z h, und wegen (10) und (11) gelten auch

T T
die Gleichungen e'f = 83-1,a’ £f = 83,a°
Dexr Fall rang (Gd_a)‘ = rang (Gd_1) = rang (Gd) - 1 ist dadurch
charekxterisiert, da8 8a,a> QT Galz h ist, Man findet die ge-
suchte Dreiecksmatrix wieder mit Hilfe des Ansatzes (12), wo-

bei B aus B = ng’d - £T¢ verechnet wird.

Jede von der Rullmatrix verschiedene positiv-semidefinite Me-
trix 148t sich durch Zeilen- und Spaltenvertauschungen so
transformieren, da8 ihre aus dem ersten r Zeilen und Spalten
Bestehende Teilmatrix regulér ist. Induktiv kepn dann nach obi-~
gem Vorbild stets eine'LLT-Zerleguns der Matrix komstruiert
werden. Piir eine vorgegebene positiv-semidefinite

d xd - Matrix G = (gu) bestimmt man eine entsprechende Drei-

ecksmatrix L = (mik) wie folgts

l9dif1zier1:es Cholesky~Verfahren

k=1, 2, ¢¢s, 4 Schrittopummer.
Berechne

k=1
By = Bpx ~ p; "‘Ep ;
Im Pall "'laxk < € (€ nschinengenauigkéit) setze
lu=otﬂri=k, k41, oo., Q.
Andernfalls berechne m,, und
k-1
my = (84 'p;mip mep) / By 1=kt o, do



Die &mpfindlichbkeit des modifizierten Cholesky-Verfahrens ge-
geniiber Storungen der Matrix wurde am Beispiel

101 0 1
G=[0 6 0 & ny |0 @
10 1 o0 1 0 0
0 & 0 2463 0 1 0 Y2

fiir verschiedene Werte § und £ in AIGOL auf dem R 300 getestet.
Wird & zu groB gewihlt, so errechnet das Cholesky-Verfahren
nicht den exakten Rang 3, sondern 2 (unterer Teil der Tabelle).

Um die Genauigkeit der LLT-Zerlegung zu ilberpriifen, werden in
der folgenden Tabelle die absolut groBten Elemente der Matrix

G - 1zt angegeben, Man erkennt, daB bei hinreichend kleinem &
gute Resultate erzielt werden.

E] . 16 . 15 .k 1B 12 T o0 N
S| 10718 10715 107 10713 10712 10711 10™10 1079 1078 1077

10° | 1077 1077 107 1077 1077 1077 1077 1077 1077 1077

10711 1077 1077 1077 1077 1077 1077 1077 1077 1g§g 107
e o of o

1072 | o 5

1072 | 0 c o0 o
104 o o 0 o
1072 | o 1072 10~ 1077
1070 | o 1076 107 1079
1077 | o 1077 1077 1077
1080 107 107 1077 107 1067 1077 1077 1077 1077

Nun soll die Moore-Penrose-Inverse G* von G mit Hilfe der II?-

Zerlegung berechnet werden. Es sel DT eine Matrix, die sus al-
len d-dimensionalen Einheitsvektoren besteht, deren Indizes
den nicht verschwindenden Diagonalelementen m,, Vvon L entaspre-
chen.



Wenn G den Rang r hat, so ist das Format von D: rxd, und weil
die Zeiler von D orthogonal sind, gilt

p* = D% (14)
sowle
o+
DD 1. (15)
Die Matrix
F=LD" (16)

besitzt vollen Spaltenrang; sle enthidlt gerade die linear unab-
héngigen Spalten der Matrix L. Well der Nullraum von D mit dem
Nullraum von L {ibereinstimmt, folgt aus (14) - (16):

T *o o -
FD=LDD=LDD=L (I~Fmy) =L 17
F D ist eine Vollrangzeriegung von L, und wegen
G=L1% - FODTF’ = F F
stent mit
G=FF (18)

such eine Vollrangzerlegung von G zur Verfiigung. Ihre Moore-
Penrose-Inverse kann ms' ~it ’

= (F)~ BT (19)
pach der Formel
¢t =Tt = F (P2 P (20)

berechnen.

Auch G* ist symmetrisch und positiv—semidefinit (vgl. /5/).
Zur numerischen Berachnung von .F* empfiehlt sich eine der fol-
genden Methoden (/1/, /10/).

Cholesky-Zerlegungs

Die positiv-definite Matrix F'F wird in ein Produkt K XK' zer-
legt, wo K eine untere Dreiecksmatrix ist. Man bildet

(I'TI)"1 = ("1™ una verechpet F* aus (19).



Householder-Transformation:
Die Anwendung dieser Methode entspricht der Multiplikation von
’F mit eiver orthogonalen Matrix P,

R
PF = [ ] » R obere Dreiecksmatrix.
()

Ist Pr die aus den ersten r‘Zeilen gebildete Teilmatrix von P,
80 gilt F = PER und F* = R~

Modifiziertes Gram-Schmidt-Verfahren:

Mit dieser (numerisch stabilen) Variante des bekannten Orthogo-
nalisierungsverfahrens wird ¥ in der Form P = N R zerlegt, wo-

bei die Spalten von N orthonormiert sind und R wieder eine obe-
re Drelecksmatrix ist. Man erhdlt F* = R™7 KT,

Als Beispiel soll die Moore-Penrose-Inverse der positiv-semide~
fipniten Matrix ~

NN
- S
- SN
- N

2 1 1 4

berechnet werden, Man zerlegt diese Matrix nach dem modifizier-
ten Cholesky-Verfahren in ein Produkt Il? mit

2 2 |:1 0 0 o]
L=|1 © _ |1 o 0 0 1.
1 0 © 1 ——
1 0 o0 V3 1 V3
F D
. L

Dann gilt G = F FT, und aus

6 3 3 o7
= ()T - [ ] '
FRE =Bz 3 5 o ‘

bekommt man die Moore-Penrose-~Inverse
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+ +\T o+ _ 1
=)V F=5gls 2 2 -3

-5 -3 -3 18| »
Mit Hilfe der Modifikation des Cholesky-Verfahrens bekommt man
ein
Universelles SPA-Verfahren
k =1, 2, ... Schrittoummer,

5(0) Startvektor,
1 € 4d <n, d vorzugebende Dimension der Unterréume von
Spaltenvektoren,

K(k) = {lsk), lék), ié ey 1((11:)} zyklische Indexmengen.
Berechne u = (ud(k)), Je K(k) aus dem System G u = ¢,

wobel
G = (84,8, 1,3€E®) una ¢ = (2¥),8,)), 1 € ¥ 1a5;

man erhdlt

u=6'e.
Bestimme den neuen Ndherungsvektor:
x{k) + u.gk) ie K(k)
xgk'”) =
{0 1 ¢ 00,

Ebenso wie das SPA-Verfahren, kann das in /9/ beschriebene PSH-
Verfahren zu einem universellen Verfahren verallgemeinert wer-
d.nl

Die Berechnung der Moore-Penrése-Inversen einer symmetrischen
und positiv-semidefiniten Matrix mit Hilfe des modifizierten
Cholesky-Verfahrens ist auch als selbstindige Methode anwend-
bar.



Literatur

/1/ Ben-Israel, A., and Greville, T. N. E.:
Generalized Inverses: Theory and Applications.
London ~Sydney -Toronto 1974

/2/ Elfving, T.: Group-Iterative Methode for Consistent and
Inconsistent Linear Bquations. Report LITH-MAT-
R-1977-11, Linkoping 1977

/3/ Kiesewetter, H., und MaeB, G.: .
i#lementare Methoden der numerischen Mathematik.
Berlin 1974

/4/ Euhnert, F.: Pseudoinverse Matrizen. Leipzig 1974

/5/ lewis, T. O., ard Newman, T. G.3
Pseudolnverses of Positive Semidefinit Matrices.
SIAM J. Appl. Math. 16, 701 - 703 (1968)

/6/ MaeB, G.: LOsung linearer Gleichungssysteme durch Spalten-
approximation, Wiss. Z. Univ. Rostock Math,-
Natur. Reihe, 23, 759 - 761 (1974)

/7/ Mee8, G., und Peters, W.:
Losung inkonsistenter linearer Gleichungssyste-
me und Bestimmung einer Pseudoinversen fir
rechteckige Matrizen durch Spaltenspproximatico,
Z. Angew. Math. Mech. 58, 233 - 237 (1978)

/8/ Penrose, R.: A generalized inverse for matrices, Proc.
Cambridge Philos. Soc. 51, 406 - #13 (1955)

/9/ Peters, W.: Lisung linearer Gleichungssysteme durch Projek-
tion auf Schpnittrédume von Hypersbenen und Be-
rechoung der verallgemeinerten Inversen.
Beitrige zur Numer. Math, 5, 129 - 146 (1976)



/10/ Sbinogaki, N., Sibuya, M., and Tamabe, K.:
Numerical slgorithms for the Moore-Penrose inverse
of a maetrix: direct methods. Ann. Inst. Statist.
Math., 24, 193 - 203 (1972)

/11/ Btoer, J.: Einfiihrung in die Numerische Mathematik I.
Berlin -Heidelberg -New York (1976)

eingegangen: 10, 10. 1979

Anschrift des Verfassers:

Dr. rer. nat. Wolfgang Peters
Wilhelm-Pieck~Universitét Rostock
Bektiop Mathematik
Universititsplatz 4

DDR=~2500 _ Rostock



Rostock. Math. Kolloqge. 15, 71 - 76 (1980)
Hermann Friedrich

Zur Berechnung der Anzahlen der voneinander verschiedenen
Wurzeln von algebraischen Gleichungen

Bel der Berechnung der Wurzeln algebralscher Gleichungen ist es
oftmals notwendig oder wiinschenswert, vor dem Start des Ld-
sungsalgorithmus (8. Stoer /4/) einige Informationen {iber die
Art der gesuchten Wurzelpn zu erhalten. Im folgenden wird ein
Algorithmus mit einem entsprechenden Rechenprogramm zur Bestim=
mupg der Anzahlen der voneipander verschiedeuen reellen und
komplexen Wurzelp algebraischer Gleichungen angegeben.

Die algebrailsche Gleichung n-ten Grades habe die Form

-1
B (x) = qnxn + cn_.‘x” *entCxec, =0 1)
mit vorerst reellen Koeffizienten °3 und Cp # 0. Werden mit
J.1,d-2. """n die Wurzeln von (1) bezeichnet, so sind die

Potenzsummen 8y der Wurzeln durch
s. =01

® h.ub h @
8y =g +d5 + o004+ flr h = 1,2,...

erklidrt. Mittels der Newtonschen Formeln lassen sich dlese
Potenzsummen 8y rekursiv aus den Koeffizienten c:i der algedbra-
ischen Gleichung (1) berechnen:

h
h+s8 , + E= CponexBx = 0 fir h =1,2,... 3
nit

8, =10 und clsO fir 1< 0.

Bilden wir mit den Potenzsummen Y die symmetrische Matrix A:



‘O 31 vees 8

n-1
8, By eee By

seescsvvsccesscoce

Bn_1 Bn eoe an_

dann gelten mach Obreschkoff /1/ und Gantmacher /2/ folgende
Aussagen:

Satz 1: Die Anzahl der voneinander verschiedenen Wurzeln der
algebraischen Gleichung n-tem Grades (1) ist gleich dem Rang 1
der Matrix A. ’

Batz 2: Die Anzahl der voneinander verschiedenmen reellen Wur-
geln der algebraischen Gleichung n-ten Grades (1) ist gleich
der Signatur 6 der Matrix A.

Die beiden SHtze sird Grundlage fiir den Aufbau eines Algorith-
mu8 sur Berechnung der Anzahlen der voneinander verschiedenen
Wurzeln von algebraischem Gleichungen. Dabei wird die symmetri-
sche Matrix A mit Hilfe des GeauBschen Algorithmus und unter An-
wendung gleichstelliger Umordnungen (s. Zurmiihl /3/, Stoer /4/)
in eine Dro;ocksutrix B transformiert, die dem gleichen Rangg
und dieselde Signatur € besitzt. Nach einer derartigen Trans-
formation seien in der Matrix B

80,0 0,1 *** 5o,n-1
B=| O 84,9 °°¢ By (5)
0 o ces Bpq,n-

‘die Hauptdiagonalelemente Eo,o' ces '35-1 g1 ungleich Null und

die Elenente der nachfolgenden (n-1-¢) Zeilen gleich Null.
Beseichnen wir mit



m die Anzahl der Minuszeichen in der Folge der Haupt-
diagonalelemente 33,3 (3=0,1,+..0=1) der Matrix B,

g die Anzahl der voneinander verschiedepen Wurzeln
von (1), (6)
r die Anzahl der voneinander verschiedenen reellen
Warzeln von (1),
d die Anzahl der voneinander verschiedenen Paare
konjugiert komplexer Wurzeln von (1),
so ergibt sich bei Beachtung der Sdtze 1 und 2:
g=9;r=€=§-2m;d=m. (¢)]
Hat die vorgelegte algebraische Gleichung n-ten Grades (1) kom-
Plexe Koeffizienten c5 (3=031,4++,0), dann ergidbt sich unter
Beachtung von (2) und (3) eine Matrix A*, deren Elemente
gleichfalls komplex sind. In diesem Falle werde mit einem be-
kannten Verfahren (s. Ralston-Wilf /6/) der Rang 1 dieser kom-
plexen Matrix A* bestimmt. Bezeichnen wir zusitzlich zu (6) mit
k die Anzahl der voneinander verschiedenen komplexen Wurzeln
(auBer den Pasaren konjugiert komplexer Wurzeln)
einer vorgelegten algebraischen Gleichung n~ten Grades, so gilt
(s. Gentmacher /2/)

r+k+2d=1, (8)

Im weiteren wird das Polynom P, (x) mit den komplexen Koeffi-
zienten e5 (3=0,1,0004m5 0y # 0) mit dem Polymnom P (%), dessen

Koeffizienten cj die konjugliert komplexen Gréfen zu den ent-
sprechenden cj-sind, multipliziert. Wir erhalten ein Polynom
2n=-ten Grades mit reellen Koeffizienten di:

Qp(x) = Py(x) » Bi(x) = &2 + wue + 44% + 4. (9

Fir die algebraische Gleichung 2p-ten Grades Qy,(x) = O kaon

mit Hilfe des oben angefithrten Algorithmus der Rang §@ der zu-
gehdrigen Matrix A und die Anzaehl m der Vorzeichenwechsel der
Hauptdiagonalelemente in der transformierten Matrix B bestimmt
werden. Da Pn(x) = 0 die Konjugierten der Wurzeln von P (x)=0

(Portsetzung auf Seite 75)
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7 Tabelle 1: Beispiele

Algebraische Gleichungen mit
reellen Koeffizienten

Wurzeln

1.

2,

3.

4.

5.

- 3:3 +6x2 - x + T=0

(s. Zurmtthl /5/)

3 -2+ x2 - Tx-4=0

(s. Zurmithl /5/)

x! - 2Bx6 + 322x5 - 1960x% + 6769x3

- 13133x2 + 13068x ~ 5040 = O
(s. Conte-de Boor /7/)

22 - 17028 + 7392x% - 39712x2

+ 51200 = 0 (9, Conte-de Boor /7/)

6

0 - 6x? & 17x8 - 24x7 + 8x + 32x5

- 56x4 + 32x3 + 16x2 - 32x + 16 =0

Xy 0= 1,7161

1:35541.'

+
X3 4=-0,2161 £ 1,02431

xq = 1,4908; x, = ~0,9038;

x3 = ’0.5855;
Xy,5 = 0,3326 & 1,25681

xy = 1,0014; X, = 1,9689;
X4 = 3,3183; Xy = 3,5051;
X5 = 7,0599;

xg,7 = 5,5732 + 0,26411

M
o
[

= 2
= &

1
2

0; x3,4 = 483
P X8 = %
=1+ i
=11




Tabelle 2: Belspiele -

Algebraische Gleichungen mit Wurzeln g r k d
komplexen Koeffizlenten -

T

1. | x> - 8x% + (23-41)x = (20-101) = X, ,=2=4; x
1,2 3

1}

4 + 2i 2 0 2 0

2. | x° + (~+51)x* + (18-371)x7 + X =35 Xy 5= 22 4 5 |1 ]2
(10+4991)x2 + (~87-109i)x x, = =24 x5 = 1 - 34
+ (904301) = 4

3. |x? -61x® - 12x+ 8120 %) 0,9 2 1 (o |1

4. |28 - (2470)2% 4+ (<184150)x% X = =15 Xy 5= 2 4 2|2
+ (40+271)3 4+ (31-551)x2 xg = -1+ 1% ¢ = 31

- (60+241)x + (-36+4361) =

als Nullstellen hat, treten bei °2n(x) = 0 die reellen Wurzeln von P (x) = 0 als reelle
Doppelwurzeln und die komplexen Wurzeln von P (x) = 0 als Paare konjugiert komplexer Wur-
zeln auf, Hat P (x) = 0 ein Paar konjuglert kqmplexer Wurzeln, so tritt bei Q2n(x) 0 ein
entsprechendes konjugiert komplexes Deppelwurzelpaar auf. Damit ergibt sich

r+2k+2d=9; k+d=m . (10)
und schlieSlich
gsl;r=9‘-2m;k=9-1;d=m+1-g. (11)

Plir die beschriebenen Algorithmen sind FORTRAN-~Programme erarbeitet worden, mit denen zahl-

reiche Tostbeiépiele auf einer BESM 6 durchgerechnet wurden, Einige Beispiele sind in den
Tabellen 1 und 2 Zusammengestellt.
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Rostock. Math. Kollog. 15, 77 - 80 (1980)
Haps=Dietrich G. F. Gronau

The 2-(11,5,2) and 3-(12,6,2) Designs

A t-(v,k,)) design is a system of distinct k-element subsets
(called blocks) of a v-element set K such that every t-element
subset of K occurs exactly A times in the blocks. Two t=(v,k,A)
designs M,I and I\u2 are called isomorphic if and only if there is
a permutation of the elements of K which have the property that
every block By of M.] is mapped into some block B;i of M.

In this paper we present the following results.

Theorem 1:; There is exactly one nonisomorphic 2-(11,5,2) designe.
Theorem 2: There is exactly one nonisomorphic 3-(12,6,2) design,
We will use the following set K:

_ { (1,2,3,4,5,6,7,8,9,0,+}  if v = 11,

- {1,2,3,4,5,6,7,8,9,0,+,=} if v = 12,

Let b and r denote the number of blocks and the number of
blocks containing a fixed element. If v = 12 let AZ denote the
number of blocks containing a fixed pair of elements of K. By
the usual formulas we obtain

f

2-(11,5,2) ¢+ b=1,r =5, and
3-(12’6!2) t b=22, r=11, 12 =5,

We always will give the designs in terms of k x b-matrices.
First we give an example of a design of these types.

2-(11,5,2):

11111222334
22345345455

ll,]= 36786867667]|,
47099909788
58+ 0+++090+



3=(12,6,2)1

1111111111122222233347
22222333445333445445538
33456456566456566566609
Y2 4989797877878978787700
584000+089900+998989 ++
69t ===t 0ttt =-==0++=0=-

Proof of Theorem 1: For a particular block of a 2-(11,5,2)
design M let L) 0 =1 <5, be the number of blocks that inter-
sect it in exactly i elements. Then Bg = 1 and

4
i 5 =
2 G = Hogn, 3=00.2,

where Ro =D and 2.1 = r, These equations have an unique solu~
tion in integers: n, = ny = n5 =n, = 0 and n, = 10.

Without loss of generality we may assume that 12345 is one of
the blocks of M. SBince A = 2 it follows that M has the follo=-
wing structure:

MN11 1122 2|33 4
2[3[345545455
3

4
5

(4,B,C,D) 18 a 2-(6,3,2) design. Rasch apd Herrendsrfer /1/
showed that the only nonisomorphic 2-(6,3,2) design is the
following ones

6666677788)

Al B c D

7789089099
890+++0+0+

Without loss of generality let

[6
‘ = 7 .
8




Also the block 12678 has the same intersection numbers. Hence,
the blocks of (B,C) have each exactly one element with A in
common, while the blocks of D have each exactly two elements
with A in common. Using a suitable permutation of {3,4,5}, we
may assume without loss of generality that

667
788 -
9 0+

D

Furthermore, we may assume that the block 69+ occurs in B;
using (12) if necessary. Then 60+ appears in C and the blocks
790 and 70+ (890 and 89+) occur in different matrices of {B,C}.
Simple counting of the frequency of pairs yields that B
consists (in any order) of the blocks 69+, 70+, 890 and C
consists of the blocks 60+, 790, 89+. By the same argument the
order of the blocks in B and C follows uniquely. So we get M1.

Proof of Theorem 2: In analogy to the proof of Theorem 1 we
obtain the intersection numbers:

nb =1, Dy =Dy =, = Dg = o, n; = 20.

o, =1 implies that the design contains with any block also its
complement with respect to K. Furthermore,

M(1) = {X: Xvi1}eM, 1 € X} is a 2-(11,5,2) design. Noting
Theorem 1, the blocks of M coptaining the element 1 are unique
(with respect to isomorphism). Since all other blocks of M are
complements of those onmes containing 1, M is determined com-
pletely; see MZ‘

Reference

/1/ Rasch, D., und Herrendsrfer, G.: Uber die Anzahl elementa~
rer BUB in eingeschriinkten (v,k)~Famllien.
Rostock. Math., Kollog. 8, 71 - 82 (1978)
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Rostock. Math, Kollog. 15, 81 - 90 (1980)
Dietlinde Lau

Basen und Ordnungen der maximalen Klassen zweier mehrsortiger
Punktionenalgebren

1. Sei ae{0, 2}. Mit P__ bezeichnen wir die Menge aller Funk-
«
tionen £2'® (n, m > 0) der Form

28 {o, 1) "x fa, 3}"—{0, 1}.
Die Tunktionen aus P werden von uns mit Hilfe von Formeln
a
iber den Variablenalphabeten X = {x,x1,x2....} und
Y = §y.y1,...} beschrieben, wobei die Variablen aus X mit Wer-
ten O, 1 und die aus Y mit VWerten 4, 3 belegt werden kbnonen.
Die pullstelligen Fupktionen aus P bezeichnen wir mit O

a
dzw. 1. Funktionen, die sich pur durch fiktive Variablen unter-
scheiden, werden von uns nicht unterschieden.
Als Operationen iiber Funktionen aus P s8ind das Umbumerieren

a
von Variablen, das Identifizieren von Variablen, welche Werte

aus ein und derselben Menge annehmen, das Hinzufiigen bzw. Weg-
lassen von fiktiven Variablen und das Ersetzen eiper Variablen
durch eine Funktion, deren Wertebereich im Wertebereich der Va-
riablen enthalten ist, zugelassen. Die mit -Hilfe der eben ge-
pannten Operationen aus Funktionen der Teilmenge A von P

. a
kopnstruierbaren Funktionen heiBen Superpositionen iber A. Die

Menge aller Superpositionen iiber A € P sei mit [A) bezeich-

a
pet. Die Menge P mit den oben genannten Operationen bildet
o
eine Algebra, die wir ebenfalls mit P bezeichnen. Definiert
a

und erstmali untersucht wurde diese algebra in /2/.
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Insbesondere findet man in /2/ sémtliche maximslen (fast-voll-
sténdigen) Klassen von P beschrieben, fiir die wir im folgen-
o

den Basen und Ordnungen bestimmen wollen. Alle dabei verwende-
ten Begriffe und Bezeichnungen, die hier nicht definiert wer-
den, entnehme man den Arbeiten /1/, /2/ und /3/. Insbesondere
verwenden wir bei der Definition von Funktionen aus P die

a
Symbole Vv, A, +, ., , die in /1/ bei der Beschreibung
Boolescher Funktionen Verwendung fanden. AuBerdem setzen wir im-
folgenden die Kenntnis der Basen und der Ordnungen der sabge-
schlossenen Mengen Boolescher Funktionen (der Postschen Klas-
sen) voraus,

2. Wir kommen nun zur Beschreibung der maximelen Klassen von

P, die wir etwas abgewandelt aus /2/ iibernehmen. Dabei be—
a

zeichne fiir a € {@, 3} e, die durch

1firy =a

ea(y)-= 0 sopst

und f/a (e P2) die zu £® ¢ P gehdrende und durch
“ N
f/a(x1,.ao,%) = f(x,l,...,xn,a,...,a)
definierte Funktion.
Wir sagen, eine Funktion 270 bewahrt eine gewisse Tellmenge G
von {g(x,y)l g EP } genau dann, wenp fiir beliebige
Ta
€41 Boveeey Bpup €°GU{Y} stets £(811805+¢218p,p) € G &LlL.

Sei A eine abgeschlossene Teilmenge von Pe,
aefa,3}, {v,6} € {0,1} und b ¢ {0, 1, ey, 63}' Dann gelte:

Ko,y t= {£€ Pzif/ae A},

' 6 61,6
B atolt Pzalfﬂ("v""’%)=(f/3"‘1"""n)) b



K(b) := (£ e P |£ bewahrt {0, 1, oy, es}\{hi],
o

X = {r 3 PZ“ {f/z, f/3} nfo, 1 #9 ,

v(d i‘if/z’f/3} € {x;,%} )},
E(a,b) 1= {£ € P__ | £ bewahrt {g(x,y)eP_|g, e {0, 1
{ S ¢ b /8 t }

2 2
V((g/q € {x,X} ALfa)> g, eix, DD

In /2/ wurde der foléende Satz bewiesen:

Satz 1: In P__ gibt es fiir &= O genau 10%) und fir « = 2
a
genau 21 maximale Klassen. Diese sind
a) fiir A= 0:
Ko, a 3 {TO,T,] »S,M, L], K33 (B € {s,1,]),
Ko» K(1) und Poi

b) fir a = 2:
Ka,a (a € {2,3}, 4 ¢ {TO,T1,S,M,L}), Kg(6 € {0,1}),
K(h) (h e {0.1,ez.e5}). K, K(a,b) (a € {2,3}, bef0,1}).

3. Bei der folgenden Herleitung von frzeugendemsystemen fiir die
maximalen Klassen von P verwenden wir in diesem Abschpitt

3
einige Abkiirzungen:

C gl = (eg1Coseeescy) (c € {x, ¥, 8, b, «ce}),
By 1= 0(79) * 0 (¥5) ¢ .en + 8,(yy) (a e {a,3]),

\

In /2/ sind noch 2 Klassen mehr angegeben, die jedoch beim
Vollsténdigkeitsbeweis keine Verwendung fanden. Man kenn zei-
gen, daB es sich bei K(eo) und K(e;) um echte Teilmengen der
maximalen Klasse KO.M handelt.
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&

or, (71 + op (7p) * wev ¢ op () @ e fu 31,

G, 6. 6
1= x11 . x22 © eee @ xnn (& e §0,3™),
A A Tt e &tw
£(6,T)=1 £(6,7)=1
31:’171:3 Hi,j:‘t'i::OLATj:B

Ergibt sich aus dem Zusemmenhang die Stellenzahl der Tupel bzw.
der Funktionen, so lassen wir die oberen Indizes weg.

Lemma 1: Sel x € 4 = [A] € P, und a € {«,3}. Dann ist

Avixv x’lx?_ga' x v i‘E'a, xe,} ein Erzeugendensystem fir Ka,A

Beweis: O.B.d.A. sei a = 2 = a. Eine beliebige Funktion £7*%
aus P gehort genau dann zu K2 A» Weon es eine n-stellige
]
a
Puoktion g aus A mit £(%,) = g(X) - £5 v Ag gibt, d. h., £ ist

edpne Superposition iiber g, xE'él (e [{xe5}]) und

x vAg (e [{H]H(x,';"c,y) =x vV h('fc)eé(y), h e P2}u{x32}] =: B).
ni,1

Fir beliebige H € B, 1 =1, 2, gilt stets

n
H,(x,H,(x,X 2) ’ xn2+1 seee 'xn1+n2-1 2Y)

D
¥ 2
= xvh,'(hz(x ), xn2+1,...,xn1+n2_1) . eB(y).
Hieraus und aus [{x1x2,§1}] = P, folgt
= [{x V XyX50z, XV §1e5, 102}] . Also ist
Avixv x,,xze;, X v §1e5, xe2} eip Erzeugendensystem fur
Kz’A. (e
Batz 2: Sei a € {a,3}. Dann gilt
) Ka,TO = [{x1x2, Xq+Xy, ea}],



(@) %1, = [{xq v x5 xp4x#1, 0,}],
(3 Ka,M = [{x,'xz, XV X By x - sa}]’
(4) Ka,S = [j_x,lia v x‘IEB v §2§3, xea}] .

(5) Ky 1, = [{%g¥%0s 15 x4%58,1].

Beweis: (1) ergibt sich aus T, = [{x1x2, x,+%51]
Xy VX, € T5,X,%, €15, {XVIX8,, xvi]'é'a}

c [{xg V x50 2435, x4, Fy})
und Lemma 1.
(2) folgt unmittelbar unter Verwendung des Dualitétsprinzips
aus (1).
(3) erhdlt man aus M = [{x’le' X4 VX5, O, 1}] § (Eea) . Ea =0,

0 -6y =28, 8, ve, =1, {xvxe, xvx,8,}

c[{x.]xa. Xy v Xy, 8y, X ¢ Ea}]
und Lemma 1.
(4) ergibt sich aus S = [{x1§2 v x1§3 v izis}]' Xxe8s,
h(x1,xz,x3) 1= XqX, v x1x3vxax35s,
X vXX58, =h(x,X8,+0,, h(X,yX,,X+e,)) = 8(XyXq4%5,7),
g(x'_i«' piaty) = IV§1 'ea und Lemma 1.
(5) folgt aus L = [{x1+x2, 1}] , X €L,

XV XXSE, = X X X8, +XX,X58, € [(xg4x%,, x,lxaea}] .

X v §1'i,|€a =xv i1ea, b3 v’l-’l-Ea = xe, und Lemma 1.3

Satz 3: (1) Ky = [{x,lfz v x13'£3 v 2223, o3, x(ea(y,,)ve;(yz))” ,
(2) Kq = [{x,, V Xy, ea(y1) v 93(y2)}].
Beweis: Aus der Definition der Klasse Ky, €€ {0, 1}, folgt

leicht, daB eine Funktion £°'™ € P__ genau dann zu Kg gehdrt,
a
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wenn es eine (n+1)-stellige Funktion g aus 8 fir 6=0 bzw. eine
n~stellige Funktion h aus P, fir 6 = 1 mit der Eigenschaft

8(%,0,(7,)) (8 VEY v AL 5 fir 6=0
£2(%,5) =
n(®)-(£5 vED v 43 , fiir 6 = 1

gibt. Die Funktion f ist also eine Superposition iibér g(%,03)
(efs v fosl] = [1x%e vy vEZyp0f]) bam. b o [iERRLI]),
x(BpvE}) = x- (g Vel ™) -(eacym_1>ve3(ym)> " (g (Tp) v 05Ty 4))
(€ [{x-(o (74) v e5(¥2))}]) una vaa 3 (€[{xvxyxp04(74)e5(7,),

X, ens 33}])
Hieraus ergibt sich die Behauptung (2) unmittelbar. (1) tolgt
dann unter Beriicksichtigung von

X v XyX564(74)e5(7,) = h(x,X (e, (75) Vez(y4)), hix,xq,X,)), wobed
h(x,',xz,x;) = X, vx,lx3 Vsz3 € 8,3
Satz 4: (1) K(1) = [{x-(ea(y,]) v 95(yé)),em,e3,x1x2v X X5V XpZ 5,
x4V Ea}],
(2) K(0)= [{xvea(y,, )33(y2) ,92,e},x1fz,x1x2vx,,x3vx2x5}] B
Beweis: 0.B.d.A, Ssei ¢ = 2. Bine Funktion £7'™ aus P__ gehort

2
offensichtlich genau daon zu K(1), wenn es eine (n+1)-stellige

Funktion g € Fﬁ = [{x,l::2 vx,lx'3 v'xzxy x, via}] mit

2(£,3) = 8(%,0,(7,))(E3 VE}) vAS ; gibt. Sicher ist

8(%,0,) € [[o,jvFG] una x(83 v £3) € [{x(ex(37) v o5y} -
AuBSerdem kann man sich tiberlegen, da8

x VVA'.;J € [{x v I, X5, X v X4, s 33}] gilt. Die Funktionen
X VEZy, XV X, gehiren zu rﬁ. Folglich 18t £ elne Superposi-

tion Uber den oben angegebenen Funktiomen. Die Aussage (2) er—
biilt man durch Anwendung des Dualitiétsprinzips aus (1).[3



Satz 5: Fir'a € {2,3} gilt K(e,) = [{x,lxa, t A% N i'ea, iveaj] .

Beweis: 0.B.d.A. sei a = 3. Sei £P'® E'K(es). Dann folgt fiir

beliebiges T € {0,7}" aus £,,(3) = 1 stets £,,(8") = 1 fiir alle

€' 2 T (> sei hier wie in /1/ definiert). Umgekehrt gehsrt jede
Fupktion mit dieser Eigenschaft zu K(e;). Also ist £O'B ‘genau

danp elne Funktion aus K(°3)’ wenn eipe n-stellige Punktion g
aus M und n-stellige Funktionen p und q aus P2 mit

£2(%,5) = g(D(p(H)E) VED v o)) v 5 (®
existieren. Offensichtlich sind O, o35 1, 92(y1) v °3(y2) und
x(ea(y.‘) v ea(yz)) Superpositionen iiber {x,X,,x, vxa,i'ea,i ve.}.
AuBerdem gilt:

By v E3 € [ix(en(yy) v e5(y2))s 1],

(B3 vE3) vEy =xEy vy € [U3VE3, xqvxy x9%;, e5)],

bl

PE vE'; e[ixm’g vE‘;, X1V X5y XqXp, i"e;”v

g €EM = [{x,, vV X, XXy 0, 1}]-

qE'; e[ix,‘ vV Xy, XgXp, i'e5}]

A§ 3 € [{(x4%p0 1y v x5, Toz, e5]] . \

Hieraus folgt, daB (x) eine Superposition iiber den oben angege-
benen Fupktionen ist.[

Satz 63 K = [{x, X X003, X4Xy0p, X0,V §e5, xvx102(y1)e3(12)}] .

Beweis: Eine Funktion £°'™ gehdrt genau dann zu K, wenn sie
entweder von der Bauart
£(%,5) = c+E} v e(D)Ep v A7 (8 € Py, {a,b}={2,3}) oder

2(%,5) =25-23 val-53 vaf 5 (16,7} € {0,1}, 1 £ 1 € n) ist.

!Es ist picht schwer, sich davon zu iliberzeugen, da8 die Funktio-
pen O, 1, LD 939 1(02(y1)v 95(3'2))’ (X1V82)0‘.

xe, vV 'e'a (a e{2,3}) Superpositionen iiber den im Sats genannten
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Punktionen sind. Weiter gilt fiir {a,b} = {2,3}:
ED vaxEp = (B2 v(xey (7)) B ) (0 () V 0y (Tp_q))
e[iea V X8y, X(ea(y1) v Gb(ya))' xeb}]v_
8B € [xZpey (% v Xpdey, EH],
XEy v xB, = py(%,¥)

= Ppq(X(eg (7)) v ey (T 1)) (eg(Fp 1) Ve (yy))sy)
€ [{X, x(e,(3,) v ey (32)), B, v xe,}],
x(E} vE';) € [{x(ey(zq) v e;(y'a)}_] und
XV AG 3 € [{xvrgep(7y)es(7)s Tymopn X4Tpes 0 05 E}]
Folglich ist unsere Behauptung‘richtis.r___]
Satz 7: Fir a €{2,3} gilt
(1) K(a,0) = [{x,lxa, 8, VX8, Eeavx';‘}],
(2) K(a,1) = [111 V Xp, X8, Xe, V x'ﬁa}].
Beweis: O.B.d.A. sel a = 2, Wegen des Dualitétsprinzips geniigt

es8, (2) zu beweisen. Eine Funktion £ gehort gemau dann zu
K(2,1), wenn entweder r/2 konstant ist oder aus der Existenz

eiper wesentlichen Variablen x; der Funktion £ /2 stets
r/3(8) = 1 tir alle ¢ € {0,1} " mit ey = 1 folgt,
Also ldBt sich die Punktion f entweder durch
~oy ‘,m I m f
£(x,y) = ¢ Ey v g(x) E5 v A2.3 oder durch

(x5 = p(xi:] s we ,::-,Lr))‘."‘.'gl v (xi1v - .vxirvq(:"é) )1:-:‘;l v AEJ

beschreiben, wobei {5,p,q}cP2 und {11.....11,} € {1,2,000,0}.
Bs ist nicht schwer, sich davon zu iiberzeugen, daB Xe,,
'io3 v ey ez, 0, 1, es, Xez V oy, o3 V Xe,, o3 V n_r.ez, X4X203,

x v 02(31)33(y2) sowle 192(31)e3(y2) Superpositionen ilber



X, V Xp ;83' :e:_e2 Vv xey sind. Folglich trifft dies auch auf
a(D)E3, 8(HE3 € [fx; v x5, xxz05, Toy}] und

AE,B € [{x,l V Xy, XXpes, §e3, e,}] zu.

Fir t(x,y) = Xo,(y) Vv xe3(y) gilt

x(32(71) v 33(Y2))' =t(t(xvez(Y1)93(y2) \' 62(72)05(.?1);.72) ’y1)

€ [{iez vV Xey, X Veyes, x,'vxg}] , 4. he,

(83 VEg) € [{x(ep(yq) v os(y,))}] und B3 = e (y)(EZ v E3)

€ “x(ea(y,l) v 95(72))' 02}] sind Superpositionern iiber dem ange-

- gebenen Funktionensystem.
AuBerdem erhalten wir wegen

s a
t(i\_/1(xii-ezvx193) »Y) = x;-:e2 V(X,V XV eeev xr)SB’ das

p(:'fir)E‘él V(X Vessv xr)E‘;l =( \K/ Xg-ez(y,l )v(x1v..vxr)e3(y1))~
p(&)=1
-(}i‘.nz1 VEB) eine Superposition iber {x,vx,, 533, Eeav xeB}

ist. PFolglich ist auch £7® oipe Superposition iiber

fxq v x5, Eea, Xe, Vv 183}'[:]

4, Unter Verwendung der Resultate aus /1/ iiber Postsche Klassen
orhélt man leicht als Folgerung aus den Sdtzen 2 - 7 noch

Satz 8: Die in den Sidtzen 2 - 7 angegebenen.Erzeugendensysteme
fiir die maximalen Klassen von P sind Basen. Die Klassen
«
Koy Ka,A(a € {2,3}, A €{s,L}) una K(b) (b€ {0,1}) haden die
Ordoung 3. K ist die einzige maximale Klasse von P der Ord-
o
pung 4. Alle iibrigen maximalen Klassen besitzen die Ordoung 2.
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Rostock. Math. Kollog. 15, 91 - 102 (1980)

Andreas Kossow

Parallelarbeitende Sortieralgorithmen

1. Einleitung

Es seien Mq, Mz, veey Mn endliche raarweise disjupnkte nicht~
leere Mengen (n natiirliche Zahl). Mit my 80ll die Méchtigkeit
von M; bezeichnet werden (1=1,2,...,0). Die Relation O sei eine

irreflexive totale Ordnung in der Menge M = \~J/Mi. In der
i=

Menge M; (1i=1, 2,...,n) erzeuge O die irreflexive totale Ord-
owung Oi. Nachstehend werden die irreflexiven totalen Ordnungen
auch kurz Ordnungen genannt,

Ein Element B,' €M heiBt bez. O kleiner als das Element 82 eEM

(geschrieben B, <652), wenn (B1,Ba)e 0 ist. Mit e(X,1) sei das

bez. O groBte klement jeder beliebigen nichtleeren Teilmenge

X von M bezeichnet und e(X,t+1) sei das Element e(X\{e(X,1)},t).
Das Element e(X,t) (t=1,2,...,!x|) i8t folglich das t-te Ele-
ment der Menge X in fallender Reihenfolge der Elemente,

Es seien t,, t, natiirliche Zahlen mit t,+1<t, <IM|. Als Ino-
tervall I(t1, t,) von M bez. O mige die Menge

{e(M,,+1), o(M,t,+2), «o0y o(M,t5~1)} bezeichnet werden. Es

seien «,B zwel voneiuander verschiedene Elemente der Menge M.
Dann sei als Intervall I'(«x,B) von M bez. O die folgende Menge
bezeichnet:

{[Yeula <, ¥ <, B}, falls & < 8 ist,

[Yeus <, ¥ <, a}, falls 8 <, a ist.
Folgende Probleme sollen in dieser Arbeit untersucht werden:
Die Ordnung O sei feststehend aber unbekannt, und ihre Projek-
tionen 01, 02, vony On selien bekannt.

(P1) Gesucht ist das ilement e(M,t), t €{1,2,...,|M|} beliebig.
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(P2) Zu vorgegebenen natiirlichen Zahlen B By €01,2,000, M}
mit t1+1 < t, ist das Intervall I(t1.t2) zu bestimmen.

(P3) Zu wvorgegebenen Elementen a,B8 € M mit o # 8 ist das
Intervall I'(a,B) zu bestimmen.

(P4) Gesucht ist die Ordoung O in M.

Bemerkung 1: 1.) Es sei darauf hingewiesen, da8 bei den Pro-
blemstellungen (P2) und (P3) nur die Mengen I(t1,t2) und

I*(x,B) gesucht sind, nicht aber d;e Ordnung in I(t1,t2) und
I'(a,B).

2,) Das Problem (P1) ist ein Spezialfall vom (P2);

es 1st t1 =%t -1 und tz = t + 1 gzu wihlen,

Da die Ordnungen 01, 02, ceey 0n die Ordnung O (und damit auch
das Element e(M,t) und die Intervalle I(t1,t2), I'(0,8)) nicht

eindeutig bestimmen, werden in allen vier Fidllen weitere Infor-
mationen iiber die Ordnung O bendtigt, die durch geeigpete Sor-
tieralgorithmen beschafft werden sollen. Diese Sortieralgo-
rithmen werden g-Algorithmen gemannt (q ist eine fest gewihlte
natiirliche Zahl), und ihnen sind zwel verschiedene Algorithmen-
modelle zugrunde gelegt:

(M1) das Schichtmodell,

(M2) das Modell des paarweisen Vergleichs,

2. g= orithmen

Zupédchst s0ll das Schichtmodell betrachtet werden: Es sel q
eine feste patiirliche Zahl und vereinbart, daB im k-ten Schritt
(k*1) eines g-Algorithmus A folgende Dinge frei gewidhlt werden
kdnnen. (In der Festlegung ihrer Wahl wird gerade die Fixie-
rung eines gewlssen Algorithmus zur Ldsung der Aufgabe beste-
hen.)

1. Bine Teilmenge Mi S M mit |Mi|£ qQqfiri=1,2, ..., 0.
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2. Bine Schichtung (81,82,...,3 ), d. h. eine Auswahl von Teil-

mengen 81, SZ’ eeey Sq aus \y/ mit
i=1
o1 i SiN £
2. Moo M3 1synug)en,

2.2. Vl va (i#5 >84N8,=0),

2+3. Die Schicht S, wurde in keinem vorhergehenden Schritt des
Algorithmus A ausgewdhlt (j=1,2,.00,a)«

Die Abb, 1 zeigt fiir den Fall n = 3 einige Schichten.

Abb. 1

Die Arbeit des Algorithmus besteht danp in folgendem:
1. Auswahl der Teilmengen Mj € My mit |Mj}€ @ (i=1,24e0.,0)¢
n
2. Auswahl einer Schichtung in der Menge E_/ My .
=1
%, Berechnung der Information
q
Ty 1= or\j\J (84X 85), d. h., es wird die von O in Sy
(3=1,2,¢044q) erzeugte Ordoung bestimmt.
Die Information
n
*
1 ==l—\jo UI,UI, V.o UI ]
k e i 1 2 L I

ist die Information iiber O, die der Algorithmus in den ersten
k Schritten geliefert hat. Diese Information enthdlt die gege-—
bener Ordnungen Oy (i=1,2,+..,0) und die im 1. Schritt,

2. Schritt, ..., k-ten Schritt bestimmten Informationen, Auf
Grund der Transitivitdétseigenschaft der Relatior O konnep
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implizit weitere Informationen iiber O bestimmt werden, wenn man
die Informationen 01, Ony eeey On und I‘I' 12, ooy Ik miteinan-

der kombiniert. Deshaldb ist der transitive AbschluB T. A. der

n
Relation V 0,V I, VI, V... VT, zubilden.
=1

Beisplel fir eine implizit ermittelte Information iiber die
Ordnung O:

Es s0ll der Fall n = 2 betrachtet werden, Dazu sei &« e M, und
B e M, wobei B # e(M2,1) gelten moge. Dann gibt es ein Element

Bre M,y mit der Eigenschaft B <o B', Im k-ten Schritt eines

q-Algorithmus A soll u. a, die Schicht S 3 := {&,B} ausgewihlt
o

werden. (Vgl. Abb. 2.)

Abb, 2

Die Information I, enthédlt die £inschrénkung der Ordnung O auf
die Schicht Sj . s sel a< B. Nach dieser explizit ermittelter

Information ergibt sich jedoch auch implizit x<, B,
Bemerkung 2: Wegen der Bedingung 2.3. haben alle g-Algorithmen
eine endliche Schrittzahl.

Ag 4 sei die Menge aller q-Algorithmen, denen das Schichtmo-
dell zugrunde 1iegt.

*
As’q(P'l) sei die Menge aller g—Algorithmen aus As’q, die das

Problem (P1) ldsen,

Analog dazu seien die Mengen (P2), A¥ (P3) und AY _(P8)
definiert. %.q #8,q Sia
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*
0 sei die Menge aller Ordnungen O in M mit O N (Mix Mi) =04

(i=1,2,.4+,0). Fir eine Ordnung O aus 0* gilt mithins
Die Eipnschrédnkung von O auf die Menge M:I. ist gleich der vor-
gegebenen Ordmung O; (i=1,2,...,0).

Einem beliebigen Algorithmus A € A; ’q(P‘I ) upd 0 € 0% wird zuge-

ordnet
Ao(4,0) 3= min slI; bestimmt eindeutig das Element e(M,b).
8 €

Einem beliebigen Algorithmus A e Ag’ o(¥2) und Oe 0* wird .zuge-
ordnet ‘

lt1’t2(A,0) :t= min s

I} bestimmt eindeutig das Intervall
s € IN

I(ty,t,).

Einem beliebigen Algorithmus AEA’S’ q(P}) und 0 € 0¥ wird zZuge-
’
ordnet

la.B(A,O) ti=min s

1¥ bestimmt eindeutig das Intervall
seIN g

I'(x,B).
Einem beliebigen Algorithmus A €Af q(m) und O € 0* wird zuge-
. :
ordnet
AO(A,O) t= min s
seIN

*
Is=0.

Die Zahl At(A,O) ist die Schrittzahl, die der q-Algorithmus A
zur Bestimmung des flements e(M,t) bendtigt, wenn in M die Ord=-
pung O vorliegt. Folglich ist ht(A,O) die Schrittzahl, die der
q-Algorithmus A zur Losung des Problems (P1) benttigt, wenn in
M die Ordnung O besteht. Analog dazu ist At1,t2(A,O) bzwe.

Ag 3(4,0) Bzw. AO(A,O) die Schrittzahl, die der g-Algorithmus A
9

bendtigt, um das Problem (P2) bzw. (P3) bzw. (F4) zu ldsen,
wenn in M die Ordnung O vorliegt.

Es sollen die folgenden Funktionen bestimmt bzw. Schranken fiur
diese Funktionen angegeben werden:

L B3 mgy Bypeee,my) z=“A§m:;x(:m) o Ag (4,0),
L

A1(as My Boyeee,my) ==“A§mi:(:m) ohex, )\t1’t2(A.0),
+d tyety €W
. :b,] +1<t,
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h-(q; m,, Wyyeesyly) = l“'B(A,O),

Ag (P5) o eo*
EM

#oles g, m27""’mn> 1= AéAS (Pll-) max hO(A 0).

Dem Algorithmus A aus Ag q(1>1) (1=1,2,3,4) wird als Kompli-
|

giertheit dle Schrittzahl zugeordnet, die A zur Iosung des Pro-
blems (Pl) bei "ungiinstigster" Ordoung Oin M bendtigt. Im Falle
der Problemstellungen (P2) und (P3) wird nicht nur die "ungiin-
stigste" Ordnung zur Bestimmung der Kompliziertheit eines
q-Algorithmus herangezogen, sondern auch das “ungiinstigste"
Intervall. Die Fupktionen Ay bzw. My DzwW. ur: bzw. Uy geben die

Kompliziertheit des (in diesem Sinne) '"besten" Algorithmus aus
As (P1) bzw. AS (P2) bzw. AS (P3) bzw. AS q(P‘I-) an.

Rir g-Algorithmen, denen das Schichtmodell zugrunde llegt
g1l% in Jedem Schritt: |S.(€ v fiir j = 1, 2, «.., g. Fordert
map zusdtzlich zu den-Eigemschaften 2.1., 2.2, und 2.3. in der

Qefini’cion der Schichten §,, 82, ceey Sq' daB fiir alle Sj ent-~

weder |SJ|= 0 oder ,Sj|= 2 gilt, so schrénkt man die Klasse
der gq-Algorithmen ein. (Vgl. dazu Abb. 3.)

(n = 3)

Abb, 3: Diese drei Typen von Schichten kinnen dano im Fall
= 3 ausgewdhlt werden,

In Jedem Schritt werden tlemente aus M nur paarweise miteinan-
der verglichen. Das durch diese nminschrénkung der Klasse der
g-Algorithmen charakterisierte Algorithmenmodell heift Modell
des8 paarweisen Vergleichs.
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, A; a sel die Menge aller g-Algorithmen, demen das Modell des
?
paarweisen Vergleichs zugrunde liegt. Die Algorithmenklassen
*
Ap (P, ap (P2), AL (P3), &} (P4), die Sehrittzahlen
ht(A,O), lt1’t2(A,O), ka'B(A,O), Ao(4,0) und die Funktionen

Mg "/uI, Mrrs Mo werden wie im Falle des Schichtmodells defi-—
niert.

Bemerk:ng 3: Fir ien Fall n = 2 ist A;,q = Al,;,q und folglich
auch AS,q(Pl) = AP'q(Pl) (1=1,2,3,4).

Wie im Falle des Schichtmodells sollen auch fiir g-Algorithmen
aus A;’q die Funktionen My fBrr Mres Mg bestimmt bzw. Schranken

fiir diese Punktionen angegeben werden.

3. _Resultate

Die Probleme (P1), (P2), (P3), (P4) sollen zundchst pur fir
Algorithmen aus Ag aQ untersucht werden,
1 4

Das Problem (P1)
Satz 1: Fir alle natiirlichen Zahlen m,, o, t mit

m1+m23t+1gilt yIeH t;m1,m2)=2.

£s 801l hier nur die Beziehung ,ut(t; t; o, m2) £ 2 durch Kon=-
struktion eipes Algorithmus A,‘eAg,t(P'l) bewiesen werden, fir
den Om::é* At(A,I,O) =2 ;st.

Ist my > % (i€ {4,2}), so sind die slemente e(Mi, t+1),

oMy, t42), «.o, e(My,my) alle kleiner als das slement e(M,bt).

Deshalb brauchen diese ilemente nicht weiter beriicksichtigt zu
werden, Folglich kann o. B. d. A. my = t fiir i = 1, 2 voraus-
gesetzt werden,

Der Algorithmus A, € A;’t(P‘l) arbeitet folgendermeaBen:
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1, Schritt: Es sel r dlejenige natiirliche Zehl mit m, +T =t +1.
'esent+1£m.1 +m2undm1£tist1sr£m2. Die Schichtung

im 1, Schritt wird folgendermaBSen ausgewihlt:
31 ll",e(lalgﬂbl)o 9(“2,1‘)}:
8, 1= {e(My,mq=1), o(M,y,r+1)},

8.2__,”1 1= [e(l‘l,n,i-na-rr) i e(lda.mz)}(s. Abb, 4),
o(My,1) T - T e(M5,1)
o (M, my-my+T) { e(M,,T)

: e(.”gﬂ-“’"‘)
o(M;,my-1) ] e(Mp,my)
e(M,;,n,) J

e ¥
Abb, 4

Resultat; Das kleinste Element auf der Schicht
83 (§=142y000y my-r+1) ist mit Sicherheit kleinmer als das Ele-

mont e(M,t) und braucht deshaldb nicht welter beriicksichtigt zu
werden, Auf dlese Weise fallen m, - r + 1 Elemente fort. Bs
bleiben deshald my +m - (‘“2'1""1) =Wy + T 1 = t Elemente

tbrig, die ihrerseits die geordneten Mengen Mﬁ, Mg bilden,

i€ < M, wa i s U, (5. VDL 5).
a ] ]
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2. Schritt: Das Element e(M,t) ist des kleinste Element der
Menge Mﬁ ng. d. h., o8 ist das kleinere der Elemente

e(lll,“ |M§|) und e(Mg. IM%[) Mithin werden diese beiden Elemente
in eine Schicht genommen,

Resultat: Das Element e(M,t) ist gefunden.

Bemerkung 4: 1.) PFir t = m, + m, ist die Problemstellung )

trivial. In diesem Fall ist das kleinste Element der Menge M zu
bestimmen, Das erfordert genau einen Schritt. (Vgl. dasu den
2. Schritt des Algorithmus A .)

2.) Rir t> + ist die Problemstellung (P1) nicht s:l.nnvoll.
my + mp

3.) Der Algorithmus A4 bestimmt im 1. Schritt Teillmengen T4, Tp
von M mit

T, 1= M5 VS = {e(M,1), o(M,2), ..., o(M,)},
T, 1= {e(M,t+1), o(M, t+2), +.., o(M, my+my)}.

Diese Miglichkeit der Zerlegung der Menge M komnte bei der Kon-
struktion weiterer Sortieralgorithmen hiéufig benutzt werden.

Satz 21 Es gibt elnen Algoritbmus Ap€Ag (P1), fir dem
mag* At(Az,O) = (]log o[~1)+]10g t[+]log nf+1 ist.
Py

Bemerkung 5: Der Algorithmus A, ist eine Synthese von 4, und
einem geeigneten Sortieralgorithmus.

Das_Problem (P2)
Satz 3: PFiir beliebige natiirliche Zahlen ng, W, mit W o+ o, 2
gilt pp(min(mg,my); mg,my) = 2.
Bemerkung 6: 1.) Die Beziehung up(min(my,my); mq,uy) £ 2
oerhdlt man durch Komstruktion eines Algorithmus A3 aus der

¥ =
KlasseAAs’min(m“.mz)(PZ) mit om:%)* At1't2(A5.0) = 2.

t1 ,ta € IN

t1+1 < t?.



Dieser Algorithmus A3 wird folgendermaBen gewidhlt. -

1. Schritt von A3= Der 1. Schritt von Ay wird mit ¢ = t,
durchgefiihrt, Man erhdlt die Mengen Mﬁ, MR.

2. Schritt von A}: Der 1, Schritt von Ay wird mit ¢t = ¢, - 1
durchgefiihrt, Man erh#élt die Mengen Ml‘},neu' Mg,neu'

Das gesuchte Intervall I(t'l'ta) ist die Menge

(M'Eli,neu \ M"R;) v (M"aR,neu\ Mg)'

2,) Da das Problem (P1) ein Spezialfaell des Problems (P2) ist,
folgt mittels -Satz 1 schlieBlich der Satz 3.

Das Problem (P3)
Satz 4:; Fir alle natiirlichen Zahlen My, Doy eeey My mit

o, émn_.] £ 400 £m1 gilt
Jr0g (my+2)[ % g1 (25 myompyeenymy) £ J10g (my+2)[41.

Das Problem (P4
Ein allgemein bekanntes Resultat ist:

Lemma 1: Fir jede beliebige natiirliche Zahl m, gllt

,uo('l; my,1) = ]log (m1+1)[.

Der folgende Satz 5 wurde von Collatz (1975) bewiesen /1/.
3atz 5: PFir alle patiirlichen Zahlen my, oy mit m, £ m, £ 2P-1
gilt p.o(ma; m,,m,) £ p.

Dieses Resultat wurde vop Burosch (1976) verbessert /1/.
Satz 6: Fir alle patiirlichen Zahlen n,, m, gilt
Po(min(my,my); my,my) = ] log(my+m,) .

Bir den PFall p = 3 wurden vom Autor folgende Resultate erzielt.
Satz 7: Fir alle natiirlichen Zahlen n,, o, mit L, + m, > 3
Eilt pp(min(my,my)+1; my,my,1) € ]1og (m,|+|n2)[ +1.

Batz 8: Es ist w4, (3; 2P-2,2,1) = p + 1 fiir p 2 3.
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Bemerkung 7: Flir abzéhlbar unendlich viele Mengentripel M,,, M2
M3 wird folglich die Abschétzung, die im Satz 7 angegeben ist,
scharf,
atz 9: Fir alle natiirlichen Zahlen oy, Wy, @ mit
m2 m, gilt
]1°5 (“‘1"“‘2)[ € lo(mgting; myampms) €] 3 +log (mprmg)[ +
+ ]log (m1+m2) [.
Nun werden die Algorithmen aus A;,q betrachtet.
Das Problem (P1)
Satz 10: Sei » = 2P, Es gibt einen Algorithmus Aye AP 1;(1’1),
fiir den Omga:g* Ay (4,,0) = n + n-2 *Jiog t[ ist.

Satz 11: Sei t = 2¥ und n = 2P, Es gibt einen Algorithmus
Age A;.t(m, fiir den gilt

(%) fiic n €%,
T(t) + % « (log t+1)(log t+2) fiir n = 2%,
O“La’é,zt(A5oo) = L 7(t) + (log t+1)(log t+2) + 1 Piir n =4¢,

T(t) + & (log )% + (£ -1)(log t+1)
fiir n >8t.

Dabei ist T(t) = % «log n +(log t+1)(log t+2).

Bemerkung 8: 1.) Die Voraussetzungen n = 2P upnd t = 2" sind
rein technischer Art. Die Brgebnisse koénnen leicht verallge-
meinert werden,

2,) Fir n < 32 ist der Algorithmus A, schneller als der Algo-
rithmus AS'

Mr t £ n ist As genau dann schneller als Ay wenn t 2 32 ist.

Fir t > n liefert eine Diskussion der Resultate von Satz 10

und Satz 11 beispielsweise: A5 ist besser als A4, wenn n = 64

16
upd t = 128, 256, 512 bzw. n = 128 und t = 256, 512, w.ey 2
bzw. 0 = 256 und t = 512, 1024, ..., 20 ist,usw.
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Des Problem (P4)

Batz 123 Sei n = 3, und oy, Wy, Dy seien natiirliche Zahlen mit
*

m, < m, und m} = 1, B8 gibt einen Algorithmus Age AP,mz _'_1(}’4)

nit omeag*ho(ns,o) = ] log(m1+x?125[+[ \/2-]1og(m1+m2)[ ]+ 6.

Bemerkung 9: Eine triviale obere Schranke fir ,uo(m2+1; m1,m2,1)
1st ] log(m1+m2+1)[ +] log(m2+1)[. Diese obere Schranke wurde

durch das Resultat im Satz 12 fir abzéhlbar unendlich viele
Mengentripel M, Mz. M3 verbessert. Insbesondere fiir die Sor-

tieraufgaben (P4) mit ny = m;.

Die Problemstellungen (P2) und (P3) wurden vom Autor fir den
Fall der g-Algorithmen aus A;'q noch nicht untersucht.
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Jiirgen Dassow

On Parikh-Languages of L Systems without Interaction

Yith any grammar G we can associate the sets
- L(G) of words derivable from the axioms,
- p(G) = {p(w) : weL(G)) where p(w) is the Parikh-veotor
of w whose i-th coordinate equals the number of ocourrenoes
of the i-th letter of the alphabet in w,
- 1S(G) = {Iwl: weL(G)} where Iw! denotes the length of w,
and with any family F of greammars we can associate the fami-
lies
- L(F) of languages which are generated by grammars of F,
- P(F) of Perikh-languages,
- LS(F) of length-sets.
The hierarchy of language families is one of the most investi-
gated fields in formal language theory. Concerning the various
types of L systems, results can be found in /6/ and /3/. The
hierarchy of length-set families of L systeme is determined
in /4/. In this paper we shall study the relations between
the families of Parikh-languages of L systems without inter-
action.

. Por sake of completeness. we s8hall recell some standard defi-
nitions of L system theory. Por detailed information and emam-
ples we refer to /3/.
A tabled L system without interaction and with a set of axioms
(PTOL system) is a construct G = (V, R, F) where

1) V is a finite nonempty set,

i1) R = {P",Pz,....l’r], and each P,, 1 €1<r, is a finite

subset of V x V® such that the projeotion on the first
coordinate equals V (the elements of VxV® are written
as x-»w),

111) P 18 a finite subset of V',

The derivation process is defined in the following way:

x e V* directly derives y ¢ V® (written as x=»y) iff
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i

1) X = XyXpeeeX,y, X EV for i ='1,24000,0,
11) ¥ = yq¥peeeVp
11i) there exists a teble P € R such that x;—»>y;€P for

1 = 1,2,006y00

.Y denotes the reflexive and transitive closure of =a.
The language L(G) generated by the system G = (V,R, F) is de-
fined By

L(G) = {x : wSx for mome WeF} .
We consider some speclial types of FTOL systems. If ]?1! =1,
we omit the letter T (and the word tabled); if |Fl = 1, we
omit the letter F. If no table P € % contains a production of
the form a —»A ( A denotes the empty word), we say that the
pystem is propagating (abbreviated by the letter P)., If for
every letter a €V and every table P € R there is exactly one
production with the left side 2 in P, we call the system deter-
ministic (abbreviated by the letter D). Thus we obtain the
following types of L systems without interaction:
PDOL, POL, DOL, OL, PDTOL, PTOL, DIOL, TOL,
¥PDOL, FPOL, FDOL, FOL, FPDTOL, FPTOL, FDTOL, FTOL.
L<V® 18 called an XOL language iff I = L{G) for some XOL sy-
stem G, L(XOL) denotes the family of all XOL languages.
let V = {x.',xz....,rh}, x € V®, The Parikh-vector p(x) is the
n-dimensional row-vector whose i-th coordinate is the number
of occurrences of x; in x. Let L <V®, The Parikh-language p(L)
is defined by '

p(1L) = {p(x) : xelL} .
The length-set of L is given by LS(L) ={iw| : wel} .,
We define

P(XOL) = {p(L) : L €L(XOL)}
and

1S(X0L) = {LS(L) : L €L(XOL)} .
We assume that the reader is familiar with the concepts of re-
gular, context free and context sensitive grammars (see /8/).
The associated families are denoted by L(REG), L(CF), L(CS),
P(REG), P(CF), P(CS), LS(REG), LS(CF), and L3(GS).
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Theorem: Diagram 1 holds.

" P(CSY

P(FOL) P(FPTOL) P(FDTOL) P(TOL)

P(FPOL) ] P(PTOL) P(DTOL)

P(PDOL)

Diagram 1: If X and Y are connected by an arrow directed from
X to Y, then XSY, X # Y, If X and Y are not connected, then
X and Y are incomparable. :

Proof: If L(XOL) SL(YOL), then P(XOL)c P(YOL). Therefore all
inclusions follow by definitiop. In order to prove the incom-
parability assertions and that the inclusions are proper we
consider the following examples.

1) @ = {(n): n 21} € P(POL), Q¢ P(FDTOL).

In the case of a one-letter alphabet we can identify the Pa-
rikh-language with the language. Now Q1e P(POL) is obvious,
and Q1!¢P(FM'OL) follows by /6/,lemma 3.4.
11) @y = {(2™*7, 2841, 1): n20} € P(DOL), Q, ¢ P(FPTOL).
Q, is generated by the DOL system
G = ({a,b,c}, (a—>aba, b > A, c->bc}, ababe)
n
(we obtain I1(G) = {(a‘ba)z be : n2 0}),
Now assume Q, € P(FPTOL) and Q, = p(L(G) for a certain FPTOL
system G' = (fa,b,c}, R, F). Let jasw,, bow, c>w}aPeR
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and plw,) = (x1.x2,x3) for xefa,b,c}, Because we are interes-
ted only in the Parikh-languege we shall write p(x)=>p(y)
iff x=>y. Then we conclude that . .
((2'"'1, 2041, T)=>("2n+1a1+2nh1+b1+c1, 2n+1-az+2nb2+b2+cz,
+1
- 33+2n‘b3+b3+c3).

Since the third coordinate has to be equal to 1 we have
a3 =b3=0. Further there exists a 1 such that.

2“*1a1 + 2%, +by 4oy = o1+t
Therefore

0£by + ¢y = (A1 28, - by).
Case 1: 2*1™2 o 2ay - by = 0 for some n. Then we obtain
b.' =cy = 0.

Case 2: 1 >2l*11

8y = by = 0.
Case 3: !1+1-n -2a84 - b1ﬁ1 for all n. Then it follows that
by + ¢ 227 for all n21, This is imposbible.

- 2‘1 -b.l ®» 0 for some n. Then we have

Therefore we have proved that b, = 0.
Purther we have

2n+az+2°b2+b2+02-2 +1
aad thus

by + 0y = 1 = 22217 - 2a, - b
Because by = 0, b3 = 0, and G' is propagating, we have to ha-
ve'b2> O. This implies 21—n é’2a2v - bzé 0.

Case 1: 240 - 2ay, - b, = O for some n, Then by = 1, ¢3 = 0,
l-n :

8, = -Z.——-H. Hence a, = 0.

Case 2: 1>210 . 2a, - by> 0 for some n. Then uy = b, = O.

Case 3: 21D

impossible.
84nce G'is propagating the only possible productions in P sa-
. tlefy by = by =0, b, =1, a, = ¢, = 0. Thus we can derive

- 232 - b2=1 for all n. As above, this case is
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only words with at most m occurrences of the letter b, where
m is the maximal number of b’s occurring in the words of F.
Hence p(L(G)) # Q,.

111) 63 = {(2), (#)}eP(FPDOL), Qj é P(TOL).

Q3€P(FPDOL) is obvious, and Q3¢P(TOL) follows by /7/,(IV.1),
p. 363.

iv) Q = {(2%3™)¢ n,m 2 0} € P(PDTOL), Qg ¢ B(FOL).

The statements follow by /4/, theorem 10 and theorem 9.
Finally, we have to prove the relations to the families of
the Chomsky hierarchy. The equality P(CF) = P(REG) is proved
in /8/,Satz 7.2, and it is known that

G = {(2™): n20} € P(PDOL), Qg ¢ P(CP).

We prove
v) Qg = {(2)} vV {(2n+1): n2 1} e P(CP), Q¢ é P(FTOL).

Agein, the first statement is obvious. We assume Qg = p(L(G))
for a FIOL system G = ({a}, R, F). If P € R contains a pro-

duction a->al, where 12, then (2)=»(21)¢p(L(G)). Therefore
each P € R has one of the following forme:

{a—a}, {a—>2}, {a->a, a >A}. Thus G generates a .finite
language contradioting p(L(G)) = Q.

Since F(PTOL) < F(CS), we obtain P(FTOL) £ P(CS), too.
We define XT,0L (F;YOL) by the restriction [R|< 1 (|F| £ 1).
We remark XOL = XT,0L = F,XOL. It is known that we get two

infinite hierarchies of language families in this way. "Con-
cerning the length-set families, we have
IS(XOL)&IS(XTZOL)SnLS(XTsoL)S...$IS(ITOL) for -
XE {P,D,F}' by /7/, theorem9
1S(YOL) & LS(PZYOL) & LS(FBYOL) S oss ¢ LS(FYOL) for Ye{PD,D}
by /1/, theorem5.4,
and
LS(Z0L) = LS(F,20L) = LS(P420L) = ... = LS(FZ0L) for 2¢{PD,0}
by the results of /4/.
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The following lemma describes the situation with respect to
Parikh-languages.

Lemma: Let Dqy Poseces Pi4j-1 be the first i+j-1 prime num-

bers. Let V = {xvxz,...,xd} and
k k k
Q = {(;,1 Yapg © sne By 1,0,0,00., 0): k,],kz,...,kia']}

e Qj{(&_(l-\';i__o,- Prote s On Demney D) 21}
s t times .
Then Q € P(F4PDT,0L), Qq ¢ P(F;_,T0L), Qq ¢ B(PT, _,0L).
Proof: 1) Qq € P(F;PDT0L). We consider the F,PDT,0L system

G = (V, R, F) where
R = {P1-’P2v--~ 9P1} ’

. P J Pyt
L {x1->x1 1 v %‘{ {xt»xt } for 1< s 21,

P4aPnreeep P-' P 2
P={x112 i,x21+.x31+

Pitj—
gecey x:j i+j 1}.
It is easy to see that

k k k

1 2 i
P P eeeP
-zt P2 i

L = L(G) £ Iy sKppeee k™ 1}

3 P k
uU{xt 1+t-1 ké1}

t=2
and hence

Q7 = P(L()).
11) Q74-P(1'J_1TOL). Let Qq = p(L(G')) for a FPOL system

G'= (V,R', P'), It ig obvious that G' has to generate the
language L of i), At first we prove that any production
Xy> W, 12t £j, of any table P € R' satisfies we.xt’. Indeed,

1f w contains at least two different letters, then xtué.h

generates a word v with at least two different letters. This
contradicts vel, If w = :l:qm for some integer m21 and some

Pyt Py, 4_qel
letter x, # x;, then x, 14t-1 generates e 141" sgain,

a9
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this contradicts the structure of L.
If weF is contained in xt"', we can derive only words

of xt“ from w., Thus we have to have at least j axioms in F.
111) Q¢ P(FT;_,0L). We show that G' of 1i) hes at least

i tables. At first we prove that there is only one produc-
tion with left side x4 in any P € R' (moreover, we can prove

analogously that G' is deterministic). Assume that there is

a table P € R' with at least two rules x4 —>x1“, x1—>x1v,

u>v.
Case 1: u = 1 and there are only two productions with left
side x4 in P, Then we can derive all words of

P1PpeeeP
M= {x#: 1<p1p2...pi} from x, 2 1, But Mn1L = 9.

Cage 2: ux 2 or there are at least three productions with
left side Xy in P. Then we can generate an infinite language
PqPgeseP
M' by iterated applications of P to x4 172 i. By the re-
sults of /2/, M' is reguler. This contradicts /5/, theorem 1
(see also its proof in /5/).
Now let z = max {iw!: weF}, Then, for
1

U = PqPpeseP _4Pg E1:,51'.11!54.2...p1> z, we obtain

ll

8
PqPoeseP,_4P P P Py )
12 s=~1%g 8+1% 842 isg

u
x1 11

by the application of a certain P & R', Because P is determi~
1
P
nistic with respect to X4y We conclude that x4~ Xy Berp

for some 1. Using this argument for every s €{1,2,...,1i}
and taking into the consideration the determiniem of the ta-
bles, we have at least i tables in R',
Corollary: Let X € {P,D,F}¥®, Y & {P,D,T}™. Then
P(XOL) & P(XT,0L) & P(XTBOL) S oes & P(XTOL)
and
P(YOL) S P(FZYOL) < PFFBYOL) S 0o S P(FYOL).

By the lemma, some incomparability results follow, too,
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Rostock. Math. Kollog. 15, 111 - 112 (1980)
Dieter NeBelmann

Zur Charakterisierung lokaler Ringe

Autorreferat der Dissertation

V seil eine algebraische Mannigfaltigkeit iber einem algebraisch
abgeschlossenen Kirper k der Charakteristik O, P ein Punkt auf
V und dv p der lokale Ring von P auf V. V sei lokal bei P re—
duziert, 1n eine sipgularitédtenfreie Mannigfaltigkeit einbett-
bar und von der Dimension 4 2 1,
In der Arbeit wird eipn Verfahren beschrieben, wie man Uv P

= 2 charakterisieren kann. Da die Struktur von P vollsé&ndig
durch c;, P gegeben ist, ist dieses eine mogliche Klassifika-
tion singularer Punkte auf "Fléchen" in dem Sinn, daB man fiir
P,P' eV entscheiden kann, ob sie dquivalente Singularitéten
8ind oder nicht. Als pumerischer Charakter eignet sich die

Hilbert-Semuel-Funktion H{'). s 1st B{')(n) = (3%

(p=1,2,+..) gonau dann, wenn P einfach auf V ist.
Ausgangspunkt ist die Charakterisierung 1-dimensionaler lokaler
Ringe durch Nachbarpunktschemata wvon D. Ge. Northcott. Im Fall
der algebroiden Hyperfléche fiihrte O. Zariski den fundamentalen
Begriff der "Aquisingularitiét vom Dimensionstyp 1" ein, der auf
beliebige algebraische Mannigfaltigkeiten iibertragen wird. Ist
hierzu W lokal bei P eine irreduzible Untermannigfaltigkeit won
V der Kodimension codim v W= 1, d. h ddm W = dim V - 1, und
V ipn P "&dquisipguléar entlang %", daon hat P auf V dieselbe
Struktur wie der (1-dimensionale) lokale Ring des allgemeinen
Pupktes von W auf V. Bs gilt

Satz 1: Ist WeV und codim v W = 1, dann liegen alle Pumkte
QeV, fir die V picht &dquisipgulér in Q entlang W ist, auf
einer Untermannigfaltigkeit der Dimension £ d-2.

Die Sipgularitdt P€V wird fir d = 2 wie folgt charakterisiert:
Gibt es lokal bei P genau eine "Kurve" C, so daB P einfaoch auf
C und V pormal flach entlang C ist, oder genau zwei derartige
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Kurven c1 und 02, die sich bei P transversal schneiden, dann
wird C bzw. 01\102 als Zentrum fiir eine Aufblasung f: V'—V
genommen. Das eigentliche Urbild £'1(P)CLV' besteht aus endlich
vielen Punkten Iq, e P;. Andernfalls ist P das Zentrum der

Aufblasung £ und f'1(P) eine Untermannigfaltigkeit von V' der
DimensBion 1. Nach Satz 1 gibt es jedoch nur endlich viele Punk-~
te Q) sory QEETI(P), fir dle V' in Q] nicht dquisingulér

entlang £~(P) ist. Danach wird genauso mit den Punkten I& bzw.
Qi verfahren; nach endlich vielen Schritten treten nur noch
einfache Punkte auf. Ordnet man P und jedem der so ausgewihl-
ten Punkte vom Typ Pj bzw. Qi in einer "Nachbbarschaft" von P
die Hilbert-Samuel-Funktion seines lokalen Ringes zu, dann er~
gibt sich ein Schema, das die Struktur von P bestimmt, Mit die-
ser Charakterisierung 2~dimensionaler lokaler Ringe wird der
Begriff "Aquisingularitiét vom Dimensionstyp 2" definiert. Bs
gilt

Batz 2: Sei dim V = 3, W der singuldre Ort von' V upd U (Uc WcV)
die Menge aller Punkte PeW, fir die V in P nicht dquisingulér
entlang W vom Dimensionstyp 1 ist, sofern codim v W =1, Wenn
codim yU-= 2 ist, liegen die Punkte Q€ U, fiir die V in Q nicht
dqusingulér vom Dimensionstyp 2 entlang U ist, auf einer Unter-
mannigfaltigkeit der Dimension £ d-3.

eingereicht: 24, 08. 1977 verteidigt: 07. 09. 1979
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Rostock. Math. Kollog. 15, 113 = 114 (1980)
Uwe Hamann

Hebbarkeit von Singularitédten und ein Dirichlet-Problem fir
elliptische Differentialgleichungen

Autorreferat der Dissertation

Es sei L ein elliptischer Differentialoperator der Ordoung 2m

mit Koeffizienten aus C® (R®). Weiter sei (2cR” ein Gebiet mit
einem glatten (n-1)-dimensioralen Rand OS2 und K c 2 eine
kompakte Menge mit leerem Innern. Gesucht werden Funktionen mit
Lu = 0 in Q\K. g8 stellt sich die Frage, ob und in welcher
Weise Dirichletsche Randbedingungen auf OS) npoch durch zusétz-
liche Randbedingungen auf K ergénzt werden konnen, um die Lds-
barkeit der entstehenden Randwertaufgabe (RWA) in einem Raum
F(QQ) € D'()) zu sichern. RWA mit inneren Randpunkten sind in
der Literatur mit Hilfe der Sobolev-Réume (d. h. F({))= wlan(Q))
in einiger Allgemeinheit untersucht worden. Die Randwertannahme
erfolgt dort im Sinne der Einbettungssétze. Degegen wird in der
Dissertation die punktweise stetige Randwertannabme ins Auge
gefaBt (d. h. F(Q) = cT(Q)). Un fiir diese RWA Aussagen zu ge-
winnen, wurden die folgenden drei Problemkreise untersucht:

1. Glattheitseigenschaften von Potentialen,

2. Hebbarkeit von Singularitéten,

3. Verallgemeinerung des Begriffs der Hebbarkeit von Sipgulari-
téaten.

Die Untersuchungen zu diesen Problemen sind auch unabhéngig
von unserer RWA von Interesse und machen den Hauptteil der Dis-
sertation aus. ks folgen einige Bemerkungen zu den Resultaten.

Zu 1. Ist #(x,y) die Fundamentallssung von L und ue B (K) ein
MaB, dann sei E%A(x) =‘ID§E(x,y)qﬂ(y). d-cap(K) bezeichne die
Rieszsche Kapazitit, bl,q(K) die Bessel-Kapazitédt und Hd(k)
das d-dimensionale Hausdorff-Ma8 von K. Dann gilt z. B.:?
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a-cap(k) > 0 =14 e W(K) : Eﬂ,a & gPmeed= IRl o,

,loc

by o(B) >0 =3 u € W(E) : w2m-1-|B|(Rn)
Bgo(K) >0 =1u eWk) : sBu e 20040~ I8 (gny .,

Zu 2, Mit Hilfe der frgebnisse von 1. wird gezeigt, daB die Be-
dingungen einiger aus der Literatur bekannter Siétze iiber hebba~
ro Singularitéten fiir alle elliptischen Operatoren auch notwen-
dig sind.

Zu 3, Bs sei P ein belisebiger linearer Differentialoperator mit
Koeffizienten aus C°°(.O.) und u eipe Funktion aus einer vorge-
gebenen Funktionenklasse mit Pu = O in QQ\K. Mit Hilfe einer
Verallgemeinerung des Begriffs der Hebbarkeit von Singularita-
ten wird im Falle der Nichthebbarkeit der Singularitit K das
singulére Verhalten der Distribution Pu auf ¥ ndher charakte-
risiert. '

.Unter Verwendung dieser Ergebnisse lassen sich einige Aspekte
der obigen RWA kliren; so kann man z. B. ausssgen: Hat K die
Dimension d, denn kinnen auf K pur Ableitungen bis zur Ordnung .
(2m-p+d-1) vorgegeben werden. Weiterhin wird es durch Ausnut-
zung der erzielten Resultate moglich, fiir diese RWA Losungsan-
pitze in der Gestalt von Greenschen Potentialen zu konstrule-
ren. Wichtige Fragen bleiben ‘allerdings offen, so daS die vor-
liegenden Untersuchungen nur als erste Schritte zur Bearbeitung
dieser RWA anzusehen sind.

eingereichts G2, 02, 1979 verteidigt: 07. 09. 1979
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Rostock. Math. Kollog. 15, 115 - 116 (1980)
Friedmar Stopp

Idsung linearer Differential-Differenzen-Gleichungen mit kon-
stanten Koeffizienten mittels Operatorenrechnung und Anwendung

Autorreferat der Dissertation

Beli der mathematischen Modellierung physikalischer, technischer
und Skonomischer Probleme treten gewdhmliche und partielle Dif-
ferentialgleichungen und Differential-Differenzen-Gleichungen
sowlie Systeme solcher Gleichungen mit gegebenen Anfangswerten
besonders hidufig auf. Im Gegensatz zu den Differentialgleichun-
gen beschriénkt sich die Literatur iiber die Anwendung der Opera-
torenrechnung auf Differential-Differenzen-Gieichungen bisher
auf Beispiele und Sonderfélle.
Folgende Abkiirzungen werden bendtigt:

= Integrititsbereich der fir O € t <o definierten und stick-
welise stetig differenzierbaren Fupnktionen mit der iiblichen
Addition und dem Dubemel-Integral als Multiplikation;
Q = Mikusifiskischer Operatorenmkdrper, Quotientenkdrper von G;
C = Menge der fir O £ t <oo stetigen Fumktionen.
Rir eine Einzelgleichung der Form

() (¢ 205, 1),
;;%a (b-m) = £() ™

0= SW,CW < oo <W t20, x(t) 20 fiir t <0, gilt folgendes

Hauptergebnis: Fir a, ;EO ist die Gleiohung (1) fiir beliebige

Anfan§swerte und Jede Fupktion £(t) €EG eindeutig 13sbar mit
2-1)(t) €GNC. Die Lisung 1Bt sich stets durch Rechnung in Q

finden und explizit (als unendliche Reihe) angeben, die Unste-

tigkeitsstellen von x(P)(t) lassen sich aufzéihlen.

RNir den Entartungsfall agn =0 werden folgende Aussagen getrcf-

fen: :

- Die sich aus (1) ergebenden Bedingungen fir die Anfangswerte
s8ind fiir die Losbarkeit nicht hinreichend,

- fiir die homogene Gleichung (1) lassen sich notwendige und
hinreichende Bedingungen fir die ILdsbarkeit des Anfangswert-
problems angeben; fitr £(t)€0%°, f(v (0) = 0 fir
v=0, 1, ..., ebenfalls,
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- hinreichende Sdétze fiir andere Storfunktionen £(t) existieren,

Der Fall, daB fiir x(t), x'(t), +se, (2= (4) Anfangswerte bei
4 =0 und auBerdem Sprunghdhen bei t =‘£’v vorgegeben sind und IG-
sungen gesucht werden, die bis zur n~ten Ableitung auBerhaldb
der Werte t= Tv stetig sind, 188t sich ebenfalls explizit be-
bandeln,

Pir Systeme mit gegebenen Anfangswerten der Form

m
g -B-i ;'(t-wi) go .A.i E(t'wi) =£(t)’ E(O) =EO’ (2)

x(t) = 0 fiir t <0, werden folgende Aussagen gemachts

~ B8 mu8 ip normale Systeme (I B|# 0), wenig entartete Systeme
(I_B_ol- 0, |B4l # O fiir wenigstens ein i) und stark entartete
Bysteme (|By| = O fiir alle i) unterschieden werden,

~ im ersten PFall gilt ein zu a,, # O analoges Ergebnis,

- im zweiten Pall ist jede Idsung x = (xk) aus Q mit x €GNnC
zugleich Ldsung des Anfangswertproblems (2); es gibt lisbare
und unldsbare Probleme;

=~ im dritten Fall muB nicht jede Ldsung x aus Q mit xkeGnc .
zugleich ISsung von (2) sein, dies gidbt AnlaB zur Einfihrung
verallgemeinerter IJsungen.

Als Anwendung werden mathematische Modelle in der Bodenrheolo-

gle eingefilihrt und untersucht. Dieses Vorgehen hat &hnliche

Vorteile wie der Einsatz der Operatorenrechnung bzw. der

laplace-Transformation in der Elektronik.
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Rostock. Math. Kollog. 15, 117 - 118 (1980)
Magdalena Brinckmann

lésbarkeitsuntersuchungen von gewissen Klassen nichtlinearer
Gleichungen

.Autorreferat der Dissertation

Gegenstand der Untersuchungen sind pnichtlineare Gleichungen. Es
werden Aussagen iiber die Hammersteinsche Integralgleichung
2

u(x) + fk(t.y)f(y.u(y))dy = 0, “
G

die in apaloger Weise bezeichnete Hammersteinache pichtlineare
Operatorgleichurg

u+ KF(u) =0 2)
und iliber die allgemeine nichtlineare Operatorgleichung

A(u) = 0 (3
gemacht.

Mit Hilfe der von F., E. Browder und G. J. Minty entwickelten
Theorie der monotonmen Operatoren gelingt es unter sehr allge-~
meinen Voraussetzungen, Existenz und Eindeutigkeitssitze fLiir
die Ldsung solcher pnichtlipearer Gleichungen zu beweisen, die
den mittels Veriationsmethoden gewonnenen Aussagen gleichen,
jedoch nicht die Existenz eines Potentials des nichtlinearen
Operators voraussetzen. Aufbauend auf einem Satz von F. E.
Browder und G. J. Minty beweist H., Amann, dsB die Hammerstein-
sche Operatorgleichung (2) in einem Banachraum X, der die Bin~
bettungseigenschaft besitzt, genau eine Losung hat, falls der
lineare Operator K:X— X* winkelbeschrénkt und der pichtlineare
Operator P:X"— X monoton und hemistetig ist.

Neben Sktzen iiber die Winkelbeschriépktheit von Summen bsw. Dif=
ferenzen von winkelbeschrénkten Operatoren wird in der vorlie-
genden Arbeit bewiesen, daB die aus bestimmten Kernmen gebilde-
ten linearen Integraloperatoren winkelbeschrinkt sind.

Im Fall der pichtlinearen Operatorgleichung (3) im Hilbdbertzeum
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ist die Monotonievoraussetzung i. allg. nicht erfiillt. Durch
Ubergang zu einer zu (3) dquivalenten Operatorgleichung

(BA)u = 0 3"
kann man Monotonie erreichen, wenn der nichtlineare Operator A
lipachitzstetig ist und wenn der ‘lineare beschrénkte Operator B
eipen inversen Operator besitzt. Unter den gleichen Vorausset-
gungen ist der Operator T, der durch

= u - eBA(u)
definiert wird, .ein Kontraktionsoperator, und die eindeutig be~
stimmte ISsung u* der Gleichung (3) ist der Grenzwert des Ite-

rationsprozesses
u, = 0,

.

Uyq = P(uy), 1i=0,1 eee &
Beispielsweise monotonisiert der Operator B den Operator A,
wenn eine stetige, symmetrische und pach beiden Seiten be-
schrénkte Ableitung des Operators BA existiert.
Im reellen Banachraum wird durch den stark monotonen und lipl-
schitzstetigen Operator A und durch den stark monotonem, be~
schrénkten und selbstadjungierten Operator B mit

u, = 0, ) :

Ug g =0y = tBA(ui), . 1=0,1, ¢oc
ein konvergentes Iterationsverfahren beschrieben, falls genau
eine Issung der pichtlinearen Operatorgleichung (3) existiert.
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Rostock. Math. Kollog. 15, 119 - 120 (1980)

Joachim Storm

Uber Verhalten von endlichen Automaten in determinierten
Ungebungen
Autorreferat der Dissertation

In der Arbeit, die sich mit dem Verhalten von endlichen Automa-
ten und Kollektiven endlicher Automaten in determinierten Umge-
bungen beschdftigt, verstehen wir unter einem Automaten A einen
endlichen initialen Moore-Automaten A = (X,Y S,?,h § 8 ). Hier-
bei bezeichnet X das Eingabealphabet, Y das Ausgaboalphabet,

5 die Menge aller Zuntb.nde, @ dle Uberﬂlhrungafunktion. A dle

Ausgabefunktion, B eine nicgtloere Teilmenge von S und 8, den

Initialzustand. Wir nempnen S die ausgezeichnete Zustandsmenge

des Automaten. Als Umgebungen U werden endliche initiale Moore-

Automaten U = (Y,X,Z,Y,4,2,) betrachtet.

Im ersten Teil der Arbeit wird die Wechselwirkung zwischen

Automat und Umgebung untersucht. Wir nehmen an, daB Automat und

Umgebung unendlich lange in Wechselwirkung stehen. Dann nepnen

,wir eine unendliche Folge von Paaren xy& X xY ein Verhalten des

Automaten A in der Umgebung U. Besitzt dieses Verhalten eine

poch pdher zu bestimmende Eigenschaft 7, so sagen wir, der

Automat A zeigt 7T-adaptives Verhalten (kurz Z-Verhalten) in der

Umgebung U. Beziiglich der ausgezeichneten Zustandsmenge eines

Automaten definieren wir drei natiirliche Typen adaptiven Ver—

haltens:

1. Eip Automat A zeigt in einer Umgebung U c1-Vorlmlton. wenn
er im Verlauf der Wechselwirkung mit der Umgebung wenigstens
einmal in einem Zustand s der ausgezeiocbneten Zustandsmenge
& war.

2. Eip Automat A zeigt ipn einer Umgebung U oZ-Vorhalten. wenn
es einen Zeitpunkt t > O derert gibt, daB sich der Automat
A ip jedem Moment t > t in einem Zustand s € 8 befinde‘t.

3. Sei d eine beliebige rationale Zahl aus [0,1] .

t clo 1,2,+.+} gobO F“ (t) an, wie oft sich der Automat A
. wéhrend der Zeit ¢t in Zustandon 8 €5 befand. Denn besitst
der Automat A ip der Umgebung U Jo-asymptotisohos Verhalten,

(%)
14 t) = d, ist, wobei l-‘E’Z—
wenn t*mmq;“'u)( ) 8t, wobe q’“ U=
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Fir einen Automaten A bezeichne uArdie Menge aller der Umgebun-
gen U, in denen A T-Verhalten besitzt, wobei T einen beliebigen
der oben beschriebenen Typen gdaptiven Verhaltens bezeichnet.
Die Umgebungsmenge llArcharakterisiert die Adaptionsfihigkelt
des Automaten A bez., des T-Verhaltens. Seien A4 und A, Automa-
ten und uA:. u}; deren entsprechende Umgebungsmengen., Dann sa-

gen wir, deB der Automat A2 adaptionsfihiger (“stidrker") als
der Automat A, bez. des T-Verhaltens ist, wenn ll;'; c Zlf ist,
2

was wir mit A1 ,‘!—'=_ A2 bezeichnen.

Im ersten Tell der Arbeit wird der folgende Hauptsatz bewiesen.
Hauptsatz: Seien A, A4 und A2 Automaten, Dann kann bez. des
{-Verhaltens

1) effektiv entschieden werden, ob der Automat A potentielles
7~Verhalten besitzt, d. h.,, ob es eine Umgebung U gibt, in der
er 7-Verhalten zeigt;

2) die Umgebungsmenge Z’LA‘ effektiv beschrieben werden;

3) fiir die Automaten ~A1 und A, effektiv entschieden werden, ob

#ie hinsichtlich der :é_— -Relation vergleichber sind.

Im zwelten Teil der Arbeit werden die im erstem Teil erhaltenen
Resultate auf den Fall des adaptiven Verhaltens eines Kollek-
tivs endlicher Automaten in einer determinierten Umgebung ver-
allgemeinert.
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Hinweise fiir Autoren

te (ip deutscher, ggf. auch in russischer oder engli-
scher Sprache) bitten wir anm die Schriftleitung zu schicken.
beit ist lipksbiindig zu schreiben. Eine Auspahme
hiervon bilden hervorzuhebende Formeln und das Literaturver-
zeichnis. Der Kopf der Arbelt soll folgende Form haben: Rostock.
« Rolloqg./ leerzeile/ Vorpoame Name/ lLeerzeile/ Titel der
Arveit/ 1 Zeilepnumschaltung/ Unterstreichung/ Leerzeile. Der
Text der Arbeit ist eineiphbalbzeilig (= 3 Zeilenumschaltungen)
gu schreiben mit schlagen je Zeile und maximal 37
Zeilen je Seite. Zwischeniberschriften sind wie folgt einzuord-
peni 6 Zeilenumscbaltungen/ Zwischenuberschrift/ Upterstrei-
chung (ohne Zeilepumschaltung)/ 5 Zeilenumschaltungen. Hervor-
hebungen sind durch Unterstreichen und Sperren mdglich. Ankiin-
digungen wie Satz, Definition, Bemerkun Beweis u. &. sind zu
unterstreichen und mit elnmem toppeIpunE% abzuschlieBSen. Vor und
pach Sétzen, Defipitiomen u. &. ist ein Zeilenabstand von 5 Um-
schaltungen zu lassen. FuBnoten sind méglichst zu vermeiden.
Sollte doch davon Gebrauch gemacht werden, so sind sie durch
eine hochgestellte Ziffer im Text zu kennzeichnen und innerhald
des oben angegebenen Satzspiegels unten auf der gleichen Seite
anzugeben. Formeln und Bezeichnungen sollen moglichst mit der
Schreibmaschine zu schrelben sein. Bervorzuhebende Formelp sind
drei Leerzeichen einzuriicken und mit 6 Umschaltungen zum iibri-
gen Text zu schreiben. Formelzéhler sollen am rechten Rand ste-
hen. Der Platz fiir AbbiYdungen 1st beim Schreiben auszusparen;
die Abbildungen selbst sind In der dem ausgesparten Platz ent-
sprechenden GroSe—gesuvndert—mach TGI-Vorschrift auf Transpa-
rentpapier beizufiigen. Der zugehdrige Begleittext ist im Mapu-
akri{t mitzuschreiben. Sein Abstand nach unten betrégt 5 Um-
schaltungen. Literaturzitate im Text sind durch laufende Num-
mern in Schrégstrichen (vgl. /8/, /9/ und /10/) zu kennzeich-
pen und am SchluB der Arbeit unter der Zwischeniiberschrift Li-
teratur gzusammenzustellen.

Belsplele:
787 Zarlski, O., and Samuel, P.: Commutative Algebra.
Princeton 1958

/9/ Steinitz, E.: Algebraische Theorie der Kdrper. J. Reine
Apgew. Math. E}Z, 167 - 309 (1920)

/10/ Gnedenko, B. W.: er die Arbeiten von C. F. GauB8 zur
Wahrscheinlichkeitsrechnung. In: Reichard, H. (Bd.):
C. F. GauB, Gedenkband anl&Blich des 100. Todestages.
8. 193 - 204, Leipzig 1967

Die Angaben sollen in Originalsprache erfolgen; bei kyrilli-
schen Buchstaben s80ll die bibliothekarische Transkription
Duden) verwendet werden.

Am Ende der Arbeit stehen folgende Apgaben zum Autor und zur
Arbeit: eipge en: Datum/ Leerzeile/ 9Q2%§=1§§3%%§E¥2315E§2§§7£
Titel Inﬁ%v“'namen Name/ Institution ureinhe
StraBe Hauspummer/ Land Postleitzahl Ort.

Der Aputor wird gebeten, eine Korrektur des Durchschlags vom

Offsetmapuskript zu lesen und dabei die mathematischen Symbole
eingutragen.
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