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Rostoolc. llath. ltolloq. 12,. 5 - 10 (1980) 

Lothar Berg 

tlbe:r quuive:rtauaohba:r. llat:rix:luve:raen 

UDte:r deD sahl:reicb.eD 'J.'n)eD VOD veal.1891ie111erteD IDVU'ND ll 
(vgl. J,. Ben-Israel und T • •• 11:. G'L'erllle /1/) �D VOD 
I. Brd6171 /4/ durch die Bed.1ngaupn

(1) 

mit D ili: 1 fl1:r qua4ratiscb.e llat:riseu A die quaaive:rtau�n 
Inversen eillge1'Uh:rt. ti:r DehaeD an,. 4&8 J. Sillgul.lr ist Ull4 D 

die Vi9lfaobheit des m.gellftrte• ll. • o :la 111111.ulpo].rnoa vou A. 
Dann ezistie:rt stet• •111• llat:riz 1l ait (1) •. 

Ill hll D 11 1 ist 2 durch ( 1) e1Ddeutis butian 11114 w1:r4 Daoh 
I. Rl'd.61J1. /5/ auch als �enlDve:ree 'beaeiolmet. Ill lall n > 1
ist 2 Dicht elDdeutis bestillmt, wobei soge 4-r �olgeude, 8ats
gilt,

Bata 11 Ia hll u > 1 ist es nicht ■llglioh, :a durch sual.11sliohe 
algebraische Be&ielmugeu awisoheu .l und 1l allg ... 1u eilldeutig 
testaulegeu. 

Da.bei verstehen wir uute:r einer algeb:raiacheD Besielmng eille 
Po].rnoagleicbung iD A UD4 :a mit 11:oaplexeu zableu al• J:oett1-
z1euteu. Abschlie.Beu4 w1:r4 im J'all u • 1 noch •111• u;plisi11e 
Darstellung TOD R 4�h das lliuillalpo].rDOII TOD A hergeleitet, 
die elDtaohe:r als die 111 /1/ auf Seite 172 uigegebeue.11111.

Um die negative Aussage vou satz 1 au bewillen, gen0g11 u, WDD 

wir una auf die Jo:rdaD-llat:riJC 

A • 

(0 i i . 9) 
0 ·: i 

(2) 

YO■ J'onaat D X D mit AD • 0 beschJllllll:eu. Hiezflbc' g1.\1!1 



(3) 

Bata 2i Jed* quaslvertausohbare Inverse В tod (2) alt н” » О 
bat die form 

a - or1 at T 
mit 

/1 • • • 

) 
1 

1 

lat und offenbar л « Т_1АТ gilt, let (;) für beliebig# Hatrlaea 
T der len (4) ebenfalls eine quasirertauschbare Inverse von A. 
Somit bleibt su neigen, daß es unter der Voraussetzung BD ■ О 
kelse weiteren quaslrertausohbaren inversen von (2) gibt. Zu 
diesem Zweck wählen wir zwei beliebige Projektoren P,q mit 

AP а O, QA s 0, 
d. h. 

P ш 

Die sugehSrlge Innere Imyerse а von А mit 
Pal- BA, Q ■ I • AI 

llBt sieh damn: ln der Ion 

Я - CMP) AT (1-¾) 

derateIlse und umgekehrt. Ausführlich geschrieben lautet a 

(5) 
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■it 

+ Pn*2' (6) 

Wie ш leicht nachrechnet, haben die Potenaen топ В die Von 

r 
-P2 
1 

lO 

.0 
• "pm+1 “Pm+2“qw2 

-Wl 

\ 

/ 
(7) 

1 -¾ 

für 0 i я < n alt pn+1 + qB+1 « -r. Da В® ж о wegsn Bang в"“* 

* и nur für Bang B11“* . ■ möglich let, folgt durch Berechnung 
der aaa (7) au entnehmenden Dbterdeterminante 

pm+2 + W * “P2«iM.1 - рзЧ* - Рщ-1»2 <®> 

fttr 0 й а < n, wobei diene Gleichung für ■ш01пр2 + чг»0 

und fttr m ж n - 1 ln (6) übergeht. Wählen wir jetat in (4) 

t. “ P» 

fttr m#2, n, ao besagen die Gleichungen (8) nichts ande¬ 
res, als daß 

4 
*n-1 
«n-2 

1 

1st. Berechnen wir aohliefilich mit dieser Matrix T die Matrix 
(3), so stellen wir wegen (8) fest, daß letatere mit (5) frber- 
einatimat. Damit ist Bats 2 bewiesen. 

Aus (3) und л ж T_1AT geht hervor, daß jede algebraische Beale- 
hung awisohen der Matrix (2) und ihrer sgestellen quasives» 
tauaohbaren іптегаеп AT automatiseh auch fttr А und alle flbsrigem 
quaslvertauaobbaren Inversen В mit В® = 0 gilt, so daß Matts 1 
ebenfalls bewiesen ist. 
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В—erhängen г 1°. In /3/ findet man eine ganze Reihe топ alge¬ 

braischen Beziehungen zwischen А und AT, beispielsweise 

I - AAT + (АТ)п~1А“~1, 
woraus alt Hilfe der Ahnliohkeltstransformation T unmittelbar 

« = h“-V-1 
hervorgeht. Analog gilt P * Ап“1Е11“1 uew. 

2°. Durch Ausrechnung der rechten Seite von RD-1 
ergibt eich leicht die einfache Darstellung 

4 
1 

(1 Pg ... Pß). 

T-1(AT)n-1T 

3°• Das nichtlineare Qieichungssystem (8) läßt sich bei vorge¬ 
gebenen Werten q^ rekursiv auflösen. Durch Anwendung bekannter 

Wormeln (vgl. etwa /2/) entsteht dabei 

Z= <-d* A 
V 

wobei über alle natürlichen Zahlen mit 

^ (1-1 )ji » m - 1, ^ jl.k,1<k<a 

su summieren 1st. Insbesondere ist 
2 2 

p2 “ *^2' p3 = ^2 - %3« P4 ■ - «2 + 2q243 + 4' 

**» Oie vorhergehenden Ergebnisse kann и«» auch bei einer be¬ 

liebigen quadratischen Matrix В verwenden, wenn man В zunächst 

alt Hilfe einer Transformationematrix S auf die Jordansche Nor¬ 

malfora В ш 8~4s bringt und bezüglich der Jordankästchen (2) 

von 3 die Darstellungsformel (3) für die quaeivertauschbare In¬ 
verse benutzt. 

4 



Satz 3: Ist А eine quadratische Matrix mit dem Minimalpolynom 

(9) 

wobei a% = 1 ist und su, ^ 0 vorausgesetzt wird, so lautet die 

zugehörige Gruppeninverse В 

1 i 
E = ^2 (a2ai+1 - a1ai+2)A (10) 

mit ak+^ = 0, und sie besitzt das Minimalpolynom 

k-1 

(11) 

Beweis! Wegen А = A2B ergibt sich zunächst aus (9) nach Multi¬ 

plikation mit В und Umordnung 

k-1 

AB = aj St *1+1^' (12) 

Durch Multiplikation dieser Gleichung mit В folgt wegen В = AB2 

analog 

und hieraus durch Einsetzen von (12) die Behauptung (10). Durch 

Multiplikation von (12) mit B^ entsteht nach Umordnung die 

Gleichung (11), und diese stellt nach bekannten Spektraleigen¬ 

schaften der Gruppeninversen (vgl. /1/) das Minimalpolynom von 

В dar. 

Literatur 
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New York - London - Sydney - Toronto 1974 
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Rostock. Math. Kolloq • .12, 11 - 19 (1980) 

Detlef Gronau 

Meroaorphe LösWJgen linearer partieller D1tterential­
gleichw:lgen - ein Oberblick 

1. BinleitUDg

Die vorliegende Note ist eine ZusammentassUDg einiger tunktio­
nentheoretisoher Untersuchungen einer Klasse linearer partiel­
ler Differentialgleichungen mit holoaorphn �oetfizienten im 
Komplexen, insbesondere der LösUDgen de• Goursat-Probleas alt 
singulären Anfangswerten. Die so erhalteneD L!SsUDgen haben wir 
in ADalogie zur Theorie der gewöhnlichen DifferentialgleichWl­
gen ''bewegliche Singularitäten" gen&1111t {siehe Bieberbaoh /1/ 
UDd Gronau /}/). Es handelt sich dabei Ull die Tatsache, da8 
eine no1'11lierte lineare gewöhnliche DifterentialgleichuDg etwa 

· der Jorm

w• + f(z)_ w • O 

UDabhängig von der speziellen Wahl des Anfangswertes im Regula-
ritätsbereich von f(z) immer �isohe LösUDgen hat, dagegea 
etwa die Gleichung 

w• = w2 
mit 

w = Cl bzw. w(z) = (c-z)-1

abhängig vom Anfangswert w(O) = O bzw. w(O) c: o-1 eine regu­
läre Lösung bzw. singuläre LösWJgen (_mit Pol iD z „ o) beaitst. 

Bei partiellen Differentialgleichungen ist der Sachverhalt aa­
turgegebenerma.Ben wesentlich komplizierter, do. das Verhalten 
der Lösungen in viel stärkerem llaBe von den All�&11gswerten ab­
hängt, die ja schon selbst singuläre J!'WlktioneD seiD können. 
Wir wollen uns daher von vornherein aut lineare partielle Dit­
terentialgleichUDgen beechrli.Dlten. 

Die klassischen Sätze im Sinne von oauo�-Konlewsll:;y oder 
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Goursat garantieren für eine große Klasse von linearen partiel¬ 

len Differentialgleichungen (die auch den im nachfolgenden be¬ 

handelten Typ von Gleichungen umfaßt) bei Vorgabe von analyti¬ 

schen Anfangswerten eine lokale analytische Lösung (siehe z. B. 

Hörmander /7/, S. 116). Diese Rxistenzaätze sind in den meisten 

Fällen von lokaler Art, für weite Klassen von Gleichungen bzw. 

für spezielle Regularitätsgebiete gibt es auch globale Fri¬ 

sten zaussagen (siehe z. B. Gilbert /2/, Gronau /4/, Hörmander 

/7/, Persson /9/, Träves /11/ und Vekua /12/). Im Kall der ge¬ 

wöhnlichen linearen Differentialgleichungen wird das fehlen 

von beweglichen Singularitäten dadurch nachgewiesen, daß man 

Szistenz und Eindeutigkeit der holomorphen Lösungen für jeden 

Anfangswert und für jeden Punkt des Hegularitätsgebietes nach¬ 

weist (siehe etwa Bieberbaoh /1/) und die so erhaltenen Lösun¬ 

gen analytisch fortsetzt. Dabei seien immer nur einfach zusam¬ 

menhängende Gebiete vorausgesetzt. Diese Beweismethode kann je¬ 

doch bei partiellen Differentialgleichungen nicht so ohne wei¬ 

teres übernommen werden, da das Hegularitätsgebiet einer loka¬ 

len Lösung auch vom Hegularitätsgebiet der lokalen Anfangsdaten 

‘abhängt, so daß noch zusätzlich äußerst komplizierte Abschät¬ 

zungen erforderlich sind (siehe /4/). 

2. Globale holomorphe Lösungen 

Dieser Abschnitt enthält einen globalen Existenzsatz für eine 

lineare partielle Differentialgleichung in mehreren Variablen. 

Dazu verwenden wir die Multiindexschreibweise. Seien 

Л = (оЦ,...,<п) und ß = (ß1,...,ßn) Multiindizes aus 

Vir definieren: 

Ä < ß : «**• аi £'ßt, i = 1.n und Л / ß. 

Sei G с. c ein Gebiet, dann bezeichnen wir mit H(G) die Menge 

aller in G holomorphen Punktionen. Weiters sei für f c H(G): 

D X, i= D,, Dg ...Dn°f mit D^ «= 

12 



Satz 1: Sb sei G = G1 * ... nGn <= CD, 0 e Gi c C, Gt einfach zu¬ 

sammenhängend, ß ein Multiindex und <p £ H(G). Dann besitzt die 

Differentialgleichung 

Dßw = ^ ал Daw +f, aa,f e H(G), \ (1) 

zum Anfangswertproblem 

❖w-^lzi=o " °< 01 = 1*•••.». (2) 

genau eine Lösung w c H(G). 

Den Beweis dieses Satzes findet man für n = 2 in /4/. Sine Ver¬ 

allgemeinerung auf beliebige n ist ohne Schwierigkeiten mög¬ 

lich. Bs wird dabei zuerst ein lokaler Sxistenzsatz unter Ver¬ 

wendung einer Majorantenmethode nach Seich /10/ bewiesen und 

die lokale Lösung dann auf ganz G = G<j * ... * Gn fortgesetzt. 

Die getroffene Einschränkung auf ein einfach zusammenhängendes 

Polyzylindergebiet ist zunächst nur von beweistechnischer Na¬ 

tur, es erhebt sich jedoch die Krage, ob die spezielle Art des 

Gebietes (das holomorph konvex ist) durch die Art des Anfangs¬ 

wertproblems (2) bedingt ist. Dieses besteht im Grunde aus 

IßI ic +... +ßn Anfangsbedingungen. Benutzt man die Bezeich¬ 

nungen 

’(i) 
:= G1K *Gi-1 xGi+1 *gd C ® 

n-1 

dann lautet Satz 1,anders formuliert: 

Satz 11: Setzt man für die Anfangswerte von w 

°i wlzi=o £ i = l,...,n, 0 äk <ß±, 

voraus, so gilt für die dadurch eindeutig bestimmte Lösungi 

w e H(G). 

Dieser Satz enthält auch ein wohlbekanntes Ergebnis (siehe 

Persson /9/) über Differentialgleichungen mit ganzen Koeffi¬ 

zienten, indem man G * CD sezti 

13 



Korollar 2« Sind die Koeffizienten ад und f von (1) sowie die 

Anfangsfunktion у von Satz 1 ganze Punktionen (d. h. holomorph 

in ganz Cn), dann ist auch die nach Satz 1 eindeutig bestimmte 

Lösung eine ganze Punktion. 

3. Lokal-meromorphe logarithmanbebeftet», Lösungen 

Im folgenden beschränken wir uns auf lineare Differentialglei¬ 

chungen in zwei Variablen. Ss sei а = (a1, a2) £ Ф2. 

Hit H(a) bezeichnen wir den Ring der in einer Umgebung von а 

holomorphen Punktionen in zwei komplexen Variablen, und M(a) 

sei der Quotientenkörper von H(a), also die Hange der in einer 

Umgebung von а meromorphen Funktionen. 

Zunächst interessieren wir uns für meromorphe logarithmenbe¬ 

haftete Lösungen der Differentialgleichungen (1) und können 

feststellen, daß solche singulären Lösungen beliebig hoher Ord¬ 

nung immer existieren (siehe Gronau/Reich /6/). Wir betrachten 

dabei die Differentialgleichung 

D^W %,vSm,n) 

mit &MV, f & H(a). Bs gilt: 

Satz 2; Jede meromorphe logaritmenbehaftete Lösung 

w = u + V logCz/j-a^Xzg-ag) mit u,v e H(a) 

von (1') hat die spezielle Form 

(1') 

(3) 

uo 
W = -У-1 + V l°eCa1-*1)(z2-a2) 

mit uQ,v « H(a) und -y,d"e шо. 

Bemerkungi Auf Grund von Satz 2 kann man nun die Punktionen u 

und V als allgemeine Laurentreihen 

u 

und 

14 
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V (5) 

ansetzen, und es ergeben sich die Anfangsbedingungen, für die 

Koeffizienten von u und v formuliert, folgendermaßen. Die so¬ 

genannten Bandkoeffizienten ulv und u^j mit i & -У, J ä - «J, 

о*/и<ш, о*У<ѵ sind frei wählbar mit der Bedingung, daß die 

m +n Teilreihen І in einer Umgebung von 

z = а konvergent sind. Die Koeffizienten Vj. mit о £4«cm und 

о £j < n sind frei wählbar. Durch diese Koeffizienten ist die 

Lösung (3) von (1*) eindeutig bestimmt, insbesondere erhält man 

die für das Verhalten der Lösung in der Nähe von а wichtige 
Bedingung: 

Uid 
а о für i<o und 3 <o (6) 

Der Beweis dieses Satzes wird mittels konsequenter Ausnützung 

der algebraischen Eigenschaften von formalen Potenz- bzw. 

Laurentreihen geführt. Es zeigt sich nämlich, daß man mit Hilft 

von Potenzreihen auch allgemeine meromorphe Punktionen erfassen 

kann. Dies geschieht, indem man den Bing H(a) in den Bing der 

formalen Potenzreihen einbettett 

H(a) *—(7) 

Der Hing $[z^,Zgg ist im Körper (C |z^) {z^ enthalten (dabei be¬ 

zeichnet KJzJ den Körper der formalen Laurentreihen mit endli¬ 

chem Hauptteil in einer Variablen z und Koeffizienten aus dem 

Körper K). Die Einbettung (7) ist ein Differentialhomomorphis¬ 

mus und kann auf eindeutige Weise auf den Quotientenkörper er¬ 

weitert werden (siehe etwa Kaplansky /8/): 

M(a) <—»•((! }z2}. 

Damit kann man die Differentialgleichung (1') unter Verwendung 

der Taylorentwicklungen der Koeffizienten a^y (z^,Zg) und 

f(z1 ,Zg) als Differentialgleichung in (Ф izg}) behandeln. 

15 



Die Reihen Y~и^д z^zij aus (€ [z2\) J,z1| haben folgende leicht zu 

beweisende Eigenschaft! Für jedes Indezpaar (k,l) £ Z * Z gibt 
es nur endlich viele von Kuli verschiedene Koeffizienten 

mit i £k und j £1. Diese Eigenschaft ist bei der Auswertung der 

durch Koeffizientenvergleich erhaltenen Rekursionsformeln für 

die Koeffizienten der Lösungsreihen и und v von (3) wesentlich 

und führt zu den speziellen Formen (4) und (5). Der Konvergenz¬ 

beweis für die formalen Reihen erfolgt mittels eines Majoran- 

tenkrlteriums nach Reich /10/. Im einzelnen sei auf Gr^jau/ 

Reich /6/ verwiesen. 

4. Lokal-meromorphe logturlthmenfreie Lösungen 

Im vorigen Abschnitt wird somit die Frage nach dem Vorhanden¬ 

sein von beweglichen Singularitäten positiv beantwortet. Loga¬ 

rithmenbehaftete Lösungen von beliebig hoher Wachstumsordnung 

existieren immer. Anders verhält eich der Sachverhalt bei loga¬ 

rithmenfreien meromorphen Lösungen. Hier sind nicht immer mero¬ 

morphe Lösungen zu singulären Anfangsdaten zulässig. Es ergeben 

sich komplizierte Zulässigkeitskriterien in Form von überbe- 

stimmten Systemen gewöhnlicher linearer homogener Differential¬ 

gleichungen. Da über solche Differentialgleichungssysteme im 

allgemeinen sehr wenig bekannt ist, ist es noch nicht gelungen, 

konkretere Kriterien zu gewinnen. Es gilt aber auch hier (siehe 

/3/ und /6/)i 

Satz 3: Jede logarithmenfreie meromorphe Lösung w e M(a) von 

(1') hat, falls es überhaupt so eine Lösung gibt, die Gestalt 

V = _и_ 

(^-a^/czg-eg)^ 

(8) 

mit e IH и (о) und и t H(a). 

Für die Koeffizienten u^ der Potenzreihenentwicklung 

» ■ uij^zl-al^1(z2~a2^ gilt @benfalls (6), d. b., 

16 



nur für у = о oder <f= о ist w eine Singularität 1. Art (Pol). 

Für den speziellen Fall von partiellen Differentialgleichungen 

mit konstanten Koeffizienten kann das Kriterium der überbe¬ 

stimmten Differentialgleichungssysteme noch weiter ausgewertet 

werden, und es ergibt sich ein sehr handgreifliches Ergebnis: 

Satz 4: Die Differentialgleichung 

m n 

d*d2 u = °* V. ■ 1. c") 
besitzt genau dann eine Lösung der Form (8) mit y>o bzw. o, 

wenn die Polynome 

n 

P*(D) = аду /и* o, 

bzw. die Polynome 

m 

4^(ß) ~ У ^/UV ^= °* •••• nt 

einen nichttrivialen gemeinsamen Teiler besitzen, d. h. 

6gT(p0....,Pm) 5*1 bzw. ggT(q0,...,qn)*1. 

Die Schwierigkeiten, die im Falle von logarithmenfreien Lösun¬ 

gen auftreten, seien hier nur kurz angedeutet. Eine Lösung 

w e 11(a) hat auf Grund von Satz 2 und insbesondere unter Be¬ 

rücksichtigung von (6) notwendigerweise die Form 

w 

(9) 

'U^(Zg) t/Zz^Vj ( z1) . 

Setzt man nun (9) in die Differentialgleichung (1') bzw. (1") 

ein, so resultieren aus dem Koeffizientenvergleich insbeson¬ 

dere nach den negativen Potenzen von z1 und Zg ein System von 

Y+ m gewöhnlichen linearen homogenen Differentialgleichungen 

für die Funktionen il, (z2), ..., Uy (Zg) und f+n Gleichungen 

in v1 (z1), ..., Ѵд- (z1). Es folgt daraus, daß es logarithmen- 
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freie meromorphe Lösungen der Ordnung у bez. z^ genau dann 

gibt, wenn die entsprechenden überbestimmten linearen homogenen 

Differentialgleichungssysteme nichttriviale Lösungen besitzen. 

Für die allgemeine Gleichung (1') konnten hier noch keine kon¬ 

kreten Kriterien für die Existenz solcher Lösungen erbracht 

werden. Handelt es sich jedoch um die Gleichung (1") mit kon¬ 

stanten Koeffizienten, so sind die entsprechenden Gleichungs¬ 

systeme ebenfalls Gleichungen mit konstanten Koeffizienten. 

Dieser Fall konnte völlig gelöst werden (siehe Satz 4), wobei 

in /5/ die explizite Normalform der Gleichungssysteme für die 

Funktionen» tu,, ..., Uy, v^, ..., v^ angegeben ist. 

ln der Arbeit /5/ wird außerdem noch ein Zusammenhang zwischen 

der Existenz von logarithmenfreien meromorphen Lösungen und Lö¬ 

sungen mittels Differentialoperatoren (siehe die dort angegebe¬ 

ne Literatur) hergestellt. 
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Jürgen RoßmaDr. 

Eine Regul.aritätsaussage 1'ür die sch-che LösUDg der biharlloni­

schen Gleichu.ug iD i2(.n) , 11'8DD O ein konvexes Polyeder im

R3 ist 

o. �iDleitung

ID dieser Arbeit w:u-d das Randverhalten ach-eher LöaUDgen el­
liptischar DifferentialgleichUDgen f'iir den biharmonischen Ope­
rator u.utersucht, wenn es sich bei dem betreffenden Gebiet wa 
ein konvexes Polyeder im R3 handelt. In Gebieten mit glatten 
Rändern ist die Theorie hierzu sehr gut entwickelt, jedoch las­
sen sich diese Ergebnisse nicht UDmittelbar auf Gebiete mit 
nichtglatten Rändern übertragen • 
.Ss sei Lu = t eine elliptische Ditterentialgleichwlg der Ord.­
nu.ug 2m über eiDem beschränkten Gebiet n c: 'If, die f'iir 

t c w-m+[N/2] (0) eiDe ach-ehe LösUDg in �(O) besitzen aöge.
Wir fragen daDD, ob diese LösUDg auch im �um Cm-1 (_n) liegt•

Im ebenen l!'all, d. h. iD dem l!'all, da8 .!l eiD Gebiet 1m R2 ist, 
wurde dieses Problem u. a. voD J. NeÖas /1/ analysiert. ID die­
ser Arbeit wird eines der Resultate 1D dem speziellen l!'all, W 
.n. ein konvexes Polyeder 1m R} UDd L der bibarmonische Opera­
tor iat, auf deD l!'all N = } ausgedehnt.Dabei konnte ich mich 
insbesondere auf eine Arbeit von A.-11. SäDdig /2/ stützen, die 
sich ebenfalls mit diesem Problem 1m Fall N > 2 beschUtigte, 
in der allerdings für den biharmonischen Operator eine aehr 
einachräDkende BedingUDg aD das Gebiet, !l erhalten wurde. III 
UDterschied zu dieser Arbeit verwendeo·wir anstelle der Ge­
wichtstu.uktion r(x) = lx-:,1 den Abstand des PU.Dktea x su einer 
speziell gewählten l!lbene. Dadurch erhalten wir dall folgende 
Ergebnis, 

Ist fl ein konvexes Polyeder im R3 und :, E. a !) Bok- odel- hD­
tenpunkt von n, dann hat die Gleichung Lust t'i.lr den bilMlz-
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monlsohen Operator L und f £ W-1(fl) eine schwache Lösung in 

iP(D), deren Repräsentant u aus C^(fZ) die Beziehungen 

lim ' u(=(°)) = lim g|-4i(x(D)) =0 (i = 1,2,3) 
x(n)^y у * 

x(D)*a, 

erfüllt, wobei C O. ein beliebiges Polyeder ist, das mit 

Ъ CI außer dem Punkt у höchstens die Kante, die durch у geht * 

gemeinsam hat. 

1. Existenz einer schwachen Lösung der biharmonlschen Gleichung 

im Sobolevraum 82 

___Sii_ 

Ke sollen zunächst folgende Bezeichnungen vereinbart werdeni 

*б(х)(П) =la(x), xta «luBmjf < oo}, 

wobei lul2 g = У /lDau(x)l 26(x) dx ist. 
* tcü <Ш ii 

afn mit Д = (a^ jKg,.., ,«N) bezeichne dabei die schwache Ab¬ 

leitung von u(x)). 

Mit dieser Norm 0«tm^g ist Wg^C-Q) ein Banachraum. 

%(х)(П) bezeichne die Abschließung des Raumes c“ (fl) bez. 

dieser Norm, 

Es sei nun Л ein konvexes Polyeder im R^. Wir betrachten eie 
blbs.T-aonlache Gleichung 

Lu я A2u T -4¾. f. (1) 

wobei f £ W-1(n.) vorausgesetzt wird. Dabei bezelohne W-1 (CI) 

den Dualraum zu w”*(fl). Eine zu L zugehörige Dirichletform 1st 

offensichtlich 
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(2) B(u,v) = / э2и . а2? dz. 
173=1 П дхіЭзсз дхіЭхз 

ßs sei у ein Funkt auf einer Kante des konvexen Polyeders Л, 

der auch gleichzeitig Eckpunkt sein darf. 

Durch die entsprechende Kante werde eine Ebene £ gelegt, die 

mit ii nur diese Kante gemeinsam hat, so daß also das Polyeder 

11 in genau einem der beiden durch die Ebene 6 begrenzten 

Halbräume liegt. Auf Grund der Konvexität von 11 ist dies 

stets möglich. 

6(x) sei nun der Abstand des Punktes x 111 zu 6, d. h. 

6T(x) = e^ + egXg + SjXj + const., 

wobei (ѳ1,ѳ2,ѳ^)Т Normalenvektor zu 6 mit der Länge 

(e2+e| + e2)1/2 = 1 ist. 

Den Punkt у wählen wir gleichzeitig als Koordinatenursprung 

eines neuen Koordinatensystems mit den Achsen xjj, x£ und x^. 

Dabei möge x^ längs der Kante verlaufen, die П mit £ gemein¬ 

sam hat, x2 möge ebenfalls in £ liegen und senkrecht auf die¬ 

ser Kante stehen, und x^ schließlich möge im Punkt у senkrecht 
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auf £ stehen. In diesem neuen Koordinatensystem wäre dann also 

6"(x) = Xj, und für die Punkte x c fl ist die x^-Koordinate bez. 

des Koordinatensystems x^, x^, xj nichtnegativ. Zwischen den 

Koordinaten x = (x^.Xg.Xj)1 eines Punktes bez. des ursprüngli¬ 

chen Koordinatensystems und den Koordinaten x' = (x^.x^.xj)* 

dieses Punktes bez. des neuen Koordinatensystems besteht fol¬ 

gender Zusammenhang: 

X = Ax' + у, (3) 

wobei A = j_i,2 3 eiDe orthogonale 3 %3-Matrix ist. Da 

dann A-1 = AT ist, ist dies gleichbedeutend mit 

X' = ATx - ATy. (4) 

Außerdem gelten für die Matrixelemente a^ wegen der Orthogo¬ 

nalität von А die folgenden Gleichungen: 

Lt aikajk = fcr aki®k3 = <f. id 
= {0 für ifj, 

für i=j, (5) 

^(x^,X—,X%) 
Die Punktionaldetermlnante -'—-—*— hat offenbar den Wert 

9(x^,x^,xj) 
dot A = 1. 

Ke soll nun die Existenz einer schwachen Lösung der Gleichung 

Lu = A^u в f in W2 /.(П) nachgewiesen werden. Dazu wird «%x))-1 
der folgende verallgemeinerte Satz von Lax/Milgram (Necas /1/) 

benutzt: 

Satz 1: Es seien und Vg zwei reflexive Bansehräume und 

B(u,v) eine Bilinearform auf x Vg mit 

Vu«71t veV2 lB(u,v)l 6 c^ Жийу^ llvly^, (6) 

VvtVo “UP |B(u,v)|i c?lvlv , (7) 
d tt£T1 г V2 

Л ul 61 
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(8) Vu е.Чл eup |B(u,v)| i c,|u|v . 
V tV2 ' V1 

«vlT? *1 

Es sei f ein lineares stetiges Funktional auf Tg. Dann exi¬ 

stiert genau ein Element u «V1 mit 

VveVg B(u,v) = (f,v), 

und es ist Buly^ й e^lflyU (Tg 1st hierbei der Dualraum zu Tg, 

und (f,v) bezeichnet den Wert des Funktionale f für das 

Element v.) 

Wir setzen T^ = W^ _,,(£!.) und Tg = Wg-^СП). B(u,v) sei 

die zum biharmonischen Operator gehörige DirichletfoA (2). Die 

Gültigkeit der Bedingung (6) erhält man dann durch Anwendung 

dar Schwarzachen Ungleichung. Da C® (£1) dicht in w|^xj(£l) und 

in W2 _-(£!) ist, genügt es deshalb, die Beziehungen (7) 
(£(x)) 

und (8) für Funktionen aus naohzuweisen. 

In der Arbeit von A.-H. Bändig /2/ wurde für die Gewiohtsfunk- 

tion 6(x) s r*(x) =lx-yla folgende hinreichende Bedingung für 

die Gültigkeit der Bedingungen (7) und (8) des verallgemeiner¬ 

ten Satzes von Lax/Milgram bewiesen, die man völlig analog auf 

die bei uns verwendete Gewichtsfunktion 6(x) übertragen kann: 

VV e 0® (fl) |B(v6(x),v| h c5 »vBT2 ltvö(x)llVi. (9) 

Mit V 6 c“ (Л) ist nämlich auch v6(x) e c“ (П ), und damit folgt 
aus (9) 

sup lB(u,v)l Ь B(-—у) в ІВ(ѵб(х),ѵ)| ДѵД 

u«o”<n> ’«*>•»., 5 
ll«llVi * 1 

Setzt man andererseits in (9) ѵб(х) = u, dann erhält man 

ѴиіС“(П) lB(u,-Ä—)U о-Л-ä-IU luiT . 
0 g(x) 5 6(x) v2 V1 
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Daraus folgt dann 

ѵвО®(П),В(и’ѵ)|і 
Hvll„ £ 1 

'2 

IMswfCü. 
Uu/g(z)0y 

*2 

h oc HuHv . 
1 

Die Bedingung (9) ist damit hinreichend für die Bedingungen 

(7) und (8) . 
£s wird nun bewiesen, daß die Bedingung (9) unter den gegebenen 

Voraussetzungen erfüllt ist. Dazu werden die folgenden beiden 

Lemmata bewiesen. 

Lemma 1: Es gilt Ѵт* (fl) Hv£(x)Äv 6 CglvK . 
’1 b '2 

Beweis I Wir treffen zunächst folgende Vereinbarung: 
Als Punktion топ x^ bezeichnen wir die Funktion v mit Ф. 

Es sei also vC^.ig.Xj) = 9(x{ ,Xg,x^). 

Nun 1st x^ = a^^+-a21x2 + aj1Xj + oonst. (1*1,2,3), d. h. 

—- = а. Daraus ergibt sich -^2 
a*d . si a%„ *jk 

*1 

К 

und -A_ = 
adkail 

@4 

Wegen (9) erhält man dann 

9x. 

C J&-) 

diidid 

2 

(10) 

(11) 

Ist nun ѵ(х1,Х2,х5)£С^(П), dann 1st ^(xj.Xg.xj) а С^ЧП1), 

wobei fl' das Gebiet sei, das aus Л durch die Transformation 
X -* X1 entsteht. 
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Bowels dee lemmas benötigen wir die Bardysehe Ubgleiolnu*# 

J lu(t)lp ta4> dt £ ? / lu'(t)lp t*dt, (12) 

für p h 1 und 1) ot < p-1 und u(O) * 0 

oder 2) а >p-1 und u(oo) • lim u(t) « 0. 
t-M» 

Im fall рш2 folgt aus dieser Ungleichung für 

*(х1*34*хЗ>еС,0>(Л,) 

i %;*-2 ? dx. 
СІ 3 <«§T>2 СІ 

dx' (13) 

für at 1, denn setst man 
_ ( Ф für X* e £1• 

Г а |ofürx'£Hj\ß''i 

wobei H3 = (x'=(x_|,x^,x;) tB3 I Xj>0j sei, dann ist v 10™(B^) 

wegen £1' cB3, und damit folgt aus (12) 

/ xj*-2 ^(xj.^.xp dx; * (Д)2/ x;a (^)2 dx;, 
о о x3 

d. h. J xf~Z у2 dx. £ (^)2 J %;* (^)2 dx', 

woraus (13) folgt. 

Tür А * 1 können wir für unser spezielles Gebiet Г2' eine ähn¬ 
liche Beziehung herleiten. Vir führen Zylinderkoordinaten ein, 
d. h., wir setzen x; * г cosy , x£ ■ r sin 5¾ xj «xj, und be¬ 

zeichnen V als Punktion топ r, <f ,x] mit v. Da dann für x' e Л' 

wegen x; > 0 auch cosy > 0 ist, erhält man analog zu (13) für 

den Pall А к 0 

к c5iy- ^ dr dfdx^ гзф (g)2 dr df dxj, 

und damit 
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^ $•***'- j[ röiy ** ■■ to ara*; 

‘ * а гйг Фг » d,d*; 

•*/. Q. 5®F ^ ^ Ц 

‘e^«55>2*<?t2>- 
/ X^2 Эт 2 ЭФ 2 

а 8 J (-= (—7) + ХІ (—-;) ) 4x*. 
n. x3 3¾ 5 Эх3 

Da das Koordinatensystem mit den Achsen x^,Xg,x^ so gewählt 

morden mar, daß es ein a^O gibt, so daß für i'tfl' die Un¬ 
gleichung 

x32 a a2*22 (14) 

erfüllt 1st, erhalten wir 

іщгФ2 dx' JS 8(1 + ^). /x£ ((5^7)2 + (^7)2) dx'. (15) 
П’ Ä* 5 N 

Die Ungleichungen (13) und (15) gelten auch, wenn man Ф durch 

ЭФ 7 ersetzt (1=1,2,3). 
axj 

Weg 

erhält man 

Wegen 6(x) * e1x1 + OgXg + eyc^ + const, mit e2 + e| +e| = 1 

+ v262(x)} dx 
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Bun let wegen v e c“ (Q) 

J* dbc -i V dz d, h. f V dz z о A 9=j 
(16) 

und entsprechend / — —^2_ dz = 0 (1,3=1,2,3). 

A dl3 Эхідхз 
Ferner ist nach (15) 

f~A~T ^ ^ = /-f*2 dz> d 8(1+a-2) / zl ((^f)2 + (-^?)2)dz* 
n6(z) n,z5 p dzg 3z3 

d 8(1+a-2) lvH2 

sowie 

/ 
Л ä) l’J S"**1 5^>2 - 5/йгі 

d 12 
äii‘5 'Э ,)^dz' *°6<ѵ»Ѵ 
Л’"3 ° k 2 

da lejid 1 und la^jl d 1 ist für 1,3=1,2,3. Damit ist 

Iv6(z)||2 - с6Йѵ!22і womit Lemma 1 bewiesen ist. 
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Ь—* 2» Be existiert «io о? > 0 mit 

ѴтеС«(П) B(v«x),v) * o?Mf2. 

Beweisi Bs ist 

B(v6(x),y) = j f~_ -A- iSs&Ül dx 
П 4^=1 ^3xj ЭхіЭі3 

C-A—)2dx +2 ‘ i 5*, 

a^v ,2 ) dx (nach (16)). 

Ferner ist 

'4 -i£“ it ^ 
+ / 6(x)y2dx 

B(y^(x),y) J X* (^?)2 +¢2)^,. 

Л 

Bebel ist 

alt cA m sup xi2 = sup (6(x))2 und entspreobend 

)2dx' 

X» £ Л' X £ fl 

Ы 11’ 

I „.2 
< ? °7 )2dx' 

folglich gibt es ein Cr,>0 mit c^lvl2 £ B(v6(x),v), womit 

Lemma 2 bewiesen ist. 

Aue Lemma 1 und Lemma 2 folgt unmittelbar die Gültigkeit von 

(9). Daraus folgt für f afj . (8|(х^П))* aus dem yerallge- 
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mein erteil Satz von Lax/Milgraa die Existenz eines Elementes 

ueVyj mit VvCVg B(u,v) я (f ,v), d. h. die Bxletenz einer 

schwachen Lösung von Lu «= Д2и = f aus dem Baum 

Nun gilt іГ1<:Л)с(8|(і)(П))', denn mit Hilfe von (15) kann 

man leicht die Ungleichung 

ІѴІ01(П) & Cg Bvlly^ für Punktionen v aus С*(П) nachweisen, 

woraus Fg(xj(fl)cS1(n) und W-1(fl) c (§§(x)(a))' folgt. 

Damit können wir den folgenden Satz formulierent 

Satz 2; Es sei f € ff-”'(Cl). Dann existiert genau ein Element 

mit VvtWg£xj(fl) B(u,v) =(f,v), d. h. genau eine 

schwache Lösung von Lu = AZ\i = f in 82 ,,(11). 

2. Bandwertannahme der schwachen Lösung der ъіЪяппопІвсЬеп 
Gleichung in den Eck- und Kantenpunkten des konvexen 
Polyeders XI 

Pür den folgenden Satz benötigen wir ein Lemma, das von 
NeÖas /1/ bewiesen wurde. 

Lemma 5t Es sei E„ = jxeB^lxIcH}, L * У~ (-1),i*Di(a..D^) 
JL.1 1 ІіШІ^т 

mit a^ j & C (Fß) I 

^i ■ иах(0, lil -m-1+ljyJ) und Ца^,|| ^ 1 £ Cg. 

C 4» (?ß) 

Die entsprechende Dirichletform sei S^(Kß)-elliptisch 

mit I B(?,f>)| i c10 Ц fl . Ist f £ W""+ tR/2) (Eg) 
W (Kg) 

und u (*^(Eg) schwache Lösung von Lu =f in Eßl dann 

ist u€CB_1(Eg) und 
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Satz 3i Be sei fl ein konvexes Polyeder im und у e. 8fl Jäck- 

oder Kantenpunkt von CI. Dann bat die Gleichung Lu = f für den 
biharmoniaehan Operator L und f £ eine schwache Lösung 

u in $Р(П), die gleichzeitig in C1(fl) liegt und für die 

lim u(%(")) я lim -ä- u(%(°)) я о 
x<DUy x(DUy d*i 

X<n)£ X11 х(п)£Л1 

(1=1,2,3) gilt, wobei ГЦсП. ein beliebiges Polyeder ist, für 

das C2^ mit fl außer dem Punkt у höchstens eine Kante gemein¬ 

sam hat, die durch у geht. 

Beweis t Hach Satz 2 besitzt die Gleichung Lu = f eine schwache 

Lösung in W2 
(6(D) 

_-](!!), wobei 6"(x) der Abstand des Punktes z 

zu einer Ebene ist, die mit П nur die Kante gemeinsam hat, die 
durch у geht. Es sei nun x^) eine Folge von Punkten aus dem in 

J2. enthaltenen Polyeder CI ^ . 

Dm jedes dieser x^ werde eine Kugel KQ mit dem Radius 

rn - \ d(x(n),aii) S \ 6(x(n)) 
gelegt. Für jedes xcKD ist dann 6(x) ^ S(x^)+rD£ ^ б(х^). 



Damit erhält man 

,uIL2(Kd) = /(6(х))5(6(х)Г5и2 dxi(| 6(x(n)))5 Ад 

mit Ад = /(6(x))"5u2 dx 
*П 

and entsprechend 

) ‘ '3 6<I<°>))5 B»1 Эхі 1%(Кд) 

mit Bnl = / (6(x))-3 (_3U)2 4ti 

Kn 

(1=1,2,)) 

Эхі 

(17) 

(18) 

•1« CDl, : / <«Х)Г1 (r^T*-)2 <*. 

Da x^e ist, gibt es ein c12>0, so daß 

2Гд = d(x(°), 3.Q) h c126(x^°^) 

1st, Wendet man Lemma 3 auf Кд an, erhält man deshalb 

(19) 

(20) 

Nun kann man zeigen, daß Ад, BDi und Сд^д für n-* oo gegen 0 

streben, denn nach (13) und (11) ist 

i(6(x))-5u2 dx = /x'“3q2 dx' < i I xi~3(-^)2 dx' 
П. П’ 6' 3 ѵэх; 

* Чх'^фг " *M *1< 00 
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und entsprechend 

J (6(*))-3(Ja)2 di £ M2 
n ^ V/) 

< 00 

J (6(x))"1(-^ä-)2 dx £ 
П 

■)2 dx £ flu|2 * 00 
1 

»obei V1 « *^б(х)г1(П> i8t* 

Gilt aber für ein* nichtnegative, über fl Integrierbare 

Funktion <f 
5^<p dx < oo , 

so folgt aua dem Sata топ Lebeegue 

wenn ІцСІ) Kugeln Bind, deren Bedien gegen 0 streben. 

1 für хеКд 

0 sonst 
bezeichnet hierbei die charakteristische 

Funktion топ Кд J 
Läßt man in (20) n gegen oo streben, dann erhält man die Be¬ 

hauptung des Satzes. 
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1Jwe HamaDD 

Biuige BemerlcwJgeu sum D:lrichlet-P.t-oblem für die polyharmoui­
sche GleichUDg bei Gebieteu llit Balldteileu verschiedeuer Dimeu­
'sioueu 

Iu der vorliegeudeD Note werdeu mit Hilfe der schwacheu Lö­
sUDgstheorie einige Aussagen zum Dirichlet-P.t-oblem für die po­
lyharmouische Gleicbwlg für den Pail gewouneu. da.B der Balld 
IWSer eillem (n-1)-dilaeusionaleu Balldteil noch Kom,poneuten nie­
derer Dimeusiou besitzt. Das Iuteresse richtet sich dabei ins­
besondere auf die pUDktweise stetige Balldwertanuahme in deu in­
uereu BalldpUDkteu. 

1. &a sei !l c R11 eiu beschräDktes otteues Gebiet mit eiuem
hiD1'8icheDd glatteu (u-1)-dimeuaioualeu Balld an UDd Kc Q
eiue koapakte Meuge mit einem leeren Inueren. Mit wP(S) be-

::::•:e: ���
Y

�i�
o
;;;:1::;.

d
:I�

UDg p a� der kom-

Iu /1/ UDd /4/ SiDd eiDige_Aspekte des tolgeudeD P.t-oblems UD­
teraucht wordeu (sogar für allgemeiuere Differeutialoperatoreu) 

GegebeD ist g = (g
c:t

)J111,J�ft wP(K).

Gesucht wird eiue Jl'Uuktiou 

u E cP(n) /1 Cm-1(Ö\K) f\ c2m(Q\K) 

lllit 

{

t:i,.'4u_ lil: 0 iD fl\K, 

D"ulan = 0 für l«I � m-1, 

IflulK = g
«. 

für la1.lf= p.

(1) 

Aus dieaer P.t-oblemstellUDg ei-gibt sich die folgeude Aufgab•• 
Man gebe eiu möglichst großes p derart au, daß zu alleu Vorga­
beD g c wP(K) LösUDgeD VOD (1) existieren! 



Mit Hilfe dee Satzes von Sobolev-Slobodeckij gelingt es immer¬ 
hin, für bestimmte p Bedingungen an die Komponenten von 
ge#P(K) anzugeben, die die Existenz von Lösungen des Randwert¬ 
problems (1) garantieren. Für den Spezialfall, daß К nur aus 
einem Punkt besteht, liefert dieser Satz sogar die vollständige 
Lösung der obigen Aufgabe. 

2. Bs sei К = Кд ein glattes d-dimensionales Flächenstück 
(1 idin-1). 

Satz 1: (Sobolev-Slobodeckij, s. /6/, vgl. /8/): Das Problem 

A“u = 0 in О \ Kd, 

u]an = h% für Oiki m-1, а 
дм 

hß 

u|Kd = «ß für lßi - m-fer]-1 
n-d 

besitzt genau dann eine eindeutige Lösung aus dem Sobolev-Raum 
n-d 

w|(n), wenn gß £ W2 
m-lßl — 

(Кд) für |BI ~ m— [—g—j -1 und 

m—к- 1 
hfc e W2 ЧЭП) für 0 — к im-1 gilt. ist hierbei 

ß m (ß1,... ,Вд_д) ein Multiindex, und — P-g— sind die Ablei- 
n-d 

tungen in die Normalenrichtungen von Кд. 

Bs sei bemerkt, daß im Falle m-js^j-l <0 Кд für Дт und 

W^(O) eine hebbare Singularität ist, so daß dann auf Кд keine 

Vorgaben möglich sind. Wir setzen im folgenden m-[Jy]-1 ä о 
voraus. 
Aus Satz 1 ergibt sicht Stellt man auf Кд nur Vorgaben bis zu 

einer Ordnung p < m-p^j-1, so existieren unendlich viele Lö¬ 

sungen aus WglQ), da die Ableitungen z. B. der Ordnung 

•»[ägäj-l dann beliebig vorschreibbar sind. 
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(Л) erhält man weiten 
_ Л-ЫІ-1 

Aus dem EinbettungBsatz WtjCn ) с 0 

Batz 2: Ist p £ m-JjyJ-1, so besitzt das Problem (1) für alle 

jene Whitney-Taylor-Felder g = (Set^gp6 eine Lösung aus 

С®(П) Л Cm-1(Q\Kd) Л C2m(Q\Kd), deren Komponenten ga in den 

Bobolev-Räumen W~ 
m-ІЛІ- p-d 

P < m- 

(Kd) liegen. Gilt weiterhin sogar 

-1, dann gibt es stets unendlich viele Lösungen. 

Alle diese Lösungen liegen in W?(I2 ) c ßP(D). 

3. Wir werden jetzt zeigen, daß das Problem (1) auch Lösungen 

aus (f (f)) haben kann, die nicht in W^(Q) liegen. Dazu benöti¬ 

gen wir die folgenden beiden Hilfesätze (vgl. /3/, /4/). 

Lemma 1» a) Genügt u e W?J(fl) der Gleichung A“u = 0 in ß\K4 

und ist m-[S^]-1 h 0, dann gilt ( äV, <J>) = о für alle 

9>ес£°(П) mit Da9>lKd = 0 für ІАІЙ m-[S^]-1. 

b) Genügt u £ C^(X1) der Gleichung Amu = 0 in Q\Kd und ist 

2m-k-n+d-1 ä 0, so gilt ( Д“и, Cp) = 0 f ür alle <р£С£°(П.) mit 

= 0 für IA\£ 2m-k-n+d-1. ' 
Kd 

Lemma 2: Be sei К сП eine in der Hyperebene R*1 x {0} liegende 
kompakte Menge. Dann gilt: Ist f £ D'(fl) eine Distribution mit 

(f,9?) = 0 für alle 9?ес£°(П) mit DÄg?|K = 0 für l<M £ 1, so 

existieren eindeutig bestimmte Distributionen £y £ D'(B^) mit 

f (x) = У ^ £y(Xj,. • • ,Хд) ® ^d+i»• * • • 

(y ist ein (n-d)-dimensionaler Multiindex und £ das Punktmaß.) 
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Der Einfachheit halber nehmen wir an, daB с Пен” ein 

ebenes d-dimensionales Flächenstück ist, das in der Hyperebene 

BdX {0} liegt. Das auf Kd eingeschränkte d-dlmensionale 

Lebesgue-Maß bezeichnen wir mit Л. Weiter sei 

/Kz) w Л(х.|, • • • ,х4)І&) (Г(х4+4, •.. ,Xg) . 

Ist E(x) die Fundamentallösung von Am im HD, so gilt 

fi*/<(x) = Jß(x-y)d/d(y) £ c2e"D-1+d(KD) 

(vgl. /4/, /2/). Für einen Multiindex В dar Gestalt 
ß = (0,...,0, Да+і»«"»8п) Bit Ißl= 2m-n-1+d-p setzen wir 

V = Dßß*/x e. cf(a°). (2) 

Die Funktion v ist Lösung des Problems 

A*u = 0 in a\Kd, 

DÄu^n = hA für lotlä m-1, 

D*u|K^ = sa für Шй p, 

wobei die ha und die gÄ durch v Induziert sind. 
Das Problem 

A“u = 0 in ganz fl, 

= -Ьд_ für loci £ m-1 

besitzt eine eindeutige Lösung H £ C°°(fi). 

? 1= V + H £ O^(fl) löst somit 

A“u = 0 in fl\Kd, 

tfSx|äa = 0 für Іл\ 6 m-1, 

D^u|g^ = S«. + ^НІК4 ^ v> 

also ein Problem der Gestalt (1). 



Wir zeigen jetzt, daß für p 4 

V $ w£(n) 

gilt. Wegen (2) gilt einerseits 

= D /л.= A(*1,,xd) ® D d(xd^I• •«»%g), 

und es ist lßl= 2m-n-1+d-p 3s m-n+[g]+d für o.6p £m-[jyj-l. 

Andererseits würde aus 7 £ W^(fl) nach den Lemmata 1 und 2 

A"t 
I y! 6m-j —1 

f/(] •V®* <*d+1 •”•.*»> 

folgen. Aus < m-n+[|]+d (d A1!) ergibt sich der Wi¬ 

derspruch. Ss ist also V 9 wiJ(Q), und wir erhalten die 

Bemerkung 1> Be gibt für p 6 m-[lj]-1 Lösungen aus СР(Г2) des 

Problems (1), die nicht in liegen. 

Weiterhin läßt sich folgendes zeigeni 

Bemerkung 2» Das Problem (1) kann für p ^ m-[g]gleichzeitig 
sowohl Lösungen aus Wg(fl) als auch solche aus C^(O) \ W^(Q) 

besitzen. 

Dafür geben wir ein Beispiel an. Bs sei n ungerade (für gerade 
n sind die Überlegungen analog). Die Tundamentallösung von An 

im Bn ist dann S(x) * olxl2®“11, und es gilt 

B(x) # (2m—n) • о *lxl B—2 . 

Für d < 1 s n setzen wir 

?(%) “ E 

« (2m-n) • c - x± / (V(x1-y1 )2+...+(xd-yd)2+x^+1+.. .+x^)2a“D~2 

dy1d3r2...dyd. 
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Es gilt V e <j2m-D+d“2(HD) £ C(Rn) (es sei 2m-n+d-2bO) und 

= 0. V = v + He С(П) (H erhält man wie oben) ist damit 

,2m—n+d— 2/ «D 

Lösung des Problems 

ГЛ“и = 0 in _Q|Kd, 

° für• kx-l * m-1, (3) 

I u'Kd*H,V 

V liegt nicht in !^(Л) (siehe oben). Andererseits hat das 

Lösung aus 1^(Г2) c C(Q). 

Bezüglich des Satzes 2 sei noch folgendes bemerkt: Gilt für 

eine Komponente ga des Shithney-Taylor-Feldes g £ *^(Kd) nicht 

m-!*l- р,д^ 
.gx e *2 * (Kd), so besitzt das Problem (1) keine Lösung 

aus W^(D) (ähnlich eie beim Beispiel von Hadamard, s. /7/, 

S. 96). Ob in solch einem Falle trotzdem eine Lösung aus 0^(0.) 

existiert, ist eine offene Frage. 

4, Wir betrachten jetzt den Fall, daß К nur aus einem Punkt be¬ 

steht. Hier läßt sich sogar die Frage, wann für alle Vorgaben 

eine Lösung existiert, beantworten. Es sei also К = {0} с Г2 c KD. 

Das Randwertproblem lautet: 

Gegeben ist ein Vektor, а = (®л\*4£р reeller Zahlen. 

Gesucht wird eine Funktion 

u fc Ср(П) Л С^ООЧО}) П Cm_1(ß\ {0}) mit 
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Id /1/ nurds für beliebige elliptische Differentialoperatoren 

gezeigt: Notwendig dafür, daß zu jeder Vorgabe ®iDe 

LösuDg existiert, ist p £ ш - jy - j. JSs stellt sich jetzt für 

den polyharmonischen Operator heraus, daß diese Bedingung auch 
hinreichend ist. 

Satz 3: a) Genau dann, wenn p £ ist, existiert zu allen 

Vorgaben (ад),я,^р eine Lösung aus И^(Г2) c 0^(12). 

b) Ist n ungerade, so gibt es für p = zu allen Vorgaben 

genau eine Lösung aus Cm~ Ы -1 ( Q ). 

c) Ist n gerade, so gibt es für p = m-ßy]-1 auch Lösungen aus 

Сш-Ц]"1(П)\^(0). 

d) Für p < gibt es sowohl für gerade als auch für un¬ 

gerade n neben Lösungen aus W^(Il) auch solche aus 

CV(CL) \ W^(Q). 

Beweis: Die Aussage a) ergibt sich unmittelbar aus Satz 1 bzw. 

2. iäs sei u eine Lösung aus Ст-[з]-^(Г2). Dann gilt insbesonde¬ 

re Amu = 0 in Jf2\{0}. Aus Lemma 1 (dieses Lemma gilt auch für 

Kd = {0}!) erhält man (Amu, <J>) = 0 für alle <p £ с“(П) mit 

Dacp(0) = 0 für ІЛІ i m-D+[§] I woraus 

Д“и = ^ r - c^D^cf (ся Konstanten) und 
ІЛІ йт-D+^j 

u(x) = У n^KCx) + w(x) (5) 
ІЛІ «т-п+Ы 

gefolgert werden kann. Hier ist fi(x) die Fundamentallösung von 

Am im E° und w eine Funktion mit = 0 in ganz £1 und 

^|Эп =-DL^[f]CfcD"B,9n’ 
*1 



Zu о; let D ungerade, geht die Summation in (5) hie m-^j-1. 

Aus den Eigenschaften der Fundamentallösung folgt DKg £ W^( CI) 

für lotls d. h. u £ w|(Q) (s. /4/, Satz 3.13, vgl. 

/2/). 
Zu c) Für gerade n geht die Summation in (5) bis m - Jj. Für 

lolls a - § ist 0¾ £ о” 5 1(Bn) (в. /4/, vgl. /2/), jedoch 

Daä £ W^(Q). Letzteres ephält man folgendermaßen: Es gilt 

^Vj=Da5, also ЛѴе = 0 in BD\fO(. Wäre DaE £W5J(D), so 

müßte nach Lemma 1 AmDaE = ^ cßDß6 gelten. Aus diesem 

l(3l £m -1 

Widerspruch erhält man DaE f W^(D ) für ІЛІ = m-Jy. 

Alle Funktionen der Gestalt 

u(x) s XZ слОяВ(х) + w(x), 
l<xt -Ш — 2 

wobei für mindestens ein а mit toll = m - ^ c^/0 ist, sind also 

Lösungen des Problems (4) (mit durch die Konstanten ca indu- 

m -S -1 
zierten Vorgaben für x = 0), die in С (Г2) \ Wg(fl) liegen. 

Der Beweis von d) erfolgt ln analoger Weise (vgl. auch Beweis 

von Bemerkung 2). 
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Relaxed Steepest Descent tor Singular Linear Operator Equations 

1. lntroduct1on.

lt 1s well known that the success1ve residuals 1n the steepest·

descent method for linear equattons are orthogonal (see e.g. (1, p. 504)). 

Therefore 1t seems reasonable to overrelax the method in an atten1pt to 

obtain faster convergence, in much the SUII! way that the S.O.R. method 

may be considered to be a dev1ce for accelerating the Gauss-Seidel method 

by use of an overrelaxation par.ameter (see e.g. (6, Chapter 3]). In 

thts note we w111 investigate the steepest descent method wtth relaxation 

for approx1iaat1ng the minimal nonn least squares solut1on of the equation 

Tx • b (1) 

where T:H1-+H2 is a bounded linear operator from the H1lbert space H 1 1nto 

the Htlbert space H2 • G1ven an approx1mat1on xn the method consists of

forming a steepest descent step to obtain the approximation 

One then forms another steepest descent step 

and def1nes a new approx1mat1on xn+l by

where 

(2) 

(3) 

(4) 



and ш 1s a relaxation parameter, 0<ш<2. Note that 1f w=l, then one 

step of the algorithm above corresponds exactly to two steps of the 

steepest descent algorithm. If 0<ш<1, the method amounts to an 

"underrelaxed" version of the steepest descent method, while for 

1<ш<2 the method 1s an "overrelaxed" method of steepest descent. In 

the next section we will present a convergence proof for the relaxed 

steepest descent method for singular linear operator equations in 

Hilbert space. 

2. Convergence 

We shall denote the Inner product In each of the Hilbert spaces 

Hi and H% by (•'.•). The Moore-Penrose Inverse of the bounded linear 

operator T:Hi»H2 will be denoted by T+. We recall that T+:D(T+) >Hj 

Is the closed linear operator which assigns to each 

b£D(T+):-R(T) + R(T)'L 

the minimal norm least squares solution x * T*b of equation (1) 

(see e.g. [2]). Given bcD(T+) and x0 e Hj we will denote the error In 

the approximation xn by en. I.e. 

en * xn - x * PNxo • 

where PN 1s the orthogonal projection of H, onto N. the null space of 

T. Similarly, 

V*\ - x - V» • 

Lemma 1, For each n we have 
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(1) (rn,fn) • О 

(11) T*Ten - rn 

(HD “пІІгпП25('гп-еп) and 5пІІ?пИг<(?п.ёп) 

(1v) IIP„ll*-gMrnll* + VI l?nll2i<V0n> 

(V) IIp„II ; IleJI 

<v1) “n^en,rn^ i (en>pn) • 

Proof: Equalities (1) and (11) follow directly from the definitions 

and (111) 1s well-known (see e.g. [2, p. 125]). The equality 1n (1v) 

follows directly from (5) and (1). Also, since 

<v V" <Wn>?n> * (v?n> 

we have by (5) and (111) 

<VBn> * “n(Vn> + %<*n,V 

- “nl ІГЦІ I2 + “n11112 ” IIpJI2- 

Part (v) follows directly from (1v) by use of the Schwarz inequality. 

Since 

Vй rn - °nT*Trn • 

we have by (11) and (111) 

(«n'V ■ ѴѴ'п5 + ‘n<VV 
* en<%*rn) + “n(en* rn * W 

* K+“n} (en*rn) ’ VJM* 

; (en.r„) - %(e„.r„) . 

proving (v1). # 
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Lemma 2. 

Proof: 

The sequence {11en11) decreases and “ “-j 11I f 2<“>- 

By (4) and (1v), (vi) and (11) of Lemma 1 we have 

l|en+)||2 - l|e,||! - 2<u(en,pn) + ш2 11en112 

i llenll2 " “(2-“) (en»P„) 

i Ile„lI2 - w(2-u)an(en,rn) 

- ||enll2 - «u(2-u,)an| |Ten| |2 . 

Therefore (||ej|) 1s а decreasing sequence and hence 11m ||en|| = d > 0. 

We then have 

w(2-w) Д «i 11 Те, II2 5 f (I |e1112 - l|e1+l||2) = ||e0ll2 - йг ■ * 

The discussion which follows parallels the presentation of the 

steepest descent method as developed by Showalter and Ben-Israel [5], 

Kämmerer and hashed [3] and McCormick and Rodrlque [4]. 

Suppose that Qb cR(TT*), where Q Is the projection of H2 onto 

R(TT. Furthermore, suppose that 

xo-PN*o * PN±xo г R(T*) . 

It then follows (since pn e R(T*)) that PNj.xn'e R(T*) for all n. 

Therefore, for each n, there 1s a unique zn t Н(Т*)-“- such that 

P T*2n ' 

Also note that since pn c R(T*) £ N(T)J- and 

n-1 
xn . X0 - w Д P, 

we have 
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n-1 
V*0 * PNi_xo - И E p1 - xn - PN x0 . 

Since Qb e R(TT*), say Qb ■ TT*z where is*1, It follows that 

T+b * T*z. By (4) we then have 

Let V * Т*іц(т*)і • Then since V Is one to one and pneR(T*)»R(V), 

we have 

zn+l * zn ' “ V_1 pn • 

Finally, let {„ - zn-z. Then since zn-zeN(T*)-L and (by (6)) 

T*zn - T*z - PnJ_ xn-x - xn-x-PNx0 - en . 

we have 

T*Cn ■ en and cn - V1en . 

Lemma 3. IUnll2 < IUollz • 

Proof: By (7) we have 

cn+l ’ en •“ V'lpn 

and therefore 

IUn+1llz- 1^-2.(^0,,) *.2 (ir,pn.V1pn) 

-1 ig I*- .(2(^0,,) -(vW4» 
- IUnll2 - “(en+5n+i*v’lpn) 



We claim that (V"^(en+en+1), V-1on) > 0, which will prove the lemma. 

If we set М*Т|щ5у , then It follows that V'1* * W'1 and hence 

(V_1 (en + W* V_1 "n) * (en + en+l* W"’ V‘' pn>- 

But by (6), 

W_1 V’1 rn ■ W"1 V'1 (T*Txn - T*b) 

■ W*1 V’1 (T*TPNJ_ xn - T*Qb) 

- W'1 V1 (T*T(xn-PNx0) - T*TT*z) 

* xn * V» -x ' en • 

and similarly 

v'’ fn • xn ' V» *x * 5n • 

Therefore 

<en4n*l' “'VVn) " <Wl* “nen + Vn> 

* («n+“n)Cllenll2 + <VVl» -on5n[(rn.en) + (rn.en+1)] 

* K4>E2ll«nl I* * “(en*pn,] + Vn['2(rn-en):i -JM’3* 

But, since 0 < m < 2, we have by (v) 

“<Vpn> i 2 I KM IK!! - 2 11 en 112 ■ 

Also, by (І11) 

П,ЧГ«Ч* Hpnl;l2 2* K'V* 
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Therefore, (en+en+1,W 'v ^pn) > 0, which completes the proof. # 

Theorem. Suppose ЬcH? satisfies Qb e R(TT*) and x0 с H, satisfies 

PN0-xo e R(T*). Then for each ш with 0 < и < 2, the sequence (xn) 

converges monotonlcally to T+b + PNx0 and ||хп-Т*Ь-Рмх0||2 « 0(l/n). 

Proof: He saw in Lemma 2 that the sequence 

Henll2 -IK- T+b - Pnx0||2 

decreases. Now by (8) and Lemma 3, 

llenll2 - (*„. T*tn) - (Te„, in) 

<. IITen|| ||g| .< ||Ten|| Hell . 

But 11Ten11 -> 0, by Lemma 2 and hence |Jen|| -* 0. Since on > ||T||-2, 

we have by the inequality above and that in Lemma 2 

l|en+,N2 " llejl2 - .(2-.) I |e„ 11 *♦/1 |T| 12 11(,112 • 

One may now use an elementary result of Showalter and Ben-Israel on 

difference inequalities (see e.g. [2, pg. 14Ö)) to obtain the estimate 

||enl|2 - 0(l/n). # 

We note that if R(T) is closed and Ь c D(T+), then Qb c R(TT*). 

Also N-L * R(T*) and therefore the method will converge in this case 

to T+b + PNx0. However, it is well known that if R(T) Is closed then 

(T*Ty, y) > m 1|y112 

for all у c N-L where m ■ ||T+||"2 (see e.g.[2, p. 56]). In this case 

we have as in the proof of Lenina 2, 

51 



11en+1112 < 11en 112 - io(2-a) on (en, T*T en) 

5 ll*nll: ' "(2-w) an m I |en| J2 

< (1 - w(2 - ш)/іс2)- I |en| I2 , 

where к * ||T*|| ||T|| >1. Therefore, for operators with closed 

range, the rate of convergence of the method is at least geometric. 

3. An Example 

As a simple numerical illustration we consider the finite 

dimensional problem of computing T+b where 

T • 
■ TO ' 

-33 

21 

12 

3 

Using x0“0 one obtains the following values for the error in the 

n th approximation (the numbers in parentheses indicate multiplication 

by the corresponding power of ten). 
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.25 

.50 

.75 

1.00 

1.25 

1.50 

1.75 

1.99(-01) 

8.48(-02) 

2.86(-02) 

6.41(-03) 

5.71(-04) 

4.71(-07) 

1.09(-04) 

9.86(-02) 

1.79(-02) 

2.04(-03) 

1.02(-04) 

8.10(-05) 

5.51(-13) 

2.95(-08) 

4.88(-02) 

3.77(-03) 

,1.49(-04) 

1.63(-06) 

1.15(-09) 

2.87(-16) 

7.99(-12) 

2.42(-02) 

7.95(-04) 

1.03(-05) 

2.59(-08) 

1.63(-12) 

2.72(-16) 

2.14(-15) 
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Rostock:. Ms.th. Kolloq • .12, 55 - 59 (1980) 

Klaus Bayer 

Uber "gemischte" Approxilllatio11e11 quadratischer Variatio11spro­
bleme 

Bei der LösWJg vo11 Ralldnrtautgabe11 tür elliptische Dittere11-
tialgleiohWJge11 ist im Bahme11 der Hilbertraumtheorie die Pro­
jektio11 ei11er.Pwlktio11 (bzw. !'wlktionals) auf einen Teilra1111vO
des zugrW>deliegeDdeD Hilbe'rtra.ums zu bestimme11. Der 11umeri­
sehen Kc11struktio11 der LösW>g steht in vi�le11 filleD (z.B. 
Stokessche GleichWJgen, Tretttzsches vertahren tür GleichW>gen 
mit variableD Koeffizienten) der Umst&Dd e11tgege11, 4aS über eiD 
ausreichendes S,-ctem von Koordi11aten:tuDlttio11en u

0 
€. V 

O 
Dicht 

verf'ügt wird. EiDeD Ausweg aus dieser Situation bieten die so­
ge11a1111te11 gemischte11 Verfahren, bei denen die urspriiDgliche 
j,pproximation mit ei11er �proximation der Projektion verbUDdeD 
wird. Wir betraohteD in dieser Note eine Koditikation des Pro­
jektionssatzes iD HilberträumeD W>d skizzieren seine .ADwendwlg 
auf gemischte �pro%imatio11e11 quadratischer Variatio11sprobleme. 
Im· tolge11de11 seieD V, H zwei reelle Hilberträuae Ulld D1 v- H 
eiDe stetige liDeare AbbildUllg mit de■ Wertevorrat H Ulld dem 
Nullraum N(D). Wir betrachte11 die orthogo11ale Summe 

· V = V� + W, V
0 

= N(D). (1) 

Ide11titiziere11 wir H •mit sei11em Dual, so ist die Adjwigierte D' 
VOD D als AbbildUDg VOii 'H iD den zu V dualeti Raum v• autzutas­
seD. Wir bezeichDeD schließlich die RieBsc.be Abbildwig V' -.v

mit R1 
(R t,u)y "'(t,u) tür tc.V•.

WegeD W = N(D)J. 
= Wertevorrat VOD RD' tiDdet man gemäß (1) 

u = uO + RD•.f', uO t:. vO, � < H. (2) 

tür jedes u <. V; in (2) SiDd uo Wld f' durch u eindeutig b�

stimmt. vh W>d E:1t seieD DUD zwei endliehdiaensionale feilräulle 
voD V bzw. H, ter11er sei v! = {utV I Du.Lak}. 

" 



Neben (1) wird die Zerlegung 

V = (V^nvh + = (T^nT^)-"- 

betrachtet. Sind PQ, Р^,І£, P*1 die orthogonalen Projektoren von 

V auf 70, T^n 7^ bzw. 7^, so gilt der 

Satz» Ist ß^ k der kleinste positive Eigenwert der quadrati¬ 

schen Form ||pbBD,3T|y über H*, so gilt für alle u e VQ 

)|(I-I^,k)u|y £ (1+^klD|2)1/2||(I-Pll)u|y. (3) 

Bemerkung» (3) trifft insbesondere bei 

||І^ІШ-5Г И 2 ä ßh>k ||jr||| (ß^ > 0) 

für alle Ж £ H11 zu. Im übrigen gilt 

ілшчгі,. 
V £ V 

I (ED’5T,v)y| 

ItL 

W 

sup 

V67^ 

кР'Я\т>1 
imly sup 

V €.7^ 

(7T,Dv)jj 

НйТ^ • 

Beweis; Ist JEj, Jfn eine Basis von H^, so läßt sich die 

Projektion p£,ku durch das 7ariationsproblem 

Uv - uUy —> Min 
V 

unter den Nebenbedingungen (Dv,ЗГ^)Н = ... = (Dv,ЗГП)Н = 0 

charakterisieren. Demzufolge existieren Lagrangesche Multipli¬ 
katoren Л1, ..., Яп, so daß 

(p£,ku-u,v)y + A3(Dv, 5T3)h = 0 

gilt für alle viT*1. 
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3Tj £ Hk, во folgt hieraus 

О = (pb*lcu-u,T)v+(DTtIh»k)H =(1^^4 u-HD'arh»k),v)T 

für alle теѴ1, d. h. 

l£,ku = P^Cu-RD'3fh,k). 

Somit wird 

|(І-і£,к)и||2 = ||(І-Й)и|2 + JTh’klf, (5) 

und zum Beweis von (3) 1st nur noch der zweite Summand von (ß) 
abzuschätzen. 
Der Multiplikator 5Гк,к ist aus der Orthogonalitätsbedingung 

0 = (DF^'V Cp)H = (Df\i, q>)E -(00½)1 3Th'k, <p)H (6) 

bzw. 

(01½)15ГЬ,к, <5f>)H = (00½ y)g für alle <pe ^ (7) 

zu ermitteln. Bezüglich der Basis , ..., TD stellt (7) ein 
- evtl, nicht eindeutig - lösbares lineares Glelchungseystem 

für die Lagrangesehen Multiplikatoren X,,, ..., Xn dar, dessen 
Koeffizientenmatrix wegen 

(DF^'HD'ff.Dg = <D,3r,PkBD,JE>= (Ш)1ЗГ,РЬ1Ш1ЗГ)7 = ЦрЬН01«'ІІ| (8) 

symmetrisch ist. Bei unseren weiteren Überlegungen dürfen wir 

$h,k durch die normkleinste Lösung 5fk,k des Systems (7) erset¬ 

zen; für sie gilt 

K,kiH - ßü nDphuiH* (9) 

(9) impliziert in Verbindung mit (7) und (8) 

|p^'Tk'k|^ =(DPhu,ffk*k)fi 6 ÜDP^ulgl^^lg 

£ ß^k lüP^uIg £B[]k iDd^u-u)^ £^k |D|2 l|F\-u|y. 

9f 



AM (10) nad (5) folgt nun dl* Behauptung des Satzes. 

Han bemerke, daß (4) die eindeutige Auflösbarkeit топ (7) si¬ 

chert. 

Zusatz I Bezeichnet man den orthogonalen Projektor von% auf 
mit qt, so gilt für w « SDT e W (ygl. (2)) 

1^*4^ H iDlKl-^Jß'lg. (11) 

Beweis» Nach (6) gilt Df£,kw = (I-q^)DP^,]Sr. Demzufolge wird 

K'^lv * (*.^,k»)v ■(»'*■ JT )H 

. ((I-q^)DP^'^w, t )H .(D^'^w,(I4f)f)g 

* І»И*$**»|тКі-Л*1н, 
woraus (11) folgt. 

Anwendungen» 1. Wir betrachten das Yariationsproblen 

\ Яи| 2 - <f ,u> -* Hin (12) 

unter der Nebenbedingung Du а 0 und seine Approximation 

\ Hull 2 - <f,u>-» Hin, u £ л Y* (13) 

(s. auch /1/). Bezeichnen wir die Lösungen топ (12) bzw. (13) 

mit u* bzw. uh,k, so gilt offenbar 

u*»P0Hf, uk,k а j£*k Bf. 
I 

laoh (5) und (11) gilt demzufolge für den Fehler lu*- uk,k|y 

dieses Verfahrens die Abschätzung 

lu*- uh,kly - l(B0-p5*k)Bfly < |(I-I^*k)P0Hf|y 

+ |P^’k(P0-I)Hf ly ä(1+ß^k |D|2)1/2|I(I-P*V|y 

♦ loft |<I-q/t)D'-1(HJ1Jf-f)|H. 

Unter der Yoraussetsung•(4) wurde eine ähnliche Abschätzung 

auf anderem Wege in /2/ bewiesen. 



2. Der folgende spezielle Fall 

H = W, D = I - P0, H* c У* .. (14) 

führt auf besonders einfache Verhältnisse. Wegen 

HD' = H(I-P0)' = I gilt jetzt Аш'ж = Ar = w für alle weH*. 
folglich trifft (4) hier stets mit k = 1 zu. 

Han erhält dann nach (4), (11) ' 

|l£'*u - P0u|y * |(2^,k-I)P0u|y + |P^*k(I-P0)ul|v 

* V24|(I-Apou|t + |(I-(f)(I-P,)u||y. 

Der Pall (14) kann als eine gemischte Approximation vom 

"Trefftzsohen Typ" angesehen werden. 
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.INtocilc. Math. Kolloq. ll, 61 - ?O (1980) 

Wolf'gug Peters 

11• aoclitisiertee SP.l-Vertahren 

Du in /3/, /6/, /?/ untersuchte aehrcli.aeuaionale Spalteneppro­
..._tiouavertahreD ("BP.&.") eigllet sich sur LiSSWlg liDever 
11.eichungsa;ysteme 

.l !, • � t .ls all. n (1) 

ait quadratischen oder rechtecldgeu l:oeffizientnaavisea VOii 

beliebigea Baag;_ bei widersprüchlichen S;ysteMn berechllet u 1D 
.&.blllDgigkeit von der .&.usguganiheruug Vektoren, die clen :aeet­
ftktor !: • � - .l !. 1D 4er Juklidieohea Hora aiaiaieren 
( "lleiDste-�drate-LiSeW1gen ") • DIIJI V•rf� 1st .tl1r alle 
l:o�t1s1eatnmatr1zen an�ndbar, ·die keine Hulla�t• enthal­
ten, wenn un eichert, 4&11 die au ein- llDd clereelbea Illduaeage 
gehörenden Spalten von .l linear waabblrigig e1n4. Die 1a folgea­
clea besollriebene lloclitilcatior d.ea Vertahreua versiebtet aDf 
diese Jo:L'dewng, die in prektiachen Hllen schwer s11.realiaie­
ND iet, uD4 nellt soait e� UDivereelle• IteratioNYU'fabNID 
11111' LISaWlg liaeuer Gieichmlge11711teae ait beliebigen l:oetti­
s1an•�viHD der. 
In ;J.._. Scl:lrUt des sa-vertahreus m:uB ei11 "lcleiaes" u.a.u-.s 
61.e.ich1Ulgssya11ea gelGst we:L'den, d.eBSen l:oeffisiente-triz G 
eia. Gwuche llatriz VOii Po1'111lt d � d ist, die &WI deD Skalu­
produkten der sur ;Jeweils aktuellen Iude:z:a.age gehörenclen Spal­
ten von .l besteht. 
lltving bewiee iD /2/, 4all du SP.l-VerfahreD auch .duD JtoD'fU'­
giert, wua man aaetelle vonG-1 eine verallg ... iDene Ianae
sur LiSswig dieser lqate• verwendet. Br gao ;Jedoch biD TU':fab­
ND sur effektiven Berechllung solcher nrallgeaeiDertea Inu­
sea au. 18 scheint bieher nicht beachtet wo:L'den au NiD, 4al 
eich daa Cholesq-VerfahreD, Stan4ardae11hod.e .t11r poaiö"f'-Clet1-
Di te llatrisen, auch 111 1&11 positiver 8eaidefiD111Ui.11 uniulln 

· lUt uud sur Berechlluug der lloore-Pearoae-IJrnl'lleD a11.ts'ber 181st



Ія folgenden soll gezeigt werden, daß sich jede positiv-semlde- 

flnite dx d - Matrix G als Produkt 

G = L LT (2) 

mit einer unteren Dreiecksmatrix L darstellen läßt. Ausgehend 

von einer positiv-definiten Matrix Gd_2 der Ordnung d-2 wollen 

wir alle wichtigen Fälle diskutieren, die bei der Erhöhung der 

Dimension der Matrix auftreten können. Da G^_2 positiv-definit 

ist, läßt sich nach dem Choleeky-Verfähren eindeutig eine 

nichtsinguläre untere Dreiecksmatrix Ld_2 bestimmen, so daß 

öd-2 = Ld-2 Ld-2 

1st (vgl. /11/, S. 

'd-1 
ud-2 

146 ff.). 

& 

®d-1,d-1 

Mir betrachten nun die Matrix 

(3) 

(4) 

der Dimension (d-1) x (d-1) und setzen voraus, daß sie positiv- 

semideflnit sei. Falls Gd_1 sogar positiv definit ist, findet 

man die gewünschte Dreieckszerlegung wieder nach dem gewöhnli¬ 

chen Choleeky-Verf ehren. Ist G<j_1 jedoch singulär, so läßt sich 

Ihre letzte Spalte als Linearkombinatlon der ersten d-2 Spalten 

darstellen, so daß 

ed-1,d-1 = iT °d-2 £ (5) 

sein muß. 

Machen wir nun für die gesuchte Dreiecksmatrix Ld_1 den Ansatz 

mit der Matrix Ld_2 aus ()), so muß л wegen 

dr-2 . rang (Gd-1) = rang (Ld_1 L^) = rang (½^) 

und rang (bd_2) * d-2 verschwinden. Mit а = 0 kann man dann aus 



(7) 4-14-1 

Ld-2 Ld-2 Ld-2Ä 

CLd_aä)T s*2. 

den Vektor e eindeutig als 

a = L"d-2 £ (8) 

bestimmen, und wegen (5) ist auch die Bestehung eX£ * g. . 
erfüllt. “ ’ 

Be soll noch die d x d - Matrix 

d-1 

bl -d,dj 

“d-2 5 

£ 8d-1,d-l 

8d-1,d 

ed-1,d 

®d,d . 

betrachtet werden. Im Fall rang (Gd) * rang (Gd_2) gilt 

®d-1,d = £T Gd-2 

8d,d = -T °d-2 

(9) 

(10) 

(11) 

und man muB im meats 

0 

0 fl 

(12) 

4=0 setzen, damit die geforderten Bangbesiehungen erfüllt 
sind. Hier sollen Ld_2 und e wie in (3) bsw. (8) gewählt wer¬ 
den. 



Aue der Gleichung 

LdLd 

Ld-2 Ld-2 Ld-2— Ld-2— 

eTe (Ld_aä) 

(bd_2f)T fe 

•T£ 

fTf 

= (13) 

erhält man dann f = —> UDd wegen (40) und (11) gelten auch 

die Gleichungen eTf = gd_1>d, £Tf = 6djd- 

Der Fall rang (ßd_2) - rang (Gd_d) = rang (Ga) - 1 ist dadurch 

charakterisiert, daß gd d > hT Gd22 h 1st. Man findet die ge¬ 

suchte Dreiecksmatrix wieder mit Hilfe des Ansatzes (12), wo¬ 

bei ß aus ß = V«dfd - fTf berechnet wird. 
Jede von der Nullmatrix verschiedene positiv-semidefinite Ma¬ 

trix läßt sich durch Zeilen- und Spaltenvertauschungen so 

transformieren, daß ihre aus den ersten r Zeilen und Spalten 

bestehende Teilmatrix regulär ist. Induktiv kann dann nach obi¬ 

gem Torbild stets eine LL^-Zerlegung der Matrix konstruiert 

werden. Für eine vorgegebene positiv-semidefinite 

d * d - Matrix G = (gjj^) bestimmt man eine entsprechende Drei¬ 

eckematrix L = (m^) wie folgt t 

Modifiziertes Choleskv-Terfehren 

к = 1, 2, ..., d Schrittnummer. 

Berechne 

T1 2 
“kk * 8kk - °kp" 

Im Fall m^jj. <. £ (£ Maschinengenauigkeit) setze 

m^ = 0 für i в к, k+1, ..., d. 

Andernfalls berechne m^ und 

*lk * (eik " “ip %,) / =kk» d. 

f» 

1 = k+1 



Die Empfindlichkeit des modifizierten Cholesky-Verfahrens ge¬ 

genüber Störungen der Matrix wurde am Beispiel 

G = 

'1 

0 
1 
0 1 о YiTF 

für verschiedene Werte 6 und £ in ALGOL auf dem R 300 getestet. 
Wird £ zu groß gewählt, so errechnet das Cholesky-Verfähren 

nicht den exakten Rang 3» sondern 2 (unterer Teil der Tabelle). 

Um die Genauigkeit der LLT-Zerlegung zu überprüfen, werden in 

der folgenden Tabelle die absolut größten Elemente der Matrix 

G - LL^ angegeben. Man erkennt, daß bei hinreichend kleinem £ 

gute Resultate erzielt werden. 

Zerlegung berechnet werden. Es sei eine Matrix, die aus al¬ 

len d-dimensionalen Einheitsvektoren besteht, deren Indizes 

den nicht verschwindenden Diagonalelementen m^ von L entspre¬ 

chen . 
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Wenn G den Rang' r hat, so ist das Format von D: r*d, und well 

die Zeilen von D orthogonal sind, gilt 

D+ = DT (14) 

sowie 

D D+ = Ir. (15) 

Die Matrix 

F = L DT (16) 

besitzt vollen Bpaltenrang; sie enthält gerade die linear unab¬ 

hängigen Spalten der Matrix L. Weil der Nullraum von D mit dem 

Nullraum von 1 übereinstimmt, folgt aus (14) - (16): 

F D = L DTD = L D+D = L (^^(g)) = L. (17) 

F D ist eine Vollrangzerlegung von L, und wegen 

G = L LT s FDDTFT = F FT 
steht mit 

G = F FT (18) 

auch eine Vollrangzerlegung von G zur Verfügung. Ihre Moore- 

Penrose-Inverse kann ms "it 

F+ = (FTF)_1 FT (19) 

nach der Formel 

G+ = fF+)T F+ = F (FTF)-2 FT (20) 

berechnen. 

Auch G+ ist symmetrisch und positiv-semidefinit (vgl. /5/). 

Zur numerischen Berechnung von F+ empfiehlt sich eine der fol¬ 

genden Methoden (/1/, /10/). 

Gholesky-Z erlegung: 

Die positiv-definite Matrix F^F wird in ein Produkt К К1 

legt, wo К eine untere Dreiecksmatrix ist. Man bildet 

(FTF)~"* я (К-1 )¾-1 und berechnet F+ aus (19). 

zer- 



Householder-Transformation: 

Die Anwendung dieser Methode entspricht der Multiplikation von 

F mit einer orthogonalen Matrix P, 

P 
R" 

0 
£ obere Dreiecksmatrix. 

Ist Pr die aus den ersten r Zeilen gebildete Teilmatrix von P, 

so gilt F = P^R und F+ = R“1 Pr. 

Modifiziertes Gram-Schmidt-Verfahreni 

Mit dieser (numerisch stabilen) Variante des bekannten Orthogo- 

nalisierungsverfahrens wird F in der Form F = N H zerlegt, wo¬ 

bei die Spalten von N orthonormiert sind und £ wieder eine obe¬ 

re Dreiecksmatrix ist. Man erhält F+ = R"”* HT. 

Als Beispiel soll die Moore-Penrose-Inverse der positiv-semide¬ 

finiten Matrix 

"4 2 2 2" 
2 111 

2 111 
_2 1 1 4 

berechnet werden. Man zerlegt diese Matrix nach dem modifizier¬ 

ten Cholesky-Verfahren in ein Produkt LL? mit 

L = 
0 

0 VF. 

Г1 Q 0 0“l 
Lo 0 0 lj 

Dann gilt G = F F , und aus 

F+ = (FTF)~1FT 
3 

-VF 
3 

-VF 
bekommt man die Moore-Penrose-Inverse 

\ 
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G+ (p+)s p+ = Д 
5? 

8 
4 

4 

—6 

4 

2 

2 

-3 

4 

2 
2 

-3 

Mit Hilfe der Modifikation des Cholesky—Verfahrens bekommt man 

ein 

Universelles SFA-Verfahren 

к = 1, 2, ... SchrlttDummer, 

x<°> Startvektor, 

1 £ d <£ n, d vorzugebende Dimension der Unterräume von 

Spaltenvektoren, 

E^k^ я jl^k\ l^k\ ..., l^k^ j zyklische Indexmengen. 
Berechne u = (u.^k)), j € K^k^ aus dem System G u = c, 

wobei 

G = (¾.¾). i,;jeK(k) und c = «r00^)), i £ K(k) ist; 

man erhält 

u = G+o. 

Bestimme den neuen Näherungsvektor * 

„ Як> + u<k) 1 « :<k) 

Bbenso wie das SPA-Verfehren, kann das in /9/ beschriebene PSH- 

Verfähren zu einem universellen Verfahren verallgemeinert wer¬ 

den. 

Die Berechnung der Moore-Penröse-Inversen einer symmetrischen 

und positiv-semldefiniten Matrix mit Hilfe des modifizierten 

Cholesky-Verfahrens ist auch als selbständige Methode anwend¬ 

bar. 
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Rostoclc. llath. Kolloq • .12, 71 - ?6 (1980) 

Hermann J.Priedrich 

Zur Berechnung der ADzahlen der voneinander vers.chiedeDen 
wurzeln VOD algebraischen Gleichungen 

Bei der BerechDUDg der wurzeln algebraischer Gleichuugen ist ea 
ottmals 11otweDdig oder wiiDschenswert, vor dem Start des Lö­
sungsalgorithmus (s. Stoer /4/) eiDige Intorma.tio11e11 ilber die 
Art der gesuchteD WurzelD zu erhalten. Im tolgeDdeD wird lfi.D 
Algorithmus mit einem entsprechenden Rechenprogr81D111 zur Bestim-
1111.lJ)g der Anzahlen der voueiDander verschiedenen reellen uud 
komplexen Wurzeln algebraischer Gleichungen angegeben. 
Die algebraische GleichuDg n-ten Grades habe die 7orm 

mit vorerst reellon KoetfizienteD c
;j 

uud c
11 

-/, o. WerdeD llit . 

L, , cf-. 2, ••• , tln die wurzelD von ( 1) bezeichnet, so sind die 

Potenzsummen sh der wurzeln durch 

tür h = 1,2, ••• 

(1) 

(2) 

erklärt. Jlittels der NewtonscheD 7oneln lassen sich diese 
PotenzsummeD sh rekursiv aus den Koettizie11ten c

;j 
der algebra­

ischen Gleichung (1) berechDen1 

h • sn-h + � CD-h+ksk = 0 für h = 1,2, •••

mit 

s
0 

= D und c1 „ 0 für 1 < O. 

Bilden wir .mit deD Potenzsummen 8h die symmetrische Matrix A1 



A a (4) 

dann gelten nach Obreschkoff /1/ und Gentmacher /2/ folgende 

Aussagen« 

Bat» 1> Die Anzahl der voneinander verschiedenen Wurzeln der 

algebraischen Gleichung n-ten Grades (1) ist gleich dem Rangj? 

der Matrix A. 

Bats 2» Die Anzahl der voneinander verschiedenen reellen Wur¬ 

zeln der algebraischen Gleichung n-ten Grades (1) ist gleich 

der Signatur 6 der Matrix A. 

Die beiden Sätze sind Grundlage für den Aufbau eines Algorith¬ 

ms zur Berechnung der Anzahlen der voneinander verschiedenen 

Wurzeln von algebraischen Gleichungen. Dabei wird die symmetri¬ 

sche Matrix А mit Hilfe des Gaußschen Algorithmus und unter An¬ 

wendung gleichstelliger Anordnungen (s. Zurmühl /3/, Stoer /4/) 

in eine Dreieoksmatrlx В transformiert, die den gleichen Bang^> 

und dieselbe Signatur 6" besitzt. Nach einer derartigen Trans¬ 

formation seien in der Matrix В 

die Hauptdiagonalelemente s0 0> • • • ungleich Null und 

die Bienente der nachfolgenden (n-1-f>) Zellen gleich Null. 

Bezeichnen wir mit 

П 



m die Anzahl der Minuszeichen in der Folge der Haupt¬ 

diagonalelemente (j=0,1,.. ^>-1) der Matrix B, 

g die Anzahl der voneinander verschiedenen Wurzeln 

von (1), (6) 

r die Anzahl der voneinander verschiedenen reellen 

Wurzeln von (1), 

d die Anzahl der voneinander verschiedenen Paare 

konjugiert komplexer Wurzeln von (1), 

so ergibt sich bei Beachtung der Sätze 1 und 2s 

g =§> ; r = 6Г = - 2m; d = m. (7) 

Hat die vorgelegte algebraische Gleichung n-ten Grades (1) kom¬ 

plexe Koeffizienten Cj (j=0,1,...,n), dann ergibt sich unter 

Beachtung von (2) und (3) eine Matrix A*", deren Elemente 

gleichfalls komplex sind. In diesem Falle werde mit einem be¬ 

kannten Verfahren (s. Ralston-Wilf /6/) der Rang 1 dieser kom¬ 

plexen Matrix A* bestimmt. Bezeichnen wir zusätzlich zu (6) mit 

к die Anzahl der voneinander verschiedenen komplexen Wurzeln 

(außer den Paaren konjugiert komplexer Wurzeln) 

einer vorgelegten algebraischen Gleichung n-ten Grades, so gilt 

(s, Gantmacher /2/) 

r + к + 2d = 1. (8) 

Im weiteren wird das Polynom P„(x) mit den komplexen Koeffi¬ 

zienten Cj (j=0,1,...,n; cD 0) mit dem Polynom P„(x), dessen 

Koeffizienten Cj die konjugiert komplexen Größen zu den ent¬ 

sprechenden Cj sind, multipliziert. Wir erhalten ein Polynom 

2n-ten Grades mit reellen Koeffizienten d^s 

^2n(x) = Pn(x) ‘ 5n(x) = d2+ ••• + + <V (9) 

Für die algebraische Gleichung 2n-ten Grades Q2d(x) = 0 kann 

mit Hilfe des oben angeführten Algorithmus der Rang $ der zu¬ 

gehörigen Matrix А und die Anzahl m der Vorzeichenwechsel der 

Hauptdiagonalelemente in der transformierten Matrix В bestimmt 
werden. Da PD(x) = 0 die Konjugierten der Wurzeln von P0(x)*0 

(Fortsetzung auf Seite 75 ) 
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* Tabelle 1: Beispiele 

Algebraische Gleichungen mit 
reellen Koeffizienten 

Wurzeln 

1. 

2. 

3. 

4. 

5. 

x* - 3x9 + 6x2' - X + 7 = 0 

(s. Zurmühl /5/) 

Эх9 - 2x* + X2 - 7x - 4 = Ö 

(s. Zurmühl /5/) 

X7 - 28x6 + 322x5 1960X* + 6769x3 

- 1313ЭХГ + 13068X - 5040 = 0 
(s. Conte-de Boor /7/) 

X8 - 170x6 + 7392x4 - 39712x2 
+ 51200 = 0 (s. Conte-de Boor /7/) 

X10 - 6x9 + 17x8 - 24x7 + 8x6 + 32x5 

- 56x4 + 32^3 + i6x2 _ 32x + 16 = 0 

x1,2 = 1»7161 ± 1.85541 
Xß|4 =- 0,2161 + 1,02431 

x1 = 1,4908; Xg = -0,9038; 

х^ = -0,5855; 
x4>5 = 0,3326 + 1,25681 

xn = 1,0014; x2 = 1,9689; 

Xj = 3,3183; x4 = 3,5051; 
Xg = 7,0599; 
Xg,y = 5,5732 + 0,26411 

=1,2 = ±1°; =3,4 - ±8: 
=5,6 = ±2> =7,8 = ІЗ/І 

=1,2,3,4 = 1 + 1 

=5,6,7,8 
=9,10 " 1 

= 1-1 



Tabelle 2; Beispiele 

Algebraische Gleichungen mit 
komplexen Koeffizienten 

Wurzeln 

(20-101) = 0 X3 - 8x2 + (23-4i)x 

X5 + (-8+51)%4 + (18-37i)x3 + 

(10+99І)*2 + (-87-1091)% 
+ (90+301) = 0 

X3 - 6 ix2 - 12x + 81 = 0 

X6 - (2+7i)x5 + (-18+151)%4 
+ (40+271)3 + (31-551)%2 
- (60+241)% + (-36+361) = 0 

%1,2 = 2-1; %ß 4 + 21 

%1 - 3; %2f3 - 2 + 1; 

%4 = -21; %5 = 1 - 31 

*1,2,3 “ 21 
%1 = -1; x2j3 = 2; 

*4 “ -1 + i: *5,6 = 31 

als Nullstellen hat, treten bei Q2n(x) » 0 die reellen Wurzeln топ Рц(х) = 0 als reelle 

Doppelwurzeln und die komplexen Wurzeln топ PQ(%) = 0 als Paare konjugiert komplexer Wur¬ 

zeln auf. Hat Рд(х) = 0 ein Paar konjugiert kpmplexer Wurzeln, so tritt bei Q2n(x) = 0 ein 

entsprechendes konjugiert komplexes Doppelwurzelpaar auf. Damit ergibt sich 

r + 2k + 2d=g;k + d = m (10) 

und schließlich 

g » 1; r = 9 - 2m; k = ?- l;d = m + l- g. (11) 

Für die beschriebenen Algorithmen sind FORTRAN-Programme erarbeitet worden, mit denen zahl¬ 

reiche Testbeispiele auf einer BESM 6 durchgerechnet wurden. Einige Beispiele sind in den 

Tabellen 1 und 2 zusammengestellt. 



Literatur 

/1/ Obreschkoff, К.: Verteilung und Berechnung der Nullstellen 

reeller Polynome. Berlin 1963 

/2/ Gantmacher, P. B.: MatrizenrechnuDg. Teil I und II.' 

Berlin 1965 und 1966 

/3/ Zunmlhl, E. j Matrizen und ihre technischen Anwendungen. 

Berlin - Göttingen - Heidelberg 196ч- 

/4/ Stoer, J.s Einführung in die numerische Mathematik I. 

Berlin - Heidelberg - New York 1976 

/5/ Zurmühl, E.: Praktische Mathematik für Ingenieure und 

Physiker. Berlin - Heidelberg - New York 1965 

/6/ Ralston, A., und Wilf, H. S.: Mathematische Methoden für 

Digitalrechner I. München - Wien 1972 

/7/ Conte, S.D., and de Boor, C.: Elementary numerical analysis. 

New York - St. Louis 1972 

eingegangen« 01. 03. 1980 

Anschrift des Verfassers« 

Br. sc. nat. H. Friedrich 

Zentralinstitut für Mathematik und Mechanik 

Akademie der Wissenschaften der DDR 

MohrenstraBe 39 

DDR-1080 Berlin 

76 



Rostock. Math. Kolloq • .12., ?? - 80 (1980) 

HaJl.9-Dietrich v. F. Gronau 

The 2-(11,5,2) Wld 3-(12,6,2) DesigDs 

A t-(v,k,A) desigo is a system of distioct k-elemeot subsets 
(called blocks) of a v-elemeot set K such that every t-element 
subset of K occurs 8JC8.Ctly A times in the blocke. Two t-(v,k,A) 
designs � aod � are called isomorphic if and only if there is 
a permutation of the elemeots of K which have the property that 
every block B1 of M., is mapped into some block Bj of M2•
In this pa,per we present the following results. 

Theorem 11 There is exactly ooe nooisomorphic 2-(11,5,2) design. 

Theorem 2: There is exactly one oonisomorphic 3-(12,6,2) desigo, 

We will use the followiog set K: 

f l1,2,3,4,5,6,?,8,9,o,+} it v = 11,
K = l l1,2,3,4,5,6,?,8,9,0,+,-J ii' v = 12.

Let b and r denote the number of blocke and the number of 
blocks containing a fixed element. If v = 12 let �2 deoote the

number of blocke containiog a tixed pair of elemeots ot K. By 
the usual tormulas we obtain 

2-(11,5,2) 
3-(12,6,2) 1 

b = 11, r = 5, 
b=22, r=11, 

We always will give the desigos in terms of k xb-ma.trices. 

First we give an example of a design of these types. 

2-(11,5,2)1 

[ 

1 1 1 1 1 2 2 2 3 ; 41 
2 2 3 4 5 3 4 5 4 5 5 

Jli= 3 678 6 8 6 ? 6 6 ? ,

4 7 O 9 9 9 O 9 ? 8 8 
5 8 + 0 + + + 0 9 0 + 



3-(12,6,2). 

“2 = 

'1111111111122222233347 

222223ЗЗ445ЗЗЗ44544558 

3345645656645656656669 

4789797877878978787700 

58 + 000+089900 + 9 9 8989 + + 

69-+---+0+-+---0++-0-- 

Proof of Theorem 1> Рог a particular block of a 2-(11,5,2) 

design И let Пд, О a i б 5, be the number of blocks that inter¬ 
sect it in exactly i elements. Then 45 = 1 and 

ф(*3-1), І = 0,1,2, 

Where Aq = b and A^ = r. These equations have an unique solu¬ 

tion in integers. nQ = n1 = n^ = n^ = 0 and n2 = 10. 

Without loss of generality we may assume that 12345 is one of 

the blocks of M. Since A = 2 it follows that Ы has the follo¬ 
wing structure. 

111 
3 4 5 

В 

2 2 2 

3 4 5 

3 3 4 

4 5 5 

(A,B,C,D) is a 2-(6,3,2) design. Basch and Herrendörfer /1/ 

showed that the only nonisomorphic 2-(6,3,2) design is the 
following one. 

6666677788 

7789089099 

890+++0+0+ 

Without loss of generality let 

78 

А ж 
6 

7 

8 



Also the block 12678 has the same intersection numbers. Hence, 

the blocks of (B,C) have each exactly one element with A in 

common, while the blocks of D have each exactly two elements 

with A in common. Using a suitable permutation of {3,4,5}, we 

may assume without loss of generality that 

6 6 7 

7 8 8 

9 0 + 

Furthermore, we may assume that the block 69+ occurs in B; 

using (12) if necessary. Then 60+ appears in C and the blocks 

790 and 70+ (890 and 89+) occur in different matrices of {b,C}. 

Simple counting of the frequency of pairs yields that В 

consists (in any order) of the blocks 69+, 70+, 890 and C 

consists of the blocks 60+, 790, 89+. By the same argument the 

order of the blocks in В and C follows uniquely. So we get 1Ц. 

Proof of Theorem 2« In analogy to the proof of Theorem 1 we 

obtain the intersection numbersi 

П0 — 1 , — D2 — n^ 5 n^ = 0, Uj — 20. 

nQ =1 implies that the design contains with any block also its 

complement with respect to E. Furthermore, 

M(1) = }Xi X v{1}tM, 1 ¢. X} is a 2-(11,5,2) design. Noting 

Theorem 1, the blocks of M containing the element 1 are unique 

(with respect to isomorphism). Since all other blocks of M are 

complements of those ones containing 1, M is determined com¬ 

pletely; see M2. 

Reference 

/1/ Rasch, D., und Herrendörfer, G. s über die Anzahl elementa¬ 

rer BUB in eingeschränkten (v,k)-Familien. 

Rostock. Math. Kolloq. 8, 71 - 82 (1978) 
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Rostock, Math, Kolloq, 12, 81 - 90·(1980) 

DietliDde Lau 

BaseD UDd OrdDUDgeD der ma:d.maleD KlasseD zweier mehrsortiger 
FuDktioDeDa}ßebreD 

1, Sei OL €. I o, 2l. Mit P bezeichDen wir die Menge aller FuDk-
L"-

tionen fD,m (c, m � 0) der Form

.rn ,m : !o, 1} c>< la. • 3}
m

-{o, 1j.

Die FuDktiocen aus p werden VOD UDS mit Hilfe von Formeln 
L<,t

über den VariablenalphabeteD X= lx,x1,x2,,.,} UDd
Y = !y,y1,,.,} beschrieben, wobei die Variablen aus X mit Wer­
ten o, 1 UDd die aus Y mit werten Gt, 3 belegt werden können. 
Die Dullstelligen .Funktionen aus P bezeichDeD wir mit O 

L« 
bzw, 1, Funktionen, die sich nur durch fiktive Variablen unter­
scheiden , werden von uns eicht UDterschieden, 
Als Operationen über lPuDktionen aus P sind das Uamumerieren 

La: 
von Variablen , das Identifizieren von Variablen , welche Werte 
aus ein und derselben Menge annehmen, das Hinzu.fügen bzw, Weg­
lassen.von fiktiven Variablen und das Ersetzen einer Variablen 
durch eine Funktion, deren Wertebereich im Wertebereich der Va­
riablen enthalten ist, zugelassen. Die mit •Hilfe der eben ge­
nannten Operationen aus Funktionen der Teilmenge A von P 

. La. 
konstruierbarec Funktionen heißen Superpositionen über A, Die 
Menge aller Superpositionen über A � P sei nd.t [A] bezeich-

}:a. 

net, Die Menge P mit den-oben genannten Operationen bildet 
La. 

eine Algebra, die wir ebenfalls mit P bezeichDeD, Definiert 
La. 

und erstmali1; untersucht wurde diese Algebra iD /2/ • 
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Insbesondere findet man in /2/ sämtliche maximalen (fest-voll¬ 

ständigen) Klassen von P beschrieben, für die wir im folgen- 

a 
den Basen und Ordnungen bestimmen wollen. Alle dabei verwende¬ 

ten Begriffe und Bezeichnungen, die hier nicht definiert wer¬ 

den, entnehme man den Arbeiten /1/, /2/ und /3/. Insbesondere 

verwenden wir bei der Definition von Funktionen aus P die 

Symbole V, Л, +, ., -, die in /1/ bei der Beschreibung 

Boolescher Funktionen Verwendung fanden. Außerdem setzen wir іпи 

folgenden die Kenntnis der Basen und der Ordnungen der abge¬ 

schlossenen Mengen Boolescher Funktionen (der Postschen Klas¬ 

sen) voraus. 

2. Wir kommen nun zur Beschreibung der maximalen Klassen von 

P , die wir etwas abgewandelt aus /2/ übernehmen. Dabei be- 

£-a 
zeichne für а € {л , 3} efi die durch 

ee(y) = 
)1 für у = a 

I 0 sonst 

und f/a (£ Pg) die zu fu,m e p gehörende und durch 

2ІЯ 
fya(x^,. •. ,x^) = f (x>|,. •. ,Xq,a, • • • ,a) 

definierte Funktion. 

Wir sagen, eine Funktion fn,m bewahrt eine gewisse Teilmenge G 

von |g(x,y) j g £ P J genau dann, wenn für beliebige 

Sv S2.gjo+m stets f (g-, ,62.SD+m) £ G gilt. 

Sei А eine abgeschlossene Teilmenge von P2. 

ae(a.,3}, |b,6] S (0,1} und he {0, 1, ѳл, e?}. Dann gelte: 

%a,А ‘= £ F |f/a£ A|, 
OL 

^6" *= e Py~ I*/ 2^x1 * * ‘ * ,xn^=^/3^x1' * * ,xn^ }’ 
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K(h) : = ^f e P |f bewahrt [0, 1, ел, e3}\{h}}, 

<L 

К : = [t £ P {f/2, f/5} Л {0, 1} * 0 

V ( 3 is lf/2'f/3^ S 

К(а,Ъ) := |f £ P I f bewahrt }g(x,y) £ P I g/a e [0, 1] 

^~2 _ ^2 
V(Cg/a £ {x,x} Л 1 /а)-* g/i £% = , b})]^. 

In /2/ wurde der folgende Satz bewiesen: 

Satz 1i In P gibt es für а = 0 genau 10*^ und für а = 2 

5—а. 

genau 21 maximale Klassen. Diese sind 

a) für а = 0: 

K0,A (A £ lT0.T1»S'M*LJ)’ K3,B (B e ts*TlH. 

K0, K(1) und P2; 

b) für 0=2: 

Ка>д (a £ {2,3}, А £ {T0,T1tS,M,L}), %(6 £ {0,1}), 

K(h) (h £ {0,1,ѳ2,ѳ3}), K, K(a,b) (a £ {2,3}, be[0,1}). 

3. Bei der folgenden Herleitung von Hrzeugendensystemen für die 

maximalen Klassen von P verwenden wir in diesem Abschnitt 

einige Abkürzungen: 

2 : — (C/]»Cg, *«* * Cg) (c 6 (x, y, a, bt 

Ka s= ea^15 ' ea(y2> * " * ѳа(уш> (a £ {«-,3}). 

In /2/ sind noch 2 Klassen mehr angegeben, die jedoch beim 

Vollständigkeitsbeweis keine Verwendung fanden. Man kann zei¬ 

gen, daß es sich bei K(6q) und K(ej) um echte Teilmengen der 

maximalen Klasse KQ M handelt. 



••= ѳг (у1) • ѳг (У2) • - • «т (Ущ) .3jm), 

3# := zu/ • *2 • . • х”с (3 £ (0,1} D), 

f(6,r)=1 
3 і: гд=а 

fD,m \/ 

4,3 '= gy? 2 
f(§,T>1 

Зі, jtrj_= ослТ.=3 

£ m 

Ergibt sich aus dem Zusammenhang die Stellenzahl der Tupel bzw. 

der Funktionen, so lassen wir die oberen Indizes weg. 

Lemma 1: Sei x c A = [A] - P2 UDd a £ [*-,)}. Dann ist 

А и |x V хУ|х2ѳа, X V х^ёа, xea( ein Erzeugenden system für Kfi д. 

Beweis: O.B.d.A. sei а = 2 * я. Eine beliebige Funktion fD,m 
aus P gehört genau dann zu Kg д, wenn es eine n-stellige 

Funktion g aus А mit f(x,y) = g(x) • Jä5J v gibt, d. h., f ist 

eins Superposition über g, xE™ (t Цхѳ2}] ) und 

X vAj (£ [{н|Н(х,х,у) = X V h(x)ej(y), h £ F2)u{xe2}] =: B). 

n±,1 
Für beliebige H £ В, i = 1, 2, gilt stets 

np 
a^(x,H2(x,x ), xD2+1.,У) 

= xvh1(h2(x ), xn2+1.%n^+n2_i) • »,(?)- 

Hieraus und aus [{x1x2,x1}] = P2 folgt 

В S [}x u x^XgSj, X -V x^ej, xegjj . Also ist 

Au(xv x^XgS^, X V x^Bj, xe2) ein Erzeugendensystem für 

K2,A- a 

Satz 2» Sei а £ (а.,)}. Dann gilt 

Ka,T0 = ÜX1X2' X1 +x2' eal]' 
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(2) = UX1 v x2* x1+x2+1’ *al] • 

Ka,M = [ lx1x2’ X1 v x2’ ®a’ x * ѳа)] ' 

(4> Ka,S = [1*1*2 v x1x3 v x2*3» хѳаі] * 

(5) Ka>L = [{x^+Xg, 1, зс1х2ѳа}]. 

Beweis: (1) ergibt sich aus T0 = [{x^x.,, x1+x2}j t 

X1 v x2 £ T0'X1X2 e V (xvx1x2®a- xvx1®a) 
C [Ix^ V x2, x1x2, x1x2, ea}] 

und Lemma 1. 
(2) folgt unmittelbar unter Verwendung des Dualitätsprinzips 
aus (1). 
(3) erhält man aus M = [{x_,x2, x., v x2, 0, 1)] , (xea) • ea = 0, 

° ’ ®a = ®a* aa v ®a = 1» tx v ^l^a' xvx1¥al 

c fix1x2’ X1 * x2> ®a* x * ¥al] 
und Lemma 1. 
(4) ergibt sich aus S = (Дх.,х2 v x^x^ v x^c^}], x e S, 

b(x1fx2,x3) := x1x2v x1x5 vx2x?es, 

x vx1x2ea =h(x,xTea.ea, h(x1 ,x2,x.ea)) = g(x,x1 .Xg.y), 

g(x,x^,Xg,y) = X vx^ .ea und Lemma 1. 

(5) folgt aus L = [^x1+x2, 1}] , x £ L, 

X V x^xgea = X +х^х2ёа + хх^х2ёа £ [{x1+x2, x^e^], 

X V x15c1i'a = X V х-|Ѳа, X V 1-1 -ea = xea und Lemma 1.0 

Satz 3: (1) K0 = [[x^x2 v x^x^ v x2x?, eJ( х(ѳл(у1)v ej(y2))]] , 

(2) K1 = [{x1 V x2, e2(y1) V e3(y2)}]. 

Beweis: Aus der Definition der Klasse Kg-, 6 £ {0, 1}, folgt 

leicht, daß eine Funktion fD,m e p genau dann zu Kg gehört, 
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wenn es eine (n+1 )-stellige Funktion g aus S für 6-0 hzw. eine 
n-stellige Funktion h aus ?2 für 6=1 mit der Eigenschaft 

jg(x,e3(y^))(E^ ve“) V A^>5 für 6 = 0 
f(x,y)-= ( 

|h(x).(E^ ѵі®) V A2j3 für 6 = 1 

gibt. Die Funktion f ist also eine Superposition über g(x,e3) 

(€[S u {e3}]= ѵ*і5з ѵг2г3'ѳз}]) bzw* b (eP2= R^vx2}] ), 

x.(B^vB^)=x.(E“"1vß^"1) ‘(e^y^ve^)) • (ѳл(ут) v e^y^)) 

(£[{х*(ел(у1) ve3(y2))J]) ипахѵАд>3 (б[{хѵх1х2ѳа(у1)ѳ3(у2), 

*» ѳо.* .3}]). 

Hieraus ergibt sich die Behauptung (2) unmittelbar. (1) folgt 
dann unter Berücksichtigung von 

X ѵх1х2ел(у1)е3(у2) =Ь(х,х»(вл(У2) ve3(y1)), h(x,x1,x2)), wobei 

b(Xj = ^ ^ *2^3 ^ 8.0 

Satz 4: (1) K(1) = [{x-(eÄ(y1) v e3(y2)) ,ѳл,ѳ3,х1х2 v x1x? v x^, 

X1VX2}]’ 
(2) K(0)=[{x»/e2(y1)e3(y2)te2,e3,x1x2,x1x2vx1x3vx2x3}J . 

Beweis; O.B.d.A. sei ft= 2. Eine Funktion fn,m aus P gehört 

^—2 
offensichtlich genau dann zu K(1), wenn es eine (n+1)-stellige 

Funktion g £ Fj" = [ix^g vx^j v'xgXj, x^ v Xg}] mit 

f(x,y) = g(x,e2(y1))(B^ V s“) V A2 3 gibt. Sicher ist 

g(x,e2) e [[e2jwF|] und x(ß£ vE^) £ [{x(e2(y1) \/ e}(y2))}] . 

Außerdem kann man sich überlegen, daß 

X V ig 3 £ [{x V x^Xg, ,x vx1t e2, e3J] gilt. Die Funktionen 

X V x^Xg, X V x^ gehören zu F^. Folglich ist f eine Superposi¬ 

tion über den oben angegebenen Funktionen. Die Aussage (2) er¬ 

hält man durch Anwendung des Dualitätsprinzips aus (1). CD 



Satz 5« Für а £ [2,3] gilt К(ѳа) = [{XjXg, x^Xg, xea, x vej] . 

BeweisI O.B.d.A. sei a = 3. Sei fD,m £К(ѳ?). Dann folgt für 

beliebiges c £ {0,1}D aus fy2(c) = 1 stets fyj(c') = 1 für all« 

5' i c (¾ sei hier wie in /1/ definiert). Umgekehrt gehört jede 

Funktion mit dieser Eigenschaft zu К(ѳ^). Also 1st fn,m genau 

dann eine Funktion aus E(e^), wenn eine n-stellige Funktion g 

aus M und n-stellige Funktionen p und q aus ?2 mit 

f(x,y) = g(x)(p(x)»E^ VE“) V q(x)»ß“ vAji3 (*) 

existieren. Offensichtlich sind 0, ву 1, e2(y.j) v ej(y2) und 

x(e2(y1) vej(y2)) Superpositionen über {x^.x,, vx2,xea,x vej . 

Außerdem gilt: 

E2 vE5 Qx(e2(y1) V e5(y2)), 1}], 

x(E|vEj) vE^ =xe“ £ [{E^ve“, x1vx2, x1x2, e?jJ, 

PS2 V E^ e [ixB^ VE^, x1vx2, x1x2, ivej)], 

g £ M = [li, V Xj, x1x2, 0, 1}], 

9jä3 £ B*1 v x2* *1x2' »3}] UDd 

Ai,3 £ [і^г* *i v *2' хѳз> взП" 
Hieraus folgt, daß (m) eine Superposition über den oben angege¬ 

benen Funktionen ist. CD 

Satz 6: К = [{x, x^e^, x^XgSg, xe2v xe^, x ѵх1«2(у1)«3(у2)}] . 

Beweis I Eine Funktion fD,m gehört genau dann zu K, wenn sie 

entweder von der Bauart 

f(x,y) = cs£ V g(x)s£ vA||5(g £ P2,la,b}={2,3}) oder 

f(£,y) =X^*E^ vA|>3 ({¢,1} s {0,1}, 1 £ 1 £ n) ist. 

Es ist nicht schwer, sich davon zu überzeugen, daß die Funktio¬ 

nen 0, 1, e2, e?, x(e2(y1) V ej(y2)), (x1vx2)ea, 

хе V/ e (a£{2,3{) Superpositionen über den im Satz genanntem 
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Funktionen sind. Weiter gilt für {a,b} = {2,3}: 

^ (<-1 ѵ(геъ(Ут)).^-1).(еа(Ут) V ^(y^)) 

£Oa ѵхеЪ’ х(ва(У1> v xöb}]t 

g,Eb £ [l*1x2®b* (x1 v x2)eb> x)]' 

xB^ viE^ =: pm<x,y) 

= Рт-1(х(ѳа(Ут> v «ьСУщ-тѵеЪ(Ут)).У) 

e. [{x, х(ѳа(Уі) V ѳъ(у2)), Ь4 V =<y], 

k(®2 ^ e [{k(e2(yi) V ej(y2)}] und 

1 va|>5 £ [{xvx1e2(y1)e3(y2), ^2eZ' ^Zey *2' ®3* *}]• 

Folglich iet unsere Behauptung richtig.О 

Satz 7» Für а 6 {2,3} gilt 
(1) K(a,0) = [{x^x2, eavl*ea, хѳаѵгчк}], 

(2) K(a,1) = [Jx, V x2, x.ea, xefi v x8a}] . 

Beweis 1 O.B.d.A. sei а = 2. Wegen des Dualitätsprinzips genügt 

es, (2) zu beweisen. Eine Funktion fD,m gehört genau dann zu 

K(2,1), wenn entweder f/2 konstant ist oder aus der Existenz 

einer wesentlichen Variablen xi der Funktion f/2 stets 

= 1 für alle c £ {0,1}D mit c^ = 1 folgt. 

Also läßt sich die Funktion f entweder durch 

f(x,y) = C'E^ V g(S).Js" v A|,3 oder durch 

f(x,y) » p(x1;, ,... ,x± )e“ V (x±^ .. .^x± vq(x))E™ va2,3 

beschreiben, wobei {g,p,q} c P2 und {Ц,... ,ir} S {l,2,...,n}. 

Es ist nicht schwer, sich davon zu überzeugen, daß xe2, 

»j V e2, e3, 0, 1, ej, xe? v e2, e^ v xe2, e^ v xe2, x^Xge^, 

% u s2(y^)ej(y2) sowie xe2(y1)ej(y2) Superpositionen über 
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х1 ѵ%2» ^ѳз» хѳ2 ѵ ІѲ3 sind. Folglich trifft dies auch auf 

q(x)fi“, g(x)ß“ e [{x1 V x2, x1s:2®3* 5ѳзі] und 

&2,3 ^ v x2* X1X2®3* x®3* ѳ2і] zu* 
Für t(x,y) = хѳ2(у) V xe?(y) gilt 

x(e2(y1) ve?(y2)) =t(i(xve2(y1)e3(y2) ѵѳ2(у2)ѳ5(у1),у2),у1) 

£ [{xe2 v x®3* xve2e3« z1vz2}]' d* h** 

x(e|ve^) c [{x(e2(y^) ve^(yg))}] und E?[ = e^y^E® v S%) 
€ [jx(a2(y1)V0j(y2)), e2J] sind Superpositionen über dem ange¬ 

gebenen Funktionensystem. 

Außerdem erhalten wir wegen 

•(ycV-a^e^.y) = *ІѲ2 V^X1V Z2V ’”v xr^®3’ daß 

р(хг)е|ѵ(х1 V ... vxr)fi“ =( \/ x|*e2(y1)v(x1v..vxr)e5(y1))> 

p(S)=1 

•(E® vE®) eine Superposition über |x.,vx2, xe^, xe2 v xe^j 

ist. Folglich ist auch fD,m eine Superposition über 

[x1 V x2> xe^, xe2 v xe^j.О 

4. Unter Verwendung der Resultate aus /1/ über Postsche Klassen 

erhält man leicht als Folgerung aus den Sätzen 2-7 noch 

Satz 8; Die in den Sätzen 2-7 angegebenen Erzeugendensysteme 

für die maximalen Klassen von P sind Basen. Die Klassen 

K0, Ka>A(a £ {2,3}, A£{S,L}) und K(b) (be{0,l}) haben die 

Ordnung 3. К ist die einzige maximale Klasse von P der Ord- 

%-a. 

nung 4. Alle übrigen maximalen Klassen besitzen die Ordnung 2. 
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Parallelarbeitende Sortieralgorithmen 

1. EinleitUDg

Es seien�•�• ••••�endliche :i;aarweise disjUDkte nicht­

leere Mengen (n natürliche Zahl). Mit� soll die Mächt�eit 
von Mi bezeichnet werden (i=1,2, ••• ,n). Die Relation O sei eine

irrefle:i:i ve totale OrdnUDg in der Menge M = U M
i
. In der 

. i=1 
Menge Mi (i=1,2, ••• ,n) erzeuge O die irreflerlve totale Ord­
nung Oi. Nachstehend werden die irreflexiven to�alen Ordnungen
auch kurz Ordnungen genannt. 
Ein Element B1 €. M heißt bez. 0 kleiner als das Element .s2 E.. ll

(geschrieben B1 <0.82), wenn (.s1,B2)EO ist. Mit e(X,1) sei das

bez. O größte Element jeder beliebigen nichtleeren Teilmenge 
X von M bezeichDet UDd e(X,t+1) sei das Element e(X\{e(X,1)} ,t). 
Das Element e(X,t) (t=1,2, ••• ,lxl) ist folglich das t-te Ele­
ment der Menge X in fallender Reihenfolge der Elemente. 
Es seien t1, t2 natürliche Zahlen mit t1 + 1 < t2 � IMI • Als !!a::

tervall I(t1, t2) von M bez. 0 möge die Menge

[e(M,t1+1), e(M,t1+2), ••• , e(M,t2-1)} bezeichnet werden. Es

seien �,B zwei voneiuander verschiedene ElEflllente der Menge M.

Dann sei als Intervall I•(a,ß) von M bez. O die folgende Menge

bezeichnet: 
\j E: MIil <

0 
y <

0 
B}, fall,s «. <

0 
ß ist, 

!)'€. Mjß <
0 

'f <
0 

«}, falls ß "(
0 

CX. ist. 

Folgende Probleme sollen in dieser Arbeit untersucht werden1 
Die OrdnUDg O sei feststehend aber UDbekannt,UDd ihre Projek­
tionen o1, o

2
, ••• , On seien bekannt.

(P1) Gesucht ist das Element e(M,t), t E{1,2, ••• ,/MI} beliebig.

91 



(P2) Zu vorgegebenen natürlichen Zahlen t^, t2 e{1,2,.,., |M|} 

mit t^+1 < t2 ist das Intervall I(t^,t2) zu bestimmen. 

(P3) Zu .vorgegebenen Elementen л,В £ M mit Л ^ ß ist das 

Intervall I'(ä,B) zu bestimmen. 

(P4) Gesucht ist die Ordnung О in Ы. 

Bemerkung 1i 1.) Es sei darauf hingewiesen, daß bei den Pro¬ 

blemstellungen (P2) und (P3) nur die Mengen I(t^,tg) und 

!'(<%,B) gesucht sind, nicht aber die Ordnung in I(t^,tg) und 

I’(A,ß). 

2.) Das Problem (PI) ist ein Spezialfall von (P2); 

es ist t^ = t - 1 und tg = t + 1 zu wählen. 

Da die Ordnungen 0^, Og. 0D die Ordnung 0 (und damit auch 

das Element e(M,t) und die Intervalle I(t^,t2), I'(CL,B)) nicht 

eindeutig bestimmen, werden in allen vier Fällen weitere Infor¬ 

mationen über die Ordnung 0 benötigt, die durch geeignete Sor¬ 

tieralgorithmen beschafft werden sollen. Diese Sortieralgo¬ 

rithmen werden q-Algorithmen genannt (q ist eine fest gewählte 

natürliche Zahl), und ihnen sind zwei verschiedene Algorithmen¬ 

modelle zugrunde gelegt: 

(M1) das Schichtmode11. 

(М2) das Modell des paarweisen Vergleichs. 

2. q-Algorithmen 

Zunächst soll das Schichtmodell betrachtet werden: Es sei q 

eine feste natürliche Zahl und vereinbart, daß im k-ten Schritt 

(k-1) eines q-Algorithmus А folgende Dinge frei gewählt werden 

können. (In der Festlegung ihrer Wahl wird gerade die Fixie¬ 

rung eines gewissen Algorithmus zur Lösung der Aufgabe beste¬ 

hen.) 

1. Eine Teilmenge M^ S M^ mit | MjJ £ q für i = 1, 2, ..., n. 
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2. Sine Schichtung (S^ ,S2,. .. ,S^) , d. h. eine Auswahl von Teil¬ 

mengen s1# s2, 

2.1. Vi Vj 
1—i—n 1-ä-q 

2.2. Vi Vj (W 

..., S aus \J bl! mit 
q i=1 

І3алмі|- 1- 
—»S^A S^=0), 

2.3. Die Schicht Sj wurde in keinem vorhergehenden Schritt des 

Algorithmus А ausgewählt Q=1,2,... ,q). 

Die Ahb. 1 zeigt für den Fall n = 3 einige Schichten. 

Abb. 1 

Die Arbeit des Algorithmus besteht dann in folgendem: 

1. Auswahl der Teilmengen mit |M||£ q (i=1,2,...,n). 

2. Auswahl einer Schichtung in der Menge \_J Mj. 
i=1 

3. Berechnung der Information 

q 
I. := О Л \ J (S . X S.), d. h., es wird die von О in Sj 
K j=1 3 1 J 
(j=1,2,...,q) erzeugte Ordnung bestimmt. 

Die Information 

\^/ Ol V I., V lg V 
T. A. 

ist die Information über 0, die der Algorithmus in den ersten 
к Schritten geliefert hat. Diese Information enthält die gege¬ 

benen Ordnungen 0^ (i=1,2,•..,n) und die im 1. Schritt, 
2. Schritt, ..., к-ten Schritt bestimmten Informationen. Auf 

Grund der Transitivitätseigenschaft der Relation 0 können 



Implizit weitere Informationen über 0 bestimmt werden, wenn man 

die Informationen 0^, Og, ..., 0D und 1^, lg, ..., 1^ miteinan¬ 

der kombiniert. Deshalb ist der transitive Abschluß T. A. der 

. D 
Relation 0^ U 1^ V lg V... V Ifc zu bilden. 

Beispiel für eine implizit ermittelte Information über die 

Ordnung o: 
Es soll der Fall n = 2 betrachtet werden. Dazu sei ft e und 

ß £ Mg, wobei ß ^ e(Mg,1) gelten möge. Dann gibt es ein Element 

ß' £ Mg mit der Eigenschaft В <Q ß'. Im к-ten Schritt eines 

q-Algorithmus А soll u. 

werden. (Vgl. Abb. 2.) 

a. die Schicht S. := jft,ß} ausgewählt 
«>o 

Abb. 2 

Die Information Ik enthält die Einschränkung der Ordnung 0 auf 

die Schicht . Es sei ft< ß. Sach dieser explizit ermittelter 
Jo 

Information ergibt sich jedoch auch implizit o(<0 ß'. 

Bemerkung 2; Wegen der Bedingung 2.3. haben alle q-Algorithmen 

eine endliche Schrittzahl. 

A^ ^ sei die Menge aller q-Algorithmen, denen das Schichtmo¬ 

dell zugrunde liegt. 

A^ g(P1) sei die Menge aller q-Algorithmen aus A^^, die das 

Problem (PI) lösen. 

Analog dazu seien die Mengen A^ (P2), A^^(P3) und Ag^(P4) 
defioiert• 



0 sei die Menge aller Ordnungen 0 in M mit О Л (M^X M1) = 0^ 

(i=1,2,...,n). für eine Ordnung 0 aus 0* gilt mithin* 

Die Einschränkung von 0 auf die Menge M^ ist gleich der vor¬ 

gegebenen Ordnung 0^ (i=1,2,...,n) . 

Einem beliebigen Algorithmus А e A^ ^(P1) und 0 6 0* wird zuge¬ 

ordnet 

Л^(А,0) *= min s I* bestimmt eindeutig das Element e(M,t). 
s elN I 

Einem beliebigen Algorithmus А fi A^ ^(P2) und OdCf wird zuge¬ 

ordnet 

Xt1,t2(A,0) 
:= min 

s e IN 
s I* bestimmt eindeutig das Intervall 

Einem beliebigen Algorithmus A6A^ q(P3) und 060* wird zuge¬ 

ordnet 

X r(A,0) := min s I* bestimmt eindeutig das Intervall 
stm 

Einem beliebigen Algorithmus А e Д* ^(P4) und 060* wird zuge¬ 

ordnet 

Ап(А,0) := min s I* = 0. 
u s eB I 

Die Zahl A^.(A,0) ist die Schrittzahl, die der q-Algorithmus А 

zur Bestimmung des Elements e(M,t) benötigt, wenn in M die Ord¬ 

nung 0 vorliegt. Folglich ist At(A,0) die Schrittzahl, die der 

q-Algorithmus А zur Lösung des Problems (PI) benötigt, wenn in 

M die Ordnung 0 besteht. Analog dazu ist A^. t (A,0) bzw. 

Aa ß(A,0) bzw. A0(A,0) die Schrittzahl, die der q-Algorithmus А 

benötigt, um das Problem (P2) bzw. (P3) bzw. (P4-) zu lösen, 

wenn in M die Ordnung 0 vorliegt. 

Es sollen die folgenden Funktionen bestimmt bzw. Schranken für 

diese Funktionen angegeben werden: 

/4,(9' t; m1» “2.UA64»ml(p1) oTo" Л*(А,0)’ 

^(q; «v m2,...,m%) і=А£д» 
о , 

min 

q(K) 
mar 
060* 

t1,t2eIN 
t1 +1 < t2 

41tt2(A*0)’ 
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Ат'СіІ ВЦ. ) : = min max \ „(A,0), 
' T -n a<=a£ (pß) oto* я»в 

^*q Ä,ß fcM 

A}(<1S ВЦ, ) := min max Л0(А,0). 
U 1 d ^ A6AS,q(P4) 0t0 

Dem Algorithmus А aus A^ ^,( PI) (1=1,2,3,4) wird als Kompli¬ 

ziertheit die Schrittzahl zugeordnet, die А zur Lösung des Pro¬ 
blems (PI) bei "ungünstigster" Ordnung 0 in M benötigt. Im Falle 

der Problemstellungen (F2) und (P3) wird nicht nur die "ungün¬ 

stigste" Ordnung zur Bestimmung der Kompliziertheit eines 

q-Algorithmus herangezogen, sondern auch das "ungünstigste" 

Intervall. Die Funktionen уЦ. bzw. /Uj bzw. /и-j-i bzw. /UQ geben die 

Kompliziertheit des (in diesem Sinne) "besten" Algorithmus aus 

Ag|q(P1) bzw. Ag,q(P2) bzw. A^ ^(P3) bzw. Ag^(P4) an. 

Für q-Algorithmen, denen das Schichtmodell zugrunde liegt, 

gilt in jedem Schritt: |S^j 6 n für j = 1, 2, ..., q. Fordert 

man zusätzlich zu den Eigenschaften 2.1., 2.2. und 2.3. in der 

Definition der Schichten S^, S2, ..., S^, daß für alle 8 ^ ent¬ 

weder |Sjj = 0 oder |sj[= 2 gilt, so schränkt man die Klasse 

der q-Algorithmen ein. (Vgl. dazu Abb. 3.) 

Abb. 3: Diese drei Typen von Schichten können dann im Fall 

n = 3 ausgewählt werden. 

In jedem Schritt werden Elemente aus M nur paarweise miteinan¬ 

der verglichen. Das durch diese Einschränkung der Klasse der 

q-Algorithmen charakterisierte Algorithmenmodell heißt Modell 

des paarweisen Vergleichs. 
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Ap sei die Menge aller q-Algorithmen, denen das Modell des 

paarweisen Vergleichs zugrunde liegt. Die Algorithmenklassen 

Ap^(PI), Ap A*>q(P3), A*>q(P4), die Schrittzahlen 

At(A,0), Xt ^(A.O), Ад,д(А,0), Aq(A,0) und die Funktionen 

Mb' Ap Al' ’ A) werden wie im Falle des Schichtmodells defi¬ 
niert. 

Bemerkung 3; Für den Fall n = 2 ist Ag = Ap und folglich 

auch A*>q(Pl) = a£>(J(Pi) (1=1,2,3,4). 

Wie im Falle des Schichtmodells sollen auch für q-Algorithmen 

aus Ap q die Funktionen /t^»/“j» Лі'»Ao bestimmt hzw. Schranken 

für diese Funktionen angegeben werden. 

3. Resultate 

Die Probleme (PI), (P2), (P3), (P4) sollen zunächst nur für 

Algorithmen aus A^ untersucht werden. 

Das Problem (PI) 

Satz 1! Für alle natürlichen Zahlen m,, mg, t mit 

ny + mg & t + 1 gilt /ij_(t; t; ny, mg) = 2. 

JSs soll hier nur die Beziehung /^(t; tj m^, mg) - 2 durch Kon¬ 

struktion eines Algorithmus A^ 6 Ag t(P1) bewiesen werden, für 

den max. Лд.(А,,,0) = 2 ist. 
060* 

Ist m^>t (i E {1,2)), so sind die Elemente e(M^, t+1), 

e(M^, t+2), ..., e(M^,m^) alle kleiner als das Element e(M,t). 

Deshalb brauchen diese Elemente nicht weiter berücksichtigt zu 

werden. Folglich kann o. B. d. A. m^£t für i = 1, 2 voraus¬ 

gesetzt werden. 

Der Algorithmus A^e Ag t(P1) arbeitet folgendermaßen: 

97 



1. Schritt: Es sei r diejenige natürliche Zahl mit ny+r=t+1. 

Wegen t + 1 6 nL| + mg und m^ £ t ist 1 £ r £ mg« Die Schichtung 

im 1. Schritt wird folgendermaßen ausgewählt: 

I* ie(lLjim^), e(Mg,r)}, 

S2 I» (е(К,,Щ,-1), e(Kg,r+1){ , 

Smg-r+1 ,B ^(Ирпц-ц^+г), e(Mg,mg)}(s. Abh. 4). 

«(*1,1) 

e(*i,m^-mg+r) 

e(K,,mi-1) 

е(К,,щ,) 

tpbjJt 

Beaultat: Das kleinste Element auf der Schicht 

Bj (1И|2,..., mg-r+D ist mit Sicherheit kleiner als das Ele¬ 

ment e(M,t) und' braucht deshalb nicht weiter berücksichtigt zu 

werden. Auf diese Weise fallen mg - r + 1 Elemente fort. Es 
bleiben deshalb ny + mg - (mg-r+1) =m^+r-1=t Elemente 

übrig, die ihrerseits die geordneten Mengen bilden, 

*J[ fi It, und S Mg iS. Abb. 5). 

4 

e(Mg,1) 

e(Mg,r) 
e(Mg,r+1) 

ä(Mg,mg) 

Abb. 5 
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2. Schrittt Das Element e(M,t) ist das kleinste Element der 

Menge M^ U Mg, d. h., es ist das kleinere der Elemente 

e(M^,|M^|) und e(Mg,|M^|). Mithin werden diese beiden Elemente 

in eine Schicht genommen. 

Resultat: Das Element e(M,t) ist gefunden. 

Bemerkung 4: 1.) Für t = m^ + mg ist die Problemstellung (PI) 

trivial. In diesem Fall ist das kleinste Element der Menge M zu 

bestimmen. Das erfordert genau einen Schritt. (Vgl. dazu den - 

2. Schritt des Algorithmus A^.) 

2. ) Für t > ny + mg ist die Problemstellung (PI) nicht sinnvoll. 

3. ) Der Algorithmus A^ bestimmt im 1. Schritt Teilmengen T^f Tg 

von M mit 

T1 «=M^V/M§= le(M,1), e(M,2), .... e(M,t)}, 

Tg := [e(M,t+1), e(M, t+2), ..., e(M, m^+mg)}. 

Diese Möglichkeit der Zerlegung der Menge M konnte bei der Kon¬ 

struktion weiterer Sortieralgorithmen häufig benutzt werden. 

Satz 2» Es gibt einen Algorithmus Ag£A^ t(P1), für den 

max A».(ApiO) = (]log n[-1).]log t[+Jlog n[+1 ist. 
0 £ 0* 

Bemerkung 5: Der Algorithmus Ag ist eine Synthese von A^ und 

einem geeigneten Sortieralgorithmus. 

Das Problem (P2) 

Satz 3: Für beliebige natürliche Zahlen m^, ttg mit bj + - 3 

gilt /l^(mln(m^,mg); m^.mg) = 2. 

Bemerkung 6; 1.) Die Beziehung/ij(min(nLj,mg); nn,,mg) ^ 2 

erhält man durch Konstruktion eines Algorithmus Aj aus der 

Klaas» 4,mln(mi,mg)(«2) “it ^max. \,tg^3'°) = 2* 

t1, tg e m 

t.,+1 <tg 
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Dieser Algorithmus Aj wird folgendermaßen gewählt. 

1. Schritt von Ag: Der 1. Schritt von A,, wird mit t = t,, 

durchgeführt. Man erhält die Mengen M^, M^. 

2. Schritt von Ag: Der 1. Schritt von A^ wird mit t = tg - 1 

durchgeführt. Man erhält die Mengen M? , M? . 
I IuoU C|Q3U 

Das gesuchte Intervall I(t,,,tg) ist die Menge 

(<,neu\<)U(MB,neu\MR)' 

2.) Da das Problem (PI) ein Spezialfall des Problems (P2) ist, 

folgt mittels Satz 1 schließlich der Satz 3. 

Das Problem (P3) 

Satz 4« Für alle natürlichen Zahlen nt,, mg. mQ mit 

“n - “n-1 - - m1 Silt 

I log (nt,+2)[&/^,(2; m1,m2.m^) 6 ]log (nt,+2)[+1. 

Das Problem (P4) 

Bin allgemein bekanntes Resultat ist: 

lemma 1: Für jede beliebige natürliche Zahl nt, gilt 

/JqCI: m1,1) - Jlog (m1+1)[. 

Der folgende Satz 5 wurde von Collatz (1975) bewiesen /1/. 

Satz 5: Für alle natürlichen Zahlen nt,, mg mit m2 ^ nt, В 2p~^ 
gilt /у(т2; nt, ,m2) й p. 

Dieses Resultat wurde von Bürosch (1976) verbessert /1/. 

Satz 6: Für alle natürlichen Zahlen nt,, mg gilt 

/A0(mih(m1,m2); nt,,mg) = ] log(nt,+mg)[. 

Für den Fall n = 3 wurden vom Autor folgende Resultate erzielt. 

Satz 7: Für alle natürlichen Zahlen nt,, mg mit nt, + mg i 3 

gilt /^(mln(m^,m2)+1; nt,,nig,1) й ] log (m1+m2)[ +1. 

Satz 8: Bs ist >tir>(3t 2?-2,2,1) = p + 1 für p ä 3. 
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Bemerkung 7: Für abzahlbar unendlich viele Mengentripel , Mg 

Mj wird folglich die Abschätzung, die im Satz 7 angegeben ist, 

scharf. 

Satz 9» Für alle natürlichen Zahlen ny, mg, m^ mit 

m^ £ mg ^ nL] gilt 

]log (m1+m2)[ й/<0(т2+т5; K,,mg,m^) s=] ^ «log (т2+т?)[ + 

+ J log (ny+mg) [. 

Nun werden die Algorithmen aus Ap _ betrachtet. 

Das Problem (PI) 

Satz 10: Sei d = 2е. Es gibt einen Algorithmus A^f Ap t(P1), 

für den max Л.ДАл,0) = n + • Jlog t[ ist. 
060* ' 

Satz 11: Sei t = 2W und n = 2^. Es gibt einen Algorithmus 

AgSAp t(P1), für den gilt 

fr(t) für nit, 

T(t) + j -(log t+1)(log t+2) für n = 2t, 

^U5.0) = /T(t) + (log t+1)(log t+2) + 1 für n =4t, 

iT(t) + (log t)^ + (lg -1)(log t+1) 
( für n h 8t. 

Dabei ist T(t) s g »log n .(log t+1)(log t+2). 

Bemerkung 8: 1.) Die Voraussetzungen n = 2^ und t = 2W sind 

rein technischer Art. Die Ergebnisse können leicht verallge¬ 

meinert werden. 

2.) Für n < 32 ist der Algorithmus A^ schneller als der Algo¬ 

rithmus A^. 

Für t £ n ist Aj genau dann schneller als A^, wenn t S )2 ist. 

Für t > n liefert eine Diskussion der Resultate von Satz 10 

und Satz 11 beispielsweise: Ac 1st besser als Ал» wenn n = 64 
^ 16 

und t = 128, 256, 512 bzw. n = 128 und t = 256, 512, ...» 2 

bzw. n = 256 und t = 512, 1024, ..., 250 ist, usw. 
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Das Problem (R4) 

Satz 12: Sei n = 3, und m^, m^, ny seien natürliche Zahlen mit 

Bg £ ntj und m^ = 1, Es gibt einen Algorithmus A&6Ap m +1(P4) 

mit max 
0 6 0* 

X0(A6,0) £ J log(m1+m2)[ + |^'\/2*]log(m1+m2)[ J+ 6. 

Bemerkung 9: Eine triviale obere Schranke für /^(n^+l; ,mg,1) 

ist J log(nUj+m2+1)[+] log(m2+1)[. Diese obere Schranke wurde 

durch das Resultat im Satz 12 für abzahlbar unendlich viele 

BeDgentripel , Mg, Mj verbessert. Insbesondere für die Sor¬ 

tieraufgaben (P4) mit Щ| = mg. 

Die Problemstellungen (P2) und (P3) wurden vom Autor für den 

Pall der q-Algorithmen aus Ap q noch nicht untersucht. 
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Rostock, Math, Kolloq, 12, 103 - 110 (1980) 

Jürgen Dassow 

On Parikh-Languages of L Systems without Interaction 

Yith any grammar G we can associate the sets 
- L(G) of words derivable from the anoms,
- p(G) • lp(w) 1 w€L(G)} where p(w) is the Parikh-veotor

of w whose i-th coordinate equals the number of ocourrenoes
of the i-th letter of the alphabet in w,

- LS{G) • {lwl: wE:L(G)} where lwl denotee the length of w,
and with any family P of gremmars we can aasociate the fami­
liea
- L(P) of languagea which are generated by grmmnars of P,
- P(P) of Perrikh-languages,
- LS(P) of length-sets.
The hierarchy of language families 18 one of the moat 1nve8t1-
gated fields in fo:mial language theory. Concerning the Tarioua
types of L eystems, resulta can be found 1n /6/ and /)/, The
hierarchy of length-eet fam111ee of L syst11111S 18 dete1'1111ned
in /4/, In this paper we shall 9tudy the relations between
the families of Par1kh-language8 of L aystams without 1nter­
act1on,

. Por sake of complete11ess. we &hall recall some studard 4ef1-
ni tione of L syetem theory, Por detailed 1nfomation and e:aa­
ples we refer to /3/, 
A tabled L eystem without interaction and with a set of ax:10118 
(PTOL system) is a construct G • (V,'P,, P) where 

1) Vis a finite nonempty set,
ii) 'P• lP1,P2, ... ,Prl• and each Pi' 1"1"r, 11 a f1n1te

subaet of V x v" such that the projeotion on the tint
coordinate equals V (the elementa �f V x .,a are written
aa x-+w),

iii) P is e finite aubset of v+.
The derivat'ioD process is defiDed in the .followlng �•
x € v+ directly derives y e v" (written as x-1> itt
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i) X - x^Xg...x^, for 1 = 1»2.П, 

li) У » УіУ2*‘*Уп’ 

lil) there exists a table V e.'fL such that x^yjtP for 

i = 1,2,...,a. 

denotes the reflexive and transitive closure of =a>. 

The language 1(G) generated by the system G =» (V,^., F) is de¬ 

fined by 

L(G) = £x : w Ax for some w £ F } . 

We consider some special types of FTOL systems. If \'ja-\ »1, 

we omit the letter T (and the word tabled); if I F I » 1> we 

omit the letter F. If no table P e'fi. contains a production of 

the form а -»Л ( A. denotes the empty word), we say that the 

system is propagating (abbreviated by the letter P). If for 

every letter aeV and every table P £ there is exactly one 

production with the left side a in P, we call the system deter¬ 

ministic (abbreviated by the letter D). Thus we obtain the 

following types of L systems without interaction: 

PDOL, POL, DOL, OL, PDTOL, PTOL, DTOL, TOL, 

fPDOL, PPOL, FDOL, FOL, FPDTOL, PPTOL, PDTOL, PTOL. 

LSV* is called an XOL language iff L » L(G) for some XOL sy¬ 

stem G. L(XOL) denotes the family of all XOL languages. 

Let V = (x1 ,x2,... .Xjj} , xeV*. The Parikh-vector p(x) is the 

n-dimensional row-vector whose i-th coordinate is the number 

of occurrences of x^ in x. Let L £V*. The Parikh-language p(L) 

is defined by 

p(L) = (p(x) : xeL) . 

The length-set of L is given by LS(L) = (|w| : w£L} . 

We define 

P(XOL) = [p(X) : L £ L(XOL)} 

and 

LS(XOL) - {LS(L) : L£L(XOL)} . 

We assume that the reader is familiar with the concepts of re¬ 

gular, context free and context sensitive grammars (see /8/). 

The associated families are denoted by L(REG), L(CF), L(CS), 

P(REG), P(CF), P(CS), LS(REG), LS(CF), and LS(CS). 
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Theorem! Diagram 1 holds. 

P(CS) 

P(PDOL) 

Diagram 1: If X and Y are connected by an arrow directed from 

X to Y, then X£Y, X t Y. If X and Y are not connected, then 
X and Y are incomparable. 

Proof: If L(XOii) £ L(Y01), then P(XOL) £ P(YOL). Therefore all 

inclusions follow by definitlop. In order to prove the Incom¬ 

parability assertions and that the inclusions are proper we 

consider the following examples, 

i) Q1 - l(n): ni1}£ P(POL) , QT$P(FDTOL). 

In the case of a one-letter alphabet we can identify the Pa- 

rikh-language with the language. How Q1£ P(POL) is obvious, 

and QT ¢. P(FDTUL) follows by /6/,lemma 3.4. 

il) Q2 = {(2n+1, 2n+1, 1): niO} eP(DOL), Qg ^P(PPTOL). 

Q2 is generated by the DOL system 

G = ({a,b,c}, (a-»aba, b-»A., c-»bc}, ababc) 

(we obtain L(G) = {(aba)^ be : n-O}). 

Now assume Qg &P(FPTOL) and Q2 = p(L(G') for a certain FPTOL 

system G' = (£a,b,c), JL, F). Let {a-»wa, b-»wb, c»w|J)Sft? 
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and p((w%) - (x.,,Xg,x3) for xe^a.b.c}. Because we are interest 

ted only in the Parikh-language we shall write p(x)=#pCy) 

iff x y. Then we conclude that 

С2П+1, 2P+t, T) (2a+1an +2nb1+bn +c,, 2n+1a2+2nb2+b2+c2, 

a“'*1 aj+2°bj+bj+<Sj). 

Since the third coordinate has to be equal to 1 we have 
=bj = 0. further there exists a 1 such that. 

2B+^ a, + 2¾^ + b1 + c1 = 21+1. 

Therefore 
bT + c., » 2a(2^,+^_n - 2a1 - b.,). 

Case 1: 21+1^“ - 2a1 - b1 - 0 for some n. Then we obtain 

b^=cy= 0. 

Case 2 s 1 >2l+1“n - 2«^ -b1 к о for some n. Then we have 

a^ = b^ * 0. 

Case 3 s S1*1-11 -2a1 - b1 - 1 for all n. Then it follows that 

b^ + 3s 2* for all n&1. This is impossible. 

Therefore we have proved that b1 « 0. 
Further we have 

2n+1a2 + 2°b2 + b2 + c2 - 21 + 1 

and thus 
b2 + c2 — 1 * 2^(2^ n - 2a2 - b2). 

Because b1 ■ О, > 0, and G' is propagating, we have to ha¬ 

ve bg> 0. This Implies 2 ^~n ±~2ag - bg & 0. 

Case 1s 21-11 - 2a2 - bg » 0 for some n. Then bg = 1, c2 = 0, 

21-n - 1 Hence a„ = 0. 

Case 2 s 1 > 2 1—n 

-1—n 

- 2ag - bg> 0 for some n. Then ag = bg = 0. 

Case 3« г-1’““ - 2ag - bg^1 for all n. As above, this case is 
impossible. 

Since 0’ is propagating the only possible productions in P sa¬ 
tisfy b 1 0, b, 1 , Sg 0. Thus we can derive 
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only words with at most m occurrences of the letter b, where 
m is the maximal number of b’s occurring in the words of F. 
Hence p(L(G)) ^ Qg. 

ill) Q3 - ((2), (4)}eP(FPD0L)', Q3^P(TOL). 

Q3 eP(FPDOL) is obvious, and Q3^.P(TDL) follows by /7/,(17.1), 

p. 363. 

iv) Q4 » }(2n3m) ! n,m*Oj£P(PDTOb), Q^^PfPOL). 

The statements follow by /4/, theorem 10 and theorem 9. 
Finally, we have to prove the relations to the families of 
the Chomsky hierarchy. The equality P(CF) = P(REG) is proved 
in /8/,Satz 7.2, and it is known that 

<35 - l(2n)s n — 0} £ P(PDOL), ОПРОСУ). 

We prove 

v) Qg = ((2)) и j('2n+1): nü) &P(CF), Qg£p(FTOL). 

Again, the first statement is obvious. We assume Qg » p(L(G)) 

for a FTOL system G = (iaj , fL, F). If P £ p contains a pro¬ 

duction a-*a*, where 1&2, then (2)-^(21) Ф p(L(G)). Therefore 
each P has one of the following forms: 
{a-*a}, {a-»A} , (d-*a, a-»A). Thus G generates a finite 
language contradicting p(L(G)) » Qg. 

Since F(FTOL)Q F(CS), we obtain P(FTOL)£P(CS), too. 

We define XT^OL (FjYOL) by the restriction |pl| £ i (|F| ё i). 

We remark XOI ■» XT^Ob = F^XOX. It is known that we get two 

infinite hierarchies of language families in this way. Con¬ 
cerning the length-set families, we have 

IS(XOb) $ bS(XTgOL) &XS(XT30b) ^ ... ^XS(XTOb) for 

X £ JP,D,F) * by /7/, theorem# 
LS(Y0L)$LS(F2Y0L)SLS(F310L)5...^LS(FY0L) for Yfe)PD,D} 

by /1/, theorems.4, 
and 

XS(ZOI) - LS(FgZOL) - LS(F3ZOI) - ... - LS(FZOI) for 2#PD,I# 

by the results of /4/. 
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2 ... р. ^ у О, Оу.,.у О), к^ ykg,...,к^ - 1 

The following lemma describes the situation with respect to 

Parikh-languages. 

Lemma; Let pv P2.Pi+j-1 be the first i+3"1 P^ime num¬ 

bers. Let V e y^y,. . jXjj and 

i k. J 

Q7 “ |(p1 ,p2 

{J ((0 у 0 y^*. у 0,, у 0, О,..., 0): к - 1 } • 

t times * 

Then P(FjPLTjOL), Q? ф PCF^TOL) , Q? i PCPT^OL). 

Proof: i) Q? &P(PjPDT^0L). We consider the F^POTjOL system 

G « (V, 'p., P) where 
f- - lPfP2.У • 

' - ' '1 
P-. .3,, Pi+t-1, 

ps - 8iu W K^*t 

p = {*1 
P1P2*""pi ^1+1 

, x3 
pi+2 

4 

for 1 - 8 -І, 

Pi+3-1}. 

It is easy to see that 

’£1_ "2 

1-1(0)-^1 P2 -Pi :k,,k2.k^l} 

pi+t-1 

t=*2 
k^lj 

and hence 

Q7 » p(L(G)). 
ii) Qy tP(Pj_^T0L). Let Qj » p(L(G')) for a PTOL system 
G'= (V, -P', P'). It is obvious that G' has to generate the 

language L of i). At first we prove that any production 

xt-*w, 1 - t -j , of any table P £ 'fl’ satisfies wax^*. Indeed 
if w contains at least two different letters, then x^.u £ L 

generates a word v with at least two different letters. This 

contradicts V t L. If w = xqm for some integer m - 1 and some 

letter xq 4 xt, then x/1**"1 generates Againf 
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this contradicts the structure of L. 

If *tP is contained in xt+, we can derive only words 

of from w. Thus we have to have at least j axioms in P. 

iii) ¢- P(FTj_iOL). We show that G' of ii) has at least 

1 tables. At first we prove that there is only one produc¬ 

tion with left side x1 in any P 61/!1 (moreover, we can prove 

analogously that G' is deterministic). Assume that there is 

a table P 6 ‘fi.’ with at least two rules x1-^>x1u, x^-»x^v, 

u > V. 

Case 1: u = 1 and there are only two productions with left 

side X. in P. Then we can derive all words of 
I V PiPp» •■•P4 

M » Jx1 : l<p1p2...pi} from x1 . But Hnb =-0. 

Case 2: ui 2 or there are at least three productions with 

left side x1 in P. Then we can generate an infinite language 
Pi Pp* • • P-t 

M' by iterated applications of P to x1 . By the re¬ 

sults of /2/, M' is regular. This contradicts /5/, theorem 1 

(see also its proof in /5/). 

How let z = max (iwl : weP), Then, for 

u = PiPg.'.Ps-iPs BPB+1ps+2***pi> z* we obtain 

p1p2'"ps-1ps ps+1ps+2*"*pi 

by the application of a certain ve.'ß'. Because P is determi¬ 

nistic with respect to x1, we conclude that x.-» x1 8 £ P 

for some 1. Using this argument for every s a[1,2,...,1} 

and taking into the consideration the determinism of the ta¬ 

bles, we have at least i tables in JÜ*. 

Corollary: Let X£jP,D,F}*, Y€.{P,D,T}*. Then 

P(XOL) $. P(XTgOL) $ P(XT3OL) % ... $ P(XTOL) 

and 

P(YOL) S P(F2YOL) $ PfFjYOL) $...$ P(FYOL). 

By the lemma, some incomparability results follow, too. 
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Rostock. Math. Kolloq. 12, 111 - 112 (1980) 

Dieter Neßelmann 

Zur Charakterisierwig lokaler Ringe

Autorreferat der Dissertation 

_V sei eine algebraische Mannigfaltigkeit über einem algebraisch 
abgeschlossenen Körper k der Charakteristik o, Pein Punkt auf 
V und r:lv p der lokale Ring von p auf v. V sei lokal bei p re-

' . duziert,, in eine singularitätenfreie Mannigfaltigkeit einbett-

bar und von de:?:' Dimension d !:: 1 , 
In der Arbeit wird ein Verfahren beschrieben, wie man "v P tur 
d � 2 charakterisieren kann, Da die Struktur von P vollständig 
durch «,,P gegeben ist, ist dieses eine mögliche Klassifika­
tion singulärer Punkte auf "Flächen" in dem Sinn, daB man tur 
P,P• � V entscheiden kann, ob sie äquivalente Singularitäten 
sind oder nicht. ils numerischer Charakter eignet sich die 

Hilbert-Samuel-Pwlktion 14�1• Bs ist i4�1(n) = (�4) 

(n=1,2, ••• ) genau dann, wenn P einfach auf V ist. 
Ausgangspunkt ist die Charakterisierung 1-dimensionaler lokaler 
Ringe durch Nachbarpunktschemata von D. G, Northoott. Im h.11 
der algebroiden H;yperfläche :f'Uhrte o. Zariski den fundameatalea

Begriff der "Äquisingularität vom Dimensionstyp 1" ei11, der· aut 
beliebige algebraische Mannigfaltigk:eiten übertragen wird. Ist 
hierzu W lokal bei P eine 1rf8duzible Untermannigfaltigkeit V<II 

V der Kodililension codim V }V= 1, d. h, dim "f • d1m V - 1 1 und 
V in P "äquisingulär entlang IY'', dann hat P auf V dieselbe 
Struktur wie der (1-dimensionale) lokale Ring des allgeaeinen

Punktes VOD w auf V. Bs gilt 

Satz 11 Ist W c V und codim V W = 1, dann liegen alle Pwlkte
Q <V, tur die V nicht äquisingulär in Q entlang W ist, auf 
einer Untermannigfaltigkeit der Dimension 4 d-2. 

Diti Singularität P€ V wird tur d = 2 wie folgt oharall:terisiert1

Gibt es lokal bei P genau eine "Kurve" C, so daB P einfach auf 
C und V normal flach entlang C ist, oder genau zwei derariiip 
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Kurven C1 und Gg, die eich bei P transversal schneiden, dann 

wird 0 bzw. vOg als Zentrum für eine Aufblasung f: V —> V 

genommen. Das eigentliche Urbild f’^PjcV besteht aus endlich 

vielen Punkten Pjj, ..., P^. Andernfalls ist P das Zentrum der 

Aufblasung f und f~"*(P) eine Untermannigfaltigkeit von V der 

Dimension 1. Nach Satz 1 gibt es jedoch nur endlich viele Punk¬ 

te Q^ef-1<P), für die V' in nicht äquisingulär 

entlang f-1(P) ist. Danach wird genauso mit den Punkten P^ bzw. 

verfahren; nach endlich vielen Schritten treten nur noch 

einfache Punkte auf. Ordnet man P und jedem der so ausgewähl¬ 

ten Punkte vom Typ P^ bzw. in einer "Nachbarschaft" von P 

die Hilbert-Samuel-Punktion seines lokalen Binges zu, dann er¬ 

gibt sich ein Schema, das die Struktur von P bestimmt. Mit die¬ 

ser Charakterisierung 2-dimensionaler lokaler Ringe wird der 

Begriff "Äquisingularität vom Dimensionstyp 2" definiert. Bs 

gilt 

Satz 2: Sei dim Ti }, « der singuläre Ort von V und U (UcWcV) 

die Menge aller Punkte P£W, für die V in P nicht äquisingulär 

entlang W vom Dimensionstyp 1 ist, sofern codim у W = 1. Wenn 

codim у U = 2 ist, liegen die Punkte Q£U, für die V in Q nicht 

äqusingulär vom Dimensionstyp 2 entlang U ist, auf einer Unter¬ 

mannigfaltigkeit der Dimension - d-J. 
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Rostock. Math. Kolloq • .:!2, 113 - 114 ,1980) 

Uwe Hamann 

Hebbarkeit von Singularitäten und ein Dirichlet-Problem für 
elliptische Differentialgleichungen 

Autorreferat der Dissertation 

Es sei L ein elliptischer Differentialoperator der Ordnung 2m 

mit Koeffizienten aus c00 (Rn). Weiter sei 0 c: Rn ein Gebiet mit 
einem glatten ( n-1 )-dimensionalen Rand o n und K c Q eine 
kompakte Menge mit leerem Innern. Gesucht werden Funktionen mit 
Lu= O in .Q.\K. Es stellt eich die Frage, ob und in welcher 

Weise Dirichleteche Randbedingungen auf an noch durch zusätz­
liche Randbedingungen au1' K ergänzt werden können, um die Lös­
barkeit der entstehenden Randwertau1'gabe (RWA) in einem Rawa 
F(O) c D'(O.) zu sichern. RWA mit inneren Randpunkten sind in 
der Literatur mit Hilfe der Sobolev-Räume (d. h. F(Q) = �(Q)) 
in einiger Allgemeinheit untersucht worden. Die Randwertannahme 
erfolgt dort im Sinne der Einbettungssätze. Dagegen wird in der 
Dissertation die punktweise stetige Randwertannahme ins Auge 
gefaßt (d. h. F(O.) = Cr(O)). 11111 für diese RWA Aussagen zu ge­
winnen, wurden die folgenden drei Problemkreise untersucht: 

1. Glattheitseigenschaften von Potentialen,
2. Hebbarkeit von Singularitäten,
3. Verallgemeinerung des Begriffs der Hebbarkeit von Singulari-

täten.

Die Untersuchungen zu diesen Problemen sind auch unabhiDgig

von unserer RWA von Interesse und machen den Hauptteil der Dis­

sertation aus. �s folgen einige Bemerkungen zu den Resultaten.

Zu 1. Ist .15( x ,Y) die Fundamentallösung von L und }'E tt (K) ein

Maß, dann sei E2f'(x) = JD�(x,y)djc(y). d-cap(K) bezeichne_ die

Rieszscbe Kapazität, bl,q(K) die Beseel-Kapazität und H4(K)

das d-dimensionale Hausdorff-Maß von K. Dann gilt z. B.1 



d-cap(K) > 0 /и.&Ш(К) : Eä/U с c2m-n+d-lß| (НП) 

bl,q(K) > 0 £ %(E) : SßA C (R°) 

Hd+a(K) >0 £І(К) : iSßA £ Cam-rl+d~|ß| (R°). 

Zu 2. Ult Hilfe der Ergebnisse von 1. wird gezeigt, daß die Be¬ 

dingungen einiger aus der Literatur bekannter Sätze über hebba¬ 

re Singularitäten für alle elliptischen Operatoren auch notwen¬ 

dig sind. 

Zu 3. So sei P ein beliebiger linearer Differentialoperator mit 

Koeffizienten aus G°°(fl) und u eine Funktion aus einer vorge¬ 
gebenen Funktionenklasse mit Pu = 0 in Cl\K. Mit Hilfe einer 

Verallgemeinerung des Begriffs der Hebbarkeit von Singularitä¬ 

ten wird im Falle der Nichthebbarkeit der Singularität К das 

singuläre Verhalten der Distribution Pu auf К näher charakte¬ 

risiert. 

Unter Verwendung dieser Ergebnisse lassen sich einige Aspekte 

der obigen HWA klären; so kann man z. B. aüssagen: Hat К die 

Dimension d, dann können auf К nur Ableitungen bis zur Ordnung 

(2m-n+d-1) vorgegeben werden. Weiterhin wird es durch Ausnut¬ 

zung der erzielten Resultate möglich, für diese RWA Lösungsan- 

sfttze in der Gestalt von Greenschen Potentialen zu konstruie¬ 

ren. Wichtige Fragen bleiben allerdings offen, so daß die vor¬ 

liegenden Untersuchungen nur als erste Schritte zur Bearbeitung 

dieser RWA anzusehen sind. 
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Jipl!ltock. Math. Kolloq • .12, 115 - 116 (1980) 

Friedmar Stopp 

LqsUDg linearer Differential-Differenzen-GleichUDgen mit kon­
stanten Koeffizienten mittels OperatorenrechDUDg und AnwendUDg

Autorreferat der Dissertation 

Bei der mathematischen ModellierUDg physikalischer, teohnisoher

UDd ökonomischer Probleme treten gewöhnliche UDd partielle Dif­
ferentialgleichungen und Differential-Differenzen-GleichUDgen 
sowie Systeme solcher Gleichungen mit gegebenen Anfangswerten 
besonders häufig auf. Im Gegensatz zu den Differentialgleichwl­
gen beschränkt sich die Literatur über die Anwendw:lg der Opera­
torenrechDUDg auf Differential-Differenzen-Gleichungen bisher 
auf Beispiele und Sonderfälle. 
Folgende AbkürzUDgen werden benötigt, 
G = Integritätsbereich der für O :! t <.oo definierten und steck­
weise stetig differenzierbaren Fw:lktionen mit der üblichen 
Addition und dem .Duhamel-Integral als Multiplikation, 
Q = WJtusi�skischer Operatorenkörper, QU,otienteDkörper von G;· 
O = Menge der tür O !!i t < oo stetigen Punktionen. 
Filr eine BinzelgleichUDg der Form 

m n 

k k aij x(j)
(t-wi) =

_
f(t),, (1) 

O=Wo<W1<••·<Wm' tll!O, x(t) i!O tür t<O, gilt folgendes
Hauptergebnis I Filr a

0n 
� 0 ist die Gleiohwlg ( 1) tür beliebige

ADfan�swerte und jede Funktion f(t) �G eindeutig lösbar_ mit 
x<n-1)(t) E.GnO. Die Lösung läßt sich stets durch Reolmung in Q
finden UDd explizit (als unendliche Reihe) angeben, die Unste­

tigkeitsstellen von.x(n)
(t) lassen sich aufzählen. 

Filr den Entartungsfall a
0n 

= 0 werden folgende Aussagen getrof-

fen: 
- Die sich aus (1) ergebenden Bedingungen tür die AntaDgawerte

sind für die Lösbarkeit nicht hinreichend,
- für die homogene GleichUDg (1) lassen sich notwendige und

hinreichende Bedingungen für die Lösbarkeit 48a ADtangawert­
problems angeben, für f(t) e 000

, f(v)
(O) = O tür

v = o, 1, •••• ebenfalls,
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- hinreichende Sätze für andere Störfunktionen f(t) existieren. 

Der Fall, daß für x(t), x'(t), , x^D~1\t) Anfangswerte hei 

t«0 und außerdem Sprunghöhen bei t = vorgegeben sind und Lö¬ 

sungen gesucht werden, die bis zur n-ten Ableitung außerhalb 

der Werte t = stetig sind, läßt sich ebenfalls explizit be¬ 

handeln. 

Für Systeme mit gegebenen Anfangswerten der Form S m 

ll ^ x(t-w^) = f(t), x(0) = x^, (2) 

x(t) 5 0 für t<0, werden folgende Aussagen gemachti 4 

- Zs muß in normale Systeme (| ф 0), wenig entartete Systeme 
(|B@I * О, |В^| Ф 0 für wenigstens ein i) und stark entartete 
Systeme (|B^| = 0 für alle i) unterschieden werden, 

- im ersten Fall gilt ein zu a00 Ф 0 analoges Ergebnis, 
- im zweiten Fall ist jede Lösung x = (xk) aus % mit x^tGnO 

zugleich Lösung des Anfangswertproblems (2); es gibt lösbare 

und unlösbare Probleme; 

- im dritten Fall muß nicht jede Lösung x aus Q mit x^. £ G n 0 

zugleich Lösung von (2) sein, dies gibt Anlaß zur Einführung 

verallgemeinerter Lösungen. 

Als Anwendung werden mathematische Modelle in der Bodenrheolo¬ 

gie eingeführt und untersucht. Dieses Vorgehen hat ähnliche 

Vorteile wie der Einsatz der Operatorenrechnung bzw. der 

Laplaoe-Transformation in der Elektronik. 
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Bostock. Math. Kolloq. 1.2, 117 - 118 (1980) 

Magdalena Brinckmann 

• 

Ißsbarke-t.tsuntersuchungen von gewissen Klassen nichtlinearer 
Gleichungen 

.Autorreferat der,Dissertation 

Gegenstand der Untersuchungen sind nichtlineare Gleichungen. Es 
werden Aussagen über die Hammersteinsche Integralgleichung 

u(x) + f k(�,y)f(y,u(y))dy = O,
G 

(1) 

die in analoger Weise bezeichnete Hammersteinsche nichtlineare 
OperatorgleichUI'g 

u + KF(u) = 0 

und über die allgemeine nichtlineare Operatorgleiohung 

A(u) = 0 

gemacht. 

(2) 

Mit Hilfe der von F • .E. Browder und G. J. Minty entwickelten 

Theorie der monotonen Operatoren gelingt es unter sehr allge­
meinen Voraussetzungen, Existenz und tindeutigkeitssätze tUr 
die Ißsung solcher nichtlinearer Gleichungen zu beweisen, clie 

den mittels Variationsmethoden gewonnenen Aussagen gleichen, 

jedoch nicht die Existenz eines Potentials des nichtlinearen 

Operators voraussetzen. A�auend aut einem Satz von 'J!'. E. 

Browder und G. J. Y111ty beweist H • .Amann, daJ3 die HalllmersteiD­

ache Operatorgleichung (2) in einem Banachraum X, .der die tiD­
bettungseigenschaft besitzt, genau eine Ißsung hat, falls der 
liDeare Operator Ksx-rt winkelbeschränkt und der niohtliDeaN 
Operator l!' 1X*➔ X monoton und hemistetig ist. 
Neben Sätzen über die Winkelbeschränktb,eit VOD Bullilen bsw. Dif­
ferenzen von winltelbeschränkten OperatoND wird in der vorlie­
genden Arbeit bewiesen, da.8 die aus bestimmten JterDeD gebilde­

ten linearen Integraloperatoren winkelbesohräilkt sind.

Im Fall der nichtlinearen Operatorgleichung (}) im RU� 
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ist die Monotonievoraussetzung i. eilg. nicht erfüllt. Durch 

Übergang zu einer zu (3) äquivalenten Operatorgleichung 

(BA)u = 0 (3*) 

kann man Monotonie erreichen, wenn der nichtlineare Operator Л 
lipschitzstetig ist und wenn der lineare beschränkte Operator В 

einen inversen Operator besitzt. Unter den gleichen Vorausset¬ 

zungen ist der Operator T, der durch 

Tu := u - eBA(u) 

definiert wird, ein Kontraktionsoperator, und die eindeutig be¬ 

stimmte Lösung u* der Gleichung (3) 1st der Grenzwert des Ite¬ 
rationsprozesses 

— ®(u^), i — 0, 1, ... • 

Beispielsweise monotonisiert der Operator В den Operator A, 

wenn eine stetige, symmetrische und nach beiden Seiten be¬ 

schränkte Ableitung des Operators BA existiert. 

Im reellen Banachraum wird durch den stark monotonen und lip- 

schitzstetigen Operator А und durch den stark monotonen, be¬ 

schränkten und selbstadjung!erten Operator В mit 

uo = °I 

— м± ~ tBA(u^), i = 0| 1| «t« 

ein konvergentes Iterationsverfahren beschrieben, falls genau 

eine Lösung der nichtlinearen Operatorgleichung (3) existiert. 
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Rostock. Kath. Kolloq. 22, 119 - 120 (1980) 
Joachim Storm 
Ober VerhalteD voD eDdlicheD AutomateD iD determiDierteD 
Umgebungen 

Autorreferat der DissertatioD 

ID der Arbeit, die sich mit dem VerhalteD VOD eDdlicheD Autoaa­
ten und KollektiveD eDdlicher AutomateD iD determiDierteD 'O'llge­

bungeD beschäftigt, verstebeD wir unter eiDe■ Auto■ateD A eiDeD 
endlicheD iDitialeD Moor.e-AutomateD A = (X,Y,S,f,�,S,s0). Hie.r­
bei bezeichDet X das E1:agabealphabet, Y das Ausgabealphabet, 
s die Menge aller Zustände, Cf die Obe�gsfW1lct�o11, A. die 
AusgabefUDlttion, S eiDe nichtleere Teilmenge von S und e0 den 
IDitialzustand. Wir nenneD S die ausgezeichDete Zustandsmenge 
des Automaten. Als UmgebUDgen U werdeD eDdliche initiale lloore­
Automaten U = (Y,X,Z,'t',f',z

0
) betrachtet. 

Im ersten Teil der Arbeit wird die Wechselwirkwlg zwischen 
Automat UDd UmgebUDg untersucht. Wir nehlllen an, dsB Automat UDd 
Umgebung unendlich lange in Wechselwirkung steheD. D&DD DenDeD 

.wir eiDe UDendliohe Folge VOD Paar.eD ry, X 11 Y eiD Ver.halteD dea 
AutomateD A iD der. UmgebUDg 'U. Besitzt dieses VerhalteD eiDe 
Doch näher zu bestimmeDde .li1igensohaft t', so ssgeD wir, der 
Automat A zeigt '!-adaptives Verhalten (lcUrz 'r'-VerhalteD) iD der 
UmgebUDg u. Bezüglich der ausgezeichDeten Zustand.SlleDge eiDea 
AutomateD defiDier.eD wir drei Datür.liohe TypeD ada,ptiveD Ve.r­
haltensa 
1. iin Automat A zeigt in einer UmgebUDg U c1-verhalteD, ftJID

er im Ver.lauf der Wechselwirk:uDg mit der UmgebUDg wnigateDa
einmal iD eiDem Zustand s der ausgezeionneten ZustandslleDge
s war.

2. Ein Automat A zeigt 1D einer. UmgebUDg U o2-verhalte11, weDD
es einen ZeitpUDkt t

0 
� 0 derert gibt, dsB si� der Automat

A in jedem Moment t � t0 iD einem Zustand a, S befinde't.
3. Sei cf

0 
eine beliebige rationale Zahl aus (0,1]. l!'Ur

t €{0,1,2, ••• } gebe F'<A,1.D(t) an,":." oft sich der Automat A
währeDd der Zeit t in zustäDden s E. s b8fand. Dann beaitst 
der Automat A iD der Umg8bung U cf

0
-asymptotisohes Verhalten,

"o. �Ct) 
wenn lim � (A U)(t) = 0

0 
ist, wobei t(A U) = 'r •

t➔no • ' 119



Für einen Automaten А bezeichne ІХ^&і-в Menge aller der Umgebun¬ 
gen U, in denen А X-Verhalten besitzt, wobei X einen beliebigen 

der oben beschriebenen Typen adaptiven Verhaltens bezeichnet. 

Die Umgebungsmenge /^^charakterisiert die Adaptionsfähigkeit 

des Automaten А bez. des f-Verhaltens. Seien A^ und Ag Automa¬ 
ten und 1Я?, IXT deren entsprechende Umgebungsmengen. Dann sa- 

A1 A2 
gen wir, daß der Automat Ag adaptionsfähiger ("stärker") als 

der Automat A,, bez. des P-Verhaltens ist, wenn ІЗіТ £. IXT ist, 
' T A1 Ä2 

was wir mit A-j E Ag bezeichnen. 

Im ersten Teil der Arbeit wird der folgende Hauptsatz bewiesen. 

Hauptsatz: Seien A, A^ und Ag Automaten. Dann kann bez. des 

P-Verhaltens 

1) effektiv entschieden werden, ob der Automat А potentielles 

("-Verhalten besitzt, d. h., ob es eine Umgebung U gibt, in der 

er P-Verhalten zeigt; ___ 

2) die Umgebungsmenge 1%^ effektiv beschrieben werden; 
3) für die Automaten A^ und Ag effektiv entschieden werden, ob 

sie hinsichtlich der A -Relation vergleichbar sind. 

Im zweiten Teil der Arbeit werden die im ersten Teil erhaltenen 

Resultate auf den Fall des adaptiven Verhaltens eines Kollek¬ 

tivs endlicher Automaten in einer determinierten Umgebung ver¬ 

allgemeinert. 
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Hinweise für Autoren 

Manuskripte (in deutscher, ggf. auch in russischer oder engli­
scher Sprache) bitten wir an die Schriftleitung zu schicken. 
Die gesaate Arbeit ist linksbündig zu schreiben. Eine Ausnahme 
hiervon bilden hervorzuhebende Formeln und das Literaturver­
zeichnis. Der Kopf der Arbeit soll folgende Form haben1 Rostock. 
iiäth. Kolloq./ Leerzeile/ Vorn8llle Name/ Leerzeile/ Titel der 
Arbeit/ 1 Zeilenumschaltung/ Unterstreichung/ Leerzeile. Der 
Te:r:t der Arbeit ist eineinhalbzeilig (= 3 Zeilenumschaltungen) 
zu schreiben mit ma:rl.ia.1 6} Irischlagen je Zeile und maximal 37 
Zeilen je Seite. Zwischenüberschriften sind wie folgt einzuord­
nena 6 Zeilenumschiltungen/ Zwischenüberschrift/ Unterstrei­
chung (ohne Zeilenumschaltung)/ 5 Zeilenumschaltungen. Hervor­
hebungen sind durch Unterstreichen und Sperren möglich. Ankün­
digungen wie Satz, Definition, Bemerk�, Beweis u. ä. sind zu
unterstreichen und mit einem Doppelpun abzuschließen. vor und 
nach Sätzen, Definitionen u.ä. ist ein Zeilenabstand von 5 Um­
schaltungen zu lassen. Fu.ßnoten sind möglichst zu vermeiden. 
Sollte doch davon Gebrauch gemacht werden, so sind sie durch 
eine hochgestellte Ziffer im Terl zu kennzeichnen und innerhalb 
des oben angegebenen Satzspiegels unten auf der gleichen Seit� 
&Dzugeben. Formeln und Bezeichnungen sollen möglichst mit der 
Schreibmaschine zu schreiben sein. Hervorzuhebende Formeln sind 
drei Leerzeichen einzurücken und mit 6 Umschaltungen zum übri­
gen Te:r:t zu schreiben. Formelzähler sollen am rechten Ra.Dd ste­
hen. Der Platz für Abbildungen ist beim Schreiben auszusparen; 
die Abbildungen selbst sind 1D der dem ausgesparten Platz ent­
sprechenden Größe gesondert nach TGL-Vorschrift auf Transpa­
rentpapier beizufügen. Der zugehörige Begleitterl ist im Manu­
skript llitzuschreiben. Sein Abstand nach unten beträgt 5 Um­
schaltungen. Literaturzitate im Text sind durch laufende Num­
aarn iD Schrägstrichen (vgl. /8/, /9/ und /10/) zu kennzeich­
nen und am Schluß der Arbeit unter der Zwischenüberschrift Li­
teratur zusammenzustellen. 

-­

L!splele: 
/S/ Zarlslt11 o., and Samuel, P.: Commutative Algebra.

Pr1nceton 1958 
/9/ Steinitz, E.1 Algebraische Theorie der Körper. J. Reine 

..lngew. M.ath. 132, 167 - 309 (1920) 
/10/ Gnedenko, B. w.1 Ooir die Arbeiten von c. F. Ge.uß zur 

Wahrscheinlichkeitsrechnung. In: Reichard, H. (Ed.): 
c. F. Ge.uß, Gedenkband anläßlich des 100. Todestages.
S. 193 - 204, Leipzig 1967

Die .lllgaben sollen in Originalsprache erfolgen; bei k;yrilli­
achen Buchstaben soll die bibliothekarische Transkription 
(Duden) verwendet werden. 
u BIide der Arbeit stehen folgende A.Dgaben zum .Autor und zur
Arbeit: ein�e��en: Datum/ Leerzeile/ Anschrift des Verfassers:/
Titel Initiäiener Vornamen Name/ Inetltution/ Strüktureinheit/ 
Stre.Be HauSDWlllller/ Land Postleitzahl Ort. 
Der Autor wird gebeten, eine Korrektur des Durchschlags vom 
Offsetmanuskript zu lesen und dabei die mathematischen Symbole 
einzutragen. 
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