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_Roatoclc. llath. �olloq • .1§, .5 - 10 (1981) 

Bua-J>1et.l'ioh o. :r. <k'ouu 

.l t-(v ,lt,A) �•igD OJ1 v 81Jibola (aq the amd>era 1,2,•••••·) )las 
b diatiact bloclta ot lt cliatiact 81Jibola nth-enzo., 1ö-eliaeat 
aubaet ot l1,2, •••• �l -.ppea:,:,iag· iD uact� A bloaa. lt mid. 
oa]J 1t theN 111 a penutatioa ot th•- a,abola llbioh :baa _ 11he 
propert7 tbat rnr,r block B1 ot a t-(v,lt,A) c1d1gD »

1 
ill"aappe4

iato IIOU block B
;i 

ot a t-(v,lt,�) delligD D2, the 4Hipa D1 ucl 
»2 are called iaoaorph.1O. Th• problea ot 4etea1DatiOD � all
DODiaoaorphic delligDa with giveD (aall) p&reMtezoa u4 A • 1 
w.a atuclied b,- aaaeroua authora s ••• Do7•• ud. llDaa /1/. lloti­
ft.ted b,- practioal iDterefta BUoh.ud ller.rea46zofer /2/_utea­

ded th111 probl•• to dea1gaa with A � ? u4 aall v,�. ud.
0 

t. 
Senral pa.pel'II publla!led iD th1a joanaal ·eolftd 1da1a pn'blem 
tor aoae paraaeter-qoabiuatioae. ODe ot thll open FObl• with 
au.11 pare.aetere wu tbat with v • 10, lt_ • 4,; t • 2, � •· 2. 
ID thia pe,per w preaeat the tollOwiDg 

Thforeaa There are aaotly 3 uoDiaoao1'phio 2-(10,412) dffigDa. 
-preaeatativea of the 3 olu••• ot aoailloao$1o 2-(:1!>,4',R)
de•i&D• area1 

II., = [

111122311223344

] 2 2 3 4 3 4 4 5 8 5 7 5 6 6 .5 
3 7 6 .5 .5 6 7 6 9 6 9 7 8 7 8 

' 

4 8 9 0 0 9 8 7 0 8 0 9 0 0 9 

II „ 2 2 3 4 3 4 4 5 8 5 7 5 6 6 5 , [

111122311223}44

] 2 356 776569697878 
4 098890 70 8090 09 

1 •• al�• give th.e de11igD11 iD tema ot 4 ,r. 1.5 - •111'1cea, 
where the OO1\IIIDB are the block■ • .l8 QDOl 1D 'lle 6eaiglta 
we replaoe Ob,- 10.



'1 1 1 1 2 2 3 1 1 2 2 3 3 *4 

м= 22543 4* 458575665 

3 357667569697878 

408998070809009 

It can easily Ъѳ checked that a 2-(10,4,2) desgin consists of 

(b =) 15 blocks and every symbol occurs exactly (r =) 6 times. 

Proof of the Theorem: We construct all 2-(10,4,2) designs 

successively. For a particular block of a 2-(10,4,2) design И 

let в±, 0 U i 4, be the number of blocks that Intersect it in 

exactly i symbols. Then n^=1 and 

nQ + n1 + n2 + n? = 14, 

D1 + 2d2 + 3n3 = 20» 

n2 + 3nj = 6. 

These equations have an unique solution in integers: 

n0 =0,=1= 8> =2 =6,=)= 0. 

W.l.o.g. we may assume that 1234 is one of the blocks of U. 

Using A = 2 M has the structure 

1112 2 3 
234344 

a Ъ c d e f 

1 1 2 2 3 3 4 4 

In all empty cells the numbers 5,6,7,8,9,0 have to be placed. 

We distinguish two cases. 

- In every of the matrices A,B,C,D every symbol of 

|5,6,7,8,9,0} occurs exactly once. - Case 1. 

- There is a matrix, say A, containing an element, say 5, 

twice. - Case 2. , 4 
/5 8\ 

Case 1: W.l.o.g. A = (69. Bach of the matrices B,C,D 
V 0/ - „ 6 

contains (at least) one of the pairs (|), (?,), (?). Noting 

A> 2 and that the design, so far as constructed now, is inva¬ 

riant with respect to permutations 7^, T'g, where 7^ and "C, are 



permutations of [2,),4} “d [8,9,0}, respectively. Hence we may 

assume w.l.o.g. 

B ■ (l t) • 0 ■ 
Counting the frequency of every pair yields that 

1112 2 3 
234344 

a b c d e f 

has to contain the pairs (*), x e [1,2,3,4), уe[5,6,7,8,9,0}, 

exactly once and the pairs (^), (|), (g) twice. 

Thus, a = f, Ъ = e, and c=d, and we get 6 possible conti¬ 

nuations to construct a design. 

a b c d e f result 

5 6 7 7 6 5 
0 9 8 8 9 0 

5 7 6 6 7 5 
0 8 9 9 8 0 

6 5 7 7 5 6 
9 0 8 8 0 9 

6 7 5 5 7 6 
9 8 0 0 8 9 

7 5 6 6 5 7 
8 0 9 9 0 8 

7 6 5 5 6 7 
8 9 0 0 9 8 

isomorphic to by (34)(56)(90) 

isomorphic to M2 by (34)(56)(90) 

isomorphic to Mg by (23)(67)(89) 

How we show that ЬЦ, Mg, and M? are mutually nonisomorphio. 

For any element j and any design M^ let Mi(j) = 

[Xi M±, 3 X]. The Mi(i),s are 1-(9,),2) designs, 

obviously. Some of them are resolvable, i.e., M^(j) can be 

partitioned in two 1-(9,3,1) designs. 

/2 2 3 4 5 8\ 
g.g. il(i) = 376569 can be partitioned in the 

“ \4 8 9 0 7 0/ 
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1-(9,5,1) designs 

/2 5 8\ /2 5 4\ /1 3 1 2 5 4\ 
3 6 9 and I 7 6 5 ) , wbile Mj><5) = 2 4 6 6 7 8 ls not 
\4 7 оУ \8 9 0/ ^ \0 0 7 8 9 9/ 

partitionable. Obviously, for every design the оunbar of 
resolvable M^(j)'s is invariant with respect to applying of 
permutations. Bos, ve complete our proof giving the following 

tablet 

^__"l *2 M3 

Number of resolvable M^(j)'s 10 6 4 

Case 2* Since n^ ж 0, the remaining elements of A have to be 
different and we may assume w. 1. o. g. 

If X e {a,b,...,f,A,B,0,D} then denotes the number of 
elements i in the matrix x. Then 

dj + Sj + B5 ж 2, 

( % + t5 + 05 • 2, 

e^ + f^ + Dj ж 2, 

and 

d^ + e^ + fj V Bj ♦ C^ + * 4, 

W. 1. o. g. me may assume dj Ь «j i fj and obtain *5 * *5 ж 1» 

fg = 0, Bg = 0, Og ж Dg ж 1. 

Consider (a,b,o). from A it follows immediately that (a,b,o) 

sontains 6,7,8,9 once each and 0 twice. Since n^ ж 0, 

(|) or (g) cannot occur in (a,b,o) and we may assume 

w. 1. 0. g. (a,b,c) я (| I |). In analogy to Xg we get 

dp ж eQ = fQ * 0, Bq ж 2, 00 - Do - 1. Moreover, C and D 

contain the pair (q). 

8 



Thus, = 1 for i = 6,7,8,9 and in (d,e) there occur 8 and'9. 

If (d,e) = (g g) then the remaining empty triples in C and D 

are^7 J and ! 7 J , respectively. But now we have the pair 
(y) 3 times. Hence, (d,e) = (| |). Oben 

f8 + C8 = 1* 

f8 + D8 = 1 * 

f8 + C8 + D8 = 2> 

and consequently, f0 = 0, Cg = Dg = 1. Analogously, fg = 0, 

C9 = D9 = 1» Hence, f = (^). Then (^) does not occur in B. 

Since the pairs (|) and (g) exist in A, the matrices C and D 

contain the triples and 

Applying the permutation (34)(67)(89) in the second case we 

may assume that C contains 

111223 
234344 
6 8 9 5 5 6 

7 0 0 9 8 7 

1 1 

5 5 

6 7 

8 9 

7 
8 
9 

2 2 

6 7 

9 8 
0 0 

Then it follows uniquely 

3 314 4 

5 7 

6 8 

0 9 

5 6 

7 8 

0 9 

M is isomorphic to M2, e. g. by the permutation (1598742063), 

q. e. d.- 
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Rostock. Math. Kolloq. 1§, 11 - 30 (1981) 

Hans-Dietrich o. F. Gronau 

Coveriogs of the complete (di-)graph with D vertices by 
complete bipartite (di-)graphs with n vertices II 

1. Introductioo

This paper continues the investigations of part I /1/. More 
precisely, we complete here the proof of Theorem 5. First we 
repeat briefly some notations to malte this paper selfcontained. 
Let n be aD integer, n � 2. Let B�(V,W) deoote complete 
bipartite digraphs, where the set V of vertices has size n, 
w � V, aod the set of edges is W x (V - W). Let K�· denote the 

complete digraph with n vertices. A set m of B�(v,w)•s is 
called a critical coveriog of K;, if and only if 

G = (V, LJ W X (V \ W)) - the UDiOD talten OD all B*•s of rtf. -
is equal to Kzi and no proper subset m• of im has that 

l>roperty. 
Let g•(o) denote the maximum cardinality of a critical covering

*M of K
0

• 
We will oumber the vertices by 1, 2, ••• , D Blld the digraphs
of 3fl by 1 1 2, • •• 
Io /1/, Theorem 5, the author stated the 
Theorem: 

if 2 6 n 6 6, 

if n � 7. 

There was showo g�(o) � h(n) by ao example of a critical eo� 
vering. Moreover, we introduced the coocept of essential edges. 
Let m = lB; (v,w1), ••• , B� (V,Wt)} be a maximal critical

coveriog of K:. 

1 LxJ deootes the greatest integer not exceeding x. 

11 



We call a (directed) edge of a digraph B* £. Ш essential, if 

and only if this edge occurs only in this B*. 

Let T1 be the set of essential edges of the digraph B* (V.W^), 

i — 1, 2, «о, t, 

Since Ш is critical, the sets Ti are nonempty and, obviously, 

the T^'s are mutually disjoint. If E(T^,...,Tt) is any system 

of representatives, there are 2 possible cases: 

Case 1: There is no pair x,y e V with (x,y) e К and (y,x) a R. 
Case 2t There is a pair x,y e V with (x,y) £ R and (y,x) e R. 
If R belongs to the first case, then t = h(n) or there is 

another system of representatives R' belobging to case 2. 

This was proven in /1/. 

This paper is reserved for the proof in case 2. 

In section 2 we will give an equivalent description of our 

problems by means of matrices and 'some useful notations. In 

order to prove the Theorem we need some lemmata which will be 

given in sections 3, 4, 5, and 6. Finally in section 7 we prove 

the Theorem. 

$ 
2. The matrix concept 

To every covering Ш= (b*(V,W1), ..., B*(V,Wt)} we associate 

uniquely so n X t - matrix M = (a^) defined by 

H if 

aij = I 
о if i e Wj. 

If а^д = 0 and a%j = 1, 1 a i,k £ n, i / k, 1 a j 4 t, we say, 

the j-th column of U contains the гор - 0,1-pair - (i,k). 
At all there are n(n-1) distinct zops. Vtl is a covering of K* 
if and only if 11 contains all these zops. Analogously, a гор 

is called essential, iff it belongs only to one of the columns 

of M. Thus, iff Ж is a critical covering, every column of M 

contains at least one essential гор. 

12 



A matrix M which is associated with a critical covering is 

called cc-matrix, i. e., M contains all possible zops and every 

column contains (at least) one essential zop. According to 

case 2, we may assume w. 1. o. g., M contains the essential 

zops (1,2) and (2,1) and U has the structure: 

where N has the form N = (ІА,IІЦ). Let the matrix (ILjlMglMj) 

be a cc-matrix with n - 2 rows. Such a submatrix exists 

certainly. Ng and Nj guarantee that M contains all zops (i,j) 

and (o,i), i & {1,2} and j e. {3,4,...,n}. Every column of 

000...0 111...1 ' 

000...0 111...1 

contains at least one of these zops as an essential zop which 

does not appear in other columns of M and, consequently, in 

000...0 

000...0 

111...1 

111...1 

E. g., if 

'0OO...O 

000...0 

2 
contains the essential zop (1,1), ) - i - n, the i-th row of 

Mg consists only of O'S. 

2 The numbering of rows of submatrices are the same as in M, 

i. e., the numbers of rows of Ng are 3» •••* n* 
13 



3. and Ц 

Let Mg denote the set of numbers of those rows of Mg which 

consist *of 0's only. Analogously, let Mj denote the set of 

numbers of those rows of which consist of 1's only. 

Obviously, there are not two distinct columns in 

000...0 

000...0 

such that one has the essential zop (1,1) and the other has the 

essential zop (2,i) for some i. Hence'it follows 

Т.Я1ШПЯ 1 : 

(i) I Mg I & |Hgl,5 

(li) iMjI & |H3I. 

Lemma 2: Let Mg 0 j6 and X 0. Then 

(i) 1 Mg n MjI ä 2, 

(il) I Mg n M^| = 2 implies | ЬЦ | = 2, 

(ill) |M° П Mj| = 1 and |M^4Mj| i 1 and 

|Hj \ M°| äs 1 imply II = 2, 

(iv) I Mg \ MjI or IMj \ Mg I ä 1 

implies |M1I ä 1. 

5 |MjJ and |H^| denote the numbers of columns of and N^, 

respectively. 

14 



Proof: (i) Consider the rows Mg n of (M^lMglM^). These rows 

form a matrix P. The columns of P, excepted those, deduced 

from , consist only of 0's or only of 1's. Hence, the first 

two columns of P form a cc-matrix. It can be checked easily 

that P consists of at most 2 rows. 

(ii) We note that |M^|£ 2 and that the only cc-matrix with 2 

rows and at most 2 columns are (q®) and (®q). 

(iii) Let i £ Mg n Mj, j a Mg V Mj, and h 6 M^ \ M°. Then 

i ^ j ^ h ^ i and (MglMj) does not contain the zops (i,j) and 

(h,i). Since (M^lMglMj) is a cc-matrix, M^ contains these both 

zops. A column cannot contain the zops (1,3) and (h,i), i. e. 

I MgI = 2. 

(iv) W. 1. o. g. we may assume |Mg \ M^ | ä 1. Let U \ Mj 

and 3 & Mj. (Mj is nonempty by the assumption.) Then i / 3 and 

(Mg|M^) does not contain the zop (3,i). This zop must lie in 

Hj, i. e., Iltjl i 1, q.e. d. 

4. M's with great Ng's 

Lemma 5: If |Ng|= n-2, then |M|^ 2n-2. 

Proof: By Lemma 1 and |M®) £ n-2 it follows I Mg I = n-2 and 

Mg = 0. Furthermore, every column of 

000...0 
000...0 

contains at least one essential zop (1,3) with 1 t (1,2) and 

3 e {3,4,...,n}. A column contains both or none of the sops 

(1,1) and (2,i). Hence, the zops (1,1) and (2,1) cannot be 

13 



essential in different columns. Every column contains (at least) 

one essential sop (i,j), ip£ ¢1,2) , j e {3,4,...,n}, where 

different j’в are associated to different columns. 

How | H2I= n-2 implies that *2 is (suitable ordered) the 

identity matrix. In 

000...0 
000...0 

there do not appear at most the following zopss (i,j), 

i 4 {3,4,...,n), i £ {1,2}. Every column of 

111...1' 
111...1 

containing the sop (i,1) contains the zop (2,1) too and 

conversely, for any 1 e {3,4,...,n}. Since every column 

contains as essential sop, it follows 

|(M3IH3)| * n-2 

and 

|H| = |*1 + I*21 +|*2I + |1I3I + 1*31 £ 2n-2, 

q. e. d. 

Lemma 4» If |*2| = n-3, then | M| й 2n-2. 

Proof: By Lemma 1 we obtain lllgläs n-3. We distinguish two 

cases. 

1. |Ж^|ж n-2, i. e. llg s 0. We assume that the n-th row of N2 

contains exactly d O's. Then 

M' 

000...0 

.909,,,9 

*o 

16 



bas w. 1. о. g. the following structure 

M' does not contain at most the following zopsj 

a) d = d - 3s (i,D) with i e {3,4,...,n-1) and 

(1,1), (1,2) with i € 13,4,...,n). 

b) d = n — 4: (n-1,n), (n,n-1) and 

(1,1), (1,2) with i e 13,4,...,0). 

c) d £ о - 5: (D,i) with i e {d+3, d+4,...,o-1) and 

(1,1), (1,2) with i с {3,4,...,0). 

Every column of 

111...1 

111...1 

мз5 
containing the zop (1,1) contains (i,2) certainly. We 
discuss the cases separately. 

a) Every column containing the zop (i,n) contains also the 
горе (1,1) and (1,2). Hence KMjlNj)! £ n-2 and |M|< 2n-3. 

V/ 



b) Every column containing the zop (n-1,n) contains also the 

zop(n-1,1) (and (n-1,2)), while every column containing the 

zop (n,n-1) contains the zop (n,1) (and (n,2)). Thus we 

obtain |(Vj|Nj)| £ n-2 and consequently |M| £ 2n-3. 

c) Let s^, s2, ..., Sp be exactly those columns of 

111...1 ' 

111...1 

which contain at least one essential zop (n,i) with 

1 € (d+3, d+4,. . . ,n-l} . We are going to show that 

S a (s^, e2,•••,Bp) contains at least p mutually different 

zops (1,1), i £ {d+3, d+4,...,n-1}. Then we have 

I (UjlNj)| * n-2 and |M| + 2n-3. 

c1) p = 0. Then nothing is to prove. 

c2) p = 1. s^j contains an essential zop (n,i) with 

i e {d+3, d+4,...,n-l}. This column contains also the zop 

(d.1). 
сЗ) P&2. Suppose that s^ contains the essential zop (n,ij) 

with ij e I d+3, d+4,...,п-1}, ij ^ ij, for о t j' and 

did* — 1, 2, ..., p. 

Since these zops are essential in M, S has the following 

structure s 

The n-th row of S consists of O's only. The ij-th row, 

d = 1, 2, ..., p, of S has exactly in the j-th column a 1 

and O's in all other columns. Since the first (and second) 

row of S consists of 1's only, S contains all p zops (1^,1) 

with j s 1, i, ..., p. 

2. |Mg| ж n-3. Then M2 contains at most one row which consists 

of O's only. Since no column appears twice in M and M does not 

contain a column consisting of O's only, M2 has exactly one 

ооішш, and we may assume w. 1. o. g. that M' has the following 

structure 

10 



14' does not contain at most the following zops: 

(n,i) with i e (d+3, d+4,...,n-1} and (i,1), (1,2) with 

i £ (3,4,...,n}. 

Also in this case at most those zops do not appear in 11' 

do not appear in M' in the first case, and we get analogously 

l(Mj|Nj)| £ n-2 and by |M2I = 1 finally |M| £ 2n-2, 

Ф» e# d* 

5. A lemma 

Lemma 5> Let M be a cc-matrlx with n rows. Let 11' be a matrix 

which is obtained from M by omitting some columns. If 11' has 

exactly n-1 rows consisting of 0's only, then 

|M'| £ 
1 if 1 = 1, 

g*(l) if 1 i 2. 

Proof: We prove the lemma by induction on 1. 

1.1=1. Since M contains mutually different columns only 

(and consequently M' too) and no column consisting of 0's only, 

M1 can consist of only one column. This column contains 

exactly one 1. 

19 



2. 1 Ь 2. Every column of U (and consequently M' too) contains 
at least one essential zop (with respect to M). 

a) Let each column of M' contain an essential zop (l,j) with 

1, j € $.n-l+1, n-1+2,... ,n}. CW. 1, o. g. we may assume that the 

rows 1,2,...,n-l of M* consist of O's only.) Let M" denote the 

matrix which is obtained from 14' by omitting the rows 

1,2, ...,o -1. Analogously let U"' denote the matrix which 

is obtained from M by omitting the rows 1, 2, ..., n - 1. 

Certainly, M" is a submatrix of M’" . M"' is a matrix which 

contains all possible zops (on the set j.n-1+1, n-1+2,...,n), of 

course). Hence H" contains a cc-matrix as a submatrix (getting 

by omitting of columns, no rows). Since every column of M" 

contains an essential zop with respect to M,n , all columns of 

U" are contained in the cc-matrix which is a submatrix of M'" . 

Thus 

|k'| = |M"| S g*(l). 

b) There is a column of Ы' having an essential zop (i,j) with 

i 6 [1,2,...,n-l} and $ € $n-l+1, n-1+2,...,n}. (W. 1. o. g. we 

assume also in this case that the first n - 1 rows consist of 

O's only.) W. 1. o. g. let j=n-l+1. Then the (n-l+1)-th 

row of 11' consists of exactly one 1 which is w. 1. o. g. in 

the first column of 15'. We omit the first column of M' and 

obtain a matrix II"" having at least n - 1 + 1 rows consisting 

of O's only. By the hypothesis it follows 

if 1=2, 

if 1 h 3. 

note g*(l-1) + 1 £ g*(l), 

1 rows and IS'I = g*(l-1), 

I M* I = 1 + I M"" I 6 1 + 

g*(l-1) 

g (2) ж 2 can be verified easily. We 

since, if S' is a cc-matrix with 1 - 

the matrix 

8" 

000...0 

20 



is a co-matrix with. 1 rows and consequently / 8" | rf g*(l). 

Hence, |M'| - g*(l) is proven for lb 2, 

q. e. 4, 

6. A lemma on hfn) 

The function h(n) is defined for n i 2 in the Theorem. 

Additionally we set h(1) = 1. 

Lemma 6: Let a and b be integers with a A b h 2. Then 

h(a+1) + h(b-1) & h(a) + h(b). 

Proof; We distinguish 4 cases. 

1. a A b A 8. Then, using й Й 

h(a+1) + h(b-1) — h(a) — h(b) 

2. a & 7 ä b b ). Then 

h(a+1) + h(b-1) - h(a) - h(b) 

3. 6 h a =s b S 3* Then 

h(a+1) + h(b-1) - h(a) - h(b) 

— 2(a+1)-2 + 2(b-1)-2 — ( 2a—2) — (2b—2) = 0. 

4. a b b = 2. 

h(a+1) + h(b-1) - h(a) - h(b) = h(a+1) - h(a) - 1 fc 0, 

obviously, 
q. e. d. 
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7. Proof of the Theorem 

W. 1. o. g. we may assume |H2| - |N)|. 

The cases with d £ 8 will be discussed separately. For all 

other d we prove the Theorem by induction on n. 

1. n = 2. g*(2) = 2 as noted at the end of section 5. 

2. n = 3. Since (M2IN2) and (UjINj) consist of at most one 

column, respectively, by arguments which we used above, it 

follows IIII £ 4 (i. e., g*(3) = 4). 

3. n = 4. If |K2l = 2 or 1, then by Lemma 3 or 4, respectively, 

IM| £ 2 • 4 - 2 = 6. If IH2I = 0, then |Nj| = 0 and by 

I(MglM^)! £ g*(2) = 2 it follows |M| £ 4. 

4. n = 5» |N2I - 2 Implies |M| £ 2n - 2 accordingly to Lemma 3 

and 4. If |H2I £ 1, then |Nj| £ 1 and 

|M|= 2 + KMglM^I + |H2| + |N3| £ g*(3) + 4 = 8. 

5. n = 6. |H2I äs 3 implies |M| £ 2n - 2 accordingly to Lemma 3 

and 4. Now let |N2I £ 2. We distinguish 3 cases. 

a) |H2I = IRj| = 2. Then |M^| & 2 and |M^| * 2, i. e., M2 has 

at most 2 rows which do not consist of 0's only. By Lemma 5 we 
obtain lMgl £ g*(2) = 2. Analogously, |Mj| £ 2 and 

consequently |M| £ 10. 

b) |H2I = 2, INjI = 1. Then |M2I ä 2 and |Mj| £ 1 by Lemma 1 

and furthermore 1АЦ | i 1 by Lemma 2. Hence 

|M| .2+ |(M2|M5)| + 3 £ 5 + g*(4) - I МЦI £ 10. 

c) |H2I + |N3I £ 2. Then 

|M| - 2 + KMglM^I + |N,[ + |N?| £ 4 + g*(4) = 10. 

6. n ж 7. INgl h 4 implies |M| £ 2n - 2 accordingly to Lemma 3 

and 4. We distinguish the following 6 cases. 
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a) |Ngl = |NjI = 3» Then I Mg I =s 3, |M^| £ 3 by Lemma 1 and 

|M2I £ g*(2) = 2 by Lemma 5- In analogy it bolds |Mj| £ 2. 

Thus, |M| = 2 + I Mg I + |M3| + |N2| + |N3I £ 12. 

b) |Ng| = 3, /Njl = 2. Then |Mg| £ 3 and jM^I i 2 by Lemma 1 

and |Mg| £ g*(2) = 2 as well as | Mj| £ g*(3) = 4 by Lemma 5. 

Accordingly to the last case |M| £ 13 follows immediately. We 

will show that 111 = 13 is impossible. Assume the contrary, 

i. e., there is a cc-matrix with 7 rows and 13 columns. Then in 

all inequalities above equality must hold, i. e., 

|H2I = / Mg I = 3, |N3I = IM31 = 2, and |Hg| = 2, / | = 4. 

W. 1. o. g. let Mj = {3.4}. Every column of contains at 

least cue essential zop (i,j) with 1, j c {3,4,...,?}, i f j. 

If a column has only essential zops (i,j) with i t {5,6,7} and 

3 £ {3,4}, I Mj| £ 1 + g*(2) = 3 follows by Lemma 5, 

contradicting our assumption. 

Hence every column of M^ has an essential zop (with respect 

to M), where denotes the matrix consisting of the last three 

rows of Mj. Analogously let M*" denote the matrix consisting of 

the last three rows of M. Since M* is a matrix containing all 

possible zops, it contains a cc-matrix as submatrix with 3 

rows. Let ® denote this cc-matrix. M* is a submatrix of H, 

since M3 has an essential zop in each column. By 

4 = |M3l = |M*| £ |M| £ g*(3) = 4 it follows that M* is a 

cc-matrix with 3 rows. The only cc-matrix with 3 rows and 4 

columns is (applying suitable permutations of rows and 

columns): 

/0101 
1001 

(0110 

Consequently (MjlNj) has the structure 

1111 
1111 
0101 
1001 
0110 



Consider all zops (i,3) with i,j e {3,4,...,7], 1 Ф j. The only 
ones which could not appear in (MjINg) are (3,5), (3,6), (3,7), 

(4,5), (4,6), and (4,7). 

Since 'the columns and Sg of M2 have essential zops (i,j) 

with 1, j £ [3,4,...,7), i / j, these ones must occur in the 6 
cases given above. 

M) (3,i) e s1t (4,1) e s2 with 1 £ {5,6,7). 

W. 1. 0. g. let 1=5. Noting that the zops (3,1) and (4,1) are 

essential we obtain Mg = 

01 

10 
11 which contradicts |m|( = 3. 

b2) (1^,3^) C , (lg,jg) 4 Sg with l^,ig£ [3,4), 

3^,32 4 [5,6,7} and w. 1. 0. g. ;j„( < jg. |M^| = 3 and the fact 

that (1^,3^) and (ig,Jg) are essential zops imply 

“2 = 

and 

"2 = 

00 

00 

10 
01 
00 

00 

00 
00 
10 
01 

Mg 

00 

00 
10 

00 

01 

if 
3l = 5 

jg — 7 

if 

= 6 

32 * 7 

Since Mg contains the essential zops (5,6), (5,7), (6,5), and 
O',5), 00 one of these zops can occur in Mg, i.e., no one of the 
3 matrices described above is possible. Hence, also in this 
case (M| 5 12 is proven. 

а) І*2І = 5, ІЯ3І < 1, ?or convenience, in this case and only 

ІЯ this case, we assume that the numbers of columns of 



Mg and Ng are exchanged 1. e., К2 ѣав the numbers of columns 

5,4, and 5. Furthermore, we may assume that Ng 

wing structure: 
100 

010 

001 

has the folio- 

bet 1 t [6,7}. bet d^ denote the set of numbers of columns 

(with respect to Hi) which contain a "0" in the i-th row of Ng.. 

Then 0 £ |djj i 3 and d^ G [3.4,5}. Jävery column of (MglMj) 

contains at least one essential zop (l,j) with i, j e. [3.4,... ,7} 

and i^j. 

Altogether there are exactly 5 • 4 = 20 different zops (i,j) 

with i, j e [5,4,...,7} and i/j. 

Now we determine the number a(dg,dy) of different zops which 

are not contained in Ng. These ones cannot be essential zops 

of other columns. Thus, 

|(Mg|M3)| - 20 - a(dg,dy). (1) 

Ng contains 

1. all 6 zops (i,j) with i, j £ [3,4,5}, ii t d, 

2. the zops (6,v) with v £ dg and (7,v) with v £ dy, 

3. the zops (5,6), (4,6), (5,6) if |d6l ¢1, 
(v.,,6), (Vg,6) with v1,Tg £ dg if |dg| = 2 and 

(3,7), (4,7), (5,7) if I dr, I * 1, 

(v1,7), (vg,7) with v1,Vg £ dr, if Idyl = 2. 

4. at least the zop (6,7) or (7,6) if |dg| / |dy|. 

Obviously, all these zops are mutually different. 

W. 1. d. g. let Idgl £■ |<Ц.|. For all possible combinations 

of |dg| and |dy| we give a lower bound for a(dg,dy) and 

using (1) an upper bound for |(Ug|U3)|. 

4 In this way the numbers of columns are constant; | Mg | is 

not fixed. 
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furthermore there are listed the numbers of zops which the 

sets 1.-4. contribute in each case. 

I dg I Idyl 1. 2. 3. 4. a(dg,dy) ä 

0 0 6 0 6 0 12 
0 1 6 16 1 14 

0 2 6 2 5 1 14 

0 3 6 3 5 1 13 

1 1 6 2 6 0 14 

1 2 6 3 5 1 15 

1 3 6 4 3 1 14 

2 2 6 4 4 0 14 

2 3 6 3 2 1 14 

3 3 6 6 0 0 12 

|См2|м3) I E 

8 
6 

6 

7 

6 

5 

6 

6 
6 

8 

for (Idel.l^l) * (0,0), (0,5), (3,3) we obtain 

|M| X 2 + |(«2ІМ3)| + |H2| + JUjI E 12, 

which proves our statement, 

lew we consider the 3 remaining cases. 

o1) Idgl ш |dy| X 0. Every column of (M2|Mj) contains at least 

one essential zop of {(6,3), (7,3), (6,4), (7,4), (6,5), (7,5), 

(6,7), (7,6)}. Hence, |(M2|M3)| Z 8. If KMglUj)) * 6, the 

statement follows immediately. Let | (MglM^I ä 7. Then at most 

one of the eight zops given above can be missed. 

W. 1. o. g. we may assume that at most the zop (7,5) or (7,6) 

does net occur in (H2|ll3). Either there is no column in 
(M2m3) which contains (6,3) as well as (7,3) and Do column 

In (MjlMj) which contains (6,4) as well as (7,4), or there 
are two (net necessarily different) columns s^ and s2 in 
(Mgl#;) with (6,3), (7,3) < s1 and (6,4), (7,4) a s2. In the 

first ease the column containing (6,3) contains (6,7) and the 
aelama containing (7,3) contains (7,6).. In the second case the 
eelmms e^ contain at least 2 of the 8 zops given above. Hence, 
(CfglMß)! e 6. Thus, in both cases it follows |)1| E 12 . 



c2) |dg| =0, |dy| =3. Every column of (MgJM^) contain* at 

least one essential zop of {(6,3), (6,4), (6,5), (3,7), (4,7), 
(5,7), (6,7)}. If (6,7) does not occur in a column of (Ы21Ы^), 
|(M2|Uj)| £ 6 implies the desired result. If (6,7) is contained 
in a column of (MglM^), this column contains (6,3) or (3,7), 
i. e., I(M2IM3)I £ 6 and |M| £ 12. 

сЗ) I dg| = |dy| = 3. Every column of (Mg|M^) contains at least 

one essential zop of {(3,6), (3,7), (4,6), (4,7), (5,6), (5,7), 
(6,7), (7,6)}. In analogy to the case |dg| = |dy| = 0 we. 
obtain IMI £ 12. 

d) |N2I = 2, INj| = 2. Then |M^| i 2 and |M^| h 2 and it 

follows |Mg| £ 4 and |Mj| £ 4 by Lemma 5. Then 

|M| = 2 + |M2| + |M?l + 4 £ 14. 

If [M2| + |И5І £ 6, then IIII £ 12. In all what follows let 
|M2| + |M^| - 7, i. e., we may assume |Mj| = 4. Furthermore we 
may assume that (Mj|Nj) has the same structure as in case 6.b), 

P. 23 
1111 

010' 

1001 
0110 

Since M* has the essential zops (5,6), (6,5), (5,7), and (7,5), 

f°] ЛЧ all columns of U not belonging to Mj are ^0 J or ^1 J . 

In (MjIHj) at most the following zops do not occur: 

(3,5), (3,6), (3,7), (4,5), (4,6), and (4,7). Every column of 
M2 hen at least one of these zops as an essential zop, conse¬ 
quently. Using the remarks above, it follows immediately that 
every column containing (3,5) also contains (3,6) and (3,7), 
etc. The same argument is true concerning the zops (4,i). 
Hence, IM21 £ 2, which contradicts J MgJ + |M^| fc 7. 

Thus, also in this case |M| £ 12 is proven. 
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‘3 •A I "21 - ' I "31 I 

|$Ц| i 1 by Lemma 2. Finally, 

|M| =2+ KMglK;)! OO + g*(5) - ИЦІ ^ 12. 

?) |H2I + IHjI 6 2. Then it follows immediately 

jM| - 2 + KJLjIMj)! + |H2| + |B3| Ht g*(5) = 12. 

7. n = 8. If |B2| к 5, then 

IM] й 2 • 8 - 2 a 14 < 16 
by Lemma ) and Lemma 4. 
We distinguish the following cases now. 

a) |H2| =4,3« tHjI * 4. Then |n!j | к 4 and | | к 3. 

It follows |iy * g*(2) = 2 and | М31 « g*(3) = 4 by Lemma 5. 
Hence, |M| * 2 4 |Mg| + IMjI + |«2I + INjI « 16. 

b) |Hg| = 4, |Hj| * 2. In analogy to the proceeding case we 
get |Mj| 6 g*(4) m 6 and 
|MI = 2 + IMgl + ІМ3І 4 |*2| 4 |H3I « 16. 

e) |H2| о 4, |K^| = 1. Then |м|| к 2 and |M^| к 1. Hence, 

|вці к 1 by Lemma 2. Thus, 
mi = 2 4 iiy 4 m3i 4 m2i + m3i «74 g+ce) - |it,i «16. 

d) |Н2| ш 3, |H3J a 3. In analogy to case 7. a) we have 

|M| * 2 4 2 ' g*(3) 4 2 • 3 = 16. 

e) |*2| = 3. |*j| - 2. Then |1Ц| к 1 by Lemma 2 and 

furthermore |M| «24 g*(6) - |ІЦ| 4342« 16. 

f) |H2I 4 |B3I * 4. It follows immediately 

mi - 2 4 loyHj)! 4 |H2| 4 m3l < 6 + g»<6) * 16. 

6. Op to here g*(n) = h(n) is proven for n « 8. Now we comple¬ 
te the proof by induction. It is sufficient to make the 
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induction step for о S 9. Let n&9. Then for every oc-aatrix M 
with n rows: 

|M| = 2 + |(M2IM3)| + |H2| + |H?l 

£ 2 + g*(n-2) + |H2I + |H3I - ЦЦІ 
(2) 

Using 

№41 , (M) 
cient to prove 

(2), and g*(n-2) = h(n-2) it is seffi- 

|N2I + |N3I - 1*4,1 - n - 3» (3) 

By |N2| £ |M°|, |H3| £ |ЦІ|, |м|л Mjl £ 2, and |M° и M^| £ n-2 

we obtain |N2| + |N3| in. 

W. 1. o. g. let |n2| ä |N3| . 

We distinguish 4 cases. 

a) |N2I + [Njl £ n - 3. Then (3) follows immediately. • 

b) |H2I + |B3I = n - 2. If |N2I = n - 2, then |M| £ 2n - 2 <h(n) 

by Lemma 3. If |N2l<n - 2, then iNjl - 1 and |ll,| & 1 

by Lemma 2 and consequently (3). 

c) |N2I + |N3I = n -1. If |M2| = n -2, then |M| £ 2n-2 <h(n) 

by Lemma 3. If |B2|c n - 2, then IHjI & 2 and either 

IM2 n llj I = 2 or J M2 n M31 = 1. In the last case we have 

additionally I M° \ 11^ | h 1 and | \ | & 1. In both oases it 

follows IІЦI = 2 by Lemma 2. Hence, (3) is true. 

d) |M2| + |N3I = n. If |N2| = n - 2, then |H| £ 2n - 2 < h(n) 

by Lemma 3* 
Let [H2| £ n - 3. Then also |»3| £ n - 3« Since 

n = |M2I + |N3I £ |M2I + |m3i 

= |m| U M3| + |м| л M^l £ n - 2 + 2 = n 
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we grt I Mg I а II and I HjI к |u^|. By the induction 

aaswmption and Leaaa 5 we obtain 

iMgl f h(a-2-|H2|) and 1*^1 d h(n-2-|N,|). 

»»ally, 

ІЩ Ш 2 + I Mg I + |M3I + |Hg| + |N3| 

d 2 + h(n-2-|Hg|) + h(p-2-|HjI) + n, 

Ху B-3 h iMgl fc |H3| and 1 d n-2-|Ng| d n - 2 it 

follows by repeated application ((n-2-|Ng| -1)-times) of Lemma 6 
!to (*)x 

I Ml <2 + h(1) + h(n-5) + n = |f-° j tt + 3- [tj-J = &(o), 

q. e. d. 
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Dominatioc cwaber for almoat every graph 

Abstract, Best possible bounds for the icdependence D'IUlber ud 
the domination number for almost every graph are establlshed. 
The possible cardinal1ties of independent dominating sets 
(maximal independent sets, are determined. 

1. Ictroduction acd
0

terminology 

We consider finite graphs with neither loops nor multiple 
edges. The set of vertices and edges of a graph G·are denoted 
by V and E, respectively. 
A set M = V 1s called a dominating set if each vertex ot V-II 18 
adjacent to some vertex of M. The do!,ination number f(G). is the 
smallest cardinality of a dominating set of G. A set K 18 
called independent if no two verticee of Mare adjacent. '.l!he 
largest .number of vertices in &D iodependent set ot G ta oalled 
the independence number �(G). The independent domination nllllbg 
i(G) is t:be smallest number of vertices in &D independent cloai­
Dating (or maximal independent) set of G.1 

Let fn be the set consisting of a11· �, k = (�), grapha with D 

fixed and · labe led vertices. We assume that each gra;ph G,, E. f JI 
. (�) occurs with ·the same probability P.(Gn) = 1/2 • This aeana -

cocsider the discrete pröbability space defined over .. � 
containing all racdom graphs, in wbich each edge occurs with 
probability 1/2 independently of the presence or absence ot __, 
other edges. The parameters 'f, B and i are random TU'iül„ 
defined on lin• ODe says that a certain stateaent hol4e tor 

1 A motivation for investigationa of graph-theoretio �---­
concernicg domination and independence one c&D tind.-U MJll1' 
papers, for example ic /2/. 
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almost every graph if as n —»oo the probability of the set of 

graphs, for which the assertion fails, tends to 0. Similarly 

we will say that a statement holds for almost every G if this 
Di 

limit condition is fulfilled for the subsequence <n2 <.a^<... 

of natural numbers as i -* oo .2 

2. Preliminaries 

We use Landau's notation 0(f(n)) for a term that, when diveded 

by f(n), remains bounded as n-*• oo . Similarly o(f(n)) denotes a 

term that, when diveded by f(n), tends to 0 as n -mb . We write 

f(n)X g(n) if f(n) = 0(g(n)) and g(n) = 0(f(n)), f(n) ~ g(n) 

if the quotient f(n)/g(n) tends to 1 as n-»oo. 

We write c, c', c", ... for positive absolute constants. Diffe¬ 

rent occurances of c may denote different constants. Рог any 

real X, [%] and ]x[ denote the greatest integer not greater 
than X and the least integer not less than x, respectively. Per 

Integers a s? к we put (k)fl = k(k-1)...(k-s+1). Furthermore, 

In n and log n denote the natural and the dual logarithm, 

respectively. 

We note two consequences of the inequalities of Cehysev. If X 

is a non-negative random variable with expectation /*. = EX > 0 
and t > 0. then 

F(X h t/d £ 1/t. (1) 

If, furthermore, X has variance 62 = D2X = EX2 and t > 0, 

then 
P(|%-^l(»t) £ g^/t2. (2) 

In particular, 

P(X=0) £ б2//*2. (5) 

We use the following estimate: 

(£> = [(en/k)k/V2JTk](1+0(k2/n)), k2 = o(n). (4) 

2 This concept of random graphs one can find, for example, in 

the paper /3/. 
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3. Results 

Throughout the paper we use the following notations: 

k* = 2(log n - loglog n + log e) - 1, tj s [k*J, 

k** = log n - 21oglog n + loglog e, kg = [lc^+ 1, 

9-] ~ k>] + *1 * §2 ~ kg + 1, 

D1fi = b2] , o2(i = [г2І+2/ѳ] , n3>. = [22l+1ln 2], 

D4,i = [2^+^(10 2)i]ln 2]t i =,1> 2, 3> <># # 

How we can list the results. 

Theorem 1: For almost every graph the following inequalities 

hold: 

к, i в f k, + 1.5 (6) 

Furthermore, for almost every Gn (Gn ) it holds 

ß=k^ (ß=k^ + 1). 
“1,1 “2,1 

Theorem 2: For almost every graph the following inequalities 

hold: 

k2 - Y - k2 + 1- (7) 
Furthermore, for almost every Gn (Gn ) it holds 

У = kg ( у = kg +1). 

Theorem 3: For almost every graph there exist independent•do¬ 

minating k-sets if к satisfies 

§2 < к <щл, (в) 

and there don't exist independent dominating k-sets if к 
satisfies 

к < jg °r 91 < k. (9) 

3 This improves a result from /1/. 
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Theorem 4-: Рог almost every graph the following inqualities 
hold: 

kg + 1 £ i £ k2 + 2. (10) 

For almost every Gn (GD ) it holds i = kg + 1 (i=kg+2). 
3*i 

Theorem 5: For almost every graph the inequalities 

4/+1 (11) 
are satisfied. For almost every G_ 

% 

statement together with theorems 2 and 4 show that also (11) 

can not be improved.) 

it holds i = У . (This 

4. Proofs 

(a) On D we define the random variables X^, Xg and X as num¬ 

bers of Independent к-sets, dominating k-sets and independent 
dominating k-sets, respectively. (In order to simplify the no¬ 

tations we do not indicate the dependence on к and n of these 
random variables.) Putting ju= EX, 62 = D2X, ^ = EXi, 

= D2!^, 1 = 1, 2, it is easy to check that 

n -Ф 
/“1 = Ф2 • (12) 

/“2 = (k)(1-2^)°^, (13) 

/W= (J)2 (2\l-2“k)D-k. (14) 

In fact, if К is a fixed k-set of vertices, then one can easily 

evaluate the probabilities k 

P(no two vertices of. К are adjacent) = 2 2 and 

P(K dominates a fixed vertex in V-K) = (1-2“k). Thus, by (4) 

In/4, = k(ln 2)(log n - ^1) - к (In k) + k-i|-^+o(1), (15) 

In yUg = k(ln n) - n2”k - k(ln k) + к - + 0(1), (16) 
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1п /и = k(ln 2)(log n - ^)-n2-k-k(ln k)+k-^|-£ + 0(1), 

2 2k where к -»oo such that к = o(h) and n = o(2 ). 

Finally, we remark that the investigation of ratios 

^1(k+1)//a1(k), /«2(k+1)//<t2(k), aDd^Ck+D^aCk) shows that /U^, 
ytg, and /и are concave functions in к with the maximal value for 
к near log n - loglog n, n/2, and log n, respectively. 

Ъ) Proof of theorem 1: By (15) we calculate for к = k* + £, 

e= o(%-2). 

log = - e| + (21og e - iy) loglog n + 0(1), (18) 

and we deduce that 

(° lf/i” iDf -¾¾° > 21°« • - I 

Л,- 
.. (19) 

l°° ifD^o SUP loglog! ° < 21og e - 

Hence, for k = k^= [k*J it holds fly* oo . Furthermore, it is, 

easy to check that for к = k^ + 1 and the sequences n^ ^ and 

n2 ± hold fi^->0 and ^-*00, respectively. Put 6* =k^ +1 - k. Then 

and 
"1.І 

= [21og e] + 1 - 21og e > 0,1 

1 f * w ,_ 
°2,i 106 =2.1 

as i -» 00 , 

using 

log n2 % = + 2 - log e - 0(ПД), 

i + < loglog t2)i < 1 + -ф-, 0<c'<c", 

2i+1 - 2i + 4 - i=f- 
21 

^ * k* + 1 < 2i+1 21 + 4- 2c' 

and so 

F1 <€°2,i 2 

2c" 
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Bow we obtain = °(/&^) for all k's with^-*00. In order 

to achieve this, we have to estimate SX^, since = BX^ • 

Obviously, BX^ = ^ ^, denoting by <xg the number of ordered 

pairs (K,K') of к-sets of vertices with |КПК'| = s and by P^1^ 

the probability for any such two fixed k-sets to be both 

independent. Then 

*s = ФФ0- 

P<1> = P<j1) = 2 
-2(|) 

and in general Pg ' =.2 

-2(5) 

,(1). , s - 2. 

Hence *0f£1) + Л1Р^1) ^ (£)22 2 = /<2 and so 62 < 2% *sPs • о о 
Now we will show that 

^vi1) = °</Ф as л,-+=°- 
Indeed, we may confine us to the evaluation of this sum up to 

s = k - 1 because a%P^) = fa - °(/%2) as • Using 

ß 8 cS> 

(k).d)2^) 
that we have with the notation y.=k 

\ 

fi ѵГ' < rM- 
In the following we will prove y.-»0 for 2 £ s й k - 1 and 
k < k* + c, c < 1. Let us calculate log yg. For k* - sKlog n 
the upper bound 

4 f(n) ^ g(n) means that 11m sup(f(n)/g(n)) as n -* oo 



log Уд ^ - a(log n - ^jjrO + (2a+1)log к (20) 

implies log Уд — oo . For s=k*-u, u&1-c, u= o(log n), 
we require a sharper bound. From 

log y^ = - s(log + log(k)s + log(g) + log k, using 

log(k)s ^log(k"+c)l = (k*+o)log(k*+c) - (k*+c)log e+0(log к!*) 

and log(g) 6 (u+c)log(k*+c) = 0(ulog k*), we conclude 

log t'B - - (k*-u)(loglog n + 2"log e+1) 

+ (k*+c)log(k*+c) - (k*+c)log e + O(ulog k*) 

= - k*iy + O(uloglog, n)-» - oo. 

The theorem now follows by (1) and ()). 

c) Proof of theorem 2: 

From (16) we have for к = к** + £, 6 = °^log°n' 

log/ttg« (log n)2(1-2_e)-2(log n) loglog n-k"*log k*#+0(log n) 

= (In 2)(log n)2 6-3( log n) loglog n + O(log n) 

because (1—2 8) = 1 — (1— 6ln 2+0(62)) = £ In 2-0(62) as £-*0. 

Thus, by (21) 

° BUP ^oglos1-^ < 3108 6 
/V (22) 

if Urn inf - > 31og 
n -»oo loglog n 

Hence, for к = kg + 1 = [lc***Ü + 2 it holds /hg -»oo . Put k=Jtg. 

Then for n^ i also it holds /az~+oo , but for п^д the expecta¬ 

tion ^tg tends to 0. Putting S**= kg 

** 

*1,1 
** 
*3,1 

= 1-loglog e > 0,4, 

:0( log n 3,1 
as i-voo 

(23) 

(24) 

show as above УГ 



Bow let us estimate the second moment = EX^ - In order to 

show б| = °^t|) for к with к** ^ к^ log n and thus, in parti¬ 

cular, for к = kg and к = k2 + 1. (In fact, only these two k's 

are interesting, since the existence of a dominating к-set for 

к = kg or к = kg + 1, of course, implies the existence of a 
dominating к-set for every к greater than kg + 1. But the 

sharper result - in which we are not interested here - that for 

almost every graph it holds Xg " //g we may deduce from (2) only 

for those k's, for which we have shown = o(.) 

к 

Clearly Kx| = У я.0Р^2). where ag is defined as above 

and p(2) is the probability that two fixed к-sets К and K' with 
iKOK't = s are dominating sets. Furthermore 

d^p£2^ = 0(/63) as^2->■00 , p(2) £ (1 - ^)2(D-2k), and so 

aop(2) ^ (^)2(1-2“k)2(n_k)(1-2-k)-2k = /a|(1+0(k2-k)). Then 

aoPo2) -A • A °(k2"k) = °(/Ф 

because k** & k. 

Let £ and £' be two fixed к-sets of vertices with |КЛК'| = s, 

1 £ s'£ k - 1, and let P(a) denote the probability for a fixed 

vertex a e. 7-(£u £') = H to be dominated by both К and £'. 

It is easy to check that 

P(a) = C1-2_S)+2"s(1-2-k+s)2 = 1-2“2k(2k+1-2s) 

because P(8 =Кл£' dominates a) = 1 - 2-s, but 

P(both sets £-8 and"£' -8 dominate a and S doesn't dominate a) 

. 2^(1-2-1^8)2. Thus 

p(2) ^ p(both £ and £• dominate R) = (1-2-2k(2k+1_28)f~2k+s. 

Putting B, = (1-2-2k(2k+^-2®))n-2k+s and using 

* (jKgXjlg) 4 (J)2 we have with the notation 



ßs that J” = n"s(1-2_kr2(D~k)k2s+1 

k-1 

Next we show that y^-fO for 1 isik-1, In order to achieve 

this, we estimate In 

lnfg=-slnn + (0^+8)10(1-2^(2^-28)) 

- 2(n-k)ln(1-2~k) + (2s+1)ln к 

= -sin n + (n-2k+s)(-2_2k(2k+^-2s) - 0(2-2k)) 

— 2(n—k)(—2 k—0(2 2k) ) + (2s+1)ln к 

= - s In n - n2-2k(2k+1-28) + 2n2~k + 0(slnk> 

= -s In n + n2-2k2s + O(sloglog n) 

provided that k**a к £ log n. ' 
First, let s = o(log n). Then, using к*-* £ к, we have 

D2-2k+s t 2s = o(1) 
(log e) u 

and consequently In 00 • 

Bow, let s = log n - t, t = o(log n). Since 

к ä к** = log о - 21oglog о + loglog e and 

к + s + 1 = log n - (t-1), 
it follows 

к & log n - min(t-1,21oglog n - loglog e). 
That means 

n22-2k-t ^ 22min(t-1,2loglog n - loglog e) - t 

( 2t-2 if t £ 21oglog n -loglog e +1, 

* I 241oglog n - 21oglog e - 21oglog n + loglog e - 1 
t if t > 21oglog n - loglog e t 1, 

and thus in both cases it holds 

n22-2k-t £ g(ln 2)(log n)2. 



Therefore, we have also for those s 

Id /g = - (Id 2)(log d)2 +D22-2k-t+ tin d +0(log n loglog o) 

^ - 1°^2(log d)2 + o((log d)2) -+ — со . 

The theorem we deduce Dow by (1) and (3). 

d) Proof of theorem 3: By (12), (13), and (14) we have that 

fL 1-2“k)n“k =/a22 "Ф (25) 

H--** 

0. if^lim inf 21og e. 

(26) 

Then, fork-log d->oo it holds (1-2-k)D-lc > 1 - 2~к(п-к) =» 1 - o(1), 

i. e. Thus, by (19) for these к 

0 iCf ^SogSD- > 21°S Ѳ - 1/2. 

if^Um sup %§1^~ < ,21og e - 1/2. 

Рог к ± k**+ 1 + £, £ = 0(1Ofp°SDn), we have by (1?) 

log jU. = (lo| n) (i-2~g) _ k** log k**+ 0(log n) 

= 2(log n)2fi - (log n) loglog d + 0(log d) 

and by (27) 

0 if lim sup ^"loglogffi < 21os e> 

(27) 

(28) 

Now (9) already follows by (1), (26), and (28). In order to 
prove (8), we have to show that 62 = o(^2) as ^a->oo . We will 

obtain a little bit more in the following, namely that 

62 = оуЛ) ig satisfied for k**+ 1 i к £ к*- + с, c<1. 
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Let Pg denote the probability that two fixed k-sets К and K’ 

such that |k Л K'| = s are both independent dominating (maximal 

independent) sets. Using the notations from (b) and (c) we have 

in this case: 

aoPn - CS)22 2^\i_2-k)2(D-2k) =/i2(1+0(;k:2''k)), 

а P -/4 = 0^), Ps ^ ßs2 
-2(k)+(|) 

asPs * юпегѳ ?s = /sßs(1-2"kr2(D_k), 

Since by (25) 

In yB = In yg + n2-2k+s + o(1) (29) 

and moreover n2_2k+s £ n2-k_1 = 0(1) for log n - c' < s, we may 

deduce as under (b) that In yg -> - oo for 

log n - c' < s S' k-1 £ k* - (1-c). Furthermore, by (20) and (29) 

In ys = -s(ln 2)(log n-S^l) +n2-2k+s + 0(sloglog n) 

and therefore we have with the same arguments as in the 

discussion of In f" under (c) that for к** + 1 ^ к and 

(I) s = o(log n) it holds n2-2k+s = o(1) and 

I - s(ln n) is the main term of In ys, 

(II) s = log n - t, t = o(log n), it holds 

In уБ = - ijj-^dog n)2 + 0(log n loglog n). 

In both cases tends to - oo as n -» oo . 

Now (8) follows by (3). 

(e) Theorem 4 is in part a corollary of theorem 3. namely (10) 

follows by (8) and (9). The second assertion of the theorem 
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follows by (23), (24), and (28) because £**= (kg+1) - (k** + 1 

and. = o( f.iß) for к ** * 1 акбк*+с, c <. Л. 

f) Proof of theorem 5: For every graph it holds clearly /½ i 
By theorems 2 and 4 we know that almost every graph satisfies 
kg - У - i - kg + 2. How (22) and (28) imply that for almost 

every graph with у = kg also it holds i = kg + 1. We 

already have seen above that for almost every G it holds 
D3,i 

У = kg + 1 and i = kg + 2. Finally we check that for almost 

every Gn^ ^ it holds i = у = kg + 1, It is by setting of n4 i 

log п^д = 21 + [2(In 2)i] - loglog e - 0(1/n4>i), 

loglog п4д = i + 2І/21 - 0( 1/log n4ji), 

k** = 21 + [2(In 2)i] - 21 - 4І/21 4 0(1/log n4 ±), 

and thus 

?** 

'=4.1 
1 -k** = 41/21 -0( 1/log п4д)"4 

loglog n4>i 

loS d4,i' 

as 1-4 00. By (22) and (28) now the assertion follows, since 
21og e < 4 < 31og e. This completes the proof of theorem 5. 

5. The case of arbitrary fixed p. 

It is evident that theorems 1-5 also hold for such random 
graphs, in which each edge occurs independently of any other 
edges with arbitrary but fixed probability p, 0 < p < 1. We 
have only to interpret log as logarithm with base r = 1/p, 
since in the general case 

A = Ф*~<2)> 
Л2 = Ф<1-г'к)І1“к> 
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arid 

Л=(к 
are the expectation values. As sequences n^ 

can take in the general case 

Ч.І-И. »2,1 = [rr± + eC>e], 

n3j. = [rpl + e[ln Jf 

D4,i = + г], i = 1, 2, 3, .. 

► • • I ^ one 

References 

/1/ Korschunow, A. D.: About the interiorly stable number. 

Cybernetics 17 - 28 (1974) 

/2/ Cockayne, d. J., Favaron, 0., Payan, C., and Thomason, A.: 

Contributions to the theory of domination, indepen¬ 

dence and irredundance in graphs. Preprint. Univer¬ 

sity of Victoria, Department of Mathematics, 
Victoria 1980 

/3/ Bollob&s, B.: Degree sequences of random graphs. 

Mathematisk Institut, Aarhus Universität, 

Preprint Series 1978/79 Ho. 9, Aarhus 1978 

received: April 8, 1980 

Autnor's address: 

Dr. rer. nat. Karl Weber 

Wilhelm-Pieck-Universität Rostock 

Sektion Mathematik 

Universitätsplatz 1 

DDR-2500 Rostock 

45 



44 



Rostock. Math. Kolloq. 16, 45 - 57 (1981) 

GiiDther Wildenhain 

Ober pUDktweise AbschätzUDgen von LösUDgen linearer ellipti­
scher Differentialgleichungen beliebiger Ordnung 

1. Der Beweis von apriori�Abschätzungen für Lösungen partieller

DifferentialgleichUI)gen ist bekanntlich der Dreh- UDd ADgel­

pUDkt in der Theorie der Ral:ldwertprobleme. Wahrend man im .Rah­
men der fUDktionalanalytischen Interpretation solcher Probleme
in der Regel mit AbschätzUDgen in Integraln<;>rmen auskommt, be­
nötigt IIIB.Il für feinere Untersuchungen (zum Beispiel potential­
theoretischen Charakters) pUDktweise Abschätzungen in C-Normen.
Diese sind jedoch im allgemeinen schwieriger zu beweisen und
daher in der Literatur seltener vorhanden. Neben den klassi­
schen Maximum-Minimum-Abschätzungen für Lösungen elliptischer
Gleichungen 2. Ordnung sind für lineare elliptische GleichUDgen
höherer OrdnUDg im wesentlichen die Schauder-AbschätzW1gen von

-. s. Agmon, A. Douglis, L. Nirenberg /2/ UDd J. P. Krasowskij /5/ 
sowie die Agmon-Miranda�Abschätzungen (vgl. /1/, /8/) zu nennCI.

Die letzteren sagen aus, ·daß unter gewissen Glattheitsvoraus­
setzungen an den Rand on des· beschräDkten Gebietes .Q c m

0 

UDd an die Koeffizienten des elliptiscben Operators L der Ord­
nung 2m für die Lösungen u � c2m(n) /"\ cm-1(!1) der homogenen
Gleichung I.u = ·o für x E. .0. UDd alle Ableituilgen rfllu mit 
I�� m-1 mit einer von u unabhängigen Konstanten k > 0 die tJD­
gleichUDg 

1 n«u(x)I � k ) sup I OCXu(y) 1 
rihrm-1 yea.n 

(1) 

besteht. In der vorliegenden Arbeit wollen wir Resultate von 
J. M. Berezanskij UDd J. A. Rojtberg (vgl. /3/, /4/, /7/) be­
nutzen, um folgendes zu zeigen,

�ind q > �-UDd 1 � O ganze Zahlen, so gelten (unter gewi�sen

GlattheitsvoraussetzUDgen) rur die Lösungen u � C00 (1l) der 
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homogenen elliptischen Gleichung Lu = 0 mit von u unabhängigen 

Konstanten C > 0 Ungleichungen der Gestalt 

z C Hull 
,4+1 СЭП) ІОС.І 

XI! sup 
1 -4+1 У6 Э fl 

Dau(y) |. (2) 

Ein Vergleich zeigt, daß sich daraus für ^ < q < m-1 in gewis¬ 

sen Fällen Verschärfungen gegenüber (1) ergeben, z. B. für 

n = 2,3, 1 = 0, m i 4. 

2. Es sei flcmn im folgenden stets ein beschränktes Gebiet 

mit beliebig oft differenzierbarem Rand. Für s b 0 ganz be¬ 

zeichne W^CTl) den klassischen Sobolev-Raum mit der Norm 

W. := ( Г f|Dau|2dx)2. 
Icti ^s ^2 

Der Raum W2S( fl) ( s > 0 ganz) sei als Vervollständigung von 

L2(fl) bezüglich der Norm 

||uö_s s= sup I 1 f 

ѵіі^(П) s 

erklärt, wobei (u,v) das gewöhnliche L2-Skalarprodukt bedeutet. 

w|(fl) und W2s(fl) können als zueinander duale Räume aufgefaßt 

und das Skalarprodukt (u,v) kann im Sinne dieser Dualität für 

beliebige u e W2S(Q), v e. W®(Q) erklärt werden. Es gilt 

I(u,v)| — llu||_s llvllg. (3) 

S-X 
Für ganzzahlige s & 0 bezeichnen wir weiter mit iV2 Oil) den 

Vektorraum aller Funktionen <p auf ЭП, die (im Sinne der Ein- 

bettungseätze, vgl. /3/, S. 86) Randwerte von Funktionen aus 

*|(П) sind. 
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Durch 

llcpll 1 := inf ||u||s, 

s_2 

wobei das Infimum über alle u e w|(/l) mit u|^ = cp erstreckt 
s— i s-ü 

ist, wird Wg (ЭХ1) ein Hilbertraum. Den zu W2 (3X1) dualen 

1 
—s + ^ 

Kaum (ЭХ1) erhält man durch Vervollständigung von С(ЭХ1) 

bezüglich der Norm 

= sup 

s- 1 
<речі2 “ЧдХІ) 

I (У,9)1 
«Я 

Dabei ist (Cp, <p) = / у (у) <p(y) d£(y) 

ЭХ1 
Im Sinne der Dualität 

kann auch hier das Skalarprodukt (Cp, Cp) für beliebige 
1 1 

S — ^ — s+ TX 

cp £. W2 “4ЭХ)), Cpe. W2 (ЭХ1) erklärt werden, so daß in die¬ 

sem Falle die Ungleichung 

f C C/J ,<p)\£ \cp\\ 1 
—s + ^ H9II 1 

'2 
(4) 

gilt. Die folgende Raumklasse wurde von J. M. Berezanskij und 

J. A. Rojtberg untersucht (vgl. /3/. /4/, /7/ u. a.). 

Es sei s eine beliebige ganze, r > 0 eine natürliche Zahl. 

Unter r(0) verstehen wir dann die Vervollständigung von 

C°°(X1) bezüglich der Norm 

Dabei bezeichnet V = V (x) die Außennormale an fl im Funkte 

X e ЭХ1. Zur Motivierung der Definition beachte man 

s _ (j-1) -^=s-j+^. Es ist leicht zu sehen, daß für skr 
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der Baum w| р(П) mit W^(Q) zusammenfällt. Für s <. r gilt 

w|>r(0) c w|(i"l). Wir betrachten jetzt einen Differentialaus¬ 

druck L = L(x,D) der Ordnung 1 ä r in fl mit beliebig oft dif¬ 

ferenzierbaren Koeffizienten. В = B(y,D) sei ein auf dem Rand 

9fl erklärter Differentialausdruck der Ordnung t £ r - 1, von 
dem wir ebenfalls voraussetzen, daß die Koeffizienten (bezüg¬ 

lich. lokaler Koordinaten) beliebig oft differenzierbar sind. 

Dann gilt das folgende wichtige Lemma, das z. B. in /3/ bewie¬ 
sen ist. 

Lemma 1: Für beliebige ganzzahlige s existieren Konstanten 

Cg > 0, die nicht von u abhängen, so daß für alle u e C°°(!q) 
die Ungleichungen 

lbils-1 - Cs «Müs. ,|Bu|ls_t_1 - °s «I-Ills • 

gelten. Die Abschließungen der Abbildungen u —* Lu, u —*Buj^^ 

(u £ C°°(П)) bilden also r(fl) stetig in ) bzw. 

s-t - i 
W2 *430) ab. 

3« Für das Weitere setzen wir jetzt voraus, daß 

ein in Jfl eigentlich elliptischer Differentialoperator der Ord¬ 

nung 2m mit beliebig oft differenzierbaren Koeffizienten ist. 

Ferner sei 

Bj(y,D) = bjy(y)D* (j=1.m) 

ein System von Rändoperätoren auf 3 £2, welches den folgenden 
Bedingungen genügt: 

(i) Die Koeffizienten b -, sind beliebig oft differenzierbar. 

(ii) Das System ist normal. 

(lii) Das System überdeckt den Operator L auf ЭС2. 
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Bezüglich der Definition der im vorangehenden verwendeten Be¬ 

griffe verweisen wir auf /6/. Mit dem Randwertproblem 

Lu = f in fl, Bjula^ = 9-j (j=1,...,m) (5) 

kann man in bekannter Weise eine Greensche Formel in Verbindung 

bringen (vgl. /6/). Dazu setzen wir zusätzlich m^ ^ 2m-1 für 

j = 1, m voraus. Dann existiert ein (niqht eindeutig be¬ 

stimmtes) normales System (С.Д. ^ _ von Randoperatoren mit 
L jJ J= I,...,m 

beliebig oft differenzierbaren Koeffizienten und 

ord Cj = 1^ ^ 2m-1 derart, daß .CmJ auf ä £2 

ein Dirichlet-System der Ordnung 2m bildet. Dabei heißt allge¬ 

mein ein System lAЛ . . v von Randoperatoren ein Dirichlet- 

System der Ordnung k, wenn es auf ЭО. normal ist und die Ord¬ 

nungen Qj der Operatoren Aj für j = 1, ..., к alle Zahlen 

0,1, ..., k-1 durchlaufen. Ist das System ІС.Д . . _ fixiert, 
tJ * J— I f • • • (Ш 

so findet man in eindeutiger Weise weitere 2m Randoperatoren 

|B\). . jGh _ mit beliebig oft differenzierbaren 
I tjiJ— *%»***ül I JJJ- I I * • • »Ш 

Koeffizienten auf ЭЦ, so daß die folgenden Eigenschaften gel¬ 

ten : 

1. ord Bj = ml = 2m - 1- 1^, 

ord 0j - 11 = 2m — 1— mj. 

2. Das System |Bjj,... ,B^, ist ein Dirichlet-System 

der Ordnung 2m auf Э£1 und für u,v e C°°(ü) gilt die 

Greensthe Formel 

/ Lu V dx uL*vdx jUBjVdS- .uC'vdSi (6) 

L*(x,D)v = У” (-1)|£tlDa(aftv) ist der zu L(x,D) adjungierte 
lal iS.m 

Differentialausdruck. Das Randwertproblem 

L*v = g in fl, BjV|s^ = <y_j (j=1,...,m) "(7) 

heißt zu (5) adjungiert. 
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Wir setzen nun (für beliebige ganzzahlige s) zur Abkürzung 

) =» W^(Q) und vereinbaren, daß die Anwendung von L 

bzw. eines Randoperators der Ordnung 6. 2m - 1 auf eine Punktion 

aus W^(fl) stets im Sinne von lemma 1 zu verstehen ist. Ent¬ 

sprechend dieser Vereinbarung wollen wir eine wichtige Erweite¬ 

rung der Formel (6) vornehmen. 

Lemma 2t Im Sinne der Dualität bezüglich des L^-Skalarproduktes 

in L^(fl) bzw. L^( ЭО) (vgl. Punkt 2) gilt für beliebige ganz¬ 

zahlige s und u & Wg(fl), V e w|m-s(Q.) die Formel 

r®— 
(u,l*v) + > (CjU, BjV) (Lu,v) + 2_j. (BjU, GjV). (8) 

Beweis: Wir wählen Folgbn (uD), (ѵц) mit u^ e C°°(il), 

vD e С°°(П) und |||u - uJH s —> О, II)V - vnl|| 2m_s-> 0 uad führen 

in der für uD, ѵ^ geltenden Formel (6) den Grenzübergang n -» со 

durch. Daraus folgt unmittelbar die Behauptung; denn betrachten 

wir etwa den Summanden (C^u^, B^v^), so gilt nach Lemma 1 

І°Л - °öu II з_! _ 1 - C1 Ж - u lila-* °* 

»Bjvn - B.iv 

Wegen der Stetigkeit des Skalarprodukts bezüglich beider Fakto¬ 

ren (Formel (4)) erhalten wir 

(°jun* BjV -» ' Bf)' 

S-l . - -к 
Der rechte Ausdruck hat wegen C.u e J (ЭХ2), 

1 3 2m— 3— ml — ж л л 
BjT 6 Wg J ( ЭО) und 2m - s - ml = 2m - s - (2m-l^-1) - ^ 

= - 8+1^ +5 einen Sinn. 
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4. Wir betrachten jetzt das Randwertproblem (5) für f e w|(f2), 

2m+s—m . — % 
<pj £ *2 J Ol}) und setzen (für beliebige ganzzahlige s) 

К , = W®(U) X Y W. 
(s,2m+s-m^ —j) j=1 

Offenbar definiert der Operator ' 

<^s = (L, B^j I.. • ,Bm) 

m 2m+s-m. -i 
Ol}). 

für s =s О in natürlicher Weise eine Abbildung von w|m+s(fl) in 
К * Entsprechendes gilt für das adjungierte Pro- 
(s,2m+s-mj — 

blem (7) bezüglich, des Operators , 

<^s = (В > В'|>**чВт)і 

der V^m+S(Q) in К . abbildet. 
( s, 2m+s—m j — 

Die zugehörigen Nullräume H bzw. H* sind endlichdimensional und 

auf Grund der von uns gemachten Annahmen in C00 (.O) enthalten 

(vgl. /3/). 
Für s а О sei Hs = w|(ri)6)N', И* = w|(fl)©N*. 

= . 

О = (g I Ц)* , • • •» ^ ^ . , u£N, v£N 
(s,2m+s-mt -j) 

benutzen wir die Bezeichnung 

[f.c'v] = (f,v) + ^ (9 ,,C^v). 

Man kann zeigen, daß jedes Element 

- (f' 94 > • • • > фщ) £ К 
(s,2m+s-m^ — ^) 

in eindeutiger Weise in die direkte Summe 

F = F' + F" mit F' = (v',0,...,0) (v' £ N*), 

F £ К 
(s,2m+s-m. -j) 

([f",C'v] = 0 für alle V £ N*) 

51 



zerlegt werden kann. Die zugehörigen, durch = F', F= F" 

definierten Projektionsoperatoren sind in К и 
( s, 2m+s—nij — 2) 

stetig. Ganz analog erklärt man die Projektoren und im 

Baum £ 
(s,2m+s-mt -g) 

. Wir setzen 

К = О*. К л , K_ — Qu*К л • 
3 ^1 (s,2m+s-ml-j) ^*-1 (s,2m+s-m.j --g) 

Zum Beispiel ist dann in /3/ bewiesen, daß der Operator eCs für 

ganzzahlige s ^ 0 einen Homöomorphismus von Н?т-)-я (bezüglich 

der Norm R. || g^+g) auf den Baum Kg (bezüglich der üblichen Pro¬ 

duktnorm in К ^ ) darstellt. Entsprechend liefert 
(s,2m+s—2 

£.* einen Homöomorphismus von H*m+g auf Kg. Entscheidend für 

unsere Ziele ist nun der Umstand, daß sich dieser Homöomorphie- 

satz für beliebige ganzzahlige s verallgemeinern läßt (vgl. 

/3/, /4/). Dazu führen wir die Räume 

Hg = ^(П)О И, H* = w|(Q) 0N* 

ein und erklären Ks, K* wie oben, was möglich ist, da die Pro¬ 

jektoren Q. bzw. О-* in К 
”i (0, 2m—mt —^) 

bzw. К 
( 0,2m-mj - J) 

erklärt sind und diese Bäume für s < 0 in К л 
(s,2m+s-mi -*r) 

bzw. К л dicht liegen. 
(s,2m+s-mj— 

Satz 1; Für beliebige ganzzahlige s existiert ein Homöomorphis¬ 

mus As von H2m+S auf К*. Für s ä 0 ist As durch die Ein¬ 

schränkung von ä£s auf H2m+S gegeben. Für s < 0 erhält man As 

durch stetige Abschließung des Operators X.Q, wenn man diesen 
als Abbildung von H2m+B in Kg auffaßt. Entsprechend existiert 

ein Homöomorphismus A* von H*m+s au^ Ks, der 3 - 0 ^urch 

^ie Einschränkung von «£* auf H^m+S und für s < 0 durch stetige 

* Jt - 
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Abschließung von (aufgefaßt als Abbildung von H^m+S in Ks) 

gegeben ist. Insbesondere gilt also für die Lösung von (5) 

C1 ІЧ 2m+s - »f«s + ^ ^d»Ls_ -I ~ °2 ll|U|ll2m+s 

und für die Losung von (7) 

^ilvIll^.llgl^O^II 1 - C4 HMifm+s'' (9) 
3=T 2m+s—^ 

5. Man kann den Satz 1 benutzen, um für die Lösungen von (5) 

einen Darstellungssatz zu beweisen, der im wesentlichen auch 

bereits auf Berezanskij und Rojtberg /4/ zurückgeht. Außer den 

bisherigen Annahmen machen wir dazu für das Folgende die zu¬ 

sätzliche Voraussetzung H = N*= І0}. 

Satz 2; Es sei q > jy, 01 Ь О ein fixierter Multiindex und 

q+ілі—2m гг— q+IcCI—m- — 1 
(f,9>1.<рш) e W2 Xd_1 W2 / ОД). 

Dann existieren für x £ fl Funktionen Г* £ ^2m-q-la.|^Q ^ der¬ 

art, daß die Ableitung D*u der Lösung u £ lotl (fl) von (5) 

die Darstellung 

(-i)"*Vu(x) = сю) 

besitzt. 

Beweis г Es sei v £ W^+I<X|(Q). Wegen q > | folgt aus den Einbet¬ 
tungssätzen Dav £ С(П) und 

l(Px 'x'^l - °d.llvl!q+|al (11) 

für alle V £ W|+Ial(ß), d. h. D“ cTx £ 
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Folglich besitzt das Problem 

L% = D*cfx, B^.v|aQ = 0 (o=1,...,m) (12) 

nach Satz 1 Cmit s = - q - ІяI) eine Lösung im Kaum 

^2m-q- la-l(Q) j die wir mit /bezeichnen wollen. Aus Satz 1 

folgt weiter, daß die Lösung u von 

Lu = f, В juj= Ср^ ( 0=1, •. • ,m) 

auf Grund der gemachten Annahmen in W^+ (П ) liegt. Nach Lem¬ 

ma 2 können wir u und v = in die Formel (8) einsetzen. 

Wir erhalten 

ш ш 

(u.D^^) +Z^(CjU,o) = + 

d. h. 

(-1 m«u(%) = % ). 

Lemma 3i Für einen beliebigen Multiindex я gilt die Ungleichung 

ICii'll z n 
2m—q—I cU Л 

mit einer von x £ £1 unabhängigen Konstanten* 

Beweis: Wegen (11) gilt 

<gi —q— loci sup 

vaw^+lal(a) 

'(D^dL.v)] 

II vH 4 C 
q+lotl 

« 

unabhängig von x. Wendet man den Satz 1 (Formel (9)) auf das 

Problem (12) an, so ergibt sich 

I" К «у. q-lal - щ с* = : С„ 

Satz Ъ: Unter den in Satz 8 gemachten Voraussetzungen gilt für 
die Lösung u des Problems (5) die Abschätzung 

54 



\ 

|DÄu(x)|^ § ^ІІд+ІаІ_2т + -\] 

mit einer von x unabhängigen Konstanten. 

Beweis; Aus (10), (3) und (4) folgt 

)d u(x)| ä l|f llq+ |A| _2m 2m-q-|oc| 

5' 
je; II 4 II -1 И'“' -i 1 Y f* П Л • 

0=1 q+lou-m^-j J х,я- -q-lal+m^+j 

2m-q- loci und wegen Ferner ist I^Igm-q-lK,- N Гх^ I 

ord Cg = 2m - 1 - folgert man aus Lemma 1 und Lemma 3 

l|C5 £5} - C3 111 2m-q-kxl- =0°« 

unabhängig von x. Mit q = max (,1 .c<]CÄ« • • • .сщСа) erhalten wir 

dann die Behauptung. 
Wir werden uns jetzt auf den Fall f = 0 und auf das Dirichlet- 
Problem beschränken, d. h. 

Lu = 0, аД~1и I 
äv^lan 

= 9o (j—1,••.»®)• (13) 

Satz 4; fis gelte q- > jy, und u £ С00 (П) sei in О Lösung der 
Gleichung Lu = 0. Dann gilt für beliebige ganzzahlige 1 > 0 
mit einer von u unabhängigen Konstanten C > 0 die Ungleichung 

V(5) < CKq+l „ s= C Y~ 
(ЭІ1) l0CI£q+l 

sup |D*u(y)|. 
у esa 

(14) 

Beweis; Wir fixieren einen beliebigen Multiindex Л mit loU = 1. 
Wegen u e С00 (Л) können wir die Randeinschränkungen 

aj~1u I 
Э^-11 ЭП =•• To 
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Я.+ ІЯ.1-3 + 5 
als Elemente von 

(13) auffassen. Aus Satz 3 (mit = — 

( ЪП) und u als Losung des Problems 
j-1 

d. h. m. = j - 1) 

erhalten wir somit 
3v>J ^T’ 

|Л(0|.9^№а,|^|яі_.^ <9р93ѵиі_а.., 

“§1 И и'аСіІ(д. + Jot-I " Г /|Л 
I (Я Sq+locl 

(y)fd6(y) 

an 
“ *2 ^ulLq+lÄl (ЭЛ) 

Da die entsprechende Abschätzung für alle у mit iy|^ 1 in die¬ 
ser Weise gewonnen werden kann und offenbar 

l|uUcq+1/'(ЭП) "1|и,с5+1(ЭП) 

für iyi £ 1 gilt, folgt die Behauptung. 

?ür 1=0 ergibt sich aus der Ungleichung (14) 

ч|| 
С(П) 

* C Ниц 
Gq(dD) ’ 

wahrend die Agmon-Miranda-Abschätzung (1) 

(15) 

"“"ccn, 
нШ-1 

(ЭЛ) 
(16) 

liefert. Für j < q < m - 1 ist also (15) schärfer als (16). 

Dies trifft zum Beispiel zu bei n = 2,3 für die Fälle m&4, 

d. h. für Operatoren der Ordnung i 8, und-bei n = 4,5 für mä 5, 

d. h. für Operatoren der Ordnung ä 10. Satz 4 gilt auch für 

Lösungen der Gleichung Lu = 0 mit geringeren Gl,attheitsvoraus- 

setzungen, wovon man sich durch Grenzübergang überzeugt. Ferner 

ist aus dem Vorangehenden klar (und deshalb wurden die Betrach¬ 

tungen bis einschließlich Satz 3 in dieser Allgemeinheit durch¬ 

geführt) wie man (auch für den inhomogenen Fall) allgemeineren 

Randbedingungen angepaßte, zu Satz 4 analoge Aussagen formulie¬ 

ren kann. 
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Bostoclc. llath. Kolloq. 1§., 59 - 74 (1981) 

Günther Wildenhain 

Ober die Darstellbarkeit pol;rharmonischer l!'wlktioneo in der 
Kugel 

1. Bezeichnet X:: c: lRn eine (abgeschlossene) Kugel mit dem Mit­
telpWlkt z und dem Radius R, s! den Rand der Kugel UDd g(y)

eine au! s! vorgegebene stetige RandtuDlr:tion, so liefert be­

kanntlich das sogenannte Poisson-Integral 

(1) 

(wn IDllalt der n-d.1.mensionalen Einheitskugelobertläche, d6(y) 

gewöhnliches ObertlächemaB) .tiir lxl<R die IösUDg des Dirich­
let-Prolhems 

Ll u = o in x:! \ s!, uj R = g 
sz 

(vgl. /7/). llall kann allgemeiner die Prage stellen, UDter wel­

chen Bedingungen eine in z;! \ s! harmonische Funktion durch 
ein a llgemeines Poisson-Integral in der Gestalt 

u(x) 
! 2 2 = R -lx-zf df'(Y) 

lx-yl
n 

(2) 

mit Hilfe eines lla.8es /'- mit dem Träger au! s! darstellbar ist. 

Rin·e notwendige UDd hinreichende Bedingwig da.tiir ist 

sup ( J lu(y)I d6'(y)) < oo,
O.cr<R r 

sz 
d. h. eine gewisse Einachränkwlg an das Verhalten in Randlllhe.
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Dies läßt sich weiter präzisieren« Genau dann besitzt u eine 

Darstellung gemäß (2) mit 

dyU(y) = f(y)d£(y), 

t £ L^S®) (1 < p £ oo), 

wenn 

sup ( ]|u(y)|pd6(y))p < oo 
о er <H J 

Sz 

gilt (vgl, /11/). In der vorliegenden Arbeit werden wir eine 

Verallgemeinerung des hinreichenden Heils dieser Aussage sowohl 

für Lösungen der homogenen als auch der inhomogenen polyharmo¬ 

nischen Gleichung beweisen. 

2. Die Lösung des Dirichlet-fToblems 

4mu = 0 in \ S®, 

|?І_н = *3 <d=°.m"1) 
Sz 

(mä1 ganz, n Innennormale an S®, g^ e Cm“‘*_1(S®)) im Punkt 

I £ \ s“ ist gegeben durch 

(3) 

(vgl. /5/, /10/). Im folgenden betrachten wir o.B.d.A. 

und. schreiben kurz (8®=S®, K®=K^) 

u(x) j pj<*»y)ej(y)e6(y>. 

= 0 
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Die Punktionen Pj(z,y) werden alo Роіваоп-Кѳхпѳ bezeichnet. Die 

uns interessierende Frage lautet danni Unter welchen Bedingun¬ 
gen läßt sich eine in a \ SE m-polyharmonische Punktion als 

verallgemeinertes Poisson-Integral 4 

P^to'/*1' * * * • An-1 * S 

durch ein llaßtupel {/J-0, ) mit dem Träger auf SE 

darstellen? In /6/ wurde gezeigt, daß die Bedingung 

J (у) I d6(y) й C < ao für 0 <■ 6 А 60 

gS-6 

dafür hinreichend ist, wobei ^ die Ableitung in radialer Sich¬ 

tung bedeutet. Im folgenden wollen wir ein präziseres Resultat 

beweisen. Auf 8fi sowie auf 8® (9-B) führen wir sphärische Ko¬ 

ordinaten ein. Den zugehörigen (n-1)-dimensionalen Baum der 

Koordinaten (.Tn-1^ bezeichnen wir mit S. Ist f eine auf 

В * erklärte Punktion, so können wir sie gemäß 

m-1 

Pj(%,y)d/bj(y) 

f(y) = - f(y,e) 

als Punktion auf S auffassen, wobei д die Bolle eines Parame¬ 
ters spielt. Unter 1^(8) (1&0 ganz, 1 < p<c oo ) verstehen wir 

dann den gewöhnlichen ßobolev-Baum aller Punktionen 

u(y) e. if (8), für welche alle distributionentheoretischen Ab¬ 

leitungen (bezüglich ф^,..., ) bis zur Ordnung A 1 eben¬ 

falls in lf(8) liegen. Die Norm ln ^(8) ist definiert durch 

(D* - —£ ?|g>l а , IcU ganz). 

8<Pl1 — *<Pn-T1 
Gehen wir speziell von Punktionen u(y) « u( ^>,8) aus, die auf 



S? erklärt sind, so schreiben wir W^(S®). wir können W^(S*) in 

W^(S) eingebettet denken. 

Satz 1; In Iе \ SE sei eine m-polyharmonische Funktion, d. h. 

eine Lösung der Gleichung ^®u = 0, gegeben. Für j=0,1,...,m-1 

und eine Dichtnegative ganze Zahl 1 gelte 

II ||p>1 £ 0 < oo für E - £0 £ g < E. (4) 

Dann existieren Funktionen f j £ W^(SS) (j=0,1,...,m-1) 

derart, daß u für (XI < В in der Gestalt 

m-1 

u(z) = 2Z j Pj(z,y)f .(y)d6(y) 

darstellbar ist. 

(5) 

Beweis > Für у e S* setzen wir 

= .^n-1'ё) = 

(j=0•fm—1)•. 

Nach Voraussetzung gilt 

Hu(o)(y,g)!|p>1 £ C für E-fc0£g<E. 

Da eine bezüglich der Norm beschränkte Funktionenmenge in W^(S) 

schwach kompakt ist, existiert eine Folge (§£°^ ) mit 

^lim = E derart, daß die Folge für i -> oo in 

W^(S) schwach gegen ein Element fQ e W^(S) konvergiert 

(u(o)(<J>,§^o))^f0). Ss gilt also 

1І* F(u(o)(9>,g£o)) - f,(y)) = 0 

«2 

(6) 



für alle stetigen linearen Funktionale F e (W^(S))'. Für feste 

Z £ . mit |z| < В - 60 und у £ S setzen wir 

Vj((p) s= Pj(z,y) = P.j«p,E) (o£j6m-1). 

Da auf Grund der konkreten Gestalt der Poisson-Kerne (vgl. (3)) 

offenbar Vj £ L^CS) ^p + q = 1) ist, gilt für 

\ (ь) i= /b((p)Tj(g»)dy 
3 s 

die Abschätzung 

'V"" nbW> ‘ 
für alle h £ W^(S), d. h., Fv e (Wp(S))’ für alle j. Setzen wir 

speziell F = F in (6) ein, so folgt 
о 

Діт. FVo(u(o)(9>,e^o)) - f0(<J>» = 0, d. h., 

^lim /?0(<J>,E)uCo)(9>,^o))d^ 

= J $0(f,R)f0(f)af =/ P0(x,y)f0(y)d^(y). 
Wegen 

llu(l)(<J),e^o))Bptl & G für alle 1 

existiert weiter eine Teilfolge (§£”*Ъ ton ( mit 

lim = E und u(1)(y, « *^(S) für i-»oo. 
i -»00 
Wendet man mit F = Fv wieder die obige Überlegung an, eo er¬ 

halt man anlog 

lim 

i">°° s f f 
= J Pn(. f,ш J P1(x,y)f1(y)dÄty). 
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Setzt man das Verfahren fort, so ergibt sich für j=0,1,...,a-1 

die Existenz von Punktionen fj e W^(SB) mit 

ilim 

= = / Pj(i,y)fjWdg'Cy). 
s SB 

Dabei ist jeweils eine Teilfolge von ( g 

Für g± gilt also 

m-1 

lim JZ 
i-»00 3=0 J4<9” 

^ fR *Л<*.Т)*ЛЫ*6Ь)' 

(7) 

Für feste X mit |x|<$ und у € S® setzen wir nun 

'*) “ pJ.«^x,y^ = pj^x»7^* 

Da u als a-polyharmonische Punktion in EB \ SB beliebig oft 

differenzierter ist, gilt u^( <p,9±) & C00 (S*1) für 

3 = 0, 1, .и - 1 und alle 1. Hach dem allgemeinen Darstel¬ 

lungssatz für die Lösung des Dirichlet-Problems mit glatten 

Bandwerten (Pormel (3)) läßt sich daher u(x) für |x|< В - 6Q 
und alle 1 in der Gestalt 

u(%) 
Iw*- , m 

51Г)<х,,) У<TWW 
schreiben. Diez ermöglicht die Abschätzung 



Ш=1 / 

|u(x) - 2_ J ?д(9,а)и^5(д>,в±)а9>1 
з=° s 

=IZI ^ /?3(p.R>“(3)(?.?i)ap] 

= l£ fßj.g - ^j(9,в)]u(j)(y,^)dp] (9) 
O-o S 1 

- £11" ?d(?,H)llLq(s)llu(d)(9.ei)llP,i 

Dabei wurde die Holder—Ungleichung und dio Voraussetzung (4) 

des Satzes benutzt. Da auf Grund der Struktur der Poisson-Ker- 

ne die rechte Seite der obigen Ungleichung für 1-» oo offenbar 

gegen Kuli strebt, erhalten wir 

m-1 / 

u(x) = lim 5“ J ^(Ф,Е)и^^(Ф,§. )dp. (10) 
i -too 3=0 £ 3 1 v 

Vergleicht man (7) und (10), so ergibt sich schließlich 

u(x) = Г Pi(x,y)fi(y>d6'(y). 
3=о^Р 

Es sei noch vermerkt, daß die Annahme |x|< E - £0 keine Ein¬ 

schränkung bedeutet, denn ist x mit |x|<S gegeben, so können 

wir anschließend tQ> 0 so klein wählen, daß |x| < H - er¬ 

füllt ist. 

Bemerkung; Aus dem Beweis von Satz 1 ist ersichtlich, daß die 

Aussage im wesentlichen bestehen bleibt, falls man an Stelle 

von (4) 
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а**и(<р,8) 
~73 

6 Cj < со für Н *о - 9 < Н 

(0£jfim-1) voraussetzt, wobei jetzt die lj i 0 verschiedene 

nichtnegative ganze Zahlen sein dürfen. Es gilt dann die Dar¬ 

stellung (5) mit f_j 6 Wp^(Sfi) (j=0,1,...,m-1). 

Im Beweis hat man lediglich bei der Abschätzung (9) eine ge¬ 

ringfügige Modifikation vorzunehmen. 

3. Die Aussage von Satz 1 kann noch weiter modifiziert und in 

Zusammenhang mit allgemeineren Resultaten von J. M. Berezanskij 

und J. A. Rojtberg (vgl. /3/, /4/, /9/) gebracht werden. Wir 

wollen diese Aspekte hier nur andeuten und daran anschließende, 

tiefergebende Untersuchungen einer folgenden Arbeit überlassen. 

Es sei ЛсДНп ein beschränktes Gebiet mit beliebig oft diffe¬ 

renzierbarem Rand Э.Л. Für ganzzahlige 1^0 bezeichnen wir mit 

1-1 
W p(3fl) (1 < p < oo ) den Vektorraum aller Funktionen <p auf 
ЭГ2, die (im Sinne der Einbettungssätze, vgl. /3/, S. 86) 

Randwerte einer Funktion aus Wp(Q.) sind. 

Durch 

ПфІ , 1 - inf flu»p,i 
J P.!-j 

(Infimum erstreckt über alle u £ W^(Q) mit = f') wird 

1-— 1-1 
Wp Р(ЭШ zu einem Banachraum. Den zu Wp Ij(3Q) dualen Raum 

W P(3C1) (1 +1 = 1) erhält man durch Vervollständigung des 

Raumes С(Э£1) bezüglich der Norm 

M 
S.-1+ p 

sup 

.1-1, 

(tp, <f>) 1 

р(ЭП) >1_P 
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(((р,ф) = f Cfj(y) <p(y)d6(y)). Im Sinne dieser Dualität läßt 

sich in der üblichen Weise das Skalarprodukt (у,у) für belie- 

1-1 -1+1 
bige f 6 flp p(an), Cjjf. wq p(an) erklären (vgl. /3/). 
Der Beweis von Satz 1 kann nun weiter so modifiziert werden, 

daß sich die folgende Aussage ergibt: Unter der Voraussetzung 

IIa —.У,’— II , g C. < 00 für H - 60 * ? C E (11) 
3sd Pi 1-0 - p d 

(О^Ойп-1, 1<p<oo , 1 > 2 ganz) existieren Funktionen 

1-0 -1 
f^ 6 Wp p(Sa), so. daß für lx| < R die Darstellung 

S=1 ( 
u(x) = > F.(x,y)fAy)dS(y) (12) 

besteht. Für 1 - j - ^ < 0 ist das Integral hierbei im Sinne 

der Dualität zwischen 

1—0 -1 R —1+0 + T в 
Wp P(S ) und Wp P(S ) zu verstehen. Aus Resultaten von 

J. M. Berezanskij und 0. A. Rojtberg /4/ kann man folgern: 

Gilt 1 > 2 und fj & Wp ^ P(SE), so existiert eine eindeutige 

Lösung des verallgemeinerten Dirichlet-Problems der Gleichung 

Л “u = 0 in zu den Randwerten f ^. Die Lösung liegt im Raum 

W^(Kß) und läßt sich für |x|cR in der Gestalt 

Ш—1 

u(x) = ^2 (fi,P.(x,0) (13) 
0=0 J J 

darstellen, wobei die Skalarprodukte im Sinne der Dualität 
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1—j — — О —1+3 +— TJ 
zwischen -^(2 ) und Wp ^(S ) zu verstehen sind. Der 

Zusatz "verallgemeinert" bezieht sich auf ej.ne in gewissem Sin¬ 

ne verallgemeinerte Bandwertannahme, die wir hier nicht näher 

beschreiben wollen (vgl. /3/, /4/). Da (13) mit (12) uberein- 

Btimmt, können wir weiter schließen, daß die m-polyharmonische 

Funktion u unter der Voraussetzung (11) im Baum W^(K^) liegt. 

Aus dem klassischen Sobolevschen Einbettungssatz folgt insbe¬ 

sondere u e Ck(K^) für 0 ^ к < 1 - j, d. h. Glattheit mit Ein¬ 

schluß des Bandes aller Ableitungen bis zur Ordnung k. 

Wir bemerken noch, daß für 1 > ^ die Darstellbarkeit der 

m-polyharmonlschen Funktion u in der Gestalt (13) durch Funk¬ 

tionen fjj £ Wp P(SE) zur Eigenschaft u £ W^(K^) äquivalent 

1st. Auch dies folgt aus Resultaten von J. A. Rojtberg /9/. 

4. Um den Satz 1 auf Lösungen der inhomogenen Gleichung Л^и = g 
zu verallgemeinern, benötigen wir einige vorbereitende Betrach¬ 

tungen. 

Aus der sogenannten Agmon-Miranda-Ungleichung (vgl. /2/, /10/) 

fo^gt die Existenz einer von и unabhängigen Konstanten Cg > 0, 

so daß für jede in K® m-polyharmonische Funktion и pit 

и а С11“”' (К®) die Abschätzung 

ieU£m-1 
sup |D^u(x)| £ Cg 

x«K® u£- (14) 

besteht. In der analogen Ungleichung für die Kugel К ® (g < R) 

soll die Konstante mit Cg bezeichnet werden. 

1i £s existiert eine Konstante C > 0 mit Cg sä C für 

- 60 £ S * H. 

Beweis» Wir führen den Beweis hier nur für m = n = 2, indem 

wir auf ein für diesen Fall bekanntes, allgemeineres Resultat 
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von C. Miranda /8/ und G. Adler /1/ zurückgreifen, Es sei 

XldR2 ein beschränktes Gebiet mit glattem Band, 

X = (x^,x2) & fl, у = (yvy2) € Sfl, со = -ФСх-у.п) mit der 

Orientierung von x - у nach n (n Innennormale). Wir betrachten 

ein System kartesischer Koordinaten (If У, £?[) mit dem Ursprung 

in y. Die positive 1^-Achse habe die Richtung von n, Z^CT) be¬ 

zeichne den Teil der Kurve ЭГ2 mit -IS £ T. 

Wir nennen Q zur Klasse %(T) gehörig, wenn eine Zahl V > О 
derart gefunden werden kann, daß es in jedem Punkt у а Э12 mög¬ 

lich ist 

(i) einen Kjreis K? mit dem Radius T zu konstruieren, dessen 

Rand у enthält und dessen Inneres in fl liegt, 

(ii) einen Kreis mit dem Radius T und folgenden Eigenschaf¬ 

ten zu konstruieren: 

- K& enthält mindestens einen Punkt, welcher nicht zu fl 

gehört. 

- Der Rand von enthält den Punkt y. 

- K? enthält keinen weiteren Punkt von Zy(f). 

Unter der Voraussetzung fl 6 Ol(Z) wurde in /1/, /8/ bewiesen, 

daß für jede in fl с Ш2 biharmonische Funktion u c C^(fl) die 
folgenden Ungleichungen gelten: 

ma^Jgrad u(x)| £ K^ max |<p^| + max |<J>2| + Kg , 

|u(x)|£ cT(x)(K1 mra|(p2| + K2 max|<p,}|) + (Kjd(x)+1 )ж^\cp^ | . 

Dabei ist S(x) der Abstand des Punktes x С ГІ vom Rand 3fl, 

K1 =V56, K2 = 26400 + (41+25 ф) 

K, = Z§, £ = sup max |co|, L die Länge von dfi, 
? ‘ r X en an 

“lao. = ?1' -ЙІЭП 
nach der Bogenlänge. 

9>2, und bedeutet die Ableitung 
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Offensichtlich liefern diese Ungleichungen für 

Г2 = K® \ SE Abschätzungen für die Konstante CR. Aus der Ge¬ 

stalt der Konstanten , Kg, Kj ist ersichtlich, daß sich diese 

beim Übergang von KE zu K® (¾ < R) stetig ändern, da sich of¬ 

fenbar ф und L stetig ändern und da dieser Übergang dem Über¬ 

gang zu einer anderen Gebietsklasse Ä(T) mit stetiger Änderung 

des Parameters T entspricht. Daraus folgt die Behauptung. 

Wir betrachten jetzt die zum homogenen Dirichlet-Problem der 

Gleichung 2J"ü = g gehörige Greensche Punktion GR(x,y) der 

Kugel KE c 3Rn. G?(x,y) sei die entsprechende Greensche Funk¬ 

tion zu K® (§ < R). 

Lemma 2t Es sei x ein fester Punkt mit |x| < R. Dann gilt 

gleichmäßig bezüglich у e KE, y^x, lim |GB(x,y) - Ge(x,y)| = 0. 
g-»R 3 

Beweisi Bezeichnet E(x,y) die Fundamentallösung des m-polyhar¬ 

monischen Operators mit der Singularität in x, so gilt bekannt¬ 

lich (vgl. /10/) 

GR(x,y) = G(x,y) + Ug(y), 

wobei u^(y) die eindeutig bestimmte Lösung des Dirichlet-Pro- 

blems der Gleichung = 0 in KE mit 

эЧі 

Эп3 'SH 

adE(x,y) 

and 

ist. Entsprechend gilt 

Gg(z,y) = iä(x,y) + u»>(y), 

I Э^Е(х,у) 

(j=0,1,...,m-1) 

3nJ Эп3 's 
(j=0,1....,m-1). 

Betrachten wir in К ’ die Differenz GR(x,y) - G^(x,y), so folgt 

aus (14) 
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|GH(x,y) -Gg(x,y) I sju^y) -4S)(y)| 

a^(ux(y)-4'®\y)) 

Эп3 

m-1 

■ °§ £ 
sup 

0-0 yes’ 

m-1 m-1 

= С«, sup^ J-^-(ux(y)+Jä(x,y))j= C§ ^ supj 

3d3 3=0 у e S® : 

Wegen 

S 

Э3ая(х,у) 

Эп3 

3=0 yfS^ 

a3GH(x,y) 

Эп3 
(. 

= О (j=0,1,...,m-1), der Stetigkeit dieser 

Ableitungen in Randnahe und Cg й c (Lemma 1) strebt die rechte 

Seite für g -» В gleichmäßig gegen Null, womit die Behauptung 
bewiesen ist. 

5. Nunmehr kann Satz 1 auf Lösungen der inhomogenen Gleichung 

verallgemeinert werden. 

Satz 2: Ss sei g e C* (KR) (0 < X ^1), und u sei innerhalb K® 

(klassische) Lösung der Gleichung z3mu = g. Für j =0,1,...,m-1 

und eine nichtnegative ganze Zahl 1 gelte 

33u(cp , e) „ 
I-—— Ip x <z C < 00 für К - fc0 4 § < H. 

dg3 ’ 

Dann existieren Funktionen f^ e Wp(Sfi) (3=0,1,...,m-1) derart, 

daß u für I X I < H in der Gestalt 

m-1 

u(x) = ( GR(x,y)g(y)dy + ^3 ,/ Pj(x, 
3=0 „R vH 

y)f j(y)ü&(y) 

darstellbar ist. 

Beweis 1 Wir setzen (mit den Bezeichnungen des Beweises von 

Satz 1) 
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v(x) i= J Gb(x,y)g(y)dy + ]T3 j г^(<р,Е)и(3)С<р, q±)d.f. (15) 

KH J" S 

Ferner läßt sich u(x) innerhalb S ^1 analog zu (8) in der 

Gestalt 

u(=) = / Gs.(x,y)g(y)dy+^ J'pjCy, gi)d^7 

К 0 0 S : 

schreiben. Somit ergibt sich die Abschätzung 

|u(x) - v(x)| J Gg (x,y)g(y)dy - J GH(x,y)g(y)dyj+|wi(x)| , 
9t 1 к* 

(16) 

wobei w^(x) mit der linken Seite der Ungleichung (9) identisch 

ist. Wegen (9) gilt also wi(x) -» 0 für i -»• oo. Der erste Sum¬ 

mand auf der rechten Seite von (16) läßt sich wie folgt ab¬ 

schätzen : 

I <>ei(x,y)g(y)dy - j GH(x,y)g(y)dy 

- I f в»(хіУ)в(у)ау + ( Ga(x,y)g(y)dy - / G- (x.y)g(y)dy) 

'>! Іі ?i 1 

Wegen Lemma 2 sowie wegen der Stetigkeit von GR(x,y) in Hand¬ 

nähe strebt die rechte Seite für i -* oo gegen Null. Unter Be¬ 

rücksichtigung von (15) folgt daraus die Behauptung. Ss ist 
klar, daß Satz 2 analog wie Satz 1 modifiziert werden kann. 
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Rostock. Math. Kolloq. :1§, ?5 - 80 ( "'981) 

Lothar Berg 

Ein Grenzf'all beim Goursatschen AnfaIJgswertproblem

Betrachtet wird die lineare partielle DifferentialgleichUDg
zweiter OrdnUDg 

mit nicht verschwindenden konstaIJten Koeffizienten unter den
Goursatschen A.DfaIJgsbedingungen 

z(x,O) = g(x), z(O,y) = h(y), 

(1) 

(2) 

wobei die Verträglicbkeitsbealngung g(O) = h(O) erfüllt sei.
Die gegebenen Funktionen f(x,y), g(x), h(y) seien tür x = y = O 
holomorph, und die gesuchte Funktion z(x,y) soll die gleiche 
Holomorphieeigenschaft besitzen, wobei x und y als komplexe 
Veränderliche aufzufassen sind. Nach einem Satz von 
L. Hörmander /4/ 1 s. 116 - 118,wird die eind�utige Lösbarkeit
dieses Anfangswertproblems garantiert, wenn

' 
gilt. Dies bedeutet für die Wurzeln 11, A2 mit IA1j� IA

2
1der zu

(1) gehörenden charakteristischen Gleichung

(3) 

daß lil11 hinreichend groß und f.ll2t hinreichend klein sein muß.

In /1/ wurde die eindeutige Lösbarkeit für beliebige wurzeln 
von (3) mit 1Jl11 :> IA

2j bewieB!!n, so daß wir uns jetzt dem 

Grenzfall jil11 = lil2 1 zuwenden.

Spezielle Lösungen: Zunächst beweisen wir für die allgemeinere
lineare Gleichung 
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П 

(4) 

mit konstanten Koeffizienten, die nicht alle verschwinden sol¬ 

len, ohne Berücksichtigung von Anfangsbedingungen den folgenden 

Satz 1> Ist f(x,y) für |x| < r, /y| < s holomorph, so besitzt 

(4) stets einh spezielle Lösung, die für |x| < r/2, |y| < s/2 

holomorph ist. 

Beweis! Mit Hilfe der Differentiationsoperatoren Dx = 3/dx, 

Dy = 3/3у läßt sich (4) bei passender Normierung der Koeffi¬ 

zienten ln der Form 

P 
7Г (D -«±D ) 7Г (D -ß,D ) z(x,y) = f(x,y) (5) 
4_/i * i у У x (5) 
1=1 2 1 У d=1 У 3 

mit p + q = n schreiben, wobei rt^, ß”1 die Wurzeln der zu (4) 

gehörenden charakteristischen Gleichung sind und = 0, = 0 

für gewisse i,j zugelassen ist. Die Einteilung der Wurzeln sei 

so vorgenommen, daß 

(6) 

gilt für alle А = cL^ und alle ß = ß^. 

Die Gleichungen erster Ordnung 

U% - dUy = W, Vy - ßvx = w 

besitzen bekanntlich (vgl. etwa /2/) spezielle Lösungen der 

Form 
1 

о 

1 (7) 

о 
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Wenden wir jetzt auf die Funktion 

w(x,y) = f(ax + hy,cx + dy) (8) 

mit 

|a| 4 1, fЪI 4 §, |c| £ |, |d| £-1 (9) 

eine der Integrationen (7) an, so erhalten wir bei dem ersten 

Integral den Integranden 

f (ax(1- + b(y + fl£x j? ), cx(1- £) + d(y +ax J )) 

= f((a(1- + bd.jr)x + by, (c(1-j- ) + dXjf)x + dy), 

und da wegen (6) und (9) 

|a(1- f ) + bat j!| £ 1, |c(1- £) + daf|£ f 

gilt, hat er wieder dieselbe Bauart wie (8) mit (9). Analog be¬ 

sitzt das zweite der .Integrale (7) im Fall (8) mit (9) den In¬ 

tegranden 

f(a(x+ßy^) + by(1-%), c(x+ßy%) + dy(1-»j)) 

= f(ax + (aß^ +b(1-^))y, cx + (cß% +d(1-^))y), 

der wegen 

Iaß^ + h(i —j^)| £ |cß^ + d(1-^)| £ 1 

ebenfalls wieder die Bauart (8) mit (9) besitzt. 

Wählen wir jetzt |x| < r/2, |y( < s/2, so folgt aus (9) 

|ax + hy( < r, |cx + dy.l < s, 

d. h., die Argumente von (8) liegen im Holomorphiegebiet der 

Funktion f(x,y), und die zugehörigen Integrale (7) sind eben¬ 

falls holomorph. Da insbesondere f(x,y) selbst von der Bauart 

(8) mit (9) ist und die Gleichung (5) sich durch schrittweise 

Anwendung von (7) auflösen läßt, ist Satz 1 bewiesen. 

Homogene Gleichungen: Auf Grund von Satz 1 brauchen wir uns bei 

dem Anfangswertproblem (1), (2) nur noch mit dem Fall zu befas¬ 

sen, daß (1) eine homogene Gleichung ist. Aus (8) ist wegen (9) 

nämlich unmittelbar ersichtlich, daß die soeben konstruierte 

spezielle Lösung im Fall x = 0 sogar für |y| <■ s und im Fall 

,y = 0 sogar für IX I < г holomorph ist. 
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Wie bereits angekÜDdigt, soll jetzt für die Nullstellen der 

Gleichung (3) |Л^| = |Ag| gelten, wobei wir den Fall der Dop¬ 

pelwurzel zunächst ausschließen. 

Satz 2i Ist g(x) für lx| < r und h(y) für |y| < s holomorph und 

gilt für die Wurzeln der Gleichung (3) 

2V1& 

wobei іУ eine algebraische Zahl 

wertproblem (1), (2) mit f(x,y) 

(10) 

ist, dann besitzt das Anfangs- 

= 0 genau eine Lösung z(x,y), 

die für 

Ixl < £ Min (г,ф), |y|<j Min (tr,s) (11) 

mit t =1X^1 holomorph ist. 

Beweis г Die allgemeine Lösung von (1) hat bekanntlich die Ge¬ 
stalt 

z(x,y) =<J>(X1x+y) +^XA2x + y). (12) 

Machen wir die Ansätze 

cd oo 

g(x) = XZ eDxD. b(y) = Ц b_y" 
n=o n=o 

mit gQ = hg, so erhalten wir wie in /1/ 

<р(у) = II ~fn V(y) = h(y) - f(yy. (13) 
1 n=1 

Wegen (10) gilt 

|1-(Л2/Х1)П| = |1-е2^іЛ|| = 2 |sin 5Ttfn| b 4|l^n-m|, 

wenn wir m so wählen, daß |«fn-m | £ 1/2 ist, und |sin x| ^ ^|x| 

für |x| S JT/2 berücksichtigen. Nach einem Satz von Liouville 
(vgl. /3/) gibt es zu jeder algebraischen Zahl к-ten Grades 
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eine positive Zahl о, so daß 

I - f I - cd' 
ist für alle rationalen Zahlen m/n. Somit*erhalten wir zusammen 

mit der vorhergehenden Abschätzung 

|A“ - A°| * 4ctV"fc, 

und aus (13) ist ersichtlich, daß die Funktionen <f>(y) und 
y(y) für |yl < Min (tr,s) holomorph sind. Da unter den Unglei¬ 

chungen (11) für j =1,2 

IА^х + УI - t |xI + |y| < Min (tr,s) 

gilt, folgt aus (12) unsere Behauptung. 

Bemerkungen: 1°. Im Fall der Doppelwurzel A^ = Ag = А ^ 0 
lautet die allgemeine Lösung von (1) 

z(x,y) = <p( Ax+y) + x(p(Ax+y), 

wobei die Anfangsbedingungen (2) 

<p(y) = h(y), y(y) = I (g(|) - h(y)) 

liefern. Hieraus ist ersichtlich, daß die Aussage von Satz 2 

auch in diesem Fall gültig bleibt. 

2°. Ist yf in (10) eine rationale, nicht ganze Zahl, so erkennt 
man aus (13), daß das betrachtete Anfangswertproblem im allge¬ 
meinen unlösbar ist. Ist jedoch уУ eine transzendente Zahl, so 
bleibt die Aussage von Satz 2 ebenfalls erhalten, wenn уУ einer 
Ungleichung der Form 

lf-5l 
mit 6 2» 0 und 6D = 0(n) genügt. Ist nur 6n = 0(d), so besitzt 

(1), (2) auch noch stets eine holomorphe Lösung, aber das Holo- 

norphiegebiet (11) verkleinert sich dann. Bei noch stärkerem An¬ 

wachsen von £n gibt es im allgemeinen keine holomorphe Lösung 

nnhr. Alle existierenden Lösungen mit|A^|= jAg) sind natürlich 

in bezug auf Störungen der Koeffizienten instabil. 
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3°. Eine Übertragung der Ergebnisse auf die allgemeinere Glei¬ 

chung (4) dürfte zumindest im Fall der mehrfachen Wurzeln keine 

Schwierigkeiten bereiten. Die Ergebnisse von /1/ und /4/ bezie¬ 

hen sich sogar auf den Fall, daß in (4) auch Ableitungen von 

kleinerer Ordnung als n auftreten. 
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Rostock. Math. Kolleg_. 1§., 81 - 86 (1981) 

Mi.rko Polonijo 

Associativity and n-ary cyclic bisymmet:cy' 

Studying the con□ectioo between associativity and cyclic bisym­

metr-J H. Kiesewetter in his paper /1/ proved the following

propositions: 

Proposition 1: From the issumptions 

1. for all x1, X„ E. 
c.. 

X, there is cp(x1 ,x2) � X, 

2. for all x1, x2 € X the relation <p (x2, <p(x1 ,x2) )
is valid (cyclicity), 

= x1 

3. for all x1, ½• x3_
, x4f: X 'f((f(x1,x2), cp.(x3,x4))

is inv=iant f'or' aoy permutation of .the elements 
x1, x2, x3, x4 (bisyrrL"letry)

it follows th.i.t 

a. for an arbitraty fixed e.lement e of X the operation

is an abelian group operation on X, 

b. e is the identity,

(1) 

c. x-1 := �(f(e,e),x) is the inverse of the element x € X •

.Prooosition 2: From tbe assumptions

a. 'f is an abeliaD group operation on X,

b. e is tbe identity,

c. x-1 is the inverse of aD element x � X
i t ·follows that

1. for all x1, x2 E X, there is
-1 q:>(:x1,x2) := lf(d,lf(x1,x2) ) � X,

where d c X is an arbi trary cfixed element, 

(2) 
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2. for all Xj, Xg e. X the relation <p(xg, cp(x., ,¾)) = x, 

is valid, 

3. for all X,, ig' x3, x4 e X, 93(93(1.,,x2), 9?(x3,x4)) 

is invariant for any permutation of the elements 

*-)» *2» 

As Kiesewetter underlined, it means that to any cyclic bisym- 

metrlc operation corresponds a family of abelian group opera¬ 

tions (e is a parameter of the family) and conversely to any 

abelian group operation corresponds a family of cyclic bisym- 

metric operations (d is a parameter of the family). 

The purpose of the present note is to generalize Kiesewetter's 

results for the case of an n-ary operation, i. e. the following 

theorems will be proved: 

Theorem 1: Prom the assumptions 

1. for all X,, х^, ..., Хдб X there is cp(x,, ,x2,... .Хд) £ X, 

2. for all Xji ..., xn £ X the relation 

Qp(x2,x3,...,xn, <^>(x1,x2,...,xd)) = x1 is valid 

(1. e. <J> is cyclic), 

3. for all Xj_j e X, i,j e ¢1,2,...,n}, the expression 

<p(<y (x11 ... ,x1n), (p(xгл ,x22,... ,x2n), 

..., gj(xn1,xD2,...,xDD)) 

is invariant for any permutation of elements 

Xjj, i,j £ [1,2,...,n} (i. a. (f is bisymmetric) 

it follows that 

a. for an arbitratry fixed ѳ £ X, the binary operation 

y(x1,x2) := (J>Ce,e,...,e, <p(x1,x2,e.e)) (3) 

is an abelian group operation on X, 

b. e is the identity, 

0. x“1 := Cj3(<p(e,e,...,e), e,...,e,x) is the inverse of the 

element x £ I. 
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Theorem 2: From the assumptions 

a. Ip is an abelian group operation on X, 

b. e is the identity, 

c. x-1 is the inverse of the element x « X 
it follows that 

1. for all x1, x2, ..., Хд 6 X there is 

? (=,,=2.V := y(A, y(Zp(ip(...ip(y(xi 

'• *),xn-1 ^^ X, 

where d e X is an arbitrary fixed element, 

2. for all x^,Xg,...,Xg e X the relation 

ф (.^2 ,=5, * • • *=n, ®p(=, ,=2* • * * ,¾) ^ = =] 1® valid, 

3. for all x^g б X, i,3e{1,2,...,n}, the expression 

<p(<p Cx11 ,x12* • • • >=iD), 9?(=21 ,=22*"" * ,^2n^' 

..., ^>(xn1,xn2,...,х„п)) 
is invariant for any permutation of elements 

£ X, і,д €. [1,2,...,n|. 

By the group computation, it is easy to show that the statement 

of theorem 2 is true and by the way we have <p(e,e,...,e) = d. 

Now, we are going to give the 

Proof of Theorem 1; Let e be an arbitrary fixed element of X. 

Since y± = (JJ(xi,e,...,e) for x± e X, it {1,2,...,n}, 

implies (by cyclicity) x^ = ф(е,е,...,y^), 

it follows that 

<^(x1,x2,...,xd) = <j>(<p(e,...,e,y1), <p (e,... ,e,y2), 

..., Qj? ( e,..., e ,yQ ) ) 

is invariant for any permutation of x^, x2, ..., x^ 

(because of bisymmetry), i. e. фis symmetric. 
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Id particular we get 

IpCXj.ig) = (f»(x2,x1) 

for all , *2 £ X. 

Let us put 

d — Op(Ѳ}Ѳ|»(«|Ѳ)* 

Then the equation 

(p(e,e,...,e,d) = e / 

holds and 

(y(e,e,...,e,y(x^,Xg.^(^+-,,^+2.x2n)} 

— (p(^(e,...,e,d),...,(^(e,*».e,d), , • • *,x^), 

9^xn+1'**,,x2n^ 

is invariant for any permutation of , Xg, ..., Xgn. 

Therefore, for all x, y, z e X the relation 

<p(e,...,e,<p(x,y,e,...,e), Cp (z,e,...,e)) 

-<p(e,...,e,cp(y,z,e,...,e), cp (x,e,...,e)) 

is valid. Putting 

<p(z,e,...,e) c u, y(z,e,...,e) = v, 

the last equality can he written in the form 

ф»(е,...,е,др(х,у,е,...,е),ѵ) = cp(e,... ,e, y(y, z,e,... ,e),u)i 

Hence 

<j?(e.. <p(e,...,e, y(x,y,e,...,e),v), <p(e,... ,e)) 

= ф(е,...,е, ф(е.. <j?(y,z,e,... ,e) ,u), ... ,e)), 

i. e. 

9>(e,...,e, (p(e,...,e,e, <p(x,y,e,...,e)), y(e,...,e,v)) 

=(p(e,...,e,(p(e,...,e,e, y(y,z,e,...,e)), <jp(e,...,e,u)) 

and we obtain 

<y(e,...,e, y(x,y),z) = y(e,...,e, ip(y,z),x) 
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from which it follows that 

2p(^(x,y), z) = <p(tp(y,z),x), 

and we have proved the associativity of ip, because (p is a 

commutative operation. 

Finally we obtain 

tp(e,x) = <p(e,e,...,e,y(e,x,...,e)) 

= <p(e,e,...,e, p(x,e.e)) = x 

and 

this completes the proof of the theorem. 

In his article Kiesewetter noted the reciprocity between the 

formulas (1) and (2) and the same is the case in the generali¬ 

zed situation as will be shown in the following theorems. 

Theorem 3: If Op is an n-ary cyclic-bisymmetric operation on 
X and there exists an abelian group operation Ip on X with the 

identity e and d = (p (e ,e,... ,e). such that (4) is valid, then 

Ip has the representation (3). 

IToof: Because of (4) we have 

and 

p(x1,x2,e,...,e) = lp(d, ^>(x1,x2)_1) 

for all X, x^, x2 £ X. Therefore 

= if>(d,ip(x^1,x"1)) 

<p(e,e.. y(x^,Xg,e,...,e)) 

= ip(d, (p(d, гр(х" '.Xg1))“1) = Ip(x^ ,Xg), 

which was to bo proved. 
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Theorem 4-: If у is an abelian group operation on X with the 

identity e and if there exists an n-ary cyclic-bisymmetric 

operation <p on X such that (3) is valid, then <p has the 
representation (4), where d = y(e,e,...,e). 

Proof: Recall that from the proof of Theorem 1 we know that 

***;Xg) hnd 

..'9%=1'=2* —'V' 9>(xd+1,xd+2.x2n)) are 

invariant for any permutation of their elements. Now, for itl, 

let be у = tp(d,e,.. .,e,x) and by cyclicity of у we get with 

similar arguments as above x-1 = <p(d,e,...,e,x). Further, for 

all ,%21feX, 1 £ к £ n - 1, we have 

^p(x^ > • •. .,e) ) = qp (x^, • •. ,з^+^ , e, • • • ,e) 

which gives, taking in mind 

lp(<i,x ) — fp (d, (jp (d, e,.., e ,x), e,.., e) )= y(x, e, ■ •, e ), 

the result 

tfHd, tp<l<fK...lp(<p(x1 ,x2),x5)....,Xg_^),xDГ1) 

= (x.|,.. .,Xn_-j,e)x^ ) = у (X/|,... , 

and the theorem is proved. 

Reference 

/1/ Kiesewetter, H.: Ein Zusammenhang zwischen assoziativen und 

zyklisch-bisymmetrischen Verknüpfungen. 

Aequationes Math. 1, 83 - 88 (1970) 

received: June 25, 1980 

Author's address: 

Prof. Mirko Polonijo 
Department of Mathematics 
University of Zagreb 

Yugoslavia 

К 



Rostock. Math • .Kolloq. 1§., 87 - 9} ( 1981) 

Helmut Thielcke 

RechentechDische Aspekte bei der DUJDerischen Auswertung von 
mehrfachen Integralen 

Bei der DUJDerischen Bebs.Ddlung von mehrfachen Integralen •rs­
ben sich s-owohl Rechenzeit- als auch GenauigkeitE',probleme, UDd. 
zwar je nach Vielfachheit der auftretenden Integrale. Illl al:Lg.­
meinen kann man daher nicht mit allge11eingül.tige11, von der �1'11 

des IDtegrandeD UDd der Integratio11sgre11zen unabhi.Dgie;en ver­
fahren arbeiten. Wie im 7alle einfacher Integrale so erst recht 
bei mehrfacheD Integralen empfiehlt es sich, durch AJnrenduDg 
Ge.ul3scher.Quadraturformeln, die in .lbhi.Dgigkeit von der :rora 
des Integranden und der Integrationsgrenzen speziell ausgewlhl.t 
wurden (und zwar für jede Inte�ratio11svariable gesondert), mit 
einem llinimUJD an Stützstellen eine gewünschte Genauigkeit der 
numerischen Quadratur zu erreichen. 
Im folgenden wird hierzu ein Algoritbmus angegeben. ADschlie­
.Bend werden einige numerische Beispiele betrachtet, 1111 unter­
schiedliche V�rfahren miteinander zu vergleichen. Der Vergleich 
erscheint dabei möglich, obwohl aus GriiJlden des, Rechenaufft.D4-a
nur einfachste Integranden und mit einer .&.usnahllle nur zweifache 
Integrale betrachtet wurden. Alle Beispiele -wurden mit dem pro­
grammierbaren Taschenrechner SR 52 von TI auf der Grundlage de• 
angegebenen Algorithmus mit d.er Vereinfachung u(i,.!!,) = O 
gerechDet. 

BeschreibUDg des Algorithmus 

Als Basis für den Algorithlllua dient eine Datenatruktu.r. In ihr 
sind Quadraturvektoren %_ von im allgemeinen unterschiedlicher 
Länge enthalten, deren Kom,ponenten folgende BedeutUDg haben1 

- Anzahl der Stützstellen einer �draturformel,

x! 
i 

- Stützstellen und



W1 " "mj " Gewichte der Quadraturformel sowie 

(a±, Ь±) - Quadraturintervall, auf das Bezug genommen wird. 

Zur Berechnung eines gegebenen n-fachen Integrals ist für jede 

Integrationsvariable die Auswahl eines zugeordneten Quadra¬ 

turvektors vorzunehmen. Ferner sind die Grenzen eines Be¬ 

zugsintervalls (p(i,s), q(i,s)), das im Hinblick auf die Lage 

des Quadraturintervalls (a^, bi) normiert ist (im allgemeinen 

wird p = a^ und q = h^ sinnvoll sein, man vergleiche aber die 

Beispiele (5) und (7)), und die Integrationsgrenzen u(i,s), 

v(i,s) als Funktionen der Argumente i, s^, s. 1 zu defi¬ 

nieren . 

Der nun angegebene Algorithmus ermöglicht auf einfache Weise 

die flexible Verknüpfung der unterschiedlichen Quadraturvek¬ 

toren Qi zu einer der gegebenen Form des Integranden f(s) und 

der Grenzen u(i,s), v(i,s) angepaßten Berechnung eines n-fachen 

Integrals 1 

summe := 0; 

i'or j i= 1 step 1 until n do 

begin Sj «= 0 ; к^ i= 1 end; 

marked i j i= n ; 

marke2 : faktor i- 1 ; 

for 1 t= 1 step 1 until n do 

If <■ P(f,в) V > q(i,j|) then goto marke) eise 

begin nenner j= p(i,s) - q(i,s) ; 

alpha := ( u(i,s) - v(i,s) ) / nenner ; 

beta г= ( p(i,s)v(i,s) - q(i,s)u(i,s) ) / nenner; 

i 
!= alpha 

+ 
beta 

end 

marke3 

marke# 

summe ;= summe + faktor • f(s) 

4 
:= kj + 1 
s= 1 ; j := j - 1 

if m^ ^ к^ then goto marke2; 

if j > 0 then 

begin kj := кj + 1 ; if m^ & kj then goto marke1; 

goto marke# 
end $ 



Beispiele 

Id den Beispielen (1) bis (6) werden die Integranden 

(1-x2-y2)V=, 1 > X2 + y2 
f-|(ac.y) = 

*2(х,У) - 1 - X2 - У2, 

, sonst 

( 1, 1 > X2 + y2) , 1/2 
fz(z,y) = < 7 sowie (1-x ) ' und Potenzen 
7 I0, sonst ) 

von xy betrachtet, als Integrationsgrenzen treten miyfc wenigen, 

gesondert gekennzeichneten Ausnahmen 0 und 1 auf. 

(1) Nach der "Methode der optimalen Koeffizienten" (vgl. /1/, 

S. 261 ff), einem einfachen Verfahren ohne Berücksichtigung der 

Form des Integranden, das die Stützstellen x^ = , 

yk = *kum-1 - ['"k%-1 ] Hilfe der Fibonacci-Folge 

|uQ = u,, = 1, с^+1 = ищ + um_1J bestimmt, ergeben sich folgende 

relative Fehler: 

inzahl der 
Punkte 5 8 13 21 34 55 89 144 

f-,U.y) 

f2(x,y> 

f)(z,y) 

(1-^)V2 

(xy)^^ 

(xy)1/* 

(v)3/2 
xy 

(xy)5 

(xy)50 

-.1917-.093S-•0572-.ОЗЗ2-.0248-.0045-.OO54-.0039 

-.0400-.0156-.0059-.0023-.0009-.0003-.0001-.00005 

.2732 .1141 .0774 .0307 .0111 .0186 .0157 .0080 

-.1606-.0961-.0569-.0342-.0206-.0125-.0076-.0046 

-.i505-.0987-.O5i6-.O549-.OI83-.OI27-.0067-.0047 

-.1547-.0929-.0517-.0313-.0175-•0108-.0060-.0038 

-.1708-.1026-.0597-.0356-.0208-.0125-.0073-.0044 

-.2778-.2327-.1139-.0919-.0449-.0356-.0174-.0137 

-.2000-.1563-.0769-.0597-.0294-.0228-.0112-.0087 

-.7922-.7079-.4666-.3637-.2202-.1592-.0929-.0647 

-1.000-1.000-.9998-.9987-.9836-.9390-.8504-.7205 . 
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(2) Mit äquidistanten Stützetellen = У^ = (k-.5)/N sind die 
relativen Fehler von ähnlicher Größenordnung: 

Anzahl der 
^"-^Punkte 
Integrand\^_^ 

*2(х.У) 

f;(i,y) 
(1^)^: 

(^)^ 

(ДУ)1/4 

(xy)'/« 

(*))/: 

xy 

(xy)5 

(xy)5« 

.0314 .040? .0260 .0082 .004? .0026 .0079 .0049 

.1250 .0556 .0313 .0200 .0139 .0102 .0078 .0062 

-.0451 .1318 .0345 .0186-.0097 .0134 .0345 .0060 

.0375 -0206 .0135 .0097 .0074 .0059 .0048 .0040 

.0496 .0284 .0190 .0139 .0107 .0086 .0071 .0060 

.0477 .0296 .0210 .0161 .0129 .0107 .0091 .0079 

.0315 .0205 .0150 .0118 .0096 .0081 .0070 .0062 

-.0627-.0292-.0169-.0110-.0077-.0057-.0044-.0035 

00000000 

-.4890-.2492-.1470-.0962-.0676-.0500-.0385-.O305 

-1.000-.9981-.9801-.9309-.3551-.7671-.6789-.5971 . 

(3) Die Gaußschen Quadraturformeln (Gewichtsfunktion gleich 

Bine, Bezugsintervall gleich dem Quadraturintervall (-1,1)) 

erbringen deutlich genauere Ergebnisse (angegeben wird der re¬ 

lative Fehler): 

^(х.У) 
t2(.x,y) 
fjCs.y) 

(1-,2)1/: 

(zy) 

(xy) 

(xy) 

(xy) 

1/2 

1/4 

1/8 

3/2 

ХУ 
(xy) 

(xy) 

5 

30 

.0136 .0046 .0021 .0011 .00069 .00045 .00031 .00022 
0 000 0 0 0 0 

.0136 .0046 .0021 .0011 .00069 .00045 .00031 .00022 

.0136 .0046 .0021 .0011 .00069 .00045 .00031 .00022 

.0218 .0076 .0035 .0019 .00140 .00074 .00051 .00036 

.0256 .0107 .0056 .0034 .0022 .0016 .0011 .00086 

.0185 .0085 .0078 .0030 .0021 .0015 .0011 .00088 

-.0061-.0009-.0003-.0001-.00004-.00002-.00001-.000005 
0000 0 0 0 0 

-.1597 0 0 0 0 0 0 0 

—.9998—.9432—.6124—.2401-.0611 -.0107 -.0013 -.00011. 



Im Falle der Integrer den f,,(x,y) und fj(x,y) wurden die Inte- 

1 Vl-x2 

grale j j f^(x,y) dy dz ausgewertet.- 

0 0 

(4) Extrapoliert man die jeweils letzten vier Näherungswerte 

nach der Formel a + b/n2 + c/n3 + d/n4 (das lineare Glied 

kann entfallen, da die Anzahl der Stützpunkte quadratisch 

wächst), so berechnet sich der verbesserte Integralwert zu 

I = det(yk, 1/k2, 1/k5, 1/k4)/det(1, 1/k2, 1A3, 1A4), 

к = 6, ..., 9, und gewinnt damit erheblich an Genauigkeit * 

Funktion 

(1-=2)1/2 
(xy) 

(xy) 

(xy) 

(xy) 

1/2 
1/4 

1/8 
3/2 

extrapolierter Wert 

.5235976 

.7853964 

.4444428 

.6399812 

.7901056 

.1600002 

relativer Fehler 

-.0000023 

-.0000023 

-.0000037 

-.0000294 

-.0000226 

.0000015 . 

1 Vi—=2 
(5) Bei der Berechnung des Integrals J Г ^(x.y) dy dx 

0 0 

mit Hilfe der (einseitigen) Gauß-Tschebyscheff-Quadraturforaeln 

(Gewichtsfunktion gleich 1/Vl-x2, Bezugsintervall (0, 1), 

Quadraturintervall (-1, 1)) wird im Vergleich zum Beispiel (3) 

der Vorzug einer Anpassung der Quadraturformel an den Integran¬ 

ds n und die Integrationsgrenzen deutlich: 
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Stützetellen Näherungswert relativer Fehler 

.521006 

.523155 

.523457 

.523542 

.523571 

.523584 

.523590 

.52359З 

-.00495 

-.00089 

-.00027 

-.00011 

-.000052 

-.000028 
-.000016 
-.000010 

Auch in diesem Fall kann mit Vorteil extrapoliert werden. Man 

erhält den Näherungswert .5235989 mit einem relativen Fehler 

von .00000028. 

(6) Einen ähnlichen Effekt erzielt man z. B. für die obigen 

Bürzelfunktionen durch Auswahl von entsprechend angepaBten 

Stützstellen und Gewichten (Anzahl = 4, Intervall (0,1)): 

1 .0195328197 

2 .1733969280 

3 .5229560269 

4 .8890524971 

w1 Funktion 

.0623619419 (xy)1/2 

.2596950951 (xy)3/2 

.4069291363 (*y)1/4 

.2710138267 (xy)1/ö 

relativer Fehler 

0 
0 

.00026 

.00038 . 
Die hier gegebene Genauigkeit wird mit Hilfe einfacher Gauß¬ 

scher Quadraturformeln nicht einmal mit 92 Funkten, also mehr 

als 5-facher Stützstellenanzahl, erreicht (vgl. Beispiel (3)). 

(7) Abschließend betrachten wir das vierfache Integral 

о 0 
'/ -H-i 

V1-a2-s|-82-s| ds4ds5ds2ds1 

und berechnen seinen Wert wie in Beispiel (5) mittels einseiti¬ 

ger Oeuß-Tschebyscheff--Quadratur: 
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Anzahl Näherungswert 

24 .164219 

34 .164380 

44 .164454 

54 .164477 

relativer Fehler 

-.0016? 

-.00069 

-.00024 

-.00010 . 

Eine .Extrapolation nach dem Ansatz a + b/n4 + c/n^ + d/n6 

(Glieder bis zur dritten Ordnung können weggelassen werden, da 

die Anzahl der Stützstellen mit der vierten Ordnung wächst) 

erbringt den Wert .1644922 mit einem relativen Fehler von 

-.0000076. 
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Rostock. Math. Kolloq. 16, 95 - 1 01 (1981)

Garsten Stade 

Ein Verfahren mit quadratischer Konvergenzgeschwindigkeit zur

simultanen Berechnung zweier Nullstellen beliebiger Ordnung1 

In der Arbeit /1/ von L. Berg wird ein Iterationsverfahren vor­
gestellt, das jeweils zwei Nullstellen �iner differenzierbaren 
Funktion durch Approximation mittels Parabeln gleichzeitig be­
rechnet, wobei die Nullstellen der Parabeln Näherungen für die

der Funktion sind. Dabei werden Nullstellen aber nur einfach

abgespalten. Im folgenden wird ein modifiziertes Verfahren be­

trachtet, bei dem Nullstellen höherer Ordnung mehrfach abge­

spalten werden. 
Die Hauptergebnisse der vorliegenden Arbeit lauten, 
Das Verfahren aus /1/ konvergiert für einfache Nullstelle1.1 
quadratisch und für mehrfache linear. Die Konvergenzfaktoren 
entsprechen im zweiten Fall denen des Newtonverfahrens. Das mo­

difizierte Verfahren konvergiert quadratisch, wenn man die wu.r­
zeln entsprechend ihrer Vielfachheit abspaltet. 
Abschließend werden Vorschläge für eine günstige rechentechni,­
sche Realisierung angegeben. 

Bestimmung der Konvergenzgeschwindigkeit 

�s sei f(x) eine r;egebene, dreimal stetie; differenzierbare 
Funlction, x1 und x2 seien verschiedene Näherungswerte für zwei

verschiedene Nullstellen von f(x). lüt den Abkürzungen 
fi = f(xi) und fi = f'(xi) für i = 1, 2 ergibt sich aus dem

Verfahren von /1/ das erwähnte modifizierte Verfahren, indem 
man fi durch mifi ersetzt, aber fi unverändert läßt, so daß

die Gleichun6en 

1 Gei.in<lertc .,,'a:;sun,; eines Teils der Jahresarbeit 1979/80 
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<1) (x1f^-aifi)p + f^q = 2ximjLfi - x2fj 

entstehen, die für nt] = nt, = 1 wieder in das ursprüngliche Ver¬ 

fahren übergehen. .Entsprechend der Vorgehensweise in /1/ hat 

man aus den beiden Gleichungen (1) die Werte p und q zu berech¬ 

nen, wobei die Lösungen der quadratischen Gleichung 

x2 + px + q = 0 

dann die verbesserten Näherungen für die gesuchten Nullstellen 

von f(x) sind. Dies bedeutet, daß die beiden Nullstellen von 

f(x) als Lösung der Fixpunktgleichung 

У = g(y) (2) 

mit 

у = ,=2^, e(y) = Cg1(y)iS2Cy))T 

und 

g1(y) = jk-P + Vp2-4q), g2(y) = ^(-p - Vp2-4q) (3) 

iterativ bestimmt werden. Dabei ergeben sich p und q aus (1) 

nach der Cramerschen Regel zu 

p = Dp/D, q = Dq/D 

mit 

D = (x^-Xg)f^f2 + mgfgfjj - nyf^fg, 

Dp = (Xg-X2)f^fg + 2x1m1f1f2 - 2x2m2f2f jj, 

Dq = (x1-x2)x1x2f,Jf2 + 2(x1-x2)m1f1m2f2 ^ 

+ 2x^x2(m2f2f^ —m^f.^fp) + m^f^f2%2 — m2f2f^x^ . 

Zur Untersuchung der Konvergenzgeschwindigkeit bezeichnen wir 

den Fixpunkt von (2) mit 

У"= C^,x|)T 

and sieben die Taylorsche Formel 

96 



(5) g(y) = s(f*) + g'(у*)(у-у*) + 0(y-y*)2 

heran, wobei g'(y) = Og^(y)/3Xj) (і,з=1,2) die Jacobi-Matrix 

bezeichnet und das Bestglied, für y—» y* im Sinne von 

Bocy-y**)2!! - M l|y-y*||2 

mit der euklidischen Horm und einer passenden Konstanten M zu 

verstehen ist. Aus 0) ergibt sich 

3g 
1/2 = _ i 

d=i 

Эр рЭр/Э - 2Э q/3xi 
1=1,2, (6) 

wobei für g^ das obere und für g2 das untere Vorzeichen gilt. 

Mit den Abkürzungen = m^f\/f^, ,i = 1, 2, erhält man aus den 

Gleichungen (4) 

D (x2-x2 ) + 2xn Fn - 2XpF. 
p = TT = -x,-x0+J?0-P. M 2 2 '1 

2P2 (x1-x2)(F1+F2) 

— = - (=1+=2) + -х -х!жѴ— 1 2 2 1 

(7) 
und 

p, гі.^г)і^г-^ги.гз21 

Die Nullstellen x^ von f(x) mögen die Vielfachheiten k^ besit¬ 

zen , so daß für i = 1, 2 

mit г^(х*) Ф 0 giit und die logarithmische Ableitung 

fi/fi = ki(“i"=i)-1 + ri(=i)/ri(=i) 

lautet. Mit den vre teren Abkürzungen rai/ki =ai ergibt sich 

F. = m.f./f! = a.(x.-xT) + 0(x.-xT)\ i = 1, 2 
1 1 1 11 X 1. X X 
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Wenn wir dieses Ergebnis in (7) und (8) einsetzen, x^ - x2 kür¬ 

zen und die Nenner durch. Potenzreihenentwicklung beseitigen, so 

erhalten wir 

P = - (x*+x^) + (a1-1)(x1-x*) + (а2-1)(х2-х*) + 0(y-y*)2, (9) 

X1X2 " aix2^xi <) a2x^(xg-x2) + 0(y-y*)2. (10) 

Offensichtlich gilt lim p = - (xT+x2), lim q 
У-»У У-*У 

folglich bei geeigneter Wahl des Vorzeichens 

x*x* und 

lim Vp2 - 4q = xf - xif £ 0. 
У-»У 

Nebenbei erkennen vdr hieraus wegen (3), daß 

lim g(y) = y* 
y-»y 

und y* somit tatsächlich ein Pixpunkt der Gleichung (2) ist. 

Da (9) und (10) endliche Taylorentwicklungen.sind, können wir 

dort die partiellen Ableitungen von p und q an der Stelle у = y* 

unmittelbar ablesen: 

Эр/axJ = at - 1, 3q/0x. I = (1-a. )x\ i , j =1,2; i^j. 
'y=y* 1y=y* d 

Wegen (6) ergibt sich daraus 

Sgj/dxJ = 1 - 
y=y' 

dg^/Эх 
J|y=y* 

= 0. (11) 

Folglich konvergiert das in /1/ vorgestellte Verfahren, bei dem 

a^ = k^ ist, in der Umgebung jeder einfachen Nullstelle qua¬ 

dratisch und in der Umgebung jeder mehrfachen Nullstelle linear 

mit dem Konvergenzfaktor 1 - kT^. Dieser Konvergenzfaktor tritt 

bekanntlich auch beim gewöhnlichen-Newtonverfahren auf (vgl. 

etwa /2/). 

Aus (5) und (11) ersieht man weiter, daß das modifizierte Ver¬ 

fahren mit a^ = mi/ki quadratisch konvergiert, wenn = a2 = 1 
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ist, also wenn die Hullstellen entsprechend ihren Vielfachhei¬ 

ten abgespalten werden, Gs weist damit die gleichen Gigenschaf- 

ten bez. der Konvergenzgeschwindigkeit auf wie das modifizierte 

Newtonverfahren (vgl. /2/). 

Sind die Vielfachheiten der Nullstellen unbekannt, so kann man 

bekanntlich quadratische Konvergenz erreichen, indem man das 

ursprüngliche Verfahren für f/f an Stelle von f benutzt, denn 

f/f hat nur einfache Nullstellen. 

hin Spezialfall bei der rechentechnischen Realisierung 

Bei Testrechnungen trat mehrfach der Ball auf, daß im Verlaufe 

der Rechnung eine Nullstelle im Rahmen der Rechengenauigkeit 

bereits exakt berechnet wurde, aber die andere wegen eines 

schlechteren Konvergenzfaktors oder eines schlechteren Start¬ 

wertes noch nicht erreicht war. Da die erreichte Genauigkeit 

bei der weiteren Rechnung durch Rundungsfehler wieder verloren¬ 

ging, wurde von zwei aufeinanderfolgenden Näherungen für die¬ 

selbe Nullstelle diejenige mit dem betragsmäßig kleineren Funk¬ 

tionswert dann beim nächsten Iterationsschritt verwendet, so¬ 

fern die Iteration noch nicht abgebrochen werden konnte. 

Beispielsweise ergaben sich bei dem Polynom 

f(x) (5x)v/v! 
v=o 

auf dem Rechner GS 1040 bei vier Iterationsschritten die Werte: 

Sclirittnummer 

C 

1 

Re(x^) 

-0.5 

-0.44695181 

-G.4%55452 

-0.45612152 

-0.456'12128 

Im(x^) 

0.0 

0.00249555 

0.00024286 

0.0000c018 

-0.00000018 

f(x1) 

1.65 

2.36 10' 

6.91 10“ 

3.70 10' 

1.65 10' 
—6 
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Schrittnummer 

О 

1 

2 

5 

4 

Нѳ(х2) 

0.0 

0.06198123 

0.04823351 

0.04795930 

0.04796115 

Im(x2) 

—0.6 

-0.62390041 

-0.62503147 

-0.62566710 

-0.62566662 

f(x2) 

5.30 10-1 

1.85 10_1 

8.74 10-3 

2.71 10~5 

7.53 10-6 

Abschließend soll dieser Fall noch mit dem Newton-verfahren ver¬ 

glichen werden. 3s sei x^ = x* eine bereits exakt erreichte 
Nullsteile. Für p und q ergibt sich dann aus (7) und (8) 

J> = -(x^+x2) t F2(x*-x2)(F2 + x*-x2)-1, 

q = x*x2 - x*F2(x*-x2)(F2+x*-x2)~1, 

und hieraus folgt bei geeigneter Wahl des Vorzeichens 

Vp2 - 4q = X* -'x2 + F2(x*-x2)(F2+ x*-x2)_1. 

Damit nehmen die Komponenten (3) von g(y) die Gestalt 

g1(y) = X*, g2(y) = x2 + f2m2(x*-x2)(f2m2-f2(x*-x2))_1 (12) 

an. Für eine einfache Nullstelle lautet der zugehörige Kon- 

vsrgenzfaktor 

^a2g2/3%|| = I f"(x*)/f'(x*) + (Х*-Х*Г\ 

während beim Newtonverfahren bekanntlich (vgl. /2/) 

32gg/ Э X ^ f"(x*)/f(xp 

ist. Das Iterationsverfahren mit (12). ist daher dem Newtonver¬ 

fahren genau dann überlegen, wenn 

1. (x*- x^)f"(x2)/f' (Xg) < 0 und 

2. |(x;-x*)-1|<|f"(x|)/f(x|)l 

gilt (vgl. auch /1/). 
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Dieter Schott 

Endlich erzeugte Projektionsverfahren zur Lösung linearer Glei�

chungen im Hilbertraum 

1 • .iü.nführuog 

Gegeben seieo zwei Hilberträume X und Y. Der Raum der linearen

und stetigeo Operatoreo voo X io Y wird mit L(X,Y) bezeichDet

(L(X) 1= L(X,X)). Die Mengen m(T) UDd lN(T) bedeuten Wertebe­

reich bzw. Nullraum eines Operators T � L(X,Y). T*ist der zu T 
adjUDgierte Operator. Der Ausdruck TIM symbolisiert die EiD­
schrällkung von T auf die Menge M: X. Unter lin M verstehen wir 

.die lineare Hülle, witer i die Abachließung von M. Der Ein­
heitsoperator (auf X bzw. Y) wird durch I dargestellt. R ist

die Menge der reellen Zahlen.

Zur Gewi•nwig von Lösungen bzw. verallgemeinerten LöswigeD der

linearen Gleichung 

Ax = b (A E L(X,Y), b � Y) 

eignen sich Iterationaverlahren der Form 

�+1 = (I-DnA)� + Dnb• (1.2) 

die nach Vorgabe einer Operatorfolge (D
0

) mit DD � L(Y,X) UDd
eioes Startelementes x0 EX eindeutig bestimmt sind. Die Rest­

iteration erfolgt dabei nach der Vorschrift 

Für eine Reihe spezieller, vorwiegend zyklischer Verfahren die­
ser Gestalt gibt es bereits Untersuchungen zur KonvergeDI der 
Folge(�) und zu den Lösungseigenschaften des Grenzelementes 
x00 1= lim � (siehe z. B. /9/, /1/, /6/, /5/, /4/, /2/).

• 
n➔a> 

Hier wollen wir vor allem die von w. Peters und G. 1111..•B bez. 
des PSH- und SPA-Verfahrens erzielten Jilrgebnisse verallg ... 1-
nern (siehe /6/, /5/), indem wir 
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a) auf die dort gegebene spezielle Gestalt der Operatoren Dn 

verzichten, 

b) uns von den endlichdimensionalen Räumen lösen, 

c) statt der zyklischen Verfahren die allgemeinere Klasse der 

endlich erzeugten Verfahren zulassen (siehe Abschnitt 4). 

2. Verallgemeinerte Lösungen von linearen Gleichungen 

2.1 Der Begriff der verallgemeinerten Lösung 

Wir definieren zunächst in Anlehnung an /4, S. 32/ den Begriff 

der verallgemeinerten Lösung einer Gleichung (1.1). Schließlich 

führen wir Bedingungen an, unter denen die Iterationsfolge (x^) 

des Verfahrens (1.2) gegen eine solche verallgemeinerte Lösung 

strebt. 

Gegeben seien zwei Hilberträume X, Y und eine Folge (Zn) von 

weiteren Hilberträumen. Wir betrachten die Gleichung 

Ax = b (A e L(X,Y), be Y) (2.1) 

und d .4 daraus von einer Operatorfolge (D0) mit Dn e L(Y,Zn) 

e- eu ,e Brsatz(glelchungs)system 

DjjAx = Dnb (n = 0,1,2,...). (2.2) 

Sind 

X(A,b) (= {x t I I Az = b}, (2.3) 

X(A,b) := Л X(DnA,DDb) = {x e X | DD(b-Ax)=0 (Vn)J (2.4) 

die Lösungsmengen von (2.1) bzw. (2.2), so gilt offenbar 

X(A,b) 2 X(A,b). Daher ist (2.2) für alle b a Y konsistent zur 

Ausgangsgleichung (2.1). Insbesondere ergibt sich auch 

Л* (D„A) Э »(A). 
D 

Definition 2.1» a) Die Lösungen des Järsatzsystems (2.2), d. h. 

die Elemente von X(A,b), heißen bezüglich (Dp) verallgemeinerte 

Lösungen der Gleichung (2.1). 

b) Zwei Brsatzsysteme von (2.1) mit den erzeugenden Folgen 

(Dn) bzw. (¾) heißen äquivalent. wenn sie die gleichen Lö- 

aongsmengen besitzen. 
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Der Begriff der verallgemeinerten Lösung wird noch abge¬ 

schwächt , wenn man zuläßt, daß das Järsatzsystem (2.2) für end¬ 

lich viele n verletzt sein darf. In diesem Falle ist die Menge 

aller bezüglich (Dd) verallgemeinerten Lösungen von (2.1) durch 

oo 

X+(A,b) s= lim П2(М,1„Ь) 
N-»oo n=N D D 

gegeben. Wir wollen hier aber nicht näher darauf eingehen. 

Lemma 2.2: Die Mengen X(A,b) und X(A,b) fallen unter folgenden 

Bedingungen zusammen: 

a) Es gilt П И(Dn) = І0}. 

b) ES gilt X(A,b) Ф 0 und n®(DDA) = Ж(А). 

Beweis: Es ist jeweils nur X(A,b)£ X(A,b) zu zeigen. Dazu sei 

X £ X(A,b), d. h. DD(b-Ax) = О (Vn). 

a) Aus П ®(Dd) = {0} erhält man sofort b-Ax = 0 bzw. 

X e X(A,b). 

b) Wegen X(A,b) ^ 0 existiert ein x*£ X mit Аx*= b. Daraus 
entsteht 

Dj)(b—Ax) = Dn(Ax*-Ax) = DqA(x*-x) = 0 (Vn). 

Unter Beachtung von n®(D„A) = IN(A) gewinnt man schließlich 
n 

A(x*-x) = Ax*- Ax = b - Ax = 0. 

Daher ist x £ X(A,b). 

Ist eine der Voraussetzungen des Lemmas 2.2 erfüllt, so ergibt 

jede bezüglich (Dd) verallgemeinerte Lösung von (2.1) auch eine 

Lösung von (2.1). 

Lemma 2.?: Zwei Ersatzsysteme von (2.1) mit den erzeugenden 

Folgen (Dß) und (D^) sind für beliebige b £ Y äquivalent, wenn 

die Gleichung П JN (D ) = П IN (Dl) besteht. 
n n I 

Beweis: Aus D (Ъ-Лх) = О (Vn) folgt wegen 

b-Ax 6 Л IN (Dg) = n IN(D^) auch D^(b-Ax) =0 (Vn) und umgekehrt. 
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Sind (Ед) und (Dg) die erzeugenden Folgen zweier äquivalenter 

Ersatzsysteme, so ist jede bezüglich (Dd) verallgemeinerte Lö¬ 

sung zugleich eine bezüglich (D£) verallgemeinerte Losung. 

2.2 Verallgemeinerte Lösungen und Iterationsverfahren 

Wir setzen nun ZD = X (Vn) voraus. Dann ist das System 

(2.2) gleichbedeutend mit 

X = (I-DdA)x + Dnb = X + DD(b-Ax) (Dn E 1(1,X)). 

Dazu gehört in natürlicher Weise das Iterationsverfahren 

=n+1 = Vn + Dnb = xn + ^(b-A%n) (*B >= I-V> (2*5) 

mit einem beliebigen Startelement xQ e X. Dieses Verfahren kann 

mit den Abkürzungen 

Vn-1 

D 

'^i+1^i (2.6) 

explizit auch in der Gestalt 

=n+1 = Pnxo + V (2.5') 

geschrieben werden. Die Reste rD b - Axn transformieren sich 

dabei nach der Vorschrift 

rn+1 * Snrn = Чзго (Sn i= I_ADn' ^n != SnSn-V"So^* (2*7^ 

Die bezüglich (Dn) verallgemeinerten Lösungen von (2.1) sind 

gerade die Fixpunkte des Iterationsverfahrens (2.5), d. h. die 

Elemente x0 mit x^ = xQ (Vn). 

Wichtige Eigenschaften des Iterationsverfahrens beinhaltet 

Lemma 2.4: Es gilt 

a) S„A = АІд, QgA =.APn, b) flD = D^Q^_^ (%_^ :=1), 

C) BnA = I - PD, d) ABn = I - ¢^. 

BeweisI Die Gleichungen a) sind offensichtlich. Die Beziehung 

b) zeigt man leicht durch'lnduktion. Man findet sie in ver¬ 

steckter Form auch schon in /2, S. 577/. Die Beziehungen c) 

and d) sind in /4, ß. 53/ und /2, S. 376 - 377/ abgeleitet. 
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Die im weiteren auftretenden Grenzwerte von Operatorfolgen sind 

entweder im Sinne der punktweisen (bzw. starken) oder der 

gleichmäßigen Operatortopologie zu verstehen. 

Aus Lemma 2.4 ergibt sich dann unmittelbar 

Lemma 2.5; Mit den Bezeichnungen В := lim В , 
n-»oo 

?*,» = lim P und o^:= lim о gilt 
D-» 00 В 00 

a) Bp*, *-» Зв^ІІНСА), b) 3Q*,*-» B^lim^ABn), 

c) 3Boo -> 3P*,, 30*,, 1) ЗА-1 : 3P*,<W 30*,*-» Зв*,. ' 

Existiert B*,, so erhält man 

Poo = 1 - BooA- «00 - 1 - 4*00' ^00 = «ooA- 

f ) B*, ist eine innere Inverse von А 

(AB00A=A)«*=fAPC0= 0<=»0*,A =0. 

g) B*, ist eine äußere Inverse von А 

(«00^00= Воо>*=*РсоВоо = 0<=*BOO«CO = °* 

h) Ist P*, ein Projektor, so 1st B*, eine äußere Inverse von А 
auf Ж CA). 

І) Ist Q*, ein Projektor, so ist B*, eine innere Inverse von А 
auf ffi(B*, ). 

£) Sind P*, und Q*, Orthoprojektoren, so ist B*, die Moore- 

Penrosesohe verallgemeinerte Inverse 

(AB*,А =A. B*,AB*, =Boo, (AB*,)*= AB*,, (B*,A)*= B*,A). 

Folgerung 2.6t Existiert B*,, so konvergiert das Iterationsver¬ 

fahren (2.5) für alle Startelemente x0 und alle b. Dabei gilt 

lim 
n -»oo 

XD=P00X0+B00b 
00 

(2.8) 
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Beweis: Die Behauptung gewinnt man sofort aus (2.5'), 

Lemma 2.4b) und Lemma 2.Зв). 

Wir kommen nun zu der Frage, unter welchen Bedingungen der Ite¬ 

rationsprozeß (2.5) (verallgemeinerte) Lösungen von (2.1) lie¬ 

fert. 

Lemma 2.7: Ss existiere B^ . In diesem Falle ist der Grenzwert 

% 8- lim X genau dann eine Lösung (eine bezüglich (D ) ver- 
n—»oo u 0 

allgemeinerte Lösung) von (2.1), wenn Q00rQ = 0 

(Vn : DDQror0 = 0) gilt. 

Beweis8 Zunächst liefert Folgerung 2.6 die Gleichung 

xoo = Pooxo + ВооЪ* Daraus entsteht unter Beachtung von Lemma 

2.5«) 
^00 =APcoхо+АВооЪ=Ч» I-^oo >ъ=ь-^оо (Ъ-Ах0)=Ь“Чюг0 

bzw. 

»n^oo = Dnb - Dn^ooro- 

Damit sind die Behauptungen gezeigt. 

Ist Вш eine innere Inverse von A, so gilt Q^A = 0. Unter die¬ 

ser Voraussetzung sind die Bedingungen D $^r = О (V n), 
Qggr^ = 0 für beliebige Startelemente xQ durch = 0 (Vn), 

Q^b = 0 ersetzbar. , 

Soll x^ für beliebige b (und beliebige xQ) stets eine Lösung 

bzw. eine bezüglich (D^) verallgemeinerte Lösung von (2.1) 

sein, so ist dafür die Bedingung iiyo = 0 bzw. = О (V n) 
notwendig und hinreichend. / 

Satz 2.8: üs seien folgende Voraussetzungen erfüllt: 

a) &B gibt Lösungen (bezüglich (f>D) verallgemeinerte Lösungen) 

von (2.1). 

b) Der Operator P := lim t existiert. Außerdem gilt 
n-roo 

m(P^)G D(A) 

(IB(P^)S ПШ(^А)), d. h. AP^ = О ( V D : DdaF0O= g). 
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Dann ist der Grenzwert := lim Хд für beliebige x0 vorhan¬ 

den und stellt eine Lösung (eine bezüglich (Dd) verallgemeiner¬ 

te Lösung) von (2.1) dar. 

Beweis: Aufgrund von a) gibt es ein x' 6. X mit Ax' = b bzw. 

D^Ax' = ОдЪ (Vn). Daher erhält man 

xn+1 = ^ + D„b = ТдХд + ВдАх' = ТдХд + (І-Гд)х' 

Е 

■ -л * 5 V 

= Fn'=o-=') 

Гп=о + С-?,):' 

Nach Voraussetzung Ь) liefert der Grerzübergang n -> oo 

X00 = ^00 

Schließlich ist für m(P^ ) S Bi(A) und Ax' = b 

Axqo= АР^СХд-Х') + Ax' = Ax' = b 

bzw. für К(РЮ)£ П*(°ПА) und DqAx' = ПдЬ 

Ѵ*оо. = DnAfoo(x0-x'J + ВдАх' = DdAx' = Dnb. 

2.3 Verallgemeinerte Lösungen und zyklische Iterationsverfahren 

Ist (Пд) eine zyklische Folge mit der Zyklenlänge 

к (Vn : Вд =DD+k), ergibt sich aus (2.5) durch Zusammenfassung 

von jeweils к Iterationsschritten bekanntlich ein stationäres 

Iterationsverfahen der Form 

n 

x(n+1) '= + = + g] T4)b 

(Ts=Pk_1t D: =Bjc_1) (2.9) 

mit der Bestiteration 

r(n+1) = Sr(n) = S“+1r(o) <S:=Qk-l> r(n),=b-Ax(n)>* (2И0) 
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Dabei gilt 

к-І k-1 

I- DA = I- Va -. .Ti+1ßiA = I- ^k-fk-2" • ^i+i(:^i) 

- pk-1 - T> 

k-1 k-1 

1 - AD = I-gAD^ = I-gci-sl)3i_1ai_2...S0 =^_1=: 

sowie 

д-1 

T° = Pnk-1 • T±u = Bnk-1 > sP = Qnk-1 • 

Setzt man = xQ, erhält man außerdem 

x(n) = *nk» r(n) = rnk* 

Existiert so für x^Q ^ = xQ auch ^жу ^ • Umgekehrt muß 

aber aus der Existenz vpn x^j nicht die von іш folgen. 

Das Verfahren (2.9) besitzt wieder die Gestalt (2.5), wobei an¬ 

stelle von (Dg) jetzt die konstante Folge (D). tritt. Es ist in 

»■rtürlicher Weise der Ersatzgleichung 

DAx = Db (2.11) 

zugeordnet. Ist x eine bezüglich (Dd) verallgemeinerte Lösung 

von (2.1), dann ist x wegen 

w # 
rto=Bk-lAx-^L_\-1Tk-2*"Ti+1DiAjc='2L-Tk-1Tk-2"'Ti+1Dib~Bk-1b='Db 

gleichzeitig eine bezüglich (D) Verallgemeinerte Lösung von 

(2.1). Die Umkehrung gilt jedoch i. allg. nicht. 

Endlich erzeugte kompakte Pro.iektionsfolgen 

Dieser Abschnitt enthält Ergebnisse der Arbeiten /7/ und /8/, 

die für die Konvergenzuntersuchung einer Klasse von Iterations¬ 

verfahren wesentlich sind (siehe Abschnitt 4). 

Ist bei einem Iterationsverfahren (2.5) die Menge [Dd} endlich 

und zugleich die Reihenfolge der Operatoren DQ in bestimmten 

Grenzen frei wählbar, wird man zweckmäßigerweise eine zykli- 
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»che Strategie bevorzugen. Bei einer Seihe von Verfahren hängt 

dagegen die Wahl des Operators DQ von den Iterierten 

Zg, Xg.-i» • ••. *0 ab. Hier ergibt sich i. ailg. keine zyklische 

Folge (Dg). Daher ist die nachstehende Begriffsbildung auch von 

praktischem Interesse. 

Definition 3.1: Bine Operatorfolge (ÜD) heißt endlich erzeugt, 

falls es eine endliche Anzahl von Operatoren ÜQ , Dg , ..., Dg^ 

aus der Menge $üg} mit folgenden Eigenschaften gibt: 

a) Bs ist |HDi, Ug2.UgJ = ^g}. 

k) Die konstanten Folgen (üD ), (Dg ), ..., (Dg ) sind Teilfol- 
12 m 

gen von (Dg). 

c) Bs gilt sup min {k|k > n, D^ = Dg} c oo. 

Bine solche Folge (Dg) enthält also nur endlich viele verschie¬ 

dene Operatoren, die in bestimmten, nicht über alle grenzen 

wachsenden Abständen in der Folge immer wieder auftreten. 

Zyklische Operatorfolgen sind offenbar endlich erzeugt. 

Bs seien X und X Hilberträume. 

Definition 3.2: Bine Operatorfolge (Dg) mit Dg £ L(X) (bzw. 

Dg £ L(Y)) heißt kompakte Projektlonsfolge. falle mit den Ab¬ 

kürzungen 

m :=nm(üg), JN := ITn'Ö 5T('Ug] (3.1) 

gilt: 

ft) Bs ist X = JE©® (bzw. I = JE©®). 

b) Die Operatoren DQ sind Projektoren, auf IN bezüglich einer 

geeigneten (äquivalenten) energetischen Norm sogar Orthopro- 

jektoren. (Der Nulloperator zählt hier als Orthoprojektor.) 

c) Mindestens einer der Operatoren ÜD ist auf JN kompakt 

(vollstetig). 

Bemerkungen: 1) Die Zerlegung X = JE © JN (bzw. X = А ® IN ) 

definiert den Projektor 

ü = ü2, JH (D) = Ж, JN(D) = Ж. (3-2) 
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2) Für Orthoprоjektoren UD ist die Bedingung a) automatisch er¬ 

füllt. Dabei erhält man Jk = Ш^, d. h., U ist wieder ein 

Orthoprojektor (siehe /7/). 

3) Bin Projektor UD ist genau dann auf Ж kompakt, wenn 
Ш(ип|Ж) eine endliche Dimension hat. einerseits gilt nämlich 

ünM = M für alle M £ !R(ün|lK). Andererseits ist die Dimension 

von IR(U |Ж) genau in dem Falle endlich, wenn jede abgeschlos¬ 

sene und beschränkte Teilmenge von IR (UD | Ж ) kompakt ist 

(siehe /10, S. 96 - 97/). 

4) Für eine endlich erzeugte kompakte Projektionsfolge ergibt 

sich notwendigerweise: 

Ш m 
- iäs ist Ш = О m(D ) und Ж = lin U Ж(П ). 

i=1 Di i=1 Di 

- ainer der Operatoren UD (i=1,2,...,m) ist kompakt auf Ж. 

Die folgenden Brgebnisse findet man in /7/ und /8/. 

Satz ?,3: Die Folge (U^) sei eine kompakte Projektionsfolge. 

Dann gilt: 

a) Die Operatoren U lassen die Teilräume Ш und IN invariant. 

b) Der Projektor U (siehe (3.2)) ist ein Projektionskern von 

(UD), d. h., es besteht die Beziehung U = = UUD (Уп). 

Satz 3.4: Die Folge (UD) (U £ L(X)) sei eine endlich erzeugte 

kompakte Projektionsfolge. Dann gilt 

lim l|öDür)_1...U0 - UII = 0. 
n -» 00 

Sind außerdem (BQ) (BQ 6 L(Y,X)) und (FQ) (Fc €• L(X,i)) 

(gleichmäßig) beschränkte Operatorfolgen mit IR(an)£ IN (Vd) 

n 

und Ж (Fc) 2 m (Уп), dann ist (У ипип-1''‘и1+1^1^ be_ 

D 

schränkt und () . .UQ) konvergent in der gleichmä¬ 

ßigen Operatortopologie. 
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Satz 3.5: Die Folge (UD).(UD€. L(X)) sei eine kompakte Projek¬ 
tionsfolge mit einem Zyklus der Länge к (V n: UD=UD+k). Die 

Folge (JäD) (JäD e L(Y,X)) besitze ebenfalls einen Zyklus der 
Länge к (Vn: üB=läD+l£)• Außerdem sei die Bedingung 

k-1 

® £ * erfüllt. Dann konvergiert die 
i=o 

Teilfolge 

n 

cgi (Ѵ-Л-г—Ѵ1 & uk-iük-2'-*VfV 

von (/ UnUn-1"*üi+iai) gleichmäßig. 

Für die Folge Fi^i-i^i-2***Uo^ bekommt man also bei ent¬ 

sprechenden Voraussetzungen über (Un) stärkere Aussagen als für 

n 

die Folge UnUn-1*'*иі+1йі^‘ Die Ursache liegt vor allem 

darin, daß die erste Folge eine Partialsummenfolge einer Reihe 
ist, die zweite dagegen i. allg. nicht. Die bestehenden Unter¬ 

schiede illustriert das nachstehende einfache 

Beispiel 3.6: ßs sei X = Y = R^ und 

Man berechnet 

S(U) = ш = £x.(Jj)|a £ R}, e (U) = 3K= {p(i)lp €fi}. 

Wegen 

u|m = о|ш , R2 = iR © m 
ist (UQ) = (U) eine endlich erzeugte kompakte Projektionsfolge. 

Für die beschränkte Operatorfolge (iän) mit 

й2п = (l о) > ß2n+1 = (o l) 

erhält man , . 

K(ßD) = {ß(j)lß € r} = m (Vd). 
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(3.3) 

Aus UEn = 0 (V n) folgt 

n-1 

UDÖD-1*•*Ui+1fii = + US, = & (V o) 

und damit im Eioklaog mit Satz 3.4 die Beschränktheit, nicht 

aber die Konvergenz der Folge _ un^n-1"'Ui+1ßi^ Zum aDde" 

reo besitzen (Un) und (ED) einen gemeinsamen Zyklus der Länge 2. 

Schließlich ist auch die Bedingung ]R (U^Eg+E^) = 1E(S1) = 3K 

erfüllt. Die Teilfolge 

n n 

(%Z (U1U0)i(U1S0+S1)) = Лц) = (E^) 

konvergiert offensichtlich und bestätigt so die Aussage des 

Satzes 3.5* Setzt man allerdings auch 

F2n = (l o) * F2n+1 = (o l) (Vd)’ 

divergiert die Folge 

qi Vi-fi-R'-'V = (F0 + t Fi%) (3-4) 

wegen 

F2nü=I (l =l) • F2n+1U = 2 (-1 l) (Vd)- 
Dieses Resultat steht aber nicht im Widerspruch zu Satz 3.4, 

da hier die Bedingung m(FD)3 Ш (Vn) verletzt ist. Für 

F2n '(h) * F2n+1 = (l l) (Vd) 
dagegen gilt 

3N(fd) = {л(Л)|л e r} = IE (Vn). 

Hier konvergiert die’Folge (3.4) im Einklang mit Satz 3.4 

wegen FgU = 0 (Vn). 
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4. Iterationsverfahren mit endlich erzeugten kompakten Projek- 

tionsfolgen_ 

In diesem Abschnitt werden die bisherigen Resultate benutzt, um 

Aussagen zur Konvergenz des Iterationsverfahrens (2.5) und zur 

(verallgemeinerten) Lösbarkeit der Gleichung (2.1) herzuleiten. 

Sine Darstellung von x = lim x wird nicht explizit angege- 
n-»oo 

ben. Hierzu sei auf Abschnitt 2 verwiesen. 

Definition 4.1: Die Iterationsfolge (xD) des Verfahrens (2.5) 

heißt P- bzw. G-konvergent. falls sowohl (PD) als auch (BQ) in 

der punktweisen bzw. gleichmäßigen Operatortopologie konvergie¬ 

ren. 

P-konvergente und erst recht G-konvergente Iterationsfolgen 

konvergieren also global, d. h. für beliebige xQ und b. 

Satz 4.2; 8s seien folgende Voraussetzungen erfüllt: 

a) Ss existieren bezüglich (Dd) verallgemeinerte Lösungen von 

(2.1 X. 
b) Die Folge (TD) = (I-D^A) ist eine endlich erzeugte kompakte 

Projektionsfolge. 

Dann ist (Хд) für beliebige xQ konvergent. Weiterhin stellt der 

Grenzwert x^ stets eine bezüglich (D^) verallgemeinerte Lösung 

von (2.1) dar. 

Beweis: Nach Satz 3.4 konvergiert (PD) gleichmäßig gegen den 

Projektionskern 

Foo= 4- m(Pco) 'Л*(Ѵ <VI) 

Ш(Р^) = lin U ®(TD) = lin U IR(DdA) 

von (TD). Satz 2.8 liefert die Behauptung. 

Bemerkung: Gilt a) für alle rechten Seiten b von (2.1), so ist 

(xD) P-konvergent. 
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Satz 4.3: ßs seien folgende Voraussetzungen erfüllt: 

a) Die Folge (Dd) besitzt einen Zyklus der Länge к 

(Vd* Dn=Dn+k). 

b) Die Folge (Tn) = (I-D^A) ist eine kompakte Projektionsfolge. 

c) ßs gilt lin у TB(D j = lin \J Ш(D A). 
n n D 

Dann ist die Teilfolge (X(D)) von (xn) G-konvergent (siebe 1 

(2.9)). Weiterhin stellt der Grenzwert x^^ stets eine bezüg¬ 

lich (D) = (¾^) verallgemeinerte Lösung von (2.1) dar. 

BeweisI Zunächst hat mit (Dn) auch (I-D^A) einen Zyklus der 

Länge k. Hach Satz 3.4 konvergiert (Pn) gleichmäßig gegen den 

Projektionskem (4.1). Außerdem findet man unter Beachtung von 

Lemma 2.4b) 

k-1 

JH(D) = 3E(BW) = ffi(J~D1Q1 1)£ lin U 3R(Dd) = = lin (j jr(dda; 

= * (?oo )• 

(4.2) 

Satz 3.5 sichert nur die gleichmäßige Korvergeoz der Reihe 

oo 
(T=Pk_i). Dabei gilt T00 := 

(2.9) ist (z^Q^) somit G-konvergent. 

der Abkürzung S°° ;= lim SD 
n -»CD 

lim Tn = P . Wegen 
n-»oo 

Schließlich erhält man mit 

Ж . Ж 
DS00 5 D(I-A> T D) = D - > (I-T)T^D = D-(I-T°°)D=lf°D=0, 

1=0 1=0 

wenn man T00 = P^ "und (4.2) berücksichtigt. Nach Lemma 2.7 ist 

x^oo) daher stets eine bezüglich (D) verallgemeinerte Lösung 

von (2.1). 

Bemerkungent 1) Die Voraussetzung c) des Satzes liegt offenbar 

vor, wenn 3R(Dg) = IB(DgA) (Vn) gilt. 

2) Die Folge (Хд) braucht unter den Voraussetzungen des Satzes 
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Dicht konvergent zu sein. Für X = У = B2 und 

(vgl. Beispiel 3.6). Nach Satz 3.4 ist (x^) wegen 

m(DE)S 1(РЮ) und 

К+1І «|Pnl KU + IIBJ |Ъ| 

aber zumindest beschränkt. 

Satz 4.4; Es seien folgende Voraussetzungen erfüllt: 

a) Die Folge (Dn) ist endlich erzeugt. 

b) Die Folge (SD) = (I-ADd) ist eine kompakte Projektionsfolge. 

c) Sb gilt П 3B(ADn) = П 1»(J3D). 

Dann ist (Xjj) G-konvergent. Weiterhin stellt der Grenzwert im 

stets eine bezüglich (Dd) verallgemeinerte Lösung von (2.1) 

dar. 

Beweis: Nach Satz 3-4 konvergiert (Q^) gleichmäßig gegen den 

irojektionskern 

«ее = <&. Ж(«оо) =П IRCS„) =n®(ADn) -П 
D D n (4.3) 

IN(Qgg) = Ш U 1N(Sd) = lin U IE(ADn) 

von (Sg). Daher ergibt sich für die nach a) beschränkte Folge 

(Dd) die Beziehung JN(Dd) Э ZR(Q^ ) (Vn). Satz 3.4 sichert 

also auch die gleichmäßige Konvergenz von (BD) = (% DjOj /,) 

und (Pp) = (I-BjjA) (siehe Lemma 2.4c)). Demnach ist (x^) 

G-konvergent. Außerdem folgt aus № ( DE ) 2 IR(Q^ ) (Уп) unmit¬ 

telbar Bo«QQVg = 0 (Vn). Lemma 2.7 liefert damit die letzte 

Behauptung. 
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5. Sine Klasse von Projektionsverfahren 

5.1 Wir wollen jetzt die .Ergebnisse des Abschnittes 4 auf eine 

Klasse von Projektionsverfahren anwenden. 

Gegeben seien zwei Hilberträume X,I und eine Folge (ZD) von 

weiteren Hilberträumen. Wir betrachten die Gleichung 

Am = b (ACL(X.r), bfeX) (5.1) 

und das Ersatzgleichungssystem 

GnAx = üDb (Gne L(Y,Zn)j n=0,1,2,...) (5.2) 

mit normal auflösbaren Operatoren А und A^ := GqAe L(X,ZD) 

(Ш(А) = Ш(а), IE(Ad) = 3K(Ad)). Bevor wir uns den Projek¬ 

tionsverfahren zuwenden, beweisen wir zwei einfache Hilfssätze. 

Die dabei benutzten Beziehungen zwischen Nullräumen und Werte¬ 

bereichen von Operatoren findet man etwa in /10, S. 250/. 

Lemma 5.1i Es gilt 

3N(A*) = 10} •*=> 3R(Ad) = ZD<=> 3(AQA*y1 £ L(ZD). 

Beweis: 1) Die erste Äquivalenz folgt aus Z0 = IR(An) © ®(A*). 

2) Es sei IN (A*) = {0}. Wir geben uns ein beliebiges z £ Zn, 

z/0, vor. Damit ist A*z / 0. Aufgrund der Zerlegung 

X = IN (Ad ) <±> IR (A*) gehört A*z nicht zu 3N(AD). Also erhält man 

AgA*z / 0 (Vz/0) bzw. 3N(ADA») = {0}. 

Wegen ZQ = 3R(An) und X = 3N(A„) © Ж(А*) existiert zu jedem 

z £ ZD ein z' £ ZD mit z = AQA*z1• Daher gilt ZD = lR(AnA*). 

Aus ]U(AnA*) = io} und JE(AdA») = ZD ergibt sich nach einem be¬ 
kannten Satz von Banach die Existenz der stetigen Inversen 

tvS')"1- 
3) Die stetige Inverse (ADA*)-1 sei vorhanden. Nimmt man an, 

daß es ein z & IN(A*) mit« / 0 gibt, dann bekommt man für die¬ 

ses z im Widerspruch zur Voraussetzung A^A*z = 0. Demnach ist 

3N(A*) = 40}. 
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Lemma 5.2: Existiert (АдА*)-1 £ L(ZD), dann sind AQA* und 

(Ada£)-1 positiv definite selbstadjungierte Operatoren. 

Beweis: äs sei (АдА^)“1 £ L(Zn). Wegen (AdA£)* = A^ und 

((АдА*) 1)* = ((АцА^)*) 1 sind АдА* und (АдА£)-1 selbstadjun- 

giert. 

Mit Ad ist auch A* normal auflösbar (JR(A*) = 1R(A*)). Hach 

Lemma 5.1 gilt außerdem }N (A*) = {0}. Daher gibt es für alle 

z £ Zn ein m > 0 mit |A*z| ä m|zll (siehe /10, S. 86/). Somit 
entsteht 

(AdaJz,Z) = (A*z,A*z) = |lA*zH2 i m2|z|l2. 

Ebenso gelangt man mit z = (ADA*)-1z' zu 

((AnA*)-1z-, z-) = (z,AdA»z) = |lA*z||2 i m2MzU2 

Demnach sind АдА* und (АдА*)-1 positiv definit 

llz’J2. 

5.2 Die Folgen (Од) und (Zn) seien nun so gewählt, daß die Op%- 

ratoren Ад den Raum X auf die Räume ZD abbilden (IR(Ад) = Zn). 

Damit sind die Ад automatisch normal auflösbar. Weiterhin be¬ 
deutet das: 

- äs ist auch IR(GD) = Zn. 

- äs gilt JH(a£) = 10}. 

- Die Operatoren АдА^ und (AnAj)-1 sind selbstadjungiert und 

positiv definit. Außerdem bilden sie ZD auf sich ab. 

Mit diesen Voraussetzungen untersuchen wir das Iterationsver¬ 

fahren (2.5) in der speziellen Gestalt 

=n+1 = Vn + V (V=I-DnA* Вп,=Ап<АпА!Р‘Ч 6 ur.x». (5.5) 

Daraus resultieren einige Besonderheiten, die wir zunächst an¬ 

geben wollen. 
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Lemma 5.3: Es gilt = TD = T* und ИКТд) = lH(DnA) = Ш(Ад), 

IN(Td) = m(DnA) = 3E(Dn) = Ш (A*D* ) = IR(A*). 

Beweis» Mit DdA = A*(ADAp-\ gewinnt man leicht 

(V)2 = V = <DnA)* = A*Dn- 
Daraus folgt wegen TD = I - D^A unmittelbar Тд = Tn = T*. 

Weiter erhält man aus DpAx = Ад(АдАд)""^АдХ = 0 sofort 

(АдА£)~\дХ 6 W(a£) = {0} und АдХ = 0. Umgekehrt zieht АдХ = 0 

offensichtlich DgAx = 0 nach sich. Daher ist 

JE(Td) = ЛИ (DjjA) = IN (Ад). Außerdem gilt 

1H(ID) = jb(dda) = m(A*D*) und m(TD) =т(Тд)і=ли(Ад)А=ш(А*). 

Aufgrund von IB(GD) = Ж(бдА) = ZQ ist schließlich 

m(Dn) = JH(DnA). 

Іеішпя 5.4: Das Itefationsverfahren (5-3) projiziert nacheinan¬ 
der orthogonal auf die Lösungsmengen Х(Ад,йдЪ) der Ersatzglei¬ 
chungen (5.2). 

Beweist Die Mengen X(A^,G^b) und IN (Ад) verlaufen parallel. 
Nach lemma 5*3 ergibt sich somit 

V» = *A + 
wenn Pn der orthogonale Projektor auf X(AQ,GDb) und x^ ein be¬ 

liebiges Element von Х(Ад,йдЪ) ist. Dabei garantiert die Vor¬ 

aussetzung Ш(Ад) = 2q die Existenz eines solchen x^. Anderer¬ 
seits bekommt man auch 

=n+1 =Vn + An’(AnAn*r 
Also ist Хд+1 = РдХд. 

Ѵ = ѴЛ(Ѵв> Vi :Vn + (I“W 

p 
Lemma 5.5% Für die Operatoreo ßn = I - ADn gilt SQ = UDd 

1E(Sd) = Ш(АРд) = IM (йд) = 3M(ÜD), IM(Sd)=IH(ADd)=IH(AA*). 
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Beweis I Zunächst findet man 

(ADn)2 = АА^(АпА*)-\аа*(АвА*Г\ = AD„. 

Wegen Sei- AIiq folgt daraus S2 = S^. Die Gleichung 

ADny = AA*G* (А„А*Г\у = 0 

zieht unter Beachtung von X = 3H (A) © I8(A*) und 3K(A*) = £0} 

sowohl D„y = A*(ADA^)-1Gcy = 0 als auch GDy = 0 nach sich. Um¬ 

gekehrt ergibt GDy = 0 natürlich AD„y = 0. Das bedeutet aber 

3H(S„) = 3K(AD„) = 3H(D„) = 3D(G„). Aus 2,,=38(0,,)=38(0^)^0,,) 

erhält man schlieBlich 3W(S„) = 3B(AD„) = IE(AA*). 

Lemma 5.6: Ist P * L(X) ein Orthoprojektor, dann ist jeder Ope¬ 

rator Q €. L(Y) mit AP = QA ein (AA*)”1-Orthoprojektor in 

38(A) = ЕШ. 

Beweisi Aus AP = QA folgt Q2A = QAP = AP2 = AP = QA, d. h. 

Q2|38(A) = Q|3B(A). Außerdem läßt Q den Baum 38(A) invariant. 

Weiterhin ist (AA*’)-1138(A) ein stetiger, selbstadjungierter 

und positiv definiter Operator (vgl. lemmata 5.1, 5.2). 

SchlieBlich bekommt man auf 38(A) 

(AA*)Q*= A(QA)*= А (AP)* = AP*A*= APA*= QAA* 

und damit 

((AA*)~1Q)* = Q*(AA*)-1 = (AA*)“\. 

Folgerung 5.7: Die Operatoren S„ und AD„ = I - SD sind (AA*) 

Orthoprojektoren in 38(A). 

Lemma 5.8; Die Folgen (D„) und (G„) erzeugen äquivalente Br- 

satzsysteme (siehe Abschnitt 2.1). 

Beweis: Hach Lemma 5*5 ist 3K(D„) = 3H(G„) (Vn). Damit gewinnt 

man die Behauptung aus Lemma 2.2. 

Lemma 5.9: ßs gilt mit _ __ 

38 = ft 3B(T„) = ft И (Ад), 38 = lin U 3H(TD) = lin U 3®^) 
n n n n 

die Beziehung X = 38 ф IN . 

121 



Beweis > Die Behauptungen ergeben sich aus Lemma 5.3« Insbeson¬ 

dere sind die TD Orthoprojektoren, so daß die Gleichung 

X = ]R © IN besteht (siehe Abschnitt 3). 

Nach diesen Vorbereitungen können die Konvergenzsätze des Ab¬ 

schnittes 4 für das Verfahren (5.3) konkretisiert werden. 

Satz 5.1 Qi Es seien folgende Voraussetzungen erfüllt: 

a) Es existieren bezüglich (GD) verallgemeinerte Lösungen von 

(5.1). 

b) Die Folge (&n) ist endlich erzeugt (siehe Definition 3.1). 

S) Mindestens einer der Operatoren ID ist kompakt auf 

IN = lin UIE(A*). 

Dann ist (x^) für beliebige xQ konvergent. Weiterhin stellt der 

Grenzwert x^ stets eine bezüglich (GD) verallgemeinerte Lesung 

von (5.1) dar. 

Beweis: Mit (Gp) ist auch (TD) endlich erzeugt. Außerdem er¬ 

weist sich (TD) in Verbindung mit Lemma 5.3, Lemma 5.9 und Vor¬ 

aussetzung c) als kompakte Projektionsfolge. Nun resultieren 

die Behauptungen aus Satz 4.2, wenn man Lemma 5.8 berücksich¬ 

tigt. 

Bemerkung: Gilt_a) für alle rechten Seiten b von (5.1), so ist 

(xD) P-konvergent. 

Satz 5.11: Es seien folgende Voraussetzungen erfüllt: 

a) Die Folge (Gn) besitzt eine Zyklus der Länge к 

(Vn: Gn=Gn+k). 

b) Mindestens einer der Operatoren TD ist kompakt auf 

И = lin U ffi(A*)_. 

Dann ist die Teilfolge (*(D)) von (xE) G-konvergent (siehe 
(2.9)). Weiterhin stellt dar Grenzwert x^ ^ stets eine bezüg¬ 

lich (D) = (Bk-1) verallgemeinerte Lösung von (5.1) dar. 
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Beweis: Mit (G^ hat auch (DQ) einen Zyklus der Länge k. (T) 

ist nach Lemma 5.3, Lemma 5*9 und Voraussetzung b) eine kompak¬ 
te Projektionsfolge. Außerdem gilt aufgrund von Lemma 5.3 die 

Gleichung IR(Dd) = Ш(В^А) (Vn). Damit besteht offenbar die 
Beziehung 

lin U 3R(Dd) = lin U JE(DnA). 

Satz 4.3 liefert nun die Behauptung. 

Satz 5.12» ßs seien folgende Voraussetzungen erfüllt: 

a) Die Folge (GD) ist endlich erzeugt. 

b) ßs gilt X = Л XN(G_) © lin U m(AA%). 
D D 

c) Mindestens einer der Operatoren Sn ist kompakt auf 

lin U m(AA*). 

Dann ist (Xjj) G-konvergent. Weiterhin stellt der Grenzwert x^ 

stets eine bezüglich (ü„) verallgemeinerte Lösung von (5.1) dar. 

Beweis: Die Behauptungen ergeben sich sofort aus Satz 4.4, wenn 

man Lemma 5.5 und Folgerung 5.7 beachtet. Die SD sind nämlich 

wegen Ж = lin (J Ж(АА*) S 3R(A) auch (AA*)""^-Orthoprojektoren 

in Ж . 

Ist X = R®, X = und (Сц) eine zyklische Folge bestimmter 

Zeilenauswahlmatrizen, so entsteht das in /6/ betrachtete PSH- 

Verfahren (Projektion auf Schnitträume von Hyperebenen). Dabei 

sind in Satz 5.10 die Voraussetzungen b), c), in Satz 5.11 die 

Voraussetzungen a), b) und in Satz 5.12 die Voraussetzungen a), 

c) von vornherein erfüllt. Das Hauptergebnis der Arbeit /6/ ist 

im wesentlichen in Satz 5.11 enthalten. Die Arbeiten /1/ und 

/9/ untersuchen spezielle Varianten des PSH-Verfahrens. 

6. Sine Klasse von SPA-ähnlichen Verfahren 

6.1 In diesem Abschnitt sollen Ergebnisse des Abschnitt*! 4 

auf eine Klasse von SPA-ähnlichen Verfahren angewandt werden. 
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Gegeben seien zwei Hilberträume X,Y und eine Folge (ZD) von 

weiteren Hilberträumen. Wir betrachten die Gleichung 

ax = b (uW,i),bei) (6.1) 

und das Brsatzgleichungssystem 

H*A*Ax = H*A*b = (AHD)*b (Hjj£ L(ZJJ,X)j n=0,1,2,...) (6.2) 

mit normal auflösbaren Operatoren А und 0o : = AHB 6 L(ZQ, Y) 

(3R(A) = ЖТХУ, ]ß(CD) = lE(Cn)). Entsprechend wie in Abschnitt 
5 beweist man: 

Lemma 6.1: Es gilt 

3U(0D)= {0}«^m(c*) = zn^>3(c*cnr1 « l(zd). 

Lemma 6.2: Existiert (CBCD)_1 £ L(Zn), dann sind C*Cn und 

(C*Cn) ^ selbstadjungierte positiv definite Operatoren. 

6.2 Die Folgen (Hn) und (Zn) seien nun so gewählt, daß die Ope- 

ratoren 0* den Baum Y auf die Bäume Zn abbilden (3H(C*) = ZD). 

Damit sind die CD automatisch normal auflösbar. Weiterhin be¬ 

deutet das: 

- Es ist auch IR (H*) = Z^. 

- Es gilt ®(CD) = 

- Die Operatoren C*CD Und (C*Cn)~1 sind selbstadjungiert und 

positiv definit. Außerdem bilden sie ZQ auf sich ab. 

Mit diesen Voraussetzungen untersuchen wir das Iterationsver¬ 

fahren (2.5) in der speziellen Gestalt 

*n+1=Vn+Dnb (Td«=I-DdA, DD:=HD(C*Cnr'lC*£L(Y,X)). (6.3) 

Daraus resultieren einige Besonderheiten, die wir zunächst an¬ 

geben wollen. 

Lemma 6.3: Fijr die Operatoren Sn = I - АВц gilt = SD = ü* 

und 

IH(SD) - BKADn) - Ж (Dn) = Ш(С*) , Ш (SD)=IR(ADD)=IK(D*A,,)=]B(CnX 
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Beweis; Mit ABD = CD(C*CD)-1C* gewinnt man leicht 

(ADn)2 = ADn = (ADn)* = D*A*. 

Daraus folgt wegen S = I - AD^ unmittelbar S2 = SD = S*. Wei¬ 

ter erhält man aus Dny = 0 schrittweise ADQy = Go(C*Cn)_1C*y=0, 

(C*Cn)-1C*y 6. B«V = {0} und C*y = 0. Umgekehrt.zieht C*y = 0 

offenbar D^y = 0 nach sich. Daher ist lB(Sn) = 3H(ADn) = IH(Dn) 

= JK(C*). Außerdem gilt IR(S^) = 3H(ADn) = 3E(D*A*) und 

BJ(Sn) = ffi(SD)A = ЗН(с£)Х = lß(Cn). 

Lemma 6.4; Das zum Iterationsverfahren (6.3) gehörende Bestver¬ 

fahren rn+1 = ЗдГд projiziert nacheinander orthogonal auf die 

Lösungsmengen der Gleichungen Ojr = H*A*r = 0. 

Beweis; Die Behauptung ergibt sich sofort aus Lemma 6.3« 

Lemma 6.5: fis gilt Tjj = TD und 

m(TD)= ю (DnA) =®(C*A), 3J(TD) =ш(опа) =m(Dn) = зно^). 

Beweis; Zunächst ist 

(DDA)2 = “ V 
Wegen TD = I - DpA folgt T2 = TD< Die Gleichung DnAx = 0 liefert 

ADnAx = Od(G*Cd)-1C^Ax = 0. 

Unter Beachtung von Ш(С„) = IN (CD(C*CD)"1) = {0} bekommt.man 

daraus C*Ax = 0. Umgekehrt ist jede Lösung von C*Ax = 0 auch 

Lösung von DjjAx = 0. Also gilt JE(Tn) = 3K(DdA) * ІИ(0*А). 

Wegen Ш(0*) = Zn und (0*Cn)"1 «• L(Z„) ergibt sich 

)B(C*) = IB((C*GD)“1C*) = Zn und IB(Dd) = HDZn = JE(Hn). Uhter 

Ausnutzung der Beziehung Y = Ш(АЛ) ф IB (А) gelangt man 
schließlich zu 

3B(D„A) = 2i(Hn(CjCDr1H*l*A) = 3B(Dd). 
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lemma 6.6: Ist Q £ L(Y) ein Orthoprojektor, dann ist jeder Ope¬ 

rator P t L(X) mit AP = QA ein A*A-Orthoprojektor in 

ffi(A*) = Ш(А*). 

Beweis; Aus AP = QA entstehe A*Q* = P*A*. Analog wie in Lemma 

5.6 kann man zeigen, daß P* ein (A*A)-1-Orthoprojektor in 

1R(A*) ist. Das bedeutet auf ]R(A*) 

((A*A)~V)*= P(A*A)-1 = (A*A)"1P*. 

Daraus gewinnt man auf Ж(А*) die Beziehungen 

P = (A*A)“'lP*(A*A) = P2, A*AP = P*A*A = (A*AP>*. 

Folgerung 6.?: Die Operatoren Tn und D^A = I - T sind A*"A- 

Orthoprojektoren in 3E(A*). 

Lemma 6.8; Die Folgen (Dn) und (0*) = (H*A*) erzeugen äquiva¬ 

lente Ersatzsysteme (siehe Abschnitt 2.1). 

Beweis: Mach Lemma 6.5 ist IN(D0) = Ж (C*) (Vn). Damit folgt 
die Behauptung aus Lemma 2.2. 

Lemma 6.9; Es gilt mit 

JR = n = П Же*), ли = lin U ]N(S_) = TTn u ®(C ) 
n n n n 

die Beziehung Y = Ш © Ж . 

Beweis- Die Behauptungen ergeben sich aus Lemma 6.5. Insbeson¬ 
dere sind die SD Orthoprojektoren, so daß die Gleichung 

Y = Ж © ® besteht (siehe Abschnitt 3). 

Zunächst kann Satz 4.4 für das Verfahren (6.3) konkretisiert 

werden. 

Satz 6.10; Es seien folgende Voraussetzungen erfüllt: 

a) Die Folge (HD) ist endlich erzeugt. 

b) Mindestens einer der Operatoren SD ist kompakt auf 

Ж = lin U ik(O. 
n 

Dann ist (xn) G-konvergent. Weiterhin stellt der Grenzwert 

stets eine bezüglich (H*A*) verallgemeinerte Lösung von (6.1) 

dar. 
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Beweis; Mit (HD) ist auch (SD) endlich erzeugt. Außerdem er¬ 

weist sich (SD) in Verbindung mit bemma 6.3, Lemma 6.9 und Vor¬ 

aussetzung b) als kompakte Projektionsfolge. Aufgrund von Lem¬ 

ma 6.J gilt außerdem IN(Dn) = Ш(АВ^) (Vn) und damit 

О ® (ADn) = П ® ). Schließlich liefert Satz 4.4 die Behaup¬ 

tung, wenn man Lemma 6.8 berücksichtigt. 

Versucht man Folgerung 6.7 zu nutzen, um die Sätze 4.2 und 4.3 

für das Iterationsverfahren (6.3) zu spezialisieren, muß man 

für das gleiche Ergebnis stärkere Voraussetzungen als in Satz 

6.10 fordern. Deshalb verzichten wir hier darauf. 

Ist X = К**, Y = RM und (HD) eine zyklische Folge bestimmter 

Spaltenauswahlmatrizen, so entsteht das in /5/ untersuchte SPA- 

Verfahren (Spaltenapproximation). Dabei sind die Voraussetzun¬ 

gen des Satzes 6.10 von vornherein erfüllt. Dieser Satz verall¬ 

gemeinert das Hauptergebnis der Arbeit /5/. 
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