Rostocker
Mathematisches Kolloquium

Hefit 16







ROBYOCKER MATHEMATISCEES XOLLOGIIUR

1981

Wilhela-Pieck-Universitis Hostoak
Bektion Mathematik



Herausgeber: Der Rektor der Wilhelm-Pieck-Universitédt Rostock

Bchriftleitung: Prof. Dr. Wolfgang Engel, Direktor der Sektion

Mathematik
Prof. Dr. Gerhard Mae8, Schriftleiter
Dr. Werner Plischke, Lektor
Dorothea Meyer, Herstellung der

Druckvorlage

Sektion Mathematik der
Wilbhelm-Pieck-Universitit Rostock,
DDR - 2500 Rostock, Universitdtsplatz 1

Das Rostocker Mathematische Kolloquium erscheint in der Regel
dreimal im Jabhr und ist im Rahmen des Schriftentausches iiber
die Universitétsbibliothek, Tauschstelle, DDR -~ 2500 Rostock,
Universitétsplatz S, su beziehen.

Vertffentlicht durch die Abt. Wissenschaftspublizistik der
Wilhelm-Pieck-Universitdét Rostock, DDR - 2500 Rostock,
Vogelsang 13/14

Pernruf: 369 577

Isiter: Dipl.-Ges.-Wiss. Bruno Schrage

Gepebmigungs-Kr. 9 169/89

Drucks Qstsee-Druck Rostock, Werk II Ribnitez

2

https://doi.org/10.18453/rosdok_id00003818



Inhalt

Seits
Gronau, Hans-Dietrich 0. F.
The 2-(10,4,2) Deeigns S
Gronau, Hans-Dietrich Q. F.
Coverings of the complete (di-)graph
with n vertices by complete bipartite
(di-)graphs with n vertices II 1

Weber, Karl Domipation number for almost every graph 31

Wildenhain, Giinther
Ubér punktweise Abschétzungen von Lisun-
gen linearer elliptischer Differential-
gleichungen beliebiger Ordnung 45

.

Wildenhain, Giinther
Uber die Darstellbarkeit polyharmonischer

Fupktionen in der Kugel 59
Berg, Lcthar Ein Grengzfall beim Goursatschen Anfangs-
wertproblem 75

Polonijo, Mirko Associativity and p-ary cyclic bisymmetry 81

Thielcke, Helmut Rechentechnische ABpekte bei der cumeri-
schen Auswertung von mehxfachen Integralen 87

Stade, Carsten FEin Verfahren mit quadratischer Konvergens—
geschwindigkeit zur simultapen Berechnung
zweier Nullstellen beliebiger Ordoung 95

Schott, Dieter Epndlich erzeugte Projektionsverfahren gzur
Losung linearer Gleichungen im Hilbert-
raum 103






Rostock. Math. Kolleq. 16, 5 - 10 (1981)

Bans-Dietrich O. F. Gromau

The 2-(10,4,2) Designsg,

A t=(v,k,A) design on v symbols (say the numbers 1,2,...,v) has
b aistinct blocks of k distinct symbols with every t—elément
subset of {1,2,...,v] appearing in exactly A blocks. If and
only if there is a permutation of the symbols which hes She
property that every block B, of a t-(v,k,A) design D, 28 mapped
into some block B.‘I of a t-(v,k,A) design D,, the designs D, and
I)2 are called isomorphic. The problem of determination of all
nonisomorphic designs with given (small) parumsters epd A = 1
was studied by numerous authors; see Doyen and Rosa /1/. Moti-
vated by prectical interests Basch and Herrend3rfer /2/ exten~
ded this problem to designs with A 2 2 and small v,k, and t.
Several papers published in this jourmal solved this problem
for some parameter-comdinations. One of the open problems with
small parameters was that with v = 10, k = &, t = 2, A = 2,

In this paper we present the following

Theorem: There are emeotly 3 moniscmorphio 2-(10,4,2) desigus.
Representatives of the 3 classes of monisomorphio 2-(10,%;®)

designs are 31

(111122311223344)
223434458575665
396556769697878
489009870809009

l1=

'1111223112235491
M, = 223434458575665 )
356776569697878
|#098890708090009)
1 We always give the designs in terms of 4 X 15 - matrices,
where the columns are the blocks. As symbol in the designs
we replace 0 dby 10.




111122311223 344

M = |223438458575665 |
3 1357667569697878

408998070809009

It can easily be checked that a 2-(10,4,2) desgin consists of
(b =) 15 blocks and every symbol occurs exactly (r =) 6 times.

Proof of the Theorem: We comstruct all 2-(10,4,2) designs
successively. For a particular dblock of a 2-(10,4,2) design M

- let ng, 01 € 4, be the pumber of blocks that intersect it in
exactly i symbols. Then o, = 1 and

Do + 04 + Dy + Dy = 14,
n1 + 2n2 + 3n3 = 20,
n, + 3::3 = 6,
These equations have an unique solution in integers:
DO=O, n1=8, n2=6, n3=0.
Wel.0ug. we may assume that 1234 is one of the blocks of M.
Using A = 2 M has the structure

111122301 1(22(3 304 4
- 2234344

3
#abcdef

Io all empty cells the numbers 5,6,7,8,9,0 have to be placed.
We distinguish two cases,

= In every of the matrices 4,B,C,D every symbol of
{5,6,7.8,9,0} occurs exactly once., - Case 1,

- There is a matrix, say A, containing ap element, sey 5,
twice. - Case 2,

58 :
Case 1: W.l.0.8. A = (g %) « Bach of the matrices B,C,D

ocontains (at least) ome of the pairs (2), (.?), (.?). Noting

A= 2 and that the design, so far as conmstructed pow, is inva-
riant with respect to permutations 'l‘i‘. ’5’2, where T1 and T’z are
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permutations of {2,3,4} and {8,9,0}, respectively. Hence we may
assume wW.l.0.g.

9. -~ (9 »- (9
B= {69}, ¢c= (78}, D= |78}.
8 0O o) 09

Counting the frequency of every pair ylelds that

111223
234344

abcdef

has to contain the pairs (;), x e {1,2,3,4}, y¢{5,6,7,8,9,0},

exactly once and the pairs (g). (g). (g) twice.
Thus, a = £, b = e, and ¢ = 4, and we got 6 possible conti-
nuations to comstruct a design.

abcdef result

567765 o

098890 P

576675 M

089980 3

©22235  tsomorphic to My by (34)(56)(90)
g Z g g Z g ~ isomorphic to My ‘by (34)(56)(90)
3893 /4 isomorphic to My by (23)(67)(89)
765567 M

890098 1

Now we show that )L,. lla, and ll3 are mutually nonisomorphic.
Por any element j and any design My let () =
{x’ Xvuijle My, J & X] The li(ﬂ)'s are 1-(9,3,2) denisnl.

obviously. Some of them are resolvable, i.e., M;(J) can be
partitioned in two 1-(9,3,1) desigos.

3458
E.ge (1) = (5 7 8 (5) g 9) can be partitioned ip the



i

1-(9,3,1) designes

258 {234 : 1312534

(369) mdA(765>,lh1hlz(5)=<246678 is not
270 890 007899
partitionable. Obviously, for every duign M; the number of
resolvable Ii(d)'l is igvariant with respect to applying of

permutations. Thos, we complete oux proof giving the following
table: .

M n K N

Bumber of resolvable !1(3)'- 10 6 &

Case 23 Bince By = 0, the remaining elements of A have to be
different and we mey assume w. l. 0. g.

A= 67 3
89

Ifxe {a,b,...,t,A,h.c,D} then x; denotes the number of
elements i in the matrix x. Then

5+ 85 + B = 2,

ds + 15 + 05 = 2,

o5 + 15 + Ds =2,
and

d5+05+25+35+05+l)5s4.
. 1. o.s.mwnmdsheshtsandobtm dsnesuh
25:-0, 3580,0581)5-1.
Consider (a,b,c). From A it follows immediately that (a,b,c)
sontains 6,7,8,9 once each and O twice. Since ny = o,
(g) or (g) cannot occur in (a,b,c) and we may assume
w. 1. 0. g. ,(a.‘b,c) = (g 8 g). In analogy to x5 we get
4;=6,=1, =0, By= 2, Oy = Dy = 1. Moreover, C and D
comtain the peir (3).



Thus, Bi
If (d4,e)

1 for i = 6,7,8,9 and in (d,e) there occur 8 and ‘9.

fi

(g g) then the remaining empty triples in C and D

6 6 .
are<7> and (g) , respectively. But now we have the pair

(7) 3 t;unes Hence, (d,e) = (5 g). Then

fg + Cg = 1,
1,
£g + Cg + Dg = 2,

f8+D8

and consequently, fg = 0, Cg = Dg = 1. Analogously, fg = O,
C = D9 = 1. Hence, £ = (g). Then (g) does pot occur in B.

Since the pairs (§) and (3) exist in 4, the matrices G and D

contain the triples < > and ( )

Applying the permutation (34)(67)(89) in the second case we

7
may assume that C contains <8> « Then it follows uniquely
9 .

1M 1122 3]
M= 2234344
268955 6|6
47 co987
M is isomorphic to MZ' e. &. by the permutation (1598742063),
Q. &, 4¢
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Rostock. Math. Kollog. 16, 11 = 30 (1981)
Haps-Dietrich O. F. Gronau

Coverings of the complete (di-)graph with n vertices by
complete bipartite (di-)graphs with b vertices II

1. Introduction

This paper contipues the ibnvestigations of part I /1/. More
precisely, we complete here the proof of Theorem 5. First we
repeat briefly some notations to make this paper selfcontained.
Let b be an integer, b 2 2. Let B*(V,W) denote complete
bipartite digraphs, where the set V of vertices has size n,

W < V, and the set of edges is W x (V - W), Let K: denote the

complete digraph with n vertices. A set ¥ of B"(V,W)'s is
called a critical covering of K;} if and only if

G=(v,UWX (V\W) - the union taken on all B¥'s of M -
is equal to K: and no proper subset W{(' of Bil has that

roperty.

Let g*(n) denote the maximum cardipnality of a critical covering
M of K.

We will pumber the vertices by 1, 2, ..., D and the digraphs

of WL by 1y 2, eee =«

In /1/, Theorem 5, the author stated the

Theorem:
2p - 2 if 2 £p £ 6,
g%(n) = h(n) =
2 1
t%rj if o> 7,

There was shown g*(n) 2 h(pn) by an example of a critical co<
vering. Moreover, we introduced the concept of gssential edges.
Let Mt = {B;'(V.W1), cees B: (V,Wt)} be a maximal critical

covering of K:.

1 Lx) denotes the greatest integer not exceeding x.

M



We call a (directed) edge of a digraph B* € W{ essential, if
and only if this edge occurs only in this B¥,

Let T, be the set of essential edges of the digraph B; (VW)
121, 2, eeey te

8ince Uif ie critical, the sets T, are nonempty and, obviously,
the T;'s are mutually disjoint. If R(T‘I"",’Tt) is any system

of representatives, there are 2 possible cases:
Case 1: There is no pair x,y € V with (x,y) € R and (y,x) € R.
Case 2¢ There is a pair x,y € V with (x,y) ¢ R and (y,x) € R.

If R belongs to the first case, then t = h(n) or there is
another system of representatives R' belobging to case 2.
This was proven in /1/. ’

This phper is reserved for the proof in case-2.

In section 2 we will give an equivalént description of our
problems by means of matrices and Bome useful notatioms. In
order to prove the Theorem we need some lemmata which will be

glven in sections 3, 4, 5, and 6. Fipnally in section 7 we prove
the Theorem.

2. The matrix comcept

To every covering I = {B:(v‘,w1), ceuy B:(V,Wt)} we associate
uniquely aa nx t - matrix M = (a‘i:]) defined by

1 ifi¢Wj,

aia =
(0] if i GWj.

Ifa4y=0andayy=1,1€1,k<n, 1 £k, 1%j=%, we say,
the j-th column of M coutains the zop - 0,1-pair - (i,k).

At 811 there are n(n-1) distinct zops. W is a covering of K:
if and only if M contains all these zops. Analogously, a zop
is called essential, iff it belongs only to ome of the columns

of M. Thus, iff WY is a critical covering, every column of M
contains at least one essential zop.

1



A mdtrix M which is associated with a critical covering is
called cc-matrix, i. e., M contains all possible zops and every
column contains (at least) one essential zop. According to

case 2, we may assume wW. l, 0. §., M contains the essential
zops (1,2) and (2,1) and M has the structure:

101000..40111..41
01[000¢¢.0{1114..1

N | My N, M3 N3

where N has the form N = (MﬂlN1). Let the matrix (M1IM21u3)

be a cc-matrix with p -= 2 rows. Such a submatrix exists
certainly. N, and N, guarantee that M contains all zops (i,J)
and (j,1), i € {1,2} and j & {3,4,...,0} . Every column of

0004..0 111001
0004+40[1114..1

contains at least one of these zops as an essential zop which
does not appear in other columns of M and, consequently, in

(000...0[1114..1
000...0]111...1

A Y

M, Uy .
.
B, g., if

(ooo...o

0004+ 40
. Na

contains the essential zop (1,1i), 3 € 1 £ n, the 1-th2 row of
i, consists only of O's,

2 The pumbering of rows or submatrices are the same as io M,

i. e., the numbers of rows of N, are 3, 4, eeey Do 7%



3. M) and m{'j

Let lg depnote the set of pnumbers of those rows of M2 which
consist «of O's only. Analogously, let M; denote the set of
pumbers of those rows of M3 which consist of 1's only.

Obviously, there are not two distinct columns in

000...0
000...0

¥,

such that ome has the essential zop (1,i) and the other has the
essential zop (2,1) for some i. Hence’it follows

Lemma 1:
@ g iy,

1 “
(ii) IM;I x> IN3"
Lemma 2: Let Mg # @ and M; # #. Then

2,

IN

(1) Idn u;i

(11) 1 n ugl 2 tmplies |My) = 2,

0 4
(111) |43 o M)

4 0
II(3 \ le

1 and lmg\mgl * 1 and

w

1 imply [M1| = 2,

(1v) M3\ 5] 2 1 or il md)
implies |M1I > 1,

]
3 !lil and |N,| denote the pumbers of columps of M; and Ny,
respectively.
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Proof: (i) Consider the rows Mg n M; of (Mﬂ|u2[u5). These rows

form a matrix P. The columns of P, excepted those, deduced
from M,, consist only of O's or only‘of 1's. Hence, the first
two columns of P form a cc-matrix. It can be checked easily
that P consists of at most 2 rows.

(ii) We note that |M41 € 2 and that the only cc-matrix with 2

rows and at most 2 columns are (32) and (23).

(1i1) Let 1 € M3 n M), J e MJ\ ¥}, and b € M; \ M. Then
i#3#h#1 and (MylM;) does not contain the zops (1,3) and
(h,i). Since (M11M21M3) is a cc-matrix, M; contains these bdoth
zops. A column cannot contain the zops (i,j) anmd (h,i), 1. e.
lM21= 2.
(iv) W. 1. 0. g. we may assume‘luo \ M1l 21, It 1 € M2\ M)
- . . . 2 3 uz 3
and j € M;. (M; is nonempty by the assumption.) Then i #¥ j amd
(MZIMB) does not contain the zop (j,i). This zop must 1ie in
My, 1. 0., 1My) 21, q. e. d.

4, M's with great Na's

Lemma 3: If IN2]= p-2, then |M|< 2n-2.
Proof: By Lemma 1 and |M3] € n-2 it follows |3 = n-z ana
M, = @. Furthermore, every column of

000...0
000...0
L

contains at least one essential zob (1i,3) with 1 ¢ {1,2} ana
J € {3y4,40040}. A column contains both or none of the zops
(1,i) and (2,i). Hence, the zops (1,1) and (2,1) cannot de

15



essential in different columns. Every column contains (at least)
one essentiel zop (i,3), i € {1,2} , j e {3,4,...,0}, where
different j's are associated to different columns.

How | Nyl = -2 implies that N, is (suitable ordered) the
identity matrix. In

101000,..0

- there do not appear at most the following zops: (i,J),
i€ {3,4,...,0}, J € {1,2}. Every column of

M...1
111...1

M5 N3!

containing the zop (i,1) contains the zop (2,i) too and
conversely, for any 1 € {3,4,...,0}. Since every column
containe an essential zop, it follows

|Quy I, ] < n-2
and
Ml = IN| & |M;] +IN,1 + [M5] + [N5] £ 20-2, v
' q. e. d.
Lemma 43 If |N,|= n-3, then |M|€ 2n-2.

Eroofs By lemma 1 we obtain llg\é p-3. We distinguish two
cases,

1. llgi- n-2, 1. e, ll2 = §. We assume that fhe n-th row of N,
contains exactly 4 O's, Then

10}000...0

16



has w. 1. o. g. the following structure
fﬂo 000...000...0
01]000...000...0

100...000.,.0
010...000...0
001...000...0

ses0cesevenes

\

tecccscsncssa

N [000..4100...0
000...010,..0
000+..001...0

*ecccscssacense

ssceenvsssanes

000...000...1
000,..011...1 |
S N e

a n-d-3 .

M' does not contair at most the following zops:
a) & = n - 3: (i,n) with 1 € {3,4,...,0-1} and
: (1,1), (4,2) with 1 € §3,45000y0}.

b) d = n - 4: (p-1,n), (0,0-1) and
(1,1), (1,2) with i € {3,4,.4,0}.

¢) d <0 - 5: (n,i) with i € {a+3, Ad+4,.00,0-1} and
(1,1), (i,2) with i ¢ {3,450004m}.
Every column of

1M1e.01
M1...1

5183
containing the zop (i,1) contains (i,2) certainly. We
discuss the cases separately.

a) Every column containing the zop (i,n) contains also the
2ops (1,1) and (1,2). Hence I(M;lN;)I £ n-2 and |M|€ 2n-3,

17



b) Every column covtaining the zop (n-1,n) contains also the
zop.(n-1,1) (and (n-1,2)), while every column containing the
zop (n,p-1) contains the zop (n,1) (and (n,2)). Thus we
obtain I(M5IN5)J £ n-2 and consequently [M| £ 2n-3.

c) Let Bqy Spy eeey 8 be exactly those columns of

p
1174001
111...1

MB N5

which contain at least onme essential zop (n,i) with

i€ {a+3, d+4,...,8~1} . We are going to show that

S = (31, 52,...,sp) contains at least p mutually different
zops (1,1), i ¢ {d+3,'d+4,...,n—1}. Then we have

| (U5185)] £ 0-2 and M| £ 20-3.

¢1) p = O. Then nothing is to prove.

c2) p = 1. 8, contains an essential zop (n,i) with
i e {a+3, d+4,...,n-1}. This column contains also the zop
(n,1).

¢3) p 2 2, Suppose that s, contains the essential zop (n,ij)
with 1d € {a+3, d+4,...,0-1}, iy #i;, for j # j* and
3s3' =1, 2, eeey Do
Since these zops are essential in M, S has the following
structures
The n-th row of 8 consists of 0O's only. The ij—th row,
J =1, 2y esey P, of S has exactly in the j~th column a 1
and O's in all other columns, Since the first (and second)

row of 8 consists of 1's opnly, S contains all p zops (13,1)
with J =1, 2, .c0y Do

j'

2. llgl = p-3. Then M2 contains at most one row which consists

of O's only. 8ince no column appears twice in M and M does not
contain a column comsisting of 0's only, M; has exactly ome
column, and we may assume w. 1, 0. g. -that M' has the following
struoture

10



(10 000...000...0
01 [000...000,..0
10044 +000,..0
010...000...0
001...000...0

L R N N A

O O Ooj0o ©

eso0csssasscrse

0004 ¢4100,..0
0004.+4010.,.0
000...001...0

“srenesseneavefe

QO O O

eeccecvsssccacale

000,..000...1}0
000...011...111

d n-d-3 .

M' does not contain at most the following ZOps:

(n,i) with i € {d+3, d+4,.0440-1} and (1,1), (i,2) with

i€ {3,4,..4,n0}.

Also in this case at most thoss zops do not appear in M*' which

do not appear in M' in the first case, and we get analogously

I(M3IN3)I £ p~2 and by IM2| = 1 fipally |M| £ 20-2, .
q, 8. d.

20 A lemmé_

Lemmg 53 Let M be a cc-matrix with n rows. Let M' be a matrix
which is obtained from M by omitting some columns, If M' has
exactly n-1 rows consisting of 0's only, then

1 if 1 =1,

]

|Me] £
g¥(1) 4if 1

W

2.

Proof: We prove the lemma by induction on 1.

1. 1 = 1, Since M contailns mutually different columns only:
(and consequently M' too) and no column consisting of 0's only,
M' can comsist of only one column. This column contains

exactly one 1,
19



2. 1 2 2, Every column of M (and consequently M' too) contains
at least one essential zop (with respect to M).

a) Let each column of M' contain an essential zop (1;3) with
1,J € {n-1+1, n-1+2,...,n}. (W, 1. 0. g. we may assume that the
rowe 1,2,4+s0,0~1 of M' consist of O's only.) Let M" denmote the
matrix which is obtained from M' by omitting the rows -

1y 2y ceey D ~ 1, Analogously let M"' denote the matrix which
is obtained from M by omitting the rows 1, 2, ee., D - 1.
Certainly, M" is a submatrix of M"!'., M" is a matrix which
contains all possible zops (on the set {p-1+1, p-1l+2,...,0}, of
course). Hence M™ contains a cc-matrix as a submatrix (getting
by omitting of columns, no rows). Since every column of M"
contains an essentisl zop with respect to M'"™, all columns of
M" are contained in the cc-matrix which is a submatrix of M™,
Thus

] = 1M = g*(1).

b) There is a columm of M' haviug an essential zop (i,j) with
1€ §1,2,0.0yn-1} and j € {n-1+1, p-1+2,...,0}. (W. 1. 0, §. We
assume also in this case that the first n - 1 rows consist of
O's only.) W. 1. 0. g. let § = o = 1 + 1. Then the (n-1+1)-th
row of M' comsists of exactly ome 1 which is w. l. 0. g. in
the first column of M', We omit the first column of M' and
obtain a matrix M™ having at least n -~ 1 + 1 rows consisting
of O's only. By the hypothesis it follows

1 if 1

; 2,
M) =1 + |M™] €1 +

g¥(1-1) i1 2 3,

s*(Z) = 2 can be verified easily. We mote g*(1-1) + 1 < g®(1),
since, if 8' is a cc-matrix with 1 - 1 rows and [S'] = g*(1-1),
the matrix




is a cc-matrix with 1 rows and comsequently |8"| < g*(l).
Hence, |M'| < g*(1) is proven for 1 ® 2,
| Qs 9, do

6. A lemma on h(n)

The function h(n) is defined for mb 2 2 in the Theorem.
Additionally we set b(1) = 1,

Lemma 63 Let a and b be integers with a 2 b 2 2, Then
h(a+1) + h(b-1) 2 h(a) + h(b).

Proof: We distinguish 4 cases.
- : 2 2 2
1.8 2 b 2 8, Then, using 2,1 ¢ [EE.J €5,

h(a+1) + h(b=-1) -~ h(a) - h(b)
s gg'\f-ﬂ . (b—132-1 a2 p; <80,

2. a272bp E‘B. Then
h(a+1) + h(b~-1) - h(a) - h(b)

2 -2 )
2 (8 By (a(pm1)-2) - (20-2) = § =250,

2
poting B;—J =2 .7 -2

3. 623 2b 2 3, Then'
h(a+1) + h(b-1) - h(a) - h(b)
= 2(a+1)~=2 + 2(b=1)-2 - (28-2) - (2b-2) = 0.

'

4, a 2b = 2.
h(a+1) + h(B-1) - h(a) - h(d) = h{a+1) - h(a) -~ 1 2 0O,

obviousl;
v s Qe 9. d.



7. Proof of the Theorem

¥. 1. 0. g. Wwe may assume |N,| 2 IN;I.

The cases with n < 8 #4111 be discussed separately. For all
other n we prove the Theorem by inductiopo on n.

1. o = 2. g¥(2) = 2 as noted at the end of section 5.
2. o = 3, Since (HEINZ) and (MB]NB) consist of at most one

column, respectively, by arguments which we used above, it
follows |M} € & (i. e., gX(3) = 4),

2, 0 =4, If lNzl = 2 or 1, then by lLemma 3 or 4, respectively,
IM| €2 « 4 -2 =6, If [N,| = O, then lN;I = O and by
|(12|13)| € g¥(2) = 2 it follows |M| £ 4.

4, o = 5, INZI > 2 implies |M| € 2n ~ 2 accordingly to Lemma 3
and 4. If |N,| £ 1, thep IN5| £ 1 and

IMl= 2 + (M 1Mz)] + [Ny + [Nz € 87(3) + 4 = 8.

5. » = 6. (Kl > 3 implies |M| € 2n - 2 accordingly to Lemma 3
and 4. Now let lNzl € 2, We distinguish 3 cases.

a) 18, = IN3| = 2, Then lug| > 2 and |m;[ 22, 1. e., M, has

et most 2 rows which do not comsist of O's only. By Lemma 5 we
obtain {M,| € g*(2) = 2. svalogously, [Mz| € 2 and

consequently [M| £ 10. .

b) I8yl = 2, |n3| = 1. Then [MJ| > 2 and IM;] * 1 by Lemma 1
and furthermore ll(1! 2 1 by Lemma 2. Hence

M) =2 + |(UplMz) + 3 £ 5+ g(4) - | My] £ 10,

c) illzl + lll}| € 2, Then

Ml = 2 + 1(12|u3)l + [Nyl + |N3| £ 4 + g®(4) = 10.

6.n =7, |Nyl 24 implies |M| £ 2p - 2 accordingly to Lemma 3
and 4, We distinguish the followling 6 cases.
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8) [Nyl = [Nzl = 3, Then |MJ| * 3, |M}] * 3 by Lemma 1 and
lM,] € g%(2) = 2 by Lemma 5. In analogy it holds [u5] < 2.
Thus, |M| = 2 + |My] + 1M5| + [Ny] + “‘3' < 12,

) [Nyl = 3, [Nz| = 2. Then 3| > 3 aud.lu;i * 2 by Lemma 1
and |M,] < g*(2) = 2 as well as |Ms] < g%(3) = 4 by Lemna 5.
Accordingly to the last case |M| £ 13 follows immediat‘ely. We
will show that |MI| = 13 is impossible. Assume the coptrary,

i. e.,there is a cc-matrix with 7 rows and 13 columpns. Thep in
all ipequalities above equality must hold, i. e.,

Nyl = (M1 = 3, IN;] = [M]] = 2, and [My] = 2, [Ms] = 4.

W. 1. o. g. let M; = {3,4}. Every column of lt[3 contains at

least ove essential zop (i,J) with 1,j € {3,4,..4,7}, 1 # Jo

If a column has only essential zops (i,j) with i ¢ {5,6,7} and
3. {3,4}, 145 €1 +g"(2) = 3 follows by Lemma 5,
contradicting our essumption.

Hence every column of H; bas an essential zop (with respect

to M), where MY denotes the matrix consisting of the last three
rows of M3. Analogously let M* denote the matrix consisting of
the last three rows of M. Since M™ is a matrix containing all
possible zoés, it conteins a cc-matrix as submatrix with 3
rows. Let M denote this co-matrix. M¥ is a submatrix of M,
since MY has an essential zop in each column,., By

4= M50 = ln;l £ [¥| € g¥(3) = 4 it follows that u; is a
cc-matrix with 3 rows, The oply cc-matrix with 3 rows and 4
columns is (applying suitable permutations of rows and

columns):
0101
1001
0110/ .

Consequently (MBlNZ) has the structure




Consider all zops (i,j) with 1,j ¢ §3,4,...,7}, 1 # j. The only
ones which could not appear in (M3l N;) are (3,5), (3,6), (3,7),
(4,5), (4,6), and (4,7).

8ince /tho columns 8, and 8, of M, have essential zops (i,j)

with 1,3 € {3,4y...,7}, 1 # j, these omes must occur io the 6
cases given above.

b1) (3,1) € 84, (4,1) € 8, with i € {5,6,7}.

W. 1. 0. g. let 1 = 5, Noting that the zops (3,i) and (4,i) are

o1
10 i
essential we obtain “2 =] 1M which contradicts lmgl =

b2) (11031) € 8y, (12’32) € 8, with 5-11126 {3 4},
Ipd e {5+6,7} apd w. 1. 0. g. Js < 3o ”‘2‘ = 3 and the fact
that (11,;}1) apd (12.32) are essential zops imply

00 00
00 31-‘-'5 00 31".5
l2= 10 if{ . M2= 10 if{ ’
21 32=6 00 .]'2=7
o o
and
[ 00
00 31=6
uzsvoo :Lf{ .
o )

Bince M, contains the essential zops (5,6), (5,7), (6,5), and
#.5), no ome of these zops can occur in M, i.0., no one of the

3 matrices described above is possible. Hence, also in this
case {M| € 12 is proven.

°) 18,] = 3, ll;l € 1, Por convenience, in this case and only
in this case, we assume that the pumbers of columns of
aa



M2 and N2 are exchanged“, i, e., N2 has the numbers of coluana

3,4, and 5. Furthermore, we may assume that Ny has the follo-
wing structure:

Iet 1 ¢ {6,7}. Let d; demote the set of numbers of columns
(with respect to M) which contain a "0" in the i-th row of N2,
Then O £ |df| = 3 and 4, [ {3,4,5}. Every column of ("2’.3)
contains at least one essential zop (1,j) Witk i,je€{3,4ye0.,7]
and i # j.

Altogether there are exactly 5 - 4 = 20 different zops (i,j)
with i,J € {3,4,¢04,7} and i £ 3.

Now we determine the pumber a(ds,d7) of different zops which
are not contained ir Ny, These ones cannot be essential gzops
of other columws. Thus,

(1501 € 20 = a(dg,dp)e )
N2 contains

1. all 6 zops (i,3) with 1,j ¢ {5'4:5}’ L#£J,
2. the zops (6,v) with v € 4 and (7,v) with v ¢ a9,
3. the zops (3,6), (4,6),.(5,6) if ldgl £ 1,
(v1.6), (v2,6) with ViV, € dg if |dgl = 2 and
(3,7), (4,7), (5,7) if ld7| £1,
(v1,7), (v2,7) with V1aVp € d7 if Id7‘ = 2,
4. at least the zop (6,7) or (7,6) if |dgl # |d7l.

Obviously, all these zops are mutually different.

W. 1. d. 8. let ldgl < |ag|. For all possible combinations
of |dg) and |d7l we give a lower bound for 3(66'67) and
using (1) an upper bound for I(M2|“5)|~

4 In this way the numbers of columns are constant; |I2| is
not fixed.



Purthermore there are listed the numbers of zops which the
sets 1. - 4. contribute in each case.

ldgl ldp] 1. 2. 3. 4. aldg,d) > |(My);)] €

0O 0 6 0 6 0 12 8
0 1 6 1 6 1 4 6
0 2 6 2 5 1 14 6
o 3 6 3 3 1 13 7
1 1 6 2 6 0 14 6
1 2 6 3 5 1 15 5
1 3 6 4 3 1 14 6
2 2 6 4 4 0 14 6
2 3 6 5 2 1 14 6
3 3 6 6 0 0 12 8

For (ldSI'ld']I) f (0’0)9 (0’3)' (3’3) we obtain
(Ml =2 « (10D + [§;| + [N;] £ 12,

which proves our statement.
How we consider the 3 remaining cases.

1) ldsl = |d7| = 0, Every colump of (Malld}) contains at least

.one essential zop of {(6,3), (7,3), (6,4), (7,4), (6,5), (7,5),
(6,7), (7,6)}. Hence, [(uy1M5)] £ 8. 12 ‘(”2“‘5)’ £ 6, the
statement follows immediately. Let I(MZ'MB)I > 7, Then at most
ope of the eight zops givern above can be missed.

¥. 1. 0. g. we may assume that at most the zop (7,5) or (7,6)
does mot occur in (Ilz‘ll}). Either there is no column in
Clzll3) which contains (6,3) as well as (7,3) and no column

in (M3|Mz) which conteins (6,4) as well as (7,4), or there

are two (not pecessarily different) columns 8, and s, in
azl';) with (6,3), (7,3) € 84 and (6,4), (7,4) Boe In the

f2irst case the column containing (6,3) conteins (6,7) and the
eolumn oontaining (7,3) contains (7,6). In the second case the
oolmms s, contain at least 2 of the 8 zops given above. Hence,
nlzll3)| & 6, Thus, ip both cases it follows |M| € 12,



c2) ldgl = 0, |d7| = 3. BEvery column of (“2'“5) contains at
least ome essential zop of {(6,3), (6,4), (6,5), (3,7), (4,7),
(5,7), (6,7)}. If (6,7) does not occur in a column of (My[ My),
|(M2|M3)] £ 6 implies the desired result. If.(6,7) is contained
in a column of (M,|M;), this column conteins (6,3) or (3,7),

1. e., [(MplH5)| € 67and M| £ 12,

c3) |d6| = ld7l = 3, Every column of (uzlls) contains at least
one essential zop of {(3)6)t (3,7), (4,6), (4,7), (5,6), (5,7)
(6,7), (7,6)}. In analogy to the case [dg] = ld7| =

obtain |M| = 12.

a) IN,l = 2, [N5| = 2. Then (M3( * 2 ana Iu;l * 2 and 1t
follows IMZI € 4 apd lMB‘ £ 4 by Lemma 5. Then

M = 2+ [Mp| + Mz + 4 € 14,
If [My| + |Mz] £ 6, then |M] £ 12. In all what follows let
Mo] + 1M5| 27,1i. e., we may assume |M3] = 4, Furthermore we
may assume that (“5|N3) has the same structure as in case 6,b),
Pe 23

Since My has the essential zops (5 6), (6,5), (5,7), and (7,5),
‘ 0 1
all columns of M pot belonging to u3 are 8 or (1 .

In (M IN3) at most the followlng zops do mot occur:

(3,5), (3,6), (3,7), (#4,5), (4,6), and (4,7). Every column of
My has at least one of these zops as an essential zop, conse-—
quently. Using the remarks above, it follows immediately that
every column containing (3,5) also contains (3,6) and (3,7),
etc. The same argument is true concerning the zops (#,1i).
Hence, |M,| £ 2, which contradicts |M,| + ll;l z 7,

Thus, also in this caée |M| £ 12 is proven.



@) Nyl =2, [Ny = 1. Then || » 2 ana M} | 2 1. Then
i8] * 1 by Lemma 2. Pinally,
(8] =2+ (M) + 3 €5+ 895 - [Nl <12,

£) lllal + 'IHBI £ 2, Thea it follows immediately
M| =2 + |(MylH5)] + [Hp| + |Ng| €4+ g8¥(5) = 12.

7. 0 =8, If lizl 2 5, then

|H| €2 « 8=221%<16

by Lemma 3 and Lemma 4.

We distinguish the following cases now.

a) INyl = 4, 3 € [Nz| & 4. Then |MD| » 4 end |M]| 2 3.

It follows |M,| € g®(2) = 2 ana |u3| £ g%(3) = 4 by Lemma S,
Honce, |M| = 2 + llzl + |!3| + lnzl + IN5] £ 16,

b)lﬂl=4. |Bx] = 2. In apalogy to the preceeding case we
gotllllﬁs"(g-eud
un-z+|u2;+ll|+llzl + |N5] £ 16,

c) 1§yl = &, |By| = 1. Then |M] > 2 ana |u;| > 1. Hence,
|n1| 2 1 by Lemma 2. Thus,

1Ml =2+ Myl + [Uy] + Ky} + |F3| €7 +6%6) - |My] £ 6.
) |¥y| = 3, |Nz] = 3. In analogy to case 7. a) we have

Bl £2+2-g%3)+2°3=16.

o) [Nyl = 3, |Hx| = 2. Then |M,| * 1 by Lemma 2 and
furthermore |M| $2+g%6) - Iy +3+2%16,

£) llzl + |115| € 4, It follows immediately

M| =2+ 3(!2113)1 + IHy) + [Hgl €6 +g™e6) = 16,

8. Up to here g"(n) = h(n) is proven for n £ 8. Now we comple-
o the preof by induction. It is sufficient to make the



induction step for n 2 9. Let D2 9. Then for evu'y co-natrix M

with b rows:
M| =2 + |(M2|M3), + |By| + lngl )
£2 + 8*(n-2) + 'Nal + 'NBI = lulll e

Using
1(n=2)2 b2 | "
|<2:2% 4 (a-1) = [2], (2), ana g*(a-2) = n(n-2) 1t 1s suei-
cient to prove

INol + [Nl - M) €0 - 3. 3)
By |Ny| € (M3], INg] = |u;|. |ugnu;l €2, and |3 uu;|. €n-2
we obtain |N,| + |N5| £ n.
W. 1. 0. g. let |N,| 2 lnal.
We distinguish 4 cases.
a) IN,| + 'NBI € pn - 3, Then (3) follows immediately. °
b) INyl + lN;l =mn ~ 2, If |Ny| = o - 2, then |M| € 20-2<k(n)
by Lemma 3. If |Npl<D - 2, then |Nj} * 1 and gl 21
by Lemma 2 and consequently (3).
c) 1Nyl + IN3| =n-1, If lnal & p=2, then |M| € 2n -2 < h(n)
by Lemma 3. If |Nj|<n =~ 2, then |N3| 2 2 and either

.lugn ll;l =2 or ]Mgn u;l = 1. In the last case we have
adaitionally |uZ\ U} ) 2 1 ana [M]\43] » 1. In both cases it
follows |u1| = 2 by Lemma 2. Hence, (3) is true.

a) INy| + I[Nz = n, If INy| = 0 = 2, then [M| ‘zn-zéh(n)

byLOm;.
Let |N,| £ n - 3. Then also IN [ € n~ 3., Since

o = [Nyl + |N;] € 1M1 + lu3|

=lmgula;|+|lgnl;|£n-2+2=n.

- : ' 2



we got |B,| = 1] and |¥50 = [u|. By the induction
‘asgumption and Lemma 5 we obtain - ;

In,| € n(a-2-|8,]) and qul € n(n-a-ln3|).
Fimally,

N[ = 2 + Ilzl + lujl + INgl + lnil

(4)
€ 2 + h(p~2-|Ny|) + b(p-2-|N5]) + n.

By m-3 3 [Ny] » [N;] and 1 € n-2~|Np| €10 -2 ~Ny| it
. follews by repeated application ((n—2-|N2] -1)-times) of Lemma 6
to (4)3 .

@ v 2
'lll£2+h(1)+h(n—5)+n=lnqui)—J+n+Bé[!-’4-=h(n),
4. e. 4.
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Domination number for almost every graph

Aba%ract:_ Best possible bounds for the independence number and
the domination number for almost every graph are established.
The possible cardinalities of independent dominating sets
(maximal independent sets) are detérmined.

1. Introduction and terminology

We consider finite graphs with neither loops nor multiple
edges. The set of vertices and edges of a graph G are denmoted
by V and E, respectively.

A set M £ V is called a dominating set if each vertex of V-M is
adjacent to some vertex of M. The domipation number y(G) is the
smallest cardinality of a dominating set of G. A set M is
called independent if no two vertices of M are adjacent. The
largest pumber of vertices in an independent set of G is called
the independence pumber (G). The independent domination pumbexr
1(G) is the smallest number of vertices in an independent domi-
nating (or maximal independent) set of G.1

Let ?n be the set consisting of all Zk, k = (g), graphs with n

fixed and 'labeled vertices. We assume that each graph Gn € ?n
¢

occurs with the same probability P(Gn) = 1/2 © . This means we
consider the discrete probability space defined over 9;
containing all random graphs, in which each edge occurs with
probability 1/2 independently of the presence or absence of axy
other edges. The parameters Y, B and i are random varisbles
defined on gn' One says that a certain statement holds for

1 A motivation for investigations of graph-theoretic paremetexs
concerning domination and independence one cen find in many
papers, for example in /2/.
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almost every graph if as n —»o00 the probability of the set of

graphs, for which the assertion fails, tends to 0. Similarly

we will say that a statement holds for almost every G, if this
5

1imit condition 1s fulfilled for the subsequence D) <Dy <hz<ene

of patural pumbers as i —» 00.2

2. Preliminaries

We use Landau's notation O(f(n)) for a term that, when diveded
by £(n), remains bounded as n —» o . Similarly o(£f(n)) denotes a
term that, when diveded by £(n), tends to 0 as n—» 0. We write
2(n) X g(n) if £(n) = 0(g(n)) and g(n) = 0(£(n)), £(n) ~ g(n)
if the quotient £(n)/g(n) tends to 1 as n-»o00.

We write ¢, c', ¢c", ... for positive absolute constante. Diffe-
.rent occurances of ¢ may denote different comstants. For any A
real x, [x] and Jx[ denote the greatest integer not greater
thar x and the least integer not less than x,respectively. For
integers 8 € k we put (k)g = k(k~1),..(k-8+1). Furthermore,

1n n and log n denote the patural and the dual logarithm,
respectively. / ’

We note two consequences of the inequalities of 5eby§ev. If X
418 a non-negative .random variable with expectation s = EX > O
and t > €, then

(X 2 6a) € /%, ™
1¢, furthermore, X has veriance € = D°X = EX° -4° and t > O,
then .

B(| Xl 2t) £ 62742, (2)
In particular,

P(x=0) & 6%/ 2. &

¥We use the following estimate:

@) = [(on/m/ VETE)(140(c3/0)), ¥ = o(n). (%)

2 This concept of random graphs one can find, for example, in
the paper /3/. )
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3. Results

Throughout the paper we use the following notations:
k¥ = 2(log o - loglog b + log e) - 1, k, = [kﬁj,

k** - log n - 2loglog n + loglog e, ky, = [k*ﬂ+ 1,

g1=k1+1, 92=k2+1,
_ 2"‘] _ [2i+2 ] [2i+1 ]
n1’i = [2 , n2,i = |2 /8] n},i = |2 1n 2],
i )
[24+ [z 21y, 5], 121,02, 3 eee s

Now we can list the results,

By,

Theorem 1: For almost every graph the following inequalities
holds
kK £8 €k +1. (6)

) it holds
i

Furthermore, for almost every G, (Gn
1,1 2
8 =k, (B=k,+1). ’

Theorem 2: For almost every graph the following inequalities
hold:

ky £7 €k + 1. ?
Furthermore, for almost every G, (GnB i) it holds

1,1 'y

Y= k2 (Y=k2+1).
Theorem 3: For almost every graph there exist independent do-
mineting k-sets if k satisfies .

g2<k <g1, (8)

and there don't exist independent dominating k-sets if k
satisfies
k < ga or 91 < k., (9)

»

3 This improves a result from /1/.
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M rem 4: For almost every graph the following ingualities
hold:
K +.1¢€ 1‘ €k, + 2. (10)

PFor almost every Gn,‘ § (G 'i) it bolds i = ky + 1 (i=k2+2).

n
’ 3y
Theorem 53 For almost every graph the inequalities
Y1 £€y+1 (11)

are sdatisfied. For elmost every Gy, it holds i =¥ . (This
4,1 ,

statement together with theorems 2 and 4 show that also (11)
can not be improved.) )

4. Proofs

(a) On 9’1: we define the random variables X’l’ X, and X as pum-

bers of independent k-sets, dominating k-sets and independent
domipating k-sets, respectively. (In order to simplify the no-
tations we do not indicate the dependence on k and m of these
rendom variables.) Putting u= EX, 62 = D°X, 4y = BX;,

62 = 0%%;, 1 = 1, 2, it is easy to check that

n '(12:) '
/“1 = (k)z ’ (12)
Ho = (D)(1-275)E, C(13)
n _(lzc) = 0=k
M= (k)2 (1=2™") . - (14)
In fact, if K 18 a fixed k-set of vertices, then one can easily
evaluate the probabilities X

~-(5)
P(no two vertices of. K are adjacent) =2 2" ana
P(E dominates a fixed vertex in V-K) = (1-2¥). Thus, by (4)

Ing, = k(1o 2)(log 0 - 551) - k(1o k) +k-28-E y0(1), (15)

1n 4, = k(1o n) -~ 027 - k(1o k) + k - 38E 4 0(1), (19

b



1o = k(1n 2)(log n - 1551) -p27k -k(1n k)+ k--%——k + 0(1),

17)
where k —»00 such that k2 = o(n) and n = o(22),

Fipnally, we remark that the investigation of ratios
1)/ g (k) g pp(k41)/ a5 (k), and u(ic+1)/ju(k) shows that ALy,

Mo and u are concave functions in k with the maximal value for
k near log n - loglog n, n/2, and log n, respectively.

b) Proof of theorem 1: By (15) we calculate for k = k¥ + &,
€= 0(1050é0ns D)’
®
log Mg == g’é + (2log e—%)loglog n + 0(1), (18)

and we deduce that

»
k=k " )log n 1
0 if 1lim inf oglog o > 2log e - 3

D->00
> (19)
. £ k-k*)log n 1
© lfn&%o sup -(Ea_-gg—g— < 2log e - 3.

Hence, for k = k,; = fx*] it noias /u,'l->oo. Purthermore, it is.
easy to check that for k = k1 + 1 apd the sequences n1’1 and

*
L2 hold f4,->0 and f,-> 00, respectively. Put 6n =k, +1-k. Then

£ - [220g €] + 1 - 210g e > 0,1

o,
and
£X = T as 1—> 00
0,37 T0B D5y '
using
=2t v2-1 s Pty
log PR + 2 - log e By 1"

"
i+ ;1'- < loglog LPY i+ 21_0-. 0<Lct <",

21”-21+u-2—§-'1<k*+1<2i+1-21+4-§1°-'-.
2 -
and so
"
2°'<E* c

< . ;
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Now we obtain 62 = 0(43) for all k's with u;»00. In order

to achieve this, we have to estimate .EX%, since 6% = EX,? - /4,,2,.

8=0

pairs (K,K') of k-sets of vertices with |[KNK’|= s and by BS")
the probability for amy such two fixed k~sets to be both
independent. Then

ay = AEHEE,

k
Obviously, Eﬁ = E %PS”, denoting by oy the number of ordered

" K\ 8
-2 -2
P - K1 =2 2 ot 1 general BS") = 2 (2)+(2). 822,

k ' k
-2(5)
Hence aoPg1) + ""1-?21) £ (;)22 2 =/44$ and so 6$ £ ; a.ng1).
Now we will show that

X .
}:‘ (1) 2
2 a‘sps = o(/a,') as py—>00.

Indeed, we may confine us to the evaluation of this sum up to

8 = k - 1 because a'ka[") =/‘1 = o(/u;ﬁ) as ,u1—>oo. Using

(@)ma) ) 2

(1)
a P =
8°s (;) ‘ |
]
(k)s(‘;)z(a)
we have with the notation y; = k ——p—— that
\ n
=@ 2
P max ! .
; %fs £ e ¥eltd

In the following we will prove y;-»o for 2 €8 £k -1 and

k £k + ¢, ¢ <1, Let us calculate log y}. For k* - sXlog n
the upper bound

4 £(n) § g(n) means that lim sup(£(p)/g(n)) €1 a8 n-»00.
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log y3 € - s(log n - 851y + (28+1)10g k (20)

implies log Yy} > - oo. For s = k* ~u, u21-c, u=o(log n),
we require a sharper bournd. From
log ¥4 = - s8(log n--B-EJ-) + log(k), + los(ls‘) + log k, using
log(k)g £log(k*+e)! = (k"+c)log(k*+c) ~ (k*+c)log e +0(log ¥¥)

and log(]:) £ (u+c)log(k™+c) = OCulog k*), we conclude

log J < - (k*-u)(loglog n+§-1og e+1)
+ (k™c)log(k¥+c) - (k®+c)log e + OCulog k¥)
= - k*% + O(uloglog n)-> ~ 00 .

The theorem now follows by (1) and (3).

¢) Proof of theorem 2:
L1 loglog n
Prom (16) we have for k = k™" + £, €= O(Tés_%—)’

log ps= (log n)a(j-z-e)-z(log n) loglog n-k™log k"+o(los n)
=(1n 2)(log n)2£-3(log pn) loglog n + O(log n)

because (1-2-5) = 1 - (1- €1n 2 +0(€2)) =€1n 2-0(€) as £-0.
Thus, by (21)

k-k**)log B
0 1f lin sup %maé—aﬂ— < 3log @

k-k**)log n
@ if lim inf S'lo_gTB'sLnL > 3log e

n =00
Hence, for k = ky + 1 = (k"% + 2 1t holas u, > o0. Put k =k,
Then for n1’1 also it holds /42400, but for n3'i the expecta-
tion u, tends to O. Putting B3 = k, - k"%,

8:: i= 1-loglog e > 0,4, (23)
’ -
e .1 '

533.1- O(IO_S_-D_;-'j)_ as 1-»00 (24)

e .ho' as above, ’ w



FNow let us estimate the second moment 6‘; & Ex% - ,ag in order to
show 63 = °Vl—§) for k with k* £ k £ log n and thus, in parti-

cular, for k = k, apd k = k; + 1. (In fact, only these two k's
axre interesting, since the existence of a dominating k-set for
k = k2 or k = k2 + 1, of course, implies the existence of a

dominating k-~set for every k greater than k; + 1. But the
sharper result - in which we are not interested here - that for
alikost every graph it holds XZ ot /u’2 we may deduce from (2) only

for those k's, for which we have shown 62 = o(/a%).)

k
Clearly Ex% = Za. P(a), where @, is defined as above

and B{?) 15 the probability that two fixed k-sets K and K' with
IKnK'l = 8 are dominating sets. Furthermore

672 =p, = o(p3) aspyso, 2® ¢ (1'?

x,P$2) £ ()3(1-275)2(rk)(q7) =2k 4 2(140(k27F)). Then

)2(n-2k)’ and so

a2 - 43 = 45 ok2™*) < o(u3)
because k*¥ £ k.
et K and K' be two fixed k-sets of vertices with [KnK'| = s,
1<€8€k -1, and let P(a) denote the probability for a fixed
vertex a € V=(EUK') = R to be dominated by both K and K'.
It is easy to check that

P(a) = (1-27%) +278(1-27%*8)2 _ q _ o= K+ 58,
because P(8 =KNK' dominates a) = 1 - 27, but
P(both sete K~8-and K' -8 dominate a and S doesn't dominate a)
. 278(1-27548)2, e

#{2) ¢ P(voth K and K’ dominate R) = (1-272K(2K*12%)fi-2k+s,

Putting 8, = (1_2-2k(2k+1_2"§))n-2k+s and using

@ = (:)(t)(;::) $ (k) -—- we have with the notation
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’; - n"s(1-2'k)_2(n—k)k25+1ﬁs that
k-1 :
2, 4P g ( max yiul.
Next we show that y3»0 for 1 € 8 € k ~ 1. In order to achieve

this, we estimate 1n )’;.
1n jg ==s81lnn + (n-—2k+s)1n('l—2'2k(2k"1-2s))

- 2(n-k)1p(1-27%) + (2541)1p k

—81p n + (n-2k+s)(—2"Z(XE128) . o(2~2K)y)
- 2(n-k)(-2-k—0(2'2k)) + (2s+1)1ln k
=~s5ln n - 2~ K528y 4 227K 4 0(s1nk)

==S1ln n + 112_'?‘1‘2s + O(sloglog n)

provided that k** =k € log n. *
First, let s = o(log n). Then, using k** £ k, we have

- &4
2”28 ¢ o8 mﬂ% = o(1)
: (log e)

and comsequently 1n ]'s'->- 00.

Now, let 8 = log n - t, £ = 0(log n). Since

k > k¥ log v - 2loglog b + loglog e and
k28 +1=12lgmn=(t"1),

it follows
k > log n - min(t-1,2loglog o ~ 10glog 6).
That means
n22-2.1:-17 < 22min(t-1 s2loglog n -~ loglog e) - ¢
t-2
2 if t < 2loglog p -loglog e+1,
24105105 n - 2loglog & - 2loglog o + loglog & -~ 1

if t > 2loglog n - loglog e + 1,
and thus in both cases it holds
p2o~k-t ¢ %(ln 2)(log n)z.



Therefore, we have also for those s

1n y; - (1o 2)(1og n)2 +n22-2k't+ tln n +0(log n loglog n)

in

- lxl2-3(105 n)2 + 0((log n)2)—-) - ™.
The theorem we deduce now by (1) and (3).

d) Proof of theorem 3: By (12), (13), and (14) we have that

K
-, (1-2-kynk 5@
= = . (25)

Then, for k-log n->00 it holds (1-2"K)2¥ 592 ¥(nak)=1- of(1),
i. e. Jopoq . Thus, by (19) for these k

‘ (k-k*)log n
0 if lim inleo—gio—gzn—>2loge-‘l/2,

n-» 00
i s . (26)
@ if lim sup _(1-_1_)__0_5_11 < .2log e - 1/2.
Wy s oglog n

Pork £ k**+ 1+ £, € = 0(-1-9§%gsn—n-), we have by (17)

2
log u = Sﬁ’é—n)—('i-z"e) - k** log k**+ 0(log n)

27)
= lx2’—-2-(103 0)2g - (log n) loglog n + O(log n)
and by (27)
k-k"-1)log n
0 :Lfn}:.zo sup L'l?§13é_ns_ < 2log e,
P ' (28)
(k=k*¥-1)1log n )
. o} ifnii'go inf L‘[o_gﬁé_ns_ > 2log e.

Now (9) already follows by (1), (26), and (28). In order to
prove (8), we have to show that 6 = 0(/4.2) as u>00. We will

obtain a little bit more in the following, namely that
€2 = o(u?) 1s satistied for k**+ 1 £k £ k% + ¢, c<1.
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Let Ps denote the probability that two fixed k-sets K and K'

such that |K N XK'| = s are both independent dominating (maximal
independent) sets. Using the notations from (b) and (c¢c) we have
in this case:

x

-2
£ (22 @) 4 _gmky2(0-20) = pP (o2 ™y,
2—2(§>+<§>

%o

2 2
a Py = p7 = o), By £ 8y

a P 5 ¥y [ua, woere [ = YéBs(1-2'k)_2(n'k),

I3

-1 .
2

a P, < ( mex )<,

LR R LY

1]
-]

Since by (25) .

1oy, = 1o . + 0272 4 o(1) , (29)
and moreover 11.2‘_‘21("’8 & pa T o 0(1) for log n - ¢c' < s, we may
deduce as under (b) that ln Yy, -> - o for

logn -~ c' < 8 £ k=1 £ k* = (1=c). Purthermore, by (20) and ()
in y, = -s(1n 2)(log n-§i1) +p2~2ks 0(sloglog n)

and therefore we have with the same arguments as in the
discussion of 1n ['B' under (¢) that for k¥ 4+ 1 <k ana
—-2k+5

(I) s = o(log n) it holds n2 =0(1) and
i - (1o n) is the main term of ln Y.,
(II1) s = log b - t, t = o(log n), it holds ‘

1n yg = - -léz_—g(log 2)2 + 0(log n loglog ol

In both cases Yg tends to - 00 as n>00.:

Now (8) follows dy (3).

(8) Theorem 4 is in part a corollary of theorem 3, pgmely (10)
follows by (8) and (9). The second assertion of the theorem

&1



follows by (23), (24), and (28) because €;"= (_k2+1) - (x**+1)
and 62 = o(,u,a) for k*™+ 12k 2x%+ ¢, ¢ <.
£) Proof of theorem 5: For every graph it holds clearly {5 i,

By theorems 2 and 4 we know that almost every graph satisfies
k2 £y<1i £ k2 + 2, Now (22) and (28) imply that for almost

every graph with ¥ = k, also it holds i = ky + 1. We

already have seen above that for almost every G, it holds
3,1
¥ =% +1and is=k,+ 2, Finally we check that for almost

every Gn4 s it holds i = ¥ = k; + 1. It is by setting of p, ;
r
A}

,

log LT 21 + [2(1n 2)i] - loglog e ~ 0(1/n4,i),
loglog 5 = i+ 21/21L - 0(1/1og n#,i)'

k** =24+ [2(an 2)1] - 21 - #1/2" + 0(1/208 1, ),
’

and thus
loglog LT

gre [ *¥ ~k**F =i/t
22 BT 1ot —aris o, e e

4,
a8 1+00. By (22) and (28) now the assertion follows, since
2log e < 4 < 3log eo. This completes the proof of theorem 5.

5. The case of arbitrary fixed p.

It is evident that theorems 1 ~ 5 also hold for such random
graphs, in which each edge occurs independently of any other
edges with arbitrary but fixed probability p, 0 < p <« 1. We
have only to interpret log as logarithm with base r = 1/p,
since in the general case

]

/1
2

-5
(e 27,

E(1-r7EyPE,



and

D '(g) -k\n-k
/a = (k)r (']-I‘ )

are the expectation values. As sequences Dg §3 eeey B, 4 ODO
can take in the general case ’

[rrﬂ . ng g - [rri + ]log e[)e]’

1
- [rr + Jloglog el 1, r],

09,1

i .
ny g = [rr + 11,2510, r], 121, 2, 3, soe o
’
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Bostock, Math. Kollog. 16, 45 - 57 (1981)
Giinther Wildenhain

Uber punktweise Abschétzungen von Losungen linearer ellipti-
scher Differentialgleichungen beliebiger Crdnung

1. Der Beweis von apriori~Abschétzungen fiir Losungen partieller
Differentialgleichupgen ist bekanntlich der Dreh-~ upd Angel-
punkt in der Theorie der Ravdwertprobleme. Wahrend men im Rah-
men der funktionalanalytischen Interpretation solcher Probleme
in der Regel mit Abschétzungen in Integralnormen auskommt, be-
pdtigt mar fir feinere Untersuchungen (zum Beispiel potential-
theoretischen Charakters) punktweise Abschétzungen in C-Normen.
Diese sind jedoch im allgemeinen schwieriger zu beweisen und
daher in der Iiteratur seltemer vorhanden., Neben den klassi-
schen Maximum-Minimum-Abschétzungen fir Losungen elliptischer
Gleichungen 2. Ordoung sind fiir lineare elliptische Gleichungen
hoherer Ordnung im wesentlichen die Schauder-Abschétzungen von
S. Agmon, A. Douglis, L. Niremberg /2/ und J. P. Krasowskij /5/
sowie die Agmon-Miranda—Abschétzungen (vgl. /1/, /8/) zu nennen.
Die letzteren sagen aus, daB unter gewissen Glattheitsvoraus-
setzungen an den Rand 92 des beschrénkten Gebietes () ¢ IR
und an die Koeffizienten des elliptischen Operators L der Ord-
pung 2m fiir die Ldsungen u € sz(f)) r\cm’1(fi) der homogenen
Gleichung Iu = 0 fiir x € £ und alle Ableitungen u nit

li€ m~1 mit eiper wono u unabhéngigen Konstanten k > O die Un-
gleichung

[ D%Tu(x)l € k | D%u(y)| : &))
IR AL

besteht, In der vorliegenden Arbeit wollen wir Resultate von
J. M. Berezanskij und J. A. Rojtberg (v8l. /3/, /4/, /?/) be-~
putzen, um folgendes zu zeigens:

Sind q > g‘und 1 > O ganze Zahlen, so gelten (unter gewissen
Glattheitsvoraussetzungen) fir die Idsungen u € C® (FI) der



homogenen elliptischen Gleichung Iu = O mit von u unabhingigen
Konstanten C > O Ungleichungen-der Gestalt

c | Z sup D% (@)

Ml 3 £C ful
[¢] alZg+l yeo L

o | t=

€9)) c¥a0)
Ein Vergleich zeigt, daB sich daraus fir % < Q < m~1 in gewis-
sen PFdllen Verschirfungen gegeniiber (1) ergeben, z. B. fir

n=2;31=0,m24,

2. Bs sei L c IR im folgenden stets ein beschrénktes Gebiet
mit beliebig oft differenzierbarem Rand. Fiir s ® O ganz be-

zeichne Wg(n,) den klassischen Sobolev-Raum mit der Norm

1
ful t= (0 IID"‘u\%x)?.
lalgs fe}

Der Raum WES(Q)(S > O ganz) sei als Vervollsténdigung von
12(0)) beziiglich der Norm
- u,v
ful_, s=  sup limgi
ve w3 ()

erklért, wobei (u,v) das gewShnliche L2—Skalarprodukt bedeutet.

w;(f).) und WES(D.) kénnen als zueinander duale Riaume aufgefalt
und das Skalarprodukt (u,v) kanp im Sipne dieser Dualitédt fir
beliebige u € WES(Q), v e WS(Q) erklirt werden. Es gilt

[Cu,wl € full_g Hvilg. 3

1
. s -
Fir ganzzahlige s O bezeichven wir weiter mit ¥, E( 9Q)) den

Vektorraum aller Funktionen ¢ auf 3£2, die (im Sinne der sin-
bettungssatze, vgl. /3/, S. 86) Randwerte von Funktionen aus

wg(n ) sind.
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Durch

“?" 1 = inf llulls,
&=z

wobei das Infimum {iber alle u e WS(.Q) mit ulaQ 4 erstreckt

ist, wird W2 (a_Q) ein Hilbertraum, Den zu W2 (B.Q) dualen

-5+

Raum W, Z( 30)) erhslt mah durch Vervollsténdigung von C(3Q)
beztiglich der Norm

|<qav9°>|
1ol .
¥ o 191

=B% 2 E S -
peuy 2(a6) 2
Dabel ist (@, P) = J CP()’)?Zyj d6(y)s Im Sinne der Dualitét
o
kano auch hier das Skalarprodukt (¢,@) fiir beliebige

e %caQ - 3
P > ), we W, (8(1) erklirt werden, so daB ipn die-

sem Falle die Ungleichung
‘((f)’?)l— "9"'_5+% “q’"s—% )

gilt. Die folgende Raumklasse wurde von J. M. Berezanskij und
J. A. Rojtberg untersucht (vgl. /3/, /4/, /7/ u. a.).
Es sei s eine beliebige ganze, r > O eine natiirliche Zahl.

Unter WS r(ﬂ) verstehen wir damn die Vervollsténdigung von
H A,
¢® (£1) beziiglich der Norm

2 _ ad-1y ‘
Mall2 = Rl Zn | S_J_+%.

Dabei bezeichnet v =V (x) die AuBennormale an {2 im Punkte
x € 8f). zur Motivierung der Definitiop beachte man

8 - (j-’l)-% =s=j+ % B8 ist leicht zu sehen, daB fiir s & »

a7



der Raum W3 (Q) mit W5(€)) zusammenfsllt. Fir s < r gilt
k]

ﬁg’r(fl) c WS(SI). Wir betrachten jetzt einen Differentialaus-
druck L = L(x,D) der Ordnung 1 € r in Q mit beliebig oft dif-
ferenzierbaren Koeffizienten. B = B(y,D) sei ein auf dem Rand
92 erklérter Differentialausdruck der Ordmung t £ r - 4, von
dem wir ebenfalls voraussetzen, da8 die Koeffizienten (beziig-
lich lokaler Koordinaten) beliebig oft differenzierbar sind.
Dann gilt das folgende wichtige Lemma, das z. B, in /3/ bewie-
sen ist.

lemma 1: Fir beliebige ganzzahlige s existieren Konstanten
Cg > 0, die nicht von u abhéngen, so daB fir alle u € ¢®((3)
die Ungleichungen %

Malg_y € g Mullg, fiBul 4 ¢ full,
s-t -

ymn.MemummmMudukmnm%muem,ue&%n
(u € c®(T1)) bilden also W3 (Q) stevig in W3~1(Q) bzw.
»

a
8~ -
W,  2(3Q) ab.

3. PFiir das Weitere setzen wir jetzt voraus, daB

I(x,D) = 2 a,g(x)D“ : k ' :
16Z '

ein in 3 eigéntlich elliptischer Differentialoperator der Ord-
pung 2m mit beliebig oft differepnzierbaren Koeffizienten ist.
Ferner sei '

By = l;é Dy Y (=1, 0m)

eip System von Randoperatoren auf 92, welches den folgenden
Bedingungen geniigt:

. .
(1) Die Roeffizienten b., sind beliebig oft differenzierbar.
(1i) Das System ist normg{.

(1i1) Das System iiberdeckt den Operator L auf 3.
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Beziliglich der Definition der im vorangehenden verwendeten Be-
griffe verweisen wir auf /6/. Mit dem Randwertproblenm

Iu = £ in L), Byulyq =P5  (§=1e0eym) (5)

kann man in bekannter Weise eine Greemnsche Formel in Verbindung
bringen (vgl. /6/). Dazu setzen wir zus8tzlich m. £ 2m-1 fir
j=1, ¢e., m voraus. Dann existiert ein (night eindeutig be-

stimmtes) normales System {C.}._ von Randoperatoren mit
J13=1500eym -

beliebig oft differenzierbaren Koeffizienten und
ord Cy = 1; £ 2m~1 derart, daB |By,...,By, Cqseee,Cpf auf oQ

eip Dirichlet-System der Ordnung 2m bildet. Dabei heiBt allge-
mein ein System {Aj}j~1 g vom Randoperatoren ein Dirichlet-
iy (—

System der Ordpung k, wenn es auf O normal ist und die Ord-
nungen mj der Operatoren Aj fir j = 1, ..., k alle Zehlen

0,1, «s+y k=1 durchlaufen. Ist das System {C tixiert,

] j&;j:’],...,m
so findet man in eindeutiger Weise weitere 2m Randoperatoren

] 1 . s 2
iBj}j=1‘...,m’ {Cj}j=1,...,m mit beliebig oft differenzierbaren
Koeffizienten auf 9%, so daB die folgenden Eigenschaften gel-
ten:

1. ord Bé = mj =2m - 1= lj'
' 1t = 2p -~ 1= m..
ord Cj = lj = 2m 1 ma

2. Das System iBa,...,Bé, C%,...,C&} ist ein Dirichlet-System

der Ordnung 2m auf OS) und fir u,v e CP(}) gilt die
Greensthe Formel . P

_ m ! — m
jLu ¥ dax - fuL*vdx - jC.uB'.vdG— ‘ Js.umds. (6)
= i3 ; 33
Q Q 3 198

L*(x,D)v = E (-1f¢lDa(§ay) ist der zu L(x,D) adjungierte
&<
Differentialgusdruck. Das Randwertproblem

* .
v = g in OO, B;}vlan = @ (3=, e0e,ym) 1
heiBt zu (5) adjungiert.



Wir setzen nun (fiir beliebige ganzzahlige s) zur Abkilirzung
WZ’Zm(.Q) = ﬁg(ﬂ) und vereinbaren, daB die Anwendung von L
bzw. eines Randoperators der Ordoung £ 2m ~ 1 auf eine Funktion
aus Wg(ﬂ) stets im Sinne von Lemma 1 zu verstehen ist. Ent-
sprechend dieser Vereinbarung wollen wir eine wichtige Erweite-
rung der Formel (6) vornehmen.

Lemma 2: Im Sipne der Dualitdt beziiglich des LZ-Skalarproduktes
1o 12(Q) bzw. I13(3Q) (vel. Punkt 2) gilt fiir beliebige ganz-
zahlige s und u € WZ(D.), v e ﬁgm's(ﬂ) die Formel

m

n
(u,I*v) + g (Cju,‘ Bé") = (Iu,v) + (B5u, cév). (8)

J:
Beweis: Wir wéhlen Folgen (un), (vn) mit u, € ok (L_"l),

0 & -
v, € CT(£2) und flu - wpfi g0, v = vyl 5y O und fithren
in der fiir Upy Vp geltenden Formel (6) den Grenziibergang n—
durch. Daraus folgt unmittelbar die Behauptung; denn betrachten

wir stwa den Summanden (Cjun’ B&vn), 80 gilt nach Lemma 1

Icgu, - cyull s-1,-% 204 Jluy = ulls— 0,
J

"B;'Jvn - Bév " 1 € 02 mvn =¥ "Is - 0.

-G -
2msma

Wegen der Stetigkeit des Skalarprodukts bezliglich beider Fakto-
ren (Formel (4)) erhalten wir

(C;Jun’ stn) — (Cju, Bév).

1
8=1_.~
Der rechte Ausdruck bhat wegen cju € Vi, J E< a),

2m-s-m5

B;’v € Wy, 2(a.Q) und 2m -8~ m3 --12 =2m-5~ (2m—1j-1)-%

= - B+ lj-f% einen Sinn.
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.

4, Wir betrachten jetzt das Randwertprobleun (5) fir f € W;(Q,),

1
2m+s-ma. -5

(PJ- €W, (3£)) und setzen (fiir beliebige ganzzahlige s)

) B omesem., —a
K( ” 1, " Wo(0L) X _ﬁ; Wy 3720,
S, + S, - J=
a2

" Offenbar definiert der Operator ’
&y = [y By esly)

fiir s ® 0 in patiirlicher Weise eine Abbildung von W§m+s(ﬂ) in

K( 1)., Entsprechendes gil’c fir das adjungierte Pro-
S,2m+s-m . —% :
J

blem (7) beziglich des Operators
L% = (L%, Bl,eeasB)),

der Wa™5(Q2) in K ;. abbildet.
(s,2m+s=-m! —2-)
Jd
Die zugehdrigen Nullriume N bzw. N* sind endlichdimensional und
auf Grund der von uns gemachten Apnahmen in ¢®(0) enthalten
(vgl. /3/). .
Fir s > 0 sei Hy = W3(Q)O N, B = w3(0Q)Dr™.

Fir F = (f, geeey ) EKXK N
( P Pu (s,.2m+s-m‘_j -%)

G = (8 @qreeer @) €K ,WU€EN, v €N

1
(s,2m+s—m5 —2-)
benutzen wir die Bezeichoung
m
[F,c'v] = (£,v) + 3§= (@;.C5).
Map kann zeigen, daB jedes E£lement

F = (f p— €K
0 Pre e P €K e Y

in eindeutiger Weise in die direkte Summe
F="F +F mit F' = (v',0,...,0) (vt e ¥¥),
e K ([F",c'v] = O fir alle v & N¥)

(s,2m+s-mj —%)
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zerlegt werden kann. Die zugehérigen, durch Q,N*F =B, QN;F= b
' 1
definierten Projektionsoperatoren sind in K 1
(s, 2m+s-m‘_j - 2-)
stetig. Ganz analog erklédrt man die Projektoren Qy und QNJ. im

Raum K 1.0 Wir setzen
(s,2m+s-m5 —2-)

= K y Kgi = K
8 QN-I- (s,2m+s-m5—%) 8 QN‘J'-(s 2m+s-my E)

Zum Beispiel ist dann in /3/ bewiesen, daB der Operator xs fir
ganzzahlige s 2 O einen HomSomorphismus von H2m+s (bezliglich

der Norm ||+ | 5,¢) auf den Raum K (beziiglich der iiblichen Pro-

duktnorm in K ) darstellt. Entsprechend liefert
(s, 2m+s—m E’

*
xa einen Hom&iomorphismue von H;m-'-s auf Ks' Entscheidend fiir

unsere Ziele ist nun der Umstand, daf sich dieser Homdomorphie-—
satz fiir beliebige ganzzahlige s verallgemeinern 1&B8t (vgl.
/3/, /4/). Dazu fiihren wir die Réume

~ o~ o~ *
B, = (O, i = Q) ox
ein und erkléren Kg» K; wie oben, was mdglich ist, da die Pro-

Jjektoren bzw, « in K bzw. K
&y Wy (0,2m-m! ~%) (0,2m-m - %)
i"zZ iT2

erklart sind upd diese Riume fiir s < O in K 1
(s,2m+s-m5 —2-)

bzw. K 1 dicht liegen.
(s,,2m+s-ma. -2-)

Satz 1: Fir beliebige ganzzahlige s existiert ein ‘Homﬁomorphis-
mue A von Hy ,  suf K5, Fir s » 0 ist A, durch die Ein-

schrinkung von x auf H gegeben. Fir s < O erhdlt man Ag

2m+8
durch stetige AbschlieBuns des Operators £ o» Wepn man diesen
als Abbildung von HZm-s in K auffaBt. mntsprechend existiert

ein Homdomorphismus /\s von 52m+s auf Kg» der fiir s 2 0 durch

dé.l:. Eipschrénkung von x; auf ﬁ'ém*s und fiir- 8 < O durch stetige
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AbschlieBung von SC; (aufgefaBt als Abbildung von ﬁgmw in K)
gegeben ist. Insbesondere gilt also fiir die Losung von (5)

m
2 2 2
Cq Ml pp,s € 212 + ; IP1C, o 3 % %2 W2l Ens
. d

und fiir die Lésung von (7)

m
O3 M lonys < Nel3+ 2l gl PELN e
Jd

5. Man kann den Satz 1 benutzen, um fir die Ldsungen von (‘5)
einen Darstellungssatz zu beweisep, der im wesentlichen auch
bereits auf Berezanskij und Rojtberg /4/ zurickgeht. AuBer den
bisherigen Annahmer machen wir dazu fiir das Folgende die zu-
sétzliche Voraussetzung N = N*= {0}.

Satz 2: &s sei 9> 5, & * O eip fixierter Multiindex und
1
q+lal=2m 0 QHal-m; = ;
(B, Pqrecer@y) €W, xa}lq W, 'J (a2,

Dann existieren fir x € {2 Pumktionen [ ;Boz € ~2 'q"‘“"(ﬂ) der-
1)

art, daB die Ableitung D% der Lisung u € ﬁ%““"(ﬂ) von (5)
" die Darstellung ’

. |
-1'0%ucx) = (2, B « ;( 94,05 2B (10)
besitzt,.

- Beweis: £s sei v € Wgﬂa‘kQ). Wegen q > % folgt aus den Einbet~
tungssiétzen D¥v € C({2) und

[0 60wl = [D§v)] £ Ellviig, q (1)
fiir alle v ¢ W3 (Q), a. n. 0¥ d, e KA '%N Q).

53



Folglich besitzt das Problem

o § 2
*v = D3, Bév[aﬂ =0 (3215 e0e,m) (12)

nach Satz 1 (mit s = = g - lal) eine ISsung im Raum

ﬁgm_q- |o\.|(Q_), die wir mit ,:c(i) bezeichnen wollen. Aus Satz 1
b ’
folgt weiter, daB die Ldsung u von

Iu = f, Bju]ao_ = @y (§=1,00.,m)
auf Grund der gemachten Annahmen in W’gf* |“'(.Q) liegt. Nach Lem-

ma 2 kOpnen wir u upd v = /;(g) in die Formel (8) einsetzen.
Wir erhalten ’

= m

d. h.

m
O = LD + 39,05 R

Lemma 3: Fir einen beliebigen Multiindex o gilt die Ungleichung
(B) <
m r;:,ol m 2m=q-la) Ca
mit einer von x € {) upabhingigen Konstanten.
Beweis: Wegen (11) gilt

JOOF ) o
TV  Cx

o2 &I

sup

~g-toti™
v eW%‘”“' [€9))

g+lect

upnabhéngig von x. Wendet man den Satz 1 (Formel (9)) auf das
Problem (12) an, s0 ergibt sich

~

mr;:sﬁ.) t 2m-q-|a.l£ Z;Ig "D;L Jx“—q—lul = 615 Ca, =2 Cgs

Satz 3: Unter den in Satz 2 gemachten Voraussetzungen gilt fir
die Iosung u des Problems (5) die Abschitzung
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) m
In%u(x)l £ ¢ {llfllq,,m -on * ;"%“qﬂw-ma -%}

nit einer von x unabhédngigen Konstanten,

Beweis: Aus (10), (3) und (4) folgt

]Dau(x)l o "q+ lal ~-2m Ill::si)MZm-q— el

m
+ 2 lo.l ¢!t (B .
: ; QJ q+lou-mj—%" J x’“‘“-Q- lal+mj+%

; (B) (B)
feroer dst “:c,a. “Zm—q—llx.l"' n Fx.m I Supg-loy "B WegeD

ord C;'.’ =2m -1 - my folgert man aus Lemma 1 und Lemma 3

1 (B) B
b C"“ 1 ~q- lal+m; + % eyl r;rsn) W 2megeios € €300
3 :

unabhéngig von x. Mit € = max (,1'°1Ca""'°mca.) erhalten wir

dann die Behauptung.
Wir werdep ups jetzt auf depo Fall £ = O und auf das Dirichlet-
Problem beschranken, d. h.

Iu = 0 e = (3=1 m) (13)
= ,a—vp an—?a d= 1 y0eey .

Satz 4: Es gelte q-> %, und u € C® () sei in N Losung der
Gleichung ILu = O. Dann gilt fiir beliebige ganzzahlige 1 2 O
mit eipmer von u unabhéngigen Konstanten C > O die Ungleichung

laly &, € ClR - sup |Df‘u(7>l. (1)

t= C E
c*(ag) 16IZq+l yedQ
Beweis: Wir fixieren einen beliebigen Multiindex & mit Il = 1.

Wegen u € c® (.ﬁ.) koonen wir die Randeinschrénkungen

=Ty = @,
avl30 d



q+l¢7Ll--.,j+E
wls BElemente von W, (00) und u als Idsung des Problems

J
(13) auffassen. Aus Satz 3 (mit B ——5:7 d. h, my = i-"1

erhalten wir somit

m m
I%a(x)| < ¢ ;11@311q+m_j+1 < ggllqo N

£8q lulyqllg 4y = et ]lD u(y YPas(y)

||s1

€8, (lull .
2 cq+la.l(aﬂ)
Da die entsprechende Abschitzung fiir alle )l mit IYI £ 1 ip die~
ser Weise gewonnen werden kann und cffenbar
fiuy £ fluf y
c®* W am) c*an)
fir [yl £ 1 gilt, folgt die Behauptung.
Tir 1 = O ergibt sich aus der Ungleichung (14)
Nal € Gl ' (15)
¢y cda)’
wihrend die Agmon-Miranda-Abschiatzung (1)

) (16)
c(

4
a) “ Mg g,
liefert. Fir 5 < q < m - 1 ist also (15) schérfer als (16).
Dies trifft zum Beispiel zu bei n = 2,3 fiir die Fdlle m 2 4,
d. h, fiir Operatoren der Ordnung * 8, und bei p = 4,5 fiir n2 5,
d. h. fiir Operatoren der Ordnung 2 10. Satz 4 gilt auch fir
Lésungen der Gleichung Lu = O mit geringeren Glattheitsvoraus-
setzungen, wovon man sich durch Grenziibergang iiberzeugt. Ferner
ist aus dem Vorengehenden klar (und deshalb wurden die Betrach-
tungen bis einschlieBlich Satz 3 in dieser Allgemeinheit durch-
gefiihrt) wie man (auch fiir den inhomogenen Fall) allgemeineren
Randbedingungen angepaBte, zu Satz 4 analoge Aussagen formulie=-
ren kann, .
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Bostock. Math. Kollog. 16, 59 - 74 (1981)
Glinther Wildenhain

Uber die Darstellbarkeit polyharmonischer Punktionen in der
Kugel

1. Bezeichnet KE ¢ IRP eine (abgeschlossene) Kugel mit dem Mit-
telpunkt z und dem Radius R, Sz den Rand der Eugel und g(y)

eine auf Sg vorgegebene stetige Randfumktion, so liefert be-
kanntlich das sogenannte Poisson-Integral

2 i 2 '

u(x) = r}.; ! R—l‘ifj‘,l,- 8(3)a8(y) D
' s
2

(mn Inhalt der n—dimensionalen Einheitskugeloberfléche, d6(y)
gewdhnliches (OberfléchemeB) fiir Ixl< R die Lysung des Dirich-
let-Problems

Au:OinKﬁ\-Sg, u‘sR=g
z

(vgl. /7/). Map kann allgemeiner die Prage stellen, unter wel-

chen Bedingungen eine in K‘E \ Sg harmonische Funktion durch
ein allgemeines Poisson-=Integral in der Gestalt

2 2
= (B=lx=2l_ 4 4y 2)
u(x) f — Y716
Z

mit Hilfe eines MaBes R mit dem Tréger auf Sz darstellbar ist.
Eine notwendige und hinreichende Bedingung dafiir ist

s ( flu@lasm) < o,
O<r<R 4
2

d. h. eine gewlsse Einschrénkung ap das Verhalten in Randnlhe.
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Dies l&Bt sich weiter prézisieren: Genau dann besitzt u eine
Darstellung gem#B (2) mit

au(y) = £(y)a6(y),
£ e LRBY) (1< p £ ),

wenn

1
sup _ ( f [a(z)1Pa6(x)? <
o<r<B 1%

Z

gilt (vgle /11/). In der vorliegenden Arbeit werden wir eine
Verallgemeinerung des hinreichenden Teils dieser Aussage sowohl
fir Losungen der homogenen als auch der inhomogenen polyharmo-
nischen Gleichung beweisen.

2. Die Idsung des Dirichlet-Prcblems

4™ =0 1n KX \ S5,

ajul

5-;5 = 8;1 (3=0yee0,ym=1)

2"
52
(m1 ganz, n Innennormale an Slz, By € c""'J"‘(sfz‘)) im Punkt

b 3 x: \ 82 ist gegeben durch

(3
NS e T 2.m &7 f 1. (3 u-3-1 2
w S g;o 3783 T g ®

n : R
sz

(v&l. /5/, /10/). Im folgenden betrachten wir 0.B.d.A. z = O
und schreiben kurs (8%=8%, KRkD)

n-1
u(x) = ; J Pd(x,y)sj(y)dG(y).
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Die PFunktionen Pd(x,y) worden als Poisson-Kerme bezeichnet. Die
uns interessierende Frage lautet dann: Unter welchem Bedingun-—
gen léBt sich eine in \ sk m-polyharmonische Funktion als
verallgemeinertes Poisson-Integral \

n=1
P(/l.oo /‘1n--n Mpqi SR)(Z)‘-" g fPJ(XOY)dﬂj(Y)

durch ein MaBtupel (Ao, fiqseees M) Wit dem Tréger suf B
darstellen? In /6/ wurde gezeigt, daB die Bedingung

3—5“ as(y) ¢ ¢ fir 0< 6 €
; sR-GI dr & l & <® < 60

dafir hinreichend ist, wobei g2 die Ableitung in radialer Rich-
tung bedeutet. Im folgenden wollen wir ein présiseres Resultat

beweisen. Auf SE sowle auf Bg(gsn)'rﬂhron wir sphiirische Ko-
ordinaten ein. Den zugehdrigen (n-1)-dimensionalen Raum der
Kooxrdinaten (?1,.... ?n_.') bezeichnen wir mit 8. Ist f eine auf

8% erxlirte Funktion, so kénnen wir sie gemiis

2(y) " f(?‘p""t ?n_119) = f(? '8
als iunkt;:l.on auf 8 auffassen, wobei @ die Rolle eines Parame-
ters spielt., Unter I;(S) (120 ganz, 1< p< o) verstehsn wir
dann den gewdhnliochen Sobolev-Raum aller Funktionen

u(@) € IP(8), fir welche alle distridutionentheoretischen ib-
leitungen (besliglich @,,.ee; Pp_q) bis zur Ordpung € 1 eben-

falle in IP(8) liegen. Die Norm in (;(s) ist definiert durch

lhal, o - ilgl sﬁn"u(g,)] Paq>1..fa9n‘1}%

fal
(D“. = T‘a—a—,,_;' ol = Rabeeat @y g Ky 2 0 gans).

1
L4 ZIREELL e
Gehen wir spesiell von Punktionen u(y) = u(?.!) sus, die auf



S

8% erklirt sind, so schreiben wir w;(sg). Wir kdpnen w%(sg) in

W%(S) eingebettet denken.

Satz 1: In KB \ SE sei eine m-polyharmonische Funktion, d. h.

eine lisung der Gleichung A% = 0, gegeben. Fiir j=0,1,...,m~1
und eine nichtnegative ganze Zahl 1 gelte

d "
[|a—“(a%3$l||p’1ec<oomn-soée<3- (%)

Dann existieren Funktionen rj € w;(SB) (3=0415000,m-1)
derart, daf u fir [X| <R in der Gestalt

m=1 -

aw = 0 [ pyeane s )
. 9F SB.

darstellbar ist.

Beweis: Fir y € 8° setzen wir

Iy _ 3% — o(3)
%(y) = —aag—a'(?o‘p-"’?n_»"g) =u (?9g)
(3=0,1500.,m=1)..

Nach Voraussetzung g?.lt
((p,0)ll, , € fir R-€, £e<Rr.

Da eine beziiglich der Norm beschrénkte Funktionenmenge in W;'(S)
schwach kompakt ist, existiert eine FPolge (¢{°)) mit

s g{®) = R derart, da8 aie Folge u(®)(,{®?) fir 1> o 1n
- @ )

';(S) schwach gegen ein Elemsnt t, € w;(s) konvergiert

(9 ,g{®))s2,). Bs g1t aiso

i 2@ ,5{) - £,(p)) = 0 ()
&2



fiir alle stetigen linearen Funktionale F e (wl(s)) Fiir feste
x € K% mit (x| <R - E, und y € S° setzen wir

va(q:) := Pj(x,y) = a(q),R) (0% j4n~1).

Da auf Grund der kopkreten Gestalt der Poisson-Kerme (vgl. .(3))
otfenber v, € LY(s) (%+1E = 1) ist, gilt fir

7, () 1= [ (@rvy(@rap
8
die Abschﬁt?ung

£ n
*Fva(h” In] )

fir alle b € w;(S), d. by € (w;(s))' fiir alle j. Setzen wir
. g

1(s) L‘l(S)

speziell F = Fv in (6) ein, so folgt

n . F, (u<°)(<p 2$°) - £.(p) =0, a. 1.,

i»>o

un [ B (@20 (e,e{°))a
wsfo(cy () (@,e{ap

= fﬁo(?.R)fo(?)d? =.£ B (x,7)2(7)a6(3).
5 8

Wegen

P, e{°hl, , ¢ firalles

existiert weiter eine Teilfolge (8 {") von (@{%)) mit
1n @{" = Ruwa u(gp,g{M)az, € wlcs) fiir 1 — 00

i-00
Wendet man mit F = F wieder die obige Uberlegung an, 8o er—

hélt man anlog

lin fi’ (e, g{Map

i+
f? (?.3)1’1(9’)69 /P.,(x,y)f.l y)as(y).
€3



Setzt man das Verfahren fort, so ergibt sich fiir j=0,1,cee,m~1
d:l:e Existens von Punktionen ra € wll,(sn) mit

i-+00

ua | (9 mu(p,e{Map
8
=J?J(q.n)fa(?)d?=éfRPd(X.y)rj(y)d6(y)-

Dabei ist Jeweils ( gij)) eine Teilfolge. von ( g§3”1)).

Fir g, 1=g{™") g1t also

n=1
1im- ?: /Pd( ?,R)u(d)(?,gi)d?

1omw - =0 g

" €
- ?;6 fn P4(x,7) 4 (7)36(3) -
S .

Pir feste x mit |x|<@ und y € 5% setzen wir pun
ﬁa’e(?ug) = Pa’e(pr) = Pj(st)O
Da u als m~polyharmonische Funktion in KB \ SR beliebig oft

differensierbar ist, gilt u(d)(?,ei) e c® *1y rur

J=0,1 eeey 2 =1 und alle i, Nach dem allgemeinen Darstel-
lungssatz fir die Idsung des Dirichlet-Problems mit glatten
Randwerten (Formel (3)) léB8t sich daher u(x) fir |x]<R = 60
und alle i in der Gestalt

s .
. )
u(r) ; Bffd "1( ¢t”1)“ (P.g)ae

(8)
= ; Py(x,7) % (7)a8(y)
=0 Bei a¢

schreiben, Dies mslieht die Abschiitzung
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m=1
lux) -2 J® f (P B (g ,9)ap]

J=0 g

m=1 m~1

=I§ sfis'j,gi(q!.ei)u(a')(ga,gi)é?- ;Sf§5(9"3)“(3)<9’.e1>6p]

m~1

=l:4; f["r’d,gi(cp.ei) - B(p,m]uld(ep,e)a ) 1))
s
m-1 - ‘
% - J
£ JZ IIPa S SRR AC 0] eyl (Prelp
m-1

N

; I%;, g, (Prei)- ¥ (9.R>u oy u.plr:j 8 Pr95)-B5(@uR)]

Dabei wurde die Holder-Ungleichung und die Voraussetzung (4)
des Satzes benutzt. Da auf Grund der Struktur der Poisson-Ker- .
ne die rechte Seite der obigem Ungleichung fiir 1 - oo offenbar
gegen Null strebt, erhalten wir

m=1

= 14 [ B.(g,mul(ep, .
ao) = Lm g;o J2emnPig.e0ap (10)
Vergleicht man (7) und (10), so ergiﬁt sich schlieBlich
n-1
u(x) = Z [ Pa-(x,y)fj(y)dé(y).
J=o R )

S

Es sei noch vermerkt, daB die Annahme |x|<R - €, keine Ein-
schrénkung bedeutet, denn ist x mit |x| <R gegeben, 80 kénnen
wir anschlieBend €, > O so klein wihler, daB |X| < R = €, or-
fiillt ist. -
Bemerkung: Aus dem Beweis von Satz 1 ist ersichtlich, daB dle
Aussage im wesentlichen bestehen bleibt, falls man an Stelle
von (&)
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adu(e,
‘_u(%_g_zn €C5< o fir R-6, £ ¢<R
o¢ P,lj

(0¢j4m-1) voraussetzt, wobei jetzt die lj > 0 verschiedene

nichtnegative ganze Zahlep sein diirfen, Bs gilt danp die Dar-

1,
stellung (5) mit £ € WPJ(SR) (320,15 000, m=1).

Im Beweis hat man lediglich bei der Abschitzung (9) eine ge-
ringfiigige Modifikation vorzunehmen.

3. Die Aussege von Satz 1 kaon noch weiter modifiziert und in

Zusammenhang mit allgemeineren Resultaten von J. M. Berezanskij
und J. A. Rojtberg (vgl. /3/, /4/, /9/) gebracht werden. Wir

wollen diese Aspekte hier nur andeuten und daran anschlieBende,
tiefergehende Untersuchungen einer folgenden Arbeit iiberlassen,
Es seli QQ ¢ IRP ein beschrépktes Gebiet mit beliebig oft diffe-
renzierbarem Rand 31, Riir ganzzahlige 1 ®> O bezeichnen wir mit

1

1-=
wp P(3Q)) (1<p< o) den Vektorraum aller Funktionen ¢ auf

9£1, die (im Sinne der Einbettungssdtze, vgl. /3/, S. 86)
Randwerte einer Funktion aus w;(n) sind.
Durch

19l i= inf Juf_ ,
?p,l-% p,1

(Infimum er;treckt iiber alle u & wi;(Q) mit u|an = @) wird
l~= 1- 1

L ?@Q) zu einem Banachraum. Den zu W, P(53Q)) dualen Raum
143 1.1 '

wq Paq) (54-?1-:1) erhdlt man durch Vervollstindigung des
Raumes C(3)) beziiglich der Norm

ulfJ" 1 1 3= sup M
Qy~i+ = 1
P e w;‘S(am"Wp.l—%



(@,p) = asf2 q:(y><pTy)d6(y)). Im Sinne dieser Dualitét 1&Bt

sich in der Ublichen Weise das Skalarprodukt ({,9) fir belie-
bige P e WP ), we Wq (3€1) erklérenm (vgl. /3/).

Der Beweis von Satz 1 kann nun weiter so modifiziert werden,
daB8 sich die folgende Aussage ergibt: Unter der Voraussetzung

3%u(p,e) ;
"__%_‘i_" 4, £0j< o0 fir R-6,£@<R  (11)
39 Pyl_J—E

(0€j4m-1, 1<p<ow, 1> % ganz) existieren Funktionen

1
£5 €W P(s®), so. daB fir x| <R die Darstellung

u(x) =: f Pj(xo.')’)fj(}')dg(b') (12)
J4=0 ‘p
S

besteht. Fir 1 - j - % < 0 ist das Integral hierbei im Sinne
der Dualitdt zwischen

1-5-1 i+l o
WP P(s™) una wq P(s™) zu verstehen. Aus Resulbaten von

J. M. Berezanskij und J. A. Rojtberg /4/ kann man folgern:

1-3 ==
Gilt 1 > % und fj € Wp P(SR), so existiert eine eindeutige
ILosupg des verallgemeipnerten Dirichlet-Problems der Gleichung
Amu = 0 in KR zu den Randwerten fd. Die ILdsung liegt im Raum
w;(KR) und 148t sich fir |x|<R in der Gestalt

m=-1

u(x) = Z (fj’Pj(xy‘)) V (13)

J=0

darstellen, wobei die Skalarprodukte im Sinne der Dualitat

. &7



1 : .
1-j=-= ~1+j 4=
gwischen WP p(SR) und wp I’(SR) zu verstehen sind. Der

Zusatz “verallgeomeinert" bezieht sich auf ejine in gewissem Sin-
ne verallgemeinerte Randwertannshme, die wir hier nicht ndher
beschreiben wollen (vgl. /3/, /4/). Da (13) mit (12) iiberein-
stimmt, kdnpen wir woiter schlieBen, daB die m-~polyharmonische
Punktion u unter der Voraussetzung (11) im Raum Wl(KR) liegt.
Aus dem klassischen Sobolevschen Einbettunsssatz .folgt insbe~
sondere u ¢ (k%) fiir 0 £k < 1 ~ §, d. h. Glattheit mit Ein-

8chluB des Randes aller Ableitungen bis zur Ordnung k.
%ir bemerken poch, daB fir 1 > % dle Darstellbarkeit der
m-polyharmonischen Funktion u in der Gestalt (13) durch Funk-

. 1ej -2
tionen fj € wp p(SE) zur Eigenschaft u € W;'(KR) #dquivalent

ist, Auch dies folgt aus Resultaten von J. A. Rojtberg /9/.

4, Un den Setz 1 auf ILdsungen der inhomogenen Gleichung M =
zu verallgemeinern, benétiger wir einige vorbereitende Betrach-
tungen.

4us der sogenannten Agmon-Miranda-Ungleichumg (vgl. /2/, /10/)
folgt dle Existenz einer von u unabhiingigen Konstanten CR > 0,

8o daB tir jede in KR m-polyharmonische Funktion u mit
ue Gm"1(KR) die Abschétzung

Z sup_|Tu(x)| € Z: sup lD“u(x)l (14)

1olZm-1 ¢ Kh ldZm-1  , oR

besteht. In der analogen Ungleichung fiir die Kugel K¢ (@ < R)
soll die Kcnstante mit cg bezeichrnet werden.

lenz.e 13 Es existiert eine Konstante C > O mit Cg = C fiir
4B =€ €8 %

Beweis: Wir fiilhren den Beweis hler nur fiir m = » = 2, indem
wir auf ein fir diesen Fall bekanntes, allgemeineres Resultat



von C. Miranda /8/ und G. Adler /1/ zuriickgreifen. &s sei
0 cm®? ein beschrénktes Gebiet mit glattem Rand,

= (x12%3) € Q, 7 = (y1»7,) € 3Q, w= <K(x-~y,n) mit der
Orientierung von x -~ y nach n (n Innennorm}ale). Wir betrachten
ein System kartesischer Koordinaten (f §I" §g) mit dem Ursprung
in y. Die positive gy-Achse habe die Richtung von n, Zy(T) be-
zeichne den Teil der Kurve 302 mit -7< ¥J £ 7. ‘

Wir nemnen (2 zur Klasse B{(T) gehdrig, wenn eine Zahl T > O
derart gefunden werden kann, daB es in jedem Punkt y & -X9] nog=
lich ist

(i) einen Kreis Kg mit dem Radius T zu konstruieren, dessen
Rapd y enthiélt upd dessen Inneres in () liegt,

(ii) einep Kreis KY mit dem Radius T und folgenden Eigenschaf-
ten zu konstruieren:

- K enthélt mindestens einen Punkt, welcher nicht zu
gehort.
- Der Rand von KZ enthélt den Punkt y.

- Kg enthdlt keinen weiteren Punkt von Zy(’ll').

Unter der Voraussetzung ) € 0[('[) wurde in /1/, /8/ bewiesen,

daB fiir jede in ) < IRZ biharmonische Funktion u e C1({l) die
folgenden Ungleichungen gelten:

grad u(x)| £ K, mex + K, max + K, max 1],
TER He 55 BF 1Falr B 3 192 Ko B P
julx)] = cr(x)(K,I max |cp2| + K, maxlq),'ll) + (K &x)ﬂ)max]?,ll .
Dabei ist d(x) der Abstand des Punktes x € {2 vom Rand 3%,

K, =Yse, K, = 26400 + (41425 4;) &

§ = sup max l(.nl, L die Lénge von OQ,
XxXef2 and

_ du _ '
l}lau = @ -—a—n-lan = @,, und P, bedeutet die Ableitung

nach der Bogenldnge.



Offensichtlich liefern diese Ungleichungen fiir
Q= - \ sk Abschétzungen fiir die Konstante Cp. Aus der Ge-
stalt der Konstanten K,], KZ' K3 ist ersichtlich, daB sich diese

beim Ubergang von KB zu kS (@ < R) stetig &éndern, da sich of-
fenbar é und L stetig &ndern und da dieser Ubergang dem Uber-
gang zu einer anderem Gebietsklasse 0l(T) mit stetiger Anderung
des Parameters T entspricht. Daraus folgt die Behauptung.

Wir betrachten jetzt die zum homogenen Dirichlet-Problem der
Gleichung A™u = g gehdrige Greensche Funmktion Gr(x,y) der
Kugel K® ¢ Y, Gg(x,y) sei die entsprechende Greensche Funk-
tion zu\‘Ke (@ <R).

Lemma 23 Es sei x ein fester Punkt mit |x|< R. Damn gilt

gleichmiBig beziiglich y € KX, y # x, lim|Gp(x,¥) - Gg(x, )] = 0.
§->R

Beweis: Bezeichnet E(x,y) die Fundamentalldsung des m=-polyhar-

monischen Operators mit der Singularitdt in x, so gilt bekannt-
lich (vgl. /10/)

Gp(x,y) = E(x,y) + uy(y),

wobei ur(y) die eindeutig bestimmte ISsung des Dirichlet-Pro-
blems der Gleichung A% = O in K% mit

J J :

a avE(x,

x = = __.(_x_y_)l (320,15 000,m=1)
and B and )

ist. Entsprechend gilt

Gg(x.7) = Exy) + P ),

ad () ajE
Uy l =___(i‘f_y)‘ (320,15 00 m=1).
and 88 and 's®

Betrachten wir in K die Differenz Gy(x,y) - Gg(x,7), 80 folgh
aus (14)
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|6g(x,7) - Go(x,3)] = |uy () - (93]

o J (¢
3 -
2 Cg}: cup ’ (u () : ) I
J=0 ye Sg dnY ‘
n-1 m~1 J
dYG,(x,y)
= Cg Z sup ]-———(ux(y)w(x,y))‘ Cq Z sup —-13-—’-;'—-(-
%0 ye5% 3nd yes$  3nd
3da,(x,y)
Wegen —-R—x’z—l =0 (§=0,1,+..,0~1), der Stetigkeit dieser
and g®

Ableitungen in Randndhe und Cg £ ¢ (Lemma 1) strebt die rechte

Seite fiir ¢ > R gleichméBig gegen Null, womit die Behauptung
bewiesen ist,

5. Nunmehr kann Satz 1 auf Losungen der inhomogenen Gleichung
verallgemeinert werden.

Satz 2: is sei g € o® (KR) (0<% <1), und u sei innerhald KR

(klassische) Losung der Gleichung 4% = g. Pir j =0,1,e00,m=1
und eine nichtnegative ganze Zahl 1 gelte

ﬂaju(?,g) ll
aej
Dann existieren Funktionen fj € W;(SR) (3=0,144..,m=1) derart,

p1EC<w fir R - € £ ¢ < R.
,

daB u fir |x{<R in der Gestalt

m=1
u(x) = f C-R(x,y)s(y)dy+z,[ Py (x,7)25(3)d6(3)
kR ISR

darstellbar ist,

Beweis: Wir setzen (mit den Bezeichnungen des Beweises von
Satz 1)



m=1
v(x) z=J Gp(xs7)E()ay + Zo fij(qa.n)u“)(qo.gi)aq». (15)
B =03
Ferner 148t sich u(x) innerhalb g1
Gestalt

analog zu (8) in der

-1

u(x) = é Ggi(xmscy)dwé: f (9, 8,099, g200
i =
K s

schreiben. Somit ergibt sich die Abechitzung
; (16)
Iu(X)-V(x)IEU- G, (xs7)E(¥)ay - fGR(x,y)g(y)dyfﬂwi(x)l.
gi i .

K B
wobei wi(x) mit der linkenm Seite der Ungleichung (9) identisch
ist. Wegen (9) gilt also wi(x)~¢ O fir i - 00. Der erste Sum-
mand auf der rechten Seite von (16) 1ld8%t sich wie folgt ab-

schétzen:

| xf"’ , Ca (BT - KfR GR(x,y>s<y)f1y |

| ]g spxear + [ o, GamE@T - / Gg, (1 )8Cr )]
g° 4 K2\k * ot

< f |eg(x,7)~64 (=or)letriay + f [NERSINTICAIETR

gt * - K®\g %

Wegen lemma 2 sowie wegen der Stetigkeit von GR(x,y) in Rand-

néhe strebt die rechte Seite fiir i - 0o gegen Null. Unter Be-
riickeichtigung von (15) folgt daraus die Behauptung. fs ist
klar, da8 Satz 2 aralog wie Satz 1 modifiziert werden kann.
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Rostock. Math. Kollog. 16, 75 = 80 (1981)
Lothar Berg

£Bin Grenzfall beim Goursatschen Anfangswertproblem

Betrachtet wird die lineare partielle Differentialgleichung
zweiter Ordnung

BpZyy + BqZyy * B Ty = £(x,y) (&D)

mit nicht verschwindeanden konstanten Koeffizienten unter den
Goursatschén Anfangsbedingungen

z(x,0) = g(x), 2(0,y) = h(y), (2)

wobei die Vertria‘glichkeitsbedingung g(0) = h(0) erfiillt sei.
Die gegebenen Funktionen f£(x,y), g(x), h(y) seien firx =y = O
holomorph, und die gesuchte Funktion z(x,y) soll die gleiche
Holomorphieeigenschaft besitzen, wobei x und y als komplexe
Verdnderliche aufzufassen sind. Nach einem Satz von

L. Hormander /4/, S. 116 - 118, wird die eindeutige Ldsbarkeit
dieses Anfangswertproblems garantiert, wenn

1 2
lagl+lasl< g o " Jay]
gilt. Dies bedeutet fir die Wurzeln 2,, Ap mit |l1|§ llzlder zu
(1) gehOrenden charakteristischen Gleichung

azhz + a,'?\ +a, = 0, (3)

daB I/l,ll hinreichend groB8 und [A,] hibreichend klein sein muS.

In /1/ wurde die eindeutige IGsbarkeit fiir beliebige Wurzeln
von (3) nit |7l1| >|A,| bewiesen, so daB wir uns jetzt dem

trenzfall 1/\1‘ = |12| zuwenden,

3peziclle Ldsupiren: Zundchst beweisen wir fir die allgemeinere
lipneare Gleichung
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n .
z anzgx.xE ) .
a Le = £(x,y) )
= T ox y" !

mit konstanten Koeffizienten, die nicht alle verschwinden sol-
len, ohne Berlicksichtigung von Anfangsbedingungen dern folgenden
Satz 1: Ist £(x,y) fir Ixl ¢ r, |yl ¢« 8 holomorph, so besitzt
(4) stets einb' spezielle Ldsung, die fiir |x| < /2, |yl < s/2
holomorph ist.

Beweis: Mit Hilfe der Differentiatiomsoperatoren D, = 3/3x,

Dy = 3/dy 1&Bt sich (4) bei passender Normierung der Koeffi-

zienten in der Form
P qa
i'I=l'1 (D= ;D)) j7=T1 (Dy - 8,Dy) =(x,3) = £(x,7) 5

mit p + ¢ = n schreiben, wobei d, 1331 die Wurzelp der zu (4)
gehdrenden charakteristischen Gleichung sind und &; = O, Bj =0
fiir gewisse 1,j zugelassen ist. Die 'E,inteilung der Wurzeln sei

80 vorgenommen, daB

Ialsg‘, isl < £ (6)

gilt fir alle 4 =dy und alle B = B.’i'
Die Gleichungen erster Ordnung
ux—a.uy=w, vy-Bvx=w

besitzen bekanntlich (vgl. etwa /2/) spezielle Losungen der

Form
1

wxy) = x [ wx(1-p, v +axpay,
o

1 (7
v(x,y) =¥ f w(x + Byy, y(1-1)ay.
o
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Wenden wir jetzt auf die PFunktion

w(x,y) = £(ax +by,cx +dy) . (8) .
mit ‘
lal €1, Iv] €%, Jc] £ &, [a] £1 &

eine der Irtegrationen (7) an, so erhalten wir bei dem ersten
Integral den Integranden

f(ax(1- f) + b(y+¢xf), cx(1- f) + d(y-v-axf))
= £((a(1~ §) + b F)x + by, (c(1-§) + da Px + dy),
und da wegen (6) und (9) _
[aCi-§) + vafl €1, [c(1-F) + daf]c £
8ilt, hat er wieder dieselbe Bauart wie (8) mit (9). Analog be-

sitzt das zweite der Integrale (7) im Fall (8) mit (9) den In-
tegranden

f(alx+Byp) + by(1~p), c(x+8yy) + ay(1-g))

= fax + (aBiy +b(1=-p))y, cx + (eBy +d(1=-1))y),
der wegen '

]a37 + b(‘]-;l)j.‘. g-, jch + d(’l-q)} < 1
ebenfalls wieder die Bauart (8) mit (9) besitzt.

Wihlen wir jetzt |x| < r/2, |yl < s/2, so folgt aus (9)

lax + byl < r, [ex + dy| < s,
d. h.,, die Argumente von (8) liegen im Holomorphiegebliet der
Funktion f(x,y), und die zugehdrigen Integrale (7) sind eben-
talls holomorph. Da insbesondere f(x,y) selbst von der Bauart
(8) mit (9) ist und die Gleichung (5) sich durch schrittweise
Anwendun;; von (7) auflésen 1l&Bt, ist Satz 1 bewiesen.

Homogene Gleichungen: Auf Grund von Satz 1 brauchen wir uns bei
dem Anfangswertproblem (1), (2) nur noch mit dem Fall zu befas-
sen, daB (1) eire homosene Gleichung ist. Aus (8) ist wegen (9)
nimlich upmittelbar ersichtlich, daB die soeben konstruierte
spezielle Ldsuny im Fall x = O sogar fir |y| < s urd im Fall

y = 0 sogar fiir |X| « r holomorph ist.




Wie bereits angekiindigt, soll jetzt fiir die Nullstellen der
Gleichung (3) lh,‘] = |/12] gelten, wobei wir den Fall der Dop-

pelwurzel zunéchst ausschlieBen.

Satz 2: Ist g(x) fiir Ix| « r und h(y) fir ly| < s holomorph und
gilt fiir die Wurzeln der Gleichung (3)

Ay = 2,62109, (10)

wobei ?¥ eilne algebraische Zahl ist, dano besitzt das Anfangs-
wertproblem (1), (2) mit f(x,y) = O genau eine Losung z(x,y),
die fir '

Ixl < 3 win (z,9), 71<3 Min (tz,s) (1)
mit t =|R1|holomorph ist.

Beweis: Die allgemeine ISsung von (1) hat bekapntlich die Ge-
stalt :

2(x,y) = PO4x +7) + YA 7). (12)

Machen wir die Ansiatze

(x)=an2.h(y)—Zhy

n=0
mit 8, = by, 80 erhalten wir wie in /1/
- 71“ n 7% @) = 8y - Wy (13)

Wegen (10) gilt
[1-(2,/2)7 = |1-e

wenn wir m so wihlen, de8 |[¢#p-m| £ 4/2 ist, und |sin x| 2 7r|4:l
fiir |x| € /2 beriickeichtigen. Nach einem Satz von ILiouville
(vgl. /3/) gibt es zu jeder algebraischen Zahl k-ten Grades

Zﬁ"’nl = 2|sin@fn| > 4jdn-n],
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eine positive Zahl ¢, so daB
m -k
|t”- 5 > cn

ist fiir alle rationalen Zahlen m/n. Somit' erhalten wir zusammen
mit der vorhergehenden Abschitzung

n ]
(A5 - a5 | 2 4ct®™k,

und aus (13) ist ersichtlich, daB die Funktionen Py und
zp(y) fiir |yl < ¥in (tr,s) holomorph sind. Da unter den Unglei-
chungen (11) fir j = 1,2

[hjx +v] £t (x| + )y < Min (tr,s)
gilt, folgt aus (12) unsere Behauptung.

Bemerkungen: 1°, Im Fall der Doppelwurzel A = h2 = A£0
lautet die allgemeine Ldsung von (1) )

z(x,y) = qJ(hx+ y) +x (t’(hx+ ),
wobei die Anfangsbedingungen (2)

P& = 1), P =2 (&) - ney)

liefern. Hieraus ist ersichtlich, daB die Aussage von Satz 2
auch in diesem Fall giiltig bleibt.

2°. Ist ¥ in (10) eine rationale, nicht ganze Zahl, so erkennt
man aus (13), da8 das betrachtete Anfangswertproblem im allge-
meipnen unldsbar ist. Ist jedoch v eine transzendente Zahl, so
bleibt die Aussage von Satz 2 ebenfalls erhalten, wenn Y einer
Ungleichung der Form

-£
-2
mit € > O und €, = O(n) geniigt. Ist pur €, = O(n), so besitzt

{1), (2) auch noch stets eine holomorphe Idsung, aber das Holo-
nmorphiegebiet (11) verkleinert sich dann. Bei noch stérkerem An-
wachsen vorn En zibt es im allgemeiner keine holomorphe ILdsung
nehr. Alle existierenden Ldsungen mit P\,ll =|12| sind patiirlich

in bezus auf Storungsen der Koeffizienten instabil,
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3%, Eine Ubertragung der Ergebnisse auf die allgemeinere Glei-
chung (4) diirfte zumindest im Fall der mehrfachen Wurzeln keine
Schwierigkeiten bereiten., Die Ergebnisse von /1/ und /4/ bezie-
hen sich sogar auf den Fall, daB in (4) auch Ableitungen von
kleinerer Ordrung als n auftreten,
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Rostock. Math. Kollog. 16, 81 - 86 (1981)
Mirko Polonijo

Associativity and n-ary cyclic bisymmetry

Studying the connection bétween associativity apnd cyclic bisym-
metry H. Kiesewetter in his paper /4/ proved the following
propositions: t

Proposition 1: From the assumptions

1. for all x,, X, € X, there is qb(x,],xa) € X,

2. for all x;, X, € X the relation <P(x2,q9(x1,x2)) = X
is valid (cyclicity),

3. for all Xq Xy Xz, Xy € X PIP(x4%5), Plx5,T,))

is invariant for’ any permutation of .the elements
Xqs Xps Xzy X, {bisymnmetry)

it foliows that

a, for an arbitraty fixed element e of X the operation
V(xqug) = ?(e)?(xrlyxZ)) _ 1)

is an abelian group operation on X,
b. e is the identity,

c. P C})( SO(e,e),x) is the inverse of the element X € X.

Froposition 2: From the assumptions

a. llJis an abelian group operation on X,
L. e is the identity,

ch x~1 is the inverse of ap element x € X
it follows that

1. for all x4, X, € X, there is
(v -1
P Giqaxp) 1= (A, 000,207 ") € x, (@)

where d € X is an arbitrary fixed element,
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2. for all x,, X; € X the relation q:(xz,cp(x,' ,x2)) =x,
is valid,

3. for ‘gll X4y Xpy X3, X, € X, ?(?(11,12), 9,7(x3,14))
is invariant fo:p any permutation of the elements

Xqr X5y 13: Xye

As Kiesewstter underlined, it means that to any cyclic bisym-
metric operation corresponds a family of abelian group opera-
tions (e is a parameter of the family) and conversely to any
abelian group operation corresponds a family of cyclic bisym-
metric operations (4 is a parameter of the family).

The purpose of the present note 1s to generalize Kiesewetter's
results for the case of an n-ary operation, i, e. the following
theorems will be proved: . ’

Theorem 1: From the assumptions
1. for all Ty Xy ooy xnsx there is q)(x,',xz,...,xh) € X,

2. for all Xyy Xyy ey Xj € X the relation

cp(xa,xa,...,xn, cp(x,l,xa,...,xa)) = x4 is valid
(1. e. ¢ is cyclic),
3, for all xi;] € X, i,j e {1,2,...,1:}, the expression

PP EyqsTqzreeesXin)y PEp1aXppseeesyy),
srer PlgqXpaseeerXyy))
is invarient for any permutation of elements ‘
xia, 1,3 € §{1125000yn} (. e. @is bisymmetric)
it followe that )
a. for an arbitratry fixed e € X, the binary operation

Y(x4,x5) 3= P(8,8,0008, P(X11X540,000,0)) &)

is an abelian group operation on X,

b. e is the identity,

c. X7 ia Cp(?(e,e,...,e), @,...58,X) is the inverse of the

element x € X.
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Theorem 2: FProm the assumptions

a. Y is an abelian group operation on X,
b. e 1s the identity,

¢. X1 is the inverse of the element x€X
it follows that

1. for all Xgs Xny eeey X € X there is

P(xgaXpyeees®y) = 904, PP (PCann PP (21,%) X5,
o e q et T ) & % o

where 4 € X is an arbitrary fixed element,
2., for all'x1,x2,...,15J € X the relation

ga(xa.xB,...,xn, ?(1;1,3:2,...,:!1)) = x4 is valid,
3. for all x4 € X, i,je€ {142,000}, the expression
PP (x1q0%q200009%qp)s P(Xpq2Xpp0eeeXay)s
cenr P(Xpq1ZporeeesTy )

is inveriant for any permutation of elements
X5 € X, i,J € {142,000,0}0

i

By the group computation, it is easy to show that the statement
of theorem 2 is true and by the way we have ?(a.e,....e) = d.

Now, we are going to give the

Proof of Theorem 1: Let e be an arbitrary fixed element of X,
Since y; = P(X5,8,...4e) for x; € X, 1 € {1,2,...,0},

implies (by eyclicity) x; = ?(e,e,....yi),
it follows that
?(x,l,xa,...,xn) = c.p(qp(e,.,.,e,y,l)., ?(9-"'@'3"2)»
ceey PlOyeea,0,5,))
is ipvariant for any. permutation o; Xy Koy esey Xy

(because of bisymmetry), i. e. (pis symmetric.
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In particular we get
P(xqixp) = Plxp,%y)
for all x,“, X € X
Let us put
‘ a= P (e,8,00.,0).
Then the equation
?(e,e,...,e,d) = e ‘ /
holds and ‘
cP(e,e,....e,cp(x,,,xz,...,xn), P Xy q1XpepreeerXny))
= q;(?(e,...,e,d),...,?(e,...e,d),cp(x,],...,xn),
| P (pyqseeer¥pp))
is inveriant for any permutation of X4y Xpy eeey Xppe
Therefore, for all x, y, z € X the relation
?(a,...,e,cp(x,y,e,...,e), P(z,0,00040)) "
-g)(e....,e,q:(y.z,e,...,e), P (x,8,00.50))
is valid, Putting
?(x,e,...,e) = u, ?(z,e,....e) =V,
the last equality can be written in the form
Pl01000s8, P(X,718400040),V) = P(0y00050, P(7,2,8,000,0),uk

Hence
?(ep“"e: ?(8,.. -1 ga(x,y,e, ves38),V), ?(el"'le))

a?(e,...,e,cr('e,...,e,?(y,z,e,...,e),u), Pleyeee,0)),
i. e. :
Pleyeeere, Ple,eee,0,0, P(X,7,0,00050)), ?(e,...,e,v))
-?(e,...,e,?(e,...,e‘,e, ?(y,z,e,..-.,e)), ?(e,...,e,u))
and we obtain
P(0y00.50, Y(x,¥),2) = (p(e....,e,lp(y,z),x)



from which it follows that
ZP(QU(X.}'),Z) = lp(lp(y,z),x),

and we have proved the associativity of W, because L is a
commutative operation.
Fipally we obtain

l.P(e,x) = C}’(e,e,...,e,e’o(e,x,...,e))
qJ(e,e,...,e,g)(x,e,...,e)) =

and
lp(x'”,x) = P(ey.eaye, e,cp(x WX e,...,e))
?(e,...,e,?(d 8yee098), cjy(x ,x e,...,e))

qy(e,...,e,cy(d,e,...,x), 9>(x ,e,e,...,e))

cy(e, ._..,e,x"],»?(x'q 1€3000,8)) =
this completes the proof of the theorem,

In his article Kiesewetter noted the reciprocity between the
formulas (1) and (2) and the same is the case in the generali-~
zed situatiop as will be shown in the following theorems,

Theorem %: If qp is an p-ary cyclic-bisymmetric operation on
X and there exists an abelian group operation Lp on X with the
identity e and 4 = (P(e €,40048) Such that (4) i valid, then
w has the representation (3).

Proof: Because of (4) we have

?(epe) see 9e'x) = “P(dvx-q)
and )

?(x,],xz,e,...,e) = lP(d, If-"(x»]’xg)-’l) = w(dylf’(xqq!xg‘l))
for all x, Xqy Xy € X. Therefore

gﬂ(e,e,...,e, 99(x1,x2,q,...,e))
= Plereyennre, 108, 1007 435 D))
=40, 4(a, P05 435 D7D = Pl ny),

which was to be proved.
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Theorem 4: If { is an abelian group operation on X with the
identity e and if there exists an n-ary cyclic~-bisymmetric
operation ¢ on X such that (3) is valid, then @ has the
representation (4), where d = P(e,8,.0.,08).

Proof: Recall that from the proof of Theorem 1 we know that
?(21,12,-n|xn) and

?(9’90-00»90’?(1101201-nxn)’ ?(xn+1’xn+2'°"’x2n)) are
invariant for any permutation of their elements. Now, for x €X,
let be'y = ¢X(4,e,...,9,%) and by cyclicity of @ we get with
gimilar erguments as above =1 - p(d,e,...,0,x). Further, for
all x1px2)oon’xk+1 €EX, 1€k £np - 1, we have

PPy enerTi0rees10)iTit) = PUEppneriys®reess®)
which gives, taking in mind

lp(d,x'") = ?(ag-nev ?(d,?(d,a,..,e,x),e,..,e)): ?(x,e,..,e),
the result

‘f’(d.‘f’(‘f’(--~‘f’(‘f’(x1sxz)vx3)t0--1’ _1),1 )
= PP (RypeensXyg28)Tg ) = P(Xgseenrxy),

and the theorem is proved.

-1y
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Rostock. Math. Kollog. 16, 87 - 93 (1981)
Helmut Thielcke

Rechentechniséhe Aspekte bei der numerischen Auswertung von
mehrfachen Integralen

Bel der numerischen Bebandlung von mehrfachen Integralen erge-
ben sich sowohl Rechenzeit- als auch Genauigkeitsrprobiehe, und
zwar je pach Vielfachheit der auftretenden Integrale. Im allge-~
meinen kann man daher nicht mit allgemeingiiltigen, von der Form
des Integranden und der Integrationsgrenzen unabhingigen Ver-
fahren arbeiten. Wie im PFalle einfacher Integrale so erst recht
bei mehrfachen Integralen empfiehlt es sich, durch Anwendung
GauBscher. Quadraturformeln, die in Abhéngigkeit von der Fora
des Integranden und der Integrationsgrenzen speziell auasa"!.hlt
wurden (und zwar fir jede Integrationsvariable gesondert), mit
einem Minimum an Stiitzstellen eine gewiinschte Genauigkeit der
pumerischen Quadratur zu erreichen.

Im folgenden wird hierzu ein Algorithmus angegeben. Anschlie-
Bend werden einige numerische Beispiele betrachtet, um unter-
schiedliche Verfahren miteinander zu vergleichen. Der Vergleich
erscheint dabei mdglich, obwohl aus Griinden des‘Rechanautvnnd'n
pur einfachste Integranden und mit einer Ausnahme nur zweifache
Integrale betrachtet wurden. Alle Beispiele wurden mit dem pro-
grammierbaren Taschenrechner SR 52 von TI auf der Grundlage des
angegebenen Algorithmus mit der Vereinfachung u(i,8) = O
gerechnet.

Beschreibung déa Algorithmus

Als Basis fiir den Algorithmus dient eine Datenstruktur. In ihr
8ind Quadraturvektoren Q von im allgemeinen unterschiedlicher
Ldnge enthalten, deren Komponenten folgende Bedeutung haben:

- Anzshl der Stiitzstellen einer Juadraturformel,

fy
xél' ses gi - Stiitzstellen und
i



w: con wii - Gewlchte der Quadraturformel sowie

(ay, b;) - -~ Quadraturintervall, auf das Bezug genommer wird.
1 i

Zur Berechnung eines gegebenen n-fachen Integrals ist fiir jede
Integrationasvariable 8; die Auswahl eines zugeordneten Quadra-
turvektors Qi vorzunehmen. Ferner sind die Grenzen eines Be-
zugsintervalla (p(1,8), q(i,8)), das im Hinblick auf die Lage
des Quadraturintervalls (ai, b1> normiert ist (im allgemeinen
wird p = ay und q = bi sinpvoll sein, man vergleiche aber die
Beispiele (5) und (7)), und die Integratiomsgrenzen u(i,s),
v(i,8) als Funktionen der Argumente i, By eeey 85 4 ZU defi~
nieren,

Der nun angegebene Algorithmus ermbglicht auf einfache Weise
die flexible Verkmiipfung der unterschiedlichen Quadraturvek-
toren @; zu einer der gegebenen Form des Integranden f(s) und
der Grenzen u(i,s), v(i,8) angepaBten Berechnung eines n-fachen
Integrals:

summe := O;
Yor j s=1 step 1 until n do
begin =8 1= 0 ; kj t= 1 end;
markel : J = bp ;
marke2 : faktor = 1
for 1 t= 1 step 1 until n do
if xk < p(i,8) v x; > q(i,8) then goto marke? else

begin nenner 1= p(i, g) - aq(i,s8) ;
alpha := ( u(i,s) - v(i,8) ) / nemner ;
beta := ( p(i,s)v(i,s) - a(1,8)u(i,s) ) / nenner;
8y i= alpha -x;1 + beta

i
faktor := faktor - alpha - i

i

end

summe := Bumme + faktor - 2(8) ; -
marke3 : kj 1= k:j + 1 ; if m'j 2 kj then goto marke2;
marke4 : k t= 1 3 J 3= § = 1 3 if J > O then

begin k = k., + 1 ; Af mj > kd then goto markel;

goto markei4
end 3



Beispiele »
In den Beispielen (1) bis (6) werden die Integranden

(1-x2-y2)1/2, 1> x° + y2
fo](xoy) = : '
o] , sonst
fz(xoy) =1 - xa - yav
2 2
1, 1> x° + ¥
fB(x’y) = { ’ } sowie (1~ 2)1/2 und Potenzen
0, sonst

von xy betrachtet, als Integrationsgrenzen treter mit wenigen,
gesondert gekennzeichneten Auspabmen O und 1 auf.

(1) Nach der "Methode der optimalen Koeffizieusten" (vgl. /1/,
S. 261 £f), einem einfachen Verfahren ohne Beriicksichtigung der
Form des Integranden, das die Stiitzstellen x = E; N

Vi = [lp 4 - [xkum-13 mit Hilfe der Fibopucci-Folge

{uo =u, =1, e = U *+ um_1} bestimmt, ergeben sich folgende

relative Fehler:

> 8 13 21 4 55 89 144

£,(x,3) -+1917~.0938=.0572= 0332~ 0248~ . 0045~ 0054=+ 0039
£,(x,y) -+ 0400~ . 01560059~ . 0023~ , 0009~ 0003~ 0001, 00005
£.(x,5) 2732 1141 L0774 ,0307 0111 .0186 .0157 .0080
(1-x2)12 ., 1606~.0961=.0569~.0342=.0206~ 0125, 0076~ . 0046
()12 = 15054 098740516+ 0349, 0183, 0127~ . 0067~ . 0047
(13)1/4 -.1547-.0929-.0517-.0315-.0175—.0108-.0060-.6058
()18 = .1708=.1026=10597=. 0356~ 0208~ , 0125-., 0073~ . 0044
(xy)3/? 22778~ .2327~11139=10919~. 0449~ , 0356~ . 0174~ 0137
xy =.2000- . 1563—.0769= . 0597~ 40294~ 0228~ , 0112-.0087
() 7922, 7079~ 4666~ 3637~ . 2202 . 1592~ 10929~ . 0647
(x)*° 1.000-1,000~+9998~ ,9987 . 9836-,9390~.8504=,7205 ,
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(2) Mit &dquidistanten Stiitzstellen X, = ¥ = (k-.5)/N sind die
relativen Fehler von &hnlicher GriBenordnung:

zahl der

Punkte 22 32 42 52 &2 2 g2 g2
Integrand>\\\\L
£,(x,3) 0314 .0407 .0260 .0082 .0047 .0026 .0079 .0049
£,(x,7) .1250 0556 .0313 .0200 0139 .0102 .0078 .0062
£,(x,7)  -.0451 .1318 .0345 .0186-.0097 0134 .0345 .0060
(1~x2)V/2 0375 .0206 .0135 .0097 .0074 ,0059 ,OO48 .0040
(/2 L0496 ,0284 .0190 .0139 ,0107 .0086 .0071 .0060
(x4 L0477 .0296 .0210 .0161 .0129 .0107 .0091 .0079
()18 0315 .0205 .0150 .0118 .0096 .0081 .0070 .0062
()¥?  -.0627-.0292~.0169~.0110~,0077~ 0057~ 0044~ . 0035
v 0 0 0 0 0 0 0 0
(xy)° - 4890 2492= s 1470~ 0962~ . 0676~ . 0500~ . 0385, 0305
=)° -1.000-.9981=.9801=.9309-. 8551~ 7671-,6789-.5971 .

(3) Die GeuBschen Quadraturformeln (Gewichtsfunktion gleich
Eins, Bezugseintervall gleich dem Quadraturintervall (-1,1))
erbringen deutlich genauere Ergebnisse (angegeben wird der re-
lative Pehler):

2 2 42 52 62 72 g2 92
2,(x,5) .0136 ,0046 ,0021 .0011 ,00069 .00045 ,00031 ,00022
25(x,5) 0 0 0 0 0 0 0 0
£3(x,3) .0136 0046 .0021 .0011 ,00069 .00045 ,00031 .00022
(1-x2)1/2 0136 .0046 .0021 .0011 .00069 .00045 .00031 .00022
(/3 .0218 .0076 .0035 .0019 .00140 .00074 ,00051 .00036
(xy) V4 .0256 .0107 .0056 .0034 .0022 .0016 .0011 .00086
()8 0185 .0085 .0078 .0030 .0021 L0015 0011 .00088
(x)*/2  -.0061-.0009~,0003= 0001~ 0000k~ , 00002~ . 00001 -, 000005
¥y 0 0 0 0 0 ) 0 0
() =57 o o o 0 o o 0
(xy)3° =+9998-.9432~-,6124~.2401-.0611 =-.0107 -.0013 -.00011.
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Im Falle der Integranden f1(x,y) und fa(x,y) wurden die Inﬁo-

1 T

grale f f £, (x,y) dy -dx ausgewertet.-
O O -

(4) Extrapoliert man die jeweils letzten vier Niéherungswerte

nach der Formel  a + b/n2 + c/u5 + d/n4 (das lineare Glied

kann entfallen, da die Anzahl der Etiitzpunkte quadratisch

wdchst), so berechnet sich der verbesserte Integralwert zu
I = det(y, /%%, 163, 1/6%y /8001, 162, 112, 1,

k = 6, 00y 9, und gewinnt damit erheblich an Genauigkeit:

Funktion extrapolierter Wert relativer Fehler
£4(x,5) 5235976 - =+0000023
(1-x2)1/2 7853964 ~.0000023
()12 T -.0000037
)4 .6399812 -.0000294
()18 7901056 . =.0000226
(xy)3/2 «1600002 .0000015 .
1 12

(5) Bei der Berechnung des Integrals ] / f1(x,y) dy dx
(¢} 0

mit Hilfe der (einseitigen) GauB-Tschebyscheff-Quadraturformeln
(Gewichtsfunktion gleich 1/V1-x°, Bezugsintervall (0, 1),
Quadraturintervall (-1, 1)) wird im Vergleich zum Beispiel (3)
der Vorzug einer Anpaséuns der Quadraturformel sn den Integran-
den und die Integrationsgrengzen deutlich:



Stiitzatellen Néherungswert relativer Fehler

22 .521006 -.00495 ,
32 523135 -.00089 '
42 «523457 -.00027

52 .523542 -.00011

6° 523571 , -.000052

72 .523584 -.000028

82 .523590 -.000016

92 «523593 -.000010

\
Auch ip diesem Fall kann mit Vorteil extrapoliert werden. Man
erhiélt depn N#herungswert .5235989 mit einem relativen Fehler
wvor .00000028.

(6) Einen #hnlichen Effekt erzielt man z. B. fiir die obigen
Wurzelfunktionen durch Auswahl von entsprechend angepaBten
Stiltzstel]len und Gewichten (Anzehl = 4, Intervall (0,1)):

i x:L w" Funktion relativer Fehler
1 .0195328197 .0623619419 (xy)/2 0

2 1733969280 2596950951  (xy)>/2 0

3 .5229560269  .4069291363 (xy) /¥ .00026

4 ,8890524971 .2710138267 (xy)V/® 00038 ..

Die hier gegebene Gepauigkeit wird mit Hilfe einfacher GauB-
scher Quadraturformeln nicht einmal mit 92 Punkten, also mehr
als 5-facher Stiitzetellenanzahl, erreicht (vgl. Beispiel (3)).

(7) AbschlieBSend betrachten wir das vierfache Integral

—a® Y1egl_g® a_n2_,2_.2
1 ‘/1 8, ‘/1 s,‘-sgfl 84-85 33 J_Z_Z_ﬁ
1-51-52-33-54 d54d53d32ds1

&[]

und berechnen seinen Wert wie in Beispiel (5) mittels einseiti-
gor GauB-Tschebyscheff-Quadratur:




Anzahl Néherungswert relativer Fehlex

2% 164219 ~.00167
EN 164380 ~.00069
4t 164454 -.00024 -
s* 64477 -.00010 .

Bine Extrapolation pach dem Ansatz a + b/n4 + c/ns + d/n6
(Glieder bis zur dritten Ordnung kdnpen weggelassen werden, da
die Anzehl der Stiitzstellen mit der vierten Ordnung wichst)
erbringt den Wert .1644922 mit einem relativen Fehler wvon
-.0000076,
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Rostock. Math. Kollogq. 16, 95 - 101 (1981)
Carsten Stade

Eip Verfahren mit quadratischer Konvergehzgeschwindigkeit zur
simultapnen Berechoung zweier Nullstellen beliebiger Ordnung1

In der Arbeit /1/ vopn L. Berg wird ein Iterationsverfabren vor-
gestellt, das jeweils zwei Nullstellen e¢iner differenzierbaren
Funktion durch Approximation mittels Parabelp gleichzeitig be-
rechnet, wobei die Nullstellen der Parabelp Ndherungen fiir die
der Funktion sind. Dabei werden Nullstellen aber pur einfach
abgespalten. Im folgenden wird ein modifiziertes Verfahren be~
trachtet, bei dem Nullstellen héherer Ordnung mehrfach abge-
spalten werden.

Die Hauptergebnisse der vorliegenden Arbeit lauten:

Das Verfahren aus /4/ konvergiert fir einfache Nullstellewu
quadratisch und fir mehrfache linear. Die Konvergenzfaktoren
eptsprechen im zweiten Fall denen des Newtonverfahrens. Das mo-
difizierte Verfahren konvergiert quadratisch, wenn man die Wure
zeln entsprechend ihrer Vielfachheit abspaltet.

AbschlieBend werden Vorschladge fir eine gilinstige rechentechni-
sche Realisierung angegeben.,

Bestimnung der Konvergenzgeschwindigkeit

ds sei f(x) eine gegebene, dreimal stetig differenzierbare
Funktion, X4 und X5 seien verschiedene Ndherungswerte fir zwei

verschiedene Nullstellen von f(x). kit den Abkiirzungen

fi = f(xi) und fi = f‘(xi) fir i = 1, 2 9rgibt sich aus dem

Verfahren von /1/ das erwdhnte modifizierte Verfahren, indem
man £, durch m;f; ersetzt, aber f{ unverdndert l&B8t, so daB

die Gleichungen

1 Geldnderte rassung eines Teils der Jahresarbeit 1979/80C
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' P
2
(xy84-m;£,)p + £3q = 2x;m,Fy - xifi 1)

entstehen, die fir n, m, = 1 wieder in das urspringliche Ver-
fahren iibergehen. Entsprechend der Vorgehensweise in /1/ hat
man aus den beiden Gleichungen (1) die Werte p und q zu berech-

nen, wobeli die Idsungen der quadratischen Gleichung

x2+px+q=0

dann die verbesserten Néherungen fiir die gesuchten Nullstellen
von £(x) sind. Dies bedeutet, daB die beiden Nullstellen von .
£(x) als Ldsung der Fixpunktgleichung

T = 8@ (2)
nit
¥ = (2%, 8) = (81 gp )"
und V
g, = 30 +Vo240), 8,3 = H-p - VoPta) (3

iterativ bestimnt werden. Dabei ergeben sich p und q aus (1)
pach der Cramerschen Regel zu

P = “p/D' q = Dq/D
mit

Tt 1 1
D= (x1-x2)f1f2 + m2f2f1 = m,]f,]fz,

o (wPlyplet v o '
D;p = (x2-x1)f,|f2 + 2x,lm,|£1f2 2x2m2f2f1,

_ Vot _ : )
Dq = (x,'--xa)x,l:r.af,]f2 + 2(11 »xz)m,]f,'mzfz

' 1 2 12
+ 2x,’x2(m2I2:t1 -m,]f,'fé) + m,li‘,lfzx2 - m2f2f,|x1.
Zur Untersuchung der Konvergenzgeschwindigkeit bezelchnen wir
den Fixpunkt von (2) mit
T
= (22D

wnd giehen die Taylorsche Formel
%



g(¥) = 8(3® + &' (TN (F-y*) + oy-y°

(5
heran, wobei g'(y) = (Bgi(y)/axj) (1,j=1,2) die Jacobi-Matrix
bezeichnet und das Restglied fiir y— y™ im Sinne von
2 2
fotr—*1 ¢ u [ly=v* ||
mit der euklidischen Norm und einer passenden Konstanten M zu
verstehen ist. Aus (3) ergibt sich

ag ap _ pap/dx; -28q/9x, ,
'—1@'--%(_"‘ 21 T2 l), i=1,2, (6)
ax, x| (P

wobei fiir 84 das obere und fiir 8> das untere Vorzeichen gilt.
1

Mit den Abkiirzungen F; = mifi/fl

- Gleichungen (4)

, i =1, 2, erhdlt man aus den

(x =X, )(F,+F,)
(x1+x2) + xq-x2+ 1 2
17272 "1

(N

D, (x5-xf) +2x B, -2x,F,
P = T? = P A R =

A

und

. > 2
It W b - e et
x1-x2+F2-F1

8)

= X’IXZ

Die Nullstellen x; von f(x) mogen die Vielfachheit.n ki besit-
. zen, so daB flir i =1, 2 '

k.
L » ¥\
£, 0= (% xi) ri(xi)

mit ri(X;) # O miut upd die logarithmische ibleitung

£1/8; = &y oD+ 2 (g )/my (%)

lautet. Mit den we teren Abkiirzungen mi/ki =3, ergibt sich

- * *.2 .
= = (x, = =X . = 2a
By = myfy/f) = a;(x %)+ O(xy~x%3)7, . 1 =1,
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Wenn wir dieses Hrgebnis in (7) und (8) einsetzen, X = Xy kiir-
zen und die Nemner durch Potenzreihenentwicklung beseitigen, so
erhalten wir

P == G + (a1 (e=x) + (a1 (i) + 0753, (9)

q = XqX, - a1x2(x1-x:) - a2x1(x2-x;) + O(y—y*)z. (10)

Offensichtlich gilt 1im* P =~ (x##xg), lim* q = x:x; und
T=> T Y

¥y
folglich bei geeigneter Wahl des Vorzeichens

1:|.xn*\/p2 - 4q = x,’," - x;;é 0.

Y>3
Nebenbel erkennen wir hieraus wegen (3), daB
lim, g(y) = ¥*
Iy

und y' somit tatsidchlich ein Fixpunkt der Gleichung (2) ist.

Da (9) und (10) endliche Taylorentwicklungen sind, konnen wir
dort die partiellen Ableitungen von p und q an der Stelle y=y*
uomittelbar ablesen:

dp/dx, =a, -1, 9¢/0x, = (1-a;)x¥, i,3=1,2; i#3.
1Iy='y’ * l‘y=y” 179
Wegen (6) ergibt sich daraus
g, /ax =1 - a;, g, /ox. = 0. (11)
L i|y=y* A T le=y*
Folglich konvergiert das in /1/ vorgestellte Verfahren, bei dem

1 ist, in der Umgebung jeder einfachen Nullstelle qua-

8y =k
dratisch und in der Umgebung jeder mehrfachen Nullstelle linear
mit dem Konvergepzfaktor 1 - kI1. Dieser Konvergenzfaktor tritt

bekanntlich auch beim gewdhnlichen' Newtonverfahren auf (vzl.
etwa /2/).

Aus (5) und (11) ersieht man weiter, daf das modifizierte Ver-
fahren mit a; = m;/k; quadratisch konvergiert, wenn a, = ay =1
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ist, also wenn die Nullstellen entsprechend ihren Vielfachhei-
ten abgespalten werden. i£s weist damit die gleichen figenschaf-
ter bez. der Lonvergenzgeschwindigkeit auf wie das modifizierte
Newtonverfahren (vgl. /2/).

Sind die Vielfachheiten der Nullstellen unbekannt, so kann man
bekanntlich quadratische Konvergeng erreichen, indem man das
ursprﬁngliche Verfahren fir f£/f' an Stelle von f benutzt, denn
f/f' hat nur einfache Nullstellen.

.

%in Spezialfall bei der rechentechnischen Realisierung

Bei Testrechnungen trat mehrfach der Fall auf, daBf im Verlaufe
der Rechnung eine Nullstelle im Rahmen der Rechengenauigkeit
bereits exakt berechnet wurde, aber die andere wegen eines
schlechteren Konvergenzfaktors oder eines schlechteren Start-
wertes noch nicht erreicht war. Da die erreichte Genauigkeit
bei der weiteren Rechrnung durch Rundungsfehler wieder verloren-
ging, vurde von zwel aufeinanderfolgenden Naherungen fiir die-~
selbte Nullstelle diejenige mit dem betragsméBig kleineren Funk-
tionswert dann beim nichsten Iterationsschritt verwendet, so-
fern die Iteration poch nicht abgebrochen werden konnte.
Beispielsweise ergaben sich bei dem Polynom

£(x) = }i (5x)V/v!
v=0

auf dem Rechner £S5 1040 bei vier Iterationsschritten die Werte:

Schrittnummer Re(x,) Im(x,) £(x4)
0 ~0.5 0.0 1.65
1 —0.44695181 0.00249535  2.36 107°
2 ~0.43635452 C.00024286 6,91 10~
5 ~0. 43612152 0.0000C018 3,70 1077
4 —0.B3612128  =0.00000018  1.65 107°
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Schrittounner Re(xz) Im(xz) f(xz)

0.0 -0.6 5.30 10”1
0.06198123  -0.62390041 1,85 107
0.04823351 ~0.62503147  8.74 1077
0.04795930 =0.62566710  2.71 1077
0.04796115  =0.62566662  7.53 100

£ W M 2 O

AbschlieB8end soll dieser Fall noch mit dem Newtonverfahren ver-
glichen werden. s sei X, = x: eine bereits exakt erreichte
Nullstelle. Fir p und q ergibt sich dann aus (7) und (8)

D= -(x}"-c-xa) * Fz(x,“‘-xz)(F2+x:-x2)"1,
a = iz - B - 1) (Fp + 37 -xp) ™

und hieraus folgt bei géeigneter ‘Wahl des Vorzeichens

’

Vp? - 4q = x; =X, 4+ Fa(x:-xa)(F2+ x;-xé)"q.

Damit nehmen die Komponenten (3) von g(y) die Gestalt
» w ] w =1
81(Y) = x4, 82(¥) = xp + £m, (k-2 ) (Fomy-L5(x4=%5)) " (12)

an. Fir eine einfache Nullstelle xg lautet der zugehdrige Kon-
vergenzfaktor

"y ¥ ] -
3 3%,/ Bxgl L = 3 2EE/2 D)+ (xF-xD,
y=y
wihrend beim Newtonverfahren bekanntlich (vgl. /2/)

3% sax5| = F /e

,y=y*
ist. Das Iterationsverfahrep mit (12).ist daher dem Newtonver-
fahren genau dann ilberlegen, wenn

1. (x:-xg)f"(xg)/f'(xp < 0 und

2. |- M<lemeh/e (i

gilt (vgl. auch /1/).
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Endlich erzeugte Projektionsverfahren zur Losung linearer Glei-
chungen im Hilbertraum

1. sipfihrung

Gegeben seien zwei Hilbertrdume X und Y. Der Raum der linearen
und stetigen Operatoren von X ip Y wird mit L(X,Y) bezeichnet
(L(X) 3= L(X,X)). Die Mengen IR(T) und IN(T) bedeuten Wertebe-
reich bzw. Nullraum eines Operators T € L(X,Y). 7¥3ist der zu T
adjungierte Operator. Der Ausdruck T|M symbolisiert die Ein-
schrénkung von T auf die Menge M < X. Unter lin M verstehen wir
.die lineare Hiille, unter M die AbschlieBupg von M. Der Ein-
heitsoperator (auf X bzw. Y) wird durch I dargestellt. R ist
die Menge der reellen Zahlen.

Zur Gewimnung von Losungen bzw. verallgemeinerten lLdsungen der
linearen Gleichung

Ax = b (A € L(X,Y), b € Y) (1.1)
eignen sich Iterationmsverfahren der Form
X4 = (I—DnA)xn + Dnb, (1.2)

die nach Vorgabe einer Operatorfolge (Dn) wit D, € L(Y,X) und
eines Startelementes X, € X eindeutig bestimmt sind. Die Rest-
iteration erfolgt dabei nach der Vorschrift

Tpeq = (I-AD)z,  (zy &= b-ax)). (1.3)

Pir eine Reihe spezieller, vorwiegend zyklischer Verfahren die-
ser Gestalt gibt es bereits Untersuchungen zur Konvergens der
Folge (xn) und zu den Lisungseigenschaften des Grenzelementes
X, 3= lim x (siebe z. B. /9/, /A/, /6/+ /5/+ /%/, 123/).

o) D->00

Hier wollen wir vor allem die von W. Peters und G. Mae8 besz.
des PSH- und SPA-Verfahrens erzielten EKrgebnisse verallgemei-
pern (siehe /6/, /5/), indem wir
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a) auf die dort gegebene spezielle Gestalt der Operatoren Dn
verzichten,

b) uns von den endlichdimensionalen Réumen ldsen,

¢) statt der zyklischep Verfahren die allgemeinere Klasse der

endlich erzeugten Verfahren zulassen (siehe Abschnitt 4).

2. Verallgemeinerte ILdsungen von linearen Gleichungen

2.1 Der Begriff der verallgemeinerten Losung

Wir definieren zundchst ip Anlehpung an /4, S. 32/ den Begriff
der verallgemeinerten Lisung einer Gleichung (1.1). SchlieB8lich
fiihren wir Bedingungen an, unter denen die Iteratiomsfolge (xn)
des Verfahrens (1.2) gegen eine solche verallgemeinerte Lisung
strebt.

Gegeben seien zwei gilbertrﬁume X, Y und eine Folge (Zn) von
weiteren Hilbertrdumen. Wir betrachten die Gleichung

Ax=b (A€ L(XY), beY) (2.1)

und &.9 daraus von eimer Operatorfolge (Dy) mit D, € (Y,z,)
e 2v - .e Ersatz(gleichungs)system

S pAx = Db (m = 0,1,2,...). (2.2)
Sind
X(A,b) := §x € X ] Ax = b}, (2.3)
%(a,0) 1= A X(DA,D;P) = {x € X | Dy(b-ax)=0 (Vm)] (2.4)

die Losungsmengen von (2.1) bzw. (2.2), so gilt offenmbar
i(A.b) 2 X(A,b). Daher ist (2.2) fir alle b € Y konsistent zur
Ausgangsgleichung (2.1). Insbesondere ergibt sich auch

QJN (Dyh) 2 W (A,

Definition 2.13 a) Die Losungen des Lrsatzsystems (2.2), d. h.

die Elemente won i(L,b), heiBen beziiglich SDnZ verallgemeinerte
L3sungen der Gleichung (2.1).

b) Zweli Ersatzsysteme von ¢2.1) mit den erzeugenden Folgen
(Dn) bzw. (D!) heiBen dguivalent, wenn sie die gleichen IO-

sungsmengen besitzen.
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Der Begriff der verallgemeinertern Lisung wird noch abge-

schwiicht, wepn man zuldBt, daB das Ersatzsystem (2.2) filr end-
lich viele n verletzt sein darf. In diesem Falle ist die Menge
aller besziiglich (Dn) verallgemeinerten Idsungen von (2.1) durch

[0 0]
x*(a,b) t= 1im /)X(D4,Db)
N->»00 p=N

gegeben. Wir wollen hier aber nicht nidher darauf eingehen.
Lemma 2.2: Die Mengen ‘i(A,b) und X(A,b) fallep unter folgenden
Bedingungen zusammen:

8) &s gilt (\N(D ) = {ol.
n

) & gilt X(A,b) # P und () I (DyA) = M(A).
n

Beweis: Bs ist jeweils pur }"{'(A,b)E X(4,b) zu zeigen. Dazu sei
x € X(4,b), 4. b, D (b-ax) =0 (¥n).
a) Aus N IN(Dn) = {0} erh#lt map sofort b-Ax = O bzw.
o)
x € X(4A,b).
b) Wegen X(A,b) # P existiert einp x®€ X mit Ax™= b. Daraus
entsteht
D, (b-Ax) = D (Ax*~-Ax) = D A(x*-x) = 0 (Vo).
Unter Beachtung von M) IN(DDA)
n

"

IN(A) gewinnt map schlieBlich

A(x*=x) = AX"~ Ax =D - Ax = 0.
Daher ist x € X(A,b).

\

Ist eine der Voraussetzungen des Lemmas 2.2 erfiillt, so ergibjb
jede bezliglich (Dn) verallgemeinerte Ldsung von (2.1) auch eine
Liésung von (2.1).

Lemma 2.%: Zwei Ersatzsysteme vop (2.1) mit den erzeugenden
Folgen (D ) und (D )} sind filir beliebige b € Y &quivalent, wenn

die Gleichung M\ N (Dn) =N IN(DX'J) besteht,
n n

Beweis: Aus D (b-pAx} = O (Vn) folgt wegen
-Ax»‘(] ]N(D ) -ﬂ IN(D') auch D'(b—Ax) 0 (Yn) und umgekehrt.
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8ind (Dn) und (Dﬁ) die erzeugenden Folgen zweier dquivalenter

Ersatzsysteme, so 1st‘jede-bezﬁglich (Dn) verallgemeinerte Io-
sung zugleich eine beziiglich (Dﬁ) verallgemeinerte Ldsung.

2.2 Verallgemeinerte Losungzén und Iterationsverfahren

Wir setzen pun Z, = X (Vo) voraus. Dann ist das System
(2.2) gleichbedeutend mit
X = (I-DEA)x + Dnb =X + Dn(b—Ax) (Dn € L(Y,X)).

Dazu gehdrt in natiirlicher Weise das Iterationsverfahren
xn+1 =T,x + Db =x + Dn(b—Axn) (Tn 3= I-DpA) (2.5)

mit einem beliebigen Startelement X, € X, Dieses Verfahren kann
mit den Ibkﬁrzunsen

D

B, 1= D .0, B = Z;; L3 SUDUORE U T (2.6)
explizit auch in der Gestalt

X4 = an + By b (2.5')

geschrieben werden. Die Reste r
dabel nach der Vorschrift

= snrn = QT, (8, t= I-AD;, Q = 8,8, 4...80). (2.7)

p 3% b - Axn transformieren sich

Tneq

Die beziiglich (D ) verallgemeinerten Iosungen von (2.1) sind
serade die Fixpunkte des Iterationsverfahrens (2.5), d. h. die
Elemente x, mit'xi = xo\CVn).

Wichtige Eigenschaften des Iterationsverfahrens beinhaltet
lemma 2.4: BEs gilt

n

8) BpA = AT,, QA =.APp, D) B, = ;g; D;Q;_q (Qq2=1),
Q)Bn‘=I-Pn, g)ABn=I,-Q,n.

Beweiss Die Gleichungen a) sind offensichtlich. Die Beziehung
b) zeigt man leicht durch*Induktion. Man findet sie in ver-
steckter Form auch schon in /2, S. 377/. Die Beziehungen c)

und d) sied io /4, 8. 33/ und /2, S. 376 - 377/ abgeleitet.
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Die im weiteren auftretenden Grenzwerte von Operatorfolgen sind
entweder im Sinne der punktweisen (bzw. starken) oder der
gleichméBigen Operatortopologie zu verstehen.

Aus Lemma 2.4 ergibt sich dann upmittelbar

Lemma 2.,5: Mit den Bezeichnungen B°° t= lim Bn’
n-»00

P_i= lim P und i= lim gilt
00 a0 P Qoo Brsics Q

a) 3p > 3B |R(1), D) Iq > 3nl->igo(w“)'

) 3B, => 3P, 3qy, D 3477+ Fp e=> Iq > 3B .

Existiert B, 80 erhdlt man

e) Py, =1 = Boohy Qo = T = ABy,, AP, = QA

£) B,, 1st eine lonere Inverse von A
(AB A =A)&=> AP®= 0e=>Q 4 =0. N

g) B, 18t eipe &uBere Inverse von A
(BoABy, = Boo)% PmBoo= 0> B, Qg = 0-

h) Ist P00 ein Projektor, so ist B°° eine &uBere Inverse von A
auf IR(A).

i) Ist Qo ein Projektor, so ist Boo eine ipnere Inverse von A
auf (B, ).

3) Sind Py, und Q, Orthoprojektoren, so ist B, die Moore-
Penrosesche verallgemeinerte Inverse

»* *_
(AB_ A =A, By AB =B, (ABOO) = AB, (BmA) = BmA).

Folgerung 2.6: fxistiert B, so konvergiert das Iterationsver-
fahren (2.5) fiir alle Startelemente x, und alle b. Dabei gilt

Xy 37 1lim xn=P°°x° +me
00

n->w o)
= ( I-;D1Q1-1A )XO+ED1Q1_1b .
=0 =0

(2.8)
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Beweis: Die Behauptung gewinnt man sofort aus (2.5'),
Lemma 2.4b) und Lemma 2.5e).

Wir kommen pun zu der Frage, unter welchen Bedingungen der Ite~-
rationsproze8 (2.5) (verallgemeinerte) Ldsungen von (2.1) lie-~
fert,

Lemma 2.7: Es existiere Boo‘ In diesem Falle ist der Grenzwert

X, #= lim x genau dann eine LOsung (eine beziiglich (Dn) ver-
Dn-»00

allgemeinerte Losung) von (2.1), wenn QuoTo = ©

(Vo : DQpT, = 0) gilt.

Beweis: Zunéchst liefert Folgerung 2.6 die Gleichung

X = wao + Bwb. Daraus entsteht unter Beachtung von Lemma

2-5§) !

AX  =AP x°+AB°°b=Q°Q Ax°+( I-Qg, Jo=b=Q (b—Ax°)=b-Q°° T,

bzw, - '
DnAxoo = Dnb - DnQoo Tye

Damit sind die Behauptungen gezeigt.

Ist By, eine innere Inverse vom A, so gilt Qph = 0. Unter die~
ser Voraussetzung sind die Bedingupgen Dan T, = 0 (Vn),

QpTo = O fir beliebige Startelemente x, durch DnQoob = 0 (Vn),
Qoob' = 0 ersetzbar.

L]

Soll X5 fir beliebige b (und beliebige xo) stets eine Losung

bzw. eine besziiglich (DD) verallgemeinerte Losung von (2.1)
sein, so ist dafir die Bedingurg 4, = O baw. Doy, = © (Vn)
notwendig und hinreichend. 7/

Satz 2.8: ks seien folgende Voraussetzungen erfiullt:
a) Es gibt Losungen (beziiglich (Dn) verallpgenasinerte Losungen)
von (2.1).

b) Der Operator P iz lim P existiert. Aukerdem ;;ilt
- x© pecw O

Im(pm)s N (A)
(m(Poo)g QIN(DnA)), d. h. 4k =0 (¥n s D AE = C).
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Dapn ist der Grenzwert x := lim x_ fir beliebige x. vorhan-
© p->o00 ° o

den und stellt eine Losung (eine beziiglich (D,) verallgemeiner=-
te ILSsung) von (2.1) dar.

Beweis: Aufgrund von &) gibt es ein x' € X mit Ax' = b baw,
D Ax' = Dnb (¥n). Daher erhdlt man

X = DX, + Dyb = T x + D Ax' = T x4+ (I-Tn)x' ,

D+71 no

n
Px 4+ ) Dt
o] 3 ] - i+
n v' EETe) n o= A i

= -xtY) oy,
Pn\xo ) x

= ano + (I-Pn)x'

.

Nach Voraussetzung b) liefert der Grerriibergang n —> 00
= (x -

Xoy = Poo‘xo x') + x',
SchlieB8lich ist fiir IR(POO)S_ IN(A) upnd AX' = b

Axoo= APoo(xo-x') + Ax' = Ax' = Db
bzw. fur ]R(PCD )E Q m(DDA) und DAx! = an

DnA.xoor = DnAPoo(xo—x') + DnAx' = DDAX‘ = Dnb'

~

2.3 Verallgemeinerte Losungen und zyklische Iterationsverfahren

1Ist (Dn) eine zyklische Folge mit der Zyklenlénge
k (Vo : D, = n+k)’ ergibt sich aus (2.5) durch Zusammenfassung
4

von jeweils k Iteratiomsschritten bekanntlich ein stationédres
Iterationsverfahen der Form

n
—_— _ m+1 i
x(n+1) 1= I‘x(n)+Db-T x(o) + g T"Db

(T:=Py_q, Di=By_q) (2.9)
mit der Restiteration

' <0+1 =
r(n+1) = Sr(n) = bn+ I‘(o) (S:=%-1, r(n)s-b-Ax(n)). (2010)
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Dabei gilt
k-1 k=1

I-DA=1I- ;onk-'lTk—Z' eoTyqDjA =1~ g‘l‘k_,l’fk_z. . 'Ti+’| (I-Ti)
= Pk—1 = T,
k=1 k-1

I-AD=I~- gowinH =I- {Y_O(I-si)si_@i_a. voBy= Qg =5

sowie

=1
D _ i D _
T 'Pnk-'l'goTD'Bnk—’l’ 5% = Qe

Betzt map x(o) =X, erhdlt mepn auBerdem

*(n) * Tpk* T(n) = Tok*
Existiert X 80 fir x(o) =X, auch x(°°)= Xt Umgekehrt mus

aber aus der Existenz von x(oo)nicht die von X0 folgen.

Das Verfahren (2.9) besitzt wieder die Gestaltb(2.5), wobei an-
stelle von (Dn) jetzt die konmstante Folge (D) tritt. Es ist in
nétilrlicher Weise der Ersatzgleichung

DAx = Db (2.11)
zugeordnet. Ist x eine beszliglich (D,) verallgemeinerte IOsung

von (2.1), dann ist x wegen
k=1 k-1

Dax=By A= Ty sTy ooy, Diu=1§=omk_1mk_2.. ‘2, ,4D4P=B,_;b=Db

gleichzeitig eine beziliglich (D) verallgemeinerte Losung von
(2.1). Die Umkehrung gilt jedoch i. allg. nicht.

3. Endlich erzeugte kompakte Projektionsfolgen

Dieser Abschnitt enthidlt Ergebnisss der Arbeiten /7/ und /8/,
die fiir die Konvergenzuntersuchung einer Klasse von Iterations-—
verfahren wegentlich sind (siehe Abschnitt 4).

Ist bei einem Iterationsverfahren (2.5) die Menge {Dn} endlich
und zugleich die Reihenfolge der Operatoren Dn in bestimmten
Grenzen frei widhlbar, wird man zweckméBigerweise eine zykli-
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sche Strategie bevorzugen. Bei einer Reihe von Verfahren hingt
dagegen die Wahl des Operators D, von den Iterierten
X, Xpoqs eeey X, 8b. Hier ergibt sich i. allg. keine zyklische

Folge (Dn)‘ Daher ist die pachstehende Begriffsbildung auch von
praktischem Interesse.

Definition 3.1: Eine Operatorfolge (Un) heift endlich erzeugt,

falls es eine endliche Anzahl von Operatoren Un ’ U"z’ ceey U"m
: 1

aus der Menge {Un} mit folgenden Eigenschaften gibt:
8) Bs ist {Un1, Unz, “ wg Unm} = §U.}..
b) Die konstanten Folgen (Un1 ) (U, )y «eey (U, ) sind Teilfol-
2 n
gen von <Un)'
¢) Es gilt sup min {klk > n, U, = U } < oo.
n

Bine solche Folge (U,) enthélt also our endlich viele verschie-
dene Operatoren, die in bestimmten, nicht iiber alle Grengen
wachsenden -Absténden in der Folge immer wieder auftreten.
Zyklische Operatorfolgen sind offembar endlich erzeugt.

&8 seien X und Y Hilbertréume.
Definition 3.2: Eine Operatorfolge (Un) mit Une L(X) (bzw.

IIn € I1(Y)) helBt kompakte Projektionsfolge, falls mit den Ab~
kiirzungen

R =N R(,), N i= o W(T ) " (3.1)
n n

gilt: .

2) Bs ist X = M@ N (bzw. ¥ = IR @IN).

b) Die Operatoren U, sind Projektoren, auf IN beziiglich einer
geeigneten (dquivalenten) energetischen Norm sogar Orthopro-
jektoren. (Der Nulloperator zéhlt hier als Orthoprojektor.)

c¢) Mindestens einer der Operatoren Un ist auf IN kompakt
(vollstetig).

Bemerkungen: 1) Die Zerlegung X = IR @ IN. (bzw. ¥ = R@IN)
definiert den Projektor

U =02 R(U) = R, N(U) = IN. (3.2)
m



2) Fir Orthoprojektoren Un ist die Bedingung a) automatisch er-
£iillt, Dabei erhdlt man IR = INT, d. h., U ist wieder ein
Orthoprojektor (siehe /7/).

3) Ein Projektor Un ist gemau danp auf IN kompakt, wepn
m(un|m) eine ‘endliche Dimension hat. minerseits gilt ndmlich
UM = M fir alle X € ]R(Unlm). Apndererseits ist die Dimension
von IR(UDIJN) genau in dem Falle endlich, wenn jede abgeschlos—
sene und beschrinkte Teilmenge von m(unl.‘m) kompakt ist

(siehe /10, 5. 96 - 97/).

4) PFir eine endlich erzeugte kompekte Projektionsfolge ergibt
sich potwendigerweise: °

m
—Esistl[i:nIR(Un)undn\I:l U m, .
i=1 i i=1 Hy

- dipner der Operatoren Uni (1=1,2,4..,m) ist koumpakt auf IN.

Die folgenden irgebnisse findet man in /7/ und /8/.

Satz 3.3: Die. Folge (Un) sei eine kompakte Frojektiomsfoige.
Danp gilt:

a) Die Operatoren Un lassen die Teilrdume IR und IN invariant.

b) Der Projektor U (siehe.(3.2)) ist ein Projektionskern von
(Un)’ d. h., es besteht die Beziehuog U = U U = UU, (¥n).

Satz 3.4: Die Folge (Un) (Un € L(X)) ‘sei eipe endlich erzeugte
kompakte Projektionsfolge. Dann gilt

lim U U _....U, - Ull = O.
000 n n-1 [}

8ind auBerdenm (r’.‘n) (r.:n € L(Y,X)) und (Fu) (Fn € L(4,Y))
(gleichm&Big) beschrénkte Operatorfc;lgen mit JR(n.‘ JE N (Vn)

2

und ]N(F )2 IR (Vn), dann ist (; u,u, 1"'U1+1"‘ ) be-

schréankt und (? FiUi—’IU'l—Z"‘Uo) konvergent in der ysleichmi-
=0

Bigen Operatortopologie.
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Satz 3.5: Die Folge (Un).(Une L(X)) sei eine kompakte Projek-
tionsfolge mit einem Zyklus der Lénge k (V n: U,= n+k)‘ Die
Folge (s,) (B, € L(Y,X)) besitze ebenfalls einep Zyklus der

" Lénge k (V¥ n: Bo=8, +k)' AuBerdem sei die Bedingung
k=1 ’

IR(; Uy Uy 2...U

1+1n'i) € IN erfiillt. Dann konvergiert die

’ Teilfolge
n g k=1 .
(§ (U qUy_peeU) ;]z:o Uy U=« +UsyqBy)

von (; n e ’Ui+’|Ei) gleichmaBig.

Fir die Folge (E FiU:L-1Ui-2“‘Uo) bekommt man also bei ent-
1=0

sprechenden Voraussetzungen iliber (Un) stérkere Aussagen als fiir

die Folge (z U U, 1"'Ui +1E'i)‘ Die Ursache liegt vor allem

darin, daB die_ erste Folge eine Partialsummenfolge einer Reihe
ist, die zweite dagegen i. allg. pnicht. Die bestehenden Unter-
schiede illustriert das nachstehende einfache

Beispiel 6: s 8ei X =Y = R2 und

Un=U§=U=% » ‘:}) (V).
Man berechnet '

B = ® =fa(_])laer}, nw=w={p(])Ip ez}
Wegen

Ulny = olny, B2 =R@ D

ist (Un) = (U) eine endlich erzeugte kompakte Projektionsfolge.
Fir die beschrinkte Operatorfolge '(En) mit

o 10 01
Bop = (‘l 0) v Bopyq = (0 ’l) (¥n)
erhdlt man
mez,) = {B(1)IBer} = ™ (Vm.
13



Aus UEn = 0 (¥ n) folgt

)] - n=-1

;:o unUn—’l"'Ui+’lEi =B, + ;=° UB; = B (Vn) (3.3)
und damit im Einklang mit Satz 3.4 die Beschrinktheit, picht

n
aber.die Konvergenz der Folge (lz=° UpUpqeeeUjq8;) Zum ande-

ren besitzen (Un) und (En) einen gemeinsamen Zyklus der Lénge 2,

SchlieBlich ist auch die Bedingung m(U1Eo+E1) = IR(E,,) = IN
erfiillt. Die Teilfolge

n D
Q_ (0 wEgEy)) = (12 _U'ay) = (8y)
1=0 =

konvergiert offensichtlich und bestdtigt so die Aussage des
Satzes 3.5. Setzt man allerdings auch

_[10 _fon
Fon = \1 0} » F2n+1‘<o 1) (Va),

divergiert die Folge
n ’ n

(; BiUy qUy_peeeUy) = (Fy + Z F;U) (3.4)

1=0
wegen
_afr - _a =11
FonU = 3 (1 -1) v FonyU=3 (-1 1) (Vo).
Dieses Resultat steht aber nicht im Widerspruch zu Satz 3.4,
da hier die Bedingung IN(FD) 2 IR (VY p) verletzt ist. Fiir

Fop = (g 2)) v Fopen = (2 2) (Vo)
dagegen gilt
IN(F,) ={u(_;')lme R} =R (Vo).

Hier konvergiert die-Folge (3.4) im sinklang mit Satz 3.4
wegen F U = 0 (Vn).
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4, Iterationsverfahren mit endlich erzeugten kompakten Projek-
tionsfolgen

In diesem Abschnitt werden die bisherigen Resultate benutzt, um
Aussagen zur Konvergenz des Iterationsverfahrens (2.5) und zur
(verallgemeinerten) Losbarkeit der Gleichung (2.1) herzuleiten.

fine Darstellung vomn X, = 1lim x_ wird picht explizit angege-
® psoo B

ben. Hierzu sei auf Abschnitt 2 verwiesen.

Definition 4.1: Die Iterationsfolge (xn) des Verfahrens (2.5)
heiBt P- bzw, G-konvergent, falls sowohl (Pn) als auch (Bn) in

der pupktweisen bzw. sleichméﬁigen Operatortopologie konvergie-~
ren.

P-konvergente und erst recht G-konvergente Iterationsfolgen
konvergieren also global, d. h. fiir beliebige X, und b.

Satz 4.2: Es seien folgende Voraussetzungen erfiillt:

a) Bs existieren bezliglich (Dn) verallgemeinerte Ldsungen von
(2e1)e

b) Die Folge (Tn) = (I-DnA) ist eine endlich erzeugte kompakte
Projektionsfolge.

Dapn ist (xn) fir belliebige x6 konvergent, Weiterhin stellt der

Grenzwert X0 stets eine beziiglich (Dﬁ) verallgemeinerte Losung
A von (2.1) dar.

Beweis: Nach Setz 3.4 konvergiert (Pn) gleichmiBig gegen den
Projektionskern

P =P

0= oot B(Pg) = QWD) = AN (D),

(4.1)
mW(p_ ) =1n T(T) = ITr Uy R(D,A)
00 Eg D Eg n
von (Tn)‘ Satz 2.8 liefert die Behauptung.

Bemerkungs Gilt a) fiir alle rechten Seiten b von (2.1), 8o ist
(xn) P-konvergent.
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Satz 4.3: £s seien folgende Voraussetzungen erfiillt:
a) Die Folge (D,,) besitzt einen Zyklus der Lénge k
(Yn: D, =D, 5 ). ‘
b) Die Folge () = (I-DnA)' ist eine kompakte Projektionsfolge.

c) Bs gilt TIn g IR(D_) = Tin U IR(D.A).
gi ng » nLnJ o

Dann ‘ist die Teilfolge (x(n)) von (x,) G-konvergent (siehe '
(2.9)). Weiterhin stellt der Grenzwert %(00) stets eine beziig-
lich (D) = (By_4) verallgemeinerte Losung von (2.1) dar.

Beweis: Zundchst hat mit (Dn) auch (I-D,A) einen Zyklus der

Liénge k. Nach Satz 3.4 konvergiert (I?n) gleichméBig gegen den
Projektionskern (4.1). AuBerdem findet man unter Beachtung von
Lemma 2.4Db)

k~1
R(D) = R(B,_,) = m(‘;niqm)s 115 U R(D,) = 1in y W(D,0)
=0 F e} o
(.2)
= N (P,).

Satz 3.5 sichert nup die gleichmiédBige Konvergenz der Reihe
o

; D (T=P__,). Dabei gilt T® := lim 1° = B . Wegen
=0 n->00

(2.9) ist (x,_,) somit G-konvergent. SchlieBlich erhélt man mit
(n) ;

der Abkiirzung 8% := 1im 8"
n-»

00 [o2]

g .

., D&% = D(I-Az D) = D - O(I-T)‘l‘lD = D - (I-1®°)p=1"p =0,
K =0 =

wenn map T = P und (4.2) beriicksichtigt. Nach Lemma 2.7 ist
X oo daher stets eine bezliglich (D) vexfallgemeinerte Lésung
von (2.1).

Bemerkungen: 1) Die Voraussetzung c) des Satzes liegt offenbar
vor, wepn m(Dn) = IR(DDA) (Vn) gilt.,

2) Die Folge (xn) braucht unter den Voraussetzungen des Satzes
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picht konvergent zu sein. Fir X = Y = B® und

_ (11 _af10 _1 (o1
A= (1 1)’ Dop =3 (1 o)’ Doneq = 3 (o 1) (Vo)
entsteht
r =2 (10,8, =0,,B =D (Vn)
n =2 1 1 20 T Y20° “2n+1 T Yon+1
(vgl. Beispiel 3.6). Nach Satz 3.4 ist (xn) wegen .
].R(Dn) [ | (Poo) und
Bxpeqll = 0B 0 Hxo l + B0 foll
aber zumindest beschrénkt.
Satz 4.4: Es seien folgende Voraussetzungen erfiillt:
a) Die Folge (Dn) ist endlich erzeugt.
b) Die Folge (Sn) = (I-ADD) ist eine kompakte Projektionsfolge.
c) 88 gilt N m(ADn) =N ]N(Dn).
- n n
Danp ist (:%) G-konvergent. Weiterhin stellt der Grenzwert X0

stets eime beziiglich (Dn) verallgemeinerte ldsung von (2.1)
dar. “
Beweis: Nach Satz 3.4 konvergiert (Q,n) gleichmdBig gegen den
Projektionskern
2
Qo = o B(Qy)

¥ (Qpp )

IR(S = IN = N(D_),
0|, =0 WD) = WD, o

o U I(5,) = Tio Y W(AD,)
D D
von (Sn). Daher ergibt sich fir die pnach a) beschrénkte Folge
(Dn) die Beziehung IN(DD) 2 IR(QOO) (Vn). Satz 3.4 sichert
D

also auch die gleichméBige Konvergenz von (B,) = (; DiQ1_1)

. =0
uod (PB,) = (I-B,A) (siehe Lemma 2.4¢c)). Demmach 1st (xy)
G-konvergent. AuBerdem folgt aus IN(D )2 R(Q,,) (Vo) uomit-
telvar D Q. T, = O (Vn). Lemma 2.7 liefert damit die letzte
Behauptung.
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5, Eine Klasse von Projektionsverfahren

5.1 Wir wollen jetzt die Ergebnisse des Abschnittes 4 auf eine
Klasse vopn Projektionsverfahren anwenden.

Gegeben seien zwei Hilbertréume X,Y und eine Folge (Zn) von
weiteren Hilbertrdumen. Wir betrachten die Gleichung

Ax = b (Ae€L(X,Y), beX) (5.1
und das Brsatzgleichungssystem
GpAx = Gb (Gne L(Y,zn); D=0,1,2,0¢0) (5.2)

mit normal aufldsbaren Operatoren 4 und A, := GyAe L(X,Zn)
(mn) = W@, IR(AD) = EIADD. Bevor wir uns den Projek—

tionsverfahren zuwenden, beweisen wir zwei einfache Hilfssétze.
Die dabei benutzten Beziehungern zwischer Nullrédumen und Werte-
bereichen von Operatoren findet man etwa in /10, S. 250/.

Lemma 5.1: Bs gilt
*

W) = (0} &> B, = z,e> T4 an™" € L(zy).

Beweis: 1) Die erste Aquivalenz folzt aus Z, = ®r(A,) ® ]N(A:).
2) Es sei IN(A;) = {O}. wir geben uns ein beliebiges z € 2,

z £ 0, vor, Damit ist A;z # 0. Aufgrupnd der Zerlegung
X = IN(Ap) @]R(A:) genort A¥z picht zu IN(A,). Also erhdlt map
*® #y _
ApAnz # 0 (Vz #0) bzw. IN(ADAD) = {o}.
Wegen Z, = m(An) und X = IN(AD) @ m(A:) existiert zu jedem
z € Z, ein z' € Z, mit 2z = A A%z'. Daner gilt 2, = IR(AAT).
* 5 . . _

Aus WN(4Ap) = {0} und IR(A A}) = 2, ergibt sich pach einem be
kannten Satz von Banach die wmxistenz der stetigen Inversen

%=1
(AnAn) .
3) Die stetige Inverse (AnA:)'1 sei vorhanden. Nimmt man an,
daB es ein z & ]N(A:) mit» # O gibt, dann bekommt man fir die-
ses z im Widerspruch zur Voraussetzung ADA:Z = 0. Demnacl: ist

m(A;) = {0}.
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lemma 5.,2: Existiert (AHA:)'1 € 1(z,), daon sind AnA: und
(ADA:)—1 positiv definite selbstadjungierte Operatoren.

Beweis; Bs sei (A AM)™" € L(Z;). Wegen (A,AM)™ = 4 A% und
((lt.nA:)"l »¥ = ((AnA.“:)"')"'l sind A A} und (4,A¥)7" selbstadjun-
glert. '

Nit A, ist auch A; normal auflésbar (]R(A;) = ]R(A:)). Nach
Lemma 5.1 gilt auBerdem IN(A;) = {O}. Daher gibt es fiir alle

z €7, ein m > O mit JARz| ® mizf (siehe /10, S. 86/). Somit
entsteht '

(A A%z,2) = (ARz,A72) = HA;zﬂa 2 mzlzﬂz.
Ebenso gelangt map mit z = (ADA:)_1z' zu
2
- 2 2
(aah™ 2, 20) = (2,80%) = 1a%2)® > o®)zp® » "A"‘A* iz 42,
D D
Demnach sind A A% und (A,a%)™" positiv definit.

5.2 Die Folgen (Gn) und (Zn) seien nun so gewdhlt, daB die Ope-
ratoren A, den Raum X auf die Réume Z, abbilden (]R(An) = Zn).

Damit sind die A, automatisch normal auflosbar. Weiterhin be-
deutet das:
- s ist auch JR(Gn) = Zg.

- B8 gilt ]N(A:) = {0}.
~ Die Operatoren ADA: und (AI’A;)"l sind selbstadjungiert und
positiv definit. AuBerdem bilden sie 2, auf sich ab.

Mit diesen Voraussetzungen untersuchen wir das Iterationsver-
fahren (2.5) in der speziellen Gestalt

Xp4q =Tp%, + Dpb (T, 3=I-D A, DD:=A:(AnA;)-1Gn € I(Y,X)). (5.3)

Daraus resultieren einige Besonderheiten, die wir zunéchst an-
geben wollen.
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Lemma 5.3: Es gilt T2 = = '1': und ]R(TD) = IN(DA) = ]N(An).

IN(T,) = IR(D,A) = IR(D, ) = I(& *p¥) = R(AP).

Beweis: Mit DA = A%(A A%)”TA_ gewinnt man leicht

]

2 _ * _%o#
(DnA) = DA (DnA) = A"D .
2

Daraus folgt wegen T, = I - D A unmittelbar Tj = T, = Th.

n

Weiter erhdlt man aus D Ax = A:(AnA;)-’lAnx = O sofort

(AnAn) Anx € IN(An) {0} und A pX = O. Umgekehrt zieht A x = 0
offensichtlich D Ax = O pach sich. Daher ist

mB(T,) = IN(D,A) = IN(A,). AuBerdem gilt

IN(T,) = M(D,A) = R(A*DY) und I(T,) =TR(T,)' =M (4,) =R(aN).
Aufgrund von ]E(Gn) = m(GnA) = Z, ist schlieBlich

m(D ) = IR(DA).

mma 5.43 Das Iterationsverfahren (5.3) projiziert nacheinan-
der orthogonal auf die Ldsungsmengen X(AD,G b) der Ersatzglei-
chungen (5.2).

Beweiss Die Mengen X(An,an) und m(An) verlaufen parallel.
Nach Lemma 5.3 ergibt sich somit

prn = Tnxn + (I-’I‘n )xl'),
wenn Pu der orthogonale Projektor auf X(AD,an) und x; ein be-
liebiges Blement von X(An,an) ist. Dabei garantiert die Vor-

aussetzung lR(An) = 2, die Existenz eines solchen x!. Anderer-
seits bekommt man auch

=P x +AR(A A% Gb T X, +An (A, A*) Ax! =T x +(I-T )X}
Also ist X4 T ann.
Lemma 5.5: Fiir die Operatoren Sn = I - 4D, gilt Si = Sn und

IR(S,) = IN(AD,) = IN(D,) = W(G,), (S )=IR(AD )=TR(AA}).
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Beweis: Zun#dchst findet man
2 _ * %=1 * %=1 .
(ADn) = AAn(“tn‘q!w) Gn (AnAn) Gn = ADn‘
Wegen S, = I - AD, folgt daraus So = S_. Die Gleichung

o aaea -1 _
ADy = AA*Gy (AnAg) Gy =0
zieht unter Beachtung von X = IN(A) @ IR(A*) und IN(A}) = (O}

sowohl D y = A:(AOA:)"lGny = 0 als auch G,y = O nach sich. Um-

gekehrt ergibt G,y = 0 natirlich AD )y = 0. Das bedeutet aber

= = - - =1
IB(Sp) = I(aD,) = W(D,) = M(Gy). Aus Z,=TR(Gy)=TR(UyA7)" 'Gy)
erhilt man schiisSlich IN(S;) = IR(AD,) = IR(AAY).

Lemma 5.63 Ist P € L(X) ein Orthoprojektor, dann ist jeder Ope~-
rator Q € I(Y) mit AP = Q4 ein (AA%)™'-Orthoprojektor in
&R(A) = IR(A).

Beweis: Aus AP = QA folgt Q2A = QAP = AP = AP = QA4, d. h.
Qzlm(A) = QIIR(A). AuBerdem 1léBt Q den Raum IR(A) invariant.
Weiterhin ist (AA*)~7|IR(A) ein stetiger, selbstadjungierter
und positiv definiter Operator (vgl. Lemmata 5.1, 5.2).
SchlieBlich bekommt man auf IR(A)

(AA%)Q*= A(QA)*= A(AP)* = AP*a%= APA%®= qaa*
und damit

(an® T* = gt = .
Folgerung 5.7: Die Operatoren S, und AD, = I - S, sind (AA*)-1-
Orthoprojektoren in JR(A)..
Lemma 5.8: Die Folgen (Dn) uné (Gn) erzeugen &quivalente Br-
satzsysteme (siehe Abschnitt 2.1).
Beweis: Nach Lemma 5.5 ist IN(D,) = m(G,) (Vo). Damit gewinnt
man die Behauptung aus Lemma 2e26

Lemma 5.9: Es gilt mit i =
B = AR, =N, N =1lio Y I(Ty) = 11‘9’“‘%’
- n o n

die Beziehung X = IR @ IN.



Beweis: Die Behauptungen ergeben sich aus Lemma 5.3. Insbeson-~
dere sind die Tn Orthoprojektoren, so daB die Gleichung

X = IR @ IN besteht (siehe Abschnitt 3).
Nach diesen Vorbereitungen konnen die' Konvergenzsidtze des Ab-
schnittes 4 fiir das Verfahren (5.3) konkretisiert werden.

Satz 5.10: Es seien folgende Voraussetzungen erfillt:

a) Es existieren beziiglich (Gb) verallgemeinerte Losungen von
(5'.1).

b) Die Folge (Gn) ist endlich erzeugt (siehe Definition 3.1).

¢) Mindestens einer der Operatoren T, ist kompakt auf
N = lin UR(Ap). X
n

Dann ist (xn) fiir beliebige X, konvergent. Weiterhin stellt der

Grenzwert Xy stets eine beziiglich (Gn) verallgemeinerte Lisung
von (5.1) dar.

Beweis: Hit'(Gn) ist auch (Tn) endlich erzeugt. AuBerdem er-

weist sich (Tn) in Verbindung mit Lemms 5.3, Lemma 5.9 und Vor-
sussetzung c¢) als kompakte Projektionsfolge. Nun resultieren
die Behauptungen aus Satz 4.2, wenn man Lemma 5.8 berlicksich-
tigt.

Bemerkung: Gilt a) fiir alle rechten Seiten b von (5.1), so ist
(xn) P-konvergent.

Satz 5.11: Es seien folgende Voraussetzungen erflillt:
a) Die Folge (Gn) besitzt eine Zyklus der Linge k
(¥n: Gn =Gn+k)°
b) Mindestens einer der Operatoren Tn ist kompakt auf
N =10 URQ®GY).
n
Dann ist die Teilfolge (x<n)) von (x,) G-konvergent (siehe

(2.9)). Weiterhin stellt der Grenzwert x y Stets eine beziig-
lich (D) = (Bk-1) verallgemeinerte Losung von (5.1) dar.



Beweis: Mit (G,J hat auch (D,) einen Zyklus der Linge k. (T,)
ist pach Lemma 5.3, Lemma 5.9 und Voraussetzung b) eine kompalk-
te Projektionsfolge. AuBerdem gilt aufgrund von Lemma 5.3 die
Gleichung ]R(Dn) = ]R(DDA) (Yp). Damit besteht offenbar dis
Beziehung

Tin U IR(D,) = TIDU R 4).
D L] n o

Satz 4.3 liefert nun die Behauptung.

Satz 5.12: Bs seien folgende Voraussetzungen erfiillt:
a) Die Folge (G,) ist endlich erzeugt.

b) 88 gilt Y = N IN(G,) @ 1in U R(aa%).
n n

¢) Mindestens einer der Operatoren S, ist kompakt auf
lin U R(ALD).
n

Dapnpn ist (xn) G-konvergent., Weiterhin stellt der Grenzwert Xoo
stets eine beziiglich (Gn) verallgemeinerte Ldsung von (5.1) dar.

Beweis: DieBehauptungen ergeben sich sofort aus Satz 4.4, wenn
map Lemma 5.5 und Folgerung 5.7 beachtet,., Die ‘Sn sind nﬁmlichl

wegen IN = lin ]R(AA:)S IR(A) auch (u*)'1-0rthoprojektoren
n
in IN.

Ist X = RN, Y = B und (Gn) eine zyklische Folge bestimmter
Zeilepauswehlmatrizen, so entsteht das in /6/ betrachtete PSH~-
Verfahren (Projektion auf Schrittriéume von Hyperebenen). Dabei
s8ind in Satz 5.10 die Voraussetzungen b), ¢), in Satz 5.11 die
Voraussetzungen &), b) und ip Satz 5.12 die Voraussetzungen a),
¢) von vornherein erfiillt. Das Hauptergebnis der Arbeit /6/ :ist
im wesentlichen in Satz 5.1 enthalten. Die Arbeiten /1/ und
/9/ untersuchen spezielle Varianten des PSH~Verfahreus.

6. #ine Klasse von SPA-dhpnlichen Verfahren

6.1 In diesem Abschnitt sollen Ergebniése des Abschnitta 4
auf eine Klasse von SPA-dhnlichen Verfahren angewandt werden.
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Gegeben seien zwei H:I.l_bertrﬁume X,Y upd eine Folge (Zn) von
weiteren Hilbertridumen. Wir betrachten die Gleichung

Ax =b (4 € L(X,Y), b € Y) (6.1)

und das Ersatzgleichungssysten
Bf%ax = BN%b = (AH))*d  (H € L(Z,,X); 1=0,1,2,...) (6.2)

mit pormal auflésbaren Operatoren A und Cp 2= Aﬂn € L(ZD,Y)

(R(a) = R(2), IR(CD) = mZGBS). Entsprechend wie in Abschnitt
5 beweist man:

Lemma 6.1: Es gilt
W(c,) = o} R(cH =z, e> (¥ )7 € L),

Lemma 6.2: Existiert (c:cn)"‘ € L(Z,), dann sind G:Cn und
(c;cn)"' selbstadjungierte positiv definite Operatoren.

6.2 Die Folgen (Hn) und <Zn) seien pun so gewthlt, daB die Ope-~
ratoren C: den Raum Y auf die Réume Z, abbildén _(m(c;') =Zn)'

Damit sind die (:n automatisch normal aufldsbar. Weiterhin be-
deutet das: )
- Es ist auch JR(H:) =2,

- Bs gilt IN(C,) = {O}.
- Die Operatoren C*C_ und (c¥c_)™' sind selbstadjungiert und
positiv definit. AuBerdem bilden sie Zn auf sich ab.

Mit diesen Vorsussetzungen untersuchen wir das Iterationsver-
fahren (2.5) in der speziellen Gestalt
Xpq=Ty%, #D,0 (D3=I-D A, D :=H (c*c ) c¥e(¥,0)). (6.3
Daraus resultieren einige Resonderheiten, die wir zunéchst an-
geben wollen.
Lemma 6.3: Pijr die Operatoren S, = I - AD, gilt Sg =B, & b‘:
und

= = * N o %, Wy
R(S,) = IN(AD,) =IN (D) = W(Cp), IVN(S,)=IR(AD,)=TR(DFA™)=IR(C ).
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Beweis: Wit AD, = C,(C;C,)~ 0¥ gewinnt man leicnt

2 _ & * _ ok
(aD,)° = AD, = (4D,)" = DpA®.

Daraus folgt wegen S, = I - AD, unmittelbar S2

*
n = sn = S'D' Wei-

ter erhélt men aus D y = O schrittweise AD;y = cn(c:cn)"‘c:y=o,
(c¥c, )" ey & I(C,) = {0} und Cly = O. Ungekehrs zieht Cly=0

offenbar D,y = O pach sich. Daher ist IR(S,) = m(‘ADn) = IN(D,)
= IN(CY). AuBerdem gilt IN(S,) = IR(AD,) = IR(DJA*) und

_ 1 ol
m(sn) = ]R(Sn) = W(CH" = m(cn).

Lemma 6.4: Das zum Iterationsverfahren (6.3) gehbérende Restver-
fahren Tr4q = Snrn projiziert nacheinander orthogonal auf die

Losungsmengen der Gleichungen O‘:r = IgA'r =
Beweis: Die Behauptung ergibt sich sofort aus Lemma 6.3.

Lemma 6.5: Es gilt Ti = 'I‘n und

IR(T,)= B (DyA) =IN(CHa), IN(T,) =IR(D,A) = R(D,) = IR(H,).

-t

Beweiss Zunéchst ist
-1 X%

*, x ]
Hn(cncn) CnAHn(CnCn) GnA = DDA.

Wegen T, = I - DA folgt T2=T,. Die Gleichung D Ax = O liefert

ADAx = C (cc,) ™ ckax = o,

' Unter Beachtung von IN(C,) = m(cn(c:cn)"') = {0} bekommt. man
daraus CFAx = O. Umgekehrt ist jede Lisung von CfAx = O auch
Lésung von D Ax = 0. Also gilt R(T,) = IN(D,A) = IN(Cpa).
Wegen T(CY) = z, wnd (%)™ € L(z,) ergivt sich

[
-1 -
B(CH = B((CEC,)™'6H = 2, wd R(D,) = EyZ, = R(H,). Unter

Ausnutzung der Beziehung Y = IN(A®) @ IR(A) gelangt man
schlieB8lich zu 1
- e y=Taaway o Yy
I (DyA) = R(H,(CRC, )™ 'HyA®A) = IR(Dy) .25



lemma 6.,6: Ist Q € L(Y) ein Orthoprojektor, dann ist jedér Ope-
rator P € L(X) mit AP = QA ein A¥A-Orthoprojektor im

R(A%) = IR(A%).
Beweis: Aus AP = QA entsteht A*Q* = P¥a¥, Analog wie in Lemma

5.6 kann man zeigen, dafB P¥* ein (A*A)'1—Orthoprojektor in
R (A®) ist. Das bedeutet auf IR(A%)

(a*a)Tpy%e pa*a)t = (*a)1Et.
Daraus gewinnt man auf IR(A¥) die Beziehungen
P = (a%a)"TP¥(a%A) = P, A®AP = P*a%a = (a*AR)*.

Folgerung 6.7: Die Operatoren Tn und DDA
Orthoprojektoren in IR(4%*).

I -1, sind A%~

Lemma 6.8: Die Folgen (D) und (C:) = (H;A*) erzeugen iquiva-
lente Ersatzsysteme (siehe Abschnitt 2.1).
Beweis: Nach Lemma 6.3 ist IN(D,) = IN(CF) (¥n). Damit folgt
die Behauptung aus Lemma 2.2.-
Lemma 6.9: Es gilt mit
R =AIR(S)=AMNECH, W =Tiny M, = Hoy K(C,)
0 n D n*? a n = n

die Beziehung ¥ = R @ N.

Beweis: Die Behauptupgen ergeben sich aus Lemma 6.3. Insbeson-
dere sind die Sn Orthoprojektoren, so daB die Gleichung
Y = IR @ W besteht (siehe Abschnitt 3).

Zunachst kann Satz 4.4 fir das Verfahren (6.3%) konkretisiert
werden.

Satz 6,103 Bs seien folgende Voraussetzungen erfiillt:
a) Die Polge (Hn) ist endlich erzeugt.
b) Mindestens einer der Operatoren S  ist kompakt auf

n
N = In UR(, ).
5 n

Dapn ist (xn) G-konvergent. Weiterhin stellt der Grenzwert x

stets elpe beziiglich (H;A*) verallgemeinerte Lésung von (6.1)
dar. "
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Beweis: Mit (HD) ist auch (Sn) endlich erzeugt. AuBerdem er-
weist sich (Sn) in Verbindung mit Lemms 6.3, Lemma 6.9 und Vor-
aussetzung b) als kompakte Projektionsfolge. Aufgrund von Lem-
ma 6.3 gilt auBerdem IN(D,) = IN(AD,) (Vn) und damit

f;\]N (A’Dn) = (n\ ]N(Dn). SchlieBlich liefert Satz 4.4 die Behaup~

tung, wenn man Lemma 6.8 beriicksichtigt.

- Versucht man Folgerung 6.7 zu nutzen, um die S&tze 4.2 und 4.3
fiir das Iterationsverfahren (6.3) zu spezialisieren, muf man
fiir das gleiche Ergebnis stérkere Voraussetzungen als in Satz
6.10 fordern. Deshalb verzichten wir hier darauf,

Ist X = RN, Y = B¥ una (Hn) eine zyklische Folge bestimmter
Spaltepauswahlmatrizen, so entsteht das in /5/ untersuchte SPA-
Verfahren (Spaltenapproximation). Dabei sind die Voraussetzun-
gen des Satzes 6.10 von vornherein erfiillt. Dieser Satz verall-
gemeinert das Hauptergebnis der Arbeit /5/.
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Hinweise fiir Autoren
%(in deutscher, ggf. auch in russischer oder engli-
scher 8pr e) bitten wir an die Schriftleitung zu schicken.

Die gesumte Arbeit ist linksbiindig zu schreiben. Eine Auspahme
hiervon bilden zuhe und das Literaturver-
zei is. Der Ko er Arbe 80 olgende Form haben: Rostock.

» Rolloqg./_leerzeile/ Vorname Name/ Leerzeile/ Titel der
epumschaltung/ Unterstreichung/ lLeerzeile. Der
Toext der Arbeit ist eineinhalbzeilig (= 3 Zeilenumschaltungen)
su schreiben mit schlagen je
Zeilen je Beite. Zwischemiiberschriften sind wie folgt—einzuord-
pnens 6 Zeilenumsohaltungen/ Zwischenuberschrift/ Unterstrei-

ungen. Hervor-

chung (

hebungen sind durch Unterstreichen und 8perren méglich. Ankin-
digungen wie Satz! ﬁfIn!EIonE Eenerkungf Eevsis u. . s8ind zu
unterstreichen un elnem Doppe abzuschlieBen. Vor und
pnach 8dtzen, Defipitiomen—u:—i#-—ist—ein—Zeilenabstand—von 5 Um-
scbaltungen zu lassen. FuBnoten sind mdglichst zu vermeiden.
8ollte doch davon Gebrauch gemacht werden, so sind sie durch
eine hochgestellte_Ziffer im Text zu kennzeiohnen und innerhalb
des oben angegebenen Satzspiegels unten auf der gleichen Seite
anzugeben. Formeln und Bezeichnungen sollen méglichst mit der
Schreibmaschine zu schreiben sein. Rervorzuhebende Formeln sind
drei leerzeichen einzuriicken und mit 6 Umschaltungen zum {ibri-
gen Text zu schreiben. Formelzéhler sollen am rechten Rand ste-
hen. Der Platz fiir AbbiYdungen 18t beim Schreiben auszusparen;
die Abbildungen se ausgesparten Platz ent-
sprechenden GréBe gesondert pach TGI~Vorschrift auf Transpa-
repntpapier beizufiigen. Der zugehdrige Begleittext ist im Manu-
skript mitzuschreiben. Sein Abstand pach unten betrégt 5 Um-
aschaltungen. Literaturzitate im Text sind durch laufende Num-
mern in Bohrégstrichen (vgl. /8/, /9/ und /10/) zu kennzeich-
pen und am SohluB der Arbeit unter der Zwischeniiberschrift Ii-

tera susammenzustellen.
splele;
;gnzm; 0., and Samuel, P.: Commutative Algebra.

nceton 1958
/9/ 8teinitz, B.: Algebraische Theorie der Kérper. J. Reine
Angew. Math. 137, 167 - 309 (1920)
/10/ Gnedepko, B. W.: er die Arbeiten von C. F. GauB zur
- Wahracheinlichkeitsrechnung. In: Reichard, H. (Ed.):
C. P. GauB, Gedenkband anléBlich des 100. Todestages.
8. 193 - 204, Leipzig 1967

Die Apgaben sollen in Originalsprache erfolgen; bei kyrilli-
schen Buchstaben 801l die bibliothekarische Transkription

(Duden) verwendet werden.

4An EBode der Arbeit stehen folgende Apngaben zum Autor und zur
Arbeit: einge en: Datum/ leerzeile/ Wﬁm
Pitel In!ﬁ% Vornemen Name/ Institution7 ureinhe
8traBe Hauspummer/ Land Postleitzahl Ort.

Der Autor wird gebeten, eine Korrektur des Durchschlags vom

Offsetmanuskript zu lesen und dabei die mathematischen Symbole
eipnsutragen,

T Rellle sy 4-2 Wlarn; {ALQ/CLJW}QA%’MAW«
( 'e“k’[”' dacod ol 4380 Malliruodien g@,é):gd, (’\(arni%‘-ca/‘//\?m *)
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