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Eberherd Sch■idt 

Teilalgebren z-ier ■ehr.eortiger FunkUonenelgeb_ren ( I)

Die von une ia folgenden betrachtete _Algebra �cic.• a:: E. {0,2},

wurde eretaelig in /2/ definiert und untersucht, Sie besteht 

eus der Menge aller Funktionen fn ••cn,■•O) der For■ 

■it den Operationen de■ 
1) U■nu■erieren■ der Variablen,
11) Identifizierens von Variablen, die Werte eua dereelb■n

Menge ■nneh■en,
111) HinzufOgena bzw. Wegl■aaena von fiktiven Variablen, und
iv) de• Er8etzen• einer Variablen durch ei�e Funktion,

deren Wertebereich 1■ Oefinitionebereich der Variablen
enthalten ist.

Die Funktionen eua P:c werden ■it Hilfe von For"■eln (oder Te-
& 

bellen) Ober den Veri■blen■lph■beten 
X •  lx, x1, x2, ••• , Xi, •••} und Y • {Y, y1, ••• , Yi••••}

beachrieben, wobei die Variablen au• X ■it den Werten 0,1 und 
die Variablen ■u• Y ■it den Werten a,3 belegt warden k6nnen. 
Dia nullatelligen Funktionen aus P:c bezeichnen air ■it O und 1. 

• 

Funktionen, die eich nur durch fiktive Variable unte„cheiden, 
werden von une nicht unterechieden. Die Bezeichnung Pz: llird 

II 

von une sowohl fOr die Menge der Funktionen wie fOr.die Algebra 
gebraucht. Die ■it Hilfe der genannten Operationen •a·Funtctio-' 
nen einer Teilaenge von P

:c 
konstruierten FunktiOfleft heileft SU• 

" 

perpoeitionen Ober A. Die Menge aller SUperpoaitlenen Ober 
A s P

J: 
(Abechlul von A) Hi au (� bezeichnet. J:et A • rAJ,

' 

•



•e wird А als abgeschlossene Menge bezeichnet. Eine Menge 
А e heißt aaxlaal ln 8 (A,B abgeschlossene Mengen), wenn 

fOr eine beliebige Funktion f e b\a giltj[AU{fjJ » B. 

Oie ln maximalen Mengen heißen maximale Klassen. Oie Men¬ 

gen, die ln den maxlmelen Klassen maximal sind, heißen aubmaxi- 

aale Klassen. In gibt es kontinuum-vlele abgeschlossene 

Mengen. Durch die Verwandtschaft zur Algebra P2 (siehe /1/) 

lat die Vermutung begründet, daß dennoch eine gewisse Übersicht 

Ober die abgeschlossenen Mengen von (¾ und eine "Eingrenzung" 

des Kontinuums erreichbar 1st. * 

Urne andere mögliche Verallgemeinerung von P2, die Algebra 

Pj 2' "Urde ln /5/ untersucht. Auf Anwendungen autooatentheore- 
tlacher Art von wurde ln /2/ verwiesen. 

In /2/ wurden sämtliche maximalen Klassen von Pg für л » 0 

und Л ■ 2 ermittelt. Die ln dieser Arbeit ln diesem Teil und 
ln Teil II vorgeetellten Lemmata und Sätze sollen sowohl Struk- 

turaueeagen Ober den Graphen der abgeschlossenen Mengen von 

^ machen, ela auch alne Hilfe daretellen bei der Ermittlung 

der subnaxlaalen Klassen von P%^. 

Zunächst gaben wir einige Definitionen und Bezeichnungen an. 

Alle verwendeten Begriffe und Bezeichnungen, die hier nicht de¬ 

finiert werden, sind ln den Arbeiten /1/. /2/, /3/ und /4/ 

enthalten. 

äa aal а € (0.2), und ln Fall oc • 2 werde 2 "3.7 -2 gesetzt. 

Oureh tn іа (Bj,a2,...,en) werden Tupel bezeichnet. 

FOr e « l«,3j bezeichne ea die durch 

•.(y)-f1 f0rV-a, 
Lo sonst 

definierte Funktion. 

FOr % c bezeichne 6 P2 die zu fn,n e. Pjr^ gehörende 

and durch f/g (x1,x2.x„) - f(xx.x^.s^.aj defl- 

wlerte Funktion. 



FOr fдв ej sei auch die Bezeichnung fya Möglich. 

Weiter let 

(а e fa.3}), E” (У 1.V А «.(Уі) 

■ 6 ѴУі) Ef(Yl.V.) : 

X? ~ Д 1 

(*1 • У.) 

хП ,» 

A Ä.3 (*!' •y.) 

V 
f(6,T)-l 
Г*а 

\/ 
f(6.T)-l 

ff:.3 

(? e loL.3}"). 

(? e lo.i}"). 

І 4 (Yi.y.)_ 

І 4 (Yi.Y.)- 

Ergibt eich aue dem Zueemmenhang die Stellenzahl der Tupel oder 

Funktionen, so können die oberen Indizее weggelaaaen werden, 

wir amgen, eine Funktion fn,n bewahrt eine gewleee Teilmenge 

G fi . genau dann, wann für beliebige gA (1-1.n*e) mit 

g± c G U {y} etete f(gj ,...,gn+e) £ G gilt, falle dleeer Aue- 

druck definiert iet. 

Seien A,B,C abgeschlossene Teilmengen von P2, а t{a,3j, 

[b.ffj e {0,1} und h £ {0,1.вл,в3}. Dann sei 

K.,A " |f e tjf/a e A}' 

Г'"€ (xi. 
K(h) |f £ Ffca|f bewahrt {0.1,ea,e3} \ {h]J. 

К (f £ Pr2\lf/2-f/3i П *9* 

(3 1 ! {f/2'*/3,} * f*l'^l))}' 

Ka,b !" [f e ^|f bewahrt £g(x.y) £ ^|в/, в {0.1}V 

(g/a £ (x.xjAg/j C t*.b))}J . 



K(A.B.C) «• [t € A^f/3 6 В A( f (( 

litt Ha wird folgernd# Abbildung von Pg^ ouf P2 bezeichnet: 

f"'"/, fOr f"'"« P^a: 

ferner ool 

H,(A) ^H,(f) I f e Aj für А « Рсл. 
mo Tobe lion 1 und 2 geben alle maximalen Klaeeen von und 

ІУд am, die ln /2/ angeführt wurden, sowie für jede Klasse sine 

Bamla nach /3/. Ols Definition dar maximalen Klassen lehnt sich 

ebenfalls an die ln /3/ an. 

Tabelle 1: Pj^ 
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Tabelle 2; Pfc2 

Es werden nun einige Lemmata bewiesen, die für die Herstellung 

einer Beziehung zwischen dem Graphen von P2 und dem von 

benötigt werden. 
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Lemma 1: Es existiert eine eineindeutige Abbildung, die jeder 

Funktion fn,m £ ein 2m-Tupel n-stelllger Boolescher Funk¬ 

tionen zuordnet. 

Beweis: Dede Funktion fn,B (х1<.,.,уяі) e p^- läßt sich nach 

der Formel 

(*!' ■yj * W ■xn> EV(Vi •yJ 

durch 2m der Funktion fn'B zugeordnete n-stellige Funktionen 

aus ?2 beschreiben. Diese Beschreibung 1st eineindeutig, da je¬ 

des Tupel von 2* Funktionen aus Pg" eindeutig eine (n.m)-stel- 

lige Funktion sue bestimmt. 

Folgerung: Wird eine Funktion fn,B an Stelle der Variablen 
_n" , • 

ln die Funktion g eingesetzt, so wirkt diese Einset¬ 

zung komponantenwelse, d. h., wenn 

h(x^ ,... 

9(fr 

so gilt 

- •*, n" y.Yl' "Y, 

'ym) • x2 •Xn 

m' 

•Yl' , •) 1st. 

h/??- 9/f .xn) x2' ,x 
n' •) 

für beliebige Tupel 2 € {a,3}", ? £ {a,3}m'. 

Lemma 2: Die Menge А ^Ka,[{x}] "! B *-et e*n Erzeugendensystem 

fQr Ka,A- 

Beweis: Sei f"*" eine beliebige Funktion aus Kfl д. Zu В gehören 

die Funktionen f/a € А und gCx.Xj.yn) - xE^VA^e Ka ^X}J. 

Durch Einsetzung von in g für die Variable x ergibt sich 

die Funktion fn'm. 

Lemma 3: Кд g c 1st eine abgeschlossene Menge, wenn 

a) А, В, C abgeechloeaene Mengen ln P2 sind. 

10 



b) с * А, С a В gilt, 

c) {<*} ф А oder {А} ф В oder В « С erfüllt let 

\/ V? е? ЛІІ f/2 6 А' f/3 Е и ипо г/? 6 В und С. 

Beweis: Oede Funktion fn,B aue Кд B c< daa den Voraussetzungen 

genügt, hat die Form 

fn,m „ 

r e la,3}m 

Andererseits gehört jede Funktion von dieser Form zu Кд B c. 

Oie Operationen 1 bis ill ändern nichts an dieser Form. Bei der 

Operetion lv betrachten wir zunächst Einsetzungen an Stelle von 

x-Variablen. O.B.d.A. werde die Funktion 

9(xi ,.. ,x^. ,yj,.. .ym. ) » Э/а Ea V gy; E3 v'\v// 9y_m E£ 

%.з r 

in die Variable Xj von f eingesetzt^ Für die 

sich ergebende Funktion h(x2,..,xn.x^,..,x^,,y1.y^.) 

1st auf Grund der Voraussetzungen 

. , X ^, Xg * * • *, xn ) i A, 

h/3 “ f/3 (9/3 (X1.* n')'*2""'*n) e B* 

V - V« (9/A (*', 

V * f/r (9/f (*', , X -I ) I X— , • • • , X ) t C , 

und damit 1st h ln Кд B c enthalten. 

Nun betrachten wir Einsetzungen an Stelle von y-Varlablen. In 
Falle А • 2 sind diese nicht möglich. (Wir bemerken, daß c) in 
Falle а • 2 automatisch erfüllt 1st.) In Falle А • О sind der¬ 
artige Einsetzungen nur möglich, wenn О £ А und О CB. Denn ist 
nach Voraussetzung В ■ C. Setzt men O.B.d.A. O(y) für die Va¬ 
riable y^ in die Funktion fn,B £ ein, 

g(*l.xn,v,y2.Ym) “ f(xl.*n'°(y)'y2.yn>' 

so ergibt sich g^Q • fyQ, g^3 - fy0>3.3- Wegen В - C ist 

euch die Funktion g in Кд B c enthalten, wenn f der Menge ange¬ 

hört. (Es ist leicht zu überprüfen, daß das letztere unabhängig 

von der Darstellung der Funktion О ist.) 
11 



Lomes 4; 1. Selen А, А'. В, C abgeschlossene Mengen von Funk¬ 

tionen eue Pjj, die die Bedingungen A a f{x}] . А 1st maximal 

ln A', C » A" , C » В sowie {OL} # А oder {01} В erfüllen. 

Denn gilt: Кд 0 c 1st maximal ln Кд.>вс. 

KB,A,C iet “xi*el in KB,A‘ ,C' 

2. Selen A.A ,B,B" abgeschlossene Mengen von Funktionen aus 

P2, die die Bedingungen А. В Э [{xil, А 1st maximal in A", 

8 1st maximal in B" sowie В а А' 3 {0} erfüllen. 

Dann gilt: Кд. в в 1st maximal ln Кд. B. B. für а * О, 

КА,В,В let "axl"al in КА‘,В,В* 

Beweis: Da die Bedingungen von Lemma 3 erfüllt sind, ist die 

Abgeschlossenheit der betrachteten Mengen klar. Zum Beweis 

von 1. sei f"'" Кд. (ВіС\кДіВ С. Dann ist f^e А* \ A. 

Sei g eine beliebige Funktion aus Кд, B c. Für die Erzeugung 

von g^ aus А und f^ gibt es eine bestimmte Folge von Super¬ 

positionen. Eine analoge Folge liefert aus f und Funktionen aus 

KA.B.C eln* ^""tion 9- «1t g-/a - g/ot. Zu Кд<в<с gehört 
_n',m’ 

auch die Funktion h(x,...) ш x E™ V A| . Durch Einsetzen 

der Funktion g' ln h für die Variable x erhalten wir die Funk¬ 

tion g. Damit 1st g e [кд ß сиШ] und aleo Кд B c maximal in 

Кд, B g. Die zweite Behauptung ln 1. wird analog bewiesen. 

Zum Beweis von 2. sei fn,m с Кд. ßl B,\ кд. B B. Dann gibt es 

ein n-tupel ¥ ft о mit с В'\В. Durch Identifizieren von 

entsprechenden Vorlabien kann man eine Funktion fj"*2, für die 

fl/03 £ B. oder eine Funktion fg"*1, für die f2/J (. B’\B 

gilt, gewinnen. Durch Hlnzufügen von fiktiven y-Veriablen oder 

Einsetzen der Null oder beides kann man für sin beliebiges Tu- 

pel ? aus Nullen und Dreien, 6 ft o, eine Funktion fg erzeugen 

Mit fg £ В' \ B. Demzufolge liegt für jede (n'.m)etellige 

12 



Funktion g aus Кд. B, B> in der Menge |Кд. BB U lf}j eine 

solche Funktion g~ , für die 9g yg ■ 9yg 6 8' gilt, wobei 6^ 

beliebig aus {О.з}1" \ {3} gewählt ist. Oe nach Voraussetzung 

auch die Funktion h(x‘,y',x2,,..,x m.) eit 

h " 9/0 E"ö v \Xi 
°lfO 

in K. іѵд, B B liegt, aus der durch Einsetzen der Funktionen gj^ 

an Stelle der Variablen x^ die Funktion g erzeugt wird, 1st 

[Кд. B BU fff] » Кд. B, B. , womit die erste Behauptung bewie¬ 

sen 1st. Oie zweite Behauptung wird analog zu 1, bewiesen. 

Bemerkungi Auf Grund der Folgerung aus Lemma 1 sind nachfolgen¬ 

de Beziehungen klar: 

Ha([Mj) - [Ha(M)] für M C P%2 

H0([MJ) - [H0(M)] für M « p£o 

H3([M] ) - [Hj(M)] für M в Pj. und M jf 10} 

oder M - Кд B B. 89a. 

Diese Beziehungen liegen den Beweisen von Lemma 4,5 und 6 

zugrunde. 

Lemma 5: Wann die Teilmenge M von Кд B c, wobei А, В, C abge¬ 

schlossene Mengen in Pg sind, die ix} enthalten, und fOr die 

А fi С, В * C sowie im Falle OL - 0 auch А П В ff {0} oder В - C 

gilt, keine Teilmenge einer der Mengen des Type Кд B> ¢. wobei 

B" maximal in в ist. und keine Teilmenge einer der Mengen des 

Typs Кд. B c> wobei A' maximal in A let, daretellt, so liegt in 

[m] für beliebige f С А und beliebige g e В eine Funktion f 

bzw. g' mit f'ул ■ f bzw. g'/3 » g. 

13 



Beweis: Durch die Voraussetzungen 1st die Existenz, Abgeschlos¬ 

senheit und Maxime 11 tät der betrachteten Mengen gewährleistet. 

Da M keine Teilmenge der Klassen Кд, 0 c 1st, ist НЛ(М) keine 

Teilmenge der Klassen A*. Folglich 1st tHa(M)] ■ А und also 

Ня( [MJ ) « A. Analog erhält man Hj( [M] ) « B. 

Lemma 6: Eine Teilmenge M von Кд B c< wobei für А, 8, C die 

Voraussetzungen des Lemmas 5 zutreffen, 1st ln Кд B c vollstän¬ 

dig, wenn M die Bedingungen des Lemmas 5 erfüllt und außerdem 

zum Abschluß von M die Funktion 

xlea (?) v *2*з(У) *(1> 

sowie gewisse Funktionen Bas2‘2(i«l.p), für die 

[іВвві/йЗІ1*1","р}] “ c iet' gehören. 

Beweis: Die Funktionen x(*\x^ 

x(m) "Ъіx± Esv"° 

••x2m‘Yl.У.) mit 

%*} * let' 

sind für beliebiges а Superpositionen Ober der Funktion 

Es sei 6^ « Я und S^a • 3. Für eine beliebige Funktion 

F £ Кд BC existiert in [M] nach Lemma 5 eine Funktion f^ mit 

fa/a “ f/ol und eine Funktion f3 mit fJ/3 . F/3. Ale Superposi¬ 

tion Ober der Menge der Funktionen Bas^ existiert in [M] für 

jede Funktion F(T/Sc.r/3) eine Funktion fp . so daß 

f* F^~ £ C ist. Durch entsprechende Einsetzungen in die 

Verlablen x^ der Funktion X^") ergibt sich die Funktion F. die 

somit in [M] liegt. 

Als Folgerung aus den angeführten Lemmate ergibt eich folgender 

Setz 1: Für ot. - 2 bildet die Menge eller Klassen des Typs 

Кд в p • wobei A,B abgeschlossene Mengen Boolescher Funktionen 

14 



sind, die {x} enthalten, einen algebraisch vollständigen Ver¬ 

band mit dem kleinsten Element K. . D und dem größten ixj , , r2 
Element K_ D _ . Oie ln diesem Verband vorhandenen Ketten 

p2,p2'p2 
sind nicht weiter verfeinerbar, der Verband <C г lst diesen 

Verband ordnungseinbettbar. 

Für öl ■ О bildet die Menge aller Klassen des Typs KA,B,P2- "°bel 

А, В abgeschlossenen Mengen Boolescher Funktionen sind, die {x} 

enthalten, für Jedes feste А mit А {0} und fOr Jedes feste 8 

mit В У {0} jeweils einen algebraisch vollständigen Verband mit 

KA,lxl,P2 b2"' 4*}.b,p2 und dem größten dem kleinsten Element 
"• l~I • ■ 2 

Element K. _ _ bzw, KD _ _ , Die ln diesen Verbänden vorhan- 
а,г2»'2 k2 * ® * *2 

denen Ketten sind nicht weiter verfeinerbar, der Verband oC2 

ist jedem dieser Verbände isomorph. 
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Rostock. Meth. Kolloq. ,.!!• 17 - 26 (1981)

Konrad Engel 

Optimelitlteeueeegen Ober Tripeleyete■e 

1. Einführung

05B05 

51E10 

Wir interpretieren ein von Ketone in /5/ geetalltee Problem in 
der folgenden Weiee: Die Anzahl f { f > 0) von ungeordneten, 
u. , u. mehrfach auftretenden Tripeln über einer n-Menge ( n lt 3)
sei gegeben. Die Valenz einee ungeordneten Paares von Elemen­
ten aus der n-Menge definieren wir ala Anzahl derjenigen Tri­
pel, die dieeee Paar enthalten (treten Tripel ■ehrfach auf, eo 
zählen wir sie hierbei euch entsprechend oft). Man mini■iere
die maximale Valenz der Paere mit Ele■enten aue der n-Menge.
Kenn man für beliebige n und f die f Tripel eo wlhlen, deß eich
die Valenzen hOchetens um 2 unterscheiden?
Im folgenden wird diese• Proble■ volletlndig gelOat. Ale Folge­
rung ergibt eich ein neuer Beweis cles Satzes von Henani über
notwendige und hinreich•nde Bedingungen fOr die Existenz von 
balancierten unvollatlndigen Blockpllnen ■it k • 3 und belie­
bigem A (vgl. /3/, 15.4.).
Die Ausgangsmenge sei {bis auf wenige, speziell angemerkte Aus­
nah■en) stete N • 11, ... ,n}. Ein Paar (x,y) bzw. ein Tripel
(x,y,z) soll hier durchweg eine Zweiermenge bzw. Dreiermenge 
aue pearweiee verechiedenen Ele■enten bedeuten. Betrachtet wer­
den Systeme aue solchen Paaren bzw. Tripeln. Ein System kann 
ein Element mehrfach enthalten. Zwei Systeme heißen gleich, 
wenn jedee Element in einem System genaueo oft wie im anderen 
System vorkom■t. Sind U und T zwei Syete■e, ao sei U l.t/ T das­
jenige System, welches aus de■ einen durch Hinzufügen dee en­
deren entsteht. IUI bedeute die Anzehl der Elemente von U, wo­
bei Jedes Ele■ent entsprechend oft gezlhlt wird. Alle varieblen, 
die wir benutzen, ■Ogen die Menge der natOrlichen Zahlen ale 
variabilitltebereich beeitzen, 
Es aal Bn.� ein Syete■ von Tripeln ■it Ele■enten aue der n-Men­
ge, eo daß die Valenz jedes Paaree hOchatene � betrlgt. 
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wir nennen Bn Ä ln Anlehnung en Spencer (/8/) A-konslstent. Die 

Menge aller solcher Systeme bezeichnen wir mit o&n Weiter 

sei V(Bn das System der Paare, die man noch zu den durch die 

Tripel von Bn й ausgeschöpften Paaren hlnzufOgen müßte, damit 

jedes Paar von Elementen aus N genau Л-mal auf tritt. Unter Bn Q 

und V(Bn ) wollen wir die leere Menge verstehen. Wir definie¬ 

ren 

n,A 
BnA{ *nA 

n ,A' (1) 

Systeme mit |Bn » b^*^ nennen wir maximal A-konsletent. Wir 

kennzeichnen diese durch einen Stern wann wir darauf 

hinwelsen wollen, daß eie maximal A-konsietent sind. Die Lö¬ 

sung der Aufgabe erfolgt in zwei Schritten. Zuerst ermitteln wir 

Ьп*д und nach einer Methode des "HlnzufOgene" wenigstens ein 

8^*%. Im Anschluß daran zeigen wir, daß die in der Aufgabe ge¬ 

suchte kleinste maximale Valenz der Paare eines Tripelsystems 

aus f Tripeln (f-Tripelsyetem) gleich einem gewissen b^*% ist. 

Außerdem benutzen wir die von uns konstruierten maximal A-kon- 

slstenten Systeme, um zu beweisen, daß es immer f-Tripelsysteme 

gibt, bei denen sich die Valenzen der Paare höchstens um 2 un¬ 

terscheiden. 

2. Formulierung und Beweis eines vorbereitenden Satzes 

Da man aus N genau £(n-l) Paare bilden kann und Jedes Tripel 

genau 3 Paare aueechöpft, gilt 

3|BniXl + |V(BniA)l- A§(n-i). (2) 

Es sei ьп*д bzw. ѵ^д die Zahl der Tripel bzw. Paare aus Bn % 

bzw. V(Bn %) (mit Berücksichtigung der Vielfachheit), welche 

das Element i enthalten (ltN), Da man aus N genau n-1 Paare 

bilden kann, die 1 enthalten, und Jedes Tripel genau zwei 1 

enthaltende Paare ausschöpft, gilt 
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Daher 1st ьД < 
zahlen wir in zweierlei Weiee des Auftreten von Elementen der 

n-Menge in den Tripeln ab, eo erhalten wir 

3|ВПіЛ|- ^ ьД 4 n[M^lij. Folglich gilt 

ІВп,ЛІ 4 [§ [$ (п-1)]] • und wir »atzen 

А>Д [$ (п_13]‘ 
Satz 1: Ее let 

b 
*■ 

n Д 

'yun A - 1, falle n • 2(mod 6), А а 4(mod 6) oder 

n « 5(mod 6), A a 1(mod 6), 

/Ѵл eonet- 
Beweie: Wir haben ЬпД л л echon gezeigt. Angenommen, in den 

beiden Ausnahmafällen gäbe ее Syateme mit (Bn A| ■ yup^. Aua (2) 

folgt |v(Bn л)| ” A^(n-1) - 3^ л « 1, wie man leicht nachrech¬ 

net. Dee System V(Bn A) besteht also aus genau einem Paar, und 

es sei V(Bn A) {(i,J)} (i.JCN). Nun gilt v^ д » 1. Das wi¬ 

derspricht jedoch (3), denn die linke Seite von (3) 1st unge¬ 

rade und die rechte gerade. Folglich ist ln den Ausnahmefällen 

ЬпД 4 Лп.А. * 1* 

Für den Beweis genügt es nun, Л-konsistente Tripelsysteme Bp д 
anzugeben, für die |Bn A| die geforderte Größe hat. Es handelt 

sich dann um maximal A-konsietente Systeme Bn*A. Im folgenden 

werden wir solche Systeme В^Д mit kleinem А rekursiv bez. А 
konstruieren. Wir führen dies immer nur bis zu einem solchen 

AQ(n) aus, für das ѴЧВ^д » 9 gilt. Wie die Konstruktion 

bei größeren Л zu erfolgen hat, zeigen wir in Anschluß an das 

Folgende. 

Der Fall Л ■ 1 wurde in /8/ behandelt. Bevor wir die rekursive 
Konstruktion im einzelnen angeben, wollen wir die Methode er¬ 

läutern. Ist ein ВпД gegeben, so bilden wir ein В,Д+1 durch 
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Hinzufügen eines von Fell zu Fall verschiedenen Systems U zu 

Вп*л. Dieses het i. allg. die Form U » Bn* j itIT, wobei n‘ » n 

oder n' = n - 1 und T ein weiteres Tripelsystem ist. Wir müssen 

uns davon überzeugen, daß B^*% W 8^* ^ W T ein (X+l)-konsisten- 

tee System, d. h. in o&n *+1 enthalten 1st. Offenbar gilt 

B_*\ WB* n.X^ "n',1 £ *п,Ы' Wir 8etzen Bn ,X+1 “n.X ^ °n' ,1' 

Bildet man das System T dann so. daß T nur Paare ausschöpft, 

die in V(Bn X+1) enthalten sind, so 1st sicher 

Bn*X+l Вп,Л+1^Т £Ä'n.X+l* Zuletzt ist zu prüfen, ob 

I V(B n.X+1 )!■ 
X^(n-l) - 3(діпд-1), falls na2(mod 6), X=4(mod 6) 

oder ns5(mod 6). Xgl(mod 6), 

^X§(n-1) - 3^п Л sonst 

gilt. Dies kann man ln jedem Fall leicht durch Ausrechnen ve¬ 

rifizieren. Wegen (2) ist dann gezeigt, daß lBn*^+1l wirklich 

die geforderte Größe besitzt. Die Existenz der bei der Kon¬ 

struktion verwendeten Bn? ^ folgt immer aus /8/, Theorem 3. 

Wir weisen nicht jedes Mal erneut darauf hin. Weiter verwenden 

wir bei der Bildung von Вп*л+1 dasjenige Bn* л, welches wir vor¬ 
her konstruiert hatten. 

2.1. Oie Fälle n а i,3(mod 6) 

Nach /8/ existieren schon für X ■ 1 Systeme mit V(B^*^) » ß. 

Es handelt sich um Steinertripelsysteme. 

2.2. Der Fall n » O(mod 6) 

Ea existieren Systeme 8^*^ mit V(Br)*1) • {(1,3), (2.4), (5,6), 

(7.8) .(n-l.n)J und Bn*1(1 mit V(Bnt1#1) - {(1.2). (2.3). 

(З.П-1). (n-1,1)}. 

Für Bn 2 Bn*1WBn*11 gilt V(Bn2) - {(1.3). (2.4). (5.6), 

(7.8) ,...,(n-1 ,n), (1,2), (2,3), (3,n-l), (n-1,1), (l.n), 

(2,n). (n-l,n)j. Mit T :• {(1,2,3), (l,n-l,n), (3,n-l,n), 

(2 ,4 ,n) , ( 5,6,n) , (7.8.П).(П-З.П-2.П)} gilt Bn*2 ■"Bn> 2WT, 

wobei V(Bn*2) " P 
*0 



2.3. Der Fall n = 2(mod 6) 

2.3.1. X. 2; Wir wählen 8^*1 eo, daß V(Bn*1) - £(1.2), (3,4), 

.... (n-l,n)} let. Dee weiteren existiert ein Steinertripelsy- 

eten Für Bn>2' gilt Ѵ(В„>2) - {(1.2). 

(3.4) .(n-l.n), (l.n). (2,n). (n-l.n)}. Mit T {(l,2.n), 

(3,4,n). (n-3,n-2,n)} erhalten wir 

Bn% " Bn 2 WT, wobei V(Bn*2) - {(n-l.n). (n-l,n)} let. 

2.3.2. Л ■ 3: Wir wählen B^ eo. daß VJB^j) - {(l.n). (2,n-l), 

(3.4) . (5.6),..., (п-З.п-2)} let. Für Bn 3 B„*2 ^ B„tl gllt 

dann V(Bn 3) m {(n-l,n), (n-l.n). (l.n). (2,n-l).(n-3,n-2)}. 

Es 1st schon Bn 3 “ ѲП*3 we9en lv(Bn 3)I * 7 + 2- 

2.3.3. X - 4; Wir wählen ein Stelnertripelsystea B^*^ i über 

der (n-l)-Menge {2.n). Für Вп Д :■ вп*зУ#ѳп!і,і Э11* 

V(Bn ) - {(n-l.n), (n-l.n). (l.n), (2.П-1). (3,4), (5.6). 

(П-З.П-2), (1.2). (1.3). (l.n)}. Mit T {(1.2.П-1). 
(1.3.4) , (1,5.6). (l,n-3.n-2)} erhalten wir 

Bn% вп.4^т- "°bei V(Bn*4) - {(l.n). (l.n). (n-l.n), 

'n-l,n)} 1st. 

2.3.4. Л » 5; Wir wählen B^ so. daß Ѵ(В^д) - {(l.n-1). (2,r), 

(3.4) , (5,6). (п-З.п-2)} ist. Für Bn 5 Bn*4 B^ gilt 

V(Bn 5) - {(l.n). (l.n). (n-l.n). (n-l.n). (l.n-1). (2,n), 

(3.4) . (n-3,n-2)}. Mit T {(1,n-l.n)} erhalten wir 

Bn*5 - Bn 5t±)T, wobei V(Bn*s) ■ {(n— 1, n), (l.n). (2,n), (3.4). 

(5.6). (п-З.п-2)}, d. h. |Ѵ(ВП*5)| -7+1 !•*. 

2.3.5. Л - 6: Wir wählen ein Stelnertrlpelsyatea j Ober 

der (n-l)-Menge {2.n}. Für Bn 6 д gilt 

21 



Ѵ(ВП 6) - {(n-l.n). (l,n), (2,n), (3.4). (5,6),..., (п-З.п-2), 

(1.2) , (1.3). (l,n)}. Mit T s» {(l.n-l.n), (1,2,n), 

(1.3.4) , (1,5,6)...., (l,n-3,n-2)} erhalten wir 

Ѳп% " B„,6*T. »»bei V(8n*6) - f» ist. 

2.4. Oer Fall n s 4(mod 6) 

Wir wählen Bn*x so, daß V^’j) - {(1,2), (2,3), (2,4), (5.6), 

(7,8),..., (n-l.n)} 1st. Oes weiteren sei B„ti i sin Steiner- 

tripelsystem Ober der (n-l)-Menge {2.n}. FOr Bn 2 Bn^l 

ІІІвДд allt V(an,2) * {(1.2). (2.3). (2,4). (5.6). (7,8), 

.... (n-l.n), (1,2), (1,3). (l.n)}. Mit T {(1.2.3). 

(1.2.4) , (1,5,6), (1,7,8). (l,n-l,n)} erhalten wir 

Bn% Bn,2^T' "obei V(Bn%) - 9 !•». 

2.5. Oer Fall n s 5(mod 6) 

2.5.1. Я - 2: Wir wählen zwei Systeme B* 1 und B* 1 so, daß 

V(B*‘i) - {(1,2), (2.3). (3.4), (4.1)} und Ѵ(В*д) - {(1,3). 

(3.2) , (2,4), (4,1)} ist. Mit T [(1,2,3), (2,3,4)} erhalten 

Wir Bn»2 В*д Bn”i VS T, »obei V(Bn*2) - [(1.4) , (1.4)} 1st 

2.5.2, л - 3: Wir wählen В^д so. daß Ч(Ъ*г) • {(1.2), (2,4), 

(4.3) , (3.1)} ist. FOr Bn 3 Bn*2 \jf B^ gilt 

v(Bn_3) - {(1.4). (1.4). (1.2), (2,4). (4.3), (3,1)}. 

Mit T :» [(1,2,4), (1,3,4)} erhalten wir 

Bn*3 " Bn,2^T. wobei V(Bn*3) - 9 ist. 

Damit 1st die Fallunterachefdung abgeschlossen. 

Wir erinnern daran, daß A0(n) die kleinste positive, ganze Zahl 

war, fOr die V(Bn*^ (nj) ■ 9 1st. Wie wir eben ermittelt haben, 

gilt 
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(4) li 
1 für n а l,3(mod 6), 

2 für n ■ 0,4(mod 6), 

3 für n » 5(mod 6), 

.6 für n s 2(mod 6). 

Um Jetzt allgemein 8п*д mit A>AQ(n) zu konatruleren, zerlegen 

wir А in Я • qAg(n) + r (0 4 г<Л0(п)). Ein maximal A-koneieten- 

tes System ist 

Bn*r- wobei 
(5) 

q-mal 

V(Bn*A) = V(Bn*r) gilt. Damit ist Satz 1 bewiesen. 

3. Bemerkungen 

3.1. Ein bekannter Satz von Hanani (vgl. /3/, S. 337) lautet: 

Notwendig und hinreichend für die Existenz eines balancierten 

unvollständigen Blockplanes mit к • 3 und beliebigem А ist, daß 

A(n-l) • 0(mod 2) und An(n-l) s 0(mod 6) gilt. Beachtet man, 

daß es eich hierbei um Tripelsysteme Bn A mit V(Bn A) » (3 han¬ 

delt, so ergibt sich der Beweis des Satzes sofort aus (2) bis 

(5). Oie Arbeit /8/ basiert nicht auf dem Satz von Hanani, In 

der Einfachheit der praktischen Konstruktion von balancierten 

unvollständigen Blockplänen scheint unser Verfahren eine Zwi- 

schenstellung zwischen Hananis ursprünglicher Methode und der 

direkten Methode von Hwang und Lin /4/ einzunehmen. 

3.2. Unabhängig von /8/ gibt es noch weitere Methoden, maximal 

l-konaistente Systeme Вп*^ zu konstruieren. Schon 1847 löste 
Kirkman /6/ dieses Problem, Oedoch beging er in den Fällen 

n s 4.5(mod 6) einen Fehler, der 1895 von Brunei /1/ bemerkt 

wurde. Aber auch diese beiden Fälle können mit einer entspre¬ 

chend modifizierten Kirkman-Methode behandelt werden. 

3.3. Für alle positiven ganzen Zahlen n und А lassen sich Sy- 

steme Bn*A+1 und Bn*A mit Bn*x+1 - WU angeben. Hierbei 

ist U wieder ein Tripeleystem. Für Л ■ 0 let dies trivial und 
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und U aus unserer re- für О < Л <Л0(п) können wir Bn*x. Bn*A+1 

kursiven Konstruktionemethode entnehmen. 

Ist Л ■ qAg(n) + r (q» 1, 0<r< n)), so finden wir Bn*p+1 und 

Bn#r mit Bn*r+1 ■ B|l*'rti/U, wie wir eben gesehen haben. 

q-mal 

q-mal 

4. Lösung des Problems 

Wir kehren nun zur ursprünglich gestellten Aufgabe zurück. Sel¬ 

en V bzw. p die größte bzw. kleinste Valenz der Paare eines 

f-Tripelsystems. Wir bezeichnen mit v* das Minimum von p und 

mit d* das Minimum von v - V bez. aller f-Tripelsysterae. 
Schließlich sei 

T min {Я : bv(n.A) » f}. (6) 

Satz 2: Es gilt T und d*4 2. 

Beweis: Angenommen, es wäre Dann gilt wegen (6) b^^.<f. 

Aue der Definition von V*folgt, daß es ein Tripalsystem mit 

f Tripeln gibt, in dem die maximale Valenz der Paare У* ist; mit 
anderen Worten, es existiert ein V*-konslstentee f-Tripelsystem. 

Aue (1) folgt aber b^ y* 4 f, und so erhalten wir einen Wider¬ 

spruch. Es reicht also für den ersten Teil des Satzes aus zu 

zeigen, daß es f-Tripelsystems mit V - T, d. h. T-konslstente 

f-Tripelsysteme gibt. Hierzu wählen wir B(l*r_1 und 8^*%. so, daß 

впд ” 8п*,Г-1 ^ u Gilt. Dies möge so geschehen, wie es in Be¬ 

merkung 3.3. formuliert ist. Wir fassen in W beliebige 

f - bn*r_i Tripel von U zusammen. Das ist wegen b* ^< fW b*r 

(Beziehung (6)} möglich. 
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Nun lat Bn T !« W W ein f-koneietentee f-Tripelsyetea. 

Ua die Auaaaga baz, d* zu beweisen, benutzen wir das eben kon¬ 

struierte Syetea Bn r. Ist n s l,3(aod 6), eo gilt v к Г-1 und 
V * T. also d* < 1. Abgesehen von den Fällen n = 2(mod 6), 
Г S 3.4,5(aod 6) und n * 5(aod 6). T * O(aod 3) gilt offen¬ 
sichtlich V к T - 2 und 7 « Г (aan betrachte V(B ), also 

let d* * 2. 

Fassen wir wie oben in W beliebige (f - bn*T-_J) Tripel von U zu- 

eeaeen, eo können wir in den restlichen Fällen nur auasagen, 

daß V к Г - 3 let. Enthält nun aber W auch noch dasjenige Tri¬ 
pel von U, welches das Paar aueechöpft, das zweimal in 

V(Bn*r_1) vorkommt, eo gilt auch für diese Fälle V к t - 2 und 

damit d" « 2. Im Fall n в 2(mod 6), f i 5(eod 6) gibt es zwar 

sogar zwei Paare, die zweimal in V(B *T-1) enthalten sind, näm¬ 

lich (l,n) und (n-l,n), aber es liegt (l,n-l,n) in u. 

Damit 1st Satz 2 bewiesen. 

5. Offene Probleme 

5.1. Man entwickle eine direkte Konstruktloneaethode für Bn*^. 

5.2. Man behandle die anfangs gestellte Aufgabe unter der Zu¬ 

satzbedingung, daß die Tripel la f-Trlpeleystem höchstens ein¬ 

mal Vorkommen. Offenbar muß dann f * sein. 
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Roatock. Hath. Kolloq. g, 27 - 35 (1981) 

Hana-Dietrich o. F. Gronau 
Roland Rei■er 

Ober nichtiao■orphe ela■entera blockwiedarholungafreia 
2-(8,4,A)-Blockpllne II 

1. Einleitung und Reaultete

05805 
62K10 

In /3/ wurde gezeigt, daß blockwiederholungafraie 2-(8,4,A)­
Blockpllna nur fOr � • 3, 6, 9, 12 und 15 axiatieren können. 
FOr � € {3,12,15} wurde jeweila dia Anzahl der paerweiae nicht­
iao■orphen aowie der nichtiao■orphen ala■entaran Blockpllne ba­
atim■t1.
In diaaer Arbeit wird die Anzahl dar paarwaiae nichtiao■orphan 
blockwiaderholungafraien Blockpllne fOr � • 6 und�• 9 ba­
ati■at. In da■ anachließendan dritten Teil wird 
achliaßlich die Anzahl dar nichtiao■orphan elementaren block­
wiedarholungafreien Blockpllna ar■ittalt. Dabei iat daa Ziel 
nicht nur die Beati■aung der Anzahl, aondarn es wird auch, wie 
in /3/, aua jeder Klaaae iaoaorphar Blockpllna ein Vertreter 
ermittelt. Zwar reicht die Kanntnia dar alaaentaran Blockpllne 
aus. ua alle paarweiae nichtiao■orphan Blockpllna zu arzaugan, 
doch ist daa schon bei den hier behandelten Parametern ait 
außerordentlich gro8ea Aufwand verbunden. Wir sehen deshalb 
diese Ergebnisse nicht nur ala Hilfaraaultate fOr die Baati■-
■ung dar elementaren Blockpllne an, aondern meeaen ihnen, auch
i■ Intereaae von Anwendern, aelbatlndiga Bedeutung bei.
Unaera Raaultate wurden ■ittala eine■ Proza8rachnera PRS 4000
erzielt. Die dabei geaachtan Erfahrungen zeigen, daß eine Bear­
beitung "per Hand" prektiach un■6glich iet.
Wir erzielten folgende Hauptraaultata.

1 oafinitonen aller Begriffe findet un in /3/. De wir una auah 
sonat· aahrfach auf /3/ beziehen -rden, iat di� Kanntnia von 
/3/ zweckalßig. 
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Satz 1: E# gibt genau 164 paarweise nichtlaoaorphe blockwieder¬ 

holungefreie 2-(8,4,6)-Blockplane. 

Eine Liste von Vertretern der 164 Klaeeen isomorpher Blockpla¬ 

ne liegt den Autoren vor. 

Wegen der eineindeutigen Abbildung 8' • B*(8,4) - B" zwischen 

den 2-(8,4,6)-BlockpHnen 8' und den 2-(8,4,9)-Blockplänen B" 

folgt aus Satz 1 sofort: 

Satz 2: Ее gibt genau 164 paarweise nlchtlsomorphe blockwieder¬ 

holungefreie 2-(8,4,9)-Blockplane. 

Wir werden im folgenden unsere Methode zum Beweis von Satz 1 

erläutern und die Zwischenreeultate mittellen. 

2. Charakteristiken der Blockplane 

Für 2-(8,4,6)-Blockpläne ergeben sich als Parameter b ■ 28 und 

r « 14. 

Ähnlich wie in /3/ werden auch hier Blockplane Vorkommen, bei 

denen die (®) Tripel mit verschiedenen Häufigkeiten auf treten. 

Wir ordnen jedem Blockplan В den cherakterietiechen 5er-Vektor 
(Wq.Wj^ ,w2,Wj,w4) zu. wobei w^ (1 E {0,1.4}) die Anzahl der 

Tripel bezeichne, die in В genau i-mal auf treten. Wir ermähnen, 

daß ein 5er-Vektor (Wg.Wj^.Wg.Wj.w^) stets die Gleichungen 

*0 ♦ "l + "2 + "3 + "4 * (3) - 56 (1) 

und 

"l + 2w2 ♦ 3w3 + 4w4 . 28 . (j) . 112 (2) 

erfüllt, wegen 

Lemma 1: Kein 2-(8,4,6)-Blockplan enthalt ein Tripel mehr als 

viermal. 

Beweis: Wir führen den Beweis indirekt. Ein 2-(8.4,6)-Block- 

plan В enthalte ein Tripel, o. 8. d. A. das Tripel 123, Sfach. 

Dann gibt es je einen Block mit 12. 13 und 23 und jeweils ge¬ 

nau 7 Blocke alt 1, 2, 3. Oe diese Blocks alle paarweise ver¬ 

schieden elmä, müßte В mindestens 29 Blocks enthalten, was 

aber b - 28 widerspricht. Analog führt man den Fall, daß ein 

Tripel 6aal vorkommt, zum Widorapruch. . 
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Weiterhin werden wir die 3fech auf tretenden Tripel von jedem 

Blockplan untereuchen und die Vektoren (,a2....,e8) und 

(Vq.Vj^.v7) bilden. Dabei bedeute a± (i e {1,2,...,8}) die 

Anzahl der Ziffer 1 in den 3fach auftretenden Tripeln, und es 

sei 

VJ * I «1 * J}| • Je І0.1.7}. 

Der Vektor (a1,a2>...,a8) wird в-Vektor und der Vektor 

(v(J,v1,... ,v7) charakteristischer 8er-Vektor genannt. 

Wie sich gezeigt hat, kommt а^ьв för keinen Blockplan und 

kein 1 vor. Auch hier seien die Beziehungen 

7 7 

Sv*-8 und 51 * "1"=- "3 
erwähnt. 

Für den Nachweis der Nichtleomorphle von Blockplanen sind die 

folgenden beiden Lemmata, die sofort einzusehen sind, äußerst 

wichtig. 

Lemwe 2: Zwei 2-(Ѳ,4,6)-Blockpl8ne mit verschiedenen Ser-Vekto¬ 

ren sind nichtisomorph. 

Lemma 3: Zwei 2-(8,4,6)-Bl0ckplSne mit verschiedenen Ber-Vekto- 

ren sind nichtisomorph. 

3. Hauptfelldlskueelon 

Aue den Gleichungen (1) und (2) folgt sofort für jeden 

2-(8,4,6)-Blockplan w2 ♦ Wj + w4 > 0. Demit ergeben sich 3 

Hauptfälle: 

Fall 1; w2 > O, Wj • w4 ■ 0, Dann ergibt sich für den Ser-Vek¬ 

tor sofort (0,0,56,0,0). Also ist der 2-(8,4,6)-Blockplen so¬ 

gar ein 3-(Ѳ,4,2)-Blockplen. Nach /2/, Satz 4 und /1/. Lemma 3 
folgt, daß es bis auf Isomorphie genau einen Blockplan von die¬ 

sem Typ gibt. 

Fall 2 i w3 > 0. Dieser Fall 1st der entscheidende. Ihn 

werden wir ln den nächsten Paragraphen behandeln. 
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Fall 3: *д > 0. Auch dlaaar Fall wurde, teils alt Computer und 

tells "per Hand" vollständig behandelt. Dabei zeigte sich, dsB 

kein Blockplan alt w3 » О auftrat. Folglich 1st der Fell 3 
vollständig la Fall 2 enthalten. Dennoch konnten alle Ergebnis¬ 

se alt den entsprechenden la Fall 2 verglichen werden. Diese 

Kontrolle ergab stets volle Übereinstimmung. 

4. Erzeugung der 2-(8,4,6)-Blockpläne mit w3 > 0 

Wir nehmen о. B. d. A. an, daß das Tripel 123 genau dreimal 

auf tritt. Dann hat В (o.B.d.A.) den folgenden Aufbau: 

В - 

wobei 

t » 

111 
222 

111 
333 

222 
333 

11111 22222 33333 

(Fall 1) oder (Fall 2) ist. 

Bezeichnet a±. b^. c^, x1# y±. z^ bzw. t^ (1 £ {4,5,6,7,8}) 

jeweils die Anzahl der Ziffer 1 ln der Matrix 

a, b, с, X, y, z bzw, t, so folgt wegen Л « 6 speziell für die 
Paare mit einer 1,2,3 und r « 14 

a. ♦ bt ♦ xt ■ 5 

•l + °1 + Vi - 5 

bj + ct ♦ Zj ■ 5 

♦ bl * C1 ♦ *1 * yl ♦ *1 ♦ »1 13 

bzw. 

#1 + bj ♦ x4 ■ 6 

•i * C1 + yi ■ 6 

b. ♦ C^ ♦ Zj m 6 

*1 * Ь1 * C1 * *1 * V1 * Z1 * *1 ‘ 14 

1 £ [4,5,6} 

> 1 £ {7,8}. 
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Weiterhin können wir o. B. d. A. annehaen, daß a? » b? к c7 und 

für a7 - b7 bzw. b7 - Oy auch a0 к b0 bzw. b0 к o0 ist. Da we¬ 

gen der Blockwiederholungsfreiheit a7 + a0 4 4 und b? + b0 4 4 

ist. ergeben sich folgende Unterfälle: 

Fall 

Unterfallj 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12 13 14 123456789 10 

a7 

b7 

C7 

333333333 

222221111 

000001111 

2 2 

2 2 

1 1 

2 
2 
1 

2 
2 
1 

2333333222 

2222111222 

1000111111 

2 

2 
1 

*8 

b8 

C8 

1110 0 11 

2 10 2 13 2 

1 2 3 2 3 0 1 

0 0 2 2 2 1 

3 2 2 1 0 1 

12 0 12 2 

1110110222 1 

0212323210 1 

3233122123 3 

Die Fälle 2.6, 2.9 bzw. 2.10 lassen sich mittels der Permuta¬ 

tionen (123)(78), (132)(78) bzw. (132)(78) auf die Fälle 2.2, 

2.1 bzw. 2.5 zurückführen. Ferner eei erwähnt, daß in den Fäl¬ 

len 1.3 und 1.5 keine Blockpläne existieren, was sich aus 

x8 « 5 schnell ergibt. Also sind tatsächlich genau 19 Unterfal¬ 

le zu diskutieren. 

Für a. b und c kommen jeweils solche 2X3-Matrlzen ln Frage, 

deren Spalten aus paarweise verschiedenen Paaren aus verschie¬ 

denen Zahlen von (4,5,6,7,8] bestehen und die Anzahl von Sieben 

und Achten entsprechend den Unterfällen enthalten. Für jede 

dieser Kombinationen werden alle Kombinationen betrachtet, bei 

denen für x, у und z 3X5-Matrlzen eingesetzt werden, die 
aus paarweise verschiedenen Tripeln verschiedener Zahlen aus 

(4,5,6,7,8} gebildet wercen können. Da hier Matrizen, die sich 

nur durch die Reihenfolge der Spalten oder der Elemente ln den 

Spalten unterscheiden, als gleich anzusehen sind, gibt es für 

(5) 

a, b, und c jeweils ( | ) » 120 und für x, у und z ( 0 ) - 252 

paarweise verschiedene Matrizen. Hierbei sind insgesamt 

828 511 400 Möglichkeiten zu betrachten. In jedem Fall wird ge¬ 

testet, ob jedes Element genau (r») 14mal und Jedes Paar (A«) 

6mal auf tritt, d. h.. ob wir tatsächlich einen Blockplan erhal¬ 

ten haben. 
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Es ergeben eich genau 9868 Blockplane. Dabei 1st klar, daß in 

dieser Menge von Blockplanen aus jeder Klasse isomorpher Block¬ 

plane mindestens ein Vertreter vorhanden ist. Oie Aufgabe be¬ 

steht jetzt darin, alle Isomorphen Blockplane zu finden und 

diese bis auf einen zu streichen. 

5. Isomorphie-Betrachtungen 

Belm Studium der 19 Falle läßt sich erkennen, daß ln einigen 

Fällen mit einem Blockplan auch alle, durch Anwendung gewisser 

Permutationen erhaltenen, Blockpläne enthalten sind; z. 8, im 

Fall 1.1 bez. der Permutationen Ober {4.5,6}. Nach Eliminierung 

von isomorphen Blockplänen bez. dieser Permutationen ergeben 

sich Insgesamt genau 1680 Blockpläne. Als nächster Schritt wur¬ 

de jedem Blockplen sein 5er- und Ber-Vektor (s. § 2) zugeordnet 

und entsprechend dieser neuen Klasseneinteilung sortiert. Es 

ergeben sich genau 77 Klassen (s. Tabelle). Isomorphie-Betrach¬ 

tungen sind jetzt nur innerhalb dieser Klassen durchzuführen. 

Alle Blockpläne werden auf Normslform gebracht, d. h. , der 

a-Vektor (at,e2.,ag) hat die Form Sj * e2 * ••• * *g. Durch 

Anwendung gewisser Permutetlonen 1st das natürlich stets mög¬ 

lich. Die 5er- und Oer-Vektoren ändern sich dabei nicht. Sind 

zwei Blockplane В und B' isomorph, so gehören sie derselben 

Klasse an; ihre e-Vektoren können jedoch verschieden sein. Oie 

a-Vektoren der Normalformen dagegen sind gleich. Beispielsweise 

hat ein Blockplan von Fall 1 (s. Tabelle) mit dem Ber-Vektor 

10421000 in Normalform den a-Vektor (4,3,3,2,2,2,2,0). 

Sind nun zwei Blockpläne in diesem Fall Isomorph, so sind sie 

sicher durch eine Permutation ineinander Oberführbar, bei der 

nur Zahlen gleicher Häufigkeit permutiert werden, d. h. in un¬ 

serem Fall durch eine Permutation vom Typ • “Г2- wobei 
sine Permutation Ober {2,3) und eine Permutation über 

{4,5,6,7} ist. 7 

Folglich sind bei Nlchtlaomorphle genau ТГѵ.і Permutationen 
i-o 1 

enzuwenden und zu testen. Im Fall 1 also jeweils nur 48. 

Für alle Fälle mit max v^ 4 5 wurden diese Untersuchungen voll- 
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ständig mit dem Computer durchgeführt. Oie Fälle mit тех ѵ^еб 

(d. h., eine große Anzahl von Permutationen ist ggf. zu be¬ 

trachten) wurden mittels verfeinerter Methoden "per Hand" er¬ 

ledigt. Oas Endergebnis, die Klasseneinteilung und die Anzahl 

der nichtisomorphen Blockpläne, wird in der folgenden Tabelle 

angegeben. 

Nr. 5er-Vektor Ber-Vektor Anzahl Summe 

1 0 6 44 б О 
2 
3 
4 
5 О 8 40 8 О 
6 
7 
8 
9 

10 
11 
12 О 9 38 9 О 
13 
14 
15 
16 
17 
18 О 11 34 11 ‘ О 
19 
20 
21 
22 
23 
24 О 12 32 12 О 
25 
26 
27 
28 
29 
30 
31 
32 
33 
34 
35 О 14 28 14 О 
36 
37 О 10 37 8 1 
38 
39 
40 
41 
42 О 11 35 9 1 
43 
44 

10421000 1 
20060000 1 
10340000 1 
00620000 2 
00412100 1 
00420200 1 
00331100 2 
00323000 2 
00242000 6 
00161000 2 
000800 00 4 
00142100 6 
10032200 1 
00215000 2 
00231200 2 
10016000 1 
00053000 3 
00121310 б 
00023300 12 
0 0105110 6 
00112400 8 
00032210 4 
00016010 2 
00200420 1 
00102410 1 
00021410 4 
10001420 1 
000 1 2500 1 
00013310 2 
00014120 1 
00005210 2 
00020600 4 
00022220 1 
00014201 2 
00002321 4 
00000701 2 
00331100 1 
00250100 1 
00242000 4 
00161000 1 
00323000 1 
00312200 1 
00223100 3 
00142100 1 

5 

18 

15 

38 

20 

6 

8 
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Nr 5er-Vektor 8er-Vektor Anzahl Summe 

45 
46 0 13 31 11 1 
47 
48 
49 
50 
51 0 10 38 6 2 
52 0 12 34 8 2 
53 1 8 37 10 0 
54 
55 
56 
57 
58 
59 1 9 35 11 0 
60 
61 
62 
63 1 11 31 13 0 
64 
65 
66 
67 
68 
69 2 6 38 10 0 
70 2 8 34 12 0 
71 1 8 38 8 1 
72 
73 
74 1 10 34 10 1 
75 
76 1 9 37 7 2 
77 2 7 37 9 1 

00134000 1 
00112400 2 
0 0 121310 1 
00024110 3 
00015200 1 
00031400 1 
01430000 1 
00331100 1 
00034100 3 
00124010 1 
00042200 1 
00131300 1 
00123200 1 
00132110 1 
00113210 2 
00023300 1 
00104300 2 
00211220 1 
00101411 1 
00012230 3 
00011501 1 
00013121 1 
00100520 1 
00011420 1 
00034100 1 
00013310 1 
00161000 5 
00404000 1 
00323000 1 
00131300 1 
00115100 3 
00431000 1 
00134000 1 

6 

8 
1 
1 

8 

6 

8 
1 
1 

7 

4 
1 
1 
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Roland Reiner 

Ober nichtisomorphe elementare blockwiederholungsfreie 

2-(8,4,A)-Blockpläns III 

1- , Einleitung und Resultate 

Mit dieser Arbeit schließen wir unsere Untersuchungen der 

blockwiederholungsfreien 2-(8,4,X)-Blockplänen ab,1 Blockpläne 

mit А m 3, 12 und 15 wurden in /1/ studiert. In /2/ wurde die 
Anzahl der nichti^omorphen Blockpläne mit Л « 6 und A - 9 be¬ 

stimmt und aus jeder Klasse isomorpher Blockpläne ein Vertreter 

ermittelt. Hier werden wir schließlich unter Benutzung der Re¬ 

sultate von /2/ die Anzahl paarweise nichtisomorpher elementa¬ 

rer blockwiederholungsfreier Blockpläne für A * 6 und A« 9 be¬ 

stimmen. Wir erzielten folgende Hauptresultate. 

Satz li Es gibt genau 128 paarweise nichtisomorphe elementare 

blockwiederholungsfreie 2-(8,4,6)-Bl'ockpläne. 

Satz 2: Es gibt bis auf Isomorphie genau einen elementaren 

blockwiederholungsfreien 2-(8,4.9)-Blockplan. 

Listen mit Vertretern von entsprechenden Blockplänen werden in 

Abschnitt 3 gegeben. 

2, Die Beweismethode 

Ist ein 2-(8,4,6)-Blockplan nicht elementar, so 1st er aus zwei 

disjunkten 2-(8,4,3)-Blockplänen zusammengesetzt. Ein 2-(8^.9)- 

Blockplan ist genau dann nicht elementar, wenn er aus einem 

2- (8,4,6)- und einem disjunkten 2-(8,4,3)-Blockplan oder drei 

paarweise disjunkten 2-(8.4,3)-Blockplänen zusammengesetzt lat. 

Wegen der eineindeutigen Abbildung В ■ B*(8,4)\8 zwischen den 

2-(8 ,4,9)-Blockplänen В und den 2-(8.4,6)-Blockplänen 8 (1ns- 

1 Alle hier benutzten Begriffe sind in /1/ definiert. 
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besondere sind zwei ß'e genau denn Isomorph, wenn die entspre¬ 

chenden B's isomorph sind) 1st ein 2-(8,4,9)-ВІоскрІап В genau 

dann zusammengesetzt, wenn der entsprechende Blockplan В zu 

einem 2-(8,4,3)-Blockplan disjunkt 1st. 

Wir erinnern daran, daß genau 4 paarweise nichtisomorphe 

2-(B,4,3)-Blockpläns existieren (s. /1/). 

Zusammenfassend ergibt sich, daß folgender Algorithmus genau 

die elementaren Blockpläne liefert. 

1.1. Zunächst werden alle 164 paarweise nichtisomorphen block- 

wlederholungefreien 2-(8,4,6)-Blockpläne (s. /2/) mit zwei 

Markierungen "o" versehen. 

1.2. Stellt sich heraus, daß ein Blockplan dieser Liste einen 

2-(8,4,3)-Blockplan enthält, d. h., er ist nicht elemen¬ 

tar, so ändern wir die erste Markierung und geben die Num¬ 

mer des 2-(8,4,3)-Blockplans und die angewandte Permuta¬ 

tion an. 

1.3. Stellt sich heraus, daß ein Blockplan der Liste disjunkt 

zu einem 2-(8,4,3)-Blockplan ist, d. h., der zugehörige 

2-(8,4,9)-Blockplan 1st nicht elementar, so ändern wir die 

zweite Markierung und geben die Nummer des 2-(8,4,3)- 

Blockplans und die angewandte Permutation an. 

2. Es werden nacheinander die 81 Permutationen der Zahlen 

^1,2,...,8} betrachtet, und jede dieser Permutationen wird 

auf die 4 paarweise nichtisomorphen 2-(8,4,3)-Blockpläne 

(s. /1/) angewandt. Oeder derart erhaltene Blockplan wird 

1. mit jedem der 164 Blockpläne mit erster Markierung "o" 

auf Enthalteneeln und 

2. mit jedem der 164 Blockpläne mit zweiter Markierung "o" 

auf Oisjunktheit getestet. 

Im positiven Fall wird die entsprechende Markierung gemäß 

1.2. und 1.3. geändert. Im negativen Fall bleibt die Markie¬ 

rung "o" erhalten. 

3. Nach voller Abarbeitung des Algorithmus ergeben sich alle 

der 164 Blockpläne mit erster Markierung "o" als elementare 

2-(8,4,6)-Blockpläne und alle der 164 Blockpläne mit zweiter 

Markierung “o" als Komplement der elementaren 2-(8,4,9)- 

Blockpläne. 
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Von den zusammengesetzten 2-(8.4,6)- und 2-(8,4,9)-Blockplanen 

kennen wir auch jeweils einen Teilblockplan. 

3. Oie elementaren Blockpläne 

Im folgenden geben wir die 128 elementaren 2-(8,4,6)-Blockpläne 

und den einen elementaren 2-(8,4,9)-Slockplan an. Ole 2-(8,4,6)- 

Blockpläne sind numeriert, und es ist in Klammern die jeweilige 

Klasse entsprechend der Liste in /2/ vermerkt. 

Die elementaren 2-(8 ,4,6)-Blockpläne: 

1(6) 

1111111111111122222222333445 
2222223333344433333455444566 
3445675556755644566567567677 
4676786788878858778888678788 

3(9) 

1111111111111122222222333445 
2222223333344533333444456556 
3455674445667644557566567677 
6567885788788767788878688788 

5(9) 

1111111111111122222222333444 
2222223333345533333456445556 
34445744 56656644 566577 577667 
5678687877887856878788688788 

7(11) 

1111111111111122222222333334 
2222223334445633344456444555 
3334574565566745655667567677 
4567788786878878868878678788 

9(11) 

1111111111111122222222333334 
2222223334445633344455444565 
3334574575566745656766556677 
4567886786887887867878787888 

11(12) 
1111111111111122222222333334 
2222223334445633344556444555 
3334454665577744566677557666 
5785866786788867878788788788 

2(9) 

1111111111111122222222333445 
2222223333344533333444455566 
3455674446657644567556567677 
5667885787888767878788688788 

4(9) 

1111111111111122222222333444 
2222223333344533333456455556 
3445664456756744457567566677 
5588786778867867868778878888 

6(9) 

1111111111111122222222333444 
2222223333344633333456455555 
344 5 5644557 567444 56767667667 
8567886767887857867878888788 

8(11) 
1111111111111122222222333334 
2222223334445533344456444565 
3334574575666645755667556677 
4567888786787866878878787888 

10(12) 

1111111111111122222222333445 
2222223333344533333455444566 
3444664556757644567567556677 
5568787688878768778788687888 

12(12) 

1111111111111122222222333445 
2222223333344533333455444566 
3444664556757644567567556677 
5568787678888767878788688788 
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13(12) 

1111111111111122222222333334 
2222223334445633344556444555 
3334454675566744567667556677 
5675Ѳ77886878Ѳ6887878867Ѳ7ѲѲ 

15(14) 

1111111111111122222222333335 
2222223334444533344445444566 
3336674555567645655567567677 
4567888786778878767888688788 

17(15) 

1111111111111122222222333334 
2222223334445533344556444556 
3334464675556744557667566677 
5676877886788858878788678788 

19(18) 

1111111111111122222222333445 
2222223333344433333444456556 
3555664456655744557667577667 
4678786877878857688788688788 

21(18) 

1111111111111122222222333334 
2222223334444633344556445555 
3334574565566744455667676677 
5687885776878867867788887888 

23(18) 

1111111111111122222222333335 
2222223334445633344455444446 
3334465665557755756766556677 
4576887786788868877878687888 

25(19) 
1111111111111122222222333444 
2222223333344633333445455556 
3455574456656744567566567677 
4767885887867867688887778888 

27(19) 
1111111111111122222222333444 
2222223333355633333445445556 
3444554445667745667666557677 
7578686786878858788787678888 

29(19) 
1111111111111122222222333334 
2222223334445633344556444455 
3334455675556745566677566776 
4677886886787856878788778888 

14(14) 

1111111111111122222222333334 
2222223334455533344455444466 
3334474565666755656667555777 
4675888786778868777888678888 

16(15) 

1111111111111122222222333444 
22222233 33344533333455456556 
3446674455756644455567667677 
6587885778867867868778878888 

18(17) 

1111111111111122222222333344 
2222223333444633334556445555 
3344574556556744456667676767 
6757888678678856887788787888 

20(18) 

1111111111111122222222333335 
2222223334444433344455444566 
3335665555566744755766566777 
4687786787878857868878678888 

22(18) 

1111111111111122222222333335 
22222233344456333444444445 56 
3335574455676766755566556677 
4567887866788878867878788788 

24(18), 

1111111111111122222222333444 
2222223333355533333445446556 
3444674445566745566567577667 
7568886786778856878778888788 

26(19) 

1111111111111122222222333444 
2222223333344633333446455555 
34555744566567445э6567767бб7 
4767885887867867678888878788 

28(19) 

1111111111111122222222333334 
2222223334445533344556444456 
3334455675676645656677555677 
4685776788887887867888678788 

30(19) 

1111111111111122222222333334 
2222223334455633344455444465 
3334474555666756655667556777 
4576888687778877868788678888 
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31(19) 1 

1111111111111122222222333444 
2222223333344633333456445555 
3445574556656744556667577667 
4576887677888868788778688788 

33(19) 
1111111111111122222222333334 
2222223334444533344556444556 
3334565675556744556677567667 
4788686786787856777888888788 

35(20) 
1111111111111122222222333334 
2222223334445633344556444455 
3334455575667746655677556766 
4587866786788867878788787888 

37(20) 
1111111111111122222222333444 
2222223333345633333445445556 
3445574455666745667556567677 
468788 5867877876788678878888 

39(20) 
1111111111111122222222333334 
2222223334444533344556444565 
3334555575667644656677556677 
4677786886788858868788787788 

41(21) 
1111111111111122222222333334 
2222223334445633344445445565 
3335554475666745656677556677 
4686785787788887767888687888 

43(21) 
1111111111111122222222333445 
2222223333344433333445456556 
3455574455666744467566567677 
6667885778878857878887688788 

45(21) 
1111111111111122222222333335 
2222223334444433344455444556 
3335576675556644666766557677 
4567887886787857878878688788 

47(21) 
1111111111111122222222333335 
2222223334444533344455444566 
3334564565667744756766555677 
5785676887788867888878678788 

32(19) 
1111111111111122222222333444 
2222223333344633333455445556 
3445574556656744567666557677 
4576887677888868788778688788 

34(19) 
1111111111111122222222333334 
2222223334444533344555444566 
3334565565567744756667556677 
4787676886788856888788787788 

36(20) 
1111111111111122222222333334 
2222223334455633344445445555 
3334574446667746655676576676 
5785685687878867878788787888 

38(20) 
1111111111111122222222333334 
2222223334445533344445445566 
3335674465566745555676566777 
4676785887878887867888677888 

40(20) 
1111111111111122222222333445 
2222223333344633333444455556 
3455664445756744567557666677 
5868785687877867878678878888 

42(21) 
1111111111111122222222333334 
2222223334445633344445445565 
3335554465676745656677556776 
4786785687788886767888787888 

44(21) 
1111111111111122222222333445 
2222223333344433333445456556 
3455574455666744466576577667 
7667885768878856878887788788 

46(21) 
1111111111111122222222333335 
2222223334444433344456444566 
3335555675566744556677555677 
4686786787878878767888678888 

48(21) 
1111111111111122222222333344 
2222223333455533334446444556 
3344564467566755665577556767 
4568777888678868787888677888 
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49(22) 

1111111111111122222222333335 
2222223334444433344455444566 
3335665575556644556767567677 
4678787886787858678878678888 

51(22) 
1111111111111122222222333444 
2222223333345633333445455556 
3445564445676744667557567667 
5786775678888868788688778788 

53(23) 
1111111111111122222222333334 
2222223334445633344556444455 
3334455665567745757667556766 
4567888786778867868788788878 

55(24) 
1111111111111122222222333444 
2222223333344633333445555556 
3455664445657744467557667667 
5678785786878867878688788788 

57(26) 

1111111111111122222222333345 
2222223333445533334444445656 
3346674445566745565557676767 
5767885687878876886788887878 

59(26) 
1111111111111122222222333444 
2222223333344633333455445556 
3445564555657744667567567667 
4786778678868856788888778788 

61(29) 
1111111111111122222222333334 
2222223334444533344556445565 
3334674555567644455677676676 
5686786787888757867888787888 

63(30) 
1111111111111122222222333344 
2222223333444633334556444555 
3344555567566744567677556667 
4858677878678867678888788878 

65(31) 
1111111111111122222222333334 
2222223334445533344556444456 
3334455675676745656677555667 
4785666887788878788788678878 

50(22) 

1111111111111122222222333334 
2222223334445633344456445555 
3334574465556744556667676677 
5678786886787857867888787888 

52(22) 
1111111111111122222222333445 
2222223333345633333445444556 
3444564455576745667567566677 
8567677867880857788888678788 

54(23) 
1111111111111122222222333334 
2222223334445533344556444465 
3334465565676745655677556776 
4586786878787887767888678888 

56(25) 
1111111111111122222222333445 
2222223333344433333456445556 
3445674566755644455667576677 
5587786878867867868788787888 

58(26) 
1111111111111122222222333444 
2222223333344633333455446555 
3445564555756744566767567667 
4786887678867856778878888788 

60(28) 
1111111111111122222222333334 
2222223334455633344555444456 
3334444575666745657667556767 
6785685788778868778788678888 

62(29) 
1111111111111122222222333334 
2222223334455633344556444455 
3334444556767746755667556766 
5685676788878887878788677888 

64(31) 
1111111111111122222222333445 
2222223333345533333445444556 
3444664456776645567567566677 
5567785788887886778888678788 

66(32) 

1111111111111122222222333334 
2222223334445633344455444555 
3334554665676745766766556677 
4785675788788868878878678788 
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67(32) 

111111111112.1122222222333344 
2222223333455533334455444656 
3344474456566745665667557767 
5767886878678856788788788878 

69(32) 
1111111111111122222222333334 
2222223334445633344555444465 
3334455575666745667667555677 
4785676888787876888788678788 

71(34) 
1111111111111122222222333334 
2222223334445633344556444455 
3334465565576745556677566776 
4785776886887866788888778887 

73(35) 
1111111111111122222222333345 
2222223333444433334455445656 
3345674556556744455667676767 
6867885677788857886778788888 

75(35) 
1111111111111122222222333444 
2222223333355633333445445556 
3444674445566745566556677677 
7578885676878867878687888788 

77(36) 

1111111111111122222222333334 
2222223334445533344556444465 
3334455665666745756677555776 
4567878788787876868888678887 

79(37) 
1111111111111122222222333445 
2222223333344533333444455566 
3455664446755644556567766777 
8778785678868756787688878888 

81(39) 
1111111111111122222222333445 
2222223333344533333445445566 
3445564466756644566567557777 
5787875878867878678688678888 

83(39) 
1111111111111122222222333345 
2222223333445633334445444556 
3344554456676745665667556777 
7858675867788878786788678888 

68(32) 

1111111111111122222222333334 
2222223334444633344455445555 
3335554665566744766766576677 
4786785787878856878878687888 

70(33) 

1111111111111122222222333445 
2222223333344433333456444556 
3445565566755744556677567667 
4786886778867856787788888788 

72(34) 
1111111111111122222222333445 
2222223333344633333444455556 
3455674445656744556566767677 
8578785676788878678678888788 

74(35) 
1111111111111122222222333344 
2222223333455633334446444555 
3344554457666755665677556767 
4757686888778867783888678878 

76(35) 
1111111111111122222222333334 
2222223334444533344556445565 
3334554675566744467677556676 
5676687887878857888788687887 

78(36) 
1111111111111122222222333444 
2222223333344533333446455556 
3455564456756644567567567677 
4867887867887756788778688888 

80(39) 
1111111111111122222222333334 
2222223334445633344456444555 
3334554675566745656767556677 
4576787886788836887878687788 

82(39) 
1111111111111122222222333444 
2222223333345533333445445556 
3445664456756745566576676677 
4788785678867857878687788888 

84(42) 
1111111111111122222222333445 
2222223333345533333444444566 
3445674455666755667555567677 
4678885867778867788678888788 
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85(43) 
1111111111111122222222333445 
2222223333344533333444456556 
3455664445767644567557567667 
5678785687878868678788788788 

87(44) 
1111111111111122222222333444 
2222223333345533333445445556 
3445674456656745566676576677 
4568887877867857878787683888 

89(46) 
1111111111111122222222333335 
2222223334445533344445444566 
3334574465566745656676557677 
5687786876788858767888788788 

91(47) 
1111111111111122222222333345 
2222223333445533334444445656 
3346674445576645575556676767 
5677885678887867886788887878 

93(48) 
1111111111111122222222333444 
2222223333344533333445555556 
3455674446756744456676667667 
6568785678878857887887788788 

95(49) 
1111111111111122222222333334 
2222223334455533344456444465 
3334474665566755556767556776 
4586786787878867868878787888 

97(51) 
1111111111111122222222333444 
2222223333344533333455455556 
3445674456656744456667667677 
8576785787868857867888878788 

99(53) 
1111111111111122222222333334 
2222223334444533345556444566 
3334455575567644456677556677 
6786876886778856787888788788 

101(53) 
1111111111111122222222333344 
2222223333445533334556444556 
3344464567556744555677667667 
6867875788687857678888788878 

86(43) 
1111111111111122222222333335 
2222223334445633344445444556 
3334574465566745656676557677 
5675886787887878867887688788 

88(45) 
1111111111111122222222333334 
2222223334445533344446445565 
3335564465676745655677556776 
4586786877887878768788678888 

90(46) 
1111111111111122222222333345 
2222223333444433334456445556 
3345564667555744456767576667 
5867876788678856877888787888 

92(48) 
1111111111111122222222333444 
2222223333344533333456456555 
3445574456657744456667567667 
5686886777868857878778888788 

94(48) 
1111111111111122222222333344 
2222223333444633334445455655 
3355564457566744575676566767 
4867885678778867688787878888 

96(50) 
1111111111111122222222333334 
2222223334455533344455444456 
3334464675666755756766556677 
4675885887778867887878687888 

98(52) 
1111111111111122222222333334 
2222223334445533344445445565 
3335674455666745755666676776 
4677885868787856878788788887 

100(53) 
1111111111111122222222333334 
2222223334445533345556444466 
3334445575676644556677555677 
6785676887887868787888678788 

102(57) 

1111111111111122222222333345 
2222223333445533334446444456 
3344554667566755566677555767 
4857686788787867877888678888 
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103(58) 

1111111111111122222222334444 
2222223333335533333346455556 
4445574445666644556657776677 
678788 5687787857687868887888 

105(60) 
1111111111111122222222333334 
2222223334445633344ЛД6445555 
3335554456676746655*67576677 
4286785687887877867888687888 

107(61) 
1111111111111122222222333334 
2222223334445633344555444456 
3334455565667746657667555767 
4785867876788867878708678888 

109(63) 
1111111111111122222222333334 
2222223334455633344445444565 
3334674455566755555666667777 
4788785667878867867788788888 

111(64) 
1111111111111122222222333444 
2222223333344533333455446556 
3446674555755644556567667677 
4677888678867858677888788788 

113(65) 
1111111111111122222222333334 
2222223334445533344555444466 
3334475565566745656667556777 
4677886786887858867788787888 

115(67) 
1111111111111122222222333334 
2222223334455633344445444556 
3334564465567755755676586677 
4677605887878878868788678788 

117(69) 
1111111111111122222222333334 
2222223334445633345556444456 
3334445575556744556677566767 
6786786886787856787888778888 

119(71) 
1111111111111122222222333334 
2222223334445633344455444565 
3334574565566745756666557776 
4563786887877876887878678888 

104(59) 

1111111111111." 22222222334444 
2222223333335633333345455556 
/.445574445566744566766576677 
5786886786787856778878887888 

106(61) 
1111111111111122222222333334 
2222223334455633344455444556 
3334454475566745666767556677 
6785776886878856878888787788 

108(62) 

1111111111111122222222333445 
2222223333344433333455444566 
3446675556655544557566667777 
4787886787867856788678788888 

110(64) 

1111111111111122222222333345 
2222223333444533334556444456 
3344455566667744675667555677 
5856786778788878786788678888 

112(64) 
1111111111111122222222333344 
2222223333555633334446444555 
3344454446667755675667557667 
5756886787788867887788688878 

114(66) 
1111111111111122222222334445 
2222223333334433333356445556 
4445564555676744456767566677 
5786886678787856778878887888 

116(68) 
1111111111111122222222333334 
2222223334455633344455444455 
3334464675566755766767556667 
4585687787878867878878687888 

118(70) 
1111111111111122222222333334 
2222223334455533344456444465 
3334454576666756655777555676 
4586768787878867878888678788 

120(71) 
1111111111111122222222333334 
2222223334445533344456444555 
3334564566676746755777556666 
4585687877887867867888788788 
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121(71) 

111111111111^122222222333444 
2222223333344533333455455556 
3445674456756644456766766677 
8567785677888856788878878788 

123(74) 

1111111111111122222222333335 
2222223334444633344556444466 
3334455555566744555677556777 
6787876786878868667888787888 

125(75) 
1111111111111122222222333334 
2222223334445533344445445565 
33 35664465576745556677666677 
4786785786887857867888787888 

127(76) 

1111111111111122222222333444 
2222223333344533333456456555 
3445564455666744466577577667 
5786787868778857878688688788 

122(73) 

1111111111111122222222334445 
2222223333334633333344465566 
4455674445555744556655576777 
6868786786787878787867688888 

124(75) 

1111111111111122222222333334 
2222223334445633344456444555 
3334674555566745655567667677 
4578887686787868767878788888 

126(75) 

1111111111111122222222333334 
2222223334445633344556444455 
3334455575677746655677556666 
4586866786788877878788787888 

128(77) 

1111111111111122222222333334 
2222223334555633344456444455 
3334444456667756755777556666 
5685687877788867867888787888 

Der elementare 2-(8,4,9)-Blockplan : 

111111111111111111111222222222222333333445 
222222222333333444456333333444456444455556 
333445557445566556767445567556667566767677 
468676788577878688878586778787888678888788 

4. Zusammenfassung 

Abschließend geben wir eine Zusammenfassung der Ergebnisse un¬ 

serer drei Arbeiten zu 2-(8,4,A)-Blockplänen. 

Anzahl der 9 12 15 

paarw. nichtisomorphen Blockpläne 4 164 164 4 

paarw. nichtisomorphen elementaren Blockpläne 4 128 
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R'oatock. Math. Kolloq • .!Z,, 49 - 56 ( 1981) 

Lothar Berg 

Varallga■ainarte lnvaraan nilpotantar Matrizen 

1,A09 
65F20 

FOr aingullra quadratische Matrizen A hat 1. Erd6ly1 /3/ die 
Löaungan R dar Gleichungen 

(1) 

mit irgendeiner natOrlichan Zahl n als quaaivartauachbara In­
versen aingefOhrt. Sie existieren stete, wann ri nicht kleiner 
als die Vielfachhait das Eigenwerte• O im Mini■alpolyno■ von A 
ist, aind aber fOr n - 2 nicht eindeutig basti-t. Weiter unten 

warden wir una ■it dar eindeutigen Festlegung von R befassen.

In /2/ wurde unter einer Zusatzvoraussetzung eine Obersicht 
Ober alle nur möglichen quaeivartauschbaran Inversen angegeben.

Es gibt jedoch keine weiteren, aa die arwlhnta Zusatzvorausaat• 
zung überflüssig ist, wie aus folgende■ Satz hervorgeht. 

Satz 1: Für eine Matrix A ■it 

An • 0 (2) 

besitzt auch jade Lösung R von (1) die Eigenschaft Rn • o. 

Beweis: Nach Laa■e 2 von /1/ folgt au• (1) die Gleichung 

Rn • RnAnRn, so daB (2) die Behauptung Rn • O nach sich zieht.

In Spazialflllan kann die Moora-Panrosa-lnvaraa einer Matrix

(vgl. etwa /4/) zugleich quaaivartauachbara lnvaraa sein.

Setz 2: Geht eine Matrix A aus ihrer Jordanachan Nor„lfora 
durch eine Ahnlichkaitatranafor■ation mit einer unitlran Matrix 
hervor, oder arfOllt A die Gleichung (2) ■it n • 2, so gibt •• 
genau eine Matrix R mit (1) und den Moora•Panro■a•Badingungan 

(J) 

Bawaia1 1°. Ist A .  x•Jx ■it x•x • 1 und dar Jordaneohan Nor­
■alfor■ J von A, so arfOllt R • x•j•x, wobei J+ die eindeutig
baati■■ta Moora-Panroaa•lnvaraa von J bezeichnet, fOr hinrei-
chend gro8a n dla Bedingungen (1) und (J}. •



2°. Für die Moore-Panrose-Inveree R von А gilt 

R - A*R*R - RR*A*. 

woraus im Fall (2) mit n » 2 sofort R2 » RR*(A2)*R*R » О folgt. 

Von jetzt an möge 3 die Blockstruktur 

mit einheitlichen Diagonalblöcken 3Q vom Format nxn und п ь 2 

besitzen. Unser Hauptergebnis lautet: 

Satz 3: Ist А eine Matrix mit der Oordanschen Normalform (4), 
so gibt es zu jeder der beiden Bedingungen (3) genau eine qua- 

slvertauschbare Inverse R, die diese Bedingung erfüllt. 

Beweis: In Anlehnung an /2/ betrachten wir die Blockmatrix 

T - I - U, U - (U^j) 

vom gleichen Format wie А mit den Toeplltz-Blöcken 

0 Ulj2 Uij3 Ulj4 

0 UiJ2 UiJ3 

° UiJ2 
О 

0 

lln 

J1J4 

J1J3 

Jij2 

(5) 

(6) 

vom Formet nxn. Diese haben die Eigenschaften Uij3(} ■ 3^U^y 

Uij ” °* 80 daB auch 

U3 • 3U, Un - О (7) 

gilt sowie mit einer zu U analog gebauten Matrix V 

-1 r— % 
T - > UK - I - V. (8) 

Die zu 3 gehörenden Projektoren 33T, 3T3 besitzen die Matrizen 

SO 



(9) vl - 0' 

0 
3l3o 

°1 о 
0''.1 

ale Diagonalblöcke, und die dazu komplementären Projektoren 

Q - I - ooT, P - I - 3T3 (10) 

haben die Eigenschaften 

QU - QV - UP - VP - 0. (11) 

Wie in /2/ lauten die quaaivertauschbaren Inversen S von 3 

S - (I - V)3T(I - U). 

und weitere gibt es nicht. Auf Grund von (7), (8). (10) und (11) 

lassen sich die zugehörigen Projektoren auf die Form 

OS - 03T + VQ, SO - 3T3 + PU 

bringen mit (9) und 

Durch Vergleich mit (6) sieht man, daß zur Bestimmung von U und 

V lediglich PU bzw. VQ bestimmt zu werden brauchen. 

Es sei jetzt А eine beliebige Matrix mit der Oordanachan Nor¬ 

malform (4), d. h. 

A . YOX, Y - X'1. 

Wir haben zu zeigen, daß sich die Matrizen (6) stete so wählen 

lassen, daß dis Aussagen von Satz 3 von dar Matrix R » YSX er¬ 

füllt werden, wobei zwei Fälle zu unterscheiden sind. 

1°. Um U, d. h. PU, so zu bestimmen, daß RA hermitesch ist, ge¬ 

hen wir von 

RA - YSOX - Y3T3X + YPUX (12) 

nach passenden Multiplikationen zu 

Y*RAY - Y*Y3T3 + Y*YPU 

und wegen (10) und (11) zu 

0T0Y*RAY0T0 • 3T3Y*Y0T3 + 3T0Y*YPU 

Ober. Die zweite der Gleichungen (3) führt zu 

3T3Y*YPU • U*PY*Y3T3. 
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(13) 

und diese Gleichung 1st erfüllt, wenn PU die Form 

PU - - PZPY*Y3T3 

mit Z* - Z besitzt. Mit diesem Ansatz nimmt (12) die Form 

RA - Y3TDX - YPZPY*Y3T3X 

an bzw., wenn 3T3 nach (10) durch P eusgedrückt wird, 

RA « I - YPX - YPZPY* + YPZPY*YPX. (14) 

Offenbar ist RA hermitesch, wenn Z eich aus der Gleichung 

PZPY*YP - P (15) 

hermitesch bestimmen laßt. Öles 1st aber der Fall, da y*y als 

positiv definite Matrix nur positive Hauptminoren besitzt, so 

daß die durch den Projektor P aus Z■ PZP herausgehobene Tellma- 
trlx gerade die Inverse der entsprechenden Teilmatrix von PY*YP 

1st. Der Projektor (14) lautet mit der so feetgelegten Matrix Z 

RA « I - YZY* 

und erfüllt wie verlangt die zweite der Gleichungen (3). 

2°. Ganz entsprechend laßt sich V, d. h. VQ, so bestimmen, daß 

AR hermitesch 1st, wenn man von 

AR - Y33TX + YVQX (16) 

ausgeht, analog zu (13) den Ansatz 

VQ - - 33TXX*QZQ (17) 

macht und Z unter den Nebenbedingungen Z » Z* ■ QZQ aus 

QXx'qZQ - Q (18) 
ermittelt. Dabei entsteht als Ergebnis 

AR - I - X*ZX. 

Um schließlich die Eindeutigkeit zu beweisen, bezeichnen wir 

die soeben gefundene Matrix V aus (17) mit VQ, machen den An¬ 

satz V ■ V0 ♦ W, wobei W sich wie V aus Blocken vom Typ (6) zu- 
aammenaetzt, und setzen diesen Ansatz ln (16) min, so daß 

AR - I - X*ZX ♦ YWQX 

entsteht. Damit AR hermitesch 1st, muß 

YWQX > X*QW*Y* 

sein. Wegen (I-Q)Y*YQ • О folgt durch passende Multiplikationen 
(I - Q)Y*Y(I - Q)WQ - 0, 

52 



da wie in (11) auch QW » 0 gilt. Oie durch den Projektor 1-Q 

aue der hermiteschen Matrix Y*Y herausgehobene Teilmatrix hat 

wie zuvor eine positive Determinante, eo daß wir (I-Q)WQ » О 
und damit auch WJ • 0 sowie W > 0 erhalten. 

Es bleibt noch der Einfluß von X auf die Eindeutigkeit von R zu 

untersuchen. Zwei Transformationen X von А auf die Dordaneche 
Normalform (4) können sich aber, wie man leicht sieht, bis auf 

einen trivialen skalaren Faktor nur durch einen linksseitigen 

Faktor von derselben Bauart wie T in (5) unterscheiden, der, ' 

wie wir bereits wissen, keine Mehrdeutigkeit verursacht. 

Da eich die Eindeutigkeit von U im ersten Fall ganz entspre¬ 

chend zeigen läßt, ist der Satz vollständig bewiesen. 

Bemerkungen: Mit einigen Zusatzbetrachtungen kann man aus dem 

Beweis von Satz 3 in dem dort betrachteten Spezialfall noch 

einmal die Aussagen von Satz 2 ablesen sowie erkennen, daß sie 

sich nicht wesentlich verschärfen lassen. 

1°. Ist Y » X* eine unltäre Matrix und bezeichnen wir die Ma¬ 

trix Z aus (15) mit Z^ sowie die aus (18) mit Z%, so lauten 

diese Gleichungen 

Z1 “ P, Z2 • Q. 

so daß aus (13) bzw. (17) wegen (10) die Beziehungen 

PU « -P(I - P) - 0, VQ - -(I - Q)Q - 0, 

d. h. U » V » 0, folgen. Damit erhalten wir in den beiden Fäl¬ 

len von Satz 3 wegen (5) die Matrix T ■ 0, so daß S » 3^ wird 
und R - A* die Moore-Penroee-Inverse von А ist. 

2°. Im Fall n - 2 ist I » P ♦ Q und U - PU - UQ, V - PV. • VQ, 
so daß die Gleichungen (13) mit Z ■ Z^ und (17) mit Z • Z2 

U - -ZjY'yq, V - -PXX*Z2 (19) 

und die Gleichungen (15) und (18) 

P - ZXY*YP. Q - QXX*Z2 (20) 

lauten. Wir denken uns Jetzt alle Zellen und Spalten ao ver¬ 

tauscht, daß P und Q die isomorphe Blocketruktur 
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erhalten, wobei wir der Einfachheit halber auf den linken Sel¬ 

ten die alten Bezeichnungen beibehalten. Führen wir auch für 

die übrigen Matrizen entaprechende Umformungen und Blockzerle¬ 

gungen durch und verwenden wir dabei die Bezeichnungen 

Y21 Y22 
XX" 

ao finden wir aus (20) 

Yii 0 
о 0 

und aus (19) 

U - 

*11 *12 

*21 *22 

*22 

0 YIlY12 

(21) 

*12*22 

Oe die Matrizen (21) zueinander invers sind, gilt Y13X12+ 

Y12*22 “ °< und diee bedeutet U - -V. Ein Vergleich mit (8) 

zeigt, daß für n • 2 in den beiden Füllen von Satz 3 dieselbe 

Matrix T und damit auch dieselbe Matrix R entsteht, so daß 

letztere die beiden Gleichungen (3) erfüllt und damit wieder 

die Moore-Penroee-Inverse von A 1st. 

3°. Im Fall n ■ 3 erhalten wir ganz entsprechend die Isomorphen 
Oaretellungen 

10 0 

0 0 0 

0 0 0 
<3 - 

0 0 0 

0 0 0 

0 0 1 

und mit den zu (21) analogen Bezeichnungen 

Y*Y - (YtJ), XX* . (Хц). 1,3-1,2,3, 

finden wir aus (15) bzw. (18) wegen (10) 
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und aus (13) bzw. (17) unter Beachtung dar Struktur (6) 

U ■ - 

0 YUY12 YilY13 0 *23*33 *13*33 

*23*33 О 0 Y!iY12 . V « - О О 

ООО 00 

Würden U und V wie In Fall n • 2 durch (8) Zusammenhängen, 

also (I - U)(1 - V) » I erfüllen, eo müßte 

*13*33 + Y11Y12*23*33 * Y11Y13 " 0 

gelten , wes euch tatsächlich der Fell 1st, sowie 

*23*33 + Y11Y12 “ °' 

waa aber Im allgemeinen nicht zutrifft. 

Damit erkennen wir im Fell n » 3 und erst recht auch im Fall 

n b 3, daß die beiden durch Satz 3 bestimmten quasivertauech- 

baren Inversen im allgemeinen voneinander und damit auch von 

der Moore-Penrose-Inversen verschieden sind. 

4°. let bei den Oordanblöcken 0Q ln (4) ein unterschiedliches 

Format und speziell n • 1 zugelassen, so gibt es in (6) recht¬ 

eckige Blocke U^j vom Format n^xn^ der Gestalt 

О 

0 U2 U3 ••• Un ' 
• • J 

О 0 u2 . 

’ 0 

0 0 

Je nachdem ob n^ < nj oder n^ > n^ 1st. Bestimmt man U aus (13), 

bzw. V aus (17), so wird man bei den Blöcken mit n^ < n^ im 

ersten bzw. bei den Blöcken mit n^ > nj im zweiten Fall die er¬ 

forderlichen Nullen im allgemeinen nicht erhalten. Damit gibt 

•s dann auch keine Lösungen von (1), die eine der Bedingungen 

(3) erfüllen. 

SS 



Entsprechend gibt es ln allgemeinen auch keine solchen Lösungen, 

wenn wir auf die Bedingung (2) verzichten und zu den Oordan- 

blöcken 30 ln (4) von einheitlichem oder auch unterschiedlichem 

Formet noch mindestens einen invortlerbaren Oordanblock hinzu¬ 

nehmen. 
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Harald Mu■■ 

Da• Dlrlchlet-Proble■ 1n H6lder-Rlu■en 

1. Einleitung

Auegeng•punkt uneerer Unter•uchungen let die von e.-w. Schulze 
und G. Wlldenhaln /10/ darge•tellte Theorie zur L6•ung de• 
Dlrlchlet-Proble■e bei linearen elllptlechen Dlfferentlalglel­
chungen beliebiger Ordnung. Dle Theorie beelert auf punkt-l•en 

•-prlorl-Abechltzungen ln Rlu■en ■-aal etetlg dlfferenzlerberer, 
Funktionen, die von c. Mlrande /6/ und s. Agaon /1/ fOr glatte 
Rinder b-l••en wurden. Dae Ziel dleeer Arbeit let ••• analoge 
Untereuchungen fOr dae Dlrlchlet-Proble■ auf der 8a•l• der von 

s. Agmon, A. Douglle, L. Nlrenberg /2/ und �u. P. Kreeov•klj
/4/ bewlaeanen eog•nannten Schauder-Abechltzungen in Rlu■en 

c■+• durchzuführen. cc•+• - Rau■ aller ■-■al etetlg dlfferen­
zlerbaren Funktionen, deren Ableitungen der Ordnung ■  einer 
H6lder-Bedingung genOgen.) 
Die funktlonalanelytiechen Grundlagen fOr uneere Unter•uchungen 

elnd bereite von G. Wlldenhaln /11/ eowie· H. Mu■■ und G. Wil­

denhein /7/ bereltgeetellt worden (in /7/ und /4/ •chon fOr 
allge■elne elllptleche Randwertproble■a). Wlr wollen 1■ nlch• 
etan Abechnltt kurz die wlchtlgeten Ergebnl••• aue dieaen Ar­
beiten an Hand dee Dlrchlet-Proble■• darlegen. 

2. Funktlonelanalytleche Grundlagen 

Wir beachlftigen una ■lt folgend•r Proble■etellung: In eine■ 
offenen und beechrlnkten Gebiet n c Rn wird eine LO•ung der 
elllptlachan Dlfferentlalglelchung L u • o ge•uoht, die auf 
de■ Rand a n den 8edlngungen 

(j•1, ••• ,■) (1) 
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L sei ein linearer eigentlich elliptischer Differentialoperetor 
der Ordnung 2a und w. Normalenvektor an Э CI . 

c"-1+8(fl). 8 6 (0,1), bezeichne den Vektorraum aller in abge- 
schloeeenen Gebiet JZ (m-l)-mal stetig differenzierbaren Funk¬ 
tionen, deren Ableitungen der Ordnung m-1 mit einer festen Kon¬ 
etanten die Ungleichung 

|o“u(x) - D*u(X')I * C|x - x'|* (2) 

für beliebige Punkte x.x’e TL und Multiindizes л ■ (a^,... ,*n) 
alt IoC 1 ■ + ... ♦ an » m-1 erfüllen. Mit der Norm 

I« T 
V sup|o*u(x)| 

.1 da-1 xen 

к Y~ sup lo"u(x)-D*u(y)| 
ІЛІ-В-1 x.yefL Ix-yl® 

*1*У 

Jal 
(o“ 

wird C" 1'+8(fl) ein Banachraum. Cm“'*'+e( ЭП) kann analog in lo¬ 
kalen Koordinaten auf dem Rand erklärt werden, falls 

3£1 C C" *+8 ist. (Vgl. 0. A. Ladyzhenskaya /5/, S. 7.) 
Ale grundlegende Annahme für das Folgende benötigen wir die 

Bedlngung_l2 Die la Raum СП_^+8(П.) enthaltenen Lösungen des 
Probleme (1) genügen Abschätzungen der Gestalt 

Ии,с-1+в(П) * с5т an)* 

3u. P. Krasovskij bewies in /4/ für Lösungen u € C2m+8(fl), daß 
diese Bedingung erfüllt 1st, wenn vorausgesetzt wird: 

1) Die LÖeung let eindeutig; 
2) an. e C6"; 
3) die Koeffizienten von L sind Elemente des Raumes C4". 

Um eine von der Glattheit des Randes ЪП unabhängige Formulie¬ 
rung des Problems (1) angeben zu können, benutzen wir analog zu 
/10/ sogenannte Whitney-Taylorfelder (siehe /7/). 



In Modifizierter Form lautet dae Problem (1): 

Gegeben lat ein Taylorfeld f ■ (f«.)|Л|<m_i £ w"”1+eOfl). 

(w”"1+9On) bezeichnet den Raum aller auf 3>fl definierten 
Whltney-Taylorfelder, deren Norm definiert ist durch 

Kf II 
w* 8(ЭП) I 

аир I f_(x) I 
a] Sm-1 X E ЭП 

♦ 2Z eup іѵ*)-уу)і . 
lai-m-l x.y«. ЗПхЭП |X I» •' 

x/y Y1 

(3) 

Gesucht ist eine Funktion u e Cm-*+8(fl), die in fl der Diffe¬ 

rentialgleichung L u ■ 0 genügt und für у с ЭЛ die Randwerte 

□“u ■ f (lou <m-l) (I1) 

stetig annimmt. 

Der Bedingung I entspricht dann die 

Bedingung I* : Die ln Cra_1+8(Ö) enthaltenen Lösungen der Glei¬ 

chung L u » о genügen Abschätzungen der Art 

'"'c—= 
V 1 

wm-1+8on)' 

Für glatte Ränder folgt aus dem Erfülltsein der Bedingung I das 

Erfülltsein der Bedingung I'. Das kann man durch direkte Ab- 

. j-l 
Schätzung des Ausdrucks ||( f" ) || _ , ... leicht 

3=T cm J+8on) 
nechprüfen. 

Es sei D(s;n) ein Teilraum der Menge 

{f * (f<Wm-l- (0""),.,jm-l ' u<C*-l+8(fi) . L u . О in fl), 

und 0(s,3Q) ■ rg^ D(s,Cl) sei die Menge aller Einschränkun¬ 

gen von u C D(e,Л) auf den Rand (r^^ Elnechränkungaoperator). 

Bedingung II: О(е.ЭП) sei bez. (3) dicht in *"'^*8(afl). 
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Wir zitieren nun zwei Sätze aue /7/ in der hier benötigten Fon. 

Satz li Die Bedingung I sei erfüllt und 3fl sei (m-l+e)-regu- 

lär. (Das bedeutet, Wm-1+e(3fl) ist bez. (3) vollständig.) Zu 

beliebigen x e О und ІЛ.І- m-1 existieren Maßtupel 

fSc.a ■ 0*5.«)| B| ,m-l und *x.ol ’ (*5,«>|ßl-m-l nit 

supp ^cän und supp Ä® с ЭГІ * Э fl, so daß 

(4) 

für alle u £ D(s,ri) gilt. 

Satz 2: Oie Bedingungen I und XI seien erfüllt und ЭГ1 sei 
(n-l+e)-regulär. Dann ist das Problem (!') eindeutig lösbar, 

und die Lösung u sowie die Ableitungen D% besitzen für x«Cl 

die Darstellung 

D*u(x)« 
I ßfe'm-1 

fß(Y)4*x,«(Y)+ 
ßf-m-1j 

Das Paar (^_«.\ ,) >lt ^ - </4.»>|в|--1 und 

\.OLm <X5,a>lßl-m-l (8UPP д4,а c B£1 und 8UPP *5.<xc 
1st hierbei das eindeutig bestimmte, sogenannte harmonische 

Maß. 

In Falle eines glatten Randes d£l gilt die verallgemeinerte 

Greeneche Formel, und man kann analog zu /10/, S. 262 nachwel- 

een, daß dann (wegen der Eindeutigkeit) 

Ax,cc ■ 0 

gelten muß und die Maße/4,л durch stetige Dichten auf ЭГ1 

darstellbar sind. (Vgl. auch H. Mumm /9/.) 

3. Potentialtheoretische Interpretation 

Oie konkrete Natur dee Raumes O(s.R) 1st für den Satz 2 nicht 

entscheidend, wir wollen in diesem Abschnitt einen konkreten 

Tollraum (von gewiesen Potentialen) S(s.fi) angeben. 
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Kann dann nachgewieeen werden, daß unter bestimmten Vorausset¬ 

zungen 

S(e,afl) :» ra£^S(s.fi) dicht in Wm_1+8On) 

ist, so gilt unter Berücksichtigung von Setz 1, Setz 2 und der 

Tetssche, deß der gleichmäßige Limes von Lösungen der Gleichung 

L u » О wieder Lösung ist, 

Vs,(*?)(') - 
(Potsntiele werden wir später mit bezeichnen, per def. sind 

sie Lösungen von L u ■ О in fl. Bezeichnungen siehe S, 63 und 66.) 
Die Lösung des Problems (1') ist somit derstellber eis Grenz¬ 

wert von Elementen sus S(s ,C1). Die Annehme der vorgegebenen 

Rendwerte ist gesichert, de S(a,3U) dicht in /"^(ЭЛ) 

liegt. 

Als Potentiell wollen wir zuerst Integrale der Art 

JФД(х.г) d/j.(z) 

bezeichnen. Hierbei sei x,z e Rn, yu. ein Meß mit kompektem Trä- 

für X / z, 

für X « z. 

D* bezeichnet die partielle Ableitung bez, x mit dem Multiin¬ 

dex ac. und 0^ die partielle Ableitung bez. z mit dem Multiindex ß. 

Die Potentiale werden immer im Hinblick auf bestimmte Operato¬ 

ren L betrachtet, denn E(x,z) sei die Fundamenteilösung des in 

der Problemstellung (1') zugrunde gelegten Operators L. Unter 

einer Fundementeilösung von L wird eine für x у z unendlich oft 

differenzierbare, lokal Integrierbare Funktion E(x,z) verstan¬ 

den, für die gilt: ^ 

<J)(x) ■ J E(x,z) L<p(z) dz und <jf>(z) »Je(x,z) L* y(x) dx 

für alle unendlich oft diffsrenzierberen Funktionen у mit kom¬ 

paktem Träger in fl. (L*- formal adjungierter Operator zu L.) 

Es sei fx ein positives Maß mit kompaktem Träger. Man sagt. 

ger supp fx c Rn und 

D“°zE(x.z) 
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fl erfüllt die Höldereche Bedingung für Maße, wenn eine Konstan¬ 

te C unabhängig von r und x (r> О, xcRn) existiert, so daß 

yn(r.x) * C rn‘2+a (5) 

für beliebige Punkte x und beliebige Werte r let 

(yu(r.x) :« fi {y e Rn : ly-x|* r}). 

Definition 1: /^(s) := supp fl c. Rn kompakt, fx erfüllt 

Ungleichung (5)}. 

Satz 3: Oie Funktion P(x,z) sei beschränkt, und für beliebige 

Punkte x,x',zeRn gelte 

|P(x,z) - P(x'.z)| a const. ' . 

Dann sind Integrale der Gestalt J ■ d yu(z) Hölder-stetlg 

ia Rn, falle (siehe auch 3. Kral /3/). (Hölder-etetig 

heißt, daß (2) mit lou = О gilt.) Zum Beweis siehe H. Mumm /8/, 

Definition 21 a) Die Menge aller Maße /j. mit kompaktem Träger, 

öli sich als Differenz zweier Maße aus jf-^(a) darstellen lassen, 

wollen wir mit j\^(s) bezeichnen. Ferner sei 

b) /(e) :• X «£.(•). Y- Multiindex, und 
tylem-'l 

c) 1(a) ГЛ I- , wobei I- :» fACRn; S(A) - 0} 1st. 

j*/:<.) * J 
Die Elemente aus 1(e) heißen Mengen der Kapazität Null. Gilt 

eine Eigenschaft überall bis auf eine Menge der Kapazität Null, 

so sagen wir, daß sie I(s)-fast überall gilt. 

<f(e,m) und I(s,M) seien Teilmengen der obigen Mengen, für die 

die Maße ihre Träger in M haben. Dia Elemente aus f(a) sind 

Maßtupal, die wir aber auch kurz Maße nennen. 

Definition 3t a) Ein beliebiges vektorwertiges Maß 

/b (/ - Multiindex, g * 0 ganzzahlig) heiße 1(a)- 

•beolutetatlg, falle 1(e) С I gilt, wobei I - I у gesetzt 
wird. Л h 
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b) Ein beliebiges vektorwertiges Maß A= | ,d ~ Multl- 

index, d » О ganzzahlig) mit supp Rn * Rn heiße I(a)-abso- 

lutetetlg. falls I(s) X I(s) С. I-. gilt, wobei I-, ■ f~\ I 
л Idl-d A 

let und 1^ :.,}oc Rn x Rn : A^D) - of definiert wird. 

Wenn wir uns im folgenden auf solche Operatoren L beschranken, 

deren Ableitungskerne ф^(х.г) = D*d|e(x,z) für |«,l + Ißl » 2m-2 

die Gestalt -P^X n besitzen und für die P(x,z) die Voraus- 
Ix-zln~d 

Setzungen von Satz 3 erfüllt, dann gilt das nachfolgende Lemma. 

Zuvor wollen wir aber noch den Begriff des Potentiale endgültig 

definieren (siehe /10/). 

Definition 4: a) Es sei у = ein Msß mit kompaktem 

Träger. Als Potential bezeichnen wir von Jetzt ab die vektor- 

wertige Funktion 

$^(x) )a(x)Jioci «m-i "it den Komponenten 

b) Es sei Л « ( Лл)|а| ѳіп Msß mit kompaktem Träger. Ale 

sdjungiertes Potential wird die vektorwertige Funktion 

фл(г) :» [ ( )ß(z)] |ß| sm-l mit den Komponenten 

(ф>А)в(г) := J^^(x,z)dAa (x) bezeichnet. 

Lemma 1: Aus y^e.5r{З.СГ2) folgt ф^ (x)j^ & Cm-1+S(f2) und 

M Ф YJo(x) * °- 

Beweis: Die Tatsache, daß die erste Komponente von ф"£ der 

Gleichung L u ■ 0 genügt, wurde bereits ln /10/, S. 227, bewie¬ 

sen. Aus der Hölder-Stetlgkeit der Ableitungskerne für 

1^-1+ |ß| » 2m-2 folgt such die Hölder-Stetlgkeit der Kerne für 

ІЙ-І+ |ß|< 2m-2. 
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Lemma 2: Die Menge ?^(e) let erblich, d. h. , eue Ле?^(в) 

folgt euch 

f*. € / J(e), wenn nur o * fj. * Я gilt. 

(Oer Beweis folgt unmlttelber eue der Definition von ?J(e).) 

Lernwe 3: Für eine beliebige ebgeechlossene Menge M und eine be¬ 

liebige Vektorfunktion v(z) « [vß(z)J |ß(gilt 

?(*) *° 

für eile ^ £ f(e,M) genau dann, wenn v ■ 0 I(e)-f.ü. auf M let. 
(Im Beweie wird wesentlich Lemma 2 benutzt; vgl. /9/.) 

Zum Beweis verschiedener Aussagen Ober die Eigenschaften der ln 

Definition 4 eingeführten Potentiale benötigen wir das 

Lemma 4; Es sei К c Rn kompakt, //, e.?^(a). Dann ist für belie¬ 
bige Punkte x,y с К 

( _ P(y.z)_ I |X~Z-1- ~-Іу~г|П— (Wz) 4 const. J Ix - y| = ' 
(P(.,z) erfülle die Voraussetzungen von Satz 3.) 

Beweis: Es besteht die Identität P* 'f - -ЛУ.,г0 
lx-zl ly-z I n-2 

- P(x,z)(- 
Ix-zl 

X, 

1^7=='' 77::7== ""'"-'С-;" 

Die Voraussetzungen bez. P erlauben die Abschätzung 

f d/M.(z) 4 c f-»y-Y) 1~<* J Ix-yl® J lx-zl I y—zI n 

Durch einfache Umformungen erhält man außerdem 

l'il 

Ix-yl* 

denn ее let 

Ix-yl 

lx-z| % 
1-8 Ix-yl 

I n-3 . Iy-z| 

1-8 

l-x-z»””'3 ly-zt 

1-8 

Ix—z| |y—z| ТГ7- 
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,n-2 ly-z|x-z 
n-2 

n-2, I |y-2| - |X-Z| I ( |y-2| "-3+ + |x-z| ”~J) 

lx-zl"12 ly-zl"“2 

, n-3. 

TPZ lx-zl ly-zl 

und ||y-zl - |x-z||« tx-y| . Es genügt also, Integrale der Art 

( Ix-vl1“8 -e- dii(z) (a+b-n-1, a,b>0) 
J lx-zl “ ly-zl ° 

abzuschätzen. Im Falle djU(z) = f(z)dz (dz - Lebesgue-MaB im я", 

f(z) - beschränkte, positive Dichtefunktion mit kompaktem Trä¬ 

ger) ergibt die Substitution z' = z/lx-yl 

I lx-z| ly-z| 
3 f(z) dz 

lx-y| 
n-T нГ m\b 

< c Ix-yl 

lx-yl Sr/-- I “a ly'-z'l “b dz" - С |x-yI, 

da J Ix’-z'l ”a ly'-z'l “b dz' nur vom Abstand zwischen x' und y' 

abhängt und |x'-y'| = 1 ist. Daraus folgt für alle x,y £ К 

1-s 

/• *x~y ——(J dyti(z) S Clx-y|2_S £ const. 
lx-zl ly-zl 

Wäre die beschränkte Dichtefunktion f(z) nur auf einer (n-1)- 

dimensionalan Mannigfaltigkeit konzentriert (auch dann ist 

s)), ergäbe sich 

I 1-s \ 1 Х~-У*—dyU(z) 4 Clx-yl1“8 4 const. 
lx-zl ly-zl 

Bei allgemeinen Maßen führt die Substitution z' « z/|x-y| auf 

i • 7^ /1—' "f"''' 
wobei r ' ,z') =fj.(r,z) < C rn 2+8 ■ C lx-yl"“2+* (r')n 2** 

gilt. Das Integral J Ix'-z'l “a ly'-z'l “b d^2(z') kann nun unter 
Ausnutzung dieser Eigenschaft durch C |x-y l"“2+* nach oben ab¬ 
geschätzt werden (vgl. /0/), so daß 

I _ialsL £ с -І2ИІ 
Ix-zla ly-zl 

n-2+s 

I x-y I ТЛГ " C ‘ X“V1 
Ѳ—1 
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wird und damit a const, ist. 
z |a ly-z ID 

Mit diesen Vorbereitungen (Lemma 3 und Lemma 4) können wir nun 

in di£ Beziehung (4) des Satzes 1 Potentiale ф ^ (x) mit 
у €. f(e) eineetzen. Wir erhalten dann für xQ e Д,ІаІо<і m-1 

t Г 
lo.l-m-1 

(Ф?^(х) - „,a 

) 

da: 

(б) 

(x,y). 
lx - у г 

Der Satz von Fubini erlaubt unter Berücksichtigung von Lemma 4 

die Vertauschung der Integrationsreihenfolge auf der rechten 

Seite der Gleichung (6), und auf Grund von Lemma 3 gilt dann 

+ 5% f Фа(Х-2) - ^(Y- 
lai -m-1 J |x - y| S 

(7) 

für I(s)-f.a. z 6 Cfl (X s П.ІлИ m-1 . C £Z := Rn\0.). 

Lema_a._5j_ Es seien CJ - (Ы /1- (^)lcUSm-l' 

Л - (Aa)[oLl _m_1 Maße mit supp со c 50. . supp ju. c. 3Q . 

supp Л c 30 X 30, so daß 

. Yi (^«|,’,>: «V».} da,v, 
lotl-m-l I |z - y|8 J 

endlich 1st. Dann gilt со(ф^) - ( ^ , X) ( ф Ш) . d. h. 
ausführlich 
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,8(x,z) <уДг) iefW-i j } ¢.1 
. И f „лѴ.у)} äw‘w 

ІЛІ«т-1 J lz - y| J 

■X. {.„rj 
Oie Aussage dieses Lemmas folgt auf Grund der getroffenen Vor¬ 

aussetzungen unmittelbar aus dem Satz von Fubinl. 

Definition 5= ft- {й1-(аіР)|В)іт.1і8ирр Mcan: o*(g) 

x)dcuß(x) - 0 für alle g c Cm_1+s(Rn) }• 

Definition 6: a) S(e.П) ^ (x)| : 6 ^(a. Cf2)|, 

b) S(s, ЭП) :« rsfiS(S,7T). 

c) S*(s,ä) := -Xe?(s. СП)}, 

d) S%,5ß) raixS*(s.G). 

Des zu Beginn dieses Abschnitts abgesteckte Ziel haben wir 

mit dem folgenden Satz erreicht. 

Satz 4: Es sei В Cl - ЭЙ. Wenn auf ЗЛ harmonische Maße 

_ .Л _ ) existieren, deren Komponenten ii und 
' *o*o *o-“o *o*o 

a I(s)-absolutstetlg sind, die Voraussetzungen von Lemma 5 

erfüllen und für alle z £ CO der Identität (7) genügen, dann 

ist s*(s,CQ) dicht in wm-1+e( ЭП). 

Beweis: 1. Im ersten Schritt zeigen wir, daß für ein beliebiges 

Maß CO » (cOß)| ß| щП_1 mit supp ШсЭГ2 aus 

ф w(x) . 0 I(s)-f.ü. im Rn (8) 

tO e ft folgt. 
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Aue (8) ergibt sich nämlich unter Benutzung des Satzes von 

Fubini 

^ ( ф 07 ) - 07 ( ф 7^ ) - О für alle 7£ e. f (s). (9) 

das spezielle Maß j ^ - .(L*"<p(x)dx,0.0) ( Cf e. C®(Rn)), 

in (9) eingesetzt, ergibt 

0>( ф^ ) ■ W(<p) . 0 für beliebige e. c£°(Rn). 

Auf Grund der Dichtheit von C^°(Rn) in Cm_1(Rn) gilt dann aber 

auch 07(g) » 0 für alle g e Cn,-1(Rn). Wegen Cm"1+8(Rn)cCm_1(Rn) 

liegt 07 schließlich in Ä. 

2. Ia zweiten Schritt weisen wir nach, daß die Aussage 

S^», 3ß) ist dicht in Wn_1+8( aQ) äquivalent damit ist, 

daß aus supp 07 сЭ fl. фo7(x) - 0 I(s)-f.ü. auf CD stets 

07 * № folgt. 

Dazu nehmen wir zuerst 5*(s. 8fl) dicht in wm-1+8( ЭГ2 ) und 

ф07(х) ш 0 I(s)-f.ü. auf Cfl an, Ein beliebiges Element 

f £ W™ l+8( Э fl ) läßt sich dann durch eine Folge 

ф* Я^ ^ £ S*( s. а fl ) (für i-*oo) approximieren, und es gilt 

ü>(f) > lim 07 ( ) - lim Я(і*(фо7) = 0. 
1 -»OO І-* 00 

Oie Vertauschung der Integrationsrelhenfolge ist wieder durch 

den Satz von Fubini erlaubt. Wegen Cra-1+S(Rn)| ^Wm'1+S( ЭQ) 

1st demzufolge 07 £ Kt. 
Andererseits folge Jetzt aus фог(х) - 0 l(s)-f.ü. auf Cfl, 

daß 07 £ X ist. Wäre dann S*(s,dfl) nicht dicht in W*'b3(Sfl), 

ao müßten ein Element f e Wm~1+eOQ) und ein Maß w existieren 

mit ф07(x) » О I(s)-f.ü. auf Cfl und 07(f) / 0. Per daf. exi¬ 

stiert aber eine Funktion g 6 Cm-1+8(Rn) mit fa » Dag(x) für 

alle X £ Эfl. Also ist auch 0>(g) / O. Das ist aber ein Widei— 

Spruch zur Voraussetzung 07 £ X. 

3. Im dritten Schritt sei 07 ein Vektor von Maßen auf dfl mit 

ф W(x) ■ О I(e)-f.ü. auf C fl . 
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Aus (7) folgt 

TB I^xo,Ao 
(x0.z)) - ^($я °), 

0 хо’ло 

und aus der Definition 4a) sowie Lemma 5 ergibt sich 

(Ф*\,(хо> " 
Wegen der vorausgesetzten I(s)-Absolut8tetigkeit des harmoni¬ 

schen Maßes (/z„ „ ,A„ . ) ist auch фои(х) ■ 0 auf fl und 
^xo'*o xo,Ao 

somit im gesamten Rn, d. h. aber nach 2. 

S*(s.3fl) ist dicht in Wm_1+8( ЭЛ). 

Analog zu Satz 4 kann man auch eine Aussage Ober die Dichtheit 

von S(s,3fl) in Wm-1+S(3fl) herleiten. Die Voraussetzungen 

des Satzes 4 sind im Falle eines glatten Randes ЭП erfüllt, 
da dann Ä = О ist und ^ durch stetige Dichten auf ЭЛ 

darstellbar ist. 
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Wolfgang Peters 
01eter Schott 

Ober Nullrlu■e, Wertebereiche und Relationen von Operatoren,

die bei atetionlren Itarationsvarfehren zur L6eung linearer

Gleichungen auftreten 

E• eaien X und Y zwei (nichttriviale) Benachriu■e, L(X,Y) die

Hange der linearen und stetigen Operatoren von X in Y und I ftr 
Einheiteoperator auf X bzw. v. Weiterhin bezeichne :lt(T) den

Wertebereich und lN(T) den Nullrau■ ein•• Operator• T. Dia Ab­
schließung einer Henge H warda durch R dargeetellt. 
Zur Beeti■■ung von L6eungen bzw. verellge■einarten Lhungen

einer Gleichung ·• 

Ax • b, Ac L( X, Y), b, Y, 

eignen eich etationlre Iteretioneverfahren 

n+l xn+l • Txn + Ob • T x
0 

+ Bnb, T • I - OA f. L( X), 

(1) 

(2) 

■it eine■ Operator.D 5 L(Y,X) und eine■ Stertele-nt x
0

, x.
Der Fall, daß (1) ein lineare• elgebraieche• Gleiohungeeyata■
■it rechteckiger Koeffizienteneetrix iet, -rde von Tanabe in
/16/ und von Haeß (/3/ - /7/) eingehend untareucht. Barg_verell­
ge■einerte in /2/ einige dieaer Ergebni••• euf linaara Opera­

torgleichungen in Li■eerlu■en. Verwandte Au•••gen in linearen
topologiechen Rlu■en findet ■an bei Schulz (/14/),

Es erwiee eich ele gOnetig, parallel zu der neoh (2) erzeugten 
Folge von Nlherungen xn euch die Iteration der zugeh6rigen

Reete rn • b - Axn zu betrechten1

S • I - AD C L(Y). (3) 

Die Operatoren S und T eind ■iteinender durch die Rel■tionan
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verknüpft, und dar Operator BR beeltzt die Darstellung 

В n 

n 

(5) 

Mit seiner Hilfe lassen sich die Potenzen von T und S folgen¬ 

dermaßen suedrücken: 

_n+l 
- BnA, -n+1 I - AB. (6) 

Oes Ziel dieser Arbeit besteht darin, notwendige und hinrei¬ 

chende Bedingungen fOr die Existenz eines der Grenzwerte 

T00 - lim Tn, S00 . Um Sn, В - lim В 
n -voo n-eoo ” n -»00 

anzugeben, wenn einer der beiden anderen existiert. Ein ein¬ 

facher Zueammenhang besteht darin, daß die Existenz von 

schon die Existenz von T°° und S°° zur Folge hat. Man erhält 

dann nämlich aus (6) 

T°° - I - 0aoA' S°° - I - AB^. (7) 

Außerdem existieren ln diesem Fell die Grenzwerte 

■ lim X 
n-eoo h- 

lim r 

für beliebige Elemente b und xQ, wobei nach (2) und (3) gilt 

xoo * T xo + Boob' (8) 

Schließlich etellt BB eine verallgemeinerte Inverse von А dar 

(/1/, /9/)# deren Eigenschaften bedeutsam für das Grenzelement 

Xgg der Iteration (2) sind. 

Insbesondere erlauben sa unsere Äqulvalenzsätze, auf Existenz 

und Eigenschaften von B^ schließen zu können, indem man nur 

den 1. allg. einfacheren Nachweis führt, daß der Operator T°° 

bzw, 800 existiert und daß gewisse Beziehungen zwischen werte- 

bereichen und Nullräumen von Operatoren erfüllt sind. 

Petzt men die Existenz der Operatoren T°° und S°° voraus, so 
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sind dl*#» »tat* ait T bzw. S v*rtau*chbar* Projektionsoperato- 

ran, daran Wartabaralcha und Nullräuae laicht angegeben werden 

kbnnan. 

Satz 1 (Паев /3/, /4/: Tanab* /16/): 

Existiert T°° , ao gilt 

_oo _ TooT _ _oo 

*(T°°) 

»(T°°) 

IN (DA) 

■ (T°°)2. 

ж(і - T) 

VJX TT 

Ж(І 

1R(I 

Existiert S°°, so gilt 

S°° . S°°S . SS00 - (S00)2, 

JR(S°°) - IN (AD) - *4(1- 3) - IN (I 

1N(S°°) « F (Ab) . Ж (I -'S) - »(1 

T“). 

T“). 

3“). 

3*). 

Banale: Dar Nachweis dieser Behauptungen läßt eich wie bei 

Маев (/3/) führen, wobei zu beachten lat, daß der Wertebereloh 
»Ine» linearen und stetigen Operator* bei Banachräumen Im Oa- 

geneatz zu endlichdlmenelonalen Räumen nicht notwendig abge- 

schloaeen lat. 

Oie folgenden zwei Lemmata enthalten nützlich* Äquivalenzen van 

Operatorgleichungen und Raumbeziehungen. 

Leaaa 1: Ее exletlere T°°. Dann gilt 

T°°D . o*^»(T°°) . 1RTBT4-* *TWT - Ж (В), 
und aus jeder dieser Beziehungen folgt 

IN (AD) - U(D). 

Ее exletlere S°°. Dann gilt 

DS00 - О «4 Ж (S00) - 3N(D) 4=+ IN (AD) - IN(D) . 

und aus jeder dleaer Beziehungen folgt 

ж (DA} - Ж(b). 

Beweis: Ea exletlere T°°. Aue T°°D я о erhält man unter Seeoh- 

tung von Satz 1 sofort Ж (О) * 1N(T°°) • H (BA), und wegen 
Ж (DA) в Ж (d) ergibt »Ich 1N(T°°) ■ ik(ü). Dl* Umkehrung 
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ist offensichtlich. Andererseits erhält men sue T°°0 - 0 wegen 
(6) die Gleichung lim В AD » 0, und ее folgt 

n -*oo 
JN(D) * IN (AD) « IN ( lim В AD) - W(0), sleo IN (AD) - IN(D). 

n-»oo 

Es existiere S00. Gilt DS00 « 0, eo 1st unter Beschtung von 

Setz 1 offenber Ж(В°°) « IN(D) « IN (AD) . «(S00), d. h. 

IR(S°°) - in (D). Die Umkehrung folgt wieder sofort. Aue DS® » 0 
ergibt sich mit (6) die Gleichung D • lim DAB , woreue 

n -*oo 

TRTtTT - BK ( lim BW") Я Ж(0Я) « TRV5J. eleo IR (BÄ) - TÜT^T. 
n -»00 

folgt. 

Lemma 2: Existiert T00 , so gilt 

АТ00 « 0*=*Ж(Т®) . IN (A) «=» IN (DA) » Ж(А). 
Existiert S°°, ее gilt 

S°°A - О <=> IN (3Ш ) - jk (Ä) «=» llK (AB) ■ Ж(А). 

Beweis: Existiert T® , dann erhält man nach Satz 1 

IR(T°°) « IN (DA). Ist AT® • 0. so folgt demnach 

K(T°°) • IN (DA) S 91(A) Я in (DA). Die Umkehrung 1st trivial. 

Existiert S°°, eo ist nach Satz 1 1N(S°°) - BK (AB),. und aus 

S*A - 0 ergibt eich AK (А) В 1N(S°°) » ВК(Ао) в BK (A). 
Oie umgekehrte Beweisrichtung folgt sofort. 

Existiert der operator Ba, eo gilt der nachstehende Satz. 

Satz 2 (MaeB): Aue der Existenz von Bgg folgt die Existenz von 

T® und S°° und die Gültigkeit der Beziehungen 

DB" 

ѲооAD - 0. 

- 0. 
. - в. 

°. =00^00 " =00' 
Weiterhin existiert dem Grenzelement хда der Iteration (2) für 

beliebige xQ,b und Stellt eine bezQgllch 0 verallgemeinerte Lö¬ 

sung von (1) dar, d. h., ее gilt 0(b - Ax ) ■ 0. 
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Beweis 1 Oie Behsuptungen ergeben eich explizit eus den Auesegen 
von Theorem 1 in /7/ bzw. Implizit eue dem entsprechenden Be¬ 
weis. 

Nun kenn ein erster Aquivslenzsmtz formuliert werden (vgl. euch 
Schulz (/14/)1 

Setz 3i Sind die Operstoren OA und AO noreel auflösbar, gilt 
elec 

(DÄ) - IR (DA), IR (AD) ■ IR (AD), 
eo sind folgende drei Auesegen equivalent1 

e) Es existiert B^, 

b) Es existiert T00, und es gilt IR(OA) - 1R(D). 

c) Es existiert S°°. und es gilt IN (АО) - »1(0). 

Beweis! Wir führen den Beweis in vier Schriften. 
e) b) i Aus der Existenz von B^ folgt noch Setz 2, daß euch 

T°° existiert und dsß DAB^ - D 1st. Somit arhölt men 

IR(O) - »(DAB^) s IR (DA) S ®(D). 

e) =» c); Existiert B^, so existiert nach Satz 2 ebenfalls S°° , 

und es gilt 8^ AD - 0, also 1N(0) в IN (АО) в Ж(В^АО) . IN(D), 

b) =»a): Für jedes x existiert ein у mit Dx » QAy, eo daß auf 
Grund von (5) und (6) 

n n 
В X - У] T^Ox - T^OAy - BAy - (I - Tn+1)y 

1>0 1«0 
ist. Oer Grenzwert rechte existiert für n-»oo. eo daß auch 
lim 8 X für eile x existiert. 

n-»oo 

cl=»«i! Wegen Lemma 1 1st OS00 * 0. Da S00 ein Projaktlonaopa- 

rator 1st, gilt für jedes x • IR(3°°) die Gleichung x - S°°x 
und damit 

n n n 
Bnx > ^2 DSiX . ^2 DGiS®X ■ ^2 DS°°X - 0 (X€»(S®)). 

Dada в x 6 U(S°°) > TKTT~-~"5J . Ѵ{*Щ . Ж (AO) . IR (I - S) 
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kann in der Fora x ■ (I - S)z dargeeteilt werden, und ее folgt 
n n 

BnX - DS1X - ^2 DSi(I - S)z - (D - DSn+1)z (xtlN(S®)), 

In beiden Gleichungen existiert für n-»oo der Grenzwert auf der 
rechten Seite, folglich euch auf der linken, so daß schließ¬ 
lich Вю auf ganz Y existiert. 

Falls der Operator OA eine lineare innere Inverse (DA)" besitzt 
(OA(DA)~DA - OA), so 1st DA(QA)- ein Projektionsoperator auf 
St (OA) (/9/), und wenn eine lineare innere Inverse (AD)“ von АО 
existiert (AD(AD)~AD - AD), so stellt I - (AD)”AD einen Projak- 
tloneoperetor auf 54 (AD) dar (/9/). Es gilt das folgende Lemma. 

Lamas 3; Besitzt DA eine lineare Innere Inverse (DA)“, so gilt 

St (OA) - St (0)«-» 0A(QA)~D - 00*30« L(Y,X): DAO' - 0. 

Gibt es eine lineare innere Inverse (AD)“ von AD, so ist 

»(AD) - 54(0)4-» D(AD)“AO - D 0=0 3 D" € L(Y,X):0"A0- 0. 

Beweis: Gilt 5t(DA) - St(0), so laßt der Projektloneoperetor 
DA(DA)“ jedes Element aus St (D) unverändert, d. h. , es gilt 
OA(OA)~D - О bzw. ОАО' - о alt 0' - (DA)“0. Umgekehrt erhalt 
man aus ОАО' • 0 sofort St (0) • St (ОАО') £ 5t (OA) £ St (D), also 
St (OA) - St(O). 
Nall I - (AD)"AD ein Projektor auf 94(AD) 1st, folgt aus 
51 (AD) - 54(D) die Beziehung 0(1 - (AD)-AD) - o, also 0"AD . о 
alt 0" - D(AD) . Aus 0"AD ш о ergibt eich andererseits 
#1(0) « »(АО) « 54(0"AD) . 54(D). 

Unter den Voraussetzungen von Lemme 3 entsprechen die Äquiva¬ 
lenz dar Aussagen b) und c) und die Folgerung b) oder c) Impli¬ 
ziert a) von Satz 3 der Aussage des Theorems 3 von Berg in /2/. 
Oaa folgende Lemma enthalt äquivalente Bedingungen dafür, daß 

eine Innere Inverse von А 1st. 

existiert Вш , so gelten folgende Aquivelenzen: . 

mmА - А## АТ® - О ФФ 5t(T®) . 51(A)** »(OA) - 54(A) 

8~а - О**54(3®) . ЖЩФФ Д (Aff)' . TKJKJ. 
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Bettels: Oa dl* Existenz von di* Existenz von T00 und 8® 

Impliziert, ergibt «ich die Behauptung unmittelbar aue Lama* 2 

und aue (7). 

Mit dleaea Lemma erhält man aue Satz 3 die nachstehende Aussag* 

Satz 4; Für normal auflösbare Operatoran OA und АО sind folgen¬ 

de Aussagen äquivalent: 

a) Es existiert B^, und es gilt AB^ A - А. 

b) Es qxlstlert T°°, und es gilt »(OA) - »(0). »(OA) . » (A). 

c) Es existiert S°° , und ss gilt »(АО) - »(О). »(АО) * К (А). 

Beweis: Zunächst sind nech Satz 3 und Lemma 4 die Aueeagen 

4) und 

C) es existiert S00 , und es gilt Ж (AD) • »(0), »(AD) ■ Ж (А) 

äquivalent. Wagen 3?(AD) « R(AD) С R (А) e jfc(A) folgt aber 

aus o') sofort c). Umgekehrt zieht c) unmittelbar c') naoh 

sich. Entsprechendes gilt für die Äquivalenz von a) und b). 

Sind X und Y Hilberträume, so kann man auch dl* drei folgenden 

Sätze formulieren. 

Satz 5: Für normal auflösbare Operatoren AD und OA sind folgen¬ 

de Aussagen äquivalent: 

a) Es existiert B^, und es gilt AB^A » A, B^A - (B^A)*. 

b) Es existiert T® . und ss gilt »(DA) - W(0) - »(A*). 

»(DA) « »(A). 

c) Es existiert S®. und es gilt »(AD) - W(D), »(AD) - *(A). 

»(D) - »(Ä*). 

Ist eine dar Bedingungen a), b) oder o) erfüllt, so gilt außer¬ 

dem 

Ж (А*) - R(A*D*), »(А) - Ж(А*0*) - Ж(0*). 

Beweis: Der Beweis folgt aus Satz 4, denn der Projektor BMA 

bzw. dar Projektor T® 1st genau dann salbstadjunglart (bzw. 

orthogonal), wann 



und 

IR (T°*) . Ж(А) - Ж(Т®)А - JR(DA)A - IN (A*D*) 

- Ж(0)А - 3N(D#) 

Ж(Т®) - Ж(0) > »(T®)1 - IN (DA)1 - Ж(А*0*) . Ж(А*0*) 

- W(A)1 - Ж(А*) . Ж(А*) 

gilt. Hierbei let zu beechten, daß mit DA auch (DA)* normal 

auflösbar lat und daß aue IR (A*D*) » 1R(A*D*) S Ж (А*) « IR (А*) 

die Äquivalenz von Ж (Ä*D*) - Ж (А*) und Ж(А*0*) - Ж (А*) 
folgt. 

Satz 6: Für normal auflöabare Operatoren AD und DA eind folgen¬ 
de Auseagen äquivalent: 
e) Ее exlatiart , und ее gilt AB^A • A, AB^ « (AB^ )*. 

b) Ее axletlert T®, und ее gilt Ж (DA) - Ж(0), JN(OA) - Ж(А). 
Ж (D) - Ж(А*). 

c) Ее exietlert S®, und ее gilt Ж (AD) - Ж(0) • IN (А*), 
Ж (АО) - Ж (А)• 

lat eine der Bedingungen а), b) oder c) erfüllt, eo gilt außer¬ 
dem 

K(D*) - Ж(0*А*) . XR(A), Ж (D) - Ж (0*A*). 

Bemale: Die Behauptung folgt aue Satz 4, indem man notwendige 

und hinreichende Bedingungen dafür hinzufügt, daß S® » (S® )* 
ist: 
Ж(5® )- Ж (АО) -Ж(О) - Ж (- Ж (AD)1- Ж (D*A*) 

- Ж(А)1 - Ж(А*), 

Ж (S® ) ■ Ж (АО) ■ Ж ( А) • Ж (S® )1ш Ж (АО)1. Ж (0*А*)-Ж (D*A*) 

- Ж (О)1 - Ж (Df) -Ж (О*). 
Hier besitzt mit АО auch (AD)* einen abgeachloeeenen Wertebe¬ 

relch. und wegen Ж (D*A*) • Ж (D*A*) 6 Ж(0*) S ж (О*) iet die 

Aussage Ж(0*A*) ■ Ж (0*) äquivalent zu Ж(D*A*) » Ж(О*). 

Aus den letzten beiden Sätzen ergeben eich unter Beachtung von 
Satz 2 folgende gleichwertige Aueeagen dafür, daß Bmexistiert 
und die Meere-Penroee-Inveree (/1/) von А deretellt. 
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Satz 7! Für nomal auflösbare Opera toren АО und DA sind folgen¬ 

de Aussagen äquivalent: 

a) Es existiert Be , und es gilt AB^A « A. AB^ - (AB^)*, 

BooA - (Ba,A>*- (Zusätzlich 1st B^AB^ . B^.) 

b) Es existiert T00 , und es gilt IR (DA) - * (D) = IR (A*), 

Ж(ОА) - »(A), IN (D) - IN ( A* ) . 

c) Es existiert s“ . und SS gilt IN (AD) « Ж(О) - IN (А*), 

IR (AD) - *(A). 1R(D) . TR (A*). 

Für Anwendungen obiger Sätze auf Projektionaverfehren zur Lö¬ 

sung linearer algebraischer Gleichungaaysteee ist das folgende 

Lease von Nutzen. 

Lease 5: Ist P ein Produkt endlich vieler Orthoprojektionsaa- 

trlzen Pj, P2, .... Pk alt IR (P^) * L± (1-1.2.....k). so 
{( 

existiert P00 - lia Pn und let der Orthoprojektor auf f~\ L 
п-*ш 1-1 

Beweis; la Fell P - P* wurde der Beweis von Pyle (/12/) mit 

Hilfe der dann existierenden Spektralzerlegung von P geführt 

(vgl. /1/). Den Beweis für den nlchtheralteschan Fall führt 

wen alt Hilfe der von Tanebe ln /15/ benutzten Methode. 

Schließlich ist Lease 5 ein Spezialfall eines in /13/ bewiese¬ 

nen Satzes. 

Als Anwendungen betrachten wir nun einige Iteretloneverfahren 

zur Lösung linearer Gleichungasysteae 

Ax • b, A: M X N, b: M X 1. (10) 

Die Werteberelche sind bei Matrizen etets abgeschlossen, so daß 

aäetliche Matrizen noreal auflösbar sind. 

1. Rlcherdson-Verfehren 

Bela Iteretloneverfahren 

2n*l *n ♦ *A*(b - A*n) • 0«et < 
g(A*A) 

(11) 

wobei $(A*A) den Spektralradlue von A*A bezeichnet, wird die 

Konvergenz der Iterationeaatrlx T - (I - DA) ■ (I - *A*A) 
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durah die Wehl von а gewährleistet, und de К(A*A) • Ж(Ä*), 
Ж(А*А) » Ж (A) let (vgl. z. В. /1/), ergibt eich unmittelbar 
aus Satz 7, daß die Näherungevektoren gegen 

- (I - A+A)x* ♦ A+b (12) 

konvergieren, wobei A* die Moore-Penroee-Inverse von A lat. 
Außerdem lat (12) eine bezüglich A* verallgemeinerte Lösung 
von (10) (siehe Satz 2). 

2. Verfahren von Plemmone 

Oma "propsr-epllttlng"-Verfehren 

*„+l “ +8+b. A - В - С. (13) 

Ж (А) - Ж(В). Ж (А) - Ж (В) (14) 

konvergiert, wenn В+С eine konvergente Matrix 1st. Da wegen 

(13) jedes Хд ln Ж(В*) liegt, gilt B+Bxn « x^ für alle n, 

und (13) kann ln der Form (2) mit D • в* geschrieben werden: 

S,+l " B+B5n * B*(k - A*n) - (I - B+A)Xn + B*b. (15) 

Unmittelbar aus (14) folgt 

Ж(0) - К (В*) . Ж (В*) . Ж (А*), (16) 

Ж(0) - Ж (В*) - Ж (В*) . Ж (А*). (17) 

und dm Ж(А) - Ж(В) gilt. 1st auch АА* - 8В+. Damit wird 

А * АА+А » ВВ+А, und ев gilt Ж(В+А) С Ж(А). Da auch stets 

Ж(А) в Ж(В*А) 1st, erhält men die Beziehung 

Ж (A) - Ж (В*A) . Ж (DA). (18) 

Schließlich folgt aus в* • в+вв+ - в*АА+ die Relation 
Ж(В*) в Ж(В*А), so daß alt Ж(В+А) « Ж(В*) auch 

Ж (О) - Ж (В*) - Ж (В*А) - Ж(ОА) (19) 

ІО*. Mit (16) bis (19) folgt aus Satz 7, daß auch das 



Verfahren (13) gegen die Lösung (12) konvergiert. Dabei ist 

(12) eine bezüglich B+ verallgemeinerte Lösung von (10) (siehe 

Satz 2) und wegen JN(B+) » »(B*) schließlich eine bezüglich B* 

verallgemeinerte Lösung von (10). 

3. PSH-Verfahren (/10/, /11/) 

Ein Schritt des (zyklischen) Projektloneverfahrens auf Schnitt¬ 

räume von Hyperebenen ("PSH-Verfahren") kann als instationäres 

Verfahren 

*n+l ■ TrÄ, + “nt 

mit der Orthoprojektionematrix 

D, - A*En(E»AA*En>-1£ 

(20) 

(21) 

geschrieben werden, wobei die Matrix ER aus gewissen Spalten 

der Einheitsmatrix M-ter Ordnung besteht. Faßt man jeweils к 

Schritte des Verfahrens zu einem Zyklus zusammen, so wird aus 

dem ursprünglich instationären Verfahren (20) ein stationäres 

der Gestalt (2) mit 
k-1 

Tk-lTk-2' -lTk-2*• •TJ+1DJ- 
Nach Lemma 5 ist die Iterationsmatrix T als Produkt von Ortho- 

projektoren konvergent. Ein Zyklus wird so gewählt, daß 

k-1 
* (DA) = IN (I - T) - f~\ 1R(T.) - JN(A) (22) 

i=o 

und somit 

CN = 1R(I - T) © 1N(I - T) = IR(OA) © 1N(A) 

ist, so daß 

IR (DA) = IN (A)X = IR(A*) 

gilt. Für jedes x € IN (A) ergibt eich wegen T*x » Tpx ■ x 

(n=o,l.k-1) 

(23) 



jnd damit IN (0*)X - IR(D) e IN (А )"*" - 1R(A*). Well außerdem 

К(DA) « IR(0) let, folgt eue (23) 

IR (DA) = IR (0). (24) 

Unter Beachtung von (22) bl« (24) folgt aus Satz 5. daß das 

zyklische PSH-Verfehren gegen 

< I - В«Л)х + Boo— 
(25) 

konvergiert, wobei die bezüglich А verallgemeinerte Inverse 

die Gleichungen 

ABoo A - A' BooABoo - Boo' BooA “ (BooA)* (Z6) 

erfüllt. Bei einem lösbaren Ausgangssystem (10) stellt B^b 

deshalb eine Minimum-Norm-Lösung der (vgl. /1/). 

4. SPA-Verfahren (/8/) 

Setzt man in Formel (20) 

°n * En<* A*AE ГЧ*А*. (27) 

so erhält man die Darstellung eines Schrittes des (zyklischen) 

Spoltenapproxlmationsverfahrena ("SPA-Verfahren"). Dabei be¬ 

steht E aus gewiesen Spalten der Einheitsmatrix der Ordnung N 

üa die Matrizen Tn * I - O^A hier keine Orthoprojektoren sind, 

'betrachtet man die zugehörige Restlteratlon 

AD„ (28) 

wobei nun Sn der Orthoprojektor auf Ж(АЕП) ist. Faßt man Wie¬ 

de jeweils к Schritte des Verfahrens zu einem Zyklus zusammen, 

' ec,i,\it sich sin stationäres Verfahren der Form (2) mit 

' ° k-lTk-2" •TlTo' S ” Sk-lSk-2’• •SlSo’ 

Tk-lTk- ■2* * ' Ti+1B1 

k-1 

iSi-lSi- 
(29) 

ab' Produkt von Orthoprojektoren konvergent. Wenn ein S 1 



Zyklus so gewählt wurde, daß in ihm jede Spalte von А minde¬ 

stens einmal berücksichtigt wurde, so gilt 

F(S°°) - 3N(I - S) = Ж'(.'О) = ]N (А*) , (30) 

3R(A) - F (AD) - JR(I - 3). (31) 

Trivialerweise ist #* (D) s ]N(AD), und andererseits zieht 

ADz ж 0 wegen (30) die Gleichung A*z - 0 nach sich, so daß aus 
(29) und (27) Dz ж 0 und somit IN (AD) S IN(D) folgt. Deshalb 

gilt auch 

Л(АО) - (32) 

Wegen (30) bis (32) ergibt sich aus Satz (6): Das zyklische 

SPA-Verfähren konvergiert für jeden Startvektor xQ gegen 

ioo ■ (I - BooA>io + Booi (33) 

mit einer verallgemeinerten Inversen von A, welche die 

Gleichungen 

ABooA A, BooABco - Bc (34) 

erfüllt. Ist das Ausgangssystem widersprüchlich, so stellt so¬ 

mit Jeder Vektor (33) eine Kleinste-Quadrate-Lösung von (10) 

dar (vgl, /1/). Andernfalls ist (33) eine Lösung von (10). 
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Robustheit statistischer Methoden 

I. Begriffsbildung und Entwicklung

1. Einleitung

62F3S 

In den letzten Jahrzehnten haben die Mathematische Statistik 
und ihre Anwendung eine st0rmische Entwicklung genom■en. Neben 
parametrischen Verfahren für spezielle Verteilungen wurden in 
zunehmendem Maße paremeterfreie Verfahren und sogenannte "robu­
ste· Verfahren vorgeschlagen, die auch para■etriech sein könne� 
In der Praxis werden jedoch überwiegend klassische para■etri­
sche Verfahren angewendet. Diese Verfahren besitzen zwar bei 
Gültigkeit der Voraussetzungen wünschenswerte Eigenschaften, 
sie werden aber zuneh■end einer Kritik gerade hinsichtl�ch ih­
rer Anwendung �nterzogen, da diese starken Voraussetzungen 1■ 
Einzelfall nicht erfüllt eind„ Der t-Test i■ Einstichprobenpro­
blem ist z. B. unter Voraussetzung der Normalverteilung f0r die 
Komponenten einer Zufallsstichprobe in dar Klaeee aller «-Teete 
der gleichmäßig trennschärfste Test. Doch wie verhllt eich die• 
ser Test, wenn z. B. das betrachtete Merk■al nicht nor■alvar­
teilt ist? Ist der t-Test denn überhaupt noch ein �-Test? Man 
kann wohl sagen, daß di: meisten untersuchten Merk■■le nicht 
durch Normalverteilungen modelliert werden können (such nicht 
annähernd). Trotzdem wird hier der t-Test durchgeführt, besitzt 
aber dann möglicherweise nicht mehr die oben beschriebene 
Eigenschaft. Das führte zur Entwicklung parameterfreier Verf■h• 
ren, die z. B. lediglich voraussetzen, daß die Ko■ponenten der 
Zufallsstichprobe alle einer (der gleichen) stetigen Verteilung 
folgen. Es ist klar, daß ein solche• Verfahren nicht die spe­
ziellen Eigenschaften einer Verteilung ausnutzen k■nn und des­
halb für eine spezielle Verteilung (z. B. Normalverteilung) 
schlechter als das entsprechende para■etriache Verfahren ist, 
Welches Verfahren soll nun 1■ Einzel fall eng-endet warden? 
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Zur Beantwortung dieser Frage braucht man Entscheidungsregeln, 

die Jedoch zur Zeit noch nicht vorhanden sind bzw. nur schlecht 

begründet wurden. Oer Mathematiker hat also bei der Anwendung 

der Verfahren stets einen Kompromiß zu schließen, bei dem ihm 

nur wenig brauchbare Information vorliegt. Er wird sich in den 

meisten Fällen für ein klassisches parametrisches Verfahren 

entscheiden, da Grenzwertsätze und die "guten Eigenschaften" 

für diese sprachen. Nur im Falle “kleiner" Stichproben und ex¬ 

tremer Abweichungen wird er zu robusten, nichtparametrischen 

Verfahren oder anderen greifen. 

Bei der Erarbeitung der Verfahrensbibliothek /29/, die die wich¬ 

tigsten statistischen Verfahren enthält, waren die Autoren in 

den oben genannten Schwierigkeiten. Unter dem Punkt "Bemerkun¬ 

gen" sind einige Ergebnisse aus der Literatur zu Fragen der Ro¬ 

bustheit der parametrischen Verfahren zusammengetragen. Es 

zeigte sich jedoch, daß die vorhandenen Ergebnisse nicht aus¬ 

reichen, um Anwendungsbereiche für die parametrischen Verfahren 
anzugeben, daher wurde auf heuristisch begründete Regeln ausge¬ 

wichen. Dieser Zustand 1st jedoch unbefriedigend. Es ergab sich 

die Notwendigkeit, zu Fragen der Robustheit der wichtigsten 

statistischen Verfahren eine größere Untersuchung anzustellen, 

um die verwendeten Regeln zu überprüfen. Das Ziel dieser und 

folgender Arbeiten besteht zunächst darin, den Begriff Robust¬ 

heit qualitativ und quantitativ zu erfassen. Ferner sollen die 

wichtigsten statistischen Verfahren untersucht und Regeln für 

deren Anwendung auf gestellt werden. Die ersten Untersuchungen 

zu dieser Frage zeigen schon, daß der u-Test, t-Test und 

%2-Test bzw. entsprechende Konfidenzschätzungen nicht so ro¬ 

bust gegenüber Abweichungen von der Normalverteilung sind, wie 

beispielsweise aus den Arbeiten /4/, /25/. /27/, /28/, /35/. 

und vielen anderen erwartet werden könnte bzw. daß das minimale 

n für einen robusten Test größer als erwartet ist. 

2, Definition der Robustheit 

Ähnlich wie ln der Umgangssprache bedeutet Robustheit in der 

Mathematik eine gewisse Widerstandsfähigkeit bzw. Unempfind¬ 

lichkeit. Ein mathematisches Verfahren heißt z. B. robust, 
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wenn es auch dann noch ln guter Näherung anwendbar let, wenn 

die Voraussetzungen des Verfahrens mehr oder weniger verletzt 

sind. Eine andere Auffassung von Rdbusthelt liegt vor, wenn dae 

Verfahren ln möglichst vielen in der objektiven Realität auf¬ 

tretenden Situationen sinnvoll anwendbar 1st. Vor allem ln der 

Mathematischen Statistik hat sich dieser Begriff seit 1953, als 

er durch einen Artikel von Box /4/ eingeführt wurde, eingebür¬ 

gert. Box untersuchte ln dieser Arbeit, wie eich Abweichungen 

von der vorausgesetzten Normalverteilung auf Teets zum Ver¬ 

gleich von Varianzen auewlrken. Obwohl Ähnliche Untersuchungen 

für Mittelwerte schon viel früher bekannt waren, taucht in die¬ 

ser Arbeit erstmals der Begriff Robustheit auf. Es heiBt näm¬ 

lich: “It would appear, however, that this remarkable property 

of •robustness• to non-normality which these tests for compe¬ 

ring means possess, and without which they would be much less 

appropriate to the needs of the experimenter, is not necessari¬ 

ly shared by other statistical teste, and in particular Is not 

shared by the tests for equality of variances, mentioned above." 

Abweichungen von den Voraussetzungen fOr statistische Verfahren 

liegen z. В. dann vor, wenn in einer “Zufallestichprobe" einige 

Komponenten nicht die vorausgesetzte Identische Verteilung ha¬ 

ben. Solche Komponenten heißen Ausreißer, und mit ihnen hat sich 

schon im 19. Jahrhundert Legendre /22/ beschäftigt. Er schlug 

vor, solche Ausreißer aus den Berechnungen auszuschließen. Heu¬ 

te gibt es vor allem im Anschluß an Huber /18/ eine umfangrei¬ 

che Theorie der robusten Schätzungen ln linearen Modellen. Oie 

Geschichte der praktischen robusten Schätzungen ble 1920 wurde 

in /36/ beschrieben. Obwohl die Suche nach robusten Verfahren 

schon eine lange Tradition hat und der Begriff selbst seit 

Box /4/ benutzt wird, wurden Robustheitsdefinltionen erst rela¬ 

tiv spät vorgeschlagen. Zunächst überwogen verbale Definitionen 

wie z. B. die von Box und Anderson /5/: "Procedures ere 

required which are 'robust' (insensitive to changes in 

extraneous factors not under test).“ 

Huber /19/ wies darauf hin, daß es mehrere Möglichkeiten zur 

Definition der Robustheit gibt, es heißt dort: “But if one 

wants to choose in a rational fashion between different robust 

competitors to a classical procedure, one hee to make precise 
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the goals one wants to achieve. Unfortunately, a consensus has 

not been reached: although the goals rarely are stated in an 

explicit fashion, one can discern at least five or six conflic¬ 

ting ones, and I do not think that all of them should be called 

by the same name 'robust'." 

Bedenkt man aber, daß sich die von Huber erwähnten miteinander 

konkurrierenden Definitionen der Robustheit im wesentlichen auf 

die (asymptotische) Effizienz von Schätzungen beziehen, wobei 

auch unerwartet viele grobe Fehler die Schätzung nur bedingt 

beeinflussen sollen, und eine Minorität von Daten keinen domi¬ 

nierenden Einfluß auf die Schätzung erlangen soll (Hampel /14/), 

wird das Bedürfnis nach einer Definition der Robustheit deut¬ 

lich. Huber /18/, /19/, /20/, Hampel /13/ und weitere Schüler 

von Huber definieren Robustheit als Eigenschaft von Folgen von 

Schätzfunktionen, z. 3. nennt Huber eine Folge von Schätzfunk¬ 

tionen, die in einer Klasse (z. 9. in der Klasse der linearen 

erwartungstreuen Schätzfunktionen) die maximale Varianz mini¬ 

miert, robust. Damit ist die Hubersche Robustheit vergleichbar 

mit anderen Eigenschaften von Schätzfunktionen, wie (asympto¬ 

tische) Effizienz oder Konsistenz. Die Definitionen von Box und 

Huber gehören zu zwei Klassen von Rubustheitsbegriffen, die 

eingangs bereits angedeutet wurden. Außerdem bezieht sich die 

Boxsche Robustheit auf statistische Entscheidungen allgemein, 

die Hubersche im wesentlichen auf Schätzungen. 

Wir betrachten beispielsweise das Einstichprobenproblem. Als 

Modell für die Beobachtungen (y1,...,yn) setzen wir den Vektor 

(y^,an und setzen voraus, daß es sich um eine Zufalls¬ 

stichprobe handelt, d. h., daß 

- die die gleiche Verteilung besitzen, deren Typ bekannt ist, 

- die voneinander unabhängig sind. 

Es sind folgende Abweichungen von diesem Modell möglich 

- die sind abhängig, 

- die folgen einer anderen als der vorausgesetzten Vertei¬ 

lung (z. B. /4/), 

- die 2^ folgen nicht alle der gleichen Verteilung (z, B. Aus- 

qß relßer oder allgemeiner bei Huber /18/). 



In Mehrstichprobenproblemen kommen noch weitere Möglichkeiten 

hinzu (z. B. Inhomogenitäten zwischen den Stichproben). Wir 

wollen uns in unseren Untersuchungen vor allem auf Modellabwei¬ 

chungen unter dem zweiten, aber auch unter dem ersten Stab¬ 

strich beziehen. 

Der Begriff Robustheit wird in der Literatur in dem oben be¬ 

schriebenen Sinne vorwiegend auf das statistische Auswertungs¬ 

verfahren bezogen. Dabei wird die Versuchsplanung weitestgehend 

außer acht gelassen. 

Box und Tiao /6/ führten die Begriffe "criterion robustness” 

und "inference robustness" ein. "Criterion robustness" bezieht 

sich auf ein statistisches Verfahren. Es wird die Verteilung 

der Statistik bei Abweichungen von den Voraussetzungen unter¬ 

sucht, Dagegen bezieht sich "inference robustness" auf eine 

ganze Klasse von Statistiken. Die Statistik wird in Abhängig- 

heit von der Abweichung von der Voraussetzung entsprechend va¬ 

riiert, Es werden die Verteilungen der sich so ergebenden Sta¬ 

tistiken untersucht. Im folgenden wollen wir uns lediglich mit 

der "criterion robustness" befassen und kurz von Robustneit 

sprechen. 

Beispiel 1; Wir betrachten eine Zufallsstichprobe (у%«... 

von noch festzulegendem Umfang n, deren Komponenten yi nach 

N( ytt;62) verteilt sind. Es soll der Erwartungswert p geschätzt 
werden. Wir betrachten die Klasse der erwartungstreuen Schätz¬ 

funktionen und erhalten у als beste Punktschätzung für fl , wenn 

man als Kriterium die Varianz der Schätzfunktion verwendet. 

Es ist bekannt, daß bei unbekannter Varianz der t-Test im 

Einstichprobenproblem unter den angegebenen Voraussetzungen in 

der Klasse aller -Tests der trennschärfste Test ist. Eine 

daraus abgeleitete wünschenswerte Eigenschaft besitzt auch das 

entsprechende Konfidenzintervall. Es ist das kürzeste (i-QL)- 

Konfidenzintervall für /U. 

2 = (У - —— t(n-l; 1 -S) ; у + —— t ( n— 1 ; 1- 2)\ (i) 
N“ yn ” Vn X 

stellt für jedes n * 2 ein (l-<X)-Konf idenzintervall dar, 
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wenn die üblichen Voraussetzungen gelten, wobei 1-tt als realer 

Konfidenzkoeffizient bezeichnet wird, wenn das Intervall (1) 

mit Wahrscheinlichkeit 1-cCden Parameter yu. überdeckt. Da man im 

Anwendungsfall aber nicht weiß, ob die Voraussetzungen erfüllt 

sind, kann man (1) eigentlich nicht anwenden und behaupten, daß 

1-4,die tatsächliche Oberdeckungswahrscheinlichkeit ist, 1-oL 

ist nur die nominelle Oberdeckungswahrscheinlichkeit. Der reale 

Konfidenzkoeffizient wird von der Verteilung g(y) und n abhän- 

gen. Den realen Konfidenzkoeffizienten wollen wir deshalb mit 

l-Ä(n.g) bezeichnen. Wenn dieser reale Konfidenzkoeffizient 

um nicht mehr als eine vorgegebene Größe 6 vom nominellen Wert 

1-d abweicht, soll (1) für diese Verteilung und den Stichpro¬ 

benumfang 2-robust heißen. Diese Eigenschaft kann von n, g(y) 

und 6^ abhängen. 

Als Kriterium für die Robustheit wurde hier eine Grenze £ für 

den Absolutbetrag der Abweichung verwendet: 

lct(n.g) - ocl Ä С. (2) 

Ее 1st leicht einzusehen, daß das Verfahren (1) nicht für jedes 

n bei vorgegebenem vernünftigen £ < Л (Б kann beispielsweise 

mit £ ж 0,005 vorgegeben werden, wenn oc = 0,05 ist) und für je¬ 

de Verteilung bezüglich des Kriteriums £-robust ist. Man wird 

also nur erwarten können, daß ein Verfahren für eine vorgegebe¬ 

ne Klasse von Verteilungen, möglicherweise in Abhängigkeit von 

gewissen Parametern und dem Versuchsplan als robust bezeichnet 

werden kan.*.. Es konnte für spezielle diskrete Verteilungen ge¬ 

zeigt werden, daß |oC(n,g) - aj keine monoton fallende Funktion 

von n 1st. Damit kann eine derartige Eigenschaft auch nicht ge¬ 

nerell für stetige Verteilungen vorausgesetzt werden, d. h., 

aus der ^-Robustheit von (1) für eine spezielle Verteilung g(y) 

und ein spezielles n* kann nicht geschlossen werden, daß (1) 

für diese Verteilung und alle n in* E-robust ist. Es ist aber 

zu vermuten, daß es ein nQ derart gibt, so daß das Verfahren 

(1) für alle n * nQ und für eine spezielle Verteilung £-robust 

ist. Wir beziehen uns auf Robustheitsbegriffe, die von (2) oder 

analogen Forderungen abgeleitet wurden. Es soll untersucht wer¬ 

den, in welchem Maße die wichtigsten parametrischen Verfahren 

(z. B. u-Teet, t-Test, F-Test, X^-Test und daraus abgeleitete 
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Intervalle) von ihren Voraussetzungen abhängen. Dazu wollen wir 

den Begriff der Robustheit noch etwas allgemeiner fassen. 

Zunächst soll definiert werden, was unter einer robusten Inter¬ 

vallschätzung verstanden werden kann. Es sei dÄ die zu unter¬ 

suchende Intervallschätzung. Für die Klasse von Verteilungen 

sei 1-a der reale Konfidenzkoeffizient für da. Gegeben sei 

weiterhin eine Klasse Gg э G^ von Verteilungen, auf die da an¬ 

gewendet werden soll. Für eine Verteilung g aus Gg wird »von g, 

und damit auch von abhängen. Mit g wird die Verteilung 

der Stichprobe bezeichnet , 1st das Spektrum des Versuche 

und Шk dessen Belegung (siehe zur genaueren Definition Rasch 

und Herrendörfer /30/, /31/). 

Definition 1: Eine Intervallschätzung dÄ zum vorgegebenen nomi¬ 

nellen Konfidenzkoeffizienten 1-a., die für die Klasse G^ von 

Verteilungen auch den realen Konfidenzkoeffizienten l-ac besitzt, 

heißt auf der Klasse Gg э G^ genau dann C-robuat, falle 

Max I oc (S. , И. ,g) - d| s £ (3) 
9&Gg 

gilt, und einseitig f-robust, falls 

Max aC (S. , (ft. , g) - OL * C 
9 6 g2 

gilt. 

Mit den obigen Bezeichnungen kann man auch die Robustheit (im 

Sinne des Risikos 1. Art) für ein Testverfahren dA definieren. 

Definition 2: Ein Test da zum vorgegebenen nominellen Risiko 

1. Art a, der für die Klasse G^ von Verteilungen auch ein 

reales Risiko erster Art а besitzt, heißt auf der Klasse Ggэ Gj 

genau dann C-robust bezüglich Л, falls 

Max |cL(Sk , %k ,g) - (*|6 £ (*) 
g £ Gg 

gilt. 
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Boi Tests ist eine einseitige £-Robustheit nicht sinnvoll. 

Die Aussage, daß ein statistisches Verfahren £-robust ist, 

hängt natürlich auch vom Wert von ol ab. 

Ein Test wird durch das Risiko erster Art ct nicht vollständig 

beschrieben, wohl aber durch die Gütefunktion «$T(g). Es ist 

also notwendig, die Gütefunktionen des betrachteten Tests zu 

vergleichen. Wir beschränken uns auf Tests zur Prüfung von Hy¬ 

pothesen über den Erwartungswert ju. e. R^ einer Verteilung g e. G2 

mit endlicher Varianz 62. Es soll HQ : ytx = jllq gegen НД : fj, / fu.o 

geprüft werden. Die Gütefunktion kann stets in Abhängigkeit 

von n, T g dargestellt werden. Bezeichnet man mit 

Max |B(T,n) - ß(T,n,g)l = M*(n,g) (5) 
T £ Rl 

die maximale Abweichung der Gütefunktion für eine feste Vertei¬ 

lung g, so kann die folgende Definition verwendet werden. 

Definition 3: Der t-Test zum Vergleich eines Mittelwertes mit 

einer Konstanten heißt £-robust bezüglich 1 - ß für alle die- 

Jedigen n und g, für die 

gilt. 

Versuche, die Robustheit der multiplen t-Prozedur allgemein zu 

definieren, stoßen auf größere Schwierigkeiten, da jeder ein¬ 

zelne t-Test der multiplen t-Prozedur eine andere Gütefunktion 

besitzen wird. Darauf soll hier aber nicht eingegangen werden. 

Nahezu unmöglich erscheint es deshalb, die £-Robustheit von 

statistischen Verfahren allgemein zu definieren. : 

3, Robustheitsuntersuchungen durch Simulation 

Auch in der Mathematik ist es üblich, dort, wo man exakte oder 

approximative analytische Lösungen nicht erhalten kann, "expe¬ 

rimentell" vorzugehen. Hierbei wird häufig mit Hilfe der Simu¬ 

lation gearbeitet. Man erzeugt Zufallsstichproben, die in etwa 

aus einer bestimmten Verteilung stammen und kann die Risiken 
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entsprechender statistischer Entscheidungsverfahren durch rela¬ 

tive Häufigkeiten abschätzen. Schnelle Rechner begünstigen den 

Einsatz dieser Methode, da es jetzt möglich wird, die Umfänge 

von Simulationsexperimenten (d. h, die Anzahl von erzeugten 

Stichproben) so groß zu wählen, daß die Ergebnisse hinreichend 

genau sind. Sei der Untersuchung der Robustheit statistischer 

Verfahren geht es im Prinzip stets um die Schätzung von Wahr¬ 

scheinlichkeiten oder um die Prüfung von Hypothesen über Wahr¬ 

scheinlichkeiten. Es sei p = P(A) die Wahrscheinlichkeit des 

Ereignisses Л, Soll ein Konfidenzintervall zum Koeffizienten 

1-OL* für p so konstruiert werden, daß die halbe erwartete Brei¬ 

te den Wert d nicht übersteigt, so sind 

u2 „ P(l-P) 

#-. (6) 

Versuche durchzuführen (up ist das P-Quantil der standardisier¬ 

ten Normalverteilung). 

Soll andererseits die Hypothese 

H0 : P = P0 (°'9. d. A. po < ф) 

gegen die Alternative 

"A : P f Po 

geprüft werden,so sind 

и1-еГ V(P0 + d)(l-P0-d) + u а*Ур0(1-Р0) 

(7) 

Versuche durchzuführen, wenn die Genauigkeitsforderungen für 

den Test durch die Risiken oc* und P>* und die praktisch interes¬ 
sierende Mindestdifferenz d* vorgegeben sind (d. h,, für 

Ip—po I i d soll G* £ ß* sein). Zur Begründung dieser Formel 

siehe /29/. 

Vir demonstrieren das allgemeine Vorgehen im folgenden am Bei¬ 

spiel des Erwartungswertesyu einer kontinuierlichen Verteilung. 

.Vir wollen prüfen, ob das für die Normalverteilung abgeleitete 
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"beete“ Konfidenzintervall (1) auch in Falle anderer Verteilun¬ 

gen brauchbar let. Falls tatsächlich Normalverteilung vorliegt, 

gilt 

P(fi e I) = 1-Й, 

für eine andere Verteilung g gilt dann 

P(ya e I) . l-a(n.g), 

und nach Definition 1 kann die Robustheit überprüft werden. 

Hier geht es also um die Schätzung einer Wahrscheinlichkeit. 

Für kontinuierliche Verteilungen kann <x(n,g) nur in sehr weni¬ 

gen Fällen berechnet werden, diese Fälle sind außerdem für die 

praktieche Anwendung kaum von Interesse (z. Ѳ. Gleichverteilung 
und n ■ 2) , deshalb ist der Einsatz des Simulatiönsexperiments 

zur Zeit notwendig. Die Genauigkeit der Schätzung von oc(n,g) 

wollen wir durch die halbe erwartete Breite d und den Konfi¬ 

denzkoeffizienten 1-a* eines Konfidenzintervalls für Л(п,д) 

vorgeben. Die Anzahl N* von Stichproben vom Umfang n entspricht 

den Umfang des Simulatiönsexperiments und wird aus (6) mit 

p m ot(n,g) berechnet. Nun 1st aber 0Цп,д) unbekannt. Deshalb 

vergrößern wir Ng auf Ng, indem für oc(n,g) <£ ф der für (-robu¬ 
ste Verfahren ungünstigste Fall oi +£ • p in (6) verwendet wird. 

Damit stellt Ng eine obere Schranke für den benötigten Stich¬ 

probenumfang der, wenn wir die Genauigkeitsforderung nur auf 

"robuste" Fälle (<*(n,g) hängt von n und der Verteilung ab) be¬ 

ziehen wollen. Sollte diese Einschränkung nicht erwünscht sein, 

so kann selbstverständlich auch ein anderer p-Wert (möglicher¬ 

weise p « 20, falle 2a< ф gilt) oder auch p = ф als schlechte¬ 
ster Fell verwendet werden. Der Fall p = ф würde aber den 
Stichprobenumfang N£ sehr stark vergrößern und ist kaum zu emp¬ 

fehlen, falle die üblichen a-Werte (0,1; 0,05; 0,01) untersucht 

werden eollen. Zu beachten 1st hier allerdings, daß N£ den Um¬ 

fang einer Zufallsstichprobe von Zufallsstichproben vom Umfang 

n darstellt. Für jede Zufallestichprobe vom umfang n wird ge¬ 

prüft, ob die Realisation von I den bekannten Wert ja enthält 

oder nicht. Es sei г die Anzahl der Fälle, in denen fx nicht 
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von I überdeckt wird, dann gilt 

ä(n,g) - (8) 

mit ct(n,g) als Schätzwert für &(n,g). Die entsprechende Schätz¬ 

funktion 1st erwartungstreu und besitzt die gewünschte Genauig¬ 

keit, Kann a(n,g) nicht berechnet werden, so kann auch die De¬ 

finition nicht einfach angewendet werden. Wir wollen von einer 

geschätzten £-Robustheit sprechen, wenn <x(n,g) geschätzt wurde. 

Um einen Eindruck über den erforderlichen Umfang eines Simula¬ 

tionsexperimentes zur Schätzung der E-Robustheit von (1) für 

eine spezielle Verteilung g zu erhalten, wurden in Tabelle 1 

für ,einige Varianten die Werte von angegeben. Wie aus (6) 

ersichtlich, hängt N£ nicht von n und g, sondern nur von a, £, 

d und Л* ab. 

Tabelle 1: Umfang eines Simulationsexperiments, das die 

Überprüfung der 6-Robustheit mit der Genauigkeit {d;Ct* » 0,05} 

für eine beliebige stetige Verteilung g und ein beliebiges n 

bei oc. « 0,05 gestattet 

0,001 0,003 0,004 0,005 0,006 0,007 0,010 

0,010 

0.005 

216667 24075 13542 8667 6019 4422 2167 

199668 22186 12480 7987 5547 4075 1997 

Bei der Wahl von £ und d sollte man d * wählen. Damit wird 

erreicht, daß in den Fällen, in denen |<x-a(n,g)| 4 £ ist, mit 

ziemlicher Sicherheit [a-S(n,g)|* £ gilt. Außerdem 1st in den 

Fällen, in denen |<x-A(n,g)| > £ 1st, die Wahrscheinlichkeit da¬ 

für sehr gering, daß |а.-щп.д)|* £ - d ist. Wir werden für die 

von uns geplanten Simulationsexperimente £ » 0,01 und d ■ 0,005 
wählen, würden wir die Robustheit von (1) nur für eine Alterna¬ 

tivverteilung und ein n untersuchen, so wären nach Tabelle 1 

mindesten-» 8667 Stichproben vom Umfang n aus dieser Verteilung 

notwendig. Will man wissen, von welchem n ab £-Robustheit vor¬ 

liegt, so müssen für mehrere n Simulationen durchgeführt wer- 
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den. Zum Beispiel kann man Ng Stichproben vom Umfang 120 = n 

nehmen und hat gleichzeitig, falls n^f^ * 120 (n^,f^ ganz) 

ist, f^Ng Stichproben vom Umfang n^. Möchte man ct( n, g) als Re¬ 

gressionsfunktion aus unabhängigen Stichproben mit unterschied¬ 

lichen Umfängen N£i für jedes n^ schätzen, so kann man < Ng 

wählen. 

Analog kann man bei der Planung von Simulationsexperimenten für 

andere statistische Verfahren Vorgehen, 

In Tabelle 2 findet man die Stichprobenumfänge Ng zur Untersu¬ 

chung der Robustheit der wichtigsten statistischen Verfahren, 

wie sie in der Literatur angegeben wurden. Auf dieser und wei¬ 

teren Arbeiten beruhen die Aussagen über die ‘'Robustheit" der 

beschriebenen wichtigsten parametrischen statistischen Verfah¬ 

ren. 

Tabelle 2: Stichprobenumfänge Np aus einigen wichtigen Arbeiten 

zur Robustheit 

Everitt, S. B. 
/10/ 

Posten, H. O. 
/27/, /28/ 

Dunnett, C. W. 

/8/ 

Bernha rdson, 
C. S. /2/ 

Box, G. E. P. 
/4/ 

Keselman, M. Э., 
and Rogan, C. 
/21/ 

Verfahren 

Hotellings T 
(Ein- und Zwei- 
stichprobenproblem) 

t-Test , Ein- und 
Zweist ichprobenpro- 
blem, n = 5(5)30 

Tukey-Test, mul¬ 
tiple Mittelwert¬ 
vergleiche 

t-Test nach F-Test 
für Mittelwert- 
Vergleiche 

F-Test zum Ver¬ 
gleich zweier 
Varianzen 

multiple Mittel- 
we rtvergleiche 

2000 - 
3000 

100000 

10000 

1000 

1000 

5000 
(ge¬ 
plant) 

Ve rtoilunn 

GleichVerteilung 
ExponentinIve rtellg. 
log. Mormalverteilg. 

Pearsonkurven 
31s Parameter 

= 0(0,/)2,0 

ß2 = 1,4(0,4)7.8 

ungleiche Otichpro- 
benum fä nge 

Normalverteilung 
oL für Testkombi na¬ 
tion 

Abweichungen von der 
Norma ] vertpi. lung, 
Va rinn.'homogen i tä t 
und Balanciertheit 
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Autor Verfahren Verteilung 

Lemmer, H. H. 
/23/ 

Tamhane, A. C. 
/37/ 

Boardman, T. 0. 
/3/ 

Brown, M. B., 
and Forsythe, 
л. в. /7/ 

Einot, ö.} and 
Gabriel, K. R. 
/9/ 

Gabriel, K, R. 
/11/ 

Green, 0. R., and 
Hegozy, Y. A. S. 
/12/ 

Huang, C. and 
Bolch. 3. ' 
/17/ 

McKinlay, S. M. 
/24/ 

Poll cello, G, E,, 
and 
Met tmansperger 
T. P. /26/ 

Smith, 
/33/ 

к. 

Fest für Varianzen 

multiple Mittel¬ 
wertvergleiche 

Schätzung von 
Varianzkomponenten, 
11 Methoden 

Vergleich von 
Varianzen, ver¬ 
schiedene Methoden 

multiple Mittel¬ 
wertvergleiche 

multiple Mittel¬ 
wert vergleiche, 
neues Verfahren 
л geschätzt 

Anpassungstests, 
Vergleich der Güte 

Regression: Prü¬ 
fung der Vertei¬ 
lung der Residuen 
auf Normalvertei¬ 
lung, 6 Verfahren 

Vergleich der Güte 
dreier approxima¬ 

tiver %^-Maßzahlen 
für 2x2 Tafeln 

Konfidenzinter¬ 
valle mit Hilfe 
von Rangzahlen 
für /X 

Anpassungsteste 
auf Normolvertei- 
lung, n Verfahren 

4000 
(geplant 

1000 
2000 

1000 

1000 

1000 

10000 

1000 

1000 

200 

1000 

500 

Güte verschiede-, 
ner Tests simu¬ 
liert 

Va rianzinhomoge- 
nitä t 

Vergleich der 
Methoden für ba¬ 
lancierte Pläne 

Normalverteilung 

ln(n1 • n2) , 

n. Gleichverteilg. 

Methodenve roleich 

unbalanciert 

Gleichverteilung, 
Normalve rteilung 

Gleichverteilung, 
Normalverteilung 

Methodenvergleich 

Normalverteilung 
u. a. 

Methodenvergleich 
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Autor Verfahren Verteilung 

Spurrier, Э. D., 
and Howett, 0, E. 
/34/ 

Sensing, R. C., 
and Owen, D. B. 
/32/ 

ZweiStichproben¬ 
problem beim 
Mittelwertver¬ 
gleich 

t-Statistik, Ein¬ 
st ichprobenpro- 
blem 

5000 

2000 

Normalverteilung u, a. 

stetige Verteilungen 

Tabelle 2 gibt nur einen kleinen, aber repräsentativen Aus¬ 

schnitt aus der vorhandenen Literatur zur Anwendung der Simula¬ 

tion in der Statistik wieder. Stichprobenumfänge von N£ = 200 

bis = 100000 wurden angetroffen. In Tabelle 2 wurden haupt¬ 

sächlich Arbeiten aus dem letzten Jahrzehnt berücksichtigt. In 

nur zwei der 20 angegebenen Arbeiten wurde eine Aussage zur 

Planung von gemacht. Setzt man eine noch einigermaßen ver¬ 

tretbare Genauigkeit voraus, so dürfe N^ ^ 5000 zu wählen säin. 

Nach diesem Kriterium ist in 14 der 20 Arbeiten zu klein! 

Nur in 6 der 20 Arbeiten wurde mit einem ausreichenden Stich¬ 

probenumfang gearbeitet. Nur diese Arbeiten tragen effektiv et¬ 

was zur Robustheit bzw. zu anderen Eigenschaften statistischer 

Verfahren bei. 

Auf die Notwendigkeit der Planung von Simulationsexperimenten 

wies bereits Hey /16/ hin. Keselman und Rogen /21/ planten ihr 

Simulationsexperiment, indem sie die Varianz 6^ beschränkten 

(Binomialverteilung). 

In einer folgenden Arbeit sollen weitere Methoden zur Robust— 

heitsuntersuchung beschrieben werden. (Herrendörfer und Rasch 

/15/). 
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Rostock. Math. Kolloq • .!Z,, 105 - 112 {1981) 

Lothar Berg 

Zur numerischen Instabilität der Gaußschan Transformation 

65F05 
15A09 
65F35 

Bai verschiedenen Verfahren-zur Auflösung linearer Glaichunga­
syetame wendet man zunächst die Gaußscha Transformation an, die

iffl reellen Fall bekanntlich in dar Multiplikation dar Koaffi­
zientanmatrix A mit dar transponierten Matrix AT besteht (vgl. 
/3/), Da diese Transformation jedoch konditionsverschlechternd 
wirkt, sind solche Verfahren bei großen Gleichungssystemen im 
allgemeinen numerisch instabil. 
Die Ursache für diese Instabilität soll im folgenden am Modell 
dar Toaplitzechen Bandmatrizen 

ao 81 ap

·Üa_l ao

A • a_q 
�p

(1) 

0 
8

0 
81

a_q a_l 8
0 

vom Format N x N mit a a � 0, p � 0, q � 0, p+q > 0, aufge-p -q 
deckt werden, um daraus stabilisierende Maßnahmen ableiten zu 
können. Für das Stabilitätsvarhaltan von A ist dia Lage dar 
Nullstellen An' n • 1, ••• , p + q, dar Gleichung

a ;\.p+q + 
p 

entscheidend, wir numerieren sie folgendermaßen:

/;\1/ "/il2/ ..... -./Ap+ql• 

(2) 

018 
von 
von 

Matrix (1) heißt et a b  1 l, wann die Zeilanaum■annor■ 
A-l für N ➔ a, beschränkt ist, wobei für die StabilitAt

A die Bedingung

{3) 
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notwendig und hinreichend 1st. Der Beweie für dleeee Stabili- 

tätekriterium läßt sich wie in /1/ führen, wenn man dort die 

Bemerkungen zum Beispiel 1 eowie die Äquivalenz der jeweils be¬ 

nutzten Stabilitätsdefinitionen beachtet. 

Bei Anwendung der Gaußschen Transformation entsteht aus (1) die 

symmetrische Matrix ATA ■ (bik) mit den Elementen 

Ь1к-^в1.А.Г (4) 

wobei über alle j mit Max(1,i-p,k-p) < j * Min(N,i+q,k+q) zu 

summieren ist, so daß insbesondere b^k “ 0 1st für | k— i | > p+q. 

Die zugehörige Matrix C « (ck_^) mit ck_± » bik für 

p < i, к < N-q 1st genau dann stabil, wenn 

IAJ / 1 (5) 

ist für alle n, da die Nullstellen der zu C gehörenden Glei¬ 

chung (2) gerade die Nullstellen An der ursprünglichen Glei¬ 

chung (2) sowie die dazu reziproken Werte sind. 

Für die von C nur wenig verschiedene Matrix ATA gilt dagegen 

der 

Satz: Unter der Voraussetzung (5) ist die Matrix ATA genau dann 

stabil, wenn А stabil ist. 

Da der hinreichende Teil dieses Satzes klar ist, brauchen wir 

nur den notwendigen Teil zu beweisen, was am Ende dieser Arbeit 

geschehen soll. Zunächst betrachten wir hierzu das folgende 

Beispiel 

Wir wählen in (1) p = q = 1, a_1 * 1, s > -6, a^ = 8, dann 

gilt - 1/4, Ад 3 1/2, und (5) ist erfüllt, aber nicht (3). 

Ole Matrix C besitzt die von Null verschiedenen Elemente 

c_2 »Cg- 8, c_i - c1 « -54, cQ = 101. 

Wählen wir N - 6, so finden wir gerundet 



(ATA)_1 . 

29.7 22.2 

22.2 16.7 

12.9 9.68 

6.78 5.09 

3.25 2.44 

1.21 0.91 

12.9 6.78 

9.68 5.09 

5.63 2.96 

2.96 1.58 

1.42 0.76 

0.53 0.28 

3.25 1.21' 

2.44 0.91 

1.42 0.53 

0.76 0.28 

0.38 0.14 

0.14 0.07 

С -1 

1.56- 2 

1.17-2 

6.79-3 

3.56- 3 

1.70-3 

6.28-4 

1.17-2 

2.43-2 

1.67-2 

9.31-3 

4.57-3 

1.70-3 

6.79- 3 

1.67-2 

2.71-2 

1.79- 2 

9.31-3 

3.56-3 

3.56-3 

9.31-3 

1.79- 2 

2.71-2 

1.67-2 

6.79- 3 

1.70-3 

4.57-3 

9.31-3 

1.67-2 

2.43-2 

1.17-2 

6.28-4 

1.70-3 

3.56- 3 

6.79-3 

1.17-2 

1.56- 2 

wobei a-b hier а • io“** bedeutet. Die bei ATA vorhandene Insta¬ 

bilität kommt im vorliegenden Fall dadurch zum Ausdruck, daß 

die ersten Elemente der ersten Matrix bereits um einen Faktor 

der Größenordnung 1900 größer sind als die entsprechenden Ele¬ 

mente der zweiten Matrix, obwohl ATA sich von C nur durch die 

beiden Elemente b^ « 37 und bß6 * 100 an, Stelle von c0 - 101 

unterscheidet und N * 6 ja noch keine besonders große Zahl 1st. 

Matrixinvertierung 

Um zwischen den beiden vorhergehenden Matrizen einen Zusammen¬ 

hang hersteilen zu können, benötigen wir eine Formel, aus der 

man die Änderung der inversen Matrix bei Änderung einzelner 

Elemente der Ausgangsmatrix ablesen kann. Es sei daher C unab¬ 

hängig von den vorhergehenden Bezeichnungen eine beliebige in¬ 

vertierbare Matrix vom Format N * N, und U, V seien gewisse Ma¬ 

trizen vom Format N * M bzw. M к N mit M < N. Dann gilt be¬ 

kanntlich (im Fall M ■ 1 vgl. etwa /3/) 

(C-UV)"1 - cf1 + c'1u(l-vc"1u)"1vc"1, (6) 

sofern die Matrix vom Formet M x M in den Klemmern euf der 

rechten Seite invertierber ist. 

Bei Anwendung euf den uns hier interessierenden Fall wählen wir 

C - UV « ATA mit (1) und wie zuvor C » • eo da6 
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und U » VT zu setzen 1st und damit M =■ p + q. Ist (5) erfüllt 

und somit C stabil, aber (3) nicht erfüllt, so 1st die Instabi¬ 

lität von ATA durch die Formel (6) im Sinne von /2/ in I - VC_1U 

lokalisiert. Wünscht man eine regularlsierte Inverse von C-UV, 

so ist es mit Hilfe von (6) möglich, die RegularlsierungsmaB- 

nahmen auf die Invertierung von I - VC-1U zu beschränken, wo¬ 

durch der Rechenaufwand reduziert werden kann. 

Nullösungen 

Im folgenden benötigen wir weiterhin gewisse Lösungen yn der 

homogenen Differenzengleichung 

für -p-q < n *• ОI wobei bik für к > 0 durch (4) und für 

к * 0 < i durch 

fastgelegt 1st. Dabei soll 

Vk - Ak (9) 

sein für О с к « N und Л eine Nullstelle von (2). Da (4) für 

i > p mit (8) übereinstimmt, gilt (9) wegen (2) sogar für 

к > -q. Hierbei vereinbaren wir a^ ■ О für 14-q sowie für l>p. 

Für -p-q с к 4 -q werden wir jetzt die Rekursionsformel 

к ! PV^4 1 

y* -л - ^ £ "I-,-"» - al-q-k^l-xl)) 
(10) 
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beweisen. Zu diesem Zweck ziehen wir von (7) die aus (2) fol¬ 

gende Gleichung 

i+p+q k+q 

kS-, & *‘-і*‘-ілк • ° 
ab. Dann erhalten wir für 1 => n+p+q wegen (9) mit к > -q 

^1 jt+q 

fcn j=n+q an+p+q-jak-J (Yk-af) 
p+n+q О 

° j^7q8n+P+4-Jak-JX ’ 
(12) 

Für n = -q stimmt diese Gleichung mit der Behauptung (10) für 

к ■ -q überein. Wir nehmen jetzt an, daß (10) bereits für 

-p-q<n<k * q bewiesen ist. Dann erhalten wir aus den Summan¬ 

den auf der linken Seite von (12) mit к / n und j = k+q durch 

Einsetzen von (10) 

k2; an+p-ka- q(yk -Ak) t: 
k=n+l 

p+k+q 

3n+p-k £* ’l-q-K 

kS?l Sn+P-k it al-q-k(yl"X )' 

und die erste Summe auf der rechten Seite ist gleich den Sum¬ 

manden auf der rechten Seite von (12) mit J / n+q. Die zweite 

Summe auf der rechten Seite ist bis auf das Vorzeichen gleich 

den Summanden auf der linken Seite von (12) mit n+q <j<k+q 

und к ь n+2. Somit reduziert sich (12) auf 

к "v14 к 
pak-q-n^yk_X ) “ apak-q-nX ' 

und (10) ist bewiesen. 

Determinanten 

Von p+q linear unabhängigen Lösungen yj^) von (7) benötigen 

wir weiterhin die Determinante 

Л , |y<1>l (13) 

mit i = 1, .... p+q und к » 0,-1.1-p-q. Für den Fall, daß 

y*1) durch (9) mit Л » ÄA bestimmt 1st, lauten die Elemente der 

1-ten Zeile von А 
»i-ч 
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Addieren wir zur k-ten Spelte von А mit -q> к>-p-q geeigne¬ 

te Linearkombinationen der -q-k vorhergehenden Spalten, so kön¬ 

nen wir wegen (10) erreichen, daß das Element in der k-ten 

Spalte mit -q & к > -p-q 

P+k+q 

3l-q-k' »1-q-k^) 

lautet. Addieren wir zur k-ten Spalte anschließend die Linear¬ 

kombination 

8l-q-kA 

der ersten q Spalten, so verschwindet das betrachtete Element 

von А wegen (2). 
Damit erhalten wir folgendes Zwischenergebnis: Enthält die De¬ 

terminante (13) r Lösungen уmit (9) für r verschiedene 

Nullstellen A = Aa von (2), dann läßt sie sich so umformen, daß 
sie eine Nullmatrix vom Format rxp enthält. Im Fall r > q be¬ 

deutet dies, daß 

A • 0 (14) 

sein muß. 

Des Ergebnis (14) läßt sich auch auf den Fall s-facher Null¬ 

stellen mit s>l übertragen, sofern man die s zugehörigen Lö¬ 

sungen an Stelle von (9) durch 

у£І} - ііфАк_І (15) 

für 1 « 0,1.e-1 festlegt. Dieser Fall läßt sich als Grenz¬ 

fall von s verschiedenen etwa äquidistanten Nulletellen 

XA * А + ih 

auf fassen, wenn man zu den Linearkombinationen 

- И'! (1)(-1) jy(l-j) 

Obergeht und den Grenzübergang h -> О durchführt, da dann für 

gerade die Anfangswerte (15) entstehen. War die Gleichung 

(14) vor dem GrenzObergang erfüllt, so 1st sie es auch nach dem 

GrenzObergang, und entsprechendes gilt, wenn nicht nur eine, 

sondern sogar mehrere mehrfache Nulletellen auf treten. 
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Beweis des Satzes 

Wir kommen jetzt zum Beweis des notwendigen Teils des oben an¬ 

geführten Satzes. Wir nehmen dabei an, daß А instabil ist, und 

haben zu zeigen, daß ATA dann ebenfalls instabil ist. Unter un¬ 

serer Annahme ist die Bedingung (3) verletzt, wobei unter Be¬ 

achtung von (5) zwei Fälle zu unterscheiden sind. 

Im Fall |Aq+1|< 1 gilt für die Determinante (13), wenn wir sie 

aus denjenigen Lösungen von (7) bilden, die nach (9) bzw. (15) 

zu den Nullstellen Avon (11) mit |AI<1 gehören, die Gleichung 

(14). Somit gibt es eine Linearkombination у dieser Lösungen 
mit der Maximumnorm Ц у ]| = 1, deren Komponenten für к -> oo 

gegen Null streben. Da der Vektor ATAy höchstens in den letzten 

p+q Komponenten nicht verschwindet und diese für N -» oo eben¬ 

falls gegen Null streben, folgt aus 

“ IÄI 
die Instabilität von ATA. 

Der Fall |Aq{>! läßt sich durch den Übergang von ATA zu AAT 

auf den vorhergehenden Fall zurückführen, da hierbei p und q 

vertauscht werden und die Nullstellen der zu AT gehörenden 

Gleichung (2) die reziproken Werte der entsprechenden zu А ge¬ 
hörenden Nullstellen sind. Hierbei ergibt sich dann zunächst 

die Instabilität von AAT. 

Kennzeichnen wir die Spiegelung einer N* N - Matrix an der Ne¬ 

bendiagonalen i+k = N+l durch einen Strich, so ergibt sich für 

(1) wegen А’ = А, (Ал"**) ’ = ATA und der Symmetrie von ATA, daß 

||(AAT)-1|| = II ((AaWH = II ( ATA) ~1У 

gilt und folglich auch A^A instabil ist. Damit ist der Satz be¬ 

wiesen. 

Schlußbemerkungen 

Aus den vorhergehenden Betrachtungen geht hervor, daß die Gauß¬ 

sche Transformation gar keine Instabilität verursacht, sondern 

lediglich eine bereits bei А vorhandene Instabilität vererbt. 
Als Hauptursache für diese Vererbung ist bei Matrizen vom Typ 

(1) die Gleichung (14) anzusehen, zumal das Gegenteil von (14), 

nämlich die Ungleichung А / О, eine wichtige Voraussetzung in 



den Stabilitätssätzen von /1/ ist, die sich nicht nur auf Ma¬ 

trizen vom Typ (1) beziehen. 

Ersetzt man ATA durch die im Anschluß an (4) angegebene Matrix 

C » (ck_1) , so erhält man unter der Voraussetzung (5) eine sta¬ 

bile Näherung, bei der die Differenz zwischen den zugehörigen 

Inversen durch (6) erfaßt wird. Ein entsprechendes Vorgehen ist 

auch bei Bandmatrizen mit beliebigen Elementen möglich und 

dürfte dort ebenfalls erfolgversprechend sein. Dabei kann man 

die Matrix V aus (6), wenn sich nichts anderes anbietet, ein¬ 

fach aus den ersten p und den letzten q Zeilen der Einheitsma¬ 

trix zusammensetzen. 
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Geometrische Aspekte der Nulletellenbeetimmung durch inverse 
Interpolation 

1. Anregungen

�errn Lothar Berg und der von ihm verfaßten Arbeit /1/ verdanke 

ich die Anregung zu diesem Aufsatz. In /1/ wird eine able1-
tungefre1e iterative Nulletellanbestimmung dargelegt, die dia• 

GOte dae Newton-Verfahrene besitzt, obwohl eie nur auf einer 
einfachen Kre1etangentenkonstrukt1on beruht. Zu dem Grund•nlie­
gen, aus drei vorhergehenden Näherungen eine neue Iterierte zu 
ber11chnen, wird einleitend u. a. bemerkt: "Ea ist• naheliegend, 
durch die drei zugehörigen Punkte der Funktion wie.bei 

R. zurmühl /5/ eine quadratische Interpolationsparabel zu le­

gen," wobei freilich "im allgemeinen nur eine einzige der ·bei­

den Nullstellen der Parabel •eine verbesserte Nlherung an die

gesuchte Nullstelle" ist. Das Aussondern der ungünstigen Para­

bel�Nulletelle erscheint unbequem genug, um folgende Idee auf
Brauchbarkeit zu prüfen: Die drei Punkte nicht durch die Para­

bel, deren Achse zur x-Achse senkrecht steht. verbinden, e.on­

dern durch jene Parabel, deren Achse zur x-Achse parallel iat.

--�«�-- f•flK) 

lnt,rf)Olotion,/Jllt'OIJ« 

" 

Bild 1: il'ltlfl'H lnltrPOIOlionlPOroll« 
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Bel nicht sehr gründlicher Suche noch dem Vorkommen dieser Vor- 

gehensweise ln elnechUglgen Lehrbüchern und Monogrephlen wurde 

folgendem gefunden: Bel Schwetlick /3/, S. 81, der Hlnweie, daß 

dlea eie einfacherer Fell dem eie inveree Interpolation" be- 

zelchneten Verfahren, dee ebenfeile zur Nulletellenbeatiaaung 

verwendet werden könne, zuzuordnen lat. Bel Traub /4/ gibt ее 

eine verechledene Geelchtepunkte berückelchtigende Darstellung 

der invareen Interpolation (Abschnitte 4.21, 10.22, 11.2 und 

Л.21), die auch die zu prüfende Idee umfaßt: Sie steckt hinter 
dar von Berg /1/ als Beispiel 6-2 aus /4/ zitierten Itere- 

tlonsvorschrlft (/4/, S. 107 und S. 213 f.). Trotzdem soll ln 

der folgenden Nr. 2 die Inverse quadratische Interpolation alt 

einigen kleinen Zusitzen dergestellt werden, de sie auf eine 

geometrisch motivierte Obertragung für höhere Dimensionen 

führt, welche sich der allgemeinen Inversen Interpolation so¬ 

wohl einordnan als auch zur Seite stellen läßt. Diese Übertra¬ 

gung wird ln Nr. 3 mitgeteilt, aber keiner genaueren Untersu¬ 

chung unterzogen. 

2. Die Inverse quadratische Interpolation für Dimension 1 

Die Inverse Interpolationsparabel: Durch die Funktion f(x) wer¬ 

den ln der x,f-Ebene zu den Argumenten (Nullstelle-Niherungen) 

Xj, x2, (alles x^_2» ^l—1* ) mit f(Xj) ■: fj (J"1,2,3) die 

Punkte (Xj.fj). (x2,f2). (x3.f3) definiert. Liegen die drei 

Punkte nicht auf elnar Geraden, 

wenn 

D :• 

1 

1 

1 

/ 0, 

was genau dann der Fall ist. 

und liegen keine zwei auf einer Parallelen zur x-Achee, wes ge¬ 

nau dann zutrifft, wenn 

В :« 

1 

1 

1 
(Vf2)(Vf3><f3-fi> * °- 
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dann lagen ale eindeutig eine (nicht zerfallende) Parabel 

О ■ p(x,f) :» а bx cf ♦ f2 (1) 

fest, deren Achse zur x-Achse parallel liegt und in deren Glei¬ 

chung b / О ist. Diese inverse Interpolationsparabel hat genau 
einen, stets reellen, im Endlichen gelegenen Schnittpunkt mit 

der x-Achse, der durch x4(alias *1+1), x4 - - a/b - - A/B,mit 

oben eingeführtem В und 

festgelegt ist; der andere Schnittpunkt 1st der uneigentliche 

Punkt der x-Achse und interessiert daher nicht, Oie neue Ite- 

rlerte x4 186t sich in verschiedener Weise darstellen, bei¬ 

spielsweise so: 

(3) 

(4) 

wobei ffx.y] :» (f(x) - f(y))/(x-y) (und (4) aus /4/ stammt, 

wie eingangs erwähnt). In (3) kommt eine "gewichtete dividierte 

Differenz" vor, die mit einer Teilverhältnie-Bildung verwandt 

1st und dem baryzentrischen Kalkül angehören könnte. 

Bei В / О 1st der Punkt (x4,0) auch dann noch eindeutig be¬ 

stimmt, wenn D ■ О ist (Parabel zerfällt in Gerade, die zur 

x-Achse nicht parallel 1st, und uneigentliche Gerade); in den 

Fällen "mehrfache Nulletalle', ‘eng benachbarte Nulleteilen' 

let В - О in Betracht zu ziehen. Oie Iteration kann wie bei 

Berg /1/ geschildert durchgefOhrt werden. 
115 



KonverqenzqOte: Unter Voraussetzung einer einfachen Nullstell« 

X* ergeben die Taylor-Entwicklungen an dieser Stelle eit 

di xi - x* (1-1.2.3): 

fi * dif' * 2*1 f" + °(di3)- 

woraus nach einiger Rechnung die Konvergenzordnung 

p » Telle Wurzel von p3 - p2 - p - 1 • 0" « 1.839... 

(wie bei Traub /4/, S. 107) und der Konvergenzfaktor 

.3f-2 - f • f.VCp2-1) q . (---) 

6f2 

resultieren. Der Konvergenzfaktor hingt interessanterwelse mit 

der Affinnormalen der Kurve f » f(x) in Punkte (x*,o) zusammen, 

deren Anstieg gleich 

“aff ’ (ff"'-3f2)/f "' 

1st (Gelse /2/, S. 302, (19)). Für eine Parabel ist die Affin- 

normale ln einem Punkt die Parallele zur Parabelachse durch 

diesen Punkt. Stimmt die Affinnormale von f • f(x) im Punkte 

(x*.0) 'gut' mit der x-Achee überein, denn 1st einzusehen, daB 

die Kurve ln einer Umgebung von (x*,0) auch 'gut' durch ein 

Stück einer Parabel, deren Achse zur x-Achee parallel ist, ap¬ 

proximiert werden kann, so daß eine gute Konvergenz des Itera- 

tloneverfehrens erwartet werden darf. 

3. Inverse Interpolation für Dimension * 2 

Allgemeines Verfahren: Oer Sinn von Iterationsverfahren zum Lö¬ 

sen von nichtlinearen Gleichungssystemen besteht bekanntlich 

darin, das Originalproblem durch eine Folge aus linearen Glei¬ 

chungssystemen zu ersetzen. Oie inverse Interpolation leistet 

dies für eine nichtlineare Gleichung f(x) « 0 in einer unbe¬ 

kannten sehr bequem, indem sie die geläufigen Interpolations- 

polynome verwendet, um die Punkte (x^.f^). (xk’fk} 

(Näherungen für (x*,0)) zu verbinden; die Lagrenga-Interpola- 

tlon verdeutlicht schon diese Vorgehenswälse: 



P ( f : I » • • I *k ) (5) 

1st solch ein (überdies eindeutig bestimmtes) Inverses Inter- 

polationspolynom, aus dem durch Setzen von f « 0 die neue Ite- 

rlerte 

Р(0;хг 

\ 

.*k) “• Р(%1.xk) (5 ) 

hervorgeht bzw. die Iterationsvorschrift P definiert wird: für 

к • 3 erhalt men (2). 

Für nichtlineare Gleichungssysteme mit mehreren Unbekannten 

gibt es allem Anschein nach nur eine Methode ‘inverse Interpo¬ 

lation' , die eine Übertragung des 1-dimenslonalen Falls (5) 

(bzw, der allgemeinen Vorgehensweise, wie eie Traub /4/, S. 61 

ff., und Schwetlick /3/, S. 81, angeben) ist: Bei Traub /4/, S, 

218 ff., wird unter geläufigen Voraussetzungen die Inverse £ 

der Funktion _f « £(,*) auf einer Umgebung U einer Nullstelle а 

von f.(><) gebildet: >: ■ £(£) • und an der Stelle f^ :• £(¾) 

(nahe o) unter Ausnutzung des Zusammenhangs zwischen den Saco- 

bl-Matrizen F^ und f* nach Taylor entwickelt: 

1 * £(ii> ♦ Ff dl Hi - ii) + ••• 

■ ii ♦ ix^ixHi - ii> ♦ ••• • (6) 

Bei Abbruch nach dem linearen Term wird die 'inverse lineare 

Interpolation' 

* - *i + Іх_1(£іНІ - li) " Ed;2Si> 
erhalten, die für f. - о die Newton-Iteratlonevorechrift 

*2 - *i - іШіі) * 
ergibt. Bei Hinzunehme weiterer Terme aus (6) und jeweils durch 

Olskretlelerung erhalt man entsprechend bekannte Vorschriften. 

Ein spezielles Verfahren: Oie inverse quadratische Interpola¬ 

tion last noch einen anderen, an (1) anechlieSenden Weg der 
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Verallgemeinerung zu. Er soll hier für zwei nichtlineare Glei¬ 

chungen in zwei Unbekannten 

fj/x.y) » ■ 0. f2(x,y) » f2 » О 

und mit Blick auf ableitungsfreie Verfahren (dem Anliegen von 

Berg /1/) dargelegt werden. 

Von einem gemeinsamen Punkt x* « (x*,y#,0) der Flächen 

f « fjfx.y) und f m f2(x,y) in der Ebene f • 0 des x.y.f-Raumes 

seien Näherungepunkte 

•e (іУ^іi^ »k; ^li (xi*Vj)) bzw. 

*21 '" (*i Yi'fgi) (1*1»....k; f2^ !■ ^2(*i»Vi)) 

in geeigneter Anzahl к und Lage gegeben. Man denke eich durch 

eie je eine Fläche 

0 * Pi Pi<x-y-fi in.xik) bzw. 

0 * P2 :* P2(x'Y*f' 25gl'• • • *І2|<) 

gelegt, die die Eigenschaft hat, die x,y-Ebene f « 0 in genau 

einer im Endlichen gelegenen Geraden zu schneiden (Interpola- 

tionefläche, die freilich nicht gut 'Inverse Interpolations¬ 

fläche ' genannt werden kann). Sind g^ und g2 diese Geraden und 

eind eie nicht parallel zueinander, dann definiere ihr Schnitt¬ 

punkt eine neue Iterierte Xj^i :» (xk+l'Yk+l'°) von i*: ee iat 

(xk+l'Yk+l) offenbar Lösung eines linearen Gleichungseysteme. 

Auf irgendeine Weise, z. B. "x^ vergessen', kann eine Wieder¬ 

holung des Verfahrens vorbereitet werden. 

Oie Flächen p^ ■ О und p2 ~ 0 wird man zunächst durch Polynome 

ln X, у und f definieren. Sie sind, um der angegebenen Schnitt¬ 
bedingung mit der x,y-Ebene zu genügen, in der Form 

Pj ■: «jo + 2ajlx + 2aj2v + 2aj3f * f • 4j(x*y.f) (J*1*2) 

enzueetzen, wobei q^, q2 irgendwelche Polynome in x, y, f be¬ 

deuten (und wenn man nicht Polynome verwenden will, durch ge¬ 

eignet beliebige Funktionen in x, y, f ersetzt werden können). 

Ee sollen hier nur die einfachsten Formen für q^ und q2 berück¬ 

sichtigt werden. 

Sind q4 und q2 gleich О, dann eind p% « 0 und p2 ■ 0 zwei 
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Ebenen; ее let к » 3 zu wählen (einfachheitshalber wird man 

2»j3 - ^ setzen), und die £j^, ij2‘ —J3 "Oaeen unabhängige 

Punkte sein. Man erhält sichtlich eine 1 regula felel'-Version. 

Der nächateinfache Fall 1st, für q^ und q2 Linearformen zu 

wählen: 

4J “ Zaj5X * 2*J6y + f (3-1.2). 
Dann 1st (Index j unterdrückt) 

o ■ P • [l * у f] 
0 

о 

"3 
<*4 

*5 

(7) 

eine Quadrik, und zwar im Falle a^a^ - a2a4 »:d/0 ein hyper¬ 

bolisches Paraboloid (mit der x,y-Ebene als einer Richtebene) 

und bei d ш о (Nichtzerfall vorausgesetzt) ein parabolischer 
Zylinder (durch die uneigentliche Gerade der x,y-Ebene). 

Schreibt man (1) in der Form 

0 - a0 + 2a^x + 2a2f + f2 

- fl X f] 1 
X 

f 

(7') 

so wird man (7) schon dann als unmittelbare Übertragung der in¬ 

versen quadratischen Interpolation (1) ansehen können, wenn a4 

und 8g gleich О (hinreichend für d « 0) gesetzt werden, ln die¬ 

sem Fall ist für die Bestimmung der a^ die Anzahl к » 4 

(im allgemeinen Fall (7) ist к » 6) zu wählen; die Punkte jc^, 

Xj2, £-)3 • £j4 müseen unabhängig liegen. Man hat zwei lineare 

Glelchungseysteme aus vier Gleichungen für vier Unbekannte, von 

denen nur drei interessieren, eowie zwei Gleichungen für zwei 

Unbekannte zur Festlegung der neuen Iterierten zu lösen. 

Die Übertragung auf beliebige Dimensionen liegt auf der Hand 

(auch für (ад,а5) / (0,0)); die Bedingungen, unter denen 

brauchbare numerische Verfahren reeultieren, müseen noch nach¬ 

geliefert werden, vielleicht wird men auch bekannte Verfahren 

wiederfinden. 



Bemerkung; Oie Anzahl к • 4 führt nun wieder zur Arbeit Berg fl./ 

zurück: Bei der zu fordernden allgemeinen Lage der Punkte jedem 

Vlertupele legen eie je eine Kugel im x.y.f-Raum feet, an die 

men im 'letzten Punkt (Punkt mit der Nr, 4) die Tangentialebene 

legen und durch den Schnittpunkt der Schnittgeraden beider Tan¬ 

gentialebenen mit der x.y-Ebene die neue Iterlerte featlegen 

wird. Oiee let offenelchtlich eine genaue Übertragung dem Berg¬ 

achen Verfahrene aue /1/ von der Dlmeneion 1 auf die Dlmenelon 

2, die beliebig weitergetrieben werden kann. Da bei der Dlmen¬ 

elon 1 dae Bergache Verfahren eine beaaere Konvergenzordnung 

ela die lnveree quadratische Interpolation hat, wird dies auch 

bei höheren Dimensionen zu erwarten sein. Ea könnte vielleicht 

(bei Dimension > 1) eine einfachere Organisation der Rechnung 

(vgl. oben (2) oder (3) mit (2) aus Berg /1/) für das hier vor¬ 

gestellte Verfahren sprechen. 
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Rostock. Math, Kolloq. !Z_, 121 - 122 (1981) 

Harald Mum11 

35C15 

31820 

Potentlaltheoretische Untarsuchungsn für lineare elliptische 
Randwertprobleme in Hölder-Räumen 

Autorreferat der Oissertation A 

B. w. Schulze und G. Wildenhain haben in "Methoden der Poten­
tialtheorie für elliptische Differentialgleichungen beliebiger
Ordnung", Berlin 1977, eine Theorie zur Lösung des Dirichlet­
Problema bei linearen elliptischen Diffarentialgleichungen auf
der Grundlage von a-priori-Abachätzungsn in Räumen stetig dif­
ferenzierbarer Funktionen angegeben. Die von s. Agmon,
A. Douglia und L. Nirenber'g sowie von :Ju. P. Kraaovskij verall­
gemeinerten Schauder-Abschätzungen Ce-priori-Abschätzungen in
Räumen Hölder-atetig differenzierbarer Funktionen) werden nun
benutzt, um eine analoge Theorie für allgemeine elliptische
Randwertprobleme zu entwickeln.
Dazu werden die in Q c Rn betrachteten Rendwertproble■e unal>­
hängig von der Struktur dea Randes a 12 mit Hilfe von Rlu■en 

w
8

(s, or2) angepaßter Whitney-Taylorfelder for11Uliert. 

Für die Lösung der ·elliptischen Differentialgleichung L u •  0 
gilt, falle die Randw.erte durch ein beliebigea Element 
Bf.� W

8
(e,on) vorgegeben sind, fürl«l1' a: 

und für l�I • a: 

Dau(x)-r:Pu(y) 
f x-yf 

s



Cpj ß sind Komponenten des Taylorfeldes Bf und flx ^ j '^x a. j 
bzw. у \ty a j Bestandteile der harmonischen Maße 

ML_ x ,a 

MX.Ä- Wct.l 

<Mx,*-Lx,Ä> bzw. ML,у (Mx.y,<K‘Lx,y.J mit 

'/^x.OL.m^' Mx,y,a " ’Лх,у,я,л) 

uew. 

Oie harmonischen Maße sind unter einer gewissen Bedingung 

(Bedingung II) eindeutig bestimmt. 

Betrachtet man Lösungen in Form Höldsr-stetig differenzier¬ 

barer Potentiale, deren Existenz an die sogenannte Höldersche 

Bedingung für die zugrundegelegten Maße geknüpft ist, so kön¬ 

nen im Falle des Dirlchlet-Problems Forderungen an die harmo¬ 

nischen Maße angegeben werden, unter denen die Bedingung II er¬ 

füllt 1st. 

Für hinreichend glatte Rönder besitzen die harmonischen Maße 

die geforderten Eigenschaften. 
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Rostock. Marh. Kolloq. g, 123 - 124 (1981) 68D30 

3ürgen Dassow 

Ein modifizierter Vollst!ndigkeitsbegriff 1n einer Algebra von 
Automatenabbildungen 

Autorreferat d�r Dissertation B 

Die strukturelle Automatentheorie befeßt sich mit der Art und 
Weise, in der gewisse Elementarautomaten verknüpft werden müs­

aen, um einen komplizierten Automaten zu erhalten, der vorge­
gebene Eigenschaften besitzt. Wesentlich ist dabei das Voll­
stindigkeitsproblem, das in folgendem besteht: Gegeben iat ein& 
Menge von Elementarautomaten und eine Menge P von Eingabe-Aus­
gabe-Verhalten. Ea soll entschieden werden, ob es zu jedem F�P 
eine Schaltung von Elementarautomaten gibt, die das Eingabe­
Ausgabe-Verhalten F besitzt. 
In der Arbeit betrachten wir die Menge Pk der Automatenabbil-

dungen (Ek
n)*-+ Ek, Ek • {0,1,2, ••• ,k-1}, mit den Verechal­

tungsoperationen Identifikation von Eingängen, Verbinden von 
einem Auegang einee Elementes mit dem Eingang eine• anderen 
Elementes und Rückkopplung. Diese Algebra hat eine komplizier­
te Struktur (Kudrjavcev, 1965), und in ihr ist das Vollatin­
digkeitsproblem algorithmisch unentscheidbar (Kratko, 1964). 
Daher wurden Zusatzforderungen an die auf Vollstindigkeit zu 
untersuchende Menge gestallt (Kudrjavcev, 1973; Alai1n, 
1977) bzw. modifizierte vollatändigkaitabegriffe untersucht 
(Kratko, 1964; Buevic, 1972; Thalheim, 1979). 
Gegenstand dieser Arbeit ist die Kleene-Vollstlndigkait. Eine

Menge M von sequentiellen Funktionen aus Pk heißt Klaena-voll­

stind1g, wenn es zu jeder von Elementen aua Pk akzapt1erbaren
Wortmenge S eine aus den Elementen von M arzaugta Funktion F 
derart gibt, daß S von F akzeptiert wird. 
Folgende Hauptergebnisse warden bewiesen:

Satz 1: Es ist algorithmisch unantacheidbar, ob eine endliche 
Menge in Pk' k • 2, Kleena-vollatindig iat oder nicht. 
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Satz 2: 1) In Pj gibt es genau drei Kleene-Mengen, von denen 

genau zwei minimal sind. 

11) In Pk, к a 3, gibt es überabzählbar viele Kleene-Mengen. 

ill) Die Anzahl der minimalen Kleene-Mengen in , к к 3, 1st 

abzahlbar unendlich. 

Satz 3: i) Für jede Kleene-Menge M in P2 und jede natürliche 

Zahl n & 1 gibt es eine Basis für M. die genau n Elemente ent¬ 

hält. 

II) In P^, к а 3. gibt ее endlich erzeugte Kleene-Mengen, 

Kleene-Mengen, die keine endliche aber eine unendliche Basis 

besitzen, und Kleene-Mengen, die überhaupt keine Basis haben. 

III) Alle minimalen Kleene-Mengen sind endlich erzeugt. 

Analoge Aussagen werden auch für die Algebra der sequentiellen 

Funktionen, die über mehreren Grundmengen definiert sind, be¬ 

wiesen. Weiterhin wird der Fall der (gewöhnlichen) Funktionen 

Ober Eg mit Verzögerung diskutiert, für den sich algorithmische 

Entscheidbarkelt der (modifizierten) Kleene-Vollständigkeit er¬ 

gibt. 
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Rostock. Math. Kolloq. _!Z, 125 - 126 (1981) 68F05 

Hans-Peter Lorenzen 

Semantische Synthes� Codeerzeugung und Speicherverwaltung bei 

höheren dynamischen Programmiersprachen, dargestellt am 8ai­

spiel dar universellen Programmiersprache ALGOL 68 

Autorreferat dar Dissertation A 

Im Auftrag dar IFIP erarbeitete die ·internationale Arbeitsgrup­

pe WG 2.1, in dar auch Wissenschaftler aus sozialistischen Lin­

dern tätig sind, in den J&hren nach 1963 eine Nachfolgaeprache 

für ALGOL 60. Dar dafiniarande Bericht dieser Sprache, genannt 

ALGOL 68, erschien 1968 und später auch als deutsche Obareat: 
zung. Diese universelle Programmiersprache enthält viala Hilfs­

mittel für die Programmierung moderner Datanvarerbaitungsanla­

gan. In dar Dissertation warden Lösungsvorschllga für die Rea­

lisierung dar dynamischen Semantik vorgestellt. 

Im Kapital 2 wird dar Aufbau dar Warte für ESER-Anlagan ba­

echriaban. Dar Laufzeitspaichar wurde in Programmspeicher (Ba­

fahlsfolgan) und Arbeitsspeicher (Oatan) unterteilt. 

Im Kapital 3 erfolgt die Beschreibung dar Codaarzaugung und daa 
Objektprogramms. Das Objektprogramm läßt sich mit Hilfe von 

ALGOL 68 als ein zweistufiges Objektprogramm beschreiben. Erst 

durch die Abarbeitung das Objektprogramms dar ersten Stufe 

(Makroprogramm) erhält man das entgültiga Objektprogramm. Dia 

Beschreibung dar Codaarzaugung wird mit Hilfe von Prozeduren 

vorgenommen. Außerdem ist dar Aufbau und die Baechraibung das 
Erzaugungsbaumas und der Modustaballa angegeben. 

I■ Kapital 4 erfolgt schließlich dia Beschreibung auagawlhltar 
Konstruktionen von ALGOL 68. Dar lokale Kellarberaich ainaa Zu­

griffabareichas (range) wird in Dafinitionsspaicher und Dakla­
rationsspaicher unterteilt. Wagen der dynamischen Verwaltung 

das Daklarationsspeichara ist es nicht notwendig, die Stallung 
der lokalen Generatoren (local genaratora) 1• Progra■■ einzu­
achrlnkan. Das Blockschema wird i■ Gegensatz zu anderen l■ple-
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mentationen dynamischer Sprachen abgeändert und erweitert. 

Nach der Abarbeitung eines Zugriffebereiches werden die Verbin¬ 

dungsdaten im Keller aufgelöst. Liefert der Zugriffsbereich 

einen Ergebniswert, der kein Name (Adresse) ist, bleibt dar lo¬ 

kale Kellerbereich im Gegensatz zu anderen Implementationen er¬ 

halten. Erst in Abhängigkeit vom Kontext des Zugriffsbereichee 

wird dieser Speicherbereich freigegeben, und zwar von einer 

übergeordneten Konstruktion. Oie Zuweisung von Werten wurde op¬ 

timiert. So kann man bei dar Zuweisung von mehrfachen Werten 

auf eine Anwendung der Speicherabbildungsfunktion verzichten, 

wenn die Elemente der beiden mehrfachen Werte im Speicher un¬ 

mittelbar hintereinanderstshen. Bei der Zuweisung von Struktu¬ 

ren 1st für die Felder der Strukturen nur dann eine schrittwei¬ 

se Zuweisung notwendig, wenn diese mehrfache Werte sind oder 

aber solche enthalten. Ansonsten kann die Struktur als Ganzes 

umgespeichert werden. Um eine günstige Programmspeicherverwal¬ 

tung zu erreichen, die es auch gestattet, mit umfangreichen 

Programmsystemen zu arbeiten, 1st ein prozedurgesteuertes Modu¬ 

larisierungsverfahren angewendet worden. Dynamische externe 

Prozeduren (Module) können entweder dynamisch geladen oder aber 

dynamisch überlagert werden. Der Aufruf und das Laden bzw. die 

Überlagerung erfolgen automatisch, im Programm erscheinen keine 

Ladebefehle. Die Verwendung eines Prozedursteuerprogramms und 

eine entsprechende Klassifikation der Module und Programme ge¬ 

währleisten die Steuerung dieses Verfahrens. Ober dieses Pro- 

zsdursteuerprogramm sind alle Prozeduren und Module einheitlich 

auf ruf bar. 
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Hinweise für Autoren 

ggnggkrigte (ln deutscher, ggf. auch in russischer oder engli- 
seher Sprache) bitten wir an die Schriftleitung zu schicken. 
Die gesamte Arbeit ist linksbündig zu schreiben. Sine Ausnahme 
hiervon bilden hervorzuhebende Formeln und das Literaturver¬ 
zeichnis. Der Kopf der Arbeit soll folgende Form haben* Rostock. 
Math. KÖlloq./ Leerzeile/ Vorname Name/ Leerzeile/ Titel der 
Arbeit/ 1 Zeilenumschaltung/ Unterstreichung/ Leerzeile. Der 
Text der Arbeit ist eineinhalbzellig (= 3 Zeilenumschaltungen) 
zu schreiben mit maximal bj Anschlägen je Zeile und maximal 37 
Zellen je Seite. Zwisohenüberschrlften sind wie folgt einzuord¬ 
nen I 6 Zeilenumschaltungen/ Zwischenüberschrift/ Unterstrei¬ 
chung (ohne Zeilenumschaltung)/ 5 Zeilenumschaltungen. Hervor¬ 
hebungen sind durch Unterstreichen und Sperren möglich. Ankün¬ 
digungen wie Satz. Definition. Bemerkung, beweis u. ä. sind zu 
unterstreichen und mit einem Doppelpunkt abzuschließen. Vor und 
nach Sätzen, Definitionen u. ä. ist ein Zeilenabstand von 3 Um¬ 
schaltungen zu lassen. Fußnoten sind möglichst zu vermeiden. 
Sollte doch davon Gebrauch gemacht werden, so sind sie durch 
eine hochgestellte Ziffer im Text zu kennzeichnen und innerhalb 
des oben angegebenen Satzspiegels unten auf der gleichen Seite 
anzugeben. Formeln und Bezeichnungen sollen möglichst mit der 
Sehreibmaschine zu schreiben sein. Hervorzuhebende Formeln sind 
drei Leerzeichen einzurücken und mit 6 Umschaltungen zum übri¬ 
gen Text zu schreiben. Formelzähler sollen am rechten Band ste¬ 
hen. Der Fiats für Abbildungen ist beim Schreiben auszusparen; 
die Abbildungen selbst sind ln der dem ausgesperten Platz ent¬ 
sprechenden Größe gesondert nach TGL-Vorschrift auf Transpa¬ 
rentpapier beizufügen. Der zugehörige Begleittext ist im Manu¬ 
skript mitzuschreiben. Sein Abstand nach unten beträgt 3 Um¬ 
schaltungen. Literaturzitate im Text sind durch laufende Num¬ 
mern in Schrägstrichen (vgl. /8/, /9/ und /10/) zu kennzeich¬ 
nen und am Schluß der Arbeit unter der Zwischenüberschrift L&2 
teratur zu« 
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Die Angaben sollen in Originalsprache erfolgen; bei kyrilli¬ 
schen Buchstaben soll die bibliothekarische Transkription 
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