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Eberherd Schaidt

Teilalgebren zweier ashreortiger Funktionenelgebren (I)

Die von une im folgenden betrachtete Algebra P, x e {o.2},

wurde eretmelig in /2/ definiert und untersucht. Sie besteht

fl'ln-

eus der Menge aller Funktionen (n,md0) der Form

" {0,1}" xfa,3}® — {0.1}

mit den Operationen des

1) Uanumerierens der Variablen,

i1i) 1Identifizierens von Varisblen, die Werte eus dereelben
Menge mnnehmen,

1i1) HinzuflOgens bzw, Weglmesens von fiktiven Variablen, und

iv) des Ersetzens einer Variablen durch eine Funktion,
deren Wertebereich im Definitionebereich der Variablen
enthalten ist,

Die Funktionen eus Py werden mit Hilfe von Formeln (oder Te-
«

bellen) lUber den Verimblenalphabeten

X @ IX, X440 Xo0 eoes Xio eae} Und Y = §y, Y44 coes Yioeoo}

beschrieben, wobei die Variablen aus X mit den Werten 0,1 und

die Variablen mus Y ait den Werten a.3 belegt werden k3nnen.

Dia nulletelligen Funktionen aus Pr bezeichnen wir mit O und 1,
«

Funktionen, die eich nur durch fiktive Variable unterecheiden,
werden von une nicht unterechieden. Die Bezeichnung ch wird

von une sowohl fGr die Menge der Funktionen wie flir.die Algebra

gebraucht, Die mit Hilfe der genannten Operationen euwa Funktio- '

nen einer Teilmenge von Py konstruierten Funktionen heiBen Su-
<

perpoeitionen Ober A, Die Menge aller Superpositiensn Ober
A € P (AbechluB von A) sei mit [A] bezeichnet. Tet A = tA).
a



80 wird A als abgeschlossene Menge bezeichnet. Eine Menge
AS P:‘ heiBt maximel in 8 (A,B abgeschlossene Mengen), wenn

far eine beliebige Funktion f € B\A gilt: [AU{f}] = B.
Die in ﬁ:u.--xtnalon Mengen heiBen maximale Klassen, Die Men-

gen, die in den meximalen Klassen maximal eind, heiBen submaxi-
sale Klassen, In P:a.gibt es kontinuum-viele abgeschlossene

Mengen, Durch die Verwandtschaft zur Algebrs P, (siehe /1/)
ist die Vermutung begrindet, daB dennoch eine gewisse Obersicht
@ber die abgeschlossenen Mengen von P: und eine "Eingrenzung"
des Kontinuums erreichbar 1ist,

Eine andere mdgliche Verallgemeinerung von P,, die Algebra
P3.2' wurde in /5/ untersucht, Auf Anwendungen automatentheore-
tischer Art von Ft“wurdo in /2/ verwiesen,

In /2/ wurden sdmtliche maximalen Klassen von P’:a. far oo = O

und o = 2 ermittelt, Die in dieser Arbeit in diesem Teil und
in Teil II vorgestellten Lemmata und Sétze sollen sowohl Struk-
tursussagen Gber den Graphen der abgeschlossenen Mengen von
Fta machen, sls auch eine Hilfe darstellen bei der Ermittlung

der submeximslen Klassen von qu.'

Zundichst geben wir einige Definitionen und Bezeichnungen an,
Alle verwendeten Begriffe und Bezeichnungen, die hier nicht de-
finiert werden, sind in den Arbeiten /1/, /2/, /3/ und /4/
enthalten,

€s sei a € {0,2}, und im Fall @ = 2 werde Z = 3, ¥ = 2 gesetzt,
Burch 3" ;= (.1,-2....,0'1) werden Tupel bezeichnet,

Flr @ ¢ {a,3} bezeichne e, die durch

for vy = a,
.(y) {0 sonst

definierte Funktion,
for ¥ € {a.3}" bezeichne f,g € Py die zu " e Pr, gehérende
ond dureh f g (X4, Xp0000 %) = F(Xgi000uX085.....8,) dofi-

wlierte Funkuon.
[ ]



Far f/(a,... ,8) sei auch die Bezeichnung f/. mdglich.
Weiter ist
. A
Eg (YgreeeiYy) := () e, (v;) (a € fa.3}),
ES (Yqrees oY )kx- /\ o (vy) (F e {a.3}"),
LA LI TP T
A 6
Xy A xXg > (€ € fo,1™),
fl’l,-
Alg  (Xgieeoraseyy) i= f(>/)_1 xz E (y,_.....y.).
t‘,‘a
n,m
Afa._,’ (Xg o000 somss¥q) ™ \~~/ x%E% (Ygoeoe Vgl
- £(8.T)=1
Taas

Ergibt sich aus dem Zusammenhang die Stellenzahl der Tupel oder
Funktionen, so kdnnen die oberen Indizes weggelassan werden,
Wir sagen, eine Funktion f"*® bewahrt eine gewisse Teilmenge

G % Pz‘ ., genau dann, wenn fir belisbige 9y (1=1,,.. ,nem) mit

9; € 6 U{y} stets f(g;y.....9,,,) € G gilr, falls dieser Aus-
druck definiert ist,
Seien A,B,C abgeschlossene Teilmengen von P,, a & {a,3},

{b,6} & {0,1} und h e [0.1,00(..3}. Dann ssi -
Ko, A i® {f € P |f/q € A}

K 1= \J ("™ e P |ty (Xgreee sxp)o(t 5(x5.. . x5},

nn
K(h) := {fve: P:ulf bewahrt {0'1"a"3} \ {h}}.
K {fepzl{flz,ﬂ}n{oq;lpv
(31t {f,5.f,) € fx,. %h}.
Ko,b *® {f € P:zlf bewahrt {g(x.y) '3 P:zlg/. ¢ {0.2)v
(9,4 € {xi}/\gﬁ € ll.bl)}} ’



%(A.B,C) 1= {f < nzulf/u € AAf g€ BA(Ey &3 -Of/fc.(:)}.
L wird folgeade Abbildung von P:a suf P, bezeichnet:

".‘fu.-) . fn.l/. for PLIL I P:“;
ferner sei
Hg(A) 1= {H.(f) |t e A} for A & Pr g
Die Tabellen 1 und 2 geben alle maximalen Klassen von Pp, und
nn sn, die in /2/ angefOhrt wurden, sowie flr jede Klasse eine

Seeis nach /3/. Die Definition der meximalen Klassen lehnt sich
ebenfalls an die in /3/ an.

Jebelle 1: 'to
B-zoichnunﬁ
1 | Bezeichnung Basis nach /2/
- - a,a
2 Ke.s XgXp V Xy Xy V XX, Xeg(Y) Fs
2 Ky v XV Xy, Xy#Xot1, @8, (Y) Mzi"
Ty 1772 ] a
- R —— 0,3
1 Ko X%, VX R VR Rs,  04(Y). "y
x(o3(yy) Ve,(yy))
1 Ky Xy VX, ' M;
1 K(0) *(.3(Y1)V.°(Y2))o .3(7)0
- 1
Xy VX5, oo(y), hz(x1,x2.x3) Mg
0,0
1 Ko.t, | ¥a¥2r X1*%2e *3(Y) "
- o]
1 . KO,M XXy, XqV Xy, 0. (y), xo._,’(y) Mg
'S KO,L Xy #Xa, 1, Xy Xa0y M4°
s ¢ §0,3}



Tabelle 2: th

‘ Bezeich-|
L Bezeich~ Basis nung
nzahl | nung ‘ nach /2/
- . —_
2 Ka,s Xy X5 V X x3Vx2x3, xo.(y) Mi".
4 K X, O, X,, X,4x,+1, (o (y)?l M1e8
a,T, 1 Y3 X2 Xy ¥Xatde (egly 2
e
2 Ka.L x1+x2, 1, x1x2°3 (y). H‘
2 Ky m XgXpo Xy V X5, 0.(y), Xeg (y) Mg*
1 Ko x4 X, x1x3v§2x3. ex(y)., 1.2.3
x(05(yy) V o5(yp)) 1
1 Ky Xy V X5, &5(yy) vV es(ys) My
2 K(1) XXy V X3X3 V XXy, €5(Y). ez(y). " T
- 1 i " i
(x, %)%, (x v e50y,)05(y,)) s
2 K(eg) | x4%p0 X3 V X5, ez (y), X V o5 (¥) L
1 K Xy X505(Y): "1"233(Y) X Vx1’2(Y1).3(Y2)"
X, xe,(yy) vV ;03(Y2) : Mg
4 Ka,1 | %1 Oy %3 Te,(y) v Reg (v). w81
- 9
xe (y) V xez (y)
A fir £ = 0
O = i ae {2,3}, 1¢{o0,1};
V fur 1 = 1

Es werden nun einige Lemmata bewiesen, die fGr die Herstellung
einer Bezishung zwischen dem Graphen von P, und dea von P:‘
bendtigt werden.



Lemma 1: Es existiert eine eineindsutige Abbildung, die jeder
Funktion ™" ¢ Py ein 2"-Tupel n-stelliger Boolescher Funk-
a

tionen zuordnet,

Beweis: Jede Funktion f"'" (Xg00000y,) € ﬁ:q la8t sich nach
der Formel

(% eeeiyy) = (%g voe sXy) Efgn(yi.....yn)

f/;.

"¢ fa. 5}

durch 2™ der Funktion "' Zugeordnete n-stellige Funktionen
aus P, beschreiben, Diese Beschreibung ist eineindeutig, da je-

des Tupel von 2* Funktionen aue Pzn eindeutig eine (n,m)-stel-
lige Funktion aus Ptd bestimmt,

Folgerung: Wird eine Funktion '™ an Stelle der Varisblen
x;* in die Funktion g" - eingesetzt, so wirkt diese Einset-
zung komponentenweise, d. h,, wenn

h(Xl.--- :xnrxl.l--onxnu': yl"” .ym.yl'....'ym-') -

g(f™"

s0 gilt

(X reeesXniYgoeee V)i Xa vuee s X oYy voeenyy ') 188,

h/g%- 98 (f/g("i--...x")cxz' tevesXne’)
far beliebige Tupel & € {&,3}", ¥ € {a,3}" .

Lemma 2: Die Menge A L’Karf{Xl] =: B ist ein Erzeugendensystem
far K, 4. :

Bewsis: Sei f"'" eine beliebige Funktion aus K Zu B gehbren

a,A’
f m £
die Funktionen /a € A und g(x,xl,,,,,,yn)- xE a\/Aes Ka.[{x}]f

Durch Einsetzung von f/‘ in g fir die variable x ergibt sich

die Funktion f"'®,

Lemms 3: KA,B,C ist eine abgeschlossena Menge, wenn

a) A, B, C sbgeschlossene Mengen in P, sind,

10



byc2A, C28B gilt,
c) {a} ¢ A oder {a} ¥ B oder B = C erfdllt ist,

Beweis: Jede Funktion f"'™ aue Ka.B.C* das den Voraussetzungen

gendgt, hat die Form

f""'-\/f..e‘!--nf €A, f,€Bund f € C
/T T /2 't /3 V4 .
T e {a,3}"

Andererseits gehdrt jede Funktion von dieser Form zu Ka.B,C*
. .

Die Operationen i bis i1ii &ndern nichte an dieser Form. Bei der
Operation iv betrachten wir zunSchst Einsetzungen an Stelle von
x-Variablen, 0,B.,d.A, werde die Funktion
' . ' . m* n*
G(X]roorXpesYireeoYpe) = 9/ Ea’ v 9/3 Ey v\\\/// 9 m E%
~~ T
'y a3
in die Variable x, von f eingesetzt; Fir die
eich ergebende Funktion h(xz....xn.xi....x;..yi.........y;.)

ist auf Grund der Voraussetzungen
hjo = fra (/g (X'greee X qi) i XpeeeeiXy) € A,
h/3 = f/3 (9/3 (x'l....,x'n.).xz.....xn) € B,
he = f/E (O (X geeee X i) KgeeXg) € G

und damit ist h in K enthalten,

A,B,C
Nun betrachten wir Einsetzungen an Stelle von y-Variablen, Im
Falle oo = 2 sind diese nicht mdglich, (Wir bemerken, daB c) im
Falle oo = 2 automatisch erfillt ist,) Im Falle & = O sind der-
artige Einsetzungen nur mdglich, wenn O €& A und O & B, Dann ist
nach Voraussetzung B = C, Setzt men o,.8.d.A. O(y) fGr die va-
riable yy in die Funktion f"'™ ¢ ﬂ:b ein,

G(XgreeesXpo¥e¥groee oY) = F(Xg0e0e sX0 0(Y)iYpe-0 1Y),

so ergibt sich 9,0 = f/O' 93 = f/0,3....,3' Wegen B = C ist
auch die Funktion g in KaB.C enthalten, wenn f der Menge ange-

hdrt, (Es ist leicht zu (berpriifen, daB das letztere unabhiingig
von der Darstellung der Funktion O ist,)
11



Lemma 4: 1, Seien A, A', B, C abgeschlossene Mengen von Funk-
tionen sus P,, die die Bedingungen A @ [§x}], A ist maximal

iInA', C2A', C®B sowie fa) A oder fo} % B erfdallen.
Denn gilt: Ka.B.C 1st maximal in K .,8,C'

K ist maximal in K

B,A,C B,A',C*

2, Seien A,A',B,B' abgeschlossemre Mengen von Funktionen aus
P,, die die Bedingungen A, B ? [1x1], A ist maximal in A',
B iet maximal in B' sowie B @ A' ? {0} erfallen.

Dann gilt: K,, p o ist maximal in K'A..B.'B. for a = O,

KA,B.B ist maximal in KA'.B;B‘

Beweis: De die Bedingungen von Lemma 3 erfillt sind, ist die

Abgeechlossenheit der betrachteten Mengen klar. Zum Beweis
n,m .

von 1, seli f 3 KA',B.C\ KA.B.C' Dann iet fhe A'\ A,

Sei g eine beliebige Funktion aus Kae B,cCo

von 9/ aus A und fﬂl gibt es eine bestimmte Folge von Super-

Fir die Erzeugung

positionen. Eine analoge Folge liefert aus f und Funktionen aus
KA.B,C eine Funktion g*' mit g'ﬁ1 - gﬁl' Zu KA,E,C gehort

asuch die Funktion h(x,,..) = x E;'\/ Agn.'m.. Durch Einsetzen
der Funktion g’ in h fir die variable x erhalten wir die Funk-
tion g. Demit ist g ¢ [KA'B'CLJ{f}] und aleo K, g ¢ maximal in

Kur,g,c Die zweite Behauptung in 1, wird analog bewiesen.

n,m .

Zum Beweis von 2, sei f € KA',B‘,B'\ KA',B.B‘ Dann gibt es

ein m=tupsl Ty dme f/; € B'\ B, Durch Identifizieren von

.ntoproch.nd,n Variablen kann man eine Funktion fin'z, for die
3 . n,1 ’

'1/03 € B’'\ B, oder eine Funktion f, ‘", fir die f2/3 €B8'\B

gilt, gewinnen, Ourch Hinzuflgen von fiktiven y-Variablen oder

Einsetzen der Null oder beides kann man fir ein beliebiges Tu-
~ ~

pel & aus Nullen und Dreten, & ¥ O, eine Funktion fg erzeugen

it f~ € B\ B, Demzufolge liegt fir jede (n',m’')stellige

6/8

12



Funktion g aus K . ,p*,p* 0 der Menge [kA'.B,B Ll{f}] aeime

he F ~ , fi ~ L~ r .
solche Funktion 961 ir die gs,i/s.1 - g/e;e 8 g%lt wobei 8;

beliebig aus §0.3}1™ \ {3} gewshlt ist. Da nach Voraussetzung
auch die Funktion h(i',;',xz....,x ..) mit
2

h = 9/0 E"nVB/{i Emgi
AT

in K. g,g liegt, aus der durch Einsetzen der Funktionen ga;

an Stelle der Variablen Xy die Funktion g erzeugt wird, ist
[KA',B,B LI{f}] = Kye gt g+ WOmit die erste Behauptung bewie-

sen ist, Die zweite Bohauptung'wird analog zu 1, bewiesen.
Bemerkung: Auf Grund der Folgerung aue Lemma 1 sind nachfolgen-
de Beziehungen klar:

Ha([M]) = [Ha(M)] fir M € Ry,

Ho([M]) = [HO(M)] fir M € on'

Hy([M]) = [Hy(M)] for M & Py und M # 10}

oder M = KA,B.B' 8 @ A,

Diese Bezishungen liegen den Beweisen von Lemma 4,5 und 6
zugrunde,
Lemma 5: Wenn die Teilmenge M von Ka.B.C* wobei A, B, C abge-
schlossene Mengen in P, sind, die {x} enthalten, und fdr die

A€ C, BSC sowie im Falle & = O auch A 1B ¥ {0} oder B = C
gilt, keine Teilmenge einer der Mengen des Typs KA.B' c wobei

8' maximal in B ist, und keine Teilmenge einer der Mengen des
Typs Kp. g c» wobei A’ maximal in A ist, darstellt, so liegt in-

[M] for beliebige f € A und beliebige g € B eine Funktion f°*
bzw, g' mit f'/u = f bzw, 9ﬂ/3 =g,

13



Beweis: Durch die Voraussetzungen ist die Existenz, Abgeschlos-
senheit und Maximalitdt der betrachteten Mengen gewdhrleistat,
Da M keine Teilmenge der Klassen K, , g,c 18t, ist H (M) keine

Teilmenge der Klassen A', Folglich ist [Hu(M)] = A und also
Ha([M]) = A, Analog erhélt man Hy([M]) = B.

Lemma 6: Eine Teilmenge M von KA c’ wobel fiir A, B, C die

Voraussetzungen des Lemmas 5 zutreffen, ist in KA 8.Cc vollstédn-~

dig, wenn M die Bedingungen des Lemmas 5 erfiillt und auBerdem
zum Abschlud von M die Funktion

Xy8q (¥) V xz05(y) =: x(1)
sowie gewisse Funktionen 5032'2(1-1.....p). far die

[{Besiﬁuslial.....P}] = C ist, gehbren,

"
Beweis: Die Funktionen x( )(xi,...,xzm,yl,....ym) mit

o"
n ~ ~
x(m -}-/1 xy Egi, wo {61,...,62"} = {a,3}" ist,

eind fir beliebiges m Superpositionen Ober der Funktion X(i).

~ ~ ~ ~
Ee sel 6, = & und 6;. = 3, FGr eine belisbige Funktion

F € Ky g,c oxistiert in [M] nach Lemma 5 eine Funktion fy mit
’ F d ei - -
fﬂ%; = Fr und eine Funktion f3 mit f3/3 F/s. Als Superposi

tion Gber der Menge der Funktionen Bas, existiert in [M] far

jede Funktion F oz (Thx, T¥ %) etne Funktion fg . s0 daB
fiy; = F/; € C ist, Durch entsprechende Einsetzungen in die
variablen x, der Funktion x(™ ergibt sich die Funktion F, die

somit in [M] liegt,

Als Folgerung aus den angeflihrten Lemmata orgibt‘sich folgender

8atz 1: FOr o = 2 bildet die Menge aller Klassen des Typs
K. B Py’ wobei A,B sbgeschlossene Mengen Boolescher Funktionen

14



sind, die {x} enthalten, einen algebraisch vollsténdigen Ver-

band mit dem kleinsten Element K und dem gréBten

{x3 ., ix}.,P,

Element Kp Die in diesem Verband vorhandenen Ketten

P,.P,°
2'°2'° 2
sind nicht weiter verfeinerbar, der Verband *:2 ist in diesen
Verband ordnungseinbettbar,

Fir oo = 0 bildet die Menge aller Klassen des Typs KA B.P. wobei
’ ’ 2

A, B abgeschlossenen Mengen Boolescher Funktionen sind, die {x}
enthalten, fir jedes feste A mit A jf {0} und fir jedes feste B
mit B jf {0} jeweils einen algebraisch vollstdndigen Verband mit
dem kleinsten Element KA:i*lopz bzw, Kix}»B-PZ und dem grdBten

Element KA.PZ,Fz-bz"' KPZ'B'PZ. Die in dieesen Verbénden vorhan-

denen Ketten sind nicht weiter verfeinerbar, der Verband oCz
ist jedem dieser Verbénde isomorph,
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51E10
Konrad Engel

Optimelit!teeueoegen Gber Tripeleysteme

1. Einfdhrung

Wir interpretieren ein von Ketone in /5/ geetalltee Problem in
der folgenden Weiee: Die Anzahl f (f > 0) von ungeordneten,
u. .U. mehrfach suftretenden Tripeln iber einer n-Menge (n *3)
sei gegeben., Die Valenz einee ungeordneten Paares von Elemen-
ten aus der n-Menge definieren wir als Anzahl derjenigen Tri-
pel, die dieeee Psar enthalten (treten Tripel mehrfach auf, eo
zdhlen wir sie hierbei euch entsprechend oft)., Man minimiere
die maximale Valenz der Paere mit Elementen aue der n-Menge.
Kenn man fur beliebige n und f die f Tripel eo wshlen, deB eich
die Valenzen hdchetens um 2 unterscheiden?
Im folgenden wird dieses Problem volletdndig geldst. Ale Folge-
rung ergibt eich ein neuer Beweis des Satzes von Henani iUber
notwendige und hinreichende Bedingungen fOr die Existenz von
balancierten unvollstiéndigen Blockplénen mit k = 3 und belie-
bigem A (vgl. /3/, 15.4.).
Die Ausgangsmenge sei (bis auf wenige., speziell angemerkte Aus-
nahmen) stete N = il,....n}. Ein Psar (x,y) bzw. ein Tripel
(x,y,z) 80ll hier durchweg eine Zweiermenge bzw. Dreiermenge
aue pearweiee verechiedenen Elementen bedeuten. Betrachtet wer-
den Systeme aue solchen Paaren bzw, Tripeln, Ein System kann
ein Element mehrfach enthalten. Zwei Systeme heiBen gleich,
wenn jedee Element in einem System genaueo oft wie im anderen
System vorkommt, Sind U und T zwei Syeteme, ao sei U\s/ T das-
jenige System, welches aus dem einen durch Hinzufigen des en-
deren entsteht, (U| bedeute die Anzehl der Elemente von U, wo-
bei jedes Element entsprechend oft gezdhlt wird. Alle varieblen,
die wir benutzen, mdgen die Menge der natOrlichen Zahlen ale
vVariabilitdtebereich beeitzen,
Es seai Bn.h ein System von Tripeln mit Elementen aue der n-Men-
ge, eo daB dis valenz jedes Paaree hdchstene A betrigt.
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wir nennen an.l in Anlehnung an Spencer (/8/) A-konsistent. Die
Menge aller solcher Systems bezeichnen wir mit d§ Py Weiter
sei V(B A) das System der Paare, die man noch zu don durch die
Tripel von B n.a ausgeschdpften Paaren hinzuflgen miSte, damit
jedes Péar von Elementen aus N genau A-mal auftritt, Unter Bn,o
und V(Bn.o) wollen wir die leere Menge verstehen. Wir definie-
ren

b = max |B_ 1. (1)
n,A n,A
Bn'AC ‘bn,h

Systeme mit IB A" b A nennen wir maximal A- konaistent Wir
kennzeichnen dicuo durch einen Stern (B 7‘), wenn wir darauf
hinweisen wollen, daB eie maximal A- konsietont sind, Die L&-
sung der Aufgabe erfolgt in zwei Schritten, Zuerst ermitteln wir
bnth und nach einer Methode des "Hinzufligens" wenigstens ein

anl' Im AnechluB daran zeigen wir, deB die in der Aufgebe ge-
suchte kleinste maximale Valenz der Paare eines Tripelsystems
aus f Tripeln (f-Tripelsystem) gleich einem gewissen bAfl ist,
AuBerdem benutzen wir die von uns konstruierten maximal A-kon-
sistenten Systeme, um zu beweisen, daB es immer f-Tripelsysteme
gibt, bei denen sich die Valenzen der Paare hdchstens um 2 un-
terascheiden,

2, Formulierung und Beweis eines vorbereitenden Satzes

Da man aus N genau g(n-i) Pasre bilden kann und jedes Tripel
genau 3 Paare susschdpft, gilt

3B, A+ IV(B, )l = A5(n-1), (2)
Es sei ban bzw, vnfh die Zahl der Tripel bzw, Paare aus Bn,ﬁ
bzw. V(B ;) (mit Berlcksichtigung der Vielfachheit), welche
das Element 1 enthalten (i €N)., Da man aus N genau n-1 Paare

bilden kann, die 1 enthalten, und jedes Tripel genau zwei 1
enthaltende Pasre ausschdpft, gilt

2 bni,a R v“’;h = A(n-1). (3)
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i A(n-1
Daher 1ist bn.h [ [ ].

Zéhlen wir in zweierlei Weise das Auftreten von Elementen der
n-Menge in den Tripeln ab, so erhalten wir

n
i -1
3le, A= E_ bpia ¢ n[AO5L]. Folglich gile

lan,hl‘ [g [% ("‘1ﬂ] . und wir setzen

R [§ [3 ("‘1)]]'

Satz 1: Es ist

Mpa -1, falls n = 2(mod 6), A u 4(mod 6) oder

*

bn,l =

n & 5(mod 6), A s 1(mod 6),

’.Ln A sonst,
.

Beweis: Wir haben bn"7L LY Y schon gezeigt., Angenommen, in den
beiden Ausnahmeféllen gébe es Systeme mit [Bn al= M- Aus (2)

folgt IV(Bn A)" hg(n-l) i 1, wie man leicht nachrech-
net, Das System V(Bn h) besteht also aus genau einem Paar, und

es sei V(Bn,h) :m {(1,3)} (L.,J€N). Nun gilt anﬁ = 1, Das wi-
derspricht jedoch (3), denn die linke Seite von (3) ist unge-
rade und die rechte gerade, Folglich ist in den Ausnahmef&llen
bn*,h € a3

Flir den Beweis geniigt es nun, A-konsistente Tripelsysteme B"‘A
anzugeben, fiir die IBn'AI die geforderte GrdBe hat., Es handelt
sich dann um maximal A-konsistente Systame Bn:A' Im folgenden
werden wir solche Systeme Bntl mit kleinem A rekursiv bez, A
konstruieren, Wir fihren dies immer nur bis zu einem solchen
Ao(n) aus, far das V(Bntlo(n)) = @ gilt, Wie die Konstruktion

bei gr8BReren A zu erfolgen hat, zeigen wir im Anschluf an das
Folgende. '

Der Fall A = 1 wurde in /8/ behandelt, Bevor wir die rekursive
Konstruktion im einzelnen angeben, wollen wir die Methode er-
l8utern. Ist ein anh gegsben, so bilden wir eoin anth*l durch
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HinzuflGgen eines von Fall zu Fall verschiodenon Systems U zu

Bnl:h' Dieses hat i, allg. die Form U = B 4 W T, wobei n* = n
oder n' = n - 1 und T ein woiteres Tripelayatem ist, Wir missen
uns davon idberzeugen, daB Bn.lw B, .1WT ein (A+l)-konsisten-

tes System, d. h, in '6n.3\.+1 enthalten ist. Offenbar gilt

* *
Bn.lwen' A < &,

N A+L® Wir setzen B

n,A+1 % B Zwen' 1°
Bildet man das System T dann so, daB T nur Paare ausschdpft,
die in V(B 7“1) enthalten sind, so ist sicher

* .
Briasl ‘= Bpas WT € ‘x"n,z«-i‘ Zuletzt ist zu prifen, ob

. A(n-1) - 3(py A-1). falls nu2(mod &), Az4(mod 6)
‘V(Bn,m-i)"’ oder nsS(mod 6), Azi(mod 6),

AZ(n-1) = 3u_ , sonst

gilt, Dies kann man in jedem Fall leicht durch Ausrechnen ve-
rifizieren. Wegen (2) ist dann gezeigt, daB an a+1 ) wirklich
die geforderte GrdBe besitzt, Die Existenz der bei der Kon-
struktion verwendeten anll folgt immer sus /8/, Theorem 3.
Wir weisen nicht jedes Mal erneut darauf hin, Weiter verwenden

wir bei der Bildung von Bn*h+1 dasjenige Bn'h, welches wir vor-
her konstruiert hatten, !

2.1, Die F&lle n m 1,3(mod 6)

Nach /8/ existieren schon filr A = 1 Syateme mit V(Bn*i) = @,
Es handelt sich um Steinertripelsysteme, ’

2.2. Der Fall n @ O(mod 6)

Es existieren Systeme B ", mit V(Bﬁtl) = {(1.3), (2.4), (5.6),

(7.8)4....(n=1,n)} und Bn:1,1 mit V(Bnti.i) = {(1,2), (2.3),
(3.n-1), (n-1,1)}.

For B, » = By *owel, 1 etlt V(B ) = {(1.3), (2,4). (5.6),
(7.8),....(n=1,n), (1,2), (2,3), (3,n-1), (n-1,1), (1,n),
(2,0),e... (n=1,n)}. MLt T := {(1.,2,3), (1,n-1,n), (3,n-1,n),
(2,4,n), (5 6,n), (7.8.n),..., (n=3,n-2 n)} gilt an 2:°B, LWT,

wobei V(Bn 2) = 9 tet.
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2,3, Der Fall n = 2(mod 6)

*

2,3.1, A= 2: Wir wihlen B, ", so, da8 V(8 ") = {(1,2), (3,4),

— {n-1,n)} ist, Des weiteren existiert ein Steinertripelsy-
* - ' * *

stem B *, ,. Fir B, , := B ¥ waT, , gilt V(B ) = {(1,,2),

(3,4),...4n=-1,n), (1.n), (2.0),00., (n-1,n)}. Mit T := {(1,2.n),
(3.4,n),00., (n-3,n-2,n)} erhalten wir

Bl

n2 1= By oW T, wobei V(an‘fz) = {(n-1,n), (n-1,n)} iex,

2,3,2, A= 3: Wir wihlen B *) so, deB V(B ) = {(1.m), (2.0-1), .
(3.4), (5.6)...., (n-3,n-2)} iet, FGr B, 5 := B *,\WB", gilt
dann V(8. ;) = {(n=1,n), (n-1,n), (1,n), (2.n-1),....(n-3,n-2)}.

Es ist schon B ; = BnTS wegen 'v(Bn,S)l - g + 2,

2,3,3. A = 4: Wir wihlen ein Steinertripelsystea Bntl 4 Uber
der (n-1)-Menge {2,....n}. Far B , := B ';\y By g Oilt
V(B ,) = {(n-1,n), (n-1,n), (1,n), (2,n-1), (3.,4), (5.6),....

(n=-3,n=2), (1,2), (1,3),.... (1,n)}. MLt T := {(1,2,n-1),
(1,3,4), (1,5,6),...., (1,n=3,n-2)} erhalten wir

%u"%AWT'“Wiw%u)'“LM.UJL(NLM.

‘n-1,n)} ist.

2.3.4, A= 5: Wir wihlen B * so, de8 V(Bn‘:l) - {(1.n-1), (2.0,
(3,4), (5,6)...., {n=-3,n=2)} ist, Far By5 * 5,.','4‘*’5n'f1 gilt
V(B, ) = {(1.n), (1.n). (n-1,n), (n-1.n). (1.n=1), (2,n),
(3.4),...., (n-3,n-2)}. Mit T := {(1,n-1,n)} erhalten wir

Bn¥s = By 5 W T, wobei V(sn"‘s) = {(n-1,n), (2.n), (2.0), (3.4),
(5,6),.00, (n=3,n=2)}, d. h, ]V(Bn'.'s)] =g+ 1 st

2,3,5 A = 6: Wir wihlen ein Steinertripelsystea 56:1'1 Ober

der (n-1)-Menge {2.....n}. FOr B, ¢ := ans\# Bn:1,1 gilt
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V(B, ) = {(n=1.n), (1.n). (2,n), (3.4), (5.6)...., (n-3.,n-2),

(1.2), (1.3),..., (2,n)}. MLt T 2= {(1,n-1,n), (1,2,n),
(1.3,4), (1,5,6),..., (1,n-3,n-2)} erhalten wir

r LI
BYe 1= B, g W T, wobet V(B ) = @ tst,

2,4, Der Fall n 5 4(mod 6)

Wir wéhlen B ¥, so, daB V(B *,) = {(1.2), (2,3), (2,4), (5.6),
(7:8)1e0es (n-i,n)} ist, Des weiteren sei 84:1,1 ein Steiner-
tripelsystem Uber der (n-1)-Menge {2,...,n}. Far B2 = anl
WB,Y, y gilt V(B ) = {(1.2), (2,3), (2,4). (5.6), (7.8),

cees (n=1,n), (1,2), (1,3)...., (2,0)}. MLt T := §(1,2,3),
(1.2,4), (1,5,6), (1,7,8),..., (1.,n-1,n)} erhalten wir

B ¥

Yo i B, ,WT, wobei V(B *,) = @ tst,

2.5, Oer Fall n 3 S5(mod 6) .
2.5.1, R = 2: Wir wihlen zwei Systeme B::l und B::1 so, deB

¥ -
V(B:.i) = {(1,2), (2.3), (3.4), (4.2)} und V(B] 1) = {(1.3),
(3.2), (2,4). (4.1)} 1et, Mt T := {(1,2,3), (2,3,4)} erhalten
Wir 8%, i= By L WBL | W T, wobet V(B %,) = {(1,4), (1,4)} tet.

2,5,2, A = 3: Wir wihlen Bn’1 so, daB V(B ") = {(1,2), (2.4).

(4,3), (3,1)} 1st. Fir B y :« en“zlg B, oilt

v(B, 3) = {(1.4)., (1.4), (1,2), (2.4), (4.3). (3.1)}.

Mit T := {(1,2,4), (1,3,4)} erhalten wir

anS e By oW T, wobei V(ans) = ist,

Daswit 1st die Fallunterschefdung abgeschlossen.

wir erinnern daran, de8 Ro(n) die kleinste positive, ganze Zahl

war, fOr die V(Bn“A (n)) = @ iat, Wie wir eben ermittelt haben,
‘o

gilt

22



1 fur n & 1,3(mod 6),

Zb(n) o2 fir n @ 0,4(mod 6), (4)
3 far n & S(mod 6),
6 flr n 5 2(mod 6),

Um jetzt allgemein Bn*h mit h:>2°(n) zu konstruieren, zerlegen

wir A in A = q)b(n) +r (0‘|‘<Ao(n)). Ein maximal A-konsisten-
tes System ist

* » * *
B"'7t tm Bn,l ) W ... W Bn,zo(n) an,r’ wobei 5
— e ——— 2~

q-mal
V(Bnth) & v(anfr) gilt, Damit ist Satz 1 bewiesen.

3. Bemerkungen

3.1, Ein bekannter Satz von Hanani (vgl. /3/, S. 337) lautet:
Notwendig und hinreichend flir die Existenz eines balancierten
unvollsténdigen Blockplanee mit k = 3 und beliebigem A ist, da8
A(n-1) & O(mod 2) und An(n-1) & O(mod 6) gilt, Beechtet man,
daB es sich hierbei um Tripelsysteme B, mit V(Bn'A) = @ han-
delt, so ergibt sich der Beweis des Satzes sofort aus (2) bis
(5). Die Arbeit /8/ basiert nicht auf dem Satz von Hanani, In
der Einfachheit der prektischen Konstruktion von balanciérten
unvollsténdigen Blockplénen scheint unser Verfahren eine Zwi-
schenetellung zwischen Hananis urspringlicher Methode und der
direkten Methode von Hwang und Lin /4/ einzunehamen,

3.2. Unabhéngig von /8/ gibt es noch weitere Methoden, maximal
1-konsistente Systeme B '1 zu konstruieren, Schon 1847 18ste
Kirkman /6/ dieses Problem. Jedoch boging er in den Fallen

n & 4,5(mod 6) einen Fehler, der 1895 von Brunel /1/ bemerkt
wurde, Aber auch diese beiden Fille kdnnen mit einer entspre-
chend modifizierten Kirkman-Methode behandelt werden,

3.3, Fir alle positiven ganzen Zahlen n und A lassen sich Sy-
otome Bn Al und B A mit Bn 1+1 " Bn a W U angeben. Hierbei

ist U wieder ein Tripelsystem. Fﬂr A= O ist dies trivial und
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fir 0 <A <l%(n) kénnen wir BnTh' anh#l und U sus unserer re-

kursiven Konstruktionsmethode entnshmen,
Ist A = qA (n) +r (q2 1, 0€r <A (n)), so finden wir B, .y und

anf mit Bn re1 ™ Bntr\zlu. wie wir eben gesehen haben.

L * . * *
it B Yy = Boly () W eee W an.zo(n) W 8," . und
N
q-mal
- * » *
Briart % Bnia (n) W eoe WA p (n) W B pyy 011
m
g-mal

* «
Byasl = B, WU

4, Ldsung des Problems

wir kehren nun zur ursprﬁnglich gestellten Aufgabe zurick. Sei-
en ¥ bzw, ¥ die gréBte bzw, kleinste valenz der Paare eines
f-Tripelsystems, Wir bezeichnen mit v* das Minimum von ¥ und
mit d* das Minimum von ¥ - y bez. sller f-Tripelsysteme.
SchlieBlich sei . '

T := omin {2: 5"(n.a) » £}, (6)
Satz 2: Es gilt v¥2 7T und d%< 2,

Beweis: Angenommen, es wiére Y*< 7. Dann gilt wegen (6) b ¥ <f

n,p*
Aue der Definition von ¥* folgt, daB es ein Tripelsystem mit
f Tripeln gibt, in dem die meximale Valenz der Paare v* ist; mit
anderen Worten, es existiert ein v*-konsistentes f-Tripelsystem,
Aus (1) folgt aber b on * f, und sc erhalten wir einen Wider-
spruch, £s reicht also fiir den ersten Teil des Satzes aus zu
zeigen, daB es f-Tripelsysteme mit ¥V = 7, d. h, T-konsistente
f-Tripelsysteme gibt, Hierzu wiéhlen wir Bn?r-l und Bn?r so, daB
BntT - Bn 1wy gilt, Dies mdge so geschehen, wie es in Be-
merkung 3.3, formuliert ist, Wir fassen in W beliebige

f - bn r-1 Tripel von U zusammen, Das ist wegen b * <féb] *

n,r-1
(Bezlehung (6)) méglich,
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Nun 1ist Bn T " °nt'r-1 W W ein T-konsistentes f-Tripeleystem,

Um die Aussage bez. d* zu beweieen, benutzen wir das eben kon-
struierte System B .. Ist n & 1, 3(mod 6), so gilt ¥ » 7-1 und
UV € T, aleo d” 6 1, Abgeseshen von den Fiéllen n & 2(mod 6),

75 3,4,5(mod 6) und n  S(mod 6), 7 & O(mod 3) gilt offen-
oichtlich Y2 T-2und ¥ € T (man betrachte V(Bn r-1)). elso
18t d" € 2,

Fassen wir wie oben in W belisbige (f - bntr-i) Tripel von U zu-
sammen, so kbnnen wir in den restlichen Fillen nur aussagen,
deB ¥ 2 7 - 3 ist, Enthdilt nun sber W auch noch dasjenige Tri-
pel von U, welches das Paar ausschdpft, das zweimal in
V(Bntr_i) vorkommt, so gilt such fOr diese Fille ¥ ® 7 - 2 und

damit d” ¢ 2, Im Fall n & 2(mod 6), 7 & S(mod 6) gibt es zwar
sogar zwei Paare, die zweimesl in V(B T 1) enthalten sind, nim-
lich (1,n) und (n-1,n), aber es liegt (1,n-1,n) in U,

Damit ist Satz 2 bewiesen,

S, Offene Probleme

5.,1. Man entwickle eine direkte Konstruktionsmethode fir Bn A

5,2, Man behandle die anfangs gestellte Aufgabe unter der Zu-

satzbedingung, daB die Tripel im f-Tripelsystem hichstens ein-
mel vorkommen., Offenbar muB dann f € (g) sein.
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Ober nichtisomorphe elementere blockwiederholungefreie
2-(8.4,A)~Blockpléne II

1. Einleitung und Resultete

In /3/ wurde gezeigt, deB blockwiederholungefrsie 2-(8,4,2)-
Blockpléne nur fOr A = 3, 6, 9, 12 und 15 exietieren kdnnen.
FGr A € §3,12,15} wurde jeweile die Anzehl der peerweiee nicht-
ieomorphen eowie der nichtieomorphen elementeren Blockpldne be-
otim-ti.

In dieeer Arbeit wird die Anzehl der pesrweise nichtieomorphen
blockwisderholungefreien Blockpléne fOr A « 6 und A = 9 be-
etimmt. In dem enechlieBenden dritten Teil wird

echlieBlich die Anzehl der nichtieomorphen elementeren block-
wiederholungsfreien Blockpléne ermittelt., Debei iet dee Ziel
nicht nur die Bestimmung der Anzehl, eondern es wird euch, wie
in /3/. eue jeder Kleese isomorpher Blockpl&ne ein Vertreter
ermittelt, Zwer reicht die Kenntnie der elementeren Blockpléne
eus, um elle pesrweise nichtiesomorphen Blockpl&ne zu erzeugen,
doch ist dee schon bei den hier behendelten Peremetern mit
suBerordentlich groBem Aufwend verbunden. Wir sehen deshelb
diese Ergebnisse nicht nur ele Hilfereesultete f(ir die Beetim-
mung der elementeren Bldckpldne en, sondern messen ihnen, such
im Interesse von Anwendern, selbetdndige Bedeutung bei.

Uneere Resultete wurden mittele eines ProzeBrechnere PRS 4000
erzielt, Die debei gemechten Erfehrungen zeigen, deB eine Beer-
beitung “per Hend" praktiech unmdglich iet.

Wir erzielten folgende Heuptreeultete.

1 Definitonen eller Begriffe findet men in /3/. Da wir une euch
sonet: mehrfech euf /3/ beziehen werden, iet die Kenntnie von
/3/ zweckmidBig.
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Satz 1: Es gibt genau 164 paarweise nichtisomorphe blockwieder-
holungefreie 2-(8,4,6)~Blockpléine.

Eine Liste von Vertretern der 164 Klassen isomorpher Blockpla-
ne liegt den Autoren vor.

Wegen der eineindeutigen Abbildung B' = B¥(8,4) - B" zwischen

den 2-(8,4,6)-Blockpléinen B' und den 2-(8,4,9)-Blockplénen 8"

folgt aus Satz 1 sofort:

Satz 2: Es gibt genau 164 paarweise nichtisomorphe blockwieder-
holungefreie 2-(8,4,9)-Blockpléne,

Wir werden im folgenden unsere Methode zum Beweis von Satz 1
erlidutern und die Zwischenresultate mitteilen,

2, Charakteristiken dor Blockpline

FGr 2-(8,4,6)-Blockpline ergeben sich als Parameter b = 28 und
r = 14,

Ahnlich wie in /3/ werden auch hier Blockpléne vorkommen, bei

denen die (g) Tripel mit verschiedenen Haufigkeiten auftreten.
wir ordnen jedem Blockplan B den charakteristischen S5er-vektor
(wg Wy Wy Wy W) ZU, wobei w, (1 € {0,1,...,4}) die Anzahl der

Tripel bezeichne, die in B genau i-mal auftreten. Wir erwdhnen,
daB ein Ser-Vektor ("0‘"1'“2'"3'"4) stets die Gleichungen

wo t Wy +wyr e w, n (D) w56 (1)
und
Wy v 2wy ¢ 3my b 4w, =28 . (%) w112 (2)

erfillt, wegen

Lemma 1: Kein 2-(8,4,6)-Blockplan enth&lt ein Tripel mehr als
viermal,

Beweis: Wir fOhren den Beweis indirekt. Ein 2-(8,4,6)-Block-
plen B enthalte ein Tripel, o. B, d. A. das Tripel 123, Sfach.
Dann gibt es je einen Block mit 12, 13 und 23 und jeweils ge-
neu 7 Blocke mit 1, 2, 3, De diese Blocks alle paarweise ver-
schieden sind, nOfte B mindestens 29 Blocks enthalten, wae
sber b = 28 widerepricht. Analog fOhrt man den Fall, daB ein

Tripel 6mal vorkommt, zum Widerspruch, d
28 q. &, d.



Weiterhin werden wir die 3fach auftretenden Tripel von jedem
Blockplan untersuchen und die Vektoren (8,.85.....85) und
(vg+Vqsees.vy) bilden, Dabei bedeute s, (i € §1,2,...,8}) die

Anzahl der Ziffer i in den 3fach auftretenden Tripeln, und es
sei '

vy=l{1: a; =3}. 3€ fo.1.....7}.
Der Vektor ('1'32"""8) wird a-Vektor und der Vektor
(VgrVyresesVy) charakteristischer 8er-Vektor genannt,

Wie sich gezeigt hat, kommt a, » 8 fir keinen Blockplan und
kein i vor, Auch hier seien die Beziehungen

.7 7
v, = 8 und 1ev, = 3w
;g; i 2;; i 3

srwdhnt,
For den Nachweis der Nichtisomorphie von Blockplédnen sind die
folgenderi beiden Lemmata, die sofort einzusehen sind, &uBerst
wichtig,

Lemma 2: Zwel 2-(8,4,6)-Blockpléne mit verschiedenen Ser-vekto-
ren sind nichtisomorph,

Lemma 3: Zwel 2-(8,4,6)-Blockpldne mit verschiedenen Ber-Vekto-
ren sind nichtisomorph,

3. Hauptfalldiskussion

Aus den Gleichungen (1) und (2) folgt sofort fur jeden
2-(8,4,6)-Blockplan w, + wy tw, > 0. Damit ergeben sich 3
Hauptfélle:

Fall 1: w, > O, wy = w, = O, Dann ergibt sich fir den Ser-Vek-
tor sofort (0,0,56,0,0), Also ist der 2-(8,4,6)-Blockplan so-
gar ein 3-(8,4,2)-Blockplan, Nach /2/, Satz 4 und /1/, Lemma 3
folgt, daB es bis auf Isomorphie genau einen Blockplan von die-
sem Typ gibt,

Fall 2: wy > O, Dieser Fall ist der entecheidende., Ihn
werden wir in den nicheten Parsgraphen behandeln.
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Fall 3: w, > O, Auch dieser Fall wurde, teils mit Computer und

teils "per Hand” vollstindig behandelt. Dabei zeigte sich, deB
kein Blockplen mit wy = O auftrat, Folglich ist der Fall 3
vollstindig im Fall 2 enthalten, Dennoch konnten alle Ergebnis-
se mit den entsprechenden im Fall 2 verglichen werden, Diese
Kontrolle ergab stets volle Obereinstimmung.

4, Erzeugung der 2-(8,4,6)-Blockpléne mit Wy >0

Wir nehmen o. B, d. A, an, daB das Tripel 123 genau dreimal
auftritt, Dann hat B (0.B.d,A,) den folgenden Aufbau:

4
te (2] (Fell 1) oder (Fall 2) ist,

ANV >

Bezeichnet a,. bi‘ Cyr X34 V4o 2y bzw. ty (i e {4,5,6,7,8})

jeweils die Anzahl der Ziffer i in der Matrix
s, b, ¢, x, y, Z bzw, t, so folgt wegen A = 6 speziell fir die
Paare mit einer 1, 2, 3 und r = 14

a, ¢+ b1 X . S
a, +C, + Yy, =5

i b

% i€ {4,56}
b, + Cy *2Zy - S

i
a, + b = 13

bzw,

g * Gy + X+ Yy + 204 '1

1 € (7,8},

c1 * x‘ * Yy + 2, + t1 = 14
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Weiterhin kdénnen wir o, 8., d, A, ennehmen, daB a, b7 * c, und
far a, = b7 bzw, b7 =c, auch ag ] b8 bzw, bB ] Sg ist, Da we-

gen der Blockwiederholungsfreiheit s, + ag € 4 und b, + bg ¢ 4
ist, ergeben sich folgende Unterfille:

Fall |1 2

Unterfelyiz3456789101112131412345678910
a, 333333333 2 2 2 2 21333333222 2
b7 2222211131 2 2 2 2 2222111222 2
) 000001111 1 1 1 1 1000111111 1
ag 111001100 2 2 2 1 11110110222 1
bB 210213232 2 1 0 1 0212323210 1
cg 123230112 0 1 2 2 3233122123 3

Die Félle 2,6, 2.9 bzw, 2.10 lassen sich mittels der Permuta-
tionen (123)(78)., (132)(78) bzw. (132)(78) auf die Fille 2.2,
2,1 bzw, 2.5 zurickfOhren., Ferner sei erwdhnt, da8 in den F&l-
len 1,3 und 1.5 keine Blockpldéne existieren, was sich aus )
Xg = 5 schnell srgibt. Aleo sind tatsdchlich genau 19 Unterfiil-
le zu diskutieren,
Filr a, b und ¢ kommen jeweile solche 2x3-Matrizen in Frage,
deren Spalten aue paarweise verschiedenen Psaren aus verschie-
denen Zahlen von {4,5,6,7,8} bestehen und die Anzshl von Sieben
und Achten entsprechend den Unterfillen enthslten., Fir jede
dieser Kombinationen werden alle Kombinationen betrachtet, bei
denen fOr x, y und z 3x5-Matrizen eingesetzt werden, die
aus paarweise verschiedenen Tripeln verschiedener Zahlen aus
{4,5.6,7,8} gebildet wercan kdnnen, Ds hier Matrizen, die sich
nur durch die Reihenfolge der Spalten oder der Elemente in den
Spelten unterscheiden, als gloich anzusehen sind, gibt es foOr
5 5
(2) A (3
a, b, und c jeweils ( 3 ) = 120 und for x, y und z ( 5 ) = 252

paarweise verschiedene Matrizen, Hierbei sind insgesamt

828 511 400 Mdglichkeiten zu betrachten. In jedem Fall wird ge-
testet, ob jedes Element genau (r=) 14msl und jedes Paar (A=)
6mal auftritt, d. h,, ob wir tatsdichlich einen Blockplan erhal-
ten haben.
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Es ergeben sich gensu 9868 Blockpline. Dabei ist klar, daB in
dieser Menge von Blockplénen aus jeder Klasse isomorpher Block-
pléne mindestens ein Vertreter vorhanden ist, Die Aufgabe be-
steht jetzt darin, alle isomorphen Blockpléne zu finden und
diese bis auf einen zu streichen.

5, Isomorphie-Betrachtungen

Beim Studium der 19 Fille léBt sich erkennen, daB in einigen
Féllen mit einem Blockplan auch alle, durch Anwendung gewisser
Permutationen erhaltenen, Blockpldne enthalten sind: z, B, im
Fell 1.1 bez, der Permutationen Ober {4.5,6}; Nech Eliminierung
von isomorphen Blockplénen bez. dieser Permutationen ergeben
sich insgesamt genau 1680 Blockpldne, Als niichster Schritt wur-
de jedem Blockplsn sein Ser- und Ber-Vektor (s. § 2) zugeordnet
und entsprechend dieser neuen Klasseneinteilung sortiert, Es
ergeben sich genau 77 Klaseen (s, Tabelle), Isomorphie-Betrach-
tungen sind jetzt nur innerhalb dieser Klassen durchzufihren,
Alle Blockpléne werden auf Normalform gebracht, d, h., der
a-Vektor (‘1"2"""8) hat die Form a; 2 8, 2 ,,, 2 ag. Durch

Anwendiing gewisser Permutationen ist das natlirlich stets még-
lich, Die Ser- und 8er-Vektoren éndern sich dabei nicht, Sind
zwei Blockpléine B und B‘' isomorph, so geh&ren sie derselben
Klasse an; ihre e-Vektoren kdnnen jedoch verschieden sein. Die
a-Vektoren der Normalformen dagegen sind gleich. Beispielsweise
hat ein slockplan vom Fall 1 (s. Tebelle) mit dem Ber-Vektor
10421000 in Normalform den a-vektor (4,3,3,2,2,2,2,0).
Sind nun zwei Blockpliine in diesem Fall isomorph, so sind sie
sicher durch eine Permutation ineinander (berfiuhrbar, bei der
nur Zahlen gleicher Hiufigkeit permutiert werden, d. h. in un-
serem Fall durch eine Permutation vom Typ 11 . fé, wobei 21
eine Permutation Uber {2.3} und 7T, eine Permutation iber
{4,5,6,7} ist, 2
Folglich eind bei Nichtisomorphie genau ;ﬂ'vil Permutationen
=0 K
anzuwenden und zu testen, im Fall 1 also jeweils nur 48,
FOr alle Fille mit max vy € 5 wurden diese Untersuchungen voll-
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sténdig mit dem Computer durchgefihrt, Die Félle mit nnx’v1 a6
(d. h.., eine groBe Anzahl von Permutationen ist ggf. zu be-
trachten) wurden mittels verfeinerter Methoden "per Hand" er-
ledigt. Das Endergebnis, die Klasseneinteilung und die Anzahl
der nichtisomorphen Blockpléne, wird in der folgenden Tabelle

angegeben,

5er-vVektor 8er-vektor Anzahl Summe
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Ober nichtisomorphe elementare blockwiederholungsfreie
2-(8,4 ,A)-Blockpléne III

t, Einleitung und Resultate

Mit dieser Arbeit schlieBen wir unsere Untersuchungen der

blockﬁiederholungsfreien 2-(8,4,A)-Blockplénen ab.1 Blockpléne
mit 2 = 3, 12 und 15 wurden in /1/ studiert. In /2/ wurde die
Anzahl der nichtigomorphen Blockpléne mit A= 6 und A = 9 be-
stimmt und aus jeder Klasse isomorpher Blockpléne ein Vertreter
ermittelt, Hier werden wir schlieBlich unter Benutzung der Re-
sultate von /2/ die Anzahl paarweise nichtisomorpher elementa-
rer blockwiederholungsfreier Blockpléne fGr A = 6 und A= 9 be-
stimmen, Wir erzielten folgende Hauptresultate.

Satz 1: Es gibt genau 128 paarweise nichtisomorphe elementare
blockwiederholungsfreie 2-(8,4,6)-Blockpléne,

Satz 2: Es gibt bis auf Isomorphie genau einen elementaren
blockwiederholungsfreien 2-(8.4,9)~-Blockplan.

Listen mit Vertretern von entsprechenden Blockplénen werden in
Abschnitt 3 gegeben,

2. Die Beweismethode

Ist ein 2-(8,4,6)-Blockplan nicht elementar, so ist er aus zwei
disjunkten 2-(8,4,3)-Blockplénen zusammengesetzt, Ein 2-(84.9)-
Blockblan ist genau dann nicht elementar, wenn er aus einem
2-(8,4,6)- und einem disjunkten 2-(8,4,3)-Blockplan oder drei
paarweise disjunkten 2-(8,4,3)-Blockplénen zussmmengesetzt ist,

Wegen der eineindeutigen Abbildung B = B*(B.A)\E-zwischen den

2-(8,4,9)-8lockplénen B und den 2-(8,4,6)-Blockplénen 8 (ins-

1 Alle hier benutzten Begriffe sind in /1/ definiert.
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besondere sind zwei B's genau dann isomorph, wenn die entspre-
chenden Eﬂs isomorph sind) ist ein 2-(8,4,9)-Blockplan B genau
dann zusammengesetzt, wenn der entsprechende Blockplan E zu
einem 2-(8,4,3)-Blockplan disjunkt ist,

Wir erinnern daran, daB genau 4 paarweise nichtisomorphe
2-(8,4,3)-Blockpléne existieren (s, /1/).

Zusammenfassend ergibt sich, deB folgender Algorithmus genau
die elementaren Blockpléne liefert,

1.1, Zundchst werden alle 164 paarweise nichtisomorphen block-

wiederholungsfreien 2-(8,4,6)~Blockpléne (s. /2/) mit zwei
Markierungen “o" versehen,

Stellt sich heraus, daB ein Blockplan dieser Liste einen
2-(8,4,3)-Blockplan enthdlt, d. h,, er ist nicht elemen-
tar, so &ndern wir die erste Markierung und geben die Num-
mer des 2-(8,4,3)-Blockplans und die angewandte Permuta-
tion an,

Stellt sich heraus, daB ein Blockplan der Liste disjunkt
zu einem 2-(8,4,3)-Blockplan ist, d, h., der zugehdrige
2-(8,4,9)-Blockplan ist nicht elementar, so #ndern wir die
zweite Markierung und geben die Nummer des 2-(8,4,3)-
Blockplane und die angewandte Permutation an,

2, Es werden nacheinander die 8! Permutationen der Zahlen

{1,2....,8} betrachtet, und jede dieser Permutationen wird
auf die 4 paarweise nichtisomorphen 2-(8,4,3)~Blockpléne
(s. /1/) angewandt, Jeder derart erhaltene Blockplan wird

3.

38

1.

2,

mit jedem der 164 Blockpliéne mit erster Markierung "o"
auf Enthaltensein und

wit jedem der 164 Blockplidne mit zweiter Markierung “o"
suf Disjunktheit getestet,

Im positiven Fall wird die entsprechende Markierung gemas

1.

2. und 1,3, gedindert, Im negativen Fall bleibt die Markie-

rung “o" erhalten,

Nach voller Abarbeitung des Algorithmus ergeben sich alle
der 164 Blockpldéne mit erster Markierung "o" ale elementare
2-(8,4,6)-Blockplane und alle der 164 Blockpline mit zweiter
Markierung "o” als Komplement der elementaren 2-(8,4,9)-
Blockpléne,



Von den zusammengesetzten 2-(8,4,6)~ und 2-(8,4,9)-Blockplénen
kennen ‘wir auch jeweils einen Teilblockplan,

3. Die elementaren Blockpléne

Im folgenden geben wir die 128 elementaren 2-(8,4,6)-Blockpléne
und den einen elementaren 2-(8',4.9)-Blockp1an an, Die 2-(8,4,6)
Blockpléne sind numeriert,und es ist in Klammern die jeweilige

Klasse entsprechend der Liste in /2/ vermerkt,

Die elementaren 2-(8,4,6)-Blockpléne:

1(s)

1111111111111122222222333445
2222223333344433333455444566
3445675556755644566567567677
4676786788878858778888678788

3(9)

1111111111111122222222333445
2222223333344533333444456556
3455674445667644557566567677
6567885788788767788878688788

5(9)

1111111111111122222222333444
2222223333345533333456445556
3444574456656644566577577667
5678687877887856878788688788

7(11)

1111111111111122222222333334
2222223334445633344456444555
3334574565566745655667567677
4567788786878878868878678788

9(11)

1111211111111122222222333334
2222223334445633344455444565
3334574575566745656766556677
4567886786887887867878787888

11(12)

1111211111111122222222333334
2222223334445633344556444555
3334454665577744566677557666
57858667867868867878788786788

2(9)

1111111111111122222222333445
2222223333344533333444455566
3455674446657644567556567677
5667885787888767878788688788

4(9)

1111111111111122222222333444
2222223333344533333456455556
3445664456756744457567566677
5588786778867867868778878888

6(9)

1111111111111122222222333444
2222223333344633333456455555
3445564455756744456767667667
8567886767887857867878888788

8(11)

11111131111111122222222333334
2222223334445533344456444565
3334574575666645755667556677
4567888786787866878878787888

10(12)

1111111111111122222222333445
2222223333344533333455444566
3444664556757644567567556677
5568787688878768778788687888

12(12)
1111111111111122222222333445
2222223333344533333455444566
3444664556757644567567556677
5568787678888767878788688788
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13(12)

1111111111111122222222333334
2222223334445633344556444555
3334454675566744567667556677
5675877886878868878788678788

15(14)

1111111111111122222222333335
2222223334444533344445444566
3336674555567645655567567677
4567888786778878767888688788

17(15)

1111111111111122222222333334
2222223334445533344556444556
3334464675556744557667566677
56768776886788858878788678788

19(18)

1111111111111122222222333445
2222223333344433333444456556
3555664456655744557667577667
4678786877878857688788688788

21(18)

11111121111111122222222333334
2222223334444633344556445555
3334574565566744455667676677
5687885776878867867788887888

23(18)

11111111211131122222222333335

2222223334445633344455444446
33344656655577557 56766556677
4576887786788868877878687888

25(19)

1111111111111122222222333444
2222223333344633333445455556
3455574456656744567 566567677
4767885887867867688887778888

27(19)

1111111111111122222222333444
2222223333355633333445445556
3444554445667745667666557677
7578686786878858788787678888

29(19)

12111111111111122222222333334
222222333444563 3344556444455
3334455675556745566677566776
46778668867878568787688778888

40

14(14)

1111111111111122222222333334
2222223334455533344455444466
3334474565666755656667555777

4675888786778868777888678888

16(15)

1111111111111122222222333444
2222223333344533333455456556
3446674455756644455567667677
6587885778867867868778878888

18(17)

1113111111111122222222333344
2222223333444633334556445555
3344574556556744456667676767
6757888678678856887788787888

20(18)

1111111111111122222222333335
2222223334444433344455444566
3335665555566744755766566777
4687785787878857868878678888

22(18)
1111111111111122222222333335
2222223334445633344444444556
3335574455676766755566556677
45678878667888788678787858788

24(18).

1111111111111122222222333444
2222223333355533333445446556
3444674445566745566567577667
7568886786778856878778888788

26(19)
1111111111211122222222333444
2222223333344633333446455555
3455574456656744556567767667
4767885887867867678888878788

28(19)

1111111111111122222222333334
2222223334445533344556444456
3334455675676645656677555677
46857767688887887867888678788

30(19)

1111111111111122222222333334
2222223334455633344455444465
3334474555666756655667556777
4576888687778877868788678888



31(19)°

1111111112111122222222333444
2222223333344633333456445555
3445574556656744556667577667
4576887677888868788778688788

33(19)

1111111111111122222222333334
2222223334444533344556444556
3334565675556744556677567667
4788686786787856777888888788

35(20)

1111111111111122222222333334

2222223334445633344556444455
3334455575667746655677556766
4587866786788867878788787888

37(20)

11111112111111122222222333444
2222223333345633333445445556
3445574455666745667556567677
4687885867877876788678878888

39(20)

1111111111111122222222333334
2222223334444533344556444565
3334555575667644656677556677
4677786886788858868788787788

41(21)

1111111111111122222222333334
2222223334445633344445445565
3335554475666745656677556677
4686785787788897767888687888

43(21)
1111111111111122222222333445
2222223333344433333445456556
3455574455666744467566567677
66678857788788578768887688788

45(21)
1111211111111122222222333335

2222223334444433344455444556

3335576675556644666766557677
4567887886787857878878688788

47(21)
1111111111111122222222333335
2222223334444533344455444566
3334564565667744756766555677
5785676887788867888878678788

32(19)

1111111111111122222222333444
2222223333344633333455445556
3445574556656744567666557677
4576887677888868788778688788

34(19)

1111111131111122222222333334
2222223334444533344555444566
3334565565567744756667556677
47876768867688856888788787788

36(20)

1111111111111122222222333334
2222223334455633344445445555
3334574446667746655676576676
5785685687878867878788787888

38(20)

1111111111111122222222333334
2222223334445533344445445566
3335674465566745555676566777
4676785887878887867888677888

40(20)

1111111111111122222222333445
2222223333344633333444455556
3455664445756744567557666677
5868785687877867878678878888

42(21)

1111111111111122222222333334
2222223334445633344445445565
3335554465676745656677556776
4786785687788886767888787888

44(21)
1111111111111122222222333445
2222223333344433333445456556
3455574455666744466576577667
7667885768878856878887788788

46(21)
1111111111111122222222333335
2222223334444433344456444566
3335555675566744556677555677
4686786787878878767868678888

48(21)

1111111111111122222222333344
2222223333455533334446444556
3344564467566755665577556767
4568777888678868787886677888
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49(22)

1111111111111122222222333335
2222223334444433344455444566
3335665575556644556767 567677
4678787886787858678878678888

51(22)

1111111111111122222222333444
2222223333345633333445455556
3445564445676744667557567667
578677 56786888868788683773788

53(23)

1111111111111122222222333334
2222223334445633344556444455
1334455665567745757667556766
4567888786778867868788788878

55(24)

1111112111111122222222333444
2222223333344633333445555556
3455664445657744467557667667
56787857868788678786887858788

57(26)

1111111111111122222222333345
2222223333445533334444445656
3346674445566745565557676767
5767885687878876886788887878

59(26)

1111111111111122222222333444
2222223333344633333455445556
3445564555657744667567567667
4786778678868856788888778788

61(29)

1111111111111122222222333334
2222223334444533344556445565
3334674556567644455677676676
5686786787888757867888787888

63(30)

1111111111111122222222333344
2222223333444633334556444555
3344555567 566744567677556667
48586778768678867678888788878

65(31)

1111111111111122222222333334
2222223334445533344556444456
3334455675676745656677 555667
4785666887788878788788678878
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50(22)

1111111111111122222222333334
2222223334445633344456445555
3334574465556744556667676677
5678786886787857867888787888

52(22)

1111111111111122222222333445
2222223333345633333445444556
3444564455576745667567566677
856767786788C857788888678788

54(23)

1111111111111122222222333334
2222223334445533344556444465
3334465565676745655677556776
4586786878787887767888678888

56(25)

1111111111111122222222333445
2222223333344433333456445556
3445674566755644455667576677
5587786878867867868788787888

58(26) ;

1111111111111122222222333444
2222223333344633333455446555
34455645557 56744566767567667
4786887678867856778878888788

60(28)

21112112111211122222222333334
2222223334455633344555444456
3334444575666745657667556767
6785685788778868778788678888

62(29)

1111111111111122222222333334
2222223334455633344556444455
3334444556767746755667556766
5685676788878687878788677888

64(31)

1111111111111122222222333445
2222223333345533333445444556
3444664456776645567567566677
5567785788887886778888678788

66(32)
1111111111111122222222333334
2222223334445633344455444555

3334554565676745766766556677
4785675788788868878878678788



67(32)

1111111111111122222222333344
2222223333455533334455444656
3344474456566745665667557767
5767886878678856788788788878

69(32)

1111111111111122222222333334
2222223334445633344555444465
3334455575666745667667555677
47856768887876876888788678788

71(34)

1111111111311122222222333334
2222223334445633344556444455
3334465565576745556677566776
4785776886887866788888778887

73(35)

1111111111111122222222333345
2222223333444433334455445656
3345674556556744455667676767
68678856777888578867787888588

75(35)

1111111111111122222222333444
2222223333355633333445445556
3444674445566745566556677677
75788856768788678786876888788

77(36)

1111111111111122222222333334
2222223334445533344556444465
3334455665666745756677555776
4567878788787876868888678887

79(37)

1111111111111122222222333445
2222223333344533333444455566
3455664446755644556567766777
8778785678868756787688878888

81(39)

1111111111111122222222333445
2222223333344533333445445566
3445564466756644566567557777
57876875878867878678688678888

83(39)

1111111111111122222222333345
2222223333445633334445444556
3344554456676745665667556777
78586758677888787867886788¢€8

68(32)

1111111111111122222222333334
2222223334444633344455445555
3335554665566744766766576G77
4786785787878856878878687888

70(33)

1111111111111122222222333445
2222223333344433333456444556
3445565566755744556677567667
4786886778867856787788888788

72(34)

1111111111111122222222333445
2222223333344633333444455556
3455674445656744556566767677
8578785676788878678678888788

74(35)

1111111111111122222222333344
2222223333455633334446444555
3344554457666755665677556767
4757686888778867783888678878

76(35)

1111111111111122222222333334
2222223334444533344556445565
3334554675566744467677556676
567668788787885788878£687887

78(36)

1111111111111122222222333444
2222223333344533333446455556
34555644567 56644567567567677
4867887867887756785778688888

80(39)

1111111111111422222222333334
2222223334445633344456444555
3334554675566745656767556677
4576787886755836887878687768

82(39)

1111111111111122222222333444
2222223333345533333445445556
3445664456756745566576676677
47887856788678578786877888688

84(42)

1111111111111122222222333445
2222223333345533333444444566
3445674455666755667555567677
46788858677788677886768888788
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85(43)

1111111111111122222222333445
2222223333344533333444456556
3455664445767644567557567667
5678785687878868675788788788

87 (44)

1111111111111122222222333444
2222223333345533333445445556
3445674456656745566676576677
4568A87877867857878767683888

89(46)

1111111111111122222222333335
2222223334445533344445444566
3334574465566745656676557677
5687786876788858767388788788

91(47)

1111111111111122222222333345
2222223333445533334444445656
3346674445576645575556676767
5677885678887867886788887878

93(48)

1111111111111122222222333444
2222223333344533333445555556
3455674446756744456676667667
6568785678878857887887788788

95(49)

1111111111111122222222333334
2222223334455533344456444465
3334474665566755556767556776
4586786787878867868878787888

97(51)

1111111111111122222222333444
2222223333344533333455455556
3445674456656744456667667677
8576785787868857867888878788

99(53)

111111111111112222222233%3334
2222223334444533345556444566
3334455575567644456677 556677
6786876886778856787888788788

101(53)
1111111111111122222222333344
2222223333445533334556444556
3344464567556744555677667667
6867875788687857678888788878

44

86(43)

1111111111111122222222333335
2222223334445633344445444556
3334574465566745656676557677
5675886787887878867887688788

88(45)

1111111111111122222222333334
2222223334445533344446445565
3335564465676745655677556776
4586786877887878768788678888

90(46)

1111112111111122222222333345
2222223333444433334456445556
3345564667555744456767576667
5867876788678856877888787888

92(48)

1111111111111122222222333444
2222223333344533333456456555
3445574456657744456667567667
£686886777868857878778888788

94(48)
1111111111111122222222333344
2222223333444633334445455655
3355564457566744575676566767
4867885678778867688787878888

96(50)

1111111111111122222222333334
2222223334455533344455444456
3334464675666755756766556677
4675885887778867887878687888

98(52)

1111111111111122222222333334
2222223334445533344445445565
33356744556667457 55666676776
4677835868787856878788788887

100(53)

1111111111111122222222333334
2222223334445533345556444466
3334445575676644556677555677
6785676887887868787888678788

102(57)

1111111111111122222222333345
2222223333445533334446444456
3344554667566755566677555767
4857686788787867877888678888



103(58)

1111111111111122222222334444
2222223333335533333346455556
4445574445666644556657776677
6787885687787857687868887888

105(60)
1111111111111122222222333334
2222223334445633344446445555
3335554456676746655267576677
4786785687887877867888687888

107(61)

1111111111111122222222333334
2222223334445633344555444456
3334455565667746657667 555767
4785867876788867878788678888

109(63)

1111111111111122222222333334
2222223334455633344445444565
3334674455566755555666567777
4788785667878867867788788888

111(64)
1111111111111122222222333444
2222223333344533333455446556
3446674555755644556567667677
4677888678867858677868788788

113(65)

1111111113111122222222333334
2222223334445533344555444466
3334475565566745656667556777
4677886786887858867788787888

115(67)

1111111111111122222222333334
2222223334455633344445444556
3334564465567755755676566677
4677685887878878868788678788

117(69)
1111111111111122222222333334
2222223334445633345556444456
3334445575556744556677566767
6786786886787856787888778888

119(71)
1111111111111122222222333334
2222223334445633344455444565

3334574565566745756666557776
4563786887877876887878678888

104(59)

11112111111111122222222334444
2222223333335633333345455556
4445574445566744566766576677
5786886786787856778878887888

106(61)

1111111111111122222222333334
2222223334455633344455444556
3334454475566745666767556677
6785776886878856878888787788

108(62)

1111112121111122222222333445
2222223333344433333455444566
3446675556655544557566667777
4787886787867856788678788888

110(64)

11111121311111122222222333345
2222223333444533334556444456
3344455566667744675667555677
58567867787888787867886788?8

112(64)

1111111212111122222222333344
2222223333555633334446444555
3344454446667755675667557667
5756886787788867887788688878

114(66)

1111111111211122222222334445
2222223333334433333356445556
4445564555676744456767566677
5786886678787856778878887888

116(68)

1111111111111122222222333334
22222235334455633344455444455
3334464675566755766767556667
4585687787878867878878687888

118(70)

1111111111111122222222333334
2222223334455533344456444465
3334454576666756655777555676
4586768787878867878888678788

120(71)

1111111111111122222222333334
2222223334445533344456444555
3334564566676746755777556666
4585687877887867867888788788
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121(71)

11111111111131122222222333444
2222223333344533333455455556
3445674456756644456766766677
8567785677888856788878878788

123(74)

1111111111111122222222333335
2222223334444633344556444466
3334455555566744555677556777
6787876786878868667888787888

125(75)
1111111111111122222222333334

2222223334445533344445445565 -

3335664465576745556677666677
4786785786887857867888787888

127(76)

1111111111111122222222333444
2222223333344533333456456555
3445564455666744466577577667
5786787868778857878688688788

Der elementare 2-(8,4,9)-Blockplan:

122(73)

1111111111111122222222334445
2222223333334633333344465566
4455674445555744556655576777
6868786786787878787867688888

124(75)

1111111111111122222222333334
2222223334445633344456444555
3334674555566745655567667677
4578887686787868767878788888

126(75)

1111111111111122222222333334
2222223334445633344556444455
3334455575677746655677556666
4586866786788877878788787888

128(77)
1111111121111122222222333334
2222223334555633344456444A55
3334444456667756755777556666
5685687877788867867888787888

111111111111311111113111222222222222333333445
222222222333333444456333333444456444455556
333445557445566556767445567556667566767677
468676788577878688878586778787888678888788

4, zusammenfassung

AbschlieBend geben wir eine Zusammenfassung der Ergebnisse un-
serer drei Arbeiten zu 2-(8,4,A)-Blockplénen.

Anzahl der

A3 6 9 12 15

paarw, nichtisomorphen Blockpléne

4 164 164 4 1

paarw. nichtisomorphen elementaren Blockplane| 4 128 1 o o
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Verellgemeinerte Invereen nilpotenter Metrizen

FOr eingulére quedretische Metrizen A het I, Erdélyl /3/ die
Léeungen R der Gleichungen

A = ARA, R = RAR, AR = RA", R"A = AR" (1)
mit irgendeiner netldrlichen Zehl n els queeiverteuechbere In-
versen eingeflhrt, Sie existieren stets, wenn n nicht kleiner
als die Vielfechheit des Eigenwertes O im Minimelpolynom von A

ist, eind eber fir n » 2 nicht eindeutig bestimmt, Weiter unten
werden wir une mit der eindeutigen Festlegung von R befassen.

In /2/ wurde unter einer Zusetzvoreussetzung eine Obersicht
Ober elle nur mdglichen queeiverteuschberan Inversen angegeben.
Es gibt jedoch keine weiteren, de die erwdhnte Zusetzvoreuseet-
zung Gberflissig ist, wie eus folgendem Setz hervorgeht,

Setz 1: FGr eine Metrix A mit
A" = 0 ' (2)
besitzt euch jede Lésung R von (1) die Eigenscheft R" = 0,

Beweis: Nech Lemma 2 von /1/ folgt aus (1) die Gleichung

R" = R™A"R", so0 de8 (2) die Beheuptung R" = 0 nech sich zieht,
In Spezielféllen kenn die Moore-Penrose-Inveres einer Metrix
(vgl. etwe /4/) zugleich queeiverteuechbere Inveree sein,

Satz 2: Geht eine Metrix A eus ihrer Jordenechen Normelform
durch eine Ahnlichkeitetrensformetion mit einer unitdren Metrix
hervor, oder erfillt A die Gleichung (2) mit n = 2, so gibt es
gensu eine Metrix R mit (1) und den Moore-Penrose-Bedingungen

AR = R*A%, RA = A"R", (3)
Beweis: 1%, Ist A « x*Ix mit X*X =« I und der Jordenechen Nor-
melform 3 von A, so erfollt R = X"3*X, wobei 3* die eindeutig
bestimmte Moore-Penrose-Inverss von J bezeichnet, fOr hinrei-
chend groBe n die Bedingungen (1) und (3). 8



2°, FOr die Moore-Penrose-Inverse R von A gilt
R = A"R'R = RR™A™,

woraus im Fall (2) mit n = 2 sofort r2

= RR*(A%)"R"R = O folgt.

Von jetzt an m&ge J die Blockstruktur
3, o1 (:>
J 0 1
3= ‘. y 9o = S (4)
3J 0 1
o

0 ™ |0 "

mit einheitlichen Diasgonalblécken J, vom Formet nxn und n » 2

besitzen, Unser Hauptergebnis lautet:

Satz 3: Ist A eine Matrix mit der Jordanschen Normalform (4),
80 gibt es zu jeder der beiden Bedingungen (3) genau eine qua-
sivertauschbare Inverse R, die diese Bedingung erflllt,

Beweis: In Anlehnung an /2/ betrachten wir die Blockmatrix

TeI-U U= (Uij) (5)
vom gleichen Format wie A mit den Toeplitz-Blécken
( \
O ujgo Ysgz Yggq eeere Yign
Ygg2 Yi33 -, s
a .
iJz . . .
V] - o . (6)
1) o < e, Yiga
.. .. uiJs
., Y132
\ o /
vom Format nxn. Diese haben die‘Eigenachaften ”1330 = 30”11'
n
U’_‘1 = 0, so daB auch
U=, U"=0 (7)
gilt sowie mit einer zu U analog gebauten Matrix V
n-1

-1 K .
T = U = I -V,
Z;; (8)

Die zu J gehdrenden Projektoren JJT, a'g besitzen die Matrizen



°, 0
0

L. 0
33 - \ 3. = (9)
o“o () o ’ o“o '.1
als Diagonalblécke, und die dazu komplementdren Projektoren
Q=1-3",Pa1-23" (120)
haben die Eigenschaften
E QU = QV = UP = VP = 0O, (11)

Wie in /2/ lauten die quasivertauschbaren Inversen S von J

S = (I-V)3(1-u),
und weitere gibt es nicht, Auf Grund von (7), (8), (10) und (11)
lassen sich die zugehdrigen Projektoren auf die Form

35 =337 +vQ, S3 =33+ PU
bringen mit (9) und
Viin 0 ujyp Yyyz »»- “1jn]
(VQ)yy = O P EE L .
0
0

Durch Vergleich mit (6) sieht man, daR zur Bestimmung von U und
V lediglich PU bzw, VQ bestimmt zu werden brauchen,

Es sei jetzt A eine beliebige Matrix mit der Jordanschen Nor-
malform (4), d. h,

A =YX, Y =Xt
Wir haben zu zeigen, daB sich die Matrizen (6) stets so wihlen
lassen, daB die Aussagen von Satz 3 von der Matrix R = YSX er-
fallt werden, wobei zwei Fiélle zu unterscheiden sind,

1°, um U, d. h. PU, so zu bestimmen, daB RA hermitesch ist, ge-
hen wir von

RA = YSJX = Y3TIX + YPUX (12)
nach passenden Multiplikationen zu

Y*RAY = Y*v3'3 + v*vpU

und wegen (10) und (11) zu
3Tav*RAYa"a = 3Tav*va"o + 3Tavveu

Gber, Die zweite der Gleichungen (3) flhrt zu
aTav*vpu = U*PY*YDT3,



und diese Gloichﬁng ist erfhGllt, wenn PU die Form

PU = - PZPY*YD'3

. (13)
mit Z* = Z besitzt, Mit diesem Ansatz nimmt (12) die Form
RA = Y3Tax - vPzpy"vaTax
an bzw,, wenn JTJ nach (10) durch P ausgedriickt wird,
RA = I - YPX - YPZPY® + YPZPY®YPX, (14)
Offenbar ist RA hermitesch, wenn Z eich aus der Gleichung
PZPY*YP = P (15)

hermitesch bestimmen 1&Bt., Dies ist aber der Fall, da Y*Y als

positiv definite Matrix nur positive Hauptminoren besitzt, so

daB die durch den Projektor P aus Z = PZP herausgehobene Teilme-

trix gerade die Inverse der entspréchenden Teilmatrix von pY*ve

ist, Der Projektor (14) lautet mit der so festgelegten Matrix Z
RA = I - YzY*

und erfillt wie verlengt die zweite der Gleichungen (3).

2°, Ganz entsprechend l&8t sich v, d, h, VQ, 8o bestimmen, daB
AR hermitesch ist, wenn man von

AR = YJ3'X + YVOX (16)
ausgeht, analog zu (13) den Ansatz

vQ = - 33"xx*QzQ (17)
macht und Z unter den Nebenbedingungen Z = z" = QZQ aus

Qxx*QzQ = @ (18)

ermittelt, Dabei entsteht ales Ergebnis
AR = T - x"2x,

Um schlieBlich die Eindeutigkeit zu beweisen, bezeichnen wir
die soeben gefundene Matrix V aus (17) mit Vor machen den An-
satz V = v° + W, ‘wobel W sich wie V aus Bldcken vom Typ (6) zu-
sammensetzt, und setzen diesen Ansatz in (16) ein, so daB
AR = I = X"ZX + YWQX .
entsteht, Damit AR hermitesch ist, muB
Ywox = x"ow"v*
sein, Wegen (I-Q)Y*vQ = 0 folgt durch passende Multiplikationen
(T - QY*Y(I - Q)wQ = O,
52



da wie in (11) auch QW = O gilt, Die durch den Projektor I-Q
aus der hermiteschen Matrix Y*v herausgehobene Teilmatrix hat
wie zuvor eine positive Determinante, so deB wir (I-Q)WQ = O
und damit auch WQ = O sowie W = O erhalten,

Es bleibt noch der EinfluB von X auf die Eindeutigkeit von R zu
untersuchen, Zwei Transformationen X von A auf die Jordansche
Normalform (4) kénnen sich aber, wie man leicht sieht, bis auf
einen trivialen skalaren Faktor nur durch einen linksseitigen
Faktor von derselben Bauart wie T in (5) unterscheiden, der, -
wie wir bereits wissen, keine Mehrdeutigkeit verursacht,

Da sich die Eindeutigkeit von U im ersten Fall ganz entepre-
chend zeigen 1a8t, ist der Satz vollsténdig bewiesen,

. Bemerkungen: Mit einigen Zusatzbetrachtungen kann man aus dem
Beweie von Satz 3 in dem dort betrachteten Spezialfall noch
einmal die Aussagen von Satz 2 sblesen sowie erkennon. daB sie
sich nicht wesentlich verschérfen lessen,

1°, Ist Y = X* eine unitdre Metrix und bezeichnen wir die Ma-
trix Z aus (15) mit Z, sowle die aus (18) mit Zz; 8o lauten
diese Gleichungen '

21-P ZzﬂQ.
8o daB aus (13) bzw, (17) wegen (10) die Beziohungen

PU = =P(I - P) =0, VQ = =(I - Q)Q =0,
d. h, U=V = 0, folgen, Damit erhalten wir in den beiden F&l-
len von Satz 3 wegen (5) die Matrix T = O, 80 daB S = 3T wird
und R = A* die Moore-Penrose-Inverse -von A ist,

2°, ImFall n =2 4ist I =P + Qund U= PU = UQ, V = PV = VQ,
8o daB die Gleichungen (13) mit Z = Zy und (17) mit Z = 2,

(T -ZiY'YQ, v = -Pxx"z, , (19)
und die Gleiéhungon {15) und (18)
P =z ¥*p, Q= axx"z, (20)

lauten, Wir denken uns jetzt alle Zeilen und Spalten so ver-
tauscht, daB P und Q die isomorphe Blockstruktur

S3



e=fo o] e-[o ]

erhalten, wobei wir der Einfachheit halber auf den linken Sei-
ten die alten Bezeichnungen beibehalten., Fihren wir auch fir
die Gbrigen Matrizen entsprechende Umformungen und Blockzerle-
gungen durch und verwenden wir dabei die Bezeichnungen

Y Y X, X
VY om| S8 SR, i w] W IR (21).
21 22 21 722
so finden wir sus (20)
-1
z,«| 110, z, 4|0 O,
(o] (o] 0 x22
und aus (19)
o vily 6 X, %0k
Ue - 11712, V.- 12%22 ],
o o0 o o

De die Matrizen (21) zueinander invers sind, gilt Yy1%X12%
Yy0X50 ® 0, und dies bedeutet U = -V, Ein Vergleich mit (8)

zeigt, deB fir n = 2 in den beiden F&llen von Satz 3 dieselbe
Matrix T und damit auch dieselbe Matrix R entsteht, so daB
letztere die beiden Gleichungen (3) erflGllt und demit wieder
die Moore-Penrose-Inverse von A 1ist,

3°, Im Fall n = 3 erhalten wir ganz entsprechend die isomorphen

Darstellungen

1 00 o o0 o
p=l0 0 0|, qg=|0 0 of,
0o 0 o0 0 0 1

und mit den zu (21) analogen Bezeichnungen
Y'Y = (vgq) xx" = (Xg4). 1.3 =1,2,3,

finden wir aus (15) bzw. (18) wegen (10)
-1

Yq1 o o 0o o o
Z, = o o0 o}, Z, = 0O 0 o
-1
o o o o o X 33



und aus (13) bzw, (17) unter Beachtung der Struktur (6)

-1 -1 -1 -1
0 Y11Y12 Y11¥13 0 X33X33 Xy3X33
1 -i
Us =] 0 (o] 11 12 i Ve -|0 (0] X23X33 ™
o o o 0 o 0

Wirden U und V wie im Fall n = 2 durch (8) zusammenhingen,
also (I -~ U)(I - V) = I erflillen, so mi8te

-1 -1 -1 -1
Xy3X33 * Y11Y12%X3X33 * Y11Y13 = O
gelten , was auch tatsichlich der Fall ist, sowie

+ Y7 =0,

-1,
33 11712
was aber im allgemeinen nicht zutrifft,

X23X

Damit erkennen wir im Fell n = 3 und erst recht auch im Fall
n» 3, daB die beiden durch Satz 3 bestimmten quasivertausch-
baren Inversen im allgemeinen voneinander und deamit such von
der Moore-Penrose-Inversen verschieden sind.

4°, 1et bei den Jordanbldcken I 1n (4) ein unterschiedliches
Format und speziell n = 1 zugelassen, so gibt es in (6) recht-
eckige Bldcke U11 vom Format “1X"J der Gestalt

(0 u eee up )
( 0 ...0 Uy Uy ovu u_ ) 2 % -3
2 ::n LNy oo uzl. ”
0..... 0 u,, . ce e euy
. . -‘. . bzw, | * ° .« ° .
: ULt % % . Uy
u o o .
o « o 3 )
O cevesvceceass O Uy, v .
| O «edecioenseas 0O (00....... 0

de nachdem ob n < nJ oder ng > nJ ist, Bestimmt man U sus (13),
bzw, Vv aus (17), eo wird man bei den Blicken mit n, < ny im

ergten bzw, bei den Blécken mit ny > nJ im zweiten Fall die er-

forderlichen Nullen im allgemeinen nicht erhalten. Demit gibt
o8 dann auch keine Lbsungon von (1), die eine der Bedingungen
(3) erfullen.
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Entsprechend gibt es im allgemeinen auch keine solchen L&sungen,
wenn wir auf die Bedingung (2) verzichten und zu den Jordan-
bldcken Jo in (4) von einheitlichem oder auch unterschiedlichem
Format noch mindestens einen invertierbaren Jordanblock hinzu-
nehmen,
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Harald Mumm

Das Dirichlet~Problem in H3lder-Réumen

1. Einleitung

Auegengspunkt uneerer Untersuchungen iet die von B.~W, Schulze
und G, Wildenhain /10/ dargestellte Theorie zur L8sung des
Dirichlet-Probleme bei linearen elliptiechen Differentialglei-
chungen beliebiger Ordnung. Die Theorie beeiert auf punktweisen
s~priori-Abechéitzungen in Riumen m-mal etetig differenzierberer
Funktionen, die von C, Mirande /6/ und S, Agmon /1/ fOr glatte
Ré&nder bewissen wurden. Dae Ziel dieeer Arbeit iet es, analoge
Untereuchungen fGr dae Dirichlet-Problem auf der Basis der von
S, Agmon, A, Douglie, L. Nirenberg /2/ und Ju. P, Kreeovskij
/4/ bewieeenen eogsnannten Schauder-Abechdtzungen in Réumen

c™*® durchzufohren, (C"*® - Raum aller m-mal etetig differen-

zierbaren Funktionen, deren Ableitungen der Ordnung m einer
H8lder-Bedingung genlgen. )

Die funktionalanelytiechen Grundlagen fOr uneere Untersuchungen
eind bereite von G. Wildenhain /11/ sowie H, Mumm und G, Wil=-
denhein /7/ bereitgeetellt worden (in /7/ und /4/ schon fOr
allgemeine elliptieche Randwertprobleme). Wir wollen im nich-
oten Abechnitt kurz die wichtigeten Ergebnisss aue dieeen Ar-
beiten an Hand dee Dirchlet-Problems darlegen.

2, Funktionelanalytieche Grundlagen

Wir beschéftigen uns mit folgendsr Problemetellung: In einem
offenen und beechrinkten Gebiet $2 c R" wird eine L6ésung der
elliptischan Differentialgleichung L u = O gesuoht, die auf
dem Rand @ {2 den Bedingungen

31 :
Byu = (9 =9y (l.....m) (1)

genligt,



L. sei ein linearer eigentlich elliptischer Differentialoperator
der Ordnung 2m und u Normalenvektor an 3 (1.

c™1*%F), s € (0,1), bezeichne den Vektorraum aller im abge-
schlossenen Gebiet [ (m-1)-mal stetig differenzierbaren Funk-
tionen, deren ‘Ableitungen der Ordnung m-1 mit einer festen Kon-
stanten die Ungleicﬁung

10%u(x) - 0%u(x*)| ¢ cix - x*|® (2)

far beliebige Punkte x,x'€ {1 und Multiindizes ot = (&y.....X,)
ait K} =y, + ... +a, = m-1 erfillen, Mit der Norm

of
— = D
.u"c""“‘(n) ux;-a, xaeufzl boal

-3}
o 3 eup 10%u00-DRu(uil VTSNS S
lal'=m-1 x.z;;!l Ix-y| 3x11 e axn"
wird C-'1+°(fi) ein Banachraum, cm'l"(afl) kann analog in lo-

kalen Koordinaten auf dem Rand erklért werden, falls

30 € c™*® 1sr. (vgl. 0. A. Ladyzhenskays /5/, S. 7.)
Als grundlegende Annahme fGr das Folgende benttigen wir die

Bedingung I: Die im Reum c“'l’s(fi) enthaltenen L8sungen des
Problems (1) gendgen Abschétzungen der Gestalt

»
ful s C .
“len-tee(1y) ; W9yl om-1-308 500

Ju, P, Kresovskij bewies in /4/ flr L8sungen u € CZ"+°(£1), deB
diese Bedingung erfOllt ist, wenn vorausgesetzt wird:

1) Die idsung ist eindeutig:
2) 301 e c®®;
3) die Koeffizienten von L sind Elements des Reumes C°",

Us eine von der Glattheit des Randes {2 unabhingige Formulie-
rung des Problems (1) angeben zu kdnnen, benutzen wir analog zu
/10/ sogenannte Whitney~Taylorfelder (siehe /7/).



In modifizierter Form lautet das Problem (1):
Gegeben 1st:ein Taylorfeld f = (f“)lﬁl‘w-l € w”'1*°(a§1).

(wm'l*s(BSI) bezeichnet den Raum aller auf 3f) definierten
whitney-Taylorfelder, deren Norm definiert ist durch

He . Z; £ (x) |
wittan)  1«fEm-1 xema a(x)

(3)
+ sup lfa(x)"f“(Y)l
lal=m=-1 x, ANx3a Q0 8
m-l X.ye e~ Ix=-y1

Gesucht ist eine Funktion u € Cm'i*s(fi). die in ) der Diffe-
rentialgleichung L u = O genigt und flir ye 32 die Randwerte

%y = fo (lct €m-1) (1)

stetig annimmt,
Der Bedingung I entspricht dann die

Bedingung I': Die in c™1*8(53) enthaltenen Lssungen der Glei-

chung L u = o genigen Absch&tzungen der Art
Hult . sCclfi . .
fou 1+s(n) W 1+s(an)
Fir glatte R&nder folgt aus dem Erfilllteein der Bedingung I das
Erfilltsein der Bedingung I', Das kann man durch direkte Ab-

3

leicht

m
-1
du
schétzung des Ausdrucks ]S'- "(-éT) "Cm-1-1+8

nachprifen,

(3D

Es sei D(s;{1) ein Teilraum der Menge

{f = Fa)giémea™ (0% 0 emog * U E€CTH*(TA), L u = 0 1n 0},
und O(s,3€1) = ryn D(s,{1) sei die Menge aller Einschrénkun-

gen von u € D(s,f1) auf den Rand (ran Einschrinkungsoperator),

Bedingung II: D(e,30) sei bez. (3) dicht in w"1*'(3f1).



Wir zitieren nun zwel Sétze aus /7/ in der hier bendtigten Form,
Satz 1: Die Bedingung I ‘sei erfillt und 3C) sei (m-1+s)-regu-

ldr. (Das bedeutet, W" 1*®(3Q) ist bez. (3) vollsténdig.) Zu
beliebigem x € 2 und iki€ m-1 existieren MaBtupel

[ | B
P, = (M)l sme1 UM Ay o = Ay o) Bl ammt T

supp Fi,a c 0) und supp }\i'“ c 3L x3), so daB

(4)
8 8
o - Ev o B S DTu(y)=D u(z) 4y i
e a 18 ¢m-1f U(Y)dﬂ"'“(y“ls -m-if ty-z1° x.a(¥:2)

far alle u € D(s.{7) gilt,

Satz 2: Die Bedingungen I und II seien erfillt und 32 sei
(m-1+8)-regulér, Dann ist das Problem (1') eindeutig ldsbar,
und die Lbsung u sowie die Ableitungen D¥u besitzen fir x & €0
. die Darstellung

faly)-fg(z)
o“u(x)-lszr:_lJFB(Y)dPi,a(Y)*'B‘g_if “Iy_zlﬁ dzg,u(Y.Z)-

Das Paar (M Ay o) ®it p, o = (f‘i.a)lﬁl‘m-l und

lx,a' (13,“)'“_“_1 (supp P’i,a c 3€1 und supp li,ac afLxaN)

ist hierbei das eindeutig bestimmte, sogenannte harmonische
MaB.

Im Falle eines glatten Randes 3L gilt die verallgemeinerte
Greensche Formel, und man kann analog zu /10/, S. 262 nachwei-
sen, daB dann (wegen der Eindeutigkeit)

Ax'“ = 0 . \

gelten muB und die MaBe p’B"“ durch stetige Dichten auf 32
darstellbar sind, (Vgl. auch H, Mumm /9/.)

3 Potentialtheoretische Interpretation

Die konkrete Natur des Raumes D(a,ﬁ) ist flr den Satz 2 nicht
entecheidend, Wir wollen in diesem Abschnitt einen konkreten
Teilraum (von gewissen.Potentialen) s(s,ﬁ) angeben.

(]



Kann dann nachgewiesen werden, daB unter. bestimmten Vorausset-
zungen
(s, 81) := ryo S(s.f1) dicht in WS 50

ist, so gilt unter Berlcksichtigung von Satz 1, Satz 2 und der
Tatsache, daB dar gleichméBige Limes von Lbsungen der Gleichung
L u = O wieder Ldsung ist,

1)
(e ) ()= 100 (a2 o) (7 *))= Lam ({:7)(x) = 0%u(x).

(Potentiale werden wir spéter mit é‘q bezeichnen, per def, sind

sie Lésungen von L u=0 in €2, Bezeichnungen siehe S. 63 und 66,)
Die Ldsung des Problems (1') ist somit darstellbar als Grenz-
wert von Elementen aus S(s, {l). Die Annahme der vorgegebenen

Randwerte ist gesichert, da S(s,d€)L) dicht in Wm-1+s( an)
liegt,

Als Potentiale wollen wir zuerst Integrale der Art

jdidtx 2) du(z)

bezeichnen. Hierbei sei x, z € rR" + M ein MaB mit kompaktem Tré-
ger supp p ¢ R" und

QB( ) D:D:E(x,z) for x # z,
alX.Z =

o fir x = z,

D“ bezeichnet die partielle Ableitung bez, x mit dem Multiin-

dex o und D die partielle Ableitung bez. z mit dem Multiindex B,
Die Potentiale werden immer im Hinblick auf bestimmte Operato-
ren L betrachtet, denn E(x,z) sei die Fundamentallbsung des in
der Problemetellung (1°') zugrunde gelegten Operators L, Unter
einer Fundementalldsung von L wird eine fir x ¢ z unendlich oft
differenzierbare, loksl integrierbare Funktion E(x,z) verstan-
den, fur die gilt: 4

P(x) = [E(x,2) LP(z) dz und P(z) -fe(x,z)_ L™ gp(x) dx
for alle unendlich oft differenzierbaren Funktionen ¢ mit kom-
paktem Tréger in (1, (L*- formal adjungierter Operstor zu L.)
Ee sei u ein positives MaB mit kompaktem Triger, Man sagt,
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porfallt die Holdersche Bedingung fir MaBe, wenn eine Konstan-
te C unabhéngig von r und x (r> 0, xcRn) existiert, so daB

n=2+s

pmlr.x) s Cr (5)
fOr beliebige Punkte x und beliebige Werte r ist
(u(r.x) = p{ye R" ¢ ly-x1s r}).
Definition 1: ?;(s) tm {}150: supp p ¢ R" kompakt, g erfallt

‘ Ungleichung (5)}.
Satz 3: Die Funktion P(x,z) sei beschrénkt, und flir beliebige
Punkte x,x',z eR" gelte

|P(x,z) = P(x',z)| & const, qx=x"]

i1x=z]

" pann sind Integrale der Gestalt I% d u(z) HOlder-stetig
| x=2z]

im R", falle I E?; (siehe auch 3, Kral /3/). (HS6lder-stetig
heiBt, da8 (2) mit ial = O gilt,) Zum Beweis sishe H. Mumm /8/,

Definition 2: a) Die Menge aller MaBe u mit kompaktem Tréger,
di; sich als Difisrenz zweier MaBe aus .FI(O) darstellen lassen,
wollen wir mit f'l(s) bezeichnen, Ferner sei

b) F(e) =-|ylZSn1 Fi(8). ¥- Multiindex, und

e) I(s) = () I, ., wobei Iy := fACR"; §(A) = O} tst.
JeFio * g4 ;

Die Elemente sus I(8) heiBen Mengen der Kapazit#t Null, Gilt
eine Eigenschaft Gberall bis auf eine Menge der Kapazitdt Null,
80 sagen wir, deB sie I(s)~fast Gberall gilt,

F(s.m) und I(s,M) seien Teilmengen der obigen Mengen, fUr die
die MaBe ihre Tréger in M haben, Die Elemente aus ?(s) sind
MaBtuoel, die wir aber such kurz MesBe nennen.

Definition 3: &) Ein beliebiges vektorwertiges Ma8
f‘"(f‘?)lﬂﬁg (y - Multiindex, g @ O ganzzahlig) heiBe I(s)-

sbsolutstetig, falls I(s) C I, gilt, wobei I = [ \I, g gesetzt
wird, A~ k 1¥1 g



b) Ein beliebiges vektorwertiges MaB A = (716-)|6~| od (& - Multi-
index, d & O ganzzahlig) mit supp 29 R"x R" heiBe I(s)-abso~

lutstetig, falls I(s) X I(s) C I, gilt, wobei I, -lcﬂl Iyo

ist und IA‘ :-.{D cRrR"x R" : hd(D) = O} definiert wird.
Wenn wir uns im folgenden auf solche Operatoren L beschrinken,

deren Ableitungskerne §2(x.z) = D?(D[:E(x,z) fur Jal + IB] = 2m=-2

die Gestalt P(x.2 besitzen und fir die P(x,z) die Voraus-
1x=z""

Setzungen von Satz 3 erfiillt, dann gilt das nachfolgende Lemma.
Zuvor wollen wir aber noch don Begriff des Potentials endgiltig
definieren (siehe /10/).

Definition 4: a) Es sei = ( E’) ein MaB mit kompaktem
==2iinition 4: %= (% )iglem-1

Trédger, Als Potential bezeichnen wir von jetzt ab die vektor-
Wertige Funktion

§7(x) 1= [(§7)a.(x)]lccl €m-1 Mit den Komponenten

B B
($7), (%) ”m;-xﬁ’a(”'z)d? (2).

b) Es sei A = (h“‘),a( fm-i ein MaB mit kompaktem Tréger, Als

adjungiertes Potential wird die vektorwertige Funktion

é’;l.('z) tm [(é*’Z)B(Z)]IBl &m-1 Mit den Komponenten

(@*Z.)B(z) :u)a;_ifﬁi(x,z)dlu(x) bezeichnet,

Lemma 1: Aus 7ef(s.cr2) folgt @7 (x)lfl e c™%(Q) und
Ly (x) =o.

Beweis: Die Tatsache, deB die erste Komponente von §7 der
Gleichung L u = O geniigt, wurde bereits in /10/, S. 227, bewie-
sen, Aus der Hdlder-Stetigkeit der Ableitungskerne fir

laf+ [8] = 2m-2 folgt such die H8lder-Stetigkeit der Kerne fir

lo+ |B[ < 2n-2,
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Leuns 2: Die Henge ?;(.) ist erblich, d. h,, aus J\e?;-(-)
folgt auch
/léf;_'(e). wenn nur O & u € A gilt,

(Der Beweis folgt unmittelbar aus der Definition von ?I(n).)

Lemma 3: Fir eine beliebige abgeschlossene Menge M und eine be-

liebige Vektorfunktion v(z) = [vB(z)] 18] ém-1 gilt

7(v) = IE; l(v (z)dq (z) =0

for alle 76 f(s M) genau dann, wenn v = O I(s)-f. 0. auf M ist.
(Im Beweis wird wesentlich Lemma 2 benutzt; vgl, /9/.)
Zum Beweis verschiedener Aussagen (ber die Eigenschaften der in
Definition 4 eingeflihrten Potentiale bendtigen wir das

Lemma 4: Es sei K c R" kompakt, /u,e?;(a). Dann ist fdr belie-
bige Punkte x,y € K

j—"—‘ﬁ—‘lz—‘le

Ix-z] ly-z) du(z) € const
Ix -yl o

(P(..z) erfille die Voraussetzungen von Satz 3.)

Beweis: Es besteht die Identit#t _(\i,_z_)_z = il fZ

Ix-z} ly-z|""
= P(x,z)( = - 1j) + = z (P(x,z)-P(y.z))
tx-z1 " ly-z1"" ly-z1""

- Il + IZ'
Die Voraussetzungen bez, P erlauben die Abschiétzung
2] zI
du(z) € C ——Y-L__z (2).
I x= yl M Ix=-z] ly- -z P

Durch einfache Umformungen erh&lt man auBerdem

,1 l i-8 1-8 1-s
1 Ix=y1 | x=yI) x=-y]|
s~ ¢ nZ * n-3 1?”"'*""'1"z"H=!'

Ix=-y| Ix=z| ly=z| Ix-z} ly-2z} Ix=2z| ly-z]

denn es 1ist
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n=2 n- Zl

-2]

Lly-z1 = Ix~z| | ( ]y-z| n-3+' .ot [X=2Z] ni)
1x-2) "% y-z) "

[dy=z1""°- Ix-z]

Ix-z| "¢ ly=zl

und lly-zl - Ix-z] $ ix-yl . Es genigt also, Integrale der Art

f lx-xl dl“(z) (a+b=n-1, a,b>0)

[ x=-z12 ly~z1

+

abzuschétzen, Im Falle d'u(z) = f(z)dz (dz - Lebesgue-MeB im ],
f(z) - beschrénkte, positive Dichtefunktion mit kompaktem Tr&-
ger) ergibt die Substitution z' = z/|x-y|

b
f(z) dz = 5:1 XYl f(z)dz
—————5 —[ =
f Ix=zl "~ ly=-2z| Ix=yi [! x-z z‘

€ —lty—l—r Ix*=z'1 "8 ly'~z"1 -b dz' = Clx-yl,
| x=-yi
da flx'—z'l Iy'-z'l ~b dz' nur vom Abstand zwischen x' und y"
abhéngt und |x’'-y’] =1 ist, Daraus folgt fir alle x,'y € K
Ix-y(*® 2-s
= d,u(z) & Clx-yl € const,
Ix-zl " ly=-z|

Wére die beschrénkte Dichtefunktion f(z) nur auf einer (n-1)-
dimensionalen Mannigfaltigkeit konzentriert (auch dann ist

efl(s)), ergébe sich
f——"lyl—-s dp(z) € Cix=yl 1-8 ¢ const.
Ix=2z1" ly=2!

Bei allgemeinen MaBen filhrt die Substitution z' = z/Ix=-y| euf

[ dpe(z) . 1n—1 flx'-z’l "8 yt-z 't.’ dﬁ(z').

lx-zlaly-zlb Ix=yl

n-2+s n-2+s (r )n-2+0

= C Ix=-yl
-b d

wobeiiﬁ(r',z') =F,(r,z) £Cr
(z*) kann nun unter

gilt, Das Integral f Ix*=2z") -a ly'=-z*1
N-2+8 ach oben ab-

Ausnutzung dieser Eigenschaft durch C ix~-y|
geschéitzt werden (vgl. /8/), so daB

-2+8
j dp(z) < ¢ lx-yln . Clx-y)®?
1x-212 ly-21° 1x=y1 ™"

65



wird und damit j JL'L—%—)- & const, ist,

Ix=z 1" ly-z]

Mit diesen Vorbereitungen (Lemma 3 und Lemma 4) kdnnen wir nun
in die Beziehung (4) des Satzes 1 Potentiale §7 (x) mit
'7 € .F(s) einsetzen, Wir erhalten dann fir x, € 0, Ial € m-1

(§g), (x0) = 2:_ f(@y)a(x)d,uf ()
(@7)(x)-(§'7)(v) dil ( e
la; Ix - yl® a, %

Der Satz von Fubini erlaubt unter Bericksichtigung von Lemma 4
die Vertauschung der Integrationsreihenfolge esuf der rechten
Seite der Gleichung (6), und auf Grund von Lemma 3 gilt dann

(}ui(xo.z) -laz;_ifcﬁf(x,z)dﬂx g (¥)
(7)
o (Bencdeay,

Jal =m-1 x = y1° Xo'%o

far I(s)-f.a. z € CO (x & Q. lals m-1 ., Q2 := R"\Q).

»
Lemma S5: Es seien I3 = (ws)lBltm-l‘ M (,u,“ it $m-1
A= (71"')1':,Ll em-1 MaBe mit supp w c JQL, supp prxs oy,
supp A c OS2 x 2L2, so daB

w (lél';) = lsg-l j {m;-l I|§2(x,z)\d/4_¢(z)
.y Jlé“(x.z) - §20xm)
lai=m=1

1z ~ yi°

dh“(z,y)} daw®(x)

endlich 1st. Denn gilt w(PA) = (u.2)(Jw). d. h.
auwsfOhrlich
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m;_lf {,;_1 J <f,i(x.Z) d(u‘(z)

8 8
. J §y0x2) - ég(x'” da“(z.y)} dw (X
ldi=m-1 1z = yi

V (Quw), (x)-( ), (Y)
- Z r(éw)a(x)d,u“(x) +la|;1[wdhd(x'”'

lalsm-1 Ix - Yls

Die Aussage dieses Lemmas folgt auf Grund der getroffenen vor-
aussetzungen unmittelbar aus dem Satz von Fubini,

Definition 5: {{ = {w-(wp)lsl‘m-l,supp wedn' w(g) :=

> [Dsg(x)dws(x) =0 far alle g a c""“"(n")} ]
|B] €m-1

Definition 6: a) S(s.0) := {§7(x)|ﬁ ipe Fis. CQ)},
b) s(s, 9€1) := raQS(s.ﬁ)n

c) s*(s,Q) := {Q*l(z)l‘ﬁ e ?(s. CQ)},

d) %(s,06) = rgq s%(s.5).

Das zu Beginn dieses Abschnitts abgesteckte Ziel haben wir

mit dem folgenden Satz erreicht,
Satz 4: Es sei 32 = 9. Wenn auf Q) harmonische MaBe
) existieren, deren Komponenten /lx und
o

(ft A
.
«
XX &y o

Zx & I(s)-absolutstetig sind, die Voraussetzungen von Lemma 5
o’ "o
erfiillen und fir alle z € C() der Identitét (7) genigen, dann
ist 5%(s,C Q) dicht in W *%(302).
Beweis: 1, Im ersten Schritt zeigen wir, daB fOr ein beliebiges
Mag (3 = (c,;,B),@)I_““_1 mit supp wcOQ sus
éw(x) =0 I(s)-f.G. im R" (8)

W e ¥ folgt.
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Aus (8) ergibt sich n&mlich unter Benutzung des Satzes von
Fubini

7(§w)-w(¢*72)-omr alle '76?(3). (9)
Das spezielle MaB 74, = (LY P(x)dx.0......0) (P e ¢’ (RM),
in (9) eingesetzt, ergibt

@ ( @'7) = W(P) = 0 fur beliebige P & CP(R").

Auf Grund der Dichtheit von Cgo(Rn) in Cm-1(Rn) gilt dann aber
auch w(g) = O fir alle g & Cm'i(R"). Wegen cm-1+s(Rn)ccm-1(Rn)
liegt w schlieBlich in 3.

2. Im zweiten Schritt weisen wir nach, daB die Aussags

‘ 8%(s, 3Q) ist dicht 1in wm-:ha( d3()) équivalent damit ist,
deB sus supp @ cdN2, $uw(x) = 0 I(s)-f.i. auf CL2 stets
we folgt.

Dazu nehmen wir zuerst 5¥*(s, d£2) dicht in w1t 30 ) und
éw(x.) = 0 I(s)-f.i. suf CC2 an, Ein beliebiges Element

fe wm-lﬂs( 9 €1) 1Bt sich dann’durch eine Folge
6*}1(1) € s¥(s. 302 ) (fir 1i-» 00) epproximieren, und es gilt
w(f) = m w(d A1) « 10 A (Jw) = o.
i->00 » i->o00

Die Vertauschung der Integrationsreihenfolge ist wieder durch
den Satz von Fubini erlaubt, Wegen Cm-1+s(Rn)|aﬂcwm-1+s( 2%2)
1et demzufolge w € L.

Andererseits folge jetzt aus dco(x) = O I(s)-f.u. auf CQ,
de8 w e W 1st. ware dann $¥(s,8Q) nicht dicht in W' 1*%(3Q),

so mO8ten ein Element f € W"1*®(3()) und ein MaB w existieren
sit Pw(x) = O I(e)-f.d. auf CQ und W(f) £ O. Per def. exi-

stiert aber sine Funktion g € C™1*®(R") mit f, = 0%g(x) fir

alle x € 902, Also ist auch cw(g) # O. Das ist aber ein wider-
spruch zur Voraussetzung o & 3.

3, Im dritten Schritt sei cu ein Vektor von MaBen auf 9{) mit
Qw(x) = 0 I(s8)-f. 0. auf C 2.



Aus (7) folgt

B #x.a
w.(éuo(xo.z)) - w(h: °),
o'"o .

und aus der Definition 4a) sowie Lemma 5 ergibt sich

(Pw), (x5) = ( A HPw).

é a "o Fko,ao Xy @y é

Wegen der vorausgesetzten I(s)-Absclutstetigkeit des harmoni-
schen MaBes (u, 2y Lo ) ist auch @(u(x) = 0 auf £ und
o0 "0'%o
somit im gesamten R", d. h, aber nach 2,

s*(s,29) 1st dicht 1in W™ 1*®( 30,

Analog zu Satz 4 kann man auch eine Aussage ilber die Dichtheit

von S(s, 8CL) in Wm'1+s(8§1) herleiten, Die Vorsussetzungen

des Satzes 4 sind im Falle eines glatten Randes D) erfallt,
da dann A_ = O ist und Fx « durch stetige Dichten auf 300

darstellbar ist.
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Wolfgang Peters

Dieter Schott

Ober Nullrdume, Wertebereiche und Relstionen von Operastoren,
die bei stetiondren Itarationsvarfehren zur Ldeung linearer
Gleichungen auftreten

Es saien X und Y zwei (nichttriviale) Benachréume, L(X,Y) die
Mange der linearen und stetigen Operatoren von X in Y und I der
Einheitsoperator auf X bzw, Y. Weiterhin bezeichne R (T) den
Wertebereich und IN(T) den Nullraum eines Operators T, Die Ab-
schlieBung einer Merige M warda durch M dargestellt.

Zur Bestimmung von Ldsungen bzw., verellgemeinerten L&8sungen
einer Gleichung

Ax = b, AeL(X,Y), bey, (1)
eignen sich stationdre Iteretionsverfahren

1

n+
®Tx, +Db =T ""x +Bb, TaI-DAEL(X), (2)

*ne1

mit einem Operator D & L(Y,X) und einem Stsrtelement x, € X,
Der Fall, daB (1) ein linearss elgebreieches Gleichungeeystem
mit rechteckiger Koeffizientensetrix ist, wurde von Tenabe in
/16/ und von MaeB (/3/ - /7/) eingehend untereucht. Barg versll-
gemeinerte in /2/ einige dieser Ergebniese euf linesare Opere-
torgleichungen in Limesrdumen, Verwandte Auesagen in linearen
topologischen Rdumen findet man bei Schulz (/14/),

Es erwies sich els ginstig, parallel zu der neoh (2) erzeugten
Folge von N3herungen x, such die Iteration dsr zugehdrigen

Reste r_ = b - Ax, zu betrechten:

+
n 1r

r =Sr, =S S = I~ ADE€L(Y), (3)

n+l o’

Die Operatoren S und T sind miteinander durch die Relatignen

AT" = s"A, T" = DS" (4)
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verkndpft, und der Operator B, besitzt die Darstellung

B, = i:o \T*n - g os?, | (5)

Mit seiner Hilfe lassen sich die Potenzen von T und S folgen-
dermeBen ausdriicken:

™lar-8A s™ar- AB,. (6)

Das Ziel dieser Arbeit besteht darin, notwendige und hinrei-
chende Bedingungen fiir die Existenz eines der Grenzwerte
T = 1 7", s® 2 1 s", B_ = 1limsB
n-»00 n-»00 n -»00
anzugeben, wenn einer der beiden anderen existiert, Ein ein-
facher Zuseammenhang besteht darin, daB die Existenz von Bo

schon die Existenz von T und 5%° zur Folge hat. Man erhalt
dann néalich aus (6)

Q0 00
T® a1 -8B A S =a1- 48 (7)

o0*
AuvBerdem existieren in diesem Fall die Grenzwerte

x w« lim x_, r = lim r
nso " % newm "

fOr belicbige Elemente b und X,» wobei nach (2) und (3) gilt

x = T®x_+8_b, (8)
s%®r . _ ‘ ' (9)

SchlieBlich stellt B oine verallgemeinerte Inverse von A dar
(/%/., /9/), deren Eigonnchqfton bedeutsam fiir das Grenzelement
%00 der Iteration (2) sind,

Insbesondere erlasuben es unsere Aquivalenzsiitze, auf Existenz
und Eigenschaften von B0 schlieBen zu kdnnen, indem man nur
den 1, e#llg. einfacheren Nachweis fihrt, daB der Operator T
bzw. 8° exietiert und daB gewisse Beziehungen zwischen Werte-
bereichen und Nullréumen von Operatoren erflllt sind.

Setxzt men die Existenz der Operatoren T und S®° voraus, so
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eind diese stets mit T bzw, S vertauschbare Projektionsoperato-
ren, deren Wertebereiche und Nullréume leicht angegeben werden
k3nnen,
Satz 1 (MaeB /3/, /4A/: Tansbe /16/):
Existiert T®, 8o gilt

T o 77 « TT® & (1%)2,

R(T®) » IN(DA) = N(X - T) = N(I - T®),

N(T®) =« W(OAT = W(T =TT = R(I - T®

Existiert S, so gilt

1
-
-
.

8P « 5©5 = 55® a (soo 2'

R(S™) = IN(AD) = WN(I - 8) = IN(I - 8%),

m(s®) « RTADY = R(Y =37 = R(I - 87),
Beweis: Der Nachweis dieser Behauptungen 188t sich wie bei
Mae8 (/3/) fahren, wobei zu beachten ist, daB der Wertebersich
eines linearen und stetigen Operators bei Banachriumen im Ge-

gensatz zu endlichdimensionalen R&umen nicht notwendig abge-
schlossen ist,

Die folgenden zwei Lemmats enthalten ﬁatzlleho Rquivalenzen vea
Operatorgleichungen und Raumbeziehungen,

Lemms 1: Es existiere T%°, Dann gilt

TPD = 0@ N (T®) = WD) &= R{VAT = NBY,
und aus jeder dieser Beziehungsn folgt
IN(AD) = N (D).

Es existiere S, Dann gilt

0S® = 0 @3 R(S™®) = IN(D) &=b IN(AD) = IN(D),
und aus jeder dieser Beziehungen folgt

R({OAT = WTOY.
Beweis: Ee existiere T, Aus T%°D = 0 erhdlt man unter Beach-

tung von Satz 1 sofort WDV & IN(T™) « WTBK}, und wegen

WUAT € WOJ ergibt sich IN(T®) =« WTDY. Die Unkehrunag
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ist offensichtlich. Andererseits erhilt man sus T°°D = O wegen

(6) die Gleichung 1lims BAD = D, und es folgt
n -0

IN(D) € IN(AD) € IN( 1im B AD) = IN(D), also IN(AD) = IN(D).
n-=»> 00

Es existiere S®, Gilt 0s®= 0, so ist unter Beachtung von
Satz 1 offenbar R(S®) & IN(D) & IN(AD) = IR(S™), d. h.

®R(s®) = WN(D). Die Umkehrung folgt wieder sofort, Aus DS® = 0

ergibt sich mit (6) die Gleichung D = 1lim DAB_, woraus
n-»00

w(O) - RIHI_’I;W,,) € (DAY € WD), aleo I(DA) = WDV, \
folgt. '
Lemma 2: Existiert T®, so gilt

AT® = Oes R(T®) a IN(A) &> N (DA) = IN(A),
Existiert s®, so gile

S®A = 0¢> N(8¥) = WTAT < WTAD] = WTAY.
Beweis: Existiert T®, dann erh#lt man nach Satz 1
]R(Tm) = IN(DA). 1st AT® = 0, so folgt demnach
R(T®) = IN(DA) 6 IN(A) & IN(DA). Die Umkehrung ist trivial,
Existiert S, o0 1st nach Satz 1 IN(S®) = IRTADY,.und aus

S®A = 0 ergibt eich WTAT & I (s®) - W[ADY & WT(AJ.

Oie umgekehrte Beweisrichtung folgt sofort,

Existiert der Operator B, so gilt der nachstehende Satz,

Satz 2 (MaeB): Aue der Existenz von Boo folgt die Existenz von
T% und $% und die GOltigkeit der Beziehungen
™0 =0, 08% .o,
BQAD = D, “w -0,
T8 =0, 9,.8% =0, B_AB_ =8
(.-} ! o« ¢ o oo o0 *

Weiterhin existiert das Grenzelement x__ der Iteration (2) fOr

oo
beliebige x .b und stellt eine bezlglich D verallgemeinerte L&~
sung von (1) dar, d. h,, es gilt O(b - Ax,) = O,
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Beweis: Die Behauptungen ergeben sich explizit aus den Aussagen
von Theorem 1 in /7/ bzw, implizit aus dem entsprechenden Be-
weis,

Nun kann ein erster Aquivalenzsatz formuliert werden (vgl, auch
Schulz (/14/)),

Satz 3: Sind die Operatoren DA und AD normel aufl8sber, gilt
also

W(DAY = R(DA), YR{AD)Y = IR(AD),

so sind folgende drei Aussagen squivelent:

a) Es existiert Boo*

b) Es existiert T, und es gilt IR(DA) = IR(D).

c) Es existiert %, und es gilt IN(AD) = IN(D),

Beweis: Wir flhren den Beweis in vier Schritten.

a)=»b): Aus der Existenz von Boo folgt nach Setz 2, daB asuch
T%® existiert und daB DAB, = D ist, Somit erhélt man

(D) = R(DAB) & R(DA) & IR(D).
8)=pc): Existiert B, so existiert nach Satz 2 ebenfalls s®,
und es gilt B,AD = D, also IN(D) & IN(AD) & m(BGAD) = IN(D).

b) =ps): Fir jedes x existiert ein y mit Dx = DAy, so daB auf
Grund von (5) und (6)

n n )
Byx = E Tiox = ? Tloay = BAY = (I - ™)y
=0 =0

ist, Der Grenzwert rechts existiert fOr n-»o0o, so daB auch

lim 8, fir elle x existiert,
n- 00

C)l=pa): Wegen Lemma 1 ist 0s® « 0. Da 8% ein Projektionsope~

rator ist, gilt fOr jedes x @ m(s"’) die Gleichung x = s%x
und demit
n n

n
i i
an-;DSx-;ms“x-;mmx-o (xeR(s%)).

Jedes x € N(S®) =« WY =57 =« WTADY = R(AD) = IR(I - S) -
73



kann in der Form x = (I - S)z dargestell® werden, und es folgt
n

n )
Bpx = 2 08'x = 3 08%(X -8)z = (0 - 08"z (xam(s®))

In beiden Gleichungen existiert fOr n->00 der Grenzwert asuf der
rechten Seite, folglich euch auf der linken, so daB schlieB-
lich Bw auf ganz Y existiert,

Falls der Operator DA eine lineare innere Inverse (DA)  besitzt
(DA(DA) DA = DA), so ist DA(DA)” ein Projektionsoperator auf

R(DA) (/9/). und wenn eine lineare innere Inverse (AD)-'von AD
existiert (AD(AD) AD = AD), so stellt I - (AD) AD efnen Projek-
tionsoperator suf IN(AD) dar (/9/). Es gilt das folgende Lemma,

Lemma 3: Besitzt DA eine linesre innere Inverse (DA)~, so gilt
IR(DA) = R (D)€ DA(DA) D = Dep ID' € L(Y,X): DAD' = D,
Gibt es eins lineare innere Inverse (AD)™ von AD, so ist

IN(AD) = IN(D) €= D(AD) AD = De=d3D"€ L(Y,X):D"AD= D,

Boweis: Gilt IR(DA) = IR (D), so léBt der Projektionsoperator
DA(DA)~ jedes Element aus R (D) unverdindert, d. h., es gilt
DA(DA) D = D bzw, DAD' = D mit D' = (DA) D, Umgekehrt erhdlt
man aus DAD' = D sofort IR(D) =« IR(DAD') € IR(DA) § IR(D), also
R(DA) = R(D)

Weil I - (AD) AD ein Projektor suf IN(AD) ist, folgt aus

MM (AD) = IN(D) die Beziehung D(I - (AD) AD) = O, also D"AD = D
@it D" = D(AD)". Aus D"AD = D ergibt eich andererseits

M(D) € M(AD) € N (D"AD) = IN(D).

unter den Voraussetzungen von Lesma 3 entsprechen die Xquiva-
lenz der Aussagen b) und c) und die Folgerung b) oder c¢) 1impli-
ziert a) von 8atz 3 der Aussage des Theorems 3 von Berg in /2/.
Das folgende Lemas enthdlt dquivalente Bedingungen deflr, de8

-l.’ eine innere Inverse von A ist,

#_‘L' Existiert B, so gelten folgende Aquivalenzen: .
L A AT® = 0@ R(T®) = IN(A) @b IN(DA) = IN(A)

> g%, o 0 @ i (5°) = WTAY ¢» WIADT « WTAJ.
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Bewsis: Da die Existenz von B, die Existenz von T® und 8%®

impliziert, ergibt sich die Behauptung unmittelbar aus Lemms 2
und aus (7).

Mit diesem Lemme erhiilt man aus Satz 3 die nachstehende Aussage,

Satz 4: FOr normal aufldsbare Operatoren DA und AD sind folgen-
de Aussagen dquivalent:

a) Es existiert B ., und es gilt AB, A = A,

b) Es existiert 7%, und es gilt IR(DA) = IR(D), MN(DA) = IN(A)
c) Es existiert S, und es gilt IN(AD) = IN(D), IR(AD) = IR(A),

Beweis: Zuniichst sind nach Satz 3 und Lemma 4 die Aussagen

8) und

c') es existiert S, und es gilt N (AD) = IN(D), WTADY = WTAY
&quivalent, wegen W (AD) = R (AD) € R(A) € W[A) folgt aber
aus c') sofort c). Umgekehrt zieht c) unmittelber c') nach
sich. Entsprechendes gilt fir die Aquivalenz von a) und b),

8ind X und Y Hilbertriume, so kann man auch die drei folgenden
Siitze formulieren,

Satz 5: FOr normal aufldsbare Operatoren AD und DA sind folgen~
de Aussagen dquivalent:
a) Es existiert 840" und es gilt AB LA = A, BooA = ’(BQA)'.

b) Es existiert T, und es gilt IR(DA) « IR(D) = m(A"),
IN(DA) = IN(A).
\c) Es existiert S%°, und es gilt IN(AD) = IN(D), IR(AD) = R(A),
R (D) = IR(AY),
Ist eine der Bedingungen s), b) oder c) erfillt, so gilt auller-
dem
R (A") = R(A"D™), IN(A) = BN (A"D") = IN(DY).

Beweis: Der Beweis folgt aus Setz 4, denn der Projektor B A

bzw. der Projektor T® iet genau dann selbstadjungiart (bzw.
orthogonal), wenn



R(T?®) = N(A) = N(T®)* « R(DA)* = IN(A*D")
= W (0)* = m(D%)
und
N(T®) =« R(D) = R(T®) = (DA = R(A%0%) « R (A%D"™)
« (AL = R(A%) = R(A%)
gilt, Hierbei ist zu beachten, daB mit DA esuch (DA)" normal
aufldsbar ist und deB aus IR (A"D) = R (A%™) & ®(A") € ®R(A%)
die Aquivalenz von IR (A¥D¥) = R (A%) und R(A"D%) = R (A%
folgt.,

Satz 6: FOr mormal sufldsbare Operatoren AD und DA sind folgen-
de Aussagen Bquivelent:
#) Es existiert B, und es gilt AB_A = A, AB, = (AB )*.

b) Es existiert T, und es gilt IR(DA) = IR(D), IN(DA) = IN(A),
IN(D) = (A%,
c) Es existiert 8T, und es gilt IN(AD) = IN(D) = IN(A¥),
R (AD) = R (A).
Ist eine der Bedingungen a), b) oder c) erfOllt, so gilt auBer-
dem
R (0% = R(D"A™ = IR(A), WN(D) = N(D"AM).
Bewais: Die Behauptung folgt eus Satz 4, indem man notwendige

und hinreichende Bedingungen daflr hinzufagt, deB s® = (s©)*

ist:
R(S® )= MN(AD) = N (D) = IN(SDL = R (ADY = IN(D¥A%)

=« R(A)L = IN(A¥),

N(s®)= R(AD) =R(A) = R(S®) e NN (aD)' = R(0¥AM) IR (0%A%)
- Nt - R(OH R(OY).
Hier besitzt mit AD auch (AD)" einen abgeschlossenen Wertebe-
reich, und wegen m =« R(D*A%) & ®(D¥) € -m_(o""-; 1et die
Aussage IR(D'A') - ;(-O—'-)' dquivalent zu R(D‘A') = R (D%),
Aus den letzten beiden Séitzen ergeben sich unter Beachtung von

Setz 2 folgende gleichwertige Aussagen daflr, def B, oxistiert

und die Meere-Penrose-Inverss (/1/) von A darstellt,
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Satz 7: Fir normel aufldsbare Operatoren AD und DA sind folgen-
de Aussagen dquivalent:

*
a) Es existiert By und es gilt AB LA = A, AB_ = (AB_ )",

i L
BpA (Bqu) . (Zus#itzlich ist ByoAByy ™ Byy-)

b) Es existiert T™, und es gilt IR(DA) = R (D) = IR (A%),
N (DA) = N(A), IN(D) = IN(A¥),
c) Es existiert S, und es gilt IN(AD) = B (D) = IN(A%),
IR(AD) = R(A), IR(D) = IR(A¥).
FGr Anwendungen obigerAsltzo auf Projektionsverfahren zur L&~
sung linearer algebraischer Gleichungesysteme ist das folgende
Lemama von Nutzen,

Lemms S5: Ist P ein Produkt endlich vieler Orthoprojektionsma-
trizen Pgs Pos oo, P omit lR(Pi) - Ll (i=1,2,...,k), 80
k

oxistiort P® = 1im P" und ist der Orthoprojektor auf ML,.

n-> o i=1
Bewsis: Im Fall P = P¥ wurde der Beweis von Pyle (/12/) mit
Hilfe der dann existierenden Spektralzerlegung von P gefihrt
(vgl., /1/). Den Beweis fir den nichthermiteschen Fall fOhrt
man mit Hilfe der von Tanabe in /15/ benutzten Methode.
SchlieBlich ist Lemma 5 ein Spszialfall eines in /13/ bewiese-
nen Satzes.

Als Anwendungen betrachten wir nun eipnige Iterationsverfahren
zur Ldsung linearer Gleichungssysteme
Ax = b, Az M x N, b: M x 1, (10)

Die Wertebereiche sind bei Matrizen stets abgeschlossen, so de8
sdmtliche Matrizen normal aufldsbsr sind,

1, Richardson-Verfshrsn

Beim Iterstionsverfahren

x = x +aA¥(b -~ Ax ), Oca < (13)
=n+l - £~ 4] ’(A'A)

wobei ¢(A®A) den Spektralradius von A™A bezsichnet, wird die

Konvergenz der Iterationsmstrix T = (I = BA) = (I - aA¥A)
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durch die Wehl von a gewBhrleistet, und da R (A¥A) = IR (A¥),
IO(A"A) = IN(A) iet (vgl, z., B. /1/), ergibt sich unmittelbar
sus Satz 7, daB die Ndherungsvektoren gegen

Xp = (1= ATA)x, + A'D ' (12)

konvergieren, wobei A* die Moore-Penrose-Inverse von A ist.
AuBerdem ist (12) eine bezlglich A¥ vor-llgo-oinerto L3sung
von (10) (siehe Satz 2),

2, Verfahren von Plemmons

Das "proper-splitting“-Verfahren

X, =8'Cx +8'D, A=B-cC, (13)
R(A) = R(B), IN(A) = IN(B) ©(14)
konvergiert, wenn B*C eine konvergente Matrix ist. Da wegen
+ +
(13) jedes x 1in IR(B") liegt, gilt B Bx, = X, for alle n,
und (13) kann in der Form (2) mit D = s* geschrieben werden:

Xneq = B'8x + B%(b - Ax ) = (I - 8"A)x, + B"b. (15)

Unmittelbar aus (14) folgt
R(D) = R(B%) = R(8*) = (A%, (16)
N (D) = N(B*) = :N(B¥) = N (AY), (17)
und de R(A) = IR(B) gilt, 1et auch AA* = BB*. Demit wird
A = AA*A = BB*A, und es gilt IN(B*A) & IN(A). De auch stets
M(A) § N (B®A) 1ist, erhdlt man die Beziehung

N (A) = IN(B*A) = IN(DA). (18)
SchlieBlich folgt aus B* = B*BE* = B*AA" a:. Relation
m(8*) € R(B*A), s0 daB mit | (8%A) § | (B*) auch

R(0) = R(B*) = R(B%A) = R(DA) _ (19)
ABitig fet, Mit (16) bis (19) folgt sus Setz 7, daB auch das
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Verfahren (13) gegen die L8sung (12) konvergiert, Dabei ist
(12) eine beziiglich s* verallgemeinerte L8sung von (10) (sishe
Satz 2) und wegen ]N(B") = IN(B*) schlieBlich eine bezliglich 8™
verallgemeinerte LSsung von (10),

3. PSH-Verfahren (/10/, /11/)

Ein Schritt des (zyklischen) Projektionsverfahrens auf Schnitt-
réume von Hyperebenen ("PSH-Verfahren") kann als instationéres
verfahren

Xne1 = TnZn * Onb (ze)
mit der Orthoprojektionsmatrix

* LW -1.%
Ta=1-D0A D, =A En(EnAA En) E, (21)

geschrieben werden, wobei die Matrix E,, aus gewissen Spalten
der Einheitsmatrix M-ter Ordnung besteht, FaBt man jeweils k
Schritte des Verfahrens zu einem Zyklus zusammen, so wird aus
dem urspriinglich instationsiren Verfahren (20) ein stationdires

der Gestalt (2) mit
k-1

T T 3Tegee-TaTgr D = ;:_: Tye1Tko2e - T34105-
Nach Lemma 5 ist die Iterationsmatrix T als Produkt von Ortho-
projektoren konvergent. Ein Zyklus wird so gewdhlt, daB
k-1
N (DA) = IN(I - T) = n ]R(Ti) = IN(A) (22)
i=o .
und somit
N L 1
C' = R(I - T) ®@ IN(I - T) = IR(DA) @ IN(A)
ist, so daeB
R(DA) = N(AY = ;R(A% , (23)
gilt, Fir jedes x € IN(A) ergibt sich wegen T:k =T x - x
(n=0,1,...,k=-1)

k-1
* * 1%
D'x = ;-o EJ(EJ AA EJ) EJAx = 0

8!



und damit IN(D¥)Y = R(D) § IN(A)* = R(A¥). Weil auBerdem
R (DAY € IR(D) 1st, folgt aus (23)

IR(DA) = R(D). (24)

Unter Beachtung von (22) bie (24) folgt aus Satz 5, daB das
zyklische PSH=Verfahren gegen
Xeo = (1 = BooA)lo + ng (25)

.

konvergiert, wobei die bezlglich A verallgemeinerte Inverse B,
die Gleichungen

AB A=A, B__AB = B

% ‘
o 00”Boo o' BoA = (ByA) (26)

erfillt. Bei einem l3sbaren Ausgangssystem (10) stellt Boog
deshalb eine Minimum-Norm-L&sung dar (vgl. /1/).

4, spa-verfahren (/8/)

Setzt man in Formel (20)

o, = £ (EX A%ag )"1e¥ a¥, (27)
so erhalt man die Darstellung eines Schrittes des (zyklischen)
Spaltenapproximationsverfahrens (“SPA-Verfahren”). Dabei be-
steht E  aus gewlssen Spalten der Einheitsmatrix der Ordnung N,
La die Matrizen T = I - D A hier keine Orthoprojektoren sind,
‘netrachter man die zugehdrige Restiteration

5r., S, =1~ AD

Latvi 7 “ntn n (28)

n’
wobei nun Sn der Orthoprojektor auf l?(AEn) ist, FaBt man wie-

de. juweils k Schritte des Verfahrens zu einem Zyklus zusammen,
< erqint sich ein stationdires Verfahren der Form (2) mit

k-lTk-Z"'TlTo' S = sk_lsk_z...siso,

kel k-1

IS
) hy

C e TheaTie2o0-T14104 = ; D48y 154-2¢+-So- (29)

10
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Zyklus so gewlthlt wurde, daB in ihm jede Spalte von A minde-
stens einmal bericksichtigt wurde, so gilt

R () = IN(I - S) = IN(.D) = IN(A*), (30)
R(A) = R(AD) = R(I - 35). (31)
Trivialerweise ist IN(D) € IN(AD), und andererseits zieht
ADz = O wegen (30) die Gleichung A*z = 0 nach sich, so daB aus
(29) und (27) Dz = O und somit IN(AD) € IN(D) folgt. Deshalb
gilt auch

N (AD) = W (D), (32)

Wegen (30) bis (32) ergibt sich aus Satz (6): Das zyklische
SPA-Verfshren konvergiert fiir jeden Startvektor X, gegen

Xoo = (I = B A)X, + B b (33)

mit einer verallgemeinerten Inversen B_  von A, welche die
Gleichungen

*
AB A = A, B _AB_ = B_ ., AS_ = (AD (34)

erfiillt, Ist das Ausgangssystem widersprichlich, so stellt so-

mit jeder Vektor (33) eine Kleinste-‘iuadrate-LOsung von (10)
der (vgl. /1/). Andernfalls ist (33) eine LOsung von (10).
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Dieter Rasch
Ginter Herrendorfer

Robustheit statistischer Methoden

I. Begriffsbildung und Entwicklung

1, Einleitung

In den letzten Jahrzehnten haben die Mathematische Statistik
und ihre Anwendung eine stirmische Entwicklung genommen., Neben
parametrischen Verfahren fir spezielle Verteilungen wurden in
zunehmendem MaBe parameterfreie Verfahren und sogenannte “robu~
ste" Verfahren vorgeschlagen, die auch parametriech sein kdnnen,
In der Praxis werden jedoch iUberwiegend klassische parametri-
sche Verfahren angewendet, Diese Verfahren besitzen zwar bei
Gultigkeit der Voraussetzungen winschenswerte Eigenschaften,
sie werden aber zunehmend einer Kritik gerade hinsichtlich ih-
rer Anwendung unterzogen, da diese starken Voraussetzungen im
Einzelfall nicht erfillt eind,, Der t-Test im Einstichprobenpro-
blem ist z, B, unter Voraussetzung der Normalverteilung fiOr die
Komponenten einer Zufallsstichprobe in der Klasse aller a-Teete
der gleichméBig trennschéarfste Test. Doch wie verhdlt eich die-
ser Test, wenn z. B, das betrachtete Merkmal nicht normalver-
teilt ist? Ist der t-Test denn Uberhaupt noch ein @x-Test? Man
kann wohl sagen, daB dié meisten untersuchten Merkmale nicht
durch Normalverteilungen modelliert werden konnen (asuch nicht
anndhernd). Trotzdem wird hier der t-Test durchgefihrt, besitzt
aber denn méglicherweise nicht mehr die oben beschriebene )
Eigenschaft, Das fihrte zur Entwicklung parameterfreier Verfah-
ren, die z, B, lediglich voraussetzen, dal die Komponenten der
Zufallsstichprobe alle einer (der gleichen) stetigen Verteilung
folgen, Es ist klar, daB ein solches Verfahren nicht die spe-
ziellen Eigenschaften einer Verteilung ausnutzen kann und des-
halb fuir eine spezielle Verteilung (z, B. Normalverteilung)
schlechter als das entsprechende parametrische Verfahren ist,
Welches Verfahren soll nun im Einzelfall angewendet warden?



Zur Beantwortung dieser Frage braucht man Entscheidungsregeln,
die jedoch zur Zeit noch nicht vorhanden sind bzw, nur schlecht
begrindet wurden, Der Mathematiker hat also bei der Anwendung
der Verfahren stets einen KompromiB zu schlieBen, bei dem ihm
nur wenig brauchbare Information vorliegt. Er wird sich in den
meisten F&llen fiar ein klassisches parametrisches Verfahren
entscheiden, da Grenzwertsitze und die "guten Eigenschaften”
fir diese sprechen, Nur im Falle "kleiner" Stichproben und ex-
tremer Abweichungen wird er zu robusten, nichtparametrischen
Verfahren oder anderen greifen,

Bei der Erarbeitung der Verfahrensbibliothek /29/, die die wich-
tigsten statistischen Verfahren enthélt, waren die Autoren in
den oben genannten Schwierigkeiten. Unter dem Punkt "Bemerkun-
gen“ sind einige Ergebnisse aus der Literatur zu Fragen der Ro-
bustheit der parametrischen Verfahren zusammengetragen. Es
zeigte sich jedoch, daB die vorhandenen Ergebnisse nicht aus~
reichen, um Anwendungsbersiche fiir die parametrischen Verfahren
anzugeben, daher wurde auf heuristisch begriindete Regeln ausge-
wichen, Dieser Zustand ist jedoch unbefriedigend. Es ergab sich
die Notwendigkeit, zu Fragen der Robustheit der wichtigsten
statistischen Verfahren eine grdBere Untersuchung anzustellen,
um die verwendeten Regeln zu Uberpriifen, Das Ziel dieser und
folgender Arbeiten besteht zundchst darin, den Begriff Robust-
heit qualitativ und quentitativ zu erfassen, Ferner sollen die
wichtigsten statistischen Verfshren untersucht und Regeln fir
deren Anwendung sufgestellt werden. Die ersten Untersuchungen
zu dieser Frage zeigen schon, daB der u-Test, t-Test und
xz-Test bzw. entsprechende Konfidenzschidtzungen nicht so ro-
bust gegeniiber Abweichungen von der Normalverteilung sind, wie
beispielsweise aus den Arbeiten /4/, /25/, /27/, /28/., /35/.
und vielen anderen erwartet werden kdnnte bzw, daB das minimale
n fiir einen robusten Test griBer als erwartet ist,

2, Definition der Robustheit

Ahnlich wie in der Umgangssprache bedeutet Robustheit in der
Mathematik eine gewisse Widerstandsfdhigkeit bzw, Unempfind-
lichkeit, Ein mathematisches Verfahren heift z, B, robust,
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wenn es auch dann noch in guter NSherung anwendbar iet, wemn
die Voraussetzungen des Verfahrens mehr oder weniger verletzt
sind, Eine andere Auffassung von Rdbustheit liegt vor, wenn das
Verfahren in mdglichst vielen in der objektiven Realitdt auf-
tretenden Situationen sinnvoll anwendbar ist., Vor allem in der
Mathematischen Statistik hat sich dieser Begriff seit 1953, als
er durch einen Artikel von Box /4/ eingeflhrt wurde, singebiir-
gert, Box untersuchte in dieser Arbeit, wie sich Abweichungen
von der vorausgesetzten Normalverteilung auf Tests zum Ver-
gleich von Varianzen auswirken. Obwohl #hnliche Untersuchungen
fir Mittelwerte schon viel friher bekannt waren, taucht in die-
ser Arbeit erstmals der Begriff Robustheit auf, Es heiBt ném~
lich: "It would appear, however, that this remarkable property
of ‘robustness' to non-normality which these tests for compa-
ring means possess, and without which they would be much less
appropriate to the needs of the experimenter, is not necessari-
ly shared by other statistical tests, and in particular is not
shared by the tests for equality of variances, mentioned above,

Abweichungen von den Voraussetzungen flir statistische Verfahren
liegen z, B, denn vor, wenn in einer “"Zufallsstichprobe" einige
Komponenten nicht die vorausgesetzte identische Verteilung ha-
ben, Solche Komponenten heiBen AusreiBer, und mit ihnen hat sich
schon im 19, Jehrhundert Legendre /22/ besch&ftigt., Er schlug
vor, solche AusreiBer aus den Berechnungen auszuschlieBen., Heu-
te gibt es vor allem im AnschluB an Huber /18/ eine umfangrei-
che Theorie der robusten Schaétzungen in linearen Modellen. Die
Geschichte der praktischen robusten Schétzungen bis 1920 wurde
in /36/ beschrieben. Obwohl die Suche nach robusten Verfahren
schon eine lange Tradition hat und der Begriff selbst seit

Box /4/ benutzt wird, wurden Robustheitedefinitionen erst rela-
tiv spat vorgeschlagen. Zundchst iberwogen verbals Definitionem
wie z, B, die von Box und Anderson /5/: “Procedures are
required which are 'robust’' (insensitive to changes in
extraneous factors not under test).,”

Huber /19/ wies darauf hin, daB es mehrere M&glichkeiten zur
Definition der Robustheit gibt, es heiBt dort: "But if one
wants to choose in a rational fashion between different robust

competitors to a classical procedure, one has to make precise
’ a9



the goals one wants to achieve. Unfortunately, a consensus has
not been reached: although the goals rarely are stated in an
explicit fashion, one can discern at least five or six conflic-
ting ones, and I do not think that all of them should be called

by the same name 'robust’',"

Bedenkt man aber, daB sich die von Huber erwdhnten miteinander
konkurrierenden Definitionen der Robustheit im wesentlichen auf
die (asymptotische) Effizienz von Schédtzungen beziehen, wobei
auch unerwartet viele grobe Fehler die Schétzung nur bedingt
beeinflussen sollen, und eine Minoritdt von Daten keinen domi-
nierenden EinfluB auf die Schatzung erlangen soll (Hampel /14/)
wird das Bedirfnis nach einer Definition der Robustheit deut-
lich, Huber /18/, /19/, /20/, Hampel /13/ und weitere Schiiler
von Huber definieren Robustheit als Eigenschaft von Folgen von
Schatzfunktionen, z., 3, nennt Huber eine Folge von Schatzfunk-
tionen, die in einer Klasse (z. 8. in der Klasse der linearen
erwartungstreuen Schatzfunktionen) die maximale Yarianz mini-
miert, robust, Damit ist die Hubersche Robustheit vergleichbar
mit anderen Eigenschaften von Schatzfunktionen, wie (asympto-
tische) Effizienz oder Konsistenz., Die Definitionen von Box und
Huber gehdren zu zwel Klassen von Rubustheitsbegriffen, die
eingangs bereits angedeutet wurden, Auferdem bezieht sich die
Boxsche Robustheit auf statistische Entscheidungen allgemein,

die Hubersche .im wesentlichen auf Schétzungen.
wir betrachten beispielsweise das Einstichprobenproblem, Als

Modell fir die Beobachtungen (y,,..., setzen wir den Vektor
g Y1 Yn

(Y1'---'Xn) an und setzen voraus, daB es sich um eine Zufalls-

stichprobg handelt, d, h,, daB

~ die die gleiche Verteilung besitzen, deren Typ bekannt ist,

Yy

- die voneinander unabhingig sind.

Yi
Es sind folgende Abweichungen von diesem Modell méglich

- die y, sind abhéingig,

- die y, folgen einer anderen als der vorausgesetzten Vertei-

lung (z. B, /4/).
- die y, folgen nicht alle der gleichen Verteilung (z. B, Aus-

qorotaor oder allgemeiner bei Huber /18/),



In Mehrstichprobenproblemen kommen noch weitere M&glichkeiten
hinzu (z. B, Inhomogenitdten zwischen den Stichproben). Wir
wollen uns in unseren Untersuchungen vor allem auf Modellabwei-
chungen unter dem zweiten, aber auch unter dem ersten Stab-
strich beziehen,

Der Begriff Robustheit wird in der Literatur in dem oben be-
schriebenen Sinne vorwiegend auf das statistische Auswertungs-
verfahren bezogen, Dabei wird die Versuchsplanung weitestgehend
auBer acht gelassen,

Box und Tiao /6/ fuhrten die Begriffé "criterion robustness”
und "inference robustness” ein, “"Criterion robustness” bezieht
sich auf ein statistisches Verfahren, Es wird die Verteilung
der Stetistik bei Abweichungen von den Voraussetzungen unter-
sucht, Dagegen bezieht sich "inference robustness" auf eine
ganze Klasse von Statistiken, Die Statistik wird in Abhiangig-
heit von der Abweichung von der Voraussetzung entsprechend va-
riiert, Es werden die Verteilungen der sich so ergebenden Sta-
tistiken untersucht., Im folgenden wollen wir uns lediglich mit
der “criterion robustness" befassen und kurz von Robustneit
sprechen,

Beispiel 1: Wir betrachten eine Zufallsstichprobe (11""'1n)
von noch festzulegendem Umfang n, deren Komponenten Ys nach

N(/L;Gz) verteilt sind, Es soll der Erwartungswert P geschétzt
werden, Wir betrachten die Klasse der erwartungstreuen Schétz-
funktionen und erhalten z als beste Punktschétzung fir u, wenn
man als Kriterium die Varianz der Schétzfunktion verwendet,

Es ist bekannt, daB bei unbekannter Varianz 62 der t-Tast im
Einstichprobenproblem unter den angegebenen Voraussetzungen in
der Klasse aller a-Tests der trennschéirfste Test ist, Eine
daraus abgeleitete winschenswerte Eigenschaft besitzt auch deas
entsprechende Konfidenzintervall, Es ist das kiirzeste (1-a@)-
Konfidenzintervall fir m.

s

S
I =<Z- V;;-‘(""‘ 1-%): y o+ — t(n-1; 1—%)) (1)

ES

stellt fir jedes n ®» 2 ein (1-x)-Konfidenzintervall dar,
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wenn die Oblichen Voraussetzungen gelten, wobei 1-& als realer
Konfidenzkoeffizient bezeichnet wird, wenn das Intervall (1)
mit Wahrscheinlichkeit 1-a den Parameter p. (iberdeckt., Da man im
Anwendungsfall aber nicht weiB, ob die Voraussetzungen erfillt
eind, kann man (1) eigentlich nicht anwenden und behaupten, daB
. 1-a die tats#chliche Oberdeckungswahrscheinlichkeit ist, 1-a
ist nur die nominelle Uberdeckungswahrscheinlichkeit. Der reale
Konfidenzkoeffizient wird von der Verteilung g(y) und n abhén-
gen, Den realen Konfidenzkoeffizienten wollen wir deshalb mit
1-& (n,g) bezeichnen, Wenn dieser reale Konfidenzkoeffizient

um nicht mehr als eine vorgegebene GréBe € vom nominellen Wert
1-a abweicht, soll (1) fir diese Verteilung und den Stichpro-
benumfang £-robust heiBen, Diese Eigenschaft kann von n, g(y)

und 62 abhéngen.
Als Kriterium fiOr die Robustheit wurde hier eine Grenze € fur
den Absolutbetrag der Abweichung verwendet:

at(n,g) -] < E. (2)

Es ist leicht elnzusehen, daB das Verfahren (1) nicht fir jedes
n bei vorgegebeﬁem verniinftigen &€ <a (£ kann beispielsweise
mit £ = 0,005 vorgegeben werden, wenn x = 0,05 ist) und fir je-
de Verteilung beziglich des Kriteriums g€-robust ist, Man wird
also nur erwarten kbnnen, daB ein Verfahren fir eine vorgegebe-
ne Klasse von Verteilungen, méglicherweise in Abhéngigkeit von
gewissen Parametern und dem Versuchsplan als robust bezeichnet
werden kans, Es konnte fir spezielle diskrete Verteilungen ge-
zeigt werden, daB [o(n,g) - o] keine monoton fallende Funktion
von n ist, Damit kann eine derartige Eigenschaft auch nicht ge-
nerell fiir stetige Verteilungen vorausgesetzt werden, d., h,,
aus der £-Robustheit von (1) fir eine spezielle Verteilung g(y)
und ein gpezielles n™ kann nicht geschlossen werden, daB (1)
for diese Verteilung und alle n * n™ £-robust ist, Es ist aber
zu vermuten, daB es ein n  derart gibt, so daB das Verfahren

(2) for alle n » n  und fir eine spezielle Verteilung E-robust
ist, Wir beziehen uns auf Robustheitsbegriffe, die von (2) oder
analogen Forderungen abgeleitet wurden, Es soll untersucht wer-
den, in welchem MaBe die wichtigsten parametrischen Verfahren
(z. B, u-Test, t-Test, F-Test, Xz-Test und daraus abgeleitete
g2



Intervalle) von ihren Voraussetzungen abhingen. Dazu wollen wir
den Begriff der Robustheit noch etwas allgemeiner fassen,
Zundchst soll definiert werden, was unter einer robusten Inter-
vallschétzung verstanden werden kann., Es sel d, die zu unter-

suchende Intervallsch&tzung, Fir die Klasse G, von Verteilungen

sei l-a der reale Konfidenzkoeffizient fir d,. Geéeben sei
weiterhin eine Klasse G, @ G, von Verteilungen, auf die d, an-
gewendet werden soll. Fiir eine Verteilung g aus G, wird avon g,
und damit auch von (Sk,llk) abhéngen. Mit g wird die Verteilung
der Stichprobe bezeichnet, sk ist das Spektrum dee Versuchs
und Uik dessen Belegung (siehe zur genaueren Definition Rasch
und Herrendérfer /30/, /31/).

Definition 1: Eine Intervallschétzung dy zum QQrgegebenen nomi-
nellen Konfidenzkoeffizlienten 1-a, die fir dies Klasse G1 von
verteilungen auch den realen Konfidenzkoeffizienten 1-a besitzt,
heiBt auf der Klasse G, > G, genau dann £-robust, falls
Max ]a(sk.mk.g) ~d| €6 (3)
g€eG,
gilt, und einseitig £-robust, falls

Max o (S, ,%,.9) - a £E
9€6, e

ilt,
3it den obigen Bezeichnungen kann man auch die Robustheit (im
Sinne des Risikos 1, Art) fur ein Testverfahren d, definieren,
_Definition 2: Ein Test d_ zum vergegebenen nominellen Risiko
1. Art a, der fir die Klasse G, von Verteilungen auch ein
reales‘Risiko erster Art a besitzt, heiBt auf der Klasse G, 26,
genau dann £~robust bezfiglich «, falls

Max |a(S,. %y .9) - @ & : (4)
[s] er

gile,
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Bei Tests ist eine einseitige ¢-Robustheit nicht sinnvoll,

Die Aussage, daB ein statistisches Verfahren £-robust ist,
héangt natirlich auch vom Wert von « ab,

Ein Test wird durch das Risiko erster Art @ nicht vollsténdig
beschrieben, wohl sber durch die Giitefunktion J(g). Es ist
also notwendig, die Gutefunktionen des betrachteten Tests zu
vergleichen, Wir beschrénken uns auf Tests zur Prifung von Hy-

- 1

pothesen Uber den Erwartungswert 4 € R” einer Verteilung g € G,
. 2

mit endlicher Varianz 6 . Es soll Hy ¢ o= po gegen Hy 1t # fu

geprift werden, Die Gutefunktion kann stets in Abhéngigkeit

PQ-P:L

von n, T & ——— und g dargestellt werden. Bezeichnet man mit
MaxllB(T,n) - 8(T,n,g)| = M*(n,qg) (5)
TER

die maximale Abweichung der Gitefunktion fir eine feste Vertei-
lung g. so kann die folgende Definition verwendet werden.

Definition 3: Der t-Test zum Yergleich eines Mittelwertes mit
einer Konstanten heiBt £-robust beziiglich 1 - B fir alle die-
jedigen n und g, fir die

M¥(n.g) £ E
gilt,

Versuche, die Robustheit der multiplen t-Prozedur allgemein zu
definieren, stoBen auf groBere Schwierigkeiten, da jeder ein-
zelne t-Test der multiplen t-Prozedur eine andere Gitefunktion
besitzen wird, Darauf soll hier aber nicht eingegangen werden,
Nahezu unméglich erscheint es deshalb, die £-Robustheit von
statistischen Verfahren allgemein zu definieren.:

3, Robustheitsuntersuchungen durch Simulation

Auch 1in der Mathematik ist es Ublich, dort,wo man exakte oder
approximative analytische Ldsungen nicht erhalten kann, “expe-
rimentedl” vorzugehen, Hierbei wird héufig mit Hilfe der Simu~
lation gearbeitet, Man erzeugt Zufallsstichproben, die in etwa
aus einer bestimmten Verteilung stammen und kann die Risiken
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entsprechender statistischer Entscheidungsverfahren durch rela-
tive Haufigkeiten abschéatzen. Schnelle Rechner begiinstigen den
Einsatz dieser Methode, da es jetzt méglich wird, die Umfénge
von Simulationsexperimenten (d, h, die Anzahl von erzeugten
Gtichproben) so groB zu wéhlen, daB die Ergebnisse hinreichend
genau sind, 3ei der Untersuchung der Robustheit statistischer
verfahren geht es im Prinzip stets um die Schétzung von Wahr-
scheinlichkeiten oder um die Prifung von Hypothesen Uber Wahr-
scheinlichkeiten, Es sei p = P(A) die Wahrscheinlichkeit des
Ereignisses A, Soll ein Konfidenzintervall zum Koeffizienten
1-0® Fir p eo konstruiert werden, daf die halbe erwartete B8rei-
te den Wert d nicht (bersteigt, so sind

‘ 2
oy g p(1-p) _
N R e, (6)

= 2
a

Versuche durchzufihren (up ist das P-Juantil der standardisier-
ten Normalverteilung).
Scll andererseits die Hypothese

. ' 1
Ho PP, (0.3.d.A, Py < 2)

gegen die Alternative

He @ P # P,

A

geprift werden,so sind

ruﬂ -+ Vip +d)(1—p-:33 +u ;Vp (1-p,) 2
L;-qo o 0 1_% 0
CNp > . (7)
42

Versuche durchzufithren, wenn die Genauigkeitsforderungen fir

" den Test durch die lisiken a¥ und B;’und die praktisch interes-~
sierende tMindestdifferenz d* vorgegeben sind (d. h., fur

Ip—pol > d soll 0¥ = ﬂg sein). Zur Begrindung dieser Formel

siehe /29/,
“ir demonstrieren das allgemeine Vorgehen im folgenden am Bei-
spiel des Erwartungswertes u einer kontinuierlichen Verteilung.
sir wollen prifen, ob das fir die Normalverteilung abgeleitete
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“beste” Konfidenzintervall (1) auch im Falle anderer Verteilun-
gen brauchbar ist, Falls tatséchlich Normalverteilung vorliegt,
gilt

P(,.:. € I) =1-qa,
fir eine andere Verteilung g gilt dann

P(p € I) = 1-a(n,g),
und nach Definition 1 kann die Robustheit dberprift werden,
Hier geht es also um die Schétzung einer Wahrscheinlichkeit,
Fir kontinuierliche Verteilungen kann «(n,g) nur in sehr weni-
gen Fdllen berechnet werden, diese Félle sind auBerdem fiir die
praktische Anwendung keum von Interesse (z, B. Gleichverteilumg
und n = 2), deshalb ist der Einsatz des Simulationsexperiments
zur Zeit notwendig. Die Genauigkeit der Schdtzung von &(n,g)
wollen wir durch die halbe erwartete Breite d und den Konfi-
denzkoeffizienten 1-a* eines Konfidenzintervalls fir a«(n,g)
vorgeben, Die Anzahl NE von Stichproben vom Umfang n entspricht
dem Umfang des Simulationsexperiments und wird sus (6) mit
p = a(n,g) berechnet, Nun ist aber &(n,g) unbekannt, Deshalb

vergrdBern wir NE auf N, indem fir a(n,g) < é der: fir £-robu-

ste Verfahren ungiinstigste Fall &« +£= p in (6) verwendet wird,
Damit stellt N eine obere Schranks fir den benétigten Stich-

probenusfang der, wenn wir die Genauigkeitsforderung nur auf

"robuste™ Falle (a(n,g) héngt von n und der Verteilung ab) be-
ziehen wollen, Sollte diese Einschriénkung nicht erwiinscht sein,
80 kann selbstversténdlich auch ein anderer p-Wert {méglicher=-

weise p = 24, falle 20 € % gilt) oder auch p = % als schlechte~
ster Fall verwendet werden, Der Fall p = é wiirde aber den

Stichprobenumfang Ne sehr stark vergrbéBern und ist kaum zu emp-
fehlen, falle die Gblichen a-wWerte (0,1; 0,05: 0,01) untersucht
werden sollen, Zu beachten ist hier allerdings, daB Ne den Um-
feng einer Zufallsstichprobe von Zufallsstichproben vom Umfang
n darstellt, Fir jede Zufallsstichprobe vom Umfang n wird ge-
proft, ob die Realisation von I den bekannten Wert u enthalt
oder nicht, Es sei r die Anzahl der Félle, in denen L nicht
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von I Uberdeckt wird, dann gilt
&(n.g) = w"g (8)

mit d(n,g) als Schatzwert fir o(n,g). Die entsprechende Schatz-
funktion ist erwartungstreu und besitzt die gewinschte Genauig-
keit, Kann a(n,g) nicht berechnet werden, so kann such die De-
finition nicht einfach angewendet werden, Wir wollen von einer
geschétzten £-Robustheit sprechen, wenn «(n,g) geschétzt wurde,
Um einen Eindruck iber den erforderlichen Umfang eines Simula-
tionsexperimentes zur Sché&tzung der £-Robustheit von (1) far
eine spezielle Verteilung g zu erhalten, wurden in Tabelle 1
fir ,einige Varianten die Werte von Ng angegeben. Wie aus (6)
ersichtlich, héngt N. nicht von n und g, sondern nur von a, &,
d und a¥* ab.

E

Tabelle 1: uUmfang Nz eines Simulationsexperiments, das die
Oberprifung der £-Robustheit mit der Genauigkeit {d;a’ = 0,05}
fir eine beliebige stetige Verteilung g und ein beliebiges n
bei o« = 0,05 gestattet

d
€ 0,001 0,003 0,004 0,005 0,006 0,007 0,010

0,010 216667 24075 13542 8667 6019 4422 2167
0,005 199668 22186 12480 7987 5547 4075 1997

Bei der Wahl von £ und d sollte man d % % wéahlen, Damit wird
erreicht, daB in den F#llen, in denen |a-a(n,g)| € 5 ist, mit

ziemlicher Sicherheit [a-@(n,g)|€ € gilt, AuBerdem ist in den
F&llen, in denen |a-a(n,g)| > £ ist, die Wahrscheinlichkeit da-
fur sehr gering, daB |a-&(n.g)|« £ - d ist, Wir werden fdr die
von uns geplanten Simulationsexperimente ¢ = 0,01 und d = 0,005
wahlen, Wirden wir die Robustheit von (1) nur fir eine Alterna-
tivverteilung und ein n untersuchen, so wéren nach Tabelle 1
mindestens 8667 Stichproben vom Umfang n aus dieser Verteilung
notwendig., Will man wissen, von welchem n ab £-Robustheit vor-
liegt, so missen fir mehrere n Simulationen durchgefdhrt wer-
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den, Zum Beispiel kann man N_ Stichproben vom Umfang 120 = n

E
nehmen und hat gleichzeitig, falls nif1 = 120 (n,.f, ganz)

ist, fiNE Stichproben vom Umfang ny. Méchte man o¢(n,g) als Re-
gressionsfunktion aus unabhangigen Stichproben mit unterschied-

lichen Umféngen N 1< Ng
wihlen,

fur jedes n; schdtzen, so kann man N

Ei E

Analog kann man bei der Planung von Simulationsexperimenten fir
andere statistische Verfahren vorgehen,

In Tabelle 2 findet man die Stichprobenumféange Ng zur Untersu-
chung der Robustheit der wichtigsten statistischen Verfahren,
wie sle in der Literatur angegeben wurden. Auf dieser und wei-
teren Arbeiten beruhen die Aussagen iber die “"Robustheit” der
beschriebenen wichtigsten parametrischen statistischen Verfah-

ren,

Tabelle 2: Stichprobenumfénge N. aus einigen wichtigen Arbeiten
zur Robustheit

Autor Verfahren Ng Verteilung

Everitt, S, B. [Hotellings 72 2000 ~|Gleichverteiluna

/10/ (Ein- und Zwei- 3000 Exponentinlverteiln,
stichprobenproblem) log. Mormuslvert-ily,

Posten, H, O. t-Test, Ein- und 100000 | Fearsonkurven

/27/, /28/ Zweistichprobenpro- 31,67 als Parameter
blem. n = 5(5)30 8, = 0(N,2)2,0

B, = 1,4(0,4)7,8

punnett, C, W. |Tukey-Test, mul- 10000 [ungleiche Stichpro-

/8/ tiple Mittelwert- benumfange
vergleiche

Bernhardson, t-Test nach F-Test | 10C0 Normalverteilung

C. s. /2/ fur Mittelwerr- o flUr Testkombina-
vergleiche tion

Box, G, E. P, F-Test zum Ver- 1000 Yo #0

74/ gleich zweier -
Varianzen

Keselman, M, J.,|/multiple Mittel- 5000 Abweichungen vaon der

and Rogan, C. wertvergleiche (ge- Normalverteilung,

/21/ plant)|Varian-homoqenitat

und Balanciertheit
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Autor verfahren Ng Verteilung

Lemmer, H. H, Test flr varianzen|4000 Gute verschiede-
1B/ (geplant)| ner Tests simu-
liert
Tamhane, A. C. multiple Mittel- 1000 - varianzinhomoge-
/37/ wertvergleiche 2000 nitat
8oardman, T. J. | Schatzung von 1000 Vergleich der
£33/ Varianzkomponenten, Methoden fir ba-
- 11 Methoden lancierte FPléne
3rown, M, B., vergleich von 1000 Normalverteilung
and Forsythe, Varianzen, ver- xZ(A)
N Be 7/ schiedene tethoden
ln(nlo n2),

n; Gleichverteilg,

Einot, 3J., and multiple Mittel- 1000 Methodenvergleich
Gabriel, X. R. wertvergleiche

/9/

Gabriel, K., R. multiple Mittel- 10000 unbalanciert

/11/ wertvergleiche,

neues Verfahren
o geschitzt

Green, J. R., and| Anpassungstests, . | 1000 Gleichverteilung,
Hegazy, Y. A. S.|Vergleich der Glte Normalverteilung
/12/
Huang, C. 3., and|Regression: Pru- 1000 Gleichverteilung,
2olch, B. 'Y, fung der Vertei- Normalverteilung
/17/ lung der Residuen
. auf Normalvertei-
lung, 6 Verfahren
tcKinlay, S. M, |Vergleich der Gite|200 Methodenvergleich
/247 dreier approxima-

2
tiver X" -MaBzahlen
fir 2x2 Tafeln

Policello, G, E,|Konfidenzinter- 1000 Normalverteilung
and valle mit Hilfe u, a,
llettmansperger, |von Rangzahlen

.o, /26/ fur M

Smith, V. K, Anpassungsteste 500 Methodenvergleich
133/ auf Normalvertei-

lung, = Verfahren
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Autor verfahren Ng Verteilung
Spurrier, J, D., | Zweistichproben- | 5000| Normalverteilung u, a.
and Howett, J, E problem beim
/34/ Mittelwertver-

gleich
Sansing, R, C., t-Statistik, Ein-|2000| stetige Verteilungen

and Owen, D, B,
/32/

stichprobenpro-
blem

Tabelle 2 gibt nur einen kleinen,

aber reprasentativen Aus-

schnitt aus der vorhandenen Literatur zur Anwendung der Simula-

tion in der Statistik wieder,

bis Ne

= 100000 wurden angetroffen,
sachlich Arbeiten aus dem letzten Jahrzehnt beriicksichtigt.

Stichprobenumfénge von Ng

= 200

In Tabelle 2 wurden haupt-

in

nur zwei der 20 angegebenen Arbeiten wurde eine Aussage zur

Planung von N. gemacht,

tretbare Genauigkeit voraus, so dirfe Ne

Nach diesem Kriterium ist Ne

Setzt man eine noch einigermaBen ver-

> 5000 zu wéhlen séin.

in 14 der 20 Arbeiten zu klein!

Nur in 6 der 20 Arbeiten wurde mit einem ausreichenden Stich-

probenumfang gearbeitet,
was zur Robustheit bzw.

Verfahren bei,

Nur diese Arbeiten tragen effektiv et-
zu anderen Eigenschaften statistischer

Auf die Notwendigkeit der Planung von Simulationsexperimenten

wies bereits Hey /16/ hin,
Simulationsexperiment,

(Binomialverteilung).
In einer folgenden Arbeit sollen weitere Methoden zur Robuste=

heitsuntersuchung beschrieben werden,

/15/).
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Zur numerischen Instabilitét der GauBschen Transformation

Bei verschiedenen Verfahren zur Auflésung linearer Gleichunge-
systeme wendet man zunéchst die GauBsche Transformation an, die
im reellen Fall bekanntlich in der Multiplikation der Koef fi-
zientenmatrix A mit der transponierten Matrix AT besteht (vgl.
/3/). Da diese Transformation jedoch konditionsverschlechternd
wirkt, sind solche verfahren bei groBen Gleichungssystemen im
allgemeinen numerisch instabil.

Die Ursache fiur diese Instebilitét soll im folgenden am Modell
der Toeplitzschen Bandmatrizen

(1)

vom Format N x N mit apa_q ¥ 0, p20, q 20, ptq > O, aufge-
deckt werden, um daraus stabilisierende MaBnahmen ableiten zu
kénnen, FuUr das Stabilit&tsverhalten von A ist die Lage der
Nullstellen ln' n=1, ..., p + q, der Gleichung
P+q - 2
aph Tap— a1_ql tag=0 (2)
entscheidend, wir numerieren sie folgendermaBen:
(291 1251 € ... € (2,01
Die Matrix (1) heiBt s tabil, wenn die Zeilensummennorm
von A77 fir N—3 o beschrénkt ist, wobei fir die Stabilitat
von A die Bedingung
l/\ql<1<l7x | (3)
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notwendig und hinreichend ist, Der Beweis fir dieses Stabili-
tétskriterium 188t sich wie in /1/ fihren, wenn man dort die
Bemerkungen zum Beispiel 1 sowie die Aquivalenz der jeweils be-
nutzten Stabilitdtsdefinitionen beachtet,

Bei Anwendung der GauBschen Transformation entsteht aus (1) die
symmetrische Matrix ATA - (bik) mit den Elementen

by = E;: CTRPL (4)

wobei Uber alle j mit Max(1l,i-p,k-p) € j € Min(N,i+q,k+q) zu
summieren ist, so daB insbesondere bik = 0 ist fur |k-i| > p+q.

Die zugehdrige Matrix C = (c, ;) mit ¢, _; = by fur

p< 1, k € N-q ist genau dann stabil, wenn
ALl ¥ 1 (5)

ist far alle n, da die Nullstellen der zu C gehdrenden Glei-
chung (2) gerade die Nullstellen A, der urspringlichen Glei-
chung (2) sowie die dazu reziproken Werte sind.

FGr die von C nur wenig verschiedene Matrix Ala gilt dagegen
der

Satz: Unter der Vorsussetzung (5) ist die Matrix ATA genau dann
stabil, wenn A stabil ist,

Da der hinreichende Teil dieses Satzes klar ist, brauchen wir
nur den notwendigen Teil zu beweisen, was am Ende dieser Arbeit
geschehen soll, Zunidchst betrachten wir hierzu das folgende

Beispiel

Wir wdhlen in (1) p = q = 1, a_, = 1, a, = -6, a,

gilt A, = 1/4, A, = 1/2, und (5) ist erfillt, aber nicht (3).

= 8, dann

Die Matrix C besitzt die von Null verschiedenen Elemente

€ p =¢, =8, c_y =cy =54, ¢, = 101,

wahlen wir N = 6, so finden wir gerundet
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29,7 22,2 12,9 6.78 3,25 1,21
22,2 16,7 9,68 5,09 2,44 0,91
12,9 9.68 5,63 2,96 1,42 0,53
6.78 5,09 2,96 1.58 0.76 0.28
3.25 2,44 1,42 0.76 0.38 0.14
1.21 0.91 0,53 0.28 0,14 0.07

(ATa)™t -

1,56-2 1,17-2 6,79-3 3.56-3 1.70-3 6.28-4
1,17-2 2,43-2 1,67-2 9,31~3 4,57-3 1,70-3
6.79-3 1.67-2 2,71-2 1,79-2 9.31-3 3,56-3
3.56-3 9.31-3 1,79-2 2,71-2 1,67-2 6.79-3
1,70-3 4.57-3 9,31-3 1,67-2 2,43-2 1,17-2
6.28-4 1,70-3 3,56-3 6.79-3 1,17-2 1,56-2

wobei a-b hier a -1.0-b bedeutet. Die bei ATA vorhandene Insta-
bilitét kommt im vorliegenden Fall dadurch zum Ausdruck, daB

die ersten Elemente der ersten Matrix bereits um einen Faktor
der GréBenordnung 1900 gréBer sind als die entsprechenden Ele-
mente der zweiten Matrix, obwohl ATA sich von C nur durch die
beiden Elemente b11 = 37 und b66 = 100 an, Stelle von Co ™ 101

unterscheidet und N = 6 ja noch keine besonders groBe Zahl ist.

Matrixinvertierung

Um zwischen den beiden vorhergehenden Matrizen einen Zusammen-
hang herstellen zu kénnen, bendtigen wir eine Formel, aus der
man die Anderung der inversen Matrix bei Anderung einzelner
Elemente der Ausgangsmatrix ablesen kann, Es sei dsher C unab-
héngig von den vorhergehenden Bezeichnungen eine beliebige in-
vertierbare Matrix vom Format N X N, und U, V seien gewisse Ma-
trizen vom Format N x M bzw., M x N mit M < N, Dann gilt be-
kanntlich (im Fall M = 1 vgl, etwa /3/)

-1

(c-uv)t = ¢t 4 cluz-vetuyived, (6)

sofern die Matrix vom Format M x M in den Klammern auf der

rechten Seite invertierbar ist,
Bei Anwendung auf den uns hier interessierenden Fall wihlen wir

C=~-~U = ATA mit (1) und wie zuvor C = (¢, _;). 80 daB
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\4 a5 ¢oe
= 1 2 ap
8q ++- 82 8y
‘ . - a_,
\ O a-q

und U = vl zu setzen ist und damit M = p + q., Ist (5) erfillt
und somit C stabil, aber (3) nicht erfiillt, so ist die Instabi-
litét von ATA durch die Formel (6) im Sinne von /2/ in I - VC'1U
lokalisiert, Winscht man eine regularisierte Inverse von C -~ UV,
80 ist es mit Hilfe von (6) mbglich, die RegularisierungsmaB-
nahmen auf die Invertierung von I - ve™lu zu besschrénken, wo-
durch der Rechenaufwand reduziert werden kann.

Nulldsungen
Im folgenden benbtigen wir weiterhin gewisse Ldeungen y_ der

homogenen Differenzengleichung

i+p+q : :
i} “byYy = 0 . )
=1-p-q

far -p-q < n € O, wobei byy fur k > O durch (4) und fir
k ¢ 0 < i durch

k+
b -:8_&_ (8)
ik §=T=p 1~-3k=4 X

festgelegt ist, Dabei soll
v = X (9)
.eein fiur O < k << N und A eine Nullstelle von (2). Da (4) far

1 > p mit (8) Gbereinstimmt, gilt (9) wegen (2) sogar fur
k > -q. Hierbei vereinbaren wir a, = O fir 1<-q sowie fir l>p.

Fir -p-q < k ¢ -q werden wir jetzt die Rekursionsformel

p+k+q -
k 1 1 1
O "-q( {: ®L-q-k™ * 122;1 #1-g-k(¥1=2)) (10)
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beweisen, Zu ‘diesem Zweck ziehen wir von (7) die aus (2) fol-
gende Gleichung

k
a,_.a,_.A =0 (11)
kef=p-q s&Tp 17373

ab. Dann erhalten wir fur 1 = n+p+q wegen (9) mit k > -q

= k+ . p+n+q O
k
EZ; j=n+g ®nepea-gk-g VA = E;; Jz;;qan+p+q-33k—1h .

Flr n = -q stimmt diese Gleichung mit der Behauptung (10) fir
k = -q Uberein, Wir nehmen jetzt an, daB (10) bereits fir
-p-g< n<k € q bewiesen ist, Dann erhalten wir aus den Summan-
den auf der linken Seite von (12) mit k # n und j = k+q durch
Einsetzen von (10)

- e & Prk+q.
:f: Ef: 1
8nepak®oq(Yk~2) = an4p-k 2;; 8).q-k?

k=n+1 kan+1
- E a . K al_ _k(yl-ll).
kSn¥1 NP 1-:+1 9

und die erste Summe auf der rechten Seite ist gleich den Sum-
manden auf der rechten Seite von (12) mit j ¥ n+q. Die zweite
Summe auf der rechten Seite ist bis auf das Vorzeichen gleich
den Summanden auf der linken Seite von (12) mit n+g <3 < k+q
und k ® n+2, Somit reduziert sich (12) auf

- p+n+q
k k
gﬂ apak_q_n(yk—h ) = ; apak-q-nA '

und (10) ist bewiesen,

Determinanten
Von p+q linear unabhéngigen L&sungen yﬁi) von (7) benbtigen
wir weiterhin die Determinante

4 - |yM (13)

mit i = 1, ,,,, ptq und k = 0,-1, ..., 1-p-q. FUr den Fall, deB
yﬁi) durch (9) mit A = A; bestimmt ist, lauten die Elemente der
i-ten Zeile von 4

-1 1-q ’
I LN S TS e
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Addieren wir zur k-ten Spalte von 4 mi -q> k > -p~q geeigne-
te Linearkombinationen der -q-k vorhergehenden Spalten, so kén-
nen wir wegen (10) erreichen, deB das Element in der k-ten
Spalte mit -q 2 k > -p-q

y = B p+k+q
1 E 2 1
AT+ — ( a,_ AT+ a A
a_q 151 L-a-k — l-q-k )

lautet. Addieren wir zur k-ten Spalte anschlieBend die Linear-
kombination
0

1 1
— a X
a_q 121_—_ =q 1-q-k

der ersten q Spalten, so verschwindet das betrachtete Element
von A wegen (2).
Damit erhalten wir folgendes Zwischenergebnis: Enthélt die De-
terminante (13) r Ldsungen yai) mit (9) fir r verschiedene
Nullstellen A = Ai von (2), dann 148t sie sich so umformen, daB
sie eine Nullmatrix vom Format rx p enthalt, Im Fall r>q be-
deutet dies, daB

4=0 (14)
eein muB,
Das Ergebnis (14) 188t sich auch auf den Fall s-facher Null-
stellen mit s> 1 Ubertragen, sofern man die s zugehdrigen L&-
sungen y&i) an Stelle von (9) durch

yéi) - 11(:)Ak‘1 (15)

for 1 = 0,1,....,8-1 festlegt. Dieser Fall 1&Bt sich als Grenz-
fall von 8 verschiedenen etwa dquidistanten Nullstellen
Ai-h-tih

auffassen, wenn man zu den Linearkombinationen

i
~ -1 i -
git) = n ? (P -1)3y{t=
Obergeht und den Grenziibergang h > O durchfihrt, da dann far
7&1) gerade die Anfangswerte (15) entstehen, War die Gleichung
(14) vor dem Grenzibergang erfillt, so ist sie es auch nach dem

GrenzObergang, und entsprechendes gilt, wenn nicht nur eine,
sondern sogar mehrere mehrfache Nullstellen auftreten,
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Beweis des Satzes

Wir kommen jetzt zum Beweis des notwendigen Teils des oben an-
gefiuhrten Satzes., Wir nehmen dabei an, daB A instabil ist, und
haben zu zeigen, daB ATA dann ebenfalls instabil ist. Unter un-
serer Annahme ist die Bedingung (3) verletzt, wobei unter Be-
achtung von (5) zwei Fidlle zu unterscheiden sind,

Im Fall ]Aq+1]< 1 gilt fir die Determinante (13), wenn wir sie
aus denjenigen Lésungen von (7) bilden, die nach (9) bzw. (15)
zu den Nullstellen A von (11) mit |Al<1 gehéren, die Gleichung
(14). Somit gibt es eine Linearkombination y dieser Ldsungen
mit der Maximumnorm [yl = 1, deren Kompcnenten Y fir k - oo
gegen Null streben. Da der Vektor AV Ay héchstens in den letzten
pP+q Komponenten nicht verschwindet und diese fiir N = oo eben-
falls gegen Null streben, folgt aus

LV S

die Instabilitat von A'A,

Der Fall |A_|>1 188t sich durch den Ubergang von ATA zu AAT
auf den vorhergehender Fall zurickfihren, da hierbei p und g
vertauscht werden und die Nullstellen der zu A" gehérenden
Gleichung (2) die reziproken Werte der entsprechenden zu A ge-
hérenden Nullstellen sind. Hierbei ergibt sich dann zunéchst
die Instabilitat von AA.

Kennzeichnen wir die Spiegelung einer Nx N - Matrix an der Ne-
bendiagonalen i+k = N+1 durch einen Strich, so ergibt sich for

(1) wegen A' = A, (AAT)' = ATA und der Symmetrie von ATA,‘daB

feaahy™ = ey = JeaTay Yy
gilt und folglich auch ATa instabil ist, Damit ist der Satz be-

wiesen,

SchluBbemerkungen

Aus den vorhergehenden Betrachtungen geht hervor, dag die GeuB-
sche Transformation gar keine Instabilit&t verursacht, sondern
lediglich eine bereits bei A vorhandene Instabilit#t vererbt,
Als Hauptursache fiir diese Vererbung ist bei Matrizen vom Typ
(1) die Gleichung (14) anzusehen, zumal das Gegenteil von (14),
namlich die Ungleichung 4 ¢ 0, eine wichtige Voraussetzung in
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den Stabilitétssétzen von /1/ ist, die sich nicht nur auf Ma-
trizen vom Typ (1) bezishen. ’

Ersetzt man A'A durch die im AnschluB an (4) angegebene Matrix
Ca (ck_i), so erhélt man unter der Voraussetzung (5) eine sta-
bile Néherung, bei der die Differenz zwischen den zugehérigen
Inversen durch (6) erfaBt wird, Ein entsprechendes Vorgehen ist
auch bei Bandmatrizen mit beliebigen Elementen méglich und
dirfte dort ebenfalls erfolgversprechend sein. Dabei kann man
die Matrix V aus (6), wenn sich nichts anderes anbietet, ein-
fach aus den ersten p und den letzten q Zeilen der Einheitsma-

trix zusammensetzen,
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Gerhard Geise

Geometrische Aspekte der Nullstellenbestimmung durch inverse
Interpolation

1. Anregungen

Herrn Lothar Berg und der von ihm verfaften Arbeit /1/ verdanke
ich die Anregung zu diesem Aufsatz. In /1/ wird eine ablei-
tungsfreie iterative Nullstellenbestimmung dargelegt, die die
GOte des Newton-Verfahrens besitzt, obwohl sie nur auf einer
einfachen Kreistangentenkonstruktion beruht, Zu dem Grundenlie-
gen, aus drei vorhergehenden N&herungen eine neue Iterierte zu
berachnen, wird einleitend u., a. bemerkt: "Es ist naheliegend,
durch die drei zugehdrigen Punkte der Funktion wie bei

R. Zurmdhl /5/ eine quadratische Interpolationsparabel zu le-
gen."” wobei freilich “im allgemeinen nur eine einzige der ‘bei-
den Nullstellen der Parabel eine verbesserte N&herung an die
gesuchte Nullstelle" ist. Das Aussondern der unginstigen Para-
bel-Nullstelle erscheint unbequem genug. um folgende Idee auf
Brauchbarkeit zu prifen: Die drei Punkte nicht durch die Para-~
bel, deren Achse zur x-Achse senkrecht steht, verbinden, eon-
dern durch jene Parabel, deren Achse zur x-Achse parallel 1iat,

_ f' f( X }
[0
|
f’ Interpolationsporadel
5 :
X
5
\ .
imerse Inferpololionsparobel 223

Bild 1:



Bei nicht sehr grindlicher Suche nach dem Vorkommen dieser Vor-
gehensweise in einechliégigen Lehrbichern und Monographien wurde
folgendes gefunden: Bei Schwetlick /3/, S, 81, der Hinweis, dsB
dies als einfachster Fall dem ale ‘inverse Interpolation’ be-
zeichneten Verfahren, das ebenfalls zur Nullstellenbestimmung
verwendet werden kdnne, zuzuordnen ist, Bei Traub /4/ gibt es
eine verschiedene Gesichtepunkte bericksichtigende Darstellung
der inversen Interpolation (Abschnitte 4,21, 10,22, 11,2 und
A.21), die auch die zu prifende Idee umfaBt: Sie steckt hinter
der von Berg /1/ als Beispiel 6-2 aus /4/ zitierten Itera-
tionevorschrift (/4/, S, 107 und S, 213 f,), Trotzdem eoll in
der folgenden Nr, 2 die inverse quadratische Interpolation mit
einigen kleinen Zusiitzen dargestellt werden, da sie auf eine
geometrisch motivierte Obertragung flr hShere Dimensionen
fohrt, welche sich der allgemeinen inversen Interpolation so-
wohl einordnen als auch zur Seite stellen ld#8t, Diese Ubertra-
gung wird in Nr, 3 mitgeteilt, aber keiner genaueren Untersu-
chung unterzogen,

2, Die inverse quadratische Interpolation fOr Dimension 1

Die inverse Interpolstionsparabel: Durch die Funktion f(x) wer-

den in der x,f-Ebene zu den Argumenten (Nullstelle-Ni&herungen)
Xq4 Xy Xg (alies x; 5, Xy 5. X;) mit f(xJ) = fJ (3=1,2,3) die

Punkte (x,.f;), (x5.f;), (x5.f3) defintert, Liegen die drei

Punkte nicht auf einer Geraden, was genau dann der Fall ist,

wenn
1 %, fy
D:=|1 x, f, go,
1 Xy f3

und liegen keine zwei auf einer Parallelen zur x-Achse, was ge-
nau dann zutrifft, wenn

2
1ty .t
2

Biefd £, 1% = (f,-15)(fymF5)(F5-F,) ¥ O,
2
1ty fy
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dann legen sie eindeutig eine (nicht zerfallende) Parabel

0O = p(x,f) :=m a + bx + cf + fz . (1)
fest, deren Achse zur x-Achse parallel liegt und in deren Glei-
chung b ¥ O ist, Diese inverse Interpolationsparabel hat genau
einen, stets reellen, im Endlichen gelegenen Schnittpunkt mit
der x-Achse, der durch x4(aliae x1+1), Xy = - a/b = - A/B,mit
oben eingefiihrtem B und

2
3 f f
A= |x, f, £7°
* 2 2 2
2
f f3
festgelegt ist; der andere Schnittpunkt ist der uneigentliche
Punkt der x~Achse und interessiert daher nicht, Die neus Ite-

rierte x, 138t sich in verschiedener Weise darstellen, bei-
spielsweise so:

f f f f N f f
x4 - xl. 2 - 3 *xz. 3 » 1 *"3' 1 2 (2)
: f2-f1 f3-f1 fs-fz f1‘fz f1-f3 fz-f3
X=X, X=X
f2. 3.1 - f, _2__3
f-f fp-f
- X. = 3 1 3 2. f (3)
3 - f '3
2 1
f foof
- R - 3 3" 2, 1 - (4)

3 + - { i .)0
f[x3,x2] fy-fy f[x3.x2] f[xz.xﬂ

wobei f[x,y] := (f(x) - f(y))/(x-y) (und (4) aus /4/ etammt,

wie eingangs erwiéhnt). In (3) kommt eine ‘gewichtete dividierte

Differenz’ vor, die mit einer Teilverhdltnis-8ildung verwandt

ist und dem baryzentrischen Kalkdl angehdren kdnnte,

Bei B § O iet der Punkt (x4.0) such dann noch eindeutig be-
stimmt, wenn D = O ist (Parasbel zerf8llt in Gerade, die zur
x-Achse nicht parsllel ist, und uneigentliche Gerade): in den
Fillen ‘mehrfache Nullstelle', ‘eng benachbarte Nullstellen®
ist B = O in Betracht zu zishen, Die Iteration kenn wie bei

Berg /1/ geschildert durchgefOhrt werden,
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Konvergenzgite: Unter Voraussetzung einer einfachen Nullstelle
x* ergeben die Taylor-Entwicklungen an dieser Stelle mit

d - x" (1=1,2,3): ;

1 " Xy
. 1,2.. 3

f, = dyfr 4 5df f\ + 0(d,~),

woraus nach einiger Rechnung die Konvergenzordnung

p = "relle Wurzel von p3 - pz -p=-1=0"=1,839,,,

(wie bei Traub /4/, S, 107) und der Konvergenzfaktor
2
q- (3f-2 - f-f.u)l/(P -1)
6f 2
resultieren, Der Konvergenzfaktor hiingt interessanterweise mit
der Affinnormalen der Kurve f = f(x) im Punkte (x*,0) zusammen,
deren Anstieg gleich

-.ff i (f'f"' _sf.z)/f...‘

ist (Geises /2/, S, 302, (19))., Fir eine Parabel ist die Affin-
normale in einem Punkt die Parallele zur Parabelachse durch
diesen Punkt, Stimmt die Affinnormale von f = f(x) im Punkte
(x*,0) 'gut’ mit der x-Achse iberein, dann ist einzusehen, daB
die Kurve in einer Umgebung von (x*,0) auch ‘gut’ durch ein
‘Stick einer Parabel, deren Achse zur x-Achse parallel ist, ap-
proximiert werden kann, so daB eine gute Konvergenz des Itera-
tionsverfahrens erwartet werden darf,

3, Inverse Interpolation fir Dimension a 2

Allgemeines Verfahren: Der Sinn von Iterationsverfahren zum L&-
sen von nichtlinearen Gleichungseystemen besteht bekanntlich
darin, das Originalproblem durch eine Folge aus linearen Glei-
chungssystemen zu ersetzen. Die inverse Interpolation leistet
dies fOr eine nichtlineare Gleichung f(x) = O in einer Unbe-
kannten sehr boquo-; indem sie die geldufigen Interpolations-
polynomse verwendet, um die Punkte (%g0F3) e coes (X0 F)

(NBherungen far (x“,O)) zu verbinden:; die Lagrange-Interpola-
tion verdeutlicht schon diese Vorgohon.ﬁii-o:
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k k
f-f )
X = z Xy - ! I S p(f;xl,...,xk) (s)
- J=1 fi—f
3
ist solch ein (Gberdies eindeutig bestimmtes) inverses Inter-
polationspolynom, aus dem durch Setzen von f = O die neue Ite-

rierte

. X k¢ \

Teer 1T ;xi';[:["f—i'f""‘°”‘r---"‘k’ =2 P(Xgeeeexy)  (5°)
o 30t

hervorgeht bzw. die Iterationsvorschrift P definiert wird: for
k = 3 erhdlt man (2).

FUr nichtlineare Gleichungssysteme mit mehreren Unbekannten
gibt es ellem Anschein nach nur eine Methode ‘inverse Interpo-
lation', die eine Obertragung des i1-dimensionalen Falls (S5)
(bzw, der allgemeinen Vorgehensweise, wie sie Traub /4/, S. 61
ff,, und Schwetlick /3/, S. 81, angeben) ist: Bei Traub /4/, S,
218 ff,, wird unter geldufigen Voraussetzungen die Inverse F
der Funktion f = f(x) auf einer Umgebung U einer Nullstelle a
V°“,£(5) gebildet: x = F(f), und an der Stelle f, := £(xy)
(nahe o) unter Ausnutzung des Zusammenhangs zwischen den Jaco-
bi-Matrizen F. und 1u nach Taylor entwickelt:

x = E(f4) + Eg(£40(£ - £9) + ...
g e M E - By (8)

Bei Abbruch nach dem linearen Term wird die ‘inverse lineare
Interpolation’
=: p(f:xy)

-1
xexy ¢ £T()(E - £)
o die Newton-Iterationsvorschrift

erhalten, die fir f =
X = 2 - 55T ()Ex) - R(2ixy)

ergibt, Bei Hinzunahme weiterer Terme aus (6) und jeweils durch
Diskretisierung srhélt man entsprechend bekannte vorschriften,

Ein spezielles Verfahren: Die inverses quadrstische Interpola-
tion 188t noch einen anderen, an (1) anschlieSenden Weg der
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Verallgemeinerung zu, Er soll hier fiOr zwei nichtlineare Glei-
chungen in zwei Unbekannten

fi(x,y) = ‘l‘1 = 0, fz(x,y) = f2 = 0

und mit Blick auf ableitungsfreie Verfahren (dem Anliegen von
Berg /1/) dargelegt werden,

Von einem gemeinsamen Punkt x* = (x*,y*,0) der Flichén
f = f (x,y) und f = f,(x,y) in der Ebene f « 0 des x,y,f-Raumes

seien NEherungspunkte

Xy o= (Xgygefyy) (et ks fygoem fi(xg0yy)) baw,

Xa4 m (Xg.v4.F55) (1=1,....k; foy = Fo(xg.74))

in geeigneter Anzahl k und Lage gegeben., Man denke sich durch
sie je eine Fliéche

0=p, := pl(x,y.f; 511"'7'51k) bzw,

0 = pp = Po(x¥.Fi Xpgieee py)

gelegt, die die Eigenschaft hat, die x,y-Ebene f = O in genau
einer im Endlichen gelegenen Geraden zu schneiden (Interpola-

tionefléche, die freilich nicht gut ‘inverse Interpolations-
flache' genannt werden kann), Sind g, und g, diese Geraden und

sind sie nicht parallel zueinander, dann definiere ihr Schnitt-
punkt eine neue Iterierte Xpet1 i (xk+1.yk’1.0) von 5‘; es ist
("ku'ykd.) of fenbar Ldsung eines linearen Gleichungssystems,
Auf irgendeine Weise, z, B, ‘'x, vergessen', kann eine Wieder-
holung des Verfahrens vorbereitet werden,

Die Flachen Py * 0 und Py = 0 wird man zundichst durch Polynome
in x, y und f definieren, Sie sind, um der angegebenen Schnitt-
bedingung mit der x,y~Ebene zu genligen, in der Form

93 = .Jo + ZaJ1x + ZQJzy + ZaJsf + f .qJ(x,y.f) (3=1,2)
anzusetzen, wobei G+ Gy irgendwelche Folynome in x, vy, f be-

deuten (und wenn man nicht Polynome verwenden will, durch ge-
eignet beliebige Funktionen in x, y, f ersetzt werden kdnnen).
Es sollen hier nur die einfachsten Formen fiOr q; und q, berdck-
sichtigt werden,

Sind q, und q, gleich.0, dann sind p; = O und p, = O zwei
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Ebenen; es ist k = 3 zu wihlen (einfachheitshalber wird man
2.33 = 1 setzen), und die 5J1' 512, 5ﬂ3 missen. unabhingige

Punkte sein, Man erhdlt sichtlich eine 'regula falsi'-~Version.

Der néichsteinfache Fall ist, fir qq und q, Linearformen zu
wihlen:
qJ = 2:15x + ZaJGy + f (3=1.2),

Dann ist (Index j unterdrickt)

O=p=[1xyf]lfe, o e, ay 1 (7)
a, 0 0O a, x
a, 0 0O ag Y
a; a4 &g 1 f

eine Quadrik, und zwar im Falle a,8; - aja, =: d ¥ O ein hyper-

bolisches Paraboloid (mit der x,y-Ebene als einer Richtebene)
und bei d = O (Nichtzerfall vorausgesetzt) ein parsbolischer
Zylinder (durch die uneigentliche Gerade der x,y-Ebene).
Schreibt man (1) in der Form

0 = 8, + 2a,x + 28,f + f2

= [1 x f] 8, a, a 1 (7*)
a, o o
a, 0 1 f

8o wird man (7) schon dann als unmittelbare Obertragung der in-
versen quadratischen Interpolation (1) ansehen k&nnen, wenn a,

und ag gleich O (hinreichend fir d = 0) gesetzt werden. In die-
sem Fall 1st fir die Bestimmung der a,, die Anzahl k = 4

(im allgemeinen Fall (7) ist k = 6) zu wihlen; die Punkte 41

5d2' 533. 5ﬂ4 missen unabhiingig liegen, Man hat zwei lineare

Gleichungssysteme aus vier Gleichungen fir vier Unbekannte, von
denen nur drei interessieren, sowie zwei Gleichungen fir zwel
Unbekannte zur Festlegung der neuen Iterierten zu l&sen,

Die Obertragung aut beliebige Dimensionen liegt auf der Hand
(auch far (34.95) ¥ (0,0)): die Bedingungen, unter denen
brauchbare numerische Verfahren resultieren, missen noch nach-
geliefert werdan, vielleicht wird man auch bekannte Verfahren
wiederfinden, 119



Bemerkung: Die Anzshl k = 4 fGhrt nun wieder zur Arbeit Berg A/
zurlck: Bei der zu fordernden allgemeinen Lage der Punkte jedes
Viertupels legen sie je eine Kugel im x,y,f;Reum fest, an die
man im ‘letzten’'Punkt (Punkt mit der Nr, 4) die Tangentialebene
legen und durch den Schnittpunkt der Schnittgeraden beider Tan-
gentialebenen mit der x,y-Ebene die neue Iterierte festlegen
wird, Dies ist offensichtlich eine genaue Obertragung des Berg-
schen Verfahrens aus /1/ von der Dimension 1 auf die Dimension
2, die beliebig weitergetrieben werden kann. Da bei der Dimen-
eion 1 das Bergsche Verfahren eine bessere Konvergenzordnung
als die inverse quadratische Interpolation hat, wird dies auch
bei hdheren Dimensionen zu erwarten sein, Es kdnnte vielleicht
(bei Dimension > 1) eine einfachere Organisation der Rechnung
(vgl. oben (2) oder (3) mit (2) aus Berg /1/) fGr das hier vor-
gestellte Verfahren sprechen,
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Harald Mumm

Potentialtheoretische Untersuchungen fiir lineare elliptische
Randwertprobleme in H5lder-Réumen

Autorreferat der Dissertation A

é: W, Schulze und G, Wildenhain haben in "Methoden der Poten-
tialtheorie fir elliptische Differentialgleichungen beliebiger
Ordnung", Berlin 1977, eine Theorie zur L&sung des Dirichlet-
Problems bei linearen elliptischen Differentialgleichungen auf
der Grundlage von a-priori-Abschétzungsn in Réumen stetig dif-
ferenzierbarer Funktionen angegeben. Die von S, Agmon,

A. Douglis und L. Nirenberg sowie von Ju. P, Krasovskij verall-
gemeinerten Schauder-Abschédtzungen (e-priori-Abschétzungen in
R&umen H8lder-stetig differenzierbarer Funktionen) werden nun
benutzt, um eine analoge Theorie fir allgemeine elliptische
Randwertprobleme zu entwickeln,

Dazu werden die in €2 c R" betrachteten Rendwertprobleme unab-
héngig von der Struktur des Randes O {2 mit Hilfe von Raumen
WB(e, 3AN) angepaBter Whitney-Taylorfelder formuliert,

Fiir die L8sung der elliptischen Differentialgleichung L u = O
gilt, falls die Randwerte durch ein beliebigea Element
Bf € Wg(s, D S1) vorgegeben sind, fur ixl€ a:

a B
o%u(x) = ; ua; QJITJ,B(Y)"/“X,“,J(Y)

Py 8(¥)- Py ,8(%)
* ﬁ j : q,i ‘dlgx.cl.,l(y'z)
18 =8 ly-z|
und fir l&l = a:

Dah(xl-dau(zz - d 8 (2)
) ; m;j P18 ¥x.y.a.d

I1x-yl ®
Py.a) P38 a )
+ IBgJJ |z-t|' xX,Y..3 ;




?J 8 sind Komponenten des Taylorfeldes Bf und Hx a 3 lx P

bz"/‘x,”a.J' lx.y,a,] Bestandteile der harmonischen MaBe

ML = (Mx.a'Lx,d) bzw, ML

x,Q = (M

x.y.m'Lx.y,A) mit

4
Mo ® Px,a,1tee Mx,a,m)” My, ® 9ux,y,a,1""'/‘x,y.m,m)
usw,
Die harmonischen MaBe sind unter einer gewissen Bedingung
(Bedingung II) eindeutig bestimmt,
Betrachtet man LZsungen in Form H6lder-stetig differenzier-
barer Potentiale, deren Existenz an die sogenannte Héldersche
Bedingung faGr die zugrundegelegten MaBe geknipft ist, so kdén-
nen im Falle des Dirichlet-Problems Forderungen en die harmo-
nischen MaBe angegeben werden, unter denen die Bedingung II ‘er-
follt ist,
FGr hinreichend glatte Rénder besitzen die harmonischen MaBe
die geforderten Eigenschaften,
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Jirgen Dassow

Ein modifizierter Vollst&ndigkeitsbegriff in einer Algebra von
Automatenabbildungen

Autorreferat der Oissertation B

Die strukturelle Automatentheorie befaBt sich mit der Art und
Weise, in der gewisse Elementarautomaten verkndpft werden mis-
sen, um einen komplizierten Automaten zu erhalten, der vorge-
gebene Eigenschaften besitzt, wesentlich ist dabei das Voll-
stdndigkeitsproblem, das in folgendem besteht: Gegeben iet eine
Menge von Elementarautomaten und eine Menge P von Eingabe-Aus-
gabe-vVerhalten, Es soll entschieden werden, ob es zu jedem Fé&P
eine Schaltung von Elementarautomaten gibt, die das Eingabe-
Ausgabe-Verhalten F besitzt,

In der Arbeit betrachten wir die Menge P, der Automatenabbil-

*
dungen (Ekn) > E. E = {0.1,2,,,..k-1}, mit den Verechal-

tungsoperationen Identifikation von Eingéngen, Verbinden von
einem Ausgang eines Elementes mit dem Eingang eines anderen
Elemerites und RGckkopplung. Diese Algebra hat eine komplizier-
te Struktur (Kudrjavcev, 196S), und in ihr ist das Volletén-
digkeitsproblem algorithmisch unentscheidbar (Kratko, 1964).
Daher wurden Zusatzforderungen an die auf Vollstdndigkeit zu
untersuchende Menge gestellt (Kudrjavcev, 1973; Alefin,

1977) bzw. modifizierte Vollsténdigkeitabegriffe untersucht
(Kratko, 1964; Buevi&, 1972; Thalheim, 1979).

Gegenstand dieser Arbeit ist die Kleene-Vollstdndigkeit, Eine
Menge M von seguentiellen Funktionen aus Py heift Kleene-voll-
stdndig, wenn es zu jeder von Elementen aus Pk akzeptierbaren
Wortmenge S eine aus den Elementen von M erzeugte Funktion F
derart gibt, daB S von F akzeptiert wird,

Folgende Hauptergebnisse werden bewiesen:

Satz 1: Es ist algorithmisch unentscheidber. ob eine endliche
Menge in P , k a 2, Kleene-vollstdndig ist oder nicht,
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Satz 2: 1) In P, gibt es genau drei Kleene-Mengen, von denen
genau zwei minimal sind,

i1) In P, k 23, gibt es Uberabz#hlbar viele Kleene-Mengen.

i1i) Die Anzahl der minimalen Kleene-Mengen in P, , k a 3, ist
abzahlbar unendlich.

Satz 3: i) Fir jede Kleene-Menge M in P, und jede natiirliche
Zahl n 2 1 gibt es eine Basis fliir M, die genau n Elemente ent-
hélt, ’

i) In Pp. k 2 3, gibt es endlich erzeugte Kleene-Mengen,
Kleene-Mengen, die keine endliche aber eine unendliche Basis
besitzen, und Kleene-Mengen, die Uberhaupt keine Basis haben.

1i1) Alle minimalen Kleene-Mengen sind endlich erzeugt.

Analoge Aussagen werden auch fir die Algebra der sequentiellen
Funktionen, die iiber mehreren Grundmengen definiert sind, be-
wiesen, Weiterhin wird der Fall der (gewdhnlichen) Funktionen
Ober E, mit Verzdgerung diskutiert, fir den sich algorithmische
Entscheidbarkeit der (modifizierten) Kleene-Vollsténdigkeit er=-
gibt, N
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Hens-Peter Lorenzen

Semantische Synthese, Codeerzeugung und Speicherverwaltung bei
héheren dynemischen Programmiersprachen, dargestellt am Bei-
spiel der universellen Programmiersprache ALGOL 68

Autorreferat der Dissertation A

Im Auftreg der IFIP erarbeitete die internationele Arbeitsgrup-
pe WG 2.1, in der auch wissenscheftler aus sozielistischen Lén-
dern tétig sind, in den Jahren nach 1963 eine Nachfolgeeprache
fur ALGOL 60, Der definierende Bericht dieser Spreche, genannt
ALGOL 68, erschien 1968 und spéter auch als deutsche Oberset-
zung. Diess universelle Programmiersprache enthilt viele Hilfs-
mittel fiUr die Programmierung moderner Detenverarbeitungsenla-
gen. In der Dissertation werden Lbsungsvorschlége fir die Rea-
lisierung der dynamischen Semantik vorgestellt,

Im Kapitel 2 wird der Aufbau der werte fGr ESER-Anlagen be-
schrieben, Der Laufzeitspeicher wurde in Programmspeicher (Be-
fehlsfolgen) und Arbeitsspeicher (Oaten) unterteilt,

Im Kapitel 3 erfolgt die Beschreibung der Codeerzeugung und des
Objektprogramms, Das Objektprogramm 148t sich mit Hilfe von
ALGOL 68 als ein zweistufiges Objektprogramm beschreiben. Erst
durch die Abarbeitung des Objektprogremms der ersten Stufe
(Mekroprogramm) erhélt man das entgiltige Objektprogremm., Die
Beschreibung der Codeerzeugung wird mit Hilfe von Prozeduren
vorgenommen, AuBerdem ist der Aufbau und die Beechreibung des
Erzeugungsbaumes und der Modustabelle engegeben,

Im Kapitel 4 erfolgt schlieBlich die Beschreibung ausgewshlter
Konstruktionen von ALGOL 68, Der lokele Kellerbereich eines Zu-
griffsbereiches (range) wird in Definitionsspeicher und Dekla-
rationsspeicher unterteilt. wWegen der dynamischen Verweltung
des Dekleretionsspeichers ist es nicht notwendig, die Stellung
der lokalen Generetoren (locel generetors) im Prograss einzu-
schrénken, Das Blockscheme wird im Gegensetz zu enderen Imple-
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mentationen dynamischer Sprachen abge#ndert und erweitert,

Nach der Abarbeitung eines Zugriffsbereiches werden die Verbin-
dungsdaten im Keller aufgeldst. Liefert der Zugriffsbereich
einen Ergebniswert, der kein Name (Adresse) ist, bleibt der lo-
kale Kellerbersich im Gegensatz zu anderen Implementationen er-
halten. Erst in Abh@ingigkeit vom Kontext des Zugriffsbereiches
wird dieser Speicherbereich freigegeben, und zwar von einer
Gbergeordneten Konstruktion, Die Zuweisung von Werten wurde op-
timiert. So kann man bei der Zuweisung von mehrfachen Werten
auf eine Anwendung der Speicherabbildungsfunktion verzichten,
wenn die Elemente der beiden mehrfachen Werte im Speicher un-
mittelbar hintereinanderstehen. Beli der Zuweisung von Struktu-
ren ist fur die Felder der Strukturen nur dann eine schrittwei-
se Zuweisung notwendig, wenn diese mehrfache Werte sind oder
aber solche enthalten. Ansonsten kann die Struktur als Ganzes
umgespeichert werden, Um eine ginstige Programmspeicherverwal-
tung zu erreichen, die es auch gestattet, mit umfangreichen
Programmsystemen zu arbeiten, ist ein prozedurgesteuertes Modu-
larisierungsverfahren angewendet worden. Dynamische externe
Prozeduren (Module) kdnnen entweder dynamisch geladen oder aber
dynamisch Oberlagert werden, Der Aufruf und das Laden bzw. die
Oberlagerung erfolgen automatisch, im Programm erscheinen keine
Ladebefehle. Die Verwendung eines Prozedursteuerprogramms und
eine entsprechende Klassifikation der Module und Programme ge-
wihrlaisten die Steuerung dieses Verfahrens, Ober dieses Pro-
zedursteuerprogramm sind alle Prozeduren und Module einheitlich
aufrufbar,
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Anmorkungon



Binweise fiir Autoren

te (ip deutscher, ggf. auch in russischer oder engli-
8 prache) bitten wir an die BSchriftleitung zu schicken.
Die gesamte Arbeit ist linksbilindig zu schreiben. Eine Ausnahme
hiervon bilden hervorzuhebende Formeln und das Literaturver-
zeichnis. Der Kopf der Arbelt soll folgende Form haben: Rostock.
. Rollog./ Leerzeile/ Vorneme Name/ Leerzeile/ Titel der
Arbeit/ 1 Zeilenumschaltung/ Unterstreichung/ Ieerzeile. Der
Pext der Arbeit ist eineinhalbgeil: (= 3 Zeilenumschaltungen)
su schreiben mit ¢ [ en je Zeile und maximal 37
Zeilen je Seite. 2Zwischeniiberschriften sind wie folgt einzuord-
nen: 6 Zeilenumschaltungen/ Zwischeniberschrift/ Unterstrei-
chung (ohne Zeilenumschaltung)/ 5 Zeilenumschaltupgen. Hervor-
hebungen sind durch Unterstreichen und Sperren mdglich. Ankiin-
digungen wie Satz, DefInition, Bemerkung, Beweis u. d. sind zu
unterstreichen und mit einem DoppoIpEiE% abzuschlieBen. Vor und
pach Sitsen, Definitionen u. &. ist ein Zeilenabstand vor 5 Um~
schaltungen zu lassen. FuBnoten sind mSglichet zu vermeiden.
Sollte doch davon Gebrauch gemacht werden, so sind sie durch
eine hochgestellte Ziffer im Text su kenngeichnen und innerhald
des oben angegebenen Satzsplegels unten auf der ileichon Seite
ansugeben. Formeln und Bezeichnungen sollen mdglichst mit dex
Schreibmaschine gu schrelben sein. Hervorzuhebende Formeln sind
drei Leerzeichen einzuriicken und mit 6 Umschaltungen zum iibri-
gen Text zu schreiben. Formelziéhler sollen am rechten Rand ste-
hen. Der Platz fiir Abbildungen 1St beim Schreiben auszusparen;
die Abbildungen selbst sind In der dem ausgesparten Platz ent-
sprechenden GréSe gesondert nach TGI~Vorschrift auf Transpa-
rentpapier beisufiigen., Der zugehdrige Begleittext ist im Manu-
skript mitzuschreiben. Sein Abstand pach unten betrigt 5 Um-
lmgtungon. Literaturzitate im Text sind durch laufende Num-—
mern ip Schrégstrichen (vgl. /8/, /9/ und /10/) zu kennzeich-
nen und sm SchluB der Arbeit unter der Zwischeniiberschrift Li-
susammensustellen.

eles
0., and Samuel, P.: Commutative Algebra.
Pl.'inoeton 1958
/9/ Bteinitz, B.: Algebraische Theorie der Kdrper. J. Reine
Angew. Math. 137, 167 - 309 (1920)
/10/ Goedenko, B, W.: Uber die Arbeiten von C. F. GauB sur
Wahrscheinlichkeitsrechnung. Ins Reichard, H. (Bd.):
C. P. GeuB, Gedenkband anléaBlich des 100. Todestages.
8. 193 - 204, leipzig 1967
Die Angaben soller in Originalsprache erfolgen; bei kyrilli-
schen Buchstaben soll die bibliothekarische Transkription
(Duden) verwendet werden.
Autor und zur

Am Ende der Arbeit stehen folgende Angaben zum .
Arbeit: einge en: Datum/ Leerzeile/ Apnschrift des Verfassers:
Titel InIEgann &51- Yornamen Name/ Inst on ureinhe
StraSe Hauspummer/ land Postleitzabl Ort.

Der Autor wird gebeten, eine Korrektur des Durchschlags vom
Ottlot-muskripg zu leSen und dabei die mathematischen Symbole

einsutragen.
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