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Rostock. Math .• Kolloq. !,!!, S - 14 (1981) ·3scos
47838 

Ada11 Schmidt · 

Ober gewisse lineare partielle Differentialgleichungen fOr 
Distributionen 

Einleitung: 

In Teil II dieser Nota wird gezeigt·, 
Sind g(p,q), h(p.q) tailarfra■da Polyno■a das ■it da■ K6rpar K 
dar komplexen Zahlen gebildeten Ringes K[p,qJ, ist s9h E .:lf� Di­
strib_utionanlösung dar Gleichung 

g(Dx,Dy)h(Dx,Dy)S • 0 
bei offenem, einfach zusammanhAnganda■, dar Einfachheit halber 
konvex anganom11anam 0, eo ist sgh • Sg + Sh ■it

g(Dx,Dy)Sg • 0, h(Dx,Dy)Sh • o. i

Teil I dient de·r Vorbereitung. Es wird gezeigt.., daß diaaar Satz 
noch Erweiterungen erwarten llßt. Dazu dienen zwei Baiapiale. 
Das erste Beispiel macht eine Aussage über die Struktur dar L6-
sungan von Differentialgleichungen 

k g (Dx1,Dx2, ••• ,0xn)S • 0 ■it g(p1,p2, ••• ,pn)E:.K[P1•P2••••P,,J.

(1) 
Beschränkt man sich dabei auf n • 2, eo !Aßt sich das Ergabni■ 
mit dem Satz aus Teil II zu einer Aussage über die L6sungen 
von Gleichungen 

(2) 

verbinden bei teilerfremden g1(p,q). Dae zwaita1 Baiapial gibt
eine Oarst�llung für die L6aungan dar Gleichungen 

1 Vgl. 111 , 12 I, Partielle Ablai tungan werden hier und. 111 fol­
genden durch den Operator D und die betreffende Variable ge­
kennzeichnet:_ Dx • ..L.ax 
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(3) ^aiO+ailDxl+ai2Dx2+"+alnDxn) І£5 = °- s e 

mit offenem, konvexem O. Die a1Q sind dabei komplex, die 

reell und “11'"12»'‘»“ln 

a10’all' 

к вил •au 

Rg 
“ln 

2 für 1 у h, 
ah0 '“hl " •' ’“hn/ 

Es wird genügen, den Fall, n ■ 3 zu behandeln, da sich für n > 3 

keine neuen Probleme ergeben. 

Teil I. 

Ее werden einige Sätze aus der Funktionalanalysis gebraucht, 

die sich aber alle als Aussagen Ober homomorphe Abbildungen in 

sich von abelschen Gruppen formulieren lassen und in dieser 

Form kaum eines Beweises bedürfen. Sei ^ eine abelsche Gruppe 

mit Elementen u,v,..., seien и/^ homomorphe Abbildungen von 

9 in sich mit Kernen Ng und Bildgruppen 0^^ • Sind die 

-fr kl 
Homo- 

morphien kommutativ, so können Produkte gebildet 

werden mit Kernen N , und Bildern 

fl Q * U von Untergruppen lL S Q • Dann 1st 
i-1 1 d 

кл-1 у к. k.-l ^Г-r к. ®i 7аѲі N-X k±= 71®' Я' 
Их®' 

(4) 

Daß die Gruppe auf der linken Seite von (4) im Durchschnitt 

auf der rechten Seite enthalten ist, sieht man sofort. Aber 

auch zu jedem v aus dem Durchschnitt existiert ein и £ ^ mit 
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Ist zunächst j ■ 1, so 
k.-l Агр к. 

V = @.J /1 ©, и und u e N 4 

іУѳі1 
i=J 

kann auf den Index 1 verzichtet werden; aus (4) wird 

©k-1N_^k ’ Existiert zu © u/£ eine Rechtsinver 

sa^, die mit ©v/©<^ bezeichnet werde, so folgt 

und 

Durch wiederholte Anwendung dieses Schlusses erhält men 

© Ѳ (N0 n Ѳ ^) ® N@ 
Für j > О muß man außer 

©i©k“©k®i för 1 * k 
annehmen, daß 

N©t =©kN0i für i / к 

n0a s®i9 für k<ki 

gilt. Existieren Rechtsinverse <£)j.v/©i^ für alle i, so 

kann man (4) auswerten. 

(5) 

(6) 

(7) 

(8) 

2 Rechtsinverse ©v/©^ existieren genau dann, wenn Nq direk¬ 

ter Summand von Gist. Ist ^ = N0©u- 80 ergibt die Reduktion 

von ©u/£ auf ©u/U eine Isomorphie, deren Inverse eine 

Rechtsinverse ©V©^ von©u/J ist. Existiert andererseits 

Ѳ v/©9 >^s° gilt u - © ©u 6 N0 für alle u e ^ . Es ist also 

9 = N©*©©$- Zu Jedem veN0A@05 gibt es ein u mit 

V =©©u und 0=©v=©u so, daß v«©©u«0 gilt. Damit 1st 

N0n00^ = (°b g - N0©©^. 
7 



Ober 

ѳ 

- ѳѴ‘ ge^-‘ «0j 

findet men 

ѵ/кд-1 

*ѳ’ VW 'М' 
і-і х 3 і=і 1 і.і 1 

Wiederholte Anwendung dieser Schlußwsiss ergibt 

н^.ф ä .ѳ,»©,* "©.'- (9) 

Man kann (4) auch mit gewiesen Lösungsoperatoren auswerten: 

Ist der Kommutator der Operstoren ©± und A^ 

Ai » ѲіЛі - ЛiQ1 (io) 

vertauschbar mit ©±, d. h. 

Ѳіл; - а'±@±, си) 

so folgt durch.vollständige Induktion 

e% * л±ѳі ♦ каіѳі-1. 
denn ее gilt 

ѳ!ГІАі - ѳ^ѳ^кА-ej. a1©j+i ♦ (1+к)А^0^. 
Eine weitere vollständige Induktion nach к ergibt 

®±At N©i"kl Af1 N0t 6 "©a- (12) 

Setzt man nun neben (6) und (7) anstelle von (8) noch voraus, 

daB nicht nur (12), sondern sogar 

к .. лк л к N01 - к. А- мѲі - ©JAJ N01 (13) 
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gilt, so kenn nan (4) wieder in ähnlicher Weite auewerten und 
erhält 

Für das erste der oben angekündigten Beieplele, die Gleichung 
(1), ist ^ mit deri Elementen S,T,... und mit 
©■ gCDXj.DXj,.., ,Dxn). Um (5) anwenden zu können, muß die 

Existenz von <§T/©o0^ nachgewiesen werden. c6q ist divieibel 

und torsionsfrei. Daher ist Nß divieibel und direkter Summend4 

von . so daß die Rechtsinverse existiert. (5) beschreibt 

also die Struktur der Lösungen von (1). 

Beschränkt man sich auf n - 2 und kombiniert diese Überlegungen 
mit dem ln der Einleitung erwähnten Setz, во erhält man för die 
Struktur der Lösungen von (2) in leicht verständlicher Schreib¬ 
weise 

3 Vgl. /3/. Berg fordert dort ein einziges УѴ für alle , 
gibt eine andere Herleitung, und die Voraussetzungen (7) und 
(13) werden zu einer einzigen zusammengefaBt, 

4 ist Q divieibel und © Q, torsionsfrei, so gibt es zu jedem 
v £ und zu jeder natürlichen Zahl n ein mit nu » v. 
Es ist 0»©v-n ©u und also u e N0 ist somit diviei¬ 
bel und damit direkter Summand von Cf . Vgl. hierzu /4/, S. 
8-9. Es sei noch bemerkt, daß im Beispiel 1 g(P1,P2.pn) 

auch aus «T® [p^.pg.p„] sein darf. 

9 



vk -1 к -1 

9l 9l ®9і(мділЗі^п)®Ѵ 

Für des zweite Beispiel, die Gleichung (3), setzt man unter 

Beschränkung auf n » 3 

Ѳі “ *io + *il0xl + *12Dx2 + ai3DX3' 

Es erweisen sich Gleichungssysteme 

xv - *уУі + Ьру2 + СуУд. V= 1.2,3, (15) 

mit der Determinante 

l*V bv Cyl= 1 (16) 

als nützlich. Dabei sind die a^ » аiv> durch die Koeffizien¬ 

ten von gegeben und die by, Cy so zu wählen, daß (16) 

gilt. Es 1st möglich, den by noch zusätzliche Bedingungen auf¬ 

zuerlegen. Dedenfalls kann A^ = Уі gesetzt werden. Für den 

Kommutator der Operatoren und Aj erhält man dann 

Л'і " 0іЛі " Л1®1 

“ ( aiO+ail^xl+ai2^x2+ai3^X3^XV • bl>’с V I 

- I^Ky.by , Су I (a^Q+a^Dx^+a^DXg+a^-jDx^) =, l. 

Somit gilt (11), und (12) reduziert sich auf klNß s Nq . 

(13) ist trivial erfüllt. 

Für den Kommutator der Operatoren ©^ und exp(Ay^) mit Л e К 
findet man 

Ѳіехр(Лу1) - exp (А y^) Qi = Aexp(Ay^). 

Dae ergibt (Ѳ1-Л)ѳхр(Лу1) Nq = 0. Ebenso ist 

©1exp(-Ay1)N0^_-^ » 0, also 

N©t “ ѳхр(-лУі)м©і-А- 

10 



Im Spezialfall Rg . . ) ■ 1 kann man a. 0 = a^ , für 
\akl'ak2*ak3/ 1V KV 

V » 1,2,3 annehmen. Dann 1st a^-a^g / О. In diesem Fall ist 

schon gezeigt: 

©кМ©± “ ©kexP((ako-aio)yi>N©k 

" (ako-aio)a*P((ako-aio)Yl)"©/ (“ко^іо^Ѳі- M©t* 

_ ö e ) ж 2 zu erhalten, muß man 
?kl' ak2' ak3/ 

für die S fe eine Darstellung finden, die dieser Absicht 

angepaßt ist. In (15) setzt man dazu wieder av « alv und jetzt 

by » a|cp* Oie Cy bestimmt man dann reell so, daß (16) erfüllt 

ist. Dann kann man Уц»Уі2'уіЗ als neue unabhängige Variable 

einführen, und die Gleichung (aio+ailDxl+a12Dx2+ai3Dx3^S " 0 

geht über in (ai0+Dy13L)S » 0 mit der Lösung 

S = exp (-аіоУц)КЗі: 

dazu wird für die Schwartzschen Testfunktionen 
+ 00 

:« J lp(x1,x2,x3)dyil definiert und R mit 

«! ■ {(У12-Уіз) *3ytl (x1,x2,x3)£flj gewählt. Für (7) muß zu 

S*e N0 ein S 6 Nq gesucht werden mit 

S* . exp(-ai0yil)R,‘31 - ©kS. Es 1st 

©kS ° ®kexP(-aiOyil)RDi “ <ak0+Dyi2)exp("a10yil)R0i 

■ exP(-aiOyil)((akO+0yi2)R)0i' 

Die Differentialgleichung (ako+Dyi2^R “ R* ist in *^w stat8 
lösbar, denn 

\ - ехр(-акоу12)^ ' axp(-akOyi2)°yi2^ 

" (akO+0y12>exP(_akOyi2)t^wi “ (akO+Dyi2),^wt* 

и 



Damit let (7) erfüllt, und das Lösungeverfahren (14) 1st an¬ 

wendbar. Die Lösungen von (3) haben die Gestalt 

S 
k.-h 

At exP(“aioyil)Rlh;,l' 

Teil II. 

Es soll nun der ln der Einleitung formulierte Satz bewiesen 

werden. Für offene einfach zusammenhängende Punktmengen П 

gilt nicht nur Dx<2fj^ » <0^ » Oy«Z5^, sondern auch Npq* Np + Nq* 

Letzteres 1st, wenn aus DxS » О nur lokal auf "S unabhängig 

von X" geschlossen werden kann, anscheinend nur sehr umständlich 

zu beweisen. Es wird deshalb der Einfachheit halber П als kon¬ 

vex angenommen. Dann reichen die z. B. in I1I benützten Metho¬ 

den schon zum Beweis von N_„ • N„ + N„ aus. Für konvexes JT1 ist 
РЧ P Я 

also Np • ЫрЛОу<0^* Dy Npq » Dy Np. Dabei wurde auch (3) be¬ 

nützt. Für komplexes ist weiter Np * exp(giy)Np, Daher gilt 

Np ■ exp(gay) Np . exp(gjy) DyNp - (Oy-g^) exp(g^y) Np 

iV (17) - (Оу-віУ) Np . 11^ (Dy-g^) Np. 

Ist g(p,q) aus Kfp.q] und ungleich Null für p « \ e. K, so 

kann nun Ng » (Dx-A) Ng gezeigt werden. Ist T aus Ng, so löst 

8 ■ exp(Ax) (Sx(exp(-Ax)T)-U) für alle U aus Np die Gleichung 

(Dx-Я) S ■ T. Der Operator Dx T/oZ^ ist dabei eine Rechtsin¬ 

verse der durch Dx V/«Z%i gegebenen Homomorphie von <0"'q auf 

sich. Es soll nun U so bestimmt werden, daß S aus N^ ist. Es 

gilt 

g(Dx,Oy)S ■ ехр(Лх) (g(Dx+A,Dy) Dx(exp(-Ax)T)-g(A.Dy)U). 
Hierbei ist 

Dx g(Dx+A.Dy) Dx (exp(-Ax)T) « g(Dx+A,Oy) exp(-Ax)T 

= exp(-Ax)g(Ox,Dy)T » 0. 

12 



Es ist also g(Dx+A,Dy) fix(ѳхр(-Ях)Т) aus Np. Es gibt somit we¬ 

gen (17) ein U aus Np, so daß g(Ä,Dy)U « g(Dx+A,Dy)Ox(exp(-Ax)T) 

1st. D. h. , es ist Ng = (Dx-Л) Ng für g(A.,q) ungleich Null. 

Damit ist auch gezeigt: N = / / (Ох-Яі) N für g(A^,q) / 0, 
1=1 

1 = 1,2.n, und also für r(p) = TT (p-%,) mit g(A,,q) / 0 
i-1 1 auch 

r(Dx) Npg 

Daraus folgt 

N Л r(Dx)<2f| 'TL r(Dx) Ng. 

Nrg SNr+NgS Nrg \ (18) 
für tellerfremde r(p) und g(p.q) aus Kfp.q). 

Sind g(p,q), h(p,q) teilerfremde Polynome aus Kfp.q], so gibt 

es Polynome g^. h^, r derart, daß gx(p,q)h(p,q)+ g(p,q)h1(p,q) 

» r(p) gilt. Hierbei 1st r(p) die Resolvents von g und h, wenn 

man sie als Polynome in q mit Koeffizienten aus K[p] auffaßt. 

Haben g(p,q),, h(p,q) keine Teller aus К [pj , so 1st 

Ngh “ r(Dx)Hgh - (g1(Ox,Oy)h(Dx.Oy)+g(Ox,Dy)h1(Dx.Dy))Ngh 

(19) 

6 Ng * Nh e V 

Für paarweise tellerfremde Polynome g(p,q), h(p,q), r^p), 

r2(p) aus Kfp.q) bzw. Kfp) gilt wegen (18) und (19), sofern g 

und h keine Teiler aus К fp] besitzen. 
N 

% + Ng + Nh • Nrl9 + Nr2h* rl9r2h rlr2 9h '1 '2 

Also ist allgemein für zwei teilerfreside Polynome aus Kfp.q) 

Ngh - Ng + "h- (20) 
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Rostock, Math, Kolloq, ,!!, 15 - 32 (1981) 

Günther Wildenhain 

Zum Randverhalten verallgemeinerter Poisson-I·ntegrale 

35G.15 
35010 

1, Ausgehend von der Greenschen Formel ist in /3/ unter gewissen

Glattheitsvoraussetzungen an das beschränkte Gebiet n und die 
Koeffizienten der betrachteten Operatoren eine Darstellungs­
formel für die Lösungen allgemeiner linearer elliptischer Rand­

wertprobleme in geeigneten Sobolev-Räumen hergeleitet worden. 
Diese Darstellungsformeln können einerseits als Verallgemeine­

rung der klassischen Poisson-Integrale für Kugel oder Halbraum 
(vgl, /15/, /1/, /4/, /5/), andererseits (im Falle des Dirich­
let-Problems) als Präzisierung der s·ogenannten verallgemeiner­
ten harmonischen Maße (vgl. /14/) angesehen werden. In /5/ 

· (ausführlicher in /11/, /6/, /7/, /8/) wurde das Randverhalten
von speziellen Poisson-Integralen der polyharmonischen Glei­
chung für die Kugel untersucht, wobei insbesondere punktweise
radiale, nicht-tangentiale und tangentiale Grenzwerte betrach­
tet wurden, Vorbild solcher Oberlegungen sind die klassischen
Resultate ('zum Beispiel vom Fatouschan Typ) über Poisson-Inte­
gr�le bei der Laplace-Gleichung (vgl. /9/. /15/). En'tsprechende
Fragen über das punktweise Randverhalten kann man auch i� An­
schluß an die eingangs erwähnte Darstellungsformel formulieren,
Ergebnisse liegen jedoch noch nicht vor. In der.vorliegenden
Arbeit sollen lediglich einige globale Aussagen gemacht werden,

die sich im wesentlichen aus den Einbettungssätzen a�geben,

Diese Resultate sind in Abschnitt 5 dargelegt, Die Absc.hnitte

2 bis 4 enthalten notwendige Vorbereitungen,

2, Es sei .Q c Rn ein beschränktes Gebiet mit beliebig oft dif­

ferenzierbarem Rand, w2
s(il) (s 'lt 0, ganz) bezeichne den klaasi-

_sehen Sobolev-Raum, Der duale Raum w2
-s(fl) läßt sich

2 
n.kenntlich (vgl, /2/) als Vervollständigung von L { )

dann be­

bezüglich 

25 



der Norm 

eup 
vcw2e(m w 

charakterisieren.wobei das gewöhnliche L2-Skalarprodukt (u.v) 

Im Sinne dieser Dualität so für beliebige u*Wg8(fl), vcw|(f2) 

erweitert werden kann, daß 

J(u.v)| « HuU_eftv||e (1) 

«-7 gilt. Mit W2 (ЭС1) bezeichnen wir den Hilbertraum aller Funk¬ 

tionen <p auf ЭП. die im Spürsinne Randwerts von Funktionen 

aus w|(fl) sind, mit dar Norm 

|<V|| , I- Inf Hull . 

7 »-7 utw|(П) 

ulan" <P 

•-7 Den zu W2 (ЭП) dualen Raum erhSlt man durch Vervollständi¬ 

gung von C(@fl) bezüglich der Norm 

|(Ш,й[>)| ( _ 

II у И e 1 !” eup —I1 (y - " J у (y)y(y)dff(y)» 

’e+* / an 
*-7 wobei das Supremum Ober alle Op € Wg (ЭЛ) zu bilden ist. 

Im Sinne der Dualität kann auch hier das Skalarprodukt (y, Op) 
8 - i —8+ i 

für y&Wg (ЭЛ), IfJ £.VI2 (ЭЛ) definiert werdb.t. so daß 

Ky.y)l ‘ nyll_8+1 llyue_i (2) 

gilt. Es sei jetzt e eine beliebige ganze Zahl. Unter 

и£(П ) C Wg(.Q) verstehen wir dann die Vervollständigung von 

C°° (fi. ) bezüglich der Norm 

16 



(V»V(x) Außennormale an fl im Punkte хедП, m>0 ganz). 

Die Bedeutung der Räume Wg(fl). die für s а 2m mit w|(fl) 

übereinstimmen, bestehit in dem folgenden 

Lemma 1: Bezeichnet L = L(x,D) einen Differentialoperator der 

Ordnung 14 2m in fl mit beliebig oft differenzierbaren Koeffi¬ 

zienten, В m B(y,D) einen auf dem Rand ЭП erklärten Differen¬ 

tialausdruck der Ordnung t 4 2m-l, dessen Koeffizienten (bezüg¬ 

lich lokaler Koordinaten) ebenfalls beliebig oft differenzier¬ 

bar seien, so existieren für ein beliebiges ganzzahliges s Kon¬ 

stanten C8 > 0, die nicht von u abhängen, so daß für alle 

u e С°°(П) die Ungleichungen 

llLu|l8_i 4 c8 Ши!! 8, IIBull 1 * C8l||u|||s 
e-t-g 

gelten 

Zum Beweis vergleiche man /2/. Für u £ ) existieren also 

im Sinne dieses Lemmas die Randwerte Bu|^q, wovon wir häufig 

Gebrauch machen werden. Es sei darauf hingewiesen, daß die Ein¬ 

bettung von W2e(ft) in W2(fl) im allgemeinen nicht eineindeutig 

ist. 

3. Im folgenden sei 

ein in fl eigentlich elliptischer Differentialoperator mit be¬ 

liebig oft differenzierbaren Koeffizienten. 

^ b3r [y)0r (j.l.m) 

sei ein System von Randoperatoren auf dfl , welches den folgen¬ 

den Bedingungen genügt: 
17 



(i) Oie Koeffizienten b^ sind beliebig oft differenzierbar. 

(li) Es gilt «ij e 2m-l. 

(lii) Das System ist normal. 

(iv) Das System Oberdeckt den Operator L auf ЭП. 

Bezüglich der Definition der verwendeten Begriffe sowie des 

Beweises der folgenden Aussagen vgl. /12/. 

Wir betrachten das Randwertproblem 

Lu - f in a. BjU|an - у, (j.l.m). (3) 

Damit kenn man in folgender Weise eine Greensche Formel in Ver¬ 

bindung bringen. Zunächst existiert ein (nicht eindeutig be¬ 

stimmtes) normales System 2 m von Randoperatoren 

mit beliebig of^t differenzierbaren Koeffizienten und 

ord Cj » Ij s 2m-l derart, daß (B^.Bm, .Cm) 

auf ЭЛ ein Oirichlet-System der Ordnung 2m bildet.' Das heißt; 

das System ist normal,und die Ordnungen der Operatoren durch¬ 

laufen die Zahlen o,l. 2m-l. Ist m fixiert, so 

findet man in eindeutiger Weise weitere 2m Randoperatoren 

(Bj)j.l.m' (Cj)j.l.m 

mit beliebig oft differenzierbaren Koeffizienten auf ЭП, so 

daß die folgenden Eigenschaften gelten: 

(i) ord Bj - mj . 2m-,1 - 1^ , 

ord Cj - 1' - 2m-l - mj. 

(li) Das System (8^,...,8^, 0^,...,0^ 1st ein Oirichlet- 

System der Ordnung 2m auf ЗЛ, und für u,v e С°°(Й.) gilt 

die Greensche Formel 

Jlu V dx - Ju L*v 
Л Л 

dx ■ib‘ BjV d6 

U 



Dabei bezeichnet 

L*(x,D) V - J~ (-1]!а,0“(ёлѵ) 
kxTZSn 

den zu L(x,D) adjungierten Differentialauedruck, mit da« man 

das zu (3) adjungierte Randwertproblem 

L*v ■ g in П, Bjvlaft “ (J-1.■) (4) 

formuliert. 

Die Greensche Formel läßt sich wie folgt verallgemeinern (vgl. 

/3/). Im Sinne der Dualität bezüglich des L2-Skalarproduktee in 

L2(f2) bzw. L2(9£2) (vgl. Abschnitt 2) gilt für beliebige 

ganzzahlige s und u e Wg8(fl), v e. Wg2”-8(£l) die Formel 

m m 

(u, L*v) - (Lu, V) = (BjU. cjv) 

Die Anwendung der Randoperatoren Bj, Bj, Cj. Cj ist dabei im 

Sinne von Lemma 1 zu verstehen. 

Wir betrachten jetzt das Randwertproblem (3) für f«w|(ß), 

2m+s-m. - w 
e. W2 3 (ЭД.) (s ganz) und setzen 

5 
(GjU, BjV). 

К (s,2m+s-m. Wo (fl) Ж 2m+s-m,- W„ г( an). 

Der Operator » (L, B^,..., Bm) definiert dann für s » О 

eine Abbildung von w2m+s(fl) in K(9 2п+в_„^_1j. Entsprechend 

bildet tA* m (L*. B^. B^) den Raum w|"+8(n) ln 

К, о . 1. ab. Die zugehörigen Nullräume N bzw. N* sind (s ,2m+s-mj - ^) 

endlichdimensional und auf Grund der von uns gemachten Anneh¬ 

men in С°°(П) enthalten. 

FürF" (f. .fm) £_K(..2b*S-.34)* 

G“ (9-Vi.^m)<lK(s,2m+e-mj -£)' veN* 
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setzen wir zur Abkürzung 

[F, Cv] :« (f,v) (5) 

(6) fG, Cu] :« (g,u) + ( Vj >Cju)• 

Ee läßt sich zeigen, daß jedes Element 

F - (f. 9V.. . . 9>n) £ K(. .1) 

derart in die direkte Summe F =■ F' + F" zerlegt werden kann, 

daß F" =■ (v1 ,0,..,,0) (V£N*) gilt und für F" die Bedingung 

[F,C*v] = 0 erfüllt ist. Die zugehörigen, durch Q^F := F‘, 

Q|^*F := F” definierten Projektionsoperatoren sind in 

K(s 2m+s-m - ф) bezüglich der Produktnorm stetig. Ganz analog 

erklärt man über die Bedingung fG,Cu] = 0 die Projektoren 

QK lra Raume K(s,2m+s-m' ^|)* 

Ee sei K9 = QKK(ei2m+8_n. .1 у К* = QK»K(3 >2m+s.mr ф) • die 

RäuBe K(0,2m-m:-4) bzw- K(0.2m-ey -ф) für S * 0 in 

K(e.2m+s-mj-|) Ьги- K(s,2m+s_mj-ф) dlcht 1іѳ9еп- kan" man die 
Projektoren QK bzw. und damit Kg,K* auch für s < 0 erklä¬ 

ren. lotrechten wir nun für ein beliebiges ganzes s 

H8 •» К28(Л.) Ѳ N, H* W2a(n) Ѳ N*, 

eo gilt der folgende, auf Э. A. Rojtberg zurückgehende Homöo- 

■orphiesatz, der die grundlegenden Lösberkeitsaussagen bezüg¬ 

lich der Probleme (3) und (4) zusammenfaßt. 

Setz_l_^ Für beliebige ganzzahlige s existiert ein Homöomorphis¬ 

mus /lg von H2n+g auf K*. Für s ä 0 ist Лд durch die Ein¬ 

schränkung von u4-g auf Hg+2n) gegeben. Für s < 0 erhält man -Ag 

durch stetige Fortsetzung des Operators e/^Q, wenn man diesgn 



als Abbildung von H2m+g in K* auffaßt. Entsprechend existiert 

ein Homöomorphismus Л* von auf Kg, der sich für s & О 

durch die Einschränkung von Л* auf H^ra+S und für 8 < О durch 

stetige Fortsetzung von Л*0 (aufgefaßt als Abbildung von 

in Kg) ergibt. Insbesondere gilt also für die Lösung u 6 

von (3) 

m 

C1 MUHL. й l|flls + ^ "?jll2m+s_mj_ ф 4 C2 lllu,l‘L+s <7> 

und für die Lösung v e Hg^^g von (4) 

C3 «lvll‘2m+s * "9Jis+^ ll^"Im+s-m- 4 <S> 

mit Konstanten , Cg, C3> C4, die nicht von u,v abhängen. 

4. In /3/ wurde auf der Basis von Satz 1 sowie der oben ange¬ 

gebenen Verallgemeinerung der Greenschen Formel der folgende 

Darstellungssatz bewiesen. 

Satz 2: Außer den bisherigen Annahmen über Cl, L und 
m gelte N = N* = {0}. Ferner sei q > £ eine ganze 

Zahl, Л i 0 ein fixierter Multiindex und 

(f :<Pi.<P„)C w4+,A,-2m(n ) X ^ ѵф**-з “ 2( dCl ). Dann 

existieren für x e fl Funktionen Г^а. C W^2m~q- l0t| (fl) derart, 

daß die Ableitung Dia u der (nach Satz 1 existierenden und ein¬ 

deutigen) Lösung u c Wgq+lot,(fl) der Randwertaufgabe (3) die 
Darstellung 

(-1Г1 Deu(x) = (f,r{°l) (<py с;гіѳ)- 

besitzt. 

(9) 

JU 



Es sei jetzt für beliebige ganzzahlige s 

\2a-e(Cl) . [v в И22п"9(П) : 

ЭП 
0 (j«1.2. 

sowie u £ W2e(H ) , f £ W2s-2m(n). 

Wir nennen dann uQ in Л schwache Lösung der Differentialglei¬ 

chung Lu я f, falls für alle v £ W22m-s(I2) die Identität 
(u0,L*v) » (f.v) 

besteht. Unter Heranziehung weiterer Resultate von 3. A. 

Rojtberg /13/ läßt sich der Satz 2 wie folgt modifizieren. 

Satz 3; Es sei s > £. f£W29-2ra(n) und u£W29(f2) 

schwache Lösung der Differentialgleichung Lu « f. m 

sei ein beliebig gewähltes System von Randbedingungen, welches 

den im vorangehenden formulierten Bedingungen genügt. Dann exi¬ 

stieren Rendfunktionen 

-TT 1 (CPi.<J>m) £ II W29“",J ■ 2( dn ) derart, daß die Darstellung 

—(B) , /-»(B) 
U(x) - (f, rx ) * > (^j^j'x ) (10) 

gilt. (Г<В) ist die Funktion aus Satz 2, die zu а • 0 und zu 
dem (Bj)jei m entsprechenden Randwertproblem (3) gehört.) 

Genauer: Unter den angegebenen Voraussetzungen folgt 

u £ W29(fl) und Bju|jj£^ ■ (J=l,.. ,m), wobei die Randwert¬ 

annahme im Sinne von Lemma 1 zu verstehen ist. Wir halten also 

fest, daß sich für s > £, f £ иг2®(Л) Jede schwache Lösung von 

Lu » f (insbesondere also von Lu » 0) und ihre Ableitungen, 

falls sie in W2s(fl) enthalten sind, in der Gestalt (9) dar- 

etellen lassen. Dabei bestehen Freiheiten ln der Wahl der 

r(B) . r(B) 
■Kerne" / x , CjI x sowie (in Abhängigkeit davon) der Rand- 
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funktioniert. Unter Heranziehung der Darstellungsformel (9), dir 

Ungleichungen (1) und (2), des Lemmas 1, der Sobolevschen Ein¬ 

bettungssätze und der Ungleichung (8) beweist man den folgenden 

Satz (vgl. /16/). 

Satz 4: Unter den in Satz 2 gemachten Voraussetzungen gilt für 

die Lösung u des Problems (3) für x £ _П die punktweise Ab¬ 
schätzung 

Jö*u(x)| Ä c {imiq+|al_2in ♦ ^ «Tj _ I} 

mit einer von x und u unabhängigen Konstanten. Die Funktion 

fi( B) 
I wird als Greensche Funktion des Randwertproblems (3) 

bezeichnet. 

Zum Beweis der folgenden Aussage verweisen wir auf /3/. 

Satz 5: Es seien die Voraussetzungen von Satz 2 erfüllt. Die 

Greensche Funktion /"*£B^(y) =:/,^B^(x,y) ist dann für x / у 

eine (bezüglich y) beliebig oft differenzierbare Funktion. 

Ferner existiert für beliebige Л die Ableitung 0^ f%B^(y) 

bezüglich x,und es gilt 

W(vl - r<’> (y) y). 
Die Abbildung x-» Г£В£ (У) ist eine stetige Abbildung auf Й. 

mit Werten in W22m-q-,Äl (П). 

5. Man kann nun die Frage nach dem punktweisen Randvarhalten 

der durch (10) definierten Funktionen in Abhängigkeit von den 

Eigenschaften der vorgegebenen Funktionen f und stellen. 

Im folgenden wollen wir uns auf die homogene Gleichung (f - 0) 

beschränken und einige grobe globale Aussagen machen. Dabei be¬ 

trachten wir zunächst nur Lösungen u £ С00 (CX)• Es sei 

Wir fixieren ein System (Вj)j =i m von Randbedingungen, das 

unseren bisherigen Voraussetzungen genügt. Für beliebige a. und 

23 



ВЗи^ЭП gilt dann offenbar 

m ± ■ 

(?l.<p„)e 7Г i»24*w’"j'J(3fl), 

Nach Satz 2 ist daher u nebst allen Ableitungen für x £. П in 

der Gestalt 

D*u(x) - ^ ((pj.C-i^'cjr^) (11) 

darstellbar. Wegen der Glattheitseigenschaften von (у) 

für X 6. 12, у e. bfl (Satz 5), der Glattheit von <J>j und der 

Koeffizienten der Randoperatoren cj handelt es sich bei (11) 

um gewöhnliche Oberflächenintegrals, d. h. 

(-l)|0t|jVj(y) C‘ /^(B)(x,y)d?(y). (12) 

d£l 

Für oC ■ О wollen wir, vorübergehend die Abkürzung 

-Л.j (*.y) cj r(8,(x,y) 

einführen. 

Bemerkung; Das Tupel glatter Dichten 

m 

И .(x.y).-/l_(x,y)) £ 7Г С°°(дП) 
3-1 

(für festes X e fl als Funktion von у betrachtet) ist durch die 

Eigenschaft, daß jede Lösung u €. C°°(fl) ln der Gestalt 

/ ?j(y) /tj(x.y)d6(y) 

ЭЛ. 

dargestellt wird, eindeutig bestimmt. 

Beweis: Nehmen wxr an, die Darstellung sei auf zweierlei Weisen 

möglich, sowohl durch 

D%X) 
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Bl 

(Л/1)(х.у).л m(1)(x.y)) е.1Г с°°(ЭП) 
З-і 

als auch durch 

(Л(2)(х.У). ... ,A ra(2)(x,y)) eit c°° ( ЭП ). 

Mit ©j(x.y) := _/lj(l)(x,y) -ylj^2^(x,y) folgt daraus 

?j(y) ©j(x,y)d6'(y) 0. 

In diese Gleichung können wir <р^(у) » ©^(x,y) (J»l,...,m) 

einsetzen, da für festes x£ П die Funktionen @j(x,y) be¬ 

züglich у £ Э О in C°° ( ЭГ2 ) enthalten sind. Wir erhalten 

m r 
Y j |0j(x.y)|2dÖ(y) . 0. 

^ an 
d. h. @j(x.y) s 0 für X e П, у £ ЭП. 

Im Anschluß an die klassischen Poiseon-Integrale für harmoni¬ 

sche oder polyharmonische Funktionen in einer Kugel (vgl. /9/, 

/4/, /14/) wollen wir die Kerne УІ^(х.у) (J»l,...,m) auch im 

allgemeinen Fall als Poisson-Kerne bezeichnen. 

Durch Vergleich mit den Betrachtungen in /14/ (insbesondere 

Кар. VIII, Abschnitt 2.2, Formel (5)) 1st ersichtlich, daß die 

voranstehenden Überlegungen im Fall des Dirichlet-Problems als 

Konkretisierung der verallgemeinerten harmonischen Maße inter¬ 

pretiert werden können. Letztere sind dadurch charakterisiert, 

daß für alle Lösungen u e Сп-1(П) П C2m(f2) der Gleichung 

L(x,0)u = 0 für X e H, Iccl e m-l die Darstellung 

A<>> ■ / Л‘м IV) («) 

gilt. __ 

85 
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Dabei ist а D®u,und /t® sind Maße mit dem Träger 

supp y%® auf ЭЛ. Die genaue analytische Darstellung der 

harmonischen Maße in (13) erhalten wir, indem wir die Randfunk¬ 

tionen 

Pi " Vlan " 9^J'1ian 
auf die partiellen Ableitungen 0%| (loci ^ m-1) umrechnen 

und (12) entsprechend umschreiben. 

Da für Lösungen u £ C°°(.Q) offenbar Oau(x)-> Dauj^^ (y) für 

X -» у e ЭІ1 und loci л m-1 gilt, liest man aus der Darstellung 

(13) ab, daß die durch 

Л*х.ос " (/<x.a.)| Bl 6 m-1 
definierten Distributionen (der Ordnung m-1) für x -» у schwach 

gegen <fx ^ konvergieren. Dabei bezeichnet (fx л das Vektormaß 

A- (A®) tm-l ralt den Komponenten Л® 
(" О für В /а, 

(tfx für В = л. 

Falls der Operator L* eine globale Fundamentallösung E(x,y) be¬ 

sitzt, d. h. eine Lösung der Gleichung L*E(x,•) = d"x im ganzen 

Raum (vgl, /14/), so lassen sich die Funktionen Г$.В\у) wie 

folgt beschreiben: Man bestimmt zu fixiertem x £ £7 eine Lösung 

ux(y) der homogenen Gleichung L*u • 0 derart, daß 

v(y) :» E(x,y) + ux(y) 

die Bedingungen 

ѲІ'ІЭЛ*° . 

erfüllt. Dazu hat man ux(y) aus den Randbedingungen 

zu ermitteln. Da E(x,y) für x / у beliebig glatt ist, existiert 

eine solche Lösung. Somit erhält man 

ГХ(В)(У) = E(x.y) + ux(y), 

und die Poieson-Kerne entstehen durch Anwendung von auf 

diese Funktionen. 
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Wir haben zu Beginn dieses Abschnitts festgestellt, daß jedd 

Lösung der Gleichung Lu = 0 mit u e. C°°"(£2 ) nebst allen Ablei¬ 

tungen in der Form (12) durch ihre Randwerte 

Vian“ 9% «- с»(ал) 
darstellbar ist. Das folgende Lemma beinhaltet eine gewisse Um¬ 
kehrung dieses Sachverhaltes. 

Lemma 2: Ist ein System von Randfunktionen 

m 

. 9>m) e 1Г c°°( ЭП) gegeben, so gilt 

m f 
(i) u(x) cpj(y) Cjr(B)(x,y)dtf(y) e. С°°(й), 

ЭП 

(11) Drtu(x) = ^ (-l)l0tl j<рлМ cj/^B5(x,y)d6-(y) 

für beliebige Ä ^ 0. 

(iii) Lu = О in П. 
(iv) B.jUj (У) = qpj(y) (j=l.m). 

q+kU-m.-i r 
Beweis: Wegen Cpj e W2 •* ( ЗП) (qwfgj*!) für beliebi¬ 

ge (% & 0 gilt für die Lösung u des zugehörigen Randwertproblems 

(3) nach Satz 1 utW24+lÄ|fl) und damit u6C°°(fl). Nach Satz 2 

und unter Berücksichtigung von Satz 5 ist u mit der in (i) de¬ 

finierten Funktion identisch^ und es gelten die entsprechenden 

Formeln (11) für die Ableitungen D*u. Aus Satz 1 folgt (111). 

Daher läßt sich u nach Satz 3 andererseits in der Gestalt 

m / 

u(x) = J GjU|^(y) C-nB)(x,y)dff(y) 

1 an 
(у) - В u schreiben. Mit :« 

Un(v) 9ilt aleo 



m / _ 
j у) с’r(B*(*.y)dff(y) 

Э £1 
für alle X е £2. Wegen (7) folgt daraus а О für j ■» 1m, 
d. h. (iv). 

Wir geben jetzt allgemeinere Randwerte 

г I s - m . - * 
(<p1,... , Cf>m) £ II VI2 J (dH) vor und fragen nach dem 

punktweisen Randverhalten der Funktion 

u(x) (9yC)rx(B)> 

und ihrer Ableitungen. 

’ѴІ Satz 6: Es sei (p^ € W2 J ( дЛ.) (j=l.m) und 

s ■ q + к (q » +1, к ä 0 ganz). Dann gilt 

u(x) (<py C‘ ГХ(В)) С Ck(Ä) 

und 

BjuJan(y) ‘ %(y) 
für alle yeSQ und alle j mit m^ <f k. 

Beweis: Wir wählen Folgen (<y^n^) (j«l,...,m; n»l,2,...) 

aus C10 (f ) mit 

"f: - -p" 

für n oo. Aue der Definition der Spurräume let ersichtlich, 

e-m . — І 
daß man für beliebige Cf £. W2 J ( ЭЛ) und zu beliebig 

s-m . 
fixiertem C > 1 stets eine Funktion u c W2 J(fl) finden kann, 
für die ujg^ * у und 

C1Uuy, 
‘ "П-., 4 ‘ C4"Ua_n,j 9llt. 



Daraus folgt, daß die Funktionen ф^(") als Randeinschränkungen 

ф^(") ■ vj^n^lg£2, ѴОП Funktionen v^(") £ W2 ^(Jfl) gewählt 

9~m . 

werden können, die ihrerseits in W2 J(Q) Cauchyfolgen bilden. 

Für iDj й к handelt es sich wegen s-m^ » q*k-mj ^ q > j sogar 

um Cauchyfolgen in С(Л). Ferner gilt wegen 

q+k-m, __ q+k-m.-i 
W2 с С(Л) für mj 4 к offenbar W2 J *(дП)с С(ЭЛ), 

d. h. £ C(dfl). Für mj а к können wir also 

<jPj(n) alüL» <p3 auf an (i4) 

annehmen. Wir bilden jetzt 

u(n)(x, :-^(9>/П).С-Гх<В)). 

Dann gilt nach Lemma 2 die Gleichung Lu(n) » 0, 

Dau(n)(x) = (-l),a‘ J ^(Л)(У) cj /I(B,(x.y)d^y) 

ЭЛ 
für Я S 0 und j 

BjU(n,| = ^(n) (3=1--"m)' (15) 

Für 

u(x) - u(n)(x) “ fl ( <Pj~ * CJ 

und Ілі £ к folgt nach Satz 4 

|Da(u(x) - u(")(x))| « C ^|?j- .1- 0 

für n —i> oo unabhängig von x € Л, d. h. ибС^(Л). 

Als nächstes zeigen wir 

V 'an (?) - T 
(n)| 

ЗЛ (У) —» о 

(16) 

(17) 

M 



für n -* oo , n>j < к und у 6. ЭЯ. Dazu denken wir uns die Koef¬ 

fizienten der Randoperatoren stetig in das Innere das Gebie¬ 

tes CI fortgesetzt. Wegen u e Ck(fl) und (16) gilt für < к 

Bju(n)(x) ^%BjU(x) auf П. d. h. 

jBjU(x) - Bju(")(x)| <c ^ für n > nQ( 6 ) und alle x £ П 

sowie 

|BjU(x) - BjU(y)|< I für X6Q mit |x - у\<6( £ ). 

Für n > n0(£ ) finden wir ferner ein x e. CI mit |x - y| < <J(6) 

und 

|Bju(")(%) _ Bju(")(y)|c f. 

Insgesamt ergibt sich daraus 

|BjU(y) - Bju(n)(y)| * IBjU(y) - BjU(x) I 
+|BjU(x) - Bju(")(x)| + |Bju(")(x) - Bju(")(y)|< £ 

für n > n0(t ) und mj < k. 

Schließlich folgt für diese J weiter 

1 u(У) - <Pj(y)| < IBjU(y) - Bju(n)(y)| 

+lBju(")(y) - (p(")(y)| + |(p(n)(y) - 9?j(y)l- 

Oie rechte Seite strebt wegen (14), (15) und (17) für n -» oo 

gegen Null. Das bedeutet aber 

BjU|^^ » für alle j mit ny s k. 
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Sobolev-Rliume 
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In der vorliag�nden Note wird auf folgende Probleme.eingegan­
gen : 
In welchen gewichteten Sobolev-Rliumen. können Potentiale liegen, 

die ait der Fundamentallösung eines elliptischen Oifferential­
operators und mit einem auf einerkoAteakten Menge KG Rn der 
Oimension d konzentrierten Maß gebildet warden? 
Weiterhin wird die Fra,ge der Hebbarkei t s·owie der- verallgemei­
nerten Hebbarkeit von Singularititen bezüglich gewichteter So-· 
bolev-Rliume fOr beliebige Differentialoperatoren, deren Koeffi­
zienten sich auf einer kompakten Menge Kc:.Q auch singulär ver­
halten dOrfen, untersucht. 

o. Bezeichnungen 

Es bezeichne Rn 
den reellen n-dimensionalen euklidischen Raum, 

x • (x1, ••• ;xn>• y • (y1, ••• ,Y
n

) Punkte des Rn, lx-y( den 

euklidischen Abstand der Punkte x und y sowie d(�,B) den eukl1-
dischen Abstand von x zu einer Punktmenge Be Rn. FOr t >0 eei 
e6 • {x , Rn :d(x,B)<&} eine &-Umgebung von,B. FOr einen 
n-dimensionalen Multiindex oc. • («1 .... ,«n> (cxi i1t O, ganz) aai

ala.l 
la.1 • «-1 + • • • + «n und o a. • ""1 a::n 

•
ox1 ••• ihn 

Mit Q bezeichnen wir stets eine offene Menge im.Rn. 
Hd(B) sei das d-dimeneionale Hausdorff-Maß dar Punkteenge

(vgl. z. e. /5/ s,. 332). 
Ist A das n-dimenaionale Lebeague-Maß, so bezeichnet ■an ait 

Md(B). limsup· gd-nA(Be) den oberen d-diaenaionalan Minkowaki­
e-o+ 

Inhalt. Auf kompakten Teiimengen K glatter d-diaeneioneler Fll-
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chen gilt Md(K) ■ СуНд(К) mit einer nur von d abhängigen Kon¬ 

stanten Cy. Im allgemeinen ist jedoch CyHy(B) < M**(B) 

(vgl. /'S/). SfC0 sei die Menge aller Radon-Maße (kurz: Maße) im 

Rn mit kompaktem Träger und ZfC(K) die Menge der nichtnegativen 

Maße, deren Träger in der kompakten Menge К enthalten sind. 

Für eine relativ abgeschlossene Teilmenge A¢(1 betrachten wir 

die gewichteten Sobolev-Räume 

Wp,loc^'A,r«) (1 < p coo. 1*0 ganz. ra reell). 

Es sei u £ Wp іос(Л,А,гл), falls für alle offenen Mengen озсеЛ 

if «И 1 - ( 'У f ІОХи(х)Ір d(x,A) *dx)P ^ oo gilt. 

Oie Gewichte sind also Potenzen der Abstandsfunktion d(x.A). 

Es gilt: Aus sA ä ra (lcU<l) folgt 

Wp,loc<n'A'3*> * ^.1ос(Л'А-га) (vgl- /V. S. 47). 

1. Potentiale aus Wp ti0C(Kn.K.r) 

Es sei L(x,*D) - 2Z aa(x)Da (aa e C°°(R")) ein elliptischer 
loci am 

Differentialoperator der Ordnung m. Sowohl L(x,D) als auch der 

formal adjunglerte Operator L*(x,D) sollen die Eindeutigkeits¬ 

eigenschaft im Kleinen besitzen (vgl. /5/, S. 169). Es exi¬ 

stiert dann eine lokal integrierbare bireguläre Fundamentallö¬ 

sung E(x,y). Bel Differentialoperatoren mit konstantsnten Koef¬ 

fizienten L(D) bezeichnet F(x) die Fundamenteilösung und F(x-y) 

spielt dann die Rolle von E(x,y). E(x,y) 1st für x / у nach 

beiden Variablen beliebig oft differenzierbar. Ober die Singu¬ 

larität bei X ■ у läßt sich die folgende Aussage machen 

(S. /5/, S. 228): 

Lemma 1: Zu jeder kompakten Menge Q c Rn und allen Multiindizes 

Л und ß existiert eine Konstante J ■ C(Q.a.ß) < oo. so daß die 
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Ungleichung 

|D*D®E(x,y)| < C|x-y|",‘n-'<tl‘lßl • (i+ |ln Ix-yl I ) 

für alle x,y £ Q gilt. Der logarithnleche Term kann weggelassen 

werden, wenn n ungerade oder n gerade und m-n-lal- Ißl < о 1st. 

Mit den Funktionen D“D®E(x,y) und einem Maß fxe. Ж^ bilden wir 

die Potentiale 

E®yu(x) . jo^E(x,y)d^(y), E6/U(x) .yO^E(x,y)d/i(y) und 

E/U(x) - jE(x,y)d yu(y). 

Die folgenden Lemmata sind in /1/ bewiesen worden. 

Lemma 2; Für jedes ju. £ Ш0 und für IclI + IB1 < m-1 gilt im 

distributionentheoretischen Sinne DttE^» E^yu. 

Lemma 3: Ist /и. e ЯKQ ein beliebiges Maß und В ein Multiindex 

mit Iß|< m-1, dann gilt im distributionentheoretischen Sinne 

L(x,D)E^/i . (-l)161^6^. 

Ist E(x,y) die Fundamentallösung eines Differentialoperators 

mit konstanten Koeffizienten, dann gelten beide Lemmata auch 

ohne die Einschränkung la.1 +lß| 6 m-1 bzw. IßJ < m-1. 

Lemma 4: Es sei О < d < n eine reelle Zahl, К £ Rn eine kompak¬ 

te Menge mit Hy(K) > 0 und в > d eine reelle Zahl. Dann exi¬ 

stiert ein nichttriviales Maß yU tOTt+(K) und eine nur von s 

und d abhängige Konstante C, so daß für alle x £ Rn 

Jlx-yl“8d ^t(y) < Cd(x,K)d_s gilt. 

Der Beweis des folgenden Lemmas 1st im Beweis von Theorem 2.5 

aue /3/ enthalten. 

Lemma 5: Es sei К C Rn eine kompakte Menge mit Md(K) « ob 

(0 £ d < n„ reell) und r > d-n eine reelle Zahl. Dann gilt 

У d(x,K)rdx « C.Sn_d+r 

Ke 
mit einer von S > 0 unabhängigen Konstanten C. 
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Es seien in folgenden p und q reelle Zahlen mit 1 < p .< oo , 

1 < q «s oo und i + i ж l. 

Satz 1: Es ее! К c. Rn eine kompakte Menge mit Hy(K) > 0 und 

Md(K) <oo (0 < d < n, reell). Weiterhin sei |ßl 6 m-1-1. Dann 
existiert ein nichttriviales Maß yu. e TtC{K) mit 

еВЛ e Wp.loc(Rn'K'ra)' 8ofern 

гл > (n-d)£ + (lcu+ I ß|-m)p im Falle Ux.1 > m-n+d-lßl und 

гл > d-n im Falle lcU< m-n+d-|ß| gilt. 

Bei Fundamentallösungen von Differentialoperatoren mit konstan¬ 
ten Koeffizienten ist die Einschränkung Iß) 4 m-1-1 nicht not¬ 
wendig. 

Beweis: 1. Wir zeigen zunächst E^ /и £. Lp loc(Rn ,K, ). Dazu 

reicht es aus zu beweisen, daß J^Eß yu(x)| pd(x,K) Kdx existiert, 

K1 
da Eß fi. außerhalb von К beliebig oft differenzierbar ist. Die 

Existenz dieses Integrals wird gezeigt, indem wir 

lim f|Eß u(x)l pd(x,K) “’dx ■ 0 beweisen. 
£-*o+ ' - 

£ 

2. Es sei IcU > m-n+d-lß|. 
Aus Hy(K) > 0 folgt die Existenz eines nichttrivialen Maßes 

/и еШ*(К) mit 

|EEya(x)| < C •Jlx-yi"-n-|al-|eld/iu(y) s C . d(x,K)l”-n"1,1|-lßl+d 

für X c Kj (die erste Ungleichung erhält man aus Lemma 1, die 
zweite aus Lemma 4). Aus Md(K) < oo ergibt sich för 0 < £ * 1 
(s. Lemma 5) 

J|Eß/u(x)|pd(x,K)r<edx < C. ( d(x,K)(ra_r”loa''ßl *d)p+ra-dx ä 

Ke Ke 
* C . £(n-n+d-1*1 -iBl)p+ra + n_d. 
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n-d > 0 gilt also Für (m-n+d-lai-|6|)p + гл ♦ 

E^^u(x)£ Lp,ioc^Rn'K,lÄ^' falle IAI >m-n+d-|6| ist. 

3. Es sei 1ЛІ< m-n+d- IB|. 

а > О sei die Zahl, für welche ІАІ <* m-n+d-IBI-2a gilt. Aus Lem¬ 

ma 1 folgt |оѴе(х,У)і ä -Sg_ 
y Ix-y) 

(ausgenutzt wurde |ln lx-yl| < —-—-). Aus Hj(K) > 0 ergibt 
|x-y| 

sich EE f± € C(Rn) (s. /1/, Satz 1), d. h.' insbesondere 

|EE /u.(x)J < C für X e K1# Man erhält 

J|E®/u(x)| pd(x,K)r“dx <s Cp. E rcL+n’d. Für rÄ > d-n ist also 

Ke 

EÜ><*> e Lp.l°c<Rn'K'r*>- 

4. Es sei loci ■ m-n+d-(ßl. 

Dann gilt |о“о®Е(х,у)! 6 -für jedes reelle а > O. 
Y |x-yl 

Daraus ergibt sich |EE ^.(x)| ^ C-d(x,K)"8. Weiter erhält man 

aus Lemma 5 

JlE® yu(x)|pd(x,K)r“dx « C •£”ap+roC+n-d. 

K£ 
Für гл > d-n+ap strebt das Integral gegen tfull. Da а >0 belie¬ 

big klein sein kann, ergibt sich die Bedingung ra > d-n. 

5. Es gilt also E* fx £ Lp. loc( Rn ,K. rÄ) für loci < 1 mit den ent- 

sprechenden r^. Aus Lemma 2 erhält man schließlich 

EV £Wp.loc<R"'K’ra>' 

Es stellt sich nun die Frage, ob die r% eventuell noch etwae 

kleiner sein dürfen. Unter anderem gehen wir Jetzt darauf ein. 
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2. Hebbarkelt von Singularitäten 

Es sei P ш P(x,D) “ У b (x)Da ein beliebiger linearer Dif- 
lST2m 

ferentlaloperator und А eine relativ abgeschlossene Teilmenge 

von fl. u gehöre einer bestimmten Funktionenklasse an,und es 
gelte Pu • 0 in fl\A. Wenn daraus Pu ■ 0 in ganz CI folgt, so 
sagt man. daß А für diese Funktionenklasse eine hebbare Singu¬ 
larität ist. 

Ober P(x.O) setzen wir folgendes voraus: 

Oie Koeffizienten b^ seien aus С°°(ДЧА). Für О * 1 < m-1 

(1 ganz) sei P(x,0) folgendermaßen zerlegt: 

P(X,0) « У Qa(x,D)Da. Oie Ordnung der Differentlaloperato- 
loTIl 

ran Q^(X.0) bezeichnen wir mit ол< Ее kann offenbar ол < m-1 

für eile oc angenommen seien 

die zu Qa(x,D) formal adjungierten Operatoren. Die Koeffizien¬ 

ten c* £ sollen der folgenden Bedingung genügen: 
Zu jeder kompakten Menge Q с Л existiere eine Konstante 
С а C(Q), so daß 

lc<*% C*)l *■c d(x.A) 
für alle X e Q gilt (sa ß reell). 

Es 1st also zugelassen, daß die Koeffizienten b^(x) sich auf 

А singulär verhalten oder verschwinden können. 

Lemma 6: Es sei К c Rn eine kompakte Menge. Dann gibt es zu 

jedem fi>0 eine Funktion e. c“(Rn) mit supp у? c K^, 

g?e я 1 in K^ und |Dayg(x)| < Cae~,CLI für alle x £ Rn. wobei Crf 

eine von £ unabhängige Konstante 1st. 

Den Beweis findet man in /3/. 

•Betz 2: Es sei u £ W( 

Л\А. 
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Weiter gelte M^(K) «e oo (0 < d <. n) für eile kompakten Mengen 

К SA. Ist für 1*1* 1 und 0/|ß| *o* 

8, - I ß| - 4 rrt n-d 
a*.ß - *“*- p r* ’ — 

und für 1*1* 1 und Iß| » 0 

i 0 

? r« 
n-d > O. a.ß p ’« ' q 

30 gilt Pu » 0 in ganz fl. 

Beweis; 1. Wir zeigen, daß unter den gemachten Voraussetzungen 

(Pu. g?) = 0 für alle Cp 6 C® (Q) ist. Oe dieses im Falle 

eupp Cp П А ■ ß tri vielerweise gilt, sei la folgenden <p6C®(fl) 

eine Funktion mit supp у n А » К / ß. Zur Abkürzung setzen wir 

euppip • S. sei die im Lemma 6 für К angegebene Funktion. 

Es gilt dann (Pu,cp) = (Pu, ^3-^) und wir zeigen 

lim (Pu. fl?« 03' ) » О. 
£-»o+ E 

2. Es sei r > 0 eine reelle Zahl mit r < d(K, @fl). Setzen wir 

К ■ Kr n A. so läßt sich zeigen, daß d(x,K) = d(x,A) für 

X e Kr gilt. 

3. Es gilt 

I (Pu.p)| -KPu.93. f£)l * f‘fe)l 

liW ,,¾ IW-.'.i.i-J'i rr£H,№ I 

лтіг~p'* м-°'тм*~г*м 
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.( / |СЛ*В(Х)1Ч •|Dfgp(x)|°l.|De-Jr® (X) |4.d(x.A)~ r0Cdx)4. 
ВПК, 

A. Aue lineup £^'n.X(K.) » Md(K) e oo und den folgt 
£—» o+ 

lin A(K ) • 0 und damit 11m Г |Dau(x)| p.d(x,A) Л dx » О 
e~>°* e e-°+snKe 
für tal w 1. 
Es bleibt zu zeigen, daß die Terme 

/ lVß(x)l4lDJ'9>(x)|q|DB-^c(x)|£' d(x.A) РГ* dx (1) 

snKe 
för £—»0 und Ittl < 1, 1 ßl 6 ол und f < ß beschränkt bleiben. 

5. Für 0 < 6 < min(l,£) gilt 

I ! =1 ß(*) |0^ф(х)|1. (x)|q.d(x.A) P^ dx 
3 

ä c./d(x,A)48a-ß"^r“.e^Hß‘)q dx 

K£ 

* c-e ■Ißlq /d(x.K)"'= ß-p~ dx . 

* ce-lßlq/d(x.K)48tt-ß‘p'rrf 
к. 

dx 6 c-e Ißlq qsoc,ß“p'roC+n-d 

Des letzte Ungleichheitszeichen folgt aus Lemma 5 und es gilt, 

wann qsg ß - ^r^ + n-d > 0 ist. Dia Terms (1) bleiben also be¬ 

schränkt, wenn für lai < 1 und О у Ißt * oa 

я("..в -‘B<- К + ^ * 0 
sowie für ictl« 1 und (Bl • 0 ' 

4(»e.ß - bz ♦ > О iet. 
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6, Es gilt also lim |(Pu,®.Q3 )| - 0, woraus (Pu,®) « 0 
£->o+ 1 

folgt. 

Wir betrachten jetzt speziell solche Differentialoperatoren 
P(x.D), für die die Koeffizienten aus C°°(Q) sind. Dann iet 

8<*,ß " 0 för lccl 4 1 und 161 6 °cr Aus Satz 2 ergibt sich, daß 

Meßbarkeit vorliegt, wenn -ол - іга + к о für solche а mit 

oCL> 0 und —гл + =» о für jene л mit ол » 0 gilt. Oeder Dif¬ 

ferentialoperator P(x.O) läßt sich beispielsweise so zerlegen, 
daß 

°ct 4 m-l-(l-lttl) « m-21+lou für m-21+la|>0 
und 

°* " 0 für m-21+hzl 4 0 gilt. 
Aus Satz 2 erhält man dann die 

Folgerung: Es gelte Md(K) < со für alle kompakten Mengen К S A. 
Dann ist А für Differentialoperatoren P(x.o) mit Koeffizienten 

aus C°°(fl ) bezüglich ^oc(fl ,A,ra) eine hebbare Singularität, 
wenn 

ra i‘ (n-d)£ - (m-21+lal)p für Ia.1 > 21-m 
und 

< (n-d)£ für letJ i 21-m gilt. 

Für Ілі » 1 muß also insbesondere гл i (n-d)£ - (m-l)p gelten. 

1st aber r^ > (n-d)£ - (m-l)p für іаі = 1 und weiterhin b«-ntd, 

во braucht keine Meßbarkeit vorzuliegen. Ее existiert denn näm¬ 
lich nach Satz 1 für elliptische Differentialoperatoren L(x,D) 

ein Potential Eyu. e WjJ loc(Rn,K,rÄ) mit supp уц « K, für des 

LE yu» 0 in Rn\K, aber LE^u» yU / О im ganzen Rn gilt. (Voraus¬ 
gesetzt werden muß natürlich, daß für die anderen r& die Bedin¬ 
gungen aus Satz 1 gelten.) 

Umgekehrt braucht^ es auch keine Potentiale Eyttaue 

Wp.loc<R"-'<'r-a> ZU 9®ben‘ "enn r* 4 (n_d)q + (1-m) für |*| 4 1 

1st. Gelten nämlich für die anderen ra die Einschränkungen aus 



der Folgerung zum Satz 2, so würde sich aus Eyu. e W* loc(Rn,K,i^) 

wegen LEyu.» 0 ln Rn \ К nach eben dieser Folgerung und Lemma 3 

LEjU» fi » О ergeben. 

3. Verallgemeinerte Hebbarkelt von Singularitäten 

Gehört u einer bestimmten Funktionenklasse an, gilt Pu » 0 in 

ЛЛ А und 1st А keine hebbare Singularität für diese Funktio¬ 
nenklasse, so ist Pu eine auf А konzentrierte Distribution, In 

solch einem Fall wollen wir das Verhalten von Pu auf А näher 

charakterisieren. 

Definition: 1. Ck(А, П ) - {<f £ c“ (П ) : DKp|A - 0 für lou t k} 
2. Nk(A.fl) - {f€0'(fl): (f. <p) - О für alle $> s Ck( А, П)}. 

Unser Anliegen besteht nun darin, im Falle der Nichthebbarkelt 

der Singularität eine möglichst kleine ganze Zahl k derart an¬ 

zugeben. daß Pu c Nk(A,Q) gefolgert werden kann. Wenn also 

(Pu,^) - О für alle (p & Ck(A,Cl) mit einem gewissen k gilt, 

wollen wir sagen, daß dann А eine verallgemeinerte hebbare Sin¬ 

gularität der Ordnung k ist. 

In Spezialfällen 1st ohne Schwierigkeiten eine befriedigende 

Charakterisierung der Elemente von Nk(A,il) möglich. Es gilt 

belsplesweise im Fall А » £zQ} (г0«.П) 

VKbft) - if: f “ C*D40- c Ku¬ 

weiter kann man folgendes zeigen: 

Ist 1 tf s ä n-1 eine ganze Zahl, ß « (0.0, в8+і®*n 

Multiindex mit |ß|ä 1,0/ fl € Ш(к) ein Maß sowie 
К c R* X Ю1, dann gilt 

DV*NLB|-1<K-Rn>- (2) 

Lemma 7; (s. /2/) Es sei К С А eine beliebige kompakte Menge. 

Dann existiert zu jedem (р£Ск(А,Г1) eine von x e. Rn unabhän¬ 
gige Konstante C, so daß 
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|oB<p(x)|* c.d(x,K)k+1"|ß* für alio X e Kj gilt. 

Satz 3: Es sei u e Wp loc(.Q >А*ГЛ) eine Funktion alt Pu • О ln 

П\ А und für alle kompakten Mengen К в А gelte Md(K) < oo. 

let für loUf 1 und Ißl 4 k+1 

»d.ß, * k+l-IBl- irÄ + Sil >0 

sowie für |л|< 1 und |ß) > k+1 

Vß + k+1*|ßl_ £rd + k 0' 

dann gilt Pu e. Nk(A,fl). 

Beweis: 1. Es 1st (Pu. g?) ■ 0 für Jedes Cp e. C^(A,fl) zu bewei¬ 
sen. Oer erste Tell dee Beweises verläuft geneueo wie die Punk¬ 

te 2., 3. und 4. des Beweises von Satz 2. Es ist noch zu zei¬ 

gen, daß die Terme (1) unter den gemachten Voraussetzungen für 

E —» 0+ beschränkt bleiben. 

2. Es sei zunächst Ißl4 k+1. Aus Lemma 7 ergibt sich 

|0y<J>(x)|< C.d(x,K)k+1_iyi . 

Man erhält dann für О <£ 4 mln(l,£) 

/ lC*Vx>l4- l°V9J(x)l4, |Dß'y9P£(x)|4*d(x.A) pPctdx 
SO Kg 

4 c;d(x.K)^"A.^"-^.6"^-^'^d(x.^^dx 

< C£(l/l -КИЯ Ч(вл>в+к+1-.Г.-±г4)+п-" 

Oie letzte Ungleichung folgt aus Lemma 5 und gilt für 

q(sa ß+k+l-iyi- ira) ♦ n-d > O. Die Ungleichung muß für alle 

у mit у 4 ß gelten. Man erhält also die Bedingung 

q(s*,ß+k+1"'ß'"Fr«-) * n_d > °* 

3. Ее eel Jetzt |ßl> k+1. Aus Lemma 7 kann man 

ІО^ф(х)| 4 C"£k+1-'^ folgern. Man erhält für 0 <64 mln(l.g) 
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/ lca,ß(x)l4' (D^Vtx)!4- !Dß"yg>e(x)|q-d(x.A) pl"a dx 

K£ 1 

,g(k*l_iyi ).q.g(,yi -IBI )q 4 C 

sn к 

< c-£q(k+1~ lßl ^ £4(S“,ß рГ<Іі) П d für q(s* ß-^Пі) + n-d > 0. 

Somit erhalten wir die Bedingung 

q^g+k+l-lßl-ir^+n-d ^ 0. 

Betrachten wir jetzt wieder Differentialoperetoren P(x,D) mit 

Koeffizienten aus С°°(П). die zerlegt sind wie im Anschluß an 

den Beweis von Satz 2, so erhält man die 

Folgerung; Es gelte Md(K) < oo für alle kompakten Mengen К s A. 

Dann 1st А für Differentialoperatoren P(x,D) mit Koeffizienten 

aus c“tO.) bezüglich W* loc(f2 ,A. ra) eine verallgemeinerte Sin¬ 

gularität der Ordnung k, wenn 

ra 4 (n-d)£ + p(k+l-m+21-l«.|) für |л|> k+l-m+21, (3) 

<. (n-d+ p(k+l-m+21-(oÜ) für 21-m < loci 4 k+l-m+21, (4) 

r^ < (n-d)H + p(k+l) für 21-m а ІЛІ (5) 

gilt. 

Für ІЛІ « 1 muß also insbesondere r^ 4 (n-d)£ + (k+l-m+l)p 

(für k+1 < m-1) bzw. гл <(n-d)£ + (k+l-m+l)p (für k+1 & m-1) 

gelten. let aber ra > (n-d)£ + (k+l-m+l)p für ІЛ1« 1 und wei¬ 

terhin 1 > m-n+d-(k+l), so braucht keine verallgemeinerte Sin¬ 

gularität der Ordnung к vorzuliegen. Dieses ergibt sich wie 

, folgt aus Satz 1: 

Ее sei К c R8 X (DJ (1 f s <n-l) eine kompakte Menge mit 

Hd(K) > 0 und Md(K) c oo. ß sei ein Multiindex mit |ßl» k+1 und 



ß = (0,....0. ßs+1.ßn). Für elliptische Differentialopera¬ 

toren L(x,D) existiert dann ein Potential Eßyii £ W* іос(КП.К, ra) 

mit supp/u. fi K. Es gilt LEß^t = 0 in Rn\ К, aber nach Lemma 3 

und (2) LE fx = (-I)* 0 fx (K,Rn). (Bei Differentialoperato¬ 

ren mit variablen Koeffizienten ist dabei Ißl £ k+1 £ m-1, 

d. h. k ^ m-2 vorauszusetzen. Weiterhin sind natürlich für die 

anderen гд die Bedingungen aus Satz 1 zu fordern.) 

Umgekehrt braucht es keine Potentiale Eßyu aus 

№р,1ос(кП'к,га) zu Geben, wenn r^ S (n-d)£ + p(l-m+k+l) für 

ІЛ.І » 1 ist. Für die anderen rÄ sollen die Bedingungen (3), (4) 

und (5) gelten. Wir nehmen an, daß ein О / /и e. НКЦ К) 

(К с. R8 X £о}) mit е Wp,loc(Rn'K-r«.) 

(|ß|= k+1, ß » (0.0, ßs+1,... ,ßp)) existiert. Es gilt 

0 in Rn \ K. Aus der Folgerung zu Satz 3 ergibt sich 

LEßyU £ Nk(K,Rn). Andererseits gilt LEßyu - (-1)1 ßl • Dßyu^Nk(K.R0). 

Aus diesem Widerspruch folgt die Nichtexistenz derartiger 

Potentiale. 
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Lothar Berg 

Lösung von Funktionalgleichungen mit Hilfe innerer Inversen 

In seiner Arbeit /2/ gibt I. Fenyö im Zusammenhang mit gewissen 
Approxi■ationssätzan von D. H. Hyers fOr Funktionaloperatoren 
mit zwei unabhlngigen Variablen innere Inversen an, ohne auf 
ihre Konstruktion einzugehen. In dar vorliegenden Arbeit soll 
gezeigt werden, daß diese inneren Inversen Spazialfille der in 
/1/ konstruierten verallgemeinerten Inversen sind. Dadurch er­
hält man die Möglichkeit, weitere Funktionalgleichungen in ana­
loger Waisa_zu lösen. Wir beschränken uns dabei auf die foniala 
Saite dar Konstruktion, ohne auf Konvergenzfragen einzugehen, 
die eich anschließend an Hand der expliziten Darstellungen der 
inneren Inversen laicht klären lassen. Lösungen linearer Funk­
tionalgleichungen mit einer unabhlngigen Variablen mit Hilfe 

von Rachtsinversen findet man bei u. Schmit /4/. 

1. Dia Beispiele von I1 Fenyö

In /2/ warden in abgaändartar Bazaichnungewaisa die .beiden 
d11rch 

A1x(e) • x(e) + x(t) - x(e+t), A2x(s) • x(a) - 2x(e+t) + x(s+2t)

daf1n1artan Funktionaloparatoren A1, Az betrachtet, wobei s,t 

Elemente eines Module sind und die Funktion a-x(s) diesen Mo­
dul in einen B&nachrau■ abbildet. ·von den durch 

m m 
x1f(s,t) • � z-i-1f(2is,2is), x2f(s,t)• -� 2-i-1f(o,2ia)

f:-ö f:-ö 
definierten Operatoren Xk' k • 1, 2, wird dort gezeigt

'. 
daß aie

innere Inversen der zugehörigen Operatoren Ak sind, d. h., d·ia
Eigenschaft �Xk� • Ak besitzen. Die• bedeutet (vgl. etwa /1/). 

daß die Gleichung �x(a) • f(e,t) unter einer laicht angebbaren 
Lösbarka.itsbadingung die spezielle Lösung x(a) • Xkf(a,t) be­
sitzt, und die allgemeine Lösung iat auch sofort angebbar. 
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Oie zugehörigen Projektoren X.A. lauten nach /2/ bei Anwendung 

auf x(a) 

oo 
XiAiX(s) - 2"1 (x(21s)-|x(2i+18)). 

XgAgX(s) . -x(o) + X^xCa). 

Bei Einschränkung auf beschränkte Funktionen x(s) ist X^A^ der 

identische Operator I und daher X^ sogar eine Linksinverse von 

A^. Ist aber beispielsweise die identische Funktion x(s) « s 

zugelassen, so ist X^A^s • О für к • 1,2, und die inneren Inver¬ 
sen Xk sind keine Linksinversen. 

2, Konstruktion innerer Inversen 

In /1/ wurden in Anschluß an G. Maeß /3/, wo der Fall der Ma¬ 

trizen behandelt wird, für Operatoren zwischen allgemeinen Ll- 

aeeräumen, die speziell auch Banachräume sein können, verallge¬ 

meinerte Inversen durch explizite Reihenentwicklungen konstru¬ 

iert. Weitergehende Untersuchungen dazu findet man bei 

D. Schott und w. Peters /5/. Bei Weglassung der genauen Voraus¬ 

setzungen hat man dabei folgendermaßen vorzugehen: 

Man multipliziere eine gegebene Operatorgleichung 

Ax ■ f 

mit einem geeignet zu wählenden Operator B/0, so daß nach 

Einführung der Bezeichnung 

T » I - BA 

die Gleichung 

X • Tx + Bf 

entsteht, und betrachte das zugehörige Iterationsverfahren 

xn ш Txn-1 + Bf 

für n - 1, 2, ..., das nach Wahl eines Startelementes xQ 

n—1 

liefert. Unter gewissen Voraussetzungen existiert dann der 

Grenzwert 
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oo 

und 1st eine innere Inveree- von A. Oer zugehörige Projektor XA 
lautet 

XA - I - T00 

"it T00 - lim Tn. 
n-»oo 

3. Anwendung auf Funktionalqleichunaen 

Oie Ausführungen aus Abschnitt 2 sollen jetzt auf die Operato¬ 

ren A » Ak aus Abschnitt 1 engewendet werden. Für die Operato¬ 

ren Ѳ ■ wählen wir 

Bjffs.t) - pf(s.s). B2f(s.t) . £<f(o,o) - f(o.s)). 

Denn lauten die zugehörigen Operatoren T ■ ' 

TjXfs) . £x(2s), T2x(s) . |(x(o) + x(2s)) 

und ihre Potenzen 

TJx(e) -iTx(2is), т|х(е) - x(o) + iT(x(2is) - x(o)). 

-so'daB wir aus 

І ** 
im Fall к ■ 1 sofort die vorhergehende Darstellung für X^ 
und im Fall к » 2 

' “2. 
X2f(s,t) - f(o.o) - y_ 2’i'1f(o,2is) 

i*o 

erhalten. Bis auf die konstante Funktion f(o,o). die la Null¬ 

raum des Operators A2 liegt und daher auch weggelesean'werden 

kann, ohne die Eigenschaft von X2< innere Inveree von Ag zu 

sein, zu verletzen, 1st auch dies wieder das weiter oben ange¬ 

führte Ergebnis aus /2/. 

Bei allgemeinen linearen Funktionalgleichungen mit Operatoren 

der Form 
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Ах(в) ,t) ' 

wobei und t Vektoren 

°i ° ^cll’***,cim)’ 1 = (*1.*т^Т 
und die ajL, b^ und c^j konstante Koeffizienten sein mögen, kann 

man analog Vorgehen, indem man für В den Ansatz 

Bf(e, t) y,s) 

mit )T macht und die Konstanten a^, ßt und 
j bei möglichst kleinem к in nicht trivialer Welse so be¬ 

stimmt, daß die Folge TnB gegen den annullierenden Operator 

strebt. 
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Dieter Schott 

Annulatoren und Dualitätssätze 

Zusammenfassung 

In· der Funktionalanalysia· spielt der Annulatorbegriff eine 

wichtige Rolle (siehe etwa /6/, /3/ /1/). Im ersten Teil der 
Arbeit werden Annulatoren von Durchschnitts- und Vereinigungs­
mengen in linearen Räumen, in Banach- und in Hilbert-Räumen be­
stimmt. Von besonderem Interesse ist dabei der Spezialfall, daß 
die Mengen aus Nullräumen oder Wertebereichen von Operatoren 
gebildet werden. 
Im zweiten Teil der Arbeit werden diese Ergebnisse zur Aufstel­
lung von DueJlitätssätzen benutzt. Insbesondere kann man Ausea-' 

gen aus /5/, dia bei der Konvergenzuntersuchung von Iterations­
verfahren von Bedeutung sind, durch Dualitätsbetrachtungan ge­
winnen. 

1. Annulatoren von Durchschnitts- und Vereinigungsmengen

Die Untersuchungen lassen sich für lineare Räume und Banach­

Räume parallel führen, wenn man die Bezeichnungen jeweils ge­

eignet interpretiert.' 
Es sei X ein l_inearer �aum (ein Banach-Raum). und X' sein alge- · 
braii;_cher Dual raum ( topologischer Dual raum, versehen mit der 
starken' oder der schwachen' Topologie). Unter einem Teilraum 
von X bzw. X' vers·tehen wir eine lineare (lineare und abge­

schlossene)" Teilmenge. Für die lineare ( abgeschlossene li'neare) 

Hülle einer Teilmenge M von X bzw. X' verwenden wir die Abkür- · 
zung �(M). Dabei vereinbaren wir .C(�) • {O}. 

Definition 1,1: Es sei E 9 x. Dann heißt die Menge 

0E , .. {f E x·lVxcE: <f,x> .. o} (0 � :• X')
elgebraiecher ( topologischer) Annulator von E in X'� 
Ee sei F � x•. Dann heißt die Menge 
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F° := (x e X I Vf 6 F: <f,x> = 0} (P° := X) 

algebraischer (topologischer) Annulator von F in X 

(siehe z. B. /6: S. 48 - 49, S. 224 - 225/, /3: S. 108 - 109/, 

/1: S. 101/). 

Die folgenden Aussagen sind im wesentlichen bekannt bzw. leicht 

einzusehen (vgl. etwa /6: S. 48 - 50, S. 224 - 225/). 

Lemma 1.2: Es seien E,E^,E? Teilmengen von X. Dann gilt 

a) E1 E e2 =Ф °E2 £ . 

b) °E = °«C(E) = /(°E) , 

c) (°E)° = /(E). 

Es seien F,F^:,Fg Teilmengen von X'. Dann gilt 

d) F1 E F2 =» F2° 6 Fl°, 

e) F° = /(F)° = £(F°) = (°(F°))°. 

f) °(F°) - oC(F) , °(F°) = /(F)** /(F) Annulator in X'. 

Bemerkung 1.3: Wir betrachten die Gleichung 

°(F°) = eC(F) (F S X' ). (1.1) 

a) Für bestimmte Räume X.X' genügen nicht alle Mengen F der 

Beziehung (1.1) (siehe /6: S. 51 - 52, S. 225/). 

b) Für algebraisch (topologisch) reflexive Räume X ist (1.1) 

stets erfüllt (siehe /6: S. 45, S. 51, S. 227/). 

c) Für Banach-Räume X fällt °(F°) mit der schwach' abgeschlos¬ 

senen linearen Hülle von F zusammen (siehe /3: S. 109/). 

Daher gilt (1.1) stets, falls man X' mit der schwachen' To¬ 

pologie versieht. 

Wir bezeichnen die Menge °(F°) S x' künftig mit «f (F). Es zeigt 

sich, daß die Operation £' ähnliche Eigenschaften besitzt wie 

-die Operation X. Zum Beispiel findet man 

F0 = X (F) °, /'(/'(F)) = /'(F), °E - /'(°E). 

Später werden weitere Analogien angegeben. Außerdem ist 

•Г (/(f)) я/(/' (F)) « /'(F). 
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Wir kommen nun zum zentralen Satz dieses Abschnitts. 

Satz 1.4; Es sei (E^) eine Folge von (nichtleeren) Teilmengen 

aus X. Dann bestehen die Relationen 

a) °ПЕп э 0 OoC(En) =,£•( U °En), 

°OEn =^‘(U°En)^ П*С(ЕП) =оС(ПЕп). 

b) ° U En = °U«C(En) =«C*( П °En) = л °En. 
n n n n 

Es sei (Fn) eine Folge von (nichtleeren) Teilmengen aus X'. 

Dann bestehen die Relationen 

c) (ПЕП)° * ( ПГ (FJ)° =oC(UFn°). 

ing0 ■ л üf„°)ö n/(f„) = лгірп), 

d) ( у = I LJUC'(Fn))° =ЛПЕП°) = ПЕП°. 

Beweis: '.Vir leiten zunächst eine Reihe von wichtigen Beziehun¬ 

gen her, deren Kombination dann unmittelbar alle Behauptungen 

des Satzes liefert. 

1) Ein beliebiges Funktional f aus lin °En besitzt die 

Gestalt n 

m 

f = > ,ß,f4 (ß. Skalare, f, ё °ЕЛ , n. natürlich). 
T^o 1 1 1 1 n± 1 

Daher erhält men für jedes x 6 En S En (i=0,1,,., ,m) 

m 

<f ,x> = ß. <f. ,x> = 0. 
TZ5 1 1 

Somit stammt f aus °П En, und es gilt 

IIP и °E. : ° n E.. 

Aufgrund von (°r\ En) = 0 П En (siehe Lemma 1.2) entsteht 

daraus 
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(1.2) x-(U\) e °mn, 

(\J°En)° - («£“( и °En))° Э (° П en)° э<£(ПЕп)- (1.3) 

Setzt man in (1.3) speziell ER = Fn°, so gewinnt man unter Be¬ 

achtung von Lemma 1.2 

( LJ Fn>° - ( U^(Fn))° «Д nFn°) = nFn°. (1.4) 

Ähnlich wie (1.2) und (1.3) zeigt man 

Л у Fn°) S ( nFn>°. (1.2') 

°( U Fn°) 3 «C'( Л F„). (1.3') 
n n 

Mit Fn ■ °En ergibt sich aus (1.3') und Lemma 1,2 

°у Епі°ш(д ^'(ri\) э n°En. (1.4-) 

2) Sei f ein beliebiges Funktional aus °(J E^. Dann folgt für 

jedes n n 

<f-xn> = 0 (Vxn £ En). 

Des bedeutet aber f £ °En (Vh) bzw. f £ Л °En. Daher ist 

° У En 5 0 °En’ (1.5) 

Entsprechend beweist man auch 

( у Fn)° S nFn°" (1.5') 

Für En а Fn° erhält man aus (1.5) 

°( У Fn°) « nr (F„). (1.6) 

Für Fn • °En nimmt (1.5') die folgende Gestalt an: 
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(1.6-) ( и °Е )° * П(°ЕП)° 
п п 

ПЛЕп). 

3) Durch Zusammenfassung von (1.4) und (1.5’) sowie von (1.4") 

und (1.5) gelangt man zu den Behauptungen d) und b). 

Setzt man in (1.2) für En speziell £( En) ein, entsteht 

° П «C( Ep) s «Г ( U °oC(En)) = /■( U °En). 
n n n 

Aus (1.6") gewinnt man andererseits 

£■( u °En) - °плд. 
In Verbindung mit (1.2) ergibt sich daraus der erste Teil 

von a). Die Gleichung ° П ER = <C' ( U °En) zieht sofort die 

Gleichung «£( О En) = ( U°En)° nach sich. Mit Hilfe von d) be- 
n n 

kommt man schließlich ( U°En)° = Г)*С(ЕП). 
n n 

Da wegen (1.3) und (1.6') 

Л П E ) s ( U °En)° e ПЛЕ„) 
n n n 

gilt, führt die Beziehung «C( Г) En) 

( U °En)° = Л П En). Das bedeutet 

= n«C(E„) 
n 

aber auch 

auf 

Л ( n °En) = °aC[ П Ед)" = 0 П En. 

Analog zeigt man die Behauptung c) unter Verwendung der Bezie¬ 

hungen (1.2'), (1.6), (1.3') und b). 

Bemerkungen: Wie man schon an einfachen Beispielen sieht, sind 

die Bedingungen f~]aC(En) “ «C( П En) und О cC'(pn) = «£'( П pn) 

nicht automatisch erfüllt. Damit lassen sich die Enthalten- 

Seins-Relationen in a) und c) nicht durch die Gleichheits- 

Relationen verschärfen. 

Die Operation <£' spielt in X' die gleiche Rolle wie die Opera¬ 

tion oC in X. Für reflexive Räume X oder auch bei Benutzung der 

schwachen' Topologie für X' kann man durch ^ersetzen. 
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Zwischen beiden Operationen gibt es schließlich eine Reihe wei 

terer Gemeinsamkeiten. Zum Beispiel gilt offenbar 

«C(OFn) е£(ПХ(Fn)) . n-C(Fn), ' 

X(F„> = Fn(Vn)-*.„C(riFn) = n«C(Fri) = ПРп, 

<f(UFn) -X(U<C(Fn)) а yX(Fn). 

Diese Relationen bleiben richtig, wenn man £' anstelle von £ 

wählt. 

Folgerung 1.5: Für eine Folge (F ) von (nichtleeren) Teilmenge 

aus X" ist 

■> X" ( П F„) * £( nX(Fn)) - ПХЧР,,), 

X'(Fn) - Рп(Ѵп)4,{'(Лд ' nr(F„) = r>Fn. 

b) X'(yFn) - X'(U/-(Fn)) а UX‘(Fn). 

Beweis: Aus Satz 1.4c) bekommt man 

£'( r|Fn) fiX-( nx-(Fn)). , 

Mit En ■ Fn° entnimmt man Satz 1.4b) 

ХЧПХЧРп)) " n<T(Fn). 

Daraus resultiert die Behauptting a). Satz 1.4d) und Lemma 1.2 

liefern unmittelbar die Behauptung b). 

Wir betrachten nun zwei lineare Räume (Banach-Räume) X.Y mit 

dem gleichen Skalarkörper. Die Menge L(X,Y) bezeichne den Raum 

der linearen (linearen und stetigen) Operatoren von X in Y. 

Der Operator A‘ e L(Y',X') sei der zu А e L(X,Y) algebraisch 
(topologisch) duale Operator. Das folgende Lemma enthält be¬ 

kannte Zusammenhänge zwischen Wertebereichen und Nullräumen 

von А und A1 (siehe etwa /6: S. 52-53, S. 226/. /3: S. 112/, 

/1: S. 15/). 

Lemma 1.6: Es gilt 

a) °R(A) . N(A'). b) °N(A) . X'(R(A')), 

C) R(A-)° . N(A) , d) N(A' )° - X(R(A)). 
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Bemerkungen: Es ist offenbar für lineare Räume «C(R(A)) ■ R(A), 

für Banach-Räume .C(R(A)) = R(A). Weiterhin gewinnt man aus dem 

Lemma sofort «C'(N(A')) я N(A’). Für Banach-Räume ergibt sich 
außerdem 

/'(R(A')) = R(A') Ф*/(R(A')) = R(A') **/(R(A)) = R(A) 

(siehe /3: S. 115/). 

Oetzt kann man Satz 1.4 auf den Fall anwenden, daß die Folgen 

(En) und (Fn) aus Nullräumen oder Wertebereichen von Operatoren 

bestehen. 

Folgerung 1.7; Es sei (An) eine Folge von Operatoren aus L(X,Y). 

Dann gilt 

«О °Л N(A ) = ^'(U R(A: )). 
n n n 

b) 0 П R(An) 3 °n/(R(An)) =j!'(Un(a:)), 
n n n n 

O) °U N(An) = °^( у N(An)) = П «C' (R( Ай )) • 

d) °U R(An) = °£<. U R(A )) - nN(A^). 
n n n 

e) ( П N( A^ ))° = Jt( у R(An)), 

f) ( П R( А" ))° Э ( П «£' (R( A' )))° =/(U N(A )). 
n n n 

9) ( U N(A^ ))° - («C'( UN(A^ )))° - n^(R(An)), 

h) ( у R(A; ))° = U-( у R( A^))° = r|N(An). 
Beweis: Mit Hilfe von Satz 1.4a), Folgerung 1.5 und Lemma 1.6 

gewinnt man 

0r)N(An) = °n/T(N(An)) = £' ( U °N(An)) - /'( UZ'(R(A'))) 
n n n n 

= «£•( U R(A^)), 
ra 

°n«(An) >°n«\,)) = dC-( U °R(An)) - «Г ( U N(A„)). 
n n П n 
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Unter Beachtung von Satz 1.4b) und Lemma 1.6 ergibt sich 

°U N(An) = °£{ U N(An)) = n°N(An) - n^(R( a;)). 

0 U R(An) a °*C( U R(An)) = n°R(An) - ПЧА' ). 

Die restlichen Behauptungen lassen sich entweder unter Verwen¬ 

dung von Satz 1.4c), d) und Lemma 1,6 oder direkt aus a), b), 

c), d) unter Berücksichtigung von Lemma 1.2c) herleiten. 

Bemerkungen: Nach Satz 1.4 steht in b) genau dann überall das 

Gleichheitszeichen, wenn die Bedingung 0«C(R(An)) ■*C( Л R(An)) 

vorliegt. Für lineare Räume ist diese Bedingung stets erfüllt, 

für Banach-Räume zumindest dann, wenn sämtliche Wertebereiche 

R(An) abgeschlossen sind. 

In f) steht zum Beispiel überall das Gleichheitszeichen, wenn 

die Wertebereiche R( ) Annulatoren in Xj* sind. 

Wir gehen nun kurz auf den Fall ein, daß X und Y Hilbert-Räume 

sind. Bekanntlich 1st jeder Hilbert-Raum X isomorph und isome¬ 

trisch zu seinem Dualraum X’. Insbesondere ist X daher reflexiv, 

so daß die Operation «f‘ durch die Operation «C ersetzt werden 

kann. Bettet man X' auf natürliche Welse in X ein, so fallen 

für Mengen E S X die Annulatoren °E und E° zusammen, wobei 

Funktionalwerte <f,x> in entsprechende Skalarprodukte überge¬ 

hen. An die Stelle der Annulatoren tritt das orthogonale Kom¬ 

plement 

ЕХ := {y 6 X|Vx e E: (y,x) =0}, 
für das speziell 

X = «C(E) 0 e\ (eV , ДЕ) 
gilt. Der Satz 1.4 geht damit in folgenden Satz über, der für 

eine Folge (En) von Teilräumen schon in /4/ bewiesen wurde. 

Satz 1.8: Es sei (En) eine Folge von (nicht leeren) Teilmengen 

ays X. Dann bestehen die Relationen 

а) (Пд1 * (П/(Еп))1 -dC( у ф. 

b) ( U еп)А . 
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Für zwei Hilbert-Räume X,Y ist der duale Operator A' £ L(Y‘,X‘) 

unitär äquivalent zum adjungierten Operator A*£L(Y,X), Daher 

ergibt sich aus Lemma 1.6 

R(A)^ = N(A*). N(A)X = R(A*), / 

R(A*)A = N(A). N(A*)^ = Щ"АJ 

(vgl. auch /6: S. 250/). 

Weiterhin bleiben die Aussagen von Folgerung 1.7 richtig, wenn 

man die dualen Operatoren durch die adjungierten Operatoren er¬ 

setzt. 

2. Dualitätssätze für Zusammenhänge zwischen Operatorgleichun- 

gen und Mengenrelationen_ 

Gegeben seien zwei lineare Räume (Banach-Räume) X,Y mit dem 

gleichen Skalarkörper. Wir betrachten nun bestimmte Aussage¬ 

mengen für Zusammenhänge zwischen Operatorgleichungen und Men¬ 

genrelationen. 

Definition 2,1: Es sei Z die Menge aller Aussagen, die nach¬ 
stehende Bestandteile enthalten: 

a) Relationen E^ = Eg. E^ S Eg zwischen Teilräumen E^.Eg von X 

bzw. Y, 

b) Operatorgleichungen A = В für Operatoren A,B aus L(X,Y), 

c) logische Ausdrucksmittel. 

Es sei 2' die Menge aller Aussagen, die nachstehende Bestand¬ 

teile enthalten: \ 

d) Relationen F^ = Fg, F^ £ Fg zwischen Teilräumen F^.Fg von X" 

bzw. Y" , die Annulatoren sind (F^ = <C’(F1), Fg = «f'(Fg)), 

Q) Operatorgleichungen A" = 8' für duale Operatoren A*,B* aus 

L(Y-,X'), 

f) logische Ausdrucksmittel. 

Den Aussagen zeZ werden auf natürliche Weise Auseager z' € Z’ 

Zugeordnet und umgekehrt. 

Definition 2.2: Eine Aussage z' e Z' heißt dual zu einer Aus¬ 
sage z c Z. wenn sie aus z durch die Ersetzungen 

E1 = Eg 

entsteht. 

%■ E, £ Eg 
59 



Eine Aussage z £ 2 heißt dual zu einer Aussage z’ e. X.' .wenn eie 

aus z' durch die Ersetzungen 

F1 ■= F2~* Fl° = F2°' F1 - F2~* F2° - Fl°• A' - Ѳ' -» A - В 
entsteht. 

Wegen E =«C(E) und F = £' (F) ergibt die Dualaussage einer Dual¬ 

aussage stets wieder die ursprüngliche Aussage, so daß die 

Dualitätsbeziehung symmetrisch ist. 

Aufgrund von Lemma 1.2 erhält man unmittelbar 

Lemma 2.3: Es seien E^,E2 Teilräume yon X oder Y. Dann gilt 

E1 ° E2**°E1 = °E2- E1 e E2**°E2 S °E1- 

Es seien F^.Fg Teilräume von X' oder Y‘ mit F1 а 

F2 = cC* (F2). Dann gilt 

F1 = F2<» F1 F2°, F, G F2«»F2° = F^°. 

In Verbindung mit Lemma 1.6 und Folgerung 1.7 entsteht daraus 

Folgerung 2.4: Für Operatoren P € L(X,X), Q * L(Y,Y) und eine 

Folge (An) von Operatoren aus L(X,Y) ergibt sich 

a) f(R(P)) = n»(An)«N(P')J^(U«(A;)), 

b) <C(R(P)) - Л N(An)^N(P‘) efdjRfA;)), 

C) N(Q) в /( UR(.An))<r*£'{R(Q-)) - Л N(A; ), 

d) n(q) »Д üR(An)).<*£'ir(q-)) 6 л«(а;і. 

Bemerkungen: Wegen ,C(0N(An)) ” flN(An) und £ (N(P‘) ) = N(P’) 

ist 

/<R(P>) 6 n.N(An)4-fc. R(P) e r)N(An), 

N(P') * £( UR( a; ))4=*N(P') э V R(An ). 
n n 

Aufgrund von ,£(N(Q)) =N(Q) und £ ( Л N( A‘ )) = fl N( ) 
n " n n 

bekommt man 
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N(Q) u R(An))<=»N(Q) а UR(An). 
n n 

X'(R(Q')) fi nN(A;)^R(Q') eHN(A^) 
n 

Leicht einzusehen ist auch 

Lemma 2.5: Es seien A,B zwei Operatoren aus L(X,Y). Denn gilt 

А = В^фА' - В*. 

Die Lemmata 2.3 und 2.5 führen offenbar zu 

Satz 2.6: Eine Aussage z £ 2 ist genau dann wahr, wenn ihre 
Dualaussage z'£ 2' wahr ist. 

Mit Hilfe von Lemma 1,6 und Folgerung 1,7 kann man daraus eine 

ganze Reihe von speziellen Äquivalenzaussagen gewinnen. 

Wir wenden uns jetzt noch einer bestimmten Teilmenge von Z zu. 

Definition 2.7 : Es sei ZQ(T) die Menge aller Aussagen aus 2. 

mit den nachstehenden Eigenschaften: 

(81) Die Operatorgleichungen haben die Produktform 

(82) Die Teilräume werden in Abhängigkeit von den Operatoren 

Ain (i=l,2,.,.,mn; n=0,l,2,...) gebildet 

(83) Es ist eine Transformation T erklärt, die den Operatoren 

Ain duale Operatoren 

dukte В 

derart zuordnet, daß die Pro¬ 

einen Sinn haben (Verknüpfbarkelt) und zu L(Y',X‘) gehören. 

(84) Ersetzt man bei der Teilraumbildung die Operatoren Ain 

durch die Operatoren B£n , so liegen die Teilräume im 

Dualraum X' bzw. Y' und sind Annulptoren. 

(85) Ersetzt man in den Aussagen die Operatoren Ain durch die 

Operatoren B^n , so gehen wahre Aussagen wieder in wahre 

Aussagen über. 

Bemerkung: Die Produktdarstellung der Operatorgleichungen ist 

im allgemeinen nicht eindeutig. Für eine konkrete Aussage z 6 Z 
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kommt es darauf an, nach einer geeigneten Produktdarstellung 

und einer geeigneten Transformation T zu suchen, so daß 

Z e Z0(T) gilt. 

Satz 2.8: Die Aussage 

a) AlnA2n,*'Alnn “ Aln+l,nAln-r2,n**'Amnn (V ")*■*■ 

El^Alo" • • ,Ain" • •) = E2^A1o.Ain"") 

aus Z0(T) zieht die Aussage 

b) Blnn"'S2nBln = Bmnn*--Bln+2,nBln+l,n (*")<=> 

El(Bio"""Bin"")° “ E2^ВІо' 'Bin'* •' ) 
nach sich. 

Beweis: Aus a) folgt nach Voraussetzung 

BinB2n—Binn ■ %+1.п%+2.п'-\п (V 

El(Bl0""'Bin"") ■ E2^Bio.Bin 

let "«9*n Bi„S-2n*”Binn • (%n--B2nBln)' und 

V,nV,n-B;nn ■ (e«nn*-Bln+2.nBVl.n)’ eine Au89e9e 

aus 2'. Die dazu duale Aussage hat die Gestalt b). Aus Satz 

2.6 ergibt sich die Behauptung. 

Wir betrachten nun speziell Operatorgleichungen der Form 

AnP - О bzw. QAn = 0 (n-0,1,2,...) mit P 6 L(X,X), Ц £ L(Y.Y) 

und An £ L(X,Y). Die auf ihrer Grundlage gebildeten Teilräume 

seien eC(R(P)) ■ ON(An) bzw. N(Q) , eC( U R(An)) • Die Transfor¬ 

mation T laute jeweils 

TX(P) - Q' . T1(An) - A- ( Vn). 

t2(Q) = p-, т2(ап) = a; ( Vn). 

(2.1) 

(2.2) 

Aus Satz 2.8, Lemma 1.6 und Folgerung 1.7 gewinnt man 

Folgerung 2.9: Gegeben seien die beiden Aussagen 

a) AnP . 0 ( Vn)**/(R(P)) = ON(An), 



Gehört а) zu Z0(Ti) . so zieht a) auch b) nach sich. 

Gehört b) zu Z0(T2), so zieht b) auch a) nach sich. 

Bemerkung: Die Aussage a) erfüllt mit (2.1) offenbar die Bedin¬ 

gungen (Bl), (B2), (B3) der Definiton 2.7. Ersetzt man in der 

Gleichung £( R(P)) = П*(АЛ) nun P durch 0' und An durch A^, 

so stehen auf beiden Seiten der transformierten Gleichung Annu- 

latoren in Y', da HN( A^) Annulator in V ist. Also ist auch 

die Bedingung (B4) erfüllt. Folglich gehört die Aussage a) ge¬ 

nau dann zu 2f (T,), wenn sie der Bedingung (B5) genügt, d. h., 

wenn mit a) auch 

A^Q' -0 ( Vn)#*rf(R(Q*))'- Qm(A') 

gilt. Entsprechendes ergibt sich bezüglich der Aussage b). 

Sind X und Y Hilbert-Räume und werden die Dualräume X' und Y' 

mit den Ausgangs räumen identifiziert, so bekommt man zum Bei¬ 

spiel Resultate wie 

Folgerung 2.10: Gegeben seien die beiden Aussagen : 

a) Gilt AnP = 0 (Vn). so ist P = P*<» N(P) = eC( {J R(A*)). 

b) Gilt QAn = 0 (Vn), so ist Q = Q*4*-/(R(V)) =• HN(aJ). 

Gehört a) zu ZQ(T1) mit 

~i(P) = Q*- TX(P*) = Q. Г±(Ап) = A* T^A*) = An, (2.1') 

so zieht a) auch b) nach sich. Gehört b) zu mit 

T2(0) = P*. T2(Q*) = P, T2(An) = A* T2(A^) = An, (2.2') 

so zieht b) auch a) nach sich. 

Gernerkung: Die Aussagen a) und b) stammen genau dann aus 

2^(t7) bzw. 20(T2), wenn sie die Bedingung (B5) aus Defini¬ 

tion 2.7 erfüllen. 

Щг wollen die Ergebnisse jetzt auf Aussagen der Arbeit /5/ an- 

Wenden. 



Dabei geht es um die Untersuchung von Zusammenhängen zwischen 

Operatorgleichungen und bestimmten Nullräumen bzw. Werteberei¬ 

chen von Operatoren in Banach-Räumen X und Y, die bei instatio¬ 

nären Iterationsverfahren der Form 

*n+l '= Vn + Dnb (°n£L(Y.X), Tn := I - DnA) 

zur Lösung linearer Gleichungen. 

Ax = b (A€ L(X,Y). b € Y) 

auf treten. Die Reste r 

(2.3) 

(2.4) 

b - Axn genügen der Iterationsvor¬ 

schrift 

rn+l - Snrn <Sn I - ADn). (2.5) 

Besitzt die Gleichung (2.4) bezüglich der Folge (Dn) verallge¬ 

meinerte Lösungen (siehe /2: S. 32/), d. h, gibt es Elemente 

X € X mit DpAx = Dnb (Vn), so nimmt (2.3) nach der Transfor¬ 

mation u_ X die Gestalt 

un+l - Vn (2.6) 

an. Die Iterierten un+1 und r kann man explizit auch durch 

die Formeln 

"n+l = Vo' rn+l=Qnro (Pn!=TnTn-l'"To- V“SnSn-l‘'-So> 

angeben. Wir setzen nun die Existenz der Grenzoperatoren 

P__ :■ lim P_ und Q„ := lim Q„ im Sinne der punktweisen 
00 n-> oo n 00 n-*oo n 

Operatortopologie voraus. 

Satz 2.11: Die Aussage 

8) DnAPoo =0 (Vn)-»R(Pm) = Л"(“ПА) 

1st wahr. Wählt man A_ DnA und P Poo ’ 30 Gehört sie 

zu Z0(T1) (siehe (2.1)). Damit ist auch die Aussage 

b) PooV - О ( Vn)4* N(Pro) = Л UR(DnA)) 

wahr. 

Beweisi Zunächst gilt mit An » O^A 

p“ ■1 - V- l'*'Ti+l Ai " 1 -V iTi-lTi-2 
...T. 
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und daher 
oo 

Das bedeutet 

«(Pa,) э П"(Ап). R(P«) 3 QN( A;) 

Andererseits erhält man 

AnPoo = О (Vnl^RIP^) s r)N(An). 

. О (Vn)<» R(P^) S HN(A^). 
n 

Also ist die Aussage ä) wahr und gehört zu Z^(T^). Außerdem 

kann"man offenbar in a) die Menge R(p00) durch •f(R(P00)) und 

ln ihrer ^-Transformation die Menge R(P^ ) durch «f(R(p^,)) 

ersetzen. Nach Folgerung 2.9 ergibt sich daraus die Wahrheit 

der Aussage b). 

Entsprechend zeigt man 

Satz 2.11': Qie Aussage 

a) ADnQoo = 0 (Vnl^PtQ*) = HN(ADn) 

ist wahr. Wählt man Ap = ADn und P = Q = . so gehört sie 

zu Z0{Tj). Damit ist auch die Aussage 
b) QooADn - 0 ( Vn)<=»N(Qoo) » «C( U R(ADn)) 

wahr. 

Satz 2.12: Die Aussage 

a) DnQoo ■ 0 ( Vn)«4>R(Q00) - r|N(Dn) 

ist wahr. Wählt man An = Dn, P « und Q ■ Poo' 80 Gehört 

Sie zu Zo(T1) (siehe (2.1)). Damit ist auch die Aussage 

Ь) Poo°n - 0 ( Vn)»N(P0O) = /( U R(°n)) 

wahr. 

65 



О (V n) erfüllt. Beweis; Es sei D^Q^ = 0 ( V n) bzw. D^P^ = 

Denn ergibt sich jeweils 

R(Q«,) еП"(“п) S rtN(ADn). R(P^) snN(D') 6 AN(A'D-) 

Außerdem folgt 

AOnQoo M 0 (*")' A‘DnPm’ (DnA>'Pio “ О (tfn) 

und nach Setz 2.11 bzw.Satz 2.11' 

R(Q*,) ■ rjN(ADn). R(P^) . nN((DnA)') - HN(A'D;). 

□eher entsteht 

R(Qoo) » (!»(“„). R(P^) = nN(Dn>- 

Umgekehrt gewinnt man daraus unmittelbar 

°nQoo " 0 (И")' °nP» - 0 ( *">• 

Also ist die Aussage a) wahr und gehört zu 2Q(T1). Nach Fol¬ 

gerung 2.9 ist damit auch die Aussage b) wahr. Denn man kann 

in a) die Menge R(Q^) durch ^(RCQ^)) und in ihrer "^-Trans¬ 

formation die Menge R(P^ ) durch «£*(R()) ersetzen. 

Es sei jetzt X ein Hilbert-Raum. 

Satz 2.13; Die folgende Aussage ist wahr: 

a) Gilt ОдАРдо - О (V n), so ist 

poo “ p£«*n<Poo> * А UR(A*D*))- 

Mbit man An - OnA und P « Q - Pe . dann gehört a) zu Zg(T^) 

(siehe (2.1')). Damit 1st auch die Aussage wahr: 

b) Gl t P^D^A .0 (Vn). so ist P^» P*^R(Poo) = r»N(A*D*) 

Beweis: Es sei An » O^A ( Vn). Außerdem gelte 

AnPoo ■ (I-Tn)p00 -°(*n) bzw. A%P* . (I-T*)P^ - 0 (Vn). 

Nach Satz 2.11 bekommt man jeweils 

S(Poo) " П"(АП). R(P^) ■ П N(A*). 

Das bedeutet in Verbindung mit Folgerung 1.7 

ЖраУ ■ А UR(A*)). R(P*)X - А UR(An)). 



Da Pgo und P* unter den gegebenen Voraussetzungen offenbar 

Projektoren sind, ist P^ = P^ äquivalent zu R(P^)^" = ^P^) 

bzw. R()■*■ = N(P^)- Unter Berücksichtigung von Folgerung 2.9 
erhält man daraus die Behauptungen. 

Bemerkung: Zu den Sätzen 2.11 bis 2.13 lassen sich entsprechen¬ 

de Sätze formulieren, die von den Aussagen b) ausgehen und de¬ 

ren Zugehörigkeit zu einer gewissen Menge J?0(T2) bzw. %„(Т2) 
behaupten. 
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Br-ian Fisher 

Common fixed points of meppings end set•valued ■appinga 

In the following (X,d) is a co■pleta ■etric spaca end B(X) 1• 
the set of all nonampty, boundad subsets of x. Tha function 
�(A,B) with A and B in B(X) ie dafinad by 

r5 (A,B) • eup{d(a ,b) : a E A, b � B}� 
If A coneiste of a single point e wa writa 

o (A,B) • 6'(a ,B)
and if B also coneiete of e eingle point b wa wr�• 

6'(A,B) • 8(e,b) • d(e,b)� 
It follows eesily fr-om the definition·that 

� (A,B) • 6'(8,A) a 0, 
_6'(A,B) 6 6'(A,C) + 6'(C,B) 

for- all A,B end C in B(X). 

Now let {An : n „ 1,2, •• ,} ba a aequence of nona■pty eubeete

of x. Wa eey that tha_ eequenca {An} convar-g•• to tha eubeet A
of X if: 
(1)-each point a in A 111 tha li■it• of e conver-gent eequance 
lan}• wher-e an 111 in An for n • 1, 2, ••• ,

(11) for arbitr-ar-y E > 0, thar-a axiate an integer- N auch that
An J& A�. for- n > N, whera AE denotaa tha eat of all po1nta

X in, X for-·which thar-a exiate e po1nt e in A, depend1ng on x,
•uch thet d(x,a) < 6,
A ie then eaid to be the � of the eequenca {An}•

lt follows eaeily fr-011 -the defini Uon thet 1f A 1• the 11■1t 
of a aequanca { An} than A, 1• cloaad,

.!:!,■ma: If {Anl end { Bn} ar-e eaquencae of bounded, none■pty

&ubeete of e cot11plete ■atr-1c· apace (X,d) which convarga to t�• 
boundad subaata A ende r-aapact1valy, than the aaquanca 
{ �(An,Bn)} conver-gae to 6(A, B).
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Proof! For arbitrary e > 0 there exists an integer N such that 

tf<VBn) * <$(At.B£) = sup {d(a-.b-) : a' t Afe, b" 6. Bfc}, 

for n > N. N01* for each a" in A( and b‘ in B( we can find 

a in A and b in В with d(a‘ ,a) < £, d(b',b) < e and so 

d(a*,b') < d(a.b) + 26, It follows that 

tf(An.Bn) « sup {d(a,b) : a £ A, bfcB}+2€»rf(A,B) + 26, (1) 

for n > N. 

Further, there exists an integer N' such that for each a in 

A and b in В we can find an in An and bn in Bn with 

d(a,an) c e, d(b,bn) « « 

for n » N1 and so 

d(a,b) * d(an,bn) +26. 

It follows that 

<f(A,B) « sup (d(a,b) : a 6 A. b 6 B} 

* sup id(an,bn) : an 6 An, bn e Bj + 26 (2) 

■ rf<VBn> + 2e 

for n > N‘. The result of the lemma follows from inequalities 

(1) and (2). 

Now let F be a mapping of a complete metric space (X,d) into 

B(X)• We say that the mapping F is continuous at the point x 

in X if whenever ^x^} 18 a sequence of points ln X converging 

to X, the sequence in B(X) converges to Fx in B(X). 

We say that Fisa continuous mapping of X into B(X) if F is 

continuous at each point x in X. We say that a point z in 

X is a fixed point of F if z is in Fz, see Kaulgud and 

Pei /3/. 

We now prove the following theorem. 

Theorem i; Let F be a continuous mapping of a complete metric 

apace (X,d) into B(X) and let I bee mapping of X into itself 

satisfying the Inequality 

<f(Fx,Fy) £ стах (d(Ix.Iy), f(Ix.Fx), f(Iy.Fy). (3) 

f(Ix.Fy). <f(Iy,Fx)} 
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for all X, у in X, where 0 * c < 1. If F and I commute and 

the range of I contains the range of F, then F and I have a 

unique common fixed point z and further Fz « [z}. 

Proof: We let xQ be an arbitrary point in X and define the 

sequence {xn} inductively. Having defined the point xn_i> **■ 

choose a point yn in the set Fx^ Since the range of I 

contains the range of F we can now choose a point xn with 

Ixn " Yn' 

Let us now assume that the sequence of real numbers 

{i(Fx(1.Fx1)} is unbounded. Then there exiete an Integer n 

such that \ 

(1-c) 4(Fxn.FXl) » c «(FXj.FXq) 

and 

6(Fxn<FXj) » max (<S(Fxr,Fx1) : 0 4 г « n}. (4) 

These inequalities imply that 

c$(Fxr.Fx0) 4 с Г*(РѴРхі> + *= 5(Fxn'Fxl) 

for r » 0,1.n and so 

tf(Fx„,Fxi) » c.raax {<S(Fxr,FxQ) : 0 4 r 4 n}. (5) 

We will now prove by induction that 

^(Fxn,Fxl) 6 c^.max {5(Fxr,Fx8) : 1 4 r,s 4 n} (6) 

for к » 0,1,2,... . This inequality is trivially true when k-0. 

Let us therefore assume that it holds for some k. Then using 

inequality (3) we have 

6(Fxn.Fx^) 4 ck.max {6(Fxr.Fxs) : 1 4 r,8 4 n} 

4 ck+1.max l«S(Fxr_1,Fxa_1), «(Fxr_1,Fxr) , 

4(Fxe_l.Fxg). «(Fxr-1-Fxe)' 

«(Fxs-l'Fxr) :1< r.s«n} 

4 ck+1.max {Ä(Fxr,Fxg) : 0 4 r,s 4 n}. 

Using inequality (5), this inequality reduces to 

6(Fxn,Fx^) 4 ck+1,max l$<Fxr.Fxe) : 1 4 r.s 4 nj 



and inequality (6) follow* by induction. 

Letting к tend to infinity in inequality (6) it follows that 

<5 (Fxn,Fx1) = 0, contradicting inequality (4). Our assumption 

that the sequence {rffFx^FXj^} is unbounded is therefore false. 

It follows that 

M « a up l£(Fxr,Fx8) •• r.s - 0,1,2, ...} 

is finite. 

Now for arbitrary € > 0 choose an integer N such that cNM <■ €. 

Using inequality (3) with m,n > N we have 

«<Fx.-F*n> c.max iв(рхт_і-Fxn_i) < Ä(Fxm_i'Fxm) < ^(Fxn-1 ,Fxn?' 

^(Fxm-l"Fxn)' *(Fxn-l-FxJ 

* c.aax {Ä(Fxr,Fxa), f(Fxr,Fxr>), <f(Fxs,Fx3.) : 

Я - 1 4 Г,Г' І m; П - 1 4 8,8’ 4 n} 

4 cN.max } 6(Fxr,Fxs) , <J(Fxr,Fxr. ) , <S(Fxs,Fxg.) : 

m- N4 r,r" 4m; n-N4s.s'4n} 

4 CNM < fe. 

Thus if zn is an arbitrary point in Fxn for n = 1,2, ... 

we have 

d(=.'=n) *Fx.'Fxn) c £ 

for a, n > N. It follows that the sequence }znj is a Cauchy 

sequence in the complete metric space X and so has a limit z 

ln X, the pdlnt z being independent of the particular choice 

of each zn. In particular, the sequence |Ixn| will converge to 

z and further, the sequence of sets }Fx^} will converge to the 

sat (z). 

The continuity of the mapping F 

jFIxn} converges to Fz apd on 

implies that the sequence 

using inequality (3) we have 

«*(FIXn-Fxn> *• c-max {d(l2xn,lxn), ^(I2xn,FIxn), «(Ixn.Fxn), 

<*<l2VFxn>. Ä(Ixn'FIXn)} 
4 c.max (FIxn_^ ,Ixn) , ^(FIxn_^,FIxn) , ^(Ix^.Fx^), 

<S(FIxn.i,Fxn). «dxn'FIXn)i' 

•Inca Ixn is in Fxn-1 and so I2xn is in IFx^_i ■ Flxn_i* 



Letting n tend to Infinity in thie inequality and using the 

lemma we get 

<S(Fz,z) * c.max {£(Fz,z), <f(Fz,Fz)} » c £(Fz,Fz). 

Again on using inequality (3) we have 

<i(FIxn,FIxn) < c.max {d(l\.I%). 6( l\ ,FIxn)} 

4 C <(FI*n-l'"*n) 
and on letting n tend to Infinity we get 

<S(Fz,Fz) * c <S(Fz,Fz). 

It follows that £(Fz,Fz) = О and then from what we have just 

proved that 6(Fz.z) = 0. The set Fz must therefore consist 

of the single point z and so 

Fz = {z}. 

There must now exist a point w such that Iw ■ z since the range 

of I contains the range of F. Using inequality (3) we have 

6 (Fxn • Fw) a c.max (d(Ixn.Iw), <J(IxnFxf1). <S(Iw,Fw), 

*(Ixn,Fw), 6( Iw, Fxn)J 

and on letting n tend to infinity we get 

£(z,Fw) a c 6(z,Fw). 
It follows that Fw ■ £z} and so £zj = Fz = FIw ■ IFw • {izj. 
Thus z is also a fixed point of I. 

Now suppose that F and I have a second common fixed point z‘. 

Then 

6(z-,Fz') « ö(Fz’.Fz’) a c.max £d(Iz’.Iz), <f(Iz'.Fz’)j 

- c 6(z’ ,Fz') 

so that 6 (z' .Fz’) » 0. It follows that Fz’ = £z’} and so 

d(z.z’) » <S (Fz, Fz' ) a cd(z.z'). 

The uniqueness of z follows. This completes the proof ot the 

theorem. 

Corollary i: Let T be a continuous mapping and let I be a 

mapping,of a complete metric space (X,d) into itself satisfying 

the inequality 

f(Tx.Ty) a C.max Id(Ix.Iy), d(Ix.Tx), d(Iy.Ty). d(Ix.Ty). 
d(Iy,Tx)} 

for all X, у ln X, where О a c < 1. If T and I commute and 

the range of I contains the range of T. then T and I have a 

unique common fixed point z. 
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Proofг Define a mapping F of X into B(X) by putting 

Fx - {Tx} 

for all X in X. The conditions of the theorem are satisfied 

for F and I and so they have a unique common fixed point z. 

The point z is then of course a common fixed point of T and L 

Corollary 2j Let I be a mapping of a complete metric space 

(X,d) onto itself satisfying the inequality 

d(x.y) < c.maxi d(lx,Iy), d(Ix,x), d(Iy,y), d(lx,y) ,d(Iy,x)j 

for all X, у ln X, where 0 * c « 1. Then I has a unique 

fixed point z. 

Proof; Let T be the identity mapping in corollary 1. Since I 

maps X onto X, the range of I contains the range of T. The 

result follows immediately. 

The results of these two corollaries for bounded metric spaces 

were given in /1/. 

We finally prove a theorem for compact metric spaces. 

Theorem 2i Let F be a continuous mapping of a compact metric 

space (X,d) into B(x) and let I be a continuous mapping of 

X into itself satisfying the inequality 

6(Fx,Fy)< max Id(lx.ly), d(Ix.Fx). f(Iy,Fy). d(Ix,Fy), 

<S(Iy,Fx)} 

for all X, у in X for which the right-hand side of the 

ineqtality is positive. If F and I commute and the range of I 

contains the range of F. then F and I have a unique common 

fixed point z and further Fz « JzJ. 

Proof; Suppose first of all that there exists с < 1 for which 
F and I satisfy inequality (3) for all x, у in X for which 

the right-hand side of the inequality is positive. Then when 

the right-hand side of the inequality is zero we must have 

Fx - Fy - {IxJ » £ly> 

which implies that the left-hand side of the inequality must 

also be zero. Inequality (3) will therefore be satisfied for 



all X, у ln X and the result follows from theorem 1, 

Now suppose that no such о < 1 exists. Then if Jcn} is a 
monotonically increasing sequence of real numbers which conver¬ 

ges to one, we can find sequences {xnJ and £yn} in X such that 

*(Fxn>Fyn> > Vmax J d(Ixn'Iyn) ’ *(Ixn*F*n>' 4(:yn"Fyn)" 

4(Ixn'Fyn)" 4(Iyn"Fxn)} (7) 

for n « 1,2.Since X is compact we may assume, by taking 

subsequences if necessary, that the sequences Jxn} and 

converge to x and у respectively. Thus on letting n tend 

to infinity in inequality (7) we have, since F and I are 

continuous 

f(Fx.Fy) » max {d( lx, Xy) ,<$( lx,Fx),¢(Iy ,Fy), <f( lx,Fy), 

6(Iy.F*)}. 
This is possible only if 

Fx - Fy - fix} - fly} 

and so 

F2x - Fix - IFx - fl2x}. 

Now suppose that Fix Fx. Then 

<f(FIx,Fx) < max fd(I2x,Ix), 6(I2x.FIx). d(Ix.Fx), f(I2x,Fx), 

4(Ix,FIx)} - d(FIx.Fx), 

giving a contradiction. It follows that lx • z is a fixed point 

of F and Fz = fz}. Further 

flz} . fl2x} . Fix . Fz. {z} 
and so z is also a fixed point of I. 

Finally suppose that F and I have a second distinct common 

fixed point z*. Then if Fz" / fz*j 

<f(Fz*.Fz*) < max fd(Iz*,Iz"), (Iz*,Fz‘)J -6(z .Fz) 
a rf (Fz',Fz1) 

since z' is in Fz*. This gives a contradiction and so 

Fz* = fz'}. Thus 

d(z,z* ) - <$(Fz,Fz* ) 

< max fd(Iz.Iz*).d(Iz.Fz).4(Iz*,Fz').4(Iz,Fz). 

Iz',Fz)J - d(z,z*) , 

giving a contradiction. The common fixed point z must 
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therefore be unique. This completes the proof of the theorem. 

The following corollaries follow easily. 

Corollary l; Let F be a continuous mapping of a compact metric 

space (X.d) «into B(X) satisfying the inequality 

d(Fx.Fy) < max £d(x,y). <f(x,Fx), d(y.Fy), tf(x,Fy), 6( y,Fx)J 

for all X, у in X for which the right-hand side of the 

inequality is positive. Then F has a unique fixed point z and 

further Fz » |zj. 

Corollary 21 Let T add I be continuous mappings of a compact 

metric space (X.d) into itself satisfying the inequality 

d(Tx.Ty)< max£d(Ix,Iy).d(Ix.Tx).d(Iy.Ty).d(Ix.Ty).d(Iy,Tx)} 

for all X, у ln X for which the right-hand side of the 

inequality is positive. If T and I commute and the range of I 

contains the range of T, then T and I have a unique common 

fixed point z. 

Corollary 3? Let I be a continuous mapping of a compact metric 

space (X.d) onto itself satisfying the inequality 

<*(x,y)< »ax £d(Ix,Iy) ,d(Ix,x) ,d(Iy,y) ,d(Ix,y) ,d(Iy,x)} 

for all X, у in X for which the right-hand side of the 

Inequality is positive. Then I has a unique fixed point z. 

The results of corollaries 2 and 3 were also given in /1/. For 

a related result, see /2/. 

References 

/1/ Fisher. B. : Common fixed points of commuting mappings. 

Bull. Inst. Math. Acad. Slnica (to appear) 

/2/ Fisher, B, : Fixed points of mappings and set-values 

mappings, (submitted for publication) 

/3/ Kaulgud, N. N.. and Pai, О. V.: Fixed point theorems for 
setvalued mappings. Nieuw Arch. Wlsk. 23, 49 - 66 

(1975) 



received: April 28, 1981 

Author's address: 

Brian Fisher 

Department of Mathematics 

The University 

Leicester 

LEI 7RH 

England 



78 



Rostock, Math, Kolloq, !!,, 79 - 87 (1981) 65H05 

Wolfgang Gerlach 

Modifikation eines Verfahrene zur simultanen Berechnung ·von 
zwei Nullstellen einer Funktion ·einer reellen Verlnderlichen 

1, Einführung 

In /1/ wurde ein Verfahren zur simultanen Beeti■mung von zwei 
Nullstellen einer Funktion eiher reellen Veränderlichen be­
schrieben, Der Grundgedanke des Verfahrene 1st die Abspaltung 
eines quadratischen Faktors, daeean Nullstellen gleichzeitig 
Nullstellen dar betrachteten Funktion sind, Dae Verfahren be­
aitzt im Fall einfacher Nullstellen die Konverganzgaechwindig­
kait 2, 
Eine Modifiaktion des Verfahrene, die auch fOr ■ehrfacha Null­
stellen die Konverganzgeschwindigkeit 2 beaitzt, wurde in /2/ 
beschrieben, 
Im Folgenden wird lhnlich wie in/2/ in das Verfahren ein freier 
Parameter eingeführt, Durch geeignete Bestimmung dieses Para■a­

ters in jedem Itarationaschritt ·erreicht 11an eine Erweiterung 
des Konvergenzbereiches und vermeidet einen unkontrollierten 
vorzeitigen Abbruch, Es wird eine Reihe von Abbruchmöglichkei­
ten diskutiert, die eine Anwendung des Algorith11ua fOr speziel­

le Aufgabenstellungen möglich ■achen, 

2, Beschreibung das Verfahrene 

Es sei f: R1 - R1, einmal stetig differenzierbar, 
Nach dem folgenden Schema wird ein Iterationsvarfahren organi­

siert: 

1, Schritt : Zu x1
, x2 � R1 mit x

1 
i x2 _berechne ■an

f1 • f(x1) und f1• • f'(xi) fOr 1 • 1, 2,

2, Schritt: Mit geeignet gewähltem w,;. (o, 1) berechne man p,q 
als Lösung des linearen Gleichungssyste■s 

•



(1) 
(xlV - "fi)P + fi*4 * ZwXjfj - (x1)2f1,/ 

(Xgfg' - «*f2)p + fg'q ■ 2wXgf2 - (x2)2f2‘. 

3. Schritt! Man bestimme Xj, x2 als Läsung der quadratischen 

Gleichung 

X2 + px + q - 0. (2) 

Dieses Schema liefert fOr w»l des in /1/ angegebene und für 

" " *1 2 ^ae ln /2/ angegebene Iterationsverfahren. 

Oie Determinante der Koeffizientenmatrix des Systems (1) ist 

det(i*) » f1,f2‘(’<1-x2) - w(f1f2'-f2f1‘). (3) 

Daraus erhalt mah unmittelbar 

Aussage 1; Seien x^ / x2 und °- Dann ist für hinrei¬ 

chend kleines w > 0 das System zur Bestimmung von p,q regulär, 

d. h. det(n) ft 0. 

Aussage 2; Falls x^* . x2* (x^ / x2*) einfache Nullstellen von f 

Sind, dann 1st für hinreichend gute Näherungen x1 / x2 
det(l) / 0. 

Es seien fj'fj' X 0 und dst(w) / 0. Dann erhält man mit 

s(x) :• f(x)/f'(x) und gN(x,w) :» x - ws(x) 

als Lösung des Systems (1) mit n := g^(x^,w) - gN(x2>w) 

P(«) - -(9n(«i>») + gN(x2.*»)) - **2(a2(x1) - s2(x2))/n 

q(*) - 9n<*^.**)9n(*2.w) <4> 

- »2(a2(*1)9N(»2'w) - a2(x2^9|g(xi 'w) )/"• 

0$e Resolvents der quadratischen Gleichung (2) 

r*s(w) !- p2(w) - 4q(w) = (9н(*і'М) - 9N(x2,w))2 + 0(w2) 

1st ln der Umgebung von w » 0 stetig,und es gilt 

ras(O) - (Xj-x2)2. 
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Damit ergibt sich 

Aussage 3: Falls / Xg und f^'fg' / 0, dann ist für hinrei¬ 

chend kleines w > 0 stets res(w) > O,und die Lösungen der qua¬ 

dratischen Gleichung (2) sind reell und verschieden. 

Aussage 4: Falls x^*. Xg* I1 Xg*) einfache Nullstellen von f 

sind, dann ist für hinreichend gute Näherungen x% / %g 

res(l) > 0, 

und die Lösungen der quadratischen Gleichung (2) sind reell und 

verschieden. 

Mit dem Ansatz 

x± = gN(xi.w) + dx± für i - 1,2 

erhält man aus 

(X-x^)(X-Xg) = x2 + px + q 

durch Koeffizientenvergleich und unter Beachtung von (4) zur 

Bestimmung von dx^, dXg die Beziehungen 

dx^ + dXg = w2(s2(x1) - s2(Xg))/(gN(x1,w) - gN(x2,w)) 

dx^dxg + g^jfXg.wJdXj^ + gN(x1,w)dXg * 

- w2(s2(x1)gN(Xg,w) - s2(x2)gN(x1.w))/ 

(9н(*і'") - gN(x2,w))- 

Daraus folgt unmittelbar 

Aussage 5: Falls x^ / Xg und f^'fg' / 0, dann gilt für w-> О 

Xi = + 0(^2) für i = 1,2. 

Für die zugehörigen f-Werte gilt für n—* 0 

f(x±) = f(x^-ws(x^) + 0(w2)) 

■ f(x^) + f' (xi) (-ws^)) + 0(w2) » (l-v*)f(x1) + 0(w2). 

Daraus erhält man 

Aüdsaqe 6: Falls x^ / Xg und fjf'2 / 0 und f(x±) / O, dann 

911t für hinreichend kleines w > 0 stets 

abs(f(x1)) < abs(f(x^)). 
•1 



Die Aussagen 1, 3. 6 kann man zu folgendem Satz zusammenfassen 

Satz 1: Seien x^ / Xg, f^'fg' / 0 und f(x^) / О für 1=1 und/ 

oder 2. Dann gilt für hinreichend kleines w e (0,1] 

a) das System zur Bestimmung von p,q ist regulär, 

b) die Lösungen 7^, Xg der quadratischen Gleichung 

x^ + px + q = О sind reell und verschieden, 

c) die Abstiegsbedingung abs(f (x^)) < abs(f (x^ ) ist erfüllt. 

3. Abbruch der Iteration und Konverqenzeiqenschaften 

In /1/ wurde gezeigt, daß in dem Fall, daß x^, Xg* einfache 

Nullstellen von f sind, das Verfahren quadratisch konvergiert. 

Die Einführung von w erweitert den Konvargenzberelch. Außerdem 

ergeben sich verschiedene zusätzliche Abbruchmöglichkeiten. 

Al) Es sei x^ / x2,und für alle w e. (0.1] gelte 

Xj = Xl und x2 = x2. 

In diesem Fall ist p = -(x^+Xg) und q ■ x^Xg, und wegen (1) 

gilt daher 

wfi(x2-xi) = 0 und wfgfx^Xg) = 0, 

also f(x^) = 0 und f(Xg) =0. 

1. Abbruchqrund: Es ist x^ / Xg und abs(f(x1)) +abs(f(Xg)) = 0 

Im folgenden sei x^ / x2 und abs(f1) + abs(fg) > 0. 

A2) Abbruch des Verfahrens, da für alle w e (0,1] gilt 

det(w) =0. 

Wegen (3) gilt dann f^'fg' = 0 und f^fg" - fgfj' = 0. 

2. Abbruchqrund: Es ist f^' = 0 und fg' » 0. 

3. Abbruchgrund: Es ist f^' . 0 und f1 = 0 

oder fg" = 0 und fg = O. 

Im folgenden sei x^ / x2, abs(f^) + abs(fg) >0 und 

abs(fi'fg') + abs(f1fg' - fgf^') > 0. 
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A3) Abbruch des Verfahrens, da res(w) 4 О für alle w C (0,1] 
gilt. 

a) Sei ff2' / 0. Dann ist nach Aussage 3 für hinreichend 

kleines w > 0 stets res(w) > 0, also bricht das Verfahren 

nicht ab. 

b) Sei o.B.d.A. f^' = О und f^fg' - fgf^ / 0. 

Nun ist für fj‘ = 0 wegen der ersten Gleichung von (1) 

-wfjP = 2wx1f±, d. h. p = -2*i = -(x^+Xg). 

also 

a 2x^ — Xg. 

Daraus folgt 

q = xxx2 = (2x1-Xg)Xg 

und 

res(w) = p2 - 4q = AfXj-Xg)2. 

Also gilt stets res(w) * 0 und res(w) « 0 genau dann, wenn 

Xg = Xj ist, d. h. aber, wenn Xj = x2 » x^ gilt. 

Dies ist aber wegen der zweiten Gleichung von (1) nur möglich, 

falls 

fg' =0 und fg > О 

gilt, im Widerspruch zu f^fg' - fgf^' ji 0. 

A4) Abbruch des Verfahrens, da für alle w e (0,1] gilt 

abs ffXj) а abs(f^) und abs(f(x2)) а ebs(fg). 

Aus Aussage 6 folgt, daß das Verfahren nicht abbrechen kann, 

sofern fj'fg* / 0 und аЬз(^) + abs(fg) > 0 ist. 

Wegen Abbruchgrund 1, 2, 3 kann höchtens dann noch ein zusätz¬ 

licher Abbruch erfolgen, wenn gilt: 

abs(f1') + abs(fg) = 0 oder abs(f1) + abs(fg') - 0. 

Sei fj1 = 0 und fg = 0. Dann gilt nach (1) 

-wf^p = 2wx1f1 und Xgfg'p + fg'q a -(Xg)2fg‘, 

woraus folgt 

p = -2x! und q = Xg(2x1-Xg). 

Oie quadratische Gleichung (2) hat dann die von w unabhängige.1 



Lösungen 

Xj « 2Xj - X2 und 72 = x2. 

so daß dar betrachtete Fall tatsächlib zum Abbruch führen kann. 

Zusammenfassend erhält man den folgenden Satz, 

Satz 2: Falls die Iteration in x^, x£ (x^/x2) abbricht, dann 

sind wenigstens zwei der Größen f. , f2, f^', f2' gleich Null. 

4. Numerische Beispiele 

Mit einem ALGOL-Programm für den R-300 (Gleitkommarechnung, 

8 Mantissenstellen) wurde eine Reihe von Testbeispielen ge¬ 

rechnet. Oie Dämpfung wurde durch eine einfache Verkleinerungs¬ 

strategie (w-* w/10 bzw. w -» w/2) realisiert. Sie wurde teil¬ 

weise zu Beginn dar Iteration benötigt (Erweiterung des Konver¬ 

genzbereiches) und generell am Ende der Iteration, wenn für die 

Grenzwerte gilt 

X1 ^ *2 und abs(f(Xi*)) + abs(f(x2*)) / 0. 

Beispiel 1: f(x) = sin(x) 

Startwerte: x^ ■ 1.5, x2 = 4.5 
Oiesee Beispiel konnte in /1/ nicht behandelt werden. 

1,2 1,2 

.25 

1.5 

4.5 

.51609105 

.28648250 

.99 # 0 

-.97 # 0 

.49 # 0 

.27 #0 

1.00 .50128900 

.31228436 

.50 #-l 

.18 #-l 

1.00 .75920000 

.31414828 

[-3 

! 1 

.75 #-3 

.10 #-3 

1.00 .20000000 

.31415926 

$ -6 

# 1 

.19 #-6 

.53 #-7 

1.00 

.31415926 # 1 .53 



10 Beispiel 2: f(x) = 100(x2-l)2 + (x-1)2 - 

Diese, Funktion besitzt vier reelle Nullstellen 

a) Startwerte: x^ = 0, x2 = 0.5 

1.2 1.2 

0 

.5 

.91# 2 

.46# 2 

1.00 .75994810# 0 

.74746380# 0 

.10# 2 

.95# 1 

1.00 .84296915# 0 

.81635925# 0 

.17# 1 

.11# 1 

1.00 .86162945# 0 

.82690475# 0 

.10# 0 

.30# -1 

1.00 .86281800# 0 

.82719070# 0 

.42# -3 

.20#-4 

1.00 .86282300# 0 

.82719090# 0 

.17# -5 

.17# -5 

b) Startwerte: x^ = 1.5, Xg = 2.0 

1.2 1.2 

1.5 

2.0 

.14# 3 

.89# 3 

.50 .14319952# 1 

.17246048# 1 

.10# 3 

.38# 3 

Dämpfung in jedem Schritt 

21 .03125 .13201435# 1 

.18235051# 1 

.45# 2 

.46# 2 

1.00 .10748543# 1 

.11028811# 1 

.75# 1 

.53# 1 

ohne Dämpfung 

.82ЯФ085# 0” 

.11471209# 1 
.40#-5 
.22# -4 

ТГ 1TT3Ü- 



1 Beispiel 3: f(x) » 100(x2-l)2 + (x-1)2 - 

Diese Funktion besitzt zwei reelle Nullstellen. 

a) Startwerte: - 0, xg ■ 0.5 

1.2 1.2 

0 

.5 

.10# 3 

.55# 2 

1.00 .79906035# 0 

.78649125# О 
.15# 2 

.13# 2 

ohne Dgmpfung 

1.00 .10175316# 1 

.94875255# О 
.31# 1 

0 

.10 -.10000399# 1 

.94875255# 0 

.30# 1 

О 

Dämpfung in jedem Schritt 

13 .10# -4 -.99485930# О 

.94875255# О 
.29# 1 

О 

b) Startwerte: х^ ■ 0.5, Xg = 1.0 
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Gerhard Maeß 

Si■ultane Polyno■aufapaltung in Quadratfaktoran1 

65H05 

Die Idee, Polyno■e in Linearfaktoran aufzuspalten, inda■ ■an 
dae Newton-Verfahren auf das nichtlineare Gleichungeayata■ dar 
Viataechen Wurzelsitze anwendet, geht auf Wa1eretra8 zurOck 
(vgl. Kerner /1/). In lhnlichar Weise kann ■an auch eine Auf­
spaltung in Quadratfaktoren herleiten (vgl. Filippi /2/ und die 
dort angegebene Li t,eratur sowie Albrand /3/). 
Nach einer ele■entaren Herleitung dee Aufapaltungsalgorith■us 
Wird· 1■ ersten Teil dieser Arbeit gezeigt, da8 die Rechnung ba1 
reellen Polyno■koeffizienten auch fOr ko■plexe Nullstallen�aare 
vollstlndig in reeller Arithmetik durchgefOhrt werden kann und 
da■it fOr progra■■ierbere Tisch- und Taschenrechner geeignet 
1st. (Andere Nullstellenverfahren, u. a. daA von L. Berg /4/ 
vorgeschlagene, benötigen dagegen ko■plexe Arith■etik.) Der Al­
gorith■ua arbeitet ohne Fallunterscheidung zwiachen reellen und 
komplexen Wurzelpaaren und achließr. 1• Gegensatz zu /3/ reelle 
DoppelMJrzeln nicht eue. Testrechnungen, die u. •• die ko■ple­
xen Einheitswurzeln als Startwerte benutzen, zeigen, daß an die 
Anfanganlherungen keine hohen AnaprOche gestellt zu Nrden 
brauchen,, Albrand ver■utet sogar, <laß des Verfahren global kon­
vergent 1st. 
Im zweiten Teil der Arbeit wird ein ■odifizierter Algorith■ua 
hergeleitet, der ■it eine■ geringeren Rechenaufwand pro Itera­
tionaachritt eueko■■t aber genauere Startwerte benötigt. 

Algorith111ua 1 

Des Aua.gangepolyno11 sei gegeben in, der Gestalt
n n-1 P(_x) • e

0
x + a

1 
X + ••• + li

n
, a0 ; 0

mit reellen Koeffizienten ek und gerade■ n.

(1) 

1 Vortrag, gehalten auf der Tagung "Numerische Behandlung von 
nichtlinearen Proble■an• (27. - 30. 04. 1981, Waißig, Siehe. 
Schweiz: Leiter: Pro·f. Dr. :J, w. Sch■idt, Tachniacha Univar-' 
aitlt Oreaden). 



(let n ungerade, eo fügt man die Nulletelle x « О hinzu, geht 

aleo zu einem Polynom P(x) ■ x P(x) Ober.) 

Geeucht let die multiplikative Deretellung 

P(*) - e° 7T (x2+pjj X+qj); m.g. (2) 

Mit vorgegebenen Näherungen p. , q. bilden wir die Quadratfak¬ 

toren 

Qk(x) « x2+pk x + qk, к - 1.2.m, (3) 

und des Näherungspolynom 

m 

Q(x) - а TT Qk(x). (4) 
° k-1 K 

Gesucht sind Korrekturen 

d"Qk(x) X <fpk ♦ Sqk, к - 1.2,....#, (5) 

die die Bedingung 

■ 

ao И fQk(x) ♦ <fQk(x)J . P(x) (6) 
° k«l * 

Identlech in x erfüllen. Seien 

*1%) " uk Slvk (7) 

alt 

uk-~4pk: vk " .At “ uk (8) 
die beiden Wurzeln des Quedratfaktore Qk(x). Setzt man ln (6) 

X ■ :.i, + iVj, j • 1,2,....m, und vernachlässigt die in den 

Fehle'gröSen nichtlinearen Terme, so ergibt eich in linearer 

Näherung für jedes j 

fQj("j +1"]) " "Cj + ivj) (9) 

k/j 

oder nach Trennung von Reel- und Imaginärteil 

R<u tfp+ <fq) - v2T fp я b . u+b 
(10) 

R dp * T(u <fp* tfq) ж bn_a. 
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“•г Index j let hier der Einfachheit halber weggelaeeen, und 
die Abkürzungen R,T eind durch 

R + lvT. Ж 
MJ 

Qk(u + iv) (11) 

definiert. Sie können rekursiv aus den Größen 

Tk '■ pk"p' 

Rk *" qk " 4 + uTk* k " 1,2.....": k/j, (12) 

berechnet werden: 

R. " ao! T •“ О 

к ж 1,2,.., ,m; к / j. 

R. - RRk - v2TTk, (13) 

J. - RTk * TRk. 

Der Wert dee Polynome P(x) an der Stelle x-u + lv ergibt eich 

ln üblicher Weiee aue 

P(u+iv) • (u+lv)b^_i + bn, (14) 

wo die Koeffizienten bn_^ und bn mit Hilfe dee doppelzeiligen 

Hornerachemae 

f * 1-2."-1 (15) 

Pr •“ ar - p br-l - 4 br-2 

bn '■ an - q bn-2 

berechnet werden. Aue (10) erhalt man durch leichte Umformung 

für jedes j ein 2 x 2-Glelchungeeyetem der Form 

(R +Tu) tfp + T <fq ж bn_1# 
, . (16) 

- qT оp + (R -Tu) oq « bn 

mit der Löeung 

D. - R2 ♦ v2T2 

<fp - [(R-Tu)b^ - TbJ/D (17) 

А - r(R+Tu)bn ♦ Tqbn_J/D. 

Für die eindeutige Auflöebarkelt muß vorausgesetzt werden, daß 
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verschiedene Quadratfaktoren Qk(x), Q1(x), к / 1, des Nähe- 

rungspolynome Q(x) voneinander verschiedene Wurzeln besitzen. 

(Oes bedeutet nicht, daß P(x) keine Mehrfachwurzeln besitzen 

darf). Insgesamt ergeben sich die im Ablaufplan 1 angegebenen 

Rpchenachrltte. 

Ablaufplan 1 

ал 



Algorithmus 2 

Wenn die Absolutglieder bfI_1, bn der Glelchungssysteme (16) Im 

Verlauf der Iteretlon betragsmäßig wesentlich kleiner als die 

Polynomkoeffizienten geworden sind und wegen der AuslOschung 

gültiger Ziffern durch das Home re eherne nicht mehr auf volle 

Mantissenlänge berechnet werden können, kann man die Iteration 

wie folgt fortsetzen: Man laßt die Quadratfaktoren Qk(x), und 

damit auch ihre Wurzeln und die zugehörigen Werte bn-1, bn 

fest, berücksichtigt aber Jetzt im Gegensatz zu (9) auch die in 

den Fehlergrößen dp j. dqj nichtlinearen Terme. Man bekommt dann 

ein nichtlineares Iterationsverfahren für die Korrekturen, das 

für hinreichend kleine |dpk|, |dqk | konvergiert. Gegenüber dem 

Algorithmus 1 wird mehr Speicherplatz benötigt, da die Größen 

R, T. bn_lt bR in einer Anlaufrechnung für alle J ■ 1,2,...,a 
bestimmt und abgespeichert werden müssen. Oie Rechenschritte 

sind im Ablaufplan 2 zusammengestellt. 

Rechenaufwand und Speicherbedarf 

Der Gesamtaufwand läßt sich nicht allgemein engeben, da die An¬ 

zahl der Iterationen vom Polynom und von den Startwerten ab¬ 

hängt. In der folgenden Tabelle sind der Speicherbedarf und die 

pro Teilschritt benötigten Rechenoperationen der Algorithmen 1 

und 2 den entsprechenden Größen des Beiretowverfahrene gegen¬ 

übergestellt 

Multipl. Divis. Speicher 

Bairstow 

Alg. 1 

Alg. 2, Anlaufrechnung 

Alg. 2, Iteration 

4n - 4 

5n + 2 

§n - 3 

3n ♦ 4 

n + 11 

2n + 17 

2 
n 
7 + 3 + 20 

In Testrechnungen mit dem Tischrechner К 1002 von Robotron 

wurden u. a. die Quadratfaktoren folgender Polynome bestimmt 

P(x) - X4 - 3x3 - Bx2 - 17x - 4 

ein reelles und ein komplexes Wurzelpaar, 

gut konditioniert; 

M 



Ablaufplan 2 



P(x) 10 

n 

■ Фт (nx)k. n » 2,3 

höchstens sin reelles, sonst komplexe Wurzelpaare, 

gut konditioniert; 

n 

P(x) ■ TT (x-k); n • 3,4,5,6, 
k»l 

Wllklnsonpolynome, nur reelle Wurzeln, 

schlecht konditioniert; 

P(x) - (x-l)3(x-2)3, 

reelle Mehrfachwurzeln, 

Daraus ergeben sich, stark vereinfacht, die folgenden Schluß¬ 

folgerungen 

Balrstow Algorithmus 1 Algorithmus 2 

Rechenaufwand 

Speicherplatz 

Startwertempfindlichkeit 

mittel hoch niedrig 

niedrig mittel hoch 

mittel niedrig hoch 

Bemerkungi Die Algorithmen 1 und 2 können als Einzel- und als 

Gesamtschrittverfahren gerechnet werden. Beim Algorithmus 1 

kann man - insbesondere bei schlechten Startwerten - mit Erfolg 

einen Dämpfungsfaktor benutzen. 
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Rostock. Math. Kolloq. ,!!, 97 � 98 (1981) 

Hans-Dietrich o. F. Gronau 

Nonexietence of 3-(11,5,2) end 4-(12,6,2) designe 

05805 
62K10 

A t-(v,k,l) deeign ie e eyetem of (not neceeserily dietinct) 
k-element subsets (celled blocke) of a v-element eet K such
that every t-element subeet of K occure exactly A timae in the
blocks. The exietence of a t-(v,k,A) deeign implies thet

1s an integer for evary 1 • 0,1, ••• ,t-1. Then l
1 

denotea

number of blocke conteining an arbitrery 1-elemant eubeet

(1 � 1,2, ••. ,t-1) end l0 danotee the number of blocke.

(1) 

the 
of K 

Thie note continues the investigetione of the number of 
t-(v,k,l) designs for given (smell) paremetere v,k end t end 
the emallest � eatiefying (1). Tha emelleet poeeible il. eccor­
ding to (1) ie 2 f-0r v • 11, k • 5, t • 3 ee well ee v • 1�. 
k • 6, t • 4. '.1e present the following reeulte. 

Theorem 1: There 19 no 3-(11,5,2) design. 
Theorem 2: There is no 4-(12,6,2) deeign.

Proof: For a perticuler block B of e 3-(11,5,2) deeign let ni'
0 � 1 � 5, be the number of blocke thet interaect it in 
exectiy 1 elements. Then 

j • o,-1,2,3. This system of equetiona hae an unique aolution in 
nonnegetiva integere with•n5 � 1:

(2) 

Let 01, a2 be the blocke diejoint to B. Since B1, e
2 

ere 

5-element eubeete of e 6-element set, the interaection nu■bera

17 



according to B1 have I 2 or n5 И ai well asn^&l, which 

contradicts (2). For 4-(12,6,2) designs we obtain in analogy 

for the intersection numbers 

6 

(3) 

j ■ 0.1,2,3,4. It can be checked easily that (3) has no solu¬ 

tion in nonnegative integers with n6 * 1. 
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Roetock. Math. Kolloq. !!• 99 - 111 (1981) 

Bernhard Thalheim 

68D30 
94C05 

Ober ein Volletändigkeitekriterium für eine Klasee von Auto­
maten (etnstellige Approximationeautomaten) 

In dar etrukturellan Automatentheorie spielt das Volletändig­
kaiteproblem eine besondere Rolle. Allgemein bekannt ist 
/1,3,4,5/, daß dae Volletändigkeitsproblem und auch dae Problem 
der Approximationevolletändigkait in einer ganzen Reihe von 
Fällen für Automaten·klaseen algorithmisch un_löebar ist. In der
Klaeea aller endlichen Automaten existieren überabzlhlbar viele 
prAvollatändige Klaeeen. Unter einer prlvollständigen Klaeee K 
in einer Klasse K* vereteht man eine Automatenklaeee, die abge­
echloseen ist bezüglich der Kompositionsoperationen und durch 
die alle Automaten aus K* mittels Komposition erzeugt werden 
können, wenn man einen beliebigen Alftomaten aus K*, K hinzu­
nimmt. 
In der Arbeit soll eine Automatenklaeee untersucht werden, die 
engen Bezug zur Lösung des Volletändigkeitsproblems hat 
(Satz 1) und im algebraischen Sinne relativ einfach iet 
(Satz 2). Für diese Klasse wird das Vollstlndigkeitsproblem ge­
löst (Satz 4). Eine Untersuchung über die Länge einer Basie jn 
dieser Klasse schließt sich an •. Anschließend wird nachgewiesen, 
daß ein approximationsvollständiges System in der Menge aller 
einetelligen binlren Automaten existiert, das nicht endlich 
erzeugbar ist. 

Oie Klasse K! der einstelligen Approximationsautometen. 

Unter einem endlichen initialen Automaten IJL verstehen wir dae 
System (X,S,Y,f,g,a0), wobei X, s, Y endliche Mengen (Eingabe­
alphabet, Zustandsmenge, Ausgabealphabet), f und g Funktionen 
(f: S•X➔YAusgabefunktion, g: s•x-s Oberführungefunktion) 
sind und e0, e0 � S, ein ausgezeichneter Anfangazuatand ist.

Unter z• verstehen wir die freie Halbgruppe mit Einaelement 

über z.



Wie üblich wird die verallgemeinerte Überführungsfunktion J für 

Wörter aus X* eingeführt: Für beliebige Zustände s gelte 

g (s,e) = e. g (s,x^...x^) = g (g(s,x1,..xn_±), xn) für n » 1. 

x±»*>x^ i X , 

Oeder Automat flt realisiert eine Abbildung der Menge X* in die 

Menge Y* auf folgende Art und Weiss: <%(e) = e, 

Ä(P) = f(SQ,Xi)f(g(Sg.Xi), x2)...f(g(s0,x1...xn_1), xn) für 

P = f X 

Ein endlicher binärcodierter Automat OL ist ein Automat, für 
den natürliche Zahlen n und m existieren, so daß X = {0,l}n 

und Y = {0,1}" gilt. Für einen einstelligen Automaten 

& > (X.S.Y.f.g.Sg) gelte X-Yt|o,l}, und P1 sei die Menge 

aller einstelligen Automaten. 

Für zwei Automaten Ol^ = (X,S^,Y,f^,g^,Sq^) und 

&2 = (X,S2,Y, f2 , g2 ,sQ2) schreiben wir Я1 = Ä2 • wenn für alle 

Wörter p aus X* die Beziehung Ä^(p) = Ä2(P) gilt. Es ist 

klar, daß die Relation "=" eine Aquivalenzrelation auf P* ist. 

Wie in /1/ bemerkt wurde, kann man anstelle der Kompositions¬ 

operationen in der Klasse aller einstelligen Automaten nur die 

Superposition betrachten. Unter der Superposition der einstel¬ 

ligen Automaten OL, А verstehen wir einen Automaten JC , für den 

gilt: Für alle Worte p, p £ X*. 1st «C (p) = <Сг(Я(p)) 
(Bezeichnung: X • Oto Ar). 4 

Unter dem Abschluß [K] einer Menge К verstehen wir die von К 

mittels Superposition erzeugte Menge 

{Äj® ... ® &n I € K, n ä l}. Eine Menge К von Automaten 

heißt abgeechlossen, wenn [к] » К ist. 
Eine Menge К von Automaten heißt vollständig in einer abge¬ 

schlossenen Klasse K* von Automaten, wenn K* = [Kl gilt. 

Eine abgeschlossene Klasse К von Automaten heißt prävollstän¬ 
dig (maximal) in K*. wenn 

1) КК* und 

2) für jeden Automaten OL aus K*\ К die Beziehung 
£* - [K U gilt. 
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□as Vollständigkeitsproblem besteht in der Frage nach Kriterien, 

die für eine beliebige Menge von Automaten einer Automatenklas¬ 

se zu entscheiden erlauben, ob diese Menge vollständig ist. 

Unter einem m-Approximationsautomaten verstehen wir einen ein¬ 

stelligen Automaten 01 = (X,S,X, f , g,s0), dessen verallgemeiner¬ 

te Oberführungsfunktion folgende Eigenschaft hat: Für beliebige 

Wörter p, p £ X*, der Länge m, m+1, ... und beliebige Buchsta¬ 

ben X, X £ X, gilt g(eQ,p) = g(s0,px). Es sei die Menge al¬ 

ler m-Approximationsautomaten. Ein Automat OL, OL C K*.' heißt 
kanonisch, wenn OL das folgende System ist: 
(X,Sm,X,f,gm, 0.■.01)■ wobei 

m+1 

Sm “ t^O* *'*m I £ {O.l)} \ tP-' -P.L 
m+1 

9m(*0" X) 
wenn oiQ я 1, 

Л 1 • • • et«,X# wenn Äq = 0. 

Es sei die Menge aller kanonischen Automaten aus K^. Es ist 

offensichtlich, daß zu jedem Automaten ft aus genau ein ka¬ 

nonischer Automat OL* existiert mit OL = OL . Es sei ft aus P . 

Dann heißt der Automat ft<fn> aus der zu OL m-konjugierte 

Automat, wenn für ein beliebiges p, 

m . 
p 6 U ft™(P) = 0t(p) gilt. 

i=o 

Weiterhin sei für К, К £ P1, Klffl = [ft<m> I ^ e K}* 

In /4/ wurde die Approximationsvollständigkeit von Automaten¬ 

systemen untersucht. Ein System К von Automaten heißt approxi¬ 

mationsvollständig in einer Klasse K*, wenn für alle Automaten 

OL « (X.S.Y.f,g.s0) und alle natürlichen Zahlen m ein Automat 

OL'« (X.S'.Y.f' ,g',s£) in CK] existiert, so daß für alle Worte 

p über X der Länge m die Beziehung ft(p) B OL (p) gilt. 

Es interessiert nun der Zusammenhang von Vollständigkeit, 

Approximationsvollständigkeit und den Klassen K*. 
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Dabei heißt eine Klasse К m-vollständig in p\ wenn es zu jedem 

Automaten OL aus P1 einen Automaten Jlr in CK] gibt, so daß <JV 

ein zu OL m-konjuglerter Automat 1st. Sehr leicht einzusehen 
ist denn 

Satz 1; Für jedes System К von Automaten aus P1 ist die m-Voll- 

etändigkelt von К hinreichend und notwendig dafür, daß die 

Gleichung [K|m] ■ K^ gilt. 

Unter einer Basis В » (ft^,.. in einer Klasse К ver¬ 

stehen wir eine in К vollständige Menge von Automaten, die 
durch Weglassen eines beliebigen Automaten ft1 aus В unvoll¬ 

ständig wird-. 

Bemerkung: Nach /3/ existiert in P1 keine endliche Basis. Dar¬ 

aus folgt, daß jede endliche Menge unvollständig ist. Denn wäre 

angenommen К « \Ol^,... , ft J vollständig, dann wäre für jeden 

Automaten OL^. 011 £ K, einer der beiden Fälle wahr: 

(1) ¢ [{#i. ®i-i* ®i+i. &n)]' 

(2) 6 [{*1. ®i-l" ®i+i®n)]' 

Im Falle (2) ist dann auch К \ {ftj} vollständig. Aus К ließe 

sich also sine Basis konstruieren. 

Aus Satz 1 folgt, daß jedes endliche System К von Automaten aus 

P* entweder approximationsvollständig ist, oder es existiert 

eine natürliche Zahl m, so daß [к|т] f K* gilt. 

Oie Klassen ln Kjjj s, nd relativ einfach aufgebaut. Wenn wir mit 

Gm die Menge aller Automaten ft» (X,S,X,f,g,sQ) aus K* mit der 

Einschränkung f(s,x) £ {x,xj für beliebige Zustände s, s £ S, 

und mi.t C die Mene э К* П G_ bezeichnen, dann gilt 
m -mm 0 

Satz 2: Die Klassen bzw. 5^ bilden bezüglich Superposition 

eine Halbgruppe bzw. eine Gruppe. 

Folgerung 1: Es gilt |Kj;| » 22 ”2, |^| » г2”*1“1. 
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Folgerung 2: In Jeder abgeschlossenen Teilklasse von Kjjj 

existiert eine endliche Basis, 

Damit erhalten wir 

Satz 3: Eine Menge К von Automaten aus K* 1st genau dann in K^ 

vollständig, wenn К in keiner prävollständigen Menge von K* 
enthalten ist. 

Das Volletändlgkeltsproblem ist also zurückführbar auf die 

Beschreibung aller prävollständigen Klassen in KjJ. 

- Ein Vollständigkeitskriterium für die Klasse K^ 

Wir werden in diesem Abschnitt annehmen, daß OL ein kanonischer 
Automat 1st. Da zu jedem Automaten ft ein kanonischer Automat 

OL' leicht konstruierbar ist, bedeutet das keine Einschränkung. 
Es sei Ot » (X,Sm,X,f^l, g,o...ol) ein Automat aus K*. 

Wir führen folgende Prädikate ein: 

Es sei e ts". S« s". 
1) PQ(s,ft) genau dann, wenn fÄ (e.x) « x. 

2) P^ft.S) . 
lets 

P0(e, ft) + 1. für OL C Gn, 

.für OL 4 Gn, 

wobei \ die Summe modulo 2 bedeutet. 

Mit &(Jlj,.., ,ip}) bezeichnen wir die Menge 

i Mi 
KJ Ио-'-^т c s“ |<xo'”‘*m"0‘**0lam-i+l*" Ämi* 

•V 

3) Weiterhin sei 1 aus {0.....m}. Das Prädikat Pg(ft,S) 

für S - &([!]) sei wie folgt definiert: 

ro. 

P2(«,S) - , 

wenn ein s. s t s, existiert mit 
fÄ(8,x) - const, und für alle e* e s“\ {ej 
gilt f x (e,x) e. {x,x}. 

sonst. 1 
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Die Prädikate PQ, P^, P2 lassen sich leicht auch fOr nichtkano¬ 

nische Automaten definieren, indem man diese Prädikate auf die 

entsprechenden kanonischen Automaten Gt zu OL anwendet. 
Es sei nun p m 1, {i1.....ip} s jo.n}, 1 e, jO,...,mj. 

Dann betrachten wir folgende Klassen: 

K(ll.ip) - 6 I Pi(<*.&(|li.1P})) . 1}, 
K[i] ■ £КІ |р2(Л.Д(141)) - i}. 

Belm algebraischen Zugang zum Vollständigkeitsproblem spielt 

der Begriff des Kriterialsystems eins besondere Rolle. Nach /1/ 

heißt ein System abgeschlossener Klassen ln einer Automaten- 

klasse К Krlterialsyatem. wenn eine beliebige Menge von Auto¬ 
maten aus К genau dann vollständig ist, wenn keine Teilmenge 

einer dar Klassen aus ]Г] ist. Ein Krlterlalsystem 2Z heißt mi¬ 

nimal, wenn kein echtes Teilsystem von 2Z eln Krlterlalsystem 

ist. In der Klasse Kjj| existiert ein Krlterlalsystem. Das System 

{к * Кд([К] ■ к} 1st ein Beispiel. Wenn für Klassen K, K* aus 
einem Krlterlalsystem 2Z gilt К S к1, dann ist auch T~\ LKj 

ein Kriterlaleystem. Damit erhält man nach Satz 3, daß die Men¬ 

ge aller prävollständigen Klassen in Kg ein minimales Krlte¬ 

rlalsystem 1st. 

Lemma 1: Die Klasse К 1st genau dann prävollständig in KjJ, wenn 

K € 5Z “ {*Xli.lp) ' K:U pk1, Oäi1<i2z...<ip<m. 

О й 1 ä m} 

gilt. Das System ][% 1st ein minimales Krlterlalsystem. 

Beweis: 1) Wir zeigen, daß die Klassen Кц^ ^ у 

prävolletändig sind. 

Wir bemerken, daß 5^ ^ j » Ca n K(l1. ,i ) eine Unter¬ 

gruppe von TSa von Index 2 ist und daß gilt 

„1 „ .. ,„1 а к 
(1, ,1P) ■ <k;nG.) u (6тЛК(1і.1р)Ь 
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Daraus folgt jedoch, daß G,t t s prävollständig ln G_ lat 
' 1.p' 

und Jedes Element 01, 6t e. G_ \ S,, , . , mit R,, , . 
" lli.V '4.1p) 

ein Erzeugendensystem von K* bildet. Also ist Кц 1 ) in 

prävollständig. 

Ее gilt per Definition, daß Gm s Kf;lJ. Die Klasse Krl] ist ab¬ 

geschlossen. Wenn man die Sprache der,Automatenbäume nutzt, 

kann man ohne Schwierigkeiten zeigen, daß fOr zwei Automaten 

ftj, ßi2 «us Кд \ Kclj zwei Automaten , ä&2 £ GB existieren, 

so daß tXi ш 0i2 jf-g gilt. Daraus folgt, daß für einen be¬ 

liebigen Automaten OL aus Kj|j \ Kcl] die Menge K^ U {OL} voll¬ 

ständig ist. Also ist KflJ prävolletändlg. 

2) Es ist weiterhin zu zeigen, daß alle Klassen von 23 paarwei¬ 

se verschieden sind. Da Gm 6 Ktl] und Kjjj \ Gm fi K(l1>... ,i ) 

für beliebige p.i.ij.ip (p*l. 0*l<m. О < lj« i2z.. . <ip а m) 

ist, gilt auch K^j / K(i 
lp)' 

Die Klassen K^^ sind paarweise verschieden. Es sei 

K1 - |«± € KB|oa Um, Äi - (X,Sm,X,f1,g.0...01). 

fl(e.x) 'I 
0, für S m 0.. .010.. .Q 

i 
X, sonst. 

FOr Ktlj gilt dann K1 \ = KflJ und ^ 

Die Klassen К 
Ui 

Es sei 
■V 

sind ebenfalls paarweise verschieden. 

к2 - £ R* | o* js m, «j - (x,Sra,x,fj.g,o...oi), 

fj(s,x) - 

Füг К» . 4 \ » К/ j 
Vlj■,.. ,1pI V J1' 

x, fOr s - 0...01P...Q , 

X, sonst. 

, . und 01, aus К gilt: 
• jr; J 
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2.1) stj о e к(ц.lp) П K(ji.Jr), 

='=) *1 £ K(l1.....lp) \ K(3l.Jr) f0r j "Ul.Jri 
und .ipb 

;’*3) Äj£ K(3l.Jr) 4 K(i4.ip) för J* Ul.ip} 

und 3 £ Ui.ipb 

3) Wir nehmen an, daß eine weitere prfivollständlge Klasse 

K*in K* mit К* П G / G existiert. Dann existieren ln K* m 

utomaten 
«(4. 

mit Ä(1 
P' -1.V .P 1.)" 

Offensichtlich gilt dann SC^ 1 ) e Gm' Wlr zel9en- deß 

.lp)lp41> °‘11<12 < «‘p*"}] ■ Gm I**- 

Es 1st leicht einzusehen, daß eine endliche nilpotente Grup- 

pe 1st, G* - ^.ipjC^o.m) Л «(lj.ip)> die 

Kommutatorgruppe von GB und G* =' {Ä» ßt\ QL eüm} 1st. Nun gilt 

nach /2/, daß eine endliche Gruppe G genau dann nilpotent 1st, 

wenn jede Menge M, die zusammen mit der Kommutatorgruppe die 

Gruppe G erzeugt, selbst schon Erzeugendensystsm von G 1st. 

Es sei 

К “ G* U [et{li.t )|P»1. 0«li< ^5 < « • « ^ ^ ® 

Dann haben wir К* С [K], weil zu jedem ßtf< л 4 Automaten 
'*!••••• p' 

öt°. OL1. , 0Lm aus G* existieren, so daß für 

cÖ-(li.lp) - Ä(±i.lp) e 0L° »Ol1 «... ® GLm gilt: 

3.1) об^ ^ j ^ K(j) besteht genau dann, wenn 

ÖC( lj_, • • • ,lp) ^ *^(J) i®t- 

3.2) Es existieren J6-Q.c&a aus K2 u [SL0), wobei 

BlB das Eineelement von bezeichnet, so daß 
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1 ) " &0° ••• 0<^n i8t* Das System 

<± jj p > O, 0< i2< ...dp t m} ist aber anderer¬ 

seits ein Erzeugenden*ystem von K^. Damit haben wir erhalten, 

daß К* а Gm gilt im Widerspruch zur Voraussetzung. Es existiert 

also keine prävollständige Klasse K* in K* mit К*П GB / Gn. 

4) Nun nehmen wir an, es gibt eine in K* prävollständige Klasse 

К mit К a Gn. 

Angenommen, es existiert ein Automat Ot^ mit в(^ Ф и К för 

ein i, О 4 i * m. Wir erhalten dann К S KflJ, was aber nicht 

sein kenn. 

Angenommen, es gilt für alle 1,0 4lfm, K^^ и К » K|jj. 

Dann enthält К für Jedes i einen Automaten flt* mit ^Kn.i* 

Es existieren daher Automaten <&0, .... ln Gm, so daß für 

6ti aus K1 0C]L = <&0 e> ... » Xfm» вt* gilt. 

Da aber [К1 и G^] - K^ ist. erhalten wir im Widerspruch zur 

Voraussetzung die Gleichung К » К*. 

Damit 1st die Behauptung von Lemma 1 gezeigt. 

Der 3. Teil des Beweises läßt sich einfacher ausführen, wenn* 

man den Zusammenhang von Kranzprodukt und p-Gruppen nutzt, um 

zu zeigen, daß Gm nicht mehr als 2™maximale Gruppen haben 

kann. 

Aus Lemma 1 erhalten wir 

Ft>lgerunj}_3^ Es existieren genau 2m+* + m prävollständige Klas¬ 

sen in Kj|j. 

Aus Satz 3 und Lemma 1 folgt die Gültigkeit von 

Satz 4: Eine Menge von Automaten aus K* 1st genau dann voll 
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ständig in К*, wenn sie in keiner der Mengen Кц ^ у 

Kj-^j für p & 1. 0 6 ij< i2< ... <lp 6 m, О £ 1 ä m enthalten 

1st. 

Ein vollständiges System,bestehend aus 2m + 2 Automaten, wurde 

bereits im Beweis von Lemma 1 konstruiert. 

Das Basisproblem in К* 

Aus Satz 4 folgt, daß in eine Basis existiert. Offen ist 

noch, wieviel Elemente eine derartige Basis hat. Wir zeigen 

zuerst 

Lemma 2: Wann К, К s Gm, eine Basis in Gm ist, dann gilt 

|K|- Я+1. 

Beweis: Zu 1eder prävollständigen Klasse G,< ч л 
~~~~ ' 1 p' 

läßt sich eine lineare Funktion 

9<v 

ln G_ 

■V(x°’ ’xm> "4 + % * 
+ X, definieren. Für 

P 
einen Automaten OL, OL 6. 5 , kann man die Bedeutungen der Va¬ 

riablen X* .... xj*auf die folgende Art bestimmen: x^» О ge¬ 

nau dann, wenn ^ P-(s,et) ■» О (mod 2), Man erkennt 
s tÄTIi}) 

leicht, daß 6t in G,, , , genau dann liegt, wenn 
lll.p* 

9(li.ip)(X0.V ° 0 Gilt. Für jedes Tupel (6Q.gj 

existieren in Gm Automaten OL mit (6^,.^.,6^) ■ (x®,.,. ,x*). 

Es sei nun К » [0L1.SfjJ eine Basis in Gm. Dann sind die 

« л а л 
Tupel (Xq1.xm*).(x0A,... ,xm ) linear unabhängig. 

Angenommen, das gilt nicht. Dann existieren für ein ѲІ^ Auto¬ 

maten Ä. 

Л &, 

Ä, in K. so daß 
“ s 

. 
(Xn •чѴ c*> 

Da К eine Basis 1st, existieren tnlche ij. lp, daß 
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Л А 
g(li _ 1 j (х0 .xm ) = 1 und für alle St £ К \ } 

, x“) = О gilt. Das ist Jedoch ein Wider- 
(4' 

spruch zu (*). 

Im (m+l)-dlmensionalen existieren höchstens m+1 linear unabhän¬ 

gige Tupel, d. h. 1 4 m+1. Oa aber К genau dann eine Basis in 

Ä1 Ä1 ®1 Л1 
Gm ist, wenn (x0 .xm ).(х0х,...,хт ) ein Erzeugenden¬ 

system ist, gilt 1 =» m+1. 

Lemma 3: Wenn К eine Basis in K^ ist, dann gilt I К \ GB | « m+1. 

Beweis: Aus Lemma 1 und Folgerung 3 folgt, daß |K\Gm| - m+1 

gilt. Da aber für beliebige i, j, 0 £ i< j 4 m. die Mengen 

Кт^КШ und Km ^ Krjj disjunkt sind, gilt | К \ GBI » m+1. 

Aus Lemma 1. Lemma 2. Lemma 3 erhält man ohne Schwierigkeiten 

Setz 5: Wenn К, К S kJ,, eine Basis in KjJ ist, dann gilt 

J К J = 2m + 2. 
Damit wächst die Länge der Basis von kJj linear. Es gibt aller¬ 

dings auch Klassen in kJ|, deren Basen 22 0 (c *5) Elemente 

haben /6/. 

Für Basissysteme von Automaten interessieren natürlich auch an¬ 

dere Kompliziertheitsmaße, so z. B. für 

K= - (X,S1,X,f1.g1.s^) I lrfi«nj „ 

die Anzahl der benötigten Zustände L(K) » ^^ Is^j . 

Folgerung 4: Für jede Basis К von K* gilt 

ra2,+ 5m + 4 4 L(K) 4 (m+l)(2m+2-2). 

Für jede Zahl n mit m2 + 5m * 4 4 n 4 (m+l)(2m+2-2) existiert 

eine Basis К von kJ" mit L(K) » n. 
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Oie angegebene obere Grenze verändert eich nur unweaentlich. 

wenn man voraussetzt, daß jeder Automat OL von К minimal in 
Sinne von /1/ 1st. 

Approxlmatlonsautomaten und Approximationsvollständigkeit 

In /3/ wurde gezeigt, daß für die Menge P1 keine Basis exi¬ 

stiert. Interessent ist diese Fragestellung auch für die Appro- 

ximationsvollständigkeit. Es entstehen folgende Probleme: 

1) Existiert ein approximationsvollständiges System von Automa¬ 

ten, dae nicht endlich erzeugbar 1st? 

2) Existiert ein approximationsvollständiges System von Automa¬ 

ten, dessen echte Teilmengen nicht approximationsvollständig 

sind? 

Diese Fragen sollen im folgenden beantwortet werden. Wir erken¬ 

nen dabei, daß sich die Antworten für die Approximationsvoll¬ 

ständigkeit wesentlich von denen für die Vollständigkeit unter¬ 

scheiden. 

Offensichtlich ist folgendes 

Lemma 4; Die Klasse K1 » \J K^ 1st approximationsvollständig. 
■ m»0 

Damit erhalten wir 

Folgerung 5: Es sei К В к1. Dann ist К genau dann vollständig 

ln K1, wenn К approximationsvollständig in P1 1st. 

Nach Satz 4 1st die Menge К » Ot^j|i,J Ь о} 

(analog konstruiert zum zweiten Beweisschritt von Lemma 1) eine 

vollständige Menge in K*. Keine endliche Teilmenge von К ist 

nach Satz 5 vollständig. Nach Satz 4 1st eine echte Teilmenge 

von К unvollständig. Damit gilt 

Satz 6: Es existiert ein approxlmationsvolletändlges System von 

Automaten in P1, das nicht endlich erzeugbar let und dessen 

echte Teilmengen nicht approxlmatlonevollständig in P1 sind. 

Zum Schluß sei ein offenes Problem angegeben: Existiert ein 
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endliches approximationsvollständiges System in P1?1 
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Frad Sob1k 
Erdmute Sommerfeld 

Untersuchungen zur Klass1fikation strukturierter Objekte auf 
der Grundlage des Enthaltens111ins b

_
esti1111tar Untergraphen

Auf der Tagung "Oiskrete Mathematik" 1978 in Rost�ck W!frde ein 
Ansatz zur Klassifikation strukturierter Objekte auf der Grund­
lage dar Isomorphie von Untergraphen vorgestellt (vgl, Sobik, 

, Sommerfeld /7/). Im folgenden soll auf Beziehungen zur Graphen­
theorie eingegangen werden. Außerde■ werden Resultate der An­
wendung des daraus entwickelten Algorith■us CALG auf eine Reihe 
praktischer Problemstellungen dargestellt, 

Strukturierte Objekte sind durch eine Mange von Elanentarobjek­
ten und eine Menge von Relationen über diesen Elementarobjekten 
charakterisiert. Oamit hat man die Struktur einer relationalen 
Algebra. Wir beschränken uns hier auf den Fall ein- bzw. zwei­

stelliger Relationen, d. h. auf da� Fall knoten- und kantenin­
terpratierter gerichteter Graphen. 

Oefinition: G • (v, E, f, g, wv• wEJ heißt (endlicher, gerich­
teter, interpretierter) Graph, wann V eine endliche Menge und· 
E '- V x V ist, WV und WE endliche, nichtleare Mengen und

f: V ➔ Wv und g: E ➔ WE Funk tionan v·on V bzw. E in Wv bzw. WE
sind. 

V ist dann die Knoten•enge, E die Kantenmenge dea Graphen G, 
Wv und WE aind Mengen möglicher Knoten- bzw. Kanteninterpret.a-

tionen, und f und g ordnen den Knoten und Kanten die entsprechen­
den Iterpretationen zu • 

. Definition: Seien G. [v. E, f, g, w�. wel und

H • [v•, E', f•, g', Wy, WE] Graphen. H heißt Teilgraph Yeti G, 

wenn v• � v und e• Ce n (V' x V') ist und die Funktionen f' 
und g' Einschränkungen von f und g auf V' bzw. E' sind. Gilt 
E'" E l\_(V' x V'), dann heißt H induzierter Untergraph von G. 
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Definition: Selen G ■ fv, E, f, g, Wy, W£] und 

H = fv1 , E" , f' , g', Wy, VVE] zwei Graphen. G und H heißen iso¬ 

morph (G S H), wenn eine eineindeutige Abbildung at von V 1/ E 
auf V \j E’ existiert mit X (v) £ V für alle v £ V, X(e) £ E' 

für alle ѳ e E, «((v^Vg)) - (X(v^), ae('v2)) für alle 

V1‘ v2 c v' (vi,v2^ 4 E- “ f' (X(v)) für alle V £ V und 

g(e) = g'(at(e)) für alle e e E. 

Allgemein besteht ein Klassifizierungsproblem darin, für eine 

Menge gegebener Objekte, die Elemente bestimmter Klassen sind, 

eine Entscheidungsstruktur zur richtigen Klassifizierung der 

Ausgangsmenge zu konstruieren. 

Definition: Sei Bf eine Menge von Graphen und <£ eine Zerlegung 
von mit der Eigenschaft, daß isomorphe Graphen stets Elemen¬ 

te der gleichen Klasse von sind. Dann bezeichnen wir ZQ/ , ({J 

als Klassifizierungsproblem. 

Für die Unterscheidung von Klassen strukturierter Objekte 

spielt offensichtlich das Vorhandensein bzw. Fehlen bestimmter 

Teilstrukturen eine wesentliche Rolle. Dementsprechend verwen¬ 

den wir das Vorhandensein bzw. Fehlen bestimmter induzierter 

Untergrephen als unterscheidendes Merkmal für die Charakteri¬ 

sierung der Klassen. Solche Charakterisierungen sind ln der 

Graphentheorie üblich (z. B. -Konzept der "verbotenen Untergre¬ 

phen"). Ein Beispiel dafür sind die Kantengraphen. 

Sei G » fv, E, f, g, Wv, W£] ein uninterpretierter, ungerichte¬ 

ter, schlichter Graph (d. h., Wy und WE sind Einermengen und 

mit (v1(v2) £ E 1st auch (Vg.v^ £ E). Wir schreiben dann kurz 

G » fv, e]. Der Kentengraph L(G) von G ist der uninterpretlerte, 

ungerichtete, schlichte Graph mit der Kantenmenge E von G als 

Knotenmenge. Zwei dieser Knoten sind in L(G) durch eine Kante 

genau dann miteinander verbunden, wenn die entsprechenden Kan¬ 

ten ln G einen Knoten gemeinsam haben. Ein Graph H ist genau 

dann ein Kantengraph, wenn es einen Graphen G mit H S L(G) gibt. 

Die Kantengraphen sind dadurch charakterisiert, daß sie genau 

die Graphen sind, die keinen der in Abb. 1 dargestellten Gra- 



phen als induzierten Untergraphen enthalten (Beineke /1/). 

Abb.1 

Das Konzept der Charakterisierung von Graphklassen durch das 

Vorhandensein bzw. Fehlen von induzierten Untergraphen wird 

auf die Klassifikation strukturierter Objekte übertragen. 

Definition: Sei S = {G^.Gm} eine Menge von Graphen. Zwei 

Graphen G und H heißen (stark) S-äquivalent (5), wenn für 

i = 1, ..., m gilt: G enthält genau dann einen zu G^ isomorphen 

induzierten Untergraphen, wenn H einen zu G^ isomorphen indu¬ 

zierten Untergraphen enthält. 

Definition: Sei ein Klassifizierungsproblem [ф. <H] gegeben. 

Eine Menge S von Graphen heißt (stark) klaaeiflzla- 

rungsrelevant bezüglich dieaea Klaaaiflziarunga- 

problems, wenn keine Elemente verschiedener Klassen aus 

(stark) S-äquivalent sind. 
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Ziel des Klassifizierungsverfahrens ist es, eine (stark) klas¬ 

sifizierungsrelevante Menge von Graphen zu bestimmen und damit 

das Klassifizierungsproblem zu lösen. 

Sei ein Klassifizierungsproblem gegeben. Dann kann mit 

Hilfe des folgenden Algorithmus stets eine (stark) klassifizie¬ 

rungsrelevante Menge von Graphen konstruiert werden (vgl. auch 

Sobik, Sommerfeld /7/). 

Algorithmus: 1) Anfangsschritt: Sei SQ = 0. 

2) (i+l)-ter Schritt (i i 0) : Sei S^ die im i-ten Schritt kon¬ 

struierte Menge von Graphen. Wir betrachten nun die durch die 

S1 
Äquivalenzrelation ~ definierte Zerlegung Z^ von gk. 

a) Oie Zerlegung Z^ ist eine Verfeinerung der Zerlegung <K. 

Dann ist S = S^ eine (stark) klassifizierungsrelevante Menge 

von Graphen. s \ 

b) Es gibt Graphen G, И& ^ mit G H, die Elemente verschie¬ 

dener Klassen von sind. Sei GQ ein Graph der kleinsten 

möglichen Ordnung, der induzierter Untergraph genau eines 

der beiden Graphen G oder H ist. (Ein solcher Graph exi¬ 

stiert immer. Im Extremfall ipt es einer der beiden Graphen 

selbst.) Dann sei Si+1 = S^u^G^}. 

Da die Menge endlich ist und ln jedem Schritt des Algorith¬ 

mus eine echte Verfeinerung von Z^ ist, bricht der Algo¬ 

rithmus stets ab. 

Für jedes Klassifizierungsproblem gibt es Iф| - 1 Gra¬ 

phen aus Cß, die eine (stark) klassifizierungsrelevante Menge 

bilden. Eine solche Lösung ist natürlich uninteressant. Es gibt 

jedoch Klassifizierungsprobleme, die nur diese triviale Lösung 

besitzen. 

Es 1st schwierig, allgemeine Aussagen zur Existenz (stark) 

klessifizlerungsrelevanter Mengen von Graphen mit bestimmten 

Eigenschaften zu gewinnen. Das wird auch durch die folgenden 

Beziehungen zum Rekonstruktionsproblem 

für Graphen dokumentiert. Betrachten wir hier einmal den Fall 

uninterpretierter, umgerichteter, schlichter Graphen. Dann be¬ 

sagt die (allgemein nicht bet.ie. ene) Mengen-Rekonstruktions- 
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Vermutung (Harary /3/ , Manvel /6/): Oeder uninterpretierte, un¬ 

gerichtete, schlichte Graph der Ordnung n i 4 ist (bis auf Iso¬ 

morphie) eindeutig durch die Menge der Isomorphieklassen seiner 

induzierten Untergraphen der Ordnung n - 1 bestimmt. Es gilt der 

Satz I Für jede Menge ^ von uninterpretierten, ungerichteten, 

schlichten Graphen der Ordnung n ^ 4 und die Zerlegung 

von ^ in Isomorphieklassen existiert genau dann eine für das 

Klassifizierungsproblem [ty , (fcQl (stark) klassifizierungsrele¬ 
vante Menge von Graphen der Ordnung n - 1, wenn die Mengen- 

Rekonstruktionsvermutung gilt. 

Damit ist z, 3. für separable Graphen ohne Endknoten oder für 

Bäume die Existenz nichttrivialer Lösungen gesichert. Für prak¬ 

tische Realisierungen spielen natürlich Aufwandsfragen eine 

große Rolle. Wesentlich ist, wieviel Graphen eine (stark) klas- 

sifizierungsrelevante Menge von Graphen enthält und welche Ord¬ 

nung diese Graphen haben. Bezüglich des angegebenen Algorithmus 

gilt der 

Satz: Sei S die durch den angegebenen Algorithmus bestimmte 

(stark) klassifizierungsrelevante Menge von Graphen für ein ge¬ 

gebenes Klassifizierungsproblem. Sei m die größte Ordnung der 

Graphen aus S. Dann gibt es für dieses Klassifizierungsproblem 

keine (stark) klassifizierungsrelevante Menge S' von Graphen, 

die nur Graphen von höchstens der Ordnung m - 1 enthält. 

Um den Bereich der real verarbeitbaren Strukturen zu erweitern, 

ist es sinnvoll, die Objektgraphen durch geeignete Graphtrans^ 

formationen auf leichter zu verarbeitende Strukturen abzubil¬ 

den und dahn das so erhaltene transformierte Klassifizierungs¬ 

problem zu betrachten. Entscheidend ist hierbei, daß Grapheigen¬ 

schaften, die für die Klassifikation relevant sind, erhalten 

bleiben. Dies führt zu der folgenden Begriffsbildung. 

Definition: Seien 6p und 6p' Mengen von Graphen, ф : ^ 

eine eindeutige Abbildung von Qp auf 0p' und [ф, cf"] ein gege¬ 
benes Klassifizierungsproblem. Die Graphentrans¬ 

formation ф heißt (bezüglich \.6p, <&]) klaeei.fi— 

rungsstabil , wenn für alle Graphen G, H €. 6p, 
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die Elemente verschiedener Klassen von (fl sind, ф(С) ф ф(Н) 

gilt. 

Die Bestimmung geeigneter klassifizierungsstabiler Graphtrans¬ 

formationen ist schwierig und hängt stark vom betrachteten 

Klassifizierungsproblem ab. Wir wollen hier als Beispiel die 

Kantengraphbildung betrachten. Dazu beschränken wir uns wieder 

auf den Fall uninterpretierter, ungerichteter, schlichter Gra¬ 

phen. Wir können dann auf den bekannten Satz von Whitney (vgl. 

Harary /4/) zurückgreifen: 

Satz: Sind G und H zusammenhängende, unlnterpretlerte, unge¬ 

richtete, schlichte Graphen, so gilt die Aussage, daß genau 

dann G = H, wenn L(G) • L(H) 1st, dann und nur dann, wenn 

{g.h} / iK3,Klj3} gilt. 

Damit erhalten wir den 

Satz: Sei eine Menge zusammenhängender, uninterpretierter, 

ungerichteter, schlichter Graphen. ein Klassifizie¬ 

rungsproblem, und Kj und K^ 2 mögen in derselben Klasse von (£. 

liegen, wenn [K^.K^ 3} S gj ist. Dann ist die Kantengraphbil¬ 

dung bezüglich C^f-, (Ci klassifizierungsstabil. 

Die Transformation auf Kantengraphen kann z. B. dann sinnvoll 

sein, wenn Graphklassen durch Enthaltensein bzw. Fehlen von 

Teilgraphen charakterisiert sind. Den Teilgraphen der Ausgangs¬ 

graphen entsprechen induzierte Untergraphen der Kantengraphen. 

Es gibt zwar für diese Probleme auch stets eine (stark) klassi¬ 

fizierungsrelevante Menge von Graphen, doch kann diese wesent¬ 

lich umfangreicher als die charakterisierende Menge von Teil¬ 

graphen und die aus ihnen gebildete Menge von Kantengraphen 

sein. Dafür haben die Kantengraphen den Nachteil, daß sie im 

allgemeinen von größerer Ordnung als die ursprünglichen Graphen 

sind. Als Beispiel sei hier die Charakterisierung planarer Gra¬ 

phen genannt. Ein Graph heißt genau dann homöomorph irreduzi¬ 

bel, wenn er keine Knoten vom Grad 2 enthält. Wir haben dann 

den 
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Satz (Kuratowski /5/): Ein homöömorph irreduzibler Graph ist 

genau dann planar, wenn er weder den K5 noch den Kj 3 als Teil¬ 

graphen enthält (s. Abb. 2). 

Abb.2 

Sei die Menge der homöomorph irreduziblen uninterpretierten, 

ungerichteten, schlichten Graphen. (£ sei die Zerlegung von 
in planare und nichtplanare Graphen. Dann ist die ln Abb. 3 

dargestellte Menge von Graphen für das Klassifizierungsproblem 

ІЯ-, (Л (stark) klassifizierungsrelevant. 

Abb.3 



Für des durch Kantengraphbildung transformierte Problem bilden 

die beiden in Abb. 4 dargestellten Graphen eine (stark) klassi¬ 

fizierungsrelevante Menge. 

Oie Fülle der sich ergebenden theoretischen Probleme bedarf 

noch ausführlicher Untersuchungen, Dabei spielen vor allem Fra¬ 

gen der Existenz von (stark) klassifizierungsrelevanten Mengen 

mit bestimmten Eigenschaften und Untersuchungen klassifizie¬ 
rungsstabiler Graphtransformationen eine Rolle. 

Oer Algorithmus wurde durch ein Programm auf der BESM-6 reali¬ 

siert und die Anwendbarkeit des Prinzips auf praktische Pro¬ 

blemstellungen an Hand mehrerer Datensätze überprüft. Das Pro- 
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gramm ist eine Testversion und nicht optimiert. Im folgenden 

werden einige gerechnete Klassifizierungsprobleme mit einer 

kurzen Charakrerisierung der Ergebnisse genannt. 

1. Soziale Gruppenstrukturen aus der Gruppenpsychotherapie: 

ca. 20 Graphen der Ordnung 12, 3 Klassen, Rechenzeit ca. 

5 min. 

2. Kommunikationsbeziehungen beim Gruppen-Problemlösen: 

2 Varianten mit 61 bzw. 62 Graphen jeweils der Ordnung 8, 

4 Klassen, Rechenzeit jeweils unter 30 min. 

Oie Resultate wurden in einen Vortrag auf dem XXII. Interna¬ 

tionalen Kongreß für Psychologie 1980 in Leipzig (Gundlach, 

Schulz /2/) einbezogen. 

3. Strukturen aus der Verkehrssteuerung: 20 Graphen der Ordnung 

8. 2 Klassen, Rechenzeit 2 bis 3 min. 

Zwei ursprünglich nicht zur Datenmenge gehörende Objekte 

konnten ,.n Hand der gefundenen Merkmale den richtigen Klas¬ 

sen zugeordnet werden. 

4. Chemische Strukturen: 85 Graphen der Ordnung 4 bis 12, 4 

Klassen, Rechenzeit 30 bis 40 min. 

Oie erhaltene Entscheidungsstruktur stand in Übereinstimmung 

mit bekannten Eigenschaften der Strukturen. 
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Zur Koapliziartheit der Beschreibung von Enu■erationan rekur■iv 
aufzlhlbarer Mengen 

I• folgenden werden wir Ergabniaae Ober die Beechraibungak011-
plaxitlt von Enumerationen rakuraiv-aufzlhlbarer Mengen dar­
atellen. Wir ver-nden dabei gebrluchliche Bezeichnungen. Mit 
:N bezeichnen wir die Mange der natOrlichen bhlen. lR, IP(IPn), 

n •. 
A (A) bezeichnen die Mange der rekuraiv-aufzlhlbaran Mangan 
natOrlichar Zahlen , die Mange.dar partiell-rakuraiven (bzw. 
n-■telligen partiell-rekuraiven) arith■etiachan Funktionen bzw. 
die Mange dar ellge■ein-rekuraiven (n-atalligen allge■ein-rakur­
■iven) Funktionen. Enu■erationen wurden aret■ale von P. Young
(/6/) fOr genz lR betrachtet. Wir haben in /4/, /5/ Enu■eratlo­
nen in epeziallan Stendardklaeeen atudiert. In diaaer Arbeit
betrachten wir zunlchst Enu■erationen yon IR. Oazu eei V. eine

. 0 
feete kanonische Numerierung aller endlichen Teil■engen von lN. 
Eine Enu■eration iet eine Funktion E �A2, fOr die gilt: 
'7'11:fn })

0
(E(i, n)) lö V

0
(E(i,n+1)). 

Wir sprachen von einer Enu11erat1on von IR, wenn zualtzlich gilt, 
00 

daß '1,'(1) :• Uv (E(i,n)) eine Nu■erierung von ganz IR iat. 
n•o 0 

Eine solche Enumeration nennen wir GOdelenu■eration (von Jt), 

wenn die eo definierte Funktion Y eine GOdelnu■erierung von lR 
ist (d. h., das s-■-n-Theore■ gilt fOr die berechenbare Nu■e­
rierung V). 

1. Mini■ale Indizes

In diese■ Abschnitt sei E eine beliebige GOdalenu■aration von 
lR • Sei ( <p , cp) unabhlngig davon ein 8lu■echea Zei t■-8 (/1/) 
fOr IP 1 • Es seien also cp. <f, E. F2, fern.-r Hi C<pn>n �JN ■lt

. 
, 1 CJ>n(x) • Cf>(n _,x) GOdelnu■eriarung von IP ,und ea gelte fOr alle 

n,x E. :N 'P
n

(x)i.,.. in<x>J..



Weiter sei ? ein Beschreibungskomplexitätsmaß, d. h. , es gelte 

a) I 6 A1 und b)3keA1Vn,m £ ]N (^(n) ■» 4n< k(ii)). 

Man kann sich etwa vorstellen, daß У0(Е(1,п)) die Menge der 

Zahlen ist, die sine Mehrbandturlngmaschine mit Ausgabeband, 

gefüttert mit dam i-tan Programm in einer effektiven Liste al¬ 

ler Programme, nach n Arbeitstakten euagibt (bezüglich einer 

geeigneten Codierung). Dann ist also V(i) die Menge der Ausga¬ 

ben der Maschine mit dem Programm 1 bei unbegrenzter Rechen¬ 

zeit. Die Zahl 1 bzw. der Wert J(i) 1st ein Maß für die Kom¬ 

plexität des Programms 1. Wir interessieren uns zunächst für 

die minimale Besch reibfingsmöglichkeit von vorgegebenen Mengen 

M natürlicher Zahlen. Sei dazu 

min [|(i)| V(i) « m}, falls existent 

f sonst 

Denn gilt die 

SE(M) "Г 
Aussage 1.1: 9Е(М)ф<» M ist rekursiv aufzählbar. 

Ist Mv !- ^i|VJ(V(3) - V(l)=* J(3) » 5(1))} die Menge der 

5"-minimalen Indizes, so gelten die folgenden Aussagen. 

Aussage 1.2: Ist M rekursiv aufzählbar, so 1st SE(M) 6 My. 

Aussage 1.3: My 1st eine immune Menge. 

Man könnte nun vermuten, daß man sich bei der Untersuchung der 

Menge der minimalen Indizes auf die Betrachtung einer Gödelnu- 

merierung beschränken kann. Das ist aber nicht so. 

Aussage 1.4; Für verschiedene Gödelenumerationen E und E' müs¬ 

sen die dazugehörigen Mengen My und M nicht notwendig iso¬ 

morph eoln. 

Beweisi Wir verwenden wie schon in der Arbeit /4/ Blummaße, um 

geeignete Enumerationen zu definieren. Sei ( у , ф ) unser Blum¬ 

naß und für i.ntn sei V0(E(i,n))» ^9’1(x)|x<n& Фі(х) ^ nJ 

und V0(E*( 1,n)) • £[-2i—І I X ä n * ф±(х) 4 n}. Dann 1st 

•V(i) - Wb(yt) (Wertebereich) und V(i) -{[x/2]|x e wb(y1)}. 

Offenbar sind V und V* Gödelnumerierungen. Man zeigt nun unter 
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Ausnutzung der Eigenschaften des Maßes jy , daß notwendigerweise 

Му, c Mv gilt. Mp. s Mp ist trivial. Seien i.g £ Mp so, daß 

У(і) > (x| X gerade} und y(g) • {x | x ungerade] и M ist, wobei 

M eine geeignete Menge gerader Zahlen sei. Es ist j 

V (i) = y(g) ■ IN. Da es unendlich viele Möglichkeiten für M 
gibt, existieren unter den minimalen q ■ g(M) solche, für die 
wegen Axiom b) an £ gilt: (T(g) > |(i). Sei M so gewählt. Man 

beweist, daß dann q zu Mp\Mp, gehört. Damit ist Mp. c Mp, und 

mithin (Myist immun 1) ist Mp. nicht zu Mp isomorph. 

2, Optimale und schnelle Enumerationen 

In diesem Abschnitt betrachten wir beliebige Enumerationen E. 

Sei f ein strenges Beschreibungskomplexitätsmaß (vgl. /3/, wir 
benutzen die dort für strenge Maße bewiesenen Sätze). Wir nen¬ 

nen eine Enumeration E optimal (bez. j? ) . wenn für alle Enume¬ 

rationen Ei ein cE existiert, so daß für alle rekursiv auf¬ 

zählbaren Mengen M * IN die Beziehung S (M) £ S 1(M) + c^ 

gilt. 
Wir nennen eine Enumeration E schnell, wenn für alle Enumera¬ 

tionen E, ein dc * A1 existiert, so daß für alle i. für die 
1 

y^(i) :« ^JiyE^i.n)) unendlich ist, ein 1' existiert, so daß 

gilt: V(i') - Vj (1) und V ® , J)) * V0(E(f ,d£^( J)). 

Wir zeigen das Hauptresultat unserer Arbeit: 

Theorem 2.1: Es existiert eine schnelle optimale Gödelenume¬ 

ration. 

Beweis: Sei (у,ф) unser Blummaß und (<pi • $i)i IN elne dezu“ 

gehörige Gödelnumerierung von P2 mit Zeitmaß $2. ^eo daß für 

eine Cantor-Paarnumerierung die Beziehungen 

<f t( <a,x > ) . qp2(a,x) und $2(a,x) - ф^( <a.x> ) für alle 

l.a.x £ VI gelten. 
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Damit definieren wir v>0(E®(l.t)) [ij)^(n,x) | ф2(п.х) d tj, 

falls i » <a,n> ist. Dann gilt y§( <a,i> ) » wb(Xny2(l,n)). 

Offenbar 1st E® eine Gödelenumeration. Sei nun E‘ eine belie¬ 

bige Enumeration. Ferner sei M eine rekurslv-eufzählbare Menge, 

und für iQ gelte £(i„) - SE’(M) sowie f(i0) • M. Da E' £ 

ist, existiert eine Zahl a', für die Яі.п E’(i,n) 

- Лі.п y^.(i.n) gilt. Es folgt 

W(l0) - M - Uvo(E’(i0.n)) -V VoCpa'do'"))' 

Wir definieren jetzt die gewünschte Enumeration: 

Vo(E((l.t)) U. 
jeV0(E3(i,t)) 

V0(J). 

Offenbar ist E monoton und V berechenbare Numerierung von ]R. 
Wir behaupten, daß V Gödelnumerierung 1st. Dazu zeigen wir, daß 

V* d V gilt (da V beliebig war, erhält man daraus die Behaup¬ 
tung). Wir beweisen folgende Hilfssätze 1-5. (Auf die Wieder¬ 

gabe der Beweise der Hilfesätze 1,2 verzichten wir hier, es 

handelt eich dabei um routinemäßige Rechnungen.) 

Hllfaaatz 1: У(1„) - D( <a‘ ,i0> ). 

Hilfssetz 2; Für alle 1 gilt: V (1) • И <a' ,i> ). 
Mit f(i) :» (e ,i) folgt у «Vf» und damit ist У Gödelnumerie¬ 

rung und E Gödelenumeration. 

Hllfaaatz 3: E 1st optimal. 

Beweis: Es gilt für unsere beliebig gewählte rekursiv-aufzähl- 

bara Menge M die Beziehung Sy(M) < g( <a' ,i0> ) * ^(ia) +c(a') 

mit einer geeigneten Funktion c, die zu unserem strengen Be- 

achralbungakomplexitätsmaß gehört (/3/). Wir setzen c£, • c(a') 

und erhalten die Behauptung. 

Hllfaaatz 4; E 1st schnell. 

Beweis; Wir setzen dg.(n) :» max $a.(k,n). Dann gilt dg. £ A 1 

denn es 1st Лі,п E (i.n) - <р2,(1,п) e A2. 
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Hilfssetz 5: Zu 1 б IN existiert eine Zehl 1' e H, to deB, 
feile V(i) unendlich ist. für eile t e. JN gilt: 

V0(E'(i.t)) s V0(E(i-.dE.(t)). 

Aus Hilfesetz 5 folgt der Hilfesetz 4. 

Beweis des Hilfssetzes 5: Es gilt 

V0(E-(i.t)) - l>0(9a-(l.t)) 1 

Фа-( ■ )) qV{<Pa.(l.J) | (і.*)}Ѵ°(Ч) 

■ ,Ч<-5< <•••*> ■ *•'"<,,д> • 4:" - 
Sei nun tii. Denn ist V0(E( <e' ,i> . $|.(i.-t)) 

fi V0(E{ <e-,i> , max ф*. (к, t)) - Ѵ„(Е( < e • , i> ,d£. (t) ). 

Also erhält men für 1' • (b‘.1^ die gewünschte Beziehung 

V0( E" (i,t)) в V0(E(i',dE,(t)). Damit folgt Hilfssatz 5 und 

unser Theorem 2.1. 

3. Der, Oberhalbverband der Simullerbarkelt 

Gegeben seien zwei ganz beliebige Enumerationen E und E", die 

insbesondere auch keine Enumerationen von IR sein müssen. Wir 

sagen,daß E durch E' real simuliert werden kann, und schreiben 

E ä E', wenn gilt: 

3 f £ A1 Vi (|VE(i)| = oo»]i- t>(i) - V'(i') & 

v” Uvo( E'(i.f)) в KJ V (E'(l'.t'))) 
t ft fif(t) 

(d. h. Vj°f0(E(i,t)) S V0{E'(i'.f{t)))). 

Aussage 3.1: ^ist reflexiv und transitiv. 

Definition 3.2: E s E‘ irtÜE’ tE'iE. 

Aussage 3.3: “ ist eine Äquivalenzrelation. 

Definition 3.4: V sei die Menge der Xqulvalenzklassen der 

Enumerationen. Es sei ГЕ] f [E'] :#ЕІЕ‘, 
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Satz 3.5: (V,4) ist ein Oberhalbverband mit Nullelement und 

Einselement. 

Sei E unsere schnelle Enumeration von Abschnitt 2, so 1st [E] 

des Einselement. Oes Supremum EsupE' von E und E' kann man so 

definieren: EsupE’(2І+1,t) :• E'(i.t): EsupE’(21.t) E(i.t). 

Wir vermuten, daß (V,4) kein Verband ist. Eine analoge Betrach¬ 

tung liefert einen Verband, wenn man sich nur auf Enumerationen 

beschränkt, die die Zahlen in ihrer natürlichen Ordnung ausge¬ 

ben. Eine solche Betrachtung führt aber bekanntlich zu einer 

wesentlichen Einschränkung. 
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Hinwei■e fQr Autoren 

Menuekripte (in deutecher, ggf. euch in rueeischer oder engli­
echer spreche) bitten wir, an die Schriftleitung zu echicken. 
01e ge■e■te Arbeit ist linkebOndi9 zu echrsiben. Eine Ausnah■e 
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Arbeit/ 1 Zailanu■echaltung/ Unteretraichung/ l.earzaile. Dar 
Text dar Arbeit iet ainainhalbzaili9 (• 3 Zeilenu■scheltungan) 
zu echraiben ■it ■axl■ai &3 Änechilgan ja Zeile und ■ex1■el 37 
Zeilen je Seite. ZwiechanObarechriftan sind wie folgt einzuord­
nen: 6 Zailenu■echaitungan/ zwl■chandberechrift/ Unterstrei­
chung (ohne Zailanu■echaltung)/ 5 Zailanu■echaltungan. Hervor­
hebungen eind durch Unteretraichen und Sparren ■&glich. AnkOn­
digungan wie Satz, Daflnltlon, Ba■arkun9, Bawei■ u. 1. ■1nd zu 
untar-etraichan und ■lt alna■ Doppelpunkt abzuechliaßan. Vor und 
nach Sitzen, Definitionen u. 1. ist ein Zailanabetand von 5 U■-
·•cheltungen zu la■■an. Fu8noten eind ■&glichet zu var■eiden.
lollta doch davon Gebrauch ga■acht warden, ao sind sie durch 
eine hochgntellta Ziffer i■ Taxt zu kennzeichnen und innerhalb 
dea oben angegebenen Satzapiagal• unten auf der gleichen Saite 
anzugeben. Far■aln und Bezaichnun9■n sollen ■&glichet ait der
lchraib■aechlna zu ■chralban ■aln. Aarvorzuhabanda For■aln eind 
drei Leerzeichen ainzurOck■n u■d ■it 6 U■achaltung■n zu■ Obri­
gen Text zu achraiban. For■alzlhl■r ■ollen•• rechten Rand ■t■-
hen. Dar Platz fOr Abb1idun9an let bei■ Schreiben au■zu■paren: 
die Abbildungen ■albet ■lnd In dar da■ au■ga■parten Platz ent­
eprechandan Gr&ae gesondert nach TGL-Vorschrift auf Tranepe­
rentp■pier baizufOgan. Dar zug■h&rige Begleittext ist i■ Menu­
akript ■itzuachraiban. Sein Abatand nach unten betrlgt 5 U■-
achaltungen. Utaraturzitata 1■ Taxt eind durch laufende Nu■-
■arn in Schrlgetrichan (vgl. /8/, /9/ und /10/) zu kennzeich­
nen und• Schlu8 dar Arbeit unter dar Zwi■chenOberschrift Li­
teratur z••••■nzuetallan. 
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Dia Angaben ■ollen in Originalaprach■ erfolgen: bei kyrilli­
echan Buchetaban ■oll die bibliothakeriacha Tren■kription 
(Duden) verwendet -rdan. 
M Ende dar Arbeit atahan folgend■ Angeben zu■ Autor und zur 
Arbait1 ain9a9■nr.n1 Datu■/ Laarzaila/ Anschrift da• Varfeeeere;/
Titel Inltlai■n ar vorn■■an Ne■•/ Inetitution/ Struktureinheit/ 
Str■la H■uenu■■ar/ Land Poetlaitzehl Ort. 
Der Autor wird gebeten, aina Korrektur da• ourchechlag• vo■ 
Offeet■■nuakript zu laean und dabei die ■atha■etiechan Sy■bola 
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