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Adem Schmidt -

Ober gewisse lineere pertielle Differentielgleichungen fOr
Distributionen

Einleitung:

In Teil II dieser Note wird gezeigt:
Sind g(p.q)., h(p.q) teilerfremde Polynome des mit dem Kdrper K
der komplexen Zehlen gebildeten Ringes K([p.q), ist Sgh € 45}2 Di-
stributionenldsung der Gleichung

g(Dx,Dy)h(Dx,Dy)S = O
bei offenem, einfech zusemmenh&ngendem, der Einfechheit helber

konvex engenommenem (), eo ist sgh =- sg * Sh mit

9(0x,0y)Sy = 0, h(Dx,Dy)S), = 0.}
Teil I dient der Vorbereitung. Es wird gezeigt, deB dieeer Setz
noch Erweiterungen erwerten laB8t, Dazu dienen zwei Beiepiele.

Des erste Beispiel mecht eine Aussage Gber die Struktur der L&-
sungen von Differentielgleichungen

k
g (Dxluuxzn--o.oxn)s = 0 mit g(pl.qu.---Pn)CKfpicPZ... nP,.J.
\ (1)
Beschrankt men sich debei euf n = 2, eo 188t sich des Ergebnis
mit dem Setz eus Teil II zu einer Aussege Gber die Ldsungen
von Gleichungen

-f,- .
i
i =0, N 2
S 9, (Dx,Dy)s = 0, S € .ﬂn . (2)

verbinden bei teilerfremden g,(p.q). Dee zweite Beiepiel gibt
eine Oerstellung fir die L8sungen der Gleichungen

1 vgl. |11, |2]. Pertielle Ableitungen werden hier und. is fol-
genden durch den Operetor D und die betreffende Verisble ge-
kennzeichnet: Dx = ??;'



k
i '
” (8;,0%a,1Dx 48, DX ¢, .48, DX ) 'S =0, S €T, (3)

mit offenem, konvexem ). Die 80 sind dabei komplex, die
8908 090098 reell und

010951 0me0 1By
Rg =2 fur 1 # h,
' a

ho*®h1 ‘e ** *®hn
Es wird genigen, den Fall n = 3 zu behandeln, da sich fir n > 3
keine neuen Probleme ergeben,

Teil I,

Es werden einige Sitze aus der Funktionalanalysis gebraucht,
die sich aber alle els Aussagen Uber homomorphe Abbildungen in
sich von abelschen Gruppen formulieren lassen und in dieser
Form kaum eines Beweises bedirfen, Sei eine abelsche Gruppe
. mit Elementen u,v,..,., seien e u/ homomorphe Abbildungen von
% in sich mit Kernen N@:l. und Bildgruppen @19. Sind die Homo-

i-’- k
morphien kommutativ, so kdnnen Produkte @f‘u/ggebildet
1

werden mit Kernen N und Bildern

T

i=l

” @1 von Untergruppen ([ & g . Dann ist

i=1

i=1

k-1 iﬁf k k-1 Jff k

3 1 a 3 i
@J 1.1@1 N 1 K, N@Jn@:j ©; 9‘° (4)
1a1 1

DaB die Gruppe auf der linken Seite von (4) im Durchschnitt
auf der rechten Seite enthalten ist, sieht man sofort, Aber
auch zu jedem v aus dem Durchschnitt existiert ein u € 9 mit



k-1 -1"-’1- ky
v =@J o @guund u eN k.’ Ist zunéchst j = 1, so
N
1=)
kann auf den Index i verzichtet werden; aus (4) wird

@k-lN(ak- '@"6‘_19- Existiert zu @ u/g eine Rechtsinver-

se?, die mit év/@? bezeichnet werde, so folgt

e|<-1N®k - @kt Ok- 1(N@n@k-1 9)

und
k=1 k=1
N s é (NANE ) ®N €N .
k -1 k
° @O Olgpr = Mg
Durch wiederholte Anwendung dieses Schlusses erhalt man

N@k 'ékni(N@f\@k'iC})@@"z('b:\@('zé})@--- (5)
® @(N@n@ g)@N@.

Fir j > O muB man auBer

@0, =GO, fir 14k E (6)
annehmen, daB
N®1=@ku®i far 1 # k (7)
und
k
Neic@ig far k<k, (8)

gilt, Existieren Rechtsinverse éiv/@j_%, far alle 1, so

kann man (4) auswerten.

2 Rechtsinverse év/@g existieren genau dann, wenn N~ direk-
ter Summand von %aist. Ist g= N~ ® U, so ergibt die Reduktion
von @U/g aufv u/U eine Isomorphie, deren Inverse eine
Rechtsinverse @v/@? von@u/g ist, Existiert andererseits
V/@g .80 gilt u -® @ueNo fiur alle ue G . Es ist slso

g = N@+ @@g Zu jedem ve N@n é@ gibt es ein u mit

V-é@u und oa@v =@u so, d v u=0 gilt, Damit ist

NeNBBG = (0], G = Ny @G-



Ober :

E =Lk k-1 =Lk
o, K JTT@ - (JIT'@;‘ N INO,? J?T@fg
1=1 -ﬁ-e g 1=t ©; I 4.

i=1 ] .
k=1 & k. vk,-1
J . iod
- & Tlejs; "o,
findet man

vk -1
N +

N
Tre O ey iten e

i=1
Wiederholte Anwendung dieser SchluBweise ergibt
¥ ky=1

ﬁ 2 (@ N® +® *.”"éiN@i" N@i)' (9)
e

il
Man kann (4) auch mit gewissen L&sungsoperatoren auswerten:
Ist der Kommutator der Operatoren @, und A,

/\i = QA - /\1691 ,(10)
vertauschbar mit Gai. d. h.
O1Ay = MOy, (11)

8o folgt durch vollsténdige Inqution
k k 0 k=1
Oy = N OF + kA O™,
denn es gilt
k+1 k o k+1 '~k
@1’ /\' @1 1@k "k-A-@ 1@1+ b (1"“)/\-10"_’1.
Eine weitere vo)lsténdige Induktion nach k ergibt
k
kA Ll %
=kt Ay * N~ S No 12
CN () 4 e, e, (12)

Setzt man nun neben (6) und (7) anstelle von (8) noch voraus,
daB nicht nur (12), sondern sogar

N@1 = ki /\1 N = @1/\ @ (13)



gilt, so kann man (4) wieder in &hnlicher Weise auswerten und
erhélt

k -1 k R 2 S|
J’T@ 1 Jj l’T@j_iAJJ N@ .

1m1 -,1]- iml 4
1 1®1 ‘ o

Daraus folgt3

ky-1
A N +/\ N et AN~ N~ ). (14
g ©, O e, Mo, ) (1Y)
@ i
J=1 "
Fir das erste der oben angekindigten Beispiele, die Gleichung

(1), ist g - g’Zf mit des Elementen S,T,... und mit
@- g(Dxl,sz,...,Dxn). Um (5) anwenden zu kdnnen, muB die

Existenz von éT/@offn nachgewiesen werden. dfn ist divisibel
und torsionsfrei. Daher ist N@ divisibel und direkter s«.mnnd‘
von e@’_’n, so daB die Rechtsinverse existiert, (5) beschreibt

also die Struktur der L&sungen von (1).

Beschrénkt men sich auf n = 2 und kombiniert diese Oberlegungen
mit dem in der Einleitung erwlhnten Satz, so erhdlt man far die
Struktur der Lbésungen von (2) in leicht versténdlicher Schreib-
weise '

3 vgl, /3/. Berg fordert dort ein einziges /\ fir alle @1.
gibt eine andere Herleitung, und die Voraussetzungen (7) und
(13) werden zu einer einzigen zusammengefaBt.

4 Ist g divisibel und @g, torsionsfrei, so gibt es zu jedem
Ve und zu jeder natirlichen Zahl n ein ue (} mit nu = v,
Es ist 0=@v=n @ u und elso u € . N~ ist somit divisi-
bel und damit direkter Summand von & vgl, hierzu /4/, S,

8 - 9, Es sei noch bemerkt, daB im Beispiel 1 g(Py+PpressePy)

auch aus .,C'E [Py.Ppeee..p,] sein darf.



N s Nk'

;1 L;gﬁ

1-11
k,-1 k,=2

' vi 1 ’ v '

N =g (N. Ng D NV® .. @, (N, Nng, T-)DN_ .

gl;i i 9" %1 n ®1giiﬂ®gi

Fir das zweite Beispiel, die Gleichung (3), setzt man unter

Beschrénkung auf n = 3

C)i = a0 + ay,0x; + a;,0x; + a,;0x,.
Es erweisen sich Gleichungssysteme

X, = 8y, + bvy2 + c,¥3. V= 1,2,3, ‘ (15)
mit der Determinante

Iav, bV' Cv|= 1 (16)
als nitzlich, Dabei sind die a, = 8y durch die Koeffizien-
ten von ()1 gegeben und die b, cypso zu wéhlen, daB (16)

grlt, Es ist mbéglich, den by, noch zusdtzliche Bedingungen auf-
zuerlegen. Jedenfalls kann j\i = y; gesetzt werden. Fiir den

Kommutator der Operatoren C)i und j\i erhélt man dann
Ay = Oy Ay - A0
= (a3g+ay 0%, +a,,0x 48, 30X3) |X, by |
- hxv.bv. v|(aio*a110x1+aiZDx2+ai3Dx3) = 1, .
Somat gilt (11), und (12) reduziert sich auf klNC) s NC) .
i i

(13) ist trivial erfillt,
Fiir den Kommutator der Operatoren Qai und exp(hyl) mit A e K
findet man -

©;exp(2y;) - exp(Ay,) @, = Aexp(y,).
Das ergibt (C)i-h)exp(hyl) N() = 0, Ebenso ist
i

()1exp(-hy1)N()1_h = 0, also

Nei = exp(-?\yl ) N@i_l.

10 .



11812933
k1’ %k2+%3
Y= 1,2,3 annehmen, Dann ist 855"%%0 # 0, In diesem Fall ist
schon gezeigt:

@kN@i = © exp( (ako'aio)yl)N(—)k

= (8,,-8; ) exp( (ako"aio)yl)N@k' (’ko'aio)N@i' N@{

a
Im Spezialfall Rg<§ ) = 1 kann man 855 = 8, far

a,,.8,,.8 ' :
Um (7) auch im Falle Rg<;11 312 31%) = 2 zu erhalten, muB man
k1°'"k2'7k3

fir die S € Ne)1 eine Darstellung finden, die dieser Absicht
angepaBt ist, In (15) setzt man dazu wieder a, = a,, und jetzt
bv = a . Die c,, bestimmt man dann reell so, daB (16) erfallt
ist, Dann kann man Yi1:Yi2Yi3 als neue unabhéngige Variable
einfihren, und die Gleichung (aio0ailox1+aisz2+3130x3)s =0
geht Uber in (aio+oy11)s = 0 mit der Ldsung

S = exp (-aioyii)RJi:
dazu wird fiar die Schwartzschen Testfunktionen

+0

Qitp :'-o‘£ (P(’xl.xz.x:,))dyi1 definiert und R €°6""1 mit
W= {(vyp0v53) vy (Xg.%5.x5) €01} gewshlt. Fur (7) mud zu

»
S € N ein S € N esucht werden mit
©, o, °

s* a exp(-aioyil)R*Ji = ()ks. Es ist
C)ks - C)kaxp(-aioyu)Rai = (akO+Dy12)exp(-aioyn)Ra1
= exp(=840Yy1) ((Byg*DY;2)R)Iy.

Die Differentialgleichung (a,o+Dy;5)R = R* 1st in 45; stets
lésbar, denn i

’ 3 ’
dﬁui = °"P(‘akoY12)‘5w1 = °"P('°koY12)°V12‘;5Q1

- "ko*DYiz)""Pf"’koyiz)&ﬁ1 = (80%0Y32) Ty -

11



Damit ist (7) erflallt, und das Lésungsverfahren (14) ist an-
wendbar, Die Ldsungen von (3) haben die Gestalt

k
L k,-h
2%; 1
8= L ;_ Ny" exp(-85gyyq )RRy

Jeil II,

Es soll nun der in der Einleitung formulierte Satz bewiesen
werden, FGr offene einfach zusammenhiingende Punktmengen (1

’ !
gilt nicht nur Dxeifn = ﬂn = Dy.ﬁn. sondern auch Npq' Np’Nq’

Letzteres ist, wenn aus DxS = O nur lokal auf "S unabhéngig

von x” geschlossen werden kann, anscheinend nur sehr umsténdlich
zu beweisen, Es wird deshalb der Einfachheit halber () als kon-
vex angenommen, Dann reichen die z. B, in |1| benitzten Metho-

den schon zum Beweis von Npq = Np + Nq aus, Fir konvexes {) ist

also N_ = N nDyJ&za Dy N__ = Dy N_. Dabei wurde auch (3) be-

P P Pq P°
nutzt, Fir komplexes e ist weiter Np = ekp(giy)Np. Deher gilt

Ny = exp(gyy) N, = exp(eyy) DyN, = (Dy-gy) exp(eyy) N,

i
= (Dy-g4y) Ny = e (Dy-gy4) Np.

" Ist a(p.q) aus K([p.q] und ungleich Null fir p = A e K, so

kann nun Ng = (Dx-1) Ng gezeigt werden, Ist T aus Ng* so lést

8 = exp(Ax) (Dx(exp(-Ax)T)-U) fiir alle U aus N_ die Gleichung

P
(Dx-A) S = T, Der Operator Dx T/éi}l ist dabei eine Rechtsin-

verse der durch Dx V/.ZS}1 gegebenen Homomorphie von Jf?l auf

sigh. Es s0ll nun U so bestimmt werden, daB S aus Ng ist, Es
gilt ‘ .
9(Dx,Dy)S = exp(Ax) (g(Dx+2,Dy) Dx(exp(-Ax)T)-g(A,Dy)u).
Hierbei ist
Ox g(Dx+A,Dy) Ox (exp(-Ax)T) = g(Dx+2,Dy) exp(-Ax)T

= exp(-Ax)g(0x,Dy)T = O,



Es ist also g(Dx+A,Dy) Bx(axp(-lx)T) aus‘Np. Es gibt somit we-
gen (17) ein U aus Np. so daB g(A,Dy)U = g(onl.Dy)ﬁx(exp(-lx)T)
ist, D, h,, es ist Ng = (Dx=2) Ng fur g(A,q) ungleich Null,

n .
Demit ist auch gezeigt: N_ = ” (Dx-2,) N for g(hi.q) A0,
] =1 9

n o
ia1,2,,...n, und also fir r(p) = —’T (p=2y) mit g(li.q) £0
auch i=1

r(Dx) Neg ™ Ng N r(Dx).Zfb_ - W, - r(Dx) Ng'
Daraus folgt ) , | ’
Neg 8 No + Nj € N R ; - (18)

fir teilerfremde r(p) und g(p.q) aus K[p.q].

Sind g(p.q)., h(p.q) teilerfremde Polynome aus K[p,q], so gibt
es Polynome 9y hl' r derart, daB gl(p',q)h(p,q)+ g(p,q)hl(p.q)
= r(p) gilt, Hierbei ist r(p) die Resolvente von g und h, wenn
man sie als Polynome in q mit Koeffizienten aus K[p] auffaBt,
Haben g(p.q). h(p.q) keine Teiler aus K[p]., so ist

Ngh = r(ox)ugh = (g,(Dx,Dy)h(Dx,Dy) +g(Dx,Dy)h1(Dx.Dy))Ngh
(19)
s Ng * Ny € Ngh'

Fir paarweise teilerfremde Polynome g(p.q). h(p.q). ri(p).
ro(p) aus K[p,q] bzw, K[p] gilt wegen (18) und (19), sofern g
und h keine Teiler aus k[p] besitzen,

N

N = N, + N N + N &

ryorgh = Négry ¥ Ngh = Ney T ey T g T T " Bryg * Mok
Also ist allgemein fOr zwei teilerfrelrde Polynome aus Kp.q]

Ngp = Ny + Np. ' (20)

Literatur

/1/ Fenyd, I., und Schmidt, A.: Ober gewissq‘.partielle Diffe-
rentialgleichungen im Bereich der Distributionen,
J. Reine Angew. Math, 232, 215 - 220 (1970)

13



/2/ Schmidt, A.: Linear differential equations with constant
coefficients in two independent variables,
In: Farkas, M, (Ed,): Differential Equations,
Colloquia Mathematica Societatis J&nos Bolyai 15,
pp. 365 - 372, Amsterdam 1977

/3/ Berg, L,: Ober die Struktur der L&sungen homogener Opera-
torgleickungen, Math, Nachr, 67, 7 - 11 (1975)

/4/ Kaplansky, I.: Infinite abelian groups, Ann Arbor 1956

eingereicht: 03, 02, 1981

Anschrift des Verfassers:

Prof, em, DOr, Adam Schmidt
Wilhelm-Pieck~Universitét Rostock
Sektion Mathematik
Universitétsplatz 1

DDR=-2500 Ros tock

14



Rostock, Math. Kollog. 18, 15 - 32 (1981) 35615
35010

Ginther Wwildenhain

Zum Randverhalten verallgemeinerter Poisson-Integrale

1. Ausgehend von der Greenschen Formel ist in /3/unter gewissen
Glattheitsvoraussetzungen an das beschrénkte Gebiet L2 und die
Koeffizienten der betrachteten Operatoren eine Darstellungs-
formel fur die Lésungen allgemeiner linearer elliptischer Rand-
wertprobleme in geeigneten Sobolev-R&umen hergeleitet worden.
Diese Darstellungsformeln kénnen einerseits als Verallgemeine-
rung der klassischen Poisson-Integrale fiir Kugel oder Halbraum
(vol. s1s/, /1/, /4/., /5/). andererseits (im Falle des Dirich-
let-Problems) als Prézisierung der Sogenannten verallgemeiner=-
ten harmonischen MaBe (vgl. /14/) angesehen werden. In /S/

‘' (ausfihrlicher in /11/, /6/, /7/. /8/) wurde das Randverhalten
von speziellen Poisson-Integralen der poiyharmonischen Glei-
chung fir die Kugel untersucht, wobei insbesondere punktweise
radiale, nicht-tangentiale und tangentiale Grenzwerte betrach-
tet wurden, Vorbild solcher Uberlegungen sind die klassischen
Resultate (zum Beispiel vom Fatouschen Typ) ilber Poisson-Inte-
gr.le bei der Laplace-Gleichung (vgl. /9/, /15/). Entsprechende
Fragen iiber das punktweise Randverhalten kann man auch im An-
schluB an die eingangs erwihnte Darstellungsformel formulieren,
Ergebnisse liegen jedoch noch nicht vor, In der.vorliegenden
Arbeit sollen lediglich einige globale Aussagen gemacht werden,
die sich im wesentlichen aus den Einbettungssétzen ergeben,
Diese Resultate sind in Abschnitt 5 dargelegt. Oie Abschnitte

2 bis 4 enthalten notwendige Vorbereitungen.

2, Es sei () ¢ R" ein beschrénktes Gebiet mit beliebig oft dif-
ferenzierbarem Rand, Wzs(fl) (s * O, ganz) bezeichne den klassi-

schen Sobolev-Raum, Der duale Raum wz's(fl) 148t sich dann be-

kanntlich (vgl, /2/) als Vervollsténdigung von Lz(fl) bezdglich

15



‘dor Norm
full_, := sup J..(i‘.hm
' Ve Wg’(ﬂ) v"'

charakterisieren,wobei das gewdhnliche Lz-skalarprodukt (u,v)

im Sinne dieser Dualitéit so fir beliebige u¢wz,'(ﬂ). vew;(n)
erweitert werden kann, daB

Iu.v)l s Rul_ bv il ‘ o (1)
-3
gilt, Mit W, (31) bezeichnen wir den Hilbertraum aller Funk-
tionen @ auf 9%, die im Spursinne Randwerte von Funktionen
aus W;(n) sind, mit der Norm
- f .
I?"a_% : ‘“f-:lg(n)“u"&
“an= P
i
Den zu W, (80Q) dualen Raum erhdlt man durch Vervollsténdi-
gung von C(3fl) beziiglich der Norm

Ul 3 = sup -',(rg,i-?—"i’ (. @) = fyz(v)?ﬂ'ﬂde(y),
. 7 0-'2 ' aQ .

!

, : 8-
wobei das Supremum lber alle Pew, "'(an) zu bilden ist,

Im Sinne der Dualitit kann auch hier das Skalarprodukt (¥, ?)
8 -% -8+ %
far pew, (aq), Yyew, (3N) definiert werde., so daB

@2l < Myl | 3 gl s (2)

gilt, Es sei jetzt s eine beliebige ganze Zahl. Unter
w;(ﬂ) c W.:,(.Q) verstehen wir dann die Vervollstdndigung von

. |
c® (ﬁ.) bezlglich der Norm

16



2m

j-1
Mul? = quy? + 5: 2=t el

(¥ = ¥(x) AuBennormale an f) im Punkte x € 31, m >0 ganz).
Die Bedeutung der Réume W;(II), die fOr s 2 2m mit w;(fl)

libereinstimmen, besteht in dem folgenden

Lemma 1: Bezeichnet L = L(x,D) einen Differentialoperator der
Ordnung 1 € 2m in €2 mit beliebig oft differenzierbaren Koeffi-
zienten, B = B(y,D) einen auf dem Rand 92 erklairten Differen-
tialausdruck der Ordnung t € 2m-1, dessen Koeffizienten (bezig-
lich lokaler Koordinaten) ebenfalls beliebig oft differenzier-
bar seien, so existieren fiir ein beliebiges ganzzahliges s Kon-

stanten C, > 0, die nicht von u abhéngen, so daB fdr alle
— .
u € c®(£1) die Ungleichungen

Neull_y € cg Bulity. lBul & cgllull,
E- T

t-
gelten,
Zum Beweis vergleiche man /2/., Flr u & W;(fl) existieren also

im Sinne dieses Lemmas die Randwerte Bul , wovon wir h#éufig
Gebrauch machen werden. Es sei darauf hingewiesen, daB die Ein-

bettung von Wzs(fl) in w;(f}) im allgemeinen nicht eineindeutig
ist,

3. Im folgenden sei

o
L(x,D) = D
(x.D) m.zu . a,(x)

ein in 01 eigentlich elliptischer Differentialoperator mit be-
liebig oft differenzierbaren Koeffizienten,

Y
B D) = b D =1,,...m
3(v.0) IYZ‘_EJ P LS )
sei ein System von Randoperatoren auf 92, welches den folgen-

den Bedingungen geniigt:
17



‘ (1) Die Koeffizienten b sind beliebig oft differenzierbar,

i

(ii) Es gilt m, = 2m-1,

J
(1ii) Das System ist normal,
(iv) Das System iiberdeckt den Operator L auf Jf).

Bezlglich der Definition der verwendeten Begriffe sowie des
Beweises der folgenden Aussagen vgl, /12/,

Wir bet}achten das Randwertproblem

Lu = f in Q, BJulan =@ (t...m), (3)

7

Damit kenn man in folgender Weise eine Greensche Formel in Ver-
bindung bringen., Zunéchst existiert ein (nicht eindeutig be-
stimmtes) normales System (CJ)Jal 2 m VOn Randoperatoren

mit beliebig oft differenzierbaren Koeffizienten und

ord cJ = 13 € 2m-1 derart, daB (Bl,...,Bm, Ci""'cm)

auf 32 ein Dirichlet-System der Ordnung 2m bildet.,’ Das heiBt;
das System ist normal,und die Ordnungen der Operatoren durch-

laufen die Zahlen 0,1,..., 2m-1, Ist (CJ)J_’1 mAfixiert, sd

findet man in eindeutiger Weise weitere 2m Randoperatoren

(B)yet,..um’ (€plya1,....m
mit beliebig oft differenzierbaren Koeffizienten auf 932, so
daB die folgenden Eigenschaften gelten:
(1) ord 33 =m, = 2m-1 - lj'

ord C, = 1, = 2m-1 - mye

J
(11) Das Syst?m (Bi.....B&, Ci....,C;) ist ein Dirichlet-

3
3

System der Ordnung 2m auf Af1, und fir u,v & Cco(fi) gilt
die Greensche Formel

m
jLqux- uL"'vdxa?

o

m
/Cju a:'lv de —;; faju civ de.

an r.19]
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Dabei bezeichnet

L¥(x.D) v -m;m (-11*0%F,v)

den zu L(x,D) adjungierten Différentilausdruck, mit dem man
das zu (3) adjungierte Randwertproblem

v =g1in Q, B:.}VIBQ =y (=l.....m) (4)

formuliert,

Die Greensche Formel 148t sich wie folgt verallgemeinern (vgl.
/3/). Im Sinne der Dualitdt beziiglich des Lz-skalarproduktee in
L2(Q2) bzw. L3(3SL) (vgl. Abschnitt 2) gilt fur beliebige

ganzzahlige s und u € Wza(n), veWZZ""a(‘n) die Formel

(u, L*vV) - (Lu, v)=;(Bu.CV)-;(Cu.av)

Die Anwendung der Randoperatoren BJ, BJ, CJ. CJ ist dabei im
Sinne von Lemma 1 zu verstehen,
wir betrachten Jetzt das Randwertproblem (3) fur fe w;(.Q).

2m+8~-m, - 2-

?J € W, 3 (8S1) (s ganz) und setzen

= W5(£2) x Tr W, S "'( an ).

K(s.2m+s-mj 2-)
Der Operator ‘Is = (L, By,..., By) definiert dann for s @ 0

eine Abbildung von wgm-s(n) in K Entsprechend

(s;,ZnH-a-n‘1 - é)’

bildet 4% = (L¥, By..... B)) den Raum w2n+s(n) in

1, ab. Die zugehdrigen NullrBume N bzw, N¥ sind

7)

endlichdimensional und auf Grund der von uns gemachten Annoh-

(s 2m+s-mJ

men in c® (f1) enthalten,
Fir F e (f, @ .0...Py) eA K(s.2m+s-m311)'

G = (g,l'Jl,.--'Pm)eK(s,Zm-ﬁS-m' -

%)' ue&N, VEN®
J



setzen wir zur Abkiirzung
n ‘ " m .
[F.c'v] i= (F,v) + ; (Py.Cv). . (5)

m a
[6, cu] := (g,u) + ?— (yy.Cqu). (6)
Es laBt sich zeigen, daB jedes Element
Fo(f,@Pruieee. @) € K(a,2m+s—mj -
derart in die direkte Summe F = F' + F" zerlegt werden kann,
de8 F* = (v*,0,...,0) (v'€ N¥) gilt und fir F* die Bedingung
[F.c'v] = 0 erfullt ist, Die zugehbrigen, durch QuF = F',

QKpF := F* definierten Projektionsoperatoren sind in

K(s,2m+s-mJ-<%) beziglich der Produktn?rm stetig. Ganz analog

erkldrt man Uber die Bedingung [G,Cu] = O die Projektoren
Q.+ Q¢ im Raume K(s,2m+s-m3-/%)'

*
Es sel Ky = QKK(s.2m+s-m5 -é)' Kg = QK'K(s.2m+s-m3- é)'

L | 1, fa 0o
Réume K(O,Zm-m;-z) bzw, K(O,Zm-mJ -3 ir s < 0 in

Da die

bzw, 1) dicht liegen, kann man die

K(s,‘ZuMs-uli - %) K(a .2m+s-mj -3

Projektoren Qg bzw, Q 4 und damit Kg.KY auch fur s < O erkla-
ren, 3letrachten wir nun fir ein beliebiges ganzes s
L~ ~ g ~ ~ g,
Hy = W2(Q) @N, A) = W,°%(0) © N

- 80 gilt der folgende, auf J, A, Rojtberg zurickgehende Homdo-
morphiesatz, der die grundlegenden Lésbarkeitsaussagen beziig-
lich der Probleme (3) und (4) zusammenfaeBt.

Satz 1: FUr beliebige ganzzahlige s existiert ein Homdomorphis-

mus As von ﬁ2n+s

schrankung von e‘h auf Hg 2m

auf K:. FGr s 2 0 ist 448 durch die Ein-
gegeben, Fir s < O erhélt man A

durch stetige Fortsetzung des Operators 04;, wenn man diesen
0 ' ‘



als Abbildung von ﬁém+s in K* auffaBt, Entsprechend existiert

ein Homdomorphismus 41 von H¥ auf Kg, der sich far s » 0

2m+s

durch die Einschrénkung von aﬂ auf Hy _ und far s < O durch

2m+s
stetige Fortsetzung von 4¢° (aufgefaBt als Abbildung von ﬁ;;+s
in K;) ergibt, Insbesondere gilt also fir die Lésung u & Hones

von (3)

m
¢, MuliZ,,, < ufn§+j; 19ylznren - § Oz WollZe,y  (7)

o % frgd
und fur die Lésung v e Hones VON (4)

m
Cq v il gmw o "9”2* ; "‘f":j"gm+s-m:1 -é € Cylivil §m+e (8)

mit Konstanten C,, Co. Cz, Cy. die nicht von u,v abhéngen,

4, In /3/ wurde auf der Basis von Satz 1 sowie der oben ange-
gebenen Verallgemeinerung der Greenschen Formel der folgende
Darstellungssatz bewiespn.

Satz 2: AuBer den bisherigen Annahmen iber Q., L und

(Bj)j=1,...,m gelte N =_N* = {0}. Ferner sei q > E eine ganze

Zahl, « > O ein fixierter Multiindex und ‘

m
1
(FLPyrenn. @) eud* W20y x ;; WgHHmy " 3(300). oann

existieren fur x € {Q Funktionen I"ial € W;zm—q"a'(fl) derart,
daB die Ableitung D®u der-(nach Satz 1 existierenden und ein-

deutigen) Losung u € qu‘q“kfl) der Randwertaufgabe (3) die
Darstellung

(8) .
(-1 % o) = (. Mo » ;(qaj ¢ M) (9)

besitzt,



Es sei jetzt fur beliebige ganzzahlige s

o : -1

~ 2m-8, ~ 2m-s 3d-1y,

W ) -{vew Q) : =0 (j=1,2,...2m)}

2 2 S3-1 ;

1% N

sowie u € W,%(Q), fe wzs‘z"'(n).
Wir nennen dann u, in £) schwache Lésung der Differentialglei~
chung Lu = f, falls fir alle v .—.WZZ""“(Q) die Identit#t

(ug.L*v) = (f.v)
besteht, Unter Heranziehung weiterer Resultate von J. A,
Rojtberg /13/ 188t sich der Satz 2 wie folgt modifizieren.
Satz 3: Es sei s > g-. fe Wzs-Zm(Q) und ue‘.wzs(.Q)
‘schwache Lésung der Differentialgleichung Lu = f, (BJ)J-l. m
sei ein beliebig gewdhltes System von Randbedingungen, welches
den im vorangehenden formulierten Bedingungen geniigt, Dann exi-
stieren Randfunktionen

m
1
(Pgreee: Pp) € ” wz""‘J T Z(9S2) derart, daB die Darstellung
J=1 _

(8), 5 . ((8) :
u(x) = (£, T, )’;(9’3"’3 ) (10)

gile, (-[’,“B) ist die Funktion aus Satz 2, die zu @ = O und zu

dem (BJ)J-l.. ..m entsprechenden Randwertproblem (3) gehért,)

Genauer: Unter den angegebenen Voraussetzungen folgt
u € W2°(Q) und Bjulan = CpJ (j=1,...,m), wobei die Randwert-

annahme im Sinne von Lemma 1 zu verstehen ist, Wir halten also
fest, deB sich fir s > 5, fe€ wzs(.Q) jede schwache L8sung von

Lu = f (insbesondere also von Lu = 0) und ihre Ableitungen,

falls sie in Wzs(ﬂ) enthalten sind, in der Gestalt (9) dar-
stellen lassen, Dabei bestehen Freiheiten in der Wahl der

B B
"Kerne" I"i ), C'r’( )

31 x sowie (in Abhéngigkeit davon) der Rand-
22



funktionen, Unter Heranziehung der Darstellungsformel (9), dér
.Ungleichungen (1) und (2), des Lemmas 1, der Sobolevschen Ein-
bettungssidtze und der Ungleichung (8) beweist man den folgenden
Satz (vgl. /16/). ’

Satz 4: Unter den in Satz 2 gemachten Voraussetzungen gilt far
die Lésung u des Problems (3) fiur x & £ die punktweise Ab-
schétzung

m
]D“u(x)l € c{ufuqﬂal-Zm * ; u?j I‘q-t-ld.l-mj - %}

mit einer von x und u unabhéngigen Konstanten, Die Funktion

(8)
[qx wird als Greensche Funktion des Randwertproblems (3)

bezeichnet,

Zum Beweis der folgenden Aussage verweisen wir auf /3/.

Satz 5: Es seien die Voraussetzungen von Satz 2 erfdllt. Die
Greensche Funktion f~(B)(y) =-I'(B)(x y) ist dann fir x gy
eine (bezuglich y) beliebig oft differanzierbare Funktion,

Ferner existiert flir beliebige & die Ableitung Dalw(a)(y)
-beziiglich x,und es gilt

g M{B)(y) = f',(f"o)t (y) ==f;((3)(x.y)-
Die Abbildung x () (v) st eine stetige Abbildung auf &

mit Werten in W, 2m'q'm‘l(ﬂ)

5, Man kann nun die Frage nach dem punktweisen Randverhalten
der durch (10) definierten Funktionen in Abhéingigkeit von den
Eigenschaften der vorgegebenen Funktionen f und @, stellen.

Im folgenden wollen wir uns auf die homogene Gleichung (f = 0)
beschrénken und einige grobe globale Aussagen machen, Dsbei be-

trachten wir zundchst nur Ldésungen u € Coo(fi). Es sei q-[§]+1.

Wwir fixieren ein System (BJ)Jai von Randbedingungen, das

unseren bisherigen Voraussetzungen genigt, For beliebige ot und
23



Bjulaq =t Py (3=1.....m) gilt dann offenbar

. .
1
(Proeeer Pp) € :ﬂ; w3t =530 ).

Nach Satz 2 ist daher u nebst allen Ableitungen fir x€ £ in
der Gestalt

m .
0%(x) = ;___{ (%,(_1)laclc3 ree, (11)

darstellbar, Wegen der Glattheitseigenschaften von F(B) (y)
fir x € 2, ye B2 (Satz 5), der Glattheit von (PJ und der
Koeffizienten der Randoperatoren C::| handelt es sich bei (11)

um gewdhnliche Oberflachenintegrale, d. h.
n o A
Pux) = 3 <-1)‘°“/9°J(y) c; 7™ (x.y)d6(y). (12)
) aQ ’ ‘

Fir «« = O wollen wir, voribergehend die Abkirzung
' .
./I.J (x.y) := Cj ) (x,y)
einflhren,

Bemerkung: Das Tupel glatter Dichten
m
A (%), oon, ./lm(x.\y)) € ;,71- Cf”( 002)

(fir festes x € {) als Funktion von y betrachtet) ist durch die

Eigenschaft, daB jede Ldsung u € C®({1) in der Gestalt
m

I.I(X) "; I ?J(Y)AJ(X'Y)de(Y‘)
afn.

dargestellt wird, eindeutig bestimmt.

Beweis: Nehmen w.r an, die Darstellung sei auf zweierlei Weisen
mdglich, sowohl durch :

24



3 m
A Dy e A B e € L e an)

als auch durch |

m
A, P (xy), e APy 617_71' c®(30).

Mit ()J(X-Y) ==-/1J(1)(x.y) - /11(2)(x,y) folgt daraus

m
; /?J(V)ej(x.y)de‘(y) = 0.
= an {

In diese Gleichung kénnen wir qﬁ(y) = QJIX.YF (i=1,....m)
einsetzen, da fir festes x € () die Funktionen eaj(x,y) be-
ziglich y € 90 in' c® (32 ) enthalten sind. Wir erhalten

m
; fl@_.l(x.v)lzdt?(y) =0,

o)
d. h. Q4(x.y) = O fur x € Q. vyedn.

Im AnschluB an die klassischen Poisson-Integrale fir harmoni-
sche oder polyharmonische Funktionen in einer Kugel (vgl. /9/,
/4/. /14/) wollen wir die Kerne J1J(x.y) (j=1,...,m) auch im
allgemeinen Fall als Poisson-Kerne bezeichnen,

Durch Vergleich mit den Betrachtungen in /14/ (insbesondere
Kap, VIII, Abschnitt 2.2, Formel (5)) ist ersichtlich, daB die
voranstehenden Uberlegungen im Fall des Dirichlet-Problems als
Konkretisierung der verallgemeinerten harmonischen MaBe inter-
pretiert werden kdénnen., Letztere sind dadurch charakterisiert,

deB fir alle Ldsungen u € cmfl(fi) N c®®(Q) der Gleichung
L(x,D)u = 0 far x € {I,lal € m-1 die Darstellung

of 8
o%u(x) = ‘B;_l aé hg(y) daS o () (13)

gilt, —_—



8

Dabei ist hy = D u,und ,u.i'“ sind MaBe mit dem Tréger

supp /ai « auf Of. Die genaue analytische Darstellung der
harmonischen MaBe in (13) erhalten wir, indem wir die Randfunk-
tionen ’
aj'iuI
= B_u =
P31 %%oq " 357 30
auf die partiellen Ableitungen D“ulan_ (lcl € m=1) umrechnen
und (12) entsprechend umschreiben, )
Da fGr Lésungen u € c™ (ﬁ) of fenbar D“u(x)—) Daulan (y) far

X-> y€ 30 und || ¢ m-1 gilt, liest man aus der Darstellung
(13) eb, daB die durch )

B
My, = (MxadiBis m-1
definierten Distributionen (der Ordnung m-1) fir x-> y schwach
gegen G, konvergieren, Dabei bezeichnet d’x,a. das VektormaB

8 B O far B8 ga,
A= (A ) |8( ém-1 Mit den Komponenten A° = {6)‘ —
Falls der Operator L*® eine globale Fundamentalldsung E(x,y) be-
sitzt, d. h. eine Ldsung der Gleichung L*E(x,-) = &, im ganzen
Raum (vgl, /14/), so lassen sich die Funktionen F’(‘B)(y) wie

folgt beschreiben: Man bestimmt zu fixiertem x € §2 eine Lésung
,ux(y) der homogenen Gleichung t*u = 0 derart, da8

v(y) = E(x,y) + u(y)
die Budingungen
Bylaq = 0 (I=t.....m)

erflillt, Dazu hat man u,(y) aus den Randbedingungen
B,u = - B E(x,.
L TPYN 3 By

zu ermitteln. Da E(x,y) fiir x # y beliebig glatt ist, existiert
eine solche Lésung, Somit erhdlt man

M) = ey) + ugy).

und die Poisson-Kerne entstehen durch Anwendung von CJ auf
diese Funktionen,



Wir haben zu Beginn dieses Abschnitts festgestellt, daB jedd

‘Lédsung der Gleichung Lu = O mit u g Cm(ﬁ) nebst allen Ablei-
tungen in der Form (12) durch ihre Randwerte

* [s o]
BJu,an = qu e cP (o)

darstellbar ist. Das folgende Lemma beinhaltet eine gewisse Um-
kehrung dieses Sachverhaltes,

Lemma 2: Ist ein System von Randfunktionen

m
(Pgreees Pp) e_’T\c‘”(an) gegeben, -so gilt

(1) ugx) = fcpjm ¢ B (x,y)d6(y) « c® (),

(11) 0%(x) = f: (-1)/*! fgoj(v) ey IX) (x.y)d6(y)

fur beliebige a 2 O,
(1ii) tu = O in €2,
(V) Bl () = @yv) (3=1.....m).

1

Beweis: Wegen q’j € wzqtla.l-mj 2*.( Q) (q-[%]#l) far beliebi-
ge & » O gilt fiir die L8sung u des zugehdrigen Randwertproblems
(3) nach satz 1 uequ”“'(Q) und damit u€C® (£2). Nach Satz 2
und unter Beriicksichtigung von Satz 5 ist u mit der in (i) de-
finierten Funktion identisch, und ea gelten die entsprechenden
Formeln (ii) fur die Ableitungen o™ u, Aus Satz 1 folgt (11i),
Daher 188t sich u nach Satz 3 andererseits in der Gestalt

u(x) = ?_; / B ulaﬂ(y) CI T (x.y)d6ly)

schreiben, Mit lflj(y) 1= ?J(y) - Bjulaﬂ(y) gilt also

b |



m .

1) ,
far alle x € Q. Wegeh (7) folgt daraus ll,;l =0 fir j=1,..,,m,
d. h. (iv).

Wir geben jetzt allgemeinere Randwerte

m 1
(?1""‘?11:) € :n; Wzs "3 2( 3€)) vor und fragen nach dem

punktweisen Randverhalten der Funktion

m
ux) = ;; (.05

und ihrer Ableitungen,

‘ e-m, -
Satz 6: Es sei ?J €W, | J 2'(a.ﬂ.) (j=1,....,m) und

saq+k(q= [g] + 1, k 3 0 ganz), Dann gilt
m
u(x) = ; (. ) N8 e k)
und .
Byuf 5" = Py»

far alle ye 8Q und alle j mit m, € k.

J
Beweis: Wir wihlen Folgen (99:'(")) (i=1,....,m; n=1,2,,..)
aus CO([") mit

. H?J - ?_1(")" i'——’O

S-IIIJ -z

fGr n - oo, Aus der Definition der Spurréume ist ersichtlich,
1
8~-m, ~ 3
daB man fUr beliebige P ew, 3 (9£1) und zu beliebig

. s=-m
fixiertem C > 1 stets eine Funktion u € W, J(n2) finden kann,
far die u’an = @ und

= -
C “lul € € C, ilt,
s-n, I ¢','7lla_mJ 4 § Clu "9'“'3 gilt



Daraus folgt, daB die Funktionen (;?J(n) als Randeinschr&nkungen

¢J(") = vJ("),aQ von Funktionen VJ(") € wza-mj(ﬂ) gewshlt

s-m
werden kénnen, die ihrerseits in W, J(Q_) Cauchyfolgen bilden,
Far mJ € k handelt es sich wegen s-m:l = q +k-mJ 2q> 2- sogar

um Cauchyfolgen in C({1). Ferner gilt wegen

1
+k~m . +k=m -
w2q Q) e c(q) far my € k of fenbar w: J 2(afm: c(an),

d. h. @€ C(BQ). Far my < k kénnen. wir also
¢J(") gl Py auf 302 (14)

annehmen, Wir bilden jetzt

m
u(M(x) :a ; (‘P;j(n)' cy .

Dann gilt nach Lemma 2 die Gleichung Ll o o,

m
(™ (x) = f: (-1y'! /(pj(")(y) < ) (x,y)d6(y)

Y}
fir & 2 O und )
n n 1 .
B uf )len = @M (=1Ll (15)

Far

. .
u(x) = u(™(x) = ;_(%' @M. oy [

und lal € k folgt nach Satz 4

m
a - u(m < -, (M -0 (16
oo - uMool € ¢ 3oy 9y lea, - (16)
fir n— oo unabhéngié von x € {1, d. h. usck(ﬁ). i
Als néchstes zeigen wir
- gul™ ' 17
Byulyq 0 =Bl o =0 (a7)




for n-» oo, mJ € k und y € 952. Dazu denken wir uns die Koef-

fizienten der Randoperatoren stetig in das Innere des Gebie-

tes £2 fortgesetzt, Wegen u € CX(£1) und (16) gilt fir my € k
BJu(")(x) -9-]-'5)Bju(x) auf ﬁ, d. h,

Bu(x) - B.ul™(x)|<& for n > n (€) und alle x € 2
3 J 3 0
sowie '
|8ju(x) - BJu(y)’<§ fur x€Q mit |x - yle<d(£).
FGr n > ny(€ ) finden wir ferner ein x € £ mit |x - y| < &(E)
und
gaJu(“)(x) - sju(")(y)[ < f
Insgesamt ergibt sich daraus
IByutn) - 8yt (y)]| < [Byuty) - Byu(x) |
+IBJu(x) - Bju(")(x)l + Iaju(")(x) - BJu(")(y)l< £

fﬁrn>n0(£) und m, € k,

J
SchlieBlich folgt fir diese J weiter

[8guty) = @nl = lojuy) - 8ul™iy)|

+layu™ey) - @Ml + 1My - @yinl.
Die rechte Seite strebt wegen (14), (15) und (17) fir n > o
gegen Null, Des bedeutet aber

Bju‘aﬂ = ?J far alle j mit my £ k,
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Uwe Hamann

Hebbarkeit von Singularitéten beziglich gewichteter
Sobolev-Réume

In der vorliagenden Note wird auf fdlgende Probleme eingegan-
gen:

In welchen gewichteten Sobolev-Réumen. kénnen Potentiale liegen,
die mit der Fundamentalldsung eines elliptischen Differential-
operators und mit einem auf einer\komgekten Menge K c R" der
Dimension d konzentrierten MaB gebildet warden?

Weiterhin wird die Frage der Hebbarkeit sowie der verallgemei-
nerten Hebbarkeit von Singularitdten beziglich gewichteter So-
bolev-Réume fOr beliebige Differentialoperatoren, deren Koeffi-
zienten sich auf einer kompakten Menge K € Q auch singuldr ver-
halten dOrfen, untersucht,

0. Bezeichnungen

Es bezeichne R" den reellen n-dimensionalen euklidischen Raum,
X = (xi""'xn)' Yy = (y1""'yn) Punkte des Rn. |x-y| den

euklidischen Abstand der Punkte x und y sowie d(,B) den eukli-

dischen Abstand von x zu einer Punktmenge B c R", For € >0 set

Bg = {x e R" :d(x,B)e £} eine £-Umgebung von B. FOr einen

n-dimensionalen Multiindex ot = (A4.....d,) (@; * O, ganz) aei
au:r.l

ll =a; + ... +a und 0% T
Ax, “... Ax,

Mit Q bezeichnen wir stets eine offene Menge im R",
Hy(B) sei das d-dimensionale Hausdorff-MaB dar Punktmenge BaRr"

(vgl. z. B, /5/ S. 332). .

Ist A das n-dimenaionale Lebeague-MaB, so bezeichnet man mit

Md(a) - limsup'sd'"A(Bs) den oberen d-dimenaionalan Minkowaki-
£ o+

Inhalt, Auf kompakten Teiinengen K glatter d-dimensionaler Fli-



chen gilt Md(K) = cde(K) mit einer nur von d abhéngigen Kon-
stanten c4. Im allgemeinen ist jedoch cgHy(B) € Md(B)

(vgl. /3/). uY, sel die Menge aller Radon~MaBe (kurz: MaBe) im
R" mit kompaktem Tréger und lnf(K) die Mdnge der nichtnegativen

MaBe, deren Trdger in der kompakten Menge K enthalten sind.

FOr eine relativ abgeschlossene Teilmenge Acf) betrachten wir
die gewichteten Sobolev-Réume

W:'loc(ﬂ Arg) (1<p <o, 120 ganz, r, reell),
Es sel u € w;,loc(:l A.r,). falls far alle offenen Mengen wael
Pul 4 /f lo“u(x)lpd(x A) dx)p < o gilt,
W (cu A, ) lul

Die Gewichte sind slso Potenzen der Abstandsfunktion d(x,A).
Es gilt: Aus s, € r, (xiél) folgt

1
W 1oc(f2.AL8y) € wl ool Airg) (vel. /47, 5. 47).

1, Potentiale sus w1

n
b, 1loc(R K.0)

Ee sei L(x;D) = E 8q(x)0% (a, € C®(R")) ein elliptischer
lecl sm

Differentialoperator der Ordnung m., Sowohl L(x,D) ale auch der
formal adjungierte Operator L*(x,D) sollen die Eindeutigkeits-
eigenschaft im Kleinen besitzen (vgl. /5/, S. 169)., Es exi-
stiert dann eine lokal integrierbare biregulére Fundamentalld-
sung E(x,y). Bei Differentialoperatoren mit konstantanten Koef-
fizienten L(D) bezeichnet F(x) die Fundamentalldsung und F(x-y)
spielt dann die Rolle von E(x,y). E(x,y) ist fiir x § y nach
beiden Variablen beliebig oft differenzierbar, Uber die Singu-
laritdt bei x = y 148t sich die folgende Aussage machen
(s. /5/, S. 228):

2
/

Lemma 1: Zu jeder kompakten Menge Q c R" und allen Multiindizes
d und 8 existiert eine Konstance > = C(Q,&,8) < 00, so deR die
34



Ungleichung
[0%03E(x,y) | & Clx-y1™"=19= 1B L (44110 2yl )

" fir alle x,y € Q gilt, Der logarithmische Term kann weggelassen
werden, wenn n ungerade oder n gerade und m-n-iai-1B] < O ist,

Mit den Funktionen DiosE(x,y) und einem MaB ue Nﬂo bilden wir

die Potentiale
ez fo(x) = fofnle(x.y)d p(y). € puix) = [OfE(x.y)d uly) und
E p(x) -fE(x.y)d pMy).
' Die folgenden Lemmata sind in /1/ bewiesen worden,
Lemma 2: Fir jedes . € W, und for lol+IBl € m-1 gilt im

8 8
distriputionentheoretischan Sinne d!E_/u = By f
Lemma 3: Ist m € T, ein beliebiges MaB und B ein Multiindex
mit |B]€ m-1, dann gilt im distributionentheoretischen Sinne
umm?p-(dﬂﬂwp.
Ist E(x,y) die Fundamentalldsung eines Differentialoperators

mit konstanien Koeffizienten, dann gelten beide Lemmata auch
ohne die Einschrénkung la.l +|B| € m-1 bzw., |B| & m-1,

Lemma 4: Es sei O € d < n eine reelle Zahl, K ¢ R” eine kompak-
te Menge mit Hd(K) > O und 8 > d eine reelle Zahl, Denn exi-

stiert ein nichttriviales MaB e‘M,"(K) und eine nur von s
und d abhsngige Konstante C, so daB fiar alle x & R"

jxx-yn"’d fuly) € cd(x,k)%® gilt,

Der Beweis des folgenden Lemmas ist im Beweis von Theorem 2,5
aus /3/ enthalten.,

Lemma 5: Es sei K < R" eine kompakte Menge mit Md(K) < 00
(0 €d<n, reell) und r > d-n eine reelle Zahl, Dann gilt

fd(x,x)'dx 6 C.E

Ke

mit einer von £ > O unabhéingigen Konstanten C,

n-d+r



Es seien im folgenden p und q reelle Zahlen mit 1 < p < o0,
1 1
1 d=+>=1,
< g < 00 un P + 3 1
Satz 1: Es sei K < R" eine kompakte Menge mit Hd(K) > 0 und

Md('K) <o (0 €d<n, reell), Weiterhin sei |B] € m-1-1, Dann
existiert ein nichttriviales MaB . € MW (K) mit

1
p,loc

@ e w

(R".K,ra_) , sofern

o > (n-d)% + (lol+ |Bl=m)p im Falle lal > m=-n+d-|B| und
r,>d-n im Falle lal € m-n+d-|B8| gilt,

Bel Fundamentalldsungen von Differentialoperatoren mit konstan-
ten Koeffizienten ist die Einschrénkung [B] € m-1-1 nicht not-
wendig. ’

8 ' n ’
Beweis: 1, Wir zeigen zuniéchst Eap € Lp,loc(R ,K,rd). Dazu

~

reicht es aus zu beweisen, daB j[Ei,;(x)[Pd(x.K) Ydx existiert,
Ky

da Egp. suBerhalb von K beliebig oft differenzierbar ist, Die

Existenz dieses Integrals wird gezeigt, indem wir

si::* KflEifL(ft)]pd(x.K)q"dx = O beweisen.

2, Es sel |ul>m-n+d-|B],
Aus Hy(K) > O folgt die Existenz eines nichttrivialen MaBes

M ETLN(K) mit
lE:ﬁl-(X)] éc 'flx'Yl n-n-la.l-lBld/u(y) $C. d(x'K)m-n-ldl-lBl +d

fdr x € K, (die erste Ungleichung erhélt man aus Lemma 1, die
Zweite aue Lemma 4), Aus Md(K) <'00 ergibt sich fir 0<g % 1
(s. Lemma 5)

Ilg& p(x)lpd(gt,K)r&dx € Co j d(x'K)(n-n-(cﬂ-lBl +d)p+r¢dx <
K

€ Ke
6 C.g(m-n+d=lai=(Bl)pery +n-d



Fir (m-n+d-1ai-18))p + fq * n=d > 0 gilt also

E:,L(x) € Lp.loc(R",K,r&), falls |ai >m=-n+d-]B] ist,

3. Es sei (ai< m-n+d-[B],
a > 0 sei die Zahl, far welche i&l= m-n+d-|B|-2a gilt, Aus Lem-

8 C
ma 1 folgt |D%D E(x,y)| € —_—
xy 1x-y; 9@
(ausgenutzt wurde |1ln |x-y}] & c 3)- Aus H4(K) > O ergibt
Ix=y]

sich ES 4 € C(R™) (s. /1/, Satz 1), d. h.’ insbesondere
IEEL M(x)| € c fur x € K,. Man erhalt

Ly Ta+n-d
[1E% ) Pd(x,k) ®ax & e ™9 ege 5 gin tec aleo
Ke
e ux) e L (R™.k
o M p.loc Korg)e
4, Es sei (/= m-n+d-[B],
8 .
Dann gilt lD:DyE(x.y)l 14 K_—YT_&—B fir jedes reelle a > O,
Daraus ergibt sich lEi,u.(x)] $ C»d(x,K)"®, weiter erhilt man
aus lLemma 5
8 p T -ap+r, +n-d
lqu‘-(X)\ d(x,K)*dx & C -£ 3 .
Ke
Fir r, > d-n+ap strebt das Integral gegen Null, Da a >.0 belie-
big klein sein kann, ergibt sich die Bedingung ro > d-n.

n -
5. Es gilt also Ez,u €L (R ,K,r“) fir Jjoo) € 1 mit den ent

p.loc
sprechenden L Aus Lemma 2 erhé&lt man schlieBlich
8 w1l n
E M ewp,loc(R Kyrgde

Es stellt sich nun die Frage, ob die Fo eventuell noch etwas
kleiner sein dirfen, Unter anderem gehen wir jetzt darauf ein,



2, Hebbarkeit von Singularitéten

Es sei P = P(x,D) = E ba(x)D“ ein beliebiger linearer Dif-
Il €m

ferentialoperator und A eine relativ abgeschlossene Teilmenge
von (). u gehdre einer bestimmten Funktionenklasse an,und es
gelte Pu = 0 in ()\A, Wenn daraus Pu = O in ganz () folgt, so
sagt man, daB A far diese Funktionenklasse eine hebbare Singu-
" laritét ist,

Ober P(x,D) setzen wir folgendes voraus:

Die Koeffizienten b, seien aus c® (Q\A). Fiir 0 € 1 € m-1
(1 genz) sei P(x,D) folgendermaBen zerlegt:

P(x,0) = E Qn_(x.D)D“. Die Ordnung der Differentialoperato-
[IAr 4}

ren Qu(x.D) bezeichnen wir mit o,. Es kann offenbar O, € m-1

fir alle o« angenommen werden, Q:(x,D) = BTS' c:s (x)DB seien
1 Oy E

die zu Q,(x,D) formal adjungierten Operatoren, Die Koeffizien-

ten c;s sollen der folgenden Bedingung geniigen:
Zu jeder kompakten Menge Q< () existiere eine Konstante
C = C(Q), so daB

|ca’f3 (x)] € C d(x,A)
for alle x € Q gilt (s 8 reell).

°a.,B

Es 1st also zugelassen, daB die Koeffizienten bd(x) sich auf
A eingulér verhalten oder verschwinden kdnnen,

Lomma 6: Es sel K c R" eine kompakte Menge. Dann gibt es zu

Jedem £ > 0 eine Funktion %: € cgo(R") mit supp %c Ke,
@, 31 1n K§ und |D“9:£(x)( € c e”!™ fur alle x € R", wobet Cy;

eine von £ unabhlngige Konstante ist,
Den Beweis findet man in /3/,

LHatz 2: Es sel u ewl

p.loc
L\A,
38

(.Q..A,ra_) eine Funktion mit Pu = O in



Weiter gelte M (K) <00 (0 € d<n) fir alle konpakten Mengen
K& A, Ist fir lowl€ 1 und O ¥ [B] € oy

n-d

sa,B'lB"Erd* 5 20
und fir loel€ 1 und IB] = O
i o0ds5,,

‘a8 " p 'x* g
so gilt Pu = O in ganz §).
Beweis: 1, Wir zeigen, daB unter den gemachten Voraussetzungen
(Pu, @) = O far alle @ € CY({)) ist, Da dieses im Falle
supp P N A = @ trivielerweise gilt, sei im folgenden Qecg"(ﬂ)

eine Funktion mit supp@P N A = K ¥ @, Zur Abkiirzung setzen wir
supp P = S, ?5 sei die im Lemma 6 fUr K angegebene Funktion,

Es gilt dann (Pu,@) = (Pu, ? 578) und wir zeigen
lim (Pu,?-?z) = 0,

-0+

-2, Es sei r > O eine reelle Zahl mit r < d(K, 3{)). Setzen wir
K= Er A A, so 1Bt sich zeigen, daB d(x,K) = d(x,A) far
]

X € K. gilt,
Z

3, Es gilt °

a
I(Pu,?)l -I(Pu,p- ?E)l ‘m(;I(Q“D u,?.?s )
a * ‘l
P TR RN
(" 3 » 8
izg .,.?—-l f D%u(x) e ey g (x)+0° (e @ ) (x)dx |

[£0
a SnK5
v

-
"; 192: Z;( )sm( %u(x)-d(x,A) P.c* 2.8 (x)-0 ?(x)D g;e(x)
1
T -
rd(x.A) l"d"l St 2:— ;:;‘% [o%utx)] Pd(x,a) “ax)P
SNKg
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* g q, 1pB-7 q .
“( f leg,g(x)19 - 107 @(x) % [0°7 . (x)|Fed(x.a) T “ax)%.
SAK
€
4, Aus limsup Sd -A(K ) = M (K) < o0 und d < n folgt
£— o0+
e
lim I(K ) = O und damit 1lim 10%u(x)|P-d(x,a) * dx = O
£-0+ Eso+ o 2
€
for lal € 1,

Es bleibt zu zeigen, daB die Terme

a
f legra(x)1910¥ @ (x)[ 9]0 -ype(x)jq d(x.a) P dx (1)
SnKg '

fdr £—> 0 und lou€ 1, [Bl€ o und Y€ 8 beschrénkt bleiben.

/

5. Fir 0 < € ¢ min(l.z) gilt

f &% a0 1% 1¥p(x) 1% 105 T (x)1%-d(x.4) P
SI‘IK

o f ateum EB 018 gy

Ke
.

P 'B‘qfd(_x Ky =BpP 4y,

K i

€ i

~as, ~d.r, - _ qs ﬂ.r +n-d

¢ coe™® [ g(x ) PXE P gy g cogm I8l 0B p

Ke

Das letzte Ungleichheitszeichen fblgt aus Lemma 5 und es gilt,
wenn qsy g ~ %"u. + n-d>0 ist. Die Terme (1) bleiben also be-

schrénkt, wenn fir |al € 1 ﬁnd O #IBI & oy
(aB-[Bj-—ra_-c-—-)hO
sowie fOr Jaié 1 und (Bl = . 4
: ) ‘1 n-d
q(ou'B - Br‘! + —q—-) > 0 ist,
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6, Es gilt also lim |(Pu,q@- )] = O, woraus (Pu, @) = O
s 6—)0*', P P ! P
folgt.
Wir betrachten jetzt speziell solche Differentialoperatoren :
P(x,D), flir die die Koeffizienten b, aus C°°(Q) sind, Dann ist '
= O fir Il 1 und [B] € Oy Aus Satz 2 ergibt sich, da8
Hebbarkeit vorliegt, wenn -o, - %"ot + -’-'g—g- 2 0 fir solche o mit
o, >0 und —%rd + ";d >0 fur jene o mit o,
ferentialoperator P(x,D) 148t sich beispielsweise so zerlegen,
daB .

Oy & M=l-(l-lal) = m=21+lai fir m-2l+lel>0
und

Bu'B

= 0 gilt, Jeder Dif-

og = O ‘ far m-21+lal €0 gilt,
Aus Satz 2 erhélt man dann die

Folgerung: Es gelte Md(K) < oo fur alle kompakten Mengen K § A,
Dann ist A far Differontialoperatoren P(x,D) mit Koeffizienten
aus c®(Q)) beziglich w!

N +A,ry) eine hebbare Singularitat,
wenn .

p.,loc

ry & (n-d)% - (m-2l+lal)p Fir lal> 21-m
und '
< (n-d)g far Il € 21-m gilt,

Fir la)= 1 muB also insbesondere r, ¢ (n-d)2 - (m=1)p gelten,

Ist aber r > (n-d)g- - (m-1)p fir jal = 1 und weiterhin 1> m~n+d,
80 braucht keine Hebbarkeit vorzuliegen, Es existiert dann nim-
lich nach Satz 1 fiir elliptische Differentialoperatoren L(x,D)

ein Potential Ep ewl (R“,K,r ) mit supp u § K, for das °

p,loc
LE u= 0 in R\ Kk, aber LEpa= p # O im ganzen rR" gilt, (Voraus-
gesetzt werden muB natiirlich, deB fOr die anderen ro die Bedin-
gungen aus Satz 1 gelten,) )

|

(R",x, re) 2U geben, wenn r & (n—d)ﬂ + (l-m) for ji€ 1

Umgekehrt braucht' es auch keine Potentiale E paus
1.

wP.loc
ist, Gelten namlich fir die anderen r, die Einschrln!tungon aus
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2 1
der Folgerung zum Satz 2, so wiirde sich aus Ep e wp,loc

wegen LEu = O in R"\ K nach eben dieser Folgerung und Lemma 3
LEpu = pu = O ergeben.

(R".K,1)

3, Verallgemeinerte Hebbarkeit von Singularitdten

Gehdért u einer bestimmten Funktionenklasse an, gilt Pu = O in
f2\ A und ist A keine hebbare Singularitét fir diese Funktio-’
nenklasse, so ist Pu eine auf A konzentrierte Distribution, In
solch einem Fall wollen wir das Verhelten von Pu auf A néher
charakterisieren,

Definition: 1. C (A.Q) = [P € cT(N): 0%P|, = O for a1 € k}
2, Nk(A.f).) = {feo'(ﬂ): (f, @) = 0 fur alle qneck(A.Q)}.

Unser Anliegen besteht nun darin, im Falle der Nichthebbarkeit
der Singularitét eine mdglichst kleine ganze Zshl k derart an-
zugeben, daB Pu € Nk(A,Q) gefolgert werden kann, Wenn also
(Pu, ) = 0 fur alle @ e C,(A,£2) mit einem gewissen k gilt,
wollen wir sagen, daB dann A eine verallgemeinerte hebbare Sin-
gularitét der Ordnung k ist,

In Spezialféllen ist ohne Schwierigkeiten eine befriedigende
Charakterisierung der Elemente von Nk(A..Q) méglich, Es gilt
beispiesweise im Fall A = fz } (z € 1)

Ne({Zo} Q) = §F: F = w;'r—r %06, . cac r'}.

Weiter kann man folgendes zeigen:

Ist 1 € 8 € n-1 eine ganze Zahl, B = (0,....,0, B, ,.....B ) ein
Multiindex mit [B|2 1, O ¥ P e MWL(K) ein MaB sowie
K c R® x {0}, dann gilt

B

L L ITYR(C L =

Lemma 7: (8. /2/) Ees sei K & A eine beliebige kompakte Menge.
Dann existiert zu jedem qy‘.ck(A,Q) eine von x € R" unabhéin-
gige Konstante C, so daB
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18@(x) € c.d(x.k)** B £ur alle x € K, gt1t,

. 1
Satz 3: Es sei u € wp,loc

©\ A und for alle kompakten Mengen K € A gelte MY(K) < oo.
Ist fOr loti€ 1 und IBl € kel
n-d

1
Od's + k#i-lgl- Fru_ + -—q—- >0

sowle fir |al€ 1 und |B] > k+1

(22 .A,r ) eine Funktion mit Pu = O in

x5 * k+1=[B] - %r‘,’ + "'d » 0,

dann gilt Pu € Nk(A.ﬂ).

Beweis: 1, Es ist (Pu, ) = O fir jedes @ e Ck_(A.ﬂ.) zu bewei-
sen, Der erste Teil des Beweises verléuft genauso wie die Punk-
te 2., 3. und 4, des Beweises von Satz 2, Es ist noch zu zei-
gen, daB die Terme (1) unter den gemachten Voraussetzungen fir
€ — O+ bes~hriénkt bleiben,

2, Es sei zundchst [Bl& k+1, Aus Lemma 7 ergibt sich
[V (x)l ced(x, k=Wl
Man erhdlt dann fir O <€ € min(l,g)

-4
f le ka1 % 107« 08V (x)] - d(x.a) P “dx
sm<£

k+1- -8 -4
< cfd(x 2y 3 %, 87ke2-12D (l}’l ! ”qd( x.&) P ®ax
Ke
< cdr-iena, eq(e,,soku-lrl-%m)m-d'

Die letzte Ungleichung folgt aus Lemma 5 und gilt far

q(s, grtk+1-1yl- %rd) + n=d > 0, Die Ungleichung muB fiOr alle
Y mit ¥ € B gelten, Man erhdlt also die Bedingung
Q(s¢.30k+1-lsl-%r¢) + n-d >0,

3. Es sei jetzt |B|> k+l, Aus Lemma 7 kann man
0% ()1 ¢ c-eX*171 tolgern. Man erhdlt far 0 < € < min(1.3)
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‘ _4
[ 1e2 gt01% 0¥ (01 %105 Y ()| F-d(x.a) P ax
SnK
€ 1
< c.g(k*1=1¥1)-a, (17118l )q jd(x'k)q(su,s'a' 20
3
€

1
- q(s, g~=ry )+n=-d
£ cogd(k+l 1Bl )-E a8 pa fur q(s, B-%rd-) + n-d > O,

Somit erhalten wir die Bedingung

a(sq grk+1-1Bl- %rm)+n—d 20,

\

Betrachten wir jetzt wieder Differentialoperatoren P(x,D) mit
Koeffizienten aus C°°(_Q). die zerlegt sind wie im AnschluB an
den Beweis von Satz 2, so erhélt man die

Folgerung: Es gelte Md(l() < oo fir alle kompakten Mengen K & A,
Dann ist A fur Differentialoperatoren P(x,D) mit Koeffizienten

1
aus CN)) beziglich W5, loc

gularitét der Ordnung k, wenn

(N +A,r,) eine verallgemeinerte Sin-

ro (n-d)g + p(k+1-m+21-lal) -fOr lol> k+l-m+21, (3)

0 < (n-d)% + p(k+1-m+21=-(af) fOr 2l-m < |l € k+i-m+21, (4)

Tee

< (n-d)g + p(k+1) for 21-m 2 lal (5)
gilt, ) ‘

FGr lal= 1 muB also insbesondere o € (n-d)% + (k+i-m+1l)p
(for kel < m-1) bzw, 'ry <(n-d)§ + (k+1-m+l)p (fir k+1 d m-1)
gelten, Ist abe'r > > (n-d)% + (k+1-m+l)p fir ll= 1 und wei-

terhin 1 > m-n+d-(k+1), so braucht keine verallgemeinerte Sin-
gularitét der Ordnung k vorzuliegen, Dieses ergibt sich wie

, folgt aus Satz 1:

Es sei K c R® x {0} (1 €3 €n-1) eine kompakte Menge mit
Hy(K) > 0 und M7(K) < 00, B set ein Multiindex mit |Bi= k+1 und
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)
B = (0,....,0, Bs+1""'5n)' Fir elliptische Differentialopera-

8 1 - n
toren L(x,D) existiert dann ein Potential E ME wp,loc(R 'K'q‘).
mit suppm €& K, Es gilt LEfoa 0 in R™\ K, aber nach Lemma 3

und (2) LE%u = (-1)‘3103/;¢.Nk(K,Rn). (Bei Differenfialopereto-

ren mit variablen Koeffizienten ist dabei [B| € k+1 € m-1,
d. h. k € m-2 vorauszusetzen, Weiterhin sind natiirlich fir die
anderen r, die Bedingungen aus Satz 1 zu fordern,)

Umgekehrt braucht es keine Potentiale EB/L aus
1

wp,loc(Rn'K'qz) zu geben, wenn o % (n-d)g + p(l-m+k+1) far
ll = 1 ist, FGr die anderen r_ sollen die Bedingungen (3), (4)

a
und (5) gelten, Wir nehmen an, daB ein O Apu e M(K)

1
p.loc

(IBl= k+1, B = (0,...,0, Be+1""'8n)) existiert, Es gilt,

(K < R®x £0}) mit EBu cw (R".K.r, )

LEB/;= 0 in R\ K. Aus der Folgerung zu Satz 3 ergibt sich
LEB,b. €N (K,R"). Andererseits gilt LESu « (-1)!B -oe’lufnk(K.R").

Aus diesem Widerspruch folgt die Nichtexistenz derartiger
Potentiale,
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Lothar Berg

Ldésung von Funktionalgleichungen mit Hilfe innerer Inversen

In seiner Arbeit /2/ gibt I, Fenyd im Zusemmenhang mit gewissen
Approximetionssétzen von D, H. Hyers fir Funktioneloperatoren
mit zwei unabhéngigen Verisblen innere Inversen an, ohne auf
ihre Konstruktion einzugehen. In dar vorliegenden Arbeit soll
gezeigt werden, deB diese inneren Inversen Spezialfidlle der in
/1/ konstruierten verallgemeinerten Inversen sind, Dadurch er-
hélt men die Mdglichkeit, weitere Funktionaslgleichungen in ane-
loger Waisa zu ldésen. Wir beschriénken uns dabei euf die formalas
Seite der Konstruktion, ohne auf Konvergenzfragen einzugehen,
die eich anschlieBend an Hand der expliziten Darstellungen der
inneren Inversen laicht kléren lassen, Ldsungen linearer Funk-
tionalgleichungen mit einer unabhéngigen Variablen mit Hilfe
von Rachtsinversen findet men bei U. Schmit /4/,

1, Die Beispiele von I, Fenyd

In /2/ werden in abgeénderter Bazeichnungsweise die beiden
durch
A x(8) mx(8) ¢+ x(t) - x(s+t), Ayx(8) = x(8) =2x(e+t) + x(8+2t)

definiarten Funktioneloperstoren A Ay betrachtet, wobei s,t

Elemente eines Moduls sind und die Funktion a8 —» x(s) diesen Mo-
dul in einen Benechreum abbildet, Von den durch

- m 1 1
x,F(s,t) = ; emi-1¢ (21,246, xzf(s.t)--; 271"1¢(0,2%0)

=0
definierten Operatoren X . k = 1, 2, wird dort gezeigt., deB aie

innere Inversen der zugehdrigen Operatoren A, sind, d. h,, die
Eigenschaft AkxkAk = Ay besitzen, Dies bedeutet (vgl, etwa /1/),

deB die Gleichung Akx(e) = f(s,t) unter einer leicht angebbaren
Lésbarkaitsbadingung die spezielle Losung x(8) = ka(a.t) be-
sitzt, und die allgemeine Ldsung iat such sofort angebbar.
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Die zugehdrigen Projektoren XAt lauten nach /2/ bei Anwendung
auf x(s)
00

XyA x(8) = ;:o 27t (x(2's) - gx(2*1sy),

X,A,x(8) = -x(0) +x1A1x(;).

Bei Einschrénkung auf beschriénkte Funktionen x(s) ist X4A4 der
identische Operator I und daher Xy sogar eine Linksinverse von
A;. Ist aber beispielsweise die identische Funktion x(8) = s
zugelassen, so ist X A;s = 0 far k = 1,2, und die inneren Inver-
sen. X, sind keine Linksinversen,

2, Konstruktion innerer Inversen

In /1/ wurden im AnechluB an G, MaeB /3/, wo der Fall der Ma-~
trizen behandelt wird./far Operatoren zwischen allgemeinen Li-
mesréumen, die speziell auch Banachréume sein k&nnen, verallge-
meinerte Inversen durch explizite Reihenentwicklungen konstru-
iert. Weitergehende Untersuchungen dazu findet man bei )
D, Schott und W, Peters /5/. Bei Weglassung der genauen Voraus-
setzungen hat man dabei folgendermaBen vorzugehen:
Man multipliziere eine gegebene Operatorgleichung

Ax = f
mit einem geeignet zu wdhlenden Operator B ¥ O, so daB nach
Einfihrung der Bezeichnung

T=1I=-BA
die Gleichung

x = Tx + Bf
entsteht, und betrachte das zugehdrige Iterationsverfahren

X, o= Tx, 4 + Bf

for n = 1, 2, ,,,, das nach Wahl eines Startelementes Xq

n-1

n ;E: i
Xp = Tix, + T°Bf
=0

liefert, Unter gewissen Voraussetzungen existiert dann der
Grenzwert
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i

00

X = E Tis
=0

.
und ist eine innere Inverse von A, Der zugehbrige Projektor XA
lautet
XA =I-T%

mit T® = 1lim Tn.
n-»w

3. Anwendung auf Funktionalgleichungen

Die Ausfihrungen aus Abschnitt 2 ‘'sollen jetzt auf die Operato-
ren A = A aus Abschnitt 1 angewendet werden. Fir die Operato-
ren B = B, wihlen wir
1 .

Byf(s,t) = 3f(s.8), Byf(s.t) = 5(f(0,0) - f(o,e)).
Dann lauten die zugehdrigen Operatoren T = L

Tyx(8) = 3x(28), Tpx(s) = %(x(o) +x(28))
und ihre Potenzen

Tix(s) = -g.{x(zis). T3x(8) = x(o) +‘§f(x(z1s) - x(0)).
\ \

-80-daB wir aus

00

; i
X, = T, 8
k =5 k~k

,im Fall k = 1 sofort die vorhergehende Darstellung fur X,

und im Fall k = 2

00
Xof(s,t) = f(0,0) - X 2"1-1¢(0,2%9)
=0

erhalten, Bis auf die konstante Funktion f(o0,0), die im Null-
raum des Operators A, liegt und daher auch woggolasaon‘hordoq
kann, ohne die Eigenschaft von X5. innere Inverse von A, zu
sein, zu verletzen, ist auch dies wieder das weiter oben ange-
fohrte Ergebnis aus /2/,

Bei allgemeinen linearen Funktionalgleichungen mit Operatorsa
der Form
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i n
Ax(s) = ? a,x(b,s +c,t),
) -01 i i
wobei c, und t Vektoren -
\ T
cy = (°11""'°1m)' t= (tgoe..nty)
und die ay. b1 und c1J konstante Koeffizienten sein mdgen, kann

nan anaiog vorgehen, indem man fir B den Ansatz

k
Bf(s,t) = ?—o ay f(Bis, Yis)
mit fl = (rii""' Vim)T macht und die Konstanten . Bi und
71j bei méglichst kleinem k in nicht trivialer Weise so be-

stimmt, daB die Folge ™8 gegen den annullierenden Operator
strebt, :
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Dieter Schott

Annulatoren und Dualitétssétze

Zusammenfassung

In der Funktionalanalysis spielt der Annulatorbegriff eine
wichtige Rolle (siehe etwa /6/, /3/ /1/). Im ersten Teil der
Arbeit werden Annulatoren von Durchschnitts- und Vereinigungs-
mengen in linearen R&umen, in Banach- und in Hilbert-R&umen be-
stimmt, von besonderem Interesse ist dabei der Spezislfall, daB
die Mengen aus Nullr&éumen oder Wertebereichen von Operatoren
gebildet werden,

Im zweiten Teil der Arbeit werden diese Ergebnisse zur Aufstel-
lung von Duulitétssétzen benutzt, Insbesondere kann man Aussa-
gen aus /S5/, die bei der Konvergenzuntersuchung von Iterations-
verfahren von Bedeutung sind, durch Dualitétsbetrachtungen ge-
winnen,

1, Annulstoren von Durchschnitts- und Vereinigungsmengen

Die untersuchungen lassen sich fir lineare R&ume und Banach-
R&ume parallel fihren, wenn man die Bezeichnungen jeweils ge-
eignet interpretiert.’

Es sei X ein linearer Raum (ein Banach-Raum) und X' sein alge-
braischer Dualraum (topologischer Dualraum, versehen mit der
starken’' oder der schwachen' Topologie). Unter einem Teilraum
von X bzw, X' verstehen wir eine lineare (lineare und abge-
schlossene) Teilmenge. Fiir die lineare (abgeschlossene lineare)
Hille einer Teilmenge M von X bzw., X' verwenden wir die Abkur-
zung {(M). Dabei vereinbaren wir £(2) = {0}.

Oefinition 1.1: Es sei E € X, Dann heiBt die Menge

°8 := {f € X'|Vx&E: <f.x> =0} (°@ := X')
algebraischer (topologischer) Annulator von E in X',

Es sei F € X', Dann heiBt die Menge



F = {x ex|Vfe F: <f,x> =0} (9° :=X)
algebraischer (topologischer) Annulator von F in X
(siehe z, B, /6: S, 48 -~ 49, 5. 224 - 225/. /3: S, 108 - 109/,
/1: S8, 101/).

Die folgenden Aussagen sind im wesentlichen bekannt bzw. leicht
einzusehen (vgl. etwa /6: S, 48 - SO, S, 224 - 225/).

Lemma 1,2: Es seien E,E,,E, Teilmengen von X. Dann gilt

a) E, S E, =%, s %

1 2 1

b) %6 = %(E) =JL(%),
c) (°e)° = L(E).

Es seien F,F,.F, Teilmengen von X', Dann gilt

d) F, € F

o
4 =r0cF

[e]
2 2
o) F° = L(F)° = L(F°) = (°(F°))°,

£) O(r%) 2 L(F), °(F%) = L(F)$> L(F) Annulator in X'.
Bemerkung 1,3: Wir betrachten die Gleichung

OF%) = L(F) (F & x'). (1.1).

a) Fur bestimmte Raume X,X" geniigen nicht alle Mengen F der
Beziehung (1.1) (siehe /6: S. 51 - 52, S, 225/).

b) Fur algebraisch (topologisch) reflexive Réume X ist (1.1)
stets erfillt (siehe /6: S. 45, S, 51, S, 227/).

' ¢) Fur Banach-Réume X fallt °(F®) mit der schwach' abgeschlos-
senen linearen Hille von F zusammen (siehe /3: S. 109/).
Daher gilt (1.1) stets, falls man X' mit der schwachen' To-
pologie versieht,

Wir bezeichnen die Menge o(F°) € x' kinftig mit ' (F). Es zeigt
sich, daB die Operation £' &hnliche Eigenschaften besitzt wie
die Operation . Zum Beispiel findet man

o » ' . . .

FOa ' (F)%, &L (L (F)) =L (F). % = £ (°E).
Spéter werden weitere Analogien angegeben, AuBerdem ist

L (L(F)) =L (L (F)) = L (F).
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Wir kommen nun zum zentralen Satz dieses Abschnitts,

Satz 1.4: Es sei (E_) eine Folge von (nichtleeren) Teilmengen

aus X, Dann bestehen die Relationen
8) °NE, 2 °NLE) =L (U B,
n n . n
°r;\sn =.c-u;:°sn)¢-> NL(E,) = LIOVEY.
b) °LnJ E, = °lr_‘),C(En) = oL ( r;\°En) =N € .

Es sei (F) eine Folge von (nichtleeren) Teilmengen aus X'.
Dann bestehen die Relationen

) (NFN° 2 (NLF N =LIUF,).
n n n
(QF,,>° =am:an°>e NL(Fy) =L CNFL).

d O= ' 0= O= 0'
) AUF)® = (UL (FD® = LNFS°) = O F,

Beweis: Wir leiten zundchst eine Reihe von wichtigen Beziehun-
—awels s
gen her, deren Kombination dann unmittelbar alle Behauptungen

des Satzes liefert,

1) Ein beliebiges Funktional f aus lin {J °En besitzt die
Gestalt n
m
o .
f = ;é;/Bifi (Bi Skalare, fi [ Eni, ng naturlich),

Daher erhdlt men fir jedes x € () E, € E, (i=0,1,...,m)
n i

m
<f,x> = E By <fi.x)>=0.
i=0

Somit stammt f aus °f) E,. und .es gilt
n

n UC%, € °Ne,.
n

n

Aufgrund von &' (°N E,) = ° MNE, (siehe Lemma 1,2) entsteht
n n

daraus
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L(U%,) € °AE,. (-2

n n " :

(J°e® = (U %)% 2 (Cne)® 2L, (1.3)
n

Setzt man in (1,3) speziell E, = Fno. so gewinnt man unter Be-
achtung von Lemma 1,2 '

F )% 2 “(F))° 2 F°% = £, .
(Ln) - (LnJ.(.'(n)) .C(Qn) Qn (1.4)
Ahnlich wie (1,2) und (1,3) zeigt man
LU F®) § (AFY° (1.2)
n . n
°(Ln}F,,°) TLCNF- _ (1.3")

Mit F = ""En ergibt sich aus (1,3') und Lemma 1,2

°\g'an 2 °LnJ.c(E,,) 2 0 ( rn\°E,,) * N, (1.4%)

2) Sei f ein beliebiges Funktional aus ‘U E,. Dann folgt fur
jedes n th
(f,xn)‘n o] (Vxn € E).

.Das bedeutet aber f € °En (¥ n) bzw, fef\oEn. Daher ist

n
OLE'E“S QOEn' ' (1.5)
Entsprechend beweist man auch
(UF® s NFL° (1.5°)
n n
Fur €, = F ° erhalt man aus (1,5)
YUY € N (R, | (1.6)

o

Fur F = E, nimmt (1.5') die folgende Gestalt an:
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(U°%)° s Q(°En)° = DL(E). ‘ (1.6')

n

3) Durch Zusammenfassung von (1,4) und (1.5') sowie von (1.4' )
und (1,5) gelangt man zu den Behauptungen d) und b},
Setzt man in (1,2) for E,, speziell .C(En) ein, entsteht

°Q.C(En) At OLEL) = L U %E,)-
Aus (1,6') gewinnt man andererseits
LY %e,) 2 °Q.c<sn).
In Verbindung mit (1,2) ergibt sich daraus der erste Teil

von a), Die Gleichung °N E, = L (U OEn) zieht sofort die
n n ‘

Gleichung o ne ) = ( u E,)® nach sich.'Mit Hilfe vo.n d) be-
kommt man schlizBlich (%; % )° = rn\.C(E,.).
Da wegen (1.3) und (1.6')

L0 g < <Q°En)9 € Ny

gilt, fuhrt die Beziehung ( ME,) = ML(E,) auf
n n
( an °En)° = o Q E,). Das bedeutet aber auch

0, =O v=O .
«t‘((n\ En) n\C‘(QEn) QEn

Analog zeigt man die Behauptung c) unter Verwendung der Bezie-
hungen (1.2'), (1.6), (1.3') und b).

Bemerkungen: tiie man schon an einfachen Beispielen sieht, sind
die Bedingungen (1J(E,) = £( M &,) und N&L(F) =L ( {r"\ Fp)
n n n

nicht automatisch erfillt, Damit lassen sich die Enthalten-
seins-Relationen in a) und c) nicht durch die Gleichheits-

Relationen verscharfen,

Die Operation &' spielt in X' die gleiche Rolle wie die Opera-
tion o in X. Fiur reflexive R&ume X oder auch bei Benutzung der
schwachen' Topologie fir X' kann man &' durch £ ersetzen,



Zwischen beiden Operationen gibt es schlieBlich eine Reihe wei-
terer Gemeinsamkeiten, Zum Beispiel gilt offenbar

.C(QF,,) s L( Q.&'(Fn)) = QJ:(F,,). f
L(F) = Fn(Vn)-?eC(QF,,) = Q.C(F,,-) = QF,,.
LOUF) = LIULF)) 2 ULF).

n n n

Diese Relationen bleiben richtig, wenn man ' anstelle von o
wéhlt,

Folgerung 1.5: Fir eine Folge (F,) von (nichtleeren) Teilmengen
aus X' ist '

) LONF) S L& NEFY) = rr;\.,c-w',,).
L(FQ) = F(Y M =& (NF) = (VL (F) = NV Fy

b) o = & . a . s
) LU R = & (UL (F)) 2 UL (Fy)

Beweis: Aus Satz 1,4c) bekommt man

LCAF) €L (NLED.
Mit E = Fn° entnimmt man Satz 1.4b)
L AL (F)) = ML (FL).

n n

Daraus resultiert die Behauptung a)., Satz 1,4d) und Lemma 1,2
liefern unmittelbar die Behauptung b).

Wir betrachten nun zwei lineare Réume (Banach-R&ume) X, mit
dem gleichen Skalarkérper. Die Menge L(X,Y) bezeichne den Raum
der linearen (linearen und stetigen) Operatoren von X in Y.
Der Operator A' € L(Y',X') sei der zu A € L(X,Y) algebraisch
(topologisch) duale Operator., Das folgende Lemma enth&lt be-
kannte Zusammenhénge zwischen Wertebereichen und Nullréumen
von A und A' (siehe etwa /6: S. 52 - 53, S, 226/, /3: S, 112/,
/1: S, 15/),

Lemma 1.6: Es gilt
a) °R(A) = N(A"), b) ON(A) = £ (R(A")).

c) R(A')® = N(A), d) N(A")® = L(R(A)).
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Bemerkungen: Es ist offenbar fir lineare R&ume L(R(A)) = R(A),
far Banach-Réume JL(R(A)) = R({A). Weiterhin gewinnt man aus dem
Lemma sofort o&'(N(A')) = N(A'). Fir Banach-Réume ergibt sich
auBerdem

£ (R(A")) = R(A') €3 [(R(A')) = R(A') &> L(R(A)) = R(A)
(siehe /3: S, 115/),

Jetzt kann man Satz 1.4 auf den Fall anwenden, daB die Folgen
(En) und (Fn) aus Nullrédumen oder Wertebereichen von Operatoren
bestehen,

Folgerung 1.7: Es sei (A ) eine Folge von Operatoren aus L(X,Y),
Dann gilt

SANA) =L R{A')),
) CNINGA,) =L (UR(AL)

b) oQé(An) OQ'C(R(An)) = J'(HN(A;"))'

c) o‘a’"(A")- éuC(L")N(An)) = NLRA ).

d) °9R(A,,) %c(\ﬁ:R(A,,n = NINCAL)

o) (QN(A,',))°'=.C(Ln;R(A,,)).

N (R 2 (rn\.c;(R(A,-, I = LU N
9) (l;lJN(A,'.,))" = LCUNA N = LR
h) (LnJR(A,',))° = (.c'(%:R(A;,))P = ONGAY).

Beweis: Mit Hilfe von Satz 1.4a), Folgerung 1,5 und Lemma 1,6
gewinnt man

rwA ) = COENGA) =LY °N(AL)) = & (U.[ (R(AL))
= L (U R(AL).

°NIR(AY) 2 CNLR(A) = L (U R(A,) =£'(%}N(A;,)).
n n



Unter Beachtung von Satz 1.,4b) und Lemma 1.6 ergibt sich

°Ln; N(A,) = %(er N(A)) = QON(An) - Q,C'(R(A"‘)),

O9YR(A) = © R(A = OR(A_) = A ).
UR(A) = LOYURAD) = OR(A) = ANCAL)

Die restlichen Behauptungen lassen sich entweder unter Verwen-
dung von Satz 1,4c), d) und Lemma 1,6 oder direkt aus a), b),
c), d) unter Bericksichtigung von Lemma 1,2c) herleiten,

Bemerkungen: Nach Satz 1.4 steht in b) genau dann iberall das
' Gleichheitszeichen, wenn die Bedingung NLR(AL)) =L NR(AL))
[ n

vorliegt, Fir lineare Réume ist diese Bedingung stets erfullt,
fur Banach-R&ume zumindest dann, wenn s&mtliche Wertebereiche
R(A,) abgeschlossen sind,

In f) steht zum Beispiel iiberall das Gleichheitszeichen, wenn
die Wertebereiche R( AL ) Annulatoren in X' sind.

Wir gehen nun kurz auf den Fall ein, daB X und Y Hilbert-R&ume
sinJ. Bekanntlich ist jeder Hilbert-Raum X isomorph und isome-
trisch zu seinem Dualraum X', Insbesondere ist X daher reflexiv,
so daB die Operation ' durch die Operation £ ersetzt werden
kann, Bettet man X' auf natirliche Weise in X ein, so fallen
fir Mengen E € X die Annulatoren %t und E° zusammen, wobei
Funktibnalwerte <f,x) in entsprechende Skalarprodukte iberge-
hen, 'An die Stelle der Annulatoren tritt das orthogonale Kom-
plement

gt = {y€ X)¥x € E: (y,x) = o},

fur das speziell

x = LEY®E* (Yt - L(E)
gilt, Der 3atz 1,4 geht damit in folgenden Satz Uber, der fir
eine Folge (En) von Teilréumen schon in /4/ bewiesen wurde,

Satz 1,8: Es sei (E,) eine Folge von (nichtleeren) Teilmengen
ays X, Dann bestehen die Relationen

a) (NEY* 2 (NLEN! = LU ED.
n n n

; A1 L
b =
(gt s e
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FUr zwei Hilbert-R&ume X,Y ist der duale Operator A' € L(Y',X')
unitér équivalent zum adjungierten Operator A¥e L(Y,X), Daher
ergibt sich aus Lemma 1,6

R(AY = N(a¥%), N(a)L = R(AY), /

R(A%)L = N(A), N(A®Y* = RTAY
(vgl, auch /6: S, 250/). ' :
Weiterhin bleiben die Aussagen von Folgerung 1.7 richtig, wenn

man die dualen Operatoren durch die adjungierten Operatoren er-
setzt,

2, Dualitétssétze fir Zusammenhdnge zwischen Operatorgleichun-
gen und Mengenrelationen

Gegeben seien zwei lineare Raume (Banach-Réume) X,Y mit dem
gleichen Skalarkérper, t/ir betrachten nun bestimmte Aussage-
mengen fiir Zusammenhdnge zwischen Operatorgleichungen und Men-
genrelationen,

Definition 2.1: Es sei ¥ die Menge aller Auséagen. die nach-
stehende Bestandteile enthalten:
a) Relationen E, = E,, E1 € E, zwischen Teilr&umen E,,E; von X
bzw, VY,

b) Operatorgleichungen A = B fir Operatoren A,B aus L(X,Y),
¢) logische Ausdrucksmittel,
Es sei Z' die Menge aller Aussagen, die nachstehende Bestand-
teile enthalten: AN

= c & .
d) Relatio?en F, = Fp, Fy € F, zwischen Teilréumen F,,Fp von X

bzw. v', die Annulatoren sind (F; = £'(F;). Fp = L(Fp)) .
e) Operatorgleichungen A* = B' fir duale Operatoren A',B' aus
L, xt),
f) logische Ausdrucksmittel.

Den Aussagen z€ X werden auf natiirliche \leise Aussager z' € z*
2ugeordnet und umgekehrt,

Definition 2.2: Eine Aussage z' € X' heiBt dual zu einer Aus-
e AR E—————— S

sage z ¢ X, wenn sie aus z durch die Ersetzungen
o o 0. ¢ O & B B
El = 52 -» El = EZ' El € 52 e d E2 El' A =B -
entsteht, 59



Eine Aussage z € Z heiBt dual 2u einer Aussage z' € Z',wenn sie

aus z' durch die Ersetzungen
° °, A =B">A=8B

F:F‘-’Fl

1 2
entsteht,

(] (o]
= F0  Fy S P, F° s Fy

Wegen E = L (E) und F = ' (F) ergibt die Duslaussage einer Dual-
aussage stets wieder die urspringliche Aussage, so daB die
Dualit&tsbeziehung symmetrisch ist.

Aufgrund von Lemma 1,2 erhdlt man unmittelbar
Lemma 2,3: Es seien E) ,E, Teilrdume von X oder Y. Dann gilt
o o o o
Ey = E;,®»"E) = Ex: Ey € E,¢®»°E, § "E,.
Es seien F, ,F, Teilréume von X' oder Y' mit F, = J‘(Fl),
Fy = ,C‘(Fz). Dann gilt

o o [} o
F,=F,®F,%=FC° F sF,e&Fr°%¢F°

In Verbindung mit Lemma 1.6 und Folgerung 1.7 entsteht daraus

Folgerung 2.4: Fur Operatoren P € L(X,X), Q € L(Y,Y) und eine
Folge (An ) von Operatoren aus L(X,Y) ergibt sich

a) JL(R(P)) = QN(A,,)*»N(P ) 2LCUROAD),
b) &(R(P)) 2 MAIN(A) EBN(P') & L' (UR(AL)).
°) N(Q) & LOUR(A)) $BL(RQ)) 2 ANCAL ).
d) N(Q) 2 ( UR(A) &S L (R(QT)) € OINCA,

~
.

» Bgmerkungen: Wegen J{( MN(A )) = IN(A.) und OC'(N(P'))‘N(P')
n n

1st » .

L(R(P)) € Q,N(An)d-v R(P) € QN(An),

N(P') 2L (JR(ALD)EBN(P') 2 UR(AL).
n .
Autgrund von L(N(@)) = N(Q) und £'( ANCAL)) = MINCAL)

bpkommt man
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N(Q) 3[((# R{AL)) €2N(Q) 2. UR(A)),
n
L' (R(Q')) € NN(AL) R(Q) GQN(A,',). ‘
n

Leicht einzusehen ist auch

Lemms 2,5: Es seien A,B zwei Operatoren aus L(X,Y). Dann gilt

A = BEPA' = B',
. )

Die Lemmata 2.3 und 2.5 fihren offenbar zu

Satz 2.6: Eine Aussage z € & ist genau dann wahr, wenn ihre
Dualaussage z'€ Z' wahr ist,

Mit Hilfe von Lemma 1.6 und Folgerung 1,7 kann man daraus eine
ganze Reihe von speziellen Aquivalenzaussagen gewinnen,
Wir wenden uns jetzt noch einer bestimmten Teilmenge von Z zu,

‘

Definition 2,7: Es sei ZO(T) die Menge aller Aussagen aus Z

mit den nachstehenden Eigenschaften:

(B1) Die Operatorgleichungen haben die Produktform
A A, L A = A A ceeA (n=0,1,2,...).

in"2n lnn ln+1,n 1n+2,n m.n

(82) Die Teilréume werden in Abhdngigkeit von den Operatoren
Ain (i=1,2,,,.,mn; n=0,1,2,,..) gebildet.

(B3) Es ist eine Transformation 7 erkl&ért, die den Operatoren
Ain duale Operatoren Bin derart zuordnet, da8 die Pro-
dukte B; B .,..Bj ., B3} B3 P -

in"2n°°"° lnn 1n+1,n 1n+2,n L
einen Sinn haben (Verknipfbarkeit) und zu L(Y',X') gehdren

(B4) Ersetzt man bei der Teilraumbildung die Operatoren A,

durch die Operatoren Bin , so liegen die Teilréume im

Dualraum X' bzw, Y' und sind Annulatoren.
(B5) Ersetzt man in den Aussagen die Operatoren Ain durch die

Operatoren Bj, . so gehen wahre Aussagen wieder in wahre
Aussagen uber,

Bemerkung: Die Produktdarstellung der Operatorgleichungen ist
im allgemeinen nicht eindeutig. Fur eine konkrete Aussage zelZ
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kommt es darauf an, nach einer geeigneten Produktdarstellung
und einer geeigneten Transformation T zu suchen, so daR
z e ZO(T) gilt,

Satz 2,8: Die Aussage
a) Alpf2nee+AL n = AL 41,0’ -2,n°**Am n (Vn)es
n n n n
Ej(AggreeesAynrees) = Ex(Ajrece Ay iess)
aus ZO(T) zieht die Aussage
D) B} ne++B2nBin = By ne--B1 42,081 41,0 (Y MEP
n n n n
. . (] . . o
Ei(Blo'..' 'Bin"") - 52(810'." 'Bin“.')
nach sich,
Beweis: Aus a) folgt nach Voraussetzung
B; B, ...B] =B . B} .8 (V) e>
in"2n lnn 1. +1,n 1.+2,n m.n
El(aio""'Bin"") - Ez(Bio.....Bin....‘).
Das ist wegen BinB'Zn"'Bi"n - (Blnn"'anBm)' und

Bi"+1,nain+2,n"'al'lnn = (Bnnn"" Bln+2.n81n41.n). eine Aussage
aus Z', Die dazu duale Aussage hat die Gestalt b). Aus Satz
2,6 ergibt sich die Behauptung.
Wir betrachten nun speziell Operatorgleichungen der Form
AP = O bzw. QA = 0 (n=0,1,2,,..) mit P € L(X,X), Q € L(Y,Y)
und A, € L(X,Y), Die auf ihrer Grundlage gebildeten Teilréume
seien £L(R(P)), MIN(A ) bzw, N(Q). L( UR(A))). Die Transfor-
n n
mation T laute jeweils
Ty(P) = Q', Ty(A) = A (Vn), (2.1)
T2(Q) = P', Ty(A) = AL (V). (2.2)
Aus Satz 2.8, Lemma 1,6 und Folgerung 1.7 gewinnt man

Folgerung 2.9: Gegeben seien die beiden Aussagen
a) AP = 0 (Vn)e>L(R(P)) = NNAL) .
n

b) QA, = 0 (Vn) &> N(Q) = L(UR(A)).
n
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Gehért a) zu 'zo(Tl)' so zieht a) auch b) nach sich,
Gehért b) zu Z (T,), so zieht b) auch a) nach sich,

Bemerkung: Die Aussage a) erfillt mit (2.1) offenbar die Bedin-
gungen (B1), (B2), (B3) der Definiton 2,7. Ersetzt man in der
Gleichung L(R(P)) = f\N(An) nun P durch Q' und A, durch Aﬁ'

n

so stehen auf beiden Seiten der transformierten Gleichung Annu-
latoren in Y', da [IN( A;) Annulator in Y' ist., Also ist auch
n

die Bedingung (B4) erfiillt, Folglich gehért die Aussage a) ge-
nau dann zu ZQ(Tl). wenn sie der Bedingung (B5) genigt, d., h.,
wenn mit a) auch '

ALQ" = O (Vn)@»L(R(Q')) = MIN(AL)
gilt, Entsprechendes ergibt sich beziiglich der Aussage.b).

Sind X und Y Hilbert-R&ume und werden die Dualréume X' und Y'
mit den Ausgangsréumen identifiziert, so bekommt man zum Bei~
spiel Resultate wie

Folgerung 2.10: Gegeben seien die beiden Aussagen:
a) 6ilt AP =0 (¥n), so ist P = P*&® N(P) = o U R(AR)).
n .

b) Gilt QA_ = 0 (¥ n), so ist 0 = 0 «>L(R(2)) = MIN(AF).
%, n

Gehért a) zu 20(71) mit

*
n’

[d * ~ , ~ ~ » N
T,(P) =07, T1(P‘) = 2 Ty(Ag) = Ag T4(AR) = Aq. (2.17)

L
S0 zieht a) auch b) nach sich, Gehért b) zu Z (T,) mit

~ ~ . ~ * ¥ .
To(0) = P¥, To(0% = P, To(Ay) = AY. To(AD) = AL (2.2")
80 zieht b) auch a) nach sich. .

Bemerkung: Die Aussagen a) und b) stammen genau dann aus
zo(T1) bzw, Zo(?z), wenn sie die Bedingung (BS5) aus Defini-

tion 2,7 erfillen,

“ir wollen die Ergebnisse jetzt auf Aussagen der Arbeit /5/ an-

Wenden,
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Dabei geht es um die Untersuchung von Zusammenh&ngen zwischen
Operatorgleichungen und bestimmten Nullrdumen bzw, Werteberei-
chen von Operatoren in Banach-R&umen X und Y, die bei instatio-
néren Iterationsverfahren der Form '

Xney = TpX, + Db (D EL(Y,X), T, := I - DA) (2.3)

zur Ldsung linearer Gleichungen_ ‘
Ax = b (AEL(X,Y), be€Y) " (2.4)

auftreten, Die Reste rnoi= b - Ax_ geniigen der Iterationsvor-
schrift
r

= 8. r, (S, :=1 =~ ADn). (2.5) .

n+1 n

Besitzt die Gleichung (2.4) beziiglich der Folge (0,) verallge-
meinerte Loésungen (siehe /2: S, 32/), d. h, gibt es Elemente
X € X mit DnA; = Dnb (¥n), so nimmt (2,3) nach der Transfor-

mation u  := X = X die Gestalt

=Tou ) (2.6)

Ynet nn

an, Die Iterierten u
die Formeln

L und Mnet kann man explizit auch durch

Unse1® Pplor o1 Qo (Pri=T To ge0.Tor 0:=8.8  1...5,)
angsben, Wir setzen nun die Existenz der Grenzoperatoren

P := lim P_ und Q := lim Q_ im Sinne der punktweisen
o0 nd0 " @ nsa " I

Operatortopologie voraus.,

Satz 2,11: Die Aussage

a) DAP, =0 (¥Yn)<> R(P) = rn\N(onA)
ist wahr, Wahlt man Ax = DA und P = Q = P;°L so gehért sie
zu Z,(T,) (sisehe (2.1)). Damit ist auch die Aussage

b) P DA =0 (Vn)e> N(P ) = o anR(D,,A))

wahr,
Beweis: Zunéchst gilt mit Ap = DA
’ n 0
P = I - lim T T eeoT A, = I~ AT T e T
oo P n n=-1 i+1 71 ;-o 1 ie1 1~2 o
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und daherb
0

Pp=I - g Té"’T:i.-zTi-l Af-
Das bedeutet '
. ‘
R(Poo) 2 QN(An)' R(Poo) 2 Q_N( A“).

AY
Andererseits erhalt man

APep =0 (Vn)&>R(P_) € MNN(A)),
) n
AP =0 (Vn)Q'R(P:») s fn\N(A"‘).

Also ist die Aussage a) wahr und gehért zu zo(Ti)' AuBerdem
kann®man offenbar in a) die Menge R(PQ!;) durch o{(R(P,,)) und
in ihrer T1-Transformation die Menge R(P"n) durch .C(R(P"”))
®rsetzen, Nach Folgerung 2,9 ergibt sich daraus die Wahrheit
der Aussage b).
Entsprechend zeigt man
Satz 2.11': Die Aussage
®) ADQg = O (Y Me>R(Qy) = MIN(AD)
ist wahr, Wdhlt man An = ADn und P = Q = Qw, so gehdrt sie
zu Zo(Tl). Damit ist auch die Aussage
b
) @y A0, = 0 (Vn)EBN(Qy,) = £l U R(AD,))
wahr,
Satz 2,12: Die Aussage
8) D0y, = 0 (Vn)EDR(Qy,) = MN(O,)
ist wahr. Wshlt man A = D, P = Qy, und Q = P, so gehdrt
sie zu ‘ZO(TI) (siehe (2.1)). Damit ist auch die Aussage
b) Poln = O (Vn)EBN(P ) = o ‘#R(D"))

wahr,
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Beweis: Es sei D,Q = O (Vn) bzw, D P, = 0 (Vn) erfullt.
Dann ergibt sich jeweils

R(Qy) BQN(Dn) € rn]N(ADn). R(PL,) ‘QN(DB) € QN(A'D;‘).
AuBerdem folgt

AD Q. =0 (V¥n), A'D,P. = (DA)'P, =0 (¥n)
und nach Satz 2,11 bzw, Satz 2,11’

R(Qy,) = QN(ADn). R(PL,) = f;\N((DnA)') = r“\N( A'D)).

Daher entsteht
R(Qg) = MNO,). R(Pe) = (IN(D).
Umgekehrt gewinnt man daraus unmittelbar
0,Q, =0 (Vn), DhPop = O (¥n).
Also ist die Aussage a) wahr und gehért zu 30(71)~ Nach Fol=-

gerung 2,9 ist damit auch die Aussage b) wahr, Denn man kann
in a) die Menge R(Q,, ) durch £(R(Qu,)) und in ihrer T,-Trans-
formation die Menge R(P_ ) durch aC(R(Pao)) ersetzen,

Es sei jetzt X ein Hilbert-Raum,
Satz 2,13: Die folgende Aussage ist wahr:
a) Gilt D AP = O (Vn), so ist

P = P SPN(P ) = &( Ln)R(A“D,’:)).
Wihlt man A = D Aund P = Q = P, denn gehdrt a) zu Z,(T;)
(sieho (2.1')). Damit ist auch die Aussage wahr: :
b) Gi.t P DA =0 (¥n), soist Pm=‘P:°¢DR(Pm) = QN(A'D:).

Beweis: Es sei A, = DA (Vn), AuBerdem gelte
ApPoo = (I-T )Py, = 0 (¥ n) bzw, ARPY = (I-T¥)P_ = 0 (Vn).
Nach Satz 2,11 bekommt man jeweils
R(P) = fn)N(An), R(PY) = fn\N(A:).
Das bedeutet in Verbindung mit Folgerung 1,7
R(P )Y = £ U R(AD). R(PE)E = & U R(Aq)).



Da Po und P:; unter den gegebenen Voraussetzungen offenbar
"= Nry)

bzw, R(P;L)l = N(P;;). Unter Bericksichtigung von Folgerung 2.9

* :
Projektoren sind, ist Poo = Pos dquivalent zu R(Poo

erhalt man daraus die Behauptungen,

Bemerkung: Zu den Sétzen 2,11 bis 2,13 lassen sich entsprechen-
de sitze formulieren, die von den Aussagen b) ausgehen und de-

ren Zugehdrigkeit zu einer gewissen Menge ZO(TZ) bzw, 20(72)

behaupten.
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Common fixed points of meppings end setevelued meppings

In the following (X.d) is e complete metric spece end B(X) is
the set of ell nonempty, bounded subsets of X, The function
& (A.B) with A end B in B(X) 1e defined by
é(A,B) = sup{d(e.b) : e € A, b « B].
If A coneiste of & single point e we write
6(A,B) = §(e,B)
end 1f B elso coneists of e single point b we write
§(A,B) = §(e,b) = d(e,b).
It follows eesily from the definition thet
€ (A,B) = §(B,A) 20,
§(A,B) € §(A,C) + 6(C.B)
for ell A,B end C 1in B(X).

Now let {An :ns= 1,2, ...} be & sequencs of nonempty eubeete

of X, we sey thet the sequence {A,} converges to the subeet A
of X 1f:
(1) eech point & in A is the limit of e convergent eequence

{On}, where e 1s in A for n = 1,2, ...,

(11) for erbitrery € > O, there existe en integer N euch that
AL & Ae. for n > N, where A, denotes the set of sll pointe

X in X for which there existe ® point e 1in A, depending on x,
such thet d(x.,e) < €.
A 1e then seid to be the limit of the sequence {An}'

It follows eesily from -the definition thet if A is the limit
of & sequence {An} then A i closed.

Lemmes 1If {An} end {Bn} ere esequences of bounded, nonempty

Subgets of e complete metric spece (X,d) which converge to the
bounded subsets A end B respectively, then the eequence
{C(An,en)} converges to d(A,B).
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Proof: For arbitrary € > O there exists an integer N such that
6(A,.B,) € _6(A¢.B£)-sup {d(a‘.b') :a' €A, b e Be}.
for n > N, Now for each a' in Ag and b' 1in B, we can find

a inAand b in B with d(a',a) < €, d(b’',b) « € and so
d(a',b') <« d(a,b) + 2€ , It follows that

€(A,.B,) <eup {d(a,b) a6 A, beB} +2¢€ = §(A,B)+2€, (1)
for n > N,

Further, there exists an integer N' such that for each a in
Aand b in B we can find a, in A and b, in B, with

d(a,a,) < €, d(b,b,) < €
for n > N* and so
d(a,b) € d(a,.b ) + 2¢€.
It follows that
d(A,B) = sup.{d(a,b) : a € A, b € B}
€ sup {d(an,bn) e, € AL, b, € Bn} + 2¢ (2)
= d(A..B,) + 2€
for n > N'., The result of the lemma follows from inequalities
(1) end (2).

Now let F be a mapping of a complete metric space (X,d) into
B(X). We say that the mapping F is continuous at the point x
in X if whenever {xn} is a sequence of points in X converging

to x, the sequence {Fx,} in B(X) converges to Fx in B(X).

We say that F is a continuous mapping of X into B(X) if F is
continuous at each point x in X, We say that a point 2z in
X is a fixed point of F if 2z is in Fz, see Kaulgud and:

Pai /3/.

We now prove the following theorem,

Theorem 13 Let F be a continuous mapping of a complete metric
space (X,d) into B(X) and let I be a mapping of X into itself
satisfying the inequality

d(Fx,Fy) € c.max {d(Ix,Iy), &(Ix,Fx), &(Iy,.Fy), (3)

7 8(Ix,Fy). 6(Iy.Fx)}



for all x, y in X, where O € ¢ <1, If F and I commute and
the range of I contains the range of F, then F and I have a
unique common fixed point 2z and further Fz = {z}.

Proof: We let x, be an arbitrary point in X and define the
sequence {x.} inductively, Having defined the point X _q° We
choose a point y, in the set Fx_ _,. Since the renge of I
contains the range of F we can now choose a point x with
Ixn = yn.

Let us now assume that the sequence of real numbers

{G(Fxn,in)} is unbounded. Then there exists an integer n

such that \
(1-c) §(Fx .Fx;) > ¢ &(Fx, . Fxg)

and

" 8(Fx.Fx,) > max {&(Fx_.Fxy) : 0 €r < n}. (4)
These inequalities imply that

c §(Fx..Fxy) € ¢ [C(Fxr.in) + G(in,Fxo)] < §(Fx,.Fxq)
for r = 0,1, ..., n and so

S(Fx,,Fxy) > c.max {S(Fxr.Fxo) : 0 &r € n}, (5)
We will now prove by induction that
&(Fx, .Fx,y) & c*. max §8(Fx .Fx,) : 1 € r,o € n} (6)

for k = 0,1,2,.,. . This inequality is trivially true when k=0,
Let us therefore assume that it holds for some k. Then using
inequality (3) we have
§(Fx, . Fx,) & ck. max {6(Fxr.Fxs) :16r,s€n}
s c**? nax {8(Fx _y/Fxg_4). 8(Fx _4.Fx ),
8(Fxg_qFxg). 8(Fx__4 .Fxg),
8(Fx Fx.) : 1 € r,s € n}

. 8=1"
s ck** max {S(Fxr.Fxs) : 06r,s §n},

Using inequality (5), this inequality reduces to

6(Fx,.Fx,) € ck+1.nax {8(Fx_ .Fx,) : 1 & r,s € n}



and inequality (6) follows by induction,
Letting k tend to infinity in inequality (6) it follows that
é (Fxn,in) = 0, contradicting inequality (4). Our assumption

that the sequence {J(Fxn.Fxl)} is unbounded is therefore false.
It follows that '
M = sup {§{Fx_,Fx ) : r,s = 0,1,2, ...}

is finite. )
Now for arbitrary € > O choose an integer N such that MM < €,
Using inequality (3) with m,n > N we have

S(Fx,.Fx ) € c.max {G(Fxn_i,Fxn_l). S(Fxy_q.Fxp) . 8(Fx,_4.Fx),
8(Fxp_q.FX.), s(fxn_l,sxm)}
€ c.max {C(Fxr.Fxs). S(Fxr.Fxr.). S(Fxg,Fxg i)

m-14r,r'€$m n-1¢s,s" €n}

N max {G(Fxr,Fxs), 6(Fxr,Fxr.), 8(Fxg ,Fxg.)

€ c

m-NSr,r' €$m; n-~-NE®€s,s" € n}
€ cMMo<e, '

Thus if z, is an arbitrary pdint in Fxn for n=1,2, ...
we have
d(z,.z,) < J(Fxn.Fxn) < €

for m, n > N. It follows that the sequence §z } is a Cauchy

sequence in the complete metric space X and so has a limit 2z
in X, the point 2z being independ~nt of the particular choice
of each z.. In particular, the sequence !Ixni will converge to
z and further, the sequence of sets {Fxn} will converge to the
set f{z}.

The continuity nf the mapping F implies that the sequence
{len} converges to Fz apd on using inequality (3) we have

6 (FIx .Fx ) € c.max {d(szn.Ixn), J(szn,FIxn), §(Ix . Fx),

2
$(1 xn.Fxn),-G(Ixn,FIxn)}

£ c,.max {G(FIxn_l,Ix“). S(FIx,_, . FIx.), §(Ix .Fx),
J(FIxn_i,Fxn), 6(Ixn,FIxn)},

2
and so Ix_  is in. IFx _, = FIX _,.

since Ix, is in Fxo_4 i

N



Letting n tend to infinity in this inequality and using the

lemma we get ) ’
é8(Fz,z) € c.max §§(Fz,z), 6(Fz,Fz)} = ¢ &(Fz,Fz).

Again on using inequality (3) we have

S(FIx FIx)) & c.max {d(1x,.1%x.). 8(1%x,.FIx )}

£ c §(FIx FIxn)

n-1'
and on letting n tend to infinity we get

&(Fz,Fz) ¢ c §(Fz,Fz),
It follows that &(Fz,Fz) = O and thea from what we have just
proved that & (Fz,z) = O, The set Fz must therefore consist
of the singla point 2z and so

Fz = {z}.
There must now exist a point w such that Iw = z since the range

of I contains the range of F, Using inequality (3) we have

' S(Fx,.Fw) € c.max {d(Ix .Iw), §(Ix Fx,)., &6(Iw,Fw),

é(Ix,.Fw), S(Iw,Fx.)}

and on letting n tend to infinity we get
&(z,Fw) € c §(z,Fw).
It follows that Fw = {2} and 8o {z} = Fz = FIw = IFw = {Iz}
Thus 2z 1is also a fixed point of I,
Now suppose that F and I have a second common fixed point z°,
Then g
&(z' ,Fz') & &(Fz',Fz') & c.max {d(Iz',Iz'), &(Iz',Fz')}
) = c&(z',Fz*)
' 8o that & (z',Fz') = 0, It follows that Fz' = {z'} and so
d(z,z') = §(Fz,Fz') £ cd(z,z'). "
The uniqueness of z follows, This cbmpletes the proof ot the
theorem.

Corollary 13 Let T be a continuous mapping and let I be a
mapping ,of a complete metric space (X, d) into itself satisfying
the inequality

&(Tx,Ty) & c.max {d(Ix,Iy), d(Ix,Tx). d(Iy,Ty). d(Ix.Ty).

d(1y,Tx)}

for all x, y in X, where O § c <1, If T apd I commute and
the range of I contains the range of T, then T and I have a
unique common fixed point =z,



Proof; Define a mapping F of X into B(X) by putting
Fx = §Tx}
for all x in X, The conditions of the theorem are satisfied

for F and I and so they have a unique common fixed point z,
The point z 1is then of course a common fixed point of T and L

Corollary 2; Let I be a mapping of a complete metric space
(X,d) onto itself satisfying the inequality

d(x,y) € c.max.fd(Ix,Iy), d(Ix,x), d(Iy.,y). d(Ix,y).d(Iy,x)}

for all x, y in X, where O € c < 1, Then I has a unique
fixed point =z,

Proof: Let T be the identity mapping in corollary 1, Since I
maps X onto X, the range of I contains the range of T, The
result follows immediately.

The results of these two corollaries for bounded metric spaces
were given in /1/,
Ws finally prove a theorem for compact metric spaces,

Theorem 2 Let F be a contiruous mapping of a compact metric
space (X.d) into B(X) and let I be a continuous mapping of
X into itself satisfying the inequality

6(Fx,Fy) < max {d(Ix,Iy), §(Ix.Fx), 6(Iy.Fy), &(Ix,Fy),
8(Iy.Fx)}

for all x, y in X for which the right-hand side of the

inejrality is positive, If F and I commute and the range of I

contains the range of F, then F and I have a unique common
fixed point z and further Fz = §z}.

Proof: Suppose first of all that there exists c < 1 for which

F and I satisfy inequality (3) for all x, y in X for which

the right-hend side of the inequality is positive. Then when

the right-hand side of the inequality is zero we must have
Fx = Fy = §Ix} = {Iy}

which implies that the left-hand side of the inequality must
.also be zero. Inequality (3) will therefore be satisfied for



all x, y in X and the result follows from theorem 1.

Now suppose that no such ¢ < 1 exists, Then if {cn} 18 &
monotonically increasing sequence of real numbers which conver-
ges to one, we can find sequences {xn} and'{yn} in X such that

§(Fx,.Fy,) > cp.max {d(Ix,.Iy,). 6(Ix,.Fx,), &(Iy,.Fyy).
S(Ix,.Fy,), &(1y,.Fx,)} )

for n = 1,2, .., . Since X is compact we may assume, by taking
subsequences if necessary, that the sequences !xn} and ifn}
converge to x and y respectively, Thus on letting n tend
to infin%ty in inequality (7) we have, since F and I are
continuous

§(Fx,Fy) a max {d(Ix,Iy),&8(Ix,Fx),8(Iy,.Fy),d(Ix,Fy),
) é(1y.Fx)}.

This is possible only if

Fx = Fy = {Ix} = {Iy}

and so

F?x = FIx = IFx = §{I%x}.

Now suppose that FIx ¥ Fx, Then

&(FIx,Fx) <« max {d(sz.Ix). 6(12x.FIx). &(Ix,Fx), J(sz.Fx).

8(Ix,FIx)} = $(FIx,Fx),

giving a contradiction, It follows that Ix = z is a fixed point
of F and Fz = {z}, Further

{12} = {1%x} = FIx = Fz = {z}
and so z 1is also a fixed point of I,
Finally suppose that F and I have a second distinct common
fixed point z', Then if Fz' # {z'}

8(Fz' ,Fz') < max {d(Iz',Iz'), §(Iz',Fz')} = 6(2';F§2;z',Fz')

since z' 1is in Fz', This gives a contradiction and so
Fz' = §z'}, Thus ¢
d(z,z') = §(Fz,Fz')
< max §d(Iz,1z'),8(12,Fz).8(12',F2'),.4(1z,F2"),
&(1z' ,Fz)} = d(z,z').

giving a contradiction, The common fixed point 2z must

7%



therefore be unique, This compleﬁes the proof of the theorem.
The following corollaries follow easily,

Corollary 1t Let F be a continuous mapping .of a compact metric
space (X,d) dnto B(X) satisfying the inequality
&(Fx,Fy) « max §d(x,y). &(x.Fx), &(y.Fy), &(x,Fy), &(y.Fx)}

" for all x, y in X for which the right-hand side of the
inequality is positive, Then F has a unique fixed point z and
further Fz = {2z},

Corollary 2: Let T amd I be continuous mappings of a compact
metric space (X,d) into itself satisfying the inequality
d(Tx,Ty) < max{d(Ix,Iy).d(Ix,Tx),d(Iy,Ty),d(Ix,Ty),d(Iy,Tx)}

for all x, y in X for which the right-hand side of the
inequality is positive, If T and I commute and the range of I
contains the range of T, then T and I have a unique common
fixed point z.

Corcllary 3° Let I be a continuous mapping of a compact metric
space (X,d) onto itself satisfying the inequality
d(x.y) < max §d(Ix,Iy),d(Ix,x).d(Iy,y),d(Ix,y).d(Iy,x)}

for all x, y in X for which the right-hand side of the
inequality is poeitive., Then I has a unique fixed point =z,

The results of corollaries 2 and 3 were elso given in /1/, For
a related result, see /2/,
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Modifikation eines Verfahrene zur simultanen Berechnung ‘von
zwei Nullstellen einer Funktion einer reellen Ver&nderlichen

1, EinfOhrung

In /1/ wurde ein Verfahren zur simultanen Beetimmung von zwei
Nullstellen einer Funktion eiher reellen Ver&nderlichen be-
schrieben. Der Grundgedaenke des Verfahrene ist die Abspaltung
eines quadratischen Faktors, deaeean Nullstellen gleichzeitig
Nullstellen der betrachteten Funktion sind. Dee Verfehren be-
aitzt im Fell einfacher Nullstellen die Konvergenzgeechwindig-
keit 2,

Eine Modifiektion des Verfehrene, die auch fOr mehrfacha Null-
stellen die Konvergaenzgeschwindigkeit 2 beeitzt, wurde in /2/
beschrieben,

Im Folgenden wird #hnlich wie in/2/ in daes Verfehren ein freier
Parameter eingeflhrt., Durch deeignete Bestimmung dieses Parame-
ters in jedem Itarationaschritt erreicht man eine Erweiterung
des Konvergenzbereiches und vermeidet einen unkontrollierten
vorzeitigen Abbruch, Es wird eine Reihe von Abbruchm&glichkei-
ten diskutiert, die eine Anwendung des Algorithmue fOr speziel-
le Aufgabenstellungen m&glich machen,

2., Beschreibung des Verfehrene

Es sei f: R1%—>R1, einmal stetig differenzierbar,

Nech dem folgenden Schema wird ein Iterationsverfehren organi-
siert:

1, Schritt: zu X10 Xy € R1 mit x, o o berechne man
fy = f(xy) und £, = f'(x;) fOr 1 = 1,2,

2, Schritt: Mit geeignet gewshltem w € (0,1] berechne men p,q
als Ldsung des linearen Gleichungssystems



. . 2 L]
(xif1 -wf)p + fi'q = 2wx1f1 - (x)°F, ",

. . 2. . (1)

(xaf3" = wfa)p + f57q = 2wxyfy = (x3)7F5".
3. _Schritt: Man bestimme Ei, §é als Lésung der quadratischen
Gleichung

2

X" +px +q=20, (2)
Dieses Schema liefert fiir wsl das in /1/ angegebene und fir
LA PP das in /2/ angegebene Iterationsverfahren,
Die Determinante der Koeffizientenmatrix des Systems (1) ist

det(w) = f, ', (x,-x5) = w(fyfy'=Ff "), (3)

Daraus efrhdlt mef unmittelbar
Aussage 1: Seien Xy # x5 und fl'fz‘ # 0, Dann ist fur hinrei-

chend kleines w > O das System zur Bestimmung von p,q .regulér,
d., h, det(w) ¥ O,
Aussage 2: Falls xi*, xz" (xl“‘;{ xz")‘ einfache Nullstellen von f

¢ind, dann ist fir hinreichend gute N&herungen x, ¥ E
det(1) ¥ O.

Es seien fl'fz' ¥ 0 und det(w) ¥ O, Dann erh&lt mem mit

s(x) := f(x)/f'(x) und gN(x,w) :m X - ws(n)
" als Lésung des Systems (1) mit n := gN(xi,w) - g&(xz,w)

. 2, 2 2
p(w) = ‘(QN(.1") + QN(XZ-W)) - wi(s (xl) -8 (xg))/n
q(‘) - sN(*1o")QN(!2:W) (4)
- w2 (eP(my )y (My W) - 82(xp)gy(Xy W)/

Die Resolvente der quadratischen Gleichung (2)

ros(w) := p2(w) = 4q(w) = (gy(x,.W) = gy(xp.w))% + O(w?)
ist in der Umgebung von w = O stetig,und es gilt

res(0) = (x,-x,)2.



Damit ergibt sich

Aussage 3: Falls Xy # X und fl'fz' # 0, dann ist fir hinrei-
chend kleines w > 0 stets res(w) > O,und die L&sungen der.qua-
dratischen Gleichung (2) sind reell und verschieden,

Aussage 4: Falls xl*, x," (xf‘f xz*) einfache Nullstellen von f

8ind, dann ist fir hinreichend gute N&herungen x; # x,

res(1) > O,
und die Losungen der quadratischen Gleichung (2) sind reell und
verschieden,

Mit dem Ansatz .
;1 = gN(xi,w) + dxi far 1 = 1,2
erhédlt man aus
(x=%, ) (x=%X5) = X2 . pPx + g
durch Koeffizientenvergleich und unter Beachtung von (4) zur
Bestimmung von dx,, dx, die Beziehungen
dx, + dx, = w2(82(x,) = 82(%5))/(gu(Xs W) = Gp(Xs.W))
1 2 1 2 ONtXge N X2
dxldx2 + gN(xz,w)dx1 + gN(xl,w)dx2 =
2 2
- w2 (82 (xg)gy(xp.m) = s2(xp) gy (%q W)/
(QN(XJ_'W) = QN(xznw)).
Daraus folgt unmittelbar .
Aussage 5: Falls x, ¥ X, und f,'f,' # O, dann gilt fir w—>0
- 2 4 \
x; = gy(x;.w) + O(w") fir i = 1,2,
Fir die zugehdrigen f-Werte gilt fir w— 0
— 2
F(Xy) = f(xg-ws(x;) + O(w"))
2
= F(xg) + F1(x;)(-ws(x;)) + O(W’) = (1-w)f(x;) + O(w").

- Daraus erh&lt man
Aussage 6: Falls Xy ¥ Xy und fif'2 ¥ 0 und f(xi) ¥ 0, dann

911t fir hinreichend kleines w > O stets
abs(f(X,)) < abs(f(x;)). :



Die Aussagen 1, 3, 6 kann man zu folgendem Satz zusammenfassen,
Satz 1: Seien xyq ¥ Xa, fl'fz' # O und f(xi) # 0 fir 1 = 1 und/

oder 2, Dann gilt fir hinreichend kleines w € (0,1]
a) das System zur Bestimmung von p,q ist regulér,
b) die Lésungen X,, X, der quadratischen Gleichung

x2 + px + g = O sind reell und verschieden,
c) die Abstiegsbedingung aba(f(?i))<:abs(f(xi)) ist erfillt,

3, Abbruch der Iteration und Konvergenzeigenschaften

In /1/ wurde gezeigt, daB in dem Fall, daB xl”. xz* einfache

Nullstellen von f sind, das Verfshren quadratisch konvergiert,
Die Einfihrung von w erweitert den Konvergenzbereich, AuBerdem
ergeben sich verschiedene zusédtzliche Abbruchméglichkeiten,

Al) Es sei x, # x,,und fir alle w & (0,1] gelte
;1 = Xy und ;2 = X5,
In diesem Fgll ist p = -(x1+x2) und q = Xg %o, und wegen (1)

gilt daher:
wfl(xz-xl) = 0 und wfz(xl-xz) =0,

also f(xi) = 0 und f(xz) = 0,

1, Abbruchgrund: Es ist Xy # Xy und abs(f(xl)) +abs(f(x2)) = 0,

Im folgenden sei x, # x, und abs(f,) + abs(f,) > O,

A2) Abbruch des Verfahrens, da fiur alle w € (0,1] gilt
det(w) = O,
Wegen (3) gilt dann f,'f,’ = O und f,f ' - fofyt =0,

2, Abbruchgruna: Es ist fl' = 0 und f2' a O,

3, Abbruchgrund: Es ist fl' = 0 und f1 =0
oder f,' = O und f, =0,

Im folgenden sei x, ¥ x,, abs(f,) + abs(f;) >0 und
abs(fy'f,") + abs(f fy' - fyf, ') > 0.



A3) Abbruch des Verfahrens, da res(w) € O fiir alle w € (0,1]

oilt,

a) Sei fl'fz' # 0. Dann ist nach Aussage 3 far hinreichend
kleines w > O stets res(w) > O, also bricht das Verfahren
nicht ab,

b) Sei o0.B.d.A. fi' = Ound ff," = f,f," 40,

Nun ist far f,' = O wegen der ersten Gleichung von (1)

-wfip = 2wx;f,, d. h, p = -2x, = -(§i+§é),

also
Xy = 2%y = X,

Daraus folgt
q = ;1§2 = (le-;Z);Z

und

2 - 2
res(w) = p© - 4q = 4(x4-%5)".

Also gilt stets res(w) O und res(w) = O genau dann, wenn
?2 = x, ist, d. h. aber, wenn 71 = ?2 = x, gilt,

Dies ist aber wegen der zweiten Gleichung von (1) nur méglich,

falls

f2' = 0 und f2 =0

9ilt, im Widerspruch zu fiofyr = f5f,0 # 0.

A4) Abbruch des Verfahrens, da fur alle w € (0,1] gilt
abs f(x,) 2 abs(f,) und abs(f(x,)) » abs(f,).

Aus Aussage 6 folgt, daB das Verfahren nicht abbrechen kann,
Sofern f,'f," # 0 und abs(f;) + abs(f,) > 0 ist,

Wegen Abbruchgrund 1, 2, 3 kann héchtens dann noch ein zusdtz-
licher Abbruch erfolgen, wenn gilt:
abs(fl') + abs(fz) = 0 oder abs(f,) + abs(f,') = O,

Sei fy' =0 und f, = 0. Dann gilt nach (1)
-wflp = 2wx1f1 und X2f2'p + fy'q = -(xz)zfz‘.
Woraus folgt
p = -2x1 und q = x2(2x1-x2).
Die quadratische Gleichung (2) hat dann die von w unabhingige:
< ‘ -



Lésungen

Xy = 2x1 - Xy und Xy = X5,

so daB der betrachtete Fall tatséchlib zum Abbruch fiihren kann,
Zusammenfassend erhdlt man den folgenden Satz,

Satz 2: Falls die Iteration in Xq0 Xp (Xg7X5) abbricht, dann

sind wenigstens zwei der GréBen f,, fz.'fl', f,' gleich Null,

4, Numerische Beispiele

Mit einem ALGOL-Programm fir den R-300 (Gleitkommarechnung,

8 Mantissenstellen) wurde eine Reihe von Testbeispielen ge-
rechnet. Die D&mpfung wurde durch eine einfache Verkleinerungs-
strategie (w -+ w/10 bzw, w - w/2) realisiert, Sie wurde teil-
weise zu Beginn der Iteration bendtigt (Erweiterung des ‘Konver-
genzbereiches) und generell am Ende der Iteration, wenn fur die
Grenzwerte gilt ‘

x: # %" und abs(f(x,*)) + abs(f(xz*)) # 0,
Beispiel 1: f(x) = sin(x)

Startwerte: Xy = 1.5, Xy = 4,5
Dieses Beispiel konnte in /1/ nicht behandelt werden.

i i i
i w x 1,2 f 1,2
o ———- 1.5 L99.# O
4,5 -.97# 0
| — :
1 .25 .51609105 # O .49 # 0
.28648250 # 1 .27# 0
2 1,00 .50128900 #-1 .50 #=-1
.31228436 # 1 .18 #-1
3 1,00 .75920000 #-3 .75 #-3
.31414828 # 1 .10 #-3
4 | 1,00 .20000000 #-6" .19 #-6 ,
.31415926 # 1 .53 #-7
5 1,00 o o}
.31415926 # 1 .53 #-7




Beispiel 2: f(x) = 100(x2-1)2 + (x-1)% - 10
Diese, Funktion besitzt vier reelle Nullstellen.
a) Startwerte: x, = 0, X, = 0,5

i i
i w X" ,2 f‘1'2
0 ———— o} : 914 2
«5 .A6# 2
1 1,00 -,75994810# 0 L10# 2
.74746380# Q .95# 1
2 1,00 -.84296915# 0 L1741
.81635925# 0 L1142
3 1.00 -.86162945# 0 .10# ©
.82690475# O L3304 -1
4 1,00 -.86281800# 0 LA2# =3
.82719070# O L20# -4
5 1.00 -.86282300# 0 L17# -5
.82719090# 0O -, 17# -5
b) Startwerte: x; = 1,5, x, = 2.0
A : i i
i w X 1,2 f 1,2
o] ——— 1.5 J1a# 3
2,0 .89# 3
1 .50 .14319952 # 1 .10# 3
.17246048 # 1 .38# 3
: Dampfung in jedem Schritt
21 .03125 | .13201435# 1 454 24\
.18235051# 1 L46# 2
22 1.00 .10748543# 1 -.75# 1
.11028811# 1 | -,53# 1

H ohne Dampfung

27 1.00 . 82719085# 0 .40%# -5
,11471209# 1 -, 224 -4




Beispiel 3: f(x) = 100(x>-1)2 + (x-1)2 - 1
Diese Funktion besitzt zwei reelle Nullstellen.

a) Startwerte: xy =0, X, = 0.5

i i
i w x 1,2 f 1,2
o —— (o} .10# 3
.5 .55# 2
1 1,00 -.79906035# 0 L15# 2
.78649125# 0 134 2

. ohne Démpfung
7 | 1.00 -.10175316# 1 L31# 1

.94875255# 0O [}

8 .10 ~-.10000399# 1 L30# 1
.94875255# 0 0

: Dampfung in jedem Schritt

13 L10# -4 -.99485930# O L2094 1
.94875255# 0 0

b) Startwerte: x, = 0.5, X, = 1,0

i i

i " X" ,2 1,2
0 e | .5 .55# 2
1.0 -, 10# 1

1 .50 .74265750# 0 J19# 2
1.0 -.10# 1

2 .50 .82876345# 0 .88# 1
1.0 -.10# 1

3 1.00 .98360105# 0 -.89# 0
.10163990 # 1 -.80# 0

4 1,00 .94971270# 0 -.36# -1
.10495866 # 1 .35# =1

5 1,00 .94875430 # 0 -.66# -4
h .10487518 # 1 -.15# -4



Literatur

/1/ Berg, L.,: On the Simultaneous Calculation of Two Zeros.
Computing 24, 87 - 91 (1980)

/2/ Stade, C,: Ein Verfaehren mit quadratischer Konvergenzge-
schwindigkeit zur simultanen Berechnung zweier Null-

stellen beliebiger Ordnung.
Rostock, Math, Kollog, 16, 95 - 101 (1981)

eingegangen: 20, 05. 1981

Anschrift des Verfassers:

Dr, Wolfgang Gerlach
Bergakademie Freiberg
Sektion Mathematik
Bernhard-v.,-Cotta-Str, 2
DDR-9200 Freiberg







Rostock. Math. Kolloq. 18, 89 - 96 (1981) v 65HOS

Gerhard Mae8

Simultane Polynomaufspaltung in Quadratfaktoran1

Die Idee, Polynome in Linearfaktoran aufzuspalten, indea man
dae Newton-Verfahren auf das nichtlineare Gleichungeayatam dar
Viataechen Wurzels&tze anwendet, geht auf WaieretraB zurOck
(vgl. Kerner /1/). In 8hnlichar Weise kann man auch eine Auf-
spaltung in Quadratfaktoren herleiten (vgl, Filippi /2/ und die
dort angegebene Literatur sowie Albrand /3/).

Nach einer elementaren Herleitung dee Aufapaltungsalgorithmus
wird im ersten Teil dieser Arbeit gezeigt, deB die Rechnung bai
reellen Polynomkoeffizienten auch fOr komplexe Nullstallenpeaare
vollstindig in reeller Arithmetik durchgefOhrt werden kann und
demit fOr programmierbere Tisch- und Taschenrechner geeignet
ist, (Andere Nullstellenverfahren, u, a, des von L., Berg /4/
vorgeschlagene, bendtigen dagegen komplexe Arithmetik.) Der Al-
gorithmus arbeitet ohne Fallunterscheidung zwiachen reellen und
komplexen Wurzelpsaren und schlieBr im Gegensatz zu /3/ reelle
Doppelwurzeln nicht eue. Testrechnungen, die u, a. die komple-
xen Einheitswurzeln als Startwerte benutzen, zeigen, deB an die
Anfangsndherungen keine hohen Anspriche gestellt zu werden
brauchen, Albrand vermutet sogar, daB des Verfahren global kon-
vergent ist,

Im zweiten Teil der Arbeit wird ein modifizierter Algorithmua
hergeleitet, der mit einem geringeren Rechenaufwand pro Itera-
tionsschritt euekommt aber genauere Startwerte bendtigt,

Algorithmus 1

Des Ausgangepolynom sei gegeben 1n‘der Gestalt

P(x) = eox" + alx"'i t...va., 8, F0 (1)

mit reellen Koeffizienten e, und geradea n.

1 vortrag, gehalten auf der Tagung “Numerische Behandlung von
nichtlinearen Probleman“ (27, - 30, 04, 1981, wWaiBig, Slchs.
Schweiz; Leiter: Prof, Dr, J. W, Schmidt, Tachniacha Univar-
sitdt Dreaden), o



(Ist. n ungerade, so figt man die Nullstelle x = O hinzu, geht
aleo zu einem Polynom s(x) = x P(x) dber,)
Gesucht ist die multiplikative Darstellung

m
P(x) -ao:n;(xz-rp:xa-q:): m= g (2)

Mit vorgegebenen Niherungen Pi+ 9 bilden wir die Quadratfak-
toren

Q(x) = x2+ Py X+qy, k =1,2,,..,m, (3)
und des N3herungspolynom
m
atx) = 8y IT Q(x). (4)
© k=1 .
Gesucht sind Korrekturen
dQ(x).% x dp, + 6q,, k = 1,2,...,m, (5)
die die Bedingung
® P
2, u”1 [9c(x) + 4oy (x)] = P(x) (6)
=
identisch in x erfallen, Seien
xls;) =y fdv, (7)
mit
. 1 2
Ugem = Z Pii Vi = Vo =y (8)
die beiden Wurzeln des Quadratfaktors Q. (x). Setzt man in (6)
X ® o+ 1vJ, J=1,2,,..,m, und vernachldssigt die in den

Fehleryré8en nichtlinearen Terme, so ergibt sich in linearer
N&herung fOr jedes j

n
c"QJ(u‘1 +1vJ) a, :’I Qk(uJ +1VJ) = P(uJ +ivJ) (9)
k#3 ' )
oder nach Trennung von Real- und Imaginérteil
R(u JB+\JH) - vér dp = b _4 u+b_

(0]
Rdp + (udp+dq) = b (10)

n=-1°



Der Index j ist hier der Einfachheit halber weggelassen, und
die Abklrzungen R,T sind durch .

m
R+ ivT.= &, Jl Q (u+iv) (11)
=l
k¥3
definiert, Sie kdnnen rekureiv aus den GréBen
Tk = Pk - P,

Rk = Qq-q+ uTk, k=1,2,,,.,m; k¢ 3, (12)
berechnet werden:
" R, = 8,i T .= 0
k=1,2,,,,,m; k 3,
2 :
R. = RR, - v°TT,, (13)

T, = RTk + TRk‘

Der Wert des Polynoms P(x) an der Stelle x = u+iv ergibt eich
in Gblicher Weise aus

P(u+iv) = (usiv)b, ., + b“, (14)
wo die Koeffizienten bn-l und bn mict Hilfe des doppelzeiligen
Hornerschemas

b_1 = 0; b° .= 8,

[r = 1,2,....n-1 (15)
br =8, =pPb._3-qab_;
bp e= 8y - a by
berechnet werden, Aus (10) erh&1lt man durch leichte Umformung
fir jedes j ein 2 X 2-Gleichungssystem der Form
(R+Tu) dp + Tdq = b1 (16)
- qT dp + (R =Tu) Jﬁ = bn
mit der L&sung
D, = R2 + vaz
dp = [(R-Tu)b_ _, - Tb ]/D (17)
dq = [(R+Tu)b + Tqb__,]/D.
Fir die eindeutige Aufldsbarkeit muB vorausgesetzt werden, daB
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verschiedene Quadratfaktoren Qk(x). Q(x), k # 1, des Nahe-

rungspolynome Q(x) voneinander verschiedene Wurzeln besitzen,
(Das bedeutet nicht, daB P(x) keine Mehrfachwurzeln besitzen
darf), Insgesamt ergeben sich die im Ablaufplan 1 angegebenen
Rochoqechritte.

Ablaufplan 1

Eingabe :

n Grad des Polynoms P(x); n gerade

a; k =0, 1, ..., n; reelle Koeffizienten

Pys qy: J = 1,2,...,m; NEherungswerte

eps Genauigkeitsschranke -

nein '
S<n . eps?

J=1,2,,..,m

|'S .= 0 FehlergriBe |

P.=pP;iq.=q
aktueller Quadratfaktor

Berschnung von b, _,. b,
nach Hornerschema (15)

, _ 1 -

B3 1oaal * 5]
|

(Tbn_ll +l|bnl € eps? ) i

Berechnung von R, T
nach (12), (13)

| Berechnung von dp. dq
nach (17)

Py -=P*+3:qy.=q+0g

neue Koeffizienten

-
«



Algorithmus 2

Wenn die Absolutglieder bn-1' b, der Gleichungssysteme (16) im
Verlauf der Iteration betragsm&fig wesentlich kleiner als die
Polynomkoeffizienten geworden sind und wegen der Ausldschung
giltiger Ziffern durch das Hornerschema nicht mehr auf volle
Mantissenlénge berechnet werden kdnnen, kann man die Iteration
wie folgt fortsetzen: Man 148t die Quadratfaktoren Q (x), und
damit auch ihre Wurzeln und die zugehSrigen Werte bn-i' bn
fest, berlcksichtigt aber jetzt im Gegensatz zu (9) auch die in
den FehlergrdBen dp., dq, nichtlinearen Terme. Man bekommt dann
ein nichtlinoaras,Iterationaverfahron fdr die Korrekturen, das
fur hinreichend kleine |[dp, |, |dq, | konvergiert. Gegenaber dem
Algorithmus 1 wird mehr Speicherplatz bendtigt, da die Gré&Ben
R, T, b,_4. b, in einer Anlaufrechnung fir alle j = 1,2,,...,m
bestimmt und abgespeichert werden missen. Die Rechenschritte
sind im Ableufplan 2 zusemmengestellt, N

Rechenaufwand und Speicherbedarf -

Der Gesamtaufwand 1l&8t sich nicht allgemein angeben, da die An-
zahl der Iterationen vom Polynom und von den Startwerten ab-
héngt. In der folgenden Tabelle sind der Speicherbedarf und die
pro Teilschritt bendtigten Rechenoperationen der Algorithmen 1
und 2 den entsprechenden GroBen dea Bairstowverfahrens gegen~
Ubergestellt

i [Multipl. | Divis, ' Speicher
Bairstow 4n - 4 2 n+ 11
Alg, 1 5n + 2 3 2n + 17
5
Alg, 2, Anlaufrechnun -3 1 2
. 8| " ,"}+3¢2o
Alg, 2, Iteration 3n + 4 3

In Testrechnungen mit dem Tischrechner K 1002 von Robotron
wurden u, a. die Quadratfaektoren folgender Polynome bestimmt
P(x) = x4 - 3x3 - sz - 17%x. - 4
ein reelles und ein komplexes Wurzelpaar,
gut konditioniert; !
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Ablaufplen 2

Eingabe:

n Grad des Polynoms P(x); n gerade

8 k =0, 1, ..., n; reelle Koeffizienten
pJ. q,; J =1,2,,..,m; Nsherungswerte
eps_Genauigkeitsschranke

nein

u ,= - pj/z; v2 =q, - uz; R .= a,; T .= 0

2,000 0m; k # \],

Te o= Ti,g * OPy: Ry .= Ry 4+ dq + u dpy
R .e &% = V3T : T .= RT, + TR,

I
rﬁerochnung von dp.. ihj nach (17)|
L

[S .= S 4+ ldbg’“ - db;ltl . ldhgeu - dé;lt”
| SOl |

E<i = 1:2;...:-> Ausgabe pj' QJ
1" - p‘1 * ¢l; qj - qJ + qul j=1,2,....m

Py .




n
P(x) = g i (¥, -a = 2.3.....10,

hdchstens ein reelles, sonst komplexe Wurzelpaare,
gut konditioniert;

n
P(x) = :”1- (x-k); n = 3,4,5,6,

Wilkinsonpolynome, nur reelle Wurzeln,
schlecht konditioniert:

P(x) = (x-1)3(x-2)%,
reelle Mehrfachwurzeln,
Daraus ergeben sich, stark vereinfacht, die folgenden SchluB-

folgerungen
Bairstow Algorithmue 1 Algorithmus 2

Rechenau fwand mittel hoch niedrig
Speicherplatz niedrig mittel hoch
Startwertempfindlichkeit mittel niedrig hoch

Bemerkung: Die Algorithmen 1 und 2 kdnnen als Einzel- und als
Gesamtschrittverfahren gerechnet werden. Beim Algnrithmus 1
kann man - insbesondere bei schlechten Startwerten - mit Erfolg
einen Démpfungsfaktor benutzen,
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Hans-Dietrich O, F, Gronau

Nonexistence of 3-(11,5,2) and 4-(12,6,2) designe

A t-(v,k,d) design is a system of (not necessarily distinct)
k-element subsets (called blocks) of a v-element set K such
that every t-element subset of K occurs exactly A times in the
blocks. The exietence of a t-(v,k,A) design implies that
-1 k=i

A, » AL & L5 (1)
is an integer for every i = 0,1,...,t-1, Then Ai denotes the
number of blocks containing an arbitrary i-element subset of K
(1 = 1,2,...,t-1) and 2, denotes the number of blocks.

This note continues the investigetions of the number of
t-(v,k.,2) designs for given (small) parameters v,k end t and
the smallest A satisfying (1). The smallest possible A accor-
ding to (1) 18 2 for v = 11, k » 5, t = 3 as well as v = 12,
k = 6, t = 4, ‘Yo present the following results,

Theorem 1: There is no 3-(11,5,2) design.

Theorem 2: There is no 4-(12,6,2) design,

Proof: For a particular block B of a 3-(11,5,2) design let n,,
O < i €5, be the number of blocks that intersect it in
exactly 1 elements, Then

S
i 5 4
2 (Dna = Ay

j =0,1,2,3, This system of equations has an unique solution in
nonnegative integers withvn5 2 1:

n5 I n4 = 0, n3 = 10, n, = 20, n1 = 0, ng = 2; (2)

Let B be the blocks disjoint to B. Since B,, B, are

1+ B
S-element subsets of a 6-element set, the intersection numbers
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according to B, have ng 2 2 or ng * 1 as well as n, » 1, which

contradicts (2), For 4-(12,6,2) designs we obtain in analogy
for the intersection numbers

6
g; (hny = (. (3)

j=0,1,2,3,4, It can be checked eaesily that (3) has no solu-
tion in nonnegative integers with ng » 1.
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Bernhard Thalheim

Uber ein Vollsténdigkeitskriterium fGr eine Klasee von Auto-
maten (einstellige Approximationsautomaten)

In dar strukturellan Automatentheorie spielt das Vollsténdig-
kaitsproblem eine besondere Rolle. Allgemein bekannt ist
/1.3,4,5/, daB das Vollsténdigkeitsproblem und auch das Problem
der Approximationsvollsténdigkait in einer ganzen Reihe von
Féllen fGr Automatenklassen algorithmisch unldsbar ist. In der
Klassa aller endlichen Automaten existieren Gberabzahlbar viele
prévollsténdige Klassen, Unter einer prévollsténdigen Klasse K
in einer Klasse K¥ versteht man eine Automatenklasse, die abge-
schlossen ist beziGglich der Kompositionsoperationen und durch
die alle Automaten aus K¥ mittels Komposition erzeugt werden
kénnen, wenn man einen beliebigen AUtomaten aus K*\ K hinzu-
nimmt,

In der Arbeit soll eine Automatenklasse untersucht werden, die
engen Bezug zur L8sung des Vollsténdigkeitsproblems hat

(Satz 1) und im algebraischen Sinne relativ einfach iet

(Satz 2), Fur diese Klasse wird das Vollstdéndigkeitsproblem ge-
lést (Satz 4), Eine Untersuchung Gber die Li&nge ciner Basis in
dieser Klasse schlieBt sich an. AnschlieBend wird nachgewiesen,
daB ein approximationsvollsténdiges System in der Menge aller
einstelligen bindren Automaten existiert, das nicht endlich
erzeugbar ist,

Die Klasse K1 der einstelligen Approximationsautometen

Unter einem endlichen initialen Automaten OL verstehen wir dae
System (x,S,Y,f,g,eo), wobei X, S, Y endliche Mengen (Eingabe-
alphabet, Zustandsmenge, Ausgabealphabet), f und g Funktionen
(f: Sx XY Ausgabefunktion, g: S* X—»S UberfGhrungsfunktion)
sind und 8y: 8o € S. ein ausgezeichneter Anfangszustand ist,

Unter Z™ verstehen wir die freie Halbgfuppe mit Einselement
Gber Zz,



Wie iiblich wird die verallgemeinerte Uberfihrungsfunktion § flr
. Worter aus X¥ eingefihrt: Fur beliebige Zustédnde s gelte
9 (s,e) =8, § (s, XqeeeXn) = g (8(s. 1XgaeeXp_g)s x) firn 21,

xl...x [ X

Jeder Automat O realisiert eine Abbildung der Menge x* in die
Menge ¥ auf folgende Art und Weiss: Of(e) = e,

X(p) = f(so.x )f(g(so.xl), X5)ee e F(B(8giXg0anx_4) X)) fiir

p = xl...x [ X

s

Ein endlicher bindrcodierter Automat & ist ein Automat, fir
den natiirliche Zahlen n und m existieren, so daB X = {,0.1}n
und v = {0,1}" gilt, Fir einen einstelliqen Automaten

o = (X,8,v,f,g,85) gelte X=Y ={0,1}, und P! sei die Menge
aller einstelligen Automaten,

Fir zwei Automaten &, = (X,S;.Y.f;.9,.85,) und

az = (X,SZ,Y,fz,gz,soz) schreiben wir ﬂl = 0[2, wenn fir alle

Wiérter p aus x¥. die Beziehung al(p) = th(p) gilt, Es ist
klar, daB die Relation "=" eine Aquivalenzrelation auf pt ist.

Wie in /1/ bemerkt wurde, kann man anstelle der Kompositions=-
operationen in der Klasse aller einstelligen Automaten nur die
Superposition betrachten, Unter der Superposition der einstel-
ligen Automaten 0[,& verstehen wir einen Automaten .C', fiir den
gilt: Fir alle Worte p, p € X%, 1st £ (p) = & (&(p))
(Bezeichnung: & = BHodr) .

Unter dem AbschluB [K] einer Menge K verstehen wir die von K
mittels Superposition erzeugte Menge .
{0‘10, Y 4 IOli € K, n2 1}. Eine Menge K von Automaten
heiBt abgeschlossen wenn [K] = K ist,

Eine Menge K von Automaten heiBt vollstandig in einer abge-
schlossenen Klasse K¥ von Automaten, wenn K* = [K] ogilt,

Eine abgeschlossene Klasse K von Automaten heift prévollstén-
dig (maximal) in K*, wenn )

1) K& K* und
2) fOr Jaden Automaten Ol aus K*\ K die Beziehung

= [k v {&}] oilt.
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Das Vollsténdigkeitsproblem besteht in der Frage nach Kriterien,
die fir eine beliebige Menge von Automaten einer Automatenklas-
se zu entscheiden erlauben, ob diese Menge vollsténdig ist,

Unter einem m-Approximationsautomaten verstehen wir einen ein-
stelligen Automaten 0 = (X,S.x,f,g,so), dessen verallgemeiner-
te Uberfihrungsfunktion folgende Eigenschaft hat: Fir beliebige
worter p, p € x¥, der Lénge m, m+1, .., und beliebige Buchsta-
ben x, x € X, gilt §(so,p) = §(so.px), Es sei K:“ die Menge al-

ler m-Approximationsautomaten, Ein Automat Of, Ol € K:",\ heiBt
kanonisch, wenn O das folgende System ist:

(X,Sm,x.f,gm, 0...,01), wobei

m+1
Sy ={dge..apley € £0.23}\ f0.. .0},
' m+1

LN ) [ = ]
In(@ge ety X) = %orerp: MO Ko = 1
Aogooo X, Wenn “’0 = 0,
Es sei R; die Mengé aller kanonischen Automaten aus K:'. Es ist
.offensichtlich, daB zu jedem Automaten Of aus K; genau ein ka-
nonischer Automat [ existiert mit (= OL'. Es sei Ol aus P,
Dann heift der Automat 0l<m> aus E:l der zu O m-konjugierte

Automat, wenn fur ein beliebiges p,

m
P& Ljo x*, Ofs (P) = Ol(p) 'gilt.

. 1
Weiterhin sei fir K, K & P~, Kl = {6l .

| 6L € K}.

In /4/ wurde die Approximationsvollsténdigkeit von Automaten-
systemen untersucht, Ein System K von Automaten heiBt approxi-
mationsvollstdndig in einer Klasse K°, wenn fir alle Automaten
o = (X,S,Y,f,g.so) und alle natiirlichen Zahlen m ein Automat

&= (X,5°,Y,f°,9",85) in (K] existiert, so deB flir alle Worte
p Gber X der Lénge m die Beziehung &8(p) = o'(p) gile,

Es interessiert nun der Zusammenhang von vollsténdigkeit,
Approximationsvollsténdigkeit und den Klassen K?;.
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Dabei heiBt eine Klasse K m~vollstéindig in Pl, wenn es zu jedem
Automaten Ol aus P® einen Automaten & in [K] gibt, so da8 &
ein zu f m-konjugierter Automat ist, Sehr leicht einzusehen

ist dann

Satz 1: FGr jedes System K von Automaten aus P! 1st die m-Voll-

sténdigkeit von K hinreichend und notwendig dafiur, daB die
Gleichung [K|,] = K:'l gile,

Unter einer Basis B = {0{1,... 1B ...} in einer Klasse K ver-

stehen wir eine in K vollsténdige Menge von Automaten, die
durch Weglassen eines beliebigen Automaten di aus B unvoll-
sténdig wird,

Bemerkung: Nach /3/ existiert in P1 keine endliche Baéis. Dar-
aus folgt, daB jede endliche Menge unvollsténdig ist, Denn wire
angenommen K = {ﬂll,... » 8¢} vollsténdig, dann wére fir jeden

Automaten X, O, € K, einer der beiden Félle wahr:

(1) &, € [{0;.ccc, O, 4. Bypqrenns &3]

(2) X, € [{Byveees By s By qoveer Bo}] _

Im Falle (2) ist dann auch K \ {aj_} vollsténdig, Aus K lieBe

sich also eine Basis konstruieren,

Aus Satz 1 folgt, deB jedes endliche System K von Automaten aus
P1 entweder approximationsvollsténdig ist, oder es existiert
eine natlrliche Zehl m, so daB [Klm] # K; gile,

Die Klassen in K: s.nd relativ einfach aufgebaut, Wenn wir mit
G, die Menge aller Automaten (K = (X,S,X.f,g,8q5) aus K; mit der

Einschraénkung f(s,x) € {x,X} fir beliebige Zusténde s, s € S,
und mit G die Mencs K: N G, bezeichnen, denn gilt

Satz 2: Die Klassen Ri bzw, Em bilden bezliglich Sﬁperpoaition
eine Halbgruppe bzw, eine Gruppe.

m+2 1
Folgerung 1: Es gilt ]R;] - 22 -2, [§m| - 22m+ -1,
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. Ein Vollsténdigkeitskriterium fr die Klasse K_

Folgerung 2: In jeder abgeschlossenen Teilklasse von Kt

m
existiert eine endliche Basis,
Damit erhalten wir
Satz 3: Eine Menge K von Automaten aus K; ist genau dann in K:

vollsténdig, wenn K in keiner prévollsténdigen Menge von K;

enthalten ist,

Das Vollsténdigkeitsproblem ist also zurlckflhrbar auf die
Beschreibung aller prévollstédndigen Klassen in K;.

1

Wir werden in diesem Abschnitt annehmen, daB ({ ein kanonischer
Automat ist, Da zu jedem Automaten O ein kanonischer Automat
1° leicht konstruierbar ist, bedeutet das keine Einschrankung,

Es sei (Ol = (x.s”.x,fol, 9,0...01) ein Augomat aus K;.
wir fihren folgende Prédikate ein:

Es sei 8 € S®, s & s",
1) Py(e, &) genau dann, wenn fg (8.,x) = x,

> (s, &) + 1. for BLEG,,
8 €S
2) P,(OL,8) = 1 . far O G,

ﬁobei E die Summe modulo 2 bedeutet.
Mit Jl(lil.....ip}) bezeichnen wir die Menge
o
Lo foredg €S [@ge e olge0ee 0y s geee Gple
e{ 1...‘. p}

3) weiterhin sei i aus {0,....m}. Das Prédikat P,(OL,S)
for s = QL ([1]) sei wie folgt defintert:

O, wenn ein 8, 8 € S, existiert mit .
fg (8,x) = const. und fOr alle 8' € S\ {8}

Pz(OL,S) = gilt f, (s.x) € {x.x},

1 sonst.
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Die Prédikate Pos Py. Py lassen sich leicht asuch fdr nichtkano-
_nische Automaten definieren, indem man diese Prédikate auf die

entsprechenden kanonischen Automaten Of zu 6L anwendet,
Es sel nun p > 1, {i,,,...4,} € {0.....m}, 1 ¢ {0.....m}.

Dann betrachten wir 'folgende Klassen:

K(dgseenstp) {6 e kg | PyC Ot L(H2y..n. 1)) = 1],
Kra) - {0 exg [P0t Luth)) = 1}

Beim algebraischen Zugang zum Vollsténdigkeitsproblem spielt
der Begriff des Kriterialsystems eine besondere Rolle. Nach /1/
heiBt ein System > abgeschlossener Klassen in einer Automaten-
klasse K Kriterialsystem, wenn eine beliebige Menge von Auto-
maten sus K genau dann vollstdndig ist, wenn keine Teilmenge
einer der Klassen aus 3_ ist, Ein Kriterialsystem > heiBt mi-
nimal, wenn kein echtes Teilsystem von 3 ein Kriterialsystem
ist. In der Klasse K existiert ein Kriterialsystem, Das System

{K s K:l[KJ = K} ist ein Beispiel, Wenn flr Klassen K, K' aus
einem Kriterialsystem >_ gilt K & K', dann ist auch )\ {K}
ein Kriterialsystem. Damit erh#ilt man nach Satz 3, daB die Men-
ge aller prévollsténdigen Klassen in K: ein minimeles Krite-
rialsystem ist,

Lemma 1: Die Klasse K ist genau dann pravolleténdig in K;. wenn

Ked - gy onniag) Koy PRL 063 tpe. e cdpdm,
' 0416 m}

gilt, Das System 3 _ ist ein minimales Kriterislsystem,

Beweis: 1) Wir zeigen, daB die Klassen K(11""'1p)' K[i]
privollsténdig sind,

Wir bemerken, daB E(il""'ip) =5, N K(il""'ip) eine Unter-
gruppe von U. vom Index 2 ist und deB gilt

1 1
Ka 2 "(11.....1',) = (Kg\Gy) = (G P K(g,,...01))

p
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Daraus folgt jedoch, daB G prévollsténdig in G, 1st

(300000ty)

und jedes Element 0f, &t ¢

G Blayeent) ™ R )
1
m

ein Erzeugendensystem von K= bildet, Also ist K

. {4y vees o2p) A7
K, prévolleténdig.

Es gilt per Definition, daB G_ € K Die Klasse K ist ab- -
m 28]

ir°
geschlossen, Wenn men die Sprache der Automatenbdume nutzt,
kann man ohne Schwierigkeiten zeigen, daB fir zwei Automaten

&,. B, aus K:’l \ Ky, zwei Automaten &y, b, € G, existieren,
so deB &, = d?l oL, d?z gilt, Daraus folgt, daB fir einen be-

i1
prévollsténdig.

liebigen Automaten O aus K: \ K die Menge Krijllfﬁl} voll-

sténdig ist, Also ist Keiy

2) Es ist wohiterhin zu zeigen, daB allelKlassen von J_ paarwei~
<

se verscﬁieden sind, Da G, € Ky, und Ko \ G K(11“"'1p)

fiir beliebige p,i.ii,..,,ip (P21, Osi€m, 0611<12<...<1p£n)

ist, gilt auch Kfil o K(il""‘ip).

Die Klassen K, sind paarweise verschieden, Es sel

(&3]
kb= foy e Rpjosicm, oy = (x.8"X,1,.0.0...00).

o, fir s = 0...010,..9 .
fi(s,x) =

i
x, sonst.

1
FOr Ky, gilt dann K™\ {or,} = Krig und O, & Krape
Die Klassen K . eind ebenfalls paarweise verschieden,
(11.....1p)
Es seil |

K2 = {011 € R';Iosjg m, aj = (x,sm,x.fJ.g.G...O:l)\.

%, for 8 = 0,..010...0 .
fJ(s,x) - | 3
X, sonst.

und 5, aus K2 gilt:

FOr K(1gveenitg)’ Kagoeeerdy) 3
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2,1) B, 0B, € K

K
1° %€ By ?

{8y s sdpd’

2,2) Gl € l<(11””'1 ) \ K (Jgreeerd, ) fir j e {11.....Jr§
und 3 & {1,.....100,

2:3) My € Ky rerendd Y Niagieniin) 107 36 figeeea )
und J £ {Ji.....Jp}.

3) wWir nehmen an, daB eine weitere prévollsténdige Klasse

k™ in K1 mit K¥Nn G $ G_ existiert, Dann existieren in K¥
L] m m

‘utomaten 01(11“.“1") mit &(11'”_’1”) £ K(il""'ip).

Of fensichtlich gilt dann & € G_.. Wir zeigen, daB
tg sswn o) € %

[{Bt(ilmnip)lp 2, 061, <1y ... <16 m}] = G, ist,
Es ist leicht einzusehen, daB Em eine endliche nilpotente Grup-

pe, ist, G = : ) } (5.!1 K )) die

™ {11""‘1p} €40,....m
Kosmutatorgruppe von G, und G: =’ {0[00110(.63'.} ist, Nun gilt

(illcoulip

nach /2/, daB eine endliche Gruppe G genau dann nilpotent ist,
wenn jede Menge M, die zusammen mit der Kommutatorgruppe die
Gruppe G erzeugt, selbst schon Erzeugendensystem von G ist,
Es sei
Koo G By, . ..a)lP3t 08t <tpcenncty
Dann haben wir K2 & [K], weil zu jedem ﬁl(i i ) Automaten
greces

£ mj.

Bt i DL s eees O™ aue Gn existieren, so daB fir

0 1 m
“'{'(11.....1 - ”’(11....,1p)°ﬁl Bl o...0o 8" gilt:

)

3.1) & besteh r—

) (1g000001p) £ K(4) besteht gensu dann, wenn
a(tl.....xp) é K(g) ot

3.2) Es existieren &, .... &b, ause K2 u {6y} . wobei

dﬂ. das Einselement von 5‘ bezeichnet, so daB
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&(11.....1[,) = "{'o" ...0ds 1st. Das System

{&(11....,1'))]9’ 0, 06i,<ic.,.<i € m} ist aber anderer-

p
seits ein Erzeugendensystem von Kz. Damit haben wir erhalten,
deB k* a G, 9ilt im Widerspruch zur Voraussetzung, Es existiert
also keine privollsténdige Klasse K* in K; mit k" n Ga ¥ Gpe
4) Nun nehmen wir an, es gibt eine in K: prédvollsténdige- Klasse
Kmit K 2 Gn'

~
Angenommen, es existiert ein Automat Oli mit Of, & Ky v K for

ein i, 0 € 1 € m, Wir erhalten dann Ke Kpyg« was aber nicht
sein kann, ; '

- 1
Angenommen, es gilt fir alle i, O € 1 € m, Kegg Y K= Kp.

Dann enthélt K fir jedes i einen Automaten BL';_ mit 0!.; £ Kpyqe

Es existieren daher Automaten dﬁo. eeo. &, in G, so dad for
1 x

8L, sus K B, = dbpe...0d o8 gilt.

Da aber [K1 vl = K: ist, erhalten wir im Widerspruch zur

Voraussetzung die Gleichung K= K:.

Demit ist die Behauptung von Lemma 1 gezeigt.

Der 3, Teil des Beweises l&Bt sich einfacher ausfihren, wenn”

man den Zusammenhang von Kranzprodukt und p-Gruppen nutzt, um

zu zeigen, daB Gp nicht mehr als 2“",1

kann,

maximale Gruppen haben

Aus Lemma 1 erhalten wir

Folgerung 3: Es existieren genau 2™1 , n prévollstdndige Klas-

f
|

1
sen in Ku’

Aus Satz 3 und Lemma 1 folgt die Glltigkeit von

Satz 4: Eine Menge von Automaten aus K: ist genau dann voll-
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sténdig in Kl, wenn sie in keiner der Mengen K i
m (11.....ip)

Kti] far p 21, 0 € i, < 12<...<ip €m, O<1ismenthalten
ist,

Ein vollsténdiges System, bestehend aus 2m + 2 Automaten, wurde
bereits im Beweis von Lemma 1 konstruiert,

Das Basisproblem in K;

Aus Satz 4 félgt, daB in K: eine Basis existiert, Offen ist
noch, wieviel Elemente eine derartige Basis hat, Wir zeigen
zuerst

Lemma 2: Wenn K, K § G, eine Basis in G, ist, dann gilt

[K|= m+1,

Beweis: Zu jeder pravollsténdigen Klasse G(i 1) in G,
et greeeeip

188t sich eine lineare Funktion

+ Xy definieren, Fir
p
einen Automaten (, Of ¢ Gm. kann man die Bedeutungen der Va-

riablen xé? e x;!auf die folgende Art bestimmen: xfn- 0 ge~

O(1y0u0niiy)KoresecXnd = Xy, + Xy, ¢ oo

nau dann, wenn Po(s.él) = 0 (mod 2), Man erkennt
s e A({i}) :

leicht, daB & in G 1) 9enau dann liegt, wenn
p

(11:0-01

9(11'...’1p)(x0,...,xm) = O gilt, Far jedes Tupel (6;.....6,)

existieren in G, Automaten Ol mit (65.....6) = (xgﬁ....x:).
Es sei nun K = {00 ...., 6,} eine Basis in G,. Dann sind die

A & &y oy
Tupel (Xg ve.e Xy )s eoes (Xg soesux,”) linear unabhéngig.

Angenommen, das gilt nicht, Dann existieren fiir ein B& Auto-
maten &, , ..., B, in K, so daB
3 g
& & &
i k
(Xg seeosx ") = (Xg sevesXpy )e (3)
0 " ke{ 1“"Js] n

Da K eine Basis ist, existieren ealche 11. il 1 ip. daB
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Mi ) Mi
9(11 i )(XO veeesXp™) = 1 und fur alle & €K\ {6}
reeendy

9(11....,ip)(xg¥""x:5 = O gilt, Das ist jedoch ein Wider-
spfuch zu (%). .
Im (m+l)-dimensionalen existieren héchstems m+l linear unabhén-
gige Tupel, d. h, 1 € m+1, Da aber K genau dann eine Basis 1in

' ay oy @, oy )
G, ist, wenn (X, ,....x, Vi wes (xo ™ ) ein Erzeugenden-

system ist, gilt 1 = m+1,
Lemma 3: Wenn K eine Basis in K: ist, dann gilt I K \Gnl = m+l,

Beweis: Aus Lemma 1 und Folgerung 3 folgt, daB |K \G_ ] £ m+1
gilt, Da aber fir beliebige i, j, 0 € i<j € m, die Mengen

1 . ; .
Km\KI:I.J und Km\K[JJ disjunkt sind, gilt lK\Gm] = m+l,

Aus Lemma 1., Lemma 2, Lemma 3 erh&lt man ohne Schwierigkeiten

Satz 5: Wenn K, K & K;. eine Basis in K; ist, dann gilt
IK| = 2m + 2, i
Damit wdchst die Lénge der Basis von K; linear. Es gibt aller-

1 2m+2_c
dings auch Klassen in K, deren Basen 2 (c 25) Elemente
haben /6/.

-Fur Basissysteme von Automaten interessieren natirlich auch an-
' dere KompliziertheitsmaBe, so z, B, fur
K= {6 = (X,Si.x.fi.gi,e*) |1€i€n} i
die Anzahl der bendtigten Zusténde . L(K) = E ISil.
=

Folgerung 4: Fir jede Basis K von K: gilt

2+ Sm o+ 4 & L(K) & (me1)(2

Fir jede Zahl n mit 22 + 5m 4+ 4 6§ n % (u+1)(2m+2-2) existiert

1
m

n+2_2).

eine Basis K von K= mit L(K) = n.

\
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Die angegebene obere Grenze veriéindert sich nur unwesentlich,
wenn man voraussetzt, daB jeder Automat (L von K minimsl im
Sinne von /1/ ist,

Approximationsautomaten und Approximationsvollst&ndigkeit

In /3/ wurde gezeigt, daB fur die Menge Pl keine Basis exi-
stiert, Interessant ist diese Fragestellung auch fir die Appro-
ximationsvollsténdigkeit, Es entstehen folgende Probleme:

1) Existiert ein approximationsvollsténdiges System von Automa-
ten, das nicht endlich erzeugbar ist?

2) Existiert ein approximationsvollsténdiges System von Automa-
ten, dessen echte Teilmengen nicht approximationsvollsténdig
sind?

Diese Fragen sollen im folgenden beantwortet werden, Wir erken-
nen dabei, daB sich die Antworten fiir die Approximationsvoll-

stindigkeit wesentlich von denen fir die Vollstdndigkeit unter-
scheiden, '

of fensichtlich ist folgendes

P B I | '
Lemma 4: Die Klasse K™ = \j K, ist approximationsvollsténdig,
- m=0

Damit erhalten wir

Folgerung 5: Es sei K & K
in ﬁi. wenn K approximationsvollsténdig in P

1. Dann ist K genau dann vollstéindig

1 ist,

Nach Satz 4 ist die Menge K = {am. Btmlli.J » 0}
(analog konstruiert zum zZweiten Beweisschritt von Lemma 1) eine
vollsténdige Menge in K:. Keine endliche Teilmenge von K ist

nach Satz 5 vollstdndig, Nach Satz 4 ist eine echte Teilmenge
von K unvollsténdig, Demit gilt

Satz 6: Es existiert ein approximationsvollsténdiges System von

Automaten in Pl. das nicht endlich erzeugbar iet und dessen
echte Teilmengen nicht approximationsvollsténdig in p! sind,

Zum SchluB sei ein offenes Problem angegeben: Existiert ein
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endliches approximationsvollstéindiges System in plot
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Frad Sobik
Erdmute Sommerfeld

Untersuchungen zur Klassifikation strukturierter Objekte auf
der Grundlage des Enthaltenseins bestimmter Untergraphen

Auf der Tagung “Oiskrete Mathematik" 1978 in Rostock wurde ein
Ansatz zur Klassifikation strukturierter Objekte auf der Grund-
lage der Isomorphie von Untergraphem vorgestellt (vgl., Sobik,
Sommerfeld /7/). Im folgenden soll auf Beziehungen zur Graphen-
theorie eingegangen werden. AuBerdem werden Resultate der An-
wendung des daraus entwickelten Algorithmus CALG auf eine Reihe
praktischer Problemstellungen dargestellt,

Strukturierte Objekte sind durch eine Menge von Elementarobjek-
ten und eine Menge von Relationen uber diesen Elementarobjekten
charakterisiert, Oamit hat man die Struktur einer relationalen

Algebra, wir beschrénken uns hier euf den Fall ein- bzw, zwei-

stelliger Relationen, d. h, auf dam Fall knoten- und kantenin-

terpratierter gerichteter Graphen,

Oefinition: G = [v, E, f, g. w,. WE] heiBt (endlicher, gerich-

teter, interpretierter) Graph, wann V eine endliche Menge und-

E&V x V ist, Wv und wE endliche, nichtleare Mengen und

f: VW, und g: E—W. Funktionan von V bzw. E in W, bzw, W

E
sind,

vV 1st dann die Knotenmenge, E die Kantenmenge dea Graphen G,
W, und We aind Mengen moglicher Knoten- bzw, Kanteninterpreta-

tionen, und f und g ordnen den Knoten und Kenten die entsprechen-
den Iterpretationen zu,

Definition: Seien G = [v, E, f, g, Wy, WE] und
H=[v, E", f', g', W,, W ] Graphen. H heiBt Teilgraph ven G,
wenn V' € Vvund E' € EN (V' X V') ist und die Funktionen f°

und g' Einschrénkungen von f und g auf V' bzw, E' sind. Gilt
E*'=EA(V' x v'), dann heiBt H induzierter Untergraph von G.



Definition: Seien 6 = [V, E, f, g, W, We] und
Hs=[v, e, f,g', Wy, WE] zwei Graphen, G und H heiBen iso-

morph (G ¥ H), wenn eine eiheindeutige Abbildung & von V V E
auf V' v E' existiert mit 2 (v) € V' fiur alle veE V, x(e) € E*
far alle e € E, 2((vq.vy)) = (2(vy), ae(vy)) far alle

V4s Vo €V, (vl.vz) e E, f(v) = f'(®(v)) fir alle v € V und

g(e) = g'(3(e)) fur alle e ¢ E,

Allgemein besteht ein Klassifizierungsproblem darin, fir eine
Menge gegebener Objekte, die Elemente bestimmter Klassen sind,
eine Entscheidungsstrukfur zur richtigen Klassifizierung der
Ausgangsmenge zu konstruieren,

Definition: Sei eine Menge von Graphen und & eine Zerlegung
von mit der Eigenschaft, daB isomorphe Graphen stets Elemen-

te der gleichen Klasse von 6 sind. Dann bezeichnen wir [9/ i Q'l
als Klassifizierungsproblenm,.

FGr die Unterscheidung von Klassen strukturierter Objekte
spielt offensichtlich das Vorhandensein bzw, Fehlen bestimmter
Teilstrukturen eine wesentliche Rolle. Dementsprechend verwen-
den wir das Vorhandensein bzw, Féhlen bestimmter induzierter
Untergraphen als unterscheidendes Merkmal flir die Charakteri-
sierung der Klassen, Solche Charakterisierungen sind in der
Graphentheorie iblich (z, B, ‘Konzept der "verbotenen Untergra-
phen”). Ein Beispiel dafir sind die Kantengraphen,

se1 G = [V, E, f, g, Wy, WE] ein uninterpretierter, ungerichte-
ter, schlichter Graph (d. h,, W, und We sind Einermengen und
mit (v,,v,) € E ist auch (v,.,v,) & E), Wir echreiben dann kurz

G = [v, E]. Der Kantengraph L(G) von G ist der uninterpretierte,
ungerichtete, schlichte Graph mit der Kantenmenge E von G als
Knotenmenge, Zwei dieseér Knoten sind in L(G) durch eine Kante
genau dann miteinander verbunden, wenn die entsprechenden Kan-
ten in G einen Knoten gemeinsam haben, Ein Graph H ist genau
dann ein Kantengraph, wenn es einen Graphen G mit H ¥ L(G) gibt.
Die Kantengraphen sind dadurch charakterisiert, daB sie genau
die Graphen sind, die keinen der in Abb, 1 dargestellten Gra-
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phen als induzierten Untergraphen enthalten (Beineke /1/),

A & A
09
<!

D G

Abb.1

Das Konzept der Charakterisierung von Graphklassen durch das
Vorhandensein bzw, Fehlen von induzierten Untergraphen wird
auf die Klassifikation strukturierter Objekte lbertragen.

Definition: Sei S = {Gl""'Gm} eine Menge von Graphen, Zwei
Graphen G und H heiBen (stark) S-dquivalent (S). wenn for
i=1, ..., magilt: G enthalt genau dann einen zu Gy isomorphen
induzierten Untergraphen, wenn H einen zu Gy isomorphen indu-
zierten Untergraphen enthélt,

quinition: Sei ein Klassifizierungsproblem [?. f] gegeben,

Eine Menge S von Graphen heiBt (stark) k l e e s i fizie-
rungsrelevant beziglich dieses Klassifizierungs-

problems, wenn keine Elemente verschiedener Klassen aus
(stark) S-&quivalent sind,

118



Ziel des Klassifizierungsverfahrens ist es, eine (stark) klas-
sifizierungsrelevante Menge von Graphen zu bestimmen und damit
das Klassifizierungsproblem zu lésen,

Sei ein Klassifizierungsproblem [%7, d—]gegeben. Dann kann mit
Hilfe des folgenden Algorithmus stets eine (stark) klassifizie-
rungsrelevante Menge von Graphen konstruiert werden (vgl, auch
Sobik, Sommerfeld /7/).

Algorifhmus: 1) Anfangsschritt: Sei S, = ¢.
2) (i+1l)-ter Schritt (i * 0): Sei Sy die im i-ten Schritt kon-
struierte Menge von Graphen, Wir betrachten nun die durch die

S
Aquivalenzrelation ~& gefinierte Zerlegung Z; von 7

a) Die Zerlegung Z; ist eine Verfeinerung der Zerlegung & .
Dann ist S = S1 eine (stark) klassifizierungsrelevante Menge
von Graphen, - s, \

b) Es gibt Graphen G, He & mit G ~> H, die Elemente verschie-
dener Klassen von & sind. Sei G, ein Graph der kleinsten

. médglichen Ordnung, der induzierter Untergraph genau eines
der beiden Graphen G oder H ist, (Ein solcher Graph exi-
otiert immer, Im Extremfall igt es efner der beiden Graphen
selbst.) Dann sel S, , = S;v {Go}.

Da die Menge %} endlich ist und in jedem Schritt des Algorith-
mus Z, ., eine echte Verfeinerung von Z,; ist, bricht der Algo-
rithmus stets ab,

Fir jedes Klassifizierungsproblem fg«, & ] gibt es l%l - 1 Gra-
phen aus 57, die eine (stark) klassifizierungsrelevante Menge
bilden. Eine solche Lésung ist natirlich uninteressant, Es gibt
jedoch Klassifizierungsprobleme, die nur diese triviale Ld&sung
besitzen,

Es ist schwierig, allgemeine Aussagen zur Existenz (stark)
klassifizierungsrelevanter Mengen von Graphen mit bestimmten
Eigenschaften zu gewinnen, Das wird auch durch die folgenden
Beziehungen zum R ek ons truktionsproblenm
far Graphen dokumentiert. Betrachten wir hier einmal den Fall
uninterpretierter, umgerichteter, schlichter Graphen., Dann be-
sagt die (allgemein nicht bevwie. ene) Mengen-Rekonstruktions-
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vermutung (Harary /3/, Manvel /6/): Jeder uninterpretierte, un-
gerichtete, schlichte Graph der Ordnung n * 4 ist (bis auf Iso-
morphie) eindeutig durch die Menge der Isomorphieklassen seiner
induzierten Untergraphen der Ordnung n - 1 bestimmt. Es gilt der

Satz: Fur jede Menge von uninterpretierten, ungerichteten,
schlichten Graphen der Ordnung n ® 4 und die Zerlegung 0{0
von $7 in Isomorphieklessen existiert genau dann eine fir das
Klassifizierungsproblem [Q?, d;] (stark) klassifizierungsrele-
vante Menge von Graphen der Ordnung n - 1, wenn die Mengen-
Rekonstruktionsvermutung gilt.

Damit ist z, B, fir separable Graphen ohne Endknoten oder fir
Badume die Existenz nichttrivialer Lésungen gesichert. Fir prak-
tische Re51151erungen spielen natirlich Aufwandsfragen eine
groBe Rolle, Wesentlich ist, wieviel Graphen eine (stark) klas-
sifizierungsrelevante Menge von Graphen enth&élt und welche Ord-
nung diese Graphen haben, Beziiglich des angegebenen Algorithmus
gilt der

Satz: Sei S die durch den angegebenen Algorithmus'bestimmte
(stark) klassifizierungsrelevante Menge von Graphen fir ein ge-
gebenes Klassifizierungsproblem, Sei m die gréBte Ordnung der
Graphen aus S. Dann gibt es fir dieses Klassifizierungsproblem
keine (stark) klassifizierungsrelevante Menge S' von Graphen,
die nur’'Graphen von hdchstens der Ordnung m - 1 enthalt,

Um den Bereich der real verarbeitbaren Strukturen zu erweitern,
ist es sinnvoll, die Objektgraphen durch geeignete Graphtrans-
formationen auf leichter zu verarbeitende Strukturen abzubil-
den und dann das|so erhaltene transformierte Klassifizierungs-
problem zu betrachten, Entscheidend ist hierbei, daB Grapheigen-
schaften, die fir die Klassifikation relevant sind, erhalten
bleiben, Dies fihrt zu der folgenden Begriffsbildung.

Definition: Seien ( und &' Mengen von Graphen, $: —
eine eindeutige Abbildung von g. auf 9 und [9, @] ein gege-
benes Klassifizierungsproblem, Die G raphentrans-
formationéhei@t (beziiglich [%.d’]) klassifi-
zierungsstabil, wennfnralleGraphenG,He?,
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die Elemente verschiedener Klassen von & sind, é(c)’# é(H)
gilt,

Die Bestimmung geeigneter klassifizierungsstabiler Graphtrans-
formationen ist schwierig und héngt stark vom betrachteten
Klassifizierungsproblem ab, Wir wollen hier als Beispiel die
Kantengraphbildung betrachten, Dazu beschrénken wir uns wieder
auf den Fall uninterpretierter, ungerichteter, schlichter Gra-
phen. Wir kénnen dann auf den bekannten Satz von Whitney (vgl.
Harary /4/) zuriickgreifen:

Satz: Sind G und H zusammenh&ngende, uninterpretierte, unge-
richtete, schlichte Graphen, so gilt die Aussage, daB genau
dann G ¥ H, wenn L(G) & L(H) 1st, dann und nur dann, wenn
{c.H} ¥ {K3.Ky 3} gilt.

Damit erhalten wir den

Satz: Sei eine Menge zusammenh&ngender, uninterpretierter,
ungerichteter, schlichter Graphen, [q,f] ein Klassifizie-

rungsproblem, und Ky una Ky o mégen in derselben Klasse von &
liegen, wenn {K3.K1.3} s 67 ist, Denn ist die Kantengraphbil-

dung beziglich [?,il klassifizierungsstabil,

Die Transformation auf Kantengraphen kann z. B, dann sinnvoll
sein, wenn Graphklassen durch Enthaltensein bzw, Fehlen von
Teilgraphen charakterisiert sind, Den Teilgraphen der Ausgangs-
graphen entsprechen induzierte Untergraphen der Kantengraphen,
Es gibt zwar fir diese Probleme auch stets eine (stark) klassi-
fizierungsrelevante Menge von Graphen, doch kann diese wesent-
lich umfangreicher als die charakterisierende Menge von Teil-
graphen und die aus ihnen gebildete Menge von Kantengraphen
sein, Dafiir haben die Kantengraphen den Nachteil, daB sie im
allgemeinen von gréBerer Ordnung als die urspriinglichen Graphen
sind, Als Beispiel sei hier die Charakterisierung planarer Gra-
phen genannt, Ein Graph heiBt genau dann homdomorph irreduzi-~
bel, wenn er keine Knoten vom Grad 2 enthdlt, Wir haben dann
den
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Satz (Kuratowski /5/): Ein homﬁbhorph irreduzibler Graph ist
genau dann planar, wenn er weder den Kg noch den Ky 3 als Teil-
graphen enthélt (s, Abb, 2),

Sei % die Menge der hombéomorph irreduziblen uninterpretierten,
ungerichteten, schlichten Graphen, & sei die Zerlegung von ?
in planare und nichtplanare Graphen. Dann ist die in Abb, 3

dargestellte Menge von Graphen fiir das Klassifizierungsproblem
[% . d'] (stark) klassifizierungsrelevant,

Abb.2

&
3 K
=

Abb.3
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Fir das durch Kantengraphbildung trensformierte Problem bilden
die beiden in Abb, 4 dargestellten Graphen eine (stark) klassi-
fizierungsrelevante Menge.

Die Fille der sich ergebenden theoretischen Probleme bedarf
noch ausflihrlicher Untersuchungen, Dabei spielen vor allem Fra-
gen der Existenz von (stark) klassifizierungsrelevanten Mengen
mit bestimmten Eigenschaften und Untersuchungen klassifizie-
rungsstabiler Graphtransformationen eine Rolle,

Der Algorithmus wurde durch ein Programm auf der BESM-6 reali-
siert und die Anwendbarkeit des Prinzips auf praktische Pro-
blemstellungen an Hand mehrerer Datensédtze iiberpriift, Das Pro-
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gramm ist eine Testversion und nicht optimiert, Im folgenden
werden einige gerechnete Klassifizierungsprobleme mit einer
_ kurzen Charakrerisierung der Ergebnisse genannt,

1, Soziale Gruppenstrukturen aus der Gruppenpsychotherapie:
ca. 20 Graphen der Ordnung 12, 3 Klassen, Rechenzeit ca.
5 min,

2, Kommunikationsbeziehungen beim Gruppen-Problemlésen:
2 varianten mit 61 bzw. 62 Graphen jeweils der Ordnung 8,
4 Klassen, Rechenzeit jeweils unter 30 min,
Die Resultate wurden in einen Vortrag auf dem XXII, Interna-
tionalen KongreB fiir Psychologie 1980 in Leipzig (Gundlach,
Schulz /2/) einbezogen. ' v

3, Strukturen aus der Verkehrssteuerung: 20 Graphen der Ordnung
8, 2 Klassen, Rechenzeit 2 bis 3 min,
zZwei urspringlich nicht zur Datenmenge gehdrende Objekte
konnten ~n Hand der gefundenen Merkmale den richtigenlkles-

sen zugeordnet werden,

4, Chemische Strukturen: 85 Graphen der Ordnung 4 bis 12, 4

Klassen, Rechenzeit 30 bis 40 min,
Die erhaltene Entscheidungsstruktur stand in Ubereinstimmung

mit bekannten Eigenschaften der Strukturen,
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Hens-Dietrich Hecker

Zur Kompliziartheit der Beschreibung von Enumerationan rekursiv
asufzéhlbarer Mengen

Im folgenden werden wir Ergsbnisse Ober die Beechrsibungekom-
plexit&t von Enumerstionen rekursiv-sufzéhlbarer Mengen der-
atellen. Wir verwenden dabei gebrduchliche Bezeichnungen., Mit
N bezeichnen wir die Menge der nstdrlichen Z.'hlon. R, P(n:“),
A (An) bezeichnen die Mange der rekureiv-sufzshlbsrsn Mangen
natdrlichar Zehlen, die Mange der pertiell-rekursiven (bzw,
n-stelligen partiell-rekureiven) asrithmetischan Funktionen bzw,
die Menge dar ellgemein-rekursiven (n-stslligen sllgemein-rakur
siven) Funktionen. Enumerationen wurden aretmsle von P. Young
(/6/) fdor genz IR betrachtet, Wir haben in /4/, /S/ Enumerstio-
nen in epezisllen Stenderdklesseen astudiert, In disser Arbeit
betrachten wir zundchst Enumerationen von IR, Dszu eei V, eine
feete kanonische Numerierung eller endlichen Teilmengen von IN,
Eine Enumeration iet eine Funktion E eAz, fOr die gilt:

ViVn ¥ (E(1.n)) S V (E(1,n+1)).
Wir sprechen von einer Enumeration von IR, wenn zusdtzlich gilt,

00
de8 Y(1) := UVO(E(i,n)) eine Numerierung von gsnz IR iet,
n=0

Eine solche Enumerstion nennen wir G3delenumerastion (von R),
wenn die eo definierte Funktion ¥ eine G3delnumerierung von IR
ist (d. h.,, des s-m-n-Theorem gilt fOr die berechenbsre Nume-

rierung ¥).

1., Minimele Indizes

In diesem Abschnitt sei E eine beliebige G3delenumaration von
R. Sei (qJ, ¢) unabhéngig dovonzoin B8lumechea Zeitma8 (/1/)
for D"". Es seien slso 97,¢ e P, fe:n.: sei (c?n)nem mit
Phnlx) = cp(n.,x) Gddelnumeriarung von IP",und es gelte fOr slle

nx € N Q00 e § .
10



Weiter sei f ein BeschreibungskomplexitétemaB, d, h., es gelte

a) € A und b) Ik e A Vn.m e v (§(n) =m > nék(m)).
Man kann sich etwa vorstellen, daB b%(E(i.n)) die Menge der
Zahlen ist, die eine Mehrbandturingmaschine mit Ausgabeband,
gefittert mit dem i-ten Programm in einer effektiven Liste al-
ler Programme, nach n Arbeitstakten ausgibt (bezuglich einer
geeigneten Codierung). Dann ist also V(1) die Menge der Ausga=-
ben der Maschine mit dem Programm i bei unbegrenzter Rechen-
zeit. Die Zahl 1 bzw, der Wert ¥(i) ist ein MaB fir die Kom-
plexitét des Programms i, Wir interessieren uns zunéchst far
die minimale BeschreibLngsméglichkeit von vorgegebenen Mengen
M natGrlicher Zahlen, Sei dezu

i min {E(1)|v(1) = M}, falls existent

(M) = { t ‘ sonst .
Dann gilt die

Aussage 1.1: SE(M)qu M ist rekursiv aufzéhlbar,

Ist My, := {1]VI(V()) = V(1)=>%(3) g(i))} die Menge der
f -minimalen Indizes, so gelten die folgenden Aussagen,
Aussage 1.2: Ist M rekursiv aufzahlbar, so ist SE(M) € My
Aussage 1,3: M), ist eine immune Menge.

Man kdnnte nun vermuten, daB man sich bei der Untersuchung der
Menge der minimalen Indizes ‘auf die Betrachtung einer G&delnu-
merierung beschrénken kann. Das ist aber nicht so,

Aussage 1.4: Fir verschiedene Gbdelenumerationen E und E' mls-
sen die dazugehdrigen Mengen Ml,und Mp¢ nicht notwendig iso-
morph sein,

Beweis: Wir verwenden wie schon in der Arbeit /4/ BlummaBe, um
" geeignete Enumerationen zu definieren. Sei (¢, ) unser Blum-
a8 und fOr 1,n €N sei V (E(1,n))=§P,(x) | x%n & @, (x)€n}

und Y (E(1,n)) = {[?;(X)]I x&na éi(x) £ n}. Dann ist

V(1) = Wb(P,) (Wertebereich) und V' (1) ={[*/2llx e wo(q,)}.

Of fenbar sind ¥ und V' Gddelnumerierungen. Man zeigt nun unter
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Ausnutzung der Eigenschaften des MaBes g, daB notwendigerweise
MV‘ c MV gilt, MV' s Mv'ist trivial, Seien i.0 € MP so, daB

V(1) = {x]x gerade} und V(@) = {x | x ungerade} U M ist, wobei
M eine geeignete Menge gerader Zahlen sei. Es ist )
V'(i) = V' (@) = IN. Da es unendlich viele M8glichkeiten far M
gibt, existieren unter den minimalen @ = g(M) solche, fur die
wegen Axiom b) an )s‘gilt: E(Q) > E(i). Sei M so gewdhlt, Man
beweist, daB dann @ zu MP\ MV' gehdrt, Damit ist My, € MV s und

mithin (M‘J ist immun!) ist MV’ nicht zu MV isomorph,

2, Optimale und schnelle Enumerationen

In diesem Abschnitt betrachten wir beliebige Enumerationen E,
Sei Eein strenges Beschreibungskomplexitatamas (vgl. /3/., wir
benutzen die dort fiir strenge MaBe bewiesenen S&tze), Wir nen-
nen eine Enumeration E optimal (bez. E). wenn fir alle Enume-~
rationen E, ein °E1 existiert, so daB fur alle rekursiv auf-
iﬁh;baren Mengen M € IN die Bezishung SE(M) € SEJ.(M) + °E1

gilt,
Wir nennen eine Enumeration E gchnell, wenn fir alle Enumera-

tionen €, ein dE & Al existiert, so daB fir alle 1, fir die
1

: 00
Vy(1) := Mvo(El(i’")) unendlich ist, ein i' existiert, so da8

gilt: P(1) = v, (1) und V‘J”vo(El(i.J)) < vo(E(i‘.del(J))-
Wir zeigen das Hauptresultat unserer Arbeit:

Theorem 2,1: Es existiert eine schnelle optimele Gdédelenume-

ration,

Beweis : s;i (®. é) unser BlummaB und ((Pf, éi)i E.]N eine dazu-
gehdrige Gédelnumerierung von P2 mit ZeitmaB éf, \eo daB far
eine Cantor-paarnumerierung <,> die Bezishungen

@i(<a.x>) = qy"i’(a.x) und Qi(a,x) - éi( {a.,x) ) for alle
i,a,x € N gelten, ! )
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Demit definieren wir vo(Eg(i.t)) 1= {?:(n,x) | é:(n,x) < t},

falle 1 = <a,n) ist. Dann gilt PS( Ce,1) ) = Wo@An@3(1.n)).

Oof fenbar ist E§ eine GSdelenumeration, Sei nun E' eine belie-
bige Enumeration, Ferner sei M eine rekursiv-aufz@hlbare Menge,

und fOr 1 gelte E(io) = sE'(M) sowie V(1)) = M, Da E'€ A
ist, existiert eine Zahl a', fur die Ai,n E'(i,n)
-li.n?f((i.n) gilt, Es folgt

V' (1g) = M = U Vo(E'(1:m) = U Vo( @3 (1.m).

Wir definieren jetzt die gewlnschte Enumeration:

V. (E((1,t 1=, .
J(E((1.1)) J&L'V{’(Es(i.t))vo(”

of fenbar ist E monoton und ¥ berechenbare Numerierung von IR.
Wir behaupten, daB V Gédelnumerierung ist, Dazu zeigen wir, daB
V' € VY gilt (da p' beliebig war, erhélt man daraus die Behaup-
tung). Wir beweisen folgende Hilfsséitze 1 - 5, (Auf die Wieder-
gabe der Beweise der Hilfssdtze 1,2 verzichten wir hier, es
handelt sich dabei um routinem#éBige Rechnungen,)

Hilfessatz 1: V' (1) = P(<e’ ,io) ).
Hilfssatz 2: FOr alle i gilt: p'(1) = ¥( {a'.1) ).

Mit f(1) := {a’',1) folgt P' =Pfy und damit 1st ¥ Gddelnumerie-
rung und E G8delenumeration,

Hilfssatz 3: E ist optimal,

Beweis: Es gilt fir unsere beliebig gewshlte rekursiv-sufzéhl-
bare Menge M die Beziehung SV(M) € E( {a'.1,)) < f(io) +c(a’)

ait einer geeigneten Funktion c, die zu unserem strengen Be-
schreibungekomplexitétsmaB gehdrt (/3/). Wir setzen c.. = c(a')
und erhalten die Behauptung.

Hilfssatz 4: E ist schnell,

Beweis: Wir setzen dE.(n) i= max 6,.(k,n). Dann gilt d, € Ai,
kén
denn es 1st A1.n E'(1.n) = @2, (1.n) € A%,
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Hilfssatz 5: Zu 1 € IN existiert eine Zahl 1' € IN, so deB,
falls ¢'(1) unendlich ist, fGr alle t € IN gilt:
Vo(E'(1.%)) & Y (E(1%,dg.(1)).

Aus Hilfssatz 5 folgt der Hilfesatz 4,

Beweis des Hilfssatzes 5: Es gilt

VolE'(1.8)) = v (9 2.(1.1)) SUR (P2 (1, L 1 g2

< $3.(1.t)} =
é( )} U{Z(ij)léz(ij)‘éz(it)}o

- v = VY _(E .1y, (4,t)).
q\E'Jo(Egua'.i) ¥ S CHIN ol@) = Vo(E( a2y, §3.(1,1))

Sei nun t * i, Dann ist P (E(<8',1i) ., &i.(i-'t))
. 2 .
€ Do(E( (a0t} . max $2.(k.t)) = Vo(E(<Ka' .1y .dg. (1)),

Also erhdlt man far i* = (a',i) die gewinschte Beziehung
Vo (E'(1,1)) € V,(E(1'.dg,(t)). Demit folgt Hilfssatz S’und

unser Theorem 2.1,

3, Der. Oberhaslbverband der Simulierbarkeit
) »

Gegeben seien zwei ganz beliebige Enumerationen E und E', die
insbesondere auch keine Enumerationen von IR sein missen., Wir
sagen, daf E durch E° real simuliert werden kann, und schreiben

€ £ E*, wenn gilt:
Irenlvi (Jvg2)] = cowdsr V(1) = ¥ (1) &

\-/; t-\!:%(e(i't')) < t"Lf{t)vo(e-(a-.:-)))
(d, . VPP (E(L.T)) § Vo(E' (L', F(1)))).

Aussage 3.1: <£ist reflexiv und transitiv,
Definition 3.2: E ¥ E' : &> EX E' & E' X E,

Aussage 3,3: « igt eine Aquivalenzrelation,

Definition 3,4: V sei die Menge der Aquivolonzklnnoon der
Enumerationen. Es sei [E] & [E] :e»E L E',
127
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Satz 3.5: (V,€) ist ein Oberhalbverband mit Nullelement und
Einselement, )

Sei E unsere schnelle Enumeration von Abschnitt 2, so ist [E]
das Einselement, Das Supremum EsupE' von E und E' kann man so
definieren: EsupE’(2i+1,t) := E'(i,t); EsupE’'(2i,t) := E(i,t),.
Wir vermuten, daB (V,€) kein Verband ist. Eine analoge Betrach-
tung liefert einen Verband, wenn man sich nur auf Enumerationen
beschrénkt, die die Zahlen in ihrer natiirlichen Ordnung ausge-
ben., Eine solche Betrachtung fihrt aber bekanntlich zu einer
wesentlichen Einschrénkung,
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Hinweise fOr Autoren

Msnuekripte (in deutecher, ggf. euch in rueeischer oder engli-
echer Spreche) bitten wir, en die Schriftleitung zu echicken,

beit ist linkeblndig zu echrsiben, Eine Ausnehme
hiervon bilden horvorzuﬁ?E?ﬁai_FEgioln und des Litereturver-
zeichnie, Der KopT der Arbelt so olgende Fore heben: Roetock.
. Kollogq./ rzeile/ Titel der
Arbeit/ 1 Zeilenumecheltung/ Unteretreichung/ Leerzeile., Der
Text der Arbeit iet eineinhelbzeilig (= 3 Zeilenumscheltungen)
zu echreiben mit mexime echlidgen je Zeile und ooxioog 37
Zeilen je Seite. Zwiwchentiberechriften sind wie folgt einzuord-
nen: 6 Zeilenumecheltungen/ Zwischenlberechrift/ Unterstrei-
chung ( ungen, Hervor-
hebungen eind durch Unteretreichen und Sperren m8glich, Ankln-
digungen wie Setz, Definition, Bemerkun eweis u, 4, sind zu
unterstreichen und m nem Doppelpunkt ebzuechlieBen. Vor und
nach Sitzen, Definitionen u, &, ist ein Zeilenebetend von 5 Um-
scheltungen zu lessen, FuBnoten eind mdglichet zu vermeiden,
8ollte dooh devon Gebreuch gemecht werden, eo sind sie durch
eine hochgestellte Ziffer im Text zu kennzeichnen und innerhelb
dee oben engegebenen Setzepiegels unten euf der gleichen Seite
enzugeben, Fermeln und Bezeichnungen sollen m3glichet eit der
8chreibmeechine zu schreiben sein. Hervorzuhebende Foreeln eind
n einzurlicken umnd mit 6 Umecheltungen zum QGbri-
en Text zu echreiben, Formelzdhler sollen sm rechten Rend ste-
en, Der Pletz fir AbbiTdungen 1et beim Schreiben euszusperen:
die Abbildungen selbet sind In der dem euegesperten Pletz ent-
eprechenden Gr38e—gesondert—nech TGL-Vorschrift euf Trenepe-
rentpepier beizuflgen, Der zug.hbrigo Begleittext ist im Menu-
ekript mitzuechreiben., Sein Abetend nech unten betridgt 5 Us-
echeltungen, Litereturzitete im Text eind durch leufende Num-
mern in Schrigetrichen (vgl., /8/, /9/ und /10/) zu kennzeich-
nen und ea SchluB der Arbeit unter der Zwischeniberschrift Li-
teratur zusssaenzuetellen,
Beleplele: (Zeitechriftenebkirzungen nech Math.. Reviews)
rieki, O., end Semuel, P,: Cosautetive Algebre.
Priceton 1958
/9/ 8teinitz, E.: Algebreische Theorie der Kirper. J. Reine
Angew, Meth, 137, 167 - 309 (1920)
/10/ Gnedenko, B, W, : Ober die Arbeiten von C., F, GeuB zur
Wahrecheinlichkeiterechnung, In: Reicherd, H, (Ed.):
C. F. GeuB, Gedenkbend enldBlich dee 100. Todesteges.
8, 193 - 204, Leipzig 1967

Die Angaben sollen in Originelepreche erfolgen: bei kyrilli-
echen Bucheteben soll die bibliothekerieche Trenskription
(Ouden) verwendet werden,

Am Ende der Arbeit etehen folgende Angeben zum Autor und zur
Arbeit: eingegangen: Detum/ Leerzeile/ Anschrift des Verfeeeere:y
Titel or Vornemen Neme/ Inetitution/ Struktureinheit/
StreSe Heuenumaer/ Land Poetleitzehl Ort,

Oer Autor wird gebeten, eine Korrektur des ODurchechlegs vom

Of feetmenuekript zu leeen und debei die methemetiechen Symbole
einzutregen. Ferner sollte er 1 - 2 Kleeeifizierungenummern
(enteprechend der “1980 Mathemetics Subject Cleeeificetion” der
Math, Reviews) zur inheltlichen Einordnung seiner Arbeit engeben.
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