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Bostoclt. llath. Jtolloq. !!,, 5 - 10 (1982) 

HaT8JIJ,Jl HmtoJIB.eBHa Ka-repHHo"IRBBa 

03GOS 

DoKCK llaRCIIMBJU,HOro B8pxBero HyM ,ltKCRp8THOI IIOHO'rOHHOI if,yllRlUII 

1. BBeneoe

B ,Jl;BCKp81'HOI MaT8M8.1']1[K8 IIIM88TCJI 6o.,n,moe t0tc.no 8RCTpeM8Jll,HHX 3a­
�11. KOTOpHe CBO,Jtll'rCJI K 38,ll;a'laM, CBllSaHBHII C pac1111JilipoBKol ,JtKC­
Rp81'HHX MOHOTOHHHX (l)ymutd, a .HM8HHO: K IIOJIHOI paCl!m!WOBKe Ta­
KOI t,vHlU.Uillll u6o K no•cKY ee MaKCHMaJn,Horo BepxHero HfJIJI, 3TH 
ne SSJJ;a'llit Jt:Ulm'rCJI B HeROTOPOM CMHCJie ymmepca.,n,HHMH. IlpH'läM, 
x nepBOI K3 yRaSaHHHX S8Jlll'I - noJIHol paclllllPpoBRe ,JtKCRpeTHol MO­
HOTOHBHX \l>YHlU.Uillll - CBOJUl'l'CJI 1'aJUte 38,ll;a'IK, B ROTOPHX Tpe6yeTCJI 
nepe'IKC.D'l'l> BCe JIOltaJIJ,HH8 8RCTpeMyllH HeROTOporo ty'mau!OH8.lla, a 
RO BTOpol - IIOKCJty MaltCKMaJil,BOro BepxBero lfYJIJl - TaKKe, r�e 
HyZHo OTHCR&Tl> rJio6am.HHI 8RCTpeyYM. 
B Ka'l8CTB8 npJDlepoB 88,ll;a'I, CBO.JUIDll[XCJI R YJta38.HBHM, IIOZBO Has­
BaTl, CJI8JO'D11118! Bll,ll8Jl8HKe Bcex COBll8CTHla IIO�CHCTeM H IISKCH­
ll8JD,HOI COBM8CTHOI IIOACHCTeMH CHCTeMH JIKBelma He!la}leHCTB, Ha­
XOQeBlle BCex IIORpHTd. IIJIRlllllaJD,HOro IIORpHTU MBOUCTBa ROHe'I­
HOI CKCTeas>I IIOAJlll()JreCTB, IIOCTI?OeHHe BC8X.T8CTOB H MKBDl8J[J,HOro 
T8CTa 6:mapaol Ta6.Jm:mc • ,lij)y!'Ke. 
lfs , CRasaBHOl'O CJl8,1118T, 'ITO BaaHO yMe'i'l> 0Il8mtBaTl> �ODOC1'l> pe­
meau Ba8BaBHla 8a..&'I, TaK RaR np• 8TOM oaemmaeTCJI CJIOZBOCTI> 
'!)8ll8BU IleJIOro PH.ltli ,ltKCRpeTHHX 8RCTp8MBJll,HHX 88,llll'I, 3THM BOnpo­
}8.11 IIOCBl!llläH plfJl pa6oT. �a'la IIOJIHOI pacllDl4.JpoBKH l'tl)HOTOBHOI 
'YJI8BOl'iJ,yH1U.Uillll B meHHOHOBCKOI. IIOCTaHOBJlte BnepBJie paCCMaTpKBa­
UlCJ, • pema.JiaCI, B. K. Kopo6ROBHM /1/. Ilo3,llH88 OHa 6HJia OKOJAa­
reJD,uo pemeHa 1. ABc8.1IeM /2/. Ta ze sa..a11a � MOBOTOHBHX ao­
C'03Ba'IHHX WJIRlld paOCMaTPliUISJlaCI, B pa6oTax B. K. Kopo6ROB8. /3/ 
II B. E. A.llexcee:sa /4/, ABTop 8amll,1B.IICJI BOnp00aMH c.nOJtHOOTH 
no•ou MaRCIDl8JI:r,Boro Bepx&ero Hf.JUi .ltKCRpeTHol as>B0To1111ol (l)ymt­
mm. a-ra 98,ll;a'la peaeua B meHHOHOBCROI IIOCTaHOBKe A11J1 uacca 
Bcex i.>BOTOHHHX 6y.-ema (l)YJIKild, AIIJI Maoca (l)yllRlUII Jc-sas:uol 
Jlorm, MOBOTOHHHX OTBOOB.'1'8Jll>HO ec-reCTBeBHOI'O IIOps.ttKa. npBHK­
llallllllX � 8Ba'l8JIIIII, a TSRJte AIIJI B8ltOTOpHX IIO,JtK.mCCOB IS>HOTOH­
ma 6yJI8BIIX t,vmatd, 
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2. Постановка задачи для класса монотонных булевых функций и 
формулировка результата_'_ 

Обозначим через Вп множество всех двоичных наборов длины п. В 
множестве В° введём следующий частичный порядок. 

Определение 1: Пусть a. = (a1,...,«n), 1? = р ), 
а, ß е Б0. Будем говорить, что 6с не превосходит ß (и писать 
ct£ ß) тогда и только тогда, когда для всех 
1 = 1,2, ..., п. Если К и%^%, то будем писать а < р. 

Определение 2: Булеву функцию fназовём монотонной, 
если для любых двух наборов «,р ts" из того, что Jejj, еле-' 
дует f(£) £ f(ß). Через обозначим множество всех монотонных 
булевых функций от п переменных. 

Определение 3: Набор а е в” назовём верхним нулём функции 
f е Мд, если £(а) = о и для любого набора р такого, что 
а < р, £(ß) = 1. 

о 
Определение' 4; Норму набора а. определим формулой flail = У~ a 

1=1 ^ 
Определение 5: Максимальным верхним нулём функции f будем назы¬ 
вать её верхний нуль с максимальной нормой. 

Пусть произвольная (неизвестная нам) функция f 6 и задана при 
помощи оператора Ар, который по любому набору Sc е в“ выдаёт ^ 
значение f(a). На практике в качестве оператора может выстѵ 
пать какая-нибудь задача. Найти для конкретного набора К зна¬ 
чение £(а) означает решить эту задачу для конкретных начальных 
условий. 
Требуется найти хотя бы один максимальный верхний нуль функ 
ции £ при помощи обращений к оператору А При этом после каж¬ 
дого обращения к оператору полученное значение распространяет¬ 
ся по монотонности на другие наборы. 
Естественно желать не просто решить поставленную задачу а ре¬ 
шить её оптимальным способом. Поэтому задача решается німи в 
шенноновской постановке. ' 



Введём функцию Шеннона: 
іі(п) = min max а( B,f). 
r BedVfeMj, 

Целью работы было 
1) найти значение /и(о), 
2) построить оптимальный по Шеннону алгоритм поиска максималь¬ 

ного верхнего нуля монотонной булевой функции. 

Доказана следующая 

Теорема 1: 

М") = ([п/2]) + 1 
Здесь [X] - наибольшее целое, не превосходящее х. 

Отметим, что для аналогичной функции Шеннона ср(п) для задачи 
полной расшифровки монотонной булевой функции Анселем было 
получено значение 

= ([n/2]) + ([n/2]+l) ^ 
%и доказательстве теоремы 1 построен алгоритм е опти¬ 
мальный по Шеннону. Этот алгоритм ііринципиально отличен от ал¬ 
горитма расшифровки Анселя. В последнем существенно использу¬ 
ется факт разбиения BD на цепи, что требует большой памяти 
6*2П). У нас техника совсем другая, понятие цепи вовсе не ис¬ 
пользуется. Вследствие этого для машинной реализации алгорит¬ 
ма в1 требуется существенно меньше памяти 0<п). 

3. Постановка задачи и формулировка результата для одного 
класса функций k-значной логики_ 

Рассмотрим множество е£ = В^х^^. хВ^ - п-ую декартову степень 

множества = [0,1.в-1}. Пусть в Вк введён естественный 
порядок О < 1 < ... < к - 1. Тогда, аналогично булевскому слу¬ 
чаю, в в£ индуцируется соответствующий частичный порядок: 
л 5 (3 тогда и только тогда, когда - РА> ± = 1, 2, ..., п. 
Рассмотрим класс k всех функций, определённых на моно¬ 
тонных относительно введённого порядка и принимающих два зна¬ 
чения: 0 и 1. 
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Точно так же, как и в булевском случае, для множества в£ и 
класса определим понятия: верхний нуль, норма набора, 
максимальный верхний нуль. 

Определение 6: Два набора К, fj е назовём сравнимыми, если 
либо £ < (§, либо Л<£. В противном случае наборы л и р не 
сравнимы. 

Определение 7: Наибольшее число попарно не сравнимых наборов 
которое можно выбрать в множестве в£, назовём шириной вР и 
обозначим через оз(в£). * 

Из работы В. Б. Алексеева /5/ известно, что ш(е£) ~ а —, 
где а - некоторая константа. ѴхГ 

Постановка задачи аналогична булевскому случаю. Цусть te.it 
задана при помощи оператора Af, который по любому набору D,k 

выдаёт значение f(Ä). Требуется найти максимальный верх¬ 
ний нуль функции t при помощи обращений к оператору 

Введём функцию Шеннона п,к), имеющую тот же смысл, что и ß(v) 
в булевском случае: ’ ' 

М( D,k) = min max ut(G,f). 
GeJ £бМп,кГк 

Здесь fy- аналог ^(G,f) - аналог 

Теорема 2: При k > 2, n a 2 

/іС n,k) = oj(b£) + 1. 

фи доказательстве этой теоремы построены следующие алгоритмы 
из множества sf: алгоритм g.,, оптимальный по Шеннону для 
к > 2, п і 4, алгоритмы g2 и Gj, оптимальные по Шеннону для 
к >2 и п = 2,3 соответственно. 

4' результата для некоторых подклассов монотонных 
булевых функций__ • 

Поскольку в общем случае сложность решения задачи поиска макси¬ 
мального верхнего нуля велика, изучались некоторые подклассы 
монотонных булевых функций, для которых задачу можно %Г,а 



меньшее число шагов. В частности рассматривались подклассы 
1 if m £ в - 1. 

Определение 8: Функция £ принадлежит подклассу тогда и толь¬ 
ко тогда, когда f е. län и для любого К е. Еп из того, что 
ПКИ ь а + 1, следует f(ä) = 1. 

Для таких подклассов решалась задача поиска максимального верх¬ 
него нуля в шенноновской, постановке. Вводилась функция 
/іт(в) - аналог функции ^(п): 

и (n) = min тал и(В,£). 

ВеЛ-“ f е 

Здесь с <&. 

Теорема 5: 
Если п - 1 а т а [d/2], то /ін(ь) = п/2]) + 1- 

Если 1 ^ т ^ fn/2], то ^m(n) = (,) + 1. 

Литература 
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X00rad bgel 

05A.15 

.A.n a.1�tot10 formu.J.a for maxiu.l h-fe.m.111H 111 rallked. 
:produot orders 

Let Q be � f.1�ite pa.rt1ally ordered set (poset) with a rarik 
tu00tio0, 1. •• there exiats a fut10tio0 r1 Q ➔I!f suoh tha.t 
r(x) • 0 for all mit1imal elemects of Q acd 
r(y) • �(x) + 1 1 i! y > x aod 110 eleme0t lies between x aod Y• 
Let q 1• max r(x) a0d let N1(Q) be the set ot eleme0ts with 

Xf.Q 

ruk 1. 'l!he clU'dioaJ.itiee,ot N1(Q) are called Whitney nU111bere 
&11d deooted by- w

1 
( Q). 

Let p
0 

1= Qn, i, •• p
0 

is the poset over all o-tuples 

(x1, ••• ,x
0

) with x1 s Q tor all 1 and with the order defined 

by (x1, ••. ,xn); (y1, ••• ,yn) iff x1 � y-1 for all i. Obvious-
D 

l;r Pn is a ranked :poset too aDd 

We define d. as the BWII of the h largest Whitney- oumbers 
-ll,D 

of Pn'• We aha.J.1 prove the following

'l!:O.oorem: It ie d. ~ ,� � as n-+ oo, w here
7l, D V251'D 

� 1 wi (Q) 

v� 
12w (Q) 

2' 
h • o(vii), A "':r:ö IQI 

&Dd B • fu l�I - A •

Proof1 We use 8.D idea o! Alekseev /1i and apply- a 'l!heorem of 
G.oe·denko. Let s� be independeot aod ideotically- distributed 
:t'8Jldom var1ableß with 

'\:(Q) 
P(J1 "'k) = IQ! (k E. {O, ... ,q}),

11 



Further let?n := ^ + ... + 

W 

= "^T= IQI» КС. к) 

Evidently 

(к e {0,... ,nq}). (1) 

Let A and B2 he the expected value and variance of £., respec¬ 
tively. They can he obtained as given in the Theorem. Then 

Ад := nA and B2 := nB2 are the expected value and variance 

of £ , respectively. Since all values of the random vari¬ 

ables are of the form 0 + k*1 (k e {0,...,¾}), hy the Theo¬ 
rem of Gnedenko (see /3/ pp. 249 ff.) 

1 (k-A)2 
P(£n = k).Bn - ^«kp(- "23? )_>0- (2) 

uniformly relative to к as n—»00. 
From (1) and (2) we obtain 

WV(P„) 6 — for all к c (0,....qn}. 
к n Ѵ2?ГВд 

Hence we have 

V* ~ V2TBn* (3) 

Now consider the set I := {[A^] + 1.[A^] + hj where {x] is 
the largest integer not greater than x. We have 

(k-A_)2 h2 h2 0 £ -£ - ■ к for all к e 1 and -=-» 
2 B: 2nB 2nB 

■ 0 as n -* ao 

on account of h = o(Yif). Hence 

Ѵ2Г 2b; 

1 

V2T* 
(4) 

uniformly relative to к £ I as n->00. 

12 



Because of (2) and (4) there exists a function £(n) with 

C( n ) —» 0 as n —. oo such that 

w 
V2T f Ql 

or equivalently 

Wk(I>n)" ijfe? 

£ £(n) for all к e I 

£ c(n). (5) 

Now we obtain 

Si " b'Sjt 
hiai° 6 S(n) 

Ъ 

and 

h w - $#T <1' °‘1»- 
Hence 

t."» в 
(6) 

and with (3) and (6) the Theorem is proved. 

Corollary» If Q is a normal poset with logarithmic concave 

Whitney numbers or if Q can be partitioned into symmetric 

chains, then the size of a maximal h-family in QD is asympto¬ 

tically —-LQ-Ц— as n —> oo , where h = o(Vn") and В is defined as 
V2JFn В 

in the Theorem. 

For the definitions in the Corollary see for instance /2/ 

or /4/. In these papers it is proved too that a maximal h-fa¬ 

mily in Qd is equal to the sum of the h largest Whitney num¬ 

bers. 
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Hana-D1etr1ch o. F. Gronau 
;Jürgen Preat1n 

Soma results on des1gns w1th repeated blocke 

1. Int roduc·uon

A t-(v,k,)l) des1gn is a system of (not necessarily distinct) 
k-elemant subsats (called blocks) of a v-alament set K such
that every t-element subsat of K occurs exactly A times in tha
blocke. Two t-(v,k,1) designs M and N are called isomorphic if 
end only if thare 1s a permutat1on of tha alaoents of K which
transforms M into N. A t-(v,k,1) des1gn 1s callad elementary if
end only 1f thare is no subsystem which is e t-(v,k,A') des1gn
With O <: )\.' < A.
The existenca of a ·t-(v,k,1) design implies that

1s an integer for every 1 • O, 1, ••• , t-1. 
We introduce the following notatione: 
g(v,k,t,A) - number of pairwise nonisomorphic �-(v,k,1) 

dasigns with rapaatad blocke, 
number of pairwise nonisomorphic elamentary 
t-(v,k,A) designs with repeated blocke. 

(1) 

Obvioualy, g(v,k,t,1) " g*(v,k,t,1) " 0, 1.e. for Steinar 
Systems. Tha concept of alementery daeigne was introduced by 
Rasch end Herrendörfer /8/. On designs without repeated blocke 
there exist eaveral pepars, eome of them published in thie 
Journal in the racent yeers. On designs with repeeted blocke 
the fcllowing rasulte ars known: 
- g*(6,3,2,1) • 0 eae Buroach /1/, 
- g*(B,3,2,6) • g(8,3,2,6) � 9 sae Gronau /3/ and Rasch end 

Herrendörfer /9/, 
- g(9,3,2,2) • 23 sae Mathon and Rosa /6/, 
- g*(9.3,2,2) • 16 eae Mathon end Rosa /6/ end 

Morgen /7/, 
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566 see Ganter et al. /2/ - g*(10,3.2.2) . 9(10.3.2.2) = 

- g*(v,3,2,A) > 0 for V s» 8, 

V ^ 1 or 3 (6) and some A 

- g(8.4.3.А) ё 9(7,3,2,А) | 

- g*(8,4.3, А) ^ g*(7,3,2,A)J 

see Gronau /3/, 

see Gronau /4/. 

Theorem 2: 

Theorem 3: (i) 

(ü) 

Theorem 4 

3. 

6. 

3, 

9, 

34, 

50, 

In this paper we present the following results. 

Theorem 1: (i) g(6,3,2,2) = 0, 

(ii) 9(6.3.2.4) 

(ill) 9(6.3,2,6) 

(i) 9(7,3,2.2) 

(ii) 9(7.3.2,3) 

(ill) 9(7.3.2.4) 

(iv) 9(7.3,2,5) 

g*(7,3,2,2) = 0, 

g*(7,3,2,3) = 0, 

(ill) g*(7.3,2,4) = 0. 

9(8,3,2,6) = g*(8.3 ,2,6) 

9(8.4.2.3) = g*(8,4,2,3) 

9(9,4,2,3) = g*(9,4,2,3) 

9(9,4,3,6) = g*(9,4,3,6) 

g*(v,4,2,A) > О for V i 14, V / 22, 

and V / 1 or 4 (12) and some A, A ■ X(v). 

Theorem 5 

Theorem 6 

Theorem 7 

Theorem 8 

100. 
0. 
0. 

50. 

The A's in the teorems are as small as possible according to 

(1) and A & 2. 

We also describe representatives of the isomorphic classes. The 

designs are given in terms of matrices where the columns re¬ 

present the blocks. For symplifying we omit brackets, if no 

misunderstanding is to fear. 

2, Proof of Theorem 1 

A 2-(6,3,2q) design has (b=) lOq blocks and every element 

occurs in (r=) 5q blocks. For an arbitrary triple let n 

(1-0,1,2,3) denote the number of blocks that intersect it in 

exactly 1 elements. 

16 



Then nQ + + Hg + n3 • lOq, 

nl + 2n2 + 3n3 = 15q, 

n2 + 3n3 = 6q. 

Let the triple В be one of the repeated blocks. Then n3 ^ 2 and 
we obtain the following solutions in nonnegative integers of 

the above system 

q = 1: no solution, 

q = 2: n3 = 2, n2 » 6, n^ = 12, nQ = 0, 

q =■ 3: n3 = 3, n2 = 9, n^ = 18, nQ = O, 

n3 = 2, n2 = 12. n^ = 15, nQ “ 1. 

q = 1. (i) is proven. 

q = 2 ■ Then the design has without loss of generality 

(w.l.o.g.) the following structure 

1 1 

2 2 

3 3 

1 1 

2 2 

1 1 

3 3 

2 2 

3 3 

1111 2 2 2 2 3 3 3 3 

Let a£-b^,ct,dt,еА,fA (1=4,5,6) denote the number of elements 1 
securing in A,B,C,D.E,F, respectively. 

Then a^+b^+d^=4. 

4. 

bi + ci + fi = 4' 

ai + bi + C1 + di + ®i + fi 10. 
Consequently. 

a 

d 

ѳ 

f 

эі + bi + ci 
2 + c^. 

2 + b±. 

2 + a^. 

W.l.o.g. we may assume that one of the following cases holds. 

ABC 
44 55 66 
44 56 56 
45 46 56 

Then D,E,F follow immediately and we obtain the 3 designs 

^1'®2*®3* 
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11111122111122223333 
B1 « 22223333445544554444. 
1 33445566666655665566 

11111122111122223333 
В, - 22223333445544554444, 
* 33445656566656665566 

В 3 

11111122111122223333 
22223333445544454445. 
33454656566656665566 

These designs are pairwise nonisomorphic since they have diffe¬ 

rent numbers of double blocks. 

Number of double blocks 10 6 4 

(11) is proven. 

3, n, 3. 

Then 111 

222 

333 

111 

222 

111 

333 

222 

333 

111111 

. D 

222222 333333 

In analogy to the preceding case we get 5 poeelbilltiee. 

ABC 
444 555 666 
444 556 566 
445 556 466 
445 456 566 
456 456 456 

Then the designs B4> .... B0 follow uniquely. 

n3 ■ 2. We suppose that no block occurs 3 times; otherwise we 

have the preceding case. The design has the structure: 

11 

22 

33 

1111 

2222 

1111 

3333 

2222 

3333 

11111 

Then ai + + °i 

2 + ai for 1 

C 

4 and dj 

4,5,6. 

22222 33333 

2 + c, 

4 

5 

6. 

2 + b 1' 

Since there is no triple block, we infer 1 4 at £ 2, 

and 1 i Cj i 2 for 1 = 4,5,6. (Obviously a^ * 2. 

1 £ bts 2. 

• 0 implies 
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a5 = a6 = 2 and d4 ■ 2, dg - d& « 4, l.e. the block 156 occurs 

3 times.) 

ABC 

4456 4556 4566 • 
Bg follows immediately. 

111111111222111111222222333333 
В » 222222333333444555444555444444, 

333444555666666666555666555666 

111111111222111111222222333333 
В » 222222333333444555444555444444, 

333444556566566666556666555666 

111111111222111111222222333333 
В, . 222222333333444455444555444445, 

333445556466566666556666555666 

111111111222111111222222333333 
В7 • 222222333333444555444455444445, 

333445456566566666556666555666 

111111111222111111222222333333 
Вд . 222222333333444455444455444455, 

333456456456556666556666556666 

111111111122221111122222333334 
Вд222222333333334445544455444455. 

334456455645665666655666556666 

The nonieomorphiem follows from the following table. 

Number of triple blocks 

(ill) Is proven. 

B4 B5 

10 

В 9 

0 

3. Proof of Theorem 2 

A 2-(7,3,q) design has (b=>) 7q blocks and every element occurs 

In (r>) 3q blocks.The intersection numbers satisfy 

nQ + nx + n2 + n3 = 7q, 

nl + 2n2 + 3n3 “ 99- 
n2 + 3n3 = 3q. 

This system has the following solutions in nonnegative integers 

with n3 ^ 2. 
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We always assume that 123 is a block which exists times. 

Our method in the whole section is as follows. We consider all 

A's (defined below) and then dependently ell B's for which we 

find a C completing the design. 

2. 
11 

22 

33 

1111 2222 3333 

In A, B, and C each element of (4,5,6} occurs twice. This 

follows Immediately by equations used in the preceding section. 

W.l.o.g. we may assume that ^ exists twice in A or once in A 

as well as in B. 

Then 
ABC 

4466 4455 4455 
5577 . 

4456 4456 4455 
5677 5..7 . 

Furthermore, in the first case we may assume that * exists in В 
and in the second one that C does not contain two double pairs 

(then it could be reduced to case 1). Thus we obtain the follo¬ 

wing 3 possibilities for A.B.C. 

ABC 
. 4466 4455 4455 
1- 5577 6677 7766 

_ 4466 4455 4455 
2* 5577 6767 6767 

, 4456 4456 4455 
5677 5767 6767 . 

We denote these three designs by CJt Cg. and Cj, according to 

the order above. 

Number of double blocks 
20 

7 3 1 



Hence the 3 designs ere nonisomorphic. (1) Is proven 

3, n3 » 3. 

Ill 
222 
333 

111111 222222 333333 

Here we distinguish the following cases: 

1. There Is a triple In one of the matrices A,B,C; then 
444 44 
555 A’ and 66 £ B* 

2. There is one double pair In one of the matrices; then 

55 s A; this implies ^ C A, and g £. A. 5 e B. 

3. There is no double pair. 

In the case 1 (1=2,3) we suppose that the preceding cases are 

excluded. 

Hence, 

ABC 

0, : 444666 444555 444555 
555777 666777 777666 

0_ : 444666 444555 444555 
555777 667677 677667 

D, : 444566 444556 444555 
556777 567677 677667 

0. : 444566 444556 444555 
556777 577667 667677 

D, : 444556 444556 444556 
567677 567677 567677 . 

n3 ■ 2. We suppose that no triple block exists. 

11112 
22233 
33456 

11111|22222[33333 

ABC 
4 
5 
6 . 

The distribution of 4,5,6.7 follows as in the preceding section. 

A: 4,4,5,5,6,6,6,7,7,7, 

B: 4,4,5,5,5,6,6,7,7,7, 

C: 4,4,4,5,5,6,6,7,7,7. 

Now we consider all combinations of A, 8, and C. but we omit 

those where a pair exists 3 times in one matrix since this 

means that the design has a triple block. 
'ж-'а-'жзжза». ■■■&*»■ - ----- 21 



A В С 

D б : 

□ 7 ' 

О 8 : 

О 9 : 

44566 45456 45445 
56777 56777 66777 

" 45455 45446 
66777 56777 

" 55445 44456 
66777 56777 

45466 44556 45445 
56777 56777 66777 

45455 44456 
66777 56777 

44556 45456 45446 
66777 56777 56777 

" 55445 44466 
66777 55777 

45456 44566 45445 
66777 55777 66777 

44556 45446 
56777 56777 

" 45456 44456 
56777 56777 

" 45455 44466 
66777 55777 

55446 44566 44455 
66777 55777 66777 

" 44556 44456 
56777 56777 

isom„ to Dy by 

loom, to Dy by 

Isom, to Dg by 

isom. to Dy by 

Isom, to Dy by 

isom. to Og by 

isom. to Dy by 

isom, to Dg by 

isom, to Dy by 

(27)(36)(45) 

(12) (56) 

(23)(45) 

(172643) 

(1427) 

(123)(465) 

(145237) 

(13) (46) 

(17)(23465) 

4. n. 4. 

1111 

2222 

3333 

11111111 22222222 33333333 

In A,B,C the elements 4,5,6.7 occur 4 times each. We 

distinguish ths following cases (each case excludes the 

preceding cesee). 

(1) There is a pair occuring 4 times in one matrix; then 

22«^ ^, =- 
(2) There le a pair occuring 3 tiros in one matrix; then 

555 
6 A, end * e A. 
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(3) There are 4 double pairs In a matrix; then A, 

and 5 6B. 

(4) There are only two double pairs in a matrix; then e A, 

and 5 e B. 

Then 

U) 

(2) E4 

(3) Ey 

EB 

(4) Eg 

ABC 

44446666 44445555 44445555 
55557777 66667777 77776666 

" 44445555 44445555 
66676777 67776667 

" 44445555 44445555 
66776677 66776677 

44445666 44445556 44445555 
55567777 56676777 67776667 

" 44445556 44445555 
56776677 66776677 

” 44445556 44445555 
57776667 66676777 

44445566 44445566 44445555 
55667777 55776677 66776677 

" 44445556 44445556 
56776677 56776677 

44445566 44445556 44445556 
55676777 56676777 56776677 . 

- 3. 

111112 

222233 

333456 

1111111 2222222 3333333 

The distribution of the elements is given by: 

A: 4,4,4,5.5.5,6,6,6,6,7,7,7,7, 

B: 4,4,4,5,5,5,5,6,6,6,7,7,7,7, 

C: 4,4,4,4,5,5,5,6,6,6,7,7,7,7. 

We restrict ourselves to designs without blocks existing 4 

times (case q»4, n^«4). We distinguish the following cases, 

(1) There is a matrix in (A,B,CJ in which ** exists, where x and 

у are the two elements existing exactly 3 times in this 

matrix; then ^ € A. 
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(2) In each matrix there exists 

6 Ѳ, 

* exactly once; then g 

(3) In exactly 2 matrices there exists * exactly once; 

5 e A, g e B. 

(4) In exactly one matrix there exists * exactly once; 

5 £ A. 

(5) In no matrix there exists y. 

In the 1th, 4th, and 5th case we may assume w.1.o.g. 

additionally that A does not contain more |'s than g's 

(otherwise use (23)(45)). 

€ A. 

then 

then 

(1) E10 

E11 

E12 

E13 

(2) E14 

E15 

(3) E16 

(4) E1? 

E18 

(5) E19 

E20 

4445666 4445556 4444555 
5567777 5676777 6777667 

" 4445556 
5776677 

4445555 
7776667 

4445555 
6776677 

" 4445555 
6676777 

4445566 4445555 
5667777 6776677 

4445566 4445556 
5676777 6576777 

4445566 4445555 
5676777 6776677 

4445566 4445555 
5667777 7776667 

4445566 4445565 
5676777 5776677 

4445556 4445555 
6667777 7776667 

4445556 4445565 
6676777 5776677 

4444555 
6677677 

4444556 
5667777 

4444556 
5677677 

4444556 
5777667 

5446644 
6557777 

5454644 
6576777 

4454664 
5576777 

4454664 
5576777 

4554464 
5776677 

4446664 
5557777 

4454664 
5576777 

Isom, to E12 by (27)(36) (»5) 

We suppose that no block exists more than twice, 

a) The two blocks disjoint to 123 are identical. 
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111111 44 

55 

66 

11 

22 

33 

111122 

223333 

О 

222222 333333 

О contains 4,4,5,5,6,6. W.1.о.g. we may restrict ourselves to 

the following 3 cases for D. These and the distribution of the 

elements are given by 

0_A_В_C_ 

(1) 445566 2x4,2x5,4x6,4x7 2x4,4x5,2x6 4x7 4x4,2x5,2x6,4x7 

(2) 445656 2x4,3x5,3x6,4x7 2x4,3x5,3x6.4x7 4x4,2x5,2x6,4x7 

(3) 454656 2x4,3x5,3x6.4x7 3x4,2x5,3x6,4x7 3x4,3x5,2x6,4x7 

In the first case we may assume additionally that A does not 

contain more g's than g's and in the other ones that A does 

not contain more g's than 3's. 

ABC 
(ix e . 445566 554455 446644 

' 21' 667777 667777 557777 

E . 454566 454655 444456 
22 ‘ 667777 567777 567777 

(24 E • 445566 554456 444456 
' 23 - 567777 667777 567777 

454566 454566 444455 
567777 567777 667777 

F . " 454556 444456 
24 • 667777 567777 

554456 445566 444456 
667777 567777 567777 

(71 F • 445566 454466 454455 
1 ' 25 - 567777 567777 667777 

F . " 454456 454456 
26 ' 667777 567777 

454566 444566 454455 
.567777 567777 667777 

" 444556 454456 
667777 567777 

P " 454456 444556 
fc27 ' 667777 567777 

554456 444566 444556 
667777 567777 567777 

" 444556 444566 
667777 557777 

isom. to E23 by (16)(2534) 

Isom, to E23 by (12)(56) 

isom. to E26 by (13)(46) 

isom. to E24 by (16)(24)(35) 

isom. to E24 by (143526) 

isom. to E22 by (1435)(26) 
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Ь) The two bloc & disjoint to 123 ere different. 

11 

22 

33 

111122 

223333 

111111 222222 333333 44 

55 

67 

W.l.o.g. we иву restrict ourselves to the following 3 ceeee 
for 0. These and the distribution of the elements ere given by 

0_A_8_C_ 

(1) 445567 2x4,2x5,4x6,4x7 2x4,4x5,3x6,3x7 4x4,2x5,3x6,3x7 

(2) 445657 2x4,3x5,3x6,4x7 2x4,3x5,4x6,3x7 4x4,2x5,3x6,3x7 

(3) 454657 2x4,3x5.3x6,4x7 3x4,2x5,4x6,3x7 3x4,3x5,3x6,3x7, 

We may assume that no block exists more then twice, i.e. the 

matrices A,B,C do not contain a pair more then twice each. 

Furthermore, the double peire of different matrices are non- 

dlsjoint (otherwise we heve case a)). By the earns argument our 

design does not contain in C one of the following pairs twice: 

or ® in the first end second case. Analogously, В does 

not contain in the first case one of the pairs g, £, or ® 

twice. Finally we assume that in the first case A does not con 

tain more *'» than g's. 

We construct all A's, then B's and C’s, but in the following 

list we only put those which form a design satisfying ell re¬ 

striction described above. 

(1) E. 

(2) E 

; 445566 455456 444456 
28 667777 566777 567767 

- , 445566 445556 444456 
29 676777 566777 567767 

" 455456 444456 
566777 566777 

. 454566 445566 444455 
30 567777 566777 667767 

" 445556 444456 
666777 567767 

- , " 445556 444456 
E31 676677 566777 

454556 445566 444456 
667777 566777 567767 

loom, to E2g by (67) 

Isom, to E29 by (12)(34)(56) 

Isom, to E31 by (12)(67) 
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(3) 

с . 454556 445556 444466 
32 ' 667777 676677 556777 

554456 445566 444456 
667777 566777 566777 

454566 444566 444555 
567777 566777 677667 

" 444566 444555 
567677 667677 

g . “ 444556 444556 
33 • 667677 567677 

g . " 444556 444556 
34 • 677667 566777 

454556 444566 444556 
667777 567677 567677 

" 444556 444566 
677667 556777 

554456 444566 444556 
667777 566777 567677 

" 444566 444556 
567677 566777 

" 444556 444566 
667677 556777 

iaom. to E2g by (34)(567) 

ieom. to E2g by (156)(37) 

Isom, to E31 by (136)(247) 

Isom, to EJ3 by (12)(45)(67) 

Isom, to E34 by (14)(37)(56) 

ieom. to E31 by (16)(357) 

Isom, to E34 by (12)(45)(67) 

ieom. to E34 by (1246375). 

Now we prove that these 34 designs ere pairwise nonisomorphic. 

Therefore we list the number of blocke which exist exactly 1 

tlmee in thr design (1«2,3,4). v 

1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12 13 14 15 16 17 18 19 20 

v4 73311111100000000000 

Vj 04042600032421113171 

Vg 008260 12 8636359365506 

The triple block in E16 and E20 ie 123. 8 of E16 contains 3 

double pelre, while A,B,C of E20 exactly contain 2 double 

Psire each. 

21 22 23 24 25 26 27 28 29 30 31 32 33 34 

v4 0000000000000,0 
v3 00000000000000 
v2 14 8878658665636 

xxxxxxxyyyyyyy 
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X means that the design has disjoint blocks among the double 

blocks, the converse statement is Indicated by y. 

For the designs Egg* Egg, ^25* and Egg, E^q, Egg, we list 

how often each element exists in the double blocks. 

1 times Egg Egg Egg_E29 E30_E32 E34 

6 — 

5 

4 123 

3 4567 

2 

1 

О 

Finally we note that the elements 4,6,7 (each twice in the 

double blocks of Egg) do not occur in different double blocks 

only, while 1,4,5 (Eg4) do so. 

(Hi) is proven. 

In order to prove (iv) we construct 5o designs by combining 

2-(7,3,¾) designs with Л a 4 in a suitable way. Especially, we 

make use of the Ед's. Furthermore, we need the 2-(7,3,1) design 

1112233 
T = 2464545. 

3576776 

The nonisomorphism follows by the vector (vg.v^.Vj,v2) again. 

B*(v,k) denotes the set of all к-element subsets of (1.2....,v). 

1247 - 1 - -- 

56 123456 237 123467 1235 2367 

3 - 45 - 467 145 

VgVjVgVg Combination of 

7000 Ед.Т 
3 4 0 0 Eg , T 

3 0 4 4 Eg ,T 

1 6 0 0 Eg.(67)T 

1420 E4,T 

1242 E6,T 

1226 Eg.T 

1066 E7.(67)T 

1 0 6 0 Eg , T 

28 

V5V4V3V2 

0 13 3 

0 12 7 

0 117 

0 10 9 

0 0 7 7 

0 0 6 1 
0 0 4 10 

0 0 4 7 

0 0 4 5 

Combination of 

E15'T 

E16'T 

E18,T 

E2o*t 

T ,T ,T , ( 3467)T,(3467)T 

E34.(67)T 

e2i*T 

E25'(E7)T 

E24,T 



Combination of Combination of 

0 4 8 

0 4 6 

0 2 8 

0 7 0 0 

0 4 3 0 
0 

0 

0 

0 

0 

0 

0 1 

0 1 

3 4 0 

3 3 1 

1 7 

5 1 

3 

2 

2 3 4 

2 2 6 

6 3 

5 1 

3 9 

3 7 

3 6 

(iv) is proven. 

E7-T 
Eg.f 
Eg.(67)T 

T,T,T,T,(3467)T 

E12.(67)T 

E19.(67)T 

E10'T 
E17.(67)T 

Ец.(67)Т 

E12'T 

Eil>T 

E19-T 
El8'(G7)T 

E14'T 
E14-(67)T 

E16,(67)T 

0 0 4 4 

0 0 3 9 

0 0 3 8 

0 0 3 7 

0 0 

О О 

О О 

О О 

О о 

0 0 3 4 

0 0 2 10 

0 0 2 9 

0 0 2 7 

6 

10 

9 

0 0 0 12 

0 0 0 10 

0 0 0 7 

Е22,Т 
Е11.(347)Т 

Е24,(347)Т 

Е25-Т 

Е31'Т 
Е31.(67)Т 

Е33'Т 
Е22,(67)Т 

Е32,<347)Т 

Е32 *(67)Т 

Е34'Т 
Е27.(347)Т 

Е32'Т 
Е34.(347)Т 

Е33.(347)Т 

Т,В*(7.3)-(34)(567)Т 

4. Proof of Theorem 3 

We use the results of Theorem 2 and show that each design 

according to (i), (11), and (iii) contains a 2-(7,3,1) design. 

T S C1,C2,01,02,D3,05,D7,E1,E2.E3,E4,E5,E8,Eg,E10,E14,E15,E26, 

E30,E33’ 

(67)T 6 C3'D4'D6'E6'E7,E11'E12,E13'E17'E18,E23‘E24'E25'E27,E34' 

(57)T в E16'E31,E32' 

(56)T 6 Egg,Egg. 

(23)(56)T fi ^8'^9*E19*E20'E21*E22* 

S. Proof of Theorem 4 

We construct 2-(8,3,6) designs in 3 ways. Let v± be defined as 

above. 
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1. Since X» 6, the greatest 1 with v± > О la i « 6. We con¬ 

struct designs with v6 « l. w.l.o.g. they have the atructure: 

666666 \ 

777777 ) . 

888388 / 

5 15 15 15 

The elements 1,1« 1,2,,..,5, occur 3 times each in A and 

6 times each in B.C, and D, respectively. 

Up to an isomorphism there are only two possible matrices for As 

111133 \ 111123 \ 
A. « 22244 . A, - 22434 . 
1 \34555 * 135545) 

To A,B.C, and D we associate graphs, where the vertices are the 

elements 1.2,3.4,5 and the edge (l.j). 1< 1<J<5, occurs 

t times if and only if the pair (l.j) exists exactly t times in 

A,B,C, and 0, respectively. We identify the notations of the 

matrices and the related graphs. 

Each of the graphe A,B.C,О is 6 regular. M is a 2-(8,3,6) 

design if and only if the edge (l.j) 1 ‘ i< J f 5, exists 

altogether 6 times in A,B.C, and O. 

We will consider the following 6 regular graphs with 5 vertices: 



Then A% ■ R%0 aru* A2 ’ R12* We 9lve * Hst for possible B's, C's 

snd D’s. If T la a permutation on {1,2.5] let T". R% denote 

the graph R% after changing the numbers of the vertices accor¬ 

ding to Г. Simple counting yields the vector (Vg,...,v2) again. 

'10 

*10 

16 '12 

17 *12 
F18 r12 

'11 

’ll 
'10 "11 

'10 

’io 

6 "10 

F7 R10 

F8 R10 
F9 R10 

F10 R12 

FU " '12 
12 "12 

pl3 R12 
F14 R12 

F15 R12 

"11 

R11 
R11 
(15)(23)8, 
(15)(23)8, 
(15)(23)8, 
(2354)R12 
(2354)R12 
(2354)R12 

(2354)R12 
(2354)R12 
(2354)R12 
(15)(23)8% 
(15)(23)8% 
(15)(23)8% 

C D 
~tq-Г2ѴЯЩ,— 

R6 (13)(25)8% 
R7 (1325)R7 
R8 (1325)Rg 

R10 R11 
R%2 (2354)R%2 
R2 (12)R2 
(12345)8% (132)R2 

Rg (l2)Rg 
R5 (2354)8% 
R6 (13)(25)R6 
R7 (1325)R7 

Rg (1325)Rg 

R10 R11 
R%2 (2354)R%2 
R2 (12)R2 
(12345)8% (132)R2 
Rg (12)Rg 

1 В TTTÖ 7 
100611 
100413 
100314 
100116 
1 0 0 0 17 
1 0 5 2 5 
1 0 4 4 5 
10 14 3 
1 0 0 105 
1 0 0 6 9 
100411 

100312 
100114 
100015 
114 2 5 
113 4 5 
110 6 5 
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2. This method was first proposed in /3/. The set B*(8,3) of 

all triples of (.1,2.83 is a 2-(8,3,6) design, but without 

repeated blocks. 8*(8,3) contains B*(7,3), a 2-(7,3,5) design. 

If we replace B*(7,3) by five 2-(7,3,1) or one 2-(7,3,3) and 

two 2-(7,3,1) designs, we get a 2-(8,3,6) design, which is ele¬ 

mentary, of course. For showing the nonisomorphism, we consider 

the vector (v6>...,v2) again. 

In our construction we use the following 2-(7,3,¾) designs 

(T see section 3): 

T1 = T- T2 = (67)T, Tj = (56)T, T4 = (567)T, Tg . (576)T. 

T6 = (34)(567)T, 

111111111222222333345 
T-, = 222334446334455445656. 
' 357565677466767577767 

Analogously we may replace В*(6,3) in B*(8,3) by 2-(6,3,4) 
designs, see section 2. We will use and Bj. 

3. We combine the construction of 2. with an idea of Rasch and 

Herrendörfer /9/. If 123, 145, 248, 358 € M. we replace these 

four blocks by the blocks 124, 135, 238, 458 and we get a 

2-(8,3,6) design again. If we have used this operation we mark 

it in the table with Z^. 

Furthermore we use the following replacements: 

Z2: 127,138,248,347 by 128,137,247,348, 

Z3: 138,147,248,257,347,458 by 137,148,247,258,348,457, 

Z4: 138,157,248,257,458,467,568 by 137.158,247.258,348.457,468. 

567. 

In the following table we describe further 82 2-(8,3,6) 

designs. We start with 1 of the notation F±. Then there follow 

v5’v4'v3,v2 (v6*° Biways) and we indicate if we replace 

B*(7,3) or B*(6.3) and finally we note which and how many 

designs of the designs defined above we use instead of B*(7,3) 

or B*(6,3), respectively. Additionally we indicate which of the 

operations Z^ is used. 
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i 

19 

20 

21 

22 

23 

24 

25 

26 

27 

28 

29 

30 

31 

32 

33 

34 

35 

36 

37 

38 

39 

40 

41 

42 

43 

44 

45 

46 

47 

48 

49 

SO 

51 

52 

53 

54 

v2 B*(7.3) B*(6.3) V2T3T4T5T6T7 

7 0 0 0 X 

5 2 0 2 X 

3 4 0 0 X 

3 0 4 4 X 

2 4 12 X 

2 13 7 X 

1 6 0 2 X 

1 6 0 0 X 

1 4 2 0 X 

1 2 4 6 X 

1 2 4 2 X 

1 2 2 6 X 

1 0 6 0 X 

1 0 4 8 X 

1 0 4 6 X 

1 0 2 8 X 

1 О 0 12 X 

0 7 0 0 X 

0 6 12 X 

0 5 2 3 X 

0 4 3 2 X 

0 3 4 1 X 

0 3 19 X 

0 3 17 X 

0 2 5 4 X 

0 2 4 5 X 

0 2 3 8 X 

0 2 3 4 X 

0 16 4 X 

0 16 3 X 

0 16 0 X 

0 15 3 X 

0 15 1 X 

0 14 7 X 

0 14 4 X 

О 1 3 11 X 

5 

5 

4 1 

3 2 

4 3 

3 2 

4 1 

4 1 

3 11 

3 2 

3 1 1 

2 2 1 

3 11 

12 2 

12 11 

2 1 11 

11111 

4 1 

4 1 

4 1 

3 11 

3 1 1 

2 12 

2 2 1 

3 1 1 

3 1 1 

2 2 1 

12 1 1 

3 1 1 

3 11 

3 11 

3 11 

12 11 

112 1 

2 11 1 

12’ 

X 

X 

X 

X 

X 

X 

X 

X 

X 

X 

X 

X 

X 

X 

X 

X 

33 



*2 В*(7.3) В*(6.3) TlT2T3T4T5T6T7 =1=3 Z1Z2Z3Z4 

55 

56 

57 

58 

59 

60 

61 

62 

63 

64 

65 

66 
67 

68 

39 

70 

71 

72 

73 

74 

75 

76 

77 

78 

79 

80 

81 

82 

83 

84 

85 

86 

87 

88 

89 

90 

34 

1 

1 

1 

X 

1 

1 

1 

1 

1 

О 

0 

о 
0 

о 
о 
о 
о 
о 
о 
о 
о 
о 
о 
о 
о 
о 
о 
о 
о 
о 
о 
о 
о 
о 
о 
о 

3 

3 

3 

3 

3 

й 

2 

1 

о 
7 

6 

6 

6 

6 

5 

4 

4 

4 

4 

3 

3 

3 

3 

3 

3 

2 

2 

2 

2 

1 

1 

1 

1 

1 

0 

о 

10 

9 

3 

7 

6 

12 

7 

11 

13 

7 

10 

7 

4 

1 

5 

10 

8 

7 

6 

13 

11 

10 

9 

6 

4 

11 

9 

8 

6 

11 

10 

9 

7 

6 

18 

16 

X 

X 

X 

X 

X 

X 

X 

X 

X 

X 

X 

X 

X 

X 

X 

X 

X 

X 

X 

X 

X 

X 

X 

X 

X 

X 

X 

X 

X 

X 

X 

X 

X 

X 

2 2 

2 111 

12 1 

2 1 1 

12 1 

1 2 

1111 

2 1 

1 1 

3 

3 

3 

3 

2 

1 2 

2 1 

2 2 

1 1 

111 

2 

2 

1 1 

1 1 

1 1 

2 

2 

2 1 

2 2 

12 1 

1111 

1 1 

2 

2 1 

1 1 

2 

1 1 

1 1 

1 1 

1 1 

1 

1 

2 1 

1 

2 

1 

1 

1 

1 

1 

1 

1 

1 

1 

1 

1 

1 

1 

1 



91 

92 

93 

94 

95 

96 

97 

96 

99 

100 

ѵ2 в"(7.з) вЧб.д) УаТдТдТ^еТу в^в, 

14 X lx 

13 X 111 X 

12 X lx 

11 X 1 11 X 

10 X 111 X 

9 X 1 11 

8 X lx 

7 X 111 

6 X 111 

4 X 1 

0, Proof of Theorems 5 and 6 

We consider the equations of the intersection numbers n ....,r»4 

for the case of Theorem 5 and of Theorem 6, i.e. 

and 

respectively. 

no solutions in nonnegative 

verified easily. 

7. Proof of Theorem 7 
The smallest positive Л with v =9, к = 4, t = 3 is X = 6, 1. e. 

all 3-(9,4,6) designs are elementary. We construct 3-(9,4,6) 

designs in the following way. Let N be one of the 50 2-(7,3,5) 

designs on (1,2,...,7} defined on pages 28 - 29. To each block 

We add the element 8. Then we add to this system the comple¬ 

ments of all these quadruples according to (1,2,...,8}. This 

yields a 3-(8,3,5) design, see Gronau /4/. Finally we add 

(x : X«B*(9,4), 9 £ x} and obtain a 3-(9,4,6) design N'. It is 

easy to check that the frequency-vector (vg.Vg.v^.v^.Vg) of N‘ 

Іа (0,2v5,2v4,2v3,2v2), where (ѵ^,ѵ4.ѵ3.ѵ2) is that one of N. 

The table on pages 28 - 29 yields the nonisomorphiem of the 50 

obtained designs. 35 

2n2 + 3n3 4n. 28, 

n2 + 3n3 + бПд = 18. 

n^ + 2n2 + 3n3 4n, 

n2 + 3n3 + бПд 

18, 

32. 

18, 

These two systems of equations have 

integers with n^ ь 2, which can be 



8. Proof of Theorem 8 

The idea of this proof is the same as in the proof of the ana¬ 

logous result for designs with к » 3 given in Gronau /3/. We 

start with B*(v,4) and exchange B*(p,4) c B*(v.4) - p denotes 

the greatest integer less than v for which 2-(p,4,l) designs 

exist - by (P22) copies of a fixed 2-(p,4,l) designs. This 

yields a 2-(v,4,(Vg2)) design again. Let w denote the smallest 

positive integer for which 2-(v,4,w) designs exist. If our 

constructed design is nonelementary we must have 

w( 
p;2> 

v-2 
2 ). (2) 

since our design has some blocks (P2^)-times, i.e. every decom¬ 

position in designs without repeated blocks contains at least 

(P2^) designs. The lower bound for the w's according to (1) is 

given in the following table. 

V s X (12), x = 0123456789 10 11 
_ _ - - - - - - - - - - — 

(1) is sufficient for the existence of 2-(v,4,l) designs; see 

Lenz /5/. (2) is equivalent to 

(v-2)(v-3) 
- ä w. 
( P-2)(p-3) 

We disprove (3) for v < 30 by the following table. 

V_14 15 17 18 19 20 21 23 24 26 27 29 

p 13 13 16 16 16 16 16 16 16 25 25 28 

(3) 

v-2)(v-3) 12 78 15 120 136 153 171 30 33 12 300 27 
Э-2) (р-7) Iff 5? IT “5T TT ~5T TT ГТ TT TT 2TT ZT 

w 6636233 636 

For V » 30 we have p a v - 8 and w ь 2. Hence 

(v-2)(v-3) (v-2)(v-3) 28 27 378 

(p-2)(p-3) (v-10)(v-ll) 20 . 19 190 
< 2 * w. 

36 



Acknowledgement 

The authors are Indebted to the wife of the flret one, Mrs. 

Annegret Gronau, for her assistance in the laborious construc¬ 

tion of nonisomorphic designs. 

References 

/1/ Burosch, G. : Ober die Anzahl elementarer BUB der vollstän¬ 

digen (6,3)-Famille. Rostock. Math. Kolloq. 11. 

5-11 (1979) 

/2/ Ganter, В., Gülzow, А., Mathon, R. , and Rosa, A.: 

A complete census of (10,3,2)-block designs and of' 

Mendelsohn triple systems of order ten. Part IV: 

(10,3.2)-designs with repeated blocks. Gesamthoch¬ 

schule Kassel, Mathematische Schriften 5/78, 

Kessel 1978 

/3/ Gronau, H.-D.: Einige Bemerkungen zur Arbeit "Ober die An¬ 

zahl elementarer BUB ln eingeschränkten (v,k)-Fami- 

lien" von D. Rasch und G. Herrendörfer. Rostock. 

Math. Kolloq. 9, 27 - 34 (1978) 

/4/ Gronau, H.-D. 0. F.: Ober (2p-l)-(4p,2p,Л)-Blockpläne. 

Rostock. Math. Kolloq. 11., 67 - 74 (1979) 

/5/ Lenz, H,: Blockpläne und verwandte Inzidenzstrukturen. 

In: Chatter]!. S. D., u. a. (Ed.): Jahrbuch Ober¬ 

blicke Mathematik. S. 79 - 105. Mannheim 1979 

/6/ Mathon, R., and Rosa, A. : A census of Mendelsohn triple 

systems of order nine, Ars Combin. 4, 309 - 315 

(1977) 

/?/ Morgan, E. 3.: Some small quasi-multiple designs. Ars 

Combin. 3, 233 - 25o (1977) 

/8/ Rasch, D., und Herrendörfer, G.: Ober die Anzahl elementa¬ 

rer BUB ln eingeschränkten (v.k)-Famillen. Rostock. 

Math. Kolloq. 8, 71 - 82 (1978) 

37 



38 



Rostock • .llath. Kolloq. ll• 39 - 45 (1982) 

lTaD Havel 

l!llllbedding the directed dichotomic tree into the n-oube 

0,5005 
05020 

:Both the dichotomic (bioary) trees and the o-dimeosiNial cu'be.,·, 
are commoDJ.y oonsidered to be ioterestiog comb1oator1al. ob­
jects, as cooceros their properties, structure and applioa­
tioos, Io this paper we iovestigate their mutual relatiooship, 
oamely, we deal with the problem of embedding dichotomic trees 
io oubes. Tbroughout the paper 1, k, l, m, n, ••• raoge over 
positive iotegers, if not stated otherwise. 
�<1t> deootes the undirected (directed) graph of an n-dimen-

aional cube, defined 1D the standard WSJ (/1/, /2/), Por an un­
directed G, dim G·denotes "the oubioal dimension of G", 1, e. 
the Rmalleet o· euch tbat Gis isomorphic to a subgraph of 
�(G s �). Similarly, dim 1t denotes the smallest D such tbat 

the digraph G is isomorphio t9 a subgraph of � (G & �). 

The cubicai dimension of aertain trees is investigated in /3/,

/4/, aod /6/. ·Hera we shall coosider the oubioal dimension of 
the ßO-oalled oomplete direoted diohotomic trees. 

The �omplete diohotomio tree l\ on k levels is a rooted tree, 
-��oh vertex of whioh either bas,exaotly two sons or is a leaf
and P.11 t.lJ.� path8 from the root to the leavea bave the 8111119 
langth k. rherefore, for 0, 1, k, J>ic � 21 vertioes of the
":l.-th l�v111". l\ is an undireoted. gra,p.h1 if all 1 ta edgea are
!lirected "from the root to the leavea", the digra.Ph obtained
1s d,n�ted by Die•

'le p:roved itl /3/ that k • 2 -+ dim l\ • k+2. Hera n find onl;r
cet't!l.i,:, UPPal' arid lonr boUDds for dim Die•
In /:;/ t'!'!� .. neoeaaU7 oonditions for 1 & \ are given, while
the prob:'..•3lll of a neOH8U7 aJld sufficient CODdition for cf' & �
1n !!!en';i•,ned as an op&D one. In /2/ such a oondition 18 stated1
for th111 f\Ue of \ it 1111q be fo1'111ulated as followsa
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Assertion 1 i Djg S if and only if there is a mapping 

<p г A(D^) —* (.1,...,0} - where A(D^) is the set of all arcs of 

3fc - satisfying the following two conditions: 

(i) if (a^,.. -,¾) is the sequence of arcs of any path from 

the root r to a leaf in 3^, then 

1 - i> j ^ к & 1 j* j =Фу(а^) / gp( a..). 

(ii) if u,v e T(D^.) are two different vertices of 3^, both 

different from the root r, and if 0^,...,^), (c1,...,cm) 

are the sequences of arcs of the paths leading from r 

to u, V, respectively, then 

[у(b^),..., ^(¾)} ^ ),...« f(Og)}« 

Proof: Let у : A(D^) -» {1,...,n] satisfy (i) and (ii). Define 

a mapping f: 7(3^.) -> 7(^) as follows: for the root г of 3^. 

put f(r) = (0,...,0). If u e 7(3^), u^r, let (b.j,...,b^) 

be the sequence of arcs of the (only) path from r to u in 3^. 

For 1 £ i £ n put Uj = 1 if i e {^(bq)»•••» p(b^)j, other¬ 

wise u^ = 0, and f(u) = (uq,...,u ). Then f is an injection and 

moreover, (u,v) e A(3^) -*(f(u), f(v)) e A(^), hence Dj^ S Q^. 

Suppose on the other hand This means that we are 

given an injection f: 7(^) —>7(^) such that 

(u,v) e Л(З^) =* (f (u), f(v)) £ A(^). Let 

U,V £ 7(¾). (u,v) A A(^),f(u) Ug ), f(v) =(ѵ^,...,Ѵд), 

where u^,v^ e 10,1}. Then there is precisely one i(1 £ i £ n) 

such that u^ = 0, vi = 1 (u^ = v.. for 1 £ j £ n, j 4 i). 
Put <p((u,v)) = i. Then obviously у : A(3fc) —> {Л,... ,n} 

satisfies (i) and (ii). 

The following statements describe the basic properties of 

dim 

Assertion .2.:. 4 s Sa 4 ^ S ^+1 £ Qm+n 
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Proof: According to Assertion 1 there are mappings 

9>1: ACS^)—> [1,...,m} and A(D^)—* [1,...,n{ satisfying 

both (i) and (ii) for 3^, 3^, respectively. In order to con¬ 

struct f: А(Зк+1)—>(1,...,m+n} satisfying again (i) and (ii), 

let us notice that Dfc+1 may be obtained by joining one specimen 

of with 

fled with the root of a new 3-^). This enables us to construct у 
with the desired properties in the following way: the arcs 

of Dj^ are assigned values hy if a £ ACD^), then a is 

assigned the value m + y-(a). Further, 5k with arcs valued 

by <f>^ and 2^ specimens of 3^ with arcs valued hy m + f2 are 

joined as described above, In this way 3^+1 arises with values 

assigned to its arcs; let us denote this valuation by Qp, ob¬ 
viously <pi A(3k+1) —* {1,... ,m+n] satisfies (i) and (ii) 

of Assertion 1. 

Remark 1: Assertion 2 implies the following result: 

dim 3k+1 - dim 3^ + dim 3^, 

dim t s j»dim 3^. 

Assertion 5: 3^. £ 2^ 4 (%). 

Proofi By Assertion 1 it follows from 3^ £ ^ that there is 

f : A(Dk)—» {1,...,n) such that if (a1,...,afc) and (a^,...,a^) 

are the sequences of arcs of two different paths from the root 

to leaves in 3^., then (<p(a^),..., y(a^)} ^ {J>(a^),... ,$<a£.)). 

Since the total number of leaves in 3^. is 2*, the desired 

inequality follows. 

dim 3%. 
Remark 2; 2* 4( ^ *). 

Remark By an elementary argument we obtain 

к > 1 & 2* 4 Ф“*2*"1 4 (^). 

2^ specimens of 3^ (every leaf of 3^ being identi- 

41 



Thuß, € Qß also implies 21 £ (”), i = 1,...,k, which may be 

as well obtained via Assertion 1. 

Remark 4; The inequality of Assertion 3 may be strengthened, 

namely 

since there are two 's ia % .aeidcnt with the root, and any 

path from the root a leaf oocitains exactly one of them. 

Assertion 4I 

(i) dim 4 = ] k ~ '••*••»5» 

(ii) dim 36 = 9. 

(ill) dim 4 - Щ if к = 0 (mod 6), 

(iv) dim 4 £ ] 4 0 (mod 6). 

Proof: (i) the case dim 3^ = 2 being trivial, 

dim 4 к = 2,...,5, follows from Remark 2. In order 

to prove the reverse inequalities, we can use Assertion 1, 

Remark 1, .and the valuations of arcs of 3j and 3^ given hy 

Rig. 1 and. Fig. 2. (In Figs. 1, 2 all the edges are directed 
downwards, but the arrows as well as the last level arcs in 3^, 

leading to leaves, are omitted). 
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Fig. 2 

(ii) dim D6 Ь 9 follows from Remark 2. We prove Sg S ^ again 

ѣу constructing <p : A(3&) —> S1,... ,9} satisfying (i) and (ii) 

of Assertion 1. $ may be defined e. g. by Fig. 3 (where the 
last level arcs are omitted and only the values assigned to 

them by p are given). It is only a matter of direct (but 

rather tedious) inspection to check that of Fig. 3 

possesses the properties required. 

Fig. 3 

(iii) follows from (ii) and Remark 1, (iv) may be derived from 

(iii) and (i) again by Remark 1. 
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Assertion 5: ( for all k. JTL) * ЗГ 
к 

Proof: It follows easily by induction that (^^2) ^ 24t+1 

for t&O; hence we derive further 

(ЦЦ) * 24t+2, %) a 24t+3 and finally, (££|) * 24t+4. 

Assertion 6: 3^. £ Q^-^n -]4|r[* 

Proof: If 1e ^ i <]f [i then (£) «; (]&"[) ^ 2^ (Assertion 5). 

which contradicts (Assertion 3), 

The next statement follows immediately from Assertions 4 and 6; 

it yields asymptotic bounds for dim D^. 

Assertion 7: c dim 3. % 

gemark By means of a more detailed numerical analysis one 

can obtain a greater constant (approximately 1.29...) instead 

of the value 5/4 in Assertions 5,6, and 7. The upper bound 

(Assertions 4 and 7) could be probably improved as well, e. g. 

by determining dim for some к > 6 and then using Remark 1. 

Though it may be shown that the lower bound of dim given 

in Remark 2 cannot equal dim 3% for every к 

(226 < (|jj) but "И* 32б > 35, since (||) - (||) < 226. cf. 

Remark 4), it seems to be likely that better estimations 

of dim 3k could be obtained rather by improving the upper than 

the lower bound. 
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Dieter Pötechke 

05C10 
94A15 

Die topologische Entropie ale Isomorphieinvariante endlicher 
Graphen 

' 
!. Topologische Entropie von kompakten topologischen Räumen 

I• Jahre 1965 fOhrten Adler, Konheim und McAndrew die topologi­
sche Entropie fOr kompakte topologische Räume ein. Diese Größe 
iet ein topologisches Analogon zur Shannon-Entropie für statio­
nlre Wehrecheinlichkeiteräume, die in der Ergodenthaorie· auch 
ele dynamische Systeme bezeichnet werden. 

'In den nachfolgenden Jahren wurde die topologische Entropie von 
expaneiven und entropie-expeneiven Homöomorphie■en mit Methoden 
der Informetionetheorie und vor allem der topologischen Dynamik 
Uhtereucht, und ee wurden intereseente Ergebnieee erzielt: zu 
8iner Obereicht vgl. z. s. Pötechke, Sobik /8/, Kap. 5. Dabei

1P1elen die eog. Unterverschiebungen-endlicher Ordnung 
(1ub1hifte of finite order) eine wesentliche Rolle. 

ln de■ vorliegenden Beitrag soll nun gezeigt werden, daß die 
fOr Unterverechiebungen erzielten Ergebnisse auf Graphen Ober­
trag5ar eind, Dazu muß von dem Graphen zu dem von ihm erzeugten 
Folgenraum, der hier ela Graph raum bezeichnet wird, Obergagen­
gen warden. Weiterhin werden dazu die topologiechen Miechunga­
begriffe auf Graphen bzw. Grephrlume übertragen. 

ln dar Graphentheorie wurde bisher zwar eine Reihe von Isomor­
Phieinvariantan eines endlichen Graphen untersucht, aber bisher 
iet keine vollständige Isomorphiainvariante bekennt. Auch des

8Pektrum - von dem Herery /5/ noch 1962 behauptete, daß nicht­
i10morphe Graphen verschiedene Spektren haben - erwies eich'i■ 
•llge■einen als nicht vollständige Isomorphieinveriante,
Dabei heißt eine Isomorphieinvariante vollständig, wenn aus
ihrer Gleichheit fOr zwei Graphen die Isomorphie der Graphen
folgt. Dies ist eine ähnliche Situation, wia sie in der Ergo­
dentheorie bia zu■ :Jahre 1963 bestand, ■la z, 8, fOr Barnoulli­
Syate■e noch lteine vollatlndige Ia011orphieinva�tailte l

>

akann't
War, Ornatain konnte dann aber zeigen, daß die Shannon-Entropie
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eine vollständige Isomorphieinvariante für alle Bernoulli- 

Systeme und darüber hinaus für alle stark gemischten Markow- 

Prozesse ist. 

Die folgenden Untersuchungen stellen nun einen ersten Schritt 

dar. diese informatidnstheoretischen Überlegungen analog auf 

das Isomorphieproblem für Graphen bzw. Graphenräume zu übertra¬ 

gen. 

Zunächst werden in diesem Abschnitt topologische Mischungsbe¬ 

griffe und die topologische Entropie definiert. Im Abschnitt 2 

wird auf gewisse Eigenschaften des Spektrums eingegangen, ins¬ 

besondere welche Graphklassen es trennt. Satz 2.5 stellt den 

Zusammenhang zwischen der topologischen Entropie und dem Index 

eines Graphen her. Der Obergang zu Graphräumen ergibt einen un¬ 

mittelbaren Zusammenhang zwischen topologischer Struktur und 

Wahrscheinlichkeit: 

Zu jedem topologisch transitiven Graph raum existiert ein ergo- 

disches Markowsches Wahrschainlichkeitsmaß gleicher Entropie. 

Bereits Shannon (1949), der Begründer der Informationstheorie, 

wies auf Zusammenhänge zwischen Markow-Prozessen und Digraphen 

hin. Es wird hier gezeigt (Satz 2.8), daß topologisch transiti¬ 

ve Graphräume echt ergodisch sind. 

Zunächst benötigen wir einige Grundbegriffe. 

Sei nz die Menge der natürlichen Zahlen. 

Definition 1.1: fv.Tj heißt topologisches dynamisches System, 
wenn Y ein kompakter metrischer Raum und T: Y-»Y ein Homöomor¬ 
phismus ist. 

Damit ist T auch bezüglich der Borel-Mengen meßbar. 

Definition 1.2: 

1. [Y,T] heißt topologisch transitiv, wenn für alle nichtleeren 

offenen Mengen U,V c Y ein n t nz existiert, so daß 

U n T-nV / 0 gilt. 

2. fY,T] heißt topologisch schwach gemischt, wenn das Produkt 

[Y X Y, TXT] topologisch transitiv ist. 

3. [Y,T] heißt topologisch stark gemischt, wenn für alle nicht¬ 

leeren offenen Mengen U.V c Y und alle hinreichend großen n 
U П T_nv X 0 gilt. 
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Man zeigt leicht, daß topologisch stark gemischt die Eigen¬ 

schaft topologisch schwach gemischt impliziert und Jedes topo¬ 

logisch schwach gemischte System auch topologisch transitiv 

Ist. 

Es gibt nun einen engen Zusammenhang zwischen diesen topologi¬ 

schen und den entsprechenden maß theoretischen Mischungsbegrif¬ 

fen (vgl. /8/, S. 97 ff.). 

Sei [y,t] ein topologisches dynamisches System und# eine offe¬ 

ne Oberdeckung von Y. Weiterhin sei 

Н(Й ) =Df log N( VL) , 

wobei N(Z*) die kleinste Kardinalzahl einer Teilüberdeckung von 

Y ist, H{Vt) ist endlich, da Y ein kompakter metrischer Raum 
1st. Für jede offene Oberdeckung VL existiert der Grenzwert 

H(lf ,T) -of lim i H((%)g-1). 

wobei (2X)£ -Df ZävT-1#v... vT _n » ist, ne nz. 

Wir bezeichnen 

htop(T) sup |H(a.T)|« offene Oberdeckung von Yj 

sls topologische Entropie von [У.Т]. 

2. Spektrum, Graphräume und topologische Entropie 

G = fx,K] heißt Graph, wenn X eine endliche, nichtleere Menge 

1st und К S X X X. X heißt Knoten- und К Kantenmenge. G heißt 

ungerichtet, wenn für alle x.x" £ X mit (x,x‘) e К gilt 
(x',x) e K. Sonst heißt G gerichteter Graph oder Digraph. 

A * (Sjj) sei die Ad jazbnzmatrix des Graphen G mit 

lj 

О (х^.х.) Ж К, 

1 sonst. 

Mit JA| bezeichnen wir die Determinante der Adjazenzmatrix. 

Definition 2.1: 

e) Das charakteristische Polynom 

|Лі-А| m An + Л0-1 + ... + an der Adjazenzmatrlx А von G 

heißt charakteristisches Polynom des Graphen G und wird mit 

РС(Л) bezeichnet. 4g 



t>) Oie Eigenwerte von А (d. h. die Nullstellen von PQ(A)) bzw. 

das Spektrum von А (des aus den Eigenwerten besteht) heißen 

Eigenwerte bzw. Spektrum des Graphen G. 

Wenn Л^,..., йп die der fallenden Größe nach geordneten Ei¬ 

genwerte von G sind, so bezeichnen wir das Spektrum des 

Graphen mit 3p(G) - (7^,...,ЛП). 

Lamme 2.1: Seien G^ und G2 isomorphe Graphen, dann ist 

Sp(G%) = Sp(G2). 

Beweis; Sei f ein Isomorphismus von G% = [X,K] auf G2 » [X.K'], 

d. h. (Xj^.Xj) e К r-»(f(x^) , f(Xj)) e К' für alle x^.Xj £ X. 

f erzeugt eine Permutationsmatrix P auf X. Dann ist 

|AP- PAP_1| >|AP|+ |P| i-A I |P-1|-|AP - A|. 

Damit haben isomorphe Graphen das gleiche Spektrum, q. e. d. 

Эеізоіеі 1: 

Q- 

С У r*mKl К Di-« 
Daher ist Sp(G) = (1,0). 

Eine wichtige Frage besteht darin, welche Information über die 

Struktur des Graphen G in dem Spektrum enthalten ist und wie 

diese Information aus dem Spektrum gewonnen werden kann. Dieser 

Frage 1st die Monographie von Cvetkovlb, Doob, Sachs /3/ gewid¬ 

met. dar wir hier folgen. 

Der Wert dieser Information darf nicht überschätzt werden, da 

das Spektrum nicht nur unter der Gruppe der Permutationen, son¬ 

dern auch unter der Gruppe aller orthogonalen Transformationen 

invariant bleibt. 

Graphen gleichen Spektrums werden als Isospektral (oder coapek- 

tral) bezeichnet. Nach Lemma 2.1 sind also isomorphe Graphen 

isospektral. 

Noch Harary /5/ vermutete, daß isoapektrsle Graphen isomorph 

sind. Dies ist aber nicht der Fell. Abb. 2.1 zeigt ein Paar 
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iscspek:^eler nicht-isomorpher Graphen, des von Collatz, 
Sir.gowi'rz /2/ angegeben wurde. 

Abb, 2.1 

®’3i isc&pektralen Graphen kenn auch die Zusemmerhangseigen- 

3ciaft verloren gehen, vgl. Abb. 2.2. 

Abb. 2.2 

Solde Graphen sind isospektral, aber offensichtlich nicht iso- 

*o-ph (vgl. /3/). 

dieser Sachverhalt ändert sich auch nicht für große Knotenan- 

zahlen» 

2.2: (Hoffman, nach Movvshowitz /6/) 

" jsde positive ganze Zahl n exisitert eine natürliche Zahl 

**• so daß für jedes mk N n nichtisomorphe isospektrale regulä- 

Гэ -.иззг. menhängende Graphen mit jeweils m Knoten existieren. 

goMsse Klassen von Dlgraphen ist das Spektrum allerdings 

vclistendige Isomorphieinvariante. Dies ist analog zu dem 

°зссѵэг>alt in der Informationstheorie, daß die Shannon-Entro- 

iir.t vollständige Isomorphieinvariante für stark gemischte 

Markow-Prozesse ist, 

ä&iiZ 2.3: (Elspes, Turner /4/) 

Q ein Menge aller Qigraphen (oder Graphen) nie n (n eine 

^ri&zahl) Knoten und einer zyklischen Adjezenzmatrix. Zwei Di- 

Sraphen aus Ü sind isomorph genau dann, wenn sie gleiches Spek- 

*гияі haben. 
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Auch nichtisomorphe Graphen, die von symmetrischen Blockplänen 

erzeugt werden, haben verschiedene Spektren (vgl. Cvetkovlt et 

al. /3/, Theorem 6.9). 

Wir wollen nun einen Zusammenhang zwischen dem Spektrum von 

Graphen und der topologischen Entropie hersteilen. 

Es sei der Graph G = [Х.к] gegeben. x9z sei die Menge aller 

Funktionen von der Menge gz aller ganzen Zahlen in die Menge X. 

d. h. die Menge aller beidseitig unendlichen Folgen über X. 

T : X9Z-»X9Z sei die Verschiebetransformation, dann ist x9z 

ein kompakter metrischer Raum und T ein Homöomorphismus. Somit 

ist fx9z,T] ein topologisches dynamisches System (entsprechend 

Def. 1.1). T ist topologisch transitiv und sogar topologisch 

stark gemischt (vgl. /8/, S. 98 ff.). 

Sei Eg =Df ^a|a t X9Z л Vi(i £ gz-»[a(l) . a(i+l)] e K)] 

die Menge aller beidseitig unendlichen Wege im Graphen G. Of¬ 

fensichtlich ist Eg T-lnvariant und abgeschlossen, da das Kom¬ 

plement offen ist. Auch die Abbildung T|Eg ist ein Homöomor¬ 

phismus, und das topologische dynamische System [Eg.TjEg] be¬ 

zeichnen wir als den durch G definierten Graphraum. Eg wird ln 

der topologischen Dynamik als Unterschiebung endlichen Typs der 

Ordnung 2 bezeichnet (vgl. /8/). 

Die Adjazenzmatrix А des Graphen. G heißt die Oberganqsmatrlx 
des Graphraumes Eg. 

Definition 2.2: Eine (n.n)-Matrix R = frij) heißt irreduzibel, 

wenn für jedes Paar von Indizes i, J, 1 £ i, j S n, das (i,j)te 

Element einer Potenz R1", m>0, positiv ist. 

Die Irreduzibilität der Obergangsmatrix ist für Graphräume 

äquivalent zur topologischen Transitivität, wie des folgende 

Lern»а zeigt. 

Lemma 2.4: Sei Eg ein Graphraum mit der Obergangsmatrix A. 

Dann sind die folgenden Bedingungen äquivalent: 

1. [Eg,T|Eg] ist topologisch transitiv. 

2. А ist irreduzibel. 

Mit Hilfe einer Zerlegung des Graphraumes, die analog der De- 
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(composition stationärer Wahrscheinlichkeitsräume in ergodische 

Bestandteile ist (vgl. /8/, Satz 5.32), kann die topologische 

Entropie von Graphräumen bestimmt werden. ^ 

Durch Anwendung des Satzes von Parry /7/ auf Graphräume ergibt 

sich 

Satz 2.5: Sei Eg fi X®2 ein Graphraum mit der Obergangsmatrix A. 

Dann gilt 

htoP(TlEG> = ldA- 
wobei А der Spektralradius von А ist. Л ist ein Element des 

Spektrums, das dem absoluten Betrage nach maximal ist. 

Fells Eg ein topologisch stark gemischter Graphraum ist, so 

kann die topologische Entropie mit Hilfe des Satzes von Bowen 

bestimmt werden (/8/, Satz 5.34). 

Wir kommen nun zu dem in der Einleitung erwähnten Zusammenhang 

zwischen der topologischen Entropie von Graphräumen und ergodi- 

schen Markowschen Quellen. 

Satz 2.6: Sei Eg ein topologisch transitiver Graphraum. Dann 

existiert eine ergodische Markowsche Quelle ,T, J der¬ 
art, daß gilt 

h(jrG,T|Eg) = htop(T|Eg). 

Beweis: Sei А die Obergangsmatrix des Graphraumes Eg, die 

nach Lemma 2.4 irreduzibel ist. Nach dem Satz von Perron- 

Frobenius entsprechen dem betragsgrößten Eigenwert А ein rech¬ 
ter Eigenvektor -Й = ) und ein linker Eigenvektor 

** (v1,...,vs) mit uA > 0 und v^> О für jedes i, 1 s i * s. 

Wir können voraussetzen, daß 1 ist. Nun definieren 

Wir auf folgende Weise ein stationäres Wahrscheinlichkeitsmaß 

Bg (zur Def. e. /8/, S. 35): Die Obergangswahrscheinlichkeiten 

pij(i,jeX) sind bestimmt durch 

uian 
pij-(!']&*) 

und die initiale Verteilung (p^.Pg) als 

pi * uivi (iex)- 
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Für lex gilt 

£-*. £•** •*•£•*•£■ it i. 

und y> bleibt bei Rechtsmultlpllkatlon mit der stochastischen 

Matrix P о (p )j Invariant. 

□а e^^ » 0 genau dann, wenn (i,j) nicht in Eg vorkommt, und 

p^j » 0 genau dann, wenn ^ 

3T_(E_).l. 

0 let, folgt daraus 

Folglich ist 7fQ ein Merkowschea Wehrscheinlichkaltsmaß auf EQ, 

und es gilt für die Entropie von JZJ.: 

Ä id W V« " "u ■ V* ±7 

u4 Id u4 

~ S V‘*U - & v*“j T1 la *4 lc X 

da Id a 
id 

0 für alle i.jex und 
s-**> 

1 gilt. 

Daraus folgt h (7Tg, T | Eg) , h (T|Eg), q.e.d, 

Satz 2,6 besagt, daß zu jedem Graphen, der einen topologisch 

transitiven Graphraum erzeugt, ein ergodisohes Markowsches 

WahrscheinllchkaltomaS existiert, dessen Shannon-Entropie 

gleich der topologischen Entropie des Graphraumes 1st. 

Folgerung 2.7: Das in Satz 2.6 angegebene Maß Jir, auf einem to¬ 

pologisch stark gemischten Graphraum Eg ist Bernoullisch in dem 

Sinne, daß es zu einer unabhängigen stationären Quelle konju¬ 

giert 1st. 

Beweis: Pötschke, Sobik /8/, S, 110. 

Ein zentrales Problem der Informationstheorie auf kompakten to¬ 

pologischen Räumen {übrigens lassen sich die Betrachtungen auch 
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•uf nicht notwendig kompakte topologische Räume muedehnen, bei 

denen die topologlaehe Entropie nach dem Vorbild der Hauedorff- 

Dimension definiert wird) stellt dee Variatloneorinzip; 

\op(T) " eup h (JT.T), 
Ж 6 WM( Y |T) 

d. h. die Frage nach Wahrechelnllchkeltemaßen, deren Supremum 

Ober die Shannon-Entropie gleich der topologischen Entropie Jrt. 

Mit Satz 2,6 kann diese Frage für topologisch transitive 

Graphräume positiv entschieden werden: Die topologische Entro¬ 

pie wird durqh die Entropie dee Maßes Я"0 angenommen. 

Interessant 1st nun, daß dies auch dee einzige Maß 1st, für das 

des Variationsprlnzlp gilt, 

Definition 2.3: (Weise, 1970) 

Ein topologisches dynamisches System [Y,T] heißt echt aroodlsch 

(Intrinsically ergodlc), wenn WM (T) genau ein Element ent¬ 

hält. 

Dabei 1st wMraax(T) die Menge aller Wahrscheinllchkeitsmaße 

maximaler Entropie, für die also gilt 

h(*.T> ■ htop(T). 

Satz 2.8: Deder topologisch transitive Graphraum [Eq,T|Eq] ist 

acht ergodiech. 

jewels: Folgt unmittelbar aus Satz 5.54 in /Ѳ/. 

Damit ist für topologisch transitive Graphräume das Maß JTJ. das 

einzige Maß maximaler Entropie. 

Aufgrund des durch Satz 2,5 hergestellten Zusammenhanges zwi- 

achen topologischer Entropie und maximalem Eigenwert gilt 

§atz 2,9: Ein streng zusammenhängender Digraph G hat keine ge¬ 

raden Zyklen genau dann, wenn -exp htop(T|EG) auch ein Eigen¬ 

wart von G 1st, 

Pawela; Folgt unmittelbar aus Satz 2,5 und Theorem 3,4 in /3/. 

Einen anderen Zusammenhang zwischen der topologischen Entropie 

und strukturellen Grapheigenschaften zeigt der folgende Satz 

auf. 
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Satz 2.10: Sei 3 der Mittelwert der Knotengrade des Graphen G. 

Dann gilt 

1°9 3 * htop(TlEG), 

wobei die Gleichheit genau dann gilt, wenn.der Graph G regulär 

ist. 

Beweis: Folgt aus Satz 2.5 und dem Theorem von Collatz, Singo- 

witz (in /3/ Theorem 3.8). 

Satz 2.6 bzw. Satz 2.8 versetzen uns nun in die Lage, die 

Fast-überall-Isomorphieklassen von gewissen Graphtypen durch 

die topologische Entropie zu charakterisieren. Darauf werden 

wir an anderer Stelle näher eingehen. 

Ich möchte mich an dieser Stelle recht herzlich bei Herrn 

Prof. H. Sachs (Ilmenau) für die Übersendung der Monographie 

/3/ bedanken, auf der einige der oben dargestellten Ergebnisse 

beruhen. 
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Nikolai Nikolajewic Kusjurin 

One limit theorem about (n,k,1)-covarings 

Let Sn denote an n-element set· (1,2 ••••• nJ, and Bk(Sn) the set 
of all k-subsets of Sn• i. e. subsets of cardinality k , and
n l!. k !, 1 i, 1 are natural numbers. 

Definition: The system of k-subsets P ' Bk(Sn) is called

(n,k,1)-covering if for an arbitrary element OC � s1(sn) there

exists at least one element ß � P such that & � ß (as a subset� 

Let M(n,k,l) denote the minimal cardlnality of a (n, k ,1)-cov­
Bring. In /1/ there is proved that 

Cl 

2 :E M(n,k,l) 
k 

In /2/ Erdös and Hanani conjectured that for fixed k and 1 

1 1.lim M(n,k,l). Ck / Cn a 1 
n-.oo

'\ . 

' ( 1) 

(2) 

8nd proved (2) for .1=2 and la3, k=p+l, where p is a prima 
Power. our mein resu lt is stated as the following 

:!h,eorem: Let k a k(n)➔oo end �·➔O es n➔oo. Thsn for arbitra­
ry fixad 1 llt 1 

n:!�M(n, k,l ). et/ c� • 1 . (3) 

!!!:.,oof: It is easy to prove that under„ the condi tions of the 

1 1 k 1 k l 

theorem ck / cn ~ (
;;

) as n➔oo. Let �(n,k,l) • M(n,k,l) • (ji) 

n 8nd let p = p(n) denote the minimal prima such that p(n) llt K("'nT· 

In the theory of numbers there is provad that 

P(n) ~ l<Tn1" as n➔oo, 
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(4) 

We assume that (3) is false and 

TTm ju(n,k,l) = 11m Ыn ,k(n ). 1) > 1. 
n->oo t-vco ' 

Case 1: There exists a subsequence of {nt} (we denote it by 

{nj J) such that 

P(nj) > k(Oj) for all j. (5) 

From the monotonous Increasing of M(n.k,l) (as a function of n) 

we conclude that 

M(n,k(n),1) й M(p(n) . k(n), k(n), 1). (6) 

Let Gj = (1,2,...,p). G2 = (p+1.2pJ, .... 

Gk“ { (k-l)p+i,... ,kpj. 

Let Vp к % denote the set of all solutions of the system: 

к _ 

Xi ж 0 (mod p), 

ж 0 (mod p), 1 • X, 

(7) 

xi e Gi' 1= 1' 

x± a О (mod p), 

,k. 

If we fixe any 1 arguments x, , x.. , ..., x, in (7) 
1 X2 П 

we obtain a system with Vandermonde's determinant and, conse¬ 

quently, I Vp, к,11 = P1- 

Let J± t2.4 denote any fixed minimal (p(l-l) ,l:,l)-cov- 

ering of a set G, . 
r=l lr 

Define a (n,k,l)-covering P(n,k,l) as follows: 

Ptn.k.i) - vp>kl U \J 
'41.«к 

1l,i2' 
(8) 



It is easy to prove that 

M(pk.k.l) 4|p(n,k.l)| * p1 + c£_1 . M(p . (1-1) ,k,l). . 

Using (1), (6), (9)., we estimate М(п^,к(п^)Д) as follows: 

(9) 

M, ni 1 l-i (1_1)’1^Йт 1 
М(п^.к(п^).1)6(щ^у) tCk(„ )-1-(1+ln ck(nj) 

J 3 Ck(n ) 3 
n1 1 In k( n,) 

^ (l?TV') ‘ (1 + =(1)- к(ПдГ )- 

From this inequality we obtain that 

In k(n,) 
lim /»(n, ,k(n,), 1) > 1 (because —,,- V->0) 

j->oo J J Klnj/ 

end this contradicts (4). 

Case 2: Vt i tQ it holds p(nt) 4 к(п{). 

bsmma (see /3/): If i < к, ^ к and q = 1—-2-f, then 
[k/kj L 

M(n.k.l) & M(q,k1.l). (10) 

Using (10) we may estimate M(n,k,l) as follows: 

"(n.k.l) - (%)\ M(q,klfl) • (^«(q.kj.l) - (^)\ (Щ-)\ 

nk. 
Since q 4 - *141* ■ ■ , we may conclude that 

Lk/kj] . k_kl 

fi(n.k.l) 4 fx(q,k1,l) ' (1+ • 

*-®t kj :=jy£/ln It is easy to prove that the following 

assertions holds under the conditions of the case 2: 

(11) 

>2 (n*) 
ki(nt) * 4 and T^nTT ' 0, nt-»00. 

F°r the sequences q(n^) and k1(n() there hold all the condi¬ 

tions of the case 1 and, consequently, 

lim yu(q(n ).k.(n ).1) 4 i. 
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From (11) we conclude that lim /і(п{,k(n(),1) й 1 and this 
t -too 

contradicts (4). Thus in both cases 1 and 2 we proved that 

lim yu(n.k.l) = 1 and, consequently, lim u.(n,k,l) = 1. 
n n ->oo 
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Rostock. Math. Kolloq. ll• 63 - 68 (1982) 05C35 
05C38 

Jean-Marie Laborde 

Charakterisierungen das HyparwOrfels 

!S!!rzfassung: Wir stellen hier verschiedene Charakterisierungen 
des n-WOrfals vor, die bisher gegeben worden sind, 

.§!nfOhrung: Nur drei reguläre konvexe Polytope existieren in 
•llan Oimenaionen, nämlich das Simplex, das Kreuzpolytop und
•ein duales Polytop - der n-Würfel,
Ale Graph (Menge seiner Knotenpunkte und Kanten) erscheint das
Simplex als dar vollständige Gr.aph Kn, Die Frage, die uns be­
schäftigt, lautet: Wie kann man einen Graphen als Graphen eines 
n•Würfels (oder kürzer als n-Würfel) erkennen? 
Nach dem oben Gesagten kann man unmittelbar die folgende Defi­
nition eines n-Würfels gaben: 

.2!,finition: Einen n-WOrfel nennen wir den Graph Cn mit der Kno­
tenpunktmenge lO,l}n , wobei zwei Punkte genau denn durch eine 

Kante verbunden sind, wenn die zwei enteprachanden n-Tupel eich 
in genau einer Koordinate unterscheiden . 

!. Frühere Charakterieiarungan de• n-lVOrfele 

Um diese vorstellen zu können, benötigen wir folgende 

�f1n1tionen: Ein Graph G heißt 
- echlioht, wenn er weder Schlingen noch Vielfachkanten besitzt,

- pear , wenn die Mange V(G) aainer Knotenpunkte derart in zwei

Klaaaen zerlegt warden kann, daß jade Kante einen Knotenpunkt
in dar aratan Klaeea mit einem Knotenpunkt in dar zweiten
verbindet,

• zuaammanhlngend, wenn je 2 Knotenpunkte durch aufeinanderfol­
gende Kanian miteinander verbunden eind; der Abatand d(x,y)
zweier Knotenpunkte x und y iat denn die kleinata Kantenzahl
in einer Kantenfolge, die x mit y verbindet: der ourchmaaaer
Diem(G) iet dar größtmögliche Abatand zweier Knotenpunkte
von G,
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Beim Studium der Hassegraphen von halbgeordneten Mengen gelang 

es Alvarez, den folgenden Satz zu beweisen. 

Satz (Alvarez /1/): Ein endlicher schlichter zusammenhängender 

Graph G ist genau dann der Hassegraph eines modularen Verban¬ 

des, wenn er folgenden Bedingungen genügt: 

(I) G ist ein paarer Graph. 

(II) Es gibt zwei Knotenpunkte u^ und u2, so daß 

a) d(u1,u2) = Diam(G) und 

b) -für jeden Punkt u^, 1 = 1,2, ist erfüllt: sind a,b zwei 

verschiedene Knotenpunkte im gleichen Abstand von u^, 

so gilt: 

von einem Cj, und dieser Cj ist Teilgraph von G. 

Zusatz: G ist Hassegraph eines distributiven Verbandes, falls 

neben (I) - (III) auch die folgende notwendige Bedingung er¬ 

füllt ist: 

(IV) K2 3 ist kein Teilgraph von G. 

Aus der Bemerkung, daß die Booleschen Verbände genau die ato¬ 

maren distributiven Verbände sind, folgt unmittelbar der 

Satz: Ein endlicher schlichter zusammenhängender Graph G ist 

ein n-Würfel genau dann, wenn er den Bedingungen (I), (II), 

(III), (IV) und 

(V) ѴхЗіу d(x.y) = Diam(G) genügt. 

Soweit ich weiß, ist aber das Problem der Charakterisierung 

der allgemeinen Hassegraphen noch nicht gelöst. 

1977 wurde von Foldes folgendes elegante Resultat veröffent¬ 
licht : 

Satz (Foldes /Л/): Ein endlicher zusammenhängender schlichter 

Graph G 1st genau dann ein n-Würfel, wenn er den Bedingungen 

genügt-, 

(I) G 1st ein paarer Graph. 

(II ) Zwischen je zwei Knotenpunkten, die ln einem Abstand von 

d liegen, gibt es genau d! Wege, die щиа jeweils genau d 
Kanten bestehen. 



1978 wurde danach die Frage gestellt: Kann man ln der folgenden 

Charakterisierung die Bedingung (III') fortlassen? 

Satz (Laborde /5/): Ein schlichter zusammenhängender Graph ist 

ein n-Würfel genau dann, wenn er folgenden Bedingungen genügt: 

(I') G besitzt kein Dreieck. 

(II") Zwischen Je zwei Knotenpunkten, die in einem Abstand 

von 2 liegen, gibt es genau 2 Wege, die aus jeweils ge¬ 

nau 2 Kanten bestehen. 

(Ill') G besitzt den Teilgraphen 

(V) G besitzt 2n Knotenpunkte und n2n_1 Kanten. 

Verschiedene Charakterisierungen sind auch von MacFall gegeben 

worden, die im Prinzip aus den letzten geschlossen werden kön¬ 

nen. Eine der interessantesten ist vielleicht der 

Satz (MacFall /3/): Ein endlicher zusammenhängender schlichter 

Graph G ist genau dann ein n-Würfel, wenn er den Bedingungen 

genügt: 

(I) G ist ein paarer Graph. 

(II") Sind x,y zwei Knotenpunkte von G, so ist die Breite des 

Intervals I(u,v) gleich] wobei 
'[jd(u,v)j/ 

Breite (I(u,v)) = Max |{x j(*(u ,x) = <S л d( u, x)+d(x ,v) 
Oäffd(u.v) -d(u,v)j|. 

Bemerkung: Man kann auch eine Arbeit von Bermond /2/ über die 

Charakterisierung der vertretenden Graphen der vollständigen 

n-partiten Hypergraphen Lr_^(K "^) nennen, aus der in einem 

speziellen Fall eine frühere lokale Charakterisierung des 

n-Würfels entnommen werden kann. 

2, Neue Charakterisierungen 

Mulden hat die folgenden Sätze angegeben: 

Satz (Mulder /7/): Ein endlicher schlichter zusammenhängender 

Graph G ist genau dann ein n-Würfel, wenn er folgenden Bedin¬ 
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(II") Zwischen je zwei Knotenpunkten vom Abetend 2 gibt ее 

geneu zwei eue Jeweile 2 Kenten bestehende Wege 

(dsraus resultiert А ■ tf, d. h. , G let regular). 

(V) Diem(G) - A (- cf).1 

Setz (Mulder /8/Ь Ein endlicher schlichter zusammenhängender 

Greph G ist ein n-Würfel geneu denn, wenn er den Bedingungen 

genügt: 

(II"') G let regular. 

(IV) G ist ein Mlttelgreph, des heißt: Sind u,v und w be- 

, lleblge Knotenpunkte, so gibt es genau einen Knoten¬ 

punkt X, so daß X auf drei kürzesten Wegen von u nach 

V, V nach w und w nach u liegt. 

Dazu wurde einerseits von Laborde und Rao Hebbare, anderseits 

von Mulder - wenn auch mit kleinen Varianten -, das folgende 

Resultat gegeben: 

Satz (Laborde - Rao Hebbare (1980) /6/): Ein zusammenhängender 

Graph G ist genau dann ein n-Würfel, wenn er die Bedingungen 

erfüllt: 

(II"") Zwei am selben Knotenpunkt inzidierende Kanten gehören 

einem einzigen Viereck an. 

(V'1') Die Minimalvalenz von G lat endlich, gleich n und 

IV(G) I - 2n. 

Skizze des Beweises: Men braucht folgende 

Definition: Eine Menge von 4 Kanten wird ein Viereck genannt, 

wenn jede Kante mit genau zwei anderen inzidlert. 

Daraus folgt unmittelbar, daß ein Viereck weder Vielfachkanten 

noch Schlingen enthält. Sei t die Klasse der Graphen, die 
(II"") genügen, so gilt die Aussage: 

Ist G in 8, so 1st G (mit Ausnahme einer Schlinge) ein schlich¬ 

ter Graph. 

Seien X und у zwei adjazente Knotenpunkte, so entnehmen wir ln 

Verbindung mit (II""), daß die Valenz von y, das heißt die An- 

1 Д bzw. <f bezeichnen den maximalen bzw. minimalen Grad eines 
Punktes im Graph G. 
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zahl der zu у benachbarten Knotenpunkte, nur ao groß wie die 
Valenz von x aein kann. Somit muß G ein regulärer Graph eein, 

Mit Hilfe einer Schlohtenzerlegung von G erhält man die Unglei¬ 

chung |V(G)| ä 2n. |V(G)| ■ 2n gilt denn offenbar nur im Fall 
Pearer Graphen. Weiter zeigt men mittele Induktion, daß die mi¬ 

nimalen Teilgraphen aue t, die p beliebige, am ealban beliebi¬ 
gen Knotenpunkt inzldierende Kanten enthalten, aämtlich p-W0r- 

fal eind, 

Bereue folgt unmittelbar der Satz, 
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Rostock. Hath. Kolloq. ä, 69 - 72 (1982) 05C70 

05C75 

• Bohdan Zelinka

0o■at1sche Zahlen der Graphen

Dieser Vortrag stellt e1nige Resultate dea Autors vor, die ■it
den do■atiachen Zahlen der Graphen zusa■■enhlngen. Die Beweise

kenn ■en in dar zi tiertan Literatur /2 - 5/ finden.

Eine dominante Hange in einem ungerichteten Graphen G ist eine

lhlter■enge D der t<notenpunkt■ange V(G) von G ■it der Eigen�
•chaft, daß zu jade■ Knotenpunkt x E: V(G)-D mindestens ein
l<notenpunkt y E D existiert, der mit x verknOpft iat. Eine Zer­
legung der Menge V(G), d'eren alle Klassen dominante Mangen aind,
heißt eine do■atiache Zerlegung von G. Die maxi■ala Anzahl der
Klaasan einer do■atischen Zerlegung von G heißt die domatische
Zahl von G und wird durch d(G) bezeichnet. Dieser Begriff wurde
Von E. J. Coekayna und s. T. Hadetnie■i /1/ eingefOhrt.
Oes Wort "doiiatisch" steht in keine■ Zusa■menhang ■it den kri­
•tallographischen Ter■ini •ooma• und "domatisch". Ea wurde aus
den Wörtern "dominant• und "chro■atisch" in lhnlicher Weise er­
zeugt, wie das Wort "S■og" aua den englischen Wörtern "s■oke"
(Rauch) und •fog• (Nabel).
Ein Graph G heißt domatisch kritisch, falle nach Entfernen 
•tnar beliebigen Kante aua G ein Graph G' entsteht ■lt
d(G•) <:d(G).
Ein Graph G heißt do■atisch voll, falle d(G) • o(G) + -1 gilt, 
llobai o(G) dar ■ini■ala Grad eines Knotenpunktes von G ist. 

�tz 1: Sei G ein do■atiach kritischer Graph ■1 t c!.er d.o■ati­
•chan Zahl d(G) • d. Denn iat die Knotenpunkt■enge V(G) von G 
die Vereinigung der d paarweise ele■entfre■den Mengen v1 •••• ,vd ■lt der Eigenschaft, daß fOr zwei beliebige Zahlen i, j ·aua den 
Z.hlen 1 •••• ,d der durch die Vereinigung viv v

3 
induzierte Un­

tergraph Gij von G ein paarar Graph mit den Knotenpunktmangan
Vi• v

3 
ist, daasen sl■tlicha Ko■ponanten Sterne aind. 
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Satz 2: Ein regulärer domatisch voller Graph G mit n Knoten¬ 

punkten und mit der domatischen Zahl d existiert dann und nur 

dann, wenn n durch d teilbar ist; solch ein Graph ist auch do¬ 

matisch kritisch. Seine Struktur ist die folgende: Oie Knoten¬ 

punktmenge V(G) ist die Vereinigung der paarweise elementfrem¬ 

den Mengen Vj.Vd, von denen jede n/d Elemente enthält und 

die die Eigenschaft haben, daß der durch V^uV^ (wo 1. j zwei 

beliebige der Zahlen l,...,d sind) induzierte Untergraph von G 

ein regulärer Graph vom Grad 1 ist. 

Eine dominante Menge im Graphen G heißt unteilbar, falls sie 

nicht Vereinigung zweier kleinerer dominanter Mengen von G ist. 

Die minimale Anzahl der Klassen einer Zerlegung von V(G), deren 

alle Klassen unteilbare dominante Mengen sind, heißt die adoma- 

tische Zahl von G und wird durch ad(G) bezeichnet. 

Satz 3: Zu jeder natürlichen Zahl n gibt es einen Graphen G, 

für den 

d(G) — ad(G) я n 

gilt und der die Eigenschaft hat. daß jede Zerlegung seiner 

Knotenpunktmenge in unteilbare dominante Mengen entweder d(G) 

oder ad(G) Klassen besitzt. 

Oer Graph des n-dimensionalen Würfels ist der Graph, dessen 

Knotenpunktmenge aus dar Menge aller n-dimensionalen Booleschen 

Vektoren besteht und in dem zwei Knotenpunkte dann und nur dann 

verknüpft sind, falls sie sich voneinander in oenau einer Koor¬ 

dinate unterscheiden. 

Satz 4: Sei к eine natürliche Zahl. Dann haben die Graphen der 

Würfel der Dimensionen 2k - 1 und 2k beide die domatIsche 

Zahl 2k. 

Die oben erwähnten Autoren haben bewiesen, daß d(G) < <f(G) +1 

gilt, wobei <f(G) der minimale Grad eines Knotenpunktes von G 

1st. Oie folgenden Sätze zeigen weitere Zusammenhänge zwischen 

cf(G) und d(G) auf. 
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Satz 5; Für jede von Null verschiedene Kardinalzahl а gibt ее 
einen Graphen G, in dem jeder Knotenpunkt mindestens den Grad e 

hat und dessen domatische Zahl gleich 2 ist. 

Satz 6: Sei G ein endlicher ungerichteter Graph mit n Knoten¬ 

punkten und <f(G) des Minimum der Grade der Knotenpunkte von G. 

Denn gilt 

d(G) 4 [n/(n -(f(G))]. 

Satz 7! Sei G ein ungerichteter Graph, dessen Knotenpunktmenge 

die unendliche Kardinalzahl а besitzt, sei 5 sein Komplement. 

Wenn das Supremum der Grade der Knotenpunkte von G kleiner als 

e 1st, dehn 1st d(5) ■ a. 

Die domatische Zahl kann auch für gerichtete Graphen definiert 

werden. Eine Untermenge D der Knotenpunktmenge V(G) eines ge¬ 

richteten Graphen G heißt dominant, falls zu jedem Knotenpunkt 

X eV(G) - D (nicht notwendig verschiedene) Knotenpunkte y, z aus 

D existieren, so daß xy, zx Kanten von G sind. Oie domatische 

Zahl von G 1st dann die maximale Anzahl der Klassen einer Zer¬ 

legung von V(G), deren sämtliche Klassen dominante Mengen von 

G sind. 

Satz 8; Sei G ein endlicher gerichteter Graph. Dann sind die 

folgenden zwei Behauptungen equivalent: 

(1) G enthält einen Faktor GQ, der ein paarer Graph ist und 

keine Quelle und keine Senke enthält. 

(2) d(G) * 2. 

Folgerung 1: Wenn der Graph G eine Quelle oder eine Senke hat, 

dann ist d(G) ■ 1. 

Folgerung 2: Wenn alle Zyklen des Graphen G ungerade Länge ha¬ 

ben, dann 1st d(G) ■ 1. 

Satz 9: Sei G ein gerichteter Graph mit n Knotenpunkten, ln dem 

zwei beliebige Knotenpunkte durch höchstens eine Kante verbun¬ 

den sind. Dann gilt d(G) < n/2. 

Satz_iO_2> Sei n eine gerade natürliche Zahl. Dann gibt es zu je¬ 
der natürlichen Zahl к < n/2 ein Turnier mit n Knotenpunkten, 

deaeen dornet leche Zahl gleich к let. 
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Satz 11: Sei G ein gerichteter Graph und r^G) (bz«t. r2(G)) das 

Minimum der Auegengsgrade (bzw. Eingangsgrade) der Knotenpunkte 

des Graphen G. Denn gilt 

d(G) < 1 + ainfrjlG), r2(G)). 

Satz 12: Sei G ein gerichteter Graph und d seine demetische 

Zahl. Dann gibt es zwei kantenfremde Faktoren G%. G2 von G mit 

der Eigenschaft, daß jeder von diesen Graphen, als ein unge¬ 

richteter Graph betrachtet, die demetische Zahl d besitzt. 

Satz 13: Die minimale Anzahl m(n.d) der Kanten eines gerichte¬ 

ten Graphen mit n Knotenpunkten und mit der domatischen Zahl d 

1st 

m(n.d) • d(d-l)(k+l) - (d-r)(d-r-1). 

wobei n = kd + r,0<r<d. 

Men kann auch domatisch kritische und domatisch volle gericht- 

tete Graphen ähnlich wie bei ungerichteten definieren. Es gel¬ 

ten analoge Sfitze zu den setzen 1 und 2. 

Ein Teil der hier erwähnten Resultate ist auch im Obersichtsar¬ 

tikel /6/ enthalten. 
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Rostock. Math. Kolloq. 21, 73 - 81 (1982) 05C75 

�erzy Topp 

Kernels of digraphs formed by some unary oparations from othar 
digraphs 

I. Introduction·and preliminaries

In this note, a digraph is a directed graph D • (v0 ,r0), as de­

fined in the book /2/, where v0 is the vertex set of D (it may 
be infinite), and r

0 
is a function mapping v

0 
into P(v

0
), the 

set of all subsets of v0• For a vertex v E v0 let

r
0

'(T) = LJ r
0
(v) for T.� P(V

0
). Let AD be an arc set of D, i,e.,

. v6T 

Ac = u ( l V} X ro(v)). By vg end Ag we denote a set of terminal
VE:VD

vertices end arcs in D, respectively, i.e, 

vg. lv6VD; ro<1v>. !1}, Ag. (vo
x vg)"Aa· A set SE:P(Vo) is

independent in O 1f for each v< S 1s r
0
(v) n S = !1. A set 

S f P(V
0

) is absorbent in D if for each v � V
0 

\ S ia r0(v) n S # IJ, 

The set Sie a � of O if it is both indapendent end absor­
bent in o. 

The concept of a kernel of a digraph has baen introduced in pa­
Pers /4/ and /6/. A kernel 1s naturally linked with games; 
using a kernel it is possible, for inetance, to cheracterize 
Positions of a Ni■-ga■e on a digraph (see, for exa■ple /2/, 

Ch. 14, /5/, and /8/). 
Tha notiona not defined here can be found in /2/; we assu■e 

that loopa are circuita. 
In our further considerationa wa will refar to tha following 
etate■enta, proved aarlier. 
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Theorem A (/6/): Every finite digraph with no circuit has a 

unique kernel. 

Theorem В (/7/): Every locally finite digraph with no odd 
circuit has at least one kernel. 

Theorem C (/8/): Every bipartite digraph has at least one 

kernel. 

This paper deals with problems posed In /3/ (see also /1/). We 

intend to investigate some unary operations on digraphs and 

some necessary or sufficient conditions for the existence or 

uniqueness of kernels of digraphs formed by these operations 

from another digraph. 

Let S, R, Q, T, L be unary operations which transform the 

digraph D » (VD,rD) onto the digraphs S(D), R(D), Q(D) . T(D) . 

L(O) such that Vg(Dj • VR^Dj - « V^uAg. 

VL(0) * *0' and the functions r^0j, , Гд(0)‘ І"т(0) • П_(0) 

are defined In the following way: 

fs(D)(x) “ 
lx) * Q>(*) for X CVD, 

M for X ■ (v,u) «■ Ad, 

Г0(х) и ( [x{ X Г0(х)) for X e VQ, 

tui for X • (v.u)e Ag. 

^(D) 

^(D) 

*L(D) 

(X) > 

(X) - 

(X) . 

” lx) X Г0(х) for X £V0, 

_lu}U(lu] xrD(u)) for X . (v,u)eAD, 

f Г0(х) и ((x) X rD(x)) for X tVD, 

1 i U} U ( {uj X rj|(u) ) for X « (V , U ) 6 Ajj, 

luj X rD(u) for X « (v.u) C Aj,, 

The digraphs S(D), Q(0), T(D), and L(0) are called the subdi¬ 

vision digraph, the middle digraph. tha total digraph, and the 

line digraph of the digraph 0, respectively. ‘ 
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II. Main results 

1д We shell begin with the subdivision dlgreph 

S(D) » (Vg и , Obviously, t(ie digraph S(D) Is biparti¬ 

te, therefore by Theorem C, we have 

Theorem 1,1; The digraph S(D) has at least one kernel for every 

digraph 0. 

It Is easy to see that we have 

Theorem 1.2: The set VQ is a kernel of S(D). 

Theorem 1.-3: Let 0' » be a maximal subdigraph of D 

such that V®. » 0. Then the set S « Ag,u(Vg\Vg,) is a kernel 

of S(D). 

Proof: Certainly, the sets Ag. , VQ\ Vg, are Independent in S(0). 

We have Г^,(ѵ)сѴд, for veVg, and Ag, - U ( Lv] x (v)), 

therefore f^(D)(v<u) ■ (u) c Vg. for (v,u)£Ag,. Then 

Гд(д)(Ад,) П (Vg \ VD, ) » 0. At the same time 

rg(Dj(Vg \ Vg,) л Ag, » 0. Hence, it follows that the set S is 

independent in S(D). To prove that S is absorbent in S(D), let 

us take: veVg, and (w,u)£Ag \ Ag,. From the definition of 0' 

we have 1^,. (v) / 0 for veVg,. Thus, (v) Л Ag. / 0 for 

veVg,. For (w,u) £ Ag \ Ag, , by the maximality of 0' we have 

u€Vg\Vg, and therefore Г^0) (w ,u) л (vg \ Vg,) / 0. This com¬ 

pletes the proof that S is a kernel of S(D), 

Now, we have the following 

Corollary 1.1: The set Ag is a kernel of S(D) if and only if 

the digraph о has no terminal vertices. 

Corollary 1.2: The set Vg is a unique kernel of S(D) if and 

only if every eubdlgraph of 0 has got a terminal vertex. 
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Proof: The necessity follows from Theorem 1.3. 

Conversely, let us assume that a set S P VQ is a kernel of S(D). 

Define a subdigraph 0' = (Ѵ0,,Г^,) of 0 such that Vp, » VQ \ S; 

Vp, / p. We shall show that 0' did not got a terminal vertex. 

Since S(D) is bipartite, and S is absorbent in S(D), we get 

rS(pj(v) nS = ( (v) * Гр(ѵ,) л (S nAp) ? p for each v « Vp.. Hence, 

there exists a vertex u in D such that u e. Г0(ѵ) and 

(v.u) £ rs^Dj(v)nS. Since S is independent in S(D), we get 

Гд^р)(ѵ,и) = (u)cVp,. Now, from this the result follows that 

Гр. (v) / p for each veVp, and therefore V°. - p, which is a 

contradiction to the fact that every subdigraph of D has got a 

terminal vertex. This completes the proof. 

An immediate consequence of these theorems is the following 

Corollary 1,3: Let 0 be a finite digraph. Then S(D) has a 

unique kernel if and only if 0 has no circuit. 

For the digraph R(D) = (VpUAp, F^p^) we have the following 

result: 

Theorem 2: The set S = V° u(Ap\ A°) is a unique kernel of R(D). 

Proof: It is easy to see that S is independent in R(D). We 

shall show that S is absorbent in R(D). 

Certainly, rj^Dj(v.u)nS / p for (v.u) £ a£. Now. if vsVQ\ V°. 

then we consider two cases: F^(v)nV° / p, FJj(v) л V° = p. In 

the first case we immediately have f"^Dj(v)nS / p. In the se¬ 

cond case we have Г^(ѵ) / p and (v.u) e Ir(d)(v) \ Aq for each 

u e Гр(ѵ) , and therefore also f^p^(v)nS / p. This proves that 

Sis a kernel of R(D). 

It remains to prove that S is unique. Let S' be some kernel of 

R(D). We shall show that S' » S_ 

Let us observe that V°cS' and A°nS' • p. Assume 

S'n(Vp\Vp) / p. Since S' is independent in R(D), it follows 
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Пг(о)(ѵ> n s" ’ 9- i'e" rD(v)ns- - 9 end (M * r0M)dS'= 9 

for v e S' n(VQ N V°). Because S' is absorbent in R(D), it holds 

l"^(D)(Jvj *rD(v)) nS' » rjj(v) nS' / 9. We get a contradiction 

to the fact that Г^(ѵ) n S' = 9 for veS'n (VD\V°). From this 

We conclude that S' is a subset of S and therefore S = S'. The 

proof is finished. 

3. It is easy to see, that the vertex-set VQ of the digraph 0 

Is a kernel of the middle digraph Q(D) = (V^u A^. Here 

We shall show that VQ is a unique kernel of 0(D). For this pur¬ 

pose it will be sufficient to show that the set VQ is a subset 

of any kernel S of Q(D). 

Assume VQ £ S. Then (v) nS = ( (v) x Г|,(ѵ)) n S / 9 for each 

V e VQ \ S, and therefore there exists a vertex u in D such that 

u 6 Г0(ѵ), (v,u) sS. Since S is Independent in Q(D), so we have 

u f£ s. Now, by analogous arguments, for the vertex u there 
exists a vertex w in D such that w e (u) , (u,w)eS. Thus, 

(u,w) e (v,u) and (v,u), (u,w)eS. We get a contradiction 

to the fact that S is independent in Q(D). Thus, V^cS. 

As a result of this we have 

Theorem 3: The set VQ of vertices of the digraph D is a unique 

kernel of the middle digraph Q(D). 

4. To investigate kernels of the line digraph L(D) = (ad'^l(D)^ 

We shall need the following lemma: 

Lemma 4.1: If R is a kernel of L(D) and (v,u)sR, then 

* lu3 cR* 

Proof: Assume (v,u)eR and (v',u) 4R for some ѵ‘еГд1(и). 

Thus, by the properties of a kernel, Гцо) (v,u) n R = (J and 

^L(d)(v' ,u) n R ** 9" We get 8 contradiction, because 

rU(0)<V*U> ■ * ![)(") " rL(D)(V‘'u)- 
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Theorem 4.1: The line digraph L(O) has в kernel if and only if 

the digraph О has a kernel. 

Proof: It is easy to verify that if S is a kernel of D, then 

the set R ■ (vD*S)nA0 is a kernel of L(D). 

Conversely, let RcA0 be a kernel of L(D). Let us assume that 

SR - {u «VQ; (VQ * (uj)n R / 0} and 

S- = £v 6 VD; (VQ X jy}) n Ad = 0 and ( iyj * VD) л R - J3j. We shall 

show that the set SR = SR uSR is a kernel of 0. 

Proving that SR is independent let us notice that if weSR, 

then Г"1;*) / 0 and, by Lemma 4.1, Pj^tw) x c R. Assume 

r^(w) n S' ^ U. Then Pq1 (u) / 0 and Г~1(и) » luj c R for 

utP^lwlnS^, Now it is (u,w) e Гц0^(ѵ,и) and (v.u). (u,w)sR 

for V ePg^(u). This contradicts the fact that R is Independent 

in L(D). Hence, Гр(ѵ) л SR « 0 for vcS^. By the definition of 

S" we have (VßXSR)riAg = 0 and therefore P0(v)nS£ - 0 for 

vtSjuSJ. Similarly, from (SRxVD)nR = 0 it follows that 

ro(u)nSR = 0 for ueSR. This proves that SR is an Independent 

set in L(D). 

Now, let vcVQ\SR. We shall show that Гд(ѵ) nSR / 0. 

It is obvious if (fvj X Г^(ѵ))n R / 0. Thus, it remains to prove 

that ( ly) X Г0(ѵ)) n R 0 for v s. Vp \ SR. We assume 

({yj * rD(v)) л R ■ 0 for some v e VQ \ SR. Then veSj if 

(VD * IvJ) n Aq / 0 or V i S£ if (VD X (vj) n A0 « 0, which is a 

contradiction to v€VD\SR. 

This proves that SR is a kernel of □. 

The function у which associates with every kernel S of D the 

kernel y(S) » (VDxs)nAQ of L(D) is a bijection. In reality, 

if S^, Sg are different kernels of D then we may assume that 

there exists a vertex vss^XSg. Then P^(v) л S^ « 0 and 
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rD(v)nS2 / 9. Hence (IvJ X Г0(ѵ)) n^Sj^) - 9. 

UV} X rD(v)) n Cf(S2) / 9 which implies 9>(S1) + g»(S2). Now, if R 

is a kernel of L(D), and the sets S£, S£ are such as in proof 

of the last theorem, then Sj и SJ is a kernel of 0 and 

uS") - (VD X {u £V0; (VD X tuj) nR / 0})r> AQ - R. This 

implies the following 

Corollary 4.1; There exists a ohe-to-one correspondence between 

the kernels of 0 and the kernels of L(D). 

5. The problem of kernels of the total digraph T(D) ■ (V^u Ag, 

rT(D)) is very difficult and is far from being finally solved. 

We shall give here only a few results concerning this problem. 

We shall begin with the following two lemmas which can be 

quickly established. 

Lemma 5.1: The total digraph T(D) is locally finite (finite) if 

and only if the digraph D is locally finite (finite). 

Lemma 5.2: The total digraph T(0) has an odd circuit if and on¬ 

ly if the digraph 0 has a circuit. 

These facts in connection with Theorem A and В give the follo¬ 

wing 

Theorem 5.1: Let О be a finite (locally finite) digraph without 
a circuit. Then the total digraph T(D) has a unique (at least 

one) kernel. 

Theorem 5.2: Let О be a digraph in which there exists a path 
vQ, Vj, v2, ..., vJn » vQ containing all arcs of D, and such 

that if v^ ■ Vj then i * J (mod 3). Then 0 has at least one 

kernel. 

Proof; We shall show that if ■ {v^Vj.v3(n_1}} and 

S2 ■ Hvl-v2)' {V4'V5>.(v3n-2'v3n-l>J ■ then the 89t 

S - S1uS2 is a kernel of T(D). Proving that S is an independent 

eet in T(0), we shall deal with four cases. 
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a. Suppose v3p c^.(D)(v3x> for some *p and 1. Then (v31 .v3p) « 

and according to the assumption there exists e number t such 

that (v3i-v3p) = (vt,vt+l)* Henc® 31 s t(m°d 3) and 

3p s t+l(mod 3), which is impossible. 

b. Analogously, the assumption c 

implies v31+2 = v3r+1. Hence 31+2 = 3r+l(mod 3), which is 

impossible. 

c. The assumption (vjl+1. v31+2) £ Гт(0) (v3p) implies v31+1=v3p. 

Hence 31+1 s 3p(mod 3), which is impossible. 

d. Similarly, from the assumption v3r£□)(v3x+i■ѵ3і+г) 

follows v3r = v3i+2 Grid therefore 3r s 31+2(mod 3) . which again 

is impossible. 

Summing a - d, we obtain that S is an independent set in T(D), 

To prove that S is absorbent in T(D), it will be sufficient to 

notice that for any 1 such that 0 * 1 * n-1 we have: 

(*31 + 1 ^31+2^ 6 *T(D)(v31+l) Л S2 v31+36*T(D)^V31+2^ n Sl?< 

(*3l+l'*31+2) 6 ^T(D) (*31'*31+l) nS2 * and 

v31+3 4 ^(0)^31+2^31+3^ n S1 * У' 
The proof is finished. 

Corollary 5.1: Let be a circuit of length k. Then T(C^) has 

a kernel if and only if к = 3n for some number n. 

Proof: Let Ck = (Ѵ.Г), where V = -v2' • * • 'vki ' = ^v^) 

and Цѵ^) = |vi+i} for 1 “ 1 • 2.k-1. Let S be a kernel 

of T(Ck). Then S nV /,0 and without loss of generality, we can 

suppose that Vj£S, This implies S = jvj^, (v2,v3), v4,..., 

*31+1' (ѵ31+2,ѵ31+зЧ and *31+3 “ *k‘ Thus к = 3(1+1). 

The remaining.part of the corollary follows from Theorem 5.2. 

From Corollary 5.1 it is abvious that there are digraphs 0 such 

that D has or has not a kernel and the total digraph T(D) has 

or has not a kernel. 
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Karl Weber 

Random graphs - a survey 

Our aim is to give a su.rv:ey about some concepts of random 
grap.b.s. The paper cootains the followiog three parts: 
1. Proparties of almest every graph,
2. Random spaooing subgraphs of a giveo graph,
3. B.a.Ddom icduced subgraphs of a giveo graph.

05099 

68K10 

rhe fi.rst directioo 1s the traditiopal ooe. The investigatioos
were iDitiated by the famous paper of Erdös and Reoyi /10/.
rhey ooosidered the probability spaoe 9<0,.11) ooosistiog of all
<:) graphs, N = (�), with a fixed set of D labeled vertices

11.od .II= .11(0) edges. All those graphs bave the same probability 

P(G) = 1/(:). :&rdös and Reoyi asked how the typical proper­
ti.es Q of such graphs depend oo the oumber II of edgea aod gave 
m8Ily aoswers. The word "typical" meaos that asymptoticall:y 
all (:) graphs have the property Q, i.e. P(G has Q) ➔ 1 
&8 D➔OO. 

Closel:y related with f(n,11) ia the probability apace �(o,p) 
coosistiog of all graphs with D labeled verticea. The proba­
bility of a graph with II edgea ia P(G) = p11{1-p)N-.11. (The
edges of the raodom graph Gare choaeo indepeodeotl:y aod with 
the same probability p.) The eecood directioo is a geoerali­
zatioo of the first one. Lst r== (V,E) be a fixed graph with D 
labeled vertioes and N' edges, The probability space 1(r,p) 
CODsists of all ,ji 

I 

spaDDiDg subgraphs of r. (.A. Subgraph 
G = (V,E'), E' � E, is called SP&DDiD5.) The probability P(G), .II N'-.11 of a epaoniog subgraph G with .II edges is p {1-p) •
Ooviousl:y it holds i<o,p) = 1(C11,p), where C0 is the.oomplete
V.e.ph. The defioitioo of 1(r,11) is evident. There are few re­
auits for arbitrary grapha� We ooly know estimates of 
P(c is coooeoted) (cf. /21/). Burtio /6/ and Erd.ös and Speocar 
/14/ determioed the limi� of P(G 1s CODDected) 1D the 
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space #(в\р), where E* is the к-cube1. The question 
how the minimization of Boolean functions f depends 

on the number m = |{as f(a) = 1}j leads us to the third model 

of random graphs. As above let Г = (V,B) be a fixed graph with 
n labeled vertices. The probability space Г,р) consists of 
all 2n induced subgraphs of Г. (A subgraph G = (V ,B') is 

called induced if B' contains exactly those edges of В which 

join two vertices in V.) The probability of an induced sub¬ 

graph G with m vertices is P(G) = pm(1-p)n-m. (The vertices 

of G are chosen independently and with the same probability p.) 

The definition of g-* ( Г, m) is now evident again. Let Г = E*. We 
can identify the spanning subgraphs of with Boolean func¬ 

tions of к arguments. We have studied minimization parameters 

as the length of minimal disjunctive normal forms, the number 

of irredundant DKP, the number of prime implicants etc. of 

random Boolean functions. Glagoliev /16/ and Saposhenko /24/» 

/25/, and /26/ considered only the case p = 1/2. We could gene¬ 

ralize many of their results. Toman /28/ investigated the num¬ 

ber of components of random Boolean functions for arbitrary 

fixed probability p, 0 < p <1. In all probability spaces de¬ 

fined above we say that almost every (a.e.) graph G has the 

property Q if P(G has Q) -> 1 as n —> oo . 

We use the following notations too. (All limits, asymptotics 

etc. are considered as n —»со.) We use Landaus notation 0(g(n)) 
for a term that, when divided by g(n), remains bounded. Simi¬ 

larly, o(g(n)) denotes a term that, when divided by g(n), tends 

to 0. We write g(n) x h(n) if g(n) = 0(h(n)) and h(n) = 0(g(n) 

and g(n) ~ h(n) if the quotient g(n)/h(n) tends to 1 (g(n) 

and h(n) are of the same order or g(n) and h(n) are asymptoti¬ 

cally equal, respectively). We write g(n) 6 h(n) if 

g(n) a h(n) (1+0(1)) and g(n) £ h(n) if g(n) « 0(h(n)). 

9 s cp(n) denotes a function tending arbitrary slowly to 

1 E* has the 2* vertices (a1,...,ak), a± = 0,1, and two ver¬ 

tices are adjacent if and only if they differ in exactly one 

coordinate, i.e. B* has кг*-”* edges. 
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Infinity. For any real x let LiJ and I'zl denote the greatest 

Integer not greater than x and the least integer not less 

than X, respectively. Furthermore In n and log n denote the 

natural and the dual logarithm, respectively. 

1. Properties of almost every graph 

1.1. Properties of a.e. G e <^(n,1/2) 

All graphs G £ f(n,1/2) have the same probability 

P(G) = 1/2®, H - (g). Thus, in this case a.e. graph G has a 

property Q means that asymptotically all 2® labeled n-graphs 

satisfy this property Q, i.e. Q is a typical property of 

graphs. Let us list some typical properties of graphs: Almost 

every graph G 

- is nonplanar, 

- is connected, 

- has diameter and radius 2, 

- has a 1-factor for even n (Erdös and Eenyi /12/), 

- is Hamiltonian (Moon /22/), 

- has the trivial automorphism group consisting only of the 

identity (Brdös and Henyi /11/), 

- has a unique vertex of minimum degree 4(G) and a unique ver¬ 

tex of maximum degree A(G) (Erdos and Wilson /15/, correc¬ 

tion by Bollob&s /3/), 

- satisfies k'(G) = 4(G), where k' is the cover index 

(Anderson /1/), 

- satisfies X' (G) = A(G), where x’ is the chromatic index 
(Brdös and Wilson /15/), 

- satisfies X(G) = A(G) = 4(G), where ж is the vertex connecti¬ 

vity and Л is the edge connectivity (Bollob&s /3/), 

- hnn more than jy(1-6) and no more than j(1+£) edges, where 

e > 0 is arbitrary fixed. 

Finally we remark that Bollob&s /3/ found very precise esti¬ 

mates for the degrees Л = d^ Ь dg - ••• - d„ = 4 of a.e. 
graph. Some of the properties are very easy to prove. As an 

example we show that for a.e. G the diameter D(G) and the 

radius fi(G) both are equal to twos 
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P(two fixed vertices of G are not connected by & path of 

length 2) 6 (1-(1/2)2)=-2 = (3/4)=-2, 

P(there exist 2 vertices in G which are not connected by a path 

of length 2) - (=)(3/4)=-2 0 as n ->», 

Actually we calculated the expectation EX for the random rari- 

ehle Z which denotes the number of pairs of vertices 

connecting path of length 2. 3y Markov’s inequality 

P(X - tax) s£ 1/t we obtain P(X = 0)-+1 if EX -+ 0 as r> -+® . 

Hence, D(G) & 2. 

On the other hand P(there is a vertex in G joined with all 

other vertices) := n(1/2)=“1 -+0. And thus, R(G) > 1. 
If we want to show that a random variable X is large or only 

nonzero for a.e. graph then we use Chebyehev's inequality 

P(ІХ - EX I it) - D2X/tr‘ where S2X ів the variance of X. An 
immediate consequence of this inequality is that, when the 

number of edges in G is denoted by X(G), 

(M/2) - 9>(n)Vjf — X(G) i (M/2) + y(n)VF for a.e, G, 

f (n)--+ oo arbitrary slowly as n -+ oo (EX = E/2, D2X _ jj/4) . 

In particular, often it is used P(X = 0)- D2X/(EX; what im¬ 

plies P(X І 1) -+ 1 if X = 0, 1, 2, .... 

D2X = o((EX)2), i.e. EX2 = (EX)2(1+o(1)). 

1,2. Threshold functions 

One says that A = A(n) is a threshold function for the proper¬ 

ty q if fO as n -+ oo if M = o(A), 

1 as n -+ oo if A = o(M), 

where the probability is considered in the space 

y(n,M), M = M(n). We will also say that the property Q appears 

at M = A(n). We mention some well-known results: Nonplanarity 

appears at M = n (Erdos and Renyi /10/). Connectedness, the 

existence of a 1-factor (for even n), and the Eamiltonity 

appear at M = n In n (Erdos and Renyi /9, 12/ and P6sa /23/). 
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In fact, there are essentially sharper thresholds for this 

properties, They show that many properties appear rather ab¬ 

ruptly. Erdos and Henyi /9/ proved that for 

M = (1/2)(nln n + on), where c is a constant, P(G is connec¬ 

ted) -» esp(-e c) as n —> oo . (.One can find the proof also in 

/2/, /27/, and /28/,) It follows that 

P(G is connected)- 
00 if M = (n/2)ln n f(n)n, 

as n-> 00 if M = (n/2)ln n - ф(п)п, 

where y(n)-> 00 arbitrary slowly as n —» 00 . How we give the 

corresponding sharp thresholds for the other properties 

mentioned above. (All limits are considered as n -» 00 and <p(n) 

denotes a function tending to infinity arbitrary slowly 

as n -» 00 .) 

1 if II = (n/2)ln n + y(n)n, 

0 if II = (n/2)ln n - y(n)n, 

1 if M = (n/2)(ln n + lnln n+ y(n)), 

0 if M = (n/2)(ln n +lnln n + y(n)), 

P(G has a 1-factor I n even) 

(Erdös and Benyi /12/). 

P(G is Hamiltonian) 

(Korshunov /19/). 

(0 if II = (n/2) + ф(п)Ѵп, 
P(G is planar)-» I g(o) if M = (n/2) + cVn, 

[l if M = c’n, 

where о and o' are constants, o' <: 1/2, and g(c) is unknown 

except that g(c) > 0 for -00 с c and g(c) -> 1 as с -» со (Erdös 

and fisnyi /10/). These results with exceptiop of the last one 

concerning planarity hold in ^(n,p) with p = M/H too. 

With respect to the proof technique it is interesting that the 

sharp threshold for Hamiltonlty can not be obtained by showing 

EX-»oo and D2X = o((EX)2) (what implies P(X = 0) ->0). Let 

X(G) be the number of Hamilton cycles. Wright /32/ showed that 

for M/n -> 00 , M = o(B5/2, the patio EX2/(EX)2 tends to in¬ 
finity as n -> со . 
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1.3. The hierarchy of graph theoretic parameters by Cockayne 

et al. (of. /7/) 

Many authors investigated relations between various parameters 

of the following hierarchy 

lr £ 1 £ £ £ Г £ IB. 

Ve determined the domination number y, the independent domina¬ 
tion number i, and the independence number В for a. e. 

G £ y(n,p), p fixed. The result concerning fi improves the esti¬ 

mate obtained by Korshunov /18/, but Korshunov considered also 

the case p = p(n)->0 as n-»co. The paper of Bollob&s and Erdos 

/3/ contains results concerning the independence number too. 

Before listing our results we will remember the definitions of 

the parameters mentioned above. 

A vertex v e. 7' S V is redundant if its closed neighbourhood 
(v and all vertices adjacent to v) is contained in the union of 

closed neighbourhoods of vertices of V - (vj. The lower and 

upper irradnndnnca numbers ir(G) and Ifi(G) are the minimum and 

дятН шптв cardinalities respectively taken over all maximal sets 

of vertices having no redundancies. The domination number y(G) 

and the upper domination number H[G) are the minimum and maxi¬ 

mum cardinalities respectively taken over all minimal domina¬ 

ting sets. The independent domination number i(G) and the inde¬ 

pendence number B(G) are the minimum and maximum cardinalities 

respectively taken over all maximal independent sets of verti¬ 

ces of G. 

«e proved the following (of. /30/): 
For a. e. G e y(n,p), p fixed, 0 <= p< 1 (for brevity log denotes 

the logarithm with base 1/p) it holds 

k^ £ y£ k1+1, k., +1 £ i * k1+2, 

у £ i £ у + 1, k2 s В £ k2 +1, 

where k1 = Llogn - 21oglogn + loglogeJ + 1, 

kg = L2(logn -loglogn -flöge)) - 1. 

It is not possible to strengthen these results, since there 

are subsequences n^ and n^ of natural numbers suoh that for 
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last result in this direction ist 

For k^ + 1< к < kg + 1 there exist independent dominating (maxi¬ 

mal independent) k-sets. For k<k^ + 1 or kg + 1 < к there do 

not exist independent dominating sets. 

We do not know nontrivial estimates for the parameters ir, 

Г, and IB for a. e. graph. 

1.4. Graph coverings by special subgraphs 

Let "Ж be a class of certain graphs. The vertex (edge)- 7t -co¬ 
vering number cC(G) is the minimum number of subgraphs of G be¬ 

longing to ЗІ and covering the vertex (edge) set of G. We dis¬ 
cuss covering numbers for a. e. G sg-(n,1/2). 

First let us consider vertex coverings 

- by edgest rt(G) = (n/2l 

(it follows from the existence of a 1-factor), 

- by starst oC(G) = y(G) 

(the value of the domination number see above), 

- by cliques: ot(G) =%(5) ~ n/21ogn 

(%(G) denotes the chromatic number, Korshunov /20/ 

proved the upper bound only recently, see also the intere¬ 

sting paper /17/ of Grimme Ѣ and ltcDiarmid), 

- by trees J 

(we remember that a. e. graph is Hamiltonian). 

It is true that ot(G) = Гп/кі for a. e. G if me cover the vertex 

set of G by trees of order - k. 

Wow we discuss edge coverings 

- by pathosj a(G) 6 n/4, 

(We have only this trivial lower bound. It is interesting to 

remember the conjecture of Gallal that for the greatest path 

covering number of a connected n-graph it holds <x(n) =Гп/2І. 
The best result in this direction is л(п) £ I3n/4J proved by 

Donald /8/.) 
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- by stars] oc(G) = о - ß(G) 
(the value of 8 see above), 

- by trees: ot(G) ~ n/4, 

(For every graph G it is cc(G) = Y(G), where Y denotes the 

arboricity. By a result of Bash-Williams it holds 

Y(G) = mar |q^/(k-1 )1 taken over 2 6k an, where q% is the 

maximum number of edges in a subgraph of G of order k. 

Bollob&s /3/ proved that every subgraph of order kxn of a. e. 

graph G has asymptotically (g)/2 edges,) 

- by cliques: n2/81og2n £ «(G) й (ln2)n2loglogn/41og2n, 

(The lower bound is trivial again, since every clique con¬ 

tains no more than (21^8°) edges. We obtain the upper bound 

for a greedy algorithm.) 

- by cycles: *(G) ä n/4. 

(We have only this trivial lower bound.) 

2. Random spanning subgraphs of a given graph 

The probability space у(Г,р) consists of all 2s spanning sub¬ 

graphs G of the given graph Г with N* edges and n vertices. Put 

Pcon = P(G is connected). Lomonossov and Folesski /21/ gave the 

following upper bound for Poon« 

Pcon - (1-(1-P)2N,/D)n"1. 

This bound provides precise thresholds for connectivity in the 

cases Г = 0n and Г = В*. In ^(0n,p) we obtain 

Pcon - (1-(1-,)=-1)=-1, 

and this bound implies F00„-> 0 as n-»oo for p = _ .¥LpJ.f 
<j<n)-»oo arbitrary slowly as n-»oo . 

For ^(E*,p), p = 5 ф(к)-»оо as k-»oo, we have 

PCOD * (1-(1-,)^^)^-1 = (1-(1-5)^)^-1^-(2(1^))^^0 

as к-»oo . 
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Burtin /6/ showed that PC0D-> 1 as к-»op if p>1/2. ErdSs and 

Spencer /14/ proved that for P “ 2 + ^ 

Pcon-*eapC-e-6) ask-»». 

Moreover, they discussed (without proofs) the evolution of 

^(B^.p) for increasing p. 

ДяиДрд induced subgraphs of a given graph 

In this paper we confine ourselves to the case that the given 

graph Г is the к-cube B*. Then we can interprets the elements 
S of ft-* as Boolean functions f of к arguments. We are intere¬ 
sted in graph theoretical properties and in properties concer¬ 

ning minimization of random Boolean functions. 

3.1. The case p = 1/2 

A. e. f £ g.*(s\l/2) has a property Q means that asymptotically 

all 2n, n = 2*, Boolean functions of к variables have Q. Thus 

in this ease we can speak of typical properties in the usual 

sense. Per a. e. f , 

- there is one large component with asymptotically 2^-1 points 

and < 9>(k) isolated points, y(k)-»oo arbitrary slowly as 

к-»oo. Other components do not exist (Saposhenko /24/). 

There is easily shown the preciser result 

P(X*t) -#e^V2*tl as к-»oo, where X is the number of isolated 

points, as an immediate consequence we have 

P(f is connected)-» 1/Ve1 as k-»oo. 

- D(f) = к + 1, where D denotes the diameter (Saposhenko /26/), 

- k-2AE(f)£k-1, where В is the radius (Saposhenko /24/). 

In the minimization theory one is interested in m-tn-ідяі co¬ 

verings of the point set of f by special subgraphs of f, namely 

by subcubes of E*. "Minimal" here means by a minimum number of 

subcubes. (In algebraic manner of speaking coverings of f by 

subcubes contained in f are called disjunctive normal forms.) 

This minimum number is denoted by 1(f). Ey s(f) we denote the 
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number of maximal subcubes off.A covering of f containing 

only maximal subcubes of f is called irredundant if no member 

of the covering may be covered by the other ones. Let f(f) be 

the number of irredundant coverings of f and l+(f) the maximal 

number of subcubes in an irredundant covering off. In order to 

see that lts,T, and l'*’ are important parameters characterizing 

the complexity of general minimization methods, we remember the 

process of minimization: First determine all maximal subcubes, 

second determine all irredundant coverings, and third find the 

minimal coverings among the irredundant ones. In the years 

between 1967 and 1972 Glagoliev and Saposhenko obtained the 

following estimations for a. e. f: 

- 2^/logк loglogk £ 1(f) £ 2^/logk (Glagoliev /16/, Saposhenko 

/25/) 

- s(f) = kC1-o('D)l°Slogk gk (dagoum /16/) 

- logf(f) ~ logk loglogk (Glagoliev /16/, Saposhenko /24/) 

- l+(f) ~ 2*-1 (Saposhenko /24/). 

The main tool in proving these bounds consists in estimation of 

SX and 0½ for certain subsidiary parameters X and using Mar¬ 

kov's and Ohebyshev'a inequalities. Such parameters are in par¬ 

ticular the number of d-dimensional subcubes and the number of 

maximal d-dimenional subcubes of f. 

3.2. The components of random Boolean functions 

Now we describe the components of a. e. f « gf(B*,p) for fixed 

p, 0<p<1. The following assertions are valid for a. e. func¬ 

tion f: 

- If p>1/2 then f is connected. 

- If 0 < p <1/2 then there is one giant component containing 

~p2k points and ~p(2(1-p))* components of order 

4 Гг/log ipg] -1. (Asymptotically all components are isolated 

points.) (Toman /29/) 

One can strengthen this result in the following way: For 

P * g(1 + j) we have P(X *r)-> exp(-e“°/2) as к-» со , 
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i. e. the number of isolated points is Poisson-distributed with 

mean value Л = e“°/2. In particular P(X = 0) = P(f is connec¬ 

ted) —* exp(—e c/2). 

This is a good example in order to see in which sense the work 

in #f(B*,p) is more complicated than those in f(n,p). Let the 
vertices of the n-graph labeled with 1,2.. Let X denote 

the number of isolated points. 

Then X = 2 Xji» where Xi « 1 if point i is isolated and X^ = 0 

otherwise. Set = 
1— i*j ^.. f^iy~D P(Xi. 

1 1 Л mi Л Zj 
V 

r1). 

If V = 1,2, ..., then P(X=t)-*£y e-* as 

n->oo(cf. /27/). In y(n,p) we can easily compute 

Sv = (g)(1-p)"^ ( 2 (в"с)У/Ѵ! for p » + |. Obviously 

one can not determine By so easily in the space gf(E*,p) 

(though an estimation is not difficult) since the points of the 

k-cube are connected in a special way. 

We also considered the case p = p(k) -*0 as k-*oo , but we do not 

know the threshold for the property "f has a giant component 

with ~p2*c points". By the results of Toman it is only clear 

that this threshold lies between p = 1/8k and p = o(1). 

3.3. Minimisation parameters for random Boolean functions 
Те have the following bounds for the parameter 1(f) for a. e. 

f £ ^*(lf,p) 

(1) pkd/2d-1^ o, p2*-*+1 £ 1(f), 

(2) pk472*-1 -» oo: 1(f) 6 p2k"d(dln2 + 1), 

(3) рк1/2І"1 -> oo» 1(f) 6 рг*-4 

•в к-*oo, d = 1,2, ..., p « p(k), 0 <p <1. 
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For p with (1) subcubee of dimension к d cover only o(p2t) 

points. For p with (2) (k)p2 -1-*oo , and asymptotically p2n 

points are covered by asymptotically Q)p d-dimensional 

subcubes. Every greedy algorithm over the set of d-dimensional 

subcubes provides a covering containing asymptotically no more 

than the number of subcubes mentioned above (for the method of. 

/25/). A set of <m p2^”^ pairwise disjoint d-dimensional sub- 

cubes of f we will call an optimal d-matching. For p with (3) 

we are able to show the existence of an optimal d-matching. 

Let us consider some examples. 

pk-,0: 1(f) ~ p2* (by (1)), 

pk-+oo and pk2^3-*0: i(f) ^ рг*“1 (by (1) and (3)). 

This is the only nontrivial asymptotic for 1 which we know. 

рк2^3-» 00 and рк3^7-^0: p£ 1(f) й рг*-1 (by (1) and (3)). 

We use (3) with d = 1. For the greedy algorithm with d = 2 by 

(2) we get the bound 1(f) g р2^”^(1п4 +1) which is not so 
good. 

pk3/7->oo and pk1/3 = 0(1): p2k_3 £ 1(f) £ p2k_3(31n2 +1) 
(by (1) and (2)). The optimal 1-matching provides in this case 

the weaker result'l(f) £ p2k_1. But we can not prove the exi¬ 

stence of an optimal 2- or even 3-matching. 

pk*/3-»00 and рк^13-*0: рг*-3 £ 1(f) £ рг*-2 (by (1) and (3))- 
(2) gives here the weaker result 1(f) ё p2k_3(31n2 +1). 

Finally we remark that the given estimations also hold for 

d = d(k) -> 00 as k->oo. (For proofs see /31/.) 

Now let us consider the parameters T and 1+. We obtain for 

a. e. f 6 £*(£*,p): 
- If 1/logk — p — c, Occd* then 

log r(f) ~ logk loglogk p2k- 
- If p = k-0, 0<c <1, and d =Llog(1/c)j+ 1 then 

log Uf) ~ (d-c(2d-1))logk p2k. 
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- If p = <р(.ЮА, ф(к)->оо and ф = о(к^^) as к -> оо then 

log F(f) ~ p2*log у. 

In all cases it holds 1+ ~ p2^. Here we used the method from 

/24/. 
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Jü ,· ;ien Dassort 

Wei 2i"e �ererkungen zu ainem mo�J.fiz�er�en V(Jllstä,,�ig�ei:s­
begri. ff :tr: a:tner Algebra von A.t· t oma ter.et;.;-;.i . .ld: 1nge:1 

'::i,-:r:r, ':'�: .. 1�. 1J1.1ptp:obleme der· sti-ukture.ll�n AJ.10mFteiitheur·ja ist 
d•A Vollo�ln�1pkeitsproblem, ob aus einer gegebenen Menge von 
:. __ ,.,.,., 

stimmten -yps �onstruiert werden können. Die Ergebnisse von 
V, 8, Ku<:lrjavcev und I. M. Kra.tko (siehe /4/ Chapter 4) deckten 
grwndsätz�i�he Schwierigkeiten bei der Behandlung des allgemei­
nen Vo�lständigkeitsproblems auf. Daher wurden in der letzten 
Zoit eine Re1he �on Modifikationen des Vollständigkeitsbegriffs 
eingeführt. Eine� davon ist die in /2/ erstmals betrachtete 
Kleene-Voi:ständigkeit, die in dieser Not� weiter unte�sucht 
werden sol�. Wir betrachten einen algebraischen Zugang zum 
VollständigkeitsproJlem über maximale Teilalgebren, die noch 
nicht Kleerc-vcllstlndig sind, und geben einige Resultate für 
den Spezialfall oer Halbgruppe der �instelligen sequentiellen 
Funktionen. 

1, Grundbeg,iffe 

In diesem Paragraphen geben wir einige wesentliche Definitionen 
und Bezeichnungen er.. Dabei verzichten wir mehrfach auf eine 
formal exakte Beschreibung; diese ist dann jeweils in /4/ zu 
finden. 

Es sei 

Ek = (0,1, ••• ,k-1),

P� bezeichne die Men;e aller sequentiellen Funktionen, d. h. 
die Menge allP� durch endiiche Automaten induzierbaren Funk­
tionen, die die f,e�e Wor�halbgruppe über E� in die freie Wort­
halbgruppe Jber Ek a�bilden,
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Wir setzen 

U PC 
n»l 

Eine Funktion F e P kann durch eine unendliche Folge 

(<JV • 9*f.9f**") 
beschrieben werden, wobei 

?F ' (<)'-» Ek 

und für alle t und alle a^ » (a±1, a±2. aln) . 1 ‘ 1 * *• 

die Beziehung 

P(ül £2 (—1* —2"” ' —t) 

erfüllt ist. Für eine Funktion F e Pk und eine Menge Y, 

0 ß Y $ Ek, definieren wir 

T(F,Y) > [ 8^ 8g ... : 9 p (a± , 8g. аa) e Yj. 

Der Satz von Kleene besagt, daß jede Menge der Form T(F,Y) re¬ 

gulär 1st und daß umgekehrt Jede reguläre Menge ln dieser Form 

dargestellt werden kann. 

In der Menge Pk sind in natürlicher Weise die folgenden Opera¬ 

tionen erklärt: Identifizieren von Variablen, Umordnen von Va¬ 

riablen, Hinzufügen fiktiver Variabler. Komposition von Funk¬ 

tionen und Rückkopplung. Auf diese Weise erhalten wir die Alge¬ 

bra P^. Mit [M] bezeichnen wir die von M S Pk erzeugte Teilal¬ 

gebra von Pk. Eine Teilmenge M S Pk heißt vollständig, falls 

fM] = Pk gilt. 

Gegenstand dieser Note 1st die folgende Abschwächung des Voll¬ 

ständigkeitsbegriffes. 

Eine Teilalgebra M von Pk heißt Kleene-Menge, wenn zu Jedem 

n а 1 und jeder regulären Menge R S (Ek)* eine Funktion F & M 
und eine Menge Y. 0 £ Y £ Ek, derart existieren, daß T(F.Y) ■ R 

gilt. M E Pk heißt Kleene-vollständig, falls [M] eine Kleene- 

Menge ist. 

Im weiteren benötigen wir die folgende Aussage aus /3/: 

Es gibt eine endliche Menge £Uj, U2,..., Up} regulärer Mengen, 

so daß die Teilalgebra M E Pk genau dann eine Kleene-Menge let, 

wenn Funktionen F^ € M und Mengen Y^, ß$Y^$ Ek, 1*1« r, mit 

ui ” T(Fi'Yi) existieren. 
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Neben der Algebra betrachten wir noch die Algebra der 

Funktionen über endlichen Mengen mit der Trägermenge 

u 
n»l 

,.n 

pkn - iflf : Ek^Ekb 
und den folgenden Operationen: Identifizieren und Umordnen von 

Variablen, Hinzufügen fiktiver Variabler und Komposition von 

Funktionen. Für R £ P£ setzen wir 

mr . (f 1e R}. 

Falls R Teilalgebra von P^ ist, so ist MR Teilalgebra von P^. 

k^ t p^ sei die konstante Funktion mit dem Wertebereich ti}. 

Ä bezeichne die Menge der monotonen Funktionen aus Pj. und es 

sei för 1 c {.0,1} 

T± « {f I f 6 P£, f{1,i.i) - i}. 

Oie Mächtigkeit des Kontinuums bezeichnen wir mit c. 

2. Prä-Kleene-Mengen 

Oie folgende Aussage 1st ein bekanntes Vollständigkeitskrite¬ 

rium der universellen Algebra: Eine Menge ist genau dann voll¬ 

ständig, wenn sie in keiner maximalen Teilalgebra enthalten 

ist. In /6/ zeigte V. B. Kudrjavcev, daß P^ öberabzählbar viele 

maximale Teilalgebren besitzt. Daher ist obiges Kriterium nicht 

effektiv. V. A. BueviÜ untersuchte ln /1/ einen abgeschwächten 

Vollständigkeitsbegriff, metrische oder A-Vollständigkeit ge¬ 

nannt. Er definierte ein Analogon zur maximalen Teilalgebra und 

konnte ein entsprechendes A-Vollständigkeitskrlterium herlei¬ 

ten. Hier erwies es sich, daß eine abzählbar unendliche Menge 

von A-maxlraalen Mengen existiert. In diesem Paragraphen wollen 

wir die gleiche Frage bez. der Kleene-Vollständigkeit behan¬ 

deln. 

Definition: Eine Menge M 6 Pk heißt Prä-Kleene-Menge, wenn fol¬ 

gende Bedingungen erfüllt sind: 

I) M 1st nicht Kleene-vollständig, 

II) ГМ u{Fj) ist für jedes F f M eine Kleene-Menge. 
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Lemma 1: Jede Prä-Kleena-Menge von ist eine Teilalgebra 

von Pj. 

Beweis I [M] ist wegen i) der Prä-Kleene-Mengen-Definition keine 

Kleene-Menge, Angenommen, es gilt M / [М]. Dann gibt es ein 

F € [M]\M, und es gilt Cmu[FJ] S [M], Da [M и £ F f] nach ii) 

der Definition eine Kleene-Menge ist, muß [M] auch eine Kleene- 

Menge sein. 

Beispiel 1: Jede in P^ maximale Teilalgebra, die keine Kleene- 

Menge ist, ist eine Prä-Kleene-Menge. 

Beispiel 2: MT ^ у ist eine Prä-Kleene-Menge in Pg. 

Sei nämlich F j£ MT , . Dann ist 
'on 1 

- [(То" 4) u [Ppl] t(Jo' T,. 
(siehe /5/) und entsprechend gilt auch 

(Fj] £ tMT^, MT^, P2j. 

indem man eine zum Beweis von Lemma 2,4. 

struktion durchführt. Nach /4/ Theorem 

als Prä-Kleene-Menge nachgewiesen. 

in /4/ analoge Коп- 
S. 9 ist demit M_. T 

о л 1 

Bemerkung: In Pg ist Jede Pra-Kleene-Menge eine maximale Teil¬ 

algebra einer Kleene-Menge. Dies läßt sich wie folgt zeigen. 

Sei M £ Pg eine Prä-Kleene-Menge. Ferner sei M £ M^. . Die Exi¬ 

stenz einer Teilalgebra M' mit M 6 M.' e M^. würde [M u^Fj] S M' 

für F £ M'\ M implizieren. Da M' nach /4/, Theorem 5.9 keine 

Kleene-Menge ist, konnte M keine Prä-Kleene-Menge sein. Da 

M » Hj. ebenfalls unmöglich ist. haben wir damit M als maximale 

Teilalgebra von Hj. nachgewiessn. 

Analog gehen wir bei M * MT vor. 
1 

Falls M MT und M ß MT gilt, so bestehen für alle F ft M 
о 1 

ebenfalls die Beziehungen 

M" = [M u{Fj] £ FL und MH MT , 
о 'l 

Da M" Kleene-Menge ist, muß folglich M' - Pg gelten,, 
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Somit ist M maximale Teilalgebra von P^. 

Die Umkehrung der obigen Aussage gilt nicht, wie das folgende 

Beispiel zeigt. Mj. ist zwar maximale feilalgebra der 

Kleene-Menge MT (dies kann analog zu /4/, Example 4.1. gezeigt 
о 

werden) , aber für die Funktion F mit (jj* = k^ gilt 

[Mj пЛ и [FJJ = Мл> und Мл ist nach /4/, Theorem 5.9,, keine 

Kleene-Menge. 

Lemma 2: Zu jeder Teilalgebra M von P%, die keine Kleene-Menge 

ist, gibt es eine Prä-Kleene-Menge N mit N а M. 

Beweis: Wenn das Lemma nicht gilt, so gibt es eine unendliche 

Kette von Teilalgebren 

so daß Jedes Element der Kette keine Kleene-Menge ist, aber 

T - U M 
i«=I 1 

eine Kleene-Menge ist. Seien nun F^ die Funktionen aus T und Y^ 

die Mengen mit 

Ut - T(F1,Y1), Ui< r. 

Dann gilt auch schon 

lFl- F2. Frf fi M«f 

für ein (fei. Folglich ist M^ bereits eine Kleene-Menge im 

Widerspruch zur Voraussetzung. 

Satz 3: M s P^ ist genau dann Kleene-vollständlg, wenn M in 

keiner Prä-Kleene-Menge von P^ enthalten ist. 

Beweis: Angenommen, M wäre in einer Prä-Kleene-Menge N enthal¬ 

ten. Dann gilt [M] S N, und folglich ist M nicht Kleene-voll- 

ständig. 

Wenn umgekehrt Mglicht Kleene-vollständlg ist, ist [M] keine 

Kleene-Menge, und nach Lemma 2 gilt dann M £ [M] £ N fOr eine 

Prä-Kleene-Menge N. 

Allerdings ist das Kriterium aus Satz 3 nicht effektiv, wie der 

folgende Satz zeigt. 
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Satz 4; Die Mächtigkeit der Menge der Prä-Kleene-Mengen von 

Pk ist C. 

Beweis: Sei к = 2. V. В, Kudrjavcev zeigte, daß die Menge der 

maximalen Teilalgebren von Pg die Mächtigkeit c hat. Oa nur 
zwei dieser Teilalgebren Kleene-Mengen sind (/4/, Theorem 5.9.), 

hat nach Beispiel 1 die Menge der Prä-Kleene-Mengen von Pg die 

Mächtigkeit c. 

Sei nun к i 3. Ferner sei V eine Prä-Kleene-Menge in P2, die 

maximale Teilalgebra von P2 1st. Für F £ p£ definieren wir 

pr(F) als Einschränkung auf die Eingebeworte über {0,ljn. 

Offenbar ist pr ein Homomorphismus von P^ in P2. Weiterhin sei 

M{0 1} die Menge aller Funktionen aus P^ mit einem Wertebe¬ 

reich, der in enthalten 1st. 

Es ist leicht zu zeigen, daß M^0 ^ eine Kleene-Menge in Pk 

ist. Wir betrachten nun 

V = pr_1(V) n 

V* ist sicher eine Teilalgebra. Nun gibt es eine reguläre Menge 

S S (E2)* (für ein gewisses n & 1), so daß für alle FSV und 

alle Y, ß S Y $ Eg, die Beziehung S / T(F.Y) gilt. Daher gilt 

auch S / T(G,Y) für alle GeV und alle Y. Somit ist V keine 

Kleene-Menge. V ist außerdem noch maximale Teilalgebra von 

M(0 . Das läßt sich wie folgt zeigen. Ist F e M^Q ^ \ V , so 

ist pr(F) ein Element aus Pg \ V. Daher läßt sich zu Jedem GePg 

ein G' e [V и £FJ] so finden, daß pr(G') » G gilt. Da ln V be¬ 

reits alle Funktionen liegen, die für eine Kodierung von 

0,1,..., k-1 durch Tupel Ober (0,1) benötigt werden, ist nun 

[V U [FJ] = Mi0 leicht zu zeigen. 

Zu V gibt es nach Lemma 2 eine Prä-Kleene-Menge N(V') mit 

N(V') а V. Nun gilt N(V) n M^0 ^ а V. Da N(V') keine 

Kleene-Menge ist, 1st N(V') n M^Q / M^Q ^ und somit gilt 

N(V) n Ml01} . V. Wegen V^ / V^ für V^ / Vg ist mit V^ / Vg 

auch N(Vj) / N(Vg). Nach den Ausführungen für к » 2 1st damit 
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auch die Mächtigkeit der Prä-Kleene-Mengen in mindestens <r. 

Da aber P^ selbst abzählbar ist, 1st die Behauptung bewiesen. 

3. 1-Kleene-Menqen 

Die Menge p£ der einstelligen sequentiellen Funktionen bildet 

mit der Funktionenkomposition als Operation eine Halbgruppe, 

die grundsätzlich andere Eigenschaften besitzt als die Algebra 

P^ aller sequentiellen Funktionen. In diesem Paragraphen setzen 

wir das Studium des Verhältnisses zwischen P^ und pj fort, in¬ 

dem wir den zur Kleene-Menge analogen Begriff in pj untersu¬ 

chen. 

Definition: Eine Teilhalbgruppe M von P^ heißt l-Kleene-Menga, 

wenn für jede reguläre Menge R * E^ eine Funktion F £ M und 

eine Menge Y. 0 g Y § E^, existieren, so daß R = T(F,Y) gilt. 

Die 1-Kleene-Menge MSP1 heißt minimale l-Kleene-Menge, wenn 

keine Teilhalbgruppe N mit N $ M eine l-Kleene-Menge ist. 

In /2/ ist gezeigt, daß es in Pg genau drei Kleene-Mengen gibt. 

Hinsichtlich der l-Kleene-Menge ist die Situation erheblich 

komplizierter, denn es gilt der folgende Satz. 

Satz 5: Die Mächtigkeit der Menge der l-Kleane-Mengen in Pg 

ist f. 

Beweis: Wir betrachten die sequentiellen Funktionen F(, t t IN , 

die durch 

xi> = { 

definiert sind. Die Menge 

УF^(xl,x2' 
non (x^) 

non (xt) 

für let. 

für 1 а t 

M1 = FL л p£ 
О o 

ist sicher eine l-Kleene-Menge, Daher ist auch für I ^ IN 

mi - [>4ou {Ft I *£ I}] 
eine l-Kleene-Menge. Wir zeigen nun, daß aus 1 ^ Ir 1^12' 

I. / I_ auch MT / MT folgt. Damit ist der Satz dann bewiesen 
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Sei dazu S / 1. S ¢. I. Angenommen, es gilt Fg e Mj. Dann reali¬ 

siert eine Kaskade von Elementen aus u[Ft|t e ij die se¬ 

quentielle Funktion Fg. In dieser Kaskade muß mindestens ein 

Ft, t £ I, vorwendet werden, da sonst Fg f sein würde. Die 

Kaskade vor F{ induziere die sequentielle Funktion F, die nach 
Ff induziere G. Damit ergibt sich für die Gesamtkaskade die se¬ 

quentielle Funktion H mit 

9&*i xi) 

9>g(non(9>F(x1)) .non^pfXj^)).поп(9р(х1))) 

für i < t , 

?с(поп(ур(Хі)).non(<pF(Xi)). 

non(g>F(x1.xt)). 

nOn(gpF(Xi.Xt))) für i&t. 

Ist Set, so ändern sich die für i & t, falls Xg geändert 

wird. Ist aber S > t so ändert sich H bei Änderung von Xg 

nicht. Folglich ist H / Fg. 

Satz 5 gilt sicher auch für k&3. Um dies zu beweisen,reicht 

es, die l-Kleene-Mengen in ц zu betrachten, für die die 

obigen Schlüsse ebenfalls gelten. 

Lemma 6: Zu jeder 1-Kleene-Menge MS p* gibt es eine minimale 

l-Kleene-Menge N « P* mit N s M. 

Beweis Wir brauchen nur den Fall zu betrachten, daß es eine 

unendliche absteigende Kette Ma z> Mg э ... von l-Kleene-Mengen 

My. Y 6 U (U eine Indexmenge), gibt. Wir betrachten N = П My 
yeU 

Angenommen, N ist keine l-Kleene-Menge. Da N sicher eine Teil¬ 

halbgruppe ist, gibt es eine reguläre Menge S 5 e| mit 

S jf T(F,Y) für alle F e N und alle Y. Nun gibt es aber genau 

zwei Funktionen F1, e P* mit S = T(F1>tO}) bzw. 

S = T(F2,[1{). Da Fi ¢. N für 1 » 1.2 gilt, ist F^ My für ein 

gewisses £ U. Folglich gibt es ein у mit F± £ M , i - 1,2. 
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Damit ist Mj» keine l-Kleene-Menge im Widerspruch zur Voraus¬ 

setzung. 

Folgerung 7: Eine Teilhalbgruppe M S p* ist genau dann eine 

l-Kleene-Menge, wenn M eine in Pg minimale l-Kleene-Menge um¬ 

faßt. 

Ober die Anzahl der minimalen 1-Kleene-Mengen in Pg liegt noch 

kein endgültiges Resultat vor. In P_ sind M_ und MT die eln- 
о 'l 

zigen minimalen Kleene-Mengen, und sicher sind MT und MT mini¬ 

male 1-Kleene-Mengen. Wir geben jetzt ein weiteres Beispiel 

einer l-Kleene-Menge in Pg an. 

Dazu sei К die Menge der Abbildungen px von {0,1¾2 in {O.l}2, 

die wie folgt gegeben werden können: Es exisitieren f e Pg5 

und g s Pg2 derart, daß 

f(*l) 

(■x2)> 

für alle x^, Xg £ Eg 

gilt. Wir schreiben dafür kurz pi = (^). Offenbar sind die 
Abbildungen px durch das Verhalten von sequentiellen Funktionen 
aus Pg in den ersten beiden Fakten simulierbar, d. h., 

es gilt pi für eine sequentielle Funktion F aus 

Pg. In К erklären wir (motiviert durch die Komposition in Pg) 

die Operation о durch 

f2(fi(xi)> 

92 ( ^ 1 (xi) • 9i (xi ’ x2 ^ 

Offenbar ist (K,o) eine Halbgruppe, die wir erneut mit К be¬ 

zeichnen. 
Wir definieren die Funktionen h^, hg, hj, Ьд, hg, hg, hy e Pg 

durch die folgende Tabelle. 

•2 
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Weiterhin definieren wir für h^ c Pg2 1 < 1 6 7. die Funktion 

durch (x^.Xg) = non (hj^fXj.Xg)). Man rechnet leicht nech, 

daß 

eine Teilhalbgruppe von К bildet. Wir betrachten nun 

Da die Funktionen фр, 1&3. beliebig sind, 1st leicht nach¬ 

zuweisen, daß eine l-Kleene-Menge ist. Sei N eine nach Lem¬ 

ma 6 existierende minimale l-Kleene-Menge mit N S Kj. Dann gilt 

sicher N ft мі , N / мі . 
о 'l 

мі , мі sind dadurch charakterisiert, daß nur an die Funktlo- 
'o 'l 

nen фр Forderungen gestellt werden. Bei der Konstruktion von N 

haben wir Forderungen an фр und фр gestellt. Wir vermuten, 

daß sich analog neue minimale 1-Kleene-Mengen dadurch angeben 

lassen, daß Forderungen an фp, i < r, gestellt werden. Daher 

vermuten wir insbesondere, daß die Menge der minimalen 1-Kleene- 

Mengen in P* unendlich ist. 

In /7/ wurde gezeigt, daß in Pg vollständige und in Pg A-voll- 

ständige Mengen unterechiedliche Eigenschaften haben. Wir be¬ 

weisen hier abschließend ein Resultat über die Anzahl der 

108 



А-vollständigen Teilhalbgruppen von P2. Dabei definieren wir 

die A-Vollständigkeit wie folgt: Für F^, F^ 6 P2 seien 

n^Fl'F2^ - fflin i1 : * 9f2{ ' 

d<Fl'F2> ■ n-(F-TgT 

Die Teilhalbgruppe MSP* heißt A-vollständig. wenn für jedes 

£ > о und Jedes F 6 P2 ein F’ £ M derart existiert, daß 

d(F.F') < £ gilt. 

Satz 8: Die Menge der A-vollständigen Teilhalbgruppen von P2 

hat die Mächtigkeit C. 

Beweis: Für t £ IN sei 

Mt - [F \Cfl . k0 für 1 > t}. 

Es 1st leicht zu zeigen, daß 

* M » LJ Mr 
telN 

eine А-vollständige Teilhalbgruppe ist. Ferner sei für S 6 IN 

die Funktion Gg durch 

erklärt. Für I S И ist dann 

Nj » M u[Gs : S £ Ij 

eine Teilhalbgruppe und sogar A-vollständig. Offenbar ist aber 

mit I. / I_ auch NT / NT , womit Satz 8 bewiesen ist. 
1 z Ai 12 
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68E05 
94A15 

Zur Ko■pl1z1arthait von assoziativen Suchprozessen in ■ehrdi­
mensionalan binllran suchb6umen 

Die Arbeit befaßt sich mit der Realisierung baetim■tar Formen 
assoziativer Suchprozesse mit Hilfe von mehrdimenaionalen binä­
ren Suchb6umen. In derartigen Beu■atrukturen warden die abge­
speicherten Informationen nicht nur durch einen einzelnen 
SchlOseel {wie bei gew6hnlichan binll ran Suchbllumen, vgl, Knuth 
/4/), sondern durch einen Vektor von SchlOsaaln reprlleentiart. 
Ale Anfragen warden dann auch solche Vektoren zugalaaean, in 
denen eine oder mehrere Komponenten nicht genau festgelegt sind, 
Während in gaw6hnl1chan binlran Suchblumen einer Anfrage x ein­
deutig ein Weg von der Wurzel dee B�ume bis zu einem mit dem 
entsprechenden SchlOaeelwort gekennzeichneten Knoten y ant-
spricht (d. h,, ae wird eine eindeutige Abbildung f von dar 
Menge dar Anfragen X auf die Menge dar geepeichertan SchlOeeel 
Y raalieiart), kann in einem ■ehrdimaneionalan Suchbau■ durch 
eine Anfrage eine ganze Teilmenge f{x) • Y abgerufen warden. 
Daa bedeutet, daß durch x die Suche in einem Teilbaum Bx dae
mehrdimensionalen binlren Suchbaums auegelöat wird, 
Ee eaien s1, ••• , Sn endliche geordnete Mengen {Mangen von 

SchlOsealwörtarn), und ae eai Y C s1" ••• "Sn. Ferner seien 

•1 •••• , *n Symbole, die in �einer dar SchlOaaelwort■engen ent­

halten sind. Ale Menge X der möglichen Anfragen kann dann jede 

Teilmenge von {S1 u t•1J )x ••• w(Sn u l•nl) auftreten. FOr jedes

:1. E { 1 ..... n l aai Ri • [*1 - a/a E. si} eine Regelmenge. ■it de­

ren Hilfe fOr alle x < X die Sprachen 

L{x) • {y/yE.S1"··· KSn /1. X,tY}
erzeugt warden können, dabei ist R • U R1• An die Stalle dar
oben erwlhnten eindeutigen Abbildung f bei gewöhnlichen binlren 
Suchblumen tritt dann die durch fl{x) • Of L(x) n Y definierte
Abbildung f L'
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Zur Vereinfachung der Darstellung wird nachfolgend nur der Spe¬ 

zialfall Y ■ Sn betrachtet; S sei eine endliche geordnete Menge 

mit wenigstens zwei Elementen. Weiterhin sei X S (Su(*l)n mit 

* {£ S. Offenbar gilt dann fL(x) » L(x) für alle x e X. 

Die zunächst zu lösende Aufgabe besteht darin, zu einem gege¬ 

benen Tripel (X,Y,fL) eine Baumstruktur В und einen entspre¬ 

chenden Suchalgorithmus so zu finden, daß durch В genau die Ab¬ 
bildung fL realisiert wird. Wenn man den Suchalgorithmus mit А 

bezeichnet, dann bedeutet dies, daß bei Anwendung von А auf 

eine beliebige Anfrage x e X genau die Menge f|_(x) aufgesucht 

wird, d, h., es gilt A(x) * fL(x) für alle x ь X. 

Ёз sei ferner p eine beliebige Wahrscheinlichkeitsverteilung 
über X,und c(x) bezeichne die Anzahl der zur Auffindung von 

fL(X) notwendigen Vergleiche. Als Maß für den mittleren Such¬ 

aufwand einer Realisierung В eines gegebenen Suchproblems 
(X,Y,fL) wird dann die Funktion 

verwendet. Die zweite Aufgabe besteht dann darin, einen bezüg¬ 

lich Sp(B) optimalen Baum zu finden. 

Nachfolgend werden zunächst zwei Verfahren zur Konstruktion 

eines zur Realisierung eines Suchproblams (X,Y,fL) geeigneten 

mehrdimensionalen Suchbaums angegeben. , 

Methode 1: Die erste Methode zur Konstruktion eines mehrdimen¬ 

sionalen binären Suchbaums besteht einfach darin, die durch S 

vorgegebene Ordnung in natürlicher Weise auf Y = Sn auszudehnen 

und für die derart geordnete Menge Y einen (gewöhnlichen) bi¬ 

nären Suchbaum nach einer der üblichen Methoden zu konstruieren, 

Dabei wird vorausgesetzt, daß die im Suchbaum abgespeicherten 

Informationen über die Endknoten abgerufeh werden, die inneren 

Knoten werden nur als Testknoten verwendet. Dedem inneren Kno¬ 

ten wird neben dem zugehörigen Schlüsselvektor (s^,...,sn) 

noch eine natürliche Zahl is{l,,,.,nj zugeordnet, die anzeigt, 

welche Komponente des Schlüsselvektors für den Vergleich ge- 
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nutzt wird. Wenn also eine Anfrage (8^,...,8^) vorliegt, werden 

fQr die Entscheidung über die weitere Suche nur die Schlüssel 

s[ und s^ miteinander verglichen. 

Beispiel: Es sei S =• [1,2,3} und n = 2. Für das Suchproblem 

(X.Y,fL) mit X s (S u{*})2 und Y = S2 erhält man nach Methode 1 

zum Beispiel den folgenden Baum: 

Bis für den Vergleich ausgewählten Komponenten sind hier durch 

Unterstreichung gekennzeichnet. Wenn s^ < s^(s^>a^) gilt, wird 

1* linken (rechten) Teilbaum weitergesucht. Wenn hingegen 

*[ » s^ oder sj » # gilt, muß die Suche offenbar in beiden 

Te&lbäumen fortgesetzt werden. 

Man überzeugt sich leicht davon, daß bei jeder Anfrage xcX 

stets alle Elemente aus fL(x) tatsächlich gefunden werden. An¬ 

dererseits werden bei einigen Anfragen auch Endknoten erreicht, 

denen nicht zu fL(x) gehörende Schlüsselvektoren zugeordnet 

sind (dies ist zun Beispiel bei der Anfrage (3,#) der Fall). 

Blee bedeutet, daß der verwendete Suchalgorithmus zwar voll¬ 

ständig 1st, aber nicht korrekt ln Sinne der obigen Forderung. 

Auf die Verzweigung im Falle der Gleichheit der Schlüssel s^ 

Und e^ kann aber auch nicht verzichtet werden, weil dann sogar 

die Vollständigkeit verlorengeht. 

Eine Möglichkeit zur Oberwindung dieser Schwierigkeiten besteht 
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darin, mit Hilfe des Regelsysteme R die Menge fL(x) zu berech¬ 

nen und dann die Suche noch x durch sukzessives Suchen nach den 

Elementen von fL(x) zu ersetzen. Dann ist gesichert, daß für 

jedes X tatsächlich nur in dem durch die zu fL(x) gehörende 

Endknctanraenge eindeutig bestimmten Teilbaum 8% gesucht wird. 

Nachteilig füllt hierbei natürlich der durch die vorherige Be¬ 

rechnung von fL(x) zusätzlich entstehende Aufwand ins Gewicht. 

Methode 2: Für die gegebene Menge Y von SchlOsselvektoren wird 

zunächst die für den Vergleich zu verwendende Komponente ausge¬ 

wählt. Dadurch wird eine Zerlegung von Y erzeugt. Diese Zerle¬ 

gung wird in Abhängigkeit von der gewählten Komponente geordnet. 

Danach kenn die übliche Halbierungsmethode auf die so geordnete 

Zerlegung von Y engewendet werden. Diese Vorgehensweise wird 

dann iteriert. 

Beispiel: Es sei wieder Y = {(1,1),(1,2),(1,3),(2,1),(2,2), 

(2.3) ,(3,1),(3,2),(3,3)]. Wir benutzen die erste Komponente för 

den Vergleich und erhalten die bereits geordnete Zerlegung 

Z» {{(1,1).(1,2).(1,3)}. {(2,1),(2,2),(2,3)1, 

{(3,1),(3,2),(3,3)}}. Eine Teilung 1st jetzt nur an zwei Stel¬ 

len möglich. Wählt man die erste Möglichkeit, erhält man die 

Schlüsselmengen Y^ . {(1,1),(1,2),(1,3)} und Yp . [(2,1),(2,2). 

(2.3) ,(3,1),(3,2),(3.3)}. Wählt man für Yr die zweite Komponen¬ 

te als Vergleichskomponente, erhält man die ebenfalls bereits 

geordnete Zerlegung Zp « {{(2,1),(3,1)}. [(2.2),(3,2)}. 

{(2,3),(3,3)}}. Wir teilen wieder an der ersten möglichen Stel¬ 

la und erhalten Ypl » [(2,1),(3,1)} und Ypp « [(2,2),(2,3). . 

(3,2),(3,3)}. Setzt man dieses Verfahren fort, erhält man den 

Baum: 



Oer Nachteil der Methode 2 besteht offenbar darin, daß sich der 

Baum nicht mehr so gut balancieren laßt. Das liegt an dar Ein¬ 
schränkung bei der Anwendung der Halbierungsregel, Als wesent¬ 

licher Vorteil erweist sich, daß eine Verzweigung bei der Suche 

jetzt nur noch erforderlich ist, wenn s^ = * gilt. Wenn hinge¬ 

gen s^ ■ sj ist, wird stets im rechten Teilbaum weitergesucht. 
Man überzeugt sich leicht davon, daß der angegebene Baum tat¬ 

sächlich eine korrekte Realisierung des Suchproblems 

((S ul*})n.Sn,fL) für S = [1,2,3} und n » 2 darstellt. 

Es sei jetzt |B%| die Anzahl der inneren Knoten in dem durch 

die Anfrage x aktivierten Teilbaum Bx, und für jedes у c Y be¬ 

zeichne l(y) die Weglänge (Anzahl der Kanten) von der Wurzel 

des Baums В bis zu dem mit dem Schlüsselvektor у markierten 

Endknoten. Oer mittlere Suchaufwand für einen nach der Methode 

2 konstruierten Suchbaum beträgt dann 

während sich für einen nach Methode 1 konstruierten Baum 

ergibt. Offensichtlich gilt stets Sp(B) 4 Sp(B), es genügt da¬ 

her, zunächst eine Abschätzung für Sp(B) zu suchen. 

Lemma 1: Es existiert eine durch p und f^ eindeutig bestimmte 

Wahrscheinlichkeitsverteilung p> derart, daß 

Sp(B) . V(p.fL) . L-(B) 

gilt. Dabei ist L-(B)die übliche mittlere Weglänge von В bezüg¬ 
lich der Verteilung p, und V(p,f^) ist ein von der Struktur des 
Baumes В unabhängiger Faktor. 

Beweis: Für alle y«Y seien px< p' und p wie folgt definiert: 

p(x) für ye fL(x). 

0 sonst, 
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Р(У) Df P (У) / p-(y'). 

Die Funktion p 1st also eine Wahrecheinlichkeitevertellung 

Ober Y. Wegen Px(y) ■ p(x) für yefjx) ergibt sich 

РХ(У) 
“PUTT 1(У). 

Daraus erhält man unmittelbar 

■ 5 V&, 
und wegen Px(y) - О für у 

wobei 

С(У) КУ). 

4 fL(x) gilt 

1110 ■ £ S p«<y’1(у) 
Y"). 

Lp(B) “ of ^ P(Y) 1(Y) 

gesetzt wurde. Mit 

v(p.fL)-of £^>.5; 5"p,(y) 

“ «7 ^7 Px(V) ’ «7 y£x, P(X) 

ergibt sich Lemma 1. 

Es sei 

H(P) * Df - Р(У) Id p(y) 

die Entropie der Verteilung p. Für jeden Inneren Knoten i eines 

Suchbaums sei p^(i) die Wahrscheinlichkeit des linken und f>r(i) 

die dos rechten Teilbaums mit der Wurzel 1. Ferner sei 
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0(8.P) - Df ^ ІРіСі) - РГ(І)| . 

wobei I die Menge aller Inneren Knoten von В bezeichnet. 

Lemma 2: Es gilt die Abschätzung 

Lp(B) < H(p) ♦ D(B.p). 

Oer Beweis von Lemma 2 ergibt sich durch eine leichte Verallge¬ 

meinerung einer entsprechenden Abschätzung von Horibe /3/. Aus 

Lemma 1 und Lemma 2 ergibt sich unmittelbar 

Satz 1: Nach der Methode 2 erhält man einen mehrdimensionalen 

binären Suchbaum B, dessen mittlerer Suchaufwand die Unglei¬ 

chung 

Sp(B) < V(p.fL) . (H(p) ♦ D(B,p)) 

erfüllt. 

Der von der Struktur des erhaltenen Suchbaums unabhängige Fak¬ 

tor V(p,fL) kann als ein "Verzweigungsfaktor" aufgsfaBt werden. 

Wenn fL eindeutig ist, gilt V(p.f^) « 1. Wegen fL(x) s у gilt 
auch stets V(p,fL) 4 |Y|. Mit der Abschätzung aus Lemma 2 er¬ 

öffnet sich eine Möglichkeit zur Optimierung bei der Anwendung 

der Methode 2. Offenbar muß man in Jedem Knoten versuchen, die 

Differenz zwischen den Wahrscheinlichkeiten des linken und des 

rechten Tellbeums möglichst gering zu halten. Hierbei 1st aber 

stets zu beachten, daß sich diese Optimierung nicht auf das 

Kompliziertheitsmaß Sp(B) selbst, sondern nur auf eine obere 

Abschätzung dieses Maßes bezieht. 

Beispiel; Wir betrachten wieder das Suchproblem aus den voran¬ 

gegangenen Beispielen. Dia Verteilung p sei durch 

p(*,l) . p(*,2). p(l,*) - p(2,*)- 0,1, p(*,3) wp(3.*) -0,3, 

p(l.j). p(*.*)» 0 für alle i,je£1,2,3$ definiert. Durch Anwen¬ 

dung der oben angedeuteten Optlmierungsstretegie ergibt sich 

der auf der nächsten Seite dargestellte Baum. Es gilt 

Sp(B) - 4,8, während man für den im zweiten Beispiel konstru¬ 

ierten Baum den Wert 5,5 erhält. 
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Suchbaum, dar nach dar aua Satz 1 abgeleiteten Optimlerunge- 

atratagle konstruiert 1st: 

Für einen nach der Methode 1 konstruierten Suchbaum läßt eich 

das Ergebnis von Satz 1 noch verschärfen. Horlbe /3/ hat auch 

gezeigt, daß sich stete ein binärer Suchbaum В finden läßt, für 

den 0(8.p) < 2 gilt. Mit Hilfe dieses Ergebnisses erhält man 

dann aus Lemma 1 und Lemma 2 

Satz 2: Nach der Methode 1 erhält man einen mehrdimensionalen 

binären Suchbaum B, dessen mittlerer Suchaufwand die Unglei¬ 

chung 

Sp(B) i V(p,fL)(H(p)+ 2) 

erfüllt, 

Oie Methode 1 bietet also die Möglichkeit, die schon aus der 

Theorie gewöhnlicher binärer Suchbäume bekannten Konetruktione- 

algorithmen auch für mehrdimensionale binäre Suchbäume zu ver¬ 

wenden. Insbesondere bietet sich auch die Möglichkeit, die 

Ideen, die zur Konstruktion universeller binärer Suchbäume ver¬ 

wendet wurden, auf den Fall mehrdimensionaler Suchbäume zu 

übertragen (vgl. /2/). 

Abschließend sei jetzt noch kurz der Fall behandelt, daß mit 

positiver Wahrscheinlichkeit euch nach Informationen gesucht 

wird, die im Suchbaum nicht gespeichert sind, d, h., wir be¬ 

trachten den Fall Y c sn. Oie Konstruktion eines Suchbaums 
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für dl*#«n Fall aoll hier nifr durch sin Beispiel engedeutet 

Werden. 

Beispiel; Es sei wieder S ■ {1,2,3} und n ■ 2. Als Menge der Im 
Suchbaum gespeicherten Informationen wird Y » {(1,1), (2,3), 

(3,1), (3,3)} gewählt, die Menge der möglichen Anfragen 1st 

X " (Si/{*j) . Oer nachstehend angegebene Baum stellt eine mög¬ 

liche Realisierung dieses Suchprobleme dar. 

Eine Verzweigung wird wieder nur dann vorgenommen, wenn in der 

für den Vergleich benötigten Stelle des Anfragevektors ein * 

eingetragen 1st. Während beim Erreichen eines mit "+" markier¬ 

ten Endknoten die zugehörige Information Busgegeben wird, wird 

bei einem mit gekennzeichneten Endknoten nur angezeigt, daß 

die gesuchte Information nicht verfügbar ist. 

Zum Schluß sei noch darauf hingewleeen, daß ähnliche Baumstruk¬ 

turen auch von Bentley /1/ verwendet wurden. Im Gegensatz zu 

den hier vorgestellten Methoden läßt sich bei dem ln /1/ be¬ 

nutzten Typ mehrdimensionaler binärer Suchbäume ein zum Teil 

beträchtlicher überflüssiger Suchaufwand nicht vermeiden. 
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hen. Dar Platz fOr Abbildungen iat bei■ Schreiben auszusparen; 
die Abbildungen selbst sind in der da■ ausaasparten Platz ent­
aprachandan Gr6Be geeondart nach TGL-Vorachr1ft auf Tranapa­
rantpapiar ba1zuf0gan. Der zugah6.r1ga Begleittext iat 1■ Hanu­
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achaltungen. Literaturzitate i■ Text sind durch laufende Nua­
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nen und a■ Schluß der Arbeit unter der ZwiachenOberschrift Li­
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