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Rostock. Math. Kollog. 21, 5 - 10 (1982) 03G0S
Haramg HeErosaeBRa KarepEHOYREEA

[IOECK MARCEMANLHOT'O BEpXHEr'0 HyJsI NECKpeTHOR MOHOTOHROf (ymrmmft

1. Beegnenme

B mecKRpeTHOf MATeMATEKe EMeeTCA CGOJNbMOe JHCJAO SKCTPEMANHLHHX 34—
a9y, KOTOpPHE CBOMATCA K 3aravaM, CBASSHHHM C PACHEPDOBROZ mmC-
KpeTHHX MOHOTOHRHX {yEROmf, a EMeRRO: K mouHoRf pacmappoBre Ta-
koft JyERmEm JEGO K HOORCKYy €8 MAKCEMAUILHOTO BEPXHEro HyJA. ITH
IBe 3aNavYH ABAADTCA B HEROTOPOM CMHCJEe YHWBEDCAIbHHMH. [IpmaéM,
R neppoff E3 yRASAHAHX 3anav - OOJHOR pacmEDpOBKe IRECKpeTHOR MO-
HOTOHHHX (yARIME - CBONATCA TaKde 3ANaYH, B KOTOPHX TpedyeTcA
DePEeYHCANTh BCE JORAIBEHE SKCTPEMyMH ReKoTOporo {yERm@OoEana, a
KO BTOpOR - DOECKYy MAKCHMANLHOTO BEepXHEro Hylf - TarEe, Ile
HYXHO OTHCKATh IJIOCAIBHHE 3RCTDEMyM.
B RavecTBe IpEMEDOB 34laY, CBONANMAXCA K yKA34HAHM, MOXHO Has-
BaTh CAENyIEE: BHIEJEHHAe BCeX COBMECTHHX HNONCHCTEM H MARCE—-
MAmHEOR COBMECTHOf IONCECTEMH CHCTEeMH JEHe{HHMX HeBaBEeHCTB, Ha-
XORNEeHEe BCEX NOKDHTHR X MPAEMBALHOTO NOKDHTEA MHOXSCTBAR KOHEU-
HO# cEcTemoR mOIMHOXECTB, NOCTpPOEHEE BCeX. TECTOB H MEREMANLHOTO
TecTa GmEapROf TACNEIY B IpyTEE.
M8 crasaEEOro cAemyeT, 4TO BAKHO yMeTh ONEHEBATH CJIOKHOCTH pe-
DEeHEA pogpAWEHY SaMIAY, TAK KAK ODE STOM ONEHEBAETCHA CAOXKHOCTE
DemeHEA HeJOTO pANA NECKPETHHX SKCTPEMANTHHHX 3alad. ITEM BOIODO~
3aM IDOCBAMER pARm padoT. 3amada moJHOR pacuEfpOoBRKE MOROTOHHOR
SyneBoft fyEKIEE B mMERHOHOBCKOR NOCTAHOBRE BIEDBHE DACCMATDHBA-
1acy B pemanack B. K. KopoGrosum /1/. Ioamhee OHa OHAa OROHUA=
rexsuo pemena X. Ancene /2/. Ta Xe sanaya I MOHOTOHHHX MHO-
ro3EAYENX (yEKOER paccMaTpEBANACE B padorax B. K. KopoGrosa /3/
2 B. B. AxerceeBa /4/. ABTOD SQREMAHCA BOIPOCAMA CJIOXHOCTE
DOECRa MARCEMANHHOTO BEPXHETO Hyad IECKDETHOR MOHOTOHHOR ¢yHR-
OAE. Jra sanava pemeBA B MEHHOHOBCKOR NOCTaHOBRE AAA Rascca
BCEX MOHOTOHHHX OyXeBHX ¢ymxmmft, mra rRaacca fiyEKmEf k-sEauHOf
JNOTHRE, MOROTOHHHX OTHOCETENLHO €CTECTBEHHOTO IODANRA R IDHEHE-
MRIMEY IBa 3HAYEHHEA, & TARXe NAA HEROTODHX NOARAACCOB MOHOTOH-
HNX OyaeBux (yHRmad,
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2. ToCTAHOBKA 3a]a9d LA KJacca MOHOTOHHHX OyNeBMX $ymmmdt z
PopMyAMPOBKA pesyILTaTa .

0Go3HaumM depe3 E” MHOEECTBO BCEX IBONIHHX HadopoB IJUHN n. B
MHOXeCTBE BX BBENEM caenypmult YacTHIHHE mopAmox.

Ompexnesenme 1: Oyers & = (@qreeeray), B= (p_],..,,(,n),

&, 3 € B, ByzeM TOBODETH, 4TO & He IPEBOCXOLAT ® (# nucars

& <) TOrma ¥ TONLKO Torma, KOrma a; € P, WA Beex

~

=1, 2, .o, n. Bt & «B n & ¢, 70 Symem macars &<,

[

Ompegenenme 2: ByneBy PyHRUMD £(x45..+,X ) nasosem MOHOTOHHOH ,
ecim IJA JMOHX IBYX HaGopoB d\fi & E° us TOro, 910 & < fi, cae-
myer £(X) £ £(§). Yepes Y, 0003HawMM MHOEECTBO BCEX MOHOTORHuX
OyneBHX (fyurxmmfi OT n mepeMeHHHX.

Onpenenenme 3: HaGop &« e EP Ha30BEM BEDXHUM HyJNEM PyHKIay
fe M, ecmm £(X) = Ou ana mmdoro Hadopa § Taxoro, wro

a<p, £(B) =1

n
Ompexesenye 4: Hopmy Hadopa & ompezesmu GopMyxoft ||| = > o
- i=1
Onpenesense 5: MAKCHMATBHHM BEpXHEM HYJI&M DyHKUEE £ Gynem Hasy—
BaTh €& BEpXHMIt HYJb C MaKCHMANbHOR HODMOH,

OycTs mpoussosbHa# (HeESBECTHAT HaM) (yHKuma £ ¢ M 3amasa mpu
momomm ONEepaTopa A, KOTOpHE mo Jmomy Hadopy & ¢ ﬂn

BHIOAET
3Havenze £(&). Ha mpakTuRe B RavecTpe oneparopa 4, mozer BHCTY-
naTr xaxaA-HuUCyIb 3azava. Ha#ttm maa KOHKDETHOTO Hadopa & spa-

uenme £(&) o3HAuAET pemHTH 3Ty 3amauy
ycaopmit. )

Tpedyerca HaliTw XOTH OH OXEH MaKCHMaNbHHE B
e £ NpE nomomA odpameHmE K oneparopy A..
ZOTO OCpalleHAT K ONepaTOpy NOMYICHHOE 3Hage
G IO MOHOTOHHOCTH Ha IDJTHe HadOpH.
EcTecTBERHO XelaTh He HPOCTO pemHTh ocT
AT €8 ONTHEMANBHHM CIOCOGOM, HosTomy 3
WEeHHOHOBCKO® noCTaHOBKe.

Yepes of 0GO3HAYKM MHORECTBO BCex AJT'OPUTMOB, Demammux 3Ty 3a-
navy. IycTs u(B,f) - wmcao oCpame it QATOpHTMA B € % K omepa-
TOpy A, OpH padore ¢ fyRKumel#t ¢ ¢ W,
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Beengm QyHRIED llenHOHa:

= L.
Ho> = el S, A0

[Mesro padoTH GHIIO

1) Ha#ttzm 3navenme u(n),

2) mOCTpOHTH ONTHMANBHHI MO lIEHHOHY AJTOPHTM HOMCKA MAKCUMAJb-
HOT'O BEepXHero HyJA MOHOTOHHo# Oynesoft QyHKumH.

JIorasana chexynomas

Teopema 1:

A®) = (prap) + 1
3neck [(x] - HamboJspmee lLeJioe, He IpeBOCXonsmee X.

OTMeTEM, 4TO A aHajormuyHo# Pynknuy lleHHOHA ¢Xn) WIA 3aKavH
ToJHO# pacmmppOBKE MOHOTOHHO# OyneBoR fyHrRuuE AHceseM CHJIO
NOJIyYeHO SHAUEHUe

P = (apap) * (pos2)41) ~ 24(0).

IIpE moxasaTeNbCTBE TEOPEMH 1 NOCTPOEH AJTOPHTM By € &5, onrm-
MaUIbHHE 10 [leHHOHY. STOT QJT'OPUTM [fpUHIMIMANBHO OTJMYEH OT ai-
TOpUTMa pacmEPpOBKE ANceJid. B nociaenHeM CymeCTBEHHO HCHOJIB3Y-
erca faxr pascmenma E® Ha mem#, 4TO TpeGyeT Goaibmoft MaMATH
&2"). ¥ Hac Texmmka coBceM Ipyrad, NOHATHEe LleN BOBCE HE HC-
NONB3yeTCA. BCAENCTBEE 3TOrO IJIA MANMHHOE peanMsaldy &JrOpHT-
va B, TpeyeTCA CymeCTBEHRO MeHbmEe NaMATE (xXn).

3. DNocTaHoBKa 3amauu ¥ GOPMYJEDOBKA pe3yJbTaTa IJA OLHOTO

kaacca GyHrmER k-3HawHOR JOrHKE

(]
Paccmorpnm MeoxecTso By = B.X ... XE, - n-yD NeKapTOBy CTelleHb

mHoxecrsa By = {0,1,...,k~1}, Myors B B, BBeNsH ecrecTBeHHHH
nOpANOK 0 <1 < ... < k - 1, Torma, aHajJOr®YHO OyJEBCKOMY CJy-
Yaw, B Ek RHIyUApyeTCA coo'rne'rc'rnymml 9aCTUYHHE HTODAIOR:

® =[3 Torma ® TOJBKO TOTNa, KOTHA ay £, 1=1, 2, aeer n,
Paccmorrmm ruace M, ,k Becex $ynrualt, onpemeJEHHHX Ha Ek MOHO-
TOHHHX OTHOCHTEJHHO BBENEHHOTO nopamca ¥ NPHHAMAKMEX IBa 3Ha-
9eHHA: O m 1.



To4HO TaK ®e, Kak W B OyJNeBCKOM CAyYae, IS MHORECTBa E: .

RJaacca "n,k oIpeneJEM NORATHA: BEPXHAR HyJb, HOpMAa Hadopa,

MAKCHMAIBHHE BepxXHuft Hyab.

Ompenexenne 6: IiBa Hadopa &, f € E: Ha30BEM CDABHEMHMH, e€CJHX
x#6o & <, AMO0 J5<&. B MPOTHBHOM CaNydae HAGOPH & H § He

CPaBHEMH . .

Ompezieserme 7: Hamdoipmee WHCAO MONADHO HE CPABHHEMEX Hadopos,
KOTOpOe MOXHO BHOpATh B MHOXECTBE Eﬂ, HasoBEM WMpPHHOM n: B
0GoSHAWEM Uepes GI(EBy).

¥s padotH B. B. Anexceepa /5/ H3BECTHO, 4TO m(Eﬁ) ~ a ﬂ’
Tl a - HEKOTOpAd KOHCTAHTA. \)

HocTaHOBKA 3anavd AHANOTWYHA OYJEBCHOMY CJyYaD, Oyere £ e 8
3a7aHa TIDH IOMOME Omeparopa Ay, XKOTopult mo mdomy madopy ok
e El‘: Bugafr sHavenue £(%). Tpedyerca HaiTH MarcmMam:mult BEpxX-
Huft Hyxp Qysrumm £ mpu momomM oGpameRHmEt K onepaTopy A,.

Beeném Qymrmen lerHoHa u(n,k), EMENNYD TOT xe CMHCI, 9T0 B f(n)
B CyAeBCKOM Cxydae:
,k = mi ] .
(o) Geg f:lax, Frl(®D) _
3mecs g- a”ajor J. /lk(Gvf) = aHanor f‘(B’f)'

Teopema 2: IIpn k > 2, n 2 2
'a(n,k) = QJ(E:) + 1.

[lpr morasaTebCTBe 9TOR TEODEMH mOCTpOeHM CHeyNmEe aXTopETMH
H3 MHOXECTBAa 7: QIT'OPATM G 4+ OUTEMANLHHE mo lennony mma

k>2, p2>%, aropuT™i G, ¥ G,, ONTEMAMD
2 ’ HHe no [enno
k >2 gn=2,5 COOTBETCTBEHHO, sillan

#. QOpMyIHpOEKA DE3yIBTATE LA HEKOTOPHX NONKIACCOB MOHOTOHHMX

dynenux Gynrapad )

[ocrROALKY B ofmeM CAydae CROXHOCTE belleHHa samaum OHCKA MAKCH-
MANLHOTO BEPXHErO HyJA BENEKA, U3YUajHCch HEKOTODHe HOmKAACCH
MOHOTORRHMX Oyaeux fymrumlt, mas RoTopux Samavy MOXHO pemmTh sa
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MeHbIlee YHCJO mMaros., B 4aCTHOCTH pacCMATDHBAJHACE HOIKJIACCH
M, 1€n<n-1.

Ompemenenne 8: IyHrmAA f NPAHALJIEXHT nomaccy ll: TOTIa B TOJb-

KO Tormd, Korma f e nn B nad .mdoro & ¢ E® u3 TOro, 4TO
Il > m + 1, crenyer £(&) =

Ins TAKEX NONKJIACCOB pemajiiach 3anava NOHCKA MaKCEMAJIBHOTO BepX-—
HETO HyJs B MEHHOHOBCKO! mocTaHOBKe. Beomunack QyHKima
fn(R) - ananor yuxmam w(n):
/“m(n) min max f‘(B £).
Bes® fe ngl

3necs b c B

Teopema 3: n
Ecam o - 1 2 m 2 [0/2], To pg(m) = (pprny) + 1.

Boxm 1 € m < [0/2], 1o pp(n) = (Q) + 1.
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Rostoak. Math. Kolloq. 21, 11 - 14 (2982) 05415
Konrad Eagel

An asynptotic formula for meximal h-families in ranked
produoct orders

Let Q ve e fizite partially ordered set (poset) with a rank
funoiion, 1. 6. there exists a fuwction ri Q>IN such that
r(x) = O for all minimal elements of Q and

r(y) = »(x) + 1, 1£ y > x and no element lies between X and y.

Let ¢ 1= max »r(x) apd let Hi(Q) be the set of elements with
xeQ

rank 1. The cardipalitiee of Ni(Q) are called Whitney numbers
and denoted by wi(q).

Lot Pn §= Qn, e 6. Pn is the poset over all nm-tuples
»(z,‘,...,xn) wizh x, € Q for all i1 and with the order defined

b < s

v (x1,...,xn) ; (yﬁ,...,yn) iff x, €73, for all i. Obvious
n

bh g P, is a ranxed poset too and

W (P ) = Wy (Q.. W (Q.
ik (Fa) 1% Caate S

n
We clefine dh n 28 the sum of the h largest Whitney numbers
’
of I?n. We shall prove the following

S 1 b JQ°
Theoremw: It ia d'h,nNﬁ ——£9L as n — o, where

i; 1 W,(Q) XVZ?: 120,05
h = o(VE), = = dBa —Rr— - AT,
o(Vm), A = R (Y an T

Proofs We use an idea of Alekseev /1/ and apply a Theorem of
Guedenko. Let §, be independent and identically dist:ributed
Igndom veriables with

Q
P, = k) = fﬁﬂ_ (k € {0,..4,a}). “




Further let § := 51 + ..o + . Evidently
BB B (2
= k) = = (ke {0,000, .
Mo =8 =TE 1 =~ { nq}) 1)

Let 4 and B® be the expected valus and variance of -Ei’ respec-

tively. They can be obtained as given in the Theorem. Then

A, 3= nA anpd B’Z’ 1= n32 are the expected value and variance

of §n, respectively. Since all values of the random vari-
ables g, are of the form 0 + k+1 (k € {0y¢..,9}), by the Theo-
rem of Gnedenko (see /3/ pp. 249 ff.)

. (k-4 )2.
B¢, = k).B, ~ v—é—_.;rexp(- "237“—-)%0- )
n

uniformly relative to k a8 n—o00.
From (1) and (2) we obtain

1gI®
w(2) 5 é‘“ﬁ for all k € {0,...,qn}.

n
Hence we have

nlgl®
0% Varn )

Now consider the set I := {[A] + Treens[a)] + h} where [x] is
the largest integer not greater than x. We have

2
(x-4_) h2 2
5__‘;%__‘_—-zforallkeland—zh =0
ZBn P P a8 n—» ®

on account of h = o(V@). Hence

(k-a )2
e axaitis K
ar o 2 ) I *

uniformly relative to k € I as n—so00,

12



Because of (2) and (4) there exists a function €£(n) with
€(n) -0 a8 n — o such that

w(P.)
_s‘__:_n -2 _|€ €mn) for all k € I -
1l L -7 4

or equ.ivalently

J§L £(n). )

'k(P ) -

Now we obtain

E (P)-

—AQJ— €(n)

and :
py = b’ 1)).
2 %E) Ve (% o /
Hence
h n
dh,né o (6>

2in B
and with (3) and (6) the Theorem is proved.

Corollarys If Q is a normal poset with logarithmic concave
Whitney numbers or if Q can be partitioned into symmetric
chains, ther the size of a maximal h-family in Qn is asympto-

n
tically blal as n— 00, where h = o(Vh) and B is defined as
Vorn B

in the Theorem.

For the definitions in the Corollary see for instance /2/

or /4/. In these papers it is proved too that a maximal h~fa-
mily in Qn is equal to the sum of the h largest Whitney num-
bers.

v
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Hane-Dietrich O. F, Gronau
Jirgen Prestin

Some results on designs with repeated blocks

i, Introduction

A t-(v,k,A) design is a system of (not nscessarily distinct)
k-elemant subsets (called blocks) of a v-element set K such
that every t~element subsat of K occurs exactly A times in the
blocks, Two t-(v,k,A) designs M and N are called isomorphic if
and only if there is a permutation of the slements of K which
trensforms M into N, A t-(v,k,2A) design 1is caelled elementary if
and only 1if there is no subsystem which is a t-(v,k,A') design
with 0 < 2 < A,

The existence of a t-(v,k,A) design implies that

b Bl (1)

is an integer for every 1 = 0, 1, ,,., t-1,

We introduce the following notations:

g(v.k,t,2) - number of pairwise nonisomorphic t-{v,k,2)
designs with repeated blocks,

g*(v.k.t,7g - numbar of pairwise nonisomorphic eiementary
t=(v,k,1) designs with repeated blocks.

Obvioualy, g(v,k,z,1) = ¢¥(v,k,t,1) = 0, i.e. for Steiner

systems, The concept of elementery designs was introduced by

Rasch end Herrendbérfer /8/. On designs without repeated blocks

there exist saveral pepers, some of them published in this

Journal in the recent years, On designs with repeated blocks

the fcllowing results are known:

- g*%(6.3,2,2) = 0 ' see Buroach /1/,

- 9%(8,3,2,6) = g(8,3,2,6) 2 9 gee Gronau /3/ end Rasch and
Herrenddrfer /9/,

- 9(9,3,2,2) = 23 see Mathon and Rosa /6/,
- g%(9,3,2,2) = 16 sae Mathon and Rosa /6/ end
Morgen /7/.

is5



- g*(10,3,2,2) = g(10,3,2,2) = 566 see Ganter et al, /2/
- g%(v,3,2,2) > 0 for v = 8,
v¥ 1 or 3 (6) and some A see Gronau /3/,
- g(8,4,3,1) € g(7.3.,2,2)
= g*(8'4'3:_A) £ 9*(7'312'A)
In this paper we present the following results.
Theorem 1: (i) ¢(6.3,2,2) = O, '
‘(i1) g(6,3,2,4) =
(1i1) g(6.3,2,6) =

see Gronau /4/,

Theorem 2: (i) g(7.3,2.2) =
(i1) 9(7.3.2.3) =
(411) g(7.3.2,4) = 34,
(iv) -g(7.3.2,5) ® 50,

Theorem 3: (1) g*(7.3.2,2) = 0,
(1i) g*(7.3.,2,3) = O,
(1ii) g*%(7.3.,2,4) = O.

Theorem 4: g(8.3,2,6) = g*(8,3,2,6) ® 100,
Theorem 5: a(8.4,2,3) = g*(8,4,2,3) = 0,
Theorem 6: a(9.4,2,3) = g*(9.,4,2,3) = 0,
Theorem 7: 9(9,4,3,6) = g*(9,4,3,6) > 50,

Theorem 8: g¥(v,4,2,1) > 0 for v » 14, v ¥ 22,
and v ¥ 1 or 4 (12) and some A, A = A(Vv).

The A's in the teorems are as small as possible according to
(1) and A 2 2,

We also describe representatives of the isomorphic classes. The
designs are given in terms of matrices where the columne re-
present the blocks. For symplifying we omit brackets, if no
misunderstanding is to fear.

2, Proof of Theorem 1

A 2-(6,3,2q) design has (b=) 10q blocks and every element
occurs in (r=) 5q blocks. For an arbitrary triple let n
(i=0,1,2,3) denote the number of blocks that intersect i: in
exactly i elements,

16



Then n

Let the triple B be one of the repeated blocks, Then n
we obtain the following solutions in nonnegative integers of

the above system

q=1:
q=2:
q = 3:

"y

]

+

3 = 10q,

ng o+ 2n2 + 3n3

nz + 3n3

no solution,

q = 1.'(1) is proven.

q = 2. Then the design has without loss of generality

ng = 2, n, = 6, ny
An3 = 3, nz =9, n1
ng = 2, n, = 12,n1

15q,
6q.

(w.1l.0.g9.) the following structure

111 ?JZ 22 2[3 33 4

o | & ]

-l

3 2 and

Let '1'b1'°1'd1'°i'fi (i=4,5,6) denote the number of elements i
occuring in A,B,C,D,E,F, respectively,

W.1l.0.g. we may assume that one of the following cases holds,

Then 8y + bi + di
a; +cy + ey
bi +cy o fi
a; + b1 +cy

Consequently,

a; + bi + cy
di = 2 ¢ C;.
e; = 2 + bi'
fi = 2 + a,.
A B C
44 55 66
44 56 56
45 46 56

Then D,E,F follow immediately and we obtain the 3 designs

B,.B,,B5.

= 4,
= 4,
= 4,

i

+

e

i

+

f

i

= 10,

17



11111122111122223333
B, = 22223333445544554444,
33445566666655665566

11111122111122223333
B, = 22223333445544554444,
33445656566656665566

11111122111122223333
B, = 22223333445544454445,
33454656566656665566
These designs are pairwise nonisomorphic since they have diffe-
rent numbers of double blocks,
1 1
Number of double blocks 10 6 4
(11) is proven,

q =3, ng = 3.

Then 1114111111222 111111'222222'333333
222|222|333] 333

In analogy to the preceding case we get 5 possibilities,

A 8 C

444 555 666
444 556 566
445 556 466
445 456 566
456 456 456

Then the designs B,, ..., Bg follow uniquely.
ny = 2, We suppose that no block occurs 3 times; otherwise we
have the preceding case. The design has the structure:

11]1111)1111|2222|11111] 22222| 33333| 4
22|2222|3333| 3333/ | 5
I 6.

Then a,; + bi +cy =4 and d1 =2+c,, o, =2+ bi'

E | F

fi =2+ a8 for 1 = 4,5,6,

Since there is no triple block, we infer 1 « a8, €2, 1¢ bi‘ 2,

and 1 € ¢y € 2 for 1 = 4,5,6, (Obviously a, « 2, a, = O implies

i8



55=86

3 times.
W.1l.0.g.

= 2 and d4 = 2, d5 = d6
)

A B Cc

4456 4556 4566 -
Bg follows immediately,

84 =

Bg ‘m

111111111222111111222222333333

222222333333444555444555444444 ,

333444555666666666555666555666

2111111211222111111222222333333
222222333333444555444555444444,
333444556566566666556666555666

111111111222111111222222333333
222222333333444455444555444445,
333445556466566666556666555666

111111111222111111222222333333
222222333333444555444455444445,
333445456566566666556666555666

11111113111222111111222222333333°
222222333333444455444455444455,
333456456456556666556666556666

111111111122221111122222333334
222222333333334445544455444455,
334456455645665666655666556666

= 4, i,e.

the block 156 occurs

The nonisomorphism follows from the following table.

B, B

4 5

Number of triple blocks 10 6 4
(111) is proven,

3. Proof of Theorem 2

A 2-(7,3,q) design has (b=) 7q blocks and every element occurs
in (r=) 3q blocks. The intersection numbers satisfy

no+n1

ng + 2n, 3ng = 9q,

+ Ny + N o= 7q,

n, + 3n3 = 3q.

This system has the following solutions in nonnegative integers

with nsg

a2,
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I'\l'
12
i8
15
24
21
2 6 i8

3
W

3
N

WA NWN
W O woo
N » O ®OO]S>

We always assume that 123 is a block which exists ng times.
Our method in the whole section is as follows, We consider all
A's (defined below) and then dependently all B's for which we
find & C completing the design.

In A, B, and C each element of {4,5,6} occurs twice. This
follows immediately by e@quations used in the preceding section,
W.1l.0.g. we may asssume that ; exists twice in A or once in A
as well as in B,

Then
A B o]

4466 4455 4455
5577 ceee oo

4456 4456 4455
5677 5¢07 coee

Furthermore, in the first case we may assume that g exists in B
and in the second one that C does not contain two double pairs
(then it could be reduced to case 1), Thus we obtain the follo-
wing 3 possibilities for A,B,C.

A B Cc

4466 4455 4455
1. 5577 6677 7766

2 4466 4455 4455
» 5577 6767 6767

3 4456 4456 4455
° 5677 5767 6767 .

we denote these three designs by Cq Cz. and 03. according to

the order above.
€, G Cg

g Number of.double blocks 7 3 1



Hence the 3 designs are nonisomorphic. (i) is proven,

q=3, ng = 3.

—————e

111 111111222222 [333333]
222
B
s A | 8 | °|
Here we cdistinguish the following cases:
1. There is a triple in one of the matrices A,B,C; then

g;g € A, and gg € B,

2, There is one double pair in one of the matrices; then

;g € A; this implies gg € A, and 6 €A, ; € B,

3. There is no double pair,

In the case i (i=2,3) we suppose that the preceding cases are
excluded.
Hence,

A B c

Dl : 444666 444555 444555
555777 666777 777666

D2 : 444666 444555 444555
555777 667677 677667

03 : 444566 444556 444555
556777 567677 677667

D, : 444566 444556 444555
556777 577667 667677

D : 444556 444556 444556 .
567677 567677 567677 .

Rz = 2, We suppose that no triple block exists,
11112|1111;1g2222|33333|4
22233 A {"B c 1
33456 6 ,

\
The distribution of 4,5.6,7 follows es in the preceding section,

A: 4,4,5,5,6,6,6,7,7,7,

B: 4,4,5,5,5,6,6,7,7,7,

C: 4,4,4,5,5,6,6,7,7,7.
Now we consider all combinations of A, B, and C, but we omit
those where a pair exists 3 times in one matrix since this

pogngrggf the desigp hee 8. tripla block.
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A

B

c

D. : 44566
6 56777

45466
56777

44556
66777

45456
66777

55446
66777

q =4, ng = 4,

45456
56777

45455
66777

55445
66777

44556
56777

45455
66777

45456
56777

55445
66777

44566
55777

44556
56777

45456
56777

45455
66777

44566
55777

44556
56777

45445
66777

A5446
56777

44456
56777
45445
66777
44458
56777

45446
56777

44466
55777

45445
66777

45446
56777

44456
56777

44466
55777

44455
66777

44456
56777

isom,

isom,

isom,

isom,

isom,

to

to

to

to

to

to

to

to

by
by
by

by

by

by

by
by

by

(27)(36)(45)
(12) (56}
(23} (45)

(172643}

(1427)

(123) (465)

(145237)
(13)(46)

(17)(23465)

1111|11111111]22222222|33333333t

2222
3333

!
|

1 o

.

In A,B,C the elements 4,5,6,7 occur 4 times each, We
distinguish the following cases (each case excludes the
preceding ceses).

(1) There is a palr occuring 4 times in one matrix; then
4444 A, and 44 B.
€ 66 €

5555

(2) There is a peir occuring 3 tirses in one matrix; then

444 . A, and ﬁ € A,

555

22



(3) There
and g
(f) There

4
and 5

(2)

444455¢€%

are 4 double pairs in a matrix; then = A,

55667777
€ B,
4466
are only two double pairs in a matrix; then 5577 € A,
€ B,
A B c

44446666 44445555 44445555
55557777 66667777 77776666

" 44445555 ‘44445555
66676777 67776667

" 44445555 44445555
66776677 66776677

44445666 44445556 44445555
55567777 56676777 67776667

" 44445556 44445555
56776677 66776677

" 44445556 44445555
57776667 66676777

44445566 44445566 44445555
55667777 55776677 66776677

" 44445556 44445556
56776677 56776677

44445566 44445556 44445556
55676777 56676777 56776677 .

1111121111111 )2222222 3333333 |4
222233\ 5
333456 6 .

. | -

The distribution of the elements is given by:

A: 4,4,4,5,5,5,6,6,6,6,7,7,7,7,

B: 4,4,4,5,5,5,5,6,6,6,7,7,7,7,

C: 4,4,4,4,5,5,5,6,6,6,7,7,7.,7.
We restrict ourselves to designs without blocks existing 4
times (case q=4, n3=4). We distinguish the following cases.

(1) There is a matrix in {A,B,C} in which ;; exists, where x and

y are

the two elements existing exactly 3 times in this

44
matrix; then 55 € A,
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4

(2) In each matrix there exists ; exactly once; then 5 € A,

(3)

(4)

4

c€B. ¢

5 eC,

In exactly 2 matrices there exists ; exactly once; then

4
S

4

€A, 6 € B.

In exactly one matrix there exists ; exactly once; then

4

5 € A,

(5) In no matrix there exists ;.

In the 1th, 4th, and 5th case we may assume w,1l,0.q.

additionally that A does not contain more 2'9 than 6'®

(otherwise use (23)(45)).

(1)

(2)

(3)
(4)

(5)

"3

Eio ¢

E11

E

E

E

Eig

16

18
E19

€20

= 2,

A

c

12 ¢

13 ¢}

14 ¢

17 ¢

4445666
5567777

"

4445566
5667777

4445566
5676777

4445566
5676777

4445566
5667777

4445566
5676777

4445556
6667777

4445556
6676777

4445556
5676777

4445556
5776677

4445555
7776667

4445555
6776677

4445555
6676777

4445555
6776677

4445556
6576777

4445555
6776677

4445555
7776667

4445565
5776677

4445555
7776667

4445565
5776677

4444555
6777667

4444555
6677677

4444556
5667777

4444556
5677677

4444556
5777667

5446644
6557777

5454644
6576777

4454664
5576777

4454664
5576777

4554464
5776677

4446664
5557777

4454664
5576777

4

isom, to E,, by (27)(36) @5)

We suppose that no block exists more than twice,
a) The two blocks disjoint to 123 are identical,

‘24,



11]111122
221223333

111111222222 1333333 |44

] .

55
|

66 .

D contains 4,4,5,5,6,6. W.1,0.g. we may restrict ourselves to
the following 3 cases for D, These and the distribution of the
elements are given by

D

A

C

(1) 445566
(2) 445656
(3) 454656

2x4 ,2x5,4x6 ,4x7
2x4 ,3x5,3x6,4x7
2x4,3x5,3x6,4x7

2x4,4x5,2x6 4x7 4x4,2x5,2x6,4x7
2x4 ,3x5,3%x6,4x7 4x4,2x5,2x6,4x7
3x4,2x5,3x6,4%7 3x4,3x5.2x6,4x7

In the first cese we may assume additionally that A does not

5.

contain more 6 -]

not contal

n more

A

than
4

6

6's than g'a.

c

(1) €3
Ea2

(2) E23 3

(3) Exg ¢

, 445566
667777

454566
667777

445566
567777

454566
567777

554456
667777

445566
567777

454566

567777

27

554456
667777

554455
667777

454655
567777

554456
667777

454566
567777

454556
667777

445566
567777

454466
567777

454456
667777

444566
567777

444556
667777

454456
667777

444566
567777

444556
667777

446644
557777

444456
567777

444456
567777

444455
667777

444456
567777

444456
567777

454455
667777

454456
567777

454455
667777

454456
567777

444556
567777

444556

567777

444566
557777

isom,

isom,

isom,

isom,

isom,

isom,

4'5 and in the other ones that A does

to Eyg by (16)(2534)

to Eyg by (12)(56)

to Eyg by (13)(46)

to E,, by (16)(24)(35)

to Ey, by (143526) -

to E,, by (1435)(26)
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b) The two blocip disjoint to 123 are different,

11]111122(111111]222222 333333 |44
22| 223333 " [ , " lss
33 ‘ 8 67

W.1l.0.9. we may restrict ourselves to the foilowing 3 cases
for D, These and the distribution of the elements are given by:

D A B C
(1) 445567 2x4,2x5,4x6,4x7 2x4,4x5,3x6,3x7 4x4,2x5,3x6,3x7
(2) 445657 2x4,3x5,3x6,4x7 2x4,3x5,4x6,3x7 4x4,2x5,3x6,3x7
(3) 454657 2x4,3x5,3x6,4x7 3x4,2x5,4x6,3x7 3x4,3x5,3x6,3x7,

We may assume that no block exists more than twice, i.e. the
matrices A,B,C do not contain a pair more than twice each,
Furthermore, the double pairs of different matrices are non-
disjoint (otherwise we have case a)). By the same argument our
design does not contain in.C one of the following pairs twice:
oS
not contain in the first case one of the pairs g. ;, or

in the first and second case, Analogously, B does

6
7

twice, Finally we assume that in the first case A does not con-

4, 4,
tain more ,'s than 6%

We construct all A's, then B's and C's, but in the following
list we only put those which form a design o-ticfying sll re-
striction described above,

A B c

(1) E,o t 445566 455456 444456
28 ° 667777 566777 567767

E ; 445566 445556 444456
29 676777 566777 567767

" 455456 444456
566777 566777 O™ 'O Ezg by (67)

(2) E,n : 454566 445566 444455
30 567777 566777 667767

" 445556 444456
666777 567767 %90 to Exg by (12)(34)(56)

E : " 445556 444456
31 676677 566777

454586 445566 444456
667777 566777 567767 1998, to Ey, by (12)(67)



A B c
E.. . 454556 445556 444466
32 ' 67777 676677 556777
gg;;;? ggggsg ggg;;g isom, to Ezg by (34)(567)
454566 444566 444555
(3) 567777 566777 677665 18OM. to Exg by (156)(37)
gg;ggg ;g;g;; isom, to E5, by (136)(247)
£ “ 444556 444556
33 ° 667677 567677
Eo i " 444556 444556
34 ¢ 677667 566777
667777 67877 seress Leom. to Eyy by (12)(45)(67)
g;;ggg gggggg isom. to Ey, by (14)(37)(56)
554456 444566 444556
667777 566777 567677 189M. tO Eyy by (16)(357)
gg;g;g ggg;;; isom. to Ey, by (12)(45)(67)
gggggg ;;g;gg isom, to E,, by (1246375).

Now we prove that
Therefore we list

times in the design (1s=2,3,4),

theee 34 designe are pairwise nonisomorphic,
the number vy of blocks which exist exactly i

\

El 1 2 3 4 5 6 7 8 910 11 12.13 14 15 16 17 18 19 20
V4 7 3 3 11 1111 000O0O0O0OO0O0O0O0O0
V3 0 4 0 4 2 6 0 00 3 2 4 211 1 3 17 1
V2 0 0 B8 2 6 012 8 6 3 6 3 5 9 3 6 5 5 0 6

The triple block in Ejg and Epg 1 123. B of E,¢ contains 3

double peirs, while A,B,C of Ezp exactly contain 2 double

Pairs each,

E: 21 22 23 24 25 26 27 26 29 30 31 32 33 34
V4 0O 000 OO OO OOOOO,0
V3 0O 0 0OOOOOO O OO OUOTUWO
V2 14 8 8 7 8 6 5 8 6 6 5 6 3 6

X X X X X X Xy Yy yYyyYyYVvYYy

27



x means that the design has disjoint blocks among the double
blocks, the converse statement is indicated by vy.
For the des}gns Exo E23. Exge and 529, Eso. E32. 534 we list

how often each element exists in the double blocks.

i times E,,  Ep3; Eps Ex9 Ezp Esp  Esy
6 - - 7 - = - -
5 - - - - - - -
4 123 1247 - 1 - < =
3 4567 56 123456 237 133467 1235 2367
2 - 3 - 45 - 467 145
1 = = » 6 - - -
0 - - - - 5 - -

Finally we note that the elements 4,6,7 (each twice in the
double blocks of 532) do not occur in different double blocks

only, while 1,4,5 (E34) do so,
(1i1) is proven,

In order to prove (iv) we construct 50 designs by combining

2-(7.3,2) designs with A € 4 in & suitable way. Especially, we

make use of the E;'s. Furthermore, we need the 2-(7,3,1) design
1112233

T = 2464545,
3576776

The nonisomorphism follows by the vector (v5.v‘,v3.v2) again,

B¥(v.k) denotes the set of all k-element subsets of {1,2,...,v}.

VVaV3Va Combination of VgV4aVaVy Combination of
7000 E,.T 0133 By T

3400 Ey. T 0127 Ejg T

304 4 E5.T 0117 EygT

1600 Eg.(67)T 01009 Epg. T

1420 E,. T 0077 T.T.T,(3467)T,(3467)T
1242 Eg.T 0061 Egy:(67)T _
1226 EgT 00410 E,.T it
1066 E,,(67)T 0047  Ey.(67)T

1060 Eg.T 004s EpgeT

N
(-]



VgV4ViVs Combination of V5VaV3Va Combination of

1048 E7.T 0044 E22,T
1046 EB'T 00389 Eil'(347)T
1028 Eq.(67)T 0038 sy (347)T
0700 T,T,T.T.(3467)T 0037 Epe T
0430 E 5. (67)T 0036 Egp T
0340 Eyg:(67)T 0035 Ezy . (67)T
0331 ElO'T 0034 533,T
0317 45 (67)T 00210 E,,,(67)T
0251 E,,.(67)T 0029 Eqp . (347)7
0234 EgpoT 0027 Egp. (67)T
0226 E11,T 0026 534,'!'
0163 E19'T 00110 E27,(347)T
0151 E g.(67)T 0019 Exo. T
0139 Byt 00012 Eg.(347)T
0137 Ey 40 (67)T 00010 E5q,.(347)T
0136 Eyg. (67)T 0007 T.8%(7,3)=(34)(567)T
(iv) is proven, .

4. Proof of Theorem 3

We use the results of Theorem 2 and show that each design
according to (i), (ii), and (iii) contains a 2-(7,3,1) design.

T € C1.C5:Dy.05,05.05.0,,E B, E5.Ey B Eg EqiEy g Ey 41 Eyg.Eng,
Ez0+E33’

(67)T € C3.0,.06.Eg By By 1B 0B 3.E15 1B g Ep3.Bpy i Eng Epy Exy,

(57)T & EigrEzq:Exz.

(56)T s EpgeEnge 5 .

(23)(56)T € Dg.Dg.E g.ExqEpy +Enpe

S. Proof of Theorem 4

We construct 2-(8,3,6) designs in 3 ways. Let v, be defined as
above,
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1. Since A= 6, the greatest i with v, > 0 is 1 = 6. We con-
struct designs with ve = 1. W,1l,0.9. they have the structure:

| 66...6]77...7]88...8|666666
M‘- A | " I c I o |777777 ) .
888888

e e~
5 15 15 15 ,
The elements i, i = 1,2,,,.,5, occur 3 times each in A and
6 times each in B,C, and D, respectively.
Up to an isomorphism there are only two possible matrices for As
11133 11123
Ay = (22244) . Ay = (22434) .
34555 35545
To A,B,C, and D we associate grephs, where the vertices are the
elements 1,2,3,4,5 and the edge (1,j), 1€ 1 <3j€5, occurs
t times if and only if the peir (i,j) exists exactly t times in
A,B,C, and D, respectively, We identify the notations of the
matrices and the related graphs,
Each of the graphs A,B,C,D is 6 regular, M is a 2-(8,3,6)
design if and only if the edge (i,j) 1€i<j<5, exists
altogether 6 times in A,B,C, and D.
We will consider the following 6 reguler graphs with 5 vertices:




Then Ay =Ryq and A, =R,,. We give a list for possible B's, C's
and D's, If T is a permutation on {1,2,....,5} let 'F.Ri denote
the graph Ry after changing the numbers of the vertices accor-
ding to 7, Simple counting yields the vector (VS"" ,vz) again,

L A B c D VeVsVaViVa
Fi R0 R L (2352)R, TO0O0107
Fa  Ryg Ryq Rg (13)(25)R; 100 6 11
F3  Ryg Ryq R (1325)R,, 100413
Fa Rig Ryy Rg (1325)Rg 100 3 14
Fs Ry Ryy Ryo Ryq 1001 16
Fe Ryo Ryq Ryo (2354)R,, 1000 17
F;  Ryp (15)(23)R, R, (12)R, 10525
Fg Ryo (15)(23)R,  (12345)Ry (132)R, 10445
Fg Ryq (15)(23)R, Rg (12)Rg 10143
Fio Ryo (2354)R,, Re (2354)Rg 100105
Fi1 Ryp (2354)R,, Rg (13)(25)Rg 10069
Fia Ryp (2354)Ry, R, (1325)R, 1004 11
:13 :12 g::::;:lz 28 é1325)n9 100312
14 t12 12 10 11 100114
F15 Ryp (2354)R,, Ry (2354)R, 5 1000 15
FIG Ry (15)(23)R; R, (12)R, 11425
F17 Ryp (15)(23)R;,  (12345)R; (132)R, 11345
18 Ryp (15)(23)R; R4 (12)Rg 11065
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2. This method was first proposed in /3/. The set B¥8,3) of
all triples of {1,2,....,8} is & 2-(8,3,6) design, but without
repeated blocks, B*(8,3) contains B¥(7,3), a 2-(7,3,5) design.
If we replace B¥(7,3) by five 2-(7,3,1) or one 2-(7,3,3) and
two 2-(7,3,1) designs, we get a 2-(8,3,6) design, which is ele-
mentary, of course. For showing the nonisomorphism, we consider
the vector (VS""'VZ) again,
In our construction we use the following 2-(7,3,A) designs
(T see section 3):
Ty =T, Ty = (67)T, Ty = (56)T, T, = (567)T, T = (576)T,
T6 = (34)(567)T,

111111111222222333345

= 222334446334455445656,
357565677466767577767

Ty
Analogously we may replace B*(6,3) in B*(8,3) by 2-(6,3,4)

designs, see section 2, We will use By and B

3
3, We combine the construction of 2, with an idea of Rasch and
Herrenddrfer /9/. If 123, 145, 248, 358 € M, we replace these
four blocks by the blocks 124, 135, 238, 458 and we get a
2-(8,3,6) design again., If we have used this operation we mark
it in the table with z,.

Furthermore we use the following replacements:

Zz: 127,138,248,347 by 128,137,247 ,348, ,

Z3: 138,147,248,257,347,458 by 137,148,247 ,258,348,457,

24: 138,157,248,257,458,467,568 by 137,158,247 ,258,348,457 ,468,
567.

In the following table we describe further 82 2-(8,3,6)

designs, We start with i of the notation Fi. Then there follow

Vg:Va:V3zeVp (vsrno always) and we indicate if we replace

B¥(7,3) or B¥(6,3) and finally we note which and how many
designs of the designs defined above we use instead of B*(7,3)
or 8¥(6,3), respectively, Additionally we indicate which of the
operations Z; is used,
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¥ *
Vg V4 Vg3 v, B (7.3) BY(6,3) TyTyT,T,TgTgT, BBy Z42,2Z,

19 7 o 0 O
20 5 2 0 2
21 3 4 0 O
22 3 0 4 4
23 2 4 1 2

24 2 1
25

3 7

1 6 0 2

26 1 6 0 O

27
28
29
30
31

1 4 2 O

2 4 6
2 4 2
2 2 6
1 0 6 O

1
1
1
1

2

2
1211

0O 4 8

32

33 1. 0 4 6

1 0 2 8

34
35 1 0 0 12

11111

x

36 0 7 0 0O

32 06 1 2

38 0 5 2 3

39 0 4 3 2
40 0 3 4 1
41 o 3
42 o 3

1

9
7

1
1

43 0 2 5 4

4 o0 2 4 s

22

45 o0 2 3 8

46 o0 2 3z 4
47 o 1

48 o0 1

6 4

6 3

49 0 1 5 0

S0 o0 1

5 3

51 0 1 5 1

1121

52 0 1 4 7

53 0 1 4 4

1
1272

X

S4 0 1 3 11
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#* *
Vs Va V3 Va B7(7.3) BY(6.3) T T,T,T,T.TT, BBy 2,2,2.2,

0o 1 i0
3 9

56 0 1

2111

57 0 1

3

X

58 0

2

6

59 0 3

60 0 1

12

2
61 ¢ 1 2 7

1

1111

i1
13

1
64 0 0 7 7

62 0 1

11111

63 0 1 O

10

65 0 O
66 0 0 6 7

&7 0 0 6 4

€8 0 0 6 1

59 0 0 5 5
70 0 0 4 10

x

71 0 0 4 8
72 0 0 4 7
73 0 0 4 &

i3

75 0 0 3 11

74 0 0 3

x

2
1111

10

76 0 O 3
77 0 0 3 9
78 0 0 3 6

1

79 0 0 3 4

11

81 0 0 2 9

80 0 0 2

82 0 0 2 8
83 0 0O 2 6

x

11
10

84 0 0 1
85 0 ¢ 1
86 0 0 1 9

8 0 0 1 7

88 0 0 1 6

89 0O O O 18
S0 0 0 0O 16
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1 vy v, vy v, B%7,3) B¥(6,3) f1TzT3TaTsTeT7 BBy Z,2,252,
99 0 0 0 14 x 1 x

92 0 0 0 13 x 1 1 1 x

83 0 o 0 12 x 1 x
%4 0 0 0 11 11 x

95 0 0 0 10 101 x

% 0 0 0 9 11

97 0 0O O 8 x 1 x

98 0 0 0 7 x 1 11

99 0 0 0 6 x 111

1000 0 0 4 x 1

€. Proof of Theorems 5 and 6

We consider the equations of the intersection numbers Ngreseafiy
for the case of Theorem 5 and of Theorem 6, i.e. *
Ny + Ny + N+ ng+ N, o= 14.
n, + 2n2 + 3n3 + An4 = 28,
n, + 3n3 + 6n, = 18, and

n_+ n, + + n, + n, =18,

o 1 n2 3
n, + 2n2 + 3n3 + 4n4 = 32,

1
+ 3n3 + 6n4 = 18, respectively.

"2
These two systems of equations have no solutions in nonnegative
integers with n, » 2, which can be verified easily.

2, _Proof of Theorem 7
The smallest positive A with v =9, k=4, t=3 is A= 6, 1, e.

all 3-(9,4,6) designs are elementary, We construct 3-(9,4,6)
designs in the following way, Let N be one of the 50 2-(7,3,5)
designs on {1,2,,...,7} defined on pages 28 - 29, To each block
We add the element 8, Then we add to this system the comple-
ments of all these quadruples according to {1,2,...,8}. This
Yields & 3-(8,3,5) design, see Gronau /4/, Finally we add

{x: xeB*(9,4), 9¢ x} and obtain a 3-(9,4,6) design N'. It is
easy to check that the frequency-vector (vé,vé,v;,vi,vé) of N'
is (0.2vg,2v,,2v4,2v,), where (Vg,v4.v3.vp) 18 that one of N.
The table on pages 28 - 29 yields the nonisomorphism of the 50
obtained designs. 35




8. Proof of Theorem 8

The idea of this proof is the same as in the proof of the ana-
logous result for designs with k = 3 given in Gronau /3/. We
start with B¥(v,4) and exchange B*(p.4) c B¥(v,4) - p denotes
the greatest integer less than v -for which 2-(p,4,1) designs

exist - by (paz) copies of a fixed 2~(p,4,1) designs, This
yields a 2-(v.4,(v52)) design again, Let w denote the smallest

positive integer for which 2-(v,4,w) designs exist, If our
constructed design is nonelementary we must have

v-2

w(P;%) € (32, (2)

since our design has some blocks (pgz)-times, i.e, every decom=-
position in designs without repeated blocks contgins at least

(p£2) designs. The lower bound for the w's according to (1) is
given in the following table,

vsx(12), x=0 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11
w = 3 16 6 1 3 6 2 3 3 2 6

(1) is sufficient for the ‘existence of 2-(v,4,1) designs: see
Lenz /5/, (2) is equivalent to

(v=2)(v=3)

S AW, (3)

(p-2)(p-3)
We disprove (3) for v « 30 by the following table,

v 14 15 17 18 19 20 21 23 24 26 27 29
) 13 13 16 16 16 16 16 16 16 25 25 28
év-Z}Sv-3} 12 78 15 120 136 153 171 30 33 12 300 27
p-2) (P~ I 55 I3 9T 791 51 O I3 I3 117283 B
" 6 6 3 6 2 3 3.6 3 6 € 3

For v & 30 we have p 2 v - 8 and w 2 2, Hence

{v=2)(v-3) (v=-2)(v-3) 28 . 27 378
« € "= —_—2w,
(p=2)(p-3) (v-10)(v-11) 20 . 19 190
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Rostock. Math. Kollog. 21, 39 - 45 (1982) 05C05
05C20

Ivan Havel

Embedding the directed dichotc;mic tree into the n-gube

Both the dichotomic (binary) trees and the n-dimensinval cute::
are commorly oonsidered to be interesting combinatorial ob~
Jects, as cowncerns their properties, structure and applica-
tions. In this paper we investigate their mutual relationship,
pamely, we deal with the problem of embedding dichotomic trees
in oubes. Throughout the peper i, k, 1, m, n, ... range over
positive integers, if not stated otherwise.

Qn(au) denotes the undirected (directed) graph of an n-dimen-

sional cube, defined irn the standard way (/1/, /2/). For ap un-
directed G, dim G denotes "the oubioal dimension of G", i. e.
the smallest n such that G is isomorphic to a subgraph of

Qn(G s Qn)‘ Similarly, dim ® denotes the smallest n such that

the digraph 3 is isomorphio to a subgraph of an(a & Q’n).

The cubical dimension of dertain trees is investigated in /3/,
/4/, and /6/. Here we shall consider the oubiocal dimenmsion of
the so-oalled oomplete direoted diohotomic trees.

The complete diohotomio tree Dk on k levels is a rooted tree,
eaoh vertex of whioh either has exaotly two soms or is a leaf
Apd ell the paths from the root to the leaves have the same
Zepgth k. Therefore, for 0 € 1 € k, D, has 21 vertioes of the
"i-th laval", Dk is ap undireoted graph; if all its edges are
directed "from the root to the leaves", the digraph obtained
18 danoted by By,

We proved it /3/ that k a 2 =>dim nk = k+2, Here we find only
certain upper and lower bounds for dim D, .

In /35/ two pneocessary oonditionms for gs are given, while
the problsm of a pecessary apd sufficient condition for & & Qn
in mentisnad as an open ome. In /2/ such a oopdition is statedj

for the nase of 3‘: it may be formulated as follows:
39



Assertion 13 -ﬁk € 3,‘: if and only if there is a mapping
asservrop 13
@1 A(Dk)—> {15¢.0,0} ~ where A(Dk) is the set of all arcs of

—ﬁk - satisfying the following two conditions:

(i) if (a1,...,ak) is the sequence of arcs of any path from
the root r to a leaf in ﬁ:, then

124, j=k&il#j=>pay)# q:(aj)-

(ii) if u,v ¢ V(_’Dk) are two different vertices of 31:’ both
different from the root r, and if (by,...,b;), (01,...,cm)
are the sequences of arcs of the paths leading from r
to u, v, respectively, then

(P (0)5eees POPY £ (PLeg)yenes Plog)]e

Proof: Let @: A(f)’k)—){‘l,...,nj satisfy (i) anmd (ii). Define
a mapping f: V(_];k) —>V(3n) as follows: for the root r of -ﬁk
put £(r) = (0,...,0). If u € V(B), u # r, let (bgyeeayby)

be the sequence of arcs of the (only) path from r to u inm D..
For 1=i=mn putu =1 if i e {(P(b,l),..., p(bl)}, other-
wise u; = 0, and £(u) = (ug,...,u ). Then £ is an injection and

moreover, (u,v) € A(ﬁk)@(f(u), £(v)) e A(_Q’n), hence 3}: € 31:'

Suppose on the other hand fk € (_Q;. This means that we are
given an imjection £: V(B,) —V(J,) such that

(u,v) € A(B) = (£(w), £()) € AF)). Let

u,v € V(B)s (u,v) € AT, £(0) = (Wyreeeyiy ), (V) = (Tq5000,7),
where u;,v; € {0,1}. Then there is precisely one i(1 < i = n)

suchthatui=0,vi=1(u =vafor‘|£'én,j¢i).

Put q;((u,v)) = i. Then obviously ] A(Dk)_>§1,,.,,n}
satisfies (i) amd (ii).

" The following statements describe the basic properties of
aim B,.

- - - -> — -
Assertion 23 D, € Qm & Dl [ Qng Dk+1 € Qm+n
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Proofs According to Assertion 1 there are mappings

¢4t B = (1,...,m} and P2 AB)) > {1,...,0} satisfying
both (i) and (ii) for Bk’ 31, respectively. In order to con-
struct ¢: A(iﬂ)-—!{'],...,md-n} satisfying again (i) apd (ii),
let us notice that 3k+1 may be obtained by joining one specimen
of K with 2k specimens of 31 (every leaf of 31: being identi-

fied with the root of a new 3 ). This enables us to construct 9
W:lth the desired properties 1n the follow:mg way: the arcs
of Dk are assigned values by Pqi if a e A(Dl), then a is

assigned the value m + q:z(a). Further, Bk with arcs valued
by 1 apd 2¥ specimens of 31 with arcs valued by m + ¥, are

Joined as described above. In this way 3k+l arises with values
assigned to its arcs; let us demote this valuation by ¢, ob-
Viously @: A(Bk-rl)—’ {15¢4.,m+n} satisfies (i) and (ii)

of Assertion 1.

Remark 13 Assertion 2 implies the following result:

dim3k+lﬁdika+dim B,,
dmb’jk-a.dmﬁ.

Assertion 33 Bk = 5;% Cal (;)- '

Proof: By Assertion 1 it follows from B, € § that there is
@+ A(B) - {1,...,0} such that if (a;,...,a ) and (a],...,8y)
are the sequences of arcs of two different paths from the root
to leaves in ﬂk, then {P(ay)y..., q(ak)} # {pag),.., 9@l
Since the total number of leaves in‘3k is Zk, the desired
inequality follows.

dim
Remark 2: 2K < ¢ x ).
Remark 3: By an elementary argument we obtain ) -

k>182e @=2" <.
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Tous, B, € , also implies 2* £ (}), 1 = 1,...,k, which nmay be

a8 well obtained via Assertion 1.

Remark 1-5 .2 The inequality of Assertion 3 may be strengthened,
namely

Bed e -,

since there are twr -8 in 7. ‘neddent with the root, apd any
path from the roo* s leaf contains exactly one of them.
Asseriion 43

(1) dim 31: 3]'2}'{2‘1[’ k=1,...,5
(11) aim B = 9,

(111) aim B, < 3 if k = 0 (mod 6),
(1v>dinﬁks]gz+1[ if k £ 0 (mod 6).
Proofs (i) the case dim B, = 2 being trivial,

aim ﬁk h]%ti[, kK = 2,...,5, follows from Remark 2. In order

to prove the reverse inequalities, we can use Assertion 1,
Remark “, and the valuations of arcs of D, and 35 given by
Fig. 1 snd Fig. 2. (In Figs. 1, 2 all the edges are directed
downwarde, but the arrows as well as the last level arcs in 35,
leadirg to lea\fes, are omitted). '
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5, 7 8
[ ) o
5 6 6 3 68 7 7 2 4 1 & 5 1 1 3
2 8 8 7 8 B 8 4 7 8 &4 4 8 5 3 8
Fig. 2

(ii) dim 36 > 9 follows from Remark 2. We prove 36 € 39 again

by constructing ¢ : A(36)—+ {1500.,9} satisfying (i) ard (ii)
of Assertion 1. ¢ may be defined e. g. by Fig. 3 (where the
last level arcs are omitted and only the values assigned to
them by @ are given). It is only a matter of direct (but
Tather tedious) imspection to check that @ of Fig. 3
Possesses the properties required.

4 2
2 6 7, 5 b/ 3 1 4
7 9 8 9 8
8 g\9 ¥\8 &\5 & : e F6 :- g\7 o 8 y\9
5585522425838 376 z 8682142174541153
9996777499997 9773909877799%5959777

Fig. 3

(1ii) follows from (ii) and Remark 1, (iv) may be derived from
(1ii) and (i) again by Remark 1.
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Assertion 5: (]%[) €25  for all k.

Proof: It follows easily by induction that (Feta) & Pkl

for t 2 O; hence we derive further

QoD « 92, G « %2 ana sunmits, Gt < 20,

Assertion 6: -ﬁk € Q—)n e]%[. o
k

Prooz:s I k £ n < | 55[, them (§) < JED < 2 (ussertion 5),

which contradicts 31: € Qa (Assertion 3).

The next statement follows immediately from Assertions 4 and 63
it ylelds asymptotic bounds for dim B .

se~tion 73 dimﬁk
dpsetion b 5 ik g

Remark 5: By mesns of a more detailed numerical analysis one
cap obtaln a greater comstant (approximately 1.29...) instead
of the value 5/4 in Assertions 5,6, and 7. The upper bound
(Assertions 4 and 7) could be probably improved as well, e. g.
by determipning dim Bk for some k > 6 and then using Remark 1.
Though it may be shown that the lower bound of dim 3!: given

in Remark 2 cannot equal dim 3]( for every k '

(2% <« (gg) but dim 326 > 35, since (22) - (gg) & 226’ P

Remack 4), it seems to be likely that better estimations
of dim -D’k could be obtained rather by improving the upper than
the lower bound.
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Rostock., Math. Kolloq. 21, 47 - 57 (1982) 05C10

94A15
Dieter P&tschke

Die topologische Entropie als Isomorphieinvariante endlicher
Graphen

————

®
1, Topologische Entropie von kompekten topologischen R&umen
Im Jahre 1965 fihrten Adler, Konheim und McAndrew die topslogi-
sche Entropie fir kompakte topologische R&ume ein, Diese GroBe
ist ein topologisches Analogon zur Shannon-Entropie fir statio-
nire wehrecheinlichkeiter&ume, die in der Ergodenthaorie auch
els dynamische Systeme bezeichnet werden,

In den nachfolgenden Jahren wurde die topologische Entropie von
expansiven und entropie-expeneiven Homéomorphiemen mit Methoden
der Informetionstheorie und vor allem der topologischen Dynamik
Untersucht, und ee wurden intereseente Ergebnieee erzielt; zu
®iner Obereicht vgl, z, B, P8techke, Sobik /8/, Kap, 5. Dabei
S8pielen die eog, Unterverschiebungen endlicher Ordnung
(subshifte of finite order) eine wesentliche Rolle,

In dem Vorliegendon Beitrag soll nun gezeigt werden, daB die
for Unterverechiebungen erzielten Ergebnisse auf Graphen Ober-~
tragbar eind. Dazu muB von dem Graphen zu dem von ihm erzeugten
Folgenraum, der hier ela Graphraum bezeichnet wird, Obergagen-
gen warden, Weiterhin werden dazu die topologiechen Miechunga-
b°9t‘:|.ffo auf Graphen bzw, Grephrdume Ubertragen,

In dar Graphentheorie wurde bisher zwar eine Reihe von Isomor-
Phieinvariantan eines endlichen Graphen untersucht, aber bisher
ist keine vollst&ndige Isomorphiainvariante bekennt, Auch das
Spektrum - von dem Herery /5/ noch 1962 behauptete, daB nicht-
1°°morpho Graphen verschiedene Spektren haben - erwies eich’im
augenoinen als nicht vollst&ndige Isomorphieinveriante,

Dabei heiBt eine Isomorphieinvariante vollsténdig, wenn aus
ihrer Gleichheit far zwei Graphen die Isomorphie der Graphen
folgt, pies 1st eine Bhnliche Situation, wie sie in der Ergo-
dentheorie bia zuam Jahre 1963 bestand, ala z. B, fOr Bernoulli-
Syateme noch keine vollatdndige Iaomorphieinvariafite bakannt

War, ornstain konnte dann aber zeigen, deB die Shannon-Entropie
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eine vollstidndige Isomorphieinvariante fdr alle Bernoulli-
Systeme und daridber hinaus far alle stark gemischten Markow-
Prozesse ist,

Die folgenden Untersuchungen stellen nun einen ersten Schritt
dar, diese informationstheoretischen Oberlegungen analog auf
das Isomorphieproblem flir Graphen bzw, Graphenréume zu Obertra-
gen. ’

Zunéchst werden in diesem Abschnitt topologische Mischungsbe-
griffe und die topologische Entropie definiert. Im Abschnitt 2
wird auf gewisse Eigenschaften des Spektrums eingegangen, ins-
besondere welche Graphklassen es trennt, Satz 2,5 stellt den
Zusammenhang zwischen der topologischen Entropie und dem Index
eines Graphen her, Der Obergang zu Graphriumen ergibt einen un-
mittelbaren Zusammenhang zwischen topologischer Struktur und
wahrscheinlichkeit:

Zu jedem topologisch transitiven Graphraum existiert ein ergo-
disches Markowsches WahrscheinlichkeitsmaB gleicher Entropie.
Bereits Shannon (1949), der Begriinder der Informationstheorie,
wies auf Zusammenhénge zwischen Markow-Prozessen und Digraphen
hin, Es wird hier gezeigt (Satz 2,8), daB topologisch transiti-
ve Graphriume echt ergodisch sind,

Zundchst bendtigen wir einige Grundbegriffe,
Sei nz die Menge der natirlichen Zahlen,

Definition 1.1: [Y,T] heiBt topdlogisches dynamisches System,
wenn Y ein kompakter metrischer Raum und T: Y-Y ein Hombomor-
phismus ist,

Damit ist T auch beziiglich der Borel-Mengen meBbar,

Definition 1,2:
. [Y.T] heiBt topologisch transitiv, wenn fir alle nichtleeren
offenen Mengen U,V € Y ein n e nz existiert, so daB

Un T ¥ g gilt,
2, [Y.T] heiBt topologisch schwach gemischt, wenn das Produkt
v x ¥, T x T] topologisch transitiv ist,
3. [v. T) heiBt topologisch stark gemischt, wenn fir alle nicht-
leeren offenen Mengen U,V € Y und alle hinreichend groBen n
UnTt™ % ggile,
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Man zeigt leicht, daB topologisch stark gemischt die Eigen-
schaft topologisch schwach gemischt impliziert und jedes topo-
logisch schwach gemischte System auch topologisch transitiv
ist,
Es gibt nun einen engen Zusammenhang zwischen diesen topologi-
schen und den entsprechenden maBtheoretischen Mischungsbegrif-
fen (vgl. /8/, S. 97 ff.).
Sei [Y,T] ein topologisches dynamisches System und 2§ eine offe-
nNe Oberdeckung von Y, Weiterhin sei

H(I) =p; log N(2t),
wobei N(2¥ ) die kleinste Kardinalzahl einer Teiliberdeckung von
Y ist, H(Y) ist endlich, da Y ein kompakter metrischer Raum
ist, Far jede offene Oberdeckung X existiert der Grenzwert

ML) =g Lim T HOUOGT.

wobei (L) =p¢ WvT  Wy... vT" W 1st, n € nz.
Wir bezeichnen
htop(T) =p¢ SUp {H(tZ,T)lil_offene Oberdeckung von Y}

als topologische Entropie von [Y,T].

2, Spektrum, Graphrédume und topologische Entropie

G = [x,k] heiBt Graph, wenn X eine endlichs, nichtleere Menge
ist und K § X X X, X heiBt Knoten- und K Kantenmenge. G heiBt
Ungerichtet, wenn fir alle x,x' € X mit (x,x') € K gilt
(x*,x) € K, sonst heiBt G gerichteter Graph oder Digraph.
A= (a;4) sei die Adjazenzmatrix des Graphen G mit
0 (xi.xJ) € K,
a

13 -
1 sonst,

Mit | A| bezeichnen wir die Determinante der Adjazenzmatrix,
Definition 2.1:

@) Das charakteristische Polynom
JAT-A] = A" + 8, AL a, der Adjazenzmatrix A von G

heiBt charakteristisches Polynom des Graphen G und wird mit
PG(A) bezeichnet, 49



b) Die Eigenwerte von A (d. h, die Nullstellen von P,(2)) bzw.
das Spektrum von A (das aus den Eigenwerten besteht) heiBen
Eigenwerte bzw, Spektrum des Grsphen G.

Wenn 2, ....., hn die der fallenden GrdBe nach geordneten Ei-

genwerte von G sind, so bezeichnen wir das Spektrum des
Graphien mit Sp(G) = (Ag...0 A5).

Lemma 2.1: Seien G; und G, isomorphe Graphen, dann ist
Sp(G,) = Sp(Gy,).

Beweis: Sei f ein Isomorphismus von Gy = [X,K] auf G, = [X.K'],
d. h. (xi,xj) € K ea(f(xi), f(xj)) e K' fiar alle xi.xJ € X,

f erzeugt eine Permutationsmatrix P auf X, Dann ist

jAP= PAP~Y = [AP[+ [P[[-A| P71 =|aP - Al.
Dsmit haben isomorphe Graphen das gleiche Spektrum, q. e. d.

seispiel 1:

G—3

' 1) P~(2) = [aT~-A]| l A 0> ! 1>| A(a-1
A= i = - = - - = .
(o o/’ © (o 2 (o 0 {d=3

Daher 1ot SP(G) = (1,0).

Eine wichtige Frage besteht darin, welche Information Uber die
struktur des Graphen G in dem Spektrum enthalten ist und wie
diese Information aus dem Spektrum gewonnen werden kann, Dieser
Frage ist die Monographie von Cvetkovi&, Doob, Sachs /3/ gewid-
met, der wir hier folgen,

Der Wert dieser Information darf nicht Gberschétzt werden, da
das Spektrum nicht nur unter der Gruppe der Permutatioinen, son-
dern auch unter der Gruppe aller orthogonalen Transformationen
invariant bleibt.

Graphen gleichen Spektrums werden als isospektral (oder cospek-
tral) bezeichnet, Nach Lemma 2.1 sind slso isomorphe Graphen
isospektral. A

Noch Harary /5/ vermutete, daB isospektrale Graphen isomorph
sind, Dies ist sber nicht der Fall, Abb, 2,1 =zeigt ein Paar
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iscspektrzler nicht-isomorpher Graphen, dse veon Cellatz,
Sirgowivz /2/ angegebsn wurde,

e w 11\{/,
- e S
& %
o« Ny
Abb, 2,1

321 usgouektralen Graphen kenn auch die Zusesmmerhangsseigen-

ft wzrlsren gehen, vgl, Abb, 2,2,

Abb, 2,2

33ide Graphen sind isospektral, aber offensichtlich nicht iso-
Rarah (vgl. /3/).
Jisaer Sachverhalt &ndert sich auch nicht fir groke Knotenan-

Zahlien,

: (Hoffman, nach Mowshowitz /6/)
pesitive ganze Zahl n exisitert eine natirlicne Zahl

M, ose s23 fur jedes m® N n nichtisomorphe iscspektrale regulé-~
73 zusapmenhingende Graphen mit jeweils m Knoten existieren.
i gsausse Klassen von Digraphen ist das Spektrum allerdings
8.7 w¢llsténdige Isomorphieinvariante. Dies ist analog zu dem
B

w3t alt in der Informationstheorie, daB die Shannon~Entro-

*i3 gxre vollstéindige Isomorphieinvariante fir stark gemischte

¥a - -
@ckow-Frozesse ist,

§E£E~3;§; (Elepes, Turner /J4/)

Set 0 ey Menge allar Digraphen (oder Graphen) nmitc n {n sine
Prizzahi) Knoten und einer zyklischen Adjszenzmatrix, Zwei Di-
Srashen sus D sind isomorph genau dann, wsnn sie gleiches Spsk-
troa heken. -



Auch nichtisomorphe Graphen, die von symmetrischen Blockplé&nen
erzeugt werden, haben verschiedene Spektren (vgl. Cvetkovit et
al, /3/, Theorem 6.9),

Wir wollen nun einen Zusammenhang zwischen dem Spektrum von
Graphen und der topologischen Entropie herstellen,

Es sei der Graph G = [X,K] gegeben. Xx9% sei die Menge aller
Funktionen von der Menge gz aller ganzen Zahlen in die Menge X,
d, h, die Menge aller beidseitig unendlichen Folgen aber X,

T : x9% 5 x9% gei die Verschiebetransformation, dann ist x9%
ein kompakter metrischer Raum und T ein Hombomorphismus, Somit

ist fxgz.T] ein topologisches dynamisches System (entsprechend
Def, 1,1). T ist topologisch transitiv und sogar topologisch
stark gemischt (vgl, /8/, S, 98 ff.),

{ale ex9% A Vi(iegza[a(l), a(i+1)]e K)}

t

Sei EG =nf
die Menge aller beidseitig unendlichen Wege im Graphen G, Of-
fencichtlich ist EG T-invariant und abgeschlossen, da das Kom-
plement offen ist, Auch die Abbildung T]EG ist ein Homdomor-

phismus, und das topologische dynamische System [EG'T‘EG] be-

zeichnen wir als den durch G definierten Graphraum, Eg wird in
der topologischen Dynamik als Unterschiebung endlichen Typs der
ordnung 2 bezeichnet (vgl. /8/),

Die Adjazenzmatrix A des Graphen. G heiBt die Obergangsmatrix
des Graphraumes Eg.

Definition 2.2: Eine (n,n)-Matrix R = (rij) heiBt irreduzibel,
wenn fir jedes Paar von Indizes i, J, 1 €1, J € n, das (i,j)te
Element einer Potenz R™, m >0, positiv ist.

Die Irreduzibilitét der Ubergangsmatrix ist fir Graphréume
édquivalent zur topologischen Transitivitét, wie das fulgende
Lemra zeigt.

Lemmra 2,4: Sei EG ein Graphraum mit der Obergangsmatrix A,
Dann sind die folgenden Bedingungen #quivalent:
1. [E;.TIEG] 1st topologisch transitiv,

2, A ist irreduzibel,

Mit Hilfe einer Zerlegung des Graphraumes, die analog der De-
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komposition stationérer Wahrscheinlichkeitsr&ume in ergodische

Bestandteile ist (vgl, /8/, Satz 5,32), kann die topologische

Entropie von Graphrdumen bestimmt werden,

Durch Anwendung des Satzes von Parry /7/ auf Graphréume ergibt
sich

Satz 2.5: Sei Eg & x9% ein Graphraum mit der Obergangsmatrix A,
Dann gilt

heop(TIEG) = 142,

wobei A der Spektralradius von A ist, A ist ein Element des
Spektrums, das dem absoluten Betrage nach maximal ist,

Falls EG ein topologisch stark gemischter Graphraum ist, so
kann die topologische Entropie mit Hilfe des Satzes von Bowen
bestimmt werden (/8/, Satz 5.34),

Wir kommen nun zu dem in der Einleitung erwdhnten Zusammenhang
Zwiachen der topologischen Entropie von Graphrédumen und ergodi-
schen Markowschen Quellen,

Satz 2,6: Sei Eg ein topologisch transitiver Graphraum. Dann
existiert eine ergodische Markowsche Quelle [xg LX,T, ﬂb] der-
art, daB gilt

h(ﬂb,T]EG) . htop(T,EG)'
Beweis: Sei A die Obergangsmatrix des Graphraumes EG, die
hach Lemma 2.4 irreduzibel ist, Nach dem Satz von Perron-
Frobenius entsprechen dem betragsgréBSten Eigenwert 2 ein rech-
ter Eigenvektor 4 = (ugses0,uy) und ein linker Eigenvektor

o= (vl,...,vs) mit u; >0 und vy>0 fir jedes i, 1 =i €s,

: s
Wir kénnen voraussetzen, daB E ugvy = 1 ist, Nun definieren

Wir auf folgende Weise ein stationidres Wahrscheinlichkeitsma8
”& (zur Def, s, /8/, S. 35): Die Obergangswahrscheinlichkeiten

pij(i.Je X) eind bestimmt durch
u 81
Pyy = —;1‘-1—1— (1,3 €X)

und die initiale Verteilung T= (_pl,... ,ps) als
Py = uvy (i€X),
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Fir £ € X gilt

. Py = A 8 qu, = 1, ;:; Py = ;Z; uyvy = 1,
?EY g %Y RS > iy 2

i
und § bleibt bei Rechtsmultiplikation mit der stochastischen

Matrix P = (pij)1 1eX inveariant,

Da e = 0 genau dann, wenn (1,]) nicht in EG vorkommt , und

1
pij = 0 genau deanr, wenn ay = 0 ist, folgt daraus
ﬂb(EG) - 1,
Folglich st 7TG ein Merikowsches WahrscheinlichkeitsmaB auf Ege
und es gilt flr die Entropie von 7L"G:
s u,a u.a
— 1 TR
(T, TIEL) = = p.p,, 1d p -—-E u,v, -l 1¢
G’ G 157ex A 13 Fex 1 Aug 'R

vy vy 1d CAR N
- ‘1“"”; T?—Ye YyP1y) *2—; "‘T"‘; ey
u, 1d u a
o
- %g --J--i---l?s viaij-ié:gx Viuj—illd aij'lc

da &y 1d ajy = 0 fir alle 1,3 ¢ X und lEc ujvy = 1 gile,

Pl
’

pDaraus folgt h(ﬁG,TlEG) = htop(TlEG)' q.e.d,

Satz 2.6 besagt, daB zu jedem Graphen, der einen topologiszh
transitiven Graphraum erzeugt, ein ergodisches Markowsches
WahrscheinlichkeitomaB existiert, dessen Shannon-Entropie
gleich der topologischen Entropie des Graphraumes ist,

Folgerun'g 2,7: Das in Satz 2.6 angegebene MaB .'IrG auf einem to-
pologisch stark gemischten Graphraum E; ist Bernoullisch in dem
Sinne, daB es zu einer unabhdngigen stationdren Quelle konju-
giért ist,

Beweis: Pdtschke, Sobik €/, S. 110,

Ein zentralss Problem cer Informationstheorie auf kompakten o~
pologischen Réumen (Obrigens lasesn sich die Betrachtungsn such
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8uf nicht notwendig kompakte topologische Riume ausdehnsn, bei
denen die topologische Entropie nech dem Vorbild der Hauedorff-
Dimeneion definiert wird) etellt das Variationsprinzip:

Meop(T) -m'esuxn'(‘vszrriﬂ'
d. h, die Frage nach WahrecheinlichkeitemaBen, dsren Supremum
Ober die Shannon-Entropie gleich der topologischer Entropie iot,
Mit satz 2,6 kenn diese Frage fOr topologiech transitive
Graphréume positiv entechieden werden: Die topologieche Intro-
Ple wird durgh die Entropie dees MaRes ﬂb angenommen,
Interessant iet nun, daB dies auch das einzige MeB ist, fOr des
das variationsprinzip gilt,

Definition 2,3: (Weies, 1970)
Ein topologischee dynamisches System [Y,T] heiBt echt srgodisch
(intrinsically ergodic), wenn WM___(T) genau ein Element ent-

max
héle,

-

Dabei ist wM (T) die Menge allar WahrecheinlichkeitsmaBe

max
Maximaler Entropie, flir die also gilt

h(7,T) = htop(T)‘

Satz 2,8: Jeder topologisch transitive Graphraum'[EG,TIEG] ist

6cht ergodisch,
Beweis: Folgt unmittelbar aus Satz 5,54 in /8/.

Damit ist far topologisch transitive Graphréume des MaB ﬂb das
®inzige MaB maximeler Entropie, ;
Aufgrund des durch Satz 2,5 hergestellten Zusammenhanges zwi-
Schen topologischer Entropie und maximalem Eigenwert gilt

Satz 2,9: Ein etreng zusammenhdéingender Digraph G hat keine ge-
Faden Zyklen genau denn, wenn -exp h (T|EG) avch ein Eigen-

Wert von G ist,

top

Beweis: Folgt unmittolbar.aus Satz 2,5 und Thecrem 3,4 in /3/.

Einen anderen Zusammenhang zwischen der topologischen Entropie
und strukturellen Grapheigenschaften zeigt der folgende Satz
auf
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Satz 2,10: Sei d der Mittelwert der Knotengrade des Graphen G,
Dann gilt

log d ¢ htop(TIEG)'
wobei die Gleichheit genau dann gilt, wenn der Graph G regulér
ist,

Beweis: Folgt aus Satz 2,5 und dem Theorem von Collatz, Singo-
witz (in /3/ Theorem 3.8),

Satz 2,6 _bzw.,Satz 2,8 versetzen uns nun in die Lage, die
Fast-liberall-Isomorphieklassen von gewissen Graphtypen durch
die topologische Entropie zu charakterisieren, Darauf werden
wir an anderer Stelle niher eingehen.

Ich méchte mich an dieser Stelle recht herzlich bei Herrn
Prof, H, Sachs (Ilmenau) fiar die Obersendung der Monographie
/3/ bedanken, auf der einige der oben dargestellten Ergebnisse
beruhen,
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05A05
Nikolai Nikolajewié Kusjurin

One limit theorem about (n,k,l)-coverings

Let S, denote an n-element set {1,2.....,n}, and Bk(Sn) the set
of all k-subsets of S,+ 1. e. subsets of cardinality k, and
N2ka]ai1 are naturasl numbers,

Definition: The system of k-subsets P & Bk(sn) is called

(n,k,l1)-covering if for an arbitrary element & € sl(sn) there
exists at least one element & € P such that & € § (as 8 subset)

Let M(n,k,1l) denote the minimal cardynality of a (n,k,l)-cov-
ering. In /1/ there is proved that

1 1

Cn Cn 1

TeM(n,k,l) 5—1-(1+ lan) + 1, " (1)
Ck - Ck

In /2/ Erdés and Hanani conjectured that for fixed k and 1

1lim M(n,k,1) . c,1< / crl1 =1 ' (2)
n—oo
N\ p
and proved (2) for 1=2 and 123, k=p +1, where p is a prime

Power, Our main result is stated as the following

Theorem: Let k = k(n)—o00 and %‘—)0 as n—o0. Then for arbitra-
Fy fixed 1 » 1

lim M(n,k,1) . Cp / C} = 1. (3)
[gE Yo o

=P"'oof: It is easy to prove that under the conditions of the

theorea cj / Ck ~ (%)1 as n»oo. Let mu(n.k,1) = M(n,k,1)+ (5)
8nd let p = p(n) denote the minimal prime such that p(n)hp-.(nr.“._
In the theory of numbers there is proved that
P(n) ~ F(nﬂ as n—00.
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We assume that (3) is false and

TIm p(n,k,1) = lim aw(n_,k(n.),1) > 1, (4)

n--n:no"-l t—»00 M t
Case 1: The;e exists a subsequence of {"t} (we denote it by
{"J}) such that

p(nJ) > k(nJ) for all j. (5)
From the monotonous increasing of M(n,k,l1) (as a function of n)
we conclude that

M(n,k(n),1) € M(p(n). k(n), k(n), 1), (e)

Let G, = {1,2,...,p}, G, = fp+l,...,2p}, ...,
G = {(k-1)p+1,...,kp}.

Let‘vp k,1 denote the set of all solutions of the system:
. .

k
gxi = 0 (mod p),

k
iexy = 0 (mod p),

(7)

eevecveovenee

k
? gh=1-1 x; 3 0 (mod p),

xi € Gil i=1,,..,k.
If we fixe any 1 arguments xii' xiz, s xilin (7)

we obtain a system "iih Vandermonde's determinant and, conse-
quently, lvp,k,ll = p-,

Let Tii'iz""'il-i denote any fixed minimal (p(l-1),k,l)~cov~
' 1-1
ering of a set UGi . .
r=1 r

Define a (n,k,l)-covering P(n,k,1) as follows:
P(n,k,1) = vp,k,l V) T (8)

L4000ty ,°
160, T, ok 22 1-1



It 1s easy to prove that
M(pk,k,1) €|P(n,k,1)| < Pl"'Ck-l « M(p. (1-1),k,1). . (9)

Using (1), (6), (9), we estimate M(nj.k(nj).l) as follows:

1
C(1-1). - ‘
M(ny.k(ny), 1)4(,(-(-1-,-) +ck(n ————-l-l « (1¢1n Cllc.(n y)
ck(nj) 3
In k(n,)

é(r;,'?,?y)l' (1+c(1)-—,<-(@4—).

From this inequality we obtain that
1n k(n,)

Jij.lgofx(nj.k(nj).l) = 1 (because 7y -0

and this contradicts (4),

Cage 2: VYt 2 t, 1t holds p(n.) € k(n,).

Lemms (see /3/): If 1 4 k, € k and q =

- ., then
M(n,k,1) € M(q,k,.1). (10)

Using (10) we may estimate M(n,k,l) as follows:
k1 . kg 1 4o 1
Mnk1) - (®) 4 Mk 1) - (7)) €Mkl D) - () - (R

nk

Since.q ¢ +1 €1 + -k—_i'—, we may conclude that
) 1

£/1]

2 k1 K 1
pin,k,1) € ’.L(q,kl.l) (14 -k—_rl+ﬁ|zz) . (11)

Let k1 :al:\/-E/ln E]. It is easy to prove that the following
88sertions holds under the conditions of the case 2:

ky(ng)
1(n ) €9 and F(—-’—-)O n.~»00,
For the sequencee q(n,) and k4 (n,) there hold all the condi-
tions of the case 1 and, consequently,

1
t:‘;a /"(q("t)"‘1("t)'1) €1, -



From (11) we conclude that 1lim f;(nt,k(nt),l) 4 1 and this
t— 00

contradicts (4), Thus in both cases 1 and 2 we proved that
Iim /u(n.k,l) = 1 and, consequently, lim Mln.k,1) =1,
n n - 0o
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Jean-Marie Laborde

Charekterisierungen des Hyperwirfels

——

Kurzfessung: Wir stellen hier verschiedene Charakterisierungen
des n-Wiorfels vor, die bisher gegeten worden sind,

EinfOhrung: Nur drei regulére konvexe Polytope existieren in
allen Dimensionen, nédmlich des Simplex, des Kreuzpolytop und
8ein dusles Polytop - der n-Wirfel,

Als Greph (Menge seiner Knotenpunkte und Kenten) erscheint das
Simplex els der vollsténdige Greph K, Die Frage, die uns be-
8chaftigt, lesutet: Wie kann man einen Grephen als Graphen eines
neWirfels (oder kirzer als n-wirfel) erkennen?

Nach dem oben Gesagten kann men unmittelbar die folgende Defi-
Nition eines n-wirfels geben:

Uefinition: Einen n-wWorfel nennen wir den Graph C, mit der Kno-
tenpunktmenge [0,1}", wobei zwei Punkte gensu denn durch eine
Kente verbunden sind, wenn die zwei enteprechanden n-Tupel eich
in gensu einer Koordinate unterscheiden,

1, FrOhere Charakterieisrungen des n-Wirfele

Um diese vorstellen zu kdnnen, bendtigen wir folgende

Definitionen: Ein Greph G heiBt

~ echlicht, wenn er weder Schlingen noch Vielfachkanten besitzt,

~ pear, wenn die Menge V(G) eeiner Knotenpunkte derart in zwei
Klasssen zerlegt warden kann, del jede Kante einen Knotenpunkt
in der srstan Klsees mit einem Knotenpunkt in der zweiten
verbindet,

~ zussmmenhdngend, wenn je 2 Knotenpunkte durch sufeinanderfol-
gende Kantan miteinander verbunden eind: der Abatand d(x,y)
Zweler Knotenpunkte x und y iat denn die kleinats Kantenzahl
in einer Kantenfolge, die x mit y verbindet: der Durchmesser
Diam(G) iet der grié8tmdgliche Abatand zweier Knotenpunkte

von G,
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Beim Studium der Hassegraphen von halbgeordneten Mengen gelang
es Alvarez, den folgenden Satz zu beweisen,

Satz (Alvarez /1/): Ein endlicher schlichter zusammenh@ngender
Graph G ist genau dann der Hassegraph eines modularen Verban-
des, wenn er folgenden Bedingungen genigt:
(1) G ist ein paarer Graph.
(II) Es gibt zwei Knotenpunkte u, und u,, so daB
a) d(ul,uz) = Diam(G) und
b) fur jeden Punkt Uso i=1,2, ist erfullt: sind a,b zwei
verschiedene Knotenpunkte im gleichen Abstand von uy.
so gilt: ,
Je d(ug.8) = d(uy.b) = d(ug.c) + 1=> J1e d(uy ,e)
= d(u;,c) + 2.

III) Ist C = ein Teilgraph von G, so ist C Teilgraph
9 g

von einem C5, und dieser Cy ist Teilgraph von G,

Zusatz: G ist Hassegraph eines distributiven Verbandes, falls
neben (I) - (III) auch die folgende notwendige Bedingung er-
fallt ist:

(1IV) K2'3 ist kein Teilgraph von G,

Aus der Bemerkung, daB die Booleschen Verbande genau die ato-
maren distributiven Verbénde sind, folgt unmittelbar der

Satz: Ein endlicher schlichter zusammenh&ngender Graph G ist
ein n-wirfel genau dann, wenn er den Bedingungen (I), (II),
(IIXI), (IV) und

(V) V¥xJty d(x,y) = Diam(G) genagt.

Soweit ich weiB, ist aber das Problem der Charakterisierung
der allgemeinen Hassegraphen noch nicht geldst, \
1977 wurde von Foldes folgendes elegante Resultat verdffent-
licht:

Satz (Foldes /4/): Ein endlicher zusammenhéngender schlichter
Graph G ist genau dann ein n-Viirfel, wenn er den Bedingungen
genigt §

(1) G ist ein paarer Graph,

(II') Zwischen je zwei Knotenpunkten, die in einem Abstand von
d liegen, gibt es genau d! Wege, die aus jeweils genau d
Kanten bestehen, ‘
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1978 wurde danach die Frage gestellt: Kann man in der folgenden
Charakterisierung die Bedingung (III') fortlassen?

Satz (Laborde /5/): Ein schlichter zusammenh&éngender Graph ist

ein n-Wirfel genau dann, wenn er folgenden Bedingungen geniigt:

(I') G besitzt kein Dreieck,

(II") 2Zwischen je zwei Knotenpunkten, die in einem Abstand
von 2 liegen, gibt es genau 2 Wege, die aus jeweils ge-

nau 2 Kanten bestehen,
(III') G besitzt den Teilgraphen @ nicht,

(V) G besitzt 2" Knotenpunkte und n2"-1 Kanten,

Verschiedene Charakterisierungen sind auch von MacFall gegeben
worden, die im Prinzip aus den letzten geschlossen werden kon-
nen, Eine der interessantesten ist vielleicht der

Satz (MacFall /3/): Ein endlicher zusammenhiéngender schlichter
Graph G ist genau dann ein n-Wirfel, wenn er den Bedingungen

geniigt:
(1) G ist ein paarer Graph,
(II™) sSind x,y zwei Knotenpunkte von G, so ist die Breite des

d(u,v)

[39cu.v)]
Breite (I(u,v)) = Max I{x,d(u x) = 6 Ad(u,x)+d(x,Vv)
0%d%d(u,Vv) = d(u, V)}I

Intervals I(u,v) gleich , wobei

Bemerkung: Man kann auch eine Arbeit von Bermond /2/ iber die
Charakterisierung der vertretenden Graphen der vollsténdigen

n-partiten Hypergraphen Ln-l(Knsz) nennen, aus der in einem

speziellen Fall eine frilhere lokale Charakterisierung des
n-Wirfels entnommen werden kann,

2, Neue Charakterisierungen

.

Mulder hat die folgenden S&tze angegeben:

satz (Mulder /7/): Ein endlicher schlichter zusammenhd@ngender
Graph G ist genau dann ein n-wiirfel, wenn er folgenden Bedin-

gungen gendgt: 65




(II~) Zwischen je zwel Knotenpunkten vom Abstand 2 gibt es
genau zwei aus jeweils 2 Kanten bestehende Wege
(daraus resultiort A e d, d, h,, G ist reguldr),

(V")  Diem(G) = A(=d),?

Satz (Mulder /8/): Ein endlicher schlichter zusammenhdingender
Graph G ist ein n-Wirfel genau dann, wenn er den Bedingungen
genligt:

(II*') G ist regulér,

(Iv') G ist ein Mittelgraph, das heiBt: Sind u,v und w be-
liebige Knotenpunkte, so gibt es genau einen Knoten-
punkt x, so daB x auf drei klrzesten Wegen von u nach
v, v nach w und w nach u liegt,

!

Daezu wurde einerseits von Laborde und Rao Hebbare, anderseits
von Mulder - wenn auch mit kleinen Varianten -, das folgende
Resultat gegeben:

Satz (Laborde ~ Rao Hebbare (1980) /6/): Ein zusammenhéngender

Graph G ist genau dann ein n-Wirfel, wenn er die Bedingungen

erfullt: '

(II"") 2Zwei am selben Knotenpunkt inzidierende Kanten gehdren
einem einzigen Viereck an.

(v''') Die Minimalvalenz von G ist endlich, gleich n und
Iv(ey | = 2", i

Skizze des Beweises: Man braucht folgende

Definition: Eine Menge von 4 Kanten wird ein Viereck genannt,
wenn jede Kante mit genau zwei anderen inzidiert,

Daraus folgt unmittelbar, deB ein Viereck weder Vielfachkanten
noch Schlingen enth&lt, Sei ¥ die Klasse der Graphen, die
(II"") genligen, so gilt die Aussage:

Ist G in €, o0 ist G (mit Ausnahme einer Schlinge) ein schlich-
ter Graph,

Seien x und y zwei adjazente Knotenpunkte, so entnehmen wir in
Verbindung mit (II"“), daB die Valenz von y, das heiBt die An-

1 A bzw, d bezeichnen den maximalen bzw, minimalen Grad eines
Punktes im Graph G.
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2ahl der zu y benachbarten Knotenpunkte, nur so groB wie die
Valenz von x sein kann, Somit muB G ein reguldrer Graph sein,
Mit Hilfe einer Schichtenzerlegung von G erhéilt man die Unglei-
chung [v(G)| € 2", [Vv(G)| = 2" gilt denn offenbar nur im Fall
Pearer Graphen, Weiter zeigt men mittels Induktion, dsf die mi-
Nimalen Teilgraphen aus , die p beliebige, am eselben beliebi-
gen Knotenpunkt inzidierende Kanten enthalten, sdémtlich p-wWlr-
fel eind,

Daraus folgt unmittelbar der Satz,
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05C75S
Bohdan Zelinka

Oomatische Zahlen der Graphen
———

Dieser vortrag stellt einige Resultate des Autors vor, die mit
den domstischen Zshlen der Graphen zusammenhdngen. Die Beweise
kenn men in dar zitiertan Literatur /2 - 5/ finden.

Eine dominante Mange in einem ungerichteten Graphen G ist eine
Untermange D der Knotenpunktmange V(G) von G mit der Eigen«
schaft, daB zu jadem Knotenpunkt x € V(G)-D mindestens ein
Knotenpunkt ye D existiert, der mit x verknipft ist, Eine Zer-
1°gung der Menge V(G), deren alle Klassen dominante Mangen sind,
heiBt eine domatische Zerlegung von G, Die maximala Anzahl der
Klagssan einer domatischen Zerlegung von G heiBt die domatische
2ahl von G und wird durch d(G) bezeichnet, Dieser Begriff wurde
von g, 3. coekayna und S. T. Hadetniemi /1/ eingefiihrt,

Oes wort "domatisch* steht in keineam Zusammenhang mit den kri-
8tallographischen Termini “Doma" und "domatisch". Es wurde aus
den wartern "dominant~ und "chromatisch~ in 8hnlicher Weise er-
Zeugt, wie das Wort "Smog” aus den englischen wsrtern "smoke”
(Rauch) und "fog" (Nabel).

Ein Graph G heiBt domatisch kritisch, falle nach Entfernen
8inar beliebigen Kante aus G ein Graph G' entsteht mit
d(6*) <d(6).

Ein Graph G heiBt domatisch voll, falle d(G) = &(G) + .1 gilt,
Wobai d(G) dar minimala Grad eines Knotenpunktes von G ist,

§2£3 1: Sei G ein domatisch kritischer Graph mit der domati-
8chan zahl d(G) = d. Denn ist die Knotenpunktmenge V(G) von G
die Vereinigung der d paarweise elementfremden Mengen Vi.....Vy
®it der Eigenschaft, daB fir zwei beliebige Zahlen i, J aus den
Zahlen 1.....d der durch die Vereinigung v, u V, induzierte Un-
'°'9raph G,4 von G ein paarar Graph mit don Knotenpunk tmangan
v1- Va ist, dessen s3mtlicha Ko=ponanten Sterne sind,
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Satz 2: Ein regulérer domatisch voller Graph G mit n Knoten-
punkten und mit der domatischen Zahl d existiert dann und nur
dann, wenn n durch d teilbar ist; solch ein Graph ist auch do-
matisch kritisch, Seine Struktur ist die folgende: Die Knoten-
punktmenge V(G) ist die Vereinigung der paarweise elementfrem-
den Mengen V,,...,Vyq, von denen jede n/d Elemente enth&lt und
die die Eigenschaft haben, daB der durch ViuvJ (wo 1, j zwei
beliebige der Zahlen 1,...,d sind) induzierte Untergraph von G
ein reguldrer Graph vom Grad 1 ist,

Eine dominante Menge im Graphen G heiBt unteilbar, falls sie
nicht Vereinigung zweier kleinerer dominanter Mengen von G ist.
Die minimale Anzahl der Klassen einer Zerlegung von V(G), deren
alle Klassen unteilbare dominante Mengen sind, heiBt die adoma-
tische Zahl von G und wird durch ad{G) bezeichnet,

Satz 3: Zu jeder natiirlichen Zahl n gibt es einen Graphen G,
far den

d(G) - ad(G) = n

gilt und der die Eigenschaft hat, daB jede Zerlegung seiner
Knotenpunktmenge in unteilbare dominante ‘Mengen entweder d(G)
oder ad(G) Klassen besitzt,

Der Graph des n-dimensionalen Wirfels ist der Graph, dessen
Knotenpunktmenge aus der Menge aller n-dimensionalen Booleschen
Vektoren besteht und in dem zwei Knotenpunkte dann und nur dann
verknipft sind, falls sie sich voneinander in qenau einer Koor-
dinate unterschéiden.

Satz 4: Sei k eine natirliche Zahl., Dann haben die Graphen der
wirfel der Dimensionen 2K - 1 und 2% beide die domatische
Zahl 2“.

Die oben erwéhnten Autoren haben bewiesen, daR d(G) € d?G) +1
gilt, wecbei d(G) der minimale Grad eines Knotenpunktes von G

ist, Die folgenden S&tze zeigen weitere Zusammenhiinge zwischen
d(G) und d(G) auf.
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Satz 5: FOr jede von Null verschiedene Kardinalzahl a gibt es
einen Graphen G, in dem jeder Knotenpunkt mindestens den Grad e
hat und dessen domatische Zahl gleich 2 ist,

Satz 6: Sei G ein endlicher ungerichteter Graph mit n Knoten-
punkten und d(G) das Minimum der Grade der Knotenpunkte von G,
Dann gilt

d(6) » [n/(n-d(e))].

Satz 7: Sei G ein ungerichteter Graph, dessen Knotenpunktmenge
die unendliche Kardinalzahl a besitzt, sei G sein Komplement,
Wenn das Supremum der Grade der Knotenpunkte von G kleiner als
a ist, dann ist d(B) = a,

Die domatische Zahl kann auch fir gerichtete Graphen definiert
werden, Eine Untermenge D der Knotenpunktmenge V(G) eines ge-
richteten Graphen G heiBt dominant, falls zu‘jedeu Knotenpunkt
x e€V(G) =D (nicht notwendig verschiedene) Knotenpunkte y, z aus
D existieren, so daB Xy, ZX Kanten von G sind, Die domatische
Zahl von G ist dann die maximale Anzahl der Klassen einer Zer-
legung von V(G), deren sadmtliche Klassen dominante Mengen von

G sind,

Satz 8: Sei G ein endlicher gerichteter Graph, Dann sind die

folgenden zwei Behauptungen &quivalent:

(1) G enthdlt einen Faktor Gg» der ein paarer Graph ist und
keine Quelle und keine Senke enthélt.

(2) d(6) 2 2,

Folgerung 1: Wenn der Graph G eine Quelle oder eine Senke hat,
dann ist d(G) = 1,

Folgerung 2: Wenn alle Zyklen des Grarhen G ungerade Lénge ha-
ben, dann ist d(G) = 1,

Satz 9: Sei G ein gerichteter Graph mit n Knotenpunkten, in dem

zwei beliebige Knotenpunkte durch hdchstens eine Kante verbun-
den sind. Dann gilt d(G) € n/2,

Satz 10: Sei n eine gerade natirliche Zahl, Dann gibt es zu je-
der nattirlichen Zahl k € n/2 ein Turnier mit n Knotenpunkten,
dessen domatische Zahl gleich k ist.
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Satz 11: Sei G ein gerichteter Graph und r,(G) (bzw. r,(G)) das
Minimum der Ausgangsgrade (bzw., Eingangsgrade) der Knotenpunkte
des Graphen G, Dann gilt

d(G) € 1 + min(r,(G). ry(G)).

Satz 12: Sei G ein gerichteter Graph und d seine domatische
Zahl. Dann gibt es zwei kantenfremde Faktoren G,. G, von G mit
der Eigenschaft, daB jeder von diesen Graphen, als ein unge-
richteter Graph betrachtet, die domatische Zahl d besitzt,

Satz 13: Die minimale Anzahl m(n,d) der Kenten eines gerichte-
ten Graphen mit n Knotenpunkten und mit der domatischen Zahl d
iat

n(n,d) = d(d-1)(k+1) -~ (d-r)(d-r-1),
wobei n = kd + r, 0 € r<d,

Man kann auch domatisch kritische und domatisch volle gericht-
tete Graphen &hnlich wie bei ungerichteten definieren, Es gel-
ten analoge S&tze zu den S&tzen 1 und 2,

Ein Teil der hier erwdhnten Resultate ist auch im Obersichtsar-
tikel /6/ enthalten,
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Rostock. Math, Kolloq. 21, 73 - 81 (1982) 05C75

Jerzy Topp

Kernels of digraphs formed by some unary operations from other
digraphs

I, Introduction and preliminaries

In this note, a digraph is a directed graph D = (VD'rb)' as de-

fined in the book /2/, where vD
be infinite), and rb is a function mapping V,

is the vertex set of D (it may

into P(V, the

D D)'

set of all subsets of Vp. For a vertex v € v, let
F51v) = fu e vp: v e My(u)} and ler T34 = U FHv).
VveT

rka) = LJ rb(v) for Te F(VD). Let AD be an arc set of D, i.e.,
veT

Ay = &E& ({v}x rb(v)). 8y Vg and Ag we denote a set of terminal
0

vertices and arcs in D, respectively, 1i.e,

o o
Vp = {vevp: o) = Bf. Ag = (VoXV3)NA,. A set SeP(Vy) is
independent in D if for each ve€ S is rb(v)r1s a2 @, A set
SEP(VD) is absorbent in D if for each chD\ S ie ro(v)nsfﬂ.

The set S is a kernel of D if it is both independent and absor-
bent in D,

The concept of & kernel of a digraph has been introduced in pa-
Pers /4/ and /6/. A kernel is naturally linked with games:
Using a kernel it is possible, for inetance, to characterize
Positions of a Nim-game on a digraph (see, for example /2/,

Ch, 14, /5/, and /8/),

The notions not defined here can be found in /2/: we assume
that loops are circuite,

In our further considerations we will refer to the following
statements, proved earlier,

73



Theorem A (/6/): Every finite digraph with no circuit has a
unique kernel, '

Theorem B (/7/): Every locally finite digraph with no odd
circuit has at least one kernel.

Theorem C (/8/): Every bipartite digraph has at leest one
kernel,

This paper deals with problems posed in /3/ (see also /1/). We
intend to investigate some unary operations on digraphs and
some necessary or sufficient conditions for the existence or
uniqueness of kernels of digraphs formed by these operations
from another digraph.

Let S, R, Q, T, L be unary operations which trensform the
digraph D = (VD,I"D) onto the digraphs S(D), R(D), Q(D), T(D),
L(D) such that VS(D) = VR(D) = VQ(O) - VT(D) = Vo UA,.

Vi(p) = Ap+ and the functions f‘s(o). r,-‘,(o), rQ(D)' rT(D)' rL(D)
are defined in the following way:

. {x} x rr',(x) for x €Vy,
ﬁ:,(o)‘x) {[u} for x = (v.u)GAD,
r (x) = (x)u({x}xr(x)) for xevy,
R(D) fu} for x = (v, u) € Ag,
r (x) = {x}x rl')(x) for xevy,
Q(o) {u} U ({u} Xr(u)) for x = (v,u) €Ay,
r (x) = {r' (x) u(f{x}x r'(vx)) for xevVg,
T(D) {fulu (fulx (u)) for x = (v,u) €Ay,

r;_(D)(x) = {uy x [(u) for x = (v.u) €Ay,

The digraphs S(D), Q(D), T(D), and L(D) are called the subdi-

vision digreph, the middle digraph, the totsl digrsph, and the
line digraph of the digraph D, respectively. °
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II, Main results

1, We shall begin with the subdivision digraph
S(D) = (VDUAD. @(D))' Obviously, the digraph S(D) is biparti-

te, therefore by Theorem C, we have

Theorem 1.1: The digreph S(D) has at least one kernel for every
digraph D,

It is easy to see that we have

Theorem 1,2: The set V_ is a kernel of S(D).

D
Theorem 1.3: Let D' = (V,..[;.) be a maximel subdigraph of D

such that Vv°

p+ = #. Then the set S = Ay, U(Vy\V,.) is & kernel
of s(D).

Proof: Certainly, the sets AD. , VD\ VD' are independent in S(D).

We have [q.(v)cV,, for vevy, and Ay, = L_‘I/ (tvi x5 (v)),
" vevp.

therefore I'S(D)(v,u) = {u}cVp. for (v.u)€ Ay,. Then
fs(0)(Ap:) N (Vp\ Vp.) = . At the same time
r's(D)(VD\ Vp:)NAg. = @. Hence, it follows that the set S is
independent in S(D), To prove that S is ebsorbent in S(D), let
us teke: veVy., and (w.,u) €A;\ A,.. From the definition of D'
we have [}.(v) # @ for vev,,. Thus, l"s(u)(v)nAD. ¥4 @ for
V&V, For (w,u) €A \ Ay, , by the maximality of D' we have
uevp\ vy, and therefore f‘s(D)(w.u)n(vD\ Vp:) # 9. This com-

pletes the proof that S is 8 kernel of S(D),

Now, we have the following

Corollary 1.1: The set Ap is & kernel of S(D) if and only 1if
the digraph D has no terminal vertices,

Corollary 1,2: The set V, is 8 unique kernel of S(D) if and
only if every subdigraph of D has got a terminal vertex,
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Proof: The necessity follows from Theorem 1,3,
Conversely, let us assume that a set S ¥ Vo is a kernel of S(D)
Define a subdigraph D' = (VD..IB.) of D such that vV, = vV \'S;

Vo # @. We shall show that D* did not got a terminal vertex.
Since S(D) is bipartite, and S is absorbent in S(D), we get
r'sm)(") ns = ({v} xT(v)) Nn(SNA,) # @ for each v ev,,. Hence.
there exists a vertex u in D such that u erE,(V) and

(v,u) € FS(D)(v)nS, Since S is independent in S(D), we get

I

S
r'D.(v) # @ for each veVD. and therefore V°. = @, which is a

(D)(v,u) = {u}cVD.. Now, from this the result follows that

contradiction to the fact that every subdigreph of D has got a
terminal vertex, This completes the proof,
An immediate consequence of these theorems is the following

Corollary 1,3: Let D be a finite digraph. Then S(D) has a
unique kernel if and only if D has no circuit,

2. For the digraph R(D) = (Vp U Aq. I';?(D)) we have the following
result:

. Theorem 2: The set S = vgu(AD\ Ag) is a unique kernel of R(D).

Proof: It is easy to see that S is independent in R(D). We
shall show that S is absorbent in R(D).
Certainly, I"R(D)(v,u)ns # @ for (v,u) eAS. Now, if vevy\ Vg.

then we consider two cases: PD(v)nvg Ao, PD(v)nvg a @, In
the first case we immediately have r,'z(D)(v)nS # #. In the se-
cond case we have r;J(v) ;f.a and (v,u) € l}(n)(v) \A; for each

ueé r'D(v), and therefore also I

R(D)(V) NS ¥ @, This proves that

S is a kernel of R(D).
It remains to prove that S is unique, Let S' be some kernel of
R(D). We shall show that S' = S,

Let us observe that vch' and AgnS' = (J, Assume

SN (Vp\V3) # @. Since S' 1s independent in R(D), it follows
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I"R(D)(v)ns' =g, i.e., [p(v)nS' = @ end ((vix[p(v))ns'=g

for ves' n(vy\ VD). Because S' is absorbent in R(D). it holds
G(D)({v} xrl'J(v))nS' 2 r'D(v) NnS' ¥ @. We get a contradiction
to the fact that I"D(v)n S' =@ for veS'n (VD\vg). From this

we conclude that S' is a subset of S and therefore S = S*, The
proof is finished.

3. It is easy to see, that the vertex-set V, of the digraph D
1s a kernel of the middle digraph Q(D) = (VU Ay, r'Q(D)). Here

we shall show that Vp is a unique kernel of Q(D). For this pur-
pose it will be sufficlent to show that the set Vp is a subset
of any kernel S of Q(D).

Assume V, # S, Then F(D)(v)n S = ({vix FD(V)) nS # @ for each

Q
VeVD\ S, and therefore there exists a vertex u in D such thet

u er'ng) . (v.u) €S, Since S is independent in Q(D), so we have

u g£s, Now, by analogous arguments, for the vertex u there
exists a vertex w in D such that w ef"D(u), (u,w)e S, Thus,
(u.w)er'Q(D)(v,u) and (v,u), (u,w) €S, We get a contradiction

to the fact that S is independent in Q(Dj. Thus, VDc S.

As a result of this we have

Theorem 3: The set Vp of vertices of the digraph D is & unique
kernel of the middle digraph Q(D).

4. To investigate kernels of the line digraph L(D)= (A, r;_(D))

we shall need the following lemma:
Lemmoe 4,1: If R is a kernel of L(D) end (v,u) € R, then

Mol(u) x jujcr.
Proof: Assume (v,u) eR and (v',u) € R for some v'e r‘,;l(u).

Thus, by the properties of a kernel, r‘L(D)(""")”R = @ and
PL(Q)(V' ,u)AR ¥ @. We get a contradiction, because

f'l_(o)(v.u) = fu} x [ (u) = FL(D)(V""')'



Theorem 4.1: The line digraph L(D) has a kernel if and only if
the digraph D has a kernel.

Proof: It is easy to verify that if S is a kernel of D, then
the set R = (Vv S)nA, 1s a kernel of L(D).

Conversely, let Rc Ay be a kernel of L(D). Let us assume that
Sg = {usVyi (Vgx{ul)nR # @} and

Sp = {veVD: (Vopx ivi)nAy = @ and (jv} xVp)nR = @}. we shall
show that the set Sy = Sg uS; is a kernel of D,

Proving that Sg is independent let us notice that if wesy,

then Pal(w) # @ and, by Lemma 4.1, Fal(w) x {wjc R, Assume
Fol(w) nsy # @. Then Mg (u) # @ and Mg (u) x uicR for
uef‘;l(w) NS4, Now it is (u,w)e r'L(D)(v,u) and (v,u), (u,w)eR

for vel"al(u). This contradicts the fact that R is independent
in L(D). Hence, FD(v)n5§ = @ for veS.. By the definition of
SR
vesSguSg. Similarly, from (s,; XVp)nR = @ 1t follows that

we have (VpxSp)n Ay = @ and therefore Iy(v) nSy = @ for

r'o(u)ns':\, = @ for uesSs, This proves that SR is an independent

set in L(D),
Now, let v eV,\S,, We shall show that l"D(v)nSR £ 2.

It is obvious if ({v} x f"D(v))nR ¥ @. Thus, it remains to prove
that (v} x (V) AR # @ for v eV, \S;. We assume

(v} > rb(v))nR = @ for some veVD\SR. "Then v €S, if
(Vox{v})nAD ¥ @ or V&S if (Vpx {vi)nAy = 2, which is 8
contradiction to vevD\sR.

This proves that Sg is a kernel of D.

The function ¢ which associates with every kernel S of D the
kernel g(S) = (VDXS)“AD of L(D) is a bijection. In reality,

if 5,., S, are different kernels of D then we may sssume that

there exists a vertex v€ S, \S,, Then [ (v)nsS, = @ end
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(V) nSy ¥ . Hence ({v} x MH(v))nP(Sy) = @,

({v} KF'D(V))nq:(Sz) ¥ @ which implies @(S,) # ¢(S,). Now, if R
is a kernel of L(D), and the sets Sg+ Sg @re such as in proof
of the last theorem, then Sy uSg is a kernel of D and

P(Sp USR) = (Vpxfuevy: (Vpx{u)nR # g})n Ay = R. This
implies the following

Corollary 4.1: There exists a ohe-to-one correspondence between
the kernels of D and the kernels of L(D).

5. The problem of kernels of the total digraph T(D) = (VDLIAD,
r}(o)) 18 very difficult and is far from being finally solved,

We shall give here only a few results concerning this problem,
We shall begin with the following two lemmas which can be
quickly established.

Lemma 5.1: The total digraph T(D) is locelly finite (finite) if
and only if the digraph D is locally finite (finite).

Lemma 5.2: The total digraph T(D) has an odd circuit if and on-
ly if the digraph D has a circuit.

These facts in connection with Theorem A and B give the follo-
wing

Theorem 5.1: Let D be a finite (locally finite) digraph without
a8 circuit, Then the total digraph T(D) has a unique (at lesst
one) kernel.,

Theorem 5,2: Let D be a digraph in which there exists a path
Vor Vi Vor eesr V3o =V, containing all arcs of D, and such

that if vy = vJ then i #= j (mod 3). Then D has at least one
kernel,

Proof: We shall show that if S, = {vo,vs,....v3(n_1)} and
Sy = {(Veevp)s (VaiVg)ieoe (Vg 5:V3,_q)]+ then the set
$§ = 5, US, is a kernel of T(D). Proving that S is an independent

set in T(D), we shall deal with four cases,
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a. Suppose v3p 4 q.(D)(v31) for some 'p and 1., Then (v31,v3p) € Ay

and according to the assumption there exists a number t such
that (v31,v3p) = (Vt'vt+1)' Hence 31 = t(mod 3) and

3p = t+1(mod 3), which is impossible.

b. Analogously, the assumption (Vg .4 :Vg..5) ef}(o)(v3l+1,v31+2)

implies V3142 = Vzr4y- Hence 3142 = 3r+l(mod 3), which is
impossible.

c. The assumption (v31+1,v31*2)e r+(0)(v3p) implies v; 4= Vape
Hence 31+1 = 3p(mod 3), which is impossible.

d., Similarly, from the assumption v3re.r}(o)(v31+1,v31*2) it

follows Vi
is impossible,

Summing a - d, we obtain that S is an independent set in T(D),
To prove that S is absorbent in T(D), it will be sufficient to
notice that for any 1 such that O £ 1 € n-1 we have:

= V33,5 and therefore 3r = 31+2(mod 3), which again

(V3141+V3142) € [0y (V3141) 02 # F. V31 ,3€(T(0)(V3142) N 817 8.
(V3141-V3102) € () (Va1 V3102 752 # £ ond

V3143 € [7(0) (Va142:V3143) N Sy # B
The proof is finished,

Corollary 5.1: Let Ck be a circuit of length k., Then T(Ck) has
a kernel if and only if k = 3n for some number n.

Proof: Let C, = (v.l"), where Vv ={v1.v2.....vk}. rtvk) = ivl}
BNdFFkVi) = {vy,q} for i =1, 2, ..., k-1, Let S be a kernel

of T(Ck). Then SNV # @ and without loss of generality, we can
suppose that v, €S, This implies S = ivi, (Vo:vz)e Vgieaos
Valed (v31*2.v31+3)j and V1.4 = V. Thus k = 3(1+1).

The remaining part of the corollary follows from Theorem 5.2,
From Corollary 5,1 it is abvious that there are digraphs D such

that D has or has not a kernel and the total digraph T(D) has
or has not a kernel,
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Random graphs -~ a survey

Our aim is to give a survey about some concepts of random
graphs. The paper contains the following three parts:

1. Proparties of almost every graph,

2. Random spanning subgraphs of a given graph,

3. Random induced subgraphs of a given graph.

The first direction is the traditiopal ome. The investigations
were initiated by the famous paper of Brdés and Remyi /10/.
".‘hey considered the probability space 9(o,M) consisting of all
‘ll) graphs, N = (2), with a fixed set of n labeled vertices

And M = M(n) edges. All those graphs have the same probability

P(G) = 1/(2). Brdos anc¢ Renyi asked how the typical proper—
ties Q of such graphs cepend on the number M of edges and gave
meny auswers. The word "typical" means that asymptotically
all (:) graphs have the property Q, i.e. P(G has Q) = 1

aB D —> 00 .

Closely related with g(n.ll) is the probability space ¢(m,p)
consisting of all graphs with n labeled vertices. The proba-
bility of a graph with M edges is P(G) = pM(’I-p)N_u. (The
edges of the random graph G are chosen independently and with
the same probability p.) The second direction is a generali-
zation of the first one. Let [ = (V,E) be a fixed graph with n
labeled vertices and N' edges. The probability space g(r,p)
consists of all spanning subgraphs of [, (A subgraph

G = (v,B'), E' € E, is called spanning.) The probability P(G)
0% a egpanning subgraph G with M edges is pu(1-p) o
Obviously it holds %(n,p) = g(cn,p,, where Cn is the.complete
&teph. The definition of ?(r,l) is evident. There ere few re-
8ults for arbitrary graphs /. We only know estimates of

P(¢ is connected) (cf. /21/). Burtin /6/ and Erdés and Spencer
/44/ determined the limit of P(G is comnected) in the
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space g(Ek,p), where EX is the k-cube . The question

how the mipimization of Booleam functions f depends

on the pumber m = |{a: £(a) = 1}] leads us to the third model
of random graphs. As sbove let [ = (V,E) be a fixed graph with
n labeled vertices. The probability space g*( [yp) consists of
all 2® induced subgraphs of [. (A subgraph G = (V',B!) is
called induced if E' contains exactly those edges of E which
joipn two vertices inm V',) The probability of an induced sub-
graph G with m vertices is P(G) = p®(1-p)" ™. (The vertices

of G are chosen independently and with the same probability p.)
The definition of ¢*(Im) is now evident again. Let "= EX, We
can identify the spanning subgraphs of Ek with Boolean func-
tions of k arguments. We have studied minimization paranetérs
as the lepngth of minimal disjunctive normal forms, the number
of irredundant DNF, the pnumber of prime implicants etc. of
random Boolean functions. Glagoliev /16/ and Saposhenko /24-/ 9
/25/, and /26/ considered only the case p = 1/2. We could gene-
ralize many of their results. Toman /28/ investigated the num-
ber of components of random Boolean functions for arbitrary
fixed probability p, O < p <1. In all probability spaces de-
fined above we say that almost every (a.e.) graph G has the
property Q if P(G has Q) —> 1 as n—> 0.,

We use the following notations too. (41l limits, asymptotics
etc. are considered as n —> o .) We use Landaus notation 0(g(n))
for a term that, when divided by g(n), remains bounded. Simi-
larly, o(g(n)) denotes a term that, when divided by g(n), tends
to 0. We write g(n) X h(n) if g(n) = 0(h(n)) and h(n) = O(g(n)
and g(n) ~ h(n) if the quotient g(n)/h(n) tends %o 1 (g(n)

and h(n) are of the same order or g(n) and h(n) are asymptoti-
cally equal, respectively). We write g(n) £ h(n) if

g(n) £ h(n) (1+0(1)) and g(n) £ h(n) if g(n) = 0(h(n)).

@ = P(n) denotes a function tending arbitrary slowly to

1 F has the 2¥ vertices (3.1,...,31). a; = 0,1, and two ver-
tices are adjacent if and only if they differ im exactly one
coordinate, i.e. EX has k21 edges.

8 ,



infinity. For any real x let |Lx] and [x] denmote the greatest
integer not greater than x and the least integer not less
than x, respectively. Furthermore ln n and log n denote the
natural and the dual logarithm, respectively.

1, Properties of almost every graph

1.1. Properties of a.e. G ¢ g«(n,1/2)
411 graphs G € ¢(n,1/2) have the same probability

PG) = 1/2%, N = (3)+ Thus, in this case a.e. graph G has a
property Q means that asymptotically all 2N labeled n-graphs
satisfy this property Q, i.e. Q is a typical property of
graphs. Let us list some typical prdperties of graphs: Almost
every graph G

= is nomplansar,

- is comnected,

~ has diemeter and radius 2,

- has 8 1-factor for even n (Erdds and Renyi /12/),

~ is Hamiltonian (Moon /22/),

has the trivial automorphism group consisting only of the

identity (BErdds and Renyi /11/),

- has & unique vertex of minimum degree 4(G) and a unique ver-
tex of maximum degree A(G) (Erdés and Wilson /15/, correc-
tion by Bollobés /3/),

~ satisfies k'(G) = J(G), where k' is the cover index
(Anderson /1/),

-~ satisfies Xx'(G) = A(G), where x' is the chromatic index
(Erdds end Wilson /15/),

- satisfies 2(G) = x(G) = d(G), where x is the vertex comnecti-
vity end 2 is the edge conmectivity (Bollobés /3/),

- has more than %(1-6) and no more than %(1+$) edges, where
€ > 0 is arbitrary fixed.

Finally we remark that Bollob&s /3/ found very precise esti-
mates for the degrees A = d, = dy > ... 2 4 = § of a.e.
graph. Some of the properties are very easy to prove. As an
example we show that for a.e. G the diameter D(G) and the

radius R(G) both are equal to twos
85



P(two fixed vertices of G are not coponected by & path of

length 2) £ (1-(1/2)2)P72 = (3/4)"72,
P(there exist 2 vertices in G which are not coumnected by a path

of length 2) £ (5)(3/4)° 2 >0 ae n o0,

Actually we celculated the expectation BX for the mandom rari-
sble X which denotes the number of pairs of vecrt.ess v iwwus
connecting path of length 2. Ey Msrkov's inecuality

P(X > tBX) < 1/t we obtain P(X = 0) = 1 if EX >0 a3 » - .
Hence, (G, £ 2.

On the other hand P(there is a vertex in G joined with ali
other vertices) £ n(1/2)n"1 > 0. And thus, R{G) > 1.

if we want to show that a random variable X is lerge or only
nonzero for a.e. graph then we use Chebyshev's inequality
P(|X - EX| 2 ) € 1)22(/1;2 where sz is the variance of X. An
immediate conseguence of this inequality is that, when the
number of edges in G is denobted by X(G),

(8/2) - @(a)VN < X(G) £ (N/2) + @(a)VN for a.e. G,

¢ {n)-— o arbitrary slowly as n — co (EX = N/2, Dax = N/4j.
iIn particular, often it is used P(X = Q) = DZX/(EX)2 what im~
plies P(X 2 1) > 1 if X = 0, 1, 2, cco,

DX = o((BX)?), i.e. EX® = (EX)%(1+0(1)).

1.2. Threshold functions

One says that A = A(n) is a threshold fumction for the proper—
ty Q if

O as n—3 o0 if M = o(A),
P(G has Q)~
1 as n—00 1if A = o(M),

where the probability is conaidersd in the aspace

g(n,M), M = M(n). We will also ssy that the property Q appears
at M = A(n). We menticn some well-known results: Nonplanarity
appears at M = n {Erd6s and Renmyl /10/). Connectsdness, the
existence of a 1-factor (for even n), and the Bamiltority
gppear at M = n 1o n (Erdds and Renyi /9, 12/ and Pbdsa /23/).
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In fact, there are essentially sharper thresholds for this
properties, They show that many properties appear rastbem ab-
ruptly. Erdos and Renyi /9/ proved that for

M = (1/2)(nlo o + cn), where c is a constant, P(G is conpec—

ted) —» exp(-e“c) as o —>oc. (One can find the proof also in
/2/; /27/; and /28/.) 1t follows %hat

1 a8 n—> 00 if M
P(G ie connected)—
O a8 n—> oo if M

(n/2)in » + @(ndn,

(n/2)in o - @(n)n,
where @(n)—> o arbitrary slowly as n—> ® . Now we give the
corresponding sharp thresholds for the other properties
mentioned above. (All limits are considered as n— co and ¢(n)
denotes a function tending to infinity arbitrary slowly

as n—>o00.)

11if M

n

, (n/2)1n n + @(n)o,
P(G has a 1-factor | n even)—
0 if M

(0/2)1n o - @(o)n,
(Erdés and Renyi /12/).

11if M = (0/2)(1o 0 +1oln o+ ¢(n)),
P(G is Hamiitonian)—
0 if M = (n/2)(in o +1lnln b+ @(n)),

(RKorshunov /19/).

0 if ¥ = (n/2) + @(n)ln,
P(G is planar)—»{ g(o) if M = (n/2) + cVd,
(1 if M = c'n,

where ¢ and c' are constants, c' < 1/2, and g(c) is unknown
except that g(c) > O for - < ¢ and g(ec)—> 1 a8 ¢ > ® (Erdds
and Renyi /10/). These results with exceptiop of the last one
concerning planarity hold in ¢(n,p) with p = M/N too.

With respect to the proof techmnique it is interesting that the
sharp thraeshold for Hamiltonity can not be obtained by showlng

EX > o and D°X = o((EX)?) (what implies P(X = 0) ->0). Let
X(G) be the pumber of Hamilton cycles. Wright /32/ showed that

for M/n >0, M = o(nyz) the ratio Elxz/(EX)2 tends to in-
fipity as n > . a7



1+3+ The hierarchy of graph theoretic parameters by Cockayne
et al. (cf. /7/)

Many eauthors investigated relations between various parameters
of the following hierarchy

ir €y< 1 €8 < "€ IR,

We determiped the domination number y, the independent domina-
tion pumber i, and the independence number B for a. e.

G ¢ q(n,p)', p fixed. The result concerning 8 improves the esti-
mate obtained by Korshunov /18/, but Korshunov considered also
the case p = p(n) >0 as n >00. The paper of Bollobhs and Erdds
/5/ contains results concerning the independence number too.
Before listing our results we will remember the definitioms of
the parameters mentioned above,

A vertex v € V' € V is redundant if its closed neighbourhood
(v and all vertices adjacent to v) is contained in the union of
closed neighbourhoods of vertices of V' - {vj. The lower and
upper irredundance numbers ir(G) and IR(G) are the minimum and
maximum cardinalities respectively taken over all maximal sets
of vertices having no redundancies. The domipation number y(G)
and the upper domination number [(G) are the minimum end maxi-
mum cardinalities respectively teken over all minimal domina-
tipg sets. The independent domination number 1(G) and the inde—
pendence pumber B(G) are the minimum and maximum cardinalities
respectively taken over all maximal independent sets of verti-
ces of G.

We proved the following (cf. /30/):

For a. 6. G e:g(n,p). p fixed, O <p<1 (for brevity log denotes
the logarithm with base 1/p) it holds

k1 & y< k1+1? k1 +1;é izsc k1+2,

YE1Sy+1, ky £B £k, +1,

where k, = Llogn -2loglogn + logloge | + 1,
’ k, = l2(1logn ~1loglogn + loge)| - 1.

It is not possible to strengthen these results, since there
are subsequences n;j and LY of pnatural numbers such that for
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a. o, an (Gnl) equality holds at the lower (upper) bound. The
last result in this direction is:
For k1 + 1 <l'.'<k2 + 1 there exist independent domimating (maxi-

mal independent) k-sets. For k<k1 + 1 or l:2 + 1< k there do

pot exist independent dominating sets.
We do not know nontrivial estimates for the parameters ir,
[Jand IR for a. e. graph.

1.4, Graph coverings by special subgraphs

Iet ¥ be a class of certain graphs. The vertex (edge)- # -co=-
vering pumber «(G) is the minimum number of subgraphs of G be-
longing to # apd covering the vertex (edge) set of G. We dis—
cuss covering numbers for a. e. G & g(n,1/2).
PFirst let us conmsider vertex coverings
- by edges: a(G) = [n/2]
(it follows from the existence of a 1-factor),
- by stars: o(G) = ¥(G)
(the value of the domination number see above),
-~ by cliquess «(G) =%(¥) ~ n/2logn
(x(G) denotes the chromatic number, Korshunov /20/
proved the upper bound only recently, see also the intere-
sting paper /17/ of Grimmet and McDiarmid),

- by pathes
- by cycles } a(G) = 1
- by trees

(we remember that a. e. graph is Hamiltonian).
It is true that o(G) = [n/k] for a. e. G if we cover the vertex
8ot of G by trees of order < k.,

Now we discuss edge coverings

- by pathes: a(G) » n/4,
(We have only this trivial lower bound. It is interesting to
remember the conjecture of Gallai that for the greatest path
covering number of a connected n-graph it holds a(n) =[n/21.
The best result in this direction is a(n) £|3n/4] proved by
Donald /8/.)

89



- by stars: a(G) = n - B(G)
(the value of 8 see above),
~ by trees: «(G) ~ n/4,
(Por every graph G it is a(G) = Y(G), where Y denotes the
arboricity. By a result of Nash~Williams it holds
¥(G) = max [q,/(k-1)] taken over 2 £ k £ n, where q, is the

maximum pumber of edges in a subgraph of G of order k.
Bollobhs /3/ proved that every subgraph of order kxn of a. e
graph G has asymptotically (]2‘)/2 edges.)

- by cliques: n2/81032n £ a(G) £ (lna)naloglogn/4losan,
(The lower bound is trivial again, since every clique con-
tains no more than (2135") edges. We obtain the upper bound
for a greedy algorithm.)

-~ by cycles: «(G) ¥ n/4.
(We have only this trivial lower bound.)

2. Random spanning subgraphs of a given graph

The probability space 3( I,p) consists of all 2“ ' spanning sub-
graphs G of the given graph [with N' edges and n vertices. Put

Poon = P(G is connected). Lomonossov and Polesski /21/ gave the

following upper bound for Pcon’

Poop € (1=(1-p)3'/2)21,

This bound provides precise thresholds for connectivity in the
cases ['= C, and M= &5, In 9(0,,p) we obtain

Poop € (1=(1-p)2 121,

1

and this bound implies P, >0 as n»00 for p = -]'—';A - .2’_'(:.!).’
g.(n)—)oo arbitrary sloily as n>00.
For g(Ek,p), P= % - -2%2, ¢(k)->00 as k->00, we have

' -1 x
Poop & (1-(1-p) 2" /252 _ (1-(1_9)")21:'1& o~(2C1-P))7/2 0

as k-»o0.
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Burtin /6/ showed that Pcon->1 as k->oc if p>1/2. &rdbs and

Bpencer /14/ proved that for p = % + -&

-€
Pcon—)oxp(—e ) as k.

Moreover, they d:l.séussed (without proofs) the evolution of
g(Ek’P) for increasing p.

dom induced sub hs of s given aph

In this paper we confine ourselves to the case that the given

graph ["is the k-cube Ek. Then we can interprete the elements
G of g,* as Boolean functions f of k arguments., We are intere-
sted in graph theoretical properties and in properties comcer-
ning minimization of random Boolean functions.

3.1. The case p = 1/2 .
A, e. f € ?*(Ekn/a) has a property Q means that asymptotically

all 2”, n = Zk, Boolean functions of k variables have Q. Thus
in this case we can speak of typical properties in the usual
sense. For a. e. f i
- there is onme large component with asymptotically Zk'1 points
and < ¢(k) isolated points, ¢(k)-»co arbitrary slowly as
k>0 . Other componente do not exist (Saposhenko /24/).

T&ere is easily shown the preciser result

P(X=t)-> e~ /2/2%) as k00, where X is the number of isolated
points. As an immediate consequence we have
P(f is connected)—1/ Ve as k- .

- D(£) =k + 1, where D denotes the diameter (Saposhenko /26/),
~k-2£€R(2)£k~1, where R is the radius (Saposhenko /24/).

In the minimization theory ome is interested ip minimal co-
veringe of the point set of £ by special subgraphs of £, namely
by subcubes of Ek. "Minimal" here means by a mipimum pumber of
subcubes, (In algebraic manner of spesking coverings of f: by
subcubes contained in £ are called disjunctive normal forms.,)
This mipimum pumber is denoted by 1(f). By s(f) we denote the
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number of maximal subcubes of f£f. A covering of £ contd.nins
only maximal subcubes of £ is called irredundant if no member
of the covering may be covered by the other ones. Let T(f) be
the number of irredundant coverings of £ and 1*(£) the maximal
pumber of subcubes in an irredundant covering of f£f. In order to
see that 1,s,7, and 1* are important parameters characterizing
the complexity of general minimization methods, we remember the
process of minimization: Pirst determine all maximal subcubes,
second determine all irredundant coverings, and third find the
minimal coverings among the irredundant ones., In the years
between 1967 and 1972 Glagoliev and Saposhenko obtained the
following estimations for a. e. £:

- 2%/logk loglogk = 1(£) % 25/logk (Glagoliev /16/, Seposhenko
/25/)

- 8(f) = k(1-o(1))loslosk x* (Glagoliev /16/)

- log®(f) ~ 2 Nlogk loglogk (Glagoliev /16/, Saposhenko /24/)

- 1*(£) ~ 21 (saposhenko /24/).

The main tool in proving these bounds consists in estimation of

EX and sz for certain subsidiary parameters X and using Mar-

kov's and Chebyshev's inequalities., Such parameters are in par-
ticular the number of d-dimensional subcubes and the number of
maximal d-dimenional subcubes of £,

3.2. The components of random Boolean functions

Now we describe the components of a, e. £ eg"(]!k,p) for fixed
P, 0<p <1. The following assertions are valid for a. e. func-
tion £

- If p>1/2 then £ is comnected.

- If 0<p<1/2 then there is one giant component containing

~p2“ points and -~'p(2(1-1>))k components of order
%[2/10g 1—13] -1. (Asymptotically all components are isolated
points,.) (Toman /29/)

One can strengthen this result in the following way: For

P= %(1 +§) we have P(I-r)-o-(l;/—z): exp(-e~%/2) a8 k» o,
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i. e. the number of i1solated points is Poisson-~distributed with
mean value A = o-°/2. In particular P(X=0) = P(f is connec~-

ted) - exp(~e~S/2).
This is a good example in order to see in which sense the work

in gf(Ek,P) is more complicated than those in g(n,p). Let the

vertices of the n-graph labeled with 1,2, ..., n. Let X denote
the number of isolated points.

n
Thenx:-gxl, wharoxi=1ifpointiisisolatedandxl=0
=’

otherwise. Set S, = : P( Z1AeeeA 31).
L P P pe; B i, I,

Y t
12 5,4, v=1,2, ..., then r(x=t)—>§r_ ot as
n-oco(ct. /27/). In g (n,p) we can easily compute

P+

8, = (3)(1-;,)“ 2 )—> (e~%)Y/v1 for p = 1';" + -:- Obviously

one cen not determine S, 8o easily in the space ?*(Ek,p)
(though an estimation is not difficult) since the points of the
k-cube are connected in a special way.

We also considered the case p = p(k)>0 as k>, but we do not
know the threshold for the property "f has a giant component

with ~ pzk points". By the results of Toman it is only clear
that this threshold lies between p = 1/8k and p = o{1).

3.3. Mipimization parameters for random Boolean functions
We have the following boumds for the parameter 1(f) for a. e.
£ e g*(3%,p)

() w21, 0 pX1 <),

2) 5215 01 1(2) 5 p2X-(arm2+ 1),

) V85 001 1) £ p20

a8 X+00, d = 1,2, eeey P = p(k), 0<p <1,
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For p with (1) subcubes of dimension > d cover only (a(;pzk )

d
points. For p with (2) (Ig)p2 “Tow , and asymptotically p2"

a
points are covered by asymptotically (g)pa -1 d-dimensional

suboubes, Every greedy algorithm over the set of d-dimensional
subcubes provides a covering containing asymptotically no more
than the number of subcubes mentioned above (for the method cf.
/25/). A set of ~ p2X~% pairwise disjoint d-dimensional sub-
cubes of £ we will call an optimal d-matching. For p with (3)
we are able to show the existence of an optimal d-matching.

Let us consider some examples.
pk»0: 1(£) ~ p2X (by (1)),

pk->00 and pk?350: 1(£) ~ p2~1 (by (1) ama (3)).
This is the only nontrivial asymptotic for 1 which we know.

k%35 0 and pk?/7-0: p2X2 £ 1(2) & po&1 (by (1) and (3)).
We use (3) with d = 1. For the greedy algorithm with 4 = 2 by

(2) we get the bound 1(f) £ pak'z(lnll- +1) which is not so
good.

pk>7 500 and pkV/3 = 0(1): p2E3 £ 1(2) 8 p (3102 +1)
(by (1) and (2)). The optimal 1-matching provides in this case

the weaker result l(f) s pzk'1. But we can not prove the exi-

stence of an optimal 2- or even 3-matching.

pk1/3—>oo and pk4/15—¢0: pzk‘3 < 1(2) £ p2k‘2 (by (1) and (3)).
(2) gives here the weaker result 1(f) s pzk'5(51n2 +1).

Finally we remark that the given estimations also hold for
‘4 = &(k)>0 a8 k-»00. (For proofs see /31/.)

Now let us consider the parameters T and 1*. We obtain for
a. 6, £ ¢ g*(Ek,p):
- If 1/logk £ p £ ¢, O0<¢ <1, then
log T(£) ~ logk loglogk p25..
-Ifp =k 0<c<1, and d =[log(1/c)|+ 1 then
log T(£) ~ (a~c(2%-1))10ak pok.
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~-Ifp = q;(k)/k, P(k)>00 and @= o(k1/5) as k->00 then
log T(£) ~ pzklos Pe

In all cases it holds 1% ~ pzk. Here we used the method from
©/24/,
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Jé ~gen Dassow

Weirtaive Eererkungen zu einem mocdifizierten Vollastdndighalla-
bagriff ir ainer Algebre von Automatenehinildingen
Shoang tar kaupvprobleme der strekturellen Avtomstentheorie ist
des volioudndigknitsproblem, ok aus einer gegebenen Mange von
atein eines bs-

T BHEN 2ecviiaten alle Automaten bzw, alls J
stimmter Typs «onstruiert werden kénnen. Die Ergebnisse von

V. 8. Kudrjavcev und I. M. Kratko (siehe /4/ Chapter 4) deckren
grundsdtziiche Schwierigkeiten bei der Behendlung des allgemei-
nen Voilstédrdigkeitsproblems auf, Daher wurden in der letzten
Z3it eine Reihe von Modifikationen des Vollstindigkeitsbaegriffs
eingefikrt, €ine- davon ist die in /2/ erstmals betrachtete
Kleene-Volistéruigkeit, die in dieser Note weiter untersucht
werden scll, Wir betrachten einen algebraischen Zugang zum
Vollstandigkeitsprosliem iber maximale Teilalgebren, die noch
nicnt Kleere-vclistdndig sind, urnd geben einige Resultate fur
den Spezialfall aer Halbgrupdé der einstelligen sequentiellen
Funktionen,

L. Grundbegriffe

In diesem Paragraptren ceben wir einige wesentliche Definitionen
und Bezeicianungen &n. Deatei verzichten wir mehrfach auf eine
Yormal exakte Beschreibung; diese ist dann jeweils in /4/ zu
finden.
Es sei

B, = {0.2.... . k=1}.

P: bezeichne ¢ie Mence alier seguentiellen Funktionen, d. h,
die Menge aliei durcii endiiche Automaten induzierbaren Funk-
tionen, die die fire.e Worthalbgruppe Gber E: in die freie Wort-

halbgruppe Jber E, aobilden,

n } n.x »*
Pp = {FlF : (g ) — gL



Wir setzen
Fe = Pl
k™51 k
Eine Funktion F € PE kann durch eine unendliche Folge

1 2 t
(Pr: Procee s Preee.)
beschrieben werden, wobei
t
Pr : (L) E,
und far alle t und alle 8; = (811' 8i00000 °1n)' 1«41¢€¢t,
die Beziehung

t
F(E.l 8 --. Et) ’y’: (2_10 Boreesn Et)
erfdllt ist, Fir eine Funktion F € P, und eine Menge Y,
geygs Ey . definieren wir

T(F.Y) = {8y 83 -.- 8y :q): (85 8p+0-e1 8y) € Y}

Der Satz von Kleene besagt, daB jede Menge der Form T(F,Y) re-
gular ist und daB umgekehrt jede reguldre Menge in dieser Form
- dargestellt werden kann.

In der Menge Py sind in natlrlicher Weise die folgenden Opera-
tionen erklart: Identifizieren von Variablen, Umordnen von Va-
riablen, Hinzufiigen fiktiver Variabler, Komposition von Funk-
tionen und Rickkopplung. Auf diese Weise erhalten wir die Alge-
bra Pk' Mit [M] bezeichnen wir die von M S Pk erzeugte Teilal-
gebra von P, . Eine Teilmenge M S Py heiBt vollsténdig, falls
™m] = Py gilt,

Gegenstand dieser Note ist die folgende Abschwdchung des Voll-
standigkeitsbegriffes.

Eine Teilalgebra M von Pr heiBt Kleene-Menge, wenn zu jedem

n 2 1 und jeder reguldren Menge R € (EE)n eine Funktion F € M
und eine Menge Y, QY & Ey. derart existieren, daB T(F,Y) = R
gilt, M € P, heiBt Kleene-vollsténdig, falls [M] eine Kleene-
Menge ist, ’

Im weiteren bendtigen wir die folgende Aussage aus /3/:

Es gibr eine endliche Menge {Ug. Ugienoo Ur} regulérer Mengen,
so daB die Teilalgebra M & P, genau dann eine Kleene-Menge ist.
wenn Funktionen F,eM und Mengen Yy [ Y, & Ey. 1€ i r, mit
u1 = T(Fi,Yi) existieren,
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Neben der Algebra Py betrachten wir noch die Algebra Pr der
Funktionen dber endlichen Mengen mit der Trégermenge

= U ",
k™ 5 Kk
Pt = {FIF 2 Ep S ELL,

und den folgenden Operationen: Identifizieren und Umordnen von
Variablen, Hinzufiigen fiktiver Variabler und Komposition von
Funktionen. FOr R G Pé setzen wir

1
My = {FlPz € R}
Falls R Teilalgebra von P -ist, so ist M Teilalgebra von P.
k1 € Py sei die konstante Funktion mit dem wertebereich {i}.

M bezeichne die Menge der monotonen Funktionen aus P, und es
sei fur 1 ¢ {0,1}

T, = {fIfePy, f(1.4,....1) = 1}.

Die Michtigkeit des Kontinuums bezeichnen wir mit <.

2. Pré-Kleene-Mengen

Die folgende Aussage ist ein bekanntes Vollsténdigkeitskrite-
rium der universellen Algebra: Eine Menge ist genau dann voll-
sténdig, wenn sie in keiner maximalen Teilalgebra enthalten
ist, In /6/ zeigte V., B, Kudrjavcev, daB Py uberabzéhlbar viele
maximale Teilalgebren besitzt, Daher ist obiges Kriterium nicht
effektiv, V. A..Buevié untersuchte in /1/ einen abgeschwéchten
Vollsténdigkeitsbegriff, metrische oder A-Vollsténdigkeit ge-
nannt, Er definierte ein Analogon zur maximalen Teilalgebra und
konnte ein entsprechendes A-Vollstandigkeitskriterium herlei-
ten. Hier erwies es sich, daB eine abzdhlbar unendliche Menge
von A-maximalen Mengen existiert. In diesem Paragraphen wollen
wir die gleiche Frage bez. der Kleene-Vollstandigkeit behan-
deln,

Definition: Eine Menge ﬁ € P heiBt Pré-Kleene-Menge, wenn fol-
gende Bedingungen erflillt sind:

1) M ist nicht Kleene-vollsténdig,

11) (MU {F}] ist far jedes F ¢ M eine Kleene-Menge.
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Lemma 1: Jede Pré-Kleene-Menge von P, ist eine Teilalgebra

on P, .
v k

Beweis: [M] ist wegen 1) Jder Pré-Kleene-Mengen-Definition keine
Kleene-Menge. Angenommen, es gilt M # [M], Dann gibt es ein

F e [MI\M, und es gilt [MU{F3}] € (M}, Da (M U{F}] nach ii)
der Definition eine Kleene-Menge ist, muB [M] auch eine Kleene-
Menge sein.

Beispiel 1: Jede in Pk maximale Teilalgebra, die keine Kleene-
Menge ist, ist eine Pré-Kleene-Msnge.

Beispiel 2: My o op b8t eine Pr&-Kleene-Menge in Ps.
o 1

Sei némlich F g M Dann ist

TQ n Ti‘

1 .
- [ty n Ty v {PEE] € {Tor Ty P3)
(siehe /5/) und entsprechend gilt auch

[MTO(1T1LJiF}]€ {MTO, MTl. P},

indem maon eine zum Beweis von Lemma 2,4, in /4/ analoge Kon-
struktion durchfihrt, Nach /4/. Theorem 5,9 ist damit M.

a YUY
als Pré-Kleene~Menge nachgewiesen,

Bemerkung: In P, ist jede Pré-Kleene-Menge eine maximale Teil-

algebra einer Kleene~Menge, Dies 1&Bt sich wie folgt zeigen.

Sei M € P2 eine Pré~Kleene-Menge. Ferner sei M € MT . Die Exi-
2

stenz einer Teilalgebra M' mit M & M' & M wirde [Mu{F}] & M
o

faGr F € M'\ M implizieren. Ds M' nach /4/, Theorem 5.9 keine
Kleene-Menge ist, koénnte M keine Pré~Kleene-Menge sein, Da
M= MT ebsnfalls unmdglich ist, haben wir damit M als raximale

Tetlalgebra von M. nachgewiesen.
o

Analog gehen wir bei M & M vor,

-
1
Falls M & M. und M 4 M, gilt, so bestehen fir alle F g M
(v} 1
ebenfalls dis Beziehungen
M" = [MuU{F}] # und M* & .
- MTo MT1
Da M" Kleens-Mengs ist, muB folglich M" = Py geltsn,
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Somit ist M maximale Teilalgebra von P2,
Die Umkehrung der obigen Aussage gilt nicht, wis das folgende

Beispiel zeigt. M g 1St zwar maximale izilalgebra der
o

Kleene-Menge Mp (dies kann analog zu /4/, Example 4.1, gezeigt
° g

werden), aber fUr die Funktion F mit ¢; = kg gilt

[MTonm U{F}] = M., und M, ist nach /4/, Theorem 5.9., keine
Kleene-Merge.

Lemma 2: Zu jeder Teilalgebra M von Py die keine Kleene-Menge
ist, gibt es eine Pr&-Kleene-~Menge N mit N 2 M,

Beweis: Wenn das Lemma nicht gilt, so gibt es eine unendliche
Kette von Teilalgebren

My & Mg & My & oues
so deB jedes Element der Kette keine Kleene-Menge ist, aber

T = U Mi

1eI

eine Kleens-Menge ist. Seien nun F, die Furktionen aus T und Y,
die Mengen mit

U, = T(F;,Yy), 1€16r,

i
Dann gilt auch schon

{Fa» Foreunn Fr} € Mg
fir ein d € I, Folglich ist Mg bereits eine Kleene-Menge im
Widerspruch zur Voraussetzung,

Satz 3: M & P, ist genau dann Kleene-vollsténdig, wenn M in

————

keiner Pr&é-Kleene-Menge von Py enthalten ist.

Beweis: Angenommen, M wire in einer Pré&-Kleene-Menge N enthal-
ten, Dann gilt [M] € N, und folglich ist M nicht Kleene-voll-
sténdig,

Wenn umgekehrt Mgicht Kleene-vollsténdig ist, ist [M] keine
Kleene-Menge, und nach Lemma 2 gilt denn M & [M] € N fOGr eine
Pré-Kleene-Menge N,

Allerdings ist das Kriterium aus Satz 3 nicht effektiv, wie der
folgende Satz zeigt.
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Satz 4: Die Mdchtigkeit der Menge der Pré-Kleene-Mengen von
Pk ist <.

Beweis: Sei k = 2, V., B, Kudrjavcev zeigte, deB die Menge der
maximalen Teilalgebren von P, die Méchtigkeit < hat. Da nur
zwel dieser Teilalgebren Kleene-Mengen sind (/4/., Theorem 5.9.),
hat nach Beispiel 1 die Menge der Pré-Kleene-Mengen von P, die
Méchtigkeit <, -

Sei nun k 2 3, Ferner sei V eine Pré-Kleene-Menge in P,, die

maximale Teilalgebra von P, ist, Fir F € Pz definieren wir

pr(F) als Einschrénkung auf die Eingabeworte uber {0.1}".
Offenbar ist pr ein Homomorphismus' von P in P,. Weiterhin sei
M{O 1 die Menge aller Funktionen aus P mit einem Wertebe-

reich, der in {0,1}* enthalten ist.
Es ist leicht zu zeigen, daB "{0 13 eine Kleene-Menge in Py
ist, Wir betrachten nun

V' = pr'l(v) n M{O,l}’

V' ist sicher eine Teilalgebra. Nun gibt es eine regulére Menge
s s (E;)* (fur ein gewisses n = 1), so daB fir alle F € V und

alle Y, S Y S Ez,die Beziehung S # T(F,Y) gilt, Daher gilt
auch S # T(G,Y) fir alle G € V' und alle Y, Somit ist V' keine
Kleene-Menge. V' ist auBerdem noch maximale Teilalgebra von

M[O,l}' Das 148t sich wie folgt zeigen. Ist F € M[O,i;\ V', so

ist pr(F) ein Element aus P\ V. Daher 1laBt sich zu jedem G € P,
ein G' € [V' U[F}] so finden, daB pr(G') = G gilt, Da in V' be-
reits alle Funktionen liegen, die fir eine Kodierung von
0,1,..., k=1 durch Tupel Gber {0,1} bendtigt werden, ist nun
[v: u{Fi] = Mlo.1l leicht zu iglgen.

Zu V' gibt es nach Lemma 2 eine Pré-Kleene-Menge N(V') mit
N(V') 2 V', Nun gilt N(V') n Mg, o0 3 V', Da N(V') keine
Kleene-Menge ist, ist N(V') n "{0,1} ¥ M[o 1} und somit gilt

N(V')n M = V', Wegen Vi # V5 fir V, # V, ist mit V, # Vp

{0.,1}
auch N(Vi) $ N(Vé). Nach den Ausfihrungen fir k = 2 ist damit
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auch die Méchtigkeit der Pré-Kleene-Mengen in P, mindestens <.
Da aber Py selbst abzdhlbar ist, ist die Behauptung bewiesen.

3. 1-Kleene-Mengen

Die Menge Pt der einstelligen sequentiellen Funktionen bildet
‘mit der Funktionenkomposition als Operation eine Halbgruppe,
die grunds&tzlich andere Eigenschaften besitzt als die Algebra
Pkallersequentiellen Funktionen., In diesem Paragraphen setzen
wir das Studium des Verhéltnisses zwischen Py und P& fort, in=-

dem wir den zur Kleene-Menge analogen Begriff in Pt untersu-

chen,

Definition: Eine Teilhalbgruppe M von Pi heiBft 1-Kleene-Menge,

wenn fir jede regulére Menge R € E, eine Funktion F € M und
eine Menge Y, # G Y S E,, existieren, so daB R = T(F,Y) gilt,

Die 1-Kleene-Menge M € P1 heiBt minimale 1-Kleene-Menge, wenn
keine Teilhalbgruppe N mit N & M eine 1-Kleene-Menge ist.

In 72/ ist gezeigt, daB es in P, genau drei Kleene-Mengen gibt.
Hinsichtlich der 1-Kleene-Menge ist die Situation erheblich
komplizierter, denn es gilt der folgende Satz.

1
Satz 5: Die Machtigkeit der Menge der 1-Kleene-Mengen in P
- ist ¢,

Beweis: Wir betrachten die sequentiellen Funktionen F., t € IN,

die durch

n non (xi) for 1 < t,
9Ft(x1.x2,... 1Xy) = {

14

non (x.) for i t

definiert sind. Die Menge
1 1
MI = n P
T, T M M Pk ,
ist sicher eine 1-Kleene-Menge, Daher ist auch fir I € IN
1 1
M; = [MTOU fFelt ex}]
eine 1-Kleene-Menge. Wir zeigen nun, daB aus 1 £1,, 161y

bewiesen,
I, # I, auch MIi # MIz folgt. Damit ist der Satz dann bewlese

105



Sei dazu S #'1, S ¢ I. Angenommen, es gilt FS € MI' Dann reali-

siert eine Kaskade von Elementen aus M% UfF.lt € I} die se-
° i

quentielle Funktion Fg. In dieser Kaskade muB mindestens ein

F t € I, verwendet werden, da sonst Fg € M# sein wirde. Die

£
Kaskade vor F. induziere die sequentielle Funktion F, die nach
F. induziere G, Demit ergibt sich fir die Gesamtkaskade die sz~

t
quentielle Funktion H mit

PE(non(Pe(x,)) .non(Pp(x,)) ... ,nON(F(%4)))

i f .
qh(xl.....xi) - Ori <t

Qé(non(qF(xl)).....non(?F(xi)).
NON(PE(Xy seer X)) ienss
non(@E(Xy ... %)) far 13 t.

Ist S < t, so &ndern sich die gp": fur 1 » t, falls Xg gedndert
wird, Ist aber S > t so #ndart sich H bei Anderung von Xg
nicht, Folglich ist H ¥ Fs.

Satz 5 gilt sicher auch fir k ® 3, Um dies zu beweisen, reicht
es, die 1-Kleene-Mengen in M{O,l} zu betrachten, fir die die
obigen Schlisse ebenfalls gelten,

Lemma 6: Zu jeder 1-Kleene-Menge M & Pé gibt es eine minimale
1-Kleene-Menge N € P; mit N € M,
Beweis: Wir brauchen nur den Fall zu betrachten, daB es eine

unendliche absteigende Kette Mg >M o ... von 1-Kleene-Mengsen

My, ¥ € U (U eine Indexmenge), gibt, Wir betrachten N = ;:L My

Angenommen, N ist keine 1-Kleene-Menge. Da N sicher eine Teil-
*

halbgruppe ist, gibt es eine regulére Menge S & E, mit
S # T(F,Y) fdr alle F € N und alle Y, Nun gibt es aber genau.
zwel Funktionen Fi' F2 € P; mit S = T(Fl,[o}) bzw,

S = T(F,,{1}). Da F; ¢ N far i = 1,2 gilt, ist Fi¢ Mr far ein
i

gewisses y, ¢ U, Folglich gibt es ein yoit Fy €M, 1= 1.2,
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Damit ist M, keine 1-Kleene-Menge im Widerspruch zur Voraus-
setzung,

Folgerung 7: Eine Teilhalbgruppe M & Pé ist genau dann eine
1-Kleene-Menge, wenn M eine in Ps minimale 1-Kleene-~-Menge um=-
faRt,

Uber die Anzahl der minimalen 1-Kleene-Mengen in P; liegt noch
kein endgiltiges Resultat vor. In Py sind MTo und MT1 die ein-

zigen minimalen Kleene-Mengen, und sicher sind MT und MT mini-
o 1

male 1-Kleene-Mengen. Wir geben jetzt ein weiteres Beispiel

einer 1-Kleene-Menge in P; an,

Dazu sei K die Menge der Abbildungen u von {0,1}2 in 29,1}2.
die wie folgt gegeben werden kénnen: Es exisitieren f € PZ3

und g e Péz derart, dafB

Xy f(x4)
M = fur alle x,, x; € E,
X2 (xq.%3)
gilt, Wir schreiben dafir kurz u = (;). offenbar sind die

Abbildungen p durch das Verhalten von sequentiellen Funktionen
aus Pg in den ersten beiden Fakten simulierbar, d. h.,

1
Pr
es gilt u = fir eine sequentielle Funktion F aus
2
95 )
P;. In K erkléren wir (motiviert durch die Komposition in P2)
die Operation o durch

f£> 91\ /*1 falf(x4))
.

f2 9/ X3 9p(Fq(%1).09(xg.%2))
Offenbar ist (K,0) eine Halbgruppe, die wir erneut mit K be-
Zeichnen,
Wir definiaren die Funktionen h,, hy. hsz, hy, hg,
durch die fcolgende Tabelle.

‘2
h6' h7 € P,y

107



"1' "2| "1{ h2| "3' h4| hsl "el hy

B =, OO0
» O PrP O

(o] (o]
(o] 0
1 (o]
(o} 1

O 0 0 »
O O » O
o r B O
» » OO0
»r O r» O

Weiterhin definieren wir fir hi € Péz 1€ 41 &7, die Funktion

Ry durch Ry (x,.%5) = non (hi(xl,xz)): Man rechnet leicht nach,
daB

‘e id id id id id id non non non
K {(h7). (Fde () s (R Ghg)e (g)e ("ho)e ("R ("R
non non non id id id id non non
( 'r4)' ( hG)' ( ra)- (hG)' (Eg)l (kl). (ko)' ( ko)- ( kl)'
k
id id i ‘2
(hs)' (E)} ) {(f ) : 1 e{0.1], feP, }

eine Teilhalbgruppe von K bildet. Wir betrachten nun

!
P

Ky = {FlF € P;. F c K'}.
97

Da die Funktionen Qé, i 3, beliebig sind, ist leicht nach-

zuweisen, daB K, eine 1-Kleene-Menge ist. Sei N eine nach Lem-

ma 6 existierende minimale 1-Kleene-Menge mit N € K,. Dann gilt
¢ q 1 1

sicher N ¥ MTO, N # MT1'

M# . M% sind dadurch charakterisiert, daB nur an die Funktio-
o 1

nen qé Forderungen gestellt werden, Bei der Konstruktion von N

haben wir Forderungen an ¢é und ¢§ gestellt, Wir vermuten,
daB sich analog neue minimale 1-Kleene-Mengen dadurch angeben
lassen, deB Forderungen an <pé, i € r, gestellt werden, Daher
vermuten wir insbesondere, daf die Menge der minimalen 1-Kleene-
Mengen in P; unendlich ist,

In /7/ wurde gezeigt, daB in P; vollsténdige und in Pé A-voll-
stdndige Mengen unterschiedliche Eigenschaften haben. Wir be-
weisen hier abschlieBend ein Resultat {iber die Anzahl der

108



A-vollsténdigen Teilhalbgruppen von P;. Dabei definieren wir

die A-Vollsténdigkeit wie folgt: Fir F,, F, € P; seien

n(F,.Fy) = min {i :97;1 + q;éz},

1

WFafe) = wE Ry
Die Teilhalbgruppe M € P; heiBt A-vollsténdig, wenn fir jedes
€ > o und jedes F ¢ P; ein F' ¢ M derart existiert, daB
d(F,F') <€ gilt, '
Satz 8: Die Menge der A-vollsténdigen Teilhalbgruppen von Pé
hat die Méchtigkeit <€,
Beweis: Fir t € IN sei )

i o
M, = {Fl@p = k, far 1 > t}.

Es ist leicht zu zeigen, daB

M= \_} Mt

t6eIN
eine A-vollstiéndige Teilhalbgruppe ist. Ferner sei fiir S € IN
die Funktion Gg durch

q?i . ko far 1 = s,
g k, for 155
erklart, Fir I € IN ist dann
NIﬂﬁuiGs:SSIj
eine Teilhalbgruppe und sogar A-vollsténdig. Offenbar ist aber
mit I, # I, auch N. # N, , womit Satz 8 bewiesen ist,
1 2 Il IZ
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Thomes Fischer

2ur Kompliziertheit von essoziativen Suchprozessen in mehrdi-
mensionalen bindren Suchb&umen

Dies Arbeit befeBt sich mit der Realisierung bestimmter Formen
assoziativer Suchprozesse mit Hilfe von mehrdimensionelen bin#-
ren Suchbdumen. In derartigen Beumstrukturen werden die abge-
speicherten Informationen nicht nur durch einen einzelnen
Schliseel (wie bei gewdhnlichen bin&ren SuchbBumen, vgl, Knuth
/4/) . sondern durch einen Vektor von Schlisseln représentiert,
Ale Anfragen werden dann auch solche Vektoren zugelasesen, in
denen eine oder mehrere Komponenten nicht genau festgelegt sind,
Wihrend in gewdhnlichen binéren Suchbéumen einer Anfrage x ein-
deutig ein Weg von der Wurzel dee Baume bis zu einem mit dem
entsprechenden Schliseelwort gekennzeichneten Knoten y ent-
spricht (d. h,, ee wird eine eindeutige Abbildung f von der
Menge der Anfragen X auf die Menge der gespeicherten Schlissel
Y reelisiert), kann in einem mehrdimeneionalen Suchbaum durch
eine Anfrage eine ganze Teilmenge f(x) = Y abgerufen werden.
Das bedeutet, daB durch x die Suche in einem Teilbaum B, dee
mehrdimensionalen binéren Suchbaums auegelést wird,
€e eeien S,, ..., S, endliche geordnete Mengen (Mengen von
Schliseelwdrtern), und es eei Y € Sy % ... xS,. Ferner seien
hE CEETRII I Symbole, die in keiner dar Schlisselwortmengen ent-
halten sind, Ale Menge X der m8glichen Anfragen kann dann jede
Teilmenge von (S, Ui#gl)xeeox(S, uienl) auftreten, Fir jedes
1ef1,....,n} se1 Ry = {%,—>8/8 €S, ]} eine Regelmenge, mit de-
ren Hilfe far elle x € X die Sprachen

L(x) = {y/yeS; X...xS A x—ovy]
erzeugt werden kdnnen, dabei ist R = U Ri' An die Stelle der
oben erwdhnten eindeutigen Abbildung f bei gew8hnlichen binéren

SuchbBumen tritt dann die durch fL(x) = g¢ L(X) N Y definierte
Abbi1dung fL.
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Zur Vereinfachung der Darstellung wird nachfolgend nur der Spe-

zialfall ¥ = S" betrachtet; S sei eine endliche geordnete Menge
mit wenigstens zwei Elementen, Weiterhin sei X & (S vi*1" mit
* & S, Offenbar gilt dann fL(x) a L(x) fiar alle x € X,

Die zundchst zu lésende Aufgabe besteht darin, zu einem gege-
benen Tripel (x.Y,fL) eine Baumstruktur B und einen entspre-
chenden Suchalgorithmus so zu finden, daB durch B genau die Ab-
bildung fL realisiert wird, Wenn man den Suchalgorithmus mit A
bezeichnet, dann bedeutet dies, daB bei Anwendung von A auf
eine beliebige Anfrage x € X genau die Menge f, (x) aufgesucht
wirq, d, h,, es gilt A(x) = f (x) far alle x € X,

Es sei ferner p eine beliebige Wahrscheinlichkeitsverteilung
aber X, und c(x) bezeichne die Anzshl der zur Auffindung von
£, (x) notwendigen Vergleiche, Als MaB fir den mittleren Such-
aufwand einer Realisierung B eines gegebenen Suchproblems
(x,Y,fL) wird dann die Funktion

"55(8) = pg 2 p(x) e(x)

verwendet, Die zweite Aufgabe besteht dann darin, einen bezﬁg-
lich SP(B) optimalen Baum zu finden,

Nachfolgend werden zundchst zwei Verfahren zur Konstruktion
eines zur Realisierung eines Suchproblems (x,Y,fL) geeigneten
mehrdimensionalen Suchbaums angegeben.

Methode 1: Die erste Methode zur Konstruktion eines mehrdimen-
sionalen bindren Suchbaums besteht einfach darin, die durch S
vorgegebene Ordnung in natiirlicher Weise auf Y = s" auszudehnen
und fir die derart geordnete Menge Y einen (gewbhnlichen) bi-
néren Suchbaum nach einer der i{iblichen Methoden zu konstruieref
Dabei wird vorausgesetzt, daB die im Suchbaum abgespeicherten
Informationen iGber die Endknoten abgerufeh werden, die inneren
Knoten werden nur als Testknoten verwendet, Jedem inneren Kno-
ten wird neben dem zugehérigen Schliisselvektor (8g+00048,)

noch eine natfirliche Zahl i€ {1,,..,n} zugeordnet, die anzeigt.
welche Komponente des Schlisselvektors fiir den Vergleich ge-
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, Mutzt wird. Wenn also eine Anfrage (si.....sa) vorliegt, werden
fir die Entscheidung iiber die weitere Suche nur die Schlissel
8{ und s; miteinander verglichen,

Beispiel: Es sei S = §1,2,3} und n = 2, Fir das Suchproblem
(X.Y.fL) mit X § (S u{*})z und Y = % erhalt man nach Methode 1
Zum Beispiel den folgenden Baum:

Die far den Vergleich ausgewdhlten Komponenten sind hier durch
Uﬂterstreichung gekennzeichnet, Wenn s; < si(si> si) gilt, wird

in linken (rechten) Teilbaum weitergesucht. Wenn hingegen
8 = s, oder s; = ¥ gilt, muB die Suche offenbar in beiden

Ted lbsumen fortgesetzt werden,

Man Gberzeugt sich leicht davon, daB bei jeder Anfrage xeX
Stets alle Elemente aus fL(xY tatséchlich gefunden werden, "‘An-
dererseits werden bei einigen Anfragen auch Endknoten erreicht,
denen nicht zu f (x) gehdrende schlasselvektoren zugeordnet
8ind (dies ist zum Beispiel bei der Anfrage (3,%) der Fall).
Oieg bedeutet, daB der verwendete Suchalgorithmus zwar voll-
“5ﬂdig ist, aber nicht korrekt im Sinne der obigen Forderung,
Auf die Verzweigung im Falle der Gleichheit der Schlissel sj
Und 8y kann asber such nicht verzichtet werden, weil dann sogar
die Vollsténdigkeit verlorengeht.

Eine Mdglichkeit zur Oberwindung dieser Schwierigkeiten besteht
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darin, mit Hilfe des Regelsystems R die Menge fL(x) zu berech-
nen und dann die Suche nach x durch sukzeesives Suchen nach den
Elementen von fL(x) zu ersetzen, Dann ist gesichert, daB fir
jedes x tatséichlich nur in dem durch die zu fL(x) gehdrende
Endknctenmenge eindoutig bestimmten Teilbaum B, gesucht wird,
Nachteilig f&llt hierbei natirlich der durch die vorherige Be-
rechnung von fL(x) zusdtzlich entstehende Aufwand ins Gewicht.

Methods 2: Fir die gegebene Menge Y von Schlisselvektoren wird
zundchst die fir den Vergleich zu verwendende Komponente ausge~
wBhlit, Dadurch wird eine Zerlegung von Y erzeugt, Diese Zerle-
gung wird in Abhangigkeit von der gewshlten Komponente geordnet.
Danach kann die @bliche Halbierungsmethode auf die so geordnet®
Zerlegung von Y angewendet werden, Diese Vorgehensweise wird
dann iteriert,

Beispiel: Es sei wieder Y = {(1,1),(1,2),(1,3),(2.1).(2.2),
(2,3),(3.1),(3,2),(3,3)}. Wir benutzen die erste Komponente far
den Vergleich und erhalten die bereits geordnete Zerlegung

z = {{(1.1).(1.2), (1.9}, {(2.1).(2,2).(2,3)}.
{(3.1),(3,2),(3.3)}}. Eine Teilung ist jetzt nur an zwei Stsl-
len méglich, Wahlt man die erste Mdglichkeit, erhdlt man die
Schlisselmengen Y, = {(1.1),(2.2),(1,3)} und Y, = [(2,1).(2.2):

(2.3).(3,1).(3.2).(3,3)}. wshlt man far v_ die zweite Komponefi~
te als Vergleichskomponente, erh&lt man die ebenfalls bereits
geordnete Zerlegung Z_ = {{(2,1),(3,1)}, {(2.2).(3.2)}.
{(2.3).(3.3)}}. Wir teilen wieder an der ersten m8glichen stel-
le und erhalten Y ; = {(2,1),(3,1)} und v__ = {(2,2).(2,3). .
(3.2),(3,3)}. Setzt man dieses Verfahren fort, erh&lt man den
Baum :




Der Nachteil der Methode 2 besteht offenbar darin, da® sich der
Baum nicht mehr so gut balancieren l&Bt, Das liegt an der Ein-
schriénkung bei der Anwendung der Halbierungsregel. Als wesent-
licher Vorteil erweist sich, deB eine Verzweigung bei der Suche
jetzt nur noch erforderlich ist, wenn 8j = % gilt. Wenn hinge-
gen s; = s, ist, wird stets im rechten Teilbaum weitergesucht,
Man dGberzeugt sich leicht davon, daB der angegebene Baum tat-
sichlich eine korrekte Realisierung des Suchproblems

((suix})".s".f) fur s = {1,2,3} und n = 2 darstellt,

Es sei jetzt ]Bx| die Anzahl der inneren Knoten in dem durch
die Anfrage x aktivierten Teilbaum B, . und far jedes y €Y be-
zeichne 1l(y) die Weglange (Anzahl der Kanten) von der Wurzel
des Baums B bis zu dem mit dem Schldsselvektor y markierten
Endknoten., Der mittlere Suchaufwand fir einen nach.der Methode
2 konstruierten Suchbeum betrégt dann

2
S3(8) = 2 p(x) I8,

wdhrend sich far einen nach Methode 1 konstruierten Baum

1
S (B) = 1
5E) = 2 p(0) yé% L 1

ergibt, Offensichtlich gilt stets S§(B) < S:(B). es genigt da-
her, zundchst eine Absch&tzung far S;(B) zu suchen.

Lomma 1: Es existiert eine durch p und f, eindeutig bestimmte
Wahrscheinlichkeitsverteilung p derart, daB

1
Sp(B) = V(p.f) - L5(B) “
gilt, Dabei ist L=(B)die Gbliche mittlere Weglénge von B bezug-

lich der Verteilung P, und V(p,fL) ist ein von der Struktur des
Baumes B unabhéngiger Faktor.

Beweis: Fir alle y<Y seien p,, p' und p wie folgt definiert:
p(x) fir yef, (x).

Px{¥) = bt { (o] sonst,

P'(Y) = ¢ f; Py(Y).



PlY) = s P'(Y) / yg P(y').

Die Funktion p ist also eine Wahrscheinlichkeitsverteilung
tber Y. Wegen p (y) = p(x) fir y efL(x) ergibt sich

1(y) Py(Y) 1(y)

Daraus erhélt man unmittelbar

1
S (B) = 1 f
1(8) g ye%'x) P (¥) 1(y)

und wegen p, (y) = 0 far vy ¢ fL(x) gilt

si(®) = ; Sy PxY) 3 = 20 2 b 1)

= . 1 - * L=(B),
g; p'(y) 1(y) ;e p'(y) p( )
wobei

L5(8) = oy ;F(v) 1(y)

gesetzt wurde, Mit

v(p.f) = p¢ g;v p'(y) = y; g Px(Y)
“ S oo PN 2 y}:_(x) p(x)

ergibt sich Lemma 1,

Es sei

H(P) = p¢ - 2%) 1d B(y)

73
die Entropie der Verteilung p. Fir jeden inneren Knoten i eines
Suchbaums sei Fl(i) die Wahrscheinlichkeit des linken und Fr(i)
die des rechten Teilbaums mit der Wurzel i, Ferner sei

-
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0(8.F) = pr 2 IF2() - B(0)].

wobei I die Menge aller inneren Knoten von B bezeichnet.

Lemma 2: Es gilt die Abschédtzung

LF(B) € H(P) + D(B,p).
Der Beweis von Lemma 2 ergibt sich durch eine leichte Verallge-
meinerung einer entsprechenden Abschdétzung von Horibe /3/. Aus
Lemma 1 und Lemma 2 ergibt sich unmittelbar

Satz 1: Nach der Methode 2 erhilt man einen mehrdimensionalen
bin#ren Suchbaum B, dessen mittlerer Suchaufwand die Unglei-
chung

S2(8) 4 V(p.f) - (H(F) + O(8.F))
erfillt,

Der von der Struktur des erhaltenen Suchbaums unabh&ngige Fak-
tor V(p.fL) kann als ein "Verzweigungsfaktor" aufgefaBt werden,
Wenn fL eindeutig ist, gilt v(p.f. ) = 1. Wegen fL(x) €Y gilt

auch stets v(p,fL) € |Y|. Mit der Abschitzung aus Lemma 2 er-
6ffnet sich eine Mbglichkeit zur Optimierung bei der Anwendung
der Methode 2. Offenbar muB man in jedem Knoten versuchen, die
Differenz zwischen den Wahrscheinlichkeiten des linken und des
rechten Teilbaums m&glichst gering zu halten, Hierbei ist aber
stets zu beachten, daB sich diese Optimierung nicht auf das
KompliziertheitsmaB sz(B) selbst, sondern nur auf eine obere
Abschétzung dieses MaBes bezieht, ‘

Beispiel: Wir betrachten wieder das Suchproblem aus den voran-
gegangenen Beispielen, Die Verteilung p sei durch

P(#,1) = p(#,2) = p(1,%) = p(2,#) = 0,1, p(%,3) ¥p(3.%) =0.3,
p(1,))= p(%.%)= O far alle i,je€ {1,2,3] definiert. purch Anwen-
dung der oben angedeuteten Optimierungsstrategie ergibt sich
der auf der niéchsten Seite dargestellte Baum, Es gilt

sﬁ(a) = 4,8, wihrend man fir den im zweiten Beispiel konstru-

ierten Baum den Wert 5,5 erhélt,
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Suchbaum, der nach der aus Satz 1 sbgeleiteten Optimierungs-
strategie konstruiert iet:

FOr einen nach der Methode 1 konstruierten Suchbaum 1388t eich
das Ergebnis von Satz 1 noch verschdrfen., Horibe /3/ hat auch
gezeigt, daB sich stete ein bindrer Suchbaum B finden l#8t, fir
den D(B,p) § 2 gilt, Mit Hilfe dieses Ergebnisses erhdlt man
dann aus Lemma 1 und Lemma 2

Satz 2: Nach der Methode 1 erhiélt man einen mehrdimensionalen
bindren Suchbaum B, dessen mittlerer Suchaufwand die Unglei-
chung

S3(B) € V(p.f) (H(F) + 2)
erfhallt,

Die Methode 1 bietet also die Méglichkeit, die schon aus der
Theorie gewdhnlicher bindrer Suchbéume bekannten Konstruktions=-
algorithmen auch fir mehrdimensionale bindre Suchbdume zu ver-
wenden, Insbesondere bietet sich auch die Mdglichkeit, die
Ideen, die zur Konstruktion universeller bindrer Suchbdume ver-
wendet wurden, auf den Fall mehrdimensionaler Suchblume zu
Obertragen (vgl., /2/).

AbschlieBend sei jetzt noch kurz der Fall behandelt, deB mit
positiver Wahrscheinlichkeit auch nach Informationen gesucht
wird, die im Suchbaum nicht gespeichert sind, d, h,, wir be-
trachten den Fall Y ¢ S”, Die Konstruktion eines Suchbsums
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far diesen Fall soll hier nur durch ein Beispiel angedeutet
warden,

Boiagiol: Es sei wieder S = {1,2,3} und n = 2, Ale Menge der im
Suchbaum gespeicherten Informationen wird Y = {(1,1), (2,3).
(3,1), (3,3)} gewthlt, die Menge der m#glichen Anfragen ist

X w (SU{*})“, Der nachstehend sngegebene Baum stellt sine mdp~
liche Realisierung dieses Suchproblems dar.

Eine verzweigung wird wieder nur dann vorgenommen, wenn in der
fir den Vergleich ben8tigten Stelle des Anfragevektors ein %
eingetragen ist, Wahrend beim Erreichen eines mit "+" markier-
ten Endknoten die zugehdrige Information ausgegeben wird, wird
bei einem mit "-* gekennzeichneten Endknoten nur angezeigt, daB
die gesuchte Information nicht verfigbar ist.

Zum SchluB sei noch darauf hingewiesen, daB shnliche Baumstruk-
turen auch von Bentley /1/ verwendet wurden, Im Gegensatz zu
den hier vorgestellten Methoden l#Bt sich bei dem in /1/ be-
Nutzten Typ mehrdimensionaler bindrer Suchbdume ein zum Teil
betrachtlicher Uberflussiger Suchaufwand nicht vermeiden.
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Hinweiee fOr Autoren

Manuekripte (in deutscher, ggf. such in ruseiecher oder engli-
echer Spreche) bitten wir, sn die Schriftleitung zu schicken,
Dis gesEwte Arbeit ist linksbiGndig zu schreiben. Eine Ausnshme
hiervon bilden hervorzuhebende Formeln und des Litersturver-
zeichnie. Der Kop er Arbeit eo olgende Form
. Kollog. ¢ rzeile/ Titel der
Arbeit/ 1 Zeilenumechsltung/ Unterstreichung/ Leerzeile. Der
Text der Arbeit ist eineinhslbzeilig (= 3 Zeilenumschaltungen)
zu schreiben mit maxime . Ansc gen je Zeile und -axi-e? 37
Zeilen je Seite, Zwiechunitberschriften eind wie folgt einzuord-
nen: 6 Zeilenumscheltungen/ Zwischantberechrift/ Unterstrei-
chung ( ungen, Hervor-
hebungen eind durch Unterstreichen und Sperren mdglich. AnkGn-
digungsn wie Setz, Definition, Bemerkung. Beweis u. 8. eind zu
unteretreichen und mit einem Doppelpunkt sbzuschlieBen. Vor und
nech S8tzen, Definitionen u, &. ist ein Zeilenabatend von 5 Um-
echeltungen zu lassen., FuBnoten sind mdglichst zu vermeiden,
Sollte doch dsvon Gebreuch gemecht werden, eo sind sie durch
aine hochgasatellte Ziffer im Text zu kennzeichnen und innerhelb
dee oben engegebenen Setzspiegele unten euf der gleichen Seite
enzugeben, Formeln und Bezeichnungen sollen mdglichat mit der
Schreibesechine zu schreiben eein. Hervorzuhebende Formeln sind
n einzurlcken und mit 6 Umecheltungen zum Gbri-
gen Text zu aschreiben. Formalzdhler sollen am rechten Rend ste-
hen, Der Pletz fir AbbiTdungen let beim Schreiben suszuspsren;
die Abbildungen selbst sin n der dem eusqgesperten Pletz ent-
sprachendsn Grd8e—geeondsrt—mnach TGL-Vorachrift euf Tranepe-
rentpepier beizufigan, Der zugehdrige Begleittext ist im Menu-
ekript mitzuechreiben., Sein Abstand nech unten betrégt 5 Um-
acheltungen, Litersturzitete im Text sind durch lsufende Num-
mern in Schragstrichen (vgl. /8/, /9/ und /10/) zu kennzeich-
nen und em SchluB der Arbeit unter der ZwischenOberschrift Li-
teratur zusemmenzustellen,

Beispiele: (Zeitschriftensebkdrzungen nsch Math, Reviews)
787 Zerieki, 0., end Semusl, P.: Commutstive Algebre.
Princeton 1958
/9/ Steinitz, E,: Algebreische Theorie der Kdrper. J. Reine
Angew, Math, 137, 167 - 309 (1920)
/10/ Gnedenko, 8. W,: Ober die Arbeiten von C, F. GsuB zur
Wehrachsinlichkeiterechnung, In: Reichardt, H. (Ed.):
C. F. GauB, Gedenkband anléBlich dee 100. Todestages,
S. 193 - 204, Leipzig 1967

Die Angsben eollen in Originelsprache erfolgen: bei kyrilli-
schen Buchasteben soll die bibliothekerische Trenskription
(Ouden) verwendet werden.

Am Ende der Arbeit stehen folgende Angsben zum Autor und zur
Arbeit: eingegengen: Detum/ Leerzeile/ Anschrift des Verfasssers:
Titel InIEI§I§E:§EE”Vorna-on Neme/ InetItution/ Struktureinheit/
StreBe Heusnummer/ Lend Postleitzshl Ort,

Der Autor wird gebeten, eine Rorrektur des Ourchschlags vom

Of feetmenuekript zu lesen und debei die mathematischen Symbole
einzutregen., Ferner eollte er 1 - 2 Klessifizierungenummern
(enteprachand der “1980 Methemetice Subject Clessification™ der
Math, Reviews) zur inhesltlichen Einordnung seiner Arbeit angeben,
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