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Roetock. Math. Kolloq. B, 5 - 11 (1983) 

Konrad Engel 

05A15 

60C05 

About the nu■ber of paire of ale■enta of E� which diatancea 
hava given valuae II 

Let e: be the aat of all n-tupale .!!. • (x1 •••• ,x
n

) of natural

nu■bare with x1f.!O, ••• ,k-1} for all if.{1, ••• ,nj. Furthar lat

Q(.!!,,X) :• fulx1-v1 1 ba tha Manhattan ■atrlc on E�. For � given 

real nu■bar d wa dafina Rd,n(k) end sd,n
(k) to be the nu■bar of

paira (.!!,,l:) of ale■ante of E� for which �(.!!,,l:) ia aqual to or 

not graatar than d, raepactlvaly. Obvioualy, 

Rd,n
(k) • 0 iff d � {o, ••• ,n(k-1)},

sd,n
(k). fu R1,n< k).

In /1/ it 11 provad that 
n 

r n, k
(x) • (k+2(k-1)x + 2(k-2)x2 + ••• + 2xk-l)

ie tha ganarating function of tha r.u■bera R1,n
(k). Furthar

thera was provad that for fixad n and d • cn(k-1) 

5 (k) n ■in
t=

• rcn (n)(■) 
11■ . d,n • 2n� 

.
(-1)■+1 • 1 (cn-l)n+■ 

k ➔m k
zn � • . Tn+■TT 

(1) 

(2) 

(3) 

( [x] danotae tha largaet integer not graatar tlian x, and c ia
an arbitrary real nu■baf). M�ra axactly, ona ■uat aay that (3) 
le an i■■adiata conaequenca of Theora■ 2 of /1/ aince th.ara tha 
reault waa glvan in a bit different for■• 
Tha li■it conaidarad ia of'lntareat ainca lt givaa •for large I(' 
tha ratio of tha nu■bera of pair• of ela■ante of E� wlth a 
diatanca not graater than d • cn(k-1) to tha nu■bar of all 
paira ( for c • O and c • 1 •• hava tha aaallaat and graatast po'!­
aibla dlatanca, reepactlvaly). In ordar to coaplata thesa in­
vaatigationa wa will prova tha following two thaora■s. 
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Theorem 1: If d . cn(k-l), then 

Ilm 
n-» oo 

M.n (k) 
' 0, lf c < 

[Zn" 
lf c ■ k+1 (k fixed) 

1, if о > 

Theorem 2: If n » nk tends with к to Infinity and if 
d » cnk(k-l), then 

W° 

0. 
1 
2' 

if C C T> 
1 nk if о • j and -j ■ '0. 

Л1и»-7*к 
ф(-Ѵгд). if c * 7 and -»g, 

0, 

v.1. 
lf c ш % and " oo , 

If c > 

X u2 

where ф(х) - ^=, j e-2 du. 

In all what follows ф(х) Is the function defined shove. First 
we will prove the following 

Lemma 1: Let {J J be a sequence of random variables and let 

F„(x) be the distribution function of £n (n-1,2,...). Further 

let lxn) be s sequence of real numbers with llm xn*h 

(h»±oo is admitted). If 
Um F (X) - $(x), then llm P(Cn<xn) ■ §(h). 

П -> CD П -> OO 

Proof: We only consider the case that h is finite. The cssee 
h - + со can be settled analogously. 
Fix £ > 0 and take i such that 

&(h+<f) - ф((і) с ф and ф(Ь) - ф(Ь-<С)с £. 

Further choose nQ such that for n>n0 

M) 

h-£ < xn< h*rf. (5) 



|P(£n<h-<$) - $(h-<J))^j, 

|P(C„<h+rf) - f(h+rf)|<§. ( 5 

From (4) and (6) it follows that 

|p(£n<hi«*) - $(h)| <£. (7) 

Because of (5) we have for n >■ nQ 

P(fn<h-rf) < P(Cn<xn) < P(gn*h+«J). ' (8) 

Froa (7) and (8) we obtain 

lp(Cn<xn) - 1(h) I <e. Q.E.D. 

Proof of Theorem 1i Let {fn} be a sequence of independent 

discrete random variables which all have the probability 

distribution 

P(?n -0) ■ £. 

p(fn -J) • ZUSgÜ, (j€{l.k-lj. n.1,2,...). 

We put £n :■ +... *Jpn. Because of (1) and (2) we have 

"(fn'd). 

Obviously, 

M(?n) . and 02(Cn) . н<Ь-1)(.^{*?+2,). 

(M(g) end D2(J) here always mean the expected value and va¬ 

riance of the random variable £. respectively). 

Set :■ and let Fn(x) be the distribution function 

of g*. By the Central Limit Theorem (see /2/, p. 363), we have 

lim F (x) » $(x). Further it is 
П—»00 

„ d- M(C ) 

ptCn<d> ■ ptCn * ' b(gnT-b 

7 



If d ■ cn(k-I). then 

d-M(?n) 
i^r- W 

% 

18k (k-1) 

(k+l)(k2*2) 

The last term tends to - oo, 0, +oo if c < c»-yjj-, 

and c > respectively. From Lemma 1 we now obtain the result 

given in Theorem 1. Q.E.D. 

Now we will prove a lemma which is a consequence of a Central 

Limit Theorem for sequences of series of random variables. This 

is of interest for combinatorial problems since the conditions 

in it can be verified very easily. 

Lemma 2: Let in |-n; n » 1.nk , k«l,2,...J be a sequence of 

series of random variables that are independent within each 

series and take on there only values of the interval 

rak'bkJ(i' *• P(?kn<*k) - p(?kn>bk> *°>- Further let 

4 

4 

nk 

Ck !* ^k (?k"-M(?kn))' 

and Ffc(x) be the distribution function of ?k. 

If there exists a constant C such that 

(9) 

and if n. tends with к to infinity, then lie Fk(x) » $(x). 
K к —*oo 

Proof: By Theorem 4 in /2/, p. 369, it holds lie F,.(x) » <&(x) 
k->oo 

if the following condition (the Lindeberg condition) is satis¬ 

fied : 

lie 
k-> oo s, 

0 for every fixed £>0, 
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where Fk^(x) is the distribution function of 

(Exchange n and к in /2/, p. 369 and choose |kn :- 

Dtykn) M(n. ) 
°kn “if-- Mkn " “if--) Farther let ^ :- H(7kn). If 

Gkn(x) is the distribution function of 7kn. then 

*-hen 
GknC) = Fkn(-^)- 

Hence and because of 

' 0, if у < ak, 

Gkn(Y) ‘ |l, if у > bk. 

the Lindeberg condition is equivalent to 

"k 

lin 
к -»oo 6f 

Ikn(G) =" [У£ Гак'Ьк3:ІУ"/*кпІ>еекЬ 
We shall show that Ikn(£) - 0 (n-1,...,nk) if к is sufficient¬ 

ly large. Then all is done. For ye fak-bkJ we have 

lY-ftnl * bk“V 
Because of (9) it is bk - ak< C-D(^kn), hence 

"k "k V% 

Thus, if к is sufficiently large. 

06,. 

Y "^kn1 *" VHJ < еб. . 

since nk-r>oo as к-too. O.E.0. 

Proof of Theorem 2: Similar to the proof of Theorem 1, take ^kn 

in Lemma 2 such that 

p<7kn*°) ■ 77' p(?kn" 3) " "(fj) (j^ll.k-l}. n-1. 
• a# I П|^ I к ■ 1 |2 I 

9 



With ak » 0 and bk » k-1 we have 

b. - a 

Щ^Гп •i —>Vl8 aa к-»oo. 
(k+1)(k +2) 

Thus, the condition (9) in Lemma 2 is satisfied and consequent¬ 

ly lim F.(x) - $<x). We have 
к -» oo 

“Tnj-p^ki + -“+,?knk<d) " p(Sk< *k)' 

where 

With d = onk(k-l) it holds 

Xk. y=Ep=. 

If c < ■y and с>ф, we have xk^» - oo end xk-» * oo 

respectively. Take the case c = 

If lim 
k-> oo к 

g, then lim xk « 

Now our result follows from Lemma 1. 
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Roetock. Math. Kolloq. �. 13 - 41 (1983) 

:JOr-gan Ro6■ann 

Oaa D1r-ichlatpr-obla• für- stark elliptische Differ-antielglai­
chungan, bei denen die rechte Seite f zu■ Rau• w-k(G) gehört,
in Gebieten ■it konischen Ecken 

o. Einleitung

w. A. Kondr-atJav entwickelte in /5/ eine Theorie für- ellipti­
sche Randwer-teufgebsn

B
J
u • ) bäJ)(x) .Dßu • gj auf r (J•l,2, ••• ,m)

1sfzii3 
in Gebieten mit konisch.en Ecken, bei denen die rechten Seiten 

1 
f und gj zu den Sobolevr-Au■en wi<(G) und wk•2•-•3- �(r) bzw. zu 

k k+2•-•3 -'2' 
den gewichteten Sobolevr-lu■en W"(G) und W« (r} (k llo 0, 

■
3 

"2■-1) gehören. Eine entsprechende Theorie in den zu Lp(G)

gehör-enden gewichteten Sobolevr-Au■en entwickelten w. G. Mazje 
und e. A. Pla■enavekij in /7/ und /B/. H. Blu■ und R. Rannachar­
galang aa in /2/, die Ergebnisse von w. A. Kondr-at�ev auf in 
dar- Plattanthaor-ie auftretende Randwar-taufgaban für den bihar-­
_■onisllhan Operator- zu Ober-tragen, bei denen die rechte Saite f 

zuia Rau■ w-k(G) (k III O) gehört. 
In dieser- Arbeit wird var-eucht, diaaa Er-gabnieea i■ Fall dea 
Oir,ichlatpr-oble■a auch auf allga■ainar-e elliptische Operator-an 
zu Obar-t r-agan. 
Wir- setzen vor-aua, da8 dar- Operator-

L(x,D) • ) 9
s

(x) c6
tß'tn■ 

•tar-k elliptisch in G iat und daß die Koeffizienten a
6

(x)
13 



zum Raum C°°(G) gehören. G sei ein beschränktes Gebiet mit 

stückweise glattem Rand Г und einer konischen Ecke im Koordina¬ 
tenursprung, d. h. , in einer Umgebung |x|cR des Koordinaten¬ 

ursprungs besitze der Rand Г die Darstellung 

wobei die rechte Seite eine positive Form ist. 

Bemerkung 1: Wir können sogar zulassen, daß Г in einer Umgebung 
des Koordinatenursprungs die Darstellung 

n-1 
«(*!• Vi> (!■) 

mit e(xx.хп-1) e C00^"-1). |S|. o( (xj+...+x^_1)p) besitzt, 

denn in /4/ wurde von W. A. Kondratjev bewiesen, daß eich ein 

Gebiet mit der Randdarstellung (!') durch einen Diffeomorphis- 

mus in ein Gebiet mit der Randdarstellung (1) überführen läßt. 

Wie in /2/ und /5/ wird zunächst die Lösung in gewichteten So- 

bolevräumen betrachtet. Dabei bezeichnet w£(G) den gewichteten 
Sobolevrapm mit der Norm 

w£(G) sei die Abschließung von C*(G) bez. der Norm ||.|lk a.G, 

und W"£(G) sei der Dualraum zu lS£(G). Die Norm in W%a(G) be¬ 

zeichnen wir mit IMI_k_a.G. Für W°(G) • W°(G) schreiben wir 

auch L„(G). 

Wir betrachten das folgende Dirichletproblem 

L(x,D)u « У aR(x) Dßu . f in G, 
IßfeJm 

——г = О (1=0,1....,m-l) auf Г. 
14 ^ 
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(Die Randbedingungen beziehen sich hierbei nur auf die glatten 

Teiletücke von Г.) 

Wir ordnen Jedem Multiindex ß » (6^<&2<•...ßn) einen Multiindex 

6' = (ßi-ßj..ßn} mit 

B'4B (d. h. В: І ß, für 1=1,2.n) und 
(3) 

|B| -m s|ß'| s m 

zu. Dann ist 

a(u.v) = ( Y~ (-1)18’’ Dß-ß'uDß-(aß(x)v) dx (4) 
' |ß|2?m B 

eine zu L(x,D) gehörende Bilinearform. Aus der Schwerzschen Un¬ 

gleichung und der Beschränktheit der Funktionen aß(x) sowie de¬ 

ren Ableitungen folgt die Stetigkeit von a(u,v) auf Wm(G)xWm(G) 

bzw. %(G) % Ä^JG). 

Der Aufgabe (2) entspricht das Variationsproblem 

a(u,v) = <f,v> VveÄra(G) bzw. (5) 

a(u.v) . <f,v> Vvew“a(G), (5‘) 

wobei u6lS”(G) bzw. utÄ^(G) die gesuchte Lösung ist. Dabei be¬ 

deutet <f,v> mit f«W-m(G) bzw. f twj’tG) die Anwendung des 

Funktionale f auf die Funktion v. 

Es sei Gq ein unendlicher Kegel, dessen Rand Г0 die Darstellung 

(1) hat. GR « jx £G0: Ixl < R] und GR. » £x £Gg:|xl < R'J (R' < R) 

seien Gebiete, die in GnGg enthalten sind. 

Wir erhalten folgendes Ergebnis: 

u £ W^(G) sei Lösung des Variationsprobleme (5') mit 

f £ w"'"+k(G) (k e{1.2.1»}). 

1. Es gelte 

a) к = 1 oder 
b) aß(x) » const, für I Bl =2m, aß(x) = О für 2m-k<| B|£2m-1. 

Auf den Geraden ImX » *(«-2k)-n+2m „ügen keine Pole von 

R(X) liegen. Dann gilt 
15 



k,-l 
-17lj 

aJsr Jln*ryjg(w) + w in Gr. 

mit w e wJ[+k(GR. )• Debet sind Aj die Pole von R(A) aus dem 

Streifen h * -(tt-2k)-n»2m ^ im\<h+k. а^в sind gewisse 

Konstanten undyj8(a>) beliebig oft differenzierbere 

Funktionen der Winkelkoordinaten 

2, Auf den Geraden ImA = ^(po-2k)-n-t2m un(j streifen 

h « -(c(-2k)-n+2a < Iilzhtk mögen keine Pole von R(7l) 

liegen. Dann ist u s. w£J+k(GR.), und es gilt 

Hull, m+k ,<x;GR, Ä "f 11-m+k ,<X;GR + ,,u|,a,ot;GR^' 

FOr а » О erhält man entsprechende Aussagen in gewöhnlichen 

Sobolevräumen. 

Hierbei ist R(A) der Resolventenoperator einer parameterabhän¬ 

gigen Randwertaufgabe der Gestalt 

L V“><tt>10 •p i- “»• 
ДІУ1 
■ у “ О auf 30q für iyi^m-1. 

(6) 

Diese Randwertaufgabe erhält man aus der Aufgabe 

L0(0,D)u - ^ ^ ag(0) Oßu » f in Gq, 

aJ ' (7) 
—т * О auf ro\l01 (j=0,l,...,m-l), 
3yJ 

indem man die Transformation in Polarkoordinaten (r.o>) und die 

Transformation T » lni durchführt und auf die dadurch erhaltene 

Randwertaufgabe die Fouriertransformation bez. T anwendet. Der 

Resolventenoperator zu (6) ist bez. А eine meromorphe Funktion. 

Eine ausführliche Beschreibung dieses Operators findet man z. B. 
ln /7/ und /8/. 
16 



In den beiden ersten Abschnitten betrachten wir zunächst das 

Dirlchletproblem für spezielle elliptische Operatoren im un¬ 

endlichen Kegel GQ. Im 3. Abschnitt wird die Aufgabe (2) im be¬ 

schränkten Gebiet G betrachtet. Auf die Ergebnisse der ersten 

beiden Abschnitte wird dadurch zurückgegriffen, daß die Koeffi¬ 

zienten aß(x)eC°°(Ei) außerhalb einer hinreichend kleinen Umge¬ 

bung des Koordinatenursprungs zu Funktionen а6(х)еС°° (5^) 

fortgesetzt werden, die den Bedingungen (13) - (15) aus dem 2. 

Abschnitt genügen. 

1. Die homogene Aufgabe mit konstanten Koeffizienten im unend- 

llchen Kegel_ 

Gq sei ein unendlicher Kegel, dessen Rend Г0 die Darstellung 

(1) hat, d. h. , für lxl<R stimme rQ mit Г überein. Wir be¬ 
trachten die Randwertaufgabe (7). Es sei f6W^(Gg), und 

u e W^(Gq) sei die Lösung des Variationsproblems 

a0(u,v) - <f,v> ѴѵеЙ"л(С0), (7‘) 

wobei 

a0(u,v) = (-1)" ( У" aß(0) Dß-ß’uDß'v dx (8) 
> |BT=?m 

G0 

eine zum Operator Lq(0,D) gehörende Bilinearform ist. 

Man überzeugt sich leicht davon, daß die Bilinearform aQ(u,v) 

symmetrisch und stetig auf S^(GQ)X ®"a(G0) ist- d- h-• es gilt 

a0(u,v) - a0(v,u) Vu e«£(G0) , Vv ^a(GQ) , (9) 

|a0(U,v)| e cMI.,%,Gollyll.._a,Go 

VueS^(G0), VvJ”a(G0). (10) 

aQ(u,v) definiert folglich einen linearen stetigen Operator 

Aq :^(G0)^ Wx"^G0^ durch die Gleichung 

<AqU,v> - aQ(u,v) Vv£W^(G0). 

17 



Lemma 1t Ее eel fl ein Gebiet mit außer im Koordinatenureprung 

glattem Rand ЭЛ. let uew"(H.) (ос t R beliebig) und 

. 0 auf ЭП\Юі (J-O.l.m-1), 

dann let u e ÄJJ(fl) und umgekehrt. 

Bemale; 1. Ее eel ие.ѵ£(П), und ее gelte » 0 auf ЭП\ІР) 

fOr i - o,l, .... m-1. дзеС°°(*п) und ytC°°(IRn) aalen Funk¬ 
tionen mit 

(a) y(x) « 1 für Ixl* 1, <p (x) » 0 für |x|h 2, 

(b) |Dß<p(x)|< M für xelRn, IBf * m. 
(c) lf?(x) • 1 - y(x). 

Für 0 < G < ф V? definieren mir die Funktionen y£(x) und у (x) 
mie folgt I 6 

%(*) • Ve(x) - y(|). 
Dann gilt offenbar |Dß<pc(x)|* Glßl M und |Dßl^,(x)| *£"'В'м. 
Wir definieren ferner 

9g(*) ■ ?g(F) • VeC«) und "&(*) ■ u 9£(f). 

Dann let Ilp£(x) für lx| < 2£, 
1 für 2E * txl d i, 

9e(x) för IX] > i. 
Inabeeondera gilt g£(x) ■ 0 för Ixl mg und für |xl Ь j. 

Folglich lat u£(x) - и gfc(x) & wJJ(fl). 

Ее aal П£ ■ {х* П i |х| « 26] und Й£ - {x«n i |x| > i}. 

Da u(x) - u£(x) für 2g e lx| d i lat. erhalt man 

"“-V'SL.-Ä “ "u-ue»«.a:xie ♦ l|u-ug“«,aia£ 

4 ("""..a,flg * »ue«m.a:n£)2 * (І“І..а,Де 
Dabei let 

18 



* 
■*: 

l'ueN«,«.ine’ Ии(М«,*іл.£" ^u*р£II и,ліп.£ 

1 -'‘-'"'•'Ѵ«*)!**. 

<С I Г г«-2(и- |В| ) у- |0\,2 
nJ іВГГв В.+ВГ-В 

£ I В2 I2 x|d = у I dx. 

I ß2 , -ІВ2І Benutzt «an, daß r< ZI in fl£ und |D # £ M ist, dann 
erhalt man hieraue 

ие"ш,«;л, * CHull *.ct; flg 

wobei die Konstante c nicht von £ abhängt. Analog erhält man 

кл-.сс.-Ѵ cllu“».«.-fte 
und damit 

llu-u£llm.a,n‘ °"<Н-,*,Ле + 1<а;й£). 
wobei auch c" nicht von £ abhangt. Oie rechte Seite dleaer Un¬ 
gleichung atrebt für £-»0 gegen 0, folglich gilt 

Hu-uellm,*,Ä*° top e-»°* 

Be eel ■ (xsfli 6 <|x|«Dann let u£ ■ ug& ■ 0 ln 

3^u. 
■ 0 auf ЭЛ\ lOj (J «0,1,...,m-1). 

Folglich gilt 

3^u. 

Л\Д'. Oa die Normalenableltungen von u bla zur Ordnung m-1 
auf ЭА\(,0{ verechwinden, gilt auoh 

* 

эТ" 
0 (j-o,1,...,m-1) 

auf dem Rand dea Gebiete# Л£ und damit u^e %"( fi'£) (a. z. B. 

3. M. Berezanekij /1/). Oa u£ ■ 0 ln D\D£ let, folgt hieraue 

"g 6% (fl), und wegen )|u-u£f| 0 lat auch u e%(f) ). 
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2. Ee sei и£Й^(П). Dann existiert eine Folge {un} , unec“(n), 

»it 1|и-%11ю,а;;п,^0 fQr 

Ist 0<£cl, у eine Funktion mit 

0 *s <p * X, cp в 0 für |x|<^ und |xl>j, qp« 1 f Or Ссіхі-й 

und Л" - {x tfl : -|<lx|<|}, dann 1st un <pe С® (П g”). und es 

gilt 

lluf-u ФІІ _ -> О für n-»oo. 
' ГѴ"(П") 

Folglich 1st upe R*(fl^). d. h. 

3-*(u<p) 1 
-3- в О auf (у 6 ЭЛ : £ c|yl < -rl (J=0,1.m-1), also 

3yJ 1 

в O auf (y £ ЭП: £ < ly| < yj (j=0,l.m-1). 
3yJ b 

Da £ beliebig gewählt werden kann, gilt 

3^u 

3y^ 
в О auf 3Jl\{Oi (J»o,l,... ,m-l). 

Das Lemma 1st damit bewiesen. 

Lemma 2 folgt aus der Regularitätstheorle für elliptische Rand¬ 

wertaufgaben (s. z. В. /1/ und /3/). 

Lemma 2: Es sei Л ein Gebiet mit stückweise glattem Rand 3f2. 

wobei insbesondere [уйЭП: R^ < |y|< R2J glatt sei. R^ und Rj 

seien reelle Zahlen mit О < R^ < R£ < R£ < r2. Ferner seien 

fl - {X £ XI: Rt< IX 1 < Hg} und Й’ » { x e П : Rj< lxl< R2|. Ist 

dann ueW^(fl) schwache Lösung der Aufgabe 

Lu » f£ W-n+k(fl) (kkO), 

3^u —г * О auf 9Г2 

mit dem stark elliptischen Operator L, dann 1st u e w"+k( fl" ), 

und es gilt 

"U|lW*+k( Й-) * C(llfVB+k(fi) * |M|L*(fi))- 
Die Konstante c hängt hierbei nicht von f ab. 
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Lemma 3: Ев eel u£®”-2(m-k)(G0> und A0U 6G0) 

(к e (0,1.ij, j>6B beliebig). Dann let ueW^B-k(Gg), und ев 
gilt 

l|u||2«-k,y;G0 * C(1|A0UH-k,y;G0 + ®u ІО ,Jf-2(2m-k ) ;GQ) ‘ 

c hängt hierbei nicht von u ab. 

Der Beweis zu diesem Lemma wird im 2. Abechnitt (e. Lemma 3') 
für variable Koeffizienten aß(x) geführt. 

Satz li Liegen keine Pole von R(X) auf den Geraden lmXa^--~g*2B, 

dann hat die Aufgabe (7) für f£W”B(GQ) eine eindeutig bestlmm- 

te Lösung ue8£(G0), und es gilt 

"U"«.a:Gn 6 C«fU-m.«;Gn* 

Beweie: Dieser Satz let in /2/ für den biharmonlschen Operator 
bewiesen worden. Der folgende Beweis 1st lediglich eine Über¬ 
tragung auf elliptische Differentialoperatoren beliebiger Ord¬ 
nung. 

1. Ее sei ueÄJJ(G0) beliebig. Dann ist nach der Definition der 

gewichteten Räume r“-2" ü 6 w£e_a(G0) = l|e_*(G0). 

Da keine Pole von R(7l) auf der Geraden ІтЛ • a~g-*2la liegen, 
hat die Aufgabe 

4j(0,D)v - г“"2“ ü in G0, 

- 0 auf rQUO} (j.0.1.a-1) 

nach Satz 1.1 aus /5/ genau eine Lösung v in ^„.„[CGg) • und 09 
gilt 

®v®2m ,2m-a;G0 * c Dr' 
,a-2m— üll, 0 ,2m-ct;Gn ■ c llu II 0.2m-a;G0' (11) 

Aua der Einbettung W^B_a(G0) c W^^Gq) und Lemma 1 folgt 

veÄ^^Gg). Ferner ist 
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a0(u,v) - aQ(v,u) - / L0(0,0)v nix. fгл~2яü u dx 
G0 G0 

’ llu|l0,a-2a;G0* 

0. nach (11) IIVlln flv|l2a,2a-л.gq 4 c «“«О Д-2. ;G0 4,t' """ 

halten wir 

“u«0.a-2a:G0 ■ Vu'v> ■ <V'v> ■ "V»-«.a:G0"vl'».-a;G0 

4 c 1A0U^ — m,oc:GqHu 40 ,<st—2m ; GQ * d< h* 

M"0o.&-2m;GQ 4 "^"^-m.ocGg Vu 6&*(Gg). 

Aus Lemma 3 mit к - m und у #oc ergibt eich dann 

ІІи»-,й!в0 4 "•iVI-m.eiV 

Hieraus folgt, daß Ag i 8jJ(G0)-»W"e(60) eineindeutig let und der 

Werteberelch von Aq abgeschlossen 1st, 

2. Wir zeigen, daß der Nullraum des adjunglerten Operators Ag 
nur aus dem Nullelement besteht. 

a£s iet definiert durch die Gleichung 

<aJf,u> - F» AqU VF6(»^a(G0))", Vu c tö£(G0). 

Aus F 6 kerAg folgt F.AgU ■ 0 für alle ut^J(Gg). Es sei die 

Rleezeehe Abbildung von (^Ä(Gg))' auf B^Gq) und T2 die 

Rieezeche Abbildung von (Ä^Gg))“ auf (8^a(Og))'. Dann 1st 

F.AgU - (W>(0.jGo)). “ «WW)^ 

*<ViT1T2F>*° Vu£^<Go5- 

Hierbei 1st «-TjTgF £8jJa(G0). Damit erhält man 

<AgU.w> . eg(u.w).ag(w,u) . 0 Vuc8£(g0). (12J 

Da aber auch keine Pole von R(X) auf der Geraden ІаЛ 
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liegen, het dee Varlatlonsproblem (12) nur die Lösung w»0 ln 

®*a(G0)* Folglich besteht der Nullraum von aJ nur aus dem Null¬ 

element. Damit let Aq ein Homöomorphismus auf w""(e0). 
Der Beweis des folgenden Satzes wird ebenfalls analog zu /2/ 
geführt. 

Satz 2; Es sei und f e wäl(G0^ n Wa2^G0^* Lie9en euf den 

Geraden ІаЛ ■ 
♦a2-n+2m 
-2- keine Pole von R(X) und ist u^&W^ (G0) 

Löeung des Varlationeproblems 

a0<u-v 

denn gilt 

a0(u.v) ■ <f.v> Vv c "*a^(®0) > 

k.-l 

-1Л 

-#A-n+2m 
< І*Л<И2 ■ — у" " und deren Vielfachheiten* 

"l " "j. г л3 ln rVje(w) ♦ U2, 

wobei u2e8j^(G0) Löeung des Verlatloneprobleme 

“0<u'v> " <f'v> Vv t^a2(0o) 

Ut und *“2*..«,,* ‘ c llf»-m.«2,G0' 

Hierbei sind Xj die Pole von R(A) aus dem Streifen 

-«L-n+2m 
"j ■ —2— < ітл < n2 ■ 2- — — isj 

Ipje^) sind beliebig oft differenzierbare Funktionen der Win¬ 
kelkoordinaten «j, w2.u>n_1# 

±as-n*2» 
Beweis! Om auf den Geraden imX • g keine Pole von R(X) 

liegen, existiert nach Satz 1 genau eine Lösung u2 e. (GQ) des 

Variationeprobleme 
*o(u,v) ■ <f,v> VveS^a^(G0), 

Und •• eilt nu2». ^,Go " ol|f|l-,.„2;G0' Setzen wir w-u^, 

dann erhalten wir 

a0(w.v) - О Vve*^(60)08^(0,5), 

ai. 
- О auf Г0\ 10) (J-O.l.m-1). 
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Aus Lemma 2 folgt w£W2b(G) für Jedes Gebiet 

G « [xtG0: R1<|x|<R25 alt 0 <R^< R2 < oo. 

Ее eel X £C°°(Ij0) eine Ausschneldungsfunktlon mit 

OU‘l, X= 1 für IxKRj. X- 0 für |x|>R2>R1. 

Man weist leicht nach, daß dann %w (GQ) ist. Ferner gilt 

4(0,0)(Xw) 6. L^+2a(G0) für beliebiges oicIR, also insbesondere 

L0(0.0)(%w) £.L^t2l(G0). 

Aus Lemma 3 mit к » О und у» oc^+2m folgt denn X» & w£[*+2b(go) • 

Analog erhält man (l-X)w £W^"+2»(G0). Aus X** *^"+2n(G0) • 

4,(0,0)(X»)£L^+2,(G0) und £q&ü| 
3vJ T0Uo} 

O für J-0,1.m-l 

folgt nach Satz 1.2 aus /5/ 

X" 
Ъі1 -ІЛ 
& »js r 17lj ln8rVjs(^) + w* 

mit W £ V^“+2n(G0) . 4(0.D)W = L0(0,D)(Xw) und - 0 auf 

Г’дМ.Оі (J=0,1.a-l). Wir kürzen die Summe durch ^ ab. 

Dann 1st 

w-I>X"-H+(1-X)w-W ♦ (1-Х)" e V^"+2b(G0) . 

4(0.D)(w-%[) = 4(0,D)w - 4(0,D)(Xw-w') « 0, 

3Ü1»=0 = £w _ э£цо + aV _ 
Эѵ'-’ Эу-* Эѵ"* ЗИ 

Da keine Pole von R(A) auf den Geraden ImX • 

0 auf r0U0J (J-0.m-l). 

+K_-n+2m -2 liegen. 

hat diese Aufgabe nach Satz 1,1 aus /5/ nur die Lösung w- У -0 

in W^“+2m(G0)■ woraus die Behauptung des Satzes folgt. 
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2. Oie homogene Aufgebe mit variablen Koeffizienten Im unend- 
llchen Kegel__ 

Wir betrachten jetzt die Aufgabe 

Чэ(х.О)и - SB(x) DBu - f ln G0. 

|^j - О auf ro\lO] (j-0,1.m-1) 

alt dem dazugehörigen Varlatloneproblem 

m.(u.v) -(-!)* J У D8-8 u D8 (a-(x)v) d^= <f ,v> 
Gq IBT=Zm 

(12) 

(12-) 

für alle v£W^Ä(G0). Lq(x,D) sei wieder stark elliptisch, und 

an die Koeffizienten aß(x) £ 0^(5^) stellen wir folgende Bedin¬ 
gungen : 

Ir1« Dy(aB(x)-SB(0)) I < i für m* m (13) 

(& hinreichend klein), 

aB(x) . aB(0) für txi e 1. (14) 

Ir1*1 _1 0y(aB(x)-SB(0))| < M för ivid m. (15) 

a1(u,v) 1st stetig auf und erzeugt folglich 

einen linearen stetigen Operator A% : 8*(G0)-»W“"(G0) durch die 
Gleichung 

<A1u,v> • aa(u,v) VvtW^a(G0), 

Oas folgende Lemma 1st in /2/ für den biharmonlschen Operator 
bewiesen worden. Ein entsprechendes Ergebnis fOr elliptische 
Operatoren mit variablen Koeffizienten findet man fOr den Fall 
ot»0, к» 0 auch ln /5/. Wir benutzen hier die gleiche Beweis- 
Idee. 

Lemma 3': Es gelte äB(x) » const, für Ix I bl. Ist 

U £*?+2(k-m)<G0> und AlU £ W‘k(G0) (k e £0,1.m].y£» belie¬ 

big), dann 1st u £ w|*“k(G0), und es gilt 
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Hull, «-k,y;G0 * с(ЛА1иІІ-к, y;ß0 * l|u,,0, У+2( k-2m) ;GQ) * 

Betretei Wir definieren folgende Gebiete: 

St - [*£ Gg: 2"1 < IXI < 3-2-1}, 

. [xtGjji 2-(1+1) <|X|< 3-2-(1-1)] . Si-lU SiUSi+l- 

bildet denn offenbar eine abzahlbare Oberdeckung von 

Gq. «tobet jeder Punkt xeGQ von höchstens 2 dar Gebiete 

Oberdeckt wird. In und gilt 

r < 2"1 -c 2r, 

d. h. fOr beliebige« /л 6 IR 

6-«tMI r^-= 2-Ф < eWrl*. (16) 

Aus AjUtW^CGg) folgt nach Lemma 2 u|g, e W2"”k(s^). Ferner gilt 

wobei die Konstante c nur von m,n,Sg,S^ und den Maxime der 

Koeffizienten eß(x) abhängt (e. /3/). Ее sei nun x£S^. Dann 

1st X' ■ г4* £ SJ und ü(x') » u(2_lx’) £ W2"-|<(S^). FOr 

<p(x) £. Wk(Sp gilt dann y(x') - gp(2_ix•) t 8k(s^). 

д(1): W®(Sq)-> w"B(Sq) sei der durch die Gleichung 

<a(i)u(x'), y(x')> ■ <A1U(X), gp(x)) Vy(x ) e Ä"(S£) 

definierte Operator. FOr f{x') e 8“(S^) (d. h. ф(х) & 8"(S^)) 

<AlU(x). g>(x» - (-!)"/ D%-B'u(x) 0%'[Sß(x) y(x)]dx 

" (-1)"^ ,^e °x^'%(x') ф(х )]2(="-")ldx'. 

d. h., man erhält 
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(-1)-/ D®:B'u(x') DB,’[SB(2_ix') (p(*')]dx" 

«<2(п-20)1 д(1)и(х'), p(x')>. 

□a die Konetante c In (17) nur von a,n,S0<S^ und den Mexlaa der 
Koeffizienten aB(x) abhängt, folgt hieraue 

"С-Ч, 

alt der gleichen Konetante c wie ln (17). Hierbei let 

„2(n-2B)iA(i)jj(x. ,„2 

1 W (S&) 

|2(П-2д)1<д(1)~(х,)) |(X.^|2 

9(x-)e»k(s6) 7 ^k10*1 £(x')|iä dx' 
0 so 

|2("'2")i<AlU(X), 95(X)>J2 

ft0 S1 

Unter Benutzung von (16) erhält man 

||2(n-2«)i A(i,S(X-)||2_lt(s_) 

^ 2(n-4«+ y+2k)l 6iyi+2k 8up lfV<*b f.(.X.)>|2 

p£8k (Si) "9V ( ) 
У/0 

< 2(n-4.+ y+2k)i 6'y|+2k||A1u||fkjy.s^* 

_iv Aus (18) folgt dealt nach der Koordinatentransforaatlon x«2 x 

f Ц IO.u(x)|Z 2-1(У-2(2"-к) +2IBI) dx 
^ ieraü-k x 

4 с(б'У +2k||A1u!|fk ♦ /|u|2 2-1(У+:к-4") dx). 
"к'У=ві s: 

Aue (16) ergibt sich dann 
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(19) ,,u<lІя-к ,y:S±“ c'("AluN-k,y;S^ * ^u®0,y+2k-4«iS^ ' 

wobei c* unabhängig von u und 1 ist« Offenbar gilt 

+ 00 

,y*2k-4«;S£ 4 ,y+2k-4m ; GQ" 

Nach dem Rieszschen Darstellungssatz existieren Funktionen 

ve#ky(Gg) und vi£Ä^(Si) mit 

<AlU.9> - ( g>.v) , V<pePY(G0), 
W_j?(G0) 

<AlU-9>> - (y.v4) k ѴфСК^І), 

l|vl,k,-y;G0“lAlu|l-k,y;G0’ 11 Vl,lk ,-y jS^“11 Alu||-k ,y ;Si' 

Ее sei die Fortsetzung von v± durch 0 auf GQ. Dann gilt 

»vl«k.-y;Si * <vi'vi>^ (si) “<A1U-Vi>- <A1u.v1> 

" (V'Vl)»-y(G0) " (V'Vi)W^y(Si) 

4 ^V^k,-y:S^^vi®к,-y;Sj' 

d. h. , es ist l|ViWt.-y;Sl 4 Пvllfc,-y»;S* unrl damit 

+ 00 

Z 
1 — 00 

*00 

Ä»'".':.-,,.! 

Hiermit folgt aus (19) 

Ии^2и-к,у ;G0 * 

womit das Lemma bewiesen 1st. 

Wie ln /5/ erhalt man aus Satz 2 den folgenden Satz. 
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Satz 2' ; Ee sei 0^-2 6 und f £ *£"(Go) n *e"(G0J* 

u £ (Gq) mit u ■ 0 für IXI> R > 0 sei Lösung des Varlatlons- 

probleas 

a^(u,v) » <f.v> Vvev/V^(G0). 

Für die Koeffizienten aB(x) seien die Bedingungen (13) und (15) 

erfüllt. Liegen dann keine Pole von R(X) auf den Geraden 

±«<2-п+2в 
Іж% ■ -n-, so gilt 

k.-l 
-IX, 

u-^_^ajsr J Iner4/js(a7) + W(X), 

wobei Xj wieder die Pole von R(X) aus dem Streifen 

-a.-n+2a 
■ < Іа Л < -*2 

-п+2в 
und kj deren Vielfachheiten bezeichnen. 

(Gq) ist Lösung des Varlationsprobleas 

a0(w,v) - <f,v> - a^(u,v) + aQ(u,v) Vvzfr^fGQ), 

und ee gilt 

*"»..a2;G0 * c(«f"-.a2;G0 + ,|u|-;Gq)' 

Beweis: Aus der Schwarzachen Ungleichung folgt 

|«1(u(v)-e0(u9v)| -| DB“B u DB [(&ß(*)-8ß(0))v] dx 

* c 

bf\ 

• lß-1 -1 oB (SB(x)-SB(0))|r 
1 + 

t2-«i 

dx 

* VvcÜ^(GQ). 

*l(u.v)-a0(u,v) definiert also ein lineares stetiges Funktional 

(Gq) n *Q*(6q) durch die Gleichung 
"1 ” 2 

<f• ,v> щ et(u,v) - a0(u,v) VvcÄ^(Gq). 
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und es gilt Jf4..,0,^6/ c'M.^Go Aue el(UlV)"<flV> fol9t 

a0(u,v) ■ <f-f ,v> Vvew_a^(G0) 

■it f-f £W’"(G0) П W’"(G0) und aus Satz 2 daher weiter 

k.-l 

u-^Zga,. r 1Xj lyje(cO) ♦ «(*) 

mit a0(w.v)-<f-f.v> - <f,v> -e1(u.v)+a0(u.v) VvtW^(G0) und 

,ag :Gg *C1 ^ -m ,«2 :Gq * Cl^l|f ll_* >®2 !®0 + 11 “n l®0> 

‘e( HfП-n,«2 ;G0 * ,,и,|пді;в05. 

3. Dae Oirlchletproblem für stark elliptische Oiffarantlal- 
fllelehunoan im beschränkten Gebiet_ 

Wir kehren jetzt zur Aufgabe (2) zurück. G sei dabei ein be¬ 
schranktes Gebiet, dessen Rand Г für lxl*R mit dem Rand Г0 
von G0 übe reinstimmt. Der Aufgabe (2) entspricht das Varia- 
tioneproblem (5‘) 

a(u.v). D6"6'“ DB,(aB(x)v)dx-<f,v> VvcÄ"a(G), 

wobei die Multiindizee 8' den Multiindizes 8 so zugeordnet wor¬ 
den sind, da8 eie die Bedingung (3) erfüllen. 
Da die Koeffizienten aß(x) und deren Ableitungen ln 5 be¬ 

schrankt sind, ist a(u,v) stetig auf %(G) x #^(G) und defi¬ 

niert folglich einen linearen stetigen Operator 

АW j w^(G)-+ W^"(G) durch die Gleichung 

<А^и,ѵ> » a(u,v) Ѵѵ£^(6). 

Aus aß(x) £ C°° (TJ) folgt ferner, daB es Funktionen aß(x) с C00 (TTq) 

gibt, die in einer Umgebung (x eGq: Ixl^e} (ScR'cR) des Ko¬ 
ordinatenursprungs mit aß(x) übereinstimmen und die Bedingungen 
(13), (14) und (15) erfüllen. 
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(let z. В. y(x)cc°°(50) eine Funktion mit О ё у ё 1, у(х)» 1 
für |х|ё 1, у(х) • О fOr Ixl к 2, \0Гу1 ё С für |^| ё в, denn er¬ 
füllen die Funktionen 

( ѴФ (aß(x)_aß(0)) + aß(0) für (Xi < 2g, 
aQ ( X) ® S 

[aß(°) für 2€ 

bei genügend kleines £<§ die geforderten Bedingungen. Die 

eterke Elllptlzitit bleibt hierbei erholten.) 
Dee folgende Lenne ergibt eich unmittelbar eue der Definition 
der Norm in w£(G). 

Lemma 4i Ее gilt 8^X(G)с {£2(C) und damit auoh 
1 “2 1 “2 

-k, -k, 
Ц(С)С»^(6) für kibkgbO, 2kx-cct b2k2-a2. 

Dieee Einbettungen eind außerdem stetig. 

In folgenden aalen 
Gc « {xtGs ixl < e} - (x 6 Gq: Ixl < S3. 

Ge - {xeG: £<|x| <£} - (xtG0: £<|x|< £}. 

Ferner eei XeC°°(G) (bzw. Х£С°°((»0)) eine Funktion mit 

О ё X * 1. X ■ 1 für lxl<§, X “ 0 für IXI > e. 

Mit e(ü,v) bezeichnen wir die folgende Bllinearform Ober 

%(Go)* Й?«(Со)' 

8(u.v) 

Go 
al(u,v) +a2(ü.G), 

__ \ 

wobei ai(G,v) = j (-1)" D®”® u DG (aßV) dx und 

Go 

»2(".S) - О6"6“ Dß'(SßV) dx sel> 

G0 
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Lemma 5; Es sei üe8£(G0) und u|g£ £ w“+k(Gg) • *£Tk(G£) (£' c JR 

beliebig). Dann definiert die Bilinearform 

k(ü.v) = a^XÜ.v) - a^(Ü.Xv) 

ein lineares stetiges Funktional f£W“?+k+1(G0) durch die 

Gleichung 

<?.v> = k(G.v) Ѵѵ£Й?а(С0), 

und es gilt »fl_e+k+1,a. :g0* cl,Cl,m*k,c£' ;G£' 

Beweis; Man überzeugt sich leicht davon, daß 

k(u.v) « (-1) " L°ß~ß'(XÜ) Dß,(aßv) -Dß-e,uDß'(Xa6v)]dx 

Summe von Termen der Gestalt 

У, У 
f h(x) 0У±Х 02u D^3v dx » / h(x) D^1* 02u 

J к 
dx 

mit 1 m, iy2l«f m, J T31 < m und ІУ2І + ІУ3|й 2m-l ist. 
(Die Terme mit »О heben sich auf.) Es sei f t y3 ein Multi- 

Index mitlJCjl- (m-k-1) *ІУ'І * т+к-ІУ2І . (Da ІУ2І + І73І< 2m-1 1st, 
existiert solch ein Multiindex,) Dann isy 

/ h(x) D^D^U O^V dx »(-!)""' /o^(h(x)o'^XD^u)D^'"^v dx 

für alle ve8^(G0). Da I У2+У'| * m+k und lr3- Я * m-k-1 ist, gilt 

I jV(h 0%D%) D^"' V 4ХІ d C-üSil.+kia,;g . 

woraus die Behauptung folgt. 

Lemma 6: Es sei a2(u,v) = f T~ (-l)lß 1 Dß 6 u Oß (e.v) dx 
/ IßlRm-l * 
uO 

(16(1,2.m)). Ist öc*S(G0)nwJ*^(GR), dann definiert 

a2(u,Xv) ein lineares stetiges Funktional f ew“?+k+1(G0) 

(cf к 0L+ 2k) durch die Gleichung 
32 



»2(“>xv) » <f,v> Vvc8"x(g0), 

und es gilt Hf«.B+k+i,cf,G0<c«ä».+k.a*2k:Ge- 

Beweis: Es seien f* 6* Multiindizes mit Iß'-fl* m-k-l und 

ІВ-В'+УІ* m+k. För*|B|s 2m-l existieren solche Multiindizes. 

Dann gilt für alle veS^Gg) 

«2(S.Xv) - / У~ (-1)16'1 ♦'У'о6-6'^ DB'-^(SßXv) dx. 
X ІВПЕ2в-1 ö 
Go 

d. h. 

I»2(u.%v)l 

: T~ TZ f |De-ß*^ü ||D*‘-W 
IBT32T-1 g 

, TZ TZ J r 
IßlsSs-l 3"<b'-y / 

(5ßX)l|Dr v|dx 

-(■♦k-lB-B' + fl). - 
u I 

. /""I"161 + ^=^-1 |D6'Г {xs&}l 

• r'^_(m"k'1'iy,1)|oV^|dx 

4 c‘ ^u®m+k ,o.+2k :Gg^v^a-k-l,-oc* ;GQ * 

(Hierbei wurde benutzt, daB die Koeffizienten äg(x) der Bedin¬ 

gung (13) genügen.) Das Lamas 1st damit bewiesen. 

i=&«e 7i Es sei ?б**Т2кІ2(С) (к ЕІ0.1.m-lj). 

U 6 ^(G) n *S+2k^GR^ eei Lüaung des Verletionsprobleme (5"). 

D«nn ist u£*J*^J2(GR.). und os gilt 

Я"Ит+к+1,к.+2к+2:С%. 4 c( ,f B-m«-k+l ,*+2к+2^^^^а+к.а+гк ;GRJ* 

gswela I u &%(Gg) n *^%2k(Gg) sei eine Funktion mit u| 
g£ " U,<5e" 
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Für alle vilÄ^Gq) gilt 

8i(%G.S) - a(G,Xv)+a1(XÜ,v) -ai(G,%v)-a2(u,Xv). 

lat vtÄ^Ä(G) eine Funktion mit v| ^ - v|G , dann gilt 

a(ü,%v) ■ a(u,Xv). 

Für alle V e %^(Gß) haben wir also 

|e(Ü.%3)| - la(u,Xv) I - I <f .Xv>| 

4 ,|fS'-m*k+l,»:+2k+2;G£11 Xv|lB-k-l.-a!-2k-2;Gc 

* °i Udl.n+k+l ,%+2k+2 iGl,v|,m-k-l,-*-2k-2 jG0" 

Folglich definiert a(Q,%9) ein linearem stetige« Funktional 

f’ e wä+2k»2^Go) durch die Gleichung 

<f‘,G> - S(u.xG) Vv£Äfa(G0). 

denn Ä^a(60) let eine dichte Teilmenge von ^(a+2k*2)<G05> 

Dabei gilt H f'Н.в+к+і ,«+2k+2 iGq * °1 ^-m+k+l,a+2k+2see’ 

Aue Lemma 5 und Lemma 6 folgt, daß a2(ü,%v) und 
«1(XÖ,v)-a1(u,Xv) zwei lineare stetige Funktionale 

f" * Ч%?2кІ2(°о) und f"‘£ w*?2k+2(Go) d"rch die Gleichungen 

, <f'.9> • a2(S,X«) V«€ Ä!ä(G0) und 

<f-.9> - a^Xß.Gj-a^G.X«) VGe{^a(G0) 

definieren, "Obel llf"ll_e+k+1,«+2k+2.0o « ®2»u«m+k,a+2k;G£ und 

Mf~M.m+k+l,a+2k+2;Go * c3l|ufla+k,«+2k;G£ gilt- DaBit erhalt man 

ei(%ü,9) - <f-f *f~.«> Vvcj^a(G0) 

mit f'-f" ♦f“ e ®a+2k+2^G0^- Ersetzt man in Lemma 3' к durch 

m-k-1 und eetzt danach y«*+2k+2, dann folgt hieraus 

%"£*S+2k+2(Go) und damit X"& *CI2k+2(G&)" Ferner gilt 
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И*а,|т+к+1 ,<X>2k+2;G0 * c*(llf*“f" + f ”Ln+k+l ,ct+2k+2 ;GQ 

+ ,,*u ,aC-2m ;G0^ 

* c"(|lfLe+k+l,«+2k+2;G£ + ,,Ul|n+k,a.+2k;G£. + ,oC-2m ;G£ > ' 
d. h. 

,|u||m+k+i,a+2k+2;G. * ^“Іц+к + 1 Д+2к+2 ;Gn 
4 0 

* 2c"(^lf,l-«+k+l,a+2k+2;G£ + ,|u,lm+k ,0.+2k ;G£5 ’ 

Aue Lemma 2 folgt dann die Behauptung, 

Ale Weigerung von Lemma 7 ergibt eich unmittelbar 

Betz 3: let u c %"(G) Löeung dee Varlationeprobleme (S') und 

ftwöc+2k(G) (к*™)» denn let u& W^g^(GR.), und ee flllt 

^u^m+k,«+2k ;Gr, * 4f ^-m+k ,«+2k rGR + ®u^m,oc;GR^* 

Satz 4; Ee gelte 

1) k»l oder 

2) к tjl,2.|J, aB(x)»conet, für |6|»2m, 

aB(x)«0 für 2m-k<|ß|<2m-l. 

ueS"(G) eei Löeung dee Veriationeproblems (S') mit f«.w"m+k(G). 

Auf den Geraden ImA ■ n.*?" mögen keine Pole von R(X) 
liegen. Dann gilt 

u 

kj-1 _іл 

S "j" Г 17lj ln8rVj8^) 
+ w 

in Gr, mit **feW^+k(GR.) und 

Л wH m+k ,(t ,'Gr, ‘ c(l|u|1m,a;GR + l|f N-m+k ,o£;GR ). 

Babel eind A^ die Pole von R(A) aus dem Streifen 

h » ~^~£*2ю c xmA<h+k und kj deren Vielfachheiten. 

Beweis: u e %(Gg) eei eine Funktion mit u/G =u|G . 

BQr alle V6^(G0) gilt 

a1(Xö.«')-a(u.X«) -вг(й.Хѵ) * a^(Xu.v) -e^u.Xv). 35 



Wie im Beweis von Lemma 7 definiert ä(0 .%<?) ein lineares steti¬ 

ges Funktional f £ wQ"+k(GQ) durch die Gleichung 

<f ,v> - 5(0.Xv) V5t^ft(G0). 

Oabei gilt If'1 _e4kf0tieb * cl «f»-„+k 

Da f£W”"+k(G) ist, gilt nach Lemma 2 uewJ+k(Sg) und damit 

auch ue*£+k(Ge). Folglich definiert a^(%ü,v)-a^(u,X9) nach 

Lemma 5 ein lineares stetiges Funktional f’e W^"+k(G0) durch 

die Gleichung 

<f".9> - "i(X%.v) -a1(C,Xv) V0t8^a(Go) 

mit IIf“II 
-m+k,&;Gq 4 Ciflu“»+k,Ct:G6 

‘ c2fllf|l-m+k,a;Ge.+ l|u|lm ,oc;Ge, > 

(Der letzte Teil der Ungleichung gilt nach Lemma 2.) 

Nach Lemma 6 definiert a2(ü,Xv) ein lineares stetiges Funktio¬ 

nal f,”£W^_o+k(G0) durch die Gleichung 

<f-,«> = a2(u,X<?) Vyl^Gq) 

mit Jlf~IL«+k.a;G0 * c3 Ыт ,a;G£ * DaBlt erhelt 

«l(XC,5) -<f+f-f-,v> Vve{^Ä(G0) 

mit f+f-f- 6 W""+|C(G0) und 

«ff-f~l'-+k.*:Go * = „G,.+ '1. 

Wegen der Einbettung «Q"*k(G0)c «£Ü2k(G0) fol9t hieraus nach 

Satz 2 bzw. Satz 2' 

k.-l 
-i X. 

" " =ja " 3 ln»r Yj,(W) + u" 

mit ü‘£»^.2k(G0) und 

*-2k:G<, <lf,*f-f-K-.«^k!4o*IXPl> 

C"-m+k.«,G;. + »»"..a,G,. 

.ot iGo5 

). 
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Wir betrachten zunächst den Fall k«l. In diesem Fell 1st 

u‘e ^_2(Gq) nach Satz 2' Lösung des Variationsproblems 

a0(“' .v) - <f •♦f-f- ,v>+a0(Xu.v) - BjCXu.v) 

Aus uc %(G) und f e.W~B+1(G)c W'JJ^CG) folgt nach Satz 3 

и£ѵС1г<Ge> und 

I|u|Ib+1,*.+2;G£ й C0(l|f|l-B+l,a+2;G£, + ,,U ^m ,OC;G £. kf>C). 

Damit ist Xü ev£+*(GQ) und 

IIXUIIB+1 a+2;G0 ‘ cÖ(,lf|,-m+lA+2;Gg,+ J,ullm ,£t;G£, ^ 
Ordnet man jedem Multiindex В' mit IBM » n> einen Multiindex 
ß" s 6' mit |B"I • 1 zu, dann erhält man mit Hilfe von (15) 

|a0(Xff,v)-ai(Xu,v)| - I / ТІО6“6'«*) Dß‘[(aB(x)-aB(0))v]dx| 
ß Iß! "2m 

< c4 у- T I fr^lo' 
4lßf=2m УеГГГВ-'J 

(Xu) Ir I D V 

rm-l-iyi-l Dß’-ß"-y(SB(x)-SB(0))|dx 

G(, 

4 c6(l|f,l-m+l,a+2;Gg, + 11 ullm,a,Gg, )l|v|lm-l,-a;G0* 

й c5 11 Xu,,m+l,0C+2;Gol|vi,m-l,-a.:Go 

Folglich definiert a0(Xu,v)-a1(Xu.v) ein lineares stetiges 

Funktional f £ W^li+1(G0) durch die Gleichung 

<f,v> - a0(Xu.v) -a^(Xu.v) V v e. wü(oc_2) (G0). 

und es gilt llfH_>+1,a.Go <C6("f"-.+l.*+2:Gg. + llullm.«;Gg. > 

4 c7(||f|LB+i,A;G£1 + H"L.&:Gg.)' 

Damit ist ü*e ^J_2(go) Lösung des Variationsproblems 

a0(u'.v) - <f',5> Vve.8^(0t_2)(Go) 

mit f' » f + f- -f- + f £W~"+1(G0) und 

^-m+l,a;G0 4 ^®f^-m+1 ,«C;Gg. + Äu,a.Gg.}• 
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Au* Lemma 3 folgt u’e. ^+1(G0) und 

l|u,||m+l,a;G0 * C8(l|u,,m.oc;Ge,+ 11 f|1 -m+1, <X.;G£, +l|u' L .0.-2 ;G0} 

‘ C('lU"m,a;Ge. + 'lfll-+1.0C;Ge,)- 

In dem Fall, daß die Koeffizienten a&(x) für Jß|» 2m konstant 

sind, let u' & %_2k(Go) Lösung des Varlatloneprobleme 

a0(u',v) . <f.F"-f- ,v> V«e»;(A.2k)(Go) 

und daher nach Lemma 3 u'e Wa+**(Gq). 

Genauso wie im 1, Fall erhalt man 

«u‘«m+k,o<.;G0 Ä c( 11 u|,m , oC;G£, *llf "-m+k ,0i;Ge, * ’ 

woraus die Behauptung folgt. 

Lemma S: Liegen keine Pole von R(\) auf den Geraden 

ЮЛ 
+fl'1-n+2m _д,_п+2т -et. -n+2m 

und im Streifen -g— <ImX<- 4 mit ot„<oc 
?--! 

und let u£$“(G) Lösung von (5") mit f£W""(G), dann lat 

ug8“i(G). und es gilt «ul,« o( Hfl.. ^ ;Qr+ lu». . 

Beweis : 1. Es sei zunächst cl-2 а a.1 < a. u£^(GQ) sei wieder 

eine Funktion mit S|_ *u|_. Analog zum Beweis von Satz 4 

erhält man £ 6 

a^XO.v) - <f+f-f* ,v> Vve8^Ä(G0), 

wobei f , f“ und f"’ die durch die Gleichungen 

<f ,v> . a(Ü.Xv) V5c*TA(Gg). 

<f”,v> = a^(Xu.v) - a^(u,Xv) VvcK^JGg). 

<f".«> = a2(u,X5) Vv€ Ä^(G0) 

definierten linearen stetigen Funktionale aus Wa"(Gq) sind. 

Dabei 1st Iftf-f" 
-"*°4:G0 ~ ..-m.aj;Gt'r,|uum.a.;Ge; 

Aus Setz 2' folgt XueÄ” (GQ) und 
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"*0“..«i:G0 - + «"»..а.,Gg)' 

woraus eich die Behauptung des Lemmas ergibt. 

2. Ist %i<%-2, dann erhalt man durch mehrmalige Anwendung des 

ereten Beweisechrlttee die Behauptung. 

Satz 51 Es sei u£^(G) Lösung von (5') mit f<w"B*k(G), und es 

mögen keine Pole von R(X) auf den Geraden imX ■ ^йг.2^?"--'1’2* 

und Im Streifen h - — <ImX< h+k liegen, wobei ke(,l,...,mj 

sei. Dann 1st uew£+k(GR1), und ее gilt 

H"L+k,K:GR, * c^f®-m+k,etiGR * ,lu'L,ot;GR^' 

Beweis: Da f twj’^lGlCW'^lO) 1st, folgt aus Lemma 8 

uE^_2k(G). Dabei 1st 

llu|lm,a-2k:GR * °' ^'f^m,«-2k;GR+llulU,«jGp^ 

‘ ="(4f"-m+k.a:GR+"""m.ouGR)- 

Aus ибв“_2к(0 und few"“+k(G) folgt nach Satz 3 u€W^+k(GR.) 

Nu*m+k,oc;GR, * c ^ f ®-m+k,0C:GR+®u,oC-2k :GR^ 

* c(llfll_B+k,<x.GR+llu"m,«iGR). 

Wir betrachten jetzt das Variationsproblem (5). 
Dazu benötigen wir des folgende Lemma (s. z. В. A. Kufner /6/): 

Lemma 9: Es gilt Äk(G) « ^(G) und damit auch W~k(G) - *fk(G). 

Für а. » О erhalt man aus den setzen 4 und 5 die folgenden bei¬ 
den Sätze. 

Satz 4': Es gelte 
1) к « 1 oder 
2) ke£l ,2.mj , aB(x)-const. för I Bl »2m, 

eg(X)»0 für 2m-k <lß| <2m-l. 
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uetö"(G) sei Lösung des Varlationaprobleas (5) alt f e. W-"+k(G). 

Auf den Geraden IaA - ik-y +e mögen keine Pole von R(A) lie¬ 

gen. Dann gilt 

k,-l 
—1Я. 

Je ln*г Yjg(W) + w in 
R' 

mit wew"+k(Gpl) und llwll . аc(JluII +||f|| 
R w"+k(GR.) . w"(GR) w 

Hierbei sind die Pole von R(A) aus dem Streifen 

- j + m <ImA< - j +m+k und kj deren Vielfachheiten, 

-m+k (Gr) 
)• 

Satz 5' : Es sei ut)r(G) Lösung des Variationsproblems (5) mit 

feW_"+k(G), und es mögen keine Pole von R(A) auf den Geraden 

IaA-ik-^+m und in Streifen - £ +m < ImA-t - § + n+k liegen. 

Dann ist u e. w"+k(GR1 ), und es gilt 

Kuli k а c( Hui 
W-+k(GR.) w"(GR) 

llfl 
W"+k(GR))’ 

Beweisi Nach Lemma 9 ist utwJ(G), und es gilt 

a(u.v) - <f,v> Vv£ ^q(G) 

mit fCW_"+k(G)-W-"+k(G). Wegen w£+k(GR) c w"+k(CR) folgt aus 

den Sätzen 4 bzw. 5 die Behauptung. 
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Roatock. Hath. Koll�q. ,!!, 43 - 56 (1983) 35J40 

35A35 

-'Pproxi■atton in Sobolev-Rlu■en durch Lösungen allgemeiner el­
liptiachar Rendwertproble■e bei Gleich ungen beliebiger Ordnung 

1. Wir betrecht.en einen eigentlich elliptischen 01 ffarantial­
operetor

1■ Rn ■1t reellen, beliebig oft differenzierbaren Koeffizienten. 
Dabei ••1 11 > O ganz, et ■ (ex 1, ... , an) (ex 1 II O ganz) ,

ol,CI IG1.I ■ 1111+ ••• +a:�, De:&\ ■ -.,,2-
1
.-_.._...,,,it,..

n

- und x • (x1., .. ,x
n
) e. Rn.

itx1 ••• axn

.Q C Rn aai ein be1chrlnkte1 G ebiet mit glattem Rand an. �uf 
an Hi ein nor■el••, der 1oganennten Wurzelbedingung (vgl. 
/9/, /10/) genOgand•• Syata■ e1 •••• ,em von Randoperatoren ■it

1 Ord Bj • ■j • 211 - 1 und glatten Koeffizienten gegeben . r C D.

••1 eine gletta,·d-di■ena1onele Fliehe (1'd'n-1), dien nicht
Zerlegt und G c:fl\r eine offene Menge. Mit LG(n) bezeichnen 

Wir die Menge aller L&eungen dee Randwertprobleme 

Lu ■ g in n, 

e3ulan • o c3-1, ••• ,m>. 
(1.1)

Wobei g alle Funktionen aue c:>.cn, (O<A<1) durchliluft, fOr 
die g ■ 0 in n\G gilt, und ■it LG(r) die Menge aller Einachrll')o
kungen von u g LG(n) auf r. Iet andererseits V eine_vorgegebe­
ne offene Teil■enge dee Randes an, eo wollen wir ■it Lv(fl) 
die Menge aller Lösungen der Gleichung Lu■ o in n bezeichnen, 
fQr die B1ulan • B

2
ul�n. • ... • a.ulan ■ 0 in an\v gilt.

1:ntaprechend sei Lv( r) der Rau■ der Einschrlnkungen vo�

43 



u € Lv(fl) auf Г. Ober Г betrachten wir den Sobolev-Raum 

W^™-1,(Г), der definiert werde als Vervollständigung der glat¬ 

ten Funktionen auf Г bezüglich der Norm 

Dabei bedeutet D® die Ableitung nach Koordinaten in der Fläche 

und d6p das Flächenelement bezüglich Г. Schließlich nehmen wir 

noch an, daß der adjunglerte Operator 

L u 
IcUäzm 

(-1) 
lal 

°Л(ал(х)и) 

die Eindeutigkeitseigenschaft im Kleinen besitzt, d. h., falls 

u in einem Gebiet /1 Lösung der Gleichung L*u « О ist und in 

einer nichtleeren, offenen Teilmenge fl0 c fl verschwindet, so 

ist u s о in fl. 

Wir beweisen in der vorliegenden Arbeit unter anderem die fol¬ 

genden Resultate. 

Satz 1: Bezüglich L,fl,Г und der Randoperatoren (j«l.m) 

seien die im vorangehenden formulierten Voraussetzungen erfüllt. 

Dann liegt der Raum LG(T) dicht in w|n-1(D. 

Das Gebiet fl denken wir uns derart zu einem glatten Gebiet 

, erweitert, daß ЭЩѵ c 3fl^ gilt. Zusätzlich zu den bisher ge¬ 

machten Voraussetzungen nehmen wir an: 

(i) Die Koeffizienten der Randoperatoren B^ seien derart von 

ЭЛ auf all^X äfl fortsetzber, daß das entstehende System 

(Bj)jwl n auf ebenfalls normal ist und der Wurzel¬ 

bedingung genügt. 

Falls die Operatoren Bj konstante Koeffizienten besitzen (zum 

Beispiel für das Dirlchlet-Problem), 1st diese Bedingung trivial 
^allslerbar. 



Satz 2: Gelten die Voraussetzungen von Satz 1 sowie (1), so 

liegt der Raum ЦДГ) dicht in и|п-1(Г). 

Der Satz 2 verallgemeinert ein Ergebnis, das im Falle Dirich- 

letscher Randbedingungen von H. Beckert /2/ für elliptische 

Gleichungen 2. Ordnung und für den blharmonischen Operator an¬ 

gegeben wurde. Im Unterschied zu /2/, wo der Beweis auf das 

Cauchy-Problem zurückgefGhrt wird, benutzen wir hier den Satz 1 

und die Eindeutigkeitseigenschaft im Kleinen. In /13/ und /14/ 

wurden entsprechende Resultate über die gleichmäßige Approxima¬ 

tion der Ableitungen bis einschließlich zur Ordnung m-1 (d. h. 

die Dichtheit von L^( Г) bzw. LV(T) im Raum w“1-1 (Г) der Whitney- 
schen Taylorfelder) bewiesen. Auch dabei handelt es sich um die 

Verallgemeinerung von Resultaten, die, was die Dichtheit von 

Ly(Г) betrifft, im Falle von Gleichungen 2. Ordnung bekannt wa¬ 

ren und von H. Beckert /2/, A. Gopfert /6/, /7/, G. Anger /1/ 

und G. Wanka /11/ stammen. Approximationssätze etwas anderen 

Charakters (euch für Gleichungen höherer Ordnung) wurden von 

F. E. Browder /4/, /5/ veröffentlicht. 

2. Beweis zu Satz 1: a) Wir betrachten zunächst den Fall, daß 

das homogene Randwertproblem 

Lu . О in П, 

ѴІѲП " 0 (j"i.») 

nur die triviale Lösung besitzt. 

Nach 3. M. Berezansklj und 3. A. Rojtberg /3/ (vgl. auch /12/) 

läßt sich die eindeutig bestimmte Lösung des Randwertproblems 

Lu ■ о in Я., 

folgenden immer erfüllt sein werden) mit Hilfe elher Greenschen 

Funktion G(x,y) in der Gestalt 

u(x) - 

Л / 



da rateilen, wobei das System der Randoperatoren (Cj)j.i 

eine ErgAnzung des zu (BJ, , adjunglerten Syetene 

(Bpj.i и zu einen Olrichlet-Syeten der Ordnung 2m bezeich¬ 

net (vgl, /9/, /12/). Die Operatoren Cj sind in (2.3) auf die 

Variable у anzuwenden. Unter den gemachten Annahmen let die 
Funktion G(x,y) bezüglich beider Variabler für x / у beliebig 
oft differenzierbar. Es gilt bei Anwendung der Differentialope¬ 
ratoren auf die Variable у 

L*G(x,y) - О für х,уеЛ(х / у), 

BjG(x.y)|y e an “ 0 (j-1.' 

und für I X—у I hinreichend klein und |d| + (в| * 2m-2 beetehen die 
Abschätzungen 

|о“оВС(х,у) 
crtßlx-yl2-" für n > 2, 

Crtß(l+| ln |x-y| I) für n ■ 2 

(vgl. /8/). _ 

Wir beweisen Satz 1 indirekt und nehmen LQ( Г) / Wg"-1 ( Г) an. 

Nach dem Setz von Riaez existiert dann ein Element h «. W^ra”1 ( Г). 
h / О, das zu Lg( Г) orthogonal ist, d. h. 

DBU(X) DSh(x) dtfr(x) ■ О für alia uUe(D. (2.3) 

Da и e Lg(A) Lösung des Problems (1.1) ist, folgt aus (2.3) 

für X с Г und 161 < 2m-l 

D6u(x) - jDBG(x,y) g(y) dy 
G 

und nach Einsetzen ln (2.5) 

DBh(x)< JoBG(x,y) g(y) dy) df?r(x) 
G 
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/fl(y> {lßfssr-1 /1 D®0(*,y) DBh(x) d«Tp(x) }dV 
für alle g £ CA(fl) mit g ■ 0 In fl\G. 

Mit 

Vh(y) i- i jD®G(x,y) 06h(x) dgr(x) 
Г 

bedeutet dee VB(y) a 0 ln G. 

Wegen (2.4) gilt offenbar 

L*vh(y) - o m a\r. 
Auf Grund der vorauegeeetzten Eindeutlgkelteelgeneehaft la 
Kleinen für den Operator L* folgern wir dareue weiter 

Vh(y) а о ln П\Г. (2.6) 
Im nächeten Schritt wollen wir zeigen, daß für beliebige Funk¬ 

tionen u e C2“+A(3T), die den Randbedingungen 0 

(j"l,....m) genügen, 

D6u(x) 0Bh(x) dffp(x) О (2.7) 

gilt. Mit f i« Lu £ CA(7T) kann u eie Löeung dem Randwertpro¬ 

bleme 

LU ■ f ln fl, 

О (j.l.m) 

aufgefaßt werden, und nach (2.3) ergibt eich wie oben 

BJul3n 

u(x) i”(x' y) f(y) dy. 
Wegen f £ und dee Charaktere der Singularität von G(x,y) 

kenn man bia zur Ordnung 2m-l unter dem Integralzeichen diffe¬ 

renzieren. Man erhält 
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Dßu(x) - / Dß G(x,y) f(y) dy 
Л 

für I ß I s 2m-l. Weiter folgt 

Iß 

IB 

Iß 

У I Dßu(x) Dßh(x) dS'p(x) 
,T*Zn-l J 

V 

j> ^ ^ JDßh(x) ( J0ß G(x.y) f(y) dy) dffp(x) 

,ЛЯт1г n 
_ J Dßh( x) ( J 0ß G(x,y) f(y) dy) d^(x) 

Г Wu 

^ ^ ^ j Dßh(x) ( J Dß G(x.y) f(y) dy) d6p(x) 
Iß 

4 + X2- 

Dabei sei uefi eine offene Menge, welche Г ln Innern enthalt. 

Zunächst gilt nun wegen (2.6) 

'1 - Ju / A<-> “г<ч} ’IV) -V 

- J Vh(y) f(y) dy - 0. 

Л\и 

Um I2 ebzuschätzen, wählen wir U so "schmal", daß 

I j Dß G(x,y) f(y) dy ) <. £ für IВI < 2m-l und gleichmäßig bezüg- 

U 
lieh X 6 Г gilt. Wegen der Glattheit von Г und der Konvergenz. 

der Integrale ist dies möglich. Nach Anwendung der Hölder-Un- 

glelchung folgt damit 

ІІ21 "(Г) /|DBh(x)|2 d6Tr(x). 
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■(Г) bezeichnet den d-dinensionelen Inhalt von Г. Damit ist die 

Behauptung (2.7) bewiesen. 

Es ist nun leicht einzusehen, daß sich Jede Funktion aus 

Ѵ|^«|-1(Г) durch Einschränkungen von Funktionen u e C2m+*(TT) 

approximieren läßt, für die außerdem die Bedingungen 

BjU|aa . О (J*l,...,m) gelten. Wir wählen eine solche Folge 

ипеС2и+Я(ТТ) mit 

II u n 

Wegen 

hИ -> О für n 

W§"rl(0 

00 . 

Iß W 1 / DVX) °Bh(x) der(x) - 0 

für alle n folgt daraus 

' Ä. I(A(X”2 '"r"' 

IßT »2m-1 
(Dßh(x) - Dßun(x)) Dßh(X) dffr(x) 

г 
' l|Un ’ h^w2n,-1(r)^h^m-1(r)' 

h. h » 0. Unter der eingangs gemachten Voraussetzung 1st da- 

»it - wf""1(r) bewiesen. 

b) Wir nehmen Jetzt an, daß к linear unabhängige (normierte) 
Elgenlßeungen u^.u^ des Problems (2.1) existieren. Bekannt¬ 

lich (vgl. /9/, /12/) besitzt dann auch das adjungierte Problem 

L*v а 0 in XI, 

»jv| - 0 (Jai.... ,m) 
(2.8) 
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к linear unabhängige (normierte) Lösungen Nach /3/ 

existiert in diesem Falle unter den vorliegenden Voraussetzun¬ 

gen eine verallgemeinerte Greensche Funktion G(x,y) mit den 

Eigenschaften 

к 

(2.9) 

8j ^(х'У)|у£ЭП * 8 (J=lio ..m). 

wobei die Differentialoperatoren auf у anzuwenden sind. Hin¬ 
sichtlich der Glatiheitssigenschaften von G für x / у sowie 

hinsichtlich des Charakters der Singularität für x « у gelten 

die gleichen Aussagen wie im Eindeutigkeitsfall (vgl. 3. P. 

Krasovskij /8/). Die Lösung des Randwertproblems (2.2) wird 

dargestellt durch' 

wobei für g, .... . <pm und 1«1.к die Lösberkeltebedln- 

gungen 

erfüllt sein müssen. Für u E Lg(T) , хеГ und IBI * 2m-1 gilt 

also nach (2,10) 

(2.12) 

und nach (2.11) 

(2.13) 

G 

Setzen wir jetzt (2.12) in (2.5) ein, so erhalten wir wie in e) 

mit 

0® 6(x,y) 08h(x) d£Tp(x) 
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die Beziehung 

/ g(y) vh(y) dy - о 
für alle g £ c\fl) mit g а о in fl\G, die außerdem den Bedin¬ 

gungen (2.13) genügen. Daraus schließt man 

к • 

Vh(y) = «i vi(y) =: v(y) in G. 

°ie ai sind dabei reelle Konstanten. Wir setzen 

*(y) := Vh(y) - v(y). Wegen (2.9) und L*v = 0 in fl folgt 

L*w(y) = L*Vh(y) - L*v(y) 

IßfeZm 
. i L* S(x.y) DSh(x) defp(x) 

•£“‘(y,L£L Г““*‘х> Л|х> asd»>}' 
L Г J 

°a h im Sinne des Skelerprodukts von W^"1 ~1 (Г7) zu LG(T) 

Orthogonal und u± als Lösung von (2.1) in L^H.), d. h. 

in Lg(D enthalten 1st, bekommen wir 

DBh(x) dffp(x) 0 

Und damit L*w(y) • О in ß\T. 
^®9en w s 0 in G und der Eindeutigkeitseigenschaft im Kleinen 

f°*9t daraus ж а О in П\Г, d. h. 

^(У) - v(y) in 0\Г. 
^•iter zeigen wir, daß wie im Fall a) für alle utC2m+^(7T) 

*** ѴІэп * 0 .m) 
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Dßu(x) Dßh(x) dffp(x) 0 

gilt. Wir bemerken, daß für f:» Lu wegen B jjß " Bjul3Xl “ 0 

(j«l.■ ; i»l.k), L*vi(y) - 0 in fl (i-1.k), noch An¬ 

wendung der Greeneeben Formel (vgl. /9/, /12/) auf u,v^ 

f f(y)vi(y)dY » J Lu(y)v^(y)dy » j u(y) "L*v^(y) dy - О 

П П. fL 
folgt, d. h., wir können u als Lösung des Randwertproblems 

Lu = f in Л, 

BjUlan. " 0 U“1.■) 
auf fassen, wobei die Lösberkeltsbedingungen (2.11) automatisch 

erfüllt sind. Daher gilt 

u(x) / G(X,y) f(y) dy 
XI 

und nach der gleichen Argumentation wie in a) • 

Dßu(x) - J Dß ö(x,y) f(y) dy 

П 

für |6|a 2m-l. Wie in a) ergibt sich die Zerlegung 

|ßfa2m-l 
Dßu(x) Dßh(X) d6r(x) + I, 

wobei nur G(x,y) an Stelle von G(x.y) zu schreiben 1st. Es 1st 

in diesem Falle 

II - / Vh(y) f(y) dy - J v(y) f(y) dy. 

n\u n\u 
Da V Lösung von (2.8) 1st, folgt nach (2.11) 

/v(y) f(y) dy - O. 
Л 

Wir können also U so "klein" wählen, daß 

I Iil* I / v(y) f(y) ««У I < e 
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! 

wird. Oer zweite Summand I2 kann dann wie in a) behandelt und 

der Beweie wie dort zu Ende geführt werden. 

Beweis zu Satz 2: Wir wühlen eine offene Menge G cfl^ fl und 

betrachten Lg(fl^). Nach Satz 1 gilt С£ПТ^Т|р » »Ц*'1 (Г). 

Wegen Lg(fl^)| cLy(fl) folgt daraus Lv( Г ) - W2т-1(Г). 

ß 

3. Wir nehmen jetzt an, daß Г eine innerhalb fl liegende, 
(n-l)-dimensionale, geschlossene, glatte Plüsche ist, durch die 

das Gebiet fl in die disjunkten Gebiete f}± und Пд zerlegt 

Werde. G^ c und G2 c flg seien zwei gegebene offene Mengen. 

Satz 3: Bezüglich L,fl und der Randoperatoren Bj (J=l,...,m) 

seien die Voraussetzungen von Satz 1 erfüllt. Zusätzlich werde 

vorausgesetzt, daß das Randwertproblem (2.1) nur die triviale 

Lösung besitzt. Unter den obigen Annahmen über Г liegt dann 

der Raum Ц,(Г) (G * G^ U G2) dicht in И^т_1(Г). 

Beweis: Die Annahme der Existenz eines Elements h € W2т_1(Г), 

h/0, das orthogonal zu Lg(f) ist, führt wie im Beweis zu 

Satz 1 (Teil a)) zu der für alle g e C^(fl) mit g ■ 0 in fl \ G 
gültigen Beziehung 

f 9(y) Vh(y) dy * J g(y) Vh(y) dy » 0. 

G1 G2 

Oe g а 0 in Gj bzw. G2 unabhängig voneinander gesetzt werden 

kann, erhält man 

Vh(y) а о in G » Ga u G2 

und damit V^(y) » 0 in fl\ Г. Der Beweis kann nun wie in Satz 1. 

Teil a) . zu Ende geführt werden. 

Offenbar spielt es keine Rolle, ob für das Gebiet f^ Eigenlö- 

sungen existieren oder nicht. 
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Wir nehmen jetzt an, daß das glatte Gebiet /1 ein "Loch" be¬ 

sitzt, so daß sich sein Rand aus den beiden disjunkten Tellen 

ЭД1 und ЭПа zusammensetzt. Ferner nehmen wir an, daß die ge¬ 

schlossene, im Innern von Tl liegende Fläche Г den Randteil 

Эfl* umschließt. Es sei V ■ V* и Vе, wobei V1 bzw, Vе beliebig 

vorgegebene, offene Teilmengen der Randtelle ЭП1 bzw. ЭП8 

sind. Lv(fl) und Ly(Г) seien wie in Abschmitt 1 definiert. Wir 

nehmen eine Gebietserweiterung mit 3ß\v с ЭЛ ^ derart vor, 

daß der Rand sowohl über V* als auch über Va "ausgebeult" wird. 

Bezüglich der Randoperatoren В^ setzen wir entsprechend die Be¬ 

dingung (1) voraus. 

Satz 4: Unter den vorangehenden Annahmen sowie den Vorausset¬ 

zungen von Satz 1 liegt Lv(Г) dicht in Wg"'^(Г). 

Beweis : Wir wählen zwei offene Mengen G^ с Л1\П, G% С 

(im Innern der beiden "Beulen") und führen den Beweis analog 

wie bei Satz 2 durch Zurückführung auf Satz 3. 
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Roetock. Hath. Kolloq. ll• 57 - 66 (1983) 41A55 
65030 

Rat■ond Strauß 

Eine Interpolationequadratur fOr Cauchy-Hauptwertintegrale 

Zur nu■erischen Integration von Cauchy-Hauptwertintegralen
1 

(1) 

■it <p(t) e HX (Raum der hölderstetigen Funktionen), Q.,: 71." 1, 
lind zahlreiche Arbeiten erschienen. Dabei stehen Methoden im 
Vordergrund, die auf der Approximation der Dichtefunktion 9'( t) 
durch orthogonale Polynome beruhen /1/, /2/. Der Vorteil sol­
cher. Gauß-Quadraturen ist ihr hoher Exaktheitsgrad für Polyno111e,.
Fragt ■an nach Quadraturfonaeln, die in einem gewissen, noch 
llfohar zu erläuternden Sinn optimal sind, so wird man auf Spli­
nefunktionen geführt. Makovoz/Seiko /3/ bewiesen, d�ß für 
g:>(t) EH� und eine-lineare Intarpolationsquadratur 

1 n 

. /Rn(x)I •I j ci:f;> dt - ) Ak(x) q,(xk)I" c ln 
�
n

-1 tiö' n 
(2) 

für -1 " x " 1 gilt und eine Verschärfung von (2) nicht möglich
iat (siehe Satz 1). Wie in /3/ wird auch in der vorliegenden 
Arbeit daa Polygonzugvarfahren benutzt und die Frage behandelt, 
111a sich das Verhalten von Rn(x) verändert, wenn man die zuge­
lassene Funktionenklaesa einechrllnkt. Weiterhin wird eine Opti­
•alitlltaauseage unter Anwendung der Methoden aus /3/ bewiesen, 

!..., Eine Interpolationeguadratur 

Set q>(t) E H;\, O, ;t 4 1, und bezeic�ne Sn(t) den Polygonzug, 

der 9>(t) in den Punkten tk • �-1, k • O(l)n, interpoliert. 

Die stückweise lineare Funktion Sn(t) besitzt die Darstellung 

Sn( t) • ; ( tk-t) <p( tk_1) + ; ( t.;.tk_1) <p( tk) 
(3) 

57 



bzw. 

S„(t) 

mit 

•S(t) 

{C 9(tk) 

2 (t-tk_i) »or t e[tk_1,tk] 

■ 5 (»к*!-») «г ‘ ‘[‘к-‘к+і]. к 
I О sonst, 

0(1)П, 

(4) 

wobei t_j ■ t0 ■ -1 und tn+1 • tn ■ 1 gesetzt wird. 

Ersetzt men in (1) y(t) durch den Polygonzug (4), so erhält 

men 

In(x) 

Für x/tj (j«k-l,k,k+l) ergeben eich die Gewichtefunktionen 

\(x) eie 

Vx> “ 5[<Ч-Х> 1пІ>ГЯГІ- НІ' 
Ak(x> - 5[<х-Ч-і) ln ♦ (tk+1-x)in|^iijl(], (6) 

к " i(l)n-l, 

Vx> ■ г[<х“Ѵі>1пІт~=х I + !]• 
Afc(tk)# A|((tk_^) und Ak(tk+j) erhält men durch GrenzObergang: 

Ak-l<*k) -{la 
für к « 1, 

-гіп2 für к - 2(l)n, 

Ak(tk) » О für к « i(l)n-l, 

Ak+l(t|() " I 
21n2 für к ■ 0(l)n-2, 

1 für к « n-i. 
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2. Fehlerabschätzung 

In /3/ bewiesen Mekovoz und SeÄko 

Setz 1; Für g>( t) e н\ О < 716,1, konvergiert In(x) auf [-1,1] 

gegen I(x), und es gilt die Abschätzung 

|l(x) - I„(x)| 6 c iüj-ü. 

Mit c wird hier und im folgenden eine positive Konstante be¬ 

zeichnet, deren Wert nicht näher bestimmt ist und die auch bei 

Wertänderung nicht umbenannt wird. 

Weiterhin wird in /3/ gezeigt, daß die Konvergenzordnung für 

hölderstetlge Funktionen nicht zu verbessern ist. Die Frage, 

wie sich die Konvergenzordnung bei schärferen Voraussetzungen 

an 9(t) verändert und ob denn das Quadraturverfahren (5), (6) 

den optimalen Fehler liefert, wird jetzt beantwortet. 

Hp bezeichne die Menge der auf Г-1,1] r-mal stetig differen¬ 

zierbaren Funktionen, deren r-te Ableitung einer Hölderbedln- 

gung mit dem Exponenten Д, о « Л * 1, genügt (H° 1st die Menge 
der r-mal stetig differenzierbaren Funktionen). 

SQr die weiteren Überlegungen benötigt man 

Lemma 1: Für f(t) £ hJ, О < А < 1, gilt 

|qs(t) - Sn(t)| 6 -%%% (l-s)e, 

wobei der Parameter s durch t » t^_% + О < s < 1, für 

* 6 С*к-1'*к] erklärt ist. 

Beweis; Es ist 

l<f>(t)-sn(t)| -Ig>(t) -$ (tk-t) y(tk_1)- 5 (t-tk_1) q>(tk)| 

- !?(*)+?(tk-i)-y(*k-i)-S (*к-і+К-‘) ?(«k-l) 

- z(t-tk-l) ?(*k)l 

|q>(t)- ф(*к_і) * z (*к-і"( 

<?(t)- 9(‘к-і) 
L. <• - 

2 К l?-(?k1)) -9’(|k2))l! 

) ?(tk-l)-Z (t-tk-l) ?(^k)l 

ф(*к)- Ф('к-і) II 

*k ' *k-l ■* ' 

c j®к. da gp'(t) e. HÄ. 
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Analog zeigt nan 

I?О - Sn(t)l 4 с 

Damit ist |ф(t) - Sn(t)|< c min [i-s.s}, woraus die Be¬ 

hauptung folgt. 

Satz 2: Falls <j>(t) e H*, О * Л ^ 1, gilt für -1 x * 1 die Ab¬ 

schätzung 

|l(<J>.x) - ln((j>,x)| » c i (7) 

Beweis: 

Kn(*) = K") - InO ■ / Гп(ТГПхХ) dt + ^(x) ln ^ 
-1 

- rC)(x) + R<,2)(x). rn(t) =9>(t) - Sn(t). 

Sei 0 < X d 1, dann ist 

|rC)(x)1» |rn(x) ln c|l^ + -]l%|s(l-e) ln(l-tk_1-2 |)|j 

- c[^T+I + ]^7xI8C-8) ln (1-tn-l- % R)l] 

= С[пг+І+^ПТІ8(1-8) ClH H +ln (l-8)]|j«! c 

Für О < Sn < ^ wird rC)(x) in der Form geschrieben 

r x-<f_ x*6_ 
R(i)(x) 

rnC)-rn(x) 
dt 

-1 
n f 

-1 x-dn x+d^l 

Sei zunächst <Sn < 1 - x. Für 1^. I2 und Ij erhält map 

X-rfn rn(t)-rn(x) , I *-<f_ 

-1 
ly -II dtl * ]ln C-t)|_i n| 

2c [|lndnl + ln (1+x)] <£ c -j--Д 
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Beachtet nan. daß r^tJCH1 ist(eiehe /3/), so ergibt sich 

X+6. 

Ч-I 
Genau nie für 1^ erhält man 

2c 
Г [ln (l-x) - ln<fn] * jxrxllnrfn<* 

Für rfn ä i - X wird in der Form 

*W-[/4* /]ü£542w.4 
-1 x-<J_ 

+ 4 

geschrieben. X£ läßt sich genauso wie im vorhergehenden Fall 
abschätzen. Für I£ gilt 

1 r.(t)_r (X) 

f «1*4, 
ХЛ 

Setzt man <Jn ■ —ГГ5І' 30 erhält man Ir^^xJI 6 c -¾¾ 

für X 6 Го.І]. 
Oer Fall -1 а x с О kenn in gleicher Weise behandelt werden. 

3, Eine Optimal!tätsaussaqe 

Für die Optimalitätsaussage wird Lemma 2 benötigt, das mit Hil¬ 
fe der Überlegungen aus /3/ bewiesen wird. 

Lemma 2: Für das Intervall [-1,1] seien die Punkte 
-1 * xQ< Xjz... *xn < 1 und eine äquidistante Zerlegung in 

2(n+l) Teilintervalle » [-1 + -1 + J = l(l)2n+2, 

gegeben. Dann gibt es m Teilintervalle 

|4i, l"l(l)mjs 3 ■ l(l)2n+2| und einen Punkt £e [-1,1] 
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nit 

a) xk ф А^, к-0(1)11, 1-1(1)01, 

b) m 4 

c) 0 < t -|<3 für t e und 1 - l(l)m. 

Beweis: Alle Intervalle der Menge 1» l(l)2n+2}, die kei¬ 

nen Punktixk, k»0(l)n, enthalten, werden als "gekennzeichnete" 

Intervalle bezeichnet. Es ist klar, daß ihre Anzahl p к n+1 1st. 

Sei ©(k,l) das Verhältnis der Anzahl der gekennzeichneten 

Teilintervalle der Menge ^ Jy+%' \*2.^k+ll 2U Ihrer Ge¬ 

samtzahl 1-k (k = 0(l)2n+2, 1 « l(l)2n+2-k), so gibt es ein 

T( < ф (n+1) mit 

min @(1<,1) 
1 > T< 

1 
7' 

(в) 

Nimmt man an, diese Aussage ist falsch, dann gibt es ein 1% mit 

0(0.1%) < ф und ein 12 > 1% mit © (1 %, 12) < у uew. Schließ¬ 

lich gibt es aufgrund der Annahme ein i | (n+1) mit 

0(y**V < i für 1(1)V (1(,.0). 

vallen 4%, J2, .... ,4%^ weniger als 

Dann sind unter den Inter- 

ф ly gekennzeichnete, und 

ihre Gesamtzahl ist kleiner als ^ ly + (2n+2-ly) - 2n+2- g ly. 

Wegen p к n+1 erhält man die Ungleichung 2n+2 - ^ ly> n+1, und 

es ergibt sich ly < j (n+1) im Gegensatz zur Annahme lykj(n+l). 

Deshalb existiert ein 1< «t j (n+1) mit min^_ ©(1T,1) k^. Man 

wählt % = l + T^fr und bezeichnet mit A*. j -l(l)n, die gekenn- 

jJ in na¬ 

türlicher Reihenfolge. Aufgrund der Wahl von 1< ist m к ф (n+1). 

Sei Д* - [fj-i'tj]. Aus (8) folgt, daß t. s |+ 3 

J-1(1)01, ist. Denn würde für ein j die Ungleichung tj>£+3 

zeichneten Intervalle der Menge 
2( n+1 
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gelten, ее waren ln der Menge [k3p+1. .... %+3j} weniger ala J 

gekennzeichnete Intervalle enthalten, d, h„ , @(Tt,T<+3J) wire 

kleiner ale ф. Deshalb gilt für t C ■ [tj_^,tj] die Unglei¬ 

chung t ■ I < 3 Jj, j -l(l)a. 

Setzt kann man zeigen, daß die Abschätzung (7) in dar Funk¬ 

tionenklasse Hj optimal 1st. 

* Satz 3; För beliebige in (-1,1) definierte Funktionen A^(x) und 

Knoten xk 6 [-1,1], k» 0(l)n, gibt es eine Funktion 9>0(x) * hJ, 

О e А * 1, und einen Punkt £e[-l,l], so daß die Ungleichung 

I I %{t) 
I І t -I 

dt \(f) 9o("k) 
-1 

gilt. 

Beweis: Der Punkt $ wird wie im Beweis von Lemma 2 festgelegt. 

Es sei 

für X < J sowie auf allen Intervallen 

der Zerlegung xdj(vgl. Lemma 2), 

] =l(l)2n+2, die ein x^, k»D(l)n, 

enthalten. 

Фо(х) t ,+t. (9) 

(x-tj-l)1* für tj^j * X * falls [tj.i'tj] 

(tj-*) 1+Л for liable X А tj.' 

ein gekenn¬ 
zeichnetes In¬ 
tervall 1st. 

Leicht sieht man, daß <po(x) e hJ und ф„(хк) » О, k>0(l)n, ist. 

Damit ergibt sich 

t -F 

.V}*£L dt к n+1 /■Pol') fr dt 
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1 

Die letzte Ungleichung folgt aus der bekannten Eigenschaft der 

Partialsumme der harmonischen Reihe. 

Die Frage ist nun, ob man den Quadraturfehler dadurch verrin¬ 

gern kann, daß man die Quadraturformel modifiziert und neben 

den Funktionswerten y(xk) auch die Ableitung <p"(x) an den 

Knoten x^, k=0(l)n, ln die Formel einbezieht, d. h. , Näherunge-' 

quadraturen der Art 

(10) 

betrachtet, wie sie z. B. von Solijev /4/ untersucht wurden. 

Satz 4: Die Fehlerabschätzung (7) ist für die Quadraturformel 

(10) optimal im Sinne von Satz 3. 

Der Beweis folgt unmittelbar daraus, daß für <po(x) aus (9) ne¬ 

ben 9>0(xk) ■ o auch gj'0(xk) = O, k=0(l)n, gilt und damit al¬ 

le Abschätzungen im Beweis von Setz 3 erhalten bleiben. 

Damit ist die Näherungsquadratur, die auf äquidistanter Poly¬ 

gonzuginterpolation beruht, trotz ihrer einfachen Bauart in den 

betrachteten Funktionenräumen äußerst wirkungsvoll. Das wird 

auch durch folgende Beispiele unterstrichen. Alle Rechnungen 

wurden auf dem Tischrechner К 1002 durchgeführt. 

n I(t2,0.99) l(t3.0) I(t3.0.99) 

50 0,66828 

200 -3,208056 

500 -3,207982 

exakt -3,207968 

3,208056 0,66676 -2,50938 

0,66667 -2,50922 
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n І(ѳ1.0) 

50 

200 

500 

2,1147875 2,06013 

2,1145194 2.06412 

2,1145045 

exakt 2,1145017 2.06465 

Abschließend sei bemerkt, «daß sich eine weitere Einschränkung 

der zugelassenen Funktionen, z. B. durch höhere Stetigkeits¬ 

forderungen, nicht mehr Im Quadraturfehler niederschlägt, da 

schon die Abschätzung das Fehlers in Lemma 1 auch für glattere 

Funktionen nicht zu verbessern 1st. 

Sucht man optimale Quadraturformeln für Funktionen, die stär¬ 

keren Stetigkeitsforderungen genügen, muß man Splines höherer 

Ordnung zu ihrer Konstruktion heranziehen. 
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Brien Fieher 

Soma neutrix producte of d1etr1but1on• 

The following defini tion for the product of two diet r1butione. 
••• given in /2/ end /3/. 

Oef1n1t1on 11 Let f end g be two d1etr1butione f�r w�ich on the 
open intervel (e,b), f 11 the r-th derivetive· of en ordinery 
eu■■eble function F .in LP(a,b) end g(r) 11 an ordinery eummeble

function in Lq(e,b) with j + ½ • 1. Then the product fg • gf of 

f and g 1e def1ned on the open 1nterval (a,b) by 

fg • k (-1)1rc1[Fg(1)](r-1),

where 
rl 

r01 • i 1 { r-i) 1 •

Now let g be a fixed 1nfin1tely differentiable function hav1ng 
the propertiee 
(1) Q(x) • o, for 1x1 i. 1,
(11) V(X) i. 0,
(111) e(x) • e(-x),

(1v) J e(x)dx • 1.
-1 

We def1ne the funct1on dn by

on(x) • ne(nx)

for n • 1,2, ••• • The eequence Ion} 11 regular and convergee
to the Oirac delta-d1etr1but1on d. For an arb1trary d1etr1bu­
t1on f we def1ne the funct1on fn by

1/n 
fn(x) • f1ufn • 

J 
f(x-t)On(t) dt

-1/n
for n • 1,2, ••• • The eequence lfn} 1e regular end convergee
to f. 
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The following definition extends definition 1 to s wider class 

of distributions and was given in /3/. 

Definition 2: Let f and g be arbitrary distributions and let 

9n = 9*rfn* 

We say that the product fog off and g exists and is equal 

to h on the open interval (a,b) if 

lim (fg ,#) = lira (f.g J) = (h,$) 
n-»oo n -»oo 

for all test functions ф with compact support contained in the 

interval (a.b). 

The following theorem was proved in /3/. 

Theorem 1: Let f and g be distributions. If the product fg 

exists on the open interval (a,b) then the products fog and 

g о f exist and 

fogagofafg 

on this interval. 

Examples were also given in /3/ to show that definiton 2 is in 

fact a proper extension of definiton 1. 

The next definition was given by van der Corput /1/. 

Definition 3: A neutrix N is a commutative additive group of 

functions V(j-) defined on a domain N’ with values in an additi¬ 

ve group N", where further if for some V in N, V(f) « у for 
all J in N', thenf = 0. The functions in N are called negli¬ 

gible functions. Now let N' be a set contained in a topological 

space with a limit point b which does not belong to N'. If f(J) 

is a function defined on N' with values in N" and it is pos¬ 

sible to find a constant 6 such that f(|) - В is negligible 
in N. then ß is called the neutrix limit or N-limit of f as £ 

tends to b and we write 

N-lim f(£) = В 
$-+ b 

where the limit В must be unique if it exists. 

The following definition extends definition 2 to an even wider 

class of distributions and was given in /4/. 
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Definition 4: Let f and g be arbitrary distributions and let 

9n ’ 9*rfn' 

We say that the nautrix product fogoff and g exists and is 

equal to h on the open interval (a,b) if 

N-lia (fg .$) » N-lim (f,g i) ■ (h,f) 
n-»oo n -+00 

for all test functions ф with compact support contained in the 

Interval (a.b), where N is the neutrix having domain 

N' « {1,2,...,n,...] and range N" the real numbers with negli¬ 

gible functions linear sums of the functions 

n*lnr_1n, lnrn 

for Л > о and r = 1,2,,.. and all functions f(n) for which 
Urn f (n) - 0. 

n -» oo 

The following theorems were proved in /4/. 

Theorem 2: Let f and g be distributions for which the product 

f*g exists by definition 2. Then the neutrix product fog 

exists and defines the same distribution. 

Theorem 3: Let f and g bp distributions and suppose that the 

"autrix products fog and f»g' exist on the open interval 

(e,b). Then the neutrix product fog exists on the interval 

(e,b) and 
(f og)' " f* о g+fog' 

°n the interval (a.b). 

Theorem 4: The neutrix products x-r » 6and <J^P^ о x-r 

exist and 

x'r . <f(P) . rf(P+r), rf(P> . x-r , 0 

for г • 1,2,... and p • 0,1,2. 

Iheorem 5: The neutrix products x+r » tf(r+P)(x) and 

«*(r+?>(x) • x/ exist and 

x/ . 4(r+P)(x) . *(r+P)(x) . x/ . (-l)g(r+P)' j(. )(x) 

f0r r.p . 0,1,2. 
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We note here that the products given in the last two theorems 

are not in general defined by definition 2 and so definition 3 

is a proper extension of definition 2, 

We now prove the following theorem. 

Theorem 6; The neutrix product xr » xs exists and 

xr о xs = xr+s (1 

for r,8 ■ 0,± 1, ±2. 

Proof; We note first of all that if either r or s = 0,1,2,,.. 

then this product exists by definition 1 and then xrxs « xr+s. 

Equation (1) follows from theorems 1 and 2 for these cases. 

We therefore only need consider the neutrix product 

х-г о x-s for r,s = 1,2,... . We have by definition 

x-rai^idLln|x( 
(r-l)I dxr 

for r » 1,2,... and 

(x-2r,$) = j x'2r[$(x)+ §(-x)~2^^ x21]dx. 

(x‘2r+1. I) » / X- 
0 

[*X)- ¢(-,).2^ ,=l-l]d. 

for arbitrary test function ф with compact support and 
r = 1,2,..., see Gelfand and Shilov /5/. 

First of all let us consider the neutrix product x-* о x_2s 
for s » 1,2,... and put 

(x-28)r : X " * 6_ (2s-l) I / l"l’'-tl<in(2s)(t)dt. 
-1/n 

Then (x-2s)n is an even function. Thus if ф is an arbitrary 
test function with compact support, we have 

(x-l,(x-2»)n& - 7 x-l(x-2")„ [ф(х)- *(-x)]dx. 
0 
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It follows from Taylor's theorem that 

8 
$(21-1)(0) 21-1 

$(x)- &(-x) » 2 ^ —(2ili;l0) 

*(="+l>(Ex). .2.+1 
- ТК+Г)!- x 

*here and so 

'■•‘•(■•’■l.fl ■ 2 ZJ 1-P1 / x21-Z(x-a,)„d« 

•т^гтт/ 

Now 

-(2.-1)1 xm(x-28)ndx = J°xm ynin|x-t| rfn(2s>(t)dtdx 

О О —1/n 

» n2s"m_1 ” vm J[ln|v-u|-ln n]g (2*)(u)dudv 

О -1 

making the substitutions nt=u and nx = v. It follows that 

oo 
N-lim 
n-*oo 

f0r n » 1,2 

s 

/ x-(x-«)ndx - 0 

0 
,2.-2 and so 

further, from what we noted at the start of the proof. 

11. x2s(x-28)n = N-ll. x28(x-28)n . x28x 8 . 1 
n->oo n n+oo 

and 

N-lim Г x28(x"28) [&(28+l)(gx)- ß(28+l)(-fx)]dx 

"-*» о 

- f [&(28+l)(fx)- $(28+l)(_gx)]dx. 

follows that 
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N-li. (*-\(x-=")n f) -тя-Ъут 7°^(2s+1)(?x)-^2s+1)(-fx)Jdx 
n->0° o 

- ^ - (X-28-1. Ф) 

for all test functions § with compact support. The neutrix 

product X-1 ° x'2a therefore exists and 
x-1 „ x-2s . x-2s-i 

for 8 3 1.2.,., . 

We can prov 

exists and 

We can prove similarly that the neutrix product x-1 о x"2a+1 

x-1 . x‘28+1 . x-2s 

for s = 1,2.We have therefore proved that the neutrix 

product X*1 о X 9 exists and 

x-1 о x-s . X-8-1 

for 8 • 1,2,... . 

Now assume that the neutrix product x”r« x”8 exists and 

(2) 

for some positive integer r and s = 1,2,.,. . Then it follows 

from theorem 3 that the neutrix product x”r_1 • x“s exists and 

- r(x-r-l .X-8) , - (r+s)x-r-8-1+e(x-r. X-®-1) . . rx-r-8-l 

by our assumption for s ■ 1,2.Equation (2) follows by in¬ 

duction for r.s » 1,2,... . This completes the proof of the 

theorem. 

Theorem 7: The neutrix product c$(r) « j(8) exists and 

j(r) . j(®) . о 

for r.s » 0,1,2,,.. . 

Proof: Let £ be an arbitrary test function with compact 

support. Then 

е$(г)Л(8)$) - (-Dr g ^^(0)^-1)(0). 
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r. It-fol¬ gere <$n(e+1)(0) « n8+i+1 p(8*i)(0) for i » 0,1, 

lows that either ^n^8+i^(0) » 0 or 

N-lin <Г/8+і)(0) « 0, 
n-»oo 

Thus 

(0) N-li» (8)$) = N-llm (-l)r TZ rct6n(e+i)(0)$(r'i 
rwoo n-^OO 1=0 

■ 0 ■ 

“ (О.ф). 

It follows that the neutrix product „ j(s) exists and 

j(r) » j(») . о 
for г,e ■ 0,1,2,,.. . This completes the proof of the theorem. 

Theorem 8; The neutrix products (xiiO)r о (x liO)8 exist and 

(X ±10)г » (xiiO)8 - (x±iO)r+s (3) 

for r.s » О. +1, + 2. 

Proof; The distribution (xiiO)r is defined by (x 1 10)r « xr 

for r » 0,1,2,,.. and 

(X ± iO)"r - x_r + 

for r - 1,2. see Gelfand and Shilov /5/. It follows that if 

either r or s « 0,1,2,... then the products in this theorem 

exist by definition 1 and 

(x+10)r(x Ü0)8 - (x + iO)r+s. 

Equations (3) follow from theorems 1 and 2 for these cases. 

We therefore only need to consider the neutrix products 

(x 1 І0)_г о (xiiO)-8 for r,s » 1,2,... . Since the neutrix 

product is obviously distributive with respect to addition we 

have 

X- - ^ 

-♦ ,(r-D . X-8 _♦ x-r . 
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- (X І i0)”r_s 

- (x І iO)"r . (X *iO)-8 

on using theorems 4,6 and 7, for r,s ■ 1,2,,.. . This completes 

the proof of the theorem. 

The following theorem follows similarly. 

Theorem 9: The neutrlx products (xJ10)“r » (x^iO)-8 exist and 

(X + 10)-r . (X i 10)-8 = (X І 10)-г-ѳ 
for r,s - 1,2. 

We now prove the following theorem. 

Theorem 10: The neutrlx products xA » Ä^r^(x) and 6^г^(х) « x+A 

exist and 

xA » =<J^r^(x) в xA a 0 

for Л / 0,1,..., г,-1,2,,.. and r - 0,1,2,,.. . 

Proof: We first of all note that if Л. > r then it is easily seen 

that the product x+A<^r)(x) exists by definition 1 and the re¬ 

sults of the theorem follow from theorems 1 and 2. 

Now suppose that A> -1. Then 

Г X? j/r)x"dx . У" x"+A^(r)(,)dx 
-00 о 

= nr-m-Ay tntYr)(t)dt 

0 

where the substitution nx = t has been made. It follows that 

the functions 

J x+A<Jn(r>(x)x"dx 

are negligible, or zero, for A / 0,1.r and .m = 0,1,2. 

Further 
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J° I (X)xr+1| dx ё n-1-*/ /1 r*1+^g(r ^ (t) I dt 
-CO 

and so 

lln ( lx*<f<r)(x)xr+1l dx - 0. 
n -»CO 1 

Now let $ be an arbitrary teat function. Then 

#(*) *]Г*Г*(В»<0> +Т7ЩтФ^'(Е*) 
where О * £ * 1 and so 

(x+X.<$n(r)(x)$(x)) . У~ ^ m|(0) j x*<5n(r)(x)xmdx 
-00 

+ Т7ЩТ / *H,(r)(*)*r+1£(r+1)(!?x)dx. 

Since 

I / x^(r)(x)x"l *(r+l)(gx)dx I 

Ä sup { I ф<г+1>(х)| } /CD|x^n(r)(x)xr+1|dx 
x -00 

it follows from what we have just proved that 

N-llm (x*,rf_(r)(x)$(x)) = 0 = (О.ф(х)). 
n —> 00 

Thus 

х+Л . <f<r>(x) « о (4) 

for A>-1 and Л ft 0,1.r. 

Now assume that equation (4) holds when -k<A.<-k +1 and 

r « 0,1,2,..., where к Is a positive integer. This is certainly 
true when к « 1. Using theorem 3 we have , 

[x* . j(r)(x)]'.0 «Ax*-1 . 6(r)(x) » x+* .d<r+1>(x) 

and it follows from our assumption that equation (4) holds when 

“k -l«A<-k and r » 0,1,2,... . Equation (4) now follows by 

Induction for Ac-1, A ft -2, -3,... and r « 0,1,2. 
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We will now consider the neutrix product cJ^r^(x) » xx. If Л.> -1 

then x^ is an ordinary suenable function and if -k - 1 « Л < -k, 

where к is a positive integer, then 

X+k being an ordinary sunusable function. Thus 

(<>n L*<$n(X) 

J (x-t)Arfn( t)dt. X > -1, 

-1/n 

гi&m { (x-t)*+"<( (k)(t)dt, 
Г(Х+к+1) _J/n 

-k -1 « A « -k 

and к = 1,2,.., 

Making the substitution nt = e we have 

J (-t)A+k<Sn(k)(t)dt = n~Xj (-s)A+kg(k)(s)ds 

-1/n -1 

and we see that the functions 

J (-t)X+krfn(k)(t)dt 

-1/n 

are negligible for Л / 0 and к ■ 0,1,2,... . 

Now let ф be an arbitrary test function. Then 

(<f(x). (*A)n$(x)) 

$(0) / (-t)Xrfn(t)dt, A> -1. 
-1/n 

№t:iM101 -k 
V. ^ 1^П and к - 1,2,.,. 

and it follows from what we have just proved that 

N-lin (6(x) , (xX)n |(x)) - 0 - (0. $ (x)). 

Thus 

rf(x) • xX » 0 
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for Aj< 0,-1,-2,,.. . 

Now assume that 

<J(r)(x) » x* . 0 (5) 

for some positive Integer r and A X 0,1. r,-1,-2. 

This is certainly true when r = 0. Using theorem 3 we have 

[<5(r)(x) . X?]' = 0 . j(r+l)(x) . x* + Ad(r)(x) . X&-1 

- r+D(x) . XA 

by our assumption for A - 1 / 0,1. r,-1,-2.It follows 

that 

<*(r+1)(x) . x+*= 0 

for A / 0,1...., г +1,-1 ,-2,... . Equation (5) follows by in¬ 

duction for A / 0.1,..., r,-1,-2,,.. and r = 0,1,2.This 

completes the proof of the theorem. 

Corollary 1; The neutrix products x_* • 6^r\x) and 
i<r>(x) • xj^ exist and 

X_* • Г) (x) » (x) » X * a o 
for A / 0,1. r.-1,-2,,.. and r = 0,1,2. 

Proof; The results follow on replacing x by -x in equations 

(4) and (5). 

Corollary 2; The neutrix products |x(* • <$^r)(x), <S^r^(x) • |x|*, 

(sgn X ; |xl*) » rf<r>(x) and r ^ (x) • (sgn x |x|*) exist and 

|x|*. = . |x|*. (sgn x-|x|*) . r) (x) 

= <J<r>(x) • (sgn x-lx|*) = 0 

for A / 0.1. r,-1,-2,.,. and r = 0,1,2. 

froof; The results follow on noting that 

I XI*. x+*+ x_*. sgn X • IXI* « X* - X*. 

the neutrix product being distributive with respect to addition. 

We can now define further neutrix products. Consider for 

example the function 
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00 

C08X+A- Yl Х^"Л/(2о)1 
mao 

where Л > 0. Choosing an Integer к so that 2кЛ > г i 0. the 
со 

function ■/(2m) ! ie r times continuously differentiable 

and Its r-th derivative at the origin is zero. Thus 

x+"X/(2m)l} о<5(Г)(х) - <*(Г)(х).[І~х?"Ѵ(2«).} 
так так 

* О. 

It follows that the neutrix products cosx+A • d^r^(x) and 

• COSX+ exist and 
k-1 

cosx+x . = « cosx^E^xf.^lfx) 

(6) 
for 2кЛ > r and r = 0,1,2,.,. . 

If 2тЛ / 1,,.., г for m = 1,.... k-1, these equations reduce to 

cosx^1. =j(r)(%) » cosxA »x° «б(г)(х)«ф j(r)(x), 

using theorems 5 and 10, for r » 0,1,2,... . 

If Л. = then equations (6) become 

1 1 

cosxj^ • j(r)(x) = j(r)(x) . cosxj^ 

" St2STT x" • rf(r)(x> " t 

using theorem 5, for г ■ 0,1,2,,.. . 

As a second example, consider the function f(x) defined on the 

open interval (-1,1) by 

f(x) 

1 

(l-x*)-1, О й X < 1, 

О, -1 < X < 0. 

Then f(x) - У x+"/2 on the open interval (-1,1). The function 
mao 
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X is r times continuously differentiable and its fz a»2r+l 

m/2 

e»2r+l 

r-th derivative at the origin la zero. Thus 

{ 2Z x"/2}"<f(r)(x) » <^(Г)(х) • { 2Z x+m/2} - O. 
n=2 r+1 m=2r+l 

It follows that the neutrix products f(x) • i^r^(x) and 

i(r)(x) • f(x) exist on the open interval (-1,1) and 

f(x) • <*(r>(x) = r) (X) • f(x) 

- z: x//2. <*(r)(x). 5: j<'-"'(x). 
■>o m = o ' ■ ' 

using theorems 5 and 10, for r = 0,1,2,... . 
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Lothar Berg

Natürlicher Ausgleich von Meßwerten ■ehrfach monotoner 
Funktionen1 

Sucht ■an für eine Folge von Meßwertpaaren

65010 

90C20 

(1) 

eine Regressionsfunktion r(t), so geht man von einer Kurven­
schar ■it endlich vielen Parametern aus und besti■mt diese Pa­
ra■eter ■it Hilfe der Gaußschen Methode der kleinsten Quadrate.
Die Wahl der Kurvenschar erfolgt auf Grund einer vorhergehenden 
Modellvorstellung über den hinter (1) stehenden Zusa■menhang. 
Für den Fall, daß noch keine Modellvorstellung vorliegt bzw. 
■an sich bei ■ehreren ■öglichen Modellen nicht für ein beati■■-
tes entscheiden kann, haben�. Peil und s. Sch■erling in einer

Reihe von Arbeiten /5/, /6/, /7/, /8/, /9/ ein empirisches Re­
gression.sverfahren entwickelt 1111 t dem Ergebnis 

n n 

r(t) • fu y1K(t�t1)/"F.r K(t•tj). 

In den dort betrachteten Beispielen ist die Kernfunktion K(t) 
nichtnegativ, gerade sowie für t � 0 ■onoton nichtwachsend, und 
r(t) hingt von der Wahl der Kernfunktion nicht wesentlich ab. 

I■ folgenden soll unter der Voraussetzung lquidistanter t1 • 1 
ein anderes natürliches Ausgleichsverfahren vorgestellt werden. 
Vorausgesetzt wird, daß die y1 in ( 1) Näherungswerte für eine

k-fach ■onotone Funktion z1 sind, d. h. für eine Funktion ■it 

(2) 

für 1 • j, 3+1 , ••• ,n und j • 1,2 •••• ,k, wobei V der Operator 

für die Rückwilrtsdifferenze_n 17z1 • z1 - z.1_
1 

1st. 

1 Auaarbeitung eines Teils der Schauvorlesung gleichen Titels 
vo■ 02. 04. 1982 



Bei nichtäquidistanten t^ kann man analog Vorgehen, wenn man 

die Differenzen durch die Steigungen ersetzt. Die Überlegungen 

lassen sich weiterhin auf den Fall übertragen, wo in (2) für 

einige oder alle j das 4 - Zeichen steht. Schwieriger ist dage¬ 

gen der Fall, wo in (2) das Relationszeichen bei festem J an 

einer Stelle iQ wechselt, sofern man diese Stelle nicht von 

vornherein kennt, sondern erst aus dem Zahlenmaterial zu be¬ 

stimmen hat. 

Aufgabe: Zu gegebenen reellen Zahlen yQ, y^.y^ und einer 

natürlichen Zahl к ^ n werden reelle Zahlen xQ, x^, ..., xn ge¬ 

sucht, so daß zi = Уі + xi die Ungleichungen (2) erfüllt und 

s Min I (3) 

wird. 
Offenbar genügt es, die Ungleichungen (2) für 1 < 1 . J < к und 

J = k-ti^nzu erfüllen, so daß sie nach Einführung der 

(2)-(1) 1 (4) 

(-1) 

mit den Elementen a^ = (-1)^+^(^^^^)), leiän, oäjän, und 

der Spaltenvektoren 

X . (xoXl...xn)T, у = (У0У!-.-Уп)Т 

bei komponentenweiser Ordnung die Form 

-Ax < Ay (5) 

annehmen. Nach /2/', S. 137, ergibt sich die Lösung der Minimal¬ 

aufgabe mit Hilfe der Hilfsvektoren 

u = (Uj^.u^7, V = (vx...vn)T 

82 



aus dem folgenden 

Satz von Kuhn-Tucker; Ein (n+1)-dimensionaler Vektor x 1st ge¬ 

nau dann Minimallösung von (3), (5), wenn es zwei n-dimensiona- 

le Vektoren u,v gibt mit 

(6) 

Aus den ersten beiden Bedingungen von (6) folgt durch Elimina¬ 

tion von X 

AATu ■ V - Ay, (7 

wobei die Matrix AAT wegen (4) an der Stelle i, j mit 14 i,j<s n 

das Element 

(7) 

besitzt. Aus den letzten drei Bedingungen folgt, daß u^v^ = о 

ist für alle 1. Somit lassen sich die von Null verschiedenen 

Komponenten von u aus denjenigen Gleichungen des Systems (7) 

bestimmen, in denen v^ = 0 ist. Man muß nur diese Gleichungen 

kennen. 

Ein in /4/ beschriebenes Iterationsverfahren von Hildreth und 

d'Esopo ist zur numerischen Lösung von (6), (7) nicht zu emp¬ 

fehlen, da sich bei den durchgerechneten Testbeispielen trotz 

theoretischer Konvergenz keine konstanten Werte eingestellt ha¬ 

ben. 

Der Fall к = 1: Wir betrachten jetzt Funktionen, die im gewöhn¬ 

lichen Sinne monoton nichtfallend sind wie etwa die Wachstums¬ 

funktionen (vgl. /1/). Dann ist к = 1 und 

А 
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Offenbar zerfällt die Matrix AAT, wann man im Innern eine Zelle 

und die zugehörige Spalte streicht. Im Fell v » 0 wird nichts 

gestrichen, und die Komponenten der Lösungavektoren x,u aus (6) 

lauten 

n n 

*i ■ -Vi + птт^ІУг "1 " ^ 

für alle i, wobei gleichzeitig u^ » -xQ gilt. Hieraus ergibt 

sich zur Lösung der Aufgabe (3), (5) der folgende endliche 

Algorithmus: In Fall < 0 für p * i * q, aber I7yp_^ > 0 

für p > 1 sowie Руч+1 > 0 für q « n ersetze man die Werte 

Ур_!.Yq j« durch 

1 

9-P+Z Vi* 
Dieses Verfahren wiederhole man so lange, bis alle & 0 

sind. Die dadurch entstandenen y^ sind die gesuchten z,. 

Der Fall n«2: Um die vorhergehenden Ergebnisse im Fall к • 1, 
n • 2 zu illustrieren, bilden wir mit den Abkürzungen 

a * yl " yo* b “ y2 ■ yo 

das Differenzenschema (vgl. /3/, S. 142) 

yo 

yl 

y2 

a b-2a. 
b-a 

Das erste Gleichungssystem von (6) und das System (7) lauten ln 

Komponen tensch reibweise 

x0 - -Uj, 2ul_u2 * vl-“' 
X1 “ ui"u2’ -u1+2u2 - Vg+a-b. 

x2 “ U2' 

Wir unterscheiden vier Unterfälle, die in Abb. 1 zusammenge¬ 

stellt werden. 
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0 und I. 

XI. 

III. 

XV. 

la Fall Uj - u2 « 0 let xQ ■ Xj « x2 » 

zo ■ Уо' 2i * Vi> z2 “ Уг- 
Wegen der aus (9) folgenden Beziehungen » a, v2 «- 

und V а o tritt dies ein für 
О а а 4 Ь. 

I" Fall Vj - u2 » О 1st u^ » -a/2 und xQ = a/2, x^=- 

x2 » О sowie wegen (8) 

2o - 21 * (У0+Уі)/2. z2 , y2. 

Wegen v2 « b - a/2 tritt dies ein für 

a so a 2b - a. 

Ia Fall Uj « v2 m о 1st u2 » (a-b)/2 und xQ » 0, 
“ (b-a)/2, x2 » (a-b)/2 sowie 

z0 * У0- 21 ■ z2 * (Уі+У%)/2. 

Wegen • (a+b)/2 tritt dies ein für 
-a a b * a. 

Ia Fall Vj « v2 ■ 0 1st u^ ■ -(a+b)/3, u2 ■ (a-2b)/3 

und x0 - (a+b)/3, xx - (-2a+b)/3, x2 - (a-2b)/3 sowie 

zo - Z1 ■ z2 щ (Yo+Yl+Y2)/3- 

Dies tritt ein für 

2b a a a _b. 

(10) 

a ♦ b 

a/2, 

(11) 

(12) 

(13) 

Per Fall к »2: Zum Vergleich führen wir noch den Fall к » n »2 
an, bei dea die Gleichungen (9) in 

X 

X 

X 

о 
1 

2 

2u1-3u2 “ vi~a< 
-3Ui+6u2 я v2+2a-b (14) 

Obergehen. Wir unterscheiden wieder dieselben vier Unterfalle 

Wie zuvor, die aber dlesaal zu Abb. 2 führen. 
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I. im Fall ui “ u2 = 0 gilt wieder (10), die Bedingung v * 0 

liefert aber wegen der aus (14) folgenden Beziehungen 

vi = a, v2 = b-2a die Ungleichungen 

0 4 2a ab. 

II, im Fall Vj « u2 = 0 bleibt alles erhalten einschließlich 

(11) und der zugehörigen Ungleichungen. 

III, Im Fall uA = v2 « 0 ist u2 ■ (2a-b)/6 und xQ » (2a-b)/6, 

x1 = (b-2a)/3. x2 » (2a-b)/6 sowie 

zo = (5У0+2у1"у2)/6, 21 = (yo+yl+y2>/3' 

z2 = (_Уб+2уі"5у2)/б- 

Wegen v± = b/2 tritt dies ein für 

О 4 b 4 2a. 

IV. Im Fall V. = v2 = 0 ist zwar u^ = -b, die übrigen Werte 

bis einschließlich (13) bleiben aber unverändert. Ledig¬ 

lich die Ungleichungen für а und b ändern sich zu 

b 4 о 4 a - 2b. 

Beispiel: Als Beispiel zum Fall к = 3, n = 4 betrachten wir das 
Differenzenschema 
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2664 

2691 

2718 

2746 

2773 

27 

27 

28 

27 

О 

1 

-1 

1 

-2. 

An Stelle von (9) erhalten wir aus (6) und (7) diesmal 

Ix. 

V 

/-1 11-1 \ 
1-23 -l\ 

1-3 3 

1 -3 

1/ 

'ul' 2-3 4 1 

-3 6 -10 5 

4 -10 20 -15 

\-l 5 -15 20 

/vx -27 

In Anlehnung an den vorhergehenden Algorithmus beginnen wir mit 

U1 " u2 " u3 ° v4 “ °> 80 daß wir u4 » 0,1 erhalten sowie 

v^ a 26,9, ѵ^ а 0,5 und Vj = -0,5. Dies bedeutet, daß wir im 

nächsten Schritt ■ Uj » Vj » v^ » 0 zu setzen haben, wobei 

Uj ш 2/35, u4 = 1/7 folgt. Da jetzt v^ und v2 positiv sind, 

bricht der Algorithmus ab mit dem Ergebnis 

xo “ " 35' X1 * 35' x2 “ 35' x3 ’ ' 35' x4 ‘ 7* 

In der abschließenden Tabelle mit auf zwei Dezimalen gerundeten 

Daten vergleichen wir die Werte z^ а y^ + x^ mit den Werten 

e^ » 1000 . exp(0.98+0.01 • i) , aus denen die durch Rundung 

auf ganze Zahlen entstanden sind. 

■2SS375T- 
2664.46 

0.52 

2691.63 
2691.23 

0.20 

1271-5723- 

2718.28 

0.05 

’"2755753" 

2745.60 

-0.03 

2773.14 
2773.19 

0.05 

Beim vorliegenden Beispiel sind die berechneten z^ nichts ande¬ 

res als die Werte des zu den gegebenen gehörenden Aus¬ 

gleichspolynoms zweiten Grades. 
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Zoltr.n·s11ab6 

65:,05 

65H10 

Bin B:rweiterungaTersuch dea divergenzpunkttreien Vertahre1111 
der l!erUbrungsparabeln •ur Lösung nichtlinearer Gleichungen 
in nomierten VektorTerblinden 

suem 

Let X be a noraed Teotor lattioe (1.e. a looal� oonvez linear 
topologioal lattioe so that its topology 1s detined by a 
lattioe no:na) and t , X➔ X be a l'rtchet-ditterentiable non­
linear operator. 'fhe author tries to enend the alw&111 corrnr­
gent 1terat1on fol'IIUla ot tangent parabolu deacribed in /32/ 
to the aolution ot the operator equation f(z) • o. !lhe use ot 
this generalised method 1s Ulustrated on some a:,stems ot 
nonlinear equations. 

11 Binlei tg 

Sat• 111(/31/, /35/)1 Die stationllren �d sich aut einen Punkt 
sta.t••nd,n IteratioDSTertahren

(1. 1) 

llit der Iterationstunktion P •ur Ltssung der reellen nicht­
linearen Gleichung t(z) • O haben die folgenden B1genschattens 
1° Die Intormationsettekt1Tität Btt • l einer beliebigen 

Iterationsmethode ( 1 • 1) ist nicht grtsßer als eimt 1 

Btt' 1, 

wobei p and q die ltonvergemordnung bzw. der Intomations­
aufwand TOD (1.1) Binde 

2° Par 3ede ganze Zahl p > 1 kann ein IteratioDSTertahren TOD 
4er Gestalt (1.1) mit einer ltonvergeuordnung p und mit 
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Eff - 1 angegeben werden» 

3° Die Iterationsfunktion P einer beliebigen Iterationsmethode 

(1.1) mit der Konvergenzordnung p enthält explizit jede der 

Punktionen f, f*,..., f(p_1). 

Definition 1.1(/35/): Im Palle Eff - 1 wird die Iteration 

(1.1) optimal genannt. 

Unter den Iterationsverfahren (1.1) hat die quadratische 

(p = 2), optimale und in mehreren Richtungen erweiterte, ver¬ 

allgemeinerte und modifizierte Newton-Raphsonsche (kurz HR) 

Methode eine große Bedeutung, deren Fouriersche /11/, 

Cauohysohe /Ѳ/ und andere /4/, /10/, /26/, /28/, /29/, /34/ 
Konvergenzbedingungen aber ziemlich stark sind. Die wohlbe¬ 

kannte "modifizierte" oder "vereinfachte" HR-Hethode /9/, /27/, 

/28/, /3^/ steht den Untersuchungen von /32/ sehr nahe, da ihre 

Konvergenzbedingungen schwächer sowie auf unsere Verfahren 

übertragbar und ausdehnbar sind. 

Definition 1.2 (/32/)i Die mit der Punktion f verbundene 

Iterationsfunktion F(x;r) und auch das entsprechende Iterations¬ 

verfahren 

xn*1 ” P<In!r)' n “ О/""» * 

wird in dem abgeschlossenen Intervall I * [a,b] stets konver¬ 

gent (oder divergenzpunktfrei) genannt, falls die Iterations¬ 

folge {xnj für jeden beliebigen Anfangswert xQ e I mit 

f(*0) 4 о 

1° monoton ist und 

2° gegen die rechts (bzw. links) von x# nächstllegende Null¬ 

stelle л e I von f konvergiert, vorausgesetzt, daß der 
Wert des "Richtungsparameters" r im Verlauf der Iteration 

konsequent stets 1 (bzw. -1) gewählt wird. 

3° Wenn es keine Nullstelle Ä«(x0,b] (bzw. o.e[a,x0)) von f 

gibt, dann verläßt(xn)das Intervall I. 
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Die Familie der IterationsfunktIonen mit diesen Eigenschaften 

wird mit A(f,1) bezeichnet. 

Eine Konvergenzauasage zur modifizierten HR-Methode wird im 

folgenden Satz formuliert. 

Satz 1.2: Existiert eine reelle Zahl M1> 0 mit 

|f'(x)| 4 K,i xtl. [a,b] c m , 

dann gilt 

F(x;r) - г + r £ A(f,I). 

Dieses Verfahren ist in I stets (d.h. für ein beliebiges 

xQ e I) konvergent. Mit anderen Worten, es gibt in I keinen 

Divergenzpunkt (vgl. /32/). Der "Preis" für diese vorteil¬ 

hafte Eigenschaft bei der Modifikation der NR-Methode ist 

das Abnehmen der Konvergentordnung (p = 1). 

IM den letzten 10 - 15 Jahren wurden zahlreiche Iterations¬ 

verfahren von höherer Ordnung erarbeitet, die in irgendeinem 

Sinne immer konvergent sind (z.B. /1/, /2/, /3/, /6/, /7/, 

/13/, /15/, /20/, /21/, /23/, /25/). Bei diesen Methoden wird 

meistens die Intervallarithmetik als Hilfsmittel herangezogen. 

In vielen Fällen wird die Relation 

f(a) f(b) < 0 (1.2) 

vorausgesetzt. 

In /32/ sind auch stets konvergente Iterationsverfahren an¬ 

gegeben, die keine Intervallarithmetik benutzen und bei denen 

keine Relation von der Gestalt (1.2) vorausgesetzt wird. Die 

Arbeit enthält unter anderem die Konvergenzsätze der stets 

konvergenten Methoden der Berührungskegelschnitte (d.h. der 

ffi-, TP- bzw. TE-Methode). Die Verfahren basieren auf den 

Hyperbeln ( Z )2 „ 1 + X2, den Parabeln (£)2 « x* bzw. 

den Ellipsen (Z)2 « 1 - x2 (|x| * 1), wobei die Werte von 

о > 0 hinreichend groß sind. Eine Konvergenzaussage zur 
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Methode der Berührungsparabeln (TP) let der folgende 

Satz 1.3 (Satz 7 aue /32/): let die Punktion 

f 1 [а,Ъ] ■ I ( c IR) —»IR 

ln I zweimal differenzierbar und ist die Relation 

lf"(z)| < Мз 4 О, X el , 

erfüllt, so gilt 

PjpCxjr) - X + sign(f(x0)) 

Im Palle einer einfachen Rullstelle а топ f werden für die 
quadratischen und optimalen TH-, TP- und TE-Methoden Pehler- 

abschHtzungen von der Gestalt 

I=n+1 - “I * Kl*n* «l2» 
3 2 

lxn+1 - «I ‘ + І2І=аИ"*пІ • a * °И,2. 

bewiesen und die Konvergenzfaktoren (s. /18/) bestimmt 

(Sätze 9, 10, 11 und 12 in /32/). Perner werden einige Be¬ 

merkungen über die Methoden von Tschebysoheff, Halley und 

Cauchy-Hitotumatu (/8/, /12/, /16/, /33/, /35/), über die 
durch Interpolationspolynome hergestellten und monotonen 

Iterationen von J.P. Traub /35/ und über die Zusammenhänge 
der obigen Mathoden bzw. der stets konvergenten Verfahren der 

Berührungskegelschnitte gemacht. Als eine Verallgemeinerung 

der TP-Methode haben wir in /32/ eine stets konvergente 

Iterationsfamilie, die Methode der konkaven Berührungsfunk¬ 

tionen , vorgelegt. 

In dieser Arbeit wollen wir eine Erweiterungsmögliohkeit der 

Iterationsformel von TP zur Lösung niohtllnearer Gleichungen 

ln normierten Vektorverbänden angeben. 
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2. Punktlonalanalrt1вehe Vorbereitungen 

Im folgenden «erden die Begriffe des halbgeordneten Vektor- 

raumes und der Pr6ohetschen Ableitung von nichtlineren Ope¬ 

ratoren (deshalb der Begriff des normierten Raumes) benötigt. 

Der normierte Vektorverband ist die lineare Struktur, die für 

unsere Zwecke am meisten geeignet, d.h., die mit einer Halb¬ 

ordnung und mit einer Normtopologie ausgerüstet ist. Br ist 

ein lokalkonvexer topologischer Vektorverband, in dem die To¬ 

pologie durch eine monotone Norm eingeführt wird. Die genaue 

Definition wird im folgenden angegeben (vgl. /22/, /24/,/30/, 

/36/). 

I sei ein halbgeordneter reeller Vektorraum.Die Halbordnung 

wird durch einen Kegel C(c I) eingeführt: 

x*y, falls у - xtC (x,yeX) ist . 

Definition 2.1: Gibt es einen Vektor в aus dem halbgeordneten 
reellen Vektorraum X mit 

1° хев, у ев; 

2° X * s', у е в* (в* 6 X) => z й в* 
für beliebige Vektoren x,y с X, so nennt man в das Supremum 

von X und y: 

в - X V у ( - sup {x,y} ) I 

der Vektor 

X А у ( - inf {x,y} )-- ((-x) V (-y)) & X 

heißt Inflmum von x und у und X Vektorverband mit den Ver¬ 

bands Operationen V, A. 

Han kann den Absolutwert von einem beliebigen x bilden: 

IXI - X v(-*) , 

er liegt in dem Kegel. 
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Definition 2.2: Für beliebige Vektoren x,y mit i^y aus dem 
Vektorverband X nennt man die Menge 

[i,y] = {z eX I x£ z, täy} 

ein OrdnungsIntervall. 

Definition 2.3: Man nennt eine Teilmenge H des Vektorverban- 
des X mit dem Kegel C 

solid, falls X £ H —* [-|x|,lx|] cH, 

bzw. 

voll, falls H - (H + С) П (H - C) . 

Definition 2.4: Der Vektorraum X wird topologischer Vektor¬ 
raum genannt, falls 
1° X ein Hausdorffscher Raum ist, 
2° die Abbildungen 

(x,y) —» x+y 

(Л,х) —» Ax 

sowohl in X wie auch in y, bzw. in А und in x stetig sind 
(x,y £ X, Ae Ш). (Die Topologie von X wird mit T bezeichnet.) 

Definition 2.5: Der topologische Vektorraum mit der Topologie 
T 1st lokalkonvex, falls T eine Nullumgebungsbasis aus kon¬ 
vexen Mengen besitzt. 

Satz 2.1 (/24/): Jeder normierte Vektorraum 1st zugleich ein 
lokalkonvexer topologischer Vektorraum. 

Definition 2.6: Der Vektorverband X 1st ein topologischer 
Vektorverband. falls 
1° X ein topologischer Vektorraum (mit der Topologie T) 1st, 
2° T eine Nullumgebungsbasis aus soliden Mengen besitzt. 
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Die Kompatibilitätsbedingung 2° für die Verknüpfung der topo¬ 

logischen Struktur und des Vektorverbandes wird im Licht des 

Satzes 2.2 noch natürlicher erscheinen. 

Definition 2.7: Der positive Kegel eines topologischen Vektor¬ 

verbandes wird (für T) normal genannt, falls T eine aus vollen 

Mengen bestehende Nullumgebungsbasis besitzt. 

Satz 2.2 (/22/): X sei ein Vektorverband und ein topologischer 

Vektorraum (mit der Topologie T). I 1st ein topologischer 

Vektorverband dann und nur dann, wenn der positive Kegel nor¬ 

mal ist und die Verbandsoperationen v,A bezüglich T in 

ihren Argumenten stetig sind. 

Definition 2.8: Ein lokalkonvexer topologischer Vektorverband 

wird lokalkonvexer Vektorverband genannt. 

Definition 2.9: Wird die Topologie des lokalkonvexen Vektor¬ 

bandes X durch eine Norm mit 

x,y 6 X, I X I * I у I —f II X II 4 II у II 

(d.h. durch eine monotone Norm) eingeführt, so nennt man X 

einen normierten Vektorverband. Ist X darüber hinaus voll¬ 

ständig in der Normtopologie, so bildet er einen Bemach-Ver¬ 

band. 

Als Beispiele für Banach-Verbände können die wohlbekannten 

Räume (Punkträume, Folgenräume bzw. Funktionsräume) 

JR, mB, C, Cn, c, m, s, 12, L2[a,b], lp(,u), C[a,b] 

erwähnt werden. 

Satz 2.3 (/30/): X sei ein normierter Raum und ein Vektorver¬ 

band. X bildet einen normierten Vektorverband dann und nur 

dann, falls die Einheitskugel von X solid ist. 
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Wir bezeichnen den Beim aller linearen und beschränkten Ope¬ 

ratoren V —» W mit L(Y,W), wobei V und W reelle Vektorräume 

sind. 

Definition 2.10 (/9/. /17/): Es seien X, Y reelle normierte 

Bäume, 

f: X —» Y 

ein beliebiger nichtlinearer (d.h. nicht notwendigerweise 

linearer) Operator und xQ s. X ein beliebiger Vektor, Gibt es 

einen linearen Operator '■I e. L(X,Y) mit 

ilf (x + дх) - f(x ) -/дх||е||дх||-£(||дх|| ) 
und 

lim E(llAxll) - 0 , 

II Дх II—*0 

so heißt f Prdohet-dlfferenzlerbar in xQ . Der Operator 

f’(x0) = I wird die Prdchetsche Ableitung von f in x0 ge¬ 

nannt. 

Existiert f'(x) für ein beliebiges x £ D £ X, so heißt f 

Prdchet-dlfferenzlerbar in D. Die Pröchetschen Ableitungen 

höherer Ordnung f^n^ werden auf ähnliche Weise definiert 

(s. /9/, /17/). Es können einige zum reellen Pall analoge 

Eigenschaften der Prdchetsohen Ableitung, wie z.B. die 

Additivltät, Homogenität, Eindeutigkeit, Stetigkeit, das 

Differenzieren von impliziten Operatoren, bewiesen werden 

(s. /5/, /9/, /17/). 

3. Die erweiterte TP-Methode 

Es sei X ein beliebiger normierter Vektorverband und f: X—»X 

ein in X Prdchet-differenzlerbarer nichtlinearer Operator. 

Unser Ziel ist es, ähnlich dem stets konvergenten Verfahren 

der Berührungsparabeln eine Iterationsformel zur Lösung der 

nichtlinearen Operatorgleichung f(x) • 0 aufzubauen und die 

erhaltene Methode an einigen nichtlinearen Gleichungssystemen 

vorzustellen. 
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Ев sei eel ein (auf geeignete Weise gewählter) Vektor und 
eeL(X, L(X,X)) «ln peeltlver symmetrischer bllinearer 

Operator (oxx - ex2 - 0, cxy - eyxj x,y e X), so daß der In¬ 

verse Operator (oe)“^ von ее £ L(X,X) existiert. (Daraus 

folgt übrigens die Relation (ce)"1 e b(X,X), vgl. /5/.) 

Der Operator e erzeugt in I eine multiplikative Operation. Ss 

wird vorausgesetzt, daß man die "o-Quadratwurzel" aus be¬ 

liebigen Vektoren x des positiven Kegels im folgenden Sinne 

ziehen kennt 

X ä 0 —* 3yt« V X mit y&0 und cy2 » x . 
(e) 

(Dann kann auch der Vektor -y als eine andere Quadratwurzel 

von X in Betracht gezogen werden: e(-y)(-y) - ey2 - x.) 

Es sei x0 £ X ein vorgegebener Vektor mit f(xQ) > 0. Wir be¬ 
trachten den durch 

y(x) I- A - e(x-BHx-B) - A - o(x-B)2, А,ВбХ (3.1) 

angegebenen "quadratischen" Operator у. Wir fordern, daß die 
Relationen erfüllt sind 

jr(*0) - *(*„>. T*(*,)* - **(*e)e , (3.2) 

d.h. 

А - e(x0 - B)2 - f(x0), -2e(x0 - B)e - f'(x,)e, 

wobei y‘(x0), f*(x0) £ 1(X,I) die Vrdehetschen Ableitungen 
von у und f ln xQ sind. Auf Grund der Bedingungen kann die 
letzte Gleichung in der Vorm 

e(x0 - B)e - ee(x0 - ■) - - \ f’(*0)e 
geschrieben werden, woraus sich der Wert von 

x0 - В - (ее)“1 [- £ f»(xe)e]- - g (ее)-1 [f»(x0)e] 
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ergibt. Mit Hilfe der Bezeichnung 

▼o \ [f'(%;;) e] (e I) 

erhält man den Wert von А und В in der Form 

А - f(x0) + o(-v0)(-v0) » f(x0) + ev2. 

Die Gleichung der "tangierenden Parabel" (entsprechend (7) aus 

/32/) sieht also folgendermaßen aus: 

y(x) - f(xQ) + ov2 - o(x-x0-v0)2. 

Unsere Aufgabe 1st jetzt, die "quadratische Gleichung" 

j(x) => о zu läsen. Nach Umordnung ergibt sich die Gleichung 

o(x-x0-v0)2 - f(x0) + ov02. 

Auf Grund unserer Bedingungen 1st die rechte Seite positiv. 

Jetzt "ziehen wir die e-Quadratwurzel" aus beiden Seiten: 

x“xo"vo “ ± 1 f(xo) + ovo2 • io; 

woraus sich der entsprechende Wert von x^ :■ x ergibt: 

=l"%o + ?o± V f(x0) ♦ ov02 . 

So erhalten wir die Iterationsformel 

xn+1 = xn + ?n & (Y)f(xn) + ovn2 • n “ °.1. 

wobei 

▼n - 5 (oe)-1 [f(xn) e] 

1st und das Vorzeichen von im Verlauf des Iterations- 

(o) 
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processes einheitlich gewählt wird. 

Wie beim TP-Verfehren in /32/ entspricht im Pell -f(xQ)> 0 

der Gleichung (3.1) der Operator 

y(x) = A + o(x-B)2. 

Aus den Forderungen (3.2) erhält man für А und В 

A “ xo - To • B ” f(lo) - cvo2* 

Damit hat die "Berührungsparabel" die Form 

У(x) - f(x0) - cv02 + c(x - xQ + vQ)2. 

Daraus bekommt man mit x1 :■» x 

X1 ” xo - To ± ^ - f(=o) + CToZ- 

Also ist die Iterationsformel von der Gestalt 

xn+1 - xn - vn ± -f(xn) + ovn2 • n - °'1. 

mit 

vn " 7 (oe)_1 tf’(xn} * 

Die Untersuchung der Konvergenzbedingungen kann das Objekt 

weiterer Forschungen bilden. Hier wollten wir nur auf eine 

Möglichkeit der Verallgemeinerung der TP-Methode hinweisen. 

4. Homerische Beispiele 

Wir wollen das Verfahren an drei nichtlinearen Gleichungs- 

systemen im IR2 demonstrieren. 
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4.1. Dee Gleichungssystem (a. /14/) 

9 y2 - 9 s2 + 6« - 19-0 

18 ye - б у - 0 

bat die Lösung 

'1.4Н2135б2373\ 
а « •C: 333333333333/ . 

Hier hat f die folgende Gestalt 

.2 _ -2 г s"’o 
■It den PrÄchetaohen Ableitungen 

/18у ; -18« + б 

ѴІ8в-6 , 18у 
f‘(x) С е LOH2, m2) 

b«w. 

f"(x) 
/18; О 0} -18\ , , . 
(o, 18 18, o) £ ^*.Ь0НѴ». 

Als e und e wählen wir e «(^) b«w. о « 1в( wobei 

( eine "diagonale 2x2x2 Baum-Matrix" ist mit 

Sljk * U: falle 1-J-k, 
sonst 

und 

ex'x" - e 

Deshalb können wir jetzt die "o-Quadratwursel" im gewöhnli¬ 
chen Sinne und komponentenwelae sieben. 
Der Startwert sei x0 « (Ü • Dann sind 

«•„> - (";”)>© - o. f<v(5‘ ;l) Q • 
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Somit let 

/2.91666674 
ЧІ.5833333/ t /32.874996^ 

\27.1 .124998/ 

/2.91666674 _ /1.35143944 „ П.56522734 
41.5833333/ 41.2275765/ \ 0.3557568/* 

Auf ähnliche Welse können «eitere Glieder der monoton ab¬ 

nehmenden Iterationsfolge erhalten «erden: 

1x13121344 
,2x2229496/ 

. /1.41450264 
\ О.Э333339/ 

- (Л±11121274 . 
12222222/ 

Im falle des Ausgangsvektors xQ ”(q) gilt die Ungleichung 

f(V - fc1e)<0 • 
Wendet man die entsprechende Iterationsformel «lederholt an, 

so ergibt sieh die monoton sunehmende folge 

-(£ 
33333334 
2222222/ 

. ^24311119^ # 

2222222/ 

x2 

=4 

/•2x112°2274 
ѴД2222222/’ 

(Ы№21\. 

42*2222222/ 

4.2. Das durch die Abbildung 

f(x) 
/7-0.7 sin 7 - 0.2 cos e 

4*-0.7 cos 7 + 0.2 sin s 

6.4832V 
2.4416/ 

bestimmte nichtlineare Glelohungeeystem hat die Bullstelle 

/6.2832342834 

43.141601836/ 

Die benötigten frdohetschen Ableitungen von f sind 
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0.2 ein z \ 

1+0.2 сое z) 

Oi 0.2 008 z\ 

0(-0.2 sin z) 

Wir wählen e -(]) und 0-0,45 ( 

Die numerischen Ergebnisse (mit der Genauigkeit £- 10-8) 

sind der folgenden Tabelle zu entnehmen: 

f»(x) 

und 

f"(x) 

/1-0. 
V0.7 

( 0.7 

VO.7 

7 008 у 
sin у 

sin у 1 0 

oos у ; 0 

f(=n) 

1.2io° 
4t610~1 

5.85872973 

2.49938091 
1.810-1 

4«610~1 

6.14662670 

2.06910924 

4.210-2 

5.110-2 

6.25911807 

3.13900360 
- 7.2,0-3 

~ 1»91Q-3 

6.28237477 

3.14139558 
2.610-4 

1.6(0-4 

6.28323308 

3.14160167 
3.6,0-7 

1.3(0-7 
6.28323428 

3.14160184 

- 1.210-12 - 3.5,0-13 

4.3 Die Abbildung 

aus /35/ hat die Rullstelle л -(q) und die ersten zwei 

Ableitungen 
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r>(x) 
/3(y2-z2) 

"[ 6yz 

I -6yz \ 
! 3y2-2zj 

/бу; -6z -6z 1 -6y\ 
f"(x) “^6Z, бу бу; -2 J* 

Ее seien е ,0 = 12( сГ^) und С = 10-8. Die folgende 

Tabelle enthält die numerischen Ergebnisse: 

f(xn) 

6.4101 

1*5102 

2,81221849 

0.98067408 
1,3101 

2»2101 
i.93001776 

0.47770111 

4.9 

5.1 

1.46703206 

0.20849283 

2.0 
1.3 

i. 20822994 

0.07161780 
7.^1 CT1 
3,110~1 

1.07218075 

0.01486748 
г.Зю-1 

5.1ю“2 

1.01480778 

0.00099844 

4.510-2 

3-1io-3 
1.00093609 

0,00000946 
2.810-З 

1»61Q-3 

1.00000433 

0.00000000 
1*310“5 
5.110-10 

0.00000000 
э.Чю-ю 
3.2,0-13 
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Rostock. Math. Kolloq. 22, 109 - 110 {1983) 05A10 

:Joachim Rudolph 

Ober eine Verallgemeinerung von Mult1nom1alkoeff1z1enten 1■ Zu­
sammenhang mit der Untersuchung von Kont1ngenztafeln 

Autorreferat der Dissertation A 

Zwei einfach-indizierten Partitionen· {111
1

, .•• ••n> und (r1, ••• ,rs)
einer natürlichen Zahl ■ llßt sich durch die Anzahl derjenigen 
zweifach-indizierten Partitionen (m11, •

• . •1s•·•· ••n1, •• ••ns>
von m, die - als n • s-Kontingenztafeln geschrieben - gerade diese

Randsummen haben, eindeutig eine .Zahl ( (
( 
m1 '• • ••n l)) zuordnen.
rl •·. • r s 

Die auf diese Weise für eine feste Partition (m1, •• ••n> von m
durch Variation über alle (r1, •• , rs) (s fast, r � 0) entstehen­
den Zeh.len warden als verallgemeinerte Multinomialkoeffizienten 
(VMK) eingeführt. Interpretationsbeispiele sind: die Anzahl der 

Lösungsmöglichkeiten gewisser diophantischer Gleichungssysteme, 
die Anzahl der Teilersyste■e einer natürlichen Zahl (Teilmengen 
einer Multi■enge), Weganzahlen in gewissen Pseudographen u. a. 
Für s •  2 erhllt man die von Sved /1/ untersuchten verallgemei­
nerten Binomialkoeffizienten, für (■1, •• ,mn) • (1, •• ,1) die
Binomial- und Multino■ialkoeffizienten. erzeugende Funktionen, 
Summen- und Rekursionsformeln lassen sich unmittelbar angeben. 
Für die verellge■einerten Binomialkoeffizienten wird die loga­
rithmische Konkavität gezeigt. Die Beurteilung der Größenrela­
tion zwischen zwei VMK aus den variablen Partitionen allein 
gilt nur für verallgemeinerte Binomialkoeffizienten (Monotonie 
1■ kleineren Partitionsteil). Aus der Abzlhltheorie von Red­
field /2/, Pblya und de Bruijn arhllt ■an eine Darstellung der 
VMK durch Faktorielle, die für (111, •• ,mn) • (1, ••• 1) in die be­
kannten Formeln übergeht. Sie ist nicht frei von Aufzählungen. 
Aufzlhlungefreie Formeln für spezielle VMK (z. B, n • s und/ 
oder Obereineti■■ung der Partitionsteile) werden zuea■■enge­
etellt. Innerhalb der ■athematischen Statistik können VHK z. B. 
1■ zue■■■enhang ■it dem exakten Test nach Fisher eine Rolle 
spielen. Sie ermöglichen hier eine Kalkulation des Rechen-
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aufwende und erlauben in gewieeen Fallen sogar eine vorzeitige 

Teatentecheldung. In der Arbeit wird ein Algorithmus zur Auf¬ 

zahlung randverträglicher Kontingenztafeln vorgeschlagen, der 

einem ln diesem Zusammenhang geschriebenen Algolprogramm fOr 

diesen Test zugrunde liegt. In diesem Programm wird der zugehö¬ 

rige VMK rekursiv berechnet. Gail und Mantel /3/ haben eine in 

der Arbeit nicht berücksichtigte Normalapproximation für VMK 

angegeben. 
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Rostock. Hath. Kolloq. B, 111 - 112 (1983) 

Konrad Engel 

06A10 
05AOS 

Hllxi■ele h-Fa■ilian in endlichen Ordnungen, Haneal-Ordnungen 
und monotone Funktionen 

Autorreferat der D1aaartat1on (A) 

I■ Jahre 1928 löste SPERNER folgendes Problem: Man beati■■e dia 
■axi■ale Hlchligkeit einer Fa■il1e paarweise bez. Inklusion un­
vergleichbarer Teilmengen einer endlichen Menge und gebe alle
max1■alan Fa■ilian an. In den letzten Jahrzehnten het eich
hiervon ausgehend eine Theorie entwickelt, Ea zeigte eich, deß
die Probleme 

e) Beati■■ung der ■exi■alen Mllchtigkeit gewisser Familien und
b) Auflistung aller ■axi■alen Fe■ilien
zwar beide ■itainendar zuaa■■enhlngen, aber beide von eigen­
atlndiga■ Intereaae sind und nicht ■it den gleichen Mitteln-be­
handelt werden können. Wir betrachten in unsarar Arbeit (endli­
che, partielle) Ordnungen P

.i:: 
mit Rangfunktion, d, h, solche

Ordnungen, für die eine Funktion r: P--+ :N existiert, ao daß
gilt: r( x) • O für alle ■ini■alen Ela■ente x in P und
r(y) • r(z) + 1, wann Y> z iat und kein w 111t y> w > z existiert.
Sei r(P) :• ■ex {r(x); X€P}, Dia Elemente vom Reng k bilden
daa Niveau Nk' und INkl heißt k-ta Niveauzahl, Eine Teil■enge
� von P bezeichnet 11an ala h-Fa■ilie, falls keine h +1 Ele■en­
te c

0
,.,. ,eh aua J'h eine Kette (c

0
< ... < eh) bilden, ERDCS,

KATONA, KLEITMAN u ••• lösten das Problem a) für h-Fa■ilian in 
gewissen Ordnungen. Das Proble■ b) wurde nur fOr 1-Fa■ilien in 
aahr speziellen Ordnungen-gelöst {SPERNER, KATERINOCKINA, 
CLEMENTS, GRIGGS)� In unserer Arbeit lösten wir daa Proble■ b) 
fOr h-Fe■ilien ■it einer neuen Methode in einer allge■einen 
Fore, eo daß sich daraus alle uns bekannten, schon früher er­
zielten Resultate, die daa Proble■ b) fOr 1-Fa■ilien betreffen, 
folgern lassen. Dia Ordnung P< heißt [o<.,ß)-nor■al, wann

fAI INkl-1" /R(A)I INk+ii-1 fOr beliebige A•Nk und k € [O,r(P))
gUt und Gleichheit nicht fOr kt[o<.,ß) und 131'A�Nk eintritt.
Hierbei iat R(A) die Menge der Elemente aus Nk+J' die ■it we-
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nlgstene eine* Element aus А vergleichbar sind. Oie Niveauzah¬ 

len von P< sind(cC,ß)-logarlthmiech konkav, wenn 

|Nk)2» IN|<_1l f0r beliebige k£(0,r(P)) gilt und Gleich¬ 

heit nicht für к £(o(,ß) elntritt. 
Satz: let P [oC,B)-nornal und hat P< (ot,B)-logarlthalsch konkave 

Niveauzahlen, so gibt es höchstens 2 maximale h-Fanllien 

(h^B-atl), und diese können konkret angegeben werden. 

Im folgenden Satz werden Ergebnisse von HARPER, HSIEH, KLEITMAN 

und CLEMENTS verschärft bzw. verallgemeinert. 

Satz : Sind Q1<t...,Qn< (n * 2) 0 -normale Ordnungen mit (O.r(QJ)- 

logarithmiech konkaven Niveauzahlen und gilt r(Q^)6 ... 4 r(Qn), 

so 1st P. := // Q. . eine [Ä,B)-normale Ordnung mit (oc.B)-loga- 
< i-1 1 

rlthmisch konkaven Niveauzahlen, wobei ос« rfQj) + ... + r(Qn_1) 

und 6» r(Qn) gilt. 

Oie vorliegenden Ergebnisse werden auf spezielle Ordnungen, 

nämlich den Booleschen Verband, projektiv lineare, affine und 

modulare geometrische Verbände, den Verband dar Teilquader ei¬ 

nes Quaders, Kettenprodukte und Grlggs-Ordnungsn angewandt. 

In Teil II der Arbeit behandeln wir folgendes Problem 

(KOROBKOV, HANSEL, ALEKSEEV): Es sei bekannt, daß f eine mono¬ 

tone Funktion von der Ordnung P. ln die Ordnung Q,. 1st, jedoch 

seien die Werte von f noch unbekannt. Wir bestimmen für gewisse 

Ordnungen P< und beliebige Ordnungen Q< die minimale Anzahl 

derjenigen Elemente von P, für die sin bester Algorithmus die 

Funktionswerte berechnen muB, damit ermittelt werden kann, um 

welche konkrete monotone Funktion es sich handelt. 

elnaerelcht; 02. 07. 1981 verteidigt: 06, 11. 1981 
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Rostock. Math. Kolloq. E, 113 -114 (1983) 

Barbara Schultz 

20L05 

20L10 

Ober die .induktiven Gruppoide der partiellen Automorphismen von 
Algebren einiger ausgewlhlter Klassen 

Autorreferat der Oissertetion B 

Die Iso■orphis■en zwischen den Unteralgebren einer Algebra bil­
den bezOglich ihrer HintereinanderauefOhrung und bezüglich 
ihree Induzieren• ein induktives Gruppoid im Sinne von Ehres­
■ann, das induktive Gruppoid der partiellen Au·tomorphiemen der
Algebra. Für eine Algebra A bezeichnen wir das induktive Grup-·
poid von� durch L(�) . -
oer Begriff des Ieoaorphie■ue ist ein zentraler Begriff der Al­
gebra. So wie deT Begriff dea Morphiaaus zum·Begriff der Kate­
gorie fOhrt, führt dar Begriff des Isomorphismus zum Begriff
das Gruppoids. Stallt ■an sich die Frage, ob ein Isomorphismus
zu einem anderen fortaatzbar ist, kommt man zum Begriff des in­
duktiven Gruppoida. Stellt man sich die Frage, ob mehrere ver­
trigliche 1s011orphie■en zu einem neuen Isomorphismus gemeinsam
fortsetzbar sind, eo kommt man zum Begriff dar Vollständigkeit
eines induktiven Gruppoids.
oae induktive Gruppoid [(�) ist genau dann vollständig, wenn
jede kompatible Untermenge von[(�) bezüglich der Halbordnungs­
relation von[(�) nach oben baachränkt ist.
Die Vollständigkeit von ,C(�) ist abhängig von den definierenden
Operationen von�. Für jede direkte Familie 
f • (,!l,(��

;\ EA'(�Ap)A.,f'E:A,,l,,-..), für welche die Funktionen

g:>Au mit lt,f'e/\ und A1' I' almtlich eineindeutig 81nd, gilt:

Des induktive Gruppoid das .direkten Limes von f ist genau dann 
vollstlndig, wenn die induktiven Gr�ppoida [(ß

il
) allmtlich voll­

atlndig aind. Ale Folgerung ergibt a1ch der Satz von Michlar 
und Schrackenberger,_. daß [(�) fOr jede Alg�bra � genau dann 
vollatllndig iat, wann!'.(!!) fOr jede endlich erzeugbare Unteral­
gebra!! von ß vollatlndig iat. 
FOr beliebige Fa■ilian (f>A.e.A induktiver Gruppoida ist daa di­

rekte Produkt X C,i. genau dann vollatlndig, wann C, für jadaa
Af.A-,. -,. 
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Дел vollständig ist. 

Für Jede Familie (A^)^ & А endlicher typgleicher Algebren, denen 

Gruppen unterliegen, gilt folgender Zerlegungssatz: 

Sind die Ordnungen der Ал paarweise teilerfremd, so ist 

r<J8 A-) s X RA.). Dabei bezeichnet SS A. das einge- 
— ЛеЛ—л Дел1-л Лел~л 

schränkte direkte Produkt von (АХ)Д£Л. 

Folgerungen: Sind die A% für jedes Лед Gruppen bzw. Ringe bzw. 

Multioperatorgruppen bzw. T~-Operatorgruppen bzw. V-Operator- 

ringe gleichen Typs, so ergeben sich Zerlegungssätze für diese. 

Für Jede endliche Gruppe G 1st £(G) genau dann vollständig, 

wenn £ eine zyklische Gruppe oder direktes Produkt einer Klein- 

schen Vierergruppe und einer zyklischen Gruppe ungerader Ord¬ 

nung ist. Für Jeden endlichen zyklischen Ring R ist £(R) voll¬ 

ständig. Für Jeden endlichen Ring £ ist Г(£) genau dann voll¬ 

ständig, wenn Г(£') für jede Primärkomponente R' von R voll¬ 

ständig ist. Die Induktiven Gruppolde Г(К) für endliche Körper 

К sind vollständig. 

Abschließend beschäftigen wir uns mit der Frage, inwieweit Al¬ 

gebren durch ihre induktiven Gruppolde bestimmt sind. Eine Al¬ 

gebra А einer Klasse S (S-Algebra) 1st genau denn durch ihr in¬ 

duktives Gruppold bestimmt, wenn für jede S-Algebra В aus der 

Isomorphie von Г(А) und Г(В) die Isomorphie von А und В folgt. 

Oie Frage wird insbesondere für endliche Gruppen untersucht. 

S-Algebren sind i. allg. nicht innerhalb S durch ihre indukti¬ 

ven Gruppolde bestimmt. 
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Rostock. Math. Kolloq. B, 115 - 116 (1983) 20F20 

JOrgen Wisliceny 

Zur Darstellung von Pro-p-Gruppen und Lieschen Algebren durch 
Erzeugende und Relat·ionen 

Autorreferat der Dissertation B 

Ist G eine endliche p-Gruppe, d (• dimF H1 (G)) ihr Erzeugenden-
2 p 

, rang und r (= di11F H (G)) ihr Relationen rang im Sinne der Prä-
p 

sentation als Pro-p-Grupp9, so besagt dar Satz von Golod-. 
Safarvil (1964) in der Verschärfung von E. B. Vinberg (1965) 
die Gültigkeit von 

r 1 
-:-2'

>
·4•d 

(1) 

A. J. Kostrikin (1965) und H. Koch (1975) konstruierten Serien 
r 1 endlicher p-Gruppen, bezüglich derer lim inf -:-2' " '! bzw.

r 1 11■ inf -:-2' � '! nachgewiesen wurden . Als bislang ungelöstes
d 

Problem stellte �ich da■it die Frage nach der Existenz einer 

Serie endlicher p-Gruppen ■it 11■ inf-½ a ¼, also die Frage 
d . 1 

nach der Opti■alität des Wertes 4 in der Abschätzung (1).

Das Hauptergebnis der Arbeit ist die positive Beantwortung die­
ser Frage. Zunächst wird für einen beliebigen Körper K in der 
freien K-Liealgebra L(n) über X• {x1 .••• ,xn } eine Relationen­
■enge R(n) • {ri,j :l"i<j"n j durch

ri,j :• L xi+r(j-i+l)xj+r(j-i+l) 
erklärt, wobei die Su■■ation über alle r e Z mit 
1" i + r(j - i  + 1)" n und 1" j + r(j - i+l) "n erfolgt.,

Beispiel: R(6) • { x1X2 + X3X4 + X5X5, x2x3 + X4X5• xlx3 + X4X5,

X
2

X4, X3X5, x1 x4. X2X5, X3X5, X1X5, x2x6' xlx6}·

FOr n � 2 erhält ■an 

n2 n 7+ (-lln
. 1 R(n) 1 • T + � - ---"""n---, 115 



Bezeichnet I(n) das von R(n) in L(n) erzeugte Ideal, so gilt der 

Satz 1: Die Liesche Algebra L(n)/I(n) ist nilpotent. 

Ausgehend von den Relationen r^ ^ wird ln der freien Fp[y]-Lie- 

algebra JZ(X.) eine Relationenmenge Ä(n) aus Relationen der 

Form 

г 
i.j 

(i.j) УХ. (1 <i * j * n. g/l"]) £ Fp) 

betrachtet. Es wird nachgewiesen, daß die Koeffizienten g^1'^ 

so gewählt werden können, daß die entsprechende Faktoralgebra 

eine endliche Fp[y]-Liealgebra wird. Die Ergebnisse über Lieel- 

gebren führen zu Ergebnissen über Pro-p-Gruppen auf der Grund¬ 

lage des Zusammenhangs zwischen Pro-p-Gruppen und Pp[y]-Lieal- 

gebren vermöge der p-Zentralreihe. Ist p eine Primzahl (/2) 

und G eine endlich erzeugte Pro-p-Gruppe, so kann das zur 

p-Zentralrelhe (Gn)neN (G^«G. Gn+1«GnP(Gn,G)) gehörige gredu¬ 

ce oo 

ierte Objekt gr G 5sr"c bekanntlich als 

Fp [y]-Liealgebra auf gefaßt werden. Das Relationensystem &(n) 

läßt sich in ein Relationensystem H(n) für die freie Pro-p- 

Gruppe F(n) umsetzen, so daß beim Obergang von der entsprechen¬ 

den Faktorgruppe G(n) zur Fp[y]-Liealgebra gr G(n) Identitäten 

entstehen, die den Relationen aus Ж(n) entsprechen. Aus der 

Endlichkeit der durch ®(n) bestimmten Faktoralgebra folgt die 

Endlichkeit der Pro-p-Gruppe G(n). In dieser Welse ergibt eich 

unter Beachtung von (2) der 

Satz 2: Es gibt eine Folge endlicher p-Gruppan G(n) mit 

d(G(n)) » n und 

lim r(G(n)l 
n-»cod(G(n)) 

1 
%• 
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Rostock. Math. Kolloq. B, 117 - 118 (1983) 

Manfred Bartko 

62K05 

Versuchsplanung fOr Schätzungen im gemischten Modell der 
linearen Regression 

Autorreferat der Dissertation A 

Das Modell 

(1) 

wird als "gemischtes Modell der linearen Regression" bezeichnet. 
Dabei sind p,q nichtnegative ganze Zahlen, lx1, ••• ,x} die ein-

• p 
stellbaren Regressoren, (!,1, ••• ,=q) der Nq(f-L,�)-verteilte zu-

fällige Regressor und.! ein N(0,52)-verteilter und von 
(!_1, ••• •=ql' stochastisch. unabhängiger, zufälliger Fehler.

{B
0
, ••• ,BP, ?1, ••• ,Yq} ist der Vektor der unbekannten Regres­

sionskoeffizienten, und �x stellt die Familie der Regressanden
dar . Nach der Methode der kleinsten Quadrate schätzt man die 
Regressionskoeffizienten erwartungstreu durch die Schätzfunk­
tion 

O) • [(XI�)' (Xl�)]-
1

(XI�) '!x• (2) 

wobei !x• � und X Matrizen der Formate (nxl), (n><q) bzw. 
(n" (p+l)) sind. 
Es wird gezeigt, daß die Kovarianzmatrix der Schätzfunktion (2) 
für n�p+q+3 existiert und die•Qestalt 

n-p-q-2 

hat. 
Liegt ein gemischtes Modell vor, so wird das entsprechende Mo­
dell mit q • O ala "Modell-I-Anteil • bezeichnet. Zur Problematik 
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der optimalen Allokation wird dann ge¬ 
zeigt, daß ln der Klaeee dar diakreten und konkreten Verauche- 
pläne vom Umfang n (n beliebig, aber feet) gilt: Die C-.A-.D- 
und G-optimalen Pläne elnee gemiechten Modelle der linearen Ra- 
greseion eind identisch mit den C-.A-.D- bzw. G-optimalen Plä¬ 
nen des Modell-I-Antells dieses Modelle. Aus Genauigkeitaforda- 
rungen für die Varianz der Schätzfunktion (S' )e (сc Rp+4,fl) , 
das arithmetische Mittel der Varianzen von [8' ,jj'j , den Erwar- 
tungswert des Quedrates der Breite des Konfldenzintervallee für 
einen Regresslonskoeffizlenten, die maximale Varianz der Schät¬ 
zung der Regressionsfunktion über einem Prognosebereich bzw. 
den maximalen Erwartungswert des Quadrates der Breite des Kon- 
fidenzintervalles für die Regresslonefunktion Ober einem Pro¬ 
gnosebereich werden Ungleichungen zur Stichproben¬ 
umfangsplanung abgeleitet. 
Oie Kosten eines Versuches sind von der Anzahl der Einzelver¬ 
suche und von der Lage der Versuchspunkte abhängig. Am Bei¬ 
spiel des Modells (1) mit nur einem im Versuchsbereich 
[Xu.XoüoR1 einstellbaren Regressor (p»l), einer linear von der 
Lage der Versuchspünkte abhängigen Kostenfunktion und der Be¬ 
schränkung der Varianz der Schätzung für ß^ als Genauigkeits¬ 
forderung wird ein Problem der kostenoptimalen Vereucheplanung 
bearbeitet. Es ergibt sich, daß die diskreten kostenoptimalen 
Pläne das Spektrum [*u>x0j besitzen. Ein nichtllnearee Glei¬ 
chungssystem für die Teilstichprobenumfänge n* und n* wird an¬ 
gegeben. 
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Rostock, Math, Kolloq, �. 119 - 120 (1983) 6!5N30 

Tranduy 0o( 

Approximation einer Variationaungleichung zur Greenachen 
Funktion 

Autorreferat der 0ieeertetion A 

Ea aei .Il ein beachränktea Gebiet de■ RN und G die Greanache 
Funktion dee Dirichletproble■e f0r den Lepleceoperator -t:.. Ee 
ist eine Funktion t• zu find_en, ·for die dae Skalarprodukt (Gf,f) 
eein Mini■um anniaunt unter den Nebenbedingungen f � K n E

8
: 

j(Gf,f) • ½ f JG(x,y)f(x)f(y)dxdy __,. Min , (1)' 
.nn f«KnE.•U 

Die Au fgabe wird betrachtet über dem Hilbertraum L2(!l.) bzw. 

H-1cn). Ee sei: 
K •{f.(x)c:L2(O):-1'f(x)'0 f,O,inn.}. 

e
8 

• {f C·x) � L2(n) : J f(x)'lf(x)dx • e}.

Hierbei iet \jf(x) eine Obern positive har■onieche Funktion, 

Der Parameter e ist aus dem Intervall -J o/(x)dx, i 60 zu wäh­

len, Bekanntlich leeeen eich die Lösungen von (1) durch die 
Variationsungleichung 

<<p-f* ,Gf11) � 0 für alle <p aus U (2) 

bzw, durch 

. <q>-f* ,Gf") + A(<p-f" ,V) ilt 0 für alle g, aus K (3) 

charakterisieren. 
oae Hauptaugenmerk der Untersuchung wurde auf die numerische 
Approxi■ation bzw, auf das Finite-Ele■ente-Verfahren gerichtet, 
Mit de■ Ansetz 

f • L fvXn 
V 

(4) 

führt die Aufgabe auf 
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(5) ^( Gf , f) ■ ^( A f , f ) -> Min , 

f £ Rn .-1*^*0 

(f ,\|/) ■ s 
wobei Ac(By^) eine (n x n)-Matrix 1st. 

Satz 1: Der Lagrange-Multiplikator X ln (3) ist eindeutig be¬ 

stimmt. Es ist Л > 0. Ferner gilt 

u* = Gf* + lf » 0 in CI und f" = -%^+. 

Hierbei ist X^+ die charakteristische Funktion der offenen 

Menge П* = Jx а П: u*(x)> 0}. 
Das numerische Verfahren für die Bestimmung der Lösung von (5): 

Es bezeichne fjj » u” sowie 

-1.1 
" (U ,-1'i6RnnK SU"-1'1. <“?• * » » ии 

. m-1, 

Ferner werde Xn. gra > 0 und um”*£Rnr\K gewählt. Man bestimme 

dann um durch die n folgenden Minimalaufgaben zur Lagrange- 

Funktion L des Variationsproblems (1): 

.*-1.1 « ,,"-1.1. L(um-1'i.Xn|)Ä L(vra-1-1.Xn) Vv“ *'*e и” ‘“ПК. 

Aus u° wird weiter Лш+1 wie folgt berechnet: 

- Am + V> -*)' 
Auf Grund von notwendigen Bedingungen führt die Aufgabe zu 

1»2»..»#n* (6) 

Die Lösung der Aufgabe (5) 1st die Projektion von u" auf K. 

Sie ist wie folgt definiert: 

u" » max(-l,rain(ü™,0)). 

Satz 2: Mit passendem ist der Algorithmus (6) konvergent. 
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Hinweise fOr Autoren 

Manuskripte (in deutscher, ggf. auch in russischer oder engli­
scher Sprache) bitten wir, an die Schriftleitung zu schicken. 
Die gesamte Arbeit ist linksbündig zu schreiben. Eine Ausnahme 
hiervon bilden hervorzuhebende Formeln und das Literaturver­
zeichnis. Der Kopf der Arbeit soll folgende Form haben: Rostock. 
Mäth. kolloq. /Leerzeile/ Vorname Name/ Leerzeile/ Titel der 
Arbeit/ 1 Zeilenumschaltung/ Unterstreichung/ Leerzeile. Der 
Text der Arbeit ist.aineinhalbzailig (a 3 Zeilenumschaltungen) 
zu schreiben mit maximal 63. Anschlägen ja Zeile und maximal 37 
Zeilen Ja Seite. Zwischenüberschriften sind wie folgt einzuord­
nen: 6 Zeilenumschaltungen/ Zwischenüberschrift/ Unterstrei­
chung (ohne Zeilenumschaltung)/ 5 Zeilenumschaltungen. Hervor­
hebungen sind durch Unterstreichen und Sparren möglich. Ankün­
digungen wie Satz. Definition. Bemerkung, Beweis u. a. sind zu 
unterstreichen und mit einem Doppelpunkt abzuschließen. Vor und 
nach Sitzen, Definitionen u. A. ist ein Zeilenabstand von 5 Um­
schaltungen zu lassen. Fußnoten sind möglichst zu vermeiden. 
Sollte doch davon Gebrauch gemacht werden, so sind sie durch 
eine hochgestellte Ziffer 111 Text zu kennzeichnen und innerhalb 
de• oben angegebenen Satzspiegels unten auf dar gleichen Seite 
anzugeben. Formeln und Bezeichnungen sollen möglichst ait der 
Schreibllaschine zu schreiben sein. Hervorzuhebende Formeln sind 
drei Leerzeichen einzurücken und mit 6 Umschaltungen zu11 übri­
gen Text zu schreiben. FormelzAhler sollen a11 rechten Rand ste­
hen. Der Platz für Abbildungen ist beim Schreiben auszusparen; 
die Abbildungen selbst eind in der dem ausQaspartan Platz ent­
sprechenden Größe gesondert nach TGL-Vorschrift auf Transpa­
rentpapier beizufügen. Dar zugehörige Begleittext ist ia Manu­
skript aitzuschraiben. Sein Abstand nach unten beträgt 5 Um­
schaltungen. Literaturzitate im Text sind durch laufende Nu11-
aern in Schrlgstrichen (vgl. /8/, /9/ und /10/) zu kennzeich­
nen und am Schluß dar Arbeit unter der Zwischenüberschrift Li­
teratur zuse1111anzustellen. 

--

Beispiele: (ZeitschriftanebkOrzungen nach Meth. Reviews) 
/B/ zariski, o., end Samuel, P.: Commutetive Algebra. 

Princeton 1958 
/9/ Steini tz, E. : Algebr·aische Theorie dar Körper. ;J. Reine 

Angaw. Math. 137, 167 - 309 (1920) 
/10/ Gnadanko, B. w.: O'öir die Arbeiten von c. F. Gauß zur 

Wahrscheinlichkeitsrechnung. In: Raicherdt, H. (Ed.): 
C. F. Gauß, Gedenkband anläßlich das 100. Todestages.
s. 193 - 204, Leipzig 1967

Die Angaben sollen in Originalsprache erfolgen; bei kyrilli­
schen Buchstaben soll die bibliothekerischa Transkription 
(Duden) verwendet werden. 
Aa Ende dar Arbeit stehen folgende Angeben zum Autor und zur 
Arbeit: eingegan3an: Datua/ Leerzeile/ Anschrift das VarfaesarsV
Titel Initialen er Vornamen Name/ Institution/ Struktureinheit/ 
Straßa Hausnummer/ Land Postleitzahl Ort. 
Der Autor wird gebeten, eine Korrektur des Durchschlags vom 
Offeetaanuskript zu lesen und dabei die 11athematiechan Symbole 
einzutragen. Fernar sollte er 1 - 2 Klessifizierungenu11mern 
(entsprechend dar "1980 Mathamatics Subject Claesification" dar 
Math. Reviews) zur inhaltlichen Einordnung seiner Arbeit angeben. 
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