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Konred Engel

About the number of peire of elemente of E: which dietencee
heve given veluee II

Let E: be the eet of ell n-tupele x = (xi,...,xn) of neturel

nusbere with x, €{0,...,k-1} for ell 1€{1,...,nf. Further let

n
Q(x.y) := E. ‘xi-yil be the Menhetten metric on E:. For a given

reel number d we define Ry n(k) and s, n(k) to be the number of
peire (x,y) of elemente of E: for which g(x.y) ie equel to or
not greeter then d, reepectively. Obviouely,

Rd,n(k) =0 1ff d £ {o,...,n(k-1)},

: (1)
Sd,n(k) = ; Ry,n(k).

In /1/ it 1s proved thet
n
Fo, k(%) = (ks2(k-1)x+ 2(k-2)x" +... s2x*"2) (2)

ie the genereting function of the numbere R1 n(k). Further

there wes proved thet for fixed n end d = cn(k-1)

s Kk n_win(m, [cn n, m

o T o B e o
([x] denotee the lergeet integer not greeter then x, end c 1ie
en erbitrery reel number), More exectly, one muet eey thet (3)
ie en immediete coneequence of Theorem 2 of /1/ eince there the
result wee given in e bit different form, ’
The limit coneidered ie of intereet eince it givee "for lerge k
the retio of the numbere of peire of elemente of E: with e
dietence not greeter then d = cn(k-1) to the number of ell
peire (for c=0 end c= 1 we heve the emelleet end greetest pos-
eible dietence, reepectively). In order to complete these in-
veetigetione we will prove the following two theorems,



Theorem 1: If d = cn(k-1), then

o, 1f c<53"'%.

S (k)

d,n 1 k+1
lim —yo— = { 7. if c = =5 (k fixed)
nyo k 4

1, if c>-'§g*.

Theorem 2: If n = n. tends with k to infinity and if
d = cnk(k-:l), then

(o0, 1fc<d,
1 1f o = & and %
-4 c !ll‘\ k1—b0,
s, . (k)
d,n n
!k 1 k
lim = (-V2g), if ¢ and —4q,
K> @ k!nk ﬁ ¢ 3 :2 9
n
0, ifc-éand;‘é-»m,
LJ., if ¢ >%, :
s X uz
where @(x) T /e'! du,
var /g,

In all what follows é(x) is the function defined above. First
we will prove the following

o ream——

Lemma 1: Let {gn} be a sequence of random variables and let
Fa(Xx) be the distribution function of cn (n=1,2,,..). Further

let {_x"j be a sequence of real numbers with lim x_=h
n
(h=2%o00 is admitted)., If »®

n]-.:.:) Fa(x) = $(x), then n];i:oP(Cnixn) = §(h).

Proof: We only consider the case that h is finite, The cases
h = * oo can be settled analogously.
Fix £ > 0 and take d such that

$(h+d) - P(h) < & end $(h) - $(h-d)< &. (4)

Further choose n, such that for n>n,

h-§ < Xp< h+d, (s)
6



[P(z,<h-6) - d(h-d)| <&,

[P(L, <h+d) = §(hed)|< &, -
From (4) and (6) it follows that

| (L, <hd) - §(h)] <E. (7)
Because of (5) we have for n> o

P(§,<h=d) € P(L, €x.) ¢ P({ <h+d). , (8)
From (7Y and (8) we obtain

1P, $x,) - &(h)[<E. Q.E.D,

Proof of Theorem 1: Let {gn} be a sequence of independent

discrete random variables which all have the probability
distribution

P(f, =0) = :"z

P(E,=3) = i‘-l"‘ill (d€fl,....k-1}, n=1,2,...).

Wo put § := §, +... +F . Becsuse of (1) and (2) we have

S, (k)
—dign_ - P(In‘d)'

Obviously, 2
M(gn) - ‘k-i”k#l! and Dz(cn) - ‘k-l“k*is‘k +2..

18k

(M() and Dz(r) here always mean the oqucied value and va-
riance of the random variable §, respectively).

EaM(E)
B(E,)

Set ;: im and let F (x) be the distribution function

of C:. By the Central Limit Theorem (see /2/, p. 363), we have
lim F (x) = §(x). Further it is
n- oo

d-mM(&)
P(L,6d) = P(LK - n.



If d=cn(k-1), then

d-M(,) 18k 2 (k-1 K+l
= V_‘ . - - .
n ; (k+1)(k"+2) b -31?)

The last term tends to - oo, O, +00 if c<1?rl-, c--'?%,

and c»> 1‘3'%, respectively. From Lemma 1 we now obtain the result
given in Theorem 1. ‘ Q.E.D.

Now we will prove a lemma which is a consequence of a Central
Limit Theorem for sequences of series of random variables. This
is of interest for combinatorial problems since the conditions
in it can be verified very easily.

Lomma 2: Let {7""; n=1,....0, k-1.2....} be a sequence of
series of random variables that are independent within each
series and take on there only values of the interval
[ak,bk](i. e, P(7kn<ek) = P(?lkn>bk) =0). Further let

‘ "k
2 2
B = Zm 0" (kn) -

n,
k -
Ey = & 2 Qen™qin))

and F, (x) be the distribution function of ;k'
1
. If there exists a constant C such that

bk -8y c . :
15-(—)-<
Tkn . (%)

and if n, tends with k to infinity, then klin kax) = §(x).
. —00

Proof: By Theorem 4 in /2/, p. 369,1it holds 1lim F, (x) = §(x)
k—>o0 K

if the fo}lowing condition (the Lindeberg condition) is satis-
fied:

n

k
lim E /xzdFkn(x) = 0 for every fixed £>0,
k—>0 n= |XI>E ;



=MNn)
where Fkn(x) is the distribution function of u,

6k
(Exchange n and k in /2/, p. 369 and choose gkn :m 1-“‘?",
k
D(’Tkn) Mwkﬂ)
kn :® -—5,':—. Mn 3= -—6;_') Further let Pkn = M(’Ikn)‘ If

Gkn(x) is the distribution function of Txn® then

X -
SunlX) = Fnl—ak).

Hence and because of
0, if y € a .

Gpnly) =
kn 1, if y > by

the Lindeberg condition is equivalent to

lim E dG = 0 (for every fixed
k=2 5 n= ] (vy- Fk") kn(Y) y Y €>0),
k I n(€)

where
Tia(€) = {y € [a,.0d i ly-pyq > €6,
We shall show that Ikn(E) =@ (n=1,,.,. '"k) if k is sufficient-
ly large. Then all is done. For ye¢ [ak,bk] we have
ly 'f"knl.‘ b, -a,.
Because of (9) it is bk-ak< C'D(7kn)' hence

[+
bk -Bk< —n—- sk.
Thus, if k is sufficiently large,

- cs,
1Y =Pnl< s € €6y

since n —® as k—o00, Q.E.D.

Proof of Theorem 2: Similar to the proof of Theorem 1, take Tkn
in Leama 2 such that

P(n =0) = -z' POkn= ) -—‘-741 (J€{lren. ko], =1,
ceeam k=1,2,,.0),



with a, =0 and bk = k-1 we have

b, -a 2

k__k V—L—)—z——“"1 18k _,Vi8 ae k—oo

5kn) (k+1) (k“+2)
Thus, the condition (9) in Lemma 2 is satisfied and consequent-
ly lim F(x) = §(x). We have

k— o

sd,n (k)

k
—k'za'k— = Plpa *ees #lgn, €9 = PSS X
where
Nk

d - M
; (7kn) \

Xk = 6,k .

With d = cny (k-1) it holds

2(k=1
- k =1)= .
m « Vikiae-3-23 Yool e

If c<-§ and c>§, we have x, - - 00 and X =+ 00,
respectively, Take the case c = é.

n 0 )
If lin — = ) g, then lim x, = (- VZg.
k—>o00 k 00 k—o® -G

Now our result follows from Lemma 1.
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J0rgen Ro8mann

Dae Dirichletproblem fir stark elliptische Differentislglei-
chungen, bei denen die rechte Seite f zum Raum w‘k(c) gehdrt,
in Gebieten mit konischen Ecken

O. Einleitung

W, A, Kondraetjev entwickelte in /S/ eine Theorie fir ellipti-
sche Randwerteufgeben

Ltu = ; as(x) DBu =f in G,
Bl $2m =

8
B, -Isgj b{ (x) 0% = g, euf I (3=1.2.....m)

in Gebieten mit konischen Ecken, bei denen die rechten Seiten

1
fmd%zuhn&thuunﬁm)mdwdmﬁ-ﬂﬂbm.m

k#ZI—IJ -%

den gewichteten Sobolevr&umen m&(c) und Wy (') (k>o0,

lJ €2m-1) gehdren, Eine entsprechende Theorie in den zu LP(G)

gehdrenden gewichteten Sobolevrédumen entwickelten W. G. Mazje
und B, A. Plemenavekij in /7/ und /8/. H., Blum und R, Rennacher
gelang ee in /2/, die Ergebnisse von W, A, Kondratjev auf in
der Plattentheorie auftretende Randwerteufgaban fir den bihar-
monisahen Operator zu Obertragen, bei denen die rechte Seite f

zum Reum WX(G) (k »0) gehdrt.

In dieser Arbeit wird varsucht, dieee Ergebnieee im Fall dee
Dirichlatprobleme auch auf allgemeinere elliptische Operatoren
zu Obertragen,

Wir setzen voraue, daB der Operator

L(x,D) = DB
(x.0) leg_ ag (%)

stark elliptisch in G iat und daB die Koeffizienten ag(x)



zum Raum COO(E) gehéren, G sei ein beschrénktes Gebiet mit
stilckweise glattem Rand [" und einer konischen Ecke im Koordina-
tenursprung, d. h., in einer Umgebung Ix| < R des Koordinaten-
ursprungs besitze der Rand [ die Darstellung

\

i i
xﬁp a E ay i x11...xn2;1, (1)
ig+e. o7, g=2p 170 rinea :

wobei die rechte Seite eine positive Form ist,

Bemerkung 1: Wir koénnen sogar zulassen, daB " in einer Umgebung
des Koordinatenursprungs die Darstellung

i i
2p 1 n-1 .
D I A Y (1)

mit @(Xqseee Xy q) ec°°(R"'1), igl= 0((x§+...+xﬁ_1)p) besitzt,

denn in /4/ wurde von W, A, Kondratjev bewiesen, daB sich ein
Gebiet mit der Randdarstellung (1') durch einen Diffeomorphis-
mus in ein Gebiet mit der Randdarstellung (1) iberflhren l#Bt,

Wie in /2/ und /5/ wird zunéchet die L&sung in gewichteten So-
bolevréumen betrachtet, Dabei bezeichnet u&(c) den gewichteten
Sobolevraym mit der Norm

1
' 2
flul sfull . -(.( rﬂ-z(k-lﬁl)los d z.
wt(s) k,a;G G';‘k ul  dx)

WZ(G) sei die AbschlieBung von Ci:(s) bez, der Norm lelly .6
und w:a(G) sei der Dualraum zu Wg(G). Die Norm in WZEKG) be-
zeichnen wir mit ll-l_, ... Fir ﬁg(s) = wg(c) schreiben wir

auch Li(G).

Wir betrachten das folgende Dirichletproblem

L(x.D)u = Z ag(x) D% = f 1in G,
18] =2m

u | g (5u0.1 5y et I (2)
3;3 = 3=0,1,....,m=1) au S

14



(Die Randbedingungen beziehen sich hierbei nur auf die glatten
Teilstiicke von I'.)

Wir ordnen jedem Multiindex B = (81,52,... ,Bn) einen Multiindex
B* = (B3.B5,...,B0) mit

B' £B (d, h, B; £ 8, fir i=1,2,,..,n) und
i i (3)
|Bl-m £|B'| € m

Zu, Dann ist

auv) = | g; (-1) 81 088" upB" (aq (x)v) dx (4)
GIB m

eine zu L(x,D) gehérende Bilinearform, Aus der Schwarzschen Un-

gleichung und der Beschrénktheit der Funktionen ag(x) sowie de-

ren Ableitungen folgt die Stetigkeit von a(u,v) auf Wm(g)xv'("'(e)
-

bzw, w;“L(c) X W'_‘u_(c).

Der Aufgabe (2) entspricht das Variationsproblem

a(u,v) = <F,v> Yvel®™(G) baw, (5)
a(u,v) = &<F, v Vveﬁf“(G). ) (5')

wobei ue W G) bzw, usW"(G die gesuchte Lbsung ist. Dabei be-
o

deutet <f,v> mit fe W ™(G) bzw. fecWi"(G) die Anwendung des
Funktionals f .auf die Funktion v,
Es sel G, ein unendlicher Kegel, dessen Rand [y die Darstellung

(1) hat, G = {x €6y:Ix) <R} und Go, = {x€Gy:IxI<R'} (R'<R)
Selen Gebiete, die in G NG, enthalten sind,
Wir erhalten folgendes Ergebnis:
u eﬁ':((;) sei Ldsung des Variationsproblems (5') mit
few;™ke) (kef1.2,....m}).

1, Es gelte
a) k = 1 oder
b) ag(x) = const. fir 18I=2m, ag(x) = O far 2m-k<|Bl€2m-1,

Auf den Geraden ImA = ﬂ“—'z%m mbgen keine Pole von

R(2) liegen, Dann gilt
15



8=0

k,-1
RN
u-; aJsr 1n r'q;Js(w) +w in Gp,
mit wewz*k(GR.). Dabei sind hJ die Pole von R()A) aus dem

Streifen h = '—‘%’—'ﬂ < ImA < h+k, 84e sind gewisse

Konstanten und !.pjs(w) beliebig oft differenzierbare

Funktionen der Winkelkoordinaten w= (Wj,..., W, 4).

X (or- -
2, Auf den Geraden ImA = —ME-)LZ'" und im Streifen

h = :-(d—'—z-s-)-ﬂ < Im) <h+k mdgen keine Pole von R(A)
liegen, Dann ist ueW:+k(GR.), und es gilt

Nuit & c(lIfl + llul

m+k,0;Gp, -u+k,o(;GR I,OL;GR)'

Flir o = O erh&lt man entsprechende Aussagen in gewdhnlichen
Sobolevréumen,
Hierbei ist R(A) der Resolventenoperator einer parameterabhén-
gigen Randwerteufgabe der Gestalt

. P~
a oyd T g ,
';m ms;-J (@) BNy " %o
2 (6)
Mg
aw;,‘ = 0 auf 3D, far 17Ism-1, )

Diese Randwertaufgabe erh&lt man aus der Aufgabe

Lo(0.D)u -|Bgn eg(0) 0% = £ 1n G,

lu
vl

(7)
= 0 auf l“o\{o} (j=0.1,...,m-1),

indem man die Transformation in Polarkoordinaten (r.w) und die
Transformation T = ln% durchfdhrt und euf die dadurch erhaltene

Randwertaufgabe die Fouriertransformation bez, T anwendet. Der
Resolventenoperator zu (6) ist bez., A eine meromorphe Funktion.
Eine susfiihrliche Beschreibung dieses Operators findet man z, B.

in /7/ und /8/.
16



In den beiden ersten Abschnitten betrachten wir zunéchst das
Dirichletproblem fir spezielle elliptische Operatoren im un-
endlichen Kegel Gy. Im 3. Abschnitt wird die Aufgabe (2)- im be-
schrénkten Gebiet G betrachtet. Auf die Ergebnisse der ersten
beiden Abschnitte wird dadurch zurickgegriffen, daB die Koeffi-
zienten ap(x) € c® (T) auBerhalb einer hinreichend kleinen Umge-
bung des Koordinatenursprungs zu Funktionen Se(x) ec® (Ty)
fortgesetzt werden, die den Bedingungen (13) - (15) aus dem 2,
Abschnitt genigen,

1, Die homogene Aufgabe mit konstanten Koeffizienten im unend-
lichen Kegel

Gy sei ein unendlicher Kegel, dessen Rand l"o die Darstellung
(1) het, d. h,, for x| <R stimme My mit [ ﬁberein. Wir be-
trachten die Randwertaufgabe (7). Es sei few (GO), und

ueWZ(Go) sei die Ldsung des Variationsproblems

8g(u,v) = Fovd Vv &WTa(GO), (7*)
wobei
eo(u v) = (- 1) j Z aB(O) D uD v dx (8)

eine zum Operator LO(O,D) gehdérende Bilinearform ist.
Man dberzeugt sich leicht davon, daB die Bilinearform aj(u,v)

symmetrisch und stetig auf ﬁ:(co)x Wfa(so) ist, d. h., es gilt
ag(u.v) = ag(v,u) Vu eﬁ;(Go) , Vv éﬂ':a(eo) , (9)
lag(u,v)] € °“""-,m;60“V"-,-a;Go .
Vuef(6,) . Vv e (6q). (+9)
ao(u,v) definiert folglich einen linearen stetigen Operator
Ag : w‘(so)—> W "(6,) durch die Gleichung
{Agu.,v) = ao(u,v) Vv é.vf_a(Go).

17



Lemma 1: Es sei () ein Gebiet mit auBer im Koordinatenursprung

glattem Rand 3(l, Ist ueW;(Nl) (x &R beliebig) und

%‘%‘- = 0 auf 3aN\{0} (3=0.,1,...,m=-1),
14

dann iet u € ﬂ;(n) und ‘umgekehrt,
Beweis: 1, Es sei ue.W;(Q), und es gelte g—i‘j‘- = 0 auf 3N\ {0}

far 3 = 0,1, ..., ®-1, PeC®(R") und L,)ec“’(m") seien Funk-
tionen mit

(a) ¢(x) = 1 fOr IxI€ 1, q;(x) = 0 fir |xi» 2,

(b) 10%@(x)l € M for xeR", (8] ¢ m,

(c) P(x) =1 - p(x).
Far O<e<zV'2' definieren wir die Funktionen q)e(x) und tp (x)
wie folgt:

G, () = Plex). wx) = wE.

Dann gilt offenbar |0 Pgx) € g!8l
Wir definieren ferner

95(x) = §x) + Y (x) und u (x) = u g (x).
Dann iet

M und |08 3 (x) & £™'8Im,

11’5(") for 1x| < 2€,
ge(x) = /1 fOr 2€ 6 (x| € %,

Pelx) for 1xi> .
Insbesondere gilt ge(x) = 0 fOr Ix| € ¢ und fOr (x| > -2-.
Folglich ist ug(x) = u g (x) € WR(f).
Be soi (1. = {x6N2: |x|<2€] und ﬁe = {xeQLs |x|>%}.

Da u(x) = uc(x) far 2¢ & |x € % iet, erhdlt men
"""""nu..n. - I"'""-an + Nu=ugl laﬁ

€ (lubggin * NVgla,o;n )° * (Wl 55 »nugu.,u,ﬁs)z.
Dabei ist

18



&

2 2 2
Nugh g iy ” ““%“n.a;n.e = lluygl mon

. ﬂf l;ﬂ r,m-z(m-ml)“,s(“q)m”z dx

€

‘o f ; po-2(m=18]) ; lo°2y )2
ne IB] om B +B,=8

8 2
x|o zzpel dx,

181

8 -
Benutzt man, deB r<2€ in £ und ) 2z,.ael P M ist, dann

erhélt man hieraus
2 2
Wellm ;0 ¢ ©MUm,a;n,
wobei die Konstante c nicht von ¢ abhiéingt, Analog erhéilt man

2 2
"uinn;u;fis ‘ c""“m.a;ﬁe
und demit

2 - 2 2
"u-ug"m‘“;n‘ c (H”um,q,n_s"l'-‘".,a;ﬁ_i, .

wobei auch c* nicht von £ sbhingt, Die rechte Seite dieser Un-
gleichung etrebt fOr € 40 gegen 0, folglich gilt

lu=ugly a;a far £-0,

. 2 »
Es sel .Q.s = {xeQ: E<|x|<€}. Denn it u_ = ug, = 0 in

13
Q\Q'. Da die Normslenableitungen von u bis zur Ordnung m=1
auf afi\{,oi verschwinden, gilt auch

mui = 0 auf 39.\{.0} (J.onionca me1),

Folglich gilt

aly,
s;T— =0 (jwo,1,...,m=1)

auf dem Rand des Gebietes .Qé und demit u € ﬁ'( n'a) (s. z, B,

J. M, Berezanskij /1/), Da u_ = 0 in .Q\Ds' ist, folgt hieraus

€
u, e@; (1), und wegen "U'"éll.‘u..n'*o ist auch ue&:(ﬂ ).

19



2, Ee seil uea:(ﬂ). Dann existiert eine Folge {un}. unccg’(n),

mit |lu-u —0 far n-oo0.

n"a,ct;ﬁ.
Ist 0<€<1, @ eine Funktion mit

0s¢ps1, p=0 far |x|<§ und \xl>g, =1 for €<|x|<%
und Q7 = {ien : §<1x1< 3} dann ist u 9ec°°(n") und es

2 : T n o \ig/e

gilt

flug=-u_o| — 0 fir n>o0,

"?W"(ng)

Folglich ist upe ﬁ“(ng), d. h.

8)ug) £ o : 1 1 1
- Bl {yean:e<lyic$} (3=0.1,....,m-1), also

J 1
-gﬁ‘- = 0 auf f{y EBQ:£<IYI<E} (3j=0,1,,...,m-1),

Da € l;:el:l.obig gewdhlt werden kann, gilt

%‘. = 0 auf an\{ds (3=0,1,...,m=1),
14

Das Lemma ist damit bewiesen,

" Lemma 2 folgt aus der Regularitétstheorie far elliptische Rand-
wertaufgaben (s. z. B, /1/ und /3/).

Lemma 2: Es sei ) ein Gebiet mit stiickweise glattem Rand 92,
wobei insbesondere {y edQ: Ry < lyl <R2} glatt sei. R; und Ry

seien reelle Zahlen mit 0<R1< Ri< Ré<R2. Ferner seien
B =f{xen: Ry <Ixi<Ry} und ' = {xeQ: Ry<Ixl<Ry}. Ist
[
dann u ew;(n) schwache Ldsung der Aufgabe
Lu = few™k(D) (ka0),

du
= 0 auf 9Q (j=0,1,....m-1)
ad
mit dem stark elliptischen Operator L, dann ist uew"’k( ﬁ').
und es gilt
lluy ~. . € c(lifn _ ~  * u .
WA vk ey

Die Konstante c hiingt hierbei nicht von f ab,
20



‘Lemma_3: Es sei uea;_z(._k)(Go) und Aju €W}k(Go)

(ke{0,1,....m}, y € R beliebig). Dann ist ueWa"X(Gy), und es
gilt

£
Mul2e-k,y:6, ¢ AUk y:6, * HPI'O,X-Z(‘ZD-I:):GO)'
¢ hdngt hierbei nicht von u ab,

Der Beweis zu diesem Lemma wird im 2, Abschnitt (s. La-na 3')
fir variable Koeffizienten ag(x) gethrt

Satz 1: Liegen keine Pole von R(l) auf den Geraden Ima,;ﬁ:g:éﬂ

dann hat die Aufgabe (7) far fec W (Go) eine eindeutig bestimm-
te Lésung ue ﬂ;(eo), und es gilt

& c|f]

"u"n.a;Go --,u;Go'

Beweis: Dieser Satz ist in /2/ fir den biharmonischen Operator
bewiesen worden, Der folgende Beweis ist lediglich eine Ober-
tragung auf elliptische Differentialoperatoren beliebiger Ord-

nung,

1, Es sei ue:ﬁ;(éo) beliebig, Dann ist nach der Definition der
gewichteten Réume r&-2m Eewg._“(so) = Lgn-ac(GO)'

Da keine Pole von R(A) auf der Geraden Im2 = 2:513! liegen,

hat die Aufgabe

Lo(0.0)v = 2§ 1n g,

:—JI = 0 auf [G\{0} (J=0.1,....m-1)
1%

nach Satz 1,1 aus /5/ genau eine L8sung v in w2

20— a(Go)' und es
gilt

oU=2m=—
IV loe,20-0;6, % SIF° " U lo, 2n-a;6, = W0, 20-a;6," {34)

Aus der Einbettung Wg:_u(co)c:WfM(Go) und Lemma 1 folgt
v ea:u(so). Ferner 1st
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ag(u.v) = ag(v,u) = JLQ(OID)V udx = fr“‘z"i' u dx
o )

2
= IIUHO.G_ZH;GOO
Da nach (11) llvum'_“;coﬂ "v'IZl.Zu-oL:GO & °"""0,¢z-2l;60 ist, eor-
halten wir

"""g.u-Zn:Go = 8g(u,v) = <Agu,v> = “AOu“-n.a-:Gonv“m.-u;Go
¢ °"Ao"“-n,u;c°“““o,a-zmso' d. h.

¢lo,q-2m:6, . °“AO““-n.ouG° Yu ‘&:(Go)‘
Aus Lemma 3 mit ks m und Y=a ergibt sich dann

Uy e S ' 1AQUI g a:6.°

1ula, a6, Aotl-n, a6,

Hiersus folgt, daB Ag : ﬁ;(co)-»w;'(eo) eineindeutig iet und der

Wertebereich von A, abgeschlossen ist,

2, Wir zeigen, daB der Nullraum des adjungierten Operators A;'
nur aus dem Nullelement besteht,

A%y (W (60)) = (%3(Gy))* tet defintert durch die Gleichung

<ABF.u> = Feaqu YF e (W (60))", Yue f(G).
- Aus FskarAg folgt FeAqu = O far nile ueﬂ;(co). Es sei T, die
Rieszsche Abbildung von (W:“(so))' auf ?I_‘“(eo) und T, die
Rieszeche Abbildung von (\%:m(co))" auf (ﬁ!u(oo))‘. Dann ist

FeAgu = (Agu.ToF) o = (T4AQU.T,ToF)

fot = (Ao TeF) gm (6 T (Ta0¥TaT2 )W:,,(co)
= <AQU.T,ToFs = 0 Yuc#i(cy).

Hierbei ist w=T,T,F e?l:“(co). Damit erhdlt man

<Agu > = ag(u,w) =ag(w,u) = 0 Vuea;(co). (12)

Da sber auch keine Pole von R(2) auf der Geraden ImA = i:g’—zl
22



liegen, hat das Variationsproblem (12) pur die L3sung w=0 in
a: (Go). Folglich besteht der Nullraum von Ag nur aus dem Null-

element, Damit ist % ein Hom8omorphismus auf W;"(Go).

Der Beweis des folgenden Satzes wird ebenfalls analog zu /2/
gefihrt, ) )
Satz 2: Es sel a, >a, und few;;(Go)nw;;(Go). Liegen auf den

205=n+2m
Geraden Im) = ——w—— keine Pole von R(2) und ist u1e&: (Gg)
: 1

L3sung des variationsproblems
85(u,v) = <Ff,v> Vveﬁ’_'ui(so).
dann gilt

k,~1
ug - ;g LI r'uj ln'r:p”(w) + Uy,

wobei "2"&:2(50) L8sung des Variationsproblems

a5(u,v) = <f,v> Yy els:'az(Go)

18t und Mgy 4,6, ¢ o Mlg a6,

Hierbei sind Ay die Pole von R(2) sus dem Streifen

-¢1-n+2n -a'z-n+2u
g " —y—— <IN« hy ® ==y——— und "3 deren vielfachheiten,
W g(w) sind beliebig oft differenzierbare Funktionen der Win-
keikoordinston Wy o Woreses Wo 40

h

3a2-n+2-
Baweis: Da auf den Geraden Im) = ~—g— keine Pole von R(1)

liegen, existiert nach Satz 1 genau eine Ldsung uzeﬁ:Z(Go) dos

. Variationeproblems

ag(u.v) = <f,v5 vveﬁ:az(co).

und es gilt ju,) - = clf) . o Setzen wir wsu, =u,,
9 2 B,05; Gy -®.0, ;6 172

dann erhalten wir
ag(w.v) = 0 Vveﬁfai(co)nﬂ:“z(co);

Hw
m = 0 auf l"o\lO} (j‘o;iyson v.-l)o
23



Aus Lemma 2 folgt weW2™(¥) far jedes Gebiet
8 = {x €6y : Ry<IxXi<R,} mit 0 <Ry <Ry <oo.

Ee sei x € C® ('G'o) eine Ausschneidungsfunktion mit

_0 € A€1, Xx=1 fur lx|<R1, A= 0 far |x|>R2>R1.
Man weist leicht nach, daB dann Xw ea::l(co) ist, Ferner gilt
go(o D) (Xw) eLMZ-(GO) far beliebiges (. €¢IR, aleo insbesondere
L(0.D) (Aw) € L“fz_'(co).

Aus Lemma 3 mit k=0 und ys= rx1+2l folgt dann w ewj':*z_(co).

Analog erhdlt man (1-X)w ewf"'*z_(co). Aus Yw ev§2+2.(c°),

= 0 fur 3j=0,1,,..,m-1

Lp(0.D) (Aw) e‘.Lu +2a(Gg) und —lgll

folgt nach Satz 1.2 aus /5/

k, -1
—1.7[J s
XW';gaJsr 1n rzpjs(w) + W

b
mit w'e W2 o (Go). Lo(0.D)w' = L (0,D)(xw) und &% = 0 suf
a,+2m' 0 Lo Lo )(Xw) un e o au

r \{05

r‘o\{og (3=0.1,...,m-1), Wir kirzen die Summe durch 3_ ab.
Dann ist

w=3_s -3 +(1=Y)waw' +(1-X)we ‘"i:en(so) "
L5(0.D)(w-37) = L(0.D)w - 1(0,D)(Xw-w") =0,

" 3 d
3 (n z 3 _(13). a = 0 auf [\ (0} (3=0.....m-1).

2=N+2m
Da keine Pole von R(A) auf den Geraden Im)A = —7— liegen,

hat diese Aufgabe nach Satz 1.1 aus /5/ nur die L8sung w-) =0
in "02¢;+2-(Go)' woraus die Behauptung des Satzes folgt.
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2, Die homogene Aufgabe mit variablen Koeffizienten im unend-
lichen Kegel

Wir betrachten jetzt die Aufgabe

Lo(x,0)u .IBE;;; ﬁs(x) o®u = f 1n )

%J_‘j'. = 0 auf r‘o\{m (1=0,1,...,m-1)
14

(12)

mit dem dazugehdrigen Variationsproblem

8, (uv) =(-1)" f ; oB-B', DB"(gs(x)v) dx = <F v (12%)
GOIB =2m
far alle v eﬁEd(G;). Lo(x,u) seli wieder stark elliptisch, und

en die Koeffizienten &g (x) € C°°(§b) stellen wir folgende Bedin-
gungen:

lHy, Df(gs(x)_gs(o))l $d far 1716 m (13)
(d hinreichend klein),

dg(x) = 8g(0) far ixi ».1, (14)
[ =1 o¥(Bg (x)-8g(0))| ¢ M far 176 m, (15)

a%(u,v) ist stetig auf ﬁ;(so)xﬁf“(eo) und erzeugt folglich

einen linearen stetigen Operator A, :ﬁ:(so)—»w;'(Go) durch die
Gleichung

<ALV = 8 (uv) Yve®® (6o).

Das folgende Lemma ist in /2/ far den biharmonischen Operator
bewiesen worden. Ein entsprechendes Ergebnis for elliptieche
Operatoren mit variablen Koeffizienten findet man fir den Fall
=0, k=0 auch in /5/, Wir benutzen hier die gleiche Beweie-
idee.

Leama 3°': Ee gelte &3(x) = const, far |xi » 1, Ist

ue 7+2(k--)(G0) und Aluew;,"(co) (kef0.1.....m}, <R belier

\
big), dann 1st ue.wg"k(so),und es gilt
. ‘ 25



%
Wollzn-k, 7i6,  cU ALYk, yrigy * U0, ye2(k-2m) 6,
Beweis: Wir definieren folgende Gebiete:
8, = {x€Gy: 27* <x) <3-271},

) = fxegy: 221 e x 327V} 0g, us, us,,,.

£31}1::: bildet denn offenbar eine abzéhlbare Oberdeckung von

Gy wobei jeder Punkt x € G, von h8chstens 2 der Gebiete Sy
Gberdeckt wird, In 8, und EH oilt

g<2t<or,
d. h, for beliebiges ue R

6 1Ml B o 27 < glM B, (16)

Aus Au ew;;"(co) folgt nach Lemama 2 u’Sie wz.'k(s:i_). Ferner gilt

2

). 17)
L2(s) ‘" t

2 P A 2
"U"wz-_k(SO) e(ll 1u"Wfk($6) + llul

wobel die Konstante ¢ nur von D,n,So,Sé und den Maxima der

Koeffizienten Ss(x) abhangt (s. /3/). Ee sei nun x&S;. Dann
ist x' -zixes(', und U(x") -u(z'ix') e wz"k(sé), For

qp(x)e'v’lk(Si) gilt dann P(x') = p(27ix') e W (sg).
Agi): W'(sb)-"‘-'(sé) sei der durch die Gleichung
CAPE(x )L $x)y = CAQux), POy Y (x') € RA(sy)

definierte Operator, Far §5(x') 3 ?P(sé) (d. h. @(x) e ?"(si))
ist
B-8* Y
<Agu(x), P(x))> = (-1)'3{ '; - D 8 u(x) D& [as(x) ‘P(")]d"
B=B"n ’ 8°ra - -
= (-1)l56 IZ. ; o, d(x) Dx'["s(z ix') ¢(x.)]2(2m n)idx.'

d. h,, men erhélt
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(-1)" f ; 75 W(x) ox.[i's(z'*x') P(x+)]dx’
= {2(N-2m)1 Aj(.")ﬁ'(x'), fp’(x')}.

Oa die Konstante ¢ in (17) nur von m,n,S,,S5 und den Maxima der
Koeffizienten 8g(x) abhéngt, folgt hieraus

€o(ll2(m2m) 1, (1) x| 2. + 1502 ) (18)
i wksg) T L3(sy)

ait der gleichen Konstente c wie in (17), Hierbei ist

I '«rn:z__k(s )

ﬂz(ﬂ-aﬂ)iA(i)ﬁ(x, )"2-
k %(sg)

[2(P=2MLa{Gx0 ), F(x)p)2

sup =
goreliey [ T ox BT e
& so 0 '

,2(n-2n)1<A1u(x) 9""’)’2
(h=2TBTVT o
?;;)eﬁ‘(s ).w <y(81) fi ‘Fklb qJ(x)l 2 dsc

Unter Benutzung von (16) erh&lt man

I2(n=2m)1 A{L)G(xe )2 o

(s3)
< p(n-ams pe2ik)t gipiezk o 1< “(") P>
e B (s)) i,
g"o wh(s))

g 2(n-4m+ ¥ +2k)1 Gl?l’zk"Al""-k.?;S :

0y

Aus (18) folgt demit nach der Koordinatentransformsation xu2™ix"

2 ,-1(y-2(2m~k) +2[B|)
f‘sz . | u(x)l R dx

< o(6' K AuIZ, s, ¢ f1u12 271 (Y+2kodn) gy,

Aus (16) ergibt sich dann
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2 . 2 2
“""2-—k.3’:si' c (Ilkluﬂ_kly;s;. + '"I’o'y+2k,4- :si) . (19)

wobei c' unabhingig von u und 1 ist, Offenbar gilt

2 2
u . & afjul .
1& I "0,3’02!(-4::;51 i 0.y¢2k-4-:60
Nach dem Rieszschen Darstellungssatz existieren Funktionen

VE ﬁ‘:?(so) und vieﬁfy(s:i_) mit

(AU P> = (Pavy) g Vo ewSy(s)),

L CH
Ve, -p:65"1R20 0o g6y Vil mpisg=HAruly g 56 -
Es sei Ci die Fortsetzung von v,; durch O auf Gy. Dann gilt
2 ~
v, il ar = (viuvy) =<{Au,v = u,v,
1'k,-y:8] AN o(5]) UV = ¢ D

s

= (v.¥)) S (vevy)
Yakee) T s
€ WVl myis; Vil ops5 0

d. h,, es ist I|V1|Ik'_y:s. £ HVHk'_,‘,;s. und damit

€ 4(|Vl|k -7:6, - 4I|A1u|l_k 7i6y°

Hiermit folgt aus (19)

+00
2 E 2
Il""z,,,_k Y :GO‘ i '"ullzm_k.y;s-

& 4¢° ("Aiuﬂ k 3’ G + uuuo Y"Zk“l'G ),
womit das Lemma bewiesen ist,

Wie in /5/ erhdlt man aus Satz 2 den folgenden Satz,
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Satz 2': Ee sel oy-2 € wp<uy und f e w;':(so) n w;:(co).
uc Va (.Go) mit u = O fir |x]>R>0 sel L3sung des Variations-
1

problems
a‘i(u,v) a <f,v> Vvew:ai(Go).

Fir die Koeffizienten EB(x) seien die Bedingungen (13) und (15)

erfillt, Liegen dann keine Pole von R()) auf den Gerade_n
1"2'"*2'

Imn = —_— so gilt

12
;g 3 1“8”1’_13(“’) + w(x),

wobei 7\ wieder die Pole von R(A) aus dem Streifen
-otl-n+2- -olz-n+2-
ﬁ—-—-—<1-7l<-—-z—— und k‘1 deren Vielfachheiten bezeichnen,

'ea; (Gp) ist L3sung des Variationsprobleas
2

ag(w,v) = <f,v> = a,(u,v) + ag(u,v) VYve v?l!a_z(Go),

und es gilt

Iw} « c()f lI + llull

B0, G --.aG -u,G)

Beweis: Aus der Schwarzschen Ungleichung folgt

"1(“"’)"’0(“"’)"",([ ;_ . 0?8y 08" [(&y(x)-85(0))v] dx
é
0 ‘

oq ol
, g ; T 8-8", |, 2 T (18 e-
‘csfl ors r |o ulr |0° v|
)

JE2rh

P18 -1 T8 7 ax

(ss(x)-sg(onl
€ ctluly g, 161V la, -2, :Gg Vv "a:ai(coﬁ

8 (u,v)-ay(u,v) definiert also ein linesres stetiges Funktional

£ -~m ~n
G.Vlui(Go) n 'az(GO) durch die Gleichung

<f*v> = 8y (u.v) - 8g(u.v) Vvea'_al(eo). 29



und es gilt “'u-n,uz;Go‘ c” H"In.al:Go' Aus ol(u,v)-(f,v) folgt

ag(u.v) = <F=F7.v Vve®® (o)

5

. ~-m -m
ait f-f ew"‘1(G°) n waz(GO’ und aus Satz 2 daher weiter

k=1
Ay
um= ; £ aJs r In rlpas(co) + u(:f)
it ag(w,v)={f=f' . v) = LFVD -8, (u,v)+ag(u,v) V"‘-%u-a,‘(“o) und
LT by It n , 10, “ Ca 11 n 2,0, * """-n.az:co)

sc(lIfl_, g6y + llu||n'¢1mo).

3, Das Dirichletproblem fUr stark elliptische Differentisl-
leichungen im beschrinkten Gebiet

wir kehren jetzt zur Aufgabe (2) zurlick, G sei dabei ein be-
echrinktes Gebiet, dessen Rand [T fOr Ix|<R mit dem Rend Iy
von Gy Gbereinstimmt. Der Aufgabe (2) entepricht das varia-
tionsproblem (5')

i} 1187 B8, OB s -
a(u.v) g‘g-( ) o u D (s8g(x)v)dx (f.v)Vvea_a_(G).

wobei die Multiindizes 8' den Multiindizes 8 so zugeordnet wor-
den sind, daB sie die Bedingung (3) erflllen,
Da die Koeffizienten ag(x) und deren Ableitungen in T be-
schrénkt sind, iet a(u,v) stetig auf %:(G) x ﬁ"'_m(e) und defi-
niert folglich einen linearen stetigen Operator
A®) ; ¥8(G)>W;"(6) durch die Gleichung

Al®)u,v)y = a(u.wv) Vveﬁ‘:u(e),

Aus 8g(x) ec®(T) folgt ferner, daB ee Funktionen dg(x) ec® (G

gibt, die in einer Umgebung {x €Gy:Ixi<€} (E<R'<R) des Ko-

ordinatenursprungs mit ag(x) Gbereinstimmen und die Bedingungen
(13), (14) und (15) erfdllen, ’
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(Iet z, B, \,f(x)icm( ) eine Funktion mit O €y & 1, yx)=1
far |x1$ 1, y(x) = 0 fﬁr Ixi» 2, ID'r(p'] € C fur |Y| é m, dann er-
fillen die Funktionen

2. (%) W(F) (ag(x)-ag(0)) + ag(0) for [xI< 2,

ay(x) =.

& 8g(0) far Ixia 2€

bei geniigend kleinem 8<§ die geforderten Bedingungen. Die

starke ElliptizitAt bleibt hierbei erhalten,)
Das folgende Lemma ergibt sich unmittelbar aus der Dofinition
der Norm in w:(c)

Lemma 4: Es gilt W (G)cw (G) W (G)c (G) und damit auch

t

'“z(c)cw 1c) tor ky Dky 80, 2k, = oty @2k, =&y,

Diese Einbottungen eind auBerdem stetig,

Im folgonden seien
= {x€Giixl <E} = {x€Gy: |x|<€3

Ee,' {xeG: f<Ixi<E} = {xeGy: f<ixicE)s

Ferner sei X €C™(G) (bzw., X ecC® ('Go)) eine Funktion mit
06 %1, X=1f0rIxick, X =0 for Ixi>E€,
Mit &(U,V) bezeichnen wir die folgende Bilinearform Ober

W (60) x B2, (G)

B(G,V) = f% (-1)!8'1 gB-B5 8" (8g¥) dx =8, (0,V) +a,(5.0),

wobei a, (i,V) = !_;r (-1)® o B- B v of (asv) dx und
a(i,¥) = / (-1)' BT o8By pB'(3.¥) dx sei
2(u. — 8 .

G,

0
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Lemma 5: Es set & eW3(Gy) und d|x ¢ WK(Ep) = WETK(E,) (@' e R

beliebig). Dann definiert die Bilinearform
k(U,V) = al(xﬁ',i'l) - al(U,xV)

ein lineares stetiges Funktional fe W;:*kﬂ'(Go) durch die
Gleichung '
<F> = k(G.%) Vel (60,

und es gilt Nfi € c )

-m+k+1,0' ;Go m-k',u' ;GE'

Beweis: Man {iberzeugt sich leicht davon, daB

K(E.%) = (-1)" ‘{lg -CDB'B (@) o8 (g% - 0®B 5 0®" (xa¥)]dx
G =
(o]

Summe von Termen der Gestalt
14 Yo, V3 Y ? ?
h(x)Dlxozuosvdx= fh(x)oixozi’.o:"’\‘,‘dx
%o 8¢
mit 1 6(P,1% m, 1Pyl€ m, 1751 €mund |7, +P50 6 2m-1 ist,
(Die Terme mit 71 =0 heben sich suf.) Es sei P' ¢ 75 ein Multi-

index mitl|¥;1- (m-k-1) 1Y & m+k-17,1. (Da ]72|+|73|‘ 2m-1 ist,
existiert solch ein Multiindex.) Dann ist

' ¥ ¥y, ¥, v, ¥ -9
~f h(x) D 2 D 26.0 3¢ dx = (-1)7"! any'(h(x)o 14 25)03’3 vy dx
6 o G
far alle Veﬁ:«(Go). Da |Fo+¥'] € mek und Jyz=7"|= m-k-1 1et, gilt

. ¥ Y ,=?
Ifo" (h 071xo 2%y 03

G¢

v dx|¢ o IV
-+k.?t .Gs B-k-1,0 ;Go

woraus die Behauptung folgt,

1(_1)151 DB-B'G DB'(i'B\’) dix

Lemma 6: Es sei a,(u,v) -f
é |8 €Zm~

(1 ef1,2,....,m}), Ist ﬁeg;(co)nvi::;k(s’z), dann definiert

8,(U,XV) ein lineares stetiges Funktional Few;!"‘k"l(go)

(x* & a+ 2k) durch die Gleichung
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0, (8.9) = <F.3> Vee W™ (c0).

und es gilt [Ifl ‘°Iu".+k a+2k;G, °

€

Beweis: Es seien )¢ B8' Multiindizes mit |B'- ¥I€ m-k-1 und

IB-B*+¥]% m+k, Far°|B|& 2m-1 existieren solche Multiindizes.

-m+k+l,a’ :Go

Dann gilt far alle Veg:“(Go)

(_1)13'1 +l?IDB-B'+?E DB'-')’(EBX\-;) dx,
m-1

az(u,Zv) = Gfls
(o]
d. h,
| &y (T, 29)1

B-B""y'- B'—T—" - . P
¢ CIB;-I y-;y élo ullo (3gX)1 107 ¥dx
o+2k

~(m+k-18-B"'+¥! .
ec Zq: /-rT s RTREIPY
18T2m-1 y'<B"-7 6o
o =(0+2k LYoy . -
aqqm‘—Jr—l”BI*Hﬁ'”’a%n

- % - (n-k-1-17"1)
r

er

10¥'¥ | dx
(M}
€
(Hierbei wurde benutzt, daB die Koeffizienten E'B(x) der Bedin-
‘gung (13) geniigen,) Das Lemma ist damit bewiesen,

€ c'flull

m+k ,x+2k ;G a-k-l,-o¢ :Go'

Lemne 7: o sei few;:g';:;(c) (ke0.1,....m-1}).
‘ “58:(G)nﬂ;:'2‘k(ck) sei Ldsung des Variationsproblems (5°').
Dann 18t uew;::ﬁz(GR.), und es gilt )

“un-+k+1.mo2k+2;cR. € cf "n--#k-&i ,m+2k+2;GR’I""-+k.¢z+2k ;GR)’
Beweis: ﬁea;(co)n';:;k((%o) sei eine Funktion mit GIGE = u]Gs.
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Far alle Ve ®® (6y) gilt
8, (XG.V) = &(T.XV) + 8, (XT.V) -0, (5.X7) - ay(U,XV).
Ist vea:z(c) eine Funktion mit v|, = O’[G . dann gilt
[ €
8(U,xY) = a(u.Xv).
Far alle Ve %:“(GOS haben wir also
| 8(T.XV) = a(u.Xv) | = | (5, Xv)]
€ IFF ekt wozks2 6! MMM aoket,--2k-2:6,
€cy “”'-m-ku He2k+2 ;G“V“l-k-:.,-u-zk-z ’GO.
Folglich definicrt a(J,X¥) ein lineares stetiges Funktional

f'kew;:;:g(so) durch die Gleichung

<0y - B(EX%) V¥R 5y,

denn %:u(co) ist eine dichte Teilmenge von %:z:.:ékd)mo)'

Debei gilt llf'll.m\\,“i",“2,“2;G0 LA "”I-m-c-ku,u+2k+2:ce'
Aus Lemma 5 und Lemma 6 folgt, deB 32(6,1{7) und
al(xi‘l,i’r’)-ni(ﬁ,xq) zwei lineare stetige Funktionale

£ e WK 1(6,) und £ & wB2K*2(60) durch die Gleichungen
<O - () Ve B2 (6y) und
¢F=V) = a, (X6,9)-a, (U, X7) YV ef® (Gp)
definieren, wobei Nf"ll_g,. .. +2ke2;6, £ °2""'i-+k,u+2kgce und
“f-"--+k¢1,¢+2|':02;co . c3"“'l+k,¢+2k;ca gilt, Demit erhilt man
al(xfi’,\“i) SRR Vv e 2 (60)

mit f'=f" +f~ ¢ w;:;::;(co). Ersetzt man in Lemma 3' k durch

m-k-1 und setzt dansch Y=« +2k+2, dann folgt hieraus

+kel +k+l
X eWdi3ho(Gy) und demit Yue wo-qu«-z(Ge)' Ferner gilt



€ cr(Ifr=F" + f

IX0 Mg yke1 oce2ke2 6o -m+k+1,0+2k+2 ;G

*1X0lo - 2m;c,)
< cn("f"-nfk+1,u+2k+2;G£ + “u"m+k,or.+2k;(,‘£ “"luno,o(-Zm;Gs)'
d. h,

Melaskes,aszkez;o, € MX0nrkes mozkez;o,

2
¢ zc-("f"--+k41,a+2k+2';G€ * """u+k,a(.42k:G€)‘

Aus Lemma 2 folgt dann die Behauptung.
Ale Holgorunq von Lemma 7 ergibt eich unmittelbar

Satz 3: Ist ueﬁg(c) Lésung des Variationsproblems (5') und

f 6“&:;:(G) (ksm), dann iet uc w;:%k(GR.). und es gilt

”u"n+k.u+2k :GR. “ c("f"-n+k,u+2k:GR + ”u"n,u:GR)'

Satz 4: Es gelte

1) kel oder
2) k&f1,2,,.,,m}, ag(x)=const, fOr |B|=2m,
ag(x)=0 for 2m=k<|B| €2m-1,

uc.%:(s) sei Ldsung des Variationsproblems (5') mit few‘;mk(c).

+
. Auf den Geraden ImA = -_@gz_k&-_m-g_-_ m&gen keine Pole von R(2)
liegen. Denn gilt ’

k=1
-17-1 -
u-;" 84 T 1n r\yjs(m)+w
in Gy, mit wewh™(G,.) und
"'"Mk.d‘:GR. o c(“u"n,a:GR * "f"-mk,d:GR)‘

Dabei sind A, die Pole von R(A) aus dem Streifen

h = ﬁ'z‘lz—- < ImA<h+k und k‘1 deren Vielfachheiten,

Beweis : ueﬁ;(so) sei eine Funktion mit ﬁ'lG =ulg .
€ [

Fur slle ¥eW",(Gy) gilt
a, (X8, V) = &(,AV) - ey (i, XV) *+ 8, (X5, ¥) -8y (8.29). -



Wie im Beweis von Lemma 7 definiert &(li,X¥) ein lineares steti-

~m+k

ges Funktional f' ¢ w (Go) durch die Gleichung

Uy = BEY) Ve (6p).

Dabei gilt [If'} € c, NIfll

-n#k.M;Go -m+k oG, °

-m+k

Da feW, (G) ist, gilt nach Lemma 2 uew-*'k(ﬁ ) und demit

auch Gew;" (8¢). Folglich definiert 31(13,7)-51(5,19) nach

Lemma 5 ein lineares stetiges Funktional f'ew;"’k(co) durch
die Gleichung ' ’
CF ¥y = 8y (XYY —ay (8.%) V¥ e WP, (5,)

mit Hf'll_.ﬂ(,mgo 4 °é"""-+k,oc:§5

€ a1l _peiai6g,* Mhn,qi6,,) (€7 €D

(Der letzte Teil der Ungleichung gilt nach Lemma 2.)
Nach Lemma 6 dofinier_t az(u.X\‘/) ein lineares stetiges Funktio-

—m+k

nal f“eW, (GO) durch die Gleichung

9> = ay(d.¥) VO e W (6p)

mit JIf~l & °3"""u.o¢:c€' Damit erh&lt man

--+k.u;Go
8, (A5, 9) =(F afraf, V) Vi e ¥ (c))

Cmit frafrofm € WK(G,) und

L I (g o6, * Mlak 06, )-

Wegeh der Einbettung W '."k(Go)c -ZR(GO) folgt hieraus nach

Satz 2 bzw, Satz 2°'

k,-1 :
-17;‘1 s .

~

mit "'e';-Zk(GO) und

na- gc” (If*ef =fy

».u-2k;:6, -m,x-2k ;co“'xa“- ®:6y)

€c™ (Ifl_ ) + ful "
36 l+k.ct,G£. l.a;Ge,)



Wir betrachten zund#chst den Fall k=1, In diesem Fall 1ist
e %_Z(GO) nach Satz 2°' Lbsung'des Variationsproblems
8g(T*,¥) = LF af"af™ UD 4 8y (XE.V) - 8, (XG.¥) VOO +2(G0)

W;*1(6)c w31 (6) folgt nach satz 3

Aus ue ﬁ.(G) und fe
uevf‘z(c ) und
“”"-u,mz;sc “ co(nfn-u+1,a(.+2;ce. * ”""n.or.;Ge.) (e'>¢6).
Damit ist XU evf;:;(co) und
1 X0g0s ma2;0, ¢ Ut wv2;6,.* M0a,0i6,. )0

Ordnet man jedem Multiindex B' mit |8'| =m einen Multiindex
B € B' mit |B"] = 1 zu, dann erh&lt man mit Hilfe von (15)

[ ag(XT.¥)-ay (XE.9)| = | flsgnn“'s'(xﬁ) 0" [ (&g (x)-84(0))¥]dx|
G
(¢]

o+2
v = BB, ~E-(m-1-PD)
‘ c"ﬂbgn 742-‘:' nlefr lo )l r | 0% ¥
0

| Rt BBV g (x)-g(0))) ax

~ ~
< s " xu"nﬂ.,o(.+2;(;0"v"l|-1,-a;c
€ °6("f"-m+1,¢x+2:GE. +lully o, e )Ilvll 1,-51Gy"

Folglich definiert ao(xﬁ,\"i)-ai(xﬁ.V) ein lineares stetiges

Funktional fe w""":l

(Go) durch die Gleichung
<0y = ag(XG.9) -a, (X6.9) VTeW, 5 (6p).

und es gilt |\f1 Scg(Ifll_g,q 2426, + “u“m.d:Gs.)

€ o (IFl_g,, wiGg, * Mln a0

--+1.¢!:Go

Damit ist U'€ ﬁ;_z(Go) Ldsung des Variationsproblems
8o(T.¥) = <0y WUe® 5 (5

mie Froafra oo o Few ™ () und

4 .

Il me1,as6. € (S'*+c7) (Ifl_pys g, *Mln,o:6,.0¢
&Gy £ € 57



Aus Lemma 3 folgt ﬁ'ew;_*i(co) und
"5'"m+1,u;so € Ca(ﬂuum,m;se.* "'"-n+1,aﬁce.’"ﬁ'“-.m-Z:Go)
“ o(lullg g0, * Fllnes a6, )
In dem Fall, daB die Koeffizienten aB(x) far |B/= 2m konstant
sind, ist O’ elz;_Zk(Go) Lésung dee Variationeproblems
so(l 9) = (frwinate ¥y VO o0y (6g)

n+l<

und daher nach Lemma 3-U'e (Gg).

Genauso wie im 1, Fall orhalt man

€ c(llul Ry

Ilﬁ‘llm,,k'“;go m,oiGg -m+k.a.:Ge.)'

woraus die Behauptung folgt,

Lemma 8: Liegen keine Pole von R(A) auf den Geraden

+a,~n+2m -n+2m -ul-n+2m '
In) = ——y—— und im Streifen —2-—41114-—2—— mit o<

und ist ue&"(c) L8sung von (5') mit fe w; (G), dann ist

ueﬁ"’ (6). und es gilt [lull s c(lfl +lull

o 00y G -0y G n,o;,;GR)‘

Beweis: 1, Es sei zundchst a-2 6¢1< a. Ue%(Go) sel wieder

eine Funktion mit u|G = u|G . Analog zum Beweis von Satz 4
erhalt man e

8, (XG.¥) = (Frafrafr &) Vvd’{'&(so),
wobei f', f" und f*' die durch die Gleichungen

<FO> = BEY) YV WP (6.
1V = e (V) - 8y (5.X9)  VYe B (cy),
<F0) = apy(3¥) Ve R® (64)

definierten linearen stetigen Funktionale aus W;.(co) sind,
i

Dabei ist || f'+f"=f" €c'(lIf)

0,0 Gy -I.ulst’""“l.a;Gg)'
Aus Satz 2' folgt x_ﬁe\ﬁ; (Gg) und
1
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"xu".:“iﬁso - c("fu-.'“iﬁce + "u".:uiss)'
woraus sich die Behauptung des Lemmas ergibt,
2, Iet x,<«=-2, dann erhdlt man durch mehrmalige Anwendung des

ersten Beweisechrittee die Behaupﬁtung.

Satz 5: Ee sel ue\?d(c) L8sung von (5') mit fcwo""’"(g). und es

mdgen keine Pole von R(1) auf den Geraden ImA = w

und im Streifen h -.'—°‘—".'2‘23!<In1<h+k liegen, wobei k €{1,...,m

sei, Dann ist ue@*k(GR.). und es gilt
“"'"nk,ot;GR. » °("f"--+k,e(.:GR * ""“n.a.;GR)'

Beweis: Da f e w"*k

(G)cw;':Zk(G) ist, folgt aus Lemma 8
ue ¥_,,(G). Dabes tet

"u"ﬂl,ﬁ-ZR;GR € c.("f"-ll,K-Zk:GR‘llu“I,ﬁ:GR)

[ cu(“f"-n+k,o:.;GR’“u“l!.a.:GR)'
Aus ueﬂ;_Zk(G) und few;""(c) folgt nach Satz 3 ue W;’k(GR.)

und

Ilu"lok.u:GR. € e (ﬂfn-mk,oc:GR’uu“n,o(.-Zk:GR)

€ °("f"-l+k.oc;GR"'"""u.a;GR)'
Wir betrachten jetzt das Variationsproblem (5).
Dazu bendtigen wir das folgende Lemma (s. z. B. A, Kufner /6/):

k6).

Fir oo = O erhdlt man aus den S&tzen 4 und 5 die folgenden bei-
den S&tze.

Lemma 9: Es gilt ﬁg(s) -%“(c) und damit auch wa"(c) -W

Satz 4': Es gelte
1) k = 1 oder
2) kef1,2,...,m}, ag(x)=const, fGr |BI =2m,

os(x)-o far 2m-k < |B| €2m-1,
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ueﬁ'(c) sei Ldsung des Variationsproblems (5) mit few""k(c).

Auf den Geraden ImA = Xk -g +m mbgen keine Pole von R(2) lie-
gen, Dann gilt

k,-1
-1.2.‘1 e
u = ; < eje r 1n rsz(w) +w in GR.

mit wewW"*K(c_.) und liwl sc(lull +1fH
‘ 8 WG L wWhe) W
Hierbei sind 7‘3 die Pole von R(A) aus dem Streifen

-l&k(GR))'

- ;- +m<ImAr< -g +m+k und kJ deren Vielfachheiten,

Satz 5': Es sei ueW"(G) Ldsung des Variationsproblems (5) mit

-m+k

few (G), und es mdgen keine Pole von R(A) auf den Geraden

Im2 -:k-£-+l und im Streifen -; +m< Ink<-g+.+k liegen.
Dann ist uew'*k(GR.), und es gilt
Hull

£ c(llul + IFN

Ul () w*(Gg) Wk (6p)

).

Beweis: Nach Lemma 9 ist us.w;(s), und es gilt
a(u,v) = <f,v> Vveﬁ;(s)

mit fe W ™*(c) = w3"*%(G). wegen wg"‘(cn)cw'"“(cR) folgt aus

den Sétzen 4 bzw. 5 die Behaup tung,

Literatur

/1/ Berezangkij, J. M.: Zerlegung nach Eigo‘nfunktionon selbst~
adjungierter Operatoren (russ,), Kiew:1965

/2/ Blum, H., and Rannacher, R.: On the boundary value problem
of the biharmonic operator on domains with angular
corners, Math, Methods Appl, Sci, 2, 556 -~ 581 (1980)

/3/ Browder, F, E.: Functional analysis and partial differen-
tial equations II, Math, Annalen 145, 81 - 226 (1962)

40



/4/ Kondratjev, W, A,: Randwertaufgaben fir parabolische Glei-
chungen in abgeschlossenen Gebieten (russ,).
Trudy Moskov, Mat, Ob¥&. 15, 400 - 451 (1966)

/5/ Kondratjev, W, A,: Randwertaufgaben fur elliptische Glei-
chungen in Gebieten mit konischen und Winkelecken
(russ.). Trudy Moskov. Mat, Ob3&, 16, 209 - 292 (1967)

/6/ Kufner, A,: Weighted Sobolev Spaces, Leipzig 1980

/7/ Mazja, W. G., and Plamenevskij, B, A.: Estimates in Ly and
in Hélder classes and the Miranda-Agmon maximum prin-
ciple for solutions of elliptic boundary value pro-
blems in domeins with singular boundary points, Math,
Nachr, 81, 25 - 82 (1978)

/8/ Mazja, W. G., und Plamenevskij, B, A,: Ober die Koef fizien-
ten in der Asymptotik der L&sungen elliptischer Rand-
wertaufgaben in Gebieten mit konischen Punkten.

Math, Nachr, 76, 29 - 60 (1977)

eingereicht: 15, 02, 1982

Anschrift des Verfassers:

Dipl.-Math, J. RoBmann
Wilhelm-Pieck-Universit&t Rostock
Sektion Mathematik
Univorat}!tsplatz 1

DDR-2500 -Rostock

41



42



Rostock. Meth. Kolloq. 22, 43 - 56 (1983) 35340

35A35
Ginther Wildenhain

Approximstion in Sobolev-R#umen durch L&sungen sllgemeiner el-
liptiecher Rendwertprobleme bei Gleichungen beliebiger Ordnung

1, wir betrechten einen eigentlich elliptischen Differentiel-
Operetor

w
_L Io;n.“( x) e

in R" mit reellen, beliebig oft differenzierbaren Koeffizienten
Dabei eei m>0 genz, a = (¥q400000,) (xy 20 genz),

; _ e kx| -
%l Uytaood&p, [» il —z;-aﬁ-—und X = ("1""'xn) ER.
n
dx, ceaOx

£ c R" ss1 ein beschrinktes Gebiet mit glattem Rand L), Auf
In sei ein normelee, der sogenennten Wurzelbedingung (vgl.
5/, /10/) genligandee Syatem Bysees By von Rendoperatoren mit

ord g 6 2m - 1 und gletten Koeffizienten gegeben. FeQl

1% ™
%01 eine gletts, d-dimensionele Fliche (1€dsn-1), die {2 nicht
Zerlegt und G c{2\[" eine offene Menge. Mit LG(.Q) bezeichnen
Wir die Menge sller L3eungen dee Randwertprobleme

Lua=g 1n Q,
BJu]aQ =0 (3=1,...,m),

Wobei g slle Funktionen sue Cl(.ﬂ.) (0 <A <1) durchlauft, far
die g ® 0 in Q\G gilt, und mit LG(P) die Menge elle« Einechrén-

(1.1)

"“ngen von u € LG(D.) suf . Iet andererseits V eine vorgegebe-
Ne offene Teilmenge dee Rendes 32, eo wollen wir mit Ly ()

die Menge sller L&sungen der Gleichung Lu = O in {1 bezeichnen,
far die Byulyg = Baulyg = c-- Bty = O tn 3N\ gile,
Enteprechend sei Ly(T) der Reum der Einschrénkungen von
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u € L,(Q) auf [". Ober [ betrachten wir den Sobolev-Raum

ng'i(r), der definiert werde als Vervollstindigung der glat-

ten Funktionen auf [ beziglich der Norm

‘ 1
Z
8 2
= d6 .
"uu‘”g"l(l") lsgq rﬁn Ry de0x)

Dabe:i bedeutet o® die Ableitung nach Koordinaten in der Fléche

und d6r das Fléchenelement beziiglich I. schlieBlich nehmen wir

noch an, daB der adjungierte Operator

» lal ok

die Eindeutigkeitseigenschaft im Kleinen besitzt, d, h,, falls
u in einem Gebiet 03 Ldsung der Gleichung L*u = 0 ist und in
einer nichtleoren. offenen Teilmenge 11 c Il verschwindet, so
ist u & 0 in {1,

Wir beweisen in der vorliegenden Arbeit unter anderem die fol-
genden Resultate.

Satz 1: Beziglich L,f),I" und der Randoperatoren BJ (3=1,...,m)
seien die im vorangehenden formulierten Voraussetzungen erfillt,

Dann liegt der Raum L () dicht in w%“'i(F),

Das Gebiet {) denken wir uns derart zu einem glatten Gebiet 111
erweitert, daB 30\v c 3N, gilt, Zusstzlich zu den bisher ge-

machten Voraussetzungen nehmen wir an: -
(1) Die Koeffizienten der Randoperatoren B, seien derart von
af auf 3Q,\ 301 fortsetzbar, daB das entstehende System

(53)3-1,,..,m auf 3!11 ebenfalls normal ist und der Wurzel-

bedingung genigt.

Falls die Operatoren B, konstante Koeffizienten besitzen (zum
Beispiel fir das Dirichlet-Problem), ist diese Bedingung trivial
S:aliaierbar.



Satz 2: Gelten die Voraussetzungen von Satz 1 sowie (i), so

liegt der Raum Lv(r) dicht in w§"1(r).

Der Satz 2 verallgemeinert ein Ergebnis, das im Falle Dirich-
letscher Randbedingungen von H, Beckert /2/ fiir elliptische
Gleichungen 2, Ordnung und fir den biharmonischen Operator an-
gegeben wurde. Im Unterschied zu /2/, wo der Beweis auf das
Cauchy-Problem zurickgefGhrt wird, benutzen wir hier den Satz 1
und die Eindeutigkeitseigenschaft im Kleinen. In /13/ und /14/
wurden entsprechende Resultate liber die gleichm&Bige Approxime-
tion der Ableitungen bis einschlieBlich zur Ordnung m-1 (d. h,

die Dichtheit von L. () bzw, Ly(T) im Raum w"'l(r) der Whitney-
schen Taylorfelder) bewiesen, Auch dabei handelt es sich um die
Verallgemeinerung von Resultaten, die, was die Dichtheit von
LV(P) betrifft, im Falle von Gleichungen 2, Ordnung bekannt wa-
ren und von H, Beckert /2/, A, Gopfert /6/, /7/, G. Anger /1/
und G, Wanka /11/ stammen, Approximationssétze etwas anderen
Charakters (auch fir Gleichungen hoherer Ordnung) wurden von

F., E. Browder /4/, /S/ verbtffentlicht,

2, Beweis zu Satz 1: a) Wir betrachten zunéichst den Fall, deB
das homogene Randwertproblem

Lu = 0 in 0N,

2.
Bjulan =0 (j‘l....,m) ( 1)

nur die triviale Ldsung besitzt,
Nach J, M, Berezanskij und 3. A, Rojtberg /3/ (vgl auch /12/)
188t sich die eindeutig bestimmte Ldsung des Randwertproblems

tu =g in N,
BJ“|851 = qﬁ (i=1.....,m)
unter geeigneten Glattheitsvoraussetzungen an g und ?1 (die im

folgenden immer erfillt sein werden) mit Hilfe einer Greenschen
Funktion G(x,y) in der Gestalt

(2.2)

n 4
u(x) = fg(y) G(x.y)dy +; f @y(v) Cj6(x.y) d6ly)  (2.3)
n on ’
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darstellen, wobei das System der Randoperatoren (05)3_1'...'.

eine Ergénzung des zu (B,) adjungierten Systems
J

J=l,.00.m
(33)1_1 m 2 einem Dirichlet=System der Ordnung 2m bezeich-
net (vgl, /9/, /12/). Die Operatoren 65 sind in (2.3) auf die
Variable y anzuwenden., Unter den gemachten Annahmen ist die
Funktion G(x,y) bezlglich beider Variabler flr x s y beliebig
oft differenzierbar, Es gilt bei Anwendung der Differentiaslope-
ratoren auf die Variable y

L*G(x,y) = 0 for x,ye Q(x ¥ y),

. (2.4)
BJG(x,y)|ye an =0 (J=1,....m),

und fir |x-y| hinreichend klein und |d|+|8| € 2m-2 bestehen die
Abschétzungen

Cdslx-ylz'" far n>2,
a.B
[okoyG(x.v) |
C,g(1+|1nix=yl|) for ne2
(vgl. /8/).
wir beweisen Satz 1 indirekt und nehmen Lo(I") o wz" () en,

Nach dem Setz von Rieez existiert dann ein Element h¢w2"’1(r).
h ¢ 0, das zu Lg( ) orthogonal ist, d, h,

\5%—1 [Dsu(x) ph(x) d6p(x) = O for alle uaLg(M. (2.5)
r

Da v e LG(II) Ldsung des Problems (1,1) ist, folgt aus (2.3)
for x € " und IB| € 2m=1

o%u(x) = fDiG(x.v) gly) dy
-6

und nach Einsetzen in (2,5)
i 8 B
D~h D G(x,
A )( (x)(Gj XS(x.y) 9(y) dy) d6p(x)
r
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B 8
= JG(Y) {lﬁé = rI/DxG(x.y) D~h(x) de‘r(x)}d’y =0

for alle g € CA(II) mit g = 0 in Q\G,
Mit

8 8
vy _r- mgz-?-; rfo,‘s(x.y) 0°h(x) d6p(x)

Ay
bedeutet das vh(y) % 0 'in G,
Wegen (2.4) gilt offenbar

t*vPM(y) = 0 1n Q\I,
Auf Grund der vorausgesetzten Eindeutigkeitseigenschaf¢ im
Kleinen fir den Operator L* folgern wir darsus weiter

Wiy) =0 1n Q\T (2.6)
Im nlcheten Schritt wollen wir zeigen, def fir beliebige Funk-
tionen u € Czu+h(?73, die den Randbedingungen Bg“laxx' 0
(§=1,....,m) genlgen,

ls; . l!oaum oh(x) d6p(x) = 0 (2.7)

gile, Mit f :a Lu € 07‘('5) kann u als Ldsung des Randwertpro=-
blems

Lu = f in 0,

Bjulan =0 (J-in-oo !‘)
aufgefaBt werden, und nach (2.3) ergibt sich wie oben

u(x) = JG(*-Y) f(y) dy.

Wegen f € c’k?{) und des Charskters der Singularitdt von G(x.y)
kann man bis zur Ordnung 2m-1 unter dem Integralzeichen diffe-
renzieren, Man erhdlt
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oBu(x) = [ 08 G(x.y) £(y) dy
n

far |Bl€ 2m-1, Weiter folgt

E fDBu(x) p®h(x) d6p(x)
18T €2m-1 N
r
8 8
E fD h(x) ( fDx G(x,y) f(y) dy) d6p(x)
1Bl £2m=1 f A .

Q

> [0 € [ 9} st 1) d) dspe
1) m-1 p

n\u

8 3
h F f
+. |BL§s - jD (x) ( JD,( G(x,y) f(y) dy) dﬁ'r(x)
r ]

= 11 + 12.

Dabei sei Uc Q eine offene Menge, welche ["im Innern enthalt,
Zunéchst gilt nun wegen (2.6)

B8 8
T f {15;4 !D h(x) Dy G(x.¥) dsr(")} f(y) dy

n\u

= [ V) £y dy = 0.
O\u

Um I2 abzuschédtzen, wiéhlen wir U so "schmal", daB
B
'fDx G(x,y) f(y) dy]< ¢ fiur |B| € 20-1 und gleichmaBig bezlig-

lich x e " gilt, Wegen der Glattheit von [ und der Konvergenz.
der Integrale ist dies mdglich. Nach Anwendung der Hélder-uUn-
gleichung folgt damit

1l € LEF D In"h(x)l2 d6p(x).
o
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m([") bezeichnet den d-dimensionalen Inhalt von [, Damit ist die
Behauptung (2.7) bewiesen,

- Es ist nun leicht einzusehen, daB sich jede Funktion aus
wg"'l(l") durch Einschrénkungen von Funktionen u € C2™*(TT)

approximieren lé8t, fir die auBerdem die Bedingungen

BJulaQ- O (j=1,...,m) gelten, Wir wihlen eine solche Folg‘e
u e 2™ XTT) mie

lu - hi —> 0 fir n > o0, !

n
war ()

Wegen

; (] B
\efemm1 l!D u,(x) D h(x) d6r(x) =0

fir alle n folgt daraus

”hH;Z""l(r') - |BZ-'2'—-:T-1 f(o"h(x))2 d6p(x)
2
r
’ 8 8 g
= IBZ;._l ](D h(x) - D u,(x)) D h(x) d€(x)
r

; 8 8
+ o -_1'-( D un(x) D h(x) d6'|-(x)

“ Nun - ""wg"'i(r)"h"vé‘"'i(r')'

d. h, h = 0. Unter der eingangs gemachten Voraussetzung ist da-

mit TIPY = wa""1(1) bewiesen.

b) wir nehmen jJetzt en, daB k linear unabhéngige (normierte)

Eigenldsungen Ugrees sl des Problems (2.1) existieren. Bekannt-

lich (vgl. /9/., /12/) besitzt dann auch das adjungierte Problem
L*V =0 in 0,

(2.8)
ijlan- 0 (j=1,....m)
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k linear unabhéngige {normierte) L8sungen Vyrees Vo Nach /3/

existiert in diesem Falle unter den vorliegenden Voraussetzun-
gen eine verallgemeinerte Greensche Funktion G(x,y) mit den
Eigenschaften

k
*E(x.y) = Z; ug (%) ug(y),

8y 8(x.v)|y can = O (3=2.c...m),

(2.9)

wobei die Differen:ialoperatoren auf y anzuwenden sind. Hin-
sichtlich der Glatthel¢saigenschaften von 6 for x # y sowie
hinsichtlich des Charakters der Singularitét fir x = y gelten
die gleichen Aussagen wie im Eindeutigkeitsfall (vgl. 3J, P.
Krasovekij /8/). Die Ldsung des Randwertproblems (2.2) wird
dargestellt durch

m
u(x) = fg(v) 8(x.y)dy +; fq)i(v) cy 8(x,y) dé(y).(2.10)
o = an

wobei fir g, @y...., Py und i=1,,..,k die L8sbarkeitsbedin-
gungen

m
jg(y)vi(v)dv + ; /'-PJ(Y) Cyvaly) d6(y) = 0 (2.11)
O = 2Q

erfillt sein missen, FOr u € Lg(l), x el und B8] & 2m-1 gilt
also nach (2,10)

0%u(x) = (;f ay) 02 &(x.y) dy (2.12)
und nach (2,11)

fg_(v) vy(y) dy = O (i=1,,.,,k). . (2.13)
d

Setzen wir jetzt (2,12) in (2.5) ein, so erhalten wir wie in a)
mit

oh e B 8
Vi(y) : 151%_1 ,!Dx G(x,y) D h(x) d6p(x)
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die Beziehung

fg(y) "(y) dy = 0
G

fir alle g € Cl(ﬂ) mit g = 0 in Q\G, die auBerdem den. Bedin-
gungen (2,13) geniigen, Daraus schlieBt man

k [ ]
My) = ; oy vy(y) =: v(y) in G,

Die a; sind dabei reelle Konstanten. Wir setzen

w(y) := Vh(y) - v(y). Wegen (2.9) und L*v = 0 in (1 folgt

'w(y) = OP(y) - L*w(y)

B x B
.IBE‘ " F[ox Ly 8(x,y) D°h(x) d6p(x)

K
8 8
- ; ui(y).{m}" _ r/o uy (x) 0%h(x) dSr(x)}.

%a h im Sinne des Skalarprodukts von wgm'l({’) zu Lg(T)

0

orthogonal und uy als Lésung von (2,1) in LG(D). d. h. uilr

in Lg() enthalten ist, bekommen wir

8 8
151;5_1 f” uy(x) D h(x) d6p(x) = 0
r

Und damit L*w(y) = 0 in Q\[.
¥egen w 5 0 in G und der Eindeutigkeitseigenschaft im Kleinen
folgt daraus w = 0 in O\, d. h.

h

Py) = v(y) 10 QM
Weiter zeigen wir, daB wie im Fall a) fir alle ueC
ni¢ =

BJuIan = 0 (J 1,,,,,!“)

2m+7l(ﬁ)
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> fDBu(x) 0Bh(x) dép(x) = 0

18] ﬂ-lr
gilt, Wir bemerken, daB fir f:= Lu wegen iji‘aI) = Bj“|as2 = 0

(3=1.....m; is1,....,k), L*,;(y) = 0 in 02 (i=1,...,k), nach An-
wendung der Greenschen Formel (vgl. /9/, /12/) auf u.vy

( fly)vy(y)dy = fLu(y)vi(v)dv - fts(v) 'L*vi(v) dy = 0
o fol n

folgt, d. h., wir kdnnen u als L3sung des Randwertproblems
Lu = f in 0,
BJ“!BSI =0 (j=1,...,m)

auffassen, wobei die Ldsbarkeitsbedingungen (2.11) auto.afisch
erfillt sind, Daher gilt

u(x) = [ E(x.y) £(y) dy
0

und nach der gleichen Argumentation wie in a)

oBu(x) = }D& 8(x.y) f(y) dy
a

far |B]€ 2m-1, Wie in a) ergibt sich die Zerlegung

) 8
D D~h d6 = I P
IBFi = 4 f( u(x) (x) r(x) 1 + I,

wobei nur e(x.y) an Stelle von G(x,y) zu schreiben ist, Es ist
in diesem Falle

1, - / Py) f(y) dy = f v(y) f(y) dy.
a\w Q\u

Da v L63un§ von (2.8) ist, folgt nach (2.11)
fV(Y) f(y) dy = O,
n

Wir kdnnen also U so "klein” wdhlen, daB

[14]=] f v(y) fly) dy| < €
52 n\u ‘



wird, Der zweite Summand I, kann dann wie in a) behandelt und
der Beweis wie dort zu Ende gefihrt werden,

Beweis zu Satz 2: Wir wihlen eine offene Menge G ¢ .2,\ 2 und

betrachten LG(fll). Nach Satz 1 gilt C (ﬁ Slr = wzm'l(r).

Wegen Ls(ﬂl)l cLy(f) folgt daraus C,TFY w2m-

3. Wir nehmen jetzt an, daB [* eine innerhalb () liegende,
(n-1)-dimensionale, geschlossene, glatte Flésche ist, durch die
das Gebiet ) in die disjunkten Gebiete .Q1 und n, zerlegt

werde, Gy © J)i und G, ¢ Ila seien zwel gegebene 'offene Mengen.

Satz 3: Bezlglich L, ) und der Randoperatoren BJ (Jsl....)n)

seien die Voraussetzungen von Satz 1 erfillt, Zusétzlich werde
vorausgesetzt, daB das Raendwertproblem (2,1) nur die triviale
Lésung besitzt, Unter den obigen Annahmen iiber [T liegt dann

der Raum L (") (G =G, UG,) dicht 1n Wa™ *(I).

Beweis: Die Annahme der Existenz eines Elements h € ng'l(r),
h ¥ 0, das orthogonal zu LG(P) ist, fiuhrt wie im Beweis zu

Satz 1 (Teil a)) zu der fir alle g € ch(fl) mit g =0 in N\ G
gliltigen Beziehung

f aly) V(y) dy + /g(y) v(y) dy = o.

G,y Gy -
Da g # 0 in Gy bzw. G, unabhéngig voneinander gesetzt werden
kann, erh&lt man

Wiyysoine=c,us,
und damit Vh(y) = 0 in Q\[". Der Beweis kann nun wie in Satz 1,
Teil a), zu Ende gefilhrt werden.

Offenbar spielt es keine Rolle, ob fur das Gebiet N, Eigenls-
sungen existieren oder nicht.
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Wir nehmen jetzt an, daB das glatte Gebiet S ein "Loch" be-
sitzt, so daB sich sein Rand aus den beiden disjunkten Teilen
Nt und 30 zusammensetzt. Ferner nehmen wir an, daB die ge-

schlossene, im Innern von Q). liegende Fléche [° den Randteil

i

30! umschlieBt. Es sei V = V' u v, wobei V! bzw, V® beliebig

vorgegebene, offene Teilmengen der Rendteile 9Nt bzw, 30°
sind, Ly(fl) und Ly (') seien wie in Abschmitt 1 definiert, Wir

nehmen eine Gebietserweiterung I)i mit afl\v c af)l derart vor,

daB der Rand sowohl tber v als auch tber v® “ausgebeult” wird.
Bezliglich der Rendoperatoren Bj setzen wir entsprechend die Be-
dingung (1) voraus,

Satz 4: Unter den vorangehenden Annahmen sowie den Vorausset-
zungen von Satz 1 liegt Lv(r) dicht 1in ng‘1(r).

Beweis: Wir wihlen zwei offene Mengen 6, c 1,\0, 6, c f)l\fl

(im Innern der beiden “Beulen") und flhren dén Beweis analog
wie bei Satz 2 durch ZurickflOhrung auf Satz 3,
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Raimond StrauB

Eine Interpolationequadratur fGr Cauchy-Hauptwertintegrale

2ur numerischen Integration von Cauchy-Hauptwertintegralen
i

I(x) = I(@.x) :-}i-ﬂﬂdt. -1<x<1, (1)

tex

it @P(t) € T (Raum der h&lderstetigen Funktionen), 0< A £ 1,
8ind zahlreiche Arbeiten erschienen. Dabei stehen Methoden im
Vordergrund, die auf der Approximation der Dichtefunktion @(t)
" durch orthogonale Polynome beruhen /1/, /2/, Der Vorteil sol-
Ccher GauB-Quadraturen ist ihr hoher Exaktheitsgrad fiar Polynome,
Fragt man nach Quadraturformeln, die in einem gewissen, noch
ndher zu erlduternden Sinn optimal sind, so wird man auf Spli-
Nefunktionen gefihrt, Makovoz/éeﬁko /3/ bewiesen, daB fur
P(t) e HA und eine lineare Interpolationsquadratur

1 n
[Rn(x)] =|f1 2L1) ge - go A(X) P(x))

fir <1 & x € 1 gilt und eine Verscharfung von (2) nicht méglich
ist (siehe Satz 1), Wie in /3/ wird auch in der vorliegenden
Arbeit das Polygonzugverfahren benutzt und die Frage behandelt,
wie sich das Verhalten von Rn(x) veréndert, wenn man die zuge-~
lasgene Funktionenklaese einschrénkt. Weiterhin wird eine Opti-
Malitétsaussage unter Anwendung der Methoden aus /3/ bewiesen,

ln n
€ C (2)
n7L

=1. Eine Interpolationeguadratur

Sei P(t) € HA, 0 < A 4 1, und bezeichne S,(t) den Polygonzug,
der ®(t) in den Punkten t, = %k-i, k = 0(1)n, interpoliert,
Die gtiickweise lineare Funktion Sn(t) besitzt die Darstellung

Sp(t) = 3 (t,=t) Pt _4) + 5 (t-t,_3) P(ty)

. (3).
far t e[t 4.t ], k = 1(1)n,
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bzw, n
s (t) = g s{™(t) ety (4)
mit

7 (t-t, ) for teft, ,.t]

7 (f,q-t) for teft .t ], k= 0(1)n,

0 sonst,

Sp(t) =

wobei t-_:. "t = ,'1 und thea = th 1 gesetzt wird,

Ersetzt man in (1) q(t) durch den Polygonzug (4), so erhdlt
man

Th(x) = 1(S,(t) %) = “Zq’(tk) }i:f'—) at
n (5)
. g A (%) @(t,).
Fir x # tJ (3J=k=1,k,k+l) ergeben sich die Gewichtsfunktionen
Ak(x) als
Ag(x) = B [(ty=x) 1n|—,-| 2],

A2 = B[ty q) 10 |T‘—-?| * (‘ku"‘)l"\ ':“fxx!]' (€)
ko= 1(2)n-1,

An(x) = g[(x-tn_l)lnlﬁf—xl + -]

A(ty) s AL(t)_4) und AL(t, ) erhdlt man durch Grenzdbergang:

-1 for k = 1
Ay_a(t) -{ .
k=12"k" " .22 far k = 2(1)n,
A(t,) = 0 fir k = 1(1)n-1,

21n2 for k = O(1)n-2,
1 for k = n-1,

At = {
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2. Fehlerabschétzung

In /3/ bewiesen Makovoz und Sefko

Satz 1: Fir @(t) e HA, 0< 24,1, konvergiert I,(x) auf [-1,1]
gegen I(x), und es gilt die Abschétzung

1100 - 10001 5 ¢ 250,

Mit ¢ wird hier und im folgenden eine positive Konstante be-
Zeichnet, deren Wert nicht néher bestimmt ist und die auch bei
Werténderung nicht umbenannt wird,

Weiterhin wird in /3/ gezeigt, daB die Konvergenzordnung far
h8lderstetige Funktionen nicht zu verbessern ist, Die Frage,
Wie sich die Konvergenzordnung bei schérferen Voraussetzungen
an @(t) veréndert und ob dann das Quadraturverfahren (5), (6)
den optimalen Fehler liefert, wird jetzt beantwortet.

H? bezeichne die Menge der auf [-1,1] r-mal stetig differen-
Zierbaren Funktionen, deren r-te Ableitung einer H8lderbedin-
gung mit dem Exponenten A, O & A ¢ 1, genligt (Hg ist die Menge
der r-mal stetig differenzierbaren Funktionen),

Flir die weiteren Uberlegungen bendtigt man

Lemma 1: FOr @(t) € H}, 0 € A & 1, gilt
l@(t) = s (t)] & = (1-8)s,
. n
Wobei der Parameter s durch t = teor * Eﬁ, 0O €8s €1, fir
te &k-l'tk] erklért ist,

Beweis: Es ist

l@(t)-s () =lp(t) =5 (t =t) Pt ;)= 3 (t-t,_,) P(t,)|
1P+ Pty g) =Pl g) = F (g + 5 =0) Ply_y)
< Blt=t, ) Pl

= lP()- Pl 1) = F (t g=t) Pley_y) = 5 (=T y) PUE)]

@)= Pty q)  Plr)- PlE_4)
'|("tk-1)[ T 6., T - T1 ]l

. s (2 . A
-2 2 g (M) - Il € ¢ iy de i) € W
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Analog zeigt man
1~
Ipit) - sp(t)] $ ¢ ;f;?;
Damit ist |Q(t) - S (t)l 4 ¢ njé:x min {1—5.5}, woraus die Be-
hauptung folgt,

satz 2: Falls @(t)eH}, 06 2 €1, gilt for -1 € x € 1 die Ab-

schétzung
; ln n .
X)) = Tp(pl= e =g , 7)
Beweis:

1-x

ra(t)=-rp(x)
f -————dt + ry(x) n 35

Rn(x) = I(x) - I (x) =
-1
- Rr(nl)(x) “',R,(,z)(x). Fa(t) = @(t) = S (1),
Sei O £ x 4 1, dann ist
er(‘Z)(x)l;[rn(x) 1n %}[‘ c[l{—%+ﬁ[s(1-g) In(1-t,_, -2 _)I]

[l'i‘_% —r—ls(i-s) In (1-t,_ -2 F)|]

in 2 2 ln n
= ¢ + s(1-s) [1n 2 +1n (1-8)] ]‘ c X
[-rx 'T:xl 0 [ 3%
Far 0 < & < -2- wird Rgi)(x) in der Form geschrieben
1 i-J x+d 1
1 ra(t)=r (x) n n r (t)=-r_(x)
R,(.‘ )(X) = f -t -x dt = f * / “‘/ —n-—t——_—:——dt
-1 -1 x-Jn x+Jn
Sei zunéchst d’ < 1 - x, Far I, I, und I3 erhdlt man

t - X

lril=\j  rate)- D7) le lln (x=t))_ Jl

In &,
[lln6 [ + 1n (1+x)] € c ;—i—



Beachtet man, daB ra(t) € Hl ist(siehe /3/), so ergibt sich
+4

n rn(

x £y .
o] ]
x=d

Genau wie far I, erhélt man

1
r (t)-r_(x) 1
n n 2c
f — dtlé—mln (=0
x+d, n x+d

15] =

- ﬁ%z-[ln (1-x) - 1nd | « :l‘iﬁunénf.

Far d > 1 - x wird R£1)(x) in der Form

x-d 1
[ [ ] gy
-1 x-Jn

geschrieben, I 148t sich genauso wie im vorhergehenden Fall
abschatzen, Fir I; gilt

t - X n

1
(131 = | j Ta{t)n(X) de| « cd,.
24,

Setzt man 6“ = ;i%7' so erhalt man lei)(x)l é ¢ iﬂ+;

fur x e [0,1], .
Der Fall -1 £ x < O kann in gleicher Weise behandelt werden,

3. Eine Optimalitétsaussage

Fir die Optimalitdtsaussage wird Lemma 2 bendtigt, das mit Hil-
fe der Oberlegungen aus /3/ bewiesen wird,

]
Lemma 2: Fir das Intervall [-1,1] seien die Punkte

-1 X5< Xy €oee <X € 1 und eine &quidistante Zerlegung in

n
2(n+1) Teilintervelle 4, = [-1+dsd, -1l 3=1(0)2n02,

gegeben, Dann gibt es m Teilintervalle
{A:. 1-1(1)-} e {A ; 1-1(1)2n+2} und einen Punkt £ € [-1,1)
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mit
a) x, ¢ 4], k=0(1)n, i=1(1)m,

b) m » B,

€) 06t =f <3 Ay fir t €4 und 1=1(2)m,

Beweis: Alle Intervalle der Menge {4,, i= 1(1)2n+2}, die kei-
nen Punkt, X0 k= 0(1)n, enthalten, werden als "gekennzeichnete”
Intervalle bezeichnet, Es ist klar, deB ihre Anzahl p a n+1 ist,
Sei @©(k.,1) das Verh#ltnis der Anzahl der gekennzeichneten
Teilintervalle der Menge {Akﬂ.' Byuzr oeer By 1] 2zu threr Ge-

samtzahl l-k (k=0(1)2n+2, 1 =1(1)2n+2-k), so gibt es ein
13 <§- (n+1) mit

min O(K.1) » 3 (8)
Nimmt man an, diese Aussage ist falsch, dann gibt es ein 1, mit
@(0,11) < -13' und ein 12 > 1, mit @) (11,12) < % usw, SchlieR~
lich gibt es aufgrund der Annahme ein 1, » % (n+1) mit

1

@1 ’1'1P) < é- far p=1(1)v (1,=0). Dann sind unter den Inter-
vallen 41' AZ' vewi AJ'V weniger als % lv gekennzeichnete, und

ihre Gesamtzahl ist kleiner als % 1, + (2n+2-1,) = 2n+2-§ 1,.
Wegen p 2 n+l erh&lt man die Ungleichung 2n+2-§- 1V> n+1, und
es ergibt sich 1v < g- (n+l1) im Gegensatz zur Annahme lvi-%(mi)-
Deshalb existiert ein k <% (n+1) mit Ti;‘F @(E’,l) i%, Man

k- / #
wahlt § = 1+ 507 und bezeichnet mit AJ' J =1(1)m, die gekenn-

zeichneten Intervalle der Menge {AFH.' S AZ(n+1)} in na-

tirlicher Reihenfolge. Aufgrund der Wahl von K ist m ié- (n+1).
*
= . t »
Sei AJ [tJ_1 J] Aus (8) folgt, daB t'1 ' §+ 3 Fé'f’

J=1(1)m, ist, Denn wirde fir ein j die Ungleichung tJ>§ +3 3‘1-{
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gelten, so wiren in der Menge ldk'-rl' ey AR-+33} weniger als J
gekennzeichnete Intervalle enthalten, d, h., @(k,k+33) wiire
kleiner ale 3. Deshalb gilt for t ¢ 45 = [ty 4.ty] die Unglei-

chung t = £ 6 3 iy, J=i(l)m,

Jetzt kann man zeigen, daB die Abschiétzung (7) in der Funk-
tionenklasse H;f- optimal ist,

Satz 3: Fur beliebige in (-1,1) definierte Funktionen Ak(x) und
Knoten X, €[-1,2], k= 0(1)n, gibt es eine Funktion ?o(x) € H;.

O € A s 1, und einen Punkt ge[-l,:l.]. so daB die Ungleichung

1 n
(t) in n
2l ae ) AE) Rolmd | e R
-1 t —f =0
gile,
Beweis: Der Punkt f wird wie im Beweis von Lemma 2 festgolog_t_:
Es sei ’
0 fur x € § sowie suf allen Intervallen
'\ der Zerlegung AJ(vgl. Lemma 2),
) J =1(1)2n+2, die ein Xy k=0(1)n,
enthalten,
Po(x) = T+t (9)
(x-t:l_l):""2 for tJ_li_xi_-L,zl'i, falls [tj-l't,;j]

toat ein gekenn-
1+2 -1 zeichnetes In-
(tj-x) far "11'1—' £ x € ty¢) tervall ist,
Leicht sieht man, daB Polx) & H; und @ (x,) =0, ke 0(1)n,. ist,

Damit ergibt sich

1 -f
‘_]f j‘%— dt "'g A (¥) ‘Po(xk)l ) f T°f;) "

S (t)
t
& IE- )( q:°_f dt a Di2 ; 3 /%(:) dt
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Die letzte Ungleichung folgt aus der bekannten Eigenschaft der
Partialsumme der harmonischen Reihe,

Die Frage ist nun, ob man den Quadraturfehler dadurch verrin-
gern kann, daB maen die Quadraturformel modifiziert und neben
den Funktionswerten quxk) auch die Ableitung ¢ (x) an den
Knoten Xie» k= 0(12n,1n die Formel einbezieht, d, h,, Néherungs-'
quadraturen der Art

t
100 = ;;A () ¢ () mf Y (10)

betrachtet, wie sie z, B. von Solijev /4/ untersucht wurden,

Satz 4: Die Fehlerabschédtzung (7) ist far die Quadraturformel
(10) optimal im Sinne von Satz 3, '

Der Beweis folgt unmittelbar daraus, daB flr Po(x) aus (9) ne-
ben q%(xk) = 0 auch 7.o(xk) = 0, k=0(1)n, gilt und demit al-
le Abschétzungen im Beweis von Satz 3 erhalten bleiben,

Damit ist die N§he;ungsquadratur, die auf dquidistanter Poly-
gonzuginterpolation beruht, trotz ihrer einfachen Bauart in den
betrachteten Funktionenrdumen &uBerst wirkungsvoll, Das wird
auch durch‘folgende Beispiele unterstrichen, Alle Rechnungen
wurden auf dem Tischrechner K 1002 durchgefihrt,

n 1(t2,0.99)  1(t3,0)  1(¢3,0.99)
50 0,66828
200 -3,208056 0,66676 ~2,50938
500 -3,207982
exakt -3,207968 0,66667 -2,50922



n 1(e%,0) 1(V1-t2et,-0,25)

50 2,1147875 2,06013
200 2,1145194 2,06412
500 2,1145045

exakt  2,1145017  2,06465

AbschlieBend sei bemerkt, «daB sich eine weitere Einschrénkung
der zugelassenen Funktionen, z, B, durch héhere Stetigkeits=-
forderungen, nicht mehr im Quadraturfehler niederschlédgt, da
schon die Abschédtzung des Fehlers in Lemma 1 auch fir glattere
Funktionen nicht zu verbessern ist, )

Sucht man optimale Quadraturformeln fir Funktionen, die stér-
keren Stetigkeitsforderungen geniigen, mu8 man Splines hdherer
Ordnung zu ihrer Konstruktion heranziehen,
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Soma neutrix producte of dietributions

The following definition for the product of two distributione
waa given in /2/ end /3/.

Definition 1: Let f end g be two dietributions for which on the
open intervel (e,b), f is the r-th derivetive of en ordinery
summeble function F in Lp(a.b) end g(r) ie an ordinery summeble

function in Lq(e.b) with % + % = 1, Then the product fg = gf of

f and g 18 defined on the open interval (a,b) by
r

fg = g (-1t e, [FgttI] (71,
=
where
- rl s
ré1 " IT=DT
Now let @ be a fixed infinitely differentiable function having
the properties
(1) @(x) =0, for Ix| a1,
(11) @(x) » 0,
(111) ¢(x) = @(-x),
1
(1v) j e(x)dx = 1,
21
We define the function 4 by
6n(x) « ng(nx)
for n « 1,2,... . The sequence Idnl is regular and converges

to the Dirac delta-distribution d, For an arbitrary distribu-
tion f we define the function fn by

’ i/n
flx) = fud, o [ f(x-t)d (1) dt
-1/n
for n « 1,2,... . The sequence {f. ]} is regular end converges
to f,
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The following definition extends definition 1 to a wider class
of distributions and was given ‘in /3/.

Definition 2: Let f and g be arbitrary distributions and let
g9, = 9xd.
We say that the product f o g of f and g exists and is equal
to h on the open interval (a,b) if
lim (fg,.$) = lim (f,g . d) = (h.$)
n—o00 n —00

for all test functions § with compact support contained in the
interval (a,b).

The following theorem was proved in /3/.

Theorem 1: Let f and g be distributions, If the product fg
exists on the open interval (a,b) then the products f o g and
g o f exist and

fog=geof=fg
on this interval.
Examples were also given in /3/ to show that definiton 2 is in
fact a proper extension of definiton 1,
The next definition was given by van der Corput /1/,

Definition 3: A neutrix N is a commutative additive group of
functions v(f) defined on a domain N' with values in an additi-
ve group N", where further if for some Vv in N, v(g) = y for
all f in N*, then¥= 0. The functions in N are called negli-
'gible functions. Now let N' be a set contained in a topological
space with a limit point b which does not belong to N°', If f(g)
is a function defined on N' with values in N" and it is pos-
sible to find a constant B such that f(§) - B is negligible
in N, then B is called the neutrix limit or N-limit of f as E
tends to b and we write

N-lim f(E) =8B

g-b

where the limit B must be unique if it exists,

The following definition extends definition 2 to an even wider
class of distributions and was given in /4/,
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Definition 4: Let f and g be arbitrary distributions and let

gn = g-t(‘n. !
We say that the neutrix product f o g of f and g exists and is
equal to h on the open interval (a,b) if

N-lim (fg,.§) = N-lim (f,g.3) = (h.$)

n- oo n-»0o

for all test functions § with compact support contained in the
interval (a.b), where N is the neutrix having domain

N' = {1,2,,..,n,...} and range N" the real numbers with negli-
gible functions linear sums of the functions

10" 1n, 1n"n

for A > 0 and r = 1,2,... and all functions f(n) for which
lim f(n) = O,
N> o0

The following theorems were proved in /4/,

Theorem 2: Let f and g be distributions for which the product
f o g exists by definition 2. Then the neutrix product f o g

8xists and defines the same distribution.

Theorem 3: Let f and g be distributions and suppose that the

Neutrix products f o g snd f o g' exist on the open interval
(a,b), Then the neutrix product f* o g exists on the interval
(a,b) and

(fog) af og+fog
on the interval (a,b).

Theorem 4: The neutrix products x~" o 6(P) and §P) o -

exist and

-r, &(P) L (=1)Tp1 4(p+r)  4(P) , T,

x "o d = %BT%T$' d , d ° X o]
for r = 1,2,,.. and p = 0,1,2,... .

Theorem 5: The neutrix products x+r o d(7*P)(x) and

J(r*P)(x) o x+r exist and

r R
x, o 6P (x) = §(7*P)(x) o x "'a l:llz§§:ﬂll 8¢ )(x)

for r,p = 0,1,2,... .
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We note here that the products given in the last two theorems
are not in general defined by definition 2 and so definition 3
is a proper extension of definition 2,

We now prove the following theorenm,

Theorem 6: The neutrix product x" o x® existe and

%" o x% = x"*S (1)

forr,s =0,21,%2,,,, .

Proof: We note first of all that if either r or s = 0,1,2,...
then this product exists by definition 1 and then x"x® xr+s.
Equation (1) follows from theorems 1 and 2 for these cases.
We therefore only need consider the neutrix product

x "o x® for r,s = 1,2,... . We have by definition

r-1 ,r

x-r P .(.-—1L__d—r 1n|x,
(r-1)1 dx
for r = 1,2,,,, and

r=-1 24
(x"27,3) = j°° x"27(§(x)+ §(-x)-'z§i§-ﬂ-}{ﬂl 24]dx,
& =
r-1
21-1
(x~2™*1 5 . }" fz”’“[?(*)-é(-ﬂ*;-%é'{rn-:—&l x21-1]dx
o - =

for arbitrary test function § with compact support and
r=1,2,,.., see Gelfand and Shilov /5/,

First of all let us consider the neutrix product x1 o x28

for s = 1,2,,,. and put

1i/n

- -2

(x728) =x"2%x 4 .- '(Ts_hj'l'  nlx-t]d (3%) (e)qe.
-1/n

Then (x'zs)n is an even function. Thus if d 1s an arbitrary

test function with compact support, we have

[¢s]
(L7200 = [ CHET2E) [8000- B(-x)]dx,
(o]
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It follows from Taylor's theorem that

S
(21-1) <
$(x)- $(-x) = 2 ;E; -é721:17+91 x2i-1

6(251'1)(:)()_ 5(29+1) (-Ex) x2$+1
(2s+1)1

+

where 0 € £ € 1 and so
s ®
- o (2i-1) B -
(x 1,(X Zs)n é) = 2 iZi(m’-lLo—l j X21 z(x zs)ndx
- 0

- .
+ TZ?%TT] x25(x-25)n [§(29+1)(§x)_ §(28§1)(_£x)] dx.
o]
Now :

1
~(28-1)1 7’ x(x~2%) dx = jmx"‘ ;nlnlx-tl 4,(2%) (t)drax
0 0  -i/n

1
. p28-m-1 f‘” o /(m Iv-ul -1n n]g (2®) (u)dudv
0 =1

on making the substitutions nt = u and nx = v, It follows that
c
N-1im x™(x"2%) dx = 0
nsoo 3§

form = 1,2,,,., 28-2 and so

2 2i-1 o
N-lim E —ig-!-r:r;-‘g)- f x21-2( x-ze)ndx = 0,
n-00 = )

Further, from what we noted at the start of the proof,

lim xzs(x'zs)n = N-lim xzs(x'z—s)n - x28x728 . 3
n-oo n+co
and so

Ne-lim j” x23(x-29)n[§(2501)(§x)_ @‘23’1)(-§x)3dx
a0 4

1
: foo [§(25+1)(5x)_ 5(23*1)(-§x)]dx‘.
0
It follows that
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0o
N-lim (71 (x72%) §) = pmprpyr [ (6% (6x)-5(%* 1) (-] o
0

n->00

00 _,._ S_ r(21-1)
- (xR 00 R0z 2 Sy 4 e - (27 )
0 =

for all test functions § with compact support. The neutrix

product x"1 o x™2° therefore exists and

x'i o x-25 - x-23-1

for s = 1,2,... .

We can prove similarly that the neutrix product x1o x-23+1

exists and

x-l 5 x-23+1 - x-2s

for s = 1,2,... ..We have therefore proved that the neutrix

product x1 o x™® exists and

x-l 5 W8 ‘-3-1

for s = 1,2,.., .
Now assume that the neutrix product x "o x™® exists and

x T o x™® 2 x""8 (2)

for some positive integer r and s = 1,2,,,., , Then it follows

-r-1 s

from theorem 3 that the neutrix product x o x~% oxists and

-r-1 -r-s-1

- r(x x"%) = - (res)x +8(x "o x'“'l) B

by our assumption for s = 1,2,.,. . Equation (2) follows by in-
duction for r,s = 1,2,..,., . This completes the proof of the
theorenm,

Theorem 7: The neutrix product J(r) o 6(8) exists and
P IO |

for r,e = 0,1,2,,.. .

Proof: Let § be an arbitrary test function with compact
support, Then

r
(J(r)'én(Q)é) - (-1)r 2;; r°16;(°*1)(°)b(r-1)(0)-
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where 6, (2*1)(0) = n®*1*1 p(o41) (o, for 1 = 0.1,....r. It fol-

lows that either é;(’*i)(o) = 0 or
N-11m 4 (®*1)(0) = 0,
n->00

Thus

.
N-lin (87,8, (Vg) < w-ltm (-1)7 S 0,6, (D (@13 (0)

=0 .

(0.9).

It follows that the neutrix product J(r), 6(8) exists and
§r) o (&) .o

for r,s = 0,1,2,... . This completes the proof of the theorem,

Theorem 8: The neutrix products (x :10)' o (x :10)s exist and

(x£10)" o (x *10)® = (x%i0)7*® (3)
forr,e =0,%1,.%2,,,, .
Proof: The distribution (x +10)" is defined by (x *10)" = x"
for r = 0,1,2,,.. and

- r
(x£10)™" = xF # :3 iT c(r-1)

for r = 1,2,,.,., see Gelfand and Shilov /5/, It follows that if
either r or s = 0,1,2,... then the products in this theorem
exist by definition 1 and

(x210)"(x £10)® = (x +10)"*°,
Equations (3) follow from theorems 1 and 2 for these cases.

Wa therefore only need to consider the neutrix products

(x210)"" o (x!iO)'s’ for res = 1,2,,,., . Since the neutrix
product is obviously distributive with respect to addition we
have

2
x T ox™®. T7£i%+;;;¥%T g(r-1) , 4(s-1) |
s LT G(r-1) o0 g AT or | glen)
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r+s
-r-s -1 1 ((r+s=1)
- X0 et

(xti10)~""®

. [x 7t i:i}riﬂ‘é(r—l)] o[ x™® # %%%%;%Z 4(e-1)]

(x*+10)"" o (xt10)7® .

on using theorems 4,6 and 7, for r,s =« 1,2,,,, ., This completes

the proof of the theorem,

The following theorem follows similarly,

Theorem 9: The neutrix products (x y10)~" o (x +10)™® exist and
(x310)"" o (x$10)7% = (x210)"""°

for r,s = 1,2,.,. .,

We now prove the following theorem.

A

Theorem 10: The neutrix products xf‘o 6(r)(x) and é(r)(x) ° x,

exist and
x2 o 8 (x) = &MV (x) o x2a0
for A#¥0,4,,.,., r,-1,2,,.. and r = 0,1,2,,,., .
Proof: We first of all note that if A > r then it is easily seen

that the product x;?é(r)(x) exists by definition 1 and the re-
sults of the theorem follow from theorems 1 and 2,

Now suppose that A> -1, Then

1
.fo xf Jn(r)xmdx = j/n xm+h5n(r)(x)dx
-00 0

- nr-m-Aj} tm-Ae(r)(t)dt
. 0

where the substitution nx = t has been made. It follows that
the functions

b
Ag (r) L
x (x)x"dx
Jo * M
are negligible, or zero, for A ¥ 0,1,..,.,r and m = 0,1,2,... .
Further
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‘ 1
flx}Jn(")(x)x"*‘ldx 2 n-:-A/ l:"*‘*"g"”(t)ldt
- (o]}

and so

lim }o)xi‘d’n(')(x)x""] dx = O,

n-o 4

Now let § be an arbitrary test function, Then

) el
§(x) + nz_; 2800 + iy 8V )

where 0 € £ € 1 and so

™ o
(x16, M (x) §(x)) = ; @ o Aén(r)(x)xmdx

-

xién(r)(k)xr*lé(r*l)(fx)dx.

é\e

Since
I jp xién(r)(x)xﬂl é(r+1)(Ex)dx]
-0 ;

¢ sup { 16(" 1) ()|} fm]xién(")(x)x'“(dx
X
-m .

it follows from what we have just proved that

N-lam (x2,d (7 (x) § (x)) = 0 = (0,8 (x)).
n—>00
Thus
x e 8 (x) =0 ()

for A>-1 and A ¥ 0,1,...,r.

Now assume that equation (4) holds when -k<X < -k +1 and
re=o0,1,2,,.., where k is a positive integer, This is certainly
true when k = 1, Using theorem 3. we have .

[x} e 6 (x)] a0 erad™ o 807 (x) & x 2 0 6(r*) ()

and it follows from our assumption that equation (4) holds when
~k =1 <A<-k and r = 0,1,2,... . Equation (4) now follows by
induction for Ac=-1, A ¥ -2, =3,.,. and r = 0,1,2,,,. .
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We will now consider the neutrix product J(r)(x) ° xi. If A> -1
then xf-is an ordinary summable function and if -k-1 <2 < -k,

where k is a positive integer, then

k 5
2 Ma+1) d A+k
X, = FT*TE:%T ;;F Xe 0 i

x:+k being an ordinary summable function. Thus

(xi)n = xf*én(x)

jx‘ (x-t)* 4, (t)dt, A > -1,
-1/n

Loy F (x-0)*kg (k) (t)de, -k -1 <2<k
[(A+k+1) -i/n
and k = 1,2,,..

Making the substitution nt = s we have
0 o]
(-0)2*kg (K (t)de - n'“j (-s)**%o(K) (g)de
~i/n 21
and we see that the functions
0
S (-0)2*kg (k) (t)de
-1/n
are negligible for A ¥ O and k = 0,1,2,.,. .
Now let § be an arbitrary test function. Then

(d0x). (x)p §(x))

0
§(0) [ (-0)d (t)de, A>-1,

-1/n
" .
.F{%a-%‘—ol J (-t)h"kén(")(t)dt, “k=1<A < =k

-1
i and k = 1,2,...

and it foliows from what we have just proved that
N-1im (8(x), (x}), $(x)) = 0 = (0, & (x)).
n->co

Thus
d(x) o x? = 0
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for 2¢ 0,-1,-2,... .
Now assume that

6 (x) o x2=0 (5)

for some positive integer r and A # 0,1,,.., r,~1,-2,... .
This is certainly true when r = O. Using theorem 3 we have

(86 (x) o x2]' = 0 = 6071 (x) o x2 4+ 2™ (x) o 2272
= &) () o x2
by our assumption for A - 1 ¥ 0,1,..., r,-1,-2,... . It follows
that
J(rﬂ')(x) ° x}:. o]

for A ¥0,1,..., r+1,-1,-2,.,. . Equation (5) follows by in-
duction for 2 ¥0,1,.,.., r,-1,-2,,.. and r = 0,1,2,... . This
completes the proof of the theorem.

Corollary 1: The neutrix products x_a‘ . J(r)(x) and
6(r)(x) ° x_h exist and
x e d(M(x) = &M (x) - x2= 0

for Ay 0,1,..., r,-1,-2,... and r = 0,1,2,... .

Proof: The results follow on replacing x by -x.in equations

(4) and (5).

Corollarx 2: The n;utrix products lxl)‘ o 6(r)(x). 6(r)(x) . |x|7‘,
(sgn x . |x.|)‘) ° J(r)(x) and é(r)(x) e (sgn x-|x|*) exist and
12 8N (x) = 6T (x) o 1x1* = (sgn x-1x1?) o &7 (x)
= 6(r)(x) e (sgn x-l'xlh) =0
for Ay o0,1,..., r,-1,-2,,.. and r = 0,1,2,,.. .
Broof: The results follow on noting that
! 2

Ix s x+l+ x2A, egn x:Ix? = x2 - x2,

the neutrix product being distributive with respect to addition
We can now define further neutrix products, Consider for
oxample the function
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-]
coexf‘- mE-o xfﬂh/(Zm)l
where A >0, Choosing an integer k so that 2kA > r 3 0, the

)
function z xfmz/(ZM)! is r times continuously differentiable
ms

and its r~th derivative at the origin is zero. Thus

00 00
A - 2 )
l;i x28%/(2m)1} 0 6(F) (x) = 87V (x)+ § 2. x2"/(2m) 1}

= 0,
’ 2 (r)
It follows that the neutrix products cosx ™ o ' ") (x) and

J(r)(x) . cosxf exist and

k-1
cosx+1 -6(r)(x) = 6(r)(x) ° cosx2= g;; TE%TT Xfmxn J(r)(x)
(6)

for 2kA > r and r = 0,1,2,... .
If 202 ¥ 2,.,.,r form = 1,,.., k-1, these equations reduce to
cosx}-cf(r)(x) = J(r)(x) ° co‘sxf- XE o 6(r)(x) :% J(r)(x),
using theorems 5 and 10, for r = 0.1,2,... .
If A = %, then equations (6) become
1 1
cosx+z ° J(r)(x) = J(r)(x) ._cosx*z

r r n
- 2 % K000 - 2 ity 6V,

using theorem 5, for r = 0,1,2,,., .
As a second example, consider the function f(x) defined on the
open interval (-1,1) by

1
(1-x5)"1, 06 x< 1,

f(x) =
() 0, -1<x <o,

. 00
" Then f(x) = E x*"/2 on the open interval (-1,1), The function
m=0

78



2]
2 x+‘/2 is r times continuously differentiable and its
mulr+l

r-th derivative at the origin is zero, Thus
o

00
m/2 ] , ((r) = §(r) , ; /21
{3, 221600 - 8 o S x,*2} - 0.

It follows that the neutrix products f(x) e 6(r)(x) and

6(r)(x) o f(x) exist‘on the open interval (~1,1) and

F(x) » (M (x) = 6(F)(x) « f(x)

2r r -
- Z x+w/2 . é(r)(x) a ; -1)"r1 6(r-m)(x)'

T r-m)!

using theorems 5 and 10, for r = 0,1,2,... .
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90C20
Lothar Berg
Natirlicher Ausgleich von MeBwerten mehrfach monotoner
Funktionen1
Sucht man fir eine Folge von MeBwertpaaren
(ty.y4), 1 =0,1,...,n, (1)

eine Regressionsfunktion r(t), so geht man von einer Kurven-
schar mit endlich vielen Parametern aus und bestimmt diese Pa-
rameter mit Hilfe der GauBschen Methode der kleinsten Quadrate.
Die Wahl der Kurvenschar erfolgt auf Grund einer vorhergehenden
Modellvorstellung Gber den hinter (1) stehenden Zusammenhang.
FOr den Fall, daB noch keine Modellvorstellung vorliegt bzw,
man sich bei mehreren méglichen Modellen nicht fiar ein bestimm-
tes entscheiden kann, haben 3., Peil und S, Schmerling in einer
Reihe von Arbeiten /S/, /6/, /7/. /8/. /9/ ein empirisches Re-
gressionsverfahren entwickelt mit dem Ergebnis

n n

r(t) = ; yiK(t-ti)/; K(t-tJ).

In den dort betrachteten Beispielen ist die Kernfunktion K(t)
nichtnegativ, gerade sowie fir t 2 O monoton nichtwachsend, und
r(t) h@ngt von der Wahl der Kernfunktion nicht wesentlich ab.

Im folgenden soll unter der Voraussetzung dquidistanter ty =1
ein anderes natirliches Ausgleichsverfahren vorgestellt werden,
Vorausgesetzt wird, daB die y, in (1) Néherungswerte far eine
k-fach monotone Funktion z, sind, d. h, fir eine Funktion mit

Pz, 20 (2)

far 4 = j, j+1, ....,nund § = 1,2,...,k, wobet ¥V der Operator
far die Rickwirtsdifferenzen Vzi =2z -2z, , 1ist,

1 Augarbeitung eines Teils der Schauvorlesung gleichen Titels

vom 02, 04, 1982
a



Bei nichtédquidistanten ty kanrni man analog vorgehen, wenn man
die Differenzen durch die Steigungen ersetzt, Die Uberlegungen
lassen sich weiterhin auf den Fall ibertragen, wo in (2) fur
einige oder alle j das £ - Zeichen steht, Schwieriger ist dage-
gen der Fall, wo in (2) das Relationszeichen bei festem j an
einer Stelle i, wechselt, sofern man diese Stelle nicht von
vornherein kennt, sondern erst aus dem Zahlenmaterial zu be-
stimmen hat,

Aufgabe: Zu gegebenen reellen Zahlen Yo' Y1+ e+ Y, und einer
natirlichen Zahl k € n werden reelle Zahlen x_, X, ..., x, ge-
sucht, so daB Zy =Yy v Xy die Ungleichungen (2) erfiillt und

n

2
; Xy = Minl (3)

wird,
of fenbar genigt es, die Ungleichungen (2) fir 1 £ i = j % k und

j =k <i % n zu erfillen, so daB sie nach Einflhrung der
n x (n+l)-Matrix

-1 1
1 -2 1
-1 3 -3 1
A= | -1k 551 (4)

S L N

mit den Elementen 84 = (_1)1+3(M1n£13k))‘ 14i¢n, 0£j$n, und
der Spaltenvektoren
T T
X = (XXg00eXp) 0 ¥ = (YgYyeeo¥p)
bei komponentenweiser Ordnung die Form
-Ax € Ay ' ; : (5)

annehmen, Nach./2/, S. 137, ergibt sich die Lésung der Minimal-
aufgabe mit Hilfe der Hilfsvektoren

T _ T
u = (“1"'“n) , V= (Vl"'vn)

82



aus dem folgenden

Satz von Kuhn-Tucker: Ein (n+l)-dimensionaler Vektor x ist ge-
nau dann Minimallésung von (3), (5), wenn es zwei n-dimensiona-
le Vektoren u,v gibt mit

X = ATu, Vv = Ay + AX, ulv = O, u®0, vea2o, (6)

Aus den ersten beiden Bedingungen von (6) folgt durch Elimina-
tion von x

AATY = v - Ay, (7)

wobei die Matrix AAT wegen (4) an der Stelle i,j mit 1€ i,j&n
das Element

i Min(4i ,k Mi Wk
(-1** ( :I:(ln(:l.)k; - "‘3 ))

besitzt, Aus den letzten drei Bedingungen folgt, daB ujvy = 0
ist fir elle i, Somit lassen sich die von Null verschiedenen
Komponenten von u aus denjenigen Gleichungen des Systems (7)
bestimmen, in denen vy = 0 ist, Man muB nur diese Gleichungen
kennen,

Ein in /4/ beschiriebenes Iterationsverfahren von Hildreth und
d'Esopo ist zur numerischen Losung von (6), (7) nicht zu emp-
fehlen, da sich bei den durchgerechneten Testbeispielen trotz
theoretischer Konvergenz keiné konstanten Werte eingestellt ha-~
ben,

Der Fall k = 1: wir betrachten jetzt Funktionen, die im gewdhn-
lichen Sinne monoton nichtfallend sind wie etwa die Wachstums-
funktionen (vgl, /1/). Dann ist k = 1 und

-1 1
fs0
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offenbar zerfallt die Matrix AAT, wenn man im Innern eine Zeile
und die zugehdrige Spalte streicht. Im Fall v = O wird nichts
gestrichen, und die Komponenten der L3sungsvektoren x,u aus (6)

lauten

n n
1
IERE. "D BEVRED

far alle i, wobei gleichzeitig u; = -x, gilt, Hieraus ergibt

(]
sich zur Ldsung der Aufgabe (3), (5) der folgende endliche

Algorithmus: Im Fall [y, € O fgr p & 1 € q, aber Vyp-:l. >0
fir p > 1 sowie VWq*l > O fiir q < n ersetze man die Werte

h '
Yp-1 Yq je durc

— i:v
q-p+2 ;S5m AT

Dieses Verfahren wiederhole man so lange, bis alle Vyi * 0
sind, Die dadurch entstandenen y; sind die gesuchten z4.

Der Fall n = 2: Um die vorhergehenden Ergebnisse im Fall k = 1,
n = 2 zu illustrieren, bilden wir mit den Abkirzungen

8=y, - Yy b=y -y, : (8)

das Differenzenschema (vgl. /3/, S. 142)

Yo
a
y b-2a,
1 b-a .
Y2

Das erste Gleichungssystem von (6) und das System (7) lauten in
Komponentenschreibweise

xo = -uy, 2u1-u2 = vl-a,
X, = ug-uy, -u,+2u, = v,+a-b, (9)
xz = uz,

Wir unterscheiden vier Unterfdlle, die in Abb, 1 zusammenge-
stellt werden,



* I, Im Fall Uy = uy, = 0 ist Xy = X3 = X, = 0 und
Zo " Yo' %1 ® Y1 %3 = Ype (10)

Wegen der aus (9) folgenden Beziehungen Vy =8, vy =-a+b
und v & O tritt dies ein fiir
O€ga€b,

II, Im Flll‘v1 = uy = 0 ist u; = -a/2 und X, = 8/2, x4 =-a/2,
X, = 0 sowie wegen (8) ’
Zo =2y = (Yo"'yi)/z' Zy = Yoo (11)
"Wegen vy, = b~a/2 tritt dies ein fir
a€0¢&2b-a,
III, Im Fall U; = vy, = 0 ist u = (a=b)/2 und X, = 0,
X, = (b-a)/2, Xy = (a=b)/2 sowie
Z, = Yor Z3 = 25 = (vg*Y3)/2. (12)
Wegen v, = (a+b)/2 tritt dies ein fir
-a b € a,
IV, Im Fall Vq = Vp = 0 1st u; = -(a+b)/3, uy = (a-2b)/3
und X, = (a+b)/3, Xy = (-2a+b)/3, x; = (a-2b)/3 sowie
Zo = 21 = 2 = (Yo*y1*Y2)/3. (13)

Dies tritt ein fir
2b € a € -b,

Der Fall k = 2: Zum Vergleich fihren wir noch den Fall k =n =2
an, bei dem die Gleichungen (9) in

xo - -u1+u2.

2u,-3u, = v, ~a
1 2 1"
Xy = u1-2u2.

-3u1+6u2 = v2+23-b (14)

Xz = "2'

Obergehsn, Wir unterscheiden wieder dieselben vier Unterfille
wie zuver, die aber diesmal zu Abb, 2 fohren, ‘
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F I/A!'II
/ W=

be-a / %

Abb, 1 Abb, 2

I. Im Fall uy = u, = 0 gilt wieder (10), die Bedingung v 2 O
liefert aber wegen der aus (14) folgenden Beziehungen
vy =8, vy = b ~2a die Ungleichungen

0 % 2a £ b,

II., Im Fell vy = oUy = O bleibt alles erhalten einschlieBlich
(11) und der zugehérigen Ungleichungen.

III, Im Fall uy = v, = 0 ist u, = (2a-b)/6 und x, = (2a-b)/6,
1 " (b-2a)/3, x, = (2a-b)/6 sowie
z, = (5Yy*2y1=Y5)/6. 25 = (Yo*Y1+Y3)/3,
Zy = (-Y°+2Y1'5Y2)/6.
Wegen v, = b/2 tritt dies ein fir
O £ b £ 2a,
IV, Im Fall vy = vy = 0 ist zwar u = -b, die Gbrigen Werte

bis einschlieBlich (13) bleiben aber unver&ndert. Ledig-
lich die Ungleichungen fir a und b &ndern sich zu

b £ 0 £ a-2b,

Beispiel: Als Beispiel zum Fall k = 3, n = 4 betrachten wir das
Differenzenschema
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2664

27 o
2691 1
27 4
2718 28 -2,
-1
2746 27
2773

An Stelle von (9) erhalten wir aus (6) und (7) diesmal
x -1 1 -1

o u 2 -3 4 1 u v, =27

x 1 -2 3-1\(? 1 1

1 u -3 6 =10 5 |lu v

x, | = 1 -3 3|| 2 2 |2

2 ug ! 4 -10 20 -15 usg Vg -1 .
X3 =3y -1 5 -15 20| lu, vy +2

x4 1

In Anlehnung an den vorhergehenden Algorithmus beginnen wir mit
u, = u, = Ug = v, = 0, so daB wir u, = 0,1 erhalten sowie

vy = 26,9, v, = 0,5 und vz = =0,5. Dies bedeutet, daB wir im
niéchsten Schritt Up = Uy = Vg = v, = 0 zu setzen haben, wobei
uz = 2/35, u, = 1/7 folgt. Da jetzt v, und v, positiv sind,

bricht der Algorithmus ab mit dem Ergebnis

JREE AL RS BCRRE ERR2
In der abschlieBenden Tabelle mit auf zwei Dezimalen gerundeten
Daten vergleichen wir die Werte z, = yy + xg mit den Werten
e, = 1000 « exp(0.98+0,01 - 1), .aus denen die Yy durch Rundung
auf ganze Zahlen entstanden sind,

S.
2745.60
-0.03

2664, 46
0.52

2691.23
0.20

2718,.28
0.05

0.05

Beim vorliegenden Beispiel sind die berechneten z, nichts ande-
res als die Werte des zu den gegebenen y, gehSrenden Aus-
gleichspolynoms zweiten Grades,

Literatur

/1/ Berg, L.: Ober GauBsche Markov-Prozesse als Wachstumsmodel-
le, Biometrical J, 23, 477 - 486 (1981)

87



/2/ Collatz, L., und Wetterling, W.: Optimierungsaufgaben
Berlin 1971 :

/3/ Kiesewetter, H., und MaeB, G.: Elementare Methoden der nu-
merischen Mathematik, Berlin 1974

_/4/ Kinzi, H, P,, und Krelle, W,: Nichtlineare Programmierung.
Berlin 1962

/5/ Peil, J,, und Schmerling, S.: Empirische Regression als ein’
Verfahren zur “parameterfreien” Aufbereitung und Aus-
wertung morphometrischer Daten fir funktional-stocha-
stische Bezishungen zwischen SystemgréBen. Gegenbauers
morph, Jahrb, 126, 221 - 227 (1980)

/6/ Peil, J,, and Schmerling, S,:Biomathematical description of
- relationships between morphological quantities by
empirical regression procedures., Mikroskopie (Wien)
37 (Suppl.), 466 - 472 (1980) ’

/7/ Schmerling, S., und Peil, J,: Zur Schitzung der Regression
aus Beobachtungswerten stetiger ZufallsgrdBen. Bio-
metrical J, 19, 291 - 301 (1977)

/8/ Schmerling, S., and Peil, J,: Remarks upon empirical re-
gression belt, Biometrical J, 21, 71 - 78 (1979)

/9/ Schmerling, S., and Peil, J.: Empirical regression as a
conditional expected value of a special distribution-
mixture for a modelfree quantitative recording of
stochastical relations. Biometrical J. 22, 487 - 495
(1980)

eingegangen: 14, 0S. 1982

'

Anschrift des Verfassers:

Prof, Dr. L, Berg
Wilhelm-Pieck-Universitdt Rostock
Sektion Mathematik
Universit&tsplatz 1

DDR=-2500 Rostock

88



Rostook, Nath, Kolloq, 22, 89 - 107 (1983) 65305
65H10
Zoltfn Szabd

Ein Erweiterungsversuch des divergenzpunktfreien Verfahrens
der Berthrungsparabeln zur L3sung nichtlinearer Gleichungen
in normierten Vektorverbinden

Summary

Let X be a normed veotor lattioe (i,e. a looally oonvex linear
topologioal lattioe so that its topology is defined by a
lattioe norm) and £ :+ X> X be a Préchet-differentiable non-
linear operator, The author tries to extend the always conver-
gent iteration formula of tangent paraboleas described in /32/
to the solution of the operator equation f£(x) = O, The use of
this generalized method is 1llustrated on some systems of
nonlinear equations,

1, Eipleitung

Satz 1,1(/31/, /35/)s Die stationkren und sich auf einen Punkt
stutzend:n Iterationsverfashren

xn'..' = !(xn), ns= 0.1,2..-0’ (101)

mit der Iterationsfunktion P zur LBsung der reellen nicht-

linearen Gleichung £(x) = O haben die folgenden Eigemschaften:

1° Die Informationseffektivitét Eff = £ einer beliebigen
Iterationsmethode (1,1) ist nicht griSer als eins:

BfL € 1,

wobel p und q die Eonvergenzordnung bzw, der Informations-
aufwand von (1,1) sind,

2° Mir jede ganze Zahl p>1 kann ein Iterationsverfahren von
der Gestalt (1,1) mit einer Konvergensordnung p und mit
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Bff = 1 angegeben werden,

3° Die Iterationsfunktion F einer beliebigen Iteratiomsmethode
(1,1) mit der Konvergenzordnung p enthdlt explizit jede der
Punktionen £, £?,4.e, £P=1),

Definition 1,1(/35/): Im Palle Bff = 1 wird die Iteration
(1.1) optimal genannt,

Unter den Iterationsverfshren (1.1) hat die quadratische

(p = 2), optimale und in mehreren Richtungen erweiterte, ver-
allgemeinerte und modifizierte Newton~Raphsonsche (kurz NR)
Methode eine grofSe Bedeutung, deren Fourilersche /11/,
Cauchysche /8/ und andere /4/, /10/, /26/, /28/, /29/, /34/
Konvergenzbedingungen aber ziemlich stark sind, Die wohlbe-
xannte "modifizierte" oder "vereinfachte" NR-Methode /9/, /27/,
/28/, /35/ steht den Untersuchungen von /32/ sehr nahe, da ihre
Konvergenzbedingungen schwicher sowie auf unsere Verfahren
{ibertragbar und ausdehnbar sind.

Definition 1,2 (/32/): Die mit der Punktion £ verbundene
Iterationsfunktion F(x;r) und auch das entsprechende Iterations-
verfahren

Tpet = Mxgirdy  no= 041,00, ’
wird in dem abgeschloasenen Intervall I = [a,b] stets konver-
gent (oder divergenszpunktfrei) genannt, falls die Iterations-
folge {xn } fir jeden beliebigen Anfangswert x, € I mit

f(xo) 40
1° monoton istund
2° gegen die rechts (bzw, links) von x, nHchstliegende Null-

stelle & € I von f konvergiert, vorausgesetzt, daB der
Wert des "Richtungsparameters" r im Verlauf der Iteration
xonsequent stets 1 (bzw, —1) gewthlt wird,

3° Wenn es keine Nullstelle @ e(xy,b] (bzw, aelayx,)) von £
gibt, dann verldst {xn} das Intervall I,
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Die Pamilie der Iterationsfunktionen mit diesen Eigenschaften
wird mit A(f,I) bezeichnet, '

Eine Konvergenzaussage zur modifizierten NR-Methode wird im
folgenden Satz formuliert,

Satz 1,2: Existiert eine reelle Zahl M1> O mit

I£°(x) € My, xeI=[ap]cR,

dann gilt

P(x;xr) =x 4+ v J{.&E}.L € A(2,I).

Dieses Verfahren ist in I stets (d.h. fiir ein beliebiges

x, € I) konvergent, Mit anderen Worten, es gibt in I keinen
Divergenzpunkt (vgl, /32/). Der "Preis" fiir diese vorteil-
hafte Eigenschaft bei der Modifikation der NR-Methede ist
das Abnehmen der Konvergengordnung (p = 1).

Ia den letzten 10 - 15 Jahren wurden zshlreiche Iterations-
verfahren von htherer Ordnung erarbeitet, die in irgendeinem
Sinne immer konvergent sind (z.B. /1/, /2/, /3/, /6/, /7/,
/13/, /15/4 /20/, /21/, /23/, /25/)s Bei diesen Methoden wird
meistens die Intervallarithmetik als Hilfsmittel herangezogen.
In vielen Féllen wird die Relation

vorausgesetzt,

In /32/ sind auch stets konvergente Iterationsverfahren an-
gegeben, die keine Intervallarithmetik benutzen und bei denen
keine Relation von der Gestalt (1,2) vorausgesetzt wird, Die
Arbeit enthdlt unter anderem die Konvergenszsitze der stets
konvergenten Methoden der Berihrungskegelachnitte (d.h. der
TH-, TP- bzw, TE-Methode), Die Verfahren basieren auf den

Eyperbeln ( L )2 =1 + 2%, den Parabeln (¥)2 = x* baw.
den Ellipsen (%)2 = 1=x2 (|x| € 1), wobei die Werte von
¢ >0 hinreichend groB8 sind, Eine Konvergenszaussage zur
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Methode der Bertihrungsparabeln (TP) ist der folgende
Satz 1,3 (Sate 7 aus /32/): Ist die Punktion
?: [ap] = I (cR)—R
in I zweimal differenzierbar und ist die Relation
Ien(x)] 6 M, # 0, xeI,
erfilllt, so gilt '

Ppp(xir) = x + sisn(r(xo)) Zié-!)-
7

oL B e,

Im Falle einer einfachen Nullstelle a von f werden fiir die
quadratischen und optimalen TH-, TP= und TE-Methoden Pehler-
abschiitzungen von der Gestalt o

2
IXpeq = o € Kfxp-a] ,

3 2
lxn+1 -al & K1|xn+1"xnl + lexn.n':n( s 0= 0,1,2,000,

bewiesen und die Konvergengzfaktoren (s, /18/) bestimmt
(Sdtze 9, 10, 11 und 12 in /32/), Perner werden einige Be-
merkungen ilber die Methoden von Techebyscheff, Halley und
Cauchy-Hitotumatu (/8/, /12/, /16/, /33/, /35/), Gber die
durch Interpolationspolynome hergestellten und monotonen
Iterationen von J,P, Traub /35/ und Uber die Zusamménhinge
der obigen Mathoden bzw, der stetas konvergenten Verfahren der
Berthrungskegelschnitte gemacht, Als eine Verallgemeinerung
der TP-Methode haben wir in /32/ eine stets konvergente
Iterationsfamilie, die Methode der konkaven Berithrungsfunk-
tionen, vorgelegt,

In dieser Arbeit wollen wir eine Erweiterungsmiglichkeit der
Iterationsformel von TP gur L¥sung nichtlinearer Gleichungen
in normierten Vektorverbénden angeben,
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2, Punkiionalanalytische Vorbereitungen

Im folgenden werden die Begriffe des halbgeordneten Vektor-
reumes und der Préchetschen Ableitung von nichtlineren Ope-
ratoren (deshalb der Begriff des normierten Raumes) benttigt.
Der normierte Vektorverband ist die lineare Struktur, die fiir
unsere Zwecke am meisten geeignet, d.h., die mit einer Halb-
ordnung und mit einer Normtopologie ausgeriistet ist, Er ist
ein lokalkonvexer topologischer Vektorverband, in dem die To-
pologie durch eine monotone Norm eingefithrt wird. Die genaue
Definition wird im folgenden angegeben (vgl, /22/, /24/,/30/,
/36/).

X geil . ein halbgeordneter reeller Vektorraum,Die Halbordnung
wird durch einen Kegel C(c X) eingefiihrt:

x5y, falls y -xeC (x,yeX) ist .

Definition 2,1: Gibt es einen Vektor z aus dem halbgeordneten
reellen Vextorraum X mit o

1% x« z, yS5z;

2° xs2?, y42® (2?cX) >z < 8

fiir belisbige Vektoren x,y ¢ X, so nennt man z das Supremum
von X und y:

e=x vy (=sup {x,y}) 3,
der Vektor
XAy (=dnf {23} ) == ((=0) v (-y)) € X

heift Infimum von x und y und X Vektdrverba.nd mit den Ver—
bandsoperationen Vv, A,

Man kann den Absolutwert von einem beliebigen x bilden:

x| = x v(=x) ,

or liegt in dem Kegel,
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Definition 2,2: Pr beliebige Vektorenlx,y mit x<y aus dem
Vektorverband X nennt man die Menge

[xy5] = {2¢X | x<8, 22y}
ein Ordnungsintervall,

Definition 2,3: Man nennt eine Teilmenge H des Vektorverban-
des X mit dem Kegel C

solid, falls x ¢ H =3 [=|x|,(xI] c H,

bzw,

voll, falls H=(H+ C)N(H =C) ,

Definition 2,4: Der Vektorraum X wird topologischer Vektor-
raum genannt, falls

1° X ein Hausdorffscher Raum ist,

2° die Abbildungen

(x,5) — x4y

(A'x) —> Ax

sowohl in x wie auch in y, bzw, in A und in x stetig sind
(x,5 € X, AeR), (Die Topologie von X wird mit T begeichnet.) -

Definition 2,5: Der topologische Vektorraum mit der Topologie
T ist lokalkonvex, falls T eine Nullumgebungsbasis aus kon-
vexen Mengen besgitzt,

Satz 2,1 (/24/): Jeder normierte Vektorraum ist gugleich ein
lokalkonvexer topologischer Vektorraum,

Definition 2,6: Der Vektorverband X ist ein topologischer
Vektorverband, falls

1° X ein topologischer Vektorraum (mit der Topologie T) igt,
2° 7T eine Fullumgebungsbasis aus soliden Mengen besitst,
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Die Kompatibilité@tsbedingung 2° fur die Verkniipfung der topo-
logischen Struktur und des Vektorverbandes wird im Licht des
Satzes 2,2 noch matiirlicher erscheinen, .
Definiticn 2,7: Der positive Kegel eines topologischen Vektor-
verbandes wird (fiir T) normal genannt, falls T eine aus vollen
Mengen bemtehende Nullumgebungsbasis besitet,

Sgtz 2,2 (/22/): X sel ein Vektorverband und ein topologischer
Vektorraum (mit der Topologie T). X ist ein topologischer
Vektorverband dann und nur dann, wemnn der positive Kegel nor-
mal ist und die Verbandsoperationen y,A beszliglich T in
jhren Argumenten stetig sind,

Definition 2,8: Ein lokalkonvexer topologlscher Vektorverband
wird lokalkonvexer Vektorverband genannt,

Definition 2,9: Wird die Topologie des lokglkonvexen VektSr-
bandes X durch eine Norm mit

X,y € Xy IX| £ |yl =>lxll £yl

(d.h, durch eine monotone Norm) eingefithrt, so nennt man X
einen normierten Vektorverband, Ist X dariiber hinaus voll-
stdndig in der Normtopologie, so bildet er einen Banach-Ver-
band,

Als Beispiele fiir Banach-Verbiinde ktnnen die wohlbekannten
Rume (Punktriume, Folgenrdume bzw. Funktionsriume)

B, B, €, €% ¢, m, 8, 1,, 1%[a,b], IP(4), Cla,b]

erwithnt werden,

Satz 2,3 (/30/): X sei ein normierter Raum und ein Vektorver-
band, X bildet einen normierten Vektorverband dann und nur
dann, falls die Einheitskugel von X golid ist,
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Wir bezeichnen den Raum aller linearen und beschriénkten Ope-
ratoren V— W mit L(V,W), wobei V und W reelle Vektorriume
sind.

Definition 2,10 (/9/, /17/): Es seien X, Y reelle normierte
REume ,

f: X »Y

ein beliebiger nichtlinearer (d.h, nicht notwendigerweise
linearer) Operator und x, ¢ X ein beliebiger Vektor. Gibt es
einen linearen Operator £ e L(X,Y) mit

ie(x, + ax) - £(x,) = Laxli<llaxil-eClax] )
und

1im e(laxll) = 0 ,
Axl|—0

g0 heift £ Préchet-differenzierbar in X, . Der Operator
r'(xo) = { wird die Fréchetsche Ableitung von f in x, ge-
nannt,

Existiert £?(x) flir ein beliebiges x € D ¢ X, so heiBt f
Fréchet-differenzierbar in D, Die Fréchetschen Ableitungen
htherer Ordnung £(1) werden auf #hnliche Weise definiert
(se /9/4 /17/)e Es kinnen einige zum reellen Fall analoge
Eigenschaften der Fréchetschen Ableitung, wie z,B, die
Additivitst, Homogenitit, Eindeutigkeit, Stetigkeit, das
Differenzieren von impliziten Operatoren, bewiesen werden

(8¢ /5/y /974 /17/)e

3, Die erweiterte TP-Methode

Es sei X ein beliebiger normierter Vektorverband und £3: X—X
ein in X Préchet-differenzierbarer nichtlinearer Operator.
Unser Ziel ist es, thnlich dem stets konvergenten Verfahren
der Berithrungsparabeln eine Iterationsformel zur L¥sung der
nichtlinearen Operatorgleichung f£(x) = O aufzubauen und die
erhaltene Methode an einigen nichtlinearen Gleichungssystemen
vorzustellen,
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Es sel ec X ein (auf geeignete Weise gewithlter) Vektor und

¢ e L(X, L(X,X)) ein positiver symmetrischer bilinearer
Operator (oxx = oxZ » 0, oxy = oyx; X,y € X), 80 daB der in-
verse Operator (ee)~! von ce e L(X,X) existiert. (Daraus
folgt Ubrigens die Relation (ce)~! e L(X,X), vgl, /5/.)

Der Operator ¢ erzeugt in X eine multiplikative Operation, Es
wird vorausgesetzt, dag man die "c-Quadratwurzel" aus be-
liebigen Vektoren x des positiven Kegels im folgenden Sinne
siehen kann: :

T 20 = Jyta (V)x mit y20und cy’=x.
°

(Dann kann auch der Vektor -y als eine andere Quadratwurzel
von x in Betracht gesogen werden: ¢(-y)(-y) = an = X,)

Es sel x, € X ein vorgegebener Vektor mit f(xo) > 0, Wir be-

trachten den durch

¥(x) 1= A = o(x=B)(x=B) = A = o(x-B)?, 4,BeX (3.1)

angegebenen "quadratischen® Operator y, Wir fordern, da8 die
_B.olationen erfillt sind

y(x,) = £(x;), ¥'(x,)e = £2(x )e , (3.2)
d,h,

A=olx, - B)? = £(x,), =2¢(x, - Ble = 22 (x,)e,
wobei y*(x,), £(x,) € L(X,X) die Préchetschen Ableitungen
von y und £ in x, sind, Auf Grund der Bedingungen kann die
letste Gleichung in dér Form

o(xo - B)e'= u(xo -B) = - % f’(xo)e
geschrieben werden, woraue aich der Wert von

x, - B = (00) [« § £2¢x 0] = § (o0)[22(x,)e]
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ergibt, Mit Hilfe der Bezeichnung
vy 1= ,} (o)~ [f'(xo) e] (¢ X)
erh¥lt man den Wert von A und B in der PForm

B-xo+v°,

A= 2(x)) + o(=v )(=v,) = £(x,) + ov2,

Die Gleichung der "tanglerenden Parabel™ (enteprechend (7) aus
/32/) sieht algo folgendermaBen auss

2 2
y(x) = £(x;) + ovy = o(x=x =v,)",

Unsere Aufgabe ist Jetzt, die "quadratische Gleichung"
7(x) = 0 zu l8sen, Nach Umordnung ergibt sich die Gleichung

o(x-xo-v°)2 = £(x,) + ov°2-

"Auf Grund unserer Bedingungen 1st dle rechte Seite positiv,
Jetzt "ziehen wir die c-Quadratwurzel" aus beiden Seiten:

x-xo-vo = + (0“) f(xc) + cvoa ®
woraus sich der entsprechende Wert von Xy i= X ergibt:
\/ 2
X=X, 4V, % o £(x,) + ov,,

So erhalten wir die Iterationsformel

Xppq = Xpn + Vo & (c\})f(xn) + cvn2 s D m0yl,0ee,
wobei

v, - i- (ce)™? [e2(x)) e]
et und das Vorzeichen von \[ im Verlauf des Iterations-

(o)
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progesses einheitlich gewHdhlt wird,

Wie beim TP-Verfehren in /32/ entspricht im Fall -f(x, ) >0
der Gleichung (3.1) der Operator

y(x) = & + o(x=B)%,
Aus den Forderungen (3.2) erh#lt man fUr A und B

2
A=x  ~-v,, B=£2(x)) ~-ov,~,

Damit hat die "Bertihrungsparabel™ die Form

2 2
y(x) = £(x,) - ov,“ + o(x = x, + v,)%

Daraus bekommt man mit X, = X

Also ist die Iterationsformel von der Gestalt

=X -V, + V -f(xn)+cv2. n=0,150009

x
n+1 n n = (e) n
mit
v. = & (ce)™! [22¢x.) o]
n"% ‘a .
Die Untersuchung der Konvergenzbedingungen kann das Objekt

weiterer Forschungen bilden, Hier wollten wir nur auf eine
Miglichkeit der Verallgemeinerung der TP-Methode hinweisen,

45 Numerische Beispiele

Wir wollen das Verfahren an drei nichtlinearen Gleichungs-
systemen im 1'82 demonstrieren,
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451, Das Gleichungssystem (s. /14/)
952 -922463-19=0
18ys -6y =0

hat die Lisung
<~/’2‘3> <1.414213552373>
[ S
1/ 0333333333333/ .
Hier hat f die folsende Gestalt

t(x)-f(’)- 9y - 922 4»6;-1
i s 8ys - 6y

mit den Préchetschen Ableitungen
1 -182 + 6
£o(x) = ( et ) e 1.08%, B?)

182-6 ; 18y .
bsw,
" 18; 0 0O -18) 2 2.2
£"(x) <o; @ € LIR®, LR R*)),

Als e und ¢ whhlen wir e -(1) bsw, o = 18( J:I.Jk)’ wobei
(Jw‘) eine "diagonale 2x2x2 Raum-Matrix" ist mit

Iy « [ 19 falls i=§=k,
13k 0, sonst

e (G e (G5
® L) gz
Deshaldb k¥nnen wir Jetst die "o-Quadratwursel" im gewdhnli-

chen Sinne und komponentenweise sziehen,
Der Startwert sei X, = (; 5) o Dann sind

ﬂz . 17.75) (°> ..o. t'(x You 3 3 36) (‘) (”)
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vor Jo(® w(o.916666 and .v°2~(15.1249®'
39) ~ \1.0833333 21,1249

Somit ist
- (2'9‘““7 - V& 32.374995)
145833333 T8 a7, 12495

- (2.9166667 (1 «3514394 ) +5652273
1.5833333 142275765, 557568
Auf Bhnliche Weise k¥mnen weitere Glieder der monoton ab-
nehmenden Iterationsfolge erhalten werden:

x, = (_.5‘312134 ;= 1,41 15026) x5, - (1,4152137) .
023339496 023333339 0.3
In Palle des Ausgangevektors x, -(3) gilt die Ungleichung

2(z) = (Z'9) <0

Wendet man die entsprechende Iterationsformel wiederholt an,
so ergidt sich die monoton sunehmende Folge

z, = .3333333) v % _<hﬂ202%7)’
x, -’( %Mﬁ) ’ X = (-&nﬂi"ﬂ-ﬁ),

422, Das durch die Abbildung

2(x) = (Y07 #in y - 0,2 cos g - 6,4832)
£2~0,7 ¢o8 ¥ + 0,2 8in 5 -~ 2,4416

bestimmte nichtlineare Gleichungssystem hat die Nullstelle

6. ?83234283
3.141601 836

Die benStigten Préchetschen Ableitungen von £ sind
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f’(x) - <1-0.7 cos y
0,7 sin y

und
£"(x) = (007 siny ; O
0,7Tcosy ; O

0,2 8in g )

).

Wir wihlen e -(}) und o = 0,45 ( Jﬁjk)’

140,2 cos 2z

0; 0,2 cos z
0;=0,2 sin g

Die numerischen Ergebnisse (mit der Genauigkeit €= 1o-8)
8ind der folgenden Tabelle zu entnehmen:

n ‘ x, f(xg}
0 5 = 162400
2 - 4.610-1
2 6.14662670 = 4a240=2
3.06910924 - 5.110-2
3 . 6525911807 - 7.210-3
2.13900360 - 10910'3
4 6928237477 - 2.610-4
314139558 - 1.610-4
5 6.28323308 = 3.645-7
3,14160167 - 1.310-7
6 6,28323428 - 1.210-12
3,14160184 - 3.510-13

4,3 Die Abbildung

3 2
£ - y - 33‘2 -
(x) <3y22 o2 )

aus /35/ hat die Nullstelle & =(J) und die ersten zwei

Ableitungen

1
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3(,2_,2) ; =6y 6y; =6z =63; =6y
£9(x) -( syz ; 3y2_22) £7(x) _<62; sy 6]; =2 )t

Es selen e -G) g © = 12 (cri k) und £= ,,-8, Die folgende
Tabelle enthiélt die numerischen Ergebnisse:

n T, £(x,)
0 5 6.4101
2 1. 5102

§ 2,81221849 1¢3401
0,98067408 24 2101

2 1493001776 449
0.47770111 5e1

3 1.,46703206 2,0
0.,20849283 1.3

R 1.20822994 Te5, ¢~
0,07161780 3.110-1
0,01486748 5e140-2

I3 11.0.1 480778 4, 51 0‘2
0400099844 3e1,0=3

7 1,00093609 ) 2.810-3
0,00000546 146495
000000000 Sel 10-—10

9 1,00000000 3.1 10-10
0,00000000 3e 210-13
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Rostock., Math., Kolloq. 22, 109 - 110 (1983) 05A10
Joachim Rudolph

Ober eine Verallgemeinerung von Multinomialkoeffizienten im Zu-
sammenhang mit der Untersuchung von Kontingenztafeln

Autorreferat der Dissertation A

Zwei einfach-indizierten Partitionen (m,,....m ) und (ry,....r )
einer natidrlichen Zahl m 188t sich durch die Anzahl derjenigen
zweifach-indizierten Partitionen (”11"""13"”'“n1""”ns)

von m, die - als n x s-Kontingenztafeln geschrieben - gerade diese

(nl,..,m

Randsummen haben, eindeutig eine Zahl ((r rn;) zuordnen.
: 1eeeeFg

Die auf diese Weise fir eine feste Partition (m1""”n) von m
durch variation dber alle (rl,...rs) (s fest, r =2 0) entstehen-
den Zehlen werden als verallgemeinerte Multinomialkoeffizienten
(VMK) eingeflhrt, Interpretationsbeispiele sind: die Anzahl der
Ldésungsmdglichkeiten gewisser diophantischer Gleichungssysteme,
die Anzahl der Teilersysteme einer natdrlichen Zahl (Teilmengen
einer Multimenge), Weganzahlen in gewissen Pseudographen u. a.
FGr 8 = 2 erhdlt man die von Sved /1/ untersuchten verallgemei=-
nerten Binomialkoeffizienten, far (“1"""n) = (1,..,1) die
Binomial- und Multinomialkoeffizienten. Erzeugende Funktionen,
Summen- und Rekursionsformeln lassen sich unmittelbar angeben.
FGr die verellgemeinerten Binomialkoeffizienten wird die loga-
rithmische Konkavitat gezeigt. Die Beurteilung der GréBenrela-
tion zwischen zwei VMK aus den variablen Partitionen allein
gilt nur fGr verallgemeinerte Binomialkoeffizienten (Monotonie
im kleineren Partitionsteil). Aus der Abzdhltheorie von Red-
field /2/, Pblya und de Bruijn erhélt man eine Darstellung der
VMK durch Faktorielle, die far (m;....m;) = (1,..,1) in die be-
kannten Formeln Gbergeht, Sie ist nicht frei von Aufz#éhlungen,
Aufzéhlungefreie Formeln fir spezielle VMK (z, B, n = s und/
oder Obereinetimmung der Partitionsteile) werden zueammenge-~
etellt, Innefhalb der mathematischen Statistik kdénnen VMK z, B,
im Zueammenhang mit dem exakten Test nach Fisher eine Rolle

spielen, Sie ermdglichen hier eine Kalkulation des Rechen-
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sufwands und erlauben in gewissen Fillen sogar eine vorzeitige
Testentscheidung. In der Arbeit wird ein Algorithmus zur Auf-
z#hlung randvertréglicher Kontingenztafeln vorgeschlagen, der
einem in diesem Zusammenhang geschriebenen Algolprogramm fOr
diesen Test zugrunde liegt, In diesem Programm wird der zugehd-
rige VMK rekureiv berechnet, Gail und Mantel /3/ haben eine in
der Arbeit nicht beriicksichtigte Normalepproximation fOr VMK
angegeben,
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Rostock, Math, Kolloq. 22, 111 - 112 (1983) 06A10
05A05
Konrad Engel

Maximele h-Familian in endlichen Ordnungen, Haneal-Ordnungen
und monotone Funktionen

Autorreferat der Diasartation (A)

Im Jahre 1928 l8ste SPERNER folgendes Problem: Man bestimme die
maximale Michtigkeit einer Familie paarweise bez. Inklusion un-
vergleichbarer Teilmengen einer endlichen Menge und gebe alle
maximalan Familisn an. In den letzten Jaehrzehnten het eich
hiervon ausgehend eine Theorie entwickelt, Es zeigte eich, deB
die Probleme
e) Bestimmung der meximalen Michtigkeit gewisser Familien und
b) Auflistung aller maximalen Femilien
zwar beide mitainendsr zusammenhlingen, aber beide von eigen-
stindigam Interesse sind und nicht mit den gleichen Mitteln. be-
handelt werden kdnnen. Wir betrachten in unserer Arbeit (endli-
che, partielle) Ordnungen P, mit Rangfunktion, d. h. solche
ordnungen, fir die eine Funktion r: P—»IN existiert, so deB’
gilt: r(x)=0 far alle minimalen Elsmente x in P und
r(y) =r(2) +1, wann y> z ist und kein w mit y>w>2z existiert,
Sei r(P) := mex {r(x); x ¢P}, Dis Elemente vom Reng k bilden
das Niveau Ny und lNkl heiBt k-ts Niveauzehl. Eine Teilmenge
f; von P bezeichnet man als h-Familie, falls keine h +1 Elemen-
te cy.....c, 8us i eine Kette (c,<...<cy) bilden, ERDUS,
KATONA, KLEITMAN u. a. lésten das Problem a) fir h-Familien in
gewissen Ordnungen. Das Problem b) wurde nur fOr i-Familien in
aahr speziellen Ordnungen geldst (SPERNER, KATERINOCKINA,
CLEMENTS, GRIGGS). In unserer Arbeit l&sten wir daa Problem b)
fOr h=-Femilien mit einer neuen Methode in einer allgemeinen
Form, eo daB sich daraus alle uns bekannten, schon friher er-
zielten Resultate, die dea Problem b) fOr i-Familien betreffen,
folgern lassen, Dis Ordnung P, heiBt [K,B)-normal, wenn
[A] ,Nkl-l € |R(A)| lNk’ll-i fOr beliebige A€ Nk und k € [0,r(P))
gilt und Gleichheit nicht for k #[o.B) und @4 Ast eintritt,
Hierbei iat R(A) die Menge der Elemente aus Nk+;' die mit we-~
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nigstens einem Element aus A vergleichbar sind. Die Niveauzah-
len von P_ sind(«,B8)~-logarithmisch konkav, wenn

lnkgza [Ng_gl [Ng,ql far beliebige k € (0,r(P)) gilt und Gleich-
heit nicht fir k g (a,B) eintritt,

Satz: Ist E<[a.B)-norna1 und hat P_ (o,B)-logarithmisch konkave
Niveauzahlen, so gibt es héchstens 2 maximale h-Familien
(haB-&+1), und diese kénnen konkret angegeben werden.

Im folgenden Satz werden Ergebnisse von HARPER, HSIEH, KLEITMAN
und CLEMENTS verschérft bzw. verallgemeinert,

Satz: Sind QqrevesQno (n22)@®-normale Ordnungen mit (o,r(Qi))-

logarithaisch konkaven Niveauzahlen und gilt r(Q1)6 oo 8 r(Qn).
n

80 ist P, := 77 Q. eine [«,8)=normale Ordnung mit (o,8)-loge-
iml

rithmisch konkaven Niveauzahlen, wobei o = r(Q1)+... +r(Qn_1)
und B = r(Qn) gile,

Die vorliegenden Ergebnisse werden auf spezielle Ordnungen,
ndmlich den Booleschen Verband, projektiv lineare, affine und
modulare geometrische Verbénde, den Verband der Teilquader ei-
nes Quaders, Kettenprodukte und Griggs-Ordnungen angewandt.

In Teil II der Arbeit behandeln wir folgendes Problem
(KOROBKOV, HANSEL, ALEKSEEV): Es sei bekannt, daB f eine mono-
tone Funktion von der Ordnung a: in die Ordnung Q_ ist, jedoch
seien die Werte von f noch unbekannt, Wir bestimmen fir gewisse
Ordnungen P_ und beliebige Ordnungen Q_ die minimale Anzahl
derjenigen Elemente von P, fur die ein bester Algorithmus die
Funktionswerte berechnen muB, damit ermittelt werden kann, um
welche konkrete monotone Funktion es sich handelt,
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Rostock. Math, Kolloq. 22, 113 - 114 (1983) 20L05

20L10
Barbare Schultz

Ober die induktiven Gruppoide der partiellen Automorphismen von
Algebren einiger susgewdhlter Klassen

Autorreferat der Oissertetion B

Die Isomorphismen zwischen den Unteralgebren einer Algebra bil-
den bezhglich ihrer HintereinanderausfGhrung und beziglich
ihres Induzierens ein induktives Gruppoid im Sinne von Ehres-
mann, des induktive Gruppoid der partiellen Automorphismen der
Algebra. Fir eine Algebra A bezeichnen wir des induktive Grup-
poid von A durch E(é).

Der Begriff des Ieomorphismue ist ein zentreler Begriff der Al-
gebra, So wie der Begriff dea Morphiemus zum Begriff der Kete-
gorie fihrt, fihrt der Begriff des Isomorphismus zum Begriff
des Gruppoids, Stellt man sich die Fraege, ob ein Isomorphismus
zu einem anderen fortaatzbar ist, kommt man zum Begriff des in-
duktiven Gruppoida, Stellt man sich die Frage, ob mehrere ver-
trégliche Isomorphismen zu einem neuen Isomorphismus gemeinsem
fortsetzbar sind, so kommt men zum Begriff dar Vollst&ndigkeit
eines induktiven Gruppoids.

Des induktive Gruppoid F(A) ist genau denn vollsténdig, wenn
Jede kompatible Untermenge von E(é) beziglich der Helbordnungs-
relation von E(é) nach oben baachrénkt ist,

Die vollsténdigkeit von [((A) ist abhéngig von dén definierenden
Operationen von A, Fir jede direkte Femilie

E = (A'(el)he/\'('PZ-P)A:P-E/\J‘P)' fir welche die Funktionen
@y, "t ApeA und As M edmtlich eineindeutig sind, gilt:

Das induktive Gruppoid des direkten Limes von E ist genau dann
vollsténdig, wenn die induktiven Gruppoide E(ﬁz? admtlich voll-
etlindig eind, Als Folgerung ergibt eich der Setz von Michler
und Schrackenberger, deB E(ﬁ) fOr jede Algébra A genau dann
volleténdig iat, wann E(g) fGr jede endlich erzeugbare Unteral-
gebra U von A volletdndig iat.
FOr beliebige Familien (C)j ¢a induktiver Gruppoida ist des di-
rekte Produkt h>e<A£l genau dann vollaetdndig, wann EA far jedes
113



LeA vollstdndig ist, :

Fir jede Familie (ﬁh)h.sA endlicher typgleicher Algebren, denen
Gruppen unterliegen, gilt folgender Zerlegungssatz:

Sind die Ordnungen der A, pearweise teilerfremd, so ist

T( E AA) k] x E(Ah). Dabei bezeichnet 7\%\-’57‘ das einge-

schrénkte direkte Produkt von (-'57\)7\el\'

Folgerungen: Sind die A, fiir jedes Ae¢A Gruppen bzw. Ringe bzw,
Multioperatorgruppen bzw, }:}Opcratorgruppen bzw, E:—Operator-
ringe gleichen Typs, so ergeben sich Zerlegungssétze fiir diese.

Fir jede endliche Gruppe G ist E(g) genau dann vollsténdig,
wenn G eine zyklische Gruppe oder direktes Produkt einer Klein-
schen Vierergruppe und einer zyklischen Gruppe ungerader Ord-
nung ist, Fir jeden endlichen zyklischen Ring R ist [(R) voll-
sténdig. FGr jeden endlichen Ring R ist C(R) genau dann voll-
sténdig, wenn [(R') fir jede Primérkomponente R‘ von R voll-
sténdig ist, Die induktiven Gruppoide E(E) far endliche Kérper
K sind vollsténdig.

AbschlieBend beschdftigen wir uns mit der Frage, inwieweit Al-
gebren durch ihre induktiven Gruppoide bestimmt sind, Eine Al-
gebra A einer Klasse S (S-Algebrs) ist genau dann durch ihr in-
duktives Gruppoid bestimmt, wenn fir jede S-Algebra B aus der
Isomorphie von [(A) und [((B) die Isomorphie von A und B folgt,
Die Frage wird insbesondere fir endliche Gruppen untersucht,
S~-Algebren sind i, allg. nicht innerhalb S durch ihre indukti-
ven Gruppoide bestimmt,
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Rostock. Math., Kolloq. 22, 115 - 116 (1983) 20F20
Jdrgen Wisliceny

Zur Darstellung von Pro-p-Gruppen und Lieschen Algebren durch
Erzeugende und Relationen

Autorreferat der Dissertation B

Ist G eine endliche p-Gruppe. d (= dimF H1(G)) ihr Erzeugenden-
p
‘rang und r (= dimF HZ(G)) ihr Relationenrang im Sinne der Pra-

sentation als Pro-p-Gruppe, so besagt der Satz von Golod-
Safarvi& (1964) in der Verscharfung von E. B. vinberg (1965)
die Giltigkeit von

1
%”Z' (1)
d
A, J. Kostrikin (1965) und H. Koch (1975) konstruierten Serien
endlicher p-Gruppen. beziglich derer lim inf 52 L] é bzw,
d

lim inf LZ < % nachgewiesen wurden. Als bislang ungeléstes
d

Problem stellte gich damit die Frage nach der Existenz einer

Serie endlicher p-Gruppen mit 1lim inf 52 2 %, also die Frage
d

nach der Optiuelitét des Wertes % in der Abschédtzung (1).

Das Hauptergebnis der Arbeit ist die positive Beantwortung die-
ser Frage. Zunéchst wird fir einen beliebigen Kérper K in der
freien K-Liealgebra L(n) Uber X = {xi.....xn} eine Relationen-
menge R(n) = {ri,j 1161« inj durch

1,3 " 20 Xur(g-141)%Jer(g-1+1)
erkldrt, wobei die Summation Uber alle r € Z mit
161 +r()J-1+1) 6 nund1 s 3j +r(J-1+1) ¢ n erfolgt.

Beispiel: R(6) = {xlx2 + XgX, & XgXe, XoXg 4 XaXg, XgXg + XgXe,
XopXgo X3Xgs XgXge XpXge XzXg. XgXge XoXg. x4 %}
FOr n » 2 erhdlt man

2 n
IR(n)| = -+ 5 - 1242 115



Bezeichnet I(n) das von R(n) in L(n) erzeugte Ideal, so gilt der
Satz 1: Die Liesche Algebra L(n)/I(n) ist nilpotent,

Ausgehend von den Relationen r; ., wird in der freien Fp[y]-Lie-
algebra £ (X) eine Relationenmenge 02(n) aus Relationen der
Form

n
i, 1,
B1s3 = ; ot Pyx,  (1e1<gén, g, MV e Fp)

betrachtet, Es wird nachgewiesen, daB die Koeffizienten gv(i'J)
so gewdhlt werden kdnnen, daB die entsprechende Faktoralgebra
eine endliche Fp[y]-Liealgebra wird, Die Ergebnisse ilber Lieal-
gebren fihren zu Ergebnissen lber Pro-p-Gruppen auf der Grund-
lage des Zusammenhangs zwischen Pro-p~Gruppen und F_(y]-Lieal-
gebren vermége der p-Zentralreihe, Ist p eine Primzahl ( ¥ 2)
und G eine endlich erzeugte Pro-p-Gruppe, so kann das zur
p-Zentralreihe (Gn)ntN (G1 =G, G .4 -an(Gn.G)) gehérige gradu-

00 00
ierte Objekt gr G = E gr.G = E Gn/Gn+1 bekanntlich als

F [yl-Liealgebra aufgefaBt werden, Das Relationensystem & (n)
1§Bt sich in ein Relationensystem BZ(n) fir die freie Pro-p-
Gruppe F(n) umsetzen, so daB beim Obergang von der entsprechen-
den Faktorgruppe G(n) zur Fp[y]-Liealgebra gr G(n) Identitdten
entstehen, die den Relationen aus R (n) entsprechen, Aus der
Endlichkeit der durch W(n) bestimmten Faktoralgebra folgt die
Endlichkeit der Pro-p-Gruppe G(n), In dieser Weise ergibt sich
unter Beachtung von (2) der

Satz 2;: Es gibt eine Folge endlicher p-Gruppen G(n) mit
d(G(n)) = n und

liw EGO)) L

n->o0d(G(n))?
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Rostock. Math. Kolloq. 22, 117 - 118 (1983) 62K05
Manfred éartko

Versuchsplanung fdr Schatzungen im gemischten Modell der
linearen Regression

Autorreferat der Dissertation A

Das Modell

Y = B + 81x1 e +Bpxp + 7151 +oee * 7q£q + e (1)

wird als “gemischtes Modell der linearen Regression” bezeichnet,
Dabei sind p,q nichtnegative ganze Zahlen, {xl.....x } die ein-
stellbaren Regressoren, (zl.....z )" der N (P.z)-verteilte Zu-

fallige Regressor und e ein N(O,Ez)-verteilter und von
(51.....5q)' stochastisch unabhéngiger, zufédlliger Fehler.

{Bo.....Bp
sionskoeffizienten, und ix stellt die Familie der Regressanden

dar. Nach der Methode der kleinsten Quadrate schatzt man die
Regressionskoeffizienten erwartungstreu durch die Schétzfunk-

' ?1.....Ya} ist der Vektor der unbekannten Regres-

tion

[
<i>' BXIE)'(XIE)]-:.(X@)'XX. (2)

wobei Y., Z und X Matrizen der Formate (nx 1), (nxq) bzw,

(nx (p+1)) sind.

Es wird gezeigt, daB die Kovarianzmatrix der Schatzfunktion (2)
far nkp+q+3 existiert und die ‘Gestalt

I |
10...0\i=uw3 |
S R |
(n=p-2)(X'X) "+ p' > MG op,p : OP.q
Trg - (o) ! (3)

B pepgq-2| - ---q--------t-t —
iy -1 1 I .1

a F': oq,p :Z

hat,
Liegt ein gemischtes Modell vor, so wird das entsprechende Mo-
dell mit q =0 als "Modell-I-Anteil" bezeichnet. Zur Problematik
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der optimalen Allokation wird denn ge-
zeigt, daB in der Klasse der diskreten und konkreten Versuche-
pléne vom Umfang n (n beliebig, aber feet) gilt: Die C-,A-,D-
und G-optimalen Pldne eines gemischten Modells der linearen Re-
gression sind identisch mit den C-,A-,D- bzw, G-optimalen Pla-
ren des Modell-I-Anteils dieses Modells. Aus Genauigkeitsforde-
rungen fir die Varianz der Schdtzfunktion (E',i‘)e (ct.Rp*q*1).
das arithmetische Mittel der Varianzen von {E',I’}. den Erwar-
tungswert des Quadrates der Breite des Konfidenzintervalles far
einen Regressionskoeffizienten, die maximale Varianz der Schiit-
zung der Regressionsfunktion iber einem Prognosebereich bzw,
den maximalen Erwartungswert des Quadrates der Breite des Kon-
fidenzintervalles fir die Regressionsfunktion Uber einem Pro-
gnosebereich werden Ungleichungen zur S tichproben-
umfangseplanung abgeleitet.

Die Kosten eines Versuches sind von der Anzahl der Einzelver-
suche und von der Lage der Versuchspunkte abhéingig. Am Bei-
spiel des Modells (1) mit nur einem im Versuchsbereich
[xu,xojc R1 einstellbaren Regressor (p=1), einer linear von der
Lage der Versuchspunkte abhéngigen Kostenfunktion und der Be-
schrénkung der Varianz der Schétzung fGr B, als Genauigkeits-
forderung wird ein Problem der kostenoptimalen Versuchsplanung
bearbeitet., Es ergibt sich, daB die diskreten kostenoptimalen
Pléne das Spektrum {x .Xx } besitzen, Ein nichtlineares Glei-
chungssystem fir die Teilstichprobenumfénge n: und ng wird an-

gegeben,
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Rostock, Math, Kollog. .2_2, 119 -~ 120 (1983) 65N30
Tranduy Ood

Approximation einer Varistionsungleichung zur Greenschen
Funktion

Autorreferat der Diseertetion A

Ee sei 1 ein beschrénktea Gebiet des RN und G die Greeneche
Funktion des Dirichletproblems fOr den Lepleceoperator - A. Ee
ist eine Funktion f* zu finden, fir die dae Skalarprodukt (Gf,f)
sein Minimum annimat unter den Nebenbedingungen fe€ KI\E‘:

Lt ) -éffc(x.y)f(x)f(y)dxdy——a Min . (1)
an feKnEe-u

Die Aufgabe wird betrachtet Uber dem Hilbertraum L,(f1) bzw.
H'l(:L). Es sei:
K = {f(x)eLy(N):-1€6(x)60 f. 0. 1n O},

Eg = {f(x)c L(n) s f{ f(X)WY(x)dx = a}.

Hierbei 1ist \y(x) eine Ober N positive harmonieche Funktion,
Der Parameter s ist aus dem Intervall -fily(x)dx 68 60 z2u wih-

len, Bekanntlich lessen sich die Ldsungen von (1) durch die
variationsurigleichung

{p-f*.6f*> 2 0 fur alle @ aus U (2)
bzw. durch

(p-f*.Gfy + MP-f*.y) » 0 fOr alle Paus K (3)
charakterisieren,

Das Hauptaugenmerk der Untersuchung wurde auf die numerische
Approximation bzw, auf des Finite-Elemente-Verfahren gerichtet,
Mit dem Ansetz

f = Z fvxﬂv (4)

fihrt die Aufgabe auf

119



z(cf f) = «Z(Af f) —— Min . (5)
fer" ,-1“ €0
(f.y)= s

wobei A= (a eine (n xn)-Matrix ist,

v
Satz 1: Der Lagrange-Multiplikator A in (3) ist eindeutig be-
stimmt. Es ist A > O, Ferner gilt

u* = Gf* +AY 20 1in £ und f* = X e
Hierbei ist xIl* die charakteristische Funktion der offenen

Menge N* = {x e 0: u¥(x)>0}.
Das numerische Verfahren fir die Bestimmung der Ldsung von (5):

Es bezeichne fh = u" sowie

m-1,1 _ m-1 i 5 m-1,1 (] m m-1 m=1
u -{ "eR"nK :u = (Ugreee sty Uy 3., Uy )}.

m-1

>0 und u

Ferner werde A er" nk gewdhlt, Man bestimme

n' Cm
dann u™ durch die n folgenden Minimalaufgaben zur Lagrange-
Funktion L des Variationsproblems (1):

L™ iasne™ o) VWt teymtiing,
Aus u™ wird weiter Npeq Wie folgt berechnet:

Aper = 2p * Cu( (™. y) - 8).

m+1
Auf Grund von notwendigen Bedingungen fihrt die Aufgabe zu

el vy ;13 3 };’11 7w ez @

Die Lbésung der Aufgabe (5) ist die Projektion von Gg'auf K.
Sie ist wie folgt definiert:

u: = max(-l,min(ﬁ?,o)).

Satz 2: Mit passendem @, ist der Algorithmus (6) konvergent,
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Hinweise fGr Autoren

Manuskripte (in deutscher, ggf. auch in russischer oder engli-
scher Sprache) bitten wir, an die Schriftleitung zu schicken,
Die gesamte Arbeit ist linksbindig zu schreiben. Eine Ausnahme
hiervon bilden hervorzuhebende Formeln und das Literaturver-
zeichnis. Der Kopf der Arbeit soll folgende Form haben: Rostock.
. Kolloq. /teerzeile/Vvorname—Neme/—teerzeile/ Titel der
Arbeit/ 1 Zeilenumschaltung/ Unterstreichung/ Leerzeile. Der
Text der Arbeit ist eineinhalbzeilig (= 3 Zeilenumschaltungen)
zu schreiben mit maxIma . Anschlagen je Zeile und maximal 37
Zeilen je Seite. Zwischenidberschriften sind wie folgt einzuord-
nen: 6 Zeilenumschaltungen/ 2wischenlberschrift/ Unterstrei-
chung (ohne—Zeilenumschaltung)/—SZetlenumschaltungen, Hervor-
hebungen sind durch Unterstreichen und Sperren méglich. Ankin-
digungen wie Satz, Definition, Bemerkung, Beweis u, a. sind zu
unterstreichen und mit einem Doppelpunkt abzuschlieBen. Vor und
nach S&tzen, Definitionen u. &, ist ein Zeilenabstand von S5 Um-
schaltungen zu lassen. FuBnoten sind méglichst zu vermeiden,
Sollte doch davon Gebrauch gemacht werden, so sind sie durch
eine hochgestellte Ziffer im Text zu kennzeichnen und innerhalb
des oben angegebenen Satzspiegels unten auf der gleichen Seite
anzugeben. Formeln und Bezeichnungen sollen m&glichst mit der
Schreibmaschine zu schrelben sein, Hervorzuhebende Formeln sind
drei Leerzeichen einzuricken und mit 6 Umschaltungen zum Obri-
gen Text zu schreiben., Formelz&hler sollen am rechten Rand ste-
hen, Der Platz ftr AbbiTdungen Ist beim Schreiben auszusparen;
die Abbildungen selbst eind In der dem ausgesparten Platz ent-
sprechenden Gr8Be—gesormdert—mach TGL-Vorschrift auf Transpa-
rentpapier beizufligen. Der zugehdrige Begleittext ist im Manu-
skript mitzuschreiben, Sein Abstand nach unten betrédgt 5 Um-
schaltungen. Literaturzitate im Text sind durch laufende Num-
mern in Schrégstrichen (vgl. /8/, /9/ und /10/) zu kennzeich-
nen und am SchluB der Arbeit unter der ZwischenGberschrift Li-
teratur zusammenzustellen.
288 U0

Beispiele: (ZeitschriftenabklGrzungen nach Math, Reviews)
ariski, O., and Samuel, P,: Commutative Algebra,

Princeton 1958

/9/ Steinitz, E.: Algebraische Theorie der Kérper. J. Reine
Angew, Math. 137, 167 - 309 (1920)

/10/ Gnedenko, B. W.: Ober die Arbeiten von C. F. GauB zur
wahrscheinlichkeitsrechnung. In: Raichardt, H. (Ed.):
C. F. GauB, Gedenkband anldBlich des 100. Todestages.
S. 193 - 204, Leipzig 1967

Die Angaben sollen in Originalsprache erfolgen; bei kyrilli-
schen Buchstaben soll die bibliothekerische Transkription
(Duden) verwendet werden,

An Ende der Arbeit stehen folgende Angaben zum Autor und zur
Arbeit: eingeqangen: Datum/ Leerzeile/ Anschrift des Verfassersy
Titel InItialen aer Vornamen Name/ InstItution/ Struktureinhelt/

StraBe Hausnummer/ Land Postleitzahl Ort.

Der Autor wird gebeten, eine Korrektur des Durchschlags vom

of fsetmanuskript zu lesen und dabei die mathematischen Symbole
einzutragen. Ferner sollte er 1 - 2 klassifizierungsnummern
(entsprechend der "1980 Mathematics Subject Classification" der
Math, Reviews) zur inhaltlichen Einordnung seiner Arbeit angeben.
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