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Rostock, Math, Kolloq. 23, 5 - 26 (1983) ) 03850
03G20
Norbert GrGnwald

Bestimmung sémtlicher abgeschlosssner Msngan aus P3 2" deren
Projektion FBn ist

Um das Jahr 1920 begann E., L. Post (vgl., /1/) die Untersuchung
der Menge P, der Booleschen Funktionen. Es gelang ihm, alle
Teilalgebren von P, zu bestimmen, Diese Untersuchungen setzte
S. V. Jablonskij 1953 fort (vgl. /4/), indem er die Menge Pk
der Funktionen Ober der Menge E, = {0,1,....,k-1} betrachtete,
In /6/ wurde Pk,2 eingeflhrt, die Menge aller Funktionen aus P,
deren Funktionswerte aus der Menge {0,1] sind, Erstmals wurde
in /6/ auch ein natirlicher Homomorphismus von P3,2 auf P2 be-
trachtet, der Projektion genannt wird, In diesem Zusammenhang
stellt sich die Frage nach denjenigen abgeschlossenen Mengen
aus P3'2, deren Projektion gleich einer festen abgeschloesensn
Menge A € P, ist, Diese Untersuchungen wurden in /6/ begonnen
und sollen in dieser Arbeit fir A = an fortgesetzt werden,
na2,

N

Bezeichnungen und Beqgriffe

Py", sei die Menge aller Funktionen aus E;" = {0,1,2}" 1n

rm k.) P3"2, Ferner sei P, die Menge aller
na1 !

Booleschen Funktionen, Wir unterscheiden zwei Variablenalpha-

Ey, = {0.1], und P3'2

bete X = {x,xl.....xn...j und Y = {y,yi,...,yn...} wobei x bzw,

X, Werte sus E, und y bzw, y; Werte aus E, annehmen kdnnen,

Sei A & P3'2. Unter einer Superpoeition Ober A verstehen wir
wie OGblich eine Funktion, die man aus Funktionen von A erhédlt,
indem wan in endlicher Anzahl gewiese der folgenden Operationen
anwendet: Identifizieren von Variablen, HinzufGgen fiktiver
Variablen, Umbenennen von Variablen oder Einsetzen von Funktio-
nen anstelle von Variablen einer Funktion. Ale AbschluB [A] von

.



A, AS Py o0 bezeichnen wir die Menge aller Superpositionen
gber A, Ist A = [A], so heiBt A abgeschlossen.

sei f € PS?Z' Die durch folgende Festsetzung gewonnene Funktion
F € Py: Fir a € Ezn sei stets F(a) := f(a), nennen wir Projek-
tion der Funktion f, und schreiben pr f = F. Unter der Projek-
tion einer Menge A S Py 2 verstehen wir die Menge

pr A = {F GPZISfe A mit pr f = F}. Fir A & P, heiBt die Menge
pr‘lA .‘{fe Psnzlpr feA] Urbild von A,

Eine Teilmenge M der Menge A = [A] € Py o heiBt Erzeugenden-
system far A, wenn [M] = A ist. Eine abgeschlossene Teilmenge M
der Menge A = [A] heiBt maximale Menge von A, wenn McA und far
eine beliebige Funktion fe A\ M die Beziehung [Muf] = A

gilt, Wir sagen, eine Funktion f" bewahrt die h-ére Relation
ges E3h, wenn fir beliebige ;

844 Y] %1

By 822 %n2

‘ N AETTYE e g stets

\81h 82n %nh

843 921 ==+ Op1 f(a13: 8310 cevi 2pg)

812 822 **+ ®n2 flaga: 8zp0 «ei Bpp)

* \ ° = ° . € g ist,
\osn 220 -+ onn f(a1n+ 8zne ver app)

wobei die Spalten (8., 8,5, ..., 8,,)", 1 = 1,2,...%n, nicht
notwendig voneinander verschieden sein miissen, Die leere Menge
werde von allen Funktionen bewahrt, Mit PolA @ bezeichnen wir
die Menge aller Funktionen aus A, welche die Relation g bewah-

ren, Falls A aus dem Zusammenhang hervorgeht, kann A als Index
auch weggelassen werden,

Die Tupel aus E3n = {0.1,2})", E," = {0.1}" sowte 51?2 = {1.2}"

seien in Relationen spaltenweise geschrieben. Jede Ralation @

188t sich mit Hilfe einer Matrix darstellen.
¢
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FGr zwei Matrizen M und N gelte M @ N, falls folgendes gilt:

1) Nechdem in M und N alle Zeilen, welche doppelt auftreten,
gestrichen worden sind, ist die Anzahl dev Zeilen in M und N
gleich groB., (Es ist klar, daB dabei die Relationen nicht
verdndert werden,)

2) Es existiert nun eine Permutation der Zeilen von M, so daB
in der entstandenen Matrix M, jede Spalte aus N auch Spalte
von M; ist,

Wir vereinbaren f%}gende Bezeichnungen:
(1) := (&.1,....1), 1 €{0,1,2},
n-mal

Pol (405) := PolPS 2(911492) mit Relationen g, und g,,

T
T T_T T
(84:85:00-.8,) := (85 /85 +c0.08,)

Ps.2

n n
Fa = P°1P2(E2 \}_).
F." = Poly, (E,"\1),
8 Py 2 '3

. 012
23,0 i=Poly (510
3,2
012
z, . = Pol, ( ).
2,1 P3,z{0 1 2)

0,2
Tn 'S := Pol (0 2).
o) P3 2

n

Wie man leicht sieht, ist pr Z ar", pr 2F
2,0 8 1 8

0,2 n
und auch pr To a Fg o

Ferner sei
. {1 for x = a,
Ja(x) := {o far x € Eg\{a},
und far ,
8= (a,.85,....8,) nit g € E;"

J, := Xg)d (X)-...-J (X )o

a Jai( 17" %a," "2 a t’n

Fir die anschlieBende Bestimmung s&mtlicher abgeschlossener
Mengen aus P; ,, deren Projektion Fa2 ist, wird folgender Sach-
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verhalt ausgenutzt: Sel N eine belisbige Menge mit
pr N = Faz, Dann existieren in [N) Urbilder

hy (Xge%300000%y4) von H1(Y1'Y2---..Yn+1)

m+l

R

= :Y: Y1¥2e e ¥y 4Yg 3eneYpays
hy (Xg.Xp.ees,Xyp) von Halyso¥2) = yyy,,
h3'(x1.x2;....xm3) von H3(y1.¥2) = v,¥,.
)
hy (Xg:Xp0ue0X,,) von Halyp¥zieeivn) = yityyw Ysve..vy,).
hg (Xg:Xp0eeeiXpg) von Hs(y) = vy,
hs'(xl.xz.....xme) von Helys¥aiv3) = vy,5,,
h7'(x1,x2.....xm7) von By(y1+¥2.v35) = v,%,%,.
he'(xl,xz.....xma) von Hg(¥y+¥pieeuuy,) = Y1Y2e e Y.

‘Durch eventuelles Uﬁnumerieren und Ident

ifiziaren von Variablen .
erhélt man hieraus Urbilder ;

hi"(xiﬂxz,...xn+1) Vor Hylyy Yaieeauy ),
ha(x4.x5) von Hy(yy.Y,),

hg(xq0%5) von Hz(y,.y,).
h4ﬂ(x1,x2.....xn) yon H4(y1£y2.....yn).
hs(x) von Hg(y), ' .
ha(xl.xz,xs) von ”6(Y1'Y2'V3)'
h7(x1,x2,x3) von H7(y1,y2,y3)h

n
hg (xl'xZ""'xn) von HB(YI'YZ""'Yn)'

Des weiteren gilt, daB die Funktion
Co := h3(h2,h2) e 0 in [N) enthalten ist,



Bestimmung der Struktur aller abgeschlossenen Mengen aus P3 2
deren Projektion Fan ist

Satz 1: Fur jede der Mengen
K := [M Poly, ((E,"\1) )]nA
(ieI Py @ 81

0,2 n n,
mit AE.{TO ; 93’2}, g, S (Eg"\E,"),

und B := {geK | g nimmt auf héchstens n Tupeln den Wert 1 an}

‘ u{h,"} (2 ¢ ncoo)
gilt '
[B] = k.

Beweis: Sei f(k)é K, und 89+85:...8, seien die Tupel mit

.
f(k)(_a_i) =1, 1i=1,2,.,.,r, Mittels Induktion iber r beweisen

wir f(k) € [B], Fir r € n ist die Behauptung offenbar richtig.
Fiir r > n setzen wir voraus, daB in [B] schon alle Funktionen
f'e K liegen, welche auf weniger als r Tupeln Eins werden. Nach
Definition von K sind aber auch die Funktionen

0 fur x = a,,

(k) = 7t
ty (x) = (1 =1,2,...,n+1)
£ (k) .

f (x) sonst
in K und daher nach Induktionsvoraussetzung auch in [B] enthal-
ten, Da ebenso h:l_n in B enthalten ist, folgt

f(k)(l) a hln(fl(k)(ﬁ).....f +1(k)(5))€EBJ. q.e.d.

N

n

Lemma 1: Fir jede Menge M S Pz o mit pr M = Fen und
MS Pol(E3"\l) ist

N := Muijl(xi)':’z(xz)' Jl(x)'v 31("1)’10("2)}'

ein Erzeugendensystem fir wl" := Pol(E3n\ 1).

Beweis: Nach Satz 1 genigt es zu zeigen, daB

Ja vId, V...Vv3d (1€ r€ n) aus w1" auch im AbschluB von N
=1 82 g

liegen. Falls ein 3, in wln liegt, so muB a ¢& <l_0,2}k sein,

0.B.d.A. sei 8 = (8;+85.00048g0000:8p000.48,) mit



.1 - eo0e = ‘. L] ol ‘.’1 - oo - ‘t L 1' .'+1 = .'.. - .k = 2

und -t >8,
Dann gilt

g * COTEEIUPP LT PX €% PERPRS I CAPPD At MC IO P
11(*3*1) LA 4 'Jl(‘t) ’
EIRC T L PYC OPS FEPRRR PIC POLE PICR DR A L B

n
it sunein J. vI . V... VI inWwW,2 , 2€rsen,
. 2, ¥ e, s, 1" M

pann auB nach Definition von w1" in sllen Tupeln
8400008, fOr oin gewisses 1 c{1,2,....k} oy, = .. =8 =1
sein, und es gilt

3_‘-1\, eos vaar - hzd(h(xi). 3_.-1.... .J.r) e [N], q.e.d,

Wir betrachten nun die Menge Q n Z, o- Offenbar 1st
h n

pr(Fg NZ3 o) = Fg - (1)

AuBerdem gilt

N
n n
Fg' NZy o CW . (2)

denn aus der Annahme f(k)(_:_(_)é\v1" und f(k)(_{)eF/;hn Z 0 folgt,

daB fur gewisse Tupel 8,.8,.....,8, mit (21,22,.,,,_._")1- s (Eg\!._)
(£ (0 F Y () e ) (0, )T = (1) et
Far a4 und a, gilt dann speziell

(211 c (00120122

a, 01002212)'1‘1,‘*-

Indem man die Werteverteilung von f(k)(g) entsprechend dem fol-
genden Schema betrachtet, erhiilt man einen Widerspruch
zu £} (a,) = (K (a ) = 1:

x £ (x)
:00120122 1 °
21" 30100100 1,daf(k)(£)e22°,
01000010

0, da f“‘)(_g) € F?".
s,: 01002212 °"’°f(k)(£)‘zz,o-
10



Folglich tet mit 1(%)(x) e FMnz, o suen +(X)(x) cw,". Anderer-
seits ist die Funktion 3(1'0)(x1.xz) in Izn aber aicht in Za'o.
und es gilt damit (2).

Lemma 2: Die Hougov;;h NZ, o ist meximel in wx".

Beweis: Wir zeigen, daB fir jede Funktion f aus '1" ait

“h n n n
fEF" N2Zy o, d h fewm™z, o [(F" Nz, qus]=m,
gilt, Dazu ist nach Lemma 1 zu zeigen, de men jede der Funk-
tionen 3,(x), ji(xl)-Jo(xz), 34(x4)-35(x5) mit Hilfe von f und

~ y

den Funktionen aus Fa" N Z, o erzeugen kann, Fir die Menge M
aus Lemma 1 kdnnen wir die Menge Fg' N Z, , nehmen wegen

F

-~
Fg' N Zp oW, " und pr(Fg" Nz, o) = Fg" (s. (2). (1)).
. ~
Es gilt J,(x)€Fg" n Z; o

Sei f(x5,....%.) € lin\ Z, o+ Durch eventuelles Identifizieren
und Umbenennen von Variablen erhdlt man sus f(*1"""k) eine
Funktion fl(xi'xZ‘xS’ mit f1(0,1,2) # f1(0.1,0)r und wegen

Co € Fg N Zz'O ist mit fz(xl,xz) i=m fz(cb"1'*2) also

,(1,2) ¥ ,(1,0). Da 1n F" i 2z, o 916 Funktion g(x,.x,)

- 3(1'0)(x1.x2)\13(1.2)(x1.x2) liegt, gilt far f,(1,0) = 0
J1(x1) - Jp(%5) = hz(fz(xivxz)- g(xq ,X5)) sowie
J1(X1{- Jo(x3) = h3(g(xy.x5), fr(x;5.%5)),

und for fz(i,o) = 1 folgt
31(x1) . J?(xz) h;(g(‘ln"z)- fZ(‘i"Z)) sowie
Jg(xg) o Jg(xy) = hz(fz(xirxz)- (x4 .%5)).

g.e.d,
Lemma 3: Fir jede Menge M & Py o Wit pr M = Fan und

M S Pol(E3"\ E,";) tet
N := M u{1,(x). 35(x). jl(x)v 32(x)] ein Erzeugendensystem far

I

n n
w," :e Pol(E;"\ E,",). 11



Bewelis: Nach Satz 1 genligt es zu zeigen, daB alle Funktionen

3, vI_, V... VI, 1€r€ n, aus wzn ebenso in [N] liegen. Nach
8 & 2r

pefinition von HZ" sind in wzn die Funktionen aa mit

a ¥ (0,0,....0) enthalten,
0.8B.d.A, sei @ = (85,000.8g1000.8500..,8,) mit

a; = ay = ... = ag = 0,
8541 = 69‘2- eee m 8, = 1,

a .et+2-...-ak-2unds<k.

t+l
Dann gilt

Jo * hak(h:s(:’v(xw)’ 33(x4) v Ia(%g)) e
hz (3, (%) 35(%5) v I5(x5)),
39 (Xga1) s 33(Xge2) eveen I4(x,),

Jo(X4 1) 32(":4»2) oeie ai Jz("k))'
wobei v €{1,2} und a, = v ist, we{$¢1,s¢2,,,, .k}.
Sei nun eine Funktion 3, v I, v...v3, , 2ér&n, in W,".
2. T..2_'_ a 2
Dann gilt (1) € (a,.,85.....8.) oder (2) € (21""'2r)T' oder

- T
es existiert eine Spalte (811’321"""%1) aus (21'22”'“_._'_)1"
bei der fir alle aji' 1‘_1" r, aJie{_:l.,z} ist,
Far (’11'321""'°r1)7 = (1), 1 e{1,2,,,,,k} gilt

3 r+l

vl V..evd, =h (39(%0) 03, veuns .
2, " e, o "M Hal) 3, 0een3g )

Far (811.321,.5..8'.1)1- = (2), 1 e{1,2,,,,,k} gilt

J. vI, V...Vvd = h,"*? X:)403, 10064
31 22 9-[‘ 4 (JZ( 1) 21 . ae.r).
For ajieu.z}. 1e{1,2,.,.,k}, 1€ 36, gilt
3g VI, Veee VI, =m0 (x,) v 40(x,).3 9, )
51 -a-z 2{' 4 ) 1 i 2 1 . _3_1"'... £r .

. q.e.d.
Wir betrachten jetzt die Menge ?"8"n22 4 Offenbar ist

pr(?8“n22'1) = Fan. AuBerdem gilt

12



(Fg" nzy 4) < wy. ‘ (3)
Denn aus der Annshme £(k) ¢ gen n Z2 7 und (K ) €W, n folgt fur
gewisse Tupel a,.85....,8, @it (21'22""'2n) & (E3\E1'2)
die Beziehung f(k)(ga) = f(k)(gz) = ,,, = f(k)(gn) = 1, Nach
‘Definition von E3"\ 51?2 gibt es dann in jeder Spalte von

(84.85:....8, ) mindestens eine Null, Betrachten wir jetzt die

Tupel 21'22""'2n‘ die folgende Struktur haben:
b

31 = 1, falls aJ1 = 2 oder aJi = 1, und
by "

aus (%) € z, | folgt é(")(b ) = £y = Lol = £ (Kb ) = 1.

=0, falls a,, = 0 (1€3€n, 16 i€ k).

k 2 T
Dies ist aber ein Widerspruch zu £(k) ¢ F8 . da (by.by,....D0,)
keine durchgehende 1-Spalte enthdlt., Mit j,(x) € w2 und

15(x) # ?a" Nz, , gilt schlieBlich (3).

Im folgenden untersuchen wir eine Menge B mit den Eigenschaften

B=[B]& Py, prB= Fg" und B # ?B"nzz'i, i=0,1, (4)

v

Lemma 4: Es gilt B 2 Wln.

Beweis : Nach- der Voraussetzung pr B = FBn ist nur zu zeigen,
daB die Funktionen j,(x), 35(x4)*3g(x3) und 33(x%4)°35(x5) in B
liegen (8, Lemma 1), )
Da B verschieden von~?8"1122 4+ 1=0,1, ist, gibt es eine Funk-

tion f mit f ¢ zz'1 und eine Funktion g mit g ¢ Zz,0 aber

f,geB, Durch eventuelles Umnumerieren und Identifizieren von
Variablen erhiélt man aus f und g Funktionen fi(x1,x2.x3) und

gl(xi,xz,x3) mit f1(O,1.2) o f1(0,1,1) und 91(0.1,2)#91(0.1.0).
Wegen pr B = Fen liegt C, in B, und far
fa(xg.%y) := f1(°0f*1"2)' 9p(%g:%5) 3= gi(Co.xl,xz) folgt
t ‘. .
13



92(1,2) # f2(1.1) und g,(1.2) ¢ g(1.0). Ebenfalls nach

pr B = Fa“ enthilt B euch die Funktion hg(x) ®it hg(0) = O,
hg(1) = 1 und hg(2) €{0.,1}. Ist nun hg(2) = 0, so gilt

Jy(x) e, ist degegen hg(2) = 1, damn folgt 3, (x) v Jp(x) €B.
Is Foll f5(1,1) = 1 fmuabt aseh 3,(x) = £5(3,(x) v3y(x),x), im
Falle f5(1.1) =0 dagegen 3,(x) = hy(hg(x).f5(34(x) v I5(x).x)).

Wir betrachten nun folgende Tabelle:

x, %3 33(%g) 33(x3) 8(%q.%3)

o (o} (o] (o]
0 1 ) 1 .
o 2 o (1] .
1 O 1 [8) a
1 1 1 1 L
1 2 1 (o} [
2 0 o] 0 -
2 1 o 1 "
2 2 o 0 . , aef0,1},

Wie man leicht aue der Tabelle sieht, gilt far
8= 1: 31('1)'32(‘2) . .‘7(31(!1,. 34(x5), gz(xl,xz”‘.
31("1)'30(‘2) = hg(35(x,4), 92(%q:%5) . 34(%3)), und far

as=0: ’;(‘&)'3@(‘2) v hy(34(x,). 34(x2) . ga(x4.%5)),
33(%4)°35(%5) © hgl3(x1). 9p(xy.%5). 34(%5)). d
q.e.d.
Lemma S5 Jade Funktion f(") 6 Ps.z, k »1, ﬁ.o den folgenden
Bedingungen genigt, liegt in I1", nh 2;
1,) Es gibt genau ein Tupel 8 € 53" mit f“"(a) =1,
2.) 8 ¢ t0.23%.

Beweis: Wenn gﬂo.z}" 1st und £(%) nur an der Stelle s den
Wert Eins annimmt, so gilt nach Definition von W n stels
f(Kew", . \ :

1 q.e.d.
_Folgerung 1: FUr jede Funktien f(k), die den Badimgungen aus
Lemma !(‘aé)und fir jede Menge B, die der Bedingung (4) genlgt,
gilt f € B.

14



Sei M nunmehr eine Menge folgende¢ Struktur:
M= () Pol((E,"\1)g,) mit g, § (E5"\(EjU2)), n22, (s)
ieIx

Satz 2: Maximale Mengen fOr M sind:

a) Too'znrl.
b) Pol((E,"\ 2))nm mit § & (E;"\(E,"u2)), B¢, @ 6 und
VGcJSgi 2 € 1e1,

c) pr"‘AnM. wobei A maximal in Fe" ist,
Falls NS M, N # Z, 1“?8" (1 =1,0) und N in keiner der Mengen
vom Typ &), b} oder c) enthalten ist, so gilt [N] = M,

Beweis: Aus j,(x)& M und Jo(x) # To 2 folgt 7,0 Znmem,

Betrachten wir weiter eine Funktion f€M, die auf den Tupeln
818000008, FOr die (8,.85.....8,)" § ((E,"\ 1)d) gilt,aber
kein 16T existiert mit (8,.8,.....8,) & ((E,"\1)g,). den
Wert 1 annimmt, so gilt f ¢ Pol((Ezn\ _1;)6) und damit
Pol((Ezn\l)J)anM. Ebenso klar ist pr-lAnMcM.

Sei run NG M, N ‘Zz'in?s" (1=1,0) und N in keiner der Men-

gen vom Typ 8). b) eder c) enthalten. Da N in M, sber nicht in
einer Menge vem Typ c) enthslten ist, gilt prN = F,". Nach
Satz 1 brawcht dann nur noch aus 3. vJ_v...v3. €M, 1€rs€n,
L LS
I vy V...vI eN gefolgert zu werden. Wegen pr N = F,"
CRACASAS e g s
gilt nech Lemma 4 umd Folgerumg 1 von Lenma 5, daB in [N] schon
Sthe Femhttonen J_, o £ {o.z;“, enthalten sind, Nach Dafinition

vun ® lsegen 1% M sber such slle % mit e ¢ {0,25%\ {03k,

o 8 £ 7% Tan sec, gibt es etae Funktion fEN, sus der man
dereh ewventuelles Umammovieren ynd Identifizieren von Variablen
eine Furlitveln Fi(ng,n) ertdle, for die f4(0,2) » 1 gilt, Da
Prow e rg® SR, erRBle han dse Funktien fo(x) = 1,(Cy.x) mit

f!(" o 1, ol es- folgt Ja(x) = h;(fz(l)d‘(“))- .



Sei ein 3, €M it 8 €§0,25%\ {03% und o.B.d.A,
31-32-,,. -405'- 0, %

Bgsl = Bgap = vee W B ™ 2, 8 <k,

Da ndch obigen Bemerkungen J,(x) und jo(x) in N liegen, enthdlrt

N auch die Funktion

3(0,2) = h (jz(xz).Jl(xi).Jz(xl)),und damit gilt

3_ - h (3(0 2)("1"‘5,1) 3(0 2)("2-"3*1).---, (0. 2)(!( Xgaq)
(o 2)(! .Xs+2) 3(0 2)(X .xs,s)...., (o, 2)()( ,xk))

Setzen wir nun voraus, daf alle Funktionen

3, v3, Ve. v, aus M, 2€rén, in [N] sind, Wir zeigen,
2, £ 81 |
daB dann eine beliebige Funktion J, vJ, v...vJ, aus M

8, & a

-r
gleichfalls in {N] liegt. Zuerst erweitern wir die Tupel

8483000008, BiT den Tupeln a_ 4.8 . 5:...,8,, Wobei
g_ie{gi.gz....._a_r}. r+1€i€n, gilt, Da N & M ist, muB far die

Tupel 8,,85:00¢:8, und fir 1 eI stets

(24:8510¢+ 12, )T & ((Ezn\ 1)g,) gelten. Daher gibt es ein d aus

der Formulierung von Satz 2 mit )
§e (al._z.....a )T (1) & (8y.8p:....8,)" oder

(2) & (al.__z.....gn) . Ist (1) (bzw. (2)) S (a,. 4..-..3‘1)

gibt es ein i, 1€ 1 €k, mit (811'°21"--'3 i)T = (1) (bzw. ().
und es folgt

1
3. v3, v...v3, = h,"(3,0x3).9, 23, ..
21 a E,r 1 1 1 a --.3‘)

bzw, *h,"*1(
( 4 ;Jz(xi) 03211322--...32'1)).
.sei nun & & (21'22""'3n)‘ Nach Voraudsetzung gibt es in N

eine Funktion f3 nit'f3 & Pol((EZ"\.l)J}r;M, Folglich gibt es

Tupel by .by.....B, mit den Eigenschaften
T
(By:bpreeeibn)’ & ((Bp"\ 1)d),
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for kein 1€1 gilt (24.22.....20)T & ((E;"\1)g,) und
- (f3(by) i f3(a) . e.. . fa(by)) = (2).

Durch Zeilen- und Spaltenvertauschungen in (bi._z.....gn)

und entsprechender Umnumerierung der Variablen in f3 erreichen

T

Wir, daB die aus (by» 2.....9n)T entstehende Matrix

(Si.ga,..,,gn) mit (21,22,...,gn)T'1n maximal vielen Spalten

Gbereinstimmt, Wir bilden jetzt die Funktion

" ) ;
f4 . h4"* (f3,3a ....,Jgn). Fir die n Tupel d,.d5.....d,., auf
denen f, Eins wird, gilt (d, ._2,....gn) Q.(gd.ge.....gn)T

(d

.1._2....,51") 2 (21'22'---'£n) .
Wir interessieren uns nun fur Spalten (dli'dZi""'dni)T

laus (d ,_2,,,.,gn)T, welche in (21.22,.,.,gn)T vorkomamen aber
Micht' in (gl.gz....._a_n)T. Wegen (gl.gz....,gn)T s ((EZ"\_l_)Q.

9% (a;.8500...8,)7

4 T T
(dli'd21""'dni) € (cq+:85:044.8,) \(24:85.....8,) kommen

far (dn d 1....,dm_’).r nur Spalten aus E2"\_1_ in Frage., Es erge-
ben eich fir (dyy.dy,...00d,,)" folgende Miglichkeiten:
8) 3Ja . 10008 aus {a, 85,00, .8 mit .
83,8y, 00 8y 8US [21:85:0¢-80)

21250-0 ‘21'-} = {21'32”" .En} und d =0, 1€s€r,

2,
b) 3a

11'312...."21'. aus 1211_‘_2-.-0012"} mit

s

{e,jzngzloo- '.._Jr} - {310_.2:0:00 I’q'}p 'd.Ji = 0 und dJr =1,

Wir erhalten nun eine Funktion s, welche aus f4 wie folgt her-

vorgeht :

b T
Man ersetze die Variablen x; . bei denen (d,,.dy;.....dp ;)
der Eigenscheft 8) gendgt, durch Coe

=~ Man ersetze die V-rilblon x;, bei denen (d,,.dy,,....d ni)

der Eigenschaft b) genlgt, durch die Funktion i7



a«ﬁtlv altzv coe VJ_!' vd& o wobei {t4.t;5,...,t | die maximale
w r

Teilmenge von der Menge {J,.33.....3._ 3} 1ist, fir die d, =1
1

gilt, 1€ 16 w, Diese Funktion ist nach Struktur von M und In-
duktionsvoraussetzung schon in [N},
Dann gilt

I, vI, VeeoaVI e fo.
8 ] ° 5
=1 =2 & q.e.d.

Folgerung 3: Sei M = 'NZ". Dann hat M genau die meximalen Mengen
vom Typ a), b) bzw, ¢) des Satzes 2 sowie

d) 2, 4 N B,
Beweis: Nach Satz 2 hat M die maximalen Mengen vom Typ a), b)

und c), Als weitere maximale Menge flr M kéme nach Satz 2 nur
noch eine Menge N in Frage mit N € 2, ., n Pe",. 1=1,0.

Wir zeigen, de Z, , N Pe" maximal in M ist, FGr
NE 22.0 s ?8" zeigen wir, daB N nicht maximal in M sein kann

Sei N =2, 4 N ?8“. Nach (3) gilt Ncwzn. und es bleibt zu zei-
gen, daB man jede Funktion deo'Erzeugendonsystua von '2"
(s. Lemma 3) mit Hilfe von Funktionen aus 22,10 gsn ———
einer Funktion feM \(22‘1n ?8") erzeugen kann, Offenbar 1st
1(x) v ia(x) €25 4 N £ ", Durch eventuelles Usnumerieren und
Identifiziersn von Variablen, erh3lt man aus f eine Funktion
fi(xq0%3.%3) mit £,(0,1,2) ¥ £,(0.1,1). De pr(zz'inpan) . Fan
1et, gilt fo(x) = £1(Co.d5(x) Vv 3p(x).x) € ['(22.1"?9") U] mit
f(2) # (1),
Far f,(2) = O ist 3,(x) € [(22,1“ Fe") U] und

32(x) = hy(33(x) VI(x). 3300 € [(2, ynB" ],
For f(2) = 1 gilt ebenso J,(x) &:[(Zz'lnpsn) ut] und

33(x) = h3(34(x) v Ia(x).35(x)) € [(22,1“ ?s") uf).
Mit pr(Z; 4N Pg") = Fg" folgt, dad Zz_ln?a“ maximal in W ist,

18



Set nun N € 2, o n Pg". Neoh Lemms 2 und Lesma 4 folgt

n n n
w"3w" oz, ;nE" 2N
Da die Funktion 31(x)\112(x) in lzn aber nicht in Win enthalten
ist, gilt sogar W," > W," > N, wonach N nicht maximsl in M ist.
q.e.d,
Folgerung 2: Hat M die in (5) genannte Struktur und ist My lvz",

dann besitzt M genau die maximalen Mengen vom Typ a), b) bzw,
c) des Satzes 2.

Beweis: Nach Satz 2 hat M die maximalen Mengen vom Typ a), b)
und c). Als weitere maximale Menge fir M ki&me nach Satz 2 nur

noch eine Menge N in Frage mit N & Z, i N ?8", i=1,0,
Sei N&Z, 5N E.". Nach Lemma 2 und Lemma 4 gilt

MRw" > Z o N Fg" 2 N. Da aber die Funktion j,(x) in M und
nicht 1in '1" enthalten ist, folgt sogar M D HI" O N, wonach
N nicht maximel in M ist,

Sei nun NS 2z, , N F", For M = 1(‘\1 Pol ((E," \1)g,) mit
L ) £
e; © (E5"\ (E,"UE,",)) for slle 11 folgt
n n
Mow," >z, ,n PN
und demit, daB N nicht meximal in M ist.

Existiert hingegen ein i€ I mit g, & (53"\ (E2"UE1"2)). dann
gibt es eine Spalt. (.11.2paoo pa")T < ei'

fo,.85.....8.} = {1,2] und 0.B.d.A, a; = ... =& =1,

r

r+
FGr eine beliebige Funktion f € Z, 4 N ?en. f ¥ C,, folgt,

.1.";'.n-2'r<"'

indem man die Werteverteilung von f entsprechend dem folgenden
Schema betrachtet, ein Widerspruch zu f € M:
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x f(x)
012 1
011 1 , da f ¢ ‘
011 1) -"-zz"‘
. r L]
011 1 n -
0 22 1 -
022 i - -

n A
Damit ist Z, 4 N ?a # M und kann nicht meximel in M sein,

Weiter gilt NNM € (22'1f1F8") nmM G'[co].und folglich kann N
nicht maximal in M sein, _

) ' q.e.d.
Sei M nun eine beliebige Menge folgender Struktur:

0,2
M= Tg En(M Pol ((E"\ 1)gy)) mit g, € (5,"\E,).  (6)

Bemerkung 1: Tritt in der Darstellung (6) von M ein gy, 1el
T 1 ’
mit (2,2,....2) S g, auf, 86 gilt M = M\ Pol n
{ Pl (B2 wyey).
d. h., der Durchschnitt mit Tg.z
~deutung.

ist in diesem Fall- ohne Be-

Beweis: Nehmen wir an, es gébe efﬁe Funktion
f aus (M Pol ((E,"\1 , die ni 10.2
o ((Ex " \1)ey) cht in T 'S liegt,

Wegen f ¢ TOO'2

gibt es ein Tupel a & {0,2}", far das fla) = 1
ist., Daraus folgt mit (f(g)..-..f(g))T = (1,, 1)T da;
f £ Pol ((Ezn\\i)ei) for (2,...,2)' & @y und demnach erst recht

n
f £ {:} Pol ((E; \1)g;) gilt. im Widerspruch zur Annahme,

N q.e.d.
Satz 3: Maximale Mengen fir Mengen M vom Typ (6) eind

o) Pol ((E,"\1)é)nM mit & (E"\E,"), Hp 2 & ung
Veed 3o, R ¢, 1q1,
20 )



b) pr-lAnM, wobei A maximsl in Fg" dst, -
Falls NG M, N & Z,, N ﬁa" (i=1,0) und N in keiner der Men-

. gen vom Typ a), b) enthalten ist, so gilt [N] = M,

Beweis: Wir betrachten eine Funktion f € M, die wie folgt ge- -
wahlt wird: fnimmt auf genau den Tupeln 31.32,...,3\,‘ den Wert 1

an, fir die Viel (_a__l.ge.....gn)-r -4 ((Ezn\g._)qi) und
(31,_._2,,,,,2")7 € ((,"\ 1)d) gilt. Daraus folgt

f £ Pol ((E;"\1)6) und damit Pol ((E,"\1)6) nMc M,
Ee ist auch klar, daB pr'lA NMCMist, Sei nun N & M,
N & Zz.i n ?8" (i=1,0) und N in keiner der Mengen vom Typ a)

oder b) enthalten, Nach Satz 1 braucht nur noch g\ozeigt Zu wers

den, daB aus Jg VIg V... VI, €M, 1€ré&n, auch
-1 -2 -r

. VI V.oV, €[N}, 1€rén, folgt, In M sind alle I
-3 =2 -r -

0,2

enthalten mit a & {0,2}" (wegen T, D M). Diese sind aber

nach Folgerung 1 aus Lemma 5 und nach Lemma 4 ebenso in [N]
enthalten,: ‘
Setzen wir nun voraus, daf alle Funktionen

7
I VI, V... v, aus M, 2€ rén, in [N] enthalten sind.
=1 =2 =r-1 ;

Wir werden zeigen, daB dann such eine beliebige Funktion ’

Da V3, V... vy, 8us M ebenso in [N] enthalten ist, Dazu be-~
: ; g

=1 =r

trachten wir die n Tupel 8,.85:....8 mit'

r"-rfi“" '_a_n

8. =28, "=... =2, Weil dann auch die Funktion
Dalva_.ev". vagn inM liegt, folgt VYiel

(gl.gz....._t_l_n).r % ((EZ"\ 1)ey). Daher gibt es ein d (e, Satz 3)

mit 4 € (21,!-2,...,,_“)1- oder (1) & (5_1'.22...-.9_'1)1..

FOr (1) € (8,.8p100+.8,) + opoziell 8,, = 8y, = ... = &, = 1,
r+1

gilt 3.'.1"322\'"’ va-!r = h, (Ji(xi)'a.‘.a,“"'a.‘.r)'
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Sp4 nun da (31'33'“"'2n)T' Nach Voraussetzung gibt es in N
aine Funktion f, # Pol ((E,"\ 1)6) NM. Folglich gibt es Tupel
 By.Bgees- By T (By.Boeee. by)’ € ((E,"\ 1)9),

Biex (B byee. b))’ & ((E,"\ 1)g,) und
£4(By) = F4(ba) = .c0 = fy(b) = 1.

Durch Zeilen- und Spaltenvertauschungen in (b

'-2""'b )
entsprechendsr Usnumerierung der Variablen in f1 erreichen wir,

deB die sus (21.22.....2n)T entstehende Matrix (21'22""'2n)T

in maximsl vielen Spalten mit (gi.ga.'...g“)T Gbereinstimmt,

iw h4n+1 ;

Wir bilden die Funktion f, ‘f"aga"-.'aﬂn)'

Far die n Tupel d,.d5.....d,, auf.denen fz = 1 wird, gilt
L
) .ga....,g“)T 2 (°1'—2""'-n)
(d '—2“"'—") : (cil_.a:ooop_“)

Wir interessieren uns fir die Spalten (d 1'd21""'dni)

T
(dy o000 .dp) s welche in (-1'-2""‘5n) vorkommen, aber
nicht in (8,.82 ....._ﬂ) . Wegen (€1:€2¢0.0ey)T € ((E,"\ 1)8),

0 Z
6; (Qi pno-;__n) und
(d11.621uo»:d 1) & (°1'-2""'-n) \('1:4--...3 ) kommen
for (dgy.dy5.....d 1) nur Spalten aus Ez \1 in Frage. Es er-
gsben sich far (611,621~---:d ) folgende M3glichkeiten:
a) Es gilt (511'd21""'dn1) = (0) oder '
b) 0.8.d.A, dy, = dyy = ... = dgy = O und

dji a 1, SfI‘Jﬁn, 1€ g<r‘n.

Hiermit erhdlt mean eine Funktion f

hervorgeht :

- Man ersetze die Variablen Xy » bei denen (d
der Eigenschaft a) genl@gt, durch C

3+ Welche asus f2 wie folgt

11:934.....d, )7
0°
~ Man ersetze die Variablen Xy, bei donon (d

der Eigenschaft b) genidgt, durch die

T
1.d2‘,,,. .dni,

Funktion .
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Iy . VIg _Ve..v3, . welche nach Induktionsvoraussetzung
=g+l -8 +2 -r

und Struktur von M schon in [N] liegt.

Dann gilt
J, vI, Vv...Vvd, = f,.
8 & 8. 3 q.e.d.

Folgerung 1: Sei M = Wln.
Dann hat M die maximalen Mengen

8) Z, o 0 By
b) pr-la N M, wobei A maximel in Fen ist.

Beweis: Nach Lemms 2 ist Z2 o N ?8" maximal in M, nach Satz 3

pr-lAnM meximal in M. Weiter gilt nach Satz 3, da8 M keine

maximale Menge der Struktur Pol ((EZ" \1)6) NM haben kann,
Es bleibt noch zu zeigen, deR eine Menge N mit N & 22,1 N ?a"

nicht maximal in M sein kann, Fir eins beliebige Funktion
fez‘z'l n ?s". f ‘d Cor folgt, indem men die Werteverteilung von

f entsprechend dem folgenden Schema betrachtet, ein Widerspruch
zu feM:

Ix
~

ocoo
=N

NS o o IR o 8 g X
NP
3
o s o pie o o e e

022

Damit gilt (2, ,NFE") N M & [Gyl, folglich 1t [NInmM & [c,].

und [N] kann nicht msximal in M sein,
- q.e.d,

Folgerung 2; Het M die Struktur (6) und ist M # '1", denn be-
sitzt M genau die maximalen Mengen vom Typ a) bzw. b) des
Satzes 3.

a3



Beweis: Nach Satz 3 hat M die maximalen Mengen vom Typ a)
bzw, b). Des weiteren zeigen wir, daB eine beliebige Menge N

mit NS Zy) N Fg" (1=1,0) nicht maximale Menge von M sein
kann, Sei N & 2, 5 N Pg". Nach Lemma 4 und Lemma 2 gilt
"3"1n322,0 n ?8" 2 N, und folglich kann N nicht maximal in M

sein, Sei nun N & Z;,1 n Fen. Da M#G Too'2

ist, folgt fir eine
beliebige Funktion f € 2, ; N Fg", f & Cy. indem man die Werte-

verteilung von f entsprechend dem folgenden Schema betrachtet,

ein Widerspruch zu fe.Too'2 und demnach f £ M:
x f(x)
012 1
011 1 , da fGZZ 1’
022 1 , da fezj'

2:1°

Damit gilt [NINM S (Z, 4N ?8") N M& [C ],und folglich 1st N
nicht maximal in M.
q.e.d,

2 n
Indem man schrittweise, beginnend bei Fy". die maximalen Mengen
bestimmt, von diesen wiederum die maximalen Mengen usw., kommt
" man nach den vorangehenden Betrachtungen zu den beiden
. -wpn \
Endmengen ?a‘ NZ, . i=0,1. Dadurch, daB die Werte von

Funktionen aue ?8" 3 Zz'i (L =0,1) auf den Tupeln aus der Men-
as LEsk\ Ezﬁ}' k21, eineindeutig durch die Werte auf den Tu-
peln aus der Menge {Ezk} bestimmt werden, gilt

laan A 22,1|'|Fe"|' Damit gibt ee keipe Menge N c ?8“ nz,,
(1=0.1) mit pr N = Fg". '

Satz 4: Es gibt nur endlich viele abgeschlossene

- n Mengen aus
Ps o deren Projektion Fg" ist,

Beweis: Es gibt nur endlich viele Relationen mit vorgegebener
Zeilenzahl n und ohne doppelt auftretende Spalten Gber der Men-

ge E;. Nach Satz 2 und Satz 3 sowie deren Folgerungen sind alle

abgeschlossenen Mengen aus P3,2' deren Projektion Fan ist, mit
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Hilfe solcher Relationen bzw, Ourchschnitten von solchen Rels-
tionen darstellbar, und es wird hdchstens noch der Durchschnitt

0,2 n
mit T, bzw. F-‘a

nur endlich viele Mdglichkeiten,

NZ, , (1=0,1) gebildet. Demit ergeben sich

q.e.d.

In /7/ wird gezeigt, daB es fir n = 2 genau 148 pasrweise ver-
schiedene Mengen aus Py , gibt, dorfn Projektion Faz ist, Diese

Mengen werden lngoﬁobon. ’
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Beechreibung sller abgeschlossenen Mengen aus Py 2¢ deren Pro-
jektion Fa2 ist, mit Hilfe von Relationen

O, Einleitung

Us das Jahr 1920 begann Poet (vgl. /1/) die Untersuchung der
Menge P, sller Booleechen Funktionen, Diese Untersuchungen
setzte S, V, Jablonskij 1953 (vgl. /4/) fir die Menge Pk aller
Funktionen Ober der Menge Ek = {0,1,....,k=1} fort, In /6/ wurde
Pk.2' die Menge eller Funktionen asus Py mit Funktionswerten in
E, = {0,1], eingefGhrt und ein Homomorphiemus von P32 auf P,
betrachtet, der Projektion genannt wird, Es stallt sich die
Frage nach denjenigen abgeachlossenan Mengen aus P3,2' deren
Projektion gleich einer featen Menge A & P, ist. Diese Unter-
auchungan wurden in /6/ begonnen, in /3/ fortgesetzt und in /7/
far A = Fan. n & 2, betrachtet., In dieser Arbeit warden asuf
Grundlage der Arbeit /7/ elmtliche 122 sbgeachlossenen Mengen
asus P3'2. deren Projektion Fs2 ist, mit Hilfe von Relationen
angegeben,

1. Bezeichnungen und Begriffe

P3?2 sei die Menge aller Funktionen aue ES" = {0,1,2}" 1n
€, = {0,1}, und Py p i® ::iPBTZ’ Ferner sei P, die Menge sller

Booleschen Funktionen, Sei A & Py 2 Unter einer Superposition
.

OQber A verstehen wir wie OGblich eine Funktion, die man auas
Funktionen von A erhdlt, indea man in endlicher Anzshl gewisee
der folgenden Operationen anwendet: Identifizieren von Verie-
blen, HinzuflOgen fiktiver Varisblen, Umbenannen von Varisblen
oder Eineetzen von Funktionen anetalle von Veriablen einer
Funktion., Ala AbechluB [A] von A, A & P3'2, bezeichnen wir die

Menge eller Superpositionen Ober A. Ist A = {A], so heiBt A
abgeschloesen,
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Sel f & P3n2' Die durch folgende Festsetzung gewonnene Funktion
F ePy: FOr 8 cE," sei stets F(a) := f(a), nennen wir Projektien

der Funktion f, und schreiben pr f = F, Unter der Projektion
einer Menge A & Py , Verstehen wir die Menge

pr A= {FcPy|3fcA mit pr f = Fl. FOr A & P, heiBt die Menge
proia = {fepy 2lpr fe A} urbild von A,
Eine Teilmenge M der Menge A = [A] & Py , heiBt Erzeugendensy-

stem fir A, wenn [M] = A 1st. Eine abgeschlossene Teilmenge M
der Menge A = [A] heift maximale Menge von A, wenn Mc A und
fdr eine beliebige Funktion f € A\M die Beziehung (Muf] a A
gile, - : .

wir sagen, eine Funktion f "Ps',‘z bewahrt die h-ire Relation

(] Eah, wenn fOr beliebige

%n1
%h2

€ g stets

¢ e o o 2 .nh

flag,. 0210 eens 8p4)
f(.lzl .220 cee s .02)

. . . e Q ist,

.1h .Zh cee ‘nh f(.ih' -2", —— .n")

wobei die Spalten ('11"12"""1h)T' i =1,2,....n, nicht not-

“wendig voneinander verschieden sein missen, Die leere Menge
werde von allen Funktionen bewahrt, Mit Pol, @ Mezeichmen wir -
die Menge aller Funktionen aus A, welche die Relation @ bewah-
ren, Falls A sus dem Zusammenhang hervorgeht, kann A ale Index
auch weggelassen werden, Jede Relation @ 18t eich mit Hilfe

( ,
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einer Matrix dnrntoll.h. inden men die Elements von ] als 8pal-

ten der Matrix schreibt, Fir zwei Matrizen M und N gelte M B N,

falle folgendes gilt:

1) Nachdem in M und N alle Zcilon. welche doppelt auftroton.
gestrichen worden sind, ist die Anzahl der Zeilen in ™M und N
gleich groB, (Es ist klar, dsB dabei die Relationen nicht
verdndert werden,)

2) Es existiert nun eine Permutationder Zeilen von M, so daeB in
der entstandenen Matrix M, jede Spalte aus N auch Spalte asus
"1 ist,

Wir vereinbasren folgende Bezeichnungen:
o weraly Q9.

'.2 1= "1’;.:‘8 g 3).

2.0 1" Pl Qi

Zp,1 t® '°1p3 (01D

1,22 pe1, (0 2),

P3.2
Pel, (gd) t= Pol,(gué).

8o_BErachatees

fme der Arbeit /7/ (8atz 2 und Satz 3 sowie deren Folgorungon)'
orgeben eich fOr den Fall n « 2 folgende Auoougon. wobei Pol ¢
Stets Pel, Py 2 @ bedeutet:

L) Palls n e "“ozozo) dst, e0 hat M genau die meximeslen
Mengen
o) 108 Au,

b) Pel(g0a2) AM.

K WLL
¢) pr~2Ann, webet A asutmsl ia Fp? tet, -



2) Falle M = ;2&P01(ggg Q) mit gy & (ggfg) e

M Pol(ggagg) 10@. e0 hat M gensu die maximalen Mengen

0,2
a) To nM,

b) Pol(g% S§)nMmit d & (ggﬁ).hi =4
und Veed 3¢, 2 € 161,

c) pr'lA nM, wobei A maximal in Fa2 ist,

00120212 0,2

3) Falls M = P°1(01002122)"To 'S jst, dann hat M genau die

maximalen Mengen
2
8) Zp g nfg®,
b) pr'iA,\M, wobel A maximal 1n‘?32 ist,
0,2 _ 001 20212,
4) Falls M= Ty '"n {:i Pol(p1p @1) ®it @y & (g2122) und

M P°1(32$§g§§§> ist, so hat M genau die maximalen Mengen

a) Pol(305 S)nM mit § & (20212, o, 2 4

und Vecd Jg 2 €, tel,

b) ,.-"1A nM, wobei A maximal in Fe2 ist,

5) Es gibt keine echte Teilmenge von Z, 1r\Faz, 1 = 0,1, deren
. L]
Projektion Faz'ist.
Mit Hilfe dieser 5 Aussagen kann man nun simtliche maximalen
Mengen aus Py o, deren Projektion Faz iet, bestimmen.
Dabei geht man folgendermaBen vor: Offensichtlich ist das Ur-
2
bild der Menge F~ die Menge M mit M = Pol(ggg). Aussage 2)

liefert fir diese Menge slle maximslen Mengen, Von diesen Men-
gen sind fOr uns nur die Mengen vom Typ 2a) und 2b) von Inter-
esse, das nur deren Projektion Fe2 iet, Die maximalen Mengen
dieser Mengen erhalten wir sber wieder durch die Aussagen
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1) = 4). Von diesen neuen Mengen nehmen wir wieder nur die Men-
gen, deren Projjektion Fsz ist, und kBnnen von diessn Mengen

durch die Aussagen 1) - 4) deren maximale Mengen bestimuen
u, 8, w, i
Wir erreichen schlieBlich die beiden “Endmengen” Zy g N0 fez,

i = 0,1, Von diesen Mengen ist uns durch Auesage 5§ bekannt,

daB sie kelne echten Teilmengen mehr haben, deren Procjektion
2

Fg™ ist,

Wenn wir alle diejenigen Relationen @' mit der Relation ¢ iden~
tifizieren, fir die Pol p = Pol @' gilt, kommen wir zu den in
der folgenden Tabelle angegebenen 148 pasrweise verschiedensn
Mengen, deren Projektion Fg~ ist, Dabei werden wir die Mengen
von Funktionen durch ihre Relationen und Durchechnitte von Men-
gen ven Funktionen durch die Durchschnitte der entsprechenden
Relationen charakterisiersn (bis auf die Mengen ?82. zé.o n Paz

und z, , N ?ez) und in den Relationen den stets auftretenden

Teil ggé weglassen,

1. ?sz.

2. - 5. (3). (D). (5). BgZn(02),

6. - 10, (a2, nad. Dnd). F)n(02), (2 n(o2),

4, =12, HaDad aQacon,

13, - 18, (32, 2. 3. 3. 32, 3.

19, - 30, DR G @, D). GDHn .
Ehad). Do), Gad). 32 a(02),
2y n k). (2nco2). (Dnd. Eaid.

2, -3, 0G0 d). GHna@)nco2). GDndracd.

(22 n(3)  (02).



35.

50,

70.

76,

96,

32

49.

63,

69.

75.

‘95,

99.

Ean . GHndd. dhadh. {;z)n(::,.
G023y, a3, EnGd. a3,

(22 (22), DD 3D 03D, 3D (3D,
(320 (32, (2210 (32). (20 (23,

G a0, GHadd a2 3D ad2) o2,
G0 3Dn 3. a2 d. E 0SB a(02).
22)n (2 n (%), (30 (330 (02), (3N a(22)n (D),
a3 n(02), D33 (3). (32)n(P)n(02),

323 a B a2y, () a(3B)a(d).

525 G50, G2y D, 2., @2,

(129) n102), (3220 (2). (3220 (D). (222)n (02).
922y 1 (3), (92)a(d).

(332) 1 (33) (35D 0 (32). ()0 (3D, (22D n (3D,
320 (2B, E0 3. G20 @) 322 a (D),
(o a3, (22830, G2y ackh. (22ya(22).
@0 B EDa D @0 ). (32) 0,
(922) © (23)+ (202) 1 (33). (389) n (3D). (322) 0 (32).
(330) n (25) A (02). (333) n (321 n (3).

22y n (32) n (02), (321)n (22)n .

/



100. - 114 (33900 (313). (333) n(322). (3300 (33D,

20, ,202, ,122, ,202, ,122, 222
(%12)"(021)' (210) n(p22)+ (212) N (102)-

. 122, 022, 122, 202, 122, 202
' (212) 0 (212) ¢ (312) N(p21) (212) N (p22) -

222, 022, 222, ,202, ,222, 202
(1p2) N (212)+ (302) " (021) ¢ (302) M (022)-

2. 202, ,022, ,202, ,202, 6202
(gfz)"(oz1)' (212) N (g22) + (g21) N(g22) -

1202 1202 2202
118. - 137, (2120)+ (2122)+ (1022)-

118, - 119, (3202 (02), (3302 n (D).
120, - 123, (3592)n (32). (3293) n(33).
1202, 20, 1202, 21
(2122) N (02) + (2022) N (32)-
124, (3330) 0 (35 0 G-

1220, 220, 1220, 222
128, - 132. (3302) 7 (202)+ (2102) N(201)-

1220, _,221, ,1220, ,221
(2102) N (202)+ (3102) N (312) -

1202, _,022, ,1202,  ,022
(2122) N (202)+ (3122) 0 (501) -

2022, ,212, ,2022, 212
(1202) N (122)+ (3202) N (320)+

202 220,  ,22 1202 221 22
133, - 134, (;IZO) n (202) n (21) ' (2120) la} (212) n (20) .

1202, 220, 222, ,1202, 202, 221
135, - 142. (2320) N (202) N (201)+ (2120) N (220) N (202) -

1202, _,220, ,221, ,1202, ,222. _,221
(2120) N (202) N (312)+ (3320) N (303) N(202) -

1202, ,222, ,221, ,1202, 221, ,221
(2120) N (201) N (212) ¢ (3120) N (202) N(212):

1202, ,022, ,022, ,1202, _,212, ,210
(2122) N (202) N (201) ¢ (3022) N (122) N(3122) -

1202 1202 1202 2202
143, - 145, (325) 0 (2323) (2120) " (o2

1202, _ 2202
(2122) N (1022)

e, (253,

: 2 2
147, - 148, 2, ,0P%, 2z, onP".
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Velarij Veeilevid Gorlov

Dietlinde Leu

Ober Automorphiemen euf Funktionenelgebren

Die im folgenden nicht ndher erlduterten Begriffe und Bezeich-
nungen entnehme men /5/,

n n, .n n
Se1 E, = {0.1,....k-1}, P = (£ €y _’Ek}' P = :;i Py und

Pdh] die Menge eller Funktionen eaus Pt. die .gensu q Werte an-

nehmen. Die Stellenzehl n einer Funktion f" eus P, bezeichnen
wir euch mit ef, Gegenetend der folgenden Untarsuchungsn ist
die Algebra <P, : §. T, A. V. %) (/3/. /5/).

€in Automorphismus ot euf einer abgeechlossenen Menge A von Py
hei@t innerer Automorphiemus, wenn eine Permutstion ( suf E,

exietiert, eo deB far alle f" € A die Beziehung f“(x;.....xn)
. ?'1(f( P(Xg) eeees P(x,))) gilt. Im folgenden eollen einige

Eigenechaften von Automorphismen zusemmengestellt werden und
for gewieee ebgeechloeeena Mengen nechgewiaseen werden, deB sie
Wr innere Automorphiemen beeitzen. Insbesondere wird der Nech-
Wele gefOhrt, deB alle Automorphismsn auf Kleesen von P, innere
Automorphismen sind, dies eber nicht mehr fOr Klessen von Py
for k » 3 gilt, Grundlage der debei gefilhrten Beweise ist die
Arbeit /3/ von A, I. Mel'cev, eus der viele Beweisdstails dber-
Rommen werden konnten bzw., deren Aussegsn Ober Automorphismen
hier verellgemeinert werden.

é?!.l 1: Sei c ein Automorphiemus esuf einer ebgeschlossenen

Menge A van P,_. Dann gilt fOr beliebiges f eus A:

.) of = .f“,

b) X, iet gemnau denn eine fiktive Varisble von f, wenn X, eine
fiktive verieble von f< iet,

%) f 18t gensu demm aime Kometente, wenn f% eine Konstente ist,

k*

9) ¢ set geneu denn eine Permutation, wenn f* eine Perautation
det,
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Beweis:
a) Angenommen, es existiert im A eine Funktion f mit eof ¢ af®,
Wir unterscheiden zwei Fille,

Fall 1: n :» af < of% =: o,
Denn gilt A™1f = AMf. Folglich tet A™1f* . A", Die
Gleichung A™1f% « A™™ tet sber wagen o{ A" 11%) « a-ne1 und
o( &"f™) = m-n nicht adglich,
Fall 21 af > af® =1 8w,
--i,a

In diesem Fsll ist & A"t%, uiersus folgt

(A"16)* o (A"F)*. Dies ist aber ein Widerspruch zur Einein-
deutigkeit der Abbildung a,

Also muB fir elle f aus A die Beziehung of = af% gelten.

b) 0.8.d.A, sei 1 = 1, Offensichtlich ist %y genau denn eine
fiktive Variable von f, wenn V( Af) = f 1et. Die Gleichung
V(Af) = £ gilt genau dann, wenn V( AfY) « % tet,

Also gilt b).

\

e) folgi unmittelbar sus b),

@) Sei o(x) = x und & € A, Die Funktion e ist die einzige Funk~
tion avs A, far die fOr alle f € Al etets f u o = o # f gilt.

folglich 1et fOr alle f ¢ Al nuch 1% e o ¢%4 %, Also st
o™ = o, Da fOr jeds Permutation s&A ein t mit SweN.. . #6 = L
t mel

exidtiert, 18t 8%%e% v ... ¢ 0% = o und demit o% eine Persute-
tion, ‘ ’ ’

Satz 13 8ei A eine abgeschlossene Menge von L und T eine Tedl-
menge von AT, r a1, die folgende drei Eigenschaftan h.t:

(1) Alle Funktionen aus A bewshren die Funktionen aus T,
(2) Es existieren ein TE&E[ und gewisse Funktionen
Qop ’1. X gk_ltT_ [ 384 01(3) = 41 fOr ’.C‘k.

(3) FOr jeden Automorphismus o suf A st T® « T und @y oin
innerer Automorphisave,

:nn tet jéder Automerphissus auf A oin innerer Autemorphisaué.



N

- Beweis: Sei a ein Automorphismus auf A, Nach (3) ist T® = T und
2 T ein innerer Autemorphismus, Die zu diesem inneren Automor-
Phissus gehdrende Permutation @ definiert einen Isomorphismus

8
lpvon A auf A'v 9(3'() q,"'(f(g:(xi)..... P(x,)))). Wenn wir

zeigen kdnnen, ds8 dis Abbildung ¥ := B? 4 die 1dentische Ab-
bildung ist, so ist 89 = a und damit o ein innerer Automorphis-~

Sus,

Sei t"cA und & = (a,,....8,) eE:. FOr jedes a, ¢ E, existiert

Rach Voraussetzung (2) eine Funktion g, ous T mit ga (€) = a,
o

1=1,2, ..., n, Nach (1) gibt es eine Funktion gc’r far die
'(9'1“)'"’”9' (X)) = g(X) und g(%) = f(&) 1ist. Folglich ist
n .

Ov = !’(gz s .gz ). Ds die Funktionen aus T Fixpunkte der Ab-
‘1 n
bildung 7 sind, folgt hieraus g = f’(g. 1vess:8y ). Folglich ist
. 1 n

"(S) = g(&) = f(&) fOr beliebiges iésl':, d. h., es ist f = f7
fOr beliebiges f¢ A,

Mit Hilfe des eben bewioaenen Satzes werden wir die folgenden
drei S#tze beweisen,

Sarz 2 (/4/): Enth8lt eine abgeschlossene Menge A von P, alle

Konstanten von Py 80 iet jeder Automorphismue auf A ein inne-
For,
L"lou: Die Behauptung ergibt sich sus Satz 1 fir T = Pk[ﬂ unter
‘.mckuchtigung von Lemma 1ic). N
Oer folgende Satz verallgemeinert Theorem 2 aus /3/,
m Sei E eine Teilmenge von E, .
a fdr x¢E,
t x) 3=
o.p(X) ¢ b for x 6E, \ E,

3]

T e {t l,I-G.E thk} § = P nPol E und A eine abge-

'"'lniono Menge von P, die SUT enthdlt, Denn ist jeder Auto-
"erphismus auf A ein innerer,
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Beweis: Fiir |E|= 1 folgt Satz 3 sus dem Beweis von Theorem 2
der Arbeit /3/, Ist A keine Teilmenge von .Pol E, dann folgt mit
Hilfe von S UT & A, daB A alle Konstanten von Py enthélt, Nach
Satz 2 h&étte A dann nur innere Automorphismen., Wir kdnnen also
fir das Folgende A & Pol E voraussetzen,

Sei a ein Automorphismus auf A, Wir zeigen im folgenden, daB T
die Voraussetzungen (1) - (3) von Satz 1 erfillt,

Die Voraussetzung (1) ist wegen A € Pol E erfiullt, (2) gilt
ebenfalls, Offensichtlich gilt fir beliebiges gcA

(VseS: gus = g)e=> geT, (1)

Aus g €T folgt also gwe = g fiir alle s¢ S und damit g%ss* = g%,

Da nach Lemma 1d) s &S ist, ist nach (I) *eT. Folglich gilt
T=T%

Wir zeigen als nichstes, deB fir T, := {ta pla €E, b eEk\E} die
Beziehung T? = T, richtig ist, Offeneichslich gilt far alle
ta,b aus T

4> a = c Afa,b} € E. (11)

ta,b*%.b " fc.c ,

Aus tab eT \T1 folgt also ta.b*'ta.b - ta,a und hieraus

« .. « «
ta.b #tgp = ta.a° Da ta.a nach Lemma 1c) eine Konstante ist,

muB tz p nach (II) zu T\T, gehdren. Folglich ist T aT

1 1°

Die Beschrénkung der Funktionen aus T1LJS auf E bzw, auf Ek\E
L

liefert Mengen (TltJS)/E aus PE bzw, (Tlus)/Ek\E aus PEk\E'

Da die Menge (TllJS)/E bzw, (Tith)/Ek\E sémtliche Konstanten

aus P_ bzw, P ‘ enthélt, ist « \ bzw, «
E Ek\E /(TIUS)/E /(T1 US)/Ek\E

nach Satz 2 ein innerer Automorphismus auf der Halbgruppe
((Tll{S)/E,*) bzw, ((Tius)/Ek\E'*)‘ Folglich ist asuch “/(TluS)

ein innerer Automorphismus auf der Halbgruppe (T,vS, *). Es
existiert also eine Permutation 9>auf Ek mit

“‘h“.yd*h»? _ " ‘ (r1x)



far alle hcT, uS, Wenn wir jetzt noch zeigen kdnnen, deB (III)
auch fOr Funktionen h aus T'\T1 gilt, ist die Bedingung (3) aus
Satz 1 erfdllt und damit Satz 3 bewiesen,

Sei t, p, €T\T,, 'f,b - t(Jr und 8 eine Permutation aus S
mit den einzigen Fixpunkten & und b, Denn gilt st p =ty
und ) ' )

(-]
LR A ORI to'.b" (1v)

Aus (IV) folgt, deB a' und b' Fixpunkte der Permutation 8% sind,

* nur die Fixpunkte gfi(a) und gfi(by

Wegen &% = ?"1 #s%p hat o

Folglich ist {a',b’} = {?"(.). 9"1(b)}. FOr a=b iet damit

& a” ?'1#1:.,.9? gezeigt, Hieraus sowie aus den Beziehungen
(L

ta.b*%a,0 " ta,e und t. b %t " t‘ o folgt dann, dad

a .?'1(.) und b* = ¢ 1(b) 1et. Folglich gilt

ta,br TP *ta p* P

Es sei noch bemerkt, daB aus Satz 2 und Satz 3 leicht folgt,
deB bis auf maximale Klassen autodualer Funktionen alle anderen
maximalen Klassen von Py, nur innere Automorphismen besitzen,
Den Nachweis, daB es auch auf den maximalen Klassen autodualer
Funktionen ebenfalls nur innere Automorphismen gibt, findet man

in /2/.

Satz 4: Auf jeder abgeschlossenen Menge von P, gibt es nur in-
Nere Automorphismen,

Beweis: Sei A = [A) € P,. Falls {°0'°1} € Al tet, folgt Setz 4
aus Satz 2, ; s '
Tst Al e{'{co.x}, fey.x}. {x,?}}, so folgt Setz 4 aus Satz 1 foOr
T = Al unter Berlcksichtigung von Lemma 1c,d).

Ist A1

A € {01.8,.P;.L,.0,.01.A0.Co} v [Fhlacjt.2.5.6),
p6i2,3,... .0},

= {x}., so ergibt sich sus dem Postschen Graphen (/1/)

.
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Wegen der Isomorphie einiger Klassen genlgt ee,
A ‘{°1'31'L4'°é'°1'A4'°4'Fg3Fg°'F:'Fgoi

zu betrachten, wobei ‘ .
0, = [ixj], sy = [txvy$]. L, = [ixeysz}], Dy = [{xy vxz vyz}),
D, = [xyvxz VyZ}]. Ay = [ixy.x vyil. Cym= [ixvy.x(ysze1)}],
Fg = [ix(yvz).xyvxzvyzi],

‘u+1
[{\/1"1"‘,‘1 1 1+1"‘ +1}] pr*3

p.+1
Fg - ﬁx(y\/?). )Z;x1...x1_1xi,1xp.1}], Ba2,

FP= [ix(yvEl . Fg = (x(yvz)il.

e =

Ist A 6{01,81.L4,DZ}, so folgt sus Lemms 1b) und den Eigen-

schaften der Menge A, daB die -oben angegebens Basisfunktion von
A Fixpunkt jedes Automorphismus auf A ist, Da ein-Automorphis-
mus auf einer abgeschlossenen Menge sber vollstadndig durch die
Bilder der Basiselemente bestimmt ist, gibt es auf

A 6{01 Sy.l, 02§ als Automorphismus nur die identische Abbil-

dung, die trivialerweise ein innerer Automorphismus ist,

Iot A €fo;.A,.C.} v {Fila e (5.6}, uef2.3.....0}}. so erfall

T := A offensichtlich die Bedingungen (1) und (2) von setz 1,
wWir zeigen, daB A2 auch die Bedingung (B) von Satz 1 orfﬂllt

FOr A € {A,,C,} 1st A2 a {et, vel, oi. 02} far A = D, st

1
- {°1' 92} und far A € {Fﬁ1a e{5.6}, pn e{2.3.....do}}1ot

2
2 . {et, ef, ’2}' wobei et(x,y) = xy, vel(x,y) = xvy und

2 ‘ ,
o (x;.%3) = x5, 1 = 1,2, Nach Lemms 1b) et (a2)% = oZ for jo-

den Automorphismus o von A, Dies beriicksichtigend, uberzoﬁgt
man sich leicht, daﬁtyAz fOr jeden Automorphismue a ein innerer
Automorphismus ist, Folglich hat Jede abgeschlossene Menge A
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von P, mit Al « {x} nur innere Automorphismen,

Es bleibt noch der Fall Al = {cg} fur acE, zu untersuchen.
Dem Postschen Grephen kann man entnehmen, deB es nur die abge-
echlossene Menge A = [{ca;] mit Al = {cgt gibt. Diese Menge hat

aber offensichtlich nur innere Automorphismen,

Satz 5: Ist k * 3, so gibt es abgeschlossene Teilmengen von Py
die nicht nur innere Automorphismen besitzen,

Beweis: Wir geben ein Beispiel fiir eine abgeschlossene Menge
mit nichtinnerem Automorphismus an.
Sei

x far x €E,, x far x €E,,
u(x) := und v(x) :=
O sonst 1 sonst,

Die Automorphismen suf der Menge A := [{u,v,cy}] sind nach Lem-
ma l1a,b) eindeutig durch die Automorphismen auf der Halbgruppe

(Ai.r) bestimmt, Von der Abbildung a: u-sv, v-u, Co—*Cyo

8tellt man leicht fest, daB sie ein Automorphismus auf (A1,*)
ist,

Angenommen, & wire ein innerer Automorphismus, Dann gibt es
‘®ine Permutation P auf E, mit

g“.gfl*g&? far ge{u.v.co}. : (V)

Wegen c3 = c, ist ¢(0) = O,
Aus (V) folgt @#u = vx@ und hieraus ?(0) a v(?(O)) sowie
P0) = v(p(2)). Dies wiederum ist aber nach Definition von @
und v nur for @(0) = 1 mdglich, Wir haben damit einen Wider-
®pruch zy der oben begrindeten Aussage @(0) = O erhalten, Also
ist o kein innerer Automorphismus, Damit ist Satz 5 bewiesen.
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08A99
Klaue Denecke 08B99

Eine algebraische Charakterisierung einer Klasse préprimaler
Algebren

1, Eine wichtige Eigenschaft des klassischun zweiwertigen Aus-
sagenkalkiile ist seine funktionale Vollstdndigkeit, Diese Eigen-
scheft besegt, daB man alle Funktionen, die auf der Menge {O.ij
definiert sind, die eogenannten Booleschen Funktionen, bereits
aus den "elementaren” Booleschen Funktionen durch Superposition
erhalten kann, Den "elementaren” Booleschen Funktionen entspre-
chen im Aueeagpnkalkil Kenjunktion, Disjunktion, Implikation,
Aquivalenz und Negation, Bezeichnet man diese Funktionen durch
A,v,=y,&p, -, 80 18t also <A, vV, => ,¢&>, =) in der durch
E(Ez) mit E, = {0,1} bezeichneten Menge aller Booleschen Funk-
tionen funktional vollstdndig., Aber auch schon (A, =), ¢V, =),
{=p , =) sind in F(Ey) funktional Qollsténdig.

Der k-wertige Aussagenkalkiil von kukasiewicz und Post ist eben-
falls funktional vollstdéndig. Hierbei betrachtet man Funktionen,
die auf der Menge E, = {0,...,k-1} (k> 1) definiert sind, Eine
Klasse F von auf €y definierten Funktionen ist funktional voll-
eténdig in F(E, ), wenn Fa= E(E,) ist, wobei ¥ die aus F entste-
hende, bezilglich Superposition abgeschlossene Klasse von Funk-
tionen ist, Eine wichtige Aufgebe besteht darin, festzustellen,
ob eine Klasse von Funktionen funktional vollstédndig ist, Die-~
888 Problem der funktionalen Vollstdndigkeit tritt zum Beispiel
such in der Schaltkreistheorie auf, Hier werden gewisse elemen-
tare Schaltkreise mit einem oder mehreren Eingéngen und einem
Ausgang betrachtet, die Realisierungen von Funktionen auf €y
sind, Aus den elementaren Schaltkreisen entstehen durch Ver-
einigung von Ausgiingen mit Eingéingen anderer Schaltkreise neue
Schaltkreise, die wieder Funktionen auf E, realisieren, Diesem
Vorgehen entspricht die Superposition der zugehdrigen Funktio-
nen, Auch hier ist es eine praktisch sehr interessierende Frage,
sus welchen Mengen von Elementarschaltkreisen man durch Zusam-

Senschalten bereite slle mdglichen Schaltkreise erhdlt, 43



Die funktionale Vollstindigkeit laft cébh auch in der Teraino-
logie der Universellen Algebra formulieren., Es werden endliche
Algebren A = (A,F) (A=E,) betrachtet, F ist dabei eine Klesse
von auf A definierten Funktionen, Die aus F durch Superposition
erzeugte abgeschlossene Klasse sei F, Es wird vorausgesetzt,
daB F alle Projektionen e, mit 91(x1....,xn) =Xy enthadlt, Dann
heiBt T Menge aller Termfunktionen der Algebra A, Die der funk-
tionalen Vollstindigkeit entsprechende Begriffsbildung in der
Universellen Algebra ist der von Foster und Pixley zuerst un-
tersuchte Begriff der Primalitét, A = {A,F) heiBt primal, wenn
F = F(A) gilt, d. h,, wenn F in F(A) funktional vollsténdig ist.
Beispiele fir primale Algebren sind die zweielementige Boole-
sche Algebra {E,. A, =), aber auch die k-elementige Postsche
Algebra der Ordnung k:

<E+ U+ N, CDjveeeuDy g0 0,1,.0.,k=1> (k>2) mit

iuj = max(1i,3),

tng = mincea). o) = {577 T 453 e = {57 e 58

1,J€E.

Eine algebraische Charakterisierung primaler Algebren wurde von
Foster und Pixley in /2/ in folgender Weise angegesben:
" Eine endliche nichttriviale Algebra A = <A,F) ist genau dann
primal, wenn sie
1, keine echten Teilalgebren hat, einfach ist und keine nicht-
identischen Automorphismen besitzt,

2, eine kongruenzdistributive und kongruonzvortnuochbare‘Vario-
tét erzeugt, ’

Far die Lﬁﬁung des Problems der funktionalen Vollsténdigkeit
spielen die maximalen Klassen von Funktionen in F(E,) eine ent-
scheidende Rolle, Das sind Klassen F mit F ¢ F(E,), fOr die

sber F u{f} = F(E,) fir alle fe¢F(E)\F gilt, Eine Funktionen-

klasse 1st genau dann funktional vollstdndig, wenn sie in kei-

ner maximalen Klasse enthalten ist, Endliche Algebren A= <A,F).
deren Termfunktionen maximale Klassen in F(A) sind, heiBen prid-
. primal, I, Rosenberg (/7/) hat eine vollstindige Klaesifikation
aller maximalen Klassen unter Verwendung von Relationen -ngigt'
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ben, Dagegen gibt es noch keine algebraische Charakterisierung
préprimaler Algebren anslog zu der fir primale von Foster und
Pixley (/2/).

In dieser Arbeit werden alle praprimalen Algebren, die 2-distri-
butive Varietditen erzeugen, algebraisch charakterisiert und da-
mit das obige Problem teilweise gelést, AuBerdem wird gezeigt,
welche der préprimalen Algebren aus Rosenberga-Klaesifikétion
durch diese Charakterisierung erfaBt werden, Die gew#hlte Dar-
stellung ist unabhéngig von Rosenbergs Arbeit /7/,

2, In diesem Abschnitt sollen zundéchst einige Begriffe aus der
Universellen Algebra definiert und grundlegende Zusammenh&nge
genannt werden, die fiir das Weitere wichtig sind. Flr zus&tzli-
che Informationen sei der Leser auf das Buch von Grétzer (/3/)
Verwiesen, ;

Unter der von einer endlichen Algebra A erzeugten Varietét ver-
Steht man die Klasse aller Algebren des gleichen Typs wie A,
die durch Bildung von Homomorphismen, Teilalgebren und direkten
Potenzen aus A entstehen, symbolisch: Vp = HSPA, Ein weiterer
hier'bonbtigter Begriff ist der einer kongruenzdistributiven
Varietast. Der Kongruenzenverband einer Algebra ist distributiv.
Wenn fir beliebige Kongruenzen 0. 2,93 dber A gilt:

1u(02n93) = (8, V6,)N (0, UG,), .
Sind alle Algebren einer Varietét kongruenzdistributiv, so wird
die varietat kongruenzdistributiv genannt, Pixley hat in /5/
die folgende Aussage Uber kongruenzdistributive Varietédten be-
Wiesen:

Lenna 2,1 (Pixley /5/): Wenn in einer Varietiét V ein terndrer
Term d (majority term) so existiert, daB fir jede Algebra A in
Vund far alle x,ycA d(x,x,y) = d(X,y.x) = x, d(x,y.y) = vy
911t, so ist V kongruenzdistributiv,

Dieses Lemma erhalt man flir n=2 aus einer von Jonsson (/74/) an-
Segebenen hinreichenden und notwendigen Bedingung fur die Kon-
Sruenzdistributivitét einer Varietdt V. Aus diesem Grund wird
der durch Lemma 2,1 gegebene Sachverhalt auch als 2-Distributi~
Vitat von V bezeichnet.
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Bei der Darstellung und beim Beweis der Ergebnisse wird von der
folgenden Formulierung Gebrauch gemacht:

“Eine n-stéllige Funktion f Uber A bewahrt eine Teilalgebra

D s Az". Wir wollen erkldren, was darunter zu verstehen ist,

Sei D eine Teilalgebra einer direkten Potenz Ah

n-stellige Funktion f : A"> A bewahrt D, wenn aus

von A, Eine
(844 +85q 000 8pg) €00 (8120850000 482) €Ruees (8701850000 8162
stets

(f(8y9+85p00+1810) F(829 0850000 0830) ve By 85000 08,,)) €2
folgt.,

pie Klasse aller Funktionen Uber A, die D bewahron, ist eine
superpositionsabgeschlossene Klasse, Sie werde mit Pol D be-
zeichnet,

Das folgende Theorem ist ein Spezialfall einer von Baker und
pixley (/1/) bewiesenen Aussage und stellt einen Zusammenhang
zwischen den soeben definierten Begriffen der 2-Distributivitdt
und des Bewahrens her,

Theorem 2.2 (Baker/Pixley /1/): Sei A eine endliche nichttri-
viale Algebra, die eine 2-distributive Variet&t erzeugt, Dann
ist fir eine beliebige positive ganze Zahl n eine n-stellige
Funktion f: A" 5 A genau dann eine Termfunktion von A, wenn f
jede Teilalgebra von é? bewahrt,

wendet mgn Theorem 2,2 auf primale Algebren an, so erhélt man
eine weitere Charskterisierung primaler Algebren. Sei
A(A) = [(a,a)laeA}. :

Korollar 2,3: Ist A eine endliche nichttriviale Algebra, die
eine 2- distributive Varietdt erzeugt, so ist A geneu dann pri-

mal, wenn A keine von A(A) und A2 verschiedene Teilalgebra
enthélt,

Der Beweis des Korollars 2.3 ergidt sich sofort durch Anwendung
des Theorems 2,2, Es erhebt sich die Frage, ob men préprimale

 Algebren, die 2-distributive Varietéten erzeugen, in &hnlichef
weise charakterisieren kann, Man erh&lt zun#chst: L

Lemma 2.4: Sei A = (A, F) eine endliche nichttrivialo Algebra,
die eine 2-distributive Variet#t erzeugt, Hat A (bis auf Iso~
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morphie) genau eine von A(A) und Az verschiedene Teilalgebra,
80 ist A priprimal.

Beweis: Habe Az (bis auf Isomorphie) genau eine Teilalgebra

0¥ _A_z, D ¢ A(A). Nach Theorem 2,2 sind genau die Funktionen
‘Uber A, die D bewahren, Termfunktionen von A, d. h, F = Pol D,
Sei geF(A)\ Pol D, d. h,, g bewahrt D nicht. Wir betrachten
die Algebra A' = (A,Pol D uv{g}). A' erzeugt eine 2-distributive

Varietdt (d¢ Pol D). _A_‘z hat keine von 5'2 und A(A') verschie-
dene Teilalgebra, Daher ist A’ nach Korollar 2.3 primel und A
Rach Definition praprimal. A

3, Ale nichstes sollen die durch Lemma 2.4 gegebenen préprima-
len Algebren ndher charakterisiert werden, Dazu wird unter-
Sucht, welche Eigenschaften die einzige von _l_\_z und A(A) ver-
Schiedene Toilalgobra von /_\_2 haben kann, Wir fOhren zundchat
8inige Begriffe und Bezeichnungen ein: Sei D eine Teilmenge von
A%, dann ist D1 definiert durch 0-1 . {(a,b) |(b,a) € D}. Far
2wei Teilmengen D,, D, € A% verstehen wir unter D, © D, die
durch D, 0D, = {(l,b) | e® existiert ein c, so daB (a,c) €0,

und (c,b) toz} definierte Teilmenge von A2, Eine Teilmenge

DcA2 heiBt symmetrisch, wenn D = D~» 1st, sie heiBt transitiv,

Wenn D 0 D = D, und reflexiv, wenn A(A) € D gilt, Eine Teil-
Renge 0 & A2 ist eine Aquivalenzrelation, wenn @ reflexiv, sym-
Retrisch und transitiv ist, Eine reflexive und symmetrische
Tﬁilalgobr- ¥ von A2 heiBt zentral, wenn es eine nichtleere,
Schte Teilmenge C von A gibt, so daB (a,c) € ¥ fir alle acA
Und ein c ¢C gilt, Eine Teilmenge @ & AZ et eine partielle
°"dnung, wenn sie reflexiv, antisymmetrisch, d, h, an -A(A),
Und transitiv ist. Das Element e, heiBt kleinstes Element von
Qs Az, wenn (O a)e @ for alle aeA, und LY groBtes Element,
“enn (a,0 )@ fOr alle a€A gilt, Exietieran zu zwei beliebi-
98n Elementen aus A Supremum und Infimum bezlglich g, so ist g
*ine verbandsordnung, Weiterhin betrachten wir Teilmengen

0, € A2, defintert durch D, = {(a.e(a)) | aeA}, wobei s eine
P'l"-ut.tion (iber A ohne invariante Elemente mit Zyklen gleicher

Primzahlla nge iet,
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Beim Beweis des nichsten Lemmas wird von Teilmengen 04, D, von

A" Gebrauch gemacht, die folgendermaBen definiert sind: Sei D

eine Teilmenge von A®, dann ist

D, = f(ag.85.0...8)) | es gibt ein b €A, so daB (a,.,b)eD,
(ay.b)€D,.... (a,.b)eD},

Dn' = {(ag:85.0...8,) | es g:l.ﬁt ein beA, so deB (b,ay)eD,
(b:az) €D,eees (b.an) € D},

Wir betrachten folgende Algebren:
Ag = (AP mit F = Pol ©, wobei © eine auf A definierte Aquiva=-

lenzrelation ist, die von 52 und von A(A) verschieden ist,
Ay = {A,F) mit F = Pol y . wobei y eine zentrale Relation aus 52

ist, .

Ag = (A,F) mit F = Pol B, wobei B eine einelementige Teilal-
gebra von A ist, : ’

Ag = {A,F> mit F = Pol g, wo Q eine Verbandsordnung auf A ist,
A, = (AF> mit F = Pol D_. '

Es ist leicht zu sehen, daB diese Algebren 2-distributive Va-
rietdten erzeugen, Fir alle diese Algebren werden wir zeigen,
daB 5? genau eine von 52 und A(A) verschiedene Teilalgebra hat
pDamit sind diese Algebren nach Lemma 2,4 préprimal,

Wir zeigen als nachstes, daB eine Algebra, die eine 2-distribu~
tive Varietédt erzeugt und fir die Q? genau eine von éz und
A(A) verschiedene Teilalgebra hat, eine Algebra der Form

Ag: Ay, Ag, Ag oder Ag sein mus, .

Lemma 3,1: Eine Algebra, die eine 2-distributive Varietdt er-
zeugt und far die 52 genau eine von 5? und von A(A) verschie-
dene Teilalgebre hat (bis auf Isomorphie) kann nur eine Algebrs

der Form :g. ﬁE' :z. ég. As sein,

Beweis: Es sind a;le Mdglichkeiten zu untersuchen, die es fir
die einzige von A” und von A(A) verschiedene Teilalgebra von
Az gibt, Die Oberlegungen sollen entsprechend der folgenden

Obersicht erfolgen:



A ist 2-distributiv und /_\_2 hat (bis auf Isomorphie)

genau eine Teilalgebra D verschieden von _/52 und A(A)

I g )

A(A)ND £ @ A(A)ND = @
J/ T ——l,
DcA(A) A(A) <D
2.1 2,2
1/\ "
! D" =D 0nD™" = A(A)
2,1,1 2.1.2
poig o gl
A= fg A =i f_g A J A_a_v A= 52 A= _A_s_

Fir eine Teilalgebra QC_QZ, D ¥ A(A) gibt es genau die beiden

M8glichkeiten A(A)ND # @, d. h, D c A(A) oder A(A)cD, da D
einzige nichttriviale Teilalgebra von ﬂz ist, und A(A)ND = @2,
Daher sind die folgenden 3 Fdlle zu unterscheiden:

1. D c A(A),

2, A(A)cD,

3, A(a)np = p.

1. Der Teilalgebra D c A(A) entspricht eine Teilalgebra BcA,:
Anwendung des Theorems 2,2 ergibt, daB eine pr&primale Algebra

der Form Ag vorliegt,
2, Im zweiten Fall-gibt es nur die Mbéglichkeiten 9_'1

14 X

= D oder

2-1 ¥ D (aber D~ D): dann ist DnD"" = A(A), denn D ist die
einzige von A(A) und 52 verschiedene Teilalgebra,

2.1 2"1 =D

D ist symmetrisch und wegen A(A) c D reflexiv, Wir betrachten

die oben definierte Teilmenge D, von A=, {D,,F) ist eine refle-

Xive Teilalgebra von Az. Sei (a;.8,) €D, Wir wihlen b = a;. Aus
2

(ay.e,) €D und (a,,8,) ¢D folgt (8,.8,)€D,, d. h, D € D_z_ & A%,

Daher ist entweder D =0D, oder D2 = ﬁz.
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2.1.1 0 = 0, (0, # A%)

Aus (al,as)eg und (a5.85) €D folgt, da D .y-uotrioch ist, zu-
niichst (.2"3) € D, daher (ay.8,) € D, und wegen D = D, auch
(a;.8,) €D, d. h,, D ist transitiv, Folglich ist D Ine Aqui-
valenzrelation und in Anwendung des Theorems 2.2 ist A eine Al-
gebra der Form A,.

2.1,2 0, = A%(D # D,)

Wir beweisen durch Induktion nach n, daB fir alle 2¢ n€k steto
D, = A" gilt, Es is; klar, deB (D .F) eine Teilalgebra von A"
ist, Sei Dpog = A™1, dann gilt fiirj alle a 0'8q 10018, EA:

(.11.11321'3“.- :an_l)GDn,

(90'.01320‘31-.. :Cn_i)‘.on,

(501.1031033..¢o 'aﬂ—l) CDn.

De d eine Termfunktion von A ist, erhalten wir

(d(ay.285.8,), d(a,.85.8,), d(ay,8,,8,), d(a5.85.84),...,

d(a n-1'n-1'3n 1)) - (.0531.82133,...,8 1)‘D ., d. h, D = _&n,
Daher ist auch Dk = Ak und damit (O, 1"”"‘-1)‘Dk' 'R h., for
alle acA existIert ein Element c e¢A, so deB (a,c) €D gtlt,

Diee bedeutet, daB D ein Zentrum hat und A nech Theorem 2.2
eine Algebra der Form Ag 1st,

2.2pnp"! = A(a)

In diesem Fall ist D antisymmetrisch, D © D*! ist sysmetriech,
“hor 16t D 4 D 0 D1, Ee muB aleo D 0 D1 u A? gein, Wegen
=po o"" folgt D2 = Az. Durch Induktion erhelten wir wieder

°k = A% und (0, iee.k=1) €Dy, d. h., fOr alle scA extettert

ein o, € A mit (@,0,) €D, o, 15t also griGtes Element ven s.
Durch ansloge Oberlegungen weist man unter Verwendung der Al-
gebra &‘ die Existenz eines kleinsten Elementes o, nach,

{D © D,F) ist eine Teilalgebra von 52. Da fOr o ¥ o (o’_mm
gilt, haben wir D 0 D # 42. Ds D 0 D andererseits A(A) echt
enthilt, folgt D 0D = D, und D ist trensitiv, daher eime per-
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tielle Ordnung mit kleinstem und gréBtem Element, Das Infimum
und Supremum zweier beliebiger Elemente x,y bezliglich der durch
D gegebenen partiellen Ordnung erh&lt man durch d(x,y.e,) bzw.
d(x,y,oi). Arwendung des Theorems 2.2 zeigt, daB A von der Form
A  ist mit einer Verbandsordnung g auf A,

3

L)

Wir betrachten wieder die Teilalgebra 02 von Az. Da Dz-reflexiv

let, gilt 02 ¥ @ und D2 ¥ D. Aus D, = Z! wiirde sich durch In-
duktion D, = A¥ ergeben, d. h. (0,1,...,k=1)€ D, und fir ein
Qewisses U ¢ A h&tten wir (a,u) e D fir alle acA, d. h. (u,u)eD
im widerspruch zu A(A)ND = @, Daher ist D, = A(A), d, h,,
(li.lz)G,Dz gilt gensu dann, wenn a, = a, Ist, Aber (a,.,s,) €D,
ist gensu dann erfdllt, wenn (a,,b), (&,,b)eD fir ein gewisses

b€ A gilt, Damit erhalten wir die Aussage:

+) Aua (e;,b) €D und (a,.,b) eg'folgt a; = a,.

Anelog ergibt sich mit Hilfe von D’ statt D die Aussage:

++) Aus (b,a;) €D und (b,ay)cD folgt a; = ay,,

+) und ++) zeigen, daB D eine eineindeutige Abbildung ist, Es

ist noch zu beweisen, daB D surjektiv ist, Dazu betrachten wir
. die Menge A, = {a]es gibt ein be A, so deB (b,a) €D}, d. h.

den wertebereich von D, A, iet eine Teilalgebra von A, Da A

keine echte nichttrivisle Teilalgebra hat, denn sonst wiirde

Fell 1 vorliegen, muB A, = A sein. Daher ist D surjektiv, Es

folgt, da8 jedes Element von D die Form (a,s(a)) hat, wobei s

Sine Permutstion euf A ist, die wegen A(A)ND = @ keine inva-

Fianten Elemente hat, Ferner ist s ein Automorphismus der Al-

Qebre A, und da eine Potenz eines Automorphismus wieder ein

Automorphismus ist, folgt, de8’ s aus Zyklen gleicher Primzahl-

1lngo besteht, Anwendung des Theorems 2,2 zeigt, daB A von der

Form A, tet. ‘

Oa es”Far wine nichttriviesle Teilalgebra D von é? keine weitere

Miglichkeit geben kann, ist Lemma 3,1 bewiesen, 4

Mun wenden wir Ergebnisse von Rosenberg an und zeigen, daB auch

die Umkehrung des Lemmas 2.4 gilt:
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Lemma 3.2: Sei A = (A,F) eine endliche nichttriviale Algebra,
die eine 2-distributive Varietdt’ erzeugt und keine nichttrivia-
le Teilalgebra hat., Ist A préprimal, so hat\ég bis auf Isomor-
phie genau eine von A(A) und von Az verechiedene Teilalgebra,

Beweis: Wir haben Algebren der Form Ag, Ay, (¢ eine ver-'

bty
bandsordnung) und A, zu untersuchen. Aus der Definition dieser
Algebren ergibt sich, daB in jedem Fall eine Teilalgebra D von
Az existiert, die von A(A) und von A® verschieden ist, Es muB
bewiesen werden, daB es nicht mehrere nichtisomorphe Teilalge-
bren geben kann, Sei R = {01,....Dm} die Menge aller von 52 und

A(A) verschiedenen Teilalgebren von 52. Nach Theorem 2,2 gilt
F = Pol R = Pol' DyjN...NPol D, Daraus folgt F =Pol R € Pol D;

far alle 1 = 1,...,m, Da A préprimal 'ist und damit F eine maxi-
male Klasse von Funktionen in F(A), gilt Pol R = Pol o, for al-
le 1 = 1,,..,m,

Wir betrachten folgende Klassen von Teilalgebren von 52: Teil-
algebren von Az, die einelementigen Teilalgebren von A entspre-
chen, Aquivalenzrelationen, zentrale Teilalgebren, verbandsord-
nungen, Teilalgebren der Form {(a,s(a)) | aeA} mit einer Permu-
tation s von A ohne invariante Elemente mit Zyklen gleicher
Primzahllénge. Rosenberg (/7/) hat bewiesen, daB Pol D, = Pol Dy
o— —

nur méglich ist, wenn D, und D, derselben Klasse angehdren.
Sind D; und D, zwei Teilalgebren von A, zwei Aquivalenzrela-

tionen oder zwei zentrale Teilalgebren von Az, so folgt nach

einem anderen Ergebnis von Rosenberg (/7/), deB D, = D, gilt.
sind D, und D, zwei Verbandsrelationen, so folgt-;he -

Pol El = Pol 23 ebenfalls El = 23 oder Dy = 02'1. im letzten
Fall sind D, und D, isomorph, Aus Pol D, = Pol D,, folgt, daB

es eine natirliche Zahl r gibt mit s' = g", Man kann leicht
zeigen, daB D, und Ds.fin diesem Fall auch isomorph sind. 4

Aus Lemma 2,4 und Lemma 3,2 orgibt sich schlieBlich:

Theorem 3.3: Sei A = (A.F) eine endliche nichttriviale Algebra:
die eine 2-distributive Varietsit erzeugt und keine nichttrivis’



'Toiialgebra hat, Dann ist A genau dann préprimal, wenn 5? bis
auf Isomorphie genau eine von A(A) und von 52 verschiedene
Teilalgebra hat,
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Sabine Radtke

Oie Anzahl aller m8glichen Halbordnungsrelationan auf einer
maximal sechselamentigen Menge

Die Anzahl aller mdglichen Halbordnungsrelationan auf einer
n-elementigen Menge eei in dar vorliegenden Arbeit mit H(n)
bazeichnet, wobai 16€n€6 und n € N gelten soll, Die Anzahlen
H(n) far n€ 6 findet men ohne ndhare Begrindung in /1/. In den
Arbeiten /2/ und /3/ wurden diese Anzahlen fir n€ 5 Gbernommen,
Wir kdnnen hier die Zahlen H(n) fOr né S aus /1/ bestétigen,
kommen jedoch fiur H(6) zu einem anderen Ergebnis (in /1/:
H(6) = 130 023),
Die Kenntnis von H(n) ist nicht nur kombinatorisch interessant,
Sie ermdglicht es z, B,, die Anzahl aller maximalen abgeschlos-
senen Klassen von Funktionen der k-wertigen Logik zu bestimmen,
was aus der Arbeit /3/ hervorgeht, Auf diese Folgeresultate
wird im AnschluB an die Ermittlung von H(n) eingegangen werden,
Bai der Ermittlung von H(n) wird benutzt, daB jede Halbord-
nungsralation 6 auf einer n-elementigen Menge M durch einen
Hasse-Graphen (auch Hasse-Diagramm) einaindautig dargestellt
werden kann, Bai dieser Darstellung gelte hier fir alle {a,bjcM
Mt a<b bei 6, daB dar zu a gehérige Knoten oberhalb des zu b
gehdrigen Knotens angeordnet wird, Es sei der zu 6 gehdrige
Graph mit Gg bezeichnet, bzw, die durch G dargestellte Halbord-
Nhungsrelation mit 6..
Jeder eine Halbordnungsrelation 6 darstellende Hasse-Graph Gg
1st antweder zusammenh&ngend oder nicht zusammenhdngend, Folg-
lich 1st H(n) die Summe der Anzahl aller Halbordnungsrelationen,
die durch zusammenhingende Graphen, und dar Anzahl aller Halb-
ordnungsrelationen, die durch nicht zusammenh&@ngende Graphen

- dargestellt werden, Die Anzahl, die sich aus den zusammenh&n-
g9enden Graphen ergibt, sei mit Z(n), und die Anzahl, die sich
8us den nicht zusammanhangenden Graphen ergibf, sei mit K(n)
bezeichnet, Man iberlegt sich laicht, deB man aus Z(n-1),
Z(n-2),,..,2(1) die Anzahl K(n) ermitteln kenn, AusfOhrlicha
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Angaben dariber findet man in /4/. Wir wollen deshalb zunéchst
Z(n) bestimmen, .
Stellt ein zusammenhéngender Hasse-Graph, bei dem man jedem
Knoten genau ein Element der Menge M zugeordnet hat, eineindeu-
tig die Halbordnungsrelation 66 dar, so kann durch eine Umbe-
nennung der Knoten des Graphen die eineindeutige Darstellung
einer von 6& verschiedenen Halbordnungsrelation entstehen, Je-
doch nicht jede Knotenumbenennung liefert die Darstellung einerl
von der urspriinglichen Halbordnungsrelation verschiedenen Halb-
ordnungsrelation, Wie man aus der Abb, 1 ersehen kann, entste-
hen offensichtlich aus Gy durch Umbenennung Gy und Gs,und es
gilt 661 = 652 und 662 # 6 3.

1

3 : 1
SR O St e
A 4

Durch Durchmusterung der einzelnen méglichen unbenannten zusam-
menhéngenden Graphen mit der gleichen Knotenanzahl 1&Rt sich
fur jeden die Anzahl der mbglichen verschiedenen Knotenbenen-
nungen, die paarweise verschiedene Hélbordnungsrelationen ein-
eindeutig darstellen, ermitteln.

In Tabelle 1 sind alle zusammenhéngenden Graphen mit n Knoten
(L€ n€6) aufgefihrt, Unter deem Graphen ist die fir ihn er-
mittelte Anzahl der dazugehdrigen verschiedenen Halbordnungsre-
lationen angegeben, Wegen der Ubersichtlichkeit werden die
Graphen mit kleinstméglicher Kentenanzahl zwischen oberen und
unteren Knoten zuerst aufgefiihrt,

Die sich daraus ergebendqn Werte fiur zZ(n), K(n) und

H(n) = Z(n) + K(n) sind in der Tabelle 2 zusammengefaBt,

Wir kommen jetzt zu der einleitend erwdhnten Anwendung des er-
haltenen Resultats, In /3/ wurde die Anzahlbestimmung der mexi-.
malen Klassen der k-wertigen Logik auf die Bestimmung der M&ch-
tigkeiten von sechs verschiedenen Mengen von Relationen tber

k Elementen zurickgefihrt, Eine dieser ﬁelationemengen ist die
Menge aller Halbordnungsrelationen mit einem kleinsten und
einem gréften Element, Fir diese Menge ergibt sich die Machtig-
keit k(k-1)<H(k-2), Da die Machtigkeiten der anderen Relations-

mengen explizit berechenbar sind, kann man durch die Kenntnis
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von H(6) die Anzahl der maximalen Klassen der achtwertigen Lo~
9ik ermitteln, Sie lautet: 549 761 772 249, Die Anzshlen fir
die drei- bis siebenwertige Logik wurden <chon in /37 angege-

ben,

Jabelle 2
Al Z(n) K(n) H(n)
1 1 o] 1
2 2 1 3
3 12 7 19
4 146 73 219

15| 3060| 11712 4 231
6|97 s02| 28 381 | 125 883
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15A18
65SF15

Ober eine Folge von Hessenbergmatrizen aus Binomialkoeffi-

2ienten
—

Fir numerische Testzwecke ist es nitzlich, explizite Kenntnisse
Gber einfache Folgen von Matrizen zu besitzen (vgl. G. Zielke
/3/). Im folgenden sollen daher einige Aussagen iber die Hes-

i

Senbergmatrizen H, = ((-1)1+J(J_1)). i,J=1,2,...,n, zusammen-

gestellt werden, d. h, iiber die Matrizen Hy = (1),

it o 1-1 0 0

Hpm ™2y wom [-1 22 ), W, o«f"2-2-1 0O (1)

g® (.1 2 By t 2=t e 123 321 fr ecee
-1 4 -6 4

Nach /1/ sind die Determinanten dieser Mptrizen alle gleich
Eins, und die zugehérigen inversen Matrizen besitzen die

Element e

k-1
(y-1)
keMax(T.3) 3 5
die fur 1 ¢ j gleich (g) sind, Damit sind

Monotoner Art, und es gilt speziell

4
331
1 21, -1 , -1 3
Hp" = (1 1) H3 ’(fgi>'H4= 2
1
‘0w1e‘

1-1 000 5 10

-1 2-1 0 0 " 40

Mg = [ 1-3 3-1 0], H'= |30
-1 4-6 4-1 27

1 -5 10-10 5 14

Bine Hessenbergma®rix ist eine Matrix der
L

L K b

i,ie1 * 1 und bi

e

alle Matrizen Hn von

641

6 41

541 )¢ +=

331

051

0S51

051 |,

951

6 41

Form H = L - J, wobei

®ine untere Dreiecksmatrix ist und J =(b11) eine Jordanmetrix

5 O sonst, Will man ein Gleichungssystem

\
Bt der Matrix H mit Hilfe des Einzelschrittverfahrens lésen,
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/

so konvergiert dieses Verfehren, wenn alle Eigenwerte der

Matrix L"13, d. h. alle Lésungen A der Gleichung

det (AL-=J) = O,
betragsméBig kleiner als Eins sind. Im Fall der Matrizen (1)
schreiben wir H = L -3/ und setzen

xpn(x).= (-1.)"'1 det (xL -3.). (2)

Die uns interessierenden nichttrivialen Eigenwerte sind dann
gerade die Nullstellen der durch (2) definierten Polynome, Die
ersten dieser Polynome lauten

P(x) = 1, Pp(x) = 1-2x, Py(x) = 1-6x+6x°,
2 .3 -2
P4(x) = 1-14x436x -24x" = (1-2x)(1-12x+12x°),
Po(x) = 1_|30x+150x2-240x3+120x4 = 1-30(x=-x2)+120( x~x2)2,
Pe(x) = (1-2x)(1-60(x-x°)+360(x=x%)2),
P, (x) = 1-126(x-x2)+1680(x-x2)2-5040(x-x2)3,

Um zu allgemeineren Aussagen zu gelangen, gehen wir von der
Rekursionsformel

n-1
n :

Pa(x) = 1-x ?L_—I (g0 | (3)
aus, die unmittelbar aus (2) durch Ahwendung des Laplaceschen.
Entwicklungssatzes auf die letzte Zeile der Determinante her-
vorgeht, Fiur die erzeugende Funktion

00 ) '
1 ]
F(x.,t) = ZE; T Pn(x)t" (4)
n= )
findet man mit Hilfe von (3) die Darstellung

ef-1

F(x't)a tl)‘

N (5)

1+x(e

so daB die Polynome Pn(x) verallgemeinerte Appell-Polynome sind
(vgl. /2/).
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Wegen
- t -t
F(x,t) -~ F(x,=t) = . =9 )
Lx (8] 14(x=-x°) (e'-2+8" ")

(1-2x)(et-2+e-§)
14(x=x°) (et =248 "

F(x,t) + F(x,-t) =
)

und (4) ist sofort ersichtlich, daB die Polynome Pa(x) allge-
Bein fur gerade n durch 1-2x teilbar und sonst sogar Polynome
in x-x2 sind, Wegen

F(y,t) = F(x,t)
EE = F(y.t)F(x,t)

ergibt sich durch Einsetzen von (4) auBerdem die Formel vom
Christoffel-Darboux~-Typ

Paly) - Po(x) &2
D BRI ANCY

Und hieraus fir y — x die Rekursionsformel fir die Ableitungen

n=1
Pi(x) = - ; (D) PPy, (6)

Als Funktion von t ist (5) eine meromorphe Funktion mit den
Polstellen t = ln(1-%) + 27Tki, wobei k eine beliebige ganze

2ahl bedeutet, Fiir 0<x<1 ist das Argument des Logarithmus
Regativ und somit

T =‘ln]1-%[+(2k+1)71'i. ™
Setzen wir zur Abkirzung

s e hﬂ1-é], . ! (8)

80 ist offenbar V12+ ﬂz der Konvergenzradius von (4), An allen
Polen t, besitzt F(x,t) das Residuum

- t

e -1 1
tk X(1=x

%0 daB die Mittag-Lefflersche Partialbruchzerlegung dieser

Funktion
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1 1 1 p 1
FO®) = sy (T o P Tt T )

lautet, Mit Hilfe von (4) und der geometrischen Reihe kann man’
hieraus sofort bei festem X aus O<x <1 fiir n— oo das asympto-
tische Verhalten der Polynoma

5 ~(n+1)/2
oy ((1%8%)

Pn(x) = = cos{(n+1)erctan %3

. (9)
~(n+1)/2
+ 0((12+95%) (nt1)/ )

mit (8) ablesen, Aus den Nullstellen (k-oé)ﬂ’ des Kosinus er-

gaben\gich unter Beachtung von (8) fir die Nullstellen von
P (x) und damit fGr die nichttrivialen Eigenwerte A, die Nihe-
rungswerte , y

-1
2k+1 7)))

Ay = (1 +exp(Tcot (Fies (10)

far k = 1,2,,..,n=1, Diese Werte liegen alle im Intervall
(0,1), kommen aber der Eins beliebig nahe., Fiir kleine n stimmen
sie bereits erstaunlich gut mit den exakten Eigenwerten Uber-
ein, wie die folgende Tabelle zeigt, in der die auf finf Stel-
len gerundeten exakten Werte jeweils Gber den Naherungswerten
stehen:

k|

1 2 3 4 5 6

0.5

2lo0i5

5 | 0.21132 | 0,78868 i
0.21395 | 0,78605

‘4 0.09175 | 0.5 0.90825
0.09258 | 0.5 0.90742

5 |0.04132 | 0,30098 [ 0.69902 | 0.95868
0.04142 | 0,30116 | 0.69884 | 0.95858

6 [0.01915 | 0.18044 | 0.5 0.81956 | 0.98085
0.01909 | 0,18051 | 0.5 0.81949 | 0,98091

7| 0.00907 | 0,10917 | 0.34865 | 0.65135 | 0.89083 | 0,99093
0.00900 | 0.10918 | 0.34867 | 0.65133 | 0.89082 | 0.99100| ,
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_ Die Werte (10) mit k = O ’
In | 1 2 3. 4 5 | 6 [
b

und die zugehdrigen Werte A, =1 - A, liefern zwar zwei weitere

4,142 4-2(4,315 3£-3]| 5,080 # -4| 6,322 3 -5 8.(‘.)92#-6'1.053;}‘l -6,

Nullstel}en des Kosinus aus (9), diese liegen absr in unmittel-
barer Umgebung der Randpunkte x = 0 bzw, x = 1, wo die asympto~
tische Approximation (9) .nicht mehr giltig ist, Fir x—> +0
sowie fir x —1 -0 divergiert n&mlich das Hauptglied auf der
rechten Seite von (9) gegen - o0, wihrend aus (4) und (5)

1
P(0) =1, P (1) = (-1)™
hervorgeht, Durch Integration von (5) folgt

1

1
jF(x,t)dx = 1n(1+x(0t-1))L =t
0

80 daB wir aus (4) weiterhin \

1

an(x)dx =0 (11)
0l .

fir n 2 2 erhalten.
Ganz analog ergibt sich fir n 2 1

1
fx Pn(x)dx = B, (12)
0

Wobei mit B, die durch
00

+—s 1 Btn
et-1 55 nl °n

definierten Bernoullischen Zahlen bezeichnet werden. Wegen
Pn(i-x) - (-1)"’1Pn(x) und B, .4 = O fir alle natirlichen Zah-

len n 1t (11) nur fOr ungerade und (12), wenn man dort den
Faktor x durch x- 1/2 ersetzt, nur fir gerade n bemerkenswert,

Die erzeugende Funktion (5) 1&B8t sich auch noch etwas umformen,
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Pie in der Partialbruchzerlegung dieser Funktion auftretende
Reihe besitzt bis auf den Vorfaktor die Summe é tanh %(t-l).

Berechnet man noch den zugehdrigen ganzen Anteil, so ergibt
sich fGr O0<x <1 die Darstellung

F(x.t) '23?(!1'-?' (1-2x + tanh 3(t-1)),

Dies bedeutet, daB an Stelle von (9) sogar
00 :
1 2 o2 ~(n+1)y2
Pa(x) = RRTY & (1Ze(2e1)? 1%) x

x cos((n+l) arctan (2k+1 7))

gilt, Fir x = % wird 1 = O, und wir erhglten neben P2n(%) =0

unter Beachtung von

n
4 -1 _.2n
mﬂ’ B
g (2k+1) n ‘ 2"]
den weiteren Zusammenhang mit den Bernoullischen Zahlen:

P2n-1(%) = 2(a"-1)8,,. !
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Some norm-insquelities of the convolution for matrices

The aim of thie paper is to generalize some norm-inesqualities
concerning the convolution of vactors,

The convolution of two complox vectors x = [x(O).....x(N-l)]T
and y = [y(0).,... ,y(N-1)] is defined by

zex wys= [2(0),...,2(N-1)]T

with
. N-1
z(n) -; x(n=3) y(3). (ne0.....N-1).

Note that the indices are defined modulo N,
The p-norm of vector x is defined by

-1
(ZIX("H")J‘/p it 1 6p <o,

| N=oO
Ixi, =
P max “x(n)l : n-O....,N-l} if p = oo,

Then we have the well-known norm-inequalities
% g g 2 1€p,qe o), 1
I '1“09 “5hp “an (p *3" 1, P.q ) (1)
Ix * ¥l < IXfp XNy (1 <P € o0) (2)

for all vectors x and y.

Now let A be a complex NX M-matrix with elements a(n,m),
(ne0,....,N-1; me0,,..,M-1), We introduce the following
Rotetions:

a" = [n(n.O).....a(n,M—i)]T (n=0,...,N-1),

8, = [8(0.m).....8(N-1,m)]7 (meO....,M-1),
& = [1%1peee ™ )T (16 R 6 ),

dp = [loplpeeeelioyalp]’ (2 6 p & o0)



Then we can define the (p,r)-coluan-nora IA!P r end the
(pyr)~row-norm 1AiP’ " of the matrix A (see /2/) by

BAB, . = e il.. BAIPT = JaPll. (1 € p.r € o0).
P.r Ep r r .

For some spacial p and r we obtein well-known norms:

N1 M-1
Nal, o = BAREY 2D D la(num)l,
' N=0 M=0
N=1 M-1
Il , = W22 Q> la(n.m)3/2,
¢ n=0 m=0
lAuw'oo » ﬂAuw.m = max {IG('n..)l: n=0,... ,N=1;
M-2 --olo-oln-ii’
1A12'® = max {:E::la(n,n)l: n-o,...,n.1}_

m=0 )

The convolution of two complex N x M-matrices A and B can be
defined similarly to that of two vectors by C = A%B with the
elements ‘

N=1 M~-1

c(n,m) = ;;; E;; a(n-j,m-k) b(3.,k), (n=0,.,, ,N-1; m=0,...,M-1).

Note that the row-indices are defined modulo N and the column-
indices are defined modulo M, '
The following assertions are generalizations of (1) and (2)
concerning the norme of matrices.

Pkggoeition i: Let A, B be two complex N x M-matrices and

% * % =1, % + % =1, 1+€p,q,r,s € oo,
Then
IA ¥ Bl oo € IAIP*" 1819+, (3
*®
A * Bl o ¢ MALy o 18I . 4

' Proof: It will be sufficiently to show that
l(n,m) 1€ fAIP*" |B)9®
for all elements c(n,m) of A#B, Thet is proved by the follo-

wing sequence of inequalities, in which only the definitions
and thc inequality (1) are used:
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RAIP " 18)9°® = 1aPi sy, » 1g” v 8%,

N=13.
;na“‘in 1p9, 8 ;la“'J * ol
N=1 3 3 N=1 M=-1
n-
; ;: (n-k) b3 (k)] ;; ;a(n-;j m-k) b(3.k)]
» |e(n,m)l. '

We remark that (4) can be proved similarly,[]

To-prove the asscond assertion we need one of the generaliza-
tions of the Hdlder-inequality,

Lemma (cf. /1/, p. 21): If A is a complex N X Mematrix and
P & 1, then !

i.p ‘ p.,1

that means especially

M-1 N-1 N-1l Med
(.Zo nZ]a(n m){)P ‘ -3—— Zla(n m)]p

Proposition 2: Let A, B be two complex N x M-matrices and
1 €p,r 6 00, Then

fa « 8lP:" ¢ naP " pey, . » (5)

fa = Blp, . € AR, MBIy ,. (6)

Proof: Denote C = A#B with rows g" (nu0,,..,N=1), First
of all we estimate ug"n . By the lemma we get

- M=1 N=1 M-1

1 = (12 g atnmg.amk) b(y, 1P

M=1 N-l1 M-1
< QO (; l-g a(n-1.m-k) b(3.k) )P

RA=0
N=1 M-1 M-1

1/p
P -3.m=k) b(3.k)|P .
;_:o ,,,‘E:"‘" =-k) b(3.0)|%)
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Note that

M-1
Z a(n-3.m-k) b(3.k) = ("3 xpI)(m).
=0

Hence we obtain by inequality (2)
N-1

N-1 !
1"l 4 ;_:o na™d wpdy, « ; 1", 1ty

By using of ,this estimation and by

N-1
(@P » 8%)(n) = ; ha™ 3, udny

we get

] RV . 1/
1A % BIPT = (M) € Q[P Bl (m )
n=0 n=0

= JzP « 8. |
Using (2) once more we can complete the proof of (5):
PN L P o B P B PR VY LU Y M

We remark that a similar proof can be given for (6).0
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Bfian Fisher

On defining the dietribution 6(r)(f(x))

In the following we let @ be a fixed infinitely differentiable
function heving the propertiee
(1) Q(x) = 0 for Ixi21,
(11) e(x) ¥ 0,
(111) Q(x) = @(-x).
1

(1v) j Q(x)dx = 1,
-1

We define the function 6n by

d,(x) = ng(nx)
‘for n = 1,2,,.,.. It ie obvioue that {Jn} is a regular sequence
* converging to the Direc delta-function & so that 1if § is an
srbitrary tast function we hava

0o
(870, §00) = 1ta [ 4D (x) §x) ax.
n—+o 2.

This suggests tha following definition for the distribution
(7 (#(x)).
Definition 1: Let f be an infinitely differentiable function,
We eay thet the dietribution J(r)(f(x)) exiete and is equal to
h on the open intervel (a,b) if

Lae j 8T (F(x)) §(x) dx = (h(x), §(x)) ’
for all teet functions § with eupport conteined in the inter-
vel (e.,b).

;E!oron 1: Let f be sn infinitely differentiable function end
Supposs that the equation f(x) = O hes s single simple root et
the point x = X, 1in the open intervel (a,b). Then the distri-
bution &(")(f(x)) exiete end
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& e(x)) T""'T‘Tlﬂ’ [T"t'ﬂ 3,]' $(x-x) (1)

on the interval (a,b),

Proof: We note first of all that 6(")(#(x)) will be identically
equal to zere on any épou intervel which doss not contain a
root of the equation f(x) = O, 8ince x = x, ie @ siample root of
the squation f(x) = 0, we have f°(x;) # O and e0 we ary assume
that the interval (e,b) is bounded eand that f'(x) # O on this
interval, Further, the equation f(x) = t will then have sn in-
verse x = g(t) on the intervsl (a,b) and the function g will be
infinitely differentiable,

Now let Q be en arbitrary test function with support contained
in the intervael (a,b), On making the substitution f(x) = t w.
have

oo . bad
J 6t da ax = [ 887 (o) §raten et (e)iae
- -0

which converges to

(87 (), $latt) g (I1)

on letting n tend to infinity, This proves the existence of
8() ¢¢(x)). In particular when r = O we have
(6(£(x)), $(x)) = (8(t), d(a(t))lg'(0)])

= ¥9(0))lg* (0)}
= §(xg)/1F (xy)]
= (8(x-x4)/1£*(x4)], $(x))
and so
8(f(x)) = d(x~x4)/1F*(%4)].
Equation (1) therefore holds when r = O,
Suppose now that equation (1) holdes for eome r, Then

[ ]
SN (1), §0) = 1w [ &P 00x)) §ix) ax
| n-m 2
w [ &n ’
.-a X &\ ' §
e _i a ([ §x) /8 (x)] " dx
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= (807 (£(x)). [Bx) /e (x) 1)
= (0807 (£(x)) 1 /8 (%), §(x))

and so
8§ (£(x) = pay T 87 (Fx)

1 1 d r+16
vt ot TR

by our assumption, Equation (1) now follows by induction. This

completes the proof of the theorem,

It follows easily that if the equation f(x) = O has only simple
roots at the points x = Xq X000 then

8N (£(x)) = ; TF’%x—)T [7'%7‘7 g;]r J(x-xk);

the summation being taken over all the simple roots, This is in
agreement with the definition of J(r)(f(x)) given by Gelfand
and Shilov, see /2/,

However we will now extend Definition 1 so that J(r)(f(x)) can
be defined at multiple roots of the equation f(x) = O, First of
all we need the following definition given by van der Corput,
see /1/.

Definition 2: A neutrix N is a commutative additive group of

. functions V(E) defined on a domain N' with values in an additi-
ve group N”, where further if for some v in N,'v(g) = ¥ for
all f in N', then y = 0. The functions in N are called negli-
gible functions, Now let N' be a set contained in a topological
8pace with a limit point b which does not belong to N°*, If f(g)
is a function defined on N' with values in N” and it is possi-
ble to find an constant B8 such that f(f) - B is negligible in N,
then B is called the -neutrix limit or N-limit of f as § tends
to b and we write

1;&%- f(f) = 8,

where the limit B must be unique if it exists,

The following definition is an extension of Definition 1,

Definition 3: Let f be an infinitely differentiable function,
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, We say that the distribution 8(")(#(x)) existe and 1s equal to
h on the open interval (a,b) 1if

oo
N
N-1lim .f 8L (F(x)) §(x) dx'= (h(x), §(x))
n->m
-®
for all test functions § with support contained in the interval
(a.,b), where N is the neutrix having domain N' = {1,2,...,n,..}
and range N the real numbers with negligible functions linear
sums of the functions n* for 150 and all functione which con-
verge to zero as n tends to infinity, .

Theorem 2: Let f1 be an infinitely differentiable function and
suppose that the equation f,(x) = O has a single simple root at
the point x = x; in the open interval (e,b), Then if f = fls,

the diatribu{ion 8(r) (£(x)) extsts and

g? J(r)(f(x)) = f'(x)é(r+1)(f(x))

on the interval (a,b) for r = 0,1,2,.., and 8 = 1,2,,,, .
In particular

8N (g(x)) = 0

on the interval (a,b) for r = 0,1,2,,,, and s = 2,4,,,. and

d(r)((x-xl)s) - ETFEEé:TTT 6(rs+s—1)(x_x1)

on the real line for r = 0,1,2,,,, and 8 = 1,3,5,,,.

Proof: We will prove the theorem for the case x, = 0, The case
1 # O will then follow by translation. We therefore have x = O
as a simple root of the equation fl(x) = 0 and we may assume
that the interval (a,b) containing the origin is bounded and
f'(x) # O on this interval., The equation f,(x) = y will then
have an inverse x = g(y) on the interval (a,b) and the function
g will be infinitely differentiable.
Now let @ be an arbitrary test function with support contained
in the interval (a,b). Then

{

Poe) oo
S0 Bex) ax = [ &7 (o) prxy ax
-0 ) o

00

+ j' 87 (F(=x)) §(-x) dx.
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On making the subatitution LA fl(x) or x = g(tl/a)
we have

®© ' 1
= =1
Jé,‘,"(f(xn $(x)dx -,%,-[ 8T () Bea(t/%)) 1t (£1/2) ¢ T ar,
0

The function y(y) = $(g(y))1g'(y)l is infinitely differentiable
and so by Taylor's theorem

rg+s-1

(1) 0 i (rs+s)
'P(Y) = Z—o jJ1l( ) y ¢ Lp(rs+37%fw re+a'

where O € § ¢ 1, Thus

@® i+l

1 -1
aj 887 (f(x) §(x)dx = ;{i _‘E(_:.}.(Qlj 8 (eye ® ar
o] n0

e : 1
(rs+s) 1/s r+s
* f = (Fs+é§{t ) 6gr)(t)t *dt

reg+8=-2

i+1
_tlig.z.(.gl j (r)(u)(u/n) - 1du
(re+s-1) 0 2 (r -
* eyt J o tuyurau
(o]
red

1
(rs+s) _1/8
* j - (rg%lf{n) L n" (r)(U)(y/n) ®du
o

on making the substitution nt = u, It now follows that the
Neutrix limit of

[ ] .

j 6£r)(f(x))§(x)dx exists and is equal to

0

(res+s-1) 2 1) 1 gfre+s-1) o
.%(Ta_-o-s_-fi'rl / e(r)(“)urdu - L= )Zg(rzie-i)l ©1,

(o]
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Now let us considor
©
j 6L (£(-x)) $(-x) dx
(0]

‘and make the substitution 21/3 = fl(—x), where tl/' 2 0,

Solving for -x we get -x = g(-tl/s). It follows that

o0
s/ 8 (£(-x)) $(-x) dx
6

- <] 3._1
J 87 (-2)%0) $lat-t1®)) 1" (-++/®) 1 €% Tar
o}
1.1
a (-1 fé(")(t)zp( t1/%)¢% g,
(o]
where tp is the function defined above, It follows that

(o o]
N-1lim [égr)(f(-x)) $(-x) dx
0

n-» 00

i 1
~1)8-1 gy(rees-1) ,
=2 s(qr",so-s-‘f)f e Je(r)(u)urdu
(o)

(-1)r+°rl gérs+s-¥2ig)

2s(rs+s-1)! -
Thus
. o, 8=2,4,...
o0
(f‘) f d =
:..j:: -l 8377 (F(x))$(x) dx (-1)"r1 p{T8+8=1) 5

s(rs+s-1)1 . 8=1,3,...

proving the existence of J(r)(f(x)) onr the interval (e}b)
for r = 0,1,2,.., and 8 = 1,2,,,. In particular

8 e(x)) = 0

on the interval (a,b) for r = 0,1 2..., and s = 2,4,,..

Now consider the particular case f(x) = x% where s is odd, Then
if § 1s an arbitrary test function, the function tp defined
above is identical to §. It follows from what we have just

proved that
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1 (re+s-1)
CARICICII $(x)) = {=4) r!s?rs+a-1)l(o)

= srreseenyT (87700, d00)

and eo

6(r)(xs) - = rs+;1 6(rs+s-1)(x)

on the reel line for r = 0,1,2,,., and 8 = 1,3,5,,.,.
Finally we have

(LS 100 g0 = =87 (F(x)). g ()

[s 0]
= - N-lim jc‘l(‘r)(f(x))«f(x)dx
n - 00 -00

fs 0]
= N-lim f 8871 (£(x)) $(x)F* (x)ax

n—-0 -0
on integrating by parts and so
I )10, Bex)) = (ST £y, () E (x)).
Thus '
(

& o) = £ s (5 x))
on the interval (a,b) for r = 0,1,2,,., and s = 1,2,...
This completes the proof of the theorem.
As an example of Theorem 2 let us consider the function

f(x) = ain3x. Using the notation of the proof of Theorem 2, the
equation fl(x) = ginx = O has simple roots at the points

x=0, 7y, *27 ... and

-1
g(y) = sin v-y+%;y3+%-5y5+... .

1
o (= (1-v%) Z =1 s 3% 4 Byt e Ll

on the open_in:eéval (-1,1), Thus
-3
w(y) = $(sin”ty) (1-y%)
and it can be shown that
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" (0) = §(0) + §"(0),
(%) (0) = 64 §(0) + 203" (0) + ().

It follows from the proof of Theorem 2 that
(8(s1n3x), §(x)) = £@"(0) = £ 5(0) + & §"(0).
(8" (81n3x), §(x)) = - w55 35 (0)’ .
- - S b - 5O - 55 80

and so

6(sin3x);= %6(X) + %6"(*)'

8 (sin®x) = Jg 6'(x) + 3xd(0) + 5558 (® ()

on the open interval (-7.T).
Since & is an even distribution and'J'Ais,an odd distribution

6(-sin3x) - d(sin3x),
6%-91n3x) = - 6'(31n3x) :
on the open interval (-7.,7) and it now follows by translation

that
[e)

d(sin3x) = kZ é-[é(x-k.vl) + 8" (x~-km)],

=00

00
K
d* (sin3x) = kz GEl-[646" (x-k7) + 208=(x-km) + 8(5) (x-km]

==00
on the real line.
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Theorems on the non-commutative neutrix product of distribu-
tions

In the following we define the ordinary summable function
xX for A>-1 by ¢ J

{thbrx>0, i L

0 for x<O
and we define the ordinary summable function lnx_ by

lnx for x>0,
lnx* =
0 for x<O,

x A
+

We define the distribution x’-1 by

-1 .
x, = (lnx,)
and we define the distribution xzt for A<-1 inductively by

-1 A+l ,
xjt = (A1) T (x AT

The following definition for the product of two distributions
was given in /2/..

Definition 1: Let f and g be distributions for which on the
open interval (a,b), f is the r-th derivative of an ordinary
summable function F in Lp(a,b) and g(r) is an ordinary summa-

ble function in Lq(a,b) with % + % = 1, Then the prpduct

fg = gf of f and g is defined on the open interval (a,b) by
r
i -
fg a2 (-0i(DIrgttN Y,
=0

' r r!
here (1) = TTTE-TYT-
The next definition was given by van der Corput /i/.

(o]
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Definition 2: A neutrix N is a commutative additive group of
functions V(f) defined on & domain N°' with values in an addi-
tive group N, where further if for some PV in N, V(g) = p for
all f in N*, then ¥ = O, The functions in N are called negli-
gible functions. Now let N* be a set contained in a topoclogical
space with a limit point b which does not belong to N', If f(;)
is a function defined on N' with values in N" and it is possib-
le to find a constant B such that f(g) ~- B is negligible in N,
then B is called the neptrix limit of f as f tends to b and we
write

. N-lim f(F) = B,
;ob f
where the limit B must be unique if it exists.’

Now let @ be a fixed infinitely differentiable function having
the properties
(1) g(x) = 0, for Ix|2 1,
(11) g(x) > 0,
(111) @(x) = g(-x).,
1

(iv) .j e(x)dx = 1,

-1
We define the function 6n by Jn(x) = ng(nx) for n=1,2,... .
The sequence {dﬁ} is regular and converges to the Dirac delta-
distribution d. For an arbitrary distribution g we define the
function g, by \

i/n

on(¥). = g # & = [ a(x-t) (t)dt
-1/n .

for n=1,2,,.. . The sequence f{g .} is regular and converges
to g.

The following definition for the product of two distributions
extends definition 1 to a wider class of distributions and was
given in /4/,

Definition 3: Let f and g be arbitrary distributions and let
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S, = 9 % dn. We say that the neutrix product f o g of f and g
exists and is equal to h on the open interval (a,b) if

N-lim (fg,.6) = N-lim (f,g g) = (h.g)
n-> 00 ¥ n-00 "

for all test functions g with compact support contained in the
interval/(a,b), where h is independent of the choice of the
function @ and N is the neutrix having domain

N' = {1,2,...,n,...}] and range N" the real numbers with negli-
gible functions linear sums of the functions nllnr'ln, 1n"n
for A>0 and r=1,2,.,, and all functions of n which converge
to zero as n tends to infinity,

The following theorem is an immediate consequence of theorems
proved in /3/ and /4/.

Theorem 1: Let f and g be distributions. If the product fg
exists on the open interval (a,b) then the neutrix products
fogand gof exist and f e g=s g o f = fg on the

interval (a,b).

This theorem shows that definition 3 is an extension of defi-
nition 1, We now prove the following theorem.

Theorem 2: Let f and g be distributions and suppose that the
neutrix products f o g and glr-1) g(i) exist on the open
interval (a,b) for i=1,.,.,r (or i=0,1,...,r-1), Then the

neutrix product f(™) o g (or f o g{")) exists and

]
(f o g - ; (Nye(r-1) , (4 (1)

on the interval (a,b),

Proof: Let g be an arbitrary test function with compact support

contained in the interval (a,b) and let g, = g » 6;. Since g,

is an infinitely differentiable function the product fgn exists
and further

r
(fgn)(r) - go (I)f(r-i)gn(i).
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It follows that
(#$7g ) = ((fg) (7). - ;< y(£rtlg (1) gy,

The existence of the neutrix producfs f o g and

g(r-1) , g(i) for i=1,,;.,r implies that the neutrix limit of
the right-hand side of this equation exists and is equal to

r-1
(r) r, (r-1i) (1)
f o i - f ° R .
(( g) #) ;0(1) ( g g)

This must be oquel to the neutrix limit of the left- hand side,

proving the existence of the neutrix product f(r) ° g.
Equation (1) follows,

That the neutrix product f o g(r) exists when the neutrix

products f ¢ g and g(r-1) g(i) exist for 1 = 0,1,,.,,r-1
follows gimilarly. This completes the proof of the theorem,

Theorem 3: Let f be a distribution and let f_ = f » 6;, If the
neutrix limit of the sequence {fn(r)(O)} exists and équals L

for r=0,1,....,8 then the neutrix product J(r) e f exists and

.
§) o ¢ 4 Z (N (-1)""ta,_ 1) (2)
: -

for r=0,1,....s.

Proof: Let g be an arbitrary test fﬁnction with compact support
Then i

\ r
-1
(Bt = ()7 2 (DT M)

and it follows that

: r
(r), - Ne (r)
(87w £.9) = N-lim (8L Fof) = 1) 2 (D820

;
- 2 (DN () )
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for r=0,1,,..,8. Equation (2) now follows. This completes the
proof of the theorem,

Corollary 3.1: Let f be a distribution and suppose that
f(x) = -f(-x) on an open interval (-a,a). Then the neutrix
product 6 ¢ f exists and d§ o f = O.

The result of this corollary was given in /3/.

Corollary 3.2: The neutrix product J(r) . x*;\ exists for all
real A and r=0,1,2,,,, . Further

-1)P -
8(r) . ,+p - ofEH rt g(r-p) » (3)
for p =0,1,,,.,r and r-0;1.2;./.. and
6(!") ° x‘_l =0 (4)
for A ¥0,1,...,r and r=0,1,2,,., .

Proof: Put x‘_a = f(x,A) and suppose first of all that A> -1,
Then % " '
fal(x,2) = f(x,A) * & = f (x-t)"d_(t)dt
. =1/n
for -1/n € x € 1/n and so

(o] 1
£.(M0.2) = f (-0)%6_(M(t)de = (-1)"n""~f ute(™) (u)du
' =-1/n 0
where the substitution -nt = u has been made. It follows that
N-1im £ (T (0,r) = 3r1
nsoo " (r) =3
for r=0,1,2,,,, and
nN-11m £, () (0,2) = 0
n->00
for A>~1, A ¥ r ond r=0,1,2,.,. .

Since (x‘?\)‘ = Ax}'i it follows that
N-11m £ (M (0,2) = 0

n-co
for all real A ¥ r,-1,-2,,.. and r=0,1,2,,.. .
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Equation (3) now follows from the theorem for p-&),l.....; and
re=0,1,2,... and equation (4) also follows from the theorem for
A#£0,2,,..,,r,-1,-2,,,, and r=0,1,2,.,. .
To deal with the cases A= -1,-2,,.., we have
x
£ (x,°1) = J/ In(x-)d " (t)dt

-1/n

for -1/n € x € 1/n and so

. ,
f.("(0,-1) = ,[ 1n(-t)8 (M) (e)de
-1/n

1 .
= (_1)r+1nr+1 J’ (1n u -1n n)g(r+1)(u)du.
' (o]
It follows that

n-11m £ (7 (0,-1) = 0
n-»00

for r=0,1,2,... .
Since (x*x)‘ = lx+z"1 it follows that

N-1im fn(')(o,h) =0
N=-»00
for Aw~1,-2,.,.,. end r=0,1,2,,.. . Equation (4) now follows

from the theorem for A=-1,-2,.,, and r=0,1,2,,., .
Equation (3) was obtained in /3/ and equation (4) was obtained
in /5/ for A £ -1,-2,... .

Corollary 3.3: The neutrix product §(™) o §(P) oxiats and

8(r) . 4P .o ' (5)
for r,p=0,1,2,... .
The result of this corollary was given in /4/,

Theorem 4; Let f be an ordinary summable function and let

L Jn' If the neutrix limit of the sequence {}n(r)(O)}

exists for r=0,1,.,.,8 then the neutrix product

,"P o £(9) oxiste for q-o,i.....e;p+1 and p=0,1,2
6 |



Proof: Since f is sn ordinary summabls function, the existence
of the neutrix product x+p o f follows from definition 1 and

theorem 1 for p=0,1,2,,,. . The neutrix product J(r) e f(i)
also exists by theorem 3 for 1 =0,1,...,8-r and r=0,1,,..,s.
It now follows from theorem 2 that the neutrix product

H o f(q), where H = x+°, exists and in fact
-1
H o £(9) (H,f)(Q) - t (2)5(‘1"1-1) o £(1)
=0

for q=1,...,8+1, The theorem is therefore true 'when [

Now assume the theorem is true for some. positive intéger p.

p+l

Then since the neutrix product x, o f exists, it again fol-

lows from theorem 2 that the neutrix product x+p"1 ° £(a)
exists and

-1
x*P"'i ° f(q) - (X+P+1 ,f)(Q) & Z (2)(x‘p"1)(q‘1) ° f(i)

for g= 0,&,....a+p+2. The theorem is therefore true for p+i and
the result follows by induction, This completes the proof of
the theorem. '

Corollary 4.1: The neutrix product x+p ° x+1 exists and
A + A
x+p o x," = x+p (6)

for A # -1,-2,.,. and p=0,1,2,,.. .

A

: ' P "
Proof: The neutrix product x = o x " exists by the theorem for

all real A ¥ -1,-2,,.. and p=0,1,2,,.. .

It follows from definition 1 and theorem 1 that equation (6)
holds when A> -1 and p =0,1,2,.., , Let ue therefore assume
that equation (6) holds when -s <A< -s+l. This is certainly
true when s= 1, Then from theorem 2 we have

Px+p'1 . x+x + Ax’p o x}'1 = (Pd)",.m}'-1

for p=1,2,,,. . It follows from our assumption that
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-1 -1 : ’ :
x+p o X, = x+p (7)
for p=1,2,..., where -s-1 < A-1< -s, To deal with the case
p = O we have
A A

. H o X, ‘= X,
and it follows from theorem 2 that

6_ ° x*}‘ + AH o x+l-1 = Ax.}-l.

., A=l A-1
‘Hox* = x,

{
Since & o x+A = O by corollary 3.2 we see that

and so equation (7) holds for p=0,1,2,... ., Equation (6) now
follows by induction for A ¥ -1,-2,,,. and p=0,1,2,... .

Now let us see what happens in this corollary when
A= -1,-2,.,. ., Putting f(x) = lnx_ and

% ;
fo(x) = f » d'n - ] f(x=t) Jn(t)dt,
. -1/n .

!
for -1/n € x € 1/n, we have

(o] 1
f.(0) = _[ In(-t) & (t)dt = J' (1n u =1n n)g(u)du.
=-1/n o] .
It follows that
1

ﬂ;i:: fn(o) = g 1n ue(u)du = c(g), éhare

; |
p(g) = j lnng(u)du
[o]
depends on the choice of the function e
5\

Theorem 3 tells us that

N-11m 67 (x) = c(g)d(")

n-00

and for convenience we write
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§7) o 1nx, = c() (")

for r=0,1,2,,.. although strictly speaking this neutrix pro-
duct does not exist by definition 3, since the product is
dependent on p.

Since H o 1nx+ = lnx+ it follows from theorem 2 that

H o x_'_'1 = x+'1 -4 lnx, = x+'1 -'c(g)J : (9)

where once again H o x+'1 depends on p.

Furthefr, we notice that the product x+p ° lnx+ exists and is

equal to the ordinary summable function x*plnx+ for
p=0,1,2,,,., . Differentiating we get

1

x+p o x, 7T+ px+p'1 ° lnx, = x+p'1 + px+p'11nx+

-1 p-1

nx"‘

for p=1,2,,,., . Differentiating again we have

P -2

-1 -1 -2
° x_ + px+p o x = (p—l)x+p

+
or from what we have just proved

x+p ° x+-2 = x+p-2

for p=2,3,.., and so on. The more general result

P g <E p-r
X+ X+ = X+

/
. for par,r+1,,,. follows by induction. The particular case
P = r gives us

p “P .
x5 e X, H and so

px*‘p-1 ° x+'p - pz+p ° x+-p'1 - d
for p=1,2,,.. . Using equatidn (9) it follows by induction
that

X+p o x.*-p"l - X+-1 - [c(g) + é -}]J

for p=1,2,..., the product agaih being dependent on g, o

\



Corgllary 4,2: The neutrix product-x‘p . 6(" exists and

x,P o 8(7) o ﬁ%;"‘-l- §(r=p) , (10)

for p=0,1,...,r and r=0,1,2,... and
xP 6(r) =0 4
+

for p= r+1, r+2,,,, and r=0,1,2,,.. .

The existence of the neutrix product x+p . J(r) follows from
the theorem immediately. Equation (10) was proved in /4/ and
for p> r, the product of x*p and 8'7) exists and equals zero
by definition 1.
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Helmut Thielcke

Eine Anwendung des GeuBschen Integrelsetzes in der Ebene und im
Reus zur Berechnung von Momenten bis zur zweiten Ordnung

Der GauBsche Integralsetz erweist sich bei der Berechnung von
Inhalt und Momenten (n&herungsweise) geradlinig bzw. ebenfla-
chig begrenzter Gebilde des 2- bzw. 3-dimensionelen Raumes els
nGtzliches Hilfsmittel,

Die Berechnung entsprechend komplizierter Objekte 148t sich re-
chentechnisch auf die Betrachtung von Grundelementen zurickfih-
ren, in der Ebene dient dazu das Dreieck, im Raum das Tetreeder
mit konstanter Dichtefunktion,

Wir betrachten zundchst den 2-dimensionalen Fall, Die im fol-
genden gewonnenen Ergebnisse werden abschlieBend teilweise in
rechentechnisch aufbereiteter Form dargestellt, geeignet auch
far Tisch- und Taschenrechneranwendungen.

Als Ausgangspunkt der Dreiecksberechnungen dient der GauBsche
Integralsatz der Ebene, der hier wie folgt notiert wird:

u,
a b
(/Bf) (ax‘by) dB = f det (xu yu) du, (1)

Yo

Dabei beschreiben x = x(u), y = y(u) den Rand des Bereichs B,
Ferner betrachten wir des Dreieck mit den Randlinien

x(u) = x_ + u(x,=x_),

y(u) = yg ¢ u(yi-yg;, (2.1)
x(u) = x, + u(x,=x,), : .
y(u) = v+ ulyZv})! S
x(u) = x, + u(x_=x,),

ot v + u(yf,-vgg. o)
O€us€ai, (2.4)

Zur Berechnung der Dreieckfldiche F wédhlen wir in (1) a = x,
b = y und erhalten, wenn wir in jeder Determinante des u-feche
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der letzten Zeile von der ersten Zeile abziehen,

X Y X Y X 4
() o 1 1 2 2
= det d t
2F = det <x1°xo yi'yo) i (x X1 Y2-Y1> v (x X2 Y -y2>

und nach einfachen Umfornungen die Jacobi-Determinante

2 ; 1% Y170 3)
F = det xz_x Yo- Yo . (
wal:lt man dagegen a = x2 und b = xy, 80 kenn man das Moment Mx
berechnen:
3 Mx = (xo+xi+x2)F. ' . (8)

Entsprechend ergibt sich '

3 My = (Y tyy+Yp) Pl ' (5)
Analog finden wir die Momente Mxx, Mxy und Myy, womit die in-
‘teressierenden GroBen vieler Anwendungsfdlle gegeben sind.

Fir a = x3, b = xzy entsteht
4 Mxx = ((x°+x1+x2)2+x§+xi+x§)F/3. (6)

fir.a = xzy, b = xy2 entsteht

4 Mxy = ((xo+x34X5) (Yo*Y1+Y2) +XoYo*X1Y1+XY,)F/3 (7)
2 3 |
und for a = xy~, b = y~ schlieBlich

2. 2 2.
4 Myy = ((Y°+y1+y2)2+y°+yl+v2)F/3. : (8)

Noch deutlicher treten die Vorzige der Determinantenschreib-
weise bei den entsprechenden Berechnungen fir ein Tetraeder
hervor, Mit Hilfe des GauBschen Integralsatzes fir den Raum er-
h&lt man unter Beriicksichtigung einer Paranetordaratellung der
begrenzenden Oberfl&che

Cx = x(uwv), y = y(u,v), z = z(u,v) (9)
die Beziehung ' A '
‘[[{ :;1 Vi) a b ¢

s (a,+b y*e 2) dV = f det | x z | dv du, (10)

u Yu %y
Yo Vo‘"’ Xv Yy 3

92



Eine weitere Verallgemeinerung von gi) bzw., (10) wird in /1/
vorgenommen, soll hier aber nicht betrachtet werden,
Wir untersuchen nun das Tetraeder mit den Randfléchen

x(u.v; = Xy o+ U(X5=X) + V(X=X ),
y(u.,v) = yg + u(yz=yg5) + v(yj=y5). (11.1)
z(u,v) =z + u(zz-z ) + v(zi-z ),
x(u,v) = x_ + Xg=X + v(x,=x_),
‘ygu.V§ =y + u(y -y33 + v(y3-y2). (11.2)
z(u,v) = zo + u(z -zo) + v(zy-2 ).
xgu,v) = X, + u(x,=x_) + v(x —xo),
y(u,v) = yg + u(yz=yg) + v(yz=ygo). (11.3)
z(u,v) = zj + u(z -zo) + V(ZS-zo)'
x(u,v) = X, + U(X;=X,) + V(Xo=X,),
y(u,v) = yi + U(yz-v1 + V(Y3'Y1;- , (11.4)
z(u,v) = z7 + “(22'21) + v(z3 1),
Ofué€l, 0<veé1l-u, (11.5)

Zur Berechnung des Volumens wéhlen wir z, B, a = x, b a vy,

¢ = z und setzen (11.1) bis (11,4) in (10) ein, wobei die Inte-
grationsgrenzen sich aus (11.5) ergeben, Es entsteht die Be-
ziehung

X=X _, Yo=Y, s Z,=2Z -

3V =5 det ;-xg, v3-vS. z3-22 |. (12)

) X3-Xgr ¥3-Yo: 2377
Fir a = xz. b = xy, ¢ = xz ergibt sich

4 Mx = (xo+x1+x2+x3)v. . (13)
Entsprechend gewinnt man

4 My = (y ty,+y,+yz)V (14)
sowie _

4 Mz = (zg4z942p425)V. ' ! (15)

Die Resultate (13) bis (15) beinhalten den bekannten Sachver-
halt, daB der Schworpuqkt eines mit konstanter Dichte gegebenen
Tetraeders mit dem Schwerpunkt seiner Eckpunkte Gbereinstimmt,
was in /1/ auch allgemein fir ein (n+l1)-Eck im n-dimensionalen
Raum bestdtigt wird, Um die Momente Mxx, Mxy zu berechnen,
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wihlen wir- a = x3, b = xzy, c = xzz im ersten bzw, a = xzy,
b = xyz, c = xyz im zweiten Fall, Wir erhalten
1 2.2 .2 2 .2
5 Mxx = ((x°+x1+x2+x3) +x°+x1+x2+x3)v, (16)
5 Mxy = % ((xg+Xq+X5+%3) (YotY1+Y2*Y3)
(17)
+ Rg¥otXg Yy XoYa*XgY3)Ve
Dies laBt sich entsprechend fortsetzen, Wéhrend die rechentech-
nische Auswertung der Ergebnisse (12) bis (17) zur Untersuchung
von Kérpern konstanter Dichte zusétzliche Informationen uber
die Rethenfolge der Zusammenstellung von Punkten zu Tetraedern
erfordert, um den zu untersuchenden Kérper in seinem Aufbau zu
charakterisieren, kann im zweidimensionalen Fall vereinfachend
eine gegebene Eckpunktreihenfolge geméB Abspeicherung der Koor-
dinaten in entsprechenden Feldern unmittelbar ausgewertet wer-
den, wie das die folgende FORTRAN-Notation zeigt:

SUBROUTINE FMXY (N,X,Y,M,F,MX,MY,MXX,MXY,MYY)
REAL M,MX,MY,MXX,MXY,MYY,X(N),Y(N)

X0 = X(1)

YO = Y(l)

X1 = X(2)

Yl = Y(2)

DO11I=23,N

X2 = X(I)

Y2 = Y(I)

DF = ((X1 =X0) * (Y2=Y0) - (X2 =X0) # (YL=YO))*M / 2,
F = F + DF ’
DF = DF / 3,

XS = X0 + X1 + X2

YS = YO + Y1 + Y2

MX = MX + XS ¥ DF

MY = MY + YS »* DF

DF = DF / 4

MXX = MXX + (XS #XS +XO *XO + X1 # X1 +X2 #X2) % DF
MXY = MXY + (XS #YS +XO ¥ YO + X1 # Y1 +X2 % Y2) % DF
MYY = MYY + (YS % YS +YO #Y0 + Y1 #Y1 Y2 #Y2) # DF
X1 = X2

1 Y1 = Y2

RETURN
END
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Darstellung und Dekodierung von Vasil'ev-Codes

Die perfekten Codes beanspruchten auf Grund ihrer optimalen
Eigenschaften stets das Interesse der Kodierungstheorie. Be-
zUglich ihrer Existenz konnte Tietdvéinen 1973 nachweisen (/5/),
daB es iiber Alphabeten mit Primzahlpotenzméchtigkeit auBer tri-
vialen perfekten Codes nur Einzelfehler korrigierende Codes und
die €olay-Codes (/1/) gibt, Die Golay-Codes sind eindeutig be-
stimmt, Die Klassifizierung der perfekten Einzelfehler korri-
gierenden Codes ist ein offenes Problem (/4/, Problem 6.6).

Im bindren Fell sind folgende perfekte Einzelfehler korrigie-
rende Codes (kurz BPE-Codes) bekannt:

=~ lineare Hamming-Codee (/2/),
~ nichtlineare Codes von Vesil'ev (/6/) und Hergert (/3/)

Durch induktive Anwendung der Vasil'evschen Methode erhalten
wir ausgehend vom trivialen BPE-Code {(0)} eine Klasse von
BPE-Codes, deren Elemente wir als Vasil'ev-Codes bezeichnen.

Im Hinblick auf ihre Klassifizierung wird in dieser Arbeit eine
einfache Darstellung der Vasil'ev-Codas mit Hilfe der Kontroll-
matrix des linearen Hamming-Codes abgeleitet, Dazu stellen wir
im ersten Abschnitt die notwendigen Definitionen zur Verfiigung
und leiten im zweiten Abschnitt-die Darstellung ab. Als unmit-
telbare Folgerung erhalten wir einen Algorithmus zur Dekodie-
rung der Vasil‘'ev-Codes, den wir im Abschnitt 3 vorstellen.

1, Definitionen und. Bezeichnungen

Mit Eg bezeichnen wir dan n-dimensionalen Vektorraum {ber

E; = {0.1]. Eine Teilmenge des Eg wird als Code der Lénge n,
ein Teilraum als linearer Code bezeichnet, Ist C ein linearer
Coda, eo wird eine Matrix H, deren Zeilenvektoren eine Basis
des zu C orthogonalen Teilraume bilden, als Kontrollmatrix be-
Zeichnet,
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Es gilt

T AT
cCeCeé»He¢c -(a). . (1)

cs E; heiBt binérer perfekter Einzelfehler korrigierender Code

(BPE-Code) , wenn es fir jedes a ¢ Eg genau ein Codewort c ¢ C
gibt, so daB d(a,c) € 1 ist, Dabei 1st die Hammingdistasnz
d(a,c) definiert ale die Anzahl der Komponenten, in denen sich
8 und ¢ unterscheiden, . )

In der Arbeit benutzen und untersuchen wir die folgenden beiden
BPE-Codes, /

Der Hamming-Code HC. ist ein linearer Code der Lange 2" -1,
dessen Kontrollmatrix alle vom Nullvektor verschiedenen binldiren
Vektoren der Liénge r genau einmel ale Spalte enthdlt (/4/).

Wir wihlen els Kontrollmatrix H,. speziell diejenige, in der die
Spalte 1 die Dualdarstellung der Zshl i représentiert, d, h.

101, .. 1
o111, ., .1

Hp #8 ) 2 3 & ’ (2)
000...1/ .

Die Vasil'ev-Codes definieren wir Ober den

satz {Vasil'ev [6/): Ist C_ ein BPE-Code der Linge 2. 1, der

" das Nullwort O = (0...0) enthdlt und A: C.—> E, eine Abbildung
mit A(0) = O, so erhdlt man mit
r
c} := {(c+a,A(c)+/a/,a) : ceC., aeag‘ '1} (3)
einen BPE-Code der Liinge 2™1_1, der dae Nullwort enthiélt,
(Dabei bezeichne /a/ die Summe der Komponenten von a modulo 2,)

Ale Vasil'ev-Code V(A1,...,2") bezeichnen wir folgenden induk-
tiv definierten Code: '

1
v(aly := o = {(000).(111)}.

i
vial....oab) = vl HY (2614,

wobei Al eine Abbildung von {(0)} in E, mit 21 ((0)) = 0 und
al eine Abbildung von V(li,...,h?-l) in E, mit hi(g) = 0 ist,
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Da {(0)] ein BPE-Code ist, erhalten wir ait V(l isini ) einen
BPE-Code der L&nge 2"*1-1,

SchlieBlich fihren wir den Begriff des systematischen Codes
ein, und zwar heiBe C & Eg ein systematischer (n,k)-Code, wenn
es k verschiedene Indizes 1,.....4 gibt, so daB

'

k
ICl= [{(c; v1eeesCy ) 2 (eeedCy 41eeesCy 4o..) € C}|= 2
l{ :I.1 ik 11 1k' ”
ist, Man priGft leicht nach, daB V(li.....hr) ein systematischer
(27*1.1,2"*1 1_(r+1))-Code in den Indizes 3,5.6,7,....27+1,...,
2™11 ger,

2, Darstellung der Vasil'ev-Codes

Bevor wir unser Resultat in einem Satz formulieren, werden wir
den Vasil'ev-Code V(h1.....hr) unter Ausnutzung seiner induk-
tiven Konstruktion und der erwdhnten Systematik in geschlosse-~
ner Form angeben, Dazu stellen wir jeder Abbildung Ai eine
Boolesche Funktion A> gegeniber, Dies liefert uns gleichzeitig
die M3glichkeit einer sehr einfachen Darstellung der Resultate.

2r+1_1

FOr v = (Vy.0000V ) € E; definieren wir zunéchst

2r+1_1
induktiv:

vl = v (1 £t£2r-1),
2"+t , (4)

v: mv oo + E vks (o<s<r,1£t‘28-1)
27+t kag+l 27+t

VO ie (0), V® := (vi....,QZa \

2 2 1
.....V§.v2.v3.v1) (1€sér). (5)

Nun gilt:
! r
Va Ve Ve iVaieee sV reee sV ) bestimmt eineindeutig v
(V3:Vs:Ve V7 2 41 2™,

Gber (4). Demzufolge ist

’ : r+i
[{v" ¢ vevial..... | =lv(at....a) = 22772 (6)

r+1 .
Fir jedes a eeg =r-2 gxistiert folglich genau ein Codewort
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\
vev(Al.....hr) mit v\ = a. Dieses Codewort. sei c(a)., Mittels
der Abbildung 71"1 : V( 11.... AN — E; definieren wir nun die
Boolesche Funktion A'*1;

rel_ 7~
e 2o, T (e) e AT (e(a)). (7)

Umgekehrt gilt fir v ev(A‘.... .lr)'

AHv) = TN, (8)
Ober (7) bzw, (8) kdnnen wir Jeder’ Abbildung At eine Boolesche
Funktion in 2'.1-1 variablen gegeniberstellen und damit jeden '
Code V(?«.l.....hr) Uber ein r-Tupel Boolescher Funktionen

i ’

2t TM0) =0 (14141 |

definieren. Wir werden im folgenden diesen Code mit

v(xl,....3") bezeichnen,

n
2, Ist v = (v'+a,b,a) mit beE, und v*,a eeg "1 e gile

r-1 r r-1
v = v' = Vv +a - = Vv . +Vv =V .
L 2™l 2M 201y 2M1,, t
_Mittels Induktion Uber s (s+1-»s) folgt:
r-i r
v': - v'e + E v': =V e + E vk = v’.
2%t  kwe+1 2%+t 2%t kesv1 2%+t t
Damit erhalten wir
vi?avi (1escr, 12t 2%), (9)

Lemma: Es gilt gengu dann v = (v,.....v .. )ev(Ri,..., 7",
wenn 271

r .

8 k .
v - Vv s v 1§86 r, 1€ t ¢2%-1), (10
2%+t Y kEET1 2%t ( ). (10)

2%-1 r
-1 8 Z Kk
vV = 'X’(vs ) + Z v, + v \ 1€¢6

2® =T ' ST 2® ( ).

r ; (11)

vy = ‘E- v: gile, \
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Beweis: Da sich nach (10) und (11) genau |V(R},...,%")| Vekto-
ren darstellen lassen, genlgt es, (10) und (11) fir ein Code- b
wort nachzuweisen., Das geschieht durch Induktion fiber r.

Far v eV(T') = {(000),(111)} gelten (10) und (11).
Far v'eV(Tl,....ﬁr) folgt (10) sofort aus (4), Weiter ist

2'-1
r. . r r r-1 r.,r r
Va (V'4+(Vireea sV Yo X (v ) + E Ve oVareea sV )
1 2T = t'71 2.1

mit v'e V(ﬁl,....ﬁr—l). Wenden wir auf v' die Induktionsvoraus-.

setzung an und beachten VILERv (wegen (9)), so folgt (11) aus
' T 87
. r - -1
Ve " Vie * Vie (O€sér-1), V" AV EL vi.
Satz: Fir den Vasil'ev-Code V(ﬁl.....ﬁr) gilt ‘
, (o]
| =1, 0
" AT(vY)
vev(T ... i) e M v . , . ©(12)
‘ir(vr-i)

2iy.1

Dabei sind 71 : E2 —*Ez Boolesche Funktionen mit ’

7&(9) =0 (1€1i<r), H_,, bezeichnet die Kontrollmatrix (2) des

linearen Hamming~Codes HC_ . 4.
Es sei bemerkt, daB sich in diese Darstellung such der lineare
Hamming-Code einordnen 1&Bt, Wegen (1) und (2) ist

i
HC_,, = V(Al.....7") mit T%(a) = O fur jedes a aus €2 71

(116 r),

. Beweis des Satzes:

I, FirO € s ¢ r, 0 € t & 2°-1 sei 25_4
1§ := {3 € f1.....2700) g = 2% (mod 29*h)}, 1% 0\ 1S
t=0
Fir diese Indexmengen sind folgende Beziehungen erfiillt:
s r-s s s s _ TN
I131= 2" %02 eyct, 22 oI NI - g.11°% = 2.
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Ist h® die (s+1)~te Zeile von H . 4. 80 gilt flGr veE

2r+1_1

stets E VJ = hs-vT. Wir haben also nur diese Komponen-
s
JjeI

T

tensumme zu berechnen, um Hr+1'v zu bestimmen,

Sei v'ev(il....,ir) nach (10) und (11) dargestellt, Wir un-

tersuchen zunéchst, welchen Beitrag v:. (O<s' &r, 0<t'<2$l)

t

zur Summe der vJ mit j eIt liefert, Da vs: nur in den Kom-

ponenten t', 2

s'+t'. 29' von v auftritt, folgt:

Fir s' <« s: vi: tritt nur in den ersten 2°+t' € 28-1 Kom-
ponenten von v auf, liefert also keinen Beitrag
zur Summe,

Fir s°* s: Ist t = 0, so liefert jedes v:. sowie 3§(vs'1)
einen Beitrag, ist t # O, so liefert genau das
vi} mit t' = t einen Beitrag. '

Fir s* s: Zunachst ist 2° & I:. wegen 2° 3 O(mod 29’1)

s+1

gilt t* = 2%+t (mod 2 ) &= 2% 4p s 2%t

(mod 28+1). d. h.,‘v:: liefert zweimal einen

Beitrag oder keinen Beitrag.

Wir erhalten

0 ’ (s=0, t=0),
8
t X9,(\15-1) . v:. (1€s%r, t=0)
t'=
sowie . :
25,1 (0] (s =0),
E vy = :E:: :E:: vy =
Jer® t=0 jeIj Bl (1 4esr)

und damit die geforderte Bedingung,

II. Die Umkehrung erfolgt mittels Induktion Gber r,

T

- . o}
Fir r = 1 liefert Hy'v' = (0) die Bedingungen

Vy+Vg = vtV = O, Es folgt v e{(ooo), (111)} - V(i?).



r+l 2r-1

“1 uit V', acE; + beE, sowie

Sei v = (v'+a,b,a)¢ Eg

T

e’

. Hieraus.erhalten wir
xr(vr-l)
r, r-1 T r,. r=1
(v ™7) = h.,1°Vv =b+/a/, d. h, b= X' (v ")+ /a/, sowie

Hr'V'T = G!r : HA . VT = : .

(o] / xr-l(vr-z)
Wegen (9) gilt v'® « v® fOr 0€8% r-1. Wir kdnnen auf v' die
Induktionsvoraussetzung anwenden und erhalten

v E‘V(')-\l.... .7\'--1). Damit wird aber

Ve (v'+a,'ir(v‘r-1)+/a/,a) € V(il.....ir), und auch die Riick-

richtung iet bewiesen,

3, Dekodierung der Vasil'ev-Codes

Aus dem sosbsn bewiesenen Satz ergibt sich eine sehr einfache

MBglichkeit der Dekodierung der Vasil'ev-Codes. Da V(Xl,....X")
ein BPE~Code ist, haben wir folgendes Dekodierungsproblem zu
13sen:

r+1_1

Man bestimme fir beliebiges a eEg dasjenige Codewort

vev(il,...,X). for das dla,v) € 1 ist.

Dazuy sei
o
eal . .
Hr+1 a = = ) (13)
Cr .

sowie veV(R},..., %) das Codewort mit d(a,v) = 1, e = a+v der
Fehlervektor, Der Fehler liege in der Kompomemte f vor, tritt
kein Fehler auf, so sei f = O, Es gilt

f ' r
o
T /[. e
Hesa°® = :>'f’gfiz
=0
fr

Sowie nach dem von uns bewiesenen Darstellungssatz
103



Nun 1Bt sich f aus

fo o (6]
A I A IR (14)
fr “\C, ir(vr-l)

berechnen, Dabei ist zun&chst v unbekannt. Aus (14) folgt sofort

fo = co
‘ (15)
fy o= i}(v?) + ¢y = ¢, wegen VO« (0).

Fir 1 € s & r seien f,,....f  sowie v®"1 bekannt. wir erhalten

'vs wie folgt: FOr 1 £ t € 2%-1 ist

a: = 2 ay = E vy te = v: + E oy
dabei summieren wir {ber j eI:. Es ergibt sich

v3 = 82 4 11=>f612®f 2 2% + t (mod 25"'1)

t t
: s=1
= fs = 1A fo + 2f1 + ... +2 fe-l = t,
d. h,
s '8 :
v =a® 4+ f_ .8 s-1
t t s t,fob.,.+2 fﬂ-l (16)
mit 6;'3 =1 far 1 3 j und Ji.J = 0 far 1 ¥ j,
Weiter erhalten wir
1
(vi). falls 6=a1,
s H
v® = n 17
WEeeeev®y VY, falle s> (7)
2°-1 , !
~8+l, s
Foer = Cgur * 2 (V7). falls sy r ist, (18)

Da (14) genau eine Ldsung hat (denn es gibt nur ein v und ein
f), wird diese durch (15) bis (18) gegeben,
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Zusammenfassend erhalten wir folgenden Dekodierungsalgorithmus
far das eingangs gestellte Problem:

271, T
Sel acE; + (Cgsesssc.)  der sich aus (13) ergebende Vektor,

Fir s = 0,1: fs ergibt sich aus (15),

FOr 248 ér: Es seien f,,....f _, bestimmt und auch v®2 pe-
kannt; vo~1 ergibt sich aus (16), (17), f, aus @8),
SchlieBlich ist f = fo + 2f, + ... + 2f , und a wird dekodiert

als v = a + (0,..0140...0).

Beispiel: Wir betrachten V(X>, T2, T°) mit Al(x) = O &> x = O
Seispiel: 9

(1=1,2,3),
e = (100011101101011), a2 = (1000). H4'aT = (1101)7,

FOr s = 0,1: fo = 1, fl = 1,

'

Vi = 1, f2 = 1,

Far s = 3: v? = (1011), f5 = O,

Flr s = 2:

Damit folgt f = 7, v = (100011001101011).

Es gilt
o)
vt = 2 ) = 0.7 (0), 72(1), 75(1011))7
1
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46E35
Ehrhard Herbat

Spektralsyntheee, Stabilit&t und Konvergenz in gewichteten
Sobolew-Réumen

Autorreferat der Diasartation A

Die Arbeit stellt einen Versuch dar, den Apparat der klasei-
achen Potentialtheorie auf gewichtete Sobolew-R&ume zu ibertra-
gen, Den Hintergrund dieser Oberlegungen bildet die Tatsache,
daB LBaungen von linearen partiellen Differentialgleichungen
mit gestdrter Elliptizitdt in gewichteten Sobolew-Riéumen ge-
sucht werden, Von grundlegender Bedeutung ist dabei die Kapa-

zitédtstheorie., In der Arbeit wird eine Kapazitat kg 1.p far die

gewichteten Sobolew-Réume wg , eingefihrt, die die folgende

Prézisierung von Funktionen aus wp A gestattet,

Setz: Wenn u eine Funktion aua WP A iat, dann kann man u auf
einer Menge vom MaB Null ao zu einer Funktion U & WS , ebéndern,
deB gilt: 1, U ist quasi iberall, d, h. iberall bis auf eine
Menge der Kapazitét Null, erkldrt. 2, Fir jede Zahl £ >0 gibt
es eine offene Menge Gg derart, daB kg 1, (Gc) <€ gilt und u
eingeachrénkt auf Gg das Komplement von GE' stetig 1in Ge iat,

Oiese zu u gehdrige pr&ziaierte Funktion U iat in dem Sinn ein-
deutig beatimmt, deB fdr zwei prézisierte Funktionen U,V € wg_i
gilt: U(x) = V(x) feat dberall impliziert U(x) = V(x) quasi
Oberell., Damit wird ea sinnvoll, von der Einschrénkung von
Funktionen sua dem Raum Wp ‘ auf Mangan positiver Kapazitdt zu
sprachan, und man kann das feine Dirichlet-Problem fir Differen-
tialoperatoren zweiter Ordnung mit gestdrter Elliptizitadt for-
mulieren, FGr den klassischen Fall stemmt diese Formulierung
von Brelot,

Definition: FOr dea beachrdnkte Gebiet G < Rd, d 2 2, und die

Funktion fe 'p finde man ein u slP mit den Eigenschaften

Au = 0 1in G und u‘ = f
G
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Dieses Problem ateht in einem engen Zusammenhang mit der Speke
tralsynthese in gewichteten Sobolew-Riumen,

Definition: Die beschrénkte offene Menge G:.Rd, d» 2, g?ndgt
der (g.1,p)-Spektralsynthese, wenn jede Funktion f € wP 1 mit

' = 0 im Raum wg 1 durch glatte Funktionen aus wp approxi-
G

miert werden kann, die in einer Umgebung von 6° vorschwinden.

Satr; Nas feine Dirichlet-Problem ist genau dann fir alle Rand-
werte feW> 1 fir das beschrinkte Gebiet G eindeutig ldsbar,
wenn G der (g.i,Z)-Spektralsynthese geniigt.

Die Spektralsynthese 1ist eine notwendige Bedingung fir die
Stabilitéat,

Definition: Die kompakte Menge KC:Rd. d » 2, heiBt (g,1,p)~sta-

et

bil, wenn jede Funktion fewg 4 mit fl = 0 im Reum wg 1

approximiert werden kann durch glatte Funktionen aus wp g it
kompaktem Tréger im Inneren von K,

In Analogie zu den klassischen Ergebnisaen von Hedberg u, 8,
gilt die folgende Aussage,

Satz: Das Innere K° der kompakten Menge K genlige der (g,1,p)-
Spektralsynthese, Dann ist die kompakte Mernge K genau dann
(g 1,p)-stabil, wenn far alle offenen Mengen GcRd. d » 2, gilt:

kg,1,p(C \K) = kg 4 o(6\K%).

Mit dem Begriff der Stabilitdt werden Konvergenzaussagen fOr
Sobolew-Réume und gewichtete Sobolew-Réiume formuliert,
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62K0S
J0rgen Bock \

Die Beetimmung dee Stichprobenumfange in der linearen Regres-
eioneenelyee Modell I und 111

Autorreferat der Diesartation B

Im ersten Teil der Arbeit werden die konkreten bzw. diskreten
Versuchsplédne mit minimalem Umfang bzw, minimalen Kosten fir
eine Reihe von Schétz- und Teetproblemen der einfachen linearen
Regression bestimmt, Dabei bezieht sich das Minimum jeweils auf
eine Klasse von Versuchsplédnen, fir die bestimmte Genauigkeits-~
forderungen (beschrénkte erwartete Konfidenzintervallbreite,
vorgegebene Risiken 1. und 2, Art fir Tests bei gegebener prak-
tisch interessierender Mindestdifferenz u, &.) erfillt sind.
Besondere Aufmerksamkeit wird dem Parallelitétstest fir mehrere
Regressionegeraden Gber den Intervallen (xhu'xho) der Lénge

L, (h=1,...,8) geschenkt.

Satz: Es bezeichne Vs B die Klasse der diskreten Versuchs-
- . . A
plane mit den Gesamtumféngen N = 2; N, (N - natdrlich, n,22,

reell), fur die das Risiko 2, Art des F-Testes fir die Nullhy-
pothese H, : By = ... =B , (B ,-Anstieg der h-ten Geraden) bei
gegebenem Risiko 1. Art o fir alle Tupel B,,....,B , mit

max Bhl - min Bhl &d >0 durch BA nach oben beschrénkt ist. Dann
h 4 :
ordnet der Plan minimalen Umfangs N* aus dieser Klasse den Xhu

und Xho die Gewichte n;/Z zu, wobei N* die kleinste natirliche
Zahl ist, die die Ungleichung F(a-1,N-a,1-a) € F(a-l.N-a.Z;N.BA)
fir die Quantile der zentralen bzw. nichtzentralen F-Verteilung
erfillt, Der Nichtzentrelit&dtsparameter und die Aufteilung von

N* héngen von den Gewichten p, = 1/(L, %F 1/L§) der Versuchsbe-

2
; * d N*

reiche ab, Fir max ph*‘ 1/2 gilt n": = N*Ph und haN'EQ' §_—21/L
J

(Gz-Restvarianz).
—

1 Erscheint demnéichst als Heft 254 der Nova Acta Leopoldina,
Leipzig 109



In der Arbeit ist auch die optimale Ahfteilung fiar nﬁx ph>-1/2

angegeben., Analoge Aussagen werden fir den multiplen t-Test so=-
wie fir die Tukey- und Scheffe-Prozedur gewonnen. Im Falle des
Modells II der einfachen und multiplen Regression werden Un-
gleichungen fur die Stichprobenumfédnge aus gegebenen Schranken
fur die erwartete Konfidenzintervallbreite bzw. die erwarteten
Durchmesser des Konfidenzellipsoids abgeleitet., F{ir Probleme
der einfachen Korrelationsanalyse ergeben sich unter Zuhilfe-
nahme der Fisherschen z-Transformation approximative Formeln
fur den bendtigten Stichprobenumfang. Schwieriger gestaltet
sich die Bestimmung der Umfénge fir Tests fiir die Regressions-
koeffizienten., Im Falle der einfachen linearen Regression, Mo-
dell II, wird die Dichte filir die t-Statistik zum Vergleich des
Anstiegs mit einer Konstanten unter der Alternativhypothese

hergeleitet, Es zeigt sich, daB r(ﬁ)-'g/Vf+£? (f - Freiheits-~
grade) eine Dichte besitzt, die die gleiche funktionale Gestalt
hat, wie die des Stichprobenkorrelationskoeffizienten. Daher
kénnen die Ergebnisse zur Korrelationsanalyse ausgenutzt werden,
Eines der wichtigsten Ergebnisse der Arbeit ist die Darstellung
des Risikos 2., Art B des F-Testes fir den Vergleich einiger Re-
gressionskoeffizienten mit Null (multiple linesare Regression,
Modell II) in Form einer kohvergenten Reihe, deren Glieder auf
einfache Weise rekursiv berechnet werden kénnen. Bei der gra-
phischen Darstellung von B in Abhéngigkeit von den Freiheits-
graden und vom partiell-multiplen BestimmtheitsmaB in Wahr-
scheinlichkeitspapier erh&lt man in sehr guter N&herung Geraden
und damit Nomogramme zur Bestimmung des Umfangs,
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65F10
65F20

Dieter Schott
Die Methode der Projektionskerne und ihre Anwendung bei Struk-
tur- und Konvergenzuntersuchungen von Iterationsverfahren zur
Ldsung linearer Operatorgleichungen in Banachraumen

Autorreferat der Dissertation B

Der erste Teil der Arbeit beschaftigt sich mit Projektionsker-
nen P von Mengen U linearer Operatoren U, d, h. mit linearen
Projektoren P, die der Beziehung )

P=PU=UP (YUEW) ” (1)
geniigen. Es werden zahlreiche Beispiele fur Projekfionskerne
angegeben, Weiterhin wird die Frage untersucht, unter welchen
Bedingungen sie vorhanden sind und wie sie sich bestimmen las-
sen, Eine besondere Rolle spielen die optimalen Projektions-
kerne., Das sind solche Projektoren P, fir die

R(P) = M I(I-U), N(P) = span \J IR(I-U) (2)
veu uell

gilt, Bei vielen Iterationsverfahren zur L&sung. linearer Opera-
torgleichungen Ax = y treten Operatorfolgen (Un) auf, deren zu-
geordnete Menge {Un: n€ N} einen optimalen Projektionskern P
besitzt, Dabei erleichtert die Kenntnis derartiger Operatoren P
den Konvergenznachweis betr&chtlich,
Deher wird die Methode der Projektionskerne im zweiten Teil der
Arbeit zur Struktur- und Konvergenzuntersuchung des allgemeinen,
Iterationsverfahrens /
Xpe1 = (I=DA)x, + Dy = P .x  + By : (3)
mit der Restiteration . '
Fneg = (I=ADp)rp = Qury  (ro= y-AX,)
eingesetzt., Daneben findet der Begriff der kontrahierenden Ope-

ratorfolge Verwendung, der den Begriff des kontrahierenden Ope-

rators verallgemeinert.
Unter der Voraussetzung, daB (D) eine Folge mit dem Zyklus k
ist, werden auBerdem die stationdren Iterationsverfahren

Zhe1 * (I-DA)zn + Dy 754)
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k-1
D = ? (I-Dk_iA)...(I-ohiA)oi’
=0

bzw,
k-1 ) k-1

o=§ o0, (uiao,? o = 1)
=0 =0

betrachtet. Neben Konvergenzaussagen werden auch Eigenschaften

und der Grenzelemente x__, I

der Grenzoperatoren Poo' Qoo' B - ®

angegeben,

Besondere Beachtung finden solche Iterationsverfahren, bei -de-
nen entweder die Operatoren T = I-DnA oder die Operatoren

S, =-I-AD  sogenannte Relaxationen

(1-2)T + AV, (Ihp-tl<) | (5)
von orthogonalen Projektoren V sind, Dieser Fall tritt z, B,

ein, wenn

D, = 2,(6,A) 76, (6)
oder .
D, = A Hp(AHL)® (7)

gewdhlt wird, Hier erweisen sich Poo bzw, Qoo als optimaler
Projektionskern von {Th: nenN} bzw, {S,: neN} und B, als ver-
allgemeinerte Inverse von A, Aus den Iterationsverfahren (3)/
(6) und (3)/(7) gewinnt man durch Spezialisierung das PSH- und
das SPA-Verfahren zur L&sung konsistenter und inkonsistenter
linearer Gleichungssysteme. Die Arbeit verallgemeinert und ver-
einheitlicht die dazu bekannten Ergebnisse.
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Hinweise fiir Autoren

Manuskripte (in deutscher, ggf. auch in russischer oder engli-
scher Sprache) bitten wir, an die Schriftleitung zu schicken,

Die gesamte Arbeit ist linksbindig zu schreiben. Eine Ausnahme
hiervon bilden hervorzuhebende Formeln und das Literaturver-
zeichnis, Der Kopf der Arbeit soll folgende Form haben: Rostock.
Math. Kolloq. /Leerzeile/ Vorname Name/ Leerzeile/ Titel der
Arbeit/ 1 Zeilenumschaltung/ Unterstreichung/ Leerzeile. Der
Text der Arbeit ist eineinhalbzeilig (= 3 Zeilenumschaltungen)
zu schreiben mit maximal 63 Anschlagen je Zeile und maximal 37
Zeilen je Seite. Zwischeniberschriften sind wie folgt einzuord-
nen: 6 Zeillenumschaltungen/ ZwischenlUberschrift/ Unterstrei-
chung (ohne Zeilenumschaltung)/ 5 Zeilenumschaltungen., Hervor-
hebungen sind durch Unterstreichen und Sperren méglich, Ankin-
digungen wie Satz, Definition, Bemerkung, Beweis u, a, sind zu
unterstreichen und mit einem Doppelpunkt abzuschlieBen., Vor und
nach Sétzen, Definitionen u. &, ist ein Zeilenabstand von 5 Um-
schaltungen zu lassen., FuBnoten sind mdglichst zu vermeiden.
Sollte doch davon Gebrauch gemacht werden, so sind sie durch
eine hochgestellte Ziffer im Text zu kennzeichnen und innerhalb
des oben angegebenen Satzspiegels unten auf der gleichen Seite
snzugeben, Formeln und Bezeichnungen sollen méglichst mit der
Schreibmaschine zu schreiben sein. Hervorzuhebende Formeln sind
drei Leerzeichen einzuricken und mit 6 Umschaltungen zum Ubri-
gen Text zu schreiben, Formelzéhler sollen am rechten Rand ste-
hen. Der Platz fir AbbiIldungen ist beim Schreiben suszusparen;
die Abbildungen selbst sin n der dem ausqgesparten Platz ent-
sprechenden GroBe gesondert nach TGL-Vorschrift auf Transpa-
rentpapier beizufiigen, Der zugehdrige Begleittext ist im Manu-
skript mitzuschreiben, Sein Abstand nach unten betrégt 5 Um-
schaltungen, Literaturzitate im Text sind durch laufende Num-
mern in Schragstrichen (vgl., /8/, /9/ und /10/) zu kennzeich-
nen und am SchluB der Arbeit unter der Zwischenlberschrift Li-
teratur zusammenzustellen.

Beispiele: (Zeitschriftenabkirzungen nach Math, Reviews)
/8/ Zariski, O., and Samuel, P,: Commutative Algebra.

Princeton 1958

/9/ Steinitz, E,: Algebraische Theorie der Kérper. J, Reine
Angew. Math. 137, 167 - 309 (1920)

/10/ Gnedenko, B. W,: Uber die Arbeiten von C. F, GauB zur
wahrscheinlichkeitsrechnung, In: Reichardt, H., (Ed.):
C. F. GauB, Gedenkband anl&Blich des 100. Todestages.
S. 193 - 204, Leipzig 1967

Die Angaben sollen in Originalsprache erfolgen; bei kyrilli-
schen Buchstaben soll die bibliothekarische Transkription
(Duden) verwendet werden,

Am Ende der Arbeit stehen folgende Angaben zum Autor und zur
Arbeit: eingegangen: Datum/ Leerzeile/ Anschrift des Verfassersy
Titel Initialen ger Vornamen Name/ InstItution/ Strukturelnhelt/
StraBe Hausnummer/ Land Postleitzahl Ort.

Der Autor wird gebeten, eine Korrektur des Durchschlags vom

of fsetmanuskript zu lesen und dabeli die mathematischen Symbole
einzutragen, Ferner sollte er 1 - 2 Klassifizierungsnummern
(entsprechend der "1980 Mathematics Subject Classification™ der
Math, Reviews) zur inhaltlichen Einordnung seiner Arbeit angeben,
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