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Rostock. Hath. Kolloq. ll, 5 - 26 (1983) 03850 
03G20 

Norbert GrOnwald 

Besti■■ung sA■tlicher abgeachloasaner Mangan aus P3,2, deren
Projektion F8" iat

U■ das Jahr 1920 begann E. L. Post (vgl. /1/) die Untersuchung 
der Menge P2 der Booleschen Funktionen. Es gelang ih■, alle
Teilalgebren von P2 zu besti■■en. Diese Untersuchungen setzte
s. v. Jablonskij 1953 fort (vgl. /4/), indem er die Mange Pk
der Funktionen Ober der Menge Ek • {0,1, ••• ,k-1} betrachtete.
In /6/ wurde Pk,2 eingefOhrt, die Menge aller·Funktionen aus P�
deren Funktt�nswerte aue der Meng� {O,ll eind, Erst■ale wurde 
in /6/ auch ein natQrlicher Homo■orphis■us von P3,2 auf P2 be­
trachtet, der Projektion genonnt wird. In diese■ Zueam■enhang 
stellt sich die Frage nach denjenigen abgeschlossenen Mengen 
aus P3,2, deren Projektion gleich einer festen abgeschloeaenan
Menge As P2 ist. Diese Untersuchungen wurden in /6/ begonnen
und sollen in dieser Arbeit für A • F8" fortgesetzt werden,
n lli 2. 

\ .

Bezeichnungen und Begriffe 
1 

P3�2 sei die Menge aller Funktionen aua e3" • {0,1,2}" in

E2 • [0,1J, und P3 2 :• U P3"2• Ferner sei P2 die Menge aller
' nllil ' 

Booleschen Funktionen. Wir unterscheiden zwei Variablenalpha­
bete X• {x,x1 .... ,xn ... J und Y • lv,y1 .... ,Yn· .. } wobei x bzw.

xi Werte aus e3 und y bzw. yi Werte aus e2 anneh■en k6nnen.

I 

Sei AG P3,2• Unter einer Superpoeition Ober A verstehen _wir
wie Oblich eine Funktion, die ■an aus Funktionen von A erhllt, 
inde■ iian in endlicher Anzahl gewieae der folgenden Operationen 
anwendet: Identifizieren von Variablen, HinzufOgen fiktiver 
Variablen, U■benennen von Variablen oder Einsetzen von Funktio­
nen anstelle von variablen einer Funktion. Ale At;>'chluB [AJ von 
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А> Д £ P3 2, bezeichnen wir die Menge aller Superpositionen 

Ober A. Ist А = [А], so heißt А abgeschlossen. 

Sei f 6 p's'z’ oi® durch folgende Festsetzung gewonnene Funktion 
F e P2: Für а € E2n sei stets F(a) :» f (a) , nennen wir Projek¬ 

tion der Funktion f, und schreiben pr f ■ F, Unter der Projek¬ 

tion einer Menge А £ P32 verstehen wir die Menge 

рг А ■ {f e P2 |3f 6 А mit pr f = F}. Für А fi P2 heißt die Menge 

pr"1A - (f 6 Pj 2|pr f e A] Urbild von A. 

Eine Teilmenge M der Menge А « tA] £ Pj 2 heißt Erzeugenden¬ 

system für A, wenn [M] = А ist. Eine abgeschlossene Teilmenge M 

der Menge А » [А] heißt maximale Menge von A, wenn MCA und für 

eine beliebige Funktion feA\M die Beziehung [Muf] = А 

gilt. Wir sagen, eine Funktion fn bewahrt die h-äre Relation 

g £ Ejh, wenn für beliebige 

/*11 *21 
/ *12 *22 

V ' \®lh *2h 

6 g ist, 

wobei die Spalten (a^, ai2.aih)T, 1 a nicht 

notwendig voneinander verschieden sein müssen. Die leere Menge 

werde von allen Funktionen bewahrt. Mit Роід g bezeichnen wir 
die Menge aller Funktionen aus A, welche die Relation g bewah¬ 

ren. Falls А aus dem Zusammenhang hervorgeht, kann А als Index 

auch weggelassen werden. 

Die Tupel aus E3" » {0,1.2}", E2" . {0,1}" sowie E^2 - {1.2}" 

seien in Relationen spaltenweise geschrieben. Dede Relation g 

läßt sich mit Hilfe einer Matrix darstellen. 

6 



Für zwei Matrizen M und N gelte мам, falls folgendes gilt: 

1) Nachdem in M und N alle Zeilen, welche doppelt auftreten, 

gestrichen worden sind, ist die Anzahl der Zeilen ln M und N 

gleich groß. (Es 1st klar, daß dabei die Relationen nicht 

verändert werden.) 

2) Es existiert nun eine Permutation der Zellen von M, so daß 

in der entstandenen Matrix M^ jede Spalte aus N auch Spalte 

von M1 ist. 

Wir vereinbaren folgende Bezeichnungen: 

(1) := (1,1,.., ,1)T, i «{0,1,2}, 
n-mal 

POlp3,2(6ie2) !* 

(Äi-ia.Sn>T 

F8" :» P0lp2(E2n 

- Poip3,a(e 

Z2.0 " POlP3>2( 

Z2,l !* POlP32( 

Polp (gjugg) mit Relationen und g2, 

(*iT-2гГ 

\i). 

2nM). 

0 12. 
0 10'' 

0 12 
Oll ). 

(0 2). 

Wie man leicht sieht, 1st pr Z2 Q а Fg". pr Zj j ä Fg" 

und auch pr T0°'2 а Fg". 

Ferner sei 

J.C) :={o 
fOr X = a, 
für X C E3\lai, 

und für 

£ “ (ai,a2.an) nit — « ЕзП 

°a :e Jei(xlJ*Ja2(x2) * " Jan<xnb 

Für die anschließende Bestimmung sämtlicher abgeschlossener 

Mengen aus Pj 2, deren Projektion Fg2 ist, wird folgender Sach- 
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verhalt auegenutzt: Sal N eine beliebige Menge mit 

pr N ■ Fg2. Dann existieren in [N] Urbilder 

.*ml) von Hl<yl'y2.Yn+l) 

m+1 \ 

= V У1У2..•Уі_іУ1+і-•-Vn+l' 
hgC*!-*?.Xm2> von Н2(Уі,у2^ ‘ yly2 ’ 

^3'(xi,X2‘.х.з) Ѵ0П "з(у1'у2) " yly2’ 

S' (*i'x2.х«д) von "4(^1 "y2.Vn) " Уі(У2ѵУзѵ-” vyn)’ 

hg (Xi'*2.xm5> von H5(y) " y" 

hg (X1'X2.Хтб) von H6^yl*y2*У3) * У1У2У3' 

h?'(Xi.*2.xm?) von H7^yl*y2*У3) и yly2y3* 

hg'(*l x2.xm8> von H8^yl’y2.yn) " Уіу2"-Уп' 

Durch eventuelles Umnumerieren und Identifizieren von Variablen 

erhält man hieraus Urbilder 

hin(xl>.x2'" ,xn+l) von Н1^у1,у2.yn+l) ' 

h2(x1,x2) von H2(yry2), 

h^Cx^'Xg) von ^з(у^»У2)» 

h4n(xl-x2.xn) Уоп Н4(Уі'у2.yn>* 

h5(x) von H5(y), < 

^6^X1*X2*X3^ von ^б(Уі*У2'Уз)' 

hy(x^,X2»xj) von Hy(,Yg,у, 

h8n(x1.x2-xn) von Н8(Уі,у2.Уп). 

Des weiteren gilt, daS die Funktion 

C0 h3(h2'h2) E 0 ln [N] enthalten 1st. 
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Bestimmung dar Struktur aller abgeschlossenen Mengen aus Pj 2, 

deren Prolektion Fg" 1st 

Satz 1: Für jede der Mengen 

K := [1QIPolP3>2((E2n\i>ei’]nA 

nit А £|Т0 ' . P3>2J• Pi 5 (E3 ^ E2 )' 

und В :я Ig e К | g nimmt auf höchstens n Tupeln den Wert 1 an j 

U [h^"} (2 6 n < oo ) 

gilt ' 

[в] я к. 

Beweis: Sei K, und ,£2. • • .£r seien die Tupel mit 

f (k)(£^) = 1,1 = 1,2,.., ,r. Mittels Induktion über r beweisen 

wir f(k) 6 [в]. Für r 4 n ist die Behauptung offenbar richtig. 

Für r > n setzen wir voraus, daß in [B] schon alle Funktionen 

f £ К liegen, welche auf weniger als r Tupeln Eins werden. Nach 

Definition von К sind aber auch die Funktionen 

( 0 für X я , 

ti(k)(x) = / (i = 1,2.n+1) 

lf(k) (x) sonst 

in К und daher nach Induktionsvoraussetzung auch in [B] enthal¬ 

ten. Da ebenso h^" in В enthalten ist, folgt 

f(k)(x) = hi"(f/k)(x).^п+1(к)(х))бГв]. q.e.d. 

Lemma 1: Für jede Menge M S P3 2 mit pr M я Fg" und 

M S Pol(E3n\ 1) ist 

N := M UIj^()•J2(x2), j^(x), (x^)*Jq(x2 

ein Erzeugendensystem für := Pol(E3n\ 1). 

Beweis: Nach Satz 1 genügt es zu zeigen, daß 

3 ѵЗ V ... vO„ (Is rs n) aus W " auch im Abschluß von N 
-1 i-2 -r A 

liegen. Falls ein 3a in liegt, so muß a ¢. {0,2Jk sein. 

0, B. d. A# sei e_ * *®|^) tnit 
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“ О* •« ... ■ at ■ 1. • t*l ■j - • • * -**+1 

und t > a. 
Dann gilt 

3a " C^i^e+l^O^l*. 
••** * 

ii{*t)*J2(*t*i>.]і(%*)Чг(«к))& [N]. 

Sei nun ein 3 V 3g_ v,,.v3| ln *i • 2 i r * n. 

Bann muß nach Definition von in alien Tupeln 

Si.Er für 0in 

sein, und es gilt 

Оду... .Op für ein gewisses It {.1.2.к} eXi ■ 'ri > 1 

3 V... v3 ■ h£ 3a. ""’3e 
£l —r —1 —r 

Wir betrachten nun die Menge F8 nz2 Q. Offenbar 1st 

pr(F$^ n Z; " П 

Außerdem gilt 

2,0 ) ■ Fi 8 

q.e.d. 

(1) 

C" "Z2,0 CWl" (2) 

denn aus der Annahme f^CxJ^Wj" und f ^k^ (x) £ n Z2 Q folgt, 

daß für gewisse Tupel ^.Sg.a^ mit (a^.Sg.a^)^ & (E^l) 

(f(k)(e1).f(k)(e2).*(к)(£*))Т » (1) let. 

Für a^ und gilt dann speziell 

/•l<\ /0 0 1 2 0 1 2 2\ (a^J c \0 10022izj' 1^1^ k. 

Indem man die Werteverteilung von f^)(x) entsprechend dem fol¬ 

genden Schema betrachtet. erhält man einen Widerspruch 

zu f(k)(ei) - f(k)(an) - 1: 

X f(k)' '(£) 
a. :00120122 

00100 
12 2 1 m 
100 1. da f'k'(x) £ z20. 

01000010 0, da f(k)(%) £ Fgh, 

a^. 01002212 0, da f(k)(x) 4 Z2 0 

10 



Folglich lot olt f(k)(x)e P^\nz2 0 auch f(k,(x) eUTj". Anderer- 

oelte 1st die Funktion о)^х1'хг) ln *1" e***r wicht ln Zg g, 
und oe gilt doait (2). 

Loooo 2: Ole Mongo F^** mZ2g lot oexlaol ln Wt". 

Beweis: wir zeigen, daB für jede Funktion f aus W^" alt 

'«f?" Zg Q. d. h. f € *1"\Z2 0. [(Fg" n Zg QUf] . *i" 

gilt. Dazu ist nach Loaaa 1 zu zeigen, daß aan jede dar Funk¬ 

tionen JjJx). J1(x1).J0(x2), JjfXj).j2(x2) alt Hilfe von f und 

den Funktionen aus Fg n z2 0 orzeugen kann. Für die Menge M 

aus Lomes 1 können wir die Menge F^" n Z2 О n*haten wegen 

C" n z2,Oc"l" und Pr(F^ П Z2 q) - Fg" (e. (2), (1)). 

Es gilt j^(x)c Fg" Л Z2 0. 

Ssl f(xt.xk) e W1"\Z2 0. Durch eventuelles Identifizieren 

und Uabenennen von Variablen erhält aan aua f(x,,...,xk) eine 

Funktion fjfXj.Xg.Xj) alt ^(0,1,2) / f^(0,l,0), und wegen 

Cq € Fg П Z2,0 1®* alt f 2^X1'x2^ *я ^i (Cg,x^,x2) also 

f2(l,2) / f2(l,0). Da ln Fg" n Zg 0 die Funktion g^.x^ 

■ 3(1,0)<X1'X2>va(l,2)(xl'x2^ 1ів0* * gilt for f2(l,0) • 0 

j^(x^) . j2(Xg) ■ h2(f2(xi*x2)’ 9(*1»*2^) sowie 

J^(xj)« Jq(x2) ■ hj(g(x1,x2), fgtx^.Xg)), 

und fOr f2(l,0) » 1 folgt 

jj(Xj) • J2(x2) ■ hj(g(Xj,Xg), f2(x^,Xg)) sowie 

^1(X1)" ^0^*2^ “ ^2^xlx2^' 9(xi«x2>)- 
q.e.d. 

Lease 3; Für jede Menge H S Pj 2 alt pr H » Fg" und 

M fi Pol(E3"\ £^2) ist 

N :• M u[j^(x) , J2(x), j^(x) V j2(x)) ein Erzeugendensystam för 

W2" Pol(E3"\ E±”2). 11 



Beweis; Nach Satz 1 genügt es zu zeigen, daß alle Funktionen 
ä V 3. v... V 3 , 1 < r< n, aus W_n ebenso in [N] liegen. Nach 
2.1 =2 . -c 

Definition von «2n sind in *2n die Funktionen 0a mit 

a / (0,0.0) enthalten, 
O.B.d.A, sei 0' = (0^ ,* * • ,Sg,.., , s ^ . , c alt 

- a8 - 0, 

's+1 aS+2 at ■ 1. 

at+l " at+2 » 2 und s <k. 

Dann gilt 

3a ’ h8 <h3^v(xw5' J1 <xi) v J2(xi)). 

MW' ^l(xs) * ]2(*s)). 

^l(*s+l)' ^l^xs+2^. 

^2^xt+l^ ’ Mxt+2^ " • • .* Jg(xk)) ' 

wobei ve{l,2) und aw ■ v ist, w t {s+l,e+2.... ,k}. 

Sei nun eine Funktion 0a^v3 v... v aa ' 2<rdn. in W2". 

Dann gilt (1) S (a^.ag.ar)T oder (2) S (£l.£r)T, oder 

es existiert eine Spalte (0^.8^,....8^)7 aus (¾.¾.£r)7, 
bei der für alle a^, l<J<r, a^ e {1,2} ist. 

För (ali(a2i.ari)T - (1), 1 ¢(,1.2.k} gilt 

Va2r .a£r). 

FOr (ali.a2i,.i. ,arl)T „ (2). i ¢(.1,2.k) gilt 

3a, v ''a, V ... vO£r 4Г+1(Л2(хі)'3£і.3a ). -1 -2 

Für a^ 6(1.2). i £ {1,2.k), 1« J<r, gilt 

r+1 
W-”' '..""А . 

Wir betrachten jetzt die Menge ^"nZj t. offenbar ist 

pr(FannZ2,].) “ Außerdem gilt 

q.e.d. 
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(3) 
(IV nZ2.1> c W2n* 

Denn aue der Annahme e Яд" n j und f(^) g W2" folgt för 

gewisse Tupel S.fS.2.Sn eit (äi-¾.Sn^ C (Е3^Е1?2> 

die Beziehung » f (Sg) ■ ... ■ f^^«,,) ■ 1. Nach 

Definition von Ej" \ E^"g 9lbt e8 dann ln 3adar Spalte von 

(ai.ag....,an)T mindestens eine Null. Betrachten wir jetzt die 

Tupel ,bg.b^, die folgende Struktur haben: 

bji - 1, falls 8j^ » 2 oder a^ ** 1, und 

b3i - 0, falls 8ji - 0 (1 < j« n, l«i«k). 

Aus f(k) £ z2 д folgt ftk)(b1) - f(k)(bg) - ... = f(k> (kr,) * 1- 

Dies ist aber ein Widerspruch zu f^eFg", da (bj ,b^,... , b„)T 

keine durchgehende 1-Spalte enthält. Mit j2(i) £ W2" und 

j2(x) ft Fg" n Z2 д gilt schließlich (3). 

Im folgenden untersuchen wir eine Menge В mit den Eigenschaften 

В - [В] e P3 2, pr В - Fgn und в / Fg"r,z2 i. 0.1. (4) 

Lemma 4; Es gilt В 2 W^". 

Beweis: Nach der Voraussetzung pr В ■ Fg" ist nur zu zeigen, 
daß die Funktionen Jx(x), j^Xj)•J0(x2) und 31(x1)*j2(x2) in В 
liegen (s. Lemma 1). 

Da В verschieden von Fg"nZ2 1*0,1, ist. gibt es eine Funk¬ 

tion f mit f ft z2 j und eine Funktion g mit g ft Z2 Q aber 

f.geB. Durch eventuelles Umnumerieren und Identifizieren von 

Variablen erhält man aus f und g Funktionen f^(x^,x2,Xg) und 

д1(х1.*2.*з) mit f i(0,l .2) ft f1(0,l,l) und дА(0,1.2)»<g1(0,1.0). 

Wegen pr В ■ Fg" liegt CQ ln B. und för 

f2(x<^Ix2) i" f^(Cg,,x2) , 92(xi *x25 • “ 9i(Sq *^1 ,x2) folgt 

13 



f2(1.2) f f2(l,i) und 0g(1.2) f flat1-0)* ebenfalls nach 

pr В - FgB emthBlt 8 auch die Funktion h5(x) eit h5(0) - 0, 

h5(l) - 1 und h5(2)6t0,ij. let nun h5(2) - 0, ao gilt 

j4(„)aB. iat dagegen b,(2) • 1. dann folgt j1(x) v j2(x) tB. 

Ie Fall fa(l.l) = 1 ergibt eich }4<m) - f2(j1(x) vj2(x).x), la 

Falle f2(l,l)» 0 dagegen j4(m) - h3(h5(x).f2(j4(x) vJ2(x),x)). 

Wir betrachten nun folgende Tabelle: 

*1 *2 

0 0 
0 1 
О 2 
1 0 

1 I 
2 0 
2 1 
2 2 

0 
0 
0 
1 
1 
1 
0 
0 
0 

0 
1 
0 
0 
1 
0 
0 
1 
0 

q.e.d. 

. . а fefo.lj . 

Wie man leicht aaa dar Tabelle eieht, gilt für 

а ■ 1: 3j(*i)'3g(*2) ■ **?(3i(*i)' ' Я2^х1,х2^' 

31(х1)*30(хг) “ • 92<*1**2>* Зі(*г))' und för 

а » Os • 9%(*i'*g)) ' 

3j.(*i)*32(*2^ * в2(*і.*2)« 3j(*2^* 

Lemma 5s 3ede Funktion f(^) C Pj 2, к a 1, die dan folgenden 

Bedingungen genügt, liegt in Wj", n ь 2: 
1. ) Ее gibt genau ein Tupel а e E3k mit f**^{£) » 1, 
2. ) а ф i0.2ik. 

Beweis: Wenn а £{0,2jk lat und f(k) nur an der Stelle а den 
Wert Eine annimmt, so gilt nach Definition von W1n stete 

f(k)£"in- V q.e.d. 

Folgerung 1: Für jede Funktion f(k), die dam Bedingungen aus 

Lemma 5, und für jede Menge B. die der Bedingung (4) genügt, 

gilt f<k)£B. 
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Sei И nunmehr eine Menge folgende!* Struktur: 

M - П Pol((E2n\l)8l) mit 8i S (E5n\(E^ u2)), n к2. (5) 

Satz 2: Maximale Mengen fOr M sind: 

a) Т0°'2ЛН, 

b) Pol((E2n\ mit 6 S (E3n\(E2"u2))1 a (fund 

Vßc«T а e, lfci. 

c) pr-1AnM, wobei А maximal ln Fg" 1st. 

Falle N £ M, N Z, 1n ßg" (1 *1,0) und N in keiner der Mengen 

vom Typ a), b) oder c) enthalten ist, eo gilt [N] * M. 

Beweis: Aus j2(x)< M und jg(x) ф Tg0'2 folgt T0°'2nMcM, 

Betrachten wir weiter eine Funktion fCM, die auf den Тиреln 
Äi'Sa.för dl# (#!.#2.S«)T 5 ((Ег"\ l)«f) gilt,aber 

kein i«I existiert mit (¾.¾.... .а,,)7 C ((E2" \l)g^). den 

Wert 1 annimmt, so gilt f ¢. Pol( (E2”\i)S) und damit 

Pol((Eg" \ 1)^) ЛМСМ, Ebenso klar 1st pr^AnMcM. 

Sei nun N fi M, N ф Zjj (1*1,0) und W in keiner der Men¬ 

gen vom Typ a), b) «der c) enthalten. Da N ln M(aber nicht in 

einer Menge vom Typ c) enthalten 1st, gilt prN * Fg". Nach 

Satz 1 braucht dann nur noch aus Э v Э ѵ...ѵЗл СИ, Ur«n, 
il —2 —r 

3 v9 V... v3 cN gefolgert zu werden. Wegen pr N ■ Ряя 
£l SS Zf e 

gilt nach Lemma 4 und Folgerung 1 von Lemma 5. daß ln [N] schon 

dtfem Fmahtlmmmn 3^, s £ {p.2$k, enthalten sind. Nach Definition 

mm m Hagia ln я ober auch alle 3fi mit а « £o,2jk \ {0jk. 

•B • 4 Tg*'* mW lot, gibt #e eine Funktion few, aus der man 

dura« awenteellae Umawaurlaren und Identifizieren von Verleblen 

olno FudbrMBt orhSlt. fOr die ^(0.2) j. 1 gilt. Oe 

fh я - Fg* dB«. OFMlt bam die Funktion fg(*) *. f1(C0.x) mit 

fg(t) « t. cd* d» falgt j2(*) * h3(f2(x),j1(x)). 
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Sei ein 3 CM mit а €{0.2jk\ {03k und o.B.d.A. 

. 0. 

ak « 2, e < k. 

v... vD0 aus M, 2<r^n, in [N] sind. Wir zeigen, 
—r-1 , 

»s+1 ■ m2 “ •• 

De nach obigen Bemerkungen Jx(x) und J2(x) in N liegen, enthält 

N auch die Funktion 

3(0,2) - h7(j2(x2),J1(x1),32(*i)). «nd 9ilt 

3g - hk 1(3(0(2)(x1,xs+1).3(02)(x2,xs+1).3(0,2)(xs,xs+l^’ 

3(0,2)^xs'xs+2^'3(0,2)^xs'xs+3^.3(0,2)(xs'xk^" 

Setzen wir nun voraus, daß alle Funktionen 

3 V 3 V ... V 3. aus M, 2irin, in [N 
S.1 Sz -r-1 [ 
daß dann eine beliebige Funktion 3 v 3 v... v3, aus M 

-1 =2 S-r 

gleichfalls in [N] liegt. Zuerst erweitern wir die Tupel 

£!>£2.£r “it den Tupeln £r+1 ,£r+2.£„, wobei 

—i6 {-11¾.—ri ' r +i * i й n, gilt. Da N £ M ist, muß fOr die 

Tupel £x.£2>*«''®n und für i£l stets 

i ,£г * * • * *£n)T ^ ((^2" ^ D§i) gelte". Daher gibt es ein 6 aus 
der Formulierung von Satz 2 mit 1 

i s (¾.¾.£n)T< (D fi (li'fg.£n^T °der 

{2) £ (£1 .¾■ • • * .£n) • let (1) (bzw. (2)) £ (£^.£g.... ,£^) , so 

gibt es ein 1. 1< i<k, mit (a^^.a^^. 

und es folgt 
•ani) (1) (bzw. (2)), 

n+1 
v3j *••• v3j “ h4 (j 1 (x i) '3a ,3a " *'* 3a ) 

-1 =2 
n+1 

(bzw. h4 (32(xibDa ,3a .3 )) 
-1 -2 

Sei nun 6 £ (£1 .£2 • • • • '£n^T* Nach Voraussetzung gibt es in N 

eine Funktion fg mit fj ¢. Pol( (E2n \ l)tf) n M. Folglich gibt es 

Tupel b^,bg.b^ mit den Eigenschaften 

(ki-bg.b„)T £ ((E2n\l)rf), 
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för kein І6І gilt (b^bg.bj7 fi ((Eg"\l);^) und 

^3(^2) •• •• *^3(^1)) “ (1) - 

Durch Zeilen- und Spaltenvertauschungen in (b^,bg.b^)7 

und entsprechender Umnumerierung der Variablen in fj erreichen 

•wir, daß die aus (b^ ,bg,... ,1^)7 entstehende Matrix 

,£n)7 mit (Sj,ag..a^)7 in maximal vielen Spelten 

Obereinstimmt. Wir bilden jetzt die Funktion 

f4 h4n+1(f3'30l"”'^a )• Für die n Tupel d1#dg.dn> auf 

denen f4 Eine wird, gilt (d^.dg.d^)7 2 (£j .£2••••<£n)T und 

'Ёп) s (2i'52"" '5n) *. 

Wlr interessieren uns nun für Spalten (dii-d2i'• • • -dni)7 

laus (äi'dg" '« d^)7, "eiche in (¾ .Cg. .c^)7 Vorkommen aber 

nlcht' in (£i,£g.£„)7. Wegen (c^.Cg,... ,c^)7 S ((E2n\l)<J), 

* C (=1-=2.Sn)T und 

i(dli-d2i.dni)T (5i-=2.£п)Т\(^1’2г.£n>T kommen 

fflr (dii-dgi’”* ,dni^T nur sP=lten aus Eg" \ in Frage. Es erge 

'ben eich für (dn-d2i• • * •"dnl^T fol9=nc|e Möglichkeiten: 

,j •••• • =jr =u= {=i-=2.nit 

lijl-£j2--”-=jpi “ Ul*S2.Inj und dJe-0. Ke<r. 

Ь) 3“Ji -J2',*, 'aJr eUe lSLl,£z-^ mlt 

» •=jr} • {=1-=2- -Ini- d . - О und d. 
-J1 Jr 

- 1. 

"lr erhalten nun eine Funktion fg, welche aus f4 wie folgt her- 

yergeht: 

h Man ersetze die Variablen x^, bei denen (d^^.dg^.d^^)7 

der Eigenschaft a) genügt, durch c0. 

f Man ersetze die Variablen x^, bei denen (d^ .dg^.dni)7 

der Eigenschaft b) genügt, durch die Funktion ^ 



V 3, Ѵ...ѴЭ v Э* . wobei di« maximale 
“ *1 —t2 _tw 
Teilmenge von der Menge {j2.J3....iet» für die dt ■ 1 

gilt, i< 1<«, Die«« Funktion ist nach Struktur von м und In- 
duktionavoraueeetzung echoe in [n], 
Denn gilt 

V 3. 
% r5 * 

q.e.d. 

Folgerung 1; Sei И ■ W2 
vom Typ a). b) bzw. c) 

d) Z2.1 " V* 

". Dann hat м genau die maximalen Mengen 
de« Satze« 2 sowie 

Beweis; Nach Satz 2 hat M die maximalen Mengen vom Typ a). b) 

und c). Ale weitere maximale Menge for M käme nach Satz 2 nur 

noch eine Menge N ln Frage mit N C Z2,j Л ßg", i » i,o. 

Wir zeigen, daß Z2 1 П Pg" maximal in M lat. Für 

N ^ *2.0 n Fg" zeigen wir, daß N nicht maximal in M «ein kann. 

Sei N ■ Z2 j n • Nach (3) gilt N c W2 , und ea bleibt zu zei¬ 

gen. daß man Jade Funktion dea Erzeugandanaystarn« von *2" 

(s. Lemma 3) mit Hilfe von Funktionen aue Z2Д П Pg" sowie 

einer Funktion fe M \ (Z2дn Pgn) erzeugen kann. Offenbar lat 

3l<x) V j2(%) ^ z2,in *V*- 0urch eventuelle« Umnumerieren und 

Identifizieren von Variablen, erhält man au# f #in# Funktion 

^±(х±,х2'хз) *** fj(0.1,2) ff Da pr(Zg u Fg° 

ist, gilt f2(x) t- f1(C0.31(x)(VJ2(X),X) € [{Z,JллР8п) Uf] mit 

f2(2) / f2(l). 

Für f2(2) - О lat Ja(x) e [(22<1пЙ8") uf] und 

J2(*) - hjtjjtx) V JaW.Jit*)) в [(Zgtln?8n)uf]. 

Für f2(2) - 1 gilt ebenso j2(x) & [(Z21nPg") иf] und 

3l(x) - h3(j1(x) v32(x),J2tx)) eßZjjfln?8n)Uf]. 

Mit pr(Z21n?8 ) - Fg folgt, daß ^дЛрд" maximal in w2" lat. 
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Sei nun N C Z2,o n ^8*" Naoh Lemma 2 und Lemma 4 folgt 

«2n а Wl« => z2 0 n i*8n a N. 
Da die Funktion Jj(x) vJ2(x) in W2" aber nicht in Wj” enthalten 

lat, gilt aogar W2" э Wj" z> M, wonaeh N nicht maximal in M let. 

q.e.d. 

Folgerung 2: Hat M die in (5) genannte Struktur und ist M/ *2", 

dann besitzt M genau die maximalen Mengen vom Typ a), b) bzw. 
c) des Satzes 2. 

Beweis: Nach Satz 2 hat M die maximalen Mengen vom Typ a), b) 
und c). Als weitere maximale Menge für M квте nach Satz 2 nur 

noch eine Menge N in Frage mit N C Z2 ± n £дП. 1 ■ 1,0. 

Sei N C z2 0 n Fgn. Nach Lemma 2 und Lemma 4 gilt 

M 3 э Zg Q n Pg" 3 N. Da aber die Funktion ]2(x) in M und 

nicht in Wj" enthalten iat, folgt sogar M э W^" э N. wonach 

N nicht maximal in M 1st. 

Sei nun N C Z21 П Pg". Für M - П Pol ((E2n \i)g^) mit 

?t c (E3n\(E2nUE1"2)) für alle i€l folgt 

M D W2n = Z2>1 П e8n 2 N 

und damit, daß N nicht maximal in M ist. 

Existiert hingegen ein ie I mit gt (E3"\ (E^uE^)), dann 

gibt es eine Spalte (a^,a2.an)T C Si1 

lal ,a2** * * *an{ “ {1,2} und o.B.d.A. a^ ■ ... * af » 1, 

»r+i " - on - 2, r < n. 

Für eine beliebige Funktion f & Z2 ± n Pg". f fi CQ, folgt. 

indem man die Werteverteilung von f entsprechend dem folgenden 
Schema betrachtet, ein Widerspruch zu f 6 M: 
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'(*) 
0 12 
Oil 
Oil 

Oil 
0 2 2 

0 2 2 

1 
11 

' da fj4,i 
г 

V 
1 

Dealt 1st Z2 д A Pg" M und kann nicht maximal in м sein. 

Walter gilt NAM c Fg") А MS [Cg], und folglich kann N 
nicht maximal ln M sein. 

q.e.d. 

Sei M nun eine beliebige Menge folgender Struktur: 

M - Т^п(П Pol ((E2"\ 1)§1)) mit 9t * (E3"\E2n). (6) 

Bemerkung 1: Tritt ln dar Darstellung (6) von N »in i e i, 

mit (2.2.2)T « auf, so gilt M - Г\ Pol ((E2"\ 1)^). 

d. h.. der Durchschnitt mit T°'2 1st in diesem Fall ohne Be¬ 

deutung. 

Beweis: Nehmen wir an, es gebe eine Funktion 

f aus Pol ((E2"\l)gi), die nicht ln T°‘2 liegt. 

Wegen f # T0°'2 gibt es ein Tupel а e{o,2jn. fQr dee f(>) . ± 
ist. Daraus folgt mit (f(a)....,f(a))T - (l.%)T deß 

f fk Pol ((E2n\ l)?i) für (2.2)T C ?1 und demnach erat rächt 

f Ф Pol ((Eg \ Dgi) Qllt. Widerspruch zur Annahme. 

q.e.d. 
Satz 3: Maximale Mengen für Mengen M vom Typ (6) sind- 

.) Pol ((E2"\1M)AM mit 6 S (E3"\E2n), ^ а 6 und 
VE C rf 38l а 6. ldl. 
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Ь) рг-1АЛМ, wobei А maximal in Fg" lat. 

Falle N S И, N jt Zj j П ßg" (1» 1,0) und N in keiner der Men¬ 

gen vom Typ a), b) enthalten let, so gilt [N] - M. 

Beweie: Wir betrachten eine Funktion f £ M, die wie folgt ge¬ 
wählt wird: fnimmt auf genau den Tupeln a^,0g....den Wert 1 

an. für die Viel (¾.¾.f ((E2n\l)8l) und 

(¾.¾.... .«n)T c ((E2n\D<J) gilt. Daraue folgt 

f ф Pol <(Eg" \ l)<f) und damit Pol ((E2n\l)<J) П M С M. 
Ea iat auch klar, daß pr^A П M С M ist. Sei nun N fi M, 

N ft Z2 ( Л ß0n (i ■ 1,0) und N in keiner der Mengen vom Typ a) 

oder b) enthalten. Nach Satz 1 braucht nur noch gezeigt zu wer, 

den, daß aus 3 ■ v 3. v ... V3. £ M, 1 e re n, auch 
■äl Slz Sr 

О. V 3, V ... V3. £ [N], Ur‘n, folgt. In M sind alle 3. 
il І2 Är 2. 

enthalten mit a ¢. (0,2}n (wegen Tq0,2 DM). Diese sind aber 

nach Folgerung 1 aus Lemma 5 und nach Lemma 4 ebenso in [N] 

enthalten. 

Setzen wir nun voraus, daß alle Funktionen 

3 V 3 V ... V 3 aus M, 2<r<n, in [N] enthalten sind. 
-1 Sg lr-1 
Wir werden zeigen, daß dann auch eine beliebige Funktion 

3 V 3. V ... v3_ aus M ebenso in [N] enthalten ist. Dazu be- 
Si *g £r ' 

trachten wir die n Tupel ••<*r>£r+i<•••>*n "it 

*P ■ "r+1 ■ ... - a^. Well dann auch die Funktion 

3. V 3 V... »3, ln M liegt, folgt Vi£I 
*1 =2 Sn 

^l'Sg"” .a,,)7 ^ ((е2П\і)віЬ Daher gibt es ein 6 (s. Satz 3) 
■it «f C (¾.¾.a^)7 oder (1) C (¾.¾.*n)T. 

FOr (1) c (¾.¾."n)7. speziell *ii - «21 " ”• " *ni " 1* 

gilt 3. v3. v3. h^Ui(xJ,3^. •V* 
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Sei min & £ (£i'Ä2**” •Іц)1'* Nach Voraussetzung gibt es ln N 

eine Funkt len fj 0 Pel ((Eg”\ 1)6) r\ M. Folglich gibt es Tupel 

»i* (äi'kg.C ((E2"\ 1)<J), 

^1CI (bj.bg.... Ib^) S ((Eg \ 1)¾) und 

fl(£i) * ^1(62) " ••• “ '№ “ 1- 
Durch Zeilen- und Spaltenvertauschungen in (jjj,bg.b^)T und 

entsprechender UmmiWerierung der Variablen in f^ erreichen wir, 

daß die aus (bj.bg.b„)7 entstehende Matrix (Cj.Cg.^)7 

in maximal vielen Spalten mit (¾.¾.a^)7 Oberelnstlernt. 

Wir bilden die Funktion fg :■ f j,3 ,...,3 ). 
-1 Sn 

För die n Tupel dj.dg.d^. auf denen fg » l wird, gilt 

(d i’—2"• * *än^ * (£i ’Sg'• • • '£«) ur*d 

(äi'äz.d^)T 3 (£i>£2.^JT* 

Wir interessieren uns für die Spalten (djj,d21,..,,dni)T aus 

(äi'äg""" än) ' w*lche in (Cj.Cg.5n)7 Vorkommen, aber 

nicht in (Sj.a2.a,,)7. Wegen (Cj.cg.c„)T S ((E2n\l )6). 

(f ^ 'Sz1* * * und 

(dli,d2i"*' 'dni)T C *-l "^2.£п)ТѴ(£і*гг.a^)7 kommen 

für (djj «dgj.dnl)7 nur Spalten aus Eg"\l щ Frag.. Es er¬ 

geben eich für (djj.dgj,...,dnl)T folgende Möglichkeiten: 

a) Es gilt (djj.dgj.d^j)7 > (0) oder 

b) o.B.d.A. d1JL ■ dgj » ... ■ del m о und 

dji « 1. stUjin, U«<r<n. 

Hiermit erhalt man eine Funktion fg, welche aus f wie folgt 
hervorgeht: 2 

- Man ersetze die Variablen x,, bei denen Id d . ,т 
- ' 11* ... der Eigenschaft a) genügt, durch C_. 

Man ersetze die variablen Xj. bei denen (d ,d . d ,T 

der Eigenschaft b) genügt, durch die Funktion ,21** ni 
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Э ѵЗ у... ѵЭ_ , Mich* nach Induktlonsvoraussetzung 
-e+1 2**2 ±r 

und Struktur von M schon in [N] liegt. 

Dann gilt 

м... v3. » f,. 
3£iv322 q.a.d. 

Folgerung 1: Sei M ■ ft^n. 

Dann hat M dl* maximalen Mengen 

a) Z2,o n ^8 ' 
b) pr-1A П M. wobei A maximal in Fg" ist. 

Beweis: Nach Lemma 2 ist Z2 0 П F*0n maximal in M, nach Satz 3 

pr~*AnM maximal ln M. Weiter gilt nach Satz 3, daß M keine 

maximale Menge der Struktur Pol ((E2n \ 1J<J) n M haben kann. 

Es bleibt noch zu zeigen, daß eine Menge N alt N £ Z2 1 П £gn 

nicht maximal in M sein kann. Für eine beliebige Funktion 

fez2,l л Fg"« f d Cg, folgt, indem men die Werteverteilung von 

f entsprechend dem folgenden Schema betrachtet, ein Widerspruch 
zu f б M: 

X 

0 12 
0 11 
0 11 

0 11 
0 2 2 

f(s) 
1 
1 . 
1 

da f € Z, . 

n 

І 
1 

0 2 2 

Oswit gilt (Zjj jO^g") DM« [Cg], folglich 1st [N]n M 6 [Cg], 

und [n] kann nicht maximal in M sein. 
q.a.d. 

Folgerung 2i Hat N die Struktur (6) und ist M jf Wj". dann be¬ 

sitzt M genau dl* maximalen Mengen vom Typ a) bzw. b) des 

8*tz*s 3. 
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Bw>li! Nach Satz 3 hat M die maximalen Hangen von Typ a) 
bzw. b). Das weiteren zeigen wir, daß eine beliebige Menge N 

mit N £ Z2 ± Л ßg" (1-1,0) nicht maximale Menge von M sein 

kann. Sei N £ Z2 Q n #g". Nach Lemma 4 und Lemma 2 gilt 

M эWD Z2,0 Л ßg" а N, und folglich kann N nicht maximal in M 

sein. Sei nun N £ Z21 П Fg". Da M £ Tg0,2 ist, folgt für eine 

beliebige Funktion f e Z-2,l ^ ^ C0‘ indeo een die Werte¬ 

verteilung von f entsprechend dem folgenden Schema betrachtet, 

ein Widerspruch zu f e.T0°'2 und demnach f ft M: 

* f(*) 
0 12 1 
011 1 , da f£Z, ,, 
0 2 2 1 , da f ez||J. 

Damit gilt [N] ЛМ £ (%2,1^ ^8 ) ^ й [Cg], und folglich ist N 
nicht maximal in M. 

q.e.d. 

Indem man schrittweise, beginnend bei Fg". die maximalen Mengen 

bestimmt, von diesen wiederum die maximalen Mengen usw., kommt 

man nach den vorangehenden Betrachtungen zu den beiden 

"Endmengen" Pgn Г) Z£ t, i- 0.1. Dadurch, daß die Werte von 

Funktionen aus Pgn Л Z21 (i =0.1) auf den Tupeln aus der Men¬ 

ge 1,Е3к\ E2^}, к kl. eineindeutig durch die Werte auf den Tu¬ 

peln aus der Menge {E2k} bestimmt werden, gilt 

|Fgn А Z2 J» |Fg"|. Damit gibt es keipe Menge N C 9gn n ^ 

(1-0.1) mit pr N - Fg". 

Satz 4: Es gibt nur endlich viele abgeschlossene Mengen aus 
P3 2 deren Projektion Fg" 1st. 

Beweisj. Es gibt nur endlich viele Relationen mit vorgegebener 

Zeilenzahl n und ohne doppelt auftretende Spelten Ober der Men¬ 

ge E3. Nach Satz 2 und Satz 3 sowie deren Folgerungen sind alle 

abgeschlossenen Mengen aus P3 2. deren Projektion F n ist mit 
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Hilf# #eich#r Relationen bzw. Durchschnitten von solchen Rela¬ 

tionen darstellbar, und es wird höchstens noch dar Durchschnitt 

alt Tg0'2 bzw. n Zg 1 (1" 0,1) gebildet. Dealt ergeben eich 
nur endlich viele Möglichkeiten. 

q.e.d. 

In /7/ wird gezeigt, daß es für n ■ 2 genau 148 paarweise ver¬ 
schiedene Mengen aus Pj 2 gibt, deren Projektion Fg2 let. Dleee 

Mengen werden angegeben. 
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8eechreibung aller abgeschlossenen Mengen aus P3,2, deren Pro­
jektion F8

2 ist, ■it Hilfe von Relationen

o, Einleitung 

U. da• Jahr 1920 begann Poet (vgl. /1/) die Untersuchung der
Menge P2 aller Booleechen Funktionen. Diese Untersuchungen
aetzte s. v. Jablonakij 1953 (vgl. /4/) fQr die Menge Pk aller
Funktionen Ober der Menge Ek • [0,1, ••• ,k-1} fort. In /6/ wurde
Pk,2, die Menge eller Funkt1o�en aus Pk ■1t Funktion.swerten 1n
e2 • {0,1j, eingefOhrt und ein H011011orphie■us von P3,2 auf P2
betrachtet. der Projektion genannt wird. Es stallt sich die 
Frage nach denjenigen abgeachlossenan Mengen aus P3,2, deren
Projektion gleich einer featen Menge A � P2 ist. Diese Unter­
auchungan wurden 1n /6/ begonnen, in /3/ fortgesetzt und in /7/ 
fOr A • F8", n � 2, betrachtet. In dieser Arbeit warden auf
Grundlage der Arbeit /7/ al■tliche 122 abgeachlossenen Mengen 
aus P3,2, deren Projektion F8

2 ist, ■it Hilfe von Relationen
angegeben. 

I. Bezeichnungen und Begriffe

sei die Menge aUer Funktionen aue.e/ - lo,1,21" in 

l0,1}; und P3 2 1• V P3
n 
2• Ferner sei P2 die Menge aller

• n�1 • 
Booleschen Funktionen. Sei A � P3,2• Unter einer Superposition

Ober A verstehen w1r wie Oblich eine Funktion, die ■an aua 
Funktionen von A erhllt, ind .. ■an in endlicher Anzahl g-iaee 
der folgenden Operationen anwendet: Identifizieren von Verie­
·blen, HinzufOgen fiktiver variablen, U■benannen von Variablen
oder Eineetzen von Funktionen anetalle von Veriablen einer
Funktion. Ala Abechluß [AJ von A, A 'i_ P3,2

, bezeichnen w1r die

Menge eller Superpoait1onen Ober A. Ist A • (Al, so heißt A
abgHchloHen.
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Sei f t P3n2. Oie durch folgernde Feeteetzung gewonnene Funktion 

F«P2: FOr itEj" eei etete F(a) «■ f(e). nennen wir Projektier» 

der Funktion f, und echreiben pr f - F. Unter der Projektion 

einer Menge А 6 Ps 2 veretehen wir die Menge 

pr А - (FC P2 I 3f t A eit pr f • fJ. FOr А в P2 heißt die Menge 
pr_iA - [f«Pg 21pr ftAj Urbild von A. 

Eine TelInenge M der Menge A - [A] 6 P, 2 heißt Erzeugendeney- 

eten für A, wenn [M] - A let. Eine abgeeohloeeene Teilmenge M 

der Menge A - [AJ heißt nexlnele Menge von A. wenn Мсд und 
fOr eine beliebige Funktion f CA\M die Beziehung [Muf] . д 

gilt. ' 
Wir engen, eine Funktion f£ pj"2 bewahrt die h-ßre Relation 

g в E3h, wenn fOr beliebige 

wobei die Spelten (etl.a12.alh)T, i . ..e# nicht not¬ 

wendig voneinander verechleden nein aOeeen. Oie leere Menge 

werde von allen Funktionen bewahrt. Mit Ро1д g bezeichnen wir 
die Menge aller Funktionen aue A. welche die Relation g bewah¬ 

ren. Falle А aue den Zueammenhang hervorgeht, kann A ale Index 
auch weggelaeeen werden. Jede Relation g l»ßt eloh mit Hilfe 
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•1мг Matrix tfirittllin, indem men dl# Element« von { eie Spel¬ 
ten der Met rix schreibt. Für zwei Matrizen M und N gelte MSN, 

falle folgende# gilt: 

1) Nachdem in M und N alle Zellen, welche doppelt auftreten, 

geetriehen worden elnd, let die Anzahl der Zellen ln M und N 

gleich groB. (Ее lat klar, deB dabei die Relationen nicht 
verändert werden.) 

2) Ее exleilert nun eine Permutation der Zellen von M, eo daß in 

der entstandenen Matrix M^ jede Spalte aus N auch Spalte aue 

Wir vereinbaren folgende Bezeichnungen: 

f82 .-poip2(0?S). 

*2.0 *" PelPj i o)' 

*2.1 :- Peip2 2(° * *). 

T0°'a.- P*lPj g(0 2). 

Р*1д( «• POlA(8urf). 

IbitMtoHa 
Aue der Arbeit /7/ (Setz t und Satz 3 sowie deren Folgerungen) 
ergeben Sich für den Fall n - 2 felgende Aueengen, wobei Pol g 
Biete Pol. g bedeuteti 

r1.2 * 

B) Pelle M - P*l(gi020) let* 
Mengen 

•) твв,*лм. 

*>> рр»(2?ва)лИ* 

•) Жд ДП^д2. 

d) ef’lAnR, 

eo hat H genau die maximalen 

il in P 
2 1st. А 



2) Fall« M - П^КадЗ «і.) «it ві c (0212) und 

M / P«l(oio2o) iet* ,0 hat м O«"»0 di* Maximalen Mengen 

e) T00<2nM. j 

b) P®1(qio ^)nM ett d S (0212) '%! * ^ 

und Vs c rf Эщ a 6. 1*1. 

c) pr-1A n M, wobei A eaxleal in Fg2 let. 

3) Fell« M • РвКоіооаігІ) nT0°’2 iat ’ dann hat M genau die 

maximalen Mengen 

a) ^2.0 л^8 * 

b) pr_1AnM, wobei A maximal in f g2 iat. 

4) Falla M ж T0°’2n Ро1(010 ві) *1* ві s (§2122) und 

M f Pol(0І002122) iat* ao hat M вапаи dla Maximalen Mengen 

a) p°l(^io ^) n M alt ^ b (02122) *^®i a ^ 

und V£ c 6 Зві 8 £• 1*I| 

b) pr"JAnM, wobei A maximal in Fg2 let. 

5) Ea gibt keine echte Teilmenge von Z2 ^nßg2, 1 # 0,1, deren 

Projektion Fg2 lat. 

Mit Hilf* dieeer 5 Aussagen kann man nun «amtliche maximalen 

Mengen aus P3 %. deren Projektion Fg2 let, beetImmen. 

Babel geht man folgendermaßen vor: Offenelchtlich let da« Ur¬ 

bild der Menge Fg2 die Menge M mit M - Ро1(°°*). Aussage 2) 

liefert für diese Menge alle maximalen Mengen. Von diesen Men¬ 

gen sind für uns nur dl* Mengen vom Typ 2m) und 2b) von Inter- 

eaee. dm nur deren Projektion Fg2 let. Dl* maximalen Mengen 

dieser Mengen erhalten wir aber wieder durch die Auesagen 
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1) - 4). Von diesen notion Mengen nehmen mir wieder nur die Men¬ 

gen, deren Projektion Fg2 ist, und können von diesen Mengen 

durch die Auesegen 1) - 4) deren maximale Mengen bestimmen 

u. s. w. 

Wir erreichen schlieBlleh die beiden ‘Sndmengen* Z% ^ m Fg2, 

1 « 0,1. Von diesen Mengen ist uns durch Auesege !Ц bekennt, 
deft sie keine echtem Teilmengen mehr heben, deren Projektion 

Y i"'. 
Wenn wir eile diejenigen Relationen g* mit der Relation q iden¬ 
tifizieren, für die Pol g - Pol g* gilt, kommen wir zu den in 

der folgenden Tabelle angegebenen 148 paarweise verschiedenen 

Mengen, deren Projektion Fg2 let. Dabei werden wir die Mengen 

von Funktionen durch ihre Relationen und Durchschnitte von Men¬ 

gen von Funktionen durch die Durchschnitte der entsprechenden 

Relationen charakterisieren (bis euf die Mengen ßg2, Z2 Q л Pg2 

und Zg 1 n ßg2) und in den Relationen den stets auftretenden 

Teil weglassen. 

l. Y' 
Z. - 5. (|). (°). ф. ß82n(02). 

6. - 10. флф, (|)n(°), фпф. фп( 02). (°)n (02). 

И. - 12. (|)n(°)n(2), флфл(Ов). 

IS. - 18. (|f) . (|f) . (У). (У) . (gl. (¾) . 

19. - 30. (I2) л (2) . (|2) л (2) . {Ц) л (02) . '(“) л (°) . 

(м)"(2)' («)" (02). (#>"(§). (У) л (02) , 

(ад) п (г). (ад)^(02), (У)л(1). (о2)л(2). 

*!• -54. (g) «флф. (У)"(о)"(02). <У)лф л (2) . 

(У)п(^)л(02). 
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100, 

115. 

118. 

120. 

125. - 

133. 

135. 

143. - 

147. - ^2.1^82, 

\ 

33 



Literatur 

/1/ ЗаЫопакі, S. W. . Gawrilow, G. P.. und Kudrjawze*. W. B. : 

Boolesche Funktionen und Poeteche Kleeaen. 

Berlin 1970 

/2/ Pöschel, R.. und KaluZnln, L. A.: Funktionen- und Rela¬ 

tionenalgebren. Berlin 1979 

/3/ Buroach. G., Daasow, 3., Harnau, W. , und Leu. 0.i 

Ober Algebren von Prädikaten. Elektron. Informations- 

vererb. Kybernetik (erscheint demnächst) 

/4/ ЗаЫопакі], S. V.: Funktional'yne postroenlja v k-znacnoj 

loglke. Trudy Met. Inet. Steklov. 51, 5 - 142 (1958) 

/5/ Biochina, G. N.: 0 predlkatnom opisanll klaaaov Posta. 

Diskret. Anmilz. 16, 16 - 29 (1970) 

/6/ Bu roach, G.: Ober die Ordnung der prävollständigen Klaaaen 

ln Algebren von Prädikaten. Preprint, Wllhelm-Pleck- 

Univeraität Rostock, 1973 

/7/ Grünwald, N.s Bestimmung sämtlicher abgeschlossener Mengen 

aus Pg 2' deren Projektion Fg" 1st. 

Rostock. Math. Kolloq. 23, 5-26 (1983) 

elnoeoanqen; 27. 07. 1982 

Anschrift des Verfassers: 

Olpl.-Math. N. GrOrmald 

Wllhelm-Plsck-Unlvsrsität Rostock 

Sektion Mathematik 

Unlversltätaplatz 1 

OOR-25QO Restock 

34 



Roetock. Math. Kolloq. �. 35 - 42 (1983) 

Velar1j Vee.11ev1c! Gorlov· 

03G20 

08A40 

D1etl1nde Leu 

Ober Auto■orphie■en auf Funkt1onenelgebren 

.. · 

Die 1■ folgenden nicht nlher erlluter�en Begriffe und Bezeich-
nungen entneh■e ■an /5/. 
Sei Ek • {0,1, ••• ,k-1}, P� • {fn : E� ➔ Ek}' Pk • \.J P� und

nlt1 
Pt] die Menge aller Funktionen aua P�. die .genau q Werte an-

neh■en. Die Stellenzahl n einer Funktion fn aua Pk bezeichnen 
Wir euch ■1t af. Gegenetend der folgenden Untarauchungan ist 
die Algebra (Pk; !;, '(, A, 'v, *) (/3/, /5/).
11n Auto■orph1nua oteuf einer abgeechloasenen Menge A von Pk 
he18t innerer Autoaorphie■us, wenn eine Per■uta�1on rpauf ek
•x1et1ert, eo de8 fOr alle fn 

E. A die Beziehung f°'(x.1 •••• ,xn)
-1 

-

• f1 (f( 9>(x1) , ••• , g:>(•
n

>» gilt, I■ folgenden eollen einige

ligenechaften von Auto■orphis■en zuae■■engeatellt werden und
fOr gew1eee ebgeechloeeena Mengen nechgewiaeen werden, de8 aie
nur innere Autoaorphie■en beeitzan. Inabesondere wird der Nach­
••1e gefOhrt, de8 alle Aut011orphis■an auf Kleesen von P

2 
innere

.\uto■orphia■en aind, diea aber nfcht ■ehr fOr Klassen von Pk 
fOr k lt 3 gilt. Grundlage der dabei geführten Beweise ist die
�rbeit /3/ von A. I. Mel'cev, eus der viele Beweiadata�l• Ober­
•oaaen werden konnten bzw, deren Auaaagan Ober Aut011orphis■en 
hier verellge■e1nert werden • 

.!:!.••• 1: Sei et ein Auto■orphie■u• auf einer ebgeachlosaenen 
lilenge A van Pk. Denn gilt fOr beliebige• f eua A:
8) ef • afct ,
b) x1 1et g■Mu dann eine fiktive Variable von f, wenn xi eine

fiktive Var1a�l• voR t« iet,
O) f 1at genau lleR• a1.,. KOfletente, wenn f� eine Konstante ist,

d) f 1et „nau denn eine Per■utat1on,·wenn f« eine Per■utation
i.at.
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РЧ-Ut 
•) Angenommen, ее exletlert Im А eine Funktion f mit ef / ef®. 

Wir untereohelden zwei Fälle. 

Fall 1: n «■ ef < ef“ >i a. 

Denn gilt An-1f - Anf. Folglich lat д"'1»* > Anf*. Die 

Gleichung д0-1/® - An fe let aber wegen e( An-1f*) - wml und 

a(A"fÄ) - m-n nicht möglich. 

Fall 2: ef > ef“ -t m. 

ln dleeea Fall let ■ A*f®. Hiereue folgt 

(A-^f)* " ( A*f f*, Dlee let aber ein Wldereprueh zur Einein- 
deutlgkelt der Abbildung a. 

Also muß fOr eile f cue А die Beziehung ef - ef® gelten. 

b) o.B.d.A. eel 1*1. Offeneiohtlich let Xj genau denn eine 

fiktive Variable von f, wenn V( Af) * f &et. Die Gleichung 

V( Af) ■ f gilt geneu dann, wenn V( Af®) ■ f® let. 
Also gilt b). 

C) folgt unmittelbar eue b). 

fl Sei e(x) » X und e 6 A. Die Funktion e let die einzige Funk¬ 

tion eue A, fflr die fOr alle f t A1 etete f n e ■ e » f gilt. 

Folglich let für alle f e A1 auoh f“* e“ . e“* f®. Alee let 

•® - e. De fOr jede Permutation etA ein t mit eue«...«« - • 

4 t mal 

exletlert, ltt ... • und damit e® eine Permuta¬ 
tion. 

Setz li SOI А eine ebgeechloeeene Menge von Pk und T eine Teil¬ 
menge von Ar, r&l. die folgende drei Elgeneohaften hat: 

(1) Alle Funktionen eue А bewehren die Punktionen eue T. 
(2) Ее axietieren ein 5«e£ und gewleee Funktionen 

So* ®1.i T nlt gt(8) * 1 fOr 1 e C^. 

(3) FOr jeden Autonorphlemue <x auf A let T* - т und а_ ein 
innerer Autonorphlemue. ** 

denn let j*4er Automerphlemue auf А ein Innerer Autonorphlemue. 



Вид!*I Sei а ein Autoeorphieeue auf A. Nach (3) ist T® ■ T und 
сур ein Innerer Autmewrphlsmus. Die zu diaaaa inneren Automor- 
phiaeua gehörende Permutation у definiert einen Isomorphismus 

von А auf A^(f *(x) ■y“1(f(9(x1).... , 9(xn)))). Wenn wir 

«eigen können, daß die Abbildung у :* SjTV die identische Ab¬ 
bildung lat, ao lat ■ et und damit а ein innerer Automorphis¬ 
ms. 

Sei fncA und 8 » (а4.an) t eJJ. Für jedes a^6Ek existiert 

nach Voraussetzung (2) eine Funktion g aus T mit g (3) » e, 
"i al 1 

1 » 1, 2, .... n. Nach (1) gibt es eine Funktion g cT, für die 

f(g_ (5),...,g (3)) - g(x) und g(c) - f(a) ist. Folglich ist 
■l "n 

■ f^(gj .gj ). Da die Funktionen aus T Fixpunkte der Ab- 
"l n 

blldung / sind, folgt hieraus g « f*(ga .....ga )• Folglich ist 

f*(8) ■ g(2) * f(2) für beliebiges aeE^, d. h. , es ist f » f* 

*ör beliebiges ft A, 

Ult Hilfe das eben bewiesenen Satzes werden wir die folgenden 

drei Sätze beweisen. 

S#tz 2 ((A(\: Enthält eine abgeschlossene Menge А von P^ alle 
konstanten von Pk, so ist jeder Automorphismus auf А ein inne- 
rer. 

Siweia i Oie Behauptung ergibt eich aus Satz 1 für T * unter 

BorOckeichtlgung von Lemma lc). 

°*r folgende Satz verallgemeinert Theorem 2 aus /3/. 

Sitz 3» Sei E eine Teilmenge von Ek. 

*a.b(*) *- 
( а für xtE, 

I b fOr X *Ek \ E. 

T *" 1*а.ь I •£E- btEk)* s s" р|[к1лРо1 E 
iehlomeeno Menge von Pk, die S vT enthält. 
*itVhl#mus auf А ein innerer. 

und А eine abge- 

Dann 1st jeder Auto- 

V 
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Beweis; FOr |E|« 1 folgt Satz 3 aua da# Banal# von Theorem 2 

der Arbeit /3/. Ist А keine Teilmenge von Pol E, dann folgt alt 

Hilfe von S uT c A, daß А alle Konstanten von P^ enthält. Nach 

Satz 2 hätte А dann nur innere Automorphlemen. Wir können also 

für das Folgende A S Pol E voraussetzen. 

Sei ex ein Automorphismus auf A. Wir zeigen in folgenden, daß T 

die Voraussetzungen (1) - (3) von Satz 1 erfüllt. 

Die Voraussetzung (1) ist wegen A 6 Pol E erfüllt, (2) gilt 

ebenfalls. Offensichtlich gilt für beliebiges gcA 

(Vs t S: g*s « g)<—» g eT, (I) 

Aus g cT folgt also g#e ■ g für alle et S und damit g**s* «g*. 

Da nach Lemma Id) s“eS ist, 1st nach (I) ga eT. Folglich gilt 

T » T*. 

Wir zeigen als nächstes, daß für T^ :» ^ta b|aeE, beE^XEj die 

Beziehung T^ ■ T^ richtig ist. Offensichtlich gilt für alle 

'a.b au8 T 

*а,Ь**а.Ь ■ *с.с *"♦ 8 ’ c Л1"'Ь* 6 E* _ (11) 

Aus t0 btT'Ti folgt ol®0 *а,Ь*1а,Ь “ 1а,а und hieraus 

ta,b*ta,b * la,a* 0a *а,а nach Le"Ba l0) eine Konstante ist, 

muß t* b nach (II) zu T \T4 gehören. Folglich ist tJ ■ Tj. 

Die Beschränkung der Funktionen aus T^uS auf E bzw. auf E^\E 

liefert Mengen (TjUS)^ aus P£ bzw. (Ti •->S)/£^E PE \E. 

Da die Menge (TjUS)^ bzw. (T^ и S)/E^\ E sämtliche Konstanten 

aus Pe bzw. P^E enthält, ist */(Tl и S)/E bz"' “/(T^S) 
/Ek\< 

nach Satz 2 ein innerer Automorphismus auf der Halbgruppа 

((^uSJ/g,*) bzw. ((Tj и S) /Е|Д E' ^) * Folglich 1st auch 0^T ug) 

ein innerer Automorphismus auf der Halbgruppe (Tj uS, *). Es 

existiert also eins Permutation qp auf E^ mit 

htf - jo-1 * h » <f> 
38 
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für alle htTjuS. Wenn wir jetzt noch zeigen künnen, daß (III) 
auch für Funktionen h aus T\T^ gilt, ist die Bedingung (3) aue 
Setz 1 erfüllt und damit Satz 3 bewiesen. 

Sei ta b £ T\Tj. t* b « tund e eine Permutation aus S 

mit den einzigen Fixpunkten а und b. Dann gilt s * ta b ■ te b 
und 

s“*t * V.b1* (IV) 

Aus (IV) folgt, daß a* und b' Fixpunkte der Permutation e* sind. 

Wegen e* - y”1 *s*y hat s“ nur die Fixpunkte ^>-1(e) und фГ^(Ь). 

Folglich ist (a',b'j ■^“1(a), y"1(b)J, Für а - b ist damit 

t*§ » JO-1 * ta gezeigt. Hieraus sowie aus den Beziehungen 

*а.Ь * *а,а “ a a und V.b* **“ а ' С.а dann* daB 
а' » y-1(a) und b' « yC^(b) ist. Folglich gilt 

V ,b* “ 
-1 * t. ,b*P* 

Es sei noch bemerkt, daß aus Satz 2 und Satz 3 leicht folgt, 
daß bis auf maximale Klassen autodualer Funktionen alle anderen 
maximalen Klassen von P^ nur innere Autoaorphlsmen besitzen. 
Den Nachweis, daß es auch auf den maximalen Klassen autodualer 
Funktionen ebenfalls nur Innere Automorphismen gibt, findet man 

in /2/. 

Satz 4: Auf jeder abgeschlossenen Menge von Pg gibt es nur in¬ 
nere Automorphismen. 

Beweis: Sei А - ГА) « Pg. Falls {c^.c^} « A1 ist, folgt Satz 4 

aus Satz 2. 

Ist A1c[{c0,xj, {Cj.x}, {x.xj}. so folgt Satz 4 aus Satz 1 für 

T я а1 unter Berücksichtigung von Lemma lc.d). 

Ist A1 - {xj, so ergibt sich aus dem Postschen Graphen (/1/) 

A 4 £ ,S^ , P^ , Ьд, Dg, D^ , Ад ,Сд j u [ je €.^1,2,5,6J, 

/U 6 12,3.oo)}. 

39 



Wogen der Isomorphie einiger Klassen genügt es. 

zu betrachten, wobei 

0% - [ixj] . Sx » [tx vyj] , L4 - [{x+y+zj] . 02 - [(xy Vxz vyzl], 

Dx - [fxy V xz vyz}] , A4 - [{xy.xvyj], C4 - [{x V y.x(y+z*l)j] , 

Fg = ftx(y vz) ,xy V xz vyz}] . 

г M+i 
f& ■ Liy^i—xi-ixi*i—>х}]* f1 *3i 

M+1 
F^ » [{*<У V 2) , \/i*1-.»Xt_1X1+1x^1}] , M k 2, 

Ff» ßx(yvz)} , Ff- (x{y Vt)i] . 

Ist А e{o1,S1,L4,D2}, so folgt aus Lemma lb) und den Eigen¬ 

schaften der Menge A, daß die oben angegebene Baeisfunktion von 
А Fixpunkt Jedes Autoaorphlsmus auf А 1st. Oa ein Automorphie- 
mus auf einer ebgeschlossenen Menge aber vollständig durch die 
Bilder der Basleelemente bestimmt 1st, gibt es auf 

А t{01,S1.L4,°2J als Automorphlsaue nur die identische Abbil¬ 

dung, die trlvielerweise ein innerer Automorphismus ist. 

Ist А £[o1,A4,C4J u [f£> e i5,6j, /ut{2,3.oo}J . so erfüllt 

T :■ A2 offensichtlich die Bedingungen (1) und (2) von Satz 1. 
Wir zeigen, daß A2 auch die Bedingung (8) von Satz 1 erfüllt. 

Für А £{A4,C4} 1st A2 - [et, vel, e2. e2}, für А » 0^ 1st 

А2 - [e2, e2} und für А £ [pM-|a t[5,6j, p £(2.3,... ,do}} ist 

A2 - [et, e2. e2}. wobei et(x.y) - xy, vel(x.y) ■ xvy und 

e2 (xx,x2) » xt, 1 ■ 1,2. Nach Lemma lb) ist (e2)* - e2 für Je¬ 

den Automorphismus а von A, Dies berücksichtigend, überzeugt 
man sich leicht, daßo^^2 für Jeden Automorphismus а ein Innerer 

Automorphismus ist. Folglich hat Jede abgeschlossene Menge А 
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von Pg mit A1 ■ [x} nur innere Automorphismen. 

Es bleibt noch der Fell A1 = {ca} für a 6 Eg zu untersuchen. 

Dem Post sehen Graphen kann man entnehmen, daß es nur die abge¬ 

schlossene Menge A = Cl°al] mit A1 = {caj gibt. Diese Menge hat 

aber offensichtlich nur innere Automorphismen. 

Satz 5: Ist к 4 3, so gibt es abgeschlossene Teilmengen von P^, 

die nicht nur innere Automorphismen besitzen. 

Beweis: Wir geben ein Beispiel für eine abgeschlossene Menge 

mit nichtinnerem Automorphismus an. 

Sei 

u(x) 
f X für X e e2, 

(_ 0 sonst 
und V(X) 

X für X fe Eg, 

1 sonst. 

Oie Automorphismen auf der Menge А :» [{u,v,c0}] sind nach Lem¬ 

ma la,b) eindeutig durch die Automorphismen auf der Halbgruppe 

(A1,*) bestimmt. Von der Abbildung а : u-»v, v-tu, co-»c0 

stellt man leicht fest, daß sie ein Automorphismus auf (A1,«) 

1st. 

Angenommen, а wäre ein innerer Automorphismus. Dann gibt es 

sine Permutation у auf Ek mit 

für gc{u,v,c0j. (V) 

Wegen c* » c0 ist <p(0) » 0. 

Aus (V) folgt * u - V und hieraus <p(0) => v(g?(0)) sowie 

y(0) « v(y(2)). Dies wiederum 1st aber nach Definition von 

ünd V nur für 0) ■ 1 möglich. Wir haben damit einen Wider¬ 

spruch Z4 der oben begründeten Aussage $j(0) * 0 erhalten. Also 

1st л kein innerer Automorphismus, Damit ist Satz 5 bewiesen. 
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Klaue Denecke 

03G25 
08A99 
Of!B99 

Eine algebraische Charakterisierung einer Klasse präprimaler 
Algebren 

1. Eine wichtige Eigenschaft des klassisch�n zweiwertigen Aus­
••genkalkQle ist seine funktionale Vollständigkeit. Diese Eigen­
•cheft besegt, daß man alle Funktionen, die auf der.Menge l0,1J
definiert sind, die eo.genannten Booleschen Funktionen, bereits
aus den "elementaren" Booleschen Funktionen �urc� Superposition
erhalten kann. Den "elementaren" Booleschen Funktionen entspre­
chen im AueeagpnkalkOl Konjunktion, Disjunktion, Implikation,
�quivalenz und Negation. Bezeichnet man diese Funktionen durch
/\ , v ,-.,.,., - , so ist also <A, v ,  ➔ , 4=+, -) in der durch
!,( E2) mit e2 • {O, 1} bezeichneten Menge aller. Booleschen Funk­
tionen funktional vollstllndig. Aber auch schon (A, - >, <v, - ) , 
<-+, -) sind in .E,(E2) funktional �ollständig.

Der k-wertige Aussagenkalkül von �ukasiewicz und Post ist eben­
falls funktional vollständig. Hierbei betrachtet man Funktionen, 
d1e auf der Hange Ek • {o, ••• ,k-1} (k > 1) definiert sind. Eine
klasse F von auf Ek definierten Funktionen ist funktional voll­
etlndig in .!:,(Ek), wenn 1!' • f(Ek) ist, wobei 1!' die aus F entste­
hende, bezßglich Superposition abgeschlossene Klasse von Funk­
tionen ist. Eine wichtige Aufgebe besteht darin, festzustellen, 
ob eine Klasse von Funktionen funktional vollständig ist. Die­
••• Problem der funktionalen Vollständigkeit tritt zum Beispiel 
auch in der Schaltkreistheorie auf. Hier werden gewisse elemen­
tare Schaltkreise ■it einem oder mehreren Eingängen und einem 
Ausgang betrachtet, die Realisierungen von Funktionen auf Ek
•ind. Aue den ele■entaren Schaltkreisen entstehen durch Ver­
ainigung von Ausgingen ■it Eingingen anderer Schaltkreise neue
Schaltkreise, die wieder Funktionen auf Ek realisieren. �ies,m

Vorgehen entspricht die Superposition de_r zugehörigen Funktio­
nen. Auch hier ist es eine praktisch sehr interessierende Frage, 
•us welchen Mengen von Ele•entarschaltkreisen man durch Zusa■-
•--oh•lten bereite alle ■6glichen Schaltkreise erhllt.
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Die funktionale Vollständigkeit läßt eich auch ln der Termino¬ 

logie der Unlvereellen Algebra formulieren. Ее werden endliche 
Algebren А - <A,F> (A»Ek) betrachtet. F let dabei eine Kleaee 
von auf А definierten Funktionen. Ole aue F durch Superpoaltlon 
erzeugte ebgeschloseene Kleaee sei F, Es wird vorausgesetzt, 
daß F alle Projektionen e^ mit e^(x^.xn) • x^ enthalt. Denn 
heißt F Menge aller Termfunktionen der Algebra A. Die der funk¬ 
tionalen Vollständigkeit entsprechende Begriffebildung ln der ■ 
Universellen Algebra ist der von Foster und Pixley zuerst un¬ 

tersuchte Begriff der Primalltät. A - <A,F> heißt primal, wenn 

F - F(A) gilt, d. h., wenn F in F(A) funktional vollständig 1st. 

Beispiele für priraale Algebren sind die zweielementlge Boole¬ 

sche Algebra <E2, Л, ->, aber auch die k-elementlge Postsche 
Algebra der Ordnung k: 

^Ek, U, П, C,D^,.«,,D^ ^, 0,1,.,.,k-l> (k > 2) mit 

i uj - max(i.j). 

inj- mln(i.j), D^( j) 

i.jeEk. - 

wenn l»0 
wenn 1>0' 

Eine algebraische Charakterisierung primeier Algebren wurde von 

Foster und Pixley in /2/ in folgender Weise angegeben: 

Eine endliche nichttriviale Algebra A • <A,F) 1st genau dann, 

primal, wenn sie 

1. keine echten Teilalgebren hat, einfach 1st und keine /ilcht- 

identlechen Automorphismen besitzt, 

2. eine kongruenzdistributive und kongruenzvertauschbare Varie¬ 

tät erzeugt. 

Für die Lösung des Problems der funktionalen Vollständigkeit 

spielen die maximalen Klassen von Funktionen ln F/Ek) eine ent¬ 

scheidende Rolle. Das sind Klassen F alt F / F(Ek), für die 

aber F u(f) ■ Fj(Ek) für alle f e£(Ek)\F gilt. Eine Funktlonen- 

klasee 1st genau dann funktional vollständig, wenn sie in kei¬ 

ner maximalen Klasse enthalten 1st. Endliche Algebren Am <A,F>, 

deren Termfunktionen maximale Klassen ln F(A) sind, heißen prä- 

prlmal. I. Rosenberg (/7/) hat eine vollständige Klaeelfiketlon 
aller maximalen Klassen unter Verwendung von Relationen angeg*- 



ben. Dagegen gibt ее noch keine algebraleche Charakterisierung 
präprlmaler Algebren analog zu der fOr primale von Foster und 

Pixley (/2/). 

In dieser Arbeit werden eile prBprlnalen Algebren, die 2-distri- 

butlve Varietäten erzeugen, algebraisch charakterisiert und da¬ 

alt das obige Problem teilweise gelöst. Außerdem wird gezeigt, 

Welche der prBprlnalen Algebren aus Rosenbergs Klassifikation 

durch diese Charakterisierung erfaßt werden. Die gewählte Dar¬ 

stellung ist unabhängig von Rosenbergs Arbeit /7/. 

2. In diesem Abechnltt sollen zunächst einige Begriffe aus der 

Universellen Algebra definiert und grundlegende Zusammenhänge 

genannt werden, die für das Weitere wichtig sind. FOr zusätzli¬ 

che Informationen sei der Leser auf das Buch von Grätzer (/3/) 

verwiesen. 

Unter der von einer endlichen Algebra А erzeugten Varietät ver¬ 
steht man die Klasse aller Algebren des gleichen Typs wie A, 

die durch Bildung von Homomorphismen, Teilalgebren und direkten 

Potenzbn aus А entstehen, symbolisch: Ѵд « HSPA. Ein weiterer 
hier benötigter Begriff 1st der einer köngruenzdlstributiven 

Varietät. Der Kongruenzenverband einer Algebra 1st distributiv. 

Wenn für beliebige Kongruenzen 8^,82,83 über А gilt: 

в1и(в2лв3) - (ѳ1иѳ2)л(в1ив3). 
Sind alle Algebren einer Varietät kongruenzdistributiv, so wird 

die Varietät kongruenzdistributiv genannt. Pixley hat in /5/ 

die folgende Aussege über kongruenzdistributive Varietäten be¬ 

wiesen : 

t&ama 2.1 (Pixley /5/): Wenn ln einer Varietät V ein ternärer 

Isrm d (majority term) so existiert, daß für jede Algebra А in 
V und für alle x.ytA d(x,x,y) » d(x.y.x) « x, jd(x,y,y) > у 
911t, so 1st V kongruenzdistributiv. 

dieses Lemma erhält man für n>2 aus einer von Oonsson (/4/) an- 

Segebanen hinreichenden und notwendigen Bedingung für die Kon- 

Sruenzdlstributivltat einer Varietät V. Aus diesem Grund wird 

der durch Lemma 2,1 gegebene Sachverhalt auch als 2-Distributi- 

vität von V bezeichnet. 
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Bei der Darstellung und beim Beweis der Ergebnisse wird von der 

folgenden Formulierung Gebrauch gemacht: 

"Eine n-stellige Funktion f über А bewehrt eine Teilalgebra 

0 £ A2". Wir wollen erklären, was darunter zu verstehen ist. 

Sei D eine Teilalgebra einer direkten Potenz A*1 von A. Eine 

n-stellige Funktion f :An-»A bewahrt D, wenn aus 

(ац ,a21 ” • ,ahl> c (al2’a22'*',ah2^ e2>** < (aln'a2n"" 'ahn^- 

stets 

( ^(an ,al2 ' * > ain)'f(a21,a22'’''a2n)•••'^(ah **•"ahn))e - 

folgt. 

Die Klasse aller Funktionen über A, die D bewahren, ist eine 

superpositIonsabgeschlossene Klasse. Sie werde mit Pol D be¬ 

zeichnet. 

Das folgende Theorem ist ein Spezialfall einer von Baker und 

Pixley (/1/) bewiesenen Aussage und stellt einen Zusammenhang 

zwischen den soeben definierten Begriffen der 2-Distrlbutivität 

und des Bewahrens her. 

Theorem 2.2 (BakeryPixley /1/): Sei А eine endliche nichttri¬ 

viale Algebra, die eine 2-distributlve Varietät erzeugt. Denn 

ist für eine beliebige positive ganze Zahl n eine n-etellige 

Funktion f : An —» А genau dann eine Termfunktion von A, wenn f 

jede Teilalgebra von A2 bewahrt. 

Wendet mgn Theorem 2.2 auf primale Algebren an, so erhält man 

eine weitere Charakterisierung prlmaler Algebren. Sei 

Л(А) = ((a,a)|aeA). 

Korollar 2.3: Ist А eine endliche nichttriviale Algebra, die 

eine 2-distrlbutive Varietät erzeugt, so ist А genau dann pri¬ 

mal, wenn A2 keine von A(A) und A2 verschiedene Tellalgebra 
enthält. 

Der Beweis des Korollars 2.3 ergibst sich sofort durch Anwendung 

des Theorems 2.2. Es erhebt sich die Frage, ob men präprimale 

Algebren, die 2-distributive Varietäten erzeugen, in ähnlicher 

Weise charakterisieren kann. Man erhält zunächst: 

Lemma 2.4: Sei A - <A,F> eine endliche nichttriviale Algebra, 

die eine 2-dlstributive Varietät erzeugt. Hat A2 (bis auf Iso- 
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morphia) genau eine von Д(А) und A2 verschiedene Tellelgebre, 
•o let A präprimal. 

Beweis s Hebe A2 (bis auf Isomorphie) genau eine Teilalgebra 

D j< A2, D / Д(А). Nach Theorem 2.2 sind genau die Funktionen 
Ober A, die D bewahren, Termfunktionen von A, d. h. F ■ Pol 0. 
Bel geF(A)\Pol 0, d. h., g bewahrt D nicht. Wir betrachten 
die Algebra A' ■ <A,Pol 0 u{gj). A' erzeugt eine 2-dletrlbutlve 

Varietät (de Pol О). А 2 hat keine von A'2 und Д(А') verschie¬ 
dene Teilalgebra. Daher ist A* nach Korollar 2.3 primal und A 
nach Definition präprimel. A 

В. Als nächstes sollen die durch Lemma 2.4 gegebenen präprima- 
len Algebren näher charakterisiert werden. Dazu wird unter¬ 
sucht, welche Eigenschaften die einzige von A2 und Д(А) ver¬ 
schiedene Teilalgebra von A2 haben kenn. Wir führen zunächst 
einige Begriffe und Bezeichnungen ein: Sei D eine Teilmenge von 
A2, dann let D-1 definiert durch D_1 » {(a ,b) |(b,a)t D}. Für 
s*el Teilmengen D^, Dg £ A2 verstehen wir unter 0^ о Dg die 

durch 0% о Dg« {(a.b) I es existiert ein c, so daß (a,c) £ 0^ 

und (c.b)cDg} definierte Teilmenge von A2. Eine Teilmenge 

°6A2 heißt symmetrisch, wenn D - D_1 ist, eie heißt transitiv, 
Wenn D о о ж D, und reflexiv, wenn Д(А) G D gilt. Eine Tell- 
■•nge 0 6 A2 ist eine Äquivalenzrelation, wenn Ѳ reflexiv, sym- 
s*triech und transitiv ist. Eine reflexive und symmetrische 
Tsilelgebre у von A2 heißt zentral, wenn es eine nichtleere, 
•chte Teilmenge C von А gibt, so daß (a,c) £ у für alle eeA 
Und ein c tC gilt. Eine Teilmenge ( * A2 1st eine partielle 
0rdnung, wenn sie reflexiv, antisymmetrisch, d. h. дпд-1жД(А), 
Und transitiv ist. Das Element sQ heißt kleinstes Element von 

в * A2, wenn (*0,a)c g für alle а e A,,und e^ größtes Element, 
*Shn (a.e^)cg für alle a*A gilt. Existieren zu zwei beliebi¬ 
gen Elementen aus А Supremum und Inflnum bezüglich g, so 1st g 

•ine Verbendeordnung. Weiterhin betrachten wir Teilmengen 
De s A2, definiert durch D# ж {(a,s(e)) | etAj, wobei s eine 
Permutation Ober А ohne invariante Elemente mit Zyklen gleicher 

Pflmzahllänge let. 
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Beim Beweis des nächsten Lemmas wird von Teilmengen Dn, Dn* von 

An Gebrauch gemacht, die folgendermaßen definiert sind: Sei D 

eine Teilmenge von A2, dann 1st 

°n * Hal'a2.an> I aa gibt ein b 6 A, so daß (a^,b)e D. 
(a2,b)£D. (e^.b) tD}, 

°n = {(ai • a2.an) I 08 gibt ein btA. so daß (b.BjJtO, 
(b , a 2) CD,,*. , ( b,an) £ ^}, 

Wir betrachten folgende Algebren: 

Ag ■ <A,F> mit F m Pol Ö, wobei 9 eine auf А definierte Äquiva¬ 

lenzrelation ist, die von A2 und von Д(А) verschieden ist, 

Ay - <A.F> mit F = Pol у, wobei у eine zentrale Relation aus A2 

ist, 
Aß = <A,F> mit F = Pol B, wobei В eine elnelementlge Teilal¬ 
gebra von А ist, 

Ag • <A,F> mit F = Pol §, wo (j eine Verbandsordnung auf А ist. 

Ag * <A,F> mit F =* Pol Dg, 

Es ist leicht zu sehen, daß diese Algebren 2-distributive Va¬ 

rietäten erzeugen. Für alle diese Algebren werden wir zeigen, 

daß A2 genau eine von A2 und Д(А) verschiedene Teilalgebra hat. 

Damit sind diese Algebren nach Lemma 2,4 präprimal. 

Wir zeigen als nächstes, daß eine Algebra, die eine 2-distrlbu- 

tive Varietät erzeugt und für die A2 genau eine von A2 und 

Д(А) verschiedene Teilalgebra hat, eine Algebra der Form 

Ag, Ay. A0, Ag oder Ag sein muß. 

Lemma 3,1: Eine Algebra, die eine 2-distributive Varietät er¬ 

zeugt und für die A2 genau eine von A2 und von Д(А) verschie¬ 
dene Teilalgebra hat (bis auf Isomorphie) kann nur eine Algebra 

der Form Ag, Ag, A^, Ag. Ag sein. 

Beweiss Es sind alle Möglichkeiten zu untersuchen, die es für 

die einzige von A2 und von Д(А) verschiedene Teilalgebra von 

A2 gibt. Die Oberlegungen sollen entsprechend der folgenden 

Obersicht erfolgen: 
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А ist 2-dietributiv und А2 hat (bis auf Isomorphie) 

genau eine Teilalgebra D verschieden von A2 und Д(А) 

Д(А) Л О / Ц Д(А) П D = 0 

2 с 4(A) Д( А)с О 

2.1.1' 
D = D. 

А = А. В А = Ag А = Ajp А = А А = А, S _£ 

Für eine Teilalgebra Оса2, О / Д (А) gibt es genau die beiden 

Möglichkeiten Д(А) л о / ff, d. h. D e Д(А) oder Д(А) c D, da D 

einzige nichttriviale Teilalgebra von A2 ist, und Д(А)ло = 0, 

Daher sind die folgenden 3 Fälle zu unterscheiden: 

1. D с Д(А), 

2. A (A) C D, 

3. А (А) АО = (Я. 

1. Der Teilalgebra D с Д(А) entspricht eine Teilalgebra BcA. 

Anwendung des Theorems 2.2 ergibt, daß eine pröprimale Algebra 

der Form Ag vorliegt. 

2. Im zweiten Fall gibt es nur die Möglichkeiten D-1 » D oder 

О"1 у D (aber D_1 = D); dann ist D ad'1 = A(A), denn D 1st die 

einzige von A(A) und A2 verschiedene Teilalgebra. 

2.1 D-1 » О 

D ist symmetrisch und wegen A(A) c D reflexiv. Wir betrachten 

die oben definierte Teilmenge D2 von A2. <D2,F> ist eine refle¬ 

xive Teilalgebra von A2, Sei (a1(a2)eD. Wir wählen b » a^. Aus 

(e^.a^)£ D und (a2,a1) t D folgt (a^,a2)& 02, d. h. D s 02 s A2, 

Daher 1st entweder D=D2 oder 02 ■ A2. 

49 



2.1.1 D - O2 (O2 / A2) 

Aus (•1,e3)eO und (a3>a2)eo folgt, da D ayaaatrlach lat, zu¬ 

nächst (a2,a3)C0, daher (a^,a2) e 02 und wagen D » Dg auch 

(a^,a2) t D. d. h., D 1st traneltlv~Folgllch 1st D eine Äqui¬ 

valenz relation und in Anwendung des Theoreme 2,2 ist А eine Al¬ 
gebra der Form Ag. 

2.1.2 D2 - A~(D / Dg) 

Wir beweisen durch Induktion nach n, daß für alle 2< n<k stets 

Dn ш An gilt. Es 1st klar, daß <Dn,F> eine Teilalgebra von An 
ist. Sei D^_i ш An_1, dann gilt für alle aQ,a^,...,an £ A: 

(al*al'a2'a3" *''an-l)£ pn* 

^ a0 * a0 * a2 * *3 * * * *'an-l)fc Dn* 

(a0'al'al'a3.an-l) fc Dn- 

Da d eine Tarofunktlon von А 1st. erhalten wir 
(d(a^,eQ,8g), d(,8q,a^), d(a2,e2,a^), d(a3,a3,a3)...., 

d<an-l*an-l'an-l>> ■ ^a0 ,al,e2 ,a3" ” ,an-l^ £n' d' h* °n * -П* 
Daher 1st auch Dk » Ak und damit (0,1.k-1)t Dk, d. h., fOr 

alle t(A existiert ein Element ceA, so daß (a,c)t.O gilt. 

Dies bedeutet, daß D ein Zentrum hat und А nach Theorem 2.2 
eine Algebra der Form Ag ist. 

2.2 D ЛОТ1 - A(A) 

IW diesem Fall 1st D antisymmetrisch. D о g“1 ist symmetrisch, 
daher ist D/00 D-1. Es muß also D о о-1 » a2 sein. Wegen 
Dj * О 0 £-1 folgt D2 « A2. Durch Induktion erhalten wir mieder 

Dk ■ А und (0,1.k-1) «. Ok, d, h. , für alle acA emittiert 

ein »j« А mit (i.ejJtO, o1 1st alao größtes Element emo #. 
Durch analoge Oberlegungen weist man unter Verwendung der Al¬ 

gebra Dn‘ die Existenz eines kleinsten Elementes a. nach. 

<0 e o,f> 1st eine Teilalgebra von А . Da fOr а / (e^,a)d£*S 
gilt, haben wir D о D / A2. Da D 0 D anderareelta A(A) echt 
enthalt, folgt О о 0 ■ o, und 0 let traneltlv, daher eine ger- 
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Helle Ordnung mit kleln#t*m und größtem Element. Des Infimura 

und Supremum zweier beliebiger Elemente x.y bezüglich der durch 

£ gegebenen partiellen Ordnung erhält man durch d(x,y,e0) bzw. 

d(x,y,e1). Anwendung dee Theorems 2.2 zeigt, daß А von der Form 

Ap ist mit einer Verbandsordnung g auf A. 

3. Д(А) AO-ß 

*lr betrachten wieder die Teilalgebra Dg von A2. Da Dg reflexiv 

1st, gilt Og /Р und Dg /I 0. Aus Dg « ~i? würde sich durch In¬ 

duktion Dk ■ Ak ergeben, d. h. (0,1,...,k-l)e Dk, und für ein 

gewisses-и С А hätten wir (a,u)eD für alle acA, d. h. (u,u)tD 

Im Widerspruch zu Д(А) nD - j». Daher ist Dg = Д(А), d, h. , 

(*1»Sg)t Dg gilt genau dann, wenn a1 ■ a2 T¥t. Aber (a^,a2) £ Dg 

1st genau-3ann erfüllt, wenn (a^.b), (a2,'b)£D für ein gewisses' 

Ь* А gilt. Damit erhalten wir die Aussage: 

+) Aus (a^.b)t D und (a2,b)& 0 folgt a^ » a2. 

Analog ergibt sich mit Hilfe von Dn' statt Dn die Aussage: 

♦♦) Aus (b,a1)£D und (b.ag)co folgt a^ ■ a2. 

♦) und ♦♦) zeigen, daß D eine eineindeutige Abbildung ist. Es 

1st noch zu beweisen, daß D surjektiv ist. Dazu betrachten wir 

die Menge Aj * {• | es gibt ein be A, so daß (b.a)c D}, d. h, 

den Werteberelch von D. Aj ist eine Teilalgebra von A. Da A 

keine echte nichttrlvial~Teilalgebra hat, denn sonst würde 

*•11 1 vorliegen, muß Aj ■ А sein. Daher ist D surjektiv. Es 

folgt, daß Jedes Element von 0 die Form (a,s(a)) hat, wobei s 

eine Permutation auf A 1st, die wegen Д(А)n D = 0 keine inva¬ 

rianten Elemente hat. Ferner 1st о ein Automorphismus der Al- 

Bebra A, und da eine Potenz eines Automorphismus wieder ein 

Automorphism« ist, folgt, daß s aus Zyklen gleicher Primzahl- 

länge besteht. Anwendung des Theorems 2.2 zeigt, daß А von der 

**rw A, lat. 

®s es-Tür mine nichttriviale Teilalgebra D von A2 keine weitere 

**ßglichkeit geben kann, ist Lemma 3.1 bewiesen. A 

*un wenden wir Ergebnisse von Rosenberg an und zeigen, daß auch 

die Umkehrung des Lemmas 2.4 gilt: 
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Lewa 3.2: Sei A » <A,F> eine endliche nicht triviale Algebra, 

die eine 2-distributlve Varletat' erzeugt und keine nichttrivia¬ 

le Teilalgebra hat. lat А prfiprimal, so hat A2 bis auf Isomor¬ 

phie genau eine von Л(А) und von A2 verschiedene Teilalgebra. 

Beweis; Wir haben Algebren der Form Ag, Ag, Ay, A^ (g eine Ver¬ 

bandsordnung) und Ag zu untersuchen. Aus der Definition dieser 

Algebren ergibt sich, daß in jedem Fall eine Teilalgebra D von 

A2 existiert, die von Д(А) und von A2 verschieden ist . Es muß 

bewiesen werden, daß es nicht mehrere nichtisomorphe Teilalge¬ 

bren geben kann. Sei R * |D^,...,Pm} die Menge aller von A2 und 

A(A) verschiedenen Teilalgebren von A2. Nach Theorem 2.2 gilt 

T а Pol R » Pol D^n...nPol Dm. Daraus folgt T - Pol R 6 Pol 0t 

für alle i = 1.m. Da А präprimal 1st und damit Г eine maxi¬ 

male Klasse von Funktionen in £(A). gilt Pol R » Pol D^ für al¬ 

le 1 ■ 1,... ,m. 

Wir betrachten folgende Klassen von Teilalgebren von A2: Teil¬ 

algebren von A2, die einelementigen Teilalgebren von А entspre¬ 

chen. Äquivalenzrelationen, Zentrale Teilalgebren, Verbandsord¬ 

nungen, Teilalgebren der Form {(a,s(a)) | aeA] mit einer Permu¬ 

tation s von А ohne invariante Elemente mit Zyklen gleicher 

Primzahllünge. Rosenberg (/7/) hat bewiesen, daß Pol D^ » Pol Dg 

nur möglich 1st, wenn D^ und Dg derselben Klasse angehören. 

Sind Dj und Dg zwei Teilalgebren von A, zwei Äquivalenzrela¬ 

tionen oder zwei zentrale Teilalgebren von A, so folgt nach 

einem anderen Ergebnis von Rosenberg (/7/), daß D^ » Dg gilt. 

Sind Dj und Dg zwei Verbandbrelationen, so folgt aus 

Pol 0^ » Pol Dg ebenfalls D^ = Dg oder 0^ ■ Q2_1, 1и letzten 

Fall sind D^ und Dg isomorph. Aus Pol D^ - Pol De, folgt, daß 

es eine natürliche Zahl r gibt mit s" ■ sr. Man kann leicht 

zeigen, daß D@ und 0^, in diesem Fall auch isomorph sind,А 

Aus Lemma 2.4 und Lemma 3.2 ergibt sich schließlich: 

Theorem 3.3: Sei А ■ <A,F> eine endliche nichttriviale Algebra, 

die eine 2-distributlve Varletfit erzeugt und keine nicht trivia* 
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Toilalgebra hat. Dann 1st А genau dann präprimal, wenn A2 bis 

auf Isomorphie genau eine von A(A) und von A2 verschiedene 

Teilalgebra hat. 
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Sab1ne Radtke 

05A99 
06A10 

Die Anzahl aller ■öglichen Halbordnungarelationan auf einer 
maximal sechaela■entigen Menge 

Die Anzahl aller ■öglichen Halbordnungerelationan auf einer 
n-ele■entigen Menge ••1 in dar vorliegenden Arbeit mit H(n}
baze.ichn,,t, wobai 1, n, 6 und n � III gelten soll. Die Anzahlen
H( n} für n � 6 findet ■an ohne riihare Begründung in /1/. In den
Arbeiten /2/ und /3/ wurden die•• Anzahlen für n � 5 übernommen.
Wir können hier die Zahlen H(n) fOr n• 5 aus /1/ bestätigen,
ko■■en jedoch für H(6) zu einem anderen ErgebniA (in /1/r
H(G) • 130 023).
Die Kenntnis von H(n) ist nicht.nur kombinatorisch intereseent.
Sie ermöglicht es z, B., die Anzahl aller maximalen abgeschlos-

_•enen Klassen von Funktionen der k-wertigen Logik zu bestimmen,
Was aus der Arbeit /3/ hervorgeht. Auf diese Folgeresultate
Wird 1■ Anschluß an die Er■ittlung von H(n) eingegangen werden.
Bai der Ermittlung von H(n) wird benutzt, daß jede Halbord­
nungaralation 6 auf einer n-ele■entigen Menge M durch einen
�aase-Graphen (auch Hasse�Diagramm) einaindautig dargestellt
•erden kann. Bai dieser Darstellung gelte hier für alle ta,b}c:H
�1 t a < b bei f5, daß dar zu a gehörige Knoten oberhalb des zu b
gehörigen Knotens angeordnet wird. Es sei der zu f5 gehörige
Graph ■it G6 bezeichnet, bzw, die durch G dargestellte Halbo�d­
nungsrelation mit f5G.
Jeder eine Halbordnungsrelation 6 darstellende Hasse-Graph Gf5 

1st antw�der zusammenhlngend oder nicht zusammenhängend, Folg­
lich 1st H(n) rlie Summe der Anzahl aller Halbordnungsrelationen, 
die durch zuea■■enhängende Graphen, und dar Anzahl aller Halb­
Ordnungsrelationen, die durch nicht zusammenhlngende Graphen 

' dargestellt werden. Die Anzahl, die sich aus den zusa11menhän­
Qenden Graphen ergibt, sei mit Z(n), und die'Ar:izahl , die eich 
•ua den nicht z ... sa.amanhangenden Graphen ergibt, _sei mit K(n)
bezeichnet. Man überlegt sich laicht,· daß man aus Z(n-1),
l(n-2) •• ,.,Z(1) die Anzahl K(n) er■itteln kenn. AuefOhrlicha
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Angaben darüber findet man in /4/. Wir wollen deshalb zunächst 

Z(n) bestimmen. 

Stellt ein zusammenhängender Hesse-Graph, bei dem man jedem 

Knoten genau ein Element der Menge M zugeordnet hat, eineindeu¬ 

tig die Halbordnungsrelation dar, so kann durch eine Umbe¬ 

nennung der Knoten des Graphen die. eineindeutige Darstellung 

einer von 6^ verschiedenen Halbordnungsrelation entstehen. Je¬ 

doch nicht Jede Knotenumbenennung liefert die Darstellung einer 

von der ursprünglichen Halbordnungsrelation verschiedenen Halb¬ 

ordnungsrelation. Wie man aus der Abb. 1 ersehen kann, entste¬ 

hen offensichtlich aus G^ durch Umbenennung G2 und Gj,und es 

giit <?Gi = 6G2 und 6G^ 

Abb. 1 

Durch Durchmusterung der einzelnen möglichen unbenannten zusam¬ 

menhängenden Graphen mit der gleichen Knotenanzahl läßt sich 

für jeden die Anzahl der möglichen verschiedenen Knotenbenen¬ 

nungen , die paarweise verschiedene Halbordnungsrelationen ein¬ 

eindeutig darstellen, ermitteln. 

In Tabelle 1 sind alle zusammenhängenden Graphen mit n Knoten 

(1 - n - 6) aufgeführt. Unter jedem Graphen ist die für ihn er¬ 

mittelte Anzahl der dazugehörigen verschiedenen Halbordnungsre- 

lationer» angegeben. Wegen der Übersichtlichkeit werden die 

Graphen mit kleinstmöglicher Kantenanzahl zwischen oberen und 
unteren Knoten zuerst aufgeführt. 

Die sich daraus ergebenden Werte für Z(n), K(n) und 

H(n) = Z(n) + K(n) sind in der Tabelle 2 zusammengefaßt. 

Wir kommen Jetzt zu der einleitend erwähnten Anwendung des er¬ 

haltenen Resultats. In /3/ wurde die Anzahlbestimmung der maxi¬ 

malen Klassen der k-wertigen Logik auf die Bestimmung der Mäch¬ 

tigkeiten von sechs verschiedenen Mengen von Relationen Ober 

к Elementen zurückgeführt. Eine dieser Relationsmengen ist dis 
Menge aller Halbordnungsrolationen mit einem kleinsten und 

einem größten Element. Für diese Menge ergibt sich die Mächtig¬ 

keit k(k-l)'H(k-2). Da die Mächtigkeiten der anderen Relations¬ 

mengen explizit berechenbar sind, kann man durch die Kenntnis 
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n • 1 П - 2 n - 3 

V А 
(к • 4 

Л\ N/ N И Л 
24 12 

Y к О 
12 24 24 12 24 

п - 5 

4^4 W АЛ \А1 /W 

60 60 60 -RT 

х/ ИЧ W АЛ Y А 
60 60 10 10 20 20 

V А к kl 
60 60 60 60 120 120 и м к <У <х 

тяг 120 120 60 60 120 

V А к X Ф Ф 
so so 120 so 60 60 

ф ф ф ф Y к 
60 120 20 60 
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чу A A MM М/ M' 
120 120 60 60 720 720 720 720 

'Х X и м и м U <х 
60 60 720 720 720 180 180 720 

м N N Хі Я Yi Л1 /У 
360 720 720 360 360 360 360 720 

% й м й N 
180 180 360 360 90 720 360 360 

£А 

720 
Чѵ л; Ф іТ 
720 720 720 180 180 360 360 

1/ Ч' 4* 
720 720 720 720 720 720 360 360 

360 

СЛ Ах м/ 
360 720 720 720 720 360 360 

Ой <h ф 'Ѵ <r <й 
360 360 720 720 720 720 360 360 

Мх ф Ах 
360 360 180 180 360 360 360 360 

<£< 
*20 

<к ф ф 
720 180 180 180 180 360 360 

ф чИ 44 <М № № 
40 720 720 360 360 360 360 

4V 
120 180 

'А" 
180 

4х 
360 120 180 120 120 
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<$> ж 1 V А Л Г Д/Г 
30 120 120 360 360 360 360 720 720 720 

К г & и N Г Г У> J0 
720 720 720 360 360 720 720 720 720 360 Г к к к $ к X к к 
360 360 360 360 360 ISO 100 190 720 720 

ф V п А г А М О <У 
720 720 720 720 720 720 360 720 720 720 

<9 А Ф к 9 А 
720 360 360 720 720 360 360 ion 72В 7*0 

х> ч> о о лч Ж ѵА чі Г 
720 720 720 720 360 360 720 . зек: 360 

f V ф фф ф 
360 360 360 360 120 120 720 36: 360 

ф т А V X V А V t 
360 360 360 ѵзт /20 /20 720 720 360 L О 
:бо 7» ■ню 
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Wtn H(6) die Anzahl der maximalen Klassen der achtwertigen Lo¬ 

gik ermitteln. Sie lautet: 549 761 772 249. Die Anzahlen für 
ЧІО drei- bis siebenwertige Logik wurden -schon in /3/ angege- 
b*n. 
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�ostock. Math. Kolloq. �. 63 - 68 (1983) 

Lothar Berg 

15A18 
65F15 

Ober eine Folge von Hessenbergmatrizen aus Binomialkoeffi­
:Z:ienten 

FQr nu.merische Testzwecke ist es nützlich, explizite Kenntnisse 
Ober einfa�hn Folgen von Matrizen zu besitzen (vgl. G. Zielke 
13/). I■ folgenden sollen daher einige Aussagen über die Hes-
1 i+j i '
•nberg■atrizen Hn,. ((-1) (j_1)), i,j• 1,2, ••• ,n, zusammen-

Qeatellt werden, d. h. über die Matrizen H1 = (1), 

( 
1 -1 

O 
-1 2 -l)' H4 "' 1 -3 

3 -1 4 

0 0
) -1

. 
0 

3 -1 ' 

-6 4 

• • • • ( 1) 

�Ich /1/ sind die Determinanten dieser Mrtrizen alle gleich 
l:ins, und die zugehörigen inversen Matrizen besitzen die 
l:lemente 

n 

k•M�,j) 
die für i , j gleich(�) sind. Damit sind alie Matrizen Hn von

•0notoner Art, und es gilt speziell

. 

( 

1 -1 
-1 2 

1-15 • 1 -3 
-1 4
1 -5 

0 0 
-1 0 

3 -1 
-6 4
10-10 g)·-1 

5 

(4 6 4 
3 6 _4 

• 
2 5 4 

1 3 3 

(

5 10 10 5 1

) 1 4 30 10 5 1 
HS • 3 9 10 5 1 • 

2 7 9 5.1 . 
14 641 

l:ine Heaaenberg■a�rix ist eine Matrix der For11 H = L - 3, wobei
L •1ne untere Oreiecka■atrix ist und 3 =(bij) eine ;Jordan■etrix
11t bi,i+l • 1 und bij. o �onst. Will man ein Gleichungssystem
11t der Matrix H mit Hilfe des Einzelschrittverfahrens lösen,

63 



so konvergiert dieses Verfahren, wenn alle Eigenwerte der 

Matrix L_13, d. h. alle Lösungen X der Gleichung 
det (AL-D) = 0, 

betragsmäßig kleiner als Eins sind. Im Fall der Matrizen (1) 

schreiben wir Hn = Ln~Dn und setzen 

xP 
, n-1 

n(x) = (-1.) det (xLn-an). (2) 

Oie uns interessierenden nicht trivialen Eigenwerte sind dann 

gerade die Nullstellen der durch (2.) definierten Polynome. Die 

ersten dieser Polynome lauten 

P1(x) = 1, Pg(x) = l~2x, Pj(x) = l-6x+6x2, 

P4(x) » l-14x+36x2-24x3 - (l-2x)(i-12x+12x2). 

P5(x) = l-30x+150x2-240x3+120x4 <. 1-30( x-x2) +120( x-x2)2 . 

P6(x) = (l-2x)(1-60(x-x2)+360(x-x2)2), 

P7(x) = l-126(x-x‘)+1680(x-x2)2-5040(x-x':) 

Um zu allgemeineren Aussagen zu gelangen, gehen wir von der 

Rekursions formal 

n-1 

2,3 

Pn(x) = 1-x (j)Pj(x) (3) 

aus, die unmittelbar aus (2) durch Anwendung des Laplaceschen 

Entwicklungssatzes auf die letzte Zeile der Determinante her¬ 

vorgeht. Für die erzeugende Funktion 

= Zj! WT 
findet man mit Hilfe von (3) die Darstellung 

F(x.t) = - 
i+x(e -1) 

(4) 

(5) 

so daß die Polynome PR(x) verallgemeinerte Appell-Polynome sind 

(vgl. /2/). 
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e* - 
"7 

Wegen 

F(x,t) - F(x,-t) _ 
1 + (X— X )(ѳ —2+e ) 

F(x.t) + F(x.-t) » e^-2+e *) 
UlxVKe -2+e r) 

4nd (4) ist sofort ersichtlich, daß die Polynome Pn(x) allge¬ 
mein für gerade n durch l-2x teilbar und sonst sogar Polynome 
ln x-x2 sind. Wegen 

F(Y,tx I y(X't} - F(y.t)F(x.t) 

ergibt sich durch Einsetzen von (4) außerdem die Formel vom 
Christoffel-Oarboux-Typ 

n-1 
Pn(Y) - P„(x) 

^ <;> 'yviwo X - у 

ünd hieraus für у —* x die Rekursionsformel für die Ableitungen 

n-1 

(6) Pn(*) ' - ^ (j) Pj(^"n-jM- 

41s Funktion von t ist (5) eine meromorphe Funktion mit den 

polstellen tk = ln(l-i) + 2 ^kl, wobei к eine beliebige ganze 

2ahl bedeutet. Für 0 < x <1 ist das Argument des Logarithmus 
n*getiv und somit 

tk , ln|l-i| + (2k+l) 5Ti. 

Hetzen wir zur Abkürzung 

1 ■ Inj 1 - i j, 

(7) 

(8) 

8° ist offenbar Vl2+ ЗГ2 der Konvergenz radius von (4). An allen 
p°len tk besitzt F(x,t) das Residuum 

t, 
-1 
t. 

xe 
xfi- xT ’ 

8° daß die Mittag-Lefflereche Partialbruchzerlegung dieser 

Funktion 
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F(x'*> " х(ЛхТ (\‘Л~П*Т=Ѣш*Т=^Ш*Т^Т7Ш*’-‘) 
lautet. Mit Hilfe von (4) und der geometrischen Reihe kann man 

hieraus sofort bei festem x aus 0<x<l für n —» oo das asympto¬ 

tische Verhalten der Polynome 

о ni 5 3 -{n+l)/2 „ 
Pn(*> - ^”Ty (<lZ+4 ) cos( (n+l)*rctan |) 

2 “(n+i)/2 
+ 0((1%9ЛГ) )) 

(9) 

mit (8) ablaaen. Aus den Nullstellen (k+j)ST des Kosinus er¬ 

gaben sich unter Beachtung von (8) für die Nullstellen von 

Pn(x) und damit für die nichttrivialen Eigenwerte die Nähe¬ 

rungswerte I 

Xk . (1 exp( % cot (§j^f))) 1 (10) 

für к » 1.2.n-1. Diese Werte liegen alle im Intervall 

(0,1), kommen aber der Eins beliebig nahe. Für kleine n stimmen 

sie bereits erstaunlich gut mit den exakten Eigenwerten über¬ 

ein, wie die folgende Tabelle zeigt, in der die auf fünf Stel¬ 

len gerundeten exakten Werte Jeweils Ober den Näherungswerten 

stehen: 

0.5 
0.5 

0.21132 
0.21395 

0.78868 
0.78605 

0.09175 
0.09258 

0.5 
0.5 

0.90825 
0.90742 

0.04132 
0.04142 

0.30098 
0.30116 

0. 69902 
0.69884 

0.95868 
0.95858 

0.01915 
0.01909 

O.18044 
0.18051 

0.5 
0.5 

0.81956 
0.81949 

0.98085 
0.98091 

0.00907 
0.00900 

O.10917 
0.10918 

O.34865 
0.34867 

O.65135 
0.65133 

0.89083 
0.89082 

0.99093 
0.99100 
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Die Werte (10) mit к - О 

4.142 #-2 4.315 #-3 5.080#-4 6.322 #-5 8.092 #-6 1.053#-6 

und die zugehörigen Werte An « 1 - ÄQ liefern zwar zwei weitere 

Nullstel^en des Kosinus aus (9), diese liegen aber ln unmittel¬ 

barer Umgebung der Randpunkte x = 0 bzw. x=l, wo die asympto¬ 

tische Approximation (9) nicht mehr gültig ist. Für x—* +0 

sowie für X—»1 -0 divergiert nämlich das Hauptglied auf der 

rechten Seite von (9) gegen - oo, während aus (4) und (5) 

Pn(°) - 1. Pn(l) - (-I)"*1 

hervorgeht. Durch Integration von (5) folgt 

jF(x,t)dx = 1п(1+х(е*-1)) 
so daB wir aus (4) weiterhin 

1 

/ P (x)dx » 0 (11) 

für n ä 2 erhalten. 

®snz analog ergibt sich für n & 1 

1 

/x Pn(*)dx - Bn, (12) 

*obei mit B_ die durch 

Ä' ІЙ я- V" 
definierten Bernoullischen Zahlen bezeichnet werden. Wegen 

pn(l-x) - (-l)n+1Pn(x) und B2n+1 “ 0 f0r alle natürlichen Zah¬ 

len n ist (11) nur für ungerade und (12), wenn man dort den 

Paktor X durch x - 1/2 ersetzt, nur für gerade n bemerkenswert. 

Dia erzeugende Funktion (5) läßt sich auch noch etwas umformen. 

67 



Oie in der Pertielbruchzerlegung dieser Funktion auf tretende 

Reihe besitzt bis auf den Vorfaktor die Summe ф tanh ^(t-l). 

Berechnet man noch den zugehörigen ganzen Anteil, so ergibt 

sich für 0<x<l die Darstellung 

F(x,t) » ?х'('1-'х'У' (1-2x + tanh •j(t-l)). 

Dies bedeutet, daß an Stelle von (9) sogar 
« 

2 2 "(n+1)/2 
Vх) ■ xf^IT^ (l2*(2k+i)23T2) 

X cos((n+1) arctan (2^1 X)) 

gilt. Für X « ф wird 1=0, und wir erhalten neben p2n(½) “ 0 

unter Beachtung von 

oo n 
_1_4-1 ^2П|„ I 
(2k+l)än ^Г^пУТ I 2n I 

den weiteren Zusammenhang mit den Bernoullischen Zahlen: 

Р2п-іФ = §(4"-l)B^. * 
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Rostock. Hath. Kolloq. ll• 69 - 72 (1983) 

Laezlo Koz111a 

So■e nor■-1nequel1t1ee of the convolut1on for ■etr1cee 

15A39 
15A60 

'the e1■ of th1e paper 18 to ganerel1ze aome norm-1nequalitias 
concern1ng tha convolut1on of vactore. 
The convolut1on of two co■plex vactors x • [x(O), ••• ,x(N-1)]T 

T 
-

and :z: • [y(O), ••• ,y(N-1)) 1e def1ned by 

! • ! * :t • [z(O) •••• ,z(N-1)]T 

W1th 
N-1

z(n) • � x(n-j) y(j), (n•O .... ,N-1). 
j.ö 

Note thet the 1nd1ces are def1ned modulo N. 
The p-nor■ of vector ! 1s def1ned by 

1t 1 ' p 
n•o 

< 00. 

U!ftp • {
(

�
lx(n)lp)l/p

max {lx(n)I : n•O .... ,N-1J 1f p • oo. 

Then we have the well-known norm-1neq�•l1t1ea 

U! * l.�op • ß!lp H:tlq 

R! * :tUp • U!llp 11:tffi 

(!+! • 1, 1 •'p,q" oo), 
p q 

(1•p•oo) 

for all vectora ! end l.• 
Now let A be a co■plelC N 1( H-11atr·1x w1th ele■enta a(n,■), 
(n.o, ••• ,N-1; ■•O, ••• ,H-1). We 1ntroduce tha follow1ng 
notat1onai 

( n•O , ••• , N-1) , 
(11•0,.., ,H-1), 

(11iplioo), 

(11ip600), 

(1) 

(2) 
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end the Then we can define the (p.r)-column-norm ЦАЦр ^ 

(p.r)-гои-norm ЦАЦР'Г of the matrix A (see /2/) by 

l!A8p#r • Hs£p«r-* SMp,r - i«PHr (1 * P’r * °°>v 

For some special p and r we obtain well-known norms: 
N—1 M—1 

l|A||. . - 1ІАЦ1'1 - . 
*• n»o m»o 

HA Q. 2.2 »All2,2 ■ (У~ У~la(n.m)|2)1/2. 
n*0 n>0 

ÄARoo,oo “ IAH00'00 - M* {|a(n.m)|s n-0,...,N-l; 
M-l 

ІІАІІ1,00 - max iT~*la(n.m) I : n-0.N-lj. 
'*m«o 

m-0 M—1} * 

The convolution of two complex N x M-matrices A and В can be 

defined similarly to that of two vectors by C » A * В with the 

elements 
N-l M-l 

c(n,a) ■ У a(n-j,m-k) b( J ,k), (n=0,... ,N-1: m-0,... ,M-1). 
j«o k%o 

Note that the row-indices are defined modulo N and the column- 
indices ere defined modulo M. 
The following assertions are generalizations of (1) and (2) 
concerning the norms of matrices. 

Proposition 1; Let A, В be two complex N x M-matrlces and 

i + i»i,i*j»l, 1 < p.q.r.s d oo. 

Then 

»A * Bl!^ ^ d HAIIp,r ІІВУЧ.«. (3) 

* B“oo,oo 4 »A»p,r »B«q.e* <Д> 

Proof! It will be sufficiently to show that 

|c(n,m) |d ЦАПР>Г ||В||Ч-» 

for all elements c(n.m) of A*B. That la proved by the follo¬ 
wing sequence of inequalities, in which only the definitions 
and the inequality (1) are used: 
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«А«р,Г |в|4'* - І«РІ,ЛбЧ1в » 9ap * 

‘ £>"'4 "s\ “ U'i"'1 * t*‘» 
N-l И-1 N-l M-l 

* I gl an“J(e-k) bj(k)|- ^2 \J2 a(n-J .m-к) b(J,k)| 

к ІС(П.Ш)|. 

We remark that (4) can be proved similarly. □ 

To prove the second assertion we need one of the generaliza¬ 

tions of the HSlder-inequality. 

Lemma (cf. /1/, p. 21): If A Is a complex N * M-metrix and 
P к l, then 

HAI1,P 4 IIA Hp д , HAllp 4 ||А||РД, 

that means especially 

M-l N-l 1/p N-l M-l x/ 
(2І (2l|w(".«)I)p) « 2_ сИ|®(".»)1р) 
»•О n»0 ПВО mao 

Proposition 2: Let A, В be two complex N x M-mat rices and 

1 4 p,r 4 oo. Then 

liA * B|lP'r 4 HAHP-r S eBi.1 • 

HA * B||pr 4 H A Bp > r 

fr~oofI Denote С # A * В with rows cn (n»0,...,N-1). First 

of ell we estimate ll£nHp. By the lemma we get 

M-l N-l M-l 1/p 

lie"Ip ■ (2_J2_ 2_ a(n-J.m-k) b(j.k)Jp) y mao JaO k-O 

4 

M-l N-l M-l 

(H (tl tZZ 
mao JaO k#0 

a(n-J.m-k) b(J.k) 

4 
1/p 

2__ (2_ 12_ a(n-J.m-k) b(J.k)|P) . 
j-o яио k*o 

(5) 

(6) 
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Not« that 

м-1 
a(n-J,m-k) b(j.k) - (an“^ *bJ)(m). 

Hence we obtain by Inequality (2) 

N-l N-l 

ll£n|lp * ll£n‘J*b^||p - ||a"-j,,p UbJtll. 

By using of this estimation and by 

N-l 

we get 

1/r 

ll“p * i1! r* 

Using (2) once more we can complete the proof of (5): 

JA * Bjp-r < IIap * e1^ < l|ocp||r||B1||1 - ЛА|1Р'Г ||В|)1Д 

We remark that a similar proof can be given for (6).0 
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! On dof1n1ng �ho d1etr1but1on 6(r)(f (x))

In, tho following wo lot q be a fixed infinitely differentiable
function hoving tho propertiee
(1) Q(X) • 0 for IXI i!! 1, 
(11) Q(X) • 0, 

(111 ) Q(X) • Q(-x ) ,

(1v) j Q(X)dx • 1. 
-1

Wo define the function 6n by

cfn(x) • nq (nx ) 

,for n • 1,2, •••• It ie obvioue that {o�I is a regular sequenco 
· converging to the D1 rec del ta-function · 6 so that 1 f f is an 

•rbitrary tast function wo hava
00 

(6(r) (x), f(x)) • 1111 j dr> (x) f(x ) . dx. 
n ➔a:i -Cl> 

This suggests tha following definition for the distribution
6( r) ( f (X)) •

; . . 
.2.!!finition 1: Let f be an 1nfin1tely diffe.rontiable function. 
Wo eay thet the d1etr1bution o<r)

(f(x) ) exiete and 18 equal to
h on tho open intervel (11,b) if 

00 

11■ j olr) 
(f(:11)) f(x) dx • (h(x ) , �(x ) ) 

n➔m_., 

for all teet function•; with eupport conteinod in tho inter­
"•l (a,b).

!!!•or.•■ 1: Let f be ■n 1nfin1tely differentiable function end 
•-PP•• that the equat1on .f(:11) ■ oh•• • •ingle •J■ple root et 
the po1nt x ■ x1 in' the open intervel (a,b). Then �h• dhtri­
but1on &(r)(f(x)) ex1ete end 
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<f(r)(*(*)>• rr^qrr [т4«Т *<*-*i> <l> 
on th* interval (a,b). 

Proofi Wo not# firat of all that rf^r^(f(x)) Mill ba Identically 
equal to zero on any open Interval which dome not contain a 
root of the aquation f(x) ■ 0. Since x ■ Xj la « simple root of 
the aquation f(x) » 0, we have ? 0 and ao wa aay aaauna 
that the interval (a.b) la bounded and that f'(x) / 0 on this 
interval. Further, the equation f(x) ■ t will then have an in¬ 
verse X » g(t) on the Interval (a.b) and tha function g will ba 

infinitely differentiable. 
Now let ф be an arbitrary teat function with support contained 
in the interval (a.b), On making the substitution f(x) ■ t л 

have 

/ «$(r)(f(x)) $(x) dx - J ^r)(t)|(g(t))|g-(t)|dt 

which converges to 

(4(r)(t), §(g(t))|g'(t)l) 
on letting n tend to infinity. This proves the existence of 

(*)). In particular when r » 0 we have 

(<f(f(x)). ф(х)) - (<J(t). Ф(g(t))|g*(t)| ) 
- *(9(0))lg"(0)1 

- *(x1)/|f(x1)l 

- (d(x-x^)/|f'(xi)| . ф(х)) 

and so 
6(f(x)) - d(x-Xi)/|f'(Xi)l. 

Equation (1) therefore holds whan r « 0, 
Suppose now that aquation (1) holde for aoee r. Then 

oo 

(jC"+l)(f(x)). ф(х)) - 11m ( rffr*1J(f(x)) ф(x) dx 

e 
- - / <ir,(f(x))[*(x)/f(x)]*dx 
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- (<S(r)(f(x)).[$(x)/f(x)]-) 

-'(r<J(r)(f (x))3*/f * (X). $(x)) 
and so 

6(r+1)(f(x)) = 4(r)(f(x)) 

° Trfxjr И'хУ 3x] 6(*~xi) 

by our assumption. Equation (1) now follows by Induction. This 
completes the proof of the theorem. 

It follows easily that if the equation f(x) = 0 has only simple 
roots at the points x * x^,x%,... then 

<*(P)(f(x)) = £ Tfvjxj^y [t^TXT 3x] rf(x_xkb 

the summation being taken over all the simple roots. This is in 
agreement with the definition of rf^r^(f(x)) given by Gelfand 
and Shilov, see /2/. 
However we will now gxtend Definition 1 so that rf^r^(f(x)) can 
be defined at multiple roots of the equation f(x) = 0. First of 
all we need the following definition given by van der Corput, 
eee /1/. 

Definition 2: A neutrix N is a commutative additive group of 
functions Ѵ(||) defined on a domain N1 with values in an additi¬ 
ve group N", where further if for some V in N, V(|) » у for 
all j in N1, then у = 0. The functions in N are called negli¬ 
gible functions. Now let N' be a set contained in a topological 
apace with a limit point b which does not belong to N'. If f(j») 
is a function defined on N' with values in N“ and it is possi¬ 
ble to find an constant ß such that f(f) - В is negligible in N, 
then В is called the neutrix limit or N-limit of f as JJ tends 
to b and we write 

11m f(|) = B, 

where the limit В must be unique if it exists. 

The following definition is an extension of Definition 1. 

Definition 3; Let f be an Infinitely differentiable function. 
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We say that the distribution f(x)) exists and is equal to 

h on the open interval (a,b) If 
oo 

N-lin / <J<r)(f(x)) $(x) dx . (h(x), ф(х)) 
п-*ш -oo 

for all test functions ф with support contained In the Interval 
(a.b), where N is the neutrix having domain N' ■ {1,2.n,..} 
and range N" the real numbers with negligible functions linear 
sums of the functions n* for A>0 and all functions which con¬ 
verge to zero as n tends to infinity. , 

Theorem 2; Let f ^ be an infinitely differentiable function and 
suppose that the equation f^(x) » 0 has a single simple root at 
the point x = x1 in the open interval (a,b). Then if f = f^9, 

the distribution i^r^(f(x)) exists and 

g; rf(r)(f(x)) = f (x)<$(r+1)(f (x)) 

on the interval (a,b) for r = 0,1,2,.., and a = 1,2,.,. 

In particular 

<S(r)(f(x)) = 0 
on the interval (a,b) for r = 

<$(r)((x-x1)9) = зГгіТІГТуТ 

on the real line for r * 0,1,2 

0,1,2,.., 
^(rs+s-1) 

and s » 

(X-Xj) 

,... and s - 1,3,5 

2,4,... and 

Proof: We will prove the theorem for the case x^ » 0. The case 
Xj f 0 will then follow by translation. We therefore have x ■ 0 
as a simple root of the equation fj(x) • 0 and we may assume 
that the interval (a,b) containing the origin is bounded and 
f'(x) / 0 on this interval. The equation f1(x) = у will then 
have an inverse x - g(y) on the interval (a,b) and the function 
g will be infinitely differentiable. 
Now let ф be an arbitrary test function with support contained 
in the interval (a,b). Then 

oo oo 

j 4r)(f(x)) J(X) dx = j 6("")(f(x)) $(x) dx 
-oo 0 

00 

+ J <*nr)(f(-x)) ф(-х) dx. 
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On making the substitution tl/e • fj(x) or x » g(t1//e) 
we have 

00 00 

/ <*(r)(f(x)) §(x)dx . І J <S<r)(t)$(g(t1/e))|g'(t1/s)|te 1dt. 
0 0 

The function lfj(y) • §(g(y)) I g' (у) I is infinitely differentiable 

and so by Taylor's theorem 

rs+s-1 

и») ■ у1 * 

where 0 * fa 1. Thus 

•/ ^r)Cf(x»i(x)dx - ry2Sil / <S<r)(t)t~ "\іі 

0 i»o 0 

*/ 
0 

Г8+8—2 ... 1 i+1 , 

■ У -^TT J пГе(Г)(и)(и/п) e du 

^гляя)1!5* j t<r,<«)«rd« 

• / "r«<r)(“)(“/»>”**■ 

on making the substitution nt » u. It now follows that the 

neutrix limit of 

00 J (f (x) )$(x)dx exists and is equal to 
0 

77 



Now lot ue consider 

J t^r*(f(-x)) $(-«) d* 
0 

and make the substitution t1/3 = f1(-x) , where t1/3 & 0. 

Solving for -X we get -x » 9(-11^8). It follows that 

oo 

s J <5*r^(f(-x)) §(-x) dx 

0 

= / <$<г,((-1)вО §(9<-t1/8))lg4-t1/e)|t8 \»t 
4-1 

- (-1)гз j 6^r) (t) t,;(-t1/3)t3 1dt. 

О 
where Ц? is the function defined above. It follows that 

oo 

N-lim j <j£r)(f(-x)) ф(-х) dx 

. jVr)(u)urdu 

Thus 
0, 8*2,411(• 

— i dx ’ - 
proving the existence of rf^r^(f(x)) on» the interval (a,b) 

for r ■ 0,1,2,... and s » 1,2,... In particular 

«S< r) ( f (X) ) - 0 

on the interval (a,b) for r ■ 0,1,2,,.. and e - 2,4,... 

Now consider the particular case f(x) » x8 where s is odd. Then 

if § la an arbitrary test function, the function l/j defined 
above is identical to <§. It follows from what we have just 

proved that 
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(^r,(foo). Фе.». і'*|Ггі4г.г!Пі)’І°) 

■ ЛгвіІітг «""•-‘’еь іоо) 
and во 

-,(г,.::.,, 
on the reel line for г ■ 0,1,2,.«. and в - 1,3,5,... 
Finally we have 

([<S(r)(f(x))]‘. $(*)) = -(rf{r)(f(x)). $'{%)) 

00 

= - N-liffl f (x)) £ (x)dx 

"CO 

00 

- N-lim J ^r+1)(f(x)) $(x)f(x)dx 
П -»00 -00 

on integrating by parts and so 

([<*(r)(f(x))]’, §(x)) - <d<r+1>(f(x)), $(x)f(x)). 
Thue 

gj 6(r*(?(x)) - f(x)<5(r*1)(f(x)) 

on the interval (a,b) for r = 0,1,2,,.. and s » 1,2,.., 

This completes the proof of the theorem. 

As an example of Theorem 2 let ue consider the function 

f(x) » sin3x. Using the notation of the proof of Theorem 2, the 

equation fj(x) * sinx - 0 has simple roots at the points 

X - 0, t Jf, 1 2T. ... and 

g(y) » sin-1y - у + фу3 + |ру5 + ... . 

_1 

І9‘(у)! - (1-у2) ? =* 1 + У2 * |у4 + ... 

on the open interval (-1,1). Thus 

_ 1 

lfj(y) = f(sin-1y) (1-y2) 7 

end it can be shown that 
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ф"(О) « $(0) + |”(0), 

(0) , 64 §■ (0) + 20 ф " (0) + ф(5)(0). 

It follows from the proof of Theorem 2 that 

(d(sin3x). $(*)) - z<p~(0) . §ф(0) + £ ф"(0), 

(i'(ein3x), $(x)) = - JSU^(5)(0)' 

m - §5 $‘ (°) - T5 (°) ’ 355 ^5)(°) 

and so 

<5(sin3x) = фб(х) + ^d”(x), 

6' (sin3x) - d'(x) + Jg6-(x) + ^(5)(х) 

on the open interval (-Я.Ж). 
Since 6 is an even distribution and 6' is an odd distribution 

<J(-sln3x) » d(sin3x) , 

<j'(-sin3x) - cf'(sin3x) 

on the open interval (-jr.OT) and it now follows by translation 

that 
00 

<$(sln3x) - XU rfc(x-kjr) + <5"(x-k3T)] . 
k=-oo 

00 к 
<f'(eln3x) = XI -Цй- fc**' (х-кУ) + 20б~(х-к») + <$(5)(x-kff)] 

к—оо 

on the real line. 
I 
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Theorems on the non-commutative neutrix product of distribu­
tions

In the following we define the ordinary summable 
X� 

+ 

end 

for X>-1 by 

X� { 
X� for X> 0, 

+ O for x<O 
we define the ordinary 

{ 
lnx for x > O, 

lnx+ • 
0 for x<O. 

summable 

Wa define the distribution x.-1 by
-1 x

+ 
,. ( lnx

+
)'

l 

function lnx 

function 

+ by

end we define the distribution xf for i\<:-1 inductively by

x+� a (�+1)-1(x♦�•1)•.

The following definition for the product of two distributibns 
was given in /2/., 

Definition 1: Let f end g be distributions for which on tha 
Open interval (a,b), f 1s the r-th derivative of an orqinary 
summable function F in LP(a,b) end g(r) is an ordinary_ summa-

ble function in Lq(a,b) with ½ + ¼ a 1. Then the prpduct 

fg • gf of f and g is defined on the open interval (a,b) by 

Wh · r r 1 ere (1) • i!{r-l)I•
The next definition was given by van der Corput /1/. 
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Definition 2: A neutrix N is e commutative additive group of 

functions V(J) defined on a domain N' with values in an addi¬ 
tive group N", where further if for some V in N, V(J) * f for 
all f in N*, then у » 0, The functions in N are called negli¬ 
gible functions. Now let N* be a set contained in a topological 

space with a limit point b which does not belong to N'. If f(J) 

is a function defined on N' with values in N" and it is possib¬ 

le to find a constant ß ouch that f(|) - В is negligible in N, 
then 8 is called the neutrix limit of f as Jj tends to b and we 

write 

N-lim f(F) “ В, 
f-b 

where the limit В must be unique if it exists. 

Now let g be a fixed infinitely differentiable function having 

the properties 

(i) g(x) ■ 0, for lx| к 1, 
(ii) g(x) к 0, 
(iii) g(x) » g(-x), 

1 

(iv) J g(x)dx - 1. 
-1 

We define the function <Sn by <$n(x) - ng(nx) for n-1,2,,.. . 

The sequence |tfnj is regular and converges to the Dirac delta- 

distribution 6. For an arbitrary distribution g we define the 
function gn by 

9„(x) - 9 * <fn T 
-1/n 

9(x-t)*n(t)dt 

for n«1.2,... . The sequence [gnJ is regular and converges 

to g. 

The following definition for the product of two distributions 

extends definition 1 to a wider class of distributions and was 

given in /4/. 

Definition 3: Let f and g be arbitrary distributions and let 
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gn = g * dn. We say that the neutrix product f • g of f and g 

exists and is equal to h on the open interval (a,b) if 

N-lim (fg ,/rf) ■ N-lim (f,g d) = (h.fl) 
n-> oo n n-*oo 

for all test functions 0 with compact support contained in the 

Intervalle,b) , where h is independent of the choice of the 

function g and N is the neutrix having domain 

N' = (1,2,...,n,...j and range N" the real numbers with negli¬ 

gible functions linear sums of the functions n*lnr-1n, lnrn 

for A>0 and г = 1,2,.., and all functions of n which converge 

to zero as n tends to infinity. 

The following theorem is an immediate consequence of theorems 

proved in /3/ and /4/. 

Theorem 1: Let f and g be distributions. If the product fg 

exists on the open interval (a,b) then the neutrix products 

f « g and g e f exist and f « g » g < f = fg on the 

interval (a,b). 

This theorem shows that definition 3 is an extension of defi¬ 

nition 1. We now prove the following theorem. 

Theorem 2: Let f and g be distributions and suppose that the 

neutrix products f « g and f(r-i) « g(^) exist on the open 

interval (a,b) for 1-1,....r (or i • 0,1,...,r-l). Then the 

neutrix product f(^) , g (or f в g(r)) exists and 

(f . g)(r) « У2 ([)f(r-1) • g(i) (D 
l-o 

on the interval (a,b). 

Proof; Let 0 be an arbitrary test function with compact support 

contained in the interval (a,b) and let gn = g * <fn. Since gn 

la an infinitely differentiable function the product fgn exists 

end further 

<4,><r> ■ г: (Г)»<г-іѵ‘>. 
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It follows that 

(f(r)g„.*} » ((fgn)(r).f<) - ^Z-([)(f(r"i)gn(i)^)' 

The existence of the neutrix produces f « g and 

f(r-i) „ g(l) for іш implies that the neutrix limit of 

the right-hand side of this equation exists and is equal to 

((f • g)(r).f<) - XI([) (f(r_;L) о э(і).*). 
1 = 0 

This must be equal to the neutrix limit of the left-hand side, 

proving the existence of the neutrix product f("") « g. 

Equation (1) follows. 

That the neutrix product f • g^ exists when the neutrix 

products f • 9 and . g(i) exist for i= 0.1,.,.,r-l 

follows similarly. This completes the proof of the theorem. 

Theorem 3: Let f be a distribution and let fp « f • Sn. If the 

neutrix limit of the sequence {f^ ^ (0)} exists and equals «r 

for r- 0,1.s then the neutrix product • f exists and 

<5(r) . f - T~ (і)(-1)Г-І«г_і^(І) (2) 
l = o 

for г» 0,1.s. 

Proof: Let 0 be an arbitrary test function with compact support. 

Then 

(<*{г).ѵ) = (-i)r (I)fn(r"i)(°)^<i)'(o) 

and it follows that 
r I 

(<i(r) » f .0) = N-lim (<$(Г) , f„0) = (-1)Г У] (J)olr ,jd(i)(0) 
n-»00 i»0 x r_1 

= (I)(-i)r“1er-1(«J(1) .*) 
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for г =0,1.s. Equation (2) now follows. This completes the 
proof of the theorem. 

Corollary 3.1: Let f be e distribution and suppose that 

f(x) ■ -f(-x) on an open interval (-a,a). Then the neutrix 
product 6 • f exists and 6 о f = 0. 

The result of this corollary was given in /3/. 

Corollary 3.2: The neutrix product , X+Ä exists for all 

real A and r= 0,1,2,.,. . Further 

*r> • -/ - m 
for p =0,1,.,. , r and r = 0,1,2,... and 

<$(r) « x+* = 0 (4) 

for X i 0,1.r and r ■ 0,1,2. 

Proof: Put x+* • f(x,A) and suppose first of all that A>-1. 

Then x 

fn(x,A) » f(x,A) * 6n = J (x-t)^n(t)dt 

-1/n 

for -1/n < X < 1/n and so 

0 1 

f„(r)(0,A) = J <-t)X«5n< r> (t)dt = (-l)rnr-*/ u\("")(u)du 

-1/n 0 

where the substitution -nt = u has been made. It follows that 

N-lim fn(r)(0,r) = ir! 
n-»oo 

for r ■ 0,1,2,... and 

N-lim f (r)(0,A) = 0 
n-*oo 

for A> -1, A / r and r = 0,1,2. 

Since (x+*)' = Ax+*_1 it follows that 

N-lim fn(r)(0,A) = 0 
n-»oo 

for all real A / r,-1,-2,... and r= 0,1,2,.., . 
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Equation (3) no*» follows from the theorem for p » 0,1.r and 

r« 0,1,2,.,. and equation (4) also follows from the theorem for 

A / 0,1.r,-l,-2,,.. and г ■ 0,1,2. 

To deal with the cases А» -1,-2,.,. we have 
X 

fn(*.-D - J In(x-t)^ (t)dt 

—1/n 

for -1/n 4x* 1/n and so 

0 

fn(r)(0,-l) - j ln(-t)<Jn(r+1)(t)dt 

-1/n 

} 
= (-l)r+1nr+1 J (ln u -In n)g(r+1) (u)du. 

0 

It follows that 

N-lim f„(r)(0,-1) » 0 
n-»oo 

for Г» 0,1,2,.,. . 

Since (x+X)' » Ax+X_1 It follows that 

N-lim f„(r)(0,A) - 0 
n-»oo 

for A " -1,-2,.,. end r» 0,1,2,.,. . Equation (4) now follows 

from the theorem for A = -1,-2,.,. and r*0,1,2,.., . 

Equation (3) was obtained in /3/ and equation (4) was obtained 

in /5/ for A / -1,-2,,.. . 

Corollary 3.3: The neutrix product „ Д(Р) exi3ts anc| 

6'r) • ш 0 (5) 

for r,p= 0,1,2.,.. . 

The result of this corollary was given in /6,/, 

Theorem 4; Let f be an ordinary summable function and let 

f„ - f • Sn. If the neutrix limit of the sequence {f„^r^{0)} 

exists for r-0.1.s then the neutrix product 

x+P • exists for q a 0,1.s+p+1 and p.0,1,2. 
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Proof; Sine« f 1# an ordinary auanablo function, the existence 

of the neutrix product x+P • f follows from definition 1 and 

theorem 1 for p »0,1,2.The neutrix product 

also exietSyby theorem 3 for i»0,l.s-r and r -0,1,..,,9. 

It now follows from theorem 2 that the neutrix product 

H о f(q). where H » x+°, exists and in fact 

H « f<4> (H • f)(9) - f(i) 

for q- 1,...,3+1. The theorem is therefore true when p » 0. 

Now assume the theorem is true for some positive integer p. 

Then since the neutrix product x+P+1 о f exists, it again fol¬ 

lows from theorem 2 that the neutrix product x+P+1 о f^ 

exists and 

C+P+1 „ f(q) P+1 

for q» оЛ,..,.s+p+2. The theorem is therefore true for p+1 and 

the result follows by induction. This completes the proof of 

the theorem. 

Corollary 4.1: The neutrix product x+P « x * exists and 

p+ Л 
(6) 

for Л У -1,-2,.,. and p • 0,1,2. 

Proof; The neutrix product x+P e x+* exists by the theorem for 

all real ?i jt -1,-2,,.. and p » 0,1,2. 

It follows from definition 1 and theorem 1 that equation (6) 

holds when Л>-1 and p «0,1,2,... . Let ue therefore assume 

that equation (6) holds when -s<X<-a+l. This is certainly 

true when s=l. Then from theorem 2 we have 

px/-1 , x/ + Xx+e . X V1 « (Р+Л)х+Р+Л-1 

for pa 1,2,.,. . It follows from our assumption that 

87 



x+P , x/-1 . x/*»-1 (7) 

for p =1,2,,.., where -s-1 < A-l«: -s. To deal with the case 

p • О we have 

H O x+A = x+A 

and it follows from theorem 2 that 

6 • x+A + ЛН ■> x+A_1 = Ax+A_1. 

Since 6 в x+A в 0 by corollary 3.2 we see that 

H . x+A_1 = x+A_1 

and so equation (7) holds for p* 0,1,2.Equation (6) now 

follows by induction for Л / -1,-2,,.. and p # 0,1,2,... . 

Now let us see what happens in this corollary when 

A = -1,-2.Putting f(x) ■ lnx+ and 

X 

fn(x) = f * efn » J f(x-t) <fn (t) d t, 

-1/n 

for -1/n £ X * 1/n, we have 

0 

f„(0) " J ln(-t) <in(t)dt = J (In u -In n)g(u)du. 
-1/n 0 

It follows that 

N-lim fn(0) s J lnug(u)du в c(g) , where 
n-»oo о 

1 

c(g) = j In u g(u)du 

depends on the choice of the function g. 

Theorem 3 tells us that 

N-lim <^r^f_(x) в c(o)d^r) 
n-*oo 

and for convenience we write 



<fC) . lnx + ■ С(§)<^г) 

for r» 0,1,2,.., although strictly speaking this neutrix pro¬ 

duct does not exist by definition 3, since the product is 

dependent on g. 

Since H e lnx. » lnx, it follows from theorem 2 that 

H • x/1 = X -1 + ~ - 6 • lnx+ = x+- - c(g)6 ■■ (9) 

-1 where onco again H e x+ depends on g. 

Furtheh, we notice that the product x+p » lnx+ exists and is 

equal to the ordinary summable function x+plnx+ for 

p "0,1,2.Differentiating we get 

P • X -1 + Pu/'1 • lnx. 

» X.-1 . x.P-1 

P-1 + Px+ P_1lnx 

for p» 1,2.Differentiating again we have 

-x+P e x+-2 + px+P-1 о x+-1 » (p-l)x+p-2 

or from what we have Just proved 

x.P о X -2 P-2 
+ ■'+ + 

for p= 2,3,.,. and so on. The more general result 

p-r X/ . X - 

! 
for p a r,r+1,.., follows by induction. The particular case 

p = r gives us 

х+Р а x+“P « H and 90 

P-1 . x.-P - -P-1 . s P\" - • x+ " - Px+ о X+ 

for p • 1,2.Using equation (9) it follows by induction 

that 

-/ • - -/1 - [=<«) * s iy 
for pa 1,2. the product again being dependent on g. 
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Corollary 4.2; The neutrlx product # S'r' exists and 

X/ . *<r> . fC-P) (10) 

for p -0,1,,..,r and r- 0.1,2,... and 

x+P . S- 0 

for p-r+1, r+2,... and r -0,1,2,,.. . 

The existence of the neutrlx product x+P » follows from 

the theorem Immediately. Equation (10) was proved in /4/ and 

for p>r, the product of x+P and S'r^ exists and equals zero 
by definition 1. 
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Rostock. Math. Kolloq. �. 91.- 95 (1983) 65D32 

Helmut Thielcke 

Eine Anwendung dee Geußschen Integreleetzee in der Ebene und im 
Rau■ zur Berechnung von Momenten bis zur zweiten Ordnung

Der Gaußeche Integraleetz erweist sich bei der Berechnung von 
Inhalt und Momenten (n6h_erungsweiee) geradlinig bzw. ebenflä­
chig begrenzter Gebilde-• dee 2- bzw. 3-dimeneionelen Raumes ele 
nützliches Hilfsmittel. 
Die Berechnung entsprechend komplizierter Objekte läßt eich re� 
chentechniech auf die Betrachtung von Grundelementen zurückfüh­
ren, in der Ebene dient dazu dae Dreieck, im Raum das Tetreeder 
mit konstanter Dichtefunktion. 
Wir betrachten zunächst den 2-dimensionalen Fall. Die im fol­
genden gewonnenen Ergebnisse werden abschließend teilweise in 
rechentechnisch aufbereiteter Form dargestellt, geeignet auch 
für Tisch- und Taschenrechneranwendungen. 
Als Ausgangspunkt der Oreiecksber�chnungen dient der Gaußeche 
Integralsatz der Ebene, der hier wie folgt notiert wird: 

J det
uo

ff 
(B) 

(a +b ) dB• 
X YJ 

(1) 

Dabei beschreiben x • x(u), y • y(u) den Rand dee �ersiehe B. 
_Ferner betrachten wir des Dreieck mit den Randlinien 

x(u) • x + u(x1-x
0

)_,
y(u) • y: + u(y1-y0).

x(u) • x1 + u(x2-x1),
y(u) • Y1 + u{y2-Y1>•

D' u '  1. 

{2.1) 

(2.2) 

(2. 3) 

{2.4) 

Zur Berechnung der Dreieck fliehe .F wählen wir in ( 1) a • x. 
b • y und erhalten-, wenn wir in jeder Determinante dee u-feche 
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der letzten Zelle von der ereten Zelle ebzlehen, 

2F det 

2F 

* 4VÄ) * 4v> 
nfaohen Umformi 

/xl-xo Yl-Yo\ 

\x2_xo У2-Ѵ0)' 

2 y2 

2 yo'y2 

und nach einfachen Umformungen die Dacobi?Determinante 

(3) 

Wählt man dagegen а = x und b » xy, so kenn man daa Moment Mx 

berechnen: 

3 Mx - (x +x,+x2)F. (4) 

Entsprechend ergibt eich 

3 Му - (Уо+Уі+Уг)^ (5) 

Analog finden wir die Momente Mxx, Mxy und Myy, womit die in¬ 

teressierenden Größen vieler Anwendungsfälle gegeben sind. 

Für а « X3, b « x2y entsteht 

4 Mxx - ((x0+x1+x2)2+x2+x2+x|)F/3, (6) 

für а s X у, b » xy entsteht 

4 Mxy « ((x0+x1+x2)(y0+y1+y2)+x0y0+x1y1+x2y2)F/3 (7) 

und für а = xy2, b = y3 schließlich 

4 Myy « ((Уо+Уі+У2)2+уо+у1+у2)^/3' (8) 

Noch deutlicher treten die Vorzüge der Determinantenschreib¬ 

weise bei den entsprechenden Berechnungen für ein Tetraeder 

hervor. Mit Hilfe des Gaußschen Integralsatzes für den Raum er¬ 

hält man unter Berücksichtigung einer Parameterdarstellung der 

begrenzenden Oberfläche 

x(u,v), у = y(u,v), z » z(u.v) 

die Beziehung 

/// (Vbv+Cz) dv 
(V) y 

“1 V. (u) 

■ff det 
un %(“) 

а b c 

xu yu zu 
xv yv 2W 

dv du. 

(9) 

(10) 
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Eine weitere Verallgemeinerung von (1) bzw. (10) wird in /1/ 

vorgenommen, soll hier aber nicht betrachtet werden. 

Wir untersuchen nun das Tetraeder mit den Randflächen 

x(u,v) 
y(u.v) 
z(u,v) 

x(u,v 
y(u,v 
z(u ,v 

x(u,v) 
y(u.v) 
z(u,v) 

Yo * Tvfti * ѵ(%-У°) 

:sf 
+ "(=3-=o) zö>- 

x(u,v) - x. + U(x2-x.) + v(x,-x,), 
y(U,v) . y.+ U(y.-y^) + v(y,-y.), 
z(u,v) - z* + u(Zg-z^) + v(z|-zp, 

0 i U < 1, 0 4 V d 1 - u. 

(11.1) 

(11.2) 

(11.3) 

(11.4) 

(11.5) 

Zur Berechnung des Volumens wählen wir z. В. а = x, b = y, 
c « z und setzen (11.1) bis (11.4) in (10) ein, wobei die Inte¬ 

grationsgrenzen sich aus (11.5) ergaben. Es entsteht die Be¬ 

ziehung 

3 V det ш m s 

Für a = X , b = xy, c = xz ergibt sich 

4 MX - (Xjj+Xj+Xg+XjJV. 

Entsprechend gewinnt man 

(12) 

(13) 

4му. (у0+Уі+У2+уз)ѵ (14) 

sowie 

4 Hz . (zo+z1+z2+z3)V. I (15) 

Die Resultate (13) bis (15) beinhalten den bekannten Sachver¬ 

halt, daß der Schwerpunkt eines mit konstanter Dichte gegebenen 

Tetraeders mit dem Schwerpunkt seiner Eckpunkte übereinstimmt, 

was in /1/ auch allgemein für ein (n+l)-Eck im n-dimensionalen 

Raum bestätigt wird. Um die Momente Mxx, Mxy zu berechnen, 
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wählen wir a = x3, b ■ x2y, c ■ x2z im ersten bzw. a ■ x2y, 
b = xy2, c « xyz im zweiten Fall, Wir erhalten 

5 Mxx = I ((х0+х1+х2+х3)2+х2+х2+х|+х|)ѵ, 

5 Мху = ^ ((x0+x1+x2+x3)(y0+y1+y2+y3) 

- xoyo+Xlyl+X2y2+x3y3>V- 

Dies läßt sich entsprechend fortsetzen. Während die rechentech¬ 

nische Auswertung der Ergebnisse (12) bis (17) zur Untersuchung 

von Körpern konstanter Dichte zusätzliche Informationen über 

die Reihenfolge der Zusammenstellung von Punkten zu Tetraedern 

erfordert, um den zu untersuchenden Körper in seinem Aufbau zu 

charakterisieren, kann im zweidimensionalen Fall vereinfachend 

eine gegebene Eckpunktreihenfolge gemäß Abspeicherung der Koor¬ 

dinaten in entsprechenden Feldern unmittelbar ausgewertet wer¬ 

den, wie das die folgende FORTRAN-Notаtion zeigt: 

SUBROUTINE FMXY (N ,X,Y,M,F,MX ,MY,MXX,MXY,MYY) 

REAL M,MX,MY,MXX,MXY,MYY,X(N),Y(N) 

XO = X(l) 
YO = Y(1) 
XI - X(2) 
Y1 - Y(2) 

00 1 I = 3,N 

X2 = X(I) 
Y2 = Y(I) 
DF = ((XI - XO) * (Y2 - YO) - (X2 - XO) * (Y1 - YO) ) * M / 2. 
F = F + DF 
DF = DF / 3. 
XS = XO + XI + X2 
YS = YO + Y1 + Y2 
MX = MX + XS * DF 
MY = MY + YS * DF 
DF = DF / 4. 
MXX » MXX + (XS *XS +X0 *X0 + XI *X1 *X2 *X2) *■ DF 
MXY » MXY + (XS * YS + X0 * YO + XI * Y1 + X2 * Y2) * DF 
MYY = MYY + (YS * YS +Y0 * YO + Y1 * Y1 + Y2 *Y2) * DF 
XI = X2 

1 Y1 - Y2 

RETURN 
END 

(16) 

(17) 
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Rostock. Math. Kolloq. �. 97 - 106 (1983) 94B35 

94B60 
Bernd Klipps 

Darstellung und Dekodierung von Vasil'ev-Codes 

Die perfekten Codes beanspruchte� auf Grund ihrer optimalen 
Eigenschaften stets das Interesse �er Kodierungstheorie. Be­
:z:üglich ihrer. Existenz konnte ·TietAväinen 1973 nachweisen (/5/). 
daß es über Alphabeten mit Primzahlpoten:z:möchti9keit auß�r tri­
vi�.len perfekten Codes nur Einzelfehler korrigierende Codes und 
die Solay-Codes (/1/) gibt. Die Golay-Codes sind eindeutig be­
stimmt. Die Klassifizierung �er p�rfekten Einzelfehler korri­
gierenden Codes ist ein offenes Problem (/4/, Problem 6.6). 
Im binären Fell sind folgende perfekte Einzelfehler korrigie­
rende Codes (kurz SPE-Codes) bekannt: 

- lineare Hamming-Codee (/2/),
- nichtlineare Codes von Vesil'ev (/6/) und Hergert (/3/).

Durch induktive Anwendung der Vasil'evsc.hen Methode erhalten 
Wir ausgehend vom trivialen BPE-Code {(O)} eine Klasse von 
SPE-Codes, deren Elemente wir als. Vasil ' 1ev-Codes bezeichnen. 
Im Hinblick auf .ihre Klassifizierung w��d in dieser Arbeit eine 
einfache Darstellung der Vasil'ev-Codas mit Hilfe der Kontroll­
matrix aea linearen Hamming-Codes abgeleitet. Dazu stellen wir 
im ersten Abschnitt die notwendigen Definitionen zur Verfügung. 
und leiten im zweiten Abschnitt·die Darstellung ab. Als unmit­
telbare Folgerung erhalten wir einen Algorithmus zur Dekodie­
rung der Vaeil'ev-Codes, den wir im Abschnitt 3 vorstellen • 

.!,. Definitionen un� Bezeichnungen 

Mit E� bezeichnen wir dan.n-dimensionalen Vektorraum über 

.E2 • lo,1J. Eine Teilmenge des E� wird als Code der Länge n,
ein Teilraum als linearer Code bezeichnet. Ist C �in linearer 
Coda. eo wird eine Matrix H, deren Zeilenvektoren eine Bas:a 
dee zu C orthogonalen Teilraume bilden. als Kontrollmatrix be­
Zeichnet. 
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Es gilt 

с е С *-» Н • с (1) 

С s Eg heißt binarer perfekter Einzelfehler korrigierender Code 

(BPE-Code). «renn ее für jedee а c Eg genau ein Codewort с с C 

gibt, во daß d(a,c) < 1 let. Dabei let die Haaaingdletenz 

d(a,c) definiert ale die Anzahl der Komponenten, ln denen eich 

а und c unterscheiden. 

In der Arbeit benutzen und untereuchen wir die folgenden beiden 

BPE-Codoe. / 

Der Hawwlnq-Code HCr let ein linearer Code der Lange 2r-l, 

deeeen Kontrollaatrlx alle voa Nullvektor verechledenen binaren 

Vektoren der Lange г genau einmal ale Spalte enthalt (/4/). 

Wir «Ahlen ela Kontrollaatrlx Hp speziell diejenige, ln der die 

Spalte 1 die Dualdaretellung der Zahl 1 reprBeentiert, d. h. 

(2) 

Die Vael1'ev-Codee definieren wir Ober den 

Satz (Vasil*ev /6/); lat Cp ein BPE-Code der Lange 2r - 1, der 

das Nullwort О - (0...0) enthalt und A: Cp—» Eg eine Abbildung 

mit Л(0) m 0, so erhalt man mit 

Cp :=» {(c+a,A(c)+/a/.a) : ceCp, а e e| -1} 

Г+1 
einen BPE-Code der Lange 2 -1, der das Nullwort enthalt 

(3) 

(Dabei bezeichne /а/ die Summe der Komponenten von a modulo 2.) 

Ale Vaall*ev-Code Ѵ(Л1,,...ЛГ) bezeichnen wir folgenden induk¬ 
tiv definierten Code: 

wobei X1 eine Abbildung von {(0)} in Eg alt A1((0)) > 0 und 

A1 eine Abbildung von V(. А1-1) in Eg mit Ai(0) - 0 ist. 
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Da [(0)} ein BPE-Code let, erhalten wir mit V(.ЛГ) einen 

BPE-Code der Länge 2r+1-l. 

Schließlich führen wir den Begriff des systematischen Codes 

ein, und zwar heiße C S e!J ein systematischer (n.k)-Code, wenn 

es к verschiedene Indizes i^.i^ gibt, so daß 

(C|. V ( • • • * •) « c]|. 

ist. Man prüft leicht nach, daß V(A1,... , 7lr) sin systematischer 

(2Г+1-1,2г+1-1-(r+1))-Cods in den Indizes 3,5,6,7.2r+l. 

2r+1-l 1st. 

2, Darstellung der Vasll*ev-Codes 

Bevor wir unser Resultat in einem Satz formulieren, werden wir 

den Vasll'ev-Code Ѵ(Л^....,ЛГ) unter Ausnutzung seiner induk¬ 

tiven Konstruktion und der erwähnten Systematik in geschlosse¬ 

ner Form angeben. Dazu stellen wir jeder Abbildung X1 eine 

Boolesche Funktion Л1 gegenüber. Dies liefert uns gleichzeitig 

die Möglichkeit einer sehr einfachen Darstellung der Resultate. 

2r+1-l 
Für V * (v1#...,v r+1 ) £ E2 “ definieren wir zunächst 

induktiv: 

(1 *t=f 2r-l), 
(4) 

2e+t k^s+1 2®+t 
(0 <. s < r, 1 <t<2 -1) 

sowie 

(0), (V?.. ....',v^,v|,v|,vj) (Us^r). (5) 

Nun gilt: 

1. (v,.v_,v,,v,.V .V . ) bestimmt eineindeutig vr 
3567 2r+1 2r+1-l 

Ober (4). Demzufolge 1st 

|[vr : vevu1.Ar)}| -|V(^.АГ)|- 22Г+1-г-2. (6) 

2 r+1 
Für jedes а te| 

- r-2 existiert folglich genau ein Codewort 
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V e Vfa.1.Ar) mit vr » a. Dieses Codewort sei c(a). Mittels 

der Abbildung A1*** : V( A*1,... , Ar) —* Eg definieren wir nun die 

Boolesche Funktion Xr+1: 

•r+1: £Г*Кг~2 fe2 • ^Г+1(а) ^Г+1(°(*)) 
r+1. 

(7) 

Umgekehrt gilt fOr vtVfX1,... ,V) 

Л (V) . Лг*1(ѵг). (8) 

Ober (7) bzw. (8) können wir Jeder Abbildung A1 eine Boolesche 

Funktion in 2^-i-l Variablen gegenüberstellen und damit jeden 

Code V( A1..... Ar) Ober ein r-Tupel Boolescher Funktionen 
£ 

Ä1 : E* _i-1 -*■ Eg. Ä1(0) - О (l<i<r) 

definieren. Wir werden im folgenden diesen Code mit 

VfA1,... ,Ar) bezeichnen. 

2. Ist V - (v'+a.b.a) mit b £ Eg und v'.ae Eg 

...r-l _ 

2Г-1 

2^+1 ' v2'-1+t+a2r-1+t 

Mittels Induktion Ober s (s+l-»s) folgt: 

r-l r 

,r-l 

so gilt 

+t 2r_1+t 

r-l 

" -- ѵл« * & ■ "г-., * „4 

Damit erhalten wir 

..k 

..s “ - v° (16 s< r, 16 t 6 2=-1). (9) 
Lemma: Es gilt gengu dann v » (v^.v p+J ) t V( Xt1,... Дг) , 
wenn 2 -1 

V . ■ V 
2+t k^i+l 2s+t (1<8- r- i‘t<2»-l). (10) 

vi gut. 

(ii) 
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Beweis! Da sich nach (10) und (11) genau |V(7?,..-. Дг)| Vekto¬ 

ren darstellen lassen, genügt es, (10) und (11) für ein Code¬ 

wort nachzuweisen. Das geschieht durch Induktion über r. 

Für vtVU1) - {(000),(111)} gelten (10) und (11). 

Für V tѴ(л1,...,лг) folgt (10) sofort aus (4). Weiter 1st 

(»•*<<. ■V.i> 
alt v'6 V(^.lr ^). Wenden wir auf v' die InduktIonsVoraus¬ 

setzung an und beachten v’8 • v8 (wegen (9)), so folgt (11) aus 

2r-l 

V ' V28 + V2S t0'841-15* V - *Г(ѵГ-1) ♦ vt- 

Satz! Für den Vesil'ev-Code V(K^,...,Är) gilt 

v&vtf1.%"")*"» H r+1 

%\v°) 

Dabei sind 71 
Jgl-i-l 

Eg Boolesche Funktionen mit 

(12) 

^(O) »0 (1 <14 r). Hr+1 bezeichnet die Kontrollmatrix (2) des 

linearen Hamming-Codes HCr+1. 

Es sei bemerkt, daß sich in diese Darstellung auch der lineare 

Hammlng-Code elnordnen läßt. Wegen (1) und (2) ist 

HC. ѵСл1, 'r+1 

(1414r). 

Beweis des Satzes: 

X. Für 04s<r,04t4 2S-1 sei 

"X1") mit Лі(а) ■ 0 für jedes а aus Eg -i-1 

I® := [j e }1.2r+1-lJ : j 3 2S+t (mod 2S+1)}, Is :=V7 I®. 
t=o 

Für diese Indexmengen sind folgende Beziehungen erfüllt: 

|l!|- 2r_8,0<t!< t.f28-wi® П I? = 0. |IS|= 2,r. 
A ll l2 
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Ist h8 die (e+l)-te Zelle von Hp+1, 
,r+l . 

so gilt för V e. E 

stets v1 = hs-vT. Wir haben also nur diese Komponen- 

j£lS T 
tensumme zu berechnen, um H j-v zu bestimmen. 

Sei v£V(X1.лг) nach (10) und (11) dargestellt. Wir un¬ 

tersuchen zunächst, welchen Beitrag v8. (0<s' er, 0<t <28 ) 

zur Summe der mit j&I8 liefert. Da v8, nur in den Kom¬ 

ponenten f, 28 +f, 28 von V auf tritt, folgt: 

Fürs' < s: V8, tritt nur in den ersten 2e+t' d 28-l Kom¬ 

ponenten von V auf, liefert also keinen Beitrag 

zur Summe. 

Für s' = s: Ist t = O, so liefert jedes v8, sowie "^(v8-1) 

einen Beitrag, ist t/0, so liefert genau das 

v8.V mit t* = t einen Beitrag. 

Für s' > s: Zunächst ist 28 ft I8. Wegen 28 2 0(mod 28+1) 

gilt f г 2s + t (mod 28+1) 28' +f - 28+t 

(mod 2S+1), d. h., V8, liefert zweimal einen 

Beitrag oder keinen Beitrag. 

Wir erhalten 

8 

t 

äV8-1) 

(s « 0, t- 0), 

(User, lft< 28-l), 

(l<s<r, t«0) 

sowie 

und damit die geforderte Bedingung. 

II. Die Umkehrung erfolgt mittels Induktion über r. 

Für r - 1 liefert H2*v = (Q) die Bedingungen 

vl+v3 = v2+v3 " °- Ee fol9t v e [(000). (Ill)} . v(XX). 
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о Г—1 
Sei V - (v'+e.b,a)£ e2 mit v*, а £ E2 , b eE2 sowie 

Нг+Гѵ 1. Hieraus erhalten wir 

vXr(vr“V 

Xr(vr 1) » hr+i'vT ” b ♦ /а/, d. h„ b * Xr(vr-1) ♦ /а/, sowie 

Wegen (9) gilt Vе • v8 für 06 e< r-1. Wir können auf v‘ die 

Induktionsvoraussetzung anwenden und erhalten 

V e VtÄ1.... .Лг_1). Damit wird aber 

V - (v’+a,Xr(V r_1)+/a/.a) £ ѵСл1.lr) . und euch die Rück¬ 

richtung ist bewiesen. 

3. Dekodierung der Vasil*av-Codea 

Aus dem soeben bewiesenen Satz ergibt sich eine sehr einfache 

Möglichkeit der Dekodierung der Vasil'ev-Codes. Da Ѵ(\1.ХГ) 
ein BPE-Code 1st, haben wir folgendes Dekodierungsproblem zu 

lösen: 

2r+1-l 
Man bestimme für beliebiges а e. e| ” dasjenige Codewort 

V e V(\l.... ,). für das dfa.v) 6 1 ist. 

Dazu sei 

•owie V CVfÄ1,... ,-¾1-) das Codewort mit d(a,v) • 1, e « a+v der 

Fahlervektor. Der Fehler liege ln der Komponente f vor, tritt 

kein Fehler auf, so sei f ■ 0. Es gilt 

•owie nach dem von uns bewiesenen Darstellungssatz 
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Nun läßt sich f aus 

(14) 

Aus (14) folgt sofort 

fo * c0' 

f 1 ■ Ä1(v°) + Cj .■ Cj wegen v° = (0). 

Für 1 * s 6 г seien fQ.fg sowie vs_1 bekannt. Wir erhalten 

V8 wie folgt: Für 1 t < 2S-1 ist 

berechnen. Dabei ist zunächst v. unbekannt. 

a?" YZ aj - 2Z vj+ °j “ vt * XI •• 

dabei summieren wir über j 6І8. Es ergibt sich 

v8 = a8 + 14=»fel8*^fa28 + t (mod 29+1) 

<=* fg - 1 A fQ + 2fl * ... + 2 

d. h. 

Vt ■ at + fs ‘ St.fQ 

mit j * 1 für 1 S ] und j ■ 0 für i J. 

Weiter erhalten wir 

falls 6=1 

s-l. 

(vj). 

(yf.Vs ,v3-1), falls s > 1 
2-1 

8-1 t , 

(16) 

(17) 

s+1 falls s/ г ist. (18) 

Da (14) genau eine Lösung hat (denn es gibt nur ein v und ein 

f), wird diese durch (15) bis (18) gegeben. 
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Zusammenfassend erhalten wir folgenden Dekodierungsalgorithmus 

für das eingangs gestellte Problem: 

2r*l_, T 
Sei a 6 Eg . (c0.cp) der sich aus (13) ergebende Vektor. 

Für в * 0,1: f ergibt eich sue (15). i 

Für 2fs<n Es seien f^,... ,fg_^ bestimmt und auch v3“2 be¬ 

kannt; V3“1 ergibt eich aus (16), (17), ffl aus (Ю). 

Schließlich 1st f ■ f0 ♦ 2f^ + ... + 2rfr, und а wird dekodiert 

als V » a + (0..,01f0...0). 

Beispiel: Wir betrachten V(x1, T2, Я3) mit Л*(х) ■ О ФФ- x = 0 

(1=1,2.3). 

a . (100011101101011), a2 = (1000). H4-aT = (1101)T. 

Für s ш 0,1: fQ ■ 1, fj » 1. 

FOr 8=2: vj ■ 1, fg • 1. 

Für 8=3: V2 = (1011), f3 = 0. 

Damit folgt f • 7, v = (100011001101011). 

Es gilt 

H4'VT “ ^ = (0,^(0), Ä2(i), Л3(1011))т. 
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Roetock. Math. Kolloq. 23, 107 - 108 (1983) 31815 

46E35 

Ehrhard Herbat 

Spektralayntheee, Stabilitilt und Konvergenz in_9awichteten 
Sobolew-Rilumeri 

Autorreferat der Diaaartation A 

Die Arbeit stellt einen Vereuch dar, den Apparat der klasai­
achen Potentialtheorie auf gewichtete Sobolew-Rilume zu übertra­
gen. Den Hintergrund dieser Oberlegungen bildet die Tatsache, 
daß L�aungen von linearen partiellen Differentialgleichungen. 
■it gestörter Elliptizitlt in gewichteten Sobolew-Räumen ge­
sucht werden. Von grundlegender Bedeutung ist dabei die Kapa­
zitiltatheorie. In der Arbeit wird eine Kapazität k 1 für die

g, ,p 

gewichteten Sobolaw-Räume wP 
1 eingeführt, die die folgende

g, 

Prilziaierung vo� Funktionen aus wP 1 gestattet.
g, 

• 

!!.!!.!, Wann u eine Funktion aua wP 
1 

iat, dann kann man u auf 
g. . . .D einer Menge vom Maß Null ao zu einer Funktion Ü '- ff' 1 abändern,

g, 
daß gilt: 1. ü ist quasi überall, d, h. überall bis auf eine 
Menge der Kapazitlit Null, erklilrt, 2. Für jede Zahl e >O gibt 
ea eine offene Menge Ge derart, daß k 1 p<Gc) < € gilt und Ü

C 
g, ' C eingea_chrilnkt auf GE, da,s Komplement von G

f.
, stetig ·in G

e. 
iat._

Diese zu u gehörige prlziaierte Funktion ü iat in de11 Sinn ein­
deutig beati■■t, daß für zwei prilzisierte Funktionen ü,ii E. w�,1
gilt: u(x) • v(x) faat überall impliziert Ü(x) • v(x) quasi 
Oberall. Damit wird ea sinnvoll, von der Einschränkung von 
Funktionen aua de■ Rau11 wP. 1' auf Mangan positiver Kapazität zu

. g, 
aprachan, und man kann daa feine Dirichlet-Problem für Differen-
tialoperatoren zweiter Ordnung 11it gestörter Elliptizitlt for­
■ulieren. Für den klaaaischen Fall stammt diese Formulierung
von Brelot,

Definition: FOr dea beachrlnkte Gebiet 
Funktion f c rf 1 finde ■an ein u c wP.g 1 g, • 
Au • o in G und u I 

• 
f I 

.
Ge Ge 

G c Rd, d � 2, und die 
mit den Eigenschaften 
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Dieses Problem steht ln einem engen Zusammenhang mit der Spek- 

trelsynthese in gewichteten Sobolew-Riumen. 

Definition: Die beschränkte offene Menge GcR**, d ь 2', genügt 

der (g,1,p)-Spektrelsynthese, wenn jede Funktion f e W^ ^ mit 

fI « о im Raum ,w£ . durch glatte Funktionen aus vfi , approxl- 
15е 9 •x 9 ■1 

miert werden kann, die in einer Umgebung von Gc verschwinden. 

Satz; Пае feine Dirichlet-Problem 1st genau dann für alle Rand¬ 
werte ftWg j für das beschränkte Gebiet G eindeutig lüsbar, 

wenn G der (g,1,2)-Spektraleynthese genügt. 

Die Spektralsynthese let eine notwendige Bedingung für die 

Stabilität. 

Definition; Die kompakte Menge KcR^, d Ь 2. heißt (g,1,p)-sta¬ 
bil, wenn jede Funktion f e w£ . mit f 1 '■ о la Raum w|® . 

, g.i Ік 9.1 

approximiert werden kann durch glatte Funktionen aus W^ ^ mit 

kompaktem Träger im Inneren von K. 

In Analogie zu den klassischen Ergebnissen von Hedberg u. a. 

gilt die folgende Aussage. 

Satz; Das Innere K° der kompakten Menge К genüge der (g,l,p)- 
Spektraleynthese. Dann ist die kompakte Menge К genau dann 
(g.l.P)-etabil, wenn für alle offenen Mengen G cRd, d к 2, gilt: 

"g.l.p(G\K) ■ kg.l.p(G\K°). 

Mit dem Begriff der Stabilität werden Konvergenzaueeagen für 

SoboleW-Räume und gewichtete Sobolew-Räume formuliert. 
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Rostock. Math. Kolloq. 23, 109 - 110 (198 3) 

JOrgen Bock \

62J05 

62K05 

Die Beeti■■ung dee Stichprobenumfange in der linearen Regres­
�ioneenelyee Modell I und .II1 

Autorreferat der Diesartation B 

I■ ersten-Teil der Arbeit werden die konkreten bzw. diskreten 
Versuchspllne mit minimalem Umfang bzw. minimalen Kosten für 
eine Reihe von Schltz- und Teetproblemen der einfachen linearen 
Regression bestimmt. Dabei bezieht sich das Minimum jeweils auf 
eine Klasse von Versuchspllnen, für die besti■mte Genauigkeits­
forderungen (beschränkte erwartete Konfidenzintervallbreite, 
vorgegebene Risiken 1. und 2. Ait für Tests �ei gegebener p�ak­
tisch interessierender �indestdiff�renz u. ä.1 erfüllt sind. 
Besondere Auf■erksa■keit wird de■ Parallelitätstest für'mehrere 
Regressionegeraden über ·den Intervallen (xhu'xh0) der Länge 
Lh (h•1, ••• ,a) geschenkt. 

Satz: Es bezeichne Vd
F ot a die Klasse der diskreten Versuchs-- • ,s;;,,A 

plAne mit den Gesamtumfängen N • � nh· (N - natürlich, nh ill 2,

reell), für die das Risiko 2. Art des F-Testes für die Nullhy­
pothese H

0 
: e.

11 
• •• r • B81 (ßhl -Anstieg der h-ten Geraden) bei

gegebenem Risiko 1.· Art-� für alle Tupel s11 ••.• ,B
81 mit 

max ßhl - ■in ßhl olld >O durch ßA nach oben beschränkt ist. Dann
h h 

ordnet ·der Plan mini■alen umfanga N"' aus dieser Klasse den xhu 
und xh die Gewichte nh*/2 zu, wobei N* die kleinste natürliche 0 , .. Zahl ist, die die Ungleichung F(a-1,N-a,1-«) 'F(a-1,N-a,�N. BA)
für die Quantile der zentralen bzw. nichtzentralen F-Verteilung 
erfüllt. Der Nichtzentrelitätaparameter und die Aufteilung von 

� hingen von den Gewichten ph • 1/(Lh � 1/L;) der Versu
,
chsbe-

2 

reiche ab. Für max ph ,, 1/2 gilt nh • N* Ph und ;\:N • 
8
d

62

{G2-Restvarianz).

-

1 Erscheint de■nlchst als Heft 254,der Nova Acta Leopoldina, 
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In der Arbeit ist auch die optimale Aufteilung für mgx ph>l/2 

angegeben. Analoge Aussagen werden für den multiplen t-Test so¬ 

wie für die Tukey- und Scheffe-Prozedur gewonnen. Im Falle des 

Modells II der einfachen und multiplen Regression werden Un¬ 

gleichungen für die Stichprobenumfänge aus gegebenen Schranken 

für die erwartete Konfidenzintervallbreite bzw. die erwarteten 

Durchmesser des Konfidenzellipsoids abgeleitet. Für Probleme 

der einfachen Korrelationsanalyse ergeben sich unter Zuhilfe¬ 

nahme der Fisherschen z-Transformation approximative Formeln 

für den benötigten Stichprobenumfang. Schwieriger gestaltet 

sich die Bestimmung der Umfänge für Tests für die Regressions¬ 

koeffizienten. Im Falle der einfachen linearen Regression, Mo¬ 

dell II, wird die Dichte für die t-Statistik zum Vergleich des 

Anstiegs mit einer Konstanten unter der Alternativhypothese 

hergeleitet. Es zeigt sich, daß r(_t) » t/Vf+t.2 (f - Freiheits¬ 

grade) eine Dichte besitzt, die die gleiche funktionale Gestalt 

hat, wie die des Stichprobenkorrelationskoeffizienten. Daher 

können die Ergebnisse zur Korrelationsanalyse ausgenutzt werden. 

Eines der wichtigsten Ergebnisse der Arbeit ist die Darstellung 

des Risikos 2. Art ß des F-Testes für den Vergleich einiger Re¬ 

gressionskoeffizienten mit Null (multiple lineare Regression, 

Modell II) in Form einer konvergenten Reihe, deren Glieder auf 

einfache Weise rekursiv berechnet werden können. Bei der gra¬ 

phischen Darstellung von ß in Abhängigkeit von den Freiheits¬ 

graden und vom partiell-multiplen Bestimmtheitsmaß in Wahr¬ 

scheinlichkeit spapier erhält man in sehr guter Näherung Geraden 

und damit Nomogramme zur Bestimmung des Umfangs. 
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Rostock. Math. Kolloq. 23, 111 - 112 (1983) 

Dieter Schott 

65310 
65F10 
65F20 

Die Methode der Projektionskerne und ihre Anwendung bei Struk¬ 

tur- und Konvergenzuntersuchungen von Iterationsverfahren zur 

Lösung linearer Operatorgleichungen in Banachräumen 

Autorreferat der Dissertation В 

Der erste Teil der Arbeit beschäftigt sich mit Projektionsker¬ 

nen P von Mengen XI linearer Operatoren U, d, h. mit linearen 

Projektoren P, die der Beziehung 

P - PU - UP ( VU eil ) (1) 
genügen. Es werden zahlreiche Beispiele für Projektionskerne 

angegeben. Weiterhin wird die Frage untersucht, unter welchen 

Bedingungen sie vorhanden sind und wie sie sich bestimmen las¬ 

sen. Eine besondere Rolle spielen die optimalen Projektions¬ 

kerne. Das sind solche Projektoren P, für die 

IR (P) = Г\ IN(I-U), IN (P) = span VJ IR(I-U) (2) 
UCU UtU 

gilt. Bei vielen Iterationsverfahren zur Lösung linearer Opera¬ 

torgleichungen Ax ■ у treten Operatorfolgen (Un) auf, deren zu¬ 
geordnete Menge [un: n6 Nj einen optimalen Projektionskern P 

besitzt. Dabei erleichtert die Kenntnis derartiger Operatoren P 

den Konvergenznachweis beträchtlich. 

Daher wird die Methode der Projektionskerne im zweiten Teil der 

Arbeit zur Struktur- und Konvergenzuntersuchung des allgemeinen, 

Iterationsverfahrens 

*n+l = C-DnA)*n + °пУ m pnxo + Bny (3) 

mit der Restiteration • 

rn+l * (I-ADnKn = Qnr0 (r„ - У-Ах0) 

eingesetzt. Daneben findet der Begriff der kontrahierenden Ope¬ 

ratorfolge Verwendung, der den Begriff des kontrahierenden Ope¬ 

rators verallgemeinert. 
Unter der Voraussetzung, daß (Dn) eine Folge mit dem Zyklus к 
1st. werden außerdem die stationären Iterationsverfahren 

zn+l " CI-0A)*n * °У (4) 
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k-1 

(I-Dk_1A)...(I-Di+1A)Di 

bzw. 
k-1 k-1 

D = 3% ct^o^ (ijio, ^2 a±» l) 
i=ö i=o 

betrachtet. Neben Konvergenzaussagen werden auch Eigenschaften 

der Grenzoperatoren P t und der Grenzelemente x^, re 

angegeben. 

Besondere Beachtung finden solche IteratIonsverfahren, bei de¬ 

nen entweder die Operatören Tn = I-O^A oder die Operatoren 

Sn = I-ADn sogenannte Relaxationen 

(1-\)I * Vn (IV1I<1) (5) 

von orthogonalen Projektoren Vn sind. Dieser Fall tritt z. B. 

ein, wenn 

°n = VGnA)+Gn (6) 

oder 

°n = WAHJ + (7) 

gewählt wird. Hier erweisen sich P^ bzw. als optimaler 

Projektionskern von : nfeN} bzw. jSn: n t Nj und als ver¬ 

allgemeinerte Inverse von A. Aus den Iterationsverfahren (3)/ 

(6) und (3)/(7) gewinnt man durch Spezialisierung das PSH- und 

das SPA-Verfahren zur Lösung konsistenter und inkonsistenter 

linearer Gleichungssysteme. Die Arbeit verallgemeinert und ver¬ 

einheitlicht die dazu bekannten Ergebnisse. 
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Hinweise für Autoren 

Menuskripte (in deutscher, ggf. auch ln russischer oder engli- 
scher Sprache) bitten wir, an die Schriftleitung zu schicken. 
Die gesamte Arbeit ist linksbündig zu schreiben. Eine Ausnahme 
hiervon bilden hervorzuhebende Formeln und das Literaturver¬ 
zeichnis , Der Kopf der Arbeit soll folgende Form haben: Rostock. 
Math. Kolloq. /Leerzeile/ Vorname Name/ Leerzeile/ Titel der 
Arbeit/ 1 Zeilenumschaltung/ Unterstreichung/ Leerzeile. Der 
Text der Arbeit ist eineinhalbzeilig (= 3 Zeilenumschaltungen) 
zu schreiben mit maximal 63 Anschlägen je Zeile und maximal 37 
Zeilen je Seite. Zwischenüberschriften sind wie folgt einzuord¬ 
nen: 6 Zeilenumschaltungen/ Zwischenüberschrift/ Unterstrei¬ 
chung (ohne Zeilenumschaltung)/ 5 Zeilenumschaltungen. Hervor¬ 
hebungen sind durch Unterstreichen und Sperren möglich. Ankün¬ 
digungen wie Satz, Definition, Bemerkung. Beweis u. a. sind zu 
unterstreichen und mit einem Doppelpunkt abzuschließen. Vor und 
nach SStzen, Definitionen u. ä. ist ein Zeilenabstand von 5 Um¬ 
schaltungen zu lassen. Fußnoten sind möglichst zu vermeiden. 
Sollte doch davon Gebrauch gemacht werden, so sind sie durch 
eine hochgestellte Ziffer im Text zu kennzeichnen und innerhalb 
des oben engegebenen Satzspiegels unten auf der gleichen Seite 
anzugeben. Formeln und Bezeichnungen sollen möglichst mit der 
Schreibmaschine zu schreiben sein/ Hervorzuhebende Formeln sind 
drei Leerzeichen einzurücken und mit 6 Umschaltungen zum übri¬ 
gen Text zu schreiben, Formelzähler sollen am rechten Rand ste¬ 
hen. Der Platz für Abbildungen 1st beim Schreiben auszusparen; 
die Abbildungen selbst sind ln der dem ausgesparten Platz ent¬ 
sprechenden Größe gesondert nach TGL-Vorschrift auf Transpa¬ 
rentpapier beizufügen. Der zugehörige Begleittext ist im Manu¬ 
skript mitzuschreiben. Sein Abstand nach unten beträgt 5 Um¬ 
schaltungen. Literaturzitate im Text sind durch laufende Num¬ 
mern in Schrägstrichen (vgl. /8/, /9/ und /10/) zu kennzeich¬ 
nen und am Schluß der Arbeit unter der Zwlschenüberschrift Li¬ 
te ra t u r zusammenzustellen. 

Beispiele: (Zeitschriftenabkürzungen nach Math. Reviews) 
/8/ Zarlski, 0. , and Samuel, P. : Commutative Algebra. 

Princeton 1958 
/9/ Steinitz, E. : Algebraische Theorie der Körper. 0. Reine 

Angew. Math. 137, 167 - 309 (1920) 
/10/ Gnedenko, В. W. : über die Arbeiten von C. F. Gauß zur 

Wahrscheinlichkeitsrechnung. In: Reichardt, H. (Ed.): 
C. F. Gauß, Gedenkband anläßlich des 100. Todestages. 
S. 193 - 204, Leipzig 1967 

Die Angaben sollen in Originalsprache erfolgen; bei kyrilli¬ 
schen Buchstaben soll die bibliothekarische Transkription 
(Duden) verwendet werden. 
Am Ende der Arbeit stehen folgende Angaben zum Autor und zur 
Arbeit: elnqegangen: Datum/ Leerzeile/ Anschrift des Verfassers/' 
Titel Initialen Oer Vornamen Name/ Institution/ Struktureinheit/ 
Straße Hausnummer/ Land Postleitzahl Ort. 
Der Autor wird gebeten, eine Korrektur des Durchschlags vom 
Offsetmanuskript zu lesen und dabei die mathematischen Symbole 
einzutragen. Ferner sollte er 1-2 Klassifizierungsnummern 
(entsprechend der "1980 Mathematics Subject Classification" der 
Math. Reviews) zur inhaltlichen Einordnung seiner Arbeit angeben. 
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