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Reiner Creutzburg

Menfred Tasche

Zehlentheoretische Trensformetionen und primitive Einheitswur-
zeln in einem Restklassenring modulo m

Die schnelle Berechnung von Faltungen und Korrelationen von
Signalen stellt ein wesentliches Problem in der digitelen Sig-
nel- und Bildvererbeitung der. Die diskrete Fouriertraneforme-
tion ist die gebrduchlichete Transformstion, mit deren Hilfe
zyklische Feltungen und Korrelestionen effektiv berechnet werden
kdnnen (/7/). Die Betrachtung emplitudendiskreter Signele fOhr-
te vor etwa 12 Jehren zur Entwicklung zehlentheoretiacher
Trensformetionen (/6-8/). Bekannte zahlentheoretische Trensfor-
metionen sind die Fermat-, Mersenns-, Pseudo-Fermat- und
Pseudo-Mereenne-Traensformaetion (/7/). Die Eigenschaften der
zshlentheoretiechen Transformationsn &hneln stark denen der
Fouriertransformation (/1,7/). Insbesondere lassen eich schnel-
le Algorithmen fOr zahlentheoretische Transformationen angeben.
Mit Hilfe derartiger Algorithmen kdnnen zyklische Feltungen und
Korrelationen vorteilhaft berechnet warden. Bedingt durch des
Rechnen im Reetklasssanring G, modulo einer ungeraden Zahl m> 1
treten - im Gegensatz zur Fouriertraneformation - Keine Run-
dungsfehler bei einer zshlentheorstiachen Trensformetion suf,
Weiterhin kdnnen durch bindre Arithmetiken fOr spezielle zash-
lentheoretische Transformationen betrdchtlicha Rechenzeitver-
kiirzungen im Vergleich zur schnallen Fouriertransformetion er-
zielt werden,

Eine zentrale Rolle bei der Definition zshlentheoretischer
Traneformationen spielen die primitiven Einheitswurzeln im
Restklasesnring G . die man sle natGrliches Anslogon der primi-
tiven Einheitewurzeln im Kdrper der komplexan Zshlen snsehen
kenn, Dis vorliegende Nots ist dar Konastruktion von primitiven
Einheitewurzeln in G, gewidmet. Nach der Definition der primi-
tiven Einheitewurzeln in G wird ein notwendiges und hinrei-
chandee Kritarium im ereten Abeohnitt angegeben. Aue der Zeh-
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lentheorie bekanntes Resultate Ober primitive Wurzeln modulo
einer Primzahl p> 2 werden anschlieBend kurz dargestellt., Im 3,
Abschnitt wird gezeigt, daB sich im Fall pip-1 die primitiven
p-ten Einheitswurzeln im Kdrper G_ eineindeutig auf die primi-
tiven u-ten Einheitswurzeln im lokalen Ring G _r abbilden las-
sen, Mit Hilfe des chinesischen Restsatzes werden diese Ergeb-
nisse auf einen Restklassenring G, ausgedehnt. Erstmals wird
ein Algorithmus zur Berechnung sémtlicher primitiver u~-ter Ein-
heitswurzeln in G, (bei vorgegebenem Modul m) angegeben. Als
Folgerung erh&lt man Aussagen GObar die Struktur der Primteiler
des Moduls m., Die fir komplexe primitive ju-te Einheitswurzeln
bekannte Beziehung zu dem u-ten Kreisteilungspolynom bleibt
auch fior primitive p-te Einheitswurzeln in G, 90ltig. Abschlie-
Send werden drei Algorithmen zum chinesischen Restsatz erwdhnt,

1, Eigonschuffen der primitiven Einheitswurzeln

Es sei m > 2 eine gegebene ungerade Zahl mit der Primzahlzerle-
gung
r e

m=p,t L pt. (1.1)

Mit G wird die Menge der ganzen Zahlen und mit G, = G mod m der
Restklassenring modulo m bezeichnet. Die von der Zahl a€G er-
Zeugte Restklasse sei a,

Eine Zahl ae¢ G wit (a,m) = 1, fur die

a2 1 mod m (1.2)
fir gewisse p>1 und

(a¥-1,m) =1 (vei,...,u-1) (1.3)

91lt, heiBt primitive u-te Einheitswurzel modulo m, Laut Ver-
einbarung heiBt 1 primitive erste Einheitswurzel modulo m, Die
VOR einer primitiven u-ten .Einheitswurzel a modulo m erzeugte

Restklasse ?scl wird denn primitive p=te Einheitswurzel in G

genannt,

Gehdrt aeG mit (a,m) = 1 modulo m zum Exponenten 4, 8o ist a
i, eallg. keine primitive u-te Einheitswurzel modulo m, Im Fall
m=p (p prim) ist G_ ein endlicher Kdrper, und eine Zahl a &G
mit (a.p) = 1 gehdrt modulo p genau dann zum Exponenten g, wenn

-’o:l.no pPrimitive u-te Einheitswurzel modulo p ist, &



Beispiel 1.1: Modulo 15 gehért a = 2 zum Exponenten 4, ist aber
keine primitive vierte Einheitswurzel modulo 15, weil 32- 1 =13
und 15 nicht teilerfremd sind. Dagegen ist a = 14 eine primiti-
ve zweite Einhetitswurzel modulo 15, '

Die Bedeutung der primitiven Einheitswurzel modulo m ergibt
sich aus folgendem ’

Satz 1,1 (/1,7/): Es existieren genau dann primitive u~-te Ein-<
heitswurzeln modulo m, wenn fir alle i=1,,,,,8 gilt Mlpy - 1.

Genligt F.der obigen Bedingung und ist a eine primitive p-te
Einheitswurzel modulo m, so ist (p,m) = 1, und eine zahlentheo-
retische Transformation von Gﬁ auf Gm und deren Inverse sind

. durch
M-1
Xy, = xna"k mod m (k=o,...,u-1)
n=0
bzw,

p-1
x, = ,u' Xka—nk mod m (n=0,... .F-l),
E-o

mit f?f ‘s 1 mod m erkldrt, wobei die Vektoren
- - 9T . o* T
[ ",.;-1] € 6 [Rgeee- 'Yp.—l] € G}..’{

Xgreeo:
einander zugeordnet sind,

Hinsichtlich Eigenschaften und Anwendungen der zahlentheoreti-
echen Transformation sei auf /1,7/ verwiesen,

Bemerkung: Der Begriff "primitive Einheitswurzel modulo m" ent-
stand in Diskussionen der Verfasser mit Herrn Prof, Dr. d.
Pazderski (Rostock), dem an dieser Stelle fiir seine wertvolle
Unterstitzung gedankt sei, Die Prégung dieses neuen Begriffes
war nbtig, weil dadurch einerseits Satz 1.1 besonders einfach
formuliert werden kann und andererseits die in der Literatur
/6 - 8/ an dieser Stelle benutzten Begriffe anders definiert
sind und wiederholt zu MiBverstdndnissen fihrten,

Satz 1,2: Eine Zahl a &G ist genau dann primitive u-te Ein-
heitswurzel modulo m, wenn eine der folgenden Bedingungen er-
fallt ist:
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1) a* 2 1 mod p:i (i=1,...,8), (1.4)
a’ ¥ 1 mod Py (i=1,....,8)

for jeden Teiler vV von u mit u/v prim;

2) a* » 1 mod m,

(aV - 1,m) = 1 _
far jeden Teiler » von M mit u/v prim;

3) a";i mod m,

po-1
ka = Omod m
=0

fir jeden Teiler ¥ von M mit /v prim,

Bewseis: Nach /1/ gendgt es zu zeigen, daB 1) und 2) gleichbe-
deutend.sind, Da die Primzahlen Py in (1.1) paarweise verschie-
den sind, sind (1.4) und (1.2) &quivalent.

Nun sei y ein beliebiger Teiler von f+. fOr den u/V prim ist,

Aus a¥ ¥ 1 mod py for alle i=1,,..,s folgt (av-l,pi) = 1

und somit (aV- 1,m) = 1 wegen (1,1), Ist umgekehrt
(a¥-1,m) = 1, so 1st (aV- 1,py) = 1 und damit a¥ £ 1 mod Py
for alle i=1,...,8, 0

Ein weiteres notwendiges und hinreichendes Kriterium far pri-
mitive Einheitswurzeln modulo m ist in Abschnitt 4 zu finden.

2, Primitive Wurzeln modulo p

Aus der Zahlentheorie bekannte Ergebnisse iber primitive Wur-
zeln (/9/) werden im folgenden kurz zusammengefaBt.

Es 8sei p> 2 eine gegebene Primzahl., Dann ist Gp ein endlicher
Kbrper. Fir jede Zahl acG mit (a,p) = 1 existiert immer eine
positive Zahl % € G mit

a*¥ 2 1 mod p, (2.1)

beispielsweise 2 = $(p) = p-1. Dasbei ist @ die Eulersche Funk-
tion, Die kleinstmdgliche Zahl M = ®1in (2.1) ist der Exponent,
zu' dem a modulo p gehdrt, Stets gilt p|p-1. Zahlen, die zum



gréBten Exponenten p-1 gehdren, heiBen bekanntlich primitive
Wurzeln modulo p. Die von einer primitiven Wurzel g modulo p
efzeugte Restklasse 'g'er- wird primitive Wurzel in G_ genannt,
Nach Satz 1,2 ist g& G genau dann eine primitive Wurzel modulo
p., wenn gilt.

gV o 1 mod p
far jeden Teiler v von p-1 mit (p-1)/V prim.

Satz 2,1: In G_ existieren genau denn primitive u-te Einheits-
wurzeln, wenn gilt

flp - 1. (2.2)
Im Fall (2,2) gibt es genau @(u) primitive u-te Einheitswurzeln
in G_. Sémtliche Elemente ¥ O sind Einheiten und bilden eine
zyklische Gruppe G; der Ordnung p-1, Iet g eine primitive Wur-
zel modulo p und gilt (2.2), so werden die P(u) primitiven

ju-ten Einheitswurzeln in Gp von

. y i
(g(P"1)/P) - g(p 1)V/F', (2.3)

wobei V=l,.,.,u-1 mit (V,pn)=1 zu wéhlen ist, erzeugt,

Die Elemente (2.3) lessen sich mittels einer Indextafel, wie
sie beispielsweise fiir alle Primzahlen < 1000 in /3/ zu finden
ist, einfach berechnen. FGr gewisse Primzahlen p sind primitive
Wurzeln modulo p bekannt, In /5/ findet man eine Tabelle der
kleinsten primitiven Wurzeln modulo p < 300 000, Bekannte Sitze
Gber die Struktur primitiver Wurzeln modulo p sind beispiels-
weise in /2,10/ zu finden,

3, Primitive Einheitswurzeln modulo p"

Es sei p> 2 eine gegebene Primzahl und reG, r a 2, Dann ist
R = Gpr ein lokaler Ring mit dem maximalen Ideal M = (p),

welches von p R erzeugt wird, Die p'"'1 Elemente von M sind ge-
nau die Nullteiler von R, Da in R jeder Nichtnullteiler inver-
tierbar ist, gibt es genau p” - p"" = o(p") Einheiten, die
eine multiplikative Gruppe R¥ bilden. Der Restklassenring R/M

von R nach dem maximalen Ideal M ist ein Kdrper, nidmlich Gp.



Nach Abschnitt 2 ist dann die Gruppe G; der Einheiten von G
eine zyklische Gruppe der Ordnung p-1. Der natirliche Ring-

homomorphismus 77 : R - Gp mit

TME = amod PEG, (a eR)
induziert einen Gruppenhomomorphismus T *: R*—>G*. Der Kern von
T*besteht genau aus den p'~! Elementen von T + M, die auf
Te G; abgebildet werden, Nach dem Homomorphiesatz fir Gruppen

ist G'; isomorph zur Faktorgruppe R¥*/(T + M), die damit zyklisch
von der Ordnung p-1 ist, Folglich ist nach /4/, S, 72 ff,

R* « (T + M) x E¥ (3.1)

das direkte Produkt der p-Gruppe I + M der Ordnung p'"'1 und
*

einer zyklischen Gruppe E¥ der Ordnung p-1, die isomo:pgh zu Gp
ist. Das folgende Schema veranschaulicht diese Zusammenhé&nge:

B N = el

G

I * Ip oy

(T + M) x T* =R —_—t c;l-cp\lﬁl.
Taem .__.L__; T

Wir zeigen nun, daB sich die primitiven u-ten Einheitswurzeln
der Kbrpers G_ auf die primitiven u-ten Einheitswurzeln des
lokalen Ringes R eineindeutig abbilden lassen. )

Satz 3.1: In R existieren genau dann primitive u-te Einheits-
wurzeln, wenn (2.2) gilt, Im Fall (2.2) gibt es genau p(m)
primitive p~te Einheitswurzeln in R, S#émtliche primitiven Ein-
heitewurzeln in R bilden eine zyklische Untergruppe E*c R* der

Ordnung p-1, Ferner ist Z*: G;’—> ¥ mit
* B % R

a = aP mod p" ¢ E¥ ('a'eG;)

ein Isomorphismus von G: auf E¥ mit

- *
TTZE =% (Feq)).

PQ" Beweis erfolgt in mehreren Schritten:



1, Ist TER eine primitive u-te Einheitswurzel in R, so ist

T*E = cwod p
eine primitive u-te Einheitswurzel in Gp,und es gilt (2.2).
Ist TER eine primitive p-te Einheitswurzel (p>1) in R, eo0 ist

c” s 1 mod pr und (cv-i.pr) = 1 (V=1,....,u~-1). Dann gilt far

d = ¢ mod p die Kongruenz dM s 1 mod p und (d¥-1,p) = 1

(v=1,... ,}1-1). Somit gehdért d modulo p zum Exponenten B und es

gilt (2.2).

2. Es sei E* die Untergruppe von R¥, die isomorph zu G* ist,

Dann besteht E¥ genau aus allen primitiven Einhaitswurgeln von

R.

Ist CcR eine primitive u~-te Einheitswurzel in R, so gilt (2.2)

nach 1. Aus M a T folgt TeR¥, so daB wegen (3,1)
c=(T+pk)®e

mit KeR, 9 cE® gilt, Da (T + P k) im Fall k ¥ T eine p-Potenz-

ordnung > 1 besitzt, aber andererseits (2.2) gilt, muB kK = §

sein, d. h, € = s cE¥,

Ein Element © € E* hat wegen E* =2 G; die Ordnung u mit (2,2).

wire eV - T ¢ OeR fir gewisses Val,,,. ,M4=1 nicht invertierbar,

eo whre 8” - T ein Nullteiler und damit in M enthalten.

Far T = T*5ec_ wirde T’ - T = D€ G, gelten, was wegen E* < G7
unmbdglich ist, P

- *
3, Es gelte (2.,2). Ist aer eine primitive u-te Einheitswurzel

in G_, so ist
p

M = S

E 3 = af mod pe R

eine primitive u-te Einheitswurzel in R, Da fir a, ceG mit
pr-l r-1
a s ¢c mod p stets .a = cP mod pr folgt, ist die Defini-

tion von Z* sinnvoll,

Es gelte (2,2) fir p>1 und TieG; sel eine primitive M-te Ein-
heitswurzel in G_, d. h,, es gilt (a,p) = 1 und aM = 1 mod [
und damit

al =1+ kp (keG). (3.2)

p’
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r-1
Wir zeigen, daB b = aP eine primitive u-te Einheitswurzel

modulo p" 1ist, Wegen (3,2) erhdlt man

rel - r-1
bH = aMP = (1 + kp)P =1 mod p",

denn fir p>2 prim gilt
8, = 0 mod p" (n=1,....,p"" %),

r-1
wobei a, der Koeffizient von x" des Polynoms (1 + px)P ist,

Wegen (a,p) = 1 gilt nach dem Satz von Fermat

r-=1
b = aP = a mod p,

woraus b’ = & # 1 mod p (V=1,,..,u-1) folgt. Nach Satz 1,2 ist
damit § = Z*EER eine primitive u-te Einheitswurzel in R, die
nach 2, in E* liegt,
4, Die Abbildung Z*: G;-—b E*¥ ist ein Isomorphismus mit der
Eigenschaft

T*S™s =3 (3ecy). ' (3.3)
Far a, Eec; gilt

L R - ¥,

2 (3B) = (A6,

wie man sofort nachrechnet, Fir beliebiges 'a'er gilt wegen
(8.p) = 1 nach dem Satz von Fermat die Gleichung (3.3). Folg-

lich ist Z* eine umkehrbar eindeutige Abbildung von G; suf E%O
Aus den S&tzen 2.1 und 3.1 ergibt sich

.'%_lg_e_r_t:_nLB,_Z‘_: Ist g eine primitive Wurzel modulo p und gilt
(2.2) for u>1, so sind &¥ mit v=1,,..,u-1 und (V,n) = 1 die
P(p) primitiven u-ten Einheitswurzeln modulo p". wobei

as=s Qq(pr)/"" mod p"
ist,

Lemma 3.3: Sind b, ceG mit b ¥ ¢ mod pr primitive Einheits-

wurzeln modulo p", so sind b-c und p teilerfremd, und die
Kongruenz

(b-c) x » 1 mod p" (3.4)

ist modulo p" eindeutig lésbar,
11



Beweis: Nach Satz 3,1 bilden simtliche primitiven Einheitswur-
zeln in R eine zyklische Gruppe E* der Ordnung p-1, die von &
erzeugt werde., Dann ist a eine primitive (p-1i)-te Einheitswur~
zel modulo p", und es gilt
b = aB mod pr, C = a’ mod pr (B A ¥y mod (p-1)).
Wir kénnen annehmen, daB 0 € B < ¥ < p-1 gilt, Dann ergibt sich
b-ca= aa(l - aY°B) mod p".
Wegen (a,p) = 1 und (l-ay's.p) = 1 (nach Satz 1.2) sind b-¢
und p teilerfremd, Die Kongruenz (3.4) ist somit modulo pr ein~
deutig lésbar.O

Satz 3.4: Es gelte (2,2),und es sei a eine primitive M-te Ein-
heitswurzel modulo p'. Dann gilt

x‘"-lnﬁ(x-av)nodpr ) 35
V=1 (3.5)
und
v r '
X,P(x) = ]j:}l (x - a') mod p , (3.8)
(Y.P)-!.

wobei X (x) das m-te Kreisteilungspolynom ist, Es gibt genau
eine Faktorisierung von xM - 1 bzw, X,p(x) modulo p .

Beweis: 1., Nach Satz 3.1 bilden aslle primitiven Einheitswurzeln
der Ordnung € u eine zyklische Untergruppe der Ordnung R von e¥,
die von @ €R erzeugt wird. Somit sind a,a“,...,aMs 1 mod p"
e&mtliche primitiven Einheitswurzeln der Ordnung € Jis lodulo p .
Aus xM-1m (x-1) p,(x) folgt die Kongruenz

O=zalt-18 (a-1) p1(a) mod p é

Nach Satz 1.2 ist (a-1,p) = 1, so daB sich
pl(a) s O mod pr

ergibt. Aus p,(x) = (x-8) py(x) mod p" mit grad p2 p-2 folgt
0= (a )P'_ 1= (a -1) (a -a) pz(a ) mod p".

Nach Lemma 3.3 sind (a -1.p) = 1 und (a -a,p) = 1, so daB gilt
pz(az) s 0 mod p".

Setzt man dieées Verfahren fort, so erh8lt man (3,5),"



2, Es sei u>1 ein Teiler von p-1. Jede primitive Einheitswur-
zel der Ordnung < 2 modulo pr muB nach 1, Lbsung von

x¥ = 1 50 mod pr sein, wobei P ¥ u ein gewisser Teiler von p
iet, Bestimmt man in G[x] die gré8ten gemeinsamen Teiler von _
' - 1 mit allen mdglichen Polynomen x¥ ~ 1, wobei V alle von
| verschiedenen Teiler von P durchléuft, und spaltet man alle
diese Teiler von x* - 1 ab, so erh&lt man das p-te Kreistei-
lungspolynom X (x), dessen Nullstellen modulo pr susschlieB~
lich die primitiven p-ten Einheitswurzeln modulo pr sind.
Beachtet man Folgerung 3.2, so erhélt man (3,6).

3. Gibt es Zahlen aJeG (3=1.... .’.l«) mit

I
M. Tr (x - a,) mod p", (3.7)
3=1 3

80 bilden die Restklassen a@,€ R eine zyklische Gruppe der
Ordnung u, Ist @, ein erzeugendes Element, so gilt

a’f = 1 mod p",

8y £ 1 mod p* (Vai,... 1),
woraus wegen (2,2)
8 A 1mod p (Pai,....u-1)

folgt, Nach Satz 1.2 ist a; eine primitive p—te Einheitswurzel
modulo p . Somit stimmen die Faktoren in (3.5) und (3.7) bis
suf die Reihenfolge modulo p" idberein,

4. Existieren Zahlen bJ € G (3=1,..., P(p)) mit

PlR)
XP.(X) = _n; (x - bj) mod p", (3.8)

=

80 sind dies nach Satz 1,2 samtlich primitive p-te Einheits-
wurzeln modulo pr, denn wegen

1,(x) | o e, ' (3.9)
pE=t

() l T . xvk (3.10)
X - 1 =0

13



gilt for j=1,..., P(M) und jeden Teiler V von o
-1

B 1 k Pk
bJ = mod p, - bJ

Aus Lemma 3,3 folgt, daB die Faktoren von (3.6) und (3.8) bis
auf die Reihenfolge modulo pr Gbereinstimmen.

= O mod pr.

Bemerkung: Hinsichtlich der Definition und der Eigenschaften
der Kreisteilungspolynome (x) und einer Tabelle von xp(x)
fur p & 60 sei auf /9/ verwiesen.

4, Primitive Einheitswurzeln modulo m

Es sei eine ungerade Zahl m> 1 durch (1.1) gegeben, Nach dem
chinesischen Restsatz ist G, isomorph zu der direkten Summe der
lokalen Ringe

Ry = Gpiri (i=1,....8).
Diese Zerlegung ist eindeutig bie suf die Reihenfolge der Sum-
manden:

Gy Ry @ ... DR, < (4.1)
Bei dem Isomorphismus wird ein beliebiges Element 'a"e.Gn in das
Element

(31.....3‘3) ER®... (CLN
mit

I"i .
a; = a mod py (i=1,...,8) (4.2)

abgebildet, wofir wir kurz @e> (8;.....8,;) schreiben wollen.
Umgekehrt kann @ € G, aus den s Komponenten '315 R; mit Hilfe der

Algorithmen zum chinesischen Restsatz (vgl. Abschnitt 5) be-
rechnet werden,

Satz 4.1: Es sei m durch (1.1) gegeben. In G, existieren gensu
dann primitive u-te Einheitswurzeln, wenn fir alle i=l
gilt '

plpy - 1. ' (4.3)
Im Fall (4.3) gibt es genau ((u)° primitive p-te Einheitewur-

zeln in Gm‘
14
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Bewais: 1, Unter der Voraussetzung (4,3) existieren in jedem

lokalen Ring Ry (i=1,....,8) genau @(u) verschiedene primitive
p-te Einheitswurzeln '5'1. Diesen Elementen entsprechen aufgrund
der Isomorphie (4.1) genau g:(,.n,)e Elemente ac G,. die primitive
p-te Einheitewurzeln in G, sind. Denn aus @< (a;.... .a,) folgt

ClaRd O U7 oS BEN ¢ SO 5
und for 1 € V< p
7 - Tes (@T.....30-T).
Da aber Tes(T,....T) und 3;-T€R, (i=1,...,s) invertierbar

eind, folgt 3” = T und die Invertierbarkeit von a’- TeGm
for V-l.... oF-l.

2. Bs sei 3cG, eine primitive pu-te Einheitswurzel in Gyrund es
gelte r ’
a; = a mod—p1 o (i=1,,..,8).
Wegen (4.1) ist jedes 3, € R, (i=1,...,8) eine primitive u-te
Einheitswurzel in Ri' woraus nach Satz 3.1 die Bedingung (4.2)
folgt. o
Wir erhalten folgenden
Algorithmus zur Bestimmung s&mtlicher primitiven p-ten Ein-
heitewurzeln modulo m:
1. Primzahlzerlegung der ungeraden Zahl m>1 gemd8 (1.1).
2, Festlegen der zahl 1 >1 unter Bedingung (4.3).
3. Bestimmen der P(p) Werte p mit (v,pu) =1, 1 4 V6 pu-1,
4. Aufsuchen einer primitiven Wurzel gy modulo p, fOr i=1,...,s,
‘S. Berechnen der @(p) primitiven p-ten Einheitswurzeln biv
modulo Py (1i=1,,,,,8):
. gi(pi 1)v/p

biv

6. Bestimmen der ?(P) primitiven M-ten Einheitswurzeln 8p

mod Pye

g
modulo Py ~ (1=1,,.,,8):

r1-1

Py r
2y = by mod py

i

7. Bilden von ‘P(F)’ primitiven u~-ten Einheitswurzeln modulo
@ mittels Algorithmen zum chinesischen Restsatz,
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Beispiel 4.1: Es sollen alle primitiven Einheitewurzeln grdSt-
méglicher Ordnung u modulo 1625 bestimmt werden,

1. m = 1625 = 5°-13,

2, u=4, .

3. V= 1 oder 3,

4, g4 = 2 ist primitive Wurzel modulo 5 und g, = 2 ist primi-
tive Wurzel modulo 13,

5, b11 n 2 mod 5, b13 = 23 = -2 mod 5,

29 2 5 mod 13,

by, = 2° = -5 mod 13, b,y

2 2
5 3
6. 8y, = 2% =57 mod 55, &,y = (-2)% a -57 mod 5%,

a8y, = -5 mod 13, ayz 5 nod-isﬂ

7. Die <y(4)2 = 4 primitiven vierten Einheitswurzeln in G625

lauten ¥ 57 und T 307 (siehe Beispiele 5,1 - 5,3):

357 H(g,a:g)l
87 «—(57.%),
57 «—(-57.-5).
=307 «(-57.8).

Die primitiven Einheitswurzeln der Ordnung € 4 lauten

+
- .

2 57 und ¥ 307, Diese Elemente bilden aber keine Untergruppe
von 6;625. Dagegen sind {57, =T, =87, T} und {307, =T, =307, T}
zwei zyklische Untergruppen vierter Ordnung der Gruppe G;625'
Lemma 4.5: Es sei m durch (1,1) gegeben, Sind b, ceG mit
1
b % c mod p,; (i=1....,8)

primitive Einheitswurzeln modulo m, 80 sind b-c und m teiler-
fremd,
Der Beweis ergibt sich aus (4.1) und Lemma 3.3,

Satz 4.6: Es sei m durch (1.1) gegeben,und es gelte (4,3),

Ist a€ G eine primitive u-te Einheitswurzel modulo m, so. gilt

m
M- 1a -n; (x-a¥) mod m, (4.4)
. V=

16



M
X, (x) = Tr (x-a’) mod m, (4.5)
P’ 3 V=i
(V'f-‘)'l :
wobei %F(x) das p~te Kreisteilungspolynom ist. Es gibt genau

?(P)s-l verschiedene Faktorisierungen von xt - 1 bzw, X (x)
modulo m, die sich modulo m nicht nur durch die Reihenfoqge der
Faktoren unterscheiden.

Beweis: Aus (4.1) folgt
GplX] % R, [x] @ ... @Ry [x]. ' (4.6)

Bildet man die Zahlen a,e G (i=1,...,8) mittels
i
a; = a mod Py
so sind diese nach Satz 4.1 primitive u-te Einheitswurzeln
r
modulo Py i. Nach Satz 3.4 gilt
F' r
M o1a ] (x-a%) mod p; * (i=1,...,8),:
1

V=

18
'XP(X) = Tl' (x-ai) mod piri (i=1,...,8),
. V=l
(V,I.L)=1 «
woraus sich wegen (4.6) die Faktorisierungen (4.4) und (4,5)
ergeben, Gleiche (beziiglich modulo m) Faktorisierungen (4.4)
und (4.5) erhdlt man, wenn man anstelle von a eine der (?(F)
Zahlen a¥ mit (v,p) = 1 benutzt, die ebenfalls primitive p-te
Einheitswurzeln modulo m sind, Da es anderseits nach Satz 4,1
genau ‘P(p)s Primitive u-te Einheitswurzeln modulo m gibt, exi-

stieren genau t?(’;)s'1 verschiedene Zerlegungen der Form (4.4)
bzw, (4.5).0 ' )

Beispiel 4.2: Wahlt man m = 1625 und M= 4 wie in Beispiel 4.1,
80 erhélt man mit den primitiven vierten Einheitswurzeln a = 57
bzw, a = 307 modulo 1625 die Faktorisierungen
4 .
X =1 a (x-57)(x+1)(x+57)(x-1) mod 1625
= (X-307)(x+1)(x+307)(x-1) mod 1625

17



sowie
Xy(x) = x2 + 1 (x=57) (x+57) mod 1625

(x-307) (x+307) mod 1625,

Aufgrund der Sdtze 3.4 und 4.6 erkennt man, daB die primitiven
p-ten Einheitswurzeln modulo m das natlirliche Analogon der pri-
mitiven u-ten Einheitswurzeln im Kérper der komplexen Zahlen
sind,

Satz 4.7: Es sei m durch (1,1) gegeben,und u genldge (4.3), Eine
Zahl ac G ist genau dann eine primitive p~te Einheitswurzel mo-
dulo m, wenn gilt

F
xP(e) = 0 mod py 1 (1e1,...,8) (4.7)
oder
Xf‘(a) = 0 mod m, (4.8)

Beweis: 1, Ist fir acG die Bedingung (4.7) erfillt, so folgt
wegen (3.9) und (3.10)

1
al 2 1 mod p; © (1=1....,8)

pL-t r
akv = 0 mod Py 3 (i=1,....8)
=0
fir jeden Teiler ¥ von u mit u/p prim, Somit ist nach (4.1) die
Bedingung 3) von Satz 1,2 erfallt, Folglich ist & eine primi-

tive p-te Einheitswurzel modulo m,

2. Ist umgekehrt a€G eine primitive u-te Einheitswurzel modu-
lo m, so genligt & nach Satz 4.6 der Kongruenz (4.8), die nach
(4.1) mit (4.7) gleichbedeutend ist, O

satz 4.8: Die ungerade Zahl m> 1 sei durch (1,1) gegeben., Fir
n22und us= 2"'1v mit ungeradem V 2 1 gelte 2Plp1-1
(i=1,...,8). Ferner sei & eine primitive u-te Einheitswurzel
modulo m, Dann iet(dio quadratische Kongruenz
\

x2 = amodm (4.9)
16sbar, und jede der 2° modulo m inkongruenten L&sungen be G von
(4.9) 1st eine primitive 2u-te Einheitswurzel modulo m,
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Beweis: Ist a eine primitive p-te Einheitswurzel modulo m, so
folgt eus (1.2) und Fl(pi—l)/z
(py=1)/2

a = 1 mod Py (i=1,....8),
80 daB a quadratischer Rest modulo Py (i=1,...,8) ist, Somit
ist (4,9) lésbar. De jede quadratische Kongruenz

r
x2 = a mod py i (i=1,....8)

. r
zwei modulo Py * inkongruente L&sungen hat, besitzt (4.9) nach

(4.1) genau 2° modulo m inkongruente L&sungen.
Nach Satz 4,7 bleibt zu zeigen
sz(b) = 0 mod m,

Nach Voraussetzung gilt
XP(G) 2 O mod m,

Wegen b2 = 8 mod m und aufgrund der Eigenschaften der Kreis-
teilungspolynome ergibt sich
n-1

2 n-2
XZF(b) = xznv(b) = lei(b ) = Xop(a

2

= xz“'lv(a) 2 %u(a) = 0 mod m, D

5. Algorithmen zum chinesischen Restsatz

AbschlieBend werden drei Algorifhmen zur Lésung der s simulta-
nen Kongruenzen

r

@ = a, mod Py i

(i=1,...,8) (5.1)
bei vorgegebenen zahlen a; € G und gesuchter Zahl a G, die
modulo m eindeutig bestimmt ist, angegeben. Dabei besitze

MEG mit m>1 die Primzahlzerlegung (1.1).

Algorithmus 1: Es gilt

ery ‘
8= ? mp, " at, modm (5.2)
mit
4 -ri r
(mp; ") t; =1 mod Py 1 (i=1,...,8). ' (5.3)

19



Die s Kongruenzen (5.3) sind mit Hilfe des Euklidischen Algo-

-r
rithmus zu lésen, Die Hilfsfaktoren m Py 1 ty in (5.2) sind far

einen gegebenen Modul m fest,
Die simultanen Kongruenzen (5,1) kénnen auch mit Hilfe des
Satzes von Euler geldst werden:

Algorithmus 2: Es gilt
v
8 i
-r (py )
az= E (m Py j') PiPs ay mod m (5.4)

mit

ry. ri-l
PPy 7) = py (py-1) (i=1,...,8).
Bei der Bestimmung von a gem#B (5.4) werden zunéchst die s
r
"ri C‘P(pi 1)
Hilfsfaktoren (m p, ) , die fOr einen gegebenen Modul m

fest sind, berechnet,
Da m ungerade ist und die Zahl a modulo m eindeutig durch (5.1)
bestimmt ist, kann man annehmen, da8
- (m-1)/2 € a $§ (m=-1)/2
gilt, Dann l&Bt sich die Zahl a< G in der Form

g~-1
r r, r r
1 1 .'2 l ’ :
a =ay + 0Py + AzPy P * ... *dg jot PJJ (5.5)
mit

Yy ry .
- (pyt - 1)z 60y £ (pyt - 1)/2 (1e1....08)
darstellen, Wegen (5.1) und (5.5) gilt

ry :
oy = 8y mod Py (5.6)

und allgemein fir 1<k € 8:
k=1 -
r r r
a, =a + a2p11 +oeee Oy JLL pJJ mod pkk,

woraus sich ay, berechnen l&8t, Wir fassen zusammen:
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Algorithmue 3: Gilt (5.6) und far 1 < k € s

r r r
1 3 k
O = [ap=(agrappy® + oo+ ay_y Ji_li py”)]uy mod p . (5.7)

mit u1 = 1 und

(-rr pJJ) u, = 1 mod p; (k=2,....8),

8o ergibt sich a aus (5.5).

Anhand der folgenden Beispiesle werden diese Algorithmen erléu-
tert, wobei auf Beispiel 4,1, 7) zuriickgegriffen wird,

’

Beispiele: 5.1, Gesucht ist.eine Zahl a € G mit
8 = 57 mod 125, é s -5 mod 13,
Die Bestimmung von t, und t, nach (5.3) liefert t; = 77 mod 125
und t, = 5 mod 13, Nach (5.2) ergibt sich
8 = 13.57.77 - 125.5.5 = 307 mod 1625,
5.2. Es wird nach dem 2. Algorithmus eine Zahl a ¢ G mit
a & 57 mod 125, a = 5 mod 13
bestimmt. Nach (5.4) gilt
e = 13'1%.57 4 125'%.5 » 57 mod 1625,
5.3. Nach dem 3, Algorithmus wird eine Zahl a & G mit
8 = - 57 mod 125, a = 5 mod 13
berechnet. Nach (5.6) und (5.7) gilt
% = - 57 mod 125, a, = [5-(-57)]-5 & - 2 mod 13,
woraus sich wegen (5.5) ergibt

@ 3 - 57 4+ 125.(~2) = - 307 mod 1625,
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Dietlinde Lau .

Oie maximalan Klaasen von Pol, {(x,x+1 mod k)lerk]

Die Mange Poly {(x,x+1 mod k)|x eEk} gehdrt zu den sogenannten
Klasaan (abgeschlossenen Mengen) autodualer Funktionen der
k=wertigen Logik P, . deren Elemente gewisse Permutationen be-
wahren und Ober die in der letzten Zeit einige Arbeiten publi-
ziert worden sind, So gelang ae z, B. I. G. Rosenberg und

A. Szendrei in /8/, s8mtliche meximelen Klassen der maximalen
Klassen autodualer Funktion;n von Pk zZu ermitteln, womit erst-
malig fGr die msximalan Klassen eines der 6 mdglichen Typen ma-
ximaler Klassen von Py sémtliche in diesen Klassen maximale
Klassen vorliegen,

FGr die im Mittelpunkt dieser Arbeit stehende spezielle Mange S
autodualar Funktionen wird zundchst gezeigt, daB durch geeigne-
te Wahl von Operationen Gber S aus S eine Algebra gebildet wer-
den kann, die zu dar mit den Gblichen Superpositionsoperationen
ausgestatteten Algebra Py isomorph ist. Dies ausnutzend, l&Bt
eich dann nachweisen, daB jede echte (bez. der gewdhnlichen Su-
perpoeitioneoperationen) abgeschlossene Teilmenge von S ein
Ourchschnitt von S mit einer eindeutig bestimmten, nicht in S
liegenden abgeschlossenen Teilmenge von Py let. AnschlieBend
werden dann mit Hilfe dee angegebenen Isomorphismus und der in

/6/ ermittelten maximalen Klassen von P, die maximalen Klassen
von Sbastimmt,

Die im folgenden nicht ndhar erléuterten Begriffe und Bezeich-
nungen entnehme men /3/, /4/ und /5/.

Sei k. eine gewisse natirliche Zehl, 8(x) := x + 1 mod k und S
die Menge aller Funktionen aus P die die Relation
{(x.a(x))lxe.ek} bewahren. Als Operationen Ober P, sind wie Qb-
lich §, 7. A, V. * zugelaesen, Dia Funktionen aus S nennen
wir autoduala Funktionen., Iet k eine Primzahl, eo ist S eine
maximala Klasse von Pk (/6/). In /3/ wurde fir maximala Klassen
autodualer Funktionen gezeigt, daB eine Funktion
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M e Py := \;i{f": E:-é Ek} genau dann zu S gehdrt, wenn eine
n

(n-1)-stellige Funktion F aus P; := \J{f": €' — E } mit folgen-
kB k™ Fk
der Eigenschaft existiert:

k-1
f(x) = ; Ji(xl)-si(F(sk'i(xz).... .e""‘(xn))) mod k (1)

1 for x = 1,

(s*(x) = x + 1 mod k, 3,(x) := {
O sonst,

F(XgrooesXy q) 2= F(O,X4.X5,0000%,_4)).

Der in /3/ gegebene Beweis fir (1) verwendet nicht die Prim-
zahleigenschaft von k, so daB (1) fiir beliebiges k gilt, Wegen
(1) ist es mdglich, eine eineindeutige Abbildung « von S (G.Pk)
auf Py zu definieren: o : f— F,

Lemma 1: Die Abbildung oo hat folgende Eigenschaften:

a) Fir die Operationen 2. 7, A, f?,‘?. die definiert sind

durch
(T F)(xgoeeenXy) = FXg0X30X000000X 0%5),

(T F)(XgreeeiXy) = F(Xg0Xg0%p %5000 0%p),
(BF)(xgreuniXpy ) = F(Xg0X50Xp0Xz0000 0%y 4),
(<>f)(x1""'xn+1) = F(Xg Xg0Xg00000Xnyq) . und
(F%G)(Xg10ee s Xpun_2) = Flxg09(Xg o Xg) o Xp g oeee X n o).
gilt (T F) = LF, a(TFf) = TF, (A f) = AF, (D f) =VF und
®(f¥g) = F*G, d. h., die Algebra ¢s: T, T, A, 9, %) 1at

isomorph zur Algebra (Pr: L, T, O, V, %),
(FUr O-stellige Funktionen h sei L h = Th = Ah = h,)

b) For jede abgeschlossene Teilmenge A von S ist x(A) abge-
schlossen, und es gilt a(A) & S, Aco(A) sowie X(A) N S = A,

Beweis: Die Behauptung a) prift man leicht nach,

Bezeichne A eine abgeschlossens Teilmenge von S, Aus a) folgt
dann unmittelbar, deB auch a(A) abgeschlossen ist, Wire nun
a(A) &€ S, dann wirde flir beliebiges f" & A '
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F(XZ""‘xn) - si(F(sk-i(xZ).'.-;ek-i(xn))). i=0,1,.,.,,k-1

gelten, Mit Hilfe von (1) ergébe sich hieraus, daB die Variable
Xy in jeder Funktion f€ A fiktiv wire, was nicht méglich ist,
Daher gilt o(A) € s,

Sei fe€A, Dann ist VfeA und folglich a(Vf) a fen(A), d. h.
A & o(A)., Sei f"esnot(A). Dann ist

Flxgreeeixy) = st (f(ekL(x,).... .65 Y)x))) for 1 = 0.1,..., k1,

Folglich gilt A(x™'f) = fcA und damit Snot(A) € A, Unter Be-
ricksichtigung von A € x(A) und A & S folgt hieraus
A= Sno(a), M

Dem eben bewiesenen Lemma ist zu entnehmen, daB s&mtliche Teil-
klassen von s (also auch die im folgenden zu bestimmenden maxi-
malen Klassen von S) Durchschnitte von S mit nicht in S enthal-
tenen Klassen von Py sind, Zur Beschreibung der maximalen Klas-
8en von S bendtigen wir noch einige Bezeichnungen,

Sei T die Menge aller Teiler von k, ¥e i= {x CEkl rixj,

r = {(x,y) € €2 | ri(y-x)} und

n .
. n . ot = 3 .
L := nkii{f €Py lﬂao,al,,_,,an 2 f(X) = a, + E. a;°x, mod k}

Lemma 2: Folgende Klassen sind maximal in S:
S N.Pol y_ fur reT\ {1},

S N Pol @ fir teT \{1,k} und
S N L, falls k eine Primzahl ist,

Beweis: Die Klassen Pol Ye (reT\{1}), Pol g, (teT\{1,k})
und L (SPk. k Primzahl) sind nach /6/ maximal in P,- Wegen
Lemma 1,8) genlgt es folglich fir den Nachweis der Maximalitat

der Klasse SNA (A€{Pol y,, Pol g, L}), die Beziehung
. ASNA) = A zu beweisen,

' Offeneichtlich ist o(SNA) & A wegen c € A, Flir den Nachweis
von A € a(SNA) haben wir zu zeigen, daB jede Funktion f" ¢ s
it a(f) € A euch zu A gehdrt, Wir unterscheiden drei F&lle.
Fall 1: A = Pol y,_ und reT\{3}.



Sei 8y,..0.8 €Y., 7 ¢s und «(f) € Pol ¥ Nach Definitfon von
¥ ist by := a; - a8y mod k fGr 1 €{1,2,...,n} ein Element von
Y- Wegen o(f) € Pol ¥, ist folglich f(o.bz....,bn) =3 be'yr und
damit f(al.....an)(- b + a; mod k)egu" Also bewahrt f die Re-
lation ¥, und es gilt a(Sr{Pol ¥r) = Pol ¥,.

Fall 2: A = Pol g, und t €T \{1,k}.

Sei (a,.by) €., i = 1,2,...,n, f"e s und a(f) € Pol Q.- Nach

Definition von g, ist (c,.d,) cg, far cy:= a; - a8y mod k,

dy = by - by mod k und i = 1,2,.,.,n. Wegen a(f)cPol g, gilt

i

o a2 11l gm = (Deee

8,008 e+a, mod k
Da f in S liegt, folgt hieraus f(bl b:) = (f’bi mod k) € Q-

qeee

Folglich bewahrt f die Relation p,. und es ist

(S n Pol Qt) = Pol Q¢-

Fall 3: A = L,

Man prift leicht die Beziehung n

sniL = J {‘fﬂePkIBao.al.....anz f(X) -a°+ls_ aX A8+, .. 48,
nal a

= 1 mod k}
nach, woraus unmittelbar (S NL) = L folgt. m

Satz: Falls k eine Primzahl ist, hat S nur 2 maximale Klassen;
S NPol(0) und SnL, Ist k keine Primzahl, so ist die Menge
{snPol ¥.., SnPol, g |reT\ {1}, teT\ {1,k}] die Menge aller

maximalen Klaseen von S,

Beweis: Die Beweise fir die Spezialfdlle k -32, k = 3 bzw, k= p
(p prim) findet man in /2/, /1/ bzw, /9/. Sei im folgenden k
keine Primzahl und M eine Teilmenge von S, die nicht in den im
Satz genannten Klassen enthalten ist, Wegen Lemma 2 geniigt es
zum Beweis des Satzes, [M] = S zu beweisen,

Wir zeigen zuniichet st S[M]. wegen M % S n Pol ¥ 9ibt es in M
eine Funktion f" mit f(0,....,0) := a ¥ O, Folglich ist
as -



s'(x) = f(x,....,x)e[M]. sind ‘a und k teilerfremd, so gilt of-
fensichtlich [{s'”i = 31. Falls a und k nicht teilerfremd sind,
gibt es ein teT \ {1} mit [{s®]* = {s*]x eyt}. Wegen

M ¢ SnPol 'S gehdrt zu M eine Funktion f': mit

ft(al"';'an) =: b f Y, fir gewisse a,,...,a, aus p,. Folglich

m
1st f (s 1(x),... 8 M(x)) = sb(x)e[M]. Ferner existiert ein

t e T \{t}] mit [-{sa.eb}]l = {sxlx e‘yt.}. Gilt t* = 1, so ist
st € [M]. Falls t' # 1 ist, so gibt es eine Funktion ft.EM mit
ft‘ ¢ Pol Yt"' Analog zu oben kann man als Superposition Uber
ft' , s® und sb eine Funktion scé[{sa,sb” erhalten, Flr

[{sa,sb,scﬂl lassen sich dann wie oben zwei Félle unterschei-
den, usw, Iteration der angegebenen Konstruktion ergibt 819[}4].
Als Folgerung aus Lemma 1 erh&lt man, daB [M] = S gilt, wenn
o [M]) = P. ist. Den Nachweis von o([M]) = Py fihren wir mit

Hilfe der aus /6/ bekannten maximalen Klassen von P/, Im fol-
genden wird gezeigt, daB fir jede maximale Klasse Polg von
PeroeM v Teo v v aC'k u.,z}k. eine Funktion in g([M])
existiert, die g nicht bewahrt,

Zu o«([M1) gehéren die Konstanten O, 1, ..., k-1 (da a(sa) = a
und s% ¢ [M] fur a €E.) und sadmtliche Funktionen aus M] (nach

Lemma 1,b)). Wegen {a, salaeEk} € w([M]) ist «([M]) keine

Teilmenge von Polg fir g e.C'lt vl LW

Sei g &\ [i. c ein zentrales Element von g und (a,,.... .an)ég.

Dann bewahrt die Funktion s 17 aue [M] wegen

c
. a,-8;+c mod k
as-c
] ° ™

ah-a;+c mod k

nicht die Relation p, Folglich ist «([M]) ¢ Polg fur g eoC'k.
Wir ermitteln als ndchstes diejenigen p aus ZJlk. die von
8 bewahrt werden,



Sei im folgenden o ¢, sePolg und U := [xecE|(0,x) € g}.

Wegen s € Polg folgt aus (a,b) € stets (bgﬁ) = e'a(g) € e.

Umgekehrt ergibt sich aus (b‘_’a) € g wegen s"(b‘_’a) = (§) stets

(a.b) € ¢. Es gelten also die Aquivalenzen
(B) € g4 (p2,) € gerb-a c U. (2)

Mit Hilfe von (2) und den Eigenschaften von Aquivalenzrelatio-
nen Uberlegt man sich leicht, daB U eine Untergruppe der zykli-
schen Gruppe {E,; + mod k) ist, Bekanntlich 1Bt sich jede Un-
tergruppe einer endlichen zyklischen Gruppe mit k Elementen
durch einen Teiler von k beschreiben, Es gibt also fir unsere
Menge U ein t €T mit U = {acE |t|a}. Hieraus und aus (2) folgt
@ = Q.. Wegen sex([M]) und M ¢ Polg, fur jedes teT \{1.,k} ist
a(tM]) ¢ Polg fur @ € U,.

Gilt e = L. 80 bewahren die zu M gehdrenden Funktionen aus

S \Polgt, teT \{1,k}, nicht die Relation L+ da sie von min-~
destens zwei Variablen wesentlich abh&ngen und k verschiedene
Werte annehmen. Sei als nichstes g 6452 und 3 € h € k-1, Dann
existiert eine Abbildung q von E, auf Ehm (m21, h>3) mit

(8g.00008,) € @&>(q(eg).....q(8,)) e .
wobei §m eine h-adisch elementare Relation auf E - bezeichnet.
h

Ist q eine eineindeutige Abbildung, so lUberzeugt man sich
leicht mit Hilfe von Lemma 4,1 aus /3/, daB s nicht L) bewahrt,
Ist q nicht eineindeutig, so definiert q auf Ek eine nichttri-
viale Aquivalenzrelation € := {(a,b)E.Es] q(a) = q(b)}. die zu
l%k gehdért, Oben wurde nachgewiesen, daB zu g([M])Nn S eine
Funktion fg gehdrt, die 6 nicht bewahrt, Dann existieren Tupel

(83.b3)s eees (8,0b,) € € mit fs(gi e on) = (§) ¢ 6.
e n
h
Da LhnEhm 4 Qm, ist {(ai.bi.x3.....xh)[ Xgreoe s Xp € Ek} < o,
i=1,2, ..., n, Aus der Definition von o und der Wahl von ¢
und d folgt andererseits, daB gewisse e;, ..., e, € E, mit

(c.d.e5.,...,e,) ¢ g existieren. Wegen ihrer Zugehdrigkeit zu S
nimmt die Funktion fo alle Werte aus E, an. Folglich gibt es



Tupel (a,.by.Ci3:000.Cyp) €@, 1 =1, 2, ..., n, mit

a a con a (]

b7 b3 ..c bN d
fg | 13 23 ce+  Cpz | =| °3

€1h C2h ®nh h

Also bewahrt f_ nicht die Relation g e&'r:.

Fiir den Beweis des Satzes fehlt noch der Nachweis, daB of([M])
keine Teilmenge einer maximalen Klasse vom Typ £ ist, Angenom-
men, es existiert ein Aexk (k=p™, p prim, m22) mit

o®({[M]) & Pol). Da nach Lemma 1 die Beziehung [M] = S na([M])
besteht, folgt hieraus, daB [M] eine Teilmenge von SN Pol) ist,
Im folgenden wird gezeigt, daB aus gewissen Relationen der Men-
'ge Inv(S nPoll) eine Relation ¥ aus W, v Mty v oC'k u &, abgelei-

tet werden kann, Damit wire SN Pol)d und auch [M] eine Teilmenge
von Poly , im Widerspruch zum oben Gezeigten, wo mit Hilfe von
Funktionen aus [M] nachgewiesen wurde, daB o([M]) nicht in ma-
ximalen Klassen des Typs U, W{, £ oder &5 liegt., Die Relation A
ist durch eine elementar abelsche p-Gruppe <Ek' @> charakteri-
sierbar, fir die wir wegen /7/ O als neutrales Element annehmen

kénnen, Es gilt ) = {(a,b,c.d) € Et]a@b = c@d}. Man prift
leicht nach, daB die Relationen
Ay = {(al.....ap) cefla, De,®... ®a, = o}.

A = {(al.....ap,bl.... .bp)eEip leg @ ... @apabl@... @bp}
upd @' = {(1.1+1 mod k,1+2 mod k,...,i+p-1 mod k)|1€E } zu
Inv(S nPol}) gehdren. Sei a, := 1(® (1+1 mod k) (® (1+2 mod k)
®... ® (i+p-1 mod k), 1 = 0, 1, ..., k-1, Da p # k ist, kénnen
nicht alle a; gleich sein, Existiert ein j mit a:l = O: (nur mdég-

lich far p # 2), so gilt Pri(e’ n2y) ex’i. Falls alle a; un-
gleich O sind, gibt es mindestens ein Paar r, s mit r ¥ s und

a. = ag. Wegen dieser Eigenschaft gilt fir die Relation

g = prl.p+1((9'x g')n2py) die Beziehung L, ¢ @" s 5. Der Ar-
beit /6/ (bzw, /5/, S. 126) ist zu entnehmen, daB aus einer

solchen Relation eine Relation aus v[k V] 7{i_k u ka v ,,Zfrk ableitbar
ist, Folglich liegt SN PolA in einer maximalen Klasse vom 29



Typ W, Mt & oder J5, womit der oben angekindigte widerspruch
nachgewiesen wurde., Unsere Annahme o([M]) & Pol) war also
falsch, Die Menge O([M]) ist folglich keine Teilmenge einer ma-
ximalen Klasse von Py Damit gilt q([M]) = P;, woraus sich

- wie schon oben erwdhnt - schlieBlich [M] = S ergibt,
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2ur Invertierung tetradiagonaler Toeplitzscher Matrizen!

Gegeben sei die reelle oder komplexe Toeplitzsche Matrix N-ter
Ordnung

1
Ca= ’ ‘e
() bai
cba
mit nicht verschwindender Determinante und c ¥ O. Ziel der Ar-

beit ist es, ihre Inverse ¢! . D von zweiseitig unendlichen
Fall ausgehend iiber den einseitig unendlichen Fall schrittweise

ooon
s oo R
.

0 o

2u konstruieren, da sich durch diese Art der Konstruktion neue
Einsichten in die Struktur der Inversen ergeben,
Als beweistechnisches Hilfsmittel wird die Aquivalenz zwischen

dem Gleichungssystem Cx = i mit x = (x1,...,xN)T,

f= (fl"“‘fN)T und dem Randwertproblem

Xoeg * 08X + bxn_1 +CXp o= fn' (1)
Xg = X_4 = Xyuq = O, ' (2)
1 &€n €N, benutzt, wobei die Elemente dn. der Inversen D

dann nach T, Fort /2/ als Greensche Funktion des Randwertpro-
blems erscheinen., Als Nebenergebnis erh&lt man eine explizite
Derstellung fiir die um eine Zeile und Spalte reduzierte
Wronekieche Determinante,

s Der zweiseitig unendliche Fall

Es sel A die zu C gehdrende zweiseitig unendliche Matrix

——
1 Kurzfessung der Hauptergebnisse der Diplomerbeit von
I, Jegnow /3/, Betreuer: Prof. Dr. L. Berg



.c.b. ‘1 O
C) c al
wobei das eingekreiste Element dasjenige mit den Indizes n=m=0
sein soll, Das Gleichungssystem Ax=f mit

T T
X = (-c- lx-llxolxvll..i) D _f_ - (a-. lf_llfolflbioo) ist zur Dif-

ferenzengleichung (1) fir alle ganzzahligen n &quivalent, die
Nullstellen des zugehdrigen charakteristischen Polynoms

P(A) = A% + ax’ + by + ¢ (3)
werden mit @, B,y bezeichnet, Unter der Zusatzvoraussetzung,

daB f_ und x, linksfinit sind, d. h. ab einem gewissen no fur

n<n, nur verschwindende Werte annehmen, besitzt (1) eine ein-
deutig bestimmte L&sung, die sich mit Hilfe der Operatorenrech-
nung ermitteln 148t (vgl. etwa L. Berg /1/).

Ist némlich V der durch vx, = x _, definierte Verschiebungsope-

rator, so lautet (1) in Operatorform

(1 + av + sz + cV3)xn = an,
und im Fall paarweise verschiedener Nullstéllen von (3) folgt
mit Hilfe der Partialbruchzerlegung

: v - o . 8

(4)
+ ¥
(7-2) (7-BY(1-7V)

und der Neumannschen Reihe

n
1 n-m
!-av fn = Z o fn

a=-00
die Ldsungsdarstellung

n
X -m; hn_.f. (5)
2 +(x-B)7
" (x-B) (x-9) (B-7)

fGr n » 0, Aus (4) und (6) findet man die Werte h_l;hono,
h; = 1, FGr den Fall o « B folgt durch Modifikation von (4)

32

mit n+1 n+1 n+l

+(y-x)B
(6)




oder durch Grenzibergang in (6) ¢

n+l

(@-3) (n+1)a" = ™ 47

(7)
" @-n*
und hieraus analog im Fall € = B = p
h, = é(n+1)nyn-1 (8)

fir n @ 0, Ergéinzen wir die Formeln (6) bis (8) durch die Ver-
einbarung hn a 0 fir n<0, so besagt (5), daB die Matrix A in
Jedem der drei Félle die Toeplitzsche Matrix H = (h,.p) 8ls
Inverse besitzt,

Wir geben jetzt die Zusatzvoraussetzung auf, daB x, linksfinit
ist, fordern aber, um Konvergenzschwierigkeiten zu vermeiden,
daB f" finit sein soll, d. h. bei einem gewissen ng far In| 2 n,
verschwindet, Dann iest die Inverse von A nicht mehr eindeutig
bestimmt, Bezeichnen X010 X2+ Xp3 ein Fundamentalsystem der zu
(1) gehdrenden homogenen Differenzengleichung und Uy Yo+ Ysg

ein Fundamentalsystem der zugehdrigen adjungierten Gleichung

Up_q *+ BUL + bum+1 + cu = 0, (9)

m+2
80 besitzen die Elemente hnm der Inversen H = (hpm) von A of-
fenbar die allgemeine Form ’

3

hnn = hn-m +1:§;; xnicijujm ' (10)

mit beliebigen Konstanten c,,. Die Mehrdeutigkeit der Inversen
ist bekanntlich wegen der Nichtassoziativitdt der Multiplika-
tion unendlicher Matrizen mdglich.

II, Der einseitig unendliche Fall

Wir kommen jetzt zu der zu A und C gehbrenden einseitig unend-
lichen Matrix

al

b O
1
und suchen von dieser Matrix alle Inversen G = (gnn) mit n,m21

beziiglich rechtsfiniter rechter Seiten, wobei rechtsfinit ana-

log zu linksfinit definiert ist, Die Elemente O oind 33



dann diejenigen Elemente von (10), die zus8tzlich die Anfangs-
bedingungen

9m ® 9.1 " 9o = © (11)
erfillen, Wegen h_p =0 fir m 2 0 st x, = h, wegen (6), (7)
bzw, (8) bis auf einen konstanten Faktor die einzige L8sung der
zu (1) gehdrenden homogenen Differenzengleichung mit

X, = X_y = O, Daher sind wegen h; = 1

Ina * Ppem - hngn. (12)

spezielle Elemente der Form (10) mit (11), und

%a * Pn-n - hn(r-.*°1"1n+°2u2-) (13)
mit uy =u, =0 ist die allgemeine Form der Elemente der Inver-
sen von B,
Als Beispiel fiur die Gleichung (12) erhdlt man unter Benutzung
der Formel (8) sowie der Festlegung h, = O fir n<O fir die
Elemente g, . der inversen Matrix im Fell a=B =y den Ausdruck

n-m-1

1
- n+l)n for n<nm,
9om ™ { z( "3 fi-m=1

% ((n-m+1)(n-m)=(n+1)n)¥ far n o m,

III. Der endliche Fall

Um jetzt die Inverse D = (d ) der Matrix C aus der Einleitung
zu berechnen, bestimmen wir in dem aus (13) hervorgehenden

Ansatz dnm 'hn-n -h“u. die L3sung u, von (9) so, daB neben
ug =1 die Randbedingung .
INe1,m = © (14)
for 1 €« m € N erfOllt ist, Hiersus ergibt sich im Fall
Nyey ¥ O (15)
hN+1--
die Gleichung u, = —p=———, 80 daB wir das Ergebnis
N+1
d _=h _-pgLh 16
nm nem =~ Ry T "Nel-m (16)

erhalten, das in allen drei Féllen (6), (7) und (8) richtig ist,.

wahrend in den beiden unendlichen F&llen die Inversen stets
existieren, tritt im endlichen Fall die notwendige und hinrei-
chende Existenzbedingung (15) auf, Wie man wegen h, = 0 for
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n€0 sofort sieht, erfiilllen die Matrixelemente dnu von (16)
auch die wegen der Eindeutigkeit der Inversen im endlichen Fall
zu (14) aquivalenten Randbedingungen

dn.N¢1 - dn,N+2 = 0. (17)

Aus der Gleichung (16) erh#lt man analog wie zuvor fir die Ele-
mente dnm der inversen Matrix beispielsweise im Fall a=8 =Y
den Ausdruck

_yn-m-l n(n+1)(N+1-m) (N+2-m) far n<m,
Yom = ZINFI)(N+2) |m(N+1-n) [n(N+1-m) + (N+2)(n-m+1)] far n2m,

Zur Abrundung der Betrachtungen beweisen wir iiber die redu-
zierte Wronskische Determinante

\ v
m m+l
" "o+l

(18)

den folgenden

Hilfssatz: Es seien Vg und w_ zwei beliebige Lésungen der Dif-
ferenzengleichung (9). Dann ist (-c)"An = x, mit (18) eine L&-
sung der zu (1) gehdrenden homogenen Gleichung.

Beweis: Fihren wir neben (18) die Determinante

ety

d. =

v v
m m+2
™ "m+2

ein, so folgt aus

Va1 * avy + bvm_.l +CVpoo = 0,

w._iﬁ-awm+bwm§1+cw =0

nach Multiplikation der ersten Gleichung mit Woo der zweiten
Gleichung mit “Va und anschlieBender Addition die Beziehung
An-l - bAﬂI - cd' = 0,

m+2

Analog ergibt sich nach Multiplikation der ersten Gleichung mit
"n+1+ der zweiten Gleichung mit -v_ ., und anschlieBender Addi-

tion d._1 tap, -cay .y = O, Durch Elimination von dm folgt

2
hieraus -¢ Am-l +aca, - bAu-1+Am-2 a 0, woraus nach Multipli-
kation mit (—c)"i die Richtigkeit der Behauptung hervorgeht,

Dieser Hilfesatz 1dB8t sich vorteilhaft verwenden, wenn man fir
die Berechnung von dn- den Ansatz (13) benutzt und die Konstan-
ten c; und c, mit Hilfe der Randbedingungen (17) bestimmen will,
da die Systemdeterminante des entstehenden Gleichungssystems
dann vom Typ Byey ist. -



IV. Der Grenziibergang N — oo

AnschlieBend soll gezeigt werden, daB sich auch umgekehrt der
Fall II unter geeigneten Zusetzvoraussetzungen durch Grenzlber-
gang N —> o0 aus dem Fall III herleiten 14Bt, Dazu denken wir
uns die Nullstellen des Polynoms (3) in der Form

|| [B] £ | (19)

geordnet und stellen fest, wann bei festem m

lim hN+1-||| = X—m (20)
N—00; "N+1

ist und man somit das Ergebnis fiir die Elemente der einseitig
unendlichen inversen Matrix aus der Gleichung (16) erhalten
kann, Dies tritt fir paarweise verschiedene Nullstellen wegen
(6) ein, wenn der letzte Teil der Relation (19) zu |B|<|(¥y|
verscharft wird, Ebenfalls unter der Bedingun918|<|y|erh51t man
im Fall o = B die Gleichung (20) aus (7), und auch im Fall
o # B =7 folgt (20) aus Gleichung (7), wenn man dort ~ und ¥
vertauscht, Fiir eine dreifache Nullstelle des Polynoms (3)
folgt (20) schlieBlich aus Formel (8).
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Zur Asymptotik der LR-Aufspaltung Toeplitzscher Bandmatrizen

Eine quadratische Toeplit;sche Bandmatrix A hat die Form

Wir setzen stets li.p, 1 € q sowie apa_q # O voraus und bezeich-
nen die Ordnung von A mit N, unter der LR-Aufspaltung von A
versteht man die Faktorzerlegung A = LR mit

: O
byy 1
by b3z 1
L= . ‘. Pl .
bq¢1,1 i s R
BN,N-q * * * PN.N-1 2
€11 €12 ©13 --- ©1p %p
€22 23 | e ‘
©33_ -, .8
R = Yu e, ?N-p+1.N B
O o - ) cN-inN
" °NN

Normalerweise tritt diese Zerlegung als Hauptschritt beim
GauBschen Algorithmus bzw, bei der Berechnung von Eigenwerten
auf (vgl, /3/). Sie kann aber auch zur n8herungsweiaen Faktori-
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sierung des zu A gehdrenden Stabilit&tspolynoms

P(2) - ap}P+q . Bohq METTIL I PP B B-q_ (2)
herangezogen werden, sofern die Grenzwerte

lim b =b,, lim ¢ =c 3)

oy n,n=-i i Ao n,n+j 3 (

for i = 1,,..,qund j = 0,,..,p~1 existieren, denn es gilt mit
diesen Grenzwerten

P(1) = (A%+b 27 1s . +bq)(apzp+cp_1ap'1+ ceovcg). (4)

In /1/ wurde behauptet, daB die Grenzwerte (3) unter folgenden
beiden Voraussetzungen existieren:

I, Die Matrizen (1) sind fur alle N 2 1 reguldr,

II. Die p+q linear unabhéngigen L&sungen zg; = n®a" mit
R= R p=py far i = 1,...,p+q der zu (2) gehdrenden homoge-
nen Differenzengleichung

8pZn4p toee *az +... +a—qzn-q = 0 (5)
lassen sich in q Minimalldsungen x ;. i = 1,...,q, und in p

Maximallbésungen ynj' j=1,...,p, einteilen mit
xni - O(Ynj) (6)

fiir n»oo und alle vorkommenden i,j. Die A, sind dabei die
paarweise verschiedenen Nullstellen des Polynoms (2) und die
nichtnegativen ganzen Zahlen R kleiner als die zugehdrigen

vielfachheiten kﬂ-

Der Beweis fir diese Behauptung wurde in /1/ jedoch nur skiz-
ziert und enth&lt eine Licke, die im folgenden durch Verschér-
fung der Voraussetzung II geschlossen werden soll. Anschlies-
send wird (3) unter allgemeineren Voraussetzungen bewiesen,

1, Der spezielle Grenzwertsatz

Wir lassen jetzt den Index u der Nullstellen A des Polynoms

(2) von -r bis s laufen und denken uns diese Nullstellen fol-

gendermaBen geordnet: )
Mol ® een SNyl = oee = 2deMpaql & -re # (2, 7)
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mit -ré 1€t &€s, Die zugehérigen Vielfachheiten der t betrags-
m&Big gleichen Nullstellen seien ebenfalls der GrdéBe nach ge-
ordnet:

ky € ky € ... € k. (8)

III. FUr drei natlrliche Zahlen y, k, T+1 mit T < t und y < k
sei k'Z'+1- ,,,:kt = k und

q=k__ +,.. +k1 +...+kT + f(t-T) (9)

#
sowie k, + k - 1 & 2y, falls 7 > O ist,

Satz 1: Unter den Voraussetzungen I und III existieren die
Grenzwerte (3), und die auf der rechten Seite von (4) auftre-
tenden Polynome lauten mit bo = 1 und Cp =8

T Kk t

b, At . -yt -7,
io - 1]1-( 1) J:ﬂ:l(l 3}
, t k-p S k

ad . =2 1" A=A,) X,

Beweis: Zundchst erkennt man, daB die Voraussetzung II aus III
folgt, wenn man zu den Minimalldsungen x . alle Lésungen nk "
Wit y 7T sowie alle Ldsungen mit T<u ¢ t und R <y zdhlt.

Aus I folgt die Existenz der LR-Aufspaltung von A,

p

(10)

Wir betrachten jetzt an Stelle der Maximallésungen‘ynj far
J=1,,..,p die Linearkombination

7nj " Ypy * ;i; UysXng " (112)

und bestimmen die uJi so, déB die Anfangsbedingungen

Pog = P-1,3 = < " TN1-q,3 = ° (12)

erfallt sind, Dies ist in eindeutiger Weise mdglich, da die x ,
als Fundamentalsystem einer Differenzengleichung mit konstanten
Koeffizienten aufgefaBt werden kénnen, Die 7n sind dann nicht
Rur Ldsungen von (5), sondern gleichzeitig auch. Ldsungen der
2Zur . Matrix R gehdrenden Differenzengleic:ung mit variablen
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Koeffizienten (und hinreichend groBem N). Bies auf einen Faktor
lautet diese Gleichung in Determinantenform

Mn M1 *** Tnp
"]n+1 T+t 1 o0 ’In+1 P| = 0. (13)

'7n+p "7n+p 1 °°° 7n+p o]

Die Elemente 7nj haben wegen (11) die Form

R T n
Npg = P 71;1 + gnj + O(n Ap) (14)
mit Y€ R<k for T<,.L ¢ t und R<kf" far t<F..‘ s sowie
t
8y = Z 31(")7‘1'

i=
wobei die Koeffizientenpolynome Pji(") héchstens den Grad 7-1
besitzen, Bildet man aus den 7nJ bei festem p omit T<’4‘ t Li-
nearkombinationen mit Polynomkoeffizienten von (k-R -1)-tem

Grad, so geht wegen ¥ £ R das Restglied in (14) in
k+k —3-
o(n ) iber und behalt daher wegen Voraussetzung III

stets eine kleinere Ordnung als jedes 7nJ in (13).

Der SchluB des Beweises kann wie in /1/ geflhrt warden, wir ge-
hen hierauf nicht weiter ein, Die Licke in der Beweisskizze aus
/1/ besteht darin, daB dort der EinfluB des Restgliedes aus
(14) nicht beachtet wurde,

Beispiel: Wéhlen wir fur (2) das Polynom
-(A+1)(h-1) a-2+2%4+ 2-1und p=2,q=1, so ist eine
LR-Aufspaltung von (1) mdglich, Beispielsweise gilt ffir N = 8

1 1 1.1
101 Z2o0-
-3 1 \ 131
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Hieraus kann man das allgemeine Bildungsgesétz der Elemente so-
wie ihre Konvergenz im Sinne von (3) gegen

b1-—1,c-1, 01-0

(]
ablesen, Die Voraussetzung III ist jedoch wegen t = 2 fir kei-
nen Wert von T erfillt, woraus hervorgeht, deB Satz 1 noch ver-
allgemeinerungsféhig ist,

Wie man nachprifen kann, ist die Voraussetzung III jedoch fur
die transponierte Matrix AT erfallt, so daB man von AT = LR
Gber A = R'L" nach neuer Normierung von RY und LT doch noch
unser Beispiel mit Hilfe von Satz 1 begriinden kann,

2. Der allgemeine Grenzwertsatz

Die Voraussetzung III soll jetzt durch eine allgemeinere er-
setzt werden, die bereits in /2/ bei der asymptotischen Unter-
suchung der zu (1) inversen Matrizen auftrat,

1v, Die quadratische Form

ot '
Q= g (ky=B,)8, : ‘ (15)

m8ge flr ganzzahlige Ver&nderliche B4,....B, unter den Nebenbe-
dingungen 0 < B, & k; for 1 € i € t und \

By + ...+By = 1 ' (16)

an der Stelle 51'- ¥qr1e0- By = ¥, ein strenges Maximum besitzen,

Die Ldsung dieses ganzzahligen Optimierungsproblems ist. in ge-
schlossener Form mdglich, man findet sie in /2/. Sie soll hier
aber nicht wiedergegeben werden, da sie zu viel Platz erfordert,

Satz 2: Unter der Voraussetzung I sowie der Voraussetzung IV
bozﬁglich der Vielfachheiten der Nullstellen von (2) mit (7)
_und

Lapo=keyq=ooo =kg (17)
existieren die Grenzwerte (3), und die auf der rechten Seite

von (4) auftretenden Polynome lauten mit b, = 1 und Cp = 8p
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S ky - ":;' s
BRI 177 (A=2y) ;[Z}a-ai) :

=-r

AY = A=2 A=A,y .
g"i - 117:1( 1)

=1

(18)

Beweis: Zundchst geheil wir wie beim Beweis von Satz 1 vor, wo-
bei die Lbsungen ﬂkhn von (5) im Fall p € O sowie im Fall
1€pétund Rek, ~ 3, mit x, und im Fall p >t sowie im Fall

14 F" t und kF - 7F € R<:kP mit Ynj bezeichnet werden. Wegen

(16) und (17) gibt es wieder q linear unabhéngige L&sungen x ,
und p linear unabhéingige L8sungen ynj' wobel allerdings (6)
nicht mehr erfillt sein muB,
Wir setzen jetzt den Ansatz (11) mit (12) in (13) ein und zer-
legen anschlieBend die in (13) suftretende Determinante in die
Summe von (q+1)p Determinanten, die sich von der erstgenannten
Determinante bis auf konstante Faktoren nur dadurch unterschei-
den, daB die qnj durch ynj oder gewisse x , ersetzt sind. Unter
den letztgenannten Determinanten ermitteln wir jetzt diejenige
mit der maximalen GréB8enordnung fir n-oo. Diese Determinante
muB wegen (7) alle Ldsungen nRa" mit p >t enthalten, wéhrend
die L8sungen mit &€ 0 nicht auftreten kénnen, Von den Lésungen
mit 1 € p € t mdgen B mit O € B € k _vorkommen, wobei (16)
gilt wegen (17), Die Ordnung wird am gréSten, wenn die B L&-
sungen bei festem p die folgenden sind: ¢

S, L e

| p p
Nach der Bildung geeigneter Linearkombinationen der Spalten der
Determinanten ziehen wir aus ihnen den Faktor

8 8.k k

n,t...a 0 0t 5"
mit (15) heraus, Auf Grund der Voraussetzung IV hat er fir
By = ¥q00e0n B, = ¥, eine maximale Ordnung, Flhren wir an-

schlieBend in den p letzten Spalten der Determinanten den
Grenzibergang n— oo durch, so konvergieren slle Determinanten
bis auf diejenige mit der maximalen Ordnung gegen Null, und
(13) geht in
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Tn Zo1 *** Zop

Mnet %11 +°+ Z1p .o

Tnep Zp1 ** Zpp

Nsoe

Uber, wobei die z 4 fir t<p € s die Yng und flr 1 € B & t die
hwhn mit O € X<y sind, Diese Grenzgleichung ist aber eine
Differenzengleichung mit konstanten Koeffizienten, deren cha-
rakteristisches Polynom bis auf einen konstanten Faktor gerade
das zweite Polynom in (18) ist. Damit ist die Behauptung (3)
beziiglich der Chm bewiesen. Die Richtigkeit der Gbrigen Behaup-
tungen erkennt man wieder wie in /1/,

Beispiele: 1°, Zunachst wollen wir zeigen, daB die Vorausset-
Zung IV eine Abschwéchung von III ist und somit Satz 1 ein spe-
2lelles Beispiel zu Satz 2, Aus (9) und (17) folgt im vorlie-
genden Fall

1= (k-7)(t-17). (19)
Die quadratische Form Q aus (15) 188t sich unter der Nebenbe-
dingung (16) in der Form

t t
Q= g (Fky+k)-p)2 + (27-K)1 - 2__1_ (B, - 3(ky+k)+p)?

schreiben.. Unter der Voraussetzung III wird Q offenbar fir

Bi =k -7 im Fall 1>7 und Bi = 0 im Fall 1 € T

maximel, de F(k,+k) 7 65(k+k) -y €5 1st fir 1 ¢ T und die
8, ganze Zehlen mit O ¢ B, & k, sind. Im Fall %(kj+k)—-y- %

Mit J ¢« T wird zwar der gleiche Maximalwert angenommen, wenn
man BJ = 1 wdhlt, da aber

t
Z1 B, = (k=7)(t-T)

“i=T+
Wegen (19) bereits gleich 1 ist, wédre dann nicht mehr die Ne-
benbedingung (16) erfallt,

2° sind die Voraussetzungen von Satz 2 flOr eine gegebene

Matrix A der Form (1) erfdllt, so wollen wir jetzt zeigen, daB

8ie dann auch fir die zugehdrige traneponierte Matrix A’ er-
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fillt sind, Dies bedeutet insbesondere, daB sich unser sllerer-
stes Beispiel direkt dem Satz 2 zuordnen 1l88t,

Zum Beweis unserer Behauptung beachten wir zun@ichst, daB sich
beim Obergang von A zu AT die zahlen p und q vertauschen und
die Nullstellen des Stabilit&dtspolynoms (2) in die reziproken
Werte ibergehen., Ersetzen wir jetzt die Verdinderlichen B, in
der Voraussetzung IV durch ky - oy, so bleibt Q unverlindert,
nur mit a, an Stelle von B,, (16) geht in

t

ul*,,.+at=§- ki—l ‘ (20)

‘uber uﬁd (17) in
t

é ky = l=qg=Ky= oo = k_o

Hieraus ist aber ersichtlich, daB Q mit den ganzzahligen Ver-
&nderlichen a, unter den Nebenbedingungen O € «, € ky und (20)
for ay = ky = ¥, ein strenges Maximum annimmt,
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Gandikota L, N, Rao

Certain Distribution Algebras by Matrix Representation

1. Introduction

In 1975 L. Berg first pioneered the work on construction of
distribution algebras while investigating the problem of the
existence of the square of Dirac's 4 distribution in /2/. In a
series of papers, which ere listed in /4/, he developed the
theory and etudied differential algebras generated by
Heaviside's jump function h with 6 = h* end in which each
element has a derivative, where the differentiation ie a linear
operation satiafying the product rule

(fg)' = f'g + fg'.
In /1/ a distribution algebra was defined as a differential al-
gebra having an element h with & = h' 0 and

h2 » h, (1)
There the construction of such distribution algebrae was shown
by meane of matrix repfaeentatione. since every algebra of
N x N-matrices f = (fik)' i, k=1, ..., N, becomes a diffe-
rantial algebra defining

oy ke faa )
with fio = fN+1 k = 0. Such a matrix algebra is also a distri-
bution algebra if it containe a diagonal matrix the elemente of
which in the principal diagonal are partly 1 and partly O, In
/1/ also representatione of distribution algebrae by infinite
matricee were daveloped, and a good survey on this theory was

given by Pho Thet Shay /5/.

The author is very grateful to Professor Berg for euggeeting
the problem end for eeveral helpful diecuesions. Thanae are
also expreseed to Professor Engel for hie conetant encourage-
ment. The author is indebted very much .to Wilhelm-Pieck-Univar-
sity for its kind hoepitality end traatment,
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In /3/ the property (1) wae generalized to

2h® = 302 - h (2)
with the result that

§ = 3hd + 36h - 2h36 - 2hdh - 26n2, (3)
To simplify (3) in /3/ differential algebras were éoneidored
with the commuting property

hd = xd + ydh + zdh? (4)
for some numbers x,y,z. From (4) we get

hZJ = cf(x2 + 2xyh + (y2 + 2><z)h2 + 2yzh3 + 22h4)
and by using (2) and the relation an* = 7h2 - 3h, which is a
consequence of (2), we obtain as in /3/

h2d = x2d + (2xy-yz - %- z2 )dh + (y2+ %- 224 2xz + 3yz)<§h2. (5)

The purpose of this paper is to construct all possible types of
differential algebras with a cubic element satisfying (2), (4)
and some additional assumptions, Further we will verify also
that our results coincide with the six possibilities to repre~
sent h as a 3 x3 diagonal matrix with the diagonal elements

1, 3. 0.

2, Some assumptions, notation, and terminology

The same terminology and notation from /i/, /2/ and /3/ will be
used. We will construct differential algebras with (2), (4) end
the axiom

én% = ad + bdh (6)
where a,b are two numbers, Then (4) reduces to relation
hd = xd + yéh (7).

with new constants x and vy, and (5) in view of (6) obtains the
form

h2d = ad + Bhd. (8)
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Further y ¥ O 1s assumed in (7), since y = 0O leads to the
trivial case 62 = 0. The inequality y ¥ O implies that d,

hd are linearly independent, and so are 4, Sh. Now with these
assumptions we construct all possible types of differential al-
gebras,

3. Construction of differential algebras

First step: Determination of a and b, From (6) we have the
equation 6h> = adh + bdh>, Using (2)'we have
(2a+1)6h + (2b-3)6h° = 0 or '

(2a+1+2b%-3b)h + a(2b-3)8 = 0,
By the linear independence of ¢h, § we have the three possi-
bilities
: a=0withb = 1 or %. and b = % with a = - é.

Second step: Determination of & and 8, From (8) we find simi-
1ar1y

(20+1+282-38)hd + 6(28-3)8 = 0
and from this the three possibilities

A = 0 with 8 = 1 or %, and o = - % with 8 = %.

Jhird step: Determination of x and y, To find equations for de-
termining x and y we first calculaie hdh from (7) in different
ways and second eliminate hd h, h2d and 6hZ by means of (6),
(8). Hence

o C¢x_8 -
(x+yb)dh + (ay Y)J * (y y)hJ o.
Comparing this equation with (7) we find
x = 3(8 - yb) (9)
and an additional nonlinear equation, Eliminating again hdéh,

h%§ and dh2 from (3) and héh = x6h + y&hZ we find using (9)

2
~2b- 2+4d+40+2B87-38 :
v = bizEes ond v = PR am

By means of (9) and (10) we will now set up a table with all
Nine possibilities for the values of a,b,«,B,x,y.
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g:*‘lﬁ; i 2 3 4 5 6 7 8 9
a -4 -3 4+ o o o o o o
o T
« -3 o o -3 o o -3 o o
O O Y
x 3 =2 -é 1 1 3 5 1 %
y 1 w2 1 =% -1 -3 1 -2 o

In order to prove the existence of differential algebras accor-
ding to these nine possible cases we consider the diagonal
matrices

)
()
)

(¢}
- 1
3 -4

o

(-
(-
(0

/\m /}»
e}
“‘\“:/

)
Q

with the derivatives explained in the introduction

s
(e

-

/\6//\0
O Ni» o dp
et /ne
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O N

1
-5

Q N

o 3 o 1 0
67 = < 0 . 68 = < (o] -é . Jg =
0

respectively, All absent entries are zero, Obviously, all ele-
ments h, with 1€ j €9 satisfy (2), and it can be checked that
for every fixed j the elements h, and the corresponding deriva-
tives 4, satisfy also the relations (6), (7) and (8) with the
values of the coefficients standing in the i-th column of the
foregoing table, Besides (2), the elements h,, hg and hy
satisfy already the quadratic equations

2 2
2h1 = 3hi -1, h5 = h5' g°

This means that h1 and hg are not relevant for Heaviside's jump
function, whereas h5 concerns the case (1) originally discussed
by L. Berg in /1/ and /2/,

Summarizing the results we have found the following

2hg - h

Theorem 1: There exist six non trivial tybea of differential
algebras with (2) as an irreducible equation and the further
equations (6), (7). The elements h,, hy, h,, hg, h,, h
respectively, generate such differential algePrae.

7' '8’

4. Some properties of the six types. of differential algebras

Concerning the six differential algebras of Theorem 1 we formu-
late a

Lemma: There exist three constants Cq: cz,and 3 in the six

types of differential algebras with (2), (6), ‘7) such that

hé = c, 82, : (11)
h(‘z = caéz, . ) (12)
L (13)
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Proof: Multiplying (8) by 4 from left and multiplying (6) by &
from right we get (B-b)dhd + (a-a)é2 = 0, Hence we have proved

(11) with
c 88-(!
1" BF—F -

Now multiplying (7) by S from right and using '(11) we get
hd® = (x+ yc1)62, and therefore (12) with

c, = x + yCq-
Multiplying (7) by & from left we have similarly

(cy -x)8% = yé2h, i.e. (13) with
-X

We now give a table indicating the values of the three con-
stants c,. cz,and Cq in the six cases of Theorem 1.

h, hy h, hg h,  hg
" 1 1
ey | 2 3 1 0 3 o
1 1
c,| O 0 3 > 1 1
1 1
03 5 1 0 1 (o] T

From these values of the three constants we get an interesting
property in the

Theorem 2: Thg constants Cys €44 Cg in each possibility form
the diagonal elements in the corresponding matrices represen-

ting h, namely

h, = cy (14)

for j = 2,3,4,6,7.8.



'

5. _Adjunction of an integral of h

The foregoing results remain valid using matrices of a larger
- 8ize, 1if we choose the diagonal elements h;, of h according

to hii =¢c, for 1 €1, h;y =c; for 123, and as before
h22 = Cy. cf. (14). Especially, we can use twosided infinite
matrices as in /1/ and /5/, what we shall do in what follows.
Now we ask as in /3/, whether it is possible to adjunct to our
differential algebras an integral of h, i.e. an element t with

t' = h © (15)
and at least one of the properties

t = th or t a ht, (16)
If for t we search also a matrix representation, it is easily to
be seen that in the differential algebras generated by hy, hy,
hs,and hs. respectively, such an adjunction is impossible.

However, h; possesses the integral t; = (t; ) with

tk+1,k = =k + % for k > 2 and t;k = 0 else, satisfying the
second equation of (16), and h7 possesses the integral

= ) 3
t; = (ty,) with tyer,k = "k + 3 for ké€1end t, =0 else,

satisfying the first equation of (16).
Encircling the entries with the indices i = k = O these
matrix representations read

oo
°©©

o o

o : 51



0
79
Z- 0
Z
G
t, = 23 .
7 i z0
1
0
Z
[o I o]
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65N05
Andris Buikie

Aufgabenstellung und L&sung einer Klsese von Problemen der
mathematischen Physik mit nichtklassischen Zueatzbedingungen

In den Anwendungen spielen aolche Problame der mathematischen
Physik eine wichtige Rolle, die Prozeeee in inhomogenen Medien
_baschreiben, Das fihrt notwendigerwedise zu partiellen Differen-

tielgleichungen mit verdnderlichen Koeffizienten. Besondere
hdufig tritt dabei der Fell stickweise stetiger (oder stidckwei-
88 konstanter) Koeffizienten innerhaslb ihres Definitionsberei-
ches auf,

Auf solche Situstionen trifft man oft, etwa wenn eich in verschie-
denen Teilbereichen die charakteristischen Werte der Koeffi-
zienten stark voneinander unterscheiden oder wenn das geometri-
sche MeB eines (oder mashrerer) der Teilbereiche in irgendeiner
Richtung klein ist im Vergleich zum MaB der anderen Teilberei-
che, Eine direkte Anwendung der traditionellen numerischen Al-
gorithman suf das eingangs arwlhnta Problem ist gewdhnlich
nicht von Nutzen: Sie fOhrt entweder zur starken Steigerung des
Umfanga der Berechnungen oder zu starkem Verlust an Genauigkeit,
Es ist zweckm@Big, zuallererst die Problemstellung zu modifi-
zieren, was realisiert wird durch eine asuf spezielle Art und
Weise Ober einigen Teilbereichen durchgefdhrte Mittelwertbil-
dung unter Auenutzung der Rand- und Koppelungabedingungen auf
den R&ndern der Teilgebiete, Das fdhrt in der modifizierten
Problemstellung zum Auftrsten zusdtzlicher Rand- bzw. Koppe-
lungsbedingungen speziellen Typs, welche die h8heren Ableitun-
gen der Differentislgleichung enthalten. (In den Zusatzbedin-
gungen kdnnan ferner Ableitungen noch hdherer Ordnung euftre-
ten,) Disee Bedingungen nennen wir im Unterechied zu den Rand-
bedingungen 1., 2, und 3, Art und zu gewdhnlichen Koppelungsbe-
dingungen “nichtklaesieche Zuaatzbedingungen®.

Bei der Auawehl eue dem reichhaltigen Literaturangebot dber
eolche Probleme der mathematiachen Phyaik begnigen wir une mit
dem Hinweis auf die anachainend ersten Arbeiten zu diesem
Problem: A, A. Semarskij /1/ (zur Wirmeleitungegleichung 53



mit einer Raumkoordinate), A. N. Tichonov /2/ (Ober gewbhnliche
Differentialgleichungen) sowie die Monographie /3/, worin kon-
krete Probleme der Wérmeleitung mit zwei Raumkoordinaten be-
trachtet werden,

I. Wir gehen nun zur Behandlung einiger Probleme mit nichtklas-
sischen Zusatzbedingungen Uber, wobei wir uns auf solche der
Ebene beschrénken wollen., Sei das einfach zusammenhéngende (be-

schrénkte oder unbeschrénkte) Gebiet GCIR2 mit dem Rand

["= T \G vereinigung zweier Teilgebiete, T = G,uG,, welche die
Berdhrungslinie r;l = G, NG, haben, Der Rand [ hat dann die

Form F;LJri, wobei jedes der F; for 1 €{0,1] ein Teil des ge-
samten Randes des Teilgebietes G, ist.

Mége die auf T definierte Funktion u(x,y) zusemmenfallen mit

u® auf G; und mit ul auf 51. wobei jedes ui(x.y) der Differen-

tialgleichung
L, utxy) = -fi(xy), (xy) €6y, 1€{0.1 (1)

gendgt. Wir setzen voraus, daB die L, Differentialoperatoren
2, Ordnung elliptischen Typs in Divergenzform sind:

i

L, ut = div (k! grad ul), (2)

i
wWir nehmen ferner an, daB jede der Funktionen ki(x,y) stetig in
Ei ist, daB aber ihre Werte in den Punkten des Randes r;i nicht

Ubereinstimmen,
Bekanntlich missen dann auf r;l die Koppelungsbedingungen

o 1 o o 1 1
u =u k” 8, u =k an u (3)

erfillt sein, wobei anu die Ableitung in Richtung der Normalen
zu r;l ist,

Zur Vervollsténdigung missen wir zu (1) und (3) noch die Rand-
bedingung

2, i) = gHxy), (y) €Ty, teto.1 (4)
hinzufligen., Hicrbei ist 21 ein Randdifferentialoperator einer

der drei Grundtypen, d. h,, li ist entweder die Identitdit oder
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Ableitung in Richtung der Normalen zu rl oder eine Linearkombi-
nation dieser beiden,

Treffen wir nun fiur den Ubergang zur nichtklassischen Problem-
stellung die prinzipiellen Voraussetzungen:

1. Nach glatter Vvariablentransformation (x, y)—a (E 7) gehe das
Teilgebiet G, homéomorph Gber in das Rechteck

= {(5 .7)l§€[-5.01. 1]e[~71.72]}. (5)

-0

@ habe in £E-Richtung mindestens die GréBenordnung 1, é = o(1).
Der Einfachheit halber nehmen wir an, daB (2) und (3) in den
neuen Variablen die Form

Lyl e ag(ki g ut) ay(k; 3 oly, (6)
bzw,
zwuol - ull k° 3 uol - kl P ull (7)
g=-o =40’ “1 °F U lFaco™F1 UF U lgaso
besitzen, ’

2. Fir jedes 7 besteht die folgende Beziehung zwischen den Wer-
ten der Koeffizienten k
N 1
ain kO 3 max k (8)
1 1°
§ §
Wir weisen darauf hin, das die Forderung beziiglich § in (5) ab-
geschwiicht werden kann, wenn wir anstelle von (8) die strengere
Ungleichung
min k‘;_ » magx ki _ ' (84)
verwenden: Statt & = o(1) reicht dann d = 0(1) aus. Die Funk-
tion u°(§.7) werde jetzt (ber die H8he des Rechtecks B°

(in Richtung der Koordinate £) gemittelt, d. h,, wir flihren die

neue Funktion
o

uo(n) = &2 { I EILT: (9)

ein und integrieren Gleichung (6) fir 1 = O unter Beridcksich-
tigung von (7). Damit ergibt sich

J-l("ia}“ilguo ¢ |5__J) + 3 (k2°3,7u°) - -f, (10)
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wobei f (q) und k, (?) gemsB (9) aus f° (k. q) und k9 2k, n)

durch Mittelung zu berechnen sind. FUr einen von [ unabhéngi-
gen Koeffizienten k wird (10) zur Identitét, Héngt der Koeffi-

zient k2 dagegen von der Variablen g ab, so wird die Mittel-

wertbildung des zweiten Gliedes der rechten Seite von (6) auf
folgende Weise durchgefihrt:

41 j' u®)dg - 87 §1 f[a,’(k2 u® - u® 3? kg]dg
= 3 [an(u lg §*k2°-u IS ager k2 °)] - 37[3n(u° 20) = Yo an koq 1

- a,’(k2° anuo). |

wir haben demnach notwendigerweise vo}auszueetzen. da8 kg(§,7)
stetig differenzierbar von 7 abhangt; kg und 37 kg sollen bei
festem 7 ithr Vorzeichen in [-4,0] nicht wechseln, ferner sol-

len uo(g*,?) und uo(g**.?) ndherungsweise mit u (%) zusammen-
fallen.

Bemerkung 1: Offenbar ergibt die Betrachtung psrabolischor Dif=-
ferentialgleichungen. bei denen anstelle ‘der Funktion u (g ?)
die Funktion u (5 v ,T) steht und der Operator L noch die Ab-
leitung nach der Zeitvariablen 7 enthélt, keine prinzipiell
neuen Aspekte, Darum werden wir uns mit diesem Fall nicht ge-
sondert befassen.

I1I. Die konkrete Gestalt der nichtklassischen Zusatzbedingungen
wird wesentlich durch die Randbedingungen des Ausgangsproblems
fir g = -4 bestimmt, Beginnen wir mit dem einfachsten Fall, der
Randbedingung 2. Art:

. ) '
'-kg 35 u®| g- LN (?). (11)
Zu vermerken ist, daB in der Literatur hauptséchlich die homo-
gene Randbedingung (11) ( qP = 0) betrachtet wird, Insbesondere

wurde sie in /1/ behandelt, und die gesamte Monographie /3/ be-
schrankt sich praktisch auf diesen Fall. Wenn fOr diese homoge-

56



ne Randbedingung die Beziehung (8,) erfillt ist, kenn man na-
tGrlich davon ausgehen, daB u (f ?) for jedes feste 7 kon-
stant wird, Dann folgt einerseits aus (9), daB

u°(-g.7) = uy(y) _ (12)

gilt, und andererseits erhalten wir aus der ersten Bedingung
von (7), daB .

uo(g.')?) - u1(+0,'?) (13)
gile,

Aus (12) und (13) folgt, daB man u () auffassen kann als
Grenzwert

Wil = o ul(E.9)

der in 51 stetigen Funktion ul(f ,7). welche sowohl die Glei-
chung (1) in G, als auch die sich aus (10) ergebenden nicht-
klassischen Randbedingungen

7(2) 1. a,l(k2° Bh uly + §1 ki ag ut - -¥y (14)
auf dem Rand r‘l (far §=0) und die gewdhnlichen Randbedingun-
gen (4) auf dem restlichen Tqil des Randes des Gebietes G, er-
fOlle,
Wie schon zu Beginn dieser Arbeit bemerkt, ist in /1/ und /3/
der Fall der instationéren Gleichung mit konstanten Koeffizien-
ten (genauer mit in jedem Teilgebiet konstanten Koeffizienten)
behandelt worden., Gleichung (14) hatte dann die Form

37(k2° an uly + éhl k1 af = dp ul -f g
Ausgehend von ihrer physikalischen Bedeutung wurde in der Ar-
beit /1/ diese Gleichung mit "Bedingung der konzentrierten Wér-
mekapazitét"” bezeichnet, Sie hat sich in der Fachliteratur
weitgehend unter diesem Namen eingebirgert, Unter den gleichen
Voraussetzungen (12) und (13) erscheint bei Betrachtung der in-
homogenen Randbedingung (11) auf der rechten Seite von (14) an-
stelle von -f der Term -(f  + §1 9°). Die Annahme, daB (12)

und (13) gélten, d. h,, daB u® konstant beziglich E ist, kann
in vielen Fillen zu streng sein: Sie ist exakt nur im Grenzfall
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erfallt, d, h, fir k: ~» ., Deshalb ist es notwendig, fOr u°
die Abhéngigkeit von § einzubeziehen. Die einfachste Methode

besteht darin, u® far jeden festen Wert i durch eine lineare
Funktion zu approximieren, Die Paremeter dieser Geraden lassen
sich leicht mit Hilfe von (9) und (11) feststellen, Als Ergeb-
nis erhalten wir wieder (14), nur mit anderer rechter Seite:

TE b e ffg e 8o o2 3l 309 o))} (19)

Man kann in der Genauigkeit noch einen Schritt weiter gehen und

u® entlang der Koordinate ¥ mit Hilfe einer Parabel epproximie-

ren, Dann erhalten wir die nichtklassische Randbedingung bei
§ = 0 in der Form zweier Gleichungen:

(kg dpug) + 7 kG Bput = —(r, 081 g, (16)

-1, 1 -1
k: ag ul . kg[3J 1uta uy) + 277 ¢°1, (17)
III, Wir betrachten jetzt lings § = -§ Randbedingungen 1, Art:

Wlgag = @) (18)

Die Annehme, daB u® konstant bezlglich ¢ ist, fOhrt zur klassi-
schen Randbedingung 2, Art:

-1 .1 i o
&g g v’ - -[fo+-17(k2° 379» ).
Darum beginnen wir mit der Approximation von u® mit Hilfe einer
bezlGglich f linearen Funktion, Die Berlcksichtigung der offen-
sichtlichen Beziehung 2u = ul«ogp ergibt zusegmmen mit dem Aus-
druck fGr die Ableitung 6§u° = J'"’"(u1 - gP) die folgende nicht-
klasesische Randbedingung:
1 1 -2 o
A T T zJ_ kr°q7°+a,z(k2° a,lcp)] (19)
mit

FAC I 3,2(k2° a,? uly » 2870 i 3 ul - 282 i, Wt (20)



(Wie schon frdher sei auch hierbei - falls nicht ausdriicklich
aufgeschrieben - § =0 und 7% ein beliebiger Punkt des Defini-
tionsbereiches.) '

Wenn man die Approximation von u® mit Hilfe eines Polynoms

2, Grades (einer Parabel) durchfihrt und %,elininiert.inden man

es durch u! und a; u ausdrickt, dann erhalt man anstelle von
(16), (17) eine nichtklassische Randbedingung., Diese ist dann
schon eine Differentialgleichung 3. Ordnung, d. h., in dieser
Gleichung treten Ableitungen auf, die von héherer Ordnung sind
als die in der Grundgleichung:

I3 . -[27tr e 38 k0 g0+ 27t 3.7(‘kz° a,? ) (21)
mit :

3 1 1_,-1 ¢.1 1

[(3) U = ar][kzo 3,7(u -4 Jki/kjo, a;u]

i (22)

+ 371 81 (k] 3p ut -k uh.

Wir werden bei der Betrachtung nichtklassischer Randbedingungen
(fdr den Fall, daB bei ¥ = -4 solch eine Randbedingung 3. Art
gegeben ist) nicht verweilen, wollen aber zwei Bemerkungen Uber
die M8glichkeit der Gewinnung solcher Zusatzbedingungen in an-
deren Féllen erwdhnen,

Bemerkung 2: Die Koordinatentransformation (Obergang von den
Koordinaten (x,y) zu (f,y)), die G, suf das Rechteck F° abbil-
det, fihrt im allgemeinen Fall zum Auftreten gemischter Ablei-
tungen 2, Ordnung und von Ableitungen 1, Ordnung in.den Diffe-
. rentialoperatoren LL' Die zweite der Koppelungsbedingungen aus
(7) kann auch komplizierter werden. Aber das fOhrt nur zur Ver-
komplizierung des technischen Charakters und zum Entstehen neu-
er Glieder im Endausdruck fir die nichtklassischen Zusatzbedin-
gungen.

Bemerkung 3: Die Gewinnung nichtklassischer Zusatzbedingungen
ist auch dann méglich, wenn dasjenige Teilgebiet, Uber welchem
die Mittelwertbildung durchgeflhrt wird, zwischen zwei Teilge-

bieten liegt, Sei beispielsweise F? neben I ein weiteres
Teilgebiet (fur §<-6') und L, Y L eine weitere Gleichung
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des Typs (6) mit den Koeffizienten kf und kg. Bei der Approxi-

mation der Funktion u® im Rechteck Z° durch eine Konstante
(beziglich ¥ ) erhalten wir aus den Koppelungsbedingungen auf
den Geraden Y = O und % = -4

ul(gt?),‘grro = uz(gl7)|g,_6'_o- (23)

Dies erlaubt uns, das Gebiet oJ° um die GrdBe & nach rechts zu
verschieben, wobei wir ein neues, wiederum einfach zusammen-
héngendes Gebiet & erhalten, das aus dem so verschobenen dfz
und dem Gebiet éﬂl besteht, Uber Z haben wir eine stetige

Funktion u(j,y) zu betrachten, die auBerhalb E = O der Diffe-
rentialgleichung L, u= 1 (in &) bzw. Lyus £2 (im verscho-

benen Gebiet éﬁz) genligt, Die Koeffizienten dieses Differen-
tialoperators sind auf der Geraden ¥ = O unstetig, der Diffe-
rentialoperator ist deshalb auf dieser Geraden nicht definiert,
Statt dessen muB dort die Gleichung (ein Analogon zu den Kop-
pelungsbedingungen fiir den FluB)

arl“‘z:» 3.,2 u)+ 671 g ag “Ig.+o' &g g “lga-o"fo (24)

erfullt sein, Im Unterschied zu den gewbhnlichen Koppelungsbe-
dingungen, die nur Ableitungen niedrigster Ordnung enthalten,
kommt in Gleichung (24) die héchste Ableitung des Hauptdiffe-
tentialoperators in Richtung der Geraden § = O vorz‘SchlieBlich

muB die Funktion “(5-7) auf dem Rand des Gebietes oJ den klas-
sischen Randbedingungen des Ausgangsproblems geniigen,

Betrachten wir jetzt die in Bemerkung 3 gegebene Bedingung (24)
vom Standpunkt der umgeformten Problemstellung aus, so gehért
die Gerade E = O nicht mehr zum Rand des Gebietes of. Es ist
daher nicht empfehlenswert, (24) Randbedingung zu nennen, Das
ist einer der Grinde, weshalb wir die oben betrachteten Bedin-
gungen lieber als "nichtklassische Zusatzbedingungen" bezeich-
nen wollen und nicht als "nichtklassische Randbedingungen”.

IV. Unsere Aufmerksamkeit war in dieser Arbeit auf die Gewin-
nung von Aufgaben mit nichtklassischen Zusatzbedingungen kon-
zentriert., Zum SchluB noch einige Worte zu den L&sungsmethoden
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fiur derartige Aufgaben. In der Literatur werden meist Aufgaben
fir parabolische, nicht aber fiir elliptische Gleichungen behan-
delt, wobei in der Regel vom Standpunkt der Anwendung ausgegan-
gen wird, Im Falle unbeschrinkter Gebiete oder bei der Warme-
leitungsgleichung mit konstanten Koeffizienten werden solche
Probleme meistens mit Hilfe der Methode der Integraltransforma-
tion gelést, z. B, der Laplace-Transformation, (In /3/ und /4/
werden auf diese Weise zweidimensionale Probleme des 1. Qua-
dranten bzw, der rechten Halbebene gelést.) Aus der in ge-
schlossener Form erhaltenen Lésung kann man in der Regel sofort
die Korrektheit der nichtklassischen Problemstellung ersehen
(Existenz, Eindeutigkeit, Stabilitdt der Ldsung).

FOr beschrdnkte Gebiete kann die klassische Methode der Trennung
der Variablen verwendet werden. (In-/1/ wurde auf diese Weise
ein Problem im Intervall x €[0,1] geldst, fir das die Bedingung
der konzentrierten Warmekapazitét im Punkt x = O erfiillt ist,)
Die breitesten Anwendungsmdglichkeiten findet jedoch die Diffe-
renzenmethode, Das Differenzenschema fir instationsre Differen-
tialgleichungen auf einem reellen Intervall wird in der Mono-
graphie /5/ angegeben, fGr zweidimensionale stationdre Diffe-
rentialgleichungen in /6/. In /7/ betrachten wir Differenzen-
schemata fir zweidimensionale, beziglich einer Variablen dege-
nerierte Wérmeleitgleichungen; im Artikel /8/ dagegen wird eine
direkte Methode zur L&sung des sich ergebenden Differenzenglei-
chuﬁgssystema aufgezeigt, (Dort ist eine Modifikation des Fak-
torisierungsverfahrens fir Probleme mit nichtklassischen Ergén-
zungsbedingungen der Typen (14), (16) bzw, (17) angegeben.)

In /9/ und /10/ finden wir Differenzenschemata und eiﬁige nume-
rische Resultate von Problemen, bei denen die Mittelwertbildung
Gber mehrere paarweise disjunkte Untergebiete (die Schichten)
gefihrt wird., Die Problematik wird erschwert, wenn man die Mit-
telwertbildung Gber einander berGhrende Schichten fihren muf,
Wir haben hier keine Mdglichkeit, diesen Fall ausfOhrlich zu
behandeln, das ist ein Thema fir eine weitere Publikation. Es
sei lediglich darauf verwiesen, daB in diesem Falle die Ausnut-
zung speziell definierter Integralsplines m8glich ist.
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65F10
Jen zitko
Extrepoletion of iterestive processes
Let us coneider en iteretive process
Xne1 ™ Txn + b (1)
for solving en operetor equetion
x=sTx + b (2)

in Hilbert epece X, We eesume thet T € [X] and r(T)c 1.

Therefore for every X, € X the sequence {x ebteined by

0o
n}n-o
ueing (1) 1s convergent with e limit x*. Let 1>0,k,m .,m,,...,m
be integers snd let the inequelitiees

0--°<n1<...<n1,k>-1 (3)

hold. Let H be s lineer operetor from [X] end let H™! extst.

In the peper /1/ we coneidered the problem of finding complex

numbere agk) .agk) TeleTe .ugk) euch thet

1 1
[l H(x*- g “(k)"k--i)" J min u Il H(x®- fT—o Bi"k--i)“ (4)

o oo™ 1

end
1

gag“) -1, (5)

The norm ie defined by the inner product (..,.) in X, The opere-
tor H should be chosen so thet it is possible to sveluets the
expression in the norm. We shell cell o, the coefficients of

extrepoletion, _
In eection 2 we introduce the main results concerning construc-

tion and convergence of al(k) for k=»00. If we put
Y * ugk)xk + o:xi(.k)ka-1 + .. ¢+ uik)xk_-l (6)
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then there exists p & 1 such that
e (lx*-y I/1x* -, IP) = 0
k—> o

and therefore the construction (6) accelerates the convergence
of (1). The precise theorem is introduced in this section, too.
This procedure for acceleration of an iterative process we call
extrapolation,

In section 3 we construct limits of aik) for a special but

practical case m, = in, where n » 1 is a positive integer,
In section 4 special procedures of extrapolation are described.
Numerical results are given in section S,

1, Definitions, notations, preliminaries

By c" we denote the complex linear space of all column vectors
X = (xl.....x“).r with complex components, The superscript T is

used for transpose and H for conjugate and transpose. The vec-
tor ei(n) is the i~th column of the identity nXn matrix I
and ‘ '

n

o(n) = ;'ei(n) = (1.1,....0).

R" 1is the real n-dimenéional linear space. The symbol @(n)

denotes the null vector in R" or ¢". If uie.cn. i=1,,..,p,
then (u1.¢...up) ie the nXp matrix with the columns ug.

Let :

My = (HgrPgeeeeiie) s Py €X, 120.1,0.0 08,
N = (VgeVgeeeesVg)s vy €X, 120,1,...,8,

be two row vectors with elements in X,
By Ny (:) M, we denote the complex matrix

(Mg V) - (g eVp)r eoer (MeoVy)
(Ponvl). (Plvvl)l cee (Fth1)

(’.x.o.ve). (g V)0 cees (B0 V)



For a sequence {uk}c X let 6ljuk and Jiuk denote the
differences

é

1% = Yk-my ;7 Yken
Sgup = d4up = Yk-m,_, ~ Yk-m, *
Put

€y = X'= x;, 7y = HE, (7)

M = O Piemy oot Tkemy) e i (8)

Lk = (61"7“, 627;k:-o-061’7k)0 (9)

=W @ n. ' (10)

R = L @ . (11)
be @ #

5 = . (12)
\ eT(1+1) ;

2, The main theoretical results

In this secfion we describe the solution of (4) and (5) and the

behaviour of the numbers a§k). All results have been proved in
the papers /1/ and /2/.

Theorem 1: Let X be a Hilbert space. Let T €[X], He[X], T
exist and r(T) <1, We denote by x* the limit of the sequence
{xn}::o obtained by using (1). Assume further that the integers
1>-0.m°.....ul and k fulfil the inequalities (3).

If the matrix Qk is positive definite, then there exists one
and only one vector ogk) = (qgk).ugk).....ugk))T which solves

the problem (4), (5). For the vector a!k) we have
k) o (aT(n)orte(n))™t ople(n) .~ (13)

or equivalently Skuﬁk) = 0),4(1+1),

The proof is given in /1/,
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For further investigation let, moreover, the spectrum of T have
the following structure: There exist finite sequences {1, }r .

of positive integers and {lk}E-1 c C for some integer r » 1

such that each A, is a pole of the resolvent operator R(A,T) of
order 1k:

|h1|i|12|i ces illrl. Y IJ
[AEB(T)., A F Ay, 1=l,..0,r) =3 (2] < AL,
For a fixed je(1i,r) let CJ be the circumference with center

A

for 1 ¥ j and

and radius gJ such that
{AEC]M-AJI € g4}n6(T) = {A}.

Moreover let
C. ={rec|in= g},

J

where

fA[€ g }n6(T) = 6(T) = {A54000up).

We assume that

kK > max (ij). (14)
J-ipzroco r.
Byy & # O for all 3 = 1,2,.,.,r, (14°)
where
i=-1
By = m j(z zj) R(A,T)dA, (15)

It is easy to show that

fx"n(a.'r)eodx (16)

r i
3 .;2( kK yak-1+#d g ¢ , _2
K 1-1 1
=T = 3 1% " omy G
d
r i
.- ;g (1'_‘1)7«: vy + VIK), (16*)

where we have put

1-1 1 k
V4 ® H(BJi ol 3 ) and v(k) = H(EEFI 6{ ATR(A,T) Eodh).

[~
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Theorem 2: Let X be a Hilbert space, T € [X], He[X], r(T)<1

and H-1

exist, Let integers 1 > 0, k, Mo Myvewe, My fulfil
the inequalities (3). Let AgeeecesA. be poles of R(2,T) of order
11.....1r, respectively, and

[Aq] 2 [ag] * ... 3 (AL > 2|
for any 2 e6(T), LA ¥ A0 3= 1,....rand 2 # 7‘1 for 1 ¥ j.
Then there exists an integer kg > nax(ij) + my such that for

all k a ko, the matrix Qi is positive definite.

The proof is given in /1/.

Let X denote the set of all pairs (j,i) for j = 1,2,...,r
and 1 = 1,2,...,1J for every j. Order this set in the follo-
wing sequence:

(1l11). (1;11'1). oo o (1:1)'
(2.15), (2,1,-1), ..., (2.1),

®eevrorcecrerscrvvvvccsnensvee

(rai), (roi-1), ..., (r.1).

(17)

Let the symbol c(k) denote & vector from ct whgse p-th compo-
nent is (151) R;. where the pair (j,i) lies on the p~th, posi-

tion in the sequence (17).
Let us define the following matrices:

Ek - (C(k).c(k-nl), ) c(k~ﬂ1)),

Fk - (c(k"l).C(k-ﬂz). ev e C(k-ml)),

Fl(<0) = (c(k)-c(k-my),c(k-my)=c(k=m3)., ..., c(k-m)_,)=-c(k-m))
= (6,c(k) . dpe(k), ..., dyc(k)).

FRR(3) = (pet), ont 8y qe(k) .8y, 00K), Loty (k).

FEE)(1) = (e(k), wens dy_po(k) .y s so(k) by e(k), ...,
d,e(k))
for j = 1,2,,..,1and 1 = 1,2,,.,,1+1,
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Assumptiom 1: Let the equality

7
Sy
hold for some integer 7T € {1,r).
Let G, be a matrix formed from the first 1 rows of the matrix
Fk'
Assumption 2: Let there exist an integer k, such that
det Gy # 0 for all k 2 ko'

From this it follows that the system
T T
Gk‘(zllooa uzl)T = -(”I(k)n-v- "T(k)) N (18)

where the subvectors ws(k) have the following structure

w (k) = ((1:_1)A§.(1;12)A§.....(§)a:.a§)T

for s = 1,2,...,7, has for every k 3 k, a nontrivial solution
which is independent of k (see/2/). Let us denote the solution
of (18) by (blrooo nbl)T.

Theorem 3: If my = 4 Vi=1,,..,1, then det G, # 0 for all

k > max (1J)+-1 and the equality

J-ilo-orr

1-1

'l'- zl+b12 ¥ ovee + b1_12+b1

i, i i
(z-1g) Hz=25) 2...(zo2p)
holde for all z € C, i.e, b,,...,b; are coefficients of the
polynomial
i i i
(z-1) Hz-15) Zeei(zap T

The proof is given in /2/,
We shall show in the following section that (18) is valid for
"= in, too, Let us put :
] n,=-0 R,=-0
1 1 1 71-1
Pl(z) =z “+b,z L bl-iz 1 +b,. (19)
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Assumption 3: Let Py(1) ¥ o.

Define
-1 -1"-1
P(z) 'fpl(z)/P1(1) = 5’02 + 612 * ... * 61:
6 = (6,.65,....67)7,
20
(k) = 5,6 = L S | LN ==
f(k) = (1K) - 91’1(1;1).

It is easy to see that Sk6 = f(k) + ®;,1(141) or
6 = 5 f(k) + «lk) and therefore we have (%) a 6 - st f(k).

Assumption 4: Let 7+ 1 € r and let for the poles A, and 1, ,
of the resolvent operator R(A,T) the inequality |
hold,

Let T be the set of all positive integers i € 1 for which
llpil- [Agl, where (Py:9;) lies on the i-th position in the

o> Ryaql

sequence (17).

Assumption 5: Let there exist an integer k  such that for all

k » k. the matrix formed from the first 1 rows of F£°) is non-
singular, Moreover, let for every matrix Fél)(J) and F{z)(i).
J=1,...,141; 1 =1,,,.,1 there exist integers 1(1)(1) € J and
1(2)(1) € 7, respectively, so that the matrix formed from the
firet 1 rows of F&l)(J) and F&z)(i) without the 1(1)(3)-th and
the 1(3)(1)-th row, respectively, is nonsingular.

Remark: We shell not investigate the validity of these assump-
tions in the special cases n = i or ny = in.

Theorem 4: Let the Assumptions 1-5 be valid. Then for every m
(1ém€l) and s (1é8€i-1) there exist sequences {12.'.(k)} and
{f.,'(k)} such that
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k%::o oup|LL.'(k)|< oo and

lim k) = O for all m and s,
k — o0 gl.s( .

such that the m-th component of the vector s;lf(k) has the form

1l-1
k4 A2 k
; ko, (k) (1s g.,.(k))(—rh—;’z‘-)

where X, _ are integers,

The proof is given in /2/,

From this assertion the theorem concerning the convergence

of ol k) immediatelly follows,

Theorem 5: Let the assumptions 1-5 be valid, Let P be the poly-
nomial defined by (20). If |ag A 41< |1742- then

k)
lim a( = 6
k—00 2 3
for all i=0,1,,..,1, where 61 are the coefficients of the poly-

nomial P,

3, The convergence of «gk) in @ special case

oo

In this section let Assumption 1 be valid, We will investigate
the special case m; = in, where n is a positive integer. We

shall prove a theorem which is analogous to Theorem 3,
Lemma 1: Let g * O, n > O be integers, and a, ¥ 0.01.....aq
polynomials, Let us define a polynomial pq(z,n) by the formula

p.(z,n) = a.(n)z%a (n)zq'1¢ +a__,(n)z+a_(n)

q . e 1 eoe q_1 q .

Then there exist polynomials b° # o'bi""'bq such that for
every integer j the equality

Pq(3.mnT = bo(m (3N + by (M3 +..o e by () () +by(n)
holds,
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Proof: By a straightforward calculation we obtain
Pq (3.n)n% - a (n)ql(J;) - -1(n)(q-1)l(g'_’1)n

- ay(n)(a-2)1(J)n

= ay(m [19n%-q1 (3N ] + ay(mn 19720972 - (q-1)1(37)))

+ ay(mn2[39720972 1 (q-2)1( 3]

© 000000 0000000000000 00000000000000000ccccsossovcncoccs

- eee = aq_i(n)(Jg)nq'l-aq(n)nq

- 2
+ 8g_p(n)n 2[12n2-2103D)]
i -2
cademnTep o (B ey (3un)n,

where pq_1 i is a polynomial of the form

Pq-1,1(%:1) = d; (m)z97
and d1 are polynomials, It is not necessary to describe the
explicit form of ds. Therefore we have

-1 ’
Pg(3.n)nd = i; oy (min'(a-1)1(J) + Z dy (m)33in9"t,

Using induction, the assertion of Lemma 1 immediately follows.

Theorem 6: Let Gk be a matrix formed from the first 1 rows of

the matrix Fk‘ If m, = in Vi = 0,...,1, where n is a positive

integer, and if h:. 12,....12 are mutually different, then
there exists an integer ko'such that

det G ¥ 0
for all k * k, and the equality

1 1l-1

i i i
(z-l?) 1(2-12) 2...(qu;) LI +b,z +...fb1_iz+b1

holds for all ze C, where (bi.bz.....bl)T is tpo solution of
_the equation (18), i.e,
]
Gy (bysbp.....by)T = =E(K), (21)
and the vector &(k) consists of the first 1 components of c(k).

The vector (bi.bz....,bl)T is independent of k.



If we put .
1 1-1

Pi(z) = z74b,z +bzzl'2

+,,.+b1_1z¢b1
and
1 1-1
P(z) = Py(z)/Py(1) = 6,z +6,2 "+,..+6;
and if assumptions 4 and 5 are valid, then

lim Otik) - 61 Vi - 0,1,....1.
k— 00

Proof: Let us assume that det G, = O for all k fulfilling the
inequality g

k ~1lIn>n max (ij). ‘ (22)

" J=1,....r

Let us remark that we have proved in /1/ that either det Gk =0
for all k or it exists a number k' so that det Gy # 0 for all
k > k*,
If for some integer s the number k = sn fulfils (22), then
there exist complex numbers 81.....81 such that

1
8,(2>0 ‘ (23)
and
Gye (Byrnen By)T = 0, (23°)
i,e,
1 /
; Ba(EAs™™" = 0 (24)

for the first 1 pairs (p.q) from the sequence (17).

Putting h: -Jﬂp. we can rewrite (24) in the equivalent system

1
(s-m)n, ,8-m
B =0 25
PELAS R | (%)

for y=1,,..,7Tend 1 =0,1,,,.,1i,-1 for every j. From Lemma 1
we have for every integer m € {(1,1) and i e (0,13-1>

S Ll QU O TS L I T G Tl L RS QTR
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where bgi)(s-o.i,...,i) are polynomials, Multiplying the equa-

tions

1
(s-m)n, ,6-m _
> &a(CPIMAT -0

for p = 0,1,...,1 successively by béi) and summing all this
equations, we obtain
1

3 e IMAT o,

But we can repeat this procedure for every j = 1.2.;..,7 and
ie (0.1J-1). From the system (25) we obtain

1

;;; Bm(s;m)th-m-1+1 -0 ) ' (26)

for j=1,.,.,Tand i = 0,1,...,11-1 for every §.

Without loss of generality let 81 ¥ O. From (26) it follows
that the polynomial D defined by

-1 2 s=-1

D(z) = 8,z°

T

has s-1 + ? 1J = g-1+1 = 8 roots, This is a contradiction,

+ Bzze- +... +Byz

Therefore (22) does not hold and det Gk # 0 for k = sn, From
this it follows that there exists a number ko such that
det G # O for all k » ko,

. k
If we put for s)uax([-ao-], max(ij)d)

u(z) = zs+biz°"1+ ;o +blzs'1,

then‘putting k « sn we obtain from (21)
ud1)(Ag) = 0 for a1l 3 = 1.2.....7

and 1 = 1.2....,1‘1 and therefore the polynomial

i 1
(z-J\1) 1...(z-JL7) T devides the polynomial U. The rest is

obvious,
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4, Extrapolation and procedures

In this section we describe some procedures for extrapolation,
Let us remark that we have defined

(k) (k) (k)
Vi = %o XktUi Xkem *oeer 01 Xm0

We shall present firstly a theorem which shows the sdvantage of
extrapolation,

Theorem 7: Let assumptions 1-5 be valid, We suppose that for
some r, € (1,r) the inequality lnr1l>‘2r1+1‘ holds and if

|Ap1|.|11| for p; € (1,r1). then let i, > ipl. Moreover, let

Ihi-pxrul/‘ldz < 1 for some p 2 1,

Then there exists an integer k, such that € = Hx*-xkﬂ # O for
all k ® k, and

lim (fx*-y, I/0x"-x, §P) = 0.
k— o k k
The proof is given in /2/.

For the operator H it is convenient to put H = 1-T" for some
positive integer n, In this case

Mker = Xkan = %k (27)
and
ket = T ke (27°)

Algorithm 1: (the general case)
1.-0-0.n1,....-1.k1 given integers; k, > uix(ij) + |y,
1) For k = 0,1,...,k,+n-1 evaluate xi ., = Txk¢b.
2) Put 8 = k.
3) For i = 0,1,.,..,1 evaluate 73_-1 = xs-n1+n'xs-ui'

4) Form a matrix Qs or Ss and solve the system

{Qs al®) . Ae(1l+1)

eT(1+1)af®) = 1 or ssu(f) - ey,4(141).
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5)

6)

Form

Yg = ags)xs+u§8)xs-m1+...+a§s)xs_ml.

Calculate
Poe1 = T

8 + 1 — s end repeat this procedure from the part 3), or from

from the part 3), we calculate only unknown Veem,
i

the procedure until some given condition for termination is

fulfilled.

the part 4) if all 7a-m (i=0,1,....1) are known, If we repeat
i

This aslgorithm is not convenient for practical celculation but

from these formulas we see that for my
algorithm (see [17). We shall present here a special case for

1 =" 1,

Algorithm 2:

1)

2)
3)

4)
5)

2y

1-1,m°=0,m1=n,kle N.k1 > max(ij) +n,

For k = 0,1,...,k1-1 evaluate

CXper = Txk+b

(In the memory we have only Xy _n)e
) 1

Put 8 = ki-"' 8y = k1.

Evaluate 73 = xsl-xs. Go to 4),

Put x91 = xs + 73.

For k = s,s+1,.., ,8+n-1 evaluate ?k+1 = T?k’

Solve the system

= in we obtain a useful

(731' 731)' (7 761) (311> LA 1 ) (sl) (51) .1
(791' 70 ). (73‘ s )

or calculate
§- (7%1' 7s1_7s)' J; = (731'7s' 731‘75)
and put

L2 g aiei) - -aisl).
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6) Calculate
y91 =% 8,
7) Put 8,8, 8, + n—s,

and repeat from 3),

ka
, where k2 is a

In this case we obtain the sequence {yk +sn}a-o
1

number of repetition.

T
Remark 1: We always assume that ? 11 = 1 and therefore in the
case 1 = 1 it is i, = 1,

Analogous algorithms should be written for 1 = 2 or 1 = 3,

Remark 2: In the paper /5/ the converted procedure for extra-
polation is given in a special case m; = in, First the poly-
nomial

i i

1 T
P(z) = (z-27) © ... (2=27)
is constructed, which gives us coefficients of extraﬁolationr
In accordance with Theorem 7 these coefficients are limits of
a{k) for k- oo.
At the end of this paper we describe a modification of the Al-
gorithm 2 for solving of the matrix equation

Ax = b (28)
with a consistently ordered 2-cyclic Stieltjes matrix A,
Let us write A = D(I-L-U), where D = diag A, L'and U are
strictly lower and upper triangular matrices, respectively., We
rewrite the system (28) in the form

x-x1x+c.

where '31 s (I-L)'10 and ¢ = (I—L)'lo'ib. We use Algorithm 2
for the iterative process
Xeag = Lg%+ ©
and construct the Y agk). Zg(k) = Eé;;;i in view of
. ol

(k) 1 - 2
o — f k i d w(k) = é
° 1_9"( xl) or k — 00, an (k) }" l-hi(k)
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After some steps of Algorithm 2
method with w(k).

we continue by using the S.O.R.

For the system (28) we can take H= A, too,
5. Numerical results
As an example we take the model problem
Au =0 on £,
ul3g= O. (29)

where fL is a rectangle A1A2A3A4

Ap = (XynggeVo) s Ag = (Xyyg:Yen):
‘mesh exist with the mesh size h such that

Xne1 = %o * (N+1)h, YMsr = Yo * (M+1)h,
By the five point difference approximation of (29) we obtain
" the system of linear algebraic equations

in the plane, Let Ay =(x%50Y,),

A4-'(x°,yM+1) and let a uniform

Ax = O (30)

with the Stieltjes matrix A, In the usual way we express
\
A = D=-L=-Uand rewrite the system (30) in the form
X = J%Jx.

where Jau- (D-tuL)-l(cuU+(1-cu)D). For the initial approxima-

tion x  we choose X, = (1,:1......1).r = e(MN). We teke M = 20,

N = 30, In all cases we compare norms of error vectors. In the
following table we compare the errors of the S,0.R. iterations

with extrapolated iterations,

Jable i: w= 1,5, 1 = 1,2,3,4, m; = in, n = 3,

humber of S.0.R. extrapolated iterations

iterations | iterations 1= 1 1= 2 1 = 3 1 = 4
18 0. 144'10-1 o, 52510-2 0.44410-2 0.4.3910-2 0.43810-2
36 0.60410—2 0.504,,-3 0.262,,~3 0.15610-; 0.153,4-3
54 0.24610-2 0.88410-4 0.101, -4 0.19010-5 0.479,,-6
72 o, 99510-3 0. 14210-4 0. 43710-6 0. 55510-7 0. 23910-8
90 0. 39910-3 0. 22410-5 0. 20410-7 0. 13410-8 0. 24510-9
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Now we use a modification of the Algorithm 2 described at the
end of section 4,

Table 2: 1 = 1

nhumber of S.0.R, iteration extrapolated
iterations w(k) with w(k) iterations
k
12 1, 0.29010-1 0.24910-1
24 1,51 0,13710-1 0.33110-1
36 1,76 0.51010-3 0.34910-3
84 1,76 0.57510-8 0.19010-8
120 1,77 0.83510-12 0.60810-12
(optimum factor)

At the same time, we have calculated estimates of the optimum
relaxation factor, too. We have been improving the relaxation
factor after each 12 iterations, We have obtained a very good
convergence,
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Multi-Grid Solutions to Linear and Nonlinear Eigenvalue Pro-
blems for Integrel and Differential Equations

1, Introduction

The discretization of an eigenvalue problem for an integral
equation 1
u(x) = 1_[ k(x,y) u(y) dy, u #£0
[0}

yields & matrix eigenvalue problem

u, = 2 kh up.
where k, is a N x N matrix with N = 1 + ht (h: step size), In
this peper we propose @& multi-grid method that needs only O(Nz)
operations for computing one oigenvalhe and the corresponding
eigenfunction, Moreover, by the seme amount of computational
work nonlinear problems as

u(x) = [ k(A,x,y) u(y) dy, u g0

£1

can be solved, Such problems erise, for instance, from
bifurcetion problems,

The eigenvalue problems can be rewritten as nonlinear equations
with isolated solutions. These new problems are treeted by the
multi-grid iteretion of the second kind,

Although we explain this technique in deteil for integral eque-
tions, eigenvelue problems for elliptic differentiel eguations
can be treated similarly,

In Section 2,1 we recall the method of /13/ for solving nonli-
near integral equations, Section 2.2 contains the transforma-
tion of the linear eigenvalue problem u = Aku (k: integrel ope-
rator) into the nonlinear equation u = X (u). In Section 2.3 we
prove that the solution of the latter equation is isolated,
provided that the eigenvalue is single., The case of multiple
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"eigenvalues is briefly discussed in Section 2,4, Nonlinear
eigenvalue problems are mentioned in Section 2,5, Section 2,6
explains the connection to bifurcation problems, Section 3 con-
tains the discretization of the integral equation (Section 3.1)
and the description of the multi-grid method of the second kind
(Section 3.2),

In Section 4 we discuss eigenvalue problems for elliptic par-
tial differential equations, The eigenvalue problem Lu = Au is
transformed into a nonlinear problem X (u) = 0 (Section 4,1),
that can be treated by the multi-grid algorithm of the first
kind (Section 4,2), As already described in /10/ it is possible
to transform nonlinear differential equations into problems

u = X(u) that can be solved by the multi-grid algorithm of the
second kind (Section 4,3), It is to be emphasized that the
described methode are different from the method of Astrachancev
/1/ or Hackbusch /11, 17/,

Numerical examples are reported in Section 5, In order to show
that the class of problems that can be treated is larger than
described above, we consider an integrodifferential equation
(Section 5,1) and the Steklov eigenvalue problem (Section 5.2).

This paper is a slightly renewed version of the report /12/
from 1980,

2, Eigenvalue Problems for Integral Equations

2.1 Solution of nonlinear Integral Equations

In /13/ we described a multi-grid algorithm (cf, Section 3) for
solving the nonlinear equation

u = X(u), (2.1)
for example, for the integral operator
b
[ ()] (x) -_f k(x,y.,u(y)) dy (xe[a,b]). (2.2)
a

Let the derivative of X evaluated at the solution of (2.1) be
denoted by
K = X (u) (u: solution of (2.1)).



The multi-grid algorithm is applicable 1if K is a bounded mapping
from one Banach space U into a second Banach space V C U with
a finer topology:

IlKvl]v € Clvly for all veu, v (2.3a)

V&> U compactly imbedded, (2.3b)

and if & similar property holds for the discretization of X,
Here and in the following C denotes & generic constant,

Example 2.1: Let X be defined by (2.2), If 8k/ du is m-times
differentiable with respect to x, the properties (2,3a,b) hold
with

u = c®([a,bl), Vv = c"([a,b]).

2,2 Reformulation of the Eigenvalue Problem
Consider the eigenvalue problem
u=2aAku, u ¥ 0, (2.4)

where k is a linear integral operator, for instance,
1
[kul(x) = [ k(x.y).u(y) dy. | (2.5)
(o]

The normalized eigenfunction is the solution of

u = Aku, g)(u) = 1, (2.6)
where ¢ is some suitable linear or nonlinear functional, Using
P(u) = A ¥ 0 instead of P(u) = 1, we can eliminate the eigen-

value:
ua= @(u) ku, 'u ¥ 0, (2.7)

Example 2,2: The positive eigenvalues of the operator k from
(2.5) are solutions of (2,7) with

2
- o 2.8
Plu) = Mol o (2.8a)
Example 2,3: If the eigenfunction u of (2.,4) satisfies
u(xo) ¥ 0 for some fixed x,, one may use
P(u) = u(xg). ) ) (2.8b)
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The nonlinear equation (2,7) is of the form (2.1) if we define
H(u) = @(u) ku, (2.9a)
The derivative of X (u) is K with
Kv = P(u) kv + (@ (u)ev) ku, (2.9b)

2.3 Case of a Single Eigenvalue

Let X denote either the real numbers IR or the complex numbers
€ and define the range

R(u) := {o(pu) : peX}cXK (ueu)
for the functional ¢ involved in (2.6) and (2,7).
The following note shows that the reform.;lated eigenvalue
problem has the properties needed for applying the multi-grid
algorithm,

Proposition 2,1: (i) Let u* ,«‘o and X' sstisfy the original
eigenvalue problem (2,4). Assume A¥ e R(u*), Then for suitable
pex u-= f‘“’* is a solution of the nonlinear equation (2 7).,
hence of (2.,1) with X defined by (2.9a).

(i1) Let u # O be a solution of (2.7). Then u is a solution of
the eigenvalue problem with A = ?(u).

(111) Let O ¥ ueU be a solution of (2.7), u = X(u), and assume
that A= ¢(u) is a single eigenvalue of k:

[1-2k] w = gu imply @ = O and w ¢ span(u), (2.10)
where k satisfies (2.3a,b), Furthermore, _

@' (u) u 0, fp* (u)v] CIlvll (2.11)
is supposed for the derivative @' of @. Then the doriv.tivo
of K at u satisfies (2.3a,b) and

=)y, 6 C: (2.12)

thus, the solution u is isolated.

Proof: (i) and (ii) are obvious, (iii) The property (2.38,b)
follows from the representation (2.9b) of K., Since K is compact,
it suffices to show "v=Kv=>v=0" instead of (2,12). By (2.9b),
v = Kv reads as ]

[I-2k]v = gu with A= Q(u), g = ¢ (u)v/@(u).
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(2.10) shows v = uu, @ = 0. Hence, e= ,.L?'(u)u/g:(u) = 0
yields p = O because of (2.11), Thus, v = O is proved. W

2.4 Case of Double Eigenvalues

If the continuous and the discrete problems have double eigen-
values, one can compute an eigenvector u L w for some fixed w,
Equation (2.1), u = X(u), can be defined by

ur—u’ s P(u)kur K(u) = u' - (u’,w)/(w,w),
where (-,-) is the scalar product of U. Changing w we obtain a
second solution,
If there is a cluster of eigenvalues this approach does not
work, For that cas'e a method has been proposed by Madame
Chatelin /7/. '

2.5 Nonlinear Eigenvalue Problems

Suppose that the opera‘tor k = k(1) depends nonlinearly on 1 and
consider the eigenvalue problem

us=k(A)Ju, ugo (2.13)

instead of (2.4). The analogous reformulation yields (2.1) with
X defined by k(@ (u))u:

u=k(P(u))u, u #oO0,
Note 2.2: Let A&R(u) be a single eigenvalue of (2.13) and nor-
malize the eigenfunction u by A = q;(u). Assume that k and the
derivative L9Y satisfy (2.3a,b) at A, Furthermore, (2.11) and
(u*,kh(/\)u) # 0 are required, where u*e¢ ker (I-k¥(A)). Then,
the derivative K of X(u) = k( p(u))u satisfies (2.3a,b) and
(2.12),
Proof: (2.3a,b) results from the representation of K:

Kv = (q»'(u)v)kl(l)u + k(A)v, A:=gp(u).
As above (2.12) holds if v = Kv has only the trivial solution.
V = Kv yields [I-k(A)]v = gw with w := kyu, g := ¢ (u)v. By
assumption (u*,w) # O holds and implies @ = O and v = olu.
Hence, (2.11) leads to aa= 0, i,e,, v=0, N
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2,6 Bifurcation

Let

us=k(A,u) : (2.15)
be a nonlinear integral equation depending on a parameter 2.
For fixed A the function u = u(A) is the solution of an equa-
tion of the form (2.1) with XK(u) = k(A,u). In the case of a
simple bifurcation, k(A,0) = O holds for all A. Branching points
are determined by

vV = ku(h,o)v, v ¥ 0.

This eigenvalue problem is just of the form (2.13),

3, The Solution of the Discrete Problems by the Multi-Grid
Algorithm

3.1 Discrete Integral Equations

For the numerical computation the eigenvalue problem (2.1) with
X from (2.9a) or (2.14) is to be replaced by a suitable dis-
cretization corresponding to a step size h, In order to apply
the multi-grid algorithm of Section 3.2 we need a sequence of
step sizes

h,> h;>...>h;>...>h =h, hy € Ch,_,. (3.1)
o 1 1 1lnax 1 1-1

The discrete problem related to the step size hl is denoted by
vy = Kuy). vy ¥ 0. : (3.2)
In the case of (2.9a), X (u) = P(u)ku, the discrete function is
Kq(uy) = @Py(uy) ky ug. (3.3)
Hence, (3.2) is equivalent to u; = 11 k1 uy with ll = qﬁ("l)'
For the discussion of the discretization error IA-AI\ compare,
e.g.. Spence /23/.

The ‘grid function®' u; belongs to the vector space U; with norm
also denoted by i-Il,,. The condition

llky villy € Clivyliy for all vyeu,, ‘ (3.4)
is a discrete counterpart of (2.3a). The norms of U; and Vv, are

84



related to those of U and V, respectively. For example, in the
case of U = c°([0,1]) and V = cl([o,i]) the norms of the grid
functions v, = (v;(vh))), o, . .n (N=1/hy) ‘are

uvluu = mex{lvl(vhl)] : OSvEN},
vyl = max{ivyll,. lvy(¥hy+hy)=vy(vhy)]/hy : 06P<N],
Proposition 2.1 holds for Wl, too., Under analogous assumptions
the derivative Ky of '761 with 4
Kyvy = Zi(ul) vy = (@(uy)vy) kg vy + @uy) kg vy (3.5)
(cf. (3.3))
satisfies the counterparts of (2.3a) and (2,12):

l[l(l vylly € Clvyll, for all vyeu,;, ‘ (3.6)
Il fx-k41 "My Ly € (3.7)

Note that the constants C are independent of 1, i.e., indepen-
dent of the step size hl'

3.2 Multi-Grid Algorithm of the Second Kind
The spaces U, and Uy_4 corresponding to the step sizes h; and
h1_1> h1, respectively, are connected by a prolongation
(interpolation) R
P :Uj_4—Y, Ipllysy * C (3.8a)
from the coarser grid into the finer one and by a restriction
rs Uy Uy g, Irly,y $C (3.8b)
from the finer grid into the coarser one,
The condition (2.3b) is strengthened by
[[vl-prvlﬂu € C hi_1 (Ivlllv for all vi€ vy (3.9)
for some y >0. The difference of the left-hand side of (3 9)

can he viewed as the interpolation error of p.
The consistency is expressed by

MKl-l r=rK,] Vl"u & C h{_lllvlllv for all v, €V, (3.10)
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Note 3.1: Assume that 3(1 has the representation (3.3). Then
(3.120) follows from .

fiky vyl € cﬂvlﬂu, for all vye U, (cf. (3.6)),

H[kl_lr - rkdwlly < c h?_lﬂvluv for all v;eU,
y (cf. (3.10)),
|Bpi_1(u1_1)r- Pj(uy)Ivyl € C hy_ vy, for all vyjev,,

¥ ¥

lugog=ruplly €€ hyge A=2y 41 €€ hy .

lpj(ugdvy | € Clivyll, for all vyev,,
where A = @;(uy), uy solqtion'of (3.2),
The nonlinear problem (3.2) may have more than one solution,
Having fixed some solution u] of (3.2), we denote by

uy = él(fl)
the solution of the perturbed equation (3.11) lying in the
neighbourhood of uj:

uy + X (uy) + fy, llflllu Q). @17 0 sufficiently small. (3.11)

By (3.7) él is wgll—defined in a neighbourhood of f; = O,

The multi-grid algorithm requires a repeated solution of (3.11)
for the coarsest grid size (1l=0) with different fo'a. Assume

that there is some iteration (e.g.. Newton's iteration)
(k) (ke1) _ % (k) (k)
Vo ' ™ Vo = folvg "oFo) (vg T.fp€U,)

that converges to u = Bo(Fo)-

One step of the multi-grid iteration is performed by the follo-
wing progremme, The first parameter 1 corresponds to the step
size hy, The last parameter f is the perturbation f; from

(3.11), Starting with u = ugk) [kt iterate] the procedure

yields the output u = ugk+1) [(k+1)8t iterate].
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procedure mgm (1,u,f); integer 1: array u,f;
if 1 = O then u := So(u,f) else

begin integer j: array v,d; real s;:

1= Ky(u) + f;

tmor % (u- Xy (u)-F);

1= [ldlly:

:= 1f s = O then 1 else g;/(2%s):

® o o cC

comment for Q) compare (3.11);
diafi  +8xd; vimidy g
for j := 1,2 do mgm (1-1,v,d);
U = u-p * (V’Gl-i)/s

end; -

61_1 is an approximation to §1_1(0) [solution of (3.2) for 1-1],

while ?1_1 is its defect:

floa = Uyq = Xpq(Ty ).
If u?lqinu € g3/2, the right-hand side d appearing in the pro-
cedure mgm satisfies ﬂd“u € g; a@s required in (3.11).
Usually, the algorithm is called as follows:
:= suitable approximation;

rk :=1step 1 until 1 do

~ ~ ~ - (3.12)

begin U, := p % U _,: fL 4 =10 _, - Ik 1(uk 1)
or j := 1 step 1 until i do mgm (k,uk.O)

end;

The usual choice of i is i=1,

The amount of comgutational work is proportional to the work
needed for the performance of the mapping vy mi(vl)

(cf. [10,13]),

The convergence of the multi-grid iteration is proved in /13/
(linear case) and /15/. The following note shows that the rate
of convergence tends to zero as h; = O.

Note 3.2: Assume (3,43,[’)), (3-6)- (3'7)1 (3.38,[)), (309)0

(3.10),
18, (T Fo)-B(F)lly & K for all Nf i, ¢ g



with sufficiently small X, and
¥ ¥
2lif ll, € g $Ch  (k=0,1,...,1-1)

und

”uio) - ully, € C'hg (C* small enough)

with ¥ from (3.9/10) and u; = §,(0) (solution of (3.2)). Then
the estimate

Na§**2) — uylly € e ] Iu{) - oy, (3.13)

holds for the iteration errors of the kth and (k+:L)st iterates
u{i) produced by mgm for f = f, =0,

The estimate of u{o) - u; for the starting value can be reached
by means of the technique (3.12) (cf. /15/).

Since .kl is not required to be a contraction the error of the
approximation u, may become much larger by the ‘smoothing step’
uy := .ﬂl(ul) + f1 of the procedure mgm, Therefore it is advan-

tageous to replace this statement by

phi := 91("'1)’ uy = 21(’&1) +f1; uj = Uy *phi /?l(ul), '(3_ 14)

if @ is linear, Hence, 1, = @, (uy) remains unchanged.

4, Eigenvalue Problems for Elliptic Partial Differential
Equations

4,1 Reformulation of the Eigenvalue Problem

In /11/ we proposed a multi-grid method for solving elliptic
eigenvalue problems., The method presented here is perhaps more
easily to perform since no singular equations occur., An
approach very similar to ours has intermediately been published
by Ruge /20/; In addition he proposes to compute several eigen-
functions simultaneously and to improve the multi-grid itera-
tion by Ritz' approximation,

Let Q cwrY (d*1) be a domain, L = L(x,3/9x) is an elliptic
differential operator of order 2m. The boundary condition is
described by the boundary operator B (Dirichlet boundary con-
dition: Bu = u, Neumann condition: Bu = Qu / dn).



The eigenvalue problem in consideration is
lu=2Au in{), Bu =0 on 3. ) (4.1)

As for integral equations we introduce a functional @ and eli-
minate the unknown eigenvalue by A= P(u):

£(u) = Lu - P(u)u = 0 (1), Bu =0 (3Q), u#o0, (4.2)
Under conditions similar to those of Note 2.1 the solution of
(4.2) is isolated. u must be a single eigenvalue of L, i.e.,

Lv - Av = gu must imply g = O and v €span{u}. Furthermore,
g'(u)u £ O is required,
As in Section 2,5 the generalized nonlinear eigenvus.uc prob.um

L(2)u = M(A)u (1), Bu =0 (302)., u ¥ 0 (LNV)™2 M)

compact) 4.3)

can be rewritten as the nonlinear boundary value problem

xm)gL@hnw-mgunu-O(Q).m-O(Mn.ufm (4.4)

4,2 Discretization and Multi-Grid Method of the First Kind

The continuous problem Z(u) = O, Bu.= O is to be discretized
for a sequence (3.1) of step sizee as in Section 3,1, The dis-
crete equation corresponding to the grid width h; is denoted by

£y(uy) =0, u; #o0, : (4.5)

where in the case of (4.2) ‘xl is of the form

£1(ug) = Lyug = Py(uy)uy.
Hence, the solution of (4.5) is the eigenfunction of the dis-~
crete problem L u; = hlul with A, = Py (uy).

The system (4.5) of nonlinear equations can be solved by the
multi-grid method expleined in /4/ or /18/. We call this method
multi-grid algorithm of the first kind, since its properties
are different from the iteration of Section 3.2, In contrast to
the convergence properties of the algorithm of the second kind
(cf, (3.13)), the multi-grid iteration of the first kind has a
rate of convergence béundsd by a constant not depending on the
grid size hl‘ For more details and a proof compare /14/, /16/.
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The proof of convergence requires a 'smoothing property' and an
‘approximation property’', The first one follows from the smoo-
thing property of L, by means of /14, Note 3.1/. The approxima-
tion property can be shown by virtue of the technique used in

/9/.
4,3 Transformation into an Equation of the Second Kind

The nonlinear equations (4.2) or (4.4) can be treated as des-
cribed in /7/. Consider the general eigenvalue problem (4.3).
It is equivalent to (2,13), u = k(A)u, with

k(1) = LA™ M.
Thus, the method of Section 3 can be applied. A natural discre-
tization of k(2A) is

-1
Therefore, the performance of the mapping v, > kl(hl)vl requi-~

res the (approximate) solution of the linear equation
Ll(hl)wl = Ml(hl)vl. In the general case this equation can be

solved by the linear multi-grid algorithm (of the first kind,
compare /8, 14/).

In many applications the following technique can be used., Con-
sider the problem (4.2), Lu = @(u)u, Assume that L can be split
into L' - L", where L" is of lower order, while L' is easily
invertible., E.g., assume that the discrete equation Lijvy= f1

" can be solved by a fast direct method (cf, Schréder, Trotten-
berg /21, 22/). Rewriting (4.2) as L'u = L"u + $(u)u one
obtains (2,13), u = k(A)u, with

k(A) = L"iLmeanl, A = g(u).
Obviously, the performence of v; > ky(2;)v; requires only the

solution of Lijw; = f, := Ljvy + A3v;3, 23 = @3(vy).

An example of this technique is given in Section 5.2,



5. Numerical Examples

5.1, Integrodifferential Equation

Consider the nonlinear eigenvalue problem
1 .
—u(x) .-J eAX=Ylyyy dy (0<x<1),
o (5.1)
u(0) = u(1) = 0,
which is of the form Lu = k(A)u (cf. (4.3)), where L is a dif-
ferentialoperator, while k(A) is an integral operator, Accor-
ding to Section 4,3 it is transformed into u = L-lk(h)u.

The integral ku is discretized by the trapezoidal rule kyuy,
while Lu s -u” is replaced by the usual difference formula Llur
The performance of v; Héikl(vl) with

Zilvy) := L; k1 (A)vy.e Ay = Py(vy) = vy(1/2)
requires the matrix multiplication kl(hl) * vy and the inver-

sion of a tridiagonal system of linear equations. The condi-
tions (2.3a,b) are satisfied, e.g., with B = c®([0,11) and

B, = c%([0,1]).
The prolongation p is defined as piece-wise linear interpola-
tion, while r is the trivial restriction: (r vl)(x) = vl(x) for
-x =¥h;_,,V integer. The sequence of grid sizes is h; = 1/21+2
(1=0,1,,...). ho = 1/4 is the coarsest grid width, The corres-
ponding solution U  is

GO(O) -60(1) =0, 50(1/4) -2‘:0(3/4)-6.925668. 60(1/2)=7.734301.
so is defined as Newton's iteration with 3% /3u  evaluated at

Go. The multi-grid iteration with (3.14) is used,

The rasulta1 of Table 1 are obtained by (3.12), where
U = p ¥ Uy, 1s replaced by U =8 % p x Up_q with’

8 = (5¥A,_y= Ay o)/ (4%R ), Xy =@ (8 (5.2)

R

1 The complete programme is contained in /8/. o1



" in the case of k a 2, By this definition #$(uy) is the result
of quadratic extrapolation of h1-2 = A(hl_z) and 2y _, = R(hl_i)

to h = hl‘ The number of iterations is 1 = 1, 9 is chosen as

1/100,

step size h1 h°-1/4 h1-1/8 h2-1/16 h3-1/32 h4-1/64
u{i)(l/Z) . 7.734 5,5700 6,0795 6.2539 6,2347
exact solution u1(1/2) 7.734 6.5349 6,3024 6.2475 6.2339

Table 1. Results hl = @1(uy) = u1(1/2) from (3.12) with 1 = 1

for the integrodifferential equation (5.1)

The iteration error u{l)(1/2) - u,(1/2) of 2§t u,(1/2) cor-
responding to h, = 1/64 is about 8,0~4 whereas the discre-
tization error u,(1/2) ~ u(1/2) 1is nearly 40-3. Therefore,

the first iterate ugl) at level 1 = 4 18 accurate enough.

'If greater accuracy is desired, it is poasible to compute the
second iterate ugz) at level 1 = 4 [result: usz)(i/Z)-6.23391d.

But it is cheaper to increase the parameter i of (3.12) for the
lower levels 1<4, Table 2 shows the results for 1 = 2, 1,e.,
two multi-grid iterations (3.12) are performed per level. The

starting value uio) is computed from the second iterates u{f%
and ugf% (cf. (5.2)). The arrows in Table 2 indicate the
course of the computation. The calculation can be stopped when
the first iterate ugl) at the level 1 = 4 is computed, since
this value is sufficiently accurate, Only for completeness the

second iterate ugz) is contained in Table 2, too.
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hy h, = 1/4 h; =1/8 h, = 1/16 hy = 1/32 h, = 1/64

u{i)u/z) 7.734 — 5,5700  6,31747  6,25229  6.2339585

(A T O TV

u{®) (1,2 - '6,1891  6.29739  6.24795  6.2339433 '
1

u1(1/2) 7.734 6.5349 6.30241 6,24749 6.2339431

Table 2. Results as in Table 1, but for i = 2

There are two reasons for the greater accuracy of u‘(‘l)(l/Z) in
the case of i = 2, u‘(‘o) is a better starting value as for 1 = 1,
Moreover, the better approximations Gk = kuaz) (k<4) yield a
better rate of convergence. The ratés at the level 1 = 4 are

~1/20 for 1 = 1 (i.e. Gp=ul?), k<4) and ~1/100 for 1 = 2,

5.2 Steklov Eigenvalue Problem

In Section 4 we mentioned only problems with homogeneous
boundary condition Bu = O, Nevertheless, other kinds of pro-
blems can be treated, too. As one example we consider the Stek-
lov eigenvalue problem

-Ay = 0 in Q2= (0,1) x (0,1), y
3 5.3

Y . iy on 30, (

on :

According to the technique of Section 4,3 we define an operator
k :Uc LZ(BQ)—>V c Hl‘(aQ) as follows, Let
ueuv:s {veLz(a.Q) s a{lvdr- o}

and define y € H1/2(Q) as solution of the Neumann problem
~-Ay =0 (Q), dy/dn = u (35Y). By u € U a solution y exists
and is well-determined up to a constant, y is unique if we
require Ylan € U. Define ku as restriction of y to ‘

dQ: ku = vign- Obviously, (5.3) takes the form (2.4), u = Aku,

The performance of vy - k]_v:l requires the solution y, of a dis-
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crete Neumann problem, As solver we used the iterative program-
me contained in /8/. More precisely, the solution yy is appro-

ximated by the first iterate y{i) produced by the programme /8/.
The starting value y£°) is ygi) from the preceding call of

vy = kjvy. For the first iteration at the level 1 the starting

value y§0) is defined by PYj.,- A similar secondary iteration

technique is studied in /15/,

The first éigenvalue A= 0 of (5.3) has the trivial solution
y = const. In this case u = y|5j, does not belong to U, Hence,

A = 0 is no eigenvalue of u = Aku,

“he second and third eigenvalue of (5.3) is the double eigen-
value As1,3765, Table 3 shows the results A= A (uy) = uy(0,0)

of the programme (3.12) with m = 1 and (5.2). The starting
velue @i, is defined by A, = U (0,0) = 1.349, i _(1/4,0) = 1,035,
,(1/2,0) = 0.937, U (0,1/4) = 0.753 and by its symmetries
uo(x.y) = uo(l-x,y) = -u(x,1-y), The observed rates of conver-

gence are

h=1/8:0.09, h=1/16:0.06, h=1/32 :0,03, h=1/64 : 0,014
according to (3.13) and ¥ = 1., Again the iteration error is
much smaller than the discretization error,

step size h_=1/4 h,=1/8 h_=1/16 h.=1/32 h,=1/64
0 1 2 3 4

Agi) = u{!)(0,0) |1.3490 1.3688 1,37466 1.376063 1.3763961

exact solution Ay | 1.3490 1.3696 1,37479 1,376077 1.3763983

nd rd

Table 3. 2" and 3'" Steklov eigenvalues Ay

The main work for computing the results of Table 3 (and Table 4)
is the work for performing vy = Kjv;. since this mepping re-
quires the computation of Y1- Kivy is called 2-times for 1 = 4,
6-times for 1 = 3, 12-times for 1 = 2, and 24-times for 1 = 1,
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. The fourth eigenvalue A= 2 belongs to the eigenfunction
y = 2(1-2x)(1~2y). The calculation is trivial, since the inter-
polation of u, yields the exact discrete function u,.

The fifth and sixth eigenvalue A ~4.647 is a double one. The
starting value ﬂo is defined by io = GO(O,O) = 4,628,

80(1/4,0) = -0.726, 50(1/2,0) = =3,175 and the symmetries

u (x.y) = ug(1-x,y) = uy(x,1-y). The programme (3.12) with i=1
and (5.2) results in the approximations shown in Table 4,

step size ho=1/4 h;=1/8 hy=1/16 hy=1/32 h,=1/64

i

A1« u{1)(0,0) [4.6277 4.6918 4.6562 4.651034 4.647942

exact Al 4,6277 4,.,6690 4,66552 4,649417 4,647822

Table 4. 5" and 6" steklov eigenvalue A,

The seventh and eighth eigenvalue 1is A =~ 4,7808. The starting
:alue ﬁo is chosen as io = 50(0.0) = 4,893, 50(1/4,0) = -3,767,
Uo(1/2) = -8.310, U (0,1/4) = 1,582 with

uy(x,y) = u (1-x,y) = -u (x,1~y). Table 5 contains the results
of (3,12) with (5,2) and i = 3, Obviously, ‘the first iterate

ugi) at the level h‘ = 1/64 has an iteration error smaller than

the discrotizatioﬁ error,

Step size| h = 1/4 hy = 1/8 hy = 1/16 hy = 1/32 h, = 1/64
Aii) 4,893 4,8924 4,8243 4,785482 4,7820368
A2 - 4.8453  4.8021 4,784900 4,7818015
‘Ai3) - 4.8360  4,7972 4,784795 4,7817911
Egéct Al 4,893 4,8332 4,7962 4,784785 4.7817905
Table 5. 7tP and 8" steklov eigenvalue hgi)
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The ninth and tenth eigenvalue A~ 7.859 requires h, = 1/8 as
coarsest grid, The starting value is ib - GO(O.O) = 8,105,

60(1/8,0) = -0.106, u,(1/4,0) = -5.426, U,(3/8,0) = -5,039 with
ug(x.y) = -u (1-x,y) = -u (x,1-y). The results of Table 6 are

obtained from (3.12) with (5.2) and 1 = 3,

step size. | h = 1/8 h, = 1/16 h, = 1/32 h; = 1/64
a{t) 8.105 7.9626 7.93068 7.84432
A{? - 7.9469 7.89608 ©  7.85432
h§3) - 7.9456 7.88488 7.86206
exact 1, | 8,105 7.9469 7.88325 7.86543:
Table 6. 9th and 10%h Steklpv eigenvalue hii)‘
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Jirgen Dassow
Uwa Fest

on Regulated L Systems

0. Introduction

Mechanisms which regulate the application of the rules belong
to the most important devices in order to enlarge the genera-
tive capacity of a certain type of grammars, Some of the most
well-known regulation mechanisms are matrices, programs, random
context, and regular control, and added to context-free gram-
mars they have the same generative power. In this paper we con-
tinue the comparison of these devices (see /6/ for further com-
parison results); we shall study the effect of these mechanisms
applied to L systems,

The derivation v=—3w 1in an L system is characterized by the

rewriting of all letters of v according to the given set of

productiona. In order to apply an regulation mechanism there
are two possibilities:

1. We consider the derivation v=>w as a sequential rewriting
of all letters of v, and this sequential process is regula-
ted by one of the above mechanisms,

or

2. we use systems with a set of production sets, so-called
tabled L systems, and with a parallel rewriting of all let-
ters of v according to one of these tables. Then the
mechanism regulates the application of the tables.

L systems of the first type wera introduced in /12/, however,
only programmed L systems were considered., In the first part of
this paper we give the definitions for the other mechanisms,
too, and we compare the corresponding families of extended
languages, i.e. we consider only words over a terminal alpha-
bat, wa show that, in all cases, the generative capacity
coincides with that of the (saquential) programmed context-free
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grammars, This continues the work of /12/ and /4/. L systems of
the second type were already studied in /1/, /8/, /11/, /13/,
/15/, /18/. Besides /13/ only extended languages were conside-
red, In the second part we regard L systems of this type
without nonterminals. We discuss the effect of determinism and
of the use of erasing productions, we give some closure proper-
ties and compare the generative capacities. Throughout this
paper>we assume that the reader is familiar with the basic con-
cepts of formal language theory, e.g. in the scope of /16/.
Further we identify two languages if they differ only in the
empty word, '

1. LI systems

1.1, Definitions and notations

For the sake of completeness we recall informally the defini-
tions of regularly controlled, matrix, programmed, and random
context (context-free) grammars and their languages, For de-
tailed information we refer to /16/, /10/.

In all cases we use the set vy of nonterminals, the set Vs

of terminals, V = VNUVp, YyNVy = @, the axiom SG.V-N. and

P denotes the set of productions,
The productions of a programmed grammar G = (V. \Ll., P, S)
are of the form

(b, A >w, S(b), F(b))
where b is the label of the production, Aevy, wev', and
'S(b) and F(b) are sets of labels, If A -—»>w 1is applicable,
then, after its use, we have to apply a rule with a label in
the success field S(b), If A ->w is not applicable, then we
continue the derivation with a production whose label is in
the failure field F(b).
The productions of a random context grammar G = (VN, V¢o P, S)
are of the form

(A—=>w, R, Q)

where A€V,

N* wev', and R and Q are subsets of Ve The
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rule is applicable to uAv iff uv contains all letters of
R, and no letter of Q@ occurs in uv, ’
In these both cases the generated language is defined by

L(G). = {w : wev ™, sEw}

where =23 1s the transitive closure of the direct deriva-
tion =» , .
A regularly controlled grammar is a construct

G = (VN, VT, P, S, R, F)

where R 1s a regular language over the set of labels of the
context-free productions, and F is a subset of the set of
labels. The generated language consists of all words w evT“
which have a derivation

S = w
i

1 T) wzé'...=>wn_11= w
1 2 n
such that

L} Aydowe iy ER,

wy = uJAvJ, L ujwvjﬂ and A—>w 1is the rule with.
label 1
or

11)
j+1

3= Wyee A —»>wW has the label iJ+1' A .does not occur
i , and 1i,€eF,
n W an j

A matrix grammar is a construct G = (VN, V., M, S, F) where
M={m, my, ..., m}

is a finite set of finite sequences of productions,
meo= [Ay g W 00 AL 2 W 20 e A (a) T Y k(1))

for 1 & 1 € 8, and F 1is a subset of the occurrences of rules
in the matrices. The application of a matrix is defined as the
sequential application if its rules in the given order; again
the rules of F can be overpassed of they are not applicable.
The‘language‘of G consists of all words of VT“ which can be
obtained by iterated applications of the matrices,
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By PrCF, RcCF, RCF, and MCF we denote the family of pro-
grammed, random context, regularly controlled, and matrix
grammars with context-free core productions, X (X) denotes the
family of languages generated by grammars in X, It is a
well-known result (see /10/, /16/) that

L(PrCF) = JX(RcCF) = X(RCF) = JL(MCF),

Now we define the first type of regulated L systems. In the
usual theory of L systems an alphabet V 18 considered, and
the set V' of terminals is a subset of V, and the produc-
@ions have the form a —>u where acV, i,e. there are aleo
rules for terminals, and the axiom w 1is an element of V*,
It is easy to define the above regulation mechanisms under
these circumstances, too. Indeed, the only necessary modifica-
tion is needed for random context systems where R & V, Q & V
have to be required,

We say that vev' derives v'e v* 1in the I-mode® 1ff
i) v = aj8,...8,, a4€ VvV for 1€ i 6 n,

ii) v' = UyUse..u,
ii1) there are words Woe Wao eeon W and a permutation J

of {1,2,...,n} such that Wy =V, W=V, and wy is

obtained from w4 161 € n, by application of the

rule aﬂr(i)—’uﬂ'(i)’

Now let G = (V, V', P, w), G = (V, V', M, w, F) or

G = (V, V', P, w, R, F) be a random context, programmed, ma-
trix or regularly controlled L system. Then its language LI(G)
consists of all words v e(V’)+ such that there are words

veos V with

v v
‘ m

o 1’
1) w¥V°.V=Vn,

ii) for 1 € i s m, vy is derived from Vi1 in the I-mode,

1ii) the complete derivation w =;» v satisfies the condi-

tion of the regulation mechanism,

1 The letter I stands for Indian since this type of regula-
tion of the derivation was introduced by K. S. Rajasethupathy
and R, K. Shyamasundar from India.
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By L(PrLg), Z(Rely), af(MLI), and x(RLI) we denote the

families of languages generated in the I-mode by programmed,
rendom context, matrix, and regularly controlled L systems,
respectively,

Remark: Our definition of & programmed L system differs
slightly from that in /12/ since we do not use a set of final
productions, However, it can be seen from the proof of Theo-~
rem 1 in /12/ that this requirement is not necessary for ex-
tended languages.

1,2, The generative capacify of LI systems

In /12/ and /4/ it is proved that
L(pPrcF) = X(PrL;).

In this paragraph we show that the same relation holds for
the other regulation mechanisms, too. In the constructions we
use primed alphabets. Then we put w' = x,°x,‘,..x."* for

n
We x%...X, 8and Q' m={x':x€Q} for Q& V.

n

Lemma 1,1: L (RcCF) = f(Rch).

Proof: 1) JZ(RcCF) & x(RcLI).

Let G = (V. V4. P, 8) be a random context grammar, We con-

Tl
struct the following random context L; system
G' = (V, V', P', S) with

Vay uv,uv where vy = VY Vr.

vy, ={x' : xevyf,

1 3

Vg ={x" : xeV,},
) V' = VT,
P e {(Asw, R, QUV,UV;): (A w, R, QQEP]
ui{(e»a', @, Vg) : aev1}‘
u{(a‘—ba", g, Vy) s aev1}

u{(e*—a, 8, v,) : aevlj.
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Now we consider a derivation step -uAv =>uwv in the grammar G,
Obviously, it can be simulated in the system G' by

z, = VAV S uw'vS u'w'v' = zléu"n"v" - zé——’-‘auwv =z

where each of the derivations ziébz“i, 0O € 1<3, is in the

I-mode. Besides derivations of this type we have only deriva-
tions of the form

zﬁbz' -ﬁbz" ébz.

Hence L(G) = L;(G').
ii) of(RcLI) € X (RcCF).
tet G = (V, V', P, w) be a random context Ly system, Then

we construct the random context grammar G' = (VN, Vi P, S)

where
vy = VI UV uv3 Gisy wien v o (x(1)  xev)

: for 1641 € 3,
vy o=V,

and P' consists of all rules of the form

(S‘—) W(l)n ¢v ¢),

(al) 5 wl(2), g(1), o(1), q(2) y y(3) 4y (1)
where (a-—w, R, Q) € f’.

(oM 5w, r{1 D), oMy uriVuv(D uv)  (2)

where (a—>w, R, Q)E€P, RyUR, = R,
(a® a3, g v uvey for aev. '
(5(3)-—+a(1), @, v(z)uV') for aev, ' (3)
(3(3) —a, @, v(l)uv(z)) for aeVv', (4)
Now we consider a derivation in G', It starts with S=» w(l).
Then we can apply only rules of the types (1) and (2) until
all letters of w(i) are rewritten, and we obtain

2)

w(1)1=")v(2). Then we have to rewrite all letters a( of
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v(z) by 3(3) which leads to v(s). If we now use a rule of
type (3), we have to rewrite all letters a(3) of v(s) by

8(1) and we obtain v(l). Therefore w(1)=§>v(1) is a
correct derivation in G', and by the definition of the rules
(1) and (2) it corresponds to a derivation w=pv in the
I-mode in the system G.

If we apply a rule of type (4) to v(z) we have to rawrite
all letters a(s) of v(3) by a and we obtain s w~+r4 aver
the terminal alphabet V' which belongs to L(G) ur the de-
rivation stops after some steps with a word over the - at

V(s)LIV' which contains at least one element of V(éi.
Hence LI(G) = L(G").
Lemma 1,2: £(MLy) = &£ (MCF).,

Proof: 1) aC(MLI) S (MCF). ,
Let G = (V, V', M, w, F) be a matrix LI system, Further,
let V= {X;.%5..00.X ) V' o= {X3.%5,..0.% . We put

V(i) = {x(i) : xe.v}, 1 £41i £ 4, In the following constructions
we write V—> N instead of [xl—e N, X, = Noooo, X —N].

and we use analogous abbreviations for the other alphabets,

. With each matrix

[ag = uy. 8> Uy, ouey 8> u jem

we associate the following matrices
[v(#) sy, vit+2) Ly, agi)-9u§1+1)..... agi)-9u£i+1)], (1)
Ivi®) sy, vit*2),y, agi)_)u:(li+1)“”' agi)_,ugiu)’

VLN, oL L s (D], (2
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[V(A)—-)N, V(1+2)——>N, ,aii)—-buj(.i+1),.... ar(.i)_)us.id-l)'

vty ag:;n_)'ur(_nz) ) agiu)_mguz)’

VRIS, Q102D (1) | G192, (0], (3

IR R RERE TR R

WO n, V20,0, oD u{i40), V(1030 a{1+1)_, ,(192),
V(1+4)—*N, a§i+2)—*ugi+3)..... V(i+"’1)—»N,
a£i+n-1)_*u£1+n)1' (n-1)

where 1 & jén, 1€¢ré«ssn, 164163, and the addition is
performed mod 3. Further we add the starting matrix

[S =)w(1)]

and the terminating matrices

vV, vitsd),y, x§1+2)—>x§4)] for 16163, 16 §6 t,

B, v, vy, x‘g‘)—éxj] for 16jet,

Let M' be the set of all matrices constructed in this way, and
let F' consist of all occurrences of rules of the form x—N
and of all occurrences of rules whose original rules in M are
in F, We consider the context-free matrix grammar

6 = (v uv(2) yv(3) uy(4) yis N3, v, M, s, F'). In any
derivation, first we have to apply the starting matrix, i.,e,

we obtain S—)w(l). Then: i = 1 and we can apply a matrix

of type (1), (2), ..., (n-1) or a terminating rule., In the
first n-1 cases we simulate the application of the associated
matrix in the LI system, and after its application we can con- !
tinue this process, If we apply a terminating matrix (this is
only possible if the last applied matrix finished the rewrit-
ing of a word in the I-mode), then in the sequel only termi-
nating matrices are applicable and we derive a word over V'
which beloqgs to L;(G). Therefore L(G;) = Lf(G).

106



11) First we note that we can assume that in a context-free
matrix grammar we can rewrite only letters of the current
word v if we apply a matrix to v (essentially, this is
proved in /7/ in the construction of the checking version).
Now we can apply the techniques of the proof of Lemma 1.1 and
part 1) of this proof in order to show the statement

L (MCF) & L(ML;).

Lemma_1.3: £(RCF) = £ (RL;).

Since the ideas of the proof of Lemma 1.3 are similar to those
of the preceeding ones, we omit it,
Combining all these results we obtain

Theorem 1.4: e‘f’(PrLI) = oz?(RcLI) = ,Z’(MLI) = &£(RLy)
= X (PrCF) = &(RcCF) = L (MCF) = XL (RCF).

Hitherto we have considered only grammars and systems without
erasing rules, If we allow erasing rules, all our constructions
remain valid, and thus we obtain

Corollary 1,5: The families of languages generated by random
context, programmed, regularly controlled, and matrix L systems
in the I-mode coincide with the family of recursively
enumerable languages.

Remark: Further, the regulated rewriting concerned context-
free grammars. If we consider Indian parallel grammars, i,e.
in each derivation step all occurrences of a letter are re-
written by the same rule, then we obtain in the case of unreg-
ulated L systems the family of parallel OL languages which is
already studied in /2/, /9/, /17/. In the regulated case we
have the following results: The Indian parallel programmed,
matrix, random context, and regularly controlled L, systems
(with and without erasing rules) generate the family of ex-
tended deterministic tabled OL languages (see the next para-
graph for-a definition of the latter family). The proof fol-
lows by the above arguments and by /3/.
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2, Regulated tabled L systems

2,1, Definitions and notations

A TOL system is a tripel G = (V.ﬁ, w) where
-V is a finite alphabet,
- £ 1s a finite set {p,.py.....pj of tables, and each

table Py, 161 €r, is a finite subset of v xv® such that,
for all aeV, there is a pair (a,u) in Py (the elements
of vxv® are usually written as a-—u),

- wev*,

We say that x directly derives 'y in G iff

i) x = XyXgeooXos X3 €V for _1 £ 1 € n,

n
x
11) y = ylyz...yn. Yiév ]
111) there is a table p,, 1 € j € r, such that x; > vy, e Py
for 1 4641 én,

In this case we write x ==y or Xy or x=y (1f the
Py

table and/or the system are obvious by the context), By =23
we denote the reflexive and transitive closure of =,
The language L(G) generated by G is defined as

L(G) = {x : w——’lbx}.
Now we define four types of regulation of the application of
the tables, :
A programmed TOL system is a tripel G = (V, 2, w) where
V.2, and w are defined as above and where with each table
p of ‘% 'a set S(p) & {pi,pz,...,pr} is associated, The
language L(G) of a programmed TOL system G consists of all
words x which have a derivation

W Wy =W, =, — W, =W =X

P P [ P
P1, i A5 1n-1 in
such that Py E.S(pi ) for 1 €& 3§ < n.
141 3

A regularly controlled TOL system is a construct
G = (v,p, w, R) where (V,ﬁ. w) 1s a TOL system and R 1is
"@ reguler set over §{1,2,...,r}. The language L(G) of a reg-
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ularly controlled system G consists of all words x such
that there is a derivation

W=—W, =W, = ,,, =3 W_ = x
P, ‘b, 2p py "
i 12 i3 1n
with 1,15...1 €R,
A matrix TOL system is & construct G = (V.. w, M) where
(v,ng w) is a TOL system and M is a finite set,
M= ’.'.1""2"" va}n v
of finite sequences

myw (dgadpeeendy )
of elements of {1,2,...,r}. We write x =3y iff there are

words Xgr Xg1 eces xk:l. such that

X = X = X =D L., =m====3 X _— Y.
1 2 ] k
Py Py Py 1py
1 2 ki-l k
The language L(G) of a matrix TOL system G consists of all
words u with a derivation

WaWy =W, == . =W W, = =W, =

"o My My Py Py, Py

where mjo. mjl. oo mjhe M and (711,112,,..,11,) is the ini-

tial part of & matrix m eM (1.e. only the last matrix is not
applied completely).

A random context TOL system is a construct G = (V. 2. w)
where with each table pe@ apair (R,Q) withR &V, Q& v,
RN Q=g is associated, and the table p s applicable to a
word x iff all letters of R are contained in x and no
letter of Q occurs in x. L(G) consists of all words y
Wwhich have a derivation

8uch that Py is appliceble to w, for 1€ 4é&n,
J
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By TOL, PrTOL, RTOL, MTOL, RcTOL we denote the families of
unregulated, programmed, regularly controlled, matrix, and
random context TOL systems, Let

9" {A, Pr, P, M, Rc} and G = g \{1}1.

Let X e.g. We say that L is an XTOL language iff there is a
G €XTOL such that L = L(G). By J(XTOL) we denote the family
of all XTOL languages,

A system G 1is celled deterministic iff, for all p ep, the
following condition is satisfied: a-u,€p and a-uyep -

imply u; = u,. It is called propagating if no table containse

an erasing rule. The corresponding families of systems and
languages with these restrictions are denoted by adding the
letter D (deterministic) or P (propagating) to the above
notation,

L is called an extended XTOL language iff there are an XTOL
system G with the alphabet V and a subset V' of V such
that L = L(G) n(V')™, By £(EXTOL) we denote the family of
extended XTOL languages.,

In some cases, in the following theorems we state the result
for all these families, and we give the proof only for matrix
TOL systems, The proofs for the other families can be given
with slight modifications by the same arguments, and they are
left to the reader.

Remark: In contrast to the definitons of the first part of
this paper we use the appearance checking mode only for the
random context TOL systems, because we have no failure field
associated with the tables of a programmed TOL system and there
is no set of tables, which can be overpassed, in the definition
of matrix and regularly controlled TOL systems, Obviously, by
the required condition for the tables of a TOL system we have
applicability of the next table in a matrix, programmed, ande
regularly controlled TOL system, and therefore appearance
checking is not useful for these systems,

1 A denotes the empty word,
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2,2, Properties of the language families of regulated L systems

First we study the effect of determinism and of the use of
erasing rules.

In the following diagrams X—=Y is written instead of X &Y,
X § Y, If two families are not connected, then they are incom-
parable. )

2,1: Let X€QG', Then & (XTOL
E— ¢ AR
£ (ToL) o (DXTOL)
“\\ //’
&L (bToL). -

4

Proof: 1) Let L, = {a2, a*, b*}. Then L, € L(DMTOL) since

the matrix TOL system

G -'({e,b},{{a—>a2, b-b}, {e—b, b—ob}}, 32,{(1,2)j)
generates L1. L1 ¢.£(TOL) can be proved by standard tech-
nique (see /14/),
i1) Let L= {an : nalj, L, €L (TOL) 1is obvious, Assume
that L, = L(G) for some deterministic matrix TOL system G,
Without loss of generality we can assume that no table con-
tains the (only) rule a—>a. Now let e-+ar1. a-+ar2.....
!—;arp. Fg<rp<eee <ty be the rules which occur in the
tables, and let a" be the axiom. Then any word generated

ng n n

[
rery Trp Seeerg

by G has the form a for some integers
nl, Nos eees np. Thus a°é¢ L(G) for some prime number z which

is not a divisor of r-rlrz...rp. Hence L, # L(G) in contra-
diction to the assumption,

Theorem 2.2: For xeg', Z(XTOL)
£ (TOL) & (PXTOL)
J(PTOL).
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© on
Proof: 1) Ly = {acz}u {a® :n 3 1] 1s generated by the TOL

system G = ({a.c},{a-eaz. c— i}, acz). Now assume that L,
is generated by a propagating matrix TOL system G', Then a2
has to be the axiom, and there has to be a table whose applica-

tion to _a2 leads to acz. Obviously, then c?a or cac can be
also generated., Again, we have a contradiction,

11) L, satisfies L, € £(PMTOL), L, € £(TOL).

Theorem 2.3: For X € 9, L(XTOL) forms an Anti-AFL, i.,e. it
is not closed under each of the AFL-operations,

. N
Proof: 1) union, Clearly, L, = {az :n 2 1} and

m
Lg = {b3 tm o2 1} are DTOL languages. We show that

Lyulg # L(G) for all MTOL systems G. Assume the contrary,

n
and let G = (V, 2, w, M), If w = 2" for some n, then there

has to be a table containing a rule of the form a—)bk, k & 1,
2l 2%k

However, then a“~ =b is a correct derivation for some 1.

Since. zik ¥ 3P for all i;k,p, we obtain a contradiction.

. m
Similarly we prove that w = b3 for some m is impossible,

n
11) product, L6 = {ab2 tn 2 1} is a DTOL language. We prove
that L = LyeLg ¢ £ (MTOL). Assume that L = L(G) for some

MTOL system G = (V, %, w, M). By standard technique we can

prove that

- G is deterministic,

- each table has the form a—aai, b-bd with 1 » 1, 3 21
(or it is the table a- A, b2 since we consider
languages modulo 2).

Since the exponents of a in the words of L are of the

form 2" + 1, they are odd numbers. Thus 1 has to be an odd

number, too, Further, °201b2 has to be the axiom because -

with exception of the table which generates A - all tables
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are propagating. Now we have

n n
a3b2 s a3ip2 J
P '

and since 3i = 3 for 41 =1 or 31 29 for i 2 3 we can-

for p = {a—éai, b-ébJ},

2241 2

not generate the word a b2 = a%b?

which is in L.

2N on *
1ii) catenation closure, We prove that L7 = {a b tn & 1}

is not an MTOL language. Assume that L, = L(G) for some
MTOL system G = (V, %, w, M), It is easy to prove that
-~ each table p ¢ £ contains only productions of the form

k m
or it contains only productions of the form a-éaz ' b—;b2 ;
~ there is a matrix meM whose tables have only productions

ok

PL
of the form a—a“ , b>b™ ,

- all matrices which contain only tables with productions of

k

m
the form a-->a2 ' b—-)b2

are deterministic,

n ,n ,m ,m
a2 2 a2 p2

Hence there cannot be generated words of the form b
with arbitrary numbers n,m., Since these words are in L7 we

have the desired contradiction,

! 2N M
iv) homomorphism, Lg = {c} via® :na1lui{p’® :m2 1} is s
OTOL language. Obviously, for h defined by h(a) = a,

h(b) = b, h(c) = a“, we obtain h(La) =L Vlg which is not

in X(MTOL) (see part i) of this proof),
v) inverse homomorphism. Let g(c) = cz. g(a) = a, g(b) = b,
Then g'l(LB) = Lyulg.

vi) intersection with regular sets. Lg nia,b}® = Lyu Lg.

2,3, Comparison of the generative capacities

First we note that it is proved in /1/, /11/, /i8/, /8/., /15/
that )
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Z(ETOL) = #(EPrTOL) = of (EMTOL) = £ (ERTOL)
S & (ERCTOL) = & (PrCF),

Theorem 2.4:
: ' #£(RTOL)

< (RcTOL) £ (PrTOL)
&£ (MTOL)

- &(ToL)
Proof: 1) &L (RcTOL) \ X (YTOL) ¥ @ for Yeg\ {Rc}.
By the above relation there is an RcTOL language L and an
alphabet V such that Lnv® ¥ L(G) nv® for all vTOL sys~
tems G. Hence L ¢ X (YTOL).
11) f(MTOL) \ £ (RcTOL) ¥ @,
As in /5/ we can prove that an RcTOL language L & {a}" is 8
TOL language., However, it is easy to construct an MTOL language
over j{a} which is not a TOL lenguage.
iii) QF(PrTOL) 2 J(MTOL).
Let G = (V, &L, w, M) be a matrix TOL system with

M= iml,m2o¢-oo“s}v

lli = (11.12105- '1k(i))' 1€ 1 ¢ Se
with each pair (1,3]), 1 €1 €8, 1 6 J € k(1), we assocliate
the table

p(1.3) = {asu : aeV, ue61'J(a)}

where 6’i is the composition of the finite substitutions
given by the tables Py ¢+ Py o eees Py - We define the pro-
1 2 3

grammed TOL system G' = (V, -3 w) with
R ={p(1.3) : 151 5s, 16 3% k(1)}
and

@
S(p(ilj)) = {ﬁ. for J = k(i)-

It is easy to see that L(G') = L(G).
iv) KL(PrTOL) \ J£(MTOL) ¥ @.

for 1 £ j<k(1i),
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As in /5/ one can prove that the MTOL language over a single
letter alphabet can be generated by TOL systems with a finite
set of axioms, The programmed TOL system

G = ({8}.{911P2}.8) with Py - {a"az}' S(py) = {1},

Py = {a—a>}, 8(py) = {2}

generates {azn: n 2 1} U{a3m: m 1} which cannot be gener-
ated by a TOL system with a finite set of axioms,

v) &£(RTOL) ® L(PrToOL).

For the PrTOL system G = (V,{pl.pz,....pr},w), we consider the

finite automaton {% with the input alphabet {1,2,...,r},
the state set {0,1,2,...,r+1}, the initial state O, the ac-
cepting set {1,2,...,r} and the transition function d de-
fined by
X if
- X if €y€r, x€S(p.),
(x.y) = re1 if fdysr, x ¢S(py),
rel if y = rel, Y

= 0,

(TR T

It is obvious that ¢4 accepts the set R of all sequences

1112...1t with 1J+le S(pij) for 1€ j <t

Hence the controlled TOL system G' = (V,{py.Py/s...P .}, W, R)
generates L(G).
vi) £(RTOL) \Z(PrToL) ¥ @.

h :
We consider the language L, = {52,84.38}u {58'3 :n a1}
which is generated by the regularly controlled TOL system

G = ({a}.{iasa?, fasa’l}, a2, 172" v {1,1%}),
Assume that Lio= L(G') for some programmed TOL system
G' = (V,%, w). Let n be a sufficient large number. Then

there is a derivation

n . n
w=->...==)w'=>aa 2 L A _ae = .
P
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m
Obviously, w' = a3 for some m<n, and p 1s a determin-

r

istic table 'a-aa3 for some r, Since this table is appli-

cable to the axiom, w = a for some t. Now we consider a

derivation of az. It has to have the following form

8.3t

t
2?3 5. W a?
p'
where w" contains at least four times the letter a and p°’

has to contain the rules a-—A, a—->a2 or the rules a—2A, a-—a,

In the former case we can generate a® é Lid' in the latter
case we can derive a° 3 Lo from w" by application of p°.
Remark: We note that all the results of this chapter remain
valid 1f we use random context TOL systems without appearance

checking, i.e. Q = @ for all rules: the only exception is
that then it can be proved only 2 (ERcTOL) & o°(PrCF).
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Rostock. Msth, Kolloq. 25, 119 - 120 (1964) 31A30
Luis Anibal Gonzk&lez 35C15

Verellgemeinerte Poieson-Integrale und ihr Randverhalten

Autorreferat der Dieeertation A

Die Arbeit beschéftigt sich mit der Darstellung von L3sungen
linearer elliptischer Differentialgleichungen Lu =0 in be-
echrénkten Gebieten f2 mit glattem Rand 3£, Insbesondere wird
die Darstellung polyharmonischer Funktionen in einer Kugel im
R" sowie ihr Verhalten in der N&he dee Randes studiert. Es han-
delt sich bei der Darstellung um verallgemeinerte Poisson-Inte-
grale mit Hilfe von MaBen, die auf dem Rand des Gebietes defi-
niert sind und mit dem Randverhalten der betrachteten Lésungen
im Zusammenhang stehen. Die Arbeit gibt unter anderem eine Ant-
wort auf die folgende Frage: Unter welchen Bedingungen an das
Verhalten der L3sung u(x) in Randndhe sind solche Darstellungen
mdglich?

Es sei L ein Differentialoperator der Ordnung 2m und
BJ(J-l.....m) ein System von Randoperatoren., Das System
BireeosBgs Ciieee Cp seli ein Dirichlet-System der Ordngng 2m,

S -
for welches die Greensche Formel gilt, W;({I) und wp n(&())

stellen Sobolev-Réume bzw, ihre Spurréume dar,

Um das Wesen der in der Arbeit bewiesenen S&tze zu charakteri-
sieren, beschriéinken wir uns auf die Formulierung einiger typi-
scher Resultate,

Wir machen die folgenden Annahmen: a) Das elliptische Randwert-
problem Lu =f in {2, BJ"'B(} - Py (3=1,...,m) sei reguldr,

b) For die durch die Parallelrénder 3512 begrenzten Gebiete 519

sollen die zum Randwertproblem a) gehdrenden klassischen Agmon-
Douglis-Nirenberg-Ungleichungen mit einer von p unabhéngigen
Konstanten gelten. c) Die Kerne der Operatoren (L,8,,...8,) und
(L“,Bi....,B;) sollen nur das Nullelement enthalten,

Satz: Es eeli pe>n und fs& W;'Z"(Il), Es sei u eine Ldsung der
Gleichung Lu = f in f2,und ee gelte
Heyulgg Ngm, -1, € C<oo. (1)
e Jp
119



Weiter selen die Voraussetzungen a), b) und c) erfGillt, Dann

existieren Funktionen gD in wp " p(afl)_derart, deB u far
x € $) in der Gestalt

u(x) = (£.7,(®)) +; CHCANA

darstellbar ist, Die Skalarprodukte sind im Sinne der Dualitét
zu verstehen, FX(B) ist die Greensche Funktion des Randwert-
problems a), Mit der Bedingung

; flau(y)lds (y) € C<oo

an Stelle von (L) erhdlt man dnter den gleichen Annahmen tber
die Lésung u dé¢r Gleichung Lu = o die Darstellung

m
o%ucx) = 2 0% [ e Ny duyty)
= ang
durch MaBe Pyseee Py Mit dem Tréager auf 302,

In entsprechender Weise kann man eine Beschrénktheitsbedingung
far eine m-polyharmonische Funktion in einer Kugel BcRr" ange-
ben, so daB diese als Poisson-Integral P‘H1'----va33)(*) dar-
stellbar ist, Es werden ferner Aussagen Uber die Existenz ra-
dialer, nichttangentialer bzw, tangentialer Grenzwerte von
Poisson-Integralen P(H1--'-'Fm-39) und ihrer Ableitungen am
Rande einer Kugel bewiesen,
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Hinweiee flr Autoren

prache) bitten wir, en die Schriftleitung zu schicken.

Die gesemte Arbeit ist linksbindig zu schreiben. Eine Ausnehme
hiervon bilden hervorzuhebende Formeln und des Literaturver-
zeichnis, Der KopT der Arbelt soll folgende Form haben: Rostock,

. Kolloq., 7teerzeile/Vorname Neme/teerzeile/ Titel der
Arbeit/ 1 Zeilenumschaltung/ Unterstreichung/ Leerzeile. Der
Text der Arbeit ist eineinhelbzeilig (= .3 Zeilenulecholtungen)
zu schreiben mit maxime Anschligen je Zeile und meximal 37
Zeilen je Seite, Zwischeniberschriften eind wie folgt einzuord-
nen: 6 Zeilsnumschaltungen/ ZwlschenUbarschrift/ Unterstrei-
chung (ohne—Zetlesnumscheltung)/—S5Zeitlenumschaltungen. Hervor-
hebungen sind durch Unterstreichen und Sperren mf8glich, Ankln-
digungen wie Setz, Definition, Demerkung, BDeweis u. a. eind zu
unterstreichen und mit elnem Doppelpunkt abzuschlieBen. Vor und
nach—S&tzen,—Definttionen—u.—&,tsteinZetlensbstend—von 5 Un-
schaltungen zu leseeen. FuBnoten sind mdglichst zu vermeiden,
Sollte doch devon Gebrauch gemacht warden, so eind eie durch
eine hochgeetellte Ziffer im Text zu kennzeichnen und innerhelb
dee oben angegebenen Setzspiegels unten auf der gleichen Seite
anzugeben, Formeln und Bezeichnungen sollen m&glichet mit der
SchreibmeechIne zu schrelben sein. Hervorzuhebende Formeln sind
drei Leerzeichen einzuricken und mit 6 Umecheltungen zum Gbri-
gen Text zu echreiben., Formelzdhler sollen am rechten Rand ste-
hen, Dar Platz fir AbbiTdungen Ist beim Schreiben euszusparen:
die Abbildungen salbst sin n der dem ausqgesparten Platz ent-
eprachenden GréBe—gesondert—mach TGL-Vorschrift eauf Tranapa-
rentpepier beizuflgen. Der zugehdrige Begleittext iet im Manu-
skript mitzuschreiben. Sein Abstand nech unten betrdgt 5 Um-
echaltungen. Literaturzitate im Text sind durch laufende Num-
mern in Schragstrichen (vgl, /8/., /9/ und /10/) zu kennzeich-
nen und em SchluB der Arbeit unter der Zwischenlberechrift Li-
teratur zusammenzustallen, -

Beispiele: (Zeitschriftenabklrzungen nach Math., Reviews)

TZEZEZEEIEkia 0.. end Semuel, P.: Commutative Algebra.
Princeton 1958

/9/ Steinitz, E,: Algebraische Theorie der Kérper. J. Reine

Angew. Math. 137, 167 - 309 (1920)

/10/ Gnedenko, B. W, : Ober die Arbeiten von C, F., GeuB zur
wahrscheinlichkeitsrachnung. In: Reicherdt, H. (Ed.):
C. F, GauB, Gedenkband anladBlich des 100, Todestages.
S, 193 - 204, Leipzig 1967

Die Angsben sollen in Originelsprache erfolgen: bei kyrilli-
schen Buchstaben soll die bibliothekarische Trenskription
(Duden) verwendet werden.

Am Ende der Arbeit stehen folgende Angaben zum Autor und zur
Arbeit: eingegangen: Datum/ Leerzeile/ Anschrift des Verfassers;
Titel InIEIEIEE:ﬁ:E_Vorno-on Neme/ InstTtutlon/ SEruﬂfuraInHeIf/
StreBe Hausnummer/ Lend Postleitzshl Ort,

Der Autor wird gebeten, elne Rorrektur des Durchschlags vom

Of fsetmanuakript zu lesemund—debet—die—mathematiechen Symbole
einzutregen, Ferner sollte er 1 - 2 Klassifizierungenummern
(entsprechend der “1980 Mathematics Subject Clessificetion™ der
Math, Reviews) zur inheltlichen Einordnung seiner Arbeit angeben,

Menuekripte (in deutscher, ggf. auch in russischer oder engli-
scher
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