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zahlentheoretische Transformationen und pri■itive Einheitswur­
zeln in eine■ Restklassenring ■odulo ■ 

Die schn&lle Berechnung von Faltungen und Korrelationen von 
Signalen stellt ein wesentliches Proble■ in der digitalen Sig­
nal- und Bildverarbeitung dar. Die diskrete Fouriertranefor■a­
Uon ist die gebrluchlichete Tranefor■ation, ■it deren Hilfe 
zyklische Faltungen und Korrelationen effektiv berechnet werden

können (/7/). Die Betrachtung a■plitudendiskreter Signale fOhr­
te vor etwa 12 �ehren zur Entwicklung zehlentheoretiacher 
T�ansfor■etionen (/6-8/), Bekannte zahlentheoretische Trensfor­
■etionen sind die Fer■at-, Mersenna-, Pseudo-Fer■at- und
Pseudo-Mereenne-Transfor■ation (/7/). Die Eigenschaft.en der
zahlentheoretiechen Transfor■ationan lhneln stark denen dar
Fouriertransformation (/1,7/). Insbeaondere lassen eich schnel­
le Algorith■en fOr zahlentheoretische Transfor■ationen angeben,

Mit Hilfe derartiger Algorith■en k6nnen zyklische Faltungen und
Korrelationen vorteilhaft berechnet warden, Bedingt durch das

Rechnen i■ Reetklassanring G• ■odulo einer ungeraden Zahl ■> 1
treten - 1■ Gegensatz zur Fouriertr•nefor■ation - �eine Run­
dungsfehler bai einer zahlentheoratiachen Trenafor■ation auf. 
weiterhin können durch binlre Arith■etikan fOr spezielle zah­
lentheoretische Transfor■ationen betrlchtlicha Rechenzeitver­
kürzungen i■ Vergleich zur schnallen Fouriertransfor■ation er­

zielt werden, 
Eine zentrale Rolle bei dar Definition zahlentheoretischer 
Tranefor■ationen spielen die pri■itiven Einheitswurzeln i■ 
Restklaseanring G•• die ■an ale natOrlichaa Analogon d�r pri■i­
tiven Einheitewurzaln i■ Körper der k011plaxan Zahlen anaehan

kann, Dia vorliegende Nota iat dar Konatruktion von pri■itiven 
Einheitawurzeln in G• gewid■at, Nach dar Definition dar pri■i­
tiven Einhaitawurzaln in G• wird ein notwendige• und hinrai­
chandae Kritariu■ i■ ereten Abeohnitt angegeben, Aue dar Zeh-



lentheorie bekannte Resultate Ober primitive Wurzeln modulo 

einer Primzahl p> 2 werden anschließend kurz dargestellt. Im 3. 

Abschnitt wird gezeigt, daß sich im Fallyu|p-l die primitiven 

fi-tan Einheitswurzeln im Körper eineindeutig auf die primi¬ 

tiven yu-ten Einheitswurzeln im lokalen Ring G^p abbilden las¬ 

sen. Mit Hilfe des chinesischen Restsatzes werden diese Ergeb¬ 

nisse auf einen Restklassenring G* ausgedehnt. Erstmals wird 

ein Algorithmus zur Berechnung sämtlicher primitiver yu-ter Ein¬ 

heitswurzeln in G* (bei vorgegebenem Modul m) angegeben. Als 

Folgerung erhält man Aussagen Ober die Struktur der Primteiler 

des Moduls m. Oie für komplexe primitive yu-te Einheltewurzeln 

bekannte Beziehung zu dem yu-ten Kreistellungepolynom bleibt 

auch für primitive ц-te Einheitswurzeln in G^ gültig. Abschlie¬ 
ßend werden drei Algorithmen zum chinesischen Restsatz erwähnt. 

1. Eigenschaften der primitiven Einheitswurzeln 

Es sei m > 2 eine gegebene ungerade Zahl mit der Primzahlzerle¬ 
gung 

r. r_ 
(1.1) rl rs 

" " Pi ... P, • 

Mit G wird die Menge der ganzen Zahlen und mit Gm » G mod m der 

Reatklassenring modulo m bezeichnet. Die von der Zahl aeG er¬ 

zeugte Restklasse sei S. 
Eine Zahl a e G mit (a,m) » 1, für die 

a^ a 1 mod m (1.2) 

für gewisse yu > 1 und 

(av-l,m) - 1 (v»l.yu-1) (1.3) 

gilt. heißt primitive ц-te Einheitswurzel modulo m. Laut Ver¬ 
einbarung heißt 1 primitive erste Einheitswurzel modulo m. Die 

von einer primitiven yu-ten Einheitswurzel a modulo m erzeugte 

Restklasse •« wird dann primitive yu-te Einheitswurzel in G„ 
genannt. 

Gehört asG alt (a,a) » 1 modulo m zum Exponenten yu. so ist a 

1. «Hg. keine primitive yu-te Einheitswurzel modulo m. Im Fall 

■*P (P prim) 1st Gp ein endlicher Körper, und eine Zahl aeG 
alt (a,p) m 1 gehört modulo p genau dann zum Exponenten fx, wenn 
а eine primitive yu-te ginheitewurzel modulo p 1st. 



Beispiel 1.1: Modulo 15 gehört a » 2 zum Exponenten 4, 1st aber 

keine primitive vierte Einheitswurzel modulo 15, weil a2 - 1 • 3 

und 15 nicht teilerfremd sind. Dagegen ist a =14 eine primiti¬ 

ve zweite ElnheMLtswurzel modulo 15. 

Die Bedeutung der primitiven Einheitswurzel modulo m ergibt 

sich aus folgendem 

Satz 1.1 (/1,7/): Es existieren genau dann primitive Ein¬ 

heitswurzeln modulo m, wenn für alle 1=1.s gilt - 1. 

Genügt /и. der obigen Bedingung und ist а eine primitive yit-te 
Einheitswurzel modulo m, so ist (ju,m) = 1, und eine zahlentheo¬ 

retische Transformation von G^ auf G^ und deren Inverse sind 

durch 
M-l 

Xk 3 хпаПк mod m .fi-1) 

bzw. 
M-l 

xn “ A»’ Xka-nk mod m 

mit 

Po- 

1 mod m erklärt. 

■ v.]T ‘ [». 
einander zugeordnet sind. 

Hinsichtlich Eigenschaften 

sehen Transformation sei au 

(n=o.yu-l) , 

wobei die Vektoren 

und Anwendungen der zahlentheoreti- 

f /1,7/ verwiesen. 

Bemerkung: Der Begriff "primitive Einheitswurzel modulo m" ent¬ 

stand in Diskussionen der Verfasser mit Herrn Prof. Dr. G. 

Razderski (Rostock), dem an dieser Stelle für seine wertvolle 

Unterstützung gedankt sei. Die Prägung dieses neuen Begriffes 

war nötig, weil dadurch einerseits Satz 1.1 besonders einfach 

formuliert werden kann und andererseits die in der Literatur 

/6 - 8/ an dieser Stelle benutzten Begriffe anders definiert 

sind und wiederholt zu Mißverständnissen führten. 

Satz 1.2: Eine Zahl aeG ist genau dann primitive /х-te Ein- 
heitswurzel modulo m, wenn eine der folgenden Bedingungen er¬ 

füllt ist: 
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1) ш 1 mod Pj1 (1-1,... ,e), (1.4) 

av ft 1 mod (1=1.e) 

für jeden Teller p von fj. mit /и/ѵ prim; 

2) a^ a 1 mod m. 

(=У - l.m) - 1 
für jeden Teller v von ді mit ді/ѵ prim; 

3) a^ a 1 mod m, 

a^k s о mod m 

für jeden Teller V von ді mit ді/р prim. 

Beweis; Nach /1/ genügt es zu zeigen, daß 1) und 2) gleichbe¬ 

deutend sind. Da die Primzahlen p^ in (1.1) paarweise verschie¬ 

den sind, sind (1.4) und (1.2) äquivalent. 

Nun sei p ein beliebiger Teller von ді, für den fi/V prim ist. 
Aus a1’ jä 1 mod pi für alle 1-1,...,s folgt (a^-l.p^) ■ 1 

und somit (av- l.m) » 1 wegen (1.1). Ist umgekehrt 

(aV~ l.m) - 1, so 1st (a**- l,pj) « 1 und damit a^/1 mod p^ 
für alle 1-1.s. D 

Ein weiteres notwendiges und hinreichendes Kriterium für pri¬ 

mitive Einheitswurzeln modulo m ist in Abschnitt 4 zu finden. 

2, Primitive Wurzeln modulo p 

Aue der Zahlentheorie bekannte Ergebnisse über primitive Wur- 

zeln (/9/) werden im folgenden kurz zusammengefaßt. 

Es sei p > 2 eine gegebene Primzahl. Dann ist G^ ein endlicher 

Körper. Für Jede Zahl aeG mit (a.p) » 1 existiert immer eine 

positive Zahl Ж e G mit 

* 1 "öd P, (2.1) 

beispielsweise x - $p>(p) « p-1. Dabei ist <p die Eulers che Funk¬ 

tion. Die kleinetmögllche Zahl ді - 3& in (2.1) ist der Exponent, 
zu dem a modulo p gehört. Stets gilt ді|р-1. Zahlen, die zum 

7 



größten Exponenten p-1 gehören, heißen bekanntlich primitive 

Wurzeln modulo p. Die von einer primitiven Wurzel g modulo p 

erzeugte Reatklaese geGp wird primitive Wurzel ln Gp genannt. 

Nach Satz 1.2 let g£G genau dann eine primitive Wurzel modulo 

p, wenn gilt 

gv jf 1 mod p 

für jeden Teiler V von p-1 mit (p-l)/l> prim. 

Satz 2.1: In Gp existieren genau dann primitive ju-te Einhelte¬ 

wurzeln, wenn gilt 

ЦIP - !• (2.2) 

Im Fall (2.2) gibt es genau g>(/u.) primitive /x-te Einheltewurzeln 

in Gp. Sämtliche Elemente W 5 sind Einheiten und bilden eine 

zyklische Gruppe G* der Ordnung p-1. Ist g eine primitive Wur¬ 

zel modulo p und gilt (2.2), so werden die tf(ju) primitiven 

p-ten Einheitswurzeln in Gp von 

(g(P-‘)/J‘,V . (2.5) 

wobei V-l.mit (ѵ,ц.)»1 zu wählen ist. erzeugt. 

Die Elemente (2.3) lassen sich mittels einer Indextafel, wie 

sie beispielsweise für alle Primzahlen < 1000 ln /3/ zu finden 

ist. einfach berechnen. För gewisse Primzahlen p sind primitive 

Wurzeln modulo p bekannt. In /5/ findet man eine Tabelle der 

kleinsten primitiven Wurzeln modulo p < 300 000. Bekannte Sätze 

Ober die Struktur primitiver Wurzeln modulo p sind beispiels¬ 

weise in /2,10/ zu finden. 

3. Primitive Einheitswurzeln modulo pr 

Es sei p> 2 eine gegebene Primzahl und reG, г a 2. Dann ist 
R . G г ei" lokaler Ring mit dem maximalen Ideal M » (p), 

welches von p e R erzeugt wird. Die pr * Elemente von M sind ge¬ 

nau die Nullteiler von R. Da in R jeder Nichtnullteller inver¬ 

tierbar ist, gibt es genau pr - pr_1 - <j>(pr) Einheiten, die 

eine multiplikative Gruppe R* bilden. Der Reatklassenring R/M 

von R nach dem maximalen Ideal M ist ein Körper, nämlich Gp. 

Ѳ 



Nach Abschnitt 2 1st dann die Gruppe G* der Einheiten von G^ 

eine zyklische Gruppe der Ordnung p-1. Der natürliche Ring¬ 

homomorphismus TT i R -* Gp mit 

TTä » a mod p £Gp (Tie R) 

induziert einen Gruppenhomomorphismus TT*: R^->Gp. Der Kern von 

7Г*besteht genau aus den pr_1 Elementen von T + M, die auf 
T 6 G* abgebildet werden. Nach dem Homomorphiesatz für Gruppen 

ist G^ isomorph zur Faktorgruppe R*/(T +■ M), die damit zyklisch 
von der Ordnung p-1 ist. Folglich ist nach /4/, S. 72 ff. 

R* - (T + M) * E* (3.1) 

das direkte Produkt dar p-Gruppe T + M der Ordnung pr~* und 

einer zyklischen Gruppe E* der Ordnung p-1, die isomorph zu G* 

ist. Das folgende Schema veranschaulicht diese Zusammenhänge: 

R*UM - R 
I 

(T +M)XE*. R^ 

T + M 

Wir zeigen nun, daß sich die primitiven fi-ten Einheitswurzeln 

der Körpers Gp auf die primitiven /Ц-ten Einheitswurzeln des 
lokalen Ringes R eineindeutig abbilden lassen. 

Satz 3.1: ln R existieren genau dann primitive yu-te Einheits¬ 

wurzeln, wenn (2.2) gilt. Im Fall (2.2) gibt es genau y(yu.) 

primitive fx-te Einheitswurzeln in R. Sämtliche primitiven Ein¬ 

heitswurzeln ln R bilden eine zyklische Untergruppe E*c R* der 

Ordnung p-1. Ferner 1st £1*: G*-»E* mit 

T—*_ r-1 
2_ a - ap mod pr e E* (ä fcG*) 

ein Isomorphismus von G* auf E* mit 

TT 2Z * - ä (äeGp). 

Oer Beweis erfolgt in mehreren Schritten: 
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1. Ist ceR eine primitive fj-te Einheltewurzel in R, eo ist 

ТГ*с » c mod p 
eine primitive ju-te Einheitswurzel in Gp,und es gilt (2.2). 

Ist ёб R eine primitive fx-te Einheitswurzel (^>1) in R, eo ist 

c^s 1 mod pr und (cp-l,pr) ■ 1 (У"1.)t-l). Dann gilt fOr 

d s c rood p die Kongruenz dPml mod p und (dv-l,p) ■ 1 
(V»l.ju-1). Somit gehört d modulo p zum Exponenten fx. und es 

gilt (2.2). 

2. Es sei E* die Untergruppe von R*. die isomorph zu Gp 1st. 

Denn besteht E* genau aus allen primitiven Einheitswurzeln von 

R. 
Ist c 6 R eine primitive fx-te Einheitswurzel in R, so gilt (2.2) 

nach 1. Aus cP » T folgt ceR*, so daß wegen (3.1) 

c = (T + p 1Г) e 

mit 1<£.R, e e.E* gilt. Da (T + p 1Г) im Fall Tc C eine p-Potenz- 
ordnung >1 besitzt, aber andererseits (2.2) gilt, muß Tt « ü 

sein. d. h. 3= eeE*. 

Ein Element ё 6 E* hat wegen E* — G* die Ordnung fx mit (2.2). 
Wäre ёѵ- T / ? e R für gewisses V-l./х-i nicht invertierbar, 

so wäre eV - T ein Nullteiler und damit in M enthalten. 

Für T = 7Г^"ё 6 Gp würde TV - T » C £ Gp gelten, was wegen E* - G* 

unmöglich ist. 

3. Es gelte (2.2). Ist äeG* eine primitiveуЦ-te Einheitswurzel 
in Gp, so 1st 

/ а * ap mod p €. R 

eine primitive ju-te Elnheitswurzel in R. Da für а. ctG mit 
r-1 r-1 

а в c mod p stets ap = cp mod p folgt, 1st die Defini¬ 

tion von ^2* sinnvoll. 

Es gelte (2.2) für fi > 1 und äe.Gp sei eine primitive ju-te Ein¬ 

heitswurzel in Gp, d. h. , es gilt (a,p) » 1 und aP s 1 mod p 

und damit 

aP ■ 1 + kp (к eG). 

10 
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Wir zeigen, daß b ■ a*5 eine primitive yu-te Einheitswurzel 

modulo pr 1st. Wegen (3.2) erhält man 

bP =» a^p ■ (1 + kp)p a 1 mod рг, 

denn für p > 2 prim gilt 

an ■ О mod рг (n-1,...,рг_1), 

wobei an der Koeffizient von xn des Polynome (l + px)p 1st. 

Wegen (a,p) ■ 1 gilt nach dem Satz von Fermat 

r-1 
b » ap a a mod p, 

woraus bv в ар pf 1 mod p (P =1,... ,щ-1) folgt. Nach Satz 1.2 ist 

damit F a ^ 16 R eine primitive jU-te Einheitswurzel ln R, die 

nach 2. in E* liegt. 

4. Oie Abbildung ^2!*: Gp —> E* ist ein Isomorphismus mit der 

Eigenschaft 

ТТ*2ЕГё - ä (ä£Gp). (3.3) 

Für ä, F<=Gp gilt. 

Z*(» F) - (2Z*ä)(2Z%). 
wie man sofort nachrechnet. Für beliebiges а £Gp gilt wegen 

(e,p) = 1 nach dem Satz von Fermat die Gleichung (3.3). Folg¬ 

lich 1st 22*eine umkehrbar eindeutige Abbildung von G* auf std 

Aus den Sätzen 2.1 und 3.1 ergibt sich 

Folgerung 3.2: Ist g eine primitive Wurzel modulo p und gilt 

(2.2) für /ц>1, so sind av mit v»l./u-1 und (V,(u) = 1 die 
ф(^) primitiven jU-ten Einheitswurzeln modulo pr, wobei 

а а g ?<РГ>/> mod рг 
let. 

Lemma 3.3: Sind b, с &G mit b c mod pr primitive Einheits¬ 

wurzeln modulo pr, so sind b-c und p teilerfremd, und die 

Kongruenz 

(Ь-с) X m 1 mod pr (3.4) 

1st modulo pr eindeutig lösbar. 

11 



Bowels: Nach Satz 3,1 bilden sämtliche primitiven Einheitswur¬ 

zeln in R eine zyklische Gruppe E* der Ordnung p-1, die von a 

erzeugt werde. Dann 1st а eine primitive (p-l)-te Einheitswur¬ 
zel modulo pr, und es gilt 

b a ab mod pr, c««/ mod pr (ß ф у mod (p-1)). 
Wir können annehmen, daß О * ß < у <. p-1 gilt. Dann ergibt sich 

b - с в a®(l - a ^-^) mod рг. 

Wegen (a.p) = 1 und (l-a^^.p) = 1 (nach Satz 1.2) sind b-c 

und p tellerfremd. Die Kongruenz (3.4) ist somit modulo pr ein¬ 

deutig lösbar. □ 

Satz 3.4; Es gelte (2.2), und es sei а eine primitive уц-te Ein- 
heitswurzel modulo pr. Dann gilt 

x^- 1 

und 

fl (x - av) mod pr (3.5) 

X„(x) • 77 (X - eV) mod pr. 
f1 V-l 

(v.fi)-l 
(3.6) 

wobei X^x) das уд-te Kreisteilungspolynom ist. Ее gibt genau 
eine Faktorisierung von x^ - 1 bzw. X^(x) modulo pr. 

Beweis: 1* Nach Satz 3.1 bilden alle primitiven Einheitewurzeln 

der Ordnung 6 fl eine zyklische Untergruppe der Ordnung p von E* 
die von äe.R erzeugt wird. Somit sind a.a2.aP• 1 mod pr 
sämtliche primitiven Einheitswurzeln der Ordnung < ju. modulo pr. 

Aus x^-1- (x-1) pA(x) folgt die Kongruenz 

О s - 1 в (a-1) px(a) mod pr. 

Nach Satz 1.2 ist (a-l.p) - 1, so daß sich 

p^(a) в 0 mod pr 

ergibt. Aus p%(x) я (x-a) p2(x) mod pr mit grad p2 • yu-2 folgt 

О я (a2)^ - 1 в (a2-l) (a2-a) p2(a2) mod pr. 

Nach Lemma 3.3 sind (a -l.p) “ 1 und (a -a.p) » 1, so daß gilt 

p2(a2) я О mod рг. 

Setzt man dieses Verfahren fort, so erhält man (3.5). 
12 



2. Es sei 1 ein Teiler von p-1. Oede primitive Einheitswur¬ 

zel der Ordnung < jx modulo pr muß nach 1. Lösung von 

x1’ - 1 а О mod pr sein, wobei P 4 fi ejln gewisser Teiler von fi 
1st. Bestimmt man ln G[x] die größten gemeinsamen Teiler von 

- 1 mit allen möglichen Polynomen xv - 1, wobei V alle von 

ju. verschiedenen Teiler von ц durchläuft. und spaltet man alle 
diese Teller von x^1 - 1 ab, so erhält man das p-te Kreistel- 

lungspolynom X^(x), dessen Nullstellen modulo pr ausschließ¬ 

lich die primitiven fi-ten Einheltswurzeln modulo pr sind. 
Beachtet man Folgerung 3.2, so erhält man (3.6). 

3. Gibt es Zahlen a^£ G (j»l.fl) mit 

TT 
x^ - 1 a TT (X - a.) mod pr, (3.7) 

J-l 3 

so bilden die Restklessen ä^€ R eine zyklische Gruppe der 

Ordnung fi. Ist ein erzeugendes Element, so gilt 

a^ я 1 mod pr, 

*1 dl mod pr (V«l.p-1) , 

woraus wegen (2.2) 

Л 1 mod p (P-l.fi-1) 

folgt. Nach Satz 1.2 1st a^ eine primitive ju-te Einheitswurzel 

modulo pr. Somit stimmen die Faktoren in (3.5) und (3.7) bis 

auf die Reihenfolge modulo pr überein. 

4. Existieren Zahlen bj e G (j=l.f>(|U.)) mit 

у(м) 

%»(*) - TT (X - b ) mod pr. (3.8) 
' 3»1 3 

so sind dies nach Satz 1.2 sämtlich primitive ju-te Einheits¬ 

wurzeln modulo pr, denn wegen 

yx) I xP _ 1. 

%p(x) xF - 1 
»V _ . 

(3.9) 

(3.10) 

13 



gilt für 3-1, 

b^al mod pk, 

gP(ju) und Jeden Teller V von ft, 

ft^-l 

b* и 0 mod рг. 
t_n J 

Aue Lemma 3.3 folgt, daß die Faktoren von (3.6) und (3.8) bla 

auf die Reihenfolge modulo pr übereinstimmen.□ 

Bemerkung: Hinsichtlich der Definition und der Eigenschaften 

der Kreisteilungspolynome %^(x) und einer Tabelle von % (x) 

für ft 4 60 sei auf /9/ verwiesen. ^ 

4. Primitive Einheitswurzeln modulo m 

Es sei eine ungerade Zahl m > 1 durch (1.1) gegeben. Nach dem 

chinesischen Restsatz ist Gra isomorph zu der direkten Summe der 

lokalen Ringe 

R, = G _ (i-1.s). 

Pi ^ 

Diese Zerlegung ist eindeutig bis auf die Reihenfolge der Sum¬ 

manden : 

Gm- Rl®*" ©Rs* (4.1) 

Bei dem Isomorphismus wird ein beliebiges Element F tG^ in das 

Element 

(ä1.äs) £ «!©••• ®RS 

mit 

r. 
at - a mod p^ (1-1.s) (4.2) 

abgebildet. wofür wir kurz ä<-» (ä^.ä8) schreiben wollen. 

Umgekehrt kann aeG^ aus den s Komponenten e R^ mit Hilfe der 

Algorithmen zum chinesischen Restsatz (vgl. Abschnitt 5) be¬ 

rechnet werden. 

Satz 4.1; Es sei m durch (1,1) gegeben. In Gm existieren genau 

dann primitive /л-te Einheitswurzeln, wenn für alle i-1,.. ,e 

gilt 

№i - 1' (4.3) 

Im Fall (4.3) gibt es genau <J>()x)8 primitive ft.-te Einheltewur¬ 

zeln ln Gm. 
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Beweis8 1. Unter der Voraussetzung (4.3) existieren ln jedem 

lokalen Ring R^ (i»l,...,s) genau y(p) verschiedene primitive 
fl-te Einheitswurzeln Diesen Elementen entsprechen aufgrund 

der Isomorphie (4.1) genau g?(p)e Elemente äe.Gm, die primitive 
fi-to Einheitswurzeln in Gm sind. Denn aus а <-* (ä^ ,... ,as) folgt 

ä1<_»(äf.äf) - (T.T) 

und für i 4 V < ft. 

aV - T~(¥*-T.ä*-T). 

Da aber T<-» (T,... ,T) und ä^-Te R^ (1*1.....s) invertierbar 

sind, folgt аIй■ T und die Invertierbarkeit von T£Gm 
för V-l.p-i. 

2. Es sei 'S e Gn eine primitive ju-te Einheitswurzel in G^, und es 
gelte r 

*1 as mod p± 1 (i-1....,s). 
Wegen (4.1) ist jedes ä^R^ (1-1,...,8) eine primitive fi-te 

Einheitswurzel in R^, woraus nach Satz 3.1 die Bedingung (4.2) 
folgt. □ 

Wir erhalten folgenden 

Algorithmus zur Bestimmung sämtlicher primitiven ju-ten Ein¬ 

heitswurzeln modulo m: 
1. Primzahlzerlegung der ungeraden Zahl m>1 gemäß (1.1). 

2. Festlegen der Zahl ц>1 unter Bedingung (4.3). 

3. Bestimmen der <p(p) Werte V mit (v.fi) -1, 1 < V 4 Ді - 1. 
4. Aufsuchen einer primitiven Wurzel gA modulo p^ für 1*1,...,s. 
'5. Berechnen der primitiven ді-ten Einheitswurzeln b^ 

modulo pt (i*l,...,s): 

6. 

7. 

bip 5 9t mod p±. 

Bestimmen der <p(fi) primitiven fx-ten Einheitswurzeln a^p 

modulo pA 1 (i-l,...,s): 

„ 
aiJ> “ biv Bod Pi 

Bilden von <p(ju)e primitiven ju-ten Einheitswurzeln modulo 

а mittels Algorithmen zum chinesischen Restsatz. 
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Beispiel 4.1: Es sollen eile primitiven Einheitemurzeln größt¬ 

möglicher Ordnung jLi modulo 1625 bestimmt werden. 

1. mm 1625 - 53*13. 

2. ft » 4. 
3. V ш 1 oder 3. 
4. g1 » 2 ist primitive Wurzel modulo 5 und g2 • 2 ist primi¬ 

tive Wurzel modulo 13. 

5. Ьц ж 2 mod 5, b13 я 23 a -2 mod 5, 

b21 a 23 a -5 mod 13, " b23 a 29 - 5 mod 13. 

6. a 25 a 57 mod 53. a13 a (-2)5 a -57 mod 53, 

a21 a -5 mod 13, a23 a 5 mod 13. 

7. Die 0p(4)2 » 4 primitiven vierten Einheitswurzeln in G1625 

lauten І 57 und - 307 (siehe Beispiele 5.1 - 5.3): 

557 *—*(57,-5), 

57 «—»(57,5), 

-57 «—»(-57,-5), 

-307 «—»(-57,5). _ 

Oie primitiven Einheitewurzeln der Ordnung 4 4 lauten - 1, 

І 57 und - 307. Diese Elemente bilden aber keine Untergruppe 

von Gj625. Dagegen sind {57, ^T, -57, Tj und {537, ^T, -3Ö7, T} 

zwei zyklische Untergruppen vierter Ordnung der Gruppe Gj625. 

Lemma 4.5; Es sei m durch (1.1) gegeben. Sind b, c e.G mit 

r, 
b t c mod pA (i-1.e) 

primitive Einheitswurzeln modulo m. so sind b-c und m teiler- 

fremd. 
Der Beweis ergibt sich aus (4.1) und Lemma 3.3. 

Satz 4.6: Es sei m durch (1.1) gegeben,und es gelte (4.3). 

Ist aeG eine primitive ju-te Einheitswurzel modulo m, so gilt 

4 
x^ - 1 а TT (x-e") "od m. (4.4) 

V-l 
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(4.5) ух) Е I I (х-а1') mod я, 
Ѵ»1 

(V.fi)-l 

wobei %^(х) das fi-ta Kreiateilungepolynom 1st. Es gibt genau 

ip(pi)8”1 verschiedene Faktorisierungen von x^ - 1 bzw. X (x) 

modulo m, die sich modulo m nicht nur durch die Reihenfolge der 

Faktoren unterscheiden. 

Beweis; Aus (4.1) folgt 

Gm[x) * RjW © ... ©R8[xJ. (4.6) 

Bildet man die Zahlen a^e G (1=1.s) mittels 

r, 
*1 a a mod p± 

so sind diese nach Satz 4,1 primitive /u-te Einheitswurzeln 

modulo p± i. Nach Satz 3.4 gilt 

M 
x^1 - 1 a I 1 (x-a^) mod p, 1 (1=1.s) , 

V-l 1 

%u(x) а TT (х-аУ) mod p, 1 (1=1.s), 
“ ѴЧ1 1 x 

woraus sich wegen (4.6) die Faktorisierungen (4.4) und (4.5) 

ergeben. Gleiche (bezüglich modulo m) Faktorisierungen (4,4) 

und (4.5) erhält man, wenn man anstelle von а eine der cp(fx) 

Zahlen a*’ mit (V.fx) ■ 1 benutzt, die ebenfalls primitive /x-te 
Einheitswurzeln modulo m sind. Da es anderseits nach Satz 4.1 

genau primitive ju-te Einheitswurzeln modulo m gibt, exi¬ 

stieren genau cp(ji)8-1 verschiedene Zerlegungen der Form (4.4) 
bzw. (4.5). □ 

Beispiel 4.2t Wählt man m = 1625 und ft = 4 wie in Beispiel 4.1, 

so erhält man mit den primitiven vierten Einheitswurzeln a = 57 

bzw. а я 307 modulo 1625 die Faktorisierungen 

X4 - 1 а (x-57)(x+1)(x+57)(x-1) mod 1625 
9 ,(x-307)(x+l)(x+307)(x-l) mod 1625 
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sowie 

%д(х) » X2 ♦ 1 s (x-57)(x+57) mod 1625 
= (x-307)(x+307) mod 1625. 

Aufgrund der Sätze 3.4 und 4.6 erkennt man, daß die primitiven 

p-ten Einheitswurzeln modulo m das natürliche Analogon der pri¬ 

mitiven fx-ten Einheitswurzeln im Körper der komplexen Zahlen 

sind. 

Satz 4.7: Es sei m durch (1.1) gegeben, und |u genüge (4.3). Eine 

Zahl a fe G 1st genau dann eine primitive p-te Einheitswurzel mo¬ 

dulo m, wenn gilt 

ya> О mod (1-1.a) (4.7) 

oder 

X^(a) 3 0 mod m. (4.8) 

Beweis: 1. Ist für aeG die Bedingung (4.7) erfüllt, so folgt 

wegen (3.9) und (3.10) 

r, 
aH" г 1 mod pt (1=1.s) 

akv э 0 mod p^ 1 (i=l.s) 

für jeden Teiler V von fx mit ju/v prim. Somit ist nach (4.1) die 

Bedingung 3) von Satz 1.2 erfüllt. Folglich ist а eine primi¬ 
tive [x-te Einheitswurzel modulo m. 

2. Ist umgekehrt a £ G eine primitive ju-te Einheitswurzel modu¬ 

lo m, so genügt а nach Satz 4.6 der Kongruenz (4.8), die nach 
(4.1) mit (4.7) gleichbedeutend ist. □ 

Satz 4.8: Die ungerade Zahl m > 1 sei durch (1.1) gegeben. Für 

n к 2 und [X - 2n-1V mit ungeradem V ä 1 gelte 2^|p^-l 
(1=1,....8). Ferner sei а eine primitive ju-te Einheitswurzel 
modulo m. Dann ist die quadratische Kongruenz 

2 ^ 
X a a mod m (4.9) 

lösbar, und Jede der 28 modulo m inkongruenten Lösungen beG von 

(4.9) 1st eine primitive 2(*-te Einheitswurzel modulo m. 
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Beweis; Ist а sine primitive дх-te Einheitswurzel modulo m, so 
folgt aus (1.2) und p\(p ^-1)/2 

(р±-1)/2 
a s 1 mod p^ (i»l,...,s), 

so daß а quadratischer Rest modulo p^ (1*1.s) ist. Somit 

1st (4.9) lösbar. Da jede quadratische Kongruenz 

2 ri 
X a a mod p^ (i=l....,s) 

r 
zwei modulo p^ inkongruente Lösungen hat, besitzt (4.9) nach 

(4.1) genau 28 modulo m inkongruente Lösungen. 

Nach Satz 4.7 bleibt zu zeigen 

%2^(b) а 0 mod m. 

Nach Voraussetzung gilt 

Xp(a) а 0 mod m. 

Wegen b * a mod m und aufgrund der Eigenschaften der Kreie- 

teilungspolynome ergibt sich 

%2p(b) = X^Cb) s ^ 5 2> 

3 * n_i (а) а Xu(a) а 0 mod га. □ 
2 V П 

5. Algorithmen zum chinesischen Restsatz 

Abschließend werden drei Algorithmen zur Lösung der s simulta¬ 

nen Kongruenzen 

r. 
a a a± mod p± 1 (i=l.s) (5.1) 

bei vorgegebenen Zahlen a^feG und gesuchter Zahl aeG, die 

modulo m eindeutig bestimmt ist, angegeben. Dabei besitze 

meG mit m > 1 die Primzahlzerlegung (1.1). 
Algorithmus 1: Es gilt 

a 
S - °*ri mod m (5.2) 

(m Pi ) tj 5 1 mod p^ri (1=1 

mit 

e). (5.3) 
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Die s Kongruenzen (5.3) eind mit Hilfe des Euklidischen Algo- 

-r. 
rithmus zu lösen. Die Hilfsfaktoren m t^ in (5.2) sind för 

einen gegebenen Modul m fest. 

Die simultanen Kongruenzen (5.1) können auch mit Hilfe des 

Satzes von Euler gelöst werden: 

Algorithmus 2: Es gilt 

3 _ ri 

(. рГ1> e1 mod m (5.4) 

mit 

ri r -1 
gp(pA ) - Pi (РА-1) (i=i 3). 

Bei der Bestimmung von а gemäß (5.4) werden zunächst die s 

r. 
-r. Cp( p. ) 

Hilfsfaktorsn (m p^ ) , die för einen gegebenen Modul m 

fest sind, berechnet. 

Da m ungerade ist und die Zahl a modulo m eindeutig durch (5.1) 

bestimmt ist, kann man annehmen, daß 

- (ra-l)/2 4 a 4 (m-l)/2 

gilt. Dann läßt sich die Zahl a & G in der Form 

Г1 Г1 г2 ТГ r1 
a = ctj + <H2pl * <*зрі p2 + + as j'Jj p] (5.5) 

mit 

- (p[l - 1)/2 i oti 4 (Pi1 - l)/2 (i-1.s) 

darstellen. Wegen (5.1) und (5.5) gilt 

oti а ві mod p^ 

und allgemein für 1< к 4 

rl 
ak а ctj + a2pl + ••• 

woraus sich ak berechnen 

s: 

TT Г1 rk + а. II p.J mod p. . 
J»1 3 

läßt. Wir fassen zusammen: 

(5.6) 
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Algorithmus 3: Gilt (5.6) und für 1 < к * s 

Г г 
ak * 1ак"(а1+а2р1 + mod (5.7) 

mit Uj ■ 1 und 

(TT Pjj) Uk 9 1 mod Pkk (k»2.... ,s) , 

eo ergibt sich а aus (5.5). 

Anhand dar folgenden Beispiele werden diese Algorithmen erläu¬ 

tert, wobei auf Beispiel 4.1, 7) zurückgegriffen wird. 

Beispiele; 5.1. Gesucht ist eine Zahl a £ G mit 

a a 57 mod 125, a =-5 mod 13. 

Oie Bestimmung von t^ und tg nach (5.3) liefert t^ ■ 77 mod 125 

und tj 1 5 mod 13. Nach (5.2) ergibt sich 

a a 13-57-77 - 125.5. 5 s 307 mod 1625. 

5.2. Es wird nach dem 2. Algorithmus eine Zahl a £ G mit 

a a 57 mod 125, a a 5 mod 13 

bestimmt. Nach (5.4) gilt 

a a 13100.57 + 12512.5 a 57 mod 1625. 

5.3. Nach dem 3. Algorithmus wird eine Zahl a e. G mit 

a a - 57 mod 125, a a 5 mod 13 

berechnet. Nach (5.6) und (5.7) gilt 

al * - 57 mod 125, a2 s [5-(-57)].5 а - 2 mod 13, 

woraus sich wegen (5.5) ergibt 

a a - 57 + 125.(-2) a - 307 mod 1625. 
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Dietlinde Lau 

Die ■axiillalan Klaasen von Polk {(x,x+1 mod k)lxeEk}

03G20 

08A40 

Die Mange Polk l ( x, X+1 mod k) 1 x e Ek} gehört zu den sogenannten
Klasaan (abgeschlossenen Mengen) autodualer Funktionen der 
k-wertigen Logik Pk' deren Elemente gewisse Permutationen be­
wahren und Ober die in der letzten Zeit einige Arbeiten publi­
ziert worden sind. So gelang ae z.B. I. G. Rosenberg und 
A. Szendrei in /8/, simtlicha maxi■alen Klassen der maximalen
Klassen autodualer Funktion�n von Pk zu ermitteln, womit erst­
malig für die ■sximalan Klassen eines der 6 möglichen Typen ma­
ximaler Klassen von pk si■tliche in diesen Klassen maximale
Klassen vorliegen. 
Für die 1■ Mittelpunkt dieser Arbeit stehende spezielle Mange S 
autodualar Funktionen wird zunächst gezeigt, daß durch geeigne­
te Wahl von Operationen übers aus seine Algebra gebildet wer­
den kann, die zu dar mit den üblichen Superpositionsoperationen 
ausgestatteten Algebra Pk isomorph ist. Dies ausnutzend, läßt 
eich dann nachweisen, daß jede echte (bez. der gewöhnlichen Su­
perpoeitioneoperationen) abgeschlossene Teilmenge von S ein 
Durchschnitt von s mit einer eindeutig besti■mten, nicht in S 
liegenden abgeschlossenen Teilmenge von Pk iet. Anschließend
werden dann ■it Hilfe dee angegebenen Isomorphismus und der in 
/6/ ermittelten maximalen Klassen von Pk die maximalen Klassen
von _s basti11111t. 

Dia im folgenden nicht nihar erläuterten Begriffe und Bezeich-
nungen entnehme men /3/, /4/ und /5/. 
Sei k. eine g-isse natürliche Zahl, s{x) :• x + 1 mod k und S 
die Mange aller Funktionen aus Pk, die die Relation
{Cx,s{x))I x E Ek} bewahren. Al� Operationen Ober Pk sind wie Ob­
lieh i;, T, 6., 'v, * zugelaee�n. Dia Funktionen aus S nennen 
wir autoduala Funktionen. Iet k eine Primzahl, eo 1st S eine 
maxi■ala Klasse von Pk (/6/). In /3/ wurde für ■aximala Klassen
autodualer Funktionen gezeigt, daß eine Funktion 

23 



f" 6 Pi. :■ U {f": еГ -* Еь} genau dann zu S gehört, 
n*l 

(n-l)-stellige Funktion F aus Р/ :« \^/{f": E?—> Eb} 
K n&0 K K 

dar Eigenschaft existiert: 

wenn eine 

mit folgen- 

f(x) 

k-1 

^ j1(x1)*8i(F(8k-1(x2).k-i(xn))) mod к (1) 

(si(x) := x + 1 mod к, j^(x) 
1 für X - i. 

0 sonst. 

F(Xj ,,,, ,xn_i) :« f (0,x^,x2,... ,xn_^)). 

Der in /3/ gegebene Beweis für (1) verwendet nicht die Prim¬ 

zahleigenschaft von k, so daß (1) für beliebiges к gilt. Wegen 
(1) ist es möglich. eine eineindeutige Abbildung а von S ( & P^) 

auf P£ zu definieren: а : f —*■ F. 

Lemma 1: Die Abbildung a. hat folgende Eigenschaften: 

a) Für die Operationen £, T, Ä, ^, *, die definiert sind 

durch 

( S iXn) = f(*i*X3,x4>•••»xn'x2)> 

( f)(X^,..# , Xn ) ■ f( X^ , Xj , x2 , Хд , • • • , xn) , 

(Д f ) (xj ,.. . ,xn_j) « f (xj tx2>x2 ,x3" • • ,Xf|-i)« 

(Vf)(x^,.,.,xn+j) ■ f(xi»x3<x4»•••,xn+i)• und 

(^9)(xi.x„+m-2> - f(*l'9(Xl.xm>'xm+1.xn+«-2> • 

gilt <X(£f) ,« £F. «(Tf) -TF, Ot(äf) «AF. «(^f) »VF und 
<X(f*g) » F *G, d. h. , die Algebra <S: £, 0, Ä, 0. ist 
isomorph zur Algebra <P£; £. t, A, V, *y. 

(Für O-stellige Funktionen h sei S h «Th «Ah » h.) 

b) Für jede abgeschlossene Teilmenge А von S ist oc(A) abge¬ 
schlossen, und es gilt «(A) ^ S, Ac«(A) sowie or(A) П S « A. 

Beweis: Die Behauptung a) prüft man leicht nach. 

Bezeichne А eine abgeschlossene Teilmenge von S. Aus a) folgt 
dann unmittelbar, daß auch я(А) abgeschlossen ist. Wäre nun 

ot(A) C S, dann würde für beliebiges fn £ А 
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F(*g.xn> - вІ(р(вк_1(х2).sk-1(xn) ) ) . 1 - 0.1.k-1 

gelten. Mit Hilfe von (1) ergäbe eich hieraus. daß die Variable 

X1 in Jeder Funktion f£A fiktiv wäre, was nicht möglich ist. 
Daher gilt «(A) 4 S. 

Sei f £ A. Dann 1st VffcA und folglich ot(Vf) » feot(A), d. h. 

AS «(A). Sei fn e Sna(A), Dann ist 

f(xl.*„) “ e1(f(sk"i(x1).ek_i)xn))) für 1 . 0.1.k-1. 

Folglich gilt A(a-1f) «. f e А und damit Snot(A) S A. Unter Be¬ 
rücksichtigung von A S oc{A) und А C S folgt hieraus 
A - S f) DC(A). ■ 

Dem eben bewiesenen Lemma ist zu entnehmen, daß sämtliche Teil¬ 

klassen von S (also auch die im folgenden zu bestimmenden maxi¬ 

malen Klassen von S) Durchschnitte von S mit nicht ln S enthal¬ 

tenen Klassen von P^ sind. Zur Beschreibung der maximalen Klas¬ 

sen von S benötigen wir noch einige Bezeichnungen. 

Sei T die Menge aller Teiler von к, yr := {x £ J r|x}, 

Gr ((x.y) I r|(y-x)} und 

U(f" 
nü 

ep. 3a0-ai.% : f(x) - ao + ^ ai'xi mod k^‘ 

Lemma 2: Folgende Klassen sind maximal in S: 

S n,Pol für r £T \ tu, 

s n Pol gt für t £ T \{1,kj und 

S П L, falls к eine Primzahl ist. 

5SSel8.!. Die Klassen Pol yr (r eT M1J) . Pol §t (t 6T\ (l.k}) 

und L (Cp^t к Primzahl) sind nach /6/ maximal in P^. Wegen 

Lemma l,a) genügt es folglich für den Nachweis der Maximalltät 

dar Klasse Sn А (А £(Pol fr‘ Pol gt. L]), die Beziehung 
ct(SnA) - А zu beweisen. 

Offensichtlich 1st ot(SnA) S А wegen cQ £ A. Für den Nachweis 

von A S ot(SnA) haben wir zu zeigen, daß jede Funktion fn £. S 

mit <X(f) £ А auch zu А gehört. Wir unterscheiden drei Fälle. 

Fall 11 a > Pol yr und r £ T \{1}. 
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Sei .. ,an £ yr, fn £S und oc(f)£Pol yp. Nach Definitfon von 

yr ist b^ := a^ - a^ mod к für i £{l,2.n} ein Element von 

yp. Wegen cc(f)£Pol yp ist folglich f(0,b2.bn) »: beyp und 

damit f(aj.a^) (= b + a^ mod k)£yp. Also bewahrt f die Re¬ 

lation yr, und es gilt a(S л Pol yp) ■ Pol yp. 

Fall 2: А - Pol gt und t £T \{l,k}. 

Sei (aj^.bj^) 6 gt, i « 1.2,... ,n, fn £ S und ot(f) £ Pol gt. Nach 

Definition von gt 1st (c1.d1)egt für c^:» a^ - a^ mod к, 

di !" bi - bi moc* k und 1 “ l>2,....n. Wegen a(f)ePol gt gilt 

5|;;; %> -«(?uet. 
Da f in S liegt, folgt hieraus f(bjlllbjj) ’ <ftbj mod k> e Sf 

Folglich bewahrt f die Relation gt, und es ist 

«(Sn Pol gt) = Pol gt. 

Fall 3: A » L. 

Man prüft leicht die Beziehung n 

SOL - \J {fn£pkl3e0,a1.an: f(x) -a0+^ *i+--+»n 

- 1 mod к} 
nach, woraus unmittelbar *(S Л L) ■ L folgt. ■ 

Satz: Falls к eine Primzahl 1st, hat S nur 2 maximale Klassen; 
SOPol(O) und SnL. Ist к keine Primzahl, so 1st die Menge 
[SnPolkyr, S n Polk gt|r£T\{l}, t€T\{.l.kj} die Menge aller 

maximalen Klassen von S. 

Beweis; Die Beweise für die Spezialfälle к * 2, к » 3 bzw. k« p 
(p prim) findet man in /2/, /1/ bzw. /9/. Sei im folgenden к 
keine Primzahl und M eine Teilmenge von S, die nicht in den im 

Satz genannten Klassen enthalten ist. Wegen Lemma 2 genügt es 

zum Beweis des Satzes, EM] » S zu beweisen. 

Wir zeigen zunächst S1 2[м]. Wegen M Ф SnPol yk gibt es in M 
eine Funktion fn mit f(0,...,0) :■ а / 0. Folglich 1st 



s*(x) « f(x.x)£ [м]. Sind а und к teilerfremd, so gilt of¬ 
fensichtlich Г{ваі11 = s\ Falls а und к nicht teilerfremd sind, 
gibt es ein t 6 T \ {.1J mit [{s0}]1 » {sx|xeyt}. Wegen 

M t S л Pol J<t gehört zu M eine Funktion f" mit 

ft(ai••••<am) ■=: b ф yt für gewisse 8%,.. . ,a^ aus Folglich 

ist ft(s 1(x).s ®(x)) ■ sb(x)€[M], Ferner existiert ein 

f € T \ {tj mit Г{ва .sb}]1 - (sx|x £?,.,} • Gilt f »1. so ist 

S1 £ [m], Falls t' / 1 ist, so gibt es eine Funktion f , £M mit 

ft< ¢. Pol . Analog zu oben kann man als Superposition über 

fj. , sa und sb eine Funktion sc ^ sa ,sb}J erhalten. Für 

[{sa,sb,s°j]1 lassen sich dann wie oben zwei Fälle unterschei¬ 

den, usw. Iteration der angegebenen Konstruktion ergibt S*£[m], 

Als Folgerung aus Lemma 1 erhält man, daß [M] = S gilt, wenn 

«(CM]) = ist. Den Nachweis von <x([M]) = P£ führen wir mit 

Hilfe der aus /6/ bekannten maximalen Klassen von P£. Im fol¬ 

genden wird gezeigt, daß für jede maximale Klasse Folg von 

pk' § £^k и ^k u ^k u °^k u °^k u °^k ’ eina Funktion in а(Гм]) 

existiert, die g nicht bewahrt. 

Zu ot( CMJ ) gehören die Konstanten О, 1.k-1 (da ot(sa) = a 

und sa £ ГМ] für a£Ek) und sämtliche Funktionen aus [M] (nach 

Lemma l.b)). Wegen (a. sa|a £ Ek } S K([M]) ist K([M]) keine 

Teilmenge von Folg f ür g 6 и и 

Sei g c ein zentrales Element von g und (a^.... ,a^)^g. 

a.-c 
Dann bewahrt die Funktion s aus [M] wegen 

nicht die Relation g. Folglich ist <х([м]) $ Folg für g £e 
Wir ermitteln als nächstes diejenigen g aus У(k, die von 

e bewahrt werden. 
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Sei im folgenden g €.ІЛк. э e. Polg und U := (x£Ek|(0,x) £ g}. 

Wegen e£ Folg folgt aus (a,b)£g stets (b°a) “ s""a(a) £ g. 

Umgekehrt ergibt sich aus (b2a)e'§ wegen за(^°а) » (a) stets 

(a,b) £ g. Es gelten also die Äquivalenzen 

Ф £ e^(b-a) £ §^-b-a ^ U. (2) 

Mit Hilfe von (2) und den Eigenschaften von ÄquivalenzrelatIo¬ 

nen überlegt man sich leicht, daß U eine Untergruppe der zykli¬ 

schen Gruppe <(Ek; + mod к} ist. Bekanntlich läßt sich jede Un¬ 
tergruppe einer endlichen zyklischen Gruppe mit к Elementen 
durch einen Teiler von к beschreiben. Es gibt also für unsere 
Menge U ein t £ T mit U = (a £ E^|11аj. Hieraus und aus (2) folgt 

g= gt. Wegen s£oc([M]) und M $ Polg^ für jedes teT\{l,kJ ist 

ct( [M]) 4 Folg für g e äk. 

Gilt p = t,k> so bewahren die zu M gehörenden Funktionen aus 

S\Polp , t£T\{l,kJ, nicht die Relation &k. da sie von min¬ 

destens zwei Variablen wesentlich abhängen und к verschiedene 
Werte annehmen. Sei als nächstes g £«&k und 3 £ h 4 k-1. Dann 

existiert eine Abbildung q von E^ auf E^m (m^l, h^3) mit 

(ax.ab) £ S^lqt«!).q(ah)) £Sra' 

wobei eine h-adisch elementare Relation auf E m bezeichnet. 

Ist q eine eineindeutige Abbildung, so überzeugt man sich 

leicht mit Hilfe von Lemma 4.1 aus /3/, daß s nicht p bewahrt. 

Ist q nicht eineindeutig, so definiert q auf E^ eine nichttri¬ 

viale Äquivalenz relation 6 := {(a,b)£Ek] q(a) = q(b)}, die zu 

t%k gehört. Oben wurde nachgewiesen, daß zu <X(ÜM])nS eine 

Funktion fg gehört, die ё nicht bewahrt. Dann existieren Tupel 

(»l.bj).(an.bn) £ б mit fg(al - an) - ф ¢. 6. 

Da lh л E^m S £m. ist {(a^.b^.Xg.xh) | x3.x^ e EfcJ S g, 

i = 1, 2.n. Aus der Definition von g und der Wahl von c 

und d folgt andererseits, daß gewisse e3> .... eb £ Ek mit 

(c ,d,e3,...,eh) ф g existieren. Wegen ihrer Zugehörigkeit zu S 

nimmt die Funktion fg alle Werte aus Ek an. Folglich gibt es 

28 



Also bewahrt fg- nicht die Relation g 

Für den Beweis des Satzes fehlt noch der Nachweis, daß oc( [M]) 

keine Teilmenge einer maximalen Klasse vom Typ X ist. Angenom¬ 
men, es existiert ein Л £ X ^ (k^p1", p prim, m&2) mit 
K([MJ) S Poll. Da nach Lemma 1 die Beziehung [M] ■ S Aa([M]) 
besteht, folgt hieraus, daß [M] eine Teilmenge von S л Pol X ist. 

Im folgenden wird gezeigt, daß aus gewissen Relationen der Men¬ 

ge Inv(S n PolA) eine Relation ¥ aus и и abgelei¬ 

tet werden kann. Damit wäre S nPoll und auch [M] eine Teilmenge 
von Pol у, im Widerspruch zum oben Gezeigten, wo mit Hilfe von 

Funktionen aus [M] nachgewiesen wurde, daß a([M]) nicht in ma¬ 

ximalen Klassen des Typs IX. Ж. £ oder & liegt. Die Relation Я 

ist durch eine elementar abelsche p-Gruppe <(E^, (+)^> charakteri¬ 
sierbar, für die wir wegen /7/ О als neutrales Element annehmen 

können. Es gilt \ = {(a,b,c,d) & E^]a@b = c@dj. Man prüft 

leicht nach, daß die Relationen 

\ e {(al.ap)£Eklai®a2@*-©ap - °}' 

^2 e ^ 1 * * " * ,ap 1 • • ' *bp) £. I (+) • • • ap s • • • Q) j 

und §' = [(i ,i+l mod k,i+2 mod k,...,i+p-l mod k)|i£E^j zu 

Inv(SnPoll) gehören. Sei a^ :» i@(i+l mod к) © (i+2 mod к) 
®... ©(i+p-1 mod к), i = О, 1, .... k-l.Da p / к ist, können 
nicht alle a^ gleich sein. Existiert ein J mit aj « О (nur mög¬ 

lich für p jt 2) , so gilt Pr1(g' n Falls alle a^ un¬ 

gleich 0 sind, gibt es mindestens ein Paar r, s mit г / s und 
ar = 8g. Wegen dieser Eigenschaft gilt für die Relation 

g” :» Pri,p+i((§' * ?’) А *г) die Beziehung L2 £ %“ £ TT2’ Der Ar~ 

beit /6/ (bzw. /5/, S. 126) ist zu entnehmen, daß aus einer 
solchen Relation eine Relation aus ЙѴ u иcC^ и ableitbar 

ist. Folglich liegt SnРоІЛ in einer maximalen Klasse vom 



Typ Lfc, WX. oT oder womit der oben angekOndigte Widerspruch 

nachgewiesen wurde. Unsere Annahme o£([M]) S PolA war also 

falsch. Die Menge ot( [M]) 1st folglich keine Teilmenge einer ma¬ 
ximalen Klasse von P£. Damit gilt a([M]) ■ P£, woraus sich 
- wie schon oben erwähnt - schließlich [M] ■» S ergibt. 
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Ingrid jagnow 

Zur Invertierung tetradiagonaler Toeplitzscher Matrizen1 

15A09 
39A10 

Gegeben sei die reelle oder komplexe Toeplitzsche Matrix N-ter 
Ordnung 

C • (�-�.;.:.?) 
0 • c•b• a•1 

c b a 

mit nicht verschwindender Determinante und c; 0, Ziel der Ar-
-1beit ist es, ihre Inverse C • D vom zweiseitig unendlichen

Fell ausgehend über den einseitig unendlichen Fall schrittweise
zu konstruieren, da eich durch diese Art der Konstruktion neue
Einsichten in die Struktur der Inversen ergeben.
Als beweistechnisches Hilfsmittel wird die Äquivalenz zwischen

T dem Gleichungssystem C� • !, mit � • (x1 .... ,xN) ,
T f • ( f 1,. .. , f N) und dem Randwertproblem

(1) 

(2) 

1, n ,  N, benutzt, wobei die Elemente dn• der Inversen D
dann nach T. Fort /2/ als Greensche Funktion des Randwertpro­
blems erscheinen. Als Nebenergebnis erhält man eine explizite 
Darstellung für die u■ eine Zeile und Spalte reduzierte 
Wronakl•ch• Deter■lnente. 

11 Der zweiseitig unendliche Fall 

Ee eei A die zu C geh8rende zweiseitig unendliche Matrix 

-

1 Kur:a:f•••ung der_ Hauptargebnieee der Diplo■arbait von 
I. jagnow /3/, Betreuer: Prof. Dr. L. Berg



A 

wobei das eingekreiste Element dasjenige mit den Indizes n-m-0 

sein soll. Das Gleichungssystem Ax » _f mit 

^ e (»«« ^ ■ (. *.,f^,fg,f^,...) ist zur Dif¬ 

ferenzengleichung (1) für alle ganzzahligen n äquivalent, die 

Nullstellen des zugehörigen charakteristischen Polynoms 

P(X) - Л3 + аЛ2 + ЬА + с (3) 

werden mit CL, В, у bezeichnet. Unter der Zusatzvoraussetzung, 

daß ffl und xn linksfinit sind, d. h. ab einem gewissen n0 für 

n^nQ nur verschwindende Werte annehmen, besitzt (1) eine ein¬ 

deutig bestimmte Lösung, die eich mit Hilfe der Operatorenrech¬ 

nung ermitteln läßt (vgl. etwa L. Berg /1/). 

Ist nämlich V der durch Vxn = xn_i definierte Verechiebungsope- 

rator, so lautet (1) in Operatorform 

(1 + aV + bv2 + cV3)xn = Vfn. 

und im Fall paarweise verschiedener Nullstellen von (3) folgt 

mit Hilfe der Partialbruchzerlegung 

(l-aV) (l-BV) (i-yVy “ (a-ß) (ä-y) (1-W)" +(B-a) (6-y)(i-BV) 

und der Neumannschen Reihe 

™ fn ".ZI 

die Lösungsdarstellung 

n 

X. n hn-«f« ГО*— OD 

mit (B-?)an*1+(y-a)ßn+1+(a-ß)y n+l 

(4) 

" (a-B)(a-y)(B-y) 

für n b 0. Aus (4) und (6) findet man die Werte h_1»ho«0, 

hj ■ 1. Für den Fall я. « В folgt durch Modifikation von (4) 

(5) 

(6) 



oder durch Grenzübergang in (6) 

(oc-y)(n+l)<xn- an+1 +yn+1 

(a-y)2 
(7) 

und hiereue analog im Fall a ■» ß = у 

hn - ^n+ljny"“1 (8) 

für n * 0. Ergänzen wir die Formeln (6) bis (8) durch die Ver¬ 

einbarung hn » 0 für n < 0, 80 besagt (5), daß die Matrix А in 
jedem der drei Fälle die Toeplitzache Matrix H » (h ) als 

Inverse besitzt. 

Wir geben jetzt die Zusatzvoraussetzung auf, daß xn linksfinit 

ist, fordern aber, um Konvergenzschwierigkeiten zu vermeiden, 

daß ffl finit sein soll, d. h. bei einem gewissen nQ für |n|^n 

verschwindet. Dann ist die Inverse von А nicht mehr eindeutig 
bestimmt. Bezeichnen xRl, xn2» хпз sin Fundamentalsystem der zu 
(1) gehörenden homogenen Differenzengleichung und u^, u2m, u3(n 

ein Fundamentalsystem der zugehörigen adjungierten Gleichung 

u»-l * aum + bum+l + cum+2 = °> <9> 

so besitzen die Elemente hnm der Inversen H = (h^^) von А of¬ 
fenbar die allgemeine Form 

3 

CIO) 

mit beliebigen Konstanten c^. Die Mehrdeutigkeit der Inversen 

ist bekanntlich wegen der Nichtassoziativität der Multiplika¬ 

tion unendlicher Matrizen möglich. 

II. Der einseitig unendliche Fall 

Wir kommen jetzt zu der zu А und C gehörenden einseitig unend¬ 
lichen Matrix 

und suchen von dieser Matrix alle Inversen G ■ (g ) mit n,m*l 

bezüglich rechtsfiniter rechter Selten, wobei rechtsfinit ana¬ 

log zu linkefinit definiert ist. Die Elemente gn)n sind 
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dann diejenigen Elemente von (10), die zusätzlich die Anfangs¬ 

bedingungen 

9om " 9_i, - 9no - 0 (11) 

erfüllen. Wegen Ь_я ■ О für m » 0 1st - hn wegen (6), (7) 

bzw. (8) bis auf einen konstanten Faktor die einzige L&sung der 

zu (1) gehörenden homogenen Differenzengleichung mit 

xQ - X ^ - o. Daher sind wegen hj » 1 

9nm " hn-m “ V" <12> 

spezielle Elemente der Form (10) alt (11), und 

9n« " hn-m - hn(y'"*clul«+c2u2m) (13) 

mit ui0“u2oe° iet ^ie Form der Elemente der Inver¬ 
sen von B. 

Als Beispiel für die Gleichung (12) erhält man unter Benutzung 

der Formel (8) sowie der Festlegung hn ■ 0 für n<0 für die 
Elemente gnB der inversen Matrix im Fall oC=B=y den Ausdruck {1 n-m-1 

- i (n+l)nt für n c m, 
, * h-a-1 
j ((n-m+l)(n-m)-(n+l)n)y für n 4 m. 

III. Der endliche Fall 

Um jetzt die Inverse D * (d^B) der Matrix C aus der Einleitung 

zu berechnen, bestimmen wir in dem aus (13) hervorgehenden 

Ansatz dn|# "hn_m-hnuB| die Lösung uB von (9) so, daß neben 

uq ■ 1 die Randbedingung 

für 1 f ш f N erfüllt ist. Hieraus ergibt sich im Fell 

hN+l * 0 

die Gleichung u - i*1-". so daß wir das Ergebnis 
nN+l 

(14) 

(15) 

nm n-m N+l N+l-ra (16) 

erhalten, das in allen drei Fällen (6), (7) und (8) richtig ist. 

Während in den beiden unendlichen Fällen die Inversen stets 

existieren, tritt im endlichen Fall dis notwendige und hinrei¬ 

chende Existenzbedingung (15) auf. Wie man wegen hn ■ 0 für 
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n*0 sofort sieht, erfüllen die Matrixelemente dnn von (16) 

auch die wegen der Eindeutigkeit der Inversen im endlichen Fall 

zu (14) äquivalenten Randbedingungen 

0. (17) n.N+1 n.N+2 

Aus der Gleichung (16) erhält man analog wie zuvor für die Ele¬ 

mente dnm der inversen Matrix beispielsweise im Fall oc»ß = у 

den Ausdruck 
..n—IB-1 

nm 
-y 

2(N+i)(N+2) 

n(n+l)(N+l-m)(N+2-m) für nzm, 

m(N+l-n)[n(N+l-m) + (N+2)(n-m+1)] für n»m. 

Zur Abrundung der Betrachtungen beweisen wir über die redu¬ 

zierte Wronskische Determinante 

„m+1 (18) 
m m+1 

den folgenden 

Hilfesatz: Es seien v^ und wm zwei beliebige Lösungen der Dif¬ 

ferenzengleichung (9), Dann ist (-с)пдп ■ xR mit (18) eine Lö- 

, «ung der zu (1) gehörenden homogenen Gleichung. 

Beweis: Führen wir neben (18) die Determinante 

> ^m+2 
"m "m+2 

ein, so folgt aus 

vm-l +avm +bvm+l + cvm+2 “ °> 

~m-l ■* a"m + b"m+l + cwm+2 “ 0 

nach Multiplikation der ersten Gleichung mit w^, der zweiten 

Gleichung mit -vm und anschließender Addition die Beziehung 

Am-1 - b\ ■ cdm - °- 

Analog ergibt sich nach Multiplikation der ersten Gleichung mit 

, der zweiten Gleichung mit -vm+1 und anschließender Addi¬ 

tion + ■ 0. Durch Elimination von dm folgt 

hieraus -с2Д - +асд^ - Ьд . + д _ » О, woraus nach Multipli¬ 

kation mit (-с)"-1 die Richtigkeit der Behauptung hervorgeht. 

Dieser Hilfssatz läßt sich vorteilhaft verwenden, wenn man für 

die Berechnung von dn|# den Ansatz (13) benutzt und die Konstan¬ 

ten Cj und Cg mit Hilfe der Randbedingungen (17) bestimmen will, 

da die Systemdeterminante des entstehenden Glelchungssyetems 

dann vom Typ Ды+1 ist. 
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IV. Der GrenzOberganq N —> oo 

Anschließend soll gezeigt werden, daß eich auch umgekehrt der 

Fall II unter geeigneten Zusatzvorauesetzungen durch GrenzOber¬ 

gang N —»oo aus dem Fall III herleiten laßt. Dazu denken wir 
uns die Nullstellen des Polynome (3) in der Form 

|et|<|B|tf|yi (19) 

geordnet und stellen fest, wann bei festem m 

lim V—' » Г1" (20) 
N —» 00;, "Nt! 

ist und man somit das Ergebnis für die Elemente der einseitig 

unendlichen inversen Matrix aus der Gleichung (16) erhalten 

kann. Dies tritt für paarweise verschiedene Nullstellen wegen 

(6) ein, wenn der letzte Teil der Relation (19) zu |B|<|y| 

verschärft wird. Ebenfalls unter der Bedingung |B| < |y| erhält man 

im Fall ci = ß die Gleichung (20) aus (7), und auch im Fall 

a / ß = у folgt (20) aus Gleichung (7) , wenn man dort cx. und % 

vertauscht. Für eine dreifache Nullstelle des Polynoms (3) 

folgt (20) schließlich aus Formel (8). 
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Lothar Berg 

15A23 

41A60 

Zur Asymptotik der LR-Aufspaltung Toeplitzscher Ba�dmatrizen 

Eine quadratische Toeplit�sche Bandmatrix A hat die Form 

.a 

p •, 0 
A • (1) 

Wir setzen stets 116 p, 1 , q sowie a a 1' o voraus und bezeich-_
. p -q 
nen die Ordnung von A mit N. Unter der LR-Aufspaltung von A 
versteht man die Faktorzerlegung A • LR �it 

L • 

R • 

b

o

q+1, 1 

b N,N-q 

c11 
c12 c13 • • • clp _

a
P .

c22 c23. 
C33 

0 

0 

0-

Normalerweise tritt diese Zerlegung ale Hauptschritt beim

GauBschen Algorithmus bzw. bei der Berechnung von Eigenwerten

auf (vgl. /3/). Sie kann aber auch zur nlherungaweiaen Faktori-
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sierung des zu А gehörenden Stabilltätspolynome 

P(A) - apAp+q + ... + а0Лч аі-яА + а-я 
herangezogen werden, sofern die Grenzwerte 

(2) 

lim 
n-> m 

^n,n-i b,, lim 
n -> CD Cn,n+j (3) 

für i = 1.....q und j » 0.p-1 existieren, denn es gilt mit 

diesen Grenzwerten 

Р(Л) = (ЛЧ+Ь^4'1* ... + bq)(apXp+cp_1^p_1+ ... + cQ). (4) 

In /1/ wurde behauptet. daß die Grenzwerte (3) unter folgenden 

beiden Voraussetzungen existieren: 

I. Die Matrizen (1) sind für alle N * 1 regulär. 

II. Die p+q linear unabhängigen Lösungen zni = n^ Aa mit 

% * , p = Pl für i ■ 1.p+q der zu (2) gehörenden homoge¬ 

nen Differenzengleichung 

Vn+p+"' + a-qZn-q ” ° (5) 

lassen sich in q Minimallösungen *ni. 1 » 1.q, und in p 

Maximallösungen ynj, j = 1.p, einteilen mit 

*ni = °(Ynj) <6) 

für n->oo und alle vorkommenden i.j. Die A^ sind dabei die 

paarweise verschiedenen Nullstellen des Polynoms (2) und die 

nichtnegativen ganzen Zahlen "K kleiner als die zugehörigen 

Vielfachheiten к . 

Der Beweis für diese Behauptung wurde in /1/ jedoch nur skiz¬ 

ziert und enthält eine Lücke, die im folgenden durch Verschär¬ 

fung der Voraussetzung II geschlossen werden soll. Anschlies¬ 

send wird (3) unter allgemeineren Voraussetzungen bewiesen. 

1, Der spezielle Grenzwertsatz 

Wir lassen jetzt den Index jU. der Nullstellen A^ des Polynoms 

(2) von -r bis s laufen und denken uns diese Nullstellen fol¬ 

gendermaßen geordnet: 

|A_r|* ... * |A0№il * ••• “!^tl<^t+ll6 ••• ‘Pel (7) 
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»it -гИ< t<8. Die zugehörigen Vielfachheiten der t betrage¬ 

mäßig gleichen Nullstellen seien ebenfalls der Größe nach ge¬ 
ordnet : 

kj 4 kg 4 ... 4 kt. (8) 

III. Für drei natürliche Zahlen y, k, T+l mit Г4 t und у 4 к 
sei к¢.+1 “ ... = kt = к und 

4 - k_r +... + kx + ...+ kr + tf(t-T) (9) 

sowie kr + к - 1 <S 2y, falls T> О ist. 

Satz 1: Unter den Voraussetzungen I und III existieren die 

Grenzwerte (3), und die auf der rechten Seite von (4) auf tre¬ 

tenden Polynome lauten mit b„ ■ 1 und c„ * а о pp 

Beweis: Zunächst erkennt man, daß die Voraussetzung II aus III 

folgt, wenn man zu den Minimallösungen xni alle Lösungen n% 

mit p 4 T sowie alle Lösungen mit Т<ц * t und W<y zählt. 

Aus I folgt die Existenz der LR-AufSpaltung von A. 

Wir betrachten jetzt an Stelle der Maximallösungen ynj für 

j = l,...,p die Linearkombination 

7nj (11) 

und bestimmen die u 
31 

so. daß die Anfangsbedingungen 

7oj " 7-1,3 ■•••“ 7l-q.J “ 0 (12) 

erfüllt sind. Dies ist in eindeutiger Weise möglich, da die xni 

Bis Fundamentalsystem einer Differenzengleichung mit konstanten 

Koeffizienten aufgefaßt werden können. Die sind dann nicht 

Bur Lösungen von (5), sondern gleichzeitig euch Lösungen der 

zur Matrix R gehörenden Differenzengleichung mit variablen 
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Koeffizienten (und hinreichend großem N). Bie auf einen Faktor 

lautet diese Gleichung in Determinantenform 

7n %l ■ • • 7np 
7n+l 7n+l,l 7n+l,p 

7n+p 7n+p,i 7n+p,p 

(13) 

Die Elemente 7^ haben wegen (11) die Form 

7«j "^:4nj + o(nkr'Vr) (14) 

mit у ' V < к für ju 

t 

4 t und k„ für t < s sowie 

I i=r+l 
г Pjl(n)^i. 

wobei die Koeffizientenpolynome Pj^(n) höchstens den Grad у-1 
besitzen. Bildet man aus den bei festem ju mit T<ju 4 t Li¬ 

nearkombinationen mit Polynomkoeffizienten von (k-U-l)-tera 

Grad, so geht wegen ]f < V das Restglied in (14) in 
k+k__-y-2 

0(n Xj.) über und behält daher wegen Voraussetzung III 

stets eine kleinere Ordnung als jedes in (13). 

Oer Schluß des Beweises kann wie in /1/ geführt werden, wir ge¬ 

hen hierauf nicht weiter ein. Die Lücke in der Beweisskizze aus 

/1/ besteht darin, daß dort der Einfluß des Restgliedes aus 

(14) nicht beachtet wurde. 

Beispiel: Wählen wir für (2) das Polynom 

-(Л+1)(Л-1)^ ■» - Л3 + А2 + Л - 1 und p а 2, q = 1. so ist eine 
LR-AufSpaltung von (1) möglich. Beispielsweise gilt für N ■ 8 
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Hieraus kann man das allgemeine Bildungsgesetz der Elemente so¬ 

wie ihre Konvergenz im Sinns von (3) gegen 

bj ■ -1, cQ = 1, *■ 0 

ablesen. Die Voraussetzung III ist jedoch wegen t = 2 für kei¬ 

nen Wert von T erfüllt, woraus hervorgeht, daß Satz 1 noch ver¬ 

allgemeinerungsfähig ist. 

Wie man nachprüfen kann, ist die Voraussetzung III jedoch für 

die transponierte Matrix AT erfüllt, so daß man von AT ■ LR 
Ober A * RTLT nach neuer Normierung von RT und LT doch noch 

unser Beispiel mit Hilfe von Satz 1 begründen kann. 

2. Der allgemeine Grenzwertsatz 

Die Voraussetzung III soll Jetzt durch eine allgemeinere er¬ 

setzt werden, die bereits in /2/ bei der asymptotischen Unter¬ 

suchung der zu (1) inversen Matrizen auftrat, 

IV. Die quadratische Form 

möge für ganzzahlige Veränderliche ß1,...,ßt unter den Nebenbe¬ 

dingungen 0 4 ßj^ < k^ für 1 f i 4 t und 

* ...+ßt - 1 (16) 

an der Stelle ß^ = y1#...,ßt *■ yt ein strenges Maximum besitzen. 

Die Lösung dieses ganzzahligen Optimierungsproblems ist in ge¬ 

schlossener Form möglich, man findet sie in /2/. Sie soll hier 

aber nicht wiedergegeben werden, da eie zu viel Platz erfordert. 

Satz 2; Unter der Voraussetzung I sowie der Voraussetzung IV 

bezüglich der Vielfachheiten der Nullstellen von (2) mit (7) 

Und 

1 * p - kt+1 - ... - ka (17) 

existieren die Grenzwerte (3), und die auf der rechten Seite 

von (4) auftretenden Polynome lauten mit Ьѳ « 1 und cp « ap 
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(18) 

Ьі*4"1 - 77 a-\)ki TTu-h^1 h 

- TT(A-V^ ТГ (A-Ai)ki. 
J J»1 J i»t+l 

Bowels; Zunächst gehört wir wie beim Beweis von Satz 1 vor, wo¬ 

bei die Lösungen п*дД von (5) im Fall p, 4 О sowie im Fall 
1 4 p 4 t und К < k^ - mit xni und im Fall p > t sowie im Fall 

1 4 p 4 t und k^-%^4 4<k^ mit ynj bezeichnet werden. Wegen 

(16) und (17) gibt es wieder q linear unabhängige Lösungen xni 

und p linear unabhängige Lösungen Упj< wobei allerdings (6) 
nicht mehr erfüllt sein muß. 

Wir setzen jetzt den Ansatz (11) mit (12) in (13) ein und zer¬ 

legen anschließend die in (13) auftretende Determinante in die 

Summe von (q+l)p Determinanten, die sich von der erstgenannten 

Determinante bis auf konstante Faktoren nur dadurch unterschei¬ 

den, daß die Tjn^ durch ynj oder gewisse xni ersetzt sind. Unter 
den letztgenannten Determinanten ermitteln wir Jetzt diejenige 

mit dar maximalen Größenordnung für n-»oo. Diese Determinante 

muß wegen (7) alle Lösungen n4 mit p>t enthalten, während 

die Lösungen mit p 4 О nicht auftreten können. Von den Lösungen 
mit 1 4 p 4 t mögen mit О 4 ß^ 4 к Vorkommen, wobei (16) 

gilt wegen (17). Die Ordnung wird am größten, wenn die ß^ Lö¬ 

sungen bei festem p die folgenden sind: 

пУѴа".nVV. 
Nach der Bildung geeigneter Linearkombinationen der Spalten der 

Determinanten ziehen wir aus ihnen den Faktor 

В. B. k^.„ k„ 0n"l %~t„ t+1 V's.n 
П \ ^^4.1 • # • '•ft / 

ß. к 
't \+l .8 

mit (15) heraus. Aufgrund der Voraussetzung IV hat er für 

Bl ж ylt..., ßt ж eine maximale Ordnung. Führen wir an¬ 

schließend in den p letzten Spalten der Determinanten den 

Grenzübergang n-»oo durch, so konvergieren alle Determinanten 

bis auf diejenige mit der maximalen Ordnung gegen Null, und 

(13) geht in 
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7n zol ••• zop 

^п+l Z11 ••• zlp 

ln+p zpl ••• zpp 

über, wobei die znj für t<p < s die ynj und für 1 < ju < t die 

mit О * Kzy^ sind. Diese Grenzgleichung ist aber eine 
Oifferenzengleichung mit konstanten Koeffizienten, deren cha¬ 

rakteristisches Polynom bis auf einen konstanten Faktor gerade 

das zweite Polynom in (18) ist. Damit ist die Behauptung (3) 

bezüglich der cn(B bewiesen. Die Richtigkeit der übrigen Behaup¬ 

tungen erkennt man wieder wie in /1/. 

Beispiele: 1°. Zunächst wollen wir zeigen, daß die Vorausset¬ 

zung IV eine Abschwächung von III ist und somit Satz 1 ein spe¬ 

zielles Beispiel zu Satz 2. Aus (9) und (17) folgt im vorlie¬ 

genden Fall 

1 = (k-f)(t-T). (19) 

Bie quadratische Form Q aus (15) läßt sich unter der Nebenbe¬ 

dingung (16) in der Form 

t t 

Q - ^ (£(k1+k)-y)2 + (2y-k)l - ^ (Bi-?(ki+k) + y)2 

schreiben.. Unter der Voraussetzung III wird Q offenbar für 

ßi ■ к - J im Fall i> t und ßj « О in Fall i 6 T 

maximal, da jjjXk^+k) -y ^ф(к^-+к) - у < ф 1st für i e T und die 

ganze Zahlen mit 0 < 6^ < k^ sind. Im Fall j(kj+k)-y» j 

mit J < f wird zwar der gleiche Maximalwert angenommen, wenn 

man Bj =1 wählt, da aber 

t 
!> “ (k-y)(t-Г) 
i-r+l 

Wegen (19) bereits gleich 1 ist, wäre dann nicht mehr die Ne¬ 

benbedingung (16) erfüllt. 

2°. Sind die Voraussetzungen von Satz 2 für eine gegebene 

Matrix А der Form (1) erfüllt, so wollen wir Jetzt zeigen, daß 
sie dann auch für die zugehörige transponierte Matrix AT er- 
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füllt sind. Dies bedeutet insbesondere, daß eich unser allerer¬ 

stes Beispiel direkt dem Satz 2 zuordnen läßt. 

Zum Beweis unserer Behauptung beachten wir zunächst, daß sich 

beim Obergang von А zu AT die Zahlen p und q vertauschen und 
die Nullstellen des Stabilitätspolynoms (2) in die reziproken 

Werte übergehen. Ersetzen wir jetzt dia Veränderlichen ß^ ln 

der Voraussetzung IV durch k^ - oc^. so bleibt Q unverändert, 

nur mit an Stelle von ß^, (16) geht ln 

t 

♦ ... ♦ «t ■ У kt ~ 1 (20) 

über und (17) in 

t 

^ k± - 1 = q - k0 - ... - k_r. 

Hieraus ist aber ersichtlich, daß Q mit den ganzzahligen Ver¬ 

änderlichen unter den Nebenbedingungen 0 4 * k^ und (20) 

für ein strenges Maximum annimmt. 

Literatur 

/1/ Berg, L.: Numerische Faktorisierung von Polynomen. 

Z. Angew. Math. Mach. 58, 245 - 249 (1978) 

/2/ Berg, L. : Asymptotische Abschätzung der Inversen Toeplitz- 

scher Bandmatrizen im Grenzfall. Zeitechr. Analysis 

und ihre Anwendungen (im Druck) 

/3/ Faddejew, О. K., und Faddejewa, W. N.s Numerische Methoden 
der linearen Algebra. Berlin 1978 

elnqeganqen: 31. 10 1983 

Anschrift des Verfassers: 

Prof. Dr. L. Berg 
Wilhelm-Pieck-Universität Rostock 
Sektion Mathematik 
Universitätsplatz 1 
OOR-2500 Rostock 



Rostock. Math. Kolloq. ä, 45 - 52 (1984) 

Gandikota L. N. Rao 

Certain Distribution Algebras by Matrix Representation 

1. Introduction

46F10 

16A38 

In 1975 L. Berg first pioneered the work on construction of 
distribution algebras while investigeting the problem of the · 
exiatence of ·the square of Dirac's I distribution in /2/. In a 
series of papers, which ere listed in /4/, he developed the 
theory and etudied differential algebras generated by 
Heaviside � s ju11p f_unction h wi th o „ h • end in which each 
element has a derivative, where the differentiation ie a linear 
Operation satiafying tha product rule 

(fg)' - f'g + fg•. 
In /1/ a diatribution algebra was defined as a differential al­
gebra having an alement h with o = h' , O and 

h2 •h. (1) 

There tha construction of such distribution algabrae was ahown 
by 11eane of matrix rep�aeentations, since every algebia of 
NxN-matrices f • (f k), 1, k „ 1, •••• N, becomas a diffe-

. i 
rantial algabra defining 

f
• • (fi,k-1-fi+1.k)

With fio -�N+1,k • o. Such a matrix algebra ia also a diatri­
bution .algebra if it containe a diagon_al matrix the elemen.te of 
which in the principal diagonal are partly 1 and partly o. In 
/1/ also rapresentatione �f distribution algabrae by infinite 
■atricae ware daveloped. and a good survey on thia theory was
given by Pho Thet Shay /5/.

The author is very grateful to Professor Berg for euggeeting 
the proble■ end for eeveral helpful diecuesions. Thanke are 
also expreseed to Professor Engel' for hie conetant encourage­
■ent. The author is indebted very auch ,to Wilhel■-Pieck-Univar­
sity for ita kind hoepitality end traat■ant. 
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In /3/ the property (1) was generalized to 

2h3 - 3h2 - h (2) 

with the result that 

6 • 3hd + 3<$h - 2h2d - 2h<$h - 20h2. (3) 

To simplify (3) in /3/ differential algebras were considered 

with the commuting property 

h6 * x6 * ydh + zdh2 (4) 

for some numbers x,y,z. From (4) we get 

h2 6 я cf( X2 + 2xyh + (y2 + 2xz)h2 + 2yzh3 + z2h4) 

and by using (2) and the relation 4h4 « 7h2 - 3h, which is a 

consequence of (2), we obtain as in /3/ 

h2tf = x2d + (2xy-yz - ^ z2 ) cSh + (y2 + J z2+ 2xz + 3yz)dh2. (5) 

The purpose of this paper is to construct all possible types of 

differential algebras with a cubic element satisfying (2), (4) 

and some additional assumptions. Further we will verify also 

that our results coincide with the six possibilities to repre¬ 

sent h as a 3 % 3 diagonal matrix with the diagonal elements 

1, 0. 

2. Some assumptions, notation, and terminology 

The same terminology and notation from /1/, /2/ and /3/ will be 

used. We will construct differential algebras with (2), (4) and 

the axiom 

<Jh2 = a 6 + bdh (6) 

where a,b are two numbers. Then (4) reduces to relation 

hd • x6 + y6h (7) 

with new constants x and y, and (5) in view of (6) obtains the 

form 

h2d a ocS + 6h6. (8) 
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Further у / О Is assumed ln (7), since у » 0 leads to the 

trivial case 62 - 0. The inequality у / 0 implies that d, 

hd are linearly independent, and so are d, dh. Now with these 

assumptions we construct all possible types of differential al¬ 

gebras. 

3. Construction of differential algebras 
first step: Determination of a and b. From (6) we have the 

aquation dh^ * adh + bdh2. Using (2) we have 

(2a+l)dh ♦ (2b-3)dh2 - 0 or 

(2a+l+2b2-3b)dh + a(2b-3)d = 0. 

By the linear independence of dh , d we have the three possi¬ 

bilities 

a » 0 with Ь a 1 or ф. and b « | with a a - ф. 

Second steo: Determination of a and B. From (8) we find simi¬ 
larly 

(2*+l+2B2-3B)hd + 0£(2B-3)d a 0 

and from this the three possibilities 

« a о with В = 1 or ф, and a a - ф with В - ф. 

■Third step: Determination of x and y. To find equations for de¬ 

termining X and у we first calculate h 6h from (7) in different 
*ays and second eliminate hdh, h2d and dh2 by means of (6), 

(8). Hence 

(x+yb)dh + (ey-^)d + (^- ^)hd a o. 
Comparing this equation with (7) we find 

X - ф(В - yb) (9) 

and an additional nonlinear equation. Eliminating again h6h, 

h d and dh2 from (3) and hdh ■ xdh + ydh2 we find using (9) 

У 
3-2b-B ьтгвт? and У 2+4<tf+4a+2ß2-3ß 

2Bb-3b-4a ' (10) 

8y means of (9) and (10) we will now set up a table with all 

nine possibilities for the values of a.b.cC.B.x.y. 
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In order to prove the existence of differential algebras accor¬ 

ding to these nine possible cases we consider the diagonal 

matrices 

with the derivatives explained in the introduction 
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respectively. All absent entries are zero. Obviously, all ele¬ 

ments hj with 1< J <9 satisfy (2), and it can be checked that 

for every fixed J the elements h^ and the corresponding deriva¬ 

tives ($j satisfy also the relations (6), (7) and (8) with the 

values of the coefficients standing in the i-th column of the 

foregoing table. Besides (2), the elements h1 , h^. and hg 

satisfy already the quadratic equations 

2h2 - 3ht - 1, h| - h5, 2hg = hg. 

this means that h^ and hg are not relevant for Heaviside's jump 

function, whereas hg concerns the case (1) originally discussed 

by L. Berg in /1/ and /2/. 

Summarizing the results we have found the following 

Theorem 1: There exist six non trivial types of differential 

algebras with (2) as an irreducible equation and the further 

equations (6), (7). The elements hg, hj, h4> hg, h7> hg, 

respectively, generate such differential algebras. 

4, Some properties of the six types of differential algebras 

Concerning the six differential algebras of Theorem 1 we formu¬ 

late a 

Lemma; There exist three constants c1, Cg,end Cj in the six 

types of differential algebras with (2), (6), (7) such that 

Sh6 ш c^d2, (11) 

h6Z . c2<52, (12) 

62h - c3S2. (13) 
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Proof: Multiplying (8) by 6 from left end multiplying (6) by 6 
from right we get (B-b)<fh<$ + (к-а)<і2 » О. Hence we have proved 
(11) with 

Now multiplying (7) by 6 from right and using (11) we get 
h<52 = (x+yCjji2, and therefore (12) with 

c2 « X + yc1. 

Multiplying (7) by <J from left we have similarly 

(Cj-x)<J2 = yd2h, i.e. (13) with 

We now give a table indicating the values of the three con- 

stents , c2,and Cj in the six cases of Theorem 1. 

From these values of the three constants we get an interesting 

property in the 

Theorem 2: The constants Cg, c^, c^ in each possibility form 

the diagonal elements in the corresponding matrices represen¬ 

ting h, namely 

C1 (14) 

for j - 2,3,4.6,7,8. 

50 



.5. Adjunction of an integral of h 

The foregoing results remain valid using matrices of a larger 

size, if tve choose the diagonal elements h^ of h according 

t0 ^ii = °2 i й 1. h^i = Cj for i i 3, and as before 

h%2 “ , cf. (14). Especially, we can use twosided infinite 

matrices as in /1/ and /5/, what we shall do in what follows. 

Now we ask as in /3/, whether it is possible to adjunct to our 

differential algebras an integral of h, i.e. an element t with 

f = h " (15) 

and at least one of the properties 

t = th or t * ht. (16) 

If for t we search also a matrix representation,it is easily to 

be seen that in the differential algebras generated by h2, h^, 

hg,and hg, respectively, such an adjunction is impossible. 

However, fy possesses the integral t3 = (t^) with 

*к+1 к = ”k + §■ for к 2 and t^^ = 0 else, satisfying the 

second equation of (16), and hy possesses the integral 

*7 = (t^k) with t|<+1 к “ -k + § for к 6 1 and tik = 0 else, 

satisfying the first equation of (16). 

Encircling the entries with the indices i = к = 0 these 

matrix representations read 

51 



References 

/1/ Berg, L.: Representations for distribution algebras. 
Z. Angew. Math. Mach. 56. 177 - 181 (1976) 

/2/ Berg, L.: Noncommutative operations with distributions. In: 
Dimovski, I. (Ed.): Generalized Functions and Opera¬ 
tional Calculus. Proceedings of the Conference, 
Varna, Sept. 29 - Oct. 6, 1975, pp. 27 - 34. Sofia 1979 

/3/ Berg. L.: Differentiationsalgebren mit einem kubischen Ele¬ 
ment. Zeltschr. Analysis und ihre Anwendungen 1 (4), 
25 - 30 (1982) 

/4/ Berg, L.: Commutative differential algebras with an alge¬ 
braic element. Studie Math, (in print) 

/5/ Pho Thet Shay: Distribution Algebra of Infinite Matrices 
and Formal Sums. M. Sc. Thesis, Arts and Science 
University of Rangoon 1982 

received: 04. 01. 1984 

Present address: Permanent address : 

Prof. Or. G. L. N. Rao 
Wilhelm-Pieck-Universitat Rostock 
Sektion Mathematik 
Universltatsplatz 1 
DDR-2500 Rostock 

Prof. Dr. G. L. N. Rao 
Department of Mathematics 
Jamshedpur Cooperative 
College Ranchi University 
Jamshedpur 831001 
Tnafa" 

52 



Rostock. Math. Kolloq. §, 53 - 62 (1984) 

Andr1a Buik1a 

35ROS 
65N05 

Aufgabenstellung und Lösung einer Klaase von Proble■en der 
■athe■atischen Physik ■it nichtklassischen Zueatzbedingungan

In den Anwendungen spielen aolche Probla11e der ■athe11at1schen 
Physik eine wichtige Rolle, die Prozeeee in inho■ogenen Medien 
baachreiban. Das fOhrt notwendigerweise zu partiellen Differen- · 
tialgleichungen ■it veränderlichen Koeffizienten. Besondere 
hlufig tritt dabei der Fall stückweise stetiger (oder atOckwei­
aa konstanter) Koeffizienten innerhalb ihres Definitionaberei­
chea auf. 
Auf solche Situationen trifft ■an oft, etwa wenn eich in verschie­
denen Teilbereichen die charakteristischen Werte der Koeffi­
zienten stark voneinander unt'erachaiden oder wenn das geomet ri­
!che Maß aines (oder ■ahrerer} der Teilbereiche in irgendeiner 
Richtung klein ist i■ Vergleich zum Maß der anderen Teilberei­
che. Eine direkte Anwendung der traditionellen numerischen Al­
gorith■an auf das eingangs arwlhnta Proble■ ist gewöhnlich 
nicht von Nutzen: Sie fOhrt entweder zur starken Steigerung de� 
U■fanga der Berechnungen oder zu starke■ Verlust an Genauigkeit. 
Es ist zweck■ißig, zuallererst die Problemstellung zu ■odifi­
zieren·, was realisiert. wird durch eine auf ape:ij!:ielle Art und 
Weise Ober einigen Teilbereichen durchgefOhrte Mittelwertbil­
dung unter Auenutzung der Rand- und Koppelungabedingungen auf 
den Rindern der Teilgebiete. Das fOhrt in der modifizierten 
Proble■atellung zu■ Auftraten zualtzlich.er Rand- bzw. Koppa­
lungsbedingungen speziellen Typs, welche die höheren Ableitun­
gen der Differentialgleichung enthalten. (In den Zusatzbedin­
gungen k6�nan ferner Ableitungen noch höherer Ordnung auftre­
ten.) Diaae Bedi-ngungan nennen wir 1■ Unterachied zu den Rand­
bedingungen 1., 2. und 3. Art und zu g-öhnlichen Koppelungsbe­
dingungen •nichtklaeaieche Zuaatzbedingungen•. 
Bei der Auawetil eue de■ reichhaltigen Uteraturangebot Ober 
aolche Probl-• der ■athe■atiachen Phyaik begnOgen wi� una ■it 
da■ Hinweis au·f die anachainend ersten Arbeiten zu. diese■ 
Proble■ 1 A, A, sa■arakij /1/ (zur Wlr■alaitungagleichung 53 



mit einer Raumkoordinate). A. N. Tichonov /2/ (Ober gewöhnliche 

Differentialgleichungen) sowie die Monographie /3/, worin kon¬ 

krete Probleme der Wärmeleitung mit zwei Raumkoordinaten be¬ 

trachtet werden. 

1. Wir gehen nun zur Behandlung einiger Probleme mit nichtklas- 

siechen Zusatzbedingungen über, wobei wir une auf solche der 

Ebene beschränken wollen. Sei das einfach zusammenhängende (be¬ 

schränkte oder unbeschränkte) Gebiet G c mit dem Rand 

Г = E \ G Vereinigung zweier Teilgebiete, E ■ E@ и E^, welche die 
Berührungslinie Го1 ■ EQnhaben. Der Rand Г hat dann die 

Form Гд и , wobei jedes der für іб(0,і} ein Teil des ge¬ 

samten Randes des Teilgebietes G^ ist. 

Möge die auf E definierte Funktion u(x.y) zusammenfallen mit 

u° auf SQ und mit u1 auf E^, wobei jedes ui(x,y) der Differen¬ 

tialgleichung 

Ц ui(x,y) - —f1(x,y) , (x,y)6.Gi, 16(0.1] (1) 

genügt. Wir setzen voraus, daß die 4 Differentialoperatoren 

2. Ordnung elliptischen Typs in Divergenzform sind: 

4 u1 - div (k1 grad u1). (2) 

Wir nehmen ferner an, daß Jede der Funktionen ki(x,y) stetig ln 

4 1st, daß aber ihre Werte in den Punkten des Randes Го1 nicht 
übereinstimmen. 

Bekanntlich müssen dann auf Го1 die Koppelungsbedingungen 

u° ■ u1, k° 3n u° = к1 Эп u1 (3) 

erfüllt sein. wobei 3pu die Ableitung ln Richtung der Normalen 

zu Го1 ist. 

Zur Vervollständigung müssen wir zu (1) und (3) noch die Rand¬ 

bedingung 

4 ui(x,y)- /(x.y), (x,y) 6 Г±. 16(0,1} (4) 

hinzufügen. Hierbei 1st 4 eln Randdifferentialoperator einer 

der drei Grundtypen, d. h., Ii 1st entweder die Identität oder 
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Ableitung in Richtung der Normalen zu Г± oder eine Linearkombi¬ 

nation dieser beiden. 

Treffen wir nun für den Obergang zur nichtklassischen Problem¬ 

stellung die prinzipiellen Voraussetzungen: 

1. Nach glatter Variablentransformation (x,y)—» (£,^) gehe das 

Teilgebiet üQ homöomorph über in das Rechteck 

3° - {(£ *^)|je(5) 
—О 
<3 habe in £-Richtung mindestens die Größenordnung 1, о * o(l). 
Der Einfachheit halber nehmen wir an, daß (2) und (3) in den 

neuen Variablen die Form 

Ч“1 * ^|(ki "i) 
bzw. 

besitzen. 

+ 3^(kJ Ъу u1). (6) 

(7) 

2. Für Jedes Tj besteht die folgende Beziehung zwischen den Wer¬ 
ten der Koeffizienten kJ: 

min k? > max kJ. (8) 
? 5 1 

Wir weisen darauf hin, daß die Forderung bezüglich 6 in (5) ab¬ 
geschwächt werden kann, wenn wir anstelle von (8) die strengere 

Ungleichung 

min k? » max kJ (8j) 
5 S 1 

verwenden: Statt & • o(l) reicht dann 6 - 0(1) aus. Die Funk¬ 
tion u°(g,p) werde Jetzt über die Höhe des Rechtecks £5° 
(in Richtung der Koordinate (-) gemittelt, d. h., wir führen die 

neue Funktion 

u0(?) * J 
-<f 

u°<$-?)df (9) 

ein und Integrieren Gleichung (6) für 1*0 unter Berücksich¬ 

tigung von (7). Damit ergibt sich 

<J-1(kJa; (kjd^u- If.to-чу 
од о. 

.-*> ♦ a7(k 2o37uo) -f. (10) 
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wobei fQ(f}) und k2o(rj) gemäß (9) aus f°(|-,^) und k|(jf/rj) 

durch Mittelung zu berechnen sind. Für einen von £ unabhängi¬ 

gen Koeffizienten kg wird (10) zur Identität. Hängt der Koeffi¬ 

zient kg dagegen von der Variablen J ab, so wird die Mittel¬ 

wertbildung des zweiten Gliedes der rechten Seite von (6) auf 

folgende Weise durchgeführt: 

s-1 ffyk° u°)d5. a^ J[a?(k| u°) - u° k£]d$ 

" l|=£*k2o-u lj»f*»k2o^ “ ^^Tj<uok2o) - uo к2о^ 

' arj(k2o ^o)' 

Wir haben demnach notwendigerweise vorauszusetzen, daß kg(g,^) 

stetig differenzierbar von ty abhängt; kg und Эу kg sollen bei 

festem ту ihr Vorzeichen in [-if,o] nicht wechseln, ferner sol- 
und u°( £**, 

fallen. 

Bemerkung 1: Offenbar ergibt die Betrachtung parabolischer Dif¬ 

ferentialgleichungen, bei denen anstelle der Funktion u°(g,y) 

die Funktion и°{^,ту,Т) steht und der Operator LQ noch die Ab¬ 
leitung nach der Zeitvariablen X enthält, keine prinzipiell 
neuen Aspekte. Darum werden wir uns mit diesem Fall nicht ge¬ 

sondert befassen. 

II. Die konkrete Gestalt der nichtklassischen Zusatzbedingungen 

wird wesentlich durch die Randbedingungen des Ausgangsproblems 

für j- ■ -6 bestimmt. Beginnen wir mit dem einfachsten Fall, der 
Randbedingung 2. Art: 

-к® Э| u°| - 9°(^). (11) 

Zu vermerken ist, daß in der Literatur hauptsächlich die homo¬ 

gene Randbedingung (11) ( <p° в 0) betrachtet wird. Insbesondere 
wurde sie in /1/ behandelt, und die gesamte Monographie /3/ be¬ 

schränkt sich praktisch auf diesen Fall. Wenn für diese homoge- 

len u“( !*.•£) p) näherungsweise mit u^(^i) zusammen- 
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ne Randbedingung die Beziehung (8^) erfüllt ist, kann man na¬ 

türlich davon ausgehen, daß u°(|,^) für jedes feste ^ kon¬ 

stant wird. Dann folgt einerseits aus (9), daß 

■ V?) (12) 

gilt, und andererseits erhalten wir aus der ersten Bedingung 

von (7), daß 

u°(!;.^) » uVo.?) (13) 

gilt. 

Aus (12) und (13) folgt, daß man uQ(^) auffassen kann als 

Grenzwert 

u0(?) = lim ul(P.%) 
|-»+o 

der in stetigen Funktion u1(^,^), welche sowohl die Glei¬ 

chung (1) ln G^ als auch die sich aus (10) ergebenden nicht- 

klassischen Randbedingungen 

£(2) u1 s 9^(k2o 3^ u1) + б'1 kJ 3^ u1 - -fQ (14) 

auf dem Rand Го1 (für | = O) und die gewöhnlichen Randbedingun¬ 

gen (4) auf dem restlichen Teil des Randes des Gebietes G^ er¬ 

füllt. 

Wie schon zu Beginn dieser Arbeit bemerkt, ist in /1/ und /3/ 

der Fall der instationären Gleichung mit konstanten Koeffizien¬ 

ten (genauer mit in jedem Teilgebiet konstanten Koeffizienten) 

behandelt worden. Gleichung (14) hätte dann die Form 

Э7<к2о Э>? ul> + ^ kl 3| ul * ЭГ -V 

Ausgehend von ihrer physikalischen Bedeutung wurde in der Ar¬ 

beit /1/ diese Gleichung mit "Bedingung der konzentrierten Wär¬ 

mekapazität" bezeichnet. Sie hat sich ln der Fachliteratur 

weitgehend unter diesem Namen eingebürgert. Unter den gleichen 

Voraussetzungen (12) und (13) erscheint bei Betrachtung der in¬ 

homogenen Randbedingung (11) auf der rechten Seite von (14) an- . 

stelle von -f der Term -(f0 + «f*1 cp°). Die Annahme, daß (12) 

und (13) gelten, d. h.. daß u° konstant bezüglich J ist, kann 

ln vielen Fällen zu streng sein: Sie ist exakt nur im Grenzfall 
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erfüllt, d. h. für k°-»oo. Deshalb let ее notwendig, für u° 

die Abhängigkeit von £ einzubeziehen. Die einfachste Methode 

besteht darin, u° für jeden festen Wert ^ durch eine Unsere 

Funktion zu approximieren. Die Parameter dieser Gereden lassen 

sich leicht mit Hilfe von (9) und (11) feetetellen. Als Ergeb¬ 

nis erhalten wir wieder (14), nur mit anderer rechter Seite: 

*(z) ui. _ (fо + g.° +2-1 6 3^tk2o a^( ?»/ kl0)j}. (is) 

Man kann ln der Genauigkeit noch einen Schritt weiter gehen und 

u° entlang der Koordinate | mit Hilfe einer Parabel approximie¬ 

ren. Denn erhalten wir die nichtklaeelache Randbedingung bei 

I > О ln der Form zweier Gleichungen: 

yk2o a7uo> * kl ЭІ ц1 ■ "(fo *S~X 9°b (16) 

kJ Э| u1 * к°СзЗ”1(и1- uQ) + 2 1 y°], (17) 

III. Wir betrachten jetzt lange £» -3 Randbedingungen 1. Art: 

u°lf~3 " (18) 
Die Annahme, daß u° konstant bezüglich f 1st, führt zur klassi¬ 

schen Randbedingung 2. Art: 

3"1 kJ u1 - -[f0 + a^(k2o y,]. 

Darum beginnen wir mit der Approximation von u° mit Hilfe einer 

bezüglich £ linearen Funktion. Die Berücksichtigung der offen¬ 

sichtlichen Beziehung 2u0 ■ u1 + g>° ergibt zusammen mit dem Aus¬ 

druck für die Ableitung 9gu° - <f”1(u1 - <y°) die folgende nicht- 

klassische Randbedingung: 

i(1) ■ -[2f0 ♦ 23'2 drj?0K (19) 
mit 

ul s Э^(к2о Э^и1) + 23-1 kl g^ ul _ 2<$-2 kl0 Ul. (20) 
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(Wie schon früher sei auch hierbei - falls nicht ausdrücklich 

auf geschrieben - jf • О und ^ ein beliebiger Punkt des Defini¬ 

tionsbereiches. ) 

Wenn man die Approximation von u° mit Hilfe eines Polynome 

2, Grades (einer Parabel) durchführt und uQ eliminiert, indem man 

es durch u* und u1 ausdrückt,' dann erhält man anstelle von 

(16), (17) eine nlchtklaseieche Randbedingung. Diese 1st dann 

schon eine Differentialgleichung 3. Ordnung, d. h., in dieser 

Gleichung treten Ableitungen auf, die von höherer Ordnung sind 

als die in der Grundgleichung: 

£(3) u1 - -[2_13f0 + 3<J-1 k% cp° + 2-1 Э?(к2о a^f0) 

mit 

?(3> u1 a a7[k2o ayu1-^1 «fkj/k» a| u1] 

♦ 3_1 s-1 (kJ u1-k° u1). 

Wir werden bei der Betrachtung nichtklassischeг Randbedingungen 
(für den Fall, daß bei f ■ -<f solch eine Randbedingung 3. Art 

gegeben 1st) nicht verweilen, wollen aber zwei Bemerkungen über 

die Möglichkeit der Gewinnung solcher Zusatzbedingungen in an¬ 

deren Füllen erwähnen. 

Bemerkung 2; Die Koordinatentransformation (Obergang von den 

Koordinaten (x,y) zu (J,"j>)), dl* GQ auf das Rechteck <#° abbil¬ 
det , führt im allgemeinen Fall zum Auftreten gemischter Ablei¬ 

tungen 2. Ordnung und von Ableitungen 1. Ordnung in den Diffe¬ 

rentialoperatoren Ljy Die zweite der Koppelungsbedingungen aus 

(7) kann auch komplizierter werden. Aber das führt nur zur Ver¬ 

komplizierung des technischen Charakters und zum Entstehen neu¬ 

er Glieder im Endausdruck für die nichtкlassIschen Zusatzbedin¬ 
gungen. 

Bemerkung 3: Oie Gewinnung nichtklassischer Zusatzbedingungen 

1st auch dann möglich, wenn dasjenige Teilgebiet, über welchem 

die Mittelwertbildung durchgeführt wird, zwischen zwei Teilge¬ 

bieten liegt. Sei beispielsweise neben oSf1 ein weiteres 

Teilgebiet (für $<-6) und l_2 u2 - -f2 eine weitere Gleichung 

(21) 

(22) 
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des Type (6) mit den Koeffizienten kJ und kg. Bei der Approxi¬ 

mation der Funktion u° im Rechteck <2f° durch eine Konstante 
(bezüglich J) erhalten wir aus den Koppelungsbedingungen auf 

den Geraden J » О und J » -6: 

"i(S-?)l;.+o - u2(?'^l|»-<f-o- (23> 

Dies erlaubt uns, das Gebiet c$2 um die Größe nach rechts zu 

verschieben, wobei wir ein neues, wiederum einfach zusammen¬ 

hängendes Gebiet <£ erhalten, das aus dem so verschobenen o2f2 

und dem Gebiet cJJ1 besteht. Ober 35 haben wir eine stetige 
Funktion u(^,^) zu betrachten, die außerhalb |« 0 der Diffe¬ 

rentialgleichung Lj u» f1 (in J51) bzw. Lg u ■ f2 (im verscho- 

benen Gebiet <=2T2) genügt. Die Koeffizienten dieses Differen¬ 

tialoperators sind auf der Geraden £ ■ 0 unstetig, der Diffe¬ 
rentialoperator ist deshalb auf dieser Geraden nicht definiert. 

Statt dessen muß dort die Gleichung (ein Analogon zu den Kop¬ 

pelungsbedingungen für den Fluß) 

fyk2o ^u)*^-1 kJ a? ui5=+o-S'1 kJ u|5 =,_0--fo (24) 

erfüllt sein. Im Unterschied zu den gewöhnlichen Koppelungsbe¬ 

dingungen, die nur Ableitungen niedrigster Ordnung enthalten, 

kommt in Gleichung (24) die höchste Ableitung des Hauptdiffe- 

tentialoperators in Richtung der Geraden ? * О vor. Schließlich 
muß die Funktion u(£,^) auf dem Rand des Gebietes den klas¬ 

sischen Randbedingungen des Ausgangsproblems genügen. 

Betrachten wir Jetzt die in Bemerkung 3 gegebene Bedingung (24) 

vom Standpunkt der umgeformten Problemstellung aus, so gehört 

die Gerede jj = 0 nicht mehr zum Rand des Gebietes оZf. Es ist 
daher nicht empfehlenswert, (24) Randbedingung zu nennen. Das 

ist einer der Gründe, weshalb wir die oben betrachteten Bedin¬ 

gungen lieber als "nichtklassische Zusatzbedingungen" bezeich¬ 

nen wollen und nicht als "nichtklassische Randbedingungen". 

IV. Unsere Aufmerksamkeit war in dieser Arbeit auf die Gewin¬ 

nung von Aufgaben mit nichtкlassIschen Zusatzbedingungen kon¬ 
zentriert. Zum Schluß noch einige Worte zu den Lösungsmethoden 
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für derartige Aufgaben. In der Literatur werden meist Aufgaben 

für parabolische, nicht aber für elliptische Gleichungen behan¬ 

delt, wobei in der Regel vom Standpunkt der Anwendung ausgegan¬ 

gen wird. Im Falle unbeschränkter Gebiete oder bei der Wärme¬ 

leitungsgleichung mit konstanten Koeffizienten werden solche 

Probleme meistens mit Hilfe der Methode der Integraltransforma¬ 

tion gelöst, z. 8. der Laplece-Transformation. (In /3/ und /4/ 

werden auf diese Weise zweidimensionale Probleme des 1. Qua¬ 

dranten bzw. der rechten Halbebene gelöst.) Aus der in ge¬ 

schlossener Form erhaltenen Lösung kann mein in der Regel sofort 

die Korrektheit der nichtklassischen Problemstellung ersehen 

(Existenz, Eindeutigkeit, Stabilität der Lösung). 

Für beschränkte Gebiete kann die klassische Methode der Trennung 

der Variablen verwendet werden. (In/1/ wurde auf diese Weise 

ein Problem im Intervall x 6[0,1] gelöst, für das die Bedingung 

der konzentrierten Wärmekapazität im Punkt x = 0 erfüllt ist.) 

Die breitesten Anwendungsmöglichkeiten findet Jedoch die Diffe¬ 

renzenmethode. Das Differenzenschema für instationäre Differen¬ 

tialgleichungen auf einem reellen Intervall wird in der Mono¬ 

graphie /5/ angegeben, für zweidimensionale stationäre Diffe¬ 

rentialgleichungen in /6/. In /7/ betrachten wir Differenzen¬ 

schemata für zweidimensionale, bezüglich einer Variablen dege¬ 

nerierte Wärmeleitgleichungen; im Artikel /8/ dagegen wird eine 

direkte Methode zur Lösung des sich ergebenden Differenzenglei¬ 

chungssystems aufgezeigt. (Dort ist eine Modifikation des Fak¬ 

torisierungsverfahrens für Probleme mit nichtklassischen Ergän¬ 

zungsbedingungen der Typen (14), (16) bzw. (17) angegeben.) 

In /9/ und /10/ finden wir Differenzenschemata und einige nume¬ 

rische Resultate von Problemen, bei denen die Mittelwertbildung 

über mehrere paarweise disjunkte Untergebiete (die Schichten) 

geführt wird. Die Problematik wird erschwert, wenn man die Mit¬ 

telwertbildung über einander berührende Schichten führen muß. 

Wir haben hier keine Möglichkeit, diesen Fall ausführlich zu 

behandeln, das 1st ein Thema für eine weitere Publikation. Es 

sei lediglich darauf verwiesen, daß in diesem Falle die Ausnut¬ 

zung speziell definierter Integralspllnes möglich 1st. 
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65B05 

65F10 

Extrapolation of iterative processes 

Let us conaider an iterative proce8s 

xn+l • Txn + b

for solving an operator equation 

X• Tx + b 

in Hilbert apace x. We aasu■e that TC [X] end r(T) c: 1. 

Theraf ora for avary x0 � X the aequance {x t 00 abtainad by
, nln•o 

(1) 

(2) 

uaing (1) 18 convergent with a liait x* •. Let l>O,k,1110,m1 ... ,m1 
ba integere sn'd lat tha inaquali Uaa 

(3) 

hold. Let H ba s linear oparator fro• (X) and let H-1 exist. 

In tha papar /1/ wa conaidarad the probla• of finding coaplax 

nuabara �i
k) ,«i

k
>, ••• ,«lk) auch that

and 

(5) 

Tha nor■ ia definad by the inner product (.,.) in X. The opara­
tor H shou�d ba chosan 80 that it 18 possibla to avaluata tha 
expression in the nor■• We shall_call «1

(k) the coafficiants of

extrapolation. 

In aaction 2 we introduce tha ■ein rasults concerning construc­

Uon end convergence of a1 
(k) for k➔oo. If we put 

(k) (k) (k) 
(6) Yk • °'o xk + ot 1 xk-•1 

+ • • • + Q:1 xk-■1 63 



then there exists p * 1 such that 

lie (l|x*-ykll/||x*-x. (lp) - 0 
к-»m K K 

and therefore the construction (6) accelerates the convergence 

of (1). The precise theorem is introduced in this section, too. 

This procedure for acceleration of an iterative process «re call 

extrapolation. 

In section 3 «re construct limits of for a special but 

practical case m1 = in, «there n к 1 is a positive integer. 
In section 4 special procedures of extrapolation are described. 

Numerical results are given in section 5. 

1, Definitions, notations, preliminaries 

By Cn «re denote the complex linear space of all column vectors 

X - (X,.xn)T «rith complex components. The superscript T is 

used for transpose and H for conjugate and transpose. The vec¬ 

tor e^(n) is the i-th column of the identity n x n matrix I 

and 

n 

e(n) - e±(n) » (1,1.1)T. 

En is the real n-dimenaional linear space. The symbol <2> (n) 

denotes the null vector in ]Rn or Cn. If ui€.Cn, 1*1.p, 

then (ult...,Up) is the nxp matrix with the columns u^. 

Let 

Mk “ (Mo'Ml"" ft) ' FieX- 1“0'1.*• 

Nk “ (vo,vl.Ve). Vt £X, 1-0,1.s, 

be two row vectors with elements in X. 

By Nk Mk we denote the complex matrix 

V0-v0). (Mi-v0). 
(M0 ‘»i)' 

(Pfvo>V 

\(Po,lV ' (Fl've^ (MfvаЪ 
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For a sequence (u^J с X let (f^u^ and d^u^ denote the 
differences 

Vk - ^ii"k - uk-«i_1 - ик-Яі* 

Put 

£i ■ x#- xi' ?i - H£i> 

Hk " (?k" ?k-Bl.7k-Blb 

4 - (4f?k' 6zVv..«W* 

Qk - Hk © Hk. 

Rk - Lk Ѳ 4' 

(7) 

(8) 

(9) 

(10) 

(11) 

(12) 

2. The mein theoretical results 

In this section we describe the solution of (4) and (5) and the 

behaviour of the numbers aj^. All results have been proved in 

the papers /1/ and /2/. 

Theorem 1: Let X be a Hilbert space. Let T e[X], H e[X], H-1 

exist and r(T)<l. We denote by x* the limit of the sequence 

{xn}*0 obtained by using (1). Assume further that the integers 

l>0.mo.m^ and к fulfil the inequalities (3). 

If the matrix Qk is positive definite, then there exists one 

and only one vector « (ct^^.aj^,... ,aJ^)T which solves 

the problem (4), (5). For the vector we have 

«(k) - (eT(n)Qk1e(n))’1 Q^e(n) (13) 

or equivalently Skcfi^ - e1+1(l*l). 

The proof is given in /1/. 
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For further investigation let, moreover, the spectrum of T have 

the following structure: There exist finite sequences {lk}k.^ 

of positive integers and с C for some integer r & 1 

such that each A^ is a pole of the resolvent operator R(A,T) of 

order ik*. 

1^1 4 |Я2І к ... » Ur I , ? Xj for 1 / j and 

{Леб(Т). A / A±. i-l.,,. ,r} =» |л| < |ЛГ|. 
For a fixed je<l,r> let Cj be the circumference with center 

Aj and radius gj such that 

{A £ cj|A -Aj| 6 - {Aj} . 

Moreover let 

Cc - {A £ C IIAI - gc} . 

where 

|A|lAI < ec}n^(T) - 6(T) - {Ax.Ar}. 

We assume that 

к > max (1,), (14) 
J-1.2.r J 

BJjL g0 * О for all 3 - 1,2.r, (14') 

where 

Вл, - —i- f (A-A,)^"^R(A.T)dA. 
J1 2 JT i / J 

(15) 

It is easy to show that 

r 1, 

£k - ^ (i-l)Aj'1+1 ®Jlgo * J x4A.T)C,dA (16) 

and 
r i. 

Уь " 4=т 4=т (і-і)Лз "и * v(k)' (16-) 

where we have put 

V jl - H(BJt £0/xj"1) and v(k) . H(-A_ j AkR(7l,T) £QdA). 
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Theorem 2; Lat X be a Hilbert apace, Te[x], н e[x], r(T) < 1 

and H"1 exiat. Let integere 1 > О, к, m0> , fulfil 

the inequalities (3). Let .Ap be poles of R(%,T) of order 

1^.....1,,, respectively, and 

Uil * |A2I » ... » \\\ > ІЛІ 

for any Z E б(Т), А И , j ■ 1.r and / Aj for i / j. 

Then there exists an integer kQ > max(ij) + such that for 

all к 4 kQ the matrix Qk is positive definite. 

The proof is given in /1/. 

Let denote the set of all pairs (j,i) for j ■ 1,2,...,г 
and i ■ 1,2,...,1. for every j. Order this set in the follo¬ 
wing sequence: 

(1.11) . (i.ij-1).(1.1). 

(2.12) , (2,i2-l).(2,1). {17. 

(r.ir). (r,ir-l).(r.l). 

Let the symbol c(k) denote a vector from C* whose p-th compo- 
k -. к 

nent is () Л j , where the pair (J.i) lies on the p-th posi¬ 

tion in the sequence (17). 

Let us define the following matrices: 

Ek * (c(k) ,c(k-m^).c(k-m1)), 

Fk ■ (c(k-m^) ,c(k-m2).cfk-mj)), 

Fk°^ * (c(k)-c(k-m^) ,c(k-m^)-c(k-m2).c(k-m1_1)-c(k-m1)) 

- ((^(k) ,<f2c(k), ... <f]C(k)). 

F^)(j) - (<^с(к).i;J_1c(k),rfJ+1c(k).^c(k)). 

Fk }(i) ■ ( rfjc(k), .... <^1_2с(к) jC(k) , (k), «,. , 

<flC(k)) 

for J ■ 1,2,...,1 and i ■ 1,2,...,1+1. 
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Assumptlom 1: Let the equality 

hold for some integer Те <l.r>. 

Let Gk be a matrix formed from the first 1 rows of the matrix 

■V 
Assumption 2: Let there exist an integer k0 such that 

dot Gk У О for all к & k0. 

From this it follows that the system 

Gk- (z±.. -(w^(k).w£(k))T. (18) 

where the eubvectors w8(k) have the following etructure 

"800 J ((l8_l^s'(ljl2^s.($)As'as)T 

for s * 1.2.....T, has for every к * kQ a nontrivial solution 

which is independent of к (see/2/). Let us denote the solution 

of (18) by (b^,**.,ЬХ) . 

Theorem 3: If m^ - i Vi - 1.1. then det Gk/0 for all 

к > max (i.)+m, and the equality 
j-1.r 3 

1. ip 14- 1 1—1 
(z-Xj) (z-^g) ■ z +b^z + ... + b^e^z+b^ 

holds for all zee, i.e. b^.bj are coefficients of the 

polynomial 

1. ip 1*T- 
(z-lj) 1(z-^2) %..(z-^) % 

The proof is given in /2/. 

We shall show in the following section that (18) is valid for 

m^ ж in. too. Let us put 

Pi(z) - Ч'1" bl-l2 
T"l-i 

+ b, (19) 
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Assumption 3; Let P^(l) / 0. 

Define 

P(z) -;P1(>)/P1(t) . tf/1 + б/1“"1 ♦ ... ♦ 

*- («V6!.*1>T- 

'|1,(k> ■ ske " (fk,o'fk.l.'k.k-k.D1. 

f(k) .- f(1>(k) - e1+1(l*l). 

(20) 

It le eaey to eee that Sfe6 - f(k) ♦ e1+1(l+l) or 

^ " s|c1 f(k) + and therefore we have - 6 - Sj^1 f(k). 

Assumption 4i Let t1 < r and let for the poles A.^and A^.+1 

of the resolvent operator R(A.T) the Inequality I lr| > |Ar+11 
hold. 

Let T be the set of all positive Integers 1^1 for which 

І*Р£І" I"here (pj.qj) llee on the 1-th position in the 

sequence (17). 

Assumption 5: Let there exist an Integer kQ euch that for all 

к^кф the matrix formed from the first 1 rows of f£°) is non- 

singular. Moreover, let for every matrix F^)( j) and f£2)(1), 

І - 1...., 1*1; 1 - 1.1 there exist Integers 1^)( j) & У and 

1 '(1) 6 T, respectively, so that the matrix formed from the 

first 1 rows of f£1J(J) and f£2)(1) without the i(1)(J)-th and 

the 1^2)(l)-th row, respectively, is nonsingular. 

Remark: We shall not investigate the validity of these assump¬ 

tions In the special cases m± - 1 or m^ - lq. 

Theorem 4: Let the Assumptions 1-5 be valid. Then for every m 

(1***1) and a (Ksdl-i) there exist sequences e(k)J and 

m.e<k>} euch that 
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^Ііш sup ,(к)| <г оо and 

11а Р_ _(к) - О for all а and а, 
к -»оо ' 

such that the a-th component of the vector Sj^1f(k) haa the fore 

where геа 8 are Integere. 

The proof is given in /2/. 

From this assertion the theorem concerning the convergence 

of oc<k> lramediatelly follows. 

Theorem 5: Let the assumptions 1-5 be valid. Lat P be the poly¬ 
nomial defined by (20). If | Xj Л^.+1 | < then 

11m оЛк) » 6, 
к—too 1 1 

for all 1-0,1.1, where are the coefficients of the poly¬ 

nomial P. 

3. The convergence of In a special case 

In this section let Assumption 1 be valid. We will Investigate 

the special case m^» in, where nie a positive integer. We 

shall prove a theorem which is analogous to Theorem 3. 

Lemma 1: Let q а О, n > 0 be integers, and e0 / 0,e^.aq 

polynomials. Let us define a polynomial pq (z. n) by the formula 

Pq(z.n) - a6(n)zq+a1(n)zq“1+...♦aq_1(n)z+aq(n). 

Then there exist polynomials b0 / 0,b^,...,bq such that for 

every integer j the equality 

Pq(J.n)nq - b0(n)(Jqn) * b1(n)(J1)4M, + bq.1(n)(J1n) * bq(n) 

holds. 

i-i s 
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Proof: By a straightforward calculation we obtain 

Pq(J.n)"4 - a0(n)ql(Jqn) - a^(n)(q-l) l(^i)" 

- a2(n)(q-2)l(^)n2 - ... - Vl(n)(Jl)n4"1_eq(n)n4 

- ■0(")[j4n4-ql(Jqn)] + a1(n)n[jq-1nq-1-(q-l)l(>1)] 

♦ a2(n)n2[jq-2nq-2- (q-2)l(qJ_n2)] 

♦ aq_2(n)nq_2[j2n2-21(^)] 

- Pq-l.l(j,n)n4"1+ Pq-2.2^'n>n4~2+ + Pl,q-lU'n>n' 

where Pq-i ^isa polynomial of the form 

Pq-i,i<2'n> “ di<">2 
q-i 

and d^ are polynomials. It is not necessary to describe the 

explicit form of di# Therefore we have 

Pq(J.n)nq a1(n)ni(q-i)l( J_n±) dl(n)jq-inq-\ 

Using induction, the assertion of Lemma 1 immediately follows. 

Theorem 6: Let Gk be a matrix formed from the first 1 rows of 

the matrix F^. If m^ -in Vi « 0,...,1, where n is a positive 

integer, and if A”. Л2,....Л" are mutually different. then 

there exists an integer kQ euch that 

dot Gk / 0 

for all к&кд and the equality 

(z-l2)\z-A2)\..(z-^/r - 

holds for all z&C, where (Ь^,Ь2 

the equation (18), i.s. 

z1*b1z1-1+...+b1_1z»b1 

.bl)T is the solution of 

Sj{. (bj,b2,... ,bi) ■ -c(k), (21) 

and the vector £(k) consists of the first 1 components of c(k). 

The vector (b,,b2>...,bj)T is independent of k. 
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If we put 

Pj^z) » z1+b1z1-1+b2z1“2*...♦b1_1z+b1 

and 

P(z) . P1(z)/P1(l) - 6<)z1*61z1_1+...+61 

and if assumptions 4 and 5 are valid, then 

lie o4k) -6, Vi - 0,1.1. 
k—>oo 

Proof! Let us assume that det Gk « 0 for all к fulfilling the 
inequality 

к - In > n max (i.). (22) 
j-1.r •> 

Let us remark that we have proved in /1/ that either det Gk - 0 

for all к or it exists a number k' so that det G. jt 0 for all 

к i k'. 
If for some integer s the number к ■ sn fulfils (22), then 
there exist complex numbers ,...such that 

1 

£^,*>0 (23) 

and 

Ск.(в!.Bi)T - 0, (23-) 

i.e. 

ви(кч;Т)^-ип -0 (24) 

for the first 1 pairs (p.q) from the sequence (17). 

Putting Л” =Лр, we can rewrite (24) in the equivalent system 

1 
ßeI(s-m)n)Ae-m _ 0 (25) 

for j » 1,...,T and i - 0,1,...,1j-1 for every j. From Lemma 

we have for every Integer m £<1,1> and 1 £ <0,ij-l> 

О"1 b‘i)(n)((8-1e>n) ♦ b(1>(n)((e-*)n) + ♦ b<1}(n) 

1 
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where (S"0,1.i) are polynomials. Multiplying the equa- 

tione 

s.( <-;>") a;--o 

for p ж 0,1.1 eucceeeively by b^1) and summing ell this 
equations, we obtain 

£ •.< Ѵілр - о. 

But we can repeat this procedure for every j » 1,2,,..,7 and 

i 6 <0,ij-l>. From the system (25) we obtain 

Вт(Т)ЛГ""І+1 " 0 (26) 
for j ■ 1,...,7 and 1 - 0,1,...,ij-1 for every j. 

Without loss of generality let / 0. From (26) it follows 

that the polynomial P defined by 

D(z) - BjZ8“1 + e2ze"2+ ... + 6^1 

has s-1 + s-1+1 » s roots. This is a contradiction. 

Therefore (22) does not hold and det G^/0 for к = sn. From 
this it follows that there exists a number kQ such that 

det G^ / 0 for all к & kQ. 

If we put for s>max([-~], max(ij)+l) 

U(z) - ze+b1ze"1+ ... + bjZ8-1, 

then putting к ■' sn we obtain from (21) 

U(i-1)(Aj) - 0 for all j - 1,2.7 

and 1 - 1,2,...,lj and therefore the polynomial 

1. , V 
(z-Aj) *... (z-Ay) devldes the polynomial U. The rest is 

obvious. 
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4. Extrapolation and procedures 

In this section we describe some procedures for extrapolation. 

Let us remark that we have defined 

Yk ■ <4k44k)x' k-a, 4k4-., "i " " 1 

We shall present firstly a theorem which shows the sdvantage of 

extrapolation. 

Theorem 7: Let assumptions 1-5 be valid. We suppose that for 

some r^ £ (1.r) the inequality |Лр | > |^r^*ll ho^e if 

|Ap I » |ЛХ| for e (1.Г]) , then let i^ > ip^. Moreover, let 

Ul-PXT+i|/U/ <■ 1 for some p » 1. 

Then there exists an integer kQ such that £^ ■ j|x#-x|cJ / 0 f°r 
all k&kg and 

lim (П^-Ук 1І/йх*-хкйР) * 
k-»oo 

The proof is given in /2/. 

For the operator H it is convenient to put H 

positive integer n. In this case 

?k+l “ xk+n - xk 

and 

^k+1 " T7k* 

I-Tn for some 

(27) 

(27-) 

Algorithm 1; (the general case) 

l,rnpmO,rn^.given integers; kj > max(lj) + m^. 

1) For к - 0,1,...,kj+n-l evaluate x^+% * Tx^+b. 

2) Put s » kj. 

3) For i - 0,1.1 evaluate - x8_.l+n-xe-m1* 

4) Form a matrix Q8 or Se and solve the system 

ГО, л(8) - Ле(1+1) 

\ет(1+1)а^8^ - 1 or SeK(e) “ e1+1(l+l). 
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Y« “ “л. /Х„+СЧ. 'х 

5) Form 

's Lo s 

6) Calculate 

?s+l " T7s ! 

s-m. 

8 + 1 —* a and repeat this procedure from the part 3), or from 

the part 4) if all ^e_m (1=0,1.1) are known. If we repeat 

from the part 3) , we calculate only unknown i^3_a . Же repeat 

the procedure until some given condition for termination is 

fulfilled. 

This algorithm is not convenient for practical calculation but 

from these formulas we see that for m^ = in we obtain a useful 

algorithm (see /І/). We shall present here a special case for 
1 « 1. 

Algorithm 2: 

l“l.m0*0,m1=n,k1fe N.kj > max(i^) + n. 

1) For к » 0,l,...,k^-l evaluate 

xk+l “ Txk+b 

(In the memory we have only xk _n). 

2) 

3) 

4) 

5) 

Put e = kj-n, Sj = k1# 

Evaluate ■ xe -x8. Go to 4). 

Put % a ?e 

For к * s,s+l,...,8+n-l evaluate 

Solve the system j 

/<к- V <»• V) 

V(V ?S )• (%' 7s у Vе! J 

?k+l " T7k* 

or calculate 

6m (?»i' ^ 7s^?s) 

and put 

1 
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6) Calculate 

+ a. 
(8.) 

“1 “ ”1 

7) Put s^—* s, s^ + n —» s^ 

s' 

and repeat from 3). 

In this case we obtain the sequence 

number of repetition. 

T 

Remark 1: We always assume that 

case 1 ■ lit is ij • 1, 

Analogous algorithms should be written for 1 » 2 or 1 » 3. 

ij - 1 and therefore in the 

(Укі+snl tsnJs-o' "here k2 18 8 

Remark 2: In the paper /5/ the converted procedure for extra¬ 

polation is given in a special case m^ = in. First the poly¬ 

nomial t 1 

p(z) - (z-A^) 1 ... (z-A”) r 

is constructed, which gives us coefficients of extrapolation. 

In accordance with Theorem 7 these coefficients are limits of 

ajk) for к -» oo. 

At the end of this paper we describe a modification of the Al¬ 

gorithm 2 for solving of the matrix equation 

Ax.b (28) 

with a consistently ordered 2-cyclic Stieltjes matrix A. 

Let us write A • O(I-L-U), where D ■ diag A, L and U are 

strictly lower and upper triangular matrices, respectively. We 

rewrite the system (28) in the form 

X ■ JfjX + c, 

where ■ (I-L)-1U and c * (I-L)”1o“1b. We use Algorithm 2 

for the iterative process 

*k+l * ^lxk * c 

and construct the yk, a£k^. Aj(k) 

1 

4k)-l 

oci 
in view of 

2 

1+Vl-A1(k)' ' 
for к —» oo , and Cu(k) 



After some steps of Algorithm 2 we continue by using the S.O.R. 

method with w(k). 

For the system (28) we can take H-A. too. 

5. Numerical results 

As an example we take the model problem 

Ли = 0 on Si. 
“ІЭЙ* °' (29) 

where П Is a rectangle АіА2АзАд In the plane. Let A1»(x0,y0), 

*2 " (xN+l'yo>' A3‘(xN+l,yM+l)' A4e(xo'yM+l> and let 8 u"if«>rm 

mesh exist with the mesh size h such that 

XN+1 “ xo + (N+1>h- Ум+l ’ yo * (M+1)h- 

By the five point difference approximation of (29) we obtain 

the system of linear algebraic equations 

Ax - 0 (30) 

with the Stieltjes matrix A. In the usual way we express 

А ж D- L-U and rewrite the system (30) in the form 
X - iwx, 

where (D-6uL)-1( wU+(l-oj)D). For the Initial approxima¬ 

tion x0 we choose xQ ж (l,l,...,i)T ж e(MN). We take M ж 20, 

N > 30. In all cases we compare norms of error vectors. In the 

following table we compare the errors of the S.O.R. iterations 

with extrapolated iterations. 

Table 1; oo ■ 1.5. 1 » 1,2,3,4, m^ ж in, n » 3. 

number of 
Iterations 

S.O.R. 
iterations 

extrapolated iterations 
1 ж 1 1 ■ 4 

18 

36 

54 

72 

90 

0.14410-1 

0.60410-2 

0.24610-2 

0.99510-3 

0. 39910-3 

0.52510-2 

0.50410-3 

0.88410-4 

0.14210-4 

0.22410-5 

°.444io-2 

0.26210-3 

0.10110-4 

0.437jq-6 

0.20410-7 

0.43910-2 

0.156io~3 

0.19010-5 

0.55510-7 

0.13410-8 

0.43810-2 

0.15310-3 

0.47910-6 

0.23910-8 

0.24510-9 
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Now we use a modification of the Algorithm 2 described at the 

end of section 4. 

Table 2: 1-1 

number of 
iterations 

к 
co(k) 

S.O.R. iteration 
with co(k) 

extrapolated 
iterations 

12 

24 

36 

84 

120 

1. 
1.51 

1.76 

1.76 

1.77 
(optimum factor) 

0.29010-1 

0.13710-1 

0.51010-3 

0. 57510-8 

0.83510-12 

0.249io-l 

0.33110-1 

0.34910-3 

0.19010-8 
0.60810-12 

At the same time, we have calculated estimates of the optimum 

relaxation factor, too. We have been improving the relaxation 

factor after each 12 iterations. We have obtained a vary good 

convergence. 
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Mult1-Gr1d Solution• to Linear and Nonl1near Eigenvalue Pro­
bleme for Integral and D1fferent1al Equ�t1ons 

11 Introduct1on 

The discretization of an eigenvalue problem for an integral 
equation 1 

u(x) • ;\ J k(x,y) u(y) dy, u I O 
0 

yielde a matri,c eigenvalue problem 
uh • i'l kh uh'

_._ -1 ... ,ere _kh is a N x N ■atrix with N • _1 + h (h: step size). In
thie paper we prapose • ■ulti-grid ■athod that neede only O(N2) 
aperatione for co■puting one eigenvalue end the correeponding 
e1genfunct1on. Moreover, by the •••• a■ount of co■putational 
work nonlinear probl•• ae 

u(x) • J k(l,x,y) u(y) dy, � 1 0 

can be eolved. Such problems arise, for instance, from 
bifurcation problems. 

The eigenvalue problems can be rewritten as nonlinear equations 
with isolated eolutione. Th••• n- proble•• are treeted by the 
■ulti-grid iteration of the second kind.

Although we explain this technique in detail. for integral eque­
tione, eigenvalue problems for elliptic differential equations 
can be treated simllarly. 

In s,ction 2.1 we racall the ■ethod of /13/ for solving nonli-
• near integral equat1ons. Section 2.2 conta1ns the transforma­

tton of the linear e1genvalue problem u • A ku ( k: integral opa­
rator) into the nonlinear equation u • X(u). In Section 2.3 we
prove that the solution of the latter equation is isolated,
provided that the eigenvalue ie single. The esse of multiple
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eigenvalues is briefly discussed in Section 2.4. Nonlinear 

eigenvalue problems are mentioned in Section 2.5. Section 2.6 

explains the connection to bifurcation problems. Section 3 con¬ 

tains the discretization of the integral equation (Section 3.1) 

and the description of the multi-grid method of the second kind 

(Section 3.2). 

In Section 4 we discuss eigenvalue problems for elliptic par¬ 

tial differential equations. The eigenvalue problem Lu » Ли is 
transformed into a nonlinear problem £(u) - 0 (Section 4.1), 
that can be treated by the multi-grid algorithm of the first 

kind (Section 4.2). As already described in /10/ it is possible 

to transform nonlinear differential equations into problems 

и » JK(u) that can be solved by the multi-grid algorithm of the 
second kind (Section 4.3). It is to be emphasized that the 

described methods are different from the method of Astrachancev 

/1/ or Heckbusch /11. 17/. 

Numerical examples are reported in Section 5. In order to show 

that the class of problems that can be treated is larger than 

described above, we consider an integrodifferential equation 

(Section 5.1) and the Steklov eigenvalue problem (Section 5.2). 

This paper is a slightly renewed version of the report /12/ 

from 1980. 

2, Eigenvalue Problems for Integral Equations 

2.1 Solution of nonlinear Integral Equations 

In /13/ we described a multi-grid algorithm (cf. Section 3) for 

solving the nonlinear equation 

u-Ä(u), (2.1) 

for example, for the integral operator 

b 

[X(u)](x) - J k(x,y,u(y)) dy (x c. [a,b]). (2.2) 

a 

Let the derivative of X evaluated at the solution of (2.1) be 
denoted by 

К - УС (и) (и: solution of (2.1)). 
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The multi-grid algorithm is applicable if К is a bounded mapping 
from one Banach space U into a second Banach space V C U with 
a finer topology: 

l|KvUv « СЦѵЦи for all V eu, (2.3a) 

V«-»U compactly imbedded, (2.3b) 

and if a similar property holds for the discretization of X. 

Here and in the following C denotes a generic constant. 

Example 2.1: Let X be defined by (2.2). If Эк/ Эи is m-times 

differentiable with respect to x, the properties (2.3a,b) hold 

with 
U - C°(Ca,b]), V . Cra([a ,b]). 

2.2 Reformulation of the Eigenvalue Problem 

Consider the eigenvalue problem 

и « Аки, и / О, (2.4) 

where к is a linear integral operator, for instance, 
1 

[ku](x) = J k(x.y) u(y) dy. (2.5) 
0 

The normalized eigenfunction is the solution of 

и ■ Аки, gp(и) * 1, (2.6) 

where у is some suitable linear or nonlinear functional. Using 

y(u) * Л ft О instead of <p(u) =* 1, we can eliminate the eigen¬ 

value: 
и » 9>(u) ku, и / 0. (2.7) 

Example 2.2: The positive eigenvalues of the operator к from 

(2.5) are solutions of (2.7) with 

ф(и) - ||u||22 . (2.8a) 
7 1/(0,1) 

Example 2.3: If the eigenfunction и of (2.4) satisfies 

u(xe) ft 0 for some fixed xQ, one may use 

f(u) - u(x0). (2.8b) 

81 



The nonlinear equation (2.7) is of the form (2.1) if we define 

X(u) - ф(и) ku. (2.9a) 

The derivative of 3C(u) is К with 

Kv - <J>(u) kv + (g?‘(u)»v) ku. (2.9b) 

2.3 Case of a Single Eigenvalue 

Let К denote either the real numbers JR or the complex numbers 
C and define the range 

R(u) :■ £<5p(ftu) : p £ IK } С JK (u£U) 

for the functional ф involved in (2.6) and (2.7). 

The following note shows that the reformulated eigenvalue 

problem has the properties needed for applying the multi-grid 

algorithm. 

Proposition 2.1: (i) Let u* / О and Я? satisfy the original 
eigenvalue problem (2.4). Assume 1*e R(u*). Then for suitable 

p. €. JK u я pu* is a solution of the nonlinear equation (2.7), 
hence of (2.1) with X defined by (2.9a). 

(ii) Let u ft 0 be a solution of (2.7). Then u is e solution of 
the eigenvalue problem with A. - cp(u). 
(ill) Let О / U6.U be a solution of (2.7), u » %(w), end assume 
that А» y(u) is a single eigenvalue of k: 

[l-lk] w - gu imply g ■ 0 and w e span(u), (2.10) 

where к satisfies (2.3a,b). Furthermore, 

g>’(u) u / О, I у (u)v| < C It VII и (2.11) 

is supposed for the derivative cp’ of ap. Then the derivative К 
of DC at u satisfies (2.3a,b) and 

ll(I-K)-\_+u * c; (2.12) 

thus, the solution u is Isolated. 

Proof; (i) and (ii) are obvious, (ill) The property (2.3e,b) 

follows from the representation (2.9b) of K. Since К is compact, 
it suffices to show "v=Kv-»v-0" instead of (2.12). By (2.9b), 

V m kv reads as 
[l-Ak]v - gu with A»<p(u), g - ф' (")ѵ/ у (u). 
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(2.10) shows V = pj, g = 0. Hence, g ■ [i cf’ (u)u/g>(u) » 0 
yields fi = 0 because of (2.11). Thus. v = 0 Is proved. ■ 

2.4 Case of Double Eigenvalues 

If the continuous and the discrete problems have double eigen¬ 

values, one can compute an eigenvector u X w for some fixed w. 

Equation (2.1), u = %(u) . can be defined by 

u I—»u* := (p(u)ku I-» Л(и) := u' - (u' ,w)/(w,w) , 

where (•,•) is the scalar product of U. Changing w we obtain a 

second solution. 

If there is a cluster of eigenvalues this approach does not 

work. For that case a method has been proposed by Madame 

Chatelin /7/. 

2.5 Nonlinear Eigenvalue Problems 

Suppose that the operator к = k(A) depends nonlinearly on X and 
consider the eigenvalue problem 

u = k(A)u, u X 0 (2.13) 

instead of (2.4). The analogous reformulation yields (2.1) with 

X, defined by k(<J?(u))u: 

u = k( <y(u) )u. и /0. 

Note 2.2: Let AfcR(u) be a single eigenvalue of (2.13) and nor¬ 

malize the eigenfunction u by A = g?(u). Assume that к and the 
derivative k% satisfy (2.3a,b) at A. Furthermore, (2.11) and 

(u*,k^(A)u) X О are required, where u*eker (I-k*(A)). Then, 
the derivative К of 5t(u) = k(g?(u))u satisfies (2.3a,b) and 

(2.12). 

Proof: (2.3a,b) results from the representation of K: 

Kv » (Of' (u)v)kx(A)u + k(A)v. A := y(u). 

As above (2.12) holds if v = Kv has only the trivial solution. 

V = Kv yields [l-k(A)]v » gw with w := k^u, g := <p'(u)v. By 

assumption (u*,w) X 0 holds and implies g » 0 and v » otu. 
Hence, (2.11) leads to a■ 0, i.e., v = 0. ■ 
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2.6 Bifurcation 

Let 

u - k(A.u) (2.15) 

be a nonlinear integral equation depending on a parameter A. 

For fixed Л the function u » u(A) is the solution of an equa¬ 

tion of the form (2.1) with u) = k(A,u). In the case of a 
simple bifurcation, k(A,0) = 0 holds for all A. Branching points 
are determined by 

V = ku(A,0)v, V / 0. 

This eigenvalue problem is just of the form (2.13). 

3. The Solution of the Discrete Problems by the Multi-Grid 
Algorithm 

3.1 Discrete Integral Equations 

For the numerical computation the eigenvalue problem (2.1) with 
j4 from (2.9a) or (2.14) is to be replaced by a suitable dis¬ 

cretization corresponding to a step size h. In order to apply 

the multi-grid algorithm of Section 3.2 we need a sequence of 
step sizes 

hQ> h1>...>h1>...>h1 = h, h^ 4 C h1_1. (3.1) 

The discrete problem related to the step size h^ is denoted by 

a* Ä^(u^), u^ X 0. (3.2) 

In the case of (2.9a), j£(u) = g?(u)ku, the discrete function is 

^l^ul^ “ 9Pi(ui) ux* (3.3) 

Hence, (3.2) is equivalent to u^ » A^ k^ u^ with A^ =* ^(u^). 

For the discussion of the discretization error | A-A%| compare, 
e.g.. Spence /23/. 
The 'grid function' u^ belongs to the vector space with norm 

also denoted by 1141.,. The condition 

II kj VjJly 4 С IIV x II у for all v1 6.1^, (3.4) 

is a discrete counterpart of (2.3a). The norms of and are 
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related to those of U and V, respectively. For example, in the 

case of U « C°([0,l]) and V « C1([0,1]) the norms of the grid 

functions vx - (v1(vhl))v<i0.N (N-l/hj) are 

IIV1HU “ raex{lvl(vhl)l : 0*V*N), 

llvjily - ■ax{||v1llu. IvjCVhj+hjJ-VjCvhjJI/hj : 

Proposition 2.1 holds for 7i^, too. Under analogous assumptions 

the derivative K^ of with 

KjVj^ m (u ^) V1 “ ux + Ук(^1) V1 (3.5) 

(cf. (3.3)) 

satisfies the counterparts of (2.3a) and (2.12): 

IIVi||v ^ Cjvjlly for all v2 U^ • (3.6) 

II [l-Kj] _1|lu_>u f C. (3.7) 

Note that the constants C are independent of 1. i.e. , indepen¬ 

dent of the step size h^. 

3.2 Multi-Grid Algorithm of the Second Kind 

The spaces U^ and U^ ^ corresponding to the step sizes h^ and 

h^ h^, respectively, are connected by a prolongation 

(interpolation) 

p : Ux.i^lV llplly^u « C (3.8a) 

from the coarser grid into the finer one and by a restriction 

r : Ux—ІІГІІц^ц sT C (3.8b) 

from the finer grid into the coarser one. 
The condition (2.3b) is strengthened by 

Hvj—prVjJly < C h^ i llvjHy for all VjCVj (3.9) 

for some f> 0. The difference of the left-hand side of (3.9) 

can be viewed as the interpolation error of p. 

The consistency is expressed by 

H(K1_1 r-rK]] ѵ^Иц <S C h^tlVjJly for all v-^Vj (3.10) 
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Note 3,1 г Assume thet УС-± has the representetion (3.3). Then 
(3.10) follows from 

II k^ 4 С ІІѵ^Цц. for all Vld Ux (of. (3.6)), 

II £ki_ir - fkjlvjlu 6 C hj^jJvjJly for all VjfeUj 

(cf. (3.10)), 

l^i-i<ui-i>r- 9>i^ui>3 vi I 4 c hU»vi»v for a11 vifcVi- 

Hul_i“ ruiHи hi-i* l^i"^i-iI * c hl-l' 

|<9й£(u 1)I 6 Cllvjlly for all VjdVj, 

where Aj = y^(u^), u^ solution of (3.2), 

The nonlinear problem (3.2) may have more than one solution. 

Having fixed some solution Uj of (3.2), we denote by 

"l - $i(fi) 

the solution of the perturbed equation (3.11) lying in the 

neighbourhood of u£s 

Ui+Xi(Ui) + fi. Ilf и ^ Si < о sufficiently small. (3.11) 

By (3.7) is well-defined in a neighbourhood of fj « 0. 

The multi-grid algorithm requires a repeated solution of (3.11) 

for the coarsest grid size (1=0) with different f^'e. Assume 

that there is some iteration (e.g.. Newton's iteration) 

v(k) v(k+1) 
О о 

that converges to u 

W°*fo> 

Mfo>* 

(V (k) •fo£Uo> 

One step of the multi-grid iteration is performed by the follo¬ 

wing programme. The first parameter 1 corresponds to the step 

size h^. The last parameter f is the perturbation f^ from 

(3.11). Starting with u = u^) iterate] the procedure 

yields the output u = j(k+l) [(k+l)st iterate]. 
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procedure mgm (l.u.f); integer 1; array u,f; 

if 1 ■ 0 then u :» $0(u,f) else 

begin integer j: array v.d: real e; 

u : = Xj(u) + f; 

d : = r * (u- Xj(u)-f) ; 

a :■ lldlly,* 

a :■ if $ ■ О then 1 else gj/(2*s); 

comment for compare (3.11); 

d :- + a + d; v :- u^_^; 

for j :- 1,2 do mgm (1-1,v,d); 

u := u-p * (v-G]_i)/s 

end ; 

Uj_j is en approximation to $1_1(0) [solution of (3.2) for l-l], 

while is its defect: 

*1-1 “ fll-l " ^l-l("l-l)' 

If llf^^lly ^ g^/2, the right-hand side d appearing in the pro¬ 

cedure mgm satisfies lldlly 6 g% as required in (3.11). 

Usually, the algorithm is called as follows: 

uQ := suitable approximation; 

for к :=1 step 1 until 1 do 

beain uk := p * uk_i; ?к_% := G|<_1 - %k-l("k-l) 
(3.12) 

end; 

for j :=1 step 1 until 1 do mgm (k,uk.0) 

The usual choice of i is 1=1. 

The amount of computational work is proportional to the work 

needed for the performance of the mapping v^ -» %^(v^) 

(cf. [10,13]). 

The convergence of the multi-grid iteration is proved in /13/ 

(linear case) and /15/. The following note shows that the rate 

of convergence tends to zero as h^ —> 0. 

Note 3.2: Assume (3.4a,b), (3.6), (3.7), (3.8a,b), (3.9), 

(3.10), 

»V=o'*o)-V*o)"u * K for a11 "*o"u 6 §o 
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with sufficiently email K. and 

2||fkllu * ?k * Chk (k-0.1.1-1) 

und 

l!u£°) - u^lljj 4 C'h^ (C small enough) 

with у from (3.9/10) and = §^(0) (solution of (3.2)). Then 

the estimate 

holds for the iteration errors of the k**1 and (k+l)8t iterates 

u^l) produced by mgm for f = f^ = 0. 

The estimate of u^) _ for the starting value can be reached 

by means of the technique (3.12) (cf. /15/). 

Since is not required to be a contraction the error of the 

approximation Uj may become much larger by the 'smoothing step' 

Uj := J?^(Uj) + f1 of the procedure mgm. Therefore it is advan¬ 

tageous to replace this statement by 

phi :- ^(Uj): ui *■ +fxi “i '■ ui» Phi/^(Uj), (3.14) 

if (f-y is linear. Hence, = g^(u^) remains unchanged. 

4. Eigenvalue Problems for Elliptic Partial Differential 

Equations 

4.1 Reformulation of the Eigenvalue Problem 

In /11/ we proposed a multi-grid method for solving elliptic 

eigenvalue problems. The method presented here is perhaps more 

easily to perform since no singular equations occur. An 

approach very similar to ours has intermediately been published 

by Ruge /20/. In addition he proposes to compute several eigen¬ 

functions simultaneously and to Improve the multi-grid itera¬ 

tion by Ritz' approximation. 

Let il.c3Rd (d&l) be a domain. L - L(x,3/3x) is an elliptic 

differential operator of order 2m. The boundary condition is 

described by the boundary operator В (Dirichlet boundary con¬ 
dition: Bu - u, Neumann condition: Bu - 3u /3n). 
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The eigenvalue problem in consideration is 

Lu ■ Ли in Л, Bu ■ О on 3Q. (4.1) 

As for integral equations we introduce a functional 0f> and eli¬ 

minate the unknown eigenvalue by Л * ф(и) : 

<£(u) - Lu - f(u)u - 0 (/1), Bu - О (ЭЛ), и / О. (4.2) 

Under conditions similar to those of Note 2.1 the solution of 

(4.2) is isolated, и must be a single eigenvalue of L, i.e., 
Lv - Лѵ ж gu must imply g » 0 and v£span{u). Furthermore, 
gj'(u)u / 0 is required. 

As in Section 2.5 the generalized nonlinear eigenvalue proD.oin 

L(Ä)u - М(Л)и (Л). Bu - О (ЭЛ), и / О ЩЛ)"1 М(Л) 

compact) (4,3) 

can be rewritten as the nonlinear boundary value problem 

*£(u) к L(y(u))u - M(gp(u))u ж о (П). Bu » О (ЭЛ). u/0. (4.4) 

4.2 Discretization and Multi-Grid Method of the First Kind 

The continuous problem £(u) ■ 0, Bu = 0 is to be discretized 
for a sequence (3.1) of step sizes as in Section 3.1. The dis¬ 

crete equation corresponding to the grid width is denoted by 

<Xl(Ui) ж о, Uj / 0, (4.5) 

where in the case of (4.2) is of the form 

<^l(ul) * Liui - Уі(иі)иі* 
Hence, the solution of (4.5) is the eigenfunction of the dis¬ 

crete problem Ljbj » Л^и^ with » ^(uj). 

The system (4.5) of nonlinear equations can be solved by the 

multi-grid method explained in /4/ or /18/. We call this method 

multi-grid algorithm of the first kind, since its properties 

are different from the iteration of Section 3.2. In contrast to 

the convergence properties of the algorithm of the second kind 

(cf. (3.13)), the multi-grid iteration of the first kind has a 

rate of convergence bounded by a constant not depending on the 

grid size h^. For more details and a proof compare /14/, /16/. 
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The proof of convergence requires a 'smoothing property' and an 

‘approximation property'. The first one follows from the smoo¬ 

thing property of l_i by means of /14, Note 3.1/. The approxima¬ 

tion property can be shown by virtue of the technique used in 

/9/. 

4.3 Transformation into an Equation of the Second Kind 

The nonlinear equations (4.2) or (4.4) can be treated as des¬ 

cribed in /7/. Consider the genersl eigenvalue problem (4.3). 

It is equivalent to (2.13), u • к(Л)и. with 

k(A) - ЦЛ)“1 M(A). 
Thus, the method of Section 3 can be applied. A natural discre¬ 

tization of к(Л) is 

^ 1 (^1) = *"l'^l) Mi(^i)i » 9i(ui). 

Therefore, the performance of the mapping v^i-> kjfAjJv^ requi¬ 

res the (approximate) solution of the linear equation 

L%(A%)Wi » M^(Aj)v1. In the general case this equation can be 

solved by the linear multi-grid algorithm (of the first kind, 

compare /8, 14/). 

In many applications the following technique can be used. Con¬ 

sider the problem (4.2), Lu ■ ф(и)и. Assume that L can be split 
into L' - L", where L" is of lower order, while L‘ is easily 

Invertible. E.g., assume that the discrete equation L£ v^ • f^ 

can be solved by a fast direct method (cf. Schröder, Trotten¬ 

berg /21, 22/). Rewriting (4.2) as L'u » L"u + <J>(u)u one 

obtains (2.13), u » k(A)u, with 

k(A) - L'_1[t-" + Al], A - f(u). 
Obviously, the performance of <-*■ kj(Aj)v^ requires only the 

solution of Ц*»! ■ fj :» LJVj + AjV^, Aj ■ ^(Vj). 

An example of this technique is given in Section 5.2. 
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5. Numerical Examples 

5.1. Integrodifferentlal Equation 

Consider the nonlinear eigenvalue problem 

1 

-u"(x) • j e^*x-y^u(y) dy (0< X <1), 

0 (5.1) 

u(0) . u(l) » 0, 

which is of the form Lu » k(A)u (cf. (4.3)), where L is a dif¬ 
ferent la lope rat or , while к(Л) is an integral operator. Accor¬ 

ding to Section 4.3 it is transformed into u = L_1k(A)u. 

The integral ku is discretized by the trapezoidal rule k^u^, 

while Lu a -u" is replaced by the usual difference formula L^u^. 

The performance of v^ •-» Л^(ѵ^) with 

Л-^(ѵ^) := ° ?i(vx) vx(l/2) 

requires the matrix multiplication к-^(Л^) * v^ and the inver¬ 

sion of a tridiagonal system of linear equations. The condi¬ 

tions (2.3a,b) are satisfied, e.g., with BQ « C°(£o,l]) and 

. C2([0,1]). 

The prolongation p is defined as piece-wise linear interpola¬ 

tion, while r is the trivial restriction: (r v^)(x) = v^(x) for 

X » Vhj.j, V integer. The sequence of grid sizes is h^ = l/2^+2 

(1=0,1,...). hQ = 1/4 is the coarsest grid width. The corres¬ 

ponding solution uo is 

3Q(0) ““о*1) -°> 20(1/4). uo(3/4)-6.925668, uo( 1/2) =7.734301. 

§0 is defined as Newton's Iteration with 3J?0/3u0 evaluated at 

uQ. The multi-grid iteration with (3.14) is used. 

The results^ of Table 1 are obtained by (3.12), where 

uk ;. p V 5k-1 is replaced by uk :» e * p t “|<_i with 

s - (5*Ak_1-Ak_2)/(4*Ak) . Ak-?k(Sk) (5.2) 

1 The complete programme is contained in /8/ 
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in the case of к » 2. By this definition <Pj(uj) is the result 
of quadratic extrapolation of Aj_2 » M^.g) and ^ . 

to h = hj. The number of iterations is 1 • 1, is chosen as 

1/100. 

step size hj h0-l/4 hj-1/8 hg.1/16 hg-1/32 h4-l/64 

,(1) (1/2) 7.734 5.5700 6.0795 6.2539 6.2347 

exact solution u^(l/2) 7.734 6.5349 6.3024 6.2475 6.2339 

Table 1. Results Aj = ф^(и^) = u^(1/2) from (3.12) with i » 1 

for the integrodifferential equation (5.1) 

The iteration error u^) (1/2) - ид(1/2) of A^1) » u4(l/2) cor¬ 

responding to h4 = 1/64 is about 810-4, whereas the discre¬ 

tization error u4(1/2) - u(l/2) is nearly 4^^-3. Therefore, 

the first iterate u^1) at level 1 » 4 is accurate enough. 

If greater accuracy Is desired, it is possible to compute the 

second iterate u^2) at level 1-4 [result: u^2) (1/2)-6.233974]. 

But it is cheaper to increase the parameter i of (3.12) for the 

lower levels 1<4. Table 2 shows the results for 1=2, i.e., 

two multi-grid iterations (3.12) are performed per level. The 

starting value uj°) is computed from the second Iterates u£f| 

and u(f) (cf. (5.2)). The arrows in Table 2 indicate the 

course of the computation. The calculation can be stopped when 

the first iterate u^1) at the level 1 - 4 is computed, since 

this value is sufficiently accurate. Only for completeness the 

second iterate u^2) is contained in Table 2, too. 
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hQ » 1/4 hx - 1/8 h2 - 1/16 h3 - 1/32 h4 - 1/64 

u(l)(l/2) 

u[2>(1/2) 

7.734 -> 5.5700 6.31747 6.25229 6.2339585 

I У i S 1 У I 
6.1891 6.29739 6.24795 6.2339433 

Uj(1/2) 7.734 6.5349 6.30241 6.24749 6.2339431 

Table 2. Results as ln Table 1, but for 1=2 

There are two reasons for the greater accuracy of u^1^(1/2) in 

the case of i = 2. u^) i8 a better starting value as for 1 = 1. 

Moreover, the better approximations u^ = u£2^ (k<4) yield a 

better rate of convergence. The rates at the level 1=4 are 

«*1/20 for i = 1 (i.e. u^-u^) . к < 4) and «1/100 for i = 2. 

5.2 Steklov Eigenvalue Problem 

In Section 4 we mentioned only problems with homogeneous 
boundary condition Bu = 0. Nevertheless, other kinds of pro¬ 

blems can be treated, too. As one example we consider the Stek¬ 

lov eigenvalue problem 

- Ay »0 in Q = (0,1) X (0,1), 

-Ay on an. (5'3) 
dn 

According to the technique of Section 4.3 we define an operator 

к : U C L2 (3 fl) —» V c H1(3Q) as follows. Let 

ufeUs-{v£.L2(3D)s J"vdT-0| 
3 n 

and define у 6 H1^2(D) as solution of the Neumann problem 
-Ay - О (П), Эу/Зп = u (3.Cl). By и £ U a solution у exists 

and is well-determined up to a constant, у is unique if we 

require УІэц&и* Define ku as restriction of у to 

ЭП: ku » y|gQ- Obviously, (5.3) takes the form (2.4), u = Aku. 

The performance of v^ -» kjV^ requires the solution y^ of a die- 
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Crete Neumann problem. As solver we used the Iterative program¬ 

me contained in /8/. More precisely, the solution is appro¬ 

ximated by the first iterate y^1) produced by the programme /8/. 

The starting value y^°) is y^1) from the preceding call of 

Vj -» kjV^. For the first iteration at the level 1 the starting 

value y-j0) is defined by py^^. A similar secondary iteration 

technique is studied in /15/. 

The first eigenvalue Л a о of (5.3) has the trivial solution 
у m const. In this case u - УІЭХ2 does not belong to U. Hence, 

Л » 0 is no eigenvalue of u = Aku. 

The second and third eigenvalue of (5.3) is the double eigen¬ 

value Awl.3765. Table 3 shows the results A^ ж %("]_) !“ u^(0,0) 

of the programme (3.12) with m = 1 and (5.2). The starting 

value u0 is defined by Aq - uo(0.0) - 1.349, uo(l/4,0) - 1.035, 

"(,(1/2,0) » 0.937, uo(0,l/4) a 0.753 and by its symmetries 

u0(x-y) “ u0(l-*.y) “ -u(x.l-y). The observed rates of conver¬ 

gence are 

h. 1/8 :0.09, h- 1/16 :0.06, h- 1/32 :0,03, h . 1/64 : 0.014 

according to (3.13) and у■ 1. Again the iteration error is 
much smaller than the discretization error. 

p size h ¢..1/4 hj-1/8 h2-l/16 h3-l/32 h4-l/64 

,(D (0,0) 1.3490 1.3688 1.37466 1.376063 1.3763961 

exact solution A% 1.3490 1.3696 1.37479 1.376077 1.3763983 

Table 3. 2nt* and 3rc* Steklov eigenvalues A^ 

The main work for computing the results of Table 3 (and Table 4) 

is the work for performing v^ -» KjV^, since this mapping re¬ 

quires the computation of y^. K^v^ is called 2-times for 1-4, 

6-times for 1 a 3, 12-times for 1 « 2, end 24-times for 1 a 1. 
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The fourth eigenvalue X» 2 belongs to the eigenfunction 

у m 2(l-2x)(l-2y). The calculstion is trivial, since the inter¬ 
polation of uQ yields the exact discrete function u^. 

The fifth and sixth eigenvalue Л <=»»4.647 is a double one. The 
starting value uQ is defined by AQ ■ uo(0,0) » 4.628, 
uo(l/4,0) ■ -0.726, Ug(1/2,0) » -3.175 and the symmetries 
uo(x,y) » u0(l-x,y) » u0(x,l-y). The programme (3.12) with i«l 

and (5.2) results in the approximations shown in Table 4. 

ep size hp-1/4 ht.l/8 

4.6277 4.6918 4.6562 4.651034 4.647942 

h2-l/16 h3-l/32 h4-l/64 

,(1) (0,0) 

exact A, 4.6277 4.6690 4.6552 4.649417 4.647822 

Table 4. 5*^ arid Steklov eigenvalue Aj 

The seventh end eighth eigenvalue is A 4.7808. The starting 

value u0 is chosen as 50 ■ Up(O.O) = 4.893, u0(l/4,0) ■ -3.767, 
uo(l/2) - -8.310, Up(0,1/4) - 1.582 with 

uo(x»y) * u0(l-x.y) » -Up(x.l-y). Table 5 contains the results 

of (3.12) with (5.2) and i ■ 3. Obviously, the first iterate 

u^l) at the level h4 » 1/64 has an iteration error smaller than 

the discretization error. 

step size hp - 1/4 h% ■ 1/8 h2 - 1/16 hj - 1/32 h4 - 1/64 

AiD 

42) 

ф) 

4.893 4.8924 4.8243 

4.8453 4.8021 

4.8360 4.7972 

4.785482 4.7820368 

4.784900 4.7818015 

4.784795 4.7817911 

exact Aj 4.893 4.8332 4.7962 4.784785 4.7817905 

Table 5. 7th and 8th Steklov eigenvalue Л£4) 
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The ninth and tenth eigenvalue X.» 7.859 requires hQ « 1/8 as 

coarsest grid. The starting value Is AQ ■ u0(0,0) ■ 8.105, 

uQ(1/8,0) = -0.106, uQ(1/4,0) » -5.426, uQ(3/8.0) - -5.039 with 

uQ(x.y) = -u0(l-x,y) ■ -u0(x,l-y). The results of Table 6 are 

obtained from (3.42) with (5.2) and 1 ■ 3. 

step size hQ = 1/8 h^ = 1/16 h2 1/32 1/64 

41} 

42) 
.(3) 

8.105 7.9626 7.93068 7.84432 

7.9469 7.89608' 7.85432 

7.9456 7.88488 7.86206 

exact Ax 8.105 7.9469 7.88325 7.86543- 

Table 6. 9th and 10th Steklov eigenvalue 
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On Ragulated L Systems 

o. Introduction

Mechanisms which regulate the application of the rules belong 
to the most important devices in order to enlarge the genera­
tive capacity of a certain type of grammars. Soma of the most 
well-known regulation mechanisms are matrices, programs, random 
context, and regular control, and added to context-free gram­
mars they have the same generative power. In this paper we con­
tinue the comparison of these devices (see /6/ for further com­
parison results); we shall study the effect of these mechanisms 
appliad to L systems.

The derivation v-+ w in an L system is characterized by the 
rewriting of .!!!. letters of v according to the given set of 
productiona. In order to apply an regulation mechanism there 
are two possibilities: 
1. We consider the derivation v=+w as a sequential rewriting

of all letters of v, end this sequential process is regula­
ted by one of the above mechanisms,

or 
2. we �se systems with a set of production sets, so-called

tabled L systeas, and with a parallel rewriting of all let­
ters of v according to .2!!.!. of these tables. Then the
mechanism regulates the application of the tables.

L systems of the first type wera int roduced ·1n /12/, howevf\lr, 
only programmed L systems were considered. In the first part of 
this paper we give the definitions for the other mechanisms, 
too, and we compare the corresponding families of extended 
languages, i.e. we consider only words over a terminal alpha­
bat. Wa show that, in all cases, 'the generative capacity 
coincides with that of the (saquential) programmed context-free 
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grammars. This continues the work of /12/ and /4/. L systems of 

the second type ware already studied in /1/, /8/, /11/. /13/, 

/15/, /18/. Besides /13/ only extended languages were conside¬ 

red. In the second part we regard L systems of this type 

without nonterminals. We discuss the effect of determinism and 

of the use of erasing productions, we give some closure proper¬ 

ties and compare the generative capacities. Throughout this 

paper we assume that the reader is familiar with the basic con¬ 

cepts of formal language theory, e.g. in the scope of /16/. 

Further we identify two languages if they differ only in the 

empty word. 

1. Lj systems 

1.1. Definitions and notations 

For the sake of completeness we recall informally the defini¬ 

tions of regularly controlled, matrix, programmed, and random 

context (context-free) grammars and their languages. For de¬ 

tailed information we refer to /16/, /10/. 

In all cases we use the set of nonterminals, the set 

of terminals, V » VNvVT, П v^. » (3, the axiom S£VN, and 

P denotes the set of productions. 

The productions of a programmed grammar G ■ (V^, Vy, P, S) 

are of the form 

(b. A -*w, S(b), F( b)) 

where b is the label of the production, A t , weV*, and 

S(b) and F(b) are sets of labels. If A-» w is applicable, 

then, after its use, we have to apply a rule with a label in 

the success field S(b). If A -» w is not applicable, then we 

continue the derivation with a production whose label ia in 

the failure field F(b). 

The productions of a random context grammar G-(V^, VT, P, S) 

are of the form 

(A -» w, R, Q) 

where A£VN, w ev+, and R and Q are subsets of V^. The 
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rule Is applicable to uAv iff uv contains all letters of 

R, end no letter of Q occurs In uv. 

In these both cases the generated language is defined by 

L(G) = |w : **6VT*, S =£*.«*} 

where is the transitive closure of the direct deriva¬ 

tion 1 > * 

A regularly controlled grammar is a construct 

G - (VN, VT, P. S, R. F) 

where R is a regular language over the set of labels of the 

context-free productions, and F is a subset of the set of 

labels. The generated language consists of all words wCV^* 

which have a derivation 

such that 

І ) l^lg» • • Ід G. R , 

11) Wj = UjAVj, Wj + 1 » UjWVj', and A -» w is the rule with 

label i 

or 
j+1 

Wj « wj+i* A—has the label ij+1, A does not occur 

in Wj, and lj e F. 

A matrix grammar is a construct G = (V^, VT, M, S, F) where 

M ° I 1 •••» 

is a finite set of finite sequences of productions, 

rai ’ ^1,1^^1,1- Ai,2 * "*1,2.Ai,k(i)“^ wi,k(i)J 

for 1 * i < s, and F is a subset of the occurrences of rules 

in the matrices. The application of a matrix is defined as the 

sequential application if its rules in the given order; again 

the rules of F can be overpassed of they are not applicable. 

The language of G consists of all words of VT* which can be 

obtained by iterated applications of the matrices. 
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By PrCF, RcCF, RCF, and MCF we denote the family of pro¬ 

grammed, random context, regularly controlled, and matrix 

grammars with context-free core productions. ei?(X) denotes the 

family of languages generated by grammars in X. It is a 

well-known result (see /10/, /16/) that 

o£(PrCF) - ^f(RcCF) - Z(RCF) - jf(MCF). 

Now we define the first type of regulated L systems. In the 

usual theory of L systems an alphabet V is considered, and 

the set V of terminals is a subset of V, and the produc¬ 

tions have the form a —* и where a eV, i.e. there are also 

rules for terminals, and the axiom w is an element of V+. 

It is easy to define the above regulation mechanisms under 

these circumstances, too. Indeed, the only necessary modifica¬ 

tion is needed for random context systems where R S v, Q £ V 

have to be required. 

IVe say that vev+ derives V e V+ in the I-mode* iff 

i) V = aia2*"an* ai£V for 1 e i * n, 

11) V * ulu2* " un' 

ill) there are words wQ, w^. wn and a permutation Ж 

of {l,2.n} such that wQ = v, wn ■ v’, and w^ is 

obtained from w^ ^, 1 fid n, by application of the 

rule a -* (i)' 

Now let G - (V, V , P, w), 6 - (V, V, M, w. F) or 

G - (V, V‘, P, w, R, F) be a random context, programmed, ma¬ 

trix or regularly controlled L system. Then its language Lj(G) 

consists of all words ve(V’)+ such that there are words 

V V1.vm with 
1) w = vo, V = vra, 

ii) for 1 < i < л, Vj is derived from v^_^ in the I-raode, 

ill) the complete derivation w =&» v satisfies the condi¬ 

tion of the regulation mechanism. 

1 The letter I stands for Indian since this type of regula¬ 
tion of the derivation was introduced by K. S. Rajasethupathy 
and R. K. Shyamaaundar from India. 
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By Jf(PrLj), Jf(RcLj), oiftMLj), and J'(RLj) we denote the 

families of languages generated in the I-mode by programmed, 

random context, matrix, and regularly controlled L systems, 

respectively. 

Remark: Our definition of a programmed L system differs 

slightly from that In /12/ since we do not use a set of final 

productions. However, it can be seen from the proof of Theo¬ 

rem 1 in /12/ that this requirement is not necessary for ex¬ 

tended languages. 

1.2. The generative capacity of Lj systems 

In /12/ and /4/ it is proved that 

^(PrCF) . «jf(PrLj). 

In this paragraph we show that the same relation holds for 

the other regulation mechanisms, too. In the constructions we 

use primed alphabets. Then we put w" ■ *1'%2 ""*n for 

w • xix2* * *xn and 0' — Iх' :x£Q} for Q{ V, 

Lemma 1.1: <£(RcCF) - ^f(RcLj). 

Proof: 1) ^f(RcCF) C jf(RcLj). 

Let G ж (VN, VT, P, S) be a random context grammar. We con¬ 

struct the following random context Lj system 

G" . (V, V. P*. S) with 

V Ж where - VN U VT, 

V2 ,{x" : X CVti . 

V3 - {x" : X t , 

V - Vj, 

P' ж {(A -» w' , R. QuV2uVj): (A -* w, R, Q) € P } 

u{(a-*a', 0, V3) : ecVj} 

u[(a’-*.a“, 9. Vj) : a&V^} 

u{(a--»a, 9. v2) : aeVjJ. 
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Now we consider a derivation step uAv =» uwv in the grammar 6. 

Obviously, it can be simulated in the system G' by 

ZQ = UAv =ф UW'vÄu'W’v' я Zj==»u"w"v" » Zg ^ UWV m Zj 

where each of the derivations zi=^>zi+i> 0 4 i<3, is in the 

I-mode. Besides derivations of this type we have only deriva¬ 

tions of the form 

■ z' 

Hence L(G) » Lj(G'). 

li) £(RcLj) S Jf(RcCF). 

Let G » (V, V, P, w) be a random context Lj system. Then 

we construct the random context grammar G* » (VN, VT< P‘, S) 

where 

VN - и v(^) и и (Sj with - (x^) : xevj 

for 1 * i 4 3, 

VT » V , 

and P‘ consists of all rules of the form 

(S-> w(l). 0, J3), 

(a(i) -*w(2), к(1), и q(2) и V ) (: 

where (a-»w, R, Q) £ P, 

(a^1^ —*w^2^, rWur^, д(і)ид(2)иа(і)иѵ(3)иѵ) (2) 

where (a-»w, R, Q)£P, RjU R? ■ R, 

(a(2) » a(3), ß, v^luV) for a £V, 

(a(3)->a(1), 0. V(2)uV‘) for aev, (3) 

(a(3)-*a, 0, V(1)uV(2)) for a £ V. (4) 

Now we consider a derivation in G‘. It starts with S=* w^). 

Then we can apply only rules of the types (1) and (2) until 

all letters of w^1^ are rewritten, and we obtain 

Then we have to rewrite all letters a^2^ of 
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v<2> by e/3) which leads to v^^. If we now use a rule of 

type (3), we have to rewrite all letters a^) of v^) by 

a^l) and we obtain v^\ Therefore w^^v^^ is a 

correct derivation in G', and by the definition of the rules 

(1) and (2) it corresponds to a derivation w =» v in the 

I-node in the system G. 

If we apply a rule of type (4) to v^) we have to rewrite 

all letters a^) of v^) by a and we obtain a w~>-d over 

the terminal alphabet V which belongs to L(G> or the de¬ 

rivation stops after some steps with a word over tht- of 

у(3)иу’ which contains at least one element of 

Hence Lj(G) = L(G'). 

Lemma 1.2: d£ (MLj) = o6(MCF). 

Proof: i) об (MLj) S <jf (MCF ). 

Let G = (V. V, M, w, F) be a matrix Lj. system. Further, 

lat V » ,xmj, V = (Xj.Xg.xt}. We put 

» (x^l) : x£V], 1*14 4. In the following constructions 

we write V —» N instead of [x^ —» N, x2 —» N,... , xm —* N ], 

and we use analogous abbreviations for the other alphabets. 

With each matrix 

[*!“* ul- a2 * u2.an^ un]£M 

we associate the following matrices 

[v(4Un, vd+=)-»N. a^Uu^1*1). (1) 

fV(4), V<l+2>->N. a^Uuj1*1). aj^-uj1*1). 

a(^Uu(^2).(2) 
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[v(4)_»n> v(i+2)_»Nj a(i)_*u(i+l).a(i)_»u(i+l) f 

V< i)—> N, ..(!+!)_» „( l+=), 

. (3) 

[v(4Un, v(1+2)->N, . V<1+3)->N, a|i+1^-»u|i,f2\ 

V<i+4UN, a<i+2Uu^i+3>.V(lwlUN, 

a(i*n-l)^u(i*n)]f (n-1) 

where 1 < J й n, 16 г 6 s 6 n, 16163, and the addition ie 
performed mod 3. Further we add the starting matrix 

[s=^w(1)] 

and the terminating matrices 

[v*1*—»N, V*1*1)—*N, xjlt2Uxj4)] for 16 163, 16j6t. 

[v^-^N, v(2)-»N, v(3)-*N, xj4^xj] for 16 jet. 

Let M" be the set of all matrices constructed in this way, and 

let F' consist of all occurrences of rules of the form x—*N 

and of all occurrences of rules whose original rules in M are 

in F. We consider the context-free matrix grammar 

G' = (у(1)и у(2) V у(3) и у(4) и{S.Nj. V*, M'. S, F'). In any 
derivation, first we have to apply the starting matrix, i.e. 

we obtain S —» w^\ Then i - 1 and we can apply a matrix 

of type (1), (2).(n—1) or a terminating rule. In the 

first n-1 cases we simulate the application of the associated 

matrix in the Lj system, and after its application we can con- • 

tinue this process. If we apply a terminating matrix (this is 

only possible if the last applied matrix finished the rewrit¬ 

ing of a word in the I-mode), then in the sequel only termi¬ 

nating matrices are applicable and we derive a word over V 

which belongs to L^(G). Therefore L(G') « Lj(G). 

106 



11) First we note that we can assume that in a context-free 

matrix grammar we can rewrite only letters of the current 

word v if we apply a matrix to v (essentially, this is 

proved in /7/ in the construction of the checking version). 

Now we can apply the techniques of the proof of Lemma 1.1 and 

part 1) of this proof in order to show the statement 

Jf(MCF) Ü 4?(MLj). 

Lemma 1.3: ^f(RCF) . of (RL^). 

Since the ideas of the proof of Lemma 1.3 are similar to those 

of the proceeding ones, we omit it. 

Combining all these results we obtain 

Theorem 1.4; ^(PrLj) = ^(RcLj) - jf(ML^) - o£(RLj) 

- of (PrCF) = <£(RCCF) - of(MCF) » of (RCF). 

Hitherto we have considered only grammars and systems without 

erasing rules. If we allow erasing rules, all our constructions 

remain valid, and thus we obtain 

Corollary 1.5: The families of languages generated by random 

context, programmed, regularly controlled, and matrix L systems 

in the I-mode coincide with the family of recursively 

enumerable languages. 

Remark: Further, the regulated rewriting concerned context- 

free grammars. If we consider Indian parallel grammars, i.e. 

in each derivation step all occurrences of a letter are re¬ 

written by the same rule, then we obtain in the case of unreg¬ 

ulated L systems the family of parallel OL languages which is 

already studied in /2/, /9/, /17/. In the regulated case we 

have the following results: The Indian parallel programmed, 

matrix, random context, and regularly controlled Lj. systems 

(with and without erasing rules) generate the family of ex¬ 

tended deterministic tabled OL languages (see the next para¬ 

graph for-a definition of the latter family). The proof fol¬ 

lows by the above arguments and by /3/. 
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2. Regulated tabled L systems 

2.1. Definitions and notations 

A TOL system is a trlpel G » (V, jfc, w) where 

- V is a finite alphabet, 

- “fi is a finite set {рА,P2.••..Prj of tables, and each 

table p^, 1*1 fr, is a finite subset of V%V* such that, 

for all atv, there is a pair (a,u) in p^ (the elements 

of VXV* are usually written as a-»u), 

- w * V*. 

We say that x directly derives у in G iff 

І) X - XjXg. . ,xn, x± €. V 

11) У - УіУ2-'*Уп' УіеѴ 

ill) there is a table Pj 

for 1 * i * n, 

In this case we write x — 

for 1 d i d n, 

1 d J d r, such that 

у or X У or X=! 

xi Уі £ Pj 

y (if the 

table and/or the system are obvious by the context). By =¾ 

we denote the reflexive and transitive closure of ==» . 

The language L(G) generated by G is defined as 

L(G) » |x : w =&>x j. 

Now we define four types of regulation of the application of 

the tables. 

A programmed TOL system is a trlpel G « (V,p, w) where 

V, “p,, and w are defined as above and where with each table 

p of •p, a set S(p) 6 {Рі’Рг.Pr} 18 ae9°ciated. The 

language L(G) of a programmed TOL system G consists of all 

words X which have a derivation 

X 

euch that p, e. S(p, ) for 1 * j <c n. 
Vl 3 

A regularly controlled TOL system is a construct 

G * (V,J6, w, R) where (V.yfc. w) is a TOL system and R is 

a regular set over (l,2.rj. The language L(G) of a reg- 
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ularly controlled system G consists of all words x such 

that there is a derivation 

with i1i2...i(1£R. 

A matrix TOL system is a construct G - (V,J6, w, M) where 

(V.%2, w) is a TOL system and M is a finite set, 

M " .msb 

of finite sequences 

mi " (1%.ig.... 

of elements of {1,2,...,r}. We write x =& у iff there are 

"i 
words Xj, x2.xk such that 

У. 

The language L(G) of a matrix TOL system G consists of all 

words u with a derivation 

where m , m. , .... m. e M and (1.,i«....,1^) is the ini- 
Jo J1 Jh 

tial part of a matrix m±fe M (i.e. only the last matrix is not 

applied completely). 

A random context TOL system is a construct G » (V.^fe, w) 

where with each table p a pair (R,Q) with R £ V, Q c V, 

R л q m 0 is associated, and the table p is applicable to a 

word X iff all letters of R are contained in x and no 

letter of Q occurs in x. L(G) consists of all words у 
which have a derivation 

such that p. is applicable to w, for 1 A i < n. 
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By TOL, PrTOL, RTOL, MTOL, RcTOL we denote the families of 

unregulated, programmed, regularly controlled, matrix, and 

random context TOL systems. Let 

<2 = {л, Pr, P, M, Rc} and - g. XlX}1. 
Let X £^. We say that L is an XTOL language Iff there Is a 

G £XTOL such that L = L(G). By jZ(XTOL) we denote the family 

of all XTOL languages. 

A system G Is called deterministic iff, for all p the 

following condition is satisfied: a -*u^ £ p and a-»u2£p 

imply u^ = u2. It is called propagating if no table contains 

an erasing rule. The corresponding families of systems and 

languages with these restrictions are denoted by adding the 

letter 0 (deterministic) or P (propagating) to the above 

notation. 

L is called an extended XTOL language iff there are an XTOL 

system G with the alphabet V and a subset v; of V such 

that L = L(G)n(V)K. By JS(EXTOL) we denote the family of 

extended XTOL languages. 

In some cases, in the following theorems we state the result 

for all these families, and we give the proof only for matrix 

TOL systems. The proofs for the other families can be given 

with slight modifications by the same arguments, and they are 

left to the reader. 

Remark: In contrast to the definitons of the first part of 

this paper we use the appearance checking mode only for the 

random context TOL systems. because we have no failure field 

associated with the tables of a programmed TOL system and there 

is no set of tables, which can be overpassed, in the definition 

of matrix and regularly controlled TOL systems. Obviously, by 

the required condition for the tables of a TOL system we have 

applicability of the next table in a matrix, programmed, and* 

regularly controlled TOL system, and therefore appearance 

chocking is not useful for these systems. 

1 Л denotes the empty word. 



2.2. Properties of the language families of regulated L systems 

First we study the effect of determinism and of the use of 

erasing rules. 

In the following diagrams X->Y is written Instead of X S Y, 

X / Y. If two families are not connected, then they are incom¬ 

parable. 

Theorem 2.1: Let Xeg,'. Then jgjXTOL^) 

c^(TOL) dS( DXTOL) 

o£ ( DTOL) . 

Proof: i) Let Lj - {a2, a4, b4}. Then L^ £ «Üf(DMTOL) since 

the matrix TOL system 

G - ({a,b},{{a-*a2, b^bj,(a->b, b-»bj}, a2, {(1.2)]) 

generates Lj. L^ ф jf (TOL) can be proved by standard tech¬ 

nique (see /14/). 

ii) Let Lg = {an : n&lj. Lg £ </(TOL) is obvious. Assume 

that Lg - L(G) for some deterministic matrix TOL system G. 

Without loss of generality we can assume that no table con- 
ri r 

tains the (only) rule a-»a. Now let a-»a , a-»a ,..., 

a_»a p, r^< r2<...<rp be the rules which occur in the 

tables, and let ar be the axiom. Then any word generated 

n_ n n2 

r-rl ~r2 ■ • 

by G has the form а л “ P for some integers 

nJ( n2, .... np. Thus azi L(G) for some prime number z which 

la not a divisor of r*rir2‘**rp* Hence L2 J* L(G) in contra¬ 
diction to the assumption. 

Theorem 2.2: For xe<v, JS (XTOL) 

/ \ 
J?(TOL) с/ ( PXTOL) 

( PTOL). 
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Proof: i) Lj m {ac2}u {a2 : n a> lj Is generated by the TOL 

system G = ({a, c }, (a-»a2, с -» Л}, ac2). Now assume that Lg 

Is generated by a propagating matrix TOL system G'. Then a2 

has to be the axiom, and there has to be a table whose applica¬ 

tion to a2 leads to ac2. Obviously, then c2a or cac can be 

also generated. Again, we have a contradiction. 

ii) Lj satisfies Lj e £ (PMTOL) , L% # (TOL). 

Theorem 2.3: For X £ o!?(XTOL) forms an Anti-AFL, i.e. it 

is not closed under each of the AFL-operat ions. 

, 2n > 
Proof: 1) union. Clearly, L4 = {a : n ИІ and 

Lg - (b3 : m i l} are DTOL languages. We show that 

L4и Lg / L(G) for all MTOL systems G. Assume the contrary, 

2n 
and let G - (V.Jfe, w, M). If w = a for some n, then there 

has to be a table containing a rule of the form a-»b\ к & 1. 

2^k However, then a =» b is a correct derivation for some 1. 

Since 2ik / 3^ for all 1 rk , p, we obtain a contradiction. 

m 
Similarly we prove that w = b for some m is impossible. 

< 2n ) 
11) product. Lg » jab : n & 1) is a DTOL language. We prove 

that L » L2-Lg ¢. £ (MTOL). Assume that L = L(G) for some 

MTOL system G = (V,#, w, M). By standard technique we can 

prove that 

- G is deterministic, 

- each table has the form a-»a\ b-»b^ with i & 1, j & i 

(or it is the table a-» A, b-*A since we consider 

languages modulo A). 

Since the exponents of a in the words of L are of the 

form 2n ♦ 1, they are odd numbers. Thus 1 has to be an odd 

number, too. Further, a2+1b2 has to be the axiom because - 

with exception of the table which generates A - all tables 
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are propagating. Now we have 

а3Ь2 =ФаЗІЬ2 j for p = {a-^a1, b-*bJ], 
P 

and since 3i » 3 for 1 ■ 1 or 31 * 9 for 1*3 we can¬ 

not generate the word a2 +1b2 » a5b2 which is in L. 

I о*1 ) * 
ill) catenation closure. We prove that L? = (a b : n * lj 

is not an MTOL language. Assume that L? » L(G) for some 

MTOL system G » (V, tt • w, M). It is easy to prove that 

- each table p e Jfe contains only productions of the form 

in nl n2 
a_a2 \2 V b2 \ 

пь ". m- 
о R о ^ g * о A 

.a2 b2 . b->a2 b2 ...a 2 rb2 r 

or it contains only productions of the form a-»a2 , b->b2 , 

there is a matrix m 6 M whose tables have only productions 

of the form a-»a , b-»b 

- all matrices which contain only tables with productions of 

oK pm 
the form a->a , b-»b are deterministic. 

2n pn 2® 2m 
Hence there cannot be generated words of the form a b a b 

with arbitrary numbers n.m. Since these words are in Ly we 

have the desired contradiction. 

iv) homomorphism. Lg = {с} и[a : n * 1) и{b s m * 1) is a 

OTOL language. Obviously, for h defined by h(a) » a. 

h(b) » b, h(c) = a2, we obtain h(Lg) ■ L4 v Lg which is not 

in Jf(MTOL) (see part 1) of this proof). 

V) inverse homomorphism. Let g(c) = c2, g(a) » a, g(b) » b. 

Then g-1(Lg) = L4 и Lg. 

Vi) intersection with regular sets. Lgn{a,b}* ■ L4 и Lg. 

2.3. Comparison of the generative capacities 

First we note that it is proved in /1/, /11/, /18/, /8/, /15/ 

that 
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of ( ETOL) - ^(EPrTOL) - of (EMTOL) - (ERTOL) 

^ of (ERcTOL) » J?(PrCF). 

J?( RTOL) 

f 
£ ( PrTOL) 

T 
£(MTOL) 

rif(TOU) 

Proof: i) JP(RcTOL) \ Jf(YTOL) / (3 for Y€^\ [Rcj. 

By the above relation there Is an RcTOL language L and an 

alphabet V such that L«V* / L(G)Л V* for all YTOL sys¬ 

tems G. Hence L ¢. £ (YTOL). 

11) cf(MTOL) \ of (RcTOL) / 0. 
As in /5/ we can prove that an RcTOL language L C (a)* Is a 

TOL language. However, It Is easy to construct an MTOL language 

over {a} which is not a TOL language. 

Theorem 2.4: 

£(RcTOL) 

ill) ^(PrTOL) a ^f(MTOL). 

Let G ■ (V.Jfe, w, M) be a matrix TOL system with 

M ■ K'm2.msb 
mi “ (li-lg"" 'lk(i))" 1 * 1 * 8* 

With each pair (i.j), 1 * i * a, 1 * J * k(i), we associate 
the table 

p(i,J) = |a->u : a £V, и£^±^(а)} 

where j is the composition of the finite substitutions 

given by the tables p, , p, , .... p, . We define the pro- 
X1 2 XJ 

grammed TOL system 

p- = {p(i.J) : 
and 

f P s(Pd.j)) - .L 

G' » (V. , w) with 

l*±£e, k(i)j 

for 1 * 3 < k(i), 

for j - k(i). 

It is easy to see that L(G') ■ L(G). 
iv) £(PrTOL) \ o)f(MTOL) / (*. 
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Ae in /5/ one can prove that the MTOL language over a single 

letter alphabet can be generated by TOL systems with a finite 

set of axioms. The programmed TOL system 

G - (JaJ.JPj.PgJ.a) with p^ » {a^a2} , S(p^) » {1J. 

p2 - £a-»a3}, S(p2) - {2 J 

г о0 > i 3™ ] 
generates £a : n a 1) u{a s m к 1) which cannot be gener¬ 

ated by a TOL system with a finite set of axioms. 

V) /(RTOL) S jf(PrTOL). 

For the PrTOL system G « (v•[Pi*P2••••*Pr)<w). we consider the 

finite automaton (St with the input alphabet £1,2.r}, 
the state set {0,1,2,... , r+l} , the initial state 0, the ac¬ 

cepting set £1,2 rj and the transition function 6 de¬ 

fined by 

' X if у = 0, 
X if 1 a у d г, X es(py), 

0(x,y) " j r+l if 1 4 yf Г. X ^S(py), 

^r+l if у » r+l. 

It is obvious that (SL accepts the set R of all sequences 

1li2'**it with ij+leS(piJ) for 1 * J * 

Hence the controlled TOL system G' » (V,£p^,p2.Pr}, w, R) 

generates L(G). 

Vi) Jf(RTOL) \jf( PrTOL) / 0. 

We consider the language L1Q ■» {a2,a4,a8}u {a8'3 : n » lj 

which is generated by the regularly controlled TOL system 

G - ({a}, ||a-»a2$ , £a-»a3}} , a2. 132M и {1,12} ). 

Assume that L1Q - L(G‘) for some programmed TOL system 

G‘ » (V, )6, w). Let n be a sufficient large number. Then 

there is a derivation 

8*3 W jt a 
8.3' 
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8* 3 Obviously, w' я a for some т<п, and р Is a determin¬ 

istic table a-»aJ for some r. Since this table is appli- 

,t 
cable to the axiom, a 8*3 for some t. Now we consider a 

derivation of a . It has to have the following form 

a8 3 .., w" a2 
P' 

where w" contains at least four times the letter a and p' 

has to contain the rules a-»A, a-»a2 or the rules а-»Л, a-»a. 

In the former case we can generate a6 ¢. l_10, in the latter 

case we can derive a3 4 Lio from w" by application of p'. 

Remark: We note that all the results of this chapter remain 

valid if we use random context TOL systems without appearance 

checking, i.e. Q = ß for all rules; the only exception is 

that then it can be proved only Jf(ERcTOL) & oif(PrCF). 
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Rostock. Msth. Kolloq. !!, 119 - 120 (1984) 

Luie Anibal Gonz,lez 

Verallge■einerte Poieaon-Integrale und ihr Randverhalten

Autorreferat der Dieeertation A 

31A30 
35C15 

Die Arbeit beschlftigt sich ■it der Darstellung von L6sungen 
linearer elliptischer Differentialgleichungen Lu •o in be­
echriinkten Gebieten n ■it glattem Rand an.. Insbesondere wird 
die Darstellung polyhar■onischer Funktionen in einer Kugel im 
Rn 

sowie ihr Verhalten in der Nihe dee Randes studiert. Es han­
delt sich bei der Darstellung um verallgemeinerte Poisson-Inte­
grale mit Hilfe v·on Maßen, die auf dem Rand des Gebietes defi­
niert sind und mit dem Randverhalten der betrachteten Lösungen 

1■ Zusammenhang stehen. Dia Arbeit gibt unter anderem eine Ant­
wort auf die folgende Frage: Unter welchen Bedingungen an das 
Verhalten der L6sung u(x) in Randnähe sind solche Darstellungen 

·•öglich?
Es sei L ein Differentialoperator der Ordnung 2m und
Bj(j•l,,,. ,m) ein System von Randoperatoren. Das System
e1, .... a�. c1 ..... c� sei ein Dirichlet-Syste■ der Ordn�ng 2M,

s-

fOr welches die Greensche Formel gilt. w:cn·) und Wp JJ(a.0)

stellen Sobolev-Riu■e bzw, ihre Spurrlume dar,
Um das Weaen der in der Arbeit bewiesenen Sitze zu charakteri­
sieren, beschrlnken wir uns auf die Formulierung einiger typi­
scher Resultate,
Wir ■achen die folgenden Annahmen: a) Das elliptische Randwert­
problem Lu. f in n. Bjulan. Pj (j•1 .... ,m) sei regulAr. 

b) FOr die durch die Parallelrinder 80
9 

begrenzten Gebiete n
9

sollen die zum Randwertproblem a) geh6renden klassischen Agmon­
Douglis-Nirenberg-Ungleichungen mit einer von� unabhAngigen 
Konstanten gelten. c) Die Kerne der Operatoren (L,B1, •• ,B■) und

(L*,e1, ... ,B�) sollen nur das Nullelement enthalten. 

Satz: Es aei pe> n und f6 w:-211(.Q). Es aei u eine L6sung der
Gleichung Lu • f in .n, und ee gelte 

H Bj u I an II s-■ - ! p " C < 00 • 

e 
j p• 

(1) 
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Weiter seien die Voraussetzungen a), b) und c) erfüllt. Dann 

s-m, “4 
existieren Funktionen apj in W^ J H(o/l) derart, daß u für 

х<гП ln der Gestalt 

u(x) . (f.rx(B>) + ^ (<ргс-Гх(в)) 

darstellbar ist. Die Skalarprodukte sind im Sinne der Dualität 

zu verstehen. ГХ^В^ ist die Greensche Funktion des Randwert¬ 
problems a). Mit der Bedingung 

f IBju(y)|d6 (y) 4 C < oo 

an Stelle von (l) erhält man unter den gleichen Annahmen über 

die Lösung u dir Gleichung Lu »о die Darstellung 

D^u(x) - ^ (-l)|oül/ C‘D^rx(B)(y) d^(y) 

В 
durch Maße jUjmit dem Träger auf ЭО. 

In entsprechender Welse kann man eine Beschränktheitsbedingung 

für eine m-polyharmonische Funktion in einer Kugel BcRn ange¬ 

ben, so daß diese als Poisson-Integral ...,pm,8B)(x) dar¬ 

stellbar ist. Es werden ferner Aussagen über die Existenz ra¬ 

dialer, nichttangentialeг bzw. tangentialer Grenzwerte von 

Poieson-Integralen P(^.&B) und ihrer Ableitungen am 

Rande einer Kugel bewiesen. 

einqerelcht: 11. 10. 1983 verteidigt: 09. 12, 1983 
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Hinweiee fOr Autoren 

Hltnuekripte (in deutscher, ggf. auch in russischer oder engli­
scher Sprache) bitten wir, an die Schriftleitung zu schicken. 
Die gese■te Arbeit ist linksbOndig zu schreiben. Eine Ausneh■e 
hiervon bilden hervorzuhebende Formeln und das Literaturver­
zeichnis. Der Kopf der Arbeit aoll folgende For■ haben: Rostock. 
Mäth. Kolloq. /Leerzeile/ Vorname Name/ Leerzeile/ Titel dar 
Arbeit/ 1 Ze1lanu■schaltung/ Unteratreichung/ Leerzeile. Der 
Text der Arbeit 1st.e1ne1nhalbza111g (• ,3 Zeilenu■echaltungen) 
zu schreiben mit ■axi■al 63. Änschllgen Je Zeile und ■axi■al 37 
Zeilen je Seite. Zwischenübarschriftan eind wie folgt einzuord­
nen: 6 Zeilenu■schaltungen/ ZwischanÖbarschrift/ Unterstrei­
chung (ohne Zailanu■schaltung)/ 5 Zeilenu■schaltungen. Hervor­
hebungen sind durch Unterstreichen und Sperren •�glich. AnkOn­
digungen wie Satz, Definition, Bemerkung, Beweis u. •• eind zu 
unterstreichen und ■it einem Doppelpunkt abzuschließen. Vor und 
nach Sitzen, Definitionen u. 1. ist ein Zeilenabstand von-'s IJll­
echaltungen zu laeeen. Fußnoten sind ■öglichst zu var■eidan. 
Sollte doch davon Gebrauch gemacht warden, so aind eie durch 
eine hochgaetellta Ziffer 1■ Taxt zu kennzeichnen und innerhalb 
dee oben angegebenen Satzspiegels unten auf dar gleichen Seite 
anzugeben. For■eln und Bezeichnungen sollen ■öglichat ■it der 
Schreib■eechina zu schreiben sein. Hervorzuhebende For■eln aind 
drei Leerzeichen einzurücken und mit 6 U■echaltungen zu■ Obri­
gen Text zu echreiben. For■elzlhler sollen •• ·rechten Rand ate­
hen. Dar Platz für Abbildungen ist bei■ Schreiben euazu•paren: 
die Abbildungen salbst sind in der de• au&Qe&parten Platz ent­
aprachenden Größe gesondert nach TGL-Vorschrift auf Tranapa­
rentpepier beizufOgen. Der zugehörige Begleittext iet 1■ Manu­
skript ■itzuschreiben. Sein Abstand nach unten batrlgt 5 IJll­
achaltungan. Literaturzitate 1• Text sind durch laufende Nu■-
■ern in Schrlgatrichen (vgl. /8/, /9/ und /10/) zu kennzeich­
nen und a■ Schluß der Arbeit unter der ZwischanOberachrift Li­
teratur zuaa■■enzuatallen. --

Beispiele: (ZeitschriftenabkOrzungen nach Math. Reviews) 
/B/ zeriaki, o., end Sa■uel, P.: Co■■utative Algebra. 

Princeton 1958 
/9/ Stainitz, E. : Algebraische Theor;e der Körper. :,. Reine 

Angew. Math. 137, 167 - 309 (1�20) 
/10/ Gnedenko, B. w.: O'Ser die Arbeiten von c. F. Gauß zur 

wahrscheinlichkei tsrachnung. In: Reichardt ·, H. (Ed.): 
c. F. Gauß, Gedenkband anllBlich des 100. Todeatagea.
s. 193 - 204, Leipzig 1967

Dia Angeben sollen in Originalsprache erfolgen: bei kyrilli­
achen Buchstaben soll die bibliothekarischa Transkription 
(Duden) verwendet werden. 
A■ Ende der Arbeit stehen folgende Angaben zu■ Autor und zur 
Arbeit: e1ngegan�en: Datu■/ Leerzeile/ Anschrift des Verfassers;/
Titel Initialan er Vorna■en Na■e/ Institution/ Struktureinhalt/ 
Straßa Hauanu■■er/ Land Postleitzahl Ort. 
Oar Autor wird gebeten, eine Korrektur des Durchschlags vo■ 
Offaet•anuakript zu lesen und dabei die ■athe■atiachen Sy■bole 
einzutregen. Fernar sollte er 1 - 2 Klasaifizierunganu■■ern 
(entaprechend dar "1980 Mathe■atics Subject Classification• dar 
Math. Reviewa) zur inhaltlichen Einordnung seiner Arbeit angeben. 



ОШі ІМ5-14 С 60,84 4471 


	[Titelseite]
	Inhalt
	Reiner Creutzburg, 
Manfred Tasche - Zahlentheoretische Transformationen und primitive Einheitswurzeln in einem Restklassenring modulo m 
	Dietlinde Lau - 
Die maximalen Klassen von Pol k {(x,x+1 mod k) l x € E k}
	Ingrid Jagnow - Zur Invertierung tetradiagonaler Toeplitzscher Matrizen
	Lothar Berg - Zur Asymptotik der LR-Aufspaltung Toeplitzscher Bandmatrizen
	Gandikota L. N. Rao - Certain Distribution Algebras by Matrix Representation
	Andris Buikis - Aufgabenstellung und Lösung einer Klasse von Problemen der mathematischen 
Physik mit nichtкlasslschen Zusatzbedingungen
	Jan Zítko - Extrapolation of iterative processes 
	Wolfgang Hackbusch - Multi-Grid Solutions to Linear and Nonlinear Eigenvalue Problems for Integral and Differential Equations 
	Jürgen Dassow, 
Uwa Fest - 
On Ragulated L Systems
	Luis Anibal González - 
Verallgemeinerte Poisson-Integrale und ihr Randverhalten
	Hinweise für Autoren



