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Peter Mcbius

Methode der Spektraltransformation1

In den letzten beiden Jahrzehnten wurden bei der Entwicklung
allgemeiner Verfahren zur Lsung von nichtlinearen partiellen
Differentialgleichungen béachtliche Fortschritte erzielt. Die
Methode der Spektraltransformation zhhlt gegenwdrtig zu den
bedeutendsten Erfolgen in dieser Richtung, zu dem "groBen
Durchbruch" /1/. Die Ursachen fiir die verstirkten Anstrengun-
gen hierzu durften auf der Tatsache beruhen, déB es sich in-
folge der raschen Zunahme der allgemeinen Experimentiertech-
nik, die sich z.B. im Bau moderner Grofgeridte und Hochenergie-
beschleuniger, aber auch in der Verfeinerung der MeBverfahren
widerspiegelt, als -notwendig erwies, nichtlineare Differen-
tialgleichungen zur Modellierung physikalischer Erscheinungen
zu verwenden. Das bewirkte einen lbergang von der linearen zur
nichtlinearen Feldtheorie, der in kurzer Zeit von anerkannten
Erfolgen begleitet war. Besonders augenfillig wurden sie im
Rahmen der nichtabelschen Eichfeldtheorie, einer hochgradig
nichtlinearen Feldtheorie, die zu einer grundsiitzlich neuen
Sicht in der Vereinheitlichung der fundamentalen Wechselwir-
kungen der elementaren Bausteine fUhrte. Im Falle der Eich-
feldtheorie der elektroschwachen Wechselwirkungen /2/ wurden
diese Bemithungen sogar mit dem Nobelpreis fiir- Physik flr
Glashow, Salam und Weinberg belohnt. Sehr interessante Ergeb-
nisse sind ferner bei der Beschreibung kollektiver Bewegungen
mit groBer Amplitude, die zum Beispiel in der Schwerionenphy-
8ik auftreten, bei den Untersuchungen iiber die Ausbreitung
verschiedenartiger nichtlinearer Wellen und vor allem bei der
Behandlung der technischen Selbstwechselwirkungseffekte zu

1 Vortrag, gehalten am 20.1.1984 im Mathematischen Kolloquium
anléBlich des 75. Geburtstags von Prof. em. Dr. Adam Schmidt



verzeichnen, wie etwa der Selbstmodulation von Schwingungen,
der Selbststabilisierung von Schwingungsamplituden und der
Selbstfokussierung von Strahlung in dispersiven Medien /3/.

- Eine groBe Rolle spielen hierbei nichtlineare Evolutionsglei-
chungen, die nichtlineare paftielle Differentialgleichungen in
Raum und Zeit sind und die zeitliche Entwicklung physikali-
scher GroBen modellieren. Fiir '‘eine Anzahl spezieller der-
artiger Gleichungen in einer Raum- und Zeitdimension gelang es
nun, ein systematisches Verfahren zu entwickeln, die "Methode
der Spektraltransformation", die es gestattet, das zugehdrige
Cauchyproblem zu behandeln /1/, also die zeitliche Entwicklung
der Losung aus einer vorgegebenen Anfangsverteilung zu er-
mitteln. Es ist durchaus berechtigt, dieses Verfahren als eine
Erweiterung der Methode der Fouriertransformation anzusehen,
die ja zur Lsung des Cauchyproblems fiir lineare partielle
Evolutionsgleichungen dient und urspriinglich von Foprier zur
Behandlung der Wirmeleitung verwendet wurde;

Die Grundlagen dieser Methode sind in der inversen Streutheo-
rie’ zu finden. Die ersten systematischen Betrachtungen hierzu
stammen aus dem Jahre 1967, als Gardner, Greene, Kruskal und
Miura /4/ begannen, allgemeine L¥sungen der Korteweg - de
Vries - Gleichung (KdV-GL)

3
dv ov 3°v
AN ov — + 3 =0
at * ox 3x3

zu ermitteln, wobei v(x,t) die gesuchte Funktion ist und o und
8 Konstanten sind. Bekannt ist die Anwendung dieser Gleichung
zur Beschreibung von Wellen an der Oberfléche seichten Wassers,
wobeil v(x,t) das Geschwindigkeitsfeld bedeutet.

Einige Jahre spdter, etwa 1972, wurde die nichtlineare parabo-
1ische Gleichung der Gestalt

v, @2 2 .
i k = .
at”&%* @Yy = 0

oft auch als.nichtlineare Schrddingergleichung bezeichnet, zur
Behandlung der zweidimensionalen Selbstfokussierung und der
eindimensionalen Selbstmodulation von Wellen in nichtlinearen
Medien exakt geldost, wobel zur KdV-Gleichung analoge Verfahren

6



Anwendung fanden.

Im letzten Jahrzehnt entstand hieraus nun ein umfassendes Ver-
fahren, derartige spezielle nichtlineare Evolutionsgléichungen
bei vorgegebener Anfangsverteilung zu ldsen, dae jetzt alse die
Methode der Spektraltransformation bezeichnet wird. Sie beruht
im wesentlichen darauf, daB die Ldsung des Cauchyprobleméa in
drei Schritten erreicht wird. Zundchst wird der nichtlinearen
Evolutionsgleichung auf funktionentheoretischem Wege ein 1i-
neares Eigenwertproblem zugeordnet, welches die vorgegebene
Anfengsverteilung enthélt. Hieraus folgt die "Spektraltrans-
formierte", die die Eigenschaften des zugehdrigen diskreten
und kontinuierlichen Teiles des Spektrums widerspiegelt. Dann
wird die zeitliche Entwicklung derjenigen GroBen, die in der
Spektraltransformierten auftreten, ermittelt und letztlich
durch die Anwendung der inversen Spektraltransformation die ge-
suchte L8sungsfunktion gewonnen. Dieses Verfahren hieB anfiéng-
lich (1974) "AKNS-Methode" um anzudeuten, dag die vier Autoren
Ablowitz, Kaup, Newell und Segur /5/ wesentliche Beitrige dazu
lieferten.

Gegenwiirtig sind folgende vier Grundtypen von nichtlinearen
Evolutionsgleichungen

3% ” 3% 3% . 1 \
—-_—+tp) — + B =0 Korteweg-de Vries-
at x ac Gleichung, (1)
i 8" LI it 0 = ByBiena)
—_— 4 — = ns= 9 )90
3t B Fx .
modifizierte Korteweg-de Vries-Gleichung, (2)
, 3% 3% 2 :
T3 " = + ®°8in § =0 Sinus-Gordon-Gleichung, (3)
x o

i Eﬂi +a quJ + k(p*p)w= 0 nichtli b ]

5 -a.;z_ p*yp W neare p‘ara oliec!(x:)

Gleichung (nichtlineare Schrddingergleichung)

mit ihren gugehtrigen "Hierarchien" umfassend untersucht, da
das entsprechende lineare Eigenwertproblem zu (1) durch die
eindimensionale gewdhnliche Schrﬂdingergleicbung der



Quantentheorie gegeben ist, wihrend es in den drei anderen
Fillen durch die eindimensionale mehrkomponentige Schrédinger-
gleichung, oft auch Matrix-Schrddingergleichung genannt, ge-
geben ist.

1. Grundlagen der Methode

Zunichst 1st es zweckmiBig, die Grundlagen der Methode der
Fouriertransformation nochmals zu skizzieren und sowohl die
Analogien als auch die notwendigen Erweiterungen klar heraus-
zustellen. Gegeben sei eine lineare Evolutionsgleichung der
Gestalt
34 . . g0(-1 & %) q(x,t), XER, teR, qlmt)ec, (5)
ot dx
wobeil w(z,t) eine ganze Funktion ist und q(x,0) die vorgege-
bene Anfangsverteilung. Zuniéchst gehen wir vom x-Raum in den
k-Raum mittels der Fouriertransformation

+00

a(x,t) = jdx a(x, t)e~1kx v (6)
- 00

ttber, die jeder PFunktion q(x,t) eine andere Funktion g(k,t),
die sogenannte Fouriertransformierte, zuordnet.

Die Zeitentwicklung von §(k,t) folgt durch Integration der

. Gleichung

%‘;1 = - 10k, 1) §(K,t) , 0
die mittels der Bezeichnung
+@ .
d(k,0) = 9/ q(x,o)e'ikxdx (8)
-

zu dem Ergebnis fiihrt '

t
G(k,t) = §(k,0) exp [-1 f atrw(k, )], : (9)

Die L¥sung fiir beliebige Zeiten ergibt sich nun durch die in-
verse Fouriertransformation aus der Anfangsverteilung auf fol-
gendo Weise



+ 00

qlx, t) = 1= /dk 4(k, t)elkx
ST

- 0o

n

+ o . t
1 ikx » ’
. Er_{odx a(k,0)e ¥ %exp [-1°fat w(k, t )]. (10)

Das ld8t sich durch die folgenden Schritte {ibersichtlich
charakterisieren

q(x,0)- §(k,0)>q(k,t)—>q(x,t), 11)

bei denen aus einer vorgegebenen Anfangsverteilung eine andere
Funktion, die Fouriertransformierte, folgt, deren Zeitent-
wicklung berechnet wird und die dann durch Anwendung der in-
versen Fouriertransformation die gesuchte L&sungsfunktion
liefert. Dieses Schema wird nun im Prinzip in der Methode der
Spektraltransformation {ibernommen. Aue der Anfangeverteilung
q(x,0) = q(x) konstruieren wir im Falle von Gleichung (1) den
Operator

a2 ‘
H(x) = - dj. + q(x) , , (12)
x

stellen dann das Eigenwertproblem auf,

@) p(x) = Ap(x), (13)
_und suchen quadratisch integrable Eigenfunktionen unter der

Voraussetzung, da8 die Anfangsverteilung absolut integrierbar
ist:

+ 0o
f la(x) |dx < oo,
- 00

Nun ist (13) der Schrbdingergleichung fUr die Bewegung eines
Teilchens im Potential q(x) &hnlich. Polglich gibt es fitr A<O
diskrete Eigenwerte hn’ und die zugehdrigen Eigenfunktionen
weisen mit der Abkiirzung V-An = p, folgende asymptotische
Gestalt auf /1/ ’

-D X )
gon(x) = Cp0 Pn (1 + 0(1)) fir x >, (14)



wihrend ftr A>0 ein kontinuierliches Spektrum auftritt, dessen
Lésungsfunktionen mittels A= k2 die Form annehmen

Pl = (e~ X% 4 R(x)el®®)(1 + 0(1)) fUir x— oo, (15)

wobel R(k) den Reflexionskoeffizienten darstellt.
Die Grdgen

(Vg = ppr €2 RO} = 5.(0)

bilden die Spektraltransformierte sq(o) von q(x) zur Zeit

t = O,und die Spektraltransformation ist die Zuordnung
q(x)—)Sq(O). In Analogie zur PFouriertransformation erhebt sich
die Frage, ob es auch eine inverse Spektraltransformation
gibt, die jedem Sq(O) ein q(x) zuordnet. Unter gewissen Be-
dingungen ist die Aufgabe eindeutig 1dsbar. Hierzu wird eine
HilfsgrsBe M(x) benstigt /1/

N -p.x +
Mx) = 2_C2e T 4+ L / R(k)e ™ ¥%ax, (16)
n=1 2T/, . .

wobel die Summe Uber alle Eigenwerte des diskreten Spektrums
lduft, die in diesem Falle einfach sind. Mittels M(x) wird
folgendé Integralgleichung aufgeateilt

K(x,y) + M(x + y) + ]’K(x.z)M(z + y)dz = O, 17)
x

die hiufig als Gelfand-Levitan-Marchenko-Gleichung bezeichnet

wird. Deren Lsung hungt nun mit der gesuchten Punktion fol-
gendermaBen zZugammen

q{x) = = 2 Ei K(x,x). (18)

Somit ist es prinzipiell mdglich, aus der Spektraltransfor-
mierten die urspriingliche Funktion zurtickzugewinnen. Ein ein-
.faches Beispiel soll den Sachverhalt erliutern. Die Spektral-
transformierte bestehe nur aus einem diskreten Eigenwert

V- 2= p,und der Reflexionskoeffizient sei Null,

8(0) ={p, c?, 0}. Das ergivt fur (17)

-]

K(x,y) + 02 e P(x+y) | j,‘C2K(x.z) e P(Z+¥)gz . o (19)
X

10 ’



und liefert fiir q(x) die Punktion
2

2px
q{x) = ——.%E——— mit e 9 = 02/2p ’ (20)

cosh p(x-xo)

welche eine "solitére"'Lbsung der KdV-Gleichung verkdrpert, die
weiter unten noch erlidutert wird. Besitzt die Spektraltransfor-
mierte mehrere diskrete Eigenwerte )n und ebenfalls wieder
einen verschwindenden Reflexionskoeffizienten R(k) = O, so er-
gibt sich als Losung von (17) *

2
q(x)=-2§2 1n det |TI + A(x) |, (21)

bei der I die Einheitsmatrix und A(x) = (Amn(x)) eine NxN-Ma--
trix ist mit den Elementen i

e-(pm + Pyl 22)
=CC, ———— . : 22
Amn m n Py + Py

Nachdem die beiden Schritte, die Bestimmung der Spektraltrans-
formierten S (0) zur Zeit t = O aus der Anfangeverteilung
q(x) und die Umkehrung, die Berechnung der Funktion gq(x) aus
s (0), behandelt wurden, wenden wir uns nun dem Problem zu, die
Zeitabhingigkeit der GriéBen, die in die Spektraltransformierte
eingehen, aufzusuchen, d.h., die zugehdrigen gewthnlichen
Differentialgleichungen aufzustellen, die sich aus der nicht-
linearen Evolutionsgleichung ergeben. Wir wollen das jedoch
nicht nur fiir die KdV-Gleichung (1) allein ausfithren, sondern
gleich fiir glle Evolutionsegleichungen, die zur "KdV-Hierarchie"
gehdren, Hierzu fiihren wir den Operator L ein

\ o
LF(x.t):Fxx(x,t)-4q(x.t)F(x,t)+2qx(x,t) /'F(x',t)dx' ,» (23)
x
wobei P(x,t) eine reelie Funktion von x und t ist und der Index
"x" die partielle Ableitung nach x bedeutet. Nﬁn geien of2z,t)
und B8(z,t) ganze Funktionen in z und q(x,t) eine beliebige re-
elle Funktipn, Mit ihrer Hilfe 148t sich Jjetzt die Gesamtheit
aller zur Hierarchie der Gleichung (1) geharendeh nichtlinearen
partiellen/Differentialgleichungen in der Gestalt schreiben

) 3
B(L,t) ¢4 » o(1,t) &, ‘ 2
3¢ ) ™ (24)

11



die bereits eine Vielzahl von Gleichungen umfaBt, wenn a=a(z) .
alle Polynome beliebigen Grades durchliuft. Fir alle zur Hier-
archie (24) gehdrenden Gleichungen wird die Zeitabhdngigkeit
der zur Spektraltransformierten gehdrenden GroBSen nun durch
folgendes lineare gewdhnliche Differentialgleichungssystem er-
faldt

a
dc
B(4p3,t) g = - b, w(4p2,t)C (1), (25)

B(-4k%, ) $B(k,t) = 21k or(-4k2, £)R(k, 1),

so da8 ‘auf Grund der ersten Gleichung die Eigenwerte zeitlich
konstant sind. Diese "Isospektralitat" gehdrt zur Grundlage
der Methode. Die allgemeine Integration der beiden anderen
Gleichungen erfordert jedoch die Kenntnis der Punktionen
a(z,t), 8(z,t). Da es sich aber um lineare Gleichungen handelt,
ist es also prinzipiell miglich, die Spektraltransformierte
zur Zeit t zu berechnen

S,(t) = Py Co(), R(K,0)].

Zwei instruktive Beispiele wollen wir diskutieren, um die Be-
deutung und den Umfang dieser Methode zu veranschaulichen.

1. Beispiel: w(z,t) = 2, B = 1 ergibt 3g =1 3q .
dt Ix

was ausfithrlich geschrieben die KdV-Gleichung (1) mit spe-
ziellen Koeffizienten liefert

‘ 3
aJ. + 6 -aﬂ - a = 0, 26
i e s

Die Zeitabhingigkeit der Spektraltransformierten 148t sich
hier explizit angeben 2
3
: ~4pz (t-t_)
Pa(®) = ppy Cu(t) = Cplrg) e M0 0T,

5 (27)
R(k,t) = R(k,t_ ) e~O1E (t=t.),

12



so daB damit alle Schritte fiir die KdV-Gleichung (1) erdrtert
sind.

2. Beispiel: w(z,t) = a(z), B8 = 1:

33 _ 4(1) %9, (28)
dt ox

woraus sich Gleichungen 5., T., 9.,.... Ordnung in x ergeben.
Hier gelingt es noch, die Zeitabhingigkeit der Spektraltrans-
formierten allgemein anzugeben

2
-p,ol4p ) (t-t )
pa(t) = by Cp(t) = cp(t) e @ R 00,
R(k,t) = R(k,to) e21k o(-4k )(t-to) .
Es lohnt sich, folgenden Spezialfall der Spektraltransfor-
mierten zu diskutieren. Es sei nur ein Eigenwert V- X= p vor-

handen und der Reflexionskoeffizient verschwinde wieder:

sq(t) = {p, c(t), R = o}. ‘ (30)
Dann ergibt =sich zundchst fiur die Ldsung
2 2
atmt) = = 3 an(1 + Sy o7ET) (31)
X s

bei der sich die Abkiirzung anbietet
2 2

2 C(t_. ) =2p x(4p°)(t-t ) 2p(x_+ v(t-t_))

c (L) _ o o (<] o
. —§%—l = —g;——— 92 =>e (32)
und in der v= -g(4p°) die Ausbreitungsgeschwindigkeit der Sto-~
rung darstellt. Nun ist es instruktiv, (31) in die bekannte
Form einer "Einsolitonenldsung" der KdV-Gleichung umzuschrei-

ben

_2p2

coeth(x - X, - y(t - to)).

qa(x,t) = (33)

Treten aber N diskrete Eigenwerte in der Spektraltransformier-

ten guf

S4(t) = {py «vv Bys Cy(8) wen C(¥), Rz O], (34)

13



lassen sich leicht {iberschaubare Aussagen nur {iber das asymp-
totische Verhalten der Losung angeben. Bezeichnen ﬂh=-d(4p§)
(n = 1,...,N) die unterschiedlichen Geschwindigkeiten der So-
1itonen, so besitzt die N-Solitonenldsung fiir t > -«odie Ge-
stalt

N -2 2
1im q(x,t) = Z;: i ' (35)

o 2
t+-00 .cogh pn(x -X, = uh(t - to))

wihrend sie fUr t>o ilbergeht in

N -2p§
1im q(x,t) ,,Z: . ' - v (36)
t - cosh pn(x -x, - Ah - v (t - t,))
wobei ’

- 2p,.X

c2(t,) = 2p, © ot

ist und An(p1"'pN) eine Phasenverschiebung bedeutet. Enth#lt
die Spektraltransformierte nun noch einen nichtverschwindenden
Reflexionskoeffizienten R(k,t), so treten in der L&sung zu-
sitzliche, rasch verdnderliche Wellenziige auf, die im Laufe
der Zeit abklingen. Der hier verwendete Begriff des Solitons
xennzeichnet einen bestimmten Losungstyp von speziellen nicht-
linearen pifferentialgleichungen in Raum und Zeit, der teil-
‘chenartigen Charakter besitzt und sich durch besondere Lokali-
sierungs~ und Stabilitétseigenschaften auszeichnet. Im Rahmen.
der Methode der Spegtraltransformation 148t sich diese physi=-
kalische Festlegung des Begriffes Soliton durch die mathema-
tische Forderung "erginzen", daB in diesem Falle die Spektral-
transfo:mierte einen verschwindenden Reflexionskoeffizienten
besitzt; d.h., die Spektraltransformierte

sq(t)‘- {p1...pN, C () oun Cy(t), o} (37

fiihrt auf eine N-Solitonenldsung. Leider ist es bislang noch
nicht gelungen zu zeigen, daBd die anschauliche physikalische
wpefinition" mit der mathematischen {iber die Spektraltransfor-
mierte iibereinstimmt.

Es ist abschlieBend zweckm#dBig, nochmals die wesentlichen

14
\



Schritte dieser Methode in Form eines Diagrammes darzustellen

/6/.

q(i,o) Eigenwertproblem44%> Sq(0)={p1--pN,Cf.-Cﬁ,R(k)}
1

Spektraltrans-
, formation
]
Losung einer nicht- Zeitentwicklung
linearen partiellen (lineare gewthnliche
piff.-Gleichung Differentiaslgleichungen)

i
! lineare Integral-

Al t) R 5y (9)={py By CF(8)4 L CR(8), Rk, 1)

transformation

Dabei wird ersichtlich, daB8 mit dem Auffinden des Eigenwert-
problemes, welches der nichtlinearen Evolutionsgleichung mit
Hilfe eines Riemann-Hilbert-Problemes zugeordnet werden kann
/5/, sich alle weiteren Schritte, also die Losung des Eigen-
wertproblemes, das Aufstellen der Spekiraltransformierten,

die Ermittlung ihrer Zeitentwicklung, die Berechnung der in-
versen Spektraltransformation, durch lineare Verfahren be-
widltigen lassen. Somit liefert diese Methode das iiberraschende
Resultat, daB die Lisungen spezieller nichtlinearer partieller
Differentialgleichungen mittels einer geschickten Kombination
linearer Verfahren zu gewinnen sind und damit die Zahl der
"integrablen Systeme" unerwartet rasch gestiegen ist. Das er-
8ffnet sowohl fiir die nichtlineare Feldtheorie mit ihren viel-
seitigen Anwendungen in verschiedenen Gebieten der Physik als
auch fiir die allgemeine mathematische Losungstheorie spezi-
eller nichtlinearer partieller Differentialgleichungen eine
ungeahnte Perspektive, die hiermit angedeutet werden sollte.

15
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Ginther wildenhain

Approximation durch L&ésungen elliptischer Randwertproblem91

1, Die Thematik des folgenden Vortrages geht zurick auf eine
Arbeit von H, Beckert /2/, in der die folgende Aussage bewiesen
wurde, Es sei L ein elliptischer Oifferentialoperator zweitar
Ordnung mit hinreichend glatten Koeffizienten, () c R" ein be-
schranktes Gebiet mit glattem Rand d{), ['c {1 eine glatte
(n-1)-dimensionale Fléche, welche () nicht zerlegt (d. h. \T
ist zusammenhdngend), V ¢ 92 eine offene Teilmenge des Randes
und

Ly(2) = fu e c3(Q) nc(): Lu=0 in 0, ulgn\v = 0}

Ferner wird angenommen, daB das. homogene Dirichlet-Problem der
Gleichung Lu = O in {2 nur die triviale L3sung besitzt., Dann
liegt der Raum Lv(r") aller Einschrénkungen von Lv(fl) auf [

dicht im Raum L2 (r), d. h,, durch variation der Randwerte auf
einem festen (aber beliebig klein vorgebbaren) Teil V des Ran-
des kann eine in LZ(F) dichte Ldsungsmenge erzeugt werden,

von A, Gépfert /6/, /7/. G. Wanka /10/ und G. Anger /1/ wurde
unter anderem dieses Resultat auf den Fall einer geechloaseenen
Fléche sowie auf den Fall gleichmé&Biger Approximation verallge-
meinert, Daa Anliegen dieses Vortrages besteht darin, OGber M3g-
lichkeiten der Verallgemeinerung dieser Auseagen auf ellipti-
sche Differentialgleichungen beliebiger Ordnung zu berichten,
Beildufig sei erwdhnt, deB verwandte Approximetionasé&tze (auch
far elliptiache Gleichungen hdherer Ordnung) bei F, E., -Browder
/5/ sowie bei B.-W, Schulze und G, wildenhain /9/ bewiesen sind,

2, Wir formulieren zun#échst die Voraussetzungen, die von uns
gemacht werden,

1 Vortrag, gehalten am 20, 1, 1984 im Mathematischen Kolloquium
anléBlich des 75. Geburtstags von Prof, em. Or, Adam Schmidt

17



1° Es sei

L= p%*
loclzi_;m % (X) '

/
(m>0 ganz, & = (Xg.iee0 ), 4 * 0 ganz, lai=dy+...+2,,

o o
o 1
0% = 0,"... D", D, = 3/3x,, x = (X4.....x;) € R") ein
eigentlich'elliptischer Differentialoperator (vgl. /9/) mit

beliebig oft differenzierbaren Koeffizienten,

2° per adjungierte Operator

joel, oo

Ku = (-1) D (a,(x) v)

lo(|=2m
besitze die eindeutige Fortsetzungseigenschaft, Dies bedeu-
tet folgendes: Ist u eine Ldsung der Gleichung *u = 0 in
der zusammenhdngenden offenen Menge () und gilt u = O in
einer nichtleeren offenen Teilmenge Q'c Q, so félgt
uE0in Q. ‘
Diese Voraussetzung ist zum Beispiel erfGllt, falls L analyti-
sche Koeffizienten besitzt,

3% Auf dem Rand 02 des beschrénkten Gebietes () mit glattem

Rand sei ein normales System von Randoperatoren BiieoouBy

mit beliebig oft differenzierbaren Koeffizienten und
“j = ord BJ € 2m-1 (J=1,...,m; mi*”J far igj) vorgegeben.
Ferner wird angenommen, daB die sogenannte Wurzelbedingung
erfillt ist und daB der Index des damit definierten Rand-
wertproblems gleich Null ist,

Zur Definition der benutzten Begriffe verweisen wir auf /9/,

4° Der Operator L besitze eine globale, lokal integrierbare

Fundamentallbdsung i(x,y). d. h., es gelte N
P(x) = fﬁ(x.y) L $(y) dy
Q"

far beliebige ¢ €c’ (R").

'
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Die Bedingung 4% st zum Beispiel fiir Operatoren mit konstanten
Koeffizienten stets erfillt,

w"'l(r) bezeichne den Vektorraum der Whitneyschen Taylorfelder
der Ordnung m-1 auf-I", d. h. den Raum aller Vektoren
9= (Qxhdlim 4 8stetiger Funktionen 8, ec(l), far die eine Funk-

tion @ e c™(rM) existiert mit o* gqr = g, (xiém-1). In w1
kann man die Norm y

)

hou= 2 leulor @

einfihren, Die Menge [ heiBt (m-1)-regulédr, falls w”'*(r) be-
zliglich der Norm (2.1) vollstéindig iset,

© "sei (m-1)-regulér,
6° " mége das Gebiet () in die Gebiete 1y und Q zerlegen,
d. h, Q,nQ =98, 0= QuQ,u [". Das Dirichlet-Problem

zur Gleiéhung Lu = 0 sei in (), eindeutig lésbar,

3. In Analogie zu Punkt 1 fihren wir die folgenden Bezeichnune
gen ein. Dazu seien V c 30 bzw, G c Q, beliebig fixierte offe-
ne Teilmengen des Randes 8() bzw, der Komponente Q,.

L(Q) = {u:fLu =0 in 0, BJUIBSI\V = 0}
L(l) = Lv(fl)lr
(D) = {u: u=ge ¢ (6). Byulag = o}
LG('i) = Lc(fl)|r
Theorem 1: Unter den Annahmen 1° bis 6° gilt die
_ Dichtheit Lg(T) = W i(r).

Bemerkungen zum Beweis: Es werden 2 Félle unteréchiedon.
(A) : Das homogene Randwertproblem

Lu =0 in 0,

Bjulagl' 0 (3=1,....m) (3.1)

besitzt nur.die triviale L8sung u = O,
(8): Das Problem (3.1) besitzt nichttriviale Ld&sungen. 19



Zu (A): Man wahlt ein Funktional 1 € (W*"}(T'))' mit
1(u) = O far alle u € Lg(I"). (3.2)

Daraus hat man 1 = O zu folgern, woraus unmittelbar die Be-
hauptung folgt, Der Beweis verléuft in mehreren Schritten,
Far eine ausflhrliche Darstellung verweisen wir auf /13/ bzw.
/14/. ‘
(a) Auf Grund der Annahme 5 188t sich 1 in der Gestalt

1(u) = Z fo"‘u(x) dg(x) (3.3)

durch ein System von MaBen Mo mit supp Hqc:r darstellen
(vgl. /9/). Andererseits besitzen die Funktionen u ¢ Le(f2)

nach bekannten Ergebniesen der Theorie der elliptischen Rand-
wertprobleme (vgl. /12/) die Darstellung

o%u(x) = fo(y) B5(x.v) gy, - (3.4)
G

wobei G(x,y) die zum Gebiet {) gehdrige Greensche Funktion be-
zeichnet, Setzt man (3.4) in (3.3) ein, benutzt (3,2), den Satz
von Fubini und bericksichtigt, daB g € cg°(c) beliebig wahlbar
ist, so folgt

*
G y) := E ),D G(x,y) du (x) = O in G,
e jaTem-1 ) )

Da das "Potential” G p(y) in Q\T der Gleichung L*u = O genigt,
folgert man mit Hilfe der Voraussetzung 2° hisraus

Gﬁu(y) 0 in I)a.

(b) Durch den Einsatz potentialtheoretischer Hilfsmittel, ins-
besondere durch Abschditzung der Singularit#ét der Greenschen
Funktion und ihrer Ableitungen erh#ilt man

Dssypxy) = 0 quasi Uberall suf ' (8] ém-1).

"Quesi lberall" bedeutet hierbei "mit Ausnahme einer Menge der
Wiener-Kapazit#t Null”,
20



(c) Anwendung von Resultaten aus der Potentialtheorie ellipti-
scher Gleichungen héherer Ordnung (Theorie der verallgemeiner-
ten harmonischen MaBe, Balayage-Theorie), die in /11/ und /9/
entwickelt worden sind, liefert

G'F(y) 50 in Q,.
Insbesondere verwendet man die Tatsache, daB die Ldsung des
Dirichlet-Problems

w = 0 in Di'
DB“ir = gg (IBlém-1),

wobei g = (gs)lsl‘._ie'w"'i(r) vorgegeben ist, fir z ef)i in
der Gestalt

" ar®
w(z) I;;;d I!g.;(y) By)

durch verallgemeinerte harmonische VektormaBe Tz = (T:)IBI‘--I
(supp Tg cl) gegeben ist.

(d) Aus G*F(y) = 0 quasi Uberall in () folgert man schlieBlich
unter Benutzung der Definition der Fundamentalldsung 1 = O,

Zu (B): Das homogene Problem (3.1) mdge k linear unabhéingige
L3sungen Ugreoa Uy besitzen, Da der Index des Problems Null ist,
besitzt dann auch die Randwertaufgabe

v =0 in Q,
ij'an- 0 (j=1,....,m)
k linear unabhingige Ldsungen vi...;.vk. Die adjungierten Rand-

operatoren Bi.....Ba sind dabei so zu wihlen, daB die Greensche
Formel

m )

[(Lu)vdx - fuL*vdx = fc uB,vd6 - fB uCivd6
- b - 373

9] Q an a0

gilt (vgl., /12/). In diesem Falle existiert eine verallgemei-
nerte Greensche Funktion G(x,y) mit folgenden Eigenschaften

(vgl. /4/):
21



k N
LtY)a(x'Y) = g ug(x) uy(y) (x.yeQ.xdy),

.BiE(x.y)lyeaﬂ =0 (_1-1.....'-).

fa(x.v) vy(y)dy = 0 (i=1,....k).

Die Oberlegungen aus (A) lassen sich dann in modifizierter Form
durchfihren, wobei G*’.t(y) durch

[ A% ¥
Z: ,/DXG(x,y) dp, (y) .
m=1 r A
zu ersetzen ist, Im Schritt (e) ergibt sich’

~ ¥
G pu(y) = v(y) in G.
v ist eine Linearkombination von Vgreeo Vi

a(y)
,‘ Y ’ locl

i ¥ .

it w(y) = Gu(y) - v(y) gilt 'w = 0 in Q\T,und wegen 2°
schlieBt man daraus w @ 0 in .. Durch analoge Schlisse wie
in (A), technisch aber wesentlich aufwendiger, ergibt sich w=0

quasi Gberall in () und darsus T (T) = Wiy,

4, Theorem 2: Es seien die Voraussetzungen 1° bis 6° erfollt.

pann gilt L, () = w""1(r).

Beweis: Das Gebiet ) werde so zu einem Gebiet .Q13Q Qer..
' gréBert, daB dQ\V C 391 gilt, Wegen der Glattheitsvorausset-
zungen an die Koeffizienten der Randoperatoren kann dies offen-
sichtlich in der Weise geschehen, daB auch far die’geeignet
fortgesetzten Randoperatoren die Bedingung (3) gilt., Wir wahlen
nun eine offene Menge G CQ,_\_Q und betrachten den Raum LG(ﬂ1 )e

Nach Theorem 1 gilt T((1,) | = W*1(I), und wegen

Ll ‘Ql)ln(‘ L,(f)) erhalten wir daher L,(l) = w"‘i(r),

5. Im folgenden wollen wir andeuten, daB sich auch hdhere Ab-
leitungen approximieren lassen, wenn man gleichm@Bige Approxi-
mation durch Approximation im Mittel ersetzt, Wir nehmen aber
jetzt an, daB [" das Gebiet () nicht zerlegt,

22
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\
7° Es sei ['e c® (d. h. etine C°°-Mannigfaltigkeit) und
QN\I zusammenh&ngend.

2m=1

~Der Sobolev-Raum W, (") sei definiert als Vervollsténdigung

.der Uber [ beliebig oft differenzierbaren Funktionen beziglich
der Norm

1
Nulypoq 2 -{13-2; g f;psu(x)lz dsr(x)} x
' r

Hierbei bezeichnet DB Differentiation beziiglich lokaler Koordi-
naten in der Flache und d6F das Flachenelement auf ', Wie in
Punkt 3 wdhlen wir eine offene Menge Gc () \I" bzw. Vv c 31).

Das folgende Resultat ist in /15/ bewiesen,

. Theorem 3: Unter den Annahmen 1° bis 3° und 7° gilt

—— -1
To(r) = T (17 = w2™(r).

Dieses Resultat kann_wesen;lich vertieft werden, wis wir im
folgenden endeuten wollen, Es handelt sich um bisher unverd&f-
fentlichte Resultate, die teilweise in Zusammenarbeit mit

U, Hamann erzielt wurden (/8/).

Bekanntlich k&nnen die Sobolev-Réume w;(fi) bzw. w:(r) far be-

liebiges reelles s und 1<p <oo definiert werden. Man spricht
in diesem Falle von den Sobolev-Slobodeckij-R&umen, Die Moti-
vierung dazu ergibt sich unter anderem aus Spurbetrachtungen.
Fir ue w:(ﬂ_) (s> 0 ganz) gilt beispielesweise ulr. € w;‘i/P(r).

Betrachten wir etwa eine klassische Ldsung u € sz(fl) der Dif-
ferentialgleichung Lu = 0, so gilt fGr eine Umgsbung U von [

of fenbar u € wz"( U) und daher u], ewz"'VP(r). Folglich kann
man vermuten, daB die Einschrinkungsr&ume LG(F) und LV(F) sogar
in w2u-1/p(r) dicht liegen,

6. ui die sosben formulierte Vermutung zu beweisen, ist nicht
die allgemeine Theorie der Sobolev-Slobodeckij-R&ume erforder-~
lich, Es genlgt, sich auf die hier bendtigten Spurréume zu be-
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schriénken (vgl. /3/, /12/). Der Raum Wﬁ--llp(r) ist erklért als
Raum aller Einschrénkungen von Funktionen sus wﬁ"(ﬂ) auf [,

wobei die Einschraénkung im Sinne der Einbettungsslitze zu ver-
stehen ist, Man definiert

1Plog1/p.p = inf  lulyy o -
uawﬁ'(m

ulp =@
lellzm,p bezeichnet die klassische Sobolev-Norm, Far 1 ec®(r)
definiert man

= sup ——r———

“W"-Zuﬂ/p,q
gpewﬁ'“‘l/"(r) WP1 2ae1/p.p

(mit dem gewdhnlichen Lz-Skalarprodukt (Lp,qy) tber [ sowie

1/p + 1/q = 1) und w;z"i/p(l‘) als Vervolletdndigung von C ()

beziglich dieser Norm. Durch stetige Fortsetzung l¥8t eich dann
. . : -2m+1/p -1/p oy

das "Skalarprodukt (q).g:) far \pewq (ry. Cf’ewﬁ' /P(r)

erkléren, Ee gilt die verallgemeinerte Schwarzeche Ungleichung

‘(LIJ ' P) L& kP“-Zmd./p.q Il97I]2m-1/p,p'
Der Raum w;2n+1/p(r) erweist sich als dualer Raum zu wﬁ""l/P(r)
und (..,.) als zugehdrige duale Paarung,

Theorem 4: Es gelte 1< p< 00, und die Annahmen 1° bie 3° sowie
7° seien erfollt, Dann folgt

(M) = Ly (M) = wa™*/P(r),

Bemerkungen zum Beweis: Wir widhlen ein Element
hew:Ilel/p(r) - (W'Z,--i/p(r.)). .

mit (h,u) = O fOr alle ueLG(F) und dazu eine Folge h, e c%(T')

J
mit “hj"h"-znu/p,q_’ O, Das bedeutet -

»a (h,u) = J}:.:n(hj.u) = JJ—.::o r‘fhj(x)’u(x)dsr.(x) = 0,



Daraus folgert man weiter

lim f&(x,y)hj(x)dSr.(x) = v(y) in G,
joo

wobei die Funktionen G und v die gleiche Bedeutung besitzen wie
im Teil (B) des Beweises zu Theorem i, Setzt man

w(y) := lim ]E(x,y)hj(x)dﬁr(x) - v(y),
1> |

8o ergibt sich t*w = 0 1n O\T und wegen w & O in G nach An-
wendung von 2%w 2 0 1n Q\l", Durch eine Reihe weiterer Ab-
schidtzungen, insbesondere durch Ausnutzung der bekannten Agmon-
Douglis-Nirenberg-Ungleichungen erhalten wir schlieBlich h = O,

damit L () = Wﬁ"-l/p(F) und wie im Beweis zu Theorem 2

() = W P(r),

AbschlieBend formulieren wir noch ein Resultat von U, Hamann.

Theorem 5: Es seien die Annahmen 1° bie 3° sowie 7° erfdllt und
es gelte 1 & dim M& n-1,

(a) Aus 1 < p & 2 folgt Ly(T) = L(I") = w;(r) fir O € o & 2m.
(b) Aus 2 < p<oo folgt Lo(l) = L,(I) = w;(r) for 0 & s < 2m,
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Approximetion durch L3eungen slliptiecher Rendwertprobleae

In diessr Note betrechten wir, wie verechiedene Autoren
(/1/-/3/. /5/-/8/) zuvor, die Approximation einer euf einer
gletten Fliche [ definierten Funktion durch die L3eungen gewis-
eer Rendwertsufgeben zu linesren elliptiechen Differentielglei-
chungen. Im einfachsten Fell hendelt ee eich dabei um den fol-
genden Sechverhelt:

(A) Se1 Q c R" ein beechrinktee Gebiet mit glettem Rend 35 und
N7 c () ein Teilgebiet, deeeen Rend " zu d{2) durchechnittefread
1et. Bezeichne U eine weitere, in (1* = O\TI~ vorgegebene
of fene Menge. Wir betrachten die L3eungen der Dirichletechen
Rendwertprobleme

Au = P 1n 0, u = o linge 00, 1)

‘bei denen die rechten Seiten P den Reum c:o(u).durchloufon. Ee
gilt nun, deB die Geesmtheit dieeer: Funktionen, wenn men eie
Ober der Flache [ betrachtet, eine in jedea der Rendriume

1/ ) 1
W (") dichte Menge bilden”. Ee 138t eich eleo durch Ande-
rung der Quellen Ober U zfloin erreichen, de8 eine lidnge I vor-

1
geechriebane Funktion det Kleseee hat /2 durch die zugehdrigen
LOeungen der Dirichletprobleme beliebig gensu in der Metrik
dieses Reums epproximiert wird,

Eine einfeche SchluBweiee (vgl. /6/) erlsubt es, von (A) euf
die weitsre Eigeneshaft (B) zu echlieBen:
(8) Ist V eine gsgebene offene Teilmemge des Rendee 31), (1)
bilden euch die euf I" eingesohriinkten L3sungen der Dirichlet-
probleas

Av s e in ), v = e lings IN\V

eime 1in H"‘/z(l") dichte Funktienensesdge,

1 Zu dieses Riwaen o. /4/. I Text sei @ 3 1 gemzxehlig, -
; ) : -



FOr die Metrik des Raums le(l") wurde (B) erstmals in /1/ bewie-
sen. Die spiteren Verasllgemeinerungsn dieser unprﬁngi’.chon Va-
riante beziehen sich in /2/ esuf die Gleichungen der klassischen
Elastizititstheorie bzw. in /6/ suf die LBsungen sllgemeiner
Randwertsufgaben fOr elliptische Differentieslgleichungen 2m-ter
Ordnung, wobei die Approximation suf die Normen der Randriume
#2*"1(') beschriinkt blieb. Wie schon in /1/ fOr Gleichungen
zweiter Ordnung bemerkt, lassen sich die benutzten Methoden
aber nicht auf einen Beweis fiir die Miglichkeit der Approxims- -
tion hdherer als (2m-1)-ter Ableitungen susdehnen, Es ist ein
Vorzug des hier eingeschlagenen rein funktionslanalytischen Be-
weiswegs, diese Schranke zu umgehen. Zur Vermeidumg technischer
Details fGhren wir die Oberlegungen nur fOr das obige Dirich-
letproblem zum Laplaceoperator aus.

Un die spiiter etwas verwischte einfache Beweisidee herverzuhe-
ben, .uzzi.oron wir den Beweis von (A) zunichst fir die Appro-
ximation Gber H /2([‘),

" war bezeichnen mit H:(D.) den Sebolewrsum der aber () meBbaren
Funktionen mit quadretisch summierbaren ersten Ableitungen und

i-ﬁd-orton Null, mit Ae L(H:'.H'I) den Lapleceoperator uater

homegenen Dirichletbedingungen, sufgefeSt sls Abbilduag von WS

1n sein Dusl W1, Es gilt 6 = A" leL(w™? u‘) G ist der Green-
;cho Operator. SchlieBlich bezeichne y : u-)u}r. den auf H: ‘de-
finierten Spurcperator. Beksnnterweise bildet Y dem Resum Hi
- stetig suf den Rendraus H /2”-) eb, WSre nun die Menge

~ ¥8(c3’(u)) micht dicht ia H / 2(r'). so existierte wenigstens

. oin zu seinem Duslraua W~/ 2(r) 'ohori.gn nichtverschwindendes
Funktionsl T mit der Eigenschaft

{(T.76P) = o far alle Pecy(u).

(Die eckigen Klsamern werden im Text zur Kennzeichsung des
Werts eines umm Funktionals auch. fGr andere Runpunngoa
benutzt.) For die sdjunglerten Abbildungen G* € L(H .) wnd

y'e L(u'llz(r). (nn bedeutet das {P.6'7'T) = o, woraus



G'P'T=ainuy T (2)
‘folgt. offénpar gilt G* = G, Die durch w = G*y'T definierte
Funktion geniigt daher iber () der Differentialgleichung
Aw = P'T. In @blicher, nicht ganz korrekter Schreibweise heiBt
das .

fv-vq:dv - -]Tydr, weHl, ¥ Peul
(dV = dx;...dx ). Partielle Integration fohrt zu

Aw' = 0in O, Aw =0 1n 7,

w" = o lings Q) o - - (3)
w -w =0 2, %*- gi-- - T langs [,

+ . +
wobeli w~ die Einschriénkungen der Funktion w auf die Gebiete ()~
sowie n den nach ()~ gerichteten Normalenvektor an die Fléche [
bezeichnen. Nach (2) verschwindet die harmonische Funktion w

) nAE _ .
in U und deshalb in ganz ()*. Folglich wird w' = -—-g" =0 und
: n

damit such w™ = o langs [. Die harmonische Funktion w gehdrt
mithin zu ﬂt(ﬂ'). also w = o in (). Die zweite Koppelungsbe-
dingung in (3) liefert nunmehr T = éni =0, Daher ist YG(C:"(U))

dicht in HI/ 2(I"). Behauptung (A) iet fir m = o bewiesen, DeS -
unsere Schluﬂugico tatsichlich als streng anzusehen ist, beruht
auf der wohlbekannten M3glichkeit, die Normalemableitungen der
Varutimldsung (3) als “Lagrangesche Multiplikatoren” zu deu-
ten, Wir werden das spiter noch auszufithren haben,

Wir wenden uns jetzt dem Seweis von (A) fir @ » 2 zu und notie-
ren zunichet den (flr glatte Rinder giltigen) fundementalen
Isomorphisaus -

AcL(u'i\n:. #"2), ¢ 1eate L(ﬁ"z. w* nud)
(s. /4/). .

2 wegen w € II:(.Q)



Unter den neuen Vorsussetzungen bezeichne

Yo & L(H®n Ht. H'-l/z(r))' die Spurabbildung u- ulr. und

1
a"',e L™ /2(1"), (H"n H:)') ihre Adjungierte. Wird der Hil-

bertraum H H" 2 ait seinem Dusl identifiziert, so laBt sich die

Adjungierte G* des Greenschen Oporutors von vornherein als Ab-
bildung zwischen den Réumen (H"n s o) ' und He-2 suffassen:

6¥e L((n" nno)', e
Te H"””z(r)
(T, Y8 PY = (G"FT. ) for alle Pent2,

n=-2

). Bei diesem Standpunkt gilt for

wobei (.,.) des Skalerprodukt in H bedeutet, Wir definieren
schlieBlich A€ L(H™2,0"™*2) durch die Vorschrift

(v. p) = (Av, P) for alle veH"2, pe ,,:-z. N

1
Wir schlieBen wie friaher. Sei Tew ™ /z(l") ein zum orthogona-
len Komplement von xos(cg"(u)) gehdrigee Funktional:

(T, 98 P> = (G*4,T. P) = o for alle Pec®(u). (4)
Setzen wir w = G y T, so gilt fir jedes ue H” nH die Bezishung

(w,au) = (T, Y60u) =T, yud. (5)
Insbesondere folgt hieraus (w,AQ) = o fir alle Qe c:"(n’)
bzw, Cpecr(.ﬂ'). d. h. A Aw = o0 in .Qf bzw, in ). Wir er-

schlieBen weiter: Aw = o in 0)°, da dies wegen (4) Gber U zu-
trifft, Dieser Sachverhalt 138t sich such durch die Gleichungen
+ + ” -2 :
(W', )" = o far alle ?EH: (Fes) | | (6) -
susdricken, wenn unter (.,.)* der Ober N* gc'fnhrto Anteil des
Skalarprodukts (.,.) verstanden wird. (.,.)* kenn als Skeler-

produkt von H"z( 02*) angesehen werden. (.,.)” ist im Ghalichem
Sinne zu deuten, Nach (5) gilt

(w=,Au)" = o far alle ueHg(N1"). (7)
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Wir legen jetzt durch 3’23 =AY, ?23*1 - % Al ein System von .

Randoperatoren Ober den Ra&ndern 9{) und [" fest. Ordnet man
einer Funktion g)eu"'z(ﬂ’) ihre "Spuren® YoPbis 3, 5P léngs
90 und " zu, so bildet der dadurch bestimmte Operator a2 den

Raum H .'2(_0.’) linear und etotig in das Produkt
a-3

X = 7T W ’Z-J(am X 7T W*-5/2=3(r)
ab (s. /4/). Wie man unochwor orkonnt. gi1e ([ o) = H"z(Q’)
R(Iy-2) = X fOr den Nullraum N bzw, Wertevorrat R von [, .
" Nach (6) gehdrt nun das durch die Vorschrift q?—)(w"'. ?)‘ Gber
H*2( 0*) definierte FunKtional f zu H:-z( ﬂ')'l' = k(r'._z).

Infolgedessen existiert ein zu
: -3 =3

x' =[] w™/24330) x _IT /243 (1)
J=»
~ gehdrendes lineares Funktional h- (Ab..... ._3:1;....,71;_3)
st [, A=f, wegen N(I,_,) = R(T" _2) = {0} 1st A darOGberhin-
aus eindeutig bestimmt, Wir eind somit von (6) zu der fir alle
Pe H-2(0% gdltigen B'oziahung
a-3 -3

. p)* = Z (7\ yﬂ?}ag* Z <AJ. '3’39’>r

gelangt, Eo folgt

m=1 a=-1

(n* 20 = 3 (pp. 7,=> 30+ 25 Nz 7p0dr (8)

for alle uc H*(N*); man beachte 7 ° A= 3’1’2. In &hnlicher
Weise erkennt man ’

n=-1 '
(W, Au)~ = ; (3. gyudp for alle ven™(Q7), (9)
a=-1 1
Oy € Tf w243y
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bei Wiederholung unserer SchluSweise, wobel diesmal vom (7)
auszugshen ist, ’

Fassen wir (5) bzw,
(w,Au) = (w',Au")* + (w™,Au7) = (T, Yo

sraeut ins Auge. Ersetzt man ihre linke Seite gemdB (8) und
(9). 8o liefert anschlieSender Vergleich sich entsprechender
Randterme

Ag=T. A7 = o, 7‘;.2 ¢y =0 fir243éa, i

Von A; = o 188t sich sogleich suf A" = 0 und -damit, wis ge-

winscht, auf T = o weiterschlieSen. Ist nimlich P eine be-
liebige in H' (.ﬂ. ) liegende Funktion und bestimmt man

ueH™( Q™) n HL(Q) gemsB Au = P, dann gilt nach (9)
a-1
(W P) = (w,Au)" ; 3. 71“)1‘ ?; (711 71_2@)1,‘-0.
wie schon mehrfach bemerkt, impliziert des die Existenz Lagran-
gescher Multiplikatoren A- € H"'s/ 2"'j(l") mit
. a-3
(w.p) = ;(AJ. yjcp)'. for alle Qe 2(N"),

Anstells von (9) gilt aleo tatesichlich
a-1

(w ,Au) = ;0\;-2' ‘yju)r ,fﬂr alle ue H*( 07).

I!.odorholung des obigen Vergleichs liefert nunmehr T = o,
Unssre Behsuptung 1st bn!.na.

Bemerkung: Bisher haben wir die Randfunktionen durch die Funk-
tionswerte ros? epproxisiert. Es ist wegen

f% cpdl=o o : (11)
2
von vorsherein klar, deff die Normelensbleitungen % GQ unserer

Lisungen lings [ keine dichte Menge bilden kinnen. Es gilt sber:



Die in- (11) zum Ausdruck gelangende Buiimgb ist such himrei-
chend fOr die Approximierbarkeit. Der AbschluB der Menge

710(;::’(0)) 1n W/2([') besteht also aus genau denjenigen

Funktionea dieses Reums, deren Mittelwert Zber | verschwindet.
Zum Beweis sind die friheren Oberlegungen wie folgt zu modifi-

zieren: ZunBchet ist es klar, daB fir jedes Teﬂ'-*sl 2(l'y im
" orthogonalen Komplement von yle(c:"(u)) anstelle von (10) neu
Ag=0, AJ =T, 3\;_2015-0 for 24< 36w
zu bestehen hat. Zu jedes P € Wi 2( (1), des der Nebenbedingumg
f pav .o ’ (12)
Fa .

geniigt, bestimmse man jetzt eine L3eung ueH‘( ") des Neumsnn-
schen Problems Au = § in ﬂ'.%-o lings [. Wenn wir u in

die Darstellungsformel (9) eintragen, denn erkennen wir wie
friher: (w™, Q)" = (w™, Au)” = o, wobei allerdings die himzu-
gekommene Bedingung (12) zu berlcksishtigea ist. Es folgt

2 =3
(W .9) = Af{_g:av 4»;(/\1. HPr
(A€R) for alle Qe Ii"ztﬂ'). und weiter
' | % -1
(w,Au) = -l‘!: al s+ ;(A;_z. y3u>r
for -u-'-en‘( 07). Ermeuter Vergleich der Remdterme liefert

T = «A = const, Q.e.d.
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Ehrherd Herbst

Hebbarkeit von Singularitéten fir lineere Differentialoperato-~
ren mit gestdrter Elliptizitét

O, Einleitung

Im engen Zusemmenheng mit der Frage nech der Fortsetzberkeit
von Lésungen elliptischer Diffe}entielgleichungen bzw, mit der
Frage nach der Lodsbarkeit von Dirichlet-Problemen, bei denen
Vorgaben eauf Randteilen niedrigerer Dimension gestallt werden,
steht der Begriff der hebberen Singuleritét (vgl. /2/, /S/./6/
/7/). Eine kompekte Menge K, die in der offenen Menge Qcr"
enthalten ist, heiBt hebbare Singuleritdt fir den Differentisl-
operator A und die Funktionenklesse H, wenn sus Au = 0 in N\ K
fur ueH die Giltigkeit von Au = O in (1 folgt. Dis GrdBe der
Menge K wird durch verschiedene "MeBe" charekterisiert, die von
dem Differentisloperator und der Funktionenklesse sbhéngen: Den

" Minkowski-Inhelt, des Heusdorff-MaeB oder die Kepezitdt (vgl.
/2/, /5/. /®/, /7/). In dem vorliegenden Artikel wird die Hab-
berkeit von Singuleritédten fir lineesre Differentieloperetoren
mit gestérter Elliptizitét untersucht, Die zugrunde liegenden
Funktionenklessen sind gewichtete Sobolaw-Réume, Zur Charekte-
risierung der Menge K wird ein entsprechender Kepezitétsbegriff
benutzt, Die Beweise der Aussagen stellen Modifizierungen der
klessischen Beweismethoden der (vgl. /2/). Zur Illustretion
werden zwei Beispiele engefihrt,

1, Bezeichnungen und Begriffe

Wir fixieren eine offene Kugel mit dem Mittelpunkt im Koordine-
tenursprung das Euklidischen Raumes R" (nx1) und dem Radius r>0
und bezeichnen sie mit Z. Im Reum R" sei ein Vektorfeld von
Gewichtsfunktionen g = (go.gll.;..gn) gegeben, wobei die

g, (J =0,1,,...,n) meBbere Funktionen im R" mit der éigenschefr
sind, deB gJ(x)> O fest Uberell gilt. Mo bezeichne die Mange
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aller Funktionen u ec?(Z) mit flul,< oo, wobei

n : 2
i 1= [{og00 wP00 + 3 ey 0o[ 22 Jax. (1)
= Ix,

Fiir die Vervollsténdigung von M, in der Norm (1) schreiben
" wir H,

Definition: Der Differentialoperator A auf 3 mit den Eigen-
schaften:
(1) A+ M, > T
(11) for elle u,veM, gilt {Au, v)> = <u, Av) (Hier stellt
{Au, v) die Anwendurnig der Distribution Au auf die Test-
funktion v dar.,);
(i11) A ist linear:

heiBt reguldrer Operator zweiter Ordnung auf E:, wenn es eine
Konstante ¢ mit O < 2 < oo derart gibt, daB fir alle u e Mo

gtlt: 2 1jui2 € <Au, u) ¢ aiull.

Damit kann man H als einen Hilbert-Raum mit dem Skalarprodukt
(uiv) = <Au,v) auffassen, welches eine zu lleliy; 8quivalente Norm

erzeugt, Fir 3 c R? und g(x,y) = (led. lxIB.)x17) mit

A, B, Ye R1 ist der Operator
3 8 Ou ] ¥ Ou o
Au = -—a, = (|x]" =) ~a, = ([x|? =)+
1 ax ox 2 3y ay) %lx ™y

ein reguléirer Operator (al. 85, a, = const,).

Definition:

(1) Das Element u €H heiBt Lésung von Au = O in NcecS, falls
far alle v € M, n C°(£2) gilt: <Au, v) = O,

(11) Die kompakte Menge K C QQcc 3~ ist eine hebbare Singulari-
tdt (kurz: K ist hebbar) fir den reguléren Operator A und
den Raum H, falls fir jedes f&H mit Af = 0 in Q\K gilt:
Af = 0 1in 0,
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Verschiedene Konstanten, die in Abschatzungen von Zeile zu Zei-
le unterschiedliche Werte annehmen k&nnen, werden wir mit ¥
bezeichnen,

2, Eine hinreichende Bedingung

wir fragen nun, unter welchen Bedingungen an die kompakte Menge
K diese eine hebbare Singularitat fir den reguldren Operator A
und den gewichteten Sobolew-Raum H darstellt, Unsere hinreichen-
de Bedingung beruht auf dem folgenden Kapazitédtsbegriff,

Definition: Es sel K € 3 eine kompakte Menge., Dann heiBt die
Zahl ‘

capl(K)- inf {(Au.u) tUeEM und u = 1 in einer Umgebung von K}
Kapazitdt von K (beziglich A),

Hier haben wir stillschweigend angenommen, daB das Infimum Uber
eine leere Menge als + co erklért wird, Die Kapazitdt hat dann
die folgenden Eigenschaften: !

Lemma 1: Fir alle kompakten Mengen K,Ky < > gilt:
(1) O capy(K) € + 00,
(i1) K e K; impliziert cap,(K) & cap,(K,).
(iii) Es existiert eine von K unabhdngige Konstante O < ¥ < + 00
derart, da8 a¢~1 cap, (K) £ /
€ inf {Huﬂﬁ :ueMy und u = 1 in einer Umgebung von K}
€ Xcap,(K) gilt,
Aus Lemma 1(iii) folgt im besonderen, daB die Mengen der Kapa-
zitdt Null nur vom Gewicht abhdngen und somit fir alle reguld-

ren Operatoren gleich sind, Fiir den Beweis unserer Hebbarkeits-
aussage bendtigen wir noch das folgende

Lemma 2: Die kompakte Menge K < 2: habe endliche Kapazitét, Es
gilt genau dann capi(K) = 0, wenn die Funktionen aus Mor die in

einer Umgebung von K verschwinden, dicht in H liegen,

Beweis: Es seien die Funktionen aus Mo N Czo(z'\K) dicht in H,

u€eM, sei eine Funktion aus der Konkurrenzmenge von capl(K),
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die nach Voraussetzung nicht leer ist, Zu jedem natiirlichen n
gibt es nun eine Funktion u, € Mo n Cgo(z\ K) derart, daB

-1 gilt, u-u_ gehért fir alle n zur Konkurrenz-

lu = ugly & n
menge von cap, (K), und damit gilt cap,(K) = O.
Wir setzen nun c_api(K) = O voraus, Weiter sei u &€H und (un)

eine u approximierende Folge von Funktionen aus M. Es sei f
eine Funktion aus der Konkurrenzmenge von cap,(K). Wo=u - fu

verschwindet dann in einer Umgebung von K und gehdrt zu M . Es
gilt fluy - wll, = lIfu ll,, ¢ %(u,) lIfl,. Wegen cap,(K) = 0 -

nun die rechte Seite der ‘Ungleichung beliebig klein gemacht
" werden, Ein Dreiecksargument liefert die Behauptung,

Wir kommen nun zur ersten Hebbarkeitsaussage,

Satz 1: Die kompakte Menge K c ) ccY_ ist fir alle regulareﬁ
Operatoren A und den Raum H hebbar, wenn cap,(K) =0 gilt,
Beweis: Es sei ucH mit' <Au, w) = 0 fur alle weM n cg" (D\K)
sowie v € M, N C?(Q), Nach Lemma 2 gibt es einé Folge

(vy) € My N Cgo (2\K) mit v = v i, >0 fir ns o0, Wir haben
dann [<Au, V3| = [<Au, v5 + <Au, v=vyi o= [CAu, vy S

& X(u)llv - Vn"H' wobei die rechte Seite fir n — oo gegen Null
strebt, Also gilt {(Au, v) = O, und die Menge K ist hebbar,

3, Eine notwendige Bedingung

.

In der klassischen Theorie (vgl, /2/) werden zum Beweis einer
notwendigen Bedingung wesentlich die Ergebnisse der Potential-
theorie benutzt, Um analoge Aussagen fir unseren Fall zur An-
wendung zu bringen, ist der bisher benutzte Kapazitétsbegriff
ungeeignet, Wir filhren einen neuen Kapazitétsbegriff ein, der
es uns gestattet, den Apparat der Potentialtheorie und die da-
mit verbundenen Extremaléigenschaften auszunutzen, Wir setzen im

folgenden voraus, daB M, = cg" (=) gilt, Das ist z, B, der Fall,
wenn g, € Lo (E) fir 3 = 0,1,....n gilt,
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Definition: Es sei K ¢ $— eine Kompakte Menge, Dann heiBt die
Zahl - )
cepZ(K) = :Lnf{(Au, v> rueMy und u 2 1 in einer Umgebung von K}

Kapazitét von K,

Diese Kapazitét hat dann die folgenden Eigenschaften,

Lemma 3: (vgl. /3/, /4/. '/8/). Fir alle kompakten Mengen
K.Ky € > gilt:
(1) O € cap2(K) < +00,

(ii) K ¢ Ky impliziert capz(K) 4 capz(Ki).

(1ii) Es existiert eine von.K unabhéngige Konstante O < ® <+o00
derart, daB o~} capZ(K) <
€ inf {\lunﬁ T UEM, und u 2 1 in einarA Umgebung von K}
' xcapz(K.) gilt,

(iv) Es existiert eine von K unabhéngige Konstante O < ¥ < +00
derart, daB a1 cap, (K) € cap,(K) £ cap, (K) gilt,

Das Lemma besagt also insbesondere, daB die beiden Kapazitédts-
begriffe &quivalent sind, Daher verwenden wir den Begriff Ka-
pazitédt fur beide, Die neue Kapazitét hat aber Uber Lemma 3
hinaus noch die folgenden Eigenschaften,

Lemma 4: (vgl. /3/, /4/, /8/). Es sei K C3_ eine kompakte Men-
ge. Es existiert genau ein Element Ug € H mit den Eigenschaf-
ten: ' \

(1) CAuy, u> = capy(K) und u, 2 1 auf K bis auf eine Menge

der Kapazitét Null,
(i1) Fur alle veM, mit v 2 0 in einer Umgebung von K gilt
CAug, v> 20,

(1ii) Es existiert ein positives MaB Pk mit supp Pk © K derart,
daB (Au!(, v) = [vd Pk fur alle veM, sowie
capz(K) = ’uK(K) gilt,

Daraus ergibt sich z, B,, daB fiur das kapazitive Potential Uy
in einem gewissen Sinne Au, = u, gilt, also Au, = O auBerhalb
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von K, Daraus erhalten wir nun unsere notwendige Bedingung fir
die Hebbarkeit,

Satz 2: Wenn éapz(K) > 0 far die kompakte Menge K c () cc 3T
gilt, dann ist K nicht hebbar fir A und H,

Beweis: Fir ug € H gilt (Au,, vy = 0 fir alle v ¢ Cgo(fl\K).
Aber fir v e M, mit v > 1 1in einer Umgebung von K gilt

0 < capy(K) = p(K) & fquK- (Auy, V.
Aus den Sétzen 1 und 2 ergibt sich die

Folgerung: Falls Mo = Cg’(z) gilt, dann ist die kompakte Menge

/K ccc 2: genau dann hebbar fir alle reguléren Operatoren A
und den Raum H, wenn capz(K) = capl(K) 2 0 gilt,

4, Beispiel

Wir werden fir den Fall n = 1 die Kapazitdt des Nullpunktes fGr
verschiedene Gewichte abschétzen, Dieses Beispiel stellt eine
leichte Modifizierung des Beispiels aus /1/ dar, Wegen der
Aquivalenz der Kapazitdten werden wir sie im weiteren nicht un-
terscheiden, Wir bendtigen noch die folgende Eigenschaft der
Kapazitédt,

Lemma 5: (vgl. /4/).
(i) Fur jede monoton fallende Folge kompakter Mengen

K, € 2_ gilt cap (521 Kq) = inf cep(K ). (2)

(11) Es existiert eine von K unabhiéingige Konstante ¥ derart,
daB

&'1 cap(K) $ inf {(Au, uy : u €My, O €u€il, ua1lin

einer Umgebung von K} € ¥cap(K) gilt,
Damit 1&Bt sich zeigen:

Lemma 6:
(1) Far des Gewicht g,(x) =1x127 (3 . 0.1) mit ya 27! gile
cap({0}) = O,
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(11) Falls g4(x) = xzy fiur x>0 oder 94(x) -Ix!27 far x <0 mit
vl < g1 gilt, so ist cap({0})> 0.

Beweis: (i) Wir schatzen die Kapazitét fur die Menge
K = [c:d]c(-r;r) ab. Dazu wdhlen wir die Zahlen c', d' so, daB
-1<c'<c<0<d<d’'<1 und [c':d']c (-r;r) gilt, Wir haben dann

far L = {ueCg’((c':d")) : u=1 auf Kund 0 € u & 1}
. d’
cap(K) € ¥ inf {fu‘z(x)lxlzy dx + uz(x)lxlzy dx : ueL}
o

d'
‘Xinf{ f u'z(x)lxlzy dx +[ |x|27 dx : ueL}
[chicluldid] . c’

5, d'

Gaeinf{ f u'2(x)lxl dx : ueLi-&&f{xlzy dx,
fric]uldid’] c'

Das Infimum wird durch die Ldsung der Euler-Gleichung

(2u’'x)' = O angenommen, und zwar durch

-l = -1
(ln cc* 1) o 1n xc fir ¢' € x <c,

u(x) = 1 fir c & x € d,
(In d'd" )t 1nd'x?  fird < x € d'.
Nach Integration erhalten wir damit P
cap(K) € ae{(ln ety (an araYy? +/ 1x2¥ dx}.
‘. é'
Wenn wir nun c, d gegen Null streben lassen, so kbnnen wir
stets c’', d' so wdhlen, daB gilt: c'— 0, d'—0,
dl

1t L0, (1n d'd'l)'l-—ao,/ 1x127 dx— 0. Aus (2)

(1n cc'”
c
folgt dann cap({0}) = O, )
(11) Ee sei K = (0:f] mit O<f<r, Dann gilt fir gy (x) = x2¥
und x > O: r '
cap(K) a ¢ inf {[u'a(x) x2? dx : uecg"(z). u = 1 auf K}.
f
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Das Infimum wird durch die Ldsung der Euler-Gleichung
(2u* xzy)' = 0 mit den Randbedingungen u(f) = 1, u(r) = O ange-

nommen, Das ist u(x) = (rl-Z?_xl-Z‘y)(ri-'-Zz’_ £1-27),
1-2% _fl-zf)-l 2y-1

Daraus er-

halten wir cap(K) 2 ¥(r a ®r
von f, also cap({0})> O, Der Beweis des anderen Falles verliuft
véllig analog.

> 0 unabhéangig

wir erhalten daraus die

Folgerung: Im Fall n = 1 ist der Nullpunkt eine hebbare Singu-
laritédt, wenn das Gewicht die Gestalt g (x) =[x| 2y (] = 0,1)
mit y a 27 hat. Gilt gl(x) = X 2¥ fur x>0 oder 91(") _wz'y
fir x<0 mit |yl < 2™, dann ist der Nullpunkt nicht hebbar.

5, Beispiel

Durch eine sich aus Punkt 4 ableitende Betrachtungsweise erhal-
ten wir fir den Fall n = 2 das nachfolgende Resultat (vgl, /1/)
Die Obertragung auf den Fall n = 3 verléuft véllig analog.

Lemma 7: Es sei y_ der Kreis g_(x,y) s %2 4 y2< rzi, C(y) eine

fast Uberall im R1 nicht negative Funktion aus Lioc(Ri) sowie

~-r<ol <B<r ein Intervall auf der y-Achse. ‘

(1) wenn g (x,y) =1x1%¥ c(y) mir 73 271 (3 = 0,1,2) 1et, dann
gilt cap({_oj x [a;B]) = 0O,

(11) Wenn |y < 2° und entweder gi(x,y) = x2'y C(y) fiar x>0
oder g4(x,y) = 1x12¥ c(y) far x<o0 gilt, dann ist
cap({0} x [a:B])> 0,

Beweis: (1) Wir schétzen cap(K) fiir die kompakte Menge

K = [c;d] x [ ;B] ab. Dazu wihlen wir die Zahlen c,d,c',d’,x',8"
so, daB gilt: ~1<c’'<c<0<d<d’'<1; at'<t <B<B' und

[c*:d"] x [a':B*] ¢ 37, Wir haben dann fir die Menge

L= {u(x) € Cg°((c‘:d')) :0<€u€1l1, us 1. auf [c;d]} und die
Funktion v(y) € cg°((oz' iB')) mit v = 1 auf [o;B] sowie O&v& 1
die Ungleichung
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A 1nf{( 200 1x127ax) ( [vEvcty) dy)

IC':C] L d;d’]

. (] u (x)m” dx)(] v""(y)cw)dy) : ueL}
c'
d: ' B
+ae(j x12% ax) ( [ c(v)dy)
[ o'

B
< Eeinf{(J v (y)C(y)dy)(y' f U 2(x) 1xldx) : ueL}

o cueju {did]

d’ B .
sx(f 1x1% a0 ([ vEycty) dy)
c’ X'

d’ 8
+ae(] ix12% dx)( [ c(y) dy).
c' oG£t

Wie im Beweis von Lemma 6(i) kénnen wir das Infimum berechnen,
-Durch geeignete Wahl von c', d' kénnen wir erreichen, daB die
rechte Seite der Ungleichung beliebig klein wird, wenn c, d ge-
gen Null streben, Also erhalten wir cap({0} x [a;B]) = O,

(i-.i) Es sei K = [0:f] x [a:B] c 3,
= {u(x y) € C°°(( -r;r)X(-r;r)):ux 1l in einer Umgebung von K}

Denn gilt fur g,(x,y) = x 2y’ C(y) (x>0) : cap(K) 2

,.
2 e inf{f (f]_g_i(x'y)lz’(Z? dx)C(y) dy : ueDK}
x f

B
2 ¥ 2y '1/jC(y) dy >0 auf Grund der Uberlegungen im Beweis von
“, N

Lemma 6(ii). Also gilt cap({0} x [x;B8])> 0, Der andere Fall wird

analog bewiesen, (

Es ergibt sich damit die

Folgerung: Im Fall n = 2 ist die Strecke foe;8] auf der y-Achse
eine hebbare Singularitét, wenn das Gewicht die Gestalt
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1

9, (x.y) =1x12¥ c(y) (3 = 0,1,2) hat mit ¥ 3 2”1 und c(y) > O

fast uberall im RY sowie C(y) € L}, (RM). 6ilt g;(x.y) =x*¥c(y)

fur x>0 oder g,(x,y) -|x|27 C(y) fir x<O0 mit 137|<2'1 und

gleichem C(y), dann ist die Strecke {0j x [oliB] nicht hebbar,

Literatur

/1/ Albeverio, S,, Fukushima, M,, Karwowski, W,, and Streit, L.
Capacity and quantum mechanical tunneling, Comm,
Math, Phys, 81, 501 - 513 (1981)

/2/ Carleson, L,: Selected Problems on Exceptional Sets,
Princeton 1967

/3/ Fabes, E., Jerison, D,, and Kenig, C,: The Wiener-test for
degenerate elliptic equations, Ann, Inst, Fourier
(Grenoble) 32, 151 - 182 (1982)

/4/ Fukushima., M,: Dirichlet Forms and Markov Processes,
Amsterdam 1980

/5/ Hamann, U,: Hebbarkeit von Singularitéten und ein Dirich-
let-Problem, Dissertation (A), Wilhelm-Pieck-Univer-
sitdt Rostock 1979

/6/ Harvey, R,, and Polking, J. C.: A notion of capacity which
characterizes removable singularities, Trans, Amer.
Math, Soc, 169, 183 - 195 (1972)

‘ /?/ Schulze, B.-W., und Wildenhain, G,: Methoden der Potentisl-
theorie fir elliptische Differentislgleichungen be-
liebiger Ordnung. Berlin 1977, Basel 1977

/8/ Herbst, E,: sbektralsynthese. Stabilitét und'Konvergenz‘in
gewichteten Sobolew-Réumen. Dissertation (A), wWil-
helm-Pieck-Universitét Rostock 1982

eingegangen: 16. 04, 1984
Anschrift des Verfassers:

r. £, Herbst )
wWilhelm-Pieck-Universitdt Rostock, Sektion Mathematik
Universitétsplatz 1
DDR-2500 Rostock

44



Rostock., Math, Kolloq. 26, 45 - 50 (1984) 39A10
15A15
Lothar Berg 34A30

Ober die Greensche Funktion und die reduzierte !'ironskische De-
terminante

In ihrer Arbeit /2/ hat Frau I, Jagnow bei Differenzengleichun-
gen dritter Ordnung mit konstanten Koeffizienten fiur die um eine
Zeile und Spalte reduzierte '‘Yronskische Determinante gezeigt,
daB sie einer Gleichung geniigt, die mit der adjungierten Diffe-
renzengleichung eng zusammenhéngt, Im zweiten Teil dieser Ar-
beit soll dieses Ergebnis auf entsprechende Gleichungen belie~
biger Ordnung und im dritten Teil auf lineare Differentialglei-
chungen ausgedehnt werden, Zuvor wird Uber die Verallgemeine-
rung des Hauptergebnisses aus /2/ Uber die als Inverse einer
tetradiagonalen Toeplitzschen Matrix darstellbaren Greenschen
Funktion durch D, S, Meek /3/ berichtet,

1, Explizite Darstellung der Greenschen Funktion

Es sei Ay = (an_m) eine regulare Toeplitzsche Bandmatrix N-ter
Nrdnung mit aq # 0, a_p # O und a =0 fir k> q sowie fur
k<-p, d. h,

a
q o,

8gq ¢ + + '8y 8,
AuBerdem sei O & p,q < N. Weiterhin sei X, = hn die Lésung der
Differenzengleichung

a_pxn+p tael tagx, ...+ aqx-q = 0 (1)

mit n » 1 unter den Anfangsbedingungen hp = 1/a_p und hn = 0

fur n<p, die sich etwa mit Hilfe der Operatorenrechnung ermit-

teln laBt (vgl. /1/). Dann besitzt die zu An gehérende 5



zweiseitig unendliche Matrix A die Inverse A'l = (h,_p) . wah=-
rend die Elemente der Inversen A;1= (dnm) die Darstellung

hn--m hN+1-m hN+2-m e hN+p-m
1 M hN+1 hN+2 * e hN+p
dnm = a Phet hne2 hNes 272 hN+p+1 B (2)
hm-p«»l hN+p hN+p+1 e hN+2p—1
mit ’ '
bus1 oo Pep ’
4= : i
hN+p * hN+2p-1

besitzen, Die Elemente dnm bilden zugleich die Greensche Funk-
tion der Differenzengleichung (1) unter den Randbedingungen
= 0,

Xo = X_g = eee = X34 =00 Xgyg = Xyap

FUr die Existenz von A;l ist das Nichtverschwinden der Nenner-
determinante /4 notwendig und hinreichend. Die Formel (2)
stammt in leicht abgeédnderter Bezeichnuhgsweise von D, S, Meek
/3/ und wurde dort mit Hilfe des Satzes von Jacobi bewiesen.
Fir p = 1 geht sie in die Formel (16) von I, Jagnow /2/ iiber,
wo sie unabhéngig von /3/ fir q = 2 bewiesen wurde, Fir p = 0
lautet sie dnm = hn-m und beinhaltet die bekannte Tatsache, daB
die Elemente der Inversen einer Dreiecksmatrix von der Ordnung
N unabhéngig sind, AnschlieBend folgt fir den allgemeinen Fall

ein neuer elementarer

Beweis: Die Inverse A™L ist nicht eindeutig bestimmt, Man er-
halt alle nur méglichen Inversen, wenn man ihre Elemente durch

+

nm n=m " 49m *ni€13Yim (3)

ersetzt, wobei xnl""'xn,p+q

ein Fundamentalsystem der zugehérigen adjungier=-

ein Fundamentalsystem von (1) und

Ylm""'yp+q,m

ten Gleichung

aqym+q + cee *+ aoym + o406 + a-pym-p =0 (4)
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ist. Die c; sind willkiirliche Konstanten, Die Elemente (3) ge-

J

hen fur 1 € n,m € N in die Elemente von A;i Uber, wenn die cij

so bestimmt werden, da8 die Randbedingungen

dne ‘dn.—l Seee =dn,1-p" 0, dn,N+1= cee = dn,N+q =0 (5)
oder die dazu éduivalenten Randbedingungen

dom =d--1,m= e =d1-q,m =0, dN+1,m = =dN+p,m =0 (6)
erfullt sind, Da diec Mo fir n-m > -q als Funktionen von n L&

sungen von (1) und als Funktionen von m Ldsungen von (4) sind,
spezialisieren wir (3) zu

dom = Ppem *

h .. b, .h (7)
15551 n+i=-1"1j N+j-m

mit willklirlichen Konstanten bij' Wegen h = 0O fur n < p sind

dann bereits die letzten g Bedingungen von (5) sowie die crsten
q Bedingungen von (6) erfullt, Wie man durch Entwicklung der
Zahlerdeterminante von (2) nach der ersten Spalte und anschlie-
Benden Entwicklungen nach den ersten Zeilen sieht, hat (2) mit
4 # 0 die Gestalt (7). Aus (2) geht weiterhin unmittelbar her-
vor, daB auch die ersten p.Bedingungen von (5) sowie die letz-
ten p Bedingungen von (6) erfullt sind,

Verschwindet die Nennerdeterminante A in (2), so gibt es eine
Linearkombination

-1
X_ = B.h
n T i n+i
Mit Xy.q = eee = xN+p = 0 und natirlich X, = 0 fir n € O, Da x

eine Losung von (1) ist, ist dann der Vektor (xl,...,xN)T eine
Nulldsung von A,. Bei vorausgesetzter Regularitat von Ay kann

somit dieser Fall nicht eintreten,

2, Die reduzierte Wronskische Determinante

Ohne Beschrédnkung der Allgemeinheit wdhlen wir p = 1 und

n



= -1, so daB die Cleichungen (1) und (4)

Xne1 = 38X oo +aqxn-q' Yne1 = .8gYp* eee +aqyn+q (8)
lauten, Es sei q 2 1, Aus q Losungen yln""'yqn der zweiten
Gleichung bilden wir die g-dimensionale Vektorldsung
Y = (Yln""'yqn) und betrachten die Determinanten -

Yn+1 Y1,n+1 **° Yq.n+1 Yn
Yn+2 Yi,n+2 °*° yq,n+2 ;
o_=| . s g . , BER) o] ‘remel 19)
n n N
. . . Yn+med
y”*Q y1~ﬂ+q o yQ-"*q yn+q |

mit 0 £ m = g, Da die Glzichungen (8) die Ordnung g+1 besitzen,
entsteht die Determinante D = Jgo) aus der zugehérigen l/rons-

kischen Determinante (vgl. /1/) durch Streichung der ersten
Zeile und der letzten Spalte, Fur spéter _merken wir uns noth

die Bezichung ng) = D,_q. Wie wir jetzt zeigen wollen, genigt

die aus D, gebildete Folge
= (-1)M95" .
X, = (=1)7agby (10)

der ersten Gleichung in (8), Fir q = 2 wurde dies bereits in
/2/ gezeigt, wo auch auf eine Anwendung dieser Aussage hinge-
wiesen wird.

Bewelis: Ersetzen wir n in der Determinante ng) aus (9) durch

n=1 und anschlieBend V-1 durch (8), so folgt fur m 2 1

Yn-1 Yn-m-1 yn+q
Yn Yn Yn

Ynem-2| + a Ynem-2
Ya+m

yn+q—1 ynﬂ;—l yn+q-1
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Durch Vertauschung entsprechender Zeilen erkennt man, daB die
erste Determinante auf der rechten Seite gleich (-1)'"-10"_1 und
die zweite gleich (-1)q_1ng'1) ist, d. h., es gilt
(m) _ (_qy™=21 _1y9-1 (m=-1)
Opno1 (-1) 8,109 *+ (-1) ann @
Nach Ersetzung von n durch n-m+2 entsteht hieraus
(m) o (=131 _4y9-1 (m-1)
On-me1 (-1) %n-1Pn-me1 * (-1) ann m+2
; ; (n) _ mg-m_-m (m)
und nach der Substitution Zp o= (-1) 2q Dpomst
J(n) _ mq-1 a® _(n)
zp 0 o= (-1) aq 8n-1Pn-m+1 * p-ic
Durch Summation Uber m von 1 bis g folgt nun wegen zé") = On.q
und :
(n) =aplq) . g-a s
Zq " 2 Pn-g+1 = 2q On-q
die Gleichung
; _ .-q _qyMg_=m
Oner = aq Dn-q + g;; (-1) aq 3n-1"%n-n+1
oder nach einer Indexverschiebung
E {+ 1)(m+1)q -m-1 a D ..
m=0
%1 tir die

Dies ist aber nach Multiplikation mit ((-1)qaq)

Folge (10) gerade die Behauptung (8).

3, Ubertraqung auf Differentiaslgleichungen

Das vorhergehende Ergebnis 1&Bt sich leicht auf Differential-

gleichungen mit sogar variablen Koeffizienten

Y0y w ey (x) + e p )y ()

(11)

tibertragen, Aus n-1 Ldsungen yl(x),...,yn_l(x) dieser Gleichung

bilden wir den Vektor y(x) = (yl(y).....yn_l(x))T und die redu-
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zierte Wronskische Determinante

5 -2 '
B(x) = [ y(x). y* (x).ea.y{™2(x)].
Fur die Funktion z(x) = D(x)/W(x), wobei W(x) die Wronskische
Determinante mit der bekannten Eigenschaft W'(x) = =P (X)W(x)

ist, finden wir durch m-malige Differentiation mit. O < m < n
die Gleichung
- -2
=M = (py2) () oy (ppm) (MR kL -1y 2 -
v -m=2 n-m : wd
Yo ¥ eean y(" & ). y( ). cees y(n ) /W
und fiir m = n-1 nach einer weiteren Differentiation die zu (11)
adJunglerte Differentialgleichung
-1

2M(x) = (py(x)z(x)) " L (-1)npn(x)z(x) - o.

Es sei noch erwdhnt, daB fir Differentialgleichungen mit kon-

-plx

x
stanten Kooffizienten W=W_e gilt und somit z(x) = epl D(x)

cewdhlt werden kann,
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Distribution Algebras with Periodic Matrix Representations

Accordiﬁg to /1/, a diatripution algebra is an associative dif-
ferential algebra with an element h eatisfying

2

h = h (1)

end & # O with d = h'. The construction of distribution oldo-
bras cen ba realized by maans of matrix rapresentations, using
aspecially twosidad infinite matrices f = (f, ), -00c1,k <+ 0o,
with the derivative

From (g k-1 = Fraa,i)e (2)

cf. /1/ aa well ae Pho Thet Shay /3/. A generalization of (1)
was investigated by G. L. N. Rao /4/. In what follows wa re-
strict ourselves to s-pariodic matrices with

f = fix

for all 1i,k, baceuse with auch matrices it ia poseible to cal-
culate in a lucid way. As a consequence of thia restriction the
element d satiafiea new differential equations, The special
case a = 2 was already treated in /2/,

i+a,k+a

Algebraic preliminaries

Let be 6 the matrix with the entrias 61.1’1 = 1 and G;k =0

alae. Than tha derivative (2) is the inner derivative with re-
epaGgt to -6

f* = f6 - 6f. : (3)

For an e-periodic diagonal matrix f with the diagonal entrias
fiy = f; ond a fixed integer s 2 2 we introduce the notation

fu (flffz.....f.)- ‘4)

Then wa hava the rulea
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kal,fz.....f._i.f.) - (fz.fs.....f'.f1)6. (5)
(fgefpeeeeify g.fg)’ = (f1‘f2"fz'f3'---'f,-1'f.-f,-f1)6'- (6)
and together with another s-periodic diagonal matrix
g = (9g:000:8g) end a number A
fegm (f1+91,...,f°+g‘),
fg = (f191”"'f990)'
Af = (lfi,....KfB).

The zero matrix O and the unit matrix I read respectively
0= (0.0.--.:0.0)0 I= (1l1l0-00101)0
The commuting rule (5) implies for all s-periodic matrices f

6%f = f6°. (7)
From (3) it follows €' = O.

A special choice for ‘h

A diagonal matrix satisfies the relation (1) if the diagonal
entries attain only the values O and 1, Hence the special s-pe-
riodic matrix

h = (1,1...00100) (8)

generates a distribution algebra. According to (6) the firet
derivatives of h read

§ = (0,....,0,1,-1)6,
&= (0.....0,-1,2,-1)6%, (9)

é'= (0,....0,1,-3,3,-1)6>,
and the relations

h6(""1) - J(no-i)h' 6(""1)6('°'1) - J(no-1)g(no-1) (10)
with arbitrary natural numbers n,m are consequences of (7).
From (5) and (9) we obtain

62 = (onouvrol-llo)szl
80 that actually we have the nontrivial case &2 # 0, but

6 =0 for 8>2,
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The case of odd s

In the following we assume s to be an odd integer (greater
than 1). Then in continuation of (9) we find

§(5-2) 0 (-1,8-1,-(%31).... 8-1,-1)6°"2,
6(571) w0 (c8.,(3).ueii=(D).0.0)6°,

and the first equation of (10) a;lowo for n = 1 the improvement
§(8-1) L pgl(e-1) _ g(e-1)p (11)

Hence the well known consequence of (1)

n
B o g0 4 G S (gt
V=

simplifies for n = s-1 to the differential equation

8=-1
§(s-1) _ _ (3)6(V'1)6(°’V'1). (12)

va
Integrating (12) we obtain

8=2 Vv

6(3'2) - - 1)V 8 g(v=1) g(8=Vv=-2) _ -1'
2;; ;;; (-1 & (13)

since according to 6' = 0. equation (13) implies (12), and the
correctness of the constant of integration we see as follows.
All terms in (13) possess the form

(Fyfpree. F)6% 2,
Since f, = O for all products J(v'i)é("v'z), f, = =1 for

§(8=2)  ong f, = 1 for €®"1, the factor of 6° 1 must be -1,

The case s = 3

Finally, let us consider the special case 8 = 3 in more detail,
From

h = (1,1,0), d" = 3(-2,1,1)6%,
§ = (0.1,-1)6, é4) . 9(-1,0,1)65,
§' = (-1,2,-1)62, é(5) o 9(-1,-1,2)6°,
§" = 3(-1,1,0)63, §(®) . 27(0,-1,1)¢” 53



we find §6) . -27666 and therefore

§(ne8) | _z74(n)gS
for all integers n » O. But we also have §" = -36d6 and conse-
quently

§(2n) _ (-3)"6"63", §(2n+1) _ (-3)"6"6'6“.
Equations (12) and (13) read now réspectively

6" + 386" + 38’6 =0, & +382 +6% .0,
From further properties we only mention that in spite of 63 =0
no powers of the elements &', 8" and &'’ vanish,
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Unterhalbgruppen von (P%.u)

FOr eine Reihe von Untersuchungen in der 3-wertigen Logik
P3(/3/), insbesondere bei der Ermittlung gewisser "(Oberschau-
berer” Untervarbiéinde des Verbandes der abgeschlossenen Teilmsn-
gen von P;, sind Kenntnisse Gber die von einstelligen Funktio-
nen erzeugten abgeschlpoesenen Teilmengen, d. h. Ober die Unter-
halbgruppen von (P%.u). nO0tzlich. So lassen eich z. B. mit Hil-
fe der weiter unten angegebenen Helbgruppen ohne Schwierigkei-
ten sémtlichs abgeschlossenen Mengen von quasilinearen Funktio-~
nen der 3-wertigen Logik bestimmen (/2/, /1/).

Die Funktionen aus P% sind in Tabelle 1 definiert, Es sei

C = {eg:Cy:C2)+ 3 = {Cg:C3:30+ 31 32+33:34: 35}
U= {cgeCritgityiecestig]s V = {C1.05.V0.Vg0e.. V) und
S = {8;.....8g]. Wie Oblich bezeichne fx g die durch

(fxug)(x) = f(g(x)) definierte Funktion, Einen ‘Cberblick Ober
fu g fur die "wesentlichen* f und g gibt Tabelle 2.

x CO(X) ci(x) cz(x) Jo(x) Jl(x) Jz(x) 13(‘) 14(3) Js(x) “o(x)
[ B o] 1 2 1 0 [0} 1 1 0 2
1 0 1 2 0 1 0 - ! o) 1 o)
2 0 1 2 o) 0 1 [0} 1 1 0
x ul(x) uz(x) US(X) u4(x) us(x) vo(x) vl(x) vz(x) vs(x) v4(x)
(o I o] 0 2 2 [0} 2 1 1 2 2
1 2 0 2 0 2 1 2 1 2 1
2 0 2 0 2 2 1 1 2 1 2
x vs(x) ol(x) oz(x) es(x) 94(x) os(x) os(x)
o) 1 0 0 1 1 2 2
1 2 1 2 0 2 0 1
2 2 2 1 2 [0} 1 0
Tebelle 1
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3o 3o Ig-1 o Jo 31 32 11 2
3 Iy %o Is-1 32 Jo o 2 1
iz o Iy 3 33 2 W Jo Jo
13 Cq .15_1 JS-i 34 J3 .14 15 15
s Is.g 21 3 I3 35 15 Iz A
g 3 3 © Is 4 I3 Ja I3
Yo Ys-i Ys-1 ‘o Yo Y1 Y2 Y1 Y2
uy ug So . Ys.g u, vy ug uy uy
u [+ u u u u ‘u u u

2 ) 1 1 1 2 1 o )
u3 °2 uS—i 1.15_1 04 u3 u4 u5 u5
u, Ug_y cy uy ug ug ug ug u,
us ui Ui 02 us u4 U3 l‘|4 Us
Vo Vs_i v5‘1 C1 VO V1 V2 V1 V2
v1 Vi c1 v5—i V2 vo vo v2 v1
V. [+] v v v v v v v

2 1 1 1 1 2 1 o ()
V3 2 Vo1  Vs-i Va V3 V4 V5 Vg
Va Vi 2 Vi V3 Vs Vg V3 V4
Vg Vi Vi c2 Vs  Va V3 V4 V3
s, ug 3y Vi 8 85 % 83 84
g3 15-1 vi u1 34 51 32 86 35
84 Vi Js.g  Ys-i 83 % S5 8, 8
s Us.y Vg Iy 8¢ 8 81 8, 8y
% . Vs-i sy  Jgei 8 84 83 8 8
Tabelle 2

Bekanntlich sind die in Tabelle 3 angegebenen Abbildungen

o : f—aa;1nfusi, i=1,2,,.,,6, Automorphismen von (Pé,x).

Mit Hilfe dieser Abbildungen lassen sich isomorphe -Unterhalb-
gruppen ermitteln,

Bewiesen werden soll im folgenden, daB (Pi.u) genau 1434 Unter-
halbgruppen (einschlieBlich @) be-itztl.

1 Nach einem Hinweis von B, Cs@kény ist dieses Ergebnis von
Zolthn Szbkely (Szegod) mit Hilfe eines Computers ebenfalls
erhalten worden, Auf Grund dieser Computerberechnung konnte
die erste Fassung des vorliegenden Artikels im Fall 6,2 kor-
rigiert werden, ’
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Zum Beweis werden séimtliche Unterhalbruppen bestimmt, Dazu be-
zeichne H in diesem Artikel stets eine Unterhalbgruppe von
(P;.u). Die Anzahl der M3glichkeiten fir H in einem der be-
trachteten Félle i fir H sei nge In der sich jetzt snschlieBen-
den Fallunterscheidung fir H werden jeweils n, sowie die Mdg-
lichkeiten fir H angegeben und nur, wenn das direkte Durchmu-
stern der in Frage kommenden Mengen zu umfangreich ist, einige
Anmerkungen gemacht, die das Durchmustern -~ darauf léuft letzt-
lich der Beweis hinaus - erleichtern,

1, Fall: H € C,

Offensichtlich ist n, = 8 und H eine beliebige Teilmenge von C,
2, Fall: H$ C AHS Ac{I,u,v}.

Es ist nicht schwierig nachzuprifen, daB in diesem Fall n, =123
und H eine der Mengen J,, U, = a,(J;) oder V, = bs(ai) aus Ta-
belle 4 ist, i = 1,2,....41,

3, Fall: HS JuU AH$ JAH ¢ U,

3,1: H& C U{le.JA.uz.u:,’} = Jy5 UUyge

Die M3glichkeiten fir H sind Jyu {c4.c}, Uz {cg,cy),

332V {ege8a}e gz Vicreal s Ip5 V{0 Ca)r Ups v {Cgicy) und
Ip Y Uge wobei (p.q) € {(3,3),(3,12),(12,3), (12,12),(3,25),
(25,3).(12,25),(25,12),(25,25)} , d. h., es gilt ny , = 15,

3:2: HnJ § [05.C4435.3,} A HAUE {egeCaeup.usl.

Fir HnU kommen in diesem Fall nur die Mengen {czj, {c '°2i
{Coruz} = Ug {co.cz.u } = U;p und {c 1Cpalp gl = Uy in Frage,
3:2,1: HnU = {cz}.

Offensichtlich ist H = Jg v {c,}.

3,2,2: HAU = {co.ca}
HnJ ist.  dann eine beliebige Unterhalbgruppe von J, die {co.clj

enthilt aber keine Teilmenge von Jpg 1ist, d, h,, es gilt
N3, 2,2 = 19 und H = {ch.cojudy mit 1 €{13,14,15,22,23,24,26,

27,28,29,33,34,35,36,37,38,39,40,41},
322,3: HAU = U3.
Es gilt ny , 5 = 17 und H = U;uJ, mit 1e{4,13,14,16,19,23,24,

27,28,30,33,34,36,38,39,40,41},
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332.4: HNU = U12.
Man praft leicht nach, daB N3.2.4 13 und H = Ujpvd; ist,

1 €{13,14,23,24,27,28,33,34,36,38,39,40,41}.
3.2,5: HNAU = Uyeo

In diesem Fall ist HNn3J eine beliebige Unterhalbgruppe von 3J,
die {,12.;]3} enthdlt. Also ist ny , o = 7 und H = Upgu Jy fir

1 ¢}{27,33,36,38,39,40,41}, Folglich gilt n, , = 57,

3,3: HnJ € {cg.cy.d,.d,1AHNU % {cg.Ciupiugl.

In diesem Fall ist H isomorph zu einer die Bedingungen von 3.2
erfdllenden Unterhalbgruppe von JuU, Folglich ist ng 3 = 57
und H = a,(H'), wobei H' die Bedingung 3.2 erfillt,

3,4: Hn3 $ {cg,Cy.dy.d,AHNU % [cg.cp.u5.us, ‘
Dann gibt es in H zwei Funktionen f und g mit f(g) € (g g) und
g(g) € (g é). Hieraus folgt |HnJ|=(HnUl und, falls

(H\C)N 3J = uiuelsiu.(HW)nUe{@ﬂier{u$ﬂi€Iﬁ.
purchmustern der mdglichen Falle liefert Ny 4 =19 und

H=J vU mit (P.q) € {(Z'Z)v(sls)'(ele)l(glg)'(15:15)'(16,16)5
(17,18),(18,17),(22,22),(23,23),(24,24),(26,28),(28,26),(30,30),

(34,34),(37,38),(38,37),(39,39),(41,41)}.
Zusammenfassend ergibt sich ng = 148,

4, Foll: HE AUBE{IUV,UUV]AH § AAH S B,

Wegen 03(3 uU) = JuV sowie 54(3 ul) = UuV ist n, = 296 und H
isomorph zu einer im Fall 3 bestimmten Unterhalbgruppe.

5, Fellt HE JuUUVAH$ JUUAHE JUVAH & ULy,

5,1: Hn(UuVv) « C u{uz,u'z,vz,v3j.

Far Hn(U uVv) kommen nur die Mengen Uguvg = {_co,ci,uz,vz},

Ujp UVyg = C Ui"z""zs und Upg UV,, = C u{uz.us,vz,vs} in Frage,
S,1,1: HN(UuV) = Uz uVg.
M8glich fOr HnJ sind dann alle Teilmengen J, von J, die
i°0'°1} enthalten und fiGr die gilt:

309y v 3463323033109y 0. 3489 =P 33€3;, 35D, = g€,
Also ist ngq,1 = 11 und H = 3y LUz UVg, 1e{13,14,24,27,25,33,
60 36,38,39,40,41}.



5,1,2: HA(UuV) = UlzlJV15.

Mit Hilfe von 5.1.1 erhdélt man n = 11 und H= J, uU,, UV,,
5.,1.2 i 12 15

1 e{13,14,24,27,28,33,36,38,39,40,41}.

5,1,3: Hn(UuV) = U25 uVyae

HNJ ist in diesem Fall eine Unterhalbgruppe von J, die j, und

3 enthalt, Folglich ist Ng g,z =7 und H =3, ul,guV,,,

1 €{27,33,36,38,39,40,41},

5.2: HN(IUV) S Cufdyedygivyovyle

Wegen a,(C u{31.14,v1.v4}) = Upg UVp, 18t ng 5 = 29 und

H = az(A), wobei A eine der im Fall 5.1, bestimmten Mengen ist,
5,3: HA(JuU) = C u{Jo.js,uo.us}.

Auch dieser Fall ist isomorph zu Fall 5,1, Sadmtliche 29 Mdg-
lichkeiten fOr H erhélt man mittels der Abbildung ag aus den
in 5.1 engegebenen Mengen,

5,4: H erflllt keine der in 5,1, 5,2, oder 5,3, genannten Be-
dingungen.
In diesem Fall gibt es in H Funktionen f, g und h mit

(o] 0212, 0 1 2
fDe@idih aDe@ iz hHuwminzmed s d.

Da zu H auBerdem gewisse Funktionen j,. u,., Vv, gehbren, Ober-
zeugt man sich leicht davon, daB C & H und, falls

(H\C)n3 = {3,]1 eI} i1st, (H\C)nu €{{u1|1 e}, {ug 4t ex}}so-
wie (H\C)nV E{{Vili €1}, {vg 411 e1}} gilt, Durchmustern der
m8glichen Félle unter Verwendung der Ergobnisse:von Fall 2 lie-
fert Ng 4 =7 und H = qu Uquvr mit (p,q,r) e{(24.24,26), (26,

28,24), (28,26,28), (37,38,39), (38,37,38), (39,39,37), (41,41,
41)}. Folglich ist ng = 94,

6, Fall: SnH % g,

Da S bekanntlich 6 Untergruppen besitzt, sind folgende Félle
mdglich:

6s,1: SNH = {31}.

Dann ist H = A u{ll}, wobei A eine der 669 oben bestimmten Un-
terhalbgruppen von JuU uV ist,
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6.2: SnH = {s,,8,}.
H\S ist dann eine der folgenden 30 Mengen: @, {c,}, {cy.c,}.
C. 350 J3p0 I35+ Iy Jpy ufcyls Iz, ufca}, CUI, U UV, Ug Y Vg,

Uga UVygr UggUVgs Upg UVpps Upg UVjygs UpgUVpge Ugy UV,
"U35UV34, U;SUVSQ' Uuv, .327UU1 UVZ' 327UUGUV2,
327uU25uV22. 3‘37UU38UV39, DuUlu'Vz, JUUGUVZ, Juuzsuvz'
Juluvy, '

6.3: SnH 5{{31'325' i°1'°53}'

In diesem Fall ist hg 3 = 60,und die Méglichkeiten fir H er-
hélt man aus 6.2 mit Hilfe der Abbildungen a, und 8g.

6.4: SnH €{{s;,8,.8.}, s},

Fir H\S kommen nur die Mengen @, C und JuU uV in Frage, d. h,,
es gilt n, , = 6. Folglich ist ng = 765, womit sich 1434 als
Anzahl der méglichen Unterhalbgruppen von P§ ergibt,

{
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Konrad Engel

Optimai representations, LYM posets, Peck posets, and the
Ahlswede~-Daykin inequality

In this nota (partly with survey character) we will show that
results concerning LYM posets, Peck posets, the Ahlswede-Daykin
inequality, and results concerning the asymptotic size of anti-
chains in products of finite posets come together in the gene-~
ral notion of optimal representetions of posets,

Throughout we consider finite partially ordered sets,

A representation of a poset is a function x: P—> Rsuch that

a % b implies x(a) - x(b) ® 1, The expected value Fx end the

variance Gi of the representation x of P are defined by

Py i B2 x(8) /

acP
and

2 1 2 2
€ :-ﬁ;x(a)-’;’(,

respectively, The variance 62(P) of the poset P is defined

by GZ(P) t= inf 5 2. where the infimum is extended over all re-
presentations x of P. A representation x of P is called optimal

1ff 62 62(9).

/
Let d(P) be the ‘meximum size of an antichain in P and let P” be
the (direct) product of n fectors P, The importance of optimal
representations is given by a theorem of Alekseev /3/.

Theorem 1 iAlekseev):.It holds

d(P") ~ f27n 6’(|"))-:I'IF'I"I as n» o,

This theorem was generalized by Engel and Kuzjurin /9/ to pro-
ducts of posets with boundad cardinalities which ere not neces-
sarily equal each other end by Engel /8/ to weighted posets,
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A poset P is ranked iff there is a function r: P—IN such that
r(a) = 0 if x is minimal in P and r(b) = r(a) + 1 if b > a
(b covers a if there is no element between a and b), In all

what follows let p := max r(a). The set N, := {a€P, r(a) = 1}
aeP

and the number W1 :-|Nil are called the i-th level and the

i-th Whitney number of P, respectively. Let w(P) be the maximum
Whitney number of P, Obviously, the rank function is a repre-
sentation of the ranked poset P, Using the Local Limit Theorem
of Gnedenko and Theorem 1 one can prove (see /6/) that for

ranked posets P it holds d(Pn)fv w(P") as n— 00, if the rank
function is an ggtimal representation (in that case one'can
cail pn asymptotically Sperner). Thus it is interesting to in-
vestigate in which ranked posets the rank function is an opti-
mal representation,

Denote the edge set of the Hasse graph of P by E(P) and call
F S P an order filter if acF, b>a imply beF, Finally for a

subset S of P define r(S) := E r(a) (note that then r(P) is
ae

not the maximum rank in P),

Using the Theorem of Kuhn and Tucker in quadratic programming
and the Duality Theorem in linear programming one can prove the
following theorem (Engel /8/, for a more combinatorial approach
see Alekseev /3/).

Theorem 2: Let P be a poset with rank function r, The following
conditions. are equivalent: :

i) r is an optimal representation of P,
ii) There is a function f: E(P)——->]R+ such that

E f((a,b)) - 2; f((b,c)) = r(b) -

a,a<b c,b<c H (53 =
for all beP,

1ii1) For all order filters F of P it holds

_r"*_,lf)_irl’ ('Iu'r)'



In the following we show how Theorem 2 can be applied directly
to certain posets without using Theorem 1 and other previously
discovered product theorems /5, 12, 14, 17/,

A ranked poset P is called a LYM poset iff there is a function
g: E(P)— R_ such that

1
a,b ol if aeN_,
b;@ s 4 o 2 @

1
By5 = b,c)) = fbeN,,
>, o((e0)) = D g((b.0)) =g ifben,

a.a< i=1,,..,p-1,
1

E: g((a,b)) = 5 if beN_.

a,a<b W; P

For equivalent conditions see Harper /12/ and Kleitman /16/,

Theorem 3 (Engel /8/): If P is a LYM poset, then the rank func-
tion r is an optimal representation of P,

Proof: The function f defined by

i
f((a.b)) = g((a.b)) ; (pe=d) Wy, aeNy, 8 <b,
=0

(i = 0,,..,p-1) satisfies condition ii) of Theorem 2,
q.e.d,

Remark: In /8/ it was proved more generally that flow morphisms
preserve variances (see /7/, /13/).

A subset T of P is called a k-family iff there are no k+l ele-
ments of T which lie on any single chain in P, A ranked poset

P is caelled a Peck poset if W = Wp W = wp_1 € ... and the

maximum size of a k-family in P equals the sum of the k largest
Whitney numbers in P for all k.

Theorem 4 (Engel /8/): If ‘P is a Peck poset, then the rank

function r is an optimal representation,
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Proof: From a result of Griggs /11/(for all i < E- there exist
wi disjoint chains with bottom in Ny and top in Np-i) it fol-

lows that in Peck posets there is a bijection

p: U Ni—>U NJ such that x < (x) and"
i< i>5

r(x) + r(q;(x)):: p for all x€P with r(x)<g-.
Obviously, we have

%ﬂ'f"rag"

If F is any order filter in P, then there is no pair (x, P(x))
such that x €F but ?(x) & F, Hence

r;F) k‘g
and condition iii) of Theorem 2 is satisfied,
q.e.d,

A lattice P is called distributive iff for all x,y,z ¢ P it
holds x A(yvz) = (xAy) v (xAz)., It is well-known (see Aigner
/2/) that each distributive lattice possesses a rank function r.
In Theorem 6 we will apply the inequality of Ahlswede and
Daykin /1/ which is a generalization of inequalities of
Kleitman /15/, Fortuin, Kasteleyn and Ginibre /10/ and others,

Theorem 5 (Ahlswede and Daykin /1/): Let P be a distributive

lattice and let o, B, ¥, d be functions P — R_ such that
®(a)B(b) € y(avb) d(anb) for all a,beP,
Then
o (A)B(B) & y(AvB) §(AAB) for all A,B & P,
where x(A) := gq(a) etc,, AvB := {avb, acA, bes},
and AAB := {aAb, acA, beB}.

Theorem 6: If P is a distributive lattice\, then its rank func-
‘tion r is an optimal representation of P, °
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Proof: Let F be any order filter of P, Put in Thoore- 5
--f-r, °OJ'-1 A°-P.andB.-F.TllQﬂAvB-Fand

AAB = P, Obviously, it holds r(a)*1 € r(avb)+1 for all

a,b e P, Hence by Theorea S

r(P) IFI € r(F)IPI,

i.e.

and condition iii) of Theorem 2 is satisfied, qee.d

(C.
Finally let P be the partition lattice, Rota‘'s problem /18/ to
decide whether d(P) = w(P) has a long history and influenced
the development of the Sperner theory, Canfield /4/ proved that
in general d(P) > w(P). The following problem is a natural
generalization of Rota‘s problem.

Problem: Decide whether the renk function of the partition
lattice is an optimal representation of it,
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03ET2
Hans Bandemer

Zur Bestimmung funktionaler Beziehungen aus Fuzzy-Beobach-
tungen1 '

1. Einleitung

{blicherweise wird die Ungenauigkeit, Unbestimmtheit und Un-
sicherheit von Beobachtungsergebnissen in einem mathematischen
Modell dadurch berilicksichtigt, daB8 man sie als Realisierungen
von Zufallsvariablen auffaBt. Bei der Untersuchung funktiona-
ler Beziehungen nimmt man dann gewshnlich an, daB8 diese von
den Erwartungswerten jener Zufallsvariablen gebildet werden.
Um den Graph dieser Beziehung zu schitzen, wihlt man dann in
der Regel ein numerisches Approximationsverfahren, das den ge-
gebenen Realisierungen den Graph einer Punktion zuordnet. Um
nun zu weiterfilhrenden Aussagen {iber diese Schitzung zu kommen,
bedarf es einer Reihe von Annshmen wie {iber die Unabhiéngigkeit
oder Unkorreliertheit der Zufallsvariablen bei verschiedenen
Beobachtungen, iiber deren Varianz bis hin zu deren Verteilungs-
typ. Diese Annahmen, die in ihrer aktuellen Gesamtheit das
statistische Modell bilden, kdnnen in gewissen F¥llen gerecht~-
fertigt werden, in anderen unwidersprochen bleiben, aber es
gibt immer wieder Fille, in denen sie recht willkiirlich und
ummotiviert erscheinen, z.B. wenn die Beobachtungen unter-
schiedliohen, kaum  vergleichbaren Quellen entstammen (z.B. aus
unterschiedlichen Situationen mit nicht vergleichbarer MeBtech-
nik, eventuell zusammen mit Expertenmeinungen).

In diesen oder ¥hnlichen Situationen sieht man sich nach einer
Alternative um. Eine solche so0ll im folgenden angeboten werden.
Sie benutzt die Denkweise der Puzzy-Theorie, besitzt eine hohe
Flexibilit&t in der Anpassung an reale Situationen, verlangt

1 Vortrag, gehalten am 13,4.1984 im Rostocker Mathematischen
Kolloquium
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keine vergleichbar einschneidenden Annahmen, erlaubt aber Aus-
sagen #hnlicher Struktur (z.B. #hnlich zu Konfidenzschitzun-
gen). :
Nachdem im n#chsten Abschnitt der Begriff der Puzzy-Beobach-
tung eingefithrt wurde, folgen einige Vorschliége fiir die Zu~-
ordnung von Graphen von Funktionen zu diesen Beobachtungen.
Entsprechend dem Charakter der Beobachtungen werden diese
ebenfalls zu unscharfen Mengen fiithren.

2. Fuzzy-Beobachtungen P

2.1. Spezifizierung einer PFuzzy-Beobachtung

Gegeben sel eine Grundmenge G, 2Z.B. als kompakte Untermenge

des RZ. Jede Teilmenge Hc G 14Bt sich bekanntlich durch ihre

Zugehorigkeitsfunktion K darstellen:
FH(x,y) = 1 falls (x,y) 6B,

(2.1)

'uH(x,y) = 0 falls (x,y) €H .

Als thzx-Megge M aus G bezeichnet man nun jede Abbildung von

¢ in [0,1] , gegeben durch ihre Zugehdrigkeitsfunktion

M :FMlc—e[o.ﬂ. (2.2)

Men kann sie sich als Grautonbild auf G vorstellen (als Ver-
allgemeinerung des Scherenschnitts H).

Zur Puzzy-Beobachtung kommt man, indem man ( als Grad der MYg-
lichkeit deutet, wo nach dem Vorwissen oder/und der durchge-
filhrten konkreten Beobachtung Punkte der funktionalen Be-
ziehung, die selbst als unbekannt, aber fest und determiniert
(nicht. fuzzy) angenommen wird, liegen kdnnen. (Der Weg, daB
auch diese funktionale Beziehung als fuzzy angenommen wird,
d.h., da8 der "wahre" Parameter dieser Beziehung eine Fuzzy-
Menge ist, wird z.B. von Tanaka et. al. /1/ beschritten. )

Die M&glichkeiten, solche Fuzzy-Beobachtungen aus den verschie-
denen Quellen 2zu spezifizieren, sind {iberaus vielgestaltig und
nur beschrinkt durch den notwendigen Konsens der an der Losung
des Problems Beteiligten und Interessierten. Die spezielle
analytische oder numerische Form der Zugehdrigkeitsfunktion
hat dabei wenig EinfluB auf das Ergebnis, wenn nur die Iso-
tonie des Verlaufs gewahrt wird (z.B. Dreieck oder Parabelab-
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schnitt, Pyramide oder Kugelkappe).

Wenn man es gewshnt ist, Beobachtungspunkte mit den Variabili-
tétsgrenzen anzugeben, so fillt es nicht schwer, statt dessen
einen Grautonsaum festzulegen, als Unsicherheitszone fiir die
Lage der funktionalen Beziehﬁng.

Ebenso scheint es nicht sehr kompliziert, in Expertengespri-
chen solche Grauton-Bilder zu erarbeiten, die dann dokumen-
tieren, wo die einzelnen Experten die Lage des Graphen der
funktionalen Beziehung erwarten.

Liegen "exakt" angegebene Beobachtungspunkte, z.B.

(xi,yi) , 1 =1,ee.yn , vor, so kann man ein geeignetes Struk-
turelement B wihlen (etwa einen kleinen Kreis), das den Un-
sicherheitsgrad der Beobachtungen reprisentiert. Es bezeichne

B(x, ) das Strukturelement, wenn es den "Mittelpunkt" (x,y)

hat. (Zur Rolle des Strukturelementes in der mathematischen
Morphologie 8. z.B. Serra /2/.)
Dann wire eine Mdglichkeit zur Festlegung der Fuzzy-Beobach-

tung M :
M orp(x,y) = (1/c)card {(x5,3y) ¢ Xy €Bg yyhe (223)

wobei die Normierungskonstante ¢ so zu wHhlen wire, daB K fijr
"alle (x,y) €G in [0,1] liegt.

Man k¥nnte auch Thieles Astro-Cumulus-Methode verwenden
(Thiele /3/), die das optische Verschmelzen der Elemente eines
Sternhaufens nachgestaltet.

2.2. Zusammenfilhren von Beobachtungen

Es bezeichne

supp M = {(x.y) : py(xy) > o}. ’ (2.4)
Nun kann es vorkommen, daB es unter den n Fuzzy-Beobachtungen
Mi’ 1 =1,...,0, gewisse mit j &« k gibt, fiir die

supp My nsupp M, # b, (2.5)
und gewisse (xm.ym), fiir die

0% ﬁMJ(Jgn.ym) + /th(xm.ym') $0 (2.6)
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ausfdllt. Fiir gewisse Verfahren (s. Abschnitte 3.1 und 3.2)
igt es erforderlich, die Fuzzy-Beobachtungen vor deren Verar-
beitung zu vereinigen. Dies kann wiederum auf verschiedene Art
erfolgen. Am einfachsten zu motivieren ist:

M=VM yY) = (Zay)s 2.7)
Y Hy(xs¥) Dast ,u.Mi(x y) (

bei der Jjeweils der hdchste Maglichkeitsgrgd flir jeden Punkt-
benutzt wird. Es tritt hierbei der bemerkenswerte Fall ein,

daB zwel identische Fuzzy-Beobachtungen zur gleichen Ausgangs~- .
situation fithren wie eine von ihnen. Beim Vorliegen zweier

(als unabhingig engenommener!) identischer Realisierungen ist
das bekanntlich nicht so.

Die Vereinigungsvorschrift (2.7) geht jedoch davon aus, daB
zwei identische unscharfe Informationen ("Freiberg liegt in
der Ndhe von Dresden") so gut sind wie eine von ihnen,

Beli der Verwendung von Mittelwerten, die im Gegensatz zu (2.7)
eine geringe Rolle spielen, muB man unterscheiden, ob

f‘Mi(xo'yo) = 0 bedeuten soll:

a) das Bestehen der funktionalen Beziehung wird in (xo,yo) filr
nicht mdglich gehalten oder
b) Uber das Bestehen wird keine Aussage gemacht.
Im Fall a) wdhlt man dann ; .
M= do My t py(xy) = (1/n) Z ,uui(x,y) (2.8)
und fiir b)
& E /‘ui(xtY)
Mmaoly - 3 pylxey) = T (2.9)

card {1: ,uui(x,y)> 0}

Dariiber hinaus wdre von Fall zu Fall zu entscheiden, ob noch
andere Verknupfungsmﬁglichkeitqn (z.B. algebraische Summe, be=
schriinkte Summe) sinnvoll interpretiert werden kdnnen.
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3. Einige Verfahren zur Bestimmung funktionaler Beziehungen
aus Fuzzy-Beobachtungen

Der Einfachheit halber nehmen wir die gesuchte funktionale Be-
ziehung in expliziter Form gegeben an

y=f(x), xeX , ye¥Y, (3.1)
und betrachten zuerst den Fall, daB wir ihre Struktur bis auf
einen Vektor unbekannter Parameter kennen:

£(x) = n(xiagseeerap)e - (3.2)
Als Beispiel wollen wir den einfachsten Fall

f(x) = n(xs ag, 8,) = a, + a;x . (3.3)
mitfithren, wobei x ¢ [0,1] = X und f € [0,1] = Y vorausgesetzt
wird, was auf die Parametermenge

A= {(30,31): a, e [0,11 a, € [-30,1—501} (3.4)
fihrt. Ferner seien fiir das Beispiel die vier Fuzzy-Beobach-
tungen, i = 1,2,3,4, v

- 2 +
oM py(xy) = [v- riz((x-xi) + (y-yi)z)] (3.5)
gegeben mit

1180.2. y1-0.2, 1‘1-0.1, .

x, = 0.4 , ¥y = 0.45, T, = 0.1 , (3.6)

X3 = 0.7 , y3 = 0.6‘, r3 = 0.12,

X, = 0.7 , Yo = 0.8", rq = 0.08.

Die Zugehdrigkeitsfunktionen sind also Kugelkappen von ver-
schiedenen Radien.

Im folgenden werden dreil Verfahren zur "Fuzzy-Schidtzung" vor-
gestellt und am Beispiel erliutert, wobei die beiden Verfahren
in den Abschnitten 3.1 und 3.2 von Bandemer /4/ und das Ver-
fahren in Abschnitt 3.3 von Bandemer und Schmerling /5/ vorge-
schlagen wurden.,

3.1. Erwartete Kardinalitit

Hierzu werden die Puzzy-Beobachtungen gem#B (2.7) zusammen-
gefaft (M = V Mi)'
i

Betrachten wir eine spezielle Funktion, z.B. eine bestimmte

Gerade 8, + a,x, an einer festen Stelle X, 80 hat ihr
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Funktionswert a, + a,;x  an dieser Stelle deén Zugehtrigkeits-

wert f‘M(xo’ao + a1x°). Dieser wird sich gewdhnlich iiber dem
Bereich X der Beziehung stark #ndern, denn die Beobachtungen
sind im allgemeinen nicht regelmiBig fiber X xY angeordnet.
Wenn wir annehmen kdnnen, dag die Werte x e¢ X, fiir die wir die
funktionale Beziehung benutzen wollen, zufillig auftreten
(als Beispiel sel an die Abhingigkeit des tiglichen Wachstums
von den klimatischen Bedingungen gedacht), dann konnen wir zu
Jjeder. Funktion a, + a,x ihren erwarteten Zugehdrigkeitswert
bestimmen. Sel P die Wahrscheinlichkeitsverteilung, nach der

die x auftreten; dann hitten wir

E(“M(x’ao + a1x) = //.LM(x,ao + a.'x)dP(x) (3.7)
X

als sogenannte erwartete Kardinalitdt natiirlich bezfiglich P.
(siehe Dubois und Prade /6/). Auch wenn wir die Vorstellung des
zufdlligen Auftretens von x nicht aufrecht erhalten kénnen,
aber eine normierte Gewichtsfunktion festlegen kdnnen, dann
dtirfen wir (3.7) als gewichtetes Mittel lings des Graphen der
Funktion deuten und verwenden. Liegen keine Griinde fiir die
Bevorzugung von Gebieten aus X vor, wird man die gleiéhm&ﬂige
Verteilung auf X wihlen.

Betrachtet man nun (3.7) als Funktion der Parameter, so erhilt
man mit ‘

HE (8508y) = E uy(x, a, + a,x) (3.8)
eine Puzzy-Menge {iber A, der Menge der mdglichen Parameterwerte
(ao.a1); siehe (3.4). Diese reprisentiert die in der Fuzzy-Be-
obachtung (3.5) enthaltene Information, transformiert in den
Parameterbereich A und beurteilt durch das Wahrscheinlich-
keitsmaB P.

Wenden wir uns dem konkreten Beispiel ngher zu! Der Einfachheit
halber wihlen wir als WahrscheinlichkeitsmaB8 P die Gleichver-
teilung dP(x) = dx. Um Hg fiir ein spezielles (a*, a*) zu
berechnen, priifen wir zuerst, ob der Geradenabechnitt

*

y=ag+ a1 x , x €[0,1], den Grundkreis supp ,AMi einer

Puzzy-Beobachtung trifft, d.h., ob

(x-x)% + (a) + a¥x = 3,02 = 22 (3.9)

74



reelle Ldsungen hat, z.B. Xy4 < Xpye Dann integrieren wir

X214
k;(a), a;) = / [1-r720(x-x; )24 (2 + a¥x - y)P)]ax  (3.10)
x1i s
und erhalten
4 .
FE(B;’ a:) = ;;; k,(ag, al), (3.11)

wobei wir ki(ag, a;) = 0 gesetzt haben, falls (3.9) keine oder
nur eine reelle Losung hat. Bild 1 zeigt die Hohenlinien fiir
(3.11) fiir ¢ = 0,25; 0,30; 0,35.




3.2. Puzzy-Erwartungswert

Im Falle, daB es nicht méglich ist, eine Gewichtsfunktion tiber
X festzulegen, wir aber trotzdem unterschiedlichen Teilmengen
von X eine unterschiedliche Bedeutung zumessen miissen, kdnnen
wir zuweilen ein Fuzzy-MaB g konstruieren. Dies ist eine Men-
genfunktion, die nicht mehr die Additionseigeﬁachaft hat, dasB
das MaB der Vereinigung zweier disjunkter Mengen die Summe der
EinzelmaBe ist. Statt dessen wird nur noch gefordert, das das
MaB jeder Obermenge nicht kleiner ist als das der Menge selbst.
Die bei WahrscheinlichkeitsmaBen uﬁliche G-Additiyitat wird
durch die Stetigkeit beziiglich der Mengeninklusion ersetzt.
Solche Eigenschaften fiir ein MaB k6nneh.notwendig werden, wenn
gewigsen Teilgebieten subjektiv der Vorzug vor anderen gegeben
" werden soll, ohne daB der Vereinigung disjunkter Gebiete die
Summe der Zahlen, die den Vorzug ausdriicken sollen, zugeschrie-
ben werden kann oder darf.

Das Integral beziiglich eines Fuzzy-MaBes muB- definiert werden,
da die bekannten Integralbegriffe auf der MaBadditivitdt auf-
bauen. Sugeno /7/ gab eine Definition und zeigte, das die fol-
gende Darstellung mit seiner Definition Hquivalent, aber hand-
licher 1ist.

Sei h | X —[0,1] eine Punktion und X,c X, dann ist das Puzzy-
Integral beziiglich des Fuzzy-MaBes g als

)){(nm P EC) = e (ain o, 60 E)}) (3.12)
S g

gegeben, wobei \
F, = 2 xe€X ¢ h(x)2 a} (3.13)

die q-Niveauiiberschreitungemenge von h bedeutet.
Analog zu (3.7) und (3.8) 148t sich nun

fp (8ra)) = fpuy (x4 8y + 1) o &(2) (3.14)
X

als Fuzzy-Erwartungswert beziiglich g definieren.
Es ist eine Puzzy-Menge {iber A und 148t sich analog Zu Up
interpretieren. .
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Um MF fiir ein (a;. a:) € A zu berechnen, haben wir die Mengen
Em zu betrachten, fiir die

HM(X' 8, + a1x) . (3.15)

ist., Aihnlich wie bei der Bestimmung von HE stellen wir fest,
ob das Geradenstiick y = a* + afx, x €[0,1], den Kreis schnei-

o
det, in dem fiir ein bestimmtes M, (3.15) gilt, d.h., ob
(xexy)? + (aF + afx - yp? = 1§ (1-0) (3.16)

reelle Ldsungen hat, die wir mit

(1 2l wxy © 2 R o Gm

bezeichnen. So erhalten wir

g([0,1]NEy) = 2 ; Vi @ atan1’ (3.18)

wenn wir als Fuzzy-MaB zu Vergleichszwecken und der Einfach-
heit halber wieder die gleichmdBige Verteilung wihlen. Wegen
der Monotonie beziiglich a liefert die Ldsung von

g([0,1] nE) = «a \ (3.19)

das gewiinschte Integral (3.14). Im Bild 2 sehen wir die Ni-

.veaulinien von Hp (ao,a1) fur o= 0,30; 0,35; 0,40.
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3.3. Puzzyfizieren des Giltigkeitsbegriffes

Wenn wir sagen, daB eine funktionale Beziehung f in einer Men-
ge Mi gilt, falls es einen Punkt gibt, in dem sie gilt, dann
bedeutet dies, daB der Graph der funktionalen Beziehung die
Menge Mi trifft., Diese Aussage 1¥8t sich fuzzyfizieren, wenn
Mi eine Fuzzy-Menge mit der Zugehdrigkeitsfunktion f‘lV ist,
indem wir mit

Ha(f » My) = ;2% {uMi(x. £(x)) (3.20)

den Fuzzy-Gliltigkeitsgrad von f beziiglich Mi einfiihren.

Im Unterschied zum Vorgehen in den Abschnitten 2.1 und 2.2
werden die Puzzy-Beobachtungen Mi nicht vereinigt, sondern
ihre FPuzzy-Giiltigkeitsgrade getrennt betrachtet.

Entsprechend der Vorstellung, daB8 die funktionale Beziehung in
jeder Beobachtung im Fuzzy-Sinne gelten soll, erhalten wir als
sinnvolle Begriffsbildung den Fuzzy-Giiltigkeitsgrad von f bew
-zugi‘ich M.‘ 6 wiw ,Mn durch

He,n (£ ; M1,...,Mn) = min ::; FMi(x,f(x)). (3.21).

Betrachten wir unser Beispiel fiir f(x) = 8, + ax, xe[0,11!
Nehmen wir die Gerade in ihrer Hesseschen. Normalform

xcosp +ysing-p=0, (3.22)
8o liefert bekanntlich ‘
X, co8 P + y, 8in @ = p = T, (3.23) -

den Abstand r, eines Punktes (xo,yo) von dieser Geraden.
Wegen der Kreissymmetrie von Hu gilt
; ) 1

2 24*
Hilagray) = :13[ ,uMi(x.ao + a,x) =[1 - 5 /], (3.24)

wobei rs dae Abstandsquadrat der Geraden vom Kreismittelpunkt
(xi’yi) gemis (3.23) ist. Aus (3.24) erh#lt man dann

f‘G,4(ao’a1; M1o Mzo M39 M4) = min /“1(30'31) (3-25)

Im Bild 3 sehen wir die Niveaulinien von IuG 4 fUr
o= 0.0; 0.5; 0.8,
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3.4. Einige Bemerkungen

1. In einer anderen Arbeit (Schmerling und Bandemer /8/) wer-
den statt der Kugelkappen Pyramidenstiimpfe verwendet. Die Er-
gebnisse sind ¥hnlich; zur Berechnung der Fuzzy-Mengen-im Pa-
rameterraum lassen sich Methoden der Intervallarithmetik her-
"anziehen,

2. Die Fuzzy-Mengen im Parameterraum haben Ahnlichkeit mit der
Angabe von Konfidenzschitzungen zu verschiedenen Niveaus beim
gleichen Datenmaterisl. Die Deutung, im stochastischen Modell
meist eine frequentistische, ist hier jedoch eine andere; sie
entspricht dem Puzzy-Begriff, der bei der Spezifizierung der
Beobachtungen und bei deren Transformation verwendet wurde. Ein
Vergleich von Fuzzy- und Konfidenzschitzung findet man in Ban-
demer /9/.
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3. Den Unabhingigkeitsbegriff fiir die Beobachtungen, der in der
Statistik eine so groBe Rolle spielt, haben wir bei der Ein-
fithrung der Fuzzy-Beobachtungen nicht benutzt. Vorkenntnisse
und Annahmen i{iber gewisse Beziehungen zwischen den Beobachtun-
gen (z.B. gleiche Quellen, gleichzeitige Spezifizierung) las-
sen sich gegebenenfalls durch die Art der Zusammenfassuﬁg be-~
riicksichtigen.

4. Die Annahme, daB die funktionale Beziehung explizit vor-
liegt, 1HdB8t sich umgehen. In einer Arbeit Bandemer und Gerlach
/10/ werden die Methoden, die in der vorliegenden Arbeit vor-
gestellt wurden, auf implizite Beziehungen ausgedehnt., Die von
einigen Methoden verlangten MaBe miissen dann fiir X xY spezi-
- fiziert werden, und der numerische Aufwand fiir die Berechnung
der Puzzy-Mengen im Parameterbereich ist verstidndlicherweise
wesentlich héher.

4. Ein Analogon zur empirischen Regression

Iﬁ vorangehenden Abschnitt wurde davon ausgegangen, das dié
Struktur der fdnktionalen Beziehung bis auf einen Vektor unbe-
kannter Parameter bekannt sei. Halten wir allein die Voraus-
setzung aufrecht, da8 die explizite funktionale Beziehung ein-
deutig und fest, aber unbekannt ist, dann 148t sich eine punkt-
weise "Schitzung" fiir die Beziehung aus den Fuzzy-Beobachtungen
‘in einfacher Weise angeben, die man als ein Analogon zur empi-
rischen Regression ansehen kann. Als Punktionswert der Schit-
zung wghlt man fiir jedes x ¢X den mit dem hSchsten Zugehorig-
keitsgrad der vereinigten Beobachtungen, d.h., sei Fu die Zu-
gehdrigkeitsfunktion der Puzzy-Beobachtung M = X My, dann ist

§ = $(x) = arg { ;:§ Fu(x.y)} . (4.1)

Zu Puzzy-Aussagen {iber diese Sch#tzung kann man dann z.B. durch
eine der folgenden Methoden kommen;

a) Man bestimmt fur eine Polge d1, d2"”’dn die erwartete
Kardinalitit (oder den Puzzy-Erwartungswert) beziiglich eines
gegebenen MaBes lings der Graphen der folgenden Punktionen
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2x) - 4 Bx) = ag_ghee, fxomay, B, Bx)eey (402)

und erh#lt so Aussagen {iber eine Funktionsschicht mit dem Ab-
standsparameter d.

b) Man bestimmt fiir eine Folge Mygeeesly

Fo4 = ?+i(x) = arg s;p{ﬂu(x,y) t= FM(x,f(x) = mydl, (4.3)

Foy - f_i(x) = arg inf{pu(x.y) := ‘uM(x,f(x) - my)} (4.4)
4

und erhdlt so lokale Aussagen i{iber die Schwankungsbreite der

vermuteten Lage von f(x) durch

£ £ 2z £ £ 00, (4.5)

Damit dieses Vorgehen insgesamt sinnvoll wird, mu8 sich die
Fuzzy-Beobachtung {iber den gesamten Bereich X erstrecken. Ist
fLM(x,y) fiir ein Teilintervall X, identisch gleich Null, dann
sind dafiir keine Voraussagen mdglich, wenn man sich nicht zu
einer zus#tzlichen Interpolationsregel entschlieBSen will.

Es kann vorkommen, daB die Schitzung gem#8 (4.1) nicht zu
einem eindeutigen Ergebnis fiihrt. Dann steht die Fuzzy-Beob-
achtung im Widerspruch zur Annahme einer eindeutigen und festen
funktionalen Beziehung. Die Ldsung dieses Widerspruchs, An-
derung der Beobachtung oder Annghme einer impliziten Beziehung,
muf im Zuge einer Reformulierung des Modells‘erfolgen.

Wenn man von einer hinreichend groBen Anzahl "exakt" angege-
bener Beobachtungspunkte ausgeht und die Fuzzy-Beobachtungen
gem#B (2.3) spezifiziert, erhilt man ein mit der empirischen
Regression nach Schmerling und Peil /11/ vergleichbares Ver-
fahren. Der Radius des Strukturelementes B spielt ‘dann eine
ghnliche Rolle wie der Wirkungsradius h der Einzelbeobachtung
dort. :
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Interpoleting quaedretic eplinee with norm-minimel curveture

Abstrect

An interpoleting polynomiel epline of degree 2 is uniquely de-~
termined by interpoletion requirements p(xn) - fn' n = O(1)N,
continuity conditione for the firet derivetive

p‘(xn-O) = p'(x,+0), n = 1(1)N-1, and one boundery condition,
In thie peper we determine en initiel condition p'(xo) -3 d°
such thet the reeulting epline hee e minimel eecond derivetive
or @ minimel curveture in the Lz-norn. Thie epline ie cheeper
to compute end for precticel purpoeee es good se the correepon=-
ding neturel cubic epliﬁe (or even better).

1, Introduction

Let be given en ordered eset of nodee Xp, n o= 0(1)N,

X°<x1 < oo <XN

end e eet of correeponding veluee fn‘ n = O(1)N, By p(x) we
denote en interpoleting quedretic epline function, i, e, the

union
N

p(x) t= ) py n(x) (1)
nal ¢
of piecewise defined quedretic polynomiele

P2,n(¥p-1*ehp) = 4 +hd, 40 ’(gn'dn~1)hn°2' (2)
ne=1(1)N, O 6 e 61,
Here we ueed the abbrevietione
hp 1= Xp = Xo 90 G 2= (fp = Fo_q)/hpe
The dn ere unknown peremetere. The gondition of emoothneeses et
the inner nodees
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Pé.n(xﬂ_1+hn) - Pé,m-i(xn)’ n = 1(1)N-1,

yields N-1 equations for the N parameters dn' n = O(1)N-1,

d + dn - 29n, n= ;(1)N-1. : (3)

n-1

Usually there is added a boundary or a periodicity or an anti-
periodicity condition:
P'(x,) =fl or p'(x)=fy or p'(x,)= p'(*N)' N odd, 14)
or P'(x,)= =p'(xy), N even,
It is well-known (cf./1/) that in each of the four cases the dn
are determined uniquely,
If none of the four assumptions (4) is motivated by the physi-

" cal background of the interpolation problem, one can use a
suitable optimality condition instead. So one can try to mini-
mize the second derivative p"“(x) or the curvature
p"(x)/(l.'&p'(x)z)s/2 in a certain nora,

2, Quadratic splines with norm-minimal second derivative

If we use the L,-norm, we get

XN N % '
., 2 " 2
Q := ){ (p“(x))"dx = n; h, oj(Pz,n(xn-:l"'Shn)) ds, (5)

The second derivatives of the polynomials pz'n(x) are constant,
pé'n(x) =2t /ho, oty oimog-d 4, no=1(1)N,

If t := t, is a free parameter, the t, are linear' functions

of t and can be determined recursively (cf., (3)):

gn' ) : (6)

ther ® Yn ¥ 9naa

So Q is a quadratic function of t, the minimum of which is
easily computed by

N N
t_ dt t
. 49 E n n o_. E n=-1 "n
= 8 F—T-B -1 rlo.
* n= n 9t n= (=2} n

84



With the abbreviations

N
ay = ; i/h,. 3 = ()N, ) (7)

we get the minimizer

N ‘
topt * o ;( 13 8 (94-9y.9) (8)

and finally the initial slope of the interpolating spline
P'(xg) = dg = gy = . » (9)

The computing costs are about 3N multiplicative floating point
operations for the ‘determining of the d, and two multiplica-
tions for each computed value p(x). (In the special case of
equidistant nodes the parameters can be computed even without
eny multiplicative operation.) So quadratic splines with norm-
minimal second derivative are much cheeper than cubic splines,

3, Quadratic splines with norm-minimal curvature

If we want to minimize the Lz-norm of the curvature, the inte-
grands in the sum on the right hand side of (5) have to be re-
placed by (p"(x))z/(1+p'(x)2)3 and are no longer constant, We
tharofore~use the discretization P’ (%, q+sh,) ~ g, and get the
function Q to be minimized instead of Q:

N
q =4 ; t,2/(h,(14g,%)%). | (10)

So the result (8), (9) remains velid for this case too, We have
only to replace (7) by

‘ N
8y i= :L:; 1/(h, (1+g,%)%). : (11)

For small g, we have, of course, approximately the old result.
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’

4, Two examglés
Example 1: For a ship rib a designer wants a graph joining
smoothly the following date

Xn 0 2 5 7 9 12 15 [m]

f, 0.60 1,40 2,00 3.40 6,40 10,00 11,00 w

From formulae (11), (8) we get t = 0,25549 and by (9) and

opt

(3) further do = 0,6555, d, = 0,1445, d, = 0,2555,

1 2

d, = 1,1445, d, = 1,8555, d5 = 00,5445, So the components of

3 4
the quadratic spline p(x) have the representation

2

Pp 4(X) = 0,60 + 0,6555 x - 0,1277 x ; £ x & 2,

Py p(X) = 1.40 + 0.1445 (x-2) + 0,0185 (x-2)% , $ x 6 s,
Py 4(X) = 3.40 + 1,1445 (x-7) + 0,1777 (x=7)% , «§ x & 9,

(o}
2
Py 3(X) = 2.00 + 0,2555 (x-5) + 0,2223 (x=5)2, s56x6 7,
7
94 x & 12,

Py 5(X) = 6.40 + 1,8555 (x-9) - 0,2185 (x-9)% ,
Pp g(X) =10.00 + 0,5445 (x-12)- 0.07039(x-12)%, 12 & x & 15,

With only two multiplications now the value p(x) can be compu-
ted for arbitrary arguments x (cf, Figure 1), There is no-

€x)
Lm]

10

Figure 1,

Smooth interpolation
of & ship rib

9 @2 y)
' 4 4 4 4 fj, ¥ (m]
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significant difference to the corresponding natural cubic
spline.

Example 2: We interpolate the five values

xn o] 1 2 3 4

fn i 1 2 6 24

of the function n factorial by quadratic esplines p, n(x) with
norm-minimal curvature and by natural cubic splines Py n(x).

The results are
2

Py 4(X) = 1 - 0,1107 x + 0,1107 x , 06 x &1,

Py 2(X) = 1 + 0,1107 (x-1) + 0,8893 (x=1)2, 1 6 x & 2,

Py 3(X) = 2 + 1,8893 (x-2) + 2,1107 (x=2)%, 2 6 x & 3

Py 4(X) = 6 + 6,1107 (x-3) +11,8893 (x=3)2, 3 6 x & 4,

and

Py, 1(X) = 1=0,3036 x +0,3036 x> , 06 x €1,

Py 2(X)= 1 +0.6071(x-1) + 0,9107(x-1)2 - 0,5179(x-1)>, 1 & x & 2,
Py 3(X) = 2 +0,8750(x-2) -0.6429(x-2)2 + 3,7679(x-2)>, 2 & x & 3,
Py 4(X) = 6+10.893 (x-3)+10,661 (x-3)%-3.5536(x-3)%, 3 ¢ x 4 4,

respectively, Mathematically the cubic spline is smoother since
it has a continuous second derivative, but. Figure 2 shows that
the quadratic spline is "optically" smoother, its "total curva-
ture” is smaller, This can be shown analytically too, if we use
the approximative formulae

tm d 12
Z;(hgn j (P ,(N? (12)

n-1

for the total curvature of the cubic spline. For the quadratic
~ ~
spline pz(x) we get Q = 0,448 whereas (12) yields Q = 1,245,

5, Remarks

Quadratic splines are well suited to interpolate convex data,
In the non-convex case, turning points lie at the nodes only.
It is not difficult to use other norms, so as the L, or the
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Loo-norm. Quadratic splines with norm-minimal curvature are
suitable to higher-dimensional interpolation too.

|
Figure 2,

Interpolation of the
Gemma functiom by
quadratic and

2 cubic (-=-) splines
17 ¢
1 2 3 x
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Wolfgang Moldenhauer
A k-Paecal triangle in the finite element method for the solu-
tion of elliptic boundary value problems of the second order1

1, Introduction

Thers are known a lot of triangular elements for tha solution
of boundary value problems with the finite element method. In
thie peper a so callsd k-Pascel triangle is constructed., Using
the anelysis of Ciarlet and Raviart /1/ estimates are generated
for the approximation error. An elliptic boundary value problem
of the second order is solved by means of k-Pascal triangles
end error estimetes in Sobolev spaces are derived., The numeri-
cal elgorithm is described end the stiffness matrices are cal-
culeted., Numerical results are given in the testing example
“torsion of e squere”,

2, Notations snd preliminaries

Let k be e positive intager end let Pk denote the spece of poly-

nomials of degrse & k over R2, It 18 N = N(k) = dimPy = (kzz).

Let 1, m, n be integers such that
O€1, m,n end 1 +m+n =k, (0)
The conditions (0O) era satisfied for axactly (kzz) triples

(l,m,n). Théreforo N points of R2 are collected such that the
function values in thase points detarmine uniquely s polynomial
of Pk‘ This suggasts the following definition, *

Definition 1: N disjunct points a; € R2 (1616éN) form e k-unisol-
vant set {aiir_l iff for any given real nuambers di' 161i€N,

thera exiets axactly ons polynomisl p e P such thet p(ay) = oy
(1€1éN) holde. (For a similar definition ses /1/.)

1 Tha work on this paper was done during my stay et tha Wilhela-
Pieck-University, I would like to thank all colleagues of the
dapartmant of mathamatics for thair support,
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For any k-unisolvent set a fixed reference k-unisolvent set is
considered, For a triangle T with the nodes P (xi,yi), i=1,2,3,
the union triangle To with nodes (0,0), (1,0) and (0,1) will be
the reference triangle such that T = §(T )
The affine transformation § is given by:
X = xo(g ,7) - x, + (xz-xl)g + (x3—x1)7,
Y = Yo §.9) = vy + (vmvq)f + (v3=v4)%) or shorter
X = AX + B with X = (x,y)7, X = (§.7)T. B = (xl.yi)t and

Xy = X3 Xy = x|

A= .

Y2~ Y1 Y3~V
The Jacobian of § satisfies A = D(E) = 2mes(T) ¥ O, Let be h
the greatest side and ﬂ' the smallest angle of the triangle T
Now it is possible to give sharper bounds for the Jacobian,

Lemma 1: There are constants 4465 > 0 such that
2 2
c,hT € I(P) ¢ cth‘ (see/2/).
Remarks: '
a) The best possible constants are Cy = %oin 'J' and c, = %ﬁ.

b) From Lemma 1 and the explanations stated above it follows
that the inverse transformation § exists,

3, The k-Pascel triangle
Let Pf(xi'yi)' i=1,2,3, be three given points of R2 not lying

on a straight line. The points P1 m n 8re constructed such
that Pl,m.n - (k™ (1x1+mx2+nx3 (1y1+uy2+ny3)) with 1, m, n

explained in conditions (0O), The following definition is sugge~- -
sted from the geometrical point of view,

Definition 2: The set Pl.m.n' O<€1l,m,n, l4m+na=k is called

a k-Pascal triangle (or k-Pascal elelentZL

2 The notation “element” i1s used for the triangle and for the
besic functions defined on the triangle as welg.
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Remark: For k = 1 the linear triangular element, for k = 2 the
quadratic triangular element, and for k = 3 a cubic triangular
element are contained in the definition (cf, /3/).

The following result allows to apply the techniques of Ciarlet
and Raviart /1/. '

Theorem 1: A k-Pascal triangle is k-unisolvent,
Proof: It is sufficient to prove that the function values oy

k+2

161 £ ( ), in the points P determine uniquely the N

l,m,n
coeffictento of a polynomial pEPL. Therefore it is sufficient
to show that the homogeneous system p(P, . ) = 0, O € 1,m,n,
l+m+na=k, has only the trivial solution p = O, Let

yl(Pl,m,n) =Ry ,0,n 2nd r(§.) = p[xo(f"?)' yo(f'?)]‘ Thed
1t holde re P, and r(Rl,n,n) =0 for all 0 ¢ 1,m,n,1 + m + n=k

Now r(O, 1}) is a polynomial of degree k in 7 which has k+l1 roots
in Ry o k-y+ O € 1 € k. It follows r(0,7) = O and therefore we

have r = ¥q,_,(%.7) with q,_,€P, _, and
qk-l(Rl,n,n) =0 for all 0O € 1,n, 1 €m, L+m+n = k, Now

qk_l(k'i,q) is a polynomial of degree k-1 in Vi with k roots in
the points Ri,l,k-:.-i' O 6§ 4 € k-1, Hence it holds r(k'i,'rl) =0,
-1
and r = qu_z = _F( y-k )92 With q,_,€P,_,, and
9.2(Ry q,n) =0 for all 0 € 1,n, 2 é m, l+m+n = k, Similarly
it follows '
roe Pk (B2 Ll (F-gk7Y) (1)
oo qk_J-i }
with qk-J-lePk-J-zl °"d’qk-J-1(R1,n,n) = 0 for all
0€1,n, j+1€m, lemen =k, However, for j =k-1 it follows q &P,

and qo(R° Kk, o) = 0, Hence, it is qo = O, By means of rela-
tion (1) one concludes r = O,

Let .('2<:R2 be a bounded convex domain with the boundary ', As
usual in the finite element method one has to triangulate the
domain (2.
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. Definition 3: A domain () is called triangulated iff (1= Qul
is divided in a finite number of triangles with the following
properties: 1, The union of all triangles is ), 2, Any two
triangles are either disjunct or have a common node or a common
side,

Each triangulation has two significant parameters: h will deno-
te the greatest side and 2} the smallest angle of all triangles
-, of the triangulation,

Lemma 2: A k-Pascal triangle generates functions of C°(S2), but
not of C (SI).

Remark: Since the functions defined over a k-Pascal triangle
ere piecewise polynomials over () they do not belong to

\Hz a Wéz)(fl). The norm H.“Hm_- lell = "'“m,z is given by

“vui = :%;: f{ (d“v)zdx. Therefore a k-Pascal triangle cannot
loism

be used for the solution of probleme of higher than the second
order,

To receive estimates for the approximation error the following
notations are introduced,

Let the function u in a €R® be k-times differentiable., The k-th
(Fréchet) derivative is denoted by Dku(a), and let ‘xk(Rz,R) be

: k
the space of the k-linear mappings Akz llez-e»R, Obviously

Dku(a) is a symmetrical element of the space- xk(Rz,R). Its
norm is given by
k k
D u(a)]| = sup [l0*u(a)e(h;.hsre0e.hp)lle
llo*uca) Il nhiunl (8)+(hy.hy k)
1646 k

For any partial derivative 3au(a) with la/ = k and any function
u there are constants C(k) such that

|0%(a)| € fo u(a)l € c(k) ﬂax 19%(a))
lo
holds, if the R? 1e equipped with the Euclidian norm, Let u be
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defined on a k-unisolvent set 5 _ = {aj_}?_d-

Definition 4: The function U is called an interpolating poly-
nomial of the function u iff UeP, and i(a;) = u(a;) for all 1
with 1 € 1 € N, .

The closed convex hull of the set >_ is denoted by K = K(3_).
The following theorem will be helpful to get estimates for the
approximation error of the interpolating polynomial i,

Theorem 2: Let be ke N, k » 1, and 3~ e k-unisolvent set of RZ,

Further let u ecX(R) n ck*1(k) be given. Then for any x €K and

any m with O € m € k it holds

olde |
0" [i(x)-u(x) ] = qdryr 2y (0K ulpy (0] (220 0%, (x)

with 71(") = Oix + (1-91)a 0<@, <1,

i'
and the polynomials p € Py are uniquely determined by

py(ay) = Jij, 164,j 6N,

This thebren follows. from Theorem 1 in /1/,
Now it is possible to give error estimates, since

la, - x|¥*2 & nk*1 ¢ pk*d porge,

Theorem 3: Let T be a given k-Pascal triangle and

ueck('l') nck*l('l’) a given function, It is assumed that

k+1

Mc,q = 8UP {||D ull, ueT}<co. Further let be i eP, the inter-

polating polynomial of u, Then for any m, O € m € k, it holds
3

-zlll
sup {I0" [u(x)-G(x)]ll, xeT} % -(f—;n-r sin™™f nk*1=my ..Co
N
with C_ = ; sup {llD"iii(i')ll, % eTo} and p = f’lp.

The proof is realizable with the methods contained in /1/,
Using a generalized Markov inequality (cf, /4/) it is possible
to establish estimates for the constants Coe
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2

For pePk ana any compact convex subset KcR“ it holds

sup {lle(x)\l. xeK} € ZCkzg'l(K)sup{lp(x)l . xek}
in which @(K) denotes the supremum of the diameters of all K
inscribed spheres, By means of this fact the following lemma is
established,

Lemma 3: Let be pePk defined over To' Then for any m, O €m <k,
it holds sup{llD"'p(x)ll. xeT ] ¢ Clsup{lp(x)l P xeT | with

C, = 2"(2+VZ)"c™k2(k-1)2, .. (k-m+1)2.

1
4, Some applications

Let V be a Hilbert space with H':C.VC.Hm. The norm is induced by
H™, We consider s continuous bilinear form a(u,v) on VXV, that

means that the mapping a: VXV—-R is linear in u and v and
bounded such that |a(u,v)| € Mllullmllvﬂn (u,veV,M = const, > 0),

L(v) is acontinuous functional on V, Now one concludes the fol-
lowing problem: -

Determine a function u eV, such that
a(u,v) = L(v) (2)

holds for all vev,
Let a(u,v) be V-elliptic, that means a(u,v) a dllvni (Vvev,
o= const, >0), then the problem (2) has a unique solution
(cf. /5/). 1If the additional assumptio.n a(u,v) = a(v,u) for
all u,veV is fulfilled then u is the solution of (2) iff u mi-
nimizes the energy functional

$(v) = Fa(u.,v) - L(v) (3)
over V (cf, /3/).
Let cR® be a bounded domain with the convex boundary "= 9(1,

Now the following problem is considered:
-Au = f in Q,
6u+3% . gonwith 6 4 0 but 6 a0,
1% )
We choose V = HY, a(u,v) = /(uxvx + uyvy)dxdy + .r/duvdr and
L(v) = (f.v), + fgvdr‘.
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Lemma 4: a(u,v) is V-elliptic,

Proof: Because of 6 4 O, € ¥ 0 there is ['cI" with 6>0 on ',
Choosing " such that " c M 1t follows il""’f 6>0. Then

a(u,v) = /(uiwz)dxdy + /G'uzdl" b /(u§+u2)dxdy
Q ¥ r Q ¥
2,0 2.2 2.,
+ 1326 r‘j"u dl™" » min(1, :I.?_lfns)(f_{(uxﬂ‘uy)dxdy + rf"u df™)

H c_zmin(l. inf 6) Iul2 = nLnu“z
r Wit ) !

where the last estimate follows from the generalized Friedrich's
inequality (cf, /5/). Let h and 2 be the parameters of the tri-
angulation of () and let Vg denote the finite dimensional sub-
space of V belonging to piecewise polynomials of k-th degree.
Now the following discretization problem of (2) is considered:
Find a function dhevﬁ. such that
a(uh.v) = L(v) . (4)
" holds for all vev,.
Under the assumptions stated above the approximate solution up
satisfies [lu - upliy = o(h), If the additional assumption
ueH™ 1o fulfilled then 1t follows fu = upll, € Ch'full,, in
which the constant C does not depend on h and u (cf, /2/, /3/).
(This assumption is unrealistic in general,)
Attract our attention to the following Dirichlet problem
(see the numerical example):

“du= fin Q, u=00nTl, (5)
It 1o assumed f&L,, Then it follows Ilull2 % Cllfllo (/6/). There-

fore for the subspaces V:; (1. e. the 1-Pascal triangle) we have
the estimate |lu - u ll, & Chilfll . Using an argument of Nitsche

/7/ it is possible to give an error estimatein the Ly-norm,. Let
bo-Av-u-uh.v-Oonr. Then

lu - uhllzo = (u-up, =4v), = a(u-u,,v) = a(u-u,, v=v),
since (2) and (4) imply a(u-uh. w) = 0 for all wWEVL. Thersby
Vevﬁ denotes the function which equals to u in the nodes.
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Now |a(u~-up, v-V)| € Milu-up iy HV-Vﬂl € Chﬂu-uhﬂlﬂvﬂz

€ ChHu-uhﬂl uu-uhuo and a division by Ilu-uhll1 shows
2

lu-upliy & ChZ 1o

5. A numerical algorithm

The algorithm is similar to the algorithm described in /8/.
Therefore only some remarks are necessary, The problem
- Au + cou=FfinQ u=0o0nT

is considered in a bounded domain ) c R with a convex poly-

gonal boundary I', An equivalent formulation reads:
Minimize the energy functional

2 2 2 _ '
F(u) -‘4'(ux + Uy +cgu 2fu)d (6)

-in the class Vc:wél)(fl), these elements fulfil the Dirichlet
condition u = 0 on [, A triangulation of ) is established and a
function in V. is a k-Pascal triangle, Over the subspace vV, the
integral (6) is a sum of the integrals corresponding to each
triangle. Now we are giving an algorithm for computing each of
such integrals, The basic idea is to compute each of such inte-
grals once for all on T+ Approximating the functional F(u) by

F(p) = 22 1(p.T) = T [ (PE#pZec p-2fp)dxdy, (7)
T

where the sum is taken over all triengles of the triangulation
and pIT.ePk, the functional (6) is a quadrafic function in all

values in the nodes of the k-Pascal triangles. Any integral of

(7) is expressed in the foram wikw - ZNTJ, where w' is the vec-

tor of unknowns, K + KT is the element stiffness matrix and the

components of the vector § are determined by f(x,y). The deter-
mination of the minimum of (7) leads to the linear algebraic
system of equations /

(K+K")w = 24, ' (8)

Now an algorithm for computation of K and 4 1s established,

96



[4

Transforming a triangle T with the nodes Pi(xi'yi)' i =1,2,3,
by ¢ to T, 1t follows

2,2br, r +cr2+dr2-29r)d§d'7 . : (9)

I(p,T) = (ar
J (g rprery

with .

8 = 13BN [(x5-%) %4 (y5=v1) 2], € =[3(8)] ~*[(xp=x1) 2+ (y,o-v1) 2],
b = =13(8)] " [(xpm%q) (x5=%4) +(¥p=¥4) (v5=y4) ], d =13(®) e,
9(5-?) '|3(§)|f[x1+(x2‘x1)§+(x3'x1)7: Yl*(YZ'Yl)E*(Yj‘Yl)?]-
Let be o = (a5), 114N, then r(f,v) is defined as

r(}"’i) = u_Tz(k), where the vector z is given in the following
table: '

z(k)T¥

(1, §. )
; 2 2

(1';'7é§;§7' ?2) 3 2 2

(1rfo§ 'f ;7: '7 » 72 'E’)'f? lf?)
and so on, Then r(fn]) is uniquely determined by the following
conditions at the points Pi.u,n’

w N P X

k =1t uy =r(0,0), u, =r(1,0), uy=r(0,1),
k =2:u =r(0,0), uy=r(30), uy=r(1,0),
uy = r(3.3). ug = r(0,1), ug = r(0.3).
k= 3:u =r(0,0), u,=r(3.0). us=r$0),
= r(1,0), ug=r(0.3), ug=r(0.3,
u, = r(0,1), ug=r(3.3), ug=r$.3,
ugo = r(F). '

Let be ”T = (uy), 1 € 1 € N, then we have

w = S(k)d and o= S(k) lw, _ (10)
T 3 T T *) T
Let be 1 = z(k) , m = z(k) then it follows
. 37 By

97



] r?d}d? = wTAw, Tj 2r} r7dEd9 = wT(B+BT)w,

o o

/ rSdfdy = wicw, [ r2dgdp = wTow

o TO

with A = (5"1)Ts™2, B = (s71)Tms™t, ¢ = (s71)Tns™2,

D= (s71)Tos™® (s=5(k)) and L = (fliljdfdy).
T

[«]
M e (flimjdfdp), N = (/mimjdf’dy), 0= ([zizjdfdv]),
TO TO TO

where 11. m,, z, are the components of 1, m, z = 2(k), respec-

tively, The sum of the first four terms of I(p,T) is therefore
given as w'kw with ' ‘

K = 8A + b(B+B') + cC + dD, (11)
For the last term we find -2 f grdfd'p = -2w' d with

o
§=(sHTs and o (12)

T !

B = (fgzidfd?) . (13)
To

The integrals can be calculated by quadrature formulas. Here we

only remark the formula: For o(,BeN it holds

ff"‘vzsd;d? o [(a+1) ' (B+1)[(w+8+3)"1, The matrices s~%, A, B,
T y

o
C, 0D for k=1and k = 3 read (for k = 2 see /8/):

k = 1:

- 1 0 o R ) i [2 o0 -2

st =l-1 1 0|, A=3fF1 1 0], B=z (-1 0 1],

-1 0 1 0o 0 O o o0 o
2 o - 2 1 1
C=%| 0 0 O] Daggi1 2 1,
-1 0 1 11 2
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k = 3;

2
-11 18 -9 2
18 -45 36 -9
-9 27 =27 9
-1 . 1f-11 - 18 -9 2
Z| 18 -45 36 =9
-9 27 -27 9
-27 54 =27 27 -54 27
-27 27 54 =27 -54
36 -45 9 -45 9 54 -9
306 - 486 243 - 63 27 27 0
-486 1215 - 972 243 )
243 - 972 1215 -486 )
- 63 243 - 486 306 - 27 - 27 0
A 1 27 - 27 1215 - 243 0 -1458
= 720 27 - 27 - 243 12i5 0
o
-1458 0 2916
- 27 27 243 243 0 -1458
| - 27 27 243 -1215 0
[22482 54 54 0 - 1046 560 -21996
-22768 1215 - 243 0 -10861 -12319 -21796 -1458
22356 -1701 1215 0 - 317 - 169 -21870 1458
- 126 432 -1026 0 126
g'e|~21816 1215 - 243 0 1289 - 1775 22302 -1458
54 - 243 - 243 0 - 243 1215 - 1026 1458
o
-21796 -1458 1458 0 -13534 -10618 -21796 2916
-21924 243 -1215 0 317 169 21438 -1458
- 54 243 243 0 243 - 1215 1026 -1458
(306 27 27 0- 486 243 - 63
27 1215 - 243 0 - 27 -1458
27 - 243 12150 - 27
o
-486 0 1215 - 972 243
C = okl 243 0 - 972 1215 -486
720|- 63 - 27 - 27 0 243 - 486 306
-1458 0 2916
- 27 243 -1215 0 27
|- 27 243 2430 27 -1458

27
- 9]

27

27
243
243

-1458
1215
- 243

54
243
-1215
1026

243

243

-1458

1215
- 243

27

243

=1215

27

1215
- 243

27]

27
243
~-1215

- 243
1215

;e
243
243
- 432
243
-1215

-1458
1215
121{

27
243
243

27
-1458
- 243

1215




228 54 33 54 33 108 81 81]
20182 1620 -567 810 -405 81 486 -405 -162
-567 1620 54 -405 -162 81 486 810 -405
33 54 228 81 81 33 108 54
I | 20182 810 -405 81 1620 -567 486 -162 ~-405
20320 -405 -162 81 -567 1620 54 486 -405 810
33 81 81 33 54 228 108 54
108 486 486 108 486 486 108 5832 486 486
81 -405 810 54 -162 -405 486 1620 -567
81 -162 -405 -405 810 54 486 -567 1620

It holds B' = 1440 B, Now it is possible to compute K and d,
From K and & one can compute K* and §* and after this one can
solve the linear algebraic system

K'w" = 4%,
K* is the stiffness matrix and w* is a vector, in which any
unknown of the region {) appears-only once. An algorithm

for computation of K™ and d* from K and d is given in /8/,
p. 105, ’

6, A numerical example

Let be Q = {(x,y): -0,25<x, y<0,25}, The boundary value
problem =du = 1 in £, u = O on [ is considered, The exact
solution of this problem ist

Cu(x,y) = =0,5(y% - f)

2 e [2(2n+1)Ty]cosh [2(2n+1)Tx]
—-C08 n+ cos 1 1
* fe5 (2n+1)°7 coeh[(Zmi){]c yiEsen | (21 )0

The form of triangulation and the numerical results are seen in
the following table ( £denotes the relative error):
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No., | exact £ 3 £ €

of value s in in in i in
point % % N % %
8 2 32 8
linear quadratig linear quadratic
elements elements elements elements

1 |,018418| ,015625 |15|.,015625 [15|,017578 |4.6| .018747 1,8

2 [,014334 .013672 (4,6| ,014061 1,9
3 |,011322 .010742 |5,1| ,010936 |3.4
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Reiner Creutzburg

Manfred Tasche

Zahlentheoretische Transformationen und primitive Einheits-
-wurzeln in einem Restklassenring modulo m, II

Eine wesentliche Rolle bei der Definition zahlentheoretischer
Transformationen spielen die primitiven Einheitswurzeln modulo
m, In /1/ wurde fir einen gegebenen Modul m und eine geaighet
gewdhlte Ordnung p ein Algorithmus zur Berechnung aller primi-
tiven u-ten Einheitswurzeln modulo m beschrieben. Im Unter-
schied zu dieser Konstruktionsmethode von primitiven Einheits-
wurzeln modulo m werden jetzt passende Moduln m bei vorgegebe-
nen Zahlen a und u>1 derart gesucht, daeB a eine primitive u-te
Einheitswurzel modulo m ist, Als Spezialfdlle dieser zweiten
Konstruktionsmethode, die die Eigenschaften der Kreisteilungs-
polynome wesentlich ausnutzt, bekommt man bekannte Aussagen
von P, J, Erdelsky (/3/). Als Moduln erhédlt man u, a, Fermat-,
Mersenne-, Pseudo-Fermat- und Pseudo-Mersenne-Zahlen, fir die
primitive Einheitswurzeln modulo m angegeben werden.

1, Konstruktion passender Modulr m

Im folgenden werden die in /1/ eingefihrten Bezeichnungen wei~
terhin verwendet. In /1/ wurden bei vorgegebenem ganzzahligen
Modul m>1 die mﬁglichen'Ordnungen H und die primitiven p-ten
Einheitswurzeln modulo m bestimmt, Wie bereits einfache Bei-
spiele zeigen, koénnen die primitiven Einheitswurzeln modulo m
"recht groB" ausfallen. Deshalb interessiert man sich fiir die
folgende Frage: Wie muB ein Modul m bei vorgegebenen ganzen
Zahlen u>2 und a 2 2 lauten, damit a eine primitive u-te Ein-
heitswurzel modulo m ist?
Nach /1/, Satz 4,7 muB m ein Teiler von xp(a) sein, so daB es
zu vorgegebenen Zahlen p und a nur endlich viele Moduln m ge=-
ben kann, )
Im folgenden seien u, a€ G mit u>2, a * 2,und p sei der gréBte
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Primfaktor von u mit pﬁfp, aber pﬁ+14'p fur gewisses B 21,
Ein bereits auf L, Kronecker (/2/) zurickgehendes Resultat,
daB der Wert Xn(a) des p-ten Kreisteilungspolynoms X# nur p
oder Primzahlen = 1 mod p "als Primfaktoren besitzen kann,

wurde zu folgender Aussage verschidrft:

Satz 1 (/4/): Es seien u, a€ G mit u>2 und a @ 2 gegeben,
wobei der Fall u = 6 und a = 2 ausgeschlossen ist, Ferner sei

{X“(a)/p, falls a zum Exponenten P/pﬁ modulo p gehért,
Moo= ' (1)

XF(a) andernfalls,

|

Dann besitzt M lauter Primfaktoren = 1 mod M.

Hieraus ergibt sich folgende einfache Konstruktionsmethode fiur
einen Modul m:

Satz 2: Es seien u, a€G mit u>2 und a 2 2 gegeben, wobei
der Fall u = 6 und a = 2 ausgeschlossen ist, Ferner sei M
durch (1) erklédrt und m>1 ein Teiler von M,

Dann ist a eine primitive u~-te Einheitswurzel modulo m, Ist pu
ungerade, so ist -a eine primitive (2u)-te Einheitswurzel mo-
dulo m, Die Teiler m>1 von M sind samtliche méglichen Moduln,
fur die a eine primitive p-te Einheitswurzel modulo m ist,

Beweis: Wegen /1/, Satz 4,7 muB ein Modul m stets ein Teiler
von X (a) sein, Nach Satz 1 genigt pu der Bedingung pl Py 1
fur jeden Primfaktor Py (i=1,....,8) von m, Offensichtlich gilt
')(u(a) = 0 mod m, : . (2)
so daB a nach /1/, Satz 4,7 eine primitive p-te Einheitswurzel
modulo m ist, '
Ist p ungerade, so besitzt m nach Satz 1 nur Primfektoren = 1
mod 2p, Denn sé@mtliche Primteiler von m sind ungerade, da an-
dernfalls m einen Primfaktor 8 2 mod p hétte., Wegen XZF(-a)
= Xu(a) fur ungerades R gilt nach (2)
XZH(-a) s 0 mod m,

Somit ist -a nach /1/, Satz 4,7 eine primitive (2u)-te Ein-
heitswurzel modulo m, O
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Als Folgerungen aus Satz 2 ergeben sich zahlreiche, bisher iso-
liert betrachtete Ergebnisse:

Folgerung 3 (/3/): Es sei p eine Primiahl, t® 1, pus= pt und
a @ 2, Ferner sei m die Pseudo-Mersenne-Zahl
Ll

Xu(a)/p, falls a = 1 mod p,
m = { X“(a) sonst

mit X,(a) = (M- 1)/(aMP - 1),

Dann ist a eine primitive p-te Einheitswurzel modulo m, Im Fall

p>2 ist -a eine primitive (2u)-te Einheitswurzel modulo m,

Folgerung 4 (/3/): Es sei p>2 eihe Primzahl und m die Mersen-
ne-Zahl

=X, (2) = 2P g,

Dann ist 2 eine primitive p-te Einheitswurzel modulo m und -2
eine primitive (2p)-te Einheitswurzel modulo m,

d+l und m die Fermat-

Folgerung 5 (/3/): Es sei d 2 0, p = 2
Zahl

>d
m = 2) = 2 + 1,
’ﬁ;‘ )
Dann ist 2 eine primitive p-te Einheitswurzel modulo m., Im
Fall d > 2 ist
d-2 ,d-1
as22 (22 T .1 (3)

eine primitive (2u)-te Einheitswurzel modulo m,

Beweis: Es bleibt zu zeigen, daB im Fall d @ 2 die Zahl (3)
eine primitive (2pu)-te Einheitswurzel modulo m ist. Zunédchst
gilt &~ = 2 mod m und damit

2d+2 d+1
a s 2 = 1 mod m,
d+1 d
a2  -1m2% -1%.-2modm

2

Ferner ist m ungerade, Folglich ist a nach /1/, Satz 1,2 eine
primitive (2u)-te Einheitswurzel modulo m, O

Bemerkung: Nach Satz 2 und Folgerung 5 kommen im Fall u = gd+1

(d ®# 0) und 8 = 2 nur die Fermat-Zahl‘X“(Z) und deren mégliche
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Teiler >1 als Moduln m in Frage, so daB 2 eine primitive
(2d+1)-te Einheitswurzel modulo m ist,

Nach Satz 2 gibt es beispielsweise nur einen einzigen Modul m,
fir den 2 eine primitive 120-te Einheitswurzel modulo m ist,

nédmlich die Primzahl m = X120(2) = 4 562 284 561,

Folgerung 6 (/3/): Es sei p>2 eine Primzahlf t* 1, us= 2pt

und 8 ® 2, wobei der Fall p = 6 und @ = 2 ausgeschlossen ist,
Ferner sei m die Pseudo-Fermat-Zahl

X . (a)/p, falls a = -1 mod p,
I - { H(a) sonst

mit X,(a) = (a*? 4 1y a™(2P) 1y,

Dann ist a eine primitive p-te Einheitswurzel modulo m,
Folgerung 7: Es sei p> 2 eine Primzahl, d ® 0 und p = 2d+1p.
wobei der Fall p = 6 ausgeschlossen ist. Ferner sei m die
Pseudo-Fermat-Zahl

{'XM(Z)/p, falls .2 zum Expcnenten 29+ nodulo p gehért,
m =

Xﬁﬂz) sonst, d, h, ZPJ(ZP) # -1 mod p,

mit X (2) = (2W2 4« 1),2H/(2P) 4 1y,
Dann ist 2 eine primitive p-te Einheitswurzel modulo n, Im Fall
d > 2 ist

2 d-1

d~
P2 (P27 T gy . (4)

a =

eine primitive (2»)-te Einheitswurzel modulo m,

Beweis: Es ist zu zeigen, daB im Fall d ® 2 die Zahl (4) eine
primitive (2p)-te Einheitswurzel modulo m ist, Wegen =2
mod m gilt

a2p. =2t = 1 mod m,

ol -1 = ZP/Z - 1= -2 mod m,

a?P/P o 1 = 2HP _ 1 mod m,

Da 2 eine primitive p-te Einheitswurzel modulo m ist, sind
ZP/P - 1 wund m nach /1/, Satz 1,2 teilerfremd, Ferner ist m
ungerade, so daB folgt
(a* - 1,m) = (a®*P - 1,m) = 1,
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Nach /1/, -Satz 1,2 ist a eine primitive (2u)-te Einheitswurzel
modulo m, 0O

3emerkung: Nach /1/, 3eispiel 4,1 sind 57 und 307 primitive
vierte Einheitswurzeln modulo 1625, 'Vendet man nun fir p = 4
und a = 57 Folgerung 3 an, so erhdlt man erneut m = 1625, Im
Fall p = 4, a = 307 bekommt man dagegen m = 47125 = 29 - 1625,
" Nach Satz 2 ist die zahl (1) der gréRtmégliche Modul m, fur die
a eine primitive p-te Einheitswurzel modulo m ist,

2, Anwendungen

Die voranstehenden Ergebnisse gestatten eine Reihe von wichti-
gen Aussagen iber primitive p-te Einheitswurzeln a modulo m,
die in der folgenden Tabelle zusammengestellt sind, Dabei be-
zeichnet p stets eine Primzahl,

Primitive p-te Einheitswurzel a modulo m
IModul m
a B

2P -1 2 p
Ep -1 -2 2p

p>2

d .
22 .1 : 2 24+t

d=20

d d=-2 d-1
22 w1 22 (22 | w1y 29+2

d=2

d
2927 4 1 29 241
q> 2 ungerads, d ® 0
d d-2 d-1
2427 g ; 242" (2q2 - 1) . 2d+2
q> 2 ungerade, d = 2
2 2
(2P - 1)7(2° - 1) 2 p
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2

(2P - 1)/(2P - 1) -2 2p
p>2
(2P9 - 1)/(29 - 1) 29 P
q22,2% ¢ 1 modp
(2P9 - 1) (29 - 1) -29 2p
p>2, q 22
29 # 1 mod p
(2P + 1)/3 2 2p
p>3
= 2
(2P + 1)/(2P + 1) 2 2p
p>3
(2P9 + 1)/(2%9 + 1) 29 2p
p>2, g2
29 ¥ -1 mod p
d d
(2P2 4 1)/(2% + 1) 2 pad+d
p>2,d=20
d
22 7 -1 mod p
d d d-2 d-1
(2P2 4 1)/(2% 4+ 1) | 2P T(2P2 T L3 p2d*2
p>2, d 22
od

2 ¥ -1 mod p
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Hinweise fOr Autoren

Manuekripte (in deutscher, ggf. euch in russischer oder engli-
echer Sprache) bitten wir, en die Schriftleitung zu schicken.
Dtegesemtw Arbeit ist linksbindig zu schreiben. Eine Ausnehme
hiervon bilden hervorzuhebende Formeln und des Litereturver-
zeichnie, Der KopT der Arbelt soll folgende Form heben: Rostock.

. Kolloq., #teerzeile/—Vvornesme—Neme/—teerzeile/ Titel der
Arbeit/ 1 Zeilenumscheltung/ Unterstreichung/ Leerzeile. Der
Text der Arbeit iet.eineinhelbzeilig (= 3 Zoilonulocholtunion)
zu schreiben mit mexImel G3 Anechllgen je Zeile und meximel 37
Zeilen je Seite. Zwischeniaberschriften sind wie folgt einzuord-
nen: 6 Zeilsnumecheltungen,/ Zwischenlberschrift/ Unterstrei-
chung (ohne—Zeilenumscheltung)/—S—Zeilenumscheltungen. Hervor-
hebungen eind durch Unterstreichen und Sperren mbdglich. Ankdn-
digungen wie Setz, Definition, Bemerkung., Beweis u. e, sind zu
unteretreichen und Wit elnem Doppelpunkt ebzuschlieBen. Vor und

g . o on 5 Um-

echsltungen zu lesesen, FuBnoten sind mdglichst zu vermeiden,
Sollte doch devon Gebreuch gemscht werden, so sind sie durch
eine hochgeetellte Ziffer im Text zu kennzeichnen und innerhelb
dee oben sngegebenen Setzepiegels unten suf der gleichen Seite
snzugeben, Formeln und Bezeichnungen sollen mdglichst eit der
Schreibmesschine zu schreiben eein. Rervorzuhebende Formeln eind
drei Leerzeichen einzuricken und mit 6 Umecheltungen zum Obri-
gen Text zu echreiben, Formelzdhler sollen em rechten Rend ete-
hen. Der Pletz fOr AbbiTdungen 1Ist beim Schreiben suszusperen:
die Abbildungen nm:ﬁﬁﬁ_d_or em susqgeeperten Pletz ent-
eprechenden Gr38e gesondert nech TGL-Vorechrift euf Trenepe-
rentpepier beizufigen, Der zugehdrige Begleittext ist im Menu-
ekript mitzuechreiben, Sein Abstend nech unten betriigt 5 Um-
echmltungen, Litersturzitete im Text eind durch leufende Num-
mern in Schrigetrichen (vgl. /8/, /9/ und /10/) zu kennzeich-
nen und em chlus der Arbeit unter der ZwischenGberschrift Li-
teratur zuemmmenzuetellen,

Beispiele: (ZeitechriftensbkOrzungen nech Math, Reviews)
srieki, O.. end Semuel, P.: Commutetive Algebre.

Princeton 1958

/9/ Steinitz, E.: Algebrsieche Theorie der Kérper. J. Reine
Angew, Math, 137, 167 - 309 (1920)

/10/ Gnedenko, B, W, : Ober die Arbeiten von C. F. GeuB zur
wehrecheinlichkeiterechnung. In: Reicherdt. H. (Ed.):
C. F. GeuB, Gedenkbend enl#Blich des 100. Todesteges.
S. 193 - 204, Leipzig 1967

Die Angsben sollen in Originelepreche erfolgen: bei kyrilli-
echen Buchstaben soll die bibliothekerische Trenskription
(Duden) verwendet werden, .

Am Ende der Arbeit stehen folgende Angsben zum Autor und zur
Arbeit: singegengen: Detum/ Leerzeile/ Anechrift dee Verfessersy
Titel InIIIEIEE:ﬁZE-Vorno-on Neme/ InstTtution ruktureinhe
StreBe Heusnummer/ Lend Postleitzehl Ort.

Der Autor wird gebeten, eine Rorrektur des Durchschlegs vom

Of feetmenuekript zu lesen und debei die methemetiechen Symbole
einzutregen, Ferner eollte er 1 - 2 Klooaifiziorun?onu--or?
(enteprechend der “1980 Msthemstice Subject Cleeeificetion der
Math, Reviews) zur inhsltlichen Einordnung seiner Arbeit engsben.
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