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Rostock._Math. Kolloq. ä, 5 - 16 .(1984) 

Peter Möbius 

Methode der Spektraltransfonnation1 

35Q20 
73D35 

In den letzten beiden Jahrzehnten wurden bei der Entwicklung 
allgemeiner Verfahren zur, Lösung von nichtlinearen partiellen
Differentialgleichungen beachtliche Fortschritte erzielt. Die 
Methode der Spektraltransfonnation zählt gegenwärtig zu den 
bedeutendsten Erfoigen in dieser Ric;htung, zu dem "großen 
Durchbruch" /1/. Die Ursachen fllr die verstärk�en Anstrengun­
gen hierzu dUrften auf der Tatsache beruhen, daß es sich i�­
folge der raschen Zunahme der allgemeinen Experimentiertech­
nik, die sich z.B. im Bau moderner Großgeräte und Hochenergie­
beschleuniger, aber auch in der Verfeinerung der Meßver_fahren 
widerspiegelt, als-notwendig erwies, nichtlineare Differen­
tialgleichungen zur Modellierung physikalischer Erscheinungen 
_zu verwenden. Das bewirkte einen tlbergang von der iinearen zur 
nichtlinearen Feldtheorie, der in kurzer Zeit von anerkannten 
Erfolgen begleitet war. Besonders augenfällig wurden sie im 
Rahmen der nichtabelschen Eichfeldtheorie, einer hochgradig 
nichtlinearen Feldtheorie, die zu einer grundsätzlich neuen 
Sicht in der Vereinheitlichung der fundamentalen Wechselwir­
kungen der elementaren Bausteine fUhrte. Im Falle der Eich­
feldtheorie der elektroschwachen Wechselwirkungen /2/ wurden 
diese Bemühungen sogar mit dem Nobelpreis fUr,Physik für 
Glashow, Salam und Weinberg belohnt. Sehr interessante Ergeb­
nisse sind ferner bei der Beschreibung kollektiver Bewegungen

mit großer Amplitude, die zum Beispiel in der Schwerionenphy­
sik auftreten, bei den Untersuchungen Uber die Ausbreitung 
verschiedenartiger nichtlinearer Wellen und vor allem be1 der 
Behandlung der technischen Selbstwechselwirkungeeffekte zu 

1 .Vortrag, gehalten am 20.1.1984 im Mathematischen Kolloquium 
anläßlich des 75. Geburtstage von Prof. -• Dr. Adam Schmidt 
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verzeichnen, wie etwa der Selbstmodulation von Schwingungen, 

der Selbststabilisierung von Schwingungsamplituden und der 

Selbstfokussierung von Strahlung in dispersiven Medien /3/. 

Eine große Rolle spielen hierbei nichtlineare Evolutionsglei¬ 

chungen, die nichtlineare partielle Differentialgleichungen in 

Raum und Zeit sind und die zeitliche Entwicklung physikali¬ 

scher Größen modellieren. Mr'eine Anzahl spezieller der¬ 

artiger Gleichungen in einer Raum- und Zeitdimension gelang es 

nun, ein systematisches Verfahren zu entwickeln, die "Methode 

der Spektraltransformation", die es gestattet, das zugehörige 

Cauchyproblem zu behandeln /1/, also die zeitliche Entwicklung 

der Lösung aus einer vorgegebenen Anfangsverteilung zu er¬ 

mitteln. Es ist durchaus berechtigt, dieses Verfahren als eine 

Erweiterung der Methode der Fouriertransformation anzusehen, 

die ja zur Lösung des Cauchyproblems für lineare partielle 

Evolutionsgleichungen dient und ursprünglich von Fourier zur 

Behandlung der Wärmeleitung verwendet wurde. 

Die Grundlagen dieser Methode sind in der inversen Streutheo¬ 

rie zu finden. Die ersten systematischen Betrachtungen hierzu 

stammen aus dem Jahre 1967, als Gardner, Greene, Kruskal und 

Miura /4/ begannen, allgemeine Lösungen der Korteweg - de 

Vries - Gleichung (KdV-GL) 

+ÜV ■& 3t Эх 
zu ermitteln, wobei v(x,t) die gesuchte Funktion ist und OC und 

ß Konstanten sind. Bekannt ist die Anwendung dieser Gleichung 

zur Beschreibung von Wellen an der Oberfläche seichten Wassers, 

wobei v(x,t) das Geschwindigkeitsfeld bedeutet. 

Einige Jahre später, etwa 1972, wurde die nichtlineare parabo¬ 

lische Gleichung der Gestalt 

а if? + к2 = О» 'Г 
oft auch als,nichtlineare Schrödingergleichung bezeichnet, zur 

Behandlung der zweidimensionalen Selbstfokussierung und der 

eindimensionalen Selbstmodulation von Wellen in nichtlinearen 

Medien exakt gelöst, wobei zur KdV-Gleichung analoge Verfahren 
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Anwendung fanden. 

Im letzten Jahrzehnt entstand hieraus nun ein umfassendes Ver¬ 

fahren, derartige spezielle nichtlineare Evolutionsgleichungen 

bei vorgegebener Anfangsverteilung zu lösen, das jetzt als die 

Methode der Spektraltransformation bezeichnet wird. Sie beruht 

im wesentlichen darauf, daß die Lösung des Cauchyproblemes in 

drei Schritten erreicht wird. Zunächst wird der nichtlinearen 

Evolutionsgleichung auf funktionentheoretischem Wege ein li¬ 

neares Eigenwertproblem zugeordnet, welches die vorgegebene 

Anfangsverteilung enthält. Hieraus folgt die "Spektraltrans¬ 

formierte", die die Eigenschaften des zugehörigen diskreten 

und kontinuierlichen Teiles des Spektrums widerspiegelt. Dann 

wird die zeitliche Entwicklung derjenigen Größen, die in der 

Spektraltransformierten auftreten, ermittelt und letztlich 

durch die Anwendung der inversen Spektraltransformation die ge¬ 

suchte Lösungsfunktion gewonnen. Dieses Verfahren hieß anfäng¬ 

lich (1974) "AKNS-Methode" um anzudeuten, daß die vier Autoren 

Ablowitz, Каир, Newell und Segur /5/ wesentliche Beiträge dazu 
lieferten. 

Gegenwärtig sind folgende vier Grundtypen von nichtlinearen 

Evolutionsgleichungen 

Эф Эф Э^ф 
+ осф — + ß —j = 0 Korteweg-de Vries- 

* 3* Gleichung, (1) 

ЭФ n Эф Э3ф 
+ £ + ßi?=0 '“ V2-3-1 

modifizierte Korteweg-de Vries-Gleichung, (2) 

1 зЧ 32! 

3t^ " dx? + x sin f “ 0 Sinus-Gordon-Gleichung,(3) 

Э у Э2 Y 
1 TT“ + a + k(Y*Y)V= 0 nichtlineare parabolische 

0t Эх (4) 

Gleichung (nichtlineare Schrödingergleichung) 

mit ihren zugehörigen "Hierarchien" umfassend untersucht, da 

das entsprechende lineare Eigenwertproblem zu (1) durch die 

eindimensionale gewöhnliche Schrödingergleichung der 

7 



Quantentheorie gegeben ist, während es in den drei anderen 

Süllen durch die eindimensionale mehrkomponentige Schrödinger¬ 

gleichung, oft auch Matrix-Schrödingergleichung genannt, ge¬ 

geben ist. 

1. Grundlagen der Methode 

Zunächst 1st es zweckmäßig, die Grundlagen der Methode der 

Fouriertransformation nochmals zu skizzieren und sowohl die 

Analogien als auch die notwendigen Erweiterungen klar heraus¬ 

zustellen. Gegeben sei eine lineare Evolutionsgleichung der 

Gestalt 

= _ iü)(-i 5_ , t) q(x, t), xeR , teR , q(x,t)ec , (5) 
ot ox 

wobei 0)(z,t) eine ganze Funktion ist und q(x,0) die vorgege¬ 

bene Anfangsverteilung. Zunächst gehen wir vom x-Raum in den 

k-Raum mittels der Fouriertransformation 

§(k,t) = J dx q(x,t)e" ikx (6) 

über, die jeder Funktion q(x,t) eine andere Funktion q(k,t), 

die sogenannte Fouriertransformierte, zuordnet. 

Die Zeitentwicklung von §(k,t) folgt durch Integration der 

Gleichung 

|S = - iw(k,t) q(k,t) , 

die mittels der Bezeichnung 

+ CO 

q(k,0) = J q(x,0)e"llcxdx 
— CO 

zu dem Ergebnis führt 

(8) 

q(k,t) - q(k, 0) exp [-І J dt>(u(k, t*)]. (9 

Die Lösung für beliebige Zeiten ergibt sich nun durch die in¬ 

verse Fouriertransformation aus der Anfangsverteilung auf fol¬ 
gende Welse 
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(10) 

+ O0 

q(x,t) = — [ dk 3(k,t)elkx 

25r L 
+ CO t 

dk §(k,0)eikxexp 

Das läßt sich durch die folgenden Schritte übersichtlich 

charakterisleren 

dt'w(k.t') 

q(x,0)-»q(k,0)—»q(k,t)-*q(x,t), (11) 

bei denen aus einer vorgegebenen Anfangsverteilung eine andere 

Punktion, die Fouriertransformierte, folgt, deren Zeitent¬ 

wicklung berechnet wird und die dann durch Anwendung der in¬ 

versen Fouriertransformation die gesuchte Lösungefunktion 

liefert. Dieses Schema wird nun im Prinzip in der Methode der 

Spektraltransformation übernommen. Aus der Anfangsverteilung 

q(x,0) - q(x) konstruieren wir im Falle von Gleichung (1) den 

Operator 

5P(x) = - —jj- + q(x) , (12) 

stellen dann das Eigenwertproblem auf, 

%(x)y>(x) ‘ Xf(x), (13) 

und suchen quadratisch integrable Eigenfunktionen unter der 

Voraussetzung, daß die Anfangsverteilung absolut integrierbar 

ist: 

+ oo J I q(x) I dx < oo. 

- 00 

Nun ist (13) der Schrödingergleichung für die Bewegung eines 

Teilchens im Potential q(x) ähnlich. Folglich gibt es für A<0 

diskrete Eigenwerte An, und die zugehörigen Eigenfunktionen 

weisen mit der Abkürzung V- Ац' » рд folgende asymptotische 
Gestalt auf /1/ 

Cpn(x) C„.-P“X(1 + 0(D) für (14) 
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während für A>0 ein kontinuierliches Spektrum auftritt, dessen 

Lösungsfunktionen mittels A.= к2 die Form annehmen 

<pkU) = (e-ikx + R(k)eikx)(1 + 0(1)) für x-*co, (15) 

wobei R(k) den Refleilonskoeffizienten darstellt. 

Die Größen 

|V^»Pn- Cn* R(h)} = sq(0) 

bilden die Spektraltransformierte Sq(0) von q(x) zur Zeit 

t = 0, und die Spektraltransformation ist die Zuordnung 

q(x)-» Sq(0). In Analogie zur Fouriertransformation erhebt sich 

die Frage, ob es auch eine inverse Spektraltransformation 

gibt, die jedem Sq(0) ein q(%) zuordnet. Unter gewissen Be¬ 

dingungen ist die Aufgabe eindeutig lösbar. Hierzu wird eine 

Hilfsgröße M(x) benötigt /1/ 

N _p x +<*. 

M(x) - 2_C^e n + J- f R(k)e“ikxdx, (16) 

wobei die Summe über alle Eigenwerte des diskreten Spektrums 

läuft, die in diesem Falle einfach sind. Mittels M(x) wird 

folgende Integralgleichung aufgestellt 

K(x,y) + M(x + y) + j K(x,z)M(z + y)dz ш 0, (17) 
X 

die häufig als Gelfand-Levitan-Marchenko-Gleichung bezeichnet 

wird. Deren Lösung hängt nun mit der gesuchten Funktion fol¬ 

gendermaßen zusammen 

q(x) = - 2 K(x,x). (18) 

Somit ist es prinzipiell möglich, aus der Spektraltransfor¬ 

mierten die ursprüngliche Funktion zurückzugewinnen. Ein ein¬ 

faches Beispiel soll den Sachverhalt erläutern. Die Spektral¬ 

transformierte bestehe nur aus einem diskreten Eigenwert 

V- A« p, und der Reflexlonekoeffizlent sei Null, 
8(0) =(p, C2, 0}. Das ergibt für (17) 

K(x,y) + C2 e-p(x+y) + j C2K(x,z) ^-P(z+y)gg „ 0 (19) 
X 
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und liefert für q(x) die Punktion 

, 2 2px о 
q(x) = -=|E_- mit e ° = CT/2p , (20) 

ooeh‘;p(x-x0) 

welche eine "solitäre" Lösung der KdV-Gleichung verkörpert, die 

weiter unten noch erläutert wird. Besitzt die Spektraltransfor¬ 

mierte mehrere diskrete Eigenwerte Дп und ebenfalls wieder 

einen verschwindenden Reflexionskoeffizienten R(k) = 0, so er¬ 

gibt sich als Lösung von (17) 

2 
q(X) = — 2 ——w ln det j X + A(x) \ * (21 ) 

dx 

bei der I die Einheitsmatrix und A(x) = (A^^(x)) eine N»К-Ma¬ 

trix 1st mit den Elementen 

-(pm + pn)x 

Vn = CmCn Pm + Pn * 

Nachdem die beiden Schritte, die Bestimmung der Spektraltrans¬ 

formierten Sq(0) zur Zeit t = 0 aus der Anfangsvertellung 

q(x) und die Umkehrung, die Berechnung der Punktion q(x) aus 

S- (0), behandelt wurden, wenden wir uns nun dem Problem zu, die 

Zeitabhängigkeit der Größen, die in die Spektraltransformierte 

eingehen, aufzueuchen, d.h., die zugehörigen gewöhnlichen 

Differentialgleichungen aufzustellen, die sich aus der nicht- 

linearen Evolutionsgleichung ergeben. Wir wollen das jedoch 

nicht nur für die KdV-Gleichung (1) allein ausführen, sondern 

gleich für alle Evolutionsgleichungen, die zur "KdV-Hierarchie" 

gehören. Hierzu führen wir den Operator L ein 

/•«> 

LP(x,t)=Pxx(x,t)-4q(x,t)P(x,t)+2qx(x,t) J P(x',t)dx’ , (23) 

X 

wobei P(x,t) eine reelle Punktion von x und t ist und der Index 

"X" die partielle Ableitung nach x bedeutet. Nun seien #(z,t) 

und ß(z,t) ganze Punktionen in z und q(x,t) eine beliebige re¬ 

elle Punktipn, Mit ihrer Hilfe läßt sich jetzt die Gesamtheit 

aller zur Hierarchie der Gleichung (1) gehörendem nichtlinearen 

partiellen Differentialgleichungen in der Gestalt schreiben 

ß(L,t) а oC(L,t) , (24) 
3t Эх 
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die bereits eine Vielzahl von Gleichungen umfaßt, «renn a!=a(z) 

alle Polynome beliebigen Grades durchlauft. .Ftlr alle zur Hier¬ 

archie (24) gehörenden Gleichungen wird die Zeitabhängigkeit 

der zur Spektral transformierten gehörenden Größen nun durch 

folgendes lineare gewöhnliche Differentialgleichungssystem er¬ 

faßt 

Sr = °- 
dC. 

ß(4pn,t) ТГ = - Pn oC(4p^,t)Cn(t), (25) 

ß(-4k2,t) |f(k,t) = 2ik tf(-4k2,t)R(k,t), 

so daß auf Grund der ersten Gleichung die Eigenwerte zeitlich 

konstant sind. Diese "Isospektralität" gehört zur Grundlage 

der Methode. Die allgemeine Integration der beiden anderen 

Gleichungen erfordert jedoch die Kenntnis der Punktionen 

tX(z,t), ß(z,t). Da es sich aber um lineare Gleichungen handelt, 

ist es also prinzipiell möglich, die Spektraltransformierte 

zur Zeit t zu berechnen 

Sq(t) - {pn, Cn(t), R(k,t)}. 

Zwei instruktive Beispiele wollen wir diskutieren, um die Be¬ 

deutung und den Umfang dieser Methode zu veranschaulichen. 

1. Beispiel; %(z,t) = z, ß = 1 ergibt _ L 'Ll , 
3t Эх 

was ausführlich geschrieben die KdV-Gleichung (1) mit spe¬ 

ziellen Koeffizienten liefert 

3 
h. + 6q Эа _ 3_q _ о. 
3t 3t 3x^ 

Die Zeitabhängigkeit der Spektraltransformierten läßt sich 

hier explizit angeben 

Pn(t) - Pn' V*) - W « 
R(k,t) « R(k,to) e"8ik3(t-to), 

(27) 
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so daß damit alle Schritte für die KdV-Gleichung (1) erörtert 

sind. 

2. Beispiel: &(z,t) = oc(z), 1 : 

iä = oc(L) , 
9t Эх 

woraus sich Gleichungen 5-, 7., 9...... Ordnung in x ergeben. 

Hier gelingt es noch, die Zeitabhängigkeit der Spektraltrans¬ 

formierten allgemein anzugebeh 

(28) 

Pn(t) - P„, 

-Pn<*(4p‘)(t-t) 

R(k,t) = R(k,to) e 21k o£(-4k^) (t-t ) 
(29) 

Es lohnt sich, folgenden Spezialfall der Spektraltransfor¬ 

mierten zu diskutieren. Es sei nur ein Eigenwert V- Л'= p vor¬ 

handen und der Reflexionskoeffizient verschwinde wieder: 

(30) 

(31) 

S (t) = jp, C(t), R = oj. 

Dann ergibt ich zunächst für die Lösung 

q(x,t) = - in(1 + e_2pl) , 

bei der sich die Abkürzung anbietet 

. - о „г) 

und in der v= -ü(4p2) die Ausbreitungsgeschwindigkeit der Stö¬ 
rung darstellt. Nun ist es instruktiv, (31) in die bekannte 

Form einer "Einsolitonenlösung" der KdV-Gleichung umzuschrei¬ 

ben 

- n2 
q(x.t) = —m—^-——ГТТ- (33) 

2p(x + ir(t-t )) 

-T-^£ cosh p(x - % 9-(t - tQ)) 

Treten aber N diskrete Eigenwerte in der Spektraltransformier¬ 

ten auf 

s (t) я ^p^ ... Pjj, a,(t) ... cn(t), R * о I, (34) 
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lassen sich leicht überschaubare Aussagen nur über das asymp¬ 

totische Verhalten der Lösung angeben. Bezeichnen vn=-a(4pn) 

(n - die unterschiedlichen Geschwindigkeiten der So¬ 

lltonen, so besitzt die N-Solitonenlösung für t-»-®die Ge- 

stalt 

I 

lim q(x,t) 
t-»-oo 

-2p; 

COSh%(x - *n - »n(t - V> 

während sie für t-»o> übergeht in 

£ 
-2p; 

lim q(x, t) s _ 
t-»oo 1 cosh pn(x - xn - Дп - un(t - tQ)) 

(35) 

(36) 

wobei 

cn(V - 2pn e 
2Pnxn 

ist und Дп(р1...PN) eine Phasenverschiebung bedeutet. Enthält 

die Spektraltransformierte nun noch einen nichtverschwindenden 

Reflexionskoeffizienten R(k,t), so treten in der Lösung zu¬ 

sätzliche, rasch veränderliche Wellenzüge auf, die im Laufe 

der Zeit abkllngen. Der hier verwendete Begriff des Solitons 

kennzeichnet einen bestimmten Lösungstyp von speziellen nicht¬ 

linearen Differentialgleichungen in Raum und Zeit, der teil¬ 

chenartigen Charakter besitzt und sich durch besondere Lokali- 

sierungs- und Stabilitätseigenschaften auszeichnet. Im Rahmen¬ 

der Methode der Spektraltransformation läßt sich diese physi¬ 

kalische Festlegung des Begriffes Soliton durch die mathema¬ 

tische Forderung "ergänzen", daß in diesem Falle die Spektral¬ 

transformierte einen verschwindenden Reflexionskoeffizienten 

besitzt; d.h., die Spektraltransformierte 

Sq(t) ■ |p^...p^, 0,(1) ... Cjj(t), 0] (37) 

führt auf eine N-Solitonenlösung. Leider ist es bislang noch 

nicht gelungen zu zeigen, daß die anschauliche physikalische 

"Definition" mit der mathematischen über die Spektraltransfor¬ 

mierte übereinstimmt. 

Es ist abschließend zweckmäßig, nochmals die wesentlichen 
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Schritte dieser Methode in Form eines Diagrammes darzustellen 

/6/. 

q(x,0) 
I 

I 

Eigenwertproblem . 
Spektraltrans- ^ 
formation 

Sq(0)= • • Pj^t C-j • • C|^(R(к 

Losung einer nicht¬ 
linearen partiellen 
Diff.-Gleichung 

Zeitentwicklung 
(lineare gewöhnliche 
Differentialgleichungen) 

1 lineare Integral- 
.glelchung_ 
* inverse Spektral- 
transformation 

Sq(t)-(p1..pN,C^(t)..c2(t),R(kIt)} 

Dabei wird ersichtlich, daß mit dem Auffinden des Eigenwert- 

problemes, welches der nichtlinearen Evolutionsgleichung mit 

Hilfe eines Riemann-Hilbert-Problemes zugeordnet werden kann 

/5/, sich alle weiteren Schritte, also die Lösung des Eigen- 

wertproblemes, das Aufstellen der Spektraltransformierten, 

die Ermittlung ihrer Zeitentwicklung, die Berechnung der in¬ 

versen Spektraltransformation, durch lineare Verfahren be¬ 

wältigen lassen. Somit liefert diese Methode das überraschende 

Resultat, daß die Lösungen spezieller nichtlinearer partieller 

Differentialgleichungen mittels einer geschickten Kombination 

linearer Verfahren zu gewinnen sind und damit die Zahl der 

"integrablen Systeme" unerwartet rasch gestiegen ist. Das er¬ 

öffnet sowohl für die nichtlineare Feldtheorie mit ihren viel¬ 

seitigen Anwendungen in verschiedenen Gebieten der Physik als 

auch für die allgemeine mathematische Lösungstheorie spezi¬ 

eller nichtlinearer partieller Differentialgleichungen eine 

ungeahnte Perspektive, die hiermit angedeutet werden sollte. 

15 



Literatur 

/1/ Ranada, A. F. (Ed.): Nonlinear Problems in Theoretical 

Physios. Lecture Notes in Physics, Bd. 98. Berlin 

1979 

/2/ Möbius, P.: Unifikation der Kräfte. In: Stendel, H., und 

Möbius, P.: Aspekte nichtlinearer Feldtheorie III. 

ZIE Preprint 82-5, Berlin 1982 

/3/ Scott, A. G. , Chu, F. Y. F. , and McLaughlin, W.: The 

sollton: a new concept in applied science. 

Proc. IEE-E 6l_, 1443 - 1483 (1973) 

/4/ Gardner, C. S., Greene, J. M., Kruskal, M. D. , and Miura, 

R. M.: Methods for solving the Korteweg-de Vries 

equation. Phys. Rev. Lett. 1_9, 1095 - 1097 (1967) 

/5/ Ablowitz, M. J., Каир, D. J., Newell, A. C., and Segur, H.: 

The inverse scattering transform-Fourier analysis for 

nonlinear problems. Stud. Appl. Math. 5,3, 249 - 315 

(1974) 

/6/ Möbius, P.: Nonlinear field theory. In: Kurke, H., et al. 

(Eds.): Recent Trends in Mathematics. Conference in 

Reinhardsbrunn, Oct. 11 - Oct. 13, 1982. Teubner - 

Texte zur Mathematik, Bd. 50, pp. 193 - 203. Leipzig 

1983 

eingegangen: 24. 04. 1984 

Anschrift des Verfassers: 

Prof. Эг. P. Möbius ' 

Technische Universität Dresden 

Sektion Physik 

Mommsenstraße 13 

DDR-8027 Dresden 

16 



Rostock. Math. Kolloq. �. 17 - 26 (1984) 

Günther Wildenhain 

35:140 

35A35 

Approximation durch Lösungen elliptischer Randwertprobleme 1 

1. Die Thematik das folgenden Vortrages geht zurück auf eine
Arbeit von H. Beckert /2/, in der die folgende Aussageb-iesen
wurde. Es sei L ein elliptischer 01 fferent ialoperator ·zwei tar
Ordnung mit hinreichend. glatten Koeffizienten, 0 c Rn ein be­
schrlink tes Gebiet mit glattem Rand a 0, rc fl eine glatte
(n-1)-dimensionala Fläche, welche D. nicht zerlegt (d. h, f2 \ r
ist zusammenhängend), V c an eine offene Teilmenge das Randes
und

Ly(D) • lU E: c2(D) f"'I C(rl): Lu•O in.Q, ulao.w • oJ.

Ferner wird angenommen, daß das. homogene Oirichlet-Proble■ der 
Gleichung Lu „ o in n nur die triviale Lösung ·besitzt. Dann 

liegt der Raum Ly( r) aller Einschränkungen von Ly(f2) auf r

dicht im Raum L 2 ( r), d. h •• durch Variation dar Ra'ndwerte auf 
einem festen (aber beliebig klein vorgebbaren) Teil V des Ran­
des kann eine in L2(r) dichte Lösungs111enga erzeugt werden. 
Von A. Göpfert /6/, /7/, G. Wanke /10/ und G. Anger /1/ wurde 
unter anderem dieses Resultat auf den Fall einer geechloaeenen 
Flliche sowie auf den Fall gleichmäßiger Approximation verallge­
■ainert� Oaa Anliegen dieses Vortrages besteht darin, Ober Mög­
lichkeiten der Verallgemeinerung dieser Auseagan auf ellipti�
sehe Differentialgleichungen beliebiger Ordnung zu berichten. 
Bailliufig sei erwähnt, daß verwandte Approximationaslitza (auch 
für ellipt iache Gleichungen höhe rar Ordnung) bei F. E. ·Browder 
/5/ sowie bei e. -w. Schulze und G. Wildenhain /9/ bewiesen sind, 

2. Wir formulieren zunlchst die Voraussetzungen, die von uns
ga■acht werden.

1 Vortrag, gehalten am 20. 1. 1984 im Mathematischen Kolloquium 
anläßlich des 75. Geburtstags von Prof. am. Dr, Adam Schmidt 
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1° Es sei 

2° 

L .*(*) 0' 

(m > 0 ganz, CL = (0^....,0^). * 0 ganz, \сі\ж cfj + ...+а^, 

DÄ » D^n, D± - 3/3x±, X » (Xl.xn) e Rn) ein 

eigentlich elliptischer Oifferentialoperator (vgl. /9/) mit 
beliebig oft differenzierbaren Koeffizienten. 

Der adjungierte Operator 

L*u •У^т (-l)'°6lDa(acc(x) u) 

besitze die eindeutige Fortsetzungseigenechaft. Dies bedeu¬ 

tet folgendes: Ist и eine Lösung der Gleichung L*u » 0 in 

der zusammenhängenden offenen Menge fl und gilt u ■ 0 in 
einer nicht leeren offenen Teilmenge fi с П. so folgt 

u в о ln fl. 
Diese Voraussetzung ist zum Beispiel erfüllt, falle L analyti¬ 

sche Koeffizienten besitzt. 

3° Auf dem Rand ЭП des beschränkten Gebietes fl mit glattem 
Rand sei ein normales System von Randoperatoren B,,. ..в 

mit beliebig oft differenzierbaren Koeffizienten und 

raJ “ ord BJ й 2m_1 (.®: Vj für *+3) vorgegeben. 

Ferner wird angenommen, daß die sogenannte Wurzelbedingung 

erfüllt ist und daß der Index des damit definierten Rand¬ 

wertproblems gleich Null ist. 

Zur Definition der benutzten Begriffe verweisen wir auf /9/. 

4° Der Operator L besitze eine globale, lokal integrierbare 

Fundamentallösung $(x,y), d. h. , es gelte n 

9>(x) » J £(x.y) L y(y) dy 
Rn 

für beliebige <J)tC®(Rn). 
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Oie Bedingung 4° ist zue Beispiel für Operatoren mit konstanten 

Koeffizienten stets erfüllt. 

№П-1(Г) bezeichne den Vektorraum der Whitneyschen Taylorfelder 
der Ordnung m-1 auf Г, d. h. den Raum aller Vektoren 

9 ■ (9a.Wl<m-l steti9er Funktionen g^e С(Г), für die eine Funk¬ 

tion g3£Cm_1(Rn) existiert mit OaiJ?|r - g^ (|a|im-l). In Wm_1(D 

kann man die Norm 

lotl *m-l С(Г) 
(2.1) 

einführen. Die Menge Г heißt (m-l)-regulär, falls Wa~1(D be¬ 
züglich der Norm (2.1) vollständig 1st. 

5° Г sei (m-l)-regulär. 

6° Г möge das Gebiet fl in die Gebiete f]^ und f) zerlegen, 

d. h. flj^n Па = 0, fl » и Oa u Г. Das Oirlchlet-Problem 
zur Gleichung Lu - О sei in fl^ eindeutig lösbar. 

3. In Analogie zu Punkt 1 führen wir die folgenden Bezeichnun¬ 

gen ein. Dazu seien V c 3Q bzw. GcQa beliebig fixierte offe¬ 

ne Teilmengen des Randes 3£1 bzw. der Komponente fla. 

Ц,(П) « [u: Lu . О ln fl, 8Julan\V и °} 

Ч(Г) - ц,(П)|г 

LG(n) - {u: Lu - g £ C® (G), BjU|aß- O) 

lg( Г) - ц,(П)|г 

Theorem 1: Unter den Annahmen 1° bis 6° gilt die 

Dichtheit Lg(D - w“_1(r). 

Bemerkungen zum Beweis: Es werden 2 Fälle unterschieden. 

(A) : Das homogene Randwertproblem 

Lu»О in fl, 

BjMlan- 0 (3-1.■) (3,1) 

besitzt nur die triviale Lösung u » 0, 

(B) : Das Problem (3.1) besitzt nichttriviale Lösungen. lg 



(3.2) 

Zu (А): Man wählt ein Funktional 1 e (*Я-1(Г))' mit 
l(u) - 0 für alle u 6 Lg(T). 

Daraus hat man 1 ■ О zu folgern, woraus unmittelbar die Be¬ 

hauptung folgt. Der Beweis verläuft in mehreren Schritten. 

Für eine ausführliche Darstellung verweisen wir auf /13/ bzw. 

/14/. 
(a) Auf Grund der Annahme 5° läßt sich 1 ln der Gestalt 

l(u) - ZZ Joau(x) d|U-a(x) (3.3) 
lousm-l / 

durch ein System von Maßen jU.^ mit supp ja^c Г darstellen 

(vgl. /9/). Andererseits besitzen die Funktionen u £ Lg(fl) 

nach bekannten Ergebnissen der Theorie der elliptischen Rand¬ 

wertprobleme (vgl. /12/) die Darstellung 

D*u(x) - Jg(y) O^G(x.y) dy, (3.4) 

G 

wobei G(x,y) die zum Gebiet Л. gehörige Greensche Funktion be¬ 

zeichnst. Setzt man (3.4) in (3.3) ein, benutzt (3.2), den Satz 

von Fubinl und berücksichtigt, daß g £ c“(G) beliebig wählbar 

ist, so folgt 

G*ju(Y) ZZ J °x<5(x.y) du. (x) - О in G. 
lot I am-1 1 01 

Da das "Potential" ln ПДГ der Gleichung L*u ■ О genügt, 

folgert man mit Hilfe der Vorauseetzung 2° hieraus 

G*jU(y) * 0 in na. 

(b) Durch den Einsatz potentialtheoretischer Hilfsmittel, ins¬ 

besondere durch Abschätzung der Singularität dar Greanschen 

Funktion und ihrer Ableitungen erhält man 

DBG*|U.(y) » 0 quasi überall auf Г ( Ißl *m-l). 

"Quaal überall" bedeutet hierbei "mit Ausnahme einer Menge der 

Wiener-Kapazität Null", 
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(c) Anwendung von Resultaten aus der Potentialtheorie ellipti¬ 

scher Gleichungen höherer Ordnung (Theorie der verallgemeiner¬ 

ten harmonischen Maße, Balsyage-Theorie) , die in /11/ und /9/ 

entwickelt worden sind, liefert 

G*ju(y) s 0 ln П±. 
Insbesondere verwendet man die Tatsache, daß die Lösung des 

Oirichlet-Problems 

L* w ж 0 in 

D8"lp - 9ß (lßl<em-l), 

wobei g ж (gß) |B| w"_1(r) vorgegeben 1st, für zcflj in 

der Gestalt 

i%lv) 
durch verallgemeinerte harmonische Vektormaße Tz ■ (^z^lßläm-l 
(supp сГ) gegeben 1st. 

(d) Aus G*p(y) « О quasi überall ln П folgert man schließlich 

unter Benutzung der Definition der Fundamentallöeung 1 ж 0. 

Zu (B): Das homogene Problem (3.1) möge к linear unabhängige 

Lösungen ,..., u^ besitzen. Da der Index des Problems Null 1st, 

besitzt dann auch die Randwertaufgabe 

L*v . 0 in 13, 

BjvIan ■ 0 (J"i.■) 
к linear unabhängige Lösungen v^.v^. Dia adjunglertan Rand¬ 

operatoren B^,...,B^ sind dabei so zu wählen. daß die Greensche 

Formel 

/ (Lu)vdx - 
£1 

j uL* vdx 

n 
CjuB^vde- B^uCjvdS' 

gilt (vgl. /12/). in diesem Falle existiert eine verallgemei¬ 

nerte Greensche Funktion G(x,y) mit folgenden Eigenschaften 

(vgl. /4/): 



к 
Ljy)G(x.y) - u±(x) иА(у) (Х.уьЛ.Х^у), 

BjS(x,y)|yb9n ■ о (j-1."). 

j^G(x.y) V±(y)dy - О (i-1.k). 

Die Überlegungen eue (A) lassen sich dann in modifizierter Form 

durchführen, wobei G*|i(y) durch 

Gu(y) /o^G(x,y) d^(y) 
* lod*ra-l p 

zu ersetzen ist. Im Schritt (e) ergibt sich 

G^(y) - v(yj in G. 

V ist eine Linearkombination von v^.vfc. 

Mit w(y) s« ф(у) -v(y) gilt L* w - 0 ln fl \ Г, und wegen 2° 

schließt man daraus w а О in Пд. Durch analoge Schlüsse wie 
ln (A), technisch aber wesentlich aufwendiger, ergibt sich w»0 

quasi überall ln fl und daraus LG(r) » Wn'"1(D, 

4. Theorem 2; Es seien die Voraussetzungen 1° bis 6° erfüllt. 

Dann gilt Ly(Г) » w" 1(Г). 

Beweis; Das Gebiet fl werde so zu einem Gebiet fl^ofl ver¬ 

größert, daß 3fl\V c 3fl^ gilt. Wegen der Glattheitsvorausset¬ 

zungen an die Koeffizienten der Randoperatoren kann dies offen¬ 

sichtlich in der Welse geschehen, daß auch für die geeignet 

fortgesetzten Randoperatoren die Bedingung (3) gilt. Wir wählen 

nun eine offene Menge G c. П und betrachten den Raum Lg(fl^). 

Nach Theorem 1 gilt Lg(fl^) |p- Ѵ|т_1(Г), und wegen 

Чі^іМа11 erhalten wir daher ЦДГ) - w"'1(D. 

5. Im folgenden wollen wir andeuten, daß sich auch höhere Ab¬ 

leitungen approximieren lassen, wenn man gleichmäßige Approxi¬ 

mation durch Approximation im Mittel ersetzt. Wir nehmen aber 

jetzt an, daß Г das Gebiet fl nicht zerlegt. 
22 
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7° Es sei Г £ C00 (d. h. eine C°°-Mannigfeltlgkeit) und 

П\Г zusammenhängend. 

Der Sobolev-Raum W^1” *(Г) sei definiert als Vervollständigung 

der über Г beliebig oft differenzierbaren Funktionen bezüglich 
der Norm 

Hierbei bezeichnet 0ß Differentiation bezüglich lokaler Koordi¬ 

naten in der Fläche und d6p das Flächenelement auf Г. Wie in 
Punkt 3 wählen wir eine offene Menge G с П\Г bzw. V с ЭП. 

Das folgende Resultat 1st in /15/ bewiesen. 

. Theorem 3: Unter den Annahmen 1° bis 3° und 7° gilt 

4jn - Ц/гТ => wf-V). 

Dieses Resultat kann wesentlich vertieft werden, wie wir im 

folgenden andeuten wollen. Ее handelt sich um bisher unveröf¬ 

fentlichte Resultate, die teilweise in Zusammenarbeit mit 

U. Hamann erzielt wurden (/8/). 

Bekanntlich können die Sobolev-Röume W®(fl) bzw. W®(D für be¬ 

liebiges reelles s und 1< p < oo definiert werden. Man spricht 

in diesem Falle von den Sobolev-SlobodeckiJ-Röumen. Die Moti¬ 

vierung dazu ergibt sich unter anderem aus Spurbetrachtungen. 

Für u£Wp(fl) (8>0 ganz) gilt beispielsweise u|p £ 1Ѵ®“1/,р(Г). 

Betrachten wir etwa eine klassische Lösung u e C2n(0) der Dif¬ 

ferentialgleichung Lu о 0, so gilt für eine Umgebung U von Г 
offenbar u & wj;"( U ) und daher u |p £ W^B_1/p(D. Folglich kenn 

man vermuten, daß die Einschränkungsräume Lg(Г) und ЦДГ) soger 

in w^"_1/p(D dicht liegen. 

6. Um die soeben formulierte Vermutung zu beweisen, ist nicht 

die allgemeine Theorie der Sobolev-Slobodecklj-Räume erforder¬ 

lich. Es genügt, sich auf die hier benötigten Spurräume zu be- 
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schränken (vgl. /3/, /12/). Der Raum Ѵ^в-1/р(Г) let erklärt ale 

Raum aller Einschränkungen von Funktionen aus W2b(I1) auf Г, 

wobei die Einschränkung im Sinne der Einbettungeeätze zu ver¬ 
stehen ist. Man definiert 

ll<P«2.-l/p.p " llu|l2-.p ' 
U£.V^"(n) 

U 11— - cp 
H.|I2b p bezeichnet die klassische Sobolev-Norm. Für 

definiert man 

WYW-2m+l/p,q eup 

(ре. №рт_1/р(Г) 

|(У'У)| 

2-Vp.p 

ЦІ e С°°(Г) 

(mit dem gewöhnlichen L2-Skalarprodukt (у , cp) ober Г sowie 

1/p + 1/q » 1) und w“2B+1/p(r) als Vervollständigung von С°°(Г) 

bezüglich dieser Norm. Durch stetige Fortsetzung läßt sich dann 

das ” Skalarprodukt" (y.fp) für у£И"2в+1/р(Г). £ Ѵ^В_1/Р(Г) 

erklären. Es gilt die verallgemeinerte Schwarzeche Ungleichung 

H У ' I 6 ^ Y"-2m+l/p.q 119112m-1/p, p" 

Der Raum w”2lB*1/,p(r) erweist sich als dualer Raum zu vv^"“1/p(P) 

und (...) als zugehörige duale Paarung. 

Theorem 4; Es gelte 1<р< со, und die Annahmen 1° bis 3° sowie 
7° seien erfüllt. Dann folgt 

Lg(D - Ц,(Г) - и£"“1/р(Г). 

Bemerkungen zum Beweis: Wir wählen ein Element 

h£W-2«*l/p(r) , (W2«-1/P(r)). 

mit (h,u) ■ 0 für alle u £ Lg(T) und dazu eine Folge hj£C°°(r) 

mit IIhj-hII_2„+i/p.q^ 0ae bedeutet 

(h,u) ■ lim (h.,u) ■ lim /h.(*)u(x)d6'r(x) « 0. 
со J j ->oo p J 1 

0 
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Daraus folgert nan waiter 

lin _/S(x,y)h,(x)d6_(x) - v(y) in G, 
J-> cd p J 

wobei die Funktionen G und v die gleiche Bedeutung besitzen wie 

in Teil (B) des Beweises zu Theoren i. Setzt nan 

w(y) lin / G(x,y)h1(x)dff (x) - v(y), 
J->00 ' J r 

so ergibt sich L*w ■ 0 in П\Г und wegen w • 0 in G nach An¬ 
wendung von 2° w а 0 in П\Г. Durch eine Reihe weiterer Ab¬ 
schätzungen, insbesondere durch Ausnutzung der bekennten Agnon- 

Douglis-Nlrenberg-Ungleichungen erhalten wir schließlich h s 0, 

danit Lg(D « und wie in Beweis zu Theoren 2 

lyn . *£"“1/р(Г). 

Abschließend fornulieren wir noch ein Resultat von U. Hanann. 

•Theoren 5: Es seien die Annahnen i° bis 3° sowie 7° erfüllt und 

es gelte 1 f din Г < n-1. 

(a) Aue 1 < p < 2 folgt Lg(P) « Ly(T) • W^(Г) für 0 * s й 2n. 

(b) Aus 2 < p-coo folgt Lg(D - L^(T) - ѴѴр(Г) für 0 < s < 2n. 
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Approxi■ation durch L6eungen alliptiecher Randwertproble■e 

-In d�e••r Note bet rechten wir, wi� verechiedene Autoren _
(/1/-/3/, /5/-/8/) zuvor, die Approxi■■tion einer euf einer
glatten Fliehe r definierten Funktion durch die L6eungen g-i•­
eer Rendwertaufgaben zu linearen elliptiechen Differentielglei­
chungen. I• einfachsten Fall handelt ee eich dabei u■ den_ fol-

! -

genden Sachverhalt:
(A) Sei Q c Rn ein baechrlnktee ,Gebiet ■it glatte■ Rand i3.Q und
n-c D ein Teilgebiet, deeeen Rand r zu an durchechnittefre■d
iet. Bezeichne u eine weitere, in n• • .(l\1"i:- vorgegebene
offene Menge. Wir betrachten die L6eungen der Dirichletechen 

Randwertproble■e

L'.lu • <p- in .fl, u • o llnge an, (1) 

·bei denen die rechten St11ten q, den Rau■ C:°(U) .durchlaufen. ee"
gilt nun , -daß die Geea■theit dieeer-Funktionen, wenn ■an eie
Ober der Fliehe f betrachtet, eine in jede■ der Randrlu■e

i/'_
1/2(r) dichte Menge b1ldeft1• Ee llßt eich eleo durch �nd­

r_ung der Quellen Ober ,U 
(

lein erreichen, daß 

. __ 1/2 

eine llnge r vor-

gaechriebane Funktion de Klaeee H durch die zugeh6rigen 

L6eungen der Dirichletproble■e beliebig genau in der Metrik 
die••• Rau■• approxi■iert wird. 

Eine einfache Schlu8-iee·(vgl. /6/) erl■■bt e■• von (A) auf 
die -1t■re Eigeneahaft (B) zu eohl1e6en1 
(B) I■t V ai11e g■gabua offene Tail■a■ge 411„ Raft411ae an, eo
bildeft auch die auf f einge■ohrlnkten L6aungen dar Dirtohlet­
prebl-■

ll.v • e in n. v • e ll■g■ an\v

81M 111 .,a-
l/z(r) 4111oh_te l'■-ti--ftiaeli ...

-

1 .z. 411.._ .... •• /4/. Ia · Text Hi II l 1 ,-zzehl1g._ -

r, 



FOr dl* Metrik das Raums Н*(Г) wurde (в) erstmals ln /1/ bewie¬ 
sen. Dl* späteren Verallgemeinerungen dimmer ursprünglichen Va¬ 

riante beziehen eich in /2/ euf die Gleichungen der kleseieehen 

Elaatlzltätstheorle bzw. ln /6/ auf die Lösungen allgemeiner 

Randwertaufgaben für elliptische Differentialgleichungen 2m-ter 

Ordnung, wobei dl* Approximation auf die Normen der Rand räum* 

Н2*“1(Г) beschränkt blieb. Wie schon ln /1/ für Gleichungen 
zweiter Ordnung bemerkt, lassen sich die benutzten Methoden 

aber nicht auf einen Bemale für die Möglichkeit der Approxima¬ 

tion höherer eie (2w-l)-ter Ableitungen auedehnen. Es ist ein 

Vorzug des hier eingeschlagenen rein funktionalanalytischen Be- 

welewegs, diese Schranke zu umgehen. Zur Vermeidung technlecher 

Detail* führen wir die Überlegungen nur für das obige Dirich- 

letproblem zum Lapiscsoperator aus. 

Ua die epäter etwa* verwischte einfache Bemeielde* herverzuhe- 

ben, skizzieren wir dem Bemale von (A) zunächst für dl* Appro¬ 

ximation Ober Н1/2(Г). 

Wir bezeichnen mit H*(_Q ) den Sebelewraum der Ober XI msBbaren 

Funktionen mit quadratisch summlerberen ersten Ableitungen und 

Randwerten Null, mit А £ L(H^,H-i) den Lapiscsoperator unter 
homogenen Dirichletbedlngungen, mufgefaät als Abbildung von H* 

ln sein Dual H-1. Es gilt G ■Л*1e L(H-1,H*); G let der Green- 

•che Operator. Schlieft lieh bezeichne у : u->ujp den auf hJ de¬ 

finierten Spuroperator. Bekannterweise bildet у den Raum 

stetig auf dem Randraun H ^2(Г) ab. Mre nun die Meng* 
Mb ІУ g -» 

ye(C*(ü)) nicht dicht ln H' (Г)* so existierte wenige tens 

ein zu seinem Duelrmum Н-1^г(Г) gehöriges nlehtverschwlndeade* 

Funktional T alt der Eigenschaft 

<T. yG9>>- * för alle yeC^(U). 

(Die eckigen Klemmern werden Im Text zur Kennzeichnung des 

Wert* eine* linearen Funktionale auch för ander* Raumpaarungen 

benutzt.) FOr die edjunglerten Abbildungen G*£ L(H-1,H*) und 

■f'e. и(Н_1/г(Г).и"1(Л)) bedeutet da* <<J>.G*y'T> « o. woraus 
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(2) С'У'Т Ж о in и 

folgt. Offenbar gilt G* - G. Oie durch w » G’f'T definierte 

Funktion genügt daher Ober П der Differentialgleichung 

Ля - y'T. In üblicher, nicht ganz korrekter Schreibweise heißt 
das 

JvmVfdV - - (т<раГ; i6hJ, Ѵ9>ен£ 
П. Г 
(dv » dx^. ..dxR). Partielle Integration führt zu 

Д»* * о in 12*. Лw” - о ln 12”, 
w+ ж о länge Эй 2, 

Эи* Эи” 
Эп ~ Эп ' 

- Т längs Г, 

(3) 

+ + 
wobei и die Einschränkungen der Funktion w auf die Gebiete 12” 
sowie n den nach 12” gerichteten Normalenvektor an die Fläche Г 
bezeichnen. Nach (2) verschwindet die harmonische Funktion w* 

in U und deshalb in ganz 12*. Folglich wird w+ • — =o und 
3n 

damit auch w” ж о längs Г. Oie harmonische Funktion w~ gehört 

mithin zu H„(12”). elso w” « о in 12”. Die zweite Koppelungsbe¬ 

dingung ln (3) liefert nunmehr T « — - o. Daher 1st yG(c£°(U)) 

1/2 „ ^ 
dicht in H ' (Г). Behauptung (A) let fOr m « о bewiesen. Daß 
unsere Schlußwelse tatsächlich als streng anzueehen ist. beruht 

auf der wohlbekannten Möglichkeit, die Normelemableltungen der 

Variatlonelösung (3) als "Lagrangeeche Multiplikatoren* zu deu¬ 

ten. Wir werden das später noch auszufOhran heben. 

Wir wenden uns jetzt dam Beweis von (A) für m & 2 zu und notie¬ 

ren zunächst den (für glatte Ränder gültigen) fundamentalen 

Isomorphismus 

А C L(H* ЛН*. H*“2), 0 I- Л~Хе L(H*"2, ПН^) 

(•. /*/). 

2 wegen 

29 



Unter den neuen Voraussetzungen bezeichne 

У^£ L(H*n Нд, н""1/2(Г)) die Spurabbildung u->u|p und 

ЦН""*1/2(Г). (н"лНд)') Ihre Adjungierte. Wird der Hil¬ 

bert raue H*“2 alt seinen Dual identifiziert, so läßt eich die 

Adjungierte G* dee Gmanschen Operators von vornherein als Ab¬ 

bildung zwischen den Räumen (H*/1hJ)' und HM~2 auf fassen: 

G*e L( (HB r\ H*) 1 , H-"2). Bel diesem Standpunkt gilt für 

T£H-,+1/2(D 

<T, yoG^> . (G*^T,p) för alle g?€H"-2, 

wobei (...) des Skalarprodukt in Hm~2 bedeutet, wir definieren 

echlieBllch Ae U(He“2.H_**2) durch die Vorschrift 

(V, ф) . (Аѵ.ф) für eile v£He"2, ф e h"-2. 

Wir schlieBen wie froher. Sei T£H-"* ^2(Г) ein zum orthogona¬ 

len Komplement von ?eG(C®(U)) gehöriges Funktional: 

<T. уо6ф> - (G%T. ф) - о för eile фес®(и). (4) 

Setzen wir w - G*y^T. so gilt för jedes иен"г\Н* die Beziehung 

(w.Au) ■ <T, y0GAu) - <T, you) . (5) 

Insbesondere folgt hieraus (w, Аф) - о för alle Cp e c£°(jfl+) 

bzw. gpe C® (-Q“). d. h. Д Aw • о ln ff bzw. in DT. Wir er- 

schlleBen weiter: Aw ■ о in _Q*, da dies wegen (4) Ober U zu¬ 

trifft. Dieser Sachverhalt läßt sich auch durch die Gleichungen 

(w+.y)+ . о för eile фен£"2(Л*) (6) 

suedröcken, wenn unter (.,.)* der Ober ff geführte Anteil des 
Skalarprodukts (...) verstanden wird. (.,.)+ kann als Skeler- 

produkt von h"'2( fl*) angesehen werden. (...)“ ist in ähnlichem 
Sinne zu deuten. Nach (S) gilt 

(m-, Au)" . о für eile и£Н^(Л"). (7) 
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Wir legen Jetzt durch ■ A^ . У2^+1 ■ ~ ein Syetee von 

Randoperatoren Ober den Rindern ЭГ2 und Г feet. Ordnet men 

einer Funktion Cp e н"”2(і7+) ihre "Spuren" bi# ye_3 <p lange 

an und Г zu, eo bildet der dadurch bestlaate Operator Ги_2 den 

Raum НИ"2(Л*) linear und stetig in da# Produkt 

X - ff ня-5/2-^(ЭП) X fr h"-5/2-J(D 
j-o 3«o 

ab (e. /4/). Wie man unschwer erkennt, gilt N(F,_2) « H^“2(0+), 

R(Fg_2) ■ X für den Nullraua N bzw. Wertevorrat R von Г,_2. 

Nach (6) gehört nun das durch die Vorschrift <p)* Ober 

H-“2(jQ*) definierte Funktional f zu . К(Г^,_2). 

Infolgedessen exletlert ein zu 

X' - ТГ н-"^/2+3(ЭП) X 7Г h-b+5/2+J(D 
j-» J-o 

gehörendes lineares Funktional A- (A^... .A^j; A*,. .. ,A^_j) 

alt Г^_2 A-f. Wegen N(Fg_2) - R(r,_2)^ - {0} 1st А darOberhln- 

eus eindeutig bestimmt. Wir sind somit von (6) zu der für eile 

cp 6. h"”2(jQ*) gültigen Beziehung 

w-3 m-3 

("*'?)* ■ <V %9>Э0+ <лг Yj9>r 

gelangt. E# folgt 

m-1 a-1 

("*>Л “)* ■ ^ <Aj_2' 7j") an + ^ <Aj-2' yju)r (8) 

för alle и£Н*(Л*); man beachte ^ «Д» 3j+2' In ähnlicher 
Weise erkennt man 

a-1 
(#", Au)" . (Ay für alle и£Н®(Гі”), (9) 

a-1 

(K ;_4) e ТГ H-"*1/2*J(D 
J«c 
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bei Wiederholung unserer Schluäarelee. wobei dieseel von (7) 

euezttgehen ist. 

Fassen wir (5) bzw. 

(w. Au) - (w*, Au*)* ♦ (w'.Au')" - <T, 'you)p 

erneut Ine Auge. Ersetzt man ihre linke Seite gemäß (8) und 

(9), so liefert anschließender Vergleich eich entsprechender 

Randterme 

Л" - T. A" - o, A*_2 +Aj-o für 2 4 J < a-1. (10) 

Von Aj ■ о läßt sich sogleich auf A“ » о und damit. wie ge¬ 

wünscht. auf T - о weiterschließen. 1st nämlich Cp eine be¬ 

liebige in H^”2(jQ“) liegende Funktion und bestimmt man 

и£Н"(П~) л Н*(П”) gemäß Au ■ у. dann gilt nach (9) 

n-i m-1 

(w'.y)- - ("".Au)" - ^ <A-. y3u>r - gj <A~. ^_29>г“°. 

Wie schon mehrfach bemerkt, impliziert das die Existenz Lagran- 

geschar Multiplikatoren £ н“-5^2“^(Г) mit 

m-3 

(w-.y)- - 7j9>r für alle фек"-2(П-). 

Anstelle von (9) gilt also tatsächlich 

■=i 

(w'.Au)' - y_</vj_2. Vj“>r Mr alle и£Нв(Л"). 

Wiederholung des obigen Vergleichs liefert nunmehr T ■ o. 

Unsere Beheuptung ist bewiesen. 

Bemerkone: Bisher haben wir die Randfunktionen durch die Funk¬ 

tionswerte у#ву approximiert. Es ist wegen 

(3L e<pd Г > • 
г3" 

wen vornherein klar. 

(11) 

die Norwmlenableltungan ~ 6 <f> unserer 

längs Г keine dichte bilden kännen. Es gilt dbsr ■t 



Die in (11) zum Ausdruck gelangende Bedingung 1st auch hinrei¬ 

chend für die Apprexialerbarkelt. Der Abschlidi der Menge 

yj6(C®(U)) ln Н*“3/2(Г) besteht also aus genau denjenigen 

Funktionen dieses Rauns, daran Mitteinert Ober Г verechnlndet. 
Zun Beweis sind die früheren Oberlegungen «le folgt zu modifi¬ 

zieren: Zunächst 1st es klar, daß fOr jedes Тен"** ^2(Г) ln 
orthogonalen Komplement von 7^6(0^(11)) anstelle von (IO) neu 

А” ж о, Xj ■ T, А♦ Aj ■ о fOr 2 d j d n-1 

zu bestehen hat. Zu jeden <p e hJ‘2{ ГА"), das dar Nebenbedingung 
j ydV - о (12) 
ГГ 

genOgt, bestimme man jetzt eine Lösung u fc H*( Q”) dee Neumann— 

sehen Problems Au ж у ln Л*. — ■ о längs Г. Nenn wir u ln 

die Oeretellungefornel (9) eintragen, dann erkennen wir wie 

frflhor: (w~,cp)~ ж (n-. Ди)- ж о. nobel allerdings die hlnzu- 

gekoonene Bedingung (12) zu berflckslohtlgan 1st. Ea folgt 

' г 5* 
(■“,y)“ - A J ydv ♦ > <Aj. y,y>r 

ГГ A“° 

(A e R) fär alle у £ н“~2(Г)-), und waiter 

(ш~, Ди)" - -л/|йдГ * ^<A]-2* ?j">г 

fOr olio e €H*( -Q-). Erneuter Vergleich dar Randtorna liefert 

T ж -А ж const. Q.e.d. 
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Habbarkait von Singularitätan für lineare Differentialoperato­
ren mit gestörter Elliptizität 

o. Einleitung

Im engen Zusammenhang mit dar Frage nach der Fortsetzbarkait 
von L6sungan elliptischer Diffa�entialgleichungen bzw, mit der 
Frage nach der Lösbarkeit von Dirichlet-Problemen, bei denen 

Vorgaben auf Randteilen niedrigerer Dimension gestallt werden , 
steht dar Begriff dar hebbaran Singularität (vgl, /2/, /5/, /6/. 
/7/). Eine kompakte Menge K, die in der offenen Menge flcRn 

enthalten ist, heißt hebbar·e Singula„rität für den Differential­
operator A und die Funktionenklassa. H, wann aus Au • 0 in n \ K 
für u € H die Gültigkeit von Au • 0 in Il folgt. Dia Größe der 
Mange K wird durch v�rschiedene "Maße" charakterisiert, die von 
d�m Differentialoperator und der Funktionenklasse abhängen : Den 

: Minkowski-Inhalt, das Hausdorff-Maß oder die Kapazität (vgl. 
/2/, /5/, /6/, /7/). In dem vorliegenden Artikel wird die Hab­
barkait von Singularitätan für lineare Diffarantialoparatoran 

mit gast6rtar Elliptizität untersucht, Die zugrunde liegenden

Funktionenklassan sind gewichtete Sobolaw-Räuma, Zur Charakte­
risierung dar Mange K wird ein entsprechender Kapazitätsbegriff 
benutzt. Dia Beweise der Aussagen stallen Modifizierungen der 
klassischen Beweismethoden dar (vgl. /2/). Zur Illustration 

werden zwei Beispiele angeführt, 

1
1 

Bezeichnungen und Begriffe 

Wir fixieren ain•e offene Kugel ait dem Mittelpunkt im Koordina­
tenursprung das Euklidischen Raumes Rn (n�1) und dem Radius r>O 
und bezeichnen sie mit L• Im Raum Rn sei ein Vektorfeld von 
Gewichtsfunktionen g • (g

0
,g1 •• �� •9n) gegeben, wobei die

gj (l • 0,1 ••••• n) meßbare Funktionen im Rn mit d�r �igenschaft 
sind, daß gj(x)> o fast überall gilt. M

0 
bezeichne dia Mange 
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aller Funktionen u e mit ||u|lH<oo, wobei 

•1uHH !'/{9o(X) u2(x) + ^ 91(х)[;£р] }dx* (1) 

Für die Vervollständigung von MQ ln der Norm (1) schreiben 

wir H. 

Definition: Der Dlfferentlaloperator А auf 2Z mlt den Eigen¬ 

schaften: 

(1) A : MQ —>oZT': 

(11) für alle u,v£M0 gilt (Au, v> « <u, Av> (Hier stellt 

(Au, v> die Anwendung der Distribution Au auf die Test¬ 

funktion V dar.) ; 

(ill) A 1st linear: 

heißt regulärer Operator zweiter Ordnung auf У. wenn es eine 

Konstante Э6 mit О < Э6 < oo derart gibt, daß für alle u e MQ 

gilt: ае_1і|и/|2 < (Au, u) 6 aeiiuii^. 

Damit kann man H als einen Hilbert-Raum mit dem Skalarprodukt 

(u : V) m <Au,v> auf fassen, welches eine zu II-1IH äquivalente Norm 

erzeugt. Für £ CR2 und g(x,y) « ( 1x1е*, |x|B, |x|y) mit 

Й, ß, у e R1 ist der Operator 

Au ixi6 &) 
öx 

(Ix|y |ü)+ а |x|<* 
dy 

u 

ein regulärer Operator (a^, a2, aQ « const.). 

Definition: 

(1) Das Element u£H heißt Lösung von Au » 0 in ßcc£[, falls 

für alle V e. MQ n с“(П) gilt: <Au, v> . o. 

(11) Oie kompakte Menge Kc Лсс^Г let eine hebbare Singulari¬ 

tät (kurz: К ist hebbar) für den regulären Operator А und 

den Raum H, falls für jedes f€H mit Af . о in Ü\K gilt: 
Af » О ln fl. 
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Verschiedene Konstanten, die in Abschätzungen von Zeile zu Zei¬ 

le unterschiedliche Werte annehmen können, werden wir mit 3G 

bezeichnen. 

2. Eine hinreichende Bedingung 

Wir fragen nun, unter welchen Bedingungen an die kompakte Menge 

К diese eine hebbare Singularität für den regulären Operator A 

und den gewichteten Sobolew-Raum H darstellt. Unsere hinreichen¬ 

de Bedingung beruht auf dem folgenden Kapazitätsbegriff. 

Definition: Es sei К c eine kompakte Menge. Dann heißt die 

Zahl 

cap^(K)« inf £<Au,u> : u eMQ und u m 1 in einer Umgebung von к] 

Kapazität von К (bezüglich A). 

Hier haben wir stillschweigend angenommen, daß das Infimum über 

eine leere Menge als + oo erklärt wird. Die Kapazität hat dann 

die folgenden Eigenschaften: 1 

Lemma 1; Für alle kompakten Mengen K,K^ c 2% gilt: 

(i) О i cap^(K) 4 + oo . 

(ii) К c Kj impliziert cap^(K) < cap1(K1). 

(iii) Es existiert eine von К unabhängige Konstante 0 ^ S£ < + oo 

derart, daß Эе-1 cap^(K) г= 

< inf |||u||^ : u e MQ und u • 1 in einer Umgebung von к} 

< Xcap^(K) gilt. 

Aus Lemma l(iii) folgt im besonderen, daß die Mengen der Kapa¬ 

zität Null nur vom Gewicht abhängen und somit für alle regulä¬ 

ren Operatoren gleich sind. Für den Beweis unserer Hebbarkeits- 

aussage benötigen wir noch das folgende 

Lemma 2: Die kompakte Menge К c ^ habe endliche Kapazität. Es 

gilt genau dann cap1(K) * 0, wenn die Funktionen aus MQ, die in 

einer Umgebung von К verschwinden, dicht in H liegen. 

Beweis: Es seien die Funktionen aus MQ л C® (£ \ K) dicht in H. 

u e. MQ sei eine Funktion aus der Konkurrenzmenge von cep^(K), 
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die nach Voraussetzung nicht leer 1st. Zu jedem natürlichen n 

gibt es nun eine Funktion un e MQ n C®(«r\K) derart, daß 

IIu - unllH 6 и'1 gilt, u - un gehört für alle n zur Konkurrenz¬ 

menge von cap^(K), und damit gilt cap^(K) = 0. 

Wir setzen nun cap1(K) ■ 0 voraus. Weiter sei u£H und (un) 

eins u approximierende Folge von Funktionen aus MQ. Es sei f 

eine Funktion aus der Konkurrenzmenge von cap1(K). wn »un - fun 

verschwindet dann in einer Umgebung von К und gehört zu MQ. Es 

gilt ||un - wnl|H > ||fuJ|H 6 at(un) l|f|lHI Wegen cap1(K) . о kann 
nun die rechte Seite der Ungleichung beliebig klein gemacht 

werden. Ein Oreiecksargument liefert die Behauptung. 

Wir kommen nun zur ersten Meßbarkeitsaussage. 

Satz 1: Die kompakte Menge К с fl CC %% ist für alle regulären 

Operatoren А und den Raum H hebbar, wenn cap^(K) »,о gilt. 

Beweis: Es sei u e H mit <Au, w> = 0 für alle w e MQ n с® (П\ к) 

sowie v £ MQ Л С”(Ш. Nach Lemma 2 gibt es eine Folge 

<vn) c M0 Л C® (I2\K) mit ||v - vn|lH 0 für n->00. Wir haben 

dann I <Au, v>| « i <Au, vn> + <7*u, v-vn>| » | <Au, v-vn>|£ 

6 af(u) |]v - vnllH, wobei die rechte Seite für n—»oo gegen Null 

strebt. Also gilt <Au, v> ■» 0, und die Menge К 1st hebbar. 

3. Eine notwendige Bedingung 

In der klassischen Theorie (vgl. /2/) werden zum Beweis einer 

notwendigen Bedingung wesentlich die Ergebnisse der Potential¬ 

theorie benutzt. Um analoge Aussagen für unseren Fall zur An¬ 

wendung zu bringen, ist der bisher benutzte Kapazitätsbegriff 

ungeeignet. Wir führen einen neuen Kapazitätsbegriff ein, der 

es uns gestattet, den Apparat der Potentialtheorie und die da¬ 

mit verbundenen Extremaleigenschaften auszunutzen. Wir setzen im 

folgenden voraus, daß MQ « C® (jr ) gilt. Das ist z. B. der Fall, 

wenn gj £ Ljood) für 3 " O-1-**..« gilt. 
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Definition: Es sei К с eine kompakte Menge. Dann heißt die 
Zahl 
cap2(K) = inf|<Au, v> : u e MQ und u И in einer Umgebung von к] 

Kapazität von K. 

Diese Kapazität hat dann die folgenden Eigenschaften. 

Lemma 3; (vgl. /3/, /4/, /8/). Für alle kompakten Mengen 
K.Ki C ZZ gilt: 

(i) 0 ^ cap2(K) < + oo . 

(ii) К c Kj impliziert cap2(K) 6 cap2(K1). 

(iii) Es existiert eine von К unabhängige Konstante 0 < X < + oo 
derart, daß de-1 cap2(K) ^ 

^ inf ^ ||u||y : u £ MQ und u i i in einer Umgebung von К j 

* äfcap2(K) gilt. 

(iv) Es existiert eine von К unabhängige Konstante О < SC < +oo 
derart, daß df-1 cap^(K) 4 cap2(K) 4 cap^(K) gilt. 

Das Lemma besagt also insbesondere, daß die beiden Kapazitäts¬ 
begriffe äquivalent sind. Daher verwenden wir den Begriff Ka¬ 
pazität für beide. Die neue Kapazität hat aber über Lemma 3 
hinaus noch die folgenden Eigenschaften. 

Lemma 4: (vgl. /3/, /4/, /8/). Es sei К C 2% eine kompakte Men¬ 
ge. Es existiert genau ein Element uK e H mit den Eigenschaf¬ 
ten: I 

(i) (AUß, uK> = cap2(K) und uK 5s 1 auf К bis auf eine Menge 

der Kapazität Null. 
(ii) Für alle VeMQ mit v ä 0 in einer Umgebung von К gilt 

<AuK, v>&0. 

(iii) Es existiert ein positives Maß jUK mit supp jU^cK derart, 

daß (Au^, v> » ( vd ^ für alle veMQ sowie 

cap2(K) - ^,(K) gilt. 

Daraus ergibt sich z. B., daß für das kapazitive Potential uK 
ln einem gewissen Sinne AuK « gilt, also AuK ■ 0 außerhalb 
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von К. Daraus erhalten wir nun unsere notwendige Bedingung für 
die Hebbarkelt. 

Satz 2; Wenn cap2(K) > О für die kompakte Menge К с fl cc J~ 
gilt, dann 1st К nicht hebbar für А und H. 

Beweisi Für uK e. H gilt <AuK, v> » О für alle v e C® (Q\K). 

Aber für V e. MQ mit v И in einer Umgebung von К gilt 

О < cap2(K) - /uK(K) Ä f vd/LbK° ^AuK' v)" 

Aus den Sätzen 1 und 2 ergibt sich die 

Folgerung; Falls MQ » C® (£) gilt, dann ist die kompakte Menge 

КсПсс 2Z genau dann hebbar für alle regulären Operatoren А 
und den Raum H, wenn cap2(K) ■ cap-^K) » О gilt. 

4, Beispiel 

Wir werden für den Fall n = 1 die Kapazität des Nullpunktes für 
verschiedene Gewichte abschätzen. Dieses Beispiel stellt eine 
leichte Modifizierung des Beispiels aus /1/ dar. Wegen der 
Äquivalenz der Kapazitäten werden wir sie im weiteren nicht un¬ 
terscheiden. Wir benötigen noch die folgende Eigenschaft der 
Kapazität. 

Lemma 5; (vgl. /4/). 
(i) Für Jede monoton fallende Folge kompakter Mengen 

*n C Z eil» cap (#і Kn) . Inf cap(Kn). (2) 

(li) Es existiert eine von К unabhängige Konstante эе derart, 
daß 

ae-1 cap(K) 4 inf ^ <Au, u> : U6MQ, О 4 u 4 1, u s 1 ln 

einer Umgebung von к} i эесар(К) gilt. 

Damit läßt sich zeigen: 

Lemma 6; 

(i) Für das Gewicht gj(x) =» |x/2^ (j = 0,1) mit у i 2-1 gilt 
cap({0J) - 0. 
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(11) Falls g%(x) = x2^ für X > 0 oder g^x) «Ixl2^ für x<0 mit 

I у I < 2“1 gilt, so ist сарЦОІ)>0. 

Beweis: (i) Wir schützen die Kapazität für die Menge 

К = Lc;d]c(-r;r) ab. Dazu wählen wir die Zahlen c', d' so, daß 

-1 <c‘ < c <0 <d < d' < 1 und Cc' ;d’] c (-r;r) gilt. Wir haben dann 

für L - {u e c“((c' ;d')) : u - 1 auf К und 0 * u * lj 

d' 

cap(K) 4 % Inf |Ju'2(x)|x|2^dx+J u2(x)|x|2^ dx : u&l_j 

( f d' 
* X inf I J u'2(x)|х|2У dx + j IX|2^ dx : u £ L 

[c ';c]u[d id'] c' 

6 Ж inf j j u,2(x)|x| dx : u£l| +xj 
‘•Ic'icl и Fd :d*l J c' 

. . I x| dx 

^•;c}u[d;d 

□as Infimum wird durch die Lösung der Euler-Gleichung 

(2u'x)' • 0 angenommen, und zwar durch 

xl2y dx. 

u(x) 

(ln cc'“1)“1 ln xc”1 

(ln d'd“1)“1 ln d'x“1 

für C' < X < c, 

für c6x6d, 

für d < X < d'. 

Nach Integration erhalten wir damit 

cap(K) 4 2fj(ln cc'“1)“1 + (ln d'd“1)“1 + j |x|2“ dx}. 

Wenn wir nun c, d gegen Null streben lassen, so können wir 

stets c', d' so wählen, daß gilt: c'—» 0, d'—>0, 

d' 

(ln cc'“1)“1 -»0, (ln d'd lx| 2У dx —»0. Aus (2) V1 —o,/ 
c' 

folgt dann cap({Oj) « 0. 

(ii) Es sei К - [0;f] mit 0<f c r. Dann gilt für g%(x) « x2^ 

und X > 0: 

cap(K) 4 7E inf jy u' 2(x) x2y dx : u fe C?°(Z), u - 1 auf К 
}• 
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Das Infimum wird durch die Lösung der Euler-Gleichung 

(2u‘ xZy)• = 0 mit den Randbedingungen u(f) = 1, u(r) = 0 ange¬ 

nommen. Das ist u(x) » (r1'2^ - x1-2^)(r1-2^ - f1-2^). Daraus er¬ 

halten wir cap(K) ä X( r1-2^ -f1-2^)-1 h Xr2^ 1>0 unabhängig 

von f, also cap((0})>0. Der Beweis des anderen Falles verläuft 

völlig analog. 

Wir erhalten daraus die 

Folgerung; Im Fall n = 1 ist der Nullpunkt eine hebbare Singu¬ 

larität, wenn das Gewicht die Gestalt (x) «|x|2^ (] « 0,1) 

mit у ä 2”1 hat. Gilt g1(x) » x2^ für x > 0 oder g^(x) = |x|2^ 

für X < 0 mit I уI < 2-1, dann ist der Nullpunkt nicht hebbar. 

5. Beispiel ' 

Durch eine sich aus Punkt 4 ableitende Betrachtungsweise erhal¬ 

ten -wir für den Fall n » 2 das nachfolgende Resultat (vgl. /1/), 

Die Übertragung auf den Fall n = 3 verläuft völlig analog. 

Lemma 7; Es sei 2“ der Kreis [(x,y) : x2 + y2 < r2l, C(y) eine 

fast überall im R1 nicht negative Funktion aus sowie 

-r< oC < ß < г ein Intervall auf der y-Achse. 

(1) Wenn gj(x,y) =|x|2^ C(y) mit у к 2-1 (j = 0,1,2) 1st, dann 

gilt cap( (_0j X [a;ß]) »0. 

(ii) Wenn I уI < 2~1 und entweder g1(x,y) « x2y C(y) für x > 0 

oder g^(x.y) «|x|2^ C(y) für x < 0 gilt, dann ist 

cap( (Oj X CoC;ß] ) > 0. 

Beweis: (i) Wir schätzen cap(K) für die kompakte Menge 

К » [c;d] X [et;B] ab. Dazu wählen wir die Zahlen c.d.c" ,d' ,ot' ,ß' 
so, daß gilt: -1 < c' < c <0 < d <d ’ < 1, a'<« cS-cß1 und 

[c‘ ;d'] X [a' ;ß*J c 2Z* Wlr haben dann für die Menge 

L « (u(x) £ C0 ((C ;d')) : 0 4 u 4 1, u = 1 auf [c;d]j und die 

Funktion V(у) £ C“((ar';ß')) mit v s 1 auf [<X;ß] sowie 0<vCl 

die Ungleichung 
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сѳр(к) 6 эе inf 

ß' 

(X) IX I zrdx) C Jv2(y)C(y) dy) 

+ (J u2(x)|xl2y dx)(j V 2(y)C(y)dy) : 

c' ol" 

u e l 

d' B' * j lxl2y dx)( J c(y)dy) 

& ae inf u 2(x) |xIdx) : u £ L 
■} 

d' ß *X(J |x|2? dx)( у V2(y)C(y) dy) 

C OC' 
d' ß' 

+ ae( J іхі2У dx)( J c(y) dy). 

c' 

Wie im Beweis von Lemma 6(1) können wir das Infimum berechnen. 

•Durch geeignete Wahl von c', d' können wir erreichen, daß die 

rechte Seite der Ungleichung beliebig klein wird, wenn c, d ge¬ 

gen Null streben. Also erhalten wir cap({0} x [<X;ß]) = 0. 

(li) Es sei К » [О; f j X [ot;ß] C T~, 

DK = ju(x,y) £ C®((-r;r)*(-r;r)):uil in einer Umgebung von kJ-, 

Dann gilt für g1(x.y) « x2^ C(y) (x>0) : cap(K) & 

ß r 

* X Inf Ц (/||ü(x,y) |2x2y dx)C(y) dy : U£DK| А f 

ß 

OC 

Lemma 6(ii). Also gilt cap()0} x [a;ß])>0. Der andere Fall wird 

analog bewiesen. 

Es ergibt sich damit die 

Folgerung: Im Fall n • 2 ist die Strecke [a;ß] auf der y-Achse 

eine hebbare Singularität, wenn das Gewicht die Gestalt 

43 



gj(x,y) -Ixl2* C(y) (j » 0,1,2) hat mit у > 2'1 und C(y) > 0 

fast überall im R1 sowie C(y) £ l1oc^r1^* 9і(х-У) =• х2^С(у) 

für X > 0 oder g^(x,y) »|x|2^ C(y) für x < 0 mit \f \ <■ 2 1 und 

gleichem C(y) , dann ist die Strecke [Oj x [ot;ß] nicht hebbar. 
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Rostock. Math. Kolloq. _g§,, 45 „ 50 (1984)

Lothar Berg 

39A10 
15A15 
34A30 

Ober die Gr�ensche Funktion und die reduzierte Wronskische De­
terminante 

In ihrer Arbeit /2/ hot Frau I. Jagnow bei Differenzengleichun­
gen dritter Ordnung mit konstanten Koeffizienten für die um eine 
Zeile und Spalte reduzierte Wronskische Determinante gezeigt, 
daß sie einer Gleichung genügt, die mit der adjungierten Diffe­
renzengleichung eng zusammenhängt. Im zweiten Teil dieser Ar­
beit soll dieses Ergebnis auf entsprechende Gleichungen belie­
biger Ordnung und im dritten Teil auf lineare Differentialglei­
chungen ausgedehnt werden. Zuvor wird über die Verallgemeine­
rung des Hauptergebnisses aus /2/ über die als Inverse einer 
tetradiagonalen Toeplitzsihen Matrix darstellbaren Greenschen 
Funktion durch D. s. Meek /3/ berichtet. 

1. Explizite Darstellung der Greenschen Funktion

Es sei AN = (an-m> eine reguläre Toeplitzsche Bandmatrix N-ter
Ordnung mit aq i O, a_p i O und ak „ O für k > q sowie für
k < -p, d. h. 

ao a_l a 

0
-p 

al ao
a -p

AN •
aq 

•a a_l0 
aq •a1 ao

Außerde� sei O � p,q < N. Weiterhin sei xn • hn die Lösung der
Differenzengleichung 

a_pxn+p + ••• + a
0

xn + ••• + aqx-q 
• 

o (1) 

mit n • 1 unter den Anfangsbedingungen hp • 1/a_p und hn • 0

für n < p, die eich etwa niit Hilfe der Operatorenrachnung ermit­
teln läßt (vgl. /1/).' Dann besitzt die zu AN gehörende
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zweiseitig unendliche Matrix А die Inverse A_1 = (h ), wäh¬ 

rend die Elemente der Inversen A"^= (d^^) die Darstellung 

nit 

1 
й n+1 

Л = 

N+l-m 

"'n+i 

N+2 

n+p-T N+p 

N+1 

N+p 

h N+2-m 

"*N+2 

N+3 

N+p + 1 

N + p 

. h N+2p-l 

N+p-m 

^N+p 

^N+p+1 

N+2p-l 

(2) 

besitzen. Die Elemente dnm bilden zugleich die Greensche Funk¬ 

tion der Differenzengleichung (1) unter den Randbedingungen 

xp = X_1 = ••• = xl~q " °- XN+1 = ••• = xN+p = °» 

Für die Existenz von A”1 ist das Nichtverschwinden der Nenner¬ 

determinante Л notwendig und hinreichend. Die Formel (2) 

stammt in leicht abgeänderter Bezeichnungsweise von 0. S. Meek 

/3/ und wurde dort mit Hilfe des Satzes von Dacobi bewiesen. 

Für p = 1 geht sie in die Formel (16) von I. Oagnow /2/ über, 

wo sie unabhängig von /3/ für q = 2 bewiesen wurde. Für p = 0 

lautet sie dnm = hn_m und beinhaltet die bekannte Tatsache, daß 
die Elemente der Inversen einer Dreiecksmatrix von der Ordnung 

N unabhängig sind. Anschließend folgt für den allgemeinen Fall 

ein neuer elementarer 

Beweis: Die Inverse A_1 ist nicht eindeutig bestimmt. Man er¬ 

hält alle nur möglichen Inversen, wenn man ihre Elemente durch 

£±a X , 
^nm “ ^n-m + ^ xnicijyjm (3) 

ersetzt, wobei xnl.xn,p+q ein Fundamentalsystem von (1) und 

ylm '•-,yp+q,m eln Fundamentalsystem der zugehörigen adjungier- 

ten Gleichung 

3qym+q + a-pym-p 0 (4) 
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ist. Die csind willkürliche Konstanten, Die Elemente (3) ge¬ 

hen für 1 £ n,m 6 N in die Elemente von A~d über, wenn die cH^ 

so bestimmt werden, daß die Randbedingungen 

dno = dn.-l 'dn,l-p = °- dn,N+l = = dn,N+q = 0 

oder die dazu äquivalenten Randbedingungen 

dom - d-l,m = ”• = dl-q , m =0- N+l, m 
= d - о 

N+p m 

ij 

(5) 

(6) 

erfüllt sind. Da die hn_m für n-m > -q als Funktionen von n Lö 

sungen von (1) und als Funktionen von m Lösungen von (4) sind, 

spezialisieren wir (3) zu 

dnm “ dn-m hn + i-ldi jhN+j-m (7) 

mit willkürlichen Konstanten b^. Wegen hn = О für n < p sind 

dann bereits die letzten q Bedingungen von (5) sowie die ersten 

q Bedingungen von (6) erfüllt. Wie man durch Entwicklung der 

Zählerdeterminante von (2) nach der ersten Spalte und anschlie¬ 

ßenden Entwicklungen nach den ersten Zeilen sieht, hat (2) mit 

А / О die Gestalt (7). Aus (2) geht weiterhin unmittelbar her¬ 

vor, daß auch die ersten p„Bedingungen von (5) sowie die letz¬ 

ten p Bedingungen von (6) erfüllt sind. 

Verschwindet die Nennerdeterminante А in (2), so gibt es eine 

Linearkombination 

■» ■ S V n+i 
mi t X N+l xN+p = 0 und natürlich xn О für n 6 o. Da X 

eine Lösung von (1) ist, ist dann der Vektor (x^,...,x^) eine 

Nullösung von An. Bei vorausgesetzter Regularitat von A^ kann 

somit dieser Fall nicht eintreten. 

2, Die reduzierte Wronskische Determinante 

Ohne Beschränkung der Allgemeinheit wählen wir p « 1 und 
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a 1 = -1, so daß die Gleichungen (1) und (4) 

n+1 aqxn-q' yn-l “ aoyn + SqYn+q 
(3) 

lauten. Es sei q !> 1. Aus q Lösungen yln.yqn der zweiten 

Gleichung bilden wir die q-dimensionale Vektorlösung 

V = (V. .....V ) und betrachten die Determinanten 
'n ''ln 'qrr 

yn+l 

yn+2 

'n + q 

У1.n+1 

yl,n+2 

У1. n+q 

yq ,n + 1 

yq,n+2 

’q.n+q 

o(") 
П 

yn+m-l 

Уп+m+l 

yn+q 

(9) 

mit О й m s q. Da die Gleichungen (3) die Ordnung q+1 besitzen 

entsteht die Determinante Dn = i)^°^ aus der zugehörigen ,/rons- 

kischen Determinante (vgl. /1/) durch Streichung der ersten 

Zeile und der letzten Spalte. Für später merken wir uns noch 

die Beziehung 0^) = Dn_i- ''ie wir jetzt zeigen wollen, genügt 

die aus Dn gebildete Folge 

= (-1) 
ПП n 

3qDn 
(10) 

der ersten Gleichung in (8). Für q = 2 wurde dies bereits in 

/2/ gezeigt, wo auch auf eine Anwendung dieser Aussage hinge¬ 

wiesen wird. 

Beweis: Ersetzen wir n in der Determinante aus (9) durch 

n-1 und anschließend у . durch (8), so folgt für m ä 1 

yn-l 

yn+m-2 

yn+m 

yn+q-l 

m-1 

yn—in —1 

yn 

yn+m-2 

yn+m 

yn+t:-l 

'n + q 

'n+m-2 

yn+m 

yn+q-l 
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Durch Vertauschung entsprechender Zeilen erkennt man, daß die 

erste Determinante auf der rechten Seite gleich (-l)m”*Dn_^ und 

die zweite gleich (-l)q-1D^m_1^ ist, d. h., es gilt 

3(ra) 
Jn-1 m-l^n—1 

Nach Ersetzung von n durch n-m+2 entsteht hieraus 

](m) 
n-m + 1 

und nach der Substitution B (-l )m4“ma“mQ(j|0 
n-m + 1 

4П) - (-1)юч-1а--а1п_іОп_т+1 Л n) 
"m-1* 

Durch Summation über m von 1 bis q folgt nun wegen z^n^ = 

und 

,(n) _ e „ 
q q n-q+1 -q n-q 

die Gleichung 

n+1 

z' » а ^D^q) . - а ^D 

n+1 n-q (•ч^Ч-Л-п+і 
oder nach einer Indexverschiebung 

n + 1 ■ ±<- 

Dies ist aber nach Multiplikation mit ((-l)^a ) 
n+1 für die 

Folge (10) gerade die Behauptung (8), 

3. Übertragung auf Differentialgleichungen 

Das vorhergehende Ergebnis läßt sich leicht auf Differential¬ 

gleichungen mit sogar variablen Koeffizienten 

y(n)(x) + p1(x)y^n-1^(x) + ... + Pn(x)y(x) = 0 (11) 

übertragen. Aus n-1 Lösungen y^(x).y^_^(x) dieser Gleichung 

bilden wir den Vektor y(x) = (y^(y).y^_^(x))^ und die redu- 
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zierte Wronskische Determinante 

D(x) =|y(x), y‘(x).y( ri-2) (X) j _ 
Für die Funktion z(x) = D(x)/W(x), wobei W(x) die IVronskische 

Determinante mit der bekannten Eigenschaft w'(x) = -p1(x)W(x) 

ist, finden wir durch m-malige Differentiation mit. 0 4 m < n 

die Gleichung 

.(m) - (Pl^)(m-1) + (p2z)(m’2) + ... + (-1)" 

|Y. У..y» 

und für m = n-1 nach einer weiteren Differentiation die zu (11) 

adjungierte Differentialgleichung 

z(n)(x) - (p1(x)z(x))(n'1) + ... + (-l)npn(x)z(x) = 0. 

,(n-l) /W 

Es sei noch erwähnt, daß für Differentialgleichungen mit kon- 

-plx p.X 
stanten Koeffizienten W=WQe gilt und somit z(x) = e 1 D(x) 

o.vählt werden kann. 
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Rostock. Math. Kolloq. �. 51 - 54 (1984) 

Lothar Berg 

Distribution Algebra• with Periodic Matrix Repreeentatione 

46F10 

16A38 

According to /1/, a dietribut.ion algebra is an aeeociative dif­
ferential algebra wi th' an �lement h eatiefying 

h2 • h (1) 

end o i O with d • h'. The construction of dietribution elge­
brae cen ba realized by ■aans of ■atrix rapresentatione, ueing 
aepecially twoeidad infinite ■atrices·'f • (f1k). -cx,.:.i,k <+ ex,,
with the derivative 

(2) 

cf. /1/ aa well ae Pho Thet Shay /3/. A' generalization of (1) 

••• inveetigated by G. L. N. Rao /4/. In what followe wa re­
etrict oureelves to s-pariodic ■atrices with 

fi+a,k+a • fik
for all i,k, baceuee with auch matrices it ia poeeible to cal-
culate in• lucid way. As a coneequence of thia restriction the 
elament cf eatiafiea new differential equations. The epecial 
caae a • 2 was al.ready treated in /2/. 

Algebraic preli■inariee 

Let be 6 the -trix with the entriae 6i,i+l • 1. and 6
1k • O 

alae. Than tha derivative (2) 18 the inner derivative with re­
epaqt to -6 

f • • ff, - 6f. (3) 

For an e-periodic diagonal ■atrix f with the diagonal entriae 
f 11 • f 1 end a fixed integer e � 2 we introduce the notation 

(4) 

Then wa hava the rulea 
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(5) 

and together with another s-perlodic diagonal matrix 

g ■ (g1.....ge) end a number Л 

f * 9 ■ (?і+9і.fe+9e) ' 

fg ■ (fi9i.fe9e) • 

Af - (Aft.Afe). 

The zero matrix О and the unit matrix I read respectively 

О • (О|0•t(0(0)I 1 * (1*1*»#« *1*1)* 

The commuting rule (5) implies for all s-perlodlc matrices f 

6"f - f6*. (7) 

From (3) it follows 6' ■ 0. 

A special choice for h 

A diagonal matrix satisfies the relation (1) if the diagonal 

entries attain only the values 0 and 1. Hence the special s-pe¬ 

rlodlc matrix 

h - (1.1.1.0) (8) 

generates a distribution algebra. According to (6) the first 

derivatives of h read 

6 ■ (0 
<? ■ (0 (9) 

6"- (0.0,1.-3,3,-1)63. J 
and the relatione 

. 6("»-l)h* ,$("•-*)rf(**-l) . j(M-l)^(ns-l) (10) 

with arbitrary natural numbers n,a are consequences of (7), 

From (5) and (9) we obtain 

6Z - (0.0,-1.0)62. 
so that actually we have the nontrivial case 6Z / 0. but 

63 • 0 for s > 2. 
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The case of odd в 

(ID 

In the following we assume s to be en odd integer (greater 

then 1). Then in continuation of (9) we find 

rf(8 2) a (-1,8-1,-(8^1).e-1,-1)68-1, 

rf(8‘l) - (-s.(8).-(8).e.0)68. 

end the firet equation of (10) allowe for n - 1 the improvement 

j(8-1) a hj(8-1) a j(8-1)h. 

Hence the well known consequence of (1) 

j(") a hj(") ♦ j(")h + J~ ("+l)<j(V-l)<j(n-v) 
Va 1 V 

simplifies for n ■ s-1 to the differential equation 

s-1 
6<8-l) ~ -Y~ (8)rf(v-l)rf(8-v-l), 

Va 1 V 

Integrating (12) we obtain 

(12) 

6(8-2) - - (-l)v+P(8)^v-1)«i(8-v-2) - 68"1, 
v=T ju=T M 

(13) 

since according to 6' a 0 equation (13) implies (12). and the 

correctness of the constant of integration we see as follows. 

All terms in (13) possess the form 

(f,.f .f.x 9-1 1*2* 

Since fj « 0 for ell products j(^"l)^(8"^"2), f^ a -1 for 

j(8-2), and fj a 1 for 68-1, the factor of 68-1 must be -1. 

The caae s - 3 

Finally, let us consider the special case e • 3 in more detail. 
From 

h . (1,1,0). J“‘ - 3(-2,1,1)64. 

6 - (0,1,-1)6, a 9(-1,0,1)65. 

«Г - (-1,2,-1)62. <f(5) a 9(-1,-1,2)66. 

«Г - 3(-1,1,0)63. - 27(0,-1,1)67 
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we find а -27<5бб and therefore 

<$<"+6> - -27<J<n>66 

for ell integere n * 0. But we also have i" ■ -Зб<$б and conse¬ 

quently 

4(2") - (-3)V\fen. «S<2n+1> . (_3)ПбП£.бП 
Equations (12) and (13) read now respectively 

i" * 366' * 3Ö 6 »0, 6 ♦ 3Ö2 + 62 » 0. 

From further properties we only mention that In spite of rf3 a 0 

no powers of the elements 6', 6" and 6 vanish. 
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Rostock. Hath. Kolloq. �. 55 - 62 (1984) 

Dietlinde Lau 

1 Unterhalbgruppen von (P3,M)

03G20 
08MO 
20H99 

FOr eine Reihe von Untersuchungen in der 3-wertigen Logik 
P3(/3/), in■beeondere bei der Er■ittlung gewi■■er •ober■chau­
berer" Untervarblnde des Verbandes der abgeachloeeenen Teil■en­
gen von P3, ■ind Kenntnisse über die von ein■telligen Funktio­
nen erzeugten abgeechlpeaenen Teil■engan, d. h. Ober die Unter­
halbgruppen von (Pi,N), nOtzlich. So laeeen eich z. e. ■it Hil­
fe der weiter unten angegebenen Helbgruppen ohne Schwierigkei­
ten el■tlich• abgeechloeaenen Mengen von quaeilinearen Funktio­
nen der 3--rtigen Logik beati■■an (/2/, /1/). 
Die Funktionen aus Pi sind in Tabelle 1 definiert. Es sei 

c • tco,c1,c2}• � • fco,c1,3o•31,32•33,J4,J5}•

U • lco··C2,uo,u1····•U5}• V •  {c1,c2,vo,v1·· .. •v5}.und

S • L e
1

, ••• , a6J. Wie Oblich bezeichne f II g die durch

( f N g)( x) • f ( g( x)) definierte Funktion. Einen 'Oberblick Ober 
fM g für die "weaentlichen" f und g gibt Tabelle 2. 

x c0(x) c1(x) c2(x) J0(x) J1(x) J2(x) J3(x) J4(X) J5(X) u0(x)

0 0 1 2 1 0 0 1 1 0 2 
1 0 1 2 0 1 0 1 0 1 0 
2 0 1 2 0 0 1 0 1 1 0 

x u1(x) u2(x) u3(x) u4(x) u5(x) v0(x) v1(x) Vz(X) v3(x) v4(x)

0 0 0 2 2 0 2 1 '1 2 2 
1 2 0 2 0 2 1 .2 1 2 1 

2 0 2 0 2 2 1 1 2 1 2 

X v5(x) •1(x) •2(x) 83(X) 8
4

(X) •s(x) •5(•)

0 1 0 0 1 1 2 2 
1 2 1 2 0 2 0 1 

2 2 2 1 2 0 1 0 

Tabelle 1 
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‘4 fN> 

Jo 

Ji 

32 

J3 

J4 

J5 

Js-i 

Ji 

"1 

J5-I 
J i 

U5-i 

J5-i 

5-1 
V, 

"3 

«4 

°5 

«6 

Tabelle 

5-1 

Vi 

ui 

Js-i 

V1 

"5-1 

V5-i 

J5-I 

C0 

Jl 

J5-I 

C1 

Ji 

"5-1 

co 

ui 

"5-1 

C2 

U1 

V5-i 

C1 

V1 

V5-l 

C2 

Vi 
Ji 

V1 

J5-I 

v5-i 

"5-1 

о 

J5-I 

Ji 

Js-i 

Ji 

C1 

co 

U1 

"5-1 

"i 
C2 

C1 

v5-l 
V, 

■ c2 

V5-l 

U1 

"5-1 

Ji 

Js-i 

Bekanntlich sind die in Tabelle 3 angegebenen Abbildungen 

ot г f —» s^wf *si, 1-1,2,...,6, Autoeorphismen von (P^,*). 

Mit Hilfe dieser Abbildungen lassen sich Isomorphe Unterhelb- 

gruppen ermitteln. 

Bewiesen werden soll im folgenden, daß (Pj,k) genau 1434 Unter¬ 

halbgruppen (einschließlich JJ) besitzt1. 

1 Nach einen Hinweis von B„ Св&кбпу ist dieses Ergebnis von 
Zolt&n Szfckely (Szeged) mit Hilfe eines Computers ebenfalls 
erhalten worden. Auf Grund dieser Computerberechnung konnte 
die erste Fassung des vorliegenden Artikels im Fall 6.2 kor¬ 
rigiert werden. 
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f s2*f«e2 86*f*86 Vf#e3 84*f"85 e5*f*e4 

°0 

C1 

°2 

c0 

c2 

C1 

C1 

°0 

C2 

°2 

°0 
C1 

c2 

C1 

C0 

Jo 
Jl 
J2 
J3 
J4 

J5 

J4 

J5 
J3 
J2 

Jo 
Jl 

Tabelle 3 
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Zum Beweis werden sämtliche Unterhalbruppen bestimmt. Dazu be¬ 

zeichne H ln diesem Artikel stets eine Unterhalbgruppe von 

(Pj.m). Die Anzahl der Möglichkeiten für H in einem der be¬ 

trachteten Fölle 1 für H sei n^. In der eich Jetzt anschließen¬ 

den Fellunterscheidung für H werden Jeweils n^ sowie die Mög¬ 

lichkeiten für H angegeben und nur, wenn das direkte Durchmu- 

stern der ln Frage kommenden Mengen zu umfangreich 1st, einige 

Anmerkungen gemacht, die dae Durchmustern - darauf läuft letzt¬ 

lich der Beweis hinaus - erleichtern. 

1. Fall: H S c. 

Offensichtlich ist n^ « 8 und H eine beliebige Teilmenge von C. 

2. Fall! H^CAHiAE [3,U,Vj. 

Es ist nicht schwierig nachzuprüfen, daß in diesem Fall n2 • 123 

und H eine der Mengen 3^, U± ■ аг(3^ oder V± » а^(Э^) aus Ta¬ 
belle 4 ist, i a 1,2,...,41. 

3. Fall: HSDuUaH^OAH^U. 

3*1: H C C U[J1( J4,u2,u3j » 325 U U25* 

Die Möglichkeiten für H sind 33 и{cg,c2}, U3 и{c^.c^}, 

3'12 U (0o.°2}. ui2°lcO,Cl5' Э25иіС0'С2І' U25u{C0'°l) und 

Зр и Uq, wobei (p.q) e {(3,3).(3.12),(12.3), (12,12).(3.25). 

(25.3),(12,25).(25.12),(25.25)}, d. h., es gilt n^ % - 15. 

НпЗІ [''О'^І'^І'^ДІ ^ H OU в |.с0'с2,и2'изі* 

Für HaU kommen in diesem Fall nur die Mengen {c2}, (c0.c2j, 

[c0.u2l - U3. {c0.c2.u2J - U12 und {c0.c2.u2.u3} . U25 in Frage. 

3.2.1: HnU * {c2}. 

Offensichtlich 1st H # 38u{c2{. 

3*2.2: HnU ■ {Cq,c21. 

НЛЗ ist dann eine beliebige Unterhalbgruppe von 3. die {cq.Cj} 

enthält aber keine Teilmenge von 325 ist, d. h., es gilt 

n3.2,2 ■ 19 und H " {с0'с2Іу3і nlt 1 6{13.14.15,22,23.24.26, 

27.28.29,33,34,35,36,37,38,39,40.41}. 

3.2.3: HnU ■ Uj. 

Es gilt n3 2 3 - 17 und H - U3u3± mit i t{4.13,14.16,18,23,24, 

27.28.30.33,34,36.38,39,40,41}. 
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"i ■ 82°l*e2 Vi “ 86*3i*86 

1 С0°1'*0^1'*2^3'*4'І5 1 C0C2U0U1U2U3U4U5 1 C1C2V0V1V2V3V4V5 

2-+ 

4 + "“” + “““ 
5 +-+ 
6 ж + а 4 a a B *■ 

8-4aaaaa4 

10 aaa+aa + a 
11 aaa+aaa+ 

12 44a+aaaa 
13 44aa4aaa 
14 44aaa4aa 
15 + +-+ 
16 4aa44aaa 
17 + — — 4---- + 
18 4a aa + aa + 
19 — + — + — + — — 
20 — + — + — — — + 
21 a4aaa+a4 
22 444————+ 
23 + + — + + — — — 
24 + + — + — + — — 
25 + + — + — •* + — 
26 ++—+———+ 
27 + + - — + + -- 
28 + + — — + — — + 
29 ++--—+—+ 
30 +--44--4 
31 — + — + — ♦ — + 
32 — — + + — — + + 
33 ++—+++—— 
34 + + - + + -- + 
35 ++-+-+-4 
36 ++——♦+—+ 
37 + + + + -- + + 
38 + + + — + + — + 
39 + + - + + + + - 
40++-+++-+ 
41 ++♦++++ + 

2 --- - - + 

4 + — — 4 — — — — 
5 +--+ 
6 — + — — + — — — 

8 — + — — — — — + 
9 — — + — — — — + 

10 — — — — + + — — 
11 ————+——+ 
12 ++——+——— 
13 + + — + — — — — 
14 ++———— + — 
15 +♦—————+ 
16 +——++——— 
17 + — — — + — — + 
18 +——+———+ 
19 —+——+—+— 
20 —+——+——+ 
21 —+————++ 
22 +++————+ 
23 + + — + + — — — 
24 ++——+—♦— 
25 + + -- + + - — 
26 ++——+——+ 
27 + + — + — — + — 
28 ++—+———+ 
29 ++————++ 
30 +——++——+ 
31 —+——+—+♦ 
32 ——+—++—+ 
33 ++—++—+— 
34 + ♦ — + ♦ — — + 
35 ++——+—++ 
36 ♦+—+——++ 
37 + + + - + + - + 
38 + + + + — — + + 
39 + + -♦ + + + - 
40 ++-++-++ 
41 ++++++++ 

1 — — — — — — + — 

4 — + — — — — — + 
5 — + — — + — — — 

6 + — — — — — + — 
7 + - +- 
8 + — — — 4 — — — 
9 — — — — + + — — 

10 ———+——+— 
11 ————+—+— 
12 ++————+— 
13 + + ---+ 
14 +♦+----- 
15 + + — — + — — — 
16 —+————++ 
17 — 4 — - 4 — 4a 
18 — + — — + — — + 
19 +—+———+— 
20 +———+—+— 

21 +—+—+——— 
22 ++——++—— 
23 + + — — — — + + 
24 +++———+— 
25 + + — + — — + — 
26 ++——+—+— 
27 .+ + + -- -- 4 
28 44--4--4 
28 +++—+——— 
30 — + — — + — + + 
31 +—+—+—+— 
32 ———++++— 
33 + + + — — — + + 
34 ♦ + — — + — + + 
35 + + ♦ — + — + — 
36 +♦+—+——+ 
37 + + - + ♦ + + — 
38 + + + - + + - + 
39 ++++--++ 
40 +++-+-++ 
41 ++++++++ 

(+ steht ln der Tabelle für enthalten, - für nicht enthalten) 

Tabelle 4 
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3.2.4: H п U - U12. 

Man prüft leicht nach, daß n J 2 4 * 13 und H m l*12 U ist. 

i £[13,14,23,24.27,28,33,34,36,38,39,40,41}. 

3.2.5: H nU - U25. 

In diesem Fall ist HnO eine beliebige Unterhalbgruppe von 3, 

die {jg.J3} enthält. Also ist "3.2.5 “ 7 und H » U25 и für 

i €{27,33,36.38,39,40,41}. Folglich gilt n3 g - 57. 

HflO i [Cq # Cj , Jj* J4} Л H Л U £ { Cq , Cg , Ug , Uj } . 

In diesem Fall ist H isomorph zu einer die Bedingungen von 3.2 

erfüllenden Untarhalbgruppe von 3 иU. Folglich ist n3 3 » 57 

und H « a2(H'), wobei H' die Bedingung 3.2 erfüllt. 

В Л 3 Ф [Cq,C^,J^,j^}AHnU Ф [Cq,Cg,Ug,Ug}. 

Dann gibt es in H zwei Funktionen f und g mit f(3) e (2 ^) und 

g(2) £ (° q). Hieraus folgt ІНпЗІ-ІНлЩ und, falls 

(H\C) n 3 - (j± U e 15 ist, (H\C)nu e{{Ui|i £i}, {u5_i|lei}}. 

Durchmustern der möglichen Fälle liefert n3 4 » 19 und 

H ■ 3puUq mit (p,q) £ {(2,2) ,(5,5) ,(8,8), (9* 9) ,(15.15) ,(16,16) , 

(17.18),(18,17),(22,22),(23,23),(24,24),(26.28).(28.26),(30,30), 

(34,34).(37,38),(38,37),(39,39),(41,41)}. 

Zusammenfessend ergibt sich n3 = 148. 

4. Fall: HSAUB£{3uV,UuVjAH# АЛНІ B. 

Wegen ij(3uU) » 3uV sowie a^(3 uU) «UuV ist n4 ■ 296 und H 

isomorph zu einer im Fall 3 bestimmten Unterhalbgruppe. 

5. Fall: нс ЗиииѴлН ♦ 3 uU ЛН $ 3 UVAH * UuV. 

5.1: H n(U UV) S C u{Ug,u3,Vg.v3}. 

Für Hn(UuV) kommen nur die Mengen UjuVg » [Cg.Cj.Ug.Vg}. 

U12 uV15 " C ulu2,v21 und Ugg uVgg m C u{Ug.u3,Vg,v3J in Frage. 

5.1.1: H n (U и V) - U3 uVg. 

Möglich für H n 3 sind dann alle Teilmengen 3^ von 3, die 

lc0,cli enthalten und für die gilt: 

^0e3i и ^4£3і”*^2,;ІЗІсаі' ^l£3i ^зе3і • J5£31=» J2e3i* 

Al«0 let "5.1.1 “ H und H - 3iuU3uV8, 1 <=.{13,14.24,27,28.33, 

36,38,39,40,41}. 60 



5.1.2: H A (U uV) - U12 и V^g. 

Mit Hilfe von 5.1.1 erhält man ng j 2 ■ 11 und H » 3iuUi2uVi5’ 

1 6.(13.14,24,27.28,33,36.38,39,40*41}. 

5.1,3: HA(UuV) - U25 и V22. 
H A3 ist in diesem Fall eine Unterhalbgruppe von 3, die J2 und 

33 enthält. Folglich 1st ng ^ 3 « 7 und H - 

1 €(27,33,36,38,39,40,41}. 

5,2: H a(3 uV) S С и (j^, jj.v^.vj. 

Wegen a2(C и(jj,J4,vx,ѵд}) = U25 uV22 i8t n5.2 “ 29 und 

H ■ a2(A), wobei А eine der Im Fall 5.1. bestimmten Mengen ist. 

5.3: H л(3 uU) - C u(jQ,J5,u0,u5}. 

Auch dieser Fall ist isomorph zu Fall 5.1. Sämtliche 29 Mög¬ 

lichkeiten für H erhält man mittels der Abbildung ag aus den 

in 5.1 angegebenen Mengen. 

5.4: H erfüllt keine der in 5.1, 5.2. oder 5.3. genannten Be¬ 

dingungen. 

In diesem Fall gibt es in H Funktionen f, g und h mit 

f (?) £ (° 0 2 Ь ’ аф £ (? O 2 1> und h<2) 6 ( 
0 10 2, 
1 0 2 0J* 

Oa zu H außerdem gewisse Funktionen Jg, u^, vQ gehören, über¬ 
zeugt man sich leicht davon, daß C S H und, falls 

(H\C) A3 - {j±|l 61} ist, (H\C) AU e{(u1|i 6Ij, iu5_1| i 6 I }j so¬ 

wie (H\C) а V £ ((v^| 161}, (vg_^| i 6 l}} gilt. Ourchmustern der 

möglichen Fälle unter Verwendung der Ergebnisse von Fall 2 lie¬ 

fert Пд д ■ 7 und H ■ ЗрV Uq и Vp mit (p,q,r) €((24,24,26), (26, 

28,24), (28,26,28), (37,38,39), (38,37,38), (39,39,37), (41,41, 

41)}. Folglich ist ng ■ 94. 

6. Fall: SaH f 0. 

Da S bekanntlich 6 Untergruppen besitzt, sind folgende Fälle 

möglich: 

6.1: SAH» (s^j. 

Dann 1st H » А u[sjJ, wobei А eine der 669 oben bestimmten Un¬ 

terhalbgruppen von 3uU uV ist. 
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6.2: SAH» (e1,s3}. 

H\S ist dann eine der folgenden 30 Mengen: 0, (c2J, {cq.CjJ, 

C, 3g7' ^*32’ ^37’ ^' ^27u^C2^' ^37 u ^c2^ ' U^uVg, UgUVg, 

U12 uV15’ U10uV9' U25UV22‘ U21uV16* U29UV23' U31UV30' 

U35UV34' U38uV39* U OV, 027uU1 UV2. ^uUgUVj,. 

°27 u U25 U V22' a37 uU38 UV39’ 3uUiuV2' 3uU6uV2' 3uU25uV2, 

3uU u V. 
SftH 6{(e1,e2{. ielfe6jJ. 

In diesem Fall 1st n6 3 » 60, und die Möglichkeiten für H er¬ 

hält man aus 6.2 mit Hilfe der Abbildungen a2 und a6. 

6.4: S а H € ^e1 ,eet. S}. 
Für H \ S kommen nur die Mengen 0, C und OuUuV in Frage, d. h., 

es gilt n6 4 - 6. Folglich ist nß » 765, womit sich 1434 als 

Anzahl der'mögllchen Unterhalbgruppen von P* ergibt. 

I 
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Konrad Engel 

Optimai raprasantations, LYH_posats, Pack posets, and tha 
Ahlsweda-Daykin inaquality 

In this.nota (partly with survey character } we will show that 
rasults concarning LVH poeate, Pack posats,. the Ahlswada-Daykin 
inequality, and resulte concerning tha aeymptotic eiza of anti­
chaine in products of finite poeete come togather in the gene­
ral notion of optimal reprasentetions of posets. 
Throughout we conaider finite partially ordered sats. 
A represantation of a poset ie a function x: P...-+:R euch that 
a � b impliae x(a} - x(b} � 1. Tha expacted value f-x end tha

varianca 6� of the rapresentation x of Para definad by 

fx :• jJ L x(a) 
at:P 

and 

.,, 2 1 ")"" 2( } . 2 

"x i• !J51 � x a - fx •

/ 

. \ 

respectively. The variance 62(P) of the posef Pie defined 

by 62(P} 1• inf 6x
2 • where tha infimum is extended over all ra­

praeentations x of P. A _representation x of Pis called- optimal 

iff 6/ • Ef!(P}. 

Let d(P} be the 111exi11um size of an antichain in P and let Pn be 
the (direct } product of n fectors P. The importance of optimal 
representations is given by a theorem of Aleksaev· /3/. 

Theorem 1 (Alekseev)1 lt holde 

d(Pn } ~ (V2 'ii'n 6'(P) )-l1Pln as n➔a>�

This theorem was genaralized .by Engel and Kuzjurin /9/ to pro­
ducte of poeets with boundad cardinalitias which ere not necea­
sarily aqual aach other end by Engel /8/ to weighted posets. 
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A poset P is ranked Iff there is a function r: P—»D4 such that 

r(a) « О if X is minimal in P and r(b) » r(a) + 1 if b > a 

(b covers a if th$re is no element between a and b). In all 

what follows let p :■ max r(a). The set :» (aeP, r(a) » ij 
a 6 P 

and the number :»|ЫА1 are called the i-th level and the 

1-th Whitney number of P, respectively. Let w(P) be the maximum 

Whitney number of P. Obviously, the rank function is a repre¬ 

sentation of the ranked poset P. Using the Local Limit Theorem 

of Gnedenko and Theorem 1 one can prove (see /6/) that for 

ranked posets P it holds d(Pn) ~ w(Pn) as n —» oo , if the rank 

function is an optimal representation (in that case one can 

call Pn asymptotically Sperner). Thus it is interesting to in¬ 

vestigate in which ranked posets the rank function is an opti¬ 

mal representation. 

Denote the edge set of the Hasse graph of P by E(P) and call 

F i P an order filter if a £ F, b > a imply b € F. Finally for a 

(note that then r(P) is subset S of P define r(S) 

not the maximum rank in P). 

Using the Theorem of Kuhn and Tucker in quadratic programming 

and the Duality Theorem in linear programming one can prove the 

following theorem (Engel /8/, for a more combinatorial approach 

see Alekseev /3/). 

Theorem 2; Let P be a poset with rank function r. The following 

conditions are equivalent: 

i) r is an optimal representation of P. 

ii) There is a function f: E(P)—»]R + such that 

a,a<b с,Ъ"<с 

for all b£P. 

Y1 f((a,b)) - f((b,c)) - r(b) - и 
a o/rh n hvfr 1 I г 

ill) For all order filters F of Pit holds 
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In the following we show how Theorem 2 can be applied directly 

to certain posete without using Theorem 1 and other previously 

discovered product theorems /5, 12, 14, 17/. 

A ranked poset P is called a LYM poset iff there is a function 

g: E(P)—»J? + euch that 

b ,a«b 

a,a«b 

,a<b 

g((a.b)) 

g((a.b)) 

g((a,b)) 

1 

1 

1 

"Г 

if a e Nq, 

if b e N±, 

1 ■ 1.P-1, 

if beNp. 

For equivalent conditions see Harper /12/ and Kleitman /16/. 

Theorem 3 (Engel /8/): If P is a LYM poset, then the rank func¬ 

tion r is an optimal representation of P. 

Proof: The function f defined by 

i 

f((a,b)) :- g((a,b)) У ( u-j) W , a e N±, a « b, 
J-o J 

(i « 0,.•. ,p-1) satisfies condition 11) of Theorem 2. 

q.e.d. 

Remark: In /8/ it was proved more generally that flow morphisms 

preserve variances (see /7/, /13/). 

A subset T of Pis called a k-famlly iff there are no k+1 ele¬ 

ments of T which lie on any single chain in P. A ranked poset 

P is called a Peck poset if WQ » Wp * W1 > Wp-1 ^ ... and the 

maximum size of a к-family in P equals the sum of the к largest 

Whitney numbers in P for all k. 

Theorem 4 (Engel /8/): If P is a Peck poset, then the rank 

function r is an optimal representation. 
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Proof; From a result of Griggs /11/( for all 1 < ф there exist 

disjoint chains with bottom in and top in Мр-І) it fol¬ 

lows that in Peck posets there is a bijection 

ф: N, such that x<a?(x) and" 

1<| J>t 
r(x) + r( ф (x)) = p for all x £ P with r( x) < £. 

Obviously, we have 

4P " f*r “ f'• 
If F is any order filter in P, then there is no pair (x,cp(x)) 

such that x£F but <j>(x) ¢. F. Hence 

4P 4 f 
and condition ill) of Theorem 2 is satisfied, 

q.e.d 

A lattice P is called distributive iff for all x,y,z £ P it 

holds X л (у v z) = (хду) V (xaz). It is well-known (see Aigne 

/2/) that each distributive lattice possesses a rank function 

In Theorem 6 we will apply the inequality of Ahlswede and 

Oaykin /1/ which is a generalization of inequalities of 

Kleitman /15/, Fortuin, Kasteleyn and Ginibre /10/ and others. 

Theorem 5 (Ahlswede and Oaykin /1/): Let P be a distributive 

lattice and let ex', B, y, tf be functions P —> R+ such that 

<X(a)ß(b) 6 y(avb) f(e л b) for all a,b£P. 

Then 

0C(A)ß(B) 6 y(AvB) <f(AAB) for all А,В С P, 

where «(A) := *> oc(a) etc. , A v В := [avb, a s А, Ь e В l, 
a£A ‘ 

and A AB := |алЬ, a 6 A, be Bj, 

Theorem 6: If Pis a distributive lattice, then its rank func,- 

'tion r is an optimal representation of P. ■ 
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Proof» Let F be any order filter of P. Put in Theorem 5 

aC »■ j»i» г, в :» (f :■ 1, A »■ P, end В :■ F. Then A vB « F and 

АлВ a P. Obviously, it holds r(e)*l < r(evb)*l for ell 

a.beP. Hence by Theorem 5 

r(P) |F| d r(F) IPI, 

i.e. 

end condition ill) of Theorem 2 is satisfied. 
q^e.d. 

Finally let P be the partition lattice. Rota's problem /18/ to 

decide whether d(P) » w(P) has a long history and influenced 

the development of the Sperner theory. Cenfield /4/ proved that 

in general d(P) > w(P). The following problem is a natural 

generalization of Rota's problem. 

Problem; Decide whether the renk function of the partition 

lattice is an optimal representation of it. 
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Hans Bandemer 

Zur Bestimmung funktionaler Beziehungen aus Puzzy-Beobach­
tungen1 

1. Einleitung

tlblicherwetse wird die Ungenauigkeit, Unbestimmtheit und Un­
sicherheit von Beobachtungsergebnissen in einem mathematischen 
Modell dadurch berUcksichtigt, daß man sie als Realisierungen 
von Zufallsvariablen auffaßt. Bei der Untersuchung funktiona­
ler Beziehungen nimmt man dann gewöhnlich an, daß diese von 
den Erwartungswerten jener Zufallsvariablen gebildet werden. 
Um den Graph dieser Beziehung zu schätzen, w�hlt man dann in 
der Regel ein numerisches Äpproximationsverfahren, das den ge­
gebenen Realisierungen den Graph einer P'Unktion zuordnet. Um 
nun zu weiterfUhrenden Aussagen Uber diese Schätzung zu kommen, 
bedarf ea einer Reihe von Annahmen wie Uber die Unabhängigkeit 
oder Unkorreliertheit der Zufallavariablen bei verschiedenen 
Beobachtungen, Uber deren Varianz bis hin zu deren Verteilungs­
typ. Diese Annahmen, die in ihrer aktuellen Gesamtheit das 
statistische Modell bilden, können in gewissen F!!lllen gerecht­
fertigt werden, in anderen unwidersprochen bleiben, aber es 
gibt immer wieder F!!llle, in denen sie recht willkUrlich und 
umnotiviert erscheinen, z.B. wenn die Beobachtungen unter­
schiedliohen, kaum-vergleichbaren Quellen entstamm.an (z.B. aus 
unterschiedlichen Situationen mit nicht vergleichbarer Meßtech­
nik, eventuell zusammen mit Expertenmeinungen). 
In diesen oder !lhnlichen Situationen sieht man sich nach einer 
Alternative um. Eine solche soll im folgenden angeboten werden. 
Sie benutzt die Denkweise der Puzzy-Theorie, besitzt eine hohe 
ll'lerlbilität in der Anpassung an reale Situationen, verlangt 

1 Vortrag, gehalten am 13.4.1984 im Rostocker Mathematischen 
Kolloquium 
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keine vergleichbar einschneidenden Annahmen, erlaubt aber Aus¬ 

sagen ähnlicher Struktur (z.B. ähnlich zu Konfidenzschätzun¬ 

gen). 

Nachdem im nächsten Abschnitt der Begriff der Fuzzy-Beobach- 

tung eingeführt wurde, folgen einige Vorschläge für die Zu¬ 

ordnung von Graphen von Punktionen zu diesen Beobachtungen. 

Entsprechend dem Charakter der Beobachtungen werden diese 

ebenfalls zu unscharfen Mengen fuhren. 

2. Puzzy-Beobachtungen 

2.1. Spezifizierung einer Puzzy-Beobachtung 

Gegeben sei eine Grundmenge G, z.B. als kompakte Untermenge 

des R2. Jede Teilmenge HcG läßt sich bekanntlich durch ihre 

Zugehörigkeitsfunktion ц darstellen: 
/iH(x.y) “ 1 falls (x,y) e H , 
' П (2*1) 

■ 0 falls (x,y) (б H . 

Als Fuzzy-Menge M aus G bezeichnet man nun Jede Abbildung von 

G in [0,1] , gegeben durch ihre Zugehörigkeitsfunktion ^ 

M : |UM I 0 -» [0,1]. (2.2) 

Man kann sie sich als Grautonbild auf G vorstellen (als Ver¬ 

allgemeinerung des Scherenschnitte H). 

Zur Puzzy-Beobachtung kommt man, indem man ^ als Grad der Mög¬ 

lichkeit deutet, wo nach dem Vorwissen oder/und der durchge¬ 

führten konkreten Beobachtung punkte der funktionalen Be¬ 

ziehung, die selbst als unbekannt, aber fest und determiniert 

(nicht fuzzy) angenommen wird, liegen können. (Der Weg, daß 

auch diese funktionale Beziehung als fuzzy angenommen wird, 

d.h., daß der "wahre" Parameter dieser Beziehung eine Puzzy- 

Menge ist, wird z.B. von Tanaka et. al. /1/ beschritten.) 

Die Möglichkeiten, solche Pnzzy-Beobachtungen aus den verschie¬ 

denen Quellen zu spezifizieren, sind überaus vielgestaltig und 

nur beschränkt durch den notwendigen Konsens der an der Lösung 

des Problems Beteiligten und Interessierten. Die spezielle 

analytische oder numerische Form der Zugehörigkeitsfunktion 

hat dabei wenig Einfluß auf das Ergebnis, wenn nur die Iso- 

tonie des Verlaufs gewahrt wird (z.B. Dreieck oder Parabelab- 
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schnitt, Pyramide oder Kugelkappe). 

Wenn man es gewöhnt 1st, Beobachtungspunkte mit den Variabili¬ 

tätsgrenzen anzugeben, so fällt es nicht schwer, statt dessen 

einen Grautonsaum festzulegen, als Unsicherheitszone für die 

Lage der funktionalen Beziehung. 

Ebenso scheint es nicht sehr kompliziert, in Expertengesprä¬ 

chen solche Grauton-Bilder zu erarbeiten, die dann dokumen¬ 

tieren, wo die einzelnen Experten die Lage des Graphen der 

funktionalen Beziehung erwarten. 

Liegen "exakt" angegebene Beobachtungspunkte, z.B. 

(х1>У1) , i m l,...,n , vor, so kann man ein geeignetes Struk¬ 

turelement В wählen (fetwa einen kleinen Kreis), das den Un¬ 

sicherhel tegrad der Beobachtungen repräsentiert. Es bezeichne 

B^x das Strukturelement, wenn es den "Mittelpunkt" (x,y) 

hat. (Zur Rolle des Strukturelementes in der mathematischen 

Morphologie e. z.B. Serra /2/.) 

Dann wäre eine Möglichkeit zur Festlegung der Fuzzy-Beobach- 

tung M 

M :/i(x,y) . (1/c)card {(x^,y^) : (x^,y^) c y^ | , (2.3) 

wobei die Normierungskonstante c so zu wählen wäre, daß ц für 

alle (x,y)eG in [0,1] liegt. 

Man könnte auch Thieles Astro-Cumulus-Methode verwenden 

(Thiele /3/), die das optische Verschmelzen der Elemente eines 

Sternhaufens nachgestaltet. 

2.2. Zusammenführen von Beobachtungen 

Es bezeichne 

supp M - {(x,y) : ^.K(x,y) > 0} . (2.4) 

Nun kann es Vorkommen, daß es unter den n Fuzzy-Beobachtungen 

Мц 1 » 1.n , gewisse mit j f к gibt, für die 

supp Mj n supp Mk 4 Ф , (2.5) 

und gewisse für die 

0 + fM.,* 0 (2.6) 
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ausfällt. Für gewisse Verfahren (s. Abschnitte 3.1 und 3.2) 

ist es erforderlich, die Fuzzy-Beobachtungen vor deren Verar¬ 

beitung zu vereinigen. Dies kann wiederum auf verschiedene Art 

erfolgen. Am einfachsten zu motivieren ist: 

M *= V M± ! ^uM(x,y) = max ^^(x.y), (2.7) 

bei der jeweils der höchste Möglichkeitegrad für jeden Punkt 

benutzt wird. Es tritt hierbei der bemerkenswerte Fall ein, 

daß zwei identische Fuzzy-Beobachtungen zur gleichen Ausgangs- 

situation führen wie eine von ihnen. Beim Vorliegen zweier 

(als unabhängig angenommener!) identischer Realisierungen ist 

das bekanntlich nicht so. 

Die Vereinigungsvorschrift (2.7) geht jedoch davon aus, daß 

zwei Identische unscharfe Informationen ("Freiberg liegt in 

der Nähe von Dresden") so gut sind wie eine von ihnen. 

Bei der Verwendung von Mittelwerten, die im Gegensatz zu (2.7) 

eine geringe Rolle spielen, muß man unterscheiden, ob 

(-‘■ц. (xo*yo^ - 0 bedeuten soll: 

a) das Bestehen der funktionalen Beziehung wird in (*0>У0) für 

nicht möglich gehalten oder 

b) über das Bestehen wird keine Aussage gemacht. 

Im Fall а) wählt man dann 

M = Av : /uM(x,y) . (1/n.) ^2 ^(x.y) (2.8) 

und für b) 

^2/%(='?) 
card (h (uM^(x,y)>o 

Darüber hinaus wäre von Fall zu Fall zu entscheiden, ob noch 

andere Verknüpfungsmöglichkelten (z.B. algebraische Summe, be¬ 

schränkte Summe) sinnvoll interpretiert werden können. 

(2.9) M ж a if Мл * ^М(*.У) 

72 



3. Einige Verfahren zur Bestimmung funktionaler Beziehungen 

aus Fuzzy-Beobachtungen_ 

Der Einfachheit halber nehmen wir die gesuchte funktionale Be¬ 

ziehung in expliziter Form gegeben an 

у = f(x) , X 6 X , у € Y , (3.1) 

und betrachten zuerst den Fall, daß wir ihre Struktur bis auf 

einen Vektor unbekannter Parameter kennen: 

f(x) = y(x;a0,...,ar). (3.2) 

Als Beispiel wollen wir den einfachsten Fall 

f(x) » ip(xi aQ, a1) = aQ + a^x (3.3) 

mitfuhren, wobei x £ f0,1] » X und f e [0,1] = Y vorausgesetzt 

wird, was auf die Parametermenge 

A - {(a0,a1 ): aQ e. [0,1] , а, e Г-а0,1-а0)| (3.4) 

führt. Ferner seien für das Beispiel die vier Fuzzy-Beobach- 

tungen, i - 1,2,3,4, • 

Mi s ^і<*»У) 
gegeben mit 

C1 

Г* - r^üx-Xj)2 + (y-yt)2)] 

x2 = 0.4 

Xß = 0*7 

Xj * 0*7 

y2 

*4 

0.2 , 

0.45 , 

0.6 , 

0.8 
3 

r4 

0.1 , 

0.1 . 
0.12, 
0.08. 

(3.5) 

(3.6) 

Die Zugehörigkeitsfunktionen sind also Kugelkappen von ver¬ 

schiedenen Radien. 

Im folgenden werden drei Verfahren zur "Fuzzy-Schätzung" vor- 

gestellt und am Beispiel erläutert, wobei die beiden Verfahren 

in den Abschnitten 3.1 und 3.2 von Bandemer /4/ und das Ver¬ 

fahren in Abschnitt 3.3 von Bandemer und Schmerling /5/ vorge— 

schlagen wurden. 

3.1. Erwartete Kardinalität 

Hierzu werden die Fuzzy-Beobachtungen gemäß (2.7) zusammen¬ 
gefaßt (M ш V Mj ). 

i 1 
Betrachten wir eine spezielle Funktion, z.B. eine bestimmte 

Gerade aQ + a^x, an einer festen Stelle x°, so hat ihr 
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Punktionswert a0 + a1iQ an dieser Stelle dön Zugehörigkeits¬ 

wert fiM(x0ta0 + a^x^ ). Dieser wird sich gewöhnlich über dem 

Bereich X der Beziehung stark ändern, denn die Beobachtungen 

sind im allgemeinen nicht regelmäßig über I»Y angeordnet. 

Wenn wir annehmen können, daß die Werte x e X, für die wir die 

funktionale Beziehung benutzen wollen, zufällig auftreten 

(als Beispiel sei an die Abhängigkeit des täglichen Wachstums 

von den klimatischen Bedingungen gedacht), dann können wir zu 

jeder Punktion aQ + a^x ihren erwarteten Zugehörigkeitswert 

bestimmen. Sei P die Wahrscheinlichkeitsverteilung, nach der 

die X auftreten; dann hätten wir 

E/“M(*,ao + a^x) = //им(х,а0 + a^x)dP(x) (3.7) 

X 

als sogenannte erwartete Kardinalltät natürlich bezüglich p. 

(siehe Dubois und Prade /6/). Auch wenn wir die Vorstellung des 

zufälligen Auftretens von x nicht aufrecht erhalten können, 

aber eine normierte Gewichtsfunktion festlegen können, dann 

dürfen wir (3.7) als gewichtetes Mittel längs des Graphen der 

Punktion deuten und verwenden. Liegen keine Gründe für die 

Bevorzugung von Gebieten aus X vor, wird man die gleichmäßige 

Verteilung auf X wählen. 

Betrachtet man nun (3.7) als Punktion der Parameter, so erhält 

man mit 

Ле (ао>а1} - ЕЛм(зс* ao + а1х) (3.8) 

eine Puzzy-Menge über A, der Menge der möglichen Parameterwerte 

(aQ,a1); siehe (3.4). Diese repräsentiert die in der Fuzzy-Be- 

öbachtung (3.5) enthaltene Information, transformiert in den 

Parameterbereich А und beurteilt durch das Wahrscheinlich¬ 

keitsmaß P. 

Wenden wir uns dem konkreten Beispiel näher zu! Der Einfachheit 

halber wählen wir als Wahrscheinlichkeitsmaß P die Gleichver¬ 

teilung dP(x) = dx. Um juE für ein spezielles (a*, a#) zu 
berechnen, prüfen wir zuerst, ob der Geradenabschnitt 

у = a* + a* X , X e[0,1], den Grundkreis supp и einer 

Puzzy-Beobachtung trifft, d.h., ob 1 

(x-Xi)2 + (aj + a*x - Уі)2 - r2 (3.9) 
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reelle Lösungen hat, z.B. ^ Xgl' Dann integrieren wir 

x2i 

к±(а*, a*) = J [l-r^2( (х-х^)2+(а^ + a*x - y1)2)]dx (3.10) 

x1i 

und erhalten 

/^ао’ a*^ “ ki^ao’ a*)' (3.11) 

wobei wir k^(aj, a*) = 0 gesetzt haben, falls (3.9) keine oder 

nur eine reelle Lösung hat. Bild 1 zeigt die Höhenlinien für 

(3.11) für « ш 0,25; 0,30; 0,35. 
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3.2. Fuzzy-Erwartungswert 

Im Palle, daß es nicht möglich let, eine Gewichtsfunktion Uber 

X festzulegen, wir aber trotzdem unterschiedlichen Teilmengen 

von X eine unterschiedliche Bedeutung zumessen müssen, können 

wir zuweilen ein Fuzzy-Maß g konstruieren. Dies ist eine Men¬ 

genfunktion, die nicht mehr die Additionseigenschaft hat, daß 

das Maß der Vereinigung zweier disjunkter Mengen die Summe der 

Einzelmaße ist. Statt dessen wird nur noch gefordert, daß das 

Maß jeder Obermenge nicht kleiner ist als das der Menge selbst. 

Die bei Wahrscheinlichkeitsmaßen übliche б'-Additivität wird 

durch die Stetigkeit bezüglich der Mengeninklusion ersetzt. 

Solche Eigenschaften für ein Maß können notwendig werden, wenn 

gewissen Teilgebieten subjektiv der Vorzug vor anderen gegeben 

werden soll, ohne daß der Vereinigung disjunkter Gebiete die 

Summe der Zahlen, die den Vorzug auedrücken sollen, zugeschrie¬ 

ben werden kann oder darf. 

Das Integral bezüglich eines Fuzzy-Maßes muß definiert werden, 

da die bekannten Integralbegriffe auf der Maßadditivität auf¬ 

bauen. Sugeno /7/ gab eine Definition und zeigte, daß die fol¬ 

gende Darstellung mit seiner Definition äquivalent, aber hand¬ 

licher ist. 

Sei h I X—*[0,1] eine Funktion und XQ £ X, dann ist das Fuzzy- 

Integral bezüglich des Fuzzy-Maßes g als 

g( •) = sup 
ае[0,1] 

gegeben, wobei 

(min g(XQ n Fa)j) (3.12) 

: b(x) 5 oc j (3.13) 

die ot-Niveauüberschreitungsmenge von h bedeutet. 

Analog zu (3.7) und (3.8) läßt sich nun 

ЛF (ao*ai> “ M U’ ao + ai = ) ° «(•) (3.14) 
X 

als Fuzzy-Erwartungswert bezüglich g definieren. 

Es ist eine Fuzzy-Menge Uber А und läßt sich analog zu n 
interpretieren. 
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Um |Up für ein (а*, а*) fe А zu berechnen, haben wir die Mengen 

F zu betrachten, für die 

pM(x, a0 + a^x) (3.15) 

ist. Ähnlich wie bei der Bestimmung von pE stellen wir fest, 

ob das Geradenstück y=a*+ a*x, x c[0,1], den Kreis schnei¬ 

det, in dem für ein bestimmtes (3.15) gilt, d.h., ob 

(x-:^)2 + (a* + a*x - yA)2 = r2 (1-oc) (3.16) 

reelle Lösungen hat, die wir mit 

*1i°° * *2І°° ■ *i (<X) ± Vxi(ot)(aJ, a*)' (3.17) 

bezeichnen. So erhalten wir 

4 I--^71 
g([0,l]hPa) « 2 ^ Ѵ[Я1(а)(а^,а*)] , (3.18) 

wenn wir als Fuzzy-Maß zu Vergleichszwecken und der Einfach¬ 

heit halber wieder die gleichmäßige Verteilung wählen. Wegen 

der Monotonie bezüglich OL liefert die Lösung von 

g( [0,1] л Рл) » a (3.19) 

das gewünschte Integral (3.14). Im Bild 2 sehen wir die Ni¬ 

veaulinien von (a^,a^ ) für<x= 0,30; 0,35; 0,40. 

0 
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3.3. Fuzzyflzieren dee Gültigkeitsbegriffes 

Wenn wir sagen, daß eine funktionale Beziehung f in einer Men¬ 

ge gilt, falle es einen Punkt gibt, in dem sie gilt, dann 

bedeutet dies, daß der Graph der funktionalen Beziehung die 

Menge M± trifft. Diese Aussage läßt sich fuzzyflzieren, wenn 

M^ eine Fuzzy-Menge mit der Zugehörigkeitsfunktion ^ 1st, 

indem wir mit * 

^Q(f , Mt) - вир /им^(х, f(x)) (3.20) 

den Puzzy-Gültlgkeltsgrad von f bezüglich M^ einführen. 

Im Unterschied zum Vorgehen in den Abschnitten 2.1 und 2.2 

werden die Fuzzy-Beobachtungen nicht vereinigt, sondern 

ihre Fuzzy-Gültlgkeltsgrade getrennt betrachtet. 

Entsprechend der Vorstellung, daß die funktionale Beziehung in 

jeder Beobachtung im Fuzzy-Sinne gelten soll, erhalten wir als 

sinnvolle Begriffsbildung den Fuzzy-Gültigkeitsgrad von f be¬ 

züglich M1t...,Mn durch 

f-ü.n (f ! «1.»V " m*n euP yhMi(x,f(x)). (3.21) 

Betrachten wir unser Beispiel für f(x) - aQ + a^x, xe[0,1] ! 

Nehmen wir die Gerade in ihrer Hesseschen Normalform 

X cos cp + у sin cp - p » 0, (3.22) 

so liefert bekanntlich 

xQ cos f + y0 Bin cp - p » 
den Abstand rQ eines Punktes 

Wegen der Kreissymmetrie von 

r0 (3.23) 

(x0,y0) von dieser Geraden. 

MvV “ ht±iXtAo + a1x) ”f1 - ro / riJ+» (3.24) 

wobei r^ das Abstandsquadrat der Geraden vom Kreismittelpunkt 

(x^.y^) gemäß (3.23) ist. Aus (3.24) erhält man dann 

/“G,4(ao*a1! M1» м2» M3» V - ”ln /*l(=o'a1 ) (3.25) 

Im Bild 3 sehen wir die Niveaulinien von ^ für 
0C“ 0.0; 0.5; 0.8. 
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3.4. Einige Bemerkungen 

1. In einer anderen Arbeit (Schmerling und Bandemer /8/) wer¬ 

den statt der Kugelkappen Pyramidenstümpfe verwendet. Die Er¬ 

gebnisse sind ähnlich; zur Berechnung der Fuzzy-Mengen-im Pa¬ 

rameterraum lassen sich Methoden der Intervallarithmetik her¬ 

anziehen. 

2. Die Fuzzy-Mengen im Parameterraum haben Ähnlichkeit mit der 

Angabe von Konfidenzschätzungen zu verschiedenen Niveaus beim 

gleichen Datenmaterial. Die Deutung, im stochastischen Modell 

meist eine frequentistische, ist hier jedoch eine andere; sie 

entspricht dem Fuzzy-Begrlff, der bei der Spezifizierung der 

Beobachtungen und bei deren Transformation verwendet wurde. Ein 

Vergleich von Fuzzy- und Konfidenzschätzung findet man in Ban¬ 

demer /9/. 
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3. Den Unabhängigkeitsbegriff für die Beobachtungen, der in der 

Statistik eine so große Rolle spielt, haben wir bei der Ein¬ 

führung der Puzzy-Beobachtungen nicht benutzt. Vorkenntnisse 

und Annahmen Uber gewisse Beziehungen zwischen den Beobachtun¬ 

gen (z.B. gleiche Quellen, gleichzeitige Spezifizierung) las¬ 

sen sich gegebenenfalls durch die Art der Zusammenfassung be¬ 

rücksichtigen. 

4. Die Annahme, daß die funktionale Beziehung explizit vor¬ 

liegt, läßt sich umgehen. In einer Arbeit Bandemer und'Gerlach 

/10/ werden die Methoden, die in der vorliegenden Arbeit vor¬ 

gestellt wurden, auf implizite Beziehungen ausgedehnt. Die von 

einigen Methoden verlangten Maße müssen dann für Xx у spezi¬ 

fiziert werden, und der numerische Aufwand für die Berechnung 

der Puzzy-Mengen im Parameterbereich ist verständlicherweise 

wesentlich höher. 

4. Ein Analogon zur empirischen Regression 

Im vorangehenden Abschnitt wurde davon ausgegangen, daß die 

Struktur der funktionalen Beziehung bis auf einen Vektor unbe¬ 

kannter Parameter bekannt sei. Halten wir allein die Voraus¬ 

setzung aufrecht, daß die explizite funktionale Beziehung ein¬ 

deutig und fest, aber unbekannt ist, dann läßt sich eine punkt¬ 

weise "Schätzung" für die Beziehung aus den Puzzy-Beobachtungen 

in einfacher Weise angeben, die man als ein Analogon zur empi¬ 

rischen Regression ansehen kann. Als Punktionewert der Schät¬ 

zung wählt man für jedes x eX den mit dem höchsten Zugehörig- ' 

keitsgrad der vereinigten Beobachtungen, d.h., sei ^ die Zu¬ 

gehörigkeitsfunktion der Fuzzy-Beobachtung M = V M±, dann ist 

у - f(x) - arg { sup Лм(х,у)}. (4.1) 

Zu Puzzy-Aussagen über diese Schätzung kann man dann z.B. durch 

eine der folgenden Methoden kommen: 

a) Man bestimmt für eine Folge d,, dg.d„ die erwartete 

Kardlnalltät (oder den Puzzy-Srwartungswert) bezüglich eines 

gegebenen Maßes längs der Graphen der folgenden Punktionen 
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f(x) - djj, ?(x) - d^_^ ,...,f(x;-d^, f(x),...,f(x)+dN (4.2) 

und erhält so Aussagen über eine Punktionsschicht mit dem Ab¬ 

standsparameter d. 

b) Man bestimmt für eine Folge m^,...,m^ 

y+1 - ?+1(зс) - arg sup^M(x,y) := ^(x,f(x) - m1)j, (4.3) 

y_l = f_^(x) - arg inf^(x,y) := ^(x,f(x) - m^)j (4.4) 

und erhält so lokale Aussagen über die Schwankungsbreite der 

vermuteten Lage von f(x) durch 

f_i(x) * f(x) ^ f^(x). (4.5) 

Damit dieses Vorgehen insgesamt sinnvoll wird, muß sich die 

Fuzzy-Beobachtung über den gesamteh Bereich X erstrecken. Ist 

/^(z.y) für ein Teilintervall X1 identisch gleich Null, dann 

sind dafür keine Voraussagen möglich, wenn man sich nicht zu 

einer zusätzlichen Interpolationsregel entschließen will. 

Es kann Vorkommen, daß die Schätzung gemäß (4.1) nicht zu 

einem eindeutigen Ergebnis führt. Dann steht die Fuzzy-Beob¬ 

achtung im Widerspruch zur Annahme einer eindeutigen und festen 

funktionalen Beziehung. Die Lösung dieses Widerspruchs, Än¬ 

derung der Beobachtung oder Annahme einer impliziten Beziehung, 

muß im Zuge einer Reformulierung des Modells erfolgen. 

Wenn man von einer hinreichend großen Anzahl "exakt" angege¬ 

bener Beobachtungspunkte ausgeht und die Fuzzy-Beobachtungen 

gemäß (2.3) spezifiziert, erhält man ein mit der empirischen 

Regression nach Schmerling und Peil /11/ vergleichbares Ver¬ 

fahren. Der Radius des Strukturelementes В spielt dann eine 

ähnliche Rolle wie der Wirkungsradlus h der Einzelbeobachtung 

dort. 
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Interpolating quadratic aplinea with norm-minimal curvature 

Abstract 

An interpolating polynomial apline of degree 2 ie uniquely de­
termined by interpolation requiremente p(xn) • fn• n • O(l)N,
continuity conditiona for the firat derivative 
p' (xn-0) • p' (xn+O), n • 1(1)N-1, .and one boundary condition.
In thia paper we determine an initial condition p'(x0

) •: d
0 

auch that the raaulting apline haa a minimal aacond derivative 
or a minimal curvature in the L2-nor■• Thia aplina ia chaapar
to compute and for prac,t ical purpoaea ae good aa the ·correapon­
ding natural cubic apline (or even better). 

11 Int roduction 

Let ba �iven an ordered aet of nodea xn• n • O(l)N,
xo <. xl < • • • < xN

and a aet of correeponding valuea fn• n • O(l)N. By p(x) we
denote an interpolating quadratic apline function, 1. e. the 

of piacewiee defined quadratic polynomiala 

2 
P2,n(xn-1••hn) • fn-1 +hndn-18 + (gn-dn-1lhn• •

n·• 1(1)N, 0' a '  1. 

Hera we uaed the abbreviationa 

hn 1• xn - xn-1' 9n :• (fn - fn-1l/hn•

(1) 

(2) 

The dn are unknown parametera. The condition of a■oothneaa at 
the inner nodea 
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- P2.n(xn-l+hn> ‘ 02,n+l<Xnb " " 1(1)N-1. 

yields N-l equations for the N parameters dn, n « 0(1)N-1, 

dn-l + dn " 29n> " - (3) 

Usually there is added a boundary or a periodicity or an anti- 

periodicity condition: 

p-(x0) -f; or P'(xn'>afN or P‘(x0) “ P’(xNb N odd, 

or p‘(x0)- -p’(xN). N even. 

It is well-known (cf./1/) that in each of the four cases the dn 

are determined uniquely. 

If none of the four assumptions (4) is motivated by the physi¬ 

cal background of the interpolation problem, one can use a 

suitable optimality condition instead. So one can try to mini¬ 

mize the second derivative p“(x) or the curvature 

p"(x)/(l+p-(x)2)3/Z in a certain norm. 

2. Quadratic splines with norm-minimal second derivative 

If we use the Lg-norm, we get 

XN N } 

Q *- J (P"(x))2dx .ghn J (P2,n(xn-l+8hn>)2ds- (5) 

The second derivatives of the polynomials p2 n(x) are constant, 

P2,n(x) ■ 2tn/hn* *n 9n " dn-l" n “ 
If t :■ tj is a free parameter, the tR are linear1 functions 

of t and can be determined recursively (cf. (3)): 

n*l *n + 9n+i _ 9n* (6) 

So Q it a quadratic function of t, the minimum of which is 

easily computed by 
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With the abbreviations 

N 

l/h„, j - 1(1)N, (7) 

we get the mininizer 

‘opt ('1>J °J 
(8) 

and finally the initial slope of the Interpolating spline 

P'(V “ do ■ 4 - »opt (9) 

The computing costs are about 3N multiplicative floating point 

operations for the determining of the dn and two multiplica¬ 

tions for each computed value p(x). (In the special case of 

equidistant nodes the parameters can be computed even without 

any multiplicative operation.) So quadratic splines with norm- 

minimal second derivative are much cheaper than cubic splines. 

3. Quadratic splines with norm-minimal curvature 

If we want to minimize the Lg-norm of the curvature, the inte¬ 

grands in the sum on the right hand side of (5) have to be re¬ 

placed by (p"(x))2/(l+p'(x)2)3 and are no longer constant. We 

therefore use the discretization P‘(хп_і+8^п) a* gn and get the 

function Q to be minimized instead of Q: 

N 

(10) 

So the result (8), (9) remains valid for this case too. We have 

only to replace (7) by 

N 

(11) 

For small gn we have, of course, approximately the old result. 
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4. Two examples 

Example 1; For a ship rib a designer wants a graph Joining 

smoothly the following data 

xn 0 2 5 7 9 12 15 [m] 

fn 0.60 1.40 2.00 3.40 6.40 10.00 11.00 [m] " 

From formulae (11), (8) we get t t • 0.25549 and by (9) and 

(3) further d0 » 0.6555, d^ » 0.1445, d2 ■ 0.2555, 

dj » 1.1445, d4 ■ 1,8555, dg « 0.5445. So the components of 

the quadratic spline p(x) have the representation 

P21(x) * O.GO + 

Р22(х) " 1-40 + 

P2,з(*) “ 2.00 + 

P24(x) * 3.40 + 

Pg_g(%) ■ 6.40 + 

Pg g(x) -10.00 + 

0.6555 X 

0.1445 (x-2) + 

0.2555 (x-5) + 

1.1445 (x-7) + 

1.8555 (X—9) - 

0.5445 (x-12)- 

0.1277 X2 

0.0185 (x-2)2 

0.2223 (x-5)2 

0.1777 (x-7)2 

0.2185 (x-9)2 

0.07039(X-12)2 

04x* 2, 

24X4 5. 
5 4 X 4 7, 

74x4 9, 

94x412. 

12 4 X 4 15. 

With only two multiplications now the value p(x) can be compu¬ 

ted for arbitrary arguments x (cf. Figure 1). There is no 



significant difference to the corresponding natural cubic 

spline. 

Example 2: We interpolate the five values 

xn О 1 2 3 4 

fn 1 1 2 6 24 

of the function n factorial by quadratic splines p2 n(x) with 

norm-minimal curvature and by natural cubic splines p3 n(x). 

The results are 

p2 ±(x) - 1 - 0.1107 X + 0.1107 X2 ,06x41. 

p2 2(X) - 1 + 0.1107 (x-1) + 0.8893 (x-1)2, 14x62, 

p2 3(x) - 2 + 1.8893 (x-2) + 2.1107 (x-2)2, 2 4 x 4 3, 

p2 4(x) - 6 + 6.1107 (x-3) +11.8893 (x-3)2, 36x44, 

and 

P3 Х(х) » 1- 0.3036 X + 0.3036 X3 ,0 4 x 4 1, 

P3 2(x) . 1 + 0.6071 (x-1) + 0.9107( x-1)2 - 0.5179( x-1)3, 1 4 X 4 2, 

p3 3( X) - 2 +0.8750(x-2) -0.6429(x-2)2 + 3.7679( X-2) 3, 2 6 x 6 3, 

p3 4(x). 6+10.893 (x-3) + 10.661 (x-3)2 - 3.5536(x-3)3, 3 4 x 4 4, 

respectively. Mathematically the cubic spline is smoother since 

it has a continuous second derivative, but Figure 2 shows that 

the quadratic spline ie "optically" smoother, its "total curva¬ 

ture” is smaller. This can be shown analytically too, if we use 

the approximative formula 

£ <1+9n > 

1 
777 / <p;. „<*»■ 

dx 

'n-1 

(12) 

for the total curvature of the cubic spline. For the quadratic 

spline p2(x) we get Q . 0.448 whereas (12) yields Q ■ 1.245. 

5. Remarks 

Quadratic splines are well suited to interpolate convex data. 

In the non-convex case, turning points lie at the nodes only. 

It is not difficult to use other norms, so as the or the 
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L -norm. Quadratic splines with norm-minimal curvature are 

suitable to higher-dimensional interpolation too. 
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A k-Paecal triangle in the finite element ■ethod for the solu­
tion of elliptic boundary value problems of the second order1 

1
1 

Introduction 

Thera are known a lot of triangular elements for tha solution 
of boundary value problems with the finite element method. In 
thie papar a ao ·callad k-Paace_l triangle is conatructed. Uaing 
the anelyaia of Ciarlet and Raviart /1/ eatimatea are generated · 
for the approximation error. An elliptic boundary value problem 
of the 11econd order ia aolved by meana o,f k-Paacal trianglea 
end-error estimetea in Sobolev apaces are derived. The numeri­
cal elgorithm is deacribed end the stiffness matrices are cal­
culeted. Numerical reaulta are given in the teating example 
Ntoraion of e aquere•. 

21 Notations and preliminariea 

Let k be e poaitivefntager end let Pk denote the apece of poly­

nomiala of degrae, k over.R2• It ia N • N(k) • dimP
k 

• c k;2).
Let 1, •• n b.e integere such that 

0, 1, •• n end 1 + m + n � k. (0) 

The condit�ons (0) era aatiafied for axactly (k;2) triples

(l,■,n). Therefore N pointa of R2 are collected such that the 
function valuea in thaae pointa detarmine uniquely a polynomial 
of P

k
. Thia auggaata the following definition. 

Definition 1 : N diajunct pointa a1E.R2 (1'1'N) form e k-uniaol­
vant aet ta1½ �.

1 
iff for any given real nu■bera ct1, 1' 1, N,

thera exieta axactly ona polyn011ial p E.Pk auch thet p(a
1

) • � 
(1'1'N) holde. (For • aimilar definition aea /1/.) 

1 Tha work on thia papar waa done during my atay et tha Wilhel■-
Pieck-Univeraity. I would like to thank all colleaguea of the 
dapart■ant of ■atha■atica for thair aupport. 
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For any krunisolvent eat a fixed refarence k-uniaolvant eat la 

considered. For a triangle T with the nodae P1(xi,yi), 1*1,2.3. 

the union triangle TQ with nodea (0,0), (1,0) and (0,1) will be 

the reference triangle such that T ■ J(T0). ' 

The affine transformation § is given by: 

*"*o( % .p) "*i+ (x2-xl)jr + (x3"xl)7* 

y * y0( 1 • ?) "yi+ (y2-yi)'5 + (y3-yi)7 or shorter 

X * A3? + в with X * (x,y)T, % - (j? ,??)т, в « (.y^)T, and 

A 
x2 - *1 *3 *1 

y2 - yi y3 - Yi_ 

The Dacoblan of $ satisfies A * J(§) • 2mes(T) / 0. Let be hT 

the greatest side and iX0 the emelleet angle of the triangle T. 

Now it is possible to give sharper bounds for the Oacoblan. 

Lemma 1: There are constants c^,c2 > 0 such that 

Cjh2 « j(|) £ c2h^ (sae/2/). 

Remarks: 

a) The beet possible constants are c^ * феіп t^0 and c2 « фУз. 

b) From Lemma 1 and the explanations stated above it follows 

that the inverse transformation $_1 exists. 

3. The k-Pascal triangle 

Let Pj;(xi'yi). i* 1,2,3, be three given points of R2 not lying 

on a straight line. The points are constructed such 

that Pi „ „ - (k"1(lx1+mx2+nx3); k-1(ly1+my2+ny3)) with 1, m, n 

explained in conditions (0). The following definition is sugge¬ 
sted from the geometrical point of view. 

Definition 2: The set Px , 0 4 l.m.n, 1+m + n - к is called 

a k-Paecal triangle (or k-Pascal element2). 

2 The notation "element" is used for the triangle and for the 
basic functions defined on the triangle as well. 
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Remarki For к ■ 1 the linear triangular element, for к » 2 the 
quadratic triangular element, and for к ■ 3 a cubic triangular 
element are contained in the definition (cf. /3/). 

The following reeult allows to apply the techniques of Clarlet 

and Ravlart /1/. 

Theorem 1: A k-Pascal triangle is k-unisolvent. 

Proof: It is sufficient to prove that the function values , 

1 4 1 4 (k+2), in the points Pj m n determine uniquely the N 

coefficients of a polynomial pePk* Therefore it is sufficient 

to show that the homogeneous system p(P^ m n) « 0, 0 4 l,m,n, 

1 + m + n ■ k, has only the trivial solution p a 0. Let 

rVi,m,n> ■ Rl,m,n and " P[*o(?'?>" Vf'?)]' Than 

it holds r £ Pk and r(R^ m n) ■ 0 for a11 0 4 l.m.n.l + m + n • k. 

Now r(0,ij) is a polynomial of degree к in ^ which has k+1 roots 
in Ra 0 k_1# 0 4 1 4 k. It follows r(0.?) a 0 and therefore we 

have г - ^ '^) with e Pk-1 and 

4k-l^Rl m n) “ 0 for a11 0 d l»n» 1 4 m, 1+m+n « k. Now 

qk_1(k-1,5) is a polynomial of degree k-1 in у with к roots in 

the points Rt ^ k-l-i' 0 4 i 4 k-1* Hence it holds r(k"^,^) » 0, 

and r - %qk_i - ?{ y-k"1)qk.2 "1th qk_2epk_2' and 

^k-2^Rl B n) “ 0 *or all 0 4 l»n> 2 4 m, 1 + m+n ■ k. Similarly 

it follows 

r .?(?-k-l)(?-2k-l) — (?-jk-l)qk_j_i (1) 

"ith qk.j.i4 Pfc.j.! a"d qk-j-l(Rl,m,n) " 0 for a11 

0 4 1 ,n, J+l 4 m, 1+m+n » k. However, for j-k-1 it follows q„ £ PQ 

and q0(R0 k 0) ■ 0. Hence, it is qQ ■ 0. By means of rela¬ 
tion (1) one concludes r a 0. 

Let f2cR2 be a bounded convex domain with the boundary Г. As 

usual in the finite element method one hae to triangulate the 

domain D. 
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Definition 3: A domain Г2 ie called triangulated iff Д » ПиГ 

is divided in a finite number of triangles with the following 

properties: 1. The union of all triangles is Л. 2. Any two 

triangles are either disjunct or have a common node or a common 

side. 

Each triangulation has two significant parameters: h will deno¬ 

te the greatest side and іУ the smallest angle of all triangles 
of the triangulation. 

Lemma 2: A k-Pascal triangle generates functions of C°(£2), but 

not of С1(П). 

Remark: Since the functions defined over a k-Pascal triangle 

are piecewise polynomials over fl they do not belong to 

H2 » *(2)(il). The norm ||. Ц « Ц. ||m - ІІ.І1т>2 is given by 

IMIm “ У J (cf*v)2dx. Therefore a k-Pascal triangle cannot 
lalTm Q 

be used for the solution of problems of higher than the second 

order. 

To receive estimates for the approximation error the following 

notations are introduced. 

Let the function u in aeR2 be к-times differentiable. The k-th 

(Frbchet) derivative is denoted by Dku(a), and let dCk(R2,R) be 

the space of the k-llnear mappings A^: ^R2 
1-1 

R. Obviously 

Dku(a) is a symmetrical element of the apace o£k(R2,R). Its 

norm is given by 

l|Dku(a)|j - sup ||0ku(a).(h1,h2.hk)||. 
IhjB«. 1 * K 
1<1< к 

For any partial derivative 3*u(a) with lal - к and any function 

u there are constants C(k) such that 

|3au(a)| * |Dku(a)U < C(k) max )3au(a)) 
loU-k 

holds, if the R2 ie equipped with the Euclidian norm. Let u be 
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defined on a k-unieolvent set 2Z ■ 

Definition 4i The function u is called an interpolating poly¬ 

nomial of the function u iff u £Pk and u(a^) « u(ai) for all i 

with 

The closed convex hull of the set ^ is denoted by К = K(T~). 

The following theorem will be helpful to get estimates for the 

approximation error of the interpolating polynomial u. 

Theorem 2» Let be к 6 N, к Ь 1, and 21 8 k-unisolvent set of R2. 

Further let u£Ck(K) n Ck+1(K) be given. Then for any x eK and 

any n with 0 < n < к it holds 

N 

Dm[u(x)-u(x)] “ ТТГИУТ ^{°к+147і(х>](аі-х>к+1КРі(х> 

with 7±(x) » @^x + (і-Ѳі)аі, 0<91<1, 

and the polynomials p± £ P^ are uniquely determined by 

Pi(8j) - 1 * i<j 6 N. 

This theorem follows, from Theorem 1 in /1/. 

Now it is possible to give error estimates, since 

Ia± - x|k+1 6 hk+1 6 hk+1 holds. 

Theorem 3: Let T be a given k-Pascal triangle and 

u £ Ck(T) n Ck+1(T) a given function. It is assumed that 

Mk+1 ■ sup (||Dk+1u ||, u£tJ<oo. Further let be uePk the inter¬ 

polating polynomial of u. Then for any a, О 4 m 4 k, it holds 

|m 

sup{llO,n[u(x)-u(x)] II, хет] 4 Y&rn hT+1""4+lCo 

N 

with C0 - sup [llDBpi(x) L X 6To] and p = $_1p. 

The proof is realizable with the methods contained in /1/. 

Using a generalized Markov inequality (cf. /4/) it is possible 

to establish estimates for the constants C^. 

93 



For P £ P|( and any compact convex subset К e R2 it holds 

sup (llDp(x) II , XfcK}< 2Ck2(j-1(K)eup {lp(x)| , Х£К} 
In which g(K) denotes the supremum of the diameters of all К 
inscribed spheres. By means of this fact the following lemma is 
established. 

Lemma 3: Let be p£P^ defined over T0, Then for any m, O^m^k, 

it holds sup |||Dmp(x) II, xfcTo} i Cjsup [lp(x)| , xeTQj with , 

C1 - 2m(2+V2)mCmk2(k-l)2...(k-m+l)2. 

4. Some applications 

Let V be a Hilbert space with H™ cVc.Hm. The norm is induced by 
Hm. We considers continuous bilinear form a(u,v) on vxv, that 
means that the mapping a: vxv-»R is linear in u and v and 
bounded such that |a(u,v)|4 M Hu 11^IIv (u,v£V,M • const. >0). 

L(v) is a continuous functional on V, Now one concludes the fol¬ 
lowing problem : 

Determine a function u&V, such that 
a(u,v) » L(V) (2) 

holds for all vev. 

Let a(u,v) be V-elllptic, that means a(u,v) * ocllvll2 (Vvev, 
oc■ const.> 0), then the problem (2) has a unique solution 
(cf. /5/). If the additional assumption a(u,v) « a(v,u) for 
all u,veV is fulfilled then u is the solution of (2) iff u mi¬ 
nimizes the energy functional 

J(v) • § a(u.v) - L(v) (3) 

over V (cf. /3/). 

Let Cie. R2 be a bounded domain with the convex boundary Г« 9fl. 
Now the following problem is considered: 

- A u ■ f in O., 

We choose v ■ 
L(v) - (f.v)0 

g on Г with б ± 0 but 6*0. 

H1, a(u.v) ■ (uxvx * UyVy)dxdy + 

+ / gvdr. 
Г 

/ 
г 6uvd Г and 
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Lemma 4: a(u.v) Is V-elllptic 

Proof; Because of б ф 0, there is Г'с Г with ^>0 on Г'. 
Choosing Г" such that Г "с Г'it follows inf б’ХЭ. Then 

Г" 
a(u,v) » / (u2+u2)dxdy + /^u2df 4 j (u2+u2)dxdy 

ft У Г ft y 
+ inf 6 /u2dru Ь min(l, inf {>)(/(u2+u2)dxdy + / u2dT") 

г" г" Г" a y г 
* c”2min( 1, inf 6) |u|2M. - =C|M2 

Г" ) 

where the last estimate follows from the generalized Friedrich's 

inequality (cf. /5/). Let h and тУ be the parameters of the tri¬ 

angulation of ft and let vj^ denote the finite dimensional sub¬ 

space of V belonging to piecewise polynomials of k-th degree. 

Now the following discretization problem of (2) is considered: 

Find a function uhe.v£, euch that 

a(uh,v) - L(v) (4) 

holds for all veV^. 

Under the assumptions stated above the approximate solution u^ 

satisfies llu - u^ll^ - o(h). If the additional assumption 

u fc Hr+1 is fulfilled then it follows flu - u^ll^ < Chr(fu llr+1 in 

which the constant C does not depend on h and u (cf. /2/, /3/). 

(This assumption is unrealistic in general.) 

Attract our attention to the following Oirichlet problem 

(see the numerical example): 

- Ли » f in ft, u » 0 on Г. (5) 

It is assumed f e L2. Then it follows ||u|l2 4 C||f|lo (/6/)« There¬ 

fore for the eubspacse (1. e. the 1-Pascal triangle) we have 

the estimate llu - uhll1 6 Ch Ilf Ц . Using an argument of Nitsche 

/7/ it is possible to give an error estimate in the Lg-norm. Let 

be -Av ■ u - u. . V « 0 on Г. Then 

llu - uh„2 « (u-uh, -4v)0 ■ a(u-uh,v) - a(u-uh> v-v), 

since (2) and (4) imply a(u-u^, w) ■ 0 for all wev^, Thereby 

V €denotes the function which equals to u in the nodes. 
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Now |a(u-uh, v-v)|< M||u-uhH1 ||v-v||^ < Ch ||u-uhll1l|v||2 

6 Chllu-u^llj |(u—uhIf0 and a division by ||u-u^||^ shows 

l|u-uhll0 6 Ch2 Ilf \l0. 

5. A numerical algorithm 

The algorithm is similar to the algorithm described in /8/. 

Therefore only some remarks are necessary. The problem 

- Au + cQu ■ f in Q, u = О on Г 

is considered in a bounded domain ücR2 with a convex poly¬ 

gonal boundary Г. An equivalent formulation reads: 

Minimize the energy functional 

F(u) I,U 
n 

сои^ - 2fu)d П (6) 

in the class V c (Г2), these elements fulfil the Oirichlet 

condition u о 0 on Г. A triangulation of П is established and a 

function in Vh is a k-Pascal triangle. Over the subspace the 

Integral (6) is a sum of the Integrals corresponding to each 

triangle. Now we are giving an algorithm for computing each of 

such integrals. The basic idea is to compute each of such inte¬ 

grals once for all on T@. Approximating the functional F(u) by 

F(p) - I(P.T) / (Px+Py+coP2-2fP)dxdy, (7) 

where the sum is taken over all triangles of the triangulation 

and plT6Pk, the functional (6) is a quadratic function in all 

values In the nodes of the k-Pascal triangles. Any integral of 

(7) is expressed in the form wTKw - 2wT<f, where wT is the vec¬ 

tor of unknowns. К + К*1" is the element stiffness matrix and the 

components of the vector 6 are determined by f(x,y). The deter¬ 
mination of the minimum of (7) leads to the linear algebraic 

system of equations / 

(K+KT)w - 2<f. (8) 

Now an algorithm for computation of К and <f is established. 
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Transforming a triangle T with the nodes (*1<Yi)< 1 = 1,2,3, 

by & to T , it follows 

X(P,T) ■ j (ar2+2br^ r^+cr2+dr2-2gr)dj dy (9) 

with 

а -|0($)Г1[(х3-х1)2+(у3-у1)2], c -|3(J)| -1[(x2-x1)2+(y2-y1)2], 

b ■ -І0($)Г1[(х2-х1)(х3-х1)+(у2-у1)(у3-у1)] , d = \0($) I c0, 

g(f.y) -|3($)| f [x1+(x2-x1)J+(x3-x1)^< y1+(y2-y1)|+(y3-y1)??]. 

Let be dT - (cC±), 1 < i * N, then r(£,y) is defined as 

r(J,y) ■ c£Tz(k), where the vector z is given in the following 

table: 

к z(k)T_ 

and so on. Then r(J,y) is uniquely determined by the following 

conditions at the points щ n: 

к ■ 1: Uj 

к - 2: u. 

r(0,0) , u2 

r(0,0), u2 

г(ф,ф) , и. 

r(l,0). 

r(§,0). 

r(0,l). 

r(0,l). 

u3 - r(1,0), 

u6 - Г(О.ф). 

U3 - r(§,0). 

r(0,l), u0 

,1 2, 

r(0,|). " r(0,§), 

■ r(§.§), 

к « 3: Uj - r(O.O), u2 • r(^,0), 

U4 - r(l.O), Ug 

J8 

“10 - 

Let be wT ■ (u^), 1 < 1 < H, then we have 

w » S(k)rt and oC» S(k)-1w. 

Let be 1T ■ gy- z(k)T, raT • z(k)T then it follows 

(10) 
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WT(B+BT)W, J r?d]fdr) - wTAw, j 2r^r^djd7) » 
ro To 

J r2dfdy ■ wTCw, j r2dfdy » wTDw 

with A - (S“1)TI_S“1. В - (S-1)TMS-1. C - (S_1)TNS_1, 

D - (S_1)TOS-:l (S-S(k)) and L - ( fl^jdfdy), 

To 

И - ( jlj^nijdJd^), N - ( jm^^fd^), 0 » ( /zizjdfdy), 

To To To 

where 1^, m^, are the components of 1, m, z ■ z(k), respec¬ 

tively. The sum of the first four terms of I(p,T) is therefore 

given as wTKw with 

K-eA+ b(B+BT) + cC + do. (11) 

For the last term we find -2 j grdjpdt) ■ -2wTcf with 
T О 

& - (S-Vß and 

6 " ( /9zidld7)T* 

(12) 

(13) 

The integrals can be calculated by quadrature formulas. Here we 

only remark the formula: Foroc.ß&N it holds 

Jjfat^d'^dr^ m Г(о£*1)Г(в*1)Г(Л+в+3)-1. The matrices 

To 
C, 0 for к * 1 and к » 3 read (for к ■ 2 see /8/): 

k»l: 

S"1. A. B. 

0 -1 
О 1 
0 0 
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к ■ Зі 

3-1 ■ Z 

2 
-11 

18 
- 9 
-11 

18 
- 9 
-27 
-27 

36 

18 
-45 

-9 2 
36 -9 

27 -27 

54 -27 
27 

-45 

18 
-45 

27 
27 
54 

-45 

- 9 
36 

-27 

-27 
9 

2 
-9 

9 
-54 
-54 

54 

27 

- 9 
27 

- 9 

* - 725 

306 - 486 243 - 63 27 27 0 - 27 
-486 1215 - 972 243 0 

243 - 972 1215 -486 0 
- 63 243 - 486 306 - 27 - 27 0 27 

27 - 27 1215 - 243 0 -1458 243 
27 - 27 - 243 12І5 0 243 

0 
-1458 0 2916 -1458 

- 27 27 243 243 0 -1458 1215 
- 27 27 243 -1215 0 - 243 

22482 54 
22768 1215 
22356 -1701 

126 432 
21816 1215 

54 - 243 

21796 -1458 
21924 243 

54 243 

54 0 - 1046 
243 0 -10861 

1215 0 - 317 
1026 0 

243 0 1289 
243 0 - 243 

0 
1458 0 -13534 
1215 0 317 

243 0 243 

560 -21996 
12319 -21796 

169 -21870 
126 

1775 22302 
1215 - 1026 

10618 -21796 
169 21438 

1215 1026 

- 54 
1458 243 
1458 -1215 

1026 
1458 243 
1458 243 

2916 -1458 
1458 1215 
1458 - 243 

C 725 

306 27 27 0 - 486 
27 1215 - 243 0 
27 - 243 1215 0 

0 
486 0 1215 
243 0 - 972 

63 - 27 - 27 0 243 
-1458 0 

27 243 -1215 0 
27 243 243 0 

243 - 63 - 27 
- 27 -1458 243 
- 27 -1215 

972 243 
1215 -486 
486 306 27 

2916 
27 1215 
27 -1458 - 243 

27 

27 
243 

-1215 

- 243 
1215 

- 54 
243 
243 

- 432 
243 

-1215 

-1458 
1215 
1215 

- 27 
243 
243 

27 
-1458 
- 243 

1215 
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33 108 81 81 
81 486 -405 -162 
81 486 810 -405 
33 108 54 

486 -162 -405 
54 486 -405 810 

228 108 54 
108 5832 486 486 

486 1620 -567 
54 486 -567 1620 

It holds 8' « 1440 В. Now It Is possible to compute К and 6. 
From К and 6 one can compute K* end 6* and after this one can 
solve the linear algebraic system 

K*w* - 6\ 
K* is the stiffness matrix and w* is a vector, in which any 

unknown of the region П appears only once. An algorithm 

for computation of K* and 6* from К and d is given in /8/, 
p. 105. 

0 ' ГО32С 

228 54 
20182 1620 -567 

-567 1620 
33 54 

20182 810 -405 
-405 -162 

33 81 81 
108 486 486 
81 -405 810 
81 -162 -405 

33 54 
810 -405 

54 -405 -162 
228 81 81 
81 1620 -567 
81 -567 1620 
33 54 

108 486 486 
54 -162 -405 

-405 810 

6. A numerical example 

Let be XI ■ {(x,y): -0,25< x, у <0,25}. The boundary value 

problem -du « 1 in XI, u - О on Г is considered. The exact 
solution of this problem 1st 

u(*<y) ■ -O,5(y2 - jg) 

+ У -(.,1.) ., cos[2(2n+l)#yJcosh[2(2n+l)9Tx]. 
n»ö (2n+l Г.7Г cosh [(2n+l )^] 

The form of triangulation and the numerical results are seen in 

the following table (6denotes the relative error): 
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10A10 
94A1.1 

zahlentheoretische Transformationen und primitive Einheits­
.wurzeln in einem Restklassenring modulo m, II 

Eine wesentliche Rolle bei der Definition zahlentheoretischer 
Transformationen spielen die primitiven .Einheitswurzeln modulo 
m. In /1/ wurde für einen gegebenen Modul m und eine ge�ignet
gewählte Ordnung J-L ein Algo.rithmus zur Berechnung aller primi­
tiven µ-ten Einheitswurzeln modulo m beschrieben. Im Unter­
schied zu dieser Konstruktionsmethode von primitiven Einheits­
wurzeln modulo m werden jetzt passende Moduln m bei vorgegebe­
nen. Zahlen e und µ > 1 derart gesucht, daß a eine primitive µ-te
Einheitswurzel modulo m ist. Als Spezialfälle dieser zweiten
Konstruktionsmethode, die �ie Eigenschaften der Kreisteilungs­
polynome wesentlich ausnutzt, bekommt men bekannte Aussagen
von P; J. Erdelsky (/3/). Als Moduln erhält man u. a. Fermat-,
Mersenne-, Pseudo-Fermat- und Pseudo-Mersenne-Zahlen, für die
primitive Einheitswurzeln modulo m angegeben werden.

1 0 Konstruktion passender Modulrt m 

Im folgenden werden die in /1/ eingeführten Bezeichnungen wei­
terhin verwendet. I� /1/ wurden bei vorgegebenem ganzzahligen 
Modul m > 1 die möglichen· Ordnungen JJ, und die primitiven ,1+-ten 
Einheitswurzeln modulo m besiimmt. Wie bereits einfache Bei­
spiele zeigen, können die primitiven Einheitswurzeln modulo m 
"recht groß" ausfallen. Deshalb interessiert man sich für die 
folgende Frage: Wie muß ein_ Modul m bei vorgegebenen ganzen 
Zahlenµ.> 2 und e :l! 2 lauten, damit e eine primitive >1-te Ein­
heitswurzel modulo m ist? 
Nach /1/, Setz 4.7 muß m ein Teiler von 'Xµ.(e) sein, so daß es
zu vorgegebenen Zahlen}+ und a nur endlich viele Moduln m ge­
ben kann. 
Im folgenden-seien),l, a€.G mit JJ,>2, e.• 2,und p sei der größte 
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Primfaktor von p mit p^ljt, aber pß+*-{' p für gewisses p > 1, 

Ein bereits auf L. Kronecker (/2/) zurückgehendes Resultat, 

daß der Wert X^(a) des p.-ten Kreisteilungspolynoms nur p 

oder Primzahlen = 1 mod jj. als Primfaktoren besitzen kann, 

wurde zu folgender Aussage verschärft: 

Satz 1 (/4/): Es seien p, aeG mit p>2 und а ^ 2 gegeben, 

wobei der Fall )x = 6 und a = 2 ausgeschlossen ist. Ferner sei 

j")(^(a)/p, falls а zum Exponenten p/pß modulo p gehört, 

M “I %^(a) andernfalls. 

Dann besitzt H lauter Primfaktoren я l mod p. 

Hieraus ergibt sich folgende einfache Konstruktionsmethode für 

einen Modul m: 

Satz 2: Es seien p, aeG mit p > 2 und а ^ 2 gegeben, wobei 

der Fall p = 6 und a = 2 ausgeschlossen ist. Ferner sei M 

durch (1) erklärt und m>l ein Teiler von M. 

Dann ist а eine primitive pi-te Einheitswurzel modulo m. Ist p 

ungerade, so ist -a eine primitive (2p.)-te Einheitswurzel mo¬ 

dulo m. Die Teiler m > 1 von M sind sämtliche möglichen Moduln, 

für die а eine primitive p-te Einheitswurzel modulo m ist. 

Beweis: Wegen /1/, Satz 4.7 muß ein Modul m stets ein Teiler 

von "X (a) sein. Nach Satz 1 genügt p der Bedingung p | p^- 1 

für jeden Primfaktor p^ (i=l,...,s) von m. Offensichtlich gilt 

%^(a) = О mod m, (2) 

so daß а nach /1/, Satz 4.7 eine primitive ji-te Einheitswurzel 

modulo m ist. 

Ist p ungerade, so besitzt m nach Satz 1 nur Primfaktoren я 1 

mod 2p. Denn sämtliche Primteiler von m sind ungerade, da an¬ 

dernfalls m einen Primfaktor я 2 mod p hätte. Wegen %gp(-a) 

» ’Хц(в) für ungerades )i gilt nach (2) 

^2^(-8) * о mod m. 

Somit ist -a nach /1/, Satz 4.7 eine primitive (2|t)-te Ein¬ 

heitswurzel modulo m. 0 
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Als Folgerungen aus Satz 2 ergeben sich zahlreiche, bisher iso¬ 

liert betrachtete Ergebnisse: 

Folgerung 3 (/3/): Es sei p eine Primzahl, t i 1, = p( und 

а ^ 2. Ferner sei m die Pseudo-Mersenne-Zahl 

f "X (a)/p, falls а з 1 mod p, 

m = 1 xj|(a) sonst 

mit XM(a) = (a^ - l)/(a^/p - 1). 

Dann ist а eine primitive )i-te Einheitswurzel modulo m. Im Fall 

p>2 1st -a eine primitive (2ji)-te Einheitswurzel modulo m. 

Folgerung 4 (/3/): Es sei p > 2 eine Primzahl und m die Mersen- 

ne-Zahl 

m = *Xp (2) = 2p - 1. 

Dann ist 2 eine primitive p-te Einheitswurzel modulo m und -2 

eine primitive (2p)-te Einheitswurzel modulo m. 

Folgerung 5 (/3/): Es sei d > 0, = 2d^^ und m die Fermat- 

Zahl 

2d m = Ту 2) . 2^ +1. 

Dann ist 2 eine primitive p.-te Einheitswurzel modulo m. Im 

Fall d ä 2 1st 

od-2 -d-1 
a-2T (2Г - 1) (3) 

eine primitive (2y.)-te Einheitswurzel modulo m. 

Beweis: Es bleibt zu zeigen, daß im Fall d * 2 die Zahl (3) 

eine primitive (2p)-te Einheitswurzel modulo m ist. Zunächst 

gilt a^s2 mod m und damit 

„d+2 2d+l 
a 32 я 1 mod m, 

„d+1 2d 
а -1з2 - 1 3-2 mod m. 

Ferner ist m ungerade. Folglich ist а nach /1/, Satz 1.2 eine 

primitive (2ji)-te Einheitswurzel modulo m. D 

Bemerkung: Nach Satz 2 und Folgerung 5 kommen im Fall ц = 2d+1 

(d * 0) und a * 2 nur die Fermat-Zahl T(_(2) und deren mögliche 
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Teiler >1 als Moduln m in Frage, so daß 2 eine primitive 

(2^+1)-te Einheitswurzel modulo m ist. 

Nach Satz 2 gibt es beispielsweise nur einen einzigen Modul m, 

für den 2 eine primitive 120-te Einheitswurzel modulo m ist, 

nämlich die Primzahl m = 'X120(2) - 4 562 284 561. 

Folgerung 6 (/3/): E? sei p > 2 eine Primzahl, t > 1, jx = 2pl 

und а ^ 2, wobei der Fall p, = 6 und a = 2 ausgeschlossen ist. 

Ferner sei m die Pseudo-Fermat-Zahl 

% (a)/p, falls a * -1 mod p, 

Хц(а) sonst 

mit Хц(а) = (аЦ/2 + l)/(a^(2p) + 1). 

Dann ist а eine primitive jx-te Einheitswurzel modulo m. 

Folgerung 7: Es sei p>2 eine Primzahl, d -¾ О und = 2c*+1p, 

wobei der Fall /i. = 6 ausgeschlossen ist. Ferner sei m die 

Pseudo-Fermat-Zahl 

JY (2)/p, falls 2 zum Exponenten 2°*+1 modulo p gehört,- 

m = 1 X (2) sonst, d. h. 2и/(2р) f -1 mod p, 

mit; X (2) = (2p/2 + 1)/(2^/(^) + 1). 

Dann ist 2 eine primitive jt-te Einheitswurzel modulo n. Im Fall 

d •=> 2 ist 

a . 2p2 
d-2 

(2 
P2 

d-1 
- 1) (4) 

eine primitive (2ji)-te Einheitswurzel modulo m. 

Beweis: Es ist zu zeigen, daß, im Fall d & 2 die Zahl (4) eine 

primitive (2p.)-te Einheitswurzel modulo m ist. Wegen а2 в 2 

mod m gilt 

a2H- = 2H- = 1 mod m, 

ap - 1 з 2^/2 - 1 a -2 mod m, 

а2Ц/Р _ 1 з 2p/,p - 1 mod m. 

Da 2 eine primitive ji-te Einheitswurzel modulo m ist, sind 

2^p - 1 und m nach /1/, Satz 1.2 teilerfremd. Ferner ist m 

ungerade, so daß folgt 

(ap - 1,m) = (a2p/p - l.m) = 1. 
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Nach /1/, Satz 1.2 ist э eine primitive (2|x,)-te Einheitswurzel 

modulo m. Q 

3emerkunq: Nach /1/, Beispiel 4.1 sind 57 und 307 primitive 

vierte Einheitswurzeln modulo 1625. '.‘»'endet man nun für )x = 4 

und a =57 Folgerung 3 an, so erhält man erneut m = 1625. Im 

Fall /j, = 4, a = 307 bekommt man dagegen m = 47125 = 29 ' 1625. 

Nach Satz 2 ist die Zahl (1) der größtmögliche Modul m, für die 

а eine primitive fx-te Einheitswurzel modulo m ist. 

2. Anwendungen 

Die voranstehenden Ergebnisse gestatten eine Reihe von wichti¬ 

gen Aussagen über primitive fi-te Einheitswurzeln a modulo m, 

die in der folgenden Tabelle zusammengestellt sind. Dabei be- 1 

zeichnet p stets eine Primzahl. 

Modul m 
Primitive jx-te Einheitswurzel a modulo m 

a ft 

2P - 1 

2P - 1 

p> 2 

-2 2p 

22 +1 

d & 0 

,d+l 

22%i 
d ^ 2 

,d-2 „d-1 
22 (22 - 1) ,d+2 

29= + 1 

q> 2 ungerade, d ^ 0 

29 ,d+l 

Zf2" + 1 

q > 2 ungerade, d » 2 

29^^(24^-1 _ ^ ,d+2 

(2P - 1)/(2P - 1) 
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(2P“ - 1)/(2P - 1) 

p> 2 

-2 2p 

(2Pq - 1)/(24 - 1) 

q a 2, 2q f 1 mod p 

2q 

(2Pq - l)/(2q - 1) 

P>2, q - 2 

2q p 1 mod p 

-2q 2p 

(2p + l)/3 

p> 3 

2p 

(2P + 1)/(2P + 1) 

p>3 

2p 

(2Pq + 1)/(2q + 1) 

p> 2, q a 2 

2q f -1 mod p 

2q 2p 

D2d 2d 
(2P + 1)/(22 + 1) 

p > 2, d i 0 

2d 
2 ft -1 mod p 

p2 
d+1 

o2d 2d (2p2 + 1)/(22 + 1) 

p>2, d ^ 2 

2 у -1 mod p 

2P2d"2(2p2d_1 - 1) P2 
d+2 
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hen, Der Platz fOr Abbildungen ist bei■ Schreiben auszusparen; 
die Abbildungen aelbat aind·!n der lle■ ausaeeparun Pletz ent­
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nen und e■ Schluß der Arbeit unter der Zwischenoberschrift Li­
teratur zua■■■enzuatellen, 

--

Balaplelec (ZaltachriftenabkOrzungen nach 1111th. Reviews) 
/B/ zariakt, o •• and se■uel, P.: Coe■utative Algebra. 

Princeton 1958 
/9/ Steinitz, E,: Algebr'aiache Theorie der K6rper. :J. Reine 

Angew, Math, 137, 167 - 309 (1920) 
/10/ Gnadenko, B. w.: Coir die Arbeiten von C. F. Geuß zur 

Wllhrache1nl1chke1tarechnung. In: Reichardt; H. (Ed.}: 
C, F. Gaul, Gedenkband anllßlich de• 100. Todestag••• 
s. 193 - 2CM, Leipzig 1967

Die Angaben •ollen in ortginelepreche erfolgen; bei kyrilli­
achen Buchstaben aoll die bibliothekariacha Transkription 
(Duden) verwendet -rden. 
,,,., Ende dar Arbeit atehen folgende Angaben zu■ Autor und zur
Arbeit: alngagan9en: Oatu■/ Leerzeile/ Anachrift daa Varfaasera;/
Titel Initiaien ar Vorna■en Na■e/ Institution/ struktureinhait/ 
Straße Hauanu■■er/ Land Postleitzahl Ort.
Der Autor wird gebeten, eine Korrektur dea Durchschlags vo• 
Offaet■anuakript zu leaan und dabei die ■athe■atiachen Sy■bole
einzutragen Ferner aollta er i - 2 Klaasifizierungenu■■ern 
(entaprache�d der "1980 Matha■atica Subja�t Claaaification" dar
Math. Reviewa} zur inhaltlichen Einordnung seiner Arbeit angaben.
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