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Rostock. Math., Kollog. 31, 4 - 10 (1987) 33A15
Brian Fisher

on defining [(-n) for n = 0,1,2,,,.

1. [(x) for x £ 0,-1,-2,..,

The gamma function r(x), see for example Schwartz /1/, is
usually defined for x >0 by
<] :
T'(x) =f t*" 1o~ tde, (1)
o]

the integral only converging for x> O,
On integrating by parts, it easily follows from equation (1)
that

T(x+1) = x[(x) (2)

for x >0 and this equation can be used to define [(x) for nega-
tive, non-integer values of x, Thus if -1< x<O0, then

r'(\x) = L&l_).

X

and if [(x) has been defined for -n <x< -n+1, then
M(x) = ﬂl(%]_').

for -n-1<x<-n,

In the following we need the relation
o

n=-1
Fx = [ ot - ;%—P—ildt (3)

0
for =n<x <«n+1, The proof can be done by induction or similar

to the well known case of Riemann's zeta-function as e.g. in /2/

2, The finite part of an integral '

We will suppose that f(x) is a function for which its integral
over the interval (€,m) is convergent for arbitrary £>0, but
its integral over the interval (0,c0) is possibly divergent. We
will suppose further that

f dx =
. Ofn (x)dx ag



if the integral is convergent and if the integral is divergent
we will suppose that
oo n o

Iy ~ Ay Ty
(x)dx = a, + a8 1In 7€ + 0(8),
€ i=

where r; is a non-negative integer and Ai £ 0, (A;<0 if r;=0),

for i = 1,...,n. We then say that a, is the finite part of the
integral of f(x) over the interval (O, ) and write
@ .
p.f. ‘/ f(x)dx = a,.
o]
It is obvious that the finite part of the integral is unique
if it exists and C

if the integral is convergent, As an example consider

f(x) = X - 2x'2 + x'zlnx._

Then

o]
[ -1

f f(x)dx = % - g7 + g™llnEg =1 - g7t
€

+ £ 1ne + 0(e)

and it follows that
®
p. f. J f(x)dx = 1,
0]

3. P(-n) for n = 0,1,2,...

Let us suppose that -n<x<-n+l, Then

o] " (o] n-1 i
xX-1 =t X=1p =t -t
t e dt = / t [e”" + Li——)—dt
éf £ 22; : ]
n-1 i ®©
E -1 X+i=-1
+1=°.(_i.!_)_€j.t dt

[

00 n-1 i n-1 i
x=1p =t (=t) -1 X+
ft [e "Z o L -g_i!rxl’f)'+ €
i=0 =0
s



n-1 i
-1 + xX+1
= - £ + O(€
P(x) go—%—)-ﬂi, 1) ()

on using equation (3), It follows that

m -
Mx) = p.f. ] %1 o byt (4)
(o] .
for x #0,-1,-2,,., . This suggests that we define [(-n) by
& s
[(-n) = p.f. j' t="1 o~ tye
(0]

for n =0,1,2,,,,, provided that the finite part of the inte-
gral exists, Equation (4) will then define [(x) for all values
of x,

we will first of all prove the existence of [(0). We have

o) ©
f t™1 e7tdt = f e~ tdlnt
€ €
o]
= - %1ns +3‘[ e tlntdt
. €
, , ,
© © g
-t -1
= /e 1ntdt —_12 (_i_lL Eilne
i £ =0
& ‘
- / e ‘lntdt - 1ng + 0(s) '

0
and it follows that

o ' %
B, Fs / td ¢ tdt - / e”tlntdt = P (1),

0 (o]
This proves the existence of ['(0) and further
fro) =r() =-yp, ! (5)

where y denotes Euler's constant, see /1/,

Let us now assume the existence of ['(-n+1) for some positive
integer n. ' ’



A

o ® o
St etae - - L [ e tar =L g6 L [ ¢ Mo tge
€ £ €
n © n-1 i
g =

© n-1
n i .
-1 1 -n_ -t ~1 i-n
=£m)r"’-f-ﬁof‘ed“goim+5 + 0(e)

and it follows that

®
n
* p.f. j., ™"ty = L%%%— - % [(~-n+1),
4 .
The existence of ['(-n) follows by induction and further
n
1 -1 |
['(-n) + -r-'-r'(-n+1) = A :
for n =1,2,,.. . It now follows easily by induction that
n n
M-ny = LR [3(n) + N(0)] = L3 (p(m) - 7] (6)
for n = 1,2,,.., where
n

bm =2 f : -

Differentiating equation (2) we have :

M (x+1) = x"(x) + [(x) (7)
for x # 0,-1,~2,... . In particular we have ’

[ (n+1) = nl*(n) + M(n)
for n = 1,2,,.,. and it again follows easily by induction that

P (n+1) = nt[§(n) + [ (1)] = nifd(n) - 7]
for n = 1,2,... . Comparing this equation with equation (6) and
also using equation (5), we see that

nn, ,
M(-n) = i:llglligiil for n = 0,1,2,,., .

(n1)

We \next notice that it follows from equations (1) and (3) that

r(r)(x) is given by



e*11ne e'tdt, x>0,

ORS

r‘(r')(x) = ®© n-1 i,
[ tx'llnrt[e_t - ; -(-;—P——]dt, -n< x<-n+l,

n=12, ...

for r = 1,2,... « It follows as above that we can write
" e <] .
F(r)(x) = p.f. j' 110"t e~ tde ; (8)
[0}
for x # 0,-1,-2,.,. and r = 1,2,,.,

o

We will therefore define P(r)(—n) by
oo
P(r)(-n) = p.f. .{ ™™ 10" e~ tde
o]
for n=0,1,2,,.. and r = 1,2,,,,, provided that the finite
part of the integral exists, Equation (8) will then define
(r)(x) for all values .of x and r = 1,2,...

In order to prove the existence of F(r)( -n) we first of all
assume that F(r)(r-n) exists for r = 0,1,,,.,n and some positi-
ve integer n, This is certainly true when n = O, Then

oo oo
r-n=-2, r -t _ 1 r -ty r=-n-1
ft lInt e dt-m]lnte dt
€ y 3
1 ~€ . r=n-1 1n"
*wr ° ¢ ne

1

+ ﬁ:%:; J £ " lnr_lt(rt'l-lnt)e'tdt

= ET%:F[rF(r_i)(r-n;l)-r(r)(r-n)]
n+l-r i

-1 i+re=n-

. e i +re=n

_ 11nTe + o(e)
=0 :

by our assumption for r = 1,,..,n., The existence of F(r)(r-n-i)
follows for r = 1,,,..,n and further

(ne1=r) M) (ren1y = e PO (eonaay - 10D (o) (9

for r = 1,,..,n, The existence of [(~n-1) has of course already
8



been established. Further

™ : @
J’ t-llnrte-F dt = F%T ‘/ e td 1n"*1e
€ €
®
1 -€ r+l 1 r+l__ -t
= - m e 1n € + r_+I ef 1n te dt
®
1 - r+l_ -t
=maf1n te dt + 0(e)
= Lty v ooge).

proving the existence of F(r)(O) for r = 1,2,..., and thus the
existence of F(r)(r-n-l) for r = n + 1, It follows by induction
that r(r)(r-n) exists for r = 0,1,...,n and n = 0,1,2,,.., oOr
equivalently that F(r)(-n) exists for r, n = 0,1,2,... .
Putting r = 1 in equation (9) we see that

[ (=n+1) = =nl' (-n) + ['(=n) (10)
for n = 1,2,,.. and so equation (7) holds for all x, the case
n = 0 holding by equation (5). '
It now follows easily by induction from equation (8) that

n
P (-n) = -(T"-]"-)—[zp(n) - y8(n) + ' (0)]

for n=1,2,,,., where

‘ n
PORPIECp
Further
Qo

. . [0 ]
f t™l1nt o %dt = % / e~ td 1n®t
[ &

oo
= 2e7f 1% + 5 [ 1%t "%t = (1) - 2102 + 0(8)
&
and so in fact
F'(o) = P (1) = 2(7 !2
see /1/.
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Rostock. Math., Kollog. 3%, 11 - 20 (1987) 03620
' 06A15
Walter Harnau

Ein verallgemeinerter Relationenbegriff fir die Alyebra der
mehrwertigen Logik, Teil II (Relationenpaare)

Dieser Artikel stellt die Fortsetzung von /14/ dar, Die Litera-
turstellen /1/ - /13/ sind ebenfalls /14/ zu entnehmen.,

4. Relationenpaare

Es seien ] und @' Elemente aus Ry (vgl. §2 (von /14/)). Wir be-
zeichnen .das geordnete Paar (g.,Q') ;als Relationenpaar Uber E,,
wenn @' € p gilt. Dazu missen @ und @' Relationen gleicher Ari-
tat (Stellenzahl) sein, oder es muB 'p' = @ gelten.

Wir nennen des Relationenpasr (p.Q') m-stellig, wenn Q & Rém)

gilt, Mit Cém) bezeichnen wir die Menge aller m-stelligen Rela-
tionenpaare, Dabei ist (@,@) € C&m) fur jede positive ganze
Zahl m, SchlieBlich sei

Cy := héjl C.(<m)
die Menge aller endlichstelligen-Relationenpaare  (ber Ey. Es
seien m und n positive ganze Zahlen, f € Pé") und (Q.Q') aus
C&m). Wir sagen, daB die Funktion f das Relationenpaar (g@.Q')
bewahrt, wenn fir alle a,, 85, ... 8, € p mit

21 = {811,821.... 'ami] (1=1,2,,,.,n) gilt:

i

f(°11'a12""'a1n)

f(821.822.....82n) '
fay.a5,0...8,) = . . . €9 -

i f(aml-amzp-..,amn)

Wenn g = p' ist, f&llt der Begriff "f bewahrt das Relationen-
paar (g,0')" mit dem im §2 genannten Begriff "f bewahrt die Re-

11



lation @" zusammen, Dementsprechend haben wir ‘zu vereinbaren,
daR das Relationenpaar (@.,@) von jeder Funktion aus Pr bewahrt
wird, Weiterhin ist leicht einzusehen, daB fir @ # @ das Rela-
tionenpaar (@.¢) von keiner Funktion aus Pk bewahrt wird, Far

F P, bzw, Q € Cy sei Ihvka.(oder kurz InvpF) die Menge al-
ler Relationenpaare aus Ck' die von jeder Funktion aus F be-
wahrt werden, bzw, Polka (oder kurz PolpQ) die Menge aller
Funktionen aus Pk,‘die jedes Relationenpaar aus Q bewahren.
Wenn feP  und (g,0') €Cy ist, so schreiben wir fur Invpk{f}
bzw, Polpk{(g,g')} auch kurz Invp, f oder Invpf bzw, Polp,(g.@")
oder Polp(g.,Q'). Fiir positive ganze Zahlen n sei weiterhin
Polpén)Q 1= (Polka)(") und Invp&")F 1= (Invka)(") mit Q € Ck
und F € Pre

offenbar gilt das

Lemma 1: Fir alle Q € C, ist Pblka = //T\ Polp, (g.0').
_ ‘ (g.0')€EQ

Lemma 2: Fir alle Q & Cy ist Polp,Q eine iterative Algebra

uber Ek'

Beweis: Wegen Lemma 1 genigt es zu zeigen, daB fir beliebiges
(g.9") €C, die Menge Polp, (p.p') eine iterative Algebra Uber
Ek ist,

Mit p' = @ ist P01pk(9.9') G{Q.Pk} und somit eine iterative
Algebra dber Ee Im weiteren kann also @' # @ vorausgesetzt

werden, Dann ist auch @ # @. Sei fe P°1P£n)(9.g') und

ge.Polpém)(g,g'). Es muB nur noch gezeigt werden (vgl. §1), deB

{cf, TF, Af, Vf,gof} & Polp, (g.g')
gilt, Nach der Definition der Operationen C, T,A,v far Funk-

tionen aus Py und der des Bewahrens eines Relationenpaares er-
hélt man unmittelbar {gf, Tf, af, vf} < Polp, (g.9").

Es ist gof ePIE"”""l.) und sei nun a;. 85, ..., a,,. , <@
Dann gilt

12



(9o F)(Xg o XpueeerXp n 4) = FIO(R i Xp 00 uXp) s X qveee X 09
und mit b := 9(21'22""'9m) ist

(9 °f)(21'E2""'§m+n-1) =f(2'3m+1’2m+2""’Em+n-1) € @, denn
aus g€ Polp(g.p') folgt beg' sy, und aus f & Polp(g.p') erhal- ‘
ten wir somit obige Behauptung, womit auch gof in Polp(g,p')
liegt, was den Beweis des Lemmas abschlieft,

Lemma 3: Wenn (9,9') € Ck ist, so ist Polpk(g,g') genau dann
eine Funktionenalgebra, wenn g = p' gilt,

Beweis: Wegen §2 folgt aus g = g', daB Polp(g.g') eine Funk-
tionenalgebra ist, Im weiteren sei g'c p und a € g\ ¢'. Dann
folgt ei(g) = a2 (8§1) und somit ei & Polp(g.,g')., womit in die-

sem Falle Polp(p.p') keine Funktionenalgebra ist, was den Be-
weis des Lemmas abschlieBt.

Wir fuhren jetzt einige Operationen’ fir Relationenpaare ein,
Dazu sei (2, := {g, 7,4,V, pr.~}, wobei die Elemente von 0,

als Operationgn iiber Relationen wie in §2 definiert seien.
Wenn uaerll\{vj ist, so sei fur das Relationenpaar (g.g')eck

w(g.p') := (wp.,we’).
Offenbar ist w(g.p') & Cye
V(g.9') sei fur beliebiges (g.g') € Cy wie folgt definiert:
v(g.Q') := (vg, Venve'). ‘
Damit ist gesichert, daB mit (g.p*) auch <(p.,0") in Cy liegt.
Es.gilt V(g,g') = (VQ.‘Vg‘) offenbar genau dann nicht, wenn
@ #Pund g' = @ ist, Fur. g # # ist V(g.#) = (vg.®). und es
gilt in diesem Falle Polp(p.g) = Polp(vg.?) = #. In jedem an-
deren Falle handelt es sich bei der Operation ¥ um das Hinzu-
figen einer fiktiven ersten Koordinate in beiden Komponenten
des Relationenpaares,
Da es sich bei den Operationen ¥ und 7 nur um das simultane .

Vertauschen von Zeilen und bei ~ um das Verdoppeln der ersten
Zeile beider Komponenten handelt, gilt somit das

13



Lemma 4: Mit we{y, T.v.,~} und (9.p') €Cy ist
Polpk(g,g') = Polp, w(g.e").

’Lemma 5: Mit we{A,pr} und (p.,0"') € C ist
Polpk(g,g') € Polpkcu(g,g').

Beweis: Falls tD(B,é')E {(2.8).(g.@")} ist, gilt offenbar die
Behauptung des Lemmas.

Im weiteren sei also w(g.,p') # (2.9). (9'9')€'Cém). ma2
_und fe.Polpén)(g.g') (m,n positive ganze zahlen),
Fir i = 1,2,,..,n sei a; := [811'321""'am-1.1] € wp.

Wir unterscheiden jetzt die beiden folgenden Félle:
Fall 1: W= A, -Fir 1+ = 1,2,.,.,n ist

2 = [815:813:824:8350400:8, 4 3] € @ und

L CTPRLIPYPRR b,

f(agq,8900000.8y,) by
f(a].85...0.85) = | F(B21:2220000.85,) ” bg €g.

f(atl.até)....atn) b,

wobei t := m-1 sei, Wegen [bi'bZ""'bm-1] € Ag' gilt
f € Polpa(g.o').

Fall 2: w= pr, Fir i = 1,2,,.,,n gibt es ein u; € E., so daB
8 = |Uj:895.855.000008, 4 4] € @ gilt, Es ist

f(u1 21Uy reee U )

u
flag3:852:00008y ) by
FGaY cliBe xo s8] f(ap11855:000085) =| P2 |eg
: d.. 3 2
flaggragpieaniagy) b,

mit t := m-1, Damit folgt [bl'bz"'-'bm-l] c pré‘ und

; fe.Polpkpr(g,g'), was den Beweis des Lemmas aBschlieBt.

14



Seien kg,g'), (p.p') € C und x die in §2 definierte zweistel-

lige Operation fiir Relationen, Wir definieren N i
(gig"). x (pup') = (@ x po @' x p')e

Offenbar ist wiederum (g,p') X (L.p*)-€ Cy.

Lemma 6: Es ist Polp, {(g.p') X (pop)} 2 Polpy {(g.0" ) (pup')}.
Beweis: Falls @ e {g,p} gilt, ist (g.,p') X (p.p') = (2.9).
Da Polpk(g,w) = P ist, haben wir in diesem Falle den Beweis

erbracht, Im weiteren sollen also [ und B nichtleere Relationen
sein, Falls @ € {@',u'} gilt, ist (g.p') x (M,p') = (@ x p,¥)
und p x u # @, Somit ist hier Polp(px p.,P) = @. Da andererseits
g € {Polp(g,g'),Poip(p,p')} gilt, kénnen wir jetzt sogar noch

P # {@'.u'} voraussetzen,

Es sei (g,g') € Cﬁm), (p,F') 4 Cér) und ) .
fe Polpﬁn){(g,g'),(quﬁ)}, wobei m, n und r po;itive geﬁze
Zahlen ceien, Dann ist (g.0") x (pyp') e C£m+r)' Far
i=1,2,,,.,n sei [311'821""'am+r,1] € @ X M. Mit t := m+r
gilt

811+812+° %k 183 by
8214822+ 1820 by

f L . . L= . -
Sg1r8gzee e Bgn S\ Pt

’

N Wegen [ali'eai"“'am1] g und [am+1,i'am+2,i""'am+r,i] L
for i = 1,2,,,.,n gilt [bl“bZ"?"bm] € p' und

[bm+1'bm+2"'5'bm+r]f€ p'. Folglich ist

[bl'bZ""'bm+r] ep' x u', fePolpf(p.e') x (p.,p')} und das
Lemma bewiesen, g ‘

Lemma 7: Fﬁr,¢ & {g,p} ist

'Polpk{(g,g'? X (p.pt)} = Polp {(g.p") . (p.pt)}e



Beweis: Wegen Lemma 6 und dessen Beweis genigt es zu zeigen,
daB Polp{(g,g'),(g,y')} 2 Polp{(g,g') x (p.p') far
g & {E',p'} gilt, Lediglich unter Zuhilfenahme der Operationen
br. [ und T kann man aus (9,9') x(P,p') die Relationenpaare
(g.0%) und (p,p') erzeugen, Aus den Lemmata 1, 4 und 5 folgt

Polp{(g.0") X (w.p')} € Polp(g.e")n Polp(p.pu’)

= Polp{(g.g") . (p:p" )}

was den Beweis des Lemmas abschlieBt.

Aus der Definition des Bewahrens eines Relationenpaares folgt
unmittelbar das

Lemma 8: Fir (g.g')e.ck und g 2 p" 2 g’ ist

Polpk(g',g') 2 Polpk(g,g-) und Polpk(g,g") 2 P°1pk(9-9')-
Definition 1: Fir (g,0') €Cy sei durch d (g.g") jedes (g".p")
und durch dh(g.g') jedes (g,p") mit g 2 g" 2 @' erzeugt.

Wir nennen d,, und d,, (einstellige) Multioperationen.

Damit gilt das

Lemma 9: Fur F € P, ist Invp F gegeniber den Operationen
¢.7T,A, v, pr,~ und x und den Multioperationen d, und d, ab-
geschlossen, und es ist (¢,¢) Invp, F.

Wenn wir die volle Relationenpaaralgebra Uber E, (eine univer-
sale Algebra)

C = [Ck:(gnﬂ’): .7,4,V, pr,~, x ,dv,dh]
vom Typ (0,1,1,1,1,1,1,2,1,1) betrachten, deren Teilalgebren
wir Relationenpaaralgebren iber Ek nennen, wobei flUr Q € Ck mit
Q die durch Q erzeugte Relationenpaaralgebra bezeichnet sei, so
besteht unser Ziel darin, den folgenden Satz zu beweisen,
Satz 1: Es gelten die folgenden Aussagen:

(1) Wenn Q € C, und F €.P, ist, so ist Polp,Q eine iterative
Algebra und Invka eine Relationenpaaralgebra iber Ek'

(2) Wenn Q eine Relationenpaaralgebra und F eine iterative Al-
gebra iber E, ist, so gibt es ein F' & P, und ein Q' S C
mit Invka' = Q und Polka’ = F,
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(3) Fuir Q,Q' € C, und F,F' € P gilt stets
Q€& Invkaolka, F € Polkanvka,
wenn Q' € Q und F' € F, so Polka' 2 Polka und
Invp F' 2 Invp,F, Polkanvkaolka Polka,
Invp, Polp, Invp F = Invp, F,

Mit diesem Satz ist durch Polp und Invp eine Galoiskorrespon-
denz zwischen den Teilmengen von Py und denen von Cy gegeben
(die iterativen Algebren und die Relationenpaaralgebren iber
E, stehen in Galoisbeziehung zueinander).

Der dritte Teil dieser Arbeit wird im Beweis dieses Satzes be-
stehen,

Bei der Definition von Gy traten Multioperationen auf, Will man
dies umgehen, muB man die Resultate der §§ 3 (Teil I) und 4 zu-
sammenflhren, Das soll auch den AbschluB diesen zweiten Teiles
bilden. An dieser Stelle sei jedoch bereits bemerkt, daB fur
Anwendungen der in diesem Paragraphen bereitgestellte Kalkul
vollig ausreichend ist und deB der Verzicht auf die Multiopera-
tionen von rein algebraischem Interesse ist, !

5. Relationenmatrizenpaare

Die Bezeichnungen fiir Relationenmatrizen bzw., Relationenpaare
werden unveréndert von den §§ 3 und 4 Ubernommen, Seien M und
M' Relationenmatrizen iber Ey. Wir bezeichnen (M,M') genau dann
als Relationenmatrizenpaar iiber E, ., wenn (QM » @M ) ein Rela-
tionenpaar uber E, ist, Die Menge aller Relationenmatrizenpaare
tber Ek bezeichnen wir mit ltk. Wir sagen, daB eine Funktion
fE.Pk das Relationenmatrizenpaar (M,M') € it bewahrt, wenn f .
das Relationenpaar (oM om0 ) € Cy bewahrt.

Far F € P bzw, Q € Y, sei Minvp F die Menge aller Relationen-
matrizenpaare aus Etk, die von jeder Funktion aus F bewahrt
werden, bzw, Mpolka die Menge aller Funktionen aus' Py, die je-
des Relationenmatrizenpaar aus Q bewahren. Es gelten die beiden
folgenden Lemmata, deren Beweise wie die entsprechenden von §4
verlaufen,

Lemma 1: Fir alle Q € B'Lk ist Mpolp,Q ’(MQE. QMpolpk{(M.M'n .
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Lemma 2: FOr alle Q G‘Mk ist Mpolka eine iterative Algebra
‘Uber Ep. -

Es seien §, 7, f, T,A,Y. p}-, ~,x die in §3 eingefihrten
Operationen fir Relationenmatrizen. Des weiteren sei fir zwei
beliebige Relationenmatrizen M und M®aus Rﬂk mit M A M' die
Relationenmatrix bezeichnet, die entsteht, wenn man aus M' ge~
nau die Spalten herausstreicht, die keine Spalten von M sind.
Insbesondere ist MA M' = @, wenn M und M' eine unterschiedli-
che Anzahl von Zeilen besitzen,

wir fuhren einige Operationen fir Relationenmatrizenpaare ein,
Dazu seien (L,L'), (M,M’ )ea‘l,k. Es sei

(1) w(M,M') = (WM, wM') fir we{l,T,a, pr~},

(2) V(M,M') := (VTM,YMATYM"),

(3) @, (MM") = (WMM') und W, (M,M") = (M, M )fir
| o w € {E. T},

(4) (L,L") X (M,M') := (LxM,L'xM"),

AbschlieBend definieren wir noch die beiden Operationen d,, und

d, fir beliebiges (M,M') eh‘tk.

Fallg QM+ € Oy ist, so entstehe dv(M'M') aus (M,M'), indem in M

die erste Spalte, die nicht in M' als Spalte vorkommt, gestri-
chen wird, und es sei d,(M,M') := (M,M*a), wobei a die erste
Spalte von M ist, die in M' nicht als Spalte vorkommt, und M'a
' die Matrix ist, die aus M' entsteht, indem die Spalte a als
neue letzte Spalte angefiigt wird, -

Falls gy, = oy ist, so sei d (M,M') := dp (M,M") := (M,M),

Die Aussagen der folgenden vier Lemmata sind entweder offen-
sichtlich oder ihre Beweise sind analog denen der entsprechon-

den Aussagen von §4,
\

Lemma 3: Fir (M,M') €y und wefl,T, fv,gh,?v, ZTp Yo~}
ist Mpolpy {(M.,M')} = Mpolpk{w(M.M')}.

Lemma 4: Fir (M.M') € %, und we{A,pr.d,,d.} st

Mpolp, {(M.,M*)} € Mpolp, {w(M,M')}.
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Lemma 5: Fur (M,M'),(L,L') €%, ist
Mpolp, {(M.,M').(L.,L" )} & Mpolp, {(M.,M") x (L,L")}.

Falls auBerdem @ g {M,L} ist, so gilt sogar
‘Mpolpk{_(\M,M'),(L,L' M} = Mpolpy {(M,M") x (L,L")}.

Lemma 6: Wenn (M,M') € Mk und oM 2 g2 Om: ist, so kann man

allein durch die Operationen € , €., T,. T,. d,, d, jedes Re-

lationenmatrizenpaar (L,L') € &k mit e, = oy und =29 und

auch jedes Relationenmatrizenpaar (N,N') € M& mit gy

oN:

0 und
= py+ erzeugen,

Des weiteren ist (@.f) € Minvp F fir alle F € P . Wenn wir die
universale Algebra (die volle Relationenmatriienpaaralgebra
Gber Ek)

./

k = [ (2.2, 8.7, 8, TpoTy o Th D Vopr, ~, x,d,.dp ]

vom Typ (O,1,1,1,1,1,1,1,1,1,1,2,1,1) betrachten, deren Teil-
algebren wir Relationenmatrizenpaaralgebren iiber E, nennen, so

erhdlt man analog dem Beweis von Satz 1 von §4 den

Satz 1: Es gelten die folgenden\Aussagen:

(1)

(2)

(3)

Wenn Q S ﬁk und F € P, ist, ‘so ist Mpolp,Q eine iterative
Algebra und Minvp, F eine Relationenmatrizenpaaralgebra
uber‘Ek.

Wenn Q eine Relationenmatrizenpaaralgebra und F eine itera-
tive Algebra Uber E, ist, so gibt es ein F' € P, und ein

Q' & EZk mit Minvka' = Q und Mpolka' = F,

Fir Q,Q" € ¥, und F,F' € P gilt stets

Qs MinvpkMpolka, F € MpolpkMinvka,

wenn Q' £ Qund F' € F, so Mpolka' 2 Mpolp,Q und

Minvka' 2 Minvka,

MpolpkMiﬁvpkMpolka=Mpolka, MinvpkMpolpkMinvkaaninvka.
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Mit diesem Satz ist durch Mpolp und Minvp eine Galoiskorrespon-
denz zwischen den Teilmengen von P, und denen von 'Mk gegeben

(die iterativen Algebren und die Relationenmatrizenpaaralgebren
dber E, stehen in Galoisbeziehung zueinander),
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Uber abgeschlossene Mengen von linearen Funktionen in P2p
(p prim, p> 2)

Einleitung

Die vorliegende Arbeit mdchte einen Beitrag zum Studium von
Funktionenalgebren., den Algebren der Funktionen der k-wertigen
Logik, leisten, Genauer: Es werden Funktionenalgebren aus li-
nearen Funktionen weiterstudiert, fir die schon eine Reihe von
Resultaten vorliegen, So wurden von A, A, Salomaa in /S5/ bzw,
von J, Bagyinszki und J, Demetrovics in /1/ sé&mtliche Funktio-
nenalgebren lingarer Funktionen lber Primzahllogiken ermittelt.
Fur den quadratfreien Fall von k zeigte A. Szendrei in /6/, gaS
es nur.endlich viele solcher Funktionenalgebren (bei festem k)
gibt, Weitere Ergebnisse stammen von D, Lau, Von ihr wurden

z, B, sémtliche maximalen Funktionenteilalgebren der Algebra
aus linearen Funktionen bestimmt,

Unser Ziel ist es, im folgenden - ausgehend von bekannten Resul-
taten -~ die submaximalen Funktionenalgebren der Algebra aus li-
nearen Funktionen Uber einer 2p-elementigen Menge (p prim, p> 2)
zu ermitteln, Wegen der Vielzahl von Publikationen Uber lineare
Funktionen soll hier auf eine ausfihrliche Einordnung dieser
Untersuchungen im Rahmen der Funktionenalgebrentheorie verzich-
tet werden, Weiterhin verweisen wir bei den nachfolgend nicht
definierten Begriffen auf /3/.

Wie in /3/ sei E, die Menge {0.,1,....,k-1} und P, die Menge al-
ler n-stelligen Funktionen (n=1,2,3,..) Uber E, . Als Operatio-
nen uber Py betrachten wir hier wie lblich das

- Umnumerieren und Identifizieren von Variablen,

- Hinzufigen von fiktiven Vvariablen und

- Einsetzen von Funktionen in Funktionen

(auch ausdrickbar durch gewisse elementare Operationen

8 T,.A,V, %). Den AbschluB von A (ﬁPk) kennzeichnen wir mit

[A]l. Mengen A mit A = [A) heiBen abgeschlossene Mengen bzw,
21



Teilklassen von A, ’

Nachfolgend wollen wir zundchst eine Zusammenstellung der h#u-
fig von uns verwendeten Bezeichnungen vornehmen, sowie einige
bekannte Eigenschaften von Gruppen angeben,

Die Menge aller Teilklassen einer Teilklasse A von P bildet
beziiglich der Operationen A(:=MN) und V(AVB := [AuUuB] fiir be-
liebige abgeschlossene Teilmengen A,B € Py ) einen VerBand, der
mit xk(A) beze;chnet werden soll, Anstellg von !k(Pk) schreiben

wir auch V.. Fur "€ P, sei Vv, (A, [{f"}])(oder kirzer Vi (A, £M)
der Verband aller Teilklassen von A, die die Funktion f" ent-

halten, Die Menge der linearen Funktionen sei
n

1= {f EPklﬂa e.Ek f(x) a, + ; a;x, mod k} '

n21
(kurz mit L bezeichnet),
Bezeichnungen fir abgeschlossene Teilmengen von L sind:

n
Ug = \J1{f ey liey....ia €€ I5e{t,...,n}:

n:

£(X) := a, +agxy 4 q-? a;x; mod k},
' iy
n . n
Q, := nkejl{f §Lk 336....,an€Ek: f(x) := ag + te ?= a;Xy mod k}.

= ) ’
Rq = Ug (\tj Q,)
tlqg,t#l
n

n ~
= }yéjl{f eLklﬂeo...‘. .anéEk: f{x) := a, + -2; a;x; mod k

N8y ¥ B *e..t 8, = 1 mod P} far Teiler q,t,p von k

und

T.9 1= Lkn Pol ¢ fur ¢cchk.

Folgende Eigenschaften von Funktionen aus Tg pruft man leicht
nach:
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Lemma 1: Bezeichne @ eine Nebenklasse dgr Gruppe (Ek,+) nach
einer Untergruppe U, d. h,, es existiere ein a € E; mit g=o + U,
AuBerdem sei f durch

n

F(X) := a, * ; a,(x -o) gegeben.

Dann gilt K

fe Tgé-)ao € Q.

Bekanntlich ist G := ({1,3,....p-2,p+2,...,m-1}, - .mod m) fir

m =.2p (p prim, p >2) eine zyklische Gruppe, die isomorph zur
Multiplikationsgruppe des Restklassenkdrpers mod p ist. '
Deshalb existiert fir jedes a€G ein a €E_ mit a = t* mod 2p,
Die Gruppe G := ({2.,4,...,2p-2}, - mod 2p) ist offenbar isomorph
zu G, Sei ry die durch rq(x.y,z) := x+dy-dz mod k definierte

Funktion, fur die sich Lemma 2 aus /3/ noch etwas verscharfen
138Bt, falls k ="2p, p> 2 und p prim ist:
; n

Lemma 2: Sei f(X) = a, + a;x; + d';i a; Xy (eLgp),“"d

a,nk =1, def{2,p} sowie da, ungleich Null. Dann ist ry eine

Superposition Gber f,

Beweis: Nach dem Beweis von Lemma 2 aus'/3/ kénnen wir o,B.d,A.
a, =1 annéhmen, Wir untersuchen zwei F&lle:

1. Fall: d = p.
1.1: a, = p. ! ‘ ,

|

K

Wegen p2 = p (mod 2p) kann o.B.d.A. a, = 1 angenommen werden,

Somit erhalten wir eine Funktion, die die Voraussetzungen von

Lemma 2 aus /3/ erfullt, wonach rp dann eine Superposition

tUber f ist.

1.2: a, # p.

'offenbar erfallt in diesem Fall f die Voraussetzungen von

Lemma 2 aus /3/.

2, Fall: d = 2,

2,1: aye{2,4,....,2p-2}.

Die Menge aller geraden Zahlen vén E2p bildet beziglich +mod 2p
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eine Gruppe der Ordnung p. Wir bilden fir beliebige i die Su-
perpositionen fl(x,y,z) t= f(X,¥.Z1000,2) und
f,(x.y.2) 1= f,_o(Fy(x,y,2).y,2) 1 = 2,3,... . Offenbar exi-

stiert dann ein i mit der Eigenschaft, daf f; die Vorausset-
zungen von Lemma 2 aus /3/ erfillt,

2.2: a26{1,3,... ,P-2,Pp+2,....2p~1}.

f erfullt in diesem Fall die Voraussetzungen von Lemma 2
aus /3/. M

wie anfangs bereits erwahnt, sind die maximalen Klassen von L,
bekannt. Nach /3/, Abschnitt 4 sind dies fir L, die folgenden
Klassen: P

Ug. Upe RZpt Sxp’ Sx2 und L, NPol g (g Nebenklasse nach einer

maximalen Untergruppe von (E,, + mod 2p)). In /3/ wurde bewie-

sen, daB zk(L,rl) isomorph zum Untergruppenverband des direkten
2 5 :

Produktes (Ek,+) ist, Des weiteren wurde eine Formel zur Be-

stimmung der Michtigkeit dieses Teilverbandes von vk(L) angege-

ben. Sp921el} fur k = 2p ergibt sich IXZp(L'r1)|= 15 + S5p.

Da S“p, Syo und szerol @ (p Nebenklasse von (Ep++) nach einer

maximalen Untergruppe) genau diejenigen maximalen Klassen von
Ly sind, die ry enthalten, beschrénken wir uns wegen obiger
Aussagen auf die Bestimmung der maximalen Klassen von U,, ‘U

2' “p
und R2p'

1. Die maximalen Klassen von U2

Zunéchst einige Bezeichnungen fiir abgeschlossene Teilklassen
von U, € Lppe VOn denen anschlieBend gezeigt wird, daB sie die

maximalen Klassen von U, sind:

Ag := Q, U (UynPol(0,2,4,...,2p-2)),
As,i t= UZnPol(i.i+p) mit O<€i¢p-1 und i e N,



Lemma 3: Es gilt U, = [{x+1,co.r2}].

Beweis: Offenbar gilt {co,cl....,czp_l} € [{cg.x+1}].

Da r,(x,y,z) = x+2y+(k-2)z ist, lassen sich wegen

rz(x,x,co) = 3x und rz(co,x,co) = 2x auch alle anderen einstel-

ligen Funktionen der Form ax erzeugen, indem man (mit i=1 be=-
ginnend) folgende Superpositionen bildet: r2(21x,x,co)= 2(1i+1)x
und r2((21+1)x,x,qo) = (2i+3)x (i€ IN), Es ist weiter

52(x1'x2) i= r2(x1,x2,co(x1)) = X, 42X, eine Superposition Uber

{Co.rzs und damit auch Qg (x)

W

(Fo ® Fp Heoo® Fo)(Xg0eee X))
= Xg+2(X5+. .. 4x ). Sei jetzt f" eine beliebige Funktion aus Us.

n

. : n
Dann g;lt 0.B.,d,A, f (xl,..,,xn) = ao+a1x1+2 b a; %,

n
f (Xgooeesxy) = qn(ao+a1x1,a2x2,...,anxn) und somit

fMe [{co,x+1,r23]. ]

Lemma 4: Sei M € Uy, M g Al und M § A,, Dann gehdrt r, zum Ab-
schluB von M,

Beweis: Wegen M & A, findet man im AbschluB von M eine Funktion
7 mit F{XgreeasXy) = a°+a1xi+...+anxn, wobei a, und a, un-
gleich Null, 8s4e.0.,8, aUS der Menge der geraden Zahlen von Ep
sind und im Falle a,=p auBerdem ag ungleich Null ist, Folgende
Fédlle werden von uns deshalb betrachtet:

1, Fall: ag Nk =1, 3

Nach Lemma 2 gilt r, e [{f}].

2, Fall: a, ist gerade und ungleich Null,

Zum AbschluB von M gehért die Funktion

- o= - 1
f (xl,xz,x3) = f(xl,xz,x3,...,x3) = 848X +asXo+a3X 5, wobei
a, und a, gerade und ungleich Null sind sowie a; gerade ist, Es
existiert wegen M & A2 im AbschluB von M eine Funktion g3 mit

3
97(Xg . X5u%5) = b°+b1x1+b2x2+b3x3, b, ungerade, b, # 0, b, und
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-

b3 gerade, Nach Fall 1 kénnen wir uns auf b1=p beschrénken,
Dann gilt g'(xi,xz,x3) = g(xl,f'(xl,xz,xs),x3)

= by + (p+b2a1)x1+b2a2x2+(b3+b2a%)x3, wobei p+bya, ungerade,
p+b2.a1 # p und bya, # 0 ist. Folglich ergibt sich auch im
Fall 2 die Behauptung aus Lemma 2.

3, Fall: a; = P. ,
Da f(xl.xi.xz.x3.....x3) die Bedingungen von Fall 1 erfillt,
gilt auch hier, daB r, zum AbschluB von M gehért. mHR

Lemma 5: Sei M € Uy, Tp €[M] und M keine Teilmenge von A5 sowis

von A,. Dann gehort mindestens eine Konstante zu [M],

Beweis: Wegen M § Ay existiert im AbschluB von M eine Funktion

f mit f(x) := ax+B, a gerade und B aus E, . Wir betrachten fol-
p

gende Félle:

1, Fall: a = 0O,

Da dann f = c, ist, gilt die Behauptung,

2. Fall: x gerade und ungleich Null,

Wegen M ¢ Ay existiert ein g in [M] mit g(x) = ax+b und

a ¢ Ll,p*-l}.
2,1: ¥ aund a #Fp + &,

Sei r£1)(*) s= f(x). Durch rgiﬂ)(x) i= rz(réi)(X).g(x),f(x))

= (x+2i(a-a))x+B+21(b-B) kann fir ein gewisses i » 1 die Kon-
stante °B+2i(b-B) als Superposition iiber M erhalten werden. Das

i ergibt sich aus m+2i(a-g) = 0 mod 2p, Diese Gleichung hat un-
ter den angenommenen Voraussetzungen immer eine L&sung., Fir a-u
gerade und ungleich Null folgt diese Tatsache aus den Gruppen-
eigenschaften von G. Falls a-a ungerade ist, kann der Beweis
indirekt gefiihrt werden., Angenommen, es existieren gewisse 1l
und u mit 21l(a-«) = 2u(a-a), 1.7; s fed % pod Ul B2 £ pte .

Da a-o ungerade qnd von p verschieden ist, ekistiert (e-a)'l.
Hieraus ergibt sich dann wegen 21 = 2u ein'Widerspruch zur An-
nahme., Somit sind die 2i(a-a) fir alle i aus E_\ {0} paarweise
versehieden, und damit gilt X +2j(e-a) =0 fir gewisses j.
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2,2: a =p + 0,
Durch f(f(x)) = (a-p)2x+((a-p)+1)B kann dieser Fall auf

Fall 2,1 zurickgefihrt werden, da o # mz fﬁf o £ {0,p+1} gilt,

2,3: o= a,
Es ist f(f(x)) = azx+(a+1)B. Folglich ergibt sich hier die Be~
hauptung nach Fall 2,1, W

Lemma 6: Sei M € Uy, ¢, e [M] fiur ein gewiéses.«. rp €M1, M
keine Teilmenge von Ag und den Mengen Ag . fir alle i mit

Oéiépél. Dann sind sémtliche Konstanten Von_P2p Superpositionen
uber M,

. Beweis:
1. Fall: o gerade, , n
Wegen M $ A5 existiert eine Funktion f € M\ AS' Nach Lemma 1

gilt f(qx,._,,cd) = cp mit ungeradem B,
1.1: ot # B + p,
1
sei h{1)(x) := ¢ . purch (31 (x) .= ro(hH) (x), 0 (x) 1 cg (%))
= Cx42i(x-B) for i = 1,2,...,p-1 erhalten wir alle geradgn Kon=

stanten und somit auch c  und cB-l;
==
Mittels ro(cg:Cp_q:¢4) = cl'und der Konstruktion

ra(cl.czj,co) = c23+1 far j = 1,2,.,,,p bekommen ﬂir auch alle

ungeraden Konstanteén,

'

1.2: oo=8 + p,
Wegen M $ As,a existiert eine Funktion in M, die {&,B} nicht
bewahrt, Einsetzen von ¢y und cg in diese Funktion liefert
folglich eine Konstante c, mit € ¢ {«,B}, Somit\folgt die Be-
hauptung nach Fall 1,1, da B # €+p fir gerades & und o .# £+p
for unger}des € ist,

2. Fall: o ungerade,
~Wegen M ¢ Ag existiert ein geM \ Ag mit

g(xl,...,xn) = b°+b1x1+...+bnxn, wobei b° und b1+b2+...+bn
Ungerade‘sind. Folglich ist g(Gy....,Cy) = Sy e [M], y gerade,
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und die Behauptung folgt aus Fall 1, = .
Lemma 7: Sei M £ U,, {r2'°o'°1""'°2p-1§ € [M] und M keine
Teilmenge von A5. Dann gehort x+1 zu' [M],

Beweis: Wegen M ¢ Ag und c € [M] folgt die Existenz einer ein-
stelligen Funktion f in [M] mit f(x) = a+bx, wobei a und b un-
gerade sind, Aus r2(x,c1(x),c°(x)) = x+2 € [M] folgt, daB alle
Funktionen des Typs x+2n(n € N, O0¢én<p) zu [M] gehdren, Da a
ungerade ist, existiert eine gerade Zahl derart, daB l

a+2t = 1(mod 2p) gilt, Durch Einsetzen von f(x) in die ent-
sprechende Funktion x+2t erhalten wir somit immer Funktionen
1+bx €[M] mit ungeradem b, Sei h(i)(x) := bx+1, Wegen

R(E+1) (x) = rz(h(i)(x),x,co(x)) = (b+2i)x+1 € [M] far

i »1,ielN ist fiar gewisses j auch h(J)(x)=x+1 eM]. m

Als unmittelbare Folgerung aus den Lemmata 3 - 7 ergibt sich
Lemma 8: Sei M € U, und M ¢ B far beliebiges B e{Aiiisies}

U {As,i]oéiép;l}, Dann gilt [M] = Uy,

Die maximalen Klassen von U, befinden sich also unter den zu
Beginn dieses Abschnittes eingefihrten Mengen, Aus der folgen-
den Tabelle ist zu ersehen, daB diese Klassen paarweise unver-
gleichbar sind (+ steht in der Tabelle fiir das Enthaltensein

der entsprechenden Funktion in der maximalen Klasse von Uy,
- fiur das Nichtenthaltensein),

x+p x+1 (p+1)x px+j px+i  (p+l)x+py (p+1)x+(p+l)y

2
Ay + * + + + - -
Ay + + + + + - + =
A3 + * - + +* + ! - +
A4 + + + - - + - &
Ag - - * * * + + +
Aﬁ,i ¥ - * = + + +
A6,j - + + - + - &
(mit 1 # J).

Damit ergibt sich der
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Satz 1: a) Eine Teilmenge M von U, ist genau dann vollsténdig
in Uy, wenn M £ B fir alle B ¢ {A,|1€145) U {Ag ;|04i4p-1} gilt,

b) AgrAsiAz, A, Ag und Ag,1 fur O<iép-1 sind genau die maxima-

len Klassen von U2‘

2, Die maximalen Klassen der Menge der linearen Permutationen

von P2p

Eine beliebige maximale Untergruppe der Gruppe G (siehe Ein-
leitung) wollen wir in diesem Abschnitt mit Yn bezeichnen, Sei
des weiteren t ein Erzeugendenelement von G, Wie bereits er-

wihnt, existiert fir jedes a€G ein & ¢ Ep mit a = t* mod 2p,
Fir alle geraden a.eEp bildet t% eine Untergruppe von G, die

wir mit U bezeichnen werden, AuBerdem sei
Spp = {f(x) = ax+blank = 1nbe EZp} die Menge der linearen

Permutationen von sz, ferner
= {f(x) = ax + bla EU A beAezp} fur eine beliebige maxi-

male Untergruppe

Em von G}

ALG:={Hx)=ax+bb€GAbe%pAbgmﬁhL

2,u i {f(x) = ax + be S2p | (s €eU=Db gerade)
A(a € G\U=>b ungerade)A b e..Ezp} sowie
A3,i = {f(x) = ax + (a-1)i,f(x) = ax + (a-1)i + p[aEG} far
isEp.'

Folgendes Lemma prift man leicht nach:

Lemma 9: Die Teilmengen Al'gm, A2,G' A2,U' A von S2p sind

3,1
beziiglich x abgeschlossen,
Lemma ;O; Es gilt Spp = [{tx,x+1}]*_

Beweis: Da <t> = G ist, erhalten wir durch Superposition {ber
tx alle Funktionen der Form f(x) = ax mit a € G, Hieraus folgt
unmittelbar [{tx,x+1}]¥ = S,,. M
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Lemma 11: Sei M eine Teilmenge von s2p

Yo Dann existiert zu jedem Erzeugendenelement t von G ein

o € EZp mit tx + o eA[M].

und M & A for alle
1,gm

Beweis: Laut Voraussetzung existiert fir jedes
fy (x) = 8, x + b, € M\ A d. h,, es ist a
=m =m

eine Funktion
£ U, far jede

Ul 'S

,
Yy 2.y

C

maximale Mntergruppe Y, von G, Damit gilt <\j{a }> = G, womit
U —m

tx. + & € [M] folgt, m&

Lemma 12: Sei M eine Teilmenge von S, , M # A fir beliebiges

2p
p-1
A e{Az,G' AZ.U}\J}:{ A3'i und tx + o € [M],

Dann gehért x+1 zu [M],

Beweis: Sei f(x) = tx + o, Mittels f x f x,..%x f erhalten wir
die Funktion n-mal

gerade, falls n gerade,
n
Fo(x) = t'x + B, wobei B

€ Ezp+ falls n ungerade ist,
Sei g(Xx) = ax + b und ge.M'\Az'U. Wir betrachten zwei Falle
fur a:
1, Fall: a €U und b ungerede,

Da f(x) € [M] ist, existiert ein n mit t"a = 1 mod 2p. Wegen
a€U muB n gerade sein, Somit-gilt .

gq(x) = 9(f (x)) = x+8) +b = x+b, € [M] mit ungeradem b,.
1.1: b, N 2p = 1, _ ‘

Als Superposition Uber gy liegt x+1 in [M],

1,2: b1 n2p =p,

Wegen M § A:,“0 gibt es eine Funkt;on hy(x) = cyx + dy mit ¢, €6
und d, £ {0,p].
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1,2,1; c, €U,
Falls d, gerade ist, 188t sich durch 9,(hy(x)) = CyX + d1 +p

eine Funktion mit ungeradem Absolutglied erzeugen, Somit kén-
nen wir uns fir d, auf den Fall dir12p = 1 beschrénken, Analog

dem obigen Verfahren finden wir ein gerades n (wegen c e U)
derart, daB zu [M] eine Funktion g, gehért mit ; ¢
g95(x) := hl(fn(x)) = x + b,, b, ungleich p und ungerade, womit
die Behéuptung aus 1,1 fblgt. '

1,2,2: ¢, £ U,

Aus c, g U folgt c; #1. Danun M g A ist,

’ -1
3,d1(c1-1) mod p

existiert eine Funktion h,(x) = cox + d, in [M] mit c,€ G und

-1 -1
dp # {(cp=1)d,y(cy-1)"", (cp-1)dy (c,-1)" 4 p},
Fir c, betrachten wir folgende Falle:
1.2.2,1: c, £ U, ’
Bs gilt hy(h;(x)) = CyCyXx + cody + dy. Da ¢y und €, nicht zu U
gehéren, muB ihr Produkt aus U sein, Ist 02d1 + d2 #{0,p}, so
kann wegen x+p € [M] o0,B,d,A, c2d1'+ d, als ungerade und un-

gleich p angenommen werden, womit die Behauptung aus 1,1 folgt,
Im folgenden beschrénken wir uns wegen x+p e [M] auf den Fall
cody + d, = 0 mod 2p und betrachten hy(ha(x)) = cyC,%x +cyd, +dy,

‘Nach den obigen Ausfiihrungen bleibt auch hier der Fall
cld2 + d1 = 0 weiter zu untersuchen, Angenommen, es gilt

02d1 + d2 = 0 mod 2p und cld2 + dy = 0 mod 2p..bann ist
dz(cg'l) = dj(cp-1) und (wegen c, # 1)

(1+p)d2 = dl(cé—l)(cl-l)-l.’Fﬁf gerades d, gilt

d, = dl(cz-l)(cl-i)'l, fﬁr ungerades d, haben wir

d, = dl(c2-1)(cl-1)—1 + p. Laut Voraussetzung dirfen diese F&l-
le fﬁr‘d2 nicht auftreten, d. h,, die Annahme ist falsch, womit
entweder czd1 + d2 oder cld2 + di von Null verschieden ist und
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die Behauptung im Fall 1,2,2,1 gilt,

1.,2.2.2% ¢, = 1.
Dann ist h2(x) = X + d2 mit d2 ¢ {0,p}, womit x+1 in [M] liegt,

weil wir uns auf d, M 2p = 1 wegen x+p €[M] beschranken
konnen,

1,2.2.3: c, e U \{1}.
Mit hy(hy(X)) = c4C% + c1d2 + d; erhalten wir eine Funktion,
fur die cy-c, mod 2p nicht aus U und (weil ¢, # 1 mod 2p) auch
ungleich ¢, ist, Fur hy(hy(x)) = cpeqx + c,dy + d, gilt das-
selbe, Wegen x+pe [M] sei auBerdem o,B,d,A,
{°1d2 + d1' °2d1 + dz} < Ep' Angenommen, es gelte

-1 -1
°1d2 + d1 = d1(°2'1)(°1’1) und c2d1 + d2 = d1(°2'1)(°1'1)
pann folgt dy(cy-1) = dy(cp-1).
In 1.2.2.1 haben wir hieraus einen Widerspruch zur Vorausset-
zung- abgeleitet, Damit muB die Annahme falsch sein, es sind
also c,d, + d, und (oder) c,d, + d, ungleich d1(°2'1)(°1‘1)
somit folgt die Behauptung nach 1,2,2,1,

2, Fall: a € Uund b gerade,
viegen M ¥ A2,G liegt eine Funktion p(x) := PyX +‘p2 in M mit
PG und ungeradem p,.

2,1z Py <V

Nach Fall 1 gilt die Behauptung,

2.2: py £ U. .

Mit p(g(x)) = pjax + p,b+p, erhalten wir eine Funktion, fir die

die Behauptung nach Fall 1 folgt, denn P,2 gehdrt zu U und
plb + Py ist ungerade, M

Als unmittelbare Folgerung aus den Lemmata 9 - 12 ergibt sich

Lemma 13: Sei M gSzp und M¢ A fir alle Ae{Al'Hmlgm maximale Un=

tergruppe von G}”{Az',u"‘z.(;}”{As,ilieep}' Dann gilt (M) =S,,.m
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Die maximalen Klassen von 82 befinden sich also unter den
oben aufgefithrten, Man prift nun leicht nach, daB diese Klas=-
sen paarweise unvergleichbar sind, Damit ergibt sich der

Satz 2: a) Eine Teilmenge M von S2p ist genau dann vollsténdig
in SZp bez, %, wenn M & A fir beliebige

Ae{A, |, |Y, maximale Untergruppe von chuia, ur Az 6l
l_'n ’ ’
u{A3'i| ie Ep} gilt,
b) Al.y_m fir alle maximalen Untergruppen Uy von G, A2,U' A2,G

sowie A3 i fur alle i€ Ep sind maximale Untergruppen der Gruppe

(_Szp,x), und es gibt keine weiteren, m

3. Die maximalen Klassen von Up

Zundchst einige Bezeichnungen fir abgeschlossene Teilmengen
von Up (k=2p):

31 = U_nu

p" a2
By := QY [Lll,
By := Upnsn2 und
- n & 1
B, := &;/1{1‘ |38,y 100008, 6 B 31 €{1,2,,..,0}:
n %
f(';c')=aa + aix.i + p.?= a;%y nay £ {O,p}}.
#i ‘
Flir alle maximalen Untergruppen Y, von G definieren wir
BS'!m :=[{rp}uA1'Hmu{f(x)=(a+p)x+blae_gm/\beEzp}]u?p.

Weiter sei
B

6 ° [{rp}qu'Gu{f(x) = (a+p)x + blacGAbeE, A D gerade}
u{g(x) = cx + dld €E,_ Ad geradeAc €{0,p}}] .
2p
By = [{"pEUAz,GU{f(X) = (a+p)x + b+pla eGAbe'Ezp/\b gerade}

”§°1'°3'“"°2p_1$”i9(") =px + d|d éEszd gerade}]
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und fir 1,-€Ep
B = [{rp}uA:,“iu{f(x) = (a+p)x + blaeG.

Ab ef(a-1)i,(a-1)1i+p}}] U Q-

8,1

Lemma 14: Sei M := (Upﬂ Pol(-4i,-i+p) V Qp. Dann gilt M = Bg 4
Beweis: Die Mengen Bg , und M sind offenbar abgeschlossen,
S — ’

Fur den Nachweis von M € BB i prift man leicht mach, daB
rp und die Funktionen aus

Ag g U {f(x) = (a+p)x+blac GA b € {(a=1)1,(a=1)i+p}] die Menge

{-i,-i+p} bewahren, '

Zu zeigen bleibt also noch Bg ; 2 M, Fur beliebiges i ist
{-1,-i+p} eine Nebenklasse der Gruppe (Ezp.+) nach der Unter-
gruppe (4{0,p}+). Damit folgt nach Lemma 1, daB eine Funktion

gn aus M\Qp die folgende Bauart hat:

. n
g(Xx) = ag + al(x1+i) +.p ?L aJ.(xJ+1) mit a € {i-,-i+pj.

Sei g,(x) := g(XseessX). FUF 9 gibt es die Moglichkeiten

gq(x) = (i+x)ay + 1 oder

g, (x) = (ag+p)x + p. + 841 - i,

Man kann sich schnell davon Uberzeugen, daB diese Funktionen
immer zu 88,1 gehoren, womit auch 9"88,1 gezeigt ist,

Ahnlich wie in Lemma 14 kann man sich iiberlegen, daB
B6 = Up"T(0,2,4,...,2p-2) U

B7 = UpnT(l,S,S,...,Zp-i) gilt,
Sei nachfolgend stets te,Ezp,t ungerade und (t)= G,

.
. Lemma 15: Es gilt Up = [{x+1,co,rp,thJ.
Beweis: Offenbar sind die Konstanten Superpositionen iber
[{c ,x+13] Durch tx erhalten wir alle Funktionen der Art ax
mit ungeradem a, a # p und a €Ey . Mittels r (ax x,co(x))
= (a+p)x ergeben sich auch alle Funktionen bx mit geradem béE2p
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viegen rp(co(x),x,co(x)) = px und x +a € [{x+1}] (e E2p) gehd-
ren alle einstelligen Funktionen von sz zum AbschluB von

{x+1,c°,r ,tx}. Superpositionen iber [{co.rp}] sind

p
Lp(xl,xz) 1= rp(xl,xz,co(xl)) = X4 + PXy und
gm('>‘<') t= (Lp x £p Mook Lp)(xi""'xm) = Xy o+ P(Xo +ouo+ xm).
NL—— e
m-1

Sei jetzt " eine beliebige Funktion aus Up. Dann gilt

n _.n
Fr(Xg0eee0Xy) = g (B*aiX5 189X reee @y 9%X4 9035 9% q00ee8X)

= ao +.aixi + p-§§;’ajxj, womit

J#L
f“e[{x+1,c°.rp,tx}] gezeigt ist, W
Lemma 16: Sei M € Uy, M # 8, und M ¥ B,. Dann gehbért rp Zum
AbschluB von M,
Béweis:. tlegen M & B, existiert ein f e[M] mit
f(x) = gt agXy +ee.t @8 X, N 22, a, #0, 85 = 4.0 = 8, =P
und n > 3, falls a, gerade ist,
1, Fall: aln k.= 1,

Dann gehért r_ nach Lemma 2 zu [MI],

P
2, Fall: a; = p.

Sei f'ﬁxl,xé,xs) 1= F(Xg0X30X5,0000%3) =8, +PXy + PXy +a3X, Wit
ag €{0,p}. Wegen M & B, existiert ein ge€[M] mit

g'(xl,xz,xz) := g(xi,xz.xs,...,x3)= bo +b1x1 +b2x2 +béx3,

by # {0.p}. b, = p und by €{0,p}. : '

2.1: b,k = 1,

Die Behauptung folgt wie im Fall 1 aus Lemma 2,
2,2 b1 gerade und b1 # 0, :

Es ist g'(x4.f'(Xg:%:%5),1X3)
a bé + (b1+b251)x1 + b232x2 + (b3+bzaé)x3. Wie man leicht nach-
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prﬂft,'ist b1+ b281 ungerade, ungleich p und teilerfremd zu k,
Damit gilt die Behauptung nach Fall 1,

3, Fall: a, gerade uﬁd a; # 0.

Wir bilden f(x4,X;,X5:X3,000:%, 1)

= a, * (ag+ay)xy * AgX, + BuXg 4 ... + X 4. Nun ist a; ge-

rade, a; # 0, a, = p und daher a,+a, teilerfremd zu k. Somit
folgt die Behauptung wieder nach Fall 1, W

Lemma 17: Sei M € Up’ Fp e[M], M ¥ By und M ¢ B4. Dann gehért

mindestens eine Konstante zu [M],

Beweis: Wegen M & B, existiert ein £" im AbschluB von M mit
fr{x) := Hx“.”x)=ax+b,a€{0@}undbeE@.

1, Fall: a = O,
Dann gehdrt cy, zu [MI,

2, Fall: a = p,
Wegen M ¢ B; existiert ein @™ im AbschluB von M mit
g'(x) := g{X,e0s4%) = 84X + b,, wobei a, gerade und b, € E2p ist,

Wegen f'(g'(x)) = pb:L + b gehdrt ¢ p Zum Abschluf von M, m

pb1+
Lemma 18: Sei M ¢ A fir alle
AelB [ imale uUnt

{ S'EJ Y, maeximale Untergruppe von G}U{BG,B7ju{§8'iJ1 éEp},

r_&[M] und cme[M] fir ein gewisses o€ E2p' Dann gehéren x+1
und tx zu [M], womit auch alle Konstanten von P

2p Funktionen
aus [M] sind,

Beweis:
1, Fall: « gerade,

Zuerst wollen wir zeigen, daB tx-+ § zu [M] gehdrt, Da M?’BS U

L
—Mm
fur alle maximalen Untergruppen Y, von G ist, liegt_eine Funk-

tion fEm in [M]\BS'Emer jede maximale Untergruppe y, von G,

wobei fgm(x) = ame + b, mit a;, ¢ {0,p} gilt, Wegen
=m =m .

rb(f!m(x).x.qd(X)) (agm+p)x + b!m 148t sich agm o,B.d,A, als
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ungerade annehmen, Ist a, aber ungerade, so gehdort es nicht
. Un :

zur betrachteten Untergruppe

Y, von G, Somit gehért f!m nicht

zZu Ay fur jede maximale Untergruppe Y, von G, Nach Lemma 11
'=m

aus Abschnitt 2 folgt dann tx +y e[M].

Wegen M & Bg gehdrt nach Lemma 1 eine Funktion £ zu M\B6 mit

F(CysCyroeesCy) 2= cg und ungeradem B. Somit ist auch

rp(x,cafx),cB(x)) = X + p eine Funktion aus [M], Fur die Funk-

tion fl(x) := f(X,....,X) = ax + b sind die nachfolgenden drei
Félle méglich:

1.1: an2p = 1, .

Weil x+p im AbschluB von M liegt, kénnen wir o0,8,d.A. b als un-
gerade annehmen, Damit gehoért fl(x) nicht zu A, G Wegen

rp(fi(x)_x,qux)) = (a+p)x + be[M] und x+pe [M] ist o,B.d,A.

auBerdem entweder a€ U und b ungerade oder a€ G\U und b gerade,
Somit gehdrt f,(x) auch nicht zu A2,U' Da M & 88'1 fur jedes
iE-Ep ist, gehdrt ein f3,i(x) i= as'ix + b3'i zu [M]\Ba,i mit
az ; & {0,p}. Wir konnen auch hier wegen
rp(fs’i(x),x,qx(x)) = (63’i+p)x + b3,i den Koeffizienten 3z 3
o.B,d,A, als ungerade annehmen, Dann gehoért f3 1(x) nicht zu

A3,i fir alle i aus Ep.

Nach Lemma 12 aus Abschnitt 2 gilt folglich x+1 ¢ [M]. Somit
liegen auch alle Konstanten und tx im AbschluB von M, )

1.2: anzp =2,
Vlegen rp(fl(x),x,qm(x))»= (a+p)x + b folgt die Behauptung aus

Fall 1,1,
1.3: a €{0,pj}.
Wegen M & BB,O liegt ein f2(x) 1= agXx + b2 in [M]\BB,O mit

{aé.bag # {0.p}. Somit folgt fir ein gerades a, die Behauptung

nach Fall 1.2, fur ein ungerades ay nach Fall 1.1,
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2, Fall: « ungerade.
Wegen M & B, gehdrt nach Lemma 1 eine Funktion g" zu

M\B, mit g(Gy .Gyse-+:Cy) #= Cg und geradem B, Damit folgt die

Behauptung aus Fall 1, @ ’
Als unmittelbare Folgerung aus den Lemmata 15 - 18 ergibt sich

Lemmna 19: Set M S U , M $ B, fiur.1¢€{1,2,3,4,6,7}, M ¥ B

P 5.Uq

far alle maximalen Untergruppen U, von G und ﬂ [ 1 58'1 fur alle
ie.Ep. Dann gilt [M] = Up.\

Die maximalen Klassen von U_ befinden sich also unter den zu
Beginn dieses Abschnitts 3 eingefihrten Klassen, Mit Hilfe des
Abschnitts 2 erkennt man leicht, daB diese Klassen paarweise
unvergleichbar sind.

Damit ergibt sich der

Satz_3: a) Eine Teilmenge M von Up ist genau dann vollsténdig,

wenn M § B; fir 1€{1,2,3,4,6,7}, M & By, far alle maximalen
-

Untergruppen U, von G und M & Bs,i fur Jedes.ie.Ep gilt,

b) By fir i €{1,2,3,4,6,7}, Bs'gm fir alle maximalen Untergrup-

pen U. von G sowie 88.; mit ie Ep sind maximale Klassen von Up.
und es gibf'keine weiteren,

4, Die maximalen Klassen von R2p

wir fihren auch in diesem Abschnitt zundchst einige Bezeichnun-
gen fir abgeschlossene Teilklassen von Ry, ein, fir die wir

dann im folgenden zeigen wollen, daB sie die maximalen Klassen
von R2p sind:

Dl } :"QZ U‘[Ll]:
, 7/
D, = QPU[Lll,
D3-Hm 1= QzlJQle[Al'gm] far alle maximalen Uhtergruppen Yu
von G,
D

s = QU VA o]



Dy i= Qzqu u[Az'U] und
Dg,s = QU Q, Y[Az 4] fur 1 eE.
Sei t wie in Abschnitt 2 definiert,

Lemma 20: Es gilt [{(p+;)x1 + (p+1)xy, PXy+ PXy, tX, x*l}J'Rpr
Beweis: Seil fl(xl,xz) - (p+1)x1 + (p+1)x2 und
fz(xl,xz) 1= pXy + pxz.'

Mit £{9) (x) := f,(x,x) = 2x und

-

fii)(x) - fl(fgo)(g),f£1'1)(x)) = 2(}+1)x far i eEp\{q erhalten

wir alle einstelligen Funktionen der Form ax mit geradem a aus

E, . Wegen <{t) = G ergeben sich als Superpositionen Uber tx al-

2
lepFunktionen der Form bx mit bn2p = 1, Weil f,(x,x) = c,(x)
und f,(x,c,(x)) = px gilt, sind alle einstelligen Funktionen
aus sz Superpositionen lber der Menge

{(p+1)x1 + (p+1)x5, PX, + PXy, X+1, tx}.

Eine beliebige Funktion ’

A .
fn(xi....,xn) = a, + ;. a;X;EV,, n & 2, erhédlt man als Super-

5 1
position iber {f1}U sz wie folgt:
f(x) = g(f'(ayxy,85%5,00008, %)), wobel g(x) := x + aa und
f’(xl,.,.,xn) s= (fy % fy weoom F)(Xq00.00%)) i8t. Analoges
gilt fur beliebige Funktionen aus Qp als Superpositionen (ber
1 1
{f5} Uiy, W '

Lemma 21: Sei M € und M § A fir alle A G{DS.QN]QM maximale

Rap
Untergruppe von G}U{D4,05§U{Ds‘i|ie Ep}. Dann gehéren tx und
X+l zu [M].

Beweis: Nach Voraussetzung und den Definitionen der Mengen

Q3'!m' Dy, Dg und Ds.i gehéren zu [M]r132p folgende Funktionen:
1
fi.gm '3 Al.gm far beliebige maximale Untergruppen U, von G,
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1 1 1 . .
f> ¢ As 6’ fz & As.u und f4,i £ Az 4 fur i = 0,1,....,p-1.
Damit folgt die Behauptung nach Abschnitt 2, Lemma 11 und 12.m

Lemma 22: Sei M € R, _, x+1’€ [M], M £ D; und M # D,. Dann gehd-

2p
ren die Funktionen (p+1)x1 + (p+1)x2, Pxy + pxé und die Kon-
stanten zu [M],

Beweis: Sei f, € LMI\D,. Dann ist 0.B.d. A,

fi(xg:%5,%3) = axy + bx, + cx5 + d und O ¢ {a,b}, a,b,c gerade
und d aus EZp' Durch

Fi(xg.Xou%g) = F(Fy(eeefy(Xg:X3:X35)000)0X5,X5)

= (p+l)x, + bx, + c'xg *+ d' und

Fi(xg,X5,%g) := Flxg i Fg(eoefy(XgiXy1X5)00e)iX3)

= (p+l)x, + (p+1)x, + C"Xx3 + d" mit geraden c', c" und d*, d"

aus E, erhalten wir als Superposition iber x+1 eine Funktion

P
der Form f)"(xg,%X5.%3) = (p+1l)xy + (p+1l)x, + c"X3.

Sei f, € [M]\D,. Dann ist o,B.d.A.

fo(Xq.Xp.Xg) 1= PXy + PXy + Xz + m, wobei e ¢{0,p} und m aus

E ist, Mit Hilfe von x+1 erhalten wir als Superpositionen

2p
iber M die Funktionen fé(xl,xz,x3) 1= pXy + pXy, + eXg und
Fa(x,x,f1"(x,x,x)) = ¢, (x), Wegen x+1¢ [M] gehéren damit auch
alle Konstahten zu [M1, AuBerdem gilt

fi"(xl,xz,co(xl)) = (p+1)x4 + (p+1)x, und

fé(xl,xz,co(xl)) = pXy + PXy e[M], m )

Als unmittelbare Folgerung aus den Lemmata 20 - 22 ergibt sich
Lemma 23: Sei M € Ry, und M # A fur alle A €{Dy, Dy, D4, Dg}

U{D3,gm|2m maximale Untergruppe von G}L'{Ds,ili eEp}, Dann
gilt [M] = Rope ]

Man Uberzeugt sich wegen der Aussagen aus Abschnitt 2 leicht
davon, daB diese Klassen paarweise unvergleichbar sind. Damit
ergibt sich
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Satz 4: a) Eine Teilmenge M von R2p ist genau dann vollsténdig
in R2p' wenn M £ A fir alle A 6{01,02,04,05}

uiD3.leHm maximale Untergruppe von G} u{Ds'ili eEp} gilt,

b) 01, 02, ) D D

4 fur alle maximalen Untergruppen

U
’
5 3,U =m

von G sowie Dg for alle i aus Ep sind die maximalen Klassen

von R und es gibt keine weiteren, m

2p'
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32A10
Kurt Walter Tomantschger

Representations for Solutions of Higher Order Partial Differen-
tial Equations

Introduction

In a large number of papers the method for the representation of
solutions of partial differential equations by differentiel
operators was investigated by K, W, Bauer, St, Bergman,

G, Oarboux, M, Kracht, E..Kreyszig, E., Lanckau, E. Peschl end
others, Especially, it was shown that each solution of second
order formally hyperbolic differential equations of a special
nature can be expressed by one holomorphic and one antiholomor-
phic function and their derivations,

Generalisations are possible in the following diractions. First,
one may consider second order differential equations with more
than two independent variables; this wes done by K, W, Bauer,
St, Bergman, E, Lanckau and I. N. Vekua, to name only a few,
Or, one may investigate n-th order differential equations with-
n independent variables. For.n=3 this was outlined by the pre-
sent author in a previous paper /8/. These investigations will
now be continued in some general ceses,

A first example is the differential equation

W(Z 125000 51T ) =0, na2, (1)
1'72 n'z'lzZ”'zn

where the subscripts denote differentiation with respect to zJ.
A solution is of the form '

n
W o ; Fy(2geeonidyracaiZy) ® P(fhieerifple (2)

The fJ are arbitrary holomorphic functions in n-1 variables
(;1 means that zJ does not appeér in fj(zi""'zn))' This means

that any holomorphic function of n variableswhich is the sum of
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holomorphic functions of n-1 variables is a solution of (1),

A generalisation of (1) is the differential equation

(3)

n
W= (z,+..+2_IW(Z,,0..,2_ ) - AW(zZ,,00.2. ), =0
; 1 n 1 n’z,;z5..2, ;;; k] 1 n 21..¢J..zn

where the A, are complex numbers, It will be shown that the so-
lutions are of the form

n s
W=JZEJ(fJ(Zi,oconijl‘..;Zn)) (4)

where the operators EJ are .given in Chapter 1,

In Chapter 2 differential equations of the type

n ‘
W(Z,,000,2.) + B, w(z,,....,2,.) =0 (5)
1 n’zjeeez,, ;g; J 1 n 21...¢J...zn

are considered, where the BJ = BJ(zl,..:,zn) are holomorphic

functions, For a wide class of functions B, the solutions of
(5) can be expressed with the help of an ¢perator F, which is a
generalisation of the previous operator En'

The author is indepted to Univ, Prof, Dr, Ulrich Dieter for his
support, , §

1. Polynomial operator for the differential equation (3)

For 1 £ k € n, n 2 2 let Gy be simply connected domains in the
k-th complex plane, Furthermore, assume that
n
H = Zg * oee. v Z #£#0 in G = Glx p— xGn cC

and that the differential equation (3) has solutions of the
form (4), where the operators Ey (j=1,...,n) are defined as

;é! m
M 1 M M .n 3 i
E.=

eoe B _ .. b m m m
J my=0 §,=6 m =0 JiMgeeesbyrecsPy azll..azkk..Q7§5..32nn

(6)

and applied to arbitrary generating functions fj(él,..,zj...zn)
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in G\G,. It is assumed that the coefficients

J

J mi""‘“J""’” (2100042, ) are holomorphic in G. (Note

y
that bJ depends on zj).
Taking into account that the coefficients of LW = O are com-
plex numbers resp. a function of H we can expect that the co-
efficients of E. depend on H., If we substitute (4) into LW = O
and make comparison of the derivations of arbitrary f. we
obtain the following n ordinary differential equations for our
coefficients
"AJ‘S A (7)
:E: H® o[H bJ’m1'1+e1""Ta’{+£j""mn'1+en] =0,

04 € £1
1£k<n,k#j

S = 81A1+..+6 J+..+£nAn, S=€1+..f;ﬁ+..+£n, D=d/dH,

b =b o,
Jimgreei=diee doeeim T00img L0 My s+1...,1,...mn'

+12m, 220, 1€s€n, s#j, 1€j€n, M

MJ.S s € n“o

J.8
The coeffients bJ can be calculated successively., It yields
finally1

(Ag*m,  -m,  A,-R
Tk
- (-)f (agren)e T — i RN )

b

bJ‘ml"""j"",mn

n F

R = 2 ,(Mj,r'mr)’ AJe c, OémséMJ‘s, 1€s&n, sfj, 14j€n,
r#j

We can show that (7) is identically satisfied by (8).

So it remains to determine MJ K’ j=1,2,..,.,n, E=1....,j,...,n.
For this the differential operators Ej' defined in (6), are re=-

considered. They can be conceived as polynomials in the varia-
bles a/azk, k=1,...,41....,n. Hence, the just determined bJ must

break off,

1 Here (c)° =1, (c)’.l = c(c+l),..(c+n-1), ceC, ne N,
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Let us select

O with Es=1, ms=0 if s=k
m-l+e, = : . k=1,..,8,...n, s#]

Mj,s with €4=0, ms=MJ,s+1 if sk

in (7). The S and § are also determined by the just defined Ege
Furthermore, by using (8), we substitute

b
J:Mj'iloool%!... 'Mj,k—l'O'MJ.k"‘l'... 'MJ,ﬂ

into (7). This gives finally.
A + Mj,k +1=0 (9a)
3 =1.2,0.0.0, k=1,,...8/....0.

- My < (9b)

or

Ay

From these breaking off conditions arises that the AJ must be
integer numbers,

Evidently (%a) yields MJ K = Mg for k = 1,2,....,n,
i=1,2,....Kie0.,n, and A = -Mk-l. k=1,2,,..,n. We replace
Mk-by M.~1. The relation Aj = Mj.k =: Nj' j=1,2,....n,
k=121,2,,..,§,....,n can be found from (9b). -

Finally, with (3), (4)., (6). (8) and the last results we get
the following representation theorem,

Theorem 1: For 1£j4n, n22 let Gj be simply connected domains in
the j-th complex plane, Let fJ(zl,....zj,...,zn) resp.
f;(zl,...,tj..,.,zn) be arbitrary holomorphic functions in G\GJ.
Furthermore, assume that H = Zy+...%z # 0 in

G =6,xCGyx,.. xG c €", Then it holds:

The differential equation

n .
LW = HW +_;_ M.W =0, M, ¢ IN
ZgeerZn 4T I ZgeeeFyeee?y J

resp,
i

n
L w* * - N.W* 0, N, ¢ IN
W= sz1"‘zn ;é; 372400 eByennzy, = 3 o
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possesses solutions of the form

E resp. wW* _;_ E*f*

with
-1
M . n—1-M -T -n+T)! B Mty
E w E gy 1eT J > o
3 m =0 (-4 k=1 m 3 My
1€s4n,84] k#3 %y
resp.
, N (n-1)N,-F .
N (-1) 3 Nyt F-(n-2)N, Tﬂr Nj+Nk°m§ "k
EJ = - . H N . e
m_ =0 M(T-(n 2)NJ+1) k=1 k 3 k
14s4n,s#] k#3 T2y

Here the notations

EZ; (Mk'mk) and T = EE; Kk’ 14j¢n,
k#J k¥
are used, [(x) denotes the Gamma Function,

i

2. A generalisation

In Chapter 1 we introduced the differential operators

E,, 14j4n, n22 defined in (6). Further, we want to geheralise
these polynomial operators, For simplicity we only do this for
J=n. '

Again, Gy, 1¢k<n; n32, are simply connected domains;
n -
G = Glx,.xGnc.c is again our poly deain.

The most general partial differential operator is of the form

My Mn-1 m
m
Fa ... c d,9/8. ) I, n-1
mE;; mE%;;O ml""mn-1( 19/ Zl) '(dn-la/azn-l) *
It is assumed that C |
ml""mn-i(zi""z“) resp.d, (z,) is holo-

morphic in G resp. Gk, dk(zk) should not vanish in Gk’

46



First of all, let us consider the results of Theorem 1, strict-
ly speaking, the coefficients of E . Therefore, we set

+m, +,,+M -

[ AR B | ‘
=C T , n22, eZ )
MyreesMy g4 Myseo M 4 K
where

e€C; ¢

0.0,..,0 70 and T =7(z,,..,2z,) #0 in G,

mi‘-. Imn_l
] j
Now we ask for all differential equations

. n

wzl..zn * ;é; BJ(zl""zn-l) ﬁzl..ijo.zn e (10)
which possess solutions of the form w=Ff, For 14j4n let B, be
holomorphic functions in G. Furthermore, it is assumed that the
generating function f(zl,..,zn_l) is arbitrary holomorphic in
G\G,. B

[

If we substitute w=Ff into (10) and make comparison of the de-
rivations of arbitrary f, we obtain
1 n=1

d &1 c [ 1 3 3
€0 r=1 " My=l48geeesmy -1+ 4 <[ z
3 iy =

iskén-1
n-1, 5
; + ~ £
L1 . 3 a]T"%(”'“r
(=11 319z, """z

_ 32 g (11)
K= {kige=th, Ny = {(4q:00035)/3p€Ku{n}, 3, £, for poal,
i=14 51*---?5n-i' n®2,

= 0,

Defining m, = M +1, 14s4n-1 for (11) it follows immediately
that :

By e (M My e Lt Mn_l)(logT)zn. (12)

3

Using this result equation (11) with m =0, m =M _+1,
r=1,,.,#,..,n-1, s=1,2,,,,n=1, mp#mq_for p#Aq yields
Bg = (Ms+1)(log'z‘)zs - (logTzn)zs. s =1,2,,.,n-1, (13)
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Set m =M_, m.=M_+1, where r=1,..,%,..,n-1, s=1,2,,,,n-1, Qp#mq
for p#q in (11). Hence, we have
T

(MM +, o +M__ )M ©
M+ n=-1""s "Mg,...M 4 Zg

1

= [+ , s=1,,..n=-1,
aslzsj M;""Ms-l'Ms'l'Ms+1""Mn-1

thus determining the function T(z,....z,). We define

d (zg) := 1/8 (zg). Finally, Ts= $1(25) +8r(25) *+ o0 + 8,(2,)e

By (12) and (13) it follows immediately that the coefficients
Bg have necessarily the form

By = =(u#MyteotM 1) §1/(8,+..+8,).
By = (Mg+1) 82/(81+..+%,). s =1,2,.,.,n-1,
Consequently, we can calculate our coefficients by (11), We

Mk co.o.....o
= 1)
10 Mg 1<ksn-~-1 My (H+ My+o.+m

[T [-1,-2....-(M1+..+Mn_1)}. This leads to

obtain Cn

n=1

Theorem 2: a) The differential equation (10)

n
w(zl....zn)zl__zn+§ 83(21""2,-.)""(21"' rzn)zl..#J..zn ==

possesses a solution of the form

M
s n-1 .
pemg+oem
‘"“Zcm veerm T " (”(dk 2))f, maz, (14)
m =0 1 n-1 k=1 azk
l€gen-1

0 # dk(zk) holomorphic in Gy f(z;,...zn_l) arbitrary holomor-

phic in_ G\Gn, c eC, c #¥0, T(zl,..,zn)fo in

MyreosMy o 0,0,..,0
G, Hez if, and only if
B, = '(F+M1+"+Mn-1) 5&/(§1+.,+§n),
Bg = (Mg+1) 8./(84+..+9,), s =1,2,...,n-1,
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where
(1) §(z). k = 1,...,n, holomorphic in Gy -
(ii) &) $3...9.(84+..+§,) # 0 in G,
(1i1) pe{-1,-2,..,-(Mg+..om 1)),

b) The solution (14) of the differential equation
n=-1

¥
, W M 1 .—.J__..__
21"2 jZ (My* )§1 ..+§ 1“7';]"zn

¢

(UM 4, M ) ——— W =
P 1) §ien.d, 10t Zne

can be represented in the form

, M pmy 4, 4m

S n-1 1 n-

TT (" (§3+..+8y) m,
k 1 n

w = :E:: < ) N (7T SR ( I] § az )f,

mg=0 ksl My [MyteetPo g k k

l<s<n-1 .

f(zy....,2,_4) arbitrary holomorphic in G\G.
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Uwe Szyszka

Das Dirichletproblem fur den polyharmonischen Operator in
Cl-Gebieten der Ebene

S. Agmon untersuchte in /1/ das Dirichletproblem fir ellipti-
sche Differentialgleichungen der Ordnung 2m ohne Terme niederer
Ordnung in beschrénkten, einfach-zusammenhédngenden cBogebie-
ten (B >1/2) der Ebene und Randwerten aus ém 1,0 " auf ‘diese
Randwerte kommen wir spédter noch einmal kurz zuruck - und zeig-
te die Moglichkeit der Darstellung der Ldsung als Vielfach-
schichtpotential,

In der Arbeit /2/ von J. Cohen und J. Gosselin wurde diese Pro-
blemstellung fir LP-Randwerte und cl-Gebiete im Falle des bi-
harmonischen Operators untersucht,

Das Hauptziel dieser Arbeit ist, die fir den biharmonischen
Operator von Cohen und Gosselin gewonnenen Ergebnisse (fir den
Laplaceoperator sind die entsprechenden Resultate schon lénger
bekannt) auf den Fall des polyharmonischen Operators auszudeh-
nen,

Definition 1: Ein Gebiet 2 ist ein Cl-Gebiet, falls fir jeden
Punkt Pe 302 ein Kreis B(P.J) mit dem Mittelpunkt P und dem Ra-
dius d und ein Koordinatenéystem x,y des R2 in P so existieren,
daB in Abhéngigkeit von diesem Koordinatensystem

Qne(P.d) = {(x.y): v>d(x), xerYnB(P.d), §eci(R?) und
§(0) = §'(0) = 0 gilt,

Es gilt dann, falls Qer? beschrénkt, einfach-zusammenhéngend
und ein Cl-Gebiet ist: Fur beliebiges £ >0 existiert eine end-
liche Oberdeckung des Randes durch Kreise B(P 6 ),P € 30
(3=1,2,....,n) mit

nma(pJ JJ) = {(x.y): y>§J(x)}nB(P 6) QJec (rRYY, §J(0)

= QJ(O) = 0 und "§J"°q £ g,
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Definition 2: Eine Funktion f, die auf dem Rand 3} definiert
ist, gehdrt zum Raum Lg(afl). falls fir jede obige Oberdeckung
des Randes und fir jede zugehdrige Zerlegung der Einheit

{iy}jog die Funkesonen ‘§if i= yy(x,§5(x)) f(x.85(x)) etne
Distributionenableitung besitzt, die in Lp(Rl) liegt,

wir definieren folgende Norm in Lg(afl);

1 n
i
d- ~ %

b, = 2 2 ISzl :

Pel =5 =T axt 1 LP(rY)’
Mittels dieser beiden Definitionen kénnen wir unser Ergebnis im
folgenden Satz zusammenfassen,
Satz: Sei 1<p<oo und {2ein einfach-zusammenhingendes be-

schranktes Cl-Gebiet, AuBerdem sei g = (913 e BP(30)

)O£i+Jém-1
= {é: 954 ¢ LE(GSI) far Oéi"'Jﬁm-Z..giJ €/Lp(afl) far i+j=m-1 und

gg- = 9441,3 -g-’-s‘- + 95,441 g% fir 0<i+j<m-2},
Dann existiert eine Funktion u mit
A™ u=01in 0
und 4(x) := (o ﬁ)0‘1+34m_ (X)—>g(P) f. U, fur X—>P nicht-tan-

gential, komponentenweise, Die Funktion u kann als vielfach-
schichtpotential dargestellt werden,

Die Bezeichnung "nicht-tangential" heiBt, daB die Anndherung an
den Rend, wie bei LP-Randwerten Ublich, innerhalb gewisser
“Kegel", die Uber dem Rand definiert sind, erfolgt,

Die Idee der Arbeit mit vertr#églichen Randwerten geht auf

S. Agmon zuriick. Agmon untersuchte dabei in der Arbeit /1/ hél-
derstetige Randwerte f J€.C o (8Q1) bzw, C (BSIL und entspre-
chend ist auch der Raum bm_llm(afl) definiert., Die Idee der De-

finition des Vielfachschichtpotentials ergibt sich aus der

Greenschen Formel, die man durch partielle Integration der Bi-
linearform
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B"[u,v] = (-1)" 1{ (8,+13_)"u « (8,-18_)™v dx dy
(u,veC (RT))

erhalt,

Ersetzen wir nun die Funktionen a;aiu durch unsere Dichtefunk-

tionen fij und die Funktion v durch die Fundamentalldsung des

pPolyharmonischen Operators, so erhalten wir - es wurden zuerst
die Ableitungen nach x und danach die partiellen Ableitungen
nach y von u auf v Gbertragen - das Vielfachschichtpotential,
Es hat dann folgendes Aussehen:

(VF)(x) = fA';’[?(Q).F“'(x-m] dy(Q) + Aj [F(2) . F"(x-0)] dx(Q)
18]

mit den Bilinearformen
A7 [F(Q) . F™(x-Q)]

M=l m=l-y

T2 2 D, L) re{-1) FM(aF a2

Y=0 F=°
- (@)Y £ (x-q)
und
A3 [F(Q) . F"(x-0)]

m-1

- ; (-1 o0 Re{Mm-r(ag,as) ﬁ"‘(ag,as)} F™(x-Q),
mit MU(E.) = (§-ip”

m-i
Mm'i(g,r!) - WZO (3)(_1)m vgvvm-i- ]

wobei F™(x-Q) die Fundamentalldsung von A" mit dem Pol X und
dem variablen Punkt Q ist, Eine mégliche Darstellung der Funda-
Mentallésung, wie sie von S, Agmon angegeben wurde, ist die
Schreibweise als Integral in der komplexen Ebene. Es ist

j[(X-E)+(v 0122 1log [(x-5)+<y-n);1 }

F =i =
-0 Re { (2m-2)1 (g +1)
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wobei X = (x,y),Q = (f.,n) und y eine rektifizierbare, einfach-
zusammenhéngende Kurve in der oberen Halbebene ist, die den
Punkt i im Innern enthédlt,

Nach diesen umfangreichen Vorbétrachtungen sei einiges zum Be-
weis des obigen Satzes gesagt. Der Beweis folgt in groben Zu-
gen dem von Cohen und Gosselin in /2/, Wir zeigen zuerst, daB

1im u(X) = (I+H)F(P) f. 4. ist. (1)
X€N,X>Pedd

wWiederum erfolgt der Grenzubergang nicht-tangential., H ist ein

kompékter Operator von Bp(afl) in Bp(a()). Die Gleichung (1)
ist so zu verstehen, daB fiar O£i+j<€m-1 gilt:

Lim (o' IVE)(x) = (Fy 4H, F)(P) f. G, und
X€EL,X>P e dn J

H BP(30)— L5(30) kompakt, Osi+jsm-2

ijt
BP (80 )—LP(3Q) kompakt, i+j<m-1,

Dabei entstehen die Operatoren Hy , falls wir in Di'Jvf(x) for-
mal den Ubergang von Xef(l nach P& 80 vollziehen (0<£i+j<m-2),
Im Fall i+j=m-1 sind es Linearkombinationen dieser Operatoren,
Die Integrale Hij% existieren dabei im Sinne des Cauchyschen
Hauptwerts, Bei der Untersuchung dieser Operatoren ist natir-
lich stets lokal zu arbeiten,

Beim Beweis der Aussage (1) spielen die Untersuchungen von ge-
wissen Maximaloperatoren eine zentrale Rolle, Insofern ist auch
das folgende Lemma fir diesen Beweis von zeritraler Bedeutung.

Lemma :

sei Uj(a,f)(x) =sup lew £(y) R(B4(x.y)28x(x.)) ——(i'-;l
Y <

ait [K.y) = j a(t) (é(v) i(t) "

- 8, ()-8, (v) ~
by(x.y) = S t = 1.2, actPRY), feL9rY), (p.q>1),

8,818, < CoR) L 18 oo+ 31 Meo - 118300 < Mo
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R(F.n) sei analytisch in Ez-rqz £ 2m§, und es sei
R(E,q) = R(-f,-q). Dann gilt:
Iu"ta.6)l. < clell, Iflg 1/p+1/q = 1/r.

Dieser Satz wurde in der Diplomarbdit /4/ bewiesen, Er stellt
far den eindimensionalen Fall eine Erweiterung des Satzes 4 in
/3/ dar, Dort wurden Aussagen fir Integraloperatoren mit einem

y .
Faktor der Gestalt t"(x, ) = a(t) dt gemacht, Natirlich ist

dieses Lemma.in dieser Form sehr auf unser Problem zugeschnit-
ten, ‘Es wurden in der Arbeit 'keine Versuche gemacht, hier eine
umfassendere Aussage zu formulieren, Wir bemerken aber an die-
ser Stelle,‘daB fir den Fall Rs1l, a=1 und m=n=0 die oben unter-
" suchten Operatoren die Riesz-Transformationen sind, die ausgie-
big in der Literatur untersucht sind,

Wir kommen nun auf unsere in (1) gemachte Aussage zuriick und
haben insbesondere, daB (I+H) Fredholmoperator ist und auBer-
dem unser Dirichletproblem auf folgende Integralgleichung zu-

rickgefithrt werden kann (exakt handelt es sich natirlich um ein \
System von Integralgleichungen):
(I+H)F = g. (2)

Um nun zu zeigen, daB die Lésung unseres Dirichletproblems
Stets als Vielfachschichtpotentisl darstellbar ist, ist zu zei-
gen, daB obige Integralgleichung stets aufldsbar ist, Nach ei-
nem Fredholmschen Satz genigt es zu zeigen, daB fir beliebige

6eKer(I+H*) stets 6e(Bp)* gilt, (3)
Es ist klar, daB

Z(m+1)

(Bp)* = Lq(afl) /(BP)L der Dualraum ist (1/p+1/q=1) mit

o m-1 ' . 4
0,f)y = 1%;0 ,a{zg.iJ(Q) f14(Q) ds(0) fur 6 € (8°)* und e8P (30),

Zum Beweis der Aussage (3) fihren wir ein Potential W uber

‘(Bp)* ein, Es ist

W(x) = = [ o,.(p) (021)P E™(x-p) ds(P)."
o£i+j€m-1 3Q 1
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Man kann zeigen, daB W uber (BP)* eindeutig definiert ist und

daB fir beliebige © € Ker(I+H*) und f ec™(2)n c™ ()
(8., (~-I+H) > = Re 17 M™(f) M™(w) dx dy = O gilt, Dabei ist f die
Q

Einschrénkung der partiellen Ableitungen ol'df auf den Rand a0
(0Ofi+jém-1), Aus diesem Ergebnis erhé@lt man sofort die Aussage
(3), da die Menge {f: fec™a)nc™ (@)} dicht in BP(8Q) ist.

Bemerkung: Diese Arbeit faBt die Ergebnisse der Diplomarbeit
/4/ des Autors zusammen, und war in dieser Form Inhalt eines
Vortrages auf der "Conference on Analytical and Numerical
Treatment of Differential and Integral Equations”, die vom 29,
September bis 3, Oktober 1986 in Frankfurt/Oder stattfand,
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Ein Stabilitatsbegriff fur Faltungsgleichungen

0. Einleitung

Gegenstand der vorliégenden Arbeit ist eine Aussage uber die
Stabilitdt von abgeschlossenen Mengen unter Verwendung allge-
meiner Kerne K, Von Deny /1/ wurden ausgehend von diesen Kernen
K Raume % von Distributionen endlicher Energie definiert. Deny
hat gezeigt, daB der Raum use von Distributionen endéicher
Energie mit Tréger in der abgeschlossenen Menge Ec R ein voll-
standiger Teilraum von &Y ist, Hier wird die Frage aufgeworfen,
unter welchen Bedingungen an die Menge E die Distributionen aus
be im Raum ¥ durch Distributionen approximiert werden kénnen,
deren Triger in einer Teilmenge von E enthalten ist. Abgeschlos-
sene Mengen, fir die das méglich ist, heiBen stabil, Wir kénnen
zeigen, daB Mengen, die die Segmenteigenschaft besitzen, stabil
sind, Es ist bisher nicht gelungen, ein notwendiges und hinrei-
chendes Kriterium der‘Stabilitét, wie sie von Hedberg /2/, Pol-
king /4/ und anderen fiir spezielle Kerne mittels des Kapazité&ts-
begriffes formuliert und bewiesen wurden, zu finden.

Im ersten Abschnitt werden wesentliche Bezeichnungen und Be-
griffe bereitgestellt, wahrend der zweite Abschnitt die Stabi-
litdtsaussage enthalt. Im dritten Abschnitt werden Anwendungs-
méglichkeiten auf Faltungsgleichungen angedeutet.

1. Bezeichnungen und Begriffe

Wir betrachten iber dem euklidischen Raum Rd (d*1) den Raum
der unendlich oft differenzierbaren, schnell fallenden Funktio-
nen und den Raum Y' der temperierten Distributionen mit den ib-
lichen Topologien, Die Anwendung der Distribution T auf die
Funktion @ e ¥ wird durch (T,®) bezeichnet. Die Funktionen
Seien komplexwertig, die R&ume linear Uber dem Kérper der kom-
Plexen Zahlen. Die Fouriertransformation einer Lebesgue-inte-
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grierbaren Funktion f wird durch

Fe) = J o 2T %Ve(yyay
Rd

und die Fouriertransformierte einer temperierten Distribution T
durch
FT, @) = (T.FQ) (PpeX)
erklart, Grundlegend fir die weiteren Betrachtungen ist eine
Distribution K € ¥, der Kern. Von dieser Distribution wird
vorausgesetzt, daB sie den folgenden Bedingungen geniigt
(vgl, /1/):
(A,) Die Fouriertransformierte FK =% von K ist eine positive
Funktion, d. h, eine Lebesgue~fast-iberall erkliarte, lo-
kal lntegrlerbare Funktion mit Tréger im gesamten Raum R
(supp X = RY),

(Ay) Es gibt eine positive ganze zahl m, so daB die Integrale

_]_x;ii%_. ] ———-2— dx endlich sind.

d (1+r%) X (x)(1+r7)

Dabei ist r2 = ; x? der Abstand des Punktes

s

= (xl,....xd) zum Ursprung.
I
Von Deny /1/ stammt die folgende
Definition: Eine temperierte Distribution T heiBt von endlicher

Energie, wenn ihre Fouriertransformierte FT = 7 eine Funktion
ist, die der Ungleichung

Tl = (éi(x)l:r(x)'lz dx) < o ' ' (1.1)
R

geniigt, Die reelle Zahl [IT|l heiBt Energie von T, Den Raum der
Distributionen endlicher Energie bezeichnen wir mit 1.

Im Gegensatz zu Deny /1/‘ben6tigen wir eine zus&tzliche Voraus-
setzung an den Kern K € Y":
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(A3) Fir alle unendlich oft differenzierbaren Funktionen ¢ mit

i/ kompaktem Trager (pe Cgo(Rd)) gilt ¢T e W fir alle Te.

Die Bedingung (A3) ist erfallt, wenn alle QJech(Rd) Fourier-

multiplikatoren fur Funktionen darstellen, die mit dem Gewicht
X quadratisch integrierbar sind. Handelt es sich bei dem Kern
K € Y um spezielle Differentialoperatoren (z. B. den biharmoni-
schen Operator), so l&Bt sich diese Bedingung leicht nachpri-
fen, Dem Autor sind Kriterien fir andere Kerne nur in Spezial-
fédllen bekannt (vgl, Sawyer /5/, Kurtz /3/),

Einen Beweis der folgendeﬁ Aussage findet man bei Deny /1/.

Satz: 1, Eine DisFribution Tew mit kompaktem Tréger ist genau
dann identisch Null, wenn ihre Energie Null ist,

2, Der Raum ¥ der Distributionen endlicher Energie ist
vollsténdig in der Norm (1.1),

3. Aus der Konvergenz von (T,) gegen T in der Norm (1.1)
folgt die Konvergenz von (T,) gegen T im Raum J'.

4, Der Raum Zdé der Distributionen endlicher Energie mit
Trager in der abgeschlossenen Menge Ec Rd ist voll-
standig,

Eine abgeschlossene Menge E ¢ rY nennen wir normal, wenn der
Rand von E mit dem Rand des Innern von E Ubereinstimmt:

8E = 3(int (E)). Im folgenden nehmen wir die abgeschlossenen
Mengen E stets als normal an,

Wir betrachten zwei Folgen (E{!)) und (E{?)) (n1) abgeschlos-
Sener Mengen mit den Eigenschaften

(1), Ecell)cintEl?) (n21),

(11); €= ) e8P,

na1 , \
(1), E® e ane(el?)) c 62) c int(e)  (n21),

(11)% int(g) = U E'(]2).
n21

59



Anhand dieser Mengenfolgen definieren wir zwei abgeschlossene
Teilraume “@(1) und ué(z) des Raumes W/:

und u2(2) = &J ﬂ}(z) , wobei die Ab-

e -
nx1 En

u = w
(1) 7 naa Egl)

schlieBung im Raum ! gebildet wird, Es gilt dann der

Hilfssatz: u;(z) (o ﬂfE = uz(l).

Darauf baut der Begriff der Stabilitdt auf, den wir wie folgt
erkléren:

Definition: Die abgeschlossene Menge E heiBt stabil beziiglich K
(oder kurz stabil), wenn ¥ (2) = W gilt,
E

2. Ergebnis

Satz: Besitzt die abgeschlossene Menge E = Rd\K2 = Q° einen
kompakten Rand und geniigt sie der Segmenteigenschaft, d. h,,
gibt es fir alle Punkte a ¢ OE eine Umgebung U = U(a) sowie ei-
nen von Null verschiedenen Vektor b = b(a) derart, daB

x + the2 (O<t<1) fur alle x e 53 nU gilt, so ist die Menge
E fir alle Kerne K stabil,

Beweis: Wir zeigen, daB jede Distribution T éZﬁ% durch Distri-
butionen aus WY (2) approximiert werden kann., Wegen der Kom-
E

paktheit des Randes OE kann man eine endliche Uberdeckung durch
- - od, =
of fene Kugeln Brj(xj) = {xe.R .[x-xj1< rJ} und dazugehdrige

Vektoren b, # O so finden, daB

J
1, fur B, (XJ)' bJ die Segmenteigenschaft erfillt ist und
J

2, 0E C UB;_' (xJ) gilt,

Zu dieser Uberdeckung wéhlen wir eine Zerlegung der Einheit

(993) c C? (Rd) mit Kj = supp g;JcBrJ(xJ) und quj(x) a1
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auf der Menge \,/Br (xj). Nach Voraussetzung gilt dann

2
@jT e Uy fur alle Te W, Fur vorgegebenes T € W haben wir

T= (T-2_ PyT) + > PyT = Ty > Tye Dabei ist der erste
Summand TO der rechten Seite eine Distribution aus Ly
E

j eldé durch Distributionen

Sj ¢ (0<t<1) aus uJ(z) approximiert werden kann, Ohne Be-
' E

(2)° Wir

Zeigen nun, daR jede Distribution T

schrinkung der Allgemeinheit kénnen wir |T.|> O annchmen, Die

Distributionen S, werden wie folgt erklédrt:

J.t
<8y 0 PO)Y = (Ty(x), Plx = thy)). \
Dann gilt
ZWitbjx J’ 2ﬂ1tbjx
(1) FSy, ¢(X) = FTy(x)e = Tj(x)e und
(ii) supp Sj ¢ € int(€) fir hinreichend kleines t >0, also
< € &
®0t = ¥ny

Die Aussage (i) 1laBt sich durch eine einfache Rechnung Uberpri-
fen, Zum Beweis von (ii) sei e Cgo((KJn E)c). Dann gilt

0 = <Tj,yu>= <Sj't(x), P (x + tbj)> = <sj't, P> mit

W(x) = @(x = tbj). Fir x e an E gilt sodann (x) = 0, also
haben wir @(x) = 0 fur alle x e(an E) -th = {‘y-tb:j :yeKJ.f\E}.

Es sei 1 >tj> 0 so gewdhlt, daB (KJA E) - th.c:Br (xj) fir alle
: J

O<t < t gilt, Dann besteht die Inklusion (KynE) - tbjc int(€),

Wirde namlich x e fin[(KJ/\E) -tbj] gelten, so bedeutet das

einerseits x = y - tby far ein yei<Jn E = K4\ 2 und anderer-

Seits x e {1 N B. (xJ). Daraus folgt wegen der Segmenteigen-
J

Schaft x + tbj =y €& und somit ein Widerspruch,

Ist nun £ >0 vorgegeben, so bleibt Hsj - Tj|‘< & fir geni-

d

"

gend kleines O <t < tj zu zeigen, Fir meBbare Mengen McR~ gilt
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X > ZTithx 2
]fﬁ(x)]FTj(x)Lstyt(x)] dx =}2%(x)[53(x)«33(x)e | “dx
M M

27itb x
= f;z(/.(x)m‘j(x)pzlz.—e 24x <4 jyc(x)mj(x)]zdx.
M M

Daraus folgt die Existenz einer positiven Zahl R derart, daB

fir alle O<t <1, b16 Rdvdie Ungleichung

2%itb x 2
f R(x)l'fj(x)[zil - e 312dx < & erfullt ist.
Cc
B
R

Fir festes j kénnen wir eine positive Zahl tgl) £ ty 0 finden,

daB fur alle O0<t <t§1) und alle xeB, die Beziehung

2Titb.x 2 ’ ’
1 - e 3 IZ < __é__z
\ZUTJH
besteht. Wir erhalten dann
2Titbh  x ’~
- 2 _ 9 214 . 372
Is, ¢ = Tyl F{d“("’“d"‘” - | 2ax
27itb . x
- sz(x)wj(x)lzu A
CBg
' 2Titb, x . 2 2
e frlgelPl - e I faxe G i o g2
Br
¢

und damit die Behauptung.

3, Anwendung.auf Faltungsgleichungen

’
\

Uber die Beziehung 4 = X-J fir T e ¥ fihrt Deny /1/ das Poten-
tial einer Distribution T endlicher Energis ein: u=u'= U;:K*TB
Dariber hinaus wird in /1/ fiar zwei Distributionen endlicher
Energie T,,T, das Skalarprodukt wie folgt erklart:

(Ty:Tp) = [ H(x) Ty (x)Fp(x) dx,
d
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Es gelten die lblichen Beziehungen (T1,T2) = ZTZ,le,
; 2 2 2 2
(T1-T1) = [Tyl ATy +#Toll7 = 1 T4 1™ + IT,0" + 2 Re (T4.T,) so-

wie die Schwarzsche Ungleichung [(T,.T,)l € T | I Toll. Dariber

hinaus besteht im Fall T, = Qe Cgo(Rd) die Gleichung

5
(Tl'TZ) =<{u 1,25}. Mit anderen Worten: Die Potentiale bilden

im gewissen Sinne den Dualraum zu -,
Die Projektion von T € LY auf -den abgeschlossenen Teilraum ZJE

bezeichnen wir mit T' (manchmal auch mit Té). Es gelten dann
die Beziehungen [[T-T'l| = inf{lls— T|: s e wE},
(T-T7',8) = 0 fir alle S eZJE und (T',8)=(T,S')= (T',8') fur

alle T,5 € w, Uber die Potentiale gilt die folgende Aussage
(Deny /1/).

Satz: Im Innern int(E) der abgeschlossenen Menge E c Rd sind

T

die Potentiale U und UTi identisch,

Die Inverse J = 7%-ist nach Voraussetzung die Fouriertransfor-
mierte einer Distribution D € ¥', und man kann DxK = d schrei- .
ben (Deny /1/). Fir das Potential U = K% T einer Distribution T
endlicher Energie kann dann J = D * U geschrieben werden, Mit
anderen Worten: T ist das D-Potential einer Distribution U,

Es gilt weiter nTnK = "U"D‘

)

Daraus folgt (vgl. /1/): Konvergiert (T,) in der Norm bezﬁglich

T
K gegen T, so konvergiert (U n) in der Norm beziglich D gegen

T
UT. und (U n) konvergiert gegen UT in /' (wegen Punkt 3 des
Satzes aus Abschnitt 1),

Wir betrachten den Raum ¥ der Potentiale U = K% T .von Distri-
butionen endlicher Energie mit der Norm bezﬁglich.D und darin
das folgende Problem: Gegeben ist eine (nichtleere) abgeschlos-
Sene Menge E cR und eine Distribution U € {?. Gesucht ist eine
Distribution R € ¥ derart, daB U = R in int(E) und D*R = O in
3 gilt,
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Dieses Problem steht in gewissem Zusammenhang mit dem feinen
Dirichlet-Problem (vgl, Schulze/Wildenhain /6/). Eine Lésung
ist unmittelbar durch die Projektion gegeben: Fir U = K% T lést

R = K *TE' das Problem,

Der Begriff der Stabilitdt besagt nun, daB Ldsungen des Pro-

blems D¥R = O fir die Menge E durch Ldsungen des Problems

D% R = 0 in einer Umgebung von E in der Norm beziiglich D appro-
ximiert werden kénnen.
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Uber die Losbarkeit und die Regularitat der Lésungen ellipti-
scher Randwertaufgaben in Gebieten mit Kanten in gewichteten
Sobolevraumen von beliebiger ganzzahliger Ordnung

Einleitung

Es sei G ein beschranktes Gebiet im R" (n23) mit stickweise

glattem Rand 8G = rau M, wobei M eine (n-2)-dimensionale
J=1

glatte Untermannigfaltigkeit von 8G und r},(J=1.....T) glatte

zusammenhéangende (n-1)-dimensionale Untermannigfaltigkeiten
sind, Dabei wird vorausgesetzt, daB G in einer Umgebung eines
Jeden Punktes £ € M dif feomorph zu einem zweiflichigen Winkel

Dg = {x=(y.2)€ RM oy = (Y1.¥2) €Kgr 2= (2q.0ueiz,0) € R"'z}

; 2 2, 2,172
mit Ke = {y = (y1:v2) €R® : O<r = (yI+y3) /

(w ist der polare Winkel in der (y4.Yp)~-Ebene) ist,

<00, lwi<g W, (2}

In G betrachten wir die Randwertaufgabe

Lu = L(x,D)u = E ,(x) D*u = f in G, (1)
1o <£2m

B3y = 8{N(x,00u = > b{I)(x) 0% = o{I) aur T, (2)
lottZ£m o J
jk
(k=1,,,,,m; j=1,,...T), wobei L elliptisch in G ist und die
Randoperatoren ng),....ng) for Jj=1,...,T normale Systeme
bilden, die L auf [

J
werden der Einfachheit halber als beliebig oft differenzierbar

Vorausgesetzt,

Uberdecken. Die Koeffizienten a  und bé?&

In /5/ wurde eine Fredholmtheorie fir Randwertaufgaben der Ge-
Stalt (1), (2) in der Klasse der gewichteten Sobolevriume

1 =
Vp'B(G) entwickelt, die als Vervollstandigung von CgJ(G\M) bez,
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der Norm'

e ST PB(2)-1H) | oy B gy /P s
2 e (Gfg r 10%|P dx) (3)

definiert sind., Hier ist 1 eine nichtnegative ganze Zahl,
1<p<oo,r=4dist(x,M), z der zu x néchste Punkt auf M und B
eine beliebig oft differenzierbare reellwertige Funktion suf M,

:_g/p(fH) (121) bezeichnet wie iblich den Reum der Spuren von

Funktionen aus v: g(G) auf Fj mit der Norm

1
a5 4 = inf {IIVII J1 : VEVD o(G), VIp = u}. (4)
'vp,B/p(Pj) P B(G) | P, 3 '
Dariber hineus wurden in /5/ Regularitdtssussagen fur die L6~

sung uevl+2‘m(c) der Aufgabe (1), (2) bewisesen, Derartige Aus-

sagen sind fir Gleichungen 2, Ordnung z, B, such in /2/, /3/,
/8/ erhalten worden,

Die vorliegende Arbeit stellt eine Verallgemeinerung der Ergeb-
.nisse aus /5/ auf den Fall der, daB 1 beliebig'ganzzahlig ist,
Die Beweise einiger Hilfsaussagen werden hier z., T. nur ange-
deutet, Ausfihrlich sind alle Beweise im Fall p=2 in /7/ darge-
stellt, Entscheidend ist hierbei die Untersuchung elliptischer
-'Randwertaufgaben in einem zweifldchigen Winkel. Von dort lé&8t
sich beispielsweise die Fredholmeigenschaft mittels der Kon-
struktion eines Regularisators aus lokalen Regulerisatoren
(vgl., z, B. /9/) leicht suf die Randwertaufgabe (1), (2) Uber-
tragen, '

1, Funktionenréume im zweiflichigen Winkel

‘D e KXRT? o {x-(y z)er" 2 y=(yy.Yp)eK, z-(zi,....z" 2) € R"'z}
wLR A {y=(y,. Y2)€R2 0 <r=ly| <oo.lw|<2- o.)o} (w ist der po-
lare Winkel in der y-Ebene) sei ein z-alfléchigar Winkel im R
mit den Seitenflichen

rt -g‘th"'z = {3=,(y,z)£ R":yey1 :a{yzw-"éu{o},zeRn'z} und

der Kante M = Par. Fir den Innenwinkel w, von D gelte
0 < W, < 2,
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Analog zu (3), (4) seien Vp B(D) (120) die Vervollsténdigung
von C°° (D\M) bez. der Norm

o (fz;r““”*“MWMwﬂdeuﬁ”
lB() bigRL - :

und Vé'é/P(pi) (121) der Raum der Spuren von Funktionen aus

V; g(D) auf "%, Hierbei ist B entweder eine glatte reellwertige
Funktion oder eine reelle Konstante, Fir 1< O werde v;' g(D) als

Vervollstiéndigung von C°° (G\M) bez, der Norm
i

Nty = sup (w.v)g ivITY
Vg 5(0) Y 1_3( D)

und v‘])"g/p(f‘t) als Vervollsténdigung von cgo({"t) bez, der Norm

’

Huy 4. = supl(u Vg | IVl 27010
Vg‘é/P(r't) f”"l ql 1 1/‘1({- )

(%+%=1,(u,v)o = Dfu'\?dx,: (u,v)r,! = [‘ji uvde) definiert, wobei

das Sup;'enun uber slle Funktionen ve v;l_B(D) bzw,

ch;l:é-l/q(r.g). v # 0, gebildet wird,
In Anlehnung an /6/ (s, auch /10/) definieren wir den Raum
V;‘ g(D) fur beliebiges genzzahliges 1 ale Vervollsténdigung von
. ) .
C? (B\M) bbz, der Norm
‘ 2m-1

0 _8%uy
vl = Jui TRL 1-k- i (5)
vt > 8(0) vi 0.8(0) E.; 5 ﬂavt “v:'g /01t
£- ist hierbei die Ableitung in der Richtung der AuBennormalen
+ ;
zu %,

Inm weiteren seien Cvecm (D) reellwertige Funktionen, die nur

von r =|y| abhéingen, mit supp gvc {x &b: 21)-1(5 <2v*1},

\
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+00

vE—-oo €,= 1 und ID‘;';V|<CO‘2'W°“, wobei c, unabhéngig von V ist.

Das folgende Lemma wurde in /5/ fir 120 bzw., 11 bewiesen,
158t sich aber auch auf den Fall 140 Ubertragen (s. /7/).

Lemma 1.,1: Die Normen || .

Vp.8(0)
liebiges ganzzahligeé 1, pe(1,00) und B €R &quivalent zu den
Normen

full

und ||| 1-1/p, pt sind fur be-
Vpls (r )‘

(:E:: h;vunp )1/p bzw,

p=~00 g(D)

+00
P 1/p
A Lo

Entsprechend gilt (s. /7/)

Lemma 1,2: Die Norm H“~1 ist fur beliebiges ganzzahliges
p B
1, pe(l,00) und BER &dquivalent zur Norm

Tl = <Z\lcv wgy MR

Vp,8(P)

v6llig analog zu /6/ (s. auch /10/) léBt sich das folgende -
Lemma beweisen (/7/).

Lemma 1.3: Es sei L ein homogener Operator der Ordnung k<2m mit
konstanten Koeffizienten und B ein homogener Randoperator auf
[* oder I'” der Ordnung.® £2m-1 mit konstanten Koeffizienten.
Dann gelten fir beliebiges ganzzahliges 1, p &€ (1,00) und B €R
die Abschatzungen

el a- e o ||~ o 1BY)l 1 e £ cull,
; Ko ) 1 B(D) I "V:.ée 1/p(rg) I “vé.e(o)

fur alle u eco (ﬁ\M), wobei die Konstante ¢ unabhéngig vonuist.

Mit Hilfe von Lemma 1.3 lassen sich L und B als stetige Abbil-

1-

ol L ol-k =
dungen von Vp,B(D) in Vp,B(D) bzw, vp,; 1/P(pt) definieren.
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Ist namlich ue:Vl B(D) gegeben, dann kann man eine Folge

fute cS® (BA\M) mit [u- upll. 1 —»0 wahlen, Nach Lemma 1,3 kon-
g (D)

vergieren die Folgen {Lun und {Bun} in Vl

p.B (D) bzw,

V;-ge-i/p(rz)' und man kann

Lu := lim Lu,, Bu := lim Bu
n— oo n— oo
Setzen, Die Grenzwerte sind offenbar unabhéngig von der ausge-

wéhlten Folge {u,}.

Bemerkung 1.1: Die Voraussetzung in Lemma 1.3, daR L und B ho-
Mmogene Operatoren mit konstanten Koeffizienten sind, ist nur
dann wesentlich, wenn wir zulassen, daB der Tréger von u unbe-
Schrankt ist, In dem Fall, daB-der Tréger von u in einer vor-
gegebenen beschrankten Menge enthalten ist, kann diese Voraus-
Setzung weggelassen werden,

Das folgende Lemma ist in /5/ fir den Fall 120 bewiesen worden,

- \
Lemma 1,4: Ns und NJ seien homogene Randoperatoren mit konstan-

ten Koeffizienten der Ordnung j (j=0.,1,....2m-1), die auf rt
bzw, "™ normale Systeme bilden. Dann existiert zu beliebig vor-

gegebenen Funktionen gJ eV J 1/p(r ) (i=0,1,...,2m=-1; 1 ganz-

+
Zahlig, p €(1,00), BeR) eine Funktlon u ev; g{D) mit N?u = 95
auf ¥, pie Abbildung {g;,...,g;m_1,g;....,gém_i}—au ist dabei

Stetig in den angegebenen Ré&umen,
Beweis: Wegen der Dichtheit von Cg°(ri) in V;Tg'l/p(rt) geniigt

+
s, die Behauptung fur Funktionen 93 ecg’(rt) zu zeigen,
Es seien Ly die vor Lemma 1,1 definierten Funktionen, Setzt

man g, (x) =~§v(2vx), g?v(x) = gt(zvx), dann liegt der Tréager

Vongvgjv in {x eb : -z<r<2} Nach /6/, /10/ existieren des-

halb Funktionen v, eC (D\M) mit dem Trager in {xeD: z<r<2}
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' *
die den Gleichungen NivP = Ly 9yp ouf rt genigen

(3=0,1,...,2m~1), Fiar die Funktionen v, gilt die a priori-

Abschétzung
2m~-1

" ""G‘vl(o) & va" Hc"g’”u ety «“

wobei c unabhéngig von V ist,
+
Aus der Gleichung vap = g; giv folgt nach der Koordinaten-

transformation x = 277 x¢ ; R

NJ(DX')U‘P(X ) = ;v(x ) gJ(x ) auf r-.. £ 7)

mit u,(x') = Zjvvv(z'v&'). Ferner ist

& e zv(-mp‘l-pj-pB)ﬂ;vginpl_

L4
ﬂ€§93pﬂp1-;-1/p * -1/p P
W (r*) Ut M O

u P $c zv(n-plewﬁ) v
Fle 5.8(0) i I (D)

woraus sich nach (6)
2m-1

e s ¢ 93 Pote
e "“ 3 & (D) ;% Iz J"v;,g 1/p(pty

mit einer von V unabhéngigen Konstanten c ergibt,

) +00 .

Setzt man u = Uy dann gilt Ntu ] g:t auf Pi
vZ__m 3 3

“(J=0,¢0.,2m=1), und nach Lemma 1,1 und Lemma 1,2 ist

ZZ:—:L

- £c 9 %

Felea 1o % ;II FL%! g /Pty
womit Lemma'1.4 béwieécn ist,

Lemma 1,4 gestattet es uns nun v3dllig anzlog zu /6/, /10/, eine

#quivalente Norm in V; g(D) anzugeben,
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Lemma 1,5: L sei ein beliebiger homogener elliptischer Diffe-
rentialoperator der Ordnung 2m mit konstanten Koeffizienten,
Dann ist die Norm (5) fiir beliebiges ganzzahliges 1, p)e(i oo )
und B &R &quivalent zur Norm

fluft = ffu] + el 4o (8)
vl 4(0) vy ey

’

d. h,, der Raum vp g(Dd) fallt mit der Vervollstdndigung von

Cg’ (D\M) bez, der Norm (8) zusammen,

2, Die Aufgabe fiir homogene Operatoren mit konstanten Koeffi-
—zienten im zweifléchiggn Winkel

Wir betrachten in D die Randwertaufgabe

= v = ' f ’
L(Dy)u = L(D,,D,)u ]agla % ofu in D , (9)
+ + o 4 +
Bﬁ(ox)u = By (D0, )u = E by . Dyt = 9 auf I" (10)
)m-m; ‘ -

(k=1,.,.,m), Dabei sei L ein homogener elliptischer Differen~
tialoperator der Ordnung 2m mit konstanten Koeffizienten, und

+ym Y -
{Bk}kai' {Bk}ksi seien normale Systeme von homogenen Randopera
toren der Ordnung mi<<2m, die L auf " bzw., ['” tberdecken, mit -
ebenfalls konstanten Koeffizienten, /
Der Operator A = (L,BI,....B;,BZ,....B;) der Randwertaufgabe

(9)., (10) stellt fir alle ganzzshligen 1, p & (1,00) und B€R
eine stetige Abbildung

%
o l-m -1/p o4
v;,s(o)ﬂvl 2“’(0) X l l H X (r*

dar,
Als‘Anslogon 2zu Satz 4,1 aus /5/ erh&lt man zun&chst die fol-
gende Regularitatsaussage (s. /7/).

.
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Lemma 2.,1: Sei ue:V; g (D) Ldésung der Randwertaufgabe (9), (10).,-
— ' ‘ ;
l-m +s-1/p
1-2 + k +
und es gelte fevp'BT;s(D), gkevp,B+s (FC”) mit einer

nichtnegativen ganzen Zahl s,

Dann ist u evg+§+s(0), und es gilt die a priori-Abschétzung
fullo14s € oflull 5 * Il 1-omes
p.B+s o) Vp,B o Vp,B+s (o)
. n .
+ -g' t L
}t_ ; ! k"vl-mk+s-1/p(r:)
p,B+s

Fir alle u,v eCSD(B\M) gilt die Greensche Formel
(11)

m L
(Lu,v)p + Z ; (Biu,T:v)r‘t = (UIL*V)D+¥ ; ‘(siu.czv).

+
Dabei sind C:, Si und TE homogene Randoperatoren der Ordnung

mit konstanten Koeffizienten;

= i+

*° N
ka, 2m-1-Fk bzw, 2m-1-m
*ym +ym Hm *am i i )
{Bk}k=1 U{Sk}k=1 und {Ck}k=1\J{Tk}k=1 bilden Dirichletsysteme
+ +
der Ordnung 2m auf [, wobei die Operatoren CE, TE eindeutig
durch Bi und si bestimmt sind (s. z. B. /4/). Man Gberzeugt
sich leicht davon, daB (11) auch fir alle ueVy g(D),
“2m=1 1.1 '
Ve‘vq,-B(D) (5+3 = 1) gilt, Dann wird (P W)y bzw, (SD.zf))r‘t
als duale Paarung von @ und {p aufgefaBt, Wir setzen im wei-

teren voraus, daB der Operator A einen Isomorphismus

’

m +
V3" (0) V3 4(0) x_|:r ;ﬂ; Vamem1/2 (1) (12)

darstellt, Diese Voraussetzung ist nach /5/ Equivalent dazu, -
daB der Operator A¥ der formal adjungierten Aufgabe

% +
*u=f in D, Ck u = g, auf ri (k=1,..,,m)

einen Isomorphismus
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' n 2m- -1/2
V2" g om(®)V3 _gion(®) xTTTT by - i)

darstellt., Man kann zur obigen Voraussetzung aber auch eine
dquivalente Formulierung fir die Aufgabe

k3 + +

=f i =gy “ o (k=1,....,m), 1
L(Dy.q)u f in K,Bk(Dy,q)u g, auf M (k m) (13)
die aus (9), (10) durch die Fouriertransformation z- 7 entsteht,

angeben, Dazu schreiben wir die Operatoren L(D ,0), Bk(D ,0) in
der Form

2 + P
L(D,.0) = r"“"£(w,0,, D), B(D,.0) = r “By(w.D, .,rD.)
und bezeichnen mit ){(A) (2 €C) den Operator der parameterab-
hédngigen elliptischen Randwertaufgabe (s. /1/)

L(w.D,.2) u(w) = plw) fir lwl<zw,

ﬁi(m,ow,h) u(w) = zp; fur =!'-é-'co° .
Nach /5/ ist A genau dann ein Isomorphismus (12), wenn
(i) keine Eigenwerte von )[(2) auf der Geraden ImA = B+1-2m
liegen,
(ii) Kern und Kokern des Operators

#n) : sz(K)"E 8(K) X_H_ _[T Ea'“"“‘k'i/z(y )

der Aufgabe (13) fur alle ? mit \?l =1 trivial sind,

Dabei ist €l B(K) die Vervollsténdigung von Co (RK\{0}) bez., der
Norm

oy s f Drgy (FPEerP BT 0%y 2 ay) /2,
E2.8 e

und E;'é/z(yt) sind die entsprechenden Spurraume.

Es sei bemerkt, daB aus (i) die Fredholmeigenschaft fur cﬂ(?)
folgt. In diesem Fall sei A_<Im2 <A, der breiteste Streifen.
der komplexen Ebene, der die Gerade Im2A = B+1-2m enthalt und in

dem keine Eigenwerte von 2[(A) liegen, )
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Satz 2,1: Die Bedingungen (i) und (ii) seien erfillt, und es
gelte A_<X -1+2/p <A,. Dann stellt A einen Isomorphismus

L l-m -1/p
NCIET 2'“(0) xTT TT () (14)

dar.

Beweis: Fir 122m wurde der Satz bereits in /5/ bewiesen, so
daB wir uns auf den Fall l<2m beschrénken kdnnen,
1, Wir beweisen zunidchst die Ungleichung

Ul fc(fuf 5. Z;:HB ul 1- * g ) (15)
" "V;.aw) : “;i’" K rme /P ey

, o1

fir alle u evp ae(D)

Es sei u eine beliebige Funktion aus Vp (D). Nach Lemma 1,4

existiert'eine Funktion u, e V (D) mit B:u1 = Bku auf F

(kedye s am) und |l“1\|~1 (D)‘ c ZZ Bk““ l-m-1/p o °*

p,x )
wobei c unabhingig von u ist,

a) 1<0:

Da u, := u-uie.\71 {D) c V:,&(D) ist, existiert eine‘Funkt§on w
aus dem Dualraum Vq J'!(D) mit
!(UZ.W)DIQ 2‘ "'-'2“ 1 wi -1

Vg (D ) Vo= diD)
Aus den Bedingungen (i) und (ii) folgt nach /5/ die Existenz
einer eindeutig bestimmten Lésung v'eval*gr(o) der Aufgabe

Lt*v = w in D, Ckv = 0 auf F' (k:l,...,m)

und es gilt |v w v
" “ 1+2m(0) | ﬂ “ 1 (D)

Bei Anwendung der Greenschen Fornel (11) erhalt man
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E{ T N

Vo (D) Ve oy
= |(Luy.v)p | “L“2“ ; Sm(D)ﬂ “V;f:fm(n)
el oz g ML e % P
“uzn :;'x(o) € c"Luzn ’l)im([)) und damit
nuuv;m(o) € e o * ) L vi-am )
s C("uln\’;,x 'D) * vzl o ) +) Lu“";?i"?(

£ c(] Luj) 1 2m
P &

b) 0 < 1<2m-1v:

Im Unterschied zu a) wiahlen wir wegen u2=u-ulevg

o
eine Funktion wcsvq _¥+1(D) mit

>
JORLMER STARA %10

p 2_1(0)
Analog zu a) erhélt man zunéchst

q. -x+1(D)

£ c ||Lu
14210 Ve L 1(0) I zﬂV;?;_l(D).
woraus nach Lemma 2,1 \,.
flu 2“ € ¢ |Luy] vl-2
(D) Vo (O

\

D

z:: Ez;uak““ 1_m -1/p( . ).

r~)

Vv

€ |(up.w)pl= |(up, V) |

)
)

€ cLugll 1 2m

P 2e

]
x(D)Cvp,x

(0’

_1(0)

folgt. Damit ist (15) fir beliebiges ganzzahliges 1 bewiesen,
Aus (15) folgt wiederum die Eindeutigkeit der Losung und die

Abgeschlossenheit des Wertebereichs von A,

1-2m

2, Wir zelgen nun, daB fir alle fe Vp e (D), gke.v

eine Lésung u EVh u(p) existiert,
’ .

*
1- mk-l/p
P.®

+

(r=)

Wegen Lemma 1.4 kdnnen wir uns dabei auf den Fall homogenef

Randbedingungen (giaO) beschrénken, Sei {fn} eine Folge von
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1-2m

P, (D) gegen f konvergiert.

Funktionen aus Cgo(ﬁ\M) die in V

2
Nach /5/ existieren Ldsungen u, € Vp e-142m
gaben

. + +
Lu, = f, in D, Beu, = 0 auf [ (k=1,...,m),

(D) c V (D) der Auf-

Die Funktionen u, bilden dabei wegen (15) eine Cauchy-Folge in

Vi (D). und der Grenzwert u= lim u_ der Folge ju_} ist Lésung
P x n—+oo

der Gleichungen Lu = f in D, B;u = 0 auf rt (k=1,.0.,m),
Der Satz ist hiermit bewiesen.

Der fglgende\Satz stellt ebenfalls eine Verallgemeinerung
eines Ergebnisses aus /5/ dar.

Satz 2,2: Die Bedingungen (i) und (ii) seien erfiillt, und es
gelte l_<‘x3-lj+2/pj-<h‘ (3=1,2).

Ist u evpi'xl(o) Losung der Aufgabe (9), (10) mit
2 11-2m j_mi_i/pj .
€ () Vol e @ s ejn Vol e I, damn sae
1
o2
uevpz'*z(o)'

Beweis: Es sei 15 = max(lj,Zm). Nach /5/ (Satz 7.2) bildet a3

’ W = oo -+ oo ™
den Raum CZ (B\M) x 2 (I")" x c& in ﬂ Vol eaia1, (0
=1 "33 73
dd h in den gi y.2
i
un amit auch in den Raum vpl'ae_l(o)hvp ey (D) ab, Ist nun
2
1 1.-2m .
(0), tu = fe(\v I (o),
p1'*1 j=1 Pj:%y

+ + W-1/py 4
Byu = 9; 5(:} Vpglms I (k=1,...,m), so existieren Folgen

{fu}puy cC (B\M), {giviglcc?(rt) mit

+ *
,lf fv" : :im(o)'-)of,lgk'gkp,lvl _mk_‘l/pj(r,)—bo fir voo (j=1,2).
76 37 j
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Die Lésungen uy, der Aufgaben
S + £
Luy = f, in D, Byu), = g, auf ™ (k=1,...,m)

1

2 571
eho R \Y
g ren zum Raum Py 2y

1o

(D)r\VPZ'*z(D)'und {uv} ist nach

A
Satz 2,1 Fundamentalfolge sowohl in V &
; Py ¥y
2 (D). Folglich liegt 1i 1/2\”3 (D) i
. Folglic iegt u = mu n , womit

P2 %2 . v ¥ j=1 Pyr2y

der Satz bewiesen ist, .

(D). als auch in

Bemerkung 2,1: Aus den Satzen 2,1, 2,2 folgt unmittelbar, daB
A fur 2_ -<aa J+2/pJ <2, (J=1,2) einen Isomorphismus

A -1
von () 73 (D) auf f\ v, J (n) 1T v, J “ /pJ(r*))
juil. Pyuy =1
darstellt,

3. Die Aufgabe im beschrankten Gebiet G’

Analog zu Abschnitt 1 definieren wir V 8(6) ynd Vl"l/p(r ), fur
120 bzw, 121 als Vervollstandigung von Cg%E\M) bzw, C° (Fj)

bez, der Normen (3), (4). Fur 1€0 ist vé g(G) die Verwollstén-

digung von COD(E\M) bez, der Norm

| = sup [(uv)g| VIl -
|uy :; 4 (©) | ol Il l-B(G)

und v;'é/p(rj) die Vervollstandigung von CgD(FJ) bez, der Norm

[lufl 1-1/p(r ) = ssp\(u.V)rslHVUV-1:1/q(FJ)

(—-ré = 1), wobei das Supremum uber alle Funktionen v'ev B(G)\

bzw, vevaltg 1/p(l"j), v # 0, gebildet wird.

Entsprechend sei V; g(G) fiir beliebiges ganzzahliges 1 die Ver-
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‘'vollstandigung von C“’(E\M) bez, der Norm |
T 2m-1

ju. T l\”l]vl g; “ ke 1/"(1“ 5!

R ist hierbei die Ableitung in der Richtung der AuBennorma-

avj

len zu FJ. Man iUberzeugt sich leicht von der Gultigkeit der
folgenden Einbettungen-

1-1 1-1-1
,, s(B)e ViR (6), vaTg/ P e vy g Py,

Vp’B(G)c Vp'B.(G), -
falls B' » B-1 ist,
Gilt B'> B-»1, dann sind diese Einbettungen sogar kompakt
(s. /7/). Wir betrachten jetzt die Randwertaufgabe (1), (2) im
eschrénkten Gebiet G mit dem stickweise glatten Rand

3G = U r UM, Es sei geri (g)“ri () (1, () € {1100 T})

ein bellebiger Punkt auf M, Die Tangentialhalbebenen rk und Qf

‘zu den an T angrenzenden “Seitenflichen” [ bzw,

1,() '~i_(C)
durch den Punkt T begrenzen dann einen zweifléchigen Winkel
Dy mit der Kante Mg; Der Aufgabe (1), (2) werde fir jeden Punkt

;’ev‘l die Randwertaufgabe

Lo(¥ iDy)u ﬁa|=;; ﬁz(C)Di" = $(x) in Dp, : (48
( N N
" " +
Elgot(C))(C:Dx)u -m‘émi ) b, ; g’)D:u = 0 auf r‘f (17)
P i'

(k=1,...,m) zugeordnet,

Durch die Transformation in die lokalen kartesischen Koordina-
ten (y,z) = (Y1'y2'21""'z 2), wobei zl,...,z _2 Koordinaten
in der Richtung der Kante Me sind, geht (16), (17) lber in die
Aufgabe ;

LO(C:Dy;Dz)u = @'(x) in Dps (18)
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(i )
(€:D,.D,)u = O auf r (k=1,....m). (19)

Wie in Abschnltt 2 bezeichnen wir mit )I(; :2) den Operator der
parameterabhangigen elliptischen Randwertaufgabe

L(L: wiDyg 2Au(w) = w(w) for “‘"<2%(C)'
(1,)
B, (Ciw.0, Mu(w) = pp fir w =t3 () (k=i,....m),
i
wobei«{(;{UJ,q”.h) und ﬁi t)(C’:w,Dw,h) durch die Mellintrans-

2m mi+'k (i,)
formation r =|y|>2 aus r Lo(f;Dy,O) bzw, r = Bro (£:D,.0)
entstehen,

Im folgenden sei B eine glatte reellwertige Funktion auf M,
die die Eigenschaft hat, daB die Aufgabe (16)' (17) fur alle
T eM, 9'€Vg.5(f)( ) eindeutig loésbar in v2 B(f)( f) ist,

Diese Voraussetzung ist nach /5/ &quivalent zu den Bedingungen
(1), (ii) aus dem 2, Abschnitt, Aus ihr folgt insbesondere,
daB keine Eigenwerte von M({;2) auf der Geraden Imi=R(Z)+1-2m
liegen, A_(¥) < IMZ~:A+(C) bezeichne dann den breitesten Strei-
fen der komplexen Ebene, der diese Gerade enthdlt und in dem
keine Eigenwerte von X (I;2) liegen,

Satz 3,1: Es sei ¥ = B+1-2m+1-2/p, wobei 1 eine beliebige gan-
ze Zahl und p e(1,00) sei, Gann-ist der Operator

l-m, -1/p
F g ooy 30 x T Tl' JELEATT RTINS

der Aufgabe (1), (2) Fredholmsch.

Beweis : A T r+ sel eine endliche Uberdeckung
von G mit folgenden Eigenschaften:
1. Upnly, #8, U,nm =g, 'UVnFP =@ fur v=1,....T; u #7,
2, Up N M #£ @ far VX T,

3, Die Gebiete uT*i...., UT, sind genigend kle?n.
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Ferner seien @,, %, (v=1,...,T') Funktionen aus C™(G) mit

supp @pcsupp p,, < Uy, Pppy =@, Z¢v=1 sowie

SJ (J=1,....,T) glattberandete Gebiete mit supp 'foj c §J c@G.

Wir setzen die Koeffizienten von Béj) (J=1,....7; k=1,...,m)
auBerhalb von IBI\BSJ so auf den ganzen Rand GSJ von S:| fort,

daB die Normalitdt und die Gualtigkeit der Shapiro-LopatinskiJ-
Bedingung fur die Randbedingungen auf BSJ erhalten bleiben,
Seien

n l-m,, -1/
.l 1-2m . jk P -
A, wp(sj)—»wp (sj) kall LA (35_1-) (i=1,...,T)

J

die Operatoren der Randwertaufgaben
Lu = f in SJ' B&J)u = gy (k=1,,.,,m) auf aSJ.

Nach /6/, /10/ existieren zu A. rechte Regularisatoren, d, h,

J
Operatoren R, : 1-2“‘(5 ) X-TT-Wl_m kY (aS )—9~1(S )
P it et P 3% (5

mit AJRJ =TI + Tj' wobei TJ vollstetige Operatoren in

m
l-m., ~-1/p

wi=20s vy TT w377 (3s.) sind.

P 37 k=1 P J

Um einen lokalen Reégularisator in U, (v €{T+1,...,T'}) zu kon-
struieren, fixieren wir einen Punkt CeZ{vnM. Wir nehmen dabei
o. B, d. A, an, daB G nU,, = Drr\uv ist, Ansonsten liBt sich

G nU,, durch einen Diffeomorphismus in Df nll; iberfiihren, wo-
bei u; ebenfalls eine Umgebung von ¢ ist,

Im folgenden sei Xe:cg’(§+) eine Ausschneidungsfunktion mit

suppx c[0,1), X = 1 in [0,%), und € sei eine geniigend kleine

positive reelle Zahl, Wir definieren dann die Operatoren L(V)

(i..v)
und By, E durch die Gleichungen
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L« x (Bl 222D a0y (RS2,

l"' gl

+ (1 = X—5—)) L (E:D)u,
i ,p - "
Bli,é' ), . z(_‘x_ef_l)rae(z)-ae(c) B z)(x'D)(rae(g)-ae(z)u)
x=c
+ (- x<’ ly) s Bko ! (0)u.
i lv
Far lx-§|<g stimmen Lgﬂ und Bi g ) mit den Operatoren

FB(2)-2(E) | ( 0) () =2(2) pap ae(z)—ae(c)B +) 0y THE)-%(2)

(i)
und fir |x-gZ|>€ mit den Operatoren L (f D) bzw, Bko (e:D)

Uberein, ) (iz) (ij'v)
Da die Norm von L( g;D)-L und Bko 'Bk,e (als lineare
stetige Operatoren Vp ae(c)(t)g,) p at(‘:)(l:)g:) bzw,

l-mi K -l/p

Sl + * . '
\ = fal
p.a(g)(D )—-)Vp () (P )) fior kleines 8 ebenfalls klein

wird, existiert zu beliebigen Funktionen fe‘v; i?(e).
, l-m i k k-1/p
gk evp » (Fi+) mit dem Trager in U}, eine Funktion
- 1
Vp x4

v <EV;.¥(C)(DC), die Losung der Gleichungen

v ¥(z)-2 :
L% )Vv = r2(2)-2(0)¢ 4, Dg ’
(i,,V)
% =
Bk,E “V =
ist, Die Funktion

)= + *
r(2) x(c)gk auf G:

up = RY(FGeen 007 een op) ta XDV XZ) Y

genigt folglich den Gleichungen

(1,)

k4
Lu, = f in G n ul,,Bk *up, = gy auf Fi+r116v (k=1,.,.,,m),

14
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Damit erh&lt man mit ;
R(f,g) - R("’.g;.....g;-g;,....g;) = V;g)vRv(va'szg)

einen rechten Regularisator fir & (In P9 sind alle diejeni-
gen Komponenten vag‘gj) wegzulassen, fiir die an rv = @ ist,)
Analog konstruiert man einen linken Rogularisatof'.

Aus Satz 2,2 erhdlt man entsprechend die folgende Regularit#its-
aussage fir die Lésung der Aufgabe im beschrénkten Gebiet,

Satz 3,2: Es sei ueVl (G) (¥ = B+1-2m+1-2/p) Losung der Rand-

wertaufgabe (1), (2) mit den rechten Seiten fevp ';M(G).

(j)ev -mjk-l/p (’;), wobei 2' eine glatte reellwertige Funk-
9 S Vpr 2 al o g

tion auf M ist, die der Ungleichung 7t_<ae'-1'+2/p'<h+ genigt,

ol
Dann ist u4:Vp e .(G).

Beweis: Wir setzen zunadchst voraus, daB der Tréger von u in
einer hinreichend kleinen Umgebung uv eines festen Kantenpunk-
tes ¢ liegt, O. B, d. A, kbnnen wir dann annehmen, daB
cNUy = Dp nuP' und a- @' auf MNn2, konstant ist, denn es
{
&l ~l
ist uevp.ae(G)c vp.ae-rJ(G)’ wobei sich die positive reellwerti-

' ,ge Funktion Jecoo(M) so wihlen l&Bt, daB 2+ & - 22" auf M niy,
konstant ist und die Aufgabe (16), (17) far q)evz B(f)"J(f)( I)

eindeutig ldésbar in v2 3(?)*‘(;)(D§) ist, Die Operatoren

L) 1,V
und Bk : seien wie im Beweis von Satz 3,1 definiert,

Setzt man v = rae(z)-ae(f)u. dann ist veVl

P:aC(C)(Df)' und es gilt

Lg")(x,o)v = 22X 4 o (20)
1.,v . iy’
Bi.g )("'D)" i "*(z)"zmg(k*) auf f'; (k=1,...,m) (21)
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2(z)-2(C) ¢ ¢ y1-2m
mit r Olfev ae(;’)(D;)“Vp x (C)(DC‘)'

l-mit'k-i/p 1'-mi ’k-l/p‘

lav .

(1,)
2(z)-2(T) o 0! r
P.2(%) £ prae(p) 2

(i)
Dabei denken wir uns u, f und 9 %" auBerhalb von ZLV durch O
+
auf DC bzw, qf fortgesetzt,

Da der Operator der Aufgabe
(1,) > *
Lo(E:D)u = f in Dg, By (C:iD)u=gy auf Q: (k=1,,.,,m)

nach Bemerkung 2,1 einen Isomorphismus

~1 ~1 1'~2m
Vox(e) % YT (e) (P )~a(vp ae(g)(Dg)”Vp e (2) (Pg))
m l-m, -1/p 1'-m -1/p’
i Wk i Wk
T TTev % (ré) Av ()
+ k=1 p,%(L) . Lo (E) ¢

darstellt, gilt dies auch fir den Oberator der Aufgabe
(20), (21), Folglich ist vevg e (f)(of) und damit

(JGle x'(G) In dem Fall, daB u einen beliebigen Tréger in G

hat, erhalt man die Behauptung des Satzes mittels einer genii~
gend feinen Zerlegung der Einheit,

Lemma 3.1: Es seien {N 3 (x, D)}2m -1 (j=1,...,T) Dirichletsyste-

me der Ordnung 2m auf r&. wobei ordN(j) = k sei und die Koeffi-

zienten von N(J) als glatt vorausgesetzt werden, Ferner sei

eine beliebige glatte reellwertige Funktion auf M, pe(1,00)
und 1 eine beliebige ganze Zahl, Dann existiert zu beliebig

vorgegebenen Funktionen g(J)e V; K-

1/P(rj) eine Funktion
. uev (G) mit N(J)u = g,ﬁj) auf FJ for k=1,...,m; j=1,...,T,

Dabei ist
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T 2m-1

. . (1)
el 7 o) ; go [N "V,l,jfe'l/p(rj)

mit einer von den Funktionen gﬁj) unabhéngigen Konstanten c,

Beweis: Wir nehmen wieder o, B, d, A, an, der Tréger der Funk-
tionen géj) liege in einer genligend kleinen Umgebung eines

festen Punktes ¥ € M,und G stimme in dieser Umgebung mit dem
zweifléchigen Winkel D; uberein,

Wie im Beweis von Satz 3,1 definieren wir die Operatoren N(J £)
durch die Gleichung

N{:E) (x.0yu = x(ﬁ‘.sfﬂ, RRE)=(E) (D) (0 (P 2(Z)

- x-
+ (1 - X

c ..
by N (zioyu.

Nach Lemma 1.4 existiert eine Rechtsinverse zum Operator

{Nko (g D)}izg , die den Produktraum
2m=-1 . .
1-k-1/p, p¥, 2 ~1
v teti D bbildet,
” TT veeiefP () stertg 1 Vp.x(p) (Op) abbilde

Fir geniigend kleines £ existiert solch eine stetige Rechtsin-
! - " (1+ 2m-1

~verse somit auch fur den Operator {Nk,- D)}k=° . h.,

es existiert eine Funktion veVl

p,&(f)(ng) mit
i, i
ORI O RS S )

far k=0,1,,..,2m-1,

(1,.8) .
Da Ny ¢ far lx-§|<z mit dem Operator

)=o)
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(1,)
v far hinreichend kleine Traéger der Funktionen g " in einer
% - Umgebung von ¥ liegt, genugt die Funktion u = r*xf)'x(z)v

den Gleichungen
Néj)(x,D)u = g&j) auf T.,

womit das Lemma bewiesen ist,

Mit Hilfe von Lemma 3,1 13Bt sich wieder v6llig analog zu /6/,

/10/ der folgende Satz beweisen,

Satz 3.3: Die Norm el - ist far beliebiges ganzzahliges
P.2

l, pe(l,00) und beliebige reellwertige Funktionen wec® (M)

dquivalent zur Norm

fluli = Null 3 + L) g o ' (22)
Vo,2(6) vp,a;“m) )

d., h,, Vg 2(C) stimmt mit der Vervollsténdigung von Cgo(E\M)

bez, der Norm (22) Uberein,
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Rostock, Math, Kollog. 31, 87 - 92 (1987) 41A05
65005
_Lothar Berg

Ergénzungen zur Interpolation durch Exponentialpolynome’

In /1/ wurde das Problem behandelt, durch ri+2 Punkte 1m:m2

(ty024)0 1 = 0,1,000 041, (1)

mit ty = 0 < ty < oo <ty Exponentialpolynome der Form

n
B(r) = o' >y ¢ (2)
e .
mit reellen Koeffizienten'x,yo,...,yn zu legen, d. h, das Sy-
stem
E(ti) = Zi' i=0,1,...,n+1, (3)

zu lésen, Wie Herr K, Frischmuth festgestellt hat, sind aber
die Bemerkungen auf S, 540 von /1/1‘ﬁber die Anzahl der Lésun-
gen in verschiedenen Teilgebieten nicht allgemeingiiltig. Sie
gelten némlich im allgemeinen nur dann, wenn man x auf eine Um-
gebung der Stelle x = E beschrénkt, Im folgenden sollen daher
nach einer etwas abgeénderten Darstellung der lokalen Aussagen
Lus /1/ einige ergénzende globale Aussagen gemacht werden,

1, Lokale Aussagen

Hilfssatz: Es sei A eine Matrix mit 1 Spalten und dem Maximal-
rang Rg A = 1, das Gleichungssystem Ay = b sei lésbar. Die Ma-
trix A, entstehe aus A, indem die j-te Spalte durch b ersetzt
wird, und es sei Rg AJ = 1-1, Dann verschwindet die j-te Kompo-
nente des Ldsungsvektors y, Umgekehrt folgt aus dem Verschwin-
den der erwéhnten j-ten Komporiente Rg AJ = l-1,

1 AuBerdem muB es dort im Beispiel 1°:r1chtig z, = 1/3 heiBen,
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Der Beweis dieses Hilfssatzes ergibt sich unmittelbar aus der
Cramerschen Regel, wenn man sie auf ein geeignetes Teilsystem
von 1 Gleichungen anwendet, da die Zéhlerdeterminante stets
verschwindet und der Rang von Aj nicht kleiner als l-1 sein

kann,

Wir schreiben jetzt (3) unter Beachtung von (2) in der Form
n

3 -xt, .
E tiyj = ze , 1 =0,1,,...,n+1, (4)

7=

Die Losbarkeitsbedingung fiir dieses System lautet offenbar

det (1, ti.....ti. z,8,) = 0 (5)

~xt
mit e; = e i, wobei es zu jeder Ldsung x der nichtlinearen

Fleichung (5) einen eindeutig bestimmten Losungsvektor y des
beziglich y linearen Systems (4) gibt,
Satz 1: Ist x eine (k+1)-fache Lésung der Gleichung (5), so
gilt fur die zugehdrige Loésung von (4)

Yack+1l = Yneks2 = co¢ = eee = Ya =0,y # O (6)
und umgekehrt,

Beweis: Fir eine (k+l)-fache Ldsung x von (5) gilt

n v
det (1,ti,...,ti. zitiei) =0 . (7)

fur v = 0,1,.,.,k., Dies bedeutet, daB alle Spaltenvektoren
(zitIei) Linearkombinationen der Spaltenvektoren (1), ..., (t:)
sind, Andererseits ergibt sich far k > O aus dem Fall v = O
durch Multiplikation der i-ten Zeile mit ti' deB die (zit:°i)

n+v) sind,

auch Linearkombinationen der Vektoren (t Yo ween [t
Wegen der linearen Unabhéngigkeit von (1), ..., (t2+k) folgt

daraus, daB jeder Spaltenvektor (zi;:ei) von (t;), TPPg (t:)

88



und .daher (ziei) von (1), ...,I(tz-k) linear abhingig ist, wenn

wir in der i-ten Zeile tz kiarzen und v = k maximal wédhlen. Nach
dem Hilfssatz ergeben sich jetzt sofort die Gleichungen in der
Behauptung (6).

Umgekehrt folgt naéh dem Hilfssatz aus yp = 0, daB (ziei) von
(1) eees (578, (%), .., (t]) linear ebhéngig ist und da-
her, falls YH =0 *ﬁr alle p mit n-k<f4 £ n gilt, bereits von
(1) sews (tg'k). Dies bedeutet aber (7) fir v = 0,...,k, so

daB der Satz bewiesen ist, wenn wir uns k in jedem Fall maximal
gewdhlt denken,

Entwickeln wir die in (5) auftretende Determinante nach der
letzten Spalte, so erkennen wir in Ubereinstimmung mit dem Ko~
rollar aus /1/, daB die Gleichung (5) und damit auch die Inter-
polationsaufgabe (3) in einer hinreichend kleinen Umgebung von
X unlésbar wird, wenn k ungerade ist und irgendein zy mit einem
fest gewdhlten i etwas vergroBert bzw, verkleinert wird,

2e Globale Aussagen

Die Gleichung (5) hat bekanntlich im Reellen hdéchstens n+l1 L&~
sungen, Gilt fir 1 Indizes z;, = 0, 80 hat (5) nur noch hdch-
stens n+l-1 Ldsungen, Dabei ist zu beachten, daB bei Beschrén-
kung auf reelle Ldsungen x auch die Ldsungen mit negativem e
wegfallen. Im folgenden heben wir nicht mehr besonders hervor,
daB wir uns auf reelle Zahlen beschrénken, AuBerdem nehmen wir
stets an, daB z__, >0 ist, ‘
Wir betrachten jetzt das Gleichungssystem
u,t upt .
e " Py(ty) = Po(ty), cour @ " Pp(ty) = P (1) (8)

for i = 0,,.,,n+1, wobei die u, fir j = 1,,..,m mit m » 1 gege-
bene, paarweise verschiedene Zahlen sind, und die Pj(t) Polyno-
me vom Gred Py fir j = 0,1,....m, Wéhlen wir '

; Py = m(n+1), . (9)
=0
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so ist die Anzahl der Koeffizienten der Polynome um 1 grdBer
als die Anzahl m(n+2) der Gleichungen, und das homogene System
(8) ist stets nichttrivial ldésbar, Bei gegebenem X, hat dann
Xt ' . x
= e P,(ty) die Lésungen EJ(t) = e

1

Jt
(3) mit zy Pj(t) mit

XJ s uJ + X far J = O,;..,m und,uo = 0, Nach Satz 1 ist jedes
i 4
xj mindestens eine lj-fache Lésung von (5) mit 1J = n+l- pJ.

Wegen (9) ist daher die Anzahl aller L&sungen von (S) minde-
stens gleich

m m
1y = (m+1) (n+1) - ; Py = N1, (10)
=0 =0 .

und da (5) hdchstens n+1 Lésungen besitzt, ist jedes x3 genau

eine 1,-fache Lésung, und dies sind alle L&sungen,

Satz 2: Sind unter den vorhergehenden Annahmen .alle 1, far

j=0,,..,m gerade, so hat das Interpolationsproblem (3) mit
xot 1 " ‘

zg =0 P (t;) + (-1) é, und 61 2 0 far i = 0,,,.,m+1 keine

Lésung, wenn mindestens eine Ungleichung-scharf ist,

Beweis: Entwickeln wir die in (5) auftretende Determinante nach
der letzten Spalte, so hat der Koeffizient von z, das Vorzei~-

chen (-1)"*1*1 = (-1)1, de eine Vandermondesche Determinante
mit der GréBe nach géordneten Argumenten stets positiv ist und
n+l wegen (10) ebenfalls gerade ist, Der Koeffizient von L
ist positiv, so daB die linke Seite von (5) fir X->-00 gegen
+00 strebt, Da keine Nullstellen ungerader Ordnung auftreten,
ist die linke Seite von (5) stets nichtnegativ, Eine VergrdBe-
rung von einem z, mit geradem Index bzw, eine Verkleinerung bei
ungeradem Index bedeutet deher eine VergrdBerung der linken Sei-
te von (5), so daB diese Gleichung dann wie behauptet unldsbar
‘wird, . ‘ ‘

Mit den 1.1 und n+1 sind auch alle‘pJ = n+1-1J gerade, Die pJ

kann man aber nicht beliebig vorgeben, da (9) sonst unldsbar
sein kdénnte, wohl aber die 11. Wihlen wir etws alle 1J = 2 und
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fir m eine beliebige natlirliche zahl, so folgt aus (10), daB
n=2m+1 -ist und daher p‘1 = n-1 = 2m fir alle j in Obereinstim-
nung mit Satz 1,

Es sei noch bemerkt, daB man von (8) einen Zusanmenhang zur

Approximation von e¥ durch rationale Funktionen P o t)/P(t)

herstellen kann, vgl, etwa G, Meinardus /2/.

Zu den vorhergehenden Betrachtungen soll abschlieBend der Fall
m = O ergdnzt werden, in dem (5) eine einzige Lésung x hat,
deren vielfachheit wieder als meximal angenommen werden soll,
‘d, h, els n+1, und auBerdem als gerade. Nach Satz 1 ist
Yy = eoe = y; = 0, so daB nach (4) dann

xt . -
z, =z 1 st fur i = 1,...,n+1, Jetzt lassen sich die vor-
hergehenden Oberlegungen wiederholen, so daB die Aussagen von
‘Satz 2 sinngemdB such im Fall m = O mit Po(t) sz, gelten, Die

Aussagen lassen sich auch auf die Félle Ubertragen, wo die An-

zahl der Ldsungen von (5) nicht maximal und wo Zo.q €0 ist,

3, Beispisle !

Als erstes Beispiel betrachten wir den Fall n = 3, y = 2z =1,

X, =0Ound t; = 1 fir i = 0,1,,.,,4, Eliminieren wir die y; aus
dem Gleichungssystem .

14 y3+ vt yz=zye,
14+2y; + 4y, + 8yz = zze-zx,
1+ 3y, + 9y, + 27y; = zse-sx,

1+ 4y, + 16y, + 64y; = 2,8 7,

so entsteht die Gléichung
-4x -3 -2x -X
e - 4230 + 5220 1= 4zge +1=0
oder umgeformt

2X - 4(zq-1)e7%

(z4=1)e™% - 4(z5-1)e7>" 4+ 6(2zp-1)e”
+ (1-0"%)% a0, '
In Obereinstimmung mit den vorhsrgehenden Ausfihruyngen ist
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hieraus ersichtlich, daB der Fall
z, €1, z, 2 1, z3 &£ 1, z, 21

nur fir z; = z, = z; = z, = 1 und x = O méglich ist,
Beim analogen Beispiel mit n = 2 folgt dagegen aus

1+ Yy * Yo = zle-x,

~-2x

1+ 2y1 + 4y2 = 250 '

1+ 3y, + 9y, = zsé-sx
die Gleichung N

-3x 2x

- -X
z,e - 3229 + 3213 = 1

3
und nach Umformung

(25-1)67>% - 3(zp-1)e"2% + 3(z;-1)e7* = (1-07%)3,

80 daB hier die Ldsbarkeit in der Umgebung von z; = z, = z,
nicht eingeschrénkt wird, was auch das zweite Zehlenbeispiel
aus /1/ bestéatigt.
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Das asymptotische Verhalten einer speziellen Funktion von
Binomialkoeffizienten

In der Arbeit R, Labshn /2/ wird die Funktion

k-1
fnd) = (@) - 2 (D (1)
=0

far ganzzahlige Argumente mit 1 £ k € n untersucht und die Fra-
ge nach dem asymptotischen Verhalten der Nullstellen von (1)
gestellt. In der vorliegenden Note wird im Fall n = c(k+1l) mit
c >2 und k— o eine asymptotische Darstellung fir die Funk-
tion (1) aufgestellt, aus der das gewinschte asymptotische Ver-
halten der Nullstellen gefolgert werden kann.

Zunéchst leiten wir fiir (1) eine Integraldarstellung her, Auf
Grund der Cauchyschen Koeffizientenformel fir holomorphe Funk-
tionen gilt :

(2) = ﬁff(l + z)"z'k'ldz (
1{

sowie
k=1 i
2§ -obr [ o gy

wenn etwa Ober einen positiv orientierten Kreis um den Null;
punkt mit einem kleineren Radius als 1 integriert wird, Ourch
Subtraktion erhalten wir fir n = cs mit s = k+1

f(cs,s-1) = 2?1rj(1 + 2)%8278 %:—izldz. : (2)

Der Sattelpunkt von g(z) = ¢ 1n (1+z) - 1ln z liegt an der Stel-
le z, = 1/(c-1) und ist fir c > 2 kleiner als 1. Deshalb kann
er als Radius des Integrationskreises gewéhlt werden, und die
bekannte Sattelpunktmethode

1 859(20)
y———————
]/Zﬂ’eg"(zo)

hu&.saw.

ﬁrfesg(z)h(z)dz~ 03



(vgl, etwa /1/, Satz 25,2) liefert wegen g'(zo) - (0-1)3/c und
h(z,) = (c=3)/(c-2) ‘

c -3
f(cs,8-1 ~‘1/ < - e=3, : 3
(ce.8-1) 2Ts(c-1)° [(c-1)°'1] ez 07 =)

Da die rechte Seite von (3) an der Stelle c = 3 ihr Vorzeichen
wechselt, missen die Nullstellen von f(n,k) die folgende asym-
ptotische Darstellung besitzen:

n ~ 3k, k—oo. (4)
Im Fall ¢ = 3 mit z, = 1/2 ist (3) wie Gblich nach Weglassung
des Faktors c-3 als o-Relation zu interpretieren, Um auch in
diesem Fall zu einer scharfen asymptotischen Darstellung zu ge-
langen, wenden wir die Formel (25,14) aus /1/ in der Speziali-
sierung ) '
-1 sg(z,)

ﬁrfesg(z)h(z)dz ~ e h"(zo), 8—o00,
VBT (29" (2,0

an und erhalten wegen g“(1/2) a 8/3 und h* (1/2) = =16

f(3s,s~1)~ I\, ( , 8—00, L (5)

. Da die genauen Begriindungen der Auseagen (3) und (5) Standard-
tberlegungen sind, soll hier darauf verzichtet werden, Statt
dessen sei lediglich noch der Fall s = 5 als Zahlenbeispiel an-
gefihrt, wo die rechte Seite von (5) gerundet gleich 918,569
ist, widhrend die linke Seite nach /2/ den Wert 689 besitzt, Der
relative Fehler 1/3 ist zwar verhﬁltnisméBig groB, nber 5 ist
je auch noch eine relativ kleine Zahl,

Literatur

/1/ Berg, L,: Asymptotische Darstellungen und Entwicklungen,
Berlin 1968

/2/ Labahn, R.: On an interesting property for binomial coeffi-
cients, Rostock, Math, Kollog. 29, 21 - 24 (1986)

-

eingegangen: 18, 08, 1986 erfasaor:
roft, L. Berg
w11holu-Piock-Un1vorait&t Rostock
Sektion Mathematik
Universitétsplatz 1
. Rostock
94 DOR=2500



Rostock, Math, Kolloq. 31, 95 - 101 (1987) 62K05
62P10
Kurt Frischmuth

An analytical result in experimental design

1, Introduction

In a previous paper /1/ Duchrau a,o., listed the commonly used
criteria for optimal experimental designs and described a con-
siderably fast algorithm for the calculation of those designs,
A further acceleration of the search procedure may be expec;
ted, if the initial guess is made in a more sophisticated way,
To this end an auxiliary restricted minimization problem is to
be solved, and it turns out that this new optimizatioﬁ can be
done very easily, Indeed, the number of unknowns in the auxi-
liary problem does not exceed five, However, in the present
paper our aim is to derive an analytical solution for Cy-opti-
mality and a certain class of three-parameter growth functions,
For this class containing the model of exponential regression
as a most important case we dicussed the D-criterion in /2/.
The Cz-crirerion seems to be much more complicated to handle
with, sinca the quotient of some determinant and the D-crite-
rion is to be minimized, However, from known numerical results
/3/ we luckily guessed a feature of the solution, which enabled
us to get the minimizer analytically, Afterwards we prove that
our guess was right end, moreover, the only possible one,

The minimizer of the auxiliary problem, the so-called locally
Cy-optimal discrete experimental design, is even of some in-
terest for itself, But our main interest is in finding exact
optimal designs, The presented method fails to yield such de-

v

signs, since differential calculus is used in an essential way,
Nevertheless, a comparison of known exact optimal designs

(cf. /3/) with the present reeults suggests that we have found
a proper way for the choice of starting valueas,
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2, The criterion

We start with the information matrix

2
M= §n— FlF
2(%4) \
with F = E and the rows defined by
z(xq)

z(x) := qe,g(x, dz). We assume the given growth function
3
g : [x3, x,]xR7—R
and U, to fulfil 1) z,(x) = const,

i1) z, @ [xq, xu]—a[tl. tu] is a bijection,

iii) There exists a strictly convex smooth
function 2: [t;, t,] =R such that

z5(x) =%(25(x)),
where z24. 2, 23 are the components of 2z,

For designs with a three-point support containing x; and‘xu
the following formula is true (cf., /2/)

IM] = ApeNpen Pxq). (1)
Here x, is the remaining point of the support and ny. Ny and
n, are the corresponding frequencies, P [xl. xu]-—>R* is
strictly concave due to 1ii), further we have P(xy) = P(x,).= 0.
Hence @ takes its unique maximum in (x5, x,). Now, Cz-optimali-
ty consists in minimizing the third entry on the diagonal of
M1, we obtain

X1 X Xy g

Cy _— = mrlFr Fol. (2)

where Fy is obtained from F by rejecting the third colusn, Con-
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sequently, denoting 9§.z2 = P,

2 2
c m “u . Nyna(ta-ty) +nmnu(tm-tu)+n1nu(t1-tu) (3)
e N PR w(t,)

As restrictions we have xme [xl, xu] and n1‘+nm +n_ =n,

u

Nys Npe Ny being positive integers, n ® 3 given,
Now, the objective function for the auxiliary problem is obtai-

ned by dropping the restriction that Ay, N and n be integers,

m u
: n n t -t
Denoting —nl = Ay, -,-,‘1 = A .t = t—"’-_-t—i and h(t) =7(t;) we get
u
n - Ap(1-2g-2,) t%42 (12522 ) (2-1) %422
o Cp=f(t,2.2,):= u u u u .
(t,~t;) A12,(1=21-2,)h(t)
(4)
Hence the following optimization problem is stated
|
f(t, 7Ll, 2, = Mlipn, 4 (5)
P = {(t, Ay, 2,)|tel0,1], Ay €(0,1), N+, e (.03, (6)

3., Conditions for a minimum

The necessary conditions for a local extremum of f are rather
cumbersome, and at the first glance there is little hope to
solve them analytically. However, numerical experience suggests
that the solution makes the denominator of f a maximum with
respect to t and the numerator a minimum, simultaneously, Let
us assume this for a while as a working hypothesis,

The maximum of the denominator with respect to t is uniquely
determined from h'(t) = O, Denoting the solution by t,, the mi-
nimum condition for the numerator reads

7\1t° = hu(l-to) ‘ (7)

or equivalently

7\u 7'1 8
tO = TT1+ u, 1-‘t° = T—r1+ u, . (8)
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So, if there is a solution satisfying our above working hypo-
thesis, then it is contained in the common curve of the

surfaces
‘A 1 -t
t=t°and-7-%= t°. '
u o

We parametrize this curve by 2A:= A1+ 2, and substitute (8)
into f,
We obtain along the curve

: 2 !
A, ATH(1-R-1,) (A42) 1 1
f(t,?ll,lu) = > = . (9)
(23+2,) )llu(:L-'hl-Au)h(t). h(t) A(1-2)

Cénsequently, f takes its minimum along the curve for A= %.
Hence the solution is given by

\ 1 1 -t t

t=t =h (0})r. A = —=———, A, =3 (10)

provided our hypothesis was true.

4, Verification and uniqueness

wWe know that the derivatives of f in the directions (1,0,0)

and (0,1,1) vanish, Thus it remains to show that the derivative
in an arbitrary independent direction vanishes, too, We choose
the direction (0,1,0) of 11, keeping t and A fixed, We obtéin

after some transformations
«

2 2
d t 1-t
h(t)axl fltaconst = a2 Li’?l— . (11)
A=const (443} 1

Substituting (10) into this relation we infer that indeed

3%" fa= 0; Furthermore, the last~equality (11) implies

1

adfx t=const = 0 1ff {— -1 ; L, (12)
A=const u 1 ‘

but this in turn is equivalent to our working hypothesis,
Consequently, the relations (1Q) ‘are necessary and sufficient
for vf to vanish,
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Now a discussion of 3P is in order, The domain P is bounded by
the surfaces t =0, t =1, 2 =0, 2, =0, 24 +’hu = 1, Regar-

ding the original form of f, we see tha't the denominator va-
‘nishes, while the numerator is nonzero, if exactly one of the
above equations holds, We omit the details of the proof that f
tends to infinity for arbitrary convergence of the argument

to 3p, , '

Now we can state the main result as an obvious consequence of
the above considerations,

Theorem: If the cpnditions i), ii) and iii) hold, then the re-
lations (10) describe the absolute minimum of the auxiliary
problem (5), (6). The solution is unique,

Remark 1: Analogous considerations yield locally Cx~ and Cp-op-
timal discrete experimental designs provided appropriate modi-
fications of i), ii) and iii) are true,

Remark 2: The assumptions ii) and iii) may be weakened, It suf-
fices to assume i) and
ii') ¢@takes & unique maximum at Xp € (X34 %,),
iii') 22(x1)< zZ5(xp,) < zz(xu) or

z5(%1) > 25(xg) > 25(%,).

5. Example

For the growth function g(x,s) = o + B exp(yx), v = (¢,B,y),
>0, B<0, ¥<0 we have

z(x) = (1,Beexp(yx), B.x.exp(yx)), (13)
‘ ‘ 1 22
Hence z;(x) = x.2,(x) = 7 eln p=.2,(x). The assumptions i)
and ii) are fulfilled, iii) holds with x defined by
%(€) = §+77" (1ng - 1n8). -

The derivative 2'(F) = g'i(ln? - lnB+1) is obviously increasing,
After some less interesting calculations the minimum of the
corresponding f is found at
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x exp(yx,) - xlexp(yxl)
exp (% uexp(wx:) —exprxy) ?) - exp(rxy)
t = (14)
exp(yx,) - exp(3x;)

and 2;, A from (10).

u
In /3/ the interval [x;, x,] = [0, 65] and

Yo = - 0,03 (-0.05, - 0,07, - 0,09) were chosen, For these pe-
rameters we obtain

0.573179  (0,604008, 0.620358, 0,62766)
0,213411 (0.197996, 0.,189821, 0,18617)
0.5 (0.5, 0.5, 0.5 )
0.286589 . (0.302004, 0.310179, 0,31383),

N D Ao
c 3

In table 1 we compare the values hun, 2ln with the optimum

designs for several choices of n (cf, /3/). In the last column
the optimum xm-values are given, From our formulae we obtain ’
x, = 22,5516, (¥, = -.03).

n hln ny hun ny X
3 .64 1 .86 1 21,96
4 .85 1 1,15 1 21,72
5 1,07 1 1,43 1 21,59
6 1,28 1 1,72 2 23,72
7 1,49 2 2,01 2 21,82
8 1,70 2 2,29 2 21,72
9 1,92 2 2,58 3 22,84
10 2,13 2 2,87 3 22,87
11 2,34 2 3,15 3 22,90
12 2,5 3 3,44 3 21,72
13 2,77 3 3,73 4 22,53, - Table 1

In all cases but one rounding gives already the optimum frequen-
cies, Further it is worthwhile to remark that with increasing n
the approximation of x_  does not become worser, Hence the over-
all cost of the algorithm from /1/ with the actual initial
guess may be expected to behave in a desirable manner,
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Verzerrungskorrigierte Punktschétzungen des Korrelationskoeffi-
zienten - eine Simulationsstudie

Zusammenfassung

Fir den Korrelationskoeffizienten der zweidimensionalen Normal-
verteilung wird eine Punktschétzung angegeben, die eine gerin-
gere Verzerrung als der Stichprobenkorrelationskoeffizient be-
sitzt, Dazu wird die Jackknife-Methode angewendet. Durch geeig-
nete Linearkombinationen des Stichprobenkorrelationskoeffizien-
ten und der Jackknife-Schétzung werden sowohl die Verzerrung
als auch die Varianz weiter verringert.

.1. Einleitung

Sei %n - (51'°'-'£n). eine Zufallsstichprobe vom Umfang n a 2,
Die Vektoren z; = (X;,y;)', i=1,....n, mbgen einer zweidimen-
sionalen Normalverteilung N(Fi' p2;6§,6§; g ) folgen, Die Ubli-

che Punktschdtzung fir den Korrelationskoeffizienten p ist der
.Stichprobenkorrelstionskoeffizient
(%4-%)(¥4-Y)

=
£ = T(3n) = [ n xoy? R | ¥/
Xq=X o > -
B WD
Diese Schétzung ist konsistent, jedoch nur asymptotisch erwar-
tungstreu. Nach /2/ gilt

2
r ;
ElLy) = T w3 02 - g (1)
&= &) :

Dabel bezeichnet F die konfluente hypergeometrische Funktion.

Entwickelt man (1) nach Potenzen von %, so ergibt sich
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21(e) | 3228) . 53;9)
n

E(r,) = o *+ a(g) (== ) + O(ia) (2)

fir n—o00 mit
a(p) = g(1-¢%), o (0) = -3 C(3)
32(9) = - % (3 92+ 1), a3(g) = - f% (25 94-2 gz +1), (4)

Auch im folgenden beziehen sich alle asymptotischen Entwicklun-
gen auf n—o0.
Fiir das zweite Moment des Stichprobenkorrelationskoeffizienten
gilt nech /2/

B(r?) = 1 - (1-9%) D=2 F(1,1, L, 02, (5)

Mit (2) ergibt sich nach Entwicklung von (5) fiur die varianz
dieser Schétzung

2 4 2
2.2 11 97+2 75 @'-2g"+2
2 1 1
v = (1- = (o] . 6
(Ln) ( ,g ) (n"’ 2n2 + 2n3 ) + ("In ) (6)

Die Varianz ist im unkorrelierten Fall maximal und betréagt

1
ViLa) = 71 .
Deshalb ist die Verwendung dieser Punktschétzung erst fur
Stichprobenumfénge n 2 30 zu empfehlen,
Flir die Schiefe gl(gn) bzw, den ExzeR gz(ﬁn) gilt nach /2/
!

v69

L) = - (%) bzw.
: 2
6(129%-1)

Fgl = e & O(ﬁi).

Nach (2) ergibt sich fiar die Verzerrung des Stichprobenkorrela-
tionskoeffizienten

e3(e) () a3(e)
B(r,) = s(g) 12 . 228, 38,
’ n n

+ o(iz), '(7)

2, Jackknife-Schétzung

Durch ‘die Anwendung der Jackknife-Methode kann die Verzerrung
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einer gegebenen Schitzung verringert werden. Diese Methode geht
auf M, Quenouille (1956) zurick, Fir n » 3 sei

(i) = =
n=-1 (zlr--c,z i=1,....,n,

i-1' zid....._n) .
jene Teilstichprobe von In VoM Uumfang n-1, bei der die i-te

Komponente fehlt, Dann ist
(1) . (1) -
-1 r(in-l) s i=l,....0,

der auf dieser Zufallsstichprobe basierende Stichprobenkorrela-
tionskoeffizient und die Jackknife-Schétzung nach /1/ durch
n

n-1 (i)
=N, - ;;; Ln-1

definiert, FUr die Verzerrung dieser Punktschétzung fir g gilt
nach (7), (3) und (4)

(@) a3(e)
3, = a(e) oi%éi- -233~) + otk (8)

@
—~
o
~
[ ]

ax(e)
und

ay(g) = - (ap(p)+285(g)) = 3 (25¢%+g%s2).

- 32(9) = -é (392+1)

Die Varianz, die Schiefe und der ExzeB dieser Schdtzung lassen
sich auf Grund der auftretenden Abhéngigkeiten nur durch Simu-
lation ermitteln,

3, Linearkombinationen der Schétzungen

Wir wollen davon ausgehen, daB fir Stichprobenumfénge n 2 30
bei den Verzerrungen (7) und (8) der Schétzungen rn und 2n die
Glieder hdherer Ordnung vernachléssigt werden kénnen. Deshalb
beriicksichtigen wir vorerst nur die Glieder bis einschlieBlich
der Ordnung n"2, ‘

Die Verzerrung der Jackknife-Schétzung ist betragsméBig stets
kleiner als die Verzerrung des Stichprobenkorrelationskoeffi-
zienten, Mit wachsendem Stichprobenumfang kommt dieser Effekt
noch stérker zur Ausprédgung, Beide Verzerrungen sind als Funk-

tionen von @ antisymmetrisch, Sie besitzen jedoch umgekehrtes

104



Vorzeichen, Daraus ergibt sich die Moglichkeit der Linearkombi-
nation der beiden Schétzungen zur weiteren Verringerung der
Verzerrung, Fiur n ® 3, 1€ i <8 und c.cgi) € [0,1] setzen wir

I e

und

a ( 2(e) as(e)
—T—) + (1-c) a(g) - (9)

Dann gilt nach (7) und (8) fur die Verzerrung der Schétzungen
(1)
Ln

s(L{t)) = bn(cr(‘i).,g) + o(-ni‘g).

i)

Fir die Wahl der Koeffizienten cg wollen wir uns auf die fol-

genden vier Kriterien stitzen,
1. Kriterium:

1
b(c{t).9) = 0.

Daraus ergibt sich als Losung cgl) dieser Gleichung

(1) _ (1) _ 1 < - 4
Cn °n (8 = ZrE Teyem Mit dile) e i

Da der Koeffizient cgl) vom unbekannten Parameter g abhéngt,
setzen wir bei der Schétzung Egl) an Stelle von p die Jack-
knife-Schétzung J ein. Dadurch wird auch der Koeffizient Egl)
zuféllig, und alle Momente der Schétzung Egi) lassen sich nur
durch Simulation ermitteln, '

2, Kriterium:
Wir wollen den Betrag der Verzerrung minimieren, suchen also
die Losung cﬁz) der Gleichung

(2) |
b , f 0) .
8 e?gpl)l nlen 0l = . 5%3 1 e(o 1)1 n(c.o)l
Es gilt y

( ) ’2‘1’— mit d, = 0,621341,
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3. Kriterium
Fir die Minimierung der Verzerrung im Mittel

1 1
3
Jleater? e = anr [ lonteo]de

148t sich die Ldsung cgs) nicht in geschlossener Form angeben,
Tabelle 1 enthdlt fir verschiedene Stichprobenumfénge die Koef-
fizienten c$3).

4, Kriterium:
Sollen die negative und die positive Verzerrung im Mittel

gleich groB sein, so verwenden wir die Losung cgd) der Gleichung
1
4
Joptelt) o) g = o.
(o}

Sie besitzt die Gestalt

(4) n—— mit d %’.

FOr die Schétzungen Lg ), i = 2,3,4, lassen sich Varianz,
Schiefe und ExzeB wieder nur durch Simulation bestimmen, Die
Koeffizienten cgi), i = 2,3,4, unterscheiden sich nur gering-
figig voneinander. Mit wachsendem Stichprobenumfang werden die-
se Unterschiede noch geringer. Der Koeffizient c£4) erhalt

durch seine besonders einfache Gestalt eine gewisse Vorzugsstel-
lung. Will man auch fﬁr‘kleine Stichprobenumfénge (n< 30) Li-
nearkombinationen entsprechend den vier gewéhlten Kriterien
bilden, so ist es sinnvoll, in (9) auch die Glieder der Ordnung

n'3 der Verzerrungen (7) und (8) einzubeziehen, Fir den ent-

sprechend dem ersten Kriterium gewéhlten Koeffizienten c£5) er-
gibt sich dann

az(g)-(n+1)+293(9)
8,(p)en“+ay(g)- (2n+1)+3a4(g)

o3 = c{¥(p) = (10)

und nach Einsetzen von (3) und (4) in (10) orhalfen wir
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(392+1)n+2594+92+2

(5)
(@) = 3 n +2(39 +1) n +2 (159 +1)

An Stelle des unbekannten Parameters ¢ ist wieder eine geeigne-
te Puntschatzung fir g einzusetzen, Die gemdR dem zweiten bzw,
dritten Kriterium bestimmten Koeffizienten cge) bzw, c£7) las-

sen-sich nicht in geschlossener Form angeben, Tabelle 1 enthalt
diese Koeffizienten fir verschiedene Stichprobenumfénge., Der

Koeffizient cgs) - entsprechend dem vierten Kriterium gewdhlt -
hat die einfache Gestalt

(8) 24n+78
c = "
16n"+48n+105

Man kann wieder feststellen, daB die Koeffizienten c(i)

i =6,7,8, nur geringfigig voneinander abweichen,

4, Simulation

Durch die Simulation soll einerseits iiberpriift werden, Qb in (7)
und (8) die Glieder bis einschlieBlich der Or'dnungln'2 bzw,

n~3 eine gute Approximation der Verzerrung B(;h) bzw, B(gn) er-

geben, Damit wire (9) als G#undlage fir Kriterien zur ‘Linear-
kombination der beiden Schétzungen bestétigt, und die Sch&tzun-

gen Egi) wirden in guter Néherung die dem jeweiligen Auswahl-
kriterium fir den Koeffizienten cgi) entsprechenden Eigenschaf-
ten besitzen, Insbesondere ist die Verzerrung der Schétzungen

Lﬁi). i =1,5, zu ermitteln, Andererseits ist ditharianz als
wichtiges Beurteilungskriterium aller Schétzungen zu bestimmen,
Die Schiatzung weiterer analytisch nicht ableitbarer statisti-
scher MaBzahlen durch die Simulation soll Aussagen iiber die
Verteilung der Schétzungen ermbglichen,

4,1, Entwurf

Zur Erzeugung von N(O,1)-verteilten Zufallszahlen konnten die

Unterprogramme ZZGD und NVO1 genutzt werden, die vom Forschungs-
zentrum fir Tierproduktion Dummerstorf-Rostock der Akademie der
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Landwirtschaftswissenschaften zur Verfiigung gestellt wurden.
Die damit generierten Zufallszahlen besitzen hinreichend gute
Eigenschaften. Ausgehend von zwei Zufallszahlen u; und v wur-
den fir alle betrachteten g-Werte gemeinsam Realisierungen

zy = (x5.y4)" geméB
x; = 6& u; + g, und
2
yi = zog.ui + 620 1—9 -vi + Pz, i= 1:0..1“1

erzeugt, Da die Erwartungswerte By und die Varianzen 62 keinen

J
EinfluB auf den Schatzwert o besitzen, konnten Fj s 0 und

62 =1, = 1,2, esetzt werden. Der Stichprobenkorrelations-
J ]

J

koeffizient ist als Funktion von @ nicht antisymmetrisch, Des-
halb wurde bei der Auswahl der g-Werte das gesamte Intervall
(-1,+1) fur den Korrelationskoeffizienten bericksichtigt, Die

Werte QJ = -1+ f%, j=1,...,19, wurden &quidistant gewdhlt,

In die Simulation wurden auBer dem Stichprobenkorrelationskoef-
fizienten n und der Jackknife-Schétzung In die Linearkombina-

tions-Schétzungen kﬁl). ££4) und Eﬁe) einbezogen. Diese Auswahl
wurde‘getroffen, da far die Schétzungenlﬁgi), i=2,3,4 bzw, 7
i =6,7,8, im wesentlichen jeweils die gleichen Resultate zu
erwarten sind, Die Schétzung ELS) scheidet aufgrund des fur
praktische Zwecke zu komplizierten Koeffizienten 035) aus, Fur

die Simulation wurden die Stichprobenumfénge 5, 10, 20, 30 und
50 ausgewéhlt, Auf der Grundlage von N generierten Realisierun-
gen einer Zufallsstichprobe vom Umfang n wurde fir jede der
funf Schdtzungen die Verzerrung, die Varianz, die Schiefe und
der ExzeB in iblicher'Weise geschétzt, Auf eine Schétzung der
quadratischen Abweichung konnte verzichtet werden, da das Qua-
drat der Verzerrung im Vergleich zur Varianz verschwindend ge-
ring ist und die quadratische Abweichung somit im wesentlichen
mit der Varianz ibereinstimmt, Bei jeder Simulation wurde ein
anderer Startwert fir den Zufallszahlengenerator verwendet.
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4,2, Versuchsplanung

Entsprechend der Zielstellung der Simulation sind hinreichende
Genauigkeitsforderungen an die Schétzungen der Verzerrungen
B(Ln) undc B(gn) zu formulieren, Diese Anforderungen sollen min-

destens mit der Wahrscheinlichkeit 0,9 erfiillt sein,

Durch Voruntersuchungen wurde die naheliegende Vermutung be-
stédtigt, daB auch die varianz der Jackknife—Schétiung fiar g = 0
maximal ist, Deshalb geniigt es, die erforderliche Anzahl N von
Wiederholungen der zu erzeugenden Realisierungen einer Zufalls-
stichprobe vom Umfang n fir den unkorrelierten Fall zu berech-
nen, Da die Verzerrungen B(En) und B(gn) mit wachsenden Stich-
probenumfang n kleiner werden, -ist es sinnvoll, die Genauig-
keitsforderungen d, und d; an der Stelle @ = O in Abhéngigkeit
von der betragsméBig maximalen Verzerrung festzulegen, Deshalb
setzen wir

d = sup B(r_ )| -0,1
n ] e(-1,+1)l -n

und analog

d. =~ sup |B(32,,)] 0.1,

n o €(-1,+1) =0

-}
néherungsweise Lésung der Ungleichung

N
P(l%;_cn‘é d,) = 0.9

ergibt sich unter Verwendung von V(r. ) = ﬁéT fur g = 0

Fir p = O sind die Schatzungen r  und J  erwartungstreu, Als

2
us
0,95.
N 3 i
d, (h-1)
und énlog fuar
N'

rlqv ;2"“ d;) 0,9

die néherungsweise Ldsung

2

u

N » 29:95 v(3,)-

()2
Dabei bezeichnet u, das a-Quantil der Standard-Normalverteilung,
Fir die Varianz V(3J,) wurden die Schétzwerte aus Voruntersu-
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chungen mit 10000 Wiederholungen verwendet. Tabelle 2 enthalt
fur die ausgewéhlten Stichprobenumfénge die Genauigkeitsforde-
rungen d bzw, d; und die erforderlichen Anzahlen N bzw, N' von
Wiederholungen, Die Simulationen wéren mit N* = max {N,.N’}
Wiederholungen durchzufdhren, Des ist aber nur fir den Stich-
probenumfang n = 5 praktisch realisierbar. Deshalb wurde der
folgende Ausweg gewdhlt, Die Gensuigkeitsforderungen d, bzw, d_
wurden beibehalten und die Anzahl der Wiederholungen entspre-
chend einer zumutbaren Rechenzeit von héchstens 250 Minuten
CPU-Zeit fir den GroBrechner EC 1056 festgelegt. Nach je 10000
Wiederholungen wurden die Zwischenresultate ausgedruckt, Fir
die Auswertung wurden die Ergebnisse verwendet, die den Genau-
igkeitsvorgaben méglichst gut geniigen. In Tabelle 2 sind die
Anzahlen N -von Wiederholungen aufgefihrt, mit denen diese Er-
gebnisse erzielt wurden, Weiterhin-sind die néherungsweise be-
rechneten Wahrscheinlichkeiten 1-x angegeben, mit denen die
verwendeten Ergebnisse auftreten, \

4,3 Auswertung und Ergebnisse

Die Genauigkeitsforderungen dn und dh wurden fir n = 5,10 voll-
stédndig und fir n = 20,30 teilweise erfdllt, Fir n = 50 konn-
ten die Genauigkeitsvorgaben nicht erreicht werden. Schon fir
den Stichprobenumfang n = 5 ergibt sich eine sehr gute Approxi-
mation der Verzerrung des Stichprobenkorrelationskoeffizienten
durch die Glieder bis einschlieBlich der Ordnung‘n'3 in (7).
Fir n = 10 liefern bereits die ersten beiden Glieder aine sehr
gute Néherung fir B(Ln)° Die Verzerrung der Jackknife-Schdtzung
148t sich erst ab n = 10, fir n = 5 nur im Intervall (-0.7,+Q,7)
gut durch die ersten drei Glieder der Entwicklung (8) annéhern,
will man auf das kubische Glied zur Approximation verzicht;n,
so ist ein Stichprobenumfang von mindestens n = '20 erforderlich,
FGr n 2 30 kdnnen die Glieder bis einechlieBlich der Ordnung
n~2 in (7) und (8) als hinreichend genaue Approximation der
Verzerrungen B(En) und a(gn) angesehen werden,

Die Verzerrung der Jackknife-Schétzung ist fir alle Werte gJﬂ()
betragsméfig um ein Vielfaches kleiner als die Verzerrung des
Stichprobénkorrelationakoeffizienten. Die Linearkombinations-
Schétzungen wiederum weisen gegeniber der Jackknife-Schétzung
fur fast alle Werte 95 #0 betragsmé@Big eine kleinere Verzerrung

auf,
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Die relativ geringe Schrittweite von 0,1 zwischen den Werten

gj,g = 1,,..,19 erlaubt eine genaue Beurteilung der Eigenschaf-
1

ten der Schétzungen im ganzen Intervall (-1,+1), Die Schétzung

Lgi) ist bezﬁglich der betragsméBig maximalen Verzerrung die
beste Schétzung, Es folgen LAB) und ££4), die etwa gleich gut
sind, dann 3 und mit deutlichem Abstand Fne Fir n = 30 betrégt

das Verhdltnis der Zahlenwerte in etwa 1:1,5:1,7:3,5:48, Beziig-
lich der mittleren Verzerrung ergibt sich die gleiche Reihen-
folge der Schétzungen. Das Verh&ltnis der Zahlenwerte ist hier
éhnlich,

Die Schétzung Lge) besitzt f0r~|g\§ 0.6_einé geringere Verzer-
rung als die Schétzung 534). Fur |g|é 0,5 ist es umgekehrt, Mit
wachsendem Stichprobenumfang unterscheiden sich die Sché&tzungen
Lg4) und Eﬁe) 13 ihren Eigen§chaften immer weniger, Fur sehr
kleine Stichprobenumfénge n <10 weist die Schétzung 584) far

léié 0,4 betragsméBig die kleinste Verzerrung aller betfachte-
ten Schétzungen auf, .
Die Glieder bis einschlieBlich der Ordnung n”
bereits fir n = 5 eine gute Approximation der Varianz des
Stichprobenkorrelationskoeffizienten, Die Varianzen der be-
trachteten Schétzungen haben als Funktionen von @ eine sehr
éhnliche Gestalt und sind in guter N&herung symmetrisch in p.
Beziiglich der Variasnz und damit auch beziliglich der quadraéi-
schen Abweichung ist der Stichprobenkorrelationskoeffizient die
beste und die Jackknife-Schétzung die schlechteste der betrach-

3 in (6) ergeben

teten Schitzungen, Die Varianzen V(&;i)); i = 1,4,8, sind grés-
ser als V(r,) und kleiner als V(3J,), wobei nur geringfigige Un-
terschiede zwischen den Schétzungen Lgi), i’= 1,4,8, bestehen,

FiUr wachsenden Stichprobenumfang ndhern sich die Varianz der
Jackknife-Schétzung und mit ihr auch die Varianzen der Linear-
kombinations-Schétzupgen der Varianz des Stichprobenkorrela-
tionskoeffizienten, FUr n = 20 ist die Varianz V(gn) um hdch-
stens 7 % und fir n = 30 um héchstens 4 % groBer als die Va-

rianz V(r. ),
=n . 111



Die Verteilungen der finf Schétzungen sind einander sehr &hn-
lich, Dafir sprechen die Schétzwerte, die fir die Schiefe und
den ExzeB der Schétzungen erhalten wurden, Fir n 2 20 unter-
scheiden sich die Zahlenwerte nur noch geringfiigig voneinander,
Das trifft insbesondere auf die Jackknife-Schétzung und die Li-
nearkombinations-Schatzung zu, Die Schétzwerte fir die Schiefe
und den ExzeB der Schétzungen weisen fur g rahe -1 auf steil-
gipflige, linkssteile und rechtsschiefe Verteilungen, fir g nahe
Null auf leicht flachgipflige, annéhernd symmetrische Vertei-
lungen und fir g nahe +1 wieder auf steilgipflige, jetzt jedoch
rechtssteile und linksschiefe Verteilungen hin, Mit wachsendenm
Stichprobenumfang néhern sich die Schétzwerte fir Schiefe und
ExzeB Null an,

Wir wollen die Ergebnisse zusammenfassen:

1, Fir Stichprobenumfénge n 2 20 besitzt die Jackknife-Schat-
zung gn bei einer geringfigig groBeren Varianz eine wesent-
lich geringere Verzerrung als der Stichprobenkorrelations-
koeffizient.

2, Die Schéatzung Eﬁl) mit den zufélligen Koeffizienten cgl)(gn)

ist die beste der betrachteten Linearkombinations-Schétzun-
gen, Sie hat gegenilber der Jackknife-Schétzung eine mehrfach
geringere Verzerrung und auch eine kleinere Varianz, die
aber immer noch geringfiigig gréBer als die Varianz dgs
Stichprobenkorrelationskoeffizienten ist, Fur kleine Stich-
probenumfénge n <20 sollte wegen der kleineren Varianz die
Schétzung r, an Stelle des unbekannten Parameters @ in den

Koeffizienten cgl)(g) eingesetzt werden,

3, Fir sehr kleine Stichprobenumfénge n <10 uﬁd fur |gl € 0,4
besitzt die Schétzung ££4 die geringste Verzerrung, Die Va-
rianz dieser Schétzung ist aber bis zu 40 % gréBer als die
Varianz des Stichprobenkorrelationskoeffizienten,

Dem Forschungszentrum fir Tierproduktion Dummerstorf-Rostock
sei fir die Bereitstellung von Software und die Gewdhrung von
Rechenzeit zur Programmerstellung gedankt, Insbesondere danke
ich Herrn Prof, Dr. D, Rasch und Herrn Dipl,-Math, E, Schimke
fir ihre Unterstiitzung und ihre Hinweise,
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Anhang

Tabelle 1

n cés) cés) cg7)

5| 0,1909 | 0,2885 | 0,2610 '
10| 0,1260 | 0,1591 | 0,1384
15 | 0,0831 | 0,1080 | 0,0932
20 | 0,0647 | 0,0814 | 0,0702
25 | 0,0530 { 0,0652 | 0,0563
30 | 0,0448 | 0,0543 | 0,0470
40 | 0,0343 | 0,0407 | 0,0352
50 | 0,0278 | 0,0325 | 0,0282

Tabelle 2

’ ’ . . * -
n dn N dn N N l-o

18 792 3.10‘3 115 848 250 000 0,167
1 408 373 140 000 0,618

5 | 6.10"
10 | 3.10°3 | 33 408 | s.10"

20 | 141073 | 142 423 | 1.120™% | 15 221 3901 | 30 000 | 0,002
30 | 7.10™% | 190 432 | 5.107° | 38 966 760 | 30 000 | 0,063
50 | 4-10™% | 345 157 | 2.107% | 142 060 000 30 000 | 0,887
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Tabelle 3 Verzerrung

n=5
e L
-0,9 30,8464
-0,8 45,3613
-0,7 = 51,3738
-0,6 51,7545
-0,5 48,1914
-0,4 41,7957
-0,3 33,1676
-0,2 22,9625
-0,1 11,7586
0,0 0,1947
0,1 -11,2508
0,2 ~22,2195
0.3 -32,3642
0,4 -41,1658
0,5 -47 ,9065
0,6 ~51,7241
0,7 -51,4399
0,8 =45 ,5744
0,9 -31,0360
n=10
[ In
-0,9 11,0927
-0,8 17,7929
-0,7 21,2030
-0,6 22,1039
-0.,5 21,0939
-0,4 18,6064
-0,3 . 15,0063
-0,2 10,6142
-0,1 5,7135
0,0 0,5556
0,1 -4,6223
c,2 -9,5701
0,3 -14,0123
0,4 ~17 ,6634
0,5 -20,2165
0,6 -21,3137
0,7 -20,5247
0,8 -17,3073
0,9

~-10,8901

114

2,

-28,2366
-28,2828
-24,5438
-19,6626
-15,0718
-10,9421
-7,5260
-4,8914
-2,4922
-0,2651
2,2811
5,0749
7.9193
11,1071
14,7074
18,9731
23,5903
27,4521
27,2981

3,
~4,1470
~4,9550
-4,5912
-3,8809
-3,0318
-2,1627
-=1,3483
-0,5977
0,1302
0,8420
1,5313
2,1914
2,8559
3,5658
4,3374
5,1250
5,7272
5,7818
4,4994

N*= 250 000

1
)

. -8,4673
-3,7814
0,3961
3,5200
5,2159
5,8548
5,3251
3,9071
1,9818
-0,1052
-2,0083
-3,5329
-4,8301
-5,5205
-5,3698
-3,9835
-1,0623
3,2292
77,7973

n* = 140 0oo
(1)
L,

-1,3873
~-1,0787
-0,4498
0,0729
0,4712
0,7381
0,8668
0,8889
0,8655
0,8119
0,7309
0,6351
0,5740
0,6034
0,7699
1,0950
1,5062
1,8478
11,7136

4
_,__'(‘)

-17,1866
=-14,4274
-10,2347
-6,2488
-3,2245
-1,0297
0,1307
0,3804
0,1037
~0,1127
-0,2480
~0,0881
0,3452
1,3323
3,0064
5,7893
9,4674
13,7835
16,3185

4
L

-2,3885
-2,3302
-1,6149
-0,8827
-0,2480

0,2337

0,5388

.0,6960

0,7744
0,8089
0,8213
0,8343
0,9095
1,1163
1,5043
2,0744
2,6981
-3,1177
2,7237

(.107%)
8
L8

-12,5612
-8,6996
-4,3528
-0,6846

1,7305
3,1019
3,3064
- 2,5718
1,3048
-0,0999
-1,3322
~-2,1846
-2,7703
~2,7609
~1,8944
0,1942
3,6264
8,0606
11,7958

(.10‘?)'
8
&

-1,9290
-1,6443
-0,8371
-0,0991
0,4794
0,8600
1,0320
1,0340
0,9428
0,8003
0,6357
0,5527
0,5249
0,6295
0,9235
1,4347
2,0250
2,4736
2,2293



Tabelle 3

-0.8

B

QOO0OQOO0000Q
IR
VONOURBWNRO

n=30

= (>
@0

BRI

-

s &8 3B B
000000 ORQQOO0OQO0O0Q00

S % e % s s ws s oW

WOANOTNBLWUNPORNWANON

verzerrung (Fortsetzung)

N* = 30 000

' (1)
Ln 2n g
5,1300 -0, 38966 0,17452
8,4456 -0,45123 0,35774
10,2517 -0,41544 0,45140
10,8306 -0,33807 0,47796
10,4169 -0,25382 0,45352
9,2186 -0,18370 0, 38908
7 ,4247 ~0,12984 0,29985
5,2056 -0,08700 0,19923
2,7180 -0,04641 0,09869
0,1045 0,00361 0,00945
=2,4944 0,07404 -0,05947
-4,9477 0,17024 -0,10474
-7,1213 0,28939 -0,13003
-8,8693 0,42723 -0,13736
-10,0282 0,58%22 -0,11696
-10,4169 0,76026 ~0,05461
-9,8416 0,92069 0,04854
-8,0927 0,97075 0,14849
~4,9254 0,73540 0,15715

N 30 000

(1)

£ 3, i

3,0451 -0,36467 -0,11643
5,0670 -0,49648 -0,14236
6,2124 ~-0,49605 -0,12196
6,6118 -0,43270 -0,08688
. 6,3908 -0,34902 ~0,05837
5,6690 ~0,26935 -0,03695
.4,5581 =0,2Q449 -0,03435
3,1617 -0,15560 «0,04510
1,5772 -0,11821 -0,06415
«0,1020 -0,08574 4 -0,08610
-1,7839 ~0,05147 -0,10628
-3,3748 -0,00887 -0,12023
-4,7777 0,04866, ~0,12260
-5,8903 0,12545 -0,10850
-6,6048 0,21920 -0,07665
-6,8100 0,31682 -0,03184
-6,3859 0,39254 0,01528
~5,2030 0,40991 0,05296
-3,1175 0,31677 0,06681

(4)
La
-0,02968
0,12900
. 0,28025
0,39032
0,44210
0,42950
0, 36285
0,25817
0.13382
0,01019
-0,09347
-0,16354
-0,19391
-0,17907
-0,10695
0,03132
0,21880
0,37966
0,36622

.££4)

-0,20968
-0,24359
-0,19112
-0,11250
-0,04267

0,00058

0,0119¢

'-0,00481
. =0,04115
f -0,08648

-0,13022
-0,16186
-0,17073
-0,14799
-0,09092
-0,00710
0,08443
0,15478
0,16000

(.1073)
8
A0

0,02293
0,21379
0,38192
0,49677
0,54381
0,51911
0,43485
'0,30862
0,16016
0,01115
-0,1179%
-0,21232
~0,26455
-0,26768
-0,20811
-0,07522
0,11622
0,29327
0,31227

(.10°3

8
k£ )

)

-0,19402
-0,21804
-0,16031
-0,08015
-0,01172
0,02785
0,03386
0,01042
-0,03336
-0,08656
-0,13818
-0,17732
-0,19289
-0,17562
-0,12232
~-0,03983
0,05330
0,12900
0,14490
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Tabelle 4 Varianz

n=s N* = 250 000
(1) (4) (8)
0 Iy 2, Ll L Lo
-0,9 0,0302 0,0577 . 0,0416 0,0477 0,0441
-0,8 0,0720 0,1190 0,0949 0,1035 0,0979
-0,7 0,1123 0,1776 0,1474 0,1577 0,1505
-0,6 0,1484 0,2309 0,1956 0,2073 0,1986
-0,5 0,1793 0,2771 0,2377 0,2504 0,2404
-0,4 0,2048 0,3156 0,2729 0,2863 0,2753
-0,3 0,2247 0,3459 0,3005 0,3146 0,3027
-0,2 0,2388 0,3676 0,3203 0,3348 0,3223
-0,1 - 0,2472 0,3807 0,3322 0,3470 0,3341
0,0 0,2499 0,3851 0,3362 0,3510 0,3380
0,1 0,2470 0,3808 0,3323 0,3470 0,3341
0,2 0,2386 0,3676 0,3203 0,3348 0,3223
0.3 0,2247 0,3459 0,3006 0,3146 0,3027
0.4 0,2051 0,3157 0,2730 0.,2865 0,2754
0.5 0,1798 0,2772 0,2380 0,2506 0,2407
0,6 0,1488 0,2312 0,1961 0,2077 0,1990
0,7 0,1127 0,1778 0,1478 0,1580 0,1508
0.8 0,0725 0,1192 0,0953 0,1038 0,0982
0,9 0,0305 0,0576 0,0419 0,0477 0,0443
n=10 N* = 140 000 :
1 4 8
0 £ 3 L L4 L@
-0,9 0,0068 0,0072 0,0069 0,0070 0,0070
-0,8 0,0212 0,0228 0,0220 0.,0223 0,0222
-0,7 0,0382 0,0420 0,0407 0,0411 0,0409
-0.6 0,0552 0,0618 0,0601 0,0606 0,0603
-0.5 0,0711 0,0807 0,0787 0,0791 0,0787
-0,4 0,0848 0,0975 0,0951 0,0955 0,0950
-0,3 0,0960 0,1112 0,1086 0,1089 0,1083
-0,2 0,1041 0,1214 0,1186 0,1188 0,1182
-0,1 0,1091 0,1276 0,1248 0,1249 0,1242
0,0 0,1107 0,1297 0,1269 0,1270 0,1263
0,1 0,1091 0,1276 0,1248 0,1250 0,1243
0,2 0,1040 0,1214 0,1186 0,1188 0,1182
0.3 0,0958 0,1111 0,1086 0,1088 0,1082
0,4 0,0846 0,0972 0,0949 0,0953 0,0948
0.5 0,0708 0,0804 0,0783 0,0788 0,0783
0,6 0,0549 0,0615 0,0598 0,0603 0,0598
0,7 0,0378 0,0416 0,0403 0,0408 0,0405
0,8 0,0210 0,0226 0,0218 0,0221 0,0219
0,9 0,0068 . 0,0072 0,0068 0,0070 0,0069
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" Tabelle 4 Varianz (Fortsetzung)

n=20 . N¥ = 30 000
1 4 8
: - Y B
-0,9 0,00247 0,00237 0,00237 0,00237 0,00237
-0,8 0,00834 0,00823 0,00820 0,00822 0,00822
-0,7 0,01590 0,01602 0,01596 0,01599 0,01599
-0,6 0,02400 ; 0,02459 0,02448 0,02452 0,02451
-0,5 0,03185 0,03305 0,03291 0,03295 0,03293
-0,4 0,03888 0,04075 0,04058 0,04060 0,04058
-0,3 0,04468 0,04719 0,04700 0,04699 0,04696
-0,2 0,04897 0,05199 0,05180 0,05177 0,05173
-0,1 0,05157 0,05493 0,05474 0,05468 0,05464
0,0 0,05239 0,05586 0,05568 0,05560 0,05557
0,1 0,05141 0,05476 0,05456 0,05451 0,05447
0,2 0,04868 ° 0,05168 0,05149 0,05145 0,05142
0,3 0,04430 0,04678 0,04659 0,04658 0,04656
0,4 0,03845 0,04030 0,04013 0,04015 0,04012
0,5 0,03141 0,03258 0,03244 0,03248 0,03246
0,6 0,02358 0,02413 0,02402 0,02406 0,02406
0,7 0,01555 0,01562 0,01556 0,01559 0,01559
0,8 0,00812 0,00796 0,00794 0,00796 0,00796
0,9 0,00240 0,00228 0,00228 0,00228 0,00228
n=30 N* = 30 000
1 4 8
e o 2 oo e e
-0,9 0,00146 0,00140 0,00141 0,00141 0,00141
-0,8 0,00506 0,00497 0,00496 0,00497 0,00497
-0,7 0,00986 0,00983 0,00982 0,00983 0,00983
-0,6 0,01515 0,01530 0,01528 0,01529 0,01529
-0,5 0,02039 0,02079 0,02075 0,02076 0,02076
-0,4 0,02515 0,02584 0,02580 0,02581 0,02580
-0,3 0,02914 0,03012 0,03007 0,03007 0,03006
-0,2 0,03213 0,03335 0,03330 0,03328 0,03328
-0,1 0,03400 0,03535 0,03531 0,03529 0,03528
0,0 0,03464 0,03604 0,03599 0,03597 0,03596
0,1 0,03402 0,03537 0,03532 0,03530 0,03529
0,2 0,03248 . 0,03336 0,03332 0,03330 0,03330
0,3 0,02919 0,03013 ' 0,03009 0,03009 0,03008
0,4 0,02520 0,02586 0,02582 0,02582 0,02582
0,5 0,02044 0,02081 0,02077 0,02078 0,02078
0,6 0,01521 - 0,01533 0,01530 0,01532 0,01532
0,7 0,00992 0,00987 0,00986 0,00987 0,00987
0,8 0,00510 0,00500 0,00500 0,00500 0,00500
0,9 0,00147 0,00142 0,00142 0,00142 0,00142

Fortsetzung von Tabelle 4 auf Seite 120
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Tabelle 5

1, Stichprobenkorrelationskoeffizient

P 1
8885

-

llllél

0000000000000 0
CONORBPUWUNPORNEAMNOINOO

BRI

2. Jackknife-Schatzung 3,

o

05648484

]
o0

B R

WONDOADWUNRORPNWAAMNNOY

0000000000
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n=5

3,602

2,324
1,715
1,316
1,015
0,767
0,553
0,360
0,177
-0,000
~0,179
~0,363
~0,558
-0,772
~-1,018
-1,317
~1,719
-2,339
~-3,625

n=g

0,934
1,253
1,140
0,969
0,794
0,621
0,458
0,301
0,147
-0,003

-0,153 ~

~0,306
-0,462
=0 :626
~0,799
~-0,978
~1,166
~-1,315
-1,100

Schiefe

n=10

2,331
1,750
1,381
1,094
0,860
0,659
0,479
0,312
0,152

-0,003

-0,158
-0,316
0,481
~-0,659
~-0,858
-1,089
-1,373

-1,754"
-2,377

n=10

2,052

1,677
1,368
1,099
0,871
0,671
00490
0,320
0,157
=-0,002
~-0,159
-0,319
~0,487
-01667
-0,864
-1,086
-1,343
~-1,656
-2,077

n=20

1,451
1,198
0,990
0,813
0,658
0,517
0,384
0,258
0,134
0,012

-0,111

-0,236

-0,364

-0,496

-0,635

-0,786

-0,954

-1,153

-1,411 .

n=20

1,462
1,224
1,020
0,840
0,680
0,533
‘0,395
0,263
0,135
0,009
-0,118
~-0,248
~0,381
-0,520
-0,554
-0,818
~-0,988
-1,190
-1,458

~n

na30

1,125
0,951
0,807
0,676
0,554
00438
0,326
0,218
0,112
0,008

. =0,096

~0,199
-0,305
-0,414
-0,532
-0,660
-0,803
-0,960
-1,134

n=30

1,148
0,980
0,834
0,699
0,573
0,453
0,337
0,225%
0,116

~-0,100
-0 :208
~0,318
-0,432
~0,553
~0,686
~-0,832

-1.157

ns=50
0,818
0,704
0,600
0,502
0,401
0,320
0,235
0,152
0,070
-0,011
-0,092
-0,172
-0,253
-0,335
~0,418
~0,505
~0,595
-0,694
-0 ,804

n=50

0,827
0,716
0,612
0,513
0,418

328

0,241
0,156
0,072

~0,010

-0,092

-0,174

-0,256

-0, 339

~0,424

-0,513

-0,601

-0,699

-0,808



Tabelle 6

1, Stichprobenkorrelationskoeffizient Ca

64
o

Illlllé
NI

0000000000000 000
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n=5

i8,689
6,763
3,132
1,406
0,421
-0,193
-0,583
-0,825
-0,958
-0,999
-0,955
-0,820
-0,575
-0,185
0,426
1,410
'3,168
6,888
18,964

ExzeB

n=10

9,820
4,855
2,730
1,474
0,683
0,173
-0,164
-0,380
~0,500
~-0,539
-0,501
-0,383
-0,170
0,164
0,672
1,448
2,700
4,990
10,555

2, Jackknife-Schétzung 3n

o

-

MR

.

0000000000000 O0O00O00C
VONOVAWNNRPRORPNNADUONDWO

-~

n=5

11,786
5,437
2,935
1,570
0,722

0,159

-0,207

-0,443

-0,574

-0,615

~0,572

-0,441

-0,207
0,164
0,730
1,587
3,002
5,643

12,444

n-ld

10,351
5,282
3,042
1,684
0,822
0,266

-0,099

-0,333

-0,466

-0,511

-0,473

-0,347

~0,116
0,242
0,782
1,605
2,913
5,258

11,060

n=20

3,782
2,391
1,500
0,887
0,463
0,165

' -0,045

-0,185
-0,265
-0,292
-0,267
-0,189
-0,052
0,149
0,431
0,826
1,392

,2,282

3,933

‘

n=20

3,828
2,489
1,595
0,958
0,510
0,189
-0,038
-0,191
-0,279
-01308
~0,282
=-0,196
-0,046
0,174
0,480
0,897
1,494
2,474
4,438

n=30

2,490
1,597
1,057
0,667
0,371
0,148

~-0,016 .

-0,130
-0,200
-0,229
-0,219
-0,169
-0,073
0,080
0,306
0,627
1,064
1,628
2,430

n=30

2,606
1,711
1,145
0,728
0,408
0,168
-0,008
-0,129
~0,203
-0,233
-0,221
-0,165
-0,059
0,106
0,349
0,691
1,154
1,747
2,533

n=50

1,243
0,877
0,606
0,389
0,217
0,084
-0,014
-0,080
-0,118
-0,131
-0,119
-0,084
~-0,023
0,065
0,184
0,341
0,546
0,816
1,181
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Tabelle 4

n=50
€

-0,9
-0,8
-0,7
-0,6
-0,5
-0,4
-0,3
~0,2
-0,1

0000000000
VONOUVAWNRO

r
—n

0,00080
0,00283
0,00559
0,00868
0,01179
0,01465
0,01708
0,01892
0,02007
0,02047
0,02009
0,01895
0,01712
0,01469
0,01181
0,00869
0,00559
0,00283
0,00080

Varianz

(Fortsetzung)

NY=

Zn

0,00078
0,00279
0,00556
0,00870
0,01189
0,01485
0,01738
0,01930
0,02051
0,02093
0,02054
0,01935
0,01743
0,01490
0,01192
0,00872
0,00556
0,00279
0,00078

eingegangen: 18. 07. 1986

Verfasser:

Dipl.-Math, U,

Lorz

30 000

1
AL

0,00079
0,00279
0,00556
0,00870
0,01188
0,01484
0,01737
0,01930
0,02050
0,02092
0,02053
0,01934
0,01742
0,01489
0,01191
0,00871
0,00556
0,00279
0,00078

Wilhelm-Pieck-Universitét Rostock

Sektion Mathematik
Universitétsplatz 1

Rostock
DDR=-2500

N
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4
L(4)

0,00079
0,00279
0,00556
0,00870
0,01188
0,01484
0,01737
0,01929
0,02050
0,02092
0,02052
0,01933
0,01742
0,01489
0,01192
0,00872
0,00556
0,00279
0,00078

8
Eﬁ )

0,00079
0,00279
0,00556
0,00870
0,01188
0,01484
0,01737
0,01929
0,02050
0,02092
0,02052
0,01933
0,01742
0,01489
0,011082
0,00872
0,00556
0,00279
0,00078



Hioweiee fUr Autoren

Menuekripte
eocher Sprech

Bte—gessmts—Arbeit ist

(4n deutscher, ggf. auch in ruesischer oder engli-
o) bitten wir, an die Schriftleitung zu echicken,

linkebindig

zu schreiben. Eine Auenehme

hiervon bilden hervorzuhebende Formeln und dee Litereturver-

zeichnie, Der Kop
oll

or

B oq.
Arbeit/ 1 Zeilenusecheltung/ Unteretreichun

rbeit eo

olgende Fora heben: Roetock.
rzeile/ Titel der
g/ Leerzeile. Der

Text der Arbeit 1st eineinhelbzeilig (= 3 Zoilonu-ocholtun?on)
zu echreiben sit sexImel B3 Anechllgen je Zeile und seximel 37
Zeilen je Seite. Zwiwchenitberwvhriften eind wie folgt einzuord-
nen: 6 ZeilenumecReltungen/ Zwischenlberschrift/ Unteretrei-
hebungen eind. durch hen und Sp sofich. Ankan-
hebungen ein urch Unteretreichen und Sperren m8glich, AnkOn-
u. e. eind zu

digungon wie Setz, Definltlon, Beserkung. Beweie
{nes ﬁoppolpunﬂe ebzuschlieBen., Vor und

unterstreichen und ait e
nech Sitzen, Definitionen u. &. iet ein Zeilenebetend von 5 Um-
echeltungen zu leseen, FuBnoten eind mdglichet zu verameiden,
Sollte doch devon Gebreuch gesecht werden, eo eind eie durch
eine hochgeetellte Ziffer im Text zu kennzeichnen und innerhelb
dee cben engegebenen Setzepiegele untén euf der gleichen Seite
snzugeben. Forseln und Bezeichnungen sollen mdglichet mit der
8chreibasachine zu echrelben eein. Hervorzuhebende Forseln eind
drei Leerzeichen einzurlcken und ait 6 Usecheltungen zua QObri-
n Text zu echreiber, Forselzlhler eollen em rechten Rend ete-

en. Der Pletz fOr-abbiIdungen et beim Schreiben euezueperen;
die Abbi1dungon-.1%50?—.!na!;n—d'f—d‘l—ouogoonorton Pletz ent-
sprechenden Gr38e—geeondert—nech TGL-Vorechrift suf Trenepe-
rentpapier beizuflgen. Der zugehdrige Begleittext iet is Manu-
okrigt aitzuechreiben, Sein Abetend nech unten betrégt 5 Ua-
eche tungon. Litereturzitete im Text eind durch leufende Nua-
sern in chrlgotrichon (vgl. /8/., /9/ und /10/) zu kennzeich-
nen und ea Schlu8 der Arbeit unter der ZwiechenOberechrift Li-
teratur zuesamenzuetellen,

Beiepiele: (ZeitechriftenebkOrzungen nech Math., Reviews)

m 0.. end Sesuel, P,: Cosautetive Algebre.
Princeton 1958

/9/ Steinitz, E.: Algebreieche Theorie der Kdrper. J. Reine

Angew, Math., 137, 167 - 309 (1920)

/10/ Gnedenko, B, W,: Uber die Arbeiten von C, F. GauB zur
wehrecheinlichkeiterechnung. In: Reicherdt, H. (Ed.):
C. F. GeuB, Gedenkbend enléBlich dee 100, Todeesteges.
S. 193 - 204, Leipzig 1967

Die Ang:bon eollen in Originelepreche erfolgen: bei kyrilli-
echen cheteben eoll die bibliothekerieche Trenekription

(Ouden) verwendet werden.

Aa Ende der Arbeit etehen folgende Angeben zus Autar und zur
Arpeit: elngegangen: Datum, Leerzeile/ Verfasser:/ Titel Ini-
tialen der Vornamen Name/ Institution/ Struktureinheit/ StraBe
Hausnummer/ Ort/ Land-Postleitzahl.

Der Autor wird gebeten, eine Korrektur dee Durchechlege voa

Of feetmanuekript zu leeen und debei die sethemetiechen Syabole
einzutregen, Ferner eollte er 1 - 2 Kleeeifizierungsnussern
(enteprechend der “19680 Mathemetice Subject Cleeeificetion” der
Math, Reviems) zur inheltlichen Einordnung eeiner Arbeit engeben
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