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Rostock. Math. Kolloq. 2!_, 4 - 10 (1987) 33A15 

Brian Fisher 

OVI defining r{-n) for n = 0,1,2, ••• 

1. flx) for x t 0,-1,-2,, •• 

The gamma function r(x), see for example Schwartz /1/, is 
usually defined for x > 0 by 

r(x) = f tx-le-tdt, 

the integral only converging for x > o. 
On integrating by parts, it easily follows from· equation (1) 
that 

(1) 

r( x+l) ,. x r(x) (2) 

for x > 0 and this equation can be used to define rcx) for nega­
tive, non-integer values of x. Thus if -1< x <O, then 

r(,x) = 

r(x;l) 

and if r(x) has been defined for -n < x < -n+l, then 

r(x) = 

r(x;l)

for -n-1 < x < -n. 
In the following we need the relation 

rcx) = f [3) 

for -n < x < -n„1. The proof can be done by induction or similar 
to the well known esse of Riemann's zeta-function as e.g. in /2/, 

2. The finite part of an integral' 

We wili suppose that f(x) is a function for which its integral 
over the interval (S;oo) is convergent for arbitrary E,>O, but 
i ts integral over the interval (0, oo) is poss ibly divergent. We 
will suppose further that 

r f(x)dx „ a0 4 0 



if the integral is convergent and if the integral is divergent 

we will suppose that 

Г° V- Л± ' ri J f(x)dx = aQ + У ^ a^E In *£ + 0(g), 

where r^ is a non-negative integer and i О, (Я^сО if r^=0), 

for i = 1.n. We then say that aQ is the finite part of the 

integral of f(x) over the interval (0,oo) and write 

oo 

p.f. J f(x)dx = aQ. 
0 

It is obvious that the finite part of the integral is unique 

if it exists and 

oo oo 

p.f. J f(x)dx = j f(x)dx 
0 0 

if the integral is convergent. As an example consider 

f(x) = e'x - 2x~2 + x“2lnx. 

Then 

oo 

/ f(x)dx = e£ - s'1 + £-1lnS = 1 - S'1 + s~1lne + 0(e) 

and it follows that 

oo 

p.f. J f(x)dx = 1, 

0 

3, Г(-п) for n = 0,1,2,.., 

Let us suppose that -n<xc-n+l. Then 

oo oo n-1 

/ t*-1 e-tdt = / tx-1[e"t + 4f^]dt 
£ £ 1 = 0 

n-1 . 00 

+ JZ 4#- / tX+i-1dt 
i=° e 

oo n-1 , n-1 , 

■ / - g: T+f&W" 
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n-1 i 

- Г(х) - - o(e) 

on using equation (3). It follows that 

CO 

Г(х) = p.f. j tx_1 e-tdt (4) 

for X /S 0,-1,-2,.., . This suggests that we define Г(-п) by 
00 

Г(-П) = p.f. J f"-1 e_tdt 
0 

for n = 0,1,2,..., provided that the finite part of the inte¬ 

gral exists. Equation (4) will then define Г(х) for all values 
of X. 
We will first of all prove the existence of Г(0). We have 

oo oo f t-1 e-tdt = У e_tdlnt 

6 

= -e ^lnS + ' J e~*lntdt 

/ e-tlntdt - £1 ln£ 

j e-tlntdt - In6 + 0(g) 
and it follows that 

oo oo 

p.f. J t"1 e_tdt = У e_tlntdt = Г'(1). 
0 0 

This proves the existence of Г(0) and further 
Г(0) = Г'(1) = - У, ' (5) 

where у denotes Euler's constant, see /1/. 
Let us now assume the existence of Г(-п+1) for some positive 
integer n. 

6 



Then 

/Г""1 e-tdt = - i / e_tdt-n = i g-ne-fi-i / t’n 
e e g 

- - * 7 s1-" * »(о 
e_tdt 

ІИ p.f. I/ *-пе-' 
n-1 

dt + £1-n + 0(E) 

and it follows that 

GO 

P. " 
Ö 

The existence of Г(—n) follows by induction and further 

,n , 

».f. / t-n-1e-tdt = - I Г(-п+1). 

Г(-п) + ІГ(-П+І) = i=il 

for n = 1,2,.,. . It now follows easily by induction that 

Г(-п) = І£ІІ^[і>(п) * Г(0)] = Inll2[j,(n) _ у] 
for n = 1,2,..., where 

Ф(п) = У ■X* 

(6) 

Differentiating equation (2) we have 

Г'(х+1) = хГ'(х) + Г(х) (7) 

for X / 0,-1,-2,,.. . In particular we have 

Г'(п+1) = пГ'(п) + Г(п) 
for n = 1,2,.., and it again follows easily by induction that 

Г” (n+1) = n![$(n) + Г' (1)] = n![$(n) - y] 
for n = 1,2,.., . Comparing this equation with equation (6) and 

also using equation (5), we see that 

Г(-п) . for n = 0,1,2,.,. . 
(nU 

We next notice that it follows from -equations (1) and (3) that 

p(r)(x) is given by 
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J tx-1lnrt e-tdt, x>0, 

?(r) (X) = П-1 
f tx"1lnrt[e"t - -(-Ту)" ]dt , -л« xt-n+1, 

{0 i=° n = 1,2, ... 

for r = 1,2.It follows as above that we can write 

CO 

r<r>(x) = p.f. j tx-1lnrt e-tdt (8) 

0 

for X / 0,-1,-2,.., and r = 1,2,,.. . 

We will therefore define ИГ^(-п) by 
oo 

p(p)(_n) = p.f. I t-n 1 lnrt e_tdt 

for n = 0,1,2,... and r = 1,2,..., provided that the finite 

part of the integral exists. Equation (8) will then define 

p(r)(x) for all values of x and r = 1,2. 

In order to prove the existence of Hr^(-n) we first of all 

assume that Г^г^(г-п) exists for r = 0,1,...,0 and some positi¬ 
ve integer n. This is certainly true when n = 0. Then 

oo oo 
/ tr-n-21nrt «"'dt = yJj-y / lnrt e-tdt — 1 

n+l-r 
-e _r-n-i inre 

n+l 
1__ J tr n ^int"1t(rt-1-lnt)e-tdt 

= 7птГг[гГ(г-1)(г-п-1)-Г(г)(г-п)] 
n+l-r 1 

. ткёЬг «l*r-n-1l»r« .0(,,' 

by our assumption for r = 1.n. The existence of ^)(r-n-1) 

follows for r = 1,...,n and further 

(п+1-г)Г(г)(г-п-1) = гГ(г"1)(г-п-1)-Г(г)(г-п) (9) 

for r = l,...,n. The existence of Г(-п-1) has of course already 
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been established. Further 

/ѴЧп'Че"* dt = -I* J e-td lnr+1t 
e e 

= - ^ в’6 lnr+16 + -pir / Ы-Че-: dt 

GD 

= 77X / lnr+1te-t dt + 0(e) 

= FTT Г(Г+1)(1) + 0(6) , 

proving the existence of Г^Г^(0) for r = 1,2,..., and thus the 

existence of M^fr-n-l) for r = n + 1. It follows by induction 

that Г^г^(г-п) exists for г = 0,1,...,n and n = 0,1,2...., or 

equivalently that Г^г^(-п) exists for r, n = 0,1.2.... . 

Putting r = 1 in equation (9) we see that 

Г" (-n+1) = — nГ*(— n) + Г(-п) (10) 

for n = 1,2,... and so equation (7) holds for all x, the case 

n = 0 holding by equation (5). 

It now follows easily by induction from equation (8) that 

Г'(-п) = I>(n) -y§(n) + Г-(0)] 

for n = 1,2,..., where 

= . 
Further 

J t 1lnt e-tdt = j J e-td ln2t 
£ e 

oo 

= ф e In £ + ij У ln2t e *dt = ф P"(l) — ^rln £ + 0(6) 
6 

and so in fact 

Г' (0) = ф r*(i) = §(y2+ ф. 

see /1/. 
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Rostock. Math. Kolloq. �. 11 - 20 (1987) 03G20 
06Al5 

Walter Harnau 

Ein verallgemeinerter Relationenbegri ff für die Alyebra der 
meh rwe.rtige·n Logik, Teil II ( Rela t'io'nenpaare) 

Dieser Artikel stellt die Fortsetzung von /14/ dar. Die Litera­
turstellen /1/ - /13/ sind ebenfalls /14/ zu entnehmen. 

4. Relat�onenpaare

Es seien� und 9• Elemente aus Rk (vgl. §2 (von /14/)). Wir be­

zeichnen,das geordnete Paar (9,g') >als Relationenpaar über Ek'
wenn g' 6 9 gilt. Dazu müssen 9 und 9' Relationen gleicher Ari­
tät (Stellenzahi) sein, oder es muß•g• •� gelten. 
Wir nennen das Relationenpa�r (9,9') m-stellig, wenn g � R�m)

gil� Mit C'm) bezeichnen wir die Menge aller m-stelligen Rela­

tionenpaare. Dabei ist (�.�)·� cim) für jede positive ganze,

Zahl m. schließlich sei 

die Menge aller endlichstelligen-Relationenpaare,üb�r Ek. Es

seien� und n pdsitive ganze �ahlen� f E Pln) und (g,q') aus

cfml. Wir sagen, daß die Funktion f das Relationenpaar (q,g') 

bewahrt, wenn für alle !!,1, �• •••. !n � e mit

!1 = [a11,a21 •••• ,amiJ (1=1,2, ••• ,n) gilt:

. 

(

(811 •812• .. • ,al�)

)

. 
f(a21•a22•·•••82nl

f(!1•a2•••••�) = • • ·• cf' • 
. . . 

. . . 

f(a
ml'am2•••• •8

mnl

. \ 

Wenn g = g' ist, fällt der Begriff "f bewahrt das Relationen­
paar ·c�.9')" mit dem im §2 genannten Begriff "f b�wahrt die Re-
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lation g" zusammen. Dementsprechend haben wir zu vereinbaren, 

daß das Relationenpaar (0,0) von Jeder Funktion aus Pk bewahrt 

wird. Weiterhin ist leicht einzusehen, daß für g / 0 das Rela¬ 

tionenpaar (g,0) von keiner Funktion aus Pk bewahrt wird. Für 

F e Pk bzw. Q s Ck sei Invp^F (oder kurz InvpF) die Menge al¬ 

ler Relationenpaare aus C^, die von jeder Funktion aus F be¬ 

wahrt werden, bzw. PolpkQ (oder kurz PolpQ) die Menge aller 

Funktionen aus P^, die jedes Relationenpaar aus Q bewahren. 

Wenn f £ Pk und (g,g‘)£Ck ist, so schreiben wir für Invpk{f] 

bzw. Polpk {(§,§• )} auch kurz Invp^f oder Invpf bzw. Polpk(g,gI) 

oder Polp(g,g'). Für positive ganze Zahlen n sei weiterhin 

P°lpkn^Q := (PolpkQ)und Invp(")p := (InvpkF)^n> mit Q s Cfc 

und F s Pk. 

Offenbar gilt das 

Lemma 1: Für alle Q S Ck ist Polp.Q => ( \ Polp,. (p ,p' ). 

(g.g')eQ k 

Lemma 2: Für alle Q s Ck ist PolpkQ eine iterative Algebra 

über Ek. 

Beweis: Wegen Lemma 1 genügt es zu zeigen, daß für beliebiges 

(?•£’) eCk die Menge Polpk(g,g-) eine iterative Algebra Ober 

Ek ist- 

Mit §' - 1st Polpk(g,g1 ) 6 {0,Pk} und somit eine iterative 

Algebra über Ek. Im weiteren kann also g' / 0 vorausgesetzt 

werden. Dann ist auch g t 0. Sei f e Polpj^") (g.g') und 

gtPolp£m)(g,p'). Es muß nur noch gezeigt werden (vgl. §1), daß 

{£f> Tf • ^f, Vf,g • f) S Polpk(g,g') 

gilt. Nach der Definition der Operationen £. «Г, Д,V für Funk¬ 

tionen aus Pk und der des Bewahrens eines Relationenpaares er¬ 

hält man unmittelbar {ff, Tf, Af, vf} e Polpk(g,g'). 

Es ist g o f ^pH+n-1) und sei nun ^ ^.a-+n_1 & g. 

Dann gilt 
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(g о f )(Xl.x2.*m+n-l) = f(9(xl'x2.xn>) ' xm+l.xm+n-l) ' 

und mit b := g(£1 ,£2 > • ■ • • Ёя,) ist 

(g°f)(äi-£2.fm+n-l) = f(k.äm+l'2m+2.2m+n-l) £ 9' ■ den" 

aus g 6 Polp(g,g'j folgt bag' sp, und aus f£ Polp(g,g') erhal¬ 

ten wir somit obige Behauptung, womit auch gоf in Polp(g,g') 

liegt, was den Beweis des Lemmas abschließt. 

Lemma 3: Wenn (g,g’) 6 Ck ist, so ist Polpk(g,g') genau dann 

eine Funktionenalgebra, wenn g = g' gilt. 

Beweis: Wegen §2 folgt aus g = p', daß Polp(g.g') eine Funk¬ 

tionenalgebra ist. Im weiteren sei g' c p und £ e g\g'. Dann 

folgt ej(£) = £ (§1) und somit ej f£ Polp(g.g'), womit in die¬ 

sem Falle Polp(g,g') keine Funktionenalgebra ist, was den Be¬ 

weis des Lemmas abschließt. 

Wir führen jetzt einige Operationen'für Relationenpaare ein. 

Dazu sei Л1 := t. A,V, pr,~<}, wobei die Elemente von П1 

als Operationen über Relationen wie in §2 definiert seien. 

Wenn CL>eIl1\[V'j ist, so sei für das Relationenpaar (g,g')e.Ck 

Co(g,g' ) := (cog, cog' ). 

Offenbar ist co(g,g') e ck. 

V(g,g‘) sei für beliebiges (§.§') € Ck wie folgt definiert: 

V(§,g' ) := ( Vg, VgnVg' ). 

Damit ist gesichert, daß mit (g,g') auch V(g.g') in Ck liegt. 

Es gilt V(g,g' ) = (Vg.Vg') offenbar genau dann nicht, wenn 

g Ф f> und g' = ß ist. Für g X ß ist V(g.P) = (Vg.ß). und es 

gilt in diesem Falle Polp(g,ß) = Polp(vg.ß) = ß. In jedem an¬ 

deren Falle handelt es sich bei der Operation v um das Hinzu¬ 

fügen einer fiktiven ersten Koordinate in beiden Komponenten 

des Relationenpaares. 

Da es sich bei den Operationen f und T nur um das simultane 

Vertauschen von Zeilen und bei <-v um das Verdoppeln der ersten 

Zeile beider Komponenten handelt. gilt somit das 
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Lemma 4 : Mit соб[£ , Г , V ,~j und (g,g’ ) e Ck ist 

Polpk(g,g') = Polpk w(g.g'). 

Lemma 5: Mit Coe{A,prJ und (g.g‘) 6 ist 

Polpk(g,g') S Polpk W(g,g' ). 

Beweis : Falls со (g, g' ) e | ((3,0) , (g . g1 )] ist, gilt offenbar die 

Behauptung des Lemmas. 

Im weiteren sei also co(g,g' ) ^ (ß,ß), (g ,£’) e. , m&2 

und f£ Polp£n^(g,g') (m,n positive ganze Zahlen). 

Für 1 = 1’Z.n sai Ei == [ali ' a2i.ат-1,і]£а,е- 
Wir unterscheiden jetzt die beiden folgenden Fälle: 

Fall 1: OJ s Д. Für 1 = 1,2,...,n ist 

Ei := [ali'ali'a2i'a3i"" 'am-l,i] 6 5 und 

f(ai'Ü ■EA) 

f(ali'a12 

f(all'a12 

f(a21,a22 

vf (ati'at2 

wobei t := m-1 sei. Wegen [b^,b2.b^ e Ag1 gilt 

f 6 Polp A(g.g'). 

Fall 2: 6J = pr. Für i = 1,2.n gibt es ein u^ e. Ek, so daß 

Ei := Cui,ali,a2i* * " 'ат-1,і] & § Gilt. Es ist 

f(u1 ,u2 , 

f(all'a12' 

£ S‘ 

\J(atl'at2" 

mit t : = m-1. Damit folgt [b^b,,,,... .b^J & prg" und 

f£Polpkpr(g,g'), was den Beweis das Lemmas abschließt. 

14 



Seien (g.g'), (fx.jx* ) £ Ck und x die in §2 definierte zweistel¬ 

lige Operation für Relationen. Wir definieren ' 

(§.£') X {jx.fx- ) := (g xp. g'x |U'). 

Offenbar ist wiederum (g,g') x (ja,p‘) £ Ck. 

Lemma 6: Es ist Polpk {(g ,g' ) x (p.fi' )} а Polpk {(g,g' ), (jx.ju.' )j . 

Beweis: Falls 0 6. {g,p} gilt, ist (g.g') x (ju.p.1 ) = (0,0). 

Da Polpk(0,0) = Pk ist, haben wir in diesem Falle den Beweis 

erbracht. Im weiteren sollen also g und fi nichtleere Relationen 

sein. Falls 0 £ {g' .ju'j gilt, ist (§.£') x (ju.jx* ) - (g x fi,0) 
und g X ju X 0. Somit 1st hier Polp(g x p,0) = 0. Da andererseits 
0 £ { Polp(g,g' ) ,Polp(/n,fi' )} gilt, können wir jetzt sogar noch 

0 # {g' ,|U'J voraussetzen. 

Es sei (§,§') £ (p.p" ) c. und 

f £ Polp^n^{(g,g'), )} , wobei m, n und r positive ganze 

Zahlen seien. Dann ist (g,g‘) x (fi./x’) e C^m+rK Für 

i = 1,2 

gilt 

n sei [ali(a2i.ara+r#i] e g x ju. Mit t :> m+r 

Wegen [.^,¾.4±] £ g und e fl 

für i = 1,2,.,. ,n gilt [bj'.bg,... .bm] £ g‘ und 

[bm+l>bm+2'*”'bm+r] e P'* Fol9lioh ist 

[bl*b2.bm+r] e §' * P‘ • f £ PolpKe-g') X (fi.fJ-')} und das 

Lemma bewiesen. 

Lemma 7: Für 0 jg [p.juj ist 

P0lpk{(g,g') X (p.p.')} = Polpk {(g ,g* ). (p,p* * 

15 



Beweis: Wegen Lemma 6 und dessen Beweis genügt es zu zeigen, 

daß Polp{(g.g'). (fi-fi-)} 2 Polp {(g.g*) X (fi.fi1) für 

p ¢, {g‘ ,fi’\ gilt. Lediglich unter Zuhilfenahme der Operationen 

pr. J und Г kann man aus (g,g') x (fi.fi') die Relationenpaare 

(g,f') und (fi.fi') erzeugen. Aus den Lemmata 1, 4 und 5 folgt 

Polp{(g.£\) * (fi.fi')j e Polp(§.£' ) n Polp(fi,fi' ) 

= Polp{(g.g') .(fi.fi' )} . 

was den Beweis des Lemmas abschließt. 

Aus der Definition des Bewahrens eines Relationenpaares folgt 

unmittelbar das 

Lemma 8: Für (g.g') £ Ck und g э g" Э g- ist 

Polpk(g-.g') 2 Polpk(§,g') und Polpk(g.g") Э Polpk(g,g'). 

Definition 1: Für (g.g'-)£Ck sei durch dv(g,g') jedes (§" ,g" ) 

und durch dh(g,g') jedes (g.g") mit g Э g- а g' erzeugt. 

Wir nennen dv und dh (einstellige) Multioperationen. 

Damit gilt das 

Lemma 9: Für F £ Pk ist InvpkF gegenüber den Operationen 

£,T, Д, V. pr,~ und X und den Multioperationen dv und dh ab¬ 

geschlossen, und es ist (0,0) 6. InvpkF. 

Wenn wir die volle Relationenpaaralgebra über Ek (eine univer¬ 

sale Algebra) 

C|c - [ck ; (0,0), £ . pr. ~. X .dy.d^J 

vom Typ (0,1,1,1,1,1,1,2.1,1) betrachten, deren Teilalgebren 

wir Relationenpaaralgebren über Ek nennen, wobei für Q « Ck mit 

5 die durch Q erzeugte Relationenpaaralgebra bezeichnet sei, so 

besteht unser Ziel darin, den folgenden Satz zu beweisen. 

Satz 1: Es gelten die folgenden Aussagen: 

(1) Wenn Q - Ck und F s Pk ist, so ist PolpkQ eine iterative 

Algebra und InvpkF eine Relationenpaaralgebra über Ek. 

(2) Wenn Q eine Relationenpaaralgebra und F eine iterative Al¬ 

gebra über Ek ist, so gibt es ein F' £ Pk und ein Q' S Ck 

mit InvpkF' = Q und PolpkQ’ = F. 
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(3) Für Q,Q' S Ck und F,F' € Pk gilt stets 

Q £ InvpkPolp|<Q, F G PolpkInvpkF, 

wenn Q' £ Q und F' G F, so PolpkQ' Э PolpkQ und 
InvpkF" ? InvpkF, PolpkInvpkPolpkQ = PolpkQ, 

InvpkPolpkXnvpkF = InvpkF. 

Mit diesem Satz ist durch Polp und Invp eine Galoiskorrespon- 

denz zwischen den Teilmengen von Pk und denen von Ck gegeben 

(die iterativen Algebren und die Relationenpaaralgebren über 

Ek stehen in Galoisbeziehung zueinander). 

Der dritte Teil dieser Arbeit wird im Beweis dieses Satzes be¬ 

stehen. 

Bei der Definition von £k traten Multioperationen auf. Will man 

dies umgehen, muß man die Resultate der §§ 3 (Teil I) und 4 zu¬ 

sammenführen. Das soll auch den Abschluß diesen zweiten Teiles 

bilden. An dieser Stelle sei jedoch bereits bemerkt, daß für 

Anwendungen der in diesem Paragraphen bereitgestellte Kalkül 

völlig ausreichend ist und daß der Verzicht auf die Multiopera¬ 

tionen von rein algebraischem Interesse ist. ' 

5. Relationenmatrizenpaare 

Die Bezeichnungen für Relationenmatrizen bzw. Relationenpaare 

werden unverändert von den §§ 3 und 4 übernommen. Seien M und 

M' Relationenmatrizen über Ek. Wir bezeichnen (M,M’.) genau dann 

als Relationenmatrizenpaar über Ek, wenn (gM , gM. ) ein Rela¬ 

tionenpaar über Ek ist. Die Menge aller Relationenmatrizenpaare 

über Ek bezeichnen wir mit %k. Wir sagen, daß eine Funktion 

f£ Pk das Relationenmatrizenpaar (M,M'j e %k bewahrt, wenn f . 

das Relationenpaar (pM , gM<) £ Ck bewahrt. 

Für F G pk bzw. Q s jfck sei MinvpkF die Menge aller Relationen¬ 

matrizenpaare aus Kk, die von jeder Funktion aus F bewahrt 

werden, bzw. MpolpkQ die Menge aller Funktionen aus Pk, die je¬ 

des Relationenmatrizenpaar aus Q bewahren. Es gelten die beiden 

folgenden Lemmata, deren Beweise wie die entsprechenden von §4 

verlaufen. 

Lemma 1: Für alle Q £ %k ist MpolpkQ » 
(M,M1)£ Q 
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Lemma 2; Für alle Q « My ist MpolpkQ eine iterative Algebra 

über E^. 

Es seien J, t , £ , T , A , V pr,~, x die in §3 eingeführten 

Operationen für Relationenmatrizen. Des weiteren sei für zwei 

beliebige Relationenmatrizen M und M"aus ЙѴк mit МММ’ die 

Relationenmatrix bezeichnet, die entsteht, wenn man aus M’ ge¬ 

nau die Spalten herausstreicht, die keine Spalten von M sind. 

Insbesondere ist M А M' = ß, wenn M und M' eine unterschiedli¬ 

che Anzahl von Zeilen besitzen. 

Wir führen einige Operationen für Relationenmatrizenpaare ein. 

Dazu seien (L, L') , (M,M1) e 8%k. Es sei 

(1) W(M,M' ) := (WM, WM' ) für CD € {Z, Г . Л . pr.~} , 

(2) V(M.M') := (V M, VM flW), 

(3) CJV(M,M') := (tOM.M') und Cdh(M,M') (M,a>M')für 

(4) (L,L‘ ) X (M,M' ) := (LxM.L'XM*), 

Abschließend definieren wir noch die beiden Operationen dy und 

dh für beliebiges (M,M’) £ Жк. 

Falls SM.c§M ist, so entstehe dv(M,M') aus (M,M’), indem in M 

die erste Spalte, die nicht in M' als Spalte vorkommt, gestri¬ 

chen wird, und es sei dh(M,M') :» (M,M'a), wobei a dis erste 

Spalte von M ist, die in M' nicht als Spalte vorkommt, und M'a 

die Matrix ist, die aus M' entsteht, indem die Spalte, а als 
neue letzte Spalte angefügt wird. 

Falls PM- ■“ Pm i8t' 80 881 dv(M'M'> dh(M.M') :» (M,M- ). 

Die Aussagen der folgenden vier Lemmata sind entweder offen¬ 

sichtlich oder ihre Beweise sind analog denen der entsprechen¬ 
den Aussagen von §4. 

Lemma 3: Für (M ,M' ) 6 %k und OJ £ [? , T , £у, fh, Г h , V,~j 

ist Mpolpk{(M,M'= Mpolpk (W(M,M' )} . 

Lemma 4: Für (M,M') £ %k und ,pr,dv,dhj ist 

Mpolpk{(M,M')} £ Mpolpk{cu(M,M' )} . 
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Lemma 5: Für (M ,M1 ) , ( L, f ) £ Kk ist 

Mpolpk{(M,M' ),(L.L- )} £ Mpolpk{(M,M- ) X (L, L' )}. 

Falls außerdem 0 £ {M,L} ist, so gilt sogar 

Mpolpk{(M,M1),(L,L')} = Mpolpk {(M ,M' ) X ( L, L' )j . 

Lemma 6: Wenn (M,M') £ Äk und gM 3 g 3 ist, so kann man 

allein durch die Operationen £ , £h, dy, d^ jedes Re¬ 

lationenmatrizenpaar (L,L') £ ftk mit gL = gM und gL, = g und 

auch jedes Relationenmatrizenpaar (N,N') £ %k mit gN = g und 

PlT = §M' erzeugen. 

Des weiteren ist (0,0) e. MinvpkF für alle F s Pk» Wenn wir die 
universale Algebra (die volle Relationenmatrizenpaaralgebra 
über Ek) 

$k = [»k :(0.0). £ ■ Г ■ Sv. Гн.ѴѴД'Ѵ<рг'~' % .-dv.dh] 

vom Typ (0,1,1,1,1,1,1,1,1,1,1,2,1, 1 j betrachten, deren Teil¬ 

algebren wir Relationenmatrizenpaaralgebren über Ek nennen, so 

erhält man analog dem Beweis von Satz 1 von §4 den 

Satz 1: Es gelten die folgenden Aussagen: 

(1) Wenn Q £ %k und F s Pk ist, so ist MpolpkQ eine iterative 

Algebra und MinvpkF eine Relationenmatrizenpaaralgebra 

über Ek. 

(2) Wenn Q eine Relationenmatrizenpaaralgebra und F eine itera¬ 

tive Algebra über Ek ist, so gibt es ein F' £ Pk und ein 

Q' £ %k mit MinvpkF" = Q und MpolpkQ' = F. 

(3) Für Q,Q’ £ %k und F,F' £ Pk gilt stets 

Q £ MinvpkMpolpkQ, F £ MpolpkMinvpkF, 

wenn Q' £ Q und F" £ F, so MpolpkQ' з MpolpkQ und 

MinvpkF' а MinvpkF, 

MpolpkMinvpkMpolpkQ»MpolpkQ, MinvpkMpolpkMinvpkF»MinvpkF. 

\ 
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Mit diesem Satz ist durch Mpolp und Minvp eine Galolskorrespon- 

denz zwischen den Teilmengen von und denen von gegeben 

(die iterativen Algebren und die Relationenmatrizenpaaralgebren 

über E^ stehen in Galoisbeziehung zueinander). 
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Ober abgeschlossene Mengen von linearen Funktionen in P2P
(p prim, p> 2) 

Einleitung 

03G20 
OBA40 

Die vorliegende Arbeit möchte einen Beitrag zum Studium von 
Funktionenalgebren, den Algebren-der Funktionen der k-wertigen
Logik, leisten. Genauer: Es werden Funktionenalgebren aus li­
nearen Funktionen weiterstudiert, für die schon eine Reihe von 
Resultaten vorliegen. So wurden von A. A. Salomaa in /5/ bzw. 
von J. Bagyin.szki und J. Demetrovics in /1/ sämtliche Funktio­
nenalgebren lin�arer Funktionen über Primzahllogiken ermittelt. 
Für den quadratfreien Fall �an k zeigte A. Szendrei in /6/, �aß 
es nur-endlich viele solcher Funktionenalgebren (bei festem k) 
gibt. weitere Ergebnisse sta�men von D. Lau. Von ihr wurden 
z. B. sämtliche maximalen Funktionenteilalgebren der Algebra
aus linearen Funktionen bestimmt.
Unser Ziel ist es, im folgenden - ausgehend von bekannten Resul­
taten - die submaximaleh Funktionenalgebren der Algebra aus li­
nearen Funktionen über einer 2p-elementigen Menge (p prim, p-;, 2)
zu ermitteln. Wegen der Vielzahl von Publikationen über lineare
Funktionen soll hier auf eine ausführliche Einordnung di�ser
Untersuchungen im Rahmen der Funktionenalgebrentheorie verzich­
tet werden. Weiterhin verweisen wir bei den nachfolgend nicht
definierten Begriffen auf /3/.
Wie in /3/ sei Ek die Menge {0,1, ••• ,k-13 und Pk die Menge al­
ler n-stelligen Funktionen (n=l,2,3� •• ) über Ek. Als Operatio­
nen über Pk betrachten wir hier wie üblich das

- Umnumerieren und Identifiziere� von Variablen,
- Hinzufügen von fiktiven Variablen und
- Einsetzen von Funktionen in Funktionen
(au_ch ausdrückbar durch gewisse elementare Operationen
g, 'l'. 6, 'v, *)• Den Abschluß von A (?Pk) kennzeichnen wir mit
[A]. Mengen A mit A = [ A] heißen abgeschlossene Mengen bzw. 
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Teilklassen von A. , 

Nachfolgend wollen wir zunächst eine Zusammenstellung der häu¬ 

fig von uns verwendeten Bezeichnungen vornehmen, sowie einige 

bekannte Eigenschaften von Gruppen angeben. 

Die Menge aller Teilklassen einer Teilklasse А von Pk bildet 

bezüglich der Operationen A( := Л ) und V(AVB := [A U B] für be¬ 

liebige abgeschlossene Teilmengen A,B S p^) einen Verband, der 

mit Vk(A) bezeichnet werden soll. Anstelle von Vk(P(<) schreiben 

wir auch V^. Für f" 6 Pk sei yk( A, [{fn }]) (oder kürzer y^A.f")) 

der Verband aller Teilklassen von A, die die Funktion fn ent¬ 

halten. Die Menge der linearen Funktionen sei 

n 

i-k := ® Pkl 3ai Ek: ^ (x) = ao + aixi m°d к j 

(kurz mit L bezeichnet). 

Bezeichnungen für abgeschlossene Teilmengen von L sind: 

uq := УіК£1-к|3ао.an€Ek3J£(1."b 

n 

f(x) := ao + SjXj + q.y^ e^x^ mod к}. 

Qt := ^({f & Lk 3a6"** ,an £ Ek: f<x) := a0 + а±х± mod kJ. 

Rq := Uqüf V Qt)’ 
t|q,t/l 

Sxp := nSlif e Lkl3ao" *' ,an e Ek: f^x) !“ a0 + aixi mod к 

л a1 + a2 +...+ an - 1 mod pj für Teiler q.t.p von к 
und 

:=. Lk n Pol g für 9 eg c Ek. 

Folgende Eigenschaften von Funktionen aus T prüft man leicht 
nach: ® . 
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Lemma 1: Bezeichne g eine Nebenklasse der Gruppe (E^,+) nach 

einer Untergruppe U. d. h. , es existiere ein а e E^ mit g= oc + U. 

Außerdem sei f durch 

n 

f (x) := a0 + ^iaj^x ”a) gegeben. 

Dann gilt ' 

ftT5Wa0ts. 
Bekanntlich ist G := ({l,3.p-2,p+2,...,m-1}, • .mod m) für 

m =.2p (p prim, p>2) eine zyklische Gruppe, die isomorph zur 

Multiplikationsgruppe des Restklassenkörpers mod p ist. 

Deshalb existiert für jedes a e. G ein a £ Ep mit а = ta mod 2p, 

Die Gruppe G := ({2,4,. .. ,2p-2}, . mod 2p) ist offenbar isomorph 

zu G. Sei Гу die durch Гу(x,y,z) := x+dy-dz mod к definierte 

Funktion, für die sich Lemma 2 aus /3/ noch etwas verschärfen 

läßt, falls к = 2p, p > 2 und p prim ist: 
n 

Lemma 2: Sei f(x) = aQ + a^x^ + d y> a^x^ (6L2p) und 

а^п к = 1, de{.2,pj sowie da2 ungleich Null. Dann ist Гу eine 

Superposition über f. 

Beweis: Nach dem Beweis von Lemma 2 aus /3/ können wir o.B.d.A. 

= 1 annehmen. Wir untersuchen zwei Fälle: 

1. Fall: d = p. 

a2 = P* 1 

Wegen p2 = p (mod 2p) kann o.B.d.A. a2 = 1 angenommen werden. 

Somit erhalten wir eine Funktion, die die Voraussetzungen von 

Lemma 2 aus /3/ erfüllt, wonach Гр dann eine Superposition 

über f ist. 

2: a2 J1 P* 

Offenbar erfüllt in diesem Fall f die Voraussetzungen von 

Lemma 2 aus /3/. 

2. Fall: d = 2. 

2.1: a2 6 ( 2.4.2p-2). 

Die Menge aller geraden Zahlen vön E2p bildet bezüglich + mod 2p 



eine Gruppe der Ordnung p. Wir bilden für beliebige i die Su¬ 

perpositionen f x , у, z) :- f(x,y,z,...,z) und 

fi(x.y.z) := fi_1(f1(x'Y-z)-У'2)' 1 = 2,3.Offenbar exi¬ 

stiert dann ein i mit der Eigenschaft, daß f± die Vorausset¬ 

zungen von Lemma 2 aus /3/ erfüllt. 

2.2: Эр ejl.3.P-2.P+2.2p-l}. 

f erfüllt in diesem Fall die Voraussetzungen von Lemma 2 

aus /3/. ■ 

Wie anfangs bereits erwähnt, sind die maximalen Klassen von L^ 

bekannt. Nach /3/, Abschnitt 4 sind dies für L2p die folgenden 

Klassen: 
Up, U2, R2p! SKp, Sk2 und L2p П Pol s (g Nebenklasse nach einer 

maximalen Untergruppe von (E^., + mod 2p)). In /3/ wurde bewie¬ 

sen, daß V^(L,r^) isomorph zum Untergruppenverband des direkten 

Produktes (Ek,+)2 ist. Des weiteren wurde eine Formel zur Be¬ 

stimmung der Mächtigkeit dieses Teilverbandes von V^(L) angege¬ 

ben. Speziell für к = 2p ergibt sich |v2p(L,r1)|= 15 + 5p. 

Da SKp, Sk2 und L2pn Pol § (g Nebenklasse von (E^,+) nach einer 

maximalen Untergruppe)genau diejenigen maximalen Klassen von 

L2p sind, die r^ enthalten, beschränken wir uns wegen obiger 

Aussagen auf die Bestimmung der maximalen Klassen von U2, Up 

und R2p. 

1. Die maximalen Klassen von U, 

Zunächst einige Bezeichnungen für abgeschlossene Teilklassen 

von U2 ~ Lgp, von denen anschließend gezeigt wird, daß sie die 

maximalen Klassen von U2 sind: 

Ai := u2 nUp' 
A2 := Q2 U CL1] , 

A-, := Up nS p« 

A4 := U2nSxp' 
Ag := Q2 U (U2 П Pol(0,2,4.2p-2)). 
A6 i := U2 П Pol(i,i+p) mit 0^14p_l und ie*l. 
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Lemma 3: Es gilt U2 = [{x+1,co,r2}]. 

Beweis: Offenbar gilt {c0 < ci ■ • • • > c2p_i} - [{c0'x+1i]' 
Da r2(x,y,2) = x+2y+(k-2)z ist, lassen sich wegen 

i*2(x,x,c0) = 3x und r2(co,x,c0) = 2x auch alle anderen einstel¬ 

ligen Funktionen der Form ax erzeugen, indem man (mit i=l be¬ 

ginnend) folgende Superpositionen bildet: r2(2ix,x,cQ) = 2(i+1)x 

und r2((2i+l)x,x,c0) = (2i+3)x (i£lN). Es ist weiter 

£2(xi-x2) := r2(x^.x2,c^(x^)) = xa+2x2 eine Superposition über 

(С0.Г2І und damit auch qm(x) := (£2 * £.2 *•••* £2)(xi••••-xm) 

= x1+2(x2+...+xm). Sei jetzt fn eine beliebige Funktion aus U2. 

n 
Dann gilt o.B.d.A. f (x^...., x^) = a0+aixi+2 > ^ a^x^, 

f"(xl.xn) = qn^ao+alxl'a2x2.anxn) und somit 

fn e [|co,x+l,r2J]. ■ 

Lemma 4: Sei H fi U2, M ? Aj und M ^ A2. Dann gehört r2 zum Ab¬ 

schluß von M. 

Beweis: Wegen M findet man im Abschluß von M eine Funktion 

fn mit f(x1,...,x ) = a0+aixi+*••+anxn> wobei a1 und a2 un¬ 

gleich Null, a2,...,an aus der Menge der geraden Zahlen von E^ 

sind und im Falle a^=p außerdem a^ ungleich Null ist. Folgende 

Fälle werden von uns deshalb betrachtet: 

1. Fall: ax П к = 1. 

Nach Lemma 2 gilt r2 e[£fj]. 

2. Fall: а^ ist gerade und ungleich Null. 

Zum Abschluß von M gehört die Funktion 

f'(х1,х2'хз) := ffXj.Xg.Xj,...,x3) = ao+aixi+a2x2^a3x3' wobei 

a^ und a2 gerade und ungleich Null sind sowie aj gerade ist. Es 

existiert wegen M ft A2 im Abschluß von M eine Funktion g3 mit 

g3(x1,x2,x3) = b0+bixi+b2x2+b3x3' bl ungerade, b2 X 0, t>2 und 
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b3 gerade. Nach Fall 1 können wir uns auf b1=p beschränken., 

Dann gilt д'(хі-х2'хз) = 9(xl>f’(xi■x2,x3),хз) 

= + (p^a^Xj+b^^+fbj+bga^Xj. wobei P+b^a^ ungerade. 

p+b2.a1 / p und b2a2 / О ist. Folglich ergibt sich auch im 

Fall 2 die Behauptung aus Lemma 2. 

3. Fall: a1 = P. 

Da f(x1.x1.x2,x3.x3) die Bedingungen von Fall 1 erfüllt. 

gilt auch hier, daß r2 zum Abschluß von M gehört. ЩД 

Lemma 5: Sei M s U2. г2 e [M] und M keine Teilmenge von A3 sowiä 

von Ад. Dann gehört mindestens eine Konstante zu [М]. 

Beweis: Wegen M#A3 existiert im Abschluß von M eine Funktion 

f mit f(X) := dx+ß, а gerade und ß aus E2p. Wir betrachten fol¬ 

gende Fälle: 

1. Fall: а=0. 

Da dann f = cQ ist, gilt die Behauptung. 

2. Fall: cc gerade und ungleich Null. 
Wegen M Ф Ад existiert ein g in [M] mit g(x) = ax+b und 

a ¢. i.l.p+1}. 
2,1: et / а und a / p + et. 

Sei 4^(x) := f(x). Durch г^1+1^(х) := r2( r^ (x), g( x) . f (x)) 

а (a+2i(a-ct))x+ß+2i(b-ß) kann für ein gewisses i ь 1 die Kon¬ 

stante cß+2jL(b-ß) sls Superposition über M erhalten werden. Das 

i ergibt sich aus Л+21(а-а) = 0 mod 2p. Diese Gleichung hat un¬ 

ter den angenommenen Voraussetzungen immer eine Lösung. Für a-oc 

gerade und ungleich Null folgt diese Tatsache aus den Gruppen¬ 

eigenschaften von G. Falls a-а ungerade ist, kann der Beweis 
indirekt geführt werden. Angenommen, es existieren gewisse 1 

und u mit 21(a-a) = 2u(a-a), 1/u, Oda p-l und 0 u * p-1. 

Da a-а ungerade und von p verschieden ist, existiert (a-oi)-1. 

Hieraus ergibt sich dann wegen 21 = 2u ein Widerspruch zur An¬ 

nahme. Somit sind die 2i(a-<x) für alle i aus Ep \ ІОІ paarweise 

verschieden, und damit gilt o(+2j(a-a.) =0 für gewisses j. 

26 



2.2: a = p + ос. 

Durch f(f(x)) = (a-p)2x+((а-p)+l)ß kann dieser Fall auf 

Fall 2.1 zurückgeführt werden, da a / oc2 für a £ ^0,p+1) gilt. 

2. 3 : oc = а. 

Es ist f(f(x)) = a2x+(a+l)ß. Folglich ergibt sich hier die Be¬ 

hauptung nach Fall 2.1, ■ 

Lemma 6: Sei M s U2. 6 [M] für ein gewisses .<*, r2 e'tMl, M 

keine Teilmenge von Aß und den Mengen Aß ^ für alle i mit 

Oei£p-l. Dann sind sämtliche Konstanten von P2p Superpositionen 

über M. 

Beweis: 

1, Fall: о. gerade. 

Wegen H f Aj existiert eine Funktion fnt M\ Aj. Nach Lemma 1 

gilt f (са,,.. ,с^) = Cg mit ungeradem ß. 

1.1: ^ ß + p. 

Sei h(1>(x) := c^. Durch h(i+1)(x) := r2(h((x),ca(x),cß(x)) 

= ca.+2i(a.-ß) ^ür 1 - l,2,...,p-l erhalten wir alle geraden Kon¬ 

stanten und somit auch cQ und cß 

~7~ ' 

Mittels гг(cß• cß_i*co^ = ci uncl der Konstruktion 

~7~ 

r2(ci‘c2j'c0) = °2j+l *ür Л = 1.2.....P bekommen wir auch alle 

ungeraden Konstanten, 

1.2: а = ß + p. 

Wegen M f Aß a existiert eine Funktion in M, die £<X,ßj nicht 

bewahrt. Einsetzen von ca und cß in diese Funktion liefert 

folglich eine Konstante c£ mit £j£ {cL.BJ. Somit; folgt die Be¬ 

hauptung nach Fall 1.1, da ß / 8+p für gerades & und ocy £+p 

für ungerades 6 ist. 

2, Fall: ot ungerade. 

Wegen M Ф Aß existiert ein ge M \ Aß mit 

g(xlt...,xn) = bo+blxl+*•"+bnxn' wobei b0 und bl+b2*"*•+bn 

ungerade sind. Folglich ist g(c^.... ,c^) » cy e См], у gerade. 
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und die Behauptung folgt aus Fall 1. ■ 

Lemma 7: Sei M £ U2. {r2.cQ,Cj....,c2p_x\ £ [M] und M keine 

Teilmenge von Ag. Dann gehört x+1 zu [М]. 

Beweis: Wegen M 4 Ag und cQe CMl folgt die Existenz einer ein¬ 

stelligen Funktion f in [M] mit f(x) = a+bx, wobei а und b un¬ 
gerade sind. Aus r-^x.c^x) ,c0(x)) = x+2 e [M] folgt, daß alle 

Funktionen des Typs x+2n(n«W, 0*n<p) zu [M] gehören. Da а 
ungerade ist, existiert eine gerade Zahl derart, daß 

a+2t = 1(mod 2p) gilt. Durch Einsetzen von f(x) in die ent¬ 

sprechende Funktion x+2t erhalten wir somit immer Funktionen 

l+bxe[M] mit ungeradem b. Sei h^^(x) := bx+1. Wegen 

h(i+1)(x) := r^h^^x) ,x,c0(x)) = (b+2i)x+1 6 [И] für 

i + l.i 6 3N ist für gewisses j auch h^)(x) = x+1 4 [M]. Ш 

Als unmittelbare Folgerung aus den Lemmata 3-7 ergibt sich 

Lemma 8: Sei M £ U2 und M $ В für beliebiges В 6{Aj l«i*5) 

U{A6 il°-±-P-1b Dann 9ilt = U2* 

Die maximalen Klassen von U2 befinden sich also unter den zu 

Beginn dieses Abschnittes eingeführten Mengen. Aus der folgen¬ 

den Tabelle ist zu ersehen, daß diese Klassen paarweise unver¬ 

gleichbar sind (+ steht in der Tabelle für das Enthaltensein 

der entsprechenden Funktion in der maximalen Klasse von U2, 
- für das Nichtenthaltensein). 

x+p x+1 (p+l)x px+j 

(mit i / j). 

Damit ergibt 

+ + 

+ + 

- + 

+ 

+ + 

+ - 

+ + 

sich der 

px+i 

+ 

+ 

+ 

+ 

, + 

(p+l)x+py (p+1)x+(p+1)у г2 
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Satz 1: а) Eine Teilmenge M von Ug ist genau dann vollständig 
in U2, wenn MjfB für alle В 6 (Aj 16І65] и {A& 11 O^üp-l} gilt. 

b) ,Ag,Ag.Ад,Ag und A6 ^ für 0£i£p-l sind genau die maxima¬ 

len Klassen von Ug. 

2. Die maximalen Klassen der Menge der linearen Permutationen 

VOn P2p_ 

Eine beliebige maximale Untergruppe der Gruppe G (siehe Ein¬ 
leitung) wollen wir in diesem Abschnitt mit U^ bezeichnen. Sei 
des weiteren t ein Erzeugendenelement von G. Wie bereits er¬ 
wähnt, existiert für jedes a£G ein Oc £ Ep mit a = ta mod 2p. 

Für alle geraden a. 6 Ep bildet t01 eine Untergruppe von G, die 

wir mit U bezeichnen werden. Außerdem sei 

Sgp := [f(x) = ax+bI а П к = 1 л b £ EgpJ die Menge der linearen 

Permutationen von Lg^, ferner 

A1,U := {^(x) = ax + bI а £л be ^2pS ^ür eine beliebige maxi¬ 

male Untergruppe U^ von G, 

A2,G := {f(x) = ax + b]ae GЛ b £E2pA b gerade}, 

A2,u := (x) = ax + b £ Sgp I (atU^b gerade) 

A(a e gVu =Ф b ungerade) А b e£gp} soyie 

A3,i := {f(x) = ax + (a-1) i, f (x) = ax + (a-l)i + p|a£G] für 

i6V 
Folgendes Lemma prüft man leicht nach: 

■kemma 9: Die Teilmengen A^ ^ , Ag А2д), A^ ^ von Sgp sind 

bezüglich x abgeschlossen. 

Lemma 10= Es gilt Sgp = [{tx,x+l)]^ . 

Beweis: Da <t> = G ist, erhalten wir durch Superposition über 
tx alle Funktionen der Form f(x) = ax mit а £G. Hieraus folgt 
unmittelbar [{tx.x+lj]^ = Sgp. ■ 
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Lemma 11: Sei M eine Teilmenge von S2p und M ^ ^ für alle 

U^. Dann existiert zu jedem Erzeugendenelement t von G ein 

d € E2p mit tx + (X e [М]. 

Beweis; Laut Voraussetzung existiert für jedes eine Funktion 

fU = au x + bU 6 у , d. h. , es ist а ff u für Jede 

maximale 'Untergruppe U^ von G. Damit gilt (U(ay j) = G* "omit 

tx + ix € [M] folgt. ■ 

Lemma 12: Sei M eine Teilmenge von S2p, M ? А für beliebiges 

p-1 

А 6 {Аз; g. Ag U A3>i und tx + а e ІМ], 

Dann gehört x+1 zu [М]. 

Beweis: Sei f(x) = tx + oc. Mittels j= x f^x... x f erhalten wir 

die Funktion n-mal {gerade, falls n gerade, 
£ E2p’ foils n ungerade ist. 

Sei g(x) = ax + b und g 6 M\A2 Wir bet rächten zwei Falle 

für a: 

1. Fall: a £U und b ungerade. 

Da f(x) e. [M] ist, existiert ein n mit tna = 1 mod 2p. Wegen 

a€U muß n gerade sein. Somit-gilt 

9i(x) := 9(fn(x)) = x+ß^+b = X + bx с [M] mit ungeradem b^. 

1.1: b1 П 2p = 1. 

Als Superposition über g^ liegt x+1 in [М]. 

1.2: b1 П 2p = p. 

Wegen M f A30 gibt es eine Funktion h^k) = c^x + d^ mit CjtG 

und dx ¢. 1.0,p}. 

\ 
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1.2.1: c^ 6 U. 

Falls dj gerade1 ist, läßt sich durch g1(h1(x)) = c^x + d^ + p 

eine Funktion mit ungeradem Absolutglied erzeugen. Somit kön¬ 

nen wir uns für d^ auf den Fall d^n2p = 1 beschränken. Analog 

dem obigen Verfahren finden wir ein gerades n (wegen c^eU) 

derart, daß zu [M] eine Funktion gg gehört mit 

g2(x) := h1(fn(x)) = X + bg, bg ungleich p und ungerade, womit 

die Behauptung aus 1.1 folgt. 

1.2.2: c^ ft U. 

AUS ^ и folgt Ci / 1. Os nun M ^ A, ^ 1st. 

existiert eine Funktion hg(x) = CgX + dg in [M] mit Cg e G und 

d2 * {(e2-l)d1(c1-l)"1,(c2-l)d1(c1-l)"1 + p}. 

Für Cg betrachten wir folgende Fälle: 

1.2.2.1: c2 ¢. U. 

Es gilt hg(h1(x)) = CgC^x + Cgd^ + dg. Oa c1 und Cg nicht zu U 

gehören, muß ihr Produkt aus U sein. Ist Cgd^ + dg (£ {0,pj, so 

kann wegen x+p e[M] o.B.d.A. Cgd^ + dg als ungerade und un¬ 

gleich p angenommen werden, womit die Behauptung aus 1.1 folgt. 

Im folgenden beschränken wir uns wegen x+p e [M] auf den Fall 

c2dl + d2 = 0 mod 2p und betrachten h^hgfx)) = c^CgX + c^dg + d^. 

Nach den obigen Ausführungen bleibt auch hier der Fall 

cld2 + = 0 weiter zu untersuchen. Angenommen, es gilt 

c2dl +dg=0 mod 2p und c^dg + d^ = 0 mod 2p. Dann ist 

d2(°^“l) =* d1(Cg-l) und (wegen c^/l) 

(l+p)dg = d1(Cg-l) (Cj^-1)“1. Für gerades dg gilt 

d2 = dl(c2“1)(cl“l)-1' för ungerades dg haben wir 

d2 = di(c2-1Hci-l) 1 + P. Laut Voraussetzung dürfen diese Fäl¬ 

le für dg nicht auf treten, d. h., die Annahme ist falsch, womit 

entweder Cgd^ + dg oder c^dg + d^ von Null verschieden ist und 

31 



die Behauptung im Fall 1.2.2.1 gilt. 

1.2.2.2: c2 = 1. 

Dann ist h2(x) = X + d2 mit d2 £ {0,p), womit x+1 in [M] liegt, 

weil wir uns auf d2 П 2p = 1 wegen x+p 6 [M] beschränken 

können. 

1.2.2.3: c26U \ fl]. 

Mit h^(h2(x)) = c^c2x + cad2 + d^ erhalten wir eine Funktion, 

für die c^.c2 mod 2p nicht aus U und (weil c2/l mod 2p) auch 

ungleich c1 ist. Für h2(h1(x)) = c^x + c2d1 + d2 gilt das¬ 

selbe. Wegen x+p € [M] sei außerdem o.B.d.A. 

(cld2 + di* c2dl + d2} - Ep' Angenommen, es gelte 

cld2 + di = d1(c2-l)(c1-l)'1 und c2d1 +d2= d1(c2-l)(Cj-1)"1. 

Dann folgt d2(c1-l) = d1(c2-l). 

In 1.2.2.1 haben wir hieraus einen Widerspruch zur Vorausset¬ 

zung abgeleitet. Damit muß die Annahme falsch sein, es sind 

also c^d2 + dx und (oder) Cgd^ + d2 ungleich djtcg-l) (Cj-1)“1. 

Somit folgt die Behauptung nach 1.2.2.1. 

2. Fall: a ^ U und b gerade. 

Wegen M £ A2 G liegt eine Funktion p(x) := p^x + p2 in M mit 

p^cG und ungeradem p2. 

Pi e ". 
Nach Fall 1 gilt die Behauptung. 

Pl U. 

Mit p(g(x)) = p^ax + р1Ь+рг erhalten wir eine Funktion, für die 

die Behauptung nach Fall 1 folgt, denn p^a gehört zu U und 

p^b + p2 ist ungerade. ■ 

Als unmittelbare Folgerung aus den Lemmata 9-12 ergibt sich 

Lemma 13: Sei M sS2p und M # А für alle Ae {а^ ц | maximale Un¬ 

tergruppe von Gju(A2(U,A2 G]u[A3(i|i6EpJ. Dann gilt S2p.Ш 
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Die maximalen Klassen von Sgp befinden sich also unter den 

oben aufgeführten. Man prüft nun leicht nach, daß diese Klas¬ 

sen paarweise unvergleichbar sind. Damit ergibt sich der 

Satz 2: a) Eine Teilmenge M von S2p ist genau dann vollständig 

in Sgp bez, X, wenn M ? А für beliebige 
A«[Aj у |Um maximale Untergruppe von g] и |a2 у, Ag 

ЧАз,ііі£Ер1 gilt. 

b) A1 у für alle maximalen Untergruppen U^ von G, Ag у, Ag G 

sowie A3 ± für alle i£ Ep sind maximale Untergruppen der Gruppe 

(Sgp'X), und es gibt keine weiteren. ■ 

3. Die maximalen Klassen von U„ 

Zunächst einige Bezeichnungen für abgeschlossene Teilmengen 

von Up (k=2p): 

= Up n Ug, 

= Qpb Hl1], 

= up DSx2 und 

,an^Ek ЗІ6І1.2. 

n 

,n} : 

f (X) = а + at iXi + P'^ GjXj Л8. [O.pjj, 

Für alle maximalen Untergruppen Um von G definieren wir 

B5,U :=[{rpi uAl,U D{f(x) = (a+p)x +b|a € л b 6E2 }] UQ 
—m r —m r V 

Weiter sei 

B6 := f(rp}ua2,g u{f(x) = (a+p)x + bI a £ G л b e EgpA b gerade] 

u{g(x) = cx + did 6 Egp л d gerade л c ь{о,р}]] , 

Sy := [{rpiUA2 Qu{f(x) = (a+P)x + b+pla e G л b e EgpA b gerade] 

u[c1,c3.c2p_1ju Jg(x) = px + d|d£E2pAd gerade}] 
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und für i fc Ep 

BB,i := и Адд и (f(x) = (a+p)x + b|a EG 

Ab fe{(a-l)i, (a-1)i+p3i] и Qp. 

Lemma 14: Sei M := (Up0 Pol(-i,-i+p) U Qp. Dann gilt M = Bg ^, 

Beweis: Die Mengen Bg ^ und M sind offenbar abgeschlossen. 

Für den Nachweis von M s Bg ± prüft man leicht nach, daß 

rp und die Funktionen aus 

A3 ± u (f (x) » (a+p) x+b I a e G л b e [(a-l)l, (a-1)i+p$ die Menge 

£-i,-i+p} bewahren. 

Zu zeigen bleibt also noch Bg i 3 M- Für beliebiges 1 ist 

{-i,-i+pj eine Nebenklasse der Gruppe (E2p,+) nach der Unter¬ 

gruppe ЦО,р$,+ )- Damit folgt nach Lemma 1, daß eine Funktion 

gn aus M\Qp die folgende Bauart hat: 

Sei g1(x) := g(x.x). Für g^ gibt es die Möglichkeiten 

gx(x) = (і+х)а^ + i oder 

g^x) = (a^+p)x +P+ aai - i. 

Man kann sich schnell davon überzeugen, daß diese Funktionen 

immer zu Bg i gehören, womit auch g e Bg ^ gezeigt ist. ■ 

Ähnlich wie in Lemma 14 kann man sich überlegen, daß 

B6 “ Upn T(0,2.4,...,2p-2) und 

B7 = Up nT(l,3,5,...,2p-l) Gilt" 

Sei nachfolgend stets t e E^p, t ungerade und <t> = G. 

Lemma 15: Es gilt Up = [^x+1,co,r .txjj. 

Beweis: Offenbar sind die Konstanten Superpositionen über 

[{c0,x+l}]. Durch tx erhalten wir alle Funktionen der Art ax 

mit ungeradem a, а/p und а 6E2p. Mittels rp(ax,x,cQ(x)) 

= (a+p)x ergeben sich auch alle Funktionen bx mit geradem beE2p 
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Wegen rp( cQ(x ),x,cQ(x)) = px und x + a & [£x+lj] (ос&Е2р) gehö¬ 

ren alle einstelligen Funktionen von l_2p zum Abschluß von 

•[x+l,c0>rp,tx}. Superpositionen über [{cQ,rpj] sind 

Лр(>x2) := rp(xi'x2'co(xl)) = X1 + Px2 und 

gm(x) := (Гр к Гр х...к rp)(x1.xm) = + p(x2 +...+ xm). 

m-1 

Sei jetzt fn eine beliebige Funktion aus U . Dann gilt 

f"(*l.xn) = gn(a0+a1xi,a1x1.ai-lxi-l - ai+1xi+l • • 

* n 
= + a.x. + p«^> a<x_, womit 

° 11 j%T j J 
j/i 

fne[{x+l,cotrp,txJ] gezeigt ist. ■ 

Lemma 16: Sei M S U , M ft B1 und И $ B2. Dann gehört rp 

Abschluß von M. 

BeweisWegen M $ B1 existiert ein f 6 [M] mit 

f(x) = a0 + aixi +---+ anxn' nÄ2> ai ^ °- a2 - ••• = an 

und n i 3, falls a^ gerade ist. 

1. Fall: а^Пк = 1. 

Dann gehört rp nach Lemma 2 zu [М]. 

2. Fall: = p. 

'anXn> 

zum 

= P 

Sei f •(Xj.Xg.-Xj) := f (xlfx2,x3.... ,x3) = aQ + pxj + px2 + ajx3 mit 

aje{0,p}. Wegen M p B2 existiert ein ge[M] mit 

g (x^ , %2, x3 ) ! — g(Xj,x2,Xj,,,,., Xj) = bQ + b^x^ + b2x2 + bjX3, 

bx ft to.pi , b2 = p und bj £ {O.pJ. 

2.1: bj П к = 1. 

Die Behauptung folgt wie im Fall 1 aus Lemma 2. 

2,2: bi gerade und bi / 0. 

Es ist g1(Xi,f (Xi,x2,x3),x3) 

“ bö + (bi+b2al^xl + b2a2x2 + (b3+b2a3) x3* Wie man laicht nach- 
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prüft, ist bj+ bgSj ungerade, ungleich p und teilerfremd zu k. 

Damit gilt die Behauptung nach Fall 1. 

3. Fall: а1 gerade und a^fO. 

Wir bilden f(x1,x1,x2,x3.xn-l) 

= a0 + (a1+a2)x1 + a^x2 + a^x^ + ... + a^x^Nun ist a± ge¬ 

rade, a1 / 0, a2 = p und daher a^+a2 teilerfremd zu k. Somit 

folgt die Behauptung wieder nach Fall 1. ■ 

Lemma 17: Sei M £ Up, r^ e [M], M fI B^ und M ft 8д. Dann gehört 

mindestens eine Konstante zu [MJ. 

Beweis: Wegen M ? Вд existiert ein fn im Abschluß von M mit 
f'(x) := f(x,...,x) = ax + b, a£{0,p} und b £ E^, 

1. Fall: а = 0. 
Dann gehört cb zu [М]. 

2. Fall: а = p. 
Wegen MfB^ existiert ein gm im Abschluß von M mit 
g’(x) := g(x,...,x) = a^x + bj, wobei а^ gerade und b^ e E2p ist. 

Wegen f'(g'(x)) = pb^ + b gehört cpb +b zum Abschluß von M. ■ 

Lemma 18; Sei M $ А für alle 

A £{.B5,U I Hn maximale Untergruppe von Gj u{B6,B7jo|Bg ±.J i e Ep]• , 

Гр e [M] und cÄe[M] für ein gewisses %6E2p. Dann gehören x+1 
und tx zu [M]. womit auch alle Konstanten von P2p Funktionen 
aus [M] sind. 

Beweis: 
1. Fall: oL gerade. 
Zuerst wollen wir zeigen, daß tx + у zu [M] gehört. Da M$#Bg ц 

für alle maximalen Untergruppen U^ von G ist, liegt^eine Funk¬ 
tion fy in [M]\B5 у für jede maximale Untergruppe U^ von G, 

wobei f (x) := a_ x + b mit a ft £0,pj gilt. Wegen 
—ш —“fli —m —fn 

rp(fu (X)-X-CÄ(X)) = (au +P)X + b läßt sich аи o.B.d.A. als 
—ГЛ -ЧЛ —Л1 —ff) 
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ungerade annehmen. Ist a.. aber ungerade, so gehört es nicht 
--m 

zur betrachteten Untergruppe von G. Somit gehört f nicht 
-in 

zu A1 и für jede maximale Untergruppe U^ von G. Nach Lemma 11 

aus Abschnitt 2 folgt dann tx +*pfe[M], 

Wegen M ^ Bg gehört nach Lemma 1 eine Funktion fn zu M\ Bg mit 

f ( ccl' c<x • • • • • ca) := cß und ungeradem ß. Somit ist auch 

rp(x,cJx),cB(x)) = X + p eine Funktion aus [M]. Für die Funk¬ 

tion fj(x) := f(x,...,x) = ax + b sind die nachfolgenden drei 

Fälle möglich: 

1.1: а П 2p = 1, 

Weil x+p im Abschluß von M" liegt, können wir o.B.d.A. b als un¬ 

gerade annehmen. Damit gehört f^(x) nicht zu A2 Wegen 

rp(fl(x).x.4*(x» = (a+p)x + be [M] und x+pe[M] ist o.B.d.A. 

außerdem entweder a 6. U und b ungerade oder a 6 G\U und b gerade. 

Somit gehört f^(x) auch nicht zu A2 ц. Da M f Bg ± für jedes 

i £ Ep ist, gehört ein f 3 ±(x) := a3 ix + ьз j. zu LM]\Bg ^ mit 

a3 i ^ Wir können auch hier wegen 

rp ( f 3 ± С X) , X, c^. (X)) = (a3 A+p)x + b3 ± den Koeffizienten a3 ^ 

o.B.d.A. als ungerade annehmen. Dann gehört f3 ^(x) nicht zu 

A3 ^ für alle i aus E . 

Nach Lemma 12 aus Abschnitt 2 gilt folglich x+1 6[М]. Somit 

liegen auch alle Konstanten und tx im Abschluß von M. 

1.2: а П 2p = 2. 

Wegen r (f1(x),x,c<x(x)) = (a+p)x + b folgt die Behauptung aus 

Fall 1.1. 

І'З: а e{0,pj. 

Wegen M £ 8g Q liegt ein f2(x) := a2x + b2 in Q mit 

{a2.b2} ? (0,pj. Somit folgt für ein gerades a2 die Behauptung 

nach Fall 1.2, für ein ungerades a2 nach Fall 1.1. 
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2. Fall: öl ungerade. 
Wegen M f B? gehört nach Lemma 1 eine Funktion gm zu 

M\B? mit д(с^,Сд,.c^) cß und geradem 6. Damit folgt die 

Behauptung aus Fall 1. ■ 
Als unmittelbare Folgerung aus den Lemmata 15 - 18 ergibt sich 

Lemma 19: Sei M S Up, M $ B± für.i 6{1,2.3,4,6.7}. M f Bß ^ 

für alle maximalen Untergruppen U^ von G und M ? Bg ± für alle 

ie Ep. Dann gilt [Mj = Up. 

Die maximalen Klassen von Up befinden sich also unter den zu 

Beginn dieses Abschnitts 3 eingeführten Klassen. Mit Hilfe des 

Abschnitts 2 erkennt man leicht, daß diese Klassen paarweise 

unvergleichbar sind. 

Damit ergibt sich der 

Satz 3: a) Eine Teilmenge M von Up ist genau dann vollständig, 

wenn M ff B. für i 6 {1,2,3,4,6,7}, M ff für alle maximalen 
'üm 

Untergruppen U^ von G und M Щ Bg(i für jedes ieEp gilt, 

b) B^ für i e{l,2,3,4,6,7}, B5(U für alle maximalen Untergrup¬ 

pen U^ von G sowie Bg,^ mit 16 Ep sind maximale Klassen von Up, 

und es gibt keine weiteren. 

4. Die maximalen Klassen von R IR 

Wir führen auch in diesem Abschnitt zunächst einige Bezeichnun¬ 

gen für abgeschlossene Teilklassen von R2p ein. für die wir 

dann im folgenden zeigen wollen, daß sie die maximalen Klassen 

von Rgp sind: 

°1 ! 

3'üm 

Q2 u [ L11. 

Q2uQpu[^ifu ] für 8lle maximalen Untergruppen и 
von G, 

°2 u Qp u [A2,g]' 
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°5 °-2ÜO-p “[^.u] Und 

°6,i := Q2uQp ° [A3,i] fÜr lfcV 
Sei t wie in Abschnitt 2 definiert. 

Lemma 20; Es gilt [{(p+l)x1 + (p+l)x2, px1 + px2, tx, x+l}]»R2p. 

Beweis: Sei f1(x1<x2) : = (p+l)x^ + (p+l)x2 und 

^2^ X1'x2^ •= * Px2# 

Mit f(°)(x) := f1(x,x) = 2x und 

f[1}(x) = f1(fi°)(x)*fii‘1)(x)) = 2(i+1 )x für i 6 Ep\{0? erhalten 

wir alle einstelligen Funktionen der Form ax mit geradem а aus 

E2p‘ We9en = G ergeben sich als Superpositionen über tx al¬ 

le Funktionen der Form bx mit b П2p = 1. Weil f2(x,x) = cQ(x) 

und f2(x.cQ(x)) » px gilt, sind alle einstelligen Funktionen 

aus l_2p Superpositionen über der Menge 

^(p+l)Xi + (p+l)x2, pxA + px2, x+1, txj. 

Eine beliebige Funktion 

fV,.xn) = BQ + > aixifeV2' n & 2, erhält man als Super¬ 

position über {f^J u L2p wie folgt: 

f(x) « g(f•(a1x1,a2x2,...,anxn)), wobei g(x) := x + aQ und 

.xn) := (f^ * fx к...* f1)(x1,....xn) ist. Analoges 

gilt für beliebige Funktionen aus Qp als Superpositionen Ober 

lf2W>4p.« 

Lemma 21: Sei M £ F?2p und M f А für alle А s [D3<u | maximale 

Untergruppe von g]и[D4,D5ju(D6>1|i6 Ep}. Dann gehören tx und 

x+1 zu [M]. 

Beweis: Nach Voraussetzung und den Definitionen der Mengen 

°3 и 1 °4’ °5 und °6 i 9ehören zu [M]r,S2p folgende Funktionen: 

fl,U ^ Ai и für belobige maximale Untergruppen U^ von G. 

39 



für i = 0,1 p-1. f2 ^ A2,G' f3 ^ A2,U Und f4,i A3,i 
Damit folgt die Behauptung nach Abschnitt 2, Lemma 11 und 12.№ 

Lemma 22: Sei M s R2p, x+le LM], M ^ D^ und M $ Dg. Dann gehö¬ 

ren die Funktionen (p+l)x^ + (p+l)x2, px^ + px'2 und die Kon¬ 

stanten zu [Mi. 

Beweis: Sei f 1 £ [M]\02. Dann ist o. B. d.A. 

fl^xl,x2’x3^ = axl + bx2 + cx3 + d und 0 ^ la-bb a-b-c gerade 

und d aus Egp. Durch 

fІ(x^,x2,Xj) := f1(f^(••.f1(xi*Xj*x^)•••)»x2,Xj) 

= (p+l)x^ + bXg + c'Xj + d1 und 

f ^ (x^ , Xg, Xj) := fi(xi>fj,(...fi(x3# x2' x3 )***),хз) 

= (p+l)x^ + (p+l)xg + c"x3 + d" mit geraden c", c" und d‘, d" 

aus Egp erhalten wir als Superposition über x+1 eine Funktion 

der Form ,Xg,x3) = (p+l)x^ + (p+l)x2 + c "x3. 

Sei fg£[M]\D1. Dann ist o.B.d.A. 

fg(x^,Xg,x3) := pxx + pxg + ex3 + m, wobei efe{0,pj und m aus 

Egp ist. Mit Hilfe von x+1 erhalten wir als Superpositionen 

über M die Funktionen f^x^Xg.Xj) := pXj + pXg + ex3 und 

fg(x,x,fj"(x,x,x)) = cQ(x). Wegen x+1€ [M] gehören damit auch 

alle Konstanten zu [Mi. Außerdem gilt 

f І" (x3. * x2 * co^Xl)) = (P+1)xi + (P+l)x2 und 

^2(xi * x2 * co^X1 ^ = P^l + Px2 ^ ^^® 

Als unmittelbare Folgerung aus den Lemmata 20 .- 22 ergibt sich 

Lemma 23: Sei M c Rgp und M ? А für alle AfjDj, Dg, Од, Dgj 

U[D3 у I JJ^ maximale Untergruppe von G}u[D6 ^ |i € Epj. Dann 

gilt LM] = Rgp. ■ 

Man überzeugt sich wegen der Aussagen aus Abschnitt 2 leicht 

davon, daß diese Klassen paarweise unvergleichbar sind. Damit 

ergibt sich 
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Satz 4: а) Eine Teilmenge M von R2p ist genau dann vollständig 

in Rgp, wenn M А für alle A 6Dg,Од,Dgj 

u[Dg у I U^ maximale Untergruppe von Gj и [Dg ^|i e Epj gilt. 

b) D^, Dg, Од, Dg, Dg у für alle maximalen Untergruppen U^ 

von G sowie Dg i für alle i aus Ep sind die maximalen Klassen 

von Rgp, und es gibt keine weiteren. ■ 
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Reprasentations for Solutions of Higher Order Partial Differen­

tial Equations 

Introduction 

In a large number of papers the method for the representation of 
solutions of partial differential equations by diffe�entiel 
operators was investigated by K. w. Bauer, St. Bergman, 
G. oarboux, M. Krach_t, E •. Kreyszig, E. Lanckau, E. Peschl end
others. Especially, it was shown that each solution of second
order formally hyperbolic �ifferential equations of a Special 
nature can be expressed by one holomorphic and one antiholomor­
phic function and their derivations. 
Generalisations are possible in the following diractions. First, 
one may consider. second order differential equatioris with ■ore 
than two indapendent variables:, this wes done by K. w. Bauer,
St. Bergman, E. Lan9kau and I. N. Vakua, to name only a few.

or, one may ihvestigate n-th order differential equations with'
n independ�nt variables. For\n•3 this was outlined by the pre­

sent author in a previous paper /8/. These investigations will
now be continued in some general ceses. 

A first example is the differential equation 

(1) 

whera the subscripts denote differentiation with respect to zj. 
A solution is of the form 

w • � fj(z1, ... ,;t3
, ... ,zn) • P(f1, ••• ,fn)• (2) 

The fj are arbitrary holomorphic functions in n-1 variables

(;tj maans that zj does not appe�r in fj(z1, ••• ,zn)). This means

that any holomorphic func_tion of n variables which is the au■ of 
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holomorphic functions of n-1 variables is a solution of (1) 

A generalisation of (1) is the differential equation 

LW. (z1+..«n)W(zlf...zn;ZiZ2^ ^ 

(3) 

0 

where the are complex numbers. It will be shown that the so¬ 

lutions are of the form 

= 5 Ej(f](zi. '2n)> (4) 

where the operators Ej are given in Chapter 1. 

In Chapter 2 differential equations of the type 

n 

w(z1( •zn>z 1' 
w(z. "2n)z 1' .t У zn = 0 (5) 

are considered, where the Bj = Bj (z^,... ,zn) are holomorphic 

functions. For a wide class of functions Bj the solutions of 

(5) can be expressed with the help of an bperator F, which is a 

generalisation of the previous operator ER. 

The author is indepted to Univ. Prof, Dr. Ulrich Dieter for his 

support. 

1. Polynomial operator for the differential equation (3) 

For 1 £ к - n, n & 2 let be simply connected domains in the 

k-th complex plane. Furthermore, assume that 

H = zx + ... + zn / О in G = G^x ... xGn c Cn 

and that the differential equation (3) has solutions of the 

form (4), where the operators Ej (j=l,...,n) are defined as 

and applied to arbitrary generating functions fj(zü,..,..zn) 
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in G \Gj. It is assumed that the coefficients 

b. m . _ (z.,...,z ) are holomorphic in G. (Note j ; » • • • I {П j I • • • I ni^ ± ri 

that bj depends on Zj). 

Taking into account that the coefficients of LW = 0 are com¬ 

plex numbers resp. a function of H we can expect that the co¬ 

efficients of Ej depend on H. If we substitute (4) into LW = 0 

and make comparison of the derivations of arbitrary f^ we 

obtain the following n ordinary differential equations for our 

coefficients 

I: и: о[н-*Г= -S 
(7) 

0° b 
04 £k41 

14|<4n,k/j 

j :m^-l+6^ ,.. ,m^xi+ ,. . ,m^-l+ ' 

S = ^iAi+* • + ^Aj + . * +^n^n’ £i+* *+^j + '. + ^n' , 

j; m.^,..,-1,..,/,.., mn j г іч^,, . , M ^ gtl,. . ,/,.. ,ni^ 

Mj ,s + 1 i m3 ä 0, 14 s 4 n. s / j . 1 4 j 4 n, Mj 8 e 1N0. 

The coeffients b^ can be calculated successively. It yields 

finally1 

R "TT k-mk A-t-R 
VК-tt^TT “1 • <81 

Md 

f- 
R = > (Mj r-mrK ye, 04 ms 4 mJs, 14 s4 n, s / j, 14j4n. 

Mj 

We can show that (7) is identically satisfied by (8). 

So it remains to determine M^ k; j=l,2,...,n, k=l./.n 

For this the differential operators Ej , defined in (6), are re¬ 

considered. They can be conceived as polynomials in the varia¬ 

bles 3/9zk, k=l,...,/.n. Hence, the just determined bj must 

break off. 

1 Here (c)0 = 1, (c)n » c(c+l)... (c+n-1), cfeC, n ]N. 
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Let us select 

ms-l+£ 
s 

{0 with Es=l. ms=° if s=k 

, k=l...,1,,. ,n, s/j 

Mj s with gs=0, ms=Mj js'1-1 if s/k 

in (7). The S and S are also determined by the just defined e . 
Furthermore, by using (8), we substitute 

"j'Mj.l.^."j.k_l'°'"j.k+l."j.n 

into (7). This gives finally 

Ak + MJ,k + 1 = 0 (9a) 
or , , j = 1.2,...,(), к = 1....n. 

Aj-Mj,k = 0 (*b) 

From these breaking off conditions arises that the Aj must be 

integer numbers. 

Evidently (9a) yields Mj ^ =: for к = 1,2,...,n, 

j = 1,2,...,к.n, and = -M^-l, к = 1,2.n. We replace 

Mk ЬУ Mk-1* Tbe relation Aj = Mj к =: Nj ‘ •) = 12.... ,n. 

к = 1,2,.,.,%.n can be found from (9b). 

Finally, with (3), (4), (6), (8) and the last results we get 

the following representation theorem. 

Theorem 1: For l^jän, n»2 let G ^ be simply connected domains in 

the j-th complex plane. Let f,(z^,...,Zj....,z^) resp. 

fj(zi,...,,,.,2n) be arbitrary holomorphic functions in G\Gj. 

Furthermore, assume that H = z1+...+zn / 0 in 

G = GjM>2*... x Gn c c". Then it holds : 

The differential equation 

n 

LW = HW "Л, ,.x 
j" 

Mj fe IN 

resp. 

L* W* 

n 

zn = °- Nj ™0 
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possesses solutions of the form 

n n 

W Ejfj resp. W* E?i 
with 

ms-i 

,. 2= « я 
n /М.-1 

läs^n.s^j 

resp. 

V] 
к 9, 

.. *<->-, fr (w- 
J m_ = o Г(Т- (n-2) Nj+1) к=1 \ Nk 

lasdn,s/j 

Here the notations 

n 

K' a k 

MJ 

T = Ъ ^ (Mk_mk) and ^ mk- 14JÄn> 

k/j MJ 

are used. Г(х) denotes the Gamma Function. 

2. A generalisation 

In Chapter 1 we introduced the differential operators 

Ej, 16j6n, n&2 defined in (6). Further, we want to generalise 

these polynomial operators. For simplicity we only do this for 

J=n. , 

Again, Gu, l^Mn, n*2, are simply connected domains; 

G = G^x..xGn c cn is again our poly domain. 
The most general partial differential operator is of the form 

M, M n-1 

It is assumed that ... •• • -2n) resp.d^(z^) is holo- 

morphic in G resp. Gfc, dk(zfe) should not vanish in Gw. 
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First of all, let us consider the results of Theorem 1, strict- 

t of En. Th ly speaking, the coefficients of E^. Therefore, we set 

Г' "n-1 

"n-1 “n-1 
n&2 , fi &Z. 

where 

”l"* ,mn-l £ C: Co,o,.. ,o and T = * 0 in 
G. 

Now we ask for all differential equations 

n 

* jW ■ 0 ,10) 
which possess solutions of the form w=Ff. For l^j^n let be 

holomorphic functions in G. Furthermore, it is assumed that the 

generating function f(z^...,z^ ^) is arbitrary holomorphic in 

G\Gn. 

If we substitute w-Ff into (10) and make comparison of the de¬ 

rivations of arbitrary f, we obtain 

1 n-1 
_3_ 

’3 "^i 3z3i 

a a 

Z T[ir 
G^-o rr 

ISk^n-l 

V1 ̂
-1+S, У f1 _L_ 

!••• 'mn-i_1+£n-i N" Lrr dz 

+ Т^ТУТ \ g 0, 

3i (11) 

K:= (k l£k=l}, N± = { (., . ,jt)/jr e К u{nj, jp/jq for p /q], 

1 " 1 + £^+... + £n_1( n&2. 

Gbfining ms = Ms+1, Ks^h-l for (11) it follows immediately 
that 

' Bn = ”(P+Mi+M2 + " + Mn-lHl09r)z • (12) 

Using this result, equation (11) with m8=0, mr=Mr+l, 

r=l...,f,...n-l. s-1,2...,n-1, mppmq for p/q yields 

B8 = (M8+l)(logr)zs - (logT2 )z , s - 1,2,.. ,n-l. (13) 
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Set mg=Mg, rar=Mr+l, where r=l, 

for p/q in (11). Hence, we have 

(гмі+..+мп-і)м3 cMii>. ,мп_1 % 

,n-l, 8=1,2,..,n-l, 

,Ms-l’Ms-1,Ms+l' ,M n-1 
s=l,.. ,n-l, 

thus determining the function ..,zn). We define 

dg(Zg) : = 1/Jg(zs). Finally, Г = $1(z1) + <&2 (z2) + .. + $n (zn). 

By (12) and (13) it follows immediately that the coefficients 

Bg have necessarily the form 

Bn = -(^+Mi+.-+Mn_i) $y($1+..+$n) , 

Bs = (Ms+1) ^/(Іі+..+§п). s = 1.2.n-1. 

Consequently, 

obtain c 

p % {■!>-2 >•• 

we can calculate our coefficients by 

= TT (M|<^ C°;°.О 
•mn-l lsk^n-l \тк/ ^M+1^m1+.. 

,-(M1+..+Mn_1)}. This leads to 

(11). We 

Theorem 2: a) The differential equation (10) 

w(Zi....2n)Zi..zn*g Bj(2l""zn)w(zl'*"zn)z1..^..zn = 0 

possesses a solution of the form 

^1" *n-l(7T(d JL))f. П&2. (14) 

k=l 3z, 

l-S-П—1 

0 / d^(z^) holomorphic in Gk, f(z.,.. 

phic in G\Gn, c„ii(iiVi6t, =0.0... 

G, |U e Z if, and only if 

Bn = -(P+Ml+”+Mn-l) +^n) 

Bs = (M,+l) &/(§!+..+#„)" 

,zn_1) arbitrary holomor- 

j0 ¥0. ^(z^,,.,z^) / 0 in 

s = 1,2,....n-1. 
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where 

(i) §k(zk), к = 1,...,n, holomorphic in Gk, 

(ii) ^ $2*"$n($l+*‘+$n) * 0 in G- 

(iii) p e{-1 ,-2,..,-(m1+..+M|1_1)}. 

b) The solution (14) of the differential equation 

"zl”zn + % (MJ+1)$1+L$n "zl--fj-zn 

- (^i+M1+..+Mn_1) 

#1+..+#n 1# n_1 
= 0 

can be represented in the form 

n—1 

7T "" ^мкм^+..+#/^.""I "" (TT cf ^-)1V. 
к m^o k=l \mk/ ■^+1)m1+..+mn_1 k=l ^ 3z 

I4s4n-1 

f(Zj...,гп-1) arbitrary holomorphic in G\Gn 
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Das Dirichletproblem für den polyharmonischen Operator in 
c1-Gebieten der Ebene 

s. Agmon untersuchte in /1/ das Dirichletproblem für ellipti-
, sehe Differentialgleichungen der Ordnung 2m ohne Terme niederer 

Ordnung in beschränkten, einfach-zusammenhängenden c1 • 8-Gebie­
ten ('ß > 1/2) der· Ebene und Randwerten __ aus Cm-l ,cx. - auf 'diese
Randwerte kommen wir später noch einmal kurz zurück - und zeig­
te die Möglichkeit der Darstellung der Lösung als Vielfach­
schichtpo�ential. 
In der Arbeit /2/ von ::J. Cohen und ::J. Gosselin wurde diese Pro­
blemstellung für LP-Randwerte und c1-Gebiete im Falle des bi­
harmonischen Operators untersucht. 
Das Hauptziel dieser Arbeit ist, die für den piharmonischen 
Operator von Cohen und Gosselin gewonnenen Ergebnisse (für den 
Laplaceoperator sind die entsprechenden Resultate schon länger 
bekannt) auf den Fall des polyharmonischen Operators auszudeh­
nen. 

Definition 1: Ein Gebiet fl ist ein c1-Gebiet, falls für jeden 
Punkt PE.an ein Kreis B(P,O) mit dem Mittelpunkt P und dem Ra­
dius d' und ein Koordinatens-.,:•s tem x, y des R2 in P so existieren, 
daß in Abhängigkeit von diesem Koordinatensystem 
.0.nB(P,d) = [(x,y): y>½(x), xe.R1}f'lB(P,d), tE.C�(R1) und 
!(O) = j• (0) = O gilt. 

Es gilt 
.
dann, falls D.cR2 beschränkt, einfach-zusammenhängend 

und ein c1-Gebiet ist: Für beliebiges f. >O existiert eine end_; 
lic!,e Oberde·ckung des Randes durch Kreise B ( P j ;oj), P j e a fi
(j•l,2, •• .,n) mit ' -

· . r 1 1 n.l)B(Pj,d'j) = {(x,y): Y>!j(x)}nB(Pj,oj)' !jE.Co(R ), ij(O)

'" !j (0) • O und llij 1100, ' �-
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Definition 2: Eine Funktion f, die auf dem Rand ЭЛ definiert 

ist, gehört zum Raum Lj(3fl), falls für jede obige Oberdeckung 

des Randes und für jede zugehörige Zerlegung der Einheit 

die Funktionen ij^f := Vj(x,^(x)) f(x,$^(x)) eine 

Distributionenableitung besitzt, die in Lp(R^) liegt. 

Wir definieren folgende Norm in Lp(3fl): 

Mittels dieser beiden Definitionen können wir unser Ergebnis im 

folgenden Satz zusammenfassen. 

Satz: Sei 1 < p oo und П ein einfach-zusammenhängendes be¬ 

schränktes ^-Gebiet. Außerdem sei g = (S^j )0.*і+6 ^ ) 

= {g: g^j e L^(3fl) für 0^i+j*Sm-2, g^ €. Lp(3 fl) für i+j=m-l und 

3s = 9i+l,j 33 + 9i,j+l 3s für 0*i+J*m-2}. 

Dann existiert eine Funktion u mit 

Д" u = О in Л. 

und u(X) := (D* ,^u)oäi+jÄm_1(X)-^g(p) f. ü. für X-» P nicht-tan¬ 

gential, komponentenweise. Die Funktion u kann als Vielfach¬ 

schicht potential dargestellt werden. 

Die Bezeichnung "nicht-tangential" heißt, daß die Annäherung an 

den Rand, wie bei Lp-Randwerten üblich, innerhalb gewisser 

"Kegel", die über dem Rand definiert sind, erfolgt. 

Die Idee der Arbeit mit verträglichen Randwerten geht auf 

S. Agmon zurück. Agmon untersuchte dabei in der Arbeit /1/ höl- 

derstetige Randwerte f^ e С1,К(ЗП) bzw. Са(ЭП), und entspre¬ 

chend ist auch der Raum Ьт_1>а(ЭП) definiert. Die Idee der De¬ 

finition des Vielfachschichtpotentials ergibt sich aus der 

Greenschen Formel, die man durch partielle Integration der Bi- 

linearform 
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8m[u,v] = (-l)m JJ (Э +i9 )mu • (Э -іЭ )mv dx dy 

П " (u.veC»(R2)) 
erhält. 

Ersetzen wir nun die Funktionen ä£d®u durch unsere Dichtefunk¬ 

tionen fij und die Funktion v durch die Fundamentallösung des 

Polyharmonischen Operators, so erhalten wir - es wurden zuerst 

die Ableitungen nach x und danach die partiellen Ableitungen 

nach у von u auf v übertragen - das Vielfachschichtpotential. 
Es hat dann folgendes Aussehen: 

(v’f)(x) = / A”[f(Q),Fm(X-Q)] dy (Q) + A^[f(Q),Fm(X-Q)] dx(Q) 

an 
mit den Bilinearformen 

*llf(Q).Fm(X-Q)] 

m-1 m-l-y 

" ZZ ZZ Re{(-i)VR*"(öQ,3Q)} 

M Fm(X-0) 
und 

A2L’f(Q),Fm(X-Q)] 

= ZZ fo,r Re[Mm-r(ax'dy) 

mit 

m-i 

= ZZ (v)(-i)m_Y7m"i-V- 

Wobei Fm(X-0) die Fundamentallösung von Дт mit dem Pol X und 
dem variablen Punkt 0 ist. Eine mögliche Darstellung der Funda¬ 

mentallösung, wie sie von S. Agmon angegeben wurde, ist die 

Schreibweise als Integral in der komplexen Ebene. Es ist 

/[t—i’c]2—2 
у (2m-2) ! ( 

log [(x-f)+(y-t))?] 
di }• 
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wobei X = (x,y),Q = (f.r|) und у eine rektifizierbare, einfach¬ 

zusammenhängende Kurve in der oberen Halbebene ist, die den 

Punkt i im Innern enthält. 

Nach diesen umfangreichen Vorbetrachtungen sei einiges zum Be¬ 

weis des obigen Satzes gesagt. Der Beweis folgt in groben Zü¬ 

gen dem von Cohen und Gosselin in /2/. Wir zeigen zuerst, daß 

lim u(X) = (I+H)’f(P) f. ü. ist. (1) 
X e n,X-*P£ön 

Wiederum erfolgt der Grenzübergang nicht-tangential. H ist ein 

kompakter Operator von Bp(3ft) in ВР(ЭП). Die Gleichung (1) 

ist so zu verstehen, daß für O^i+j^m-1 gilt: 

lim (Di,JVf)(x) = (f,,+H,,f)(P) f. ü. und 
xefl,x->p e an J J 

j : BP( 3 fl)—>L^(3fl) kompakt, 0«i+j^m-2 , 

вр(ЭП.)—>Lp(3Q) kompakt, i+j^m-1. 

Dabei entstehen die Operatoren H^j, falls wir in D^'-Ivf(X) for¬ 

mal den Obergang von Xefl nach P & ЗЛ vollziehen (O^i+J^m-2). 

Im Fall i+j=m-l sind es Linearkombinationen dieser Operatoren. 

Die Integrale ^ f existieren dabei im Sinne des Cauchyschen 

Hauptwerts. Bei der Untersuchung dieser Operatoren ist natür¬ 

lich stets lokal zu arbeiten. 

Beim Beweis der Aussage (1) spielen die Untersuchungen von ge¬ 

wissen Maximaloperatoren eine zentrale Rolle, Insofern ist auch 

das folgende Lemma für diesen Beweis von zentraler Bedeutung. 

Lemma: 

Sei U*(a,f)(x) =sup / , (У) R(Ii(x.y) ,|2(x,y)) dy 
Ix-yl 6>0 Ix—y|>£ 

mit t"(x.y) = j a(t)(L_) ( (Vy-t(t)) dt. 

I- 

$±(х,У) 
ii(x)-^i(y) 

x=y ' 1 1,2, aeL^R1), f£Lq(R1), (p,q>l), 

6Cq(R )- \b-\ 2 II oo V 
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R(^,t|) sei analytisch in £2 + tj2 4 2m2 , und es sei 

R(!-,»]) = R(-£.-T|). Dann gilt: 

l|um(a.f)||r 4 C |a |lp ||f||q 1/p+l/q = 1/r. 

Dieser Satz wurde in der Diplomarbeit /4/ bewiesen. Er stellt 

für den eindimensionalen Fall eine Erweiterung des Satzes 4 in 

/3/ dar. Dort wurden Aussagen für Integraloperatoren mit einem 

Faktor der Gestalt tm(x,y) = J a( t) dt gemacht. Natürlich ist 
X 

dieses Lemma in dieser Form sehr auf unser Problem zugeschnit¬ 

ten. Es wurden in der Arbeit keine Versuche gemacht, hier eine 

umfassendere Aussage zu formulieren. Wir bemerken aber an die¬ 

ser Stelle, daß für den Fall R = l, a=l und m=n*0 die oben unter¬ 

suchten Operatoren die Riesz-TransformatIonen sind, die ausgie¬ 

big in der Literatur untersucht sind. 

Wir kommen nun auf unsere in (1) gemachte Aussage zurück und 

haben insbesondere, daß (I+H) Fredholmoperator ist und außer¬ 

dem unser Dirichletproblem auf folgende Integralgleichung zu¬ 

rückgeführt werden kann (exakt handelt es sich natürlich um ein 

System von Integralgleichungen): 

(I+H)f = g. (2) 

Um nun zu zeigen, daß die Lösung unseres Dirichletproblems 

stets als vielfachschichtpotential darstellbar ist, ist zu zei¬ 

gen, daß obige Integralgleichung stets auflösbar ist. Nach ei¬ 

nem Fredholmschen Satz genügt es zu zeigen, daß für beliebige 

Ѳ € Ker(I+H*) stets 9 6(Bpf gilt. (3) 

Es ist klar, daß 

(Bp)* = L4(äfl)^ /(Bp )■*" der Dualraum ist (l/p+l/q=l) mit 

<e.f> ь Г / 0,,(Q) f,, (Q) ds(0) für Ѳ€(ВР)* und f fe Bp(9Q). 
i+J=o ЭП -1 J 

Zum Beweis der Aussage (3) führen wir ein Potential W über 

(Bp)* ein. Es ist 

*(X) , > / e,,(P) (Di<J)P Fm(X-P) ds(P). 
o4i+]4m-l 90 ^ 
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Man kann zeigen, daß W über (Bp)* eindeutig definiert ist und 

daß für beliebige Ѳ e Ker(I+H*) und f e Cm(CL ) П С™-1 (ТГ) 

<e,(-I+H)f> = Re ff Mm(f) tf"(W) dx dy = 0 gilt. Dabei ist f die 
n 

Einschränkung der partiellen Ableitungen D^'^f auf den Rand 312 

(OSi+j£m-l). Aus diesem Ergebnis erhält man sofort die Aussage 

(3), da die Menge {f: f 6 Cm(fl) n dicht in BP(9C1) ist. 

Bemerkung: Diese Arbeit faßt die Ergebnisse der Diplomarbeit 

/4/ des Autors zusammen, und war in dieser Form Inhalt eines 

Vortrages auf der "Conference on Analytical and Numerical 

Treatment of Differential and Integral Equations", die vom 29. 

September bis 3. Oktober 1986 in Frankfurt/Oder stattfand. 

Literatur 

/1/ Agmon, S.: Multiple layer potentials and the Dirichlet pro¬ 
blem for higher order elliptic equations in the plane. 
Comm. Pure Appl. Math. 10, 179 - 239 (1957) 

/2/ Cohen, D. , and Gosselin, D. : The Dirichlet problem for the 

biharmonic equation in a C1 domain in the plane. 
Indiana Univ. Math. D. 32, 5, 635 - 685 (1983) 

/3/ Calderoh, A. P. , Calderoh, С. P., Fabes, E. , Dodeit, M. , 
and Riviere, N. M.: Applications of the Cauchy inte¬ 
gral along Lipschitz curves. Bull. Amer. Math. Soc. 
84; 287 - 290 (1978) 

/4/ Szyszka, U. : Das Dirichletproblem für den polyharmonischen 

Operator in C1-Gebieten in der Ebene. Diplomarbeit, 
Wilhelm-Pieck-Universität Rostock 1986 

elngeqanqen: 24. 11. 1986 

Verfasser: 

Dipl.-Math. U. Szyszka 

Wilhelm-Pieck-Universität Rostock 

Sektion Mathematik 

Universitätsplatz 1 

Rostock 

DDR-2500 

56 



Rostock. Math. Kolloq. 31, 57 - 64 (1987) 

Ehrhard Herbst 

Ein Stabilitätsbegriff für Faltungsgleichungen 

Q,_. Eit'llei tung 

35899 
35830 

Gegenstand der vorliegenden Arbeit ist eine Aussage über die 
Stabilität von abgeschlossenen Mengen unter Verwendung allge­
meiner Kerne K. Von Oeny /1/ wurden ausgehend von diesen l<ernen 
K Räume W von Distributionen endlicher Energie definiert. Deny 
hat gezeigt, daß der Raum 1.iJ'E von Distributionen endl-icher'
Energie mit Träger in der abgeschlossenen Menge E c Rd ein voll­
ständiger Teilraum von 11.Y 1st. Hier wird die Frage aufgeworfen, 
unter welchen Bedingungen an die Menge E die Distributio_nen aus 
W' E im Raum /J.f du r:ch Oist ribu ti onen approximiert werden können,
deren Träger in einer Teilmenge von E enthalten ist. Abgeschlos­
sene Mengen, für die das möglich ist, heißen stabil. Wir können 
Zeigen, daß Mengen, di' die Segmenteigenschaft besitzen, stabil 
Sind. Es ist bisher nicht gelungen, ein notwendiges und hinrei­
chendes Kriterium der.Stabilität, wie sie von Hedberg /2/, Pol­
king /4/ und anderen für spezielle Kerne mittels des Kapazitäts­
begriffes formuliert und bewiesen wurden, zu finden. 

Im ersten �bschnitt werden wesentliche Bezeichnungen und Be­
griffe bereitgestellt, während der zweite Abschnitt die Stabi­
litätsaussage enthält. Im dritten Abschnitt werden Anwendungs­
möglichkeiten auf Faltungsgleichungen angedeutet. 

!. Bezeichnungen und Begriffe 

Wir betrachten über dem euklidischen Raum Rd ( d �l) den Raum ,f 
der unendlich oft differenzierbaren, schnell fallenden Funktio­
nen und den Raum f' der temperierten Distributionen mit den üb­
lichen Topolog�en. Die Anwendung der Distribution T auf die 
Funktion cp € J wird durch (T, Cf') bezeichnet. Die Funktionen 
Seien komplexwertig, die Räume linear über dem Körper der kom­
Plexen Zahlen. Die Fouriertransformation einer Lebesgue-inte-
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grierbaren Funktion f wird durch 

Ff(x) = / e“23rixyf(y)dy 
Rd 

und die Fouriertransformierte einer temperierten Distribution T 
durch 

<ft,9>> = <T.,F9> (?) ел 

erklärt. Grundlegend für die weiteren Betrachtungen ist eine 
Distribution К в JP' , der Kern. Von dieser Distribution wird 
vorausgesetzt, daß sie den folgenden Bedingungen genügt 
(vgl. /1/): 

(Aj) Die Fouriertransformierte FK =.% von К ist eine positive 
Funktion, d. h. eine Labesgue-fast-überail erklärte, lo¬ 
kal integrierbare Funktion mit Träger im gesamten Raum Rd 
(supp ZK = Rd). 

(A2) Es gibt eine positive ganze Zahl m, so daß die Integrale 

und J. ->*-=• dx endlich sind. 
Rd Ж(x)(1+r )m 

Dabei ist r ’S Xj der Abstand des Punktes 

X = (x^,...,Xy) zum Ursprung. 

Von Deny /1/ stammt die folgende 

Definition: Eine temperierte Distribution T heißt von endlicher 
Energie, wenn ihre Fouriertransformierte FT = J"' eine Funktion 
ist, die der Ungleichung 

' 1 
II T|| = ( ^Ä(x)|r(x)|2 dx)? < oo (1.1) 

genügt. Die reelle Zahl (|T|| heißt Energie von T. Den Raum der 
Distributionen endlicher Energie bezeichnen wir mit W. 

Im Gegensatz zu Dany /1/ benötigen wir eine zusätzliche Voraus¬ 
setzung an den Kern К e 
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(Aj) Für alle unendlich oft differenzierbaren Funktionen <p mit 

' kompaktem Träger ( (p e. C^°(R^)) gilt <? T e bf für alle T eit?. 

Die Bedingung (Aj) ist erfüllt, wenn alle ф (R^) Fourier- 

Multiplikatoren für Funktionen darstellen, die mit dem Gewicht 

quadratisch integrierbar sind. Handelt es sich bei dem Kern 

К e J" um spezielle Differentialoperatoren (z. B, den biharmoni- 

schen Operator), so läßt sich diese Bedingung leicht nachprü¬ 

fen. Dem Autor sind Kriterien für andere Kerne nur in Spezial¬ 

fällen bekannt (vgl. Sawyer /5/, Kurtz /3/). 

Einen Beweis der folgenden Aussage findet man bei Deny /1/. 

Satz: 1. Eine Distribution Ttli? mit kompaktem Träger ist genau 

dann identisch Null, wenn ihre Energie Null ist. 

2. Der Raum ЬУ der Distributionen endlicher Energie ist 

vollständig in der Norm ,(1.1). 

3. Aus der Konvergenz von (T ) gegen T in der Norm (1.1) 

folgt die Konvergenz von (T ) gegen T im Raum f. 

4. Der Raum der Distributionen endlicher Energie mit 

Träger in der abgeschlossenen Menge E c R^ ist voll¬ 

ständig. 

Eine abgeschlossene Menge E c R^ nennen wir normal, wenn der 

Rand von E mit dem Rand des Innern von E übereinstimmt: 

Эе = 3(int (E)). Im folgenden nehmen wir die abgeschlossenen 

Mengen E stets als normal an. 

Wir betrachten zwei Folgen (E^^) und (E^2^) (nü) abgeschlos¬ 

sener Mengen mit den Eigenschaften 

(i>l 
E с E<£) c intfE(l)) (nil). 

(U), E,_ П Em. 

(1)2 c int(E^2|) C E(2) c int(E) (nil). 

(ü)2 int(E) = V E^2). 
Л nil 

59 



Anhand dieser Mengenfolgen definieren wir zwei abgeschlossene 

Teilräume bj und W ^2.) ^es Rsumes U^: 

Vf ч = ГЛ Vf ... und Itf ,0. = KJ üf ,0. , wobei die Ab- 
E(1' näl E^1' El > nü £' > 

Schließung im Raum hf gebildet wird. Es gilt dann der 

Hilfssatz: Vf (2) C VE = W 
E (1) * 

Darauf baut der Begriff der Stabilität auf, den wir wie folgt 

erklä ren: 

Definition: Die abgeschlossene Menge E heißt stabil bezüglich К 

(oder kurz stabil), wenn Lf 
(2) 

dtTp gilt. 

2. Ergebnis 

Satz: Besitzt die abgeschlossene Menge E = Rd \ fl = flc einen 

kompakten Rand und genügt sie(der Segmenteigenschaft, d. h., 

gibt es für alle Punkte а e ЭЕ eine Umgebung U = U(a) sowie ei¬ 

nen von Null verschiedenen Vektor b = b(a) derart, daß 

X + tbefl (0<t <1) für alle x e. _q. ли gilt, so ist die Menge 

E für alle Kerne К stabil. 

Beweis: Wir zeigen, daß jede Distribution T e ^ durch Distri¬ 

butionen aus Zif ¢2) approximiert werden kann. Wegen der Kom¬ 

paktheit des Randes 3e kann man eine endliche Oberdeckung durch 

of ferne Kugeln 8^ (xj) = {xeRa:|x-Xj|< r^j und dazugehörige 

Vektoren bj ^ О so finden, daß 

1. für Br (Xj), bj die Segmenteigenschaft erfüllt ist und 

2. Эе c Ob (X.) gilt. 

4 
Zu dieser Oberdeckung wählen wir eine Zerlegung der Einheit 

(9-j) c C® (Rd) mit Kj = supp p J c Br (Xj) und Y <?j(x) - 1 
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auf der Menge KJ В (x.). Nach Voraussetzung gilt dann 

~2 
9jT 6 ЬУ für alle T € hf. Für vorgegebenes T £ haben wir 

T = (T- ^ g?jT) + 2Z 9jT = TQ + 21 Tj» Dabei ist der erste 

Summand TQ der rechten Seite eine Distribution aus bf ^2)’ w-*-r 

zeigen nun, daß jede Distribution T j £ durch Distributionen 

Sjt (0<t<l) aus h) ^ 2) approximiert werden kann. Ohne Be¬ 

schränkung der Allgemeinheit können wir l|Tj||>0 annehmen. Die 

Distributionen S j t werden wie folgt erklärt: 

<SJt. f(x)> = <Tj(x), f(x - tbj )>. 

Dann gilt 
25Titb .X 

(i) FSj ,.(x) = FTj(x)e J 

(ii) supp Sj t c int(E) für hinreichend kleines t>0, also 

Sj,t £ %(2)' 

°ie Aussage (i) läßt sich durch eine einfache Rechnung überprü¬ 

fen. Zum Beweis von (ii) sei ifi e c£°((Kjл E)°). Dann gilt 

° = <Tj • У>= <sj , t(x) - Z/J(x + tbj)> = <sj i t ■ 9> mit 

tf'(x) =(p(x - tbj). Für X 6 Kj л E gilt sodann tyJ(x) =0, also 

haben wir f(x) = О für alle x 6 (Kj Л E) - tbj = {y - tbj :y £ Kj л e], 

Es sei 1 > tj > О so gewählt, daß (Kjл E) - tbjс Bp (Xj) für alle 

0<t £ tj gilt. Dann besteht die Inklusion (Kj n E) - tbj c int(E). 

Würde nämlich x 6 Л n £(Kj n E) - tbj] gelten, so bedeutet das 

ffj(x)e 
25Titb . X 

J und 

einerseits x tby für ein у £ Кj л Е К j \ П. und anderer¬ 

seits X £ Л Л Вг (*])- Daraus folgt wegen der Segmenteigen¬ 

schaft X + tbj = у £ fl und somit ein Widerspruch. 

Ist nun £ > О vorgegeben, so bleibt ||Sj t - Tj || < & für genü¬ 

gend kleines О < t £ tj zu zeigen. Für meßbare Mengen Mc-R^ gilt 
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f о f 2fttb X J X(x)| FTj(x)i-FSj jt(x)| dx = J J(x)|^j(x)-^(x)e J j 3 |2, dx 

/ Aj 2ЗГіtb.x л f • 

= JX(x)| Sj(x)j2|l - e -1 I dx 6 4 Jjfc(x)|rj(x)|‘ 
M M 

dx. 

Daraus folgt die Existenz einer positiven Zahl R derart, daß 
für alle 0<t<l, b^6Rd die Ungleichung 

f 2Iitb X 2 J Ж(х)|ГЛх)Г|1 - e J I dx < ф erfüllt ist. 

SRC 

Für festes j können wir eine positive Zahl t^) 6 tj so finden, 

daß für alle 0<t<t^1^ und alle x € BR die Beziehung 

2 STitb .X „ c 2 
. Ц - e J 12 < 

' 2|!Tj|| 

besteht. Wir erhalten dann 

25f"itb .X о ( 9 zxxro 
II s - T r = J ЛГ(х)|іГ1(х)Г|1 - e J 

3 Rd 3 

= / X(x)l r3(x)[2| 

■ BR 

+ /X(x)|5'j(x)|2|l - e2 ltbjX| 2dx c £. + ^ = £ 

II - e 
25/itb X „ 

J l2dx 

.2 2 

und damit die Behauptung. 

3. Anwendung.auf Faltungsqleichungen 

Ober die Beziehung U = Ji-!T für 1 eW führt Deny /1/ das Poten¬ 

tial einer Distribution T endlicher Energie ein- U - = U^=K*T» 

Darüber hinaus wird in /1/ für zwei Distributionen endlicher 
Energie ,Tg das Skalarprodukt wie folgt erklärt: 

(7%,T%) ='JX(x) ^(xlTjfx) dx. 
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Es gelten die üblichen Beziehungen (T1.T2) = JT^TT^J, 

(^.Tj) = IITJI2, ||T1+T2||2 = И T1||2 + ||T2||2 + 2 Re (T.1#T2) so¬ 

wie die Schwarzsche Ungleichung |(T1,T2)| £ ||T2||. Darüber 

hinaus besteht im Fall T2 = ф бС^(й^) die Gleichung 

(Ti.T2) = <[U 1 Mit anderen Worten: Die Potentiale bilden 

im gewissen Sinne den Dualraum zu W. 

Die Projektion von T 6 h? auf den abgeschlossenen Teilraum 

bezeichnen wir mit T‘ (manchmal auch mit T^). Es gelten dann 

die Beziehungen ||T - T'|| = inf. {(| S - T|| : S e W } , 

(T-T',S) = О für alle SeWE und (T' ,S) = (T,S' ) = (T* ,S' ) für 

alle T,S e bJ. Ober die Potentiale gilt die folgende Aussage 

(Deny /1/). 

Satz: Im Innern int(E) der abgeschlossenen Menge EcR^ sind 

die Potentiale UT und UT identisch. 

Die Inverse <ST = —■ ist nach Voraussetzung die Fourier transfor¬ 

mierte einer Distribution De/', und man kann D* К = 6 schrei¬ 

ben (Deny /1/). Für das Potential U = K*T einer Distribution T 

endlicher Energie kann dann T = D*U geschrieben werden. Mit 

anderen Worten: T ist das D-Potential einer Distribution U. 

Es gilt weiter ||T|IK = ||U|ID. 

Daraus folgt (vgl. /1/): Konvergiert (Tn) in der Norm bezüglich 

К gegen T, so konvergiert (U n) in der Norm bezüglich 0 gegen 

UT. und (U n) konvergiert gegen UT in У' (wegen Punkt 3 des 

Satzes aus Abschnitt 1). 

Wir betrachten den Raum V der Potentiale U = К * T von Distri¬ 

butionen endlicher Energie mit der Norm bezüglich D und darin 

das folgende Problem: Gegeben ist eine (nichtleere) abgeschlos¬ 

sene Menge EcR^ und eine Distribution U e O'. Gesucht ist eine 

Distribution R £ V derart, daß U = R in int(E) und О *R = 0 in 

ec gilt. 
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Dieses Problem steht in gewissem Zusammenhang mit dem feinen 

Dirichlet-Problem (vgl. Schulze/Wildenhain /6/). Eine Lösung 

ist unmittelbar durch die Projektion gegeben: Für U = К *T löst 

R = К * ' das Problem. 

Der Begriff der Stabilität besagt nun, daß Lösungen des Pro¬ 

blems D* R = 0 für die Menge E durch Lösungen des Problems 

D * R = 0 in einer Umgebung von E in der Norm bezüglich D appro¬ 

ximiert werden können. 
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35J40 
46E35 

Ober die Lösbarkeit und die Regularität der Lösungen ellipti­
scher Randwertaufgaben in Gebieten mit Kanten in gewichteten 
Sobolevräumen von beliebiger ganzzahliger Ordnung 

Einleitung 

Es sei G ein beschränktes Gebiet im Rn (n�3) mit stückweise 
glattem Rand 8G = U rj u M, wobei M eine (n.:.2)-dimensionale

j=1 
glatte Untermannigfaltigkeit von 8G und rj (j=l, ••• ,T) glatte 

zusammenhängende (n-1)-dimensionale Untermannigfaltigkeiten 

Sind. Dabei wird vo_J:ausgesetzt, daß G i11. einer Umgebung eines 
jeden ·Punktes s E M dH feomorph zu einem zwei flächigen Winkel 

{ 
n n-2}Ds= x = (y,z)E.R : y = (y1,y2)E.K�, z = (z1, ... ,zn_2)e.R 

i r 2 2 2 1;2 . 1 } m t K� = lY = (Y1•Y2)€R : D<r = (y1+Y2) <00,IWl< :z wo(r) 

(w ist de.r polare Winkel in der (y1 ,y2)-Ebene) ist. 

In G betrachten wir die Randwertaufgabe 

s(j)u = s(j)(x,D)u = � b(�l(x) Dau = gk
(j)

k k 1 1 „ k ,OI. "'-mjk 

(1) 

(2) 

(k=1,. •• ,m; j=1, ••• ,T), wobei L elliptisch in G ist und die 

Randoperatoren s{ll, ••• ,sij) für j=l, ••• ,T normale Systeme 

bilden, die Lauf rj überdecken. Die Koeffizienten a und b(j)
a k ;ct 

Werden der Einfachheit halber als beliebig oft differenzierbar 
vorausgesetzt. 
In /5/ wurde eine Fredholmtheorie für Randwertaufgaben der Ge­
stalt (1), (2) in der Klasse der gewichteten Sobolevräume 

v�
.s(G) entwickelt, die als Vervollständigung von C�(G\M) bez.
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der Norm 

Hull 1 - (/Y" rP(ß<2)-1+lAl)|Dau|P dX)X/P . (3) 
Vp g (G) G IäI wl 

definiert sind. Hier ist 1 eins nichtnegative ganze Zahl, 

1 < p < oo , r » dist<x,M), z der zu x nächste Punkt auf M und ß 

eine beliebig oft differenzierbare reellwertige Funktion auf M. 

(1&1) bezeichnet wie üblich den Raum der Spuren von 

Funktionen aus g(G) auf fj mit der Norm 

II ul inf {! 11 1 
VP.B<G> 

V6V;^<G), u}. (4) 

Darüber hinaus wurden in /5/ Regularltätsaussagen für die Lö¬ 

sung u£Vp+gm(G) der Aufgabe (1), (2) bewiesen. Derartige Aus¬ 

sagen sind für Gleichungen 2. Ordnung z. B. auch in /2/, /3/, 

/8/ erhalten worden. 

Die vorliegende Arbeit stellt eine Verallgemeinerung der Ergeb¬ 

nisse aus /5/ auf den Fall dar, daß 1 beliebig ganzzahlig ist. 

Die Beweise einiger Hilfsaussagen werden hier z. T. nur ange¬ 

deutet. Ausführlich sind alle Beweise im Fall p«2 in /7/ darge¬ 

stellt. Entscheidend ist hierbei die Untersuchung elliptischer 

Randwertaufgaben in einem zweiflächigen Winkel. Von dort läßt 

sich beispielsweise die Fredholmeigenschaft mittels der Kon¬ 

struktion eines Regularlsators aus lokalen Regularisetoren 

(vgl. z. B. /9/) leicht auf die Randwertaufgabe (1), (2) über¬ 

tragen. 

1. FunktIonenräume im zwejflächicen Winkel 

D - К XRn-2 - £x=(y,z)£Rn : y-(y1,y2)SK, z-(z1,,zn_2)e Rn_2j 

mit к '« (y-<y1.y2) € r2 «o < r-lyi <oo ,|CÜ|<7 Cü0] ( w ist der po¬ 

lare Winkel in der y-Ebene) sei ein zweiflächlgar Winkel im Rn 

mit den Seitenflächen 

Г* =3'±xRn'2 - {x«(y,z)£Rn:yty± :»{y:OJ-±.jWe},zfeRn"2} und 

der Kante M » Г*л P“. Für den Innenwinkel cx>a von D gelte 
0 < Ш0< 23Г. 
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Analog zu (3), (4) seien V* ß(D) (1*0) die Vervollständigung 

von c£° (TJ\M) bez. der Norm 

,/ 
O l ot) *1 

rP(S(z)-l+la/)10ocu(y z)1p dy dz)l/p 

und Vp”ß/,p{Pt) (l&l) der Raum der Spuren von Funktionen aus 

Vp ß(D) auf Г*. Hierbei ist ß entweder eine glatte reellwertige 

Funktion oder eine reelle Konstante. Für 1< 0 werde V* g(0) als 

Vervollständigung von C^°(5\M) bez. der Norm 

-4..-) 
sup (u.v) lilvlfl 

und ѵ„”оу,р{Г±) als Vervollständigung von с2°(Г4) bez. der Norm P ß V / «*• УЯГѴѴІАвЮПѴіуИІіу WH 

(i+i = l,(u,v)0 p /uvdx, (u,v)p+ p J± uvd6) definiert, wobei 
das Supremum über alle Funktionen vtv'^fD) bzw. 

V£ v f' °' gebildet wird. 

In Anlehnung an /6/ (s. auch /10/) definieren wir den Raum 

Vpg{D) für beliebiges ganzzahliges 1 als Vervollständigung von 

C?°(P\M) bez. der Norm 

2m-l 

•X.« "V ,<o) 
'p.B1 

5- üb в 9^lv^- 1/р(Г*) ' (55 

T— 1st hierbei die Ableitung in der Richtung der Außennormalen 
dvt 

zu Г4. 

Im weiteren seien ^^60^(5) reellwertige Funktionen, die nur 

von r p |y I abhängen, mit supp £ c{x£Ü: 2V_1 < rt 
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+ 00 
S = 1 und I£„|< 0^2" loil, wobei unabhängig von у ist. 

v=-oo y 

Das folgende Lemma wurde in /5/ für ÜO bzw. l&l bewiesen, 

läßt sich aber auch auf den Fall Ы0 übertragen (s. /7/). 

Lemma 1.1: Die Normen 
\.t<», ”"d '\T<r, ”r 

liebiges ganzzahliges 1, pe(l,oo) und ßtR äquivalent zu den 

Normen 
+ 00 

\1/P bzw. 

+ 00 

llu 11 = (. 
V=-00 

"p,B 

Entsprechend gilt (s. /7/) 

Lemma 1.2: Die Norm ||.|| . ist für beliebiges ganzzahliges 

Vp.ß(°) 

1, p e(l.co) und ß£R äquivalent zur Norm 

= (^r5oi?vU|151 
\1/P 

p.ß (0) 

Völlig analog zu /6/ (s. auch /10/) läßt sich das folgende - 

Lemma beweisen (/7/). 

Lemma 1.3: Es sei L ein homogener Operator der Ordnung kS2m mit 

konstanten Koeffizienten und В ein homogener Randoperator auf 

r+ oder Г* der Ordnung ЭЕ 62m-1 mit konstanten Koeffizienten. 
Dann gelten für beliebiges ganzzahliges 1, p£(l,oo) und ßeR 

die Abschätzungen 

01 

Bui 
^_l/p^±) < о ||U I 

für alle u eC“ (Ü\M), wobei die Konstante c unabhängig von uist. 

Mit Hilfe von Lemma 1.3 lassen sich L und В als stetige Abbil¬ 

dungen von Vp ß(D) in Vp"ß(D) bzw. Ѵр-^-1/р(Г±) definieren. 
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Ist nämlich u£ Vp ß(D) gegeben, dann kann man eine Folge 

{unJ c c£° (D\M) mit IIu—ип|1_і —*0 wählen. Nach Lemma 1.3 kon¬ 

vergieren die Folgen {Lun| und [BunJ in Vp_jj(D) bzw. 

Vp * 1/Р(Г±), und man kann 

Lu := lim Lu , Bu := lim Bu 
П-7 00 П -700 

setzen. Die Grenzwerte sind offenbar unabhängig von der ausge¬ 

wählten Folge {unj. 

Bemerkung 1.1: Die Voraussetzung in Lemma 1.3, daß L und В ho¬ 
mogene Operatoren mit konstanten Koeffizienten sind, ist nur 

dann wesentlich, wenn wir zulassen, daß der Träger von u unbe¬ 

schränkt ist. In dem Fall, daß der Träger von u in einer vor¬ 

gegebenen beschränkten Menge enthalten ist, kann diese Voraus¬ 

setzung weggelassen werden. 

Das folgende Lemma ist in /5/ für den Fall 1&0 bewiesen worden. 

Lemma 1.4: Nj und Nj seien homogene Randoperatoren mit konstan¬ 

ten Koeffizienten der Ordnung j (j=0,1,...,2m-l), die auf P+ 

bzw. Г~ normale Systeme bilden. Dann existiert zu beliebig vor¬ 

gegebenen Funktionen gj e Vp“^-1//p ( Г4) (1=0,1.2m-l ■ 1 ganz¬ 

zahlig, p e(l,oo), ße-R) eine Funktion ufeVp g(D) mit Nju = g“ 

auf Г-. Die Abbildung {g*.92m-l'pö.92m-ll^u ist dabei 

stetig in den angegebenen Räumen. 

Beweis: Wegen der Dichtheit von (Г*) in Vp g ^Р(Г*) genügt 

es, die Behauptung für Funktionen g*ec“(f±) zu zeigen. 

Es seien £v die vor Lemma 1.1 definierten Funktionen. Setzt 

raan ?v (x) = fv(2Vx), Pjy(x) = 9j(2^x), dann liegt der Träger 

Von Sy 9jv> 1п : ф<г<2). Nach /6/, /10/ existieren des¬ 

halb Funktionen vvec“(tJVM) mit dem Träger in {xeD:£<r<2j, 
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die dem Gleichungen N*Vy . fy 9jv> 0uf Г* genügen 

(3=0,1,...,2m-l). Für die Funktionen Vy gilt die а prlori- 

Abschätzung 
2йв1 

i(D)- c 5-S - '' V|lWp(D) ~T 1=0 

wobei c unabhängig von v ist. 

Aus der Gleichung N*Vy = Jy g“v folgt nach der Koordinaten- 

(6) 

transformation x » 2 x' 

"j(°x-)%(*') * Cy(*') gj(x') ouf Г* 

it Uy(x') = 2^vVy(2_'x'). Ferner ist 

l^^vl^l-j-l/p(r±) * 0 zVi трГ PJ ^Wjllyl-J-l/p^i 

(7) 

%(D) 

2m-l 

p ,ß' 

woraus sich nach (6) 

»s,«;Cj:ä-vp(rS) 
mit einer von v unabhängigen Konstanten c ergibt. 

+” 
Setzt man u * > up, dann gilt N^u • g* auf Г* 

v=-oo J J 

(1“0.2m-l), und nach Lemma 1.1 und Lemma 1.2 ist 

2m-l 

S“Li vJ,ß(D) 4 t p5 |9iBvJ;g-1/p(r*) ' 

womit Lemma 1.4 bewiesen ist. 

Lemma 1.4 gestattet es uns nun völlig analog zu /6/, /10/ eine 

äquivalente Norm in g(D) anzugeben. 
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Lemma 1.5: L sei ein beliebiger homogener elliptischer Diffe¬ 

rentialoperator der Ordnung 2m mit konstanten Koeffizienten. 

Dann ist die Norm (5) für beliebiges ganzzahliges 1, p ¢.(1,00) 

und ß 6 R äquivalent zur Norm 

Vp.ß(D) 

+ Lu (8) 

d. h, , der Raum g(D) fällt mit der Vervollständigung von 

0® (Ü\M) bez. dar Norm (S) zusammen. 

2. Die Aufgabe für homogene Operatoren mit konstanten Koeffi- 

zienten im zweiflächigen Winkel__ 

Wir betrachten in D die Randwertaufgabe 

L(Dx)u = L(Dv,D7)u = 
У z' lod =2m ®a °хи * f ln D’ 

B*(DX)U = B*(Dy,D2)u bk-a Dxu “ % auf f* 

(9) 

(10) 

1ссі=тГ 

(k=l,...,m). Dabei sei L ein homogener elliptischer Differen¬ 

tialoperator der Ordnung 2m mit konstanten Koeffizienten, und 

lBk}k-l' Klk.l 8eien normale Systeme von homogenen Randopera¬ 

toren der Ordnung m^<2m, die L auf Г+ bzw. Г" überdecken, mit 

ebenfalls konstanten Koeffizienten. , 

Der Operator A = (L,B^.Bm'Bl"”'Bm^ der Randwertaufgabe 

(9), (10) stellt für alle ganzzahligen 1, pe(l,oo) und ßeR 

eine stetige Abbildung 

(D) —»V 
l-2m 
p,ß (0, .ufr 

+ k=l 
V1—*-VV) 

dar. 

Als Analogon zu Satz 4.І aus /5/ erhält man zunächst die fol¬ 

gende Regular!tatsaussage (s. /7/). 
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Lemma 2.1: Sei u £ V* ß(D) Lösung der Randwertaufgabe (9), (10), 

und es gelte f£ Vp“ß™*S(D), 9^ ^ ^p,ß+s (Г~) mit einer 

nichtnegativen ganzen Zahl s. 

Dann ist u6Vp+|+s(D), und es gilt die а priori-Abschätzung 

c(||u|| , + II f Г 
%в(°) -V^ß(D) 

m 

p,ß+s 

Für alle u,v 6C (D\M) gilt die Greensche Formel 

(11) 

( Lu , V) D + ^ (BkU'TkV)r± = (u'L*v)0 + 5- S (SkU ,Ckv)' 

Dabei sind und T* homogene Randoperatoren der Ordnung 

+ ' ± + 
^u", 2т-1-рк bzw. 2m-l-m£ mit konstanten Koeffizienten; 

lBk}k=l U{Sk}k=l und {Ck)k = lU{Tk]k=l bilden Oi rich let Systeme 

der Ordnung 2m auf Г*. wobei die Operatoren CjJ, T"k eindeutig 

durch und S* bestimmt sind (s. z. B. /4/). Man überzeugt 

sich leicht davon, daß (11) auch für alle u 6.Vp ß(0), 

ve^q"lß(D) (fT + 5= 1) gilt. Dann wird ( cp, lp)n bzw. ( f. Ifl) ± 

als duale Paarung von cp und LfJ aufgefaßt. Wir setzen im wei¬ 

teren voraus, daß der Operator А einen Isomorphismus 

4:« (D)- ->v°jß(0) хТПТ ѵ|Ѵк"1/2(Г4) 
к=1 2,ß 

(12) 

darstellt. Diese Voraussetzung ist nach /5/ äquivalent dazu, 

daß der Operator А* der formal adjungierten Aufgabe 
» + 
L u = f in D, Ck 

einen Isomorphismus 

gk auf Г1 (k=l, ») 

72 



v: ,2m 
2,-ß+2m 

(D)- 
'2,-ß+2m (»> »TT ТГ 

k=i 
"2.-6+2111 (Г) 

darstellt. Man kann zur obigen Voraussetzung aber auch eine 

äquivalente Formulierung für die Aufgabe 

L(°y.Tj)u=f in K.B^(Dy,Tj)u = g£ auf Г (k=l, ,m) , (13) 

die aus (9), (10) durch die Fouriertransformation z-* tj entsteht, 

angeben. Dazu schreiben wir die Operatoren L(Dy,0), B£(Dy,0) in 

der Form + 

L( Dy > 0) = r-2m £ ( CU ,Ощ , rDr) , B*(Dy.O) = Г ,rO^) 

und bezeichnen mit )І(Л) (Лес) den Operator der parameterab¬ 
hängigen elliptischen Randwertaufgabe (s. /1/) 

£(са,Ош.Л) u(to) = f(üo) für Iüil<j6u0, 

^k( u(w) = У к für to=±5COo‘ 

Nach /5/ ist А genau dann ein Isomorphismus (12), wenn 

(i) keine Eigenwerte von 3!(Л) auf der Geraden ImЛ = ß+l-2m 

liegen, 

(ii) Kern und Kokern des Operators 

_ m 

J(tj) : E2mß(K)-+E° ß(K) xJT TT 
' *'a + k=l 

c_2m-m. -1/2 
E2.ß k if) 

der Aufgabe (13) für alle rj mit |i^| = 1 trivial sind. 

Oabei ist E^ß(K) die Vervollständigung von C^°(K\(Oj) bez. der 

Norm 

M u К , 
Ei,ß<K> 

(r^+r2(=_^))|o'u(y)!2 dy)l/2. 

ünd Eg"ß^2(y") sind die entsprechenden Spurräume. 

Es sei bemerkt, daß aus (i) die Fredholmeigenschaft für JJ’(rj) 

folgt. In diesem Fall sei Л_ <Im Л < Л+ der breiteste Streifen 

der komplexen Ebene, der dte Gerade ІтЛ = ß+l-2m enthält und in 

dem keine Eigenwerte von К(Л) liegen. 
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Satz 2.1: Die Bedingungen (i) und (ii) seien erfüllt, und es 
gelte A_<£ -1+2/p <A+. Dann stellt А einen Isomorphismus 

m , ± 

'J,«(■»-*>) »TT TT v’k"vV) p.ae 
dar. 

+ k=l p,ae (14) 

Beweis: Für l»2m wurde der Satz bereits in /5/ bewiesen, so 
daß wir uns auf den Fall l<2m beschränken können. 
1. Wir beweisen zunächst die Ungleichung 

l4«<°,'cl|LU|<>, 
für alle u сVp ^(D). 

Es sei u eine beliebige Funktion aus vj ^(D). Nach Lemma 1.4 

existiert eine Funktion Uj e V* ^(D) mit ■ B^u auf f* 

(k=l.... ,m) und II u * c S^4-k-vp(ri) 
p.x 

wobei c unabhängig von u ist. 
a) 1< 0: 
Da u2 := u-u^ e Vp _x(D) c vJ^(D) ist, existiert eine Funktion w 

aus dem Dualraum V~^D) mit 

I (u2,w)Dl Ä \ II"zИ 1 UWH -1 

Aus den Bedingungen (i) und (ii) folgt nach /5/ die Existenz 

einer eindeutig bestimmten Lösung v & der Aufgabe 

L*V = w in D, Cj^v = 0 auf Г* (k*l,..,,m), 

und es gilt ||v|| 1+2 4 СИ -1 
vq,-arl u> q.- 

Bei Anwendung der Greenschen Formel (11) erhält man 
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ІЫі 1 Н1у-1 fD, *I<U2-w>dM(u2'L*v>d| 
p,dfl ' q,-» > 

= |(Lu2,v)dH llLu2l l-2m 1V1 -l+2ra . 
p,ae K 1 q,-se 1 ; 

ä c I! Lu 2ІІ. ,l-2m. IIWU d. h. 

J2II,.1 ^ cILu2ll X-2m und damit 
p.se 1 ' 

ё c(llulll X 

+ I) Lu 

+ И Lu 
O")1 

P,ae p.ae 

b) 0 й 1 <2m-l: 

Im Unterschied zu a) wählen wir wegen u^u-u^tV^ x(D)cV° K_i(D) 

eine Funktion w € V° _je+x(D) mit 

Ku2’w)dI- z ІІи2ІІѵо ,n,llW" 
vp,*-l'u' 

Analog zu a) erhält man zunächst 

llu2ll. - c llLu2llv-2m " C 11 Lu2llvl-2m ' 
p,ae-lv ' p ,ae v ' 

woraus nach Lemma 2.1 

i|U24.*(d) "c *LU2lvi;«(D) 
folgt. Damit ist (15) für beliebiges ganzzahliges 1 bewiesen. 
Aus (15) folgt wiederum die Eindeutigkeit der Lösung und die 
Abgeschlossenheit des Wertebereichs von A. 

+ 

1 1.2m + l“mu“I/P + 
2. Wir zeigen nun, daß für alle f € V"" (□), gj" £ V (Г-) 

eine Lösung u £ VjJ ж(0) existiert. 

Wegen Lemma 1.4 können wir uns dabei auf den Fall homogener 

Randbedingungen (g£=0) beschränken. Sei {fnJ eine Folge von 
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Funktionen aus c£°(D\M), die in Vp”^m(D) gegen f konvergiert. 

Nach /5/ existieren Lösungen u„ 6 У2тх_1+2|]1( D) c VX X(D) der Auf¬ 

gaben 

Lun = fn in D, Bj^un = 0 auf Г~ (k=l,...,m). 

Die Funktionen un bilden dabei wegen (15) eine Cauchy-Folge in 

V1 (□), und der Grenzwert u= lim un der Folge ^unJ ist Lösung 
p i9C n—» oo 

der Gleichungen Lu = f in D, B£u = 0 auf Г" (k»l.■), 

Der Satz ist hiermit bewiesen. 

Der folgende Satz stellt ebenfalls eine Verallgemeinerung 

eines Ergebnisses aus /5/ dar. 

Satz 2.2: Die Bedingungen (i) und (ii) seien erfüllt, und es 

gelte эе^-І^+г/р^ < Л+ (J=l,2). 

Ist uev 1 (D) Lösung der Aufgabe (9), (10) mit 
pl’*l 

2 1 -2m + 2 1,-тГ-1/р + 
f 6 П V J (D), g: еГ\ V J к 3(Г). dann ist 

j=l pJ'*j Pj,5ej 

Beweis: Es sei lj = max(lj,2m). Nach /5/ (Satz 7.2) bildet А 

2 x. 

den Raum C® (D\M) *С®(Г+)" x С®(Г)" in П VPj .«j + l'-lj (D) 

und damit auch in den Raum V 1 (D)nv 2 (D) ab. ist nun 
pl'^l p2 '^2 

-1 

-1! А V2m 

2 ± 
+ + Xl”mk~X'^p1 — i 

Bku = 9Ü €( ) V J J(P ) (k=l,...,m), so existieren Folgen к к j=1 Pj 

{M®lcC“(ÜVMb І9кѴІ"ісС*(Г±) mit 

Hf-fv|lvi;!-2m(D)-"0'll9k-9kvlvl;l-m*m/P;|(r±)-»0 «r V-»co (j-1,2). 
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Die Lösungen Uy der Aufgaben 

Luу = fv in D, ByUv = g^y auf Г* (k=l, 

.^2 

.m) 

gehören zum Raum V (D) n v (D), und iuy) ist na 
р^»Эсі P2 >&2 1 ' 

ch 

Satz 2.1 Fundamentalfolge sowohl in V 1 (D) als auch in 
P1 '*1 

vn2 (D). Folglich liegt u = lim Uv, in vj (D), womit 
p2,ae2 И-»00 j=l Pj’*j 

der Satz bewiesen ist. 

Bemerkung 2.1: Aus den Sätzen 2.1, 2.2 folgt unmittelbar, daß 

А für Л_ < *j-lj+2/Pj < л+ (J=l,2) einen Isomorphismus 

2 

n 
J-l 

darstellt. 

1 j-2m 

V-j 

TT l1-mk-l//pl - 
(D) X I I V J k J(T )) 

У*І 

von V J (D) auf 
J = 1 РУХ3 

3. Die Aufgabe im beschränkten Gebiet G 

Analog zu Abschnitt 1 definieren wir V^ ß(G) gnd V^"g^p( Tj), für 

1^0 bzw. läl als Vervollständigung von C^[G\M) bzw, с”(Г^) 

bez. der Normen (3), (4). Für 1^0 ist Vß(G) die Vervollstän¬ 

digung von Cg (G\M) bez. der Norm 

und vp"g/,p(fj) die Vervollständigung von C^°(fj) bez. der Norm 

ullvl-l/p.r . = sup|(u,v)r 1||ѴЦѴ-1+1/Ч 
vp,ß 11 1 > v J о.-ß q,-ß Гі) 

(i + i = 1), wobei das Supremum über alle Funktionen veV“ _ß(G) 
bzw. Ѵ6Ѵ^"1/Р(Г3). V ? 0, gebildet wird. 

Entsprechend sei V^ ß(G) für beliebiges ganzzahliges 1 die Ver- 
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volletändigung von C^°(S\M) bez. der Norm 

3ku 
t u)i~i 

'p,ß 
(G> 

T 2m-1 

І 

_3_ ist hierbei die Ableitung in der Richtung der Außennorma- 

9VJ 
len zu Fj. Man überzeugt sich leicht von der Gültigkeit der 

folgenden Einbettungen: 

falls ß' i ß-1 ist. 
Gilt ß'>ß-rl, dann sind diese Einbettungen sogar kompakt 

(s. /7/). Wir betrachten jetzt die Randwertaufgabe (1), (2) im 

beschränkten Gebiet G mit dem stückweise glatten Rand 

3g Я О Г, UM. Es sei fe Г|7(?) П ГТ (^) (1+(C) б (1.T} ) 

ein beliebiger Punkt auf M. Die Tangentialhalbebenen lg und lg 

zu den an £ angrenzenden "Seitenflächen" ^j bzw. ^ 

durch den Punkt £ begrenzen dann einen zweiflächigen Winkel 

Dg. mit der Kante Mg. Der Aufgabe (1), (2) werde für jeden Punkt 

feM die Randwertaufgabe 

L0('s ;dx)u - acc(O0xu = ln 

Bko±(^))(?;Dx)u " 
ІССІггЩ 

i±.k 
=0 auf rf 

(iß) 

(17) 

(k=l,...,m) zugeordnet. 

Durch die Transformation in die lokalen kartesischen Koordina¬ 

ten (y,z) » (уА,y2,z1,....zn_2), wobei zi»*>»<zn_2 Koordinaten 

in der Richtung der Kante Mg sind, geht (16), (17) über in die 

Aufgabe 

Lo^:tVDz>u = 9'(x) in Dg. ' (18) 
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(1+) 
Bko“ (£;Dy'Dz)u = 0 auf (k=l,...,m). (19) 

Wie in Abschnitt 2 bezeichnen wir mit Xl(£ ;%) den Operator der 
parameterabhängigen elliptischen Randwertaufgabe 

£(£: cu.Dfr ,Л)и(ь>) = со) für \си\<^йз0{$), 

^(g: Co.D^ ,Л)и(с^) = If* für ш =±2-Cu0(f) (k = l.... ,m), 

wobei te ,DU, Л) und : W.D^.A) durch die Mellintrans- 

2m "l+.k (i+) 
formation г =|у/-»Д aus r Lo(f;Dy,0) bzv\f. r - 8^^- (g" ;0y,0) 

entstehen. 

Im folgenden sei ß eine glatte reellwertige Funktion auf M, 

die die Eigenschaft hat, daß die Aufgabe (16), (17) für alle 

g£N, 9 6 V2,ß(f)^D^^ eindeutig lösbar in V2 jä(g>) (Dg>) ist. - 

Diese Voraussetzung ist nach /5/ äquivalent zu den Bedingungen 

(i), (ii) aus dem 2. Abschnitt. Aus ihr folgt insbesondere, 

daß keine Eigenwerte von U(£;l) auf der Geraden Im/t =ß(£) +l-2m 

liegen. Л_ (g“) < Im А < Л+(£”) bezeichne dann den breitesten Strei¬ 

fen der komplexen Ebene, der diese Gerade enthält und in dem 

keine Eigenwerte von )I(f;/\) liegen. 

Satz 3,1: Es sei X = ß+l-2m+l-2/p, wobei 1 eine beliebige gan¬ 
ze Zahl und p 6(l,oo) sei. Dann ist der Operator 

'TrfrO^%, - 
der Aufgabe (1), (2) Fredholmsch. 

Beweis: {у _ 1 J 7' sei eine endliche Oberdeckung 

von G mit folgenden Eigenschaften: 

1. UvnVY ji ß. Uyr\ M = P, ИуГ\Ѵ' = P für V-l.T; |U /V. 

2. iLy П M / p für V i T+l. 

3. Oie Gebiete Z/_+1.Itj. sind genügend klein. 
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Ferner seien . lf>v (V~l.... ,T ) Funktionen aus C00 (G) mit 

supp <pvc supp <.UV. <pyCf>v*py . JZ?V= 1 sowie 

Sj glattbarandete Gebiete mit supp ^ c Jj c G. 

Wir setzen die Koeffizienten von (j*l,...,T; k=l.m) 

außerhalb von Pj n 3Sj so auf den ganzen Rand 3Sj von S j fort, 

daß die Normalität und die Gültigkeit der Shapiro-Lopatinskij- 

Bedinc 

Seien 

Bedingung für die Randbedingungen auf 3Sj erhalten bleiben. 

Aj : Äp(S.,)->Wp-2n’(S;j) *TT W* "jk 'p 
TT 1“^ j TT w p(3s ) 
k=l K J 

die Operatoren der Randwertaufgaben 

Lu = f in Sj, b£-^u = gk (k=l.m) auf 3Sj. 

Nach /6/, /10/ existieren zu Aj rechte Regularisatoren, d. h. 

1 om ■?' I 1—m.,-1/p , 
Operatoren Rj : W^- (Sj) x I ^ Wp J (3Sj)->Ü^(Sj) 

mit AjRj = I + Tj, wobei Tj vollstetige Operatoren in 

Wp'2m(Sj) X TT Wp Jk /P(3Sj) sind. 

Um einen lokalen Regularisator in 2/v (V e{T+l,... ,T'] ) zu kon¬ 

struieren, fixieren wir einen Punkt Wir nehmen dabei 

о. B. d. A. an, daß G r\Uy = D^nUy ist. Ansonsten läßt sich 

G nUv durch einen Oiffeomorphismus in D^nll'y überführen, wo¬ 

bei U'y ebenfalls eine Umgebung von £ ist. 

Im folgenden sei XtC^°(R+) eine Ausschneidungsfunktion mit 

suppX c[0,1), X = 1 in [0,ф), und £ sei eine genügend kleine 

positive reelle Zahl. Wir definieren dann die Operatoren lO^ 

(1+.У) 
und Bk g durch die Gleichungen 
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L^U = r*(ZJ~*W L(X.D) (r*(f)-*( = )u) 

i*-q 
+ (1 - X(-g-)) Lo(f;0)u, 

+ (1 - X(- 
-q_ (V 
„ )) 8ko 

p (b) (i+*v) 
Für |x-£| < £ stimmen Ly > und B^ g mit den Operatoren 

raf(2)-*(£-)L(x 0)r*(r)-x(z) bz„. 

(i+) 
und für I X- g"|>g mit den Operatoren L0(f;D) bzw. B^- (g*;D) 

überein. ^^ j 
Da die Norm von LQ(|f; und B^* -B^ | (als lineare 

stetige Operatoren Vp ,*(£)( ^)^ Vp~*(£) (Dg>) bzw. 

l-">i Д-1/Р 

(Г^)) für kleines £ ebenfalls klein 

wird, existiert zu beliebigen Funktionen feVp-^"(G)> 

1-mi ,k‘1/p 
9k P.X 

() mit dem Träger in 2/p eine Funktion 

vp,seeVp ae(^)(D^)> die Lösung der Gleichungen 

. r*( = )-«C), ln oe . 

%.f\ ■ **«('4Г» 
ist. Die Funktion 

uv = Rv(f .9i..g„) := 

genügt folglich den Gleichungen 

Luv = f in G n Uy , B^ = g£ auf n Up (k=l,... ,m). 
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Damit erhält man mit T, 

R(f>9) “ R( f »9i t • • • • 9щ*9і» • • • »вц) !“ фу ^ ^) 

einen rechten Regularisator für Л. (In g sind alle diejeni¬ 

gen Komponenten wegzulassen, für die ^/1 Гу » 0 ist.) 

Analog konstruiert man einen linken Regularisator. 

Aus Satz 2.2 erhält man entsprechend die folgende Regular!täts- 

aussage für die Lösung der Aufgabe im beschränkten Gebiet. 

Satz 3.2: Es sei ucvj ^(G) (a? = ß+l-2m+l-2/p) Lösung der Rand¬ 

wertaufgabe (1), (2) mit den rechten Seiten f£VJi"^I(G)i 

Г-П l'-"4k-l/P' 
g£J/eVp, ^ ( Гj ), wobei X’ eine glatte reellwertige Funk¬ 

tion auf M ist, die der Ungleichung Л_ < ae'-l' +2/p'< Л+ genügt. 

Dann ist u cVp, (G). 

Beweis: Wir setzen zunächst voraus, daß der Träger von u in 

einer hinreichend kleinen Umgebung iLf eines festen Kantenpunk¬ 

tes £ liegt. 0. B. d. A. können wir dann annehmen, daß 

G r\Uv = Dgi n Цу und de-ae* auf nnlLy konstant ist, denn es 
, . ! 

ist u e Vp ^(G) c. Vp x+(j(G). wobei sich die positive reellwerti- 

,ge Funktion (Г& (M) so wählen läßt, daß ae + <5 - ae‘ auf M nt£y 

konstant ist und die Aufgabe (16), (17) für <p e. V| ß(£ )+<$(£>) 

eindeutig lösbar in v2^ß(f> )+<f(j=) (i8t* oie °Peratoren 

L| ; und B^ g seien wie im Beweis von Satz 3.1 definiert. 

Setzt man v = r*(z^-*(^u, dann ist v e V* und es gilt 

L^)(x,o)v - r*(z)-ae(Of ln ( 

B^*V)(x.D)v = Л%)-'(!Г)д(Ѵ auf r| (k-l.m) 

(20) 

(21) 
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/4 \ ■*■-■• 4 k-*/H l'-m. .-1/p' 
^(z)-<Dg^±\v (пГ)пѵ (^). 

!-mH k-l/p 

p.*(€) ЧГ p'.*'(f) 

(ij 
Dabei denken wir uns u, f und - außerhalb von Uy durch О 

auf bzw. Г£ fprtgesetzt. 

Da der Operator der Aufgabe 

“ f in D£> Bko4) :D)U = 9k auf П* (k=1.m) 

nach Bemerkung 2.1 einen Isomorphismus 

m 1-m -1/p + 1 -m -1/P + 
<11 N(v * (ГІ)ЛѴ ± (Г) 

+ k=i p,*(£) У p'.Jt'(f) ? 

darstellt, gilt dies auch für den Operator der Aufgabe 

(20), (21). Folglich ist veV* . ,p.(D ) und damit 
V1 ' Э W 

U6V p. x. (G). In dem Fall, daß u einen beliebigen Träger in G 

hat, erhält man die Behauptung des Satzes mittels einer genü¬ 

gend feinen Zerlegung der Einheit. 

Lemma 3.1: Es seien {n^ ^ (x ,D)j j^™”1 (j = l.... ,T) Dirichletsyste- 

me der Ordnung 2m auf Tj, wobei ordN^^ = к sei und die Koeffi¬ 

zienten von N^3) als glatt vorausgesetzt werden. Ferner sei * 

eine beliebige glatte reellwertige Funktion auf M, pe(l,oo) 

und 1 eine beliebige ganze Zahl, Dann existiert zu beliebig 

vorgegebenen Funktionen ^ G. Vp~^— 1//p( Tj ) eine Funktion 

u €Vp ag(G) mit n£-^u = g^j) auf fj für k=l,...,m; j=1,...,7. 

Dabei ist 
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T 2m-1 

й с II9^)' 

mit einer von den Funktionen g^) unabhängigen Konstanten c. 

Beweis: Wir nehmen wieder о. B. d. A. an, der Träger der Funk¬ 

tionen g^J) liege in einer genügend kleinen Umgebung eines 

festen Punktes £ e M,und G stimme in dieser Umgebung mit dem 
zweiflächigen Winkel 0^, überein. 

Wie im Beweis von Satz 3.1 definieren wir die Operatoren 
durch die Gleichung 

N(y)(x.D)u = X(i^) Г*( = )-*(Г) N^)(x,D).(rae^)-^Z)u) 

ix-e-| 
+ (1 - %(—g—)) N|lJ>(f;D)u. 

Nach Lemma 1.4 existiert eine Rechtsinverse zum Operator 

{N|<0± (g";0)j k=ö^ ' die den Produktraum 

2m-1 

7 kl ѵр"І(ЙР(ГС} s’teti9 in *iU(f)(V abbildet* 

Für genügend kleines 6 existiert solch eine stetige Rechtsin¬ 

verse somit auch für den Operator {N^ | ^ (x,D)j d. h. , 

es existiert eine Funktion ve 
pmit 

N^|'^(x,0)v . euf 

für k=0,lt...,2m-l. 

__A Da Nk f för IX- 51< § mit dem Operator 

(ij räe(z) ae(f)N^ t (Xiojr*(?)-*(z) abereinstimmt und der Träger von 
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v für hinreichend kleine Träger der Funktionen ~ 

ф - Umgebung von f liegt, genügt die Funktion u = r 

den Gleichungen 

in einer 

*(£■)-*( z) 
V 

n£^(x,D)u = g^j) auf Pj , 

womit das Lemma bewiesen ist. 

Mit Hilfe von Lemma 3.1 läßt sich wieder völlig analog zu /6/, 

/10/ der folgende Satz beweisen. 

Satz 3.3: Die Norm ||.|j . ist für beliebiges ganzzahliges 

WC) 
1, p £(l,oo) und beliebige reellwertige Funktionen se’£C00(M) 

äquivalent zur Norm 

Lu 
'v^(G) 

(22) 

d. h. , Vp ^(G) stimmt mit der Vervollständigung von c£°(G\M) 

bez, der Norm (22) überein. 
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Rostock. Math. Kolloq� 1!_, 87 - 92 (1987) 

_Lothar Berg 

Ergänzungen zur Interpolation durch Exponentialpolynome' 

41A05 
65005 

In /1/ wurde das Problem behandelt, durch n+2 Punkte im lR2 

mit t
0 

= 0 < t1 < ••• < tn+l Exponentialpolynome der Form

E( t) ,. xte 
j=o 

(1) 

(2) 

mit reellen Koeffizienten x,y
0
, ••• ,yn zu legen, d. h. das Sy-

stem 

( 3) 

zu lösen. Wie Herr K, Frischmuth festgestellt hat, sind aber 
die Bemerkungen auf s. 540 von /1/1 .•über die Anzahl der Lösun­
gen in verschiedenen Teilgebieten nicht allgemeingültig. Sie 
gelten nämlich im allgemeinen nur dann� wenn man x auf eine Um­
gebung der'Stelle x =§beschränkt. Im folgenden sollen daher. 
nach einer etwas abgeänderten Darstellung der lokalen Aussagen 
�us /1/ einige ergänzende globale Aussagen gemacht werden, 

1, Lokale Aussagen 

Hilfssatz: Es sei A eine Matrix mit 1 Spalten und dem Maximal­
rang Rg A • 1, das Gleichungssystem A:t_ • 2 sei lö�bar. Die Ma­

trix Aj entstehe aus A, indem die j-te Spalte durch 2 ersetzt
wird, und es sei Rg Al• 1-1, Dann verschwindet die j-te Kompo­
nente des Lösungsvektors�• Umgekehrt folgt aus dem Verschwin­
den der erwähnten j-ten Komporlente Rg Aj • l-1·.

1 Außerdem muß ae dort im Beispiel 1° ,richtig z2 • 1/3 heiß�n.
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Der Beweis dieses Hilfssatzes ergibt sich unmittelbar aus der 

Cramerschen Regel, wenn man sie auf ein geeignetes Teilsystem 

von 1 Gleichungen anwendet, da die Zählerdeterminante stets 

verschwindet und der Rang von Aj nicht kleiner als 1-1 sein 

kann. 

Wir schreiben jetzt (3) unter Beachtung von (2) in der Form 

V- 1 -xti у t^Yj » z±e , i = 0,1.n+1. (4) 

j = 0 

Die Lösbarkeitsbedingung für dieses System lautet offenbar 

det (l,t±.t", z^e^) = О (5) 

-xti 
mit e^ = e , wobei es zu jeder Lösung x der nichtlinearen 

pleichung (5) einen eindeutig bestimmten Lösungsvektor у des 
bezüglich у linearen Systems (4) gibt. 

Satz 1; Ist X eine (k+l)-fache Lösung der Gleichung (5), so 

gilt für die zugehörige Lösung von (4) 

Yn-k+1 = Yn-k+2 * " ••• * Vn " °' Уп-к * 0 (G) 

und umgekehrt. 

Beweis: Für eine (k+l)-fache Lösung x von (5) gilt 

det (l,t±.t", z^t^e^) - 0 (7) 

für V « 0,l,...,k. Dies bedeutet, daß alle Spaltenvektoren 

(2і*іѳі) Linearkombinationen der Spaltenvektoren (1), .... (t") 

sind. Andererseits ergibt sich für к > 0 aus dem Fall v => 0 

durch Multiplikation der i-ten Zeile mit t^, daß die (z^t^e^) 

auch Linearkombinationen der Vektoren (t^), ..., (tJ+V) sind. 

Wegen der linearen Unabhängigkeit von (1), (t"+*c) folgt 

daraus, daß jeder Spaltenvektor (z^t^e^) von (t^), .... (t") 
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und daher (z^e^) von (1).(k) linear abhängig ist, wenn 

wir in der i-ten Zeile kürzen und v = к maximal wählen. Nach 

dem Hilfssatz ergeben sich Jetzt sofort die Gleichungen in der 

Behauptung (6). 

Umgekehrt folgt nach dem Hilfssatz aus = 0, daß (z^e^) von 

(1)/..., (t^-1), (t^*1), .... (t") linear abhängig ist und da¬ 

her, falls = 0 für alle p mit n-k < p i n gilt, bereits von 

(1). ..., (tp-k). Dies bedeutet aber (7) für v = 0к, so 

daß der Satz bewiesen ist, wenn wir uns к in jedem Fall maximal 

gewählt denken. 

Entwickeln wir die in (5) auf tretende Determinante nach der 

letzten Spalte, so erkennen wir in Übereinstimmung mit dem Ko¬ 

rollar aus /1/, daß die Gleichung (5) und damit auch die Inter¬ 

pole t ionsauf gäbe (3) ln einer hinreichend kleinen Umgebung von 

X unlösbar wird, wenn к ungerade ist und irgendein z± mit einem 
fest gewählten 1 etwas vergrößert bzw. verkleinert wird. 

2. Globale Aussagen 

Die Gleichung (5) hat bekanntlich im Reellen höchstens n+1 Lö¬ 

sungen. Gilt für 1 Indizes z^ » O, so hat (5) nur noch höch¬ 

stens n+1—1 Lösungen. Dabei ist zu beachten, daß bei Beschrän¬ 

kung auf reelle Lösungen x auch die Lösungen mit negativem e x 

wegfallen. Im folgenden heben wir nicht mehr besonders hervor, 

daß wir uns auf reelle Zahlen beschränken. Außerdem nehmen wir 

stets an, daß zn+1>0 ist. 

Wir betrachten jetzt das Gleichungssystem 

®иіЧ(М - - Ро<'і> (8) 

für i M 0,...,n+l, wobei die Uj für J » 1.я mit m ь i gege¬ 

bene, paarweise verschiedene Zahlen sind, und die Pj(t) Polyno¬ 

me vom Grad Pj für j » 0,1,...,m. Wählen wir 

■ m(n+l), (9) 
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90 ist die Anzahl der Koeffizienten der Polynome um 1 größer 

als die Anzahl m(n+2) der Gleichungen, und das homogene System 

(8) ist stets nichttrivial lösbar. Bei gegebenem xQ hat dann 

xDt x,t 
(3) mit ш e р0(гі) die Lösungen Ej(t) » e Pj(t) mit 

Xj«Uj+ xQ für j » 0,,,,,m und .uQ » 0. Nach Satz 1 ist jedes 

Xj mindestens eine lj-fache Lösung von (5) mit lj » n + l-Pj. 

Wegen (9) ist daher die Anzahl aller Lösungen von (5) minde¬ 

stens gleich 

(m+1)(n+1) - n+1, (10) 

und da (5) höchstens n+1 Lösungen besitzt, ist Jedes Xj genau 

eine lj-fache Lösung, und dies sind alle Lösungen. 

Satz 2: Sind unter den vorhergehenden Annahmen alle lj für 

j » 0,...,m gerade, so hat das Interpolationsproblem (3) mit 

zi » e ° Pg(t^) + (-1)*^ und (Sj > 0 für i » 0,...,m+l keine 

Lösung, wenn mindestens eine Ungleichung scharf ist. 

Beweis; Entwickeln wir die in (5) auftretende Determinante nach 

der letzten Spalte, so hat der Koeffizient von z^ das Vorzei¬ 

chen {-1)п+1+1 « (-1)1, da eine Vandermondesche Determinante 
mit der Größe nach geordneten Argumenten stets positiv ist und 

n+1 wegen (10) ebenfalls gerade ist. Dar Koeffizient von zn+1 

1st positiv, so daß die linke Seite von (5) für x->-oo gegen 

+00 strebt. Da keine Nullstellen ungerader Ordnung auftreten, 

ist die linke Seite von (5) stets nichtnegativ. Eine Vergröße¬ 

rung von einem z^ mit geradem Index bzw. eine Verkleinerung bei 

ungeradem Index bedeutet daher eine Vergrößerung der linken Sei 

te von (5), so daß diese Gleichung dann wie behauptet unlösbar 

wird. 

Mit den lj und n+1 sind auch alle Pj ■ n+l-lj gerade. Oie Pj 

kann man aber nicht beliebig vorgeben, da (9) sonst unlösbar 

sein könnte, wohl aber die lj. wählen wir etwa alle lj *2 und 



für m eine beliebige natürliche Zahl, so folgt aus (10), daß 

n = 2m+l ist und daher я n-1 я 2m für alle j in Übereinstim¬ 

mung mit Satz 1. 

Es sei noch bemerkt, daß man von (8) einen Zusammenhang zur 

Approximation von eut durch rationale Funktionen P0(t)/P(t) 

hersteilen kann, vgl, etwa G. Meinerdus /2/. 

Zu den vorhergehenden Betrachtungen soll abschließend der Fall 

m ■ 0 ergänzt werden, in dem (S) eine einzige Lösung x hat, 

deren Vielfachheit wieder als maximal angenommen werden soll, 

d. h. als n+l, und außerdem als gerade. Nach Satz 1 ist 

Yj ■ ■ yn ■ 0, ao daß nach (4) dann 

xt± 
zA » zQe ist für 1 = l,...,n+l. Jetzt lassen sich die vor¬ 

hergehenden Oberlegungen wiederholen, so daß die Aussagen von 

Satz 2 sinngemäß auch im Fall m = 0 mit PQ(t) s zQ gelten. Die 

Aussagen lassen eich auch auf die Fälle übertragen, wo die An¬ 

zahl der Lösungen von (5) nicht maximal und wo zn+1 * 0 ist. 

3, Beispiele i 

Als erstes Beispiel betrachten wir den Fall n ■ 3, у ■ z ■ 1, 

x0 я о und t^ ш i für i # 0,1,.,.,4. Eliminieren wir die y^ aus 
dem Gleichungssyetem 

1+ Уі+ У2 + Уз " гів"Х- 

1 + 2yx ♦ 4y2 + 8y3 я z2e_2x. 

1 ♦ Зуг + 9y2 ♦ 27y3 я z3e_3x, 

1 + 4уг + 16y2 ♦ 64y3 я z4e-4x, 

so entsteht die Gleichung 

z4e“4x - 4z3e”3x + 6z2e“2x - 4zje”x + 1 » 0 

oder umgeformt 

(z4-l)e"4x - 4(z3-l)e-3x ♦ 6(z2-l)e"2x - 4(z^-l)e"x 

+ (l-e”x)4 - 0. 

In Obereinatimmung mit den vorhergehenden Ausführungen ist 
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hieraus ersichtlich, daß der Fall 

^ 1, z2 ^ 1» ^5 ^ 1, e 1 

nur für zi “ z2 “ z3 “ z4 “ 1 und * » 0 möglich ist. 

Beim analogen Beispiel mit n * 2 folgt dagegen aus 

1 ♦ Yi + У2 - zi«""". 

1 + 2yj + 4y2 = z2e”2x, 

1 + 3y1 + 9y2 ■ z3e“3x 

die Gleichung 

z3e-3x - 3z2e-2x ♦ 3z^e~x - 1 

und nach Umformung 

(z3-l)e"3x - 3(z2-l)e-2x + 3(z1-l)e~x - (l-e"x)3, 

so daß hier die Lösbarkeit in der Umgebung von z1 ■ z2 ■ z3 
nicht eingeschränkt wird, was auch das zweite Zehlenbelsplel 

aus /1/ bestätigt. 
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Rostock. Math. Kolloq. 2.!_, 93 - 94 (1987) 

Lothar Berg 

Das asymptotische Verhalten einer speziellen Funktion von 
Bin0t11ialkoeffizienten 

In der Arbeit R. Labahn /2/ wird die Funktion 

k-1
f(n,k) " (�) - � (;)

j•o 

41A60 
05A10 

( 1) 

.für ganzzahlige Argumente mit 1 � k � n untersucht und die Fra­
ge nach dem asymptotischen Verhalten der Nullstellen von (1) 
gestellt. In der vorliegenden Note wird im Fall n • c(k+1) mit 
c > 2 und k - oo eine asymptotische Darstellung für ·die Funk­
tion (1) aufgestellt, aus der das gewünschte asymptotische Ver­
halten der Nullstellen gefolgert werden kann. 

Zunächst leiten wir für (1) eine Integraldarstellung her. Auf 
Grund der Cauchyschen Koeffizientenformel für holomorphe Funk­
tionen gilt 

(�) = rlr f c
,
1 + z) nz-k-ldz

sowie 

wenn etwa über einen positiv orientierten Kreis um den Null­
punkt mit einem kleineren Radius als 1 integriert wird. Durch 

,,.- Subtraktion erhalten wir fOr ;' • es 111it s • k+1 

1 J es -s 1 - 2z d f(cs,s-1) • � (1 + z) z r-=z-. z. (2) 

Der Sattelpunkt von g{z) • c ln (1+z) - ln z liegt an der Stel­
le z

0 
• 1/(c-1) und ist für c > 2 kleiner als 1� Deshalb kann 

er als Radius des Integrationskreises gewählt werden, und die 
bekannte Sattelpunktmethode 

1 j ( ) 1 sg(zo) 
� e99 z h(z)dz ~ · e h(z

0
). 

· ,j25tsg•(z0)
s➔oo,
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(vgl. etwa /1/, Satz 25.2) liefert wegen g"(z^) - (c-l)3/c und 

h(zQ) » (c-3)/(o-2) 

f(C8,8 -D~y 
2 2-8(0-1)° L(c-l) 

C=T 1=1' (3) 

Da die rechte Seite von (3) an der Stelle c * 3 ihr Vorzeichen 

wechselt, müssen die Nullstellen von f(n,k) die folgende asym¬ 

ptotische Darstellung besitzen: 

n ~ 3k , к-too. (4) 

Im Fall c » 3 mit zQ » 1/2 ist (3) wie üblich nach Weglassung 

des Faktors c-3 als o-Relatlon zu interpretieren. Um auch in 

diesem Fall zu einer scharfen asymptotischen Darstellung zu ge¬ 

langen, wenden wir die Formel (25.14) aus /1/ in der Speziali¬ 

sierung 

^YT fe8g(z)h(z)dz ~ - ===== e 9( °V(z0). s-»oo, 
y8 3r(sg“(z0))3 

an und erhalten wegen g"(1/2) = 8/3 und h"(l/2) » -16 

f (3s ,s-l) /V (Щ-) < s-»co. (5) 

Da die genauen Begründungen der Aussagen (3) und (5) Standard¬ 

überlegungen sind, soll hier darauf verzichtet werden. Statt 

dessen sei lediglich noch der Fall e • 5 als Zahlenbeispiel an¬ 

geführt, wo die rechte Seite von (5) gerundet gleich 918.569 

1st, während die linke Seite nach /2/ den Wert 689 besitzt. Der 

relative Fehler 1/3 ist zwar verhältnismäßig groß, aber 5 ist 

je auch noch eine relativ kleine Zahl. 
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Rostock. Math. Kolloq. ,!!, 95 - .101 (1987) 

Kurt Frischmu,t h 

An analytical ·result in experimental design 

1 0 Introduction 

62K05 
62P10 

In a previous paper /1/ Ouchrau a.o. lieted the co•only ueed

criteria for optimal experimental designs and deecribed a con­
siderably fast algorithm for the calculation of thoae desig!'s• 
A further acceleration. of the search procedure 111ay be expec-· 
ted, i f the ini � ial guess is made in a more sophisticated way. 

To this end an auxiliary reetricted minimization prob�em is to 
be solved, and it turns out that this new optimization can be' 
done very &l!Sily. Indeed, the number of unknowns· in the auxi­
liary proble111 does not axceed five. Ho-ver, in the present 
paper our aim is t.o derive an arialy•tical solution for C1-opti­
mality and a certain class of three-parameter growth functions. 
For �his class containing the modei of exponential regre�sion 
as a most important case we dicussed the o'...criterion in /2/. 
The C1-cri�erion seems to be much more c011plicated to handle 
wi th, ein.ca the quotient of so■e determinant end the o-cri te­
rion is to be 11ini11ized0 However, from known numerical results 
/3/ we luckily guessed a feature of the solution, which enabled 
us to.get the mini11izer analytically. Afterwardswe prove'that 
our guess was right end, moreover, the only possible one. 

/ The minimizer, of the auxiliary proble■, , the so-called locally 
C,-opti■al discrete experi11ental design, is even of so■e in­
terest for iteelf. But our main• interest is in firiding exact 
optimal ·designs. The prese.nted method f�ils to ,yield euch de­
signs, eince differential calculus ia used in an essen'ual way. 

Nevertheleas, a co■parison of known exact optimal designs 
(cf. /3/) with the present reeults euggests that we have found 
a proper way·for the choice of. starting valuaa.
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2. The criterion 

We start with the information matrix 

with F = and the rows defined by 

z(x) :» \^g(x, l}0). We assume the given growth function 

g : [x^, xu]xR ^R 

and to fulfil i) z^(x) s const. 

ii) z2 : [x1# Хи]-»[*х- *u] 1» a bijectlon. 

iii) There exists a strictly convex smooth 

function ae: [tj, tuJ —>R such that 

z3(x) - ae(z2(x)) , 

where Zj, z2, z3 are the components of z. 

For designs with a three-point support containing x^ and хц 

the following formula is true (cf. /2/) 

(1) 

Here xm is the remaining point of the support and n^, nm and 

nu are the corresponding frequencies, cp: [x^. xu]—>R+ 1© 

strictly concave due to iii), further we have y(x^) » y(x^) = 0. 

Hence у takes its unique maximum in (x^, xu). Now, Cy-optimali¬ 

ty consists in minimizing the tfilrd entry on the diagonal of 

M"1. We obtain 

(2) 

where Fy is obtained from F by rejecting the third column. Con- 

96 



sequently, denoting <p - z2 = : !jj , 

"lVVV^mVVV^lWV2 
WuVl'.l • 

(3) 

As restrictions we have xm e [x^> xu^j and ni + nra + nu = n • 

nl' nm' nu bein9 positive integers, паз given. 

Now, the objective function for the auxiliary problem is obtai¬ 

ned by dropping the restriction that n^, nm and nu be integers. 

nl % t -t. 
Denoting — = Aj^, — = Ац, t := t and h(t) =^>(tm) we get 

<W 

Су = f (t, Ад, A^) : = 
Ai(l-ArAu)t2+Au(l-A1-Au) (l-t)2+A1Au 

2 f AlV1_ Wh(t> 
Hence the following optimization problem is stated 

f(t, Ад, Au) = Min, 

P = [(t, Aj, Au)|te[0,l], Ах £(0,1), А1+Ли £ (A1,l)}. 

(4) 

(5) 

(6) 

3, Conditions for a minimum 

The necessary conditions for a local extremum of f are rather 

cumbersome, and at the first glance there is little hope to 

solve them analytically. However, numerical experience suggests 

that the solution makes the denominator of fa maximum with 

respect to t and the numerator a minimum, simultaneously. Let 

us assume this for a while as a working hypothesis. 

The maximum of the denominator with respect to t is uniquely 

determined from h'(t) = 0. Denoting the solution by tQ, the mi¬ 

nimum condition for the numerator reads 

Vo = Vl-V 
or equivalently 

Xu 

(7) 

(Ѳ) 

97 



So, if there is a solution satisfying our above working hypo¬ 

thesis, then it is contained in the common curve of the 

surfaces 

*1 1 - t 

"'•'"‘ГТ ' 
We parametrize this curve by Л := 7l, + and substitute (8) 

into f. 

We obtain along the curve 

під1(ли) = i1----? A +d-W(%i+V = _±-i—, (9) 
1 u (Ѵ*и) h(t) %(!-%) 

Consequently, f takes its minimum along the curve for Я=ф. 

Hence the solution is given by 

t = tQ = h,-1(0), Xj = 1 \ X . Ли = £, (10) 

provided our hypothesis was true. 

4, Verification and uniqueness 

We know that the derivatives of f in the directions (1,0,0) 

and (0,1,1) vanish. Thus it remains to show that the derivative 

in an arbitrary independent direction vanishes, too. We choose 

the direction (0,1,0) of keeping t and Я fixed. We obtain 

after some transformations 

t=const 
A=const 

(11) 

Substituting (10) into this relation we infer that indeed 

377 0. Furthermore, the last equality (11) implies 

df I 
dA. |t=const 

A=const 

0 iff (12) 

but this in turn is equivalent to our working hypothesis. 

Consequently, the relations (IQ) 'are necessary and sufficient 

for Vf to vanish. 
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Now a discussion of 9P is in order. The domain P is bounded by 

the surfaces t = 0, t = 1, = 0, Ay = 0, A^ + Аи = 1. Regar¬ 

ding the original form of f, we see that the denominator va¬ 

nishes, while the numerator is nonzero, if exactly one of the 

above equations holds. We omit the details of the proof that f 

tends to infinity for arbitrary convergence of the argument 

to ЭР. 

Now we can state the main result as an obvious consequence of 

the above considerations. 

Theorem: If the conditions i), ii) and ill) hold, then the re¬ 

lations (10) describe the absolute minimum of the auxiliary 

problem (5), (6). The solution is unique. 

Remark 1: Analogous considerations yield locally Ca- and c&-op¬ 

timal discrete experimental designs provided appropriate modi¬ 

fications of i), ii) and iii) are true. 

Remark 2: The assumptions ii) and iii) may be weakened. It suf¬ 

fices to assume i) and 

ii’) gjtakes a unique maximum at xra€(Xj, x^), 

iii’) z2(x1)< z2(xm)< z2(xu) or 

z2(xx) >z2(xra) > z2(xu). 

5, Example 

For the growth function g(x,2?) = ос + ß exp (ух) , -3 = (at, в, f), 

oi>0, 6-iO, y<0 we have 

z(x) - (l.B.exp(yx), B.x.exp(yx)). (13) 

1 z2 < 
Hence Zg(x) = x.z2(x) - — .In -g-.z2(x). The assumptions i) 

and ii) are fulfilled, iii) holds with ae defined by 

se(f) = |.y_1(In} - іпв). 

The derivative JC’(jf) »3'-l(ln|’ - lnß+1) is obviously increasing. 

After some less interesting calculations the minimum of the 

corresponding f is found at 
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exp(yxu) - exp(yx1) 
(14) 

and А^, Ац from (10). 

In /3/ the interval [xj, хц] = [О, 65] and 

yo = - 0.03 (-0.05, - 0.07. - 0.09) were chosen. For these pa¬ 

rameters we obtain 

t 0.573179 (0.604008, 0.620358, 0.62766) 

0.213411 (0.197996, 0.189821, 0.18617) 

7lm 0.5 (0.5, 0.5, 0.5 ) 

71 0.286589 (0.302004, 0.310179. 0.31383). 

In table 1 we compare the values Ацп, A^n with the optimum 

designs for several choices of n (cf. /3/). In the last column 

the optimum x^-values are given. From our formulae we obtain 

xm = 22.5516, 

n A^n 

3 .64 

4 .85 

5 1.07 

6 1.28 

7 1.49 

8 1.70 

9 1.92 

10 2.13 

11 2.34 

12 2.56 

13 2.77 

(Уо = 

nl Xu" 

1 .86 

1 1.15 

1 1.43 

1 1.71 

2 2.01 

2 2.29 

2 2.58 

2 2.87 

2 3.15 

3 3.44 

3 3.73 

1 21.96 

1 21.72 

1 21.59 

2 23.72 

2 21.82 

2 21.72 

3 22.84 

3 22.87 

3 22.90 

3 21.72 

4 22.53. Table 1 

In all cases but one rounding gives already the optimum frequen¬ 

cies. Further it is worthwhile to remark that with increasing n 

the approximation of x^ does not become worser. Hence the over¬ 

all cost of the algorithm from /1/ with the actual initial 

guess may be expected to behave in a desirable manner. 
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Verzerrungskorr1g1erte Punktschätzungen des Korrelat1onskoeff1-
z1enten � ein$ 51mulat1onsstud1e 

Zusammenfassung 

Für den Korrelat1onskoeff1z1enten der zweidimensionalen Normal­
verteilung wird eine Punktschätzung angegeben, die eine gerin­
gere Verzerrung als der Stichprobenkorrelationskoeffizient be­
sitzt. Dazu wird die ::Jackkni fe-Methode angewendet. Durch geeig­
nete Linearkombinationen des Stichprobenkorrelationskoeff izie.n­
ten und der"::Jackknife-Schätzung werden sowohl die Verzerrung 
als auch die Varianz weiter verringert. 

1. Einleitung

Sei 
in• 

(�1 ••••• �n)' eine Zufallsstichprobe vom Umfang n � 2.

Die Vektoren �i • (�1 ,,:t1)", 1•1, ••• ,n, mögen einer zweidimen­

sionalen Normalverteilung N(f-11, ,....2 ;6� .S�; !? ) folgen. Die übli­

che Punktschätzung für den Korrel�tionskoeffizienten eist der 
.Stichprobenkorrelstionskoeffizient 

fu <�1 -:E> <.:t1-i>

Diese Schätzung ist konsistent, jedoch nur asymptotisch erwar­
tungstreu. Nach /2/ gilt 

2 n 
r (�) 1 1 n+l 2 

r n-i r n+l • F(�•�•""T"• � ) • g.<-r> <,-> 
( 1) 

Dabei bezeichnet F die k,onfluente hypargeomatrieche Funktion. 

Entwickelt man (1) nach Potenzen von¼, eo ergibt eich
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(2) E(ln) , * * —Г-) • °<-т> n n 

für n —>00 mit 

e(g) - g(l-g2). ax(5) 

a2(g) » - § (3 g2 + l), 83(g) 

1 
Z* 

(25 g4-2 g2 +1). 

(3) 

(4) 

Auch im folgenden beziehen sich alle asymptotischen Entwicklun¬ 

gen auf n ->oo. 

Für das zweite Moment des Stichprobenkorrelationskoeffizienten 
gilt nach /2/ 

E(J^) 1 - c1-?2) я-5-f Fd'i. Ф- §2)- (5) 

Mit (2) ergibt sich nach Entwicklung von (5) für die Varianz 

dieser Schätzung 

„ 2 1 11 g2+2 75 o4-2 d2+2 . 

vdn) " ) (n* 2nr- *-^3-) + (6) 

Die Varianz ist im unkorrelierten Fall maximal und.beträgt 

v(ln) - TPT- 

Deshalb ist die Verwendung dieser PunktSchätzung erst für 

Stichprobenumfänge n ^ 30 zu empfehlen. 

Für die Schiefe ^(f^) bzw. den Exzeß y2(fy,) gilt nach /2/ 

6g - 
Уі(гп) = - -^=7 ♦ O(-) bzw. 

6(12g2-l) x 

Уг(1п) --n-r- + 

Nach (2) ergibt sich für die Verzerrung des Stichprobenkorrela¬ 

tionskoeffizienten 

a2(?) 

+ -^" + 
B(£n) - 8(g)(- 

L(g) 5(g) 1 
T-) * 0(½). (7) 

2. Jackknife-Schätzunq 

Durch die Anwendung der Oackknife-Methode kann die Verzerrung 
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einer gegebenen Schätzung verringert werden. Diese Methode geht 

euf M. Quenouille (1956) zurück. Für n * 3 sei 

Jn-1 = (-1.-i-1' -i+1.^n) ' ^"1"" 

jene Teilstichprobe von vom Umfang n-1, bei der die i-te 

Komponente fehlt. Denn ist 

r(i) 
Zn-1 гЫ-і)‘ lQl- »-П , 

der auf dieser Zu fallsStichprobe basierende Stichprobenkorrela¬ 

tionskoeffizient und die Dackknife-Schätzung nach /1/ durch 

n 

2n 
(i) 
n-1 

definiert. Für die Verzerrung dieser Punktschätzung für g gilt 

nach (7), (3) und (4) 

aA(p) аз(?) 1 
B(2n) ” a(g) (—2— + "^3—) + °(-%) (8) 

mit 

a2<?) = - ■ i (3§2+1) 

und 

a3(g) = - (a2(g)+2a3(g)) ш ф (25g4+g2+2). 

Die Varianz, die Schiefe und der Exzeß dieser Schätzung lassen 

sich auf Grund der auftretenden Abhängigkeiten nur durch Simu¬ 

lation ermitteln. 

3, Linearkombinationen der Schätzungen 

Wir wollen davon ausgehen, daß für Stichprobenumfänge n * 30 

bei den Verzerrungen (7) und (8) der Schätzungen ^ und D^ die 

Glieder höherer Ordnung vernachlässigt werden können. Deshalb 

berücksichtigen wir vorerst nur die Glieder bis einschließlich 

der Ordnung n-2. 

Die Verzerrung der Dackknife-Schätzung 1st betragsmäßig stets 

kleiner als die Verzerrung des Stichprobenkorrelationskoeffi¬ 

zienten. Mit wachsendem Stichprobenumfang kommt dieser Effekt 

noch stärker zur Ausprägung. Beide Verzerrungen sind als Funk¬ 

tionen von g antisymmetrisch. Sie besitzen jedoch umgekehrtes 
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Vorzeichen. Daraus ergibt sich die Möglichkeit der Linearkombi¬ 

nation der beiden Schätzungen zur weiteren Verringerung der 

Verzerrung. Für n ä 3, l-i-8 und c,c^) £ [O.l] setzen wir 

und 

Me) 
bn(c,g) = c-a(g) (—-— + 

Mg) a'(g) 
T2-) + (1-c) a(g) 
n n 

(9) 

Dann gilt nach (7) und (S) für die Verzerrung der Schätzungen 

•»(Ц^) " bn(c<l>.P> + 0(-^). 

Für die Wahl der Koeffizienten c^) wollen wir uns auf die fol¬ 

genden vier Kriterien stützen. 

1. Kriterium: 

bn^n15'?) 2 °- 

Da raus ergibt sich als Lösung c^^ dieser Gleichung 

.(1) 
cn1)(^ = І+dJgT-n mit di(g) 3(3g +1) 

Da der Koeffizient c^1^ vom unbekannten Parameter g abhängt, 

setzen wir bei der Schätzung an Stelle von g die Oack- 

knife-Schätzung Dn ein. Dadurch wird auch der Koeffizient 

zufällig,und alle Momente der Schätzung Lp1^ lassen sich nur 

durch Simulation ermitteln. 

2. Kriterium: 

Wir wollen den Betrag der Verzerrung minimieren, suchen also 

die Lösung c^) der Gleichung 

В £ 
Es gilt 

r.<2) 

(S'i)"’"1'"2’’'”1- сЛо. i] s .(ö"l)|b"(0’s)l 

= ТГЗ: 

\ 

mit d- 0,621341. 
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3. Kriterium 

Für die Minimierung der Verzerrung im Mittel 

1 1 

^lbn(°n3>-e>lde • c/!b"(c,?)ld? 

läßt sich die Lösung c^3) nicht in geschlossener Form angeben. 

Tabelle 1 enthält für verschiedene Stichprobenumfänge die Koef¬ 

fizienten c^3). 

4. Kriterium: 

Sollen die negative und die positive Verzerrung im Mittel 

gleich groß sein, so verwenden wir die Lösung cj^4) der Gleichung 

1 

j\(c^-e) - o. 
0 

Sie besitzt die Gestalt 

.(4) 
2+cT TT mit d4 

(1) 

2 
7' 

Für die Schätzungen L', i = 2,3,4, lassen sich Varianz, 

Schiefe und Exzeß wieder nur durch Simulation bestimmen. Die 

Koeffizienten c^, 1 « 2,3,4, unterscheiden eich nur gering¬ 

fügig voneinander. Mit wachsendem Stichprobenumfang werden die¬ 

se Unterschiede noch geringer. Der Koeffizient c^4) erhält 

durch seine besonders einfache Gestalt eine gewisse Vorzugsstel¬ 

lung. Will man auch für kleine Stichprobenumfänge (n< 30) Li¬ 

nearkombinationen entsprechend den vier gewählten Kriterien 

bilden, so ist es sinnvoll, in (9) auch die Glieder der Ordnung 

n-3 der Verzerrungen (7) und (8) einzubeziehen. Für den ent¬ 

sprechend dem ersten Kriterium gewählten Koeffizienten cer¬ 

gibt sich dann 

e(5> . c(5)(o) . _.2(Р)"("+1)+2.з(@) ( 
П П 83.(5)^+82(5). (2n+i)+3a3(g) 

(10) 

und nach Einsetzen von (3) und (4) in (10) erhalten wir 
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,(5), (3g2+l)n+25gSg2+2 

П S Y n^+2(3g^+l) n +| (15§4+1) 

An Stelle dee unbekannten Parameters p ist wieder eine geeigne¬ 

te Puntschätzung für p einzusetzen. Oie gemäß dem zweiten bzw. 

dritten Kriterium bestimmten Koeffizienten c^6^ bzw. las¬ 

sen sich nicht in geschlossener Form angeben. Tabelle 1 enthält 

diese Koeffizienten für verschiedene Stichprobenumfänge. Der 

Koeffizient c^) - entsprechend dem vierten Kriterium gewählt - 

hat die einfache Gestalt 

c(8)_24n±78- # 
16n +48П+105 

Man kann wieder feststellen, daß die Koeffizienten c^), 

1 » 6,7,8, nur geringfügig voneinander abweichen. 

4. Simulation 

Durch die Simulation soll einerseits überprüft werden, ob in (7) 

und (8) die Glieder bis einschließlich der Ordnung n-2 bzw. 

n“3 eine gute Approximation der Verzerrung B(jr^) bzw. B(O^) er¬ 

geben. Damit wäre (9) als Grundlage für Kriterien zur Linear¬ 

kombination der beiden Schätzungen bestätigt, und die Schätzun- 

gen ' würden in guter Näherung die dem jeweiligen Auswahl¬ 

kriterium für den Koeffizienten c^1^ entsprechenden Eigenschaf¬ 

ten besitzen. Insbesondere ist die Verzerrung der Schätzungen 

L^ ', 1 = 1,5, zu ermitteln. Andererseits 1st die Varianz als 

wichtiges Beurteilungskriterium aller Schätzungen zu bestimmen. 

Oie Schätzung weiterer analytisch nicht ableitbarer statisti¬ 

scher Meßzahlen durch die Simulation soll Aussagen über die 

Verteilung der Schätzungen ermöglichen. 

4.1. Entwurf 

Zur Erzeugung von N(0,l)-verteilten Zufallszahlen konnten die 

Unterprogramme ZZGD und NVOl genutzt werden, die vom Forschungs¬ 

zentrum für Tierproduktion Qummerstorf-Rostock der Akademie der 
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Landwirtschaftswissenschaften zur Verfügung gestellt wurden. 

Die damit generierten Zufallszahlen besitzen hinreichend gute 

Eigenschaften. Ausgehend von zwei Zufallszahlen u^ und v^ wur¬ 

den für alle betrachteten g-Werte gemeinsam Realisierungen 

zi " <ѴУі)‘ 9amäß 

xi “ u± + (Lij und 

у± = ^2*§’ui + Vi + f* 2' 1 “ 

erzeugt. Da die Erwartungswerte ju.^ und die Varianzen 6^ keinen 

Einfluß auf den Schätzwert rn besitzen, konnten ^ - О und 

6j = 1, J ж 1,2, gesetzt werden. Der Stichprobenkorrelations- 

koeffikient ist als Funktion von g nicht antisymmetrisch. Des¬ 
halb wurde bei der Auswahl der g-Werte das gesamte Intervall 

(-1,+1) für den Korrelationskoeffizienten berücksichtigt. Die 

Werte gj = -1 + j = 1,...,19, wurden äquidistant gewählt. 

In die Simulation wurden außer dem Stichprobenkorrelationskoef¬ 

fizienten r^ und der Oackknife-Schätzung 3^ die Linearkombina- 

tions-Schätzungen L^1^. L^) und L^8^ einbezogen. Diese Auswahl 

wurde getroffen, da für die Schätzungen L^1^, i = 2,3,4 bzw. 

i = 6,7,8, im wesentlichen jeweils die gleichen Resultate zu 

erwarten sind. Die Schätzung L^5) scheidet aufgrund des für 

praktische Zwecke zu komplizierten Koeffizienten c^5^ aus. Für 

die Simulation wurden die Stichprobenumfänge 5, 10, 20, 30 und 

50 ausgewählt. Auf der Grundlage von N generierten Realisierun¬ 

gen einer Zufallsstichprobe vom Umfang n wurde für jede der 

fünf Schätzungen die Verzerrung, die Varianz, die Schiefe und 

der Exzeß in üblicher Weise geschätzt. Auf eine Schätzung der 

quadratischen Abweichung konnte verzichtet werden, da das Qua¬ 

drat der Verzerrung im Vergleich zur Varianz verschwindend ge¬ 

ring ist und die quadratische Abweichung somit im wesentlichen 

mit der Varianz übereinstimmt. Bei jeder Simulation wurde ein 

anderer Startwert für den Zufallszahlengenerator verwendet. 
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4.2. Versuchsplanung 

Entsprechend der Zielstellung der Simulation sind hinreichende 

Genauigkeitsforderungen an die Schatzungen der Verzerrungen 

B(£n) und B(2„) zu formulieren. Diese Anforderungen sollen min¬ 

destens mit der Wahrscheinlichkeit 0,9 erfüllt sein. 

Durch Voruntersuchungen wurde die naheliegende Vermutung be¬ 

stätigt, daß auch die Varianz der Oackknife-Schätzung für g = 0 

maximal ist. Deshalb genügt es, die erforderliche Anzahl N von 

Wiederholungen der zu erzeugenden Realisierungen einer Zufalls¬ 

stichprobe vom Umfang n für den unkorrelierten Fall zu berech¬ 

nen. Da die Verzerrungen B(£^) und B(3^) mit wachsenden Stich¬ 

probenumfang n kleiner werden, ist es sinnvoll, die Genauig¬ 

keitsforderungen dn und d^ an der Stelle g = 0 in Abhängigkeit 

von der betragsmäßi^ maximalen Verzerrung festzulegen. Deshalb 

setzen wir 

und analog 

» sup |B(2n)| *0,1. 
n g £(-1,+1) ^ 

Für g = 0 sind die Schätzungen und Dn erwartungstreu. Als 

näherungsweise Lösung der Ungleichung 

dn> * °'9 

ergibt sich unter Verwendung von V(j^) = -—j für g = 0 

N 
d„(h-l) 

und änlog für 

N' 
1 V" 
N- 4-, P( £ d^) & 0,9 

die näherungsweise Lösung 

2 

N. ä . V(3n). 

Dabei bezeichnet ил das л-Quantil der Standard-Normalverteilung. 
Für die Varianz V(Dn) wurden die Schätzwerte aus Voruntersu- 
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chungen mit 10000 Wiederholungen verwendet. Tabelle 2 enthält 

für die ausgewählten Stichprobenumfänge die Genauigkeitsforde¬ 

rungen dn bzw. d^ und die erforderlichen Anzahlen N bzw. N" von 

Wiederholungen. Die Simulationen wären mit N* » max {N, N'j 

Wiederholungen durchzuführen. Das ist aber nur für den Stich¬ 

probenumfang n = 5 praktisch realisierbar. Deshalb wurde der 

folgende Ausweg gewählt. Die Genauigkeitsforderungen dn bzw. d^ 

wurden beibehalten und die Anzahl der Wiederholungen entspre¬ 

chend einer zumutbaren Rechenzeit von höchstens 250 Minuten 

CPU-Zeit für den Großrechner EC 1056 festgelegt. Nach je 10000 

Wiederholungen wurden die Zwischenresultate ausgedruckt. Für 

die Auswertung wurden die Ergebnisse verwendet, die den Genau¬ 

igkeitsvorgaben möglichst gut genügen. In Tabelle 2 sind die 

Anzahlen N von Wiederholungen aufgeführt, mit denen diese Er¬ 

gebnisse erzielt wurden. Weiterhin sind die näherungsweise be¬ 

rechneten Wahrscheinlichkeiten 1-oc angegeben, mit denen die 

verwendeten Ergebnisse auf treten. 1 

4.3 Auswertung und Ergebnisse 

Die Genauigkeitsforderungen dn und d^ wurden für n » 5,10 voll¬ 

ständig und für n = 20,30 teilweise erfüllt. Für n » 50 konn¬ 

ten die Genauigkeitsvorgaben nicht erreicht werden. Schon für 

den Stichprobenumfang n » 5 ergibt sich eine sehr gute Approxi¬ 

mation der Verzerrung des Stichprobenkorrelationskoeffizienten 

durch die Glieder bis einschließlich der Ordnung n-3 in (7). 

Für n = 10 liefern bereits die ersten beiden Glieder eine sehr 

gute Näherung für B(£n). Die Verzerrung der Deckknife-Schätzung 

läßt sich erst ab n - 10, für n * 5 nur im Intervall (-0.7.+CC7) 

gut durch die ersten drei Glieder der Entwicklung (8) annahern. 

Will man auf das kubische Glied zur Approximation verzichten, 

so ist ein Stichprobenumfang von mindestens n = 20 erforderlich. 

Für n * 30 können die Glieder bis einschließlich der Ordnung 

n-2 in (7) und (8) als hinreichend genaue Approximation der 

Verzerrungen B(r^) und B(D^) angesehen werden. 

Die Verzerrung der Dackknife-Schätzung ist für alle Werte gj jl 0 
betragsmäßig um ein Vielfaches kleiner als die Verzerrung das 

Stichprobenkorrelationskoeffizienten. Die Linearkombinatione- 

Schätzungen wiederum weisen gegenüber der Oackknife-Schätzung 

für fast alle Werte g j jt 0 betragsmäßig eine kleinere Verzerrung 



Die relativ geringe Schrittweite von 0,1 zwischen den Werten 

9 j, J 3 1..... 19, erlaubt eine genaue Beurteilung der Eigenschaf¬ 

ten der Schätzungen im ganzen Intervall (-1,+1), Die Schätzung 

ist bezüglich der betragsmäßig maximalen Verzerrung die 

beste Schätzung. Es folgen und L^4), die etwa gleich gut 

sind, dann 3^ und mit deutlichem Abstand Für n = 30 beträgt 

das Verhältnis der Zahlenwerte in etwa 1:1,5:1,7:3,5:48. Bezüg¬ 

lich der mittleren Verzerrung ergibt sich die gleiche Reihen¬ 

folge der Schätzungen. Das Verhältnis der Zahlenwerte ist hier 

ähnlich. 

Die Schätzung besitzt für |g\S 0,6 eine geringere Verzer¬ 

rung als die Schätzung L^4^. Für |g|ä 0,5 ist es umgekehrt. Mit 

wachsendem Stichprobenumfang unterscheiden sich die Schätzungen 

L^4^ und iij ihren Eigenschaften immer weniger. Für sehr 

kleine Stichprobenumfänge n < 10 weist die Schätzung j.^4) für 

Ig|4 0,4 betragsmäßig die kleinste Verzerrung aller betrachte¬ 

ten Schätzungen auf. 

Die Glieder bis einschließlich der Ordnung n-3 in (6) ergeben 

bereits für n = 5 eine gute Approximation der Varianz des 

Stichprobenkorrelationskoeffizienten. Die Varianzen der be¬ 

trachteten Schätzungen haben als Funktionen von g eine sehr 

ähnliche Gestalt und sind in guter Näherung symmetrisch in g. 

Bezüglich der Varianz und damit auch bezüglich der quadrati¬ 

schen Abweichung ist der Stichprobenkorrelationskoeffizient die 

beste und die Oackknife-Schätzung die schlechteste der betrach¬ 

teten Schätzungen. Die Varianzen V(L^i^), i » 1,4,8, sind grös¬ 

ser als V(£n) und kleiner als V(3n), wobei nur geringfügige Un¬ 

terschiede zwischen den Schätzungen ^, if■ 1,4,8, bestehen. 

Für wachsenden Stichprobenumfang nähern sich die Varianz der 

Dackknife-Schätzung und mit ihr auch die Varianzen der Lineer- 

kombinetions-Schätzungen der Varianz des Stichprobenkorrela¬ 

tionskoeffizienten, Für n ■ 20 ist die Varianz V(3^) um höch¬ 

stens 7 % und für n = 30 um höchstens 4 % größer als die Va¬ 

rianz V(rn). 
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Die Verteilungen der fünf Schätzungen sind einander sehr ähn¬ 

lich. Dafür sprechen die Schätzwerte, die für die Schiefe und 

den Exzeß der Schätzungen erhalten wurden. Für n e 20 unter¬ 

scheiden sich die Zahlenwerte nur noch geringfügig voneinander. 

Das trifft insbesondere auf die Oackknife-Schätzung und die Li- 

nearkombinations-Schätzung zu. Die Schatzwerte für die Schiefe 

und den Exzeß der Schätzungen weisen für g nahe -1 auf steil- 
gipflige, linkssteile und rechtsschiefe Verteilungen, fürg nahe 

Null auf leicht flachgipflige, annähernd symmetrische Vertei¬ 

lungen und für g nahe +1 wieder auf steilgipflige, Jetzt jedoch 

rechtssteile und linksschiefe Verteilungen hin. Mit wachsendem 

Stichprobenumfang nähern sich die Schätzwerte für Schiefe und 

Exzeß Null an. 

Wir wollen die Ergebnisse zusammenfassen: 

1. Für Stichprobenumfänge n & 20 besitzt die Dackknife-Schät- 

zung Dn bei einer geringfügig größeren Varianz eine wesent¬ 

lich geringere Verzerrung als der Stichprobenkorrelations¬ 

koeffizient. 

2. Die Schätzung mit den zufälligen Koeffizienten (0n) 

ist die beste der betrachteten Linearkombinations-SchätZun¬ 

gen. Sie hat gegenüber der Oackknife-Schätzung eine mehrfach 

geringere Verzerrung und auch eine kleinere Varianz, die 

aber immer noch geringfügig größer als die Varianz dps 

Stichprobenkorrelationskoeffizienten ist. Für kleine Stich¬ 

probenumfänge n <20 sollte wegen der kleineren Varianz die 

Schätzung an Stelle des unbekannten Parameters g in den 

Koeffizienten c' '(g) eingesetzt werden. 

3. Für sehr kleine Stichprobenumfänge n c10 und für |g| 4 0,4 

besitzt die Schätzung die geringste Verzerrung. Die Va¬ 

rianz dieser Schätzung ist aber bis zu 40 % größer als die 
Varianz des Stichprobenkorrelationskoeffizienten. 

Dem Forschungszentrum für Tierproduktion Dummerstorf-Rostock 

sei für die Bereitstellung von Software und die Gewährung vom 

Rechenzeit zur Programmerstellung gedankt. Insbesondere danke 

ich Herrn Prof. Dr. D. Rasch und Herrn Dipl.-Math. E. Schlmke 

für ihre Unterstützung und ihre Hinweise. 
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Anhang 

Tabelle 1 

.(3) .(6) ,(7) 

5 

10 

15 

20 

25 

30 

40 

50 

0,1909 

0,1160 

0,0831 

0,0647 

0,0530 

О ,0448 

0,0343 

0,0278 

0,2885 

0,1591 

0,1080 

0,0814 

0,0652 

0,0543 

0,0407 

0,0325 

0,2610 

0,1384 

0,0932 

0,0702 

0,0563 

0,0470 

0,0352 

0,0282 

Tabelle 2 

N" l-oI 

5 

10 

20 

30 

50 

6.10 

3*10 

1.10 

7.10" 

4'10 

-3 

-3 

-3 

-4 

18 792 

33 408 

142 423 

190 432 

345 157 

3.10 

5.10" 

1.10 

5.10 

2.10 

,-3 

*4 

,-5 
,-5 

115 848 

1 408 373 

15 221 391 

38 966 760 

142 060 000 

250 000 

140 000 

30 000 

30 000 

30 000 

0,167 

0,618 

0,002 

0,063 

0,887 
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Tabelle 3 Verzerrung 

n=5 

-0,9 
-0,8 
-0,7 
-0,6 
-0,5 
-0,4 
-0,3 
-0,2 
-0,1 
0,0 
0,1 
0,2 
0,3 
0,4 
0,5 
0,6 
0,7 
0,8 
0,9 

30,8464 
45,3613 
51,3738 
51,7545 
48,1914 
41,7957 
33,1676 
22,9625 
11.7586 
0,1947 

-11,2508 
-22,2195 
-32,3642 
-41,1658 
-47,9065 
-51,7241 
-51,4399 
-45,5744 
-31,0360 

-28,2366 
-28,2828 
-24,5438 
-19,6626 
-15,0718 
-10,9421 
-7,5260 
-4,8914 
-2,4922 
-0,2651 
2,2811 
5,0749 
7,9193 

11,1071 
14,7074 
18,9731 
23,5903 
27,4521 
27,2981 

I « 250 000 

-8,4673 
-3,7814 
0,3961 
3.5200 
5,2159 
5,8548 
5,3251 
3,9071 
1,9818 

-0,1052 
-2,0083 
-3,5329 
-4,8301 
-5,5205 
-5,3698 
-3,9835 
-1,0623 
3.2292 
7,7973 

Ц4) 
-17,1866 
-14,4274 
-10,2347 
-6,2488 
-3,2245 
-1,0297 
0,1307 
0,3804 
0,1037 

-0,1127 
-0,2480 
-0,0881 
0,3452 
1,3323 
3,0064 
5,7893 
9,4674 

13,7835 
16,3185 

(.10-3) 
(8) 

bn 

-12,5612 
-8,6996 
-4,3528 
-0,6846 

1.7305 
3,1019 
3,3064 
2,5718 
1,3048 

-0,0999 
-1,3322 
-2,1846 
-2,7703 
-2,7609 
-1,8944 
0,1942 
3,6264 
8,0606 

11,7958 

n»10 

9 
-0,9 
-0,8 
-0,7 
-0,6 
-0,5 
-0,4 
-0,3 
-0,2 
-0.1 
0,0 
0,1 
0,2 
0,3 
0,4 
0,5 
0,6 
0,7 
0,8 
0,9 

N* »140 000 

11,0927 
17,7929 
21,2030 
22,1039 
21,0939 
18,6064 
15,0063 
10,6142 
5,7135 
0,5556 

-4,6223 
-9,5701 

-14,0123 
-17,6634 
-20,2165 
-21,3137 
-20,5247 
-17,3073 
-10,8901 

-4.1470 
-4,9550 
-4,5912 
-3,8809 
-3,0318 
-2,1627 
-1,3483 
-0,5977 
0,1302 
0,8420 
1,5313 
2,1914 
2,8559 
3,5658 
4,3374 
5,1250 
5,7272 
5,7818 
4.4994 

-1,3873 
-1,0787 
-0,4498 
0,0729 
0,4712 
0,7381 
0,8668 
0,8889 
0,8655 
0,8119 
0,7309 
0,6351 
0,5740 
0,6034 
0,7699 
1,0950 
1,5062 
1,8478 
1.7136 

i£4) 
-2,3885 
-2,3302 
-1,6149 
-0,8827 
-0,2480 
0,2337 
0,5388 
0,6960 
0,7744 
0,8089 
0,8213 
0,8343 
0,9095 
1,1163 
1,5043 
2,0744 
2.6981 
3,1177 
2,7237 

(.10~3) 
,(8) 
•=n 

-1,9290 
-1,6443 
-0.8371 
-0,0991 
0,4794 
0,8600 
1.0320 
1,0340 
0,9428 
0,8003 
0,6357 
0,5527 
0,5249 
0,6295 
0,9235 
1,4347 
2,0250 
2,4736 
2,2293 
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Tabelle 3 Verzerrung (Fortsetzung) 

Л-20 

e 

-0,9 
-0,8 
-0,7 
-0,6 
-0,5 
-0,4 
-0,3 
-0,2 
-0,1 
0,0 
0.1 
0,2 
0,3 
0,4 
0,5 
0,6 
0,7 
0,8 
0,9 

5,1300 
8,4456 

10.2517 
10,8306 
10,4169 
9,2186 
7,4247 
5,2056 
2,7180 
0,1045 

-2,4944 
-4,9477 
-7,1213 
-8,8693 

-10,0282 
-10,4169 
-9,8416 
-8,0927 
-4,9254 

2n 

-0,38966 
-0,45123 
-0,41544 
-0,33807 
-0,25382 
-0,18370 
-0,12984 
-0,08700 
-0,04641 
0,00361 
0,07404 
0,17024 
0,28939 
0,42723 
0,58522 
0,76026 
0,92069 
0,97075 
0,73540 

30 000 

0,17452 
0,35774 
0,45140 
0,47796 
0,45352 
0,38908 
0,29985 
О,19923 
0,09869 
0,00945 

-0,05947 
-0,10474 
-0,13003 
-0,13736 
-0,11696 
-0,05461 
0,04854 
0,14849 
0,15715 

Ц4) 
-0,02968 
0,12900 
0,28025 
0,39032 
0,44210 
0,42950 
0,36285 
0,25817 
0,13382 
0,01019 

-0,09347 
-0,16354 
-0,19391 
-0,17907 
-0,10695 
0,03132 
0,21800 
0,37966 
0,36622 

(.10-3) 
(3) 

in 

0,02293 
0,21379 
0,38192 
0,49677 
0,54381 
0,51911 
0,43485 
'0,30862 
0,16016 
0,01115 

-0,11795 
-0,21232 
-0,26455 
-0,26768 
-0,20811 
-0.07522 
0,11622 
0,29327 
0,31227 

n-ЗО 

6 

3:1 
-0,7 
-0.6 
-0,5 
-0,4 
-0.3 
-0,2 
-0,1 
0,0 
0,1 
0,2 
0,3 
0,4 
0,5 
0,6 
0,7 
0,8 
0,9 

3,0451 
5,0670 
6,2124 
6,6118 
6,3908 
5,6690 
4,5581 
3,1617 
1,5772 

-0,1020 
-1,7839 
-3,3748 
-4,7777 
-5,8903 
-6,6048 
-6,8100 
-6,3859 
-5,2030 
-3,1175 

2n 
-0,36467 
-0,49648 
-0,49605 
-0,43270 
-0,34902 
-0,26935 
-0,20449 
-0,15560 
-0,11821 
-0,08574 
-0,05147 
-0,00887 
0,04866, 
0,12545 
0,21920 
0,31682 
0,39254 
0,40991 
0,31677 

30 000 

-0,11643 
-0,14236 
-0,12196 
-0,08688 
-0,05537 
-0,03695 
-0,03435 
-0,04510 
-0,06415 
-0,08610 
-0,10628 
-0,12023 
-0,12260 
-0,10850 
-0,07665 
-0,03184 
0,01528 
0,05296 
0,06681 

■ LH> 
—n 

-0,20968 
-0,24359 
-0,19112 
-0,11250 
-0,04267 
0,00058 
0,01199 

-0,00481 
-0,04115 
-0,08648 
-0,13022 
-0., 16186 
-0,17073 
-0,14799 
-0,09092 
-0,00710 
0,08443 
0,15478 
0,16000 

(.10-3) 

1_(®> 
-41 

-0.19402 
-0,21804 
-0,16031 
-0,08015 
-0,01172 
0,02785 
0,03386 
0,01042 

-0,03336 
-0,08656 
-0,13818 
-0,17732 
-0,19289 
-0,17562 
-0,12232 
-0,03983 
0,05330 
0,12900 
0,14490 
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Tabelle 4 Varianz 

n=5 

9 2« 

250 000 
L(l) к n 

(4) (8) 
bn 

-0,9 0,0302 
-0,8 0,0720 
-0,7 0,1123 
-0,6 0,1484 
-0,5 0,1793 
-0,4 0,2048 
-0,3 0,2247 
-0,2 0,2388 
-0,1 ' 0,2472 
0,0 0.2499 
0,1 0,2470 
0,2 0,2386 
0,3 0,2247 
0,4 0,2051 
0,5 0,1798 
0,6 0,1488 
0.7 0,1127 
0,8 0,0725 
0,9 0,0305 

0,0577 
0,1190 
0,1776 
0,2309 
0,2771 
0,3156 
0,3459 
0,3676 
0,3807 
0,3851 
0,3808 
0.3676 
0,3459 
0,3157 
0,2772 
0,2312 
0,1778 
0,1192 
0,0576 

0,0416 
0,0949 
0,1474 
0,1956 
0,2377 
0,2729 
0,3005 
0,3203 
0,3322 
0,3362 
0,3323 
0,3203 
0,3006 
0,2730 
0,2380 
0.1961 
0,1478 
0,0953 
0,0419 

0,0477 
0,1035 
0,1577 
0,2073 
0,2504 
0,2863 
0,3146 
0,3348 
0,3470 
0,3510 
0,3470 
0,3348 
0,3146 
0,2865 
0,2506 
0,2077 
0,1580 
0,1038 
0,0477 

0,0441 
0,0979 
0,1505 
0,1986 
0,2404 
0,2753 
0,3027 
0,3223 
0,3341 
0,3380 
0,3341 
0,3223 
0,3027 
0,2754 
0,2407 
0,1990 
0,1508 
0,0982 
0,0443 

n=10 

g 2n 
N* = 140 000 

L(l) l(4) 

-0,9 0,0068 
-0,8 0,0212 
-0,7 0,0382 
-0,6 0,0552 
-0,5 0,0711 
-0,4 0,0848 
-0,3 0,0960 
-0,2 0,1041 
-0,1 0,1091 
0,0 0,1107 
0,1 0,1091 
0,2 0,1040 
0,3 0,0958 
0,4 0,0846 
0,5 0,0708 
0,6 0,0549 
0,7 0,0378 
0,8 0,0210 
0,9 0,0068 

0,0072 
0,0228 
0,0420 
0,0618 
0,0807 
0,0975 
0,1112 
0,1214 
0,1276 
0,1297 
0,1276 
0,1214 
0,1111 
0,0972 
0,0804 
0,0615 
0,0416 
0,0226 
0,0072 

0,0069 
0,0220 
0,0407 
0,0601 
0,0787 
0,0951 
0,1086 
0,1186 
0,1248 
0,1269 
0,1248 
0,1186 
0,1086 
0,0949 
0,0783 
0,0598 
0,0403 
0,0218 
0,0068 

0,0070 
0,0223 
0,0411 
0,0606 
0,0791 
0,0955 
0,1089 
0,1188 
0,1249 
0,1270 
0,1250 
0,1188 
О,1088 
0,0953 
0,0788 
0,0603 
0,0408 
0,0221 
0,0070 

0,0070 
6.0222 
0,0409 
0,0603 
0,0787 
0,0950 
0,1083 
0,1182 
0,1242 
0,1263 
0,1243 
0,1182 
0,1082 
0,0948 
0,0783 
0,0598 
0.0405 
0,0219 
0,0069 
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Tabelle 4 Varianz (Fortsetzung) 

n-20 30 000 

2n kn (1) k<,4) 
-0,9 
-0,8 
-0,7 
-0.6 
-0,5 
-0,4 
-0,3 
-0,2 
-0.1 
0,0 
0,1 
0,2 
0.3 
0,4 
0,5 
0,6 
0,7 
0,8 
0,9 

0,00247 
0,00834 
0,01590 
0,02400 
0,03185 
0,03888 
0,04468 
0,04897 
0,05157 
0,05239 
0,05141 
0,04868 
0,04430 
0,03845 
.0,03141 
0,02358 
0,01555 
0,00812 
0,00240 

0,00237 
0,00823 
0,01602 
0,02459 
0,03305 
0,04075 
0,04719 
0,05199 
0,05493 
0,05586 
0,05476 
0,05168 
0,04678 
0,04030 
0,03258 
0,02413 
0,01562 
0,00796 
0,00228 

0,00237 
0.00820 
0,01596 
0,02448 
0,03291 
0,04058 
0,04700 
0,05180 
0,05474 
0,05568 
0,05456 
0,05149 
0,04659 
0,04013 
0,03244 
0,02402 
0,01556 
0.00794 
0,00228 

0,00237 
0,00822 
0.01599 
0,02452 
0,03295 
0,04060 
0,04699 
0,05177 
0,05468 
0,05560 
0,05451 
0,05145 
0,04658 
0,04015 
0,03248 
0,02406 
0,01559 
0,00796 
0,00228 

n=30 

§ 

30 000 

2n kT> 
-0,9 
-0,8 
-0,7 
-0,6 
-0,5 
-0,4 
-0,3 
-0,2 
-0,1 
0,0 
0,1 
0,2 
0,3 
0,4 
0,5 
0,6 
0,7 
0,8 
0,9 

0,00146 
0,00506 
0,00986 
0,01515 
0,02039 
0,02515 
0,02914 
0,03213 
0,03400 
0,03464 
0,03402 
0,03218 
0,02919 
0,02520 
0,02044 
0,01521 
0,00992 
0,00510 
0,00147 

0,00140 
0,00497 
0,00983 
0,01530 
0,02079 
0,02584 
0,03012 
0,03335 
0,03535 
0,03604 
0,03537 
0.03336 
0,03013 
0,02586 
0,02081 
0,01533 
0,00987 
О,00500 
0,00142 

0,00141 
О,00496 
0,00982 
0,01528 
0,02075 
0,02580 
0,03007 
0,03330 
0,03531 
0,03599 
0,03532 
0,03332 
0,03009 
0,02582 
0,02077 
0,01530 
О,00986 
0,00500 
0,00142 

0,00141 
О,00497 
0,00983 
0,01529 
0,02076 
0,02581 
0,03007 
0,03328 
0,03529 
0,03597 
0,03530 
0,03330 
0,03009 
0,02582 
0,02078 
0,01532 
0,00987 
0,00500 
0,00142 

Fortsetzung von Tabelle 4 auf Seite 120 

0,00237 
0,00822 
0,01599 
0,02451 
0,03293 
0,04058 
0,04696 
0,05173 
0,05464 
0,05557 
0 ,05447 
0,05142 
0,04656 
0,04012 
0,03246 
0,02406 
0,01559 
0,00796 
0,00228 

0,00141 
0,00497 
0,00983 
0,01529 
0,02076 
0,02580 
0,03006 
0,03328 
0,03528 
0,03596 
0,03529 
0,03330 
0,03008 
0,02582 
0,02078 
0,01532 
0,00987 
0,00500 
0.00142 

117 



Tabelle 5 Schiefe 

1, Stichprobenkorrelstlonekoeffizient 

g 

-0.9 
-0,8 
-0,7 
-0.6 
-0,5 
-0,4 
-0,3 
-0,2 
-0,1 
0,0 
0,1 
0,2 
0,3 
0,4 
0,5 
0,6 

0.9 

n«5 

3,602 
2,324 
1,715 
1,316 
1.015 
0,767 
0,553 
0,360 
0,177 

-0,000 
-0,179 
-0,363 
-0,558 
-0 ,772 
-1,018 
-1.317 
-1.719 
-2.339 
-3.625 

n-10 

2,331 
1,750 
1.381 
1,094 
0,860 
0,659 
0,479 
0,312 
0,152 

-0,003 
-0,158 
-0,316 
-0,481 
-0,659 
-0,858 
-1,089 
-1,373 
-1,754 
-2.377 

n*20 

1,451 
1.198 
0,990 
0,813 
0,658 
0,517 
0,384 
0,258 
0,134 
0,012 

-0,111 
-0.236 
-0,364 
-0,496 
-0,635 
-0,786 
-0,954 
-1,153 
-1.411 

n»3Q 

1,125 
0,951 
0,807 
0,676 
0,554 
0,438 
0,326 
0,218 
0,112 
0,008 

—0,096 
-0,199 
-0,305 
-0,414 
-0,532 
-0,660 
-0,803 
-0,960 
-1,134 

-0,9 
-0.8 
-0,7 
-0,6 
-0,5 
-0,4 
-0,3 
-0,2 
-0,1 
0,0 
0,1 
0.2 
0.3 
0.4 
0,5 
0,6 
0,7 
0,8 
0,9 

n« 5 

0,934 
1,253 
1,140 
0,969 
0,794 
0,621 
0,458 
0,301 
0,147 

-0,003 
-0,153 
-0,306 
-0.462 
-0,626 
-0,799 
-0,978 
-1,166 
-1.315 
-1,100 

n«10 

2,052 
1,677 
1,368 
1,099 
0.871 
0,671 
0,490 
0,320 
0,157 

-0,002 
-0,159 
-0,319 
-0,487 
-0,667 
-ОІ864 
-1,086 
-1.343 
-1.656 
-2,077 

n»20 

1,462 
1,224 
1,020 
0,840 
0,680 
0,533 
0,395 
0.263 
0,135 
0,009 

-0,118 
-0,248 
-0,381 
-0,520 
-0,554 
-0,818 
-0,988 
-1.190 
-1,458 

пжЗО 

1,148 
0,980 
0.834 
0,699 
0.573 
0,453 
0,337 
0,225 
0,116 
0,007 

-0,100 
-0,208 
-0,318 
-0,432 
-0,553 
—0,686 
-0,832 
-0.990 
-1.157 

n»50 

0,818 
0,704 
0.600 
0.502 
0.401 
0,320 
0,235 
0.152 
0,070 

-0,011 
-0,092 
-0,172 
-0,253 
-0,335 
-0,418 
-0,505 
-0,595 
-0,694 
-0,804 

n»50 

0.827 
0,716 
0.612 
0,513 
0,418. 
0,328 
0,241 
0,156 
0,072 

-0,010 
-0,092 
-0,174 
-0,256 
-0,339 
-0.424 
-0,511 
-0,601 
-0,699 
-0,808 
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Tabelle 6 Exzeß 

1. Stichprobenkorrelationskoeffizient r_n 

n=5 n=10 n«20 n=30 

-0,9 
-0,8 
-0,7 
-0,6 
-0,5 
-0,4 
-0,3 
-0,2 
-0.1 
0,0 
0,1 
0,2 
0,3 
0,4 
0,5 
0,6 
0,7 
0,8 
0,9 

18,689 
6,763 
3,132 
1,406 
0.421 

-0.193 
-0,583 
-0,825 
-0,958 
-0,999 
-0,955 
-0,820 
-0,575 
-0,185 
0,426 
1.410 
3,168 
6,888 

18,964 

9,820 
4,855 
2,730 
1.474 
0,683 
0,173 

-0,164 
-Ѳ, 380 
-0,500 
-0,539 
-0,501 
-0,383 
-0,170 
0,164 
0,672 
1,448 
2,700 
4,990 

10,555 

3,782 
2.391 
1,500 
0,887 
0,463 
0,165 

-0,045 
-0,185 
-0,265 
-0,292 
-0,267 
-0,189 
-0,052 
0,149 
0,431 
0,826 
1.392 

,2,282 
3,933 

2,490 
1,597 
1,057 
0.667 
0,371 
0,148 

-0.016 
-0,130 
-0,200 
-0,229 
-0.219 
-0,169 
-0.073 
0,080 
0,306 
0,627 
1,064 
1,628 
2,430 

Zi Oackknife-Schätzung On 

-0.9 
-0,8 
-0,7 
-0,6 
-0.5 
-0,4 
-0,3 
-0.2 
-0,1 
0.0 
0,1 
0,2 
0,3 
0,4 
0,5 
0.6 
0,7 
0,8 
0,9 

n=5 

11,786 
5.437 
2,935 
1,570 
0,722 

0,159 
-0,207 
-0,443 
-0,574 
-0,615 
-0,572 
-0,441 
-0,207 
0,164 
0,730 
1,587 
3,002 
5.643 

12,444 

n=10 

10,351 
5,282 
3,042 
1,684 
0,822 
0,266 

-0,099 
-0.333 
-0,466 
-0,511 
-0,473 
-0,347 
-0,116 
0,242 
0,782 
1,605 
2,913 
5,258 

11,060 

n=20 

3,828 
2.489 
1,595 
0,958 
0,510 
0.189 

-0,038 
-0,191 
-0,279 
-0,308 
-0,282 
-0.196 
-0.046 
0,174 
0,480 
0,897 
1,494 
2,474 
4,438 

n=30 

2,606 
1.711 
1,145 
0,728 
0,408 
0,168 

-0,008 
-0,129 
-0,203 
-0.233 
-0,221 
-0,165 
-0,059 
0,106 
0,349 
0.691 
1.154 
1,747 
2,533 

n«=50 

1,243 
0,877 
0,606 
0,389 
0,217 
0,084 

-0,014 
-0,080 
-0,118 
-0,131 
-0,119 
-0,084 
-0.023 
0.065 
0,184 
0,341 
0,546 
0,816 
1.181 

n=50 

1.279 
0,914 
0,632 
0,406 
0,225 
0,087 

-0,014 
-0,083 
-0,122 
-0,135 
-0,123 
-0,086 
-0,023 
0,068 
0.190 
0,349 
0,553 
0,825 
1,197 
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Tabelle 4 Varianz (Fortsetzung) 

n=50 

9 

-0,9 
-0,8 
-0,7 
-0,6 
-0,5 
-0,4 
-0,3 
-0,2 
-0,1 
0,0 
0,1 
0,2 
0,3 
0,4 
0,5 
0,6 
0,7 
0,8 
0,9 

N = 30 000 

0,00080 
0,00283 
0,00559 
0,00868 
0,01179 
0,01465 
0,01708 
0,01892 
0,02007 
0,02047 
0,02009 
0,01895 
0,01712 
0,01469 
0,01181 
0,00869 
0,00559 
0,00283 
0,00080 

2n 

0,00078 
0,00279 
0,00556 
0,00870 
0,01189 
0,01485 
0,01738 
0,01930 
0,02051 
0,02093 
0,02054 
0,01935 
0,01743 
0,01490 
0,01192 
0,00872 
0,00556 
0,00279 
0,00078 

(1) 
in 

0,00079 
0,00279 
0,00556 
0,00870 
0,01188 
0,01484 
0,01737 
0,01930 
0,02050 
0,02092 
0,02053 
0,01934 
0,01742 
0,01489 
0,01191 
0,00871 
0,00556 
0,00279 
0,00078 

(4) 
in 

0,00079 
0,00279 
0,00556 
0,00870 
0,01188 
0,01484 
0,01737 
0,01929 
0,02050 
0,02092 
0,02052 
0,01933 
0,01742 
0,01489 
0,01192 
0,00872 
0,00556 
0,00279 
0,00078 

(в) 
in 

0,00079 
0,00279 
0,00556 
0,00870 
0,01188 
0,01484 
0,01737 
0,01929 
0,02050 
0,02092 
0,02052 
0,01933 
0,01742 
0,01489 
0,01192 
0,00872 
0,00556 
0,00279 
0,00078 
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Hiow■1•• für Autoren 

Menuakrlpt• (in deutscher, ggf. auch in ru■•i•cher oder engll­
echer Sprache) bitten wir, en die Schriftleitung zu echicken. 
Dte ge•••t• Arbeit ht linkebündig zu echreiben. Eine Aueneh■e 
hiervon bilden hervorzuhebende For■eln und de• L1teraturv■r­
ze1chn1•. Dar Kopf dar Arbeit eoii folgende For■ haben: Ro■tock. 
Nifh. kolloq. /Leerzeile/ Vorne■e N•••/ Leerzeile/ Titel dar 
Arbeit/ 1 Zailanu■echaltung/ Unteretraichung/ Leerzeile. Dar 
Text dar Arbeit ist a1na1nhalbze1l1g ( • 3 Zailenu■echaltungan) 
zu echreiban ■lt ■axi■ai &! Änechilgen J• Zaila und ■axiul 37 
Zeilen J• Saite. Zwiechanübareahriften ■ind wie folgt einzuord­
nen: 6 ZaUa n.u■echaitungan/ zwhchandbenchrih/ Unteretr■i­
chung (ohne Zeilanua■cheltung)/ 5 Zeilenu■echeltungen. Hervor­
hebungen eind durch Untaretraichan und Sparren a6gltch. AnkOn­
digung:>n wie Satz, Dafin!Hon, BNarkun,, .a-te u. •• eind zu 
untantr■ichen uiitl ■lt alnN ooppaipunk a'liiüiailielan. Vor und 
Mch Sitzen, Definitionen u. 1. iet ein Zail■nabatand von 5 Ullll­
ach■ltungan zu l••••n. Fußnoten aind ■6gl1chat zu ver■aiden. 
Sollte doch d■von Gebrauch gN■cht warden, eo ■ind eie durch 
eine hochgaatallta Ziffer 1■ Taxt zu kennzeichnen und 1nMrhalb 
dea oben angegebenen Satzapiegala unt•n auf dar gleichen Satte 
MZUgaban. ,or■-ln und Oazaichnunqan ■ollen ■&glichet ■it dar 
lchraibaaachlna zu echrelban aaln. Aervorzuhabanda For■aln eind 
drei LNrzaichan einzurücken .und ■lt 6 u■achaltungan zua Obri­
gan Taxt zu achraiban. For■alzlhlar •ollen •• rechten Rand ata­
�an. Dar Platz fOr-t.bbtidungan lat bei■ Schreiben auazuaparan:
die Abbildungen aa16at alnd in dar d• auaaeapartan Platz ant­
aprachatldan Grlll• gaaonclart nach TGL-Vorachrtft auf Tranapa­
rantpaptar beizufügen. Dar zugah6riga Baglaittaxt tat i■ M■nu­
akript ■itzuechrai&an. Sein Abetand nach unten batrlgt 5 U■-
achaltungan. Literaturzitate 1■ Text eind durch laufende Nu■-
urn in 8chrlgatrichan (vgl. /8/, /9/ und /10/) zu kannzatch­
·Mft und • Sc�lu8 dar Arbeit unter dar zwtachanOberachrift Li• 
taratur zua ... anzuatellan. -

.. 1apiala1 (ZaitachriftanabkOrzungen nach Mllth. Ravi-•)
/äJ Zarlaki, o. , end Sa■ual, P.: Co■■utative Algebra.

Princaton 1958
/9/ Stainitz, E.: Algabratache Theorie dar K6rpar. J. Raine

Ang-. Math. 137, 167 - 309 (1920) 
/10/ Gnadanko, B. w. :. ctiir die Arbai tan von c. F, Gaul zur

•hrachainlichkaiterechnung. In: Reichardt, H. (Ed.)1
C. F. Gaul, Gedenkband anlllltch da• 100. TodaatagN.
s. 193 - 2<M, Leipzig 1967

Dia Angaben aollan in Originalaprache erfolgen: bei kyrilli­
achan 8uchataban eoll die bibliothakariache Tranakription 
(Duden) verwandet -rdan. 
Aa Ende der Arbeit atahan folgende Angaben zua Au.tar uad zur 
Aroeit: eingegangen: Datum, Leerzeile/ Verfasser:/ Titel Ini­
tialen der Vornamen Name/ Institution/ Struktureinheit/ Straße 
Haus11um.111er/ Ort/ Land-Postleitzahl. 
Dar Autor wird gebeten, etna Korrektur aaa Durchachlaga voa 
OffeatNnuakript zu laean und dabei die uthNatlachan Sy■bole 
a1.nzutragan. Ferner aollta er l - 2 Klaaetflziarunganu•ern 
(entapraohend der •1990 M■th„attc• SubJa�t Claealftcatton• der 
Math. Ravl ... ) zur lnh•ltllchan Einordnung aeiner Arbeit an� 
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