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Rostock. Math, Kolloq. 33, 5 - 7 (1988)
Hans-Woifgang Stolle

Nachruf fur Prof., Dr., Istvan Fenyd

Am 28, Juli 1987 starb im 71, Lebensjahr der ungarische Mathe-
matiker Prof., Dr., IstvBn Fenyd aus Budapest. Er war viele Jahre
hindurch eng mit dem mathematischen Leben an der Universitét
Rostock verbunden, Die Sektion Mathematik der Wilhelm-Pieck-
Universitat schuldet ihm groBen Dank und hohe Anerkennung fir
seinen-umfangreichen und richtungweisenden Einsatz in der Aus-
bildung und Forschung dieser Sektion,

Die vielféltigen Begabungen und Interessen von Prof, Fenyd und
seine unermidlichen Bemiihungen um die Mathematik gehen aus sei-
nem Lebenslauf hervor, Er wurde am 5, Mérz 1917 in Budapest ge-
boren und studierte dort nach AbschluBf seiner Schulbildung Che-
mie und Mathematik. Von 1942 bis 1944 arbeitete er zunéchst als
Chemiker in einem Produktionsbetrieb, ehe er 1945 als Mathema-
tiker an der Technischen Universitédt Budapest tétig wurde., Dort
promovierte er 1946 zum Dr. phil, und habilitierte sich 1950.
Im Jahr 1951 wurde er Dozent und zugleich Direktor des Mathema-
tischen Instituts der Elektrotechnischen Fakultét der Techni-
schen Universitét Budapest, Dieses Amt bekleidete er auch nach
seiner Berufung zum ordentlichen Professor noch viele Jahre
lang. '

Auf Grund seines hohen Fachwissens, seiner bewundernswerten
Vielseitigkeit und seiner perfekten Sprachkenncnisse in Eng-
lisch, Franzésisch, Italienisch und Deutsch yurde er in der
Folgezeit mehrfach zu Gastaufenthalten ins Ausland berufen. Er
wirkte als Gastprofessor iUber jeweils léngere Zeit in Italien, -
Frankreich, Kanada und der DDR und konnte auf eine insqesamt
achtjéhrige Téatigkeic an Rostock zuruckblicken, Vom 1, 8, 1964
bis zum 31, 8, 1966 und vom 1, 8, 1968 bis zum 31, 8, 1974 hat-
te er am damaligen Mathematischen Institut der Universitét Ro-
stock bzw, spéter an der Sektion Mathematik eine Professur mit
Lehrstuhl fir das Fachgebiet Analysis inne. Mehrere Jahre lang
war er Mitglied des Wissenschaftlichen Rates der Roatocker Uni-~
versitét, 5



Prof. Fenyd war es zu verdanken, daB ein bis dahin in Rostock
wenig betriebener moderner Zweig der Analysis, die Funktional-
analysis, auch an unserer Universit&t Einzug hielt und in Lehre
und Forschung den ihr zukommenden Platz einnabhm, Er war ein
vielseitiger Forscher, der in mehreren modernen und aktuellen
Gebieten der Mathematik bemerkenswerte wissenschaftliche Lei-
stungen hervorbrachte und sich auch auf dem Gebiet der prakti-
schen Anwendungen der Mathematik erfolgreich betdtigte, Zahl-
reiche Nachwuchswissenschaftler der Analysis haben durch ihn
bedeutende Impulse fir ihre fachliche Orientierung und wissen-
schaftliche Qualifikation erhalten. Bei der Betreuung von Ro-
stocker Diplomanden und Doktoranden, von denen er Selbsténdig-
keit und Kreativitat forderte, konnte er seine vielféltigen
Kenntnisse und umfangreichen Erfahrungen auf den Gebieten der
Mittelwerte und Funktionalgleichungen, der Integralgleichungen
und Integraltransformationen, der Differentialgleichungen und
speziellen Funktionen, der linearen Operatoren und verallgemei-
nerten Funktionen, der Analogrechner und der Anwendungen der
Mathematik in Physik und Technik und schlieBlich auch der Ge-
schichte der Mathematik voll zur Geltung bringen. Seine Vorle-
sungen fir Studenten der Mathematik wie auch fir Studenten der
Ingenieurwissenschaften wurden von ihm sehr lebendig und mit-
reiBend vorgetragen und zeichneten sich durch eine groBe Klar-
heit und ein hohes Niveau aus, Auch nach der Rickkehr von Prof,
Fenyd in seine Heimat Ungarn blieb sein EinfluB auf die Ro-
stocker Mathematik nachhaltig spirbar, und es gab bis zuletzt
sehr enge wissenschaftliche und freundschaftliche Kontakte zu
Rostocker Kollegen,

Es ist an dieser Stelle unméglich, eine Ubersicht Uber dié
zahlreichen und ein breites Spektrum iberstreichenden mathema-
tischen und mathematikhistorischen Publikatioren von Prof.
Fenyd zu geben, Deshalb sollen nur die drei von ihm gemeinsam
mit anderen Autoren in deutschen Verlagen erschienenen Lehrbi-
cher genannt werden, die alle die Anwendung der Mathematik in
Naturwissenschaft und Technik zum Inhalt haben, was ein wesent-
liches Anliegen des Mathematikers Fenyd war:



Fenyd, I.,, und Alexits, G,: Mathematik fir Chemiker,
Akademische Verlagsgesellschaft Leipzig 1982,

Feny6é, I., und Frey, Th,: Moderne mathematische Methoden in
der Technik, Birkhauser Verlag Basel, Bd, 1 1967, Bd, 2 1971,
Bd. 3 1980,

Fenyd, I,, und Stolle, H.-W,: Theorie und Praxis der linearen
Integralgleichungen, Deutscher Verlag der Wissenschaften Berlin
und Birkhaduser Verlag-Besel, Bd, 1 1982, Bd, 2 1983, Bd., 3 1983,
Bd, 4 1984, *

Wer immer Prof. Fenyg gekannt hat, wird sein umfangreiches Wis-
sen auf den verschiedensten Gebieten der Mathematik und Natur-
wissenschaften, der Geschichte und Kunst, der Musik und Archi-
tektur bewundert und geschétzt haben. Seine Vielseitigkeit,
seine allseitige Interessiertheit, sein groBes Informationsbe-
diarfnis, seine entgegenkommende, immer freundliche und hilfsbe-~
reite Art machten ihn zu einem interessanten und snregenden Ge-
spréchspértner. Er war immer zu einem SpaB bereit und wuBte
auch manch lustiges Histdrchen zu erzahlen, Was aber am meisten
beeindruckend war fiur denjenigen, der mit ihm zusammen arbeite-
te, war sein bewundernswerter Einfallsreichtum, seine nie er-
lahmende Energie und seine ungeheure Zahigkeit bei der Lésung
wissenschaftlicher Problemstellungen, Die Arbeit und das Wirken
von Prof, Fenyd werden in der Sektion Mathematik der Wilhelm-
Pieck-Universitédt Rostock unvergessen bleiben,

eingegangen: 25, 09, 1987

Verfasser:

Prof. ‘Dr, H.-W, Stolle 7
Wilhelm-Pieck-Universitdt Rostock
Sektion Mathematik
Universitatsplatz 1

Rostock .

DDR-2500

-



Rostock, Math. Kolloq. 33, 8 - 22 (1988) 03G25
08A99
Klaus Denecke 08899

Kongfuenzregularitét und p-determinierte Kongruenzen in Varie-
titen, die von zweielementigen Algebren erzeugt werden

1._§1nleitung

Abgeschlossene Mengen Boolescher Funktionen, die alle Projek-
tionen enthalten, kdnnen als Mengen von Termfunktionen zwei-
elementiger Algebren aufgefaBt werden., Dieser Ansatz gestattet
die Anwendung von Begriffsbildungen und Methoden der Univer-
sellen Algebra und fihrt damit zu tieferen Einsichten in die
Theorie Boolescher Funktionen. Das zeigt sich besonders deut-
lich, wenn auBer den zweielementigen Algebren auch die von
ihnen erzeugten Varietdten in die Betrachtungen einbezogen wer-
den., Durch kategorientheoretische Aquivalenz ibertragen sich
viele Eigenschaften der von zweielementigen Algebren erzeugten
varietiaten auf andere Varietiaten. So kdnnen die grundlegenden
Resultate von E. L. Post (/8 /) uber abgeschlossene Klassen
Boolescher Funktionen zu neuen Ergebnissen bei der Untersuchung
spezieller Varietédten universaler Algebren beitragen,

In diessr Arbeit werden Eigenschaften der Kongruenzenverbénde
aller Algebren aus der von einer zweielementigen Algebra er-
zaugten Varietat vorgestgllt. Wahrend in /9 /die n-Distributi-
vitdt, n-Vertauschbarkeit und n-Modularitat derartiger Varieta-
ten vollsténdig untersucht wurde, soll nun die Kongrﬁenzregula-
ritdt und ihr Zusammenhang.mit der Kongruenzvertauschbarkeit
zur Diskussion stehen. Weiter sollen alle diejenigen zweiele-~
mentigen Algebren 2 = ({0,1}:F) ermittelt werden, fir die samt-
liche Algebren aus der von 2 erzeugten Varietdt V(2) schon
durch einen gewissen Term p determiniert sind,

Die Ergebnisse werden unabhiéngig von den Postschen Resultaten

und von den Eigenschaften des Postschen Graphen (/8 /)gewonnen.
Um dem Leser den Vergleich mit der Postschen Darstellung zu er-
leichtern, -wird die in /6/ angegebene und von Post eingefiihrte

8



Bezeichhung abgeschlossener Mengen und Boolescher Funktionen
verwendet, So bezeichnen A, v,=>, +, = Kbnjunktion, Alterna-
tive, Implikation, Addition modulo 2 bzw, Negation, Wir verein-
baren weiter: xy := X Avy, X := =X, ‘

2. Grundbegriffe {

A sei eine nichtleere Menge, Die Menge aller n-stelligen Funk-

tionen auf A werde mit OA(") (n21) bezeichnet, Wir setzen

oA = \“/ OA("). Sei @ eine h-&re Relation auf A, d, h, [ Ah.
n21

Man sagt, eine Funktion f € OA‘") bewahrt Q. wenn aus

(8141002+891) € 04 vees (Bq9000008,,) € o stets

(f(all""'anl)' eoe s f(élhv-oo .anh)) € 9 folgt.

Die Menge aller auf A definierter Funktionen, die ¢ bewahren,
wird mit Polp bezeichnet, Polg ist eine bezlglich Superposi-
tion abgeschlossene Menge. Fir eine Aigebra‘é = (A;F), |Al>1,
heiRt die aus F durch Superposition von Funktionen entstehende
abgeschlossene Menge unter der Voraussetzung, daB sie alle Pro-
jektionen, d, h, alle Funktionen ei(n) € OA(n) mit

ei(n)(xl,;,,,xn) = x4, 1 =1,,..,n, enthédlt, Menge der Term-
_funktionen von A, bezeichnet durch T(A), Zwei Algebren Ay und
fg heiBen rational &quivalent, wenn T(ﬁl) = T(ﬁg) gilt, Es ist

klar, daB eine superpositionsabgeschlossene Klasse Boolescher
Funktionen eine zweielementige Algebra nur bis suf rationale
Aquivalenz eindeutig bestimmt, Wir werden hier die zweielemen-
tigen Algebren so bezeichnen wie ihre Termfunktionsklassen,

Es bezeichne 2 = ({0,1} ;F), wobei F eine Menge Boolescher Funk--
tionen ist, eine beliebige zweielementige Algebra, Fir den Fall,
daB A eine Termfunktion m mit m(x,x,y) = m(x,y,x) =m(y,X,x)= X
hat, lassen sich alle Termfunktionen von A mit Hilfe des be-
kannten Satzes von Baker/Pixley beschreiben:

2 Mathem. Heft 33 . N



Theorem 2.1 (/1/): Sei A'= (A;F), |A[ 2 2, eine endliche Alge-
bra mit einer Termfunktion m, fir die m(x,x,y) = m(x,y,X)

= m(y,x,x) = x gilt,
Dann ist eine auf A definierte Funktion genau dann eine Term-
funktion von A, wenn sie alle Teilalgebren von A2 bewahrt,

Unter der von einer Algebra A erzeugten Varietat V(A) versteht
man die Klasse aller Algebren B vom gleichen Typ wie A, in de-
nen alle Identitdten von A gelten, Bezeichnet

PA die Klasse aller direkten Potenzen von A,
A die Klasse aller subdirekten Potenzen von A,

SA die Klasse aller Teilalgebren von A,
IHA die Klasse aller homomorphen Bilder von A,
T A die Klasse aller isomorphen Bilder von A,

so gilt V(A) = HSTPA, d, h., jede Algebra B der von A erzeugten
Varietat laBt sich als homomorphes Bild einer Teilalgebra einer
direkten Potenz von A darstellen. Hat A eine Termfunktion m,
die die oben aufgefihrten Identitédten erfillt, so gilt in An-
wendung eines .bekannten Theorems von B, Jbnsson (/7/)

V(A) = TP, HSA,

Die Kongruenzen auf einer Algebra A = (A;F) bilden einen voll-
stiandigen algebraischen Verband, Wir bezeichnen diesen Verband
jurch Con(A). Der Kongruenzenverband einer Algebra A heift re-
Culé}, wenn jede Kongruenz bereits durch eine Kongr:enzklasse
indeutig bestimmt ist, Ist dies der Fall, S0 nennen wir A kon-
ruenzregular, Ist jede Algebra einer Varietat v kongruen;re—
wuldr, so heiBt Vv kongruenzreguladr, Die folgende Mal'cev~Typ-
3edingung fir die Kongruenzregularitdt jeder Algebra einer Va-
rietdt V_wurde von R, Wille in /13/ angegeben:

Theorem 2.2 (/13/): Sei V eine Varietdt, Dann ist jede Algebra

aus V genau dann kongruenzregulér, wenn es dreistellige Terme
pi(Oéién) und vierstellige Terme q) (1%k€m) in V so gibt, daB

fir alle 14k<m und geeignete O £ 1 3 £ n gilt:

Po(x.y.2) = z, p;(x,x,z) = z fiir alle 1 € 1 € n,

ql(pi‘(x,y,z).x,f,z) = X,
— 1

10



qk_l(ij_l(x.y.Z).x.y.Z) = qk(pik(x.y:Z)-x.\/-Z) (2£k<m),

an(P; (x.v,2).x.y.2) = v.
—_ m

Zwei Kongruenzrelationen 8 und % der Algebra A heiBen ver-
tauschbar (genauer 2-vertauschbar), wenn ® o w = o8 gilt

(o Relationenprodukt),

Sind © und @ vertauschbare Kongruenzrelationen der Algebra A,
so ist auch ihr Produkt eine Kongruenzrelation von A, In die-
sem_Falle gilt Ul = o .,

Eine Verallgemeinerung der Vertauschbarkeit ist die n-Ver-
tauschbarkeit. Zwei Kongruenzen 9, und 9, heiBen n-vertausch-
bar, wenn ~

6,084 08, 0 ... 06 £6,08,08;06...0 8, ¢ 9ilt #
mit £=1 oder £€=0 in Abhangigkeit davon, ob n gerade oder unge-
rade ist, Beide Seiten sind dabei n-fache Relationenprodukte,
Eine Algebra heiBt n-vertauschbar, wenn zwei beliebige Kongru-
enzen aus Con(A) n-vertauschbar sind, Entsprechend heiBt eine
Varietadt, die nur aus n—vertauschbaren Algebren besteht, eine
n-vertauschbare Varietat, Es ist klar, daR Vertauschbarkeit ge-
rade 2-Vertauschbarkeit ist und daB aus der n-Vertauschbarkeit
die (n+l)-Vertauschbarkeit folgt, Eine Mal’cev-Typ-Bedingung
fur die n-Vertauschbarkeit wurde in /5/ angegeben,

In /9/ wurden fir zweielementige Algebren und die von ihnen er-
zeugten Varietéten folgende Aussagen bewiesen:

Theorem 2,3 (/9/): Sei 2 eine beliebige zweielementige Algebra

und V(2) die von 2 erzeugte Varietat,
Dann gelten folgende Aussagen:

1. Vv(2) ist genau dann 2-vertauschbar, wenn p mit
p(x.y,z) = x+y+z Termfunktion von 2 ist,

2, Ist die Vvarietdt V(2) n-vertauschbar, so ist sie 3-vertausch-

bar.,

3, V(2) ist genau dann 3-vertauschbar, aber nicht 2-vertausch-
bar, wenn entweder r mit r(x,y,z) = x+xz+xyz oder r' mit
v (x,y,z) = Xx+y+xy+xyz Termfunktionen von 2 sind, -p aber kei-

ne Termfunktion von 2 ist,
11
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3. Kongruenzregularitdt der von zweielementigen Algebren er-
zeugten Varietéten

 Wir beweisen zunichst eine einfache Folgerung sus Theorem 2,2:

Korollar 3,1: Sei V eine Variefét. Gibt es dann einen dreistel-
ligen Term 1l(x,y,z) in V mit
z, wenn x=y,
1(x,y,z) ={y, wenn x=2z,
- x sonst,

so ist V kongruenzreguléar,

Beweis: Fur n=1, m=1, Po(x-\/:z.) =z, Pl(X-Y-Z) = L(X'\/-Z)-
qq(u.x,y,z) = 1(u,y,z) sind die Voraussetzungen von Theorem 2,2

erfillt, denn es gilt
ql(Po(x-YnZ).X.Y.Z) = l(Z,Y,Z) =y und

ql(pl(*,\/.z),x-\/-z) = ql(_]_._(x.y,z) X,Y,2) = i(f_(x'y'z)-yrz) =X

sowie pi(x,x,z) = 1(x,x,z2) =z, @

Ist 2 eine zweielementige Algebra und V(2) die von 2 erzeuéte
Vari;tét, so gibt es genau eine Termfunktion, die die oben an-
gegebenen Bedingungen erfillt, némlich p(x,y,z) = X+y+z, Aus
Theorem 2.3‘folgt dann

Lemma 3,2: Ist die von einer zweielementigen Algebra erzeugte
varietat kongruenzvertauschbar, so ist sie kongruenzregular,

Es ergibt sich die Frage, ob auch die Umkehrung gilt, Wir zei-
gen zunédchst

Lemma 3.3: Ist die von einer zweielementigen Algebra erzeugte
varietdt kongruenzreguldr, so ist sie 3-vertauschbar,

Beweis: Hagemann hat in /4/ bewiesen, daB aus der Kongruenzre-
gularitat einer Varietat ihre n-Vertauschbarkeit fiur ein gewis-
ses n22 folgt, Aus Theorem 2,3 wirde daraus die Behauptung von
Lemma 3,3 folgen, Vlir wollen noch einen von Hagemanns Resultat
unabhdngigen Beweis angeben, der von den Methoden in /9/ Ge-
brauch macht, die dort fur zweielementige Algebren und von
ihnen erzeugte Varietaten entwickelt wurden,

.

12



Ist V(2) reguladr, so gibt es nach Theorem 2,2 wenigstens eine
dreistellige Termfunktion p; in 2 mit pi(x,x,z) = z, die keine
Projektion ist, da wir anderenfalls ql(z,x,y,z) = X,
qk_l(z,x,y,z) = qk(z,x,y,z) faur 2<k<m und daher qm(z;x,y,z)a z,
aber qm(z,x,y,z) = y hatten, ) )
Durch pi(x,x,z) = z ist Py fur alle Tripel auBer fur (0,1,0),
(0,1,1), (1,0,0) und (1,0,1) festgelegt, Es gibt also fir Py
16 Mdéglichkeiten, von denen wir die Projektion, die durch Ver-
tauschen von x und 'y entstehenden Funktionen und die dualen
Funktionen weglassen, Damit verbleiben genau die folgenden
Falle:

1. pi = X+y+Z = p,

2, Py = Z¥Xxz+yz,

B pi = Z+YyZ+XyZ,

4, Py = X+Z+XY+YZ+XZ, .
5. P; = X+Z+Xy+yz+xz,

6. p? = X+Z+Xy,

Im efsten Fall erhalten wir die 3-Vertauschbarkeit von V(2)
aus Theorem 2,3, Aus pf erhalt man durch Superposition vermbge
pf(pi(x,y,z),z,x) = X+X(Z+XZ+yz)+xz = X+xz+Xyz die Funktion r,
Aus pi erhalt man, wenn man x in z, z in y und y in x Gberfuihrt,
ebenfalls r, Aus pg ergibt sich durch Superposition
pi(pg(y,x,z),y,pi(x,z,y)) = p(x,y}z). Aus p? ergibt sich eben-
falls p durch pf(p?(x,z,y),x.p?(x,y,z)) = p(x,y,z). Aus ps er-
halten wir durch‘Superposition vermoge p?(p?(x,y,z),y,y)

= p?(x,y,z)+y;pg(x,y.;)y = X+y+zZ+Xy+yz und weiter
pf(p?(p?,y,y),x,p?(p?,y,y)) = x+xz+xyz die Funktion r,

Damit erhilt man in den aufgefiihrten Fillen p oder r als Term-
funktion, Berucksichtigt man noch diejenigen Booleschen Funk-
tionen, die durch Vertauschen von x und y entstehen, so &ndert

sich nichts an den gefihrten Uberlegungen, Durch Einbezidhung
13



der dualen Funktionen kann auBer p und r noch die zu r duale
Funktion r' mit r'(x,y,z) = x+y+xy+yz+xyz auftreten. Nach Theo-
rem 2,3 ist V(2) damit 3-vertauschbar, ®

Als niachstes ist zu Oberprifen, ob eine Varietdt, die 3-ver-
tauschbar, aber nicht 2-vertauschbar ist, kongruenzregular sein
kann, Dazu beweisen wir

Lemma 3.4: Ist die von einer zweielementigen Algebra 2 erzeugte
varietét V(2) 3-vertauschbar, aber nicht 2-vertauschbar, so ist

sie nicht kongruenzreguléar,

Beweis: Nach Theorem 2,3 ist zu zeigen: Wenn r (r') Termfuntion
von 2, p aber keine Termfunktion von 2 ist, so ist V(2) nicht
kongruenzreguldr, Es genlgt, alle Uberlegungen fir r durchzu-
fuhren, Ist r' Termfunktion von 2, p aber nicht, so verlaufen
die Betrachtungen analog.

Wir untersuchen die zweielementige Algebra FZ mit

T(Fg) = Pol({(0,0),(0,1),(1,0)}), F sei ein Erzeugendensystem
von Pol({(0,0),(0,1),(1,0)}). V(Fg) ist 3-vertauschbar, aber
nicht 2-vertauschbar, denn p g Pol({(0,0),(O,l),(l,O)}) ist so-

fort klar, auBerdem gilt t(x,y) = xy € Pol({(o,o),(o,l),(1,o)})
und damit r(x,y,z) = t(x,t(z,y)) € P°1({(0'0).(0.1)'(1-0)})-

I 25
Die Varietdt V(FB) ist nicht kongruenzregular, Dazu betrachten

wir die als Teilalgebra von (Fg)2 zu V(Fg) gehérende Algebra

({(0.0),(0.,1),(1,0)};F). Diese Algebra kann nicht einfach sein,
denn sonst wire sie subdirekt irreduzibel.

Da m € Pol({(0,0),(0,1),(1,0)}) mit m(x,y,z) = xyvxzvyz gilt

und m die Identitaten m(x,x,y) = m(x,y,x) = m(y,x,x) = x er-

fullt, haben wir nach dem im 2, Abschnitt zitierten Theorem von
2 2 2 .

8, Jbnsson V(Eg) = TP Fg, d. h, Fg ist die einzige subdirekt

irreduzible Algebra in V(FS). Da die dreielementige Algebra

({(0,0),(O,l),(l,O)};F) nicht einfach ist, kann sie nicht

regular sein,

Sei 2 nun eine beliebige zweielementige Algebra, die eine
3-vertauschbare, aber nicht 2-vertauschbare Yarietst Vv(2) er-
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zeugt. wir zeigen, daB T(2) € Pol({(0,0),(0,1),(1.,0)}) gilt,
indem wir beweisen, daB Pol({(0,0),(0,1),(1,0)}) maximal be-
ziiglieh der Eigenschaft, r aber nicht p zu enthalten, ist, Da-
zu ist zu zeigen, daB fir beliebige Boolesche Funktionen f mit
f g Pol({(0,0),(0,1),(1,0)}) stets

p € {{fju Pol({(0,0),(0,1),(1,0)})) gilt, wobei {) den Super-
positionsabschluB kennzeichnet,

Die Klasse {{f} u Pol({(0,0),(0,1),(1,0)})) ist Termfunktions-
klasse einer zweielementigen'Algebra gf. Da m mit

m(X,y,z) =.xy vyz vxz Termfunktion von Fg ist, koénnen wir Theo-
rem 2,1 anwenden, welches besagt, daB eine Funktion genau dann
Termfunktion von Fg ist, wenn sie alle Teilalgebren von (Fg)2

bewahrt., Der Teilalgebrenverband von (Fg)2 hat die folgende

Form:

{(0,0),(0,1),(1,0).,(1,1)}

{(0.,0),(0.1),(1,0)}
£0.0)0.1)}  {(0.07,(1,0)}  {(0,0),(1,1))

{(Ol,O)}
2 5

Fir eine zweielementige Algebra gx mit Pol( {(0,0),(0,1),(1,0)})

c T(E*) hat gﬁ genau einen der folgenden Teilverbande:

{(0,0),(0,1),(1.0).(1,1)} {(0,0),(0,1),(1,0),(1,1)}
{(0,0).70,1)}{(0.,0)(1,0)}{(0.,0),(1.,1)}, {(5.0).<1.1)} '
{(8570)] | p
;

In beiden Fallen gilt p € T(2%), s



Fiur jede zweielementige Algebra 2 mit

T(2) & Pol({(0.0).(0,1).(1, 0)}) hat 22 eine dreielementige
Teilalgebra mit der .Trégermenge {(0,0),(0,1),(1,0)}, die nicht--
triviale Kongruenzen besitzt, Daraus folgt, daB die von einer
solchen Algebra erzeugte Varietét nicht kongruenzregulér sein
kann, =

I

Aus Lemma 3,2, Lemma 3,3 und Lemma 3,4 ergibt sich

Theorem 3,5: Sei g eine zweielementige Algebra und V(2) die von
2 erzeugte varietadt, Dann ist V(2) genau dann kongruenzver-
tauschbar (2-vertauschbar), wenn sie kongruenzregulér ist,

Dieser Zusammenhang stellt fir Varietédten, die von zweielemen-
tigen Algebren erzeugt werden, durchaus eine Besonderheit dar,
valutse hat in /12/ ein Beispiel fir eine endliche Algebra mit
reguléren, aber nicht vertauschbaren Kongruenzen konstruiert,

Mit Hilfe des Theorems 3.5 erhalten wir, ausgehend wvon den
-postschen Resultaten, einen Uberblick uber alle zweielementi-
gen Algebren, die kongruenzregulére Varietdten erzeugen, In der
Postschen Bezeichnungsweise sind das die Algebren
Lo(n=1,....5), E,_,(n=1'.....4). Dy und Dy,

4, p-determinierte Kongruenzen

In diesem Abschnitt soll die Kongruenzregularitét von Varieté-
ten, die von einer zweielementigen Algebra erzeugt werden, noch
etwas eingehender untersucht werden, Dazu gehen wir von dem Be-
griff der p-determinierten Kongruenz aus, der von Siominski in
/11/ eingefihrt wurde (vgl, auch /10/). Ausgangspunkt der Un-
tersuchungen von Siominski ist die Feststellung, daB die Form
einer Kongruenz in Gruppen, Ringen und Booleschen Algebren
schon durch eine Kongruenzklasse eindeutig bestimmt ist, nam-
lich durch einen Normalteiler, ein Ideal bzw, ein Boolesches
Ideal, d. h., durch die Kongruenzklasse des Einselementes bzw,
des Nullelementes., FaBt man Gruppen, Ringe und Boolesche Alge-
bren als universale Algebren G = (G;,,'l), R = (Ri+,=,.),

= (B;n,u,') auf, so gilt fur Kongruenzen ©
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in Gruppeh: X = y(9)¢=:>x.y_1 [} N¢=9x.y'1 . %% . e(®),
wobei N ein Normalteiler und e das Einselement in
G ist,

in Ringen: x = y(8)&>x +(~-y) € Ie&>x+ (~-y) = x +(-x) = 0(9),
wobei I ein Ideal und O das Nullelement in R ist,

in Booleschen Algebren: x = y(8)«> xny'ux'ny € J
ESXny'ux'ny s Xax'ux'nx = 0'(9),
wobei J ein Boolesches Ideal und O® Boolesches
Nullelement in B ist,

In allen diesen Féllen gibt es also einen Term P(x,y) mit der
folgenden Eigenschaft: Es gibt ein Element ¢ in der Trégermen-
ge A der betreffenden Algebra, so daB fir alle a,b € A gilt:

a = b(@)e>p(a,b) = ¢(c,c)(8) (dabei ist ¢ die dem Term z(x.y)
aus' V(A) entsprechende Termfunktion der Algebra A).

Dieser Sachverhalt soll nun auf Kongruenzen, deren Form durch
einen terndren Term bestimmt ist, verallgemeinert werden, Sei
A = (A;F) eine universale Algebra und p(x,y,z) ein ternérer
Term aus V(A). Dann heiBt 8 € Con(A) eine beziiglich c p-deter-
‘minierte Kongruenz, wenn es ein Element c in A gibt, so da
fur alle a,b € A gilt: a = b(8)e p(a,b,c) = p(c,c,c)(9).

Fur p-determinierte Kongruenzen besteht der folgende Satz:

Theorem 4,1: Sei A = (A;F) eine Algebra, p(x,y,z) ein Term
_von V(A) und ¢ € A, Dann sind die folgenden Aussagen aquiva-
lent: )

(i) © ist eine beziglich c € A p-determinierte K9ngruenz,
(ii) a = b(8)e>Vd € A (p(a,b,c) = p(d,d,c)(8)),

(111) Je-Klasse N (a =b(8)¢=>p(a,b,c) € N.).

Beweis: (i) => (ii): Aus d = d(@) fir beliebige d € A folgt nach
(i) p(d,d,c) = p(c,c,c)(8). Daher gilt a = b(8)«>p(a,b,c)
=z p(d,d,c)(9) fur alle d € A,

(ii)=>(1ii): Ne sei diejenige 6-Klasse, die die Elemente
p(d,d,c), d € A, enthalt, Die Beziehung a = b(8) besteht nach
(ii) genau dann, wenn fur alle d 6 A p(a,b,c) = p(d,d,c) (8),
d. h,, wenn p(a,b,c) € No ist,

(iii)==>(i): Es ist klar, daB p(c,c,c) € No und somit

a = b(8)e==p(a,b,c) s p(c,c,c)(0) gilt, m 17
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Theorem 4.2: Der Term p(X,y,z) aus V(A) determiniert alle Kon-
gruenzen der Algebra A = (A;F) genau dann beziiglich c, wenn es
fiir jedes Paar a,b € A ein ¢ € A so gibt, da8 '

(1) p(a,a.c) = p(b.b,c),

(ii) a = b(O%p(a,b,c),p(a,a.C))) A5k,

»

Beweis: Der Term p(X.y,z) mdge alle Kongruenzen von A beziiglich
c 6 A determinieren, also auch die Nullkongruenz w € Con(A).
Aus a = a(w) fir beliebiges a € A folgt nach Theorem 4,1(ii)
p{a,a,c) p(b,b,c)(w) fir alle b € A, d, h,

p(a,a.,c) = p(b,b,c). Die Kongruenz @

[}

(P(a.b,¢),p(a,a,c)) *°F
ebenfalls beziglich c p-determiniert,so daB aus
p(a,b,c) s p(a'a'c)(e(p(a,b,c),p(a,a,c))) auch

a = b(e ) folgt.

(p{a,b,c),p(a,a.c))
Jetzt nehmen wir an, daB (i) und (ii) erfullt sind und daR

@ 8 Con(A) eine beliebige Kongruenz von A ist, Gilt a = b(8),
so folgt p(a,b,c) = p(a,e,c)(8) aus a = a(®), b = a(8) und

¢ = ¢(®), Ist umgekehrt p(a,b,c) = p(a,a,c)(8), so folgt wegen

®(p(a.b.c).pa.a.c)) = © euf Grund von (11) auch a = b(9). Nach

\(i) ist p(a,a.c) = p(c,c,c), d, h.,, es gilt
a = b(@)e=>p(a,b,c) = p(c.c,c)(8), und 6 ist eine beziglich
c € A p~determinierte Kongruenz, = '

Eine Teilmenge N, von A heiBt p-normal beziglich ¢ € A, wenn
sie fur eine beziglich c € A p-determinierte Kongruenz @ von A
mit der Kongruenzklssse der Elemente'p(x,x,c) (x € A) Uberein-
stimmt, In /11/ wurde naher ausgefilhrt, daR im Falle der durch
einen zweistelligen Term determinierten Kongruenzen die Eigen-
schaften der p-normalen Teilmengen denen der Normalteiler in
Gruppen dhneln, Das 1l&aBt sich auf den hier betrachteten Fall
teilweise verallgemeinern,

wWenden wir uns nun wieder den zweielementigen Algebren und den
von ihnen erzeugten Varietidten zu, Sei 2 eine zweielementige
Algebra und V(2) die von 2 erzeugte Varietdt, Aus Theorem 3.5
folgt, daB V(2) genau dann kongruenzregulidr 1st; wenn

p(x,y.z) = x+y+z Termfunktion von 2 ist, In einer kongruenzre-
guléren Varietat V(2) sind daher die folgenden Identititen er-
fulle:
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(1) x+y+y
(ii) x+y+z = y+Xx+z,

X, .

(iii) x+y+z = x+z+y,

(iv) Xx+y+(z+u+Vv) = (X+y+z)+u+v,

Sei A = (A;F) einekAlgebra aus einer kongruenzreéuléren Varie-
tat V(2) und c ,€ A, Wir sehen sofort, daB fir a,b € A stets

a+a+c = b+b+c gilt, Es ist auch a+b+c = a+a*c(9(a+b+c,a+a+c))’

Daraus folgt (a+b+c)+a+c = (a+a+c)+a+c(0 Aus (iv)

(a+b+c,a+a+c))'
folgt dann weiter a+b+(c+a+c) = a+a+(°fa+c)(Q(a+b+c,a+a+c))'

Die Beziehungen (ii), (iii) und (i) ergeben

b = a(g(a+b+c a+a+c))’ daemit sind die Bedingungen aus Theorem

4,2 erfallt, und p(x,y,z) = x+y+z determiniert alle Kongruenzen
einer beliebigen Algebra aus einer kongruenzreguléren Varietat

V(2) beziglich irgendeines Elementes c € A, Sind umgekehrt alle
Kongruenzen einer beliebigen Algebra A aus V(2) p-determiniert

bezliglich eines Elementes ¢ 8 A, so ist V(2) kongruenzregular,

Damit haben wir folgendes Theorem bewiesen:

Theorem 4.3: Sei 2 eine zweielementige Algebra und V(2) die von
2 erzeugte Varietéat, Dahn ist V(2) genau dann kongruenzregular,
wenn alle Kongruenzen einer beliebigen Algebra A € V(2) bezig-
lich eines beliebigen Elementes c € A p-determiniert sind mit
p(x,y,2z) = x+y+z,

Bemerkung: Ein wesentlicher Unterschied zwischen dem hier ein-
gefiuhrten Begriff der p-determinierten Kongruenz und dem von
Siominski eingefiihrten besteht darin, daB durch Sliominskis Ter-
me @(x,y) gleichungsdefinierte konstante Elemente entstehen,
wéhfgnd sich die p-Determiniertheit in unserem Sinne fir unter-
schiedliche Algebren der betrachteten Varietidt auf unterschied-

liche Elemente bezieht,
\

5, Anwendung der Ergebnisse auf andere Varietaten

Um die Ergebnisse auf Varietdten, die nicht von zweielementigen
Algebren erzeugt werden, zu Ubertragen, soll von der katego-
rientheoretischen Aquivalenz von Varietdten Gebrauch gemacht

werden, Seien I und KX Varietdten, Dann sind I und K als

19
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Kategorien &quivalent, wenn es Funktoren G:XK-— IL und
H:I.— K und fir jedes A € IK und B € IL Isomorphismen

oLy :A—HG(A) und B -B—»GH(B) so gibt, daB fir jedes g:A— A'
1n XK und far jedes h:B—B' in I die folgenden Diagramme kom-
mutativ sind:

A—1—
l ay. Bg . Bga.

HG(A) 1) g HG(A') , GH(B) —EﬁTFT+ GH(B') .

Es ergibt sich die Frage, welche Eigenschaften einer Varietat
sich auf eine équivalentg Varietédt Ubertragen, Darauf gibt fol-
gendes Theorem teilweise eine Antwort,

Theorem 5.1 (/2/): Seien 1. und K Varietéten, die als Katego-
rien aquivalent sind durch die Funktoren G:IX — 1. und
H:L ™ XK,

(1) wenn A € I eine endliche Algebra ist, so ist auch H(A)
eine endliche Algebra.

\
(2) wenn IL die durch eine Algebra A erzeugte Varietst ist, so
ist IK die durch H(A) erzeugte Varietéat,

(3) Wenn I. und K Varietdten sind und IL eine Mal'cev-Typ-3e-
dingung ohne Komposition von Termen erfillt, so erfullt IK
dieselbe Bedingung,

Sei V(2) die von einer zweielementigen Algebra erzeugte Varie-
tédt und X eine Varietdt, die als Kategorie aquivalent zu V(2)
.ist, In 3, wurde festgestellt, daB fiir vV(2) fOIQende Bedingun-
gen aqu1valent sind:

(i) v(2) ist kongruenzvertauschbar,

(ii) V(2) ist kongruenzregular,

(iii) es gibt einen Term p(x,y,z) in v(2), der die Identitéten
p(x.y.z) = p(x,y.,x) = p{y.,x,x) = y erfullt,

Naph Theorem 5,1 (3) sind dann fir K ebenfalls (i), (ii) und

(iii) erflGllt und untereinander &quivalent,
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Als Beispiel soll die zweielementige Algebra

23

T(D

= ({0,1} ;x+y+z,xy v yz vxz) untersucht werden, Dann ist

3) die Klasse aller selbstdualen Booleschen Funktionen,

V(Dz) ist kongruenzvertauschbar (und daher auch kongruenzregu-

13r), Weiter betrachten wir eine endliché Algebra Ag mit

T(As) = Pol 32“. wobei s, eine Permutation auf der Tragermenge

A von A ohne invariante Elemente mit Zyklen der gleichen L&n-
\

ge 2 ist und 52“ die zdgehérige binédre Relation
52“ = {(a,sz(a))la € A} bezeichnet, In /3/ wurde gezeigt, daB
V(As) ais Kategorie dquivalent zu V(D3) ist, Nach Theorem

S.1(3) ist (iii) erfillt und damit zu (i) und (ii) &quivalent.
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Ober pertielle Funktionenalgabren

Sei k » 2 und E, = {0.,1,....,k-1}. In Verallgemeinerung der
Funktionenalgebra (Pk,§ ,T,0,V, n) (siehe z, 8. /9/) sollen
hier die beiden Algebren

By := (F.C.T.4. V. @) (/2/. /3/. /8/. /10/)
und '

Ek,l. = (Pk'ngv rz-' A V, [’3) far L> k

untersucht werden, mit

~ n n n
By :-}.ji{f | €72 ep - £, U (A},

Pk,L :-\;:4{fn lf"{ E:——aeL},

wobei die Operationen [, T, &, V analog zu denen auf P, defi-
niert sind (/8/ bzw., /9/) und

= m f(g(xl,.,, :xm):xm+1:-.oyxn+m_1)l
(f @IQ )(xl"“'xnﬂll-l) im falls g(xl,...,xm) € Ek'
4 sonst
far f, g € ﬁk sowie
f ng, falls g € P
f Eg =
f sonst

far f, g 6 P festgelegt sei,

k.L
Die Algebren Ek und Pk . ke1 kOnnen als Modelle zweier mdéglicher

Funktionenalgebren Uber partiellen Funktionen verstanden wer-
den, wobei f(a,,....,8,) = & bzw. f(a8,.....,8,) = k far

"f(al,...,an) ist auf (91""'an) nizht definiert"” steht und in

denen Einsetzen von echten partiellen Funktionen in andere er-
laubt bzw, verboten ist, Die Festlegung f Ppg g = f fir
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g € Pk L\ Pi hat hier nur den Sinn, [ fir alle f,g € Pk L 2zu de-
finieren. Nach der Einfihrung weiterer Begriffe und Bezeichnun-
gen wird hier zundchst gezeigt, daB die Anzahl der maximalen
Klassen von ﬁk mit denen von Pk L gbereinstimmt und - bis auf
eine Ausnahme - die meximalen Klassen von Py, L, durch die glei-
chen Relationen wie die maximalen Klassen von Pk beschreibbar
sind, womit sich aus bekannten Resultaten iber Pk solche far
k L ergeben und umgekehrt, AnschlieBend nerden fiur die 6 (bzw,
5) endlich erzeugten maximalen Klassen von P2 (bzw, P. '3) die
in ihrden maximalen abgeschlossenen Mengen - die sogenannten
submaximalen Klassen von 52 (bzw. P2'3) - bestimmt,

1, Grundbegriffe und Bezeichnungen

Als bekannt seien néchfolgend /5/ und /9/ vorausgesetzt, Nur
die hier etwas abgednderten bzw., in diesen Arbeiten nicht defi-
nierten Begriffe und Bezeichnungen sollen im folgenden kurz an-
gegeben werden,

Es bezeichne P: die Menge aller n-stelligen Funktionen f" iber

E,,und es sei P :-\\,/ PP, Falls die Stellenzahl der Funktion
k k ne1 K :

f 8 P uP, | eus dem Zusammenheng ersicntlich ist, schreiben
wir nur f, Den Wertebereich von f kiirzen wir mit w(f) ab,

Die durch f(X,.eee.Xy) = X4 bzw, c:(xl"""‘n) = a (aGE u{A})
definierten Funktionen 92 bzw, c: aus 5ku Pk,L heiBen Projek=-

tionen bzw, Konstanten. Zur Beschreibung der Booleschen Funk-
tionen (der Funktionen aus P,) verwenden wir die Gblichen Sym-

bole v, A (oder ), +, —, Nachfolgend steht P fir ein Element
aus {ﬁk, Py L]+ Die Menge aller Funktionen, die aus Funktionen

einer Menge A (& P) mit Hilfe der auf P definierten Operationen
in endlich vielen Schritten erhalten werden kénnen, wird Ab-
schlu8 von A genannt und mit [A] bezeichnet. Ist A =[A], so
heiBt A (€ P) abgeschlossene (Teil-)Menge von P bzw, Teilklesse
von P, Eine echte Teilklasse A' von A nennt man maximale Klasse
von A, wenn fir alle f € A\ A' stets [A' U {f}]] = A gilt. Eine
Menge B (€ A) heiBt vollstdndig in A, wenn [B]= A gilt,
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Das kleinste r mit [A"] = A wird Ordnung von A genannt und mit

ord A bezeichnet (A" := P"nA),
Zur Beschreibung von asbgeschlossenen Teilmengen von Py verwen-

det man oft h-stellige (h-&re) Relationen, h & 1, uber E., d. h,

Teilmengen von E:, deren Elemente (28,,...,8,) wir hier zumeist
als Spalten '

8
2h
aufschreiben werden und die Relation selbst in Form einer Ma-

trix, deren Spalten die Elemente der Relation sind, Entspre-
chendes sei hier fir h-stellige Relationen iber E, bzw, Eku{A}

vereinbart. Wir sagen, eine h-dre Relation g Uber E
(bzw. E, U{A}) wird von einer Funktion f" € P, (bzw, P ) be-
wehrt, wenn far alle ry,rp,....ry 6 @NEL (bzW. ry,....ry 6 @)
nit ri - (rli'...'rhi)' i=1,2,,,,,n stets

f(rll""'rln)

f(rpgreeeiry,)
f(rinononrn) = . (-] g

f(rhl.....rhn)

gilt, wobei fir a € (E, U {A})"\E] noch f(a) = A festgelegt sei

Die Menge aller Funktionen aus P, die die Relation @ bewahren,
sei mit PolP @ bzw, nur mit Pol [ bezeichnet,

Fir eine Relation p*' € E: schreiben wir anstelle von
Pol_ (o' u (E"\ED)) (bzw. Poly (o h\ gh
Pr.L e Lk . pk(g U ((Ey U {A}) E))) nur

POLPk 1 e’ (bzw. POL-F',k Q') oder noch kGrzer POL Q',
PolPk @' steht fur Pkero} @'. Die Mengen Pol, @ und POL g@°

sind offenbar abgeschlossen,
25
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Mit R: bezeichnen wir die Menge aller h-dren Relationen Uber

Ek'und es sei Rk :-\;,/ R:. Spezielle hier verwendete Bezeich-
a1

nungen fur Relationen sind auBerdem
LL‘ = {(ai.....ah) e EL‘ |31,3:5 0 J Aoy = aj§,
Ay = {(a,8,b,b), (a,b,a,b), (a,b,b,a)|a.b 6 £}

und
Gn(A) = {(f(ol'.lo)r f(O,., 11)'001 f(k'l... ,k—l))lf e An}

("n-te Graphik der Menge A & P ", siehe /7/, S. 49)., Analog zu
_GL(A) fir A &€ P, sei G, (A) far A & P definiert,
Anstelle von (X;.,....X;), (0,0,...,0), (1,1,...,1) schreiben

wir auch x, 0, 1.
Mit @ bezeichnen wir die bijektive Abbildung von P
Py mit :

k,k+1 auf

f(x), falls f(x) & Ey»
(@(F))(x) = '

A sonst
(f 8 P ka1)e AuBerdem sei @(A) := {9(f) | £ & A} fur
As Pk.k+1' Die maximslen Klassen von P, (/4/) bezeichnen wir
folgendermaBen:

% . = . ,001 . 01
Tg := Polpz(a) (a 8 E5), M : P°1p2(o 1 1) S := P°1P2(1 o) und

000110112
g - 00110101
L.-Polpzaz( Poll o9 601101 ))"

1100011

2, Vollsténdigkeitskriterien fir Pk‘L (L>k) und Ew

e;nige maximale Klassen von Py L bzw, Bk

Nachfolgend sei stets L>k, P & {P, L'Ek} und
. {{f 8 P L lIw(f)| 4 L-2} far P = Pr.L -
I , ~
PktJ[{c‘}] four P = Pk .
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offenbar ist § in P und Py in P, abgeschlossen,
Pk,L k,L Pk k

Lemma 1: (a) Fir jedes g 6 P \PP gilt [Pkk}{g}] = P,
(b) ZZP ist die einzige maximale Klasse von P, die P,
enthélt,
Beweis: Es genigt, (&) zu beweisen,

Sei zunédchst g" & P L\ FZP . Dann existieren Tupel
‘ k,L

8; =(a59:855.00..8,,) mit g(a;) =i (1 € EL). sei f" eipe bq~

‘liebige Funktion aus P, L Folgende Funktionen gehdren zu P :
fJ(xl,...,xn) tm aij far f(xl,...,xn) = i

(L6E. 3= 1,2,...,m), Folglich gilt

F(x) = g(fy(x), Fa(X)ieen fr(x)), d. h, f & [P u{igil.

Falls h € ﬁk\[{c‘}] ist, gehdrt die Funktion h*' := ?’1(02 ® h)

i .
zu Pk'k+1\’ppk,k+1. Demit ergibt sich [P U{h}] = P, aus dem

obigen Beweis fir [PkLJ{g}] = Py kel [

Analog zu entsprechenden Aussagen iiber Py (siehe /11/} beweist
man

Lemma 2: Sei A eine maximale Klasse von P mit Ar\Pk I Pk' Dann
gilt: (a) A enthélt alle Projektionen,
2

(b) A -\ni{f" 8 PlVgyieee.i9, 8 AN P:
f(9g:0019,) 6 (A2nR)u PP\ Ry,
(c)* A e froL glp @ RR AL & h € K2},
Satz 1: Sei g € Rh, 1 & h & k% und Poly @ # Py .

POLPk 2 ist gensu dann in P, | maximal, wenn P°L$k9 in B
L

maximal ist,

1 Fir P = ﬁk ist (c) eine Folgerung aus /3/, Theorem 4.

27
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Bowots: Sei {P.P'] = {ﬁk'Pk L}' POL @ maximal in P und
P°1Pke i‘ A # P (d. h. speziell Aaczpi)_ g

Da Polgo maximal in P ist, gibt es fiir jéde abgeschlossene

|
£ eine Funktion h € POLPg.

Menge A' mit ACA’c P, und AZ;l A*
die bei Einsetzen gewisser Funktionen aus A'2 eine Funktion aus
Pﬁ\ A' liéfert. Wire dies nicht der Fall, so hédtten wir
POLPg<:POLPGZ(A')c P, was der Maximalitédt von POLp @ wider-
spricht.”oie gleiche Eigenschaft besitzt dann auqh POLP.g.
Folglich laBt sich aus g € P\ POL,.@ durch Einsetzen gewisser
Funktionen aus A2 & POL e eine Funktion g' € Pﬁ\A konstruieren.
Ist [{g'} u A] =: A’ ¥ P, so liefert das Einsetzen von gewissen
Funktionen aus A'2 in eine bost}llte Funktion aus POLP.Q eine
Funktion g'' € Pﬁ\A', usw, Folglich gilt P € [POLP. 0 u{g;],
Zu POLp. @ gehdren Funktionen, die auf Tupeln der Art
(C,C,ee4,C) den Wert c annehmen (c € E.) und auf den restlichen

Tupeln nur Werte, die nicht zu Ek gehdren, Damit folgt aus Lem-
ma 1, daB POL..@ vig} in P' vollsténdig ist, d. h,, POL,,@ ist

maximal in P', wenn POLPg maximal in P ist, O
Satz 2: Die maximalen Klassen von P 6 {PZ'PZ,L} sind

0 01 001

POL,(0), POL(1), POLL(7)s POLG(y 5). POLL(g 3 7). POL,R
~ 1 .

POLLG,([P]) und Re.

2’

Eine Teilmenge A von P € {PZ'PZ,L} ist genau dann in P vo}l-

sténdig, wenn sie keine Teilmenge der oben angegebenen 8 maxi-
malen Klassen von P ist,

Der Beweis ergibt sich sus /2/ oder /3/, wo die maximalen Klas-
sen von 52 bestimmt wurden, sowie aus Satz 1.

Als nichstes werden wir die in Lemma 2 angegebene Beschreibung
der maximalen Klassen von P fiur beliebiges k etwas prazisieren.
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wir verwenden folgende Bezeichnungen: @ := Gz([Pz]),
i e
92 = Ak' 91 = Lk fir 1 € {3,4,...,k}. 9k+1 .- Ek'

Satz 3 (s, /1/):.Sémt11che Klassen von Pk, die Pt enthalten,

a;nd Pol ‘N fir i = 1,2,,..,k+1, AuBerdem ist Pol [} maximale

Klasse von Pol g, ., (i=1,2,....k).

Satz 4: Die Klassen POL, o, (i=1,...,k) sind maximal in P,

Beweis: Fir P = 5k wurde der Satz in /10/ bewiesen, In /6/ fin-
det man fir P = P folgenden Beweis: Sei
fe Pk'L\ POL g,(1€i%k). Da P°1Pk91 maximal in P°1Pk9“1 ist,

gilt Polpkgi+1 € [PoL g, u {f}]. zu POL 94 gehdren |g |-stellige

Funktionen fJ (J=i+1,....k), die auf allen Tupeln, die nicht zu”
den Zeilen der Relationenmatrix von 9y gehdren, den Wert k an-
nehmen und fir die auBerdem fj(9j) ] E:\ 9y (a=j fur j23, a=4

far j=2) gilt, Folglich 1l&Bt sich durch Iterieren
Pr € [poL g, u{f}] herleiten. Da offensichtlich zu POL 0, ge-

wisse Funktionen gehdren, die L verschiedene Werte annehmen,
haben wir nach Lemma 1 [POL g, U {f}] = P 1o O

Die Gbrigen maximalen Klasssn von ", die von den in Lemme 1 und
Satz 3 genannten verschieden sind, gehdren offensichtlich zur
Menge

k
iz := {PoLoele GH R:APolpk o # Pl

Detaillierte Beschreibungen dieser Relationen (und damit eine
Ldsung des Vollsténdigkeitsproblems fir die partielle Logik)
wurden von I, G. Kasenberg und L, Haddad in /4/ bzw, (in etwas
anderer Form) von Lo Czukai in /7/ angegeben. Hier sollen ab-
schlieBend nur noch sémtliche maximalen Klagsen von 33 bzw,
P3,L aufgelistet werden. die recht gut illustrieren, daf die
fir k=2 noch bestehende Ahnlichkeit der maximalen Klassen von
P 6 {ﬁk'Pk L} mit denen von P, fir beliebiges k nicht mehr be-
L]

steht. Nach /10/ (Beweis fir B;) bzw, /6/ (Beweis fir P
gilt der nachfolgende Satz,

3,0
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tq
-
ﬂ
-
"
'_f‘\

01 01212
t () 13 (2 2) 2 (1201
0102 01221
2 (1) 16 (1020 30 (01202
0112 012002
3 (@ 17 (102 1) 32 (p12121)
0212 012022
+ B 18 (2021 2 (012110
0120 012010
= 09 19 (g121) 3 (012221)
0120 0120102
6 (12) 20 (0122) 34 (012-1020)
0 0121 0120112
7 () 21 (912 2) 3% (0121021)
0 01201 012021 2
8 (3) 22 (91210 36 (01§2021)
' 01202
2 (3) 2 (g1220) 37 {(0.1,2);
01212 ‘
10 (33 24 (g1221) 38 {(0.1,2),(0,2,1)}
01200
ERN ) 25 (01532 39 {(0.1.2),(2,1,0)
. 01202, -
12 (3% 26 (p121 1) 40 {(0,1,2),(1,0,2)}
01201
13 (3 27 (p1222) 4t {(0.1,2),(1,2,0),
02 01202
(1 1) 28 (51210 (2,0,1)}
T, 1 7,
001122 B
42{120201 49 {(011.2),(a.a.b)!a,bes}
212010 3
(0120) {
43 {01 2 1 50 {(0,1,2),(a.b,s a,b €
o122/ . ( )| Es}
/o1zoo> .{
sa4a{01212 51 {(0,1,2),(b,a,a)|a.b &
\o1221 & )+ ( ) By}
<o1202> ,
4a5(01211 52 {(0,1,2),(1,0,2),(a,
01220 2).( ).(a.a,b)[a,b & Ej}
<01201>
4601210 53 {(0,1,2),(2,1,0),(a.b
01222/ i« ). ( )i(a +8)la,b & B}
(012012) 1
012420 54 3(0,1,2 ,(0,2,1),(b
012201 - )o( ).(b.a.a)|a,b & Eg
012801122 : :
<o121aozo1>
012212010

Tabelle 1



Satz 5: P 6 {F;,P; ,] besitzt genau 58 maximale Klassenl,

1 3
Es sind dies die Mengen ¥, POLLG,([P3]), POL, A5, POL, L3 und
POLP Ti far 1 = 1,2,..,,54, wobei die Relationen Tl in Tabel-

le 1 angegeben sind, Eine Menge A & P ist genau dann in P voll-
standig, wenn sie keine Teilmenge der angegebenen 58 Klassen
ist,

3., Submaximale Klassen von 52 und P2 z

Nachfolgend sollen fir die im Satz 2 angegebenen maximalen
Klassen von 52 bzw, P, 3 deren endliche bzw, nicht endliche Er-

zeugbarkeit gezeigt und (im Falle der endlichen Erzeugbarkeit)
die in ihnen maximalen Klassen bestimmt werden, Die dabei er-

haltenen Resultate fir P, 3 lassen sich ohne groBe Mihe auf
Ro (L >3) Ubertragen, so daB auf deren Angabe hier aus Platz-

grinden verzichtet werden soll,

1 -
Satz 6: Die Mengen POL, A, und POL,G,([P;]) besitzen far
P e {52,P2’3} keine endlichen Erzeugendensysteme,

Beweis: Es geniigt, den Satz fir P = 52 zu beweisen,
~ : . 1
Sowohl zu L := POLP2 AZ als auch zu POL;ZGZ([PZ]) gehdéren Funk-
tionen h_ mit
n
A , falls X1=.., *anO,

RSO, =-{

und n = 1,2,.... Wir zeigen zunéchst, daB h  fur jedes n > 1

keine Superposition iber =l

0 sonst

ist, Die Funktion hn kann of fen-
bar nicht durch Superpositionen der Form fo(fl""'ft) darge-

stellt werden, wobei eine der Funktionen f1 (i21) zu tn-l \ L

1 In s10/ fehlen in der Aufzdhlung der maximalen Klassen die
Mengen. POL Ty fur 1 = 31, 32, 33, die sich jedoch aus angege-
benen Sétzen ergeben.
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gehdrt, da jede Funktion der Form f (f;,....,f.) mit einem

fi e 52’1\ Pa, i»1, auf mindestens zwei wverschiedenen Tupeln

den Wert A annimmt, Falls elso hn € [T."'l] ist, existieren ge-
wisse n-stellige Funktionen fl....',fn_l aus L und eine (n-1)-

stellige Funktion f  aus L mit
ho(X) = Fo(fa(X)raee fr_g(x)), (1)

n
wobei f,(x) = b:l.o + IE- binJ, i=1,2,,,.,n-1, De die Koeffi-

zientenmatrix des linearen Gleichungssystems

bygXy * DyoXp + cee # DypX, = O,

+ ooe *+ b, x =0,

b,,x, + b 2n*n

21%1 * Bpp%2

e o e e o * o o & o o o o o o e

b + ... %b =0

n-1,1%1" n-1,n%n

hdchstens den Rang n-1 hat, besitzt dieses Gleichungssystem
mindestens zwei verschiedene Ldsungen O, &, womit
fo(fa(@)ieensf_y(8)) = Fo(bygibogeeacnby o ) = A ist, im Wi-

derspruch zu (1) und hn(_a_a_) = 0,

/

Wegen P, n POL G, ( [P;].) = [P;] und P; € L 1léBt sich analog zu
oben auch h_  § [(POL G, ( [P;]))n-:"] beweisen, O

Satz 7: Die Menge M' := POLP (8 g i) ist nicht endlich er-
- 2,3

zeugbar,

Beweis: Es geniigt zu zeigen, deB [M'™ & [M'™1] gi1¢ fur alle
‘'mal, Dazu betrachten wir die Relation

on i® {(al.....ah) € E§|(31: 8; = a,,4) A (Vp.q:
{8p*2qy € E;Ap<qg=> ap % aq)}

fGr h23, In Matrizenschreibweise 1&Bt sich ghnEg durch folgen-
de (h,h+1)-Matrix beschreiben:
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100, .00
110, ..00
111, .,.00
; . L] L L3 . . L ;

Alle Funktionen aus M', die hdchstens n-stellig sind, bewahren
die Relation o -, da eine beliebige Auswahl von Tupeln

. n+2
Fyrees .l BUS 9n+2"52

(0see0.,0,1,1,...,1) nicht enthilt und demit die Matrix
(Fireeesty) (Tupel hier wieder als Spalten aufgeschrieben) min-

mindestens ein Tupel der Form "

destens zwei gleiche benachbarte Zeilen besitzt, Die (n+1)-
stelligen Funktionen aus M’ haben diese Eigenschaft i, allg.

nicht. So bewashrt z, B, die Funktion g"’i aus M' mit

(= Yo}

sowie g(x) = 2, falls

BRe BRO
KRR BOO
..lAl..
e & 0 & o o
c BNRNO

O

® e e 0o o 0

_x_ ’ {(on-oo 10)1(10000'0 ao)oooat(ial.... ,1)}, die Relation 9"’2
nicht. Folglich gilt [M'"] § [M'™1] f4r beliebiges nai. D

. 001,
3.1, Die maximalen Klassen von POLPZ(° 11)

& 001
Sei M := POL;;Z(O 1 1) und M, := Pm.;zy + wobei

01010100111001014440010101444012444402444
100101010110001100144400110114A4400144444
110111AA444011130310114A4444444040144444404

¥a

(ooomooooounnn 444444440010014844 A4 ou>
bzw, .

00010001

Y= Go(M)\ ist,

B
o»rO
» PO

A
(o)
1

QO»
[FYFES
[y Y
L PR

Lemma 3: (8) Fir jedes g & M\M_ gilt [Mu{g]] = ™,
" {b) M, ist die einzige maximale Klasse von M, die M
enthilt,
(c) ord M = 2,
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Beweis: Sei g € F'I\Mo. Dann erhélt man als Superposition lber

M U{g] eine zweistellige Funktion g', die nur auf (1,0) den
Wert A annimmt, Folglich ist q := co@) g' € [Mujgi] mit

A fGr (x,y) = (1,0),
q(x,y) = {
O sonst,

"~ Sel
A, falls x = a,

9. (Xqr00esX_) :=
a1 n { O sonst,

Dann gilt g, (X) = q(P4(X).Pp(x)). wo

1, falls x2a, 1, falls x>a,

py(X) := { und py(x) := {

sus M sind. Eine beliebige Funktion g" aus M mit w(g) € {0,A}

0O sonst O sonst

ist dann eine Superposition Gber Jlga|_a_ e Eg}u{x vy} € (M u{gi]

wegen g(x) = \/ g,(x). Jede Funktion f" € M erh&lt man
a.g(a)=4 =
dann mit Hilfe der monotonen Funktionen x vy,
1, fells ein a € E; mit f(a) = 1 und x3a exi-
f1(.’5.) t= stiert,
O sonst
und der Funktion
A, falls f(x) = A,
ge(Xx) :=

durch f,(x) v g¢(x) = f(x) als Superposition Gber M U{gj. Folg-

O sonst

lich ist [(Muig}] = M und (unter Bericksichtigung von ord M= 2)
ord M = 2. #
(b) folgt unmittelbar aus (a). O

. o 0 ~ ~
Lemma 4: Sei M, := MnPOL(l), M, := MNPOL(O), My := MnPOL(1),

~

M, := MnPOL Mg := Mn POL und

4

0000
RPRR
rPPROO
RrOPRO
0000
RRpRPR
RRPOO W
rOrO
RrOOO

34



. Fir jede Teilmenge N7 von fd’. die

Q000
e
rPROO
PORO
R =]

MS:-MnML
in keiner Menge M,, 1 € {1,2,...,6], enthalten ist, gilt

M e [m].

Bewsis: Wegen 0t # M, gehdrt zu [Wt]eine gewisse Konstante
c, (a 8 Ey). Hieraus und aus Wt £ M, sowie W & My folgt
co.\cl 6 (ML), Aus einer Funktion, die nicht zu M, gehdrt, er-

hélt man mittels Identifizieren gewisser Variablen und Einset-
zen von c,,c,; eine zweistellige monotone Furktion

g 8 {xvy,xsy}, Dann gilt fiar Funktionen p, q € T mit
P B Mg, q § Mg offenbar {xvy,x.y} & [{c5.c,.9.P.q}]. Folglich

ist [{xvy.x-y,co.cl}] =M€ [m]. O
Satz 8: M besitzt genau 7 maximale Klassen: My rMyseea Mg

Beweis: Die Aussage des Satzes ergibt sich aus Lemma 3 und 4
sowie der paarweisen Unvergleichbarkeit der Mengen M,,... Mg,

die man der Tabelle 2 entnehmen kann, wobei
A fir (x,y)=(1,0),
m,(x,y) =

my(x,y) = Xy, mg(Xx,y) := Xvy, "‘6(2) im (i), m7(2) im (3),

] i= C., M := C
X sonst, 2 0 3 1’

xvy fir zsxey, xey fir zsx vy,

mg(x,y,z) :={ und mg(x,y,z) ::{

o sonst A sonst

gesetzt ist,
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P b AL Ly AL

z

“1

1+

| B

+ ¢ + 4

+* ¢ ¢+ ¢
+

+ + +

+

ol
*F + + + e
[]
+ + + +
1
[}
+
+

- ¢ -

(+ steht fir das Enthaltensein, - fir das Nichtenthaltensein
der Funktionen in den Mengen.,) Tabelle 2

3.2, Die maximalen Klassen von POLP(g 31

3.2,1, P = P2.3

Die Menge POL, (g 3) bezeichnen wir nachfolgend kurz ait S°,
- 72,3

12, . .n 01
Far () 8(‘1’3”) und £" 8 PoL(] 3) sei

T,a(f") := {(83..0..8,) 8 E'z'l(f(al.....a,,).f(sl.....En))-(u,s)},
Mit Hilfe der Mengen T, o l&Bt sich folgende abgeschlossene Teil-

menge S, von S' definieren:
‘ o 0012, |
Se :-}i{{f es |3 e Q222 : Ta(F) =gl

Lemma 5: (a) FOr jedes g € S'\ S, gilt [Su{g}] = s°,
, (b) S, ist die einzige maximale Klasse von S', die S
enthélt,
(c) ord S* = 3,
Beweis: (8): Im Falle g' e s'\ So existieren gewisse Tupel

8, = (8,4100008,,) € €3 (4 = 1,2,3,4) mit
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011 ove My
819 coe 844
821 *c- 82a
851 e.. 85
:31 coe
839 eee By
841 - Paam
849 oo Byp
Bezeichne f" eine beliebige Funktion aus S°', Die Funktionen f:
mit der Eigenschaft

N NN NOP»O

(221), falls x 6 T, (f)
5, X 8 Toy(f).

224y, falls x 6 T (f)
Xy eoe :P asy - 02

f, (=
i Xg eee X,

831
(331). falls x € Ty2(f),

T -
(377). falls {5,5} € Tyo(F),
a1 5

1i=1,2,.,..,m, gehdren dann zu S und sind stets so definierbar,
deB g(f; (x).,e...f (X)) = f(x) gilt, Folglich ist [{gius] = s*,
(b) folgt unmittelbar aus (a).
(c) ergibt sich aus (a) unter Beachtung von ord S = 3, D
Lemma 6: Sei S; := S'n POL (g), S, = S' N POL G4(S n[p;]) und
Sy i= §'n POL Gz(SnL). Fir jede Teilmenge T von S', die keine
Teilmenge von S,., S, und S; ist, gilt s & [W],

Beweis: Wegen W7 & S, gehdrt X zu [®], und wegen W & S, findet
man in [W7] eine Funktion g mit
g'(x.y.z) = g(x,y.2,%.¥.%Z) € 83\ {x,y,z,%.¥,Z].

1, Fall: g' gsnlL,
In diesem Fall ist {g',X] (& S n [Mt]) weder Teilmenge von Sn L
noch von Sn Ty, Da bekanntlich SnL und SNnT, die einzigen ma-

ximalen Klassen von S sind, gilt die Behauptung im Fall 1,
37



2, Fall: g' € SnL, -
Offenbar ist in diesem Fell snt3 ¢ [w¢]. wegen M & S5 exi-

stiert in [Wt] eine Funktion h € S5\ L, womit S & [W¢] nach
Fall 1 folgt, D

Satz 9: S' besitzt genau 4 maximale Klassen: S , S, S,, S3.

Beweis: Dle Behauptung ergibt sich sus Lemma 5 und 6 sowie der
paarweisen Unvergleichbarkeit (bez, Inklusion) der Mengen

Sgrees+Sz, die man der Tabelle 3 entnehmen kgnn, wobei

s,(X,y,z) := Xy vxzZvy z,
y. falls (x,y,z) € {(0.,0,0),(0,0,1),(0,1,0),

sy(x.y,2z) := { (1,1,1)},

2 sonst,

33(x) = X, 34(x,y,z) :m Xy V XZ VvyZz, ss(x.y.z) tm Xty +z und
xyv xz vyz, falls u = x+y+2z,
ss(x,y,z,u) = {
2 sonst
gesetzt ist,

81828384%5%¢

-+
+ - -+

S3 = + -+ - Tabelle 3

1
+ + +

3.2.2, P = 62

o~

Die Menge POLy (2 é) sei nach}olgend mit S bezeichnet,
2

Zur Bestimmung der maximalen Klassen von $ prift man zundéhst
leicht nach, daB nur @(S,) von den Mengen P(S4). 1 = 0,1,2,3,

nicht bez, (® abgeschlossen ist, Abgeschlossen in 52 ist aber
die Teilmenge
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4 2 -
sy = Pol {(a;,85.85.8,) € {0,1,4%|((a5.8,) € E3 =8, = §;) A

((az.a5) € Eg—) ag=85) A((8g:0..,84) € EgVHi;‘J :aian-A)}

01104444001201244444010144440141414
10010011444410440101AA4 44401441444

'001144AAA444A401001100114444 440114
= Pol
10001010101“10AAAAAAA101AILAAAA/

von §.

Lemma 7: (a) Fir jedes g € S\ S: gilt [su{g}] = 8.
(b) s: ist die einzige maximale Klasse von §, die s
enthalt,
(c) ord § = 3,

Beweis: Es geniigt, (a) zu beweisen.

Im Falle g € 8 \S: existiert als Superposition iiber g und X in

[svuig}] ein? zweistellige Funktipn g' mit g'(a,B) = A und

g'(x,y) € E, fur (x,y) € Eg \ {(c.B)}, Folglich gehéren zu

[su{g}] auch die Funktionen

hg p(%:¥) = o5 (x,9((x)*, (¥))®)) = {::::'” " e

((a.b) € E3) und

h(x,y) := ei(ho 1iX.Y)-h1 ofx:y)) = {‘ fr falel @t (2.0
d ' x sonst,

wobei
X, falls a = O,
x2 =

x sonst
sei, Man priift nun leicht nach, daB die Funktion
ei(hl'o(eg(xfy.z).iy\/;z vyz).ho'l(eg(x,y,z),iyz\rx(y vz)),
h(eg(X.y.z),Y(vE) v x(y vZ))) (= p(e,)(x.y.2), s, wurde im Be-
weis von Satz 9 definiert) zu §\\9Kso) gehdrt, und nech Lemma 5

(a) gilt somit [Su{g}] = 3. o
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Ales Folgerung sus Lemma 7 und Abschnitt 3.2.1 erhalten wir den

Satz 10: S besitzt genau 4 maximale Klessen:

%, P(8,). P(S,). P(Ss).

3.3, Die maximalen Klassen von POLp(a)
Es sei o, B, d, A, a =0,
3.3.1, P = P2,3

Die Teilmengen

N, := {f & POL(0) | £(0,...,0) = O V|W(f)]| & 2} und
Ny := {f 8 POL(0) | f(0,...,0) = 2 VIW(f)| & 2}

von N := POL(O) sind offenbar abgeschlossen,
Lemma 8: (a) Fir jede Funktion p € POL(O) \ N, und
q € POL(0) \ N, gilt [Ty u {p.qj] = POL(0).

(b) No und Ny sind die einzigen maximalén Klassen
von N, die T, enthalten,

(c) ord N = 2,

Beweis: Es geniigt, (a) zu beweisen,
Sei fh € N, Denn sind folgende 2 Félle mdglich:
i, Fall: f(0,....0) = O,
FGr eine Funktion qln e N\ No gilt q(0) = O, und es existieren
Tupel 8 := (8.,c0..8.), B = (by,...,bp) € E;\{g} mit q(a) = 1
und q(b) = 2, Die Funktionen g: mit
o far f(x) = O,
gp(x) =< ay far f(x) =1, (1 =1,2,...,m)
b, far f(x) =2
gehdren zu TO' womit f(x) = q(gl(l)...;,g-(i)) eine Superposi-

tion Ober Tyu {q} ist.
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2, Fall: £(0,...,0) = 2.

For eine Funktion p" € N\ N; gilt p(0) = 2 und p(c) = O sowie
P(d) = 1 far gewisse Tupel ¢ = (Cy,....C.),

d = (dg.....d.) & E;\{0}.
Die Funktionen

cy for f(x) = O,
hi(x) := J d, for £(x) =1, (1 =1,2,...,r)
0 far f(x) = 2

gehdren zu Tg. Folglich ist f(x) = P(hy(x),....h (X)) eine Su-
perposifion tber Tou{p}. ]

00O
. . ) . 001
_Lelmna 9: Sei Ny := NnPOL(l), Ng := NN POL 010>.
11
0 0 0 O© 0000
. 0011 . 0010,
N4 :a NnPOL 0101) » N5 := NAPOL 0100 ,
0110 0111
. 0000 00oo0o000O
. 0011 ’ . 001100
N6 := Nn POL 0101 . N7 .anPOL 010010 e
0111 011001
00O0O0O
Ng := Nn POL ggégi‘ und W € N keine Teilmenge
A01111
von N, fur jedes 1€ {2,...,8]. Dann gilt T, < [¥Wt].

Beweis: Wegen Il & Ny existieren in f{ Funktionen f, mit

f, 8N, far i e {2,....8}. Offenbar ist f,(x,...,x) =cy(x) e (1]
und [{co.f3}]n (T(Z) \ {ei.eg.co}) #@,d. h,, zu [T¥] gehért min-
destens eine der Funktionen g, (i = 1,2,3,4) mit g,(x,y) = Xy,
ga(%.¥) = Xy, 93(x.y) = x4y, g(x.y) = x vy. Nech xy,xy e [{%y}]
(xy = Xeyey) ist [{gl.f7}] n {95:9,] # P. AuBerdem gilt
[feor92-f53]n{91-95:94) # #. [icp.95.F4}]n{9;.95.9,} # ¢ und
[{°0'94'f6}]“{91'92'93} # §. Folglich ist mindestens eine der
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Menger {g,.93}, {85:94}, {92:93}+ {9n.94] oder {g5.g,} in [W]
enthalten, Bis auf 392,945 ist jede dieser Mengen keine Teil-
menge irgendeiner maximalen Klasse

A€ {TonTy, TonM, Toat, Pol(g 9 51} von Ty, d. h. in T,

vollsténdig. Unter Beachtung von Upo.gz.g4.f8}] n{gl.g3} %@

gehdrt T, somit zum AbschluB von W, O

Satz 11: POL(0) besitzt genau 9 maximale Klassen: No'Nl""'NB‘
Beweis:Die Behauptung folgt aus Lemma 8 und 9 sowie der Tabel-
le 4, der man die paarweise Unvergleichbarkeit (bez., Inklusion)
der Mengen No'"i""'Na entnehmen kann, wobei die Funktionen
Njieeesng in Tabelle 5 angegeben sind, ferner n, = ¢y,
na(x,y,z) = x+y+z, far die Funktionen NgreessNyy
000 0 . /000 o 00
010 1 011 0 01
"o 1oo>= 1) Mol 101 /)"0 ) M1l 10
111 (o] 110 1 11

8]
1
1
1

OrrO

00000\ /0

01100 ) _ (1

nio 10010 / = (\1 gilt und diese Funktionen auf den
11001 (o}

restlichen Tupeln stets den Wert 2 annshmen, O

N1NaNzNyNsNgNyNgMNgM10m11 12

N°-+++++++

Ny + =+ + + +

Ny + 4 =+ =+ =+

Ny + + = = = = + + + +

3 X y| n,n,n_.n,n_n

N4+ + 4+ - = =+ - . | 12346

Ng + + = ¢ = =+ - + o+ 0o0({200000

%-ﬁ#——<—++ + - 01021011

W + + - + - 4 - - 101111001

N84+—+-++-~ - 11 110101
Tabelle 4 Tabelle 5
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3.3.2, P =P
Die Mengen )
Ny = {f1f(0,....0) = o}u [(cal] . N3 == {flf e To V f(On...0) = A}

sind Teilklassen ven POLg (O).
2

2

Lemma 10: (a) Fir jedes f € POL (0)\ Ny und g '8 POL (0) \ Nj
gilt [Tyu {f.g}] = POL (0).

(b) Ng und N3 sind die einzigen maximalen Klassen von

POL (0), die T, enthalten,

0
(c) ord POL (0) = 2,

Beweis: Falls f € POL (0) \ Nj und g € POL (0)\Ni ist, gilt
: eg ® f € P(N,) und eg ® gg @(Ny). Folglich ergeben sich

die Behauptungen aus dem Beweis von Lemma 8, O
Als Folgerumg aus Lemma 10 und Abschnitt 3,3,1 erh&lt man den

Satz 12: POLy (0) besitzt genau 9 maximale Klassen:
- 2 . .

Ngs Nis P(Np)seoes @P(Ng)e

3.4, Die maximalen Klassen von POLP(g)
3.4,1, P = P2.3 ;
Set A := POL, 3(‘1’). oa = {(0,1),(0,2),(1,2),(2,0).(2.1),(2,2)}
und A = U{fn € A“w(f)| £ 2 v(f(ovoco'o)yf(ltooocl))
ab na1 P
6 9, \ {(a.b)}}
fur (a.b) € Op°
Lamma 11:\ (a) Sei f € A\Aab far '(a,b) € g, Dann gilt
[TonT1 v {fab}(a,b) 8 QA}]‘ = A,

(b) Die einzigen maximalen Klassen von A, die Ton T
enthalten, sind A, fir (a,b) € (%

1

(c) ord A = 3,
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Beweis: (a): Sei gm eine beliebige Funktion aus A und

'Kg(g b o) = (g). Nach Definition von A ist dann (a,b) € Q-
0. B, d. A, sei (a,b) ¥ (0,0), FGr die Funktion f:b existiert
ein Tupel d = (d,,....d;) & E5 \ {0,1} mit f(d) = c und
{a,b,c} = {0,1,2}, Weiter gehdren die Funktionen g:_' mit

0 fur g(x) = a,
gy(x) = 1 far g(x) = b, (1 =1,2,...,n)
d1 far 9(5) = C
zu TonT,. Folglich gilt
9(x) = fop(95(X)sennrgy(x)) 8 [TonTyuffpl(a.b) e g,i].
(b) und (c) folgen aus(a) unter Bericksichtigung von

ord Tor\'r1 =3, 0

Lemma 12: Sei

00 vO0oO 000

. 01 010 R 011
Ay ==ANPOL| 3 5] . Ayt=ANPOL| 3 g o]+ Ag:= ANPOL| 5 o 3
11 111 111

Ay = ANPOL G3(TynT;NM) und m(G‘A) keine Teilmenge von A

fur 4 = 1,,..,4. Dann gilt ToNTy € [l

Beweis: Bezeichne f, eine Funktion aus A\ A, fir i € {1,2,3,4},
. Durch Identifizieren gewisser Variablen von f, erhdlt men of-
fenbar eine Funktion aus {xy.x vy}, Aus xy & [{xvy,f3}] und
xvy € [{xy,f,}]] folgt TonT,nM = [{xy.,x vy}] ¢ [1¢]. wegen
’,der Maximalitédt von TonTl‘n M in Ty n T, ist demnach

TonTy € [TonTynmuif,g] & [aw]. O

Satz 13: A besitzt genau 10 maximale Klassen:

Aab ((a'b) & PA)' AlvAzaA3:A4.
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Beweis: Wegen SnTo s Agr Tyn Pol(g g é) ] Ay,

011 .
TenPOL(3 g 1) S Ag. MaTgnT, € A, TonT, € Ay ((a.b) 8 9,),

A2\ (TgnT,) & A, fir 1 6 {1,2,3,4} und A%\ (Tyn T,) £ A, fir
alle (a,b) € 9A prift man leicht nach, daB die im Satz angege-

benen 10 Teilklassen von A bez. Inklusion paarweise unver-
gleichbar sind, Hieraus und aus Lemma 11 und 12 ergibt sich die
Behauptung.,” O

3.4.2, P =P,
sei A' := PoLy () und
: B, (1

A, = {f 6 A'la6 W(f)=>f(0,...,0) = AVvFf(1,....,1) = a}.

Offenbar ist A  eine abgeschlossene echte Teilklasse von A',

Lenma 13: (a) Sei f € A'\ A,, g 6 A'\ POL(0) und h & A'\POL(1).
Dann \gilt [(TgnT4) v {f.g.,h}] = A",
(b) A,. AN POL(0), und A'n POL(1) sind die einzigen
maximalen Klassen von A‘', die ToNTy enthalten,

(c) ord A" = 3,

Beweis: Es genigt, (a) zu beweisen,

Offenbar gehdren zum AbschluB von {f.g} einstellige Funktionen
£+, g mit £() = (D) und g () = (A). Folglich sind die Funk-
tionen t1""'t5 mit ty := eg G f, ts ™ eg ® g,

t(x,y) = 0a(f (XAY) AQ (X VYY), ty(x,y) = £1(X)V (xvy)
und tg(x,y) := g'(x) A(x Ay) Superpositionen Gber TynT,u{f,g}.
Far diese Funktionen gilt nun t, @ @ (Ay,). ty € P(Ay).

ty 8 @A), t, 8 P(Ay5) und t5, £ P(A,,). Da euBerdem

h 8 P(Ay,) ist, folgt aus ‘Lemma 11 die Behauptung (a). 0
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Aus Lemma 13 und Abschnitt 3.4.1 folgt der

Satz 14: A' besitzt genau 7 uaxihale Klassen:
Ag+ A'n POL(0), A'nPOL(1), P(Ay), P(A), gv(Az)_und P(A,).

3.5. Die maximalen Klassen von [,
3.5.1, P = P2.3

Sel p:-‘- P2'31

B, = Pp u{flw(f) € (0,2} und- By = P, u{fIW(f) € {1,23}.
Analog zu Lemma 1 beweist man
Lemma 14: (a) Fiur jedes f € R\ T2, und jédes ge R\ Wl gilt
[Pz u{f,g}] = R.
(b) FE, und ®, sind die einzigen maximalen Klassen
‘von R, die P, enthalten,
(c) ord R = 2,

Lemma 15: Sei P, := RN PoL(9), Py = R Pm_(1 A
B4 = RnPOL(O), Ry := RnpoL(1),
R 1= RnPoL(3 D). R, := BnPOL 2, und W(SR)
far jedes i 6 {2,3,...,7} keine Teilmenge von pi.

Dann gilt P, & [wed.

Beweis: Wegen 17 £ }ZJ for j € {2,3,4,5,6} gehdrt offenbar P;‘
zum AbschluB von 0¥, Jede Funktion f aus 'R\]Z7 ist aus P, \ L,
womit [(W¢]n P, keine Teilmenge irgendeiner maximalen Klasse von

Py is# und folglich [M]an = P, gilt, O
‘Satz 15: P besitzt genau 8 maximale Klassen: P, R,..... P

Der Beweis folgt unmittelbar aus Lemma 14 und 15 sowie dem
leicht nachpriifbaren Fakt der paarweisen uUnvergleichbarkeit
der Mengen P vesss Roe
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3.5.2, P = ﬁz

Da bekanntlich P2 die 5 maximalen Klassen T S, M, L be-

sitzt, gilt der

01 Tl'

Satz 16: R (= P, u[{c,}]) besitzt genau 6 maximale Klassen:
T2

Pas Tg ul{cal] Ty [ch}], M u[{c‘}], S u[{cA}] und L u[{c‘}].
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Linear involutory semigroups with two generators

Abstract

We construct four classes of linear involutory semigroups of
finite order n with two generating elements called generators,
These classes contain all such semigroups in the already com-
pletely known cases with n € 7,

1, Linear involutory semigroups

In /1/ there was introduced the notidn of an involutory semi-
group, which can be modified in the following way.

Definition: A (partially) ordered set S(<,+,%) with an addition
+ and an involution # is called an involutory semigroup, if
with respect to the addition it is a commutative semigroup with
zero element, if the addition is syntonous and the involution

antitonous, and if
a* 2 (a + b)* + b (1)
for all a,b € S,

The original definition of an involutory semigroup was done by
means of the notion of complementary semigroups, which possess
also a kind of subtraction. However, in view of Lemma 2 of /1/
and the representation a-b = (a*+b)* both definitions are equi-
valent, The two monotony requirements in the definition mean
that for ell a,b,c € S
a < b implies both a + c € b + c and a* > b*,

An involution is an operation with the property (a*)* = a, An
. involutory semigroup is called nontrivial, if it contains at

least two different elements,

An ordered semigroup is called linear, if the addition is syn-
tono@s and if the ordering is total, i,e. if every pair of two

elements are comparable.
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Linear involutory semigroups can be characterized by the fol-
lowing )
Lemma: A linear commutative semigroup S with zero element and
an antitonous involution is an involutory semigroup, if and
only if for all aeS with a ¥ u

a* + a <o £ a* + a, ‘ . (2)
where a is the predecessor of a with respect to the ordering
and where u is the smallest element, so far as it exists,
Proof: The second inequality of (2) follows from (1) with a=o,

L]

Let be o% € c* + c and therefore (c® + c)* £ o. Then (1) with
a =c¥ and b = ¢ gives the contradiction c ¢ (c¥+c)* + ¢ € ¢c,
Conversely, if (2) is satisfied and (a¥+b)* + b < a <a, then
we obtain the contradiction (a*+b)* + (a*+b) £ a* + a <o*,
In what follows we only consider.finite semigroups.

2, The modified combination

In /2/ there was mentioned a procedure termed as modified com-
bination of the Theorems 2 and 4 of /2/, Now we describe in cde-

tail what this means,

Theorem: For every nontrivial linear involutory semigroup S of
order n with the smallest element u and for every integer p 2 1
there exists a linear involutory semigroup S(E) of order np+n+1

with the elements (a,i), a¢S, O £ i £ p+l, the ordering

(a,i) € (b,j) if i<j or i = j and a £ b, (3)
the eddition

(a,1) + (b,3) = ((a® + b%) % i+y), (4)
the ihvolution '

(a,i)* - ((E)o,p-i) fora # u and 1 £ p, (5)
. (u,p+1-i) for a = u and 1 £ p+1,

and the identification
m = (a,i) for all ae€S and i>p, (6)

where the upper index o denotes the symbol for the inveolution

és S, and m denotes the greatest element of S(E).



Proof: The zero element reads o = (o°,0),‘the ordering is
linear, The associative law follows from

(a,i1) + (b,j) + (c.k) = ((8%°+b%+c®)°, 1+j+k),

the involution property from a® = (a ®, and the monotony is
Y a Y

also clear, Finally, choosing the representation m = (u,p+l),
we have
(a.1)* + (a.,i)

for a # u and

((8+a®)%,p), (a.1) + (a.1) = ((a+a®)%.p)

(u,i)* + (u,i) = m, (u,i)* + (u,i) = ((u®+u)°,p)
as well as o*¥ = (0,p) with 0 = (go°))° the successor of o,
since o° # u, In view of (b+b®)® £ 0<T the first inequality

of (2) is satisfied, and in view of 0<0 < (E+a°)° slso the
second one. According to (6) the order of the semigroup S(R)
equals to n(p+1)+1, Hence the theorem is proved,

7 7
20" M1g
and Hg, respectively, instead of S and

Examples for this theorem are the semigroups Hg, H from

/2/ and /3/ with Hz. Hi

p =1 as well as HZl with S = H® and p = 2,

1f we choose S = A, from /2/ the linear involutory semigroup of
order n+l 2 2 with one generator e = o, then Agﬂ) is a semi-
group with the two generators (eo.Q) and (o°,1). The semigroup
An constructed by means of Theorem 4 of /2/ can be considered
as the case A&g).

3. Archimedian semigroups

Now we construct a class Sp of linear archimedian involutory

semigroups with nonnegativqulements depending on three inte-
gers as parameters, where p,q have no common divisors, r 2 3 for
p=2and r 21 for p > 3, We require that p<q and define Spqr
as the semigroup with zero element generated by the integers

p.q and the equality
PQ-P-qg+r=pg-p=-q+r+1, (7)
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This semigroup possesses the greatest element 2(pq=-p-q)+ r+1
and the order pg-p-q+r+i,

To prove this assertion we use a theorem of Sylvester (cf,
‘L. Rédei /4/), by which the semigroup with zero element gene-
rated by p and q possesses for every i exactly one of the two
numbers i and pg-p-q-i. Since i = O is the smallest element of
this semigroup, i = pgq-p-q is the greatest integer not belon-
’ging to it, The identification (7) implies that all integers
from

(pg~p-g+r) + (pq-p-q+1) = 2(pg-p-q) + r + 1 (8)
are equal to each other, so that (8) is the greatest element,

If an integer i with O € i £ pg-p-q belongs to the semigroup,
then pgq-p-q-i does not belong to it, what implies according to
(7) that ) .

2(pg-p-q) + r - i # 2(pg-p-q) + r + 1 - i
and vice versa, This means that the semigroup possesses
(pg-p-q+1) + r elsments, and according -to Theorem 3 of /2/ it
is an involutory semigroup with

i¥ = 2(pg-p-q) + r + 1 - i,

The just constructed semigroup possesses two generators if
q < pq-p-q+r, i.e., p<(p-2)g + r. For p = 2 this means that
r23, whereas else r * 1 is possible,

The semigroup with the generators p = 3, q = 8, the identifica-
tion 14 = 15 = 16 and the consequence 17 = 18 = 19 is not of
the foregoing type, but it is isomorphic to 8256 as can be seen
from the following addition tables

0O 3 6 8 9 11 12 14 17 20 0 2 4 5 6 7 8 9 11 13
3 6 9 11 12 14 14 17 20 . 2 4 6 7 8 9 91113
6 9 12 14 14 17 17 20 i 4 6 8 9 9 11 11 13 .
8 11 14 14 17 17 20 . 5 7 9 911 11 13 s
9 12 14 17 17 20 . 6 8 9 11 11 13 i
11 14 17 17 20 . 7 9 11 11 13 .
12 14 17 20 . 8 9 11 13 .
14 17 20 v 9 11 13 -
17 20 # 11 13- ' .
20 . . . + + . « .20 I3 0 o & & w 9w = = I3
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with 9 = 10 and 11 = 12 in the second case, The class with p =2

is already known from /2/, namely 52,25+1,t+2 =Dst with s =21,

t 21 and 01t = 82,t+
/3/ we have
5 6 7
Sp33 = Hgr Spz4 = Higr Sazs = M

4, The number of the semigroups

Up to now we have four classes
with two generators, namely ép

p(q+1), Agﬂ) of order p(q+1)+1

the first two classes arise by
of /2/, respectively, with the
second case., The numbers k3 of

and S

33

S

pqr

n are contained for n € 40 in the table

n 3456789 10

253

31"

S

341

4+ moreover, in the notations of /2/ and

LR

of order pg-p-q+r+i,

11 12 13 14 15 16 17 18 19 20 21 22

7

A, [11f11111 1 11 1111111111
Aéq) 1 2 21 2 a 2 2 3 4 4 2 2
Aéﬂ) 1 2 2 1 2 4 2 2 3 4 4 2
ky |1223334 4 355356 455575
n |23 24 25 26 27 28 29 30 31 32 33 34 35 36 37 38 39 40
A, [t 12 1111111311111 111
A‘("’I) 6 1 2 2 4 6 4 2 2 2 7 2 2 6
A}()a) 2 6 1 2 2 4 6 42 2 27 22
ky | 3 7.8 457 57 7575510 8359

where the number of semigroups Al?) of order n equals to the

of linear involutory semigroups
of order p+1, Aéq) of order

means of Theorem 2 and Theorem 4
generators (e,0) and (0,1) in the
the first three classes of order

number of different possibilities to split n into two factors,

The orders of the semigroups 82q3 are the odd numbers from 5,

and the orders of the first semigroups S

pql

‘are
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4 5 6 7 8 910 11 12 13 14 15 16 17 18 19 20

y

3 7 9 13 15 19 21 25 27 31 33 37 39
4 13 i9 25 31 37 43 49 55
5 21 25 29 33 41 45 49 53 61 65 69 73
6 31 51 61 81 91

Hence the numbers k, of the semigroups 52q3' the numbers k4 of
the semigroups qul with p 2 3, the numbers k4 of all semi-

groups Spqr and the total numbers k of all four classes of se-

migroups of order n are

n |3456789 10 11 12 13 14 15 16 17 18 19 20 21 22
ko 1 01 1 1 1 1 1 1 1

ky 101 2 1 2 2

kg 11335 5 6 6 9 9 11 11 12 12 15 15 18 18
k 11234669 9 9 11 14 12 16 17 16 17 20 20 25 23
n | 23 24 25 26 27 28 29 30 31 32 33 34 35 36 37 38 39 40
ky| 2 1 1 1 1 .1 1 1 1

ky 3 11 3 2 2 1
k,| 19 19 23 23 25 25 27 27 31 31 34 34 35 35 38 38 40 40
k | 22 26 31 27 30 32 32 34 38 36 41 39 40 45 46 41 45 49

with kgn) = E (k£v) + kgv))and k = kg +k,, where the upper
vVEn

index indicates the corresponding order, According to /2/ and
/3/ the constructed semigroups with n £ 7 are a2ll linear involu-
tory semigroups with two generators, In tha cases up to n = 40
we have k(n) 2 n-2 with equality in the seven cases n = 2,3,4,
5,6,8,11 and 14,

5, Supplement from August 7, 1987

The just mentioned inequality

k(M s po2 (9)
for n € 40 is also valid for all n, in fact we have

n 6
kKM s 8n-o9, (10)
what implies (9) for n = 35,
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Proof: Let lén) be the numbers of the semigroups S with

pql

fixed p and, as before, kén) the numbers of the semigroups 82q3

of order n, From the last table we have kgsl) = 31, Hence for
n ® 31 the number

n
1M 22w > V) § 1év)) " (11)
V= q=

with p=5 is a lower bound for the total numbers k(n), and it

suffices to prove l(n) 2 m(n) for n>35, where m(n) denotes the
n), n n n

right-hand side of (10), The numbers ké ). lg ), lé ). lé )

have the periods 2, 6, 6, 20, respectively, so that the common
period is 60, Hence the inequality (10) is proved for all n, if
we check it for the 60 values from, let us say, n = 31 up to
n = 90, This is done in the following table, if we consider

1(21) = 1(21—1) and m(2i) = m(Zi—l) + 1,2, For simplicity we
denote the last number rounded up to the next integer by
m£21'1) and drop the upper index n = 2i-1 in all cases:

31 33 35 37 39 41 43 45 47 49 51 53 55 57 59 61

n

k,[2 212 1111 12111 11 1 11
1,1 1 1 1 1 101 101 11 1
1, ¢ 1 1 1 1 4
1 1 ’ 1 1 1 1 1
T | 31 34 35 38 40 42 45 48 49 53 55 57 60 62 63 67
m, |30 32 35 37 39 42 44 47 49 51 54 56 59 61 63 66
n | 63'65 67 69 71 73 75 77 79 81 83 85 87 89| 91 '
k[ 221111111111 101
1,11 101 101 11 1 1 1
1, 3 1 1 o 1
1 1 a 1 1 1 1

T 160 71 74 77 78 82 84 85 88 91 92 96 98 100|103
m, | 68 71 73 75 78 80 83 85 87 90 92 95 97 99102 .
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Moreover, we can sharpen (10) by k(") = an - b with an arbitra-
ry large a, because if we consider for k(n) the lower bound
(11) in the case that p and q are primes, then we find

and this number tends to infinity as p — oo,

Correction of /2/: On p.4 of /2/ read at the end of section 1:
Every commutative linear semigroup with zero element and a ma-
ximal element m with m+x = m for all x is a complementary semi-

group,
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Michael 3. C. Gover

The efficient solution of a set of linear equations with a near
r-Toeplitz coefficient matrix

Abstract

A well known algorithm for solving a Toeplitz set of linear
equations is adapted to solve equations with a Toeplitz-like
coefficient matrix, These equations arise from applying the
technique of product integration to the numerical solution of
certain 1ntegrq1 equations,

1, Introduction

Integral equations of the type

1
y(t) ='f(t) + j’k(t-s)y(s)ds, 0O€t<£1 (1.1)

o}
occur frequently in practical applications. One example of this
in'which we have recently been involved is the investigation of
sound propagation over an inhomogeneous plane /4/. In this pro-
blem, a number of strips of admittance g, are embedded in a
plane of admittance Q- If the integral is split into a number
of equal subintervals, (1.1) reduces to a set of linear. equa-
tions. The coefficient matrix of this set is either Toeplitz or
r-Toeplitz depending on whether one or more strips have been

embedded into the original plane.

Definition 1,1: A matrix A = [aiJ], of order n, is r-Toeplitz
if

ei+r,J+r s aij' i,3 =1,2,...,n-r, '(1'2)

The set of r-Toeplitz matrices contains both Toeplitz (when rasl)
and block Toeplitz (when n=rm) matrices as subsets. An algo-
rithm for solving r-Toeplitz equations 1s given in /7/, which
also contains an inversion algorithm for r-Toeplitz matrices
and an algorithm for solving a Toeplitz set of equations, when
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the coefficient matrix is not strongly nonsingular,

The technique described above becomes inaccurate in the case

of weakly singular integral equations, This leads us to consi-
der the method of product integration, further details of which
can be found, for example, in /1/ and /2/, It is shown in /3/
thet we obtain the set of 2n+1 linear equations

X3 €
(A+B) |:° = i3 . (1.3)
*on+l Con+1 '

where A is a 2-Toeplitz matrix, the only nonzero elements of B
occur in its first and last columns and A + B is centrosymme-

tric.

,

Definition 1,2 (/6/): A matrix D, of order n, is centrosymme-
tric if it satisfies the equation

D3 = 3D, ' (1.4)

where J is the reverse unit matrix having ones in the secondary

diagonal and zeros elsewhere,

The pyrpose of this paper is to give an efficient algorithm for
solving (1,3), taking adventage of all the pattern of A + B,
This is achieved by first modifying the algorithm in /7/, to
take account of the centrosymmetry, and then using a bordering
technique, similar to that found, for~example. in /5/.

2, The solution of (A+B)x = ¢ - Theory

\le shall assume throughout this paper that A + 3, the submatrix
Ton-1 of A + B formed by removing its first and last rows and

columns and the submatrices of Tonoy: T; formed by removing its

first 2p rows and columns, p = 1,2,...,n-2 are all nonsingular,

It is important to note that T and Ty 1= 3,5,40.,2n=3 are

2n-1
"both 2-Toeplitz and centrosymmetric, Since 3'1 = J, (1,4) shows

that T 1

4+ 1 =23,5,...,2n-1 is also centrosymmetric,

The set of equations
o542 = & : (2.1)
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o
where d = [02....,02n]T and y = [yl""'y2n-1]T can now be
solved using the r-Toeplitz algorithm in /7/, with r = 2,
However the centrosymmetry of Ton-1 and its submatrices lead to’
certain simplifications, Details of this algorithm are given in
the next section,

In order to complete the solution of (1,3), let A + B = [pij]
and partition (1.3) in the form

T

a u 8 X4 ¢y .

¥ Topog J x' =|d (2.2)
T

g uJ % Xon+1 Cons+1

where o = Pyq = p2n+1,2n+1' @= p2n+1,1 = p1,2n+1'

T : T
U’ = [PyprecesPy pq]r @nd 2= [PogeceeiPry 4] -

From (2,2) we now obtain the three equations

T . ~ :
ERg v BE b Oopgy S By (2.3)
X1 B+ Ty X' + Xp,,432 = d. (2.4)

. .

BXy + U IX' 4+ AXy 0 = Cppge ‘ (2.5)

Equation (2.4) can be solved for x', using (2.1), (1.4) and the
centrogymmetry of Top-1+ tO give

; -1 -1
X' o=y v XqTon 4% = Xonu19Ton 12 (2+86)

Substituting (2.6) in (2,3) Jnd (2.5) produces a pair of Srul-
taneous equations in Xy and Xonel® Equation (2.6) can then be
used to find x', thus solving (1.3).

The major task in these solutions is to calculate Tgi-ly“ i,e.
to solve, for z, the equation

Tano1Z = 2 (=7

THis has the same coefficient matrix as (2.1) and so instead of
solving (2.1) end (2.7) separately, we solve the single
equation
Topn-1[y 2] = [d =] =V. - (2.8)
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Remark: In most bordering methods, as for example in /5/, a
single row and column are removed, However in (2,2) the parti-
tioning is chosen so as to retain the centrosymmetry property,

3. The solution of (A+B)x = c — Algorithm

The first two steps below are the adapted 2-Tceplitz algorithm
from /7/, used to solve (2,8), The third step solves (2,3),
(2.4) and (2,5) and hence (1.3).

Let [A+B]iJ = Pyy and [c]; = ¢.
Step 1: Determine Tgl and (y; z5] = T;lv3 where
Pa2 Pa3z Py €2 P2y
T3 =| P33 P33z P3| and Vg = |c3 Py |
P24 P2z P22 €4 Pay

Define Y1. E1 and F1 from

2 1
.
-1 [Y1 E1| 2
T3= .
I 1

Step 2: Define Ry = [Py, p34]. Sy = [p42 p43], Dy = avg.
For k = 3,5,...,2n-3 define -

P2, k+3 Pz, ke3 . Cr+3  Pia3a
Rk = i Dk+2 = . i
P2, k+2 Pz k2 Cks2 Praz.d
. .4
1 7T
Rk J(Rk) J Di+2
R, = S, = D =
k . k . k+2 .
[ Rz Sk-2 O
For k = 1,3,,..,2n-5 determine
T,1 T
Ui = YiRyaz * RiRyo
1.7 T
Jk = Y (Riy2) + ESp»

60



-1 T
Yie = (1= (VS Y )
r
-T,T -T T
Bk Yka2 = Tk (S ¥ia2)
Epez = ' - '
* T
32(8¥a2)
[ -1 -1
FVk ko2 = IkFiYk Sk Va2
F =
k+2 . ’
| SPCIA O
. -1 _T 1
8142 = Yika2Bk420k42 * Oipsr
[¥k+2 E-k+2] *+ Jk+2Fk+29k+2
[Xk+4 Ek+4]= .

J27k+2%42
Step 3: Determine, using the notation of (2,2),

T : T
B=Pgy ~YE P=Popaz - Y2

E=u'y. n=udy
2 2
1= [(egm EIp= (Cpneq = Y]/ (- ¥,
2 2
Xone1 = [(Capeq =) B (cq = EIV]/ (45 V),

X

.xl .

Y - %42 - Xpp,49Z2 | .

%
]

x26+1
An operation count on this algorithm gives 32n° 4 0(n2) flops,
Using a standard solution method for a set of equations of or-
der 2n+1 gives approximately 8n3/3 flops so that the algorithm
given here is more efficient when n > 12,
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4, The solution of (A+B)x = c - Example

To solve
[1-1 1 0-1 0 1][x]| [-1]
0 1 2 2-1 3 2||x, 4
0-1 0-1 1 0 Of|xg -1
-1 2 2 1 2 2-1||x,|=1} 3|, (4.1)
0 0 1-1 0-1 Of]|xg -4
2 3-1 2 2 1 0] |xg 10
1 0-1 0 1 -1 1]]|xy] | 2]
Step 1:
1 2 2 4 0
Ty = -1 .0 -1, V3 =|=-1 O gives
2 2 1 3 -1
0 -1/2
(¥s 1 -1/4] ,
-1/2 —1/2
v, = = [1/2 1/4], = [1/2 -1/2],
g 1/4 3/4

Step 2: Define R, = [2 -1], 5, = [2 2],

3 -1

3.0 10 2
Ré ={: ,},‘03 =1-1 0Of, D; & i
-1 1 -4 0

I [ =3 -1} P [-2 4} v 1 12 16
17843 50" Y %l 5 4”3 5|7 11
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-15 10 -20 ~30

1 1
Ex =% | 19 -9| , F; =5 | -8 -2/,
13 -8 13 19
164 164
-124 -104
.| 38 9 "
0 = 7 e sl [Ys 25] = 75 |-220 -260 | .
-76 -96
L 176 156 |
.. _ 48 _ 42 _ _ 53 _ _ 32
Step 3: M= B V= B E-— E £= 5
x, =1, x, =0, x* = [0-1 2 1 1],

The solution to (4,1) is therefore

x=[1 0-1 2 1 1 o],
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Zu den Integralgleichungen fir Polarisation und Magnatisierung1

1. Einleitung

Wir betrachtan zwei klassische Problame dar Potentialthaorie:
die Polarisation eines Dialektrikums unter dem EinfluB eines
stationdren elektrischen Felds und ihr magnetisches Analogon,
die Magnetisierung eines Dia- bzw, Paramagnetikums,

Im ersten Fall ist die Polarisation P eines in ein elektrisches
Feld E, gebrachten dielektrischen Kérpers () (mit Lipschitz-
Rand [') zu bestimmen. Befinden sich die Feldquallen

div Eq -4ﬁ§ (im GauBschen MaBsystem) auBerhalb Q, d. h., gilt

spt 9n§.-¢. _ (i.1)-
eo ist bei linearem Zusammenhang
€-1
P = XE, o S——— 1.2
XE, X = == (1.2)

zwischen Polarisation und Gesamtfeld E das Kopplungsproblem
)
rot E = 0, div (E-E,) = 0 in Q und in rR3\ &,

+ - +
E¢ - Ey = E,

M - EEn = O léngs T, |

3
E- g, ~0(IxI"?) for 1x/% = LE x2 o

zu lésen, Dabei bezeichnet £>1 die Dislaktrizitétskonstanta
von (1; die unteren Indizes t bzw. n weisen auf die tangantial-
len bzw, normalen Komponenten des Faldsté&rkevaktors, schlieB-
lich kennzeichnen obere Signa Grenzwerte von aufSien ("+") und
von innen ("-"). Unser Ausgangspunkt ist die klassische Inte-
gralgleichung

E = E, -.'VIPVY % dy mit (1.2) | (1.3)
Q

1 Vortrag, gehalten am 08. 10, 1986 im Mathematischen
Kolloquium der Sektion Mathematik der Wilhelm-Pieck-
Universit3dt Rostock 65



(s. z.B. /3/) zur Bestimmung der Polarisation. Es ist
dy = dyldyzdys, und r =]|y-x| bezeichnet den Abstand zwischen

Integrations- und Aufpunkt, In Abschnitt 2 wird gezeigt, daB

dieser Gleichung ein positiv definites Variationsproblem Uber
dem Raum
H(div: Q) = [P 6 L(R.R3): div P 6 L)},
1
1P v )l = (1P (0L 'R3)IZ + fdiv P L())3) 72

(zu « e m s, /2/) entspricht,
3

Der zweite r:-ll betrifft die Magnetisierung M eines Dia- bzw,
Paramagnetikums (). Verfiigen wir dber die Quellen rot B =473
des erregenden Felds B, wie eben

spt Jnl = p, (1.4)

so fuhrt dies bei voraussetzungsgeméBem linearen Zusammenhang
-1
M= Z B, W — »
g8 X537 (1.5)

zwischen Magnetisierung und Gesamtfeld B zu dem magnetischen
Kopplungsproblem

div B = 0, rot (B-8_) = 0 in Q und 1n R3\ O,

+ - + - -

B, - B, = By - uB_ = O léngs r

B -8, = 0(1xI"2) far |x1%-5 00
(Indizierung wie oben). Die Konstante u >0 bezeichnet die mag-
netisciie Permeabilitét des Magnetikums und X seine Suszeptibi-
litdt, An die Stelle von (1,3) tritt jetzt die Integralglei-
chung

1
B =B, + rotf{M xvy H dy mit (1.5) (1.6)

zur Berechnung von M, Abschnitt 3 enthédlt die Konstruktion
eines dazu &quivalenten Variationsproblems, Auf die numerischen
Aspekte dieses Zugangs soll in anderem Zusammenhang eingegangen
werden,
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2, Polarisation

3

Sei () cIR” ein beschrénktes Gebiet mit Lipschitz-Rand [, Wir
betrachten die Integralgleichung (1.3)

v

1
-Ea-V]PVdey
9]

bzw., - nach partieller Integration -

P d dr
z-Eg#vfdiVP—r!"vanT- (2'1)
0 r
wobei P, = nP die Normalkomponente des Polarisationsfelds bez,
der AuBennormelen n an [ bezeichnet, Divergenzbildung auf bei-
den Seiten von (2.1) liefert

%divP-dian-AI’divPin o,

also wegen (1.1) -
div P = 0 in Q, (2.2)
Mit dieser Vereinfachung geht (2,1) diber in

P dar ,
7 E, - vfpn =~ in Q. (2.3)
r

Multiplizieren wir (2.3) mit Testfunktionen ¢ € Cl(ﬁ,ms).
div® = 0 in Q, und setzen abkirzend @ = n@ sowie

dr
v-v[Pn]-an-r-,
r

so folgt nach Integration iUber ()

= fgopdx = [ ge dx - [Py vix = [PELdx - fcp,"vdr. (2.4)
Xa 3] a a r '

Offensichtlich sind das die Variationsgleichungen zu dem qua-
dratischen Variationsproblem

ﬁf}PIde + % fpnv[Pn]dr‘ - [Eanx——Huin (2.5)
9! r Q
unter der Nebenbedingung (2.2).
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Problem (2.5) ist Gber dem Hilbertraum H(div; ()) zu stellen,
Ober diesem Raum gilt der wichtige Spursatz (s, /2/):
Die Spurabbildung

|_=-—>nP|r =P, ‘ (2.6)
. -1/2 '
Oberfihrt H(div;Q)) stetig auf H (ry.
Satz 1: Unter den Vorauseetzdngen
5. .
E6 Lz(fl.lR ), div E_ = 0 in Q (2.7)

ist (2,5) Gber H(div;()) eindeutig ldsbar, Die Extremale iét
Ldsung von (2.3). )

Beweis: Der Beweis beruht auf einer bekannten Abbildungseigen-
schaft des Potentials

fvif1 = ¢4l (2.8)
r
der einfachen Schicht (s. /1/, /7/): Die Abbildung (2,8) defi--
niert einen Isomorphismus von'H'l/a([“) auf Hl/z(r‘), DarGber

hinaus stellt die Paarung

- f(x)f(y)
w12y VI e rfzf reyro ahaly (2.9

eine Uber H'l/z([") positiv definite quadratische Form dar, Die
Stetigkeitseigenschaften der Abbildungen (2.6), (2.8-9) impli-
zieren

0 & [ PVIP,IAT € 1Py 21V [Pl sz % CIPRIZ, 5

& ctlp; H(div;S?)nz:
das Randintegral in (2.5) definiert demzufolge: eine beschrinkte,
nichtnegative quadratische Form iber H(div; ()), Die eindeutige
L.sbarkeit des Variationsproblems iber dem Unterraum der diver-
genzfreien Felder folgt danach aus dem Lemma von Lax~Milgram;
man beachte X >O0. ’
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fUr divergenzfreie Felder ¢ e C:’(.D..IRJ’) gelten nach (2.4) die
variationsgleichungen

1
2fqppdx— ]?Eadx-o.
Q Y

Daraus folgt

%‘p - E,=Vu, ue D) (2.10)

‘nach einem bekannten Satz von de Rham (s. /8/, /9/). Da die
linke Seite dieser Gleichung wegen (2.7) zu LZ(Q.IR3) gehért,
gilt (fiOr beschrénkte Lipschitzgebiete) u 6 L, (1), mithin

u 6 Hl(fl). Formel (2,10) und die vollst#éndigen Variationsglei-
chungen implizieren

0= f?Vud;-( + j?nvdr' = f(u-tv) Pdr
Q r r

for alle q’eLz(_Q,IR3) mit div ¢ = O, woraus
u+ V[P ] = const. langs I’ (2,11)

folgt, Da u nach (2.7) und (2,10) harmonisch in ) ist, trifft
(2.11) auch innerhalb () zu, woraus schlieBlich (2,3) folgt.

Bemerkung: Fir € —+ o geht (2,5) dber in
1 f f ' .
5 ) PpV[P,1dlM - E,Pdx — min. (2.12)
r Q

Fihren wir in (2,12) Ey = - Vu, ein und integrieren partiell,

so gelangen wir mit GauB /4/ zum Variationsproblem
%f PV[P,1dl - fuaPndr‘—) min (ober H™X/2(pPy) (2.13)
r r !

unter der Nebenbedingung andF = 0.

r .
(2.13) beschreibt die unter Eg induzierte Ladungsdichte léngs
einer Leiteroberfléche.
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3, Magnetisierung

Wenden wir uns jetzt (1.6) zu:

K, 1 -

-X-M = B, + rot Mxvy?dy. (3.1)
Q

Wie vorn bezeichne () ein beschrénktes Lipschitzgebiet im IR

mit Rand [,
Nach Umformung des Volumenintegrals

3

1 1
rothxvY-’-_-dy=- rothxvdey
Q Q

= rot roth%‘é-VdivfM#+4jz’M in Q,
(9]

ergibt sich bei Berechnung der Rotation von (3.1)

[ od

— rot M = rot Ba+4ﬂ’rotM=4'JT(J+rotM)

und hieraus folgend
rot M = 0 1n Q; ) (3.2)

man beachte die voraussetzung (1.4) lber den Tré#ger von j. In-
tegrieren wir jetzt in (3.1) partiell und ber ' ichtigen dabei
(3.2), so folgt

;M:Ba-rotfan-d—EaB - rot V[in»M] (3.3)

r

mit der Abkiirzung (2.8).
Auf dem weiteren Wege multiplizieren wir (3.3) mit wirbelfreien

Testfunktionen @ € Cl(ﬁ .R3) und integrieren lber (), wobei wir

'.l

M @dx =fB @dx - fgprot Vin x M]dx
X4 a

bzw, nach erneuter partieller Integration

‘70



£ [Mq)dx = / B, Pdx +f (nx @ )Vvinx Mdl (3.4)
x4 Q P '
erhalten,

Die folgenden Uberlegungen treffen fir einfach zusammenhéngen-
de Gebiete zu, Nach Einfihrung von

M =Yu bzw, @ = Vv
in (3.4) folgt

g {Vu Vvdx - j (nxVv)v[nxVuldl = fBa Vvdx., (3.5)
Q r Q
Dies sfnd die Variationsgleichungen zu

éfﬂ?ulzdx = ,‘Zﬁ f(nxvu)v[n xVuldr- & faa Tudx—min, (3.6)
O r {.L_Q
‘wobei das Variationsproblem iber dem Faktorraum Lé(ﬁ).

'L;(Q) = {u e J'(Q): :—“ 8 Ly(£2) fir i = 1,2,3}/m,
X
i

fus L3(Q)1 = 1Yul s L(Q)]
zu stellen ist, (Zu diesem Raum s, z,B, /6/.)

Satz 2w (1) Unter der Voraussetzung B, € L2_(Q ,IR3) besitzt

(3.6) eine eindeutig bestimmte Extremale u € I'..;(D). Dabei ist
u schwache Ldésung des Randwertproblems

-Au:-%div Ba in Q,

(3.7)
Su + X nerot V(n x Vu] = X nB, léngs l".2
oan M M
(i1) Ist 2 einfach zusammenhdngend und gilt zusétzlich
rot Ba =0 in £, {3.8)

so wird (3.3) durch M = Vu gelést.

2 Die Randbedingung ist Gber H—l/z( ") aufzufassen, falls

div B, € LZ(Q).
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Wir erinnern vor dem Beweis an die im distributiven Sinn fir

Funktionen u € Hl(Q). g e Hl(Q .]Rs) gliltige Formel

f(n xVu) @dlr = - fu n.rot @di" (3.9)
r r
sowie an die wichtige Beziehung

1/2

rot V[nxVu] = YW[u]l in Q (fir v € HW/5(T)) (3.10)

zwischen den Potentialen V (vgl., (2.8)) bzw. W der einfachen
bzw, doppelten Schicht,

J 1
W(uJ fu ™ dr.

r
(Zu den Abbildungseigenschaften des Dipolpotentials s, /1/,
/5/).

Hilfssatz 1: Fir u € Hl(Q) gilt

f(n xVu)v[n xVul drI" £ 432‘/qu|2.
r Q

Beweis: Gehdrt u zu H1(Q), so gilt nach (3.9) und (3.10)

f(n x7u)Vn xVu]dlm = - f u nerotVv(n xVuldr
r 7 .

0 1 - +, 0
= - ,{UE WEU]dr = Hr- -[{(W[UJ - WEU] ) a—n Wluldlr
1 2 1 o T2
2 — | |VWlul“d —_— VW [ul®dx,
4§le )i am 3f—| uTex
r RA\Q

Obere Signa kennzeichnen wie vorn die Grenzwerte von auBen bzw,
von innen, Fassen wir W[u] als Extremale des Variationsproblems

flvw!zdx + / lelzdx'—?min (tber L;_(Q)x I'.z(le\ﬁ)
Q A8

]

unter W' - W~ = 4%7u (+ const,) léngs

auf, dann liefert das Vergleichspsar
4 u, 2) .6 .L;(O.)x L;(Rs\ §_2) die behauptete obere Schranke
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, J-/’VW[quzdx ¥ / |vw uj|2dx & 47rj|Vu;2dx
4T AT 3 = . ‘
Q RO Q

fir das variationsintegral,

Beweis von Satz 2: Existenz und Unitét der Extremalen in (1)
sind in bekannter Weise aus der Positivitét des quadratischen
Anteils von (3,6)

fiVulzdx - X ](nxVu)v[n x Yuldl

N
Q r

4T 2 1 1 2
3 (1 - —F'Z‘)f{‘vul dx = F lU: Lz(n)"

(vgl, Hilfssatz 1) in Verbindung mit der Stetigkeit der Spurab-

bildung
nx( ): Q) — w2
zu erschlieBen, (3.7) folgt nach Vergleich von (3.5) mit (3,9).

Zum Nachweis von (ii) setze man B, = Vi, wobei (fir beschrénk-
te Lipschitzgebiete) y 6 Hl(Q) wegen B, € Lz(_Q,JR3) gilt., Aus
(3.7) und (3,10) entnimmt man nun die GlUltigkeit von

X X

\-A(u + Fw[u]- Ftp) = 0 in €1 und

—a"- (u +§w[u]- %zp) = 0 léngs I,
woraus

u +%W[u]- )F('q)- const,in Q

und weiter
. V(u +éw[u]- :('I W) =Vu + :—E rot vin xVu] 'Z’%Ba = 0

folgt.
Auf die Modifikationen bei mehrfachem Zusammenhang wird in die-
ser Note nicht eingegangen,
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Rostock, Math. Kolloq. 33, 75 - 76 (1988) 20010
20030

Armando A, Sabater Fern&ndez

Endliche Gruppen mit Ketteneigenschaften fir gewisse Unter-

gruppen

Autorreferat der Dissertation A

In der Arbeit wird die Struktur endlicher Gruppen untersucht,
in denen Untergruppenketten mit gegebenen Eigenschaften vorkom-
men, Sie untergliedert sich in zwei Hauptteile,

Im ersten Teil werden Gruppen mit gewissen Subnormalreihen be-
trachtet, wobei Fragen nach p-Abgeschlossenheit und p-Nilpo-
tenz im Mittelpunkt stehen, Fir einen Normalteiler M der Grup- =
pe G heiBt eine Untergruppe U von G M-subnormal, falls ein
Supplement H zu M in G existiert, so daB U subnormal in H ist,
Unter anderem wurden folgende Ergebnisse erzielt, wobei P eine
p-Sylowgruppe von G bezeichnet,

Theorem 1: Die Kommutatorgruppe G' der Gruppe G ist genau dann
p-abgeschlossen, wenn Op(NG(P)') subnormal in G ist,

Theorem 2: wird unter A ein h~5ylowkomp1ement in NG(P) verstan-
den, sind folgende Aussagen gleichwertig:
1) Ng(P)*' ist subnormal in G,

2) G' ist p-abgeschlossen und A' ist Op(G')-subnormal in G,

3) op(c) enthalt O (N,(P*)) und A" ist Op(G)-subnormal in G.

Theorem 3: Genau dann ist G' nilpotent, wenn die Ableitungen
aller Untergruppen von G in G subnormal sind,

Im zweiten Teil werden sogenannte DSC-Gruppen betracht?t, wel-
che dadurch definiert sind, daB in ihnen die Ableitungen aller
Untergruppen beziglich der Inklusion linear geordnet sind, Zu
~ihnen gehdren neben den abelschen Gruppen die Red&i-Gruppen und
die Gruppen mit einer Primzahl als Kommutatorgruppenordnung.
Die DSC-Gruppen erweisen sich als aufldsbar. Genauere Aussagen
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iiber ihre Ableitung enthalt

Theorem 4: Fir eine DSC-Gruppe gilt:

1) G* ist eine p-Gruppe zu einer gewissen Primzahl p.

2) Bezeichnet P eine p-Sylowgruppe von G, so ist G' = P' not-
wendig und hinreichend fir die Nilpotenz von G,

Die Struktur der nichtnilpotenten DSC-Gruppen konnte vollstan-
dig geklart werden, Sie unterteilen sich in drei Typen gemidB
den méglichen Werten fur die Auflosbarkeitsstufen s, einer
p-Sylowgruppe von G und s, von G, namlich Typ I: sy = 1, So =2;

Typ II: sy = 2, s, = 2; Typ III: sy = 2, s, = 3, Die Gruppen .

lassen sich als gewisse direkte und semidirekte Produkte kon-
struieren, wobei unter den Faktoren homozyklische bzw, extra-
spezielle p-Gruppen auftreten., Die Wirkung jeweils eines Fak-
tors auf den anderen erhdlt man mittels darstellungstheoreti-
scher Methoden. Erwdhnenswert ist, daB hinsichtlich des Typs I
auch Darstellungen Uber gewissen lokalen Ringen heranzuziehen
sind an Stelle der sonst iblichen Darstellungen Uber Kérpern,
Das Isomorphieproblem fir die behandelten Gruppen wird nicht
bearbeitet, Die Untersuchung der nilpotenten DSC~Gruppen lauft
auf die der DSC-p-Gruppen hinaus und scheint v6llig andere Me-
‘thoden zu erfordern als bei dan nichtnilpotenten DSC-Gruppen
verwendet wurden,

eingereicht: 29, 05, 1986 verteidigt: 14, 11, 1986
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Rostock, Math., Kolloq. 33, 77 - 78 (1988) 00-01

00A25
Uwe Boosmann

Zum Arbeiten mit GroBen im Mathematikunterricht der POS unter
Beachtung eines abgestimmten Vorgehens mit dem naturwissen-
schaftlichen und polytechnischen Unterricht

Autorreferat der Dissertation A

Das Wissen und Kénnen zum Arbeiten mit GroéBen ist eine wichtige
Voraussetzung fir die Realisjerung von Unterrichtszielen im ma-
thematisch-naturwissenschaftlichen und polytechnischen Unter-
richt, Es ist zugleich eine Gruﬁdlage fir die Auseinanderset-
zung der Schiller mit ihrer Umwelt und tragt zur Herausbildung
allgemein geistiger Fadhigkeiten bei, -

Unter dem Arpeiten mit GroRen verstehen wir eirien Komplex von
Schilertatigkeiten:

- das Umwandeln von GréBepangaben.

- das Messen von GroBen,

~ das Rechnen mit GroBen,

- das Losen von GroBengleichungen sowie
- das Entwickeln von GroéBenvorstellungen,

In der Arbeit werden grundlegende Standpunkte zu 2ielen und In-
halten des Unterrichts hinsichtliich des Arbeitens mit GroéBen
angegeben und das bis zum AbschluB der POS (allgemeinbildenden
polytechnischen Oberschule) zu erreichende Niveau konkret aus-
gewiesen. Eine zusammenfassende Darstellung kennzeichnet eine
Linienfdhrung far den Mathematikunterricht der Klessen 1 bis 10,
Hinweise fir ein methodisch abgestimmtes und weitestgehend ein-
heitliches Vorgehen werden ddraus abgeleitet, ' _

Es wird auf bestehende Unzulédnglichkeiten und widerspriche hin-
sichtlich eines inhaltlich, zeitlich und methodisch abgestimm-
‘ten Vorgehens beim Arbeiten mit GroBen im Unterricht der Fécher
Mathematik, Physik, Cnemie und ESP (€infldhrung in die soziali~
stische Produktion) verwiesen, Anhand konkreter Beispiele aus
dem Unterricht werden Hinweise und Vorschlége fir ein koordi-
niertes Vorgehen im Unterricht der aenannten Facher 77
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praxisnah angegeben, Die Verantwortlichkeit der einzelnen Un-
terrichtsfacher fur die Realisierung des bis zum AbschluB der
POS angestrebten Niveaus im Arbeiten mit GrdBen wird herausge-
stellt, Als Grundlage fir die Bearbeitung der aufgegriffenen .
Problematik wurden theoretische Darlegungen zum Aufbau eines
GréBensystems, insbesondere fir die Hand des Lehrers gedacht,
vorangestellt, Hierbei galt es, die Festlegungen des Interna-
tionalen Einheitensystems (SI) zu beritcksichtigen, Die Ergeb-
nisse der Arbeit sind im wesentlichen Resultat theoretisch-ana-
lytischer Unrersuchungen, Dabei wurden Erkenntnisse friherer
schulpraktischer Untersuchungen genutzt,
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Rostock, Math, Kollogq. 33, 79 - 80 (1988) 60-01
' 00-01

Rainer Hellmann 00A25

Zu Fragen der Behandlung stochastischer Sachverhalte im mathe-
matischen und naturwissenschaftlichen Unterricht der allgemein-
bildenden polytechnischen Oberschule

Autorreferat der Dissertation A

Es ist unumstritten, daB der Inhalt des gesamteﬁ Unterrichts an
unserer POS (allgemeinbildenden polytechnischen Oberschule) ein
Defizit bezlglich der expliziten Berlcksichtigung des Zufalls
in Natur, Technik und Gesellschaft verzeichnet,

Die kurze Erwéhnung des statistischen Charakters des radioakti-
ven Kernzerfalls und desgleichen bei den Mendelschen Gesetzen
im Physik- bzw, Biologieunterricht der Klasse 10 kann der Be-
deutung der Rolle des Zufalls und seiner Gesetze in unserer
Welt nicht gerecht werden.

AuBerdem wird mit dem jetzigen Zustand die Tatsache negiert,
daB Methoden und Verfahren der Wahrscheinlichkeitsrechnung und
Statistik, deren Anwendung ein gewisses MaB an sogenannter sto-
chastischer Denkweise voraussetzt, in nahezu allen Bereichen
von Wissenschaft, Technik und Produktion Einzug gehalten haben,
Um die allgemeinen Zielvorstellungen beziglich der Behandlung
stochastischer Sachverhalte, di. .eim Schiler anzustrebenden )
allgemeingeistigen Fédhigkeiten zu charakterisieren, benutzen
auch wir den Begriff der stochastischen Denkweise:

1) Die Anerkennung der objektiven Existenz des Zufalls, Die
Einsicht, daB der Zufall etwas v6llig normales, allgegen-
wirtiges darstellt und in der Natur, Technik und Gesell-
schaft eine wichtige Rolle spielt,

2) Das Wissen um die Berechenbarkeit von Zufallserscheinungen
auf Grund der objektiven Existenz stabiler empirischer Para-
meter, die mathematisch .rfaBt und weiterverarbeitet werden
kénnen, Auch der Zufall unterliegt GesetzmaBigkeiten,
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3) Die Analyse der Bedingungen, unter denen ein Vorgang mit Zu-
fallscharakter abléuft, Die Modellierung solcher Vorgénge )
auf verschiedenen Stufen der AngepaBtheit, Formalisierung
und Komplexitédt sowie die Interpretation der Ergebnisse,

In der Dissertation wird dargelegt, wie vor allem auch die na-
turwissenschaftlichen Fécher einen wichtigen Beitrag zur Reali-
sierung der oben genannten Ziele lei?ten koénnen,

.
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Hinmweise fOr Autoren

Manuskripte (in deutscher, ggf. auch in russischer odcr engli-
scher Sprache) bitten wir, an die Schriftleitung zu schicken,
OtegesamteArbeit 1ist linksbundig zu schreiben. Eine Ausnahme
hiervon bilden hervorzuhebende Formeln und dos Litoraturver-
zeichnie, Der Kop¥ der Arbelt coll folgende Form
. Kolloq. 7teerzetle/Vvorname—Name/tecrzeile/ Titel der
Arbeit/ 1 Zeilenumscholtung/ Unterstreichung/ Lecrzeile. Der
Text dor Arbeit ist eineinhalbzeilig (= 3 Zeilenumecheltunron)
zu schroiben mit maxIma cchldgen jc Zeile und maximal 37
Zeilen je Seite. Zutschontberschriften sind wie folgt cinzuord-
nen: 6 Zeilsnumscheltungen/ ZwiechenUberschrift/ Unteretrei-~
chung ( ungen. Hervor-
hebungen cind durch Unterstreichen und Sperren méglich. AnkOn-
digungwn wie Sdtz. Definition, BEmerkung. eweis u. o. sind zu
unterstreichen und mit elnem Doppelpunkt adbzus ieB8en. Vor und
7 s Zeilenabstand von 5 Un-

schaltungan zu lassen, FuBnoten sind moglichst zu vermeiden,
Sollte doch davon Gebrasuch gemacht werden, so sind sie durch
eine hochgestellte Ziffer im Text zu kennzcichnen und innerhalb
des obon angogobonon Satzspiecgele unten auf der ?lelchon Seite
anzugeben. Formeln und Bezeichnungen sollen m8glichst mit der
Schroibmaschine zu schrelben sein. Hervorzuhcbende Formeln sind
drei Leerzeichen einzurOcken und mit 6 Umschgltungen zum Gbri-

n Text zu schreiben, Formelziihler sollen am rechten Rend ste-

n, Der Platz fOr-abthaun!qn 1st beia Schreiben auszusparen;
dic Abbildungen Fn—der—dem—ausqesperten Pletz ent-
eprochenden Gr88e—gesondert—nach TGL-Verschrift ouf Transpe-
rentpopier beizuflgen. Oer zxgehbrtge Begleittext ist im Msnu-
skript mitzuschreiben, Sein Abstand nach unten betrigt 5 Um-
sohs tungen. Litersturzitaete is Text sind durch laufendo Num-
morn in Schrigstrichen (vgl. /8/, /9/ und /10/) zu kennzeich-
ncn und am SchluB der Arbeit unter der ZwischenOberschrift Li-
terstur zusemmonzustcllen,

Beispiele: (ZeitschriftcnabkOrzungen nech Math., Reviews)
arigki, O.., and Samuel, P.: Commutotive Algebre,

Princeton 1958

/9/ 8teinitz, E.: Algebraischc Theoric der Kdrper. J. Reine
Angew, Math, 137, 167 - 309 (1920)

/10/ Gnedenko, B, W.: Ober die Arbeiten von C, F, GauB zur
wohrecheinlichkeitarechnung, In: Reichardt. H. (Ed.):
C. F, GouB, Gedenkbend snliBlich des 100, Todestages.
S. 193 - 204, Leipzig 1967

Die Anagbon sollen in Originalsprache erfolgen: bei kyrilli-
sohen Buchstabon s50ll die bibliothekerische Trenskription

(Ouden) verwendet werden,

Am Ende der Arbeit stehon folgende Angaben zum Autor und zur
Aroeit: eingagangen: Ostum, Leerzeile/ verfasser:/ Titel Ini-
tislen der Vornamen Neame/ Institution/ Struktureinheit/ StraBe
Hausnummer/ Ort/ Land-Postleitzahl.

Oer Autor wird gebeten, oine Korrektur des Durchschlags vom
Offsotmanuskript zu lecen und dabei dic mathematischen Symbole
eftnzutragen, Ferner sollte er 1 - 2 Klassifizierungsmumnorn
(entsproohend der “19680 Mathematics Subject Classification® der
Math, Reviews) zur inhaltlichen Einordnung seiner Arbeit ongebea
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