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Rostock. Math. Kolloq. 33, 5,- 7 (1988) 

Hans-Wolfgang Stolle 

Nachruf für Prof. Dr. Istvln Fenyö 

Am 28. 3uli 1987 starb im 71. Lebensjahr der ungerische Mathe­
matiker Prof. Dr. Istvin Fenyö aus· Budapest. Er war viele 3ahre 
hindurch eng mit dem mathematischen Leben an der Universität 
Rostock verbunden. Die Sektion.Mathematik dar Wilhel■-Pieck­
Universität schuldet ihm groien Dank und hohe Anerkennung für 

�einen-umfangreichen und richtungweiJenden Einsatz in der Aus­

bildung und Forsch_ung dieser Sektion.

Die vielfältigen Begabungen und.Interessen von Prof. Fenyö und 
�eine unermüdlichen Bemühungen um die Mathematik gehen aus sei­

ne■ Lebenslauf hervor. Er wurde a■ 5. März 1917 in Budapest ge­

boren und studierte dort nach Abschluß seiner Schulbildung Che­
mie und Mathematik. Von_ 1942_ bis 1944 arbeitete er zunächst als 
Chemiker in einem Produktionsbetrieb, ehe er 1945 als Mathema­

tiker an der Technischen Universität Budapest tät�g wurde. Dort 
promovierte er 1946 zum Dr. phi.l. und habilitierte si-ch 1950.
Im 3ahr 1951 wurde er Dozent und zugleich Direktor des Mathema­

tischen Instituts der Elektrotechnischen Fakultät der Techni­
schen Universität Budapest. Dieses Alllt bekleidete er auch nach 
seiner Berufung zum ordentlichen Professor noch viele 3ahre 
lang. 

Auf Grund seines hohen Fachwissens, seiner bewundernswerten

Vielseitigkeit und seiner perfekten Sprachkerin,nisse in Eng­
lisch, Französisch, Italienisch und Deutsch wurde er in der 
Folgezeit mehrfach zu Gastaufenthalten ins Ausland berufen. Er 
wirkte als Gastprofessor über jeweils längere Zeit in Italian,­
FrankrAich, Kanada und der_DDR und konnte auf eine insqesa■t 
achtjährige Tätigkeic in RostocK zuruckblicken. Vo■ 1. 8. 1964 
bis zum 31. 8. 1966 und vom 1. 8. 1968 bis zu■ 31. s. 1974 hat­
te er am da■aligen Mathematischen Institut der Universitlt Ro­
st'ock bzw. später an der Sektion Mathematik eine Professur ■it 
Lehrstuhl für das Fachgebiet Analysis inne. Mehrere 3ahre lang 
war er Mitglied des Wissenschaftlichen Rates der Roatocker Uni-
versität. 5 



Prof. Fenyö war es zu verdanken, daß ein bis dahin in Rostock 

wenig betriebener moderner Zweig der Analysis, die Funktional¬ 

analysis, auch an unserer Universität Einzug hielt und in Lehre 

und Forschung den ihr zukommenden Platz einnahm. Er war ein 

vielseitiger Forscher, der in mehreren modernen und aktuellen 

Gebieten der Mathematik bemerkenswerte wissenschaftliche Lei¬ 

stungen hervorbrachte und sich auch auf dem Gebiet der prakti¬ 

schen Anwendungen der Mathematik erfolgreich betätigte. Zahl¬ 

reiche Nachwuchswissenschaftler der Analysis haben durch ihn 

bedeutende Impulse für ihre fachliche Orientierung und wissen¬ 

schaftliche Qualifikation erhalten. Bei der Betreuung von Ro¬ 

stocker Diplomanden und Doktoranden, von denen er Selbständig¬ 

keit und Kreativität forderte, konnte er seine vielfältigen 

Kenntnisse und umfangreichen Erfahrungen auf den Gebieten der 

Mittelwerte und Funktionalgleichungen, der Integralgleichungen 

und Integraltransformationen, der Differentialgleichungen und 

speziellen Funktionen, der linearen Operatoren und verallgemei¬ 

nerten Funktionen, der Analogrechner und der Anwendungen der 

Mathematik in Physik und Technik und schließlich auch der Ge¬ 

schichte der Mathematik voll zur Geltung bringen. Seine Vorle¬ 

sungen für Studenten der Mathematik wie auch für Studenten der 

Ingenieurwissenschaften wurden von ihm sehr lebendig und mit¬ 

reißend vorgetragen und zeichneten sich durch eine große Klar¬ 

heit und ein hohes Niveau aus. Auch nach der Rückkehr von Prof. 

Fenyö in seine Heimat Ungarn blieb sein Einfluß auf die Ro¬ 

stocker Mathematik nachhaltig spürbar, und es gab bis zuletzt 

sehr enge wissenschaftliche und freundschaftliche Kontakte zu 

Rostocker Kollegen, 

Es ist an dieser Stelle unmöglich, eine Übersicht über die 

zahlreichen und ein breites Spektrum überstreichenden mathema¬ 

tischen und mathematikhistorischen Publikationen von Prof. 

Fenyö zu geben. Deshalb sollen nur die drei von ihm gemeinsam 

mit anderen Autoren in deutschen Verlagen erschienenen Lehrbü¬ 

cher genannt werden, die alle die Anwendung der Mathematik in 

Naturwissenschaft und Technik zum Inhalt haben, was ein wesent¬ 

liches Anliegen des Mathematikers Fenyö war: 
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Fenyö, I.t und Alexits, G.: Mathematik für Chemiker, 

Akademische Verlagsgesellschaft Leipzig 1982, 

Fenyö, 1., und Frey, Th.: Moderne mathematische Methoden in 

der Technik, Birkhäuser Verlag Basel, Bd. 1 1967, Bd. 2 1971, 

Bd. 3 1980, 

Fenyö, X., und Stolle, H.-W.: Theorie und Praxis der linearen 

Integralgleichungen, Deutscher Verlag der Wissenschaften Berlin 

und Birkhauser Verlag Basel, Bd. 1 1982, Bd. 2 1983, Bd. 3 1983, 

Bd. 4 1984. 

Wer immer Prof. Fenyö gekannt hat, wird sein umfangreiches Wis- » 

sen auf den verschiedensten Gebieten der Mathematik und Natur¬ 

wissenschaften, der Geschichte und Kunst, der Musik und Archi¬ 

tektur bewundert und geschätzt haben. Seine Vielseitigkeit, 

seine allseitige Interessiertheit, sein großes Informationsbe¬ 

dürfnis, seine entgegenkommende, immer freundliche und hilfsbe¬ 

reite Art machten ihn zu einem interessanten und anregenden Ge¬ 

sprächspartner. Er war immer zu einem Spaß bereit und wußte 

auch manch lustiges Histörchen zu erzählen. Was aber am meisten 

beeindruckend war für denjenigen, der mit ihm zusammen arbeite¬ 

te, war sein bewundernswerter Einfallsreichtum, seine nie er¬ 

lahmende Energie und seine ungeheure Zähigkeit bei der Lösung 

wissenschaftlicher Problemstellungen. Die Arbeit und das Wirken 

von Prof. Fenyö werden in der Sektion Mathematik der Wilhelm- 

Pi eck-Uni versität Rostock unvergessen bleiben. 

einqeqangen: 25. 09. 1987 

Verfasser: 

Prof. -Or. H.-W. Stolle 

Wilhelm-Pieck-Universität Rostock 

Sektion Mathematik 

Universitätsplatz 1 

Rostock , 

DDR-2500 
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Rostock. Math. Kolloq. �. 8 - 22 (1988) 

Klaus Denecke 

03G25 
08A99 

08B99 

Kongruenzregularität und p-determinierte Kongruerzen in Varie-
täten, die von zweielementigen Algebren erzeugt werden 

1. Einleitung

Abgeschlossene Mengen Boolescher Funktionen, die alle Projek­
tionen enthalten, können �ls Mengen von Termfunktionen zwei­

elementiger Algebren aufgefaßt werden. Dieser Ansatz gestattet 
die Anwendung von Begriffsbildungen und Methoden der Univer­
sellen Algebra und führt damit zu tieferen Einsichten in die 
Theorie Boolescher Funktionen. Das zeigt sich besonders deut­
lich, wenn außer den zweielementigen Algebren auch die von, 
ihnen erzeugten Varietäten in die Betrachtungen einbezogen wer­

den. Durch kategorientheoretische Äquivalenz übertragen sich 
viele Eigensch�ften der von zweielementigen Algebren erzeugten

Varietäten auf andere Varietäte_n. So können die grundlegenden 
Resultate_von E. L. Post- (/8/) übe� abgeschlosse�e Klassen 
Boolescher Funktionen zu neuen Ergebnissen bei der Untersuchung 
spezieller.Varietäten universaler_Algebren beitragen. 

In dies9r Arbeit werden Eigenschaften der Kongruenzenverbände 
aller Algebren aus der von einer zweielementigen Algebra er­
zeugten Varietät vorgest?llt_. Während in /9/ die n-Distributi­
vität, n-Vertauschbarkeit und n-Modularität derartiger Varietä­
ten vollständig untersucht wurde, soll nun die Kongr�enzregula­
rität und ihr Zusammenhang.mit der Kongruenzvertauschbarkeit' 
zur Diskussion stehen. Weiter sollen alle. diejenigen zweiele­

mentigen Algebren � = ([0,1} ;F) ermittelt werder,, für die sämt­
liche Algebren aus der von� erzeugten Varietät V(�) schon 
durch einen gewissen Term E determiniert sind. 

Die Ergebnisse werden unabhängig von den Postsehen Resultaten 
und von d�n Eigenschaften des Postsehen Graphen (/8/) gewonnen. 
Um dem Leser den Vergleich mit der Postsehen Darstellung zu er­
leichtern, -wird die in /6/ angeg�bene und vofi Post eingeführte 
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Bezeichnung abgeschlossener Mengen und Boolescher Funktionen 

verwendet. So bezeichnen л, v,=», +, - Konjunktion, Alterna¬ 

tive, Implikation, Addition modulo 2 bzw. Negation. Wir verein¬ 

baren weiter: xy : = хлу, x : = -x. 

2. Grundbegriffe ■ 

А sei eine nichtleere Menge. Die Menge aller n-stelligen Funk¬ 

tionen auf А werde mit 0Д(П^ (n&l) bezeichnet. Wir setzen 

0. = V.J 0 <n>. Sei о eine h-äre Relation auf A, d. h. p £ A^. 
A näl A 

Man sagt, eine Funktion f 6 0Д^П) bewahrt g, wenn aus 

(all.aih> 6 S’.(anl.anh) ® 9 stets 

(f(an.ani).f(aih.anh)) 6 9 folgt. 

Die Menge aller auf А definierter Funktionen, die g bewahren, 
wird mit Folg bezeichnet. Pol g ist eine bezüglich Superposi¬ 

tion abgeschlossene Menge. Für eine Algebra A = (A;F), |A|> 1, 

heißt die aus F durch Superposition von Funktionen entstehende 

abgeschlossene Menge unter der Voraussetzung, daß sie alle Pro¬ 

jektionen, d. h. alle Funktionen е^п^ 6 0Д^П^ mit 

e^^(Xj,... ,xn) = x^, i = l,...,n, enthält, Menge der Term¬ 

funktionen von A, bezeichnet durch T(A). Zwei Algebren A^ und 

A2 heißen rational äquivalent, wenn T(A^) = T(A^) gilt. Es ist 

klar, daß eine superpositionsabgeschlossene Klasse Boolescher 

Funktionen eine zweielementige Algebra nur bis auf rationale 

Äquivalenz eindeutig bestimmt. Wir werden hier die zweielemen- 

tigen Algebren so bezeichnen wie ihre Termfunktionsklassen. 

ES bezeichne 2 = ({0,1};F), wobei F eine Menge Boolescher Funk¬ 

tionen ist, eine beliebige zweielementige Algebra. Für den Fall, 

daß А eine Termfunktion m mit m(x,x,y)« m(x,y,x) =m(y,x,x)* x 
hat, lassen sich alle TermfunktIonen von А mit Hilfe des be¬ 
kannten Satzes von Baker/Pixley beschreiben: 

9 
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Theorem 2.1 (/1/): Sei A = (A;F), [A1 a 2, eine endliche Alge¬ 

bra mit einer Termfunktion m, für die m(x,x,y) = m(x,y,x) 

= m(у ,X,x) = X gilt. 

Dann ist eine auf А definierte Funktion genau dann eine Term¬ 
funktion von A, wenn sie alle Teilalgebren von A2 bewahrt. 

Unter der von einer Algebra А erzeugten Varietät V(A) versteht 
man die Klasse aller Algebren В vom gleichen Typ wie A. in de¬ 
nen alle Identitäten von А gelten. Bezeichnet 

IP А die Klasse aller direkten Potenzen von A, 

IPsA die Klasse aller subdirekten Potenzen von A, 

SA die Klasse aller Teilalgebren von A, 

ША die Klasse aller homomorphen Bilder von A, 

П А die Klasse aller isomorphen Bilder von A, 

so gilt V(A) = HSPA, d. h., jede Algebra В der von А erzeugten 
Varietät läßt sich als homomorphes Bild einer Teilalgebra einer 

direkten Potenz von А darstellen. Hat А eine Termfunktion m, 
die die oben aufgeführten Identitäten erfüllt, so gilt in An¬ 

wendung eines bekannten Theorems von 13. O&nsson (/7/) 

V (A) = IIPslHSA. 

Die Kongruenzen auf einer Algebra A = (A;F) bilden einen voll¬ 

ständigen algebraischen Verband. Wir bezeichnen diesen Verband 

iurch Con(A). Der Kongruenzenverband einer Algebra А heißt re- 
ulär, wenn jede Kongruenz bereits durch eine Kongruenzklasse 

indeutig bestimmt ist. Ist dies der Fall, so nennen wir А kon- 
ruenzregulär. Ist jede Algebra einer Varietät V kongruenzre- 

ulär, so heißt V kongruenzregulär. Die folgende Mal"cev-Typ- 

Bedingung für die Kongruenz regular!tat jeder Algebra einer Va¬ 

rietät V, wurde von R. Wille in /13/ angegeben: 

Theorem 2,2 (/13/): Sei V eine Varietät. Dann ist jede Algebra 

aus V genau dann Kongruenzregulär, wenn es dreistellige Terme 

p^(O^i^n) und vierstellige Terme (l^kim) in V so gibt, daß 

für alle üMm und geeignete 0 £ i^, j^ < n gilt: 

pQ(x,y,z) = z, pi(x,x,z) = z für alle 1 * t * n, 

Яі(Рі (X,y,z),x.^.z) = X, 
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qk-l<p,1 
(x.y.z),x,y,z) = q. (p . (x,y ,z) ,x,y,z) (26|<^m), 

k-1 — _4 

4m(P± (x.y.z),x.y.z) = y. 
— m 

Zwei Kongruenzrelationen Ѳ und у der Algebra А heißen ver¬ 

tauschbar (genauer 2-vertauschbar) , wenn Ѳ о tfJ = уоѲ gilt 

(o Relationenprodukt). 

Sind Ѳ und XfJ vertauschbare Kongruenzrelationen der Algebra A, 

so ist auch ihr Produkt eine Kongruenzrelation von A. In die¬ 

sem Falle gilt Ѳ u = Lp о Ѳ. 

Eine Verallgemeinerung der Vertauschbarkeit ist die n-Ver- 

tauschbarkeit. Zwei Kongruenzen 8q und 8^ heißen n-vertausch- 

bar, wenn ' 

®o 0 Ѳ1 ° Ѳо 0 **' ° ѳ£ s ѳі 0 0O 0 0 ■•• о gilt ' 

mit £=1 oder £=0 in Abhängigkeit davon, ob n gerade oder unge¬ 

rade ist. Beide Seiten sind dabei n-fache Relationenprodukte. 

Eine Algebra heißt n-vertauschbar, wenn zwei beliebige Kongru¬ 

enzen aus Con(A) n-vertauschbar sind. Entsprechend heißt eine 

Varietät, die nur aus n-vertauschbaren Algebren besteht, eine 

n-vertauschbare Varietät. Es ist klar, daß Vertauschbarkeit ge¬ 

rade 2-Vertauschbarkeit ist und daß aus der n-Vertauschbarkeit 

die (n+1)-Vertauschbarkeit folgt. Eine Mal'cev-Typ-Bedingung 

für die n-Vertauschbarkeit wurde in /5/ angegeben. 

In /9/ wurden für zweielementige Algebren und die von ihnen er¬ 

zeugten Varietäten folgende Aussagen bewiesen: 

Theorem 2.3 (/9/): Sei 2 eine beliebige zweielementige Algebra 

und V(£) die von 2 erzeugte Varietät. 

Dann gelten folgende Aussagen: 

1. V(2) ist genau dann 2-vertauschbar, wenn p mit 

p(x,y,z) = x+y+z Termfunktion von £ ist. 

2. Ist die Varietät V(2) n-vertauschbar, so ist sie 3-vertausch- 

bar. 

3. V(£) ist genau dann 3-vertauschbar, ober nicht 2-vertausch- 

bar, wenn entweder r mit r(x,y,z) = x+xz+xyz oder r' mit 

г'(x,у,z)= x+y+xy+xyz Termfunktionen von <? sind, p aber kei¬ 

ne Termfunktion von 2 ist. 

11 
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3. Kongruenzregular!tat der von zweielementigen Algebren er- 

zeugten Varietäten_ 

Wir beweisen zunächst eine einfache Folgerung aus Theorem 2.2: 

Korollar 3.1: Sei V eine Varietät. Gibt es dann einen dreistel¬ 

ligen Term JL(x,y,z) in V mit 

rz, wenn x=y, 
l(x.y.z) = I у, wenn x=z. 

Ix sonst, 

so ist V Kongruenzregulär. 

Beweis: Für n=l, m=l, po(x,y,z) = z, p1(x,y,z) = l(x.y.z). 

q1(u,x,y,z) = l.(u,y,z) sind die Voraussetzungen von Theorem 2,2 

erfüllt. denn es gilt 

q1(P0(x,y,z),x,y,z) = l(z.y.z) = у und 

q1(p1(x,y,z),x,y,z) , qi(l(x.y,z),x.y,z) - l(r(x,y,z),y.z) = x 

sowie p1(x,x,z) — l(x,x,z) — z. в 

Ist 2 eine zweielementige Algebra und V(2) die von 2 erzeugte 

Varietät, so gibt es genau eine Termfunktion, die die oben an¬ 

gegebenen Bedingungen erfüllt, nämlich p(x,y,z) = x+y+z. Aus 

Theorem 2.3 folgt dann 

Lemma 3.2: Ist die von einer zweielernentigen Algebra erzeugte 

Varietät kongruenzvertauschbar, so ist sie kongruenzregulär. 

Es ergibt sich die Frage, ob auch die Umkehrung gilt. Wir zei¬ 

gen zunächst 

Lemma 3.3: Ist die von einer zweielement!gen Algebra erzeugte 

Varietät kongruenzregulär, so ist sie 3-vertauschbar. 

Beweis; Hagemann hat in /4/ bewiesen, daß aus der Kongruenzre- 

gularität einer Varietät ihre n-Vertauschbarkeit für ein gewis¬ 

ses n^2 folgt. Aus Theorem 2.3 würde daraus die Behauptung von 

Lemma 3.3 folgen. Wir wollen noch einen von Hagemanns Resultat 

unabhängigen Beweis angeben, der von den Methoden in /9/ Ge¬ 

brauch macht, die dort für zweielementige Algebren und von 

ihnen erzeugte Varietäten entwickelt wurden. 

12 



Ist V(2) regulär, so gibt es nach Theorem 2,2 wenigstens eine 

dreistellige Termfunktion p^ in 2 mit pi(x,x,z) = z, die keine 

Projektion ist, da wir anderenfalls q^(z,x,y,z) = x, 

qk_1(z,x,y,z) = qk(z,x,y,z) für 24k6m und daher q^(z.x.y.z)= z, 

aber qm(z,x,y,z) = у hätten. 
Durch pi(x,x,z) = z ist p± für alle Tripel außer für (0,1,0), 

(0,1,1), (1,0,0) und (1,0,1) festgelegt. Es gibt also für p± 

16 Möglichkeiten, von denen wir die Projektion, die durch Ver¬ 

tauschen von X und у entstehenden Funktionen und die dualen 
Funktionen weglassen. Damit verbleiben genau.die folgenden 

Fälle: 

1. pl= x+y+z = p, 

2. p^ = z+xz+yz, 

3. p? = z+yz+xyz, 

4. pf = x+z+xy+yz+xz, 4 

5 
5. p± = x+z+xy+yz+xz, 

6. p® = x+z+xy. 

Im ersten Fall erhalten wir die 3-Vertauschbarkeit von V(2) 

aus Theorem 2.3. Aus p? erhält man durch Superposition vermöge 

p^(p^(x,y,z),z,x) = x+x(z+xz+yz)+xz = x+xz+xyz die Funktion r. 

Aus p^ erhält man, wenn man x in z, z in у und у in x überführt, 

ebenfalls r. Aus p^ ergibt sich durch Superposition 

p4(p4(y,x.z),y,p4(x.z,y)) = p(x,y,z). Aus p? ergibt sich eben¬ 

falls p durch p®(p®(x.z,y).x.p®(x,y.z)) = p(x,y,z). Aus p® er¬ 

halten wir durch Superposition vermöge p^(p^(x,y,z),y,y) 

= p®(x,y,z)+y+p®(x,y,z)y = x+y+z+xy+yz und weiter 

p®(p®(p®,y,y),x,p®(p®.y,y)) = x+xz+xyz die Funktion r. 

Damit erhält man in den aufgeführten Fällen p oder r als Term¬ 

funktion. Berücksichtigt man noch diejenigen Booleschen Funk¬ 

tionen, die durch Vertauschen von x und у entstehen, so ändert 
sich nichts an den geführten Überlegungen. Durch Einbeziehung 
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der dualen Funktionen kann außer p und r noch die zu r duale 

Funktion r' mit r'(x,y,z) = x+y+xy+yz+xyz auf treten. Nach Theo¬ 

rem 2.3 ist V(£) damit 3-vertauschbar. ■ 

Als nächstes ist zu überprüfen, ob eine Varietät, die 3-ver¬ 

tauschbar, aber nicht 2-vertauschbar ist, kongruenzregulär sein 

kann. Dazu beweisen wir 

Lemma 3.4: Ist die von einer zweielement!gen Algebra 2_ erzeugte 

Varietät V(£) 3-vertauschbar, aber nicht 2-vertauschbar, so ist 

sie nicht kongruenzregulär. 

Beweis: Nach Theorem 2.3 ist zu zeigen: Wenn r (r') Termfuntion 

von 2_, p aber keine Termfunktion von 2 ist, so ist V(2.) nicht 

kongruenzregulär. Es genügt, alle Überlegungen für r durchzu¬ 

führen. Ist r' Termfunktion von p aber nicht, so verlaufen 

die Betrachtungen analog. 

Wir untersuchen die zweielementige Algebra Fg mit 

T(Fg) = Pol({(0,0),(0,1),(1,0)}), F sei ein Erzeugendensystem 

von Pol({(0,0),(0,1),(1,0)}). V(Fg) ist 3-vertauschbar, aber 

nicht 2-vertauschbar, denn p ß Pol({(0,0),(0.1),(1,0)}) ist so¬ 

fort klar, außerdem gilt t(x.y) = xy 6 Pol({(0,0).(0,1),(1,0)}) 

und damit r(x.y,z) = t(x,t(z,y)) 6 Pol({(0,0),(0,1),(1,0)}). 

Die Varietät V(Fg) ist nicht kongruenzregulär. Dazu betrachten 
2 2 2 

wir die als Teilalgebra von (Fg) zu V(F ) gehörende Algebra 

({(0,0),(0,1),(1,О)у;F). Diese Algebra kann nicht einfach sein, 
denn sonst wäre sie subdirekt irreduzibel. 

Da m 6 Pol({(0,0),(0,1),(1,0)}) mit m(x,y,z) = xyvxzvyz gilt 

und m die Identitäten m(x,x,y) = m(x,y,x) = m(y,x,x) = x er¬ 

füllt, haben wir nach dem im 2. Abschnitt zitierten Theorem von 

3. übnsson V(Pg) = HüP^Fg , d, h., Fg ist die einzige subdirekt 

irreduzible Algebra in V(Fg). Da die dreielementige Algebra 

(I(0,0),(0,1),(1,0)};F) nicht einfach ist, kann sie nicht 

regulär sein. 

Sei 2 nun eine beliebige zweielementige Algebra, die eine 

3-vertauschba re, aber nicht 2-vertauschbare Varietät V(2) er- 
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zeugt, wir zeigen, daß T(2) ^ Pol({(0,0),(0,1),(1,0)} ) gilt, 

indem wir beweisen, daß Pol({(0,0),(0,1),(1,0)}) maximal be¬ 

züglich der Eigenschaft, r aber nicht p zu enthalten, ist. Da¬ 

zu ist zu zeigen, daß für belieoige Boolesche Funktionen f mit 

f ß Pol({'(0,0),(0,1),(1,0)}) stets 

p 6 <{f) U Pol( {(0,0) , (0,1) , (1,0)} )y gilt, wobei <. > den Super¬ 

positionsabschluß kennzeichnet. 

Die Klasse <(f) u Pol({(0,0),(0,1),(1,0)})> ist Termfunktions¬ 

klasse einer zweielementigen'Algebra 2*. Da m mit 

m(x,y,z) = xyvyzvxz Termfunktion von Fg ist, können wir Theo¬ 

rem 2.1 anwenden, welches besagt, daß eine Funktion genau dann 

Termfunktion von Fg ist, wenn sie alle Teilalgebren von (Fg)^ 

2 2 bewahrt. Der Teilalgebrenverband von (Fg) hat die folgende 

Form: 

Für eine zweielementige Algebra 2* mit Pol({(0.0),(0,1).(1,0))) 

c T(2*) hat 2** genau einen der folgenden Teilverbände: 

{(0,0),(0,1),(1,0),(1,1)} 

{(0,0) ! (1,1)} 

ß 

In beiden Fällen gilt p 6 T(2*),. 
15 



Für jede zweielementige Algebra 2 mit 

T(2) s Pol( {-(.0.0) ,(0,1) ,(1,0)} ) hat 22 eine dreielementige 

Teilalgebra mit der Trägermenge {(0,0),(0,1),(1,0)^, die nicht¬ 

triviale Kongruenzen besitzt. Daraus folgt, daß die von einer 

solchen Algebra erzeugte Varietät nicht kongruenzregulär sein 

kann. ■ 
/ - 

Aus Lemma 3.2, Lemma 3.3 und Lemma 3.4 ergibt sich 

Theorem 3.5: Sei І eine zweielementlge Algebra und V(2) die von 
2 erzeugte Varietät. Dann ist V(2) genau dann kongruenzver- 

Tauschbar (2-vertauschbar), wenn sie kongruenzregulär ist. 

Dieser Zusammenhang stellt für Varietäten, die von zweieiemen- 

tigen Algebren erzeugt werden, durchaus eine Besonderheit dar. 

Valutse hat in /12/ ein Beispiel für eine endliche Algebra mit 

regulären, aber nicht vertauschbaren Kongruenzen konstruiert. 

Mit Hilfe des Theorems 3.5 erhalten wir, ausgehend von den 

Postschen Resultaten, einen Oberblick über alle zweielementi- 

gen Algebren, die kongruenzreguläre Varietäten erzeugen. In der 

Postschen Bezeichnungsweise sind das die Algebren 

Ln(n=l.5), Cn(n=l.4), Dj und Dj. 

4. p-determinierte Kongruenzen 

In diesem Abschnitt soll die Kongruenzregularität von Varietä¬ 

ten, die von einer zweielementigen Algebra erzeugt werden, noch 

etwas eingehender untersucht werden. Dazu gehen wir von dem Be¬ 

griff der p-determinierten Kongruenz aus, der von Slominski in 

/11/ eingeführt wurde (vgl. auch /10/). Ausgangspunkt der Un¬ 

tersuchungen von Slominski ist die Feststellung, daß die Form 

einer Kongruenz in Gruppen, Ringen und Booleschen Algebren 

schon durch eine Kongruenzкlasse eindeutig bestimmt ist, näm¬ 
lich durch einen Normalteiler, ein Ideal bzw. ein Boolesches 

Ideal, d. h. durch die Kongruenzklasse des Einselementes bzw. 

des Nullelementes. Faßt man Gruppen, Ringe und Boolesche Alge¬ 

bren als universale Algebren G = (G;.,_1), R » (R:+,-..), 

В = (В; n , и ,') auf , so gilt für Kongruenzen Ѳ 
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in Gruppen: x = у(в)«=>х,у"1 6 N«=»x.y_1 а x.x-1 = e(0) , 
wobei N ein Normalteiler und e das Einselement in 

G ist, 

in Ringen: x = у(Ѳ)Ф=> x + (-y) 6 I <=^x + (-y) = x+(-x) = О(Ѳ), 

wobei I ein Ideal und О das Nullelement in IR ist, 

in Booleschen Algebren: x s у(@)*=Ф хпу’их'лубЗ 
*=»xny'ux'ny a xnx’ux'nx = О*(Ѳ) , 
wobei Э ein Boolesches Ideal und Ö* Boolesches 
Nullelement in В ist. 

In allen diesen Fallet] gibt es also einen Term g>( x ,y) mit der 

folgenden Eigenschaft: Es gibt ein Element c in der Trägermen- 

ge А der betreffenden Algebra, so daß für alle a,b 6 А gilt: 
а в Ь(Ѳ)«=*9(а,Ь) а у(с,с)(Ѳ) (dabei ist <f die dem Term £(x,y) 

aus V(A) entsprechende Termfunktion der Algebra A). 

Dieser Sachverhalt soll nun auf Kongruenzen, deren Form durch 

einen ternären Term bestimmt ist, verallgemeinert werden. Sei 

А = (A;F) eine universale Algebra und £(x,y,z) ein ternärer 
Term aus V(A), Dann heißt 0 6 Con(A) eine bezüglich c p-deter- 

minierte Kongruenz, wenn es ein Element ein А gibt, so daß 
für alle a.b 6 А gilt: а s b(0)<=> p(a,b,c) = p(c,c,c)(0). 

Für p-determinierte Kongruenzen besteht der folgende Satz: 

Theorem 4.1: Sei А = (A;F) eine Algebra, £(x,y,z) ein Term 
von V(A) und c 6 A. Dann sind die folgenden Aussagen äquiva¬ 

lent: 

(i) Ѳ ist eine bezüglich c S А p-determinierte Kongruenz, 
(ii) а = b(@)<=> Vd 6 А (p(a.b.c) - p(d,d,c)(0)). 

(iii) Зѳ-Klasse Nc(a sb(9)<s=*p(a,b,c) 6 Nc). 

Beweis: (i)=^(ii): Aus d = d(0) für beliebige d 6 А folgt nach 
(i) p(d,d,c) = р(с,с,с)(Ѳ). Daher gilt а а b(0)<=* p(a ,b , с) 
= p(d ,d ,c) (Ѳ) für alle І6А. 

(ii) ==»(iii): Nc sei diejenige 0-Klasse, die die Elemente 

p(d,d,c), d 6 A, enthält. Die Beziehung а а Ь(Ѳ) besteht nach 
(ii) genau dann, wenn für alle d 6 А p(a,b,c) в p(d,d,c) (0), 

d. h., wenn p(a,b,c) S Nc ist. 

(iii) (i) : Es ist klar, daß p(c,c,c) 6 Nc und somit 

а s b(@)4—»p(a.b.c) s p(c.c,c)(@) gilt. ■ 
17 
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Theorem 4.2: Der Term £(x,y,z) aus V(A) determiniert alle Kon¬ 

gruenzen der Algebra A = (A;F) genau dann bezüglich c, wenn es 

für jedes Paar a,b 6 А ein c 6 А so gibt, daß 

(i) p(a,a,c) = p(b,b,c) , 

(11) a = b(0)^^ ь ^ ^ ^)) ist. 

Beweis: Der Term £(x,y,z) möge alle Kongruenzen von А bezüglich 

с б А determinieren, also auch die Nullkongruenz со 6 Con(A). 

Aus а = a(co) für beliebiges а 6 А folgt nach Theorem 4.1(ii) 

p(a,a,c) = p(b,b,c)(o>) für alle b 6 A, d. h. 

P(a.a.c) = P(b.b.c). Die Kongruenz 9(р(а_ь,с),р(а,а,с)) ist 

ebenfalls bezüglich c p-determiniert,so daß aus 

p(a,b,c) . Р(а,а,с)(Ѳ(р(аЬіС)ір(аа(С))) auch 

a 3 b(®(p(a,b,c).p(a,a,c))) folgt* 

Detzt nehmen wir an, daß (i) und (ii) erfüllt sind und daß 

8 6 Con(A) eine beliebige Kongruenz von А ist. Gilt а в b(8), 

so folgt p(a,b,c) = р(а,а,с)(Ѳ) aus а = а(Ѳ), b = а(Ѳ) und 

c s с(Ѳ), Ist umgekehrt p(a,b,c) = p(a.a.c)(8), so folgt wegen 

®(p(a,b,c),p(a,а,c)) S Ѳ auf Grund Von aüch 8 = Ь(в). Nach 

(i) ist p(a,а,c) = p(c,c,c), d, h,, es gilt 

а = b (8) <=> p( а , b, c) = p(c,c,c)(8), und 8 ist eine bezüglich 

c S А p-determinierte Kongruenz, m 

Eine Teilmenge N^ von А heißt p-normal bezüglich c S A, wenn 

sie für eine bezüglich c 6 А p-determinierte Kongruenz 8 von А 

mit der Kongruenzklasse der Elemente'p(x.x.c) (x 6 A) überein¬ 

stimmt. In /11/ wurde näher ausgeführt, daß im Falle der durch 

einen zweistelligen Term determinierten Kongruenzen die Eigen¬ 

schaften der p-normalen Teilmengen denen der Normalteiler in 

Gruppen ähneln. Das läßt sich auf den hier betrachteten Fall 

teilweise verallgemeinern. 

Wenden wir uns nun wieder den zweielementigen Algebren und den 

von ihnen erzeugten Varietäten zu. Sei 2 eine zweielementige 

Algebra und V(2) die von 2 erzeugte Varietät. Aus Theorem 3.5 

folgt, daß V(2) genau dann kongruenzregulär ist, wenn 

P(x.У,z) = x+y+z Termfunktion von 2^ ist. In einer kongruenzre¬ 

gulären Varietät V(2:) sind daher die folgenden Identitäten er¬ 

füllt: 
18 



(i) x+y+y = X, 

(ii) x+y+z = y+x+z, 

(iii) x+y+z = x+z+y, 

(iv) x+y+(z+u+v) = (x+y+z)+u+v. 

Sei A = (A;F) eine Algebra aus einer kongruenzregulären Varie¬ 

tät V(2) und c,e A. Wir sehen sofort, daß für a,b S А stets 
a+a+c = b+b+c gilt. Es ist auch a+b+c = а+а+с(Ѳ, . .), 

a ' (a+b+c,a+a+c)' 

Daraus folgt (a+b+c)+a+c = (a+a+c)+a+c(a+b+c>a+a+c))• Aus (iv) 

folgt dann weiter a+b+(c+a+c) = a+a+(c+a+c)(Ѳ^a+b+cia+a+c))• 

Die Beziehungen (ii), (iii) und (i) ergeben 

b 3 а(ѳ(а+ь+с,a+a+c)): damit sind die Bedingungen aus Theorem 

4.2 erfüllt, und p(x,y,z) = x+y+z determiniert alle Kongruenzen 

einer beliebigen Algebra aus einer kongruenzregulären Varietät 

V(2) bezüglich irgendeines Elementes c 6 A. Sind umgekehrt alle 

Kongruenzen einer beliebigen Algebra А aus V(2) p-determiniert 
bezüglich eines Elementes c 6 A, so ist V(2) kongruenzregulär. 

Damit haben wir folgendes Theorem bewiesen: 

Theorem 4.3: Sei 2 eine zweielementige Algebra und V(£) die von 

2 erzeugte Varietät. Dann ist V(2) genau dann kongruenzregulär, 

wenn alle Kongruenzen einer beliebigen Algebra А 6 V(2) bezüg¬ 
lich eines beliebigen Elementes c 6 А p-determiniert sind mit 
£(X,y,z) = x+y+z. 

Bemerkung: Ein wesentlicher Unterschied zwischen dem hier ein¬ 

geführten Begriff der p-determinierten Kongruenz und dem von 

Slominski eingeführten besteht darin, daß durch Slominskis Ter¬ 

me g(x,y) gleichungsdefinierte konstante Elemente entstehen, 

während sich die p-De terminiertheit in unserem Sinne für unter¬ 

schiedliche Algebren der betrachteten Varietät auf unterschied¬ 

liche Elemente bezieht. 
V 

5, Anwendung der Ergebnisse auf andere Varietäten 

Um die Ergebnisse auf Varietäten, die nicht von zweielernentigen 

Algebren erzeugt werden, zu übertragen, soll von der katego¬ 

rientheoretischen Äquivalenz von Varietäten Gebrauch gemacht 

werden. Seien IL und К Varietäten. Dann sind Б. und Ж als 
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Kategorien äquivalent, wenn es Funktoren G: Ж—* IL und 

H:IL—?K und für Jedes А 6 Ж und В 6 IL Isomorphismen 

с£д:А—>HG(A) und ßg:В —» GH(В) so gibt, daß für Jedes g:A—>A' 

in К und für Jedes h :B—»8' in IL die folgenden Diagramme kom¬ 

mutativ sind: 

-» A' B" 

Br 

HG (А) -ЩдГ HG(A-) , gh;b) -ёщку* GH(B-) 

Es ergibt sich die Frage, welche Eigenschaften einer Varietät 

sich auf eine äquivalente Varietät übertragen. Darauf gibt fol¬ 

gendes Theorem teilweise eine Antwort. 

Theorem 5.1 (/2/)-. Seien IL und Ж Varietäten, die als Katego¬ 

rien äquivalent sind durch die Funktoren G:Ж—>IL und 

H: IL—* К . 

(1) Wenn А 6 IL eine endliche Algebra ist, so ist auch H(A) 

eine endliche Algebra. 

(2) Wenn IL die durch eine Algebra А erzeugte Varietät ist, so 

ist Ж die durch H(A) erzeugte Varietät. 

(3) Wenn IL und К Varietäten sind und IL eine Mal' cev-Typ-Be¬ 

dingung ohne Komposition von Termen erfüllt, so erfüllt Ж 

dieselbe Bedingung, 

Sei V(£) die von einer zweielementigen Algebra erzeugte Varie¬ 

tät und Ж eine Varietät, die als Kategorie äquivalent zu V(2) 

ist. In 3. wurde festgestellt, daß für V(2) folgende Bedingun¬ 

gen äquivalent sind: 

(i) V(2) ist kongruenzvertauschbar, 

(ii) V(2) ist kongruenzregulär, 

(iii) es gibt einen Term £(x,y,z) in V(2), der die Identitäten 

£(x,y,z) = £(x,y,x) = £(y,x,x) = у erfüllt. 

Nach Theorem 5.1 (3) sind dann für Ж ebenfalls (i), (ii) und 

(iii) erfüllt und untereinander äquivalent. 
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Als Beispiel soll die zweielernentige Algebra 

Dg = ((0,1);x+y+z,xy vyz vxz) untersucht werden. Dann ist 

T(Dg) die Klasse aller selbstdualen Booleschen Funktionen, 

V(Dg) ist кongruenzvertauschbar (und daher auch kongruenzregu¬ 

lär). Weiter betrachten wir eine endliche Algebra As mit 

T(AS) = Pol Sg*. wobei Sg eine Permutation auf der Trägermenge 

А von А ohne invariante Elemente mit Zyklen der gleichen Län- 
— * v 

ge 2 ist und Sg die zugehörige binäre Relation 

Sg* = {(a,Sg(a))|a 6 a} bezeichnet. In /3/ wurde gezeigt, daß 

V(Ag) als Kategorie äquivalent zu V(Dg) ist. Nach Theorem 

5.1(3) ist (iii) erfüllt und damit zu (i) und (ii) äquivalent. 
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Ober partielle Funktionenalgabren 

Sei k • 2 und Ek • {0,1, ••• ,k-1}. In Verallgemeinerung der
Funktionenalgebra (Pk, �, '[, A, 'v, M) (siehe z. 8. /9/) sollen
hier die beiden Algebren 

,fic :• (i\, � , _ '[', .6., 'v, @) (/2/, /3/, /8/, /10/) 

und 
�.L :• (Pk,L'�,'f.6,<v,00) für L>.k

untersucht werden, mit 

wobei die OperaUonen ?: , 'f, A, "v analog �u denen auf Pk defi­
niert sind (/8/ b�w. /9/) und 

(fn @.g111)(x1, ... ,xn+lll-i) :• falls g(x1, ... ,x
11

) 6 Ek'{ 

f ( g ( x1·• • • • • xm) • x
111+1 ' • • • 'xn+,n-1 ),

A sonst 

für f, g 6 Pk eowie 

{ 
f "

f lfilg :• 
f 

g, falls g € Pk,

sonst 

für f, g 6 Pk,L festgelegt sei,

Die Algebren� und �.k+l können als Modelle zweier möglicher

Funktionenalgebren über partiellen Funktionen verstanden wer­
den, wobei f(a1, ... ·,an) • 4 bzw. f(a1 .... ,an) • k für

"f(a1 .... ,an} ist auf (e1 .... ,an) n'i::ht definiert" steht und in

denen Einsetzen von echten partiellen Funktionen in andere er­
laubt bzw. verboten ist. Die Festlegung f � g • f für 
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g e Pk L\ Pjj hat hier nur den Sinn, @ für alle f,g 6 Pk L zu de¬ 
finieren. Nach der Einführung weiterer Begriffe und Bezeichnun¬ 

gen wird hier zunächst gezeigt, daß die Anzahl der maximalen 

Klassen von Pk mit denen von Pk L übereinstimmt und - bis auf 

eine Ausnahme - die maximalen Klassen von Pk L durch die glei¬ 

chen Relationen wie die maximalen Klassen von Pk beschreibbar 

sind, womit sich aus bekannten Resultaten über Pk solche für 

Pk L ergeben und umgekehrt. Anschließend werden für die 6 (bzw. 

5) endlich erzeugten maximalen Klassen von Pg (bzw. Pg 3) die 

in ihrien maximalen abgeschlossenen Mengen - die sogenannten 

submaximalen Klassen von Pg (bzw. Pg 3) - bestimmt. 

1, Grundbegriffe und Bezeichnungen 

Als bekannt seien nachfolgend /5/ und /9/ vorausgesetzt. Nur 

die hier etwas abgeänderten bzw. in diesen Arbeiten nicht defi¬ 

nierten Begriffe und Bezeichnungen sollen im folgenden kurz an¬ 

gegeben werden. 

Es bezeichne p£ die Menge aller n-stelligen Funktionen fn über 

Eb, und es sei Pt :» Ѵ_У Pu. Falls die Stellenzahl der Funktion 
K K näl K 

f в Pk и Pk L aus dem Zusammenhang ersicntlich ist, schreiben 

wir nur f. Den Wertebereich von f kürzen wir mit W(f) ab. 

Die durch e"(x^.x„) > x^ bzw. c^(x^.xn) - a (a G E^u {A}) 

definierten Funktionen e” bzw. c£ aus Pfcи Pk heißen Projek¬ 

tionen bzw. Konstanten. Zur Beschreibung der Booleschen Funk¬ 

tionen (der Funktionen aus Pg) verwenden wir die üblichen Sym¬ 

bole V, л (oder •), + . -. Nachfolgend steht P für ein Element 

aus |Pk> Pk Lj. Die Menge aller Funktionen, die aus Funktionen 

einer Menge A (G p) mit Hilfe der auf P definierten Operationen 

in endlich vielen Schritten erhalten werden können, wird Ab¬ 

schluß von А genannt und mit [A] bezeichnet. Ist A »[A], so 

heißt А (S p) abgeschlossene (Teil-)Menge von P bzw. Tellklessa 
von P. Eine echte Teilklasse A’ von А nennt man maximale Klasse 
von A, wenn für alle f 6 А \ A' stets [А' и {f}] » А gilt. Eine 
Menge В (c a) heißt vollständig in A, wenn [в] « А gilt. 
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Das kleinste r mit [аг] - А wird Ordnung von А genannt und mit 

ord А bezeichnet (Ar := Prn A). 

Zur Beschreibung von abgeschlossenen Teilmengen von Pk verwen¬ 

det man oft h-stellige (h-are) Relationen, h * 1, über Ek, d. h. 

Teilmengen von El, deren Elemente (a^,...,a ) wir hier zumeist 

als Spalten 

1 

h 

aufschreiben werden und die Relation selbst in Form einer Ma¬ 

trix, deren Spalten die Elemente der Relation sind. Entspre¬ 

chendes sei hier für h-stellige Relationen über EL bzw, Ek и [а} 

vereinbart. Wir sagen, eine h-are Relation g über EL 

(bzw. Eku{A\) wird von einer Funktion fn 6 p|< L (bzw* pk^ be~ 

wahrt, wenn für alle r^.r^,... , r^ 6gnEk (bzw. rlt...,rn 6 g) 

mit rt :» (rii>***'rhi)' 1 “ 1.2,...,n stets 

/ 
f(ri -rn> " 

f<rll‘ 

f(r21' 

\f(rl hl' 

-rln^ 

' Г2п^ 

' rhn V 
gilt, wobei für a S (Eku {A})n \ e£ noch f(a) = А festgelegt sei. 

Die Menge aller Funktionen aus P, die die Relation g bewahren, 
sei mit Polp g bzw. nur mit Pol g bezeichnet. 

Für eine Relation g• s Eb schreiben wir anstelle von 

Р°1Рк,(^(^Ф) (bzw- Polpk(S' U (<Ek U {Al)h \ Eb))) nur 

POLp g' (bzw. POLp, g') oder noch kürzer POL 
k.L 

Polp g' steht für Pkn Pol g'. Oie Mengen Polp g und POL §’ 

sind offenbar abgeschlossen. 
25 
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Mit r£ bezeichnen wir die Menge aller h-ären Relationen über 

Eb> und es sei R., r£. Spezielle hier verwendete Bezeich- 
k k häl * 

nungen für Relationen sind außerdem 

lk {(ai"*"ah^ 6 Ek|3i,j:i/ j ла± » 8j|, 

'Xk := |(a,a,b,b), (a.b.a.b), (a,b,b,a)|а,b в Ekj 

und 

GR(A) {(f(0...,0), f(k-1,..,k-l)) |f 6 Anj 

(”n-te Graphik der Menge А s P^", siehe /7/, S. 49). Analog zu 

Gn(A) für A S Pk sei Gn(A) für А С P definiert. 

Anstelle von (x^.xR), (0,0.0), (1,1,...,1) schreiben 

wir auch X, O, 1. 

Mit 9 bezeichnen wir die bijektive Abbildung von P. . . auf 

pk mH 
( f(x). falls f(x) 6 Ek, 

(9(f))(X) - < 
I А sonst 

(f 6 Pk k+1). Außerdem sei y(A) :» {9(f) ] f 6 a} für 

А s Pk k+1. Oie maximalen Klassen von p2 (/4/) bezeichnen wir 

folgendermaßen: 

V :- Polp^(a) (a S E2). M Polp^(° ° J). S Polp^(° *) und 

L Polp2 X2 Pol 

'0 0 0 1 1 0 1 1N 
00110101 
01001101 
4)110001 1/ 

)■ 

2. Vollständigkeitskriterien für Pk L (L>k) und pk< 

einige maximale Klassen von pk L bzw. Pk 

Nachfolgend sei stets L>k, P 6 (pk L,Pk} und 

? :m ( (f 6 Pk,L!lW(f)l 6 L-l) für P - pk.L • 

I pk u [fcai 1 für p ’ pk • 
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Offenbar ist 'pp in Pfc L und 'Pp in Pk abgeschlossen. 

Lemma 1: (a) Für jedes g 6 P\pp gilt [Pk и{g}] - P. 

(b) Up ist die einzige maximale Klasse von P, die Pk 

enthält. 

Beweis: Es genügt, (а) zu beweisen. 

Sei zunächst g" 6 P. ,\ . Dann existieren Tupel 
K,L Pk,L 

-i ’ (Bil'ai2"'"aim) *it: 9(£і) » 1 (1 6 El). Sei fn eipe be¬ 

liebige Funktion aus Pk L. Folgende Funktionen gehören zu P^: 

fj(*l.xn> :и aij für f(*l.xn) “ 1 
(i 6 EL, ] ■ 1,2.m). Folglich gilt 

f(*) - 3(^(5.), fg(x) .... . d. h. f 6 [Pku{gj], 

Falls h 6 Pk\[{FA}] ist. gehört die Funktion h- :» 9_1(e| (S) h) 

zu Pk,k+i\ßpk k Damit ergibt sich [Pk и {h}] ■ Pfe aus dem 

obigen Beweis für [Pkи{эИ - Pk k*^. □ 

Analog zu entsprechenden Aussagen Ober Pk (siehe /11/) beweist 

man 

Lemma 2; Sei А eine maximale Klasse von P mit AnPfe / Pk. Dann 

gilt: (а) А enthält alle Projektionen, 

(b) А - Wjfn 6 РІ Vg..gn в A2n p. : 
nil ^ x 

f(Si.3n) 6 (A n Pk) и 

(c) 1 а e {pol glp e RkAi « h л k2j. 

Satz 1: Sei § 6 Rk. 1 i h < k2 und Polp^g / Pk. 

POLp g ist genau dann in PkL maximal, wenn POL^g 

(P2\ Pk)}. 

in Pk 

maximal ist. 

1 Für P ■ Pk ist (c) eine Folgerung aus /3/, Theorem 4. 
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Beweis; Sei (P.P'j • i^k’Pk L^* P0L 9 maximal in P und 

Polp^g =: A / Pk (d. h. speziell A2CP2). 

Da Polpg maximal in P ist, gibt es für jede abgeschlossene 
2 2 I 

Menge A' mit АСА' c. Pk und A / А' eine Funktion h 6 POLpg. 

die bei Einsetzen gewisser Funktionen aus A'2 eine Funktion aus 

p2 \ A' liefert. Wäre dies nicht der Fall, so hätten wir 

POLpg cPOLpG2(A')c P, was der Maximalität von POLpg wider¬ 

spricht. "Die gleiche Eigenschaft besitzt dann auch POLplg. 

Folglich läßt sich aus g 6 P1\ POLp.(> durch Einsetzen gewisser 

Funktionen aus A2 £ POL g eine Funktion g' 6 P^\A konstruieren. 

Ist [jg'J и А] •: A' jl Pk, so liefert das Einsetzen von gewissen 
Funktionen aus A'2 in eine bestimmte Funktion aus POLplg eine 

Funktion g" 6 P^\A', usw. Folglich gilt Pk £ [POLp, § u{gj]. 

Zu POLp, p gehören Funktionen, die auf Tupeln der Art 
(c,c,....c) den Wert c annehmen (c G Ek) und auf den restlichen 

Tupeln nur Werte, die nicht zu Ek gehören. Damit folgt aus Lem¬ 

ma 1, daß POLp,g и ^g) in P' vollständig ist, d. h„ POLp.g ist 

maximal in P*, wenn POLpg maximal ln P ist. □ 

Satz 2; Die maximalen Klassen von P 6 {P2.P2 L$ sind 

POLp(O), POLp(i), POLp(°). POLp(° £). POLp(° ° *) , POLp^. 

POLpG2([P2]) und V-p. 
Eine Teilmenge А von P 6 (P2>P2 L} ist genau dann in P voll¬ 

ständig, wenn sie keine Teilmenge der oben angegebenen 8 maxi¬ 
malen Klassen von P ist. 

Der Beweis ergibt sich aus /2/ oder /3/, wo die maximalen Klas¬ 

sen von P2 bestimmt wurden, sowie aus Satz 1. 

Als nächstes werden wir die in Lemma 2 angegebene Beschreibung 

der maximalen Klassen von P für beliebiges к etwas präzisieren. 
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Wir verwenden folgende Bezeichnungen: := G2([pk]). 

?2 := Ak' 9i := für 1 6 (3.4.k}, pk+1 Efc. 

Satz 3 (s. /1/): Sämtliche Klassen von Pk, die Pk enthalten, 

sind Pol für i = 1,2.k+1. Außerdem ist Pol g^ maximale 

Klasse von Pol g1+1 (1=1,2.k). 

Satz 4: Die Klassen P0Lp g^ (1=1,...,k) sind maximal in P. 

Beweis: Für P = Pk wurde der Satz in /10/ bewiesen, in /6/ fin¬ 

det man für p “ pk L folgenden Beweis: Sei 

f 6 pktL^ P0L Da Polp^g^ maximal in Polp gi+1 ist, 

gilt p°lpk?i+i s [p0L gl и ff]]. Zu POL gehören |gj|-stellige 

Funktionen fj (]=i+l.....k), die auf allen Tupeln, die nicht zu 

den Zeilen der Relationenmatrix von gj gehören, den Wert к an¬ 

nehmen und für die außerdem f^ 

für j=2) gilt. Folglich läßt sich durch Iterieren 

Pk - [P0L ?iuif^] herleiten. Da offensichtlich zu POL g^ ge¬ 

wisse Funktionen gehören, die L verschiedene Werte annehmen, 

haben wir nach Lemma 1 [POL gA и {f J] = Pk , . n 

Die übrigen maximalen Klassen von Г, die von den in Lemma 1 und 
Satz 3 genannten verschieden sind, gehören offensichtlich zur 

Menge k 

ft := (pOL^glg eW Rk Л P°lpk P X pkj. 

Detaillierte Beschreibungen dieser Relationen (und damit eine 

Lösung des Vollständigkeitsproblems für die partielle Logik) 

wurden von I. G. Rasenberg und L. Haddad in /4/ bzw. (in etwas 

anderer Form) von Lo Czukai in /7/ angegeben. Hier sollen ab¬ 

schließend nur noch sämtliche maximalen Klassen von P3 bzw. 

Pj L aufgelistet werden die recht gut illustrieren, daß die 

für k=2 noch bestehende Ähnlichkeit der maximalen Klassen von 

P 6 [pk<pk L} mit denen von pk für beliebiges к nicht mehr be¬ 

steht. Nach /10/ (Beweis für Pj) bzw. /6/ (Beweis für P^ L) 

gilt der nachfolgende Satz. 

(Pj) 6 E® \ (a=j für ]кз, а=4 
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Г, 

1 

2 

3 

4 

5 

6 

7 

8 

9 

10 

11 

12 

13 

14 

(0) 

(1) 

(2) 

(0 1) 

(0 2) 

(1 2) 

(2) 
Ф 
Ф 
(і о) 

(2 О) 

(2 l) 

(SS) 

(S ь 

15 

16 

17 

18 

19 

20 

21 

22 ( 

23 ( 

24 ( 

25 ( 

26 ( 

27 ( 

28 ( 

(S 
(S 
(S 
(S 
(S 
(S 
(o 
0 
0 
0 
0 
0 
0 
0 
0 
0 
0 
0 
0 
0 
0 

2> 

o> 
S> 
S) 
S> 
S) 
2> 
0 1 

o) 

o) 
S) 
2> 

?) 
2) 

0> 

29 

30 

31 

32 

33 

34 

35 

36 

(o 
(S 
(S 
Cg 
Cg 
(S 
(0° 

(0° 

?) 
2> 

0 2 
1> 

o) 

S) 
0 2 

o) 

ь b 
37 {(0,1,2)] 

38 {(0,1,2),(0,2.1)} 

39 {(0,1,2),(2.1,0)} 

40 {(0,1,2),(1,0.2)} 

41 {(0,1,2),(1,2,0), 

(2.0,1)} 

42 

43 

0 

0 
0 
0 

44 I 0 Vo 
Cs 45 

46 

47 

48 

30 

2 X 
2 2 
2 О 
2 1 
2 2 

2 2 
0 1 
1 0. 

49 {(0,1,2),(a,a,b)|a,b e E3] 

50 {(0,1,2),(a.b.a)|a,b 6 Eg] 

51 {(0,1,2),(b,a,a)|a,b 6 E^} 

52 {(0,1,2) , (1,0,2) , (a.a.b) |a,b 6 Ej} 

53 {(0,1,2),(2,1,0),(a.b.a)|a,b 6 E3] 

54 {(0,1,2),(0,2,1),(b,a,a)|a,b 6 E3{ 
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Satz 5: P 6 { P3, P3 jJ besitzt genau 58 maximale Klassen1. 

Es sind dies die Mengen f-p, POLpG2( [Pj]), POLp A3> POLp tj und 

POLp für i я 1,2,...,54, wobei die Relationen in Tabel¬ 

le 1 angegeben sind. Eine Menge A £ P ist genau dann in P voll¬ 

ständig, wenn sie keine Teilmenge der angegebenen 58 Klassen 

ist. 

3. Submaximale Klassen von Pg und Pg 3 

Nachfolgend sollen für die im Satz 2 angegebenen maximalen 

Klassen von Pg bzw. Pg 3 deren endliche bzw. nicht endliche Er- 

zeugbarkeit gezeigt und (im Falle der endlichen Erzeugbarkeit) 

die in ihnen maximalen Klassen bestimmt werden. Die dabei er¬ 

haltener* Resultate für Pg 3 lassen sich ohne große Mühe auf 

F?2 l (L>3) übertragen, so daß auf deren Angabe hier aus Platz¬ 

gründen verzichtet werden soll. 

Satz 6: Die Mengen POLp Ag und POLpGg([Pg]) besitzen für 

P 6 [Pg.Pg 3} keine endlichen Erzeugendensysteme. 

■ Beweis: Es genügt, den Satz für P « Pg zu beweisen. 

Sowohl zu L := POLp^ Ag als auch zu POLß Gg([Pg]) gehören Funk¬ 

tionen hp mit 

hn(xi •xn> " 

A , falls X. » 

0 sonst 

0, 

und n « 1,2,.... Wir zeigen zunächst, daß h für jedes nil 

rn-1 
ist. Die Funktion hp kann offen- keine Superposition über L 

bar nicht durch Superpositionen der Form »^t;) darge¬ 

stellt werden, wobei eine der Funktionen f^ (iü) zu Ln_1 \ L 

1 In /10/ fehlen in der Aufzählung der maximalen Klassen die 
Mengen. POL T". für i - 31, 32, 33, die sich jedoch aus angege¬ 

benen Sätzen ergeben. 
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gehört, da Jede Funktion der Form ,ft) mit einem 

f1 6 Pg-1 \ Pg, іЫ, auf mindestens zwei verschiedenen Tupeln 

den Wert А annimmt. Falls also hn 6 [Ln_1] ist, existieren ge¬ 

wisse n-stellige Funktionen ^ aus L und eine (n-1)- 

stelllge Funktion f aus L mit 

hn(*> - W£).....Vi(a)). d) 

wobei fjjx) - bio + b^jXj, i ж 1,2,...,n-1. Da die Koeffi¬ 

zientenmatrix des linearen Gleichungssystems 

0, 

0, ' 
bllXl + b12x2 + + blnxn 

b21xl + b22X2 * + b2nxn 

bn-l,lxl + * * * * bn-l.nxn ' 0 

höchstens den Rang n-1 hat, besitzt dieses Gleichungssystem 

mindestens zwei verschiedene Lösungen 0. a, womit 

fo(fl<£).fn-l(S)) " fo<blo'b2o.bn-l,o) - A i8t* im Wi¬ 

derspruch zu (1) und hn(js) = 0. 

Wegen Pg л POL t5g([Pg}) = [Pg] und Pg £ L läßt sich analog zu 

oben auch hp ß [(POL Gg([Pg]))n-1] beweisen. П 

Satz 7: Die Menge M' :■ P0Lp 1 1^ ist nic^t endlich er¬ 

zeugbar. 

Beweis; Es genügt zu zeigen, daß [m'*J £r [М’я+1] gilt für alle 
mbl. Dazu betrachten wir die Relation 

?h :* {(*i.ah^ 8 ез!(Зі: aj - ai+i)MVp,q: 

(ap,3q) £ Eg л p < q =» 8p * 8q)j 

für häs3. In Matrizenschreibwelse läßt sich n Eg durch folgen¬ 

de (h,h+l)~Matrix beschreiben: 
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Alle Funktionen eue M*, die höchstens n-stellig sind, bewehren 

die Relation pn+2> de sine beliebige Auswahl von Tupeln 

r1,...,rn aus 9n+2лЕ2*2 "Indestens ein Tupel der Fora 

(0.....0,1,1.1) nicht enthalt und dealt die Matrix 

(r1,...,r(|) (Tupel hier wieder als Spalten auf geschrieben) ain- 

destens zwei gleiche benachbarte Zellen besitzt. Die (n+1)- 

etelllgen Funktionen aus M* haben diese Eigenschaft 1. allg. 

nicht. So bewahrt z. B. die Funktion gn+1 sue M' alt 

X ß j(O,.. .,0),(1,0,...,0),...,(1,1,..., 1) j, die Relation ^^+2 

nicht. Folglich gilt [M,n] f [м,п+1] fOr beliebiges nbl.o 

3.1. Die aaxiaalen Klassen von P0L^(° ° J) 

Sei M POLpj^(g ° \) und M„ POL, wobei (00010000001AAAAAAА ААЛА АЛ A лООІООІАААА АЛ 01А \ 
0101010011100101ААА0010101ААА011АААА01ААА \ 
1001010101100011001А А А0011011АА ААА01АА А АА } 
110111ІАААА0111І011011АААААААААЛ01ААААЛАА / 

bzw. 

У- е2(й)\ 
/0001000 1\ 
/ АААА0011 \ 
I 0011ААААІ 
\0 1 1 1 О 1 1 1/ 

ist. 

Leaae 3t (а) FOr jedes g 8 M\M0 gilt [и и{gj] - M. 

(b) MQ ist die einzige aexiaale Klasse von M, die M 

enthalt. 

(c) ord M • 2. 
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Beweis: Sei g 6 M\MQ. Dann erhält man als Superposition über 

M u{gj eine zweistellige Funktion g', die nur auf (1,0) den 

Wert ▲ annimmt. Folglich ist q := Cg (w) g' 6 [м u |gi] mit 

q(x.y) 
А für (X,у) > (1.0) , 

О sonst. 

Sei 

9.(*1 •xn> 

А , falls X = a, 

0 sonst. 

Dann gilt g (x) - q(Pt(x),p2(x)), wo 

Pl(£) 

1, falls X i а, 
und p2(x) :> 

1, falls X > 

0 sonst О sonst 

aus M sind. Eine beliebige Funktion gm aus R mit W(g) £ {o,A} 

ist dann eine Superposition Ober [ga|a 6 E™}u[xvy| £ [M u{gj] 

wegen g(x) « \/ g (x). Oede Funktion fn 6 M erhält man 
a,g(a)=A - 

dann mit Hilfe der monotonen Funktionen xvy, 

1, falls ein а 6 E« mit f{a_) » 1 und x^a exi- 
* — stiert, 

0 sonst 
fx(x) : = 

9f(i) 

und der Funktion 

A. falls f(x) = A. 

.0 sonst 

durch f^(x) Vgf(x) » f(x) als Superposition Ober M u)gi. Folg¬ 

lich ist [m u(g}] = M und (unter Berücksichtigung von ord M =» 2) 

ord M = 2. 

(b) folgt unmittelbar aus (a). □ 

Lemma 4; Sei := MnPOL(J), M2 :» M n POL(O) , :=. MnPOL(l), 

M n POL 
'0100' 

0 10 1 
0 110 

,0111. 

M n POL 

0 1 о о 0 \ 
0 10 10 \ 
0 110 0 ) 

,01111/ 
und 
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/0 1 0 0 0\ 

М6 :■ Mn POL ( о 1 1 о 1 } • FQr j*de Teilmenge Ш von M. die 
\0 1 1 1 1/ 

in keiner Menge M^, 1 6 (1,2,...,6¾. enthalten ist, gilt 

M fi [ОТ]. 

Beweis: Wegen Ш Ф M^ gehört zu [іИ]eine gewisse Konstante 
ca (a 6 Eg). Hieraus und aus M jf M2 sowie Ш ß M3 folgt 

Cq.Oj 6 [ТО]. Aus einer Funktion, die nicht zu Мд gehört, er¬ 

hält man mittels Identifizieren gewisser Variablen und Einset¬ 

zen von Cq.c^ eine zweistellige monotone Funktion 

g S (xvy,x»yj. Dann gilt für Funktionen p, q 6 Tfl mit 
p ß Mg, q ß Mg offenbar (xvy.x.yj C Цсо,с1*'9-Р*Ч}] • Folglich 
ist [{x V y.x.y.CQ.Cjj] »MC [те]. О 

Satz 8: M besitzt genau 7 maximale Klassen: MQ,M^«...,Mg. 

Beweis; Die Aussage des Satzes ergibt sich aus Lemma 3 und 4 

sowie der paarweisen Unvergleichbarkeit der Mengen M0,...,Mg, 

die man der Tabelle 2 entnehmen kann, wobei 

:» c. , 
f А für (x,y)»(l,0), 

■i (Х<У) 'S 
[ X sonst, 

m4(x,y) :» x.y, m5(x,y) xvy, m6(°) (^) , m7(°) (£) , 

m8(x.y,z) := 

gesetzt ist. 

xvy für z»x«y, 

sonst 

fx* 
und mg(X,y,z) := j 

X"у für z»x V у, 

sonst 
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"і"2В3И4"5В6*7И8В9 

М0 -♦♦♦♦ + * 
Mj ♦“- + ♦ + + 

Mg ♦♦-+♦•+ 

Mj ♦• + + ♦♦- 

Мд + ♦ ♦ ~ “ ♦ + 

Mg + ♦ ♦ ♦ ■ — 

Mg ♦ + ♦ - ♦ — 

(+ steht für das Enthaltensein,, - für das Nichtenthaltensein 

der Funktionen in den Mengen.) Tabelle 2 

3.2. Die maximalen Klassen von POLp(° g) 

3.2.1. P . P2>3 

Die Menge POLp^ ^(° g) bezeichnen mir nachfolgend kurz mit S'. 

FOr (£) 8 (J 2 j \) und fn в POL(° £) sei 

T^ß(fn) !" { » «*„) ® E2 I • • »anb f (ai* • •* *an) )■(“ ,ß)j. 

Mit Hilfe der Mengen ТлВ laßt sich folgende abgeschlossene Teil 

menge S6 von S' definieren: 

S0 KJ[f 6 S-ІЗф 6 (° ° I §) : Taß(f) - fl}. 

Lemma 5: (a) 

(b) 

(c) 

Beweis: (a): 

—i “ ("il — 

Für jedes g в S' \ S0 gilt [s 0{g}] - S'. 

SQ ist die einzige maximale Klasse von S', die S 

enthalt. 

ord S' m 3. 

Im Falle g" 8 S' \ SQ existieren gewisse Tupel 

,а1и) в Eg (i - 1.2,3.4) mit 
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Bezeichne fn eine beliebige Funktion aus S'. Die Funktionen f ^ 

mit der Eigenschaft 

f (J“>. falls £ в T01(f). 

(y“). fall* X e T02(f). 

(¾). faHa X в T12(f). ' 

* fall® {x.xj £ T22(f), 

1 = l,2,...,m, gehören dann zu S und sind stets so definierbar, 

daß д(^(х).... ,fn(x)) » f(x) gilt. Folglich ist [jg}us] - S'. 

(b) folgt unmittelbar aus (a). 

(c) ergibt sich aus (a) unter Beachtung von ord S * 3. □ 

Lemma 6: Sei S% :» S'n POL (°), S2 S* n POL G3(S n[p*]) und 

Sj :« S'n POL Gj(Sn L). Für Jede Teilmenge № von S', die keine 

Teilmenge von Sj, S2 und Sj ist, gilt S £ [№]. 

Beweis: Wegen Ш Ф Sj gehört x zu [%], und wegen Ш ft s2 findet 

man in [Wt] eine Funktion g mit 

g'(x,y,z) := g(x,y,z,x,y,z) 6 S3 \ {x,y,z,x,y,z], 

1. Fell: g' ß Sn L. 

In diesem Fall ist {g'.xj (£ Sn [SJt]) weder Teilmenge von Sn L 

noch von S n Tq. Da bekanntlich S n L und SnTQ die einzigen ma¬ 

ximalen Klassen von S sind, gilt die Behauptung im Fall 1. 

xn 
M* 
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2. Fall: g' 6 S л L. 
Offenbar ist in diesen Fall Sn L3 4 [Ж] . Wegen Щ ft Sj exi¬ 

stiert in [Ш] eine Funktion h 6 S3 \. L, womit S й [Ш] nach 
Fall 1 folgt. □ 

Satz 9: S' besitzt genau 4 maximale Klassen: S^, S^. S2, Sj. 

Beweis: Die Behauptung ergibt sich aus Lemma 5 und 6 sowie der 

paarweisen Unvergleichbarkeit (bez. Inklusion) der Mengen 

SQl...»Sj, die man der Tabelle 3 entnehmen kgnn, wobei 

s1(x.y.z) : - xy»xz»y z, 

( y. falls (x,y,z) 6 {(0,0,0),(0,0,1),(0,1,0), , 
S2(x,y,z) := J (1,1,1)} 

(2 sonst, 

Sg(x) :- X, s4(x,y,z) :- xy V xz V yz, sg(x,y ,z) :• x+y tz und 

s6(*.y.z.u) 

gesetzt ist. 

xy V xz V yz, falls u * X + у + z, 

2 sonst 

sis2e3s4s5e6 

S 2 - + + — - + 

Sj - + + - + - Tabelle 3 

3.2.2. P - P2 

Die Menge POLp (° g) sei nachfolgend mit S bezeichnet. 

Zur Bestimmung der maximalen Klassen von S prüft man zunächst 

leibht nach, daß nur 9?(SQ) von den Mengen y(S^). i > 0,1,2,3 

nicht bez. (¾) abgeschlossen ist. Abgeschlossen in F>2 ist aber 

die Teilmenge 
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Pol ^(a1,a2,az,a4) 6 {o,l, А}41((ax,ад) 6 e| =# ад = a%) л 

((a2<a3) e e| -» a3= ä2) л ((a1,... ,a4) e E2 ѵЗі/j :a^»8j»A)j (0011АААААА1АА10100110011АІАІ AAOIAX 
Gl101111001101A AAAi10101111101111 \ 
10010011ААІА10АА0101АААAAA01AAAAA 
Д10001010101АА10ЛААААААA01AAAA1АА/ 

von S. 

Lemma 7: (a) Für jedes g e S \ S* gilt [su{gj ] = S. 

(b) S* ist die einzige maximale Klasse von S, die S 

enthält. 

(c) ord S ■ 3. 

Beweis: Es genügt, (a) zu beweisen. 

Ira Falle g В S \s" existiert als Superposition über g und x in 

[su{gj] eine zweistellige Funktion g' mit g’(«,ß) =A und 

9' (x,y) e Eg für (x,y) e Eg \{(a,ß)}. Folglich gehören zu 
[Su{gj] auch die Funktionen 

А für (X,у) - (a.b), 

X sonst a.b (x.y) ef(x.g((xa)ot.(yb)ß)) 

((a,b) e e|) und 

h(x,y) := e1(h0<1(x,y),h10(x,y)) 
Г А für (x,y)e{(0,1),(1.0)}, 
I X sonst. 

wobei 
(x, falls a = 0, 

X8 := < 
[X sonst 

sei. Man prüft nun leicht nach, daß die Funktion 

ej(h10(e|(x>y'2) xyVxz vyz),hQд(e|(x,y,z),xyz v x(y v z)), 

h(e|(x,y,z),x(yz)V x(yVz))) (- y(s2)(x.y.z). s2 wurde im Be¬ 

weis von Satz 9 definiert) zu S\g?(S0) gehört, und nach Lemma 5 

(a) gilt somit [Su(g$] » S. n 
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Al« Folgerung sue Leaев 7 und Abschnitt 3.2.1 erhalten wir den 

Satz 10; S besitzt genau 4 maximale Klassen: 

S*. <p (Sl). 9>(S2). 9(S3). 

3.3. Die maximalen Klassen von PQLp(a) 

Es sei о. B. d. А. а ■ 0. 

3.3.1. P » P2 3 

Die Teilmengen 

N0 {f 6 POL(O) I f(0.0) - 0 v|w(f)| 4 2 } und 

Nj [f в POL(O) I f(0,...,0) - 2 v|w(f)| 4 2} 

von N :■ POL(O) sind offenbar abgeschlossen. 

Lemma 8: (a) Für jede Funktion p в POL(O) \ NQ und 
q в POL(O) \ gilt [T0u{p.qj] - POL(O). 

(b) Nq und N^ sind die einzigen maximalen Klassen 

von N. die TQ enthalten. 

(c) ord N » 2. 

Beweis: Es genügt, (в) zu beweisen. 

Sei fn 6 N. Dann sind folgende 2 Fälle möglich: 

1. Fall: f(0.0) - 0. 

Für eine Funktion qm 6 N \ NQ gilt q(0) ■ 0, und es existieren 

Tupel а (ax.em), b (b^....,b„) 6 Е®\{0} mit q(a) - 1 

und q(b) - 2. Die Funktionen g" mit 

gehören zu Tg, womit f(x) ■ q(g^(x).дя(х)) eine Superposi¬ 

tion Ober Tgu{qJ ist. 
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2. Fall: f(0.0) - 2. 

Für eine Funktion pr 6 N\ gilt p(0) = 2 und p(£) = 0 sowie 

p(d) = 1 für gewisse Tupel £ = (c1....,cr), 

d - (di.dr) 6 Ep\{0}. 

Oie Funktionen 

h£(x) :» 

( 
gehören zu TQ 

für f (x) = 0, 

di für f(x) = 1, 

0 für f(x) = 2 

Folglich ist f(x) 

(i « 1.2.r) 

= P(hl(x)....,hr(x)) eine Su 

perposition über Tp и[p]. П 

Lewie 9; Sei Ng :« N n POL(j ) , Nj := Nn POL 

N n POL 

N n POL 

N П POL 

'0 0 0 0\ 
О О 1 1 \ 
0 10 1 
vO 1 1 oy 

'00000' 
0 0 10 1 
0 10 0 1 

.01111, 

N n POL 

0 0 0 0 0 

N n P0L ( S 1 0 0 1 0 
\0 1 1 0 0 1, 

und Ш S N keine Teilmenge 

von N. für jedes i 6 [2,...,8]. Dann gilt Tn £ [ШІ. 

Beweis: Wegen 53T 0 existieren in Mt Funktionen f i mit 

f± ß Ni für i e [2.8}. Offenbar ist f2(x,... ,x) =cQ(x) 6 [Ш] 

und [[cp.fj}] n (Tq \ [е^.е^.Ср}) / <fi, d. h. , zu [Щ] gehört min¬ 

destens eine der Funktionen gt (i * 1,2,3,4) mit g^x.y) » xy, 

g2(x,y) “ XY* 93(Х<У) = x+y. g4(x.y) = xvy. Nach xy.xy e [[xy]] 

(xy « Х-У-У) ist [{Gi'fy]] n {g3.g4J / ß. Außerdem gilt 

[^c0'^2’f5^]n{^i• 93■ 94j / ß. [ico'93.f4]Jn{g1.g2.g4} / ß und 

[ Jcq , дд, fn |9i • 9г • 93} ^ ß. Folglich 1st mindestens eine der 
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Mengen {g-L-gj}, [9a .g4|. {g2.g3j. [9ß - 94| oder {g3.g4j in [Wt] 

enthalten. Bis auf jg^.g^} ist jede dieser Mengen keine Teil¬ 

menge irgendeiner maximalen Klasse 

А € [Tß л Ti, T0nH, T0nL, Pol(° ° *)} von T0, d. h. in T0 

vollständig. Unter Beachtung von [{cQ , g2> g4, f 8 n (g^.93} / ß 

gehört TQ somit zum Abschluß von Ш. О 

Satz 11: POL(O) besitzt genau 9 maximale Klassen: N^.N^.Ng. 

Beweis:Die Behauptung folgt aus Lemma 8 und 9 sowie der Tabel¬ 

le 4, der man die paarweise Unvergleichbarkeit (bez, Inklusion) 

dar Mengen N0*Ni»...»Ng entnahmen kann, wobei die Funktionen 

nj,,., ,n6 in Tabelle 5 angegeben sind, ferner n-, = c0, 

ng(x,y,z) = x+y+z, für die Funktionen ng,...,n12 

"“О-? iKs) 
'OOOOO 
0 110 0 
10 0 10 
110 0 1 

gilt und diese Funktionen auf den 

restlichen Tupeln stets den Wert 2 annehmen. □ 

nln2n3n4n5n6n7n8n9n10nlln12 

N - + + + + + + + 
o 

+ — + + + + + + 

Ng + + “ + - + *■ + 

N7 ++----+ + + + 

І4д + + + -- -+ — 

++—+——+ — + + 

Ng ++———++ + — 

Ny + + - + + -+ , - - 

Ng ++—+—++—— — 

X У 

0 0 

0 1 

1 0 

1 1 

nln2n3n4n5n6 

2 0 0 0 0 0 

0 2 10 11 

1110 0 1 

110 10 1 

Tabelle 4 Tabelle 5 
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3.3.2. P = P2 

Die Mengen 

% := jf I f (0.0) = oju [{cA\] , |f|f 6 Tg vf (0...,0) = ^} 

sind Teilklassen von POLjj (0). 

Lemma 10: (a) Für jedes f 6 POL (0) \ und g e POL (0) \ 

gilt [t0 u [f, g}] = POL (0). 

(b) Ng und Nj sind die einzigen maximalen Klassen von 

POL (0), die Tg enthalten. 

(c) ord POL (0) = 2. 

Beweis: Falls f 6 POL (0) \ N0 und g 6 POL (0)\N£ 1st, gilt 

e| @ f ß <p(NQ) und e2 © g ß ^(N^). Folglich ergeben sich 

die Behauptungen aus dem Beweis von Lemma 8. □ 
Als Folgerung aus Lemma 10 und Abschnitt 3.3.1 erhält man den 

Satz 12: FOLK (О) besitzt genau 9 maximale Klassen: 
2 

Ni- 9(N2).<?(Ng). 

3.4. Die maximalen Klassen von POLp(°) 

3.4.1. P = P2,3 

Sei А := POLp^ ^(°). рд := {(0,1),(0,2),(1,2),(2,0),(2,1),(2,2)} 

und Aah := LV if" e A I |w( f )| 6 2 V (f (0.0) ,f(l.1)) 

"" ' « ,A \ К"'")!} 
für (a,b) 6 рд. 

Lemma 11: (a) Sei fafc( В А \ A0b für (a.b) 6 рд. Dann gilt 

[T0 л Ti u ab I (a *b) 6 <?A}] = A* 

(b) Die einzigen maximalen Klassen von A, die tqn Ti 

enthalten, sind A0b für (a.b) 6 рд. 

(c) ord А « 3. 
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Beweis: (a): Sei gm eine beliebige Funktion aus А und 

8(1 *** °) = (&)« Nach Definition von А ist dann (a,b) 6 рд. 

O. B. d. A. sei (a,b) / (0,0). Für die Funktion existiert 

ein Tupel d - (d1....,dn) 6 e!J \ {0,1} mit f(d) - c und 

(a,b,c) = {0,1,2}. Weiter gehören die Funktionen g® mit 

( 0 für g(x) - a, 
9i(£) - i 1 für g(x) - b, (1 - 1,2.n) 

für g(x) ■ c 

zu TQ л T1# Folglich gilt 

9(i) - .9n<*>> в [TonTj u {fab|(a,b) в ffA}]. 

(b) und (c) folgen aus(a) unter Berücksichtigung von 

ord TgATj ,3.0 

Lemma 12: Sei 

:= АП POL *2 А О POL АП POL 

Ад := А л POL Gj(Tq n л И) und TO(£ A) keine Teilmenge von A^ 

für i = 1.4. Dann gilt TQ n Tj S [Ш]. 

Beweis: Bezeichne f^ eine Funktion aus А \ A^ für i 6 {1,2,3,4) 

Durch Identifizieren gewisser Variablen von f^ erhält man of¬ 

fenbar eine Funktion aus (xy,x vy). Aus xy 6 [{x vy.fjj] und 

xvy e [{xy,f2}] folgt TQ л TjO M = [[xy.xvyj] £ [%%]. Wegen 

der Maximalität von ТдПТ^М in TgfiTj ist demnach 

TOnTi S [T0r'TlnM'uif4{] S D ■ 

Satz 13: А besitzt genau 10 maximale Klassen: 

Aab 8 Рд)> Aj.Ag.Aj.A^. 
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Beweis; Wegen S n TQ S A^, T^ n Po1(q ® J) 4 Aj, 

T0AP°1(° £ *) s A3. MnT0nTl s A4. T0aTi fi Aab ((a,b) 6 9д) , 

A2\(T0nT1) S At für i 6 {1,2,3,4} und A2\ (TqATj) ß Aab für 

alle (a,b) 6 9д prüft man leicht nach, daß die in Satz angege¬ 

benen 10 Teilklassen von А bez. Inklusion paarweise Unver¬ 
gleichbar sind. Hieraus und aus Lemma 11 und 12 ergibt sich die 

Behauptung. □ 

3.4.2. P = P2 

Sei A" := POLg (?) und 
2 

A0 c (f «A‘Ue W(f) =» f(0.0) - A Vf(l,...,1) = а]. 

Offenbar 1st A0 eine abgeschlossene echte Teilklasse von A'. 

Lemma 13: (a) Sei f 6A'\ AQ, g6A'\ POL(O) und h 6 A'\P0L(1). 

Dann gilt [(Tg n T^) и (f ,g,h)] =» A'. 

(b) Ag, A'n POL(O), und A’ n POL(l) sind die einzigen 

maximalen Klassen von A', die TQлTj enthalten. 

(c) ord A' - 3. 

Beweis: Es genügt, (a) zu beweisen. 

Offenbar gehören zum Abschluß von {f,g} einstellige Funktionen 

f', g' mit f'(j) » (a) und g"(°) « (*). Folglich sind die Funk¬ 

tionen t1,....t5 mit tx e| ® f•, tg := e2 ® g', 

t3(x,y) :» e|(f•(X л у) дд'(x vy),y), t4(x,y) := f1(x) v (x vy) 

und t5(x,y) :» 9'(x) л(x лу) Superpositionen über TQnTjU(f,gJ. 

Für diese Funktionen gilt nun t^ ß y(Ag2). t2 ß p(Ag^), 

t3 ß Cp(Ag2), «4 ß <p(A12) und t5 ß 9(A20). Da außerdem 

h ß дэ(Ад^) ist, folgt aus Lemma 11 die Behauptung (a).O 
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Aus Lemma 13 und Abschnitt 3.4.1 folgt der 

Satz 14: A' besitzt genau 7 maximale Klassen: 

A0, A'n POL(O), A'nPOL(l), ^(Ag) . q>( A3) und <?{\). 

3.5. Die maximalen Klassen von 

3.5.1. P = P2<3 

Sei Й := Vp . 
P2,3 

p0 ш P2 u{f |w(f) 4 {0,2}] und j21 :- P2 u{f |W(f) 6 {1,2}}. 

Analog zu Lemma 1 beweist man 

Lemma 14: (a) Für jedes f G p \ P0 und jedes g в p \ V1 gilt 

[p2 u{f ,g}] - p. 
(b) und P1 sind die einzigen maximalen Klassen 

von p, die Pg enthalten. 

(c) ord p = 2. 

Lemma 15: Sei P2 := P n POL(°), Ѵъ P n POL(° *), 

pA pL n POL(O) , P5 := ^nPOL(l), 

p6 := £nPOL(£ 1 i), P7 := ftriPOL Ag und Щ4£) 

für jedes i в {2,3,...,7} keine Teilmenge von p±. 

Dann gilt Pg 4 [ШІ, 

Beweis: Wegen Ш 0 für j 6 [2,3,4,5,6} gehört offenbar Pg 

zum Abschluß von Ш. Dede Funktion f aus ЙЛ Й7 ist aus Pg \ L, 

womit [W]n Pg keine Teilmenge irgendeiner maximalen Klasse von 

P2 ist und folglich Pg » Pg gilt. □ 

;Satz 15: P besitzt genau 8 maximale Klassen: po, 

Der Beweis folgt unmittelbar aus Lemma 14 und 15 sowie dem 

leicht nachprüfbaren Fakt der paarweisen Unvergleichbarkeit 

der Mengen f Q.P 7‘ 
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3.5.2. P - P2 

Da bekanntlich P2 die 5 maximalen Klassen TQ, Tj, S, M, L be¬ 

sitzt, gilt der 

Satz 16: ß£ (= P2 и[|c^{]) besitzt genau 6 maximale Klassen: 

P2’ T0 u [(caU ' Tl u [1CA}]< m u Цса}]< s u [{ca}] und L 0 [ 1сж53 - 
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Linear involutory semigroups with two generators 

Abstract 

06A05 
20M14 

We construct four classes of linear involutory semigroups of 
finite order n with two generating elements called generators. 
These clasaes contain all such semigroups in the already com­
pletely known cases with n '7. 

1. Linear involutory semigroups

In /1/ there was introduced the notidn of an involutory semi­
group, which can be modified in the following way. 

Definition: A (partially) ordered set s(,,+,•) with an addition 
+ and an involution * is called an involutory semigroup, if
wXth respect to the addition it is a commutative semigrou� with
zero element, if the addition is syntonous and the involution
antitonous, and if

a* � (a + b)* + b 

for all a, b e s. 

( 1) 

The original definition of an involutory semigroup was done by 
means of the notion of complement�ry semigroups, which possess 
also a kind of subtraction. However, in view of Lemma 2 of /1/ 
and the representation a-b = (a*+b)* both definitions are equi­
valent. The two monotony requirements in the definition mean 
that for ell a,b,c e s  

.a ,!i b implies' both a + c � b + c and a * ,!, b*. 
A� involution is an operation with the property (a*)� = a. An 
involutory semigroup is called nontrivial, if it contains at 
least two different elements. 

An ordered semigroup is called linear, if the addition is syn­
tono�s and if the ordering is total, i.e. if every pair of two 
elements are comparable. 
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Linear involutory semigroups can be characterized by the fol¬ 

lowing 

Lemma: A linear commutative semigroup S with zero element and 

an antitonous involution is an involutory semigroup, if and 

only if for all a 6S with a / u 

a*+£<o*£a*+a, ' (2) 

where a is the predecessor of a with respect to the ordering 
and where u is the smallest element, so far as it exists. 

Proof : The second inequality of (2) follows from (1) with a = o. 

Let be oM 4 c* + £ and therefore (c* + c)* 4 o. Then (1) with 

a = c* and b = £ gives the contradiction c 4 (c* +£)* + £ - £• 

Conversely, if (2) is satisfied and (a*>b)* + b 4 £^a, then 

we obtain the contradiction (a* + b)* + (a*+b) 4 a* + <э<о*. 
In what follows we only consider finite semigroups. 

2. The modified combination 

In /2/ there was mentioned a procedure termed as modified com¬ 

bination of the Theorems 2 and 4 of /2/. Now we describe in de¬ 

tail what this means. 

Theorem: For every nontrivial linear involutory semigroup S of 

order n with the smallest element u and for every integer pal 

there exists a linear involutory semigroup of order np+n+1 

with the elements (a,i), aeS, 0 4 i 4 p+1, the ordering 

(a,i) 4 (b,j) if i<j or i = J and a 4 b, 

the addition 

(a,i) + (b.j) = ((8° + b°)°.i + j), 

the involution 

(a.i)* = / ((£)°>P-i) for a / u and i 4 p. 
\(u,p+l-i) for a = u and i 4 p+1, 

and the identification 

(3) 

(4) 

(5) 

m = (a,i) for all aeS and i>p, (6) 

where the upper index о denotes the symbol for the involution 

in S, and m denotes the greatest element of s(R). 



Proof ; The zero element reads о = (o°,0), the ordering is , 

linear. The associative law follows from 

(a ,i) + (b , j ) + (c , k) = ((a°+b°+c°)°, i+j+k) , 

the involution property from a° = (£)°. and the monotony is 

also clear. Finally, choosing the representation m = (u,p+l), 

we have 

(a,i)* + (a,i) = ((a + a°)°,p), (a,i) + (a,i) = ((a+a°)°,p) 

for a ^ u and 

(u,i)* + (u.i) = m, (u,i)* + (u,i) = ((u°+u)°,p) 

as well as o* = (F,p) with F = ((o°))° the successor of o, 

since o° / u. In view of (b+b°)° £ о < F the first inequality 

of (2) is satisfied, and in view of o<F a (a+a°)° also the 

second one. According to (6) the order of the semigroup S^E) 

equals to n(p+l)+l. Hence the theorem is proved. 

Examples for this theorem are the semigroups , H^q, from 

/2/ and /3/ with H2 , and h|, respectively, instead of S and 

p «1 as well as with S = H2 and p = 2. 

If we choose S = An from /2/ the linear involutory semigroup of 

order n+1 a 2 with one generator e = F, then A^E) ±s a semi¬ 

group with the two generators (e°,0) and (o°,l). The semigroup 

A constructed by means of Theorem 4 of /2/ can be considered 
—n (ГП 
as the case A^—'. 

3. Archimedian semigroups 

Now we construct a class Spqr of linear archimedian involutory 

semigroups with nonnegative elements depending on three inte¬ 

gers as parameters, where p,q have no common divisors, газ for 
p = 2 and r a 1 for p a 3. We require that p < q and define Sp^r 

as the semigroup with zero element generated by the integers 

p,q and the equality 

pq-p-q+r=pq-p-q+r+l. (7) 

51 



This semigroup possesses the greatest element 2(pq-p-q)+ r + 1 

and the order pq-p-q+r+1. 

To prove this assertion we use a theorem of Sylvester (of. 

L. Rädel /4/), by which the semigroup with zero element gene¬ 

rated by p and q possesses for every i exactly one of the two 
numbers i and pq-p-q-i. Since i = 0 is the smallest element of 

this semigroup, i = pq-p-q is the greatest integer not belon¬ 
ging to it. The identification (7) implies that all integers 

from 
(pq-p-q+r) + (pq-p-q+1) = 2(pq-p-q) + r + 1 (8) 

are equal to each other, so that (8) is the greatest element. 

If an integer i with 0 4 i + pq-p-q belongs to the semigroup, 

then pq-p-q-i does not belong to it, what implies according to 

(7) that 
2(pq-p-q) + r - i / 2(pq-p-q) + r + 1 - i 

and vice versa. This means that the semigroup possesses 

(pq-p-q+1) + r elements, and according to Theorem 3 of /2/ it 

is an involutory semigroup with 

i* = 2(pq-p-q) + г + 1 - i. 

The just constructed semigroup possesses two generators if 

qcpq-p-q+r, i.e. p <(p-2)q + r. For p = 2 this means that 

ri3, whereas else г ä 1 is possible. 

The semigroup with the generators p = 3. q 

tion 14 = 15 = 16 and the consequence 17 = 18 

the foregoing type, but it is isomorphic to S 
from the following addition tables 

О 3 6 8 9 11 12 14 17 20 
3 6 9111214 14 17 20 . 

6 91214 14 17 17 20 

8 11 14 14 17 17 20 

9 12 14 17 17 20 

11 14 17 17 20 

12 14 17 20 

14 17 20 

17 20 

20.20 

8, the identifica- 

= 19 is not of 

250 as can be seen 

02456789 11 13 

24678991113 
4 6 8 9 9111113 

5 7 9 9111113 
6 8 9111113 
7 91111 13 

8 91113 

9 11 13 
11 13 

13 13 



with 9 = 10 and 11 ■ 12 in the second case. The class with p =2 

is already known from /2./, namely S2 2s+l t+2 = Dst with sal< 

t a 1 and Dlt = B2 j, moreover, in the notations of /2/ and 

/3/ we have 

S233 = H8' s234 = H16' S235 = H33' S253 = H31' S341 = H34* 

4. The number of the semigroups 

Up to now we have four classes of linear involutory semigroups 

with two generators, namely A^ of order p+1, A^4^ of order 

p(q+1) , of order p(q+l) + l and Spqr of order pq-p-q + r+1, 

the first two classes arise by means of Theorem 2 and Theorem 4 

of /2/, respectively, with the generators (e,0) and (o,1)in the 

second case. The numbers k^ of the first three classes of order 

n are contained for n 4 40 in the table 

23 24 25 26 27 28 29 30 31 32 33" 34 35 36 37 38 39 40 

д(Я) 

д(а) 

111111111111111111 

6 1 2 2 4 6 42227 226 

2 61224 6 42227 22 

37 84575775755 10 8359 

where the number of semigroups A^) of order n equals to the 

number of different possibilities to split n into two factors. 

The orders of the semigroups S2q3 are the odd numbers from 5, 

and the orders of the first semigroups Spql are 
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5 6 7 8 9 10 11 12 13 14 15 16 17 18 19 20 

9 13 15 19 21 25 27 31 33 37 39 

13 19 25 31 37 43 49 55 

21 25 29 33 41 45 49 53 61 65 69 73 

31 51 61 81 91 

Hence the numbers kg of the semigroups S2q3' the numbers k^ of 

the semigroups s j with раз, the numbers k4 of all semi¬ 

groups Spqr and the total numbers к of all four classes of se¬ 
migroups of order n are 

n 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12 13 14 15 16 17 18 19 20 21 22 

11335 5 6 6 9 9 11 11 12 12 15 15 18 18 

1234669 9 9 11 14 12 16 17 16 17 20 20 25 23 

23 24 25 26 27 28 29 30 31 32 33 34 35 36 37 38 39 40 

19 19 23 23 25 25 27 27 31 31 34 34 35 35 38 38 40 40 

22 26 31 27 30 32 32 34 38 36 41 39 40 45 46 41 45 49 

with kj") = (k|v) + k^v^) and к = k^ + k^, where the upper 
van 

index indicates the corresponding order. According to /2/ and 

/3/ the constructed semigroups with n a 7 are all linear involu- 

tory semigroups with two generators. In the cases up to n = 40 

we have k^n^ a n-2 with equality in the seven cases n = 2,3,4, 

5,6,8,11 and 14. 

5. Supplement from August 7, 1987 

The just mentioned inequality 

k(n) a n-2 (9) 

for n a 40 is also valid for all n, in fact we have 

k<n) a ! n - 9, (10) 

what implies (9) for n a 35. 
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with Proof: Let 1рП^ be the numbers of the semigroups Sp j 

fixed p and, as before, the numbers of the semigroups 

of order n. From the last table we have k^31^ = 31. Hence for 

n ^ 31 the number 

l(n) = 28 + (k<V) + 1<V)) (11) 

with p=5 is a lower bound for the total numbers к (n) 

suffices to prove 1 (n) i m (") for n > 35, where m (n) 

and it 

denotes the 

right-hand side of (10). The numbers k|n^, l^n^, 1^^), 

have the periods 2, 6, 6, 20, respectively, so that the common 

period is 60. Hence the inequality (10) is proved for all n, if 

we check it for the 60 values from,let us say, n = 31 up to 

n = 90. This is done in the following table, if we consider 

x(2i) = i(2i-l) gnd m(2i) = ra(2i-l) + 1,2. For simplicity we 

denote the last number rounded up to the next integer by 

m(2i-1) and drop the upper index n = 21-1 in all cases: 

31 33 35 37 39 41 43 45 47 49 51 53 55 57 59 61 

1 1 

1 1 

1 

1 

1 1 

1 1 

1 

31 34 35 38 40 42 45 48 49 53 55 57 60 62 63 67 

30 32 35 37 39 42 44 47 49 51 54 56 59 61 63 66 

63'65 67 69 71 73 75 77 79 81 83 85 87 89 

69 71 74 77 78 82 84 85 88 91 92 96 98 100 

68 71 73 75 78 80 83 85 87 90 92 95 97 99 
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Moreover, we can sharpen (10) by = an - b with an arbitra 

ry large a, because if we consider for the lower bound 

(11) in the case that p and q are primes, then we find 

and this number tends to infinity as p—»oo. 

Correction of /2/: On p.4 of /2/ read at the end of section 1: 

Every commutative linear semigroup with zero element and a ma¬ 

ximal element m with m+x = m for all x is a complementary semi 

group. 
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The efficient solution of a set of linear equations with a near 
r-Toeplitz coefficient matrix

Abstract 

A well known algori thm for solving a Toepli tz set of linear 
equations is adapted to solve equations with a Toepliti-like 
coefficient matrix, These equations arise from applying the 
technique of product integration to the numerical solution of 
certain integr�l equations. 

1. Introduction

Integral equations of the type

y(t) ='f(t) + J k(t-s)y(s)ds, (1.1) 

occur frequently in practical applications. One example of this 
in•which we have recently been involved is the investigation of 
sound propagation over an inhomogeneous plane /4/, In t1is pro­
blem, a number of strips of admittanca q2 are embedded in a
plane of admittance g1• If the integral is split into a number
of equal subintervals, (1.1) reduces to a sat of linear. equa­
tions. The coefficient ma�rix of this set 1s either Toeplitz or 
r-Toeplitz depending on whether one o·r ■ore strips have been 

embedded into the original plane.

Definition 1,1: A matrix Am [a
1jJ, of order n, is r-Toeplitz

if 

ei+r,j+r „ aij' i,j „ 1,2, ••• , n-r. ' ( 1. 2) 

The set of r-Toeplitz matrices contains both Toeplitz (when r�� 
and block �oeplitz (when n•rm) matrices as s�bsets, An algo­
rithm for solving r-Toeplitz equations fs given in /7/, which 
also contains an inversion algorithm f6r r-Toeplitz matrices 
and an algorithm for solving a Toeplitz set of equations, when
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the coefficient matrix is not strongly nonsingular 

The technique described above becomes inaccurate in the case 

of weakly singular integral equations. This leads us to consi¬ 

der the method of product integration, further details of which 

can be found, for example, in /1/ and /2/. It is shown in /3/ 

that we obtain the set of 2n+l linear equations 

(A+B) 

_X2n+l_ L^n+lJ 

(1.3) 

where A is a 2-Toeplitz matrix, the only nonzero elements of 3 

occur in its first and last columns and A + Ѳ is centrosymme- 

tric. 

Definition 1,2 (/6/): A matrix D, of order n, is centrosymme- 

tric if it satisfies the equation 

03 =30, (1.4) 

where 3 is the reverse unit matrix having ones in the secondary 

diagonal and zeros elsewhere. 

The pyrpose of this paper is to give an efficient algorithm for 

solving (1.3), taking advantage of all the pattern of A + B, 

This is achieved by first modifying the algorithm in /7/, to 

take account of the centrosymmetry, and then using a bordering 

technique, similar to that found, for example, in /5/. 

2, The solution of (A+B))( = £ - Theory 

We shall assume throughout this paper that A + 3, the submatrix 

T2n_i of A + В formed by removing its first and last rows and 

columns and the submatrices of Ti ^or,nec* by removing its 

first 2p rows and columns, p = 1,2,...,n-2 are all nonsingular. 

It is important to note that Tg ^ and T^, i = 3,5,...,2n-3 are 

both 2-Toeplitz and centrosymmetric. Since 3-1 = 3, (1.4) shows 

that T^l, i = 3,5,...,2n-l is also centrosymmetric. 

The set of 

T2n-1^ 

equa tions 

= d. (2.1) 
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where d = [c2.c2n]T and % = [Y1' *' •'y2n-l ]T can now be 

solved using the r-Toeplitz algorithm in /7/, with r = 2. 

However the centrosymmetry of T2n ^ and its submatrices lead to 

certain simplifications. Details of this algorithm are given in 

the next section. 

In order to complete the solution of (1.3), let A + 3 = [Pjj] 

and partition (1.3) in the form 

Л u 

Z T2n-1 J~ 

ß uT3 tx 2n+l '2n+l. 

(2.2) 

where oc = Pu = P2n+l,2n+l’ P= p2n+l,l = Pl.2n+1" 

HT = [Pi2.Pl,2n]' and it- [p21- 2n , 1 У 

From (2.2) we now obtain the three equations 

ax^ + uTx- + (3x, 2n+l (2.3) 

xl£ + T2n-1—' + x2n+l*"*— = d’ 

ßxl + ü + ctx2n+l = c2n+l' 

(2.4) 

(2.5) 

Equation (2.4) can be solved for x', using (2.1), (1.4) and the 

centrosymmetry of T2^_^, to give 

X* =% - xiT2^^ - *2n+iaT2n-l-- ,(3,6) 

Substituting (2.6) in (2.3) and (2.5) produces a pair of simul¬ 

taneous equations in x^ and x2n+l" Equation (2.6) can then be 

used to find x‘, thus solving (1.3). 

The major task in these solutions is to calculate T2^_1v, i.e. 

to solve, for z , the equation 

T2n-1— = r. 
(2.7) 

This has the same coefficient matrix as (2.1) and so instead of 

solving (2.1) and (2.7) separately, we solve the single 

equation 

r2n-lh = zl = v- (2.3) 
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Remark: In most bordering methods, as for example in /5/, a 

single row and column are removed. However in (2.2) the parti¬ 

tioning is chosen so as to retain the centrosymmetry property. 

3. The solution of (A+B),x = c - Algorithm 

The first two steps below are the adapted 2-Tcaplitz algorithm 

from /7/, used to solve (2.8). The third step solves (2.3), 

(2.4) and (2.5) and hence (1.3). 

Let [А+В] ±j = pij and [ c]± = c±. 

Step 1: Determine T^1 and [z^] = Tj^V^ where 

T3 = 

P22 P23 P24 

P32 P33 P32 

24 '23 H22j 

and V3 = 

C2 P21 

C3 p31 

LC4 P41. 

Define Y1, and from 

-1 Y1 EI 

ällP-li Define Rx = [p24 P34] . S1 = [p42 P43] . 

For к = 3.5.2n-3 define 

□V, 

4 = 

Rk = 

p2 , k+3 P3,k+3 

P2,k+2 p3,k+2 

LRl<-2 

'k+2 

Sk = 

D(R^)TD 

k-2 

ck+3 pk+3,1 

ck+2 Pk+Z.i 

3k+2 
'k+2 

L°k j 

For к = 1,3, ,2n-5 determine 

4 " Yk*k+2 + ^k' 

" Ѵ*к+2)Т + EkSk' 
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Yk+2 = .сіЛѴѴкЧѴкЬ 

32^kYk + 2)T 

"k+2 

k+2 
Fk\'Yk+2 -^k"=kYk AYk+2 

a2^kYk+2 

Ѳк+2 = Yk+2Ek+2Dk+2 + °k+4 * 

L^k+4 —k+4] ' 
[Ук+2 5j<+2] + 3k+2Fk+2®k+2 

32Yk+2®k+2 

Step 3: Determine, using the notation of (2.2), 

4 = Рц - “V v = Р2п+іГі - 

1 “ !LX- T = /¾. 

X1 = [(сі-?)ц- (c2n+1-t))v]/(fi2- V2). 

x2n+l ~ [(=20^1-1)4-(=1-^)^/(/- /)' 

%- *1=- x2n+l — 

*2n+l 

An operation count on this algorithm gives 32n2 + 0(n2) flops. 

Using a standard solution method for a set of equations of or¬ 

der 2n+l gives approximately 8n^/3 flops so that the algorithm 

given here is more efficient when n>12. 
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4. The solution of (A+B)jx = £ - Example 

To solve 

1-1 1 

0 12 

0-10 

-12 2 

0 0 1 

2 3-1 

10-1 

0 -1 

2 -1 

-1 1 

1 2 

-1 0 

2 2 

0 1 

0 

3 

0 

2 

-1 

1 

-1 

Step 1: 

T 
3 

12 2 

-1 0 -1 

2 2 1 

4 0 

-1 0 

3 -1 

gives 

[%3 —зі 

0 -1/2 

1 -1/4 

1 1/2 

-1/2 -1/2 

1/4 3/4 
Ei = [1/2 1/4], Fi [1/2 -1/2], 

Step 2: Define І?і = [2 -l] , Sj = [2 2], 

(4.1) 

-1 

5 

Л 

4_ 

"l2 16" 

.-7 -llj 
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-15 10 

19 -9 

13 -8 

F3 = Ф 

-20 -ІО 
-8 -9 

13 19 

9 

3 ' [*5 -5І = А 

164 164 

-124 -104 

-220 -260 

-76 -96 

176 156 

Step 3: р = у= ^ = - тД, 5= - 4р. 

= 1, х2 = 0, X' = [О -1 2 1 і]. 

The solution to (4.1) is therefore 

X = [l 0-1 2 1 1 0]T. 
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Zu den Integralgleichungen für Polarisation und Magnat1s1erung1 

1. Einleitung

Wir betrach\an zwei klassische Probla■e dar Potentialthaorie: 
die Polar1aat1on ei�es D1alektr1ku■s �nter de■ EinflüB eines 
sta_tionlren elektrischen Felde und 1hr magnetisches Analogon, 
die Magnetisierung eines Dia- bzw. Para■agnetiku■s.' 
I• ersten Fpll is� die Polarisation P eines in ein elektrisches 
Feld Ea gebrachten dielektrischen Körpers Q (mit Lipschitz­
Rand r1 zu besti■■en. Befinden sich die Feldquallen 

� -

.div ea • 4719 ( im_ Gaußschen Maßeystea) außerhalb .Q, d. h. , gilt

spt e n n.. ;,. (1.1)~ 

eo 1st bei .linearem Zusammenhang 

P • ;(E, X•� 
4:,r 

zwischen Polarisation und Gesamtfeld E das Kopplungsproblem 
i 3 rot E • 0, div (E-Ea) • 0 in n und in :R \ .ä.

e; - e; • E� - e e� • o längs r. ,

3 
· -2 2· � 2 

E - Ea • O(lxl ) für \xi • f;r x1 --+m

zu lösen. Dabei bezeichnet e>1 die Dialaktrizitltskonstanta 
von n: die unteren Indizes t bzw. n weisen auf die tangantial­
len bzw. normalen Komponenten des Faldetlrkevaktors, schließ­
lich kennzeichnen obere Signa Grenzwerte von außen("+") und 
von innen("-"). Unser Ausgangspunkt ist die klassische Inte­
gralgleichung 

E • Ea "'.. 'i1 J Pv' y f: dy mit (1.2) (1.3} 
n 

1 vort�ag, gehalten a■ 08. 10, 1986 1■ Mathe■atiechen 
Kolloquium der Sektion Mathe111at1k der Wi_lhelm-Pieck-
Univarsi tä t qostock 65 



(8. z.B. /3/) zur Bestimmung der Polarisation. Es ist 

dy = ^'і^Уг^^З' unc* г * ІУ-%1 bezeichnet den Abstand zwischen 

Integrations- und Aufpunkt. In Abschnitt 2 wird gezeigt, daß 

dieser Gleichung ein positiv definites Variationsproblem über 

dem Raum 

H(div; П ) » jp e L2(n.,IR3): div P G І-2(П)}. 

||P -'Jiv;Q)|| = (||P; L2(0 . IR3) |] 2 + II div P; 4(0)112)172 

(zu V. m s. /2/) entspricht. 
( 

Der zweite tall betrifft die Magnetisierung M eines Dia- bzw. 

Paramagnetikums П, Verfügen wir über die Quellen rot Ba«45TJ 
des erregenden Felds B0 wie eben 

spt ) пП = p, (1.4) 

so führt dies bei voraussetzungsgemäBem linearen Zusammenhang 

*"7? (‘-»l 
zwischen Magnetisierung und Gesamtfeld В zu dem magnetischen 
Kopplungsproblem 

div В = 0, rot (B-Bg) « 0 in fi und in R3\ Q, 

B^j — 8^ *B+- (uBt • 0 längs Г 

В - Ba - 0(|x|"2) für |х|2--»oo 

(Indizierung wie oben). Die Konstante |U>о bezeichnet die mag¬ 
netische Permeabilität des Magnetikums und % seine Suszeptibi¬ 

lität. An die Stelle von (1.3) tritt jetzt die Integralglei¬ 

chung 

В = Ba + rot / M X V i dy mit (1.5) (1.6) 
П У 

zur Berechnung von M. Abschnitt 3 enthält die Konstruktion 

eines dazu äquivalenten Variationsproblems. Auf die numerischen 

Aspekte dieses Zugangs soll in anderem Zusammenhang eingegangen 

werden. 
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2. Polarisation 

Sei Пел?3 ein beschränktes Gebiet alt Lipschitz-Rand Г. Wir 
betrachten die Integralgleichung (1.3) 

£ - Ea - V /p Vy i dy 

bzw. - nach partieller Integration - 

P 

X 
V / div p it . V / Pn äL . 

n г 
(2.1) 

wobei Pn * nP die Normalkomponente des Polarisationsfelds bez. 

der Außennormalen n an Г bezeichnet. DivergenzbiIdung auf bei¬ 
den Seiten von (2.1) liefert 

- div P 
X 

div Ea - 4 Ж div P in fl. 

also wegen (1.1) 

div P - 0 in П. (2.2) 

Mit dieser Vereinfachung geht (2.1) über in 

Ea - V/pnTln n' 
Г 

Multiplizieren wir (2.3) mit Testfunktionen 

div » О in П , und setzen abkürzend cpn » 

(2.3) 

ep e c\ß ,л?3). 
n <p sowie 

V , v[Pn] - / Pn f . 

г 
so folgt nach Integration über П 

- j 9>Pdx . J Op Efldx - Jcpvvdx - f (pEgdx - f 9пѴ<*Г. (2.4) , 

1 П П П П Г 
Offensichtlich sind das die Variationsgleichungen zu dem qua¬ 

dratischen Variationsproblem 

-if|P|2dx*| f P„V [Pn] d Г - f EflPdx > min (2.5) 

n г n 
unter der Nebenbedingung (2.2). 
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Problem (2.5) let Ober dem Hilbertraum H(div;fl) zu stellen. 

Ober diesem Raum gilt der wichtige Spursatz (s. /2/): 

Oie Spurabbildung 

P—>nP|r - Pn (2.6) 

überführt H(dlv;f2) stetig auf H /2( Г). 

Satz 1: Unter den Voraussetzungen 

Ea6 L2(fl .IR3) . dlv E0 ■ О in П (2.7) 

1st (2.5) über H(div.fl) eindeutig lösbar. Die Extremale ist 

Lösung von (2.3). 

Beweis; Der Beweis beruht auf einer bekannten Abbilduhgseigen- 

schaft des Potentials 

der einfachen Schicht (s. /1/, /7/): Die Abbildung (2.8) defi¬ 

niert einen Isomorphismus von H_1^2( Г ) auf Н1у^2(Г). Darüber 
hinaus stellt die Paarung 

H_1/2(Г) 
<f,V[f]> ,V2 ( Г ) 

\ \ 4r.dry (2.9, 

Г г 
eine Ober H_1/2(Г) positiv definite quadratische Form dar. Die 

Stetigkeitseigenschaften der Abbildungen (2.6), (2.8-9) impli¬ 

zieren 

О < / P„v[Pn]dr < l|PnIL1/2llv[Pn]||1/2 - c(iPn||f1/2 
Г 

' * С И P ; H(div; Г2)і|2; 

das Randintegral in (2.5) definiert demzufolge-eine beschränkte, 

nichtnegative quadratische Form über H(div;fl). Oie eindeutige 

Lesbarkeit des Variationsproblems Ober dem Unterraum der diver¬ 

genzfreien Felder folgt danach aus dem Lemma von Lax-Milgram; 

man beachte % > 0. 
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für divergenzfreie Felder cp 6 С®(П,Л?3) gelten nach (2.4) die 

Variationsgleichungen 

i / cp Pdx - / J Eadx - 0. 
* П. П 

Daraus folgt 

|'P - Ea - Vu, u 6 a'(C2) (2.10) 

nach einen bekannten Satz von de Rham (s. /8/, /9/). Da die 

linke Seite dieser Gleichung wegen (2.7) zu Lg(fl ,IR3) gehört, 

gilt (für beschränkte Lipschitzgebiete) u 6 Lg(fl), mithin 

u 6 H1(fl). Formel (2.10) und die vollständigen Variationsglei¬ 

chungen implizieren 

0 = / <pVudx * j y^VdT * J (u+V) cp dT 

а г г 
für alle <pe Lg( 11. IR3) mit div Cp «0, woraus 

u + Vj>n] B const, längs Г (2.11) 

folgt. Da u nach (2.7) und (2.10) harmonisch in fl ist, trifft 
(2.11) auch innerhalb Q zu, woraus schließlich (2.3) folgt. 

Bemerkung: Für £ —»+ oo geht (2.5) über in 

l/PnVfpnJdr- / EaPdx->mln. (2.12) 
г n 

Führen wir in (2.12) Ea ■ - Vua ein und integrieren partiell, 

so gelangen wir mit Gauß /4/ zum Variationsproblem 

| f PnV[Pn]<Jr- / uaPndr^min (über Н-І/2(Г)) (2.13) 

Г Г 
unter der Nebenbedingung f P^dT = 0. 

Г 
(2.13) beschreibt die unter E0 induzierte Ladungsdichte längs 

einer Leiteroberfläche. 
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« 

3. Magnetisierung 

Wenden wir uns jetzt (1.6) zu: 

- M > Ba + rot 

fl 

MxVyp dy. (3.1) 

Wie vorn bezeichne fl ein beschränktes Lipschitzgebiet io IR' 

mit Rand Г. 
Nach Umformung des Volumenintegrals 

rot j, MxVy i dy = - rot j M X Vx i dy 

CI П 

= rot rot J M ^ ■ Vdiv j' M & + 4.5ГМ in П, 

n n 
ergibt sich bei Berechnung der Rotation von (3.1) 

fl 
— rot M = rot Bg + 4 ЗГ rot M * 4 5T(J + rot M) 

und hieraus folgend 

rot M = 0 in П; (3.2) 

man beachte die Voraussetzung (1.4) über den Träger von j. In¬ 

tegrieren wir Jetzt in (3.1) partiell und ber Ichtigen dabei 
(3.2), so folgt 

- M = Ba - rot J П X M у « Bfl - rot V[n>M) (3.3) 
X r 

mit der Abkürzung (2.8). 

Auf dem weiteren Wege multiplizieren wir (3.3) mit wirbelfreien 

Testfunktionen <p e С1(П,R3) und integrieren über fl, wobei wir 

- f M <pdx = f 

О 
Ba ?dX rot V tn X M] dx 

bzw. nach erneuter partieller Integration 
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n n г 
erhalten. 

Die folgenden Überlegungen treffen für einfach zusammenhängen¬ 

de Gebiete zu. Nach Einführung von 

M » 7u bzw. CJ> = Vv 

in (3.4) folgt 

— f Vu Vvdx - j (nxVv)v[n *Vu]dP = f Bg Vvdx. (3. 5) 

^6 г Л 
Dies sfnd die Variationsgleichungen zu 

Ф / I Vu I 2dx - J (n X vu) V [n X Vu]dT ~ 7[ f Ba Vudx-> min , (3.6) 
О “г г n 

wobei das Variationsproblem über dem Faktorraum i-2( ), 

Lg(D ) = |u e <2T(Q): e l2(D) für i = i,2,3]/ir. 

II U ; L|(О ) II » I IVuI ; L2(0)|| 

zu stellen ist. (Zu diesem Raum s. z.B. /6/, ) 

Satz 2x (1) Unter der Voraussetzung Ba 6 L2(n,3R3) besitzt 

(3.6) eine eindeutig bestimmte Extremals u 6 L2(Л), Dabei ist 

u schwache Lösung des Randwertproblems 

Y 
- Au = - — div 8a in П, 

" (3.7) 

+ — n* rot V Гл X Vu3 » nBg längs Г* 

(ii) Ist Л einfach zusammenhängend und gilt zusätzlich 
rot Bg = 0 in Cl, (3.8) 

so wird (3.3) durch M = Vu gelöst. 

2 Die Randbedingung ist über H-1/,2( Г ) aufzufassen, falls 
div Ba 6 L2(Q ). 



Wir erinnern vor dem Beweis en die im distributiven Sinn für 

Funktionen u 6 H^O). q> 6 Н^П ,Ш3) gültige Formel 

j (n xVu) ydT а - j u n. rot g?dr (3.9) 

Г Г 
sowie an die wichtige Beziehung 

rot v[n xVu] - VW[u] in Q (für u 6 Н1/2(Г)) (3.10) 

zwischen den Potentialen V (vgl. (2.8)) bzw. W der einfachen 

bzw. doppelten Schicht, 

W[u] » / u — - dr. 
P an r 

(Zu den Abbildungseigenschaften des Dipolpotentials s. /1/, 

/5/). 

Hilfssatz 1; Für u 6 Н1(П) gilt 

J (n * Vu)v[n xVu] dP < 4 JT J| Vu |2. 

Г П 
Beweis: Gehört u zu H1(Q), so gilt nach (3.9) und (3.10) 

J (n *Vu)v[n x Vu] dГ - - J u n* rotv [n x Vu] dP 

г г 
а - ] U ■— W [U]dP а —i— ( (W [u] - W [u ]+ ) W [u ] d Г 

j dn ЛТГ j Яп 

— [ | Vw[uf dx ♦ f I vwtufdx 
*5T J 45i < _ 

R3\a 

Obere Signa kennzeichnen wie vorn die Grenzwerte von außen bzw. 

von innen. Fassen wir W[u] als Extremale des Variationsprobleme 

J [VW|2dx + J I Vw|2dx—>min (über t*(n ) x Lg(IR3\ri) 

, П R3\n 

unter w+ - w“ a 4ffu (+ const.) längs Г 

auf, dann liefert das Vergleichspaar 

MUTu, 0) ,6 Lg( fl) X Lg(R 3\ П) die behauptete obere Schranke 
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+ 
1 

47Г 
j I VW [uj|2dx 6 AX j I VuI 2dx 

R3\n fl • 
für das Variationsintegral. 

Beweis von Satz 2; Existenz und Unltät der Extremelen in (i) 

sind in bekannter Weise aus der Positivität des quadratischen 

Anteils von (3.6) 

Уі Vu 12dx - f (nx Vu)V[n к Vu]dT 

Q 'г 
i (1 - i|j2)/lVu|2dx - i J u; і4(П)||2 

(vgl. Hilfesatz 1) in Verbindung mit der Stetigkeit der Spurab¬ 

bildung 

n xV( ): Н1(Г2)-^Н"1/2(Г) 

zu erschließen. (3.7) folgt nach Vergleich von (3.5) mit (3.9). 

Zum Nachweis von (ii) setze man B0 » Vip, wobei (für beschränk¬ 

te Lipschitzgebiete) lf> 6 Н1(Г2) wegen Bg 6 L2(.Q,1R3) gilt. Aus 

(3.7) und (3.10) entnimmt man nun die Gültigkeit von 

- Д(и + jj W [u] - lp) 
r r 

“ (u + jj W[u]~ p- if) 

woraus 

0 in П und 

. 0 längs Г, 

u + g W [u]- ^ ф - const, in £1 
г Г 

und weiter 

V(u ♦ £ W[u]- ip) Vu + p rot V[nxVu] - В а 

folgt. 

Auf die Modifikationen bei mehrfachem Zusammenhang wird in die¬ 

ser Note nicht eingegangen. 
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Rostock. Math. Kolloq. g, 75 - 76 (1988) 20D10 

20D30 

Armando A. Sabater Fern6ndez 

Endliche Gruppen mit Ketteneigenschaften für gewisse Unter­
gruppen 

Autorreferat der Dissertation A 

In der Arbeit wird die Struktur endlicher Gruppen untersucht, 
in denen Untergruppenketten mit gegebenen Eigenschaften vorkom­
men. Sie untergliedert sich in zwei Hauptteile. 

Im ersten Teil werden Gruppen mit gewissen Subnormalreihen be­
trachtet, wobei Fragen nach p-Abgeschlossenheit und p-Nilpo­
tenz im Mittelpunkt stehen, Für einen Normalteiler M der Grup-,
pe G heißt eine Untergruppe U von G M-subnormal, falls ein 
Supplement H zu M in G existiert, so daß U subnormal in H ist, 
Unter anderem wurden folgende Ergebnisse erzielt, wobei P eine 
p-Sylowgruppe von G bezeichnet,

Theorem 1: Die Kommutatorgruppe G' der Gruppe G ist genau dann
p-abgeschlossen, wenn Op(NG(P)') subnormal in G ist,

Theorem 2: Wird unter A ein p-Sylowkomplement in NG(P) verstan­
den, sind folgende Aussagen gleichwertig: 
1) NG(P)' ist subnormal in G,

2) G' ist p-abgeschlossen und A' ü,t Op(G'
_
)-subnormal in G,

3) Op(�) enthält Op(NG(P')) und A' ist Op(G)-subnormal in G,

Theorem 3: Genau dann ist G' nilpotent, wenn die Ableitungen 
aller Untergruppen von� in G subnormal sind. 

) 
Im zweiten Teil werden sogenannte DSC-Gruppen betracht�t, wel-
che dadurch definiert sind, daß in ihnen die Ableitungen aller 
Untergruppen bezüglich der Inklusion linear geordnet sind, Zu 

_ ihnen gehören neben den abelschen Gruppen die Red�i-Gruppen und 
die Gruppen mit einer :rimzahl als Kommutatorgruppenordnung. 
Die DSC-Gruppen erweisen sich.als auflösbar. Genauere Aussagen 
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über ihre Ableitung enthält 

Theorem 4: Für eine DSC-Gruppe gilt: 

-1) G' ist eine p-Gruppe zu einer gewissen Primzahl p, 

2) Bezeichnet P eine p-Sylowgruppe von G, so ist G' = P' not¬ 

wendig und hinreichend für die Nilpotenz von G, 

Die Struktur der nichtnilpotenten DSC-Gruppen konnte vollstän¬ 

dig geklärt werden. Sie unterteilen sich in drei Typen gemäß 

den möglichen Werten für die Auflösbarkeitsstufen s^ einer 

p-Sylowgruppe von G und s2 von G, nämlich Typ I: s^ = 1, s2 =2; 

Typ II: s1 = 2, s2 = 2; Typ III: s1 = 2, s2 = 3. Die Gruppen 

lassen sich als gewisse direkte und semidirekte Produkte kon¬ 

struieren, wobei unter den Faktoren homozyklische bzw. extra- 

spezielle p-Gruppen auf treten. Die Wirkung jeweils eines Fak¬ 

tors auf den anderen erhält man mittels darstellungstheoreti¬ 

scher Methoden. Erwähnenswert ist, daß hinsichtlich des Typs I 

auch Darstellungen über gewissen lokalen Ringen heranzuziehen 

sind an Stelle der sonst üblichen Darstellungen über Körpern. 

Das Isomorphieproblem für die behandelten Gruppen wird nicht 

bearbeitet. Die Untersuchung der nilpotenten DSC-Gruppen läuft 

auf die der DSC-p-Gruppen hinaus und scheint völlig andere Me¬ 

thoden zu erfordern als bei den nichtnilpotenten DSC-Gruppen 

verwendet wurden. 
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Rostock. Math. Kolloq. 33, 77 - 78 (1988) 

Uwe Boosmann 

00-01

OOA25 

Zum Arbeiten mit Größen im Mathematikunterricht der POS unter 
Beachtung eines abgestimmten Vorgehens mit dem naturwissen­
schaftlichen und polytechnischen Unterricht 

Autorreferat der Dissertation A 

Das Wissen und Können zum Art;>ei ten mit Größen ist ei.ne wichtige 
Voraussetzung für die Realisjerung von Unterrichtszielen im ma­
thematisch-naturwissenschaftlichen und polytechnischen Unter­
richt. Es ist zugleich eine Gru�dlage für die Auseinanderset­
zung der Schüler mit ihrer Umwelt und trägt zur Herausbildung 
allgemein geistiger Fähigkeiten bei. 
Unter dem Arpeiten mit Größen verstehen wir einen Komplex von 
Schülertätigkeiten: 

- das Umwandeln von Größefangaben,
- das Messen von Größen,
- das Rechnen mit Größen,
- das Lösen von Größengleichungen sowie
- das Entwickeln von Größenvorstellungen.

In der Arbeit werden grundlegende Standpunkte zu Zielen und In­
halten des Unterrichts hinsieht lieh oes Arbei �em, mit Größen 
angegeben und das bis zum Abschluß der POS (allgemeinbildenden 
polytechnischen Oberschule) zu erreichende Niveau konkret aus­
gewiesen. Eine zusammenfassende Darstellung kennzeichnet eine 
Linienführung für den Mathematikunterricht der-Ki�ssen 1 bis -10. 
Hinweise für ein met�odisch abgestimmtes und weitestgehend ein­
heitliches vorgehen werden d�raüs abgeleitet. 
Es wird auf bestehende Unzulänglichkei�en und Widersprüche hin­
sichtlich eines inhaltlich, zeitlich und methodisch abgestimm­
·ten Vorgehens beim Arbeiten mit Größen im Unterricht der Fächer
Mathematik, Physik, Cnemie und ESP (Einführung in die soziali­
stische Produktion) verwiesen. Anhand konkreter Beispiele aus
dem Unterricht werden Hinweise und Vorschläge für ein koordi-
niertes vorgehen im Unterricht der aenannten Fächer 77 



praxisnäh angegeben. Die Verantwortlichkeit der einzelnen Un¬ 

terrichtsfächer für die Realisierung des bis zum Abschluß der 

POS angestrebten Niveaus im Arbeiten mit Größen wird herausge¬ 

stellt. Als Grundlage für die Bearbeitung der aufgegriffernen 

Problematik wurden theoretische Darlegungen zum Aufbau eines 

Größensystems, insbesondere für die Hand des Lehrers gedacht, 

vorangestellt. Hierbei galt es, die Festlegungen des Interna¬ 

tionalen Einheitensystems (SI) zu berücksichtigen. Die Ergeb¬ 

nisse der Arbeit sind im wesentlichen Resultat theoretisch-ana¬ 

lytischer Untersuchungen. Dabei wurden Erkenntnisse früherer 

schulpraktischer Untersuchungen genutzt. 
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Rostock. Math. Kolloq. 33, 79 - 80 (1988) 

Rainer Hellmann 
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Zu Fragen der Behandlung stochastischer Sachverhalte im mathe­
matischen und naturwissenschaftlichen Unterricht der allgemein­
bildenden polytechnischen Oberschule 

Autorreferat der Dissertation A 

Es ist unumstritten, daß der Inhalt des gesamten Unterrichts an 
unserer POS (allgemeinbildenden polytechnischen Oberschule) ein 
Defizit bezüglich der expliziten Berbcksichtigung des Zufalls 
in Natur, Technik und Gesellschaft verzeichnet. 

Die kurze Erwähnung des statistischen Charakters des radioakti­
ven Kernzerfalls und desgleichen bei den Mandelsehen Gesetzen 
im Physik- bzw. Biologieunterricht der Klaise 10 kann der Be­
deutung der Rolle des Zufalls und seiner Gesetze in unserer 
Welt nicht gerecht werden. 
Außerdem wird mit dem jetzigen Zustand die Tatsache negiert, 
daß Methoden und Verfahren der Wahrscheinlichkeitsrechnung und 
Statistik, deren Anwendung ein gewisses Maß an sogenannter sto7 
chastischer Denkweise voraussetzt, in nahezu alle� Bereichen 
von Wissenschaft, Technik und Produktion Einzug gehalten haben. 
Um die allgemeinen Zielvorstellungen bezüglich der Behandlung_
stochastischer Sachverhalte, di. ,eim Schüler anzustrebenden 
allgemeingeistigen Fähigkeiten zu charakterisieren, benutzen 
auch wir den Begriff der stochastischen Denkweise: 

1) Die Anerkennung der objektiven Existenz des Zufalls. Die
Einsicht, daß der Zufall etwas völlig normales, allgegen­
wärtiges darstellt und in der Natur, Technik und Gesell­
schaft eine wichtige Rolle spielt.

2) Das Wissen um die Berechenbarkeit von Zufallserscheinungen
auf Grund der objektiven Existenz stabiler empirischer Para­
meter, die mathematisch ,rfaßt und weiterverarbeitet werden
können. Auch der Zufall unterliegt Gesetzmäßigkeiten.
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3) Die Analyse der Bedingungen, unter denen ein Vorgang mit Zu¬ 

fallscharakter abläuft. Die Modellierung solcher Vorgänge 

auf verschiedenen Stufen der Angepaßtheit, Formalisierung 

und Komplexität sowie die Interpretation der Ergebnisse. 

In der Dissertation wird dargelegt, wie vor allem auch die na¬ 

turwissenschaftlichen Fächer einen wichtigen Beitrag zur Reali¬ 

sierung der oben genannten Ziele leisten können. 
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Oetspiele, (ZeitschriftcnobkOrzungcn nach Hath. ReviPWS) 
Jä71:arlski, D., ond So■uel, P,: c-utotive Algc.,bre. 
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