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Rostock, Math, Kolloq. 34, 5 - 12 (1988) 05C05
05C60
Konrad Engel

Das Stammbaumproblem

Meinem Doktorvater Prof. G, Burosch zu seinem 50. Geburtstag
und dessen Doktorvater. Prof, W, Engel sowie seiner Frau
H. Engel zu ihrem 60, Geburtstag gewidmet

In diesem Artikel beschéftigen wir uns mit Fragen der Obermitt--
lung und eindeutigen Erkennung von Stammb&umen, Staemmbéume sind
gerichtete Wurzelb&ume - d. h, B&ume mit einem ausgezeichneten
Knoten, der Wurzel - bei denen die Kanten von der Wurzel weg
zeigen, d. h., der Anfangsknoten auf der eindeutig bestimmten
Kette vom Endknoten zur Wurzel liegt (wir verwenden die Begrif-
fe entsprechend dem Buch /2/). In den Abbildungen sei jede Kan-
te in Richtung des tiefergelegenen Endpunktes orientiert,

wéhlt man z. B, einen festen Mathematiker, betrachtet dessen
samtliche Doktoranden, deren sémtliche Doktoranden usw, und
zieht eine Kante von einem Mathematiker A zu einem Mathemati-~
ker B genau dann, wenn B Doktorand von A ist, so entsteht of-
fenbar ein Stammbaum,

Fir je zwei Knoten in einem Stammbaum S = (V,E), V = V(S) =Men-
ge der Knoten, E = E(S) = Menge der Kanten, kann ein Verwandt-
schaftsverhéltnis definiert werden: Fir VWi ieee W,
XqreeesXpn 6 V und (v,wl),(wl,wz),...,(wm_i,wm),(v,xl),
(xl,xz),...,(xm+n_1.xm+n) 6 E (siehe Abb, 1) heiBt w, ein
(n,m)-Onkel von Xnen (n,m elnw, n+m ¥ O), Dasselbe Verwandt-

schaftsverhéltnis wird durch "x, _ ist (n,m)-Neffe von w." ge-

geben.,
v

wl. \%xl
_ e AN
Abb.4 > xI'IH-l'l



(0,1)-0Onkel (Nef:e)
Ist x ein E;:g;:g:EZi gﬁng:; von y, so heiBt x auch

(1,1)-0Onkel (Neffe)

Bruder hn)

Vater (Sohn

GroBvater (Enkel) van ye
Onkel (Neffe)

In dem in Abb, 2 dargestellten Stammbaum ist z, B, BURO Vater
von KENG, WENG GroBvater von KENG, GRON Bruder von KENG, NESZ
Onkel von KENG und WEIT (0,2)-Onkel von KENG,

WENG
BURO NESZ
KENG GRON WEIT

Abb, 2

Stammb&ume treten auBerdem auf, wenn man alle Nachkommen eines
Ehepaares betrachte®, wobei man o0.B.d.A. den Ehemann als Wurzel
festlegt, “In einem Langzeitversuch, bei dem alle zu Beginn des
Artikels genannten Personen beteiligt waren, wurde verifiziert,
daB es moglich ist, gleichzeitig GroBvater im zuerst genannten
Sinn und Vater im eben genannfen Sinn ein und desselben Indivis
duums zu sein,

Ein Stammbaum S sei nun einer Person A bekannt, Die Person B
kenne jedoch nur die Knotenmenge von S, méchte aber auch die
Kantenmenge, d. h, den gesamten Stammbaum, kennenlernen, A gibt
dazu B mehrere Auskinfte der Form "x ist (i,j)-Onkel von y*,
Sei a(S) die minimale Anzahl von solchen Auskinften, so daR B
den Stammbaum eindeutig ermitteln kann, d, h, S eindeutig be-
stimmt ist, Gesucht sind die Werte

m(n) := min {a(S): S ist Stammbaum mit n Knoten},
M(n) := max {a(S): S ist Stammbaum mit n Knoten}.

Das eben genannte Problem kann folgendermaBen modifiziert wer-
den: Es sei die Situation von oben gegeben, jedoch kenne B auch
noch die Struktur von S, d, h., einen zu S isomorphen Graphen,
ohne daB der Isomorphismus bekannt ist. Beispielsweise kann B
Uber die Struktur von S in Form einer Abbildung verfigen, bei
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der die Knoten noch nicht bezeichnet wurden, Ist {Vl""'vn}

die Knotenmenge von S, so soll B die unbezeichneten Knoten mit
Vareoo sV bezeichnen, so daB genau der richtige Stammbaum S

entsteht, In zu oben analoger Weise kénnen wir dann die Zahlen
aG(S). me(n), Mg(n) definieren, und das Problem besteht in der

Ermittlung von m(n) und MG(n).
Satz 1: Es gilt m(n) = [n/2| far alle n 2 1,

Beweis: Wir weisen zundchst m(n) € |n/2] nach, Dazu betrachten
wir den in Abb, 3 gegebenen Stammbaum S,

—— s ———s
<

Die [n/2] Auskiinfte “v ist (n-2i,0)-Onkel von v, "

n+l-i
(L =1,....n/2]) sind fur B ausreichend, denn mit der ersten
Auskunft dber v, und v ist S eindeutig als Weg mit Anfangskno-

ten v, und Endknoten v, festgelegt, mit der zweiten Auskunft
sind entsprechend v __, und v, festgelegt, usw, Also gilt

m(n) ¢ a(s) ¢ Ln/2].

Zum Nachweis von m(n) 2 {n/2] nehmen wir an, es wirde einen
Stammbaum S mit n Knoten und a(S) < |n/2] geben, Dann existieren
zwei Knoten x und y, Uber die bei den entsprechenden a(S) Aus-
kinften nichts gesagt wird, Falls x und y Briuder sind und beide
keine S6hne haben, sei S' der Stammbaum, der aus S dadurch ent-
steht, daB y zum Sohn von x gemacht wird, Andernfalls sei S°'
der Stammbaum, der aus S durch Vertauschung von x und y ent-
steht, Dann sind S und S' verschieden, und die a(S) Auskiinfte
iber S treffen gleichermaBen auf S' zu, Also kann B den Stamm-
baum nicht eindeutig bestimmen, ein Widerspruch, O 7



Satz 2: Es gilt M(n) = n-2 fir alle n » 3,

Bewels: Wir zeigen M(n) € n-2 fir n 2 3, Dazu sei”S ein belie-
biger Stemmbaum mit n Knoten,

v v
31 . eooe re sk : s
z eee ™ Z
51 Sk . 1 k
Sy Sk

Abb, 4 Abb, 5

1, Fall: S hat die in Abb, 4 gegébeno Struktur, d, h., der Wur-
zelknoten v hat k * 2 Sohne s,,...,s, ., die wiederum Wurzeln der

Stammbédume Sl,...,sk‘sind. FUr jeden Baum Si reichen offenbar
[v(s;)|-1 Auskinfte, denn der Baum S, hat bekanntlich |V(s,)|-1

Kanten, und diese kdnnen durch eine “Vater-Sohn-Beziehung"
ibermittelt werden, Filigen wir noch die Auskinfte "8, ist Bruder -

von 8,", 1 = 2,.00:k, hinzu, so ist der verbleibende Knoten v

eindeutig als Wurzelknoten festgelegt, und S ist eindeutig be-
stimmt, Also gilt i

K K .
a(s) < ; (IV(S,)l-1) + k-1 = (:/_i__;v(si)n -1 = n-2,

2, Fall: S hat die in Abb, 5 gegebene Struktur, d. h,, der Wur=-
zelknoten v hat genau einen Sohn s, dieser hat k 2 1 S&hne
ZyreeesZys Qio wiederum Wurzeln der Stan-béunovsl.....sk sind,

Wie oben reichen zur Festlegung von Si. 1= 1,...,k, |V(Si)|-1
Auskinfte, Mit den k Auskinften "v ist GroBvater von ",

i=1,,.:,k, ist der verbleibende Knoten s eindeutig als Vater
von z,.....z, und Sohn von v festgelegt, und S ist eindeutig
bestimmt, Also gilt

g .

a(s) ¢ ;;; (]V(Si)l-l) + k = ;E;lv(si)l. n-2,

8



Zum Nachweis von M(n) 2 n-2 fiir n 2 3, betrachten wir den in
Abb, 6 gegebenen Stammbaum S und nehmen an, es gibe eine Men-
ge X von weniger als n-2 Auskinften zur eindeutigen Bestimmung
von S,

wir konstruieren folganden ungerichteten Graphen G: Es sei
V(G) = V(S) und {vi.vJ} 8 E(G) genau dann, wenn in X eine Aus-

kunft dber vy und vJ gemacht wird, Dann enthdlt G weniger als

n-2 Kanten, besteht also aus mindestens drei Zusammenhangskom-
ponenten (siehe z, B, /1, Problem 6.1/). Seien o0.B.d.A,
Vheeoo Vg die Knotqn einer Zusammenhangskomponente, h a 3,

Dann kénnen Gber Viress Vg in X nur Auskiinfte der Form "vy ist
Bruder von vJ', h€i, j € n, 1 ¥ jJ, gemacht worden sein, und

.die in X gemachten Auskiinfte treffen genauso auf den in Abb, 7
dargestellten Stammbaum S° zu, der von S verschieden ist, ein
widerspruch, O

Abb, 7

Wir gehen nun zum eingangs erwdhnten modifizierten Fall lber,
daB der Person B der Stammbeum als unnumerierter Graph vorgege-
ben ist,

Satz 3: Ee gilt mG(n) = 1 fir alle n 2 2,

2 Mathem. Heft 34



éeweis: Fir den in Abb, 6 gegebenen Stammbaum S reicht B die
Auskunft "Vy ist vater von v,", denn bei vorgegebener‘Struktur

von S sind notwendigerweise die restlichen Knoten von S die
Briuder von v,. O

Die Ermittlung von Mé(n) erweist sich als wesentlich schwieri-

ger und ist uns nicht exakt gelungen, Natirlich ist

Mg(n) & M(n) = n-2, da ja im modifizierten Fall B mehr Informa-
tionen besitzt, DaB MG(n) i, allg., nicht wesentlich kleiner als
M(n) ist, zeigt der nachstehende Satz 4, fir dessen Beweis wir
zunédchst einige Begriffe und Bezeichnungen bendtigen,

Ist G ein gerichteter Graph und f eine Funktion, f ! E(G)— IN,
so nennen wir G einen mit f kantenbewerteten Graphen, Der mit

f kantenbewertete Graph G und der mit f*' kantenbewertete Graph
G' heiBen zueinander bewertungsisomorph, wenn es eine bijektive
Abbildung @ von V(G) auf V(G') gibt, so daB (x,y) € E(G) genau
dann gilt, wenn ($P(x),@(y)) € E(G') ist, und

f(x,y) = f'«?(x),@(y)) fir alle Kanten (x,y) € E(G) gilt, Sei
b(n,k) die (offenbar endliche) Anzahl aller Bewertungsisomor=-
phieklassen in der Menge aller kantenbewerteten Graphen mit
héchstens n Knoten, bei denen die Bewertungsfunktion hochstens
die Werte 1,...,k annimmt,

Satz 4: Es gilt MG(n)t~ n fir n 500,

Beweis: Es ist zu beweisen, daB 1lim M.(n)/n = 1 ist, Wegen
nso ©

MG(") £ M(n)< n reicht es aus zu zeigen, daB fiur alle £>0 ein
n,(€) existiert, so daB M (n) * (1-€)n fir alle n>n (€) gilt.

Sei £>0 fest vorgegeben, k = k(€) eine feste natirliche Zahl
gréBer als 2/€ und n_(€) = (k-1)b(k-1,(ks2)%). wir massen zei-

gen, daB es fir jedes n>n (€) einen Stammbeum S gibt, fir den
ag(s) 2 (1-&)n gilt, Sei n >n (€) fest, n = gk+r, q,r 6 N,

O<r £ k, Weiter sei S der in Abb, 8 gegebene Stammbaum,

10



k¢ ¢ . ¢+ 0 Nk

Man beachte, daB b(k-l,(k+2)2) ] (k+2)2 a k ist, so daB
n>n,(e) 2 (k-1)k, also q » k=1 @ r-1 und damit g-r+120 folgt,

Angenommen, es gﬁbe eine Menge X von weniger als (1-g)n Auskinf-
ten, so daB B den Stammbaum, also die Bezeichnung der Knoten,
eindeutig bestimmen kann, wir konstruieren folgenden kantenbe-
werteten Graphen G, Es sei V(G) = V(S), (x,y) € E(G) genau
dann, wenn in X eine Auskunft "x ist (i,j)-Onkel von y" enthal-
ten ist, und (x,y) bekomme dann die Bewertung (k+2)i+j, Offen-
bar gilt i,j € k+1, i+j ¥ O, also kann men eindeutig aus einer
bewerteten Kante in G auf die Auskunft zuruckschlieBen. Somit
ist X durch G eindeutig gegeben, Ferner nimmt die Bewertungs-
funktion héchstens die Werte 1,...,(k+2)2 an, In G seien a
Zussmmenhangskomponenten mit genau i Knoten vorhanden,
i=1,,,.,n. Dann gilt

i

n ) ‘
; iai = n, (1)
Da jede Zusammenhangskomponente mit i Knoten wenigstens i-1
Kanten enthélt, gilt

N _
; (1-1)a, £[E(G) =1X| <n(1-§). (2)

Aus (1) und (2) folgt

n

n-;a1<n(1-8). -

© alseo
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k-1 n
_kgai - k;ai< -nk€ < =2n, : (3)

wegen (1) gilt ferner
k-1 n,

;ai+kgiﬂn, ' : (4)

und aus Addition von (3) und (4) erhélt man
k=1 k-1 )
; n_ Mo(8) 2
(1-‘() 81< -n, ai > =T > <-T = b(k-i,(k'I-Z) ).

Somit gibt es in G mehr als b(k-l,(k+2)2) kantanbewertete Zu-
sammenhangskomponenten mit h&échstens k-1 Knoten, wobei jede Be-
wertungsfunktion hdchstens die Werte 1.....(k+2)2 annimmt, Nach
Definition von b(k-l.(k+2)2) folgt, daB es in G zwel bewer-
tungsisomorphe Zusammenhangskomponenten K, und K, gibt, Sei
P V(Kg)>V(Ky) die entsprechende bijekiive Abbildung und S’
der Stammbaum, der aus S durch pasarweise Vertauschung der Kno-
" ten x und @ (x) far alle x 6 Ky entsteht, Da hdchstens k=1 Kno-
ten vertauscht werden, ist S' von S verschieden, Jedoch treffen
die Auskinfte der Menge X genauso auf S' wie auf S zu, Damit
kann S nicht eindeutig bestimmt werden, ein Widerspruch, o

Literatur
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Rostock, Math, Kollog. 34, 13 - 20 (1988) 00A25
26A42
Klaus-Dieter Drews

Angebote zu ersten Verallgemeinerungen von S&tzen der elementa-
ren Integralrechnung

Meinem verehrten Lehrer, Prof, Dr, Wolfgang Engol.'de- Férderer
der Bindungen zwischen Hochschule und Schule, zum 60, Geburts-

tag gewidmet

Vorbeuerkungen

"Das Riemannache Integral ist eine Episode”, so sagte ein koms
petenter Analytiker zu mir, Gleichwohl lernen Generationen von
Schalern, von Studenten, insonderheit auch Lehrerstudenten wei-
terhin lediglich diesen Integralbegriff kennen, und oft genug
fehlen - wenn schon eine pr&zise Definition gegeben‘wird - Her-
leitungen far wichtige seiner Eigenschaften, hierunter evtl,
auch der Nachweis, daB jedenfalls stetige Funktionen Riemann-
integrierbar sind. Wenn man nun fir Abiturienten, Lehrerstuden-
ten oder auch Studenten mit dem Nebenfach Mathemetik die Theo-
rie bis zu der bezeichneten Stelle behandeln kann, und an Leh-
rende dieser Bereiche wenden sich meine Ausfihrungen vorrangig,
so besteht doch innerhalb solcher Grundkurse kaum die M&glich-
keit, modernere Integralbegriffe (wie etwa in /1/) darzustellen
oder dia Riemann-Integrierbarkeit zu charakterisieren (eine
elementare Ausfihrung ist enthalten in /2/)., Vielleicht sind
dahingegen erste Schritte, die Voraussetzung der Stetigkeit im
ganzen Integrationsintervall abzuschwdchen, vom Aufwand her
mdglich und zu empfehlen, weil damit mehrere Effekte erzielt

werden kdnnen:

Man unterstitzt das eigentliche Anliegen, nimlich ein eingehen-
deres Besch&ftigen mit dem vorliegenden Integralbegriff, man
gewinnt hierzu Obungsmaterial, und man erfaBt Funktionen, die
eben nicht Gberall stetig sind, die aber durchaus schon in der
Schule auftreten konnen, Fir diese Zwecke enthalten nachfolgend

13
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zusammengestellte Aussagen, die sich mit der Riemann-Integrier-
barkeit und den Hauptsétzen der Differential~ und Integralrech-
nung befassen und die natlirlich bekannte mathematische Sachver-
halte beinhalten, Angebote.

Zzur Verstiandigung sind kurz einige Bezeichnungen und Vorlei-
stungen zu kléren, Es sei I (=[la, bi]) ein abgeschlossenes be-
schranktes Intervall der reellen Zahlen, Reelle Funktionen f,
die wir betrachten, seien in I, evtl, unter Ausnahme einer Men-
ge N, definiert und seien im pefinitionsbereich beschrénkt,
dies grundsétzlich durch die Konstante K, Ist } eine Zerlegung
von I und sind in jedem dadurch gegebenen sbgeschlossenen Teil-
intervall Lv (val,....k) die Zahlen M, ®, obere bzw, untere
Grenze von f, dann gelangt man zur ober- und Untersumme von f
bez. ¥: k ) "
5(f.3) Com ;Mvp(bv), s(f.3) := ; m, pLy),

wobei noch F(Lv) die Lénge von ([ bedeute. Gilt nun
inf B(f.3) = svp s(f.3).
7 3 o

so heift f Uber I integrierbar im Riemannschen Sinne und der

gemeinsame Wert das Riemannsche Integral j f(x)dx; wir werden
a .

fortan kurz von Integrierbarkeit sowie Integral sprechen, Als

Vorleistungen fir das Weitere missen u, a, folgende Aussagen

bekannt sein:

- Ist f in I stetig, so ist f Uber I integrierbar,

- Das Riemannsche Integrabilitdtskriterium: Die beschrénkte
Funktion f ist genau dann Uber I integriserbar, wenn es zu je-~
dem positiven € eine Zerlegung 3 von 1 mit §(f,})- §(f,}) < €
gibt, -

- Ist eine Funktion H in einem abgeschlossenen Intervall L ste-
tig, existiert und verschwindet die Ableitung H' im Innern
von. ., so ist H in ( konstént.

Mbéglichkeiten fir die Ausnahmemenge N im Intervall I, die wir
zulassen wollen, sind:
- N ist endliche Menge,

14



- N ist Menge mit genau einem H&ufungswert,

« N ist Menge mit endlich vielen Héufungswerten,

- N ist Nullmenge (s. /4/): Zu Jédem positiven € gibt es end-
lich viele (disjunkte) offenel) Intervalle 61,...,Ln, in deren
Vereiniguny N enthalten und deren Gesamtlénge kleiner als €
1st2).

Mit Teilmengen M von I (vorrangig M = I\N oder M = I)

benutzen wir noch folgende Begriffsbildungen: Die Funktion f
heiBe M-stetig, wenn f (mindesteéps) in M definiert sowie an je-
der Stelle von M stetig ist; die Funktion F heiBe M-Stammfunk-
tion von f, wenn F in I definiert, in M differenzierbar ist und
fir x aus M stets F'(x) = f(x) gilt, Sicher ist es léstig, sich
an diese letzten, nur fir unsere Zwecke eingeflhrten Bezeich-
nungen zu gewdhnen, jedoch ermdglichen sie kurze unmiBversténd-
liche Formulierungen,

Mengen mit endlich vielen H&ufungswerten als Ausnahmemengen

Fiir die Ausnahmemenge N setzen wir in diesem Abschnitt voraus,
daB sie endlich viele Haufungswerte besitzt. Wir behandeln da-
mit gleichzeitig die ersten beiden oben fir N angegebenen Még-
lichkeiten, fir die die Beweisvereinfachungen sofort ersicht-

lich sind, .

Die 1 Haufungswerte seien durch (disjunkte) offene Intervalle

1 .
Ll,,,,,bl mit é; P(Lv)< é% iiberdeckt. AuBerhalb dieser Inter-

valle liegen nur endlich viele Punkte von N, ihre Anzahl sei m,
die durch weitere m (disjunkte) offene Intervalle l1+1""'Ln
n -
" € -
(mit n := l+m) so Uberdeckt seien, daB éi KLy, < zx ist.
Satz 1: Die beschrénkte Funktion f sei I\N-stetig. Dann ist f

integrierbar Uber I.

n
Beweis: Die Menge I\\/ ([, besteht aus endlich vielen abge-
v=1

schlossenen Intervellen (oder isolierten Punkten), und Uber je-
des dieser Intervalle ist f wegen der Stetigkeit integrierbar,
Nach dem Riemann-Kriterium existiert daher eine Zerlegung }'

15
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von I‘\\V/ L, 80 deB (fir alle Intervalle zusammengenommen)
- v=l
§(f3)-3(f3«)< i
gilt,; Die Endpunkte der Teilintervalle von g (sowie die ge-
nannten isolierten Punkte) liefern eine Zerlegung Z von I; es
bestehen die Ungleichungen
.

n
5(f.3) € B(f.37) + K ;p( L),

S(£.3) > $(F.3%) - K 2 p(L)

und folglich
n

S(r.3) - S(F.) 4§+ K 2 plL,) < 6,

womit - wiederum nach dem Riemann-Kriterium - die Integrierbar-
keit von f Gber I nachgewiesen ist,
Eine I\N-stetige Funktion f ist damit such lber jedes Teilin-
tervall von I integrierbar, und man gewinnt I\N-Stammfunktionen
von f:

!
satz 2: Die beschriénkte Funktion f sei I\N-stetig, Dann ist

x ,

F(x) := j’ f(t)dt (x € I) eine I\N-Stammfunktion von f, die

I-stetig (sogar I-Lipschitz-stetig) ist,

Beweis: Die fur beliebige x,, x, aus I bestehende Aussage
x

2
[F(xp) = Flxg)l =] [ F(0)dt| 6 Kixp = x3)
X, . '
_ bedeutet, daB F einer Lipschitz-Bedingung in I genigt, d. h,
I-Lipschitz-stetig ist, Fir x € I\N werde
x+h

ELem) = FOO - t(x) = & [ (F() = f(x))ae
X

gebildet, Der Integraﬁd rechts ist bei t = x stetig (mit dem

-
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Funktionswert O), undvdamit gibt es'zu € > 0 ein d > 0, so da8
er fir |hl < d absolut kleiner als € ist. Far |h] <d folgt

nunmehr ]Eifiblﬁl_fiﬁl - f(x)] -lhl- € = €, und dies be-

weist F'(x) # f(x) fir jeden Punkt x aus I\N, Ist die Funktion
f nicht nur in x, sondern auch noch in einer ganzen Umgebung
von x stetig, d. h., liegt x nicht in N und ist kein Hiufungs-
punkt von N, so folgt F'(x) = f(x) auch sofort aus dem Satz
(manchmal Hauptsatz der Differential- und Integralrechnung ge-
nannt), daB bei einem Integranden, der im ganzen Integrations-
intervall stetig ist,.die Ableitung des Integrals nach der obe-
ren Grenze den Wert des Integranden an der oberen Grenze er-
gibt, Bei endlicher Menge N kann man diese Vereinfachung be-
nutzen,

Den Hauptsatz der Differentiel~ und Integralrechnung iber die
Berechnung von Integralen mittels Stammfunktionen kann mam hier
nun nicht mit beliebigen I\N—Sta-afunktionen von f formulieren,
denn an Stellen von N kénnen diese Stammfunktionen Springe be-
sitzen, so deB zwei solche Funktionen nicht in ganz I um die-

. selbe Konstante zu differieren brauchen, Wir fordern darum I-
Stetigkeit fir die I\N-Stammfunktionen von f.

Satz 3: Sel f eine im I\N definierte Funktionm, Je zwei I\N-
Stammfunktionen von f, die I-stetig sind, differieren um eine

- Konstante,

Beweis: Sind F und G zwei I-stetige I\N-Stammfunktionen von f,
0 sei H := G - F gesetzt, Die Funktion H ist I-stetig, auf I\N
existiert und verschwindet H'; in abgeschlossenen Intervallen
von I; die Punkte von N hdchstens als Randpunkte enthalten, ist
H deher konstant, und»diese Konstanten stimmen an isolierten
Punkten von N notwendig iberein, Fir jeden Héufungswert p von N
giltidauit, daB H links und rechts jeder beliebig kleinen Umge-
bung von p jeweils konstant ist, links- und rechtsseitiger
Grenzwert in p sind ebendiese Konstanten, Wegen der Stetigkeit
von H in p missen die Konstanten ilbereinstimmen, und so ergibt
sich schlieBlich, daeB H iiber ganz I konstant ist,

Nunmehr folgt in geléufiger Weise der Hauptsatz der Differen-
tial- und Integralrechnung. :
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Satz 4: Die beschrankte Funktion f sei I\N-stetig, und F sei
eine I\N-Stammfunktion von f, die I-stetig ist. Dann gilt
b
]f(x)dx = F(b) - F(a).
a

X ;
Beweis: Auch @(x) := j'f(t)dt (x € I) ist nach Satz 2 eine
a

1-stetige I\N-Stammfunktion von f. Nach Satz 3 gilt daher
@(x) = F(x) + C, und man folgert C = -F(a) sowie die Behauptung
g(b) = F(b) - F(a).

Nullmsngen als Ausnahmemengen

In diesem Abschnitt sei als Ausnahmemenge N eine Nullmenge zu-
gelassen, worunter natiirlich auch die bisher fir N behandelten
Méglichkeiten fallen, was jedoch dariber hinaus entschiedene
verallgemeinerungen gestattet, Ein besonders eindrucksvolles
Beispiel einer Nullmenge ist die Cantorsche perfekte Menge P,
(s. z. B, /3/, S. 50), die sogar die Mdchtigkeit des Kontinuums
hat. ‘

Satz 1' dieses Abschnitts ist der wdrtlich Ubernommene Satz 1,
und auch sein Beweis wurde schon so formuliert, daBR er hier un-
veréndert Gultigkeit hat, wenn zu vorgegebenem positiven € die
n Intervalle [ .,.c.e.lpn, welche die Menge N Uberdecken, so ge-

n
wihlt werden, deB > pL,) < o= gilt.
V=

satz 2' ist der einschlieBlich Beweis ebenso ibernommene Satz 2,

wobei im folgenden die in Satz 2 ausgesagte I-Lipschitz-Stetig-

keit der Funktion F Bedeutung erlangt,

Fir die Formulierung des Hauptsatzes reicht die I-Stotigkéit

einer I\N-Stammfunktion jetzt nicht! Paradoxerweise und der An-

schauung kaum zugénglich besitzt z, B, die auf der offenen Can-

torschen Menge G, (der Komplementérmenge der erwdhnten Menge

P,) definierte (konstante) Funktion f = 0 eine [l0,1])-stetige

(und monotone) [0,1]\P_-Stammfunktion F mit F(0) = 0, F(1) = 1
1 .

(s. /3/, S. 239), und damit ist f.f(x)dx = 0 # F(1) - F(O).
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Wir setzen darum nunmehr die I-iipschitz-Stetigkeit der I\N-
Stammfunktionen von f voraus, Am Rande sei eine in der MaBtheo-
rie bewiesene Verallgemeinerung vermerkt, daB ndmlich auch die
absolute Stetigkeit der I\N-Stammfunktionen von f, wobei Uber-
dies N als Menge vom MaB Null zugelassen ist, fir die ange-
strebten Aussagen hinreicht (/3/, Kapitel IX).

Satz 3': Sei f eine in I\N definierte Funktion, Je zwei I\N-
Stammfunktionen von f, die I-Lipschitz-stetig sind, differie~-
ren um eine Konstante,

Beweis (nach /4/): Sind F und G zwei I-Lipschitz-stetige I\N-
Stammfunktionen von f, so kdnnen wir (mit einer gemeinsamen
Konstante; L) voraussetzen, daf fir x, y aus I stets sowohl
|F(x) = F(y)l € Lix - y| als auch |G(x) - G(y)| <€ L|x - y| gilt,
Ist wiederum H := G - F, so folgt |H(x) - H(y)l € 2L[x - y[.
Die Nullmenge N werde zu vorgegebenem € > O iberdeckt durch n
disjunkte (offene) Intervalle L, mit den jeweiligen Endpunkten
a, und bv : a8 £ a,< b1 -4 a,< b2 £ ,,. £ an"bﬁ £ b,

n

und es sei Z ,.L( Lv) < -2%-_-.
V=

Wir betrachten nun einen beliebigen Punkt x aus I, Im Fall
asx < a, ergibt sich sofort H(x) = H(a), denn fir a # a, ver=
schwindet die Ableitung H' im Intervall von a bis a,. Im Fall
8 £ x %8 4 (oder = b, k 2 1) kénnen wir die Induktionsvor-
aussetzung machen, daB H von a bis einschlieBlich a, konstant
ist, Wir setzen noch by := b, . far den fall bk‘:x, bi := x, for

x £b
k.
Es gilt H(x) = H(x) = H(bg) + H(bg) - H(a,) + H(a. ), und hierin

ist H(x) - H(by) = 0O, denn fur b, # x verschwindet H' von bi
bis x, und ferner folgt aus

[H(by) = H(a )l € 2L|b; - a ] € 2Lpu(l, ) < €
auch H(byp) - H(ak) = 0, Somit erhalten wir H(x) = H(a, ), d. h,

die Konstanz von H in ganz I,
Der nachfolgende Hauptsatz 1l&B8t sich mit den in den Sétzen 2

18



und 3' zusammengestellten Auasaan ganz amelog zu Satz 4 bewei-
sen,

Satz 4°': 619 beschrénkte Funktion f sei I\N-stetig, und F sei
eine I\N-Stammfunktion von f, die I-Lipschitz-stetig ist,

b
Dann gilt j/f(x)dx = F(b) - F(a).

a = .
Soweit die beabsichtigte Zusammenstellung einer Abfolge dieser
Sadtze und ihrer Beweise, Vielleicht vermittelt der Oberblick
auch Einsichten in den Sinn gewisser getroffener Voraussetzun-
gen, und wenn Gelegenﬁeit bestehen sollte, einige Anfénge zu
unterrichten, so lassen sich anschlieBende Verallgemeinerungen
zu Obungen nutzen, aber spezielle Aufgaben wird der interes-
sierte Leser fir seine Zwecke jederzeit selbst formulieren,
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Anmerkungen
1) An Randpunkten von I seien sie halbgoschlossén.

2) Im Unterschied zu Mengen vom (Lebesguoschen) MaB Null wefdon
_ hier nicht abzdhlbar viele Intervalle, sondern lediglich
endlich viele zur Oberdeckung zugelassen,
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More on a relation between binomial coefficients

This psper is dedicated to my teacher Prof, Gustav Burosch on
the occasion of his 50, birthday

We preseﬁt the solution of a problem, which we already dealt
with in /3/: Determine the zeros of

k-
F(n,k) = () - f‘j (M.
=0

where n 2 k 2 2 are integers, More precisely: For any fixed k
we look for those values of n, for which f(n,k) and f(n+1,k)
have different signs, 5
The main result of /3/ was that for any k 2 1 there exists a
number C(k), such that

f(n,k) 2 0 iff n € C(k),
i, e, f(n,k) has a uniquely determined zero for any fixed k.,
However, we were not able to determine C(k) exactly, particu-
larly the given lower bound needed to be improved.
The question for the asymptotic behaviour of C(k) has been
answered by L, Berg in /1/ with the help of analytic methods:
for k—> o, C(k)~ 3k, This can be proved on several ways, which
will be presented in a joined paper with S. L. Bezrukov among
some other related results,
The following theorem contains the final exact solution.

Theorem 1:

c(k) {3k-3 if 2 € k £ 5,
3k-4 if k 2 6,

It should be mentioned that already in 1986 H,-J, Fischer
(Technicé} University Karl-Marx-Stadt) informed the author in a
private letter that he had proved the statement for sufficient.
ly large k. Unfortunately, his proof has not been published. 21
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Proof of the Theorem

Instead of the difference we consider the quotient

L 4
H
g(n,k) := 220
("

Obviously, f(n,k) ¢ 0 i}f g(n,k) 2 1,
We start with some recurrence formulas for g(n,k).

Proposition 1: For k< n,

a) g(n,ke1) = KX . (g(n,k)+1),

n-
b) g(n.,k) = 2 - ﬂ%& . g(n-1,k)- %,
Proof: a) Since g(n,k+1) = (k)'
k-1
g(n.ke1) e { ( )*(k)] kel [ ;( )*1}
RTlk) ~g

b) By the recurrence formula for binomial coefficients we have

9("-1‘)-—3,—{; [(n- )*(1_1 ]+(n61)}, since (3):("61)=1.
k

Therefore -

, k-1 k-2
1 S n-1 1 -1

g(n,k) = —— - (y7) + . ? ("

IR = I GINE A

k-1 k=2
- 1 S n-1 1 -1
T L Ui ) R 7y,
e Tt TEET £ )
and by definition

a(n,k) = 2%5 e g(n=-1,k) + % « g(n=-1,k-1), (1)
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From-a) we get by a simple calculation:

g(n-1,k-1) = %K . g(n-1,k) - 1,

and using this in (1):

a(n.k) = 22K L g(n-1,k) + 22K L g(n-1,k) - K.

q.e.d,
Repeated application of these equalities yields
Proposition 2: For k 2 3, n 2 k+2,
g(n k) = A=A (AkD) Tog(n-3,k-1)+1] - K (2.82K +1),

Proof: At first we use Proposition 1b) three times:
n-k k
g(n.k) =2. =X . g(n-1,k) - &

-2sik [a gt

cg(n-2.k) - x| - X

n
n-k)(n-k-1 kin—k; k
=4 . Y .g(n-2,k) - ?- nne -

k) (n-k-1 -k-2 K
- Ao n%r(wfi) : [2' Tz 9(n-3.k) - ?:2']

k n-k
IR = ek

Now we introduce g(n-3,k~-1) instead of g(n-3,k) with the help
of Proposition 1a): '

a(n, k)_4.H§7";“7-)1-1[2(n—k -2). —rz (g(n-3,k-1) + 1) -k]

k n-k
- F(Zcm+1)

=4-n”;'_‘ kol [Zk g(n-3, k-1)+ k] - K20k 4,

q.e.d,

Because we are interested in the relation between g(n,l¢) and 1
for n = 3k - 3 and n = 3k - 4, let us consider now

ha(k) := g(3k-a,k) - 1, where 3 £ a £ 4,

Then obviously,
f(3k-a,k) €0 iff g(3k=a,k) » 1 iff h (k) 2 O,

H
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For k = 3 Proposition 2.gives us a recurrence formula of the
type
hga(k) = pn(k) « h (k=1) + qg(k), 4 (2)

and p,(k) and q (k) can be computed easily:

8k (2k-a) (2k-a-1

Palk) = -a) (3k-a- -a-2)’ (3)
Kk 12k (2k=-a) (2k-a=-1 - 2k (2k-a __k
Qg (k) = -a “a- —a- -a —a- Ik ~

(4)
(ZO-Sa)k - (8+13a)k + (a +3a +231
(3k=3) (3k-a-1) (3k-2-2)

According to our assertion we shbuld investigate the cases
a =3 and a = 4, Let us start with the last one,

Propostion 3: For k 2 5, h4(k)> 0.

Proof: From formula (3) we get

k-20
k (2k=- 2
patk) = % - ok E3hsy = Bt ey

and therefore .
p4(k) > for k 2 5,

The computation of q4(k) from (4) yields
-60 k + 120
(k) = =D (3K=B) (3k-5) TB'EJZ)‘(()'SFST
i, e. qu(k) <O since k » sywas supposed,
Assume that there is a k, * 5 with h, (k) 4 O, Because of the
above inequalities we get from our recurrence formula (2)
h4(ko+1) < 0, and furthermore by induction for all k » k°+ 1:
k-(k°+1)
hy(k) < (35) . hy(kg+1),
By §§>1 and h,(k +1) <O this means h,(k) > - 00, if k >,
but then also g(3k-4,k) —>m in contradiction to the definition
of g(n,k). Hence we proved the positivity of h,(k) for k 2 5,

24 q.e.d,



Similarly we proceed in the other case.

Proposition 4: For k 2> 7, h3(k)< 0.

Proof: We have

: .2
2k- - 2 = -
Py (k) = 85% k 33$2k 43 - 57 [1 + 3£?k 202_ 40_ ]

from (3), 1. e. ps(k)>35 for k » 3.
Equation (4) yields

,
S5k“-47k+60
az(k) = TIETERAT (3T

and therefore qz(k) >0 for k 2
Assume that there is any k > 7 with hz(k) *= 0. Because of the'

above inequalities we get from our recurrence formula (2)
hy(k,+1) >0, and furthermore by induction for all k » ko +l:

k= (k +1)
32
ho(k) > (z7) e ha(k,+1).
Again: by %%>1 and hy(k +1) >0 this means 'h3(k)—l>+ 00,
and consequently s
g(3k=-3,k)—> + 00 if k —>m. . (5)

.On the other hand we may spply an estimation for the sum of
binomial coefficients from /2/, p. 276:

k-1
;Z;(35;3)‘ =3k:3=_- ék 1) .(3: i)~ 2 (3t-1)= 2. ( k 1

Hence g(3k-3,k) £ F§I 4 2 for any k. Since this contradicts (5),

our assumption turns out to be false,
q.e.d,

Now we are able to prove the originsl Theorem, For 2 £ k £ 6,
the statement can be verified with the help of the values for
f(n,k) given in /3/, Tab, 1. For k>6 we have hz(k)< O.eh4(k)
by Propositions3 and 4, i, e,

f(3k=4,k) < O < f(3k=3,k) (6)
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and therefore
c(k) = 3k-4, q.e.d.

We should remark that we even proved f(n,k) # O for any n and
k by (6) end the results of /3/.

On the continous case

Originally we were interested in the “"discrete" zeros of
f(n,k), but now we are able to extend our investigations to the
continous case, too. For this we consider f(n,k) for natural

k 2 2 and real n > k, and ask for the values of n with

=

-1
(2) = (E). i. e, f(n,k) = 0 and g(n,k) = 1,

)
o

The following statements are true for any fixed k 2 6,
As at first H,-J., Fischer mentioned in his private correspon-
dence with the author,

k-1 k-1
k!(n-k)! k! 1
atnk) = 2 HHERE - 21 e

is monotone decreasing in n, Furthermore it is continous, and
by Propositione3 and 4 we have g(3k-4,k)>1>g(3k-3,k), Hence
there is exactly one value n with g(n,k) = 1, let us denote it
by c(k). The above inequality yields

3k-4 <c(k) < 3k-3 for all k 2 6.

But moreover the following statement holds,
Theorem 2: For k —m , c(k) - (3k-4)— O,

Proof: We shall prove that for any real a with 3 £ a < 4 and
sufficiently large k, c(k) <3k-a., To do this we use our recur-
rence formula (2) for an arbitrarily fixed a (3<a<4),

By (3), for k — o0 we have

32
pa(k)—>27>1. '

Since a< 4, the quadratic term in the numerator of the fraction
in (8) has a positive coefficient, Hence for sufficiently
26



large k, this numerator becomes positive,
Altogether we showed the existence of a number k, such that for
all k 2 kg,

pa(k)> Pgyr where p, is a constant greater than 1, and

ag(k) > 0.
Now we may conclude as for a=3 in the proof of Proposition 4,

This yields
ha(k) <0 and g(3k-a,k)<1,

i, e, finally

c(k) < 3k-a fqr ko2 k.. q.e.d,

Remark: Considering (2) with (3) and (4) as an asymptotic
equation for k —> o0 we immediately get h (k) ~ Eﬁﬂ.

From this the assertion also follows.
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On the number of stable sets in an mx n lattice

=

Dediceted to my former teacher Professor Or. Gustav Burosch
on his fiftieth birthday '

Some bounds for the numbers 2 (m,n) of stable sets in a rectan-
gular m x n lattice are given,

1. A stable set in a graph G = (V,E) is a set S & V of vertices
which are pairwise non-adjacent, The numbers 2, (n) = (n+1 k) of
stable k-sets in the n-path Pn are given by the so-called Lem-
me of Kaplensky. Burosch suggested the determination of the
number of stable k-sets in other graphs G. Engel /2/ proved
some results in this direction, Our aim is the evaluetion or
estimation, respectively, of the numbers 3%(m,n) of all steble

sets in the integer lettice L = Ppx¢ P, with. vertex set

m,n
{(1,3): 1 1 $§m, 1 £ 3 € n} 'and edges joining pairs (i,j) and
(k,1) whenever [i-ki+[j-1] e« 1,

The corresponding problem for the n-cube greph Q, wes posed by
the author already in 1977 end solved independently by KorSunov
and Sapo¥enko (see /3/).

2, Define X(n) := ¥(1,n) as the number of all stable sets in
the n-path, Counting the empty set as a stable set we get the
following recursion

¥ (n+2) = X(n+1) + A(n), n = 1,2,..., A(1) = 2, ac(z) = 3,
An immediate consequence of this recursion is

Theorem 1: For each n = 1,2,,.,,

3+V’5'(1+V'§)2_3-V§(1-V§)"

L 2Vs 2 2 Vs 2

As a corollery we have the relation
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t"+1j

2

X(nu-k):z.»f\/? 1+\I§')"_3-V§ -\/'5'>“
=5 - K 25 2 2 Vs 2 :

Note that, by Theorem 1,

3 +V5 /1 + VE)"
2 V% 2

x(n)~ = 1,1708,,.(1.6180,..)".

————

Remark: The sequence (";k), k =-0,1,...,L2J, was investigated

by Tanny and Zuker (see /4/). Itﬁfollows, for example, from
/4/ that

n+1i-k n+l-k
mzx( Kk )'(Lko ).
where.k° = X or x + 1 with x = L% (1 - %?) (nfl)J.

n+¢-k°>,v 5V5 %n)
o

Hence, (
2% Va

3. Now we evaluate the numbers ¥(2,n). Denote by R(t) the num-
ber of stable sets T in the following graphs:

*2 X4 ) Xtz %t
> < L LI
x4 Xz Xg Xeoz Xy g if t is even,
x2 Xy X6 X1
-
Xy X3 Xg Xe_o X, if t is odd,

Clearly, X(2,n) = R(2n), Setting t = 2n + 1 and considering the

cases X, .4 g, Or Xons1 € T and x5 g T, or x , € T and

2n+ 2n+
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*2n € T, we obtain the recursion
R(2n+1) = R(2n) + R(2n-2) + R(2n-3),

Analogously, for t = 2n by considering the cases X5, £ T or
X,, 8 T, respectively, we deduce

R(2n) = R(2n-1) + R(2n-3), n 2 2,
R(1) = 2, R(2) = 3, R(3) = 5, .

It follows
R(2n+1) = R(2n-1) + 3 R(2n-3) + R(2n-5), n 2 ?.
Hence, ' ’

R(2n+1) = (1 + —>
2

1+V2)" & (1 - 2)(1-v3)",
v_)(‘* ) o+ ( > VE)( )

2
Theorem 2: ¥(2,n) ~ ¢, (V1+V2)2", where ¢, = (1+V2)/2.

By Theorem 2, ¥(2,n) ~ 1,2071,,.(1.5537..,)2"

Table 1: ®(m,n) and a€(m,n)1/mn

| 1 2 3 4 5 v -
1 2 3 5 8 13
2| 1.7320 1.7659 1.6817 | T.6702
5 7 17 41 99
1.62865 | I.6035 | 1,5907 | 1.583%
3 X 63 227 827
1.5846 1.5715 1.5649
0 6 7 ) g9 10
1 | 21 34 55 89 144
1.6610 | 1.6549 | 1.6502 | 1.6486 | T.6437
g 239 577 1393 3363 8119
1I.5783 | 1.5748 1.5721 1.5761 1.568%
% 2999 10897 39561 143677 | 521721
1.5601T | T.5568 | 1.5543 | 1.5524 | T.5508
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4, In a similar manner as this is done in the previous section

we get 2(3,n) = S(3n), where the sequence S is defined by

S(1) = 2, S(2) = 3,
S(3n+1) = S(3n) + S(3n-1) = S(3n=-2) + S(3n-3) + S(3n-4),
S(3n+1)+S(3n) - S(3n-1) + S(3n-2),
S{3n+2) + S(3n+1l) - S(3n) + S(3n-1) - S(3n-4),

S(3n+2)
S(3n+3)
n=2,3...

‘These recursionsg are used for the calculation of X(3,n) for
n £ 10 (cf, Table 1: ¥(m,n) is the upper number in the cell
(m,n) of Table 1, the lower number is ¥(m,n)

5. In this section we derive lower and upper bounds for the
numbers %®(m,n). For a vertex set X £ Lm A

S(3) =.5, S(4) = 8, S(5) =

;

1/mn)

the neighbour set

12, s(6) = 17,

N(X) ist the set of vertices x € L . - X being adjacent to a

‘vertex in X, Suppose mn is even and let A be a stable set of

L with cardinality mn/2, Then

m,n

. mn/2
X(m.n) = i

r=0.
IXt=r
is obvious,

mn /2

:i: oMN/2=IN(X)1 _ ,mn/2 EZE :;: o= IN(X)
XZA r=0 X€A
Xi= r

Case 1: If m = 1 then IXl= r implies r £IN(g) € 3r.

Hence,
n/2
xin) € 22 >
r=o
and k
n/2
se(n) > 2"/2 S
g r=o0

) <
(n¢2) =T _ 3n/2 < 1’742

(V/2) 2720 2 (5/2)"? 5 1,58

i, e. 1.58" < g(n) < 1,74",

Case 2:

Hence, arguing as above,

1.52n < ¥(2,n) < 1,74

Case 3:
consequently,

5%

If m = 2 then IXI= r implies r £IN(X)l £

3

2n

If m ® 3 then |Xl= r implies r €IN(X)l £

1,45™"" < y(m,n) < 1,74™",

3r,

4r and,

(1)
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Without proof we mention that the same bounds are true if
mn ¥ 1 is odd, So we have

Theorem 3: For mn > 1,

mn

1,45 < ¥(m,n) < 1.74"".'.

6, By Jensen‘'s inequality we get a slight improvement of the
lower bounds iff* the previous seotion, Clearly,

v:z_ i 27 INCX 4o the expectation
( )

r IXl=r ¥
E(Z-IN(X)l ) o 2~ IN(X) oyer all r-sets x € A,

Since the function f(x) = 2™% is convex we have,
by Jensen's inequality, E(2"‘N(x)l ) 2 2~E(IN(X) ),

Hence, in the lowar bounds ofe<the previous section we may
replace max {IN(X)|} by E(IN(X)I). Unfortunately, for n = 2k
and m 2 2 this expectation '

E(IN(X)') = ?r(l?)-{g[(k;n)_(kmr-z)] . (n+m-4) [(krm)_(kmr-s)]

"
+ (k-1)(m-2) [(",’“)-(""}'4)}}.

although easily computedl), is not very comfortable for numeri-
cal interpretation,
For m = 1, n even, we get

1 2-1 2 - -
ECNCOL) = 7 {(“/ )+ (n/2-1) [("[P)- ("2 2)]}= 2r = B,

r-1 n
A

and, for examplg.. in this case instead of (1) we have

n/2
2
2 2 -2r+2 =
2(n) 2 on/ éo (nﬁ y g-2rs2r /n o on/2 (:512.0) >=n/5+n/10

>2"‘/2 . 1.2871/2 = 1.6"

for sufficiently large n,
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7. From Section 5 we know that 1,45 <.ac(m,n)1/"'n

mn >1, Hence, there exists
1/mn

<1,74 for

x, := lim sup %2(m,n)
n—>00

for each fixed m = 1,2,,,, .

Theorem 4: For each fixed m = 1,2,...,
lim ae(rn,n)l/mn
n—o00

exists,

=xm

Proof: Note that n = (t+1)s-1 implies that

®(m,n) * 2(m,t)° (2)
(see Fig, 1),

/—\A——/\

k(m,t)jm,t

t+l t+1

s blocks
Fig. 1

Fix € > 0 and let the integer t such that
(aem-g)l‘Vt >, - 2€ and 2(m,t)/™ a3 - &,

Henceforth t is fixed., Now if n is sufficiently large then

(t+l)s - 1 £ n< (t+1l)(s+1) -~ 1 for a certain integer s 2 tz# 1,

Hence, by (2),
2(m,n) » #(m,(ts1)s-1) * x(m,t)° = [2(m,t)
and consequently ’

1/mt]mts mts

] >(¥%p=£)
x(m,ﬁ)l/m" N (xm_s)ts/n N x, - 28

since ts/n 2 1-1/t may easily be derived via .
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(t+l)(s+l) = 1 = ts + s + t>n, :I.‘.e. ts/n>1 - (s+t)/n,
and (s+t) « t = (t+l)s ~ 1 - (s-t>-1) £ n, O

From Sections 2,3 and 5 we know that ®, = (1+V5) /2

= 1.6180,.., %, = Vi +VZ = 1,5537... and 1.45 < ¥, 4 1.74 for

m > 3, (Compare also the numbers &(m,n)i/mn in the cells (m,n)

of Table 1.) .

8, We will improve the upper bound for xm' m 2 3, using the
estimation '

L d L :

m m ‘

o rxr » = 011:210--: E (3)

w, €y

which follows immediately from ®(m,n) £ X(m-r,n) 2(r,n),
i, e, x(m,n)llmn £ x(m-r,n)i/"(m'r))(m'r)/m(x(r'n)l/rn)r/m.

s

For fixed m and n—>o00 we get (3).

It follows, for example, 25 € 222/3 x11/3 <1.575; %, € X,

< 1,554, aes s 3644/5 21’11/5<1.567 etc, We summarize these re-

sults in Table 2 and remember the lower bound aem 21,45, m 2 3,

Table 2: Upper bounds for aem

m 3 4 | 's 6 7 8 g |10 ¥11

o2 £(1,575(1,554(1.567|1,554{1,563(1,554|1,561|1,554|1, 560

9.‘Theorem 5: The limit =

2
X := lim ae(n,n)1/“
n—a

exists, and 1,45 £ ¥ £ 1,554,

2
Proof: By Theorem 3, 1.45<a€(n.n)1/n < 1,74, and so there

exists

2
X := lim sup af(n,n)l/"
n->oo

. . ,
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(and in particular X » 1,45), The proof that ¥ is also the li-
mit goes along the same line as the proof of Theorem 4, Fix
£ >0 and choose the integer t so that

) 2
2(t,0)Yt 2 2 - ¢ and pe-£)"2/T » 3 - 26,

Then, for each sufficiently large n (i.e, n ™= n, = ng(E,t)) we
find an s » t2 + 1 such that '
(t+l)s = 1 € n<(t+l)(s+1) - 1,
Thus, 2 .
®(n,n) ® 2((t+l)s - 1, (t+l)s - 1) 2 yp(t,t)°
2.2

2 2.2
(x(t,t)l/t )s T, (ac-e)s t

w

and
ae(n.n)l/"2 > (x-g)sztz/"z > e-e)1"2/t » % - 26
since st/n>1 - 1/t as we have shown above and consequen-ly
(st/n)2> 1 - 2/t, ¢
Moreover, we have the following bounds for 2:
#M/(M1) £y <0, | (4)

m=1,2,,.,. Indeed, fix t = 1,2,..., s = 1,2,... and let
n = (t+l)s - 1, Then, by (2), ’

2 2
x(n,n) 22(n,t)° and so 2(n,n)2™ 22(n,t)3/™ = (3¢(n,t)/"tyst/n
= (ae(n,t)l/"t)(ml)t/"(t”'), whence xeaeg/(“i) as n-»o0,

On the other hand, ®(n,n) £ a((n,t-t'l)s (cf, Fig., 1), and thus
H

s/n? 1/n(t+1) ) (t+1)s/n

2
x(n,n)l/n € %(n,t+1)

(¢(n,t+1)
1/n(t+1) )(n+1)/n

(®(n,t+1)
Hence, it follows & € X, , if n tends to infinity,
The lower bound in (4) does not give any improvement of the

lower bound for 2, but from the upper bound we conclude
¥ < 1,554 (cf, Table 2), O
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On 2-(6,3,) designs

Dedicated to our teacher Professor Dr. G. Burosch on the
occasion of his 50. birthday

1. Introduction

A 2-(6,3,A) design is a system of (not necessarily distinct)
triples (called blocks) of a 6-element set K (say
K= 4{1,2,...,6}) such that every pair of K appears exactly in A
blocks. A 2—(§,3,L) design is called indecomposable (or
elementary) if and only if there is no subsystem of the design
which is a 2-(6,3,A’) design with 0 < A’ < A.
It is well-known and trivial that 2-(6,3,A) designs exist for
even A only. So 1let A throughout be even. An example of a
2(6,3,A)-design is (the columns are ‘the blocks)

1111122233

B = ( 2234434545
3565646656

In 1979 G. Burosch /1/ proved the following

Theorem 1: There is exactly one indecomposable 2-(6,3,A) design
up to isomorphism, namely B.

This strong result has many consequences. For an application see
/2/. Theorem 1 gives a principal possibility to construct all
2-(6,3,A) designs: Take (A/2) designs, each isomorphic to B.
This construction is not unique and does not give good bounds
for the number of 2-(6,3,A) designs.

In this paper we shall give another explicit representation of
all 2-(6,3,A) designs which 1is wunique and enables us "to
determine the number of such designs. It also allows us to give
a shdrt proof of Theorem 1.

6 Mathem. Heft 34 87



2. The representation

Let X193:X194s -+ -2 X458 denote the number of blocks
123,124, ...,456 in a design, respectively. So, every 2-(8,3,1)

design can be described by an incidence vector
(x123’x124""’x456)T of length (g) = 20 with nonnegative
integral entries. Furthermore, the variables satisfy the

(g) = 15 equations

X193 * X194 * X195 * Xy9g = A (accord?ng to 12),
x123_+ X434 + X435 + Xy36 = A gaccordlng to 13), (I)

X156 * Xogg * X356 + X4pp = A - (according to 56).

On the other hand , if we have a solution of (I) in nonnegative
inteders, then this solution describes a 2-(6,3,X) design. The
system (I) can be solved by standard methods.

For convenience we introduce a = Xy53, b = Xpqq, © = X346+
d = X456, © = Xy5g- The system (I) is equivalent to the
following system (II). So we have

Theorem 2: Every 2-(6,3,i) design corresponds uniquely to a

vector x123] 1 0 0 0-1 0
Xy94] 0-1 0 1 1 O
X195 1 0 0-1 0 O
X198 ¢ 1 0 0 0 o
X134 01 0-1 0 1
Xy35 0 0 1 1 0-1
x136 1-1-1 0 1 o0
Xy45 i 0-1 0 0 O r/2Y.
X148 1 01 0-1-1 a )
§L(a,b,c,d,e) = X156 =10 0 0 0 O 1| x b (I1)
X934 10 0 0 0-1 e
X935 0 0-1 0 1 1 d
X936 0 01 00 0 e
Xg45 01 1 0-1 0
X048 1 0-1-1 0 1
X956 1-1 0 1 0-1
X345 1-1 0 0 0'0
X346 0 0 01 0 0
X356 11 0-1-1 0
X456 0 0 0 0 1 o
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with integers a,b,c,d,e satisfying

0 <€ a,b,c,d,e € r/2

a < c+d <a+r/2 ,

b £ d +e <£b+ A2 , ' (III)
c s e + a € c+ A/2 ,

d € a+b £d+ /2 ,

e € b +c € e + A/2

The equivalence of the system of inequalities (III) and the fact
that all 20 variables are nonnegative can be verified easily.
Moreover, a variable equals 0 iff in the corresponding
inequality equality holds.

The bijection between the 2-(6,3,A) designs and the solutions of
the system (III) allows us to find simply all designs and
offers us elegant listings.

It is worth to remark that the construction of the design can be
described as follows: Take A/2 time§ B. Then apply a times the
replacement of the blocks 124, 136, 256, 345 by 126, 134,
245, 3586, b times the replacement of the blocks 136, 145,
235, 246 by 135, 146, 236, 245, etc.

3. Proof of Theorem 1

The design B and all other 2—26,3,2) designs are indecomposable,
by A = 2. Nandi /4/ proved that all 2-(6,3,2) designs are
isomrphic to B. The incidence vector of B is ;2(0,0,0,0,0),
see (II). Let a 2-(6,3,X) design A with A 2 4 be given. We shall
prove that A is decomposable. Let the .incidence vector of A be
denoted by y. If A contains all triples then it contains also B.
Without loss of generality we may assume that 456 ¢ A, i.e.,
d = 0. By the same argument there must be at least one triple
more, not contained in A.

It can be verified easily that variables of complementary sets
sum up to A/2, i.e., not both sets can be missing in A. Note
Xy93 = A/2 - d = A/2. If the intersection of any two of the
triples missing in A contains exactly one element, then these
are at most four sets which are of the structure uvw, uxy, vxz,
wyz, what can be verified easily. W.l.o0.g. we may assume that
these sets are 124, 135, 236, 456. Hence, the variables of all
the other sets are positive, i.e., X5(0,0,0,0,0) < y
(componentwise) and B < A.
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’
It remains the rcase that there are sets missing in A which
intersect in two elements. W.l.o.g. 1let 346, 456 ¢ A, 1i.e.,
c=d=0. From (III) it follows a =0 as well as b =¢e

(b< e and e < b). If b=e <2, then (II) yields
X5(0,0,0,0,0) < ¥ and B c A. If b=c¢c=r/2, then
Y = x(0,A/2,0,0,4/2) = (X/2) * %,(0,1,0,0,1), i.e.,

52(0,1,0,0,1) <y and B’ € A, where B’ results from B by the
application of the permutation (46). m

4. The number of 2-(6,3,1) designs

Let ¢(A) denote the number of 2-(6,3,AX) designs. By Theorem 2,
@(A) equals the number of integer solutions of the system (III).
Using a computer we determined ¢(A) for small values of A:

A 2 4 6 8 10 12 14 16 18 20

e(A) 12 73 284 835 2036 4347 8408 15069 25420 40821

Theorem 3: We have

@A) = T%g A5 4

e BB RAEZ T

Proof: We only have to prove that ¢(d) ik a polynomial in X of
degree at most 5, because then the first 6 values of A determine
@(A) uniquely. We need some preparations. Let A be an integer
(r x s)-matrix, b a vector of s integers, and 1 +the vector
consisting of s ones. Further let C be any set in RS.

For the system

+n %1,

le;
Qlo

<
€ (IV)
and for I < {1,...,r} we define LI(n) as the set of integer

solutions of (IV) for which equality holds in the i-th row if
i € I (equality is possible also in other rows).

Lemma 1: The number of integer solutions of (IV), i.e., |L,(n)]|
is a polynomial in n of degree at most d, if ILI(n)l is a
polynomial in n of degree at most d-1 for all I< {1,...,r}
with I % ¢.
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Proof:
polynomial in n of degree at most d-1. Obviously,

L¢(n—1) = L¢(n) \ (L{l}(n) U ...

We

only have to prove that |L¢(n)| - IL¢(n—1)| is a

u L{r}(n)). By inclusion -

exclusion and the supposition' it follows

1

ILg(n)] = ILy(n-1)]
Let n = A/2. We
a<€<n )
b€n,
c<n,
d<n,
e <£n,
c+d-as€n,
d+e-b<n,
e+a-c<€<n,
‘"a+b-d<n,
b+c-e€n,

(a)b»c;d;E)T €C

]

-z -0 L))
IS{1, «.cu, 0¥

I*¢

polynomial in n of

degree at most d-1. m

will apply Lemma 1 to the system (III):

(1)

(2)

(3)

(4) ,

(5) (III)
(6)

(7)

(8)

(9)
(10)

where C ¢ m5 is defined by

a,b,c,d,e > 0,

c+d-azo0,

d+e-bzx20,

e+a-c2 0,

a+b-d20,

b+c-ez2 0.
‘This system

has a cyclic and symmetric structure, so we can

reduce *the investigations in several ways. In the following let

.,10} and let LIuJ = LIuJ(n) be the set
of (III) having equality in the

with numbers from I v J. For I = {il""’it} let

(modulo 5 with representants 1,...,5),
and for J = {jl""’jt} let
(modulo 5 with representants 6,...,10),

I¢< {1,...,5}, Jgc {6,..
of integer solutions
inequalities

I +1= {11+1,...,it+1}

6 - 1= {6—11,...,6~it},
J+ 1= {j1+1,..;,jt+1}

11 - J = {ll—jl,...,11~jt}.
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Lemma 2 (cyclic shifting andireflection): We have
ILrog! = ILrsyoqaeny! = e-ny011-0 -

Proof: Obviously (a,b,o,%,e)T € LIuJ iff (b,c,d,e,a)T €
Li1+1)o(a+1) Iff (esd,e,b,a)” € Lig 1y,¢11-5)- ®

Let the functions f and g be defined by

2 3 4 5

i1 i g 10
(i) 6 0 7 10 8 and ZNn

7 8 :
4 2 5 3’

6
1

for I = {il,...it}'let £(1) = {f(il),...,f(it)}, and let g(J) be
defined analogously.

Lemma_ 3 (exchange): We have
ILiog! = Hgor(n!-

Proof: If we set

"
+ + + + +
o0 0 A
Vol

RO e 0P

we have

+ + + + +
«“« ™R oM

A
m N % ™ Q

" ' T ; T
Obviously, (a,b,c,d,e)” € Ly ; iff (o,8,¥.8,¢e)° C-Lg(J)uf(I)‘ =

Proof of Theorem 3 (continued): Because of Lemma 1 we only
have to prove that LIUJ is a polynomial in n of degree at most
4. By Lemma 2 it is enough to consider some special cases for I,
and on account of Lemma 3 we may assume |I| 2 |J|.

Case 1: |I| 2 2.

1.1: {1,2} € 1. Then (III) is equivalent to
a=b=d=n,
0O<€ c=e<€n ¥
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Consequently,

n+1, if 3,5 ¢ I and 6,7 ¢ J,
ILygl = {

1, otherwise.

1.2: {2,4} € I. Then (I1I) is equivalent to

d =n

b = R
0<€ a,c,e €n,
e+a-c<€<n, \
e -c2 0,
r'd
a-cz2 0 "

If 1,3 or 5 € I, then we may apply 1.1. If 7 € J or 9 € J, then
e=n or a=n, and we may also apply 1.1. So 1let 1,3,5 ¢ I
(hence I = {2,4}) and 7,9 ¢ J.

1.2.1: J = ¢. Then

n n n .
Ly 1 =2 2 (m-a+1y=x (P~ 5*+2) =13
IuJ® "0 a=c c=0 2 3

1.2.2: J = {6}. Then (III) is equivalent to

b=d =
0<€ a=

(el =]
N -

e = n. Hence
n
2
Ly gl =2 (e + 1) = (73 9.
Iud e=0 2
1.2.3: J = {8}. Then (III) is equivalent to

b=d=n,
0<€ a,c,e€<n,

e +a-c¢ n. Hence

n 2 5
ILe 1 =2 (e + 1) = ("} ). {
1! T % 2

The cases J = {10}, ({6,8} < q and {8,10} € J can be reduced by
Lemma 2 and 3 to 1.2.2 and 1.1, respectively. So it remains only

1.2.4: J = {6,10}. Then (III) is equivalent to

D€ a=c=e < n. Hence



lLIUJ' =n + 1.
By Lemma 2, Case 1 is settled completely.

Case 2: |I}| =1, |J|] = 1. Let w.l.0.g. (Lemma 2) I = {3}, i.e.,

2.1: J = {6}. Then (III) is equivalent to

c=n,c+d-a=n, a=d,

0 <€ b,d,e € n,

d +e-b<€<n,

d + e 2n,
e-b3z20 Hence

Ly ] =% % (b+1) =3 (°
- + =
Tud® "eZ0 b=o e=0 2

2.2: J = {7}. Then (III) is equivalent to
c=n e=n+b-4,
0< b€ d< a<€ n. Hence

" _ (n + 3
pugl = ™ 4%

2.3: J =4{8}. Then e = a = ¢c = n, and we may apply the results
of Case 1. '

The cases J = {9} and J = {10} can be reduced to 2.2 and 2.1 by
Lemma 3. Hence also Case 2 is settled completely.

Case 3: |I} =1, |J| =0. Let w.l.o.g I = {1}, i.e., a = n.
Then (III) is equivalent to

a=n,
b<n, (2)
c€<n, ‘ ’ (3)
d<€n, (4)

e<n, , (5) (V)
d+e-b<€n, (7)
b+c-e<n, . (10)
c+d2n, (11)
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where C’ < B4 is defined by

b,c,d,e 2 0 , .
c-e2 0, (8)
d-b2 0. . (9)

Let (V’) and (V") be the systems which can be obtained from (V)
by omitting the inequality (11) resp. by replacing the
inequality (11) by

c+d<-1+n. (11")

Let L’(n) and L"(n) be the sets of integer solutions of (V’) and
(Vv*), respectively. Then 'L{l}(n) = L’(n) \ L"(n) and
IL{I}(n)l = |L’(n)| - IL"(n)}:

It remains only to show that |L’(n)| and |L"(n)| are polynomials
in n of degree at most 4. This can be done again by using
Lemma 1. We have to change some (but at least one) of the
inequalities of (V’) resp. (V") into equalities and. have to
check whether the number of integer solutions is a polynomial in
n of degree at most 3. It can be verified easily that equality
in one of the inequalities (2), (3), (4), (5), (7), (10) implies
inequglity (11) (note also (8) and (9)), hence, by supposition
of at least one equality, (V) and (V’) are eguivalent, and we
may apply the results of the preceding cases which yield
polynomials in n of degree at most 3 (note also the equality
"a = n). Furthermore, equality in (V") is only possible for
(11"), and with ¢ + d = -1 + n the system (V") is equivalent to

.0 b,d,e € n-1,
bgd,
e+d<€n-1,
" and the number of integer soluticns of this systems is given by
n-1 n-l-e n-1 '
I 2, @ =zof(““g*}) =40 12y,
e=

e=0 d=

Now all cases are settled, and Theorem 3 is proved. -
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Finally we mention that the number w*(k) of nonisomorphic
2-(6,3,X) designs is bounded by polynomials in A of degree 5§

because of El w(k) < w*(k) < @(A). Again using a computer
P1etsch /5/ found for small values of A the exact values of
@ (k), only the wvalues of A€ 14 were known before

(see Gronau /3/):

A 2 4 6 8 10 i2 14 16 18 20

e*(x) 1 4 6 13 19 34 49 76 105 153
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Walter Harnau

Mendelsohnsche Schnittzahlen und die Nichtexistenz von
5-(19,9, 7)-Blockpl#nen

Meinem hochverehrten Lehrer Prof. Dr. Gustav Burosch zum
50. Geburtstag gewidmet

Ein t-(v,k,A)-Blockplan (BP) B ist ein System von (nicht notwen-
dig paarweise voneinander verschiedenen) k-elementigen Teilmen-
gen (g€enannt Blocks) eiher v-elementigen Menge V, in dem jede t-
elementige Teilmenge von=V Teilmende von geﬂau A Blocks von B
ist. Ein Blockplan B heiBt einfach oder wiederholungsfrei, wenn
seine Blocks paarweise voneinander verschieden sind.

Damit ein t-(v,k,A)-BP existieren kann, muB flir j = 0,1,...,t
3 -1 .
AGIDH(ITH € N (naturliche Zahlen) (+)

gelten. Wenn die Frage nach der Existenz von t-(v,k,A)-BP ge-
stellt ist, so sei bereits abgesichert, daB die daflir notwendige
Bedingung (+) erflillt ist.

Es sei B ein t-(v,k,A)-BP und b ein Block in ihm. Dann be-

zeichnet ni(b) := |{b’¢ B: |b-n b’} = i}} fur i =0,1,...,k
die i-te Schnittzahl von b. Dabei ist‘ﬁk(b) von Null verschie-
den. N.S.Mendelsohn zeigte in /3 / ,daB diese ni(b) folgende

Gleichungen erfullen:
kK . e
Z.Dnyo = Vit iy (3 =0,1,...,t).

Das heiBt also, wenn ein t-(v,k,A)-BP B existiert und b € B ist,
dann muB (no(b),nl(b),...,nk(b)) € Nk+1 L¥sung des 1linearen
Gleichungssystems (LGS)

) (§ = 0,1,...,t) (M)

k A
. k,, v
G(J) : Z (Hrx; = (DG
j55 9771 37 k-3

-1
mit c = L(K:E) sein.
Wir formen Jjetzt das LGS (M) mit dem GauBschen Eliminations-
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verfahren &#Hquivalent um und bestimmen seine allgemeine L8sung
ilber der Menge der reellen Zahlen. Dazu ersetzen wir in (M) fur
j=0,1,...,t-1 die Gleichung G(Jj) durch die Gleichung
. . i i~doisaps L L D R
G’ (J) + G(J) +Z (-1) (j)G(l) =2 (-1) (j)G(l)-
i=j+1 N i=J

Fiir natiirliche Zahlen r,i,j mit r 2 i 2 j g€elten die beiden
folgenden Beziehungen fiir Binomialkoeffizienten:

D = Haoh, (1)
z 13¢5 = -nih . (2)
J- &
In G’(Jj) bestimmen wir jetzt den Koeffizienten a5, von x. fir
r =0,1,...,k. Offenbar ist ajp = O fir r < j und a35 = 1. Im

weiteren sei r > j. Wir unterscheiden zwei Fizlle.
Fall 1: r € t. Hier gilt mit (1)

r s S pmes T = < 5
a.. =3 (- = (H T (-1HTIEID
Jr i=j . J°1 J i=j 1 J'
= (5% (-»)*7) =0, dar-j> 0 ist.
J7i=0 :
Fall 2: r > t. Wir-erhalten jetzt mit (1) und (2)
-3 . .
i- J - r < 1L, r-]
Ly 1ZJ( 1) ( )( i) = (j)_g (=17(";9)

= (-1¥IE I = oPIGHEh.

AbschlieBend ermitteln wir die rechte Seite a; von G’(Jj). Es ist

t 5z s :
_ i-J — k ad i-j k- -
a; =c¢ zJ( ni-ddhydHGoh = o(3) 2D GoH Qo)
= c(ﬁ) z DA VY.
1i=0

Damit ist

G (3) ¢ x; g (1 Py (e,
r= + (M’)

- i k-3, ,v-3-i S s
= c<j)i§0 GOIETHEUED G=o L

ein 2zu (M) #dquivalentes LGS, von dem man unmittelbar die
allgemeine Losung liber der Menge der reellen Zahlen ablesen kann.
Also haben wir
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Satz 1:; Die Mendelsohnschen Schnittzahlen erfillen das
Gleichungssystem .

k i :
yE-j,ry,r-j-1
nj(b) + Z izl) (j)(r—t—l)nr(b)

% r=t
A5 t-3 P S g o
= o s -nikody (ot (3 =0,1,...,8).
(K g) i%0 i v-k N

Wir wenden uns Jjetzt dem Nachweis der Nichtexistenz von
5-(19,9,7)-BP zu. Wegen (+) ist 7 das kleinst® positive ganze A,
fiir das ein 5-(19,9,A)-BP existieren kann. Die allgemeine L&sung
von (M) Uber der Menge der reellen Zahlen ist in diesem Falle:

Xq = ~-152 + Sg + 657 + 2158 + 5659 3

Xy = 900 - 6s6 - 3557 - 1205B - 31559 ;

Xg = -2160 + 1556 + 84s7 + 2803B + 72059 s

Xq = 2940 - 2056 -—’10557 - 33658 - 84Os9 ;

X4 = -1764 + 15s6 + 7057 + 21058 + 504s9 ’

Xy = 882 - 656 - 2157 - 5658 - 12659 »

Xg = Sg» Xg = Sp, Xg = Sg, Xg = Sg

(ss, Sq, Sg, Sg beliebig reell).
Da uns fir Blockpldne nur die Schnittzahll8sungen interessieren,
milssen alle X3 nichtnegative ganze Zahlen sein, wobei wegen
k = 9 sogar Xg > 0 gelten muB, und somit folgt aus den

Bedingungen fiir Xy, Xg, Xg» Xq, Xg, Xg@

Ss; 57; SB) 59 €N, (i)
sg > o, (ii)
686 + 3557 + 12058 + 31559 < 900 , (iii)
1586 + 8457 + ZBOSB + 72059 2 2160 . (iv)

Wir multiplizieren (iii) mit 5 und (iv) mit -2. Diese beiden so
erhaltenen Ungleichungen knnen addiert werden und filthren zu:

7sq + 40sg + 135sg < 180 . V)

\
Wegen (i), (ii) wund (v) muB sg = 1 gelten. Es kbnnen also

htchstens wiederholungsfreie (einfache) 5-(19,9,7)-BP

existieren. Damit werden (iii), (iv) und (v) 2zu
6sg + 35s, + 12058 < 585 , (vi)
15sg + 84s, + 28038 2 1440 , (vii)
7sq + 40sg < 45 . (viii)
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Aus (i) und (viii) folgt sg € {0,1}. ;

Flur sg = 1 ist Sq = 0 ((i) und (viii)), (vi) bzw. (vii) ergeben
mit (i) Sg < 77 bzw. Sg 2 78. Folglich muB sg = 0 sein.

Wegen (i) und (viii) ist s, € {0,1,2,3,4,5,6}.

Mit Sq = 6 erhalten wir aus (i) und (vi) bzw. (vii) Sg € 62 bzw.
sg 2 63. Damit kann auch nicht s; = 6 gelten.

Wieder nur (i), (vi) und (vii) ausnutzend, erhalten wir, daB es
héchstens flir (sg» Sq, sg» Sg) € {(68,5,0,1),(74,4,0,1),
(80,3,0,1),(85,2,0,1),(91,1,0,1),(96,0,0,1),(97,0,0,1)} Lésun~
gen von (M) fur 5-(19,9,7)-BP geben kann. Aus der allgemeinen

Ldsung von (M) erh#dlt man filr diese Wertekombinationen von Sgs
sS4, Sg» Sg die in Tabelle 1 angegebenen L8sungen Ll’ Lz,...,L7.

X xl Xz X3 X4 X5 xe x7 XB xg

(e}

Ly 2 2 O 215 110 243 68 5 O 1

L, 2 1 6 200 130 228 74 4 O 1

Lg 2 0 12 185 150 213 80 3 O 1

Ly 1 5 3 190 155 204 85 2 O 1

Ly 1 4. 9 175 175 189 91 1 O 1

Lg 0o 9 0O 180 180 180 96 O O 3 .
L, 1 3 15 160 195 174 97 0 O 1 Tabelle 1

Wenn es also einen 5-(19,9,7)-BP B gibt, so muB fiir jedes b €¢ B
(no(b);nl(b),...,ng(b)) mit einer der L8sungen Ll’LZ""‘L7
ilbereinstimmen.

Wir werden jetzt die Annahme, daB es einen 5-(19,9,7)-BP gibt,
zum Widerspruch filhren. Dazu nehmen wir eine Fallunterscheidung
vor, wobei o.B.d.A. .V = {1,2,...,19} gesetzt sei.

Wir' nehmen an, daB ein 5-(19,9,7)-BP B und in ihm ein ¢

existiert, wobei wir stets o0.B.d.A. ¢ = {1,2,...,9} setzen
koénnen.

Fall 1: no(c) = 2. 'Damit gibt es o0.B.d.A. in B, da B wieder-
holungsfrei sein muB, x = {10,11,...,18} und y = {11,12,...,19}.
Wegen |x n y] = 8 ist na(x) 2 1. Da aber %n Ll’LZ""’L7 stets
Xg = O gilt, kann dieser Fall nicht eintreten. ’
Fir jedes b € B muB somit (no(b),nl(b),...,ng(b)) mit einer der

Losungen L4, L5, L6’ L7 iibereinstimmen, wobei insbesondere
n, (b) 2 3 und n7(b) < 2 gilt. ‘

Fall 2: no(c) = . O0.B.d.A. ist x = {10,11,...,18} € B. Da
nl(c) 2 3 1ist, gibt es Zy ¥ 25 ¥ 25 ¥ zy in B mit |c n Zil =1
(i =1,2,3). Fiur i=1,2,3 ist Izi n {10,11,...,19}} = 8,
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folglich gilt 7 € |x n zil € 8 wund wegen Ane(x) =0 sogar
Ix n zil = 7, woraus n7(x) 2 3 folgt, womit wir auch hier einen
Widerspruch erhalten haben, da n7(b) € 2 fur alle b € B gelten
muld. s

Falls also ein 5-(19,9,7)-BP B existiert, muB fir alle b € B
(no(b),nl(b),...,ng(b)) ,mit L6 iibereinstimmen. Dies ist der
letzte noch verbleibende Fall. :

Fall 3: Hier muB insbesondere no(c) = 0 und nl(c) = 9 gelten. Es
seien b1’b2""'bg die 9 Blocks aus B mit le n bil =1
(i =1,2,...,9). Fir alle diese bi e {ui’BiZ’Bi3""’B19} kann
a; € {1,2,...,9} und Bij € {10,11,...,19} (J ¢ {2,3,...,9}) ge-
setzt werden. Es ist 8 2 Ibi n bjl 26 (i,j ¢ {1,2,...,9} und
i * j), woraus Ibi n bjl = 6 folgt, da in LS Xp = Xg = 0 gilt.
Damit ist o ¥ oy fir i # j. Folglich kann o0.B.d.A. oy = i
(i =1,2,...,9) und b1 = {1,10,11,12,13, 14,15,16,17} gesetzt
werden. Demit Ib1 n bzl 6 wird, muB {18,19} < b2 gelten. Somit
kann o.B.d.A. b2 = {2,10,11,12,13,14,15,18,19,} gewshlt werden.
Nun ist lb1 n bﬁl =6 und Ib2 n b3l = 6 nur 2u realisieren,
wenn {18,19} < b3 und {16,17} < b3 gilt. Damit ist o.B.d.A.
b3 = {3,10,11,12,13,16,17,18,19}.

Analog kann man o.B.d.A. b4 ={4,10,11,14,15,16,17,18,19} und
b5 ={5,12,13,14,15,16,17,18,19} setzen.

Jetzt muBl auch Ibi n b6l =6 fur i = 1,2,3,4,5 gelten, woraus
der Reihe nach {18, 19} < b6’, {16,17} < bg. {14,15} < b6'
{12,13} < b6 bzw. {10,11} < b6 folgt. Damit ist lbel #2 10 und b6
kein Block von B. Wir haben also auch im letzten Fall einen
Widerspruch erhalten und nachfolgenden Satz bewiesen.

Satz 2: Es gibt keinen 5-(19,9,7)-BP.

it

Hieraus ergibt sich unmittelbar die

Folgerung 1: Es gibt keinen 6-(20,10,7)-BP.
Abschliefend seien noch zwei Bemerkungen gestattet.

1. Bereits im Jahre 1985 beschidftigte sich E. Khler /2/ mit der
Frage der Existenz von 5-(19,9,7)-BP. Dabei beschrankte er sich
auf den Fall einfacher (wiederholungsfreier) Blockpldne und
bestimmte die nichtnegativen ganzzahligen L8sungen der Mendel-
sohnschen Schnittzahlgléichungen {lber die Erzeugung von Gray-
Codes. Er flihrte dabei einen Computerbewéis, der dariiber hinaus
sehr umstandlich erscheint.

Der danach von ihm gefilhrte Beweis der Nichtexistenz anhand der
Lsungen der Schnittzahlgleichungen ist falsch, denn es wird
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]
folgende Behauptung benutzt (s.a. /1/):
Wenn B ein einfacher t-(v,k,A)-BP ist und b und b’ azawei
beliebige Blocks in ihm, so ist ni(b) = ni(b’) fiir alle
i=0,1,.:.5k. .
Das folgende Beispiel eines einfachen 2-(9,4,6)-BP, dessen
Blocks die Spalten der Tabelle 2 sind, widerlegt diese
Behauptung. )

111111111111111122222222223333355556
222222333334444433333444444444466677
355678556675567755668556785566777888 -
467899897986898979789687997989889999 ‘ Tabelle 2

Fir a = {1,2,3,4} und b = {6,7,8,9} ist no(a) =5 und‘no(b) = .
Deshalb wurde der Nichtexistenznachweis nach Auffinden der L&-
sungen der Schnittzahlgleichungen hier so ausfuhrlich darge-
stellt.

2. H.-D.O.F. Gronau , ebenfalls ein Schiiler von Prof. Dr. G. Bu-
rosch, verdanke ich den Hinweis, daB sich der Nachweis der
Nichtexistenz von 5-(19,9,7)-BP auch auf den nicht wieder-
holungsfreien Fall Ubertragen 13a8t. :
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Jurgen Dassow

Convexity and Simplicity of Chain Code Picture Languages

Dedicated to Prof. Dr. W. Engel on the occasion of ﬁis sixtieth
birthday

0. Introduction

In order to draw a picture by a plotter or on the screen of a
computer the basic commands are often the following ones:

"go and draw one unit line segment to the left of (to the

right of, upwards from, downwards from) the current point”.
Then the work of the plotter and also the resulting picture can
be described as a sequence of these elementary commands. If we
abbreviate,the commands by 1, r, u, d, respectively, each pic-
ture can be described by a word over the alphabet {1,r,u,d}, and
conversely, each word over {1l,r,u,d} describes a picture. There-
fore languages over {l,r,u,d} can be considered as descriptions
of sets of pictures and vice versa. Thus, given a language
generating device, we can regard the set of pictures correspon-
ding to the generated language. Such sets of pictures are called
chain code picture languages in /3/ and the subsequent papers
/4/, /5/. In these papers chain code picture languages are
studied from the formal language theory point of view. Pictures
can be also considered as graphs, and in /1/ graph-theoretic
properties of picture languages are investigated.
- In this paper we are. interested in the geometric properties
convexity and simplicity. Especially, we study .the problem
whether or not all (some) pictures of a given language are con--
vex (simple).

1. Definitions

Firs; we recall some notions from isothetic geometry. We assume
that® all objects are in the plane which has an embedded Carte-
sian coordinate system.
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An isothetic (straight) line is a straight line parallel to ei-
ther the x-axis or the y-axis. An isothetic line segment is a
segment of an isothetic line; note that élso a point 1is an

isothetic line segment by this definition. An isothetic curve

is a connected sequence of isothetic line segments. Figure 1
shows some isothetic curves.

]

a) b) c) . d)g e)”

]

f) g)

Figure 1

An isothetic curve is called simple if self-intersections only
occur at endpoints of line segments and no more than two seg-
ments intersect at each endpoint.

The curves bZ’ c), e), and f) of Figure 1 are simple, and a),
d), &) are not simple.

An isothetic curve is called convex iff for any isothetic 1line
the intersection with the isothelic curve is empty, a line seg-
ment or the union of two disjoint line segments.

We wuse the definition of convexity since in the sequel we shall
consider non--Jordan curves which do not allow to define the ou-
ter and inner part of the plane, and thus we cannot use the usu-
al definition that the line segment between two inner points
consists only of inner points. Obviously, for closed simple
curves our definition and the usual one are equjvalent. )
The curves e) and g) of Figure 1 are convex, in contrast to a),
b), ¢), d), f) which are not. convex.

If p and g ar® éwo curves, we write p ~ q 1if there is a
translation T such that T(p) = q. Clearly, ~ is an equivalence
relation. By [p] we denote the equivalence class of p. We now
formalize the concept. of a picture. language.

Let {(m,n) ¢ ZZ where Z denotes the set of integers. Then we
set

u({m,n)) = (m,n+l) , d((m,n)) = (m,n-1) ,

r((m,n)) = (m+l,n) , 1((m,n)) = (m-1,n)

54



By [z, b(z)] with z ¢ 22, b € {r,1,u,d} we denote the 1line
segment connecting the points 2z and b(z) in the Cartesian
plane. We now define inductively the drawn picture associated
with a word w by

dpic(X) = (&4, (0,0)) (A denotes the empty word),
if dpic(w) = (p, z) then dpic(wb) = (p u [z, b(z)], b(z))

(intuitively, we start the drawing in the point (0,0); the first
component is the picture, the second component gives the end-
point of the drawing).
Since we are interested in the picture itself independent of its
place in the plane and its drawing, we define the basic picture
by

bpic(w) = [p] if dpic(w) = (p, =) for some 2.

For instance with w = ldrldr .and v = urlddrlur different
drawn picture are associated, but the associated basic picture
is the same for these two words and it is shown in Figure 1 a).

Let - G be a phrase-structure-grammar such that its languagde

L(G) € {u,d,r,1}*. Then we set
B(G) = {bpic(w) : w € L(G)},

and we call it the picture language generated by G. Further, a

set B of pictures is called a regular (linear, context-free,

etc.) picture language if there is a regular (linear, context-

free, etc.) grammar G such that B = B(G).

Obviously, each picture of a picture language is an 1isothetic

curve. In this paper we are interested in two problems with re-

spect to a geometric property A:

- Is it decidable whether or not all pictures generated by a gi-
ven grammar have the property A ?

- Does there exist a picture with property A in the picture
language generated by a grammar

We shall partially solve these problems with respect to the pro-

perties convexity and simplicity. .

Throughout this paper we assume that the reader is familiar with

the basic knowledge on formal languages (see e.g. /2/).

v

2. Results

For the sake of completeness we recall shortly the Post Corres-
pondence Problem. Let V be an alphabet which consists of at
least ttwo letters. Further let.



A= {aj,ay,...,8,) and B = {by,by,...,b}
be two sets of non-empty words of cardinality n > 10. Then we

ask whether or not there exists a sequence il,iz,...,ik such
that

a. a: ...a: = b. b. ...b;
i,%1, i i, i, i
It is well-known (see /2/) that it is undecidable whether or not
such a sequence exists.

Theorem 1: For linear grammars G, it is undecidable whether or
not the language B(G) "contains a convex picture.

Proof: The proof consists in a reduction of the problem of the
existence of a convex picture to the Post Correspondence Pro-
blem. Let h and g be the homomorphisms defined by

h(a) = urdur , h(b) = wulru ,

g(a) = lduld , g(b) = dlrdl
Note that h(x) and g(x) for x € {a,b} are the same pic-
ture; they are drawn in reverse direction.
Now let U = (ul,uz,...,un), vV = (vl’VZ""’vn) be an instance
of the Post Correspondence Problem over the alphabet {a,b}. With
it we associate the linear grammar

Gy vy = ({8}, {uw,d,r,1},P, §)
with
P = {S>h(usg(v;®) : 1< i< n} v {S>urld)

(wR denotes the mirror image (reversal) of w). The generated
words are of the following form

- R R R
w = h(u; )Yh(u; )...h(u; )urldg(v. T)g(v. Y. .. 8(v;
iy ip i, i, ipq i )
= R
= h(uiluiz...uip)urld g((vilviz...vip) ).
Assume that there is a solution of the Post Correspondence Pro-
blem for the given instance. Then, for .some sequence
il,iz,...,ip, we get
U: u: ...U; = V. V. ...V
i,71, i, iy7ig i,
and then
h(u:; u; ...u: )ur and 1dg((v. v: ...v. R
it By i,Vi, le) )

define the same picture but drawn in reverse direction, and
consequently, the picture associated with w has the form shown
in Figure 2.
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In this figure we assume that the word uiluiz...u-1 starts with
- P
ab and ends with bzaz. _

Figure 2

Figure 2 contains all subpictures associated with the possible
words of length 2. Thus it is easy to see that bpic(w) 1is a
convex curve.

Moreover, let il,iz,...,i be a sequence which is not a solu-
tion of the instance. Then the following holds

U: U; ...U:; = W,2ZW and v. v. ...V.
1471y i 172 ‘11 iy i,
where 2, z’€ {a,b}, z + z’. Then the associated picture

By

= wiz’w2

h(w, 2wy ) urlde(vy®)g(z” Ya(w]

has the form shown in Figure 3, and one can see that it is not
convex.

Thus B(G) contains a convex picture if and only if the corre-
sponding instance U,V of the Post Correspondence Problem has a
solution, and the existence of a solution of the Post Corre-
spondence Problem is undecidable. *

-

’

hiwy) = g(w,®)

/ .

Figure 3
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Theorem 2: i) For .context-free grammars G, it is decidable
whether or not all pictures of B(G) are simple. ’

ii) For linear grammars G, it is undecidable whether or not
B(G) contains a simple picture.

Proof: i) From the definition of simplicity, it is easy to see
that a picture is simple if and only if it does not contain the

pictures
=~

pp=+ ,pyp =P L, p3=-4 ,Ppyp=L ,pPg=T

as subpictures. By /57, Theorem 5.3, for context-free grammars
G, it is decidable whether or not a picture g 1is a subpicture
of B(G), i.e., q is a subpicture of some picture p of B(G).
Thus we can decide whether or not some P;s 1€ 1i<€5, is a
subpicture of B(G). If the answer is positive, B(G) contains a
non-simple picture. If the answer is negative, all fictures of
B(G) are simple.

ii) We repeat the proof of Theorem 1 but we use the
homomorphisms h and g given by

h(a) - r, h(b) = u, g(a) = 1, g(b) = d.

Then we obtain that the instance U, V has a solution if and
only if there is a simple picture in B(G), and thus we get the
desired undecidability. o

We say that a picture language is a st;ipe language iff
there are rational numbers Kk, dl’ and d2 such that for any
basic picture p of B there is a drawn picture q € [p] such
that any point (a,b) belonging to gq satisfies

ka + dl € b < ka + dZ A

i.e., all pictures of B can be placed in the stripe between
the two lines y = kx + dy and y = kx + dy. .

In /4/ it is shown that it is decidable for context-free gram-
mars whether or not they denerate a stripe language. The next
theorem shows that the restriction to stripe languages 1eadé to
decidability of all problems we are interested in.
Theorem 3: Let & be the class of context-free grammars G such
" that B(G) 1is a stripe language. The following problems are
decidable for elements of @& /
"i) Decide whether or not all ﬁictures of B(G) are convex.
ii) Decide whether or not B(G) contains a convex picture.
iii) Decide whether or not B(G) contains a simple picture.

58



Proof: We give the proof only for 1i); the proofs of ii) and
iii) follow the same basic ideas, the necessary obvious
modifications are left to the reader.
" We slice the stripe into pieces of width d > O which are par-
allel to the y-axis. Clearly, there is only a finite number of
different pieces if we consider them as pictures. With every
piece we associate a letter such that different pieces corres-
pond to different letters. Let V be the alphabet of these
letters. Since any picture can be considered as a sequence of
pieces where we read the pieces from left to right, with any
picture we can associate a word over V which is obtained as
the sequence of the letters associated with the pieces of the
picture. Thus every picture language B can be mapped on a
(string) language L Jover V.
In /5/ it is proved that, for a context-free grammar G, the .
language LG which corresponds to B(G) is a context-free
(string) landuage and that LG can be constructed effectively.
Now let G € 8, and let k, dl’ d2’ dl > dZ’ be the parameters
of the stripe in which B(G) is placed.
Case 1: k *# 0. Then, clearly, any line parallel to the y-axis
intersects the stripe only in points belonging to one piece, and
any line parallel to the x-axis intersects the stripe in at
most r o= [{(d1~d2) /kd} + 1] consecutive pieces. Let U1 be
the set of 1letters associated to such pieces which are not
convex if they are considered as a picture, gnd let U2 be the
set of all words of length r which correspond to r consecu-
tive pieces which are not convex if they are considered as one
picture. Now it 1is obvious that B(G) contains only convex
pictures iff no word of LG contains a letter of U1 and no
word of LG contains a subword of U2’ i.e., iff

L& = Lg o (VU,V¥ u V¥U,Vv5) .
is empty. Since LG is also context-free and the emptiness of
context-free languages is decidable, it is decidable whether or
not B(G) contains only convex pictures.
Case 2: k = 0. First we check as in Case 1 whether or not lines
parallel to the y-axis have more than two line segments in com-
mon to the picture. If the answer is positive, B(G) contains a
non-convex picture , and the proof is finished. Thus in the
sequel we consider only the case that the answer is negative.
Let s be a rational number such that dl 2 S.> d2 and that 2s
is an integer. Then we say that a point (a,s), where a is ean
integer, 1is a convexity point of the picture p 1if it belongs
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to p and (a - 1/2, s) does not belong to p (i.e., (a,s)
belongs only to a vertical line or in (a,s) starts a horizontal
line, and thus this point contributes to a line segment in the
intersection with the line y = s). Obviously, the picture lan-
guage B(G) contains only convex pictures iff, for any s with
the above properties, any picture of B(G) contains at most 2
convexity points.

Now let UfA be the set of letters associated with pieces which
have ‘i convexity points (a,s). Clearly, 0 € i € d holds. Thus

B(G) contains only convex pictures iff the intersection of LG'
with

U (U vRusviovrusvisvioviusviusviuviusviusviusv

s dgig3 1

where the union is taken over all s such that® dl 2 s 2 dZ and
2s is an integer, i; empty. Again, this is a decidable property.
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Dedicated to Prof. Dr. G. Burosch on the occasion of his
fiftieth birthday

0. Introduction .

It 1is a well-known fact.that context-free grammars -~ the most
investigated grammar type - are not able to cover all phenomena
of programming languages or natural languages. Therefore a lot
of regulating mechanisms have been introduced fn the last two
decades in order to enlarge the generative power (see e.d. /1/7).
One of these mechanisms is the use of a control 1language, i.e.
only such derivations are allowed where the sequence of applied
productions - considered as a word - belonds to the control lan-
guagde. In most cases regular control 1anguages are considered
since the increase of the generative capacity by context-free
control languages is already too large.

Further, it 1is known that regular control languages have the
same power as some other regulating mechanisms, e.g. matrices
and programs. If one considers these mechanisms in terms of
control langhages one can see that only special regular control
languages are used. Thus it is a natural problem to study the
generative power of context-free derivations controlled by sub-
sets of the set of regular languades.

This paper is a first step in this direction. We consider nilpo-
tent, combinational, definite, non-counting, power-separatingd,
commutative, and multi-entry laqguages for the control. We prove
that besides the case of commutative languaﬁes the g&enerated
language family coincides with either the family of context-free
languages or the family obtained by control with (éeneral) fegu—
lar languages. For commutative languages we obtain a properly
intermediate family.
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1. Definitions
Let V be an alphabet (i.e. a finite non empty set). Then by
V*(V+) we denote the set of all (non empty) words over V, and a
language over V is a subset of V*. Especially, we say that a
language L over V is

- regular iff it can be constructed by a‘finite number of appli-
cations of the operations union, product and Kleene-star from
the sets {x} for x € V, ¢, and {A} (A denotes the empty
word),

~ combinational 1iff it can be represented in the form L = V'A
for some finite non-empty subset A < V,

- definite iff it can be represented in the_ form L=Avu V*B
where A and B are finite subsets of V*,

- nilpotent iff L is finite or V*\L is finite,

- commutative iff, for any natural number n 2 1 and for any
permutation n of {1,2,...;0% aja,...a, ¢ L for a; € v,
1€ 1< n, implies an<1)an(25...an(n) € L,

- suffix-closed (or a multiple-entry language) iff xy € L " for
some X,y € V+ implies y ¢ L,

- non-counting iff there is an integer k2 1 such that, for
any X,¥,z € V*. xykz € L if and only if xyk+1z € L,

- power-separating - iff for any x ¢ V* there is a natural
number —m > 1 such that either JQ n L =g or Jlc L for
J: = {x® : n 2 m}.

It is obvious that bombinational, definite, and nilpotent lan-
guages are regular, whereas non-regular languages of the other
above mentioned types exist.

By REG, COMB, DEF, NIL, COMM, MUL, NC, PS we denote the
families of all regular, combinational, definite, nilpotent, re-
gular commutative, regular suffix-closed, regular non-counting,
regular power-separating languages, respective%y. The relations
between these language families are investigatqi e.g. in /4/ and
/12/ and can be given by Diagram 1 where an arrow from X to
Y denotes X < Y, X+ Y, and if two families are not connected
by a sequence of equidirected arrows then they are incomparable.
Characterizetions of the above language families by automata and
by congruence relations and further properties of them are given
e.€. in the papers /2, 3, 11, 8, 6, 10/.
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PS
NC \
/ < COMM MUL
DEF
| NIL
COMB \ \ |
vty
Diagram %

A context-free grammar is a quadruple G = (VN’ VT, P, S) where

- VN and VT are disjoint alphabets of nonterminals and
terminals, respectively,

- P is a finite set of rules (or productions) of the form
A->z with A ¢ Vg, z € (Vgu VpT,

-8 ¢ Vg

With each rule of P we associate a label in such a way that

different rules have different labels. By M we denote the set

of labels.

We say that y is directly derived from x by application of

the production : —> z with label p "iff x = xle2 for some

X1,%Xg € (VN U VT) and Y = Xy2X,, and -this is denoted by

x =3¢ y. The language L(G) generated by the context-free

grammar G is defined as the set of all words w € VT* for

which a derivation

D: S plf Wy PEA Wo ps* - e pr: W, =W (1)
exists. . By 2 we denote the family of all context-free
languages.

In (1) the word plpz...'pr over M is called the control
word of the qerivation D. One of the mechanisms in order to en-
large the power of context-free grammars is to impose restric-
tions on the ®ontrol wgrds. Let G = (Vy» Vp» P, 8) be a con-
text-free grammar whtse rules are labelled by M and let C be
a language over M. Then we define the language L(G,C) as the
set of all words w such that there is a derivation D of the

63



/

form '(1) with PyPg. . -P. € C. C 1is called the control langua-
ge. Obviously, L(G) = L(G,M%).
Let X be a family of languages. Then we set

2(X) = {L(G,C) : G is a context-free grammar and C ¢ X}.

Clearly, % = !({M+ : M is alphabet}). In some papers the family
X(REG) is studied intensively (see /1/ .and /9/ for related re-
sults). Especially it is proved that ® is a proper subfamily
of X(REG) and that =2(REG) coincides with some families which
are defined by imposing - other 'mechanisms on context-free
grammars. In the following éections we study the relations bet-
ween 2 and X(X) or X(X) and %X(Y) for language families
defined above. We start with the following obvious fact.

Lemma 1: Let X and Y be language families such that X< Y.
lThen L(X) € B(Y).

2. Control by nilpotent and definite languages

The following lemma is taken from /13/, a diploma thesis super-
vised by the author.

‘

Lemma 2: ¥(NIL) = % .

Proof: i) By Lemma 1 and Diagram 1; we obtain 2 < R(NIL).

ii) Let C be a finite language. Then L(G,C) is also finite
for any context-free gram@ar G, and since finite languages are
context-free we get L(G,C) € 2.

Now let C be a language such that C’= M+\C is finite and
let G be a context-free grammar. We define .L’ as the set
of all words =z with the property that any derivation of z

from the axiom of G has a control word in C’. L’ is finite
and L(G,C) = L(G)\L’. Since the subtraction of a finite langu-

age from a context-free language gives a context-free language,

we obtain L(G,C) € X. '

Thus, for any context-free grammar G and any nilpotent langu-
age C, L(G,C) € 2 and therefore %X(NIL) < .

Lemma_3: Z(DEF) = % .

Proof: i) Again, by Lemma 1 and Diagram 1, % < X(DEF).
ii) Let C=Avu M*B and let G be a context-free grammar.
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Then ’ -
L(G,C) = L(G,A u M*B) = L(G,A) u L(G,M*B).

Since A is finite we know L(G,A) ¢ £ from the proof of
Lemma 2. Furthermore, because the family of context-free lan-
guages is closed under union it is sufficient to show that
L(G,M*B) [ 4 in order to prove L(G,C) ¢ ¥ and thus also
Z(DEF) <« .. :
B is finite and therefore there is a finite set U of words u
over VN such that there is a derivation

Du: u =3? uy =§Z R =§i u, = u’ € VT*
with PyPy. . -P. € B. Moreover, if u = AIAZ"'Ak then
u’ = Z1Zg- . -2 and there are derivations

W b -—
A-1 i zjl =—f» T — ij =2

P P P

J J

. 1 2 i
and therefore it is easy to construct a generalized sequential
machine M = (Z, VN"VT’ f, g 3z,) (where 2, Vy, Vg are the
alphabet of states, the input and output alphabet, respectively,
f is the transition function, € 1is the output function and Zg
is the initial state) which maps u to u’ by mapping A-1 to

Z;- Now we extend M to

M= (2, Vg Vo £, @, z)

by setting
f(z,a) for a € Vy,
£f’(z,a) =
Z for a € VT s .
g(z,a) for a € Vy.
g’ (z,a) = .

a for a € Vg

Let ST(G) be the set of all sentential forms of G, i.e. the
set of all words over VN u VT which can be derived from the
axiom in some steps. It is well-known that ST(G) is also
context-free. Then also
; . *
L’ = ST(G) n {xlAlszz...xkAkxk+1 DAjAy. LA € U, x; € Vp'}
is econtext-free, and it is easy to see that the image of L’
under the mapping induced by ™ is L(G,M*B). By the closure
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of ® wunder mappings of generalized sequential machines we ob-
tain L(G,M*B) ¢ 2.

Corollary 4 (/13/): 2(COMB) = 2 . *

Proof: By Diagram 1, Lemma 1, and Lemma 3, we get

2 = 2({M" : M is an alphabet}) € 2(COMB) < %(DEF) = 2.

3. Control by non-counting and suffix-closed languages

Lemma 5: £({NC) = 2(REG).

Proof: i) By Lemma 1 and Diagram 1, Z(NC) & ¥(REG) holds.

ii) For the proof of the con¥erse inclusion we need some facts
on matrix grammars. A matrix grammar is a quadruple
G = (VN, VT’ N, S) where VN and VT are disjoint alphabets,
S ¢ VN’ dnd N is a finite set of finite sequences of context-
free rules, i.e.

N ={my, my ,..., m ¥s

r
m; = (A

Bysd T By, B, i T By e een By 0 T By Lads
3 1

where Ajs,i € Yy %54 € (Vgu VP for 1€ i<, 1<s¢€k;.
Again, we associate labels with the.rules in the matrices, and
if Ajs’i --> zjs,i in m; is labelled by pjs, we describe the
% ;
matrix m by mg = P Py ... Py Then the language L(G)
J17J2 Jk .
generated by the matrix grammar G can be described by control
sets as follows: Let G’ = (VN’ VT’ P, S) be the context-free

grammar where P is the set of all rules occurring in the
matrices of N. Then L(G) = L(G’,N+). For matrix grammars the
following normal form exists: VN is the union of two disjoint
sets VN and VN , N contains only matrices of length 2,
i.e. m = pq for any matrix m € N, and the productions labelled
by p rewrite a letter of Vél), and the productions 1labelled

by aq replace a letter of VLZ). Further it is known that the
family of languages generated by matrix grammars coincides with
Z(REG). Combining these facts we obtain: for any context-free
grammar G and any regular language C, there is a context-free
grammar G’ and a set N = {ml,mz,...,mr} such that
m; = Pp;q;, P; ¥ q; for all i,jg € {1,2,...,r} and
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L(G,C) = L(G’;N+). We now prove that N+ is non-counting and
thus L(G,C) € (NC) which implies %X(REG) < X(NC).

) 2 + _ . _
Let xy“z ¢ N'. Then y = my miz... mir or y = qnilmiz... mirp
has to hold (since for y=m; m ... m D we get
112 1r
=m: m; ... m. and thus xyzz (4 N* because P is the
J1 J2 Is

(25+2r+2)nd letter in xyzz but in an even position in a word

in Nt only letters of type q;  are possible, and an analogous

argument forbids y = qTilmiz‘.. mir). 1f ¥y = milmiz.:. mir,
then x = mjlmjz... ij, z = mklmkz... mkt; and
= +
xy“z mal...mJS i mirm11 mlrml— .<mirmk mkt € N
L]
£ y qm s P, then X =m.m. ... m. p’ and
1y 2y e Ji1 J2 Js
z = q’mklmkz... g where p’q € N, pgq € N, and pq’ € N by
t
xyzz ¢ N, Therefore
3, - S ,
xy“z = mjl...mjsp qmil...mirpqmil..mirpqmil...mirpq mkl...mkt

is an element of Nt Thus xyzz € N+ implies xysz € N+. The

converse implication can be proved analogously. This proves that
Nt is non-counting.

Corollary 6: 2(PS) = X(REG)

The following lemma is taken from /7/, a diploma thesis super-
vised by the author.

Lemma 7: £(MUL) = X(REG)

Proof: i) ‘Again, by Lemma 1 and Diagram 1, we det
L(MUL) < £(REG).

ii) Let L € X(REG). Then L = L(G,C) for some context-free
grammar G = (VN, VT’ P, S) and some regular language C. Then
we consider the context-free grammar

G’ = (VN'U {8’}, Vg P u {8’—> 8}, 8’)
and we add the label t associated with 8°’-» 8. Then it is

clear that L(G,C) = L(G’,{t}C).
Further, for a language K over V, let

Suff(K) = {y : xy € K for some x € V5, y ¢ V'}.
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It is well-known that Suff(K) is 'regular for a regular
language K. Obviously,

Suff({t}C) = {t}C u Suff(C).

Since all words of Suff(C) begin with a letter different from
t, they cannot be used as control words since any correct deri-
vation in G’ has to start with an application of S’ — S which
is the only rule in order to rewrite the axiom §8’. Thus

L(G’, Suff({t}C)) L(G’, {t}C) v L(G’, sufrefc))
L(G’, {tiC).

Clearly, Suff({t}C) is suffix-closed by definition, and hence
L(G,C) = L(G’, Suff({t}C)) € ¥(MUL).
This proves X (REG) ;‘!(MUL).

I

n

4. Control by commutative languages

Lemma 8: X ¢ 2 (COMM) < L (REG).
Proof: i) £ < X(COMM) follows from the commutativity of all lan-
guages of the form Mt  for some alphabet M. We now prove the
existence of a non-context-free language in X (COMM).
We consider the context-free grammar G = ({S,A,B},{a,b,c},P,8)
with the set P consisting of the following rules with their
labels:

Py: S — AB, Py: A — aAb, Pg: B — cB, Py A —> ab,

Py’ B—=>c .
Then

L(G, {py(Pyp3)7pypg : n > 0}) = {a™"" : n 2 1},
and this 1is the classical example of a non-context-free
language.
By #x(w) we denote the number of occurrences of the letter x
in the word w. Now let

C=A{w: #pl(\v) = #p4(W) = #ps(W) =1, #pz(W) = ﬁpa(y)}.
Clearly, C 1is a commutative language. But with respect to the
grammar G only the words with the following properties can be
control words: they begin with Py; aftér Py and Py no
application of Py and Pg3, respectively, is possible. Thus the
control words for derivation in G which belong to C are of
the form
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W = P WiP4WoPg, _“pz(WZ) 0, upz(wl) = #pa(wlwz)
or '

v

n
1l

P1V195V2P4; ”ps(vz) 0, ﬁpa(vl) = #pz(vlvz) .
Moreover, the order of the rewritings of A and B can be per-
muted without changing the terminal word obtained by the corre-

sponding derivations. Hence the control words PqW{P4W¥oPg
n -
(P1V1P5V2P4) and Pl(Pzpa) P4P5 where n = “pz(wl)

(pl(pzpa)mp4p5 where m = spa(vl), respectively) describe deri-

vations generating the word aPbPcP (a?bm m

; reépectively).
Therefore

L(G,C) = L(G, {Pl(P2P3)np4p5 tn 2 0}) = {a"%" : n> 1}
which is not context-free. '
ii) ®(COMM) < 2(REG) follows by Lemma 1 and Diagram 1. We now
prove the strictness of the inclusion. :

Let vV = {al,az,...,an} . Then the Parikh vector of a word K w-
over V is defined as j ‘

T
pw) = (#_ (w), #_(w), ... , #_ (w))".
o o 2,
A language L 1is called semilinear iff the set
p(L) = {p(w) : w € L}

can be represented as a finite union of sets .of the form

{a +iglaigi Doy € N}
where a and gi, 1< i<€n, 4re elements of N? (N denotes
the set of non-negative integers).

In /5/ it is shown that languages of the form L(G,C), where C
is a commutative language, are semilinear (more precisely, in
/5/ it is proved for a special case, but there it is only wused
that p_l(p(L)) = L holds for this languagde, and this is wvalid
for all commutative languages). On the other hand, it is known
that Z(REG) contains some non-semilinear languages (see
e.g. /1/). Thus the inclusion %(COMM) < £(REG) is strict.

In accordance with M. Jantzen (see /5/) we conjecture that

2(COMM) ' equals the family of vector languages (see /1/, /5/).
Summarizing our results we obtain
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Theorem 9: £ = X(NIL) = £(COMB) = 2(DEF) ¢ 2(COMM)
< Z(NC) = (FS) = Z(MUL) = £(REG).
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Dietlinde Lau
Maximale Klassen von Pk(l)
?rof. G. Burosch zu seinem 50. Geburtstag gewidmet
Sei E, = {0,1,2,...,k-1}, P} = {f71£f": Ef>E,} und P, = Ulpi. Far

A< Pk und 2 € 1 < k bezeichne A(1) die Menge aller Funktionen
aus A,  die hBchstens 1 verschiedene Werte annehmen. Durch A[1l]
kennzeichnen wir die Menge derjenigen Funktionen f aus A, deren
Wertebereich W(f) genau 1 Elemente enthdlt. Ziel der vorliegen-
den Arbeit ist es, s#dmtliche maximalen Klassen von Pk(l) 2u
ermitteln, die als Durchschnitte von Pk(l) mit maximalen Klassen
von_ Pk beschreibbar sind. S&mtliche maximalen Klassen von Pk
wurden in /7/ bestimmt. Wir {ibernehmen im weiteren die Bezeich-
nungen aus /7/, die auch in /4/ nachzulesen sind, sowie einige
aus /3/. Abweichend von /7/ bzw.'/4/ bezeichnen wir den AbschluB
einer Menge A ( < Pk) mit {A] anstatt mit A. AuBerdem sei

1
L, = U {f" ¢ Pp(1) | 3 £, fy,...,E € Py:
k n>1 k o’"1 n
£(xgs.oux) = £(Fy (x4 +E(x) mod 2)}  (/1/),
Pk,E = {f ¢ Pk | W(f) € E} (E ¢ Ek) und Pk,l 1= Pk,El'

Filr eine erste Grobbeschreibung der maximalen Klassen von Pk(l)
benctigen wir den

Satz 1: Sei f C‘Pkfl] eine Funktion, die ftir 1 2 3 von min-
destens zwei Variablen wesentlich abhangt und flir 1 = 2 nicht 2zu

Ly gehsrt. Dann gilt [Py(1)' v {£}] = Py(l).,

Beweis: Als Superposition liber Pk(l)1 u {€} erhdlt man offenbar
eine Funktion
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Ppp \ pr l(Poly o]y fur 13 3,

e |

Mit Hilfe des Vollstﬁndlgke1tskr1ter1ums fir Pk 1 aus /3/ folgt
hieraus Pk 1 ¢ [Pk(l) u {f}]. Unsere Behauptung ergibt sich
somit aus Pk(l) ={fxg | f ¢ Pk(l) ~ & € Pk 110 0m

P o \er7lL, fur 1 = 2.

Eine unmittelbare Folgerung aus Satz 1 ist der

Satz 2: Die einzige maximale Klasse von 'Pk(l), die Pk(l)1
enthalt, ist

Lk fur 1 = 2,

[P (1) b P (1-1) fur 2 < 1 € k-1.

Analog zu den Uberlegungen aus /7/ beweist man den

Satz 3: Filr jede von 2 verschiedene maximale Klasse A von Pk(l)
existiert eine h-dre Relation e mit 1€ h<€k und
= (Pol e)(1). #

Nach /7/ w3ren damit m8gliche maximale Klassen gewisse Mengen
der Form (Pol e@)(1) mit e € 'k u Uk u Uk u tk u £k v ‘k
(siehe /4/). Wir werden im folgenden notwendige und hinreichende
Bedingungen flir die Meximalitdt solcher Klassen in Pk(l)
angeben.

Satz 4 (/2/): (Pol @)(1l) ist flir e € Mk genau dann in Pk(l)
maximal, wenn jede l-elementige Teilmenge von Ek bez. e ein
griBtes und ein kle1nstes Element besitzt.

Lemma 1: Sei k = p®, »p prim, m > 1, X € ®_ und £ ¢ Polx. Dann
ist der HWertebereich von f eine Nebenklasse einer gewissen
Untergruppe U von (Ek,+) ( (Ek,+,*) sei der 2zu A dehdrende
K8rper )}, _genauer gilt W(f) = £(0,...,0) + U. AuBerdem ist
[H(E) | = p1 flir ein gewisses i mit 1 € i € m.

Der Beweis ergibt sich aus der Darstellung der Funktionen aus
Polkk (/7/ oder /6/) und Eigenschaften des Galoisfeldes. m
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Satz 5: Fir jedes e ¢ Gk U !k ist (Pol e)(1) nicht maximal in
P (1). '
k

Beweis: Sei zun#dchst eg € Uk, k =L¥p, pprim, L €N, und s
zerfalle in Zyklen der Primzahlldnde p. Aus der Darstellung (4)
in /4/ fiir Funktionen aus Pol eg ist ablesbar, daB es keine
Funktionen in Pol ey gibt, deren Wertebereich N die Eigen-
schaften

g ¥ N n {ar,o’ar,l"“’ar,p—l} $ {ar,o’ar,l""’aq,p—l}

fir ein gewisses r € {1,2,...,L} und |IN| = 1 besitzt. Folglich
ist (Pol es)(l) eine echte Teilmengde von Pk(l) \ Pk,NEIJ' womit
(Pol es)(l) in Pk(l) nicht maximal sein kann.

Sei nun A € !k, k = p&, p primund m 2 1. .

Nach Lemma 1 gi}t fur 1 < p offenbar (Pol A)(1) = Pk(l) sowie
(Pol 2)(1) g P (pl) § P() fur p* < 1 < p'*1(1 € i <m-1).

Falls 1 = p(1.€ i € m-1), so gehdren zu (Pol A)(1l) keine Funk-
tionen mit dem Wertebereich N := {o,al,az,...,al_z,b}, wobei
b ¢ <{o,a1,...,a1_2}>, I{o,al,...,al_z}l = 1-1 ist und <...> den
AbschluB bez. + des Kdrpers (Ek,+,*) und o das neutrale Element
von (Ep, +) bezeichnet. Diese Aussage ergibt sich aus
|<{o,a1,...,al_2,b}>l > 1 uhd Lemma 1.

Folglich kdnnen Mengen der Form (Pol A)(1) in Pk(l) nicht
maximal sein. =

Sats 6: Fiur jedes e ¢ uk ist (Pol ¢)(1) maximal in Pk(l).

Beweis: Fir jedes ¢ € ist offenbar (Pol e)(1) ‘eine echte
Teilklasse von Pk(l). Sei £ ¢ Pk(l)\Pol e, d.h.. es gibt gewis-
se rl,...,rn'c e mit f(rl,...,rn) ¢ e. Das E;nsetzen gewisser

einstelliger Funktionen aus (Pol ¢e)(1) in f liefert als Superpo-
sition Uber (Pol ¢e)(1l) u {f} eine einstellige Funktion f’, die ¢

‘nicht bewahrt. O.B.d.A. sei W(f’) = {a,b}. Mit Hilfe von ¥’

lassen sich alle Funktionen hq mit

a fir x = a,
h (x) = {
b

und o € Ek konstruieren. Bezeichne nun g eine beliebige m-
stellige Funktion aus Pk(l), von der wir g € [(Pol e)(1) u {f}]

sonst

zejgen wollen. Dazu bendtigen wir noch einige Bezeichnungen.

73



Q sei eine Matrix vom Typ ( kK% , mk(k+1) ), deren Zeilen fol-
gendermaBen beschrieben werden kdnnen:

(xl’x2"'"xm’hé(xl)‘hl(xl)’""hk—l(xl)’ho(xz)"'
ceaby g (Xg), .o b (xp ) hy (k) sy ().

Die Zeilen der Matrix Q sind so gewdhlt, daB sich flir zwei
beliebige verschiedene Zeilen (al‘a2""’a(k+1)m) und
(bl‘bZ""b(k+1)m) stets ein i mit (ai’bi) ¢ ¢ finden l&aBt.
Folglich gibt es eine (k+l)m-stellige Funktion Hg in (Pol e) (1),
fiir die

Hg(xl, 3 % .,xm,ho(xl). .. "hk—l(xl)’ho(XZ)’ .-
. .,hk_l(xz), i .,ho(xm), X .,hk_l(xm)) = g(xl, W § ,)Sn)

gilt. Also ist g eine Superposition iiber (Pol ¢)(1) u {f}. m
Satz 7: Sei e € £ (1< h < k-1). Dann #t (Pol e)(1) genau
dann in Pk(l) maximal, wenn

(a) h = 1 ist und es eine l-elementige Menge {ao,...,al_l} gibt
mit

e = ni \ {(a ';as(h~1))' s Permutation auf El},

s(o)’ "
oder wenn

(b) h <1 ist wund fiir jede l-elementige Menge E a@s Ek ein
zentrales Element ¢ € E existiert, d.h., (ao,...,ah_z,c) € e
fiir beliebige ag, ..oy 9 € E gilt.

Beweis: Offensichtlich stimmt (Pol e)(1l) fir g € ££ genau dann

mit Pk(l) {iberein, wenn h > 1 1ist. Wir haben also nur den Fall

1 € h € 1 zu untersuchen.

Sei ¢ eine h-—-dre Relation aus £k mit der Eigenschaft, daB eine

gewisse 1l-elementige Menge E < Ek kein zentrales Element be-

sitzt. Wir zeigden ,daB hieraw;

(Pol e)(1) € Pp(1) \ P gl1] (1)

folgt. Angenommen, (Pol ¢)(1) enth#lt eine Funktion f, deren
Wertebereich E ist. Ferner bezeichne c ein zentrales Element von

e, und es sei f(c,c,...,c) = a. Da a kein zentrales Element
von E ist, findet man gdewisse ag,....8 9 € E mit
(a’al""’ahml) ¢ e.
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Hieraus und aus f(c,c,...,c) = a 18Rt sich leicht f ¢ Pol e
herleiten. Also ist (1) richtig. Offenbar gilt das Gleichheits-
zeichen in (1) genau dann, wenn g die Bedingung (») erfillt.
Folglich sind die Klassen (Pol g)(1), ¢ € Ck, die nicht den
Bedingungen unseres Satzes genlgen, nicht maximal in Pk(l).

Die Maximalitat der verbliebenen Klassen des Typs {(Pol e)(1),
e € Sk, in Pk(l) _beweist man analog zu (9.3.1. - 9.3.5) in
/T/.

Satz B: Sei ¢ €-§§, d.h., ¢ ist homomorphes Urbild einer h-adi-
schen elementaren Relation gm(a € h € k, m2 1)}. Dann ist
(Pol ¢)(1l) genau dann in Pk(l) maximal, wenn 1 = h ist.

Beweis: Die Bezeichnungen und Darstellungen fir Funktionen aus
Pol ¢ mit ¢ € %k seien wie in /4/, 8§ 4 gewshlt.

Da offenbar (Pol e)(1l) = Pk(l) filr ¢ ¢ *k genau dann gilt, wann
h > 1 ist, genigt es, den Fall 3 € h € 1 zu untersuchen. ZLu—
nachst soll gezeigt werden, daB es fir g v o< h“+] (1l € u € m-
1, v # h) nicht zu jeder v-elementigen Menge E < Ehm Funktionen

o

in Polhm Em mit .dem Wertebereich E gibt. Sei

u .
— t:) i
F(%g,...x) =3 s.(x¥iHn (2)
1 n iSo 1 Tay .
({ao,...,au} = {1,...,n}; to,...,tu € Em; Sys-.0s 8y Permutatio-

" nen auf Eh). Diese Funktion gehdrt nach 4.1 aus /4/ zu Fol E
und sie nimmt denau

m’
hl{(tl’al)l ie€ EU+1}| (3) -

verschiedene Werte an. Ferner gilt

(3 a,b ¢ W(EY: alllz p(i) | L3y (D),
= (ty,a;) * (tj,ay). (4)

die fiir

Bezeichne nun E eine v-elementige Teilmenge von E usl’
h

u = 1 die Menge

or ey g € Ei} v {b"y

u-1 :
P {izo aihl + aohu | a
und fir u * 1 die Menge e \ {0} enthalte. Angenommen, es
existiert in Pol Em eine Funktion f mit W(f) = E. Nach Lemma 4.1

aus /4/ muB f durch eine gewisse Formel des Typs (2) beschrieben
werden konnen. Die Menge 2 bzw. € \ {0} ist so konstruiert, daB
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fur zwei beliebige i,Jd € Eu+1 mit i # j sich stets a,b ¢ E mit
a(l)z b(l) und a(J)* b(J) finden lassen. Hieraus und aus (3)

folgt |W(L)]| = hu+1 > v, im Widerspruch 2zu unserer Annahme
IW(E)| = v. .

Man prUft leicht nach, daR sich fir 1 # h immer gewisse u, Vv
\(hu € v < hufl, 1€ us<ml, v=*h) und eine l-elementige

Menge E’ mit q(E’) = E finden lassen, wobei E die oben angedebe-
nen Eigenschaften besitzt. Anhand der in /4/ angdegebenen
Beschreibung der Funktionen aus Pol ¢ kann man sich leicht
iiberlegen, daB es in (Pol e)(1) keine Funktionen mit dem Werte-
bereich E’ gibt. Folglich ist (Pol e)(1l) ftr 1 + h nicht maximal
in Pk(l). ) . '

Sei jetzt 1 = h. Offenbar ist dann (Pol e)(1) #* P (1). Fir den
Nachweis der Maximalitdt von (Pol e)(1l) in Pk(l) bezeichne g
eine beliebige Funktion aus Pk(l) \ Pol ¢. Eine Superposition
itber (Pol e)(1) u {g} ist dann eine gewisse einstellige
Funktion g’, fiir die ein Tupel (bo,...,bh_l) € e \ Li mit
g’ (by) = r(i) fir alle i€ Ey existiert. Wegen
Pk’{bo""’bh~1} < (Pol e)(1) gilt folglich

P, r(E,) = & (P (b, ... by )) © [(Pol @2(1) v {811

Offensichtlich gibt es in (Pol ¢)(1) fiir 1 = h Funktionen, die
auf allen Tupeln aus (r(Eh))n alle Werte einer beliebigen
h-elementigen Menge aus Ek annehmen. Hieraus und aus dem
oben Gezeigten 188t sich ohne Schwierigkeiten
[(Pol e)(1) u {g}] = P, (1) folgern. m

Bezeichne ﬂk(l), £k(1) bzw. tk(l) die Menge aller Relationen aus
“k’ £k bzw. :k’ die den Bedingungen aus Satzx 4, S8 .= 7 bzw.
Satz 8 geniigen. Flir k = 3 und 1 = 2 haben wir durch die oben
durchgefiihrten Untersuchungen samtliche 13 maximalen Klassen von
Pk(l) bestimmt. Es gilt namlich der

Satz 9 (/5/): Eine Menge M < P3(2) ist genau in P3(2) vollstan-
dig, wenn sie keine Teilmenge der Klassen (Pol e)(2)
(e € Wz(2) u £3(2) u Wg) und Ly ist.

Dieser Spezialfall 188t vermuten, daB mit den oben durchgefiihr-
ten Untersuchungen bereits s#mtliche maximalen Klassen von
Pk(l) bestimmt wurden.
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- Joachim Stogm

!/
Ober ein Steuerungsproblem fir endliche stochastische zellulare
Systeme

Meinem hochverehrten Lehrer Prof, Dr, G. Burosch eus AnlaB
seines 50, Geburtstags in Dankbarkeit gewidmet

1. Modellbeschreibung

Stochastische zellulare Systeme (SZS) (vgl. z. B, /1/, /2/)
stellen abstrakte Modelle zahlreicher resl existierender Sy-
steme (z. B, biologische Zellkomplexe, homogene mikroelektroni-
sche Strukturen u, a,) dar, die sich durch eine groBe Anzahl
gleichartiger, in Form eines regelméBigen n-dimensionalen Git-
ters angeordneter Elemente (Zellen) auszeichnen., Jede Zelle
steht dabei mit einer gewissen Teilmenge aller Zellen (Nachbar-
zellen) in Wechselwirkung und &ndert ihren Zustand in Abhéngig-
keit vori den Zusténden dieser Nachbarzellen zuféllig. Nehmen

- wir an, daB die Zellen externe Ein- und Ausgénge besitzen, so
wird es mdglich, das zuféllige Obergangsverhalten des gesamten
Systems durch Steuerung zu veréndern,

‘wir beschrénken uns in dieser Arbeit auf endliche SZS mit par-
allelem Eingang O = (V.N,(X,Z.Y,P,qo.b°>, V ist dabei eine be-

schrénkte Teilmenge des d-dimensionalen Punktgitters Zd und
.wird als Systemraum bezeichnet, In jedem Punkt v 8 Vv befindet
sich eine stochastische Zelle von demselben Typ (X,Z,Y,P,Q).
X,Z,Y sind endliche Mengen mit Y ¢ R und bezeichnen entspre-
chend Eingabe~, Zustands- und Ausgabealphabet der Zelle. Jede
Zelle v 68 V besitzt einen externen Ein- und Ausgang und ist mit
den Zellen ihrer Nachbarschaft N(v) gekoppelt, Die Art der
Kopplung ist fir alle Zellen dieselbe und wird durch den Nach-
barschaftsindex N = {ng:Ny.....ng} beschrieben mit

ng = (0.0,....0), n; €29\{(0,...,0)}, ¢ = 1,....,s. Die Nach-
barschaft einer Zelle v ist dann durch N(v) = {v,v+n1,....v+ns}

bestimmt, Es bezeichnen £ := {2 :v-—Z} und X := {k:Vv-X] ent-
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sprechend die Menge aller Zustands- bzw. Eingabekonfigurationen
des Systems, Dabei geben z[V], %[v] und iN vy Jeweils den Zu-
stand und das Eingabesignal der Zelle v bzw, die Gesamtheit al-
ler Zusténde der Nachbarschaft N(v) an, wenn sich das System in
dem (globalen) Zustand z befindet und das (globale) Eingabesi -
gnal X erhélt., Das lokale Ubergangsverhalten einer Zelle wird
durch den (lokalen) stochastischen Kern P(.|.) von Zvax nach

Z beschrieben, Hierbei ist 2N = {2y = (250240000.24) : 2, 6 2,

z, 82 U{A}, 1 = 1,...,8} und A ein "Leerzustand”, Seine Ein-
fohrung ergibt sich aus der Gleichfdrmigkeit der Kopplung und
der Beschrénktheit des Systemraumes. Es wird vereinbart, daB

i[v+n1] = A fOr v + ny gV, 1<1i<€£€s, gesetzt wird, Férner ist

@ : Z-Y eine reellwertige Ausgabefunktion (Kostenfunktion) und
P, eine Initialverteilung auf Z.

Unter Verwendung der in der Theorie der Steuerung stochasti-
scher Prozesse Ublichen Terminologie (vgl. z, B. /3/) interpre-
tieren wir X als Steuerraum, 2 als Zustandsraum und
H, := ZxXxZ xyeo x2Z (2t+1 Faktoren) als Menge der Vorge-
schichten bis zum Zeitpunkt t 6 N = {0,1,2,...}. Die reellwer-
tigen Ausgabesignale jeder Zelle werden als Kosten interpre-
tiert. Das stochastische Bewegungsgesetz von (£ ist unabhiéngig
von Vergangenheit und Zeit und wird durch den (globalen) sto-
chastischen Kern P : Z x Xxz—[0,1] bestimmt, wobei

B(2']2.%) = ;l;{; P2 [V]|2y(yy X V1), 2.3 6 2, % 6 X
ist, Unter einer (randomisierten) Strategie 6 = (vt)tGIN ver-

stehen wir eine Folge von Wahrscheinlichkeitsverteilungen
Vt('lht) auf X, h, € H,. Markov-Strategien werden durch Vertei-
lungen der Form V (.|2,) erzeugt. Eine Strategie mit V, = V,

t 6 N, heiBt stationiér,

Wir nehmen an, daB in dem endlichen SzS Of alle m Zellen

(m =|V]) in geeigneter Weise durchnumeriert sind, Fassen wir
die einzelnen reellwertigen Kosten bez., jeder Zelle zu einem
vektor zusammen, so kdnnen wir die n-Vektorfunkfion é : zo>rR"

mit §(2) = (P(2[11), P(2[2]1),....9(2[m1)), 2 € Z, definieren,
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welche die (v;ktorwertigenv Kosten des Systems O/ angibt, wenn
es sich im Zustand Zz befindet.

2, Existenz B-optimaler étrafegien .

Sei 00 = (V,N,(X,Z.Y.P.q’).bo) ein SZS mit parallelem Eingang,
wie es in Abschnitt 1, beschrieben wurde, Wird auf O eine
Strategie € = (Vv )tsne angewendet, so bezeichne pt € (.) die im

Zeitpunkt t eindeutig beetinnte Wahrscheinlichkeitsverteilung
auf Z, Der in jeder Zelle v € V durch 6 erzeugte (lokale) Zu-
standsprozeB mit Werten in Z kann durch die lokalen Verteilun-
gen pt gle) auf Z beschrieben werden, Diese ergeben sich aus
den globelen Verteilungen pt gl-) durch Bildung der Randvertei-
lungen mit Hilfe der Beziehung

Vo, g (2) =§ b g(®), z62 (1)
z[vl=z

Fir jede Zelle v & V kdnnen wir dann die Folge zufélliger Ko-
sten (¢(3,t[v]))tsm betrachten, wobei jt der (zuféllige) globe-

le Zustand des Systems Ol 1st. Alle Zellen von V seien durchnu-
meriert, Dann setzen wir V = {Vi'VZ""'Vm} und bilden bez, je-

der Zelle vy € V die mittleren Kosten W(i)(G t) :=
56(?(}t[y1])lpo)' Dabei bezeichnet EG den durch die Strategie
6 erzeugten Erwartungswertoperator, \
Definition: Sei 8 c nz ein gegebener Bereich, Eine Strategie

6" heiBt B-optimal, wenn ‘ein t, 68 IN existiert, so daB fir alle
t 2 t, \

we*.t) = (wt)e*,v),....w(" (% t)e B
ist,

FUr eine gegebene Wahrscheinlichkeitsverteilung 7 (.|Z) auf X
sei ¥ ow

W(E) = > F(2.%) - T(x|3), 2632, (@)
%ex
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wobei F(Z,Xx) = 2 §(z*) - P(z'| 2,%) ist. Man zeigt leicht,
262
des W(E,t) = W8 ) . W(6,0)) = 2 B(E) - By gl3)

ist, zGZ

Daraus erhalten wir eine weitere Darstellung von W(S,t) in der
Form

W(E,t) = ZW (2) « Pyog,g(2)e - @
zSZ
In der Tat gilt
W&t = Zj BE1b g3)m 2 D BE )by ) - By, o(2),
z GZ €2 '

wobei T, = J}(.|zt) die durch € = (T definierte Wahr-

drem
scheinlichkeitsverteilung auf X und

525,(g}) = E P(z'| 2,%)- Wy (X[2) ist, Somit ergibt sifh mit-

x6X
tels (2)
W(6.t) = > [Z BE) - QP31 25T (k 2)- at_‘i,sm}
2'eZ Lzez x6X
- Z [Z (>, z)ehez | £.50)- T(xlz)] Beoy g(2)
’ %ex z'ez

267 Lxex

-2 [Z F(z.%) - ﬂ“,(ili)] b gl®)

= W)« By g(3).
sz

Ferner bezeichne K(z), z € i, die konvexe Hille der Menge

ﬁi :m {F(i,i) : X 8 i} von Punkten des R™, Der folgende Satz"
gibt eine hinreichende Bedingung flr die Existenz einer B-opti-
malen stationdren Markqw-Strategie an,



Satz: Sei 00 = {V,N,(X.Z,Y,P,9),p > ein SZS mit der Eigenschaft
P(z'|z,x) > O far elle z,z* € Z, x € X, B sei eine konvexe
Teilmenge des R", und es gelte K(z) N B # @ fur jedes z € i.

Dann existiert eine stationdre_randomisierte Strategie 6*, die
B-optimal ist.

Beweis: Sei z 6 Z beliebig, dann existiert nach Voraussetzung
wenigstens ein Punkt qs € K(z)n B, der wegen qs € K(i) als kon-
vexe Linearkombination

. F(2.%)

mit RQ'; 20, z' Ai,i = 1 dargestellt werden kann, w1r_defi-
xex
nieren nun eine Wahrscheinlichkeitsverteilung m’(.!i) auf X

durch 7*(x|2) = Ay 50 % 8 X. Da eine solche verteilung fir je-

des z angegeben werden kann, ist somit die Existenz einer ran-

domisierten Entscheidungsfunktion . i—ajﬂ(i) (Jh(i) - Menge

aller Wahrscheinlichkeitsverteilungen auf X) nachgewiesen, fir
die

W(z) = > F(2.%) - T%(x|2) 6 K(2)nB, % 6 2,
xex .
gilt, d. h,, es ist insbesondere W(z) € B, z € Z. wird die sta-
tionére Strategie 6" = (m’ oo) auf Ol angewendet, so ist der
globale ZustandsprozeB eine homogene Markovkette mit der Uber-

gangsmatrix

PE™) = 1Py 4(E*)] . wobei by (@*) = Z E»('zJ\zi,i).z"(&l‘zi),

) x6X
ii‘ ij € z, ist, Wegen P(z'|'z,x)>0 fur alle z,z' 6 Z, x 6 X,
folgt unmittelbar aus

P(z'|z,x) 57/:’1;5 P(z' vl lzN(v).XEVJ).

daB die Markovkette [bo' 5(3’)] irreduzibel ist, Man zeigt
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leicht, daB sie auch aperiodisch ist, Wegen der Endlichkeit des
Zustandsraumes Z besitzt die Markovkette daher eine eindeutig
bestimmte stationére Verteilung FG“ e JM(Z).

Die Folge p 6* der globalen Zustandsverteilungen konvergiert
t,

unabhéngig von der Initialverteilung Bo gegen diese stationére

Verteilung Féx‘ Wegen 1lim p (2) = p *(i), 2 6 z, und der
t— 00 6

t,6™
Stationdritét von 6% folgt. aus (3)
W(6") = 1lim W(6".t) = 1lim W,(2) - b «(2)
t—o00 t—o>m 2.5 t-1,6
zezZ
(4)

zez

wobei W, (z) = W(2) = E’/F:(i,i) - 7%(%]Zz) ist, Wir bilden nun
xex ’

die konvexe Hille der Punktmenge {W(2) 6 ®R™: 2 6 z} und be-

trachten dazu das entsprechende Simplex S. Auf Grund von

P (2) 3 0 mit > [ (%) = 1 stellt die rechte Seite ir (4)
6 e c' 6

z6Z
eine konvexe Linearkombination der Punkte W(z), Z € Z dar, und

folglich gilt W(S’) € S, Weiter oben wurde W(z) € B fir jedes

z6z gezeigt, Aus der Tatsache, daB B konvex ist, folgt daher

S € 8, und somit ist Q(S“) = lim W(G“,t) € B, was zu zeigen
)

t
war,
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Rostock. Math, Kolloq. 34, 85 - 86 (1988) 05A15
94860
Bernd Klipps '

Ober vasil'ev-Schonheim-Codes und Abbildungen auf endlichen
Mengen

Autorreferat der Dissertation A

In der Arbeit wird folgendes Problem untersucht:
C sei ein Teilraum des n-dimensionalen Vektorraums F" iber dem
Galoisfeld Fq‘ Mit Map(C,Fq) sei die Menge aller Abbildungen

von C in F_ bezeichnet. Man bestimme die Anzahl der Klassen ge-
wisser Aquivalenzrelationen auf Map(C,Fq).

Diese Aufgabenstellung verallgemeinert Untersuchungen, die seit
Beginn der finfziger Jahre zur Klassifizierung der ‘Funktionen
der g-wertigen Logik gefihrt wurden (Polya, Slepian, Jablons-
kij, Harrison).

Ausgangspunkt der Arbeit ist jedoch ein kodierungstheoretisches
Problem, die Klassifizierung perfekter Codes. Es wird die Klas-
se der Vasil'ev-Schénheim-Codes eingefiihrt, Es sind dies dieje-
nigen im allgemeinen nichtlinearen perfekten 1-Fehler-korrigie-
renden Codes, die durch mehrfaches Anwenden der Methode von
vasil'ev (1962, q=2) und Schénheim (1968, q>2) auf lineare Ham-
mingcodes entstehen., Neben Ergebnissen zur Darstellung und De-
kodierung dieser Codes wird die Aquivalenz von vasil'ev-Schén-
heim-Codes zuruckgefuhrt auf die Aquivalenz von Abbildungen,
die zur Konstruktion der Codes bendtigt werden,

Diese Aquivalenzrelation wird in folgender allgemeiner Form un-
n

tersucht, Ist C € Fq ein linearer Teilraum, so heiBen die Ab-

bildungen f,g € Map(C,Fq) équivalent, wenn
f(c) = p.g( p(c)+a) + T + 1(c) fur allececC
beziglich eines Aut hi fc,acr", per .
, beziglich eines Automorphismus ¢ au a‘ q KE q\{O}

2'6Fq und einer linearen Abbildung 1, € Map(C,Fq) erfullt ist,
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Probleme dieses Typs werden in der Abzdhltheorie von Polya-de
Bruijn behandelt, Die obige Relation l&Rt sich jedoch nicht in
diese Theorie einordnen, da zusétzlich zur Permutation der Ele-
mente des Definitions- und Wertebereichs die Addition linearer
Funktionen erlaubt ist, Dennoch fiuhrt das ibliche Vorgehen der
Polya-de Bruijn-Theorie auch hier zum Ziel, Mittels des Burn-
side-Lemmas wird die Berechnung der Anzahl der Aquivalenzklas-
sen auf die Bestimmung des Zyklenzeigers der auf C wirkenden
Permutationsgruppe und (im Unterschied zur Polya-de Bruijn-
Theorie) der Méchtigkeiten gewisser Mengen linearer Funktionen
reduziert, Fir die Bestimmung der Zyklenzeiger und der Michtig-
keiten werden Algorithmen hergeleitet., SchlieBlich werden
asymptotische Aussagen Uber die Anzahl der Aquivalenzklassen
gewonnen,

AbschlieBend werden die Ergebnisse auf die Falle C = F" (Funk-
tionen der g-wertigen Logik) und C = Hammingcode (Vasil'ev=-
Schénheim-Codes) angewendet. In Erweiterung bekannter Resultate
werden Anzahlaussagen fur Anfangswerte sowie asymptotische Aus-
sagen Uber die Anzahl der Aquivalenzklassen hergeleitet, ’
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Rostock, Math, Kollog. 34, 87 - 88 (1988) 14317
13M15
Jochen Weitendorf

Eigenschaften des Tangentialkegels bei "&quisingulédren Projek-
tionen” algebroider Hyperflédchen

Autorreferat der Dissertation A

In dieser Arbeit wird der Begriff Aquisingularitdt, so wie er
von Zariski definiert wurde, untersucht. Diese Untersuchungen
erfolgen Gber einem Grundkérper k mit der Charakteristik O, der
algebraisch abgeschlossen ist.

Bei der Betrachtung der Singularitdten wird die monoidale
Transformation zur Auflésung benutzt, die so gewdhlt wird, daB
keine wesentlichen Bestandteile ins Unendliche transformiert
werden, Dieser AufldsungsprozeB bricht nach endlich vielen
Schritten ab, so daB nur noch einfache Punkte vorliegen, Alle
singulédren Punkte der Varietdt V, die durch die Gleichung
f(xl""'xr+1) =fn(x1""'xr+1)+ fn#l(xl""‘xr+1) *...=0
dargestellt wird, sind Verzweigungspunkte,

Ein Punkt Pé wird kritischer Punkt einer Projektion o genannt,
wenn wenigstens einer der Punkte von V, der in P, projiziert
wird, ein Verzweigungspunkt ist, Die Menge aller kritischen
Punkte heiBt kritische Vvarietat,

Aus der Menge aller moéglichen Projektionen werden die heraus-
gesucht. bei denen die reduzierte Diskriminante eine Aquisingu-
laritadt vom Dimensionstyp 1 besitzt, Solche Projektionen werden
dquisingulére Projektionen genannt, Es wird gezeigt, daB® mono-
idale Transformationen und &quisingulére Projektionen miteinan-
der vertauschbar sind,

Eine aussagekraftige GroBe fur die Eigenschaften algebroider
Varietaten ist der Tangentialkegel,

Ist die Vvarietdt V durch die Gleichung

r-2 ,

f(x,.y.z,w) = xr+82(y,z.w)x «eo*a (y.z,w) =0

gegeben, so gilt fﬁr die kritische Vvarietit V, die Gleichung

n7



a%F(y.z.w) = g(y.z,w) = ys +b2(z,w)ys-2+ eeatby(z,w) = 0;

A*f ist die x-Diskriminante von f. W und W, seien zuléssige
Untervarietédten auf VvV bzw, Vo (d. h, &quivielfach und einfach)
mit den Gleichungen x=y=2z=0 bzw, y=z=a 0, Dann ergeben sich
fur die Tangentialkegel die ‘folgenden Gleichungen:

Ty(P) = F(x,y,z) = 0 (F Anfangsform vom Grad r von f),

Tv (P): G(y.z) = 0 (G Anfangsform vom Grad s von Arf).
o .

Die Punkte Q eT‘%P) heiBen Ausnahmepunkte, wenn T'l(v) nicht
dquisingulér vom Dimensionstyp 1 bei Q beziglich T'1(W) ist,
Hierbei ist T die monoidale Transformation T: V*—V mit den
Gleichungen

. X ' .
X' = > y' = %, z'' =z, W' = w,

Die endlich vielen Tangentialrichtungen von ( Axf)O = 0 heiBen

/

Ausnahmerichtungen,

Wegen der Bildung von A*f Gber die x-DiskriminAnte von
f(x,y,z,w) gilt stets s & r(r-1), Far den Fall s> r(r-1) wird
gezeigt, daB die Ausnahmerichtungen von T'l(v) den Tangential-
richtungen der &quisinguléren Projektion entsprechen, Im éall
s = r(r-1) gilt dies nur fir gewisse Tangentialrichtungen,

Es werden Eigenschaften des Tangentialkegels fir den Fall be-
wiesen, daB zwischen der Vvarietdt V und der Untervarietét W
eine Flache F derart existiert, daB F als zuléssiges Zentrum
der Aufblasung von W auf V genutzt werden kann, Fir den Fall,
daB solch ein F nicht existiert, werden Vermutungen aufgestellt,
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Rinwelse fOr Autoren

Menuekripte (in deutscher, ggf. such in ruseischer oder engli-
oCher Spreche) bitten wir, en die Schriftleitung zu schicken.
beit ist linkebindig zu schreiben. Eine Auenechme

hiervon bilden hervorzuhebende Formeln und des Litersturver-
zeichnie. Der KopT der Arbeit eoll fTolgende Fora heben: Rostock.

. Rolloq. 7teerzeile/VornemesNamw/teerzeile/ Titel der

lenuascheltung/ Unteretreichung/ Leerzeile. ODer

Text der Arbeit i1et eineinhelbzeilig (= 3 Zollom-ocholtunrn)
2u echreiben ait sexise echiligen je Zeile und seximel 37
Zeilen i. Seite. Zwischentbersohriften eind wie folgt einzuord-
nen: 6 Zeils nusecheltungen/ ZwiechenUberechrift/ Unteretrei-
chung ( ngen, Hervor-
hebungen eind durch Unteretreichen und Sperren adglich. AnkOn-
digungen wie Setz, Definitlon, !norlume. is u. e, eind zu
unterstreicheh und & oined Doppelpunkt etzus 1een, Vor und
nech—S¥tzen;Definttionen—u,—d.—tet—win Zeilenabetend von 3 tha-
schaltungen zu lessen. FuBnoten eind adglichet zu vermeiden,
Sollta doch devon Gebreuch gemacht werden, eo eind eie durch
oine hochgeetellte 2iffer im Text zu kennzeichnen und innerhelb
des cben onrgobonon Setzepiegele unten suf der gleichen Seite
enzugeben., Forseln und Bezeichnungen sollen adglichet ait der
Schraibasechine zu ochro!én eein. Hervorzuhebende Forseln eind
drei Leerzeichen einzurlcken und eit 6 Umecheltun zuva Obri-

Text zu echreiben, Forselzlhler sollen ea rechten Rend este-

. Oer Platz fOr-AbbiTdungen Iet beim Schreiben suezusparen;
die Abbdildun nm_du_d‘-ompoporton Pletz ent-
eprechenden Gr88e—pesondsrt nach TGL-Vorechrift suf Tresnepe-
rentpapier bouung:n. Der zugehdrige Begleittext iet im Manu-
Okrl.‘t sitzuechreiben. Sein Abetend nach unten betrigt S Ua-
schaltungen, Litersturzitete im Text eind durch leufende Nue-
sern in Sohrigetrichen (vgl. /8/, /9/ und /10/) zu kennzeich-
Nen und e SohluB der Arbeit unter der ZwisohenGberschrift Li-
teratur zuessaenzuetellen,

Wﬁ(lohoohrﬂtombkdrzungon nech Math. Reviews)

riski, O.. end Sesuel, P,: Cosmutetive Algebre.
Prinoeton 1938

/9/ 8teinitz, E.: Algebreieche Theorie der Kdrper. J. Reine
Angew, Meth, 137, 167 - 309 (1920)

/10/ Gnedenko, B, W,: OBer die Arbeiten von C. F. GauB zur
wehrecheinlichkeiterechnung, In: Reicherdt, H, (Ed.):
C. F. Geul, Gedenkbend enliSlich dee 100. Todeeteges.
8. 193 - 204. Leipzig 1967

Otle Mzbon eollen in Originelepreche erfolgen: bei kyrilli-
schen Buchetsben eoll die bibliothekerische Tranekription
(Duden) verwendet werden,

Aa Ende der Arbeit etehen folgende Angeben zua Autor und zur
Arbedt ml" Destua/ Leerzeile/ Anechrift des Ve-fasee
Titel In n der Vornasen Nsse/ InetItution/ !!rv“u'ro!ﬁ'a;o
Strae Heuvenuamer/ Lend Postleitzehl Ort.

Der Autor wird gebeten, eine Rorrektur dee Ourchechlege vos

of feotmanuekript—zu—lsssn—und-debeidiesstheasstiechen Symbole
einzutragen., Ferner eollte er 1 ~ 2 Kleeeifizierungsruemern
(enteprechond der "1980 Methemetics Subject Clessificetion" der
Math, Reviews) zur inheltlichen Einordnung ssiner Arbeit sngebon,
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