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Rostock. Math. Kolloq. �. 5 - 12 (1988) 

Konrad Engel 

Das. Stammbaumproble111 

05C05 
05C60 

Meinem Doktorvater Prof. G. Buroech zu seine• 50. Geburtstag 
und dessen Doktorvater. Prof. w. Engel sowie· •einer Frau 
H. /:ngel zu .ihre■ 60. Geburtstag gewidmet

In diese■ Artikel beschäftigen wir uns mit Fragen der 0bermitt-· 
lung und eindeutigen Erkennung von Stammbäumen. Stammbäu•e sind 
gerichtete Wurzelbäume -. d. h. Bäume ■i t einem ausgezeichneten 
Knoten, der Wurzel - bei denen die Kanten von der Wurzel weg 
zeigen, d. h. der Anfangsknoten auf der eindeutig besti11•ten 
�ette �om Endknoten zur Wurzel liegt (wir verwenden die Begrif­
-fe entsprechend dem Buch /2/). In den Abbi�dungen sei jede Kan­
te in Richtung des tiefergelegenen Endpunktes orientiert. 
Wählt man z. B. einen festen Mathematiker, betrachtet dessen 
sämtliche Doktoranden, deren sämtliche Doktoranden usw. und 
zieht eine Kante von einem Mathematiker A zu eine• Mathe■ati­
ker B genau dann, wenn B Doktorand von A ist, so entsteht of­
fenbar ein Stammbaum. 
Für je zwei Knot'i'n in einem Stammbaum S = (V, E), V „ V(S) • Men­
ge der Knoten, E • E(S) • Menge der Kanten, kann ein Verwandt-

schaftsverhältnis defini'er_t werden: Für v,w1, ... ,w., 

x1, ... ,xm-1-n 6 V und (v,w
1

),(w
1

,w
2

), ••• ,(w
m

-l'w
m

),(v,x1), 

(x1,x2), ••• ,(xm+n-l'xm+n> 6 E (siehe Abb. 1) heißt wm ein

(n,m)-0nkel von xm+n (n,m 6 lN, n+m # 0). Dasselbe Verwandt­

schaftsverhältnis wird durch "xm+n ist {n,m)-Neffe von w•• ge­
geben. 

Abb.1 

V 

w1/'-., xl 
wm ✓-·· ···, x111 

···-.... 
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Ist x ein I (O.l)-Onkel (Neffe) (l,0)-0nkel (Neffe) 
(2,0)-0nkel (Neffe) 
(1,l)-Onkel (Neffe) 

von y, so heißt x auch 

Bruder 
Vater (Sohn) 
Großvater (Enkel) 
Onkel (Neffe) 

(Sohn) von y. 

In dem in Abb. 2 dargestellten Stammbaum ist z, B. BÜRO Vater 

von KENG, WENG Großvater von KENG, GRON Bruder von KENG, NESZ 

Onkel von KENG und WEIT (0,2)-0nkel von KENG. 

WENG 

KENG GRON WEIT 

Abb. 2 

Stammbaume treten außerdem auf, wenn man alle Nachkommen eines 

Ehepaares betrachte», wobei man o.B.d.A. den Ehemann als Wurzel 

festlegt. In einem Langzeitversuch, bei dem alle zu Beginn des 

Artikels genannten Personen beteiligt waren, wurde verifiziert, 

daß es möglich ist, gleichzeitig Großvater im zuerst genannten 

Sinn und Vater im eben genannten Sinn ein und desselben Indivi* 

duums zu sein. 

Ein Stammbaum S sei nun einer Person А bekannt. Die Person В 
kenne jedoch nur die Knotenmenge von S, möchte aber auch die 

Kantenmenge, d. h. den gesamten Stammbaum, kennenlernen. А gibt 
dazu В mehrere Auskünfte der Form "x ist (i.j)-Onkel von y". 
Sei a(S) die minimale Anzahl von solchen Auskünften, so daß В 
den Stammbaum eindeutig ermitteln kann, d. h. S eindeutig be¬ 

stimmt ist. Gesucht sind die Werte 

m(n) := min (a(S): S ist Stammbaum mit n Knoten}, 

M(n) := max {a(S): S ist Stammbaum mit n Knoten}. 

□as eben genannte Problem kann folgendermaßen modifiziert wer¬ 
den: Es sei die Situation von oben gegeben, jedoch kenne В auch 
noch die Struktur von S, d. h. einen zu S isomorphen Graphen, 

ohne daß der Isomorphismus bekannt ist. Beispielsweise kann В 
über die Struktur von S in Form einer Abbildung verfügen, bei 
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der die Knoten noch nicht bezeichnet wurden. Ist (vi>**.»vn) 

die Knotenmenge von S, so soll В die unbezelehneten Knoten mit 
v1,...,vn bezeichnen, so daß genau der richtige Stammbaum S 

entsteht. In zu oben analoger Weise können wir dann die Zahlen 

ag(S), Rig(n), Mg(n) definieren, und das Problem besteht in der 

Ermittlung von m^(n) Und Mg(n). 

Satz 1: Es gilt m(n) = [_n/2J für alle n а 1. 

Beweis: Wir weisen zunächst m(n) й Ln/2J nach. Dazu betrachten 
wir den in Abb. 3 gegebenen Stammbaum S. 

Abb. 3 

Die Ln/2J Auskünfte "v^^^ ^ ist (n-2i,0)-0nkel von v±" 

(i = 1,... , |_n/2J ) sind für В ausreichend, denn mit der ersten 
Auskunft über v^ und vn ist S eindeutig als Weg mit Anfangskno¬ 

ten vn und Endknoten v1 festgelegt, mit der zweiten Auskunft 

sind entsprechend v^ ^ und v2 festgelegt, usw. Also gilt 

m(n) — a(S) - Ln/2J. 

Zum Nachweis von m(n) а Ln/2J nehmen wir an, es würde einen 
Stammbaum S mit n Knoten und a(S)c[n/2j geben. Dann existieren 

zwei Knoten x und y, über die bei den entsprechenden a(S) Aus¬ 

künften nichts gesagt wird. Falls x und у Brüder sind und beide 
keine Söhne haben, sei S' der Stammbaum, der aus S dadurch ent¬ 

steht, daß у zum Sohn von x gemacht wird. Andernfalls sei S' 
der Stammbaum, der aus S durch Vertauschung von x und у ent¬ 
steht. Dann sind S und S' verschieden, und die a(S) Auskünfte 

über S treffen gleichermaßen auf S' zu. Also kann В den Stamm¬ 

baum nicht eindeutig bestimmen, ein Widerspruch. Q 7 



Satz 2: Es gilt M(n) ■ n-2 für #11* n * 3 

Beweis: Wir zeigen M(n) * n-2 

biger Stammbaum mit n Knoten. 

V 

Abb. 4 

für n * 3. Dazu «ei- S ein belie- 

V 

1. Fall: S hat die in Abb. 4 gegebene Struktur, d. h., der Wur¬ 

zelknoten V hat к » 2 Söhne 3^,...,3^, die wiederum Wurzeln der 

Stammbäume S^,...,S^ sind. Für jeden Baum S± reichen offenbar 

Iv(S^)|-1 Auskünfte, denn der Baum SA hat bekanntlich [V(S±)|-1 

Kanten, und diese können durch eine "Vater-Sohn-Beziehung" 

übermittelt werden. Fügen wir noch die Auskünfte "Sj ist Bruder 

von #i", i « 2,.,.,k, hinzu, so ist der verbleibende Knoten v 

eindeutig ale Wurzelknoten festgelegt, und S ist eindeutig be¬ 

stimmt. Also gilt 

V- V- ' e(S) 4 > (|V(S^)|-1) + k-1 . (> |V(S±)|) - 1 - n-2. 

2. Fall: S hat die in Abb. 5 gegebene Struktur, d. h., der Wur¬ 

zelknoten V hat genau einen Sohn s, dieser hat к к 1 Söhne 
z^,...,Z|<, die wiederum Wurzeln der Stammbäume S1,...,Sk sind. 

Wie oben reichen zur Festlegung von S^, i . l,...,k, |V(S±)J —1 

Auskünfte. Mit den к Auskünften “v ist Großvater von z^", 

i = l,..;,k, ist der verbleibende Knoten s eindeutig als Vater 

von z^,...,zk und Sohn von v festgelegt, und S ist eindeutig 

bestimmt. Also gilt 

V- a(S) 6 ^ (|Ѵ(3±)|-1) + к - ^|V(Si)|. n-2. 
8 



Zum Nachweis von M(n) 4 n-2 für n 4 3, betrachten wir den in 

Abb. 6 gegebenen Stammbaum S und nehmen an, es gäbe eine Men¬ 

ge X von weniger als n-2 Auskünften zur eindeutigen Bestimmung 

von S, 

V, 

Abb. 6 

Wir konstruieren folgenden ungerichteten Graphen G: Es sei 

V(G) » V(S) und Ѳ E(G) genau dann, wenn in X eine Aus¬ 

kunft über Ѵд und Vj gemacht wird. Dann enthält G weniger als 

n-2 Kanten, besteht also aus mindestens drei Zusammenhangskom¬ 

ponenten (siehe z. В. /1, Problem 6.1/). Seien o.B.d.A. 
v^.vn die Knotqn einer Zusammenhangskomponente, h 4 3. 

Dann können Ober v^.vn in X nur Auskünfte der Form "vi ist 

Bruder von Vj", h 4 i, j 4 n, i / j, gemacht worden sein, und 

die in X gemachten Auskünfte treffen genauso auf den in Abb. 7 

dargestellten Stammbaum S' zu, der von S verschieden ist, ein 

Widerspruch. О 

h-1 

Abb. 7 

Wir gehen nun zum eingangs erwähnten modifizierten Fall über, 

daß der Person В der Stammbaum als unnumerierter Graph vorgege¬ 

ben ist. 

Satz 3: Es gilt m_(n) - 1 für alle n 4 2. 

2 Mathem. Heft 34 
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Beweis: Für den in Abb. 6 gegebenen Stammbaum S reicht В die 
Auskunft "v^ ist Vater von v2", dann bei vorgegebener Struktur 

von S sind notwendigerweise die restlichen Knoten von S die 

Brüder von Vg. □ 

Die Ermittlung von MG(n) erweist sich als wesentlich schwieri¬ 

ger und ist uns nicht exakt gelungen. Natürlich ist 

MG(n) 6 M(n) = n-2, da je im modifizierten Fall В mehr Informa¬ 
tionen besitzt. Daß Mq(n) i. allg. nicht wesentlich kleiner als 

M(n) ist, zeigt der nachstehende Satz 4, für dessen Beweis wir 

zunächst einige Begriffe und Bezeichnungen benötigen. 

Ist G ein gerichteter Graph und f eine Funktion, f : E(G)—>IN, 

so nennen wir G einen mit f kantenbewerteten Graphen. Der mit 

f kantenbewertete Graph G und der mit f kantenbewertete Graph 

G‘ heißen zueinander bewertungsisomorph, wenn es eine bijektive 

Abbildung 9 von V(G) auf V(G‘) gibt, so daß (x,y) в E(G) genau 
dann gilt, wenn (9(x),y(y)) 6 E(G') ist, und 

f(X,y) = f'(ф(х),ф(у)) für alle Kanten (x,y) 6 E(G) gilt. Sei 

b(n,k) die (offenbar endliche) Anzahl aller Bewertungsisomor¬ 

phieklassen in der Menge aller kantenbewerteten Graphen mit 

höchstens n Knoten, bei denen die Bewertungsfunktion höchstens 

die Werte 1,...,k annimmt, 

Satz 4: Es gilt Mg(n) ~ n für n —> oo. 

Beweis: Es ist zu beweisen, daß lim M_(n)/n = 1 ist. Wegen 
n->oo ** 

MG(n) i M(n)zn reicht es aus zu zeigen, daß für alle 6>0 ein 

no(6) existiert, so daß М^(n) & (l-g)n für alle n>nQ(e) gilt. 

Sei £ > О fest vorgegeben, к = k(£) eine feste natürliche Zahl 
größer als 2/ß und no(£) = (k-1 )b(k-1, (k+”2)2). Wir müssen zei¬ 

gen, daß es für Jedes n>n0(g) einen Stammbaum S gibt, für den 

aG(S) ä (l-£)n gilt. Sei n>nQ(£) fest, n = qk+r, q,r 6 IN, 

0 « r £ k. Weiter sei S der in Abb. 8 gegebene Stammbaum. 

10 



г-l q-r+1 

Abb. 8 

Man beachte, daß b(k-l,(k+2)2) » (k+2)2 a к let. so daß 

n> n0(&) » (k-l)k, also q ь k-1 » г-l und damit q-r+1a О folgt. 
Angenommen,es gäbe eine Menge X von weniger als (l-g)n Auskünf¬ 

ten, so daß В den Stammbaum, also die Bezeichnung der Knoten, 

eindeutig bestimmen kann. Wir konstruieren folgenden kantenbe¬ 

werteten Graphen G. Es sei V(G) = V(S), (x,y) 6 E(G) genau 

dann, wenn in X eine Auskunft ”x ist (i.j)-Onkel von y“ enthal¬ 

ten ist, und (x,y) bekomme dann die Bewertung (k+2)i+J. Offen¬ 

bar gilt i.j б k+1. 1+j / O, also kann man eindeutig aus einer 

bewerteten Kante in G auf die Auskunft zurückschließen. Somit 

ist X durch G eindeutig gegeben. Ferner nimmt die Bewertungs¬ 

funktion höchstens die Werte l,...,(k+2)2 an. In G seien а± 

Zusammenhangskomponenten mit genau 1 Knoten vorhanden, 

i = 1,...,n. Dann gilt 

£ls*' "• (i) 

Da jede ZusammenhangsKomponente mit i Knoten wenigstens i-1 

Kanten enthält, gilt 

4|E(G)| =|X| < n( 1- £). 

Aus (1) und (2) folgt 

n 

n - /> ^ a^ < n(l-G) 

also 

(2) 

2* 

11 



n 

< ~nk6 < -?n, (3) 

Wegen (1) gilt ferner 

und aus Addition von (3) und (4) erhält man 

n %(6) % 
(1-k) / a^ < -n. У a^ > =* b(k-l,(k+2) ). 

1*1" i«l 
о 

Somit gibt es in G mehr als b(k-l,(k+2) ) kantsnbewertete Zu¬ 

sammenhengskomponenten mit höchstens k-1 Knoten, wobei jede Be¬ 

wertungsfunktion höchstens die Werte l,...,(k+2)2 annimmt. Nach 

Definition von b(k-l,(k+2)2) folgt, daß es in G zwei bewer¬ 

tungsisomorphe Zusammenhangskomponenten Kj^ und Kg gibt. Sei 

ф: V(K^)—>V(K2) die entsprechende bijekjive Abbildung und S' 
der Stammbaum, der aus S durch paarweise Vertauschung der Kno¬ 

ten л und 93 (X) für alle x 6 Kj entsteht. Da höchstens k-1 Kno¬ 

ten vertauscht werden, ist S' von S verschieden. Jedoch treffen 

die Auskünfte der Menge X genauso auf S' wie auf S zu. Damit 

kann S nicht eindeutig bestimmt werden, ein Widerspruch, о 

Literatur 
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Rostock.·Hath. Kolloq. 2!, 13 - 20 (1988) 

Klaus-Dieter Dr-• 

OOA2!;i 

26A42 

Angebote zu ersten Verallge■einerungen von SAtzen dar ele■enta­

ren Integralrechnung 

Meine■ verehrten Lehrer, Prof. Dr. Wolfgang Engel, de■ Förderer 
der Bindungen zwischen Hochschule und Schule, zu■ 60. Geburts­
tag gewid■et

Vorbe■erkungen 

•oae Rie■annache Integral iat eine Episode•, so sagte ein koai
patenter Analytiker zu ■ir. �leichwohi lernen Generationen von
Schülern, vo� Studenten, inaonderheit auch Lehrerstudenten wei­

terhin lediglich diesen Integralbegriff kennen, und oft genug
fehlen - wenn sc.hon eine prlzise Definition gegeben· wird - Her­
leitungen für wichtige seiner Eigenschaften, hierunter evtl.
auch der Nachweis, daß jedenfalls stetige Funktionen Rie■ann­
integrierbar sind. Wenn ■an nun für Abiturienten, Lehrerstuden­
ten. oder auch Studenten ■it da■ Nebenfach Mathe■etik die Theo­
rie bis zu der bezeichneten Stelle behandeln kann, und an Leh-

• • 

rende dieser ee·reiche wenden sich ■eine Ausführungen vorrangig,
so besteht doch innerhalb solcher Grundkurse kau■ die Möglich­
keit, ■odernere Integralbegriffe (wie etwa in /1/) darzustellen
oder dia Rie■ann-Integrierbarkeit zu charakterisieren (eine
ele■entare Ausführung ist enthalten in /2/). Vielleicht sind
dahingegen erste Schritte, die Voraussetzung der Stetigkeit im
ganzen Integrationsintervall abzuschwAchen, vo■ Aufwand her
■Oglich und zu empfehlen, weil da■it ■ehrere Effekte erzielt
werden können:

Man unterstützt das eigentliche Anliegen, ni■lich ein eingehen­
deres Baschiftigen ■it de■ vo�liegenden Integralbegriff, ■an 
gewinnt hierzu Cbungs■aterial, und man erfaßt Funktionen, die 
eben nicht überall stetig sind, die aber durchaus schon in der 
Schule auftreten können. Für diese Zwecke enthalten nachfolgend 

3 Mathem. Heft 34 
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zusammengestellte Aussagen, die sich mit der Riemann-Integrier- 

barkeit und den Hauptsätzen der Differential- und Integralrech¬ 

nung befassen und die natürlich bekannte mathematische Sachver¬ 

halte beinhalten, Angebote. 

Zur Verständigung sind kurz einige Bezeichnungen und Vorlei¬ 

stungen zu klären. Es sei I (»[la, bi]) ein abgeschlossenes be¬ 

schränktes Intervall der reellen Zahlen. Reelle Funktionen f, 

die wir betrachten, seien in I, evtl, unter Ausnahme einer Men¬ 

ge N, definiert und seien im Definitionsbereich beschränkt, 

dies grundsätzlich durch die Konstante K. Ist J eine Zerlegung 

von I und sind in jedem dadurch gegebenen abgeschlossenen Teil¬ 

intervall tv (v»l.k) die Zahlen My, my obere bzw. untere 

Grenze von f. dann gelangt man zur Ober- und Untersumme von f 

*bez. . 

S(W) ,p(V" SC"?) , ^( V 

wobei noch /i(^v) die Länge von bedeute. Gilt nun 

inf 5(f.%) 
ö 

sup S(f.£), 
& 

so heißt f über I integrierbar im Riemannschen Sinne und der 

b 
gemeinsame Wert das Riemannsche Integral j f(x)dx; wir werden 

a 

fortan kurz von Integrierbarkeit sowie Integral sprechen. Als 

Vorleistungen für das Weitere müssen u. a. folgende Aussagen 

bekannt sein: 

- Ist f in I stetig, so ist f über I integrierbar. 

- Das Riemannsche Integrabilitätskriterium: Die beschränkte 

Funktion f ist genau dann über I integrierbar, wenn es zu Je¬ 

dem positiven 6 eine Zerlegung von I mit ?>( f ,^-) - S( f ,^) < 6 
gibt. 

- Ist eine Funktion H in einem abgeschlossenen Intervall L ste¬ 

tig, existiert und verschwindet die Ableitung H' im Innern 

vor. t, so ist H in C konstant. 

Möglichkeiten für die Ausnahmemenge N im Intervall I, die wir 

zulassen wollen, sind: 

- N ist endliche Menge, 

14 



- N 1st Menge mit genau einem Häufungswert, 

- N ist Menge mit endlich vielen Häufungswerten, 

- N ist Nullmenge (s, /4/): Zu jedem positiven 6 gibt es end¬ 

lich viele (disjunkte) offene1^ Intervalle in deren 

Vereinigung N enthalten und deren Gesamtlänge kleiner als 6 

І.Л. 
Mit Teilmengen M von I (vorrangig M = I\N oder M * I) 
benutzen wir noch folgende Begriffsbildungen: Die Funktion f 

heiße M-stetig, wenn f (mindestes) in M definiert sowie an je¬ 

der Stelle von M stetig ist; die Funktion F heiße M-Stammfunk- 

tion von f, wenn F in I definiert, in M differenzlerbar ist und 

für X aus M stets F'(x) = f(x) gilt. Sicher ist es lästig, sich 

an diese letzten, nur für unsere Zwecke eingeführten Bezeich¬ 

nungen zu gewöhnen, jedoch ermöglichen sie kurze unmißverständ¬ 

liche Formulierungen. 

Mengen mit endlich vielen Häufungswerten als Ausnahmemenqen 

Für die Ausnahmamenge N setzen wir in diesem Abschnitt voraus, 

daß sie endlich viele Häufungswerte besitzt. Wir behandeln da¬ 

mit gleichzeitig die ersten beiden oben für N angegebenen Mög¬ 

lichkeiten, für die die Beweisvereinfachungen sofort ersicht¬ 

lich sind. 

Die 1 Häufungswerte seien durch (disjunkte) offene Intervalle 

1 

6^,...,mit 'У |U(6..) < gpr überdeckt. Außerhalb dieser Inter¬ 

valle liegen nur endlich viele Punkte von N, ihre Anzahl sei ra, 

die durch weitere m (disjunkte) offene Intervalle ^i+l" *'' 

n - 

(mit n :» 1+m) so überdeckt seien, daß /• fj.( l..) < ^ ist. 

Satz 1; Die beschränkte Funktion f sei I\N-stetig. Dann ist f 

integrierbar über I. 

n 
Beweis: Die Menge l\W 6W besteht aus endlich vielen abge- 

v=l 

schlossenen Intervallen (oder isolierten Punkten), und über je¬ 

des dieser Intervalle ist f wegen der Stetigkeit integrierbar. 

Nach dem Riemann-Kriterium existiert daher eine Zerlegung £•* 

3* 
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von 1\\J i , so daß (für alle Intervalle zusammengenommen) 
V*1 

- S(f,^) -e I 

gilt. Die Endpunkte der Teilintervalle von g," (sowie die ge¬ 

nannten isolierten Punkte) liefern eine Zerlegung ^ von I; es 

bestehen die Ungleichungen 

n 

5(f,%) * ♦ к V ' 

n 

s(f.j) & s(f.£*) - K^(g 

und folglich 
n 

s<f.»>. - S(f.g-) ^ I + 2K ^ /i(iv) < 6. 

womit - wiederum nach dem Riemann-Kriterium - die Integrierbar¬ 

keit von f über I nachgewiesen ist. 

Eine I\N-stetige Funktion f ist damit auch über jedes Teilin¬ 

tervall von I integrierbar, und man gewinnt I\N-StemmfunktIonen 

von f : 

Satz 2: Oie beschränkte Funktion f sei I\N-stetig. Dann ist 

X 

F(x) :• J f(t)dt (X в I) eine I\N-Stanmfunktion von f, die 
а 

I-stetig (sogar I-Lipschitz-stetig) ist. 

Beweis: Die für beliebige Xj, x2 aus I bestehende Aussage 

*2 
|F(x2) - F(x^)|- Ij f(t)dt|i K)x2 - xx\ 

X1 

bedeutet, daß F einer Lipschitz-Bedingung in I genügt, d. h. 

I-Llpschltz-stetig ist. Für x 6 I\N werde 

x+h 
F(x*h)h- Fix) _ f(x) , 1 j (f(t) _ f(x))dt 

X 

gebildet. Der Integrand rechts ist bei t « x stetig (mit dem 

16 



Funktionswert 0), und damit gibt es zu 6 > О ein 6 > 0, so daß 
er für Ihl< <f absolut kleiner als в ist. Für |h| < 6 folgt 

nunmehr j x+h) F. - f (x) | < ^ ^ | »Ihl* в * 6, und dies be¬ 

weist F’(x) * f(x) für jeden Punkt x aus I\N. Ist die Funktion 

f nicht nur in X, sondern auch noch in einer ganzen Umgebung 

von X stetig, d. h., liegt x nicht in N und ist kein Häufungs- 

punkt von N, so folgt F'(x) ■ f(x) auch sofort aus dem Satz 
(manchmal Hauptsatz der Differential- und Integralrechnung ge¬ 

nannt), daß bei einem Integranden, der im ganzen Integrations¬ 

intervall stetig ist. die Ableitung des Integrals nach der obe¬ 

ren Grenze den Wert des Integranden an der oberen Grenze er¬ 

gibt. Bei endlicher Menge N kann man diese Vereinfachung be¬ 

nutzen. 

Den Hauptsatz der Differential- und Integralrechnung über die 

Berechnung von Integralen mittels Stammfunktionen kann man hier 

nun nicht mit beliebigen I\N-StammfunktIonen von f formulieren, 

denn an Stellen von N können diese Stammfunktionen Sprünge be¬ 

sitzen, so daß zwei solche Funktionen nicht in ganz I um die¬ 

selbe Konstante zu differieren brauchen. Wir fordern darum I- 

Stetigkeit für die I\N-Stammfunktionen von f. 

Satz 3: Sei f eine in I\N definierte Funktion. De zwei I\N- 

Starn#funktIonen von f, die I-stetig sind, differieren um eine 

Konstante. 

Beweis: Sind F und G zwei I-stetige I\N-Stammfunktionen von f, 

so sei H := G - F gesetzt. Die Funktion H ist I-stetig, auf I\N 

existiert und verschwindet H‘; in abgeschlossenen Intervallen 

von I, die Punkte von N höchstens als Randpunkte enthalten, ist 

H daher konstant, und diese Konstanten stimmen an isolierten 

Punkten von N notwendig überein. Für jeden Häufungswert p von N 

gilt damit, daß H links und rechts Jeder beliebig kleinen Umge¬ 

bung von p Jeweils konstant ist, links- und rechtsseitiger 

Grenzwert in p sind ebendiese Konstanten. Wegen der Stetigkeit 

von H in p müssen die Konstanten übereinstimmen, und so ergibt 

sich schließlich, daß H Ober ganz I konstant ist. 

Nunmehr folgt in geläufiger Weise der Hauptsatz der Differen¬ 

tial- und Integralrechnung. 
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Satz 4: Die beschränkte Funktion f sei I\N-stetig, und F sei 

eine I\N-Stammfunktlon von f, die X-stetig ist. Dann gilt 

b 

j f(x)dx « F(b) - F(a). 

a 
X 

Beweis: Auch 0(x) := Jf(t)dt (x 6 I) ist nach Satz 2 eine 

a 

X-stetige I\N-Stammfunktion von f. Nach Satz 3 gilt daher 

j2(x) » f(x) + C, und man folgert C = -F(a) sowie die Behauptung 

ß(b) » F(b) - F(a). 

Nullmanqen als Ausnahmemengen 

In diesem Abschnitt sei als Ausnahmemenge N eine Nullmenge zu¬ 

gelassen, worunter natürlich auch die bisher für N behandelten 

Möglichkeiten fallen, was jedoch darüber hinaus entschiedene 

Verallgemeinerungen gestattet. Ein besonders eindrucksvolles 

Beispiel einer Nullmenge ist die Cantorsche perfekte Menge PQ 

(s. z. B. /3/, S. 50), die sogar die Mächtigkeit des Kontinuums 

hat. 

Satz 1' dieses Abschnitts ist der wörtlich übernommene Satz 1, 

und auch sein Beweis wurde schon so formuliert, daß er hier un¬ 

verändert Gültigkeit hat, wenn zu vorgegebenem positiven 6 die 

n Intervalle welche die Menge N überdecken, so ge- 

n 

wählt werden, daß u(l„) < ^ gilt. 

Satz 2' ist der einschließlich Beweis ebenso übernommene Satz 2, 

wobei im folgenden die in Satz 2 ausgesagte I-Lipschitz-Stetig- 

keit der Funktion F Bedeutung erlangt. 

Für die Formulierung des Hauptsatzes reicht die X-Stetigkelt 

einer I\N-StammfunktIon Jetzt nicht! Paradoxerweise und der An¬ 

schauung kaum zugänglich besitzt z. B. die auf der offenen Can- 

torschen Menge G0 (der Komplementärmenge der erwähnten Menge 

PQ) definierte (konstante) Funktion f = 0 eine flp,lT)-stätige 

(und monotone) [0.l]j \P^-Stammfunktion F mit F(0) = O, F(l) * 1 

1 

(s. /3/, S. 239), und damit ist j f(x)dx » 0 jt F(l) - F(0). 
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Wir setzen darum nunmehr die I-Lipschitz-Stetigkeit der I\N- 

StammfunktIonen von f voraus. Am Rande sei eine in der Maßtheo¬ 

rie bewiesene Verallgemeinerung vermerkt, daß nämlich auch die 

absolute Stetigkeit der I\N-Stammfunktionen von f, wobei über¬ 

dies N als Menge vom Maß Null zugelassen ist, für die ange¬ 

strebten Aussagen hinreicht (/3/, Kapitel IX). 

Satz 3‘: Sei f eine in I\N definierte Funktion. Je zwei I\N- 

StammfunktIonen von f, die I-Lipschitz-stetig sind, differie¬ 

ren um eine Konstante. 

Beweis (nach /4/): Sind F und G zwei I-Lipschitz-stetige I\N- 

Stammfunktionen von f, so können wir (mit einer gemeinsamen 

Konstanten L) voraussetzen, daß für x, у aus I stets sowohl 
I F(x) - F(y)| 6 L|x - y| als auch |G(x) - G(y)| < L|x - y| gilt. 

Ist wiederum H :* G - F, so folgt |H(x) - H(y)| ^ 2L|x - y|. 

Die Nullmenge N werde zu vorgegebenem 6 > 0 überdeckt durch n 

disjunkte (offene) Intervalle L mit den jeweiligen Endpunkten 

av und Ьѵ : а £ a^< b! - a2< b2 4 ... i an^ b^ < b, 

n 

Wir betrachten nun einen beliebigen Punkt x aus I. Im Fall 

а а X 4 e^ ergibt sich sofort H(x) = H(a), denn für а / a^ ver¬ 
schwindet die Ableitung H' im Intervall von а bis a^. Im Fall 

ak * X 4 ak+i (oder * b, к * 1) können wir die Induktionsvor¬ 
aussetzung machen, daß H von а bis einschließlich ak konstant 
ist. Wir setzen noch b£ := bk , für den Fall bk«£X, b£ := x, für 

Es gilt H(x) = H(x) - H(bk) + H(bk) - H(ak) + H(ak), und hierin 

ist H(x) - H(bk) - О, denn für b£ / x verschwindet H' von b£ 

bis X, und ferner folgt aus 

|H(b£) - H(ak)| 4 2L ] b^ - ak] ^ 2L /ц( 4k) < 6 

auch H(bk) - H(ak) = 0. Somit erhalten wir H(x) = H(ak), d. h. 

die Konstanz von H in ganz I. 

Der nachfolgende Hauptsatz läßt sich mit den in den Sätzen 2’ 



und 3' zusammengestellten Aussagen ganz analog zu Satz 4 bewei¬ 

sen. 

Satz 4': Die beschränkte Funktion f sei I\N-stetig, und F sei 

eine I\N-Stamnfunktlon von f, die I-Lipschltz-stetig 1st. 

b 

Dann gilt Уf(x)dx » F(b) - F(a). 
а 

Soweit die beabsichtigte Zusammenstellung einer Abfolge dieser 

Sätze und ihrer Beweise. Vielleicht vermittelt der Oberblick 

auch Einsichten in den Sinn gewisser getroffener Voraussetzun¬ 

gen, und wenn Gelegenheit bestehen sollte, einige Anfänge zu 

unterrichten, so lassen sich anschließende Verallgemeinerungen 

zu Obungen nutzen, aber spezielle Aufgaben wird der interes¬ 

sierte Leser für seine Zwecke jederzeit selbst formulieren. 
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Anmerkungen 

1) An Randpunkten von I seien sie halbgeschlossen. 

2) Im Unterschied zu Mengen vom (Lebesgueschen) Maß Null werden 
hier nicht abzählbar viele Intervalle, sondern lediglich 
endlich viele zur Oberdeckung zugelassen. 
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Roger Labahn 

More on a relation between binomial coefficients 

This paper �s dedicated to my teacher Prof. Gustav Burosch on 
the occasion of his 50. birthday 

We present the solution of a problem, which we already dealt 
with in /3/: Determine the zeros of 

where n • k • 2 are integers. More precisely: For any fixed k 
we look for those values of n, for which f(n,k) and f(n+1,k) 
have 8ifferent signs. 
The mein .result of /3/ was that for any k • 1 there exists a 
number C(k), such that 

f(n,k) • O iff n � C(k),. 
i. e. f(n,k) has a uniquely determined zero for any fixed k.
However, we were not able to determine C(k) exactly, particu­
larly the given lower bound nee�ed to be improved.
The question for the asymptotic behaviour of C(k) has been
answered by L. Berg in /1/ with the help of analyti� methods:
for k➔co, C(k)~3k. this can be proved on several ways, which
will be presented in a joined paper with s. L. Bezrukov a11ong
some other related results.
The following theorem contains the final exact solution.

Theorem 1: 

{ 
3k-3 

C(k) • 
3k-4 

1f 2 • k � 5, 

if k ;i,, 6. 

It should be mentioned that already in 1986 H.-�. Fischer 
(Technic�1 University Karl-Marx-Stadt) informed the author in a 
private letter that he had proved the statement for sufficient_ 
ly large k. Unfortunately, his proof has not been published. �1
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Proof of the Theorem 

Instead of the difference we consider the quotient 
в 

k-1 

g(n,k) : = 

Л <;> 
1 = 0 

О 

Obviously, f(n,k) £ 0 iff g(n,k) ^ 1, 

We start with some recurrence formulas for g(n,k). 

Proposition 1: For k< n, 

a) g(n,k+l) = • (9("'k)+l), 

b) g(n,k) = 2 • • g(n-l,k)-^. 

Proof: a) Since g(n,k+l) = 

(k"l) *=5 
Ф and (." ) = (Г), 

Г k-1 

g( rv,k+l) = n-kTn. * f— <i> + (k) 
rn-(k) -1=° 

k+1 
ETC 

k-1 

L(b) 
_(?)+! 

b) By the recurrence formula for binomial coefficients we have 

Э(п<к)= -FT-jZI [("I1) + ("11) ] + ("o1)]- aince = =1' 
(ь) I 1 = 1 J 

k-1 k-2 

Therefore 

9<”’l) - 75 • S * #7 ‘ S ‘"i1 

" A«";')' 11 ,+K:i)' S1 = ’ 

and by definition 

g(n,k) = Ill . g(n-1,к) g(n-i.k-i). (1) 
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From a) we get by a simple calculation: 

g(n-l.k-l) n-k 
• 9(n-1, к) - 1, 

and using this in (1): 

g(n,k) = • g(n-l,k) + * g(n-l,k) - . 
q.e.d. 

Repeated application of these equalities yields 

Proposition 2: For к а з, n a k+2, 

9<п'к) = ^Гп-іІГп-ІР [2g(n-3-.k-l)+l] - ^ (2.^+1). 

Proof: At first we use Proposition lb) three times: 

g (n, к) = 2 . • g (n-1, к) - ^ 

-2 .,(.-2-4 

-4. [2 • -,(,-3.4 - 

Now we introduce g(n-3,k-l) instead of g(n-3,k) with the help 

of Proposition la): 

g(n.k)=4.iffi^j^~.kg^ [2(n-k-2).^_^._g. (g(n-3,k-l) + 1) - k] 

- н<2*£г + 1> 

° 4~ n(W-l( (n-i)} [2k'F (n-3,k-l)+ k] - ^(2.^- + 1). 
q.e.d. 

Because we are interested in the relation between g(n,k) and 1 

for n = 3k - 3 and n = 3k - 4, let us consider now 

hg(k) := g(3k-a,k) - 1, where 3 4 a 4. 

Then obviously, 

f(3k-a,к) 6 о iff g(3k-a,k) a 1 iff h0(k) a 0. 
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(2) 

For к ь 3 Proposition 2 gives us a recurrence formula of the 

type 

ha(k) - PaOO • ha(k-l) + ча<кь 

and Pa(k) and q0(k) can be computed easily: 

P,(k) 
8k(2k-a)(2k-a-l) 

(3k-а) ('зк-a-l) (Зк-а-2')'' 
(3) 

q.(k) 
2k(2k-a) 12k(2k-a)(2k-a-l) 2k ( _ 

(Зк-а)(Зк-а-1)(Зк-а-2) (3k-a)(3k-a-l) 3k-a 
-1 

(20-5a 8+13aJk+(a^+3af+2a) 
3k-a-i)(3k-a-2) 

According to our assertion we should investigate the cases 

a = 3 and a * 4. Let us start with the last one. 

(4) 

Propostion 3: For к a 5, h^(k)> 0. 

Proof: From formula (3) we get 

P4(k) = IT * (3k-4)= (Зк-4)(Зк-5)}' 

and therefore 

P4(k) > Jr for к i 5. 

The computation of q4(k) from (4) yields 

-60 к + 120 20 
44(k) = (Зк-4Нзк-ЗУ('зТ<-£У = - T3k-%Y(3k-S)' 

i.. e. q4(k)<0 since к * 5 was supposed. 

Assume that there is a kQ ^ 5 with h4(kQ) 6 0. Because of the 

above inequalities we get from our recurrence formula (2) 

h4(k0+l) < 0. and furthermore by induction for all к * k0 + l: 

32 Mk°+1) 
h4(k) C (§7) . h4(k0+i). 

By >1 and b4(k0+l)< 0 this means h4(k) —» - oo, if к —» oo , 

but then also g(3k-4,k) —*-oo in contradiction to the definition 

of g(n,k). Hence we proved the positivity of h4(k) for к * 5. 
q.e.d. 
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Similarly we proceed in the other case. 

Proposition 4: For к ± 7, h^(k)< 0. 

Proof : We have 

P3(k) = 

from (3), i 

8k(2k-3)(2k-4) 32 Г. . (9k-20)2 - 40 1 
(Зк-3) (Зк-?Т?Ж-бТ = 57 L ё(зГ-ЗГ?7Г-ЯТ(Ж-ТУІ 

32 
e. P3(k)b* 27 for k 4 3 

Equation (4) yields 

,,., 5k2-47k+60 
q3(k) = (Зк-3)(Зк-4ТГЗк-ё)’ 

and therefore q3(k)>0 for к ^ 8. 

Assume that there is any kQ i 7 with h3(k) ^ 0. Because of the4 

above inequalities we get from our recurrence formula (2) 

h3(ko+l)>0, and furthermore by induction for all к b kQ+l: 

k-(k0+l) 

h3(k) > (|£) - h3(k0+l). 

70 

Again by 27 > 1 and h3(kQ+l)>0 this means h3(k)—> + oo, 

and consequently > 

g(3k-3,k) —> + oo if к—» со . (5) 

On the other hand we may apply an estimation for the sum of 

binomial coefficients from /2/, p. 276: 

k-1 

зк;3)* - %=# - (% -2 - 

Hence g(3k-3,k) ^ 4 2 for any k. Since this contradicts (5), 

our assumption turns out to be false. q. a. d. 

Now we are able to prove the original Theorem. For 2 & к £ 6, 
the statement can be verified with the help of the values for 

f(n,k) given in /3/, Tab. 1. For к > 6 we have h3(к) < 0 < f>4(k) 
by Propositions3 and 4, i. e. 

f(3k-4,k)< 0 <f(3k-3,k) (6) 
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and therefore 

C(k) = 3k-4. q.e.d 

We should remark that we even proved f(n,k) / 0 for any n and 

к by (6) and the results of /3/. 

On the contlnous case 

Originally we were interested in the "discrete" zeros of 

f(n,k), but now we are able to extend our investigations to the 

continous case, too. For this w$ consider f(n,k) for natural 

к a 2 and real n s k, and ask for the values of n with 

к-1 
> (?) = (?), i. e. f(n.k) = 0 and g(n.k) = 1. 
TZ5 1 

The following statements are true for any fixed к 4 6. 

As at first H.-O. Fischer mentioned in his private correspon¬ 

dence with the author. 

g(n,k) 

k-1 k-1 
kl(n-k) ! _ V“ k!_ . 1_ 
i!(n-i) ! ~ ГГ (n-i)...(n-k+1) 

is monotone decreasing in n. Furthermore it is continous, and 

by Propositions3 and 4 we have g(3k-4,k)> 1 >g(3k-3,k). Hence 

there is exactly one value n with g(n,k) = 1, let us denote it 

by c(k). The above inequality yields 

3k-4 <c(k)< 3k-3 for all к 4 6. 

But moreover the following statement holds. 

Theorem 2: For к —>co , c(k) - (3k-4) —> 0, 

Proof: We shall prove that for any real a with 3 ^ a < 4 and 

sufficiently large к, c(k)<3k-a. To do this we use our recur¬ 
rence formula (2) for an arbitrarily fixed a (3^a<4). 

By (3), for k—>oo we have 

Pa{k)_> 27 > 1* 

Since a<4, the quadratic term in the numerator of the fraction 

in (4) has a positive coefficient. Hence for sufficiently 
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large к, this numerator becomes positive. 
Altogether we showed the existence of a number kg such that for 

all к ä kg, 

pa(k)>pa, where pa is a constant greater than 1, and 

qa(k)> o. 

Now we may conclude as for a=3 in the proof of Proposition 4. 

This yields 

h0(k)< ° and g(3k-a,k)< 1, 

i. e. finally , 

c(k)<3k-a for к * к . . 
4 a q.e. d. 

Remark: Considering (2) with (3) and (4) as an asymptotic 

equation for к —* oo we immediately get hQ(k)~ 

From this the assertion also follows. 
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Kerl Weber 

On the number of stable sets in an mx n lattice 

05A15 
11839 

Dediceted to •y foraer teacher Professor Dr. Gustav 8uroach 
on �is fiftieth birthday 

Soaa bound• for the nuabers �(•,n) of stable sets in a rectan­
gular • x n lattice are given. 

1. A stable set in a graph G • (V,E) is a set S � V of vertices
which are pairwise non-adjacent. Th• nu■bers �k(n) • (n+t-k> of
atable k-sets in the n-path Pn are given by the so-called L••­
•e of Kaplensky. Buroech suggested the deter■ination of the 
nu■ber of stable k-sets in other graphs G. Engel /2/ proved 
so■e results in this direction. Our ai■ is the evaluetion or 
estimation, respectively, of the numbers �(m,n) of !..!! steble 

sets in the integer lettice Lm,n „ Pm>< Pn with. vertex set

{(i,j): 1 � i � m, 1 � j � n} �nd edges joining pairs (i,j) and 
(k,l) whenever _ li-kl + IJ-11 .• 1. · 
The corresponding problem for the n-cube greph Q

n 
wes posed by 

the author already in 1977 end solved independently by Korsunov 
and Sapo�enko (see /3/). 

2. Define X(n) :• X(1, n) as the number of all stable sets in 

the n-path. Counting the e■pty set as a stable set we get the
following recursion

�(n+2) • X(n+1) + X(n), n = 1,2, ••• , �(1) = 2, �(2) .,. 3. 
An immediate consequence of this recursion is 

Theorem 1: For, each n s 1,2, ••• , 

As a corollery we have the relation · 
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k=o 

n+l-k. 
к > 

3 + Vs f 1 + V5~\n _ 3 - Vs /1 - Vs\° 
2 VS \ 2 / 2 Vs \ 2 / 

Note that, by Theorem 1, 

ЭС(п)~ -3- — УІ (1 - ^)П - 1.1708,..(1.6180..,)°. 
2 V? Ч 2 7 

Remark: The sequence (°j^), к = 0,1,..., [JJl, was investigated 

by Tanny and Zuker (see /4/). It follows, for example, from 

/4/ that 

max ( 
к 

where kQ 

Hence, ( 

n+k"k> - ("+к‘к°ь 

- X or X + 1 with X = 

5 VS 
2 5Г 

ЖДІ. 
Vn 

(n+l)j. 

3. Now we evaluate the numbers X(2,n). Denote by R(t) the num¬ 

ber of stable sets T in the following graphs: 

X2 X4 X6 xt-2 Xt 
< > ■■ — -- ■   ■ 0 • • * —— < 

X^ x3 X5 Xt_3 Xt_x if t is even, 

x2 x4 x6 xt-l 

Xj x3 x5 xt_2 xt If t is odd. 

Clearly, JC(2,n) » R(2n). Setting t » 2n + 1 and considering the 

cases x2n+1 fi T, or *2n+l ® T and x2n ** T' or x2n+l 6 T and 
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%2p 6 T, we obtain the recursion 

R(2n+1) = R(2n) + R(2n-2) + R(2n-3). 

Analogously, for t = 2n by considering the cases x2n ß T or 
x2n в T, respectively, we deduce 

R(2n) - R(2n-1) + R(2n-3), n & 2, 

R(l) = 2, R(2) = 3. R(3) = 5. 

It follows 

R(2n+l) = R(2n-1) + 3 R(2n-3) + R(2n-5), n ä 3. 

Hence, 

R(2n+1) = (1+ -2_)(1+Y2)n +(1-L_)(i_V2)n. 
2 V2 2 Ѵг 

Theorem 2: JC(2,n) ~ c2 (V 1+V2)2n, where c2 = (l+V2)/2. 

By Theorem 2, X(2,n) ~ 1.2071...(1.5537...)2n. 

Table 1: X(m,n) and ae(m,n)1/mn 

10 

21 
1.661Ö 

34 
1.6549 

55 
1.6502 

89 
1.Й466 

144 
1.6437' 

239 
1.57S3 

577 
I'.'5748 

1393 
175721 

3363 
1.5701 

8119 
175664 

2999 
175TÖT 

10897 
1.5568 

39561 
1.5543 

143677 
1.5524 

521721 
1*. 5508 
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4. In a similar manner as this is done in the previous section 

we get 3f(3,n) = S(3n), where the sequence S is defined by 

S(l) = 2, S(2) = 3, S(3) =,5. S(4) = 8. S(5) = 12, S(6) = 17, 

S(3n+1) = S(3n) + S(3n-1) - S(3n-2) + S(3n-3) + S(3n-4), 

5(3n+2) = S(3n+1)+S(3n) - S(3n-1) + S(3n-2), 

S(3n+3) = S(3n+2) + S(3n+1) - S(3n) + S(3n-1) - S(3n-4), 

n = 2,3,,, , 

These recursions are used for the calculation of X(3,n) for 

n £ 10 (cf. Table 1: Jt(m,n) is the upper number in the cell 

(m,n) of Table 1, the lower number is se(m.n)1/"10). 

5. In this section we derive lower and ирдег bounds for the 
numbers ae(m,n). For a vertex set X £ Lm the neighbour set 

N(X) ist the set of vertices x € ,Lra n - x being adjacent to a 

vertex in X. Suppose mn is even and let A be a stable set of 

l_ra n with cardinality mn/2. Then 

IX l = r 1X1= r 
is obvious 

Case 1: If m = 1 then 1X1= r implies r — IN ¢^)1 ^ 

Hence 

*(n) * 2 n/2 (П/2) 2~r = 3n/2 < 1.74^ 
r=o 

and 

(5/2)H/2 >1.58 , (1) 

i. e 1.58" < #(n) < 1.74n 

Case 2: If m = 2 then 1X1= r implies r 4IN(X)I 4 3r. 

Hence, arguing as above, ! 

1.52n < je(2,n) < 1.742n. 

Case 3: If в St 3 then 1X1= r implies r ^ IN(X)I ^ 4r and, 

consequently. 

1.45mn < ^(m,n) < 1.74mn. 
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Without proof we mention that the same bounds are true if 

mn / 1 is odd. So we have 

Theorem 3: For mn > 1, 

1.45mn < #(m,n) < 1.74mn. 

6. By Jensen's inequality we get a slight improvement of the 

lower bounds ІГГ the previous section. Clearly, 

-pSTTZy ^~2“IN(X)1 is the expectation 

E(2~ I N(x)l j 0j»2-IN(X)l over all r-sets X £ A. 

Since the function f(x) = 2-x is convex we have, 

by Jensen's inequality, E(2-lN(X)l ) a 2"E(lN(x^ ). 

Hence, in the lowac. bounds of*the previous section we may 

replace max {|N(X)|} by E(lN(X)l). Unfortunately, for n = 2k 

and m Ь 2 this expectation 

E(|N(X)|) = -ИГ- |2 [(krm)-Ck™-2) ] + (n+m-4) [(krm)-(km-3)] 

( г ) I 

+ (k-1) (m-2) [(krm)-(kmr-4)]l, 

1 \ J 
although easily computed ', is not very comfortable for numeri¬ 

cal interpretation. 

For m = 1, n even, we get 

:(ІМ(Х)1) = -удтзу 1^¾1) + (n/2_l)[("/2)_("/2-2)]j, 2r 2r 

and, for example.. in this case instead of (1) we have 

n/2 2 

*(n) Ss 2n/2 ]>_ (°/2) 2-2r+2r /n >2n/2 (n/2Q) 2"n/5+n/10 
'n/10' 

> 2n/2 . 1.2S"/2 1.6" 

for sufficiently large n. 
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7. From Section 5 we know that 1.45 JC(m ,n)1//mn < 1.74 for 

mn>l. Hence, there exists 

ie := lim sup ae(m,n)1//|nn 
n-»oo 

for each fixed m = 1,2. 

m 

Theorem 4: For each fixed m = 1,2, 

lim ae(m,n)1/n,n = xn 
n—»00 

exists. 

Proof: Note that n = (t+l)s-l implies that 

, s %(m.n) к x(m,t)' 
(see Fig. 1). 

(2) 

n 

Fig. 

Fix £ > 0 and let the integer t such that 

(aem_e)1'1/t ä *m " 2£ and <*(m,t)1/mt E. 

Henceforth t is fixed. l)low if n is sufficiently large then 

(t+l)s - 1 < n4 (t+1)(s+1) - 1 for a certain integer s & t2 + 1. 

Hence, by (2), 

af(m,n) a ^(m,(t+l)s-l) a *(m,t)s = [jf?(m, t )1/mt] >peB-£)"te 

and consequently 

*(m,n)1/mn a (3em-e)ts/n a Sfra - 28 
since ts/n a 1-1/t may easily be derived via , 

33 



(t+1)(s+1) -l = ts + s + t>n, i.e. ts/n>1 - (s+t)/n, 

and (s+t) • t = (t+l)s — 1 — (s—t — 1) - n, □ 

From Sections 2,3 and 5 we know that = (l+V5)/2 

= 1.6180..., X2 = V1 + V? = 1.5537... and 1.45 £ *m 4 1.74 for 

m ^ 3. (Compare also the numbers 3f(m. n) in the cells (m,n) 

of Table 1.) 

8. We will improve the upper bound for , m i 3, using the 

estimation 

m-r £ 

VB * ” r xrm- r = °'1'2. (3) 

which follows immediately from %(m,n) - X(m-r,n) 2£(r,n), 

i. e. X(.,n)V" -*(m-r.n)1/n(«'-'-))(-«-r)/m(^(rin)l/rn)r/m> 

For fixed m and n->oo we get (3). 

It follows, for example, X3 £ *22/3 Хг1/Ъ< 1.575, X, & X2 

< 1.554, 3fg 6 3f44/5 1.567 etc. We summarize these re¬ 

sults in Table 2 and remember the lower bound >,1.45, m 5* 3. 

Table 2: Upper bounds for Xm 

10 a ii 

*m < 1.575 1.554 1.567 
1.554 1.563 1.554 1.561 1.554 1.560 

9. Theorem 5: The limit 

2 
X : = lira ae(n,n)1/n 

n—>co 

exists, and 1.45 ^ X & 1.554. 
2 

Proof By Theorem 3, 1.45< X (n, n)1//n < 1.74, and so there 

exists 
2 

X := lim sup X(n,n)1//,n 
n—>oo 
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(and In particular ЗС - 1.45). The proof that X is also the li¬ 
mit goes along the same line as the proof of Theorem 4. Fix 

£ >0 and choose the integer t so that 

ae(t.t)l/1: * эе - e and (ae-e)1-2/t * x - zz. 
Then, for each sufficiently large n (i.e. n > nQ = nQ(£,t)) we 

find an s ^ t2 + 1 such that 

(t+l)s - 1 '* n <c (t+1) (s+1) --1. 

Thus, 2 

jp(n.n) ä ae((t+i)s - 1, (t+1)s - 1) *3e(t,t)s 

1/t2 S2t2 s2t2 = (X(t,t)i/t )s ä (3f-e) 
and 

зе(п,п)1/,п i (x-e)s t/п ь («-e)1-2/t ± x - ze 

since st/n>l - 1/t as we have shown above and consequently 

(st/n)2> 1 - 2/t. 

Moreover, we have the following bounds for jt: 

(4) 

m = 1,2,..., Indeed, fix t = 1,2,..., s = 1,2,... and let 

n = (t+l)s - 1. Then, by (2), 

3t(n,n) S3f(n,t)s and so af(n,n)1/n is#(n.t)s/n = (36( n. t)1/nt)st/n 

= (3e(n,t)1/nt)(n+1)t/n(t+1) , whence X s <**/( t + 1) as n->oo. 

Oh the other hand, 3e(n,n) ^ af(n,t+1)s (cf. Fig. 1), and thus 

3f(n,n)1/n 6 3e(n,t+l)s/n = (3e(n,t+l)1/n(t+1b(t+1)S/n 

= (3e(n,t+l)1/n(t+l))(n+l)/n> 

Hence, it follows X 4 ^t+l n tenc*s t0 infinity. 

The lower bound in (4) does not give any improvement of the 

lower bound for 36, but from the upper bound we conclude 

*< 1.554 (cf. Table 2). □ 
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Remark 

1) For a given vertex x 8 Lm - A one has to count the number 

of sets X £ A,IXI = r, with x 6 N(X). In Lm n - A there are 

two vertices x with N({x)) ■ 2, n+m - 4 vertices x with 
N(lxj) = 3 and the remaining (k-1) (m-2) vertices x with 

N({xJ) » 4. 
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On 2-(6,3,A) designs 

05B05 
62K10 

Dedicated to our teacher Professor Dr. G. Burosch on the 
occasion öf his 50. birthdey 

1. Introduction

A 2-(6,3,A) design is a system of (not necessarily distinct) 
triples (called blocks) of a 6-element set K (sey 
K = {1,2, ... ,6}) such that every pair of K appears exactly in A 
blocks. A 2-(f;>, 3,A) design is called indecomposable (or 
elementary) if and only if there is no subsystem of the design 
which is a 2-(6,3,A') design with O < A' < A. 
lt· is well-known and trivial that 2-(6,3,A) designs exist for 
even A only. So let A throughout be even. An example of a 
2(6,3,A)-design is (the columns are the blocks) 

1111122233 
B = ( 2234434545) 

3565646656 

In 1979 G. Burosch /1/ proved the following 

Theorem 1: There is exactly one indecomposable 2-(6,3,A) design 
up to isomorphism, namely B. 

This strong result has many consequences. For an application see 
/2/. Theorem 1 gives !l principal possibility to construct all 
2-(6,3,A) designs: Take (A/2) designs, each isomorphic to B. 
This construction is not unique and does not give good bounds 
för the number of 2-(6,3,A) designs. 
In this paper we shall give another explicit representation of 
all 2-(6,3,A) designs which is unique and enables us ·to 
determine t;he number of such designs. lt also allows us to give 
a shdrt proof of Theorem 1. 
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2. The representation 

Let X123’x124’'‘’x456 denote the number of blocks 

123,124,...,456 in a design, respectively. So, every 2-(6,3,.1) 

design can be described by an incidence vector 

(x123,x124,...,x45g)T of length (g) = 20 with nonnegative 

integral entries. Furthermore, the variables satisfy the 

(|) = 15 equations 

x123 + x124 + x125 + x126 “ X 

x123•+ x134 + x135 + x136 = * 

x156 + x256 + x356 + x456 - K 

(according to 12), 

(according to 13), 

(according to 56). 

(I) 

On the other hand , if we have a solution of (I) in nonnegative 

integers, then this solution describes a 2-(6,3,1) design. The 

system (I) can be solved by standard methods. 

For convenience we introduce a - x123, b = x23g, c = x34g, 

d = x456, e = x156. The system (I) is equivalent to the 

following system (II). So we have 

Theorem 2: Every 

vector 

щ(а, b, c, d, e) = 

2-(6,3,1) design 

x123 

x124 

x125 

x126 

x134 

x135 

x136 

x145 

x146 

x156 

x234 

x235 

x236 

x245 

x246 

x256 

x345 

x346 

x356 

x456' 

'1 0 
0 -1 
1 0 
0 1 
0 1 
0 0 
1 -1 
1 0 
1 0 
0 0 
1 0 
0 0 

0 0 

0 1 
1 0 
1 -1 
1 -1 
о 0 
1 1 
,0 0 

corresponds 

0 0-1 0’ 

0 110 

0-100 
0 0 0 0 

0-101 
110-1 

-10 10 

-10 0 0 
1 0-1-1 
0 0 0 1 
0 0 0 -1 

-10 11 

10 0 0 

10-10 

-1-1 0 1 
0 10-1 

0 0 0 0 
0 10 0 

0-1-1 0 

0 0 10, 

uniquely 

e 

to a 

(II) 
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with integers a,b,c,d,e satisfying 

0 < 
а ё 
b < 
c < 
d < 

a, b, c,d, e < k/2 
c + d < a + A./2 
d + e < b + k/2 
e + a < c + A./2 
a + b < d + k/2 

e< b+c <e+ k/2 

(III) 

The equivalence of the system of inequalities (III) and the fact 
that all 20 variables are nonnegative can be verified easily. 
Moreover, a variable equals 0 iff in the corresponding 
inequality equality holds. 
The bisection between the 2-(6,3,1) designs and the solutions of 
the system (III) allows us to find simply all designs and 
offers us elegant listings. 
It is worth to remark that the construction of the design can be 
described as follows: Take k/2 times B. Then apply a times the 
replacement of the blocks 124, 136, 256, 345 by 126, 134, 
245, 356, b times the replacement of the blocks 136, 145, 
235, 246 by 135, 146, 236, 245, etc. 

3. Proof of Theorem 1 

The design В and all other 2-(6,3,2) designs are indecomposable, 
by A. = 2. Nandi /4/ proved that all 2-(6,3,2) designs are 
isomrphic to B. The incidence vector of В is Xg(0, 0, 0, 0, 0), 
see (II). Let a 2-(6,3, A.) design A with О 4 be given. Me shall 
prove that A is decomposable. Let the ^incidence vector of A be 
denoted by y. If A contains all triples then it contains also B. 
Without loss of generality we may assume that 456 t A, i.e., 
d - 0. By the same argument there must be at least one triple 
more, not contained in A. 
It can be verified easily that variables of complementary sets 
sum up to k/2, i.e., not both sets can be missing in A. Note 

x123 = “ d = &/2. If the intersection of any two of the 
triples missing in A contains exactly one element, then these 
are at most four sets which are of the structure uvw, uxy, vxz, 
wyz, what can be verified easily. W.l.o.g. we may assume that 
these sets are 124, 135, 236, 456. Hence, the variables of all 
the other sets are positive, i.e., Xg (0, 0, 0,0, 0) < у 
(componentwise) and В c A. 
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It remains the case that there are sets missing in A which 
intersect in two elements. W. l.o.g. let 346, 456 < A, i.e., 
c = d = 0. From (III) it follows a = 0 as well as b = e 
(b < e and e< b). If b = e < Д./2, then (II) yields 
Xg(0, О, 0, 0, 0) < у and В <= A. If b = c = X/2, then 
Z = щ (0,1/2,0,0,1/2) = (1/2) * x2(0, 1,0,0, 1), i.e., 
Xg(0, 1,0,0, 1) < у and B’ <= A, where B’ results from В by the 
application of the permutation (46). ■ 

4. The number of 2-(6,3,1) designs 

Let <p(l) denote the number of 2-(6,3,1) designs. By Theorem 2, 
<p(l) equals the number of integer solutions of the system (III). 
Using a computer we determined <p(l) for small values of 1: 

1 2 4 6 8 10 12 14 16 18 20 

<P(1) 12 73 284 835 2036 4347 8408 15069 25420 40821 

Theorem 3: Me have 

*d> = T2B ** + sf + f§ + IB ^ + ТІ *■ + 1 • 

Proof: We only have to prove that <p(l) ib a polynomial in 1 of 
degree at most 5, because then the first 6 values of 1 determine 
Ф(1) uniquely. Me need some preparations. Let A be an integer 
(г X s)-matrix, b a vector of s integers, and 1. the vector 
consisting of s ones. Further let C be any set in IRS. 

For the system 

. Ax < b + n * _1, 

X С С (IV) 

and for I s {1,...,r} we define Lj(n) as the set of integer 
solutions of (IV) for which equality holds in the i-th row if 
i e I (equality is possible also in other rows). 

Lemma 1: The number of integer solutions of (IV), i.e., | L^, (n) | 
is a polynomial in n of degree at most d, if |Lj(n)| is a 
polynomial in n of degree at most d-1 for all I c {1,...,’r} 
with I Ф ¢. 
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Proof: We only have to prove that |L^(n)| - |Ly(n-l)| is a 

polynomial in n of degree at most d-1. Obviously, 

= Lß(n) \ (L^jj(n) и ... и L^rj(n>). By inclusion - 

exclusion and the supposition it follows 

|L/n)| - I Ljj(n-l) I = -Z (-l)|I||LI(n)| 
Xc{1, ... . , r> 
ІФ0 

= polynomial in n of 

degree at most d-1. ■ 

Let n = К/2. We will apply Lemma 1 to the system (III): 

a < n , 

b<n,. 

c < n , 

d < n , 

e < n , 

c + d - a < n , 

d + e - b < n , 

e + a - с < n , 

a + b - d < n , 

b + c - e < n , 

(a, b, c, d, e)T С C 

(1) 
(2) 
(3) 

(4) 

(5) (III) 

(6) 
(7) 
(8) 
(9) 

(10) 

where С c IR® is defined by 

a, b, c, d,e ) 0 , 

c + d - a > 0 , 

d + e - b > 0 , 

e + a - c > 0 , 

a + b - d > 0 , 

b + c - e 0 . 

This system has a cyclic and symmetric structure, so we can 

reduce'the investigations in several ways. In the following let 

I s {1, ..., 5}, J e {6, ..., 10} and let Ljuj = L^j(n) be the set 

of integer solutions of (III) having equality in the 

inequalities with numbers from I и J. For I = {i^,let 

I + 1 = {ij+1,...,it+l} (modulo 5 with representants 1,...,5), 

6 - I = {6-i1, . . . ,6-it}, and for J = let 

J + 1 = {jj+1,..:,Jt+1> (modulo 5 with representants 6,...,10), 

II — J = {11—j^, ..., 11—j^.}. 
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1 Lemma 2 (cyclic shifting and reflection): We have 

- iL(I + l)u(J + l) 

Proof: Obviously 

= IL (6-I)u(ll-J) 1 

(a, b, c,d, e) C LIuJ 

L{I+l)u(J+l) lff (e,d,c,b,a) C L(6-1)u(11-J)' 

iff (b, c, d, e, a) € 

Let the functions f and g be defined by 

i 1 2 3 4 5 
ТТЛ 6 S 7 IÜ 5 and 

6 7 8 9 10 
1 4 '2 ' 5 3 g(j) 

for I = {iv . . . Ц} let f(I) = {flij),...,f(it)>, and let g(J) be 

defined analogously. 

Lemma 3 (exchange): We have 

'4uj' - ^glJJufd)1 • 

Proof: If we set 

a - c + d - a , * 

(3 = e + a - c , 

V = b + c - e , 

S = d + e - b , 

e = a + b - d , 

we have 

a - f + 5 - a , 

c = 6 + e — P , 

e = e + a - Y . 

b = a + P - S , 

d = P + Y - e ■ 

* 

Obviously, 

Proof of Theorem 3 (continued): Because of Lemma 1 we only 

have to prove that Ljuj is a polynomial in n of degree at most 

4. By Lemma 2 it is enough to consider some special cases for I, 

and on account of Lemma 3 we may assume JI| > |J|. 

Case 1: I 11 > 2. 

1.1: {1,2} £ I. Then (III) is equivalent to 

42 
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Consequently 

JIoJ' 

/ n + 1, 

4 , 

n + 1, if 3,5 t I and 6,7 $ J, 

otherwise. 

1.2: {2,4} £ I. Then (III) is equivalent to 

b = d = n , 

0 < a, c, e < n , 

e + a - c ^ n , t 

e - c , 

a - c > 0 . 

If 1,3 or 5 С I, then we may apply 1.1. If 7 C J or 9 € J, then 

e = n or a = n, and we may also apply 1.1. So let 1,3,5 t I 

(hence I = {2,4}) and 7,9 t J. 

1.2.1: J = 0. Then 

ILj .I = Z Z (n - a + 1) = Z (n " 2 + 2) = <П 3 3) ■ 
1 J c=0 a=c c=0 

1.2.2: J = {6}. Then (III) is equivalent to 

b = d = n , 

0<a = c<e=n. Hence 

JIuJ' = Z (e + 1) 
e=0 

_ ,n + 2 
). 

1.2.3: J = {8}. Then (III) is equivalent to 

b = d = n , 

0 < a, c, e < n , 

e + a - c = n. Hence 

ILiuj' =JL (° + I' = 2 2)- ' 

The cases J = {10}, {6,8} £ J and {8,10} £ J can be reduced by 

Lemma 2 and 3 to 1.2.2 and 1.1, respectively. So it remains only 

1.2.4: J = {6,10}. Then (III) is equivalent to 

0 < a = c =e<n. Hence 
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IL lujl n + 1. 

By Lemma 2, Case 1 is settled completely. 

Case 2: III = 1, |J| =1. Let w.l.o.g. (Lemma 2) I = {3}, i.e., 
c = n. 

2.1: J = {6>. Then (III) is equivalent to 

c - n, c + d - a = n, a = d , 
0 < b, d, e < n , 
d + e - b < n , 
d + e > n , 

e - b > 0 . Hence 

IL™' %lo ЬІО lb * " %! '■ І 2> = (" i h 
2.2: J = {?}. Then (III) is equivalent to 

c - n, e = n + b - d , 

0<b<d<a<n. Hence 

'LIoj' - (П + 3 ). 

2.3: J = {8}. Then e = a = c = n, and we may apply the results 

of Case 1. 

The cases J = {9} and J = {10} can be reduced to 2.2 and 2.1 by 
Lemma 3. Hence also Case 2 is settled completely. 

Case 3: |I| = 1, |J| = 0. Let w.l.o.g. I = {!}, i.e., a = n. 
Then (III) is equivalent to 

a = n , 

(2) 
(3) 
(4) 
(5) (V) 
(7) 

(10) 

(11) 

(b, c, d, e)T CC, 

b<n, 
c < n , 
d < n , 
e < n , 

d + e - b < n , 
Ь + с- е<П‘, 

c + d > n , 
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where C’ £ IR^ is defined by 

b,o,d,e > 0 , 
c - e > 0 , (8) 
d - b > 0 . (9) 

Let (V) and (V") be the systems which can be obtained from (V) 
by omitting the inequality (11) resp. by replacing the 
inequality (11) by 

c + d < -1 + n . (11) 

Let L’(n) and L"(n) be the sets of integer solutions of (V’) and 
(V"), respectively. Then L^^(n) = L’(n) \ L" (n) and 
|L{1}(n)| - I L' (n) I - I L " (n) I 
It remains only to show that |L’(n)| and |L"(n)| are polynomials 
in n of degree at most 4. This can be done again by using 
Lemma 1. We have to change some (but at least one) of the 
inequalities of (V) resp. (V") into equalities and. have to 
check whether the number of integer solutions is a polynomial in 
n of degree at most 3. It can be verified easily that equality 
in one of the inequalities (2), (3), (4), (5), (7), (10) implies 
inequality (11) (note also (8) and (9)), hence, by supposition 
of at least one equality, (V) and (V) are equivalent, and we 
may apply the results of the preceding cases which yield 
polynomials in n of degree at most 3 (note also the equality 
a = n). Furthermore, equality in (V") is only possible for 
(11"), and with c + d = -1 + n the system (V") is equivalent to 

,0<b,d,e€n-l, 
b < d , 

e + d ^ n - 1 , 

of this systems is given by 

=("з 2) 

Now all cases are settled, and Theorem 3 is proved. ■ 

and the number of integer solutions 

e + 1. n-1 n-l-e n-1 
7. 2 (d + 1) = 2 (r 
e=0 d=0 e=0 
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Finally we mention that the number ч>*(М of nonisomorphic 
2-(6,3,1.) designs is bounded by polynomials in A. of degree 5 

because of gr ф(А) < “>*(1) < ф(А) . Again using a computer 
Pietsch /5/ found for small values of 1 the exact values of 
Ф*(А); only the values of A < 14 were known before 
(see Gronau /3/): 

1 2 4 6 8 10 12 14 16 18 20 

Ф*(А) 1 4 6 13 19 34 49 76 105 153 
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Rostock. Math. Kolloq. 34, 47 - 52 (1988) 

Walter Harnau 

Mendelsohnsche Schnittzahlen 
5-(19,9,7)-Blockplänen 

und die Nichtexistenz 

Meinem hochverehrten Lehrer Prof. Dr. Gustav Burosch zum 
50. Geburtstag gewidmet

05B05 
62K10 

von 

Ein t-(v,k,.l)-Blockplan (BP) B ist ein System vor. (nicht notwen­
dig paarweise voneinander verschiedenen) k-elementigen Teilmen­
gen (genannt Blocks) einer v-elementigen Menge V, in dem jede t-
elementige Teilmenge von-V Teilmenge von genau .l Blocks von B 
ist. Ein Blockplan B heißt einfach oder wiederholungsfrei, wenn 
seine Blocks paarweise voneinander verschieden sind. 
Damit ein t-(v,k,.l)-BP existieren kann, muß für j = 0,1,. :·•t 

v-j v-t -l 
.l(k-j)(k-t> ( � (natUrliche Zahlen) ( +) 

gelten. Wenn die Frage nach der Existenz vo_n t-(v,k,.l)-BP ge­
stellt ist, so sei bereits abgesichert, daß die dafür notwendige 
Bedingung (+) erfüllt ist. 
Es sei B ein t-(v,k,.l)-BP und b ein Block in ihm.. Dann be­
zeichnet ni(b) := l{b'C B: lb,n b"I = i}I fUr i = 0,1, ... ,k
die i-te Schnittzahl von_b. Dabei ist nk(b) von Null verschie­
den. N.S.Mendelsohn zeigte in /3/, daß diese ni(b) folgende
Gl�ichungen erfüllen: 

� (i) (b) '(�)(v-�)(v-t)-l' . n. = " J k-J k-t i=.i J l 
( j = 0, 1, ... , t). 

Das heißt also, wenn ein t-(v,k,.l)-BP B existiert und b (B ist, 
k+l dann muß (n

0
(b),n1(b), ... ,nk(b)) ( � Lösung des linearen

Qleichungssystems (LGS) 

G( j) : 

mit C = 
Wir formen 

k i _ k v-j 
i�j

(j)xi - c(j)(k-j)

-1 
.l(�=�) sein. 
jetzt das LGS (M) mit dem 

( j = 0, 1, ... , t) (M) 

Gaußschen Eliminations-
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verfahren äquivalent um und bestimmen seine allgemeine Lösung 
Uber der Menge der reellen Zahlen. Dazu ersetzen wir in (M) für 
j = 0,1,...>t-l die Gleichung G(j) durch die Gleichung 

G'(j) : G(j) +1 (-l)i J(bG(i) = Z (-1)1 j( i)G(i). 
i=j + l J . i=j J 

Für natürliche Zahlen r, i, j mit r > i > j gelten die beiden 
folgenden Beziehungen für Binomialkoeffizienten: 

(1) 

z (-1)41¾) = (-i)i(r71) . (2) 
j=0 J 1 

In G’(j) bestimmen wir jetzt den Koeffizienten a^ von xr für 
r - 0,1,...,k. Offenbar ist ajr = 0 für r < j und a^j = 1. Im 
weiteren sei r > j. Wir unterscheiden zwei Fälle. 

Fall 1: r < t. Hier gilt mit (1) 

- (7) z° (-1)4*74 = o, da r-j > 0 ist. 
J i=0 

Fall 2: r > t. Wir erhalten jetzt mit (1) und (2) 

Mr " (j)% (-i)'(l") 

= (-1)^4^)(1¾1) = (-1>t_J( jXr-tll)- 

Abschließend ermitteln wir die rechte Seite аj von G’(j). Es ist 

aj = C z (-1)* j'(b<i)(v-i) = о(Ъ Z (-1) i=j J 1 К 1 J i=j 

= o(k)Y(-l)4Y)(^-k J i=0 1 v K 
). 

Damit ist 

G’(j) : X. + Z (-1)Ѣ_43)(^=І)х 

ГіГ1 . . . (МЧ 
= C(^) z (rl)1(kiJ)(vv£k1) (j = o.l.t) 

J i=0 

ein zu (M) äquivalentes LGS, von dem man unmittelbar die 
allgemeine Lösung über der Menge der reellen Zahlen ablesen kann. 
Also haben wir 
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Satz 1: I Die Mendelsohnsehen Schnittzahlen erfüllen das 

Gleichungssystem 

n ЛЬ) + z ("1)Ъ j(^)(r-t-l)nr(b) 
J r=t+l J 1 

<s. Äi-1,1,v,< 

v-j-i, 
v-k ' ( j = 0, 1, . . . , t). 

Wir wenden uns jetzt dem Nachweis der Nichtexistenz von 

5-(19,9,7) -BP zu. Wegen ( + ) ist 7 das kleinste positive ganze X., 
für das ein 5-(19,9,k)-BP existieren kann. Die allgemeine Lösung 

von (M) über der Menge der reellen Zahlen ist in diesem Falle: 

xQ = -152 + Sg + 6sy + 21sq + 56sg , 

x^ = 900 - 6Sg - 35s? - 120sg - 315sg , 

Xg = -2160 + 15sg + 84sy + 280s8 + 720sg , 
xg = 2940 - 20sg - 105sy - 336Sg - 840sg , 
x4 = -1764 + 15Sg + 70Sy + 21Osg + 504sg , 
Xg = 8.82 - 6sg - 21sy - 56sg - 126sg „ 

x6 = s6’ x7 = s7’ x8 = s8’ x9 = s9 
(Sg, s7, Sg, sg beliebig reell). 

Da uns für Blockpläne nur die Schnittzahllösungen interessieren, 

müssen alle x^ nichtnegative ganze Zahlen sein, wobei wegen 

к = 9 sogar xg > 0 gelten muß, und somit folgt aus den 

Bedingungen für x^, Xg, Xg, x?, Xg, xg: 

Sg, Sy, Sg, sg e W , , (i) 

Sg > 0 , (ІІ) 
6sg + 35sy + 120sg + 315Sg < 900 , (iii) 

15sg + 84s7 + 280s8 + 720sg > 2160 . (iv) 

Wir multiplizieren (iii) mit 5 und (iv) mit -2. Diese beiden so 

erhaltenen Ungleichungen können addiert werden und führen zu: 

7Sy + 40sg + 135sg < 180 . (v) 

Wegen (i), (ü) und (v) muß sg = 1 gelten. Es können also 

höchstens wiederholungsfreie (einfache) 5-(19,9,7)-BP 
existieren. Damit werden (iii), (iv) und (v) zu 

6sg + 35sy + 120sg S 585 , (vi) 
15sg + 84s7 + 280sg > 1440 , (vii) 

7sy + 40sg < 45 . (viii) 
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Aus (i) und (viii) folgt Sg £ {0,1}. 

Für s0 = 1 ist s? = 0 ((i) und (viii)), (vi) bzw. (vii) ergeben 

mit (i) Sg < 77 bzw. Sg > 78. Folglich muß Sg = 0 sein. 

Wegen (i) und (viii) ist s? C {0,1,2,3,4,5,6}. 

Mit Sy =6 erhalten wir aus (i) und (vi) bzw. (vii) sg < 62 bzw. 

Sg > 63. Damit kann auch nicht Sy = 6 gelten. 

Wieder nur (i), (vi) und (vii) ausnutzend, erhalten wir, daß es 

höchstens für (sg, Sy, Sg, sg) £ {(68,5,0,1),(74,4,0,1), 

(80,3, 0, 1), (85,2,0, 1), (91, 1,0, 1), (96,0,0, 1), (97,0,0, 1)} Lösun¬ 

gen von (M) für 5-(19,9,7)-BP geben kann. Aus der allgemeinen 

Lösung von (M) erhält man für diese Wertekombinationen von Sg, 

Sy, Sg, Sg die in Tabelle 1 angegebenen Lösungen Lj, Lg,...,Ly. 

*o =1 *2 *3 

Lj 2 2 0 215 
Lg 2 1 6 200 
L3 2 0 12 185 
L4 15 3 190 
Lg 14-9 175 
Lg 0 9 0 180 
Ly 1 3 15 160 

Wenn es also einen 5-( 

(nQ(b),n1(b), . ..,ng(b)) 

Ubereinstimmen. 

x4 x5 x6 x7 x8 

110 243 68 5 0 

130 228 74 4 0 

150 213 80 3 0 

155 204 85 2 0 

175 189 91 1 0 

180 180 96 0 0 

195 174 97 0 0 

19,9, 7)-BP В gibt, 

mit einer der 

x9 

1 

1 

1 

1 
1 

; 
1 Tabelle 1 

so muß für jedes b £ В 

Lösungen Lj,Lg,...,Ly 

Wir werden jetzt die Annahme, daß es einen 5-(19,9,7)-BP gibt, 

zum Widerspruch führen. Dazu nehmen wir eine Fallunterscheidung 

vor, wobei o.B.d.A. V = {1,2,...,19} gesetzt sei. 

Wir nehmen an, daß ein 5-(19,9,7)-BP В und in ihm ein c 

existiert, wobei wir stets o.B.d.A. c = {1,2,...,9} setzen 

können. 

Fall 1: Пд(с) = 2. Damit gibt es o.B.d.A. in B, da В wieder¬ 

holungsfrei sein muß, X = {10,11,...,18} und у = {11,12,...,19}. 
Wegen I X n уI - 8 ist Пд(х) > 1 Da aber in Lj,Lg,...,Ly stets 

Xg = 0 gilt, kann dieser Fall nicht eintreten. 

Für jedes b £ В muß somit (nQ(b),nj(b),...,ng(b)) mit einer der 

Lösungen L4, Lg, Lg, Ly übereinstimmen, wobei insbesondere 

nj(b) > 3 und ny(b) < 2 gilt. 

Fail 2: nQ(c) = 1. O.B.d.A. ist x = {10,11,...,18} £ B. Da 

nj(c) > 3 ist, gibt es Zj Ф Zg * Zg Ф Zj in В mit |c n z-| = 1 

(i = 1,2,3). Für i = 1,2,3 ist Izj n {10,11,...,19}f = 8, 
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folglich gilt 7 < |xo Zj^l < 8 und wegen n8(x) = 0 sogar 

|x n z^| = 7, woraus n?(x) > 3 folgt, womit wir auch hier einen 

Widerspruch erhalten haben, da n?(b) ^ 2 für alle b С В gelten 

muß. 

Falls also ein 5-(19,9,7)-BP В existiert, muß für alle b € В 
(n (b), rij (b), . . . , n0(b)) (mit Lg übereinstimmen. Dies ist der 

letzte noch verbleibende Fall. 

Fall 3: Hier muß insbesondere n^( c) = 0 und n^(c) = 9 gelten. Es 

seien b.jbg,...»bg die 9 Blocks aus В mit |c n b-| = 1 

(i = 1,2,...,9). Für alle diese b^ : = {a^,Bi2,ßi3,...,Big} kann 

C {1,2,...,9} und ^ . e {10,11,...,19} (j C {2,3.9}) ge¬ 

setzt werden. Es ist 8 > |b^ л bjl > 6 (i,j€ {1,2,...,9} und 

i Ф j), woraus Ib^ л bjI = 6 folgt, da in Lg x? = Xg = 0 gilt. 

Damit ist o>^ Ф а j für i Ф j. Folglich kann o.'B.d.A. oi^ = i 

(i = 1,2,...,9) und bj_ = {1,10,11,12,13,14,15,16,17} gesetzt 

werden. Damit Ib^ n bg I = 6 wird, muß {18,19} <= bg gelten. Somit 

kann o.B.d.A. bg = {2, 10, 11, 12, 13, 14, 15, 18, 19, } gewählt werden. 

Nun ist |b1 n bj| =6 und |bg n bg| =6 nur zu realisieren, 

wenn {18,19} e bg und {16,17} <= bg gilt. Damit ist o.B.d.A. 

bg = {3, 10, 11, 12, 13, 16, 17, 18, 19}. 

Analog kann man o.B.d.A. b^ ={4, 10, 11, 14, 15, 16, 17, 18, 19} und 

bg ={5,12,13,14,15,16,17,18,19} setzen. 

Jetzt muß auch |bj n bgl =6 für i = 1,2,3,4,5 gelten, woraus 

der Reihe nach {18,19} <= bg, {16,17} <= bg, {14,15} <= bg, 

{12,13} c bg bzw. {10,11} <= bg folgt. Damit ist | bg | > 10 und bg 

kein Block von B. Wir haben also auch im letzten Fall einen 

Widerspruch erhalten und nachfolgenden Satz bewiesen. 

Satz 2: Es gibt keinen 5-(19,9,7)-BP. 

Hieraus ergibt sich unmittelbar die 

Folgerung 1: Es gibt keinen 6-(20,10,7)-BP. 

Abschließend seien noch zwei Bemerkungen gestattet. 

1. Bereits im Jahre 1985 beschäftigte sich E. Köhler /2/ mit der 

Frage der Existenz von 5-(19,9,7)-BP. Dabei beschränkte er sich 

auf den Fall einfacher (wiederholungsfreier) Blockpläne und 

bestimmte die nichtnegativen ganzzahligen Lösungen der Mendel¬ 

sohns chen Schnittzahlgleichungen über die Erzeugung von Gray- 

Codes. Er führte dabei einen Computerbeweis, der darüber hinaus 

sehr umständlich erscheint. 

Der danach von ihm geführte Beweis der Nichtexistenz anhand der 

Lösungen der Schnittzahlgleichungen ist falsch, denn es wird 
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folgende Behauptung benutzt (s.a. /1/): 
Wenn В ein einfacher t-(v, k, X)-BP ist und b und b’ zwei 
beliebige Blocks in ihm, so ist n^(b) - n^(b’) für alle 
i = 0, 1, . . . , k. 

Das folgende Beispiel eines einfachen 2-(9,4,6)-BP, dessen 
Blocks die Spalten der Tabelle 2 sind, widerlegt diese 
Behauptung. 

111111111111111122222222223333355556 
222222333334444433333444444444466677 
355678556675567755668556785566777888 
467899897986898979789687997989889999 Tabelle 2 

Für a = {1,2,3,4} und b = {6,7,8,9} ist no(a) = 5 und n^(b) = 1. 
Deshalb wurde der Nichtexistenznachweis nach Auffinden der Lö¬ 
sungen der Schnittzahlgleichungen hier so ausführlich darge¬ 

stellt. 
2. H.-D.O.F. Gronau , ebenfalls ein Schüler von Prof. Dr. G. Bu- 
rosch, verdanke ich den Hinweis, daß sich der Nachweis der 
Nichtexistenz von 5-(19,9,7)-BP auch auf den nicht wieder¬ 
holungsfreien Fall übertragen läßt. 
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Jürgen Dassow 

Convexity and Simplicity of Chain Code Picture L�ages 

6BQ45 
68R99 

Dedicated to Prof. Dr. W. Engel on the occasion of bis sixtieth 
birthday 

0. Introduction

In order to draw a picture by a plotter ·or on the screen of a 
computer the basic commands are often the following ones: 

"go and draw one unit line segment to the left of (to the 
right of, upwards from, downwards from) the current point". 

Then the work of the platter and also tbe resulting picture can 
be described as a sequence of these elementary commands. If we 
abbreviate, the commands · by 1, r, _u, d, respecti vely, each pic­
ture can be described by a word over the alphabet {l,r,u,d}, and 
conversely, each word over {l,r,u,d} describes a pi.cture. There­
fore languages over {l,r,u,d} can be considered as descriptions 
of sets of pictures and vice versa. Thus, given a language 
generating device, we can regard the set of pictures correspon­
ding to the generated language. Such sets of pictures are called 
chain code picture languages in /3/ and the subsequent papers 
/4/, /5/. In these papers chain code picture languages are 
studied from the �ormal language theory point of view. Pictures 
can be also considered as graphs, and in /1/ graph--theoret'ic 
properties of picture languages are investigated. 
In this paper we are.interested in the geometric properties 
convexity and simplicity. Especially, we study .the problem 
whether or not all (some) pictures of a given language are con·· 
vex (simple). 

1. Definitions

First we recall some notions from isothetic geometry. We assume 
that' all objects are in the plane which has an embedded Carte­
sian coordinate system. 
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An isothetic (straight) line is a straight line parallel to ei¬ 
ther the x-axis or the у-axis. An isothetic line segment is a 
segment of an isothetio line; note that also a point is an 
isothetic line segment by this definition. An isothetic curve 
is a connected sequence of isothetic line segments. Figure 1 
shows some isothetic curves. 

f) 

c) d)t 

g) 

Figure 1 

An isothetic curve is called simple if self-intersections only 
occur at endpoints of line segments and no more than two seg¬ 
ments intersect at each endpoint. 
The curves b), c), e), and f) of Figure 1 are simple, and a), 
d), g) are not simple. 
An isothetic curve is called convex iff for any isothetic line 
the intersection with the isothetic curve is empty, a line seg¬ 
ment or the union of two disjoint line segments. 
Me use the definition of convexity since in the sequel we shall 
consider non-Jordan curves which do> not allow to define the ou¬ 
ter and inner part of the plane, and thus we cannot use the usu¬ 
al definition that the line segment between two inner points 
consists only of inner points. Obviously, for closed simple 
curves our definition and the usual one are equivalent. 
The curves e) and g) of Figure 1 are convex, in contrast to a), 
b), c), d), f) which are not convex. 
If p and q are two curves, we write p ~ q if there is a 
translation т such that, x(p) - q. Clearly, ~ is an equivalence 
relation. By [p] we denote the equivalence class of p. Me now 
formalize the concept of a picture.language. 

Let (m,n) С 22 where 2 denotes the set of integers. Then we 
set 

u((m,n)) = (m,n+1) , d((m,n)) - (m,n-l) , 
r( (m, n) ) = (m+1, n) , 1( (m, n)) = (m-l,n) . 
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By [г, b(z)] with z £ Z2, b C {r,l,u,d> we denote the line 
segment connecting the points z and b(z) in the Cartesian 
plane. We now define inductively the drawn picture associated 
with a word w by 

dpic(A) = (И, (0,.0)) (A denotes the empty word), 
if dpic(w) = (p, z) then dpic(wb) = (p и [z, b(z)], b(z)) 

(intuitively, we start the drawing in the point (0,0); the first 
component is the picture, the second component gives the end¬ 
point of the drawing). 
Since we are interested in the picture itself independent of its 
place in the plane and its drawing, we define the basic picture 

by 
bpic(w) = [p] if dpic(w) = (p, z) for some z. 

For instance with w = ldrldr and v = urlddrlur different 
drawn picture are associated, but the associated basic picture 
is the same for these two words and it is shown in Figure 1 a). 
Let G be a phrase-structure-grammar such that its language 
L(G) c {u, d, r, 1}*. Then we set 

B(G) = {bpic(w) : w £ L(G)>, 

and we call it the picture language generated by G. Further, a 
set В of pictures is called a regular (linear, context-free, 
etc.) picture language if there is a regular (linear, context- 

free, etc.) grammar G such that В = B(G). 
Obviously, each picture of a picture language is an isothetic 
curve. In this paper we are interested in two problems with re¬ 
spect to a geometric property A: 

'- Is it decidable whether or not all pictures generated by a gi¬ 
ven grammar have the property A ? 

- Does there exist a picture with property A in the picture 
language generated by a grammar ? 

We shall partially solve these problems with respect to the pro¬ 

perties convexity and simplicity. 
Throughout this paper we assume that the reader is familiar with 
the basic knowledge on formal languages (see eg. /2/). 

2. Results 

For the sake of completeness we recall shortly the Post Corres¬ 
pondence Problem. Let V be an alphabet which consists of at 

least two letters. Further let 
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A = {a^,a2,••■,an> and В = (b^, bg, -,b^} 

be two sets of non-empty words of cardinality n > 10. 
ask whether or not there exists a sequence i., i9, . . . 
that 

Then we 
ik such 

= b, b - 
T1 

• b. 
X1 *2 xk X1 V' xk 

It is well-known (see /2/) that it is undecidable whether or not 
such a sequence exists. 

Theorem 1: For linear grammars G, it is undecidable whether or 
not the language B(G) contains a convex picture. 

Proof: The proof consists in a reduction of the problem of the 
existence of a convex picture to the Post Correspondence Pro¬ 
blem. Let h and g be the homomorphisms defined by 

h(a) = urdur , h(b) = *ulru , 1 
g(a) = lduld , g(b) = dlrdl . 

Note that h(x) and g(x) for x C {a, b} are the same pic¬ 
ture; they are drawn in reverse direction. 

Now let U := (uj, Ug, ..., un), V = (v^, Vg,..., v^) be an instance 
of the Post Correspondence Problem over the alphabet {a,b>. With 
it we associate the linear grammar 

GU,V = ({S}, {u,d,r,l},P, S) 

with 

P = {S-^h(ui)Sg(viR) : 1 < i < n> u {S—»-urld} 

<wR denotes the mirror image (reversal) of w). The generated 
words are of the following form 

w = h(u- . )h(u• ).. h(u, )urldg(v. n)g(v, K)...g(v. * 
1 2 XP xp ip-1 

) 

=h(u- u, ...u- )urld g((V. V- ...V, )R). 
1 2 2р X1 x2 хр 

Assume that there is a solution of the Post Correspondence Pro¬ 
blem for the given instance. Then, for some sequence 
i ^,ig,.., ip, we get 

UilUVUip V^l/V^2 Vii 
and then 

h(u- u* ...u- )ur and ldg((v- v- ...v. )R) 
1 2 *P xz xp 

define the same picture but drawn in reverse direction, and 
consequently, the picture associated with w has the form shown 
in Figure 2. 
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figure we assume that the word u- u, . . .u- starts with 
о о X1 X2 ХР 

Id this 

ab and ends with b a . 

Figure 2 

Figure 2 contains all subpictures associated with the possible 
words of length 2. Thus it is easy to see that bpic(w) is a 
convex curve. 
Moreover, let i^, ig, ...,ip be a sequence which is not a solu¬ 
tion of the instance. Then the following holds 

u, u, ...u, = W.: 

ll x2 xp 1 
where z, z’C {a, b>, 

2 
z * 

and V. V. ...V. = wiz’w9 
X1 x2 xp 1 i 

z'. Then the associated picture 

h(w1zw2)urldg(w2K)g(z')g(w^R) 

has the form shown in Figure 3, and one can see that it is not 

convex. 
Thus B(G) contains a convex picture if and only if the corre¬ 
sponding instance U,V of the Post Correspondence Problem has a 
solution, and the existence of a solution of the Post Corre¬ 
spondence Problem is undecidable. 

Г 
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Theorem 2: i) For context-free grammars G, it is decidable 
whether or not all pictures of B(G) are simple, 
ii) For linear grammars G, it is undecidable whether or not 
B(G) contains a simple picture. 

Proof: i) From the definition of simplicity, it is easy to see 
that a picture is simple if and only if it does not contain the 

pictures 
ж. 

pl = -f , Pg - f , p3 = H , P4 = -t , P5 = T 

as subpictures. By /§?, Theorem 5.3, for context-free grammars 
G, it is decidable whether pr not a picture q is a subpicture 
of B(G), i.e., q is a subpicture of some picture p of B(G). 
Thus we can decide whether or not some p^, 1 ^ i < 5, is a 
subpicture of B(G). If the answer is positive, B"(G) contains a 
non-simple picture. If the answer is negative, all pictures of 
B(G) are simple. 
ii) Me repeat the proof of Theorem 1 but we use the 
homomorphisms h and g given by 

h(a) - r, h(b) - u, g(a) - 1, g(b) - d. 

Then we obtain that the instance U, V has a solution if and 
only if there is a simple picture in B(G), and thus we get the 
desired undecidability. 

Me say that a picture language ^ is a stripe language iff 
there are rational numbers k, dj, and dg such that for any 
basic picture p of В there is a drawn picture q C [p] such 
that any point (a,b) belonging to q satisfies 

ka + d^ < b ^ ka + dg , 

i.e., all pictures of В can be placed in the stripe between 
the two lines у - kx + dj and у = kx + dg. 

In /4/ it is shown that it is decidable for context-free gram¬ 
mars whether or not they generate a stripe language. The next 
theorem shows that the restriction to stripe languages leads to 
decidability of all problems we are interested in. 

Theorem 3: Let ® be the class of context-free grammars G such 
that R(G) is a stripe language. The following problems are 
decidable for elements of @ : 

i) Decide whether or not all pictures of B(G) are convex, 
ii) Decide whether or not B(G) contains a convex picture. 

iii) Decide whether or not B(G) contains a simple picture. 
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Proof: We give the proof only for i); the proofs of ii) and 
iii) follow the same basic ideas, the necessary obvious 
modifications are left to the reader. 
We slice the stripe into pieces of width d > 0 which are par¬ 
allel to the у-axis. Clearly, there is only a finite number of 
different pieces if we consider them as pictures. With every 
piece we associate a letter such that different pieces corres¬ 
pond to different letters. Let V be the alphabet of these 
letters. Since any picture can be considered as a sequence of 
pieces where we read the pieces from left to right, with any 
picture we can associate a word over V which is obtained as 
the sequence of the letters associated with the pieces of the 
picture. Thus every picture language В can be mapped on a 
(string) language L .over V. 

In /5/ it is proved that, for a context-free grammar G, the 
language Lg which corresponds to B(G) is a context-free 
(string) language and that Lq can be constructed effectively. 
Now let G € ®, and let k, d^, dg, d^ > dg, be the parameters 
of the stripe in which B(G) is placed. 
Case 1: к Ф 0. Then, clearly, any line parallel to the y-axis 
intersects the stripe only in points belonging to one piece, and 
any line parallel to the x-axis intersects the stripe in at 
most r = [{(d^-dg) /kd} + 1] consecutive pieces. Let U^ be 
the set of letters associated to' such pieces which are not 
convex if they are considered as a picture, and let Ug be the 
set of all words of length r which correspond to r consecu¬ 
tive pieces which are not convex if they are considered as one 
picture. Now it is obvious that B(G) contains only convex 
pictures iff no word of Lq contains a letter of and no 
word of Lq contains a subword of Ug, i.e., iff 

LG = LG n (V*U%V* u V*U2V*) 

is empty. Since LG is also context-free and the emptiness of 
context-free languages is decidable, it is decidable whether or 
not B(G) contains only convex pictures. 

Case 2: к = 0. First we check as in Case 1 whether .or not lines 
parallel to the у-axis have more than two line segments in com¬ 
mon to the picture. If the answer is positive, B(G) contains a 
non-convex picture , and the proof is finished. Thus in the 
sequel we consider only the case that the answer is negative. 
Let s be a rational number such that d^ > s > dg and that 2s 
is an integer. Then we say that a point (a,s), where a is an 
integer, is a convexity point of the picture p if it belongs 
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to p and (a - 1/2, s) does not belong to p (i.e., (a, s) 
belongs only to a vertical line or in (a,s) starts a horizontal 
line, and thus this point contributes to a line segment in the 
intersection with the line у = s). Obviously, the picture lan¬ 
guage B(G) contains only convex pictures iff, for any s with 
the above properties, any picture of B(G) contains at most 2 

convexity points. 
Now let Uf. be the set of letters associated with pieces which 
have i convexity points (a,s). Clearly, 0 ^ i < d holds. Thus 
B(G) contains only convex pictures iff the intersection of Lg 

with 
U ( U V*U?V*uV*U|v*U?V*uV*U?V*U|V*uV*UfV*U?V*U?V*) 
s d<i<3 1 21 12 11 

where the union is taken over all s such that d^ > s > dg and 
2s is an integer, is* empty. Again, this is a decidable property. 
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Dedicated to Prof. Dr. G. Burosch on the occasion of his 
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0. Introduction

lt is a well-known fact.that context-free grammars - the most 
investigated grammar type - are not able to cover all phenomena 
of programming languages or natural langua.ges. Therefore a lot 
of regulating mecha.n:isms have been introduced in the last two 
decades in order to enlarge the generative power (see e.g. /1/). 
One of these mechanisms is the use of a control language, i. e. 
only such derivations are allowed where the sequence of applied 
productions - considered as a word - belongs to the control lan­
guage. In most cases regular control ianguages are considered 
since the increase of the generative capacity by context-free 
control langua.ges is already too large. 
Further, it is known that regular control languages have the 
same power as some other regulating mechanisms, e.g. matrices 
and programs. If one considers these mechanisms in terms of 
control lang�ages one can see that only special regular control 
langua.ges are used. Thus it is a natural problem to study the 
generative power of context-free derivations controlled by sub­
sets of the set of regular languages. 
This paper is a first step in this direction. We consider nilpo-
tent, combinational, definite, non-counting, power-separating, 
commutative, and multi-entry laqgua.ges for th_e control. We prove
that besides the case of commutative languages the_ gene�ated 
language family coincides with either the family of context-free 
languages or the family obtained by control with (general) regu­
lar langua.ges. For commutative langua.ges we obtain a properly 
intermediate family. 
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1. Definitions 

Let V be an alphabet (i.e. a finite non empty set). Then by 

V*(V+) we denote the set of all (non empty) words over V, and a 

language over Visa subset of V*. Especially, we say that a 

language L over V is 

- regular iff it can be constructed by a finite number of appli¬ 

cations of the operations union, product and Kleene-star from 

the sets {x} for x € V, ¢, and {1} (Д. denotes the empty 

word ), 

combinational iff it can be represented in the form 

for some finite non-empty subset A £ V, 

definite 

where A 

L = 

iff it can be represented in the form 

and В are finite subsets of V*, 

L = A 

nilpotent iff L 

commutative iff, 

permutation n 

1 s* i < n, implies 

is finite or V*\L is finite, 

for any natural number n > 1 

of {1,2, . . . , n}, a1 a0 . . . a„ f L 

ajr (1) ал {2)' jr(n) 

2 • • ■an 
e L, 

and for 

for a- 

5uffix-closed (or a multiple-entry language) 
зогае x,y C V+ implies у C L, 

iff xy C L 

iff there is an integer 

'* xykz C L 

power-separating 

number 

j” = {xn 

к > 1 

if and only if xy 

,* 

such 
k+1 

that, 

C L, 

V*A 

V*B 

any 

e V, 

for 

for 

any X € V 
rm 

there is 

L - 0 or 

natural 

L for 

non-counting 

any X, у, z e V" 

iff for 

m ^ 1 such that either 

% u-- : n > m}. 

It is obvious that combinational, definite, and nilpotent lan¬ 

guages are regular, whereas non-regular languages of the other 

above mentioned types exist. 

By REG, COMB, DEF, NIL, COMM, MUL, NC, PS we denote the 

families of all regular, combinational, definite', nilpotent, re¬ 

gular commutative, regular suffix-closed, regular non-counting, 

regular power-separating languages, respectively. The relations 

between these language families are investigated e.g. in /4/ and 

/12/ and can be given by Diagram 1 where an arrow from X to 

Y denotes X — Y, X Ф Y, and if two families are not connected 

by a sequence of equidirected arrows then they are incomparable. 

Characterizations of the above language families by automata and 

by congruence relations and further properties of them are given 

e.g. in the papers /2, 3, 11, 8, 6, 10/. 
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REG 

Diagram 1 

A context-free grammar is a quadruple G = (V^, V,p, P, S) where 
- Vjj and Vrj, are disjoint alphabets of nonterminals and 
terminals, respectively, 

- P is a finite set of rules (or productions) of the form 
A -*■ z with A e Ѵ^, z C (VN и VT)+, 

- S C vN. 
With each rule of P we associate a label in such a way that 
different rules have different labels. By M we denote the set 

of labels. 
We say that у is directly derived from x by application of 
the production A —» z with label p iff x = x^Axg for some 
X]y Xg C (и VT)* and у = x^zxg, and this is denoted by 
X у. The language L(G) generated by the context-free 
grammar G is defined as the set of all words w £ VT* for 

. which a derivation 

exists. .By % we denote the family of all context-free 

languages. 
In (1) the word p.pg...pr over M is called the control 
word of the privation D. One of the mechanisms in order to en¬ 
large the power of context-free grammars is to impose restric¬ 
tions on the Control V4Brds. Let G = (V^, VT, P, S) be a con¬ 

text-free grammar wbfcse rules are labelled by M and let C be 
a language over M. Then we define the language L(G,C) as the 
set of all words w such that there is a derivation D of the 

63 



form (1) with P1P2' -Pr C C. C is called the control langua¬ 
ge. Obviously, L(G) = L(G,M+). 
Let X be a family of languages. Then we set 

&(X) = {L(G,C) : G is a context-free grammar and С £ X}. 

Clearly, X. = *.( {M+ : M is alphabet}). In some papers the family 
at(REG) is studied intensively (see /1/ and /9/ for related re¬ 
sults). Especially it is proved that at is a proper subfamily 
of at(REG) and that at (REG) coincides with some families which 
are defined by imposing other mechanisms on context-free 
grammars. ' In the following sections we study the relations bet¬ 
ween at and at(X) or 3t(X) and at(Y) for language families 
defined above. Me start with the following obvious fact. 

Lemma 1: Let X and Y be language families such that X s Y. 
Then at(X) <= at(Y). 

2. Control by nilpotent and definite languages 

The following lemma is taken from /13/, a diploma thesis super¬ 
vised by the author. 

Lemma 2: at(NIL) = at . 

Proof: i) By Lemma 1 and Diagram 1, we obtain at c at(NIL). 
ii) Let C be a finite language. Then L(G,C) is also finite 
for any context-free grammar G, and since finite languages are 
context-free we get L(G,C) £ at. 

Now let C be a language such that C’= M+\C is finite and 
let G be a context-free grammar. Me define L’ as the set 
of all words z with the property that any derivation of z 
from the axiom of G has a control word in C. L’ is finite 
and L(G,C) = L(G)\L'. Since the subtraction of a finite langu¬ 
age from a context-free language gives a context-free language, 
we obtain L(G,C) £ at. 

Thus, for any context-free grammar G and any nilpotent langu¬ 
age C, L(G,C) £ at and therefore at(NIL) c at. 

Lemma 3: at(DEF) = at . 

Proof: i) Again, by Lemma І and Diagram 1, at c at(DEE). 
ii) Let C - A о M В and let G be a context-free grammar. 
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Then 

L(G, C) = L(G, A w M*B) = L(G, A) и L(G,M*B). 

Since A is finite we know L(G,A) C £ from the proof of 

Lemma 2. Furthermore, because the family of context-free lan¬ 

guages is closed under union it is sufficient to show that 

L(G,M*B) C St in order to prove L(G, С) C St and thus also 

St(DEF) = St. . 

В is finite and therefore there is a finite set U of words u 

over Vjj such that there is a derivation 

with PjP2---Pr С B. Moreover, if u = A^Ag...A^ then 

u’ = z^Zg-.-z^ and there are derivations 

and therefore it is easy to construct a generalized sequential 

machine M = (Z, V^, VT, f, g, zQ) (where Z, V^, VT are the 

alphabet of states, the input and output alphabet, respectively, 

f is the transition function, g is the output function and zQ 

is the initial state) which maps u to u' by mapping A^ to 

z^. Now we extend M to 

M’ — (z, VN, V^i, f , g , zq) 

by setting 

f' (z, a) 

S’(z,a) 

{ 

( 

f(z, a) 

z 

g( z, a) 

a 

for a e VN , 

for a C VT , 

for a £ VN , 

for a e VT . 

Let ST(G) be the set of all sentential forms of G, i.e. the 

set of all words over и V^, which can be derived from the 

axiom in some steps. It is well-known that ST(G) is also 

context-free. Then also 

L’ = ST(G) n {x1A1XgAg. xkAkxk+l ' AlA2''Ak C tJ’ xi C VT*} 

is context-free, and it is easy to see that the image of L' 

und*r the mapping induced by M' is L(G,M*B). By the closure 
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of at under mappings of generalized sequential machines we ob¬ 

tain L(G,M*B) e at. 

Corollary 4 (/13/): at (COMB) = at . 

Proof: By Diagram 1, Lemma 1, and Lemma 3, we get 

at = at({M+ : M is an alphabet}) £ at(COMB) c at(DEF) = at. 

3. Control by non-counting and suffix-closed languages 

Lemma 5: at(NC) = at(REG) . 

Proof: i) By Lemma 1 and Diagram 1, at(NC) s X-(REG) holds, 

ii) For the proof of the converse inclusion we need some facts 

on matrix grammars. A matrix grammar is a quadruple 

G = (V^, VT, N, S) where and VT are disjoint alphabets, 

S C Vjj, and N is a finite set of finite sequences of context- 

free rules, i. e. 

N = {m^, 

m- = (A, 

mrb 

where A- e V, 
js, N’ Js- 

c <V: N 

Zj2. i’ ’ ' 

/T)+ for 1 < i < Г, 

Again, 

if 

we associate labels with the rules in the matrices, 

' *v«>- 
1 < s < k^. 

and 

Aj, 

matrix by m. = p■ 

is labelled by 

. . P, . Then 

-’s 

the 

we describe the 

language L(G) 
J1 J2 

generated by the matrix grammar G can be described by control 

sets as follows: Let G' = (V^, Wy, P, S) be the context-free 

grammar where P is the set of all rules occurring in the 

matrices of N. Then L(G) = L(G’,N+). For matrix grammars the 

following norma} form exists: is the union of two disjoint 

and N contains only matrices of length 2, 

m = pq for any matrix m C N, and the productions labelled 

sets 

i . e. 

by p 

by q 

family 

k(REG). 

grammar 

grammar 

rewrite a letter of V, (1) N 

replace a letter of V, 12) N 

and the productions labelled 

Further it is known that the 

of languages generated by matrix grammars coincides with 

Combining these facts we obtain: for any context-free 

G and any regular language C, there is a context-free 

and a 

Pi * 9j 

set 

for 

N im,,m,,...,m } such 

all i, j e {1,2,.. . , r} 

that 

and 
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L(G,C) = L(G’,N+). Me now prove that N x is non-counting and 
thus L(G,C) E *(NC) which implies it (REG) c it(NC). 

Let xy3z E M+. Then у = m- m, . . m, or у = qm- m- ... m. p 
*1 x2 xr X1 x2 xr 

has to hold (since for у = m, m. . . . m. r> we get 
? +1 2 r X = m- m- ... ш. and thus xy z t N because p is the 

J1 J2 °s 

(2s+2r+2)n<^ letter in xy^z but in an even position in a word 

in N+ only letters of type q^ are possible, and an analogous 

argument forbids у = qm- m, ... m, ). If у = m- m. ... m. , 
, X1 12 xr X1 x2 1r 

then X = m, m- 

3 1 2 
xy z = ш• ...m• m• ...m- m• 

J1 Js X1 xr П 

ш - , z — Ші ш-і, . . . Гот. , and 
Js K1 K2 kt 

■ m- m- . 
xr X1 

ш • ra-v . . . uv» 
xr K1 Kt 

E N+. 

If у = qm^ m^ P, then X = m, m, ... m, p' and 
1 A2 xr J1 J2 Js 

q’mk^mk^... mk where p'q E N, pq E N, and pq’ E N by 

xy^z E N . Therefore 

xy3z - m- ...m- p' qm- . . . m, pqm- . . m, pqm, . . . m, pq'm, . . . m,, 
J1 Js X1 xr X1 xr X1 xr kl *4 

is an element of N+. Thus xy2z € N+ implies xy3z E N+. The 

converse implication can be proved analogously. This proves that 

N+ is non-counting. 

Corollary 6: ät(PS) = it(REG) . 

The following lemma is taken from /7/, a diploma thesis super¬ 

vised by the author. 

Lemma 7: K(MUL) = it(REG) . 

Proof: i) Again, by Lemma 1 and Diagram 1, we get 

t(MUL) £ at(REG). 

ii) Let L C Z(REG). Then L = L(G,C) for some context-free 

grammar G = (V«, VT, P, S) and some regular language C. Then 

we consider the context-free grammar 

G’ = (VN и {S’}, F и {S’-> S}, S’) 

and we add the label t associated with S’-» S. Then it is 

clear that L(G,C) = L(G’,{t}C). 

Further, for a language К over V, let 

Suff(K) = {y : xy E К for some x E V*, у E V+>. 
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It is \well-known that Suff(K) is regular for a regular 
language K. Obviously, 

Suff({t}C) = {t}C и Suff(C). 

Since all words of Suff(C) begin with a letter different from 
t, they cannot be used as control words since any correct deri¬ 
vation in G’ has to start with an application of S’ —*■ S which 

is the only rule in order to rewrite the axiom S’ . Thus 

L(G’, Suff({t}C)) = L (G ’ , {t}C) и L(G’, SufffC)) 
= L(G’, {t>C). 

Clearly, Suff({t}C) is suffix-closed by definition, and hence 

L(G,C) = L(G\ Suff({t>C)) C *<MUL). 

This proves «(KEG) £ «(MUL). 

4. Control by commutative languages 

Lemma 8: « <jj «(COMM) c «.(REG). 

Proof: i) « £ at (COMM) follows from the commutativity of all lan¬ 
guages of the form M+ for some alphabet M. We now prove the 
existence of a non-context-free language in at(COMM). 
We consider the context-free grammar G = ({S,A,B>,{a,b,с}, P,S) 
with the set P consisting of the following rules with their 
labels: 

p^ : S —» AB, Pg: A —> aAb, pg : В —*■ cB, p4 : A —*■ ab, 
P5: В —»* c . 

Then 

L(G, {р1('р2Рз)ПР4Р5 : П > 0}) - {anbncn : n > 1}, 

and this is the classical example of a non-context-free 
language. 

By #^(w) we denote the number of occurrences of the letter x 
in the word w. Now let 

C = {w : it (w) = # (w) = # (w) = 1, # (w) = # (w)}. 
rl y3 

Clearly, C is a commutative language. But with respect to the 
grammar G only the words with the following properties can be t 

control words: they begin with p^, after p4 and pg no 
application of Pg and pg, respectively, is possible. Thus the 
control words for derivation in G which belong to C are of 
the form 
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w, = P1W1P4W2P5’ V(w2> " °- #p <wl> = «p <wlw2> 
or * ca 

V = P1v1P5v2P4> «p3(v2> = о, #Рз(ѵх) = #pg(ViVg). 

Moreover, the order of the rewritings of A and В can be per¬ 
muted without changing the terminal word obtained by the corre¬ 

sponding derivations. Hence the control words PiwiP4w2p5 

<P1V1P5V2P4> and р1(р2рЗ)Пр4р5 where n = #p^(w^) 

<Рі(Р2рз)тР4р5 where m = #p^(v^), respectively) describe deri¬ 

vations generating the word anbncn (a“bmcm, respectively). 

Therefore 

L(G,C) = L(G, {p^(PgPg)pP4Pg : n > 0}) = {anbncn : n > 1} 

which is not context-free. 
ii) ifc(COMM) £ &(REG) follows by Lemma 1 and Diagram 1. We now 
prove the strictness of the inclusion. 
Let V = {a^,ag,...,a^} . Then the Parikh vector of a word w 
over V is defined as 

P(w) = (# (w), # (w), ... , # (w))T. 
al a2 ®n 

A language L is called semilinear iff the set 

p(L) = {p(w) : w e L> 

can be represented as a finite union of sets -of the form 

n 
{a +: «і С КО 

where a and b^, 1 < i< n, ire elements of Nn (N denotes 
the set of non-negative integers). 
In /5/ it is shown that languages of the form L(G,C), where C 
is a commutative language, are semilinear (more precisely, in 
/5/ it is proved for a special case, but there it is only used 
that p_1(p(L)) - L holds for this language, and this is valid 
for all commutative languages). On the other hand, it is known 
that X(REG) contains some non-semilinear languages (see 
e.g. /1/). Thus the inclusion at(COMM) £ ifc(REG) is strict. 

In accordance with M. Jantzen (see /5/) we conjecture that 
at(COMM) equals t,he family of vector languages (see /1/, /5/). 

Summarizing our results we obtain 
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Theorem 9: S. = *(NIL) = К (COMB) - *.(DEF) с x.(COMM) 
£ X(NC) - Jt(PS) = £(MUL) - *(KEG). 
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Maximale Klassen von Pk(l) 

Prof. G. Burosch zu seinem 50. Geburtstag �ewidmet 

03G20 
08A40 

Sei Eie= {0,1,2, ... ,k-1}, Pk = {fn lfn : Ek--+Ek} und Pk= U Pk. FUr
�1 

A � Pk und 2 � 1 < k bezeichne A(l) die Menge aller Fun
ktionen 

aus A, die höchstens 1 verschiedene Werte annehmen. Durch A[l] 
kennzeichnen wir die Menge derjenigen Fun

ktionen f aus A, deren 

Werteberei.ch W(f) genau 1 Elemente enthält. Ziel der vorliegen­
den Arbeit ist es, sämtliche maximalen Klassen von Pk(l) zu 
ermitteln, die als Durchschnitte von Pk(l) mit maximalen Klassen

von. Pk beschreibbar sind. Sämtliche maximalen Klassen von Pk 
wurden in /7/ bestimmt. Wir Ubernehmen im weiteren die Bezeich­
nungen aus /7/, die auch in /4/ nachzulesen sind, sowie einige 
aus /3/. Abweichend von /7/ bzw. 1 /4/ bezeichnen wir den Abschluß 
einer Menge A ( � Pk) mit [A) anstatt mit Ä. Außerdem sei 

U {fn ( Pk(l) 1 3 f
0

,f1, ... ,f
n( Pi:

�1 

f(x1, ... ,xn) = f
0

(f1(x1)+ ... +f
n

(�) mod 2)} (/1/).

Filr eine erste Grobbeschreibung der maximalen Klassen von Pk(l) 
benötigen wir den 

Satz 1: Sei f c-Pk[l] eine Funktion, die fUr 1 � 3 von min­
destens zwei Variablen wesentlich abhängt und fUr 1 = 2 nicht zu 
Lk gehört. Dann gilt [Pk(l)1 

� {f}J = Pk(l) .• 

Beweis: Als Superposition Uber Pk(l)1 u {f} erhält man offenbar 
eine Funktion 
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Pk, 1 \ pr-1(Pol1 lJ) für 1 > 3, 

f' £ 

Pk 2 \ Pr ^Lg für 1 = 2. 

Mit Hilfe des Vollständigkeitskriteriums für Pk ^ aus /3/ folgt 

hieraus Pk 1 = tpk^^ u {f}]. Unsere Behauptung ergibt sich 
somit aus Pk(l) = {f * g I f £ Pk(1)^ ~ g € Pk ^}. ■ 

Eine unmittelbare Folgerung aus Satz 1 ist der 

ie einzige maximale Klasse von pk(1), die Pk<1)^ 
st 

Lk für 1=2, 

[Pk(D^] u Pk(l-D für 2 < 1 £ k-1. 

, Analog zu den Überlegungen aus /7/ beweist man den 

Satz 3: Für jede von Z verschiedene maximale Klasse А von Pk(l) 
existiert eine h-äre Relation e mit 1 < h < к und 

А = (Pol e)(l) • 

Nach /7/ wären damit mögliche maximale Klassen gewisse Mengen 

der Form (Pol e)(D mit e £ 
(siehe /4/). Wir werden im folgenden notwendige und hinreichende 
Bedingungen für die Maximalität solcher Klassen in Pk(l) 
angeben. 

Satz 4 (/2/): (Pol e)(D ist für e £ genau dann in Pk(l) 
maximal, wenn jede 1-elementige Teilmenge von Ek bez. e ein 
größtes und ein kleinstes Element besitzt. 

Lemma 1: Sei к = pm, p prim, m > 1, Л. £ und f £ PolkA_. Dann 
ist der Wertebereich von f eine Nebenklasse einer gewissen 
Untergruppe U von (Ek,+) ( (Ek, +, *) sei der zu Л. gehörende 
Körper ), genauer gilt W(f) = f(0, . . . , 0) + U. Außerdem ist 
|W(f)| = p* für ein gewisses i mit 1 < i < m. 

Der Beweis ergibt sich aus der Darstellung der Funktionen aus 
PolkA. (/7/ oder /6/) und Eigenschaften des Galoisfeldes. ■ 

Satz 2: D 
enthält, i 

:= { 
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Satz 5: Für jedes e C и ist (Pol e)d) nicht maximal in 

Pk(l>. 

Beweis: Sei zunächst es С к = L*p, p prim, L £ IN, und s 
zerfalle in Zyklen der Primzahllänge p. Aus der Darstellung (4) 
in /4/ für Funktionen aus Pol eg ist ablesbar, daß es keine 
Funktionen in Pol es gibt, deren Wertebereich N die Eigen¬ 
schaften 

Ф * N n {a 

für ein gewisses r C {1,2,...,L> und INI =1 besitzt. Folglich 
ist (Pol es)d) eine echte Teilmenge von Pk(l) \ Pk ^[1], womit 
(Pol es)(l) in Pk(1) nicht maximal sein kann. 
Sei nun A. £ Ж^, к = рш, p prim und m > 1. 
Nach Lemma 1 gilt für 1 < p offenbar (Pol A.)(l) = Pk(l) sowie 

(Pol A.) (1) £ Pk(Pi) % Pk(l) für p1 < 1 < pi + 1(l < i < m-1). 

Falls 1 = p^(1 < i < m-1), so gehören zu (Pol A)(l) keine Funk¬ 
tionen mit dem Wertebereich N := {o, aj, ag, . . . , a, g, b}, wobei 

b < <{o,a1(...,a1_g}>, I{o,a^,...,aj_2>I = 1-1 ist und <...> den 
Abschluß bez. + des Körpers (Ek,+,*) und о das neutrale Element 
von (®k’+) bezeichnet. Diese Aussage ergibt sich aus 
I <{o, a^, . . . , a^_g, b}> I > 1 uhd Lemma 1. 
Folglich können Mengen der Form (Pol A)(l) in Pk(l) nicht 
maximal sein. ■ 

Satz 6: Für jedes e £ 0^ ist (Pol e)(l) maximal in Pk(1). 

Beweis: Für jedes e € OL ist offenbar (Pol e)(D eine echte 
Teilklasse von Pk(l). Sei f £ Pk(l)\Pol e, d.h. es gibt gewis¬ 
se r^,...,rn'£ e mit f(r1,...,rn) t e- Das Einsetzen gewisser 
einstelliger Funktionen aus (Pol e)(l) in f liefert als Superpo¬ 
sition über (Pol e)(1) и {f} eine einstellige Funktion f', die e 
nicht bewahrt. O.B.d.A. sei W(f') - {a,b}. Mit Hilfe von f' 
lassen sich alle Funktionen ha mit 

а für X = а 

b sonst 

und а £ Ek konstruieren. Bezeichne nun g eine beliebige m- 
steliige Funktion aus Pk(1), von der wir g £ [(Pol e)(D и {f}3 
zejgen wollen. Dazu benötigen wir noch einige Bezeichnungen. 
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Q sei eine Matrix vom Typ ( km , m*(k+l) ), deren Zeilen fol¬ 

gendermaßen beschrieben werden können: 

(x^, Xg ’ • • * < x^, H^(xj),h^(x^), . . . , h^_2 (x^) , h^( Xg), . . 

■ ■ • hk-l ’ ' ' ' ’ ho^xm^' hl^xm^ ’ ' • • ’ ^k-l^^)) • 

Die Zeilen der Matrix Q sind so gewählt, daß sich für zwei 

beliebige verschiedene Zeilen ^al'a2’ ■‘’a(k+l)m^ und 

(b1,bg,•■•b(k+l)m^ stets ein i mit (a^,b^) $ e finden läßt. 

Folglich gibt es eine (k+l)m-stellige Funktion Hg in (Pol e)(l>, 

für die 

Hg(x^, . . . , Хдц, hQ(x^), . . . , hk_^ (x^), hQ (Xg) , ■ ■ 

■ ■ 'hk-l(x2>' ■ ' ■ 'ho(xm)' ' ■ ■ '^k-l^m^ 5 = • ■ ■ > хщ) 

gilt. Also ist g eine Superposition über (Pol e)(l) и {f}. ■ 

Satz 7: Sei g C (1 ^ h < k-1). Dann At (Pol e)(D genau 

dann in P^d) maximal, wenn 

(a) h - 1 ist und es eine 1-elementige Menge {a , . . . , aj. } gibt 

mit 

e - \ {(as(0).•■ ■лas(h-l)) I s Permutation auf E^}, 

oder wenn 

(b) h < 1 ist und für jede 1-elementige Menge E a*s Ek ein 

zentrales Element с С E existiert, d.h., (a a^_2» с) C e 

für beliebige a_,...,a^g e E gilt. 

Beweis: Offensichtlich stimmt (Pol e)(l) für e C <C^ genau dann 

mit Pk(l) überein, wenn h > 1 ist. Wir haben also nur den Fall 

1 < h < 1 zu untersuchen. 

Sei g eine h-äre Relation aus mit der Eigenschaft, daß eine 

gewisse 1-elementige Menge E <= Ek kein zentrales Element be¬ 

sitzt. Wir zeigen ,daß hieraus 

(Pol e) (1) c Pk(D \ PkjELl] (1) 

folgt. Angenommen, (Pol g)(l) enthält eine Funktion f, deren 

Wertebereich E ist. Ferner bezeichne c ein zentrales Element von 

e, und es sei f(c,c,...,c) - a. Da а kein zentrales Element 

von E ist, findet man gewisse al' ' 'ah-l e E mit 

(a, ftj, . • ■ , %т1) * e 
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Hieraus und aus f(e, c, ...,c) = а läßt sich leicht f f Pol e 

herleiten. Also ist (1) richtig. Offenbar gilt das Gleichheits¬ 

zeichen in (1) genau dann, wenn e die Bedingung (a) erfüllt. 

Folglich sind die Klassen (Pol e)(l), e € £^, die nicht den 

Bedingungen unseres Satzes genügen, nicht maximal in P^(1). 

Die Maximalität der verbliebenen Klassen des Typs (Pol e)(l), 

e C £^, in P^(l) beweist man analog zu (9.3.1. - 9.3.5) in 

/7/. я 

Satz 8: Sei e €• d.h., e ist homomorphes Urbild einer h - ad i- 

sehen elementaren Relation g^(3 s( h < к, m > 1) . Dann ist 

(Pol e)(l) genau dann in РЛ1) maximal, wenn 1 - h ist. 

Beweis: Die Bezeichnungen und Darstellungen für Funktionen aus 

Pol e mit e £ seien wie in /4/, § 4 gewählt. 

Da offenbar (Pol e)(D - P^(l) für e С genau dann gilt, wenn 

h > 1 ist, genügt es, den Fall 3 ^ h ^ 1 zu untersuchen. Zu¬ 

nächst soll gezeigt werden, daß es für h" < v < hu+ (1 < u < m~ 

1, V Ф h) nicht zu jeder v-elementigen Menge Es Funktionen 

in Pol m £m mit dem Wertebereich E gibt. Sei ** 

f(x,,...xR) = 2 
i=0 

іЛх^іЪь1 (2) 

auJ = {1,...,n>; t ,...,t C Em; s,,...,su Permutatio- 

Diese Funktion gehört nach 4.1 aus /4/ zu Fol 

und sie nimmt genau 

({a, 

nen auf E^). m 

i £ E, ü+1 >1 (3) 

verschiedene Werte an. Ferner gilt 

(3 a,b £ W(f): a(l)= b(l>„ a(J>+ b(J>) 

(ti, а. ) Ф (t j, aj ). (4) 

Bezeichne nun E eine v-elementige Teilmenge von £ 

u = 1 die Menge 1 

die für 

e := {_Z + aQhu | aQ,••■-ah-l c u 

und für u Ф 1 die Menge e \ {0} enthalte. Angenommen, es 

existiert in Pol eine Funktion f mit W(f) = E. Nach Lemma 4.1 

aus /4/ muß f durch eine gewisse Formel des Typs (2) beschrieben 

werden können. Die Menge e bzw. e \ {0} ist so konstruiert, daß 
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für zwei beliebige i,j C ®u+1 mit i * j sich stets a, b C E mit 

i)c b(i> und а^^Ф b«J> finden lassen. Hieraus und aus (3) 

folgt IW(f)I = hu+1 > v, іш Widerspruch zu unserer Annahme 

I M(f) I = V. 

Man prüft leicht nach, daß sich für 1 Ф h immer gewisse u, v 

(hu i V < hu+1, 1 < u < m-1, V Ф h) und eine 1-elementige 

Menge E’ mit q(E’) = E finden lassen, wobei E die oben angegebe¬ 

nen Eigenschaften besitzt. Anhand der in /4/ angegebenen 

Beschreibung der Funktionen aus Pol e kann man sich leicht 

überlegen, daß es in (Pol g)(l) keine Funktionen mit dem Werte¬ 

bereich E’ gibt. Folglich ist (Pol e)(1) für 1 Ф h nicht maximal 

in Pk(l). 

Sei jetzt 1 = h. Offenbar ist dann (Pol g)(l) Ф P^(1). Für den 

Nachweis der Maximalität von (Pol g) (1) in P^(l) bezeichne g 
eine beliebige Funktion aus P^(l) \ Pol g. Eine Superposition 

über (Pol q)(l) и {g} ist dann eine gewisse einstellige 

Funktion g’, für die ein Tupel (b^,....b^_^) £ g \ ik mit 

g'(b^) = r(i) für alle i C E^ existiert. Wegen 

Pv rb b = (Pol q)(1) gilt folglich k,ibQ,....Dh-1> 

k, r (E^) g’(Pu 1h b = [(Pol e)(l) и <g}]. k, £D0, . . . , 

Offensichtlich gibt es in (Pol g)(l) für 1 = h Funktionen, die 

auf allen Тиреln aus (r(Eh))n alle Werte einer beliebigen 

h-elementigen Menge aus Ek annehmen. Hieraus und aus dem 

oben Gezeigten läßt sich ohne Schwierigkeiten 

[(Pol q) (1) и {g}] = Pkd) folgern. ■ 

Bezeichne M^(1), <C^(1) bzw. Jt^d) die Menge aller Relationen aus 

JC^ bzw. die den Bedingungen aus Satz 4, Sa л 7 bzw. 

Satz 8 genügen. Für к = 3 und 1=2 haben wir durch die oben 

durchgeführten Untersuchungen sämtliche 13 maximalen Klassen von 

Pj^(l) bestimmt. Es gilt nämlich der 

Satz 9 (/5/): Eine Menge M c Pg(2) ist genau in Pg(2) vollstän¬ 

dig, wenn sie keine Teilmenge der Klassen (Pol g)(2) 

(g С Юд(2) и <Cg(2) и l*3) und Lg ist. I 

Dieser Spezialfall läßt vermuten, daß mit den oben durchgeführ¬ 

ten Untersuchungen bereits sämtliche maximalen Klassen von 

Pk(l) bestimmt wurden. 
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93E20 

Ober ein Steuerungsproblem für endliche stochastische zellulare 
Syete■e 

Meinem hochverehrten Lehrer Prof. Dr. G. Burosch eus Anlaß 
seines so. Geburtstags in Dankbarkeit gewidmet

1. Modellbeschreibung

Stochastische zellulare Systeme (SZS) (vgl. z. s. /1/, /2/) 
stell�n abstrakte Modelle zahlreicher real existierender Sy­
steme (z. ·s. biologische Zellkomplexe, ho■ogene mikroelektroni­
sche Strukturen u. a.) dar, die eich durch eine große Anzahl 
gleichartiger, in Form eines regelmäßigen n-dimensionalen Git­
ters angeordneter Elemente (Zellen) auszeichnen. Jede Zelle 
steht dabei mit einer gewissen Teil■enge aller Zellen (Nachbar­
zellen) in Wechselwirkung und ändert.ihren Zustand in Abhängig­
keit von den zuständen dieser Nachbarzellen zufällig. Nehmen 
wir an, daß die Zellen externe Ein- und Ausgänge besitzen, so 
wird es ■öglich, das zufäl�ige Obergangsverhalten des gesamten 
Systeas durch Steuerung zu verändern. 

·wir beschränken uns in dieser Arbeit auf endliche SZS mit par­
allelem Eingang tll• (V,N,(X,Z,Y,P,g,),p

0
). V ist dabei eine be-

schränkte Teilmenge des d-dimen.slonalen Punktgitters z.d und 

wird als Systemraum bezeichnet. In jedem Punkt v 8 v befindet
sich eine stochastische Zelle von demselben Typ (X,Z,Y,P,g,).
X,Z,Y sind endliche Mengen mit Y c lR und bezeichnen entspre­
chend Eingabe-, Zustands- und Ausgabealphabet der Zelle. Jede
Zelle v 6 V besitzt einen externen Ein- und Ausgang und ist mit
den Zellen ihrer Nachbarschaft N(v) gekoppelt. Die Art der
Kopplung ist für alle Zellen dieselbe und wird durch den Nach­
barschaf,sindex N •. {n0,n1 •••• ,n8 J beschrieben mit

n
0 

• (0,0, ••• ,0), n1 szd\{(O, ••• ,O.)J, i • 1, ••• ,s. Die Nach­

barschaft einer Zelle v ist dann durch N(v) • {v,v+n1, ••• ,v+n8}

besti■■t. Es bezeichnen .2: :• lz : V ➔Z J und x :• { x: V➔Xj ent-
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sprechend die Menge aller Zustands- bzw. Eingabekonfigurationen 

des Systems. Dabei geben z [v], x[v] und jeweils den Zu¬ 

stand und das Eingabesignal der Zelle v bzw. die Gesamtheit al¬ 

ler Zustände der Nachbarschaft N(v) an, wenn sich das System in 

dem (globalen) Zustand z befindet und das (globale) Eingabesi - 

gnal X erhält. Das lokale Obergangsverhalten einer Zelle wird 

durch den (lokalen) stochastischen Kern P(.|.) von nach 

Z beschrieben. Hierbei ist ZN := £zN = (zQ,,...,za) : zQ 6 Z, 

z± 6 Z и{Л}, i * 1,...,s j und Л. ein "Leerzustand“. Seine Ein¬ 

führung ergibt sich aus der Gleichförmigkeit der Kopplung und 

der Beschränktheit des Systemraumes. Es wird vereinbart, daß 

z [v+n^] = А für v + n^ ß V, lsfi*s, gesetzt wird. Ferner ist 

g> : Z-»Y eine reellwertige Ausgabefunktion (Kostenfunktion) und 

P0 eine Initialverteilung auf Z. 

Unter Verwendung der in der Theorie der Steuerung stochasti¬ 

scher Prozesse üblichen Terminologie (vgl. z. B. /3/) interpre¬ 

tieren wir X als Steuerraum. І als Zustands raum und 

Ht := Z *X *Z X.... % z (2t+l Faktoren) als Menge der Vorge¬ 

schichten bis zum Zeitpunkt t 6 IN = {0,1,2,...}. Die reellwer¬ 

tigen Ausgabesignale jeder Zelle werden als Kosten interpre¬ 

tiert. Das stochastische Bewegungsgesetz von ft ist unabhängig 

von Vergangenheit und Zeit und wird durch den (globalen) sto¬ 

chastischen Kern P> Z X XxZ-»[0,l] bestimmt, wobei 

f>(z’ |£,x) * TT P(z' [v]|z . . ,x[v]), z.z' 6 Z, X 6 X 
v6V N'v' 

ist. Unter einer (randomisierten) Strategie 6 = (Vt)t6IN ver¬ 

stehen wir eine Folge von Wahrscheinlichkeitsverteilungen 

V>t(. |ht) auf X, ht 6 Ht< Markov-Strategien werden durch Vertei¬ 

lungen der Form l>t(.|zt) erzeugt. Eine Strategie mit = v, 

t 6 IM , heißt stationär. 

Wir nehmen an, daß in dem endlichen SZS Ol alle m Zellen 

(m =» (VI) in geeigneter Weise durchnumeriert sind. Fassen wir 

die einzelnen reellwertigen Kosten bez. Jeder Zelle zu einem 

Vektor zusammen, so können wir die m-Vektorfunktion ф : Z—»jRra 

mit $(z) = (9>(z[l]), gp(z[2]).q^zCml)), z 6 Z, definieren. 
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welche die (vektorwertigen) Kosten des Systems % angibt, wenn 

es sich im Zustand z befindet. 

2, Existenz В-optimaler Strategien 

Sei № = <V,N,(X,Z,Y,P.(p) ,p0) ein SZS mit parallelem Eingang, 

wie es in Abschnitt 1. beschrieben wurde. Wird auf OL eine 
Strategie € » O^teiN an9ewendet> 80 bezeichne pt g (.) die im 

Zeitpunkt t eindeutig bestimmte Wahrscheinlichkeitsverteilung 

auf 2. Der in jeder Zelle v 6 V durch 6 erzeugte (lokale) Zu- 
standsprozeß mit Werten in Z kann durch die lokalen Verteilun¬ 

gen vpt g(. ) auf Z beschrieben werden. Diese ergeben sich aus 

den globalen Verteilungen pt g(.) durch Bildung der Randvertei¬ 

lungen mit Hilfe der Beziehung 

Vpt'*(2) ’ StPt.6(i)'zez* (i) 
Z[v]«z 

Für jede Zelle v 6 V können wir dann die Folge zufälliger Ko¬ 

sten (9’(|'t.[v3))t6jN betrachten, wobei der (zufällige) globa¬ 

le Zustand des Systems OL 1st. Alle Zellen von V seien durchnu¬ 
meriert. Dann setzen wir V « {Vj.Vg,...,vroJ und bilden bez. je¬ 

der Zelle v^ 6 V die mittleren Kosten W^i^(6',t) :* 

[*i])(Po)' Debel bezeichnet Eg den durch die Strategie 

6" erzeugten Erwartungswertoperator. 

Definition: Sei В c JRm ein gegebener Bereich. Eine Strategie 
6* heißt B-optimal, wenn ein t 6 IN existiert, so daß für alle 

t ь to 

W(6*,t) = (w(1)(6M.t).w("")(6",t))B в 

ist. 

Für eine gegebene Wahrscheinlichkeitsverteilung ST(.|z) auf X 

sei 

W(z) - ^2 F(z.x) • JT(x|z), z 6 Z. (2) 

kex 
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wobei F(z,x) - X $(z') • P(z'|z,x) ist. Man zeigt leicht, 

z'GZ 

daß W(6T,t) - (w(^)(6,t)....,w(")(6,t)) - *> • pt ^(z) 

ist. 2бІ 

Daraus erhalten wir eine weitere Darstellung von W(&, t) in der 

Form 

W(^,t) -ХІѴ2> • Pt-1 g(z). (3) 
z6Z 

In der Tat gilt 

z6± ' z'G Z z 6 Z 
_ $(z )• pj», (Tt) • pt-1 g(z), 

wobei %t ж 3T/t(.|zt) die durch 6 - (ST^tSIN definierte Wahr¬ 

scheinlichkeitsverteilung auf X und 

p»* . (^t) " У f>(z'| z.x). 7jrt(x/i) ist. Somit ergibt sich mit- 

xe5c 
tels (2) 

W(6.t) - У $(*’) * (X^ P(z'l z,x).jTt(i i)) . Pt_1>6(z) 
z'GZ Lz6Z x6X 

2% $(2‘ )*P(z'| z,x)).3Tt(x|z) 

zGZ L&6X z'GZ 
•Pt-i,6(2) 

zGZ Lx6X 

F(z.x) • !Tt(xlz)j . Pt_lf^(z) 

■ XI Wt(*> • Pt_i,g(z). 
zGZ 

Ferner bezeichne K(z), z 6 Z, die konvexe Hülle der Menge 

W. :■ [p(z,x) : X G xj von Punkten des IR". Der folgende Satz 

gibt eine hinreichende Bedingung für die Existenz einer B-opti- 

malen stationären Markqw-Strategie an. 
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Satz: Sei QL = <V,N, (X,Z, Y,P,<JP) , po) ein SZS mit der Eigenschaft 

P(z'|z,x) > 0 für alle z,z' 6 Z, x e X. В sei eine konvexe 

Teilmenge des IRm, und es gelte K(z) n В / ß für jedes z 6 Z. 

Dann existiert eine stationäre randomisierte Strategie 6*, die 

В-optimal ist. 

Beweis: Sei z 6 Z beliebig, dann existiert nach Voraussetzung 

wenigstens ein Punkt 6 K(z)DB, der wegen q. 6 K(z) als kon¬ 

vexe Linearkombination 

x6X 

mit j i 0, ^ • = 1 dargestellt werden kann. Wir defi- 

xex 
nieren nun eine Wahrscheinlichkeitsverteilung 3T*(.| z) auf X 

durch 5f*(xjz) = ^ j, X e X. Da eine solche Verteilung für je¬ 

des z angegeben werden kann, ist somit die Existenz einer ran- 

domisierten Entscheidungsfunktion JT* : Z—>i/f?(X) (V%(X) - Menge 

aller Wahrscheinlichkeitsverteilungen auf X) nachgewiesen, für 

die 

ff(z) = F(z,x) • 3TK(x\z) e K(z)n в, z ez, 
xex 

gilt, d, h., es ist insbesondere W(z) 6 B, z 6 Z. Wird die sta¬ 

tionäre Strategie 6* = (ЗГ* 00 ) auf (% angewendet, so ist der 

globale Zustandsprozeß eine homogene Markovkette mit der Ober¬ 

gangsmatrix 

PC?*) « 1 Pij(^)1- wobei pAj(ЭГ**) = %% P(z^zi,x).X,<(x|zi) , 
x6X 

z^, Zj e Z, ist. Wegen P(z'|z,x)>0 für alle z,z' BZ, x 6 X, 

folgt unmittelbar aus 

P(z'|z,x) = ТГ P(2' Cv] ]zN(vj ,xCv]), 

daß die Markovkette [pQ. P(3T*)J irreduzibel ist. Man zeigt 
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leicht, daß sie auch aperiodisch ist. Wegen der Endlichkeit des 

Zustandsraumes Z besitzt die Markovkette daher eine eindeutig 

bestimmte stationäre Verteilung u 6 M(Z). 

Die Folge p der globalen ZustandsVerteilungen konvergiert 
t, 6 

unabhängig von der Initialverteilung pQ gegen diese stationäre 

Verteilung u. . Wegen lim p (z) = ju „(z), z 6 Z, und der 
' 6* t —>oo t,6* б" 

Stationärität von 6** folgt aus (3) 

W(6*) = lim W(6*,t) = lim )> W.(z) • p (z) 
t^»oo t ->oo *e* t-1,6 

“ ZZ • /“*(*)• 
z6Z b 

(4) 

wobei Wt(z) » W(z) = ^ F(z,x) • Jf*(x|z) ist^ Wir bilden nun 

x6X 

die konvexe Hülle der Punktmenge {W(z) 6 IR-m: z 6 z} und be¬ 

trachten dazu das entsprechende Simplex S. Auf Grund von 

ju (z) & 0 mit у. Iй „(z) - 1 stellt die rechte Seite ir* (4) 
6 zSZ 6 

eine konvexe Linearkombination der Punkte W(z) , z 6 Z dar, und 

folglich gilt W(6*) 6 S. Weiter oben wurde W(z) 6 В für jedes 
z 6 Z gezeigt. Aus der Tatsache, daß В konvex ist, folgt daher 

S £ B, und somit ist W(6*) * lim W(6*,t) 6 B, was zu zeigen 
t-> со 

war. 
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Bernd Klipps 

Ober Vastl'ev-Schönhei■-Codes und Abbildungen auf endlichen 
Mengen 

Autorreferat der Dissertation A 

In der Arbeit wird folgendes Problem untersucht: 
C -ei ein Teilraum des n-dimensionalen Vektorraums F� über dem 
Galoisfeld Fq• Mit Map(C,Fq) sei die Menge_ aller Abbildungen

von C in Fq bezeichnet. Man bestimme die Anzahl der Klassen ge­
wisser Äquivalenzrelationen auf Map(C,Fq). 

Diese Aufgabenstellung verallgemeinert Untersuchungen, die .seit 
Beginn der fünfziger Jahre zur Klassifizierung der FuRktionen 
der q-wertigen Logik geführt wurden JPolya, Slepian, 3ablons­
kij, Harrison). 
Ausgangspunkt der Arbeit ist jedoch ein kodierungstheoretisches 
Problem, die Klassifizierung perfekter Codes. Es wird die Klas­
se der Vasil'ev-Schönheim�Codes eingeführt. Es sind dies dieje­

nigen im allgemeinen nichtlinearen perfekten 1-Fehler-korrigie­
renden Codes, die durch mehrfaches Anwenden der Methode von 
Vasil'ev (1962, qs2) und Schönheim (1968, q>2) auf lineare Ham­

mingcodes entstehen. Neben Ergebnissen zur Darstellung und De­
kodierung dieser Codes wird die Äquivalenz von Vasil'ev-Schön­
hei■-Codes zurückgeführt auf die Äquivalenz von Abbildungen, 
die zur Konstruktion der Codes benötigt werden. 
Diese Äquivalenzrelation wird in folgender allgemeiner Form un-

tersucht. Ist CE F� ein linearer Teilraum, so heißen die Ab­

bildungen f,g € Map{C,Fq) äquivalent, wenn

f(c) "/-1•9( cp(c)+a) + f" + l(c) für alle,c EC 
. n , bezüglich eines Aut o■orphismus p auf C, a E F , p. � Fq'\{O},

. q 
Z-•Fq und einer linearen Abbildung 1. E Map(C,Fq) erfüllt ist.
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Probleme dieses Typs werden in der Abzähltheorie von Polya-de 

Bruijn behandelt, Die obige Relation läßt sich jedoch nicht in 

diese Theorie einordnen, da zusätzlich zur Permutation der Ele¬ 

mente des Definitions- und Wertebereichs die Addition linearer 

Funktionen erlaubt ist. Dennoch führt das übliche Vorgehen der 

Polya-de Bruijn-Theorie auch hier zum Ziel. Mittels des Burn- 

side-Lemmas wird die Berechnung der Anzahl der Äquivalenzklas¬ 

sen auf die Bestimmung des Zyklenzeigers der auf C wirkenden 

Permutationsgruppe und (im Unterschied zur Polya-de Bruijn- 

Theorie) der Mächtigkeiten gewisser Mengen linearer Funktionen 

reduziert. Für die Bestimmung der Zyklenzeiger und der Mächtig¬ 

keiten werden Algorithmen hergeleitet. Schließlich werden 

asymptotische Aussagen über die Anzahl der Äquivalenzklassen 

gewonnen. 

Abschließend werden die Ergebnisse auf die Fälle C = F^ (Funk¬ 

tionen der q-wertigen Logik) und C = Hammingcode (Vasil1ev- 

Schönheim-Codes) angewendet. In Erweiterung bekannter Resultate 

werden Anzahlaussagen für Anfangswerte sowie asymptotische Aus¬ 

sagen über die Anzahl der Äquivalenzklassen hergeleitet. 
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Eigenschaften des Tangentialkegels bei "äquisingulären Projek­
tionen" algebroider Hyperflächen 

Autorreferat der Dissertation A 

In dieser Arbeit wird der Begriff Äquisingularität, so wie er 
von Zariski definiert wurde, untersucht.· Diese Untersuchungen 
erfolgen.über einem Grundkörper k mit der Charakteristik o. der 
algebraisch abgeschlossen ist. 

Bei der Betrachtung der Singularitäten wird die monoldale 
Transfor■ation zur Auflösung benutzt, die so gewählt wird, daß 
keine wesentlichen Bestandteile ins Unendliche transformiert 
werden. Dieser Auflösungsprozeß bricht nach endlich vielen 
Schritten ab, so daß nur noch einfache Punkte vorliegen. Alle 
singulären Punkte der Varietät V, die durch die Gleichung 
f(xl .... ,xr+l) = fn(xl .... ,xr+l) + fn+1<x1 .... ,xr+l) + ••• = O

dargestellt wird, sind Verzweigungspunkte. 
Ein Punkt P� wird kritischer Punkt einer Projektion 'J( genannt, 
wenn wenigstens einer der Punkte von V, der in P0 projiziert
wird, ein Verzweigungspunkt ist. Die Menge aller kritischen 
Punkte heißt kritische Varietät. 

Aus der Menge aller möglichen Projektionen werden die heraus­
gesucht, bei denen die reduzierte Diskriminante eine Äquisingu­
larität vom Dimensionstyp 1 besitzt. Solche Projektionen werden 
äquisinguläre Proje.ktionen genannt. Es wird g'ezeigt, daß mono­
idale Tranefor■ationen und äquisinguläre Projektionen miteinan­
der vertauschbar sind. 
Eine aussagekräftige Größe für die Eigenschaften alg�broider 
Varietäten ist der iangentialkegel. 
Ist die Varietät V durch die Gleichung 

r r-2

_
f(x,y,z,w) = x +a

2
(y,z,w)x + ••• + ar(y,z,w) = O

gegeben, so gilt !ür die kritische Varietät V
0 

die Gleichung 



AXf(y,z,w) = g(y,z,w) = у® + b2(z,w)ys-2+ ... + b^Jz.w) - 0; 

Axf ist die x-Diskriminante von f. Ж und WQ seien zulässige 
Untervarietäten auf V bzw. VQ (d. h. äquivielfach und einfach) 

mit den Gleichungen x»y=z=0 bzw. у « z = 0. Dann ergeben sich 
für die Tangentialkegel die folgenden Gleichungen: 

Ty(P) : F(x,y,z) = 0 (F Anfangsform vom Grad r von f), 

Tv (P): G(y,z) « 0 (G Anfangsform vom Grad s von AXf). 
о 

Die Punkte Q eT-^P) heißen Ausnahmepunkte, wenn T-1(V) nicht 

äquisingulär vom Dimensionstyp 1 bei Q bezüglich T-^ (W) ist. 

Hierbei ist T die monoidale Transformation T: V*-*V mit den 

Gleichungen 

X' = j. y' = z' = z, W « w. 

Die endlich vielen Tangentialrichtungen von ( Axf)o = 0 heißen 

Ausnahmeriehtungen. 

Wegen der Bildung von Axf über die x-Diskriminante von 

f(x,y,z,w) gilt stets s i r(r-l). Für den Fall s > r(r-1) wird 

gezeigt, daß die Ausnahmeriehtungen von T_1 (V) den Tangential¬ 

richtungen der äquisingulären Projektion entsprechen. Im Fall 

s = r(r-l) gilt dies nur für gewisse Tangentialrichtungen. 

Es werden Eigenschaften des Tangentialkegels für den Fall be¬ 

wiesen, daß zwischen der Varietät V und der Untervarietät W 

eine Fläche F derart existiert, daß F als zulässiges Zentrum 

der Aufblasung von W auf V genutzt werden kann. Für den Fall, 

daß solch ein F nicht existiert, werden Vermutungen aufgestellt. 
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• O.r Platz fGr-Abbiidun
ar,: 

iat bei■ schreiben auazuaperon;
die AbbU.dunaan ••Ütit ainil n der d• aue„eparton Platz Mit•
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Dia Angeben aollen in Originalaprache erfolgen: bei kyrilU­
eohon „chatabon aoll dto· biblioth.kartache Tranekription 
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Ail � dar Arbeit atohon folgende Angaben z- Autor und zur 
Arbeit i 
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