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Sylke Pohl

Risk-optimum experimental design

1.Introduction_

In a recent paper Rasch a.o. [1) discussed the problem of
experimental design for the estimation of the unknown parameter
vector @ occuring in the growth model

xi=01+02exp(03xi)+_e_i , 1=, zwug N, .
where x; € [x,x,] =B for each i, ¥ = (3,,9,,95), 9 ¢ RS
and all ¢; are additive i.i.d. .random errors with E(gi) =0
(i=1, ..., M) and E(gje;) = 6%6,5 (i,j=1, ..., N).

For a g€iven size N of the design a N-tupel £ = (t,, oot)s
t ¢B was to be found which minimizes a given functional of

the asymptotic variance-covariance matrix of the model. Solu-
tions for several functionals and small N (€13) obtained by
the computerprogram OPTEX were presented.

Further results on this issue, analytical as well as numerical
ohes, were outlined in Duchrau a.o. [2]). So D-optimum designs
could be given by an explicit formula (cf. Theorem 1 of that
paper) and the numerical search procedure used by the authors
was fast enough to encounter designs up to N = 100 in consi-
derably low time. So the problem of finding optimum designs of a
given size N with respect to the commonly used criterions
seems‘to be practically solved.

But on the other hand the question how N has to pe choosen
remained open. The aim of the present paper is to gpolve this
problem by using the results of [1), [2]), and [3) and the con-
cept of a two-dimensional risk-vector.

If costs for the experiments have to be taken into account there
is one component of the risk which may be assumed to be propor-
tional to their amount. In our first approach let us assume the
costs to be proportional to the size N of the experimental
design.



In general it may be an arbitrary function of the design, mono-
tonous in some sense. A second component of the risk is connec-
ted with the possibility of wrong decisions because of inexact
estimates for the parameters. In order to make an analytical
discussion possible we assume this component to be an appropria-
te function of the D-criterion used in {1], (2], and {3). Our
aim is now to determine an experimental design in such a way
that its risk is as near to the zero-risk as possible. Using the
Euclidian - norm we obtain the following results for a 4deneral
class of 3- and 4-parametric growth-functions:

1. There exists an experimental design with minimal norm of the
risk.

2. There is an unique local minimum1 of the sequence of risk-
norms.

3. There are at most two designs with minimal norm of the risk
(if permutations are disregarded) and the difference of their
sizes is one in the case of non-uniqueness.

In the last part of the paper we discuss consequences for the
numerical search of optimum designs, especially we are able to
give bounds for the number of steps in a search algorithm if
suitable initial values are used.

2. Basic notions

If we assume a certain growth period [xl,xu] =B for our
measurements we can set up an experimental design V containing
the experimental points Xys oo Xp € B and the corresponding
numbers of measurements N4, ..., N We write this in a teable
of the form (cf. [2])

Xl e xm

ny $Es 0y

1. We say a sequence r(n) to possess an unique local minimum
if there exists a number n, such that r(n+l) € r(n) for
n<n and r(n+l) 2 r(n) for n>n. Note that the number n,
needs®not to be defined uniquely.



and denote by n(V) = ZT=1ni the size of the experimental
design and by m(V) the size of the support of the design. For
each design V +the information matrix I(V) 1is given by

[
-
=]

I(V) = F’F , vhere Fij = 5%j g(x;,9) , i
and g is a given growth function.

Since o (3-%) (3 is the least-squares-estimator in the non-
linear regression) is asymptotically N(O_,X) distributed where
z = lim 1':62(15"17)"1 we want to make (F’F)‘1 "as small as

n—>o
possible” or F’F "as great as possible” in some sense. One

possibility is to maximize the determinant of F’F, the so-
called D-criterion. )

A quite different demand consists in minimal m(V) and n(V).
The following definition of a special two-dimensional risk-
function r(V) maekes it possible to take into account the de-

terminant of F’F and the sizes of m(V) and n(V) as well:

r(V) = h(m(V),n(V),I(V)) with h : N x N x Rt —> RZ.

Hence r maps the set % of all exact experimental designs in
R%. In our first approach the two components of the risk , the
"gost-component” T, and the "information-component" r; are
assumed to be a monotonously increasing function of the size
n(V) and a monotonously decreasing function depending on I(V),
respectively. It is convenient to choose r. as a function of
det I(V) because there exist explic;t formulae for
max(det I(V)). For this assumption the argument m(V) drops out
Now we are looking for such a design for which the norm el
takes a minimum. The use of different norms leads to several
solutions of the problem. Often urul = |rc| + Iril (ef. [4])
is used, but in this paper we take the
ey = (2 + r5)1/2,

The search for the minimum on the set % renders more difficult
by the form of this set. That’s why in .a first stage of minimi-
zation we consider the set 1 of all experimental designs of
the fixed size n @ w = { V€w: n(V)=n }.

Euclidian norm

= r

¢ 2 2y .. . 2 5
Let M1n(rc + ri) =: r(n). Hence M;P(rc + r%) = Min r(n) = in

For the following considerations we make these pre:ises



— For the considered growth function with p parameters the
locally D-optimum experimental design is a p-point-design for
each fixed size N, that means m(V) = p.

- Because of the special importance of models with 3 or 4
parameters (quadratic and exponential regression, Gompertz-
function , Richards-function) we focus our attention on p = 3
and p = 4.

Here and in the following we assume ro to be directly propor-
tional to the size of the design and r; to be indirectly pro-

portional to the geometrical mean of the eigenvalues of I(V):

bn , b0,
c {max(det I(V))} 1/2P | c> 0.

ro(n)
r;(n)

Using the results of [3] for p = 3 and by analogous considera-
tions for P = 4 we obtain an explicit result for the first
stage of minimization. Then

r(n) = r% + rg
( o2 Lo max[n+1]2(n z[g%l])}—1/3‘+ b2n2’ p = 3,
cZ [n+2 2(“] = 2[n+2 [%])}—1/4 + b2n2, p =4,
with Prax being a constant depending on Xy, X and the

considered growth function (cf. [3]).
For the sake of simplicity we set

(2542 (n-202ln) p =3,
£(n) = (1)
(2212031 (n-202421 - (1 .  p =4,
a2 = c2 ¢max“1/P and rinin(n) = a f(n)—l/zp.

3. Minimization of the risk-function

for the second part of minimization it is of interest whether
the sequence r(n) is convex. In this case it is easy to give
an algorithm which finds an absolute minimum. The existence of
this minimum is ensured by the special form of r? . (n), but
this will be proved in the later theorem. min

L. Criterions for the verification of this assumption are given
>y Atkinson and Hunter [5] in a global sense, but only for

= pl N/p 1. Local considerations are contained in [3].



Lowga - The sedquence r% . (n) 1is a strictly monotonous in-
min
creasing sequence for p =3 and p = 4.

Because of  the non-convenient form of f(n) a separate dis-
cussion for different congruence classes of n modulo p seems
to be impossible to avoid. This is the reason for the
restriction to p =3 and p = 4. Let us carry out the proof
for one of the possible cases.

Let p=3 end 4 :=4r: (n) -ar? (n-1).'For w=0 it
holds min hin

HS -1y - 2HE(x-1) (x+1) + HS (k1)
(o]
W (x-1) (k41)

with k = n/3. After some transformations and with
{(k-1)/k}1/® , B = {(k+1)/k}1/6

]
1}

the numerator takes the form
(o« - 8)2 + 208 - (a8)2 > 0.
The inequality holds because of off < 1.

In the other cases the numerator is a complete non-vanishing
quadratic expression. That means & > O for u = 0,1,2.
Analogous considerations yield the assertion for p = 4.

Nevertheless we conjecture that for p > §
hold.

analogous results

It follows from the Lemma that ar(n) is a strict monotonously
increasing sequence as well. Now we are ready to prove the

Theorem : i) There exists at least one natural number k with
r(k) € r(k-1), r(k) € r(k+1) . (2)

ii) If the natural number k satisfies (2),

minimum.

iii) If two natural numbers k1 and k2 with kl < k satis-
fy (2), so it holds kz = k1 + 1. <

so r(k) is a

1. u denotes the condruence class of n modulo p.



Proof : (i) With lim ar? (n) = O and ari(n) = b2(2n+1) it
2 N—>co min
holds lim ar(n) = ». Now, if nOCN is choosen in such. a way

n—>0
that for n > n, the inequality ar(n) > O is satisfied, then

r(n) > r(no) for all n > n,. Hence Min r(n) = Min r(n)
nciN PRI T
and its existence 1is ensured since we take a minimum over a
finite set.
(ii) Assume that k € N satisfies (2), i.e.

r(k) € r(k-1), r(k) € r(k+l).
Hence ar(k-1) € 0, ar(k) 2 O, and it follows from the monotony
of ar(n)

€0, l1<n ,
ary { $3 153

In other words, it is r(l) 2 r(k) for all 1, i.e. r(k) is a
minimum.

(iii) Now the assumption of (iii) let be satisfied.

Then, due to the strict monotony of 4ar(k), on the one hand
ar(k) > O for all k = k1 + 1, k1 + 25 e and on the other
hand Ar(k2—1) < 0. Hence k2—1 € kl‘

This is only possible if k2 S kl or k2 —

This completes the proof.

4. Numerical questions

Due to the Theorem the following search for the minimum
Min r(n) starting at an arbitrary point ng will be success-
ful. According to the comparison of the risk r(no) with its
neighbours r(no—l) and r(no+1) the size n, will be
increased, decreased or taken as the optimal one.

Algorithm: s=0;
wh11e r(1)—r(1 1) and 1>p do
begin i=i-1
s=1
end;
if s=@ then
begin t=sgn(r(i) r(1 1))
4 while i-t2p and r(i)-r(i-t)>@ do i=i-t
end;
write "optimum size n= ";1i

Clearly it is desirable to choose the initial value near the
solution.



For the calculation of a starting value let us consider an
auxiliary problem which is obtained by a modification of the
function f in (1), which consists of p factors being "almost
equal”, i.e. the maximal difference between two of them is not
greater than one. This motivates the consideration of

¥(n) = (n/p)%,

i.e. of p exact equal factors with the same sum as in f.
This modification is closely related to an approximate experi-
mental design. It was recently shown in [6] that an analogous
approach yields good initial values for C_-optimality in expo-
nential regression. In our case we have obviously

f(n) € ¥(n)

and consequently .

a®{F(n)3" /P 4 12,2

ri(n) := azp/n + b%n? =
< a2{f(n)1 /P 4 p2,2 = r(n),

where the equality holds iff n = O(p).

Now, the minimum of r(n) is easily shown to be reached at

cither [Ja2p/2 b21 or [Jap/2 b2] + 1. (3)
Let n, . be the minimizer and =n_, n, the next neighbours of

n which are integer multiples of p (as far as n

o itself is

not a multiple of p, in this case r{n_) = r(n_ ) € r(n) and
hence the solution is found ). e
Then we may conclude

r(n_—i) 2 r(n_-i) 2 r(n_) = r(n_) 2 r(ng) € r(n,)

= r(n,) € £(n+3) € r{n,+j) for all 1,3 > O.

Hence, for n ¢ N\{n_,n_+1, -+.» 0.} we have

r(n) 2 min{r(n_),r(n+)}.
As a consequence of this inequality and the Theorem we obtain

the

Corollary: The minimization procedure described above with the
starting value n, terminates at least after

s r steps. Hence
the total minimization requires just 4 or §

evaluations of r.

12



The above considerations were made under the assumption that the
cost-component only depends on the size n(V). The size of sup-
port m(V) was dropped out. If we take into consideration the
common amount for each experimental point, the cost-component of
the risk gets the form

_ +
rc(n,m) = bln +.b2m s bl’ b2 €R".
We can restrict ourselves to the case m=p since for a

sufficiently large b2 the optimum design satisfies m(V) = p.
Using this we det

_ .2 2
r(n) = rimin(n) + (byn+byp)” ,
and for the second step of the minimization we obtain analogous
results as above because only the second term of r(n) is

shifted. This does not change the convexity of r(n) and hence
.the theorem remains true.

Egmark: Naturally, one could introduce a 3-dimensional risk-
function with bom as the third component. The result would be
the same since

r(n) = r? . (n) + bn? + b2p2

would be obtained.

At the end we give a short example. Like in the introduction we
consider the exponential regression model

Yy = o +Bexp(rxi) +E5; 1= L wewy N
Let N =3, B = -50, ¥ = ~0.07. Then the local D-optimum design

turns out to be

0 13.59 65
Vo (cf. [1]).
1 1 1
(Note that it is independent of «.)
In this case we get (cf. [3])

= det F’F = 56928.86

Pmax
Now we can start the minimization of the expression :
1300542 (n-212411)1 713 4+ v%al
The results for some combinations of a, b, ¢ obtained by the
described procedure are contained in the following table (the
corresponding size of the minimum of r(n) (cf. (3)) is
underlined):

r(n) = czw

11
2.



a b c n r{n) optimum size

0.1612 0.0004 1 82 0.001873
63 0.001872 63
0.1612 0.008 1 10 0.01147
11 0.01151
9 0.01158 10
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Andrea Rausche

On the existence of special block designs

In the study of keys and minimal keys in data bases J. Demetro-
vics and .G.0.H. Katona in [1] suggested the following inte-
resting

.Conjecture: There is a system of 3-element subsets of a
n (=3m+l1l)-element set {1,2,...,n} satisfying the following
conditions: t

1. Any pair of elements is contained in exactly two 3-sets.

2. The family of 3-sets can be divided into n subfamilies
where the i-th subfamily is a partition of
{1,2,...,n} - {i}.

3. Exactly one pair of members of two different subfamilies
meets in 2 elements.

This conjecture 1is also interesting in view of block design
theory. Therefore we will repeat the definition of the block
design.

A system F of k-element subsets of a v-element set is a
t-(v,k,A) bl ock des ign, if for all t-element subsets X
of the v-element set there exist exactly XI’XZ""‘XL € F with
XSXi for i=1,...,A. In a block design b 1is the notation for
the complete number of all blocks and r represents the number
with which every fixed element occurs in the block design.
Considering the first condition of the conjecture we can see
that the system of 3-element sets is a 2-(3m+1,3,2) block
design. From the second part of the conjecture it follows the
partition of the totality S of blocks:

S:Sluszu...usb/m
with S - totality of blocks, Si’ i=1,...,b/m - subfamilies and
b - complete number of all blocks.
Thereby every subfamily Si’ i=1,...,b/m, consists of m pair-

wise disjoint blocks.

13



The 3rd condition of the conjecture demands the strongest re-
strictions. Obviously, the block design is without repeated
blocks.

In another paper [2] J. Demetroviecs, G.0.H. Katona and Z. Firedi
were able to prove that the conjecture is true for all
n=12k+1l, i.e. m =4k, and n = 12k+4, i. e. m = 4k+1. It is
well known that there exist 2-(n,4,1) block designs for this
n’s. From these designs one can derive 2-(n,3,2) designs with
the desired properties. Replace every member F with the four
3-element subsets. The obtained set-system meets the conditions
of conjecture, where the i-th subfamily is Fi = {f-{i}: 1cf(F}_’
The conjecture is also true for m=1 and m=2 and we can find
a solution very fast. The blocks will be written down in an or-
thogonal form:

m=1: 1 1 1 2
2 2 3 3
3 4 4 4

m=2: 14 12 13 12 12 13 23
25 34 26 45 53 64 54
36 57 47 67 76 75 67

For a long time the case m=3 was not solved. In this paper we
will prove that the conjecture is not true for m=3.

In this case we have a 2-(10,3,2) block design, i.e. we have
10 subfamilies and each has 3 blocks. Without loss of gene-
rality we may assume that the first subfamily has the form

147
258
3869 ,
if we consider the set {0,1,2,...,9}. Otherwise it would be

possible to get this first subfamily by means of permutations.
If we consider the 3rd condition of the conjecture we

_ obtain
the following picture (out of zero) for the subfamilies:

1. 2. 3. 4, 5.
258 2 3 32 0 é o
3889

(0)

6. 7. 8 9 10
0 50 7O 70 B o
6 8 8 9 9




The number which is not in the subfamily stands in parentheses.
The place of the number zZero results from the following reasons:

1) Because zero is absent in the first subfamily and r=9, gzero
must be contained in all other subfamilies.

2) In each case at most one element from {4,5,6} and {7,8,9,},
respectively, can occur in the 2nd and 3rd column of the sub-
family 2. Therefore only the elements O and 3 are candi-
dates for the empty places in the 2nd and 3rd column of the
2nd subfamily, i.e. zero can not occur in the first column.
Analogously, we obtain the proof for the other subfamilies.

The places a,b,c and d are available for the number 3 in the
2nd subfamily:

1d4d0
2 b
a

(c)
If the number 3 is on the place:

- a, then we obtain a contradiction to the 3rd condition of the
conjecture;

- b and c, then we have no possibility for the 2nd column
without a contradiction to the 3rd condition.

Hence, the number 3 stands on the place d.

In analogy to this proof in the subfamilies 3 -10 we
determine the order of the number x. Both numbers of the first
column of the appropriate subfamily form together with x one
column in the first subfamily.

Without loss of generality we may assume the final figure of the
second subfamily. Otherwise we can apply to this subfamily the
permutations over {4,5,8} {7,8,9} or (47)(58)(89).

We obtain the next result:

1 2 3. 4. 5
147 T20 Z10 480
258 256 3 3 5
369 4738

(0) (9)

6 7, 8 9 10.
6 6 8 9 9

15



Now we have the following situation : u (2€u<i0) subfamilies
are determined and for the remaining 10-u subfamilies we only
know four numbers.

For the determination of +the (u+l)st subfamily we wuse the

following notation: x are the known elements: (u+l)
X X X
x be
ade

(f)
Which possibilities we have for the choice of the elements ? N

1. The element a
For a it has to hold a¢tM with M = {0,1,2,...,8}\{ele-
‘ments X in the (u+l)st subfamily}.

2. The elements b and ¢
If a is fixed, then the elements b and ¢ are those both
numbers, forming together with a one column in the first
subfamily, i.e. we have two possibilities for b and C.
Otherwise the 3rd condition of the conjecture would not be
fulfilled.

3. The elements d and e
By construction we can see that the elements a, b and c.
and the known elements (out of zero) of the (u+l)st subfamily
in each case form one column of the first subfamily. The ele-
ments d and e must belong to the still wanting column of
the first subfamily, to fulfil the 3rd condition of the
con jecture.

4. The element ¢
¢ must form one column of the first subfamiiy together with
the elements d and e. It is necessary that f was not
absent in the first u subfamilies. ‘

In exact consideration of the conditions 1.-4. we can see that
there was only noted the influence of the first subfamily to the
(u+l)st. Up _to now the subfamilies 2 to u played a non-
important role, though they rule out further possible variants

for the (u+l)th subfamily. The causes for this are the following
conditions of construction:

16



a) Because of the 3rd condition of the conjecture all elements,
being absent in the first u subfamilies, must be contained
in the (u+l)st subfamily.

b) Because we suppose that the 3rd condition of the conjecture
is fulfilled, there are some double occuring pairs of
numbers. Owing to the block desidgn characteristic they must
not ocecur again.,

c) The (u+l)st subfamily has to fulfil the 3rd condition of the

conjecture with all already known subfamilies (together with

" the first the condition is already fulfilled by the condi-
tions 1.to 4.).

Hence, we can determine all possible subfamilies by means of the
conditions 1. to 4. and the conditions of construction. At this
we apply the following simple notation:

For 120 (the 3rd subfamily) we write now only ﬁbcde(ty

3be
ade

(£)

In analogy we use this abbreviation for the other subfamilies,
because the known elements were written down in the preceding
parts.

The first both subfamilies are equal for all possible variants
and so we do not repeat them again. We collect the result in the
following structure because for each possible 3rd subfamily
there exist several 4th subfamilies and for every 4th subfami-
ly there exist several 5th subfamilies and so on.

The complete discussion is contained in Rausche [3].

3rd subf. - 4th subf. 5th subf. 6th subf. 7th _subf.
46579(8) 87954(6) ~ - ~
89765(4) - - -
97864(5) 98731(2) - -
98756(4) 98731(2) - -
56479(8) 87945(6) = - -
97865(4) 98731(2) - -
98764(5) ~ - ~
56497(8) 64589(7) - —~ -
87945(6) 87932(1) - -
97821(3) - -
98712(3) - ~
97865(4) 98712(3) - =
98731(2) - =
84579(8) 87954(6) - - ~
89756(4) - - _
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3rd subf. 4th subf. S5th subf. 6th subf. 7th _subf.
) 97864(5) 98721(3) - -
64589(7) 56497(8) - - o
78954(6) 31297(8) 79813(2) -
98764(5) 12379(8) 98723(1) =
97821(3) 98723(1) =
65479(8) 87945(6) - = -
’ 97865(4) 98721(3) - -
65498(7) 78954(6) 31297(8) - -
98721(3) - -
87945(6) 32197(8) - -
87954(6) 13297(8) - . -
32197(8) - -
89756(4) 32197(8) = -
89765(4) = - -
98756(4) 31297(8) - -
98721(3) - -
78954(8) 64589(7) 32197(8) 79823(1) —
65498(7) 32187(8) - =
98712(3) - -
89756(4) 32197(8) = -
89765(4) 32179(8) 79823(1) -
97823(1) - -
98764(5) 12379(8) - -
97821(3) - -
98756(4) 32179(8) - -
97823(1) - -
98732(1) - -
87945(6) 56479(8) - - -
56497(8) 87931(2) = 2
97812(3) - -
98721(3) - -
65479(8) - ~ -
65498(7) 31297(8) - -
97865(4) 13297(8) - -
) 31297(8) - -
98721(3) - -
28756(4) 31297(8) - -
97812(3) - -
98721(3) - -
87954(6) 46579(8) ~ - =
64579(8) - - -
65498(7) 23197(8) - =
31297(8) - -
89756(4) 23197(8) - -
31279(8) ~ =
87932(1) - =
97864(5) 13297(8) - -
31297(8) - -
98721(3) - -
98756(4) 31297(8) - -
97812(3) = -
98721(3) = -
89756(4) 64579(8) . -
65498(7) 31297(8) = -
78954(6) 31297(8) - -
87954(6) 13297(8) -
32179(8) -
87931(2) = -

18



3rd subf. 4th subf. 5th subf. 6th subf. 7th subf.
89765(4) 46579(8) = - -
65498(7) - - -
78954(6) 31279(8) 79813(2) -
97813(2) -~ -
97864(5) 32179(8) - -
97864(5) 46579(8) 98732(1) - -
64579(8) 98712(3) - -
87954(86) 23197(8) - -
32197(8) - -
98712(3) - -
89765(4) 31279(8) - -
97865(4) 56479(8) 98732(1) = =
56487(8) 98721(3) - -
98732(1) - -
65479(8) 98712(3) - -
87945(6) 23197(8) - -
32197(8) - -
98712(3) - -
98764(5) - - -
98764(5) 56479(8) - - -
64589(7) 21379(8) 88713(2) -
97812(3) 98713(2) -
78954(6) 21379(8) = -
97812(3) = -
97865(4) ~ - -
98756 (4) 46579(8) 98732(1) - -
65498(7) 32197(8) - -
98712(3) = =
78954(6) 31279(8) - -
97813(2) - -
98731(2) - -
87945(86) 32197(8) = =
97821(3) - -
98712(3) = -
87954(6) 32197(8) - -
97821(3) - -
98712(3) - -
16 68 80 8 0

Thus we have proved the following

Theorem : The conjecture is not true in the
is not true for all (3m+l)-element sets.

It remains to decide whether or not designs of

exist for n = 19, 22, 31,
and n = 12m+10, m21l.

3‘

case m=3

our

and so it -

problem

34,..., more precisely for n = 12m+7
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Kurt Rosenbaum

Die Untergruppen von halbdirekten Produkten

Herrn Prof. Dr. G. Pazderski zum 60. Geburtstag gewidmet

1. Einleitung

Ist G eine beliebige Gruppe, so kann man alle Untergruppen von
G im allgemeinen nicht ohne weiteres,angebén. Trivial ist der
Fall, da8 G eine en@liche zyklische Gruppe der Ordnung n
ist. Hier gibt es zu jedem Teiler d von n denau eine Unter-
gruppe “der Ordnung d. Wenn G = H x N das direkte Produkt
zweier Gruppen H und N 1ist, so ist jede Untergruppe U von
G ein subdirektes Produkt aus einer Untergruppe H1 von H
mit einer Unterdruppe Nl von N und umgekehrt ([11],
Satz 5.5.1).

Ziel dieser Arbeit ist es, dieses Ergebnis auf halbdirekte Pro-
" dukte 2zu verallgemeinern. Es seien H und N (nicht notwendig
endliche) Gruppen und

G =Hx N

das halbdirekte Produkt von H mit N bezliglich des Homo-
morphismus

oa: H—> Aut N

von H in die Automorphismengruppe von N. Die Multiplikation
in G ist gegeben durch

h
(hy,ny)(hy,np) = (hyhy,nyZny)
fir alle hl,h2 € H und ny,n, € N. Dabei bedeutet nh die

Wirkund des dem Element h € H bei o zugdeordneten Automor-
phismus o(h) auf das Element n,, B also
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nb = (R

Wir zeiden den folgenden

Satz: Eine nichtleere Teilmende U des halbdirekten Produktes
G=HxN beziiglich des Homomorphismus a: H—> Aut N ist
dann und nur dann eine Untergruppe von G, wenn die folgenden
drei Bedingungen erfiillt sind:

1) Die Menge H1 = { h: h€H ~ (h,n) € J} der ersten Kompo-
nenten der Elemente von U ist eine Untergruppe von H. Die
Mende HlO = {h: h¢€ H1 ~ (h,1) € U } der ersten Komponen-
ten, fiir die (h,1) € U gilt, ist eine Untergruppe von Hl‘

2) Die Menge N1 ={n: n€N ~ (h,n) € U} der zweiten Kompo-
nenten der Elemente von U besteht aus (nicht notwendig
allen) Linksnebenklassen von N nach NIO' Dabei ist NlO =
{n: n€N~(i,n) €U} eine Untergruppe von N, die aus
allen zweiten Komponenten mit (1,n) € U besteht.

3) Es gibt eine eineindeutige Abbildung ¢ von der Mende aller
Rechtsnebenklassen von Hl nach HlO in die Menge der
Linksnebenklassen von N nach NlO vermtgde

‘P(Hloh) = ‘P(E) =n Nlo
mit den Eigenschaften

hl’l
(1) wlyg = Byg ™ «
(2) 9(Bhy) = @(hy) Ze(hy).

Wenn Hl eine Unterdruppe von H, HlO eine Untergruppe von H1
und N10 eine Untergruppe von N ist mit

(Hy : Hyg) € (N : Nyg)

und wenn Bedingung 3) erfilllt ist, so bildet die Menge aller
Paare

(h’,n’) mit h’ ¢ “10“ und n’ € anO

der sich bei der Abbildung @ eineindeutig entsprechenden
Rechts- bzw. Linksnebenklassen nach HlO .bzw. nach N eine
Untergruppe U von G. Mit der Angabe von Hl, HlO’ N1 und NlO
allein ist die Unterdgruppe U noch nicht festgelegt. Verschie-
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denen eineindeutigen Abbildungen ¢« (im Falle des direkten
Produktes also verschiedenen Isomorphismen von HI/HIO auf
Nl/NIO) entsprechen im allgemeinen verschiedene Untergruppen von
G. Dabei gilt Eigenschaft (1) nicht notwendig elementweise.

2. Beweis des Satzes

Wir =zeigen zundchst, daB die genannten drei Bedingungen not-
wendig sind. Um spster den Spezialfall des direkten Produktes
(Folgerung 1) einordnen zu k®nnen, schlieBen sich jeweils ent-
sprechende Bemerkunden an.

2.1. Die drei Bedingunden sind notwendig.

Im folgenden sei U stets eine beliebide Untergruppe des halb-
direkten Produktes G = H x N der Gruppen H und N bezliglich
des Homomorphismus o : H —> Aut N. Mit Hl’ HIO‘ N1 und NlO
bezeichnen wir die im Satz festgelegten Mengen. Unmittelbar klar
ist

Bedingung 1.

Die Mende H1 ={h: h¢H ~ (h,n) € U} der ersten Komponenten
der Elemente von U ist eine Untergruppe von H. Weiter ist
HIO = { h: h¢ Hl ~ (h,1) € U F eine Untergruppe von Hl'

Bemerkung 1.

a) Die Untergruppe HlO ist im alldemeinen kein Normalteiler
von Hl' .

b) Wenn Hlo im Kern des Homomorphismus o : H—> Aut N
liegt, dann ist HlO ein Normalteiler von Hl‘

c) Aus H10 d Hl, folgt im alldemeinen nicht “10 < ker o.

Bedingung 2.

Die Menge Nig = {n: n€N~(1,n) € U} der zweiten Komponen-
ten der Elemente von U, fir die (1,n) € U gilt, ist eine
Untergruppe ' von N. Die Menge N1 ={n: n€N - (h,n) €U}
der zweiten Komponenten der Elemente von U besteht aus (nicht
notwendig allen) Linksnebenklassen von N nach NlO‘
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Beweis: Mit n;,n, € N;45 ist offenbar auch nlnél € Nyo.

Es seien nun n € Nl und ny € NIO' Dann ist auch nny € Nl‘
denn mit (h,n) € U und (l,nl) € U ist auch

(h,n)(1,ny) = (h,nny) € U.

Bemerkung 2.

a) Die Teilmenge Nl ist im allgemeinen keine Untergruppe von N.

b) Wenn H1 < ker o, dann ist Nl eine Untergruppe von N und
NlO ein Normalteiler von Nl‘ Die schwidchere Bedingung
Hijo € ker o (Bemerkung 1b) ist dafiir nicht ausreichend. -

c) Bedingung b) ist nicht umkehrbar, d.h. aus N10 « Nl und
Nl < N folgt im allgemeinen nicht Hl < ker o.

Dem Nachweis der Bedingung 3 stellen wir drei Hilfss#tze voran.
Lemma 1: Wenn 2zwei Elemente (hl,n) und (hz.n) aus U die-
selbe zweite Komponente haben, dann liegen h1 und h2 in der-
selben Rechtsnebenklasse von H1 nach HlO‘ Umgekehrt liegen
mit (hl,n) € U auch alle (hz,n) in U, fur die h1 und h2
in derselben Rechtsnebenklasse von H; nach H,, liegen.
Beweis: 1. Mit (hy,n) € U und (hy,n) € U ist offenbar auch
-1 _ -1 -1

(hl,n)(hz,n) = (h1h2 ,1) € U, also h1h2 € HlO'
Elemente aus verschiedenen Rechtsnebenklassen von Hl nach “10
kénnen daher nicht dieselbe zweite Komponente haben.
2. Wenn h1 und h2 in derselben Rechtsnebenklasse von Hl
nach H10 liegen und (hl,n) €u ist, dann ist weden
hyhy! € Hyg, also (hyhyl,1) £ U, auch

-1 4,-1 -
‘hihz ll) (hl’n) - (hzjn) c U.

Lemma 2: Die Untergruppe HIO liegt im Normalisator NG(NIO)
der Untergruppe NlO in G.

Beweis: Mit h € HlO und n € NlO‘ also (h,1) € U und
(1,n) € U, gilt ftir das Produkt 2

(h,1)"1(1,n)(h, 1) = (1,0P) ¢ b,
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also nh € ng. Damit ist N?o < NIO‘ und hieraus folgt die
Gleichheit NlO = N10'
Lemma 3: Wenn 2zwei Elemente (h,nl) und (h.nz) [ ] dieselbe
erste Komponente haben, dann liegen n und ny einerseits in
derselben Linksnebenklasse von N nach NlO‘ und zwar ist mit
(h,nl) € U auch (h,ng) € U fiir alle ny, € “1“10‘ Andererseits
liegen n, und ny in derselben Rechtsnebenklasse von N nach
N?O. Mit (h,nl) [ 1] ist auch (h,nz) [ 1] fir alle
n, € Nign;. Falls (h,n) € U, so gilt nN;o = Nign.
Beweis: 1. Aus (h,nl) € U und (h.nz) € U folgt
(h;ny) Yh,n,) = (1,n7ln,) € U
B ] s B3 2
also nzlnz € NlO‘ Wenn umgekehrt ny und ng in derselben
Linksnebenklasse von N nach NIO liegen und (h,nl) €U ist,
dann ist wegen n;_n2 € Ny5 auch
(h,n)(1,n7ln,) = (h,ny) € U
2. Aus (h,nl) € U und (h,nz) € U folgt aber auch
. _ -1
(h,ny)(h,np ™t = (1, (mmzHHP ) ¢,

also nlnél € N?o. Wenn schlieBlich ngy und ny in derselben
Rechtsnebenklasse nach N?o liegen und1 (h,nl) € U gilt, dann

s -1 h -1,h” <
€ Niqn, € 5 h

ist wigen ngyny 10 also (nznl ) NIO sicher

1 407 (hn) = (hny) € U

( ,(nznl »ny) = ) Ng &
3. Wir zeigen. nun anO = N?on, falls (h,n) € U. Es sei
ngy € anO‘ also ny = nn’ mit n’ € NIO‘ Dann ist neben
(h,n) € U auch (1,n’) € U, und wir haben

-1
(h,n)(L,n")(h,m) "L = (1, (0 HP ) c U,

also n; € N?On. Damit ist ano < N?On, und hieraus folgt die
Gleichheit nN;q = Njgn.
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Es kSnnen also bei festem h € Hl nur solche Linksnebenklassen
anO von N nach NIO als zweite Komponenten von h auftre-
ten, die gleichzeitig Rechtsnebenklassen N?on von N nach
N?o sind. In Anwendung von Lemma 1 und Lemma 3 ktnnen wir nun
dgenau beschreiben, wie die Rechtsnebenklassen von H1 nach HIO
dewissen Linksnebenklassen von N nach NIO zugeordnet werden.

Bedingung 3.

Jede Rechtnebenklasse von H1 nach HlO wird eineindeutig auf
eine Linksnebenklasse von N nach NIO abgebildet. Ist
(h,n) € U, so wird diese Abbildung ¢ vermittelt durch

o : B = High —> nNyq = ¢(h).
Dabei sind die foldenden beiden Eigenschaften erfilllt:

(1) nNjg = N9on ,

(2) w(Bhy) = ¢(Ry) Ze(hy)
Mit (h,n) € U 1liegen auch alle Paare (hl’nl) in U, wobei
h1 alle Elemente der Rechtsnebenklasse H1oh und ny (unab-
hingig von  hy) alle Elemente der Linksnebenklasse oN;q
durchlauft.

Beweis: Nach Lemma 1 und Lemma 3 entsprechen die Rechtsneben-
klassen von H1 nach HlO eineindeutig dewissen Linksneben-
klassen von N nach NIO' Dabei ist die Eigenschaft (1) er-
fiallt.
Um auch Eigenschaft (2) zu zeigen, betrachten wir zwei beliebige
Elemente (hl‘nl) und (hz.nz) aus der Untergruppe U. Nach
der Multiplikationsvorschrift in der Gruppe G ist
5 h2

(hl;nl)(hz:nz) = (hlhz.nl 1,-'12).

¢(hy) = nyNy5,  @(hy) = nyN;y  ist sowohl
hy
w(EIEZ)'= ny "2“10 als auch

h h h
@(Fy) Z0(By) = (nyNj) 2(ngNyo) = ny%n N 0.

26



Bemerkung 3.

a) Wenn Hl im Kern des Homomorphismus o : H —> Aut N liedt,
dann ist die Abbildung ¢ ein Isomorphismus der Faktor-
gruppe “1/H1o auf die Faktorgruppe NI/NIO‘

b) Die Bedingung a) ist nicht umkehrbar, d.h., aus
HI/HIO & NI/NIO folgt nicht notwendig Hl < ker a.

c) Die Eigenschaften (1) und (2) sind unabhéngig.

2.2. Die Bedingungen sind hinreichend.

Es sei G = Hwx N das halbdirekte Produkt der Gruppen H und
N beziglich des Homomorphismus o : —> Aut N. Wir wdhlen eine
Untergruppe H1 von H, eine Unterdruppe HIO von Hl und
eine Untergruppe NlO von N derart, daB der Index (Hl:Hlo)
nicht gréBer als der Index (N:Nlo) ist. Jeder Rechtsneben-
klasse Hloh ordnen wir genau eine Linksnebenklasse anO Zu.
Das ergibt unsere Abbildung

H1oh —> anO'

Verschiedenen Rechtsnebenklassen von H1 und HlO entsprechen
verschiedene Linksnebenklassen von N nach NlO‘ Wenn nun die
Eigenschaften (1) und (2) aus Bedingung 3 erfiillt sind, so
bildet die Menge aller Paare (hy,ny) mit h; € Hjh = h und
ny € “NIO = N?on = @(h) beziiglich der in G  betrachteten
Multiplikation eine Untergruppe U von G.

Vorbereitend bemerken wir, daB weden (h,1) € U aus (1) sofort
die Eigenschaft

Hip < Ng(Nyp) (1)
folgt. Der Beweis unseres Satzes ist beendet, wenn wir zeiden,
da8 mit (hy,ny),(hy,n,) € U auch stets (hy,ny)(hy,ny) L € 0
ist. :

1. Fall: Wenn h1’hz € HlO und ny,ng € NIO' so ist

- -1 o
(hl,nl)(hz,nz) = (hjh, ,(nlnz L") ¢ U, demmn  hyhyl € Hyg,
und wegen nln2 € NlO = NIO (Eigenschaft (1’)) ist auch
(n1n2 ) 2 € Nio.
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Wir erhalten sogar, daB die Menge aller Paare (h,n) mit
h € HIO und n € N10 eine Untergruppe von U ist.

2. Fall: Wenn h1'h2 in derselben Rechtsnebenklasse von Hl
nach H10 (und ny und ~ ny, aus derselben Linksnebenklasse von
N nach NIO) sind, dann ist

_ _ o -1

(hy.ny)(hy,np) 7L = (hyh3l, (nynphHP2") € b,
denn h ,?51 € HIO’ und es genilgt weden 1. zu zeigen, das
(nlnél) 2 € Nyy ist. Das ist aber der Fall, denn wegden

ho hy

nyN1o = nglNjo = Nygng = Nygny
ist -1 € th (Eidenschaft (1’)), also (n n'l)h£1 €N
is nyn, 10 » 172 10°
3. Fall: Wenn hl’ hz in verschiedenen Rechtsnebenklassen von

Hy nach Hig (und ny,ngy in verschiedenen Linksnebenklassen
von N nach NIO) liegen, dann wird wieder

= _ -1
(hy.np)(hy,ny) 1 = (hyhzl, (nynzhyP27) €,

denn unter zus#itzlicher Benutzung von Eigenschaft (2) ergibt
sich einerseits

—_ PR e !
e(hihzh) = (nynzhP2 Ny,
und andereiseits " .
2 - -1 .- T
‘0(ﬁl)h2 ‘P(Ezl) = ("lulo)hz (nzl)hz Nlo = (nlnzl)hz NIO‘

Damit ist unser Satz endgilltig bewiesen.

3. Folgerungen

Unser Ergebnis enthdlt bekannte Resultate als Spezialfille.

Folgerung 1 (Subdirekte Produkte): Ist G = H x N das direkte
Produkt zweier Gruppen, so ist jede Untergruppe U von G ein
subdirektes Produkt aus einer Untergruppe H; < H mit einer
Untergruppe Nl < N und umgekehrt.
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Das bedeutet: Eine nichtleere Teilmenge UsG = H x N ist dann
und nur dann eine Untergruppe von G, wenn die folgenden drei
Bedingungen erfilllt sind:

1) Die. Mende H1 der ersten Komponenten der Elemente von U
‘ist eine Untergruppe von H.' Die Menge HlO der ersten
Komponenten h € Hl’ fir die (h,1) € U ist, bildet einen
Normalteiler von Hl'

2) Die Menge Nl der zweiten Komponenten der Elemente von U
ist eine Untergruppe von N. Die Menge NIO der =zweiten
Komponenten n € Nl mit (1,n) € U ist ein/Normalteiler von
Nl‘

3) Es besteht ein Isomorphismus HI/HIO o NI/NIO‘

Fir den Beweis geniigt der Hinweis, daB das halbdirekte Produkt
im Spezialfall o : H ~> 1 (identischer Automorphismus von N)
in das direkte Produkt {i\bergeht. Dann ist trivialerweise stets
H1Ckera=H.

Folgerung 2 (Diedergruppe): Die Diedergruppe

Dn = < h,a :h2 = a® =1, hah = a—l > der Ordnung 2n ist das
halbdirekte Produkt der zyklischen Gruppe H = { 1,h } « Zz mit
der 2zyklischen Gruppe N=<a>>u Zn beztiglich des Homo-
morphismus

o h—> a(h) : a—> a" = a

Es gibt zwei Arten von Untergruppen der Gruppe Dn‘

1) Jede Untergruppe NIO von N kann als Untergruppe von Dn
. aufgefaBt werden, n#mlich als die Menge aller Paare (l,no)
mit n, € NlO‘

2) Es sei NlO eine beliebige Untergruppe von N und anO
eine feste Nebenklasse von N nach N;,. Dann bilden die
Paare (1’"0) und (h,nno) fir alle n, € N10 eine Unter-
gruppe von Dn. s

Andere Untergruppen der Diederdruppe Dn gibt es nicht. Die

Anzahl aller Untergruppen von Dn ist daher gleich

d(n) + 6(n). Dabei bezeichnet d(n) die Anzahl der Teiler der

natirlichen Zahl n, 6(n) die Summe der Teiler von n.
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Gunter Tiedt

Bldcke von Gruppen der p-Lénge 1

Meinem Lehrer Prof. Dr. G. Pazderski zum 60. Geburtstag gewidmet

O. Einleitung

Eine Frade, die man in der modularen Darstellundstheorie behan-
delt, 1ist, wie sich die Bldcke einer Gruppe q bestimmen
lassen. Dabei verstehen wir unter einem Block der Gruppe @ ein
primitives ldempotent vom Zentrum des Gruppenrings Z(Kg9) = (KQ)q
von Q. ' Die Charakteristik des Kdrpers K teile die Gruppen—
ordnung. AuBerdem setzen wir h#ufig bestimmte Zerf#llundseigen-
schaften fUr K voraus. Der 1. Abschnitt enth¥lt alldemeine
Aussagen iiber die Struktur der Bldcke von Gruppen, die bestimmte
Forderungen erfilllen. Es werden Gruppen betrachtet, welche einen
p-Normalteiler ® derart besitzen, daB

Cq(®) = R, x B

gilt, wobei Fo eine abelsche p-Untergruppe und ® einen
p’-Normalteiler bezeichnen.

Im 2. Abschnitt bestimmen wir die Bldcke von Gruppen des Typs
@ = 0 c B  wobei & eine abelsche p-Unterdruppe und ] ein
Hallscher Normalteiler von @ sind. Dabei werden als Spezial-
falle unter anderem die Rédei-Gruppen und einige Diedergruppen
untersucht.

Der 3. Abschnitt behandelt eine Gruppe der 3’-L#nde 2 fir p=3.
In allen Abschnitten werden zu den Bldcken die Defektgruppen
bestimmt.
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1. Zur Konstruktion von Blicken

Definiton: Die primitiven Idempotente von Z(K¢) = (Kﬂ)q heiBen
Bldcke von 9.

Da die Blécke von 9 im Zentrum des Gruppenrings liegen und die
Summen der Konjugiertheitsklassen von @ eine Basis fir das
Zentrum bilden, haben die Bldcke bi foldende Gestalt:

1
b; = on ajCj mit ajcK, Cj = G%ch ,
Dabei sind die c; fir i=0,1,...,1 die Kon jugiert-

heitsklassen von .

ﬁilfssatz 1: Die Gruppe ¢ besitze einen p-Normalteiler R
derart, das

Cq® =B, x &

wobei R eine abelsche p-Untergruppe und % ein p’-Normaltei-
o

ler von Cg(ﬁ) ist. Dann ist. % auch Normalteiler von 9.

Beweis: §& = op,(qq(a)) ist charakteristisch in 09(3). Weil R
Normalteiler in @ ist, gilt das auch flr Cq(R). Das liefert
die Behauptung. ) =

Wegen ‘Hilfssatz 1 ist folgende Definition derechtfertigt.

Definition: Zwei Charaktere X und x’ von % heiBen
konjugiert in 9, falls x(H) = x(H%)  fur alle He® und ein
geeignetes GG gilt.

Hilfssatz 2: Sei X ein irreduzibler Charakter voﬂ ¢ und o
ein Automorphismus von 9@. Dann ist X’ mit X’(G) = x(a(G))
ein irreduzibler Charakter von ¢, eventuell derselbe wie x.

Beweis: Sei S eine zu X dehdrende irreduzible Darstellung
und 8’ (G) := 8(ax(G)).

Dann haben wir ©’(GH) = 8(a(GH) = B(a(G)a(H)) = &’(G)8’ (H)

fiir alle G,He4.  Also ist 6’ eine Darstellung von ¢ und x?
der zugehdrige Charakter.

Angenommen, &’ wire reduzibel, d.h., nach geeigneter Basiswahl
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wiirde gelten
Si(G) 0 Sl(a(G)) o}
@ = ) -
o Sé(G) ' o] 5Z(G(G))

Ersetzt man hier G durch a'l(G), so erhdlt man, daB &
reduzibel ist, was einen Widerspruch liefert. ) »
Es ist leicht zu {iberpriifen, da8 das Konjugiertsein von irredu-
ziblen Charakteren eine Aquivalenzrelation ist. Also zerfillt
die Menge der irreduziblen Charaktere von % in Transitivit#dts-

debiete Tos Ty Tosevn s wobei zwei irreduzible Charaktere genau
dann in demselben Gebiet lieden, wenn sie unter ¢ konjugiert
sind. T, sei immer das Transitivitdtsgebiet, in welchem der

Einscharakter liegt.

Satz 1: Die Gruppe @ besitze einen p-Normalteiler R, so das8
cq(a) =R, x ¥ wobei R, eine abelsche p-Untergruppe und B§
ein p’-Normalteiler von (R)  ist. AuBerdem sei K Zerfdl-
lungskdrper von 9 und habe die Charakteristik p. Dann sind

E -1 .
b, = Z x{i% zZ x(¢ )6, i=0,1,2,... ,
tooxer, ' Gew R
die Bldcke von ¢ in KQ. Speziell ist

b, = T%T Z H der Hauptblock von .

o HE®

Beweis: Aus [4], Lemma 2.5, folgt, deB die Blécke von @ in K§
liegden und da8 b_ = 1 2> H der Hauptblock von 9@ ist.
o~ TR y

AuBerdem weifB man, daB alle primitiven zentralen Idempotente von
K& die Gestalt

E -1
e, = lfﬁ% T x(G )G
i GCH

haben, wobei X ein irreduzibler Charakter von % ist. Also

sind die bi z X ey als Summen der primitiven Idempotente e
X€T, : .
i

in K& ebenfalls Idempotente in K9.
Fir Ge9 ist

G E ~1,0G
by =3 lﬁf J x(H “)H
3 x€T; HE®

b
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-1

E -1,G

=2Z x+‘% Z x((H ) JH

xE€T; a1
HY %

-1
xfEf -1,G
=Z Z x((H ) YH
X€T, Heq
E -1
=z x-f‘ff Z X (H HH
xCTi HER
*(E -1
=X XT&TL z x’(H *)H
X€T; Hew

= by.

Dabei sind % und X’ weden Hilfssatz 2 unter ¢ konjugdierte
Charaktere. Mit x ist auch %’ in T; wund x(E) = x’(E).
Also sind die b; zentrale Idempotente.

Nun untersuchen wir dée Primitivitéat. Es . sei bi = bil+bi2’
b11 b12 =0 und (b; J) = b@ fiir alle GCQ und j ; 1,2. Da
die Bltcke von ¢ in (K§) liegen, Lkann man annehmen, daB
auch b,y und b;, aus (Kﬁ)q sind. Wenn M die Menge der
irreduziblen Charaktere von % und ax,bch sind, so gilt

b =Z b e

Pi1 B 0 Piz T ™%k

Fir jeden Charakter X aus M folgtzwegen bilbiz =0 sicher
=0 oder bX = 0. Wegen (bij) = bij fir j = 1,2 ist

ax,bxc{o,l}.

Wir haben ax,b =0, falls x¢T;, denn b; ist die Summe

einiger e mit chi. Nun miissen b, i1 und b, i2 aber auch

zentrale Idempotente sein. Daraus folgt b =b und b., = O

i1 i2
oder b- = b12 und b. i1 = = 0.

Also sind die b; zentrale primitive Idempotente von K@. Die
Summe aller s0 konstrulerten Blécke b von @ bezeichnen wir
mit T(b ). Dann ist
¥(b;) =Z e =E,
1 xc-x

und deshalb gibﬁ es keine weiteren Bldcke von 4. =
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Folgerung 1: Sei @ eine Gruppe mit normaler p-Sylowdruppe B
und K Zerfsllungskbrper von B:= Op.(Cq(R)) mit der
Charakteristik p. Dann sind

E -1 :
b, =2 11(-({- Z x(H ), i=0,1,...,
3 XCTi H(‘ )

die Bltcke von 9 in K, wobei die Ti Transitivitdtsgebiete
unter @ konjugierter Charaktere sind.

Speziell ist

1
b, = > H der Hauptblock von 9.
o~ THI yeg

> o
gruppe von (R). Nach dem Satz von Schur-Zassenhaus gibt es

ein p-Komplement % in 'Cq(8). Da FO durch % zentralisiert
wird, haben vir GCg(R) = B, « ®.
Aus Satz 1 folgt die Behauptung. o

Beweis: Es ist 8= Fncq(a) eine normale abelsche p-Sylow-

Folgerung 2: Sei 4 eine p-nilpotente Gruppe mit abelscher p-
Sylowgruppe £ und K Zerfillungkdrper von Op,(Q) mit der
Charakteristik p. Dann haben die Blcke von @ in K folgende
Gestalt:

- E -1 8 .
by _xg'r To—l-(q}r—p,( T x(6)6, i=0,1,2,...
. GEOL, (W)
1

Insbesondere ist

1
b_ = z G der Hauptblock von 9.
o~ T0,: ¥ €0, ()

\

Beweis: Die Behauptung folgt aus Satz 1 mit R = €. ) ™

2. Blbcke von p-nilpotenten Gruppen

In diesem Abschnitt wollen wir die Bldcke einiger p-nilpotenter
Gruppen bestimmen.
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Satz 1: Sei 9 = < A,B| AP = B2 = E, B% = B* > mit r® = 1 mod q,
r ¥ 1 mod q und @q = 1 mod p. AuBerdem sei & eine primitive
q-te Einheitswurzel, und kv durchlaufe ein Vertretersystem fiir
die Nebenklassen der aus r erzeugten Untergruppen in der
primen Restklassengruppe modulo q. Dann sind

i a a p-1 Kk, (a-i)pf,A
b, = 2Bl und b, =2 ST (B™)
Ci=1 i=1 j=0
die Blbcke von @ in K. Die Defektdruppe von bo ist eine p-
Sylowgruppe von 9. Die Defektgruppe der anderen bi ist €,

Beweis: Es ist Op,(Q)'= < B> Aus Abschnitt 1 folgt, da8
q . q -3 -

£B' und b, =3 MEL FyhB!

= chv i=1

die Bldcke wvon 9 in K9 sind. Da Char K = p und
q =1 mod p sowie x(E) =1 ist, gilt
7

b, =_§ B' und b, =Z _% x(B~HBL.
i=1 chv i=1
Hierbei bezeichnen die Tv wie friher die Transitivitidtsgebiete
unter 4 konjugierter Charaktere von < B >. Die irreduziblen
Charaktere xk derkzyk11schen Gruppe %:= < B » sind definiert
. durch xk(B ) = € fur =0,1,...,a-1, wobei [ eine
primitive gq-te Einheitswurzel ist. Der Einscharakter Xo wird
bei der Bildung von b ~verwendet. Sei also Jjetzt k>0. Dann
sind xk(B) und xk(B b} xk(Br) = xk,(B) verschieden. Also wird

durch { xk(BA )1 §=0,1,2,...,p-1 } ein Transitivititsgebiet
konjugierter Charaktere beschrieben. Die Charaktere Xy und Xg
sind konjugiert denau dann, wenn ein j mit t = srY mod q
existiert. Dies ist denau dann der Fall, wenn s und t in.
derselben Nebenklasse der aus r erzeugten Unterdruppe in der
primen Restklassendruppe modulo q liegen. Deshalbbgilt

s oad s p-

z 2 %, (B HA%EL - p7i)(pi)A’

b, 2 2, 2% ' 5 kv( ) (
J=0 i=1

Da bo der Hauptblock ist, hat er als Defektgruppe eine p-
Sylowdruppe. Es wird kein erzeugendes Element aus < B > bei
Konjugation mit A festgelassen, denn ist (B})A = B!, damn

gitt B - g g wegen 1 *rmodq auch i = O.
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Da ord A = p ist und das Konjugieren mit A einen Automorphis-
~ mus auf < B > erzeugt, hat dieser Automorphismus die Ordnung p.

Ea ist Cq(AJ) =<A> fur j=1,2,...,p-1 und  somit

T AJ ) i % 0 filr 1 % 0. Daraus folgt die Behauptung. ]
Satz 2: Sei @ =< AB | A2 =B =E, B® =Bl 5 die Dieder-
gruppe der Ordnung 2n, wobei n eine ungerade natiirliche Zahl
ist. AuBerdem sei & eine primitive n-te Einheitswurzel. Dann
haben die Bldcke von ‘q in K9 fir den Fall Char K =
folgende Gestalt:

" n~1 G p s ‘ .
- 1 = 1J/pi,p—1 = n-
bo = Z B, by=ZF eMNBMBTH , =12, 00

Die Defektgruppe von b ist die 2- Sylowgruppe von q¢. Die
Defektgruppe der anderen Blﬁcke ist €.

Beweis: Es ist 0 ;(3) = <B > und da n eine ungerade Zahl
ist, gilt auch qq(< B> =<Bd> fur j=1,2,...,n0-1. Wie
frilher haben wir

n .

b, =ZB' und Bj =3 3 B “iypt

i=1 X€ET 3-
wobei T. Transitivitdtsgebiete unter ¢ konjugierter irredu-
zibler Charaktere von < B > sind. Die Werte der irreduziblen
Charaktere von < B > sind Xk (B) = ek fur . k=0,1,...,n-1.
Sie sind also durch ihren Wert bei B auf ganz < B> be-
stimmt. Wegen x, (B%) = x (B™!) = ¢" ¥ = x_, (B) sind x, und
Xn-k konjugiert. Weil ord A = 2 und n ungerade jist, sind
unter den Charakteren Xy mit K # O immer 2zwei Charaktere
konjugiert. Damit gilt

=5 -i “fyond _ B ~iyopi , p-i
by =2, (070 + x4y j(BTINBY = X x(BTH(BY 4 BT
n : . s n 3 4 i .
= Z x5(B)(BY.+ B = 3 (B + BT
i=1 i=1
fur § = 1,2,./.,851

Die Aussage ilber die Defektgruppen folgt weden Gq(Bj) =< B>
far j = 1,2,...,n-1 wie frilher. ]
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Definition:'Nichtabelsche Gruppen, deren s#@mtliche echte Unter-
druppen abelsch sind, heiBen einstufig nichtabelsche Gruppen
oder Rédei-Gruppen.

Rédei hat in seinen Arbeiten nachgewiesen, da8 diese Gruppen
entweder p-Gruppen sind, oder die Ordnung p®a® haben, wobei
P:q verschiedene Primzahlen sind, m,réN und r die Ordnung
von q modulo p ist. Im zweiten Fall handelt es sich um Gruppen
der Gestalt

F=<A>x%

wobei ord A = pm und ¥ eine elementarabelsche Gruppe der

Ordnung qf ist. Man kenn eine Basis Bo""’Br—l von ® so
wdhlen, da8
A _
Bo = Bl’
A _
By =B
A _
Br—Z' Br-ll )
A _ ~Co ~e1 “Cr-1
BL_1= (B,) (By) coe (Bp_y) s
wobei c. - die Koeffizienten eines irreduziblen Faktors des

1

Polynoms 3;5% uber GF(p) sind.

Satz 3: Die Bldcke der Rédei-Gruppen im Kbérper k sind wie
folgt bestimmt:

a) Wenn 9 eine p-Gruppe ist, so ist b0 = E der einzide Block
von @, und dieser hat die Defektgruppe ¢ = Q.

b) Wenn 9. nicht Primzahlpotenzordnung hat, so bezeichnen wir
mit XgiXgs.-osX r-1 paarweise nicht konjugierte

)/p
irreduzible Charaktere von %. Dann sind

- -1
by, = ZB und by =X x;(BLy(B+BA+ . 4BA )
Bew BC#

r
fur i=1,...,921 die Blécke von 9.
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Die Defektgruppe von bo ist < A >, und die Defektgruppe

der anderen Blicke ist < AP >.

Beweis: a) Die Behauptung folgt aus [4], Lemma 2.6.

b) Wie im Beweis von Satz 1 erhalten wir

b,=ZB ud b; =% I x(BLHB . fur i=1,2,... ,
Bk x(Ti B

wobei Ti Transitivitdtsdebiete untereinander konjugiertet

Charaktere von % sind. X sei ein irreduzibler Charakter von

% ungdleich dem Einscharakter. 3

Angenommen, es existiert ein 3 mit 0< j<p, so das

x(B) = x(BAJ) fir alle Besn gilt, dann wdre auch
x(B) = x(BA), denn jedes J mit obiger Eigenschaft erzeugt die
ganze zyklische Restklassengruppe modulo p. Wegen x(Bk) = x(Bﬁ)
fuer k = 1,2,...,r-1 gilt

-c ~-c.._
X(By) = x(By) = ... = x(B_y) = X((BY ©... (B__y) L.

Weil ‘s eine abelsche Gruppe ist, sind die Charaktere von t ]
bekannt. O.B.d.A. sei x(Bo) = €, wobei €& eine primitive q-te
Einheitswurzel ist und k € N, O < k < q gilt.

Wir erhalten €, -~ €y - ... ~c. q=1modq und damit
al (1 +ec,+ ey + ... + e 4). Aus
L@ 2 xr 1= (T ogx b e ) (£(X)

p-l '

folgt mit x =1 offenbar aq | £ 1 = p.
i=0

Das heigt  aber, nur fir den Einscharakter _ Xo kann

J
X, (B) = x(BA") gelten fur alle Be® und festes J§ mit
0 < j < p.

Bei Rédei-Gruppen sind alle echten Untergruppen abelsch, also

P
auch = < AP,% >, und deshalb ist BA =B fiur alle Bk,
Also liegen in Jjedem Transitivitdtsgebiet Ti genau P
irreduzible Charaktere von ®. Da es auBer dem Einscharakter

qf-1 irreduzible Charaktere von % gibt, existieren genau
r
s = 9 -1 verschiedene Transitivitdtsgebiete. Wenn Xys---oXg

ein System untereinander nicht konjugierter Charaktere bilden,
so sind
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= - _aP-1
by = = (kB + x (BT 4 L.+ 37T T))B |
Bcs "
= P
=3 ;B B+ ... +BY )
Bes

- r
fir * i = 1,2,...,3—5l die vom Hauptblock verschiedenen Blbcke
von 9. :

Wegen C (%) = E, C,,p.(®) =% und ap =0 in b, = T aB
<A> - <A"> E . i "pes E

g€ilt die Aussage ilber die Defektgruppen. -

Bemerkung: Um ein System von nicht konjugierten Charakteren von
#® zu finden, kann man folgendermaBen vordehen:

Auf Grund von Satz 1 kann man sich auf den Fall r>1 beschrén-
ken. ' Alle maximalen Untergruppen von % haben die Ordnung
qr—l. Ihre Anzahl ist (nach B. Huppert [2], III, Hilfssatz B:Sb,

r E_
S. 311) bestimmt durch L=}, und es gilt p | 31, da

a'=1 mod p und qél mod p. Der Normalisator einer maximalen
Untergruppe von # in @ hat den Index p. Es gibt also unter
q jeweils p verschiedene konjugierte maximale Untergruppen.
Man wahle ein System ‘1"""% von nicht kon jugierten

L
maximalen Untergruppen aus. Es gilt t s lp. Man setze

% = ‘i x <Bi> fir i =1,...,t, wobei Bi ein Element aus dem
Komplement von ‘i bezeichne. Verstehen wir unter € eine
primitive g-te Einheitswurzel, so ist durch xij(B):=1 flur

’ . - J 2 - b 3 =
Bcti und xij(Bi).-e fir 1 = 1, 00,0 und j=1,...,q-1

r_.. - s = - 3
ein System von 9—51 paarweise nicht konjugierten irreduziblen

Charakteren von % definiert. Wegen kerxij = ‘i kénnen Xij
und Xk1 fiir ik nicht unter " ] konjugiert sein, da

andernfalls ihre Kerne konjugiert sein m?ﬁten, was nicht der
Fall ist. Es gilt namlich kerx?j = 8% . Die Charaktere X

und Xik sind fir Jj*k aber offensichtlich nicht konjugiert.

Y

3. Die Blécke einer nicht p-nilpotenten Gruppe

In diesem Abschnitt werden wir die Bldcke einer Gruppe @
untersuchen, welche die Quaternionengruppe als Normalteiler ent-
hdlt. Dabei sei die Quaternionengruppe @4 definiert durch

B
= 2 _ p2 p4 _ 1 _
% = < By,By | B] = B;, B, = E, (By) =By .
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Satz 1: Sei @ = GL(2,3). Es gilt @ = <Ay & Ag> « @ mit

af =8 =E A Tla = a0

-1 - -1 - p-!l
A21B1A2 = By A1131A1 = le,
A7'ByA, = BBy, A]'ByA; = By

Die Gruppe 9 hat die Konjugiertheitsklassen

e; ={E},
ey = { B2},
cg = { By,B,,BB,,B3,B3,B 8BS 3,
o4 = { Ay 8yBy, AjBy, AyB, By, A5B3, A2, A2B3, 428, B3 3,
cs = { AZB%,aZB,,aZB,, A28 B,, 4,82, 4,83, 4,83,4,8,83 3,
cg = { A1,AyA|, AZA;, B ByA,,ByBJA,, BEA, ApB2A,,

ABsA , ABIA , AZB A, a2b2A ,aZB3A, 3,

- 3 2 3 2 3
cg { BIAI’ BZAI’ AZBIAI’ AZBIBZAI’ AZBIBZAI’ AZBZAI 3.

'

Die Klassensummen von c; im Gruppenring K¢ werden mit C
bezeichnet. Dabei sei k ein K8rper der Charakteristik 3.

Dann sind

b, = ~-C; - €5 - Cq,

“by = -Cy +'Cz,
by = ~C3 - Cg + Cq + Cgs
by = -C3 + C5 - C; - Cqg

die Blécke von 9@ in K. Die Defektgruppe von bo und b1
ist 3-Sylowgruppe von 9. Die Defektgruppe von b2 und b3
ist €. ’

Beweis: Man rechnet leicht nach, daB Cys €9, Cg, Cg, Cy, Cg die p
regulédren Konjugiertheitsklassen von 9 sind. Um das Produkt der
Klassensummen Ci und C. zu berechnen, kann man wie folgt
vorgehen: Man wihle ‘Di€ci und bilde das Komplexprodukt Dicj'
Fir beliebiges k bestimme man die Anzahl bk der Elemente von
Dic-, welche in Cx liegen. Deren Anzahl ist unabhingig von der

Wahl von Di‘
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Nun gilt

Auf diese Weise wurde folgende Multiplikationstafel berechnet.
€, G G Cs C7 Cq
Cl Cy C, Cy Cg Cq Cg
C, C; € G Cq Cq Cq
C3 034 C3 C3 -CG+C7+C8 -CS+C7+C8 —CS+C7+C8
Cs Cq Cg —CgtCqt+Cg Cg Cg3 Cs
C7 C7 C8 —ce+c7+cs 03 C3 C3
Cg Cg Cq —Cs+C7+C8 Cg ) Cg

Es ist Ny(<Ay>) 2 <Ap> x <Ap> x <B%>.
Da der Normalisator einer Sylowgruppe sein eigener Normalisator
'ist, kann Nq((A2>) in ¢ nicht den Index 2 haben. Deshalb
gilt oben das Gleichheitszeichen. Nach Folgerung 1 aus
Abschnitt 2 sind die Bldcke von Nq(<A2>) im K&rper K der
Charakteristik 3
’ 2 2
b, = -E - B wund b = -E + Bj.

Aus dem ersten Hauptsatz von Brauer und dem Satz von Osima
folgt, daB die Bltcke mit Defektgruppe & = <A2> die Gestalt

e, = -E ~ B% + a3C3 + ascs + a7C7 + 8808 mit 33’36’67’38 € K
und

- 2 <
e; = -E + B1 + b3C3 + bSCS + byCy + bBCB mit b3’b6’b7’b8 € K

haben. Wegen

eg = -E -~ B% + (ag - ag + ag - aga; - agag + a% - agag + a%)c3
+ (agag + aga; + agag - ag)Cq
- (agag + aga; + agag + a,)Cy
- (agag + aza; '+ ajag + ag)Cg = e, .
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ergibt sich

a38g + 8387 + agag = - ag, ,
Tazdg " 8387 - A833g + ag + a; = ag,
“agag ~ aga7 ~agag + &y + ag
Folglich ist -ag = a; = ag und -agag

1

Wir unterscheiden zwei Fille.

1. Fall: ag = a; = ag = 0.

—8.6 .

Hier folgt ag - a3 = ag und somit ag = -1 oder

2.Fall: ag ¥ 0.
Jetzt gilt ag = -1 und ag = 1, also ag = 1

oder

ag = 0.

ag = -1.

Es gibt damit folgende mBgliche Blocke von @ mit Defektgruppe

4 = <A2>:

eol = "CI - CZ - C3,
eoz = —Cl - Cz:
e,3 = C; - Cy -C3 ~Cg +Cq + Cg,

€oq = -Cy - Cp = C3 + Cg - Cy ~ Cq,
€e1; = _Cl'+ C2, ,
€419 = --C1 + C2 + 03’

€13 = € + Cp - C3 +Cg - Cy - Cg,

€14 = —Cy + C5 -~ C5 - Cg + Cp + Cg-

Bltcke mit Defektgdruppe ¥ haben weden Hilfssatz 2 aus

schnitt 2 die Form -

ey = d4Cy + dgCq + d,Cq + dgCg.
Aus eg = ey erdibt sich

e,y = Cgs

Sgp = Oy = Gy #°Cq * Cg,
€93 = —C3+CS - C7 - CB‘

Ab-

Unter obigen Idempotenten scheiden wir nun die zerfallenden aus.

Es gilt
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€02 = €01
€63 = o1
€04 = ©01
€12 T ©11
€13 = €11
€14 < ©11
€21 T €22
Da es nach
Defektgruppe
bleibenden
Idempotent

It

0000000

-

-

-

-

1. Hauptsatz genau zwei Blécke mit der

<A2> geben muB, milssen diese mit den ver-

+ €39s %5121
t ea3s €51823 =
+ eg9s €51922
+ €2y, €11%21
+ €33, ©11%23
+ €32 €11822
+ €93 ©22°23
Brauers
9 =
Idempotenten
€22

€51 und ey ibereinstimmen. Das
188t sich nicht aus diesen und €93 bilden,

ist also auch primitives zentrales Idempotent.
Analodes gilt fir
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Wolfgang Peters . )

Berechnung der linearen involutorischen Halbgruppen sechster
und siebenter Ordnung

N

Eine Halbgruppe ist bekanntlich eine nichtleere Menge mit einer
assoziativen Verknllpfung. Selbst im Fall einer endlichen Ordnung
n (der Anzahl ihrer Elemente) sind Halbgruppen von einer kaum
{lbersehbaren Vielfalt (vgl. etwa den Fall n=4 bei G. G. Forsythe
‘'[4]), so daB es sinnvoll ist, sich bei ihrer Untersuchung auf
bestimmte Teilklassen zu beschrdnken. Eine solche Teilklasse
bilden die von L. Berg [2] eingefllhrten linearen involutorischen
Halbgruppen, die ihrerseits. einen Spezialfall der komplementéren
Halbgruppen aus L. Berg [1] darstellen und daher insbesondere
additiv geschriebene kommutative Halbgruppen mit einem Nullele-
ment sind. AuBerdem ist in den linearen komplement#ren Halbgrup-
pen eine totale Ordnungsrelation erklért, die mit der Addition
vertrdglich ist, d.h., bezliglich der die Addition monoton ist.
In [2) wurden alle linearen involutorischen Halbgruppen n-ter
Ordnung mit n € 5 angedgeben, und es ergab sich fiir die Anzahl
k, dieser Halbgruppen (bis auf Isomorphie) im Fall 2 € n€ 5
die Formel

kn = 2n—2 (1)

In der vorliedenden Arbeit werden die entsprechenden Halbgruppen
fir n=6 und n=7 aufdestellt, wobei sich zeigt, daB

kg é 17 \und ko = 36 . (2)
ist und damit (1) in diesen F#llen durch kn 3 2"'2 z2u ersetzen
ist. Insbesondere ergibt sich fur die Zahl 1: der betrachteten
Halbgruppen n-ter Ordnung mit m erzeugenden Elementen in den

Féllen n =5 und n =6

m n-2
1,2 (1) »
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wobei das Gleichheitszeichen in foldenden Fidllen verletzt ist:
3 _ 2 _ 3 _ 11 14 _ )
1§ =7, 15 =86, 15 = 11, 14 = 12.

Die Ermittlung der erwdhnten Halbdruppen erfolgte mit Hilfe
eines BASIC-Programms auf einem Kleinrechner unter Beachtung der
foldenden

Charakterisierung {2]:

Bezeichnet man die Elemente einer Halbgruppe n-ter Ordnung

mit 1, 2,..., n und verwendet man die {ibliche Ordnungsréla-
tion sowie die Involution a* = n+l-a, so sind die linearen
involutorischen Halbgruppen im Fall n=6 diejenigen linearen
kommutativen Halbgruppen, in deren Additionstabellen als Zeilen
~und Spalten lediglich folgende 32 Mbglichkeiten auftreten
k¥nnen: '

Nr. Nr. :
1 1111186 17 222266
2 1111286 18 222366
3 1112386 19 2234686
4 111338 20 224466
5 112246 21 2335686
6 1123468 22 2345686
7 113446 23 2455686
8 114446 24 2555686
9 1222586 25 33366¢6
10 1223586 28 334666
11 123456 27 3456686
12 124456 28 3556686
13 1335586 29 4 46666
14 1345586 30 456666
15 1455586 31 566666
16 1555586 32 6 666686

Dabei muB die 11. Mdglichkeit, die zum Nullelement gehdrt, stets
vorkommen und trivialerweise die 32. ebenfalls. Umgekehrt k&nnen
die Mtglichkeiten mit den Nummern 8, 17 und 18 nicht auftreten,
da sie wegden der Monotonie der Addition weder vor noch hinter
dem Nullelement stehen kdnnen.

Durch systematische Auswahl von jeweils n Zeilen aus den Zn-!
m8glichen lassen sich unter Beachtung der Kommutativitit, der
Assoziativitdt und der Ordnungsrelation mit Hilfe des Computer-
programms [7] alle entspypgchenden Halbgruppen ermitteln. Im
folgenden werden sie fiir die Ordnung 6 und 7 angegeben.

AuBerdem wurden mit Hilfe zweier neuer Erzeugundsregeln einide
lineare involutorische Halbgruppen der Ordnung 8 und 9 ermit-
telt.

46



Um eine platzsparende Darstellung zu erhalten, sollen immer nur
so viele der Zeilen der Additicnstafeln angedeben werden, wie
zur eindeutigen Vervollstdndigung mit Hilfe der Symmetrie- und
Ordnungsrelation notwendig sind. Die Elemente unterhalb der
Hauptdiagonalen werden wegen der Symmetrie nicht angefiihrt.

Am linken Rand jeder Additionstafel wird durch die Ziffer O die
Position des Nullelements gekennzeichnet, die am oberen Rand
stehenden Zahlen sind die erzeugenden Elemente der Halbgruppe.

Bei der Betrachtung der Halbgruppen kann man feststellen, daB es
Paare gibt, deren Additionstafeln sich voneinander nur in einer
Position unterscheiden. Im folgenden fassen wir solche
“Zwillinge" stets zusammen. Die in den Tabellen auftretenden
Variablen bedeuten x=2, 3; y=3, 4; z=4, 5; u=5, 6 und v=6, 7,
wobei der erste Wert stets zum ersten Zwilling, der zweite zum
zweiten Zwilling gehBren soll. (a) bedeutet Erzeugende beim
ersten, /a/ beim zweiten Zwilling.

Die linearen involutorischen Halbgruppen Hg-

. 6 . 6 s 8

i Hi i Hi i Hi
(3)4 6 234 6 2 56
172 1111186 3 111111 4 111118
111286 111286 112386
12386 1338 133686
x 46 4 4 6 Y 456
0 586 (o) 586 56
; 6 6 6
1 3 5 6 12 456 1 3(4) 6
5 1111186 6 111116 7/8 1111186
22256 2225686 (o] 234586
2356 0 3458 y 556
o} 4 56 4586 5586
5 6 56 56
6 6 6

1 3. 5 2 3(4)5 3

9/10 1134486 11712 0 123 456 13 012345686
(o) 234586 2346¢86 2448686
y 66686 y 6 66 566 86
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2 3/4/

56 18 0 123456 16/17 0123 456
6 6 3 566 . 2558686
6 6 5666 5666

Die letzten drei Halbgruppen lassen sich in Klassen aus (2]
einordnen:

6 6 6
Hig Hig | Hyq
Ag Bos B3z -

Die linearen involutorischen Halbgruppen HZ

Durch Anwendung von Satz 4 aus [2] kann man fir k=1,...,17 aus
den Halbgruppen Hﬁ die Halbgruppen HZS-k (z.B. mit dem
Programm ([6]) erzeugen. Deshalb werden die ersten siebzehn
Halbgruppen 7. Ordnung hier nicht angegeben. Wenn wir wie im
Fall n = 6 zundchst mit Hilfe des Prodramms {5] die =zugehd-
rigen Zeilen und Spalten erzeugen, lauten die Additionstafeln
der Ubrigen Halbgruppen:

. 7 .o 7
i Hi i Hi
2 6 12 56
18 1114447 19 1114447
124457 224467
0 34567 0 34587
' 7777 7777
1 3 5 1 4
20 1114447 21 1133557
0O 2345867 0 2345867
34667 55777
7777 6777
1 34 8 _ "1 374/ 6
22 1134557 23/24 11345657
0 234587 - 0 234587
34777 z5777
7777 7777
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23456 2 3/4/ 6
25 0O 12345867 26/27 0 12345867
234577 234577
34777 25777
7777 7777
3 4 45
28 0 1234567 29 0O 1234567
255577 334677
66777 34777
7777 7777
2 4
30 0O 1234567 31 0 1234567
345677 35658677
5677717 6 777
7777 7777
23 (%) 23
32/33 O 12345867 34 0O 1234567
4468677 456677
z 8777 66777
7777 7777
2 3 4/5/
35/38 0 1234567
u6bo6e677
66777
7777

Die letzten sieben Halbgruppen lassen sich in Klassen aus [2]
einordnen:

7 7 7 7 7 7 7
H3o H3y H3y H33 H3y H3g H3g

Ag Doy Cq1 C3; Bos4 B3y Byq

Zwei neue Erzeugungsregeln

Aus jeder Halbgruppe Hn der Ordnung n lassen sich zwei

lineare involutorische Halbgruppen Hn und Hn der Ordnung
n+2 konstruieren, indem man - grob gesprochen - in der Addi-

tionstafel von Hn die Zeilen O wund o} verdoppelt und
einmal die "kleinere"”, zum anderen die "grtBere" der

“Nullzeilen" als neue Zeile festlegt.
In Hn sei a =0 und b = 0* = n+l-a > a. Die Erzeugungsprin-

zipien lauten im einzelnen folgendermaBen:
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Regel 1 zur Erzeudungd von Hn

W N

o

Die Elemente x mit x < a bleiben unverdndert.

Die Elemente x mit a € x < b werden durch x+1 ersetzt.
Die Elemente x mit b € x werden durch x+2 ersetzt.

Fiir alle Elemente x wird a+x = x gesetzt, a wird also
Nullelement von A .

Fur alle von a verschiedenen Elemente x wird
x+(b+1) := x+(b+2) gesetzt.

Insbesondere gilt (b+1)+(b+1l) := (b+2)+(b+2).

Regel 2 zur Erzeugung von Hn

1. Die Elemente x mit x € a bleiben unveréndert.

2. Die Elemente x mit a < x < b werden durch x+1 ersetzt.

3. Die Elemente x mit b € x werden durch x+2 ersetzt.

4. Fur alle Elemente x wird (a+l)+x = x gesetzt, (a+l) wird
also Nullelement von H .

5. Fur alle von a+l verschiedenen Elemente © x wird
(b+1l)+x := b+x gesetzt.
Insbesondere gilt (b+1)+(b+l) := b+b.

Beispiel:

Ausgehend von Hg mit O =2, O

*

3->4, 4—>6, 5—>»7 in beiden Fdllen sowie 2-—>3 bei Regel
vorgenommen,

11115 1.11.17, 11.1.17
12345 12.4.67
13445 =« 1.34.87 o« . 1.,
14445 1.46.67 ia.8.67
55555
i.66.67 is.6.67
7.77.77 77.7.77,
und man erhdlt
1111117 111111
$1EIEE it
B3 =Hlg : 1446667 B =Hl,: 144668
T 1566667 1456866
1666667 16668686
TTTTT90 777777

5@

= 4 werden die Ersetzungen

1
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mit 0=2, 0*=6 bzw. 0=3, 0*=5. Sieht man von O und 0* im
ersten Fall ab, so bleibt die Involution erhalten. Im ersten
Fall ist das alte Element 0* zugleich das neue Element 0*.

Diese Erzeugungsregeln lassen sich derart programmieren, da man
sowohl Bn als auch Hn auf dem Speicherplatz nur einer Matrix
der Ordnung n+2 erzeugen kann (vgl. BASIC-Programm [7]). In
allen durchgerechneten Beispielen wurde iberpriift, ob wirklich
lineare involutorische Halbgruppen entstanden sind; der allge-
meine Beweis dafilir steht jedoch noch aus.

Wendet man diese Erzeugungsregeln auf die in [2] angegebenen und
auf die in dieser Arbeit neu berechneten Halbgruppen an, so be-
kommt pan bei Beschrinkung auf diejenigen Halbgruppen, deren er-

ste Zeile nicht 1 1 ... 1 n lautet, die bekannten Halbgruppen
2 _ uyb 3 _ b 3 _ ud 4 _ .6 4 _ 46 4 _ 46
a4 ] Hg’ 325- He; Hz ; H5,7RS -5H11,7HS —SHQ, 34 ) 212, 7
Hg = H%O, ag = Hso, H‘g = H%Q, A3 = Hps, HZ = Hyy, A7 = Hgg,
Hy = Hpg. A = Hyy, Hg = Hy,

sowie die foldenden neuen Halbgruppen achter  und neunter
Ordnung, wobei an die Vereinbarung z = 4,5; u=5,6; und
v = 6,7 erinnert sei:

Einige lineare involutorische Halbgruppen der Ordnung 8

5 6 6
i . Hi Hi
1 34 6 12 4 6 7
9/10 111455058 11145558
2345878 2245578
345778 o} 345678
z 8888 z 8888
3 4(5)6 7 1 3 4(5) 7
11/12 (o] 12345678 113456¢68
2345688 0 2345678
345888 345888
z 8888 z 8888
3 4 7 1 3 4 7
13 0 123456178 11345668
2345688 0 2345678
355888 355888
68888 6 8888
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abschliefBend

Die vorhergehenden numerischen Ergebnisse sollen
durch zwei theoretische Aussagen erginzt werden.
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Hilfssatz : Ist Brqs Bpgs - .- Bpp die k-te Zeile der Addi-
tionstafel einer beliebigen Halbgruppe wmit den Elementen
1, 2,..., n und gilt apy = k, so kommen unter den ayj dieser
Zeile nur diejenigen Zahlen Jj mit ayj = J vor.

Beweis : Aus k+k=k und k +1i

j folgt wegen der Asso-
ziativitsat k +J k + (k + i) +

k i=J, also ap; = J.

Dieser Hilfssatz ist beim Assoziativitdtstest sehr niitzlich.
Satz : Die erste Zeile der Additionstabelle einer linearen
involutorischen Halbgruppe n-ter Ordnung mit

O=apzb=n+l-a = 0* hat immer die Gestalt 11 ... 1 n.

Beweis : Aus der Voraussetzung a 2 n+l-a folgt a 2 (n+1)/2

Aufgrund der Ordnungsrelation fiir die ersten a Zahlen der
ersten Zeile der Additionstafel gilt a;; = 1, i = Laimsws ‘8
Nach Hilfssatz 4 aus [2] tritt das Element- a;, =n in dieser
Zeile genau einmal auf, wihrend die Zahlen n-1+a, ..., n-1

dort nicht erscheinen ktnnen. Wdre nun in dieser Zeile eine Zahl
m mit 2 € m € n-a vorhanden, so miBte nach dem vorhergehenden
Hilfssatz ay, = m sein. Wegen m<€ (n-1)/2 < a gilt aber
ajn = 1 £+ m. Somit ist a;; = 1 fir i = at+l, ..., n-1.

Dieser Satz besagt, daB die Voraussetzung a < b der beiden
Erzeugendenregeln keine wesentliche Einschrinkung bedeutet, da
die nicht angefilhrten Halbgruppen bereits nach Satz 4 aus [2]
berechnet werden kénnen.

Bezugnehmend auf [2] sei noch bemerkt, daB

6 _ 4(2) 6 _ 2’ w8 _ g a7 _ @’ 7 _ :
fg = Hy ., Bjs = Eg, Hjg = Eg, B30 = Eg und Hyo = Eg  ist.

Herrn Prof. Dr. L. Berg, der diese Untersuchungen anregte und
betreute, méchte ich hiermit herzlich dafiir danken.
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Gerhard Mae8

An error estimation for quadratic splines with minimal curvature

Abstract

\
Quadratic splines were investigated by several authors (cf. for

instance {1, 2, 3] and the references, given there). Mettke,
Pfeifer and Neuman [1]) gave convergence results for the case of
monotone or convex interpolation, respectively. The problem of
minimal curvature (in the context of cubic splines) was consi-
dered by Dietze and Schmidt [2].

In an earlier paper (cf. [3]) we derived interpolating quadratic
splines with a minimal total curvature. The aim of this paper is
to give an error estimation

Ip(x) - £(x)| € Ch%

for the case that the interpolated function f 1is sufficiently
smooth.

Introduction
Let be given an ordered set of nodes Xy n=0(1)N,
a = x, < X <ol Kxy = b,

and a set of corresponding values f := f(x,), n=0(1)N. By p(x)
we denote the interpolating quadratic spline

N
P(x) := U p, (x), .
n=1 2,n
with
Pp (%) i= £, 4 + hyd 45 + (g,-d,_hys?, O0<s< 1. (1)

Here (as in [3]) we use the substitution Ix = xn_1+shn and the
abbreviations
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h, =%, - *n-1° 8, = (f, - £, 4)/h,

and compute the parameters dn recursively by

dn = Zgn - d,_gs n=1(1)N-1 , (2)
using the optimal (in the sense of a minimal total curvature)
starting parameter

d =g -2 3 (-1)Ia.(g. ;)
o~ %1 a; ;5 Jj*®3 *i-17
$ (3)

N 2.3
a; =n§jbn,, bn = 1/(hn(1+gn) ).

The error estimation

Let us assume f € Cz[a,b] with
I£7(x)] € My, [£°(E)-£"(n)] € LIExl, x, E, m € [a,b]. (4)
Then by Taylof’s formula we obtain in each subinterval [xn—l’xn]
B0 = £l grahy) = £y b St O )+ JeBEEn(Ey)
0ss< 1, E €ilx 4%,
and with (1) moreover the error function
Fp,n(X) 1= Py n(x) - £(x)
s - Ey Bty e - BB (R,

Again by Taylor’s formula we get

(5)

8o = (£ y#hy) =~ £04,_ 1)) /by = £y + £ (ny)

n, € Ix,_4,x,1

(6)

and therefore from (5)
= - g 1,2 2,00 "
o n(X) = bys(1-8)(dy_4~f7 1) + zhis®(£"(n )-£"(E ).

With the Lipschitz condition from (4) this implies the following
estimation
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Ity oM € Jhotdy 4 - £2 41 + 503 . ("
Now we show that the difference dn_fﬁ is of order 0O(h), where
h denotes the maximal steplength

h := max lxn - xn—l"

n

Using (6) one obtains for d —fé by rearranging the 0% in (3)
d-f2 = thy£"(ny) - N kzz by z LT P (8)

Since second order divided differences can be replaced by second
order derivatives (cf. for instance [4], p. 98),

€ " €51 _1 L.
H;TB‘;:; =3 f (Cj) s Cj € [xj-—Z’xj] s

we get for the inner sum in (8)
k s k-
—13yJ - -1 W (-1 ”
PSP T AU b £7(8y)
+ IS It (e, -2 (8 )
zjzz J J+1 ks
and with (4) the estimation
k 3 (ko1
252("1’ (gj—gj_l)s € hM,; + 2552 hj(hj__1+hj+hj+1)L
€ h(M, + § (b-a)L).
Hence, it follows from (8)

-

fd-£o1 < ZMZ + E k 2 byh(My + Z(b a)L) € 2(M2+(b—a)L)h (9)

The other dn—fﬁ can be estimated recursively. From (2) and (6)
we obtain again by Taylor’s formula
dy - £ =28, - T, - fa - g - )

- (d £2_0) + Bho(£7(ny) - £7(E)) .

"

n-1 ~

and therefore
ldn - fﬁ' € 'dn—l = f’ 1] + Zhn[‘ .
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Together with (9) we get

4y - 25 € 3 (Mpro-)Lb + & 3 nE < My + 200-a)Lh
and finally for rz,n(x) the required result

Ity o001 € J(3My + 2(b-a)Lyn? + F(b-a)n? = ch?
with

C:= My + (b-a)L .
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Peter M8ller

Zur Berechnung stabiler Oberflichenformen ferromagnetischer
Flussigkeiten

Im Rahmen der Untersuchung stabiler Oberflichenformen magneti-
scher Fliissigkeiten unter dem EinfluB eines homogenen Vertikal-
feldes (vgl. [2]) stellt sich das Problem des Auffindens der
kritischen Stellen eines {lber noch ndher 2zu beschreibenden
Riumen definierten Energiefunktionals. Mit dieser Teilaufgabe
soll sich die folgende Arbeit beschiftigen.

h 1. Die Problemstellung

Wir betrachten das Energiefunktional .

F(f.25e,%) = 1/2 (A%£,£) + 2/3 22(£, ) - 2/V3 L(1+e) (AL, £)
+ x/V3 Eg(f) + Ey(f) (1.1)

mit variablem (f,A) € HS x R* und den reellen Parametern ¢
und x. Zur Beschreibung der Riume Hz bezeichnen wir mit G1
das durch die Vektoren

wy = 2n(1;0) , wg = 7(1;V/3)
erzeugte zweidimensionale Gitter

{klw1 + k2w2 : kl,k2 ganzzahlig} .
Die Sobolevriume aller bezuglich G1 periodischen Funktionen
mit lber dem Periodenparallelogramm

Pl(O. wl’ wz:,wl + wz)
quadratisch summierbaren Ableitungen bis zur Ordnung s sollen
fir natiirliche Zahlen s die Bezeichnung H® tragen. Die
Ableitungen bis zur Ordnung s-1 dieser Funktionen sollen dabei

ebenfalls G1~periodisch sein. Ferner mége fUr die Elemente aus
H® die Beziehung
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f £ axjax, = 0 ' (1.2)
Py

Gliltigkeit besitzen. .
Die Funktionen aus H® lassen sich in Fourierreihen entwickeln:

£=F € elvX | x = (xy5%9) , £, =8, £,.4)=0.
w€G1
Hierbei kennzeichne Gi das zu G1 duale Gitter:
i = k.wi + kow, : k,,k, dganzzahlig } ,
1= {kgwi + kowy @ kyyky
wi = (L-1A8) 5wy = (0;2A3)
Filhren wir nun die Norm
2 2s 2
I1£15 = I1Pql Z twl T £ ] (1.3)
8 Voswea; w

und das Skalarprodukt

(u,v)g = ‘Pl'O*WEGi'“'ZSUWGW

ein und definieren die Rsume H® auch fur ganzzahlide negative
s als die Rdume aller Gl—periodischen Funktionen, fir die
(1.2) erfiillt und (1.3) endlich ist, so erhalten wir eine Skala
separabler Hilbertraume (vgl. [1]1).

SchlieBlich benennen wir mit HS die Teilrsume von H® aller
bezilglich Drehungen (um den Gitterwinkel 60°) von G1 in-
varianten H%-Elemente. Wir stellen fest, daB eine Funktion f
aus HS genau dann 2zu HZ gehdrt, wenn ihre Fourier-
koeffizienten fw' nur von den Zquivalenzklassen [w] aller
w € Gi g€leichen Betrages abh#ngen, also

- iwx

R R R
g€ilt. Wir vereinbaren fir die folgenden Betrachtungen s 2 3.

In (1.1) kennzeichne (.,.) Yas Lz—Skalarprodukt iiber Pl' A sei

der Operator -4 . Ferner bezeichnen Eg(f) und  E,(f)

Potenzoperatoren *dritten bzw. vierten Grades auf H® mit den
zugehdrigen symmetrischen, beschrénkten Multilinearformen
Ea(.,.,.) und B (.,.,.,.) - also  Ej(f,f,f) = Eg(f) ;

By f,£,£,1) = E (f).
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Die kritischen Stellen des Funktionals (1.1) ermitteln wir gem#f

'

0., (1.4)
0. . (1.5)

8¢ F(f.h56,%)
g& F(f,X56,2)

Bei der Lbsung dieses Problems wollen wir schlieBlich noch von
der Gliltigkeit der folgenden beiden Voraussetzungen ausgehen :

E3(fo) *+ 0, Eu f)) >0 fiir fo = f")/lfélO mit

iwix iwix i(wi+wl)x -iwix ~iwlx
Ve 4 e 172 + e 7, e 2

£ = e (1.6)
—-i(wi+wli)x
e 1 2 F)

|E5(£,£,h)| € const.1f12|hl,_ (1.7)

|E4(f,f,f,h)l € const.lflglhlz_s fur &11@ f,h € HS.

2. L3sungsverhalten im unterkritischen Parameterbereich & < O

Mit Hilfe der Formel

At = 3£ et Xw| (2.1)
wCGi

priift man leicht die Beziehungen

(Au,v) = (u,Av), ; (2.2)
(Au,u) 2 const.lulg (2.3)

fir alle u und v aus HS.

[3] entnehmen wir den foldgenden

Hilfssatz 2.1: Es seien E : V—> R ein homogenes Polynom vom

Grade n auf einem Banachraum V und E die zugehbrige sym-
metrische n-Linearform:

E(u,...,u) = E(w)
Ist |E(u)} € ¢ = const. filr alle u € V mit Iulv € 1, so ¢gilt
IE(ug, . cou)) € en/n!  fur alle (ug,...uy) € V2 mit

Max{lullv,.:.,lun|v} €1,
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Hilfssatz 2.2: Fir s » 3 gdelten die Abschitzungen
lEa(v,w,h)l € const. vl lwilhlg o
IEg(u,v,w,h)| € const.lullvigiwiglhly ¢

fur beliebige u,v,w und h aus HS.

Beweis: Bei fest gewsdhltem h € HS betrachten wir
E(v,w) = Ea(v,w,h) als Bilinearform auf HS. Fir sie sind die
Voraussetzungen von Hilfssatz 2.1 erfiillt, so daB die Aussage

IE(v,w)| € const.22ihl,_ /2! fur Max{ivig, lwi } < 1
GUltigkeit besitzt. Mithin finden wir
= v oW
1E(v,w)l = |"'s|‘"|s|E(tv|s'|w|s)| < const. |viglwiglhl, o .

Der Beweis flr E4 erfolgt analog. ™

Satz 2.1: Der durch F,(f,A,;e,x) = g5 F(f,4;¢,x) definierte
Operator bildet Hz x RY stetig ab in HS 2,

Beweis: Der Operator F1 ordnet jedem (f,L) € Hz x Rt das
Bild
(a%f + 4/3 A2f - 4//FR(14€)AL, ) + VBaBg(£, £, ) "+ 4B (£, 1,£,.)

zu. Fir festes v und w definiert 1l(h) = Es(v,w,h) nach
Hilfssatz 2.2 ein lineares, beschranktes Funktional auf HZ-s
mit dem Definitionsbereich HS. Ist k(.) die stetige lineare
Fortsetzung von 1 auf Hz's, so vermittelt :

k(h) = (Ag(v,w),h)  fur alle h aus HZ™S (2.4)
eine isometrische und isomorphe Abbildung zwischen den R#umen
(H27%)>  und H%2, (Das eindeutig bestimmte Ky(v,w) _ist
selber natiirlich eine Abbildung des Raumes H; x Hz in Hs~2.)
Wir schranken (2.4) auf H® ein,

1(h) = Eg(v,w,h) = (X3(v,w),h) fir alle h aus HF, (2.5)
und diirfen E3(v,w,.) mit K3(v,w) identifizieren.

Analog finden wir fir festes (u,v,w) ein eindeutig bestimmtes

H% 2~ Element 34(u,v,w) mit

E4(u,v.w,h) = (K4(u,v,w),h) fiilr alle h aus HS (2.8)
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und identifizieren schlieBlich auch (A§,.) mit A§ fiir
Ag(f.hze) = A%f + 4/3 222 - /3 A(1+e)af € B2,
Mithin heben die Bildelemente des Operators F; die Gestalt
Ag + V3xK3(f,£) + 4Ky (f,£,€) € BSTZ,
Es 1ist einfach zu sehen, daR sich die Multilinearitiatseigen-
schaften von E; und E, auf X; bzw. K, dbertragen.

Darfiber hinaus nutzen wir die Isometrieeigenschaft von (2.5),
(2.68) in Verbindung mit Hilfssatz 2.2 filr folgende Absch#tzung:

= sup {IEa(v,w,h)l}

B3V, igp = IBg(vow
Ihls_2€1

HZ—S);
<€ const.lv|slw|s .

ist also eine stetide, symmetrische Multilinearform und
Ag(f) = Za(f,f) der zugehdride Potenzoperator auf HS. Ent-
sprechende Aussagen gelten fiir A4(f) = K4(f,f,f). Somit ist die
Stetidkeit von F1 nachgewiesen. ™

Wir bilden nun die Fréchet-Ableitung
2 F(0,075e%,%%) = (A28 D2 - 44T 1e’A 2.7y
und schreiben diese in Fourierreihendarstellung auf:

< 87 F 10,1757 ,%°),h > _
=3 h,((lwl -2/3 22 - 4y Lertvhed™ L (2.8)
wCGi

Hieraus erhalten wir fiir negatives ¢’

Ker(3g F;(0,%%;e”,x")) = { 0}
und somit die Invertierbarkeit des Operators (2.7). Die Stetig-
keit dieser Inversen folgern wir aus den nachstehenden Berech-
nungen. .

ey 1= (-4/VR’e’ >0 , M= gf Fl(o,k’;e‘,z’))_l s

3 2 2
M(< F.(O,A%;€’,2”),h>)|1% = |hi
(<32 F1 € =g s 25-4,, (2,4
= [Pyl Z twi th, 1 “ 1wl
O+weGy

und infolge von 1 - 2A°/(¥3Iwl) 2 1 - 1//3 im Falle [w]| 2 21’
sowie cl/lwl > cl/(2k’) im Falle |wl < 2x° gilt fir w € Gi



1wl < ( Min{ey/(227), (1-1BZH 2wl -2/3 1) 24c )2,
Dies filhrt auf
IM(< 5 F1(0,x7;67,%°),05)12 € consti< §5 F (0,756 ,27), 012 _,.
Nach dem Satz iiber implizite Funktionen existiert folglich ein
relles ey > O derart, daB sich fiir

Max{ Iflg , IA°-Al , le’~-el , l=x’-xl} < e, (2.9)

die Gleichung Fl(f,k;e,x) =0 in eindeutiger Weise nach
f = f(A,e,x) auflsen 138t - man beachte, daB (1.4) fur
(f,A;€,2) = (O,A’;e’,x2”) erfilllt ist. Nun ist aber unabhingig
von der Wahl der GroBen v g €’ und x’ die Funktion
f = f(R,e,x) = O eine und mithin in der Kugel (2.9) die einzige
Losung von (1.4). Es tritt folglich unter der Voraussetzung
€ < O keine Bifurkation ein.

3. "Kleine” L8sungen der notwendigen Stabilit#tsgleichungen

Fiilr den kritischen Parameterwert €&’ = O existiert ein nicht-
trivialer Nullraum des Operators (2.7) zu gewissen Eigenwerten
A’, von denen der kleinste gleich 1 ist. Wir stellen die Frage
nach der Aufl8sung von (1.4), (1.5) in einer "kleinen" Umgebung
von (Ifl_,Ak;e,%) = (0,1;0,2). Aus

,

<8 F1(0,1;0,x"),h > = 2 h (lwl -2/v/5)% &I" (3.1)
wcGi
schlieBen wir, daB der Operator gf FI(O,I;O,z’) den eindimen-
sionalen Nullraum

N = { cfo : c reell } (3.2)

{iber Hz besitzt (vgl. (1.6)). Unser weiteres Vorgehen stiltzt

sich auf die Methode von Ljapunov-Schmidt. Der Nullraum N ist
Wertebereich eines Projektors P in H® und eines Projektors
Q in Hs—2' Die orthogonalen Komplemente von N in HS bzw.
in HS72 werden wir mit N bzw. Nf bezeichnen; auf sie pro-
jizieren (I-P) bzw. (I-Q). Durch Ausnutzung der Eigen-
schaften der Fourierreihen gewinnen wir auf einfache Weise die
folgenden Resultate: Fur alle v ¢ HY mit t » 3 gilt

(£,,V)p = 0 &= (f_,v) =0 . (3.3)
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Es seien f= 3 fel¥ ¢HS und g= T g.ei"™ ¢ g5 2 .
weGy ¥ & weGy v %
Dann gilt
a) fN' = £ = 0 fur alle weG] mitiwl = 243 ,

b) gEN &> g, = 0 fur alle weG] mit |wl = 243 , (3.4)

c) gEN &> g, = 0 fur alle weG] mitlwl + 2/V3 .

Zu ldsen ist das System

Fy(f,A5e,x) = (A-2/V3 AD)2f - 4/V3 heAf +
' + V3xAg(f) + 4A4(f) = O (3.5)
Fo(f,2;€,2) = 4/3 A(£,£) - 2/F (1+e)(Af,£) = O (3.6)

Jedes Element f aus HS ist auf eindeutige Weisé in der Form
f = Pf + (I-P)f

darstellbar.

Im AnschluB an die nun folgenden Rechnungen weisen wir nach, das
die gesuchte L8sung f des Systems (3.5), (3.6) keine Funktion
aus N' sein kann (s. Satz 3.2). Unter dieser Voraussetzung
dilrfen wir vom Ansatz

£=8(f, + £) , Sreell, £,°¢ N, d.h. (f,,£,) =0, (3.7)
ausgehen.

Hilfssatz 3.1: Der Operator A bildet N in N und H:nN* in
e
N ab.

Zum Beweis benutzen wir dié Eigenschaften der Fourierreihen
sowie (3.3).

Wir wenden nun auf beide Seiten von (3.5) Q@ bzw. (I-Q) an und
erhalten das hierzu #quivalente System

(A-2/VF A1)28E - 4/VF LeASE, + x/3RA (£ +£1)52
+ Qa2 +e)8% = 0, (3.8)
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4

(A-2/¥F A1)28E, - 4/VF ReASE] + x/B(I-Q)Ag(£ +£,)52

~3 _

+ AI-Q)AL(f +£4)8° = O . (3.9)
Bezeichnen wir nach Kirzen von § (Wir suchen L8sungen £+0.)
die linken Seiten von (3.8) bzw. (3.9) mit L(fl,g,k;e,z) baw.
R(fl,g,k;e,n) und {iberfithren (3.6) in

S(£,,8,456,) = 4/3K((£,,£)+1) - 2T (1+e)((Afy, 1))

+2/f3) =0, (3.10)
so gilt:

§7,R(0,0,1;0,x") = (aAAD2 : N —> 8572, .

2. R(0,0,1;0,x°) = 0 : R —> B2,

g—flsm,o,x;o,x') =0 . N — R,

25 5(0,0,1:0,2") = 4/3 :R —> R .

Es folgt
Ker( %fln(o,o,no,u’)) ={0}
aufgrund der Beziehung

(A2 /V31)%v = 0 e s v e vl 252 = 0
weEGS
1

Jwi+2/43
> v =0 fiir v € NL.

-

Wegen Ve T O fur |wl = 2//3 ist auch die Ungleichung
iviZ < const. | (A2/VAD)2vIZ_,

erfillt, so daB8 die stetige Invertierbarkeit des Operators

g?IR(O,O,l;O,u’) gesichert ist. Beachten wir nun noch

R(0,0,1;0,2’) =0 , 8(0,0,1;0,2") =0 ,

so 148t sich wiederum der Satz {iber implizite Funktionen anwen-
den, nach welchem ein reelles eq > O existiert, so daB fiir

Max{if1|$,l§1,lk-ll,lel.lz—u’l} < ey (3.11)
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das System (3.9), (3.10) in eindeutiger Weise nach
£, = fl(g;e,a) , A = A(S;e,x) aufldsbar ist. Die L&sunden
sind 2zudem analytisch. Wir wollen dieses Ergebnis flir den Fall
x’ = O verwenden. Wird dageden x’ # O, =2 also nicht mehr
"klein", so suchen wir auf v8llig analogem Wege L8sungen
(fl,E,L;e) von (3.9), (3.10). Diese (wiederum eindeutig
bestimmten) Potenzreihen f1 = f1(§;e) und A = A(S;e) dgenligen
unserem System in einem Gebiet

Max{If,lq IS, 12-11,1el} < ey (3.12)

fir ein gewisses eg > 0.

Wir stellen diesen Fall bis zum Ende des dritten Abschnittes zu-
ndchst zuriick und wenden uns dem erstgenannten zu. Hier ist

a= ~i_j k ) 4
f1 fi jZ os EvVx aijk s 8fjk € N,
- ~i J k ;.
A _i_ jz Os €Y% bijk ’ b:,i.jk €R (3.13)

in (3.8) einzusetzen. Vorher bestimmen wir filr i+j+k € 2 die
Koeffizienten aus (3.13) durch Koeffizientenvergleich in (3.9)
(Man beachte die Invertierbarkeit von (A-2/ 3&1)2 auf N° for
hinreichend kleines el.) sowie Einsetzen in (3.10). Wir finden

- ~‘ ~2 ~ . ~i j k
1 = 21015% * 850057 * S, & 0% ¢ %ijk c %k ¢ N mit

A= (1se) (AL, £)) + 2ENE/2 (B (-DP(EL2)) (3.14)
n=

(Diese Reihenentwicklung konvergiert, falls nur e; <1 ge-
sichert ist.), also

- ~2 i J k
A= (1+¢) + 8§ i+j§k>25 €V bijk s bijk € R. (3.15)

Nun erhalten wir durch Einsetzen in (3.8)

L(£;,8,%5e,x) = (-4/3 €2 - 8/3 e)f, + Q(VAxSAg(£,)

+ a82a,02.)) + §ZO+_§¥>2§ierk o4 5k
1+

mit c;; aus N. ( Man beachte dabei Af, = 2/¥3 £,.)
SchlieBlich ergibt sich aufgrund von
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(L(£,,8,;¢e,x),f ) =0
(vgl. (3.8)) die Beziehung

0 = -e2 - 2¢ + 3/3/4 xBE4(£,) + 382E(£,)

~i i k _, ~2 s
+iij§k}28 € V2 cjik)s > Cijk €R. (3.186)
Mit
a:= J§E3(fo)/(4E4(fo)) *#0 , b:= —2/(3E4(f0)) <0 (3.17)

(vgl. (1.8)) reduziert sich unser eingands gestelltes Problem
nunmehr auf die Aufldsung der Gleichung

0 =382 + ax¥ + be + 1/2 be? + ¥y, (2) = ©(§,e,%) (3.18)

nach §. In diesem Zusammenhang wollen wir die Bezeichnung

Py (k) fiir eine konvergente Potenzreihe in den reellen

Variablen ay,...,a, vom Anfengsgrad 2k verwenden. Infolge
des WeierstraBschen Vorbereitungssatzes diirfen wir

t(8,e,%) = (82 + Sa(e,x) + r(e,x))t’ (§,6,x) (3.19)
im Konvergenzgebiet der rechten Seite von (3.18) fiir dort
konvergente Potenzreihen t’(S,e,x), aq(e,x) und r(e,x) mit
den Eigenschaften

t’(0,0,0) # 0 , q(0,0) =0 , r(0,0) =0 (3.20)

setzen. Aus Stetigkeitsgriinden existiert folglich ein positives
eé [ 4 e; derart, da8 fur

Mex{iS|,lel, x|} < e (3.21)
die Gleichung (3.18) #Hquivalent ist zu
0 = 82 + Ba(e,x) + r(e,x) . (3.22)

Koeffizientenvergleich in (3.18), (3.19) ilberfithrt (3.22) in die
Form

0 =32 4 Bax + be + §(ep, (1) + p,,(3)) + e%p_(0) + ep,, (2).
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Es bleibt zu untersuchen, wo die L&sungen

)9 = -ax/2 + B, (3) + ep, (1) + (a®x%/4 + b, (4)
+ ep, (2) + e?p, (0) - be)l/? (3.23)

dieser Gleichung im Gebiet (3.21) reelle Werte annehmen. Wihlen
wir eine beliebige positive Konstante c" < —az/(4b), so gilt
das filir alle (&,x), welche der Forderung

lel € c"xl (3.24)

genijgen (falls nur eé hinreichend klein gewshlt wurde). Setzen
wir dagegen € > O voraus, so kann auch die Bedingung (3.24)
fallengelassen werden. Dariiber hinaus k&nnen keine den
relevanten Parameterbereich erweiternden Feststellungen
getroffen werden.
Wir entwickeln in (3.23) die auftretende Wurzel im Gebiet
(3.24): .
8,5 = ax/2(-1 3k§o(—4b/az e/=2 2y + o(1x1).
Damit gelangen wir zu

: n

8, ~ ax/2 3 (-4b/a? e/x2)k (1?)
k=1 o (3.25)

3, ~ ax/2 (-2 —kgl(—4b/a2 e/s2)k (1{2y)

Das n ist hierbei so zu wihlen, da8 der Ausdruck
n
3 ¢-4b/a® e/x%)k
k=1

kein O(Ixiz) darstellt. Dieser Forderung geniigen wir, falls
ein reelles, positives f existiert, so daB

lel » const.|x)2 * 2/m -8 (3.26)

erftillt ist. Jetzt soll die Entwicklung der Wurzel in (3.23) fiir
den Fall

let > ¢ x?

erfolgen. Wir finden
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L]

I+

312 (-be)/2 - axs2

I+

n
(-be)1/2 3 (-a?<P/caveRHE)

falls ein B > O existiert mit

tel > c;ﬁst.iell/z +1/(2n) - 8 | ‘ (3.27)
PR (-be)1/2 _ axy2 , falls ein B >0

existiert mit
fxl > const.ie13/2 = B und || € const.lel , (3.28)
S1,0 %t (-b)1/2 | £alls fx) < const.fe)3/2, (3.29)

Wir fassen das bisherige Ergebnis zusammen. Die notwendigen
Stabilitdtsgleichungen haben neben (f,A) = (0,A’) fir belie-
biges A’ aus R' in einem Gebiet (¢,2) € K eindeutig be-
stimmte Lésungen (f,2) = (£f(e,=x),A(e,=2)) , £ + O. Diese Aussagde
bleibt auch auBerhalb von K fiir "groBe” Parameter x unter
gewissen Voraussetzungen (vgl. nachstehende Rechnunden) gliltig.
Zur Charakterisierung des erwdhnten Parametergebietes K nehmen
wir an, .daB Ki eine Kreisfldche mit gewissem positivem Radius
und Mittelpunkt (0;0) ist und bezeichnen mit K2 die durch

{(e,x) : € < —c"=“}

definierte Fldche. Fir Kl e Ki \ {(0,0)} ist dann K = KI\KZ'
Ferner sei K3 = {{e,=x) : € > c"=2” , (e,x) € Kl} . Die genannten
Ldsungen lassen sich unter Beachtung von (3.7), (3.14) wund
(3.15) ndherundsweise bestimmen, und zwar

~

in K,\(K,uk,) gem#8 §, =0 + h.o.t. , §, = -ax + h.o.t. ;

. 1 2"737 | 1 172 2

in K5 dgemd8 Sys2 = % (-be) + h.o.t.
In gewissen Untermengen von Kl\(K2“K3) ,bzw. K3 kdnnen diese
Naherungden mit hbdherer Genauigkeit angedeben werden (siehe
(3.25) bis (3.28)).

Richten wir nunmehr unsere Aufmerksamkeit auf den bereits
angekiindigten Fall der Lésung der notwendiden Stabilitatsglei-
chungen fiir "groBe"” Parameter =x.
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Im Gebiet (3.12) finden wir die eindeutig bestimmten LSsungen
(fl,L) in Form konvergenter Potenzreihen und erhalten durch
Koeffizientenvergleich in (3.9) und Einsetzen in (3.10) analog
zu den bisherigen Rechnungen

_ L o ~i 3
fl = ayoes + si+§$ls €° a;5 853 ¢ Nt ,
_ ~ ~i_j
A=1+¢e + ?.%&Os [3 bij' bij €R,
was durch Einsetzen in (3.8) auf
0 =8 +de +de/2 + (80)%p,(0) , d := -8/(3v3E4(£,))

fiihrt.. Mit Hilfe des Weierstrafischen Vorbereitungssatzes {iber-
filhren wir diese Gleichung in

= (3 ' i ~ 3.k
0 = (S« +i§6815 )j E;o(sz) € bty ., > €5 bty €R.

Hieraus erhalten wir durch Koeffizientenvergleich fir
lel < eg 0 < eq < ey
die Losung s = -de/x + O(|e|?).

AbschlieBend ist Satz 3.2 nachzutragen.

_ Satz 3.2: Es gelte O # g ¢ N“. Dann ist g keine Lésung des
Systems (3.5), (3.8).

Beweis: Wir untersuchen die Aufldsbarkeit von (3.5) nach f. Es
gilt F1(0,1;0,u’) = 0, und die stetige Invertierbarkeit wvon

8 F1(0,1;0,%’)  ist suf N gesichert. Somit ist (3.5) nach

dem Satz,ﬁbér implizite Funktionen fiir ein positives, reelles
ey und Max{lfls,lel,Ik—ll,lz’—al} < ey in eindeutiger Weise
nach f aufllsbar. Da (3.5) jedoch fiir beliebige A, € und =
die L8sung f(X;e,x) = O besitzt, existiert eine Umgebung von
(£,h;e,%) = (0,1;0,2’), in welcher (3.5), (3.6) uber N nur
Lésungen des Typs (0,A,e,x) aufweisen kann. ]
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Ober Fehler-korrigierende Codekonstruktionen

Autorreferat der Dissertation A

In der Dissertation untersuchen wir hauptséchlich Codes in der
Lee-Metric und Gber Graphen definierte Codes.
Es gelten folgende Satze fir die erstgenannten Codes:

Satz: Eine notwendige und hinreichende Bedingung fir die Exi-
stenz eines perfekten e-Lee-Fehler-korrigierenden 2-dimensiona-
len Codes iber dem q-elementigen Alphabet (q > 2) ist, daB

292 + 2e + 1 ein Teiler von q ist, '

Satz: Ein perfekter 1-Lee~Fehler-korrigierender n-dimensionaler
Code dber dem g-elementigen Alphehat (q>2) existiert dann und
nur dann, wenn q" = (2n+1)h ist, wo r und h natidrliche Zahlen
sind,

Weiterhin wird eine Konstruktion angegeben, die durch Kombina-
tion von Codes mit kleinem Codeabstand iber einem kleinen Al-
phabet zu Codes mit grdBerem Codeabstand Uber einem grdBeren
Alphabet fihrt, Verschiedene spezielle Félle dieser Konstruk-
tion werden untersucht,

Im 2weiten Teil der Dissertation werden Codes iber Graphen un-

tersucht, Wir betrachten einen gerichteten Graphen G mit der

Knotenmenge V. Fir zwei beliebige Vektoren v und v' € Vv'* defi-
n

nieren wir den G-Abstand d(v.v') = é dg(vyevy) mit

0, wenn entweder v, = v! oder der Bogen WV V!
d_(v,.v!) = i i i'1
G''i'71 existiert,

1 sonst,
In analoger Weise 1&Bt sich dG(!,!‘) fdr ungerichtete Graphen
definieren,
A(n,e,G) bezeichne die maximale Anzahl von Codewdértern in einem
e-Fehler-korrigierenden n-dimensionalen Code dber G. B(n,d,G)
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bezeichne die maximale Anzahl in einem Code der Lénge n mit dem
minimalen G-Abstand d,

Satz: Es sei G ein gerichteter Graph mit der Knotenpunktmenge V,
dem ein ungerichteter Graph 6™ mit derselben Knotenpunktmenge V
durch folgende Vorschrift zugeordnet sei: Zwei Knotenpunkte v
und v' von G™ werden durch eine Kante verbunden, wenn in G der
Bogen VW' oder V'V existiert, oder aber wenn es einen Knoten-
punkt z von G gibt, so daB die Bégen VZ und V'%z in G existie-
ren, Dann gilt A(e,n,G) = B(n,29+1,G").

Man kann ausgehend von "guten" Codes beziglich der Hamming-

Metrik auch "gute"” Codes iber gewissen Graphen G konstruieren,

wir fihren die GréBe 6(G,d) = lim sup &\ /B(n,6,6) ein, die sals
n

eine Verallgemeinerung der Shannon-Kapazitét von G angesehen

werden kann,

Satz: Es gilt fir einen beliebigen Grephen G und eine beliebige
natirliche Zshl & die Gleichheit 8(G,d) = 8(G,1).

Zum SchluB wird eine gewisse Klasse von Codes Uber Graphen be-
trachtet, die fir praktische Anwendungen von Interesse sind,
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Rostock. Math. Kolloq., 35, 77 - 78 (1988) 42A10

42A15
Jirgen Prestin

Approximation in periodischen Lipschitzréumen

Autorreferat der Dissertation A

In der Arbeit werden klassische Konvergenzaussagen der Approxi-
mation einer periodischen Funktion durch trigonometrische Poly-
nome in den Grundréumen C und LP auf Aussagen in Lipschitznor-
men, insbesondere mit Angabe von expliziten Konstanten, erwei-
tert, Erste Resultate in dieser Richtung stammen von PréBdorf
(1975), ProéBdorf/Silbermann (1977), Leindler (1979, 1985) und
Stypihski (1979), '

Eine Funktion f liege in einem Lipschitzraum

x"® (r 6 N,, 04B€1, x=LP, 1¢pcoo, oder X=C), falls die r-te
Ableitung von f in X existiert und eine Lipschitzbedingung mit
dem Exponenten B erfillt, Wir betrachten die dazugehérige Lip-
schitznorm, gegeben durch

r
-8

Neben der Fourier-Summe Snf und deren de la Vallée Poussin-
Mitteln

n
1 Z
6n.1f = T - 8, f (0£14n)

interessieren fir die Approximation der Funktion f € xm"spe-
ziell Interpolationspolynome Ln lf = 6n 1Lnf Uber &quidistanten

Knoten X (k=0,....,2n) mit Lnf(xk) = f(xk).

Solche Fragestellungen beziglich der Konvergenzgeschwindigkeit
in einer Norm "‘"p,r,B spielen in numerischen Anwendungen, z, B,
beim néherungsweisen L&sen von singuléren Integralgleichungen,
eine besondere Rolle,

‘Es zeigt sich, daB die Konvergenzordnung wesentlich von

m+x-r -820 abhéngt. Ein typisches Resultat ist der folgende
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Satz: Es seien O<1l4n, 1<p< o, aam+d-r-820 und f € x™%_ pann
gilt fir noo

o(n~8) fur O<a<1,

If - &, lfup,r,B = 1 1-a .
' O(ﬁ(n-1+1) ) for a>1,

Ferner werden Ergebnisse fir die beste Approximation in Lip-
schitzrédumen angegeben, Mit Hilfe eines Jackson-Typ-Satzes und
einer Bernstein-Typ-Ungleichung kann die Glattheit einer Funk-
tion durch verschiedene Aussagen Uber beste Approximation in
Lipschitzréumen &quivalent umschrieben werden, Dabei werden
Klassen von Polynomfolgen angegeben, die in Lipschitzréumen
gréBenordnungsméBig bestapproximierend sind, Weiterhin sind
einige Ergebnisse auf den Fall verallgemeinert, daB die Glatt-
heit der Funktion f Uber dem Grundraum Y gegeben ist und in
einer Lipschitznorm iUber X gemessen wird, Diese Resultate wer-
den in Kapitel 4 auf die schon betrachteten Polynomfolgen ange-
wandt, Fir die de la Vallée Poussin-Mittel der Fourier-Summe
heiBt das, daB die Konvergenzordnung von f € Y™'® in der Norm
von xr,B fir alle Parameter Y=L9, xaLP, 1€p,q<€o0 , O€rsm,
O%d,B841 und r+B<m+a+d(p,q) angegeben wird,
Fir die Polynome Ln.lf ergeben sich auch in dieser allgemeinen
Form groBenordnungsméBig gleich gute Resultate, falls zusétz-
lich m21 gefordert wird. Fir m=0 erhdlt man erwartungsgeméB nur
Ergebnisse fir Funktionen mit einer Lipschitzbedingung iber C,
Aber auch fir Funktionen beschrédnkter Variation erzielt man
entsprechende Aussagen, die z, B, ein Resultat von Zacharias
(1981) wesentlich verallgemeinern,
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Rostock. Math. Kollogq. 35, 79 - 80 (1988) 62F35
62H99

Hartmut Domrdse

Die Robustheit von Auswahlverfahren zum Indifferenzbereichs-
problem gegen Nichtnormalitét

Autorreferat der Dissertation A

In der Arbeit werden Entscheidungsvorschriften zum Bechhofer-
schen Indifferenzbereichsproblem zur Auswahl der Populationen
mit den t grdBten Mittelwerten aus einer Menge von a > t un-
abhéngigen Populationen unter verschiedenen Nichtnormalvertei-
lungen verglichen.

Bechhofer entwickelte 1954 eine Stichprobenplanung fiir eine auf
den Stichprobenmitteln basierende Auswahlregel unter den
Voraussetzungen der Normalverteilung und der Varianzhomogenitdt

filr folgende Aufgabenstellung. Sind u(l)s ve. € “(a) die der
Gré8e nach geordneten Mittelwerte, so soll unter der Indiffe-
renzbereichsbedingung Hia-t+1) ~ “(a-t) 2d20 die Wahr-

scheinlichkeit einer richtigen Entscheidung (RA) einen vorgege-
benen Wert 1-8 (O < 8 < 1) nicht unterschreiten. Eine Aus-
wahlentscheidung heiBt richtig, wenn die t ausgewdhlten Popu-
lationen genau diejenigen mit den Mittelwerten Hia-t+1)’ "
<M (a) sind.

Wir nennen in der Verteilungsmenge G ein Verfahren ¢€(8) - ro-
bust gegen Abweichungen von einer vorausgesetzten Verteilung F,
wenn unter P(RA/F) = 1-8 gilt 225 P(RA/g) 2 1-B-€(B).

In unseren Robustheitsuntersuchungen wurden bis auf den Mittel-
wert identische Verteilungen in allen a Populationen und die
ftir das Mittelwertverfahren unter der Normalverteilung ungiin—
stigste Parameterkonfiguration

M(1y) = -+ = H(a-t) - Mia-t+l) ~ d = msx = Hea) ~ d benutzt.
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Diese Konfiguration minimiert P(RA) {iber alle der Indifferenz-
bereichsbedingung genligenden Konfigurationen.

Als die einer Auswahlvorschrift zugrundeliegenden Lageschétz-
funktionen betrachten wir den Mittelwert, zwei getrimmte Mittel,
zwei Sch#étzfunktionen, die auch einen Teil der kleinsten und
grdBten Stichprobenwerte verwerfen, den kleinsten und gr¥s8ten
noch akzeptierten aber Gewichte {iber Eins zuordnen, den Median
und eine Linearkombination aus Median und den Quartilschiétzun-
gen.. Weiterhin wurden zwei in der Literatur beschriebene adap-
tive Verfahren, die vor der Auswahlentscheidung eine Klassifi-
kation der Verteilung vornehmen, und ein Rangsummenverfahren in
die Untersuchungen einbezogen.

Die betrachteten Nichtnormalverteilunden werden durch die Mag8-
zahlen Schiefe ¥y und Exzes ¥5 charakterisiert und liegen in
einem praktisch relevanten Bereich mit O € ¥1 € 2 und

-1.2 € ¥y € 6. Als -Untersuchungsmethoden wurden Simulationsex-
perimente mit 6.000 Simulationswiederholungen je (Yl.vz)—Punkt
und fir geeignete Verfahren exakte Berechnungen unter mehreren
#quidistanten Dreipunktverteilungen und der Exponentialvertei-
lung eingesetzt.

Als Ergebnis konnte eine relativ gute Robustheit des klassi-
schen Mittelwertverfahrens gegen Abweichungen von der fUr die
existierenden Tabellen zur Stichprobenplanung vorausgesetzten
Normalverteilung nachgewiesen und weitere Empfehlungen besz.
einer Auswahlregel unter gewissen Vorinformationen lber die je-
weilige Nichtnormalverteilung bzw. 2zum Schutz gegen AusreiBer
abgeleitet werden.
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Hinweise fir Autoren

Menuskripte (in deutscher, ggf. such in russischer oder engli-
eZher Spreche) bitten wir, an die Schriftleitung zu echicken,
beit iet linksbindig zu schreiben. Eine Ausnehae
hiervon bilden hervorzuhebende Formeln und dee Litereturver-
zeichnie, Der KopT der Arbeit soll folgende Fora heben: Rostock
. Kolloq. rzecile/ Titel der
Arbeit/ 1 Zeilenuascheltung/ Unterstreichung/ Leerzeile. Der
Text der Arbeit ist eineinhslbzeilig (= 3 Zoilonu-ocholtungon)
zu echreiben eit mexImsl 53 Anschlligen je Zeile und meximel 37
Zeilen je Seite. Zwischeniberschriften sind wie folgt einzuord-
nen: 6 Zeilsnusscheltungen/ Zwischenlberschrift/ Unteretrei-
chung (ohne—Zetlenusschelttung)/—S—Zetlenusschesltungen. Hervor-
hebungen eind durch Unterstreichen und Sperren adglich. AnkOn-
digungen wie Setz, DefInition, Beserkung. Beweie u. a. eind zu
unteretreichen und it eines Doppelpun ebzuechlieBen. Vor und
nach S8tzen, Definitionen u. 4. 1ist ein Zeilenabetend von 5 Um-
echeltungen zu lessen, FuBnoten sind adglichet zu verameiden.
8ollte doch devon Gebreuch gesecht werden, so eind sie durch
eine hochgeetellte Ziffer 1@ Text zu kennzeichnen und innerhelb
dea oben .ng.gobonon Setzepiegele unten euf der gleichen Seite

anzugeben, raeln und Bezeichnungen sollen adglichet ait der
Schreibmeechine zu schreiben sein., Hervorzuhebende Formeln sind
drei Leerzeichen einzurOcken und eit 6 Usscheltungen zue Obri-
gen Text zu echreiben. ForselzBhler sollen em rechten Rend ete-~
hen. Der Pletz fOr-abbiTdungen 1st beis Schreiben euszueperen:
die Abbildung.n-vviStF—t¥n3!¥n—dOf—dt-—ouoaoonorton Pletz ent-
sprechenden Gré&8e—geeondert—nech TGL-Vorechrift suf Trenspe-
rentpapier beizufOgen. Der zugehdrige Begleittext iet ia Manu-
okrt;t aitzuechreiben. Sein Abetend nech unten betrégt 5 Um-
echaltungen, Litereturzitete ie Text eind durch leufende Nue-
mern in g:hrl etrichen (vgl. /8/, /9/ und /10/) zu kennzeich-
nen und sa SchluB der Arbeit unter der ZwischenOberechrift Li-
leratur zuesesenzuetellen,

9050210103 (ZeitechriftenebkOrzungen nach Math. Reviews)
erieki. 0., end Seauel, P.: Commutetive Algebre,
Princeton 19358
/9/ Steinitz, E.: Algebraische Theorie der Kdrper. J. Reine
Angew, Msth. 137. 167 - 309 (1920)
/10/ Gnedenko, B. W.: Ober die Arbeiten von C. F. GeuB zur
Ihhrochoinlichkoitorochnunr. In: Reicherdt, H. (Ed.):
C. F. GeuB, Gedenkbend enl8Blich dee 100. Todesteges.
S. 193 - 204, Leipzig 1967

Die Angeben sollen in Originelepreche erfolgen: bei kyrilli-
echen Bucheteben eoll die bibliothekerische Trenskription
on) verwendet werdan.

Ende der Arbeit stehen folgende Angeben zus Autor und zur
Arbeit: ein engen: Detus/ Leerzeile/ Anechrift dee Ve-feesars;
Titel In!f[nion a%r ‘Vornesan Neae/ InetItution ruktureinhe
StraBe-_Heuenusser/ Lend Poatleitzehl Ort.
Oer Autor wird gebetan, eine Rorrektur des Ourchechlege vos
Of featsanuak ript—2zu—lesen—und—dsbei—diemetheaetiechen Syabols
einzutregen, Ferner eollte er 1 - 2 Kleesifizierungenussern
(enteprechend der "19680 Mathemetice Subject Cleseificesion” der
Math, Raviews) zur inheltlichen Einordnung seinar Arbeit engeben
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