
ISSN 0138 -3248 

Rostocker 
Mathematisches Kolloquium 

Heft 36 



Information 

Rostocker Informatik-Berichte 
ISSN 0233-0784 

Diese Schriftenreihe der Sektion Informatik der Wilhelm-Pieck- 

Universität Rostock erscheint seit 1985. 

Bisher liegen folgende Hefte vor: 

Heft 1 (1985): 20 Jahre Rechenzentrum/Sektion Informationsver¬ 

arbeitung 

Heft 2 (1985): DIGRA'84 
(Internationale Tagung, November 1984, Ahrens¬ 

hoop) 

Heft 3 (1986): Beiträge zur Digitalgraphik und ihren Anwendun¬ 

gen aus Institutionen und Kombinaten der DDR 

Heft 4 (1986): Arbeiten aus der Sektion Information 

Heft 5 (1987): Beiträge des Problemseminars "Graphisch-Interak¬ 

tive Systeme" 

Heft 6 (1988): Problemseminar "Graphische Stanardisierung" und 

Probleme der Modellierung und Simulation 

Be z ugemöglichkeit en 

- Bestellungen aus der DDR über die WilheIm-Pieck-Universität 

Rostock, Abt. Wis sens chaf t s publlzia tik, Vogelsang 13/14, 

Rostock, DDR-2500. 

- Bestellungen aus dem Auslafid über die Firma Bucheiport, 

Volkseigener Außenhandelsbetrieb der DDR, Leninstr. 16, 

Leipzig, DDR-7010. 

Ferner sind die Hefte im Rahmen des Schriftentauschee über die 

Wilhelm-Pieck-Univeraität Rostock, Universitätsbibliothek, 

Tauschstelle, Universitätsplatz 5, Rostock, DDR-2500, zu be¬ 

ziehen. 



I• 

ROSTOCKER MATHEMATISCHES KOLLOQUIUM 

H•ft 36 

Wilhelm-Piack-Univ•rsität .Rostock 

S•ktion M•th•matik 

1989 



Herausgeber: Der Rektor der Wilhelm-Pieck-Universität Rostock 

Wissenschaftliche Leitung: Prof. Dr. Gustav Bürosch 
(Sektionsdirektor) 
Prof. Dr. Gerhard Maeß 

Redaktionelle Bearbeitung: Dr. Werner Plischke 
Herstellung der Druckvorlage: Dipl.-Lehrer Andreas Straßburg 

Wilhelm-Pieck-Universität Rostock 
Sektion Mathematik 
Universitätsplatz 1 
Rostock 
DDR 2500 

Redaktionsschluß: 06. 10. 1988 

Das Rostocker Mathematische Kolloquium erscheint dreimal im Jahr 
und ist im Rahmen des Schriftentausches über die Wilhelm-Pieck 
Universität Rostock, Universitätsbibliothek, Tauschstelle, 
Universitätsplatz 5, Rostock, DDR-2500, zu beziehen. 

Außerdem bestehen Bezugsmöglichkeiten für 

- Bestellungen aus der DDR über die Wilhelm-Pieck-Universität 
Rostock, Abteilung Wissenschaftspublizistik, Vogelsang 13/14, 
Rostock, DDR-2500. 

- Bestellungen aus dem Ausland über die Firma Buchexport, 
Volkseigener Außenhandelsbetrieb der DDR, Leninstraße 16, 
Leipzig, DDR-7010. 

Zitat-Kurztitel: Rostock. Math. Kolloci. (1989) 36 

Wilhelm-Pieck-Universität Rostock, 
Abteilung Wisaenschaftspublisistik, 
Vogelsang 13/14, Telefon 360 577, Rostock, DDR 2500 
Gonohmigungs-Hr. : C 103/89 
Druck: Ostsee Druck Rostock ВТ Ribnitz II 14* 0,50 

1000 

https://doi.org/10.18453/rosdok_id00003857



Wanka� Gert 
Wanka, Johanna 

Sändig, Anna-Margarete 
Richter, Uwe 
Sändig, Rainer 

Frischmuth, Kurt 

Fisher, Brian 
1 

Denecke, Klaus 

1 • 

Approximationsprobleme bei Randkontakt-
aufgaben II.(parabolische Probleme) 4 

The Regulat·ity of Boundary Value 
Problems for the Lame Equations in 
a Polygonal D0111ain 

On locally D-optimal experimental 
desigi, 

A result on· the beta function 

Eine Charakterisi�rung der funktio­
nalen Vollständigkeit in kongruenz­
vertauschbaren Varietäten durch 

21 

51 

65 

Hyperidentitäten 73 

3 



Rostock. Math. Kolloq. 36, 4 - 20 (1989) 

Gert Wanka 
Johanna Wanka 

1 

Approximationsprobleme bei Randkontaktaufgaben II 
(parabolische Probleme) 

35K20 
35A35 

Mit der vorliegenden Arbeit wird die Untersuchung von Approxima­
tionseigenschaften bei elliptischeh Randkontaktproblemen (vgl.
(22] ). auf parabolische Randkontaktprobleme ausgedehnt. Randkon­
taktprobleme verallgemeinern Randwertprobleme in der Weise, daß 
das zugrundegelegte Gebiet aus mehreren Teilgebieten zusammenge­
setzt ist. Längs der Trennflächen dieser Teilgebiete haben die 
Lösungen der Randkontaktprobleme gewisse Kontaktbedingungen zu 
befri•edigt:n, z. B. kann der stetige Durchgang der Funktionswerte 
durch die Trennfläche und ein Sprung der Konormalenableitungen 
gefordert werden. Bei verschiedenen physikalischen Erscheinun­
gen, die mittels 'Randkontaktproblemen model.liert werder können, 
treten unterschiedliche Typen von Kontaktbedingungen auf. Bei­
spielsweise fUhrt das Wärmeleitungsproblem in stUckweise homoge­
nen Körpern (hinsichtlich der Wärmeleitungseigenschaften, z. B. 
des Wärmeleitungskoeffizient�n) auf ein Randkontaktproblem. Bei 
stationären Problemen,ergeben sich elliptische Randkontaktpro­
bleme (vgl. (18]), bei instationären Problemen resultieren Kon­
taktaufgaben fUr parabolis'che Randanfangswertprobleme (vgl.
(19]). 

In diesen beiden Arbeiten findet man auch weitere, die Randkon­
taktprobleme betreffende Literaturhinweise. 
Bei den zur Diskussion stehenden Approximationseigenschaften 
handelt es sich um die Frage der Approximation von längs 
llyperflächen f im Innern des Regularitätsgebietes der Diffe­
rentialgleichung gegebenen Funktionen mittels der auf f einge­

schränkten Lösungen des Randwertproblems bei Variation der Rand­
daten. 
Diese Aufgabenstellung geht auf H. Beckert (2] zurUck, der 
o·ichtheit in L2(f) beim Dirichletproblem fUr eine lineare
elliptische Differentialgleichung zweiter Ordnung unter gewissen
Vorausset�ungen (Glattheit, eindeutige Lösbarkeit, f zerlegt 
dai,; Regulo.ritl:itsgebiet nicht) gezeigt hat. 
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Dieses grundlegende Resultat wurde in den darauffolgenden Jahren' 

bis in die heutige Zeit von mehreren Autoren verallgemeinert. 

Dies betrifft 2. B. Arbeiten von F. E. Browder [4], А. Göpfert 

[6], G. Anger [1], G. Wildenhain [23], K. Beyer [3], U. Hamann 

[9], J. und G. Wanka [20], [17]. Bezüglich weiterer Literaturan¬ 

gaben vergleiche man etwa [8], [22]. In jüngster Zeit ist mit 

der Arbeit [10] von U. Hamann eine weitgehende und in gewissem 

Sinne abschließende Charakterisierung der Approximationseigen¬ 

schaften (Dichtheitsaussagen) für elliptische Operatoren belie¬ 

biger Ordnung mit glatten Koeffizienten geschaffen worden. 

Bei der Betrachtung von Approximationsproblemen bei paraboli¬ 

schen Gleichungen ergibt sich gegenüber elliptischen Gleichungen 

auf Grund der Zeitabhängigkeit (bei entsprechender physikali¬ 

scher Interpretation) eine größere Vielfalt möglicher Aufgaben¬ 

stellungen, insbesondere können außer den Randdaten auch die 

Anfangsbedingungen variiert werden. ' Bei Randkontaktproblemen 

entsteht die Frage nach Dichtheitsaussagen bei Variation der 

Kontaktbedingungen. 

In [22] wurde ein Dirichletsches Randkontaktproblem bei einem 

elliptischen Operator behandelt. Nachfolgend betrachten wir das 

Neumannsche Randanfangswertproblem mit Kontaktbedingungen für 

einen linearen parabolischen Operator zweiter Ordnung und Lg- 

Approximation. Eine Ausdehnung der Resultate auf andere Randbe¬ 

dingungen und Approximation in anderen Räumen (z. B. gleich¬ 

mäßige Approximation) ist unter geeigneten Voraussetzungen 

möglich (vgl. [20]). 

1. Randkontaktproblem 

Gegeben sei ein beschränktes offenes zusammenhängendes Gebiet 

D, welches in folgender Weise zerlegt wird (vgl. Abb. 1): 

Im Innern von D seien geschlossene Hyperflächen S,,...,S^ 

gegeben, die sich nicht gegenseitig umschließen, disjunkt sind 

und einfach zusammenhängende Gebiete D.,...,D, beranden: 

3Dj - sj> i - 1,...,1- Weiter sei D0 D \ (DjuSp 

zusammenhängende Gebiet 

R - DD, D = U D-, D - D 
~ i=0 1 

mit 0Do — 

о 3D'. 

Roß, wobei 
1 

S — U S- und 
i-1 1 

das 



Wir fordern, daß sämtliche auftretenden Randflächen (bzw. 

Randkurven im IR2) aus der Klasse C^2'^ sind. 

Abb. 1 

Es ist im zylindrischen Gebiet D. x CO,T] eine Funktion u(x,t) 

gesucht (u(x, t): - u^(x,t) in x [0,T]), die in D x (0, T] 

einer linearen parabolischen Gleichung 

Э2ц 
Lu =, Z ' Z 

ljJ—i 1J 1-1 1 

+ c(x,t)u - -g£ - K(x,t) (1) 

genügt, auf dem Rand R vorgegebene Neumannsohe Randbedingungen 

= f(x,t) (2) 
3u0(x, t) I 

,Эи IRx(0,T]" 

erfüllt und zum Zeitpunkt t=0 eine Anfangsbedingung 

befriedigt: 

u(x,t) I ß =. 4>(x) . 

Auf den Trennflächen seien Kontuktbedingungen der Art 

uo(x,t)|B.x{0,T] - ui(x’t>|Gix<0,T] 

und 

(3) 

(4) 

C 



(5) 

aun(x,t), 
Ko Эи I 

Эиі(х, Ъ) | 

S^x(0,T] " Кі ~3nГ~ I 2^Х(0,Т] 

— еі<х>ѣ> I siX<0> Т]» 1 - 1' -: - '1 ' 

gestellt, u^x, t) I s.x(o T] symbolisiert den Grenzwert von 
1 ’ Эи- 

u(x, t) auf S^x(0,T] vom Gebiet D^x(0,T] her. ist der 

entsprechende Grenzwert der Konormalenableitung, 

Inlxltl =jjf_1aij(x’t) oos(v,Xj)^(^) ; \ 

v ist der bezüglich DQ äußere Normaleneinheitsvektor auf 
S и R. 

Bemerkung: Für Lu = а Ди - - 0 und g^ = 0, i=l,...,1, 

läßt sich Aufgabe (1) - (5) als ein Problem der nichtstationären 
Wärmetheorie auffassen. Wir betrachten den Körper D, der sich 
aus den Teilstücken Dq>...,zusammensetzt. Die einzelnen 
D| sollen sich unterscheiden durch physikalische Größen: Dichte 
(e^)> spezifische Wärme (c^> und Wärmeleitzahl (X^). Dabei 

lassen wir nur solche Medien zu, für die —■*. ~ а für 
eici 

i=0,1,...,1 gilt. Bei Vorgabe einer Temperatur im Körper zum 
Zeitpunkt Null (3) und eines Wärmestroms auf der Körperoberflä¬ 
che bis zum Zeitpunkt T (2), stellt sich im Körper eine Tempe¬ 
raturverteilung u(x,t) ein. Bedingung (4) beschreibt einen 
stetigen Temperaturverlauf durch die Trennflächen 
S,(i=l,...,1), der zu erwarten ist, wenn die unterschiedlichen 
Medien in so inniger Berührung stehen, daß kein Wärmeübergangs- 

Эи 
widerstand zwischen ihnen auftritt. Der Wärmestrom der 

aus dem Medium DQ kommt, ist damn gleich dem Wärmestrom aus 
0,(1=1,:..,1), vgl. (5). Wird gj*0, so bedeutet das eine Wärme¬ 

speicherung. 

Kamynin [11, 12] untersuchte im räumlich eindimensionalen Fall 
eine relativ allgemeine Kontaktaufgabe, wobei in den zwei ther¬ 
misch homogenen Gebieten unterschiedliche parabölischc Glei¬ 
chungen erfüllt sein müssen. Parabolische Randkontaktaufgaben in 
einer schwachen Form wurden z. B. von Oleinik [15] gelöst. 

Wir haben die Aufgabe (1) - (5) mit Mitteln der Potentialthoorio 

behandelt [19]. 
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2. Lösbarkeit und Lösungsdarstellung 

Die Lösung u(x,t) der Aufgabe (1) - (5) setzen wir als 

Potential an: 

u(x,t) = f Г(х, t; E, 0)ч<(Е )dE + f r(x,t;g,T)K(g,T)d|dx 
'D 'о JD 

m ,t / 
+ r(x,t;ET)v(E,x)d6_dx (6) 

' о ' 3D & 

=: P(x,t) + J(x,t) + V(x, t). 

r(x,t;g,T) bezeichnet die Fundamentallösung des Operators L 

in Rx[0, T]. P(x,t) ist das Poisson-Meierstraß-Integral. Es 

erfüllt die homogene parabolische Gleichung (1) und sichert die 

Annahme der Anfangswerte v(x). Bei J(x,t) handelt es sich um 

das Volumenpotential. V(x,t) ist das parabolische Einfach¬ 

schichtpotential mit unbekannter Dichte <p(x, t), erstreckt sich 

über die "Mantelfläche" des zylindrischen Gebietes (d6 symboli¬ 

siert das Oberflächenelement, der Index E deutet auf die 

Integrationsvariable hin). Der Potentialansatz (6) führt auf 

eine Fredholmsche Integralgleichung, deren Lösung in [19] un¬ 

tersucht wurde. Es ergibt sich der folgende Existenzsatz. 

Satz 1: Für die Aufgabe (1) — (5) existiert eine Lösung, die 

sich in der Form (6) darstellen läßt, wenn der Operator L die 

Bedingungen (АО) - (A2) erfüllt: 

(АО) die Matrix {aij} i s i ш ist symmetrisch, 
j ~ 1 > • . • > Ш 

(Al) L ist parabolisch in D x [0, T], 

(A2) die Koeffizienten von L sind stetige Funktionen in 

ßx[0,T], und es gilt für alle Punkte 

(X, t), (x0,t0) e Cx[0, T] : 

I ai j(x' t) ' aij(xo’t0>1 < А(|х~х0Г + |t-t0la/Z), 

|b^(x,t) - bi(xQ,t)| < А|х-х0Іа, 

|c(x,t) - c(xQ, t)| < A|x-x0la mit 0<a < 1, 

За- ,(x,t) 3b- (x, t) 
3^5 Ü— ' —kr.- e C(T5x(0,T]), 

S о E C C(2'X>. 

8 



Die rechte Seite der Differentialgleichung (1) sei hölderstetig 
bez. X in D X [0, T] unabhängig von t, und Л0,Х^, . . ., seien 
positive Konstanten. Die Kontakt- und Randdaten seien stetig: 

f C C(Rx[0, T]), gi € C(S^x[0,T]), i=l,...,l. 

Für die AnfangsVorgaben verlangen wir neben der Stetigkeit 
(w e C(D)), daß V gleich Null in einer IRm-Umgebung von 3DQ 
ist. Unter diesen Voraussetzungen ist die Dichte <p(x, t) des 
Einfachschichtpotentials eine eindeutig bestimmte stetige Funk¬ 
tion, die darstellbar ist mittels der entsprechenden Neu- 
mannschen Reihe. 

Die für viele Betrachtungen und Anwendungen nützliche Lösungs¬ 
darstellung linearer Randwertprobleme mittels Greenscher Funk¬ 
tion ist auch für das beabsichtigte Studium der Approximations¬ 
eigenschaften der Lösungen parabolischer Kontaktaufgaben sehr 
günstig. Das bekannte Konzept der Greenschen Funktion als 
spezieller Fundamentallösung wurde auf das parabolische Randkon¬ 
taktproblem mit selbstadjungiertem elliptischen Operator über¬ 
tragen [20]. Ohne Einschränkung der Allgemeinheit lassen wir für 
das Folgende nur einen Einschluß D^ zu. 

Für die Greensche Funktion machen wir den Ansatz: 

G(x,t;6,D = Gl(x, t;f,i) für (x,t) C Dx[0,T], 

(E,%) c D-x[0,T] 

(7) 

(8) 

Der reguläre Anteil v^(x,t;g,i) ergibt sich durch die Defini 
tion der Greenschen Funktion. 

Die Greensohe Funktion muß folgenden Bedingungen genügen: 

L*j r)G(x, t;E,T ) = 0, (x,t) c Dx(0,T], 

(E,t) C Dx(0, t), (x,t)l(g,T) 

(9) 

G(x,t;E,r) =0, x,E -c D, xtg (10) 

(11) 

9 
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G0(x,t;E,x) = ,т), (12) 

3G„(x,t;g,x) . 3Gi(x,t;E,T) 

(x,t) e Dx[0,T], 
(g,t) C S^CO.t). 

(13) 

L* ist, der formal adjungierte Operator. Der Index (E,T) bei 
L* soll symbolisieren, daß es sich um die Anwendung von L 
bezüglich (E,t) handelt. Uj sei die Konormale im Punkt 
(|,t), und die auftretenden Ableitungen in dieser Richtung 
beziehen sich ebenfalls auf g. Die Existenz der Greenschen 
Funktion wird gezeigt, wenn zusätzlich zu den Voraussetzungen 
von Satz 1 noch gilt 1 

k-1, . . i, m. 

und c(x,t) < 0 für alle (x,t) C Dx[0,T]. 
Dann läßt sich für eine eindeutige Lösung u(x, t) der Aufgabe 
(1) - (5) (u C C(Dx[0,T]), u^.Uj. C C(DxLO,T)) folgende Dar¬ 

stellungsformel unter Benutzung der Greenschen Funktion zeigen 
[20]: ' 

uQ(x,t) = J GQ(x,t;g,0)v>(g)dg 
о 

b 'D^ 

о 1R 

(14) 

t 

t 
G1(x,t;E,a)K(g,a)dEdt. 
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X_ / 
u^x.t) = XJ JD Go(x,t;E,0>v(E)dE 

+ f G,(x,t;E,0)v(E)dE 4 
+ г I I 61{x,t;E,T)f(C,T)d6lrdT 

Л1 'o 'R 1 

+ 4 -C ^S Gl(x't;E’T)el<E,lr)d6Cd 

к /t f 
" X2 I I Gr,<x*t;6,T)K(g>x)dEd-r 
*1 'o JD„ ° 

- f f G,(x,t;E,x)K(E,x)dEdx. 
•'o •'D 

(15) 

3. Approximation 

In der Einleitung wurde schon darauf hingewiesen, daß die Mög¬ 
lichkeiten zur Variation der Eingangsdaten (Anfangs-, Randvor¬ 
gaben u.a.) vielfältig sind. Wir/variieren die Rand- bzw. Kon¬ 
taktbedingungen. Das Approximationsgebiet sei die "Mantelfläche" 
eines zylindrischen Gebietes im Innern des Ausgangsgebietes. 
Wählt man einen beschränkten Steuerbereich, so kann man unter 
genügend starken Voraussetzungen zeigen, daß ein Element bester 
Approximation bezüglich einer geeigneten Norm existiert. Dies 
ist auch von technischem Interesse bei T*ärme- und Stoffaus— 
tauschprozessen. Es bedeutet, den Einfluß z. B. der Temperatur 
auf dem Rand des Körpers auf den Temperaturverlauf auf einem. 
Flächenstück im Innern des Körpers abzuschätzen. Man kann vermu¬ 
ten, daß bei einer Vergrößerung des Steuerbereiches die Approxi¬ 
mation (bezüglich der Norm) genauer wird. Wir lassen einen 
freien Steuerbereich zu und versuchen zu ermitteln, wann eine 
quadratintegrable Funktion beliebig genau in der Lg-Norm von den 
Lösungen des parabolischen Randanfangswertproblems approximiert 

wird. 

11 
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In einem Zeitintervall (t^,tg) werden die Rand- und Kontaktvor¬ 
gaben auf R и S1 variiert. Alle übrigen Eingangsdaten der Auf¬ 
gabe (Anfangsbedingung, Quellfunktion) werden konstant gehalten 
bzw. o.B.d.A. Null gesetzt. Die variierenden Funktionen müssen 
stetig an die Null außerhalb des Variationsbereiches anschlies- 
sen. Die bei der Variation entstehende Linearmannigfaltigkeit И 
schränken wir auf die Hyperfläche f ein. Diese Einschränkung 
bezeichen wir mit M(f). Von f fordern wir 

Bedingung B: f = Fx[t^,tg]. F c D^, F n 3D^ = ¢, i=0 oder i=l, 

dim F = m-l, f C C«1^). F sei zusammenhängend, abgeschlossen 
(kann auch D zerlegen, wobei innerhalb F nur Teilgebiete von 
Dq oder D^ liegen). 

’S 

Abb. 2 

Bei der Approximation werden wir auf parabolische Einfach¬ 
schichtpotentiale mit Lg-Dichten geführt. Potentiale mit den 
Grundlösungen allgemeiner parabolischer Gleichungen als Kern und 
wenigstens beschränkten Dichten untersuchen u.a. Friedman [5>, 

12 



Pogorzelski [16], Ladyzenskaja [13]. Es muß untersucht werden, 
in welchem Umfang die bekannten Eigenschaften erhalten bleiben, 
wenn die Dichte eine quadratintegrable Funktion ist und für die 
Raumdimension n>l gilt. Für n=l bei der Wärmeleitungsglei¬ 
chung findet man entsprechende Untersuchungen bei Göpfert [7]. 
Es gilt der folgende Satz (Beweis in [20] und [21]). 

Satz 2: Wenn der Operator L die Bedingungen (АО), (Al) und 
(A2) erfüllt, die geschlossene Hyperfläche (E c IRm, ЭЕ = S) 
5 1» &) (0<A.<1) und <p(x,t) C Lg(Sx[0, T]) ist, gelten für 
das Einfachschichtpotential 

V(x, t) = f ( Г(х, t;6,T)<f(E,T)d6-dT 
Jo 'S 6 

(16) 

die folgenden Eigenschaften: 

LV(x,t) = О für alle (x,t) £ D x (0, T], 
V(x,t) existiert für alle (x,t) mit x < S und für fast 

alle (x,t) mit x C S, 
V(x,t) ist stetig für alle (x,t) mit x ( S, und es gilt 

lim V(x t) = V(x,t) f.ü. 
x->xoeS ' ° 
x£v cg 

xo 

Weiterhin gilt für fast alle Punkte (xQ,t) mit xQ C S, 0<tÄT, 

lim 
x->x0tS 
x£vv CE 

xo 

3V!M 
ty 

Os 

t) 

3r(xo,t;|,T) 
Sri(x0, t) 4>(E,T)d6gdx. 

Satz 3: Es seien die Voraussetzungen des Satzes 1 erfüllt. Alle 
Koeffizienten der Differentialgleichung und der Hyperfläche 
3Dx[tj,tg] seien unendlich oft differenzierbar, und außerdem 

gelte 

c(x, t) < О V (X, t) C Dx[0,T], 

к—1, . . ■ , m• 
m Эа-к 

bk-z-зЗі-о j=l 

13 



Die Hyperfläche f erfülle die Bedingung B. 
Unter diesen Voraussetzungen liegt für die Randkontaktaufgabe 

(1) - (5) die Menge M(f) dicht in Lg(f) 

Beweis: 1. Fall: f e DgX[0,T]. Die Elemente von 

nach (14) die Gestalt 

,t , 
u(x,t) = Jt JE G0(x,t;|,t)f(l,t)d6gd't , 

- -Д (b f G, (x,t;E,t)g1(E,T)d6-dT: 

für X £ D , tj^t^tg. Für den Beweis der Dichtheit genügt es zu 

zeigen, daß h”0 aus <h,u>E ^^ =0 V u £ M( F) folgt 

(h £ Lg(f)>. 2 

0 = <h,u>Lg(f) (19> 

= С ^ lg Gigid6gdt)d6^dt. 

M(f) haben 

(18) 

Da Г(х, t;E,T) - 0 für t«T, x*g (F n 3D = ¢) und V(g,t) = 0 
nach (10), kann man G(x,t;g,t) durch Null für T>t, xtg fort¬ 
setzen. Die Vertauschung der Integrationsreihenfolge liefert 

0 = C2 ( f(l,t)(ft2( G (x, t; g, t )h(x, t)d6 dt)d6-dl 

I t (20) 
- у1 f 2f g,(C,t)([ 2f G. (x, t;g,i )h(x,t)d6 dt)d6-dT. 
^o 't.' S, 1 '% JF 1 X g 

(20) soll für alle stetigen f ,g^ gelten. Da - f und g^ 
unahängig voneinander variieren, müssen die Ausdrücke in den 
Klammern verschwinden: 

/. 0 - G0(x,-t,g,a)h(x, L)d6xdt = w|j(g, t) 

für alle (g,i) £ lixtt1,t2], (21^) 
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(22) 

О 
F 

G-^x, t;g,x)h(x,t)d6xdt = Wj^g.x) 

für alle (g,T) e S1xtt1,t2). 

Wir setzen 

w.(E,t) = ftz( r(x,t;g,x)h(x,t)d6„dt - (tz( v,hd6^dt. 
± * T ' F x * T * F 1 x 

Der erste Summand ist ein parabolisches Einfachschichtpotential 

mit summierbarer Dichte. Satz 2 ist anwendbar bei Beachtung der 

Integration nach (x,t). Der zweite Summand ist eine Integral¬ 

funktion mit stetigem Kern. 

Nach (10) und (9) gilt G(x, t;g, r) - О und L*g TjG = 0 für 

alle g t F. Auf Grund der Eigenschaften des parabolischen Ein¬ 

fachschichtpotentials ist damit L*g = 0 für alle { ( F, 

g e Di( i=0, 1. 

Aus dem Verhalten von GQ auf dem Band 3D x [0,T] (vgl. (11)) 

folgt 

3nf I = °- 
El3Dx[t1,t2] 

w'J(g,x) ist also Lösung des' Problems 

L(g,T)wo = 0 

"I 13Dx[tj, tg] 

für alle <g,T) e {D0x[t1,t2]} \ F, 

= 0. 

3Dx[t1(t2] 

(23) 

Diese Aufgabe ist ein nichtsachgemäßes Problem, das nichtcharak¬ 

teristische Cauchyproblem. Wir haben mit wQ(g,T) eine Lösung 

der homogenen Aufgabe»gefunden. Eine Unitätsaussage stellt der 

Satz von Mizohata zur Verfügung. 

Satz von Mizohata: (vgl. [14]) Gegeben sei die 

Gleichung 

32u 
t 'i; j=iaij<X,t)3Xj3xj +if1bi 3xT •* ^(x, t)u. 

parabolische 

wobei die Koeffizienten unendlich oft differenzierbar sein 

müssen und 
« 

13 



Z aH(x,t)E:Ei > S(x,t)|g|2, G(x.t) > 0, g = (g,-E_>. 
i,j=l 1J 1 J 

Sei u eine Lösung der parabolischen Gleichung, und es gelte 
auf einer unendlich oft differenzierbaren Hyperfläche S mit 
nicht horizontalen Tangentialhyperflächen im Innern des Eegula- 
ritätsgebietes von u(x,t): 

dann ist u(x,t) =0 in einer Umgebung von S. 

w0(E,r) erfüllt die Bedingungen des Satzes, wenn wir noch 
begründen, daß 3Dx[t^,tg] im Regularitätsgebiet von wQ 
liegt. Unter den gemachten Glattheitsanforderungen an die Ko¬ 
effizienten von L und den Rand des Gebietes ist der Operator 
L gleichmäßig parabolisch mit entsprechend glatten Koeffizien¬ 
ten über D hinaus für OSt^T fortsetzbar, und die Lösung der 
Differentialgleichung ist auf 3Dx[0,T] fortsetzbar (nach [5] 
Kapitel III, Theorem 12, § 7, Lemma 1). Wir können wQ Uber das 
Gebiet D hinaus für t^<t<tg mit Null fortsetzen. Aus dem 
Satz von Mizohata folgt 

w(g,x) =0 V (E,x) С {Dx[t^,tg]} \ f, wenn F eine nichtge¬ 

schlossene Hyperfläche (zerlegt D nicht) ist. Wir bilden die 
3w 

Differenz der Konormalenableitung -g~ von beiden "Seiten" von 

f. Nach Anwendung der Sprungrelation (17) ergibt sich für die 
Dichte h(x,t) =0 f. ü. auf f. ' (Wesentlich ist im Kern von 

w0 die Grundlösung r(x,t;|,x). j 2f h(x,t)v(x,t;6,x)d6xdt 

geht stetig durch f.) 

Ist F geschlossen (zerlegt D), so nennen wir das Gebiet des 
IRm, welches durch F berandet‘wird, Dp. Es wäre dann nach 
Anwendung des Satzes von Mizohata w (g,x) = 0, 
(E,x) e (D0\DF)x[t1,t2). 

Durch Anwendung der Sprungrelation erhalten w\r 

h(f,T) 
, (b2( ^(x.tiE.x) 

JT JF h(x,t)d6xdt. 

Diese Fredholmsche Integralgleichung mit schwach singulärem Kern 
kann höchstens beschränkte Eigenlösungen h e Lg(f) haben. Für 
beschränktes h ist jedoch w0(|,x) als Einfachschichtpoteir- 
tial stetig auf der Belegungsfläche f und somit 
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wq(E,t)| = 0. Da zudem w^(E,tg) = 0' für alle E C Dp und 

L*wQ =0 in Dpx[t^,tg), ist wQ Lösung der homogenen 1. 

Randwertaufgabe für L*( und wir können wQ = 0 in DpX[tp,tg] 

folgern. Jetzt erhalten wir mittels Sprungrelation wieder 

h. = 0. 

2. Fall: F <= D^. Es gilt nach (15) 

ln /t I 

u.(x,t) = г5 G(x,t;C,i)f(g,T)d6»dt 
1 ^1 Jt1 ' R ° g 

(x, t;E,t)gp (g,T)d6gdt. 

Nach Wiederholung der obigen Überlegungen erhält man w,, - 0, 
L1S 

w . - 0. Für w, ergibt sich das nichtcharakteristische 
°' R ° 
Cauchyproblem, und der Satz von Mizohata erbringt w0(E,a) - 0 

in ßQx [ t ^, tg ] . 

Wegen (12) und (13) erhalten wir für die Funktion w^: 

w^(E,r) = 0. 

Nach dem Satz von Mizohata ist w^(E,t) : 0 V t C Dj und 

E t F bzw. f t Dj, und tj^r^tg. Jetzt können wir weiter wie 

im Fall 1 schließen. 

Bemerkung: Werden f und gp jeweils auf einem kleinen Stück 

der Rand- und Kontaktfläche variiert, so bleibt Satz 3 gültig, 

da der Satz von Mizohata eine lokale Aussage enthält. Es muß in 

diesem Fall auch nicht der ganze Rand ЭІ) bzw. Sp beliebig 

oft differenzierter sein, sondern nur das Stück, auf dem man 

variiert. 

Das Resultat, daß bei Variation der Rand- und Kontaktbedingungen 

die Lösungen dicht liegen im Raum Lg(f), war in Analogie zum 

einfachen Randwertproblem zu erwarten. Interessant ist die 

Frage, ob es genügt, nur auf einem kleinen Stück der Rand- oder 

Kontaktfläche zu variieren, um eine Lg—Funktion auf. f im 

quadratischen Mittel zu approximieren. 

17 
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Satz 4: Unter den Voraussetzungen des Satzes 3 liegt *(f) 

dicht in Lg(f), wenn nur die Randvorgabe auf einem kleinen 

Randstück R’xCtptg] variiert wird. 

Beweis: Der Beweis von Satz 3 ist wiederholbar. 

SatzJjSj. Unter den Voraussetzungen des Satzes 3 liegt **(£) 

dicht in Lg(f), wenn die Kontaktvorgabe g^ auf der ganzen 

Kontaktfläche SjxCt^tg] variiert wird. 

Beweis: 1. Fall: F <= DQ. Für (x,t> C D0x[t1>tg] gilt 

,t , 
u(xpt) = I G.(x, t;g,T)g.(g,i;)d6-dT. Durch Wiederholung 

'tx ;s1 1 s 

der ersten Beweisschritte von Satz 3 erhalten wir für w^ (vgl. 

[22]): 

L*w^ = О in Dj^xftj^.tg), 

w1(g,t2) =0 für g C Dj. 

w. als Lösung dieser 1.Randwertaufgabe für L ist wegen der 
1 3w, 

Unität gleich Null, also ist -gjp| —0. 

Aufgrund der Eigenschaften (12), (13) von G und G^ auf S 
3w I 
- I 0. Der Satz von erhalten wir für w : v - 0 und 

о "Ol s ~ 0 

Mizohata und die Nutzung der Sprungrelation erbringen h — 0 

f. ü. auf f. 

2. Fall: F r D,. Bei Variation von g, auf ganz S ergibt sich 

I Ol c w^ j ^ = 0. Für wo gilt dann ebenfall 

Wegen folgt und da X C D., ist 

w (g, to)I = 0. Damit genügt w„ in D x[t.,t^] einer hornoge- 
u t. * ß 'J I 6 ■ / 

non Randwertaufgabe für L . Somit ist w r 0 in D^xtt^.tg]- 

Weiter können wir wie im Beweis von Satz 3 schließen. 

Bemerkung'■ 1. Allo Sätze dieses Abschnittes bleiben gültig, wenn 

einerseits mehrere Einschlüsse zugelassen werden und anderer¬ 

seits F aus (endlich vielen) verschiedenen Komponenten besteht 
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sowie im Falle der Zerlegung von D durch F mehrere Gebiete 
Dp i=l,...,l, im Innern des von F berandeten Gebietes liegen. 

2. Nutzt man zur Untersuchung der Dichtheit von M(f) nicht die 
Darstellungsformel mit Greenscher Funktion, sondern die Poten¬ 
tialdarstellung (6), so wird man auf äußere Bandkontaktaufgaben, 
d.h. Randkontaktaufgaben für unbeschränkte Gebiete geführt. Es 
können auch für das parabolische Einfachschichtpotential Dicht¬ 
heitsaussagen gewonnen werden, wobei die auch Funktionen 
A-i = X^(x, t) sein können. 
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The Regularity of Boundary Value Problems for the Lame Equations 
in a Polygonal Domain 

1. Introduction

In the linear theory of elasticity, where 
are satisfied, the displacements ·11(_�) = 
twodimensional b�ly O with the boundary 
foll owing syst·cm: 

pt-�(�) + (.l+µ)grad div �(�) = -f(JS) 

for � = (x1,x2> T 

1!_(�) = g:(1:;) 

for � C f" C aa,

6(.!,!(�) )1'1(�) + R�)�(�) = �(�) 

für � C acl\f", -

C 

the usual , relations 
T (u1(?(:).u2(.�)) of a

30 are given by the 

0, ( 1. 1) 

(1, 2) 

(1, 3) 

when; _:f(�) = (f1(�),f2(�))T i:; Llw v•.::etor of l,bc volumc:

!,(�) = ( t1 (-2<,), t2(�)) T is tbe vector ,:,f the surface
furcu�, )._ ü.ud p ar<.: thc Lan.i'::,; c.on:;tant!i, which nre 
in,lq.,,.::nd,ant uf ,:;, (fot· :;implicity), 1t(�) = (n1(,:!:Lnz(1S,))T is
thr.: ur, i t •1cr:_tor_ ,:,f the ,:iutward normal to ;JO\C" at thc point 

�. G(�(�)) = (Gij('-!(:S.)li,j=l,2 is the strcrns ·1:,ensor wi U, l-he
. l'.;fJIUJ,t,;1,:·r;l.:...; 

wbut·u r.;ij ,h::,,ul,u:; Lb,: Kruuu,,k,,,- :;yrnl,,Jl, R(,:;,)-=- (Rik(,:;_))i,k-=l
,2

i:; u matrix ·,,;ltb tJ 1.Junr_•{:!at..iv,.: .-.:1 1.:r.oord„s wbic-h describos 
:;om•� k i 111.l r.,f ,_, lu:; Li,_, r·,,:_; i:; LrnH:c l-<.• Lh•� muvumt·nL of � uml 
,!!(:::;)::: ({;1(�).�:z(�)) T i.Jl"'-' llll: pn::;,_,ril,,,,J rli:c.1-•l:H;C-lll<:r,t.:; 011 f". 



a is a polygonal domain with the boundary ЭО - U Г; U Г,, 
jCdg 

where Tj are the sides or pieces of the sides of the polygon 

30 such that Г - U Г,, ЭО\Г - U Г- 
jCJx J jEJg J 

(see Fig. 1 where - {1,2}, Jg — {3,4,5}). 

Besides that plane problems are of their own interest, their 

study is also very important if О is a threedimensional domain 

with edges, e.g., if О is a polyhedral domain (see [9]). 

\ 

Fig. 1 

P. Grisvard [1] already studied the behavior of a solution u 

of (1.1),(1.2),(1.3) in a neighborhood of a corner point or of a 

point, where the boundary conditions change. He 'formulated his 

results without proofs in form of expansions near these "bad" 

boundary points. In this paper wc prove the regularity results 

using the theory of V.A. Kondrat'ev [4],[3] and of V.G. Mas’ja 

and B.A. I’lumonovskij [8], [9]. Moreover wc calculate numerically 

the generalised eigenvalues of a parameter problem, which deter¬ 

mine the regularity properties of the solution. 

In particular we are interested in the investigation of the 

regularity of the weak solution of problem (1.1),(1.2),(1.3). In 

order to introduce the definition of a weak solution we restrict 

ourselves to the case that £(x) = 0 on Г. Me consider the 

classical Sobolev space 
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W1>2(Q) = {u: Hull = (2 f |Dyu|2dx )1/2< »}, 
Itki ’a 

where f - (Y^' Yg) is a multiindex of the length IyI = + Yg, 

Y^>0 are integers and = —- denotes the derivative in 

Эх 

the distribution sense. Let be 

V = closure of {у € С"(Й)хС“(Й), y|p = 0} 

in W1'2(0) X W1'2(0). 

(1.4) 

We introduce a symmetric bilinear form on VxV for the system 

(1.1) considering the scalar product of (1.1) and of an 

arbitrary element _v t V in L2(tl)xL2(Q) and integrating by 

parts : 

a(u,v) = j 
i, j=l, 

8u ^ 3u, 3vj 3v, 
("äöf " H--^)+divu divy]dx (1.5) 

Definition 1: The vector function _u. С V is a weak solution of 

the problem (1. 1),(1.2),(1.3) if 

a(u,y) = (H,v) = Jn gfi(x)v^(x)dx 4-j^ ^ i..f,2ti<-)viU>d3 

- /дд^р i k|lj2Rik(^Uk(2i)Vi(^)dS fÜr a11 ^ C V> (1 6) 

provided f t^ and are such functions that II is from 

the dual space of V. 

It is well known [12] that an uniquely determined weak solution 

u С V exists, if the bilinear form a(u,v) is bounded on VxV 

and if it is V-coercive. These assumptions are satisfied if 

mdsr > 0. If mesr = 0 then we consider instead of V the 

factor space V/N, where N consists of all possible rigid 

movements of the body Q, 

N - span{(£), (i), ( X2)}- * (17> 

In this case there exists an uniquely determined solution 

u C V/N if the solvability condition 
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f (f_v)dx +- f t(t v)-(ßu v)]ds =0 is satisfied for all v С N. 
Ja ' ЭП 

The regularity problem is now: How smooth is the weak solution 

_u e V of (1.6), if f, t and R are sufficiently smooth ? 

We will give an answer in the following. 

2. A special problem in an infinite cone 

The analysis of the existence, uniqueness and regularity of the 

boundary value problem (1.1),(1.2),(1.3) is well developed, if 

the domain Q is sufficiently smooth. Results in this direction 

are related to the work of many authors, in particular, to the 

publications of A.G. Richera [2], A. I. Koselev [5], 0.A. Lady- 

aenskaja and N.N. Oral'tseva [7]. The investigation of the 

regularity is a local problem. If О is a polygonal domain, a 

regularity principle works in the interior of the domain and 

on 9Q\ U 0(0,), where 0(0,) is a neighborhood of a comer 
j = l 3 3 

point or of a point 0j, where the boundary condition changes. 

Let us say that these points {0j}j_^ j are singular points 

of 30. 

Thus we have only to investigate the behavior of the solution 

of (1.1),(1.2),(1.3) near the singular points and to transfer the 

results to weak solutions. To this aim we chpose one of the 

points 0 = OjgC {0j}j_i j with the interior angle 0>o, and 

we multiply I the solution u. with a cut-off function 

n(|x|) = n(r), where 0 < u(r) < 1, 

, 1 for (XrCS, 

"" = (o for r>2S, <гЛ> 

and n(r) C C”(0,t»). The number S is so small that no other 

singular point on 30 lies in the circle {x: |x| < 35}. We 

denote w = nu = (tiUj.riC^) . Let К be the infinite plane cone 

with the vertex 0, „the angle and the sides r+ and r~ 

(see Fig. 1). Then we have 

pAw(x) 4 (t ip)grad div w(x) = F(x,u(x)) in K, (2.2) 

w(x) =G(x,u(x)) on т+ и r~, (2.3) 

4 
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(2.4) 
w(x> = G(x,u(x)> on y+, 

6(w(x) )*(x) = T(x,u(x)) - R(x)w(x) ön y~, 

or 
6(w(x) )«(x) = _T(x, u(x)) - R(_x)w(x) on г*' и y~. (2.5) 

The right hand sides %, 2 and. _T are given by _tg and .t 
and by terms depending on the unknown functions u, and Ug; 
e. g. 

* ^ Эи. Эи. Э и. F1 = цГпли^и^п + 2^- щ + 2з^) ++U+нНті—д- 

3"ug jj2 

Эи г, 

" " С( 
Эиі Зт 

J X 
). 

Me now forget for some theoretical considerations the special 

type of the right hand sides of (2.2),(2.3),(2.4) and (2.5) and 

consider for arbitrary given right hand sides the following 

special problem in thu infinite cone K: 

nAw(x) -+- (A+n)grad div w(x) = F(x) in K, 

w(x) - G(x) on у4- о r 
or 

w(x) - G (x) on y4", 

j 
fi(jv(_x) )-n(_x) = T(ic) on у , 

(2.6) 

(2.7) 

(2.3) 

on H (2.0) 

Me now introduce the polar coordinates '"I - t 'vUGu), 

£<?t I — IJ ‘ ar*d UÜU UiC СиЯф ] f-.'л Уииі iui i-L ШіоГиПЛ 

f(f)iz) = -ptz ! VlaTf(-T) dx. V2n 
(2.10) 
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'These transforms (joining together we have the Mel1in transform) 
yield rgp = ——* iz = a. The transformed boundary value 
problems (2.6),(2.7),(2.8) and (2.9) have the following form: 

2 2 ' 
ii(a hj+hJ) + (A,+n){h^[(g ■*■<*)cos2o>+$j 3 + hj(l-*o»)sin2<*> 

2 
+ h^(g — gcos2<*>) + hg(g -a)sin2o> 

+ hg(c-l)cos2w + hg(- gsin2w)} = K1(a,<i>), (2.11) 

9 _2 2 
и(а hg+hg) + (A--H*){hg[(- 2 +a)cos2(i> + g ] + hg(a—1 )sin2<j> 

+ hg(g + gcos2<i>) + hj(g -a)sin2ü> + hj(.>-l)cos2w - hj gsin2o>> 

= К2(о.,ь>) for 0 < ш < <i>0, 

h(a,<i>) = L*(a,w) ( for ti>=0 emd " + " for <*>=o>0), (2.12) 

h(«,w) = L+{a,o>), hj + othg = - “Lj(ot,(i>), 

^(ah^+hg) + 2nhg = -LgCa,^), (g 23) 

hi + «hg = іь1(в,ш), X(ah j+hg) + 2nhg = -Lg(«,w), 

t*h^ (Л. -Н»)cos<i>0sin<i>0 + othg( (X+n)sin^<i}0~n) + Ь|(-(А+и)з1п2ш^) 

+ h^(A.+M)cosü>0sinü>0 = Lj(o.,<.>), (2.14) 

аЬг(ц-(Х+и)соз2ы0) + o.hg(-{n4X)cosü>0sin(o0) 

+ hi(X+K)sinb>0cos«0 4 hg(- (А.+и)cos2ü>0’-h) = Lg(a,o>), 

where, h = h(«,w) = f(w) with w = w(t,ü>) = w(x), 

К(а,ш) = f(rZP) with P = Р(т,ш) = F(x) 

L^(oi,w) = f(rf^) with T* =^±(t,ü>) = T*(x) in (2:13) 
or (2.14), 

L*(«,w) = f(O^) with 6* = d*(T,w) = G*(x) in (2.12) or 
(2.13), 
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T*(x> = Т(х)I . G*(x) = G(x)| ., 
• 'ж 'ж 

3h(t»,<i>) 3^h(o<,<i>) . 
and h’ = .—, h" = —- . ж denotes the side of К 

with ь> = и>0, ж denotes the side of К with u> = 0. 

3. The regularity theory in weighted Sobolev spaces 

In section 2 the following questions occur: In which spaces is 
the complex Fourier transform (or the Mel1in transform) well 
defined ? What can we say about the inverse transforms ? Which 
properties of the transformed problems (2.11), (2.12), (2.13), 
(2.14) determine such properties as solvability and regularity 
of the problems (2.6), (2.7), (2.8), (2.9) ? 

The introduction of weighted Sobolev spaces is useful Vor 
answering these questions (see [3, 4, 8, 9]). 

Let be 

V^’p(K,P) (3:1) 

the closure of the set CJJ(K) = { v C C”(R), supp v ' bounded, 
supp V r> M = 0} for M = {0} with respect to the norm 

||ѵ;Ѵк>р(К,ЮІІ =( .2 ( IDvv(x)tprp(ß_k+,Tl >dx )1/p (3.2) 
lfl<k 

and let be 

vk-l/p,p(y+jj) ог ѵк-1/р’р(ж",Р) (3.3) 

the spaces of traces, defined as the factor spaces 

Ѵк*р(К,Р)/Ѵк'р(К,Р,ж±), where Ѵк>р(К,Р,ж±) is the closure of 
С” (K) with respect to the norm (3.2). 
Ж 

The space Vk,p(£l,J3) is defined analogously to Vk,p(K,J3). ' 
Furthermore we use the notation X x X = for a space X. 
We denote by A(DX) the matrix-differential operator of the 
system (2.6), that means 
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(3.4) A(D%)= 
n2 g2 I 

(А.+2ц)—о + / , 
3xg ЭХ|/ 

and by B(D ) the boundary operators of (2.7) or (2.8) or 

(2.9); e.g. for (2.9) we have on V* and v 

B±(DX> = 

(2р+А.)Пі §^i + M"2 

^ nl + ^&^2 

+ *§%i"2 

ИЦП1 ,+ (2и+^)|^п2 

We consider the operator 

0((DX> - {A(Dx),B±(Dx)}:[V1-f2’p(K,B)]2 —* [VX’p(K,0)]Z 

X [Vl+2-n-l/p.P(K+,ß)]2 x [vl42-m--l/p,p(v-jf})]2j 
(3.5) 

where X < p < •»> 1^0, m and m 

corresponding boundary operators on + 

write for the system (2.11) shortly 

are the orders of the 

or Y Furthermore we 

A(*,D^)h(a,w) = K(u,w) 

and for the boundary conditions (2.12), (2.13) or (2.14) 

B±(«,D<i))h.(üi,üj) = Lx(a,w) for w-0 and o> - o>Q. 

We consider the corresponding operator 

«(«,DJ = {A(«,D(j}),B±(«,D(j>)}:[W2'2(I)]2 
(3.6) 

—* [L2(I)]2 X £2 X £2, where I = (0,w^). 

The inverse Fourier transform is given by 

f(T) = 4- flh eizTf(f)(a) da, (3.7) 
' -oo+ ih 

where h - Im a - —Re o<. 

It is well defined for .solutions of the boundary value problem 

(X(u,D^)h(«,w) - {K(a,<i>),!,*(«,<)>)) provided no "eigenvalue" of 
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(X(«,D^) is situated on the line Re = -h = -ß-2/p+2+l (see [6] 

for one equation or [8] for a system).' Let us give the defini¬ 

tion of an eigenvalue of (X(,a, D^): 

Definition 2: The complex number « = o<0 is an eigenvalue of 

(Л(а, D^) if there exists a nontrivial solution 

e°(o.0,ü>> C [W2>2(I)]2 of C(«,D^)e(u,.w)|^ = 0; e°(o.0,e) is an 

eigenvector function of (X(a, D^) with respect to o,^. The 

vector function e^(c*0,o>) is an associate vector function to 

a0 and e° if 

(3. 8) 

The following solvability and regularity theorems are formulated 

in [8]. 

Theorem 1 (Solvability): The operator (3.5) is an isomorphism if 

and only if no eigenvalue of (Ж(оі, D^) lies on the line 

Re oe = -ß-2/p+2 + l. 

Theorem 2 (Regularity): Assume that the rigfyt hand side of (2.6) 

F(x> from [V1>p(K,ß)]2 n [V1’’p'{K,ß')]2, the right hand side 

of (2.7) or (2.8) G(x) from [V1+2_1/p’p(y*, ß) ]2 ,-, 

[V^ +2 *^p ,p (y*,ß')]2 and the right hand side of (2.8) or 

(2.9) T(x) from tV1 + 1'1/p* p(y±,ß)]2 n [V1’+1_1/p'’p’(y*,ß’>]2. 

If no eigenvalues of (Ж(сх, D^) lie on the lines 

Re a - h = -ß-2/p + l *2 and Re a ~ -h’ = -ß2/p'+l' +2 and if 

the eigenvalues a ...are situated in the strip 

-h < Re a < -h', then the solution of (2.6), (2.7), (2.8), (2.9) 

w C [V*f2’p(K,ß)]2 allows the following expansion: 

Ы 
w(r,0>) ~ z Z Z c6kv~k, ** (3.9) 

V—1 6—1 k-0 

where v(r.w) С [V1 ’ ,2'p’ (K,ß') ]2, ^ rlim Н(а(ѵОщ)) 

- dim apau{uj(v^,w), . . . ,t/| (ov,o>)} is the number of the linear¬ 

ly independent eigenvector functions to « ., 



1 

1 о 

c6kv are 

if an associate vector function exists 

for a and e°(o ,(.>), 
else, 

constants and 

<v К s=0 
(log r)se£ s(a ,й>) 

are the so-called "singular" vector functions. 

(3.10) 

Remarks to the proof of Theorem 2: The structure of the singular 

vector functions can be explained by the following consideration 

([4, 61'): The inverse Fourier transform of,the right hand sides 

of (2.11), (2.12), (2.13), (2.14) or shortly of (3.6) can be 

written as 

w(t,w) = ^ dz 

- TZn { I_M+ih elZT°rl(a,D<ö*t^a'<ö)'b±(a,(1>)] dz 

+ j_M+ih,e « 4«,DJ[K(«,m),L^(c,W] dp 

+ dz) 

+ 2ni v?1Res(e°,ta |а=0( ■ 

The first and third integrals tend to 0_ for M-х»; the second 

integral yields v(r,o>) and the calculation of the residuae 

yields the singular terms. _ 

We now go back to the problem (1.1), (1.2), (l.ß). The following 

lemma can be proved analogously to that which is formulated in 

[6] for one equation: 

Lemma 1: Let u be a solution of (1.1), (1.2), (1.3) for the 

right hand sides f, g and t. Assume w = цц e [V*+2,p(K,ß)]2, 

nf e [vl'P(K,ß)]2 n [V1'>P'(K,P')]2, -ng с [у1+2-1/р,р^± n 

[vl'+2-l/p',p'(T±,ß,n2, ivt e [V1+1_1/P>p(T±,ß)]2 n 

[vl’+l+l/p',p'(y± ^,}j2 If 
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О « h - h' О (3.11) 
or 

h - h' >1 and R(x) is the O-matrix, (3.12) 

then the right hand sides of (2.2), (2.3), (2.4), (2.5) satisfy 
the suppositions of Theorem 2, provided no eigenvalue of 
<*(ct,D(j>) lies on the lines Ее a = -h and Re a - -h'. 
We get as corollary from Lemma 1 

Theorem 3: Let u be a solution of the boundary value problem 
(1.1), (1.2), (1.3) for which the suppositions of Lemma 1 are 
satisfied. Then the expansion (3.9) near the singular point 0 
holds : 

N S6v .,, 
n u{ r,d>) = Z Z Z сбкѵ ük к nv(r,<i>), (3.13) 

v=l 6-1 k=0 v 
where nv C [V1+2>P(K,ß)]2. 

4. The regularity of the weak solutions 

Let us consider the weak solution u С V defined by (1.6). 
Again let be 0 a singular point of 30 and n the correspon¬ 
ding cutroff function defined by (2.1). We can use the results 
of section 3, if we can show that nu С V n [V^f2’P(K, ß) ]'2 for 
appropriate right hand sides f_, g, t and for some 1, p and ß. 

Lemma 2: Let be f C [L2(Q,1+c)]2, 6=0 and t = 0 on 30 
for a small real number £ > 0. Then it holds for a weak 
solution uG V of (1.6) that nu С [V2-2(K, lk£) ]2. 

Proof: We follow the ideas of V.A. Kondrat’ev [3]. We consider a 
sequence of domains Ofc, к = 1,2,... , where Qk = О .> Rfc, 

Rk = {x: S/2^+16|x|<6/2^>. For the real number C = 2G wo 
consider a cqt-off function n defined as in (2.1). We have 
U ft, г К «= К. The usual regularity theorems yield for |u| - 2: 
k к о 

ff |D^u|2dx < C[ f f |f|2dx к f I r-4|u|2dx]1, (4.1) 

°k Qk-lu°kuQkkl °к-1оПки0к+1 
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We multiply (4.1) by where |Dru|2 = ID^UjI2 + ID*UgI 2. 

(-5j-)2^1+e^ and estimate (4.1) 
2K 
I I r2(l+«)|DYy|2d2E ^ C(// r2(1+e)|f|2dx 

Ok °к-1иПкиПк+1 t 
+ / / r2<-1+£>lu|2dx). 

°к-1иПкиПк+1 
Summing with respect to к we get 

jj r2<1+e)|DYu|2dx « C( jj r2(1+£)|f|2dx 

+ / / r2<-U£>|u|2dx). 4 
Let us consider the term 

f; r2<-^£4ui2d2 =; ;г2(-^£)ищі2%. 
7ro Ko 

We write (4.4) in polar coordinates and use the 

inequality: 

f°°| f (t) I 2t£ ’ _2dt < (2/1 e ’-II )2 r°|f'(t)|2t£'dt > о о 

for «’ > 1 and f(~) = 0. 

We have for u(r,m) = u(x) 

f f r"2+2£+1|rtu|2drdo> € (“°Г r_2+2e+11tiS12drdm 
' ' o ' о 

< Г°(г/2е)2 Г r2£| § nSl2r drd<i> ' о ' о Эг 

< с I J r2£ I u I 2 + r2e (I grad UjJ' 
cinsuppn 

+ I grad Ug12dx 

< C ||u; [W1'2(Q))2||2. 

(4.2) 

(4.3) 

(4.4) 

Hardy 
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We now consider the cut-off function, n for S = S/2. Then for 

ІѴІ = 2 it holds 

j I rZ(l+:>,D*nM|2dx< C Z j J .2(1+4), )^'u|2dx 

and therefore тцд C [V2, 2(K, 1+e )]2. ■ 

Remark: Lemma 2 works too if r\& C [V2 v*, l+£) ]2 and 

nt C [V1/2*2(v*,l+e)]2. 

The following theorem follows immediately from Lemma 2. 

Theorem 4: Let u С V be a weak solution of (1.6). Let be 

£ > 0 such a small real number that no eigenvalues of (X(u, D^) 

lie on the line Re .* = -£. Furthermore we assume that no eigen¬ 

values of (*(a,D(j>) lie on the line Re a - 1. We assume for the 

right hand sides of (1.1), (1.2), (1.3) that o uf C [L2(K)]2, 

Tig C [V2-1/2'2(x±,0)]2, and nt C [V1/2'2(rt,0)]2. Let R(x) be 

the О-matrix. Then u allows the expansion (3.13) with 

Tiv C [W2'2(0)]2. 

Remarks to the proof: Theorem 3 yields that uy C [V2,2(K,0?]2 

and this means that ny C [W2,2(0)]2. The condition "R(x) is 

the О-matrix" is unnecessary if the line Re o, =.0 is free of 

eigenvalues of (X(a, D^). In this case we have тцд € [V2’2(K,1)]2 
and 0 < h-h' <1. ■ 

5. The calculation of the singular functions 

Our goal is to calculate the functions ü£®.J( r,o>) in the expan ¬ 

sion (3.13). Formula (3.10) shows that we need the knowledge of 

the eigenvalues av and of the corresponding eigenvector func¬ 

tions and associate vector functions of (Ж(а, D^). We take the 

following actions: Wo derive the general solution of the system 

(2.11) with K^(u,w) - Kg(ji.w) = 0. The fundamental system con¬ 

sists of four linearly independent solutions, consequently, wo 

determine the four arbitrary constants in the general solution 

in such a way that nontr ivial solutions exist which satisfy the 

homogeneous boundary conditions (2.12), (2.13) or (2.14). 

This leads to the calculation of the zeros of some determinates. 
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Let us start: Every vector function V - (w^.Wg)^ which is 

solution of the system (2.6) with F(x) — 0 satisfies the 

biharmonic equation in the following manner: a2w^ = О, a2Wg — q 

in K. Therefore we can use the investigations for the biharmo¬ 

nic operator [6]. Thus we get for the solution h of the homo¬ 

geneous system (2.11): 

for u * 0 

+.(%(.) (a 
(5.1) 

r tn\foos(o»-2)<i> ) , r / \ fsin(cx~2)w Л 
L3' ' in(or~2)o> Asinotü>J 4' ^ v.cos(ot—2)o>+Acosc«i>J * 

where A s (iuffJ > 

for - 0 

h(0,<v) - + C2(0) -t- C3(!cC-^) + C4(—2Cm+sхп2ш] ' (52) 

where C _ A.+3w 
X+p- (5.3) 

5.1 The Dirichlet conditions 

We consider tlie Dirichlet condition h(a,<i>) - 0 for u> — 0 and 

<i> = o>0- There are nontrivial solutions (5.1) or (5.2) if the 

following determinates vanish: 

for a -If 0 

D(«) 

1 0 

0 1 

COSt»<l>0 Ь'ІПШШ 

-uinuü)^ COUUW^ 

1 

0 

eos(u-2)(i>0 

-s in (a -2 )<i>0- As i Іісм» 

— 4sin^o«i> . - A2sin2v>0 = 0. 

0 

1+A 

sin(oi-2)(i>0 

cos («-2 )<i>01 Acoso>0 

(5.4) 
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Consequently, the eigenvalues of 

equation 
о л2л2 p 

sin aw = -----pSin 0>_, 
° (G-2 )■ ° 

where G 

are the zeros of 

< 0 (compare [ 1 ]) 

the 

for о 

0(0) = 

= 0 

0 

-1 

2Cd>0+s in2o>Q 

-cos2<i>0 

1 

0 

cos2<»>0 

-20»>0+sin2ti)0 

= 2 - 2cos2<i>0 - 4С2ш2 - 0. 

1 0 

0 1 

1 0 

0 1 

Consequently, sin2o>Q = C2w2 and this equation is only satisfied 

if d>0 = 0. Therefore a - 0 is no eigenvalue of (X(a, D^). 

Figure 2 and 3 show the distribution of the eigenvalues of 

OKoi.D^) for the materials lead (G * -10) and concrete 

(G * -1.5) for 0 < He a < 3. The dotted lines indicate real 

eigenvalues, the full lines indicate the real parts of the 

complex eigenvalues = Re c*v + ilm and 

= Re av - ilm oi^. The corresponding eigenvector functions 

е°(аѵ,ш), . . . ,е°(аѵ,ь>) are described in the following lemma. 

Lemma 3: If is a zero of (5.4) for the angle 

w0 * 2л, then Iv = 1 
o' 

and е^(аѵ,ш) = Cg(o«^)y3(o,y,w) 

+ С4(аѵ)У4(с»ѵ,<і>) is an eigenvector function, where 

y3(«v,o>) = ((1_ 

COSav<i> 4 COS(t»v-2)<tf 

*4<°Vw) =(. 

Ay) S inoi^w - sin(av-2)<ü- 

-(l+Ay)sino<v(i> + sin(c»v-2)<ü 

) ■( 
'31(a»,“), 

У 3 2 (a V'0> > 

y4l(«v,o>) 

eosav<i> + cos(oiv-2)<i> 

C3(«v) = -COSo*y(i>0 4- cos(av-2)<i>0, 

C4(av) = -(l-Ay)sinav(jJ0 + sin(av-2)d>0 and 

) = f 1. 
’ V42(av.«)j’ 

(5.6) 

(5.7) 

If <■> = л or <1>0 = 2л then o*v = аѵ(л) = v or a>v - <*v(2n) = v/2, 

V = 1,2,... . In this case we have Iv = 2 and 
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е^(аѵ,ш) = у3(аѵ,<*), e|(oiv,o>) = (°>v.b>) (5.8) 

are two linearly independent eigenvector functions. 

Proof: We calculate a nontrivial solution e°(av,o>) of 

a<av’ Do>)—^(av,u>) = 0, where Ji(o<v,<i>) is given by (5.1). 

(B“(«v,D(i))h(o(v,(i>) '= 0 (ü> - 0) implies that ci(°<v) - -Cg(c^) 
and C2(o«v) = -С4(1+Л„). The condition (B^(a^, D^)h(a^,w) =0 
(<j> = d>0) leads to the system of equations for C(av) 

M(«v.0>o)C(,>v) = 0 , (5.9) 

where 

y31(oV%> У41<вѴ*®о>. 
M(a , <i> ) = ( ' 1 

,. у32(оѴ“о5 У42(,:*ѵ<“о> 

and C(av) = (C3(«v), C4(o<v) )T. Since the determinate of 
M(uv,o>0) is equal to D(av)in(5.4) and therefore vanishes, we 
can choose C3(ov) and C4(o<v) as in (5.7). Thus we get for 
e°(ot,<i>), given by (5.6), (consider a instead of оу) that 

B+(«.De)a?(«.») = M(o*,o>0)C(*m) = (»<«>) =0 for O. = cv. (5.10) 

If o>0 = n or <i>0 = 2n, then the rank of the matrix belonging 
to th6 determinate of (5.4) is equal to two and consequently we 
have Iv = 4 - 2 = 2. We can choose C3(av) = 1, C4(av) = 0 and 
C3(av) = 0, C4(t»v) = 1 and get (5.8). B 

We now have to investigate, whether associate functions occur. 
M.A. Najmark [10] has proved some results about the connection 
between the multiplicity of the zeros of D(a) and the 
existence of associate functions for boundary value problems for 
ordinary differential equations. These results are also valid 
for our boundary value problem (3.6), namely for 
«(a, D<j>)h(ui,ü>) = 0. Let m(uy) be the multiplicity of the zero 
<*v of D(a) (formula (5.4)). 
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Lemma 4: It holds that I,, < Z.(S6v+l) = m(c.,,). 
6=1 

Corollary: There are only associate functions for the eigenvalue 

oiv, if m(o«v) = 2 and Iv = 1. If <i>Q = л or <i>Q = 2л then no 

associate functions exist. 

Lemma 5 describes, when m(av) = 2 and how the corresponding 

associate functions are to calculate. 

Lemma 5: If 

/ SilKl) \2 ЛП q 
Vo - tan.>v<i>0 and —/ = coso.^)^, (5.11) 

sinav<i>0 Ф 0, cosav<i>Q Ф 0, then m(a^) = 2 The associate 

functions to the eigenvalue a are 
I 

= So-—1^°.’“) |a=av 1 

where е°{аѵ,і>>) is given by (5.6) with а instead of o«v. 

Proof: The equations (5.11) are valid if and only if D(<*v) = 0 

and = 0 for the angle <i>Q. The associate functions 

jg£(av,ü>) are solutions of the boundary value problem 

al{oVDü,>^l(oV<‘>) do» w) 

that means for a =■ av 

, dA(«,D) 
A(u,°ь))§1<“’<|>) + "301- е°(а,й>) = 0 for < < й>0 (5. 13) 

and 

B*(c,,DJSi(=.w) + o =: 0 for to = o>0> 

for <j> = 0. 
(5.14) 

Since A(a,D(j))e°(a,ü>) = 0 for all a from a neighborhood of 

av. we get there 

л r. dA(ot,D ) 
^[A(c,D^)e^(«,w)] = ^- £l(a,>ü>> + A(c,D^)gg 

w) 
0. 
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Therefore the equation (5.13) is satisfied for 

. de?(a,a) 
j^(a,w) = gjj1-- at the point a = <*v especially. 

Now we fconsider the equation (5.14). We have again 

В (a,D^)e^(a,w) -0^ for all « from a neighbourhood of and 

consequently 

+ в (c,pw)^—— = Q for V' 

Furthermore (5.10) implies 

к tB+-{-.Dw)af(«.«>]|e^= 2 ^"^(.,w)|^ 

. de?(a.w) 

+ 

= & tM(o,®0)C{a)]|a=e 

= ^ (D(.).0)T,^ 

= (^ll.0)T| =0. 

Remarks: (i) The eigenvalues o*.. with m () = 2 and Iy = 1 

are those points in Fig. 2 and 3, where the full curve-pieces? of 

the complex eigenvalues start or end. In Fig. 4 there is demon¬ 

strated how these eigenvalues (we have Re « - u.if in this case) 

depend on different materials, —1 ^ G > —and on the angle 

v>Q, that means <*v = av(G,<w0). The numbering and the marked 

direction of the curves describe this connection. 

(ii) The associate functions, which arise if m(«l?) = 2 and 

Iv = 1, are not uniquely determined. The multiplication by 

Constants and the addition of an eigenvector—function (5.G) , lead 

to other associate functions. In the following we will see that 

this fact does not play a role. 
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Let us summarise the results: 

Theorem 5: The singular functions (3.10) of the weak solution 
u e V of the Diriohlet problem have the following form: 

(i) If <*>0 4= л, ц>0 * 2л and o«v = «v(G,(v0) + 0 is a simple 
aero of D(<*) (formula (5.4)), then only the singular 
function 

u^,1^'“) = r V£°(V“) (5.15) 

arises, where e°(o<v,a>) is given by (5.0). 

(ii) If <i>0 Ф л, 0>o Ф 2л and = av(G,o>0) * 0 is a double 
zero of D(«), then the singular functions 

üo}v(r,w) ^ Г ve°(o,v,o>) and 

Hl^(— г ѵ(ф>ѵ,о>) -+■ (log r)_ej(u<v,(v)) = "v, 1 

occur, where e°(uv,w) is given by (5.6) 
by(5.12). 

(iii) If = л, then c«v(G,n) - «v(«) = v, v — 
no "proper" singular functions exist. 

(iv) If <,>o = 2л then c,„(G, 2л) = (2л) = v/2, 
and 

u^^tr.i*)) = rl!'^2ej(u<v,m), 

Уо fv(r'ü>) = гѵ/2о^иѵ,ы) 

are the singular functions. Hero e^ (■>.y, w) 
are given by (5.8). 

Proof: We have only to look for o>Q - л. In this 
(5.8) yields the eigenvector functions e?(txv,o>), i 

и^^(г,о>) - re?(av,w) are smooth vector functions, 
no "proper" singular functions, occur. 

(5.16) 

and ej(mv,w) 

1,2,..., and 

— 1,2,..., 

(517) 

and Cg(uv,«) 

case formula 
= 1,2. Since 

we can say 
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5.2 The mixed boundary conditions 

The solutions h(a,w), given by formula (5.1), have to satisfy 

the boundary conditions (2.12) and (2.13), namely 

h(e,w) - 0 for <i> = o>0 and 

Ц + ah2 = 0 and Kwh^+hg) + 2phg = 0 for o> = 0. 

If a 4= 0, then there are nontrivial solutions if 

coso«j>o sinoiü.'0 cos (oi-2 )<i>0 sin(o<—2 )<j>0 

-sino«i> cosa»„ 'Sin (a—2)w -Asinam cos(a-2)o> +Acosom> 
D(.a) - ° ° о о о о 

О 2сх О аА+2а~2 

—2цо< О (А.*2ц) {2 -«лА) ~2ио< О 

= 16ідо.2біп2ь>0 - lg>t^|2^2 * ~ °- (5- 18) 

The eigenvalues av of (Я(а, D^) are the zeros of the equation 

n -ot^sin2*^ (Л-Нл)2 + (Д. +2ц)2 
si" --ГЩГГ(ХЩГ5 ■ 

For «а ~ 0 the solution (5.2) yields 

0(0) - 

0 

1 

0 

0 

2Cw . + sin2m„ 

2C + 

cos2w_. 

—2Ct»0 + sin2u>0 

2(1 C)U+2p) 

- 4( 1-C“) (Д.+2р ) + 0. 

Therefore a - 0 is no eigenvalue of fl(a,D ). 

Fig. 5 and 6 

Ot(o,D(u) .for 

the dotted 

indicate the 

show the distribution of the eigenvalues of 

G c -10 and G * -1.5 for 0 < Re a < 3. Again 

lines indicate real eigenvalues, the full lines 

real parts of the complex eigenvalues a . 
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Lemma 6: If u, = «,(G,ü>0) is a aero of (5.18) then I, = 1 

and 0^(.,,w) = С3(.у)у.3(.у,й>) + С4(.у)у.4(.,,й>) is an eigenvec¬ 

tor function where 

- 1) coso. ш + coa(a -2)« \ 

£3<°V0>) 

‘ (А.-І-Ц ).a't 

(u|)a, - 1H-Sin«v%) - Sin(c,y-2)0>0 

Ar4<«v,o>). 

( 1) sinay0>o -+ sin(ay—2 )b>Q 

- 15 «»V»* + cos (.,-2)% 

Сз(«ѵ> = <|Ш^ - x> “sVo + сов(«„-2>»0. 

c4(uv) - ((%%ryr - 1) sin.,<«>0 + sin(.,-2)w^. 

(5.19) 

(5.20) 

Proof: The rank of the matrix belonging to the determinate 

(5.10) is equal to three. Consequently 1=4-3=1. The 

ideas of the proof are the same ones as of the proof of Lemma 3. 

We consider h%.,,w), given by (5.1), and determine the constants 

С4(о>у), i = 1,...,4, in such a way that B^(.,, D^)h(.,,w) = 0. 

The condition B~(a,,Dw) implies that 

Ci<"v> = C3(«,K(f(%y - 1) and egte,,). = C4(.,)(^_ _ i). 

This leads to (5.19). 

The condition B+h(a,,o>) = 0 yields C3(.,) and C4(.,) as in 

(5.20) and it holds that 

B+(u,D(j))e°(u,(i)) = (D(.),0)T = 0 for . =., 

We now look for the associate functions. 

(5.21) 

Lemma 7: 

(i) If m(.,) = 2, then associate functions exist. 

(ii) The equations 

.Vr0sin,V,'0cos.V,)0 = sin2.,o>0 - 

jin2o>. 

are sufficient and necessary for m(.,) = 2. 

(5.22) 
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(ill) Associate functions to the eigenvalues of a(oiv,D(j}) arc 

e[{o,v,a>) e'^(o<,<v) jia_^, 

where ej(a,«) is given by (5.19) with a 

(5.23) 

instead of oty. 

Proof: The assertion (i) foilows immediately from Lemma 4. The 
equations (5.22) are satisfied if and only if 
D(av) - D’(o<v) — 0, where D(a) is given by (5.18). The proof 
of assertion (iii) is analogous to that of Lemma 5. ■ 

Remark: The eigenvalues av with m(t*v) = 2 are again those 
points in Fig. 5 and 6, where the full curve—pieces of the 
complex eigenvalues meet the dotted curves of the real 
eigenvalues. 

Summarizing our results we get the following theorem. 

Theorem 6: The singular functions (3.10) of the weak solution 
u С V of the mixed boundary value problem have the following 
form: 

(i) If =av-(G,<>> ) is а simple zero of D(u) (formula 
(5.18)), then only the singular functions 

u^(r.u) - Ло^(<«у,Щ) (5.24) 

arise, where (u ^, ) is given by (5.19). 

(ii) If uv - «v(G,<i>0) is a double aero of D(u), then the 
singular functions 

-o!v(r,“> - r und , 

-1 Jv ^ r, ''•') = r l’(cJ(ov,iv) + (log r)Cj(uy,li))) 

occur, whore e'^(u ,,w) is given by (5.19) 
by (5.23). 

5.3 The Neumann conditions 

In this ease we consider the boundary conditions (2.14) for 
L^(o,w) = 0. If О ф 0, then there are nontrivial solutions 
h(о,c) (see (5.1)) under the conditions that 

(5.25) 

and ejXuiy.w) 



(5.28) D(c) = |a^j(c)| = 32и3о.2(а2зіп>, зіпо«і>0) = О, 

Here there are 

О, a11(a) 

*12 (c<) — 2a, 

a13(o.) — 0, 

a^^(oi) — aA + 2a - 2, 

a3i(°.) = 2аизіпаь>0, 

a32(“) ~ -2оіцсозо«і>0, 
a3g(o() - 2p [osin(a-2)<i)0 + 2^sinc«>>0], 

a34(a) = -2н [аСОв(а-2)»0 + ^^COSoü)^], 

a2^(°<) - 2 dH. 

22 ) ■“ 0, 

a41(o.> 2apCosoKi>0, 

a42(oi) = 2оцлЗІПай>0, 

23 (a) /— (A.+2p) (2-aA) — 2ap, 

a24^°*^ ~ 

a43(oi) = 2ц [acos(oi-2)<i>0 •+ ^2 +• cosom>0], 

a44(u) - 2ц [азіп(с«-2)й)0 t^2+ sino«i>0], and 

* = A("> = 

For a — 0 the solutions (5.2) yield that the corresponding 

determinate D(0) = 0 for all <i>0. Since Iv = 2, we get the 

linearly independent regular eigenvector functions 

е£(0,о>) - (1,0)T and e°(0,w) = (0, 1)T. (5.27) 

Fig. 7 shows the distribution of the eigenvalues of OKa.D^) 

for 0 < Sc a ( 3. It is taken from the paper [11]. Again the 

dotted lines indicate the real eigenvalues, the full lines 

indicate the real parts of the complex eigenvalues. 
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Lemma 8: 

(i) Assume that av - с*ѵ(<і>0) is a zero of D(a), 
o<v * О, av + 1, d>0 4= л, 0>o * 2л. Then we have 

(5.26), and 
Iv = 1 and 

e£(o.v,u) = C3(o.v)23(av,<»>) + С4(о.ѵ)іі4(«ѵ,ш) (5.28) 

is an eigenvector function, where 

і3(сѵ,ш) 

■ (и+ц).У - X) cosuv“o + cos(o.v-2)u>0 

V, -2u_ 
‘ (A.+p )*>.,, '(/ i ij\K~ 1) sino.4,<d„ - sin(u -2)w 

( 
( UAV - 1) einV»o + sin(cv-2)0>o 

“ 15 COSo,vü>o + ^os(o.v-2)% 

)• 

). 

and 

C3(av) = n[(2-av)sin«v0>o +- «vsin(av-2)ü>0], 

C4(av> = «V(C030!VÜ>0 - соз(о.ѵ-2)ц>0). 

(5.20) 

(ii) The number c<v - o«v(<i>0> - 1 is for all С (0,2л] an 
eigenvalue of (Ж(а, D^) and the corresponding eigenvector 
function is 

= (fcSL) - (5 3°> 
(iii) If <i>0 =. л or ü>0 - 2л, then «ѵ(л) = v, сту(2л) = v/2, 

V = 1,2,..., and 1=2. The eigenvector functions arc 

for av = 1 besides (5.30) 

e|(l,o>) = z3(l,w), (5.31) 

for av ■=¥ 1, V = 1,2,3,..., 

e^(av,<i>) = Z4(av,<ö>, e£(o<v,ü>) = Х3(ау,о>). (5.32) 
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Proof: 

(i) We consider h(av,o>), given by (5.1), and determine the 
constants Ci(av), i = 1,2,...,4, in such a way that 
B±(av,Dv)h =0. The condition B_(«V,DV) implies that 

Ci(^) = &,(.„)-1] and Cg(^) = С4(.^)[^Щ- _ 1]. 

Thus we get formula (5.28). The condition B^(o,^, D^)h(a^,w) = 0 
yields the equations (5.29) and it holds that 

Bl(a,Dw)5j(o,w) - (D(a),0)T— 0 for a = ay. (5.33) 

(ii) Analogously to part (i) of the proof we get (5.28) with the 
unknown coefficients Cg - Cg(l) and C4 - C4(l). The boundary 
condition B*( l,ti>)e°(l,<i>) =0 yields 

:) ф =4- 
Choosing Cg .= 0 and C4 = - we gefc (5-30)- * 

(ill) For >i>0 - n or <i>ü = 2л the matrix in (5.34) is the 
O-matrix. Therefore we can take Cg = 1, C4 - 0 or Cg = 0, 
C4 - 1 in (5:28). a 

Lemma 9: 

(i) If 4=- 1, Iv — 1, and m(av) — 2, then associate 
functions exist. _ 

о sin^w 
(ii) The equations av<oo = tana^ and cosv^ = -g— 

wo 
|>.(7 * 1, are sufficient and necessary for m(a^) = 2. 

(iii) Associate functions to these eigenvalues of Ol(oi, D^) are 

" Ѣ (5.35) 

where e“(u,<i)) is given by (5.28) with a instead ау. 

For the proof compare Lemma 5 and Lemma 7. 

Remark: The eigenvalues .*v Ф 1 with m(.*v) = 2 and I — 1 
are those points in Fig. 7, whore the full curve-pieces of the 
real parts of the complex eigenvalues meet the dotted lines of 
the real eigenvalues. 

We formulate our results. 
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Theorem 7: The singular functions of the' weak solutions u C V/N 

of the Neumann problem have the following form: 

(i) If <j>0 4= n, <j>0 * 2«, and o<v = o.4>>0) is a simple aero of 

D(a) (formula (5.26)), then only the singular functions 

- r“ve5(av,<.>) 

arise, where e^(uv,ü>) is given by (5.28). 

(ii) If <t>0 * л, o>0 * 2it, and u is a double aero of D(a), 

then the singular functions 

u’^r,“) - Г 'в°(«у,в) and 

uijv(r>“) ~ r + (log r)°i(av,w)) 
occur, where is given by (5.28).and cj(u ,o>) 

by (5.35). 

(iii) If <i> = n, then no "proper " singular functions exist. 

(iv) If w - 2л, then it follows from (5.32) that 

- r^e^(c^,w), 

üofv(r'ü>> = ^(«v-)' 

Remark: The singular functions 

for = 0 (see (5.27)) 

= (x2,-Xl)T for u., - 1 (see 

N (see (1.7)). 

and _u^\",( r,w) - r( s inw, -cos«)1 

(5.30)) arc a basis of the space 
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On locally D-optimal experimental design 

1. Introduction

62KQ5 
62P10 

If one is planning an experiment it is desirable to gain maxi­
mal information by a p9ssibly low cost. In particular, if one is 
goir,g to estimate the parameters of a nonlin.r,ar growLh-functiuu 
it is meaningful to choose the measuring points and frequ,mcier; 
in an appropriate manr,er. For a gi ven uveral 1 nuwLer· uf measu­
rements it is useful for several reasom, to have a large valu•J 
of the determinait of th� Fisher-inforwation rouLrix (ef. [1)­
(3)). This so-called D-criterion proved to yield in wost case:� 
"gi:,od" experimental desig11s (cf. [4]). Never1-hcle:cw, uuo lio.s 'Lu 
be aware of the drawbacks of this approach. First of all, tbe 
unkriown parameters appear in the cri1-eriun, hetice unc lmi; Lu 
provide some a priori estimates. ßecause of this we shoulJ 
rather use the termini "local D-crfLeriun" aml "luca_l D-optlmul 
design". 'We drop the attribute for brevity. FurU'v�r the computa­
tion time• for the maximization may Lc so �xvemsive, U,u·L lt 
becom,es moi;-� eco�omic to measure twice aud not 1-o plan at
For other criterioris these diffieultit>s uccur· us wull (ef. 

all. 

[3)). 

However, our goal is to overcome the problewr; wiU1 cumputing u .. �

maximum of the criterion. We succec,ded to find a·wuy for rcdu­
cing the dimension of the optimization from the size o)f thc 
experiment to the number of unknowu vara1actcrs. For- an impur-Lar.-L 
clas� of growth functions with 3 parametcrs thc remaininiJ opti­
mization can be solved by .elegant geumetric currniderat.io11s. 13y 
that way it is possible to, compute relative JOaxima of the loo.,al 
D···criterion very quickly. Fur woi.;t gruwLh fuu(:l.ioui; lL cuuld uuL 
be proved yet whether this relative maximum is alwa.,ys an abso­
lute one. For exp�nential regresi,;ion i1, seems ·Lu \Je so, LuL fur· 
general s i tuations there are couuLur·•cxamples. w,/ ..::oti:; idor,)d a 
necessery condition for an a\,sulute waximuw. Tbios cuu<llLiuu 
enabletl us to construct the abovo •�ounter··example:, a,; w,311 as 
an example for which the 1·elaLivc muxiwum wcr,Lioucd j_i; U,,, 

absolute one. lt is interesting the.t even if that relativ,J 
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maximum is not an absolute one, the value of the local D-crite- 
rion is not worsen than the absolute maximum devided by 4.5. 
This implies that other (expensive) numerical methods, that 
yield the absolute maximum, provide not more than a reduction of 
design size by 1.7. 

It should be stressed that we considered only so-called concrete 
designs, i.e., we restricted ourselves to integer solutions for 
the frequencies. It is a simple task to modify our results for 
discrete designs. Analytical considerations on optimum discrete 
designs under several oriterions are contained in [5]. 

2. Separation of the integer and the continuous optimization 

Let us assume a growth-function 

G:[xi,xj X О -» R , П c Rk , 

(x,#) -* G(x,t>) , 

depending on the instant x from the time-interval 

^1( lower bound)>xu(upper bound)3 and additionally on the para¬ 

meters to be estimated. We denote the derivatives with respect 
to the parameters by 

и(X) : - V^G(X,i>0) , z: [x^,x^] -> Rk 

with being a fixed a priori estimate for the wanted parame¬ 
ter vektor 
The size of the experiment to be planned is denoted by n and is 
assumed to be not less than k. Now we introduce a matrix-valued 
function 

V: [Хр хц]П -* Rfc<t* , 

X - (x1(...,xn) -» (z(x^) z(x2) ... z(xn>). / 

Finally,, the function to bo. maximized is given by 

f(x) = det( V{x)VT(x) ) , 

f: [ x1,xu ]ri   > R1. 

The arguments x are referred to as experimental designs of the 
size u . If the cardinality of the set {x^,.,xn3 is then 
X is called a 1—point -design. The set 

(%1.%n3 =- Sp(x) = 3XSPj’■•■’Хзрх3 
together with 1 integers n^,. ..,n^ characterizes an experi¬ 
mental design up to a permutation of components. Since f is 



symmetric, it is sufficient to find the support 5p(x) and the 

frequencies п^,...,п^ represented by an ordered table 

sp, sp, 

nl+n2+ ' ' ' +r‘l ~ n- 

Definition: If f(x*) - max f(x), x C [xj.Xy]11, then x* is 

called a ('locally D)optimal experimental design (at d - dQ). 

As a first step we look for optimal designs in a subset of all 

designs, namely in the set of all k- point designs. To this end 

we recollect ([6]) that 

f(x) I VVT| -5 
ik 

vli, 

Here each column of V depends on some component of x. Since 

there are just k' different components of x all non vanishing 

determinants on the right hand side must be equal; their number 

is the product of the frequencies n,Ug ... w^. Thus we state 

Lemma 1: For к point designs the following equation is true: 

f(x) - n^ng nk defc< a(xsp1) 2(%^) > 
2 

where the n^’s are the frequencies and the х^р ’s 

support points of X 

are the 

We conclude from this that the optimum к point design may be 

found by maximising the product 
к к 
П n- under the constraint Z n-—n and maximizing the square 
id 1 id 1 
of the determinant 
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det( B(x^d ) 

xsp. c [xl>xu] für 

for i+j, becau- 

independently under the constraints 
X — I* 2,. . . > к. 
It is not necessary to assume that xsp. 4 xsp . 
,se f(x) vanishes in such situations. 1 J 
First let us treat the integer problem, of course avoiding 
differential calculus. We prove the following 

к 
Lemma 2: If П n; takes its maximum under the constraint 

i=l 

ill"1" " 

then the n^'s are "almost equal", i.e. 

max { In,-ix, I } < 1. 
KKKk 1 J 

Proof: Assume conversely that n, —n , >2 for some permutation 
—^ Jp J 1 
jCS(n), then 

к к к к 
(П; +1)(П; -1) П П; - П П; -+ <П, ~П; — 1) П П; > П П, 

J1 J2 i=3 Ji i-1 Ji J2 J1 i=3 Ji i=l Ji 
к 

or П n, = 0. 
i-3 Ji 

к 
This contradicts the maximality of П n- . 

i=l 1 

From the Lemma 2 wo infer that the optimal frequencies are given 
by II; - [ j ] + S; with S;C{0, 1}, i=l,....,k, and k 1 X 1 1 

к [ 2 ] 

Consequently, there arc (n-k[“]) different optimal к point 

designs for given к and n. Only if k|n the optimal design 
may be uniquely defined. 

Ri:mai к: If we allow fox discrete designs, the attribute 
"almost" in Lemma 2 has to be dropped. Then the frequencies for 
the unique optimal design are exactly equal. 

Now we introduce tjie function 

v(xsp1.xspk> = det(3(x^) ... *{хаі>к))г 
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and denote its maximum on [х1,хц]к by <Pmax- Further we denote 

the maximum of f on k—point designs by and the overall 

maximum of f on [x^, xu]n by fmax- Then we obtain obviously 

fmax ^ ^kpm ^ ^ <fmax' 

If we want f to reach a threshold fQ then it is sufficient 

to take 

n=k([$ ] + 1). 

Hence the support sp(x) 

calculated independently of the size 

sional optimization problem 

as well as the value 4“max can be 

by solving a low-dimen- 

<p(x, 
SPl 

>xspk> = Max ! on OpXJ* 

3. Special cases 

In general the above problem can be easily solved by available 

computer routines. Here we will focus on situations in which 

further reduction by analytical means is possible. To this end 

we make the assumption : 

(A) Let к = 3 and the graph of the function 

z : [ХрХц] -> R3 

is a regular curve contained in some plane £ with О t £ . In 

£ there exists a basis {bj,bg} such that the bg-component of 

z is a smooth convex function of the b^-component of a, i.e., 

z(x) = b0+z1(x)b1+z2(x)b2. 

z2(x) = g(z^(x)) 

with g: Cz1(x1),z1^xu)3 -*- R being a convex and nonlinear C1 

function. 

Now we turn to 

Theorem 1: Providing (A) holds and xsp^ < xsp2 < хзр3’ ^*cn 

v(xsp1'xsp2'xsp3) is a maximum iff x^^ - Xj. xsp3 ' *u ,md 

e'(zl(xsp2)) 

z2(xl)'a2<xu) 

al(xl)-el(xu> 

Furthermore,, the partial derivative« «ati«f> 



»,1 
* 3 
4>.22{xl-xm'xu> * 0 

for each xm'.= xgp fulfilling the above equality. If g is 
strictly convex thin x(n is unique. 

Proof: Lot us consider the tetrahedron with 
a(x__ ), i-1,2,3. Its volume is given by 

the vertices 0, 

V = 1/6 vMxsp). 

On the other hand, we have 

V - 1/3 dist(0,e)A(a(xsp^),B(xsp^),z(xgp^)> 

with dist(0,0 - the Euklidean distance between the origin 
the plane e (positive due to 0 ( ¢) 

and 

Л(в(х, 

and 

the ., ),a(x >,a(x„rt )) - the area of the triangle with 
ti 'JPo <jPo 
1-3 vertices з(хдр ), 1=1,2,3. 

is a maximum iff the area From the above we infer that <p(xgp) 
of a certain. triangle is. 
Hence, we obtained the equivalent but much more convenient 
problem of maximizing the area A of a triangle under the con¬ 
straint that the vertices lie on the graph of a convex function 
g from an interval into the real axis. 
The convexity of g yields immediately that A is an increa¬ 
sing function of the abscissa of the right-most vertex if the 
two leftmost vertices are kept constant. Moreover, the slope of 
that function is not less than d sino with 

d ~ dist(a(xsp^>, a(xsp^)a(xap^) ) and a = *(bg, z(x^)z(Xg)). 

Analogously, A is a decreasing function of the leftmost abscis¬ 
sa with a negative upper bound for the slope , the remaining ab¬ 
scissae are again assumed to be fixed. 
This, together with q>~A^ and the chain rule, yields the condi¬ 
tions 

xsp3 xu Ф,. < 0 <P,X > o. 
. 3pl 

Now, the remaining abscissa is an inner point of the interval, 
hence a necessary condition for the maximality of the area may 
be given in terms of the derivative of the triangle’s heights. 
This yields the expression for g’ and the uniqueness in the 
strictly convex case. 
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Now, we observe that the sufficiency follows from the argument 
that Ф is continuous on the compact set [ x ^, Хц ] , hence it 
takes on its supremum. But, on the other hand, the value of ф 
is the same for all points satisfying the necessary conditions. 
This ends the proof. 

Let us consider now growth-functions Q of the type 

G(x,oi,ß,Y) = a + F(x,ß,Y)- 

The definition of z yields 

1 
z(x) = ( F ß(x,ß,Y) ). 

F'y(x,ß, Y) 

Hence we put b^ - fo), 
O \qJ 

and £ — bQ t spanfbj^.bg}. 
The assumption A holds if the following relations arc 
for each xC(x^,xu): 

F Ф 0 and T7<x* is monotonous. (The derivatives 
’*, xß 

exist and satisfy the conditions.) 
Especially for F(x,ß, *) - ßo>(<x) this requirements read 

valid 

(*x) Ф 0 arid x^. ^ *x^ is monotonous. 

Example 1: For exponential regression we have 

ia(<x) - C*X. 

The above conditions turn out to be satisfied. The function g 
can be expressed explicitly as follows: 

g(t) - 2 t lnt. 

As support point we obtain after some transformations: 

xuo<xu - Xle'xl 

o**l 

1 
i 



Unfortunately, not always we may express xffl by a formula, as 
shows us 

Example 2: w = tanh 

Our assumptions are satisfied whenever 0( (x^, x^). 
The instant x^ has to be calculated from 

xu/(cosh2(Txu)) - x^/(cosh2(yx^)) 

хш tanh(Txm) = - • 
tanh(vxu) - tanh(yx^) 

Of course, this nonlinear equation can be solved quickly even by 
a pocket calculator - but not explicitly. 

Example 3: In the case of quadratic.regression 
G( X, a, P, f) - a + Px + yx2 we get 

z(x) = (x ] , t = X, g(t) = t2, g’(tm> = Хц + x% . 
X2 

x,+x 
Hence we obtain again the well known result xm =—-g ■ . 

Regarding the case G(x,a,P,y) - o< + Pw(yx) the differential 
equation 

=■cünst 

is of some interest. For its solutions 
, Alnx + C 

<v(x) = { г, the 
'‘Ax0 + C 

above method fails. For all other monotonous functions we may 
choose a suitable interval [x^,xu], so that хщ can be deter¬ 
mined in the above way. It is evident that the failure of the 
method for the mentioned functions is connected with the depen¬ 
dence of the growth parameters. Consequently, those cases are 
not of. interest. 

It should be mentioned that the idea of maximising <p(xrp , . . 

..,xepj^ tv maximizing the measure of a polyhedron with vertices 

lying on the graph of a convex function may be useful for other 
dimensions к * 3 as well. As an example with к = 2 we consi¬ 
der the so-called Michaelis—Menton-function 
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G(x,«,ß) - ITjfj < о, P > 0 . 

Here one obtains the problem of choosing two points on an arc of 
the normal parabola in such a way that the area of the triangle 
formed by those two points and the origin takes a maximum. The 
solution of that problem is geomtrically obvious and implies the 
nice result, that the optimal support of a 2-point design con¬ 
sists of and the point x^ for which 

G^,o.,P) = 1/2 G(x1>a,P) , 

provided xu is sufficiently large. Otherwise we have just the 
ends of the observation interval in the support. 

4. Designs with larger support 

Up to now we considered only designs of minimal support size. 
Under assumption (A) we succeeded in finding the locally D- 
optimal one, but we don't know whether it is possible to obtain 
better designs by enlarging the number of support points. A 
general answer to this question can not be given here, but some 
results should be mentioned. Since our main interest is in 
exponential regression , in the sequel we fix k=3. First we 
will prove the following i 

Theorem 2: The optimal D-value for designs with an arbitrary 
support cannot be better than 4.5 timfes the optimum for 3-point 
designs, i.e. 

fmax K 4'5 f3pm ' 
The minimal size m for wich fmax will be greater than *зрю 
calculated for a given size n is greater than n/1.7 . 

Proof: The formula for determinants on page 53 Lemma 1 

yields immediately 

^raax^ ^З^шах' 

For n>3 and arbitrary m we have 

CQJi]2(n-2[^i]) > 27<n-l)3, 

ф < g (m-1)3. 
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Since f3pm = (п-гс-5^-] )<Pmax we conclude (m-1)3 > g(n-l)3 

and hence 

m > 9 g n+(l-9 § ) > n/1.7. 

On the other hand, for n>3 the following inequality is true 

(3) < l^]3(n - 2[5^1]) Ц . 

Consequently, fmax <4.5 fgp^. This completes the proof. 

Remark: It should be pointed out that the above estimates are 
very pessimistic. I could not construct any example with 

f„ax > 2?3рт ^ 
G(x,ei, J3, f) - a -+ ßevx, V < 0, 

and 

G(x.o,ß.v) = - V) 

the factor is assumed to be equal to 1, i.e. fmax = f3pm 
(of. [3]). 

Now we make use of the assumption (A) once more. 

Lemma 3: The points x-^ and x^ belong to the support of the 
optimal design. 

The proof runs like that of Theorem 1 applied to each of the 
terms in the sum - which now may differ from each other. 

Let us now introduce a family of functions 

a(xk) bQ+ub1+vb2)2 

z(xk) z(x1))2, i = 1,2,.,.,n. 

Substituting u - Z|(x^b V --Zg(x^) — g(z^(x^)) 
we obtain 

Vjfu.v) - f(x). 

4':(u,v) - Z det(z(x-) 
1 j<k J 

ji i+k 

4 Z det(z(X■) 
j<k<1 J 

j, k, 14 i 
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Note that the functions are quadratic semi-definite forms 
in (u,v). is positive definite iff the points {z(Xj): j+i} 
are not» collinear. Otherwise x is of no interest because it 
cannot yield a better f than f3pm- Similar functions have 
been used in [7] for the formulation of a sufficient criterion 

for fmax = fkpm- 

Lemma 4: If x is an уoptimal design then 

^ : = { (u,v) : •vj/u.v) < f(x) } 

is an ellipse for each i . 

Theorem 3: If (A) holds and x is an optimal design then 
a) { x,,x } <= sp(x), 

n 
b) {(t,g(t>): t C [z1(x1),z1(xu)]> с П^і- 

As immediate consequences of this1 criterion we can state the 
following corollaries. 

Corollary 1: Let (A) be valid and x be optimal. If 
I <= [xpxj is such that Sjj- is a straight line then 
sp(x) n int 1=0. 

Corollary 2: We cancel the smoothness of g in (A) and assume 
g to be continuous in [x^,xu], nonlinear, but linear in 
[xi.xj as well as in [xm>x^] for some хщ C (x^.Xy). Then 

a> fmax = f3pm and 

b> fmax " f( xl ‘xl’ xm "xm' ^ ^ 

[®5~] [n^ 3 n 2^-3-1] 

In order to show that the equality fmax = f3pm in б^пегаі 

doesn't hold let us consider the special case n = 4. Let z be 

continuous, lie in a plane e ) 0 and be linear in [x^,x^], 

[Xj.Xg] and [Xg.Xy]. If 

e(x1)e(x2) II i(x1)z(x1J> 

then X = (х1,х1,х2,хц) is optimal. Furthermore, if x% 4 x2 

then fmax > f3prn ‘ 
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Remark 1: From the above we see that the curvature of z in the 

neighbourhood of хщ is essential for fmax to be greater or 

equal to fg . Certain ellipses state indifferent cases between 

large curvature (fmax = f3pm^ and small curvature 

^max > f3pm^‘ 

Remark 2: The examples with piecewise linear z seem to be artifi¬ 

cial, but they occur naturally if one takes C^-splines of powers 

and logarithms as growth-functions. For an instance 

, X, 0 ä X < 1, 
<*>( x) = I 

2x/x - 1, X > 1. 

G<x,ot,ß,Y) = a + ßo>(yx>, y>0 

fits the assumptions of Corollary 1. 

Finally, we want to make the observation from Remark 1 

above more precise. By calculating the eigenvalues of a matrix 

of second order derivatives we are able to give a sufficient 

criterion for f3pm to be a relative optimum of the func¬ 

tion f on the cube [XpXy]”. Me remain it to the sceptical 

readers to do the cumbersome algebra and present here orily the 

result. To this end the notions are introduced 

a = <P*22(xl’xm’xu)’ 

bu = 2[det(z(xm) z(x^) zlXy)),^2, 

bx = 2[det(z(xm) z(xm) afXjO.j]2. 

Now we can formulate 

Theorem 4: Let ч> : [ХрХц]2 -» H+, 

v(x^,Xg,Xg) = det(z(x1) z(Xg) z(Xg))2 

takes a relative maximum in (xl>x,n, Хц), and the derivatives 

satisfy 

V*1 <xl'xm’xu) < 0 

and 

»'2 (xl-xm>xu) >0 

An experimental design x with sp(x) = fx^.x^, x^} and the 
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corresponding frequencies ni»nm>nu is relatively optimal, if 

Л. := n^ a + nm< n^j + n^) < 0. 

Remark: In the case of exponential regression with negative r 
it is possible to show that this inequality is valid for the 
previously constructed relative maximum. Then the eigenvalue 
depends only on the ratio y/(x^-x^) and , for all n with 
3|n or large enough, it can be proved to be negative by asym¬ 
ptotic expansion for arguments near aero, by limit considerations 
for large negative values and by numerical evaluations for the 
remaining case. Indeed, we have 

a = 2ye**m[e*(YYX^-2) + yx^ + 2] [ ( l-x^e*^ 1+xm^-eT+xmevxm], 

bu = 2e2lfxm[e1f(l-rxIB-y) - eTxm]2, 

bj = 2e2?*m[l + гХщ - eyxm]2 

with Хщ = eT/(ev-l) - 1/*. Using |ni - n^l < 1 we obtain 

lim X(r) = -2e"2(l-2e"2)S2 ( + 0(n) if 3 + n ) 
Y-»-oo 

and 

A.(V> ~ - |n2v2e1/T “ 1/2 (+ 0(n) if 3 t n ) 

for г near zero. 

5. Final comment 

The above considerations affirm that designs of minimal size of 
the support yield good values of the local D-criterion and that 
the ends of the observation interval should belong to the sup¬ 
port. Further it turned out that other choices of frequencies to 
the optimal support give us relative maxima, too. Moreover those 
maxima are more peek-like. On the other hand, we don't know, 
whether there are further maxima. But if there are such maxima, 
then they cannot be much better than the 3-point maximum. 
Problems of this kind are called frustrated. In [83, [9] we 
discuss algorithms for the numerical treatment of this problem. 
The results of that papers suggest that the above conclusions 
are typical for experimental design in general, not only for D- 

optimality. 
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Rostock. Math. Kolloq. 36, 65 - 72 (1989) 46F10 

Brian Fisher 

A result on the beta function 

The ll8Jllllla function C"(x) and its der,ivatives were defined in 
(2) by

r<r>(x) = N-lim f�tx-lln
rt e-tdt

e-o e

fol' all x and r = 0,1,2, .... Here N is the neutrix, 
{e : 0 < e < �}

(1) 

see 
and van de.r Corput [ l], . having the domain N • = 

· range the real (o� complex) numbers with negligible ·runctions
finite linear sums of the functions

J..<0, r:1,2 , ... 

and all functions f(e) which converge to zero in the normal 
sense as e. tends to zero. 

It was shown that this definiton is equivalent to the usual 
definition of r<r> (x) for � * 0,-1,-2, ... and r = 0,1,2, ... 
and so equation (1) was used to define r<r> cx) for 

x ::;; 0,-1,-2,... and r-= 0, 1, 2, .. ·, In particular, it · was 
shown in [ 4]_ that 

["(-n) = (-�i
n 

[♦(n) - y) (2) 

for n: 0,1,2, ... , where 

{ 
0, n = 0, 

+(n) =

.. 
n 

1 
1: r· 

n :: 1, 2, ...
i=l 

and y denotes Euler's constant. The followir,.g theorem was also 
proved in [ 4]. 
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Theorem 1: Г^г^(х) = N-lim Г^г^(х + e) 
\ € “>0 

for all X and r = 0,1,2,... . 

The beta functipn В(А.,ц) was defined in [3] by 

BU,n) = N-lim (1 £tA'"1(l - t)^'^dt (3) 
£->0 Je 

for all А., и. Here the neutrix N is as above but with its 
domain restricted to {e : 0 < e < |}. 

It was shown that this definition is equivalent to the usual 
definition of B(t,n) for К, и Ф 0,-1,-2,... and so equation 
(3) was used to define B(A.,h) for Д., и = 0,-1.,-2,,.. . It was 
then proved that 

B(0,n) = B(n,0) = —ф(п-1) (4) 

for n - 1,2,... , 

B( -n, ц) = В(и.-п) -= [(%) [ *<n) - V - % = g| 3 (5) 

for n = 0,1,2,... and м Ф 0, ±1, ±2, .., 

B(-n,m) = B(m,-n) = ^n!im-n-liI I Ф(") ~ Ф(ш-п-І) ] (6) 

for m - n+l,n+2,... and n = 1,2,... , (note that there was an 
error in [3] for this result), 

B(-n,m) = B(m,-n> = (7) 

for m = 1,2, ... ,n and n - 1,2,.. . and 

B(-n,-m> = kgygj' t ф(п) 4 ф(т) - 2ф(т+п) ] (8) 

’ for m, n = 0, 1,2, . . . t. 

It now follows from equation (2) that 

if К or и- 0,-1,-2, ... . However, the following theorem does 
hold. 
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О) »«■*> * »-“• [ ] 

' % [ ] 
for all Д., и- 

(10) 

Proof: Equations (9) and (10) follow immediately for 
Я-,p Ф 0,-1,-2,,.. on noting that Г(х) is continuous for 
x Ф 0, -1, -2, . . . . 
Now, because of the continuity of Г at n + S and n + £ + S, 
we have 

(n-.l >.!V(i-H;)-l = i [1 - £ф(п-1) + . ..] 
i=l 

N;^S [ % ^ШШ13 = -«о-') 

Comparing this equation with equation (4) we see that we have 
proved equation (9) for X. - 0 and p = 1,2,. .. . 

To prove equation (10) we note that 

N-lim 
6-*0 

and it follows that 

Г(£ ) 
r(n+£+S) 

= [(l+£) 
£T(n+£+S) 

= c 1 + еГ'{1> + •••“ 1 _ + ---3 

and it follows that 

N;^g ггйтШу = - TTnTüT 

since Г’(1) = -у. Thus 

"ÄS [ “;ій ] • - - Ч4Й- 
It is well known that / 

T’(n4S) > 
[Г(п+5)]2 
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I 

- Ф(п-1) - Y- (12) 

Substituting in equation (11), we see that equation (10) is 

proved for К - 0 and и = 1,2,... . 

Now suppose that и * 0,±1,±2,... . Then 

r(n-n« +S) = Г(ц-пІ£) ' 

provided that p-n+£ Ф 0,-1,-2,,.. . Further 

and expanding in powers of £ it follows that 

Thus 

N-lim 
£—^-0 

Y Г 

and comparing this equation with equation (5) we see that we 

have proved equation (9) for X. - 0,-1,-2,,.. and 

и Ф 0,±1,±2,... . 

Next it follows as above that 

Г*(р-п+£+^) - ЕТгЬ-n+Sl C ф(п> Y Гг[ц-п+І1 ] 

provided that p-n+S Ф 0,-1,-2,,.. and so 

“ЙЙ 1¾ »<-> - * - 

from the continuity of Г at p and p-n, proving equation 

(10) for Л. = o, -1, -2, . . . and p Ф 0, ±1, ±2, ... . 

With m = n+l,n+2,... and n = 1,2,... we have 

N-lim 
S >0 r(m-ntf+5) - 

rial - 
Г(т-п+€ ) 
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because of the continuity of Г at m and m-n+e. Further 

Нш-пІ" I = .^(m-n-i+e)"1 

/1\П m-n-1 ш , 
- v e П (m-n-i+e) П (n-m+i-e )_i. 

i=l i=m-n+l 

Expanding in powers of £, it follows that 

N;Üg rfm-n+£ I = гПТю^п-ТТТ Сф(п) - Ф(m-n-1)] 

and so 

N-lim 
£—>0 

Г( -п+£ )Г(т+6)1 _ 
r(m-n+£+S) J - n!(m-n-1)! СФ(п) ф(т-п-І)]. 

Comparing this equation with equation (6) we see that we have 

proved equation (9) for A. = -1,-2,. . . and g - -1.+1,-1.+2,. 

Next we have 

Г(—n+£ ) 
Г(т-п+£ +b) £ r(m-n+£ +5 

-1 

and expanding in powers of £, it follows that 

N-lim 
£—>0 = 

-и" 
m-n fS) [ - Y Г*(m-n+S 

Г( m-n fS I 
+ ф(п) ]• 

Thus 

N-lim 
G-»0 

[N-lim 
L £ - >0 

Г(-п4£ )Г(т+Б) 1 _ 
Г( rn-n+e +5) J ^п1|т-п-Нт 

Г' (m-n) 
Г(m-n) ] 

= (nl(m-S-lH [ф(п) - 

on using equation (12), proving equation (10) for A. — 1,-2,,.. 

and и -= -1.+1,-1.42, ... . 

With m - 1,2,...,n and n - 1,2,... we have as above 

N-lim 
o- +0 

rjm±S) 
Г( m-n+£ +C) Г(т-п+£ ) 

Further 
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N-lim 
e—>0 

Г(-п+с j 
"(m-n+e! N-lim П (m-n-i+e) * 

£—>0 i—1 

and it follows that 

Ы£-“§ к ітіАш-рКп-т)! 

Comparing this with equation (7) we see that we have proved 
equation (9) for X = -1,-2,... and к = 1,2,..., -X. 

Next we have as above 

N 

Now 

2Ло rfS-bwl^) = nlTci-ntS) [ -» - гг|ПІІ1 + *(n) ]. 

Г(1+х) = П (x-i) Г(т-п+х) 
i=0 

and it follows that 

=-%m - - a- 

Further 

П (m-i+S) 
i=l 

- (~l)n %(m-l)! (n-m)! П (1 + П (1 + 
i-1 m_1 i=m+l m_1 

and it follows that 

N-lim Г N-lim 1 = (-l)m(m-l) ! (n-m),! 
S >0 L £ >0 "(m-nt-e+G) J n!' 

proving equation (10) for X - -1,-2,.,. and p = 1,2,...,-X. 

With m, n = 0,-1, -2, ... we have 

ГЧ—m-rf>) 
P(-m-nf6+G) - iT(-m-n+J+S) ^(G-i) 1 
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and expanding in powers of 5, it follows that 

ГГ-m-n+fis) = iir<-i-n+e) [ ^ + *(") - Гр[-Гп4І| 3 

Now 

, m+n 
Г(1+x) - П (x-i) Г(-m-n+x)» 

i=0 

and it follows that 

£11 -m-n+e ] 
Г{ -m-n+e ; h^am-r-A-i 

Further 

Г(-п+е ) 
Г( -m-n+e ) 

ш 
П (-п-і+е) 

і=1 

= С-1)т(ш+п)і 
п! П (1 - 

і=1 Й+Т ) 

and it follows that 

N-lim 
e—>0 

- ^mlnl' Ф(т> + t - Ф(ш+п) - ф(т+п) + ф(п) ] 

= ~^mtn j~ t Ф(ш) + Ф(п) - 2ф(ю+п) ]. 

Comparing this equation with equation (8) we see'that we have 
proved equation (9) for А.,и = 0,-1,-2,... . 

Because of the symmetry of this result, it follows that 

% = + Ф(п) - 2ф(т+п) ]. 

This completes the proof of the theorem. 
I • 

We finally correct the proof of equation (6) as given in [3]. 
It was proved correctly that 
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В (-n+1, m-1) (13) 

B(-l,m~n+l) - -(m-n)[l + B(0,m-n)3 (14) 

for m = n+l,n+2,... and n = 1,2,... . Assume that 

B(-n,m) = -(^г|^4"-Н4 Сф(п> + B(0,m-n)] (15) 

for some n and m = n+l,n+2,... . It follows from equation 

(14) that 

B(~l,m) = - (ш-1)[ф(1) + B(0,m-1)] 

for m = 2,3,... and so equation (15) is true for n = 1. We 

now have from equations (13) and (15) 

B(-n-l, m+1) 

= (n4lH cm--n-±lTi + B(0, m-n) ] 

and equation (15) follows by induction. Using equation (4)., 

equation (6) follows for m = n+l,n+2,... and n = 1,2,... . 
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Klaus Denecke 
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Eine Charakterisierung der funktionalen Vollständigkeit in 
kongruenzvertauschbaren Varietäten durch Hyperidentitäten 

Herrn frof. Dr. G. Burosch zum 50. Geburtst� gewidmet. 

1. Einleitung

In der Universellen Algebra nimmt die.Untersuchung der aus den 
Fundamentaloperationen einer Algebra h; (A;F) durch Superpo­
sition abgeleiteten Operation�n bedeutenden Raum ein. Die Ver­
wendung der Begriffe Klon der Termfunktionen bzw. Klon der 
Polynomfunktionen einer endlichen Algebra gestattet es, dem 
Proble'/1 der funktionalen Vollständigkeit in mehrwertigen Logiken 
eine universalalgebraische Fassung zu geben. Klone von Funktio­
nen Uber einer Menge A können als Mengen von Funktionen aufge­
faßt werden, die bezUglich Komposition abgeschlossen sind und 
alle Projektionen p

i
: (x

1
, ... ,�) - xi' i = 1, ... n, 

n ( N = {1,2, ... } enthalten. Es ist klar, daß die Menge aller 
auf A definierten Funktionen ein Klon ist. Er soll hier durch 
ÖA bezeichnet werden. T(�) sei der von den Fundamentalopera­
tionen F der Algebra !!, = (A;F) erzeugte Teilklon von 0A.
Di8\ Funktionen aus T(�) heißen Termfunktionen von h- Die 
Algebra h heißi primal, wenn T(_A): 0A ist. Eine Funktion
f ( 0A heißt Sheffer-Funktion, wenn die Algebra (A;f) primal
ist. (Wir schreiben (A;f) an Stelle von (A;{f}).) Die Vortei­
le einer solchen universalalgebraischen_Fassung des Vollständig­
keitsproblems _werden deutlich, wenn man von, den Algebren 
h = (A;F) zu den von ihnen erzeugten Varietäten V(!!,) (glei� 
chungsdefinierten Klassen von Algebren) Ubergeht und nach dem 
Zusammenhang zwischen der GUltigkeit gewisser Identitäten in 
V(h) und der Primalität in A fragt. Dabei erweist sich aller­
dings der Begriff der Hyperid;nti.tät als besser geeignet als der 
einer Identität ([7]). Hyperidentitäten 6 = -r sind formal 
dasselbe wie gewöhnliche Identitäten. 6 und -r sind Terme in 
der Sprache der Varietät. V bestehend aus 0perationsvariablen 
und Individu,�nvariablen. Ei!'le Algebra -� :: (A;F) (oder der Klon 
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Т(А) с Од) erfüllt die HyperIdentität 6 = т, wenn bei jeder 
Belegung der in 6 = T vorkommenden n-stelligen Operationsva¬ 
riablen mit n-stelligen Termfunktionen aus T(A) und bei jeder 
Belegung der in 6 = T vorkommenden Individuenvariablen mit 
Elementen aus А 6 = T identisch in А erfüllt ist. In diesem 
Fall schreibt man А ►= 6 = x bzw. T(A) >=• 6 = T. In dieser 
Arbeit spielen Hyper Identitäten der Form фп(х) - фт(х) und 
eine HyperIdentität der Form 

ѵІ^ЫЛх)))) = v(v"'(v(v"(x)))) 

mit einstelligen Operationssymbolen ф und v eine Holle, 
wobwei фп(х) = ф(Ф(. . . (ф(х)...))) die n-fache Komposition von 
Ф ist. А ►—> фп(х) = Фт(х) bedeutet also, daß für alle einstel¬ 
ligen Termfunktionen f C T(A) fn = fm gilt. Daher sind 
Фп = фш und ѵ(фп(ф(фш))) = ф(фп (ф(фт))) gewöhnliche Identi¬ 
täten in der vollen symmetrischen Halbgruppe Нд aller einstel¬ 
ligen Funktionen f: А —* А. 
Wir setzen hier voraus, daß die betrachteten Varietäten univer¬ 
saler Algebren kongruenzvertauschbar sind, d.h., daß die.Kongru¬ 
enzen jeder Algebra der Varietät bezüglich des Relationenpro¬ 
dukts paarweise vertauschbar sind. Mal'cev hat in [3] bewiesen, 
daß eine Varietät V universaler Algebren genau dann kongruenz- 
vertauschbar ist, wenn es in V einen Term p gibt, der die 
Identitäten p(x,x,y) = p(y,x,x) = у erfüllt. Für n C N sei 
*(n) das kleinste gemeinsame Vielfache der natürlichen Zahlen 
1,2,...,n. Dann könnet wir unser Hauptergebnis in folgender 
Weise formulieren: • 
Sei А =■ (A;F) eine nichttriviale endliche Algebra, die eine 
kongruenzvertauschbare Varietät erzeugt. Dann ist А genau dann 
primal, wenn А die folgende HyperIdentität nicht erfüllt: 

ф2(<р?_2(<<>2<<рГ1(хШ) = <<'2<<*1-2+Х<П>(ѵ2(ѵ1~1(х>>>)- (1) 

2. Grundbegriffe 

Für eine endliche Menge А mit |A| = n sei 
0<m> = {fIf:Am —* A} die Menge aller m-stelligen, auf А 

definierten Funktionen 0, = U o£m* der Klon aller auf А 

definierten Funktionen ([4]). Sei Нд = ' die volle symme¬ 
trische Halbgruppe und = {f|f:A —* А bijektiv} die volle 
symmetrische Gruppe. Für eine Funktion f С Нд sei 
Imf = {f(a)la С A} das Bild von f und 1(f) die kleinste 
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ganze Zahl q C {1,2,...}, so daß Imf4 = Imf4+* gilt. Dabei 

ist f°: = e die identische Funktion und fq als q-fache 

Komposition von f definiert. Sei nf = |ImfI . Dann gilt: 

1(f) < n-1. 1(f) < nf, 

fA,(f> = f*<f>+*(“f> ([2]). Weiter gilt 

Lemma 2.1 (Г61): Seien f,g Funktionen aus Нд, für die 

f1 = f1+p und g1' = gr+p’ erfüllt sind. Sei 1" = max{l,l'}, 

P" = g-g.T.{p,p'} und he {f,g}. Dann gilt h1 = h1 +p ■ 

Insbesondere folgt für ale 1' > 1 und alle n'>n aus 

f^ = flt*(n) jig Identität f^ = f^ +*(n >, womit (1) für be¬ 

liebige fg und alle f^ mit l(f^) < n-2 stets erfüllt ist. 

Lemma 2.2: Sei f e Нд eine Funktion mit 1(f) = n-1 und 

I AI = n. Dann kann А in der Form А = {i^,...i } und f in 

der Form 

f(ik> = { 
ik-1 

4 
für 

für 

2 g к < n, 

к = 1 

dargestellt werden. 

Beweis: Aus 1(f) = n-1 folgt 

Außerdem gilt 

llmf1! = n-1, 1 = 1, ...n-1. 

Daher ist Imf = Imf2 =>... = Imfn 1. 

Imfn_1 = {ij}, Imfn~2 = {i1(i2>,...,Imf = {i^...,i0_j} und 

f(ik) = { 
für 

für 

2 < к < n, 

к = 1. 

Bemerkung: in> f (in), f2( in), . . . ^'-1( in) sind genau die Elemente 

von A. 

In [2] wurde die folgende Aussage bewiesen: 

Lemma 2.3 (f 21): 

(a) 8Д t— <pm(x) =■ <pm (x) genau dann, wenn 

(b) Нд t—• <<>m(x) = <#>m (x) genau dann, wenn 

m=mJ mod x(n), insbesondere gilt: 

Нд K- <f.n_1(x> = фП-1+*(п>(х); 

(о) (HA\SA) N- <рп_1(х) = vn~1+*(n-1)(x). 

ш=ш’ mod x(n); 

m,m' > n-1 und 
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3. Die HyperIdentität CI) 

Wir weisen die Gültigkeit der angegebenen Hyperidentität in 

universalen Algebren mit bestimmten Eigenschaften nach. Sei 

A = (A;F) eine endliche universale Algebra mit |A| = n > 2. 

Aussage 3.1: Hat A = (A;F) eine nichttriviale Teilalgebra В 
(1 < IB| < n), so gilt in А die HyperIdentität (1). 

Beweis: Seien f fg С Нд n T(A). Ist A.(f < n-2, so ist (1) 

erfüllt. Andernfalls ist f^ von der in Lemma 2.2 angegebenen 

Form,und es gilt f”~*{x) = ij für alle x. Weiter ist i^ С B, 
denn da В eine Teilalgebra von А und f"-^ eine Termfunktion 

von А ist, folgt aus ік С В für ein к mit 1 < к < n auch 

fl~1(ik) = С B. Daher muß für alle x С А auch 

fg(f1"^(x)) - fg(i1) С В gelten. Weiter ist iQ t B, denn sonst 

hätten wir nach der Bemerkung im Anschluß an Lemma 2.2 

{in>f(in),...,fn_1(in)} = А с B, also А = В im Widerspruch 

dazu, daß В eine echte Teilalgebra von А ist. Daher haben 

wir f2(i1> = ig für ein s < n und f"-2(f2(f"-1(x))) = i^. 

fn-2+jc(n)(f2{fn-l(x))j ißt für alle x С А wegen *(n) > 1 

ebenfalls gleich i^ 

Daraus ergibt sich die Gültigkeit von (11. ■ 

Aussage 3.2: Hat А = (A;F) eine.nichttriviale Kongruenz Ѳ, so 

gilt in А die HyperIdentität (1). 

Beweis: Für f^fg C HA n ist der Fall 1.(^) = n-1 zu 

untersuchen. Wir zeigen, daß Ѳ in diesem Fall genau eine 

Kongruenzklasse В mit mehr als einem Element hat, während alle 

übrigen Kongruenzklassen einelementig sind. Aus der Darstellung 

in der Form 

>4: k-l für 2 < К n, 

für к = 1 

ergibt sich f 

für m > k. Da 

zwei Elemente 

l(lk} - 

j-1 > 1, 
4' X1 

к_ш, wenn m < к ist, und 

eine nichttriviale Kongruenz ist, 

С А mit j > 1 und 

fT“k> = 1 

so erhält man aus 
(ij.il) c Ѳ- 

1 

gibt es 

Ist 
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(ff 4ij),ff 1(i1)) = (i1,i1) e ѳ. 

Ist j-1 < 1, so gibt es eine natürliche Zahl r mit ■ 
(r-l)U-l) < 1 und r(j-l) > 1. Daher ist j-1 < (r-1) l-(r-2) j 
und j-1 > rl-(r-l)j. 

Ätis (ij,i1) € Ѳ folgt (ff 1(ij),f^'1(i1)) = ( Ѳ 

und (f^ (igi_j)) — (^21-j* ^31-2 j ^ ^ dieser 

Weise fortfahrend erhält man schließlich 

(l(r-l)l-(r-2) j'1rl-(r-l) j} - (i(r-l)l-(r-2> j’ il) C ®* 
und aus der Transitivität folgt (ij/ij) e Ѳ. Jede Kongruenz¬ 
klasse von Ѳ mit mehr als einem Element enthält also i^; und 
daher ist Q von der angegebenen Form. Weiter haben wir 
fj1 *(x) - ix für alle X e A; und (1) ist erfüllt, falls 
fg(i1) = ig für ein s < n gilt. Ist fg(i^) - in> so ist 

ff'2(f2(f^1(x))) = ig. Aus С Ѳ für ein j mit 

1 < J < n folgt (ff“'2(ij)-f f “2< іг) > = (ig,1%) С Ѳ und daraus 

(f2(i2)’f2(il)> = (f2(i2)*in> e ®- 

Man sieht, daß in t В ist, denn sonst würde aus <іп,ii> С Ѳ 
folgen <fX{in>,i!) e Ѳ (1 - 1,...,n-l), und Ѳ wäre trivial. 
Daher ist fg(ig) = i^. Die rechte Seite von (1) lautet 

fg(f” 2+“^n^(fg(f^ 1(x)))) = f2(i1), stimmt also mit der linken 

überein. Das zeigt die Gültigkeit von (1>- ■ 

Aussage 3.3: Hat A = (A;F) einen nichtidentischen Automor¬ 
phismus s, so gilt in A die uyperIdentität (1). 

Beweis: Hat s Fixpunkte oder besteht die Permutation s nicht 
aus Zyklen gleicher Länge, hat also eine gewisse Potenz von s 
Fixpunkte, so ist (1) erfüllt, da die Fixpunkte eines Automor¬ 
phismus von А eine Teilalgebra von A, bilden und Aussage 3.1 
angewendet werden kann. Wir können also voraussetzen, daß s 
keine Fixpunkte hat und die Permutation s aus r Zyklen 
gleicher Länge u besteht. 

Für alle f С Нд о T(.A) gilt die Identität fn' 2 - fn 2+*(n). 
Ist f С Бд, so ist diese Aussage klar. Sei also 
f C T(A) n (HA\SA). Wir zeigen, daß 1(f) < r-1 ist. Als erstes 
stellen wir dazu fest, daß f jeden Zyklus von s auf einen 
Zyklus von s abbildot, denn aus b — s1(a) folgt 
f(b) = f (s1 (а)) = si(f(a)) + f (a) für 1 '< i < u. Da s nur 
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aus Zyklen der gleichen Länge u besteht, erhält man 

Imfr~* = Imfr, daher ist A.(f) < r-1, und wegen r-1 < n-2 ha¬ 

ben wir fn~2 _ fn-2+*(n) für alle f С Нд n T(A). Daher ist 

auch f^"2(f2(f^_1(x))) = f^”2+at(n)(f2(f1J_1(x))), und daraus 

folgt die Gültigkeit von (1). ■ 

Die nächste Aussage bezieht sich auf Algebren, die affin bezüg¬ 

lich einer elementar-abelschen p-Gruppe sind. Eine m-stellige 

Funktion g:Am —» А heißt affin bezüglich einer elementar- 

abelschen p-Gruppe G = (A;+), wenn gilt 

f (Xi+y1, . . . ,хп+Уп) = f(xr...,y + f(yx.yn) - f(0,...,0), 

wobei 0 das Nullelement der Gruppe G ist. Ist jede Termfunk¬ 

tion von A = (A;F> affin bezüglich der elementar-abelschen p- 

Gruppe G = (A;+), so heißt А affin bezüglich G. 

Aussage 3.4: Ist A - (A;F) affin bezüglich einer elementar- 

abelschen p-Gruppe, so ist (1) erfüllt. 

Beweis: Wir zeigen, daß für alle f С Нд n T(A) die Identität 

fn-2 _ fn-2+*(n) gilt. Dazu definieren wir f ’ С Нд durch 

f'(x) - f(x) - f(0). Dann ist f' ein Endomorphismus der Gruppe 

G, d.h. f’(x+y) = f'(x) + f’(y), f’<0) = 0. Nach dem Homomor- 

phiesatz gilt |Imf’I Ikerf’I = n, (kerf' = {a|f’(а) = 0}). Wenn 

Ikerf’l = 1 ist, so sind f' und f Permutationen, und die 

Identität ist erfüllt. Ist Ikerf’l > 1, so ist 

A.(f) ( I Imf I = I Imf’ I < pm_1 = ß < n-2, und wir erhalten 

fn 2 - fn 2+*(n) nach der Bemerkung vor Lemma 2.1. Daher ist 

die HyperIdentität (1) erfüllt. ' ■ 

4. Charakterisierung der Primalität 

Wir benutzen folgende Charakterisierung der Primalität von 

Algebren, die kongruenzvertauschbare Varietäten erzeugen:, 

Theorem 4.1 (Г11): Sei A = (A;F) eine endliche nichttriviale 

Algebra, die eine kongruenzvertauschbare Varietät erzeugt. 

Dann ist А genau dann primal, wenn А keine echten Teilalgeb¬ 

ren hat, einfach ist, keine nichtidentischen Automorphismen hat 

und nicht affin bezüglich jeder elementar-abelschen p-Gruppe 

ist. ■ 
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Daraus erhalten wir 

Theorem 4.2: Sei A' = (A;F) eine endliche nichttriviale 

Algebra, die eine kongruenzvertauschbare Varietät erzeugt. 

Dann ist А genau dann primal, wenn А die Hypervarietät (1) 

nicht erfüllt. , 

Beweis: Ist А nicht primal, so hat А nach Theorem 4.1 eine 

echte Teilalgebra oder einen nichtidentischen Automorphismus 

oder eine nichttriviale Kongruenz oder ist affin bezüglich einer 

elementar-abelschen p-Gruppe. Nach den Aussagen 3.1 bis 3.4 ist 

in jedem dieser Fälle die HyperIdentität (1) erfüllt. 

Sei nun A primal. Dann sind die durch 

für 2 < к < n, w ■<: k-l für к = 1, 

f2(il) - ln’ * i 

definierten Funktionen ffg Termfunktionen von A. Da 

f2<f 1_2(f2(fi“1)))) = f2(f^_2(f2(іг>>) = f2(f^2<in>) 

= f2(i2> * in 

und 

f2(f"_2+*(n>(f2(f"_1)))) = f2{іг > = i„ 

gilt, erfüllt А nicht die HyperIdentität (1). ■ 

Für den Fall, daß die betrachtete Algebra nur eine Fundamental¬ 

operation besitzt, gilt nach Rousseau 

Theorem 4.3 С Г51>: Eine endliche nichttriviale Algebra А = (A;f) 
ist genau dann primal (d.h. , f ist genau dann eine Sheffer- 

Tfunktion), wenn А keine echten Teilalgebren und keinen nicht¬ 

identischen Automorphismus besitzt und einfach ist. 

Daraus folgt 

Theorem 4.4: Eine endliche nichttriviale Algebra A - (A,f), 

f С Од, ist primal (d.h., f ist eine Sheffer-Funktion) genau 

dann, wenn А die HyperIdentität (1) nicht erfüllt. 

(Der Beweis erfolgt analog zum Beweis von Theorem 4.2.) ■ 
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Hinwei•• fOr Autoren 

Henuakript• ( in deutacher, ggf. auch in ruaaiacher ode.r engli­
acher Sprech·e) bitten Wir, an die Schriftleitung zu achicken. 
Die g••••t• Arbeit iat linkabOndig zu achraiben. Eine Auanah■• 
hiervon bilden hervorzuhebende For■eln und de• Literaturver­
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Mifh. Kolloq,/ Leerzeile/ Vorn••• Ne■•/ Leerzeile/ Titel der 
Arbeit/ 1 Zeilenu■achaltung/ Unteratreichung/ Leerzeile. Der. 
Text der Arbeit iat eineinhelbzeilig (• 3 Zeilanu■echaltungen) 
zu achraiben ■it ■exi■al 63 Änachllgan je Zeile und ■axi■al 37 
Zeilen je Seite. ZwiechenOberachriften eind wie folgt einzuord­
nen: 6 Zailanu■echaltungen/.zwiachenbberachrift/ Unteratrei­
chung (ohne Zailenu■echaltung)/ 5 Zeilenu■achaltungen. Hervor­
hebungen aind durch Untaretraichen und Sperren ■öglich. AnkOn­
digungen wie Satz, Oetinition, Be■erkung, Beweie u. •• aind zu 
unteratraichan und ■lt eine■ Doppelpunkt ebzuechlie8en. Vor und 
nach Sitzen, Definitionen u. •• iet ein Zailanabetand von 5 U■-
achaltungen zu laaaen. Fußnoten eind ■öglichat zu ver■eidan. 
Sollte doch davon Gebrauch ga■acht warden, eo eind aie durch 
eine hochgaetellta Ziffer i■ Text zu kannzaichnan und innerhalb 
dee oben angegebenen Satzepiagal• unten auf der gleichen Seite 
anzugeben. For■eln und Bezeichnungen eollen ■öglichat ■it dar 
Schreib■aachine zu achraiban eein. Hervorzuhebende For■aln aind 
drei Leerzeichen einzurOcken u■d ■it 6 U■acheltungan zu■ Obri­
gen Taxt zu achreiban. For■alzlhler eollen •• rechten Rend ata­
han, Der Pletz fOr Abbildungen iat bei■ Schreiben euazuaperen: 
die Abbildungen aalbet aind in der da■ euagaaperten Platz ent­
aprachanden Gr68e geeondert nach TGL-Vorachr�ft auf Tranapa­
rentpapier beizufOgan. Der zugehörige Beglei'ttext iat 1■ Hanu­
akript ■itzuachreiban. Sein Abatand nach unten betrlgt 5 U■-
•chaltungen. Uteraturzitate i■ Taxt aind �urch laufende Nu■-
••rn in Schrlgatrichen ·(vgl. /8/, /9/ und /10/) zu kennzeich•
nan und •• Schluß dar Arbeit unter der ZwtechenOberechrift �
teretur zuaa■■enzuatellen.
Liaoiele: (ZaitachriftanabkOrzungan nech Mllth •. Revi-)

/B/1:arlaki, o., end Sa■uel, P.: CoNutative Algebra.
Priceton 1958 

/9/ Stainitz, E. 1 Algebraieche Theorie. de·r Körper, ::J. Reine 
Angaw. Hath, 137, 167 - 309 (1920) 

/10/ Gnedenko, e. w.: o6ir die Arbeiten von c. F. Geu8 zur 
Wahrachainlichkeitarachnung, In1 Reichard, H, (Ed,): 
c. F, Geu8, Gedenkband enl1811ch dea 100, ·Todeetagae,
S, 193 - 204, Leipzig 1967 

Die Angeben eollen in Driginelaprache.· erfolgen: bei kyrilli­
•chen Buchataben eoll die bibliothekariache Tr.anekription 
(Duden) verwendet werden. 
A■ Ende der Arbeit atehen folgende A�gaban zu■ Autor und zur 
Arbeit I aingaganB•": Datu■/ Leerzeile/ Anachrift dea Verfaaaar-ar,/
Titel Inlualan er vorna■en Na■a/ Inatitution/ Struktureinheit/ 
Straße Hauanu■■er/ Lend Poatleitzahl Ort, 
Dar Autor Wird gebeten, eine Korrektur daa Durchachlage vo■ 
Offaet■anuakript zu leaan und dabei die ■atha■atiachen Sy■bola 
ainzutregen, Fwner aollte er 1 - 2 Klaaaifiziarungenu■■ern 
Cantaprechend der "1980 Matha■atice Subjact Claaeification• der 
Hath. Ravi-•) zur inhaltlichen Einordnung eainar Arbeit angaben·, 
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