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!
Approximationsprobleme bei Randkontaktaufgaben 11
(parabolische Probleme)

Mit der vorliegenden Arbeit wird die Untersuchung von Approxima-
tionseigenschaften bei elliptischeh Randkontaktproblemen (vgl.
[{22]) auf parabolische Randkontaktprobleme ausgedehnt. Randkon-
taktprobleme verallgemeinern Randwertprobleme in der Weise, da8
das zugrundegeledte Gebiet aus mehreren Teildebieten zusammenge-
setzt ist. L#angs der Trennfldchen dieser Teilgebiete haben die
Lidsungden der Randkoﬁtaktprobleme gdewisse Kontaktbedingungen 2u
befriedigen, z. B. kann der stetige Durchgang der Funktionswerte
durch die Trennflache und ein Sprung der Konormalenableitungen
gefordert. werden. Bei vgrschiedenen physikalischen Erscheinun-
gden, die mittels ‘Randkontaktproblemen modelliert werder kdnnen,
treten unterschiedliche Typen von Kontaktbedindungen auf. Bei-
spielsweise filhrt das Warmeleitungsproblem in stiickweise homoge-
nen K8rpern (hinsichtlich der Wﬁrme1eitungseigenschaften, z. B.
des Warmeleitundskoeffizienten) auf ein Randkontaktproblem. Bei
stationdren Problemen,ergeben sich elliptische Randkontaktpro-
bleme (vgl. ([18]), bei instationdren Problemen resultieren Kon-
taktaufgaben fiir parabolische Randanfandswertprobleme (vgl.
[191).

In diesen beiden Arbeiten findet man auch weitere, die Randkon-
taktprobleme betreffende Literaturhinweise.

Bei den 2zur Diskussion stehenden Approximationseigenschaften
handelt es sich um die Frage der Approximation von léndgs
Hyperfldchen £ im Innern des Regularitdtsgebietes der Diffe—
rentialgleichung gegebenen Funktionen mittels der auf § einge-
schrankten Losungen des Randwertproblems bei Variation der Rand-
daten.

Diese Aufgabenstellung geht auf H. Beckert (2] =zurfick, der
Dichtheit in LZ(F) beim Dirichletproblem fiir eine lineare
elliptische Differentialdleichung zweiter Ordnung unter gewissen
Yoraussetzunden (Glattheit, eindeutige LYsbarkeit, § 2zerlegt
das Regularitatsgebiet nicht) gezeidgt hat.



Dieses grundledende Resultat wurde in den darauffolgenden Jahren®
bis in die heutige Zeit von mehreren Autoren verallgemeinert.

Dies betrifft z. B. Arbeiten von F. E. Browder [4], A. GSpfert
[61, G. Anger (1], G. Wildenhain [23], K. Beyer (3], U. Hamann
[9], J. und G. Wanka [20], [17]. Beziglich weiterer Literaturan-
gaben vergleiche man etwa [8], [22]. In jingster Zeit ist mit
der Arbeit [10] von U. Hamann eine weitgehende und in gewissem
Sinne abschlieBende Charakterisierung der Approximationseigen—
schaften (Dichtheitsaussagen) fiur elliptische Operatoren belie-
biger Ordnung mit glatten Koeffizienten geschaffen worden.

Bei der Betrachtung von Approximationsproblemen bei paraboli-
schen Gleichungen ergibt sich gegeniiber elliptischen Gleichungen
auf Grund der Zeitabhiangigkeit (bei entsprechender physikali-
scher Interpretation) eine gridBere Vielfalt moglicher Aufgaben—
stellungen, insbesondere Kkonnen auBer den Randdaten auch die
Anfangsbedingunden variiert werden. * Bei Randkontaktproblemen
entsteht die Frage nach Dichtheitsaussagen bei Variation der
Kontaktbedingungen.

In [22] wurde ein Dirichletsches Randkontaktproblem bei einem
elliptischen Operator behandelt. Nachfoldgend betrachten wir das
Neumannsche Reandanfangswertproblem mit Kontaktbedingungen flir
einen linearen parabolischen Operator zweiter Ordnung und L2—
Approximation. Eine Ausdehnung der Resultate auf andere Randbe-
dingungen und Approximation in anderen Rdumen (2. B. gleich-
maBige Approximation) ist unter deeigneten Voraussetzungen
mbglich (vgl. [20]).

1. Randkontaktproblem

Gegeben sel ein beschrénktes offenes zusammenhdngendes Gebiet
D, welches in folgender Weise zerlegt wird (vgl. Abb. 1):

Im lonern von D seien geschlossene Hyperflichen Sl""’sl
gegeben, die sich nicht dedenseibig umschlieBen, disjunkt sind
und cinfach susammenbdngende Gebiete Dl""’Dl beraunden:

3D. = 3. Sy e S E S A Weikter sei D =D\ (D.u5.) das

1 1 . - [& 1771
. . 1
zusamuenhingende Gebiel mit BDO = RuB, wobei © =U Si und
i=1

1
R=2D, D=1UD., D=Du 2D
i=0 *

o



‘Wir fordern, da8 s#mtliche auftretenden Randfléchen (baw.
Randkurven im R®) aus der Klasse C 2,0 sind.

4

Abb. 1

Es ist im zylindrischen Gebiet D_x [0,T] eine Funktion u(x,t)
gesucht (u(x,t):= u;(x,t) in D; x [0,T]), die in D x (0, T}
einer linearen parabolischen Gleichung ’

m 2 n
Lu = Z laij(x""”é:ac'.%&‘. + .Zlbi(x’“‘g%.
1 Jd 1= 1

1y J=
+ otiu — B8 = K(x, 1) (1)
genligt, auf dem Rand R vorgdcgebene Neumannsche Randbed ingungen
Bu, (%, L) ’

= £(x,t) (2)
M Rx(0,T] ,

erfillt und ZUm Zeitpunkt t:O eine Anfangsbedingung
befriedigt:

u(x,t) = w(x). (3)
'p
Auf den Tremnflichen seien KunLukLbcdiﬂgungcn der Art.

Mol B g (0,13 = “il® Vs 0,1 @

und



(x,t) Bu; (x,t)
ropt lsixc0,11 = 23— Isyxc0,m

= gi(x’t)isix(O,T]’ i = 1:':-)1 2 (5)

destellt. ui(x,t)|six(0’T] symbolisiert den Grenzwert von

u(x,t) auf S-x(O T] vom Gebiet D-x(O Tl her. 5;— lut der

entsprechende Grenzwert der Konormalenableitung,

u 2'2 :J Z 4 (x,t) cos(v, xJ)QEL%;gl , \

i

¥ ist der beziiglich Do duBere No}maleneinhcitsvektor auf
S u R.

Bemerkung: Fir Lu = a Au - ug =0 und g; = 0, d=1,...5%

188t sich Aufgabe (1) - (5) als ein Problem der nichtstation#ren
Wdrmetheorie auffassen. Wir betrachten den K8rper D, der sich
aus den Teilstlcken Do,Dl,...,D1 zusammensetzt. Dic einzelnen
'D.1 sollen sich unterscheiden durch physikalische GriBen: Dichte
(ei), spezifische Wﬁrme-(ci) und Wiarmeleitzahl (Li). Dabei
lassen wir nur solche Medien zu, flir die —-i = a fur

e,
- €564
i=0,1,...,1 gilt. Bei Vorgabe einer Temperatur im Kdrper zum

Zeitpunkt Null (3) und eines Warmestroms auf der Kodrpercberfld—
che bis zum Zeitpunkt T (2), stellt sich im Kdrper eine Tempe-

raturverteilung u(x,t) ein. Bedingung (4) beschreibt einen
stetigen Temperaturverlauf durch die - Trennf ldchen
Si(i=1,...,1), der zu erwarten ist, wenn die unterschiedlichen

Medien in so inniger Beriilirung stehen, daB kein Wirmellbergangs-
. u
widerstand zwischen ihnen auftritt. Der -Wirmestrom Lo—sﬁ, der

aus dem Medium Do kommt, ist dann gleich dem Wiarmestrom aus
Di(i=1,l..,1), vgl. (5). Wird gito, so bedeutet das eine Wiarme-
speicherung. '

Kamynin [11, 12] untersuchte im rdumlich eindimensionalen Fall
eine relativ allgemeine Kontaktaufgabe, wobei in den zwei ther—
misch homogenen Gebieten unterschiedliche parabolische Glel-
chﬁngen erfilllt sein milssen. Parabolische Randkontaktaufgaben in
einer schwachen Form wurden z. B. von Olejnik [15] gelost.

Wir haben die Aufdabe (1) — (5) mit Mitteln der Potentialtheoric
behandelt [19].



2. Losbarkeit und Losungsdarstellung

Die L&sung u(x,t) der Aufgabe (1) - (5) setzen wir als
Potential an:

»

t
u(x,t) I C(x,t;E,0)w(E)dE + I [ F(x,t;E,T)K(E, T)dEdT
D o’D

+

.
P [(x,4;ET)9(E, T)d65dT (6)
o ’3D :

!

D P(x,t) 4 J(xt) + V(x,t).

(x,t;E, 1) bezeichnet die Fundamentall®sung des Operators L
in Dx[0,T]. P(x,t) ist das Poisson-WeierstraB-Integral. Es
erfilllt die homogene parabolische Gleichuﬁg (1) und sichert die
Annahme der Anfangswerte +«(x). Bei J(x,t) handelt es sich um
das Volumenpotential. V(x,t) ist das parabolische Einfach-
schichtpotential mit unbekannter Dichte «(x,t), erstreckt sich
tiber die "Mantelfliche" des zylindrischen Gebietes (d6 symboli-
siert das Oberflichenelement, der Index E deutet auf die
. Intedrationsveriable hin). Der Potentialansatz (6) fihrt auf
eine Fredholmsche Integralgleichung, deren Lﬁsdng in [19] un-
tersucht wurde. Es ergibt sich der foldende Existenzsataz.

Satz 1: Fur die Aufgabe (1) - (5) existiert eine Lbsung, die
sich in der Form (6) darstellen 138t, wenn der Operator L die
Bedindungen (AQ) - (A2) erfilllt:

(AO) die Matrix {aij) i=1,...,m ist symmetrisch,
J=1,...,m
(Al) L ist parsbolisch in D x [0, T},
(A2) die Koeffizienten von L sind stetige Funktionen in
Dx[0,T], und es gilt fir alle Punkte .
(x,£), (x,,t,) € Dx[0, T1:
Pag 3(x,8) = a5 5(x, 801 € AUIx=x,1% + 1£-t_1%/%),
Ibi(x,t) = bi(x,,t)| < Alx—xolu,
le(x,£) - c(xg, v € Alx-x 1% mit O<a<l,

Gaij(x,t) 3b, (x, t)
‘axiaxj 2 axj € C(E&(O»T]l.

SwRecl2Rr)



Die rechte Seite der Differentialgleichungd (1) sei hulderste%ig
bez. x in D x [0,T] unabhingig von t,und XpsAqs....2y seien
positive Konstanten. Die Kontakt- und Randdaten seien stetigd:

T € C(RxIO,T]), g; € C(8;x[0,T}), i=1,...,1.

Fir die Anfangsvdrgaben verlangen wir neben der Stetigkeit
(w € C(D)), daB v gleich Null in einer R™-Umgebung von 3D,
ist. Unter ‘diesen Voraussetzungen ist die Dichte ¢(x,t) des
Einfachschichtpotentials eine eindeutig bestimmte stetige Funk-
tion, die darstellbar 1ist mittels der entsprechenden Neu-
mannschen Reihe. -

Die fiir viele Betrachtungen und Anwendungen niitzliche L&sungs-—
darstellung linearer Randwertprobleme mittels Greenscher Funk-
tion ist auch fiir das beabsichtigte Studium der Approximations-
eigenschaften der L#sungen parabolischer Kontaktaufgaben sehr
glnstig. Das bekannte Korizept der Greenschen Funktion als
spezieller FundamentallSsung wurde auf das parabolische Randkon-
taktproblem mit selbstadjungiertem elliptischen Operator iiber-
tragen [20]. Ohne Einschriankung der Allgemeinheit lassen wir fir
das Folgende nur einen EinschluB D1 zZu.

Fiir die Greensche Funktion machen wir den Ansatz:

G(x,t;E.,1) = G;(x,4;E,v)  fur (x,1) ¢ Dx[O,Tl, (7)
(E,1) € D;x[0,T],

G;(x,L38,1) = (X, 68,7) - v;(xt;E, 1), i=0, 1. (8)

Der regulire Antcil v;(x,L;§,1) ergibbt sich durch die Defini-
Lion der Greenschen Funktion.

Die Greensche Funktion wmuB folgenden Bedlongungen dgenigen:

G(x, L;E,1) = 0, (x,t) C Dx(O,T1, : ' (9)
(E,1) € Dx(0O,t}, (x,t)(E, 1),

¥
Lig, )

G(x,L;E,7)y =0, x,8« D, xtE, (10}

O biBa3) =, (x,L) € Dx(O,T15 (E,1) € Rx(0, 1), (11)
1, E 1

{

’



Go(x.t;E.T) = Gi(xnt;g»":); (x,t) € Dx[O,T], (12)
(E,7) € 8;x[0,t).
3G, (x, 68,7} . 3Gy (x, 438, 7T)
x = Ll / (13)
L* jst der formal adjungierte Operator. Der Index (E,T) bei
L* soll symbolisieren, daB es sich um die Anwendung von L

beziiglich (E,T) handelt. ng  sei die Konormale im Punkt
(E,T), und die auftretenden Ableitungen in dieser Richtung
beziehen sich ebenfalls auf E. Die Existenz der Greenschen
Funktion wird gezeigt, wenn zusdtzlich zu den Voraussetzungen
von Satz 1 noch gilt ,

m da;
k _ .
bk —jEl—'s-‘)]c—j = 0, k=1,../,m,

und c(x,t) € O fir alle (x,t) € Dx[O,T].

Dann 1#8Bt sich filr eine eindeutige Lésung u(x,t) der Aufgabe
(1) = (5) (u € C(Dx[0,T]), wuy.,uy € C(Dx[O,T)) folgende Dar-
stellungsformel unter Benutzung der Greenschen Funktion zeigden
[20]: i ' 4

\

U 8) = [ G0, Ow(E)dE
o]

s
+ T jD G (%, t5E,0)w(E)dE
: 1

+

L
[6 jR Go(x, £3E, TIE(E, 1)d6pdT ~

+

t.
1
G(x,t;E,
- ]ofsl ol £3E,T)Ey (B, T)d6yds (14)
t
-, IDQGO(x.t;E.l)K(E,})dEd1

= f 6300 LE VK, 1) dEd
ku o Dl 1 LR ] 3 .

10



A'Q
up(xt) = 32 [ G (x,t:E,0)w(E)dE
1/p,

+

JICRERH RO
By

A’o t 5
e [o IR Gy (%, B3 E, THE(E, T)d6ydt

(15)
+ 1 It I Gy (x,t;E,T)d,(E,n)d6.d1
A o’s, 1 1 _ 3

-2 It I G_(x,t;E,T)K(E,T)dEdT
I; o Do & .

. .
- [T 6y(xtiE TIK(E, TIAEAT.
o Dl

3. Approximation

In der Einleitung wurde schon darauf hingewiesen, daB die Mig-
lichkeiten zur Variation der Eingapgsdaten (Anfangs-, Randvor-
gaben u.a.) vielfdltig sind. Wirjtariieren die Rand- bzw. Kon-
taktbedingungen. Das Approximationsgebiet sei die "Mantelfl#che”
eines gylindrischen Gebietes im Innern des Ausdangsdebietes.
Wshlt man einen beschrinkten Steuerbereich, so kann man unter
geniigend starken Voraussetzungen zeiden, daB ein Element bester
Approximation beziiglich einer geeigneten Norm existiert. Dies
ist auch von technischem Interesse bei Wirme- und Stoffaus—
tauschprozessen. Es bedeutet, den EinfluB z. B. der Temperatur
auf dem Rand des Korpers auf den Temperaturverlauf auf einemn,
Flachenstiick im Innern des Kbrpers abzuschidtzen. Man kann vermu-—
ten, daB bei einer VergrdBerung des Steuerbereiches die Approxi-
mation (beziiglich der Norm) gdenauer wird. Wir lassen einen
freien Steuerbereich zu und versuchen zu ermitteln, wann eine
quadratintegrable Funktion beliebig genau in der Lz—Norm von den
Lésungen des parabolischen Randanfangswertproblems approximiert
wird.

11

2¢



In einem Zeitintervall (tl,tz) werden die Rand- und Kontaktvor-
gaben auf R u S1 variiert. Alle {ibriden Eingangsdaten der Auf-
gabe (Anfangsbedingung, Quellfunktion) werden konstant gehalten
bzw. o.B.d.A. Null gesetzt. Die variierenden Funktionen miissen
stetig an die Null auBerhalb des Variationsbereiches anschlies-
sen. Die bei der Variation entstehende Linearmannigfaltigkeit
schranken wir auf die Hyperfldche § ein. Diese Einschrinkung
bezeichen wir mit M(Ff). Von § fordern wir

Bedingung B: £ = FXEtl’tZJ‘ Fc Di’ Fna BDi = ¢; i=0 oder i=l,

dim F = m-1, & € LA F sel zusammenhidngend, abgeschlossen
(kann auch D =zerleden, wobei innerhalb F nur Teildebiete von
Do oder D1 liegen).

Tt
1 1 1
] 1 Pl T ! ]
] i
e L
A
1%, ] " ]
% : [} _‘_‘./:--‘ss ]
2 |-l . "
s, |

Abb. 2

Bei der Approximation werden wir auf parabolische Einfach-
schichltpotentiale mit L2—Dichten gefitlhrt. Potentiale mit den
Grundltsunden allgdemeiner parabolischer Gleichungen als Kern und
wenigstens beschrankten Dichten untersuchen u.a. Friedman {5},

12 8



Pogorzelski [16], Ladyzenskaja [13]. Es muB untersucht werden,
in welchem Umfang die bekannten Eigenschaften erhalten bleiben,
wenn die Dichte eine quadratintedrable Funktion ist und fiir die
Raumd imension n21l gilt. Fir n=1 bei der Warmeleitungsglei-
chung findet man entsprechende Untersuchungen bei Gdpfert [7].
Es gilt der foldende Satz (Beweis in [20] und [21]).

Satz 2: Wenn der Operator L die Bedingungen (AO), (Al) wund
(A2) erfiillt, die geschlossene Hyperflache (E< R® 3E = 8)
s cctLA) (oak1) wnd e(x,t) € Ly(Sx[O,T1) ist, gelten fur
das Einfachschichtpotential

t
Vet = [ f PO 658, T)e(E, T)d6dn (16)
o’8
die folgenden Eigenschaften:

LV(x,t) = O fiur alle (x,t) € D x (0,T],
V(x,t) existiert 'flir alle: (x,t) mit x € S und filr fast
alle (x,t) mit x € S,
V(x,t) 1ist stetig fir alle {(x,t) mit x € 8, und es gilt
lim V(x L) = V(x,,t) f.4.
x—>x €3

xcv <k
O

Weiterhin gilt fir fast alle Punkte (xo,t) mit x_ € S, O«<t<T,

(o)
. V(x, t =1
lim -si%EZT%T = go(x,,t)

x>x €8
x€v, <E
X
2 t ar(xo, t;E, )
+ [, g TERtRL T etE s

Satz 3: Es seien die Voraussetzunden des Satzes 1 erfilllt. Alle
Koeffizienten der Differentialgleichung und der Hyperflidche
BDx[tl,tz) seien wunendlich oft differenzierbar, und auBerdem
delte

c(x,t) € 0 ¥V (x,t) € Dx[O,T],

m da '
Sk o =
bk le Sx 0, k=1,...,m.

13



Die Hyperflache § erfillle die Bedingung B.
Unter diesen Voraussetzunden liegt fiir die Randkontaktaufgabe
(1) — (5) die Menge M(f) dicht in Lz(F).

Beweis: 1. Fall: £ < Dox[O,T]. Die Elemente von I(F) haben
nach (14) die Gestalt

t
uiz, By = jt [R Gy (%, 6 E, T E(E, T)d6pdT |
1

t .
= G, (x,t;E,T)g(E,T)d6dT 18
Iﬁ Itljsl 1, . 1 . g ( )

fur x € D, tystet,. Fiir den Beweis der Dichtheit denildt es zu

zeigen, daB h=0 aus <h,u>p & = 0 Yuct -(;) folgt
(h € Ly(E)). 4

-0

<h’u>L2(.F) (19)

it

t V37 S B ot
rtiIF h(x, t)( ItIIR G, fd6gdT — xi ItIfSIGlgldstdF)dsxgt_

Da [(x,t;E,T) =0 fur <7, x*+E (FndD=¢) und V(E,t) =O
nach (10), kann man G(x,t;E,t) durch Null fur 2t, x+f fort-
setzen. Die Vertauschung der Integrationsreihenfolge liefert

‘ t, t
_ 2 2 <
0 = ]1,1 IR f(E,T)(IT IF Go(x,L,E,’l)h(x,t)dsxdt)dszd,‘

(20)
t t
1 (72 2 :
- g(E,1)( G LLGE, ,
X, Itllsl 1 JI IF 1{x: 48 l?h(x 1)d6, dt)d6gdr.

(20) wsoll fir alle stetigen. f ,4, gelten. Da - £ wund &
unahingig voneinander variieren, milssen die Ausdricke in den
Klamaern verschwinden:

5 ,
/ -— 2 p >
e = ]1 jF G, (%6 B, )h(x, L6 At = w (E,7)

- fur alle (E,1) € Bxlly,1,], 2y
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0o = I 2! G](x,t;f,’t)h(x,t)ds dat = w](E, T)
T F

Wir setzen
wi(E,T) = ftzj [(x,t;E,T)h(x,t)d6_dt — jtzj v;hd6_dt
i s el T F ] 3 » ‘ 5] x T F i x -

Der erste Summand ist ein parabolisches Einfachschichtpotential
mit summierbarer Dichte. Satz 2 ist anwendbar bei Beachtung der
Integration nach (x,t). Der zweite Summand ist eine Integral-
funktion mit stetigem Kern.

Nach (10) und. (9) g€ilt G(x,t;E,Tt) = 0 und L(E T)G =0 filr
alle E ¢ F. Auf Grund der Engnschaften des parabol1schen Ein-
fachschichtpotentials ist damit L(E ¥ = O fir alle E ¢ F,

E ¢ D i=0, 1.
Aus dem Verhalten von Go auf dem Rand 3D x [O,T] (vgl. (11))
folgt
ow
o =
e 2k ,
an[tl.tzl B

wb(E,T) ist also L¥sung des’Problems

L{g, )% = O fUr alle ' (E,T) € {Dx[t,,t,1} \ F,
\ 3w ~ (£33

W, =0, &T;—’ = 0.
aDx[ty, sl 3Dx([t4,t,]

- N
Diese Aufgabe ist ein nichtsachgemsBes Problem, das nichtcharak -
teristische Cauchyproblem. Wir haben mit WO(E,T) eine Ldsung
der homogenen Aufgabe sgefunden. Eine Unitiltsaussage stellt der
Satz von Mizohata zur Verfigung.

Satz von Mizochata: (vgl. [14]) Gedeben - sei die parabolische
Gleichung -

3u
u, = Z a. (x,t) + Z b. 4 elx, t)u,
t "i,3=1 ij ax; 3xJ i1 i Sxi

wobei die Koeffizienten unendlich oft differenzierbar seiu
mﬂs§en und



m 2 ., a
i’§=1&ij(x’t)ziﬁj 2 B(x,L)IEIS, B(x,t) > 0, B = (Eq,...,Ep).

Sei u eine L8sung der parabolischen Gleichung, und es gelte
auf einer unendlich oft differenzierbaren Hyperfldache S mit
nicht horizontalen Tangentialhyperfldchen im Innern des Regula-
ritstsdebietes von u(x,t):
= 1 u
u(x,t)lS =0, n 5= 0,
dann ist u(x,t) = 0 in einer Umgebung von S.

wo(E,T) erftillt die Bedingunden des Satzes, wenn wir noch
begriinden, daB an[tl,tz] im Regularitidtsgebiet von L
liegt. Unter den gemachten Glattheitsanforderungen an die Ko-
effizienten von L und den Rand des Gebietes ist der Operator
L gleichmdBig parabolisch mit entsprechend glatten Koeffizien-
ten filber D hinaus filr O0O€t<T fortsetzbar, und die L&sung der
Differentialgleichung ist auf 3Dx[0,T] fortsetzbar (nach [5]
Kapitel III, Theorem 12, § 7, Lemma 1). Wir kidnnen’ w, Uber das
Gebiet D hinaus fiir tlététz mit Null fortsetzen. Aus dem
Satz von Mizohata folgt

w(E,T) = O V (E,7) € {Dx[ty,t,1} \ £, wenn F eine nichtgde-

schlossene Hyperfléche (zerlegt D nicht) ist.. Wir bilden die
W :

Differenz der Konormalenableitung —5% von beiden "Seiten” von

£. Nach Anwendung der Sprungrelation (17) ergibt sich fir die
Dichte hix,t) =0 f. #i. auf §. '(Eesentlich ist im Kern von
w, die Grundlssung [(x,t;E,7T). E%E‘ ITZIF h(x, £)v(x, t;E, T)d6,dt
geht stetig durch §£.)

Ist F geschlossen (zerlegt D), so nennen wir das Gebiet des
BT, welches durch F berandet’wird, Dp. Es wire dann nach

Anwendung des Satzes von Mizohata wo(g,r) = 0,
(E,T) € (DO\DF)x[tl,bZJ. !

Durch Anwendung der Sprungrelation erhalten wir

e t a6_(x,t;E,7)
9 =0=23neE1) + (2 o
gl 2 .. — g hix tds.dt.

Diese Fredholmsche Integralgleichung mit schwach singuldrem Kern
kann htchstens beschrinkte Eigenl8sunden h ¢ Lz(f) haben. Fir
beschrinktes h ist jedoch wo(E,T) als Einfachschichtpoten=
tial stetig auf der Belegungsfliche £ und somit
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wo(E,T)I = 0. Da zudem wo(E,tz) = 0 fUr alle g € DF und
‘ L*wo = O in DFx[tl,tz), ist w Lsung der homogenen 1.

o
Randwertaufgabe fir L*, und wir kdnnen w, = 0 in DFX[tl’tZJ
folgern. Jetzt erhalten wir wmittels Sprundrelation  wieder
hl = 0.

£

2. Fall: F < D;. Es gilt nach (15)

-
u (xt) = 2 IL1 IR Go(X,L3E, T I(E, T)d6pdT

1

1 ft j G (x,t;E, 1), (E,1)d6dT.
1y )y Jg S riETE £

1

Nach Wiederholung der obigen Uberlegunden erhidali man wl's = O,

¥ol, = 0. Fir L ergibt sich das nichtcharakteristische
Cauchyproblem, und der Salz von Mizohata erbringt wO(E,I) =z D
in Dox[tl,tzl.

Wegen (12) und (13) erhalten wir fir die Funktion Lok

(£,7) 0, 0
w , T =0, = 0.
(D50 ]

Nach dem Satz von Mizochata ist wl(E,T) =0 VEC D1 und
E ¢ F bzw g ¢ DF und tISTsz. Jetzt kdnnen wir weiter wie

im Fall 1 schlieBen.

Bemerkung: Werden f und €y jeweils auf cinem kleinen Stick
der Rand- und Kontaktfliche variiecrt, o bleibt Datz 3 giiltig,
da der Satz von Mizohata eine lokale Aussage enthilt. Es muB in
diesem Fall auch nicht der ganse Raud 3D buw. S1 belicbig
oft differenzierbar sein, sondern our das SLilck, auf dem man
variiert. . -

Das Resultatb, daf bei Variation der Rand - und Kontakblbedingungen
die Losungen dichi liegen i Raum LZ(F), war in Analogie zum
cinfachen Randworbproblewm =zu crwarten. Inleressant  ist  die
Frage, ob s genbigh, nur aufl cincm Kleinen Stuck d&r Rand- odcur
Kontaktflache =zu variieren, um eine LZ—FunkLion auf ., § im
quadrabischen MitLel zu approximieren.



Catz 4: Unter den Voraussetzungen des Satzes 3 liegt ()
dicht in LZ(F), wenn nur die Randvorgabe auf einem kleinen
Randstiick R’x[tl,tz] variiert wird.

Beweis: Der Beweis von Satz 3 ist wiederholbar.

Satz_5: Unter den Voraussetzunden des Satzes 3 liegt M(F)
dicht in LZ(F), wenn die Kontaktvorgabe €, auf der danzen
Kontaktfldche Slx[tl,tz] variiert wird.

Beweis: 1. Fall: F < Do‘ Fir (x,t) € Dox[tl,tz] gilt

o »
u(x,t) = G,(x,t;E,T)g,(E,1)d6,dT. Durch Wiederholung
£, 5, 1 1 E

der ersten Beweisschritte von Satz 3 erhalten wir fiir ¥y (vgl.
[221):

;,*wl =0 in Dyx[ty,1y), =

wl(E,Lz) =0 fir E ¢ Dl’

w ] = 0.
llg "
w3 als Lisung dieser 1.Randwertaufgabe filr L ist weden der

: ow
Unitdt gleich Null, also ist aﬁl‘s =0.

Aufgrund der Eigenschaften (12), (13) von Go und G1 auf S

w
s . = o =
erhalten wir fiir LA wo|s._ O und 5 |S = 0. Der Satz von

Mizohata wund die Nutzung der Sprungrelation erbringen h =0
f. 4. auf §£. .

2. Fall: F © Dl' Bei Variation von -8} auf ganz S ergibt sich
_ : s 3/ . 5 -
wlls = 0. Fur W, gilt dann ebenfalls wols = 0.

" 3G, -6 _ v, B .
eden SHE = folgt B = O, wund da x € Dy, ist

'wo(E,tz)‘D = 0. Dauwit genigt LS in Ddxttl'tzl eipgr homoge~
o .

.

nen Randwertaufgabe fur L*. Somit ist w, = 0 in D x[ty,t,].

Weiter konnen wir wie im Beweis von Satz 3 schlieBen.

Bemerkung: 1. Alle Sdtue dieses Abschnitles bleiben gliliig, wenn
cinerseils mehrere Einschlisse sugelassen werden und  anderer-
seits Fooaus (endlich vielen) verschiedenen Komponenten besteht
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sowie im Falle der Zerlegung von D durch F mehrere Gebiele

D;» i=1,...,1, im Innern des von F berandeten Gebietes liegen.

2. Nutzt man zur Untersuchung der Dichtheit von #&(f) nicht die
Darstellungsformel mit Greenscher Funktion, ‘sondern die Poten-
tialdarstellung (6), so wird man auf suBere Randkontaktaufgaben,
d.h. Randkontaktaufgaben filr unbeschrinkte Gebiete gefiihrt. Es
kdnnen auch filr das parabolische Einfachschichtpotential Dicht-
heitsaussagen gewonnen werden, wobei die Li auch Funktionen
Li = Li(x,t) sein k&nnen.
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The Regularity of Boundary Value Problems for the Lamé& Equations
in a Polygonal Domain

1. Introduction

In the linear theory of elasticity, where the usual ' relations
are satisfied, the displacements -u(x) = (ul(_x),uz(_}g))T of a
twodimensional body Q with the boundary 3 are given by the
following system:

wau(x) + (X+p)grad div u(x) = —£(x)

for x = (x5,x,)7 € Q, o
u(x) = g(x)
for x c < q, (1.2)
6(u(x))n(x) + R(x)u(x) = t(x)

for x € 2Q\I, ; (1.3)

where f(x) = (fl(g),fz(z))T is  Lhe vector of Lhe volume
forces, AN (tl(é),tz(g))T is the vector of the surface
foruoy, A and q arc the Lamé€’s  constants, which are
indepeadent of & (for simplicity), =(x) = (nl(x),nz(g))T is
Lhe: unit  vector of the outward normal Lo X\ at the point
¥, fu(z)) = (Gij(g(z))i,j=1,2 iz the stress Lgnsor wiLlh the

Comfoasnts

=z} 3uj(§)

'1'\ 3 - L L i p 4 (-v_. -

Sij(l—(:l’ = u( :);(J + D:':j } + Adiv ‘_—1(-;)01.);
whoere © i denobes Lhe Kreoneckee symbol, R(x) = (.Rik( ®)) i, k=1, 2
is a malrixz wilh unooncgative  eloeacnls which describes

some  kind  of  elastic resiclance Lo Lhe movemenl  of  x and
Ll = (Lz1 (ﬁ),g:(;_{_})'r are Lhe proscribed dicelacements on



Q is a polydonal domain with the boundary 3Q = U FJ U FJ
J(Jl J(J2
where Fj are the sides or pieces of the sides of the polydon
N such that ' =U [" o\l = U [‘
JCJ1 Jch

(see Fig. 1 where J1 = {1,2}, JZ = {3,4,5}).
Besides that plahe problems are of their own interest, their

study is also very important if Q is a threedimensional domain
with edges, e.g., if Q is a polyhedral domain (see [9]).

- Fig. 1

P. Grisvard [1] already studied the behavior of a solution u
of (1.1),(1.2),(1.3) in a neighborhood of a corner point or of a
point, where the boundary conditions change. He furmulated his
results without proofs in form of expansions near these “bad”
boundary points. In this paper we prove the regularily results
uzing the theory of V.A. Kondrat’ev [4]1,[3] and of V.G. Maz’ ja
and B.A. Plamencvskid {81, [91. Moreover we calculate numerically
the generalized eigenvalues of a parameter problem, which deter—
mine the regularity properties of the solution. =4
In particular . we are interested in the investigation of the
regularity of the weak solution of problem (1.1),(1.2),(1.3). In
order to introduce the definition of a weak solution we restrict

ourselves to the case that g(x)'=0 on [. We consider the
classical Sobolev space
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whZ@) = qusohun = (X 10YuiZax )2 w,
: I¥i€l ‘Q

where ¥ < (rl,vz) is a multiindex of the length |y| = ¥y + ¥y,

a""
¥1. Y2

9%y 9%y

the distyibution sense. Let be

ri>0 are integers and p¥ = denotes the derivative in

V = closure of {v € C*(DHxC™(H), ¥ip = 0}
: 2 (1.4)
< in Wb 2 x wh2q).

We introduce a symmetric bilinear form on V<V for the system
(1.1) considering the scalar product of (1.1) and of an
erbitrary element v € V in Lz(n)xLz(n) and integrating by
parts: '
du ; Bu; v, 3v. -
1 i i = .
a(u,v) = Z [ uég—l -+ 5-—)(5——-+-§—J)+d1vg divyldx (1.5}
: ]n i,51,2 2 9% REgNERS T iy o,

Definition 1: The vector function M €V is a weak solution of
the problem (1.1),(1.2),(1.3) if )

a(u,v) = (H,v) = 3 f(x)vi(x)dx + 3 talx)vs Goyds
o Jo i=f,2 % 7 7 I:3::\1" TRt
- famr' i’kgl,zﬂik(&)ukcz)vi(g)ds for all ¥ €V, (1.6)

‘provided f;, L; and R;p ‘are such functions that H is from
the dual space of V.

It is well known [12] that an uniquely determined weak solulion
u € V exists, if the bilinear form a(u,v) is bounded on VxV
and if it is V-coercive. These assumptions are satisfied if
wes" > 0. If mes” = O then we conslider instead of v the
factor space V/N, where N consists of all possible rigid

movements of the body Q,

L sp‘m{(cl))’\ (%) (—iﬁ)} I (1.7)

In this case therec exists an uniquely deltermined solution
u € V/N if the solvability condition



f (£ _v)dx +—I [(t ¥)-(Ru v)]lds = O is satisfied for all v € N.
Q- a0

The regularity problem is now: How smooth is the weak solution
u €V of (1.8), if £, t and R are sufficiently smooth ?

We will give an answer in the following.

2. A special problem in an infinite cone

The analysis of the existence, uniqueness and regularity of the
boundary value problem (1.1),(1.2),(1.3) is well developed, if
the domain Q is sufficiently smooth. Results in this direction
are related to the work of many authors, in particular, to the
publications of A.G. Fichera [2], A.I. KoSelev [5], O.A. Lady-
Yenskaja and N.N. Ural’tseva [7]. The investigation of the
regularity is a local problem. If Q is a polydonal domain, a
regularity principle works in the interior of the domain and

on 80\'UiU(Oj), where U(Oj) is a neighborhood of a corner

point og of a point O, where the boundary condition changes.
Let us say that these points {Oj}j=1,_..,J are singular points
of oQ. :

Thus we have only to investigate the behavior of the solution
of (1.1),(1.2),(1.3) near the singular pointsand to transfer the
results to weak solutions. To this aim we chpose one of the
points O = 0;,€ {O3}5.4 5 with the interior angle w,, and
we multiply ,the solution u, with a cut-off function
n(lxl) = n(r), vhere O <€ n(r) < 1,

1 for O<r<s,

(r) =
. X { 0 for r»26,

(2.1)

and n(r) € C°(0,x). The number © is so small that no other
singular point on 3Q lies in the circle {x: Ix| € 36}. We
denote w =1u = (nul,nuz)T. Let K be the infinite plane cone
with the vertex 0, ,the angle o, and the sides ¥ and ¥~
(see Fig. 1). Then we have

waw(x) + (Atu)grad div w(x) = F(x,u(x)) in K, (2.2)

w(x) = G(x,u(x)) on ¥' vy, (2.3)
or !



w(x) = G(x,u(x)) on 1, ‘

3 (2.4)
6{w(x))In(x)= T(x,u(x)) - R(X)w(x) on ¥,

or ’ . .
6(w(x))(x) = T(x,u(x)) - Rx)w(x) on ¥ v ¥ . (2.5)

The right hand sides F, G and T are given by f, g and L
and by terms depending on the unknown functions uy and Yo
e.g.

o
. Bu © Bu 3“u
— o1 1 or 1 1
Fy = wlnsuprugan + 350 550 © 25 ox,) - (AR (g
Ca - s 1
n
U, 32 aul 32, du,
+ me—fo— + u SR 2t 3;3— L ou, R+ y——“—%L
. xln x2 13}(‘]: “: Xy ¢ }\1 o .\11 2\2 [ .\2 [ .\1
~ 3, ’
L
% Iz UII ) -

2 Bu.
_ 3% i 2w
=afy + C( uisyjbyi'a‘_xk 3xy A

We now forget for some theoorctical considerations tLthe spocial
type of the right band sides of (2.2),(2.3),(2.4) and (2.5) aud
consider for arbitrary given right hand sides the following
special problew in the infinite conc K

wow(x) + (A+p)drad div w(x) = F(x) in K, (2.8}
. _
w(x) = G(x) on ¥ wu (2.7)
or
+
w(x) = G(x) on X,
\
H (2.8}
- J i
S inix) = T uh ¥,
or
i TP O Y —+ - -
Cluwl{wiin(xy = T{x) T SEEVER S (2.92)
We now introduce the ponlar eadocdioabes 0, T roLobw, R®e = O6llw,
1 a
; T ) .. T h .
g8tk v = w and use Lhe vcomplod Poweoice Liansform
. 1 .'""‘“ —iuTepy e FIEER
FLE) n) =5 e Flry o, (2,10}
\/Ln ) s -
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‘These transforms (joining toéether we have the Mellin transform)
yield YNy T A > iz = a. The transformed boundary value
problems (2.6),(2.7),(2.8) and (2.9) have the following form:

2 2 ’
w(aPhy+h]) +(Ah) {h  [(§ -o)cos20+43-] + hj(1-a)sinZe
2 ‘
+ hi(% - %eosZw) + ho(§ —o)sin2e
+ hj(a-1)cos20 + h3(- }sin2w)} = K, (a,0), (2.11)
2 2
ualhythy) + (A+u){hyl(~ § +a)00s20 + § 1 + hy(o-1)sinze
.
+ hﬁ(% + %CQSZ“’) + hy(§ -a)sin2w + hj(x-1)cos2e - hj %sinZ«»}

= Kz(a,w) for ‘O <w < w,

bB(o,®) = L¥(a,0) ("-" for =0 and "+" for wze ),  (2.12)

" -

h(e,0) = L*'(@,0), hj +oby = - li(a,0),
A(ahy+hy) + 2uhy = -Lo(e,@), | (2.13)

hj + by =&LI(Q'“)’. A(ohythy) + 2uhy = -Lo(a,w),
ohy (Au)coswosingg + aby((Asw)sin®e u) + hj(-Q+w)sinfeo w)
+ hj(A+u)cosw simw = LI(a,o))\. (2.14)
ahl(u—(k-#p)coszwe) + mhz(—'-(pu.)coswosinmo)
* hi(k:l-p)simocosmol + hy(-(Au)cos?o u) = Li(a,0),
where h = h(e,w) = F(#) with @ = W(t,0) = w(x),

K(a,0) = §(£28) with P = P(t,0) = F(x)

1%

L*(o,@) = F(x*) with P = P (1,0) = T*(x) in (2:13)
or (2.14),

LY a,0) = F(E®) with 6% = 8%(1,0) = G*(x) in (2.12) or
(2.13),
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T(x) = I(x a*(x) = G(x)| ,,
¥

) »

= \
. 3h(a,w) . 3%ee) .

and h’ = re—me—, h" = ——5;2——— . ¥ dgnotes the side of K

with © = @, ¥ denotes_the side o{ K with o = 0.

3. The regularity theory in weighted Sobolev spaces

In section 2 the following questions occur: In which spaces is
the complex Fourier transform (or the Mellin transform) well
defined ? What can we say about the inverse transforms ? Which
properties of the transformed problems (2.11), (2.12), (2.13),
(2.14) determine such properties jas solvability and regularity
of the problems (2.6), (2.7), (2.8), (2.9) %

'

The introduction of weighted Sobolev spaces is useful ‘for
answering these questions (see [3, 4, 8, 91).

Let be
vk Pk, p) (3.1)

the closure of the set C§(K) =4{ve€C?K), supp v bounded,
supp vo M = g} for M = {0} with respect to the norm

v; VO P(K, B = (f [ IDPv () PP BRI gy y 140 (3.2
I¥isk ‘K
and let be
vk-1/PP(y* gy or VKTV/BP(yTg) ' (3.3)

the spaces of traces, defined as the factor spaﬁes

Vk’p(K,B)/Vk’p(K,B,rt), vhere Vk’p(K,B,xt) is the closure of
C"t(K) with respect to the norm (3.2).
¥

The space Vk’p(ﬂ,ﬁ) is defined gnalogously to Vk’p(K,B). A
Furthermore we use the notation X x X = X for a space X.

We denote by A(DY) the matrix-differential operator of the
system (2.6), that means
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3 3% 32
(2) 2 + g (Medagae
3 axg 19%g
A(D) = (3.4
(At )= o2 (A+2 )az +
)5 A% )= w—, /,
Xq 9%y ng axﬁ

and by B(DY) the boundary operators of (2.7) or (2.8) or

(2.9); e.g. for (2.9) we have on ¥* and ¥

3 3 3 )
(2u+X)ny 521 + vy 5§2 Lﬁiznl + “3&1“2
BX(p,) =
Px 3 n, +22 n 8. n. & (2p+d)2—n
¥ox, "1 DXy 2 ¥3x, M a 3x,"2

We consider the operator

A,y = {AD,),B* (D)} VI P(K,0)1% — (v P(K,8)17

(3.5)

. =
- [v1+2-g-—1/p,P(x+,g)}2 x [yit2-m ‘%/p’P(v—,B)]z,

where 1<p<w 120 @' and m~ are the orders of the
corresponding boundary operators on ¥t or ¥ . Furthermore we
write for the system (2.11) shortly

A, Dm)b(lx’ﬂ)) = K(w, o)}
and for the buuqdary conditions (2.12), (2.13) or (2.14)

Bt(a,Dm)bﬁa,w) = L¥(o,0) for @ =0 and o =,

We consider the corresponding operator

®(w,D,) = {Ala,D,), B* (e, D)} : [W2 (112

revssl g (3.6)
— [LY(I)]° x €° x €%, where I = (0,u,).

The inverse Fourier transform‘is given by
. 1 wtih saT
f(t) = € £(£)(z) dz,
Van [—w+ih -
where h = Im 2 = —Re «.

It is well defined for solutions of the boundary value prﬁblem
G(u,Dm)b(u,w) = {ﬁ(a,w),L’(u,w)} provided no "eigenvalue" of
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G(a,D@) is situated on the line Re = -h = -f-2/p+2+1 (see [6]
for one equation or [8] for a system). Let us give the defini-
tion of an eigenvalue of G(m,Dw): :

Definition 2: The complex number o = oty is an eigenvalue of
u(u,Dw) if there exists a nontrivial solution

%o w) ¢ W A(1)I2 of Hex, Dy (0,0 | oy = i 8%(xg) 5 an

eigenvector function of G(a,Dw) with respéct to o The
vector function gl(ao,w) is an associate vector function to

@, and e° if

A0 (e, D

—329) 6% @) + Hay,D Yel(ag,w) = 0. ~((3.8)

The following solvability and regularity theorems are formulated
in [8].

Theoremw 1 (Solvability): The operator (3.5} is an isomorphism if
and only if no eigenvalue of O(o,D) lies on the line
Re o = —f-2/p+2+1.

Theorem 2 (Regularity): Assume that the right hand side of (2.6)
F(x) from (VI'P(K,8)1% n (v1'P'(K,8°)12, the right hand side

of (2.7 or (2.8) G(x) from (VI*ZTL/BPx gyq2
(vl *2-1/p", 27 (4% 8-312  ang the right hand side of (2.8) or
(2.9) T(x) from [VIPLTL/PPeyx 5312 gl +1-1/p%, 0% (& 5,442

If no eigenvalues of G(u,Dm) lie on the lines
Re o = ~h = -B8-2/p+1+2 and Re o = -h’ = -f°-2/p’+1°42 and if
the ecigenvalues g0y are situated in the strip

-h < Re « < —h’, then the solution of (2.6), (2.7), (2.8), (2.9)
w C [Vl*z’p([{,ﬁ)]2 allows the following oxparsion:

N 1'37 SG'V .
wre) =3 2 2 Coppdiol(r,e) + ¥(r,0), (3.9)
w=l 6= = 2
e o
where v(r,m} € vl '8 R k5012, L, = dim N(O(wx,,D )}
= dim spun{g?(qv,w),..‘,gg (“v’w)} it Lhe number Qf the lincar—
-

ly independent cigenvector functions to s

£
<



1 if -an associate vector function exists

for o, and €%, s

S
6v =
{ o} else, L

Cgky 2re constants  and

o, k _
wl(r.0) = r vsgoglog r)%eg % (a1, 0) (3.10
are the so-called "singular" vector functions.

 Remarks to the proof of Theorem 2: The structure of the singular
vector functions can be explained by the following consideration
([4, 81): The inverse Fourier transform of the right hand sides
of (2.11), (2.12), (2.13), (2.14) or shortly of (3.6) can be
written as :

#r0) = 7= | +iheiZTa“1<-x,Do,)ma,m),f(a,mn dz

’ ~M+ih’ .
=ggx im ([ o7 @ D) (K w), L (a0 da

M+ih’® . ’
iztg-1
5 I—M+ih’e O " (o, D) [K(ot, ), L¥ (@, ) ] da
M+ih . ’ ’
+ izt~ +
foin® (@, D,) [B(er,0), L* (o, )] dz)

N 8
1 . o Ty—1 +
+ 72; 2ni vglRes(e o (G:Dw)/[_&(aaw):‘_[{ ('J:Q))]L!; v-

The first and third integrals tend to O for Msw; the second
integral yields ¥(r,») and the calculation of the residuae
yields the singular terms. J -

We now go back to the problem (1.1), (1.2), (1.3). The follow.ng
lemma can be proved analogously to that which is formulated in
(6] for one equation:

Lemma 1: Let u be a solution of (1.1), (1.2), (1.3) for the
right hand sides £, ¢ and t. Assume ¥ =Tmuc [V1+2’p(K,B)]2,

aL € [vl,p(K,ﬁ)]z ~ v[vl’;P’ (K,B,)JZ’ ng € [v1+2—-1/P.P(,‘t’B)]2 a
(vl 42-1/p7, 07 (55492 ng € (VISP gy 42
(vl #1+1/P7, 0% (2 50392 e

n
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O<€h-h"<€1 (3.11)
or
h-h" >1 and R(x) is the O-matrix, (3.12)

then the right hand sides of (2.2), (2.3), (2.4), (2.5) satisfy
the suppositions of Theorem 2, provided no eigenvalue of
G(a,Dw) lies on the lines Re « = ~h and Re o = -h’.

We get as corollary from Lemma 1

Theorem 3: Let u be a solhtion of the boundary value problem
(1.1, (1.2), (1.3) for which the suppositions of Lemma 1 are
satisfied. Then the expansion (3.9) near the singular point 0
holds:

) u e Bey .
a“ul(r,w) = X Z c up o o(r,w) + ny(r,e), (3.13)
= JE1 651 1o 6k Hkov ~

vhere 0y € [V1+2’p(K,B)]Z-

4. The regularity of the weak solutions

Let us consider the weak solution u € V defined by (1.6).
Again let be O a singular point of 3 and 7 the correspon— ‘
ding cut-off function defined by (2.1). We can use the resultis
of section 3, if we can show that nu € V o (V1'% P(K,8)1% for
appropriate right hand sides f, g, t and for some 1, p and 8.

Lemma 2: Let be £ € [L2(2,14¢)1%, g=0 and t=0 on 3
for a small real number € > O. Then it holds for a weak
solution u € V of (1.6) that nu € [VZ‘Z(K,IFE)JZ.

Proof: We follow the ideas of V.A. Kondrat’ev {3]. We consider a
sequence of domains nk, k=1,2,... , where ﬂk =Q n Rk,

By = {x: 8/2%1ix1<6/25}. For the real number £ =25 we
consider a cut—off function a4 defined as in (2.1). We have
U ﬂk = K. K. The usual regularity theorems yield for |3 = 2:
k o

[ i¥wZaxcct [ [ 1gfax s [ %)
" T N o s e o
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whgre ID*g_I2 = |D"u1l2
(~§E)2(1+e)
I I r2(1+5)ID*:E'2dK <

and estimate

+

+ |D*u2|2. We multiply (4.1)
(4.1)
” I I P2(14) £ 24

Oy 3Oy sy !

by

(4.2)

I I rZ(—1+E)!g|2d§).

O 19,y

Summing wiﬁh respect to

[ f £201%) DYy 2ax <
KO

+

Let us consider the term

JKJ r2(—1+e)‘5|2;§ = ;
o

k we get

o« IKI r2(1+5)l£|2d§
o

IKI r2(;1+5)lg|2d§).
0

KIPZ(—1+E)|ﬂE|Zd§-
[s]

We write (4.4) in polar coordinates and use the

inequality:

[recen2e Za < 2/1er-102 [T1er o126 e
(=] (o]

for €’ > 1 and f(«) =

0.

We have for u(r,w) = u(x)

I I r'2*25+1|ﬁ§lzdrdq

Ko

32

W | roo
< [°f £7242641 55 24rdo
o0 )

L3 o
< °(2/2£)2 26, B ani2
fo fo LA arﬂgl r drde

€cC J I r2€1ui? + r2€ () grad ullz
Qnsuppn ’

+ lgrad uylZdx

< ¢ fu; w2122,

(4.3)

(4.4)

Hardy



We now consider the cut-off function, n for © = $/2. Then for
I¥1 = 2 it holds ’

[ [ 2 DhnuiZax < ¢ 3 f | 20*O) D u%ax ,
¥’ 1<2
KO KO

and therefore nu € [VZ’Z(K,1+€)]2- > ]

. > : 2—-1/2,2, % 2
Remark: Lemma 2 works too if =g € [V (¥7,1+¢)] and
nt ¢ (V172 2(4% 14632,

The following thecorem follows immediately from Lemma 2.

Theorem_4: Let ueyv be a weak solution of (1.6). Let be
€ >»O such a small real number that no eigenvalues of G(u,Dw)
lie on the line Re x = —&. Furthermore we assume that no eiden-
values of u(a,Dw) lie on the line Re o = 1. We assume for the
right hand sides of (1.1), (1.2), (1.3) that =f ¢ [(LZ(K)1%,
ng € Ve 12204 0312 ana mt ¢ [v7%:2(5%,0)1%. Let R(x) be
the O-matrix. Then u allows the expansion (3.13) with
w ¢ (w222,

Remarks to the proof: Theorem 3 yields that ny € [VZ’Z(K,O)‘]2
and this means that nyv € [W>2(Q)1%. The condition “R(x) is
the O-matrix” is unnecessary if the line Re a = 0 is free of
eigenvalues of G(a,Dw). In this case we have nu € (VZ’Z(K,I)]2
and O € h-h’ € 1. [ ]

5. The calculation of the singular functions

Our goal is to caleculate the functions _gﬁ?%(r,m) in the expan-
sion (3.13). Formula (3.10) shows Lhat we need the knowledge of
the eigenvalucs oy and of the corresponding eigenvector func-
tions and associate vector functions of G(m,Dm). We take the
following actions: We derive the gdencral solution of the system
(2.11) with Kl(u,w) = Kz(u,w) = 0. The fundawental system con-
sists of four lincarly independent solulions,  consequently,  we
determine  the four arbitrary constants in the general solution
in such away that nontrivial solubions exist  which satisfy the
homogencous boundary conditions (2.12), (2.13) or (2.14).

This lcads to the calculation of the zcros of some determinates.
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Let wus

solution of the system (2.6) with
in K.
nic operator [6].
geneous system (2.11):

for o * 0

blawo) = 6y (5528, +.0pte (22222)

C3 )[cos(a—Z)w

2(A+3

+
' A
where A = oo

for o« = 0O

h(0Q,w) = Cl(é)'+ Cg(?) +'C3(Egé:%32m] = 04(

N

where C =-§%§g .

5.1 The Dirichlet conditions

start: Every vector function w =
F(x)
biharmonic equation in the following manner:
‘Therefore we can use the\investigations for the biharmo-
Thus we get for the solution h

(

sxn(u—Z)m~Asinam) + C4(“)[

'

z)T which is
satisfies the

4 wl =20, 8%y =0

of the homo-

(5.1)

sin(o-2)e :
cos(u-Z)w+ACOSum]'

cos2w
~2Co+s ian) » (5.2)

(5.3)

We consider the Q}richlet condition h(o,®) =0 for w =0 and

W = . There
following determinates vanish:

for o +=0
0 1

. 0 1 0
D(=) = : ..

CoSo, Sinow, cos(u-Z)w0

!
“sinuw,  Cosew —sin(u-2
o n o .
&3 451n“uwu - A“sin“wu = 0.

34

are nontrivial solutions (5.1) or (5.2)

- !." "
Yo Asinow

if the

0
1+A
sin(u—Z)mo

o 3Ae
Lou(u—2)wolAuosmo

(5.4)



Consequently, the eidenvalues of a(“’Dm) are the zeros of the
equation

o2g2 -
sinzumo = G 251n2w0, where G = —{Ad) (o (compare [1]),
(G-2) = .

for o =0

o] 1 1 0 ,

-1 0 o} 1
(o) = )

20«»0+_s1n2w0 cosZmo 1 o}

o] 1 .

—cosZwo —ZCwo+s 1n2(»o

1t

2 - 2cos20, - 4C%? = 0.

C‘bnsequently, sinzmo = szg and this equation is only satisfied

if w, = 0. Therefore o = 0O is no eigenvalue of u(a_,Dw).

Figure 2 and 3 show the distribution of the eigenvalues of
a(a,Dw) for the materials lead (G~ -10) and concrete
(G~ -1.5) for O € Re o € 3. The dotted lines indicate real
eigenvalues, the full 1lines indicate the real parts of the

complex eigenvalues o, = Re o, + ilm o, and

&, = Re o, - ilm a,. The corresponding eidenvector functions
g‘f(av,m), s ..g?(uv.w) are described in the following lemma.

" Lemma 3: If o, is a zero of (5.4) for the angle 0, @ + g,
Wy + 2mn, then Iv =1, and el("v"") = C3(°' )23(%»‘”’
+ 04(.:,‘,)_14(0'.”,(») is an eigenvector function, where

-cosa,w + cos(a,-2)w y3q(a,, @)
Yglo,,0) = . . = ( ,
(1-4,)sino,0 - sin(e,-2)o Yag (e, @)
. —(1+Av)simvw + sin(uv—Z)m y41(°'v’m)
(o,,w) =. = = s (5.8)
Lglo, e “cosa,w + cos(a,~2)w V49 (0, @)
Czla,) = -cosa,w, + cos(a,-2)w,, '
"4(%) = —(I-Av)simvwo + 51“(°'v_2)°’o and (5.7)
- 2(A+3
A, = Higel
If -, T3 Or @y = 2n then a, = av(n) =¥ or o, = av(z:n) = v/2,
=1,2,... . In this case we have Iv =2 and
35
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e (o, 0) = ¥3(0,,0), €5(c,,0) = yyla,.0) (5.8)
are two linearly independent eigenvector functions.

Proof: We calculate a nontrivial solution g?(av.w) of
0o, D dh(e @) = O, where h(w,,») is given by (5.1}.
(B—(av,Dw)h(uv,w)‘z o (o = Q) implies that+ Cl(“v) 2 —Cs(qv)
and Cola,) = -C4(1+A,). The condition (B (av,Dw)g(av,w) =90
(> = mo) leads to the system of equations for g(av)

M(ox,, 0 )C(m,) = O, ' (5.9)

where
Yaploy05) gy ley,,05)
M(uv,wo) = |-

B Y32(°!.v;m°) y42(°‘v""o)

and Cla,) = (Cg(e,), C4(av))T. Since the determinate of
M(“v’“o) is equal to D(av)in(5.4) and therefore vanishes, we
can choose C3(“v) and c4(“v) as in (5.7). Thus we get for
€j(o,»), given by (5.6), (consider o instead of o,) that

B* (o, D )T (e, 0) = Moo )Cle) = (6] =0 for o =a,. (5.10)

If W, =@ or w, = 2n, then the rank of the matrix belonging
to +thé determinate of (5.4) is equal to two and consequently we
have Iv = 4 - 2 = 2. We can choose, 03(°v’ =1, 04(°v) =0 and

Cala,) = 0, Cgla,) = 1 and get (5.8). =

We now have to investigate, whether associate functions occur.

M.A. Najmark [10] has proved some results about the connection
between the multiplicity of the =zeros of D(a) and the
existence of associate functions for boundary value problems for
ordinary differential equations. These results are also valid
for our  boundary value problem (3.6), namely for
a(a,Dm)h(u;m) = 0. Let m(uv) be the multiplicity of the zero

o, of D(x} (formula (5.4)).
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v
Lemma 4: It holds that I, <5§1(66v+1) = m(e,,).

Corollary: There are only associate functions for the eigenvalue

if m(a,‘,) =2 and 11’:1' If o = =n or wo=2n then‘no

2 o

associate functions exist.

Lemma 5 - describes, when m(°'v) = 2 and how the corresponding
associate functions are to calculate.

Lemma 5: If .
sinw_\2 .
a0, = tane,w, and ( s 2) = (g(—;-g cOSa.,,mo)z, . (5.11)
sine w, * 0, cosavwo + O, then m(o,) = 2. The associate
functions to the eigenvalue o, are

-e-%("v"") = Eg_gg("’“’)lu:av )

vhere €2(a,,») is given by (5.6) with o instead of a.
Proof: The equations (5.11) are valid if and only if D(o._v) =
and 9D = 0 for the angle w,. The associate functions
g{(uv,w) are solutions of the boundary value problem
d®(a,, D)
a(uv,D )el("'v"") + a;-‘—-‘ el(“v"") =0,

fusay

that means for o = o,

dA(u,D ) :
A(o, D )el(a.w) +~aa———- °1(°"“’) =0 for O < w < o, (5.13)

and

i

B*(.;,Dw)g}(a,w) $0=0 "4 for o=u,
(5.14)

- for

"

0.

O for all "o from a neighborhood of

1

Since A(a.Dm)g?(u,w)
va, we det there

dA(e, D ) ,
gE[A(""D Yef(ae)] = aa—z—-—- el(.z,m) + A, D) °1(°' @)

38 )



Therefore the equation (5.13) is satisfied for

1 def (o, o) . N .
gl(a,m) = a;—————‘at the point o = a, especially.

Now we tonsider the equation (5.14). We have again
B—(u}Dw)g?(a,m) =0 for all o fromanecighbourhood of «, and
consequently '

dB (=, D) del(a,w)
aa——el(otw)-l‘B(aD)aa———— (o] for o T o,

Furthermore (5.10) implies

dB* (e, D)

4 3* (er, D RLHCH Doz, = & L1l 29 |aza,
‘ + ‘_1(0( w)

+ B (O!,D K&——— |

Xy

=4 Ma,0,)C() ] [

d T
& (D), 0) ID‘:‘,"'7

4D T o
etz =0 -

Remarks: (i) The eigdenvalues o, with m(e,) =2 and I, =1
are those points in Fig. 2 and 3, where Lhe full curve-pieces of
the complex eigenvalues start or end. - In Fig. 4 there is demon—
strated how these eidenvalues (we have Re o = o, in this case)
depqnd on different materials, —1 2 G > —w, and on the anglc
(@q» that means o, = uv(G,wD). The pnumbering and Lhe marked
direction of the curves describe this connection.

(ii) The associate functions, which arise if m(wx,) =2 and
Iv = 1, are not uniquely determined. The wmultiplication by
tonstants and the addition of an eigenvector—function (5.6) lead
to other associate functions. In the following we will see thal
this fact does not play a role.
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Let us summarize the results:

Theorem 5: The singular funections (3.10) of the weak solution
u € V of the Dirichlet problem have the following form:

(i) If wo-t i, Wy +* 2n and a, = av(G,wo) + 0 is a simple
- zero of D(a) (formula (5.4)), +then only the singular
function

gg}z(r,w) = ravg?(av,m) . (5.15)

arises, where g?(av,w) is given by (5.0).

(iiy If W, F=, @, + 25 and o, = av(G,wD)=¢ 0O is a double

zero of D(w), then the singular functions

ot
ullr,0) = r Ye(a,0) and

wfir,0) = £ Vel (o,0) + (log r)efia,,w) (5.16)

occur, where g?(uv,w) i given by (5.8) and g%(uv,w)
by(5.12).

(iii) If w, =, then uv(G,n) = uv(n) =v, v=1,2,..., and
no "proper” singular functions exist.

(iv) If w = 2n Lhen uV(G,Zﬂ) = uV(ZH) = w/2, v = 1,2,...;

(s}
and
wBir wy = rv/zgu(u”,w),
=0, v 1Y%
; ) (H.17)
W) = 2 ey

are the singular functions. Heore gf(mv,m) abd g;(uv,m)
are diven by (5.8).

Proof: We have only to look for W, = . In this case formula

(5.8) yields the eigenvector functions g?(u&,m), i =1,2. Since

gélz(r,w) = rej(o,,») are smooth vector functions, we can say
3
no "proper” singular functions. occur. n
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5.2 The mixed boundary conditions

N

The solutions g(a,w), given by formula (5.1),  have to satisfy
the boundary conditions (2.12) and (2.13), namely

h(a,w) =0 for » = o, and

hi + oehz =0 and L(ah1+hé) + thé =0 for w =0.

If o %= O, then there are nontrivial solutions if

COSa0 s imm.\o cos(a—-2 )mo sin(x—2 )mo
e -sin-xwo COSan »-sin(a-—Z)mo-Asimmo cos(a—Z)wo+Acosawo
o] 200 0 oA+20~2
R ATE o} (A+21)(2-2A) -2pa | 0]
2 ; ;
2 .2 A+2 s 2 161 (A+3u:
= 1Bua“sin“em . - ISuS—J‘—%— + sin®aw —%)S—y&)' = 0. (5.18)
(3] (k'lu) o] Fp

The eigenvalues o, of G(a,Dm) are the zeros of the equation

2,.:.2 2 2
) _ ~e"sin mu(.{.-m) + (A+2u)
il on, = Ty (T 30)

For o =0 the solution (5.2) yields

Rl ! e ]
o} ZCwU + sinle, L,o..ZwO
s es D ~3 &
1 cosZo 204»0 + 5;'1:120.»0

il

B0y

2C + 2 o

0 2(1-C)(A+2u)

O O C© =

o)
0O

4(1-C%) (A42u) + O.

h

Thercfore o = 0O iz no cidenvalue of (l(u,Dm).

Fig. 5 and 6 show the distribution of the eigenvalues of
“'(“'D‘») for G =-10 and G & -1.5 for 0 < Rg: o € 3. Again
the dotted lines iundicate real eigenvalucs, the full linces

indicale Lhe real parts of the complex ecigenvalues o,
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Lemma 6: If @, E (G ®, ) is a zero of (5.18) then Iv =1
and cl(uv,w) = C3(u )za(av,m) + C4(u )34(uv,w) is an eigenvec—

tor function where &

—2(A+2 _— T
(ﬁirﬁ*;—l - 1) cosayu, + cos(a,~2), )

Za((xv,v)) = Y
(TL_LY“;P =, = 1)(‘Sinuvu)0) — sin(qv—Z)wo
: (&f%%%ET ~ 1) sinew, + sin(e,~2)o,
EghSyr ot = ), (5.19)
;i%%%ﬁ% = 13} COSa 0, + cos(uv—Z)wo
Cale,) = (9{%&252 - 1) cosa,w, + cos(u,~2)e,
2 (5.20)
Cqluey) = ((IiﬁTS; - 1) sine,w, + sin(e,~2)w.

Proof: The rank of the matrix belonging to the determinate

(5.18) is cqual Lo thrcece. Consequently I? =4 -3 =1, The

ideas of the proof are the same ones as of the proof of Lemma 3.
We consider h!uv,m), given by (5.1), and determine the constants
C (a Y, i=1,...,4, in such a way that B¥(« ,D )h(av,w) = 0.
The condition B_(av,D ) implies that

- -2(A+2 _ - —2
Cyloy) = Calo,)(TRESZEL - 1) and Cplay). = Cqlony) (il -
This leads to (5.19).

The condition B'h(w,,®) =0 yields Cgle,) and Cy(a,) as in
(5.20) and it holds that

BY (w0, D )ef(e,0) = (D(),0)T =0 for o« = a, - (5.21)

We now look for the associate functions.
Lemma 7:

(i) If m(av) = 2, then associate functions exist.

(ii)Y The cquations

 Sine, m COSC = sin% - £6-1 2
.:xvlou X,\,loq u'.!,."l)o ‘- sSin Dt,vb}o =]

2
sin“e alna L0 COSot W
0 o _ [5) v o G-2 - ={A+H
mz = EWEN (~c—0, G = & s (5.22)

o
are sufficient and necessary for m(av) = 2.

14



(iii) Associate functions to the eigcnvqlues-of u(“v’Dm) are
efloy0) = g5 e 0)|ymy | (5.23)

where e7(a,0) is given by (5.19) with « instead of o,.

Proof: The assertion (i) follows immediately from Lemma 4. The

equations (5.22) are satisfied if and only’ if
D(uv) = D’(uv) = 0, where D(x) 1is given by (5.18). The proof

of assertion (iii) is analogous to that of Lemma 5. »
Remark: The eigenvalues o, with m(“v) = 2 are again those
points in Fig. 5 and 6, where the full curve-picces of the
complex eigenvalues meet tLthe dotted curves of the real
eigenvalues.

Summarizing our results we getl the following theorem.

Theorem 6: The singular functions (3.10) of the weak solution
u€cy of the mixed boundary value problem have the following
form:

(i) 1If oy, ='aV§G,wO) is a simple zero  of D(w) (formula

(5.718)), then only the singular functions

\

o8, -~
Eé‘l_z(r,w) =1 Yo (u,,0) (5.24)

arise, where g?(u“,m) is given by (5.19).

(ii) I o, = o, (G,uw,) is a double zero of D(w), then the

singular funclions

1 v o
wibr,e) = v efla,0) and |
o, .
uilie,e) = r P Celtu,0) + (log el 0 (5.25)

wceur,  where E?(uv,w) is given by (9.19) and gi(uv,w)
by (5.23).

5.3 The Newmann conditivns

In this caue we consider the boundary conditions  (2.14)  for
LE(u,0) = 0. If w# 0, then Lhure ate noulrivial solutions

h(uw,o0) (Coc (5.1)) umder the conditions thal



2

1
D(a) = la; ()l = 32u3a2(a2sine, - sinfew ) = O, (5.28)

Here there are

8y1(x) =0, agy (o) = Zausinaw,

ayq(a) = 20, aaz(a) = -2apcoS0w,

ayg(a) = 0, agg(a) = 2u [asin(a-2)o, + %E;sinxnol.
a14(a) =ah + 20 - 2, agyla) = ~2u [acos(a-2)o, + Ecosaw ],
621(0) = ~204, agqla) = Zupcosago,

322('1) =0, '&42(0) = Zausimmo,

aga(a) = (A+2u)(2-0h) - 2ou,
324(01) =0,

[5]

343(“) = 2u [ocos(a=-2)w_ + (2 + +“)005awo].

s ]
Bgqafe) = 2u [asin(u-2)o, + (2 + -]simmo], and

For o = O the solutions (5.2) yield that the corresponding

determinate D(0) = O for all w,. Since L, = 2, we get the

linearly independent regular eigenvector functions

F

e9(0,0) = (1,0)T and 23(0,0) = (0, 1)T. (5.27)

Fig. 7 shows the distribution of the eigenvalues of G(a,Qw)
for O € Re w € 3. It is taken from the paper [11]. Again the
dotted lincs indicate the real eigenvalues, the full 1lines
indicate thec real parts of the complex eigenvalues.

3

= Rex N




Lemma 8:

(1) Assume that a, = av(wo) is a zero of D(«), (5.26), and
a, #0, o, ¥ 1, o, * 7 @, * 2n. Then we have I, =1 and
87 (e, 0) = Cala,)¥z(a,,0) + Cyla,)yylay,, ) (5.28)

is an eigenvector function, where

(%&%ﬁl - 1) cosa,w, + cos(uv—'Z)f»o

Yglo,,@) = ( s

—2, ” ; i
(T -, + 1) sineo, — sin(e,-2)e,
—2 : 3
( e, — 1) s.muvmo + sin(o,;—2)u
14("’1”0)) = ( ) ),
(-(%%%::1 — 1) cosa,w  + cos(o;2)0
and
C3(°'v) = p[(z—av)simvwo +uvsin(oev-2)w0],
(5.29)
C4(u,v) = uv(oosm‘,wo - cos(av—Z)mo).
(ii) The number o, = o,(0 ) =1 is for all w, € (0,2r] an

eigenvalue of a("’Dw) and the corresponding ecigenvector
function is

o — (sinw
e9(1,0) = (51 ). (5.30)
(iii) If W, = |/ Oor @, = 2rx, then uv(.u) = v, a,(2n) = /2,
v = 1,2, , and I, = 2. The eigenvector functions arc

for o, = 1 besides (5.30)
e3(1,0) = y3(1,0), _ (5.31)
for “v* 1, ¥ = 1,2,3,..5,

£9(0,,0) = Y4la,,0), e5(a,,0) = ¥glo,,0). {B-323
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Proof:

(i) We consider g(qv,w), given by (5.1), and determine the
constants Ci(av), i=12,...,4, in such a way that
B*(«,,D,)h = 0. The condition BT (a,,D,) implies that

= —2(A+2 T -2
Cl(mv) = C3(av)[?ﬁaﬁ‘5)- -1] and _Cz(c!v) = C4(av)[m}—‘%; - 1].
Thus we get formula (5.28). The condition B+(“v’Dw)Q(°v’“) =0
yields the equations (5.29) and it holds that

B'(a,D,)e](e,0) = (D(2),0)T =0 for o = a,. (5.33)

(ii) Analogoqsly to part (i) of the proof we get (5.28) with the
unknown coefficients C3 = C3(1) and C4 = C4(1). The boundary
condition B'(1,0)ef(1,0) =0 vields

((-)4sim>o g] (gz] = 0. (5.34)

Choosing C3 = 0 and C, = - orit¥oy we get (5.30). .

(iii) For W, = n or  w, = 2nn  the matrix in (5.34) is the
O—matrix. Therefore we can take C3 =1, C4 =0 or 03 =0,
C4 =1 in (5:28). ]
Lemma 9:

_(i) If o,*1, i,=1, and m(e,) = 2, then associate

functions exist. .
. ! . 2, sin®w
(ii) The equations a0, = tanoe,w, and cos%,w = ——;2—-,
o
o, % 1, are sufficient and necessary for m(uv) = 2.
(iii) Associate functions to these eigenvalues of G(G,Dw) are

ehaww) = & CHCNT (5.35)

where e7(a,0) is given by (5.28) with o instead o,

For the proof comgare Lemma 5 and Lemma 7.

Remark: The eigenvalues wy, 1 with m(“v) = 2 and Iv«z 1
are those points in Fig. 7, where the full curve-pieces of the
real parts of the complex eigenvalues meet the dotted lines of
the real eigdenvalues.

»

We formulate our results.
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Theorem 7: The singular functions of the weak solutions u € V/N
of the Neumann problem have the following form:

(i) If w,* 7, o/ 25, and o, = x,(0 ) is a simple zero of
D(x) (formala (5.26)), then only the singular funchions

(1) _ % 0
go‘y(r,w) =r el(av,w)

arise, where €7(w,,») is given by (5.28).
(1i) 1If w, * 3, 0, * 2r, and o is a double zero of D(w),
then the singular funclions

gé}f,(r.w)

Y

it

oL,
r “g?(uv,w) and

uf(r,0) = £ el 0) + (log £)ef(a,0))

oceur, where g?(uv,w) is given by (5.28) .and q%(uv,w)
by (5.35).

(iii) If w, = 7, then no "proper” singular funclions exist.

(iv) If w, = 2n, then 1L fullows from (5.32) that

'_4(()}‘)1( r,m) = I‘V/Z-‘;E(l,('-‘v’ w),
(2),,. _ w/2.0

A “egla,,w).
Remark: The singular functiots Eéii(r,m) = gg(o,m), i=12,
for @, = 0 (seec (5.27)) and wrr(r,m) = r{oionm, —cosm)

T ) ; =0, )
= (xz,—xl) for w, = 1 (see (5.30)) arce a basis of the uspace
N (sec (1.7)).
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Kurt Frischmuth

On locally D-optimal experimental design

1. Introduction

If one is planning an experiment it is desirable to gain maxi—
mal information by a possibly low cost. In particular, if onec is
going to estimate the paramelers of a nonlinear gdrowth-function
it is meaningful to choose the measuring points and frequencies
in an appropriate mantier. For a given overall nuwber of mecasu-
rements it is useful for\several reasons to have a large value
of the determinq&t of the Fisher-informwation matrix (cf. [1]-
{3]). This so-called D-criterion proved Lo yield in wmwost case:s
“good” experimental desigus (cf. [41). Nevertheless, one has Lo
be aware of the drawbacks of this approach. First of all, the
unkdown parameters appear in the criterion, hence one has Lo
provide some a priori estimates. Because of this we should
rather use the termini "local D-criterion” and "local D-optimal
design”. We drop the attribute for brevity. Furthur the computa-
tion time for the maximization may bLe so %xpensive, that it
becomes more economic to measure twice and not to plan at all.
For other criteriorns these difficulties occur as well (c¢f. [31).

However, our goal is to overcome the problews wilh coumputing the
maximum of the criterion. We succeeded to find a way for redu-
cing the dimension of the optimization from the size of thc
experiment to the number of unknown paramctcers. For an impbortantl
class of growth functions with 3 paramcters the remaining upli-
mization can be solved by .elegant devmetric considerations. By
that way it is possible to compute relative maxima of the local
D-criterion very aquickly. For mwost growth functions it could not
be proved yet whether this relative maximum is always an abso-
lute one. For exponential regression it seems Lo be so, bul for
deneral situations there are counter-examples. We considered a
necessery condition for an absolute wmwaximum. This condilion
enabled us to construct the above counter-example:s as well  as
an example for which the relalive maximum wenbiosed 1 Lhe
absolute ons. ;t is interesting that even if that relative
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maximum is ﬁéf an absolute one, +the value of the local D-crite-
rion 1is not worser than the absolute maximum devided by 4.5.
This implies that other (expensive) numerical methods, that
yield the absolute maximum, provide not more than a reduction of
design size by 1.7.

It should be stressed that we considered only so-called concrete
designs, 1i.e., we restricted ourselves to integer solutions for
the frequencies. It is a simple task to modify our results for
discrete designs. Analytical considerations on optiﬁhm discrete
designs under several criterions are contained in [5].

Let us assume a drowth—function

Gilx;,x,) x@ —= R, @=&gK,
(x,¢) — G(x,9) ,

depending on Lhe instant x  from the time-interval
[xl(luwer bound )’ *u(upper bound)] and additionally on the para-
meters Lo be estimated. We denote Lhe derivatives with respect
Lo the parameters by

a(x):= VeG(x,9)) , z:lxy,x,] —> rK
with ﬂu being a fixed a priori estimate for the wanted parame-
Ler vekbor 3.
The size of the experiment to be 'planned is denoted by n and is
assumed to be not less than k. Now we introduce a matrix-valued
function

. . I kxn

V: [xl,xu] — R 3

X = (xl,.,.,xn) —_— (z(xl) z(xz) N z(xn)). /
Finally, the function to be meximized is given by

£(x) = det( V(x)Vi(x) ) ,

£: [ xp,x, 1" —— B
The arguments x  are referred to as experimental designs of the
Gige oo ;f the cardinality of the set {xl, ...... ,xn} is 1, then
X is called a l-point -design. The set

{xl,...,xn} =: Sp(x) = {xspl,...,xgpl}
Logelher with 1 integers 0y,...,03 characlterizes an experi-
wenbal  design up to a permutation of components. Since f  is

\

«-
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symmetric, it 1is sufficient to find the support Sggx) and . the
i
frequencies 0y,...50y represenbed by an ordered table

xsp1 | e | xsp1
ny [ | ny
< .
x1>xspl<xsp2< o <xspl<xu s
n1+n2+ s @ 4nl = n.

Definition: If f(x*) = max f(x), x € [xl,xu]n, then x* im
called a (locally D--)optimal experimental design (at ¢ = ﬂO)A

As a first step we look for optimal designs in a subset of all
designs, namely in the set of all k-point designs. To Lhis cend
we recollect ([8]) that

5
vlil V112 B Viiy
VZil V212 e V2

£f(x) = |WE| = ZE

ig¢ig.. . <y [ : .
Vy, - Vy, oo Vy oo ).
k11 klz kLk

Here each column of V  depends on some componenlt of x.  Since
there are Jjust k' different components of x all non-vanishing
determinants on the right hand side musl be equal; Lheir pusber
is the product of the frequencies ngng ...on. Thus we stale

Lemma 1: For k-point desidns the following equation is true:

2

f{x) = nyng ..oy det( z(x Yy .. a( ¥y )

spy *sp)

where the n;’s are the frequencies and the’»xqp_’s are the
i

support pnints of x.
We conclude from this Lhat the optimum k-point design may be
found by maximizing the product

k

k

1 n,; under the constraionl I ng=u and maximizing Lhe square
i=1 =1
of the deborminand.



det( z(xéﬁq) oo z(xspk) }
independently under the constraints X € [xl,xu] for
; Py
i 21,20,k
It is not necessary to assume Lhat Xg 4+ X for i+j, becau-
Pi SPj

52 f(x) vanishes in such situations.
First let us treal the integer problem, of course avoiding
differential calculus. We prove the following

k
Lemms 2: If Il n takes its$ maximum under the constraint
i=1

Z n. = o,
4i=1 i

then the ni’s are “almost equal”, i.e.

max {Ini—n-l} £ 1.
1<i< j€k J

Proof: Assume conversely that n 22 for some permutation

« —H -
J Jd
j€S(n), then 2 1

k k k
(n; +)(n: 1) N n.=Nn; + {(n;, — —1) ﬂ L > An;
le J2 7123 di i=1 i 3 iy a0 i=1 i
or NMn:. =0.
> i=3 J

This contradicts the maximality of M n;
1=

From the Lemma 2 we infer thal the optimal freguencies are given

by by = [ Pl §; with §;¢{0,1}, i=1,...,k, and

k
Z n k ( ]
i

k
Consequentlly, there are (n—k[%}) S different upyimul k point

designs for given k and n. Only if kiu  the optimal design
inay be unigquely defined.

Remark: If we allow for discrete designs, the altribule
"almwosLl” in Lemwa 2 has Lo be dropped.  Then Lhe frequencies for
the unigue optimal design are exaclly equal.

Now we inlroduce Lhe funclion

w(xspl, ey ,xspk) = d”t(z(xspl’ A Z(xupk



and denote its maximum on [xl,xujk by @p... Further we denote
the maximum of f on k-point desidns by fkpm and the overall
maximum of ' £ on [x;,x,]" by f . Then we obtain obviously

. n -,k
foax ? Txpm 2 L £ 1 Ppax:
If we want f to reach a threshold fO then it is sufficient
to take

f 1
n=k([¥5-21+1).
max .
Hence the support sp(x) as well as the value ¢« can be

i max
calculated independently of the size n by solving a low-dimen-

sional optimization problem
. = Sk
¢(xspl, 50 ,xspk) = Max ! on [x4,X,]

3. Special cases

In general‘the above problem can be easily solved by available
computer routines. Here we will focus on situations in which
further reduction by analytical means is possible. To this end
we make the assumption : '

(A) Let k = 3 and the graph of the function
2 :[xlfxu] —_— R3
- is a regular curve contained in some plane € with O ¢ ¢. In

e there exists a basis {bl’bz} such that the bz—component of
is a smooth convex function of the b, -component, of =z, i.e.,

z(x) b, +24 (X)by+2,(X) by,
e(zl(x))

. 1
with g:[zl(xl),zlgxu)] ——> R being a convex and nonlinear C
function.

25 (x)

)

" Now we turn to.

Theorem 1; Providing (A) ‘holds and xsp1 <.xsp2 < xsps, then
) is a maximum iff xspl = Xy, KSP3 = X, and

.

‘a(xspl,xspz,xSps
Zz(xl)“zz(xu)
g’ (e, (x_. })) = ———————
e 2 (%, )2 (x,)
11X, 1%,

Furthermore,, the partial derivub;veu sabisly

I
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® 1 (Rpxpx,) <0,
¢ 3 (xpxp.x,) >0,
®, 22X Xp %) € 0

for each Xt = Xgp fulfillipg the above equality. If ¢ is

striclly convex thé&n X is unique.

Proof: Let us consider the tetrahedron with the vertices O,

z(x°p Yy, 1=1,2,3. Its volume is given by ”
£ i
)

V =1/6 Jp(x

sp’
On the other haund, we have
- 2o - |
v = 1/3 dl”t(o'e)A(z(xspl)"(xspz)’z(xspa))

with dist(0,¢) - the Euklidean distance between the origin and
the plane € (positive due to O ¢ €)
and

)} - the area of the triangle with the
vertices =z(x__ ), i=1,2,3.
sp;

From the above we infer that w(xsp) is a maximum iff the area
of a certain.briangle is.

lence, we obtained the equivalent but much more convenient
problem of maximizing the area A of a triangle under the con-
straint that the vertices lie on the graph of a convex function
g from an interval into the real axis.

The convexity of ¢ yields immediately that A is an increa-—
sing function of the abscissa of the right-most vertex if the
iwo leftmosl vertices are kepl constanl. Moreover, the slope of
that function is not less than d sine with :

d = dist(z(xsp3), ETE;;ITETE;;:T ) and o = ¥(by, ETEITET?ET).

Analogously, A is a decreasin& function of the leftmost abscis-
sa with a negative upper bound for the slope , the remaining ab-
scissac are again assumed to be fixed.

This, Logether with w~A2 and the chain rule, yields the condi-
tions ’
= x

=Xy <0, w,xu > 0.

fspl . xsps g 2 w'xl
Now, Lhe remaining abscissa is an inner point of the interval,
hence a necessary condition for the waximality of the area may
be given in Lterms of the derivative of the triangle’s heights.
This yields Lhe expression for g’ and the uniqueness in  the
strictly convex case.



Now, we observe that the sufficiency fullows from Lhe argumentl
that ¢ is continuous on the compact set [xl,xu]3, hence it
takes on its supremum. But, on the other hand, the value of ¢
is the same for all points satisfying the necessary conditions.
This ends the proof.

Let us consider now growth-functions G of the type
G(x’G)B;Y) = a + F(X,B,Y).
The definition of =z yields

1
2(x) = [ F gx8.%) ).
F’*(x,B.f)
1 0.
Hence we put b.,J = (8], b1 = (él)] and bz = (El))]

and €& = bo + span{bl,bz}.

The assumption A holds if the following relations are valid
for each x€(xj,%,):

F
X S F P : S
F,xﬂ +# 0 and FT—I is monotonous. (The derivalives
exist and satisfy the conditions.)
Especially for F(x,8,¥) = Bw(yx) +this requirements read

o (Ex

w’ (yx) + O and o (¥ x

is monolonous.
Example 1: For exponential regression we have

wlex) = b

The above conditions turn oul Lo be salisfied. The function &
can be expressod cxplicitly as follows:

atty =& ¢ 1ab.
As support. poinl we obLain after some brausformablions:

xuc‘xu - xlc‘xl

o
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Unfortunately, not always we may express Xn by a formula, as
shows us

Example 2:, » = tenh
Our assumptions are satisfied whenever OC(xl,xu).
The instant X has to be calculated from

o) . x,/(cosh?(¥x,)) - x;/(cosh®(¥x;))
Xy tanh(¥xg) = 73 - 3

[

tanh(¥xu) - tanh(rxl)

Of course, this nonlinear equation can be solved quickly even by
a pocket calculator - but not explicitly.

Example 3: In the case of quadratic. redression
G(x,2,8,¥) =a + Bx + sz we det
1 )
200 = (x) L v=x e =t @) =x, vk
X
X1+xy
—t

Hence we obtain Fgain the well known result Xy =

Regarding the case G(x,a,8,¥) = o + Bw(¥yx) the differential
equation

' x) - .
x5 =y = const
i Alnx + C
is of some inbterest. For its solulions w(x) = { B the
; Ax + C

above method fails. For all other monotonous functions we may
choose a suitable interval [xl,xu], g0 that x_can be deter-
mined in the above way. It is evident that the failure of the
method for the mentioned funclions is connected with the depen—
dence of the growth paramcters. Consequently, those cases are
not of interest.

It should be mentioned that the idea of wmaximizing ¢(x,p 3 e
.,xspk) by maximizing the measure of a polyhedron with vertices

lying on the graph of a convex funciion may be useful for other |
dimensions k # 3 as well. As an example with k =2 we consi-
der the so—called Michael is—Menton=-function



G(x,0,8) = 15z o 8>0.

Here one obtains the problem of choosing two points on an arc of
the normal parabola in such a way that the area of the triangle
formed by those two points and the origin tages a maximum. The
solution of that problem is geomtrically obvious and implies the
nice result, that the optimal support of a 2-point design con-
sists of Xy and the point Xn for which

G(’Sn;a;ﬁ) = 1/2 G(xlthﬂ) ’

provided Xy, is sufficiently large. Otherwise we have just the
ends of the observation interval in the support.

4. Designs Qith lafger support

Up to now we considered only designs of minimal support size.
Under assumption (A) we succeeded in finding the locally D-
optimal one, but we don’t know whether it is possible to obtain
better designs by enlarging the number of support points. A
deneral answer to this question can not be given here, but some
results should be mentioned. Since our main interest is in
exponential regression , in the sequel we fix k=3. First we
will prove the following \

Theorem 2: The optimal D-value for designs with an arbitrary
“support caunot be better than 4.5 times the optimum for 3-point
designs, i.e.

Ve

fhax < 49 fapm .

The wminimal size wm for wich f will be greater than f3pm
calculated for a given size n is greater than n/1.7 .

Proof: The formula for determinants on page 53 Lemma 1
yields immediately

Tpaxs (epa.
For n23 and arbitrary m we have
(25412 (m-202411) > gha-1)3,
@ < 1) :
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Since fgo, = E3l1n-20%11)¢,,  ve conclude (m-1)3 > Z(n-1)3

and hence
m> 3 Eara-d ¢ > 0

On the other hand, for n>3 the following inequality is true

(3 < B2 - 22y 2L .
. Consequently, fmax < 4.5 fapm' This completes the proof.

Remark: It should be pointed out that the above estimates are
very pessimistic. I could not construct any example with
fmax > 2f3pm' For

G(x,2,8,¥%) = a+ ge¥%, ¥ <0,
and

G(x,0,8,%) = o™ XPUX = ¥)
the factor 1is assumed to be equal to 1, i.e. fmax = prm
(ef. [31).

Now we make use of the assumption (A) once more.

Lemma 3: The points Xq and X, belong to the support of the
optimal design.

The proof runs like that of Theorem 1 applied to cach of the
terms in the sum — which now may differ from each other.

Let us now introduce a family of functions

vilnv) = Zdetlalxy)  slq) b, +uby +vby) 2

J+ ik
b3 det(a(xy) alx) z(xyN?% i=1,2,...,n
J<k<l d
J>k, 141
Substituting u = =z (x;), v = Zo(x;) = d(z(x;))

we obtain

wiu,v) = f(x).
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Note that the functions wy are quadratic semi-definite forms
in (u,v). ¥ is positive definite iff the points {z(xj): J#i}
are notr»collinear. Otherwise x is of no inlerest because it
cannot yield a better f than f3pm‘ Similar functions have

been used in [7] for the formulation of a sufficient criterion

for fmax = fkpm'

Lemma 4: If x 1is an,optimal design then

e; 5 = L (wv) : wiluv) € £2(x) )

is an ellipse for each 1 .

Theorem 3: If (A) holds and x is an optimal design then
a) { x5.%, } € sp(x),
n
b) {(t,g(t)): t € [24(x7),24(x,)]1} = _ﬂlei.
i=

As immediate consequences of this criterion we can state the
* following corollaries.

Corollary 1: Let (A) be wvalid and X be optimal. If
Ic [xl,xu] is such that g1 is a straight 1line then
. sp(X) n int T = ¢.

Corollary 2: We cancel the smoothnéss of & in (A) and assume
-4 to be continuous in [xl,xu], nonlinear, but linear in
[xl,xm] as well as in [xm,xu] for some x, € (xl,xu). Then

a) fmax = f3pm and

b} fmax = £( Xye oo Xy Xpoo X, xu"'xu‘L

[E%l] [!.L%];] o 2[!’!%.1]

In order to show that the equality £ .. = T3,y in @general

doesn’t hold let us consider the special case n = 4. Let =z be
\

continuous, lie in a plane € 3 O and be linear in [xl,xll,

[xy,%x,] and [x,,x,]. If

z(xy)z2(X,) I z2(x;)a(x))

then x = (Xy,Xq,Xg,X,) is optimal. Furthermore, if X4 * X,

then fmax > fspm.
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Remark 1: From the above we see that the curvature of 2z in the
neighbourhood of X is essential for fmax to be greater or
equal to fSPm‘ Certain ellipses state indifferent cases between
larde curvature and small curvature

; (fmax = f3pm)
(f NG .

max f3pm

Remark 2: The examples with piecewise linear z seem to be artifi-
cial, but they occur naturally if one takes cl-splines of powers
and logapithms as growth-functions. For an instance

X, o< xg1,
w(x):{ ~

2vx - 1, x 2 1,

G(x,0,8,%) = o + Bo(¥x), ¥>0
fits the assumptions of Corollary 1.

Finally, we want to make the observation from Remark 1
above more precise. By calculating the eigenvalues of a matrix
of second order derivatives we are able to give a sufficient
criterion for f3‘m to be a relative optimum of the func-
tion f on the cube [xl,xu]“. We remain it to the sceptical
readers to do the cumbersome algebra and present here orily the’
result. To this end the notions are introduced

[
|

= @500 Xy, X0, X, ),
w = 20det(alxg) 2(xy) 2(x,)),,1%,
= 2[det(a(x,) a(xy) =(xy)), 1%,

T o
-
1 "

Now we can formulate |,

Theorem 4: Let ¢ : [xlfxula — R,
®(x4,%9,%X3) = det(z(xy) z(xy) z(xs))z

takes a relative maximum in (xl”ﬂn”ﬂx)’ and the deriyatives
satisfy '

@ g (XX %,) <O
and

w9 (X9,Xp,%,) > O,

An experimental design x with sp(x) = {xl,xm,xu} and the
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corresponding frequencies ny.n,n, is relatively optimal, if
A = n,n; a + nm( nlb1 + nubu) < 0.

Remark: In the case of exponential regression with negative ¥
it 1is possible to show that this inequality is valid for the
previously constructed relative maximum. Then the eigenvalue
depends only on the ratio v/(xu—xl) and , for all n with
3|ln or larde enough, it can be proved to be negative by asym-
ptotic expansion for arguments near zero, by limit considerations
for large negative values and by numerical evaluations for the
remaining case. Indeed, we have

a = 2ye¥¥mle¥(¥-vx,~2) + ¥x, + 210 (1-x,)e¥ (1P %) o¥ 4 e¥¥m],
b, = 2e%¥¥m[e¥(1-yx,~¥) - e¥*m1?,
b, = 2e2¥%p[1 + Xy - e¥%n)?

with x = e¥/(e¥-1) - 1/%. Using In; - n;l €1 ve obtain

-2 -2,p® .
lim A(¥) = -2e “(1-2e )9 ( +0(ny if 3 4 n )
¥ o0
and

Ay ~ - Eny2el/¥ -2 (4 0(m) if 34n)

for ¥ near zero.

5. ‘Final comment

The above considerations affirm that designs of minimal size of
the support yield good values of the local D-criterion and that
the ends of the observation interval should belong to the sup-
port. Further it turned out that other choices of frequencies to
the optimal support give us relative maxima, too. Moreover those
maxima are more peek-like. On the other hand, we don’t know,
whether there are further maxima. But if there are such maxima,
then they cannot be -much better than the 3-point maximum.
Problems of this kind are called frustrated. In [8], [9] we
discuss algorithms for the numerical treatment of this problem.
The results of that papers sugdest that the above conclusions
are typical for experimental design in general, not only for D-
optimality. /
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Brian Fisher

A result on the beta function

The &amma function [(x) and its derivatives were defined in
[2] by

r{r}(x) = N-lim f t* 1inTt e tdt (1)
e—>0
forr all x and r =0,1,2,... . Here N is the neutrix, see

van der Corput [1], havingd the domain N’ = {&¢ : O < € < »} and
range the real (or complex) numbers with neg11g1b1e functions
finite linear sums of the functions

An™le, wTe : A <0, r=1,2,...

€
and all functions f(¢) which convergde to zero in the normal
sense as € tends to zero.

-

It was shown that this definiton is equivalent to the usual

definition of [{T)(x) for x + 0,-1,-2,... and r =0,1,2,...
and so equation (1) was used to define P(r)(x) for
x = 0,-1,-2,... and r=0,1,2,... . In particular, it was
shown in [4] that

r-n) = 202 (g(n) - 13 (2)
for n=0,1,2,... , where

0, n
$(n) = [

)
_21 i n=12,...
i=

and y denotes Euler’s constant. The following theorem was also
proved in [4].
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Theorem 1: [TV (x) = N-lim T (x + €)
N , e—>0 .

for all x and r =0,1,2,...
The beta functipn B(A,un} was defined in [3] by

1-¢ ’ )
B(A,w) = N-lim [ 2711 - £)*7ae : (3)

>0 €
for all A, u. Here the neutrix N is as above but with its
domain restricted to {&¢ : O < e < %}.

It was shown that this definition is equivalent to the usual
definition of B(A,pn) for A, u % 0,-1,-2,... and so equation
(3) was used to define B(A,p) for A, u =0,-1,-2,... . It was
then proved that )

B(O,n) = B(n,0) = ¥(n-1) (4)

for n=1,2,... ,
n > -

B(-n,u) = B(w,-n) = G-I [ gny - v - L=l ] (5)
for n=0,1,2,... and u %+ 0,x1,22,.. ,

B(-n,m) = B(m,-n) = SR ¢ ogn) - g(mn-1) ] (6)

i, = m,-nj} = nl(m-n- T L n

for m = n+l,n+2,... and n = 1,2,... , (note that there was an

error in [3] for. this result),

B(-n,m) = B(m,-n) = {=02EDom)! (7

for m=1,2,... ,n and n =1,2,... and
B(-n,-m) = {EIL [ §(n) 4 $(m) - 28(mn) ] (8)
“for m,n =0,1,2,...+."

It now follows from equation (2) that

B(x,w) TR

if A or u =0,-1,-2,... . However, the following theorem does
hold.
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Theorem 2: B(A,u)

N-lim [ Nglig% ] N
3

£—>0

: sm LA YT (u+6
Nolim [ N-vim SEQTES | 103

for all A, u.

Proof: Equations '(9) and (10) follow immediately for
A,u #0,-1,-2,... on noting that [(x) is continuous for
x %+ 0,-1,-2,... ‘

Now, because of the continuity of IF at n +% and n + €& + G5,
we have

s DEIC(048) _ Ce)f(n
Néllg F(n+e+85 = é(n+¢5
n-1
= -(ﬂg-%)-i‘nl(in)'l =11 -edn-1) + .03
1:

and it follows that

sm L()C(n+E =
N-lim [ N-lim HIHES) | = 400-1).

Comparing this equation with equation (4) we see that we have
proved equation (9) for A =0 and w = 1,2,...

To prove equation (10) we note that

rgeg - Fil+e!
: n+e T el(n+e ¥ ”
el’ (ni8 + ...1

=y [ 1+ el (1) + .00 1 - Spley

and it follows that.

N-lin prbledy < - poligy - SRk,

e—>0

since I'’(1) = -y. Thus

: ;. (eI (n+S S i ¢ 1 (11)
Nolim [ N-vim QTS | = o - Frn

It is well known that /
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Lrad = g(n-1) - ¥. . (12)

a

Substituting in equation (11), we see that equation (10) is
proved for A =0 and u =1,2,...

Now suppose that w # 0,21,22,... . Then '
. C(p+8 _ _r
N{;l;g Mu-n+e 45y ~ F(u-n+tey ’
provided that p-nte #* 0,-1,-2,... . Further
n
C{(-n+e) _ _ [(l+e) n (e—i)“l

Flu—nte) ~ elf(p—n+e)

and expanding in powers of ¢ it follows that

s _[C(-nte) _ -1)" _ D (u-n
N-lin prpied = aritalay [ #0) - v - prgdd 1

>0
Thus
Nls i LO-n+e)Cu48) 1 - (=1)7rC e _D’(u-n
Neiig [Nsi;g—_irTﬂf%Té%STl] T nll(e-n [&(n) ¥ w-n ]

and comparing this equation with equation (5) we see that we
have proved equation (9) for A =0,-1,-2,... and
w* 0,21,2,...

Next it follows as above that

. —n4e L’ (u-n+8
Wl Ml iy = ‘11'{—~3r+57 L&) - ¥ - "ptamnisy !

provided that w-n+% + 0,-1,-2,... and so \
. . D{-n+e)0(u48)7 . (=1)°r v _ D’ (u-n
Ng};g [Nziig (p—n+€+8) ] T nll'(p-n [&(n) ¥ “-n ]
from the continuity of ' at p and p-n, proving equation
(10) for A =0,-1,-2,... and u #+ 0,21,12,..
With m = ntl,n42,... and n = 1,2,... we have

16
N’};g P(m nte+sy - F(m n+e)
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because of the continuity of [ at m and mn+e. Further

-1 m -—
Flaare} = 0 (mn-ise)™?
i=1
n m-n-1 m
= 1:%1— fl (mn-i+e) N (n-mti-e)”!
i=1 iz=m-n+1

Expanding in powers of &, it folloﬁs that

N 11m Pgm—gigg ETTéE%%TTT [®(n) - &(m-n-1)]

and so

_1\B
N;Eig [Nsiigigir%%%%gé%é%l] = n1 m—n— [Q(n) - $(m-n-1)].

A
Comparing this equation with equation (8) we see that we have
proved equation (9) for A = -1,-2,... and u = -A+l1,-A+2,..

Next we have

~n+e C(l+e -1
TRty - R “ (i-e)

and expanding in powers of ¢, it follows that

: C(-n# _ -1t L’ (m-n+S
N;l;g Pim-n&e+%) = n!P%m—n+§5 L -x- Pém-n+5; + &(n) 1.

-

Thus
. C +€ )L (m+S 1) (-1 . raan
Nt [ CEAEEE ] L COMEt ragn-y - FrBh
n
= ‘f,‘]f%ﬁ(},‘?rg‘r [#(n) — $(w—n-1}]

on using equation (12), proving equation (10) for A = -1,-2,...

and B = =A+L,-A42, ...

With w=1,2,...,n and n =1,2,... we have as above
’
. C(m+S _ C{m
Ng};g Tlo-n+e +5) ~ T'(m-n+e
Further
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’ C(-n+e oo BF «1
N-lim r(i————% = N-1lim N (u-n-ite)
g—>0 tBDE £—>0 i=1
= - =D Xnem) !
- n! :
and it follows that

. s D= nis -1)™m-1) ! (n-m)!

e—>0 5—0

Comparing this with equation (7) we see that we have proved
equation (9) for A =-1,-2,... and w=1,2,...,-A.

Next we have as above

. C(-nte)  _ -1)® [’ (g-p# ' ,
N-lin prelaBdy = srrtamary [ Y - TRRRIE 4 e 1.
Now "

n-m
C(i+x) = N (x-i) [(m-n+x)
i=0 .
and it follows that
[’ (m-n+S) . [’ (148 nm 1
m-n+ = Féi+§§ = igl 5-1 " &
Further
C(miS _ 1L i
Taaty = o
m~-1 : n
= (-1 B (n-1)i(n-m)! A (1 +-8) M (14 -8,
i=1 =1 i:m+1( m“‘l)
and it follows that
B = : C(-n+6)0(m46) 7] _ (~1)(m~1) ! (n-m)!
N-lim [N-10m DGRIITEIS) | - 4 .

proving equation (10) for A = -1,-2,... and u = 1,2,...,-\.

With m,n = 0,-1,-2,... we have

CemiS) (145 m =1
PZ—m—n+e%§) = M-+ +5) igl(s-l)
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and expanding in powers of G, it follows that
: C(-m+5 - -1)= [’ (“m-n4e
Ngl:gn:.‘.m%sy = By [ v + ém) - Dpfzmmey o
Now
m+n
C(14x) = N (x-i) C(-m-n+x)-«
i=0 >
and it follows that
’(-m-n+e) _ [P (1l+e mras i :
P{—m—n+e; - P21+e; - i§1 -1 T 1 7
" Further
C(-n+e L .
TT{—:—_lT = N (-n-i+e)
m: n+e‘ i=1
(-1)®(m+n): o £
SA{palt b -
and it follows that
"N-1lim [N-1im C{-n+e)C(-mi5
K2 [Nsl:g RE=iTonl! ¢

= :Tgi! [ -¥+&m) + v - &(mtn) - $(m+n) + $(n) ]

i

= LrHTE.’ [ &(m) "+ $(n) - 2§(min)].

Comparing this equation with equation (8) we see ‘that we have
proved equation (9) for A,u = 0,-1,-2,..

Because of the symmetry of this result, it follows that

N-lim [N-1im Eﬁ%ﬁﬁ%ﬁ&}&] =50 g(m) + ®(n) - 28(mn)].

5—=0 e—>0

1 .

This completes the proof of the theéorenm.

We finally correct the proof of equation (8) as given in [3].
It was proved correctly that :
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.

. .
/ B(-n,my = SHHEL - B2l p(ns,we1), (13)

B(-1,mn+1l) = —(w-n)[1 + B(O,m-n)] (14)

for m = n+l,n+2,... and n = 1,2,... . Assume that
n

B(-n,m) = ZHAB=LL (4(n) + B(O,mn)] (15)
for some n and m = n+l,n+2,... . It follows from equation
(14) that

B(-1,m) = - (m-1)[$(1) + B(O,m-1)]
for m = 2,3,... and so equation (15) is true for n=1 We

now have from equations (13) and (15)

n+l
B(-n-Lm+1) = (arry{aty (eea=D)T - aaT B(-oem)
' n+l
= T a7 i1 + #(0) + B(O,m-n)]
-1 n+1ml
= zﬁéjy%Tﬁ_nL 7 [$(n+1) + B(O,m-n)]

and equation (15) follows by induction. Using equation (4),
equation (6) follows for m = n+i,n+2,... and n = 1,2,...

t
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Klaus Denecke

Eine Charakterisierung der funktionalen Vollst#ndigkeit in
kongruenzvertauschbaren Varietdten durch Hyperidentitdten

Herrn Prof. Dr. G. Burosch zum 50. Geburtstag gewidmet.

1. Einleitung

In der Universellen Aldebra nimmt die Untersuchung der aus den
Fundamentaloperationen einer Algebra A = (A;F) durch Superpo-
sition abgeleiteten Operationen bedeutenden Raum ein. Die Ver—
wendung der Begriffe Klon der Termfunktionen bzw. Klon der
Polynomfunktionen einer endlichen Algebra gestattet es, dem
Problem der funktionalen Vollstadndigkeit in mehrwertigen Logiken
eine universalalgebraische Fassung zu geben. Klone von Funktio-
nen {lber einer Menge A konnen als Menden von Funktionen aufgde-
faBt werden, die beziiglich Komposition abgeschlossen sind und
alle Projektionen p;: (xl""’xn) — Xy, i=1,...n,
n€N= {1,2,...} enthalten. Es ist klar, daB die Menge aller
auf A definierten Funktionen ein Klon ist. Er soll hier durch
OA bezeichnet werden. T(A) sei der von den Fundamentalopera-
tionen F der Aldgebra A = (A;F) erzeugte Teilklon von  O,.
Die Funktionen aus T(A) heiBen Termfunktionen von A. Die
Algebra A heiBt primal, wenn T(A) = OA ist. _Eine Funktion
f € OA heiBt Sheffer-Funktion, wenn die Algebra (A;f) primal
ist. (Wir schreiben (A;f) an Stelle von (A;{f}).) Die Vortei-
le einer solchen universalalgebraischen Fassung des Vollstdndig-
keitsproblems werden deutlich, wenn man von. den Algebren
A = (A;F) zu den von ihnen erzeugten Varietiten v(a) (glei-
chungsdefinierten Klassen von Aldebren) Ulbergeht und nach dem
Zusammenhang zwischen der GlUltigkeit gewisser Identitdten in
V(A) und der Primalitdt in A fragt. Dabei erweist sich aller-
dings der Bedriff der Hyperidentit#it als besser geeignet als der
einer Identitdat ([7]). Hyperidentitdten 6 = T sind formal
dasselbe wie gewtshnliche Identitdten. 6 und T sind Terme in
der Sprache der Varietdt V bestehend aus Operationsvariablen
und Individucnvariablen. Eine Aldebra A = (A;F) (oder der Klon
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T(A) € OA) erfiillt die Hyperidentitdt 6 = 1, wenn bei jeder
Belegung der in 6 =7 vorkommenden n-stelligen Operationsva-
riablen mit n-stelligen Termfunktionen aus T(A) und bei jeder
Belegung der in 6 = T vorkommenden Individuenvariablen mit
Elementen aus A 6 =T identisch in A erfilllt ist. In diesem
Fall schreibt man A = 6 = T bzw. T(A) =6 = T. In dieser
Arbeit  spielen Hyperidentititen der Form o (x) = ¢B(x) und
eine Hyperidentitdt der Form

W@ (w(B(x)))) = wle® (w(@™(x))))

mit einstelligen Operationssymbolen ¢ und eine Rolle,
wobwei ¢%(x) = @(@(...(9(x)...))) die n-fache Komposition von
¢ ist. A = P(x) = ¢m(x) bedeutet also, daB fiir alle einstel-
ligen Termfunktionen f ¢ T(A) ,fn = f gilt. Daher sind
¢ = 0" und  w(e®(w(¢™))) = w(¢® (w(¢™))) dgewdhnliche Identi-
taten in-der vollen symmetrischen Halbgruppe HA aller einstel-~
ligen Funktionen f: A —> A.

Wir setzen hier voraus, daB die betrachteten Varietdten univer—
saler Algebren kondruenzvertauschbar sind, d.h., daB die.Kongru-
enzen Jjeder Algebra der Variet#t bezilglich des Relationenpro-
dukts paarweise vertauschbar sind. Mal’cev hat in-[{3] bewiesen,
daB eine Variet#t V universaler Algebren génau dann kongruenz-
vertauschbar ist, wenn es in V einen Term p gibt, der die:
Identitdten P(X,X,¥) = p(¥,X,x} = ¥y erfiillt. Fir n € N sei
_x(n) das kleinste gemeinsame Vielfache der natiirlichen. Zahlen
1,2,...,n. Dann kénner} wir unser Hauptergebnis ' in folgender
Weise formulieren: '
§ei A = (A;F) eine nichttriviale endliche Algebra, die eine
kongruenzvertauschbare Varietdt erzeugt. Dann ist A genau dann
primal, wenn A die folgende Hyperidentitdt nicht erfiillt:

@p (@3 2 (0p (637 1(x3))) = 0p(@f 2% (M) (4, (63 1)) ). (1)

2. Grundbegriffe

Fir eine endliche Menge A mnit '|A| = n sei
0{™ = {£I£:A™ —> A} die Menge aller m-stelliden, auf A

definierten Funktionen 0A = G Oém) der Klon aller auf A

definierten Funktionen ([4]).m Se% HA = 0&1) die volle symme—
trische Halbgruppe und SA = {fif:A —> A bijektiv} die volle
symmetrigche Gruppe. Fir eine Funktion f ¢ HA sei
Imf = {f(a)la € A} das Bild von f. und A(f) die kleinste

.
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‘ganze Zahl q € {1,2,...}, so da8 Imf? = Imf®*! gilt. Dabei
ist %z e die identische Funktion und e als gq-fache
Komposition  von f definiert. Sei ne = |Imf]. Dann gilt:
A(f) € n-1, A(f) € ng,

fAME) o pA(D)+=(ne)  ([27). Weiter gilt

Lemma 2.1 ({6]): Seien f,g Funktionen aus HA’ fir die
£l = £1? ynd gl” = g}’ *P®" erfullt sind. Sei 1" = max{l,1’},
P" = g.4.T.{p,p’} und h.¢ {f,g}. Dann gilt h!" = p!}"*?" -

{
Insbesondere folgt fur ale 1’ > 1 und alle n’ 2> n aus
£l = 142D 450 1dentitat £17 = £17*2(07) uonse (1) fur be-
" liebige fz und alle f1 mit k(fl) € n-2 stets erfiillt ist.

Lemma 2.2: Sei te HA eine Funktion mit A(f) = n-1 und

|Al = n. Dann _kann A in der Form A = {il,...in} und f in
der Form . -
i, fir 2 <€ k€ n,
£y = { ¥

iy filr k =1

dargestellt werden. ¢

Beweis: Aus A(f) = n-1 folgt |(Imflf =n-1;, 1 =1,..,n-1.
- AuBerdem gilt Imf > Imf2 > ... > Imf® !,  Daher ist
ImtPd = gy TR = a0 I = BB g} und
i,_, fur 2 < k € n,
£1,) = ( R
iy filr k = 1. n

Bemerkung: i, £(i ), #2(i_),...f271(i ) . sind genau die Elemente
von A.

In [2] wurde die folgende Aussage bewiesen:

Lemma 2.3 ({2]):
(a) 8y == o™(x). = wm’(x) genau dann, wenn m=m’ mod =x(n);
(b) Hy = o™(x) = vm’(x) genau dann, wenn m,m’ » n-1 und
m=m’ mod x(n), insbesondere gilt:
Hy = wn_l(i) = wn—lf:(n)(x);
(e) (Hp\Sp) == wn_l(x) = ¢n—1+a(n—1)(x). -
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3. Die Hyperidentitdt (1)

Wir weisen die Gliltigkeit der angedebenen Hyperidentitdt in
universalen Aldebren mit bestimmten Eidenschaften nach. Sei

A = (A;F) eine endliche universale Algebra mit |Al = n 2 2.
i
Aussage 3.1: Hat A = (A;F) eine nichttriviale Teilalgebra B

(1 < |Bl < n), so gilt in A die Hyperidentitdt (1).

Beweis: Seien fl’fz € HA n T(A). 1Ist k(fl) € n-2, so ist (1)
erfillt. Andernfalls ist fl von der in Lemma 2.2 angegdebenen
Form,und es gilt f?_l(x) = i1 fiir alle x. Weiter ist i1 € B,
denn da B eine Teilalgebra von A und f?-l eine Termfunktion
von A 1ist, folgt aus ik € B filr ein k mit 1€ k< n auch
#9714, ) = i, ¢ B. Deher muB fur alle x € A auch

fz(f?_l(x)) = fao(iy) € B gelten. Weiter ist i, ¢ B, denn sonst

hdtten wir nach der Bemerkung im Anschlu8 an Lemma 2.2
(i, £(i), ..., 1(i )} = A< B, also A =B inm Widerspruch

dazu, deB B eine echte Teilalgebra von A ist. Daher haben
s furein s <n und £572(£,e5 L0y = 4.
g2 (0 (g (£971(x)))  ist fur alle x € A weden x(n) > 1

wir fz(il) =i

ebenfalls gleich il.
Daraus ergibt sich die Gliltigkeit von (1). =

Aussage 3.2: Hat A = (A;F) eine.nichttriviale Kongruenz 6, so
gilt in A die Hyperidentitsat (1).

Beweis: Fur fl’fz € HA n T(A) ist der Fall k(fl) = n-1 zZu
untersuchen. Wir =zeigen, daB © in diesem Fall genau eine
Kongruenzklasse B mit mehr als einem Element hat, wshrend alle
tibrigen Kongruenzklassen einelementig sind. Aus der Darstellung
von f1 in der Form

i fiir 2 € k< n,

fiiny={ ¥t

i fir k = 1

ergibt sich fT(ik) =iy g wenn m < k ist, und f?(ik) = il

fiir m2 k. Da © eine nichttriviale Kongruenz ist, gibt es
zwei Elemente ij,il €A mit j>1 und (ij’il) € 9. Ist
j-1 2 1, so erhdlt man aus (ij,il) € 9
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el i el = 140 0 e,

Ist Jj-1 < 1, so gibt es eine natiirliche Zahl r wmwit -
(r-1)(Jj-1) <1 wund r(j-1) 2 1. Daher ist j-1 < (r-1)1-(r-2)j
und j-1 2 rl-(r-1)J. i .

hus (igip) €0 folgs (5] i, ef iy = (ipiy poeo
und (27 87 G,y ) = (i) jigy p ) € 6. In dieser
Weise fortfahrend erh#lt man schlieglich

Girmyi—(rm2) 52 tri—(e-1) 50 = Ge-1y1-(r-2) 3 11) € O
und aus der Transitivitdt folgt (il’il) € 9. Jede Kongdruenz-
klasse von © mit mehr als einem Element enthilt also iy, und
daher ist =] von der andedebenen Form. Weiter haben wir
7 hx) =i, fur alle x¢ A, und (1) ist erfullt, falls
fz(i1) 2 is fir ein s < n gilt. Igt fz(il) = in’ so ist
112t o) = 4y, us  (iji) €O fur ein J mit
1<j<n folgt (£§72(1;), 1872511 = (ip4;) € © und daraus
(fa(ig), f5(iy)) = (foling),iy) € 0. .
Man sieht, dag in ¢ B ist, denn sonst wlirde aus (in,il) €9
folgen (fl(in),il) €9 (1=1,...,n-1), und © widre trivial.
Daher ist fz(iz) = in‘ Die rechte Seite von (1) lautet

£20£77 2™ (g (487 1(x)))) = £,(4,), stimmt also mit der linken
 Uberein. Das zeidt die GUltigkeit von (1}. ]

Aussage 3.3: Hat A = (A;F) einen nichtidentischen Automor-
phismus s, so gilt in A die uryperidentitst (1).

Beweis: Hat s Fixpunkte oder besteht die Permutation s nicht
aus Zyklen gleicher Linge, hat also eine gewisse Potenz von s
Fixpunkte, so ist (1) erfiillt, da die Fixpunkte eines Automor-
phismus von A eine Teilalgebra von A, bilden und Aussade 3.1
angewendet werden kann. Wir kénnen also voraussetzen, daB s
keine Fixpunkte hat und die Permutation s- aus r Zyklen
gleicher Linge u besteht.

: ~2 . pn2+x(n)

Fir alle 'f € Hy o T(A) gilt die Identitst £° .
Ist f SA’ S0 ist diese Ausssde klar. Sei also
f € T(A) n (Hy\S,). Wir zeigen, daB A(f) € r-1 ist. Als er?tes
stellen wir dazu fest, daB f Jjeden Zyklus von s auf einen
Zyklus von - s _ abbildet, denn aus b = si(a) folgt

1y

f(b) = f(si(a)) = si(f(a)) + f(a) fir 1< i<u Da s nur
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aus Zyklen der gleichen Linge u besteht, nerhﬁ}t man
Inf™"! = Imf®, daher ist A(f) € r-1, und weden r-1 € n-2 ha-

‘ben wir fP72 = 272x() gyr alle £ € Hy o T(A). Daher ist
auch  £372(£,(£271(x))) = £572* (W2, (£971(x))), und dareus
folgt die Giiltigkeit von (1). ’ »

Die nachste Aussage bezieht sich auf Algebren, die affin beziig-
lich einer elementar-abelschen p-Gruppe sind. Eine m-stellige
Funktion g:A" —> A heiBt affin bezliglich einer elementar-
abelschen p-Gruppe G = (A;+), wenn gilt

f(x1+y1,...,xn+yn) = f(xl,...,xn} + f(ylf""yn) - £(0,...,0),

wobei © das Nullelement der Gruppe G ist. Ist jede Termfunk-
tion von A = (A;F) affin beziiglich der elementar-abelschen p--
Gruppe G = (A;+), so heiBt A affin beziiglich G.

Aussage 3.4: Ist A = (A;F) affin bezliglich einer elementar-
abelschen p-Gruppe, so ist (1) erfiillt.

Beweis: Wir zeigen, daB fir alle f € HA n T(A) die Identitst

2 - gn-2+x(n) 4514 Damy definieren wir £’ € Hy durch
£f'(x) = f(x) - £(0). Dann ist f’ ein Endomorphismus der Gruppe
G, d.h. £’ (x+y) = £2(x) + £’(y), £’°(0) = 0. Nach dem Homomor-
phiesatz gilt |Imf’|lkerf’} = n, (kerf’ = {ajf’(a) = 0}). Wenn

kerf’}] = 1 ist, so sind f’ und f Permuﬁationeh, und die
Identitdat ist erfiillt. Ist |[kerf’| > 1, so ist
A(£) € 1Imf] = |Imf’| € p™ 1 = 2 < n-2, und wir erhalten

fn~2 = fn-2+'(n) nach der Bemerkung vor Lemma 2.1. Daher .ist

die Hyperidentitat (1) erfilllt. ™

4. Charakterisierung der Primalitst

Wir benutzen folgende Charakterisierung der Primalitdt von
Algebren, die kongruenzvertauschbare Varietdten erzeugen:,

Theorem 4.1 ([1]): Sei A = (A;F) eine endliche nichttriviale
Algebfa, die eine kongruenzvertauschbare Varietdt erzeugt.

Dann ist A denau dann primal, wenn A keine echten Teilalgeb-
ren hat, einfach ist, keine nichtidentischen Automorphismen hat
und nicht affin beziiglich jeder elementar-sbelschen p-Gruppe
ist. ™
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Daraus erhalten wir

Theorem 4.2: Sei A= (AF) eine endliche  nichttriviale
Algebra, die eine kongruenzvertauschbare Varietdt erzeugt.

Dann ist A denau dann primal, ‘wenn A die Hypervarietat (1)
nicht erfiillt. 2

Beweis: Ist A nicht primal, so hat A nach Theorem 4.1 " eine
echte Teilaldgebra oder einen nichtidentischen Automorphismus
oder eine nichttriviale Kongruenz oder ist affin bezliglich einer
elementar-abelschen p-Gruppe. Nach den Aussagen 3.1 bis 3.4 ist
in jedem dieser Fille die Hyperidentitdt (1) erfiillt.
Sei nun A primal. Dann sind die durch
{ ip-q fir 2 € k € n,

iy fir k =1,

]

£30ig)

£2014) = i, f,(ip) * i,

definierten Funktionén \f1'f2 Termfunktionen von A. Da

"

-2 .
£ (£,
£,(ip) * iy

T 01T fre 020 = e S, 01, 0)

-

und

15085724 (e (287 Yy )y = £(4p) = 4y

gilt, erfiillt A nicht die Hyperidentitsdt (1). |

Fir den Fall, daB die betrachtete Algebra nur eine Fundamental-
operation besitzt, gilt nach Rousseau

Theorem 4.3 ([5]): Eine endliche nichttriviale Algebra A& = (A;f)
ist genau dann primal (d.h., f ist genau dann eine Sheffer-
Yfunktion), wenn A keine echten Teilalgsbren und keinen nicht-
identischen Automorphismus besitzt und einfach ist.

Daraus foldt I
Theorem 4.4: Eine endliche nichttriviale Algebra A = (A;f),
f €0y, ist primal (d.h., f ist eine Sheffer-Funktion) denau
dann, wenn A die Hyperidentit#t (1)} nicht erfillt.

(Der Beweis erfolgt analog zum Beweis von Theorem 4.2.) ]
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Hinweiee flOr Autoren

Menuekripte (in deutecher, ggf. such in rueeiecher oder engli-

echer Spreche) bitten wir, en die Schriftleitung zu echicken.
beit i1et linkeblndig zu echreiben. Eine Auenshme

hiervon bilden hervorzuhebende Formeln und dse Litersturver-

t eoll folgende Form heben: Rostock

zeichnie. Der KopT der Arbel
Rath. !olloq-/-tsvfzvti'f—Vorn-t—Na-'f—t-'rzoilo/ Titel der
Arbeit/ 1 Zeilenumecheltung/ Unteretreichung/ Leerzeile. Der

Text der Arbeit iet eineinhelbzeilig (= 3 Zoilonu-echoltungog;
zu echreiben mit msxImel 63 Anechligen je Zeile und mexime

Zeilen je Seite. ﬁ!%!Eﬂ!!!;!;EfEE%iIEE.'1“d wie folgt einzuord-
nen: 6 Zeilenumscheltungen/. echenliberechrift/ Unteretrei-
chung ( ngen, Hervor-
hebungen eind durch Unterstreichen und Sperren mdglich. Ankdn-
digungon wie Setz, nf nition, Bemerkun eweis u, e. eind zu
unteretreichen und mit eInem Doppelpun ebzuechlieBen., Vor und
g o o on 5 Ua-
echeltungen zu leseen. FuBnoten sind m3glichet zu vermeiden,
Sollte doch devon Gebresuch gemecht werden, so sind eie durch
eine hochgestellte Ziffer im Text zu kennzeichnen und innerhelb
des oben sengegebenen Setzspisgele unten euf der gleichen Seite
enzugeben, Formeln und Bezeichnungen sollen mdglichet mit der
Schrotb-o.cﬁgno zu echreiben sein. Hervorzuhebende Formeln eind
n einzurlcken umd mit 6 Umecheltungen zum Obri-
gon Text zu echreiben, Formelzdhler sollen em rechten Rend ete-
en, Der Pletz fOr Abbildungen 1et beim Schreiben euezusperen:
die Abbildungen eelbst eind In der dem eusgesperten Pletz ent-
eprechenden Grd8e gesondert nech TGL-Vorechrift euf Trenepe-
rentpepier beizuflgen. Der zugohdrigo Begleittext iet im Menu-
okript mitzuechreiben., Sein Abetend nech unten betrigt S Um-
echeltungen, Litereturzitete im Text eind durch leufende Num-
mern in Schriégetrichen (vgl. /8/, /9/ und /10/) zu kennzeiche
nen und em SchluB der Arbeit unter der Zwischendberschrift Li-
i*rotur zueemmenzuetellen,
oPpiele: (Zeitechriftenebklirzungen nech Math,. Reviews)
erieki, O., end Semuel, P,: Comautetive Algebre.
Priceton 1958
/9/ Steinitz, E,: Algebreische Theorie der K3rper, J. Reine
Angew, Meth, 137, 167 - 309 (1920)
/10/ Gnedenko, B. W.: Uber die Arbeiten von C. F, GeuB zur
Wehrecheinlichkeiterechnung, In: Reicherd, H, (Ed,):
C. F, GeuB, Gedenkbend enléBlich dee 100, Todeetegee.
S. 193 - 204, Leipzig 1967

Die Angeben eollen in Driginelepreche erfolgen: bei kyrilli-
ochen Bucheteben eoll die bibliothekerieche Trenskription
(Duden) verwendet werden.

Aa Ende der Arbeit stehen folgende Angeben zum Autor und zur
Arbeit: singegengen: Detum/ Leerzeile/ Anechrift dee Verfesserey
Titel InIIIgIgi_g=FT¥nznnlnn Neme/ Inetitution/ Struktureinheit/
StreBe Heuenummer/ Lend Postleitzehl Ort,

Oer Autor wird gebeten, eine Korrektur dee Durchechlegs vom

Of feetmenuekript zu lesen und debei die methemetiechen Symbole
einzZutregen, Ferner eollte er 1 - 2 Klocoifizinrun?enul-orn
(enteprechend der 1980 Mathemetics Subject Cleesificetion® der
Math. Reviewe) zur inheltlichen Einordnung seiner Arbeit engesben,
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