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Rostock. Math: Kollog. 40, 4 - 18 (1880) 20D99
Beate Thielcke

Zur Untergruppeneigenschaft von Klassenvereinigungen in
endlichen Gruppen

Herrn Prof. Dr. L. Berg zum 60. Geburtstag gewidmet

1. Einleitung

In der vorliedenden Arbeit werden Vereinigungen K von Konju-
giertheitsklassen einer endlichen Gruppe G betrachtet, welche
die {1}-Klasse enthalten und deren Machtigkeiten die Ordnung von
G teilen. Offensichtlich bilden derartige Komplexe K, kurz CNS-
Komplexe genannt, in G im alldemeinen keine Unterdruppe, verhal-
ten sich Jedoch invariant gegeniber inneren Automorphismen von
G. Diese Tatsache gibt Anlaf zur folgenden

_Definition: Wir nennen eine endliche Gruppe G eine Converse
Normal Subgroup-Gruppe (kurz CNS-Gruppe), falls jeder 1in G
enthaltene CNS-Komplex eine Untergruppe bildet.

Natiirlich sind CNS-Komplexe in CNS-Gruppen stets sogar Normal-
teiler. Es erweist sich, daf sowohl hinreichend komplizierte
Beispiele als auch Gegenbeispiele flir CNS-Gruppen existieren,
deren Untersuchung teils theoretisch, teils unter Einsatz von
Computern erfoldt.

Bezeichnet Zn die 2zylische Gruppe der Ordnung n, so ist
leicht einzusehen, daf Z1 und Z fir Jjede Primzahl p sowie
die Viererdruppe V @ 22 x Z2 zu den CNS-Gruppen gehbren, Zn fur
eine zusammendesetzte Zahl n hindegen nicht.

Filr das Zentrum Z(G) und fUr die Faktordruppe G/G’ nach der
Kommutatorgruppe G’ von CNS-Gruppen ergeben sich spezielle
Gruppentypen, welche 2zur Auffindung der abelschen und der p-
Gruppen unter den CNS-Gruppen flhren.

2. Verwendete Zeichen

sn symmetrische Gruppe des Grades n
ﬁn alternierende Gruppe des Grades n



Zn zyklische Gruppe der Ordnung n
v Kleinsche Vierergruppe

Q Quaternionendruppe

Dg Diedergruppe der Ordnung acht

X = {g—lxg : g€G} Dbezeichnet die Konjudiertheitsklasse des
Elements x in G
o( p( mod q})) Ordnung der primen Restklasse p mod g

Unter der G-Klassengleichung

t
n —iglnidi (1)
eines unter G invarianten Komplexes N der Michtigkeit n
verstehen wir die Summe der Mdchtigkeiten der in N geledenen
Konjugiertheitsklassen von G. Hierbei gibt n. die Anzahl der

1

di—elementigen Konjugiertheitsklassen von G in N an.

Weitere im Text verwendete Zeichen werden 2.B. in [2] erklart.

3. Uber das Zentrum und die Faktorgruppe nach der Kommutator-
gruppe von CNS-Gruppen

Satz 1: Es sei G eine CNS-Gruppe. Dann ist 2Z(G) isomorph zu
einer der Gruppen Zl’ Z mit einer Primzahl p oder V. Die
Faktorgruppe G/G’ besitzt die CNS-Eigenschaft.

Beweis: Stets ist Z(G) die Vereinigung aller einelementiden
Konjugiertheitsklassen von G. Mit Ausnahme der in der Behaup-
tung aufgelisteten F#lle fiir Z(G) 188t sich immer ein CNS-
Komplex von G in Z(G) konstruieren, - welcher in G keine Unter-
gruppe bildet. Dieses ist leicht nachzuweisen und wird daher
nicht weiter ausgefiihrt.
Um die CNS-Eigenschaft von G/G” 2zu zeiden, betrachten wir die
Nebenklassenzerlegung

G =U x;G’

xiCS

von G nach G’. Bekanntlich bestehen diese Nebenklassen aus
vollstandigen Konjugiertheitsklassen von G. Es sei

T := { xG" : xc51 < S5}



ein in G/G’ geledener invarianter Komplex, welcher G’ ent-
halte, mit einer die Ordnung von G/G’ teilenden Michtigkeit
{S;1. Dann ist

U= U xG°

chl

in G ein invarianter Komplex, der die {1}-Klasse enth&lt und
dessen Machtigkeit die Ordnung von G teilt. Weil G die CNS-
Eigenschaft besitzt, ist U eine Untergrurre in G. Somit
bildet auch U/G’ eine Unterdruppe in G/G’. Hieraus folgt die
behauptete CNS-Eigenschaft von G/G’.
Andererseits ist G/G’ eine abelsche Gruppe, so daf sie notwen-
digerweise isomorrh zu Zl, Zq mit einer Primzahl q oder V
ist. &

Folgerung: Eine nichtabelsche p-Gruppe mit p+2 besitzt nicht
die CNS-Eigenschaft.

Beweis: Andernfalls folgt aus Satz 1, daB8 G/G’ zyklisch ist.
Demnach muf G selbst zyklisch sein im Widerspruch zur Voraus-

setzung.

4. Die CNS-Gruppen der Ordnung 20

Zunichst werden Hamiltonsche Gruppen auf CNS-Eigenschaft unter-
sucht.

Satz 2: Eine Hamiltonsche Gruppe -ist gensu denn CNS-Gruppe, wenn.

sie Quaternionendruppe ist.

Beweis: Es sei G eine Hemiltonsche Gruppe mit CNS-EigenscHaft.
Nach [1], Satz 10.2.5. gilt

G >Qx A x B,
wobei Q@ die Quaternionengruppe bezeichnet, A eine ' abelsche
Gruppe, in der alle Elemente ungderade Ordnung besitzen, und B
eine abelsche Gruppe vom Exponenten < 2 ist. Bekanntlich gilt

G’=Q’XA"XB’:Q,.

Demnach ist @/Q’ = @Q/G’ eine zur Vierergruppe isomorphe Unter-
gruppe von G/G’. Nach Satz 1 muB G/G’ & V erfillt sein,

]



woraus sich G/G’ = Q/G’, also G = Q@ ergibt.

Wir werden im folgenden die 2-Gruppen auf CNS-Eigenschaft prii-
fen. Aus Setz 1 folgt, daB |G/G’! = 4 1ist. Der ©Satz wvon
0. Taussky (vgl. [2], Kap. 3, Satz 11.98.) liefert, daB G iso-
morph ist zur Quasidiedergruppe, 2zur Diedergrupre oder zur ver-—
allgemeinerten Quaternionengruppe. Unter den genannten Gruppen
besitzen nur @ und D8 die CNS-Eigenschaft, wovon man sich
durch Nachrechnen leicht (iberzeugt. ZusammengefaBt haben wir
damit foldendes bewiesen:

Satz 3: Eine nichtabelsche 2-Gruppe G besitzt die CNS-Eigen-
schaft genau dann, wenn G isomorph zu einer der Gruppen Q und
DB ist.

Die Klarung der CNS-Eigenschaft von 2-Gruppen 188t sich nun
leicht auf nilpotente Gruppen erweitern.

Folderung: Es sei G eine nichtaebelsche nilpotente CNS-Gruppe.
Dann ist G isomorph zu @ oder DB'

Beweis: Nach Voraussetzung muB G/G’ isomorph zu v sein.
Lemmea v. aus [3] liefert, daB G eine 2-Gruppe ist. Folglich
o™

1.
gilx G Q oder DB‘

5. Uber metabelsche CNS-Gruppen

In diesem Abschnitt werden die metabelschen Gruppen (Gruppen mit
abelscher Kommvtatorgruppe) auf CNS-Eigenschaft untersucht.
Unter ihnen betrachten wir gesondert die einstufig nichtkommuta-
tiven Gruppen, kurz Rédei-Gruppren genannt; das sind diejenigen
nichtabelschen Gruppen, welche nur abelsche Untergruppen haben.
Unseren bisheriden Erkenntnissen zufolde, interessieren nur die
Gruppen, welche Nichtprimzahlpotenzordnung haben. Wie man in
[4], Kap. xii, Satz 445 nachliest, besitzen sie die Presenta-
tion: Man gebe zwei verschiedene Primzahlen p und gq sowie
eine natiirliche Zahl n vor, bezeichne mit m die Ordnung der
primen Restklassen p mod q, also

m:= o( p( mod q)), (1)
nehme den Kérper

K = GF(p™ (2)



und aus der multiplikativen Gruppe K* von K ein beliebiges,
festes Element o mnit

o(w) = q (3)

und betrachte eine zyklische Gruppe <a> der Ordnung Q™.
Dann bilden alle Paare

(v,al} mit »eK, i = 0,1,...,q%1, (4)
mit der Multiplikationsregdel
(v.al)y(u,2d) = (viwod, 8ty wouek, 1,3 = 0.1,....d%1,  (5)

eine Gruppe der Ordnung p"q”: Diese Gruppe ist bis auf Isomor-
phie die einzige R&dei-Gruppe der Ordnung p"q™. Ublicherweise
identifiziert man die Paare ' (v»,2°) mit v und (0,a’) mit
al. Aus (5) folgt, daB G’ aus den ssmtlichen v, v¢K, besteht.
Somit ist 1G°t = p™. Weiter sieht man, daB G/G’ =zyklisch ist,
woraus wir Satz 1 zufolgde n = 1 erhalten. Mithin ist Z(G) =
<i»>, und G’ besitzt die G-Klassengleichung

mo_
pm =1 + (PTl) a, (6)
weil der Index von G’ in G gleich q ist.
Wir betrachten die auBerhalb von G’ delegenen Konjugiertheits-
klassen von G. Es sei

D = Ng(a} N @G’ (7)

Offenbar sind <a> und D Normalteiler in NG(a). Aus Grilnden
der Elementordnungen ist <a> N D = <1>, so daB <a> und D
sogar elementweise vertauschbar sind. Andererseits g€ilt fir alle
g€G’\{1} stets Ny(g) =G’, woraus D = <1> foldt. Somit
besitzt jede von 1 verschiedene a-Potenz genau p Konjugier-
te in G, und folglich lautet die Klassengleichung von &

m .
e R e LI G PP (8)
Aus (8) ergibt sich, daB der einzige eidentliche CNS-Komplex von
G die Kommutatorgruppe G’ ist und G folgliech die CNS-



Eigenschaft besitzt.
Wir fassen unsere Erkenntnisse in dem folgenden Satz zusammen:

Satz 4: Unter den einstufig nichtkommutativen Gruppen besitzen
genau die zentrumslosen Gruppen die CNS-Eigenschaft.

Im weiteren sei G eine beliebige metabelsche CNS-Gruppe. Wir
beweisen zun¥chst das foldende

Lemma 1: Es sei G eine metabelsche Gruppe mit CNS-Eigenschaft.
Dann ist G’ eine p-Gruppe.

Beweis: Gem#f Satz 1 haben wir hinsichtlich G/G’ =zwei Fille zu
unterscheiden:

1. Fall: G/G’ = Zq, q Primzahl.

Dann gilt Z(G) € G’, und G’ ist die Vereinigung von ein- oder
q-elementigen Konjugiertheitsklassen von G. Wir schreiben G’
als das direkte Produkt seiner Sylowgruppen: ~

t5
IP;1 = gt i =1,2, ...,r. (9)

G’ = Pl x Pz X oo X Pr’ 3

Offensichtlich sind die Sylowgruppen von G’ Normalteiler.in G.
Falls Z(G) o Z1 ist, so bildet fir r » 2 in (9)

K = (Py\X) U ¥, x€Po\{1}, y(P,\{1}, (10)
einen CNS-Komplex in G, welcher keine Gruppe ist.
Wenn Z(G) =~ 12 mit einer Primzahl p 1ist, 8o sei o0.B.d.A.
Z(6) < Py und IPy] =p% Fur r>2 und t > 1 18t sich K
wie in (10) konstruieren, wobei y(Pl\Z(G) gewshlt wird. Ist
t = 1, so bildet
Yy
P =1 + keg, k3> 1, (11)

die G-Klassengleichung von PZ und

2
Ppy” = p + (k-p)-aq (12)

die G-Klassengleichung von P1XP2' Aus. (11) und (12) folgt, daB
sich K wie in (10) konstruieren 1i#8t, wobei y aus
(Plez)\(P1UP2) gewdhlt wird.

SchlieBlich kenn noch Z(G) = V auftreten. Dann schlieBen wir



wie im Fall Z(G) a.zp auf r =1 in (9).

2. Fall: G/G’ « V,

Wir schreiben G° als das direkte Produkt seiner Sylowgruppen
Pi' i=1,2,... ,r, wie in (9) und nehmen r > 1 an. In P1
und P2 wahlen wir jeweils einen minimalen Normalteiler Nl und
Nz von G. Dann gilt Q(Ni) = <1», d.h., die Ni sind elemen-
tarabelsch fiir i = 1,2. Wir betrachten N1 und NZ als Dar-
stellungsmoduln fiir V iber GF(pl) und GF(pZ). Als minimale
Normalteiler von G liefern N1 und Nz Jjeweils irreduzible
Darstellungen von V, welche wegen {1,—1}CGF(pi), i = 1,2, sodar
absolut irreduzibel sind. Folglich besitzen sie den Grad eins,
woraus sich N; Zpi (i = 1,2) ergibt. Wir wenden Satz 4.5.

aus [2], Kep. 1, an, wonach NG(Ni)/CG(Ni) = G/CG(Ni) isomorph
ist 2zu einer Unterdruppe Ui der Automorphismengruppe Aut Ni
von Ni fiir 1 = 1,2. Weil INiI =Py gilt, sind Aut Ni und
damit Ui (i = 1,2) =zyklisch.

Im Hinblick auf Cg(Ni) s G gilt G/CG(Ni) o Z2 oder Zl.
Folglich ~ bestehen N1 und N2 aus ein- oder 2-elementiden

Konjugiertheitsklassen von G. Wir schreiben die G-Klassenglei-
chungen von N1 und Nz in der Form

"

Py = 2-1 + h-2, z¢{l,p;}, (13)

Py = 1+ k-2. (14)

Wenn h>1 ist, so gilt =z = 1, und wir kSnnen o.B.d.A.
pPp > 3 annehmen. Wir bilden mit xEN,\{1}, yEN;\{1} den CNS-
Komplex

K := (No\X) U ¥. (15)
Weil N, von Primzahlordung ist, besitzt K nicht die Gruppen-
eidenschaft.

Andernfalls ist h = O, und folglich gilt 2z = Py. Die G-
Klassendleichung von Ny x N, hat die Form

Py*Py = Py-1 + (py-k)-2. (16)

Wir konstruieren K wie in (15), wobei X = {x, x€} ¢ N% mit
g¢G sei und ¥ := X2 = {xz, xfa} mit 2eN,\{1} gewshlt wird.

10



Da ¥ in (NN IN(NJUN,Y  1iegt, liefert K flr p, + 3 el-
nen Widerspruch zur CNS-Eigenschaft von G. Wenn Py = 3 ist,
s0 gehen (13) und (14) Hiber in

Py = py-1 (13%)

3

"

1+ 2. (14°)
Wir erhalten mit
K := {1} U {2} U x, z(Nl\{l}. chz\{l}, (17)

einen in N, x Nz delegenen CNS-Komplex von G. Dieser bildet
wegen (K| & |N1xN21 keine Gruppe. Somit ist r =1 in (9) und
das Lemms bewiesen.

Satz 5: Es sei G eine metabelsche CNS-Gruppe, die keine Prim-
zehlpotenzordnung habe. Dann ist G entweder eine zentrumslose
Rédei-Gruppe oder von der Form

G o Zq x (M x N)

nit einer Primzahl gq, wobei Zq x M und Zq x N zentrumslose
Rédei-Gruppen sind und zudem

Ml = 1Nl =1 +q (18)
gilt.

Bemerkung: Aus (18) foldgt, daB entweder q = 2 und IMf =
{N| = 3 gilt oder M| = |Nj = 2% und q = 2%-1 eine Mersenne-
sche Primzahl ist.

Beweis: Nach Lemma 1 k6nnen wir (G} = pt, t 2 1, mit einer
Primzahl p setzen.

Zundchst sei G/G’ isomorph zu 2 mit einer von p verschie-
denen Primzahl q. Dann gilt Z(G) € G’.

Wenn Z(G) o Zp ist, so besitzt G’ die G-Klassengleichung

P° = p + r-q, (19)

wobei r » O ist. Andernfalls liefert Z(G) = G’ die Nilpotenz

11



von G, was nicht gelten sollte. Aus (19) folgt
"l = 1 (med a).
Wir betrachten einen CNS-Komplex K mit der G-Klassengleichung
pt_l =1+s8-q, 0<s <r. (20)
Dann ist auch
L = (K\X} U ¥, x€R\{1}, y€G’\(KUZ(G)) (21)
ein CNS-Komplex in @, dessen Durchschnitt D mit K dgenan

(pt_l—q) Elemente enthdlt. Weil D < G’ ist, foldgt (D! | G’}
oder m.a.W.

PPl =14 q (22)
Andererseits ist K-L ein in G’ delegener Normalteiler von @
mit der Ordnung pt—l-pt_l, welcher |G’| = p¥ teilt. Das ist

nur fiir t = 2 mdglich. Unter Beachtung von (22) erhalten wir
p=3 und q = 2. Anstelle von (19) steht

3% = 3.1 + 3.2. (18%)
‘Wir bilden den CNS-Komplex

M= {1} U {2} U Uy, 2CZ(G), X, ¥€G’\Z(G).
Weil (6=)iIMI41G’1, erhalten wir im Widerspruch zur CNS-Eigen-
schaft von G, daB M keine Gruppe ist.
Falls Z(G) « V ist, geht (19} tber in

L.

2" =4 4+ r-q, r >0 (19")

Es sei K ein CNS-Komplex mit der G-Klassengleichung

2 +s-q, 0O<8 <0r,

L := (K\{z})U{z’}, 2€(KNZ(G)I\{1}, 2’€Z(G)\(KNZ(G)).
Wir erhalten KN LI = (2¥71-1)12% Hieraus folgt 2%l = 2,

12



also t =2 im Widerspruch zu r > O in (19"). Somit gilt
Z(G) = <1>.

Angenommen, in G’ existiert ein Normalteiler N von G der
Ordnung p° mit s > 1. Wir bilden

M = (N\X)} U ¥, xtN\{1}, y<G’\N, (23)

und erhalten |M N Ni = (p5-q)Ip%. Es folgt

S =1+ q. (24)

r
Andererseits ist M-N ein Normalteiler in G. Wenn "t > 2-.s
ist, so liefert der CNS-Komplex

L := (M-N)\X U w, xCMN\{1}, weG’\MN, (25)

wegen |L N MN| = (pzs-q)*pt einen Widerspruch zur CNS-Eigen-
schaft von G. Folglich muB t = 2.5 gelten. Die auBerhalb von
G’ gelegenen Elemente besitzen alle pt—elementige Konjugiert-
heitsklassen in G, so da8

p¥q =1+ (g + 2).q+ (a - 1)-p° (26)

die Klassengleichung von G ist. Weiterhin stellt G’ = M x N
als direktes Produkt zweier minimaler Normalteiler von G eine
elementare abelsche Gruppe dar. Aus (26) folgt, daB neten den in
G’ 4delegenen minimalen Normalteilern von G und G’ selbst
keine nichttrivialen CNS-Komplexe in G bildbar sind und G
somit die CNS-Eigdenschaft besitzt.

Wenn in G’ keine minimalen Normalteiler von G auftreten, so
gehdrt G zu den zentrumslosen Rédei-Gruppen, welche nach Satz 4
CNS-Gruppen sind.

Wir wenden uns nun G/G’ « ¥V zu und setzen gemsl Lemma 1
16’} = pt. Aus dem Satz von Schur/Zassenhaus (vgl. [1], Kep. 6,
Satz 6.2.2.) folgt die Existenz einer Untergruppe V in G,
welche isomorph zu G/G' ist. Wir schreiben

G=VxG’, V={1,a,b,c}, (27)
und erhalten aus der Kommutetivitét von G’ und V, daB

G’ = [V,G°] gilt. Nach Voraussetzung ist G nichtabelsch, so
daf mindestens ein v(V existiert mit VCCG(G’). Wir setzen

13



0.B.d.A. v = & und bilden a_lg*lag = h¢G’ nit g¢G’. Hieraus
folgt =2 'ga = gh™l. Wegen a% = 1 ergibt sich g = gh~l(h 1),

Somit gilt h® = h™!. Wir definieren
My = { h: heG’: h® = b7},
M bildet weden der Kommutativitst von G*' einen in G’ gdele-

a
genen Normelteiler von G. Analog lessen sich die Normalteiler

Mb und Mc konstruieren, welche gegebenenfalls such trivial
sein konnen. Wir wghlen N mninimal mit N < Ma’ N<€d G. Dann
gilt @(N) = <1>, also ist N elementarabelsch. Wir betrachten
N als Darstellungsmodul fiir V {ber GF(p). Als minimaler
Normalteiler von G liefert N eine irreduzible Darstellung
von V. Diese ist weden {1,-1}<GF(p) absolut irreduzibel wund

besitzt folglich den Grad eins, woraus sich |[N] = p ergibt.
Wir wenden Satz 4.5. aus {2}, Kep. 1, an, wonach G/CG(N) iso-
morph ist 2zu einer Untergruppe U von Aut N. Weil |Nj = p

gilt, sind Aut N und damit U 2zyklisch. Somit gilt G/CG(N) o
ZZ' Mithin besteht N aus ein- und 2-elementiden Konjugiert-
heitsklassen von G. Weil |[N| = p eine ungderade Primzahl ist
und nach Konstruktion fiir n¢N stets n? = n'l g€ilt, besitzt N
genau eine einelementige Konjugiertheitsklasse (I = {1}})} von G.
Wir unterscheiden hinsichtlich Z(G) folgende beiden Falle:

1. Fall: {Z(G)I[>1.

Es sei neN mit o = {n,n_l}. Damit gilt nz = { nz,n"”
ein beliebides 2z€Z(G}\{1} und nz¢N. Wir bilden

12} filr

K := (N\n) U nz

und erhalten einen Widerspruch zur CNS-Eigenschaft von G, da
nz(n—lz)'1 = nziK ist.

2. Fall: Z(G) = <1>.

Es seien Na’ Nb und Nc zZu Ma’ Mb und Mc gehbrige mini-
male Normalteiler von G. Weil Z(G) = <1> vorausgesetzt wird,
kann keine der Gruppen Ma’ Mb und Mc trivial sein. Es gelte

N, = Ny = N,. Dann existiert heG’\{1} mit h® = hP = h° = b1,

Andererseits ist nach (27} k€ = hab = h, womit wir einerr Wider-
spruch erhalten haben. Folglich k¥nnen wir o.B.d.A. Na * Nb
setzen.
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Wie wir oben erkennten, lieden in Na und Nb mit Ausnahme von
I= {1} nur zweielementide Konjugiertheitsklassen wvon G. Fir
P+ 3 liefert weden Na =3 ZP der CNS-Komplex

K := (Na\ﬁ&) U ﬁb' nacNa\{l}, np EN {1},
einen Widerspruch zur CNS-Eigenschaft von G.
Wenn p = 3 ist, so bildet N&Nb einen Normalteiler der Ordnung
neun in G. Fir {[G’} > 9 liefert

L := ((NaNb)\ﬁ) ug, gEG NN Ny, n€N \{1}, | g1l =2,
bzw.

M= ((NaNb)\(EUﬁ))UE, 2EG7\N Ny » tgl = 4, neEN {1}, meN\{1},
weden | LN, Ny | &+ 3%, | MW.N, | + 3" einen Widerspruch szur
CNS-Eidenschaft von G. Fur |G’} = 8 betrachten wir v¢V mit
| v 1 = 3. Der CNS-Komplex

K := {13 U v

bildet Xkeine Gruppe in G. Andernfalls widre G = K x G* das
direkte Produkt seiner Sylowgruppen K und G’ und folglich
eine 2-Gruprpe. Das sollte nicht gelten, womit der Beweis kom—
plett ist.

6. Die symmetrischen und alternierenden CNS-Gruppen

Satz 5: Die symmetrische Gruprre Sn ist genau dann CNS-Gruppe,
wenn n € 4 ist.

Beweis: Die symmetrischen Gruprpen besitzen bis zum Grad vier die
CNS-Eigenschaft, wovon man sich durch Nachrechnen leicht iiber-
zeugt.

Im folgenden sei n > 4 beliebig, aber fest gewshlt. Die alter-
nierende Gruppe An ist nach [1], BSatz 7.4.2., einzider eident-
licher Normalteiler der S,. Es deniigt also, einen in §, gelege-
nen, nichttrivialen und wvon An verschiedenen CNS-Komplex K
zu konstruieren.

Wenn n gerade ist, dann liedt die Mende

M= £ (12)(34...m)}
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in der A, wund besteht aus (nfz)-(n—S)! Elementen. Anderer-

seits liegt .
M’ = {(1)(2)(34...n)}

nicht in A,. M und M" sind gleichmichtig. Wir bilden
K = (An\M) U M.

Der so konstruierte CNS-Komplex K ist von An verschieden und

liefert folglich fir gerades n die Behauptung.

Faells n ungerade ist, so ist M’ < An und M ¢ An' Wir bilden
K := (An\M’) UM

und erhalten wie oben die Behauptung flir ungerades n. Hiermit
ist der Beweis vollstindid.

Wir bezeichnen von nun an der Kiirze halber mit

(ig)(ig)... (i), i5,dp,...,1€4{1,2,...,n]}, (1)
‘die Menge aller Permutationen x aus Sn, welche in  der
Zyklenschreibweise aus einem Zyklus der Linge il’ einem Zyklus
der Linge iz; ..., und einem Zyklus der L&nge ir bestehen. Dabei
werden Zyklen der Linge eins bei allen m #+ id weddelassen,und in
n = id steht (1) anstelle von (1). Bekanntlich bilden alle
derartiden Permutationen (welche Permutationen gleichen Typs
ausmachen) eine vollsténdige Konjugiertheitsklasse in der Sn.
Die alternierenden Gruppen wurden mittels Einsatz eines Compu-
ters untersucht. Sie gehSren bis zum Grade acht zu den CNS-
G{Pépen. Die Ag bis A13 besitzen nicht die CNS-Eigenschaft,
weil z.B. folgende CNS-Komplexe gebildet werden kénnen:

in A9

Kg = {(1),(3)(3)(3), (5}, (7), (4)(4), (2)(2)(2)(2), (4)(2),
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(5)(2)(2),(2)(2)y mit | Kg | =1 Ag } / 3;
in A10

Kip = £(1), (3)(3)(3),(5),(7), (3)(3), (2)(2)(2)(2), (4)(2),

(5)(2)(2),(2)(2);15;,(5)(3),(5)(5),(7)(3)}

in All

Ky = £01),(3)(3)(3), (5), (7), (4)(4), (2)(2)(2)(2), (4)(2),

(5)(2)(2),(2)(2), (8)(2),(5)(4)(2},(5)(5), (7)(2)(2),

(11), (4)(2)(2)(2)}
mit | Kyy | =1 Ay |/ 2;

in A9

Ky = £(1), (9)(3), (53, (6)(8), (7)(5), (2)(2)(2)(2), (T)(2)(2),

(3),(5)(5), (5)(3), (7)(3), (11), (5)(4)(2}}
mit | Kyp | = | Ay | / 2;

in A13

Kyz = £01), (3)(3)(3), (9), (13), (4)(4), (2)(2)(2)(2), (10)(2),

(5)(33(3), (2)(2}, (3)(3), (5)Y(5)(3), (9)(3), (4)(4)(3),

(11), (3)(3)(3) (3, (3), (2)(2)(2)(2)(2)(2), (6) (5)(2),

(3)(3)(3)(2)(2)} mit | Kyg | = | Ay | / 2.

Weil die betrachteten alternierenden Gruppen einfach sind, bil-
den die aufgelisteten CNS-Komplexe in der jeweiligen An keine
Dntergruppen.

Die ssmtlichen fir Ag bis A;; gefundenen CNS-Komplexe - von
denen oben finf angedeben wurden - lassen keinen Zusammenhang
erkennen, weder hinsichtlich der generell auftretenden Michtig-
keiten noch hinsichtlich der auftretenden Konjugiertheitsklas-—
sen, so daB eine Vermutung ilber die CNS-Eigenschaft der An fur
beliebigdes n nicht getroffen werden kann.
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7. Eine aligemeine lineare Gruppe mit CNS-Eigenschaft

In diesem Abschnitt wivxd GL(3,2) auf CNS-Eigenschaft unter-
sucht. Da es sich bei den Elementen von GL(3,2) um 3 x 3 Matri-
zen ilber GF(2) handelt, bietet sich die Lsung mittels eines
Rechnerprogramms an. Im Aldorithmus wurden die Michtigkeiten
samtlicher Konjugiertheitsklassen berechnet. 8ie liefern die
folzende Klassengleichung

| GL(3,2) | = 168 = 1 + 21 + 42 + 56 + 24 + 24.

Einzig bildbarer CNS-Komplex ist K = <1>. Wir erhalten hiermit
den foldenden

Satz 6: GL(3,2) ist eine einfache Gruppe mit CNS-Eigenschaft.

Abschliefend m¥chte ich meinem Betreuer, Herrn Prof. Dr.G. Paz-
derski, und Herrn Dr. W. Bannuscher fiir die freundliche Beratung
danken.
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Supplierende pseudoholomorphe Funktionen

Herrn Prof. Dr. L. Berg anl#Blich seines 60. Geburtstades
herzlichst zugeeignet

Abstract

Representing solutions of the homogeneous Vekua differential
equation as a pseudoholomorphic function in the sense of L. Bers
on certain conditions, 1in the correlative vector space one can
specify supplementary elements of which the real and the imagi-
nary part of the corresponding pseudoholomorphic functions of
the second kind prove to be conjugated - harmonic with respect
to those of the original solution.

1. Vorbemerkungen

1.1. Wir betrachten die LOsungen der homogenen Vekua-Gleichung
(fs, 31

Wy ~ 8W - bw = 0O (1)

als <F, G>-pseudoholomorprhe Funktionen w = Fp + Fy im

Bers’schen Sinne ({1, 2]), worin also E := <F,G> das Erzeugen-

densystem mit E € Hp x Hp 1), Im(FG) > 0 und ¢, v reell in
o o

D= D. < € seien, und die korrelative E-Ableitund vermge der

komplex-linearen Approximation modulo E von w an 2z, €D

w(z) = F(a)e(z,) + G(a)wlz,) + Alz-z,) + efz-z |

(2)
Iz—;i?~>09(z,zo) =0
erklart ist. (2) ist dquivalent mit
k=% wia ) = Egg(zo) = 15 w(z) ~ Flz)e(z) - G(Z)w(zo).
=z, z -3 (3)

o]
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Existiert (3) liberall in D eidentlich, so heift w dort eine
pseudoholomorphe Funktion modulo E erster Art (E-pseudoholo-
morphe Funktion erster Art) und ¢ + iy die Xkorrespondierende
pseudoholomorphe Funktion modulo E zweiter Art (E-pseudoholomor-
rhe Funktion zweiter Art); diese eineindeutige Zuordnung werde
vermbge Pp¥W = ¢ + iw (pgl(‘p + 1w} = F¢ + Gy = w) ausdedriickt,
PD(E) bezeichne den additiven Vektorraum tber R =aller iiber D
erkliarten pseudoholomorphen Funktionen modulo E.

1.2. Es sei = U(zo) = D eine Umgebung von Z,s ist dann
w € Pu(E), so0 existieren Pps Wus Pp, Wy aAn 2 , und dort gilt

Fe, + Gwz = 0, sz + Gwz = W. (4)

1)

Sind umgekehrt o,y ¢ Cl und gilt Fe, + Gw, = O daselbst,

so ist w € Pu(E).

1.3. F und G sind selbst E-pseudoholomorrhe Funktionen, die
charakteristischen Koeffizienten ag, by, Ag, B von E = <F,G>
‘bestimmen sich durch

Fy = agF + bgF F, = AgF + BgF
agl + bEG ; G, = AgG + BEG.

It
1]

Gy

_ Sind a,b € Hp , beschrinkt, so gibt es stets ein Erzeugendensy-
o

stem E = <F,G> in Do‘ so daB ap = a und bE =b 2). (4) und

seine Umkehrung erfahren somit die 3#Hdquivalente Form: Ist

w € P (E), so existieren v, und v, an z,, und es gilt dort

(vgl. (1))

- aw -~ bw =0, w, - Aw - Bw = w. (5)

W z

z
Ist umgekehrt w € C& und gilt dort w, - aw -~ bw = 0, so ist
w € Pu(E). Ist <F,G> = <1,i> =: I, so gehen alle Aussagen er-
sichtlich in die entsprechenden klassischen Sitze tiber; PD(I)
bezeichnet demnach einfach die Algebra (iiber K) der iiber D
definierten holomorphen Funktionen.

1.4. Ist w C-PD(E), so ist Pgv € Hz, W€ B%' und es gilt

(w)z = aw -~ Bw. Insbesondere die letzte Aussede zeigt, deB w
einer Vekua-Gleichung (1) genligt, woraus auf die Existenz eines
Erzeudendensystems E1 = <F1,G1> geschlossen werden kenn, so
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de® w € Pp(E') ist. Men hat also Anla8, E! als Nachfolger von
E (E Vorgénder von El) zu erklsren, wenn a ; = ag und

bEl = -By  gilt. Iterativ erkennt man, daB sich E =: E° in
eine Erzeudendenfolde (Ev)vcz einbetten 138t und daf

E dgo"
wintl) - St wi®) = v, wll) =g = y n=01,.
dz dz

gilt. Gilt filr festes w » 1 stets E° '™ = EY, so heift u die
Periode der Erzeugendenfolde. (Minimelperiodenproblem siehe
{1, 41 Insbesondere ist w =1 genau dann, wenn
3/3x(G/F) = O, was einfach aus bE + BE = 0 foldt.

1.5. Zur Untersuchung einigqr wichtiger Klassen pseudoholomor-
pher Funktionen spielt die Abhdngigkeit der Komponenten F und
G eines Erzeugendensystems E eine wesentliche Rolle (siehe
z.B. [1, 71). Aber auch die Relationen zwischen zwei Erzeugen-
densystemen geben AnlaB filr weitreichende theoretische Uberle-
gungen (vergleiche =2.B. [1, 2]). So heiBen etwa E und %
zueinander #hnlich, wenn es eine Funktion H gibt, so dag &
= HE ist; dabei ist w € PD(E) denau dann, wenn Hw € PD(HE)
ist. Trifft dies zu, so gilt dHEw/dz = HdEw/dz.

E und B heiBen squivalent beziiglich w, wenn mit w € PD(E)
auch w ¢ PD(E) gilt et vice versa ([1, 2, 7, 8]).

2. Ein Haupterzeugendensystem

2.1. Das Bhnlichkeitsprinzip ([1, 23, Vekua: Reziprozitstsfor-
mel, [6, 5]} lehrt, daB die Lbsungen der Vekua-Gleichung (1) in
der Form w = e°f mit s:TWﬂM)m und fEPMI) dar-
stellbar sind. Ersichtlich lassen sich viele klassische Sitze
mit Hilfe des Bhnlichkeitsprinzips auf die Theorie der pseudoho-
lomorphen Funktionen veralldemeinert ilbertragen ({1, 2, 3, 5,
61).

2.2. Satz: Es seien w = Fp + Gy € PD(E) bzw. w = e5f Dar-
stellungen der Lsung von (1) in D <= Do, letztere gemdfl dem
Bhnlichkeitsprinzip; dann sind E und S := <e%, ieS> Hquiva-
lente Erzeugendensysteme bezliglich w.
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Beweis: Es ist e° gleichmiBig stetig auf D, und s, und s,

existieren dort HSlder-stetig, also ist 5 ¢ Hé x H%; da €%
auf U nicht verschwindet, ist Im(e je%) = = Inm(]e®| ) > 0O, also
ist S ein Erzeugendensystem auf D. Zudem gilt filr f = u + iv
einfach w = e“u + ieSv mit esu2 + ie vy = Sf = O wegen der
Holomorphie von f. Also ist w = e 8¢ ¢ PD(S) Die Umkehrung
folgt aus der Reversibilitit des Ahlichkeitsprinzips.

Erzeugendensysteme dieser Struktur heiBen auch Haurterzeugenden-
systeme ([7, 8]) und haben fiir viele Untersuchungen tiber funk-
tionentheoretische Eigenschaften pseudoholomorpher Funktionen
mafgebende Konsequenzen. Als esinfache Folgerung hat man fir die
Ableitung modulo S mit dsw/dz = esuz + iesvZ = %f° (vgl. 1.1)
wieder ein Element aus PD(S), insbesondere ist also die Minimal-
periode w = 1. (Natiirlich ist auch e%/ie® als nur von ¥
abhdngig deutbar, siehe 1.4.)

2.3. Urspringlich ({1, 6]) wurde w = eSf mit f = const als
verallgemeinerte Konstante bezeichnet; der vorstehende Satz gibt
aber Anlafl, allgemeiner w = Fe + Gy € PD(E) mit (reell) kon-
stanten ¢ und «w  als verallgemeinerte Konstante modulo E =zu
definieren. Der korellative Unterraum von PD(E) werde mit
PB(E) bezeichnet. Insbesondere gilt fiir ein w € PD(E), daB
w(z) = O genau dann, wenn W € PB(E)!

3. Supplierende pseudoholomorphe Funktionen

Genau die Struktur pseudcholomorpher Funktionen mit holomorphem
Faktor (Bhnlichkeitsprinzip} und Haupterzeugendendarstellung
gibt AnlaB zu folgenden iberlegungen:

3.1, Es sei nun w = Fy + Gy € PD(E) ;und v geniigt somit den
(Pseudo-) Differentialdleichunden (4) bzw. (5). Frage: Unter
welchen Voraussetzungen kann ¢ (und somit, wie sich heraus-
stellt, simultan ) als Realteil (0.E.d.A.) einer holomorphen
Funktion ¢ (simultan ¥, Satz 3.4., Satz 3.5.), also als kongju-
giert-harmonische Funktion interpretiert werden?

Vor der Kompatibilit#tspriifung (siehe 4.) seien einige Konse-
quenzen untersucht: Dazu sei V= Fe + Gy mit e + ig =: &
€ PD(I) und v + iy =! ¥ € Pp(I}) eangenommen

Fiir das pseudoholomorphe Verhalten sind also im wesentlichen
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(vgl. (4) wund (3)) FG: + G$2 und ng + G;z zu untersuchen;
wegen der Holomorrhie von & und ¥ und wegen w € PD(E) gilt
aber Foy, + Gyy = iFey + iGwy, = 0 und Fo, + Gy, =

*isz = iGwz = -iw = —idEw/dz, d.h., unter den zusstzlichen Pra-
missen &,¥ ¢ PD(I) ist mit w auch ¥ (und somit auch w + W)

ein Element von PD(E), und es gilt Vo= -iw oder alldemeiner
(vgl. die Definition shnlicher Erzeugendensysteme, 1.5.)

dgw dgW  d;piW .
—_— i —— = " (6)
dz dz dz

~

3.2. Definition: Unter obiger Hypothese heiBen w und w
supplierende pseudoholomorphe Funktionen wodulo E erster Art,
Pg¥ und pEg supplierende pseudcholomorphe Funktionen modulo E
zweiter Art.

3.3. Definition: Unter obiger Hypothese sei w + iw =: W f und
w4+ iW = W. W* := w - i¥ heiBt die suppletorische Konjugierte
zu W,

Zunzchst hat man Anlafl, die Funktion W=w+ iw zu unter-
suchen. Wegen (6) erhdlt man unmittelbar die (ilberbestimmten 5))
Formeln (vgl. 3.1.)

(Foy + Guy) + (iF$, + Guy) = Fb, + G¥, = 0

(Fg, + Gw,) *+ (iFGZ + iG&z) = F§’ + G¥’ (7)

dew  d.piW  dew dpw dew .
BT, CAECT O TET 4 ET Do ET i
dz dz dz dz dz

~

= Fle + G = Fie’ + G = 0

g
N
+
£
NI
|
|
(o}
b
N
e
&
|

~

¥ = w  Fg, + Gy, = FAe + GH¥ = -iw

@

F¢z + Gwz = F%Q’ +
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An dieser Stelle sei hervorgehoben, daf, unter den vereinbarten
Annshmen, W = w + iw in der Darstellung W = Fd + G¥ in zwei
- Summanden pseudoholomorpher Funktionen modulo der Haupterzeugen-
densysteme <F, iF> baw. <G, 1G> entsprechend 2.1. und 2.2.
(®, ¥ holomorph) zerfzillt erscheint.

Ist demdf 1.4. E1 Nachfolder von E, so daB w € PD(El) ist ,
so gilt noch wegen (7)

B, LEW o, 9B gy ¢ pycED). (8)
dz dz dz

(7) und (8) rechtfertiden auch Definition 3.3. Vorbehaltlich des
Kompatabilitdtsnachweises haben wir also gdezeigt

3.4. Satz:
[w=F¢+GycPpE) ~d=¢+if € Pp(l) ~¥=v+ iy

¢ Pp(I) 1 = [ %=F§+ Gy ¢ Pp(Ey 15,
Ungekehrt gilt

3.5. Satz:
[ w=F¢ + Gy € PR(E) ~ W = Fp + Gy € Pp(E) 8) x8 =9+ i5

CPp(I) ] = [ ¥=w+ive Pp(D) ]

Beweis:

[ 0= (Foy + Guy) + (iFG, + iGyy) = Fd; + G¥, = G¥,]

— (¥, =017, =
(Gems8 Definition 3.2. sind dann also w und ¥ bzw. ppw und
pEG supplierende pseudoholomorphe Funktionen wmodule E erster
bzw. zweiter Art.)
Es seien also w, ¥ € Pp(E) supplierende pseudoholomorphe Funk-

tionen modulo E (3.2.); dann rechnet mean zundchst leicht nach
(1.3.), daB fiir die charakteristischen Koeffizienten

a;p = ag( = a), Ajp = Ag( = A),
big = -bg( = -b), Big = -Bg( = -B)
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gilt, d.h., die Vekua-(Pseudo-} Differentialgleichungssysteme
fur w und W (5) liefern durch Addition fir W=w+ iv und
ihre suppletorische Konjugierte (Definition 3.3.) W* = w - iw
das System

Wy - aW - bW* = 0, W, - AW - BW" = W,

z
welches formal (5) entspricht.

3.6. Analog zur Theorie der pseudoholomorphen Funktionen erlaubt
W eine Darstellund gemdB dew Bhnlichkeitsprinzip; denn sgtzt
men w = T(W /W), so ist x = e YW € Pp(I), gilt doch x5 =

e™™(-wy)W + e ™My = e ™™[(-a - BW /W)W + aW + WX 1 =0, x be-

schriankt in einer Umgebung der Nullstellen von W.

4. Kompatibilitit

4.1, Ist w ¢ Pg(E), so sind alle Uberlegungen von Abschnitt 3,
unabhingig von F und G, per se erfiillt.

4.2. Es seien also w=Fyp + Gy € PD(E); gemdB 1.4, -ist
pgw € Hg, also pgv € C%. Zur Abkiirzung sei -iG/F =: 6 + iT,
-iF/G =: 6 + 1T (6, =, B, 7 reell); dann ist F¢2 + Gwz =0
(1.2.) 3Bquivalent mit dem elliptischen System (n.b. Im(FG > 0O)

o
®x T Twy + Gwy, v = Toy + Goy

= By + = - + T
¢ By, Twy) vy, wa Ty,

woraus durch nochmaligde Differentation (legitim), das System

& B - 8 Xy oy x

M + o + Wy == . o = e 8= = ]

mit (9)
. 6x+Ty 6y~1x
Ly + oy, + Pw, = O & = e = -
Yy /
&

hergeleitet werden kann. Interpretiert man ¢ bzw. ¥ als
Realteile holomorpher Funktionen & = ¢ + i%® bzw. ¥ =y + iy
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(¢, v hinreichend glatt) und die entsprechenden Cauchy- Ris-
mannschen Differentialgleichungen &, = (¢ + i¢); = 0 baw. ¥,
= (¢ + iw)z =0 als Gleichungdssysteme filr die unbekennten
Funktionen ¢ bzw. %, so lauten die Intedrabilititsbedingungen
fiilr diese Systeme Ap = O bzw. Ay = O; sie fithren mit (9) also
auf die Bedindunden &, + ﬁ¢y =0 baw. ow, + Bv, = 0. Man hat
also zu ermitteln, wann dieses partielle Differentialgleichungs-
system nicht-konstante L&sunden besitzat.

4.3, Eine Klasse von Lisunden bietet sich ~ unabhéngig von ¢
und v - sofort aufgrund der Struktur von o« , 8, &, § ((9)) an:
Ist n#mlich G/F (und somit auch F/G) eine anti-holomorphe
Funktion, so erfilllen 6 + iT  baw. 6 + it die Systeme
(6 + it), =0 bzw. (6 + it), = 0, oder

6y = Ty 6x=-’l‘y)
6, = Ty ) Sy = Ty
in (9) ist also o =8 =& =8 =0, die Intedrabilititsbedin-

n

gungen &Ny = O bzw. &y = O sind somit erfiillt,und man findet
bekanntlich & bzw. ¥, die denn bis auf eine reelle additive
Konstante eindeutig bestimmt sind, in Form der in einem reellen
Gebiet (Ue(zo)) wegunabhéngigén reellen Kurvenintegrale

= z
w(z) = 2, w dx + @ dy = fz <y dx + ¢ Qy
(10)

¥(z) = jz wdx + w dy = I -v dx + wdy,

denn wegen OS¢ =0 baw. Ay =0 sind -¢.dx + ¢ dy  baw.

dx + wdy exekte D1ffPrPnt1aIe in U, (z,}), die Funktionen
¢ + ig = Q bzw. w + iy = ¥ sind also holomorphe Funktionen
und bis auf Jjeweils rein imegindre Konstanten eindeutig
bestimmt.

4.4, Fir den allgemeinen Fall Uiberlegt man nochmals, daB dije
Integrabilititsbedingung &N = O Dbaw. Av = O denau dann er-
fullt ist, wenn o, + ﬂqy =0 baw. ow, + By, = O gelten; fur
vorgegebenes E = <F,G> werden die alldemeinen Integrale dieser
homogenen Differentialgleichungen (a, 8, &, § reell, glatt)
nach der Charakteristikenmethode durch ¢ = n(g(x,¥y)) _bzw.

= @(h(x,y)) dargestellt, wemn ¢ = Cpr E(X,¥) = og baw.
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” 8) die alldemeinen Lisunden der korrespon-
dierenden charekteristischen Differentialgleichundssysteme
d¢ = 0, dy/dx = §/& baw. dv =0, dy/dx = B/a sind °). Die
alldemeinen L8sungen ¢ = n(g(x,y)) baw. v = 9(h(x,¥)) sind
dann die allen Bedingungen ¢ = O bzw. Ay = 0 und Feg +
Gwz =0 genilgenden Funktionen und man findet die konjugiert-
harmonischen Funktionen ¢ bzw. + und somit das Supplement
w = F§ + G € Pp(E) wieder nach (10).

w = ¢, hixy) =cp

5. Konklusion

Zusammenfassend l#Bt sich sagen, daB filr w € Pg(E) rer se bei
antiholomorpher Abh#ngigkeit von G wnd F (vgl. 4.3.) Jjedes
Element v = Fp + Gy aus PD(E) dortselbst eine Suprlierende
¥ = F¢ + & besitzt, bei beliebig vordedebenen E = <F,G> (vgl.
4.4.) je nach Lbsungsangebot nach der Charakteristikenmethode
(B/&, PB/a!). Es liedgt neahe, insbesondere bei Beriicksichtigung
von Bemerkung 3.6., eine Funktionentheorie filr Funktionen W
supplierender Summanden zu entwickeln.

1 Hblder-stetig differenzierbar bzw. stetig differenzierbar.

2 Wo MiBverstandnisse nicht zu befilrchten sind, darf also die
E-Indizierung unterdriickt werden.

3 Der T-Operator ist wie ilblich definiert.

4 Ist $=¢ + i9 € PD(I), so gelten bekanntlich dis einfachen
Rechenregeln: ¢, = %Q’ & i$z, ¥y = %Q’ = ~igy; $, =%, & =
§,, @, = ¢5. Analog fir ¥ = v + iv € Pp(I).

5 Man erfsahrt sogleich (Satz 3.4., Satz 3.5.), daB sich ¢ und
¥ als simultan holomorph erweisen.

6 bzw. iw =: F§ + iGy ¢ Pp(iE)

G+ 0 in Do’ ¥ hinreichend glatt.

8 Bekanntlich sind c_, ¢ bzw. c_, Cy reelle Konstanten,
wahrend n bzw. © gemdB Charakteristikenmethode willkiir-
liche Funktionen bedeuten.

~]
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Klaus Beyer

Zur Approximation mittels Laméscher Multipolpotentiale

Herrn Prof. Dr. L. Berg zu seinem 80. Geburtstag gewidmet

Bezeichne E. die Spaltenvektoren der zu den Laméschen Glei-
chungen Au = -Au - oVdivu = O (a > O) gebildeten Grundldsungs-
matrix

2 S; .
Es ist wohlbekannt, daB ein auf dem Rand [ eines beschrénkten
Gebietes Qc m3 definiertes Verschiebungsfeld u(x) = (ul(x).
uz(x), u3(x)) in der Norm des Raumes La(P,ﬁS) beliebig genau
durch Linearkombinationen der Vektoren E. approximiert werden
kann, sofern nur die Pole ¥y auf einer Nachbarfldche dicht
liegden (siehe [9], wo dieser Umstand auch zur numerischen Kon-
struktion herandezoden wird). Wir beweisen hier die foldenden
Verschérfungen:

Satz 1: Sei rc B3 eine geschlossene Fldche der Regularitéats-
klasse C®, und " berande ein beschranktes Gebiet Q mit
zusammenhéngendem Komplement. [ sei eine Nachbarfléche mit den
gleichen Eigenschaften und dist(r, ) » o. Liegt nun die
Punktfolge (xj)j>1 = [ auf [ dicht, dann bilden die Vektoren

Ei(x—xj). i=21,2,3, j» 1, eine in jedem der Sobolewr#ume

Hs(r,m3), s » 0, totale Menge; ihre endlichen Linearkombinatio-
nen liegen also in diesen Rdumen dicht.

Nach Satz 2 (siehe unten) geniigt es, die Pole so zu verteilen,
daB aus dem Verschwinden einer analytischen Funktion f auf
der Tragermende schon f = O gefoldert werden kann, - wie in
{7] heiBe die Tragermende dann fundamental. Z.B. (siehe [10})
€ilt der folgende

29



Hilfssatz: Sei f(2) = £(2q,...,%,) = Za 2" konverdent fur
lzjl <rj. Seien. ferner (zjk)k>1' 0 < Izjkl <ry; n Folgen
derart, dag

limz;, =0 fir j=1,...,n.

k> ik ?
Verschwindet f denn in jedem Punkt (zlkl""’znkn)’ wobei
kl""'kn unabhingid voneinander die Werte 1,2,...° durchlau¥

fen, so verschwindet jeder Koeffizient der Reihe.

Satz 2: Ist k(xj)j>1 eine auBSerhalb [ geledene fundamentale

Folge mnit dist((x;), £} >0, so 'ist das Systenm E; (x-x)
ebenfalls total in den Riumen HS(T, B%). 9

Ersetzt men das obige System durch die 2zu einem fixierten Pol
x, ¢ T gebildeten Multipolpotentiale

D%E;(x-x.), el 0, i =1,2,3, (2)
dann gilt shnlich

Satz 3: Unter den gleichen Voraussetzungen iber ' bildet (2)
eine in jedem der Riume HS(I, R°) totale Menge.

Wir weisen auf den Zusammenhang zu den Approximationssiétzen von
Beckert {2] (vgl. -auch [4,5,12]) hin.  Fur skalare slliptische
Gleichungen mit konstanten Koeffizienten wurden %hnliche
Dichtheitss#itze von Hamann [6] bewiesen. Unsere Uberlegungen
folden der Arbeit [3].

Wir bemerken noch, def die S#tze 1 - 3 sinngem¥B euch bei der
Approximation mittels Spannungsverteilungen

3u. 3u .
(Tu)i =« '35('—3 + '5?'11 ) nj + ni(c—l) divu (3)

gultig bleiben. (Tu); Dbezeichnet hier dis i-te Komponente des
Bildvektors Tu und n = (ny,n9,05), Inl = 1, die Auﬂeﬁnormale
von [ (bezliglich Q); f{iber doppelte Indizes ist zu summieren.
Natéirlich sind jetzt die bekannten Losbarkeitsbedingungen fur
die zweite Randwertaufgabe der linearen Elastizit¥tstheorie
berilcksichtigen.

“zu

Im Folgenden wird Satz 3 bewiesen, die Beweise der ﬁeiden ersten
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Sitze verlaufen ¥hnlich. Wir notieren zun¥chst die filr den.
Laméschen Operator A und seine Iterierten

ATy = (-1)BATy + ((a+1)® - 1)VAR Ydivu)

gllltiden Greenschen Formein:
du. 3u. ov. du. 3v.
atuw) o= [ (Ot ¢ g ) gt 4 (anl) b g Jax
-3 1 3 J

=f vaudx+ [ v Tudr
Q r
und
a(Af, Alv) = Iﬂ v AZEYYy gy
m . : m-1 § ,
+ = [ alvra?iyar - 3 [ malv A% ar, (4)
izo ‘I izo ‘I
wobei T den in (3) eingefihrten Spannungsoperator bezeichnet.
Wir weisen noch darauf hin, daB die Operatoren A%, TAJ (0Ki<m,
OK¥m-1) léngs ' ein Dirichletsystem (siehe [11]}) der Ordnung
2m+1 bilden.
Die foldenden Uberlegunden beziehen sich auf Felder mit dem

Definitionsbereich m3. Bezeichne V™ den Faktorraum

VB = {u = (ug,upug)i vy € DAY, Dy ¢ L2RP)
fir i =1,2,3 und Jol = 1,m }/RS.
v®  3ist Hilbertraum mit der Norm
3 3
2 m! ot 2 2
fufls = Z z D" 1%dx + X [V | “dx.

B 51 jelmm O Joa 2 Jea ™
Felder der Regularitdtsklasse CZ liegen in V™ dicht. Dafilr
gilt zudem

alA®, %) = [ ((3-afu; + 5245
J

2
+ 2((a+1)B-1) A" g i vu (22"
1773 J

2
5 (et 1)P-1) 58 A" ddivudyax + (a-1) [ 1div A%iZax
1)
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f sggamui sggamui dx + ((ar1)2*1o1y [ A%5vai2ax

a3 3
IKEA%i S)TSA%i dx

3 .
z z -h1¥i I iD“uilzdx

izl laf=2m+1

(Integration {iber ﬂa}, also

v

a(afy, A%) + a(u,u) > g, (5)

fur u ¢ CZ(R%,RY).
Wir nehmen nun an, daf im Widerspruch zur Behauptund von Satz 3
ein von Null verschiedenes lineares Funktional

f ¢ H—Zm—(l/Z)“—-,ﬁiB)

existiert mit der Eigenschaft
<f,D“Ei> =0 fir 1i=1,2,3

und elle Multiindizes o. D®E; ist hier (nach Einschrinkung auf

) als Element von HZ™(1/2)(p g3 anzusehen,und die eckigen
Klammern kennzeichnen den Wert des linearen Funktionsals.

Wegen (5) und der stetigen Einbettung V2 c LSR3 m3) fur
m» 1 besitzen die Variationsgleichungden

a(A®y, ATv) + a(u,v) = <£,v> fiir alle v ¢ yam+l (6)

eine eindeutig bestimmte L¥sung u € yeal Der Vergleich mit
(4) zeigt, daB u den Gleichungen

A2mtl, Ay =0 in Q und in €0 (7
sowie den lengs [' geltenden Sprungrelationen

tadul = Tad w31 = 0 for mel < 5 < 2m,

(Ta%Ry + Tul = £ (8)
gentigt; die gereden Klammern bezeichnen die Differenz des inne-
ren und BuBeren Grenzwerts (der in bekannter Weise im digtribu-
tionellen Sinn aufzufassen ist, vgl. [131).

Im ndchsten Schritt konstruiere man die Regularisierten
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€ _ €& _
Eij = oy X Eij(' xo), € >0,

der Kerne E, wobei O € ¢ € Cg(ﬂa), f wdx =1 und +*(x) =

-3 .x " X 3 nopé - noEx 9
e “w(Z) =zu wdhlen ist. Weden SEE D Eij = DY *3§£Eii und der
Hardy-Littlewood-Sobolewschen Ungleichung (siehe ([8]) gilt
hierfir

I DR 5 2@ < oio™v s L8P @d.

Die Ableitungen DpEgj gehtren demzufolde 2zu den RBumen
V. Einsetzen von D“Ei =\(U’E§i, D“E%i, U“E%i)T in (6) liefert

a(a™y, ATD®ES) + a(u, D°ES) = <f, DYED>. (9)
Weden Xq § konvergiert die rechte Seite die;er Beziehung
geden =t D“Ei> =0, wenn ¢ geden Null strebt. Partielle

Integration der linken Seite fihrt zu

a(A™, A"DYES) + a(u, D°E)

j (APPIDPEE 4 ADPESju dx

Coleh [y aex ) (07870 5 1wy dx,

wobei (AE§)~ = (uﬁ*AEi)j = uﬁ(x—xo)Sij beriicksichtigt wurde.
Aus (9) folgt deshalb nach dem Grenziibergang & — 0O

(D*(AZ™ 4 1ju);(x) = O fur i =1,2,3

und alle Ableitungen D®. Hieraus folgt wegen (7): Azmu +u=0
in der durch Xq bestimmten zusammenhingdenden Komponente ot
von Hz\F. Bezeichnet die Signatur "+" den von o' aus gebil-
deten Grenzwert, so gilt mithin a%myt 4yt =0 lsngs . Ein
Blick auf (8) lehrt: A™y" +u =0 fir den entsprechenden
Grenzwert von der komplementiren Komponente Q her. Da
Azmu + 1 auch in Q Lbsung der Laméschen Gleichungen ist,
folgt Azmu'+ u=0 in Q@ weden der eindeutigen L®sbarkeit
des Dirichletproblems filr diese Gleichungen. (8) impliziert denn
£ = [T(Azmu + u}l = 0. Satz 3 ist damit bewiesen.
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Elementary holograms, artificial neural networks, and
theta - null values

Herrn Prof. L. Berg zu seinem 60. Geburtstag gewidmet

Our struggles with digital cowmputers
have taught us much about how neural
computation is not done; unfortunately,
they have taught us relatively 1little
about how it is done.

Carver A. Mead (1989)

Abstract: Based on a unified nilpotent harmonic analysis ap-
proach to artificial neural net work models implemented with
coherent optical or analog elelctronic neurocomputer architec-
tures, the papaer establishes a new identity for the matching
polynomials of complete bichromatic graphs.

1. Introduction. Real-time image processing, computer vision, automatic
target recognition in robotics, speech understanding, and other areas of
artificial intelligence (AI) need to process extremely large amounts of data
with very high velocity. The problem of large-volume and high-speed

computations can be solved by

o data compression techniques,

o parallel data processing.

Since their very beginning, artificial neural networks have been considered
as massively parallel computing paradigms. The fundamental characteristics of
all neurocomputer architectures are the interconnections of arrays of simple
processing elements to form a concurrent distributed processing network of

extensive connectlivity. Large scale (LS) collective systems like artificial
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neural networks exhibit many properties, including robustness, reliability,
and fault tolerance, an ability to deal with ill-posed problems and noisy
data, which conventional digital computer architectures do not. Neurobiology
provides existence theorem on effectiveness of neural network parallel

algorithms on appropriate problems.

For artificial neural networks to become ultimately useful, neuromorphic
hardware must be developed. Development efforts in the field of sixth

generation computers have concentrated on one of two goals: to build

o efficient hardware that effectively executes software simulations,

o actual hardware emulators for speciflc neural network models.

Examples of the first are the Hecht-Nielsen Neurocomputer (HNC) accelerator
board for conventional serial personai computers, and the Delta board by
Science Applications International Corporation (SAIC). An  important
application of the SAIC neural network software simulation is the detection
of explosives in checked airline baggage: the luggage is bathed in low energy
(thermal) neutrons and the gamma rays resulting from neutron absorption by
atomic elements in the luggage are analyzed. The artificial neural network
software then searches for spt‘ecific combinations of atomic elements that

characterize explosives including dynamites and water gels.

Examples of the second are arrays of coherent optical processors ([2],
[3], [18], [19], [20], [32], [34]) for the implementation of neural network
models by holographic interconnections, and neural network analog very large
scale -integrated (VLSI) chips. For Iinstance, the silicon models of the
orientation-selective retina for pattern recognition ([14], [15], [16], [1]),
and the analog electronic cochlea for auditory localization ([13], [14],
[15]) belong to this category. The retinal and the cochleal VLSI chip are
made with a standard complementary MOS (CMOS) process.

Although the implementation of the various neural network ‘models needs to
overcome many difficult design problems, thelr performance is modest compared
with the powerful organizing principles found in biological neural wetware.
The visual system of a single human being does more image processing than do

the entire world’s supply of supercomputers, and the nervous system of even a
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very simple animal like the common house-fly (Musca domestica) contains
computing paradigms that are orders of magnitude more effective than are
those found in systems made by humans. Presently the most advanced neural
network analog VLSI chips model, to a first approximation, the time-frequency
domain processing of two highly spectacular biological neural systems: the
active auditory localization system of the horseshoe bats (Rhinolophidae),
and the passive auditory localization system of the barn owl (Tyto alba)
which both produce complete maps of the auditory space from the
time-frequency coding pathways. Continuing evolution, however, of technology
and of neuromathematics, the highly promising new field of studying how
computations can be carried out. in extensive networks formed by arrays of
heavily interconnected simple processing elemenﬁs, will create neurocomputers
within the next decade which will be able to solve problems intractable for

even the largest digital computers.

This paper concentrates on a unified approach to massively parallel coherent
optical and analog electronic neurocomputer architectures which is based on
harmonic analysis of the three-dimensional Helsenberg nilpotent Lie group. As
a result, the analysis provides total approximating families in LZ(R ® R). of
correlating and decorrelating code primitives of artificial neural networks.
Finally, a series of new identities for theta-null values shows that studies
in computational mathematics combined with synthetic neurobiology may have a

spin-off in pure mathematics.

2. The holographic transform. Let ¢(R) denote the Schwartz space of com-

plex-valued €® functions on the real line R rapidly decreasing at infinity.
Consider ¥(R) as a dense vector subspace of the complex Hilbert space L3(R)
under its natural isometric embedding. In optical holography, a square-law
detector encodes in a massively parallel way the optical path length
difference x € R and the phase difference y € R of two coherent signals
having the same carrier and their amplitudes ¥ in ¢ in the space ¥(R) by
simultaneously recording the coordinates (x,y) of the interference pattern
written by the two-wave mixing ¢ ® ¢ into the hologram plane R ® R. The
sesquilinear extension to ¥(R) ® ¥(R) of the mapping
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vae b HY,pxy) = f W(t-x)p(t)e™ "

R
describes by semi-linear superposition the holographic angle encoding: each

dt

object to be globally stored by the coherent object signal beam in the
hologram is encoded prior to its recording by mixing (or heterodyning) an
unfocused linearly polarized coherent non-object-bearing reference signal
beam having a particular angle between its wave vector and the normal vector
of the hologram plane R e R. Therefore the sesqu‘ilinear mapping
Y& ¢ > H(g,¢;.,.) 1s called the holographic transform of the writing
amplitudes ([27], [28], [29]). The method of holography applies to all waves:
to electron waves, X rays, light waves, acoustic waves, and seismic waves,
providing the waves are coherent enough to form the required interference
patterns in the hologram plane ([29]). 1In radar analysis, H is called the
cross-ambiguity function ([23], [7], [21]). In the following it will be
convenient to define the auto-ambiguity function by H(¥;.,.):= H(y,¥;.,.).

Remark 1. High-resolution radar imagery of the terrain and optical
holograph'ic imaging are closely related concepts. In fact, airborne and
spaceborne synthetic aperture radar (SAR) remote sensing systems use
microwave holograms for data storage and can therefore be regarded as optical
neurocomputers which implement a i)oppler filter bank by a relatively static
reflection pattern of the architecture mirror ([29]). The massive parallelism
inherent to the optical data processing approach is in large part responsible
for the success of SAR imaging.

Remark 2. Since the advent of optical holography or coherent wavefront
reconstruction, there has been a strong interest in replacing the lenses used
in optical systems by holographic optical elements (HOEs). In particular,
optical SAR data processing systems may be realized by optical heads which
include HOEs. Many HOEs are fabricated by recording the interference pattern
between two mixing laser beams. The use of digital computer-generated
hologram (CGH) techniques, however, avoids the technological difficulties-
involved in the interferometric HOE fabrication. Moreover, oné benefit that
digital CGHs can offer that 1s not available with optical holography 1is the
ability to deal with objects that exist only mathematically. High quality
digital CGHs may be fabricated with the same technology used~ in the

38



manufacture of VLSI circuits. A digital computer controlled output device
such as an electron-beam high-resolution microlithographic system writes the
desired geometric pattern on photoresist, which 1s subsequently processed to
produce the finished transmissive or reflective holographic element

Alternately, digital CGHs may be realized by writing the appropriate pattern
on a spatial 1light modulator (SLM). In any case, digital CGHs form a
necessarily imperfect bridge between digital computer and optical

neurocomputer architectures.

Remark 3. A vital element of optical neurocomputer architectures is the
medium for optical hologram recording because it plays the réle of a
holographic associative memory. Electro-optical photorefractive crystals
(PRCs) are known to form reusable holographic storage materials that can be
infinitely recycled and do not require additional processing. The crystals of
the sillenite family, bismuth silicon oxide 311251020 (BSO), bismuth titanium
oxide Bilz'l‘lc')zo (BTO), and bismuth germanium oxide BixZGeC)zo (BGO) exhibit
the highest sensitivity to light among presently known PRCs ([33]). Optical
holograms are recorded inside PRCs directly by illuminating the crystal with
laser light. The light induces a charge redistribution inside the crystal
([8]) and in a certain characteristic time interval a dynamic equilibrium
between distributions of the recording light intensity and internal electric
charge is established. The electric charge induces an internal electrostatic
field that changes the refractive index of the crystal by the electro-optical
effect and forms a volume phase hologram. As the interference pattern
undergoes changes, a new charge distribution 1s formed, hence a new optical
hologram is recorded. This charge distribution again comes to a dynamic
equilibrium with the recording interference pattern. If the period during
which the Iinterference pattern changes 1s sufficlently 1long, the
electro-optical crystal rerecords an optical hologram. Hence the
electro-optical PRCs can adapt itself to varying external conditions, such as
occasional temperature-induced changes of the phase difference between the
writing object signal beam and reference signal beam, or mechanical
instabilities. This is an extremely important feature because it allows more

reliable storage of scattering objects by almost-real-time holography.
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3. The Heisenberg nilpotent Lie group. Let G denote the multiplicative group

of all unipotent real matrices

1 x z
o 1 vy = (x%,y,2)

Then G 1is a two-step nilpotent Lie group with one-dimensional center
C = {(0,0,z)|z € R}; G is a realization of the three-dimensional Heisenberg
group ([23]) with Lie algebra ¢ formed by the upper triangular matrices
{(x,y,2)-(0,0,0)|x,y,2z € R}. For each real number v # O the central character
X, (0,0,2z) » o2TivE determines up to an isomorphism a unique infinite-
dimensional irreducible unitary linear representation Uv of G in LZ(IR) which

acts on the vector subspace #(R) according to the rule

2M1V (z+yt
e (z+yt)

Uv(x,y,z)w(t) = Yit-x) (t € R).

Let Uv denote the contragredient representation of Uv’ so that
= _t -1
Uv(x,y,z) = Uv((x,y,z) )

holds for all elements (x,y,z) € G. Obviously

UV|C=1, l_J|C=x_v (veR, v #0).

4 v

The flatness of the affine Kirillov coadjoint orbits 0v and 0_') associated
with Uv and ﬁv in the dual q. of the Helsenberg Lie algebra g, respectively,
is equivalent to the square integrability modulo C of. Uv and Uv. From these

facts the central projection G-slice theorem follows:

Theorem 1. The holographic transform is the coefficient function of the
linear Schrédinger representation U1 of the polarized Heisenberg group G

projected along the center C onto G/C, i.e., the identities

{H(vl’,fp’;x.y)

<, (x,y,009" [¢’>
<l_.l1 (x,y,0)¥|9>

Hy, psx,y)

hold for all points (x,y) € R @ R.

The importance of the preceding result lies in the fact that the hidden
symmetries of the holographic transform H can be expressed by the group of



automorphisms of the Heisenberg nilpotent Lie group G keeping the center C
pointwise fixed. This group, the metaplectic group Mp(1,R), forms a twofold
cover of the symplectic group Sp(1,R) acting on the hologram plane R o R
([231).

4. Readout of optical holograms. In the following, the isomorphic G-manifolds
0e g /CoAd(G), 0_e ¢'/CoAd(G), and the central projection G-slice G/C will
be identified with the hologram plane R @ R. An application of Schur’'s lemma
provides the biorthogonality relations ([23}, [22], [31])

I HW , o i x, y)HWY, p;x,y)dxdy = <y’ ep|yep’>
ReR

for ¥ ,¢’,¥,¢ in #(R). Therefore the dyads

{E(W'.-;x.y): ¢ B HY L9 x, v, (x,y,009 v .
X,¥Y) €ER @

E(,.ix,y): ¢ o HY, 0%, y)U, (x,y,0)¥

which embed ¢’e€ ¥(R) and ¥ € ¥(R), respectively, into the Hilbert-Schmidt

(HS) operators acting on LZ(lR), define a Ul—system (EC.,.:x,¥)) and

(x,y)eRoR’

a Ul—system (EC.,.;x,¥)) of coherent states based on the hologram

plane R @ R ([17]).

(%, y)eReR

Theorem 2. For all writing amplitudes ¥',¢',y,¢ Iin $(R) the gain equations

j E(y,¢" :ix,y)dxdy = uw'nza'
ReR

J E(y,¢;x,y)dxdy = Iyl _p
ReR

hold.

Remark 4. Similar inversion formulas can be established for the affine
coherent states defined by the wavelet transform and the square integrable
irreducible unitary linear representations of the non-unimodular affine Lie
group of the real line R. Wavelets are particularly useful code primitives

for voice decomposition ([91).

Remark 5. Turning from optical holography to computer-aided tomography ([5]),
the preceding identities give rise by an application of the theory of the
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reductive dual pair (Sp(1,R}),8(n,R)), ([25], [11]), to the singular value
decomposition of the Radon transform R: #(R") - ?(Rxsn_l) acting on functions
f e $(R") according to

Rf(r,w) = If(x)c(r_<u,x>)dx.

Rn
It follows that the inversion problem for the Radon transform R which
underlies computer-alded tomography (CT) 1is ill-posed. ‘‘Neurocomputers,
however, seem to be more appropriate to solve 1ill-posed problems than

conventional digital computers.

As a special case we obtain from Theorem 2 supra the following result which
describes the readout procedure of optical holograms.

Corollary. Let ¢ € ¥(R) and assume that y € ¥(R) satisfies the
normalization condition fph, = 1. If ¥ denotes the Fourier transform acting
on ¥(R) then the reproducing scattering Iintegrals of degenerate four-wave

mixing
J. Hg, 0; %, y)e 2T Yt h(t-x)dxdy = @(t)
ReR (t e R)
f H(p, 03y, )2 Y S (t-x)dydx = ‘Fp(t)
ReR
hold.

The preceding integral equations prove the holographic reciprocity principle
which governs the angle decoding of optical holograms: The amplitude and the
phase of the conjugate object signal can be read out simultaneously by
illuminating the hologram with the unfocused conjugate reference signal beanm.
The pair of reproducing scattering integrals describing the holographic
filter bank are also at the basis of optlical wavefront conjugation by means
of real-time holography ([8]) in electro-optical PRCs. Wavefront conjugate
mirrors provide retroreflection and optical tracking novelty filters.
Therefore, Theorem 2 is at the basis of neural network models implemented by
holographic interconnections in optical neurocomputer architectures ([2],
[31, [18]1, (191, [20], [32]). If the holographlic associative nénory hs net
gain comparable with the losses in the resonator cavity. the outpdt will
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converge to a real 1image of the globally stored object: the expanded
conjugate reference signal beam acts as an optical scanner for readout of the
assoclate information. In case of a linear resonator memory, gain is supplied
by the wavefront conjugate mirror which provides regenerative feedback,
whereas In case of a loop resonator memory, gain is supplied by an externally
pumped electro-optical PRC.

5. Radial isotropy. A writing amplitude ¥y € #(R) is called radially
isotropic if H(y;.,.) is a radial function on the hologram plane R @ R, i.e.,

if H(y;.,.) is invariant under the natural action of the orthogonal group
0(2,R).

Theorem 3. The amplitude ¢ € ¥(R) is radially isotropic if and only if it
admits the form of Hermite-Gaussian eigenmodes

¥ = Cnﬂn
'.2/2
where '(n € € is a constant and Hn(t) =e hn(t) is the Hermite function of

degree n = 0.

The proof follows by classifying the irreduclible unitary linear representa-
tions of the diamond solvable Lie group T x G bhaving Uv as their restric-
tions to G ([24]).

The elementary holograms (H(H_,Hn;...)).m’nm form a total orthogonal
approximating family in the complex Hilbert space L’R e R), hence a
decorrelating family of code primitives. The Hermite-Gaussian elgenmodes
(Hn)nto are cruclal for the phenomenon of daydreaming 1in optical
neurocomputers ({3]).

6. Scanout of pixel arrays. The implementation of pixel arrays by holographic
optical interconnections ([2], (3], (18], (19], ([20], (32], (34]), and analog
VLSI wavefront arrays ([14], (15], {16}, [1], [13]) suggests to look at
restrictions of the holographic transform to lattices inside the hologram
plane ([4]). The quadratic lattice Z ® Z embedded in the hologram plane
R © R may be considered as the projection onto G/C of the 3-cubic lattice

Lo := {(u,v,g)|np €Z vel { eZ and the normal subgroup L := ZeZeC
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inside the three-dimensional Helsenberg nilpotent Lie group G along its
center C. Then the compact Heisenberg nilmanifold Lo\G associated to G allows
to realize by an application of the Weil-Brezin isomorphism

Wi ¥ ((x,y,2) b M2y M Vyn-x)) (¥ € #(R))
n€Z
the linear Schrédinger representation U1 of G as the linear lattice
representation 61= Indg(xl) of G ([23]). It follows

H(p,p;x,y) = <61(X.y.0)wl(v#)|wl(¢)>

for all points (x,y) of the pixel 1-1/2,+1/2] x ]1-1/2,+1/2] in the hologram
plane R @ R. Therefore the Parseval-Plancherel type pixel identity

T H@pvEemv) = T [H(Y, ;. 0) |2
(u, v)eZol (u, vreZol

holds for writing amplitudes ¢,¢ in #(R). If the Hermite functions H_ and Hn
(m=n=0) are inserted for y and ¢, respectively, the radial symmetry of the
terms of the left-hand side implies that the assoclated lattices of pixel
arrays in the hologram plane have the crystallographic groups Dk
(k € {1,2,3,4,6}) of order 2k as their groups of symmetry ([26], [27], [34)).
An application of the Weil-Brezin isomorphism v, to the readout formulae of
the Corollary of Theorem 2 supra shows that the scanout of the pixel arrays
of the holographic lattices may be performed by a time-multiplexing

procedure.

Remark 6. The holographic lattices are at the basis of the detour phase
method ([28], [30]) of writing digital CGHs of sampled images by use of the
fast Fourier transform (FFT) algorithm. The height and the displacement of a
w«Single aperture centered at the sampling points of the holographic lattice
are used to encode the amplitude and the phase of the complex wavefront. Thus
the actual éncodlng of detour phase CGHs is performed without the explicit
use of a reference beam. The holographic lattice corresponding to the
crystallographic group D6 of twelvefold symmetry offers substantial
computational efficiency and a significant reduction of required data storage
compared with rectangular sampling: the hexagonal FFT is 25% more efficient
than the most efficient rectangular FFT algorithm. The scanout of the
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wavefront 1s achieved when the CGH is 1illuminated with a plane wave and

focused with a Fourier-transforming lens.

Remark 7. The compact disks (CDs) may be regarded as one-dimensional digital
CGHs that may be scanned out by the holographic optical head of a CD digital
audio player. Another point of view is to consider CDs as one-dimensional

artificial neural networks.

7. Artificial neural networks. In order to identify explicitly the terms of

the Parseval-Plancherel type pixel identity indicated above, we denote by

and let c(K_ n,1) denote the number of choices of 1 = 1 disjoint edges in
l(_ a each linking two vertices of different colours. Then

K the complete bichromatic graph of m + n vertices. Define c(Kn l.‘,0) 1= 1

o (X) := T D'k, nx™

0S15( (men) /21 =
denotes the matching polynomial ([8]) of variable X associated to the
bipartite graph Kl'n.

Theorem 4. The coefficients of the matching polynomial w_ n()() are the
elementary synaptic weights (--l)lc(l(“l o 1), Osls[(m+n)/2)}, where c(K_ o 1)
denotes the number of disjoint synaptic interconnections of the neural

network K_ n (m=nz0) activated by 1 simultaneously firing neurons.

The next theorem describes the relationship between the elementary holograms
and the matching polynomials attenuated by the Gaussian (Ho ® Ho) € LR @ R)
with distance: the farther away an input is from a point in the neural
network, the less weight it is given.

Theorem 5. Let m 2 n =2 0. Then the elementary holograms admit the form

(-1)
Vmint

-n (xzo 2) 72
e y

H(H_. H;x,y) = o n(\/ﬁ(xﬂy))

for all pairs (x,y) € R e R.

Remark 8. In biological vision, the center-surround receptive field profiles
of the retinal neurons ([S]) and the cells of the lateral geniculate nucleus
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are far from forming an orthogonal family 1in L%(R @ R). - Therefore the
resulting neural representation remains highly correlated. Theorem 2 supra
suggests to implement a match-l‘ng filter bank by an adaptive artificial neural
network model which is based on the central projection G-slice orbits

G(,,,-,’ (x, %’ ) U;""Y'O) oUl(x‘.y',O)(HOQHO) ((y,y’) e R ® R)

in Lz(ROR). The approximating family of Gabor functions (G(y.y,)l(y.y' )e ReR}
is total in the complex Hilbert space L*(R @ R) due to the irreducibility of
the linear Schrddinger representation UI of G, but non-orthogonal. Early
stages of biological visual systems pay for keeping m =n =0 by the
non-orthogonality of the center-surround receptive field profiles ([4],
{12]). The retina and the lateral genlculate nucleus, however, act as
decorrelators of the incoming signals. At the level of the mammalian visual
cortex, the introduction of orientation selectivity through localized wave
modulation combined with quadrature phase relations among paired cells
results 11; a decorrelated neural representation with optimal image
compression performance by the total orthogonal approximating family in
L3(R @ R) of elementary holograms (H(H., Hn;"'))-m.nm'
and processing in the auditory parts of the cortex follow similar lines.

Signal preprocessing

Theorem.5 supra implies
Theorem 6. For m =2 n z O the identity

2 2
(~1)™" e TV ’0_ SR )8 (Va(priv)) =
(M, V) €Zol * *

2 2
Pk alhid )|Q Va(p+iv)) |?
(u,v) eZoZ g

holds.

8. Theta-null values. The preceding theorem gives rise to the following -

special identities for the odd powers of n in terms of theta-null values

2
e(0,1) =Y e ™ ([23], [24]) where [ := ¥ :
HeZ
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i, n=0
2
Le™

2
4y uz o H

m=2, n=1

2
15 ¥ (8n°u’-1) & ™

2
32y ute™

m=3 n=2

2
45 ¥ (16n*y® - 1200t + 21) ™

2
64T u!® &

m=4, n=3

2
91 ¥ (256n%'? - 15840n*%° + 1663208%" - 25245) &

2
1024 § 't

Theorem S supra shows that the preceding identities for the theta-null values
0(0,1) are of a combinatorial character.

Remark 9. The univariate impulse response of the 1ldeal lowpass filter admits
the Euler factorization

<

sincx= T (1 -=) (x € R).
2
nx1 n

Its logarithmic derivative combined with the generating function of the
Bernoulli polynomials Bn(X) of degree n =z 0 yields the classical Euler
formulae for the even powers of u:

= (0™ 22 pon) maw,

2°'B
2n

2n
n

where { denotes the Riemann zeta-function and an = an(O) are the Bernoulll

numbers.
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Dieter Schott; Maria Kapitanowa;

Georgi Kostadinow; Stepan Kostadinow

UJber einen abstrakten Volterraoperator

Das Ziel der vorliedenden Arbeit besteht in der Untersuchung
der Eigenschaften eines nichtlinearen Operators vom Volterratyp
und der Eigenschaften der entsprechenden inhomogenen Gleichung
zweiter Art. Wir stiltzen uns dabei auf Resultate aus [3] und [4]
und verallgemeinern Aussaden aus [1] und [2].

In [1] wird ein nichtlinearer beschrinkter Operator K vom
Volterratyp vorausgesetzt, der f{iber dem Raum c(Q) aller
komplexwertigden stetigden Funktionen f mit einem kompakten
metrischen Definitionsbereich Q erklart ist. Man findet dort
hinreichende Bedingunden fiir die Existenz und Eindeutigkeit der
Lbsung von f + Kf = O. AuBerdem wird ein Analogon der Bellman-
Gronwall-Ungleichung bewiesen.

In [2]) werden die Voraussetzungen in der Weise abgeschwiicht, daB
die Werte der Funktionen f 1in einem beliebigen Banachraum
lieden k¥nnen und ihr Definitionsbereich Q nicht mehr kompakt
zu sein braucht. Es werden Eigenschaften der homogenen Gleichung
f +Kf =0 und der inhomogenen Gleichung f +Kf =p
angegeben.

Daran anknilpfend setzen wir foldende allgemeinere Situation
voraus:

Es sei Q ein topologischer Raum mit Borelschem MaB u. Weiter-
hin sei &: x —> Mx eine Abbildung, die jedem Element x aus
Q eine kompakte Teilmenge Mx von Q zuordnet. Wir werden
sagen, daB die Bedingung (A) erfilllt ist, wenn foldende Vor-
aussetzungen gdelten:

Al: Es ist o = sup p(M) < w.
x€Q

A2: Fir jedes € > O und jedes x ¢ Q existiert eine Umgebung
V = V(x,e) von x, so daB filir jedes y € V die Ungleichung

WM & M) = W({MAM} U {M\M 1) < ¢

zutrifft.
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Es sei B ein reeller Banachraum mit der Norm |i.llg. Wir be-
trachten foldende linearen Riume:

cl=cYqa B =1 £: Q> B, sup I£(x)lp < = 3,
X
C=C(Q, B) ={f} f: Q > B stetig, sgs HE(x)lg < }.
X

Der Reum C~! ist ein Banachraum bezliglich der Norm

Heh = sup { Hif(x)lg: x € Q }. (1)
Wenn Q kompakt ist, so ist der Raum C ebenfalls' ein Banachraum
bezlglich der Norm (1).
Wir werden sagen, daf8 der Operator

Frax ¢!l c?
die Bedingung B erfdllt, wenn folgende Voraussetzungden gelten:

B1: Fur jedes e > O und jede Funktion £’ € ¢l existiert
eine Zahl © = 6(e, £’) > 0, so daB fir Jjede Funktion

fecl mit ff-f£h <6 und Jedes x€Q die
Ungleichung

IF(x, £) - F(x, £)l < ¢

zutrifft.

B2: Flir jedes ¢ > O und jedes x’ € Q existiert eine Umgebung
U = O(x’, ¢) von x’, so daf flir jedes x € U und jede
Funktion f ¢ ¢! die Ungleichung

iF(x, £) - F(x*, )l < e
zutrifft.

B3: Fir Jjedes feste Element x € @ und Jjede feste Funktion
£ ¢ ¢! ist die Abbildung
ep(¥) = F(x, £)(¥)
schwach mefbar bezliglich Mx (x € Q) und fast seperabel-
wertig, d.h., zu Jjeder Menge M, (x € Q) ekistiert eine
Menge E <M, mit w(E,) =0, soda8 ¢ (M\E) eine
separable Teilmenge des Raumes B ist.

B4: Fur Jjedes x € Q@ und jede Funktion f € ¢! besteht die
Ungleichung
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IF(x, £)1 < ADILH (A €1 = [0, «)).
Wir betrachten nun die Gleichung
f+Ke=p (f, peccly, (2)
wobei der Operator K folgendermaBen definiert ist:
(KO x) = [y Fox D@y (x € @), (3)
Die Existenz des Integrals in (3) ist nach den S#tzen 3.7.4 und
3.5.3 aus [3] durch die Voraussetzunden B3 und B4 gesichert.

Wir geben zundchst Abbildungseidenschaften des Operators K an.

Lemma 1: Unter den Voraussetzungen Al, B3 und B4 bildet der
Operator K den Raum C! in sich ab.

Beweig: Flir beliebiges f € C_1 folgt aus Al und B4 die Ab-
schitzung

HKEY (x) € A(E)Uifllw.
Demit liegt auch Kf in ¢ 1.

Lemma 2: Unter den Voraussetzungen Al, Bi, B3 und B4 bildet der
Operator K den Raum C_1 stetig in sich ab.

Sind auBerdem noch die Voraussetzungen A2 und B2 erfiilit, so
daB die Bedingungen (A) und (B) delten, dann bildet der Operator
K den Reum ¢! stetig in den Raum C ab.

Beweis: Es sei (fn) eine beliebige Folge aus C"1 mit

lim £, = £ ¢ ¢

N—>w

Weiterhin sei € > O beliebig vorgegeben. Aus Bl folgt dann
die Existenz einer natirlichen Zahl n, =n,(e, £’), so daB fur
n p n, die Ungleichung

WF(x, £,) - F(x, £}}} € e/0 (x € Q) (4)
gilt. Aus (4) und Al erhdlt man unmittelbar

HKE, - KE'lt < e.

53



Somit ist die erste Behauptung des Lemmas nachgdewiesen.

Wir betrachten'nun ein beliebiges f aus C~1 und zeigen, da8
Kf stetig ist. Dazu seien £ > 0 und X’ € Q beliebig vorge-
deben. Aus A2 und B2 erdgibt sich die Existenz einer Umgebung
W=We, x*) =0(x’, ) ~ V(xX’, €) von x’, so da8 fiir jedes
x € W die Ungleichungen

IF(x, £) - F(x’, DI <55, w(M 8 M) < saceyram (5)

bestehen. Fiir beliebiges, aber festes x € W folgt dann aus den
Beziehungen (5) -

I(KE) (x) ~ (KE) (X )lip
1y FOu D ey - [y FOL 0 Gduylly

i)

n

ﬂfonMx,[F(x,f)(y) - F(x’, £)(y)1duylig

ot iy FOR DY iy + |\ FOXL 2D (9)duylip

£w

Ew s
3 24l £l 3Alfle - ¢

A

Lemma 3: Es seien die Bedindungen (A) und (B) erfiillt, wobei das
Funktional A in B4 auBerdem auf jeder beschrénkten Menge von
¢! als beschrinkt vorausgesetzt werden soll. Weiterhin sei
B(O,R) eine beliebige abgeschlossene Kugel des Raumes ¢! mit
dem Mittelpunkt O und dem Radius "R.

Dann ist die Menge K(B(O,R)) gleichmdBig beschrinkt und
gleichgradig stetig.

Wir verzichten hier auf den Beweis, weil er #hnlich verlduft,
wie der von Lemma 2.

Filr die weiteren Betrachtungen wird der foldende Satz aus [4]
benstigt.

Satz 1: Es sei D eine offene beschrénkte Teilmenge des reellen
Banachraunes E. Der Operator K: D — E sei kompakt wund
stetig. Dann hat die Gleichung

f+KE =p
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fir Jjedes p € D mit der Eigenschaft, daf f + tKf + p fur
alle f € 3D und t € {0,1} gilt, eine Lésung in D.

Auferdem brauchen wir noch zwei Begriffe (siehe auch ([2]). Es
sei p€CL, p+0, und £ ¢ C! gentige der Bedingung
ke - i < el

Definition 1: Wir saden, daB f 1in bezug euf den Operator K
normel zur Kugel B(p,Rg} mit Rp € (ip - £, fpl) liegt,
wenn filr jedes g € 3B(p,Ry)} ein X = X(f,g) € Q@ und eine Zehl
« = a(f, &) € (O, 1/u(Mz)) existieren, so da8 mit den Ab-
kiirzunden

u(x,h) = sup ﬂF(i,h)(Y)HB,
yeMo

u(x, f,g) = S?P IF(x, £)(¥) ~- F(x. &) (Mg
yEM=

die Ungleichung
max { u(X,f), u(x.8), u(x,f,g)} < afif(x) - E(i)HB (6)
besteht.

Definition 2: Die Funktion p € C—l(ﬂ, B), p # O, heifit reguls-
res Element der Gleichung (2), wenn ein Radius R’ € (O, liplt)
und eine Zahl e € (0, i - R’) existieren, so daB Jjedes
f € 3B(p, R’) in bezug auf den Operator K normal zu einer
Kugel B(p, Bg) mit R’ + & < Rg < Pl liegt.

Bemerkung 1: Beispiele fir reguldre Elemente sind in ([2] =2u
finden.

Wir kommen jetzt zur Formulierund des Hauptsatzes.

Satz 2: Es seien die Bedingungen (A) und (B) erfilllt. Weiterhin
sei p ¢ C‘1 ein reguldres Element der Gleichung (2), fir das
K(B(p, lipil)) eine relativ kompakte Teilmenge von c” ist.
Dann besitzt (2) eine Losung f + O in der Kugel B(p, lpll).

Beweis: Aus B4 folgt zunsdchst, daB f = O keine L&sung von (2)
ist. Nun sei P ein Element mit den im Satz angegebenen
Eigenschaften und { B(p, R): R € (O, Hipli} } eine Familie
abgeschlossener Kugdeln.
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Auf D = B(p, lpll) ist K ein kompekter, stetiger Operator.
Wir nehmen ' an, daB flur Jjede Kugel B(p, R} eine Zahl
tR € [0, 1] und ein Element fR € 3B(p, R} mit

existieren. Andernfalls wdre Satz 2 aufgrund von Satz 1 schon
bewiesen. Aus (7) folgt, daB tp + O fiur alle R aus (O, {ipll)
g€ilt. Darilber hinaus kinnen wir auch voraussetzen, daB8 tp # 1
fiir alle R aus (0, fipll) =zutrifft, da sonst die Behauptung
schon dezeigt wire.

Es seien R’ ¢ (O, lipll) und € € (O, #ipll - R’} die in Defini-
tion 2 genannten Zahlen. Die Funktion £’ € 3B(p, R’} und die
Zahl t’ € (0,1) seien so dewshlt, daB sie der Beziehung

£ + £’Kf’ = p (7°)
genfiijgen. Aus der Regularitat von p erhdlt man die Existenz
einer Kugel B(p, Rgs) mit dem Radius Rp, € (R’+e, fipll), 2u
.der £’ in bezug auf den Operator K normal liegt.

Daher gibt es unter Beachtung der Annahmen und der Definition 1
ein g* ¢ aB(p, Res) und ein t*¥ € (0,1), so daB einerseits

g+ ke = p (73

_gilt und endererseits mit einem X = X(f’, %) € @ und einer
Zahl & = &(£7, €%) € (0, 1/u(My)) die Abschitaung

g\éﬁiut'mi, 23 - tFx eMH iy
< max { u(% ), uX &%, u® £, g} (8)
<a e - g ®ig

folgt. Aus (7°), (7") und (8) erh#lt man aber den Widerspruch
e (%) - g¥ (@l = e’ (K ) (X - tH(Ke™) (g
< (M) sgﬁiﬂt’F(i, £y - tFx e

<HEE) - gX®p.
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Damit ist alles gezeigt.

Bemerkung 2: Ein #hnlicher Satz ergibt sich auch fiir den Raum

c(Q, B).
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Some results on coincidences and fixed points

O. Introduction

Let (X,u) be a uniform space. A family {dt}’ t running over
an indexind set I, of pseudometrics on X 1is called an associ-
ated family for the uniformity u if the family
B’ = {V(t,r):"t € I, r > 0O}, where V(t,r) = { (x,¥): x,¥ € X,
dt(x,y) {r} is a subbase for the uniformity u. We may assume

B’ itself to be a base by adjoining finite intersections of
members of B’. The corresponding family P* of pseudometrics
is called an augmented associated family for u (cf. Thron
[131).

For any nonempty subset A of X we define G(A) =
sup{ dt(x,x): x,y €A, t €I}, where {d;: tc€l} = P*. Then
S(A) is called an augmented diameter of A, and if G(A) < oo,
then A is called P*-bounded (cf. Mishra {8]). For any non-
empty subsets A and B of X we define

Dt(x)A) = inf{ dt(x,A): af€ A, t¢€ I3, (x € x)u

6,(A,B) = sup{ dy(a,b): a C A beB, tell

Hy(A.B) = max{ sup D.(a,B): a ¢ A, 'sup Dy(A,b): b € B }.

Further, let

BN(X) = { A: A is a nonempty P*-bounded subset of X 3},
B(X) = { A: A 1is a nonempty subset of X },
CL(X) = { A: A 1is a nonempty closed subset of X },

2X = BN(X) N CL(X).

It is well-known that Ht is a pseudometric on Zx, called the
Bausdorff pseudometric induced by dt‘ t € I.
Let U € u 'be arbitrary. For each subset A of X, define
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U(AY = { ¥y: (x,¥) € U for some X € X }. The Hausdorff
uniforumity oM on 2x is defined by the base ZB’ = { U:

Ucu}l, where U ={ (A,B): ABc2X and A< U(B), Bs UA) }.
The augmented associated family P* also induces a uniformity
¥ on 2% defined by the base B* = { V¥(t,r): t €¢I, r>0}
where V¥(t,r) = { (A,B): A,B ¢ 2X, H. (AB) <r}. It is also
well-known that the uniformities u* and 2% on 2%  are
uniformly isomorphic. Thus 2x equipped with u* or 2¥ is a
uniform space, called the hyperspace of X.

In the sequel, unless stated otherwise, the terms uniform space
and P*-bounded will refer to Hausdorff uniform space defined by
p* and the P*—boundedness, respectively. Further, by complete-
ness of the space X or of its subspace we shall mean the
sequential completeness of the same.

Definition 1: Let X be an uniform space, and let h: X = X,
F,G: X —» 2 be singlevalued and multivalued umappings. F and
h (resp. G and h) are said to commute if for each x € X we
have Fhx = hFx (resp. Ghx = hGx). Further, F and G are said
to commute if for each x € X, we have FGx = GFx. As a conse-
quence, we have FGA = GFA, where FA=U{Fa: a€¢ A} A
being a nonempty subset of X.

Definition 2: Let X be an uniform space, and let h: X — X,
F,G: X —- 2% Mappings F,G and h are said to have a coinci-
dence point z ( resp. a common fixed point z ) if
hz € Fz N Gz (resp. hz = z € Fz N Gz).

1. Results

Theorem 1: Let (X,u) be a uniform space. Suppose F,G: X — Zx
and h: X — X are mappings such thet F(X) U G(X) € h(X) and
for each t € I, there exists number q € (0,1} such that

H (Fx,Gy) € q max{ dy (hx, hy), Di(hx,Fx}, D (hy,Gy},
(1.1)

3 (D (hx,Gy) + Dy (hy,Fx)] }

for all x,y € X. If h(X) is a complete subspace of X and h

is commuting with F and G, then F, G and h have a coinci-
dence point.
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Proof: Let U € u be arbitrary. ©Since B’ 1is a base for u,
there exists V(t,r) € B’ such that V(t,r) € 0. Pick X, F X.
Since F(X) U G(X) € h(X), we may choose a point hxl‘c Fxo and
a point hx, € Gx; such that
d,(hx,,hx,} <€ v H, (Fx_,Gx,) for some € (0,1)
A SR T A | i ’
In deneral, we cen choose a sequence {xn} in X such that

hx2n+1 € FxZn’ hx2n+2 € Gx2n+1

and
-a,
dt(hx2n+1,hx2n+2) € qp  Hy(Fxo,,6x%5 1),

-8
%
dy(hXgp 0. hXgpn 3} € ap 7 He(GXp, 4, FXgp,0).

Consider the ineguality,

-2y
Ay (bxops1sBXgp,0) € qp 7 Hp(Fxp), Gxp,,9)-

Using condition (1.1), it can be easily verified that

1-a
t
du{bXgns1:PXansg) € oy 7 dy(hXp,,bXpn,g ).

Similarly,

) 1—at
dp(hXopyo:bXop,3) € ap 7 dy(bxg,,q.hxgn,0).

Therefore for all n » N(t,r), we have

1_
dy(bx,,hx ) € q B dy (hx,_4,hx,).

. 1-
Since 0 < a9 %t <1, it follows that dt(hxn’hxn+1) < r and
(bx,, bx,.4) €U for all n » N(t,r). Therefore {hx,} is a
Cauchy sequence and hxn — b for some b ¢ h(X). Hence there
exists a 2z in X such that hz = b.

. We note that hx2n+1 € szn. Therefore hhx2n+1 € hszn < thZn'

Let V€E€u be arbitrary. Suppose V(i,s) ¢ B’ such that
V(i,s) € V. Consider
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D;(hz,Gz) < d;(hz,bx,, .4} + D;(hxg, .4,6G2)
< di(hz,hx2n+1) + Hi(hx2n+1,Gz)
< d;(hz,hxy ) + a; max{ d;(hx, ,hz),
d; (hxg . hxo (1), Dj(hz,Gz),
} 4, (hxy,ha) + Dy(hz,Gz) + d;(hz,hxy ,q) 3

wich follows from condition (1.1) and simple calculation.

Since hxn ~— hz, it follows that Di(hz, Gz) € qiDi(hz,Gz).
Consequently, Di(hz,Gz) = 0 < s for all n 2 N(i,s). Thus
(hz,Gz) € V and since V is arbitrary and X 1is Hausdorff, we
have hz € Gz. Similarly hz ¢ Fz. Hence hz ¢ Fz N Gz. ]

Remark 1: It is interesting to note that meppings F,G, end h
satisfying the condition

Ht(Fx,Gy) < ay dt(hx,hy) + bt Dt(hx,Fx) + ey Dt(hy,Gy) +
et[Dt(hX,GY) + Dy (hy,Fx}]

for all x,y € X, ay, bt’ Cy, ey being nonnedative real numbers
with 0 < a, + bt + oy *+ 2et <1, will also satisfy the
condition (1.1). Therefore several fixed point theorems for
multivalued mappings in metric spaces due to Iseki [5], Kasahara
[6], Nedler ([10] eand Reich [{11] may be obtained as special
cases of Theorem 1 upon choosing h *to be an identity mapping.
Also, if F=G and h is an identity mapping then the com-
prleteness in the above theorem may be replaced by F-orbital
completeness (cf. Ciric [1}). Theorem 1 remains valid if
Hi (A,B) is defined for all A,B € CL(X). Hence Circic’s result
([1], Theorem 2) is also obtained as a special case of the above
theorem upon choosing F = G and h an identity mapping on a
metric space X. The following corollaries are also easy conse-
quences of Theorem 1.

Corollary 1: ([9], Corollary 1}). Let X be a complete uniform
space and let (F,G3) be a pair of multivalued mappings from X
to 2x satisfying condition (1.1) with h being an identity
mapping on X. Then F and G have a common fixed point in X.
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Corollary 2: Let (X,u} be an uniform space, and let f, g, h:
X —> X  be mappings such that f£(X) U g(X) € h(X) end for each
t € I, there exists nonnegative real numbers a, bt' Sy, €y
with O < a, + bt + oy +~2°t < 1 such that

d, (fx,gx} € a dy(hx,hy} + by d,(bx, fx) + ¢ dy (hy, &y}
+ e, fdg (hx,gy) + di(hy,gx}]

for all x,y € X. If h(X) 1is a complete subspace of X and h
is commuting with f and g, then f, g and h have a unique
common fixed point.

Remark 2: Corollary 1 generalizes a result of Kubiak [7] which
itself includes end improves meny results including <those of
Singh and Whitfield {12].

Theorem 2: Let (X,u) be a uniform space, and 1leét F, G:

X — BN(X) and h: X—= X be mappinds such that
F(X) UG(X) & h(X). Suppose for each t € I, there exists a
number qy € (0,1 such that

64 (Fx,Gx) € qp max{ d (bx,hy}, H(hx,Fx), Hi(Hy,Gy),
" ] (2.1)
1 [Hy(bx,Gy) + Hy(hy,Fx)] }

for all x,y € X If h(X) is a complete subspace of X and h
is commuting with F and G, then F, G and h have a unique
common fixed point.

Proof: Let U € u be arbitrary. Since B’ is a base for u,
there exists V(t,r) ¢ B’ such that V(t,r) € U. Define
singlevalued mappings f, g€: X —> X such that fx € Fx and
gx € Gx fog all x € X and dt(hx,fx)'> q:t Ht(hx'Fx)’
dy (hx,gx) > a.* Hy(hx,6x) for some a, and b, in (0,1). Note

by

that q:t, 9 7 Q-

We have
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dy(fx,gy) < 8 (Fx,Gy)
< qp max{ d,(hx, hy}, Hg(hx,Fx), Hg(hy,Gy),
1 (Hy(bx,Gy) + H(by,Fx)] }.

Therefore one of the following relations holds:

dy(fx, gy} < q d(hx, hy) (2.2}
1-a,
dt(fx,gy) < tht(hx.Fx) < q dt(hx,fx) (2.3)
1-by
di(fx, gy} < q4H, (hy,Gy) < q, d; (hy, gy) (2.4)
dy(fx.8y) < } ag[H (hx,6y) + Hy(hy,Fx)]
< 1 aylag Bdy(hxby) + d, (hy,gy)
ZI qt qt t s DY t Y. EY
—-a.
+ qt t<dt(hy,hx> + dy (hx, )]
< i (q Lot qt t)d (hx,hy) + Yap L dy (hx, £x)

- (2.5)
3 1-b

+ 79 t dy (by, gy)

Since f£(X) U g(X) € F(X) U G(X) € h(X) and

1- 1-b
0<ap ap o T,

1-ay

l-a 1-b
Yaap U+ J(a qt Pty 1,

0 < i(qt

it follows from Corollery 2 that in each of the cases (2.2) -
(2.5) f, g, and h have a unique common fixed point, say =z,

Then O = dt(hz,fz) > q:t Ht(hz,Fz). Hence Ht(hz,Fz) <r and
consequently, (hz,Fz) € V(t,r) € U.

Since U is arbitrary and X is Hausdorff, it follows that
hz = z ¢ Fz. Similarly, =z € Gz. Hence hz = 2z ¢ Fz N Gz. The
uniqueness of 2z as a common fixed point of F, G and h can
be easily verified.
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Remark 3: Mappings F, G and h satisfying the condition
6 (Fx,Gy) < at[Ht(hx,Fx) + Hi(hy,Gy)] + by [Hy (bx,Gy) +
Ht(hy,Fx}] + ctdt(hx,hy),

where x,y € X, t €1 and ag, bt’ ¢, are nonnedative real
numbers with 0 < Zat + th + th <1, also satisfy condition
(2.1). Thus in case hx = x for all x € X and F =qG,
Theorem 2 presents a stronger version of Iseki {5, Theorem 2].

Theorem 3: Let (X,u) be a complete uniform space. Suppose
F, G: X — BN(X) and h: X - X are mappinds such that
F(X) U G(X) € h(X) and for each t € I, there exists a real
nunmber q € (0,1) satisfyingd

B (Fx,Gy) < qp max{ d¢(hx,hy), B (hx,Fx}, S (hy,Gy),
(3.1)
} D (hx,Gy) + Dy(hy,Fx)] }

for all x,vy € X. If h(X) is a closed subspace of X, then
F, G, and h have a coincidence point.

Proof: Let U € u be arbitrary, and let V(t,r) ¢ B’ be such
that V(t,r) € U. Now pick an X, € X. We may assume that
64 (hx,Fx ) > O. Since q:tst(hxo,Fxo) < St(hxo,Fxo) for some
ey € (0,1), in view of the fact that F(X) U G(X) £ h(X), we mey
choose a point hxl € Fxo such that dt(hxo’ hxl) ?

. -8y :
qttst(hxo,Fxo). Therefore St(hxo,FxO) < q dt(hxo’hxl)' Simi-
larly we can choose & point bx, C‘le such  that
St(hxl’le) < qtatdt(hxl, hxz). Continuing this process we can
.select a sequence {xn} such thet hx2n+1 < FxZn and
hx2n+2 € Gx2n+1 and

-a, .
st(thn, szn) < q,t dt(thn; thn+1);
ey
St(hx2n+1,Gx2n;1) < qt dt(hx2n+1,hx2n+2).
From (3.1),
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dy(hXan41:DXons2) € By(FXgp, Oxpnyy)
< qgmax{ dt(hXZn’hx2n+1L
By (hXg, FXgp)s By (hXg,,1,6Xgn,1),
30Dy (hxgp, Gxpp,107 3.

Therefore one of the following relations holds

dt<hx2n+1’hx2n+2) < 9 dt(hXZn’hx2n+1L
dy (hxppy1shXon40) €y Sy(hxyn, Fxp,)

1-a,
€y Tdy(bxg,hxp, ),

Ay (hxy, 12 0Xp,0) € ay BplhXgy,1,6Xg) 1)
1-a,
< 9 dt(hx2n+1’hx2n+2)’

1
dt(hx2n+1’hx2n+2) < 59 Dt(hXZn‘Gx2n+1)
< 3oy dylhxg, by o)
1
< 29pldp(hxpn, hxonsy) + dy(bXgn,y.bXon,0)1
Hence
dy(hXgy, 1o hXgp,0) € Py dy(hxg,, Xy, ,q)
—a,

1
where py = max{ q., q » 9p/2-qp } < 1.

Similarly dt(hx2n+2’ hx2n+3) < py dt(hx2n+1' hx2n+2). Therefore
{hxn} - is° a Cauchy sequence and converges to some point

b € h(X). Hence there exists a point 2z € X such that hz = b.
So it follows from
St(hz,Gz) < dt(hz,hx2n+1) + St(hx2n+1,Gz)
< dt(hz,hx2n+1) + 6 (Fxy,,G2)

< dt(hz,hx2n+1) +oqp max{ dt(hXZn,hz),
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By (bxy, . Fxy, ), §,(hz,Gz),
30D, (hxy,,G2) + Dy (ha,Fxy )] }
< dy(hz,hxy,, () + agmax{ d (hx, ,ha),
-ay

qy ~ dy(hxg. . hxgy, 1), 6y (hz,G2),

31d, (hxy,, hz) + 6y (hz,Gz) + dy(hz, hxy, )] }
that ©.(hz,Gz) = 0 < r. Consequently, (hz,Gz) € V(t,r) < U._U
being arbitrary and X  being Hausdorff, it follows that
hz € Gz. Similarly hz ¢ Fz. Hence hz € Fz N Gz.

Remark 4: If h is an identity mapping in Theorem 3, then ¢the
above theorem generalizes a result of Ciric [1, Theorem -3].

Theorem 4: Let (X,u) be a complete uniform space. Suppose X
is bounded and F,G : X — B(X), h : X — X eare mappings such
that F(X) U G(X) < h(X) and for each t € I, there exists a
number 9 € (0,1) such that for all x,y € X

6, (Fx,Gy) < q max{ dy(hx,hy), (hx,Fx), 5y (by,G),

By (b, 67), By (by,Fx) ). (4.1)

If h(X) 1is a closed subspace of . X and h is commuting with
F aeand G, then F, G, and h have a unique common fixed point.

Proof: Let + € I be arbitrary. It follows from (4.1) that ‘if
Xx€A and y €B for A, B € B(X), then

6, (FA,FB) < g, max{ 5, (hA,hB), §,(hA,FA), 6,(hB,GB),
6,(hA,GB), ©,(bB,FA) }. 04, 20

Since X is bounded, we note that
ky = sup { 6.(A,B}: A, B € B(X) } < w.
Now we shall prove that

6, (FPG"A, FPG"B) < qfk, (4.3)
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for A,B € B(X) and n =1, 2, 3,... . Since F, G, and h are

commuting, we have

5, (FGA, FGB) = ©, (FGA, GFB)
< a max{ 5, (hGA,hFB), 5, (hGA,FGA),
6, (hFB,GFB), 6,(hGA,GFB), S, (hFB,FGA) }

< apgky

Therefore (4.3) is true for n = 1. Suppose it is true for

n = m. Then we have
6, (F1* g+l putlgitlp) = 5 (F(F"g™*1a), a(g"F™*1p)).
Now applying condition (4.2) and a simple calculation, we get

6, (FO*1gm1a Ftlgn*lpy < o maxt &, (FUG™(GhA), FUG™(FhB)),
6 (Fa™(GhA), FG™(FGA) ),
5, (F"G™(FhB), F'G"(FGB) ),
6, (FUG™(GhA), F'G™ (FGB)),
&, (F'G™(FhB), F'G"(FGA)) }.

Therefore
5, (FUtlgntly putleuilpy ¢ g o'k, = o™lk,.

Hence by induction, the relation (4.3) is true for all n =
2, 3,

For e > 0, choose a positive integer N such that qgkt <
Then from (4.3) we have

St(FnGnA,FmeB) <e for all mn» N and A,B ¢ B(X). (4.

With a fixed A € B(X), choose a point hx, ¢ FPG®hA  and
point hx, ,; € F'6"*lhA for n =1, 2, ... . Such a choice
rermissible as F(X) U G(X) £ h(X). Then

n n 1
dy (hxg  hXy 1) € 6 (FPG™(hA), FG"(GhA)) < apky

and .
1~0 NAN 141
de (hxy, 1, bXgp,0) € B (F G (GhA),F G (FGhA)) < qtkt,_'

(4]

4

is
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Therefore ‘{hx,}7_, is a Cauchy sequence in h(X) and hence
hxn —> b for some b € h(X). Hence there exists a =z ¢ X such
that hz = b. Let i € I be arbitrary. Then

Si(hz,Gz) < di(hz,hxzn) + Si(hxzn,Gz)
nAn o
< di(hz,hxzn) + Si(F G hA,Gz).

Now using condition (4.2) we get

6, (hz,Gz) € d;(ha,hx, ) + q; max { 5; (F271GPhhA, ha),
& (F2 g% L(gnna), FPehha), 5,(hz,Ga), (4.5)
5; (F*"1ghna, 6z), 5, (hz, F2G"hA) }.

Also,

J2re) ¢ J9¥e) 4]
6; (bz, FPGPhA) < d; (hz,bx, ) + §; (hxy,, F'G hA)
o, Javels]
< d;(hz, hxy ) + 5; (F'G"hA, F'G hA)
<e/2 +¢e/2 =¢ for all mn2> N

follows from (4.4) and the fact that hxzm —» hz. Hence for all
n » N,

Si(hz,FnGnhA) < €. (4.6)
Similarly it can be proved that

§; (hz, F"16%mha) < e,
&, (hz,F G hA) < e (4.7)

for all n » N. Therefore from (4.5) - (4.7}, it follows for all
n 2 N that

Si(hz,Gz) < & + qimax{ &, €& Si(hz,Gz), Si(hz,Gz) + E, € }.

Hence  §;(hz,Gz) < (1 + q)(1 - q;) e, Since & >0 s
arbitrary and X is Hausdorff, it follows that {hz} = Gz.
Similarly {hz} = Fz.

Now we shall prove that hz = hhz. Let Jj € 1 be arbitrary.
Then
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dj(hhz,hz) < dj(hhz’hxzn) + dj(bxzn,hz)
nen
< dj(hhz,hXZn) + dj(F G"hA, Ghz).

Using condition (4.2), it follows that for all n > N

jme.x{e, g, 0, ¢, € }

= (1 + qj)e.

dj(hhz,hz) €€ + g

This proves that hz = hhz. Thus hz is a common fixed point of
F, &G and h. The uniqueness of hz as a common fixed point of
F, G, and h cean be easily verified.

Remark 5: The above theorem deneralizes the results of Fisher
{2, 3, 4). In fact, the main theorem of Fisher [3] can be obtai-
ned as a special case of the above theorem by choosing X to be
a metric space and h an identity mapping on X.
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Rostock. Math. Kolloq. 40, 71 - 82 (1989) 62F12
62F25
Hartmut Fischer

Stichprobenumfangsbestimmung filr Konfidenzintervalle
hbherer Ordnung

1. Einleitung

Maximum-Likelihood-Schétzer gehren zu den wirksamsten Schétzern
von Parametern einer Verteilungd. Sie werden deshalb oft zur
Konstruktion von Konfidenzintervallen benutzt. Die vorliedende
Arbeit bezieht sich auf kontinuierliche Verteilunden Pe mit
einer Dichte f(y:9), 9 sei der p~dimensionale Parametervek-
tor, p > 1. Dann ist bekannt, daB unter gewissen Regularitéts-
bedingunden die Verteilung der ZufallsdrtBe En = fﬁ(én—eo)
schwach gegen eine Normalverteilung mit Erwartungswertvektor
SO...,O)T( rP und Kovarianzmatrix 1_1(60) konvergiert, wobei
Qn eine Maximum-Likelihood-Schétzung von eo ist' und 1(90)
die Fishersche Informationsmatrix bezeichnet. Diese asymptoti-
sche Normalverteilung wird oft zur Konstruktion von Konfidenzin--
tervallen denutzt, ohne jedoch zu berlcksichtigden, daB dieses
Vorgehen nur asymptotisch zulidssig ist, das heiBt, daB8 das
Konfidenzniveau nur fir n—>«» eingehalten wird.

Eine Mtglichkeit,die Asymptotik zu verbessern, bieten die Edge-
worthentwicklungden. Dabei werden zur asymptotischen Normalver-
teilung noch Korrekturterme addiert, die mit Potenzen in
versehen sind.

Unter 2. wird auf die alldemeine Herleitung einer Edgeworth-
entwicklungd eindedanden und das spezielle Vorgehen bei der Ap-
proximation der Verteilung eines Maximum-Likelihood-Sch&tzers
erlautert.

Im 3. Abschnitt wird davon ausdeganden, daB eine eindimensionale
Eddeworthentwicklung zweiter Ordnung zur Verf()gung steht. Diese
wird benutzt, um Quantile gleicher Ordnung zu ermitteln.

Solche Quantile hbherer Ordnung finden dann in 4. Verwendung bei
der Stichprobenumfangsbestimmung fiilr Konfidenzintervalle des
Parameters 60 (p = 1) bzw. einer seiner Komponenten (p > 1).

n
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2. Allgemeine Herleitung der Edgeworthentwicklung

Es sei {Zn}n>1 eine Folge unabh#ngig und identisch verteilter,

r-dimensionaler Zufallsvektoren mit
- _ 1yT™n
w = EZ; , Z=2)0.4% - (2.1)
Wir betrachten jetzt die Statistik
W, = W(H(D)-HW)] | (2.2)

wobei H eine reellwertige mefbare Funktion auf dem RY ist.

Z habe endliche Momente zweiter Ordnung,und H sei stetig
differenzierbar in einer Umgebung von u. Es ist hbekeannt, daB
dann En asymptotisch normalverteilt ist mit Erwartungswert O

und Varianz 62 = JHZJE , wobei JH den Gradienten von H an

der Stelle p und X die Kovarianzmatrix von Zl bezeichnen.
Es wird vorausdesetzt, daB 62 positiv ist. H sei (s-1)-mal
stetig differenzierbar in u. Ersetzt man H(Z) in der Stati -
stik ﬂn durch deren nach dem (s-1)-ten Glied abgebrochene

Taylorreihe an der Stelle u, 80 erhdlt man die Nsherung W
von ﬂn. Die Kumulanten *; n vou W haben die Struktur

xyn = gy (D62 + Y52 0742, 4m1,.,s, (2.3

wobei IM(x) die Indikatorfunktion bezeichnet. Die ”ji hingen
nur von den gemischten Momenten des Vektors Z-u ab, die sich
‘aus den Momenten von gl berechnen lassen, und von den Ablei-
tungen von H an der Stelle p hichstens bis zur Ordnung s-1. Es
ist leicht zu sehen, daB fiir gerades Jj nur gerade und fiir unge-
rades J nur underade Potenzen von in der Entwicklung (2.3)
auftreten.

Wenn men im Ausdruck exp(¥n Cwa(t)) den Logarithmus der cha-

n

rakteristischen Funktion von Eﬁ in eine Reihe entwickelt und
nlch dem s-ten Glied abbricht, so erh#lt man

2 o sand
(100 1+ G (ng 167 + X 5gEHo 0 sxe(F6hD)
(2.4)

als eine Approximation der charskteristischen Funktion von Eﬁ.
Entwickelt man den ersten Exponentialfaktor nochmals in eine
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Potenzreihe, setzt die x5 a ein und ordnet nach Potenzen von

&> SO erhilt man den Ausdrﬁck

(1 + 3522 o %21 (it)) wen(§6%t2) (2.5)

wobei die Tk Polynome sind, deren Koeffizienten sich aus den
Bji ergeben und damit nicht von n abhéngen. Die formale
Edgeworthentwicklung Qs~2,n der Verteilungsfunktion Qn von
ﬂn ist bestimmt durch

¥

i<
s—Z,n(x) :_w I ws—Z,n(u)du 2

(2.6)
¥g-2,n{¥} = (1 + Ziﬁ nﬂk/sz(-a%}} @(u;62) ,

wobei ¢(u;62) die Dichte einer Normalverteilung mit Erwar-
tungswert O und Varianz 62 bezeichnet. Die Tk(—a%} sind
Differentialoperatoren, bei deren Anwendung sich die Korrektur-
rolynome der Edgeworthentwicklung ergeben. Es ist 1leicht =zu
sehen, daf die Fouriertransformierte von ¥ gerade (2.5)
ist.

s-2,n

Definition 2.1: Eine Entwicklung der Form (2.6) mit q = s-2
heiBt Edgeworthentwicklung der Ordnung g der Verteilungsfunktion

*n von ﬂn, falls

¥ 00 =¥ (0 4 o(rl—Q/z} (2.7)
gilt fiir n — w.

Bemerkung 2.1: Analoges Vorgehen fiihrt bei einer vektorwertiden
(p-dimensionalen) Funktion H 2zu einer p-dimensionalen Edge-
vorthentwicklung der Verteilung des Vektors En. JH ist dann
eine Matrix von Ableitungen vom Format pxr. Die Summanden in
(2.4) sind Multilinearformen, wobei das teml durch TR  und
6 durch die asymptotische Kovarianzmatrix von ﬂn vom Format

PXp 2u ersetzen sind. Die Kumalanten x5 n sind Tensoren der
: ) S .

Ordrung j mit xj,ﬁ € BPJ , 3 =1,..,8, und die Komronenten von
’j,ﬁ sind die gemischten Kumulanten j-ter Ordnung von ﬂﬁ. Sie
sollen entsprechend ihrer Indizierung in den Gitterpunkten
eines j-dimensionalen Wiirfels mit Kantenldnge p angeordnet sein.
Das Intedral in (2.6) ist ein Mehrfachintegral, und die Tk sind
Differentialoperatoren mit partiellen Ableitungen nach p Vari-
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ablen.

Bemerkung 2.2: Wir wollen jetzt die Struktur der formalen Edge-
worthentwicklung einer .eindimensionalen Randverteilung von En

bestimmen. Fur p > 1 sei mit En die i-te Komponente von En
bezeichnet, 1€¢{1,..,pr}. In der obiden Anordnung der Komponen-
ten von xj,ﬁ steht jeweills ean der i-ten Stelle der Raumdia-
gonalen die j-te Kumulante ;j,ﬁ von Bﬁ. Den Logarithmus der
charakteristischen Funktion von Qﬁ erh3dlt man, indem <T = tei

gesetzt wird, tcml, e; der i-te Einheitsvektor im RP. Berech-
net man mit diesem T die in Bemerkung 2.1 beschriebenen
Multilinearformen, so reduzieren sich diese zu gewdhnlichen
Produkten wie in (2.4), wobei dann in (2.4} die “j,ﬁ durch
ij,ﬁ und 62 durch die asymptotische Varianz 62 von @n 2u
ersetzen sind. Der weitere Weg bis zur Bestimmung der Edge-
worthentwicklung entspricht dem in (2.4) bis (2.6) vordezeichne-
ten. Damit sind wir in der Lage, Eddeworthentwicklungen eindi-
mensionaler Randverteilungen zu bestimmen, ohne die p-dimensio-
nale Entwicklung zu kennen, deren Existenz Jjedoch vorausgesetat

werden mufB.

Edgeworthentwicklungen von Verteilungen von ZufallsgrdBen der
Form (2.2) lassen sich aber nicht nur fir explizit gedebene
Funktionen berechnen, sondern auch fir implizit gedebene B,
weil nur die Ableitungden von H an der Stelle u, die sukzes-
sive ermittelt werden k¥nnen, in deren Berechnung eingehen. Z.B.
sei H(Z) = @n s @n der Maximum-Likelihood-Schitzer des P-
dimensionalen Parametervektors 90 einer Verteilung mit der Dich-

te f(y;ﬂo). Sei jetzt

£,(3:9) = D’Unf(y;0,) , (2.8)
wobei
o’ = alvl
vl vp ¢
30,7..30,
LIS STRETL 0 B L PO L R 2
fvf = Vit Y, wt = vl!..vp!

p¥ ist also ein Differenzialoperator beziiglich des Parameter-
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vektors 9. Desweiteren sei {!h}nkl eine Folge unabhingiger Zu-

fallsgrifen mit der Dichte f(y;eo). Dann erhilt man fiir die p
Loglikelihoodgleichungen '

o=1y8 f (Ys®) ., il (2.9)

deren Lbsungen die ML-Schitzungen én 3 sind. € bezeichnet

dabei den j-ten Einheitsvektor im RFP. Werden die " Gleichungen
in eine Taylorreihe an der Stelle 60 entwickelt, so ergibt
sich

. 1yTn
0=y % T, -1’905

(8-84)”
* Ivl ( nE: = fe.+v(¥i;90)__§7_‘~'} + By, 590 (2.10)
= 5 5-1 = to= eo)v 3 i
= gej vl =1 zer —T— * B, 38, =L,

wobei die z , 1€{x|<s, die Komponenten von I bezeichnen. Die
Dimension dieses Vektors betrisgt

= Y5 ("FY . (2.11)

wobei der k-te Summend die Zahl der verschiedenen rartiellen
Ableitungen k-ter Ordnung bei p Variablen angdibt. Die r
Komponenten von w = EZ = EZ; =ind also

» = EE,(Y594) ,  1€|vi<s, (2.12)

Vernachlissigt man das Restglied in (2.10), so erhdlt man

(9-64)" _
NjX.0) =x, + 3 5oty ap=F— 28, Bk (2.8

als Aproximationen der rechten Seiten der p Gleichundgen in
(2.9) in den r+p Variablem X =2 und 9. Mit 9 = H(X) ist
durch (2.13) eine implizit gegebene Funktion H erklsrt, deren
Ableitungen im Punkt o 2zu berechnen sind, wobeil H(u) = eo
gilt. Damit ist ein Vordehen gems (2.2) bis (2.6} auch fir
Verteilungen von Maximum-Likelihood-Schitzern prinzipiell mbg-
lich. In {1] sind Bedingungen dafiir angdegeben, daf} die auf diese
Weise formal hergeleitete Entwicklung sauch tatsichlich eine
asymptotische Entwicklung ist, das heiBt, daB die Differenz



zwischen der Verteilungsfuhktion von En = Tﬁ(én—eo) und der zu
ermittelndent Ndherungsfunktion von der Ordnung O(n—(s—Z)/Z)

ist. K

3. Asywptotische Entwicklungen fiir Quantile

Die foldenden Uberledungen gelten nur fir eindimensionale Ver-
teilunden von Maximum-Likelihood-Schitzern bzw. eindimensionalen
Randverteilungen. . Deshalb stehen im weiteren En und 62 auch

gleichzeitig fur ﬁn und 62 (siehe Bemerkung 2.2).

Bemerkung 3.1: Wir bezeichnen mit Yn die standardisierte Zu-
fallsgréfe

¥ = éﬂn = ig(én_eoj ’ (3.1)

ihre Verteilungdsfunktion mit Fn und die zugehdrige Edgeworth-
entwicklung gq-ter Ordnung mit Fq n

Folgerung: Damit ergibt sich foldender Zusammenhang zwischen der
Verteilungsfunktion' ¥, von W, wund LA

¥ (0 = F(§ = Fq,p[éj + o[n™E) . (3.2)

Bemerkung 3.2: Eine Edgeworthentwicklung gq-ter Ordnung der
Verteilung einer standardisierten ZufallsgroBe Yn der Form
(2:.8) 1388t sich in eine Edgeworthentwicklung g-ter Ordnung der
Form

Fon(¥) = &) - ey gy o *2p (v) (3.3)

ilberfithren, wobei die Pk Polynome sind, deren Koeffizienten
sich aus der Anwendung der Differentialoperatoren Tk(—a%) anf

w(u;Szi ergeben. Man erhdlt sie also aus den Koeffizienten der
TR und denen der Hermite-Polynome. &(y) bezeichnet dabei die
Verteilungsfunktion der Standardnormalverteilung.

Folgerung: Fir q = 2 erhdlt man eine eindimensionale Edge-
worthentwicklung zweiter Ordnung der Gestalt
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Fp n) = &%) - o (g Py + 23 (3.4)

wobei

2

Pl(Y) = dzy + dO >

5

Pz(y) d5y + d3y3 + dly
gilt (siehe z.B. [2]).

Wir wollen Jjetzt die KorrekturdrdBen der Entwicklungen zudehd-
riger Quantile gleicher Ordnung bestimmen.

Definition 3.1: Eine Entwicklung der Form

Yo nld) = Q8 + 3 2y 0 %2q (v) (3.5)
heifit Cornisb-Fisber—Entwicklung der Ordnung q (oder Quantil

qg-ter Ordnung) fir das y—Quantil yn(x) der Verteilungsfunktion

Fn’ falls gilt

Fp(¥q, (¥} = ¥ + ofn™¥%) . (3.6)

Satz 3.1: Gegeben sei eine Edgeworthentwicklung der Gestalt
(3.4) einer Verteilungsfunktion Fn' Dann ist

Yo, n(8) = Q9 + 3£ @ (9 + a0 (3.7)
eine Cornish-Fisher-Entwicklung zweiter Ordnung, wobeil

4

Q,(¥) .

Q (¥} = Pl(zx) F
(%) =.e5z3 + e3z$ + ez
mit
ey = dg - 3d5 , ey = dg + 2d5 - dpd, ,
ey = d; + 2dyd, - 2dZ .

Dabei bezeichnet z, = Q_I(Y) das y-Quantil der Standardnormal-

verteilung.
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Beweis: Wir setzen 't = 1% und machen den Ancatz

vit) = Q) + 1@, (%) + tQ,(y) . (3.8)
Wir wollen jetat Qi(x), i=0,1,2, so bestimmen, dad

F(y(t)) = ¥ + ot?) (3.9)
gilt. Dazu betrachten wir die Funktion

L{t)

i}

Fp o (¥(t))

1

By () - @t} [tPy(v(1)} + £8P,y (L) . (3.10)

Es ist also L(t) = ¥ + oft?)
Damn ist L(O} = &(Q,(¥}} = ¥ , also

sy = #7105y = 2, . (3.11)

Im folgenden werden Ableitungen nach t gebildet, zum Teil
unter Anwendung der Kettenregel, wobei die Argumente auf der
rechten Seite weggelassen werden. Zur Unterscheidung bezeichnen
wir die Ableitung nach %t mit einem Punkt und die nach y mnit
einem Strich. Denn ist

Lv) = oy - ¢ y(tPyst?p)) - o(PistPiyeaep t?ryy) L (3.12)

Nun erhalten wir durch Koeffizientenvergleich an der Stelle
t = 0 die Gestalt von @(¥). Man beachte, da8 y(0) = Q,(¥) ,

¥(0) = @;(¥) und ¥(O) = 2Q,(¥) gilt. Somit ist

L(0) = ¢(Q,(¥))Qy(¥) - @(Q,(¥))P(Q,(¥)) =0,
also

Q(¥) = Py(zy) . » (3.13)
Auf enaloge Weise erhdlt man @Qy(¥) durch Bildung der zweiten

Ableitung von L(t). Es gilt

L(t) = w';z ¥ ¢; - (¢"§2+m‘;](tP1+t2P2)
- 20"y (Py+tP y+2tP,+47P5y) (3.14)
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AP e Py P .- N L S
- ¢(Py7+P v +tP Y +tP v 42Py 42t P b+ 2t Py +£ 25y 24 1 2Pyy)

Somit ist
L(O) = ¢’} + 2¢0Q, - 2¢'Q;P; - ¢(2Pia,+2P,)

i

o' (-PZ) + 20(y-PiP,-P,)

2 . .
o(agPf + 2{ay-PiPy-Py)) =0,
also
Q(¥) = Py(z,) + Pi(2,)Py(z.} - 42 Pi(z,) . (3.15)

Setzt man die Darstellung (3.4} von P1 und Pz in (3.15) ein
und ordnet nach Potenzen von =z so liefert das die Behauptung.

"
Folgerung: Es gilt

P(Y<vp o6 =¥ + of}) . (3.16)
wobei

Yo, ul¥) = 7, + gk af(z) + 2afay) (3.17)

wit Qf = Qo4 , i=1,2, Q; gemdd (3.7).

4. Bestimmung des notwendigen Stichprobenumfangs fiir
Konfidenzintervalle vorgegebener Linge

Definition 4.1: Das zufdllige Intervall

B = B(1-e,9,,d) = R} , @0, (4.1)
heift Konfidenzintervall zum Niveau 1-o, falls gilt
P(eocg) = 1o . (4.2)

B habe die Form

n

(a) (8,-d, 4} (4.3)

(b} B

=0

it

(=0, B +d) (4.4)

oder
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8,+d.) »  d, +d, =2d, (4.5)

(¢} By = (8 wt 4

ndy
sei also ein nach oben offenes, ein nach unten offenes bzw. ein
zweiseitiges Konfidenzintervall zum Niveau l-o. Fiir §2 sei
insbesondere verlangt, daB es symmetrisch beziiglich o« ist, das
heiBt, es soll

P(8y<8,-d,) =% » P(6,°8,+d,) = % (4.6)

gelten.
Auf Grund der Konsistenz von Maximum-Likelihood-Schétzern exi-
stiert ein minimales n mit (4.2).

Definition 4.2: n, = n{(q,B) , qQq=0,1,2,... , (4.7)

heift minimaler Stichprobenumfang q-ter Ordnung fiir das Konfi-
denzintervall B, falls in (4.2) bei der Berechnung des notwen-
digen Stichprobenumfands n das Quantil yh(r) der Vertei-
lungsfunktion Fn von Yn ersetzt wird durch dessen Cornish-
Fisher-Entwicklung gq-ter Ordnung yq,n(v), q2 1. Fir @ = O wird
yn(r) durch das Quantil der asymptotischen Normalverteilung

von Yn ersetzt.

Satz 4.1: Den minimalen Stichprobenumfang q-ter Ordnung n_,
q =0,1,2, erhdlt man fiir Konfidenzintervalle der Form (4.3),
(4.4) bzw. (4.5) aus den Gleichungen

(1) Q=0: t=u, n_ = t%,

(o]
(i) a=1: t2 ~wt-v=0, 0, n; =1t?,
(iii) a=2: 3 -uw? -vt-w=0, 0, 9n,=t?,
mit
u :'g L v = g Qf(zv) bzw. v =0 in (c),

-
_ 6 A%
w = A Qz(z,‘.) 3
wobei in

(a)*:l_‘l: A:da

(by ¥

1
Q

>
1
&
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(e) ¥=1%, 8=4d

gilt. In (ii) und (iii) kann es durchaus vorkommen, daf keine
L8sungen existieren. Gibt es mehrere, so wihle man die kleinste
positive Ldsung.

Beweis: (a) Der Stichprobenumfang n mu so gewdhlt werden,
daf

P(8y€B,) = P(8p>8,-d) = P(§,-8<d) = F (§1) = 1-= ,
also
§18 = vy (10 (4.8)

€ilt. Gem#B Definition 4.2 bestimmen wir n_ aus der Gleichung

Q

- §yg p(1) = 0. (4.9)

Sei Jjetzt t = 1n . Setzt man fir Yo i nach (3.5) baw. (3.17)

ein und multipliziert jeweils mit %%, so erh#lt man die im Satz
genannten Gleichungen ersten, zweiten und dritten Grades.

(b) Analog sind die Umformungen fir Eu. Man erhidlt

m o+ qu’n(oe) = 0. (4.10)

Die weiteren Uberlegungen sind entsprechend.

(c) Aus der Forderung (4.6) erhilt man die Gleichungen

du o dO o
gh=y,(15 , g =y, (3, (4.11)
wobei
+d

Yp(1-3) - v (%) = ,——6—9 2

gelten soll. ng wird also aus der Gleichung

o - Qg(yq,n(l‘%) - yq,n(%)] =0 (4322

ermittelt. Man beachte, daB Zp T “By_y - QT(—Z) = Q:(Z) und

QZ(—Z) = ~Q;(2) gilt. Das weitere Vorgehen ist analog.

Folgerung: Wegen v = 0 gilt in (c¢) ny = o, . Die Werte fir
du und do gewinnt man aus (4.11), wobei fir n das zuvor
berechnete ng eindesetzt wird.

81



Bemerkung 4.1: Die asymptotische Varianz habe die spezielle
Struktur 6 = heo , wobei h eine Konstante ist, die fir p > 1
auch von den anderen p-1 Parametern abhinden kenn. Die Grige
v = d/eo kann als relative Abweicbung vom wehren Parameter 60
angesehen werden. Es ist also 6/d = h/v . Man kann demnach 6/d4
durch h/v in allen Gleichungen zur Bestimmung von n erset-
zen. Somit ist der minimale Stichprobenumfang q-ter Ordnung
nicht mehr von d und 90 einzeln abh#ingig, sondern nur noch
von ihrem Verhiltnis v.

SchluBbeuwerkung: Weil nach dem minimalen n gesucht wird, kommt
man zZwangsliufig in die Bereiche, wo die Eddeworth- und die
Cornish-Fisher-Entwicklungen auch schlechte Approximationen lie-
fern. Trotzdem zeiden Vergleiche mit Simulationsergebnissen bei
der Weibullverteilung (bisher unverdffentlicht), daf diese Art
der Stichprobenplanung zu besseren Erdebnissen fitlhrt, als wenn-
man nur die asymptotische Normalverteilung benutzt.
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A numerical search algorithm for experimental design

1. Introduction
In the recent years there has been paid much attention
to algorithms for the construction of experimental designs which

are optimal for the estimation of the parameter ¥ in models
of the type

y; = &€(t,9) 465, i=1...n. (1)

Here is ¥+ € Q< mP, t €1 and €3 is some error term. Most
work has been done for the case of

¥ —= g(t;, )
being linear, say
g(t;,8) = X(ti)ﬁ

and the D-criterion

t

n
£(t) = 1/det ( 2 XT(t)X(t)),
i=1

where t = (t1 - tn i

Even for this appearently simple case severe difficulties occur
in the minimization. As pointed out by Mitchell {13, the main
problem is to get trapped by one of the numerously existing
local minima of the objective function f. In [2] Cook and
Nachtsheim compared several algorithms for the linear case and
the D-criterion. Most of them consist in some exchanging
strategy which adds and subtracts points to the current
design wusing properties of the determinant and the linea-
rity of ¢&. None of the considered aldorithms was superior
to all others, especially none of them did always find the best
knowvn design.

For nonlinear models an analog of the D-criterion was intro-
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duced by Chernoff {31, first analytical and numerical re-
sults on optimal designs were obtained by Box and Lucas
[4]3. A further sophistication of the D-criterion basing on
curvature measures of the solution locus as introduced by Bates
and Watts [5] was given by Hemilton and Watts [6], but little
attention was paid to the problem of minimizing the computed
objective function.

Raesch, Rudolph and Schimke published in [7] their algorithm
OPREG together with applications to a special growth model and
a variety of optimality criterions derived from the asymptotic
co-variance mabrix. OPREG proved to be very succesful in
finding the (probably) global minimizer in small sized pro-
blems (n € 15, p = 3), but it requires excessively high computa-
tion time even for medium problems.

Our present work is mainly aimed to provide a better understan-
ding of the general problems with searching for optimal expe-
rimental designs, independent of the underlying statistiecs, and
to prorose a specific tool for overcouwing local minima.

It turns out (see Sec. 2) that for objective functions in expe-
rimental design typical (local) minimizers exhibit only few
different components. Basing on this fact we define in Sec. 3 a
map U from the domain C = I® of the objective function f into
its power set. This map is used lateron in order. toc enlar-
ge the neighbourhoods of points, especially it selects candi-
dates for a restart if the minimization reaches a local minimum.
The 1idea is as follows: we start with some minimization
algorithm which terminates if we find a t € C with

3 O-open, t €0 VETcO f(t) < £(%). (2)
But now, we strengthen the condition for termination demanding
3 O-open, £t €0 VTecOUUH® £(x)< (). (3)

If (2) is valid but (3) is not then we swich from our initial
minimization algorithm to a supplementary algorithm for the
minimization of fiU(t) and restart at the minimizer. Hence

the risk of getting trapped in & local minimizer decreases at
the cost of a more expensive search.

It turned out that for our map U: C —> ZC the above algo*
rithm renders the search for optimal experimental designs very
economic and removes the problem of finding “"wrong" minima to a
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practically sufficient dedree. Furthermore, for certain problems
it finds even the global minimizer (see Sec. 5).

2. The objective function for experimental designs

For most applications the optimality criterion is based on the

so called asymptotic co-varisnce matrix. Let t € C = IR be an
experimental design, then
n
F(t)= 3 [aradg g(t;,9)17 grady a(t;,8,) € ROF (4)

with a given a priori information 00 is called the Fisher
information matrix of + and its inverse

vty = F iy, (5)

if existing, is the asymptotic co-variance matrix.

Commonly used criterions are det(V), +tr(V) , and vii’
(i=1...p} (cf. [8]).

Hamilton and Watts wodify det(V) by adding a term contai-
ning second derivatives of the model function at t and 4y
(cf. [6]).

Note that t —— F(t) is fully symmetric, hence all crite-
rions basing on V(t) are so, the criterion from [6] is fully
symmetric as well. Further, smooth model functions yield
smooth objective functions. Denoting T(t) = {t; ,..., t, }, we
see that F(t) becomes singular if {T(t){ < p. For such de-~
signs the objective function becomes infinite. We mey assume
the model function to yield finite values of the criterion
otherwise.

Hence, in general, we deal with the following problem

f(t) = Min ! (8)
with a smooth f: C —> R® satisfying

£(t) = £(n(t)) (7
for any permutation = € S(n) and

f(t) = 4w iff [T(t}] < P (8)

with some p, 1 < p € n.
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Of course, f
its winimum on the diagonal

D={ (7, PR B B S S

which is obviously not true.

convex even on S < C,

S={tecC}| ty<t,< ...

consequently the possibility of restricting f to S

much advantageous.
For the following
val  [x, xu] R and P
be the hyperdiagonal

cannot be convex on C

assertion we assume

since it then would teke

B C‘
Further, f 1is in gdeneral not
<t }. (8)
is not to

I to be the inter-
3. Further let Dnl nz, ny + ny, <,

ttec = = tn1 = Xy tn1+1 = = tn1+n2 = X
Fn1+nz+1 = =%, 1 ~
Assertion 1: For p =3, I = [xl, xu] <R end eeach pair of
positive integers ng, Ny with ny +n, <n there exists a
critical point of f on Dn -
1%
Proof: If we introduce in the actual tandent space to .C at
some inner point of D ny the basis
1)
ey = 05055:00: % L s > 1)
n, + Ny

€p = (0,0,...0,1,-1, O, , 0)

ey = (0,0,...0,0, 1,-1, O, , O)

€n-n.-n, = (90,0,...0,0, 0, 0, 1,-1)

1772
then df/dei =y 1 =8 s WDy, due to the symmetry
condition (7). Further we have
lim f(x X Ca » T, T, > T} © o
1 1r X *u
T—>xl(xu)

hence due to Rolle’s theorem df/del vanishes at some point
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t = (x1 e X X e X, Xp oo Xp )} € Dnl'nz' (10)

We infer that the projection of grad f(t) onto the tangent
space to C at t vanishes, which completes the proof. =

Remark: Note that the mentioned tandent space is constant
along Dn

1°R2’
Assertion 2: Let ﬁ <n and t = (ty ... tpy 0, 0.0 0)
and
B;’g ={tit=t+(0,0,...0, %, T ... ), T €1 }.
1}
Assume a) f is convex in some neighbourhood V of Bﬁ %
and

b) V contains a local minimizer of f.
Then B; € contains a local minimzer of f.

The proof is a direct consequence of (7) and Jensens’s inequali-
ty, here no assumptions about I and p are needed.

There is obviously 1little practical use to be made from the
above assertions, in Assertion 1 it remains open whether the
€radient points inside or outside C, while the assumptions of
Assertion 2 are practically not to be verified. But neverthe-
less, they gdive some insight why the minimization of design
criterions yields usually minimizers with a minimum nunber
(i.e., equal to  the number of unknown parameters P) of
different components (with exceptions!). The situation studied
by Rasch, Rudolph and Schimke [7] meets the assumptions of
Assertion 1, and indeed most of the results reported by them
are critical points just of the form (10). Moreover, for the D-
criterion and a certain class of growth functions, the existence
of 1local minimizers of the type (10) can be proven (cf. [9]).
On the other hand, there exist special cases where the assum-
rtions of Assertion 1 are fulfilled, but not both X1 and X,
belong to the optimal design, e.g. for the drowth func-
tion (14) below. Further "experimental” results and hypotheses
on the properties of optimal experimental designs based
on numerical experience are contained in Rasch a.o. [7].

The above results together with some experience suggest that for
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large n and small p the terminal values of wminimization
algorithms are more economically represented by ordered tables

], x; €1, ny e (11)

containing only the different components of t and their num-
bers of occurence. Now, it is quite natural to treat two such
tables as neighbouring if they have a common first row and
small differences in the second. This motivates the conside-
rations. of the next section.

3. The mapping U

Let us consider two families of sets

ity =€ ¥ ecci T® € TE) ~fng - oyl < e 1,
w2ty ={Ecc) T e M) ~ Moy -  HEe D
with ng(t) = I{ i : &; =71 }I,
Ing - oyl = 1/2  F  ing(t) - n (vl
Tl TeT(ey e
and
fing - n Ml = max Ing(t) - n (7).

TET(L)

It is easy to see :
a) For e < 1 is Ul(t) = 02ty = (£}
b) We have (UI(t)I = IT(£}] ( IT(L)) - 1) + 1,
tod ey < 3l TV,

¢) For each ¢ there exists a bound bp independent of ¢
such that

1 2
1oyt < 1udce)r < b,

& vl = v,
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We interpret the sets UY(t) as some "neighbourhoods” of +the
point t. Nevertheless, it should be pointed out that from the
topological point of view the families Ug(t), e 21, are no
bases of neighbourhoods, further the topnlogy generated by their
sum is the discrete one.

Now we define

Definition: A point t € C is called a semi-local wminimizer
(SIM) of £ on C if

3ey 20,6521 VECC Eepy uugzm — £(%) » £(1),

where Bt gy is the ball with radius €y and center at t

and i =1o0r i= 2.

Of course, each SLM is a local minimizer, but not contrarily.
In fact, the following assertion is true:

Assertion 3: Apoint t© € C is a SLMof f on C 1iff

a}) it is a local minimizer and
b} f(t} = min flU}(t)'

From now on we fix i and set ¢ = 1, defining U(t) = Uj(t).
Since U(t) is for each t € C a rather small finite set the
above assertion suggests a very simple algorithm for the search
of SLM which will be discussed in the next section.

4. The search algorithu

Basing on Assertion 3 we propose the following procedure

1. k =0,
2. choose a starting point t°, K1
3. calculate an (approximative) local minimizer *t s

using a descent method starting at t,
4, calculate min fIU(tk+1) = f(tk*z)),

5. if t¥*% = tX then stop, else k = k+2 and go to 3.

Some details of steps 3 and 4 may be of great importance for the
overall performance of the algorithm :

89



a) Since for 1= [gl, xu] the domain € is a cube we deal
here with so called box constraints. It is either possible to
transform the problem intoe an unconstraint minimization Pro-
blem (cf. {101} or *o use some backtracking and projection
method in step 3. In our implementation we used the latter
aprroach, basing on a secant method of Broyden type (cf.[11]).
In each step of the descent method the dradient of the objec-
tive function as well as the search direction are reduced,
i.e. projected onto the actual tandent space of C.

b) The first application of 3. provides usually a remarkable

reduction of [(T(%)}, while the minimizer very often obeys
IT(t)l = p. Consequently, with respect to the cardinality of
U(t), we recommend to use in 4. the norm |f-§ until [T

becomes small enough and then to swich to the more expensive
norm fi-#f.

¢) In the representation of designs as well as in the ocalcula-
tion of derivatives and updating of quasi-Hesse matrices the
symmetry (7) should be used. This provides huge savings in
the final stage of minimizetion. On the other hand, attention
must be paid to the numerical method of calculating det(V),
tr(Vy or Vii‘ respectively, for the vectors gradﬂg(ti, 00),
i=1,...,n, are usually almost linearly dependent.

It 1is quite obvious that the above procedure terminates always
at a SLM, provided the number of local minimizers is £i-
nite. Of course, step 3 is poésible to be carried out only
approximately. Step 4 may be substituted by 4a :

4a. search for t5'% guch that tk+2 = min f]U(tk+2}'

Again, it is possible to swich between 4. and 4a. in dependence
on the efficiency at the last taken step.

5. A convergence result

For the general case of +the optimization problem (8)-(8)
the convergence of the above aldgorithm to a global minimizer’
is not ensured. Indeed, there are exsmples with the norm |-
and ¢ =1, where the global minimizer was not found ~for.
certain starting points. Nevertheless, for the special
case of the ecriterion f(t) = det(V(t)) and p =3 we are

90



able to prove the following assertion, which applies to
several models of practical interest.

Assertion 4: Let p = 3 and the grarh of the function
z @ [x ] — B3
: 1’ Xu 5
z(t) = gradﬂg(r, 4,)

be a regular curve contained in some plane 7 with O ¢ n. In
n  there exists a basis {bl’ by} such that the by~component of
z is a convex function of the bl—component. Then the algorithm
from the previous section solves the problem

f(t) = det(V(t}) = Min! , t ¢ Cp

for each norm |-} or W-§§ each e » 1 and each starting
proint to € Cp' in not wmore then n steps.

Here is CP ={tcC: |T() =1p }.

Proof: In [9] it is proven that under the assumptions of
the assertion the objective function obeys

f(t) = w(xt) wing)

with Xy being the first row of the representation (11)
and a function + depending only on the image of . Further,
¢ tekes a2 unique minimum on I and v+ 1is a convex symmetric
function of the nonvanishing values of n. Hence steps 3 and 4
work independently.

Consequently, the algorithm is finite, i.e., it finds a SLM.
Due to the above properties of f, ¢ and + the conditions for
a SML and for a global minimizer are the same. The bound for
the number of step follows from a simple examination of

the worst case ¢ 1. n
The - assumptions of Assertion 4 are fulfilled for the models

(12) and (14) of the following section. However, we applied the
algorithm succesfully in several other situsations, too.
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6. Numerical experience

We perfqrmed numerical experiments for n =p (= 3 or 4),
n =10 and n = 100, wusing I = [0,65] and objective functions
calculated from the growth models

Y =Bt Bexp(9x) , x € I, B = (8, Sy By) (12)
with #; = -0.05 eand ®; = - 0.03,
Y= (9 4 Spexp(x)3, x € I, 9 = (9, By ¥y) (13)

with #; = 5, %, = -5, #3 = -0.05,

¥y = &y + Fpexp(exp(d3x)), x C I, & = (¢, ¥, ¥3) (14)
with ﬁl = 100, 62 = -3, ¥y = 0.1,

y =% + Fptanh(¥ax + By), x € 1, & = (&, ¥, ¥4, ¢,) (15)
- with 02 = 50, tq = -8, 04 = O.li

For the function (12} we chose the V-criterion, for functions
(i3)—(15) we chose the D-criterion.

Further experiments similar to that from [2] are planned by
Rasch et al. in forthcoming papers.

In order to check the danger of gettind trapped in SLM’s being
ot a global . minimizer we started our algorithm from
different starting points choosen to posses m o= IT(to)l
different components with an uniform distribution over I. The
‘numbers of equal components were choosen to be "almost equal”
(cf.[8]). We run the algorithm with m =3, m =4, m =6, m = 8
and m = 10. The result was for all m a design with the same
value of the criterion. IT(t)l was p with only two excep-
tons: |T(t)] was p+l for +the growth wodel (13} with
.n =10, m = 6 and for the growth model (15) with n = 10, m = 8
and m = 10. There was only a small difference between tvwo
‘components of t, but the value of the criterion was alsc the
same like for the other m, where |T(t)! was equal to p. Our
experience suggests that for small values of n the starting
point t with ti =X +\(xu - xl)(i—l)/(n-l) is most succes-

ful, while for largder n +the thoice m = p seems to be
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sufficient. Note that usual implementations of step 3 cannot
increase |T(t}| with respect to the symmetry of f£.

7. Concluding remarks

The presented concept of SLM released in an obvious manneyr
the danger of finding local minimizers that are not global.
On the other hand, the problem of constructing wmaprings U
that ensure the SLM to be a global minimizer and result in
reasonable algorithms, remeains open in general. Here we mean
by reasonable that U(t) should be much smaller than C
(U(t) = € would of course make each SLM a2 global minimizer).
It seems that the choice of a useful mapping U requires
always some deeper understanding of the global behaviour of
the objective function under consideration as provided here by
Assertions 1 and 2.
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Carsten Stade
GauBsche Markovprozesse hoherer Ordnung als Zeitreihenmodelle

und ihre numerische Behandlung - mit Anwendung auf Daten aus
einem Wachstumsversuch mit Tieren

Autorreferat zur Dissertation A

Die Dissertation behandelt eine spezielle Klasse instation&rer
Zeitreihen, die der GauBschen Markovprozesse (GMP) hBherer Ord-
nung. Sie werden auf der Grundlage der Charskterisierung ihrer
Kovarianzfunktion und der bedingten Verteilungen beschrieben.
Eine wesentliche Rolle spielt dabei die Tatsache, daB die Inver-
se der Kovarianzmatrix eines GMP der Ordnung T eine Bandmatrix
der Bandbreite (27 + 1) 1ist. Es werden notwendige und hinrei-
chende Bedingungen dafiir angegeben, wann ein vorliegender GauB-
scher ProzeB auch ein MarkovprozeB der Ordnung T ist.

Die stationdren GMP lassen sich in die allgemeine Theorie
stationdrer stochastischer Prozesse einordnen. Dabei wird der
Zusammenhang zwischen der bekannten Stationaritadtsbedingung fiir
autoregressive Prozesse, die auf Box und Jenkins zuriickgeht, und
den Voraussetzungen iiber die Kovarianzmatrix eines GMP aufge-
zeigt. Die stationdren GMP (als der einfachste Fall GauBscher
Markovprozesse) dienen wiederholt als Beispiel zur Veranschauli-
chung erzielter Resultate.

Ausgehend von der Tatsache, daB der bedingte Erwartungswert die
beste Prognose einer unbekannten ProzeBrealisierung liefert,
behandelt ein Kapitel die Auswirkungen der Markovbedingung auf
bedingte Momente mit unterschiedlichen Realisierungen in den
Bedingungen und somit die Konsequenzen fiir Prognose und Interpo-
lation. Insbesondere erfolgt eine Diskussion der Vorhersage
zeitlich weit entfernt liegender Realisierungen (Mehrschritt-
prognose).

Uberlegungen zu Transformationen, die aus einem GMP einen ande-
ren derselben Ordnung erzeugen, fiihren zu einfachen notwendigen
und hinreichenden Bedingungden, unter denen ein GMP in einen
stationdaren GMP ibergefilhrt werden kann.

Unter dem Gesichtspunkt der Beschreibung GauBscher Markovprozes-
se durch charakteristische GroBen werden numerische Algorithmen
zu deren Berechnung vorgeschlagen. Die Demonstration der Algo-
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rithmen erfolgt am Beispiel mehreyer Simulationsexperimente, die
auf einem EC 1058 durchgefiihrt wurden.

Filr Datenmaterial aus einem Wachstumsversuch mit Tieren werden
Moglichkeiten zur Beschreibung durch das Modell eines GMP unter-
sucht. Die 2zugehdriden Momentschitzungen sind in Abbildungen
veranschaulicht, die Parameterschatzungden kdnnen Tabellen ent-
nommen werden. Eine weiter Tabelle gibt einen Uberblick iber
erzielte Prognoseergebnisse. Ein abschlieflendes Beispiel behan-
delt das Verhalten der vorgdestellten Aldorithmen an simulierten
GauB-Prozessen mit e2iner den Daten Zhnlichen Kovarianzstruktur.
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Hinweiee fOr Autoren

Menuekripte (in deutscher, ggf. auch in russischer oder engli-
echer Sprache) bitten wir, an die Schriftleitung zu schicken,

beit ist linksblndig zu schreiben. Eine Ausnshme
hiervon bilden hervorzuhebende Formeln und das Litereturver-
Zzeichnie. Der KopT der Arbeit soll folgende Form haben: Rostock.
. Kollog./—teerzetle/Vorname Nawe/teerzeile/ Titel der
Arbeit/ 1 Zeilenumschaltung/ Unterstreichung/ Leerzeile, Der
Text der Arbeit ist einsinhalbzeilig (= 3 Zeilonumachaltungon)
zu echreiben mit maxImal &3 Anschldgen je Zeile und maximal 37
Zeilen je Seite., Zwischentberschriften sind wie folgt einzuord-
nen: 6 Zeilenumschaltungen/ Zwischenuberschrift/ Unterstrei-
chung ( ungen, Hervor-
hebungen sind durch Unterstreichen und Spsrren méglich. Ankan-
digungen wie Satz, Definition, Bemerkung, Beweis u, a. sind zu
unterstreichen und mit einem Doppelpunkt abzuschlieBen. Vor und
nach Sétzen, Definitionen u, &, ist ein Zeilenabstand von 5 Um-
schaltungen zu lessen., FuBnoten sind méglichst zu vermeiden.
Sollte doch davon Gebrauch gemacht werden, so sind sie durch
eine hochgestellte Ziffer im Taxt zu kennzeichnen und innerhalb
des oben angegebenen Satzspiegels unten auf der gleichen Seite
enzugeben, Formeln und Bezeichnungen sollen méglichst mit der
Schreibmeechine zu schrelben sein. Hervorzuhebende Formeln sind
dret—twerzetchen einzuricken umd mit 6 Umschaltungan zum Gbri-
gen Text zu schreiben, Formelzdhler sollen sm rechten Rand ste-
hen. Der Platz fGr AbbiTdungen Ist beim Schreiben auszusparen:
die Abbildungen selbst sind In der dem ausgesparten Platz ent-
eprechenden Gré8e gesondert nach TGL-Vorschrift auf Transpa-
rentpapier beizuflgen. Der zugehérige Begleittext ist im Manu-
akript mitzuschreiben. Sein Abetand nach unten betrdgt 5 Um-~
schaltungen., Literaturzitate im Text eind durch laufende Num-
mern in Schrégstrichen (vgl. /8/, /9/ und /10/) zu kennzeich-
nen und em SchluB der Arbeit unter der Zwischentberschrift Li-
teratur zusammenzustellen,
§=E,gfole: (ZeitschriftenabklGrzungen nsch Math.. Reviews)
arieki, 0., and Samuel, P,: Commutative Algebra.
Priceton 1958
/9/ Steinitz, E,: Algebraische Theorie der Kérper. J. Reine
Angew. Meth, 137, 167 - 309 (1920)
/10/ Gnedenko, B, W.: Ober die Arbeiten von C. F, GauB zur
Wahrscheinlichkeitarechnung, In: Reichard, H, (Ed.):
C. F. GauB, Gedenkband anldBlich des 100, Todestages,
S. 193 - 204, Leipzig 1967

Die Angaben sollen in Originalsprache erfolgen: bei kyrilli-
schen Buchstaben eoll die bibliothekarische Transkription
(Duden) verwendet werden.

Am Ende der Arbeit etehen folgende Angaben zum Autor und zur
Arbeit: eingegangen: Datum/ Leerzeile/ Anschrift des Verfassersy
Titel InIIIEIgi_QSFTMALna-an Name/ Institution/ Struktureinheit/
StraBe Heusnummer/ Land Postleitzahl Ort,

Der Autor wird gebeten, eine Korrektur des Durchschlags vom

Of feetmanuskript zu lesen und dabei die mathematischen Symbole
einzutragen. Ferner sollte er 1 - 2 Klaseifiziorun?anu--orn
(entsprechend der "1980 Mathematics Subject Classification” der
Math. Reviews) zur inhsltlichen Einordnung seiner Arbeit angeben.




Schriftenreihen der Wilhelm-Pieck-Unlversitéit Rostock

Archiv der Freunde der Naturgeschichte in Mecklenburg
Rostocker Agrarwissenschaftliche Beitrage

Rostocker Betriebswirtschaftliche Manuskripte
Rostocker Mathematisches Kolloquium

Rostocker Philosophische Manuskripte

Rostocker Physikalische Manuskripte

Rostocker Wissenschaftshistorische Manuskripte
Lateinamerika/Semesterbericht der Sektion
Lateinamerikawissenschaften
Erziehungswissenschaftliche Beitrage

Beitrdge zur Geschichte der Wilhelm-Pieck-Universitat Rostock
Beitrage zur Geschichte der FDJ

Probleme der Agrargeschichte des Feudalismus und des
Kapitalismus

Rostocker Beitrdge zur Hoch- und Fachschulpadagogik
Rostocker Informatik-Berichte

Studien zur Geschichte der deutsch-polnischen Beziehungen
Rostocker Forschungen zur Sprach- und
Literaturwissenschaft

Rostocker Universitatsreden

Migrationsforschung

Manuskripte zur Rostocker Universitdtsgeschichte

Bezugsmdoglichkeiten
— Bestellungen aus der DDR Uber die Wilhelm-Pieck-Universitat Rostock, Abt. Wissen-

schaftspublizistik, Vogelsang 13/14, Rostock, DDR-2500.

ISSN 0518-3189
ISSN 0138-3299
ISSN 0232-3066
ISSN 0138-3248
ISSN 0557-3599
ISSN 0138-3140
ISSN 0138-3191

ISSN 0458-7944
ISSN 0138-2373
ISSN 0232-539X
ISSN 0233-0830

ISSN 0233-0636
ISSN 0233-0539
ISSN 0233-0784
ISSN 0233-0687

ISSN 0233-0644

ISSN 0863-1735
ISSN 0863-1727

— Bestellungen aus dem Ausland Uber die Firma Buchexport, Volkseigener Auienhan-

delsbetrieb der DDR, Leninstr. 16, DDR-7010.

Ferner sind die Hefte im Rahmen des Schriftentausches iber die Wilhelm-Pieck-Universi-
tat Rostock, Universitatsbibliothek, Tauschstelle, Universitatsplatz 5, Rostock, DDR-
2500, zu beziehen.



	[Titelseite]
	Inhalt
	Beate Thielcke - 
Zur Untergruppeneigenschaft von Klassenvereinigungen in endlichen Gruppen 
	Claudio Withalm - 
Supplierende pseudoholomorphe Funktionen
	Klaus Beyer - Zur Approximation mittels Laméscher Multipolpotentiale
	Walter Schempp - Elementary holograms, artificial neural networks, and theta - null values
	Dieter Schott, Maria Kapitanowa, Georgi Kostadinow, Stepan Kostadinow - Über einen abstrakten Volterraoperator
	S. N. Mishra, S. L. Singh - Some results on coincidences and fixed points
	Hartmut Fischer - Stichprobenumfangsbestimmung für Konfidenzintervalle höherer Ordnung 
	Petra Duchrau, Kurt Frischmuth - A numerical search algorithm for experimental design
	Carsten Stade - Gaußsche Markovprozesse höherer Ordnung als Zeitreihenmodelle und ihre numerische Behandlung - mit Anwendung auf Daten aus einem Wachstumsversuch mit Tieren
	Hinweise für Autoren
	Schriftenreihen der Wilhelm-Pieck-Unlversitit Rostock



