ISSN 0138-3248

ROSTOCKER
MATHEMATISCHES KOLLOQUIUM

Heft 44

UNIVERSITAT [@] ROSTOCK




In der Reihe Rostocker Informatik-Berichte
sind bisher erschienen:

Heft 1 (1985): 20 Jahre Rechenzentrum/Sektion Informationsver-
arbeitung

Heft 2 (1985): DIGRA '84 (Internationale wissenschaftliche
Tagung 12.-16. November 1984, Ahrenshoop)

Heft 3 (1985): Beitrage zur Digitalgraphik und ihre Anwendungen
aus Institutionen und Kombinaten der DDR

Heft 4 (1986): Arbeiten aus der Sektion Informatik

Heft 5 (1987): Beitrage des Problemseminars "Graphisch-inter-
aktive Systeme"

Heft 6 (1988): "Graphische Standardisierung" und "Simulation"

Heft 7 (1989): DIGRA '88 (Internationale wissenschaftliche
Tagung 7.-11. November 1988, Kihlungsborn

Heft 8 (1989): DIGRA '88
Heft 9 (1989): DIGRA '88
Heft 10 (1990): 25 Jahre Rechenzentrum/Sektion Informatik

Heft 11 (1990): Arbeiten des wissenschaftlichen Nachwuchses
an der Sektion Informatik

Bezugsmoglichkeiten

- Bestellungen an die Universitat Rostock, Abt. Wissenschafts-
publizistik, Vogelsang 13/14, 0-2500 Rostock.

Ferner sind die Hefte im Rahmen des Schriftentausches tber die
Universitat Rostock, Universitatsbibliothek, Tauschstelle, Uni-
versitatsplatz 5, Rostock, 0-2500, zu beziehen.



ROSTOCKER MATHEMATISCHES KOLLOQUIUM

Heft 44
HaNs E. PORsT Zur  Struktur freier topologischer 5
Gruppen
FRITZ v. HAESELER Fraktale Geometrie und Juliamengen 21
ULRICH KRAUSE Uber positive diskrete dynamische 29
Systeme
GERHARD BECKER Die Bedeutung von Analogien fir das 39

Lehren und Lernen von Mathematik

INGO KOLBL Stochastik mit 15-jihrigen Schilern - 53
Ergebnisse eines Unterrichtsversuchs

WOLF-DIETER RICHTER FEine geometrische Methode in der Sto- 63

chastik

FRIEDRICH LIESE Aspekte der Statistik zufdlliger Pro- 73
zesse mit unabhdngigen Zuwdchsen

GERHARD OsIus Aspekte statistischer Modellierung und 81
Auswertung

MANFRED TASCHE Konstruktion schneller Algorithmen fir 99

diskrete Fouriertransformationen

UNIVERSITAT ROSTOCK
FACHBEREICH MATHEMATIK
1991



Wissenschaftliche Leitung: Prof. Dr. Hans-Wolfgang Stolle
(Sprecher des Fachbereichs Mathematik)
Dr. Werner Plischke

Redaktionelle Bearbeitung: Dr. Werner Plischke

Herstellung der Druckvorlage: Dr. Andreas Strafburg

Universitat Rostock
Fachbereich Mathematik
Universitatsplatz 1

0-2500 Rostock
Bundesrepublik Deutschland

Redaktionsschluf8: 20. Juni 1991

Das Rostocker Mathematische Kolloquium erscheint dreimal im Jahr und ist im Rah-
men des Schriftentausches iiber die Universitat Rostock, Universitatsbibliothek, Tauschstelle,
Universititsplatz 5, 0-2500 Rostock, Bundesrepublik Deutschland, zu beziehen.

AuBerdem bestehen Bezugsméglichkeiten fiir Bestellungen aus Deutschland und dem Aus-
land dber die Universitat Rostock, Abteilung Wissenschaftspublizistik, Vogelsang 13/14,
0-2500 Rostock, Bundesrepublik Deutschland

Zitat—Kurztitel: Rostock. Math. Kolloq. (1991) 44

Universitat Rostock
Abteilung Wissenschaftspublizistik

Vogelsang 13/14, 0-2500 Rostock, Bundesrepublik Deutschland
Telefon 369577

Druck: Ostsee-Zeitung, Verlag und Druck GmbH Rostock, BT Ribnitz
01000

https://doi.org/10.18453/rosdok_id00003873



Vorwort

In diesem Heft des ROSTOCKER MATHEMATISCHEN KOLLOQUIUMS ist eine Reihe schriftli-
cher Fassungen von Vortragen Bremer und Rostocker Mathematiker zusammengestellt, die
auf dem

1. Bremen-Rostocker Mathematischen Kolloquium, Rostock, 27. und 28. April 1990
sowie auf dem

2. Bremen-Rostocker Mathematischen Kolloquium, Bremen, 29. und 30. Juni 1990
gehalten wurden.

Es war die Absicht dieser Kolloquien, die Kollegen in Bremen und Rostock mit typischen
Arbeitsbereichen des jeweils anderen Fachbereichs bekannt zu machen. Insofern zielen die
Beitrige in diesem Heft nicht unbedingt auf aktuellste Ergebnisse als vielmehr auf die Illu-
stration der jeweiligen Arbeitsgebiete.

Im Ergebnis dieser Kolloquien entwickelten sich eine Reihe niitzlicher wissenschaftlicher Kon-
takte sowie ein Austausch sehr vielfiltiger Art auf dem Gebiet der Lehre.

Es ist geplant, in Auswertung der bisherigen Erfahrungen weitere Veranstaltungen spezieller
Themenstellung durchzufiihren. Insbesondere der Fachbereich Mathematik der Universitit
Rostock verspricht sich davon Impulse fiir die Bewiltigung der sich abzeichnenden neuen
Aufgaben in Lehre und Forschung.

-Wir danken den Universititen Bremen und Rostock fir die Unterstiitzung bei der
Durchfiihrung der gemeinsamen Kolloquien.

H.-E. Porst, Bremen

Miez 1591 G. Wildenhain, Rostock
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Hans-E. PoRsT

Zur Struktur freier topologischer Gruppen

Am Beispiel der freien topologischen Gruppen soll die wechselseitige Beeinflussung von kon-
kreten mathematischen Fragen und allgemeinen kategoriellen Methoden exemplarisch auf
gezeigt werden. Wahrend die Geschichte der Existenzbeweise freier topologischer Gruppen
die Entwicklung gewisser kategorieller Konzepte beeinflufit hat, kann kategorielles Denken
andererseits zur Erhellung der inneren Struktur dieser Objekte entscheidend beitragen.

1. Einleitung

1.1 Freie topologische Gruppen und Kategorientheorie

Vor etwa einem halben Jahrhundert hat A.A. Markov erstmals die Existenz einer freien
Hausdorff-Gruppe G(X, €) iiber einem gegebenen Tychonoff-Raum (X, ¢) bewiesen [11]. Er
konstruierte auf der abstrakten freien Gruppe FX iiber der Trigermenge X des Raums
(X,£) eine geeignete Gruppentopologie 7, so daf8 in der Tat die Inklusion der Erzeugen-
denmenge X in FX zu einer stetigen Abbildung (sogar zu einer topologischen Einbettung)
Mx.6): (X,€) = (FX,7) wird und sich jede stetige Abbildung f von (X,£) in eine topologi-
sche Gruppe A zu einem stetigen Homomorphismus f! auf G(X,¢) = (FX, ) fortsetzten
1aBt. Zwar lieB diese Konstruktion eine befriedigende Antwort auf Markov’s rein topologische
Fragestellung zu, insgesamt jedoch gab die sehr aufwendige Konstruktion wenig Einsicht in
die Struktur des erhaltenen mathematischen Objekts.

Sehr bald wurden deshalb einfachere Beweise gefunden, von denen hier insbesondere die
Samuel’s [18] und Kakutani’s [5] genannt seien. Diese waren — obwohl naturgemif die
kategorielle Sprache noch nicht benutzend — rein kategoriell in ihrer Natur und nahmen
in bestimmtem Umfang schon den Beweis des spater als General Adjoint Functor Theorem
(GAFT) bekannt gewordenen Satzes vorweg.

Verfeinerte kategorielle Methoden fiihrte dann Wyler mit seinem Taut Lift Theorem (22] in
diesen Problemkreis ein, das im Gegensatz zum GAFT auch die innere Struktur des freien
Objekts einer Untersuchung zuginglich macht.
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Auf Nel [13] geht schlieflich die Einsicht zuriick, dal man gemischte topologisch - algebrai-
sche Strukturen besser iiber kartesisch abgeschlossenen Kategorien studiert. Wir verfolgen
diese Idee, indem wir im Abschnitt 3 zundchst Gruppen iiber der kartesisch abgeschlossenen
Kategorie k-Top der k-Ridume studieren und die hier leicht erhaltlichen Strukturaussagen
dann — soweit moglich — auf topologische Gruppen iibertragen.

1.2 Priliminarien

In dieser Note beschiftigen wir uns also mit dem Problem, ob der Funktor V in dem folgenden

kommutativen Diagramm von Funktoren einen Linksadjungierten G: Top — TopGrp hat,
und wie dieser aussieht.

14
TopGrp ——— Top

Sl lT

Grp ——— Set
U

Hier bezeichnen Set (bzw. Grp, Top, TopGrp) die Kategorien der Mengen (bzw. Grup-
pen, topologischen Raume, topologischen Gruppen) und Abbildungen (bzw. Homomor-
phismen, stetigen Abbildungen, stetigen Homomorphismen), wihrend die angedeuteten
Funktoren die iiblichen Vergififunktoren sind. Das Symbol V fir den Unterliegen-
der Raum Funktor benutzen wir auch fiir seine moglichen (Co-)Restriktionen wie z.B. in
V:Top,Grp — Tych, wo Tych die volle Unterkategorie von Top der Tychonoff-Raume
bezeichnet (Wir setzen als bekannt voraus, daB eine Hausdorff’sche topologische Gruppe
wegen ihrer Uniformisierbarkeit automatisch Tychonoff’sch ist (vgl. [6])). Der Index 2 an
Top deutet wie iiblich auf die Hausdorff-Eigenschaft hin.

Die folgenden vollen Unterkategorien von Top werden eine besondere Rolle als Basiskate-
gorien fiir V spielen: Creg, die Kategorie der vollstindig reguliren Raume (ohne T;) und
FHaus, die Kategorie der funktional Hausdorff’schen Riume; hier heift ein Raum (X, ¢)
funktional Hausdorff ’sch, falls sich je zwei Punkte von (X, ¢) durch eine stetige reellwertige
Abbildung trennen lassen. Es liegen dann offenbar folgende Einbettungen vor:

Tych C FHaus C Top, C Top  und  Tych C Creg C Top.

Jede dieser Einbettungen ist reflexiv mit surjektiven Reflektionsabbildungen; die erste und
letzte sind sogar von identischen Abbildungen getragen (vgl. [4, 1.3.5] und [1, 5.22)).

Die Kategorie Grp wird als Unterkategorie von I'-Alg, der Kategorie der assoziativen I'- Al-
gebren, betrachtet; T bezeichnet hier den Gruppentyp bestehend aus einer nullstelligen, einer
einstelligen und einer zweistelligen Operation (vgl. [10]). F:Set—Grp ist der Freie Gruppe
Funktorund ny: M — UFM die FEinbettung der Generatoren; insbesondere sei erwahnt, dafl
v iber die freie I'-Algebra M iiber der Menge M faktorisiert (vgl. [10, 1.2.5]). Fir
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eine Abbildung f: M — G von einer Menge M in eine Gruppe G bezeichnet f! stets die
homomorphe Fortsetzung auf FM.

Auf folgenden einfachen, aber grundlegenden Sachverhalt méchten wir besonders hinweisen:

Lemma 1.1 Sei (fi: G — (Hi,7))ier eine Familie von Gruppenhomomorphismen in topo-
logische Gruppen (H;,7;). Dann ist die initiale Topologie Tinie auf G beziglich dieser Familie
eine Gruppentopologie.
Insbesondere ist der Funktor S: TopGrp—Grp ein topologischer Funktor, und der Funktor
V:TopGrp—Top bewahrt Initialitit (d.h. V angewandt auf eine S-initiale Quelle liefert
eine T-initiale Quelle).

Beweis. Da die f;’s Homomorphismen sind, liegen folgende kommutativen Diagramme

| (G, Tinit) f—|* (Hi,m) (G, Tinit)? L’ (Hi,m)?
il li = l lm
(G Tinit) ——— (Hiym) (G,Tinit) ——— (Hiym)

i i
wo i (bzw. m) die Gruppeninversionen (bzw. Multiplikationen) bezeichnet. Die Stetigkeit
der Operationen auf den Gruppen (H;, ;) zusammen mit der Initialitit der Familie der f;
zeigt nun die Stetigkeit der Gruppenoperationen auf (G, Tinz). n

Als eine einfache Folgerung hieraus erzeugt jede Teilmenge A einer topologischen Gruppe
(G,7) eine topologische Untergruppe von (G, 7), indem die von A erzeugte Untergruppe von
G mit der Relativtopologie von (G, ) versehen wird.

Zur gewshlten Notation sei noch bemerkt, daB wir einen topologischer Raum mit (X, &) be-
zeichnen, wobei X seine unterliegende Menge und ¢ seine Topologie ist; entsprechend wird die
topologische Gruppe mit der unterliegenden Gruppe G und der (Gruppen-)Topologie 7 mit
(G,7) bezeichnet. Wir unterscheiden notationsmaBig nicht zwischen einer Gruppe und ihrer
unterliegenden Menge (insbesondere kann also (G, 7) auch der der topologischen Gruppe
unterliegende Raum sein) und auch nicht zwischen einem Morphismus in einer konkreten
Kategorie und seinem unterliegenden Morphismus in der Basiskategorie.

2. Existenzbeweise

Wir rekapitulieren in diesem Abschnitt kategoriell argumentierende Existenzbeweise fiir freie
topologische Gruppen. Samuels Argument ist zweistufig: zunidchst wird — in heutiger Ter-
minologie — das Erfiilltsein der sogenannten Lésungsmengenbedingung liberprift (2.1), um
dann, fast wie im Beweis des GAFT, das freie Objekt zu konstruieren (2.2).
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Lemma 2.1 Fiir jeden topologischen Raum (X,£) gibt es nur eine Menge I stetiger
Abbildungen i: (X, £) — VI mit topologischen Gruppen I, so dap es fiir jede stetige Abbildung
f:1(X,€) = VA ein geeignetes i5:(X,€) = VI; € T zusammen mit einem Isomorphismus
@Iy — Ay gibt derart, daf f = @ o iy gilt.

Beweis. Der Beweis ist naheliegend: aus einer Lésungsmenge fiir die Menge X beziiglich
U:Grp—Set (vgl. [8]) erhilt man eine Losungsmenge fiir den Raum (X, ¢) beziiglich V
aufgrund der Beobachtung, daB X nur eine Menge von Topologien tragen kann. |

Satz 2.2 (Samuel) Der Funktor V:Top,Grp—Top erfillt die Voraussetzungen des
GAFT und hat deshalb einen Linksadjungierten.

Beweis. Betrachte fiir einen Raum (X,£) die Klasse aller stetigen Abbildungen
f:(X,€) » VA von (X,€) in (die unterliegenden Riume) alle(r) moglichen topologischen
Gruppen A. Fiir jedes f erzeugt das Bild f[X] eine topologische Untergruppe Ay der ent-
sprechenden topologischen Gruppe A. Wihle nun entsprechend 2.1 einen Isomorphismus
@s: Ay — Iy mit I; € 7 und forme das Produkt [];ez I mit Projektionen 7;. Es resultiert
(beachte, daBl V Produkte bewahrt !) eine induzierte stetige Abbildung @ derart, daB das
folgende Diagramm kommutiert:

®
(X:8) —— Ilrezrd

| E

Ay —u L
L2

Es ist nun leicht zu iberpriifen, daff die Corestriktion p(x.¢): (X,¢) = VG(X, &) von @ auf

den unterliegenden Raum der topologischen Untergruppe von [1;¢z I, die von ®[X] erzeugt
wird, V-universell fir (X, £) ist. .

Im Gegensatz zu dieser direkten Konstruktion des universellen Objekts geht der im folgenden
dargestellte Wyler'sche Ansatz von der Idee aus, die Adjunktion fiir die untere Zeile unseres
kommutativen Quadrats zu einer Adjunktion fiir V anzuheben. Wir formulieren das Resultat
als Spezialfall des wichtigeren Teils von Wiyler’s Taut-Lift- Theorem [22).
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Theorem 2.3 (Wyler) Da S: TopGrp—Grp ein topologischer Funktor ist und der
Funktor V:TopGrp—Top Initialitit bewahrt (1.1), gibt es zu jedem topologischen Raum
(X,€) eine V-universelle stetige Abbildung pxe) (X,€) = VG(X,¢€), die eine Liftung
der U-universellen Abbildung nx: X — UFX in dem Sinne ist, daf Tpixe) = nx und
SG(X,&) = FX gilt.

Die Topologie von G(X, &) ist die initiale (Gruppen-) Topologie auf FX beziglich der Familie

{f"FX -G | G=S(G,7), (G,7) € TopGrp, f:(X,£) = S(G,7)}".

Beweis. Da S topologisch ist, existiert die im Theorem beschriebene initiale Gruppen
topologie 7(x¢) auf FX; da V Initialitit bewahrt, ist sie auch initial in Top beziiglich der
Familie aller Abbildungen f!. Nun kann alles aus dem kommutativen Dreieck

(X7£) —x . (FX,T(X.{))

fﬂ
(G,7)

abgelesen werden. |

Die folgende Verallgemeinerung von 2.2 erhilt man, indem man zunichst die regulire Fak-
torisierung der Familie der f*’s durchfithrt und dann die initiale Topologie beziiglich der
sich ergebenden punktetrenneden Familie bildet. Auf diese Weise wird der Taut-Lift- Ansatz
auch unter Annahme von Trennungsaxiomen anwendbar:

Theorem 2.4 ([2, 21]) Sei in dem kommutativen Quadrat von Funktoren
|4

A ——— B

5| |7

Grp — Set

§ ein monotopologischer Funktor und bewahre V Initialitit von punktetrennenden Familien;
dann gibt es zu jedem B-Object B einen V-universellen Morphismus pg: B — VGB, der
eine Liftung des Kompositums e o nrp mit einer geeigneten Surjektion e ist. | |
par

Bemerkung. Im Gegensatz zu 2.3 enthalt 2.4 jedoch keine Information mehr iiber die
algebraische Struktur des V —freien Objekts, es sei denn, man kann zeigen, dafl die Familie

1Grob gesprochen ist dies die Klasse aller homomorphen Fortsetzungen von stetigen Abbildungen auf
(X,€) mit Werten in irgendwelchen topologischen Gruppen (G,T).
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der f¥s punktetrennend ist und deshalb die Surjektion e in 2.4 als Identitit gewéhlt werden
kann. Dies ist sicherlich der Fall, wenn FX eine A-Struktur tragt (d.h. FX = SA), so daf
7x ein B-Morphismus ist (d.h. nx = T(g:(X,¢) = VA) ), da dann 7% = idpx. Hieraus
ergibt sich (vgl. Abschnitt 3.4) die Bedeutung eines schonen Resultats von Swirczkowski
[20].

3. Die Struktur freier topologischer Gruppen

3.1 Die primitive Topologie

Die Richtigkeit nachfolgenden Lemmas ist unmittelbar einzusehen. Wir formulieren es hier,
da es der Ausgangspunkt einer fiir das folgende entscheidenden Begriffsbildung ist.

Lemma 3.1 Es sei die topologische Gruppe (G,7) die freie (Hausdorff’sche) topologische
Gruppe tber dem Raum (X,£) vermége der V-universellen Abbildung p(x¢). Dann ist T
die grofite —d.h. feinste — (Hausdorff ’sche) Gruppentopologie, beziiglich der die Abbildung
P(x.¢) stetig ist. [ |

Fiir jede topologische Gruppe (G, ) sind nicht nur die Gruppenoperationen stetig, sondern
auch alle Abbildungen von endlichen Potenzen von (G, r) nach (G,7), die sich aus diesen
ableiten lassen, wie z.B. (z,y,2) — zy~!z oder (z,y,2,u) — z~'yz?u. Wir nennen diese
Abbildungen Termabbildungen (fiir eine prazise Definition verweisen wir auf die Universelle
Algebra) und bezeichnen mit T die Menge aller dieser Termabbildungen fiir die Gruppe
G. Um die Topologie der freien topologischen Gruppe G(X,¢) iiber dem Raum (X, §) zu
beschreiben, miissen wir gema$ 2.3 und 3.1 eine moglichst feine Topologie auf F.X suchen,
beziiglich der die Einschrankungen aller Termabbildungen aus 7rpx auf die entsprechenden

Potenzen von (X, ¢) stetig sind. Diese Beobachtung fithrt unmittelbar auf den folgenden auf
Mal’cev [9] zuriickgehenden Begriff.

Definition 3.2 (Primitive Topologie) Fiir einen topologischen Raum (X,&) wird die
finale Topologic auf FX beziglich der Einschrinkungen aller Termabbildungen aus Trx auf
die entsprechenden topologischen Potenzen des Raums (X, €) die primitive Topologie auf FX
beziiglich (X,£) genannt. Wir bezeichnen sie mit T('JX,E).

Ungliicklicherweise ist die primitive Topologie auf F X - wie bereits Mal’cev bemerkte — im
allgemeinen keine Gruppentopologie; falls sie dies jedoch ist, ist (FX ,T(PX‘O) offenbar die
freie topologische Gruppe iiber (X,€); fiir diesen Fall hitten wir dann eine zufriedenstel-
lend explizite Beschreibung der Topologie der freien topologischen Gruppe zur Hand (die
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Beschreibung gemaf 2.3 ist weit davon entfernt, eine solche zu sein, da sie auf die gesamte
Kategorie der betrachteten topologischen Gruppen zuriickgreift, insbesondere also auf deren
freie Objekte!).

Der Grund fiir diese unbefriedigende Situation liegt nun nicht im Begriff der primitiven
Topologie, sondern an einem Manko der Kategorie Top, wie wir im folgenden aufzeigen
wollen.

3.2 Freie k-Gruppen

Anstelle der Kategorie Top werden wir nun mit der Kategorie k-Top der k-Riume arbei-
ten. k-Top kann definiert werden als die mono-coreflexive Hiille in Top aller kompakten
Hausdorff-Riume. k-Riume sind also die Quotienten von Hausdorff’schen lokalkompakten
R&umen. Fir uns wird es ausreichen, mit folgenden kategoriellen Eigenschaften der Katego-
rie k-Top vertraut zu sein. Beweise sind zum Teil durch die Referenzen skizziert; fiir Details
und fiir einen Beweis der letzten Aussage verweisen wir auf [7].

o k-Top ist eine volle konkret coreflexive Unterkategorie von Top (vgl. [1, 16.5 (1)]).
Insbesondere folgt:

¢ k-Top ist eine topologische Kategorie, deren finale Strukturen auch final in Top sind,
(vel. [1, 21.30 - 21.35)).

® k-Top ist kartesisch abgeschlossen.

Als bi-coreflexive Unterkategorie von Top hat die Kategorie k-Top Produkte; jedoch sind
diese k-Produkte (im allgemeinen echte) Verfeinerungen der entsprechenden topologischen
Produkte. Insbesondere ist ein Paar (G,7) mit einer Gruppe G und einer k-Topologie T auf
G im allgemeinen keine topologische Gruppe, wenn die Gruppenoperationen beziiglich des
k-Produkts stetig sind. Wir werden ein solches Objekt eine k-Gruppe nennen. k-Gruppen
Zusammen mit den stetigen Gruppenhomomorphismen bilden die Kategorie k-Grp. Obwohl
k-Gruppen im allgemeinen keine topologischen Gruppen sind, werden wir in Abschnitt 3.4
sehen, daB das Studium der freien Objekte in k-Grp betrichtliche Einsicht in die topologi-
sche Struktur freier topologischer Gruppen gestattet. Zunichst bemerken wir, daf man fiir
einen k-Raum (X, ¢) in offensichtlicher Weise eine primitive k-Struktur "?X.E) auf FX defi-
nieren kann: in 3.2 muB man nur topologische Potenz durch k- Potenz ersetzen (man beachte,
daB finale Strukturen in k-Top auch final in Top sind).

Unser erstes Resultat zeigt nun, daB — dank der kartesischen Abgeschlossenheit von k-Top
(einer in diesem Zusammenhang fundamentalen Eigenschaft, an der es der Kategorie Top
mangelt) - das Studium freier k-Gruppen viel einfacher ist als das freier topologischer Grup-
pen.
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Theorem 3.3 Fiir jeden k-Raum (X,¢&) ist die primitive k-Struktur kompatibel, d.h.,
(FX,K{x) ist eine k-Gruppe und somit die freie k-Gruppe G¥(X, &) dber dem k-Raum

)

Beweis. Um die Stetigkeit der Gruppeninversion i zu beweisen, mufi man nar bemerken,
daf fiir jede Termabbildung ¢t € Trx die Abbildung i o ¢ wieder eine Termabbildung und
somit stetig beziiglich "fx,e) ist; aus der Finalitit dieser Topologie beziiglich Trx folgt dann
die Behauptung. Ahnlich folgt die Stetigkeit der Multiplikation m, da fiir jedes Paar (21,t;)
von Termabbildungen auch m o (¢; X t;) eine Termabbildung und {t; x t | t1,t2 € Trx}
nach dem folgenden Lemma eine finale Familie ist. u

Lemma 3.4 Es sei (f;:C; — C)ie; eine finale Epi-Senke (iiberdeckende Familie) in der
kartesich abgeschlossenen Kategorie C. Dann ist auch (f; x f;:C; x C; = C x C); jer eine
finale Epi-Senke.

Beweis. Benutze 1, 27.22] und die Tatsache, daB finale Epi-Senken kompositiv sind. W

Wir wollen einige Konsequenzen aus dem vorhergehenden Theorem festhalten. Hierzu be-
nutzen wir folgende Begriffe und Bezeichnungen:

e Fiir eine Menge X wird das freie Monoid iiber der disjunkten Vereinigung von zwei
Exemplaren von X mit I'X bezeichnet. cany:I'X — FX ist dann die kanonische
Darstellung der freien Gruppe iiber X als ein (Monoid-) Quotient der freien I'-Algebra
I'X iiber X. Es sei daran erinnert, daB die Elemente von I'’X Terme sind, wie z. B.
zy~'yz mit z,y,z € X, wobei jedoch zy~lyz verschieden ist von zz; diese beiden
Terme werden dann jedoch durch cany identifiziert. Die Terme entsprechen wieder
Termabbildungen; die Zahl a(t) von Variablen, die im Term t wirklich vorkommen,
wird die Aritit oder Stelligkeit von ¢ genannt.

Fiir einen k-Raum (X, ¢) kann der Menge I'X (vermoge ihrer I'-Terme) eine k-Topologie
in derselben Weise wie in 3.2 aufgepragt werden. Der so entstehende Raum wird mit

(X £) bezeichnet. In vollstindiger Analogie zu 3.3 ist dies dann die freie k-I'-Algebra
tber (X,¢).

Mit T(X, €) bezeichnen wir den Raum [l,ery (X, £)2\ °(®.  Offensichtlich gibt es eine
kanonische Surjektion quot(x ¢): L;ery (X, €)*® — I‘(X €), die charakterisiert ist durch

quot(x ¢) o ¢, = t fiir jede Termabbildung ¢: (X, £)*® — T'(X, £) (die ¢ sind die Copro-
dukt-Injektionen).

Ausgehend von einer beliebigen Abzéhlung der Termabbildungen von FX (!), star-
tend mit t, = ny, bezeichnen wir mit F,X die Menge Uicr ti[X®)).  Offenbar gilt
FX =2y FiX. FiX kann dann mit der finalen Topologie in Bezug auf die Familie,
(t: (X, €)™ - p.x )i<k versehen werden; der entstehende Raum sei Fk(X £).
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Korollar 3.5 Fir einen k-Raum (X, £) gelten die folgenden Aussagen:.

1. Die kanonische Darstellung ist, betrachtet als Abbildung canx: I‘(;(-,f) — (FX, K?X’E)),
eine topologische Quotientenabbildung.

2. Die kanonische Surjektion quot(xyf):l"(j(\,f) — T(Z{) ist eine topologische Quotien-
tenabbildung.

3. Der k-Raum (FX, &7, ist ein Colimes der Kette (Fy X ren in k-Top.
(0.¢3]

Beweis.~l. folgt aus der Tatsache, dafi F X, versehen mit der finalen Topologie beziiglich
cany:I'(X,€) —» FX, die freie k-Gruppe iiber (X,¢) ist. Dies ist eine Konsequenz aus
der Kompatibilitit dieser Topologie (benutze 3.4 und die Tatsache, da canx ein I-Alg-
Morphismus ist) und der Bemerkung, da8 die stetige homomorphe Fortsetzung jeder stetigen
Abbildung f von einem k-Raum (X, £) in eine k-Gruppe (G, 7) iiber I‘(Z{ ) faktorisiert (be-
nutze die entsprechende Beobachtung fiir abstrakte Algebren und die Finalitit von can(x.¢)).
2. ist offensichtlich, da quot(x ) der erste Faktor einer finalen Senke ist (vg. [1, 8.13]).

3. gilt offenbar fiir die unterliegenden Mengen; benutze nun 3.3 und die Kompositionsabge-
schlossenheit finaler Senken. u

3.3 Freie k-Gruppen iiber ¢;- und k,-Riumen

Wir wollen nun die verschiedenen Beschreibungen der Topologie der freien k-Gruppe
G*(X,¢) iiber einem k-Raum (X,¢), die wir im letzten Abschnitt erhalten haben, an-
wenden. Ziel ist hier das Studium topologischer Eigenschaften, die G*(X,¢) von (X,¢)
ererbt. Es handelt sich dabei insbesondere um die beiden folgenden:

Definition 3.6 ( t;-Raume und k,-Riume) Ein k-Raum (X,¢) heifit

e schwach Hausdorff’sch oder ein t,-Raum, falls seine Diagonale Ax abgeschlossen im
k-Produkt (X, £) x (X, ¢) ist. k-Top, bezeichnet die Kategorie der to- Riume.

® k,-Raum, falls er homéomorph ist zum Colimes einer abzihlbaren Kette kompakter
Hausdorff Riume. k-Top, bezeichnet die entsprechende volle Unterkategorie von
k-Top.

Da k-Produkte Verfeinerungen topologischer Produkte sind, ist jeder Hausdorff-Raum
schwach Hausdorff’sch. Die fiir das folgende wichtigsten topologischen Eigenschaften der
gerade beschriebenen Raumklassen fassen wir in dem nachsten Satz zusammen. Fiir Be-
Weise verweisen wir auf die angegebene Literatur.
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Satz 3.7 ([7, 12, 14, 16])

1. k-Top; ist eine reflezive Unterkategorie von k-Top; ihre Egalisatoren sind genau die
abgeschlossenen Einbettungen.

2. Ein gerichteter Colimes einer Kette von to-Rdumen ist wieder ein t;-Raum.

3. Ist g:(X,€) — (Y,v) ein Quotient in k-Top und ist (X, ) ein t;-Raum, so ist (Y,v)
t2 genau dann, wenn (¢ X q)~*[Ay] abgeschlossen in (X,£) ist.

4. Ein t;-Raum ist k,,, falls er Quotient eines k,-Raums oder Colimes einer abzihlbaren
Kette kompakter Riume ist.

5. Produkte von k,-Riumen stimmen in Top und k-Top tberein.
6. k,-Rdume sind normal.
n

Um zu beweisen, da G¥(X,¢) die ¢,-Eigenschaft vom Raum (X, &) ererbt, werden wir fol-
gendes Kriterium benutzen.

Satz 3.8 Fir einen schwach Hausdorff’schen k-Raum (X,€) ist die freie k-Gruppe

G"(X,E) ebenfalls schwach Hausdorff ’sch, falls fiir jedes Paar (s,t) von Termabbildungen
von I'X die Menge

M(s,t) = {(z,y) € X*) x X°O | canxs(z) = canxt(y)}
eine abgeschlossene Teilmenge im k-Produkt (X,£)*®) x (X,£)*® st.
Beweis. In einem ersten Schritt zeigen wir, dafl I‘(Zf ) ein t,-Raum ist. Nach Definition

ist dieser Raum der gerichtete abzihlbare Colimes (beziiglich einer vorgegebenen Abzihlung
der Termabbildungen von T'X )

F(}?’f) = c‘?lim H (X, €)=,
~e ik

Da. die ¢,-Eigenschaft offensichtlich stabil unter endlichen topologischen Summen ist, liefern
3.7 (1.) und (2.) das gewiinschte Resultat.

Mit der Abkiirzung q = cany o quot(x ) gilt die Mengengleichheit
M(s,t) = (¢ x @) [Agrix] N ((X,€)°C) x (X,£)°®).

Unsere Voraussetzung garantiert nun, daB (g x q)"[AG*(x.e)] einen abgeschlossenen Durch-
schnitt mit jedem Summanden von

T(X,€) x D(X,€) = [T (X,£)@ x (X, £)*0
(s.t)



Zur Struktur freier topologischer Gruppen 15

hat und somit abgeschlossen in l"(’)-(\,f)2 ist. Nun folgt alles mit 3.7 (3.) und 3.5. ]

Unter Anwendung des Kriteriums 3.8 folgt

Theorem 3.9 (Lamartin) Fir jeden schwach Hausdorff ’schen k-Raum (X,¢) ist die
freie k-Gruppe G*(X, €) schwach Hausdorff ’sch.

An Stelle eines vollstandigen Beweises, der recht technisch wire (vgl. [17)), illustrieren wir
das allgemeine Argument an einem typischen Beispiel: Wir betrachten die beiden I'X-Terme
s =zy~'r~'rzw und ¢ = uvw. Die (Einschrankungen der) entsprechenden Termabbildungen
sind )
s: X° — FX and t:X? — FX.
(a1,...,a5) = aja;'a3'azaqas (b1, b2) +—  byby

Es ist nun leicht nachzurechnen, daf M(s,t) = M; U M, gilt mit
My = {(a1,01,03,04,05,04,05) | ai € X} und M, = {(a1,a2,a3,a2,as,a1,as) | a; € X}.

Wegen M; = X3x Ay und M, ~ X x A% ist M(s, t) also Vereinigung zweier abgeschlossener
Teilmengen von (X, £)7 = (X, €)% x (X, £)*® und somit abgeschlossen. |

Nun ist es nicht mehr schwierig nachzuweisen, daf G*(X,¢) auch die k,-Eigenschaft von

(X, ) ererbt.

Theorem 3.10 Fir jeden k,-Raum (X, &) ist die freie k-Gruppe G*(X, €) wieder k,, und
enthdlt (X,¢) als einen abgeschlossenen Teilraum.

Beweis. Sei zunichst der Raum (X, &) sogar kompakt Hausdorff’sch. Dann ist l"(j(\,f) ein
k.-Raum vermége der auch im Beweis von 3.8 benutzten Darstellung, da endliche Summen
von Potenzen kompakter Hausdorff-Riume kompakt Hausdorff’sch sind. Nach 3.9 und 3.7
(4.) ist nun alles bewiesen. Alternativ: wegen 3.9 erfiillt die Darstellung aus 3.5 (3.) die
zweite Voraussetzung von 3.7 (4.).

Sei nun (X,¢) als Colimes der Kette (Xns&n)nenv kompakter Hausdorff-Raume. Fiir jedes
7 € IV gibt es nach dem ersten Schritt dieses Beweises eine Darstellung (des unterliegenden
Raums) von G*(X,¢), als Colimes einer abzihlbaren Kette kompakter Hausdorff-Riume
(CE)ken. Aber dann ist G¥(X, €) als Raum auch Colimes der Kette (C)nenv und somit ein
k.,-Raum. Dieses Argument stiitzt sich auf die Tatsachen, daf8 (i) G* als Linksadjungierter
und (ii) der Funktor V in die kartesisch abgeschlossene topologische Kategorie k-Top (vgl.
(16, 3.1]) gerichtete Colimiten bewahrt, so daB VG*(X,€) = colimp—o VG*(X, £),, und daBl
(iii) eine spezielle Version des Satzes iiber Limiten mit Parametern (vgl. [8]) in topologischen
Kategorien gilt (vgl [16, 4.1]).

Ausgehend von der Darstellung in 3.5 (3.) zeigt dieselbe Uberlegung auch die Abgeschlos-
senheit von (X, ¢) in VG(X, £). ]
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3.4 Zur Struktur freier topologischer Gruppen

Wir werden nun mit Hilfe der Ergebnisse des letzten Abschnitts Aussagen iiber die alge-
braische und topologische Struktur der freien topologischen Gruppe G(X,¢) iiber einem
topologischen Raum (X, £) herleiten. Der Schliissel hierfiir ist der folgende Satz.

Satz 3.11 Fir jeden k,-Raum (X, £) stimmt die freie topologische Gruppe G(X,§) iberein
mit der freien k-Gruppe G*(X,€). Insbesondere ist die primitive Topologie eine Gruppen-
topologie, so daff G(X,¢) = (FX, T(pX,i)) gilt.

Beweis. Da G*(X,¢) nach 3.10 ein k,-Raum ist, folgt aus 3.7 (5.), daB G*(X, €) auch eine
topologische Gruppe ist. Dariiberhinaus zeigt 3.7 (5.) in Verbindung mit der Tatsache, da
finale Strukturen in k-Top auch final in Top sind, daf die primitive k-Struktur £{y ) die
primitive Topologie T(PX'E) ist. | |

Eine unmittelbare Folge hieraus ist

Theorem 3.12 (Mal’cev) Die freie topologische Gruppe G(X,€) iber einem k,-Raum
(X, &) ist normal und enthdlt (X,€) als einen abgeschlossenen Teilraum.

Beweis. Benutze 3.11 und 3.10 zusammen mit 3.7 (6.). u

Auf sehr einfache Weise kann man nun von kompakten Hausdorff-Raumen z%uf Tychonoff-
Réume verallgemeinern. Wir beweisen zunichst den wichtigsten Teil von Swirczkowski’s
schon zu Beginn zitierten Resultat 3.14, wobei unser Beweis zusatzlich eine konzeptionelle
Interpretation der konstruierten Topologie zuldBt. Wir mdchten jedoch darauf hinweisen,
daB wir nicht wissen, ob beide Konstruktionen dieselbe Topologie beschreiben.

Satz 3.13 Fir jeden Tychonoff-Raum (X, &) trigt die freie abstrakte Gruppe FX eine
Tychonoff’sche Gruppentopologie o(x). Die topologische Gruppe (FX,0(x)) ist die freie
vollstindig regulire Gruppe iber (X,€), die sich zusdtzlich als Hausdorff’sch erweist und
somit auch die freie Tychonoff Gruppe® iber (X,€) ist. Sie enthilt den Raum (X&) als
einen (abgeschlossenen®) Teilraum.

Beweis.  Ersetzt man im Beweis von 2.3 die Kategorie Top durch die Kategorie Creg
(die — als konkrete reflexive Unterkategorie von Top (vgl. [1, 21.35]) — ebenfalls beliebige
initiale Strukturen zulaBt), so erhilt man eine topologische Gruppe G*(X,¢) = (FX,0(x¢))»
die frei iiber dem Raum (X, ¢) in der Kategorie CregGrp der vollstandig reguliren Gruppen
ist. Sei nun B:(X,€) — B(X,¢) die Stone-Cech Kompaktifizierung von (X,¢). Da GB(X,§)

2Wir hdtten hier natirtich Hausdorff Gruppe sagen kénnen; der Grund fir unsere Terminologie ergibt
sich aus der abschliefenden Bemerkung dieser Arbeit.

3Die Frage der Abgeschlossenheit diskutieren wir hier nicht — vgl. etwa [19].
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nach 3.12 zu CregGrp gehért, liefert die universelle Eigenschaft von G°(X,£) eine stetige
Injektion FB: G°(X,€) = GB(X,¢), die das folgende Diagramm kommutieren 1a8t.

(X,
X6 —2, G(x,8)

8 |Fs
B(X,§) — GB(X,§)
N8(X.£)
Weil GB(X, €) nach 3.12 Hausdorf’sch ist, ist dann auch a(x,¢) Hausdorff’sch. Also ist ox )
Tychonoff’sch. Das Diagramm zeigt zusatzlich, daB 7x,) eine topologische Einbettung ist,
denn die Einbettung fp(x,¢) o B faktorisiert iiber nx¢). n

Swirczkowski’s vollstindiges Resultat ergibt sich nun als einfaches Korollar:

Satz 3.14 (Swirczkowski) Fir jeden funktional Hausdorff ’schen Raum (X, £) trigt die
abstrakte freie Gruppe FX iber der unterliegenden Menge von (X,£) eine Tychonoff’sche
Gruppentopologie, die nx stetig sein lifit. Ist (X,€) sogar ein Tychonoff-Raum, so ist nx
eine Einbettung.

Beweis. Ist (X,¢) funktional Hausdorff’sch, so bildet man zunichst die Tych-Reflexion
Px )t (X, €) — p(X,€); da p(x,¢) als Abbildung die Identitét ist, folgt FT'(X,¢) = FTp(X,¢)
und damit alles weiter aus 3.13. Beachte, da8l nx ¢) and 7,(x,¢) zwar als Abbildungen iberein-
stimmen, 7,(x,¢) jedoch nur dann eine Einbettung ist, wenn (X £) schon ein Tychonoff-Raum
war. u

Unter Benutzung der Anmerkung im AnschluB an die Taut-Lift-Sitze ergibt sich unmittelbar
folgende Aussage iiber die algebraische Struktur der freien Gruppen.

Theorem 3.15 Die freie Tychonoff 'sche* Gruppe (= freie (funktional) Hausdorff’sche
Gruppe = freie topologische Gruppe!) iber einem funktional Hausdorff’schen Raum (X, &)
ist algebraisch die freie Gruppe F X iber der unterliegenden Menge von (X, §). ]

Bemerkung. Fiir einen nicht funktional Hausdorff’schen Raum (X, ¢) erhilt man die freie
Hausdorff Gruppe als freie (Hausdorff-) topologische Gruppe iiber der FHaus-Reflexion
X(X,€) von (X, ¢); sie ist dann also algebraisch die freie Gruppe iiber der unterliegenden
Menge von x(X,¢), die von echt kleinerer Machtigkeit als X ist.

Als Aussagen iber die topologische Struktur erhalten wir schlielich

4siche Fufnote 2
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Theorem 3.16 Sei (X,¢) ein topologischer Raum und G(X,§) die freie topologische
Gruppe iber (X,£). Dann gilt G(X,€) = (FX,7s) mit der Einbettung der Generatoren als
universeller stetiger Abbildung n(x,e): (X,€) = G(X,§).

Dariiber hinaus gilt G(x.6) s
. , , &) ist Tychonoff ’sch® und
1. (X, €) ist Tychonoff ’sch = Sipxsy 8 tine Binbetting

2. (X,¢) ist funktional Hausdorff’sch <= G(X,§) ist funktional Hausdorff’sch®.
In beiden Fillen ist G(X,¢) auch die freie Hausdorff-Gruppe iiber (X, ¢).

Beweis. [st (X, ¢) ein funktional Hausdorff’scher Raum, soist idpx: G(X, €) — (FX, 0(x,¢))
die stetige (!) homomorphe Fortsetzung von 7(x¢): (X,¢) — (FX, 0(x)); also verfeinert die
Topologie von G(X, €) die Tychonoff-Topologie o(x,¢) und ist somit funktional Hausdorff’sch,
also auch Tychonoff’sch.

Ist (X, ¢) sogar Tychonoff’sch, so ist 7(x,¢): (X,€) = G(X,¢) eine Einbettung, wie man mit
demselben Argument wie im Beweis zu 3.13 sieht; man muf nur G*(X,¢) durch G(X,¢)
ersetzen.

Der Rest ist offensichtlich. ]

Bemerkung. In dieser Arbeit kann man durchgingig Gruppe durch gleichungsdefinierte
Algebra (beziiglich eines gegebenen endlichen Typs Q) ersetzen. Wenn dann Q an Stelle
des Gruppentyps I' und die entsprechende Varietdt anstatt Grp gesetzt wird, bleiben alle
Ergebnisse ohne jede f\nderung der Beweise richtig, mit Ausnahme des Resultats (1.) in
3.16, das dann nur wie folgt lautet

] , G(X,¢) ist funktional Hausdorff sch und
o (X,£) ist Tychonoff sch = N(x.¢) ist eine Einbettung

(der Beweis von 3.16 machte hier von der Tatsache Gebrauch, da$ eine funktional Haus-
dorff’sche Gruppe Tychonoff’sch ist; er kann hier deshalb nur auf Algebren wie Abelsche
Gruppen oder Ringe verallgemeinert werden).

Es ist ein offenes Problem, ob 3.16 (1.) fiir beliebige Algebren gilt, d.h., ob die freie topolo-
gische Algebra iiber einem Tychonoff-Raum stets Tychonoft’sch ist, auch wenn die Algebra
keine unterliegende Gruppenstruktur hat.

Ssiehe Fufinote 2
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FRIT2 v. HAESELER

Fraktale Geometrie und Juliamengen

1. Einleitung

Der Begriff fraktale Geometrie wurde 1977 von B.B.Mandelbrot [11] gepragt. In einer
umgangssprachlichen Formulierung kénnen alle Objekte fraktal genannt werden, die unter
noch so starker Vergroflerung niemals glatt erscheinen, also niemals gerade Linien zeigen.

Mathematisch praziser ist die Definition fraktaler Objekte durch den Begriff der Hausdorff-
dimension moglich. Ein fraktales Objekt in einem metrischen Raum ist eine Menge, deren
Hausdorffdimension keine natiirliche Zahl ist. Dies ist Mandelbrots Definition fiir fraktale
Mengen. Die Hausdorffdimension wurde 1915 von F. Hausdorff [8] eingefithrt. Wir wollen
uns jedoch mit der anschaulichen Sichtweise begniigen.

Beginnen werden wir mit zwei klassischen fraktalen Objekten, die zunichst nach klassischem
YOrbild konstruiert werden. AnschlieBend werden wir zwei Charakterisierungen dieser Ob-
lekte vorstellen, die durch die Theorie der dynamischen Systeme motiviert sind.

Diese dynamische Charakterisierung fraktaler Objekte wird uns bei der Iteration rationaler
Abbi]dungen auf der Riemannschen Sphire erneut begegnen. Die Theorie der Iteration
Tationaler Abbildungen wurde um 1920 von den franzésischen Mathematikern G. Julia [10]
und P. Fatoy [6] unabhingig voneinander entwickelt. Heute wird diese Theorie meist als
T}fem‘ie der Juliamengen oder als Theorie der holomorphen dynamischen Systeme bezeichnet.
Wir werden uns ausschlieBlich mit der Iteration des Polynoms p.(2) = 22+ ¢, z € ¢ und
€ € C befassen.

2. Zwei klassische Fraktale

VYir stellen nun zwei klassische Fraktale und ihre Konstruktion vor. Es sind die Cantormenge,
die von G. Cantor 1878 als Beispiel einer perfekten, in IR nirgends dichten Menge erfunden
Wurde, und das Sierpinskidreieck, welches 1915 von W. Sierpiiiski als Beispiel einer Kurve,

‘;‘le l:“" Verzweigungspunkte hat, entwickelt wurde. Beide Mengen sind Paradebeispiele fiir
raktale.
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Beginnen wir mit dem Konstruktionsverfahren der Cantormenge. Es sei I = [0,1] und
L = [0,1/3] U [2/3,1], also der Teil von Iy, der nach Herausnahme des offenen mittleren
Drittels von I, bleibt. Die beiden Teilintervalle von I; werden nun genauso behandelt, wie
das Intervall Iy; d.h., die offenen mittleren Drittel werden erneut entfernt. Somit haben wir
eine Menge I, erhalten, die aus 4 Intervallen der Linge 1/9 zusammengesetzt ist. Iterieren
wir diesen ProzeB, so erhalten wir im n-ten Schritt eine kompakte Menge I,, die aus 2"
Intervallen der Linge 3" besteht. Die Menge

c=NIh
n=0

heifit Cantormenge. Die Cantormenge ist ein Fraktal mit der Hausdorffdimension In2/In 3.
Wenden wir uns nun dem Konstruktionsverfahren des Sierpifskidreiecks zu. Wie bei der
Cantormenge ist der Ausgangspunkt eine kompakte Menge, aus der iterativ bestimmte offene
Teile entfernt werden. Es sei Do das Dreieck mit den Eckpunkten (0,0),(1,0), (1/2,v3/2).
Dann ist D; der Teil von Dy, der nach der Herausnahme des offenen, von den Mittelpunkten
der Seiten von D, erzeugten Dreiecks verbleibt. D ist also aus 3 gleichseitigen Dreiecken
zusammengesetzt. Im nachsten Schritt werden diese Teildreiecke ebenso behandelt wie das
Ausgangsdreieck Do. Wir erhalten eine Menge D, die aus 9 kleinen gleichseitigen Dreiecken
besteht. Diesen Prozef wiederholen wir. Im n-ten Schritt haben wir eine Menge D,,, die aus
3" gleichseitigen Dreiecken besteht. Die Menge

oo
S=)Da
n=0
heiBt Sierpifiskidreieck (Abbildung 1). Das Sierpinskidreieck ist ein Fraktal mit der Haus-
dorffdimension In3/In2 .
Wir charakterisieren die Cantormenge bzw. das Siepiriskidreieck durch ein dynamisches
System. Wieder beginnen wir mit der Cantormenge. Durch

i 3z z<.5
f(")={ ~32+8 z>.5 R

ist eine reellwertige stetige Abbildung definiert. Mit f*(z) = f(f""(z)) bezeichnen wir die
n-te Iterierte von f. Jedem Punkt z € IR konnen wir seinen Orbit

O(z) = {f*(z)| n € IN}

zuordnen. Es existieren genau zwei Typen von Orbits. Der erste ist unbeschrinkt, wir
sagen lim,_o, f*(z) = —oo, und der zweite ist beschrinkt. Wie man leicht sieht, gilt fiir
die beschrankten Orbits O(z) C [0,1]. Offenbar ist die Menge der Punkte z € IR mit
lim, .o f*(2z) = —oo offen. Wir bezeichnen sie mit A(—co). Damit ist die Menge
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B={z € IR| O(z) C [0,1]}
der Punkte z € IR mit beschrinktem Orbit kompakt. Eine Charakterisierung von B ist
durch
B= () f([0,1])
n=0
gegeben. Die Menge der Punkte z € IR mit beschrinktem Orbit ist somit die Cantormenge;
also B = C. Anders gesehen, die Cantormenge ist der Rand des Attraktionsgebiets A(—oo).

Abbildung 1 Das Sierpiniskidreieck

Die dynamische Charakterisierung des Sierpifiskidreiecks benutzt die Theorie der iterierten
Funktionensysteme. Diese Theorie wurde um 1981 von J. E. Hutchinson [9] entwickelt und
von M. Barnsley [1] fortgefiihrt. Wir beginnen mit der Definition dreier Abbildungen f; :
C-¢,j=1,23,

filz) = z/2
fa(z) = (2+1)/2
fa(z) (z+.5+iv3/2)/2.

Jede Abbildung f;, j = 1,2,3, ist eine Kontraktion. Die Fixpunkte dieser Kontraktionen
sind genau die duBeren Ecken des Sierpiniskidreiecks. Das Sierpiriskidreieck ist nun durch
folgende Eigenschaft bestimmt. Fiir jedes « € IR gilt

8§ = Haufungspunkte {f;,0...0 f, 0 fi,| n €N und i; € {1,2,3}}.

Die Idee, verschiedene Abbildungen gemeinsam zu iterieren, wird uns bei der Theorie der
Juliamengen erneut begegnen.
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3. Theorie der Juliamengen

Wir wollen nun diskutieren, wie die Betrachtungen des vorigen Abschnitts mit der Theorie
der Juliamengen zusammenhéngen. Dies soll am Beispiel der Iteration des Polynoms p,(z) =
2% + ¢ auf der Riemannschen Sphére C erlautert werden. Dabei ist ¢ € C ein komplexer
Parameter.

Es ist leicht einzusehen, daf fiir hinreichend groBe Werte von |z| der Orbit O(z) = {p(z)| n €
IN} unbeschrankt ist, d.h. lim,_. pZ(2) = co. Die Menge der Punkte z € ¢ mit un-
beschranktem Orbit ist offen und heifit Attraktionsgebiet, A.(c0), von co. Wie bei der
dynamischen Definition der Cantormenge ist auch hier der Rand des Attraktionsgebiets
interessant.

Das Polynom p. besitzt zwei Umkehrfunktionen fi, f;. Analog zur Charakterisierung des
Sierpiniskidreiecks interessiert uns die Menge der Haufungspunkte aller Kombinationen von
Iterierten der Umkehrfunktionen von p..

Beide Probleme wollen wir fiir das Polynom p. fiiskutieren. Das erste Problem ist fiir die
Iteration beliebiger rationaler Abbildungen auf C' nicht sehr sinnvoll, wohl aber das zweite.
Wir beginnen mit der Untersuchung von A¢(c0). Da p7'(c0) = {oo} ist, ist A.(co) stets
zusammenhangend.

Definition 1 Der Rand von Ac(co) heifit Juliamenge, J., von p,.

Fiir beliebige rationale Abbildungen 138t sich unter Benutzung des Begriffs der normalen
Familie ebenfalls eine Juliamenge definieren; insbesondere ist die Juliamenge einer rationalen
Abbildung niemals die leere Menge. Fiir unsere Zwecke geniigt die obige Definition, die
dquvialent zu der allgemeinen Definition ist. In Abbildung 2 sind einige Juliamengen zu
sehen. Wir sehen, da Juliamengen fraktal sind. Dieser Sachverhalt wird durch einen Satz
von Fatou (vgl. Brolin [3]) erhdrtet. Nach diesem Satz besitzt die Juliamenge J. fiir ¢ €
C\{-2,0} keine Tangenten. Fiir ¢ € {0, 2} sind die Juliamengen leicht anzugeben. Es gilt
Jo={z€C||z| =1} und J_; = [-2,2].

Betrachten wir nun das Problem der Riickwértsiteration von p,, so gilt:

Theorem 1 Fir alle z € A(00)\{oo} gilt

Je = Haufungspunkte {w € C| p?(w) = 2 fiir ein n e IN}.

Auch dieses Theorem besitzt eine Verallgemeinerung fiir rationale Abbildungen. Im allge-
meinen gilt obige Aussage jedoch nicht fiir alle 2 € C. Hier ist also ein Unterschied zur
dynamischen Charakterisierung des Sierpiriskidreiecks festzustellen.

Zum AbschluB wollen wir die Juliamengen J. noch etwas genauer betrachten. Diese Be-
trachtung wird dann zu einem Fraktal fiihren, welches in der Theorie der Juliamengen von
iiberragender Bedeutung ist, der Mandelbrotmenge.
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Abbildung 3 Die Mandelbrotmenge und einige VergréBerungen
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Theorem 2 A. (o) ist entweder einfach zusammenhingend oder von unendlich hohem
Zusammenhang. Ac(co) ist genau dann einfach zusammenhingend, wenn 0, der kritische
Punkt von p., nicht in A,(co) enthalten ist.

Ist A.(oo) einfach zusammenhangend, so ist J. zusammenhingend. Ist A.(co) von unendlich
hohem Zusammenhang, so ist J, eine Cantormenge, d.h. eine perfekte, in C nirgends dichte
Menge. Diese Dychotomie fithrt zu

Definition 2 Die Menge

M = {c€ C| J. ist zusammenhangend}

heifit Mandelbrotmenge.

Die Mandelbrotmenge scheint auch ein Fraktal zu sein (vgl. Abbildung 3). Sie ist eines der
wichtigsten Fraktale in der Theorie der Juliamengen, da sie in einem sehr prazisen Sinn ein
universelles Objekt ist, vgl. die Arbeit von Douady und Hubbard [4].

Dieser Aufsatz kann natiirlich keine vollstindige Einfithrung in die fraktale Geometrie und
die Theorie der Juliamengen sein. In den Arbeiten von P.Blanchard [2], H. Brolin [3] und
anderen iiber holomorphe dynamische Systeme sind die fehlenden Beweise zu finden. Das-
selbe gilt auch fiir die unbewiesenen Aussagen aus dem Bereich der fraktalen Geometrie.
Hier sind besonders die Biicher von K. Falconer [5] und M. Barnsley [1] zu nennen.
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ULRICH KRAUSE

Uber positive diskrete dynamische Systeme

1. Einleitung

Die Definition eines diskreten dynamischen Systems ist duBerst simpel: eine (nicht-leere)
Menge M zusammen mit einer (nicht-trivialen) Selbstabbildung T : M — M. Auch eine
der zentralen Aufgaben bei der Beschaftigung mit diskreten dynamischen Systemen 1afit sich
sofort formulieren, namlich die Untersuchung des asymptotischen Verhaltens der Bahnen
{T*z| n >0} fir z € M.

Abbildung 1 Diskretes dynamisches System

Tatsachlich aber ist die mathematische Analyse diskreter Systeme duflerst schwierig. Nur
wenige Systeme sind bisher erforscht, und selbst trivial anmutende Fille haben es in sich.
Ein Beispiel eines solchen Systems, dessen Verhalten erst in letzter Zeit aufgeklart wurde, ist
das logistische System mit M = [0,1] und T,z = az(1 — z) fiir einen Parameter 0 < a < 4.
Fiir gewisse Werte von a zeigt das System ein einfaches Verhalten, fiir andere Werte von a
jedoch ein sehr komplexes Verhalten, sogenanntes chaotisches Verhalten. Fiir Teilmengen M
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in hoheren Dimensionen, nicht zu reden von unendlichen Dimensionen, kann die analytische
Behandlung zu uniiberwindlichen Schwierigkeiten fiihren, falls T nicht eine lineare Abbildung
ist. Angesichts dieser Situation empfiehlt es sich, solche diskreten dynamischen Systeme zu
betrachten, die zusatzliche Eigenschaften besitzen. Diese zusitzlichen Eigenschaften sollten
einerseits erlauben, die damit ausgestatteten Systeme analytisch befriedigend zu behan-
deln, sie sollten aber auch andererseits nicht nur mathematische Erfindungen sein, sondern
auch tatsichlichen Systemen in Natur, Technik und Gesellschaft zukommen. Aufgrund der
letzteren Anforderung geniigt es nicht, lineare Systeme zu betrachten. Positive diskrete dy-
namische Systeme nun, der Gegenstand dieses Artikels, sind solche nichtlinearen diskreten
Systeme, deren zusatzliche Eigenschaft mit dem Begriff der Positivitat verkniipft sind. Das
heifit insbesondere, daf M ein konvexer Kegel in einem reellen Vektorraum ist und 7' ein mo-
notoner Operator hinsichtlich der durch den Kegel induzierten Halbordnung. Es zeigt sich,
daB dies allein noch nicht ausreicht, weswegen die Monotonieeigenschaft noch verschirft wird
(vgl. Satze 1 und 2). DaB Positivitdtseigenschaften tatsichlich einen Einfluf haben, zeigt
bereits das Beispiel der Matrizentheorie. Die Theorie positiver (nichtnegativer) Matrizen,
die sogenannte Perron-Frobenius Theorie (vgl. [14]), erlaubt viel spezifischere Aussagen
als die Theorie der Matrizen allgemein, und sie benutzt besondere Hilfsmittel. AufSerdem
hat die Theorie positiver Matrizen zahlreiche Anwendungen, z.B. in Biologie, Demographie,
Wahrscheinlichkeitstheorie, Okonomie. Ahnlich steht es mit den positiven diskreten dyna-
mischen Systemen, deren Anwendungsbereich noch gréer ist, da nichtlineare Beziehungen
zugelassen werden. Der Grund fiir die breite Anwendbarkeit liegt darin, daf viele Variablen
wie z.B. die GroBe einer Population oder der Preis eines Gutes auf natiirliche Weise positiv
sind und AnlaB zu monotonen Beziehungen geben. (Vgl. die spiter behandelten Beispiele.)

Eine Theorie positiver diskreter dynamischer Systeme im eigentlichen Sinne liegt nicht vor,
ist jedoch im Entstehen. Das Kernstiick einer solchen Theorie wire die Untersuchung des
asymptotischen Verhaltens der Iterierten positiver nichtlinearer Operatoren. Dazu gibt es
eine ganze Reihe von Arbeiten, insbesondere das Werk von Krasnosel’skij und seiner Mit-
arbeiter ([6, 7, 8, 9]). Als weitere und ganz unterschiedliche Quellen einer Theorie positiver
diskreter dynamischer Systeme lassen sich Arbeiten von Hirsch und Smith ((4, 5], [17]), von
Nussbaum ([15, 16]), sowie die Arbeiten [1, 2, 3] [10, 11, 12, 13] ansehen.

Auf den folgenden Seiten werden als Kostprobe zwei Sitze iiber positive diskrete dynami-
sche Systeme vorgestellt. Die Beweise sind fortgelassen, auf die Beweisidee jedoch wird
kurz eingegangen. Weiterhin wird zu jedem der Sitze ein Beispiel aus der Biologie bzw.
der Okonomie behandelt. Fiir weitere Aussagen, z.B. iiber die fiir Anwendungen wichtige

inhomogene Iteration ([3], [13]), sei auf die angegebene Literatur verwiesen.
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2. Eine konkave Version eines Satzes von Perron

Bereits 1907 bewies (obwohl in etwas anderer Formulierung) Perron den folgenden Satz
iiber positive Matrizen, der allerdings weniger bekannt ist als die {ibrigen Aussagen der
Perron-Frobenius Theorie.

Satz: Jede strikt positive Matriz A besitzt einen eindeutig bestimmten normierten posi-
tiven Eigenvektor z*, und die normalisierten Iterierten "—:-:-:—ﬁ konvergieren fir jeden von 0
verschiedenen Startvektor x gegen z*, wenn k gegen oo strebt.

Man iiberlegt sich schnell, daff der Satz von Perron nicht mehr gilt, falls A nur als irreduzibel
vorausgesetzt wird oder falls die Iterierten ohne Normalisierung betrachtet werden. Offen-
sichtlich gilt der Satz von Perron auch fiir nichtnegative Matrizen A, falls nur eine Potenz A?
von A strikt positiv ist, d.h. fiir sogenannte primitive Matrizen. (Es gibt jedoch Matrizen,

1/2 0])

die nicht primitiv sind und fiir die der Satz dennoch gilt, z.B. 12 1]

Die Konvergenz der normalisierten Iterierten "—ﬁ:%” (die iibrigens gleich der iterierten Nor-

malisierung (“:—:“)k ist) wird aus naheliegenden Griinden auch als relative Stabilitit bzw.
Richtungsstabilitit des zu A gehorigen dynamischen Systems bezeichnet.

Fiir das folgende wollen wir einige Bezeichnungen festhalten. IR” = {z = (z1,...,2.)| z; €
R firallei=1,..., n} bezeichne den n-dimensionalen Euklidischen Raum. Fiir z,y € IR"
schreiben wir z < y, falls z; < y; gilt fiir alle 4, und z < y, falls z; < y; gilt fiir alle 7.
Gilt z < y und ist z # y, so schreiben wir z 5 y. Entsprechende Schreibweisen werden
fiir Matrizen benutzt, z.B. fir A = (a;;), A > 0 falls a;; > 0 fiir alle  und j. K = IR} =
{z € IR*| z > 0} bezeichnet den Standardkegel im IR*. Bevor wir den Perron’schen Satz
auf gewisse nichtlineare Abbildungen ausdehnen werden, hier noch ein Beispiel zum Satz.

Beispiel: Fibonacci’s Kaninchen

Eines der altesten biomathematischen Modelle geht auf Fibonacci im 13. Jahrhundert zuriick
und handelt von der Vermehrung der Kaninchen. Dabei wird unterstellt, daB jedes Ka-
ninchenpaar vom zweiten Monat an jeden Monat ein neues Kaninchenpaar hervorbringt.
Bezeichnet fn die Anzahl der Kaninchenpaare im Monat n fiir n = 0,1,2,..., so iiberlegt
man sich sofort, dafl folgende Rekursion gelten muB: fn.41 = fo + faoy fiir n = 1,2,3,.. ..
Mit fo = fi = 1 lassen sich daraus alle f, berechnen, die sogenannten Fibonaccizahlen
1,1,2,3,5,8,.... Offensichtlich streben die fa gegen oco. Wir interessieren uns dafiir, wie
sich das Verhaltnis von Alten (gebarfahigen Kaninchen) zu Jungen (noch nicht gebarfahi-

gen Kaninchen) im Laufe der Zeit entwickelt, d.h., wir interessieren uns fiir das Verhalten
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der Folge der 7&1— Dazu ziehen wir den Perron’schen Satz heran und formulieren die Re-

1
kursionsgleichung um. Sei z®) der (Spalten-) Vektor (fi,fr-1) und A = . (1) ] Die
Rekursionsgleichung ist aquivalent mit z(**) = Az(®. Es ist A% > 0, also A primitiv.
Wihlen wir als Norm ||z|| = |z1] + |z2|, so folgt aus dem Perron’schen Satz, daff

A1) 2B (fy i)
[A*=1e®O] ~ [l2®f ~ fi + fia

gegen z* konvergiert fiir k — oco. Da z* = (;+ z, 5#), so ergibt sich limy o, 714~ = L
d.h., das Verhiltnis von Alten und Jungen strebt einem festen Wert zu, und zwar dem

sogenannten Goldenen Mittel.

Der Satz von Perron laBt sich auf nichtlineare Abbildungen verallgemeinern. Eine besonders
einfache Form ist die folgende konkave Version des Perron’schen Satzes. Ein Operator
T: K — K heift konkav, wenn fir alle z,y € K und alle A € [0,1] gilt

Tz + (1 - A)y) 2 ATz + (1 — A)Ty.

Ein konkaver Operator ist stets monoton, d.h. aus 0 < z < y folgt Tz < Ty. Es sei || - |
eine Norm auf IR" die (auf K') monoton ist. Der renormierte Operator T ist definiert durch

= Tz
Te=—— fir t€K mit T 0.
Tl i

Satz 1 ([11,12]) Es sei T : K — K ein konkaver Operator mit Tz > ( firz 3 0. Dann
hat die Gleichung Tz = Az firxz 3z 0, ||z|l = 1, X\ € IR genau eine Lésung z*, \*, und

fiir den renormierten Operator gilt limy_.o, T*z = z* fir alle z 7 0 (bez. der Euklidischen
Topologie).

Bemerkung. Der obige Satz, der natiirlich den Satz von Perron als Spezialfall enthalt, 148t
sich auch auf gewisse nichtlineare positive Operatoren ausdehnen, die einen unedlichdimen-
sionalen Kegel in sich abbilden ([10], [18]). Der Satz laBt sich auch fiir primitive Operatoren
aussprechen.

Wir kénnen Satz 1 sofort auf konkave Verallgemeinerungen von Fibonacci’s Populationsmo-
dell anwenden. Spéter kommen wir darauf zuriick. Jetzt wollen wir eine Anwendung von
Satz 1 auf ein 6konomisches Problem skizzieren.
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Beispiel: Interdependente Preissetzung ([1, 11, 12, 13))

Man betrachte eine endliche Menge {1,...,n} von Produzenten, von denen Produzent i
genau eine Ware, ebenfalls mit ¢ bezeichnet, mit Hilfe der von den anderen Produzenten
hergestellten Waren und mittels (homogener) Arbeitskraft produziert. Dem Produzenten
i stehe die Technologiemenge A; zur Verfiigung, die diejenigen inputs (a,!) angibt, mit
deren Hilfe Produzent 7 eine Einheit von ¢ herstellen kann; dabei besteht a € IR? aus den
materiellen Aufwendungen an Giitern 1,...,n und [ € IR, ist der Arbeitsinput. Wir wollen
annehmen, daB eine vollstindige Automatisierung der Technik nicht médglich ist in dem
Sinne, daf sich alle Arbeitsaufwendungen durch eine eventuelle Erhshung der materiellen
inputs ersetzen lassen. Genauer, wir nehmen an, da inf{!| (a,) € A;} > 0 ist fiir jedes 1.

Jeder Produzent wird bei gegebenem Preisvektor p € IR% aufgrund der Kongruenz seine
Kosten zur Produktion einer Einheit minimieren. Die Minimalkosten des Produzenten i
sind gegeben durch

Ti(p,w) = inf{pa + wl | (a,) € A;}

(pa = inneres Produkt der Vektoren p,a € IR}). Dabei bezeichnet w den Lohnsatz, von
dem wir der Finfachheit annehmen, daB er vollstandig fiir einen Standardkonsumkorb ¢ €
Ry, c>o0, ausgegeben wird, also w = pe. p — Ti(p) = Ti(p, pc) ist eine konkave Funktion
und daherist T': K — K, definiert durch (Tz); = T;z, ein konkaver Operator. Aufgrund der
Annahme nicht vollstindiger Automatisierung gilt T'p > 0 fiir p > 0. Zur Beschreibung der
Dynamik in der Zeit t = 0,1,2,... ist es naheliegend anzunehmen, dafl jeder Produzent fiir
die nichste Periode einen Preis festlegt, der proportional zu seinen gegenwirtigen Kosten ist,
also p(t+1) = A(t)Tp(t). Die Preise konnen wir normieren, $ = gf; mit ||p|| = pc (p € IR}).
In normierten Preisen (relativen Preisen) erhalten wir daher

e+ DI NTe@I ITEO '

Aus Satz 1 folgt nun, daB die normierten Preise sich im Laufe der Zeit stabilisieren, sich
Bémlich dem durch Tp* = Ap",p* € IR} mit p*c = 1, eindeutig bestimmten Gleichgewichts-
Preis annihern. Obwohl die einzelnen Produzenten unabhingig voneinander ihre Preise
feS“egen, fihrt das zu der obigen Stabilitat. Diese basiert im wesentlichen darauf, daB die
Produzenten via Technologie interdependent sind und sich bei der Preissetzung einheitlich
an ihren Kosten orientieren.

Bt+1)=

Das Stabilitatsresultat, das wir im obigen Beispiel vermoge der konkaven Version von Perrons

Satz erhalten haben, hitten wir mit dem urspriinglichen Satz von Perron nicht erhalten
kénnen
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3. Absolute Konvergenz der Iterierten

Es liegt in der Natur linearer Abbildungen, daB im Satz von Perron nur die relative Konver-
genz der Iterierten, nicht aber die absolute Konvergenz, d.h. die Konvergenz der Iterierten
selbst, von Interesse ist. In der nichtlinearen Situation von Satz 1 jedoch ist es interessant
zu wissen, unter welchen zusitzlichen Bedingungen sogar die Iterierten selbst konvergieren.
Der folgende Satz, bei dem es sich um einen Spezialfall eines Ergebnisses in [10] handelt,
gibt darauf eine einfache Antwort. (Siehe auch [18].)

Satz 2 Es sei T: K — K ein monotoner Operator mit Tz > 0 firz 3 0 und derart,
daf fir ein 0 <r <1, alle z € K und alle A € [0,1] gilt \TTz < T()Xz). Dann hat T genau
einen Fizpunkt £* 3 0, und es gilt limy_ T*z = z* fir alle z 2 0 (bez. der Euklidischen

Topolagie).

Bemerkung. Da konkave Abbildungen monoton sind, liegt die Einschrankung, die in Satz 2
gegeniiber Satz 1 gemacht wird, in der Forderung, da8 r < 1 sein soll.

Beispiel: Fibonacci’s Kaninchen unter Populationsdruck

In Fibonacci’s Modell strebt die Anzahl der Kaninchen im Laufe der Zeit iiber alle Grenzen.
Aber in der Natur wachsen die Biume nicht in den Himmel. (Warum?) Bei anwachsen-
der Population macht sich schlielich der Populationsdruck bemerkbar, z.B. weil das vor-
handene Terrain oder die Nahrungsmittel nicht mehr ausreichen. Bei Wachstumsprozessen
dieser Art ist eine Wachstumsrate, die sich mit steigendem Niveau verringert, realistischer
als eine konstante Wachstumsrate. Das aber bedeutet, daff der zugrundeliegende Prozef
durch ein nichtlineares Modell zu beschreiben ist. Das lineare Fibonacci-Modell konnten
wir auch beschreiben durch die Abbildung T : K — K, T = (%1 + z2,71), nidmlich
Tz = Az = [ i (1) } :: . Zur Beschreibung des Populationsdrucks sind konkave Funk-
tionen sehr geeignet, da sie zwar Wachstum beschreiben, aber ein solches, dessen Zuwachsrate
immer geringer wird. Eine einfache Beschreibung des Populationsdrucks fiir Fibonacci’s Ka-
ninchen kdnnte etwa lauten Tz = (y/Z7 + /73, v/Z1). (Fiir die Anzahl der Kaninchenpaare
in Periode k + 1 bedeutet dies fir1 = i + VFe_1; das heiBt, daB jetzt ein Kaninchenpaar
vom zweiten Monat an durchschnittlich weniger als ein Kaninchenpaar hervorbringt, und
gleichzeitig, daB nicht jedes Paar das gebarfihige Alter erlebt.) Fiir den obigen Operator T
ist die zweite Iterierte monoton mit 7%z > 0 fiir 2 z 0. AuBerdem gilt ATz < T(Az), und

daher ¥/AT2z < T*(Az). Aus Satz 2 folgt, daB T? genau dann einen Fixpunkt z* z 0 hat

mit limy .o, T¥z = 2* fiir alle 3 0. Fir T statt « folgt limy_o, T**+1z = 2=, andererseits
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folgt aufgrund der Stetigkeit von T, daB lim,_,o, T2*+1¢ = Tz* ist. Also ist sogar Tz* = z*
und limy_, o, T*z = z* fiir alle = 2 0. Also fiihrt der Populationsdruck dazu, dafl die Kanin-
chenpopulation schlieflich einer festen Anzahl zustrebt (die sich aus der Fixpunktgleichung
unschwer ermitteln 1afit).

4. Zum Beweis

Die Idee beim Beweis der Sitze 1 und 2 ist, daBl in beiden Fillen unter den Voraussetzun-
gen an den Operator T dieser zu einer Kontraktion beziiglich einer gewissen Metrik wird.
Alles iibrige erledigt dann der Banachsche Fixpunktsatz oder eine seiner Varianten. (Die
Beweise unterscheiden sich sehr von Perron’s urspriinglichem Beweis; unter Benutzung von
Metriken 158t sich ein einfacher Beweis des Perron’schen Satzes geben.) Doch welches sind
die Metriken, und wieso wird T oder der renormierte Operator T' zu einer Kontraktion?
s 11
Die folgende Figur illustriert am Beispiel des Operators Tz = . z zum linearen
Fibonacci-Modell den kontraktiven Charakter von T bzw. T, indem die Bahnen unter T

bzw. T von ausgewahlten Punkten angegeben sind.

X, x¥- Strahl
A
T
)\ ¥ T
'y _{xeK] nxti=13
z
> X,
(0,0 (1,0)

Ahbildung 2Tz= |11 z
10

pel' durch das (normierte) Gleichgewicht und durch 0 definierte Halbstrahl wird durch T

I sich dberfiihrt, nimlich T(sz*) = s(lﬂzé)z’. Bahnen von Punkten, die sich auf diesem

Halbstrah) befinden, nahern sich ihm asymptotisch an. Es sieht also so aus, als ob der
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z*-Strahl alle T-Bahnen (# 0) asymptotisch anzieht. Analog zieht T' die Menge der nor-
mierten Vektoren auf z* zusammen. Die Metrik, die im Falle von Satz 1 ein gutes Ma8 fiir
das Zusammenziehen ist, ist eine von Hilbert in seinen Untersuchungen zu den Grundlagen
der Geometrie verwendete projektive Metrik. Eine geeignete Metrik im Falle von Satz 2
ist eine auf Thompson (vgl. [10]) zuriickgehende Metrik, die heute vielfach als Part-Metrik
oder auch als Birkhoff-Metrik (vgl. [7]) bezeichnet wird. (Die iiblicherweise in Vektorraumen
gebriuchlichen Metriken sind nicht geeignet, Operatoren T der betrachteten Art zu Kontrak-
tionen zu machen. Da hat sich in dieser Hinsicht in das schéne Buch ,Fractals Everywhere*
von M. Barnsley auf S. 79, Problem 6.13, ein Fehler eingeschlichen. Die dort betrachtete
Abbildung ist im allgemeinen nicht kontraktiv bez. der Euklidischen Metrik, wohl aber bez.
Hilbert’s projektiver Metrik.)

Beide in den Beweisen der Sitze 1 und 2 benutzte Metriken lassen sich ganz allgemein fiir
einen beliebigen konvexen und abgeschlossenen Kegel (in einem lokalkonvexen Vektorraum),
der keine affine Halbgerade enthalt, folgendermafen definieren (Abbildung 3):

Abbildung 3

Fir z,y € K schreiben wir z < y,falls y — 2 € K. Definiere fir z,y € K\{0} L =
sup{} € IRy| Az < y}, M = sup{} € IRy| \y < z}. (L,M € RR,,da K keine affine
Gerade enthilt). Die projektive Metrik ist dann gegeben durch d(z,y) = —log(L - M) und
die Part-Metrik durch p(z,y) = —logmin{L,M}. (Da +co als Wert méglich ist, sind d
und p tatsichlich nur Pseudo-Metriken.) ,Kugeln® um z mit dem Radius r sind im Falle
von d durch die konvexen Kegel {sy| s € R,, 2 <y < e¢"z} und im Falle von p durch die,

Intervalle {y| ez < y < "z} gegeben. Im Falle des Standardkegels K = IR} lassen sich
die Metriken explizit angeben als
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d(z,y) = max{logz; —logy;| 1 <i<n, z; >0} —min{logz; —logy:| 1 <i<n, y; >0}
p(z,y) = max{|logy; —logzi| 1 <i<n, 2;>0, 4 > 0}.

(Fir die Durchfiihrung des Beweises siehe [10, 11, 12].)
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GERHARD BECKER

Die Bedeutung von Analogien fiir das Lehren und
Lernen von Mathematik

Mein Vortrag gliedert sich wie folgt:

1. Zunichst soll an einige Phinomene, Sachverhalte, Zusammenhéinge erinnert werden,
die uns gelaufig sind, in der Absicht, uns darauf aufmerksam zu machen, wie haufig
wir in sehr verschiedenen Bereichen geistiger Betdtigung Analogien verwenden;

2. soll speziell auf das Lernen von Mathematik eingegangen werden, um insbesondere in

diesem Bereich die Bedeutung von Analogiebildungen aufzuzeigen;

3. wird eine Beispielserie die allgemeineren Ausfiihrungen illustrieren.

1. Die Bedeutung von Analogien

Unbestritten gehoren Analogien zu den fruchtbarsten Ideen und Prinzipien im menschlichen
Denken, insbesondere in der Entwicklung der Wissenschaften. Die Ausweitung oder die
Bestitigung unseres Wissens, die Uberpriifung auf Konsistenz, die Einordnung neu erworbe-
nen Wissens, das Verstehen uns zunachst schwer begreiflicher Phinomene stiitzen sich haufig
auf Analogien.

Hinsichtlich der Mathematik und des mathematischen Unterrichts sei auf Autoren hingewie-
sen, die in besonderer Weise die untersuchung des Probleml6sens und der mathematischen
Entdeckung zum Gegenstand von Untersuchungen gemacht haben: Insbesondere widmet
G. Polya ein Kapitel seines Buches Mathematik und plausibles Schliefen [6] der Analyse von
Analogien, die Bedeutung von Analogien wird in J. Hadamards ungewdhlicher Schrift The
Psychology of Invention in the Mathematical Field immer wieder deutlich; und viele Auto-
ren, die sich auf Publikationen der beiden genannten stiitzen, fiihren deren Uberlegungen
Weiter.

Eine Analogie ist eine Entsprechung, eine Korrespondenz zwischen Verhaltnissen, Beziehun-

gen. Diese Begriffsbestimmung findet man sinngemaB schon bei Thomas von Aquin. Der
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Vagheit, Mehrdeutigkeit dieser Umschreibung entspricht die vielseitige Aufweisbarkeit und
Verwendbarkeit von Analogien. Bei einer Analogie liegen zwei inhaltliche Bereiche vor, die
im Hinblick auf in ihnen bestehende Beziehungen miteinander verglichen werden. Sucht man
eine mathematische Prizisierung fiir den umgangssprachlichen Begriff Analogie, so wire wohl
am ehesten an den Begriff des Funktors zu denken. Ublicherweise stellt man sich den einen
Bereich als bekannt vor, und auf Grund einer vorliegenden Analogie wird der zunichst we-
niger vertraute zweite Bereich gedanklich erschlossen. Damit erweist sich die Analogie als

heuristisches Prinzip von groBer Tragweite.

Herausragende Beispiele fiir die erfolgreiche Verwendung einer Analogiebetrachtung sind
etwa die ,,Entdeckung® des Benzolrings (Keule), Newtons Vergleich des um die Erde umlau-
fenden Mondes mit einem geworfenen Stein; auch die Unterscheidung historischer Epochen,
der die Vorstellung in wesentlichen Ziigen sich wiederholender Ereignisse zugrundeliegt, die
korrespondierende Funktion von Organen in verschiedenen Tierklassen, die Funktion ver-
schiedener Teile in inhaltlich insgesamt disparaten Bereichen (Fliigel eines Vogels, eines
Gebiudes, einer Partei usw.), Gleichnisse in der Dichtung.

In der Mathematik benutzen wir global die Vorziige von Entsprechungen bei der Analo-
gie zwischen arithmetischen und geometrischen Beziehungen (Zahlengerade, Zahlenstrahl;
Cartesische Ebene) von Mengensprache und Aussagen- bzw. Pridikatenlogik usw. Fiir
die Fachmathematik wie fiir die Fachdidaktik driickt der Gruppenbegriff als Ordnungsin-
strument die Entsprechung zwischen inhaltlich verschiedenenartigen Bereichen aus. Ab-
bildungen, Funktionen, Diagramme liefern je nach Zusammenhang mehr globale oder lokale
Analogien. Lokal ausgewertete Analogien treten beispielsweise in der Entsprechung zwischen
Addition und Multiplikation entgegen, mit der Konsequenz, daB wir GesetzmafBigkeiten wie
Kommutativitit, Assoziativitit von einer Verkniipfung auf die andere iibertragen konnen.
Wir sprechen von Rechenarten 1.,2.,3. Stufe und heben damit die Gemeinsamkeiten und Un-
terschiede hervor. Punktuelle Analogie kann bestehen zwischen Einzelschritten in Beweisen,
Algorithmen, Konstruktionen, Begriffsbildungen.

Auch durchgéngige Leitgedanken in der mathematischen Vorgehensweise, in (anlogen)
Begriffsbildungen, beispielsweise Geradenspiegelung, Punktspiegelung, Spiegelung an ei-
ner Ebene, an einem Kreis, der Funktionsbegriff und das funktionale Prinzip im Mathe-
matikunterricht, Transformationen und Invarianten (Morphismen), Begriffserweiterungen,
-verallgemeinerungen, insbesondere bei Zahlenbereichserweiterungen (Permanenzprinzip),
Fallunterscheidungen (mit dem Hinweis auf analoge Fille, deren explizite Behandlung man
sich spart), die Berufung auf analoge Schritte in Beweisen, belegen die Bedeutung von Ana-
logien als heuristisches Prinzip und die darauf beruhende Denkékonomie.
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2. Lernen von Mathematik
Hier sollen nur 2 Aspekte aufgegriffen werden:

o das Neu-Lernen und Verstehen eines neuen Sachverhaltes

o Memorieren, Behalten, Reproduzieren-Kénnen des Verstandenen, das Einordnen in
einen vorhandenen Wissensbestand.

Neu-Lernen im Sinne des Problemlésens bedeutet: Neu-Organisieren, Umstrukturieren von
Wissen, Zusammenkombinieren zu neuen gedanklichen Gebilden, (subjektiv) neue gedank-
liche Linien ziehen. Dabei spielt partielle Identitit im Lernmaterial, die Ubereinstimmung
in Teilen eine groBe Rolle; sie ermdglicht Transfer von Lerninhalten und die Anwendung von
Lernprinzipien ebenso wie das Behalten und Abrufen gelernter Inhalte.

Psychologische Untersuchungen haben gezeigt, daB mathematisch besonders Begabte bei
der Organisation und Verarbeitung ihres Wissens sich in ungewdhnlicher Weise analoger
Denkformen bedienen. (Klix [5], van der Meer [8]).

Wie die Beispiele aus vielfiltigen Bereichen des geistigen Lebens zeigen, werden durch Ana-
logien Anstéfe und Erklirungsmuster angeboten, zum Teil sogar gewagte; eine Analogiebe-
trachtung garantiert jedoch keineswegs die Richtigkeit einer so gewonnenen Eigenschaft eines
Erkenntnisgegenstandes. Die sachliche Richtigkeit, die Brauchbarkeit einer Analogieiber-
tragung muf in jedem Einzelfall iberpriift werden. Analogien eignen sich zur Illustration,
sie kénnen kiihn, originell, aber auch handfest, bieder, bescheiden sein, sind jedoch kei-
neswegs zwingend. In der Anwendung einer Analogie liegen daher immer zwei gedankliche

Leistungen, die begrifflich und im Vollzug unterschieden werden miissen:

1. das Bilden der Analogie, also das Herausfinden von Entsprechungen, Formulieren und
Ubertragen

2. der Nachweis der Giiltigkeit und Tragweite; hierbei kénnen eventuell wieder analoge

Betrachtungen einflieBen (siehe nachfolgende Beispiele).

%Ur Verdeutlichung der beiden unterschiedlichen Schritte und zum Zweck einer erleichterten
Ubung sollten Schiilern im Unterricht auch Gelegenheit gegeben werden, beide Komponenten
getrennt zu iiben. Neben dem Aufsuchen und dem Formulieren von analogen Ubertragungen
sollten eigenstindige fJbungsphasen moglich sein, in denen es an Hand nicht allzu anspruchs-
voller Inhalte um die Uberpriifung geht. Hierbei hat sich insbesondere die ,, Homogenitét*
eines inhaltlichen Bereiches als vorteilhaft erwiesen. Das bedeutet, daf Gleichartigkeit der

BeWeistechnik, also Abgegrenztheit der zum Nachweis erforderlichen Mittel, und Klarheit



42 Gerhard Becker

der Zielkriterien (vgl. Dérner (2], S. 11-14) zu thematischen Einheiten fiihren, die durch
eine vergleichsweise grofie Zahl miteinander im Zusammenhang stehender Inhalte gekenn-
zeichnet sind; das nachfolgende Beispiel stellt eine solche ,Insel“ thematisch gleichartiger
Inhalte dar.

3. Erlauterungen zu einem Beispiel

Eine Analogie kann bestehen in:

o Reduzierung oder Ausweitung der Komplexitit eines Gegenstandes der Betrachtung
(Begriff, Satz, Argument, Aufgabe) oder einer Aufgabenstellung

o Verringerung oder Vergroferung der Anzahl von Ecken, Kanten , Flichen oder anderen
Teilen einer geometrischen Figur, der Bestimmungsstiicke in einer Aufgabe

o Erhéhung oder Verringerung der Dimension von Teilen oder der ganzen Figur

o Veranderung von Anzahl oder Art der vorkommenden Parameter, demzufolge auch von

Konstruktions- oder Beweisschritten

e Vertauschung von Voraussetzung und Behauptung in einem Satz, eventuell die Bildung
neuer Kombinationen von Teilvoraussetzungen oder Teilbehauptungen.

Gegenbeispiele zu finden gehdrt mit zu den Fertigkeiten des Begriindens, die Schiiler an
der vorgestellten thematischen Einheit erwerben sollen. Die vier Einheiten stellen themati-
sche Untereinheiten dar, die auseinander durch Analogieiibertragungen hervorgehen. Teil 1
beginnt mit einer Ausgangsfrage, die auf die Formulierung der Dreiecksungleichung und
der Strecken-Additivititsbeziehung bez. der iblichen euklidischen Metrik fithrt, aus bei-
den Grundeigenschaften gezogene SchluBfolgerungen fiir elementare geometrische Figuren
schlieBen sich an; die Begriindungen sind teilweise hinzugefiigt. In anderem Zusammenhang
ist diese thematische Einheit publiziert in Holland [4] oder Schupp [7]. Die nachfolgenden
Teile beruhen im wesentlichen auf Anderungen (Erhdhungen) der Dimension(en); dabei lie-
fern Analogiebetrachtungen nicht nur Aussagen iiber geometrische Objekte, sondern auch —
mit sinngeméfen Abanderungen — Begriindungen. Das vorgestellte Beispiel zeichnet sich zu-
dem dadurch aus, daB hier Eigenschaften raumlicher Figuren als unmittelbare Weiterfiihrung
von Eigenschaften ebener Figuren erkennbar werden; in der Unterrichtspraxis wird ja haufig
der Mangel an passenden Beispielen beklagt, die Sachverhalte aus der Ebene mit solchen aus

dem Raum in engen Zusammenhang bringen.
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Eine analoge Ubertragung der drei Ausgangszeilen (Gleichung (1.2), Ungleichungen (1.1)
und (1.3)), auf Grund der Erhéhung des Exponenten von 1 auf 2, liefert (Teil4) eine Cha-
rakterisierung von Dreiecktypen, als deren Zusammenfassung der Cosinussatz verstanden
werden kann, mit dem Sonderfall des Satzes von Pythagoras. Auch zu diesem Satz und
den mit ihm verbundenen Themen gibt es riumliche Analoga, von denen einige im Teil4
aufgefiihrt sind.

Teil 1

Ausgangsfrage ist die Aufgabe, zu gegebenen Streckenlingen a,b,c und gegebenen Punkten
A, B mit L(AB) = c einen Punkt C zu konstruieren, fiir den L(AC) = b, L(BC) = a sein
soll: Ein solcher Punkt C

o existiert nicht fiir ¢ > a + b, (1.1)
o existiert und liegt auf der Strecke AB fiir ¢ = a + b, (1.2)
o existiert und liegt nicht auf der strecke AB fiir ¢ < a + b. (1.3)

Daraus ergibt sich als Bedingung dafiir, dal C auf der Strecke AB liegt, die Gleichung
L(AB) = L(AC) + L(BC), (1.2))
wihrend die Dreiecksungleichung
L(AB) < L(AC) + L(BC) (1.3)

den Fall beschreibt, daf C nicht auf AB liegt.

Im folgenden wird die Linge einer Strecke AB mit |AB| bezeichnet. Mit den Ausgangszeilen
(1.2’) und (1.3") ergibt sich:

Abbildung 1
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Fiir einen beliebigen Punkt P € BC (P # B,C) gilt:
[AP| + [PB| > [AB
[AC) + |CP) > |AP|, also
[AC| + [CB| > [AP|+|PB| > [AB| (1.4)

Zweimalige Anwendung von (1.4) liefert:

fiir einen beliebigen Punkt @ € AP (Q # A, P) gilt:

|AP| + [PB| > |4AQ| + [@BI
[AC| + |[CB| > [AP| + |PB|, also
|AC| + [CB| > |4Q| + [@B| > [AB|. (1.5)
c
P
Q
A 8

Abbildung 2

SchlieBlich ergibt dreimalige Anwendung von (1.5):
fiir einen beliebigen Punkt R innerhalb des Dreiecks ABC gilt:

@C| + [CB| > (ARl + [EB| > [AB|
B4 + [4C| > |BR| + [RC| > [BC|
[CB| + [BAl > [CRl + [RA| > [AC| und

2(|4B| + |BC| + [AC|) > 2(|AR| + |BR| + |CR|) > [AB| + |BC| + |AC|, (18)

oder, mit den Abkiirzungen p (fiir den Umfang des Dreiecks) und s (fir die Summe der
Abstinde des Punktes R von A, B und C):

1
Fp<s<p (1.6")

(vgl. Schupp [7], S. 6-7; Holland [4], S.107-108).
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Teil 2

Analoge Ubertragungen auf den Raum beziehen sich auf die Pyramide als die dem Dreieck
in der Ebene analoge Figur.

Zunachst werden Aussagen betrachtet, die Summen von Streckenlingen betreffen, wobei die
obigen Ergebnisse (1.3) bis (1.6) schrittweise variiert werden.

Trivialerweise gilt (1.3) auch fiir riumliche Dreiecke.

Betrachten wir drei Strecken anstatt zweier, so gilt fiir jeden Punkt D ¢ A ABC erst recht:

|4D| + |BD| + [CD| > |4B| (2.3)

Aber, kann (1.3) auch abgeindert werden in

D]+ [BD| + [CD| > |AB| + |AC| (23)

fiir einen beliebigen Punkt D ¢ A ABC? Hier (wie in den nachfolgenden Uberlegungen)
braucht D nicht auf die Ebene von A ABC beschrankt zu sein, vgl. Abbildung 3.

Abbildung 3

(2.3") gilt nicht, wie man durch eine ,schmale“ Pyramide zeigt, wobei D ,dicht oberhalb®
des “Grundflichen-Dreiecks® ABC und ,nahe bei* B und C liegen.
Hiernach ist

|AD| + |BD| + [CD| > |AB| + |BC| + |4C| (2.37)

weniger ,wahrscheinlich“; der Gegenbeweis kann durch eine Pyramide mit der Spitze D
»knapp iiber ABC und dem Vergleich mit (1.6) speziell fiir die Projektion des Punktes D’
von D in die Ebene des Dreiecks ABC gefiihrt werden.

Die Absicht, analoge Beziehungen zu (1.4) zu finden, die sich auf die begrenzenden Elemente
der betrachteten Figur beziehen und eine Aussage iiber eine Summe von Streckenlangen

darstellen, kénnte auf die Aussage fiihren:
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fiir einen beliebigen Punkt P € A BCD (P # D) ist:

[AD| + [BD| + [CD| > [AP| + |BP| + [CP, (24)

was durch eine ,,enge“ Pyramide widerlegt werden kann, deren Spitze D ,knapp iiber* A ABC
und ,,weit entfernt“ von A liegt, wihrend B und D, sowie P ,dicht bei“ C liegen.

(1.5), bezogen auf einen inneren Punkt , hat die Entsprechung in:

fiir einen beliebigen inneren Punkt Q der Pyramide ABCD gilt:

[D| + [BD| + [CD| > [AQ| + [BQI + [CQI. (25)

Eine Falsifikation liefert eine ,schmale“ Pyramide mit der Spitze D ,dicht tiber* A ABC,
ynahe bei“ A und B, und @ ,nahe bei“ C.

Abbildung 4

Eine andere Eigenschaft der Pyramide, durch analoge Anderungen von (1.5) entstanden, die
die Ecken mit einem inneren Punkt in Zusammenhang bringt, ist die folgende:
fiir einen beliebigen inneren Punkt @ der Pyramide ABCD gilt:

|AB|+|BC|+|AC|+|AD|+/BD|+/CD| > [AQ|+|BQ|+CQ|+DQ| (25)

Dies kann bewiesen werden durch Betrachtung des Schnittpunktes S der Strecke CD mit
der durch A ABQ bestimmten Ebene:

Abbildung 5
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Es gilt, gemaB (1.5), |AS| + |BS| > |[AQ| + |BQ|, und durch wiederholte Anwendung von
(1.3):

[AD| + |DS| > [AS| und |SC| + |BC| > [BS|, also [AD| + |CD| + |BC| > |AS| + |BS| >
|AQ| + |BQ|, und entsprechend:

[AC| + [AB| + |BD| > [CQ| + |DQ|; sowie durch Addition beider Zeilen
[4B| + |BC| + |AC| + [AD| + |BD| + [CD| > [AQ| + |BQ| + [CQ| + |DQ| (vel. (2.5)).

Sechsmalige Anwendung der Dreiecksungleichung (1.3) ergibt

[4Q| +[BQ| > 4B
|BQI+[CQl > [BC|
|4Q|+1CQl > [|AC|
[4Q| +[D@Q| > [AD|
[BQ|+DQ| > [BD|
ICQI+IDQ| > [CD|,
Wworaus durch Addition folgt:
3(7Q1 + IBQ) + CQ| + D)) > [AB| + [AC| + [AD| + [BC| + [BD| +[CD|,  (29)
dies ist dquivalent zu
1 s
§p<s<p (26)

wobei mit p bzw. s die Summe |AB| + [AC| + |AD| + |BC| + |BD| + |CD| bzw. |AQ| +
|BQ| + Q| + |DQ| bezeichnet sind.

Teil 3

Versuchen wir weiter, analoge Ubertragungen von (1.2) und (1.3) zu finden, die sich auf
Zweidimensonale begrenzte Elemente beziehen, so bietet sich der Flicheninhalt von Dreiecken
(im Raum) an.
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Abbildung 6

Offensichtlich ist wegen |[EF| < [ED|, und daher auch |[ABF| < |ABD| (wobei |ABF| den
Flicheninhalt von A ABF bezeichnet usw.):
fiir einen beliebigen Punkt D € A ABC:

|ABC| = |ABD| + |BCD| + |ACD| (3.2)

und fiir einen beliebigen Punkt D ¢ A ABC:

|ABC| < |ABD| +|BCD| + |ACD|. (3.3)

(3.3) kénnte man die Pyramidenungleichung nennen.

Auf einem vbllig analogen Weg wie von (1.2) und (1.3) zu (1.6) kann nun gefolgert werden:

Abbildung 7

fiir einen beliebigen Punkt P € CD (P # C, D):

|ABD| + |BPD| + |APD| > |ABP| und wegen |BCP| +|ACP| = |[BCP| + |ACP| auch
|ABD| + |BCD| + |ACD| > |ABP| + |BCP| + |ACP|. (3.4)

Anwendung dieses Ergebnisses auf einen Punkt Q € BP (Q # B, P), also auch Q € A BCD,
fuhrt auf die Aussage: ’
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fiir einen beliebigen Punkt @ € A BCD gilt:

|ABD| + |BCD| + |ACD| > |ABQ| + |BCQ| + |ACQ)|, (3.4°)

Abbildung 8
und weiter von (3.4’) auf einen Punkt R € AQ:
|ABQ| +|BCQ| + |ACQ| > |ABR| + |BCR| + |ACR];
daher, zusammen mit (3.4’):
fiir einen beliebigen Punkt R € Pyramide ABCD gilt:
|ABD| + |BCD| +|ACD| > |ABR| + |BCR| + |ACR| > |ABC]|. (3.5)

Benutzen wir (3.5) viermal - anstatt nur dreimal, wie oben mit (1.5) — so liefert die Addition
dieser vier Zeilen, namlich

|ABD| +|ACD| + |BCD| > |ABR|+ |ACR|+ |BCR| > |ABC|
|ABC| + |ACD| + |BCD|

\%

|ABR| + |ADR| + |BDR| > |ABD|
|ABC| + |ABD| + |BCD|

\%

|ACR| + |ADR| + |CDR| > |ACD|

\%

|ABC| + |ABD| + |ACD| > |BCR|+|BDR|+|CDR|> |BCD|,

3(|ABC| + |ABD| + |ACD| + |BCD))

\'

2(|ABR| + |ACR| + |ADR| +
+|BCR| + |BDR| + |CDR))

\Y

|ABC| + |ABD| + |ACD| +|BCD|,
Was dquivalent ist zu
1
2

wobei P bzw. S die Ausdriicke
|ABC|+|ABD|+|ACD|+|BCD| baw. |ABR|+|ACR|+|ADR|+|BCR|+|BDR|+|CDR)|

bezeichnen.

P<S< gP, (3.6)
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Teil 4

SchlieBlich kénnen wir die anfanglichen Zeilen (1.1), (1.2) und (1.3) abandern, unter Beriick-
sichtigung der in den Summanden vorkommenden Exponenten — hier Ubergang von 1 auf 2
- und nach der geometrischen Bedeutung der so erhaltenen Zeilen fragen.

Diese, namlich

> a4+ b, (4.1)
E=d+¥, (42)
E<al+ B (4.3)

charakterisieren ein stumpfwinkliges bzw. ein rechtwinkliges bzw. ein spitzwinkliges Dreieck.

Als eine Art ,,Zusammenfassung“ von (4.1) bis (4.3) 138t sich der Kosinussatz ansehen:

c=a+b—2abcosy (4.4)

Abbildung 9

Die auf ebene Figuren bezogene Gleichung (4.2) kann auf den Raum iibertragen werden, es
ergibt sich:

Fir eine Pyramide ABCD mit rechten Winkeln innerhalb der Seitenflichen ABD, BCD
und ACD, jeweils bei der Pyramidenspitze D, gilt:

|ABC|* = |ABD|?* + |BCD|* + |ACD|? (5.2)

Auch eine zu (4.4) entsprechende Gleichung kann wie folgt begriindet werden. Ausgehend
von der Bezichung
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Fy = Fycos (Fy, F;) + Fscos (Fy, F3) + Fycos (F1, Fy)

ergibt sich durch einige einfache Zwischenschritte

F? = F24 F2+ F2?~2F, Fy cos (Fy, F;)— 2F, Fs cos (Fi, Fs)—2F Fycos (Fy, Fy).  (54)

Abbildung 10

Allerdings geht diese Gleichung iiber das hinaus, was iiblicherweise Thema des Mathema-
tikunterrichts in der Sekundarstufe I ist. Analoge Ubertragungen stellen, wie auch dieses
Beispiel zeigt, hiufig Verbindungen zwischen verschiedenen Gegenstinden des Mathematik-
unterrichts her und liefern so Einstiege in weiterfilhrende Themen.
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INGO KGLBL

Stochastik mit 15-jahrigen Schiilern —
Ergebnisse eines Unterrichtsversuchs

Elemente der Wahrscheinlichkeitsrechnung und mathematischen Statistik wurden im obli-
gatorischen Mathematikunterricht in den Schulen der DDR praktisch nicht behandelt, wenn
man von den Diagrammen und Mittelwerten absieht. Fiir den fakultativen Unterricht in
der Abiturstufe existierte ein Rahmenprogramm , Elementare Statistik“, das aber in seiner
Umsetzung kaum realisiert wurde. Die mathematische (und auch naturwissenschaftliche und
technische) Bildung der Schiiler war von der Anlage her in den Konzeptionen und Lehrplanen
ausgerichtet auf den Grundlagen des mechanischen Determinismus, d.h., Notwendigkeit und
Zufall sowie die Beschreibung stochastischer Systeme wurden geleugnet. Das betrifft auch im
groBen und ganzen den naturwissenschaftlichen Unterricht, wobei im Physik- und Biologieun-
terricht der Klasse 10 Betrachtungen zu statistischen Gesetzmafligkeiten bei der Behandlung
der Kernphysik und der Mendelschen Gesetze erfolgen sollten. Meines Erachtens ist es
aber notwendig, daB fiir ein besseres Verstandnis der Vorgange in Natur, Technik und Ge-
sellschaft die mathematischen Verfahren der Stochastik herangezogen werden miissen. Es
besteht ein grofes Defizit beziiglich stochastischer Bildung in den Schulen. Dabei geht es
nicht nur darum, im Mathematikunterricht ein Teilgebiet der Mathematik zu behandeln, das
z.Z. ganzlich fehlt, von dem man aber weiB, daB es sehr praxisrelevant ist, sondern es geht
vielmehr um einen Beitrag zur Allgemeinbildung der Schiiler.

Ziel der Behandlung von Elementen der Stochastik im Mathematikunterricht ist, im Zu-
sammenwirken mit weiteren Unterrichtsfichern, die Herausbildung einer ,stochastischen
Denkweise“ bzw. die Entwicklung des ,stochastischen Denkens“ bei den Schiilern. Das

ist ein ProzeB, der gerichtet ist auf:

e die Anerkennung der Existenz des Zufalls (durch die Schiiler), verbunden mit der Ein-
sicht, daB der Zufall in Natur, Technik und Gesellschaft eine wichtige Rolle spielt (das
resultiert daraus, dafl der Verlauf von Vorgangen durch statistische Gesetze beschrieben

werden kann)
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o das Wissen um die Beherrschbarkeit (einschlieBlich Berechenbarkeit) zufilliger Erschei-
nungen und das Erkennen von GesetzméfBigkeiten (das schliefit ein, daB Wahrscheinlich-
keiten berechnet werden kénnen, ohne daB der Vorgang immer wieder in unabhingigen
Wiederholung betrachtet werden mu8)

die Herausbildung von Fahigkeiten, Zufallserscheinungen nach ihren Bedingungen zu
analysieren, Interpretationen gewonnener Ergebnisse sowie einen Transfer auf analoge
Vorginge vornehmen zu kénnen (das beinhaltet u.a. auch Vorstellungen iiber das
Stabilwerden relativer Haufigkeiten, das Eintreten sicherer Ereignisse, die Struktur
realer Vorginge und der zugehdrigen mathematischen Beschreibung, d.h. die Model-
lierung solcher Vorginge auf verschiedenen Stufen der AngepaBtheit, Formalisierung
und Komplexitat ist zu entwickeln).

Nicht allein der Kalkil der Wahrscheinlichkeitsrechnung und Statistik ist fiir die Heraus-
bildung einer stochastischen Denkweise bei den Schiilern ausschlaggebend, sondern die Be-
trachtung realer Zufallserscheiungen vor allem in Zusammenhang mit ihrem tatsichlichen
Auftreten in den verschiedensten Bereichen unserer Umwelt. Hieraus ergibt sich die Wich-
tigkeit einer Koordination zwischen dem Mathematikunterricht und insbesondere naturwis-
senschaftlichen Unterrichtsfichern, damit die Schiiler die durch den Mathematikunterricht
eingefiihrten relativ abstrakten Begriffe, Denk- und Arbeitsweisen der Stochastik in ihren
Anwendungen erleben kdnnen. Das setzt natiirlich ein Umdenken im naturwissenschaftlichen
Unterricht voraus, denn es miissen Vorginge mit Zufallscharakter auch als solche behandelt

werden.

Unter Beachtung der o. a. Zielbestimmung fiir die Behandlung von Stochastik im Mathema-
tikunterricht bis zur 10. Klasse entwickelten wir ein Begriffssystem, das als Grundlage fiir
die Erarbeitung eines Lehrplans dient (vgl. Abbildung 1).

Die hier angegebenen Zielvorstellungen fiir die Klassenstufen 5 bis 10 sind sehr anspruchsvoll
und ein ,Maximalkatalog*. Weiterfiihrende Untersuchungen miissen Streichungen beriick-
sichtigen. Es besteht z.B. noch keine einheitliche Meinung dariiber, ob die Unhabhingig-
keit von Ereignissen oder die lineare Regression behandelt werden sollen. Viel wird davon
abhéngen, wie es gelingt, entsprechende, den Schiilern auch interessierende, Aufgabenbei-
spiele zu finden. Schulpraktische Erprobungen miissen hieriiber Auskunft geben. Es wird
auch auf das methodische Vorgehen beim Unterrichten von Stochastik ankommen.
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Vorgang mit Zufallscharakter

R/ R¢ \i:

zufilliges Ereignis = == Zufallsgrofie
R3 R7
Haufigkeit —_— -Haufigkeitsverteilung/
Wahrscheinlichkeitsverteilung
(Histogramm) 2)
R
Gesetz der grofien 1) -arithmetisches Mittel/
Zahlen Halbwertzeit 3)
R, -lineare Regression
.
Rs
Wahrscheinlichkeit
Ry Normal- und Exponen-
tialverteilung
Klassische
Wahrscheinlichkeit

Y

Rechnen mit Wahrscheinlickeiten:

o Wahrscheinlichkeit des komplementaren Ereignisses

¢ Additionssatz fiir unvereinbare Ereignisse

o Multiplikationssatz bei unabhingigen Ereignissen
Schlu$l von Stichprobe auf die Grundgesamtheit:

o Grundgesamtheit, Element der Grungesamtheit

e Stichprobe, Stichprobenelement

o Zufallsauswahl (mit gleicher Wahrscheinlichkeit)

Simulation
Abbildung 1
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Legende:

R,: Ein Vorgang (mit Zufallscharakter) ist durch Moglichkeiten des

Ausgangs gekennzeichnet, diese nennt man zufillige Ereignisse.
R;: Wiederholung eines Vorgangs - Einstellen von Haufigkeiten der

zufilligen Ereignisse.
Rj3:  Stabilisierung der relativen Haufigkeiten bei unabhingiger Wieder-

holung des Vorgangs
Ry:  Stabiler Wert wird Wahrscheinlichkeit des Vorgangs genannt

Rs:  ZahlenmaBige Erfassung der Ausginge eines Vorgangs, dabei hiufig

Klasseneinteilung
Bei einer Zufallsgrofe bestehen die zufilligen Ereignisse darin, daB

die ZufallsgroBe einen bestimmten Zahlenwert bzw. einen Wert aus

&

einer Klasse annimmt.
Charakterisierung/Beschreibung von Zufallsgrofien

Bestimmte Arten von Zufallsgrofien haben eine immer wieder auf-
tretende charakteristische Form der Wahrscheinlichkeitsverteilung.
Sonderfall

Ist Voraussetzung fiir die Behandlung.

Beschreibung der ZufallsgréBe durch die Wahrscheinlichkeiten der
einzelnen Werte/Klassen, die man empirisch aus dem Hiufig-
keitsdiagramm der Beobachtungsserie erhilt. Diese Zuordnung
der Haufigkeiten/Wahrscheinlichkeiten zu den entsprechenden Wer-
ten/Klassen der Zufallsgrofen nennt man Haufigkeits- bzw. Wahr-

scheinlichkeitsverteilung der Zufallsgroe.
3) Stabile Werte von arithmetischem Mittel und Halbwertzeit als

Kenngrofien der Zufallsgrofe.

¥ EY

N -
~— ~—

Die relativ abstrakten Begriffsbildungen, Denk- und Arbeitsweisen der Stochastik erfordern
ein abgewogenes und geschicktes Vorgehen durch den Lehrer. Das Arbeiten mit Aufgaben
steht im Mittelpunkt, an denen schrittweise und in einem konzentrischen Aufbau (oder Vor-
gehen) iiber Schuljahre hinweg theoretische Kenntnisse erreicht werden sollen. Dabei ist eine
enge Verbindung zwischen der Behandlung von beschreibender Statistik und Wahrscheinlich-
keitsrechnung anzustreben. Die Aufgabenstellungen fiir die Behandlung von Elementen der
Stochastik sind i.allg. in die verschiedenen Stoffgebiete eingebettet, wobei ab Klasse 5 fiir
Systematisierungen zusammenhéngende Stunden zur Verfiigung stehen miiBten.
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Fiir unsere weitere Arbeit war es natiirlich von Interesse, wie Schiiler auf stochastische
Fragestellungen reagieren, wie sie Aufgaben und Probleme mit Hilfe der Stochastik l6sen
und wie Begriffe, Denk- und Arbeitsweisen der Stochastik von ihnen angeeignet werden.
Da keine Moglichkeit bestand, im obligatorischen Mathematikunterricht der polytechnischen
Oberschulen Schulversuche durchzufiihren, entschlossen wir uns, innerhalb eines fakultativen
Kurses mit Schiilern der 9. Klassen ausgewihlte Themen der Stochastik zu behandeln. In
einem Kurs waren 6 bis 9 Schiiler, die aus den verschiedensten Motiven am Unterricht
teilnahmen. Diese Motivationen reichten von ,etwas anderes lernen als im obligatorischen
Unterricht“ (solche Schiiler, die die Abiturstufe besuchen wollten) bis ,man muB ja einen
fakultativen Kurs besuchen und dieser liegt fiir mich zeitlich giinstig®. Es war also nicht so,
dafB alle Schiiler mit grofier Begeisterung bei der Sache waren. Insgesamt wurde der Kurs

4mal durchgefiihrt und fiir jeden Kurs wurden ca. 30 Unterrichsstunden geplant.

Folgende Inhalte standen im Mittelpunkt:

Charakterisierung von Vorgingen mit Zufallscharakter

absolute und relative Haufigkeit und deren Eigenschaften

o Auswertung von MeBreihen mit Hilfe der relativen Haufigkeit, der relativen Sum-

menhaufigkeit und Haufigkeitsverteilungen

Wahrscheinlichkeit als stabiler Wert der relativen Haufigkeiten eines Ereignisses in

einer langen Reihe von Wiederholungen

klassische Wahrscheinlichkeit

Rechnen mit Wahrscheinlichkeiten (Additionssatz, Multiplikationssatz)
o Auswahl einer Stichprobe aus einer Grundgesamtheit

Arbeiten mit Zufallszahlen und Simulation.

Insbesondere wurden bei der Durchfiihrung der Kurse und ihrer Auswertung 4 Fragestellun-
gen in den Mittelpunkt gestellt:

1. Wie reagieren 15-jihrige Schiiler auf stochastische Fragestellungen und wie bearbeiten
sie Vorginge mit Zufallscharakter, wenn sie in den vorangegangenen Schuljahren keine

»Ausrichtung® auf eine stochastische Denkweise erhielten?
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2. Wie bewiltigen die Schiiler die mathematische Modellierung von Vorgingen mit Zu-
fallscharakter, insbesondere die Wiedergabe des Problems mit eigenen Worten, den
Ubergang zur mathematischen Formulierung und die Interpretation des mathemati-
schen Ergebnisses? Erkennen die Schiiler die Gleichwahrscheinlichkeit von Ereignissen,
wann konnen der Additionssatz und der Multiplikationssatz angewendet werden?

3. Welche Anwendungsbeziige sprechen die Schiiler besonders an?

4. Wie reagieren die Schiiler bei der Arbeit mit Zufallszahlen und bei Simulationen?

Bevor ich auf eine Interpretation dieser Zielstellungen eingehe, sollen einige Aufgaben vor-
gestellt werden, die mit den Schiilern bearbeitet wurden.

1. Beispiel: Miinzwurf und Werfen von Kronenkorken

Mit Hilfe dieser Versuche erlebten die Schiiler das Stabilwerden der relativen Hiufigkeit. Sie
erkannten, daf der sich nicht mehr éndernde Wert als Ma8 fiir das Eintreten eines Ereignisses
genommen werden kann. Dieser stabile Wert wurde als Wahrscheinlichkeit des betrachteten
Ereignisses bezeichnet. In der Auswertung der Versuche wurden aus den Eigenschaften der
relativen Hiufigkeit die Eigenschaften der Wahrscheinlichkeit abgeleitet. Weiterhin erfolgte
die Einfithrung des klassischen Wahrscheinlichkeitsbegriffs. Im Vergleich zwischen den beiden
Versuchen wurde herausgestellt, da8 die klassische Berechnung der Wahrscheinlichkeit nur
Anwendung finden kann, wenn eine Gleichwahrscheinlichkeit aller méglichen Ausginge des

Vorgangs vorliegt.
2. Beispiel: Rechnen mit Wahrscheinlichkeiten:

e In einem Behilter befinden sich 49 Kugeln, davon sind 43 rot und 6 blau. Wir entneh-
men dem Behalter zuféllig 6 Kugeln auf einmal. Wie groB ist die Wabhrscheinlichkeit,
a) daB alle 6 entnommenen Kugeln blau sind,

b) daB unter den 6 entnommenen Kugeln 4 blaue und 2 rote sind?

Aus diesem Beispiel heraus wurden die Gewinnchancen beim Lotto (6 aus 49 und 5
aus 35) berechnet.

Wie groB ist die Wahrscheinlichkeit, daB aus 32 gut gemischten Karten eine zufillig
herausgegriffene Karte eine Herzkarte oder ein As ist?

An dieser Aufgabe wurde der Additionssatz herausgearbeitet, da man das Ereignis
durch verschiedene Uberlegungen erhalten kann.
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3. Beispiel: Aussagen mit Hilfe des Wahrscheinlichkeitsbegriffs

(Lebensdauer - Auswahl von Elementen)
Bei einem Versuch mit 100 Individuen derselben Art ergaben sich unter annihernd gleichen
Lebensbedingungen (Modellannahme) folgende Lebensdauern:

Lebensdauer X in Monaten absolute Haufigkeit H(x)

17 bis unter 18 21
18 bis unter 19 36
19 bis unter 20 24
20 bis unter 21 12
21 bis unter 22 5
22 bis unter 23 1
23 bis unter 24 1

Die relativen Haufigkeiten und Summenhaufigkeiten wurden berechnet und in Diagrammen
dargestellt. Bei der Auswertung wurden z.B. folgende Fragen diskutiert:

Wie grof ist die Wahrscheinlichkeit, im 21. Monat zu sterben?

Wie groft ist die Wahrscheinlichkeit, bis zum 21. Monat zu sterben bzw. ilter als 21 Monate
zu werden?

Auf der Grundlage des Beispiels wurden Probleme der Giitekontrolle von Schaltelementen,
Gliithlampen u.a. besprochen und auf die Bedeutung solcher Untersuchungen und deren
mathematische Auswertung eingegangen.

4. Beispiel: Simulation einer Geschwisterverteilung in einer Familie mit Hilfe des Miinz-
wurfs, indem folgendes Problem betrachtet wurde:

Ein Ehepaar mdchte sich 4 Kinder anschaffen und wissen, wie grofi die Wahrscheinlichkeit
dafiir ist, dafl 3 Middchen und ein Junge geboren werden.

5. Beispiel: Simulation einer Ameisenwanderung von 10 Ameisen durch Zufallszahlen vom

Ausgangszustand zum Endzustand:
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Probleme der Erzeugung von Zufallszahlen wurden diskutiert. Das 5. Beispiel wurde auch
mit einem Kleincomputer bearbeitet.

Als zusammenfassende Ergebnisse der durchgefiihrten Kurse konnen herausgestellt werden:

Die Schiiler zeigten trotz unterschiedlicher Motivation der Teilnahme an den Kursen i. allg.
Interesse an der Losung von stochastischen Aufgaben, insbesondere dann, wenn sie selbst
experimentierten (z.B. Miinzwurf, Kronkorkenwurf), messen (z.B. Mefiwertreihen aufstel-
len), befragen (z.B. Erbkrankheiten, Geschwisteranzahlen) u.a. Tétigkeiten ausfiihren konn-
ten. Die Berechnung von Gewinnchancen bei Gliicksspielen und die Bearbeitung von Qua-
litdtskontrollen und Vererbungsproblemen waren weitere Aufgabenstellungen, die mit grofier
Aufmerksamkeit von den Schiilern angenommen wurden. Sie erkannten, daB mit Hilfe der
Stochastik Aussagen iiber Vorginge als Ganzes gemacht werden kénnen. Dabei gab es auch
»Riickschlige*. Zum Beispiel war die Einsicht vorhanden, da8 bei der Ziehung der Lot-
tozahlen Gleichwahrscheinlichkeit fiir alle Zahlen vorliegt. Als aber die Schiiler einen Tip
abgeben sollten, richteten sich einige Schiiler nicht danach, sondern nach einer Veréffentli-
chung, in der die absoluten Anzahlen der Ziehung der einzelnen Zahlen iiber Jahre hinweg
angefiihrt waren, z.B. mit dem Argument, dal wenig gezogene Zahlen mit einer groferen
Wahrscheinlichkeit in der nichsten Ziehung kommen werden, da sie ja aufholen miissen.

Zusammenfassend kann bez. der 1. und 3. Fragestellung festgehalten werden:

15-jahrige Schiiler reagieren positiv auf stochastische Fragestellungen. Sie konnen sich in
eine stochastische Denkweise hineinarbeiten, haben aber bei den konkreten Anwendungen
gewisse Schwierigkeiten in der Anerkennung des ,,Zufélligen“. Es iiberwiegen dann subjektive
Meinungen und Anschauungen. Die Anwendungsbeziige der Stochastik miissen so gewihlt
werden, daB die Schiiler den Nutzen der Anwendung stochastischer Verfahren erkennen. Rein
theoretische Betrachtungen, wie z.B. das empirische Gesetz der groen Zahlen, wurden nur
teilweise angenommen.

Fragen der mathematischen Modellierung von Vorgingen mit Zufallscharakter (2. Frage-
stellung) miissen sehr differenziert beantwortet werden. Die Wiedergabe eines Problems mit
eigenen Worten und das Herausarbeiten einer (sprachlichen) Struktur des Problems, d.h. die
zu betrachteten Gréfen und ihre Zusammenhéinge darzustellen, gelang i. allg. nur mit Hilfe
des Lehrers. Schwierigkeiten traten auch immer wieder bei der Angabe von Ergebnismengen,
der Verkniipfung von Ereignissen und beim Setzen von Bedingungen (z.B. bei Simulationen)
auf. War das Problem erst einmal soweit bearbeitet worden, dafi ,nur noch gerechnet werden
brauchte®, wurde das mathematische Ergebnis schnell gefunden. Die Deutung und Auswer-
tung des mathematischen Ergebnisses bewaltigten nicht alle Schiiler, da sie es nicht auf den
betrachteten Sachverhalt beziehen konnten.
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Zum Beispiel: Die Wahrscheinlichkeit, dal bei Kindern in einer Familie Rheuma auftritt
betrage 2/3. Was bedeutet das, wenn nur 1 Kind geboren wurde oder wenn 3 Kinder
geboren werden?

(Ich wiirde das als eine ,,kann“~, muff“—Diskussion, bezogen auf den Einzelfall bezeichnen).

Die Betrachtung der zweiten Fragestellung 1i8t folgende SchluBifolgerung zu:

Das Bearbeiten von stochastischen Fragestellungen muf kontinuierlich von Klassenstufe zu
Klassenstufe wachsen, wobei nicht immer ein mathematischer Kalkiil im Mittelpunkt stehen
sollte. Es miissen auch pauschale Lésungen zugelassen werden. Die inhaltliche Klarheit des
zu bearbeitenden Problems ist notwendig, was vor allem auch bei naturwissenschaftlichen
Vorgingen zutrifft. Hierbei ist eine Koordination zu anderen Unterrichtsfichern unbedingt
notwendig. Es muf ein konzentrischer Aufbau eines Lehrgangs Stochastik in der Schule tiber
mehrer Klassenstufen hinweg aufgebaut werden.

Beziiglich der 4. Fragestellung, Arbeiten mit Zufallszahlen und Simulation, kann eingeschitzt
werden, dafl die Schiiler mit Freude und SpaB an die Losung von Aufgaben herangingen.
Zwar war fiir einige Schiiler die Entstehung von Zufallszahlen durch einen Algorithmus un-
einsichtig, die Arbeit mit ihnen wurde aber anerkannt, wobei hervorgehoben wurde, da8
Manipulationen méglich sein kénnten.

Insgesamt haben wir die Durchfiihrung der Kurse mit Schiilern 9. Klassen als positiv ein-
geschitzt. Wir konnten Erfahrungen sammeln im Unterrichten von Stochastik beziiglich
des Inhalts und methodischer Vorgehensweisen. Wir sind uns aber auch dariiber im klaren,
daB dieser kieine Unterrichtsversuch nicht ohne weiteres auf den obligatorischen Unterricht
iibertragen werden kann. In ihm spielen Faktoren eine Rolle, die in den durchgefiihrten Kur-
sen nicht auftraten, z.B. Frontalunterricht, Zensuren. Gewisse SchluBfolgerungen koénnen
wir aber ziehen fiir weitere geplante Untersuchungen auf verschiedenen Klassenstufen im
obligatorischen Mathematikunterricht, die in den nachsten Jahren erfolgen sollen.
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WoLF-DIETER RICHTER

Eine geometrische Methode in der Stochastik

Ansitze zu einer geometrischen Behandlung von Aufgabenstellungen aus den Gebieten der
MaB- und Integrationstheorie sowie der darauf aufbauenden Stochastik haben weit zuriicklie-

gende Urspriinge. Erinnert sei zunachst an das berihmte Prinzip von Cavalieri und Torricelli.

Ein Kérper (eine Fliche) werde mit Hilfe von parallelen Ebenen (Geraden) in durchschnitts-
fremde Schichten (Streifen) zerlegt. Die nach unbegrenzter Verkleinerung der Schichtdicken
(Streifenbreiten) entstehenden ebenen Figuren (Strecken) heiBen nach B. Cavalieri (4] die
Unteilbaren bzw. Indivisiblen des Kérpers (der Fliche). In [4] wurde das aus der An-
schauung gewonnene und zum Axiom erhobene Prinzip formuliert, wonach die Volumina
(Flacheninhalte) zweier Korper (Flachen) zueinander in demselben Verhiltnis stehen, wie
die Gesamtheiten ihrer Unteilbaren. Dabei wird davon ausgegangen, daB die Richtung, in

der ein Kérper (eine Fliche) zerlegt wird, auf das Resultat der Untersuchungen ohne Einflu
ist.

Ein weiterfihrender Gedanke von E. Torricelli besteht darin, daB die betrachteten Kérper
(Flachen) nicht beide mit Hilfe von Netzen paralleler Ebenen (Geraden) zerlegt bzw. iiber-
deckt werden, sondern daf ein solches Zerlegungsnetz aus einem (speziellen) System ”krum-
mer* Flichen (Linien) bestehen kann, siehe etwa [9]. Damit ist aber auch schon der Ge-
danke angeregt, zwei in gewisser Weise beliebige, aber vergleichbare Systeme krummer
Flichen (Linien) als Uberdeckende zuzulassen. Die im folgenden vereinfachend ebenfalls
nur fir den zwei- bzw. dreidimensionalen Fall formulierte Modifizierung des Prinzips von
Cavalieri-Torricelli verwendet speziell zwei gleiche Systeme krummer Flichen (Linien) als
Uberdeckungen.

Es seien A eine Teilmenge des IR¥, k € {2,3},

Si(r) = {(z1,-..2%) € R*: 224+ 23 =1}
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die Einheitskreislinie bzw. die Einheitskugeloberfliche und F(A;r) der prozentuale Anteil
des Inhaltes (d.h. der Bogenlinge bzw. des Flicheninhaltes) von AN Sk(r) in Bezug auf den
Inhalt von Si(r), r > 0. Stimmen fiir zwei Mengen A, und A, aus demselben IR* die Werte
F(Ajy;r) und F(Ag;r) fiir alle r > 0 iiberein, so haben A; und A; den gleichén Inhalt.

Es soll nun kurz die Idee des Beweises fiir diese Aussage erldutert werden. Wegen der

Gleichungen
d 2\ — d é 3) — 2
dr(m' )=27mr und dr(31rr ) =Adnr

148t sich der Inhalt der Sphire Si(r) interpretieren als Ableitung des Inhalts der Kreisfliche
bzw. Kugel

Kk(r)={(xl,...,zk)em": o244zl <r?}, r>0,

nach der Variablen r. Andererseits 148t sich der Inhalt von Kj(r) grob gesprochen als
»Summe der Inhalte aller Si(v) mit v < r“ interpretieren. Genauer kann man sich K(r) als

Grenzwert der Vereinigung disjunkter Schichten
{ceRF: r2<a?+--+zi<ri}, 0<r <y,

vorstellen, deren Dicken r, — r; gegen Null streben. Durch geeignete Wahl von Paaren
(r1,72) aus [0,7] x [0,7] kann man sich so eine Zerlegung der Menge K(r) erzeugt den-
ken. Der Ubergang zur Betrachtung der Mengen A4; N Ki(r), i € {1,2}, r > 0 birgt nur
dann gewisse Schwierigkeiten in sich, wenn die Berandungen der Mengen A; keinen weite-
ren einschrinkenden Bedingungen geniigen. Diese Schwierigkeiten werden im weiteren auf

mafBtheoretischer Grundlage iiberwunden und bleiben deshalb hier zuriickgestellt.

Obwohl sich das Cavalieri’sche Prinzip in vielen Fillen als sehr fruchtbar erwies, schloB seine
Anwendung doch nicht gewisse Widerspriiche aus [9]. An der Klirung und Uberwindung
aufgetretener Paradoxa beteiligten sich in hervorragender Weise die Vollender der Grund-
legung der Differential- und Integralrechnung, I. Newton und G.W.Leibniz. Dank deren
und anderer Leistungen lassen sich heute die von Cavalieri-Torricelli entwickelten Gedanken
in einer auch heutigen Vorstellungen geniigenden praziseren Sprache reproduzieren [8], [3].
Zum grundlegenden Gedankengut zihlt in diesem Zusammenhang auch ein Satz von Fubini
8], welcher unter gewissen Bedingungen die Vertauschbarkeit von Integrationsreihenfolgen

erméglicht und aus welchem das Cavalieri’sche Prinzip nun als Spezialfall folgt. Eine wichtige
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Konsequenz ergibt sich daraus im Hinblick auf die oben geschilderte Modifizierung des Prin-

zips von Cavalieri-Torricelli beispielsweise auch fiir das Standard-Normalverteilungsintegral

o) =@m)H [ [exp{-(al+ - +ab)/2}dar - da.
A
Dieses 1aBt sich als mit
(2m) ™ exp{—(a} + -+~ + z})/2}

gewichteter Inhalt der (meBbaren) Menge A ansehen, wobei die Wichtungsfunktion invariant
beziiglich orthogonaler Transformationen (Drehungen um 0) ist. Deshalb ist auch ®(A) inva-
riant beziiglich orthogonaler Transformationen von ANS,(r). Diese Gedanken miinden in die
folgende Indivisiblen-Darstellung fiir ® bei beliebiger endlicher Dimension k, welche in [10],
[11] auf der Grundlage der entsprechenden mafBitheoretischen und analytischen Hilfsmittel

hergeleitet wurde.

Es seien A eine Borel-Menge des IR*, k > 1, w die gleichmaBige Wahrscheinlichkeitsvertei-
lung auf der Einheitssphire Si(1),

F(A;v) = w(v™' AN Si(1)), v>0,

und I' die Gammafunktion. Dann gilt

®(A) = / F(A; vyl 24y, )

Gr )k/z
wobei
wy = 2052 JT(k/2)

der Oberflicheninhalt der Sphare Sk(1) ist.

Die folgenden drei Beispiele der Anwendung dieser Formel fiir spezielle Mengen A sollen

andeuten, wie man (1) in der Mathematischen Statistik nutzen kann. Im Falle

A=M(r)={ze R |lz|* <r}, r >0,
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ist
F(A;v) = Iip, /m)(v), v>0.

Damit erhilt man nach Differentiation von

N

w, -1 _—v
(I)(A,(ﬂ):Wz_/vk 1,2,
0

beziiglich r die Dichte der Chiquadrat-Verteilung mit k Freiheitsgraden:

rk/Z—l e—r/2

_——2"/7I‘(k/2)’ r>0.

d
£ a(a(r) =
Dieses Ergebnis widerspiegelt den Sachverhalt, dafi
O(Ai(7)) = P((X1,...,Xn) € As(r)) = PX]+-+X2<r)

gilt, wobei Xj,..., X, unabhingige und identisch standard-normalverteilte Zufallsgrofien
sind.

Als zweites Beispiel betrachten wir den Doppelkegel

m n
A=Ayr)={z e R™™: Y a?<rd z2,:}.
i=1 i=1
Fiihrt man verallgemeinerte Kugelkoordinaten in geeignet gewihlten m- bzw. n-
dimensionalen linearen Teilriumen L, und L, des IR™*™ ein, sowie Polarkoordinaten in
der vom Nullelement und den Resultaten der Orthogonalprojektion von z in L; bzw. L,
aufgespannten zweidimensionalen Ebene, so erhéilt man

arctan /7

wmsnF(As(r);v) = wnwa [ (cos §)"(sin¢)™'do

[}

in gleicher Weise fiir alle v > 0. Nach Differentiation von
(Ax(r)) = F(As(r); 1)

beziiglich der Variablen r ergibt sich die Dichte der Fisher’schen F-Verteilung mit (m,n)
Freiheitsgraden. Die Interpretation dieses Resultats ist analog der im vorangehenden Bei-
spiel.
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Der Fall des Kegels

ZTilil| _

A = Asr)= R — Ll 0
i {’e Eele—al/vE=1 " 70
1, = (1,...,1)Ele, _k=(z1+~--+zk)/k,

schlieBlich 148t sich durch geeignete Drehung der Achse
{A: A>0}

des Kegels As(r) auf den vorhergehenden Fall fiir m = 1, n = k — 1 zuriickfiihren, mit dem
einzigen Unterschied, daB nun kein Doppelkegel vorliegt sondern ein einfacher Kegel. Fiir
die Interpretation dieses Sachverhaltes ist es niitzlich zu bemerken, daf As(r) dem kritischen
Bereich des Student-Tests zur Priifung der Hypothese

H,:=p<0 gegen Hy:p>0

Gber den Erwartugswert u einer normalverteilten ZufallsgroBe entspricht.

Es sei erwiihnt, daB man die Funktion F (A;-) beispielsweise auch fiir den kritischen Bereich
A eines Tests zur Priifung einer Hypothese iiber den Nichtlinearitidtsparameter, etwa einer
€xponentiellen Wachstums- bzw. Regressionsfunktion, berechnen kann. Auf diesem Wege
erhélt man exakte Verteilungsaussagen auch fiir Situationen, fiir die man bisher iiberwiegend

Simulationsergebnisse genutzt hat.

Die angefiihrten Beispiele illustrieren eindrucksvoll, daf die Darstellungsformel (1) fiir die
Standard- Normalverteilung wesentlich Gebrauch macht von der Eigenschaft von @, invariant
beziiglich orthogonaler Transformationen zu sein. Die Funktion

v —> v""e_"2/2, v >0,

im Integranden auf der rechten Seite von (1) ging im ersten Beispiel auf sehr einfache Weise in
die Rechnungen ein und in den folgenden zwei Beispielen iiberhaupt nicht. Dieser Umstand
legt den Gedanken nahe, dafi man fiir alle endlichdimensionalen sphérischen Verteilungen

eine IndiVisiblen-Da,rstellung wie in (1) ableiten kann. Dies ist auch véllig analog zur Vorge-

hensweise im Falle der Normalverteilung méglich und wurde im Detail in [13] durchgefiihrt.

5%
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In diesem Zusammenhang sei bemerkt, dafl jedes beliebige Element aus der grofleren Klasse
der reguliren elliptisch konturierten Verteilungen durch geeignete Zentrierung und Normie-
rung auf eine entsprechende sphirische Verteilung zuriickgefiithrt werden kann: Es habe Y,

die regulire (det £ > 0) elliptisch konturierte Dichte

#*(v; 1,5, 9) = C(k,g)(det £)g((y — )= (y — 1)), y € IR,

mit einer nichtnegativen Funktion g und einer geeigneten Normierungskonstanten C(k,g)
so, daf§

L _ [y
= [ r*1g(r?*)dr < co.
C(k,9) o/
Dann hat

X, = (¥, - Wz
die spharische Dichte

$(z;9) = C(k,9)g(llzll”), = € R".

Die zugehdrige Wahrscheinlichkeitsverteilung
(4;g) = [ #(aig)ds, A€B,
a

geniigt der Darstellung

8(4;9) = C(k g)en [ F(A;0)01g(u?)dv. @)

Analog der Vorgehensweise bei der geometrischen Herleitung der Chiquadratdichte erhalt

man nun

d 1
ZR(A()9) = 30k g)ang(r)r 7, 7 >0,

als Dichte der ZufallsgrdBe ||X,)|>. Es erscheint gerechtfertigt, diese Funktion als

g-Verallgemeinerung der Chiquadratdichte mit n Freiheitsgraden zu bezeichnen.
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Zum AbschluB der Betrachtungen zu sphirischen Verteilungen wird noch einmal auf das
Beispiel der Menge As(r) eingegangen. Fiir diesen Kegel hingt F(As(r); v) nicht von v,v > 0,
ab. Aus (2) folgt damit, daB $(As(r); g) nicht von g abhingt. Das ist gleichbedeutend damit,
daB der oben betrachtete Student-Test die gleiche Fehlerwahrscheinlichkeit erster Art fiir alle
zulassigen Funktionen g besitzt und in diesem Sinne also robust ist.

Die letzten beiden Resultate wurden in der erst unlingst erschienenen Monographie [7] iiber
das sich gegenwirtig stiirmisch entwickelnde Gebiet der symmetrischen mehrdimensionalen
Verteilungen auf einem anderen Wege als dem hier eingeschlagenen bewiesen.

Neben der Méglichkeit der Verallgemeinerung der Darstellungsformel (1) auf die Klasse der
sphérischen Verteilungen erlauben die eingangs angestellten geometrischen Betrachtungen
zur Normalverteilung auch eine ﬁbertragung auf eine typisch asymmetrische Situation.
Speziell kann in Anlehnung an den Kegel As(r) aus der Definition des kritischen Gebie-
tes beim Student-Test ein etwas abgewandelter Kegel AZ(r) als kritisches Gebiet fiir einen
exakten Erwartungswerttest iiber zweiparametrig exponentiell verteilter Grundgesamtheit
gewihlt werden. Fiir diesen Kegel A¥(r) hat dann eine modifizierte Funktion FE(A%(r);v)
die zu F(As(r);v) analoge Eigenschaft, von v unabhingig zu sein. In Ubereinstimmung
mit der Situation beim Student-Test 1aBt sich dann auch eine Statistik angeben, welche den
Kegel AF(r) in der iiblichen Weise als das kritische Gebiet des Erwartungswerttests erzeugt:

AE(r)={z e R : yn—2"F0 5y,
Z(n) — (1)
Hierbei sind Z(n) und z(;) Realisierungen der maximalen bzw. minimalen Ordnungsstatisti-
ken. Eigenschaften dieses Tests werden in [5] diskutiert.
Eine weitere unmittelbare Anwendungsmoglichkeit der Darstellungsformel (1) ergibt sich bei

der numerisch-rechentechnischen Auswertung des Normalverteilungsintegrals

&(4) = (21)™* [ exp {~Ijall*/2}d

fiir verschiedenartige Mengen A. In der Literatur finden sich zahlreiche unterschiedliche
spezifische Methoden zur Losung dieser Aufgabe fiir spezielle Klassen von Mengen A. In
[2] wurde fir den Fall k¥ = 2 und eine grofie Klasse von Mengen ein entsprechender, auf
(1) basierender allgemeiner mathematischer Algorithmus sowie ein Computerprogramm zur
B':rechnung von ®(A) entwickelt. Mit dessen Hilfe wurden Quantiltabellen fiir gewisse Typen
von A berechnet. In diesem Zusammenhang heie eine Zahl A = A(A;q) das A-bezogene
(oder gebietsbezogene) Quantil der Ordnung g der Standard-Normalverteilung @, falls gilt
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B(\A) = q.

Speziell ist hierbei an Mengen A gedacht, deren Komplemente positiven Abstand vom Ko-
ordinatenursprung haben.

An dieser Stelle sei darauf verwiesen, dafi geometrische Betrachtungen in der statistischen
Literatur seit langem einen breiten Raum einnehmen. Stellvertretend fiir viele Zeitschrif-
tenpublikationen und Monographien seien hier nur [6] und [1] genannt. Trotz der vielen
vorliegenden Resultate steht jedoch die Entwicklung einer durchgéngigen Theorie noch aus,
in welcher konsequent die algebraisch-geometrischen sowie die maftheoretisch-stochastischen
Aspekte der ,klassischen® Statistik, soweit sinnvoll, getrennt und damit hervorgehoben wer-

den.

AbschlieBend soll nun die wahrscheinlichkeitstheoretische Frage nach dem asymptotischen
(A — o0) Verhalten von ®(AA) fiir mebare Mengen A mit Einheitsabstand 1 vom Ko-
ordinatenursprung behandelt werden. Von sehr allgemeinem Interesse sind Aussagen iiber
Bedingungen dafiir, da ®()\A) nicht schneller als eine vorgegebene Funktion mit A — oo
gegen Null strebt. Kenntnisse dieser Art sind beispielsweise von grundlegender Bedeutung

bei der Anwendung asymptotischer Methoden zur Quantilapproximation.

Es seien 7 > 0, (An)nef1,2,-) €ine monoton fallende Nullfolge mit
sup Ap/ At < 00
n>1

und M C [0,1] eine meBbare Menge mit positivem LebesguemaB. Geniigt die Funktion
F(A;v) fiir alle t € M der Bedingung

F(A;\/1+1th) 2 Ci(EXA)", n=1,2,---,

dann gilt ([12])

B(AA) > CoA* % exp {—A2/2}, A > Ao > 0.
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Geometrische Eigenschaften des Gebietes groBer Abweichungen AA gehen also explizit iiber
die mit der Funktion F(A;v) zusammenhingende Zahl 7 sowohl in die Bedingung als auch die
" Aussage ein. Zum Beispiel kann wieder Formel (1) bzw. die folgende, speziell fiir Situationen

grofler Abweichungen gedachte Modifizierung verwendet werden:

w, -2 F -1 —c
B(2A) = W,\* 2g-N/2 / F(A; /14 2¢/22) (1 + 2¢/ 322124
0
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FRIEDRICH LIESE

Aspekte der Statistik zufilliger Prozesse mit
unabhéngigen Zuwichsen

Ein reeller, auf einem gewissen Wahrscheinlichkeitsraum definierter zufilliger ProzeB X (t),
0 <t < T, heifit Prozef mit unabhdngigen Zuwdchsen, falls fiir beliebige 0 < ¢; < t, <

. £ to £ T die Zufallsvariablen X(0), X(¢;) — X(0),...,X(t.) — X(tn-1) unabhéngig
sind. Ohne wesentliche Einschrainkungen nehmen wir im weiteren stets an, dal X (0) = 0
gilt und X stochastisch stetig ist. Prozesse mit unabhangigen Zuwichsen besitzen eine
iibersichtliche wahrscheinlichkeitstheoretische Struktur. Sie sind darstellbar als Summe
von zwei unabhingigen zufilligen Prozessen X,(t), X(t),wobei X,(t) ein Gaufiprozefi mit
unabhangigen Zuwichsen ist, der stetige Realisierungen besitzt und im weiteren als allge-
meiner Wienerprozef bezeichnet wird. X(t) ist ein Limes von gemischten Poissonprozessen
(siehe [12]). Im folgenden untersuchen wir als wichtige Spezialfille den allgemeinen Wiener-

prozefl und den inhomogenen Poissonproze naher.

1. a(t), b(t), 0 <t < T, seien reelle stetige Funktionen mit a(0) = b(0) = 0, wobei b zusitz-
lich nicht fallend sei. Unter einem allgemeinen Wienerprozef8 mit der Erwartungsfunktion a
und der Varianzfunktion b versteht man einen GauBprozef mit den Eigenschaften W (0) = 0,
EW(t) = a(t), EW(s)W(t) = Min(b(s),b(t)) +a(s)a(t). Auf Grund der speziellen Struktur
der Kovarianzfunktion und der Stetigkeit von a und b 1aft sich zeigen, daB die Realisierungen
eines solchen Prozesses stets stetig und die Zuwichse unabhingig sind. Interessant ist, daf
die Umkehrung dieser Aussage in folgender Weise giiltig ist.

Ist W ein Prozefl mit stetigen Realisierungen, dessen Zuwdchse unabhdingig sind, so ist er

notwendigerweise ein allgemeiner Wienerprozefl (siehe [12]).

Allgemeine Wienerprozesse werden zur Beschreibung der Abnutzungen mechanischer Bau-
teile benutzt. Hierbei geht man von der Vorstellung aus, daf die Abnutzung im Zeitintervall
(t,¢+ k) von der Vergangenheit unabhangig ist und sich mit dem Zustand zur Zeit ¢ additiv
iberlagert. Die Erwartungswertfunktion a(t) beschreibt die mittlere Tendenz der Abnut-
2ung, wahrend die Varianzfunktion b(t) die mittleren Schwankungen beschreibt, die wegen
der Monotonie von b mit wachsendem ¢ immer grofer werden. Dies entspricht auch genau

den Erfahrungen aus der Praxis.
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2. Sei A(t) eine nichtfallende stetige Funktion. Ein zufilliger Proze8 N (t) heifit inhomogener
Poissonprozeff mit der Intensititsfunktion A, falls N{(0) = 0 gilt, N unabhéngige Zuwachse
besitzt und fiir alle 0 < s < t die Zufallsvariablen N(t) — N(s) eine Poissonverteilung mit
dem Parameter A(t) — A(s) besitzen. Deutet man N(t) als Anzahl der Kunden, die bis zur
Zeit t in einer Bedienungseinrichtung eintreffen, so ist A(t) — A(s) die mittlere Anzahl der
Kunden, die im Zeitintervall (s, t) eintreffen. Hat A eine Ableitung ), so lassen sich durch
periodische Funktionen ) etwa tageszeitlich schwankende Kundenstréme beschreiben.

Wir bezeichnen durch P, die im Raum der stetigen Funktionen auf [0,T] definierte Ver-
teilung eines allgemeinen Wienerprozesses mit der Erwartungswertfunktion @ und der Va-
rianzfunktion b. @ und b treten als unendlichdimensionale Parameter auf. In vielen Fallen
hat man jedoch Zusatzinformationen, die einen Ubergang zu einem parametrisierten Modell
(as,b9),? €O C R*, gestatten. Bei der Konstruktion von Maximum-Likelihoodschatzungen
muB zuniichst die Frage geklirt werden, unter welchen Voraussetzungen fiir unterschiedliche
1,9, die zugehdrigen Verteilungen P, by, > Fas, bs, gegenseitig absolut stetig sind und wel-
che Struktur die Likelihoodfunktion hat. Aus einem allgemeinen Dichotomiesatz von Hajek
und Feldman folgt, daB die Verteilungen der allgemeinen Wienerprozesse als Gauflprozesse
stets entweder mafBtheoretisch dquivalent (gegenseitig absolut stetig) oder orthogonal sind.
Die Frage ist nur, wie man dies an den zugehérigen Funktionen a;, b; ablesen kann, ¢ = 1,2.
Dieses Problem wurde bereits in [2] geldst, vgl. auch [6], [10].

a) Existiert ein 0 < to < T mit by(to) # b2(%0), so sind die Verteilungen P,, 5, und P, 4,
orthogonal.

b) Gilt b = by, so sind P, 5, und Pa, s, genau dann mafitheoretisch dquivalent, wenn eine
meBbare Funktion a(s) mit folgenden Eigenschaften existiert:

T

/az(s)dbl(s) < 00, (1)

/a(s)db,(s) —a(t)—ax(t), 0<t<T @)

Sind die Voraussetzungen (1) und (2) im Falle b) erfiillt, so hat die Dichte f von Py,
beziiglich P,

,.b; die Darstellung
T 1 T
f(W) = exp {0/ s)dW(s) — 50/ s)dby (s } 3)

wobei das stochastische Integral als L,-Integral definiert werden kann, weil der Integrand
nicht zufillig ist.
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Das Problem, unter welchen Voraussetzungen die Verteilung von inhomogenen Poissonpro-
zessen gegenseitig absolut stetig sind, 148t sich ebenfalls vollstindig 16sen. Sind P{, P,\T2
die Verteilungen zweier Poissonprozesse in [0,T), so gilt P{ < Pf, genau dann, wenn eine
Funktion A(t) derart existiert, daff

Ai(t) = /)\(s)dAg(s), 0<t<T, ()

T
J6/AE) = 17dng(s) < oo. (5)

Fiir einen Beweis dieser Aussage verweisen wir auf [2], [5]. Aus der Ungleichung (VX —1)? <
A + 1 folgt, daB die linke Seite der Ungleichung (5) héchstens A1(T') + Az(T') und damit fiir
T < oo stets endlich ist. In diesem Falle gestattet die Dichte f von PATl beziiglich P{, die
Darstellung

T
exp {/ In A(s)dN(s) — Ay(T) + Az(T)} . (6)

Ausgehend von der expliziten Darstellung der Dichten in (3) bzw. (6) kann man Eigen-
schaften der Maximum-Likelihoodschitzungen untersuchen. Wir betrachten zunéchst das
Problem der Konsistenz dieser Schitzungen fiir 7 — oo und verwenden die allgemeinen, in
[3] entwickelten Konsistenzbedingungen. Zur Vereinfachung der Situation sei im weiteren
stets vorausgesetzt, daB die Parametermenge ein endliches Teilintervall der reellen Achse
ist. Die fiir die Konsistenz entscheidende GroBe ist das Hellingerintegral H(P, Q) von zwei
Verteilungen P, Q, das folgendermaBen definiert ist

dP aQ 1"
H(P,Q)=/ [mm d(P+Q).

Der Hellingerabstand ist dann definiert durch D(P,Q) := 1 — H(P,Q) . Es sei P], 9 €
[a, 8], eine dominierte Familie von Verteilungen zufilliger Prozesse. Wir nehmen an, da8 der
Likelihoodquotient stetig vom Parameter ¥ abhiangt. Zur Abkiirzung setzen wir

H(Ty"?l ulv”?) = H(P«g;u‘/\/_w Pg+u2/ﬁ)~

Entsprechend sei
D(T,9,w,u2) = D(Py, s Py yu7)

definiert. Wir setzen voraus, daf§ Konstanten ¢, m existieren mit

D(T,9,u1,uz) < c(1+ R™)(uz — 1)’ )
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fiir alle |u;| < R und a < ¥ < b. Weiterhin mége es Konstanten ¢;, c; und eine Funktion g
auf [0,00) geben, die nicht fallend ist und der Bedingung

Jim Ne™9) = 0 (8)
fiir alle N > 0 geniigt, so daB die Hellingerintegrale in folgender Weise abschitzbar sind
H(T, 9, u1,uz) < cre”29(ma=uab), 9)

Unter diesen und sogar noch unter etwas komplizierter zu formulierenden schwacheren Be-
dingungen wurde in [3] die Existenz von Konstanten b, By nachgewiesen, so dafl folgende

Exponentialabschitzung gilt
PJ(VTIdr — 9] > t) < Boe™*o), (10)
wobei 97 eine Maximum-Likelihoodschitzung ist. Fir € > 0 gilt
PI(197 — 9] > €) < Boexp{—bog(eT"/)},— 0,

woraus die Konsistenz von dp folgt. Die Konvergenzgeschwindigkeit hingt von der Struktur
der Funktion g und damit letztlich von den Hellingerintegralen auf der linken Seite von (9)
ab.

Diese Hellingerintegrale wurden in (5] fiir Poissonprozesse mit beliebigen Phasenrdumen und
in [6] fiir eine sehr allgemeine Klasse von Gaufischen Feldern mit unabhingigen Zuwichsen
berechnet. Analoge Ergebnisse fiir Prozesse auf [0,T] bzw. Abschitzungen der Hellingerin-
tegrale sind auch in [4, 9, 11] zu finden.

Wir betrachten jetzt den Fall inhomogener Poissonprozesse genauer und nehmen dazu an,
daB die Intensitatsfunktion Ay(z) stetig nach z differenzierbar ist, und setzen Ag(z) = Al(z).
Dann gilt (siehe [5]) mit P}, = P{, und der oben eingefiihrten Abkiirzung

T
H(T)ﬂa uy, u2) = exp{_/(\/’\19+u|/ﬁ(x) - \/)‘l’-}uz/\/f(z))gdz}' (11)

Ist jetzt Ay nach ¥ differenzierbar, so existieren unter bestimmten Zusatzvoraussetzungen
(siehe Lemma 4.2.2 in [4]) Konstanten d;,d; derart, daB sich das Integral auf der rechten
Seite von (11) nach oben durch d(uz — u1)? und nach unten durch d;(uz — u;)? abschitzen
1a8t. Damit sind die Voraussetzungen (7) und (9) mit g(t) = t? erfiillt, woraus die Konsistenz
der Maximumlikelihoodschétzung einschlieBlich einer Geschwindigkeitsabschitzung folgt.
Nach (6) gilt fiir den Logarithmus des Likelihoodquotienten von PT, beziiglich P, s, di€
Darstellung

T A T
Lr(9) = / (ln -Aai) dN = [ = Aoy)it.
0 9 0
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Hierbei ist ¥ ein fest gewdhlter Punkt aus der Parametermenge. Bei fester Realisierung N
maximiert 197- die Funktion Lz(9). Ist schon bekannt, daf &T konsistent ist, d.h. stochastisch
gegen den unbekannten Parameter ¥ strebt, der zu der Grundgesamtheit gehért, aus der die
Stichprobe entnommen wurde, und liegt ¥ im Innern des Parameterbereichs, so realisiert dr
ein lokales Maximum und geniigt deshalb der Maximum-Likelihoodgleichung Lr(dr) =0
oder

T T

[Ga/2s)dN = [ 35,dt =0,

0 [}
wobei )y die Ableitung von Ay nach ¥ bedeutet. Die linke Seite dieser Gleichung wird nach
Potenzen von (97 — ) entwickelt, die wegen der Konsistenz von dr lein sind. Dies ergibt
mit einem gewissen Restglied Ry

T T T g
/ (ho/Ao)dN — / Aodt + (97 — 9) ( / (oo — A2)A7%dN — / :\.,dt) + Rp=0
1] 0 0

0

oder
T T
71? o/ (o/Xo)(dN = hgdt) = VT(d7 — 9) (% 0/ (J\,,/z\.,)’dN) + By

mit einem gewissen Restglied Ry. Unter gewissen Voraussetzungen (siehe [4]) 1aBt sich
zeigen, daB Ry fiir T — oo stochastisch gegen Null konvergiert.

Weil der ProzeB N, — [T Aods unabhingige Zuwéachse hat, ist

Ur = (As/Aa)(dN — Agdt)

i
vT)
interpretierbar als Summe unabhéingiger Zufallsvariablen mit Erwartungswert Null. Ist fiir
die Summanden die Lindebergsche Bedingung erfiillt, so konvergiert die Verteilung von Ur
fiir T — oo gegen eine Normalverteilung mit Erwartungswert Null und der Varianz

]
T

(M9)?
Ao

Jim V(Ur) = Jim dt = I(9). (12)

Q\’i

Analog ist der Ausdruck
T
1 .
Vi=g / (Ao/A9)?dN
V]

interpretierbar als arithmetisches Mittel aus unabhangigen Zufallsvariablen, fiir das ein Ge-
setz der grofien Zahlen gilt. Wegen E(dN) = Agdt gilt dann

Jim V= 1(9)
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mit I(9) aus (12). Insgesamt konvergiert also die Verteilung von TV/2(d1 — ) gegen eine
Normalverteilung mit dem Erwartungswert Null und der Varianz I=!(¥9). Die genauen Vor-
aussetzungen und die strenge Rechtfertigung der oben durchgefiihrten Schliisse sind der
Monographie [4] zu entnehmen.

Die Ergebnisse iiber inhomogene Poissonprozesse in [4] wurden in [8] auf Poissonprozesse

mit beliebigem Phasenraum verallgemeinert.

Wir untersuchen jetzt das Problem der Parameterschitzung in inhomogenen Wienerpro-
zessen, wobei wir zunachst annehmen, da nur die Erwartungswertfunktion as(t) vom un-
bekannten Parameter ¥ abhingt und b(f) = t gilt. as sei nach ¢ differenzierbar und die
Ableitung sei quadratisch integrierbar. Dann sind die zugehorigen Prozesse Lésungen der

stochastischen Differentialgleichungen
dX, = ay(t)dt + dW,, (13)

wobei W ein Wienerprozefi mit der Erwartungswertfunktion Null und der Varianzfunktion
b(t) = t ist. Parameterschitzungen in der allgemeinen stochastischen Differentialgleichung

dX, = ag(t, Xo)dt + dW,, (14)

deren Losungen Diffusionsprozesse sind, wurden intensiv in [1, 4, 11] untersucht. Insbe-
sondere wurden Maximum-Likelihoodschitzungen studiert. Diese Ergebnisse sind unmittel-
bar auf die inhomogenen Wienerprozesse anwendbar, wenn die Varianzfunktion nicht vom
Parameter abhingt. Ist dies nicht der Fall, so sind auch fir T < oo die zu zwei ver-
schiedenen Parameterwerten gehorigen Verteilungen gegenseitig singular. Einerseits 1a8t
sich damit prinzipiell der unbekannte Parameter aus einer kontinuierlichen Beobachtung
ermitteln. Andererseits ist aber die Likelihoodfunktion sehr irregular und damit nicht ana-
lytisch durch ein glattes Funktional der Realisierungen beschreibbar. Deshalb a8t sich
die Maximum-Likelihoodschatzung auch nicht als Lésung einer Gleichung beschreiben und
ist schwer analytisch zuginglich. Daher wird in dieser Situation das Modell vergrobert.
Man verwendet nur Beobachtungen an den diskreten Punkten (kt)/n, k = 0,...,n. Da die
Zuwichse der betrachteten Prozesse unabhingig sind, lautet, wenn man zu den Differenzen
iibergeht, die Likelihoodfunktion in diesem Falle

Lﬂ(zlv",zn) = H(P(A{(l.;,A.‘bg,Z,’), (15)
i=1

wobei ¢(u,0?,z) die Dichte einer Normalverteilung mit Erwartungswert p und der Varianz
o? ist und fiir eine beliebige Funktion f

a7 (-1)T
A =15 - 1=
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gesetzt wurde. Um die Darstellung zu vereinfachen, setzen wir im weiteren voraus, daff
nur die Varianzfunktion vom Parameter abhingt und die Erwartungswertfunktion Null ist.
Entsprechend den allgemeinen Kriterien fiir die Konsistenz in (7) und (9) sind jetzt die
Hellingerintegrale von P§ = N(0,A;by,) x - -+ x N(0,Anbg,) und Pg, = N(0,Aqbg,) X ---
N(0,Anby,) zu berechnen, wobei N(g,0?) die Normalverteilung mit dem Erwartungswert
und der Varianz o? ist. Eine einfache Rechnung zeigt

H(N(O,of),N(oyag))=( o102 )1/2

3(of +03)
Da das Hellingerintegral von ProduktmafBien gleich dem Produkt der einzelnen Hellingerin-
tegrale ist, ergibt sich mit d;(9;) = A;by,

H*(P},, Pj,) = exp {Z (Ind;(9,) + Ind;(d,)) — ln( (di(91) + d; (192)))}
i=1

Ersetzt man jetzt 9; durch ¥ + u;/V/T, so lassen sich unter gewissen Regularititsbedin-
gungen an by(t) die Voraussetzungen (7) und (9) und damit die Konsistenz der Maximum-
Likelihoodschitzungen nachweisen (siehe [13]). Analog den Betrachtungen fiir den Poisson-
prozeB ergibt sich durch Taylorentwicklung der Likelihoodfunktion in (15), daB8 die Verteilung
von n!/2(d,, — 9) mit 9, als Maximum-Likelihoodschitzung fiir n — oo gegen eine Normal-
verteilung mit dem Erwartungswert Null und der Varianz

2LT O/T (a%tb‘,(t)>2 ((,%b.,(t)) B dt] B

2

konvergiert (siehe [7]).
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GERHARD Osius

Aspekte statistischer Modellbildung und

Auswertung

1. Einleitung

Es soll hier ein Einblick in diejenigen Arbeitsschwerpunkte am Institut fir Statistik gegeben
werden, an denen der Autor selbst oder seine Doktoranden beteiligt waren. Dabei handelt
es sich sowohl um theoretische Untersuchungen, die iiberwiegend aus Fragestellungen zur
Modellbildung, Planung und Auswertung von Studien erwachsen sind, als auch um konkrete
Datenanalysen. Dementsprechend bestehen die folgenden Ausfiihrungen aus einem theore-
tischen und einem praktischen Teil.

Im theoretischen Teil wird zunichst die Klasse der Generalisierten Linearen Modelle kurz
vorgestellt, die den Rahmen der weiteren Ausfihrungen bilden. Danach betrachten wir das
asymptotische Verhalten der Chiquadrat-Anpassungsstatistiken in parametrischen Multino-
Mialmodellen bei wachsendem Freiheitsgrad, wobei die erwarteten Anzahlen pro Zelle auch
klein sein dirfen. Dann gehen wir auf das Bootstrap-Verfahren ein, dessen asymptotische
Untersuchungen gewisse Verschirfungen des Begriffs der Verteilungskonvergenz erfordern,
die anschlieBend diskutiert werden.

Im praktischen Teil erliutern wir die Problematik einer statistischen Absicherung eines
moglichen Einflusses von Umweltbelastungen auf die Gesundheit des Menschen am Beispiel
der Séuglingssterblichkeit. Zum AbschluB diskutieren wir etwas ausfihrlicher die statistische
Analyse der Ubereinstimmung zweier Diagnose-Verfahren anhand der konkreten Auswertung
einer Studje zur Treffsicherheit der Krebsvorsorgeuntersuchung.

2. Generalisierte Lineare Modelle

Nelder und Wedderborn [14]haben die Generulisierten Linearen Modelle (kurz GLM) als eine

Deue Klasse von Modellen eingefiihrt, in deren Rahmen eine gemeinsame Behandlung von
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zunichst so unterschiedlich erscheinenden Modellen méglich ist wie z.B. die klassischen linea-
ren Modelle fiir Normalverteilungen, die log-linearen Modelle fiir Poissonverteilungen und die
Probit- und Logit-Modelle fiir Binomialverteilungen. Seitdem werden diese Modelle in wach-
sendem Umfang weiter untersucht und bei statistischen Datenanalysen angewandt. Wegen
ihrer grofien Bedeutung werden sowohl die Theorie als auch die Anwendung der Generalisier-
ten Linearen Modelle regelmiflig im Rahmen von Lehrveranstaltungen fiir den Schwerpunkt
Statistik im Studiengang Mathematik angeboten. Hierbei ist im Laufe der Jahre einerseits
ein Vorlesungsskript entstanden und andererseits wurde ein Programm (GLM2) zur prakti-
schen Datenanalyse in der Programmiersprache PASCAL fiir Personal Computer entwickelt,
welches fiir die speziellen Bediirfnisse in Lehre und Forschung konzipiert ist.

Die Generalisierten Linearen Modelle sollen hier nur insoweit vorgestellt werden, wie es zum
Verstindnis des Folgenden notwendig erscheint. Eine ausfiihrliche Darstellung findet man
im Standardwerk von Mc Cullagh und Nelder [10].

Den Ausgangspunkt der Betrachtungen bilden J unabhéngige reelle Zufallsvariablen Y; (Ziel-
variablen) fir Beobachtungen j = 1,...,J, deren Erwartungswert p; := E(Y;) unter Ver-
wendung zusatzlicher beobachteter Covariablenvektoren z;= (zj1,...,z;s) € IRS wie folgt
modelliert wird

u; = G(x78) = G(brzj + ...+ 0sz)) fiir alle j. (1)
Hierbei ist G eine fest vorgegebene reelle Funktion und 8€ IRS ein unbekannter Parameter.
Unter Verwendung der inversen Funktion ¢ = G~! (Linkfunktion) 1aBt sich das Modell
aquivalent beschreiben durch

n; o= g(p;) = z'fﬂ (linearer Prediktor) fiir alle j, (2)

d.h., der Link-transformierte Erwartungswert ist eine lineare Funktion des Parameters 6.
Die Spalten der J x S Covariablenmatrix X= (z;,) erzeugen einen linearen Teilraum M =
{X0| 8 € IR} des IR’. Unter Verwendung des Vektors = (n,) der linearen Prediktoren
148t sich das Modell (2) auch vektoriell schreiben als

n=X68 bzw. n € M. 3)

Entsprechend 138t sich (1) darstellen als

p=G(X6) brw. pegG:=G[M,], 4)

wobei G auf IR’ komponentenweise durch G definiert ist und der Modellraum G fiir g im
allgemeinen kein linearer Teilraum ist.
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Bei den klassischen linearen Modellen mit normalverteilten Y; ist G und somit auch der Link g
die identische Transformation. Fiir Poisson-verteilte Y; und G = exp als Exponentialfunktion
bzw. g = log als Logarithmus erhilt man die log-linearen Modelle.

Eine weitere Teilklasse bilden die Quantal-Response-Modelle, bei denen Y; = R;/N; die be-
obachtete Response-Rate unter N; unabhingigen Wiederholungen ist, d.h., R; ist B(Nj, ;)-
verteilt. Unter ,,Response” ist hierbei allgemein das Eintreten eines interessierenden Ereig-
nisses zu verstehen (z.B. Tod, Krankheit). Fiir G verwendet man Verteilungsfunktionen spe-
zieller stetiger Verteilungen und bezeichnet die resultierenden Modelle nach der zugehdrigen
Link-Funktion, z.B. Probit—-Modelle fiir g als Probit-Transformation

Probit(y) :== ®~'(y) mit ® als N(0,1) — Verteilungs funktion
und Logit-Modelle fiir g als Logit-Transformation
Logit(y) :=log (y/(1 - v)).

Obwohl die Modelle der Form (4) bereits sehr umfangreich sind, erweisen sich weitere Verall-
gemeinerungen auf nicht notwendig unabhingige Zielvariablen Y; als sinnvoll, um z.B. auch
die im folgenden behandelten Multinomialmodelle mit einzubeziehen. Hierbei geht man da-
von aus, daB die Covarianzmatrix des Zielvektors Y von der Form Cov(Y)= o? V() ist,
wobei o2 > 0 ein zusitzlicher reeller Dispersions-Parameter und V (u) eine J x J-Matrix ist,
deren Komponenten bekannte Funktionen V() des Erwartungswertes p sind. Weiterhin
ist es in diesem Zusammenhang zweckmiBig, das Modell (1) dahingehend zu erweitern, daf
die Funktion G auch noch vom Beobachtungsindex j abhangen kann:

B = GJ(:B;TO) = G,'(olctj1 +ee osxjs) fur alle j. (5)

Die aquivalente Modellformulierung (4) bleibt weiter giiltig fir G= (G;).

Die Hauptaufgaben einer statistischen Analyse der Beobachtungsdaten (Y}, ;) unter Ver-
wendung obiger Modelle sind dann

® Schitzung des Parameters 6, z.B. Maximum-Likelihood Schitzung ]
o Test von (linearen) Hypothesen iiber 8, 2.B. Ho: 6, =0

¢ Beurteilung der Modellanpassung durch Vergleich des beobachteten Vektors Y mit
dem geschitzten Erwartungsvektor i = G(X ).

Fiir groie Anzahlen unabhangiger Beobachtungen (d.h. J — oo ) kann man unter relativ
allgemeinen Bedingungen die Konsistenz und die asymptotische Normalitit des Maximum-
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Likelihood Schitzers 6 zeigen (Fahrmeier & Kaufmann [7]). Hieraus ergeben sich in be-
kannter Weise asymptotisch giiltige Tests fiir Hypothesen iiber dem Parameter 8.

Die Modellanpassung kann — neben einer Analyse der Residuen (Y; — {i;) - in speziellen Si-
tuationen auch durch einen Chiquadrat-Anpassungstest iiberpriift werden, z.B. bei Poisson-
verteilten Zielvariablen oder in Quantal-Response-Modellen (vgl. z.B. Habermann [9], Bi-
shop, Fienberg, Holland [4]). Die Anwendbarkeit dieses asymptotischen Chiquadrat-Tests ist
jedoch nicht immer gesichert, und deshalb wurde in Osius [15] ein auf Normalverteilung ba-
sierender Anpassungstest speziell fiir schwache Besetzungen in Quantal-Response-Modellen
vorgeschlagen. Dieser Test wurde von Rojek [23] auf Multinomal-Modelle verallgemeinert
und wird im nichsten Abschnitt vorgestellt.

3. Anpassungstest fiir Multinomial-Modelle

Wir betrachten jetzt eine J x K-Tafel von beobachteten Anzahlen Yy, wobei j = 1,...,J ein
Gruppenindex mit zugehorigem Covariablenvektor ;€ IRS und k = 1,..., K eine disjunkte
Klassifikation eines interessierenden Zielereignisses codiert, z.B. einer Lebensdauer T' (d.h.
Status k bedeutet tx_; < T < t; fiir vorgegebene Abschnitte t;) oder eines Gesundheitszu-
standes (z.B. 1=gesund,. . . ,K=schwer-krank).

1 k K |[Z
1Yy Yiek | M
1 P
e o v
Die Zeilen Y;= Y;,,...,Y;x seien voneinander unabhingig und jeweils multinomialverteilt

mit K Klassen: Y;~ Multig(N;,m;). Als parameterisches Modell fiir die Wahrscheinlich-
keit 7jx von Status k in Gruppe j betrachten wir das Modell

Tk = Gi(2] 9), ' (6)

wobei G} bekannte Funktionen und @€ IRS der unbekannte Parameter sind. Dies ist ein
Generalisiertes Lineares Modell im Sinne von Abschnitt 2 mit den beobachteten Raten ¥ j; =
Yik/N; als Zielvariable, deren Erwartungswert E(Y ;i) = jy ist.
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Unter Verwendung des Maximum-Likelihood-Schatzers 0 erhalt man Schitzungen

Aijk = N;G(=76) (M)

fir die erwarteten Anzahlen pji = E(Yjk). Zur globalen Beurteilung der Modellanpassung
berechnet man meist eine der beiden Statistiken

XZ

I

S5 (Yik — ijx)?/ sk (Pearson — Statistik)
i k

G2

23" Yi - log(Yk/fijk) (Likelihood — Ratio — Statistik).
j ok

Beide Statistiken gehoren zu einer von Cressi und Read[5] vorgeschlagenen Familie von
Power-Divergenzen der Form

SD) = Zza,\(}/jk,ﬁjk) (Sum of Deviations)
7k

mit Abstandsfunktionen a, die fiir jedesA € IR definiert sind als

2y v\ 2
ax(y,p) = m [(;) = 1] = m[y = [l] >0.

Die zunichst undefinierten Fille ¢ = 0, A = —1 sind durch stetige Fortsetzungen A —
0, A — —1 erklart. Fiir A = 1 bzw. A = 0 ergibt sich SD; = X? bzw. SDo = G*.

Ein formaler, auf SDj beruhender Anpassungstest benutzt die asymptotische Verteilung von
SD,, die allerdings von der betrachteten Asymptotik abhangt. Die klassische ,Fized-Cells“
Asymptotik geht davon aus, daB J und K fest bleiben, wahrend alle Umfinge N; — oo

im wesentlichen proportional anwachsen. Unter zusitzlichen Regularititsbedingungen er-

gibt sich, daB alle SDy asymptotisch dquivalent sind und eine zentrale x*-Verteilung mit
Freiheitsgrad J — S besitzen. Bei einer praktischen Anwendung des entsprechenden X% An-
Passungstests sollten die erwarteten Anzahlen fi;; ,groB genug” sein, damit die Asymptotik
Nj = oo gerechtfertigt erscheint.

Sind dagegen die erwarteten Anzahlen zumindest teilweise klein, ist aber der Gesamtumfang
N, = Y2; N; groB, so bietet sich die ” Increasing-Cells” Asymptotic an, bei der mit N, —
o auch die Anzahl der Gruppen J — oo (bei festem K) anwachst, ohne daB hierbei die
Umfinge N; anwachsen miissen (sie diirfen sogar alle gleich 1 bleiben!). Unter gewissen
Bedingungen an die Umfange N; und Regularititsbedingungen ergibt sich, dafl die S D) nicht
mehr asymptotisch dquivalent sind, aber jedes SD, asymptotisch Normal(p,, 0%)-verteilt
ist. Hieraus ergibt sich ein auf der Normalverteilung von SDj basierender Anpassungstest.
Einzelheiten dazu findet man bei Rojek [23] und Osius und Rojek [21].
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4. Bootstrap-Verfahren fiir Generalisierte

Lineare Modelle

Obwohl die asymptotische Verteilung des Maximum-Likelihood- Schitzers § und daraus ab-
geleiteter Teststatistiken T(0) in Generalisierten Linearen Modellen bekannt ist, erlaubt dies
noch keine Aussagen iiber die Zulissigkeit der daraus resultierenden Tests oder Konfidenz-
intervalle einer konkreten Analyse, weil oft Unklarheit dariiber herrscht, ob die Anwendung
der asymptotischen Methoden im vorliegenden finiten Fall schon gerechtfertigt ist.

Betrachten wir den Schitzer 8 = §(Y) als eine Funktion der Zielvariablen Y, so interessiert
uns die Verteilung des Schitzers um den wahren Parameter 6y, also die Verteilung von

4(Y) - 6. (8)

Der klassische Ansatz schitzt die Verteilung von (8) durch eine multivariate Normalver-
teilung Ng(0, %) mit einer geschitzten Covarianzmatrix 3. Eine alternative Moglichkeit,
die Verteilung von (8) zu schétzen, bietet die von Efron [6] eingefiihrte Idee der Bootstrap-
Verfahren. Bootstrap-Methoden wurden bereits von Freedmann [8) auf das klassische lineare
Modell angewandt und dann auf verschiedene Weise auf Generalisierte Lineare Modelle ver-
allgemeinert (Rothe [24], Moulton und Zeger [13]).

Die Idee des Bootstrap besteht hierbei darin, die Verteilung von (8) zu schitzen durch die
Verteilung eines anderen Zufallvektors

6(y") -6, ©)

wobei éo :=é(Y) der aus Y geschitzte Parameter und Y* eine Bootstrap-Beobachtung ist,
deren Verteilung eine Schitzung auf die Verteilung der urspriinglichen Beobachtung Y ist.
Das parametrische Bootstrap (Rothe [24]) verwendet eine Bootstrap-Beobachtung Y*, de-
ren Verteilung man aus der von Y erhélt, wenn man dort den wahren Parameter 8 durch
seine Schitzung o ersetzt. Dagegen wird beim nicht-parametrischen Bootstrap (Moulton
und Zeger [13]) ein Y~ benutzt, dessen Komponenten Y;* voneinander unabhingig jeweils
zufillig aus der empirischen Verteilung der urspriinglichen Beobachtungen Y;,...,Y; gezo-
gen werden (mit dem zugehdrigen Covariablenvektor). Da aber die Schitzung 6(Y™) im
allgemeinen nicht als explizite Funktion von Y* gegeben ist (sondern iterativ berechnet
wird), kann auch die Verteilung von (9) nicht explizit angegeben werden. Man schitzt daher
diese Verteilung durch ihre empirische Verteilung, die sich aus der Simulation mit hinrei-
chend vielen unabhéngigen Bootstrap-Wiederholungen von Y* ergibt. Hierbei ist einerseits
fiir jede solche Wiederholung ein rechenintensives Iterationsverfahren zur Bestimmung der
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Schitzung é(Y‘) erforderlich, und andererseits ist die Existenz dieser Schatzung nicht fiir
jede Wiederholung gesichert. Deshalb wird von Mosbach [11] vorgeschlagen , statt §(Y*)
einen anderen Schitzer 8*(Y*) zu verwenden, der in Y linear ist. Dies garantiert sowohl
eine schnelle Berechnung als auch die Existenz dieses Schatzers fiir alle Y'*. Hierbei wird fiir
9(Y'*) derjenige Parameter verwendet, der sich beim Iterationsverfahren fiir §(Y*) ergibt,
wenn man dies ausgehend vom Startwert 8, nach dem ersten Schritt abbricht und lineari-
siert, d.h., man fiihrt lediglich eine gewichtete Minimale-Quadrate-Schitzung durch, deren
Gewichte sich aus der Modellstruktur fiir den geschitzten Parameter 8, ableiten lassen. Dies
liefert das sogenannte lineare Bootstrap- Verfahren, bei dem die Verteilung von (8) durch die
von

0°(Y*) — b, (10)

geschitzt wird. Hierbei kann die Verteilung von Y* sowohl parametrisch als auch unpara-
metrisch spezifiziert sein. Die grundlegenden asymptotischen Eigenschaften des linearen
Bootstrap findet man in Mosbach [11, 12].

5. Asymptotik: Starke Konvergenzbegriffe

Asymptotische Tests oder Konfidenzbereiche werden meist aus Grenzwertsitzen hergeleitet,
in denen die Verteilungskonvergenz einer Folge von reellen Zufallsvariablen X, gegen eine
Zufallsvariable X fiir einen GrenzprozeB n — co nachgewiesen wird. Manchmal ist es wichtig
zu wissen, ob hierbei auch die Momentenfolge E{ X} gegen das Moment E{X"} konvergiert.
Da dies im allgemeinen nicht der Fall ist, haben Bickel und Freedman [2] im Zusammen-
hang mit asymptotischen Eigenschaften von Bootstrap-Methoden folgende Verschirfung der
Verteilungskonvergenz fiir Zufallsvariablen mit Werten in Banach- Raumen eingefiihrt. Gilt
2zusétzlich zur Verteilungskonvergenz X, £, X noch die Konvergenz des r-ten absoluten
Moments

E{IXaN"} — EIXI7Y (11)

so heift X,, d,-konvergent gegen X, abgekiirzt X, -, X. Der noch stirkere Begriff der

e--Konvergenz ergibt sich, wenn man (11) verschérft zu

E{exp ||rXa|l} — E{exp |IrX|]}- (12)

Speziell fiir reellwertige Zufallsvariable gilt z.B.
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X, 2 X o X.5 X, B{X.} = E{X}, Var{X,} — Var{X} (13)
X, =+ X ¢ Die Moment-erzeugende Funktion von X, konver- (14)

giert in [—r, 7] punktweise gegen die von X.
Fir die d- und e-Konvergenz gelten entsprechende Regeln wie fiir die Verteilungskonvergenz
sowie Analoga zum Zentralen Grenzwertsatz. Diese Resultate sind mit einigen statistischen
Anwendungen in Osius [17] zusammengestellt.

6. Analyse der Sauglingssterblichkeit

Im Zusammenhang mit Umweltbelastungen wie z.B. der Radioaktivitit taucht immer wieder
die Frage auf, ob diese Belastungen einen statistisch nachweisbaren Einflufi auf die Gesund-
heit des Menschen und speziell der Neugeborenen haben. Dabei sind in erster Linie die
angeborenen Mifibildungen und die Siuglingssterblichkeit von Interesse, wobei wir uns hier
auf letztere konzentrieren, weil diese in der amtlichen Bevdlkerungsstatistik systematisch
erfaBt wird.

Bezeichnet T die Lebenszeit eines Neugeborenen, so sind neben den Sterberaten der Form
P{T < t,} fiir einen gewissen Zeitabschnitt t;, wie z.B. ¢; = 0 (Totgeburt), ¢, = 7 Tage
(Friihsterblichkeit) und ¢; = 1 Jahr (Sauglingssterblichkeit), oft auch die bedingten Wahr-
scheinlichkeiten P{T" < t;| T > to} von Interesse, wobei man fiir ¢, = 0 speziell auf einen
Lebendgeborenen bedingt.

Ist nun 7 irgendeine dieser Sterberaten, z.B. 7 = P{T < 7 Tage| T > 0}, so besteht das
statistische Problem darin, Modelle zu konstruieren, mit deren Hilfe man den Einflul der
in Frage kommenden Belastungsvariablen v auf 7 durch einen statistischen Test an Hand
konkreter Daten iiberpriifen kann. Hierfiir bieten sich z.B. logistische Quantal-Response-
Modelle der Form an

n = logit(r) = bz + ... + Osz5 + Pu,

wobei u die interessierende Belastungsvariable ist und z;...,zs weitere Covariable sind,
die ebenfalls einen (bereits nachgewiesenen oder vermuteten) statistischen EinfluB auf die
Sterblichkeit = haben (z.B. Geschlecht, Geburtsgewicht, Region etc.). Das interessierende
Testproblem hat dann die Hypothesen

Hy : B=0 (Nullhypothese: kein Einflu von u auf )

H : >0 (Alternative: positiver Einflu von u auf =)
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Liegen nun beobachtete Sterberaten Y fiir j = 1,...,J verschiedene Gruppen vor (die
durch Ubereinstimmung in allen Covariablen definiert sind), so kann der Test im Rahmen der
Quantal-Response-Modelle durchgefiihrt werden, wobei wir hier E(Y;) suggestiv mit 7; (statt
wie bisher mit ;) bezeichnen. Der Parameter 3 148t sich iibrigens fiir das Logit-Modell (im
Gegensatz zum entsprechenden Pobit-Modell) leicht unter Verwendung der Chance 7 /(1 —7)
interpretieren.

Unterscheiden sich zwei Populationsgruppen j und k nur in einer Belastung u, aber nicht
in den restlichen Covariablen z;,...,zs, so ist der Logarithmus des Chancen-Verhdltnisses
(engl.: odds ratio) im Logit-Modell gegeben durch

log (1 jjm’/l j"ﬂk> = logit mj — logit mp = B(u; — uk).

Fiir kleine Wahrscheinlichkeiten 7 ist 7 ~ 7 /(1 — 7) und das Chancen-Verhiltnis entspricht
daher fiir kleine 7;, 7 ungefdhr dem relativen Risiko m;/my.

Das Problem beim Testen der Nullhypothese besteht nun darin, da8 der Test nur eine geringe
Schirfe hat, wenn der Einflufl von u auf 7 ebenfalls gering ist, d.h., wenn 3 klein ist. Insofern
kommt der Analyse der Testschirfe sowohl bei der Einschitzung bereits durchgefiihrter Stu-
dien zur Sauglingssterblichkeit, als auch bei der Planung zukiinftiger Studien entscheidende
Bedeutung zu, wobei fiir die Planung auch die Verfiigbarkeit der ,gewiinschten“ Covariablen
Z1,...,zs unter Datenschutzaspekten beriicksichtigt werden muB. Zu diesem Problemkreis
liegen Untersuchungen von Westerhoff [26] vor, die noch weitergefiihrt werden.

7. Analyse der Treffsicherheit der

Krebsvorsorgeuntersuchung

Der Ausgangspunkt der folgenden Untersuchungen war eine Anfrage des Zytologischen La-
bors der Frauenklinik St.-Jiirgen- Strafe in Bremen (Leitung: Prof. Dr. D. Langnickel) iiber
statistische Aussagen zur Treffsicherheit der zytologischen Diagnose bei Abstrichen von Ekto-
und Endocervix des Uterus im Rahmen der gesetzlichen Krebsfritherkennung. Hierfiir stan-
den fiir ein Teilkollektiv zusatzlich eine patologische Diagnose einer Biopsie zur Verfiigung.
Tabelle 1 zeigt die Klassifikation von insgesamt 1957 Fallen nach der zytologischen und

Pathologischen Diagnose, die nach Papanicolaou wie folgt klassifiziert sind:
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PapI : normales Zellbild
Pap II : leicht entziindliche oder regenerative Veranderungen
Pap III : schwere entziindliche und/oder degenerative Verinderungen

(Carcinom nicht auszuschlieflen)
Pap IIIDL : leichte Dysplasie

Pap IIIDM : mittelgradige Dysplasie

Pap IV : vereinzelt verdichtige Zelle

Pap IVas . schwere Dysplasien

Pap IVaCis : Carcinoma in situ

Pap IVb :  Carcinoma in situ mit beginnender Infiltration
Pap V : auf Carcinom verdichtige Zellen

Pap VP :  Plattenepithel-Carcinom

Pap VA :  Adeno-Carcinom

Pap VC :  Corpus-Carcinom

Die statistische Analyse soll einerseits den Zusammenhang beider Diagnosen quantifizieren
und andererseits iberpriifen, ob sich dieser Zusammenhang im Laufe der Jahre verandert hat
oder nicht. Hierbei gehen wir aufgrund der Datenerhebung davon aus, daB die beobachteten
Anzahlen Yj; fiir die Kombination (j, k) der zytologischen und patologischen Diagnose j
und k fir j,k = 1,...,J voneinander unabhingig und jeweils Poisson-verteilt sind. Es sei
ik := E{Yj} > 0 die erwartete Anzahl fiir die Diagnosekombination (j, k) und 7 := log pjx
deren Logarithmus.

Nun ist die erwartete Tafel p= (u;x) eindeutig bestimmt durch (Sinkhorn [25])

- die Gesamtsumme Bt 1= 15 Lk Bik
— die Zeilensummen it = 2k Mik fir j > 1,
- die Spaltensummen  pyx := ; pjx fiir k > 1,

- die Kreuzverhéltnisse 0,5k, = (Bis ks iaks )/ (Biskabinn,)  fGr Gy < Jo, b < k2,
wobei nur die Kreuzverhéltnisse Information iiber den Zusammenhang beider Diagnose-
Verfahren enthalten. Betrachten wir nun fiir zwei Diagnose-Stufen j < k die 2 x 2-Teiltafel
mit nur diesen beiden Zeilen und Spalten, so 138t sich der Zusammenhang beider Diagnose-

Verfahren fiir diese beiden Stufen durch das Kreuzverhdltnis (engl.: cross product ratio, kurz:
CPR)
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7k
T Kisbkk
. 0550 = LaibikE 15
1| Bi; Bk jikk sklk; ( )
K| mei pax
bzw. durch dessen Logarithmus (den log-CPR)
Wk := log Ok = mj5 + ek — Mix — Mk (16)

beschreiben. Fiir 0;xx = 1 bzw. ¥;; = 0 liegt kein Zusammenhang vor, und je groBer 6;;kx
bzw. W;; ist, desto stirker ist die Ubereinstimmung beider Diagnose-Verfahren fiir diese
beiden Stufen j, k.

Weiter betrachten wir fiir 1 < j < k < J den CPR derjenigen 2 x 2-Teiltafel mit den Zeilen
1,7 und den Spalten 1,k

1 k
K lsk
1 O = —— 17
; K11 Mk 115k T ( )
) | B Kk
bzw. dessen Logarithmus
V7 = log Ok = 1 + njk — Mk — M1 (18)

Man kann nun zeigen, da8 sich die Tafel p= (7;x) eindeutig darstellen 1aBt in der Form

1

1 -
'Ijk=/\o+Af+Af_'2‘ij+‘2‘ ik (19)

wobei die Parameter folgenden Nebenbedingungen geniigen

A]Z = 0, Als = 0,
Vie = W, ¥; =0 far alle j,k (20)
% = =Yg, VY5 =0, V=0 [firalle jk.

Hierbei ist Ao ein Gesamteffekt, AZ ein Zeilen- und A{ ein Spalteneffekt. Aus den Neben-
beding\mgen ergibt sich, daB die Parameter ¥ i den symmetrischen und die Parameter V7,
den asymmetrischen Anteil des Zusammenhangs modellieren. Aufgrund der Interpretation
von W, als log-CPR kann man spezielle Modelle fiir ¥ betrachten, die man teilweise bereits
in Agresti [1] findet:
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(I) Keine Ubereinstimmung
Ve =0 fiir alle j, k.

(I1)  Ubereinstimmung proportional zum ,Abstand* der Klassifikationen:
Vi=p-(k—1j) fir alle j < k.

(I1)  Ubereinstimmung abhingig vom ,,Abstand“ der Klassifikationen:
Vir = pr—;j fiir alle j < k.

(IV) Ubereinstimmung additiv-abhangig von beiden Klassifikationen:
Yk =17 + v fiir alle j < k.

(V)  Ubereinstimmung additiv-abhingig von Klassifikationen und ,Abstand“:
Uik = 7 + Vi + pi—j fir alle j < k.

Die Parameter 7;,v; und p; sind in diesen Modellen gegebenenfalls erst durch zusétzliche

(lineare) Bedingungen eindeutig bestimmt.

Jedes dieser Modelle fiir ¥ liefert nach (19) ein log-lineares Modell fiir g£. Die Verwendung
dieser Modelle (I-V) fiir die beobachtete Tafel ergab nur fiir die Modelle (IV) und (V) eine
zufriedenstellende Anpassung, wobei ein Untermodell von (V) mit p; = 0 fiir i # 6 bereits
eine gute Anpassung lieferte, die deutlich besser war als das Modell (IV), bei dem auch noch
pe = 0 ist.

In allen Modellen ist die ML-Schitzung \il,-k asymptotisch N(W¥;i,0;i)-verteilt, und hieraus
lasssen sich Tests und Konfidenzbereiche fiir ¥;; konstruieren. Die Schitzungen \iljk und ihre
geschitzten asymptotischen Standardabweichungen & sind fiir das obige Teilmodell von (V)
in Tabelle 2 aufgefiihrt. Damit ist die Frage nach der Quantifizierung der Ubereinstimmung
beider Diagnose-Verfahren durch die Schatzung von ¥ geldst.

Will man einen zeitlichen Trend analysieren, so betrachtet man die Anzahlen Yjy fiir ver-
schiedene Zeitabschnitte t = 1,---,T, z.B. im vorliegenden Fall mit T = 2 Gruppen fiir je
6 Jahre, und erhélt die zu (19) analoge Darstellung fiir jeden Zeitabschnitt ¢

1 1
Nike = Aot + /\Jzz + Af, - E‘I’jkt + 5‘1’5_1": (21)

wobei wieder die (20) entsprechenden Nebenbedingungen fiir jedes ¢ gelten.
Speziell fiir T = 2 Zeitabschnitte konnen wir den Unterschied
A\I’J‘k = ‘I’jkz = ‘I’jkl (22)

des Zusammenhangs fiir die Diagnose-Paare j < k betrachten und die Hypothesen testen
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H¥: AV, =0 (Zusamenhang unverandert in beiden Zeitgruppen),

H*: AW >0 (Zusammenhang fiir T = 2 positiv-starker als fiir 7' = 1).

Die Schéitzung A\il_,-k ist wieder asymptotisch normalverteilt, und hieraus lassen sich Konfi-
denzintervalle fiir A, und ein Test fiir H’.," ableiten.

Wir haben fiir zwei Zeitgruppen (T=2) fiir das folgende Modell eine gute Modellanpassung
an die beobachteten Daten aus Tabelle1 erhalten.

Vinn = 75+76+ de—jy wobei nur ¢ # 0 ist (siehe oben),
‘I’jkg = WY+ AV, mit beliebigem AV,

o= Y d.h. die Asymmetrie ist iiber die Zeit konstant.

Die Schatzungen A\il,-k zusammen mit ihren geschitzten Standardabweichungen sind in Ta-
belle 3 aufgefiihrt. Die Paare j < k, bei denen H3* zum 5%-Niveau abgelehnt wird (d.h.
eine Verbesserung des Zusammenhangs iiber die Zeit statistisch abgesichert ist) sind dort
gekennzeichnet. Damit ist auch die zeitliche Anderung des Zusammenhangs in beiden Zeit-
abschnitten analysiert.
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Anhang: Tabellen

Gerhard Osius

Zytologie Pathologie Total
IIIDL IIIDM IVas IVaCis IVb VPl VAd VCo

IIIDL 14 19 7 4 0 0 0 0 44

39 23 7 5 0 0 2 0 76

IIIDM 9 35 24 43 1 2 1 1 116

26 7 61 36 0 2 1 0| 203

0 2 5 18 3 154 3 5 190

IVas 2 12 22 22 2 4 0 0 64

2 15 86 54 1 3 1 0| 162

IVaCis 5 7 19 161 13 24 2 1] 232

3 7 37 132 3 17 0 0] 199

IVb 0 0 3 20 10 43 4 5 85

0 0 3 17 4 2 0 0 26

VPl 0 1 3 62 11 276 9 2| 364

0 2 5 18 3 154 3 5[ 190

VAd 0 0 3 0 5 42 16 66

0 0 1 0 4 36 12 53

VCo 1 0 1 0 0 0 1 37 40

0 1 0 0 0 1 0 35 37

Total 31 74 79 315 37 354 59 63| 1011

70 125 199 263 11 183 43 52 946

Tabelle 1: Beobachtete Anzahlen der Klassifikation nach zytologischer und pathologischer
Diagnose und zwei Zeitabschnitten: 1972-77 (obere Zahl), 1978-83 (untere Zahl). Weitere
Erlauterungen findet man im Text.



Aspekte statistischer Modellbildung und Auswertung

Diagnose Diagnose j
k IIIDL IIIDM IVas IVaCis IVb VPl VAd
IIIDM 1,40
0,28
IVas 4,31 1,72
0,43 0,25
IVaCis 5,97 337 1,95
0,43 0,28 0,20
IVb 9,23 6,63 5,22 1,94
0,65 0,55 0,53 0,39
VPl 10,93 833 691 3,64 2,28
0,55 0,44 0,40 0,20 0,41
V Ad 9,25 13,12 1,70 8,42 17,07 5,72
1,52 0,94 0,92 0,84 092 045
V Co 18,47 9,40 4,46 11,18 9,82 848 5,30
1,32 1,36 1,25 1,19 1,25 096 1,03

95

Tabelle 2: Schitzungen ‘i‘jk (oberer Wert) mit geschitzter asymptotischer Standardabwei-

chung (untere Wert) aller Diagnosepaare j < k fiir das Untermodell von (V) (mit p; = 0

aufer bei 7 = 6), angepaBt an die Daten des gesamten Zeitraums 1972-83.
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Diagnose Diagnose j
k IIIDL IIIDM IVas IVaCis IVb VPl VAd
IIIDM 0,62
0,61
IVas 1,67 * 0,93
0,83 0,53
IVaCis 1,63 * 0,89 -0,26
0,82 0,51 0,44
IVb 1,40 0,66 -0,49 0,31
1,28 1,11 1,08 0,84
VPI 1,92 * 1,19 0,04 0,83 3,90 *
1,06 0,84 0,80 0,42 1,20
V Ad -1,18 3,38 2,23 3,03 6,10 * -1,10
2,53 1,58 1,56 1,50 1,85 0,89
V Co 341 * -2,62 1,53 2,32 539 * -0,80 1,29
1,81 2,62 1,69 1,66 1,96 142 1,50

Tabelle 3: Schitzungen A\iljk (oberer Wert) mit geschitzter asymptotischer Standardab-

weichung (unterer Wert) aller Diagnosepaare j < k fiir das im Text beschriebene Modell.

Bei den mit * markierten Paaren ist A¥;; > 0 zum Niveau a = 5% abgesichert.
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MANFRED TASCHE

Konstruktion schneller Algorithmen fiir diskrete
Fouriertransformationen

Die Entwicklung effektiver Algorithmen fiir hiufig wiederkehrende Grundprobleme ist ein
wesentliches Anliegen der Numerischen Mathematik. Von Interesse sind dabei numerisch
stabile Algorithmen mit geringer arithmetischer Komplexitat (d.h. Anzahl benétigter Multi-
Plikationen und Additionen), einfacher Implementierung, geringem Speicherplatzbedarf und
niedriger Anzahl von Datenumordnungen. Ferner sollten die Algorithmen fiir eine Parallel-
verarbeitung geeignet sein.

J.W. Cooley und J. W. Tukey (1] haben 1965 den wohl bekanntesten schnellen Algorith-
mus fiir die diskrete Fouriertransformation (DFT(N)) der Lange N = 2" wiederentdeckt,
bei dem die arithmetische Komplexitdt von O(N?) auf O(N log, N) Operationen gesenkt
wird. Erstmalig wurde diese Idee bereits 1805 von C. F. Gaufl bei astronomischen Berech-
nungen benutzt. Diese Erkenntnis ist von fundamentaler Bedeutung fiir die Numerische
Mathematik, weil durch das Auffinden schneller Algorithmen eine effektive, numerisch sta-
bile Berechnung vielfach erst méglich wurde. In den letzten 25 Jahren wurden sehr viele
schnelle DFT-Algorithmen gefunden (siehe [6], [9]). Als Grundprinzipien zur Konstruktion:
schneller Algorithmen haben sich dabei

o die Verwendung von Rekursionen,
o die Teile-und Herrsche-Strategie und

o das Prinzip der Parallelisierung

bewzhrt. Nicht selten sind die Wurzeln schneller Algorithmen algebraischer Natur, was im
folgenden anhand der Indextransformationen und der Polynomarithmetik dargestellt werden
soll. Heute besitzt die DFT vielfiltige Anwendungen in der Numerischen Mathematik, der
Mathematischen Physik, der Kodierungstheorie und der digitalen Signalverarbeitung. Die
DFT wird bei der schnellen Faltung, der schnellen Multiplikation von Polynomen, der schnel-
len Invertierung strukturierter Matrizen, der mehrdimensionalen Boxspline-Interpolation
und der Lisung von Operatorgleichungen erfolgreich angewandt.
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1. Gaufischer DFT-Algorithmus

Historisch entstand die DFT aus der trigonometrischen Interpolation. Die Grundidee ei-
nes schnellen DFT-Algorithmus ist bereits in der erst im NachlaB [3] veroffentlichten Arbeit
»Theoria interpolationis methodo nova tractata® von C.F. Gaufl enthalten. C.F.GauBl be-
nutzte 1805 die trigonometrische Interpolation in der Astronomie, um die Bahn des Planetoi-
den Juno zu berechnen. Seine Methode sei hier in der heute iiblichen komplexen Terminologie

erlautert.

Bei der komplezen trigonometrischen Interpolation besteht die Aufgabe, ein Polynom

N-1
P(z):= Z ;%

=0

derart zu bestimmen, daf fiir vorgegebene Werte z; € C

Pwy)=2; (j=0,...,N-1) (1)

gilt. Dabei ist wy := exp(—27i/N). Offenbar gilt

N, falls n =0 modN,

0, falls n # 0 modAN. @

Lt uf+uf 4o+ = {
Die Fouriermatriz ist dann definiert durch F := (w{;")ﬁk’:‘o. Wegen (2) gilt FF = NI und
somit F~' = LF.
Die diskrete Fouriertransformation der Linge N (DFT(N)) ist diejenige Abbildung, die
jedem Spaltenvektor = = (zx)N' € CV einen Spaltenvektor & = (&;)Ny! € CV mit
& = Fz zuordnet, d.h.

N-1 .
ge=Y zwk (k=0,...,N-1) (3)

i=0
Die inverse DFT(N) lautet dann = = % F#, d.h.

1 N )

zj=— 3 Huwy*  (j=0,...N-1).

NS
Zur Berechnung der DFT(N) wiirde man N? komplexe Multiplikationen und N(N —1) kom-
plexe Additionen benétigen, vorausgesetzt, dafl die wy-Potenzen vorberechnet worden sind.
Das Ziel besteht nun darin, die DFT(N) mit wesentlich weniger Operationen zu berechnen.

Die Interpolationsbedingung (1) lautet folglich Fp = 2 mit p = (pj);y;o', d.h.



Konstruktion schneller Algorithmen ... 101

Das komplexe trigonometrische Interpolationsproblem besitzt somit die eindeutig bestimmte
L3sung

1%zt L,
=‘1\72_: =—:ck (k=0,...,N —1). (4)

Verallgemeinern wir (1) und suchen wir fiir festes @ € C, (a # 0) ein Polynom P(z) mit

Pl 'wy)=z; (j=0,...,N—-1), (5)
dann gilt véllig analog
pk=—a Zz,w’k (k=0,...,N—1). (6)
j=0

C.F.GauB interessierte sich fiir eine effektive Berechnungsvorschrift der Koeffizienten (4)
des trigonometrischen Interpolationspolynoms P(z) in den Fillen N = 12,24,36. Dabei
wendete er die Teile-und-Herrsche-Strategie an. Im folgenden leiten wir den Gaufischen
DFT-Algorithmus auf zwei verschiedene Weisen her. Der erste Zugang entspricht der von
C.F.GauB benutzten Methode in komplexer Schreibweise. Der zweite Weg ist kiirzer und
betont die Bedeutung der Indextransformationen bei schnellen DFT-Algorithmen.

1. Herleitung. Es sei N = N; N,. Zuerst werden N; Interpolationsprobleme fiir jeweils N;
gegebene Daten betrachtet. Fiir jedes j; = 0,..., Ny — 1 wird ein Polynom

Nz—-1

Q,n 2) E qu+kzN1

=0

mit der Interpolationseigenschaft

Qn(wN ng )—IJH'ksz (kg:O,...,Nz—l)
bestimmt. Die Losungen lauten nach (6)

1 Na—1
Ttk Ny = Ewﬁh Z Tirnmwh® (b =0,...,Np—1). (7)

12=0

Im zweiten Schritt werden N Teilprobleme fiir N; gegebene Daten gelost. Fiir jedes k; =

0,..., Ny — 1 wird ein Polynom
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Ni-1 .
Rh(z) = Z TkatkiNaZ

k=0

R”I(w;lfl) = Gy +kaNy (.71 =0,... le = 1)

gesucht. Wegen (4) und (7) ergibt sich dann

1 M- ] Mzt (s P S
Thka+kyN2 = 35 z: qjﬂ-anlw;\ll. '== Z Z (Ijl*’thu’ﬁ )wﬁ, w;;," (8)
M 2 N 2o \im

Mittels j = j1 + jaNy (ji =0,...,Ne — 1; t = 1,2) folgt

1 i(Naky+ka
ThthN: = Y zuwjitaath)

=0

= PNaky+ky- 9)
2. Herleitung. Durch die beiden Indeztransformationen
j=jl+j2Nll k=N2k1+k2 (j,k=0,-..,N—l)

mit j, ke =0,...,N, — 1 (t = 1,2) folgt aus (3)

RS (1 +72N) (Naky +k2)
2 — . J1+52N1 ) (N2 ky
TNyky+ka = 2 z T+ N WN

71=0 j2=0

10
Ni-1 [Nz-1 X X . ( )
= z: (E (zjrthlw;\;h)w”N:’) wﬂxkl

21=0 \ j2=0

Geht man dagegen von den Indextransformationen j = Njj; + ja, k = ki + k2 Ny aus, so
erhilt man anstelle von (10) die Vorschrift

Ni=1 [Na—1 ] ) ]

'ikl+lnN| = Z ( 2 (zNzirHaw)'\‘lh)le\:I:z) “’JI:':" (11)
721=0 \ j2=0

Offensichtlich sind die Formeln (9) und (10>) gleichbedeutend wegen (4). Somit kann im

Fall N = N1N; eine DFT(N) durch N; DFT(N;) und N; DFT(N,;) berechnet werden.
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Dazu miissen die Daten z;, 45 n, noch mit den sogenannten Drehfaktoren wit® multipliziert
werden. Wir erhalten aus (10) folgenden

DFT-Algorithmus von C.F. Gau8

Gegeben: z; (j=0,...,N—-1), N=NN,

Gesucht: 3, (k=0,...,N—1)

1. Berechne fiir j; =0,...,N; -1

Na-1
Yirthaly 1= S (CIPPRRY, U o
Ja=0
2. Berechne fiir k; =0,...,N; — 1
N1—-1
ENky kg = Zo Yirtha Ny Wi
n=

Es muB betont werden, daB C.F.GauB in [3] diesen Algorithmus mit reellen trigonome-
trischen Funktionen formulierte, was das Verstindnis erschwert. Aus (11) ergibt sich ein
ahnlicher Algorithmus. Wir wollen beide Algorithmen kurz illustrieren.

Beispiel 1. Es sei N > 2 eine gerade Zahl. Mit N; = N/2 und N; = 2 ergibt sich aus (10)
firk=0,...,N/2-1

N/j2-1

Eu = Y (z;+Tienp) Wi
3=0
(12)
N/2-1 Ca .
Zan = ) (35 — zienp)wi )iy,
j=o

Somit 148t sich die DFT(N) durch N Additionen, N/2 Multiplikationen und zwei DFT(N/2)
berechnen.

Beispiel 2. Wieder sei N > 2 gerade. Fiir Ny = N/2 und N; = 2 erhélt man fiir
k=0,...,N/2-1 aus (11)

Nf2-1 Nj2-1

. ik ik
B = Y mwhptwl Y zaawlp
i=0 i=0
(13)
Nf2-1 - . Nj2-1 P
4N = E zzj"”;v/a—wlv > T2i41 W2
7=0 =0
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Beispiel 3. Es sei N > 4 durch 4 teilbar. Fiir N; = N/4 und N, = 4 ergibt sich aus (10)
fir k=0,...,N/4-1

N/4-1

dae = Y ((zj+ zisns) + (TN + Tisana) Wihye
i=0
Nj4-1 -
s = 2 (75— zianj2) — {@ienN/a — Tisanya) W W4
j=0
(14)
N/j4-1
a i, Jk
Zapr = 3 (& +Tianyz) = (Tienya + Tiransa) Wy Wiy,
j=0
N/a-1 5 i
Sars = 3 (25— 354np) +i(2ieNa = TivaNja) JON Wy
=0

Beispiel 4. Es sei N > 4 durch 4 teilbar. Durch Kombination von (12) und (14) erhalt
man fir k=0,...,N/2—1und !l =0,...,N/4 -1

Nj2-1 N
Y =i+ T4 NJ2) W2

j=0

Tk

N/a-1

a . j 1
2asr = 3 (25— janja) = i(Z5eN/a — Tivansa) W WN 4
j=0

N/4-1 o
Eass = Y (25— Tjenya) +i(jensa = z,+3N/4))w§’dwﬁ/4.
=0

Hier 148t sich die DFT(N) durch 3N/2 Additionen, N/2 Multiplikationen, eine DFT(N/2)
und zwei DFT(N/4) berechnen.

AbschlieBend sei noch bemerkt, dafl sich der GauBsche DFT-Algorithmus auf den Fall N =
NN, ... N, (r 2 2) erweitern 1aBt. Entsprechende Indextransformationen sind beispielsweise

j=h+p2Na+---+ N ...Noyy k=k,+k N, +---+kNz... N,

mit j, ke =0,...,Ny—1(t=1,...,r).
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2. Algorithmus von C. Runge

Nach C.F.Gau8 sind effektive Methoden zur diskreten Fourieranalyse erst von C. Runge [7]
entwickelt worden. C. Runge betrachtete 1903 das folgende Problem der reellen trigonome-
trischen Interpolation: Gesucht ist ein trigonometrisches Polynom

1 u N
T(@):= N&o + %E(&j cosjt + b;sin jt), (t € R)
=0

mit der Interpolationseigenschaft

T(i’—;) iy (=00 2N =1),

wobei z; € R gegebene Daten sind. Diese Aufgabe ist eindeutig 15sbar und es gilt

N ik

4 = YacslT (1=0,...,N), (15)
k=0
N-1 .

b; = b,,sin‘-’kT” G=1,...,N=1), by=0. (16)
k=1

Dabei ist ag := 7o, a; := T} + Zav_r (k= 1,...,N — 1), ay := zn und by := z — Tan-k
(k=1,...,N —1) gesetzt worden. Diese Transformationen (15) und (16) heifen diskrete
Fourier-Kosinus- Transformation bzw. diskrete Fourier-Sinus-Transformation. Es besteht
ein enger Zusammenhang zwischen diesen Transformationen und einer DFT(2N), worauf an

dieser Stelle nicht naher eingegangen werden soll.

C. Runge gab fiir N = 12, 24, 36 effektive Berechnungsschemata fiir (15) und (16) an. Auch
er verwendete die Teile-und-Herrsche-Strategie. Es sei N > 2 gerade. Die Ausgabewerte von
(15) mit geraden bzw. ungeraden Indizes werden getrennt betrachtet. Dazu bildet man

e = ar+an_i (k=0,...,N/2-1), cnp:=anp

dy;

QA — ANk (k=0,,N/2—-l)

Wegea

- j ] N-k)(2;+1 k(25 + )7
LT B LG = LD N L

folgt dann aus (15)
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N/2 2ikn
Gy; = choos 1
k=0

(G =0,...,N/2),

Nia—1 27 + 1)kx
gy = Y, dkwsg-%

k=0

(j=0,...,N/2—1).

Analog setzt man

e = bk_'bN—lt (k=1,...,N/2—1),
fo = betbyas (k=1,...,N/2-1), fna=bnp.
Dann gilt fiir (16)
- Nja-t 2] ;
by = Y esin G=1,...,N/2=-1),
k=1

N/
b = Brn it

k=1

(G=0,...,N/2-1).

Dieses Reduktionsverfahren ist effektiv fiir relativ kleines N. Auch diese Methode 1a8t sich
bereits bei C. F. GauBl nachweisen. In der 1811 entstandenen Arbeit ,Allgemeine Stérungen
der Pallas durch Jupiter. Erste Rechnung® [4] hat C.F. GauB diskrete Fourier-Analysen bis
N = 24 durchgefiihrt.

3. DFT-Algorithmus von J.W. Cooley und J.W. Tuckey

Das Verdienst von J. W. Cooley und J. W. Tuckey besteht darin, daB sie 1965 einen schnellen,
einfach programmierbaren Algorithmus fiir die DFT(/N) mit grofier Radix-2-Lange N = 2"
angegeben haben. Dieser Algorithmus beruht auf einer rekursiven Anwendung des Gauf-
schen DFT-Algorithmus, der J. W. Cooley und J. W. Tuckey aber nicht bekannt war. Folglich
ist der Gaufische DFT- Algorithmus allgemeiner als der Cooley-Tuckey-Algorithmus, der sich
aus Beispiel 1 unmittelbar ablesen 1d8it.
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Bezeichnet My die Anzahl der bendtigten komplexen Mutiplikationen und Ay die Anzahl
der komplexen Additionen bei einem schnellen DFT(N)-Algorithmus, so gilt wegen (12) fiir
die sog. Methode der Frequenzminderung (decimation-in-frequency)

My

2My; + Nf2, M, =1,

AN 2AN/2 + N, A=2.

Dabei wird angenommen, dafl die wy-Potenzen vorberechnet worden sind. Wegen N = 2"
setzt man p,, := My, so daB sich die lineare Differenzengleichung

fn=2pn +27 (n=2,3,..), m=1

ergibt, deren Lésung p, = n2"~! = 1Nlog, N lautet. Analog zeigt man Ay = N log, N.
Im Fall N = 2" besitzt der Cooley-Tuckey-Algorithmus die arithmetische Komplexitét
O(Nlog, N).

Aus Beispiel2 ergibt sich fir N = 2" nach der sog. Methode der Zeitverminderung
(decimation-in-time) ein weiterer schneller Radix-2-Algorithmus.

Aus Beispiel 3 folgt fiir N = 4™ nach der Methode der Frequenzverminderung ein Radix-4-
Algorithmus mit einer geringeren Komplexitit als die entsprechenden, vorher beschriebenen
Radix-2-Algorithmen. Der Radix-4-Algorithmus reduziert die Anzahl der Multiplikationen
um etwa 25% gegeniiber dem ersten Radix-2-Algorithmus.

Wird Beispiel4 fir N = 2" rekursiv angewandt, so gelangt man zu einem Split-radix-
Algorithmus [2], der weniger Operationen als die zuvor erwdhnten Algorithmen bendtigt.
Ein ,optimaler* DFT(N)-Algorithmus ist selbst im Fall N = 2" unbekannt.

Zum Vergleich geben wir die Anzahl der nichttrivialen reellen Multiplikationen (MF) und
reellen Additionen (A}) fiir verschiedene schnelle DFT(N)-Algorithmen an. Dabei wird
angenommen, daf eine nichttriviale komplexe Multiplikation durch 3 reelle Multiplikationen
und 3 reelle Additionen realisiert wird.
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Linge [ Radix-2-Alg. | Radix-4-Alg. | Split-radix-Alg.

N | My Ay | My Ay | My Ay
16| 24 152 20 148( 20 148
32| 8 408| - -| 68 388
64| 264 1032 208 976 | 196 964

128 712 2504 - -| 516 2308
256 | 1800 5896 | 1392 5488 | 1284 5380
512 | 4360 13566 - - | 3076 12292
1024 | 10248 30728 | 7856 28336 | 7172 27652

Die vielfdltigen Anwendungen der DFT und die rasante Entwicklung der Rechentechnik
16sten seit 1965 eine Fiille von Untersuchungen zu schnellen Algorithmen aus. Die bekannte-
sten Verfahren sind — neben den oben erwahnten Algorithmen — der Primfaktoralgorithmus,
der Rader-Algorithmus und der Winograd-Algorithmus.

Ein einheitlicher Zugang zu vielen Algorithmen ist auch tiber die Polynomarithmetik méglich,
worauf bereits S. Winograd [10] und H. J. Nussbaumer [6] hinwiesen. Als Beispiel betrachten

wir erneut den Fall N = 2". Dem gegebenen Datenvektor (xj)?;_ol € CV wird das Polynom

N-1
P(z):=Y_ z;2

=0
zugeordnet. Fir z = w (k = 0,..., N — 1) erhalten wir die gesuchten Werte z, = P(w})
(k = 0,...,N —1). Mittels Hornerschema lassen sich derartige Polynomauswertungen
bekanntlich mit O(N?) Operationen realisieren. Wir wollen aber mit wesentlich weniger
Operationen auskommen.
Der folgende Radix-2-Algorithmus basiert auf der rekursiven Anwendung der Teile-und-
Herrsche-Strategie. Er entspricht Beispiel 1. Es sei

k= (kn-—h- » 'ak0)2 = 2"—1kn-l Cpooany 2kl + ko (kJ € {071})

die binare Darstellung von & € {0,..., N —1}. Wir spalten P(z) wie folgt auf:

Nj2-1 N/j2-1 .
P(z)= Y 22 + 2N Y a7,
=0 =0

Da zM/2 an den N Knoten wf (k = 0,..., N —1) nur die beiden Werte exp (—mik) = (—1)*
annimmt, lautet nun der
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Schritt 1. Berechne fiir ip = 0,1 und j =0,...,N/2 -1
(1) P— —1)k ;
TNz = i+ (=1)°2Ny2y;.

Bildet man die beiden Polynome
. Nz .
1’.-5,’(2) =3 I_$‘+);'0N/2z1 (30=0,1),
=0
so gilt

2 = PM(wh) = P(wk)

fir alle k =0,...,N — 1 mit kp = 5. Analog wie mit P(z) verfahren wir jetzt mit P;?)(z):

W e N

1 1 ; N, ]

PJ(2)= Y ziunp? +2M Y o) neionn? -
=0 =0

Da zN/4 an den Knoten wk (k= 0,..., N —1) nur die 4 Werte exp (—mik/2) = (—1)% (—i)*o
(k=0,...,N — 1) annimmt, lautet nun

Schritt 2. Berechne fiir 49,7, =0,1 und j =0,...,N/4 -1

2 1 i avis o)
z§+)(i|.io)nN/4 = I,s"f?-'oNﬁ + (D) ENjairions:

Die Fortsetzung dieses Verfahrens liefert schlieflich im

Schritt n. Berechne fiir i, . ..,in_; = 0,1

n—2 in—1,(in=2.i0)2 . (n—1)
32?7.)-1.»--"0): = za(in—)z.--.yio)z + (-1 ‘wl\‘l B0 2$1+2(in-2,-~-,ia)z'

Dann lautet die
Ausgabe. &, =z{ (k=0,...,N —1).

Die Polynomdarstellung bietet auch den Vorteil, dal die Umordnungen der Zwischenwerte
genau beschrieben werden.
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4. Primfaktoralgorithmus von I.J. Good

Im folgenden sei N = N; ... N, ein Produkt von paarweise teilerfremden Zahlen Ny,..., N,
(r > 1). Bei der Berechnung einer DFT(N) wird oft das ,Prinzip der Dimensionserh6hung*
angewandt. Dabei wird die DFT(N) in eine r-dimensionale DFT(N; x - - - x N, ) vom Format
N ... N,

Ni-1 Ny—-1

a - L j1ky jr ki
Thy..kr = 2 t E Zjy...ir Wy "'w%.-'

=0 Jr=0

mit k, = 0,...,N; — 1 (¢ = 1,...,r) tberfihrt. Eine effektive Berechnung der
DFT(N; X -+ x N,) kann schrittweise entsprechend der Klammersetzung

Ny-1 Ny=1 K ik
Y (oo (X Thgo Wi,y T) - SR
71=0 Jr=0

mittels schneller Algorithmen fiir DFT(N,), ..., DFT(N;) erfolgen. Das Berechnungsschema
fiir die DFT(N), welches erstmals 1958 von I.J. Good (5] vorgeschlagen wurde, sieht wie
folgt aus:

1. Durch eine Indextransformation der Eingabedaten z; (j = 0,...,N — 1) wird die
DFT(N) in eine r-dimensionale DFT(N; x ... x N,) mit den Eingabedaten z;,
(e=0,...,N:—1; t =1,...,r) iberfihrt.

2. Mittels schneller Algorithmen fiir die DFT(N,) (t = 1,...,r) wird die r-dimensionale
DFT(N; x ... x N,) parallel berechnet.

3. Durch die Indextransformation der Ausgabedaten &y,.i (ki = 0,...,N;—1; ¢t =
1,...,r) der r-dimensionalen DFT(N; x ... x N,) erhilt man die gesuchten Ausgabe-
daten & (k=0,...,N — 1) der DFT(N).

Der gebrauchlichste Primfaktoralgorithmus hat folgendes Aussehen:
Es seien M; = N/N; (t =1,...,r). Ferner seien M (1 < M{ < N;) durch M;M| = 1 mod N,
(t=1,...,r) definiert. Fiir die Eingabedaten wihlt man die Indextransformation

i=Y_Mj.modN (j=0,....,N—1; ji=0,....N;—=1; t=1,...,r)  (17)

t=1

und fiir die Ausgabedaten

k=Y MMk, modN (k=0,...,N—1; k,=0,...,N,—1;t=1,...,7). (18)

t=1
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Es sei bemerkt, daB k = k; mod N; (t = 1,...,r) gilt und daB (18) der Chinesische Rest-
saiz ist, der bereits um das Jahr 100 von Sun Tsu erwihnt und erstmals von L. Euler 1734
bewiesen wurde.

Aus (17) und (18) ergibt sich fir j,k=0,...,N -1
jk= iM.jgk, mod N
t=1
und somit
it = it
Nun setzt man
Zj e = TMyjiAMege (Ge=0,... ,Ny—= 1 t=1,...,7)
und
Zpyoke = EMMpky oMMk, (Re=0,..., N =15 t=1,...,r).

Bei dem Primfaktoralgorithmus treten wegen der vorausgesetzten Teilerfremdheit von
Ny, ..., N, keine Drehfaktoren wie bei den Radix-2-Algorithmen auf.

AbschlieBend sei bemerkt, da8 man einen beliebigen Isomorphismus von der additiven
Gruppe Z /NZ auf die direkte Summe Z/N\Z & --- @ Z/N,Z als Indextransformation
wihlen kann. Die andere Indextransformation ist dann eindeutig bestimmt und ebenfalls
ein Isomorphismus. Somit ist die Konstruktion von Indextransformationen ein schénes An-
wendungsbeispiel fiir den Isomorphiesatz endlicher abelscher Gruppen. Hinsichtlich der Ei-
genschaften und der Konstruktion von Indextransformtionen sei auf [8] verwiesen.
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