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Rostock. Math. Kolloq. 45, 3-8 (1991) 

DIETLINDE LAU 

Subject Clauilic.atfon (AMS) 

03G20, 08A40 

Ein Vollständigkeitskriterium für durch h-adisch 
elementare Relationen beschriebene maximale 
Klassen von Pk 

Sei Ek = {O, 1, ... , k - 1 }, k � 2, Pl: die Menge aller n-stelligen Funktionen über Ek, 

pk := Un<:l P;: und Pk,1 := Un<:l {r E pk I f : Ef -+ E,} für 2 � 1 < k. Mit W(f)

bezeichnen wir den Wertebereich von f E Pk. 

Als Operationen über Pk seien die üblichen Superpositionsoperationen (, r, �. 'v und * zu­

gelassen. Die Menge aller Funktionen, die aus Funktionen einer Menge A f Pk mit Hilfe 

der Superpositionsoperationen in endlich vielen Schritten erzeugt werden können, heißt Ab­

schluß von A und wird hier mit [A] bezeichnet. Ist A = [A], so nennen wir A abgeschlossene 

(Teil-) Menge bzw. Teilklasse von Pk. Eine echte Teilklasse A' von A nennt man maximale 

Klasse von A bzw. A-maximal, wenn für alle f E A\A' stets [A' U {/}] = A gilt. Eine 

Menge B (f A) heißt vollständig in A, wenn (B] = A ist. Falls A eine gewisse endliche 

vollständige Teilmenge besitzt, so gibt es bekanntlich nur endlich viele A-maximale Klassen 

Ai , A2, ••• , A„ und es gilt für beliebige B f A

[B] = A <=> Vi E {1,2, ... ,t}: Bi A,. (1) 

Neben solchen Vollständigkeitskriterien kann man auch spezialisierte Kriterien (sogenannte 

verallgemeinerte Slupecki- Kriterien, siehe (7]) der Art 

[B]=A<=>A1 f[B] A (ViE{l, ... ,r}: BiA,), (2) 

betrachten, wobei A1, ••• , A, diejenigen maximalen Klassen von A bezeichnen, die A 1 ent­

halten. 
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Bekanntlich liegt seit den Arbeiten von LG. Rosenberg (siehe [8]) eine vollständige Beschrei¬ 
bung der maximalen Klassen von Pt und damit ein Kriterium der Form (1) für A = Pt vor. 
Daran anschließend wurde von einer Reihe von Autoren versucht, für diejenigen maximalen 
Klassen, die endlich erzeugt sind, die in ihnen maximalen - die sogenannten submaximalen 
Klassen von Pt - zu ermitteln. Gelungen ist dies bisher vollständig nur für к = 3 sowie 
für einen der 6 möglichen Typen maximaler Klassen von Pt ([5], [10]). Daneben gibt es 
Ergebnisse für gewisse к (z.B. [1]) bzw. für spezielle Klassen ([6]). Für gewisse andere ma¬ 
ximale Klassen (siehe [11]) kennt man bisher nur Kriterien der Art (2). Ein Beitrag zur 
letztgenannten Richtung soll hier für durch h-adisch elementare Relationen charakterisier¬ 
bare maximale Klassen von Pt vorgestellt werden, womit ein Ergebnis aus [2] verallgemeinert 
wird. Wesentliches Hilfsmittel sind dabei Ergebnisse aus [4]. Wir übernehmen deshalb die 
dort angegebenen Begriffe und Bezeichnungen, die man im wesentlichen auch in [7] nachlesen 
kann. Insbesondere kennzeichnen wir nachfolgend mit Polke (kurz Pol g) die Menge aller 
Funktionen aus Pt, die die Relation g bewahren, und bezeichnen die Relation 

mit tj). 

Nachfolgend sei stets к = hm, h > 3 und m > 1. Bezeichnet man mit «W die Ziffern der 
Zahl а € Et im Zahlensystem mit der Grundzahl h, d.h. 

so läßt sich eine h-adisch elementare Relation £m (C Ek) wie folgt definieren: 

(a0,..., ал_і) 6 (m : <=> Vi € Em : (a£\ g rj. 

Außerdem können wir jede Funktion f" aus Pt in der Form 

№ = £ /(0(i) ■ 
»=0 

(3) 

(/("),..., /(m"0 6 Pt,h) darstellen mit /*'*(£) := (f(x)Y'\ In [4] wurde bewiesen 
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Lemma 1 Eine Funktion /" € P* gehört genau dann zu Pol £m> wenn für jedes i £ Pra 
entweder /(') höchstens h — 1 verschiedene Werte annimmt oder sich eine Permutation s auf 
Es, ein j £ {1,2,...,»} «nd ein t £ Em finden lassen, so daß 

/<’>(xa,...,*n) = *(*<*>) (4) 

gilt. 

Mit Hilfe der eben beschriebenen Darstellung der Funktionen von Po/ lassen sich nun 
drei Teilmengen 

Ai := (J A"’ := U ^2 und В := (J B" 
n>l n>l n>l 

von Po/ £m wie folgt definieren: 

Л" sei die Menge aller Funktionen / der Form (3) aus Pol mit der Eigenschaft, daß für 
jedes i £ Em die Funktion /М entweder wesentlich von nur einer Variablen abhängt oder 
höchstens h — 2 verschiedene Werte annimmt. 

Mit Aj sei die Menge aller Funktionen der Form (3) aus Pol bezeichnet, deren Kompo¬ 
nenten /М für beliebiges i £ Pm entweder wesentlich von nur einer Variablen abhängen oder 
die quasilinear (d.h. von der Form 

/<•>(£) = ga(gi(xi) + ... + S„(x„) mod 2) 

für gewisse ga,... ,gn € Pt'2) sind. 

Bn sei die Menge aller Funktionen / der Form (3) aus Pol (m, so daß sich unter den Funktio¬ 
nen /1°),... ,/(TO_1) keine zwei der Form (4) befinden, die von zwei verschiedenen Variablen 
wesentlich abhängen. 

Mit Hilfe von Lemma 1 prüft man leicht nach, daß die Mengen A,, A2 und В abgeschlossen 
sind und (Po/ if™)1 enthalten. 

Lemma 2 Sei f" £ Pol £m\B sowie g4 £ Pol fm\/l mit А = Аг für h > 4 und А = Aj 
für h = 3. Dann gilt 

[{f,g} U (Pol fm)'] = Pol u . 



6 Dietlinde Lau 

Beweis: Wenn /” 6 Pol (m nicht zu В gehört, können wir o.B.d.A. /<‘>(x) = und 
fU)(x) = s2(x£2)) (i, j e {1,2,...,n}, i Ф j, ar, a2 Permutationen auf Eh, <i, f2 € Em) 
annehmen. Zu (Po/ Cm)1 gehören für beliebige u,, n, r2 aus Em die Funktionen h und q, 

(i 6 {1,2}) mit 

h(x) := x(i)/»ri+xW/»rj und ¢(1) := (аГ1(х(“і)))/>*і. 

Folglich gilt 

Л„іГі;„2Г2(х,у) := А(/(«і(х),<?2(у), У, •••,!/)) 

= x("')/r + „МУ 6 [{/,s} U (Po/ Cm)1] 

für beliebige u2, u2, n, r2 aus Em. Wenn die Funktion g aus Po/ Cm nicht in А liegt, gibt 
es ein i € Em mit (o.B.d.A.) 

VF(g(,)) = P),-i und gW ^ [Pt‘] für h > 4 

bzw. g(') nicht quasilinear und g*') ^ [/¾] für Л = 3. Mit Hilfe der Vollständigkeitskriterien 
für Pt und Pt,i ([8, 3]) überlegt man sich dann, daß als Superpositionen über 

{gW}u{i€P‘| |W(t)| </,-!} (5) 

sämtliche Funktionen aus Pk,h-i zu erhalten sind. Die Funktionenmenge (5) gehört wegen 

q(x) x(i) € (Po/ Cm)1, q * g = g(0 und C zu [{f,g} U (Pol Cm)1]- 

Zusammenfassend gilt also 

(Pol Cm)1 U Pt,t_l U {hu,ri;«2r2| Ul, U2, rlt Г2 e £m} C [(Pol Cm)1 U {/,g}], 

womit das dem Beweis von Satz 4.2 aus [4] zu entnehmende Erzeugendensystem für Pol Cm 

in [(Pol Cm)1 U {/,g}] nachgewiesen ist. ■ 

Da offenbar A% В und В g А gilt (А = Ai für h > 4, A = A2 für h = 3), folgt aus dem 
eben bewiesenen Lemma 2 der 
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Satz Die Mengen 

für h> 4, 
für h = 3 

und В sind die einzigen maximalen Klassen von Pol (Tn, die (Pol )1 enthalten. 

Eine beliebige Teilmenge M von Pol £ra ist genau dann in Pol £m vollständig, wenn M keine 
Teilmenge von А und В ist sowie im Abschluß (Pol £m)1 enthält. 
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AHMED MOHAMMED; GUNTER TEUMER 

On k-equivolume sets in JRd 

1 Introduction 

Subject Clueifi.cation {AMS) 

05A20, 52A40 

A subset M of the Euclidean vector space IR:' is called a k-equivolume set, if the volume of 
the parallelepiped spanned by any k vectors of M does not· depend on the choice of these 
vectors. The question is to find an upper bound f9r, the cardinality of M. The problem 
is a generalization of the equidistance sets considered in [l] and (2]. In (4) the case k = 2 
is dealt with. All bounds obtained in the present paper are met at least for k = 2. The 
corresponding examples can be found in (4]. More examples for equidistance sets, i.e. where 
all vectors in Mare of equal length and k is two, are listet up in [3). Besides giving a general 
upper bound, the goal of the present paper is to consider closely the case, if amongst the 
parallelepipeds associated with M there is a rectangular one. lt turns out that in this case 
the upper bound can be sharpened for certain values of the volume S in question and of the 
dimension d. Particularly, if the set is !arge there are only a finite number of values met 
by S.

2 The general bound 

Definition 1 A finite set M of vectors in JRd is called a k-equivolume set i/ the volume 

of each k-dimensional parallelepiped spanned by any k vectors of M is always the same. 

In the present paper k is supposed to be !arger than one and the volume in question is 
denoted by S. Obviously, M is a k-equivolume set if and only if any principal minor of order 
k of the Gram-matrix of M is equal to S2

• Without loss of generality M can be considered 
to be embedded in the unit ball of JRd in such a way that at least one vector is a unit one. 
If x1 , . . .  , Xn are arbitrary vectors in JRd, then G(x1 , • . .  , xn) will denote the determinant of 
their Gram-matrix or the Gram-matrix itself. The sense in which it is used will be clear 
from the context. 
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Proposition 2 (Generalized Hadamard’s inequality) 

G{x i,...,xn) £. G(x\)..., xm )G(zm^_j,..., zn). 

Equality holds iff either one of the determinants vanishes or the sets {z1,...,im} and 
{zm+i,... ,z„) are orthogonal to each other. Ш 

Theorem 3 The cardinality v of a k-equivolume set M does not exceed 

(d(k — 1) + 2 к — 3\ 

V 2(fc-1) )■ 

Proof. Define a system of homogenous polynomials of degree 2(k — 1) in d(k — 1) variables 
by Fmi(xu...,xt-1) := G(m,, %i,...,%t_i) fori = 1,...,u. 

The theorem is proved if this system is shown to be linearly independent in the vector space 
of the homogenous polynomials of degree 2(k — 1) in d(k — 1) variables. 

Therefore consider £;=1a;Fm( = 0. Evaluating the right hand side of the equation at the 
point Pj = (mi,..., mt-i) yields 

I> = o. (l) 
i—k 

If Рд = (raj... ,mk_i,m*+i,.. -,mk) for each h = 1,..., fc, then а,Рт.(Рд) — 0 implies 

ak + £ a, = 0. (2) 
issk+l 

Consequently, ад = ад . 

Finally, if P, = (mi,..., m*_b m,) for q = k+1,... ,v, then again a;Fm((P,) = 0 yields 

Yfi=k-1 ai — o:, = 0 and this together with (2) gives: ak_l + ak - ад = а, from which we 
conclude a, = ад. 

But then (1) leads to ад = 0. 

Hence the set {PmJ“=1 is linearly independent. On the other hand, it is well known that the 
dimension of the vector space of the homogenous polynomials of degree 2(k — 1) in d(k — 1) 
.... , t fd{k -1) + 21:-3) 

variables is equal to ^ ^ I. ■ 

3 Rectangular &-equivolume sets 

Now let M be a k-eqivolume set that contains a rectangular parallelepiped with a side of 
unit length among the ^-dimensional parallelepipeds spanned by the vectors of M. In the 
sequel, such k-equivolume sets will be reffered to as rectangular k-equivolume sets. 
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Lemma 4 Any rectangular k-equivolume set M with cardinality v contains a subset with 
V — к + 1 unit vectors. 

Proof. Assume that m, is a unit vector, i.e. G{mf) = 1, in M which is a side of a rectan¬ 
gular parallelepiped. Consequently, there are к mutually orthogonal vectors тг, m2,..., mk 
such that G(mi,..., mk) = S2. Consider the set M' ~ M\{m2,..., and take m 6 M'. 
Then by definition 

S2 = G(m2,... ,mk,m) < G(m2)... G(mk)G(m) = G(mi)G(m2).. .G(mk)G(m) = S2G(m). 

Hence G(m) > 1. Since all the vectors in M are of length at most one, it follows that 
G(m) = 1. Consequently all vectors in M' are unit vectors. Moreover M' is orthogonal 
to {m2,... ,тк]. Indeed, from the inequalities above it follows that G(m2, •.., mk, m) — 
G(mi)G(m2)... G(mfc)G(m) and thus as a consequence of Proposition 2, we obtain the 
desired result. ■ 

We remark that Lemma 4, together with the observation noted in the last part of its proof 
allows to regard M' as being embedded in the (d — k) dimensional sphere of IRd~k+1. 

Lemma 5 M', as defined in the proof of the lemma above, is an equidistance set and each 
vector in M\M' is of length 

Proof. If M' contains exactly one element, then there is nothing to prove and so assume 
that M' contains at least two elements, say m, and rnr Then it holds that 

52 G(m2,..., mfc_!, m,, mf) = G(m2,... ,mJ;_1)G(m,',mJ) 

= G(m1)G(m2,...,mr_1)G(m,,mj) 

= G(m1}..., mjt_i)G(m,-, rrij). 

Hence, 

G(m;,mj) 52 
G(mj,..., ІЫІ2. 

Similarly, G(m,-, m2) = ||m&||2 for h = 2,..., k. 

Consequently, S2 = G(mi,..., mk) = ||т*||2<*-1>. 

Since m; and m.j are unit vectors, G(m;,mj) = 1— < m,,mj >2= S2^k~1^. 

Hence I < > | = (1 — Thus M' is an equiangular set. ■ 
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Theorem 6 The cardinality of any rectangular k-equivolume set does not exceed 

+ к — 1. This bound is met for at least к = 2. 

Proof. Consider the system of homogenous polynomials of degree 2 in d — к + 1 variables 
defined by: 

(d-k + l 
V 2 

Fmi(x) = < m;,x >2 + (1 - Sa/(fc < x,x > where m; 6 M'. 

Then 

0 for г ф j, 

S'2/**-1» for t = j. 

Consequently, the system J”=1t+1, where v is the cardinality of M, is a linearly indepen¬ 
dent set. Hence we have 

«< + 1:-1. 

For large rectangular fc-equivolume sets, the value of the volume can not be chosen arbitrarily. 

/ 1 \(t-i)/2 
Theorem 7 If S > (^1 - d_k + 3j , then 

Card(M) < к +-p- 
(d-ifc + 1) S2«*'1) d-k 1 

d- к + lj 

Proof. Let M be a rectangular fc-equivolume set. Denote (1 — S’2/!*-1))1/2 by A. The entries 
in the diagonal of the Gram-matrix G(M') are all ones and the off-diagonal entries are ±A. 
Consider the matrix В = -(G(M') — E), where E is the unit matrix. The diagonal entries 
of В are all zeros and the off-diagonal entries are all ±1. Let the spectrum of G(M') consist 
of A(, i = 1,... ,v — к + 1, where 

Ar ^ Ag ^ ... ^ Ar > AT^_i -...- Ay-jj+i = 0 

with r = rank(G(M')) < d — к + 1. Consequently, the spectrum of В consists of 
■Si = (A; - 1)/A. 
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Now 

Therefore, 

d-k-\-l u-fc+1 d-fc+1 

0 = Tr(B) = 22 4'+ E s< - J2 si - (v~ d)/A. 
*=1 i=d—k+l 1=1 

d-k+l 

E = (v - d)/A. 
1=1 

On the other hand: 

d—A+l у—fc+l 

(u — fc + 1)2 — (v — fc + l) = Tr(B2) = £ s?+ E *1 
*=1 i=d—k+2 

Consequently, 

,+IX. - 4 - - 'I'> —L_. (g‘ w)’ > (=^)' 

Thus, 

„ -1+ix, _ t)x- > „,.+, - „ , <• ■>. 

From this follows: 

= &+- 

(d-k + l) S'2«*-1)- 

This bound is not larger than the general bound obtained in Theorem 6, if 

/ 1 \ (6-1)/2 
[} - Т^кТз) 

d — к 
d — к + 1 

S> 

Now suppose that к < d — 3. 
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Theorem 8 If the cardinality of a rectangular k-equivolume set is larger than 2d — к + 1, 
then (1 — 52/(*-1))-1/2 is an 0dd integer. 

Proof. Consider again the matrix В = A(G(M') — E). Then —1 /А is an eigenvalue of 
B. Furthermore the characteristic polynomial of В is a polynomial of degree v — к + 1, 
and its coefficients are rational numbers (in fact, they are integers). Hence — l/A is an 
algebraic number. Assume that b is an algebraic number conjugate to —1 /A. The multiplicity 
of the eigenvalue — 1/A is equal to v — к + 1 = rank G(M') which is not smaller than 
V — к + 1 — (d — fc + 1) = o — d. Hence, denoting the multiplicity of — 1/A by m, it holds 
m > V — d. Clearly the multiplicity of b is also m. If b and — l/A were distinct then the 
degree of the characteristic polynomial of В will not be smaller than 2m. 
That is V — к + 1 > 2m > 2(v — d) > v — к + 2 and this is an obvious contradiction thereby 
forcing 6 and —l/A to be the same. Therefore —l/A is a rational number. Owing to the 
fact that the leading coefficient of the characteristic polynomial is 1 and all its coefficients 
are integers, any rational root is an integer. Consequently \/A = (1 — S’2/!*-1))-1/2 is an 
integer. Because in general v < (d-*+2) + к - 1, the condition v > 2d - к + 2 can hold only 
if k<d-Z. 
In order to prove that l/A is an odd integer, we consider the matrix Q = \(B + E-J) where 
J is the matrix with all its entries equal to 1. Let us denote l/A by P. The dimension of the 
kernel of J is equal to the order of Q minus 1, i.e. v - k. The multiplicity of P with respect 
to matrix В is not smaller than v — d. Thus, corresponding to the eigenvalue P there is an 
eigenvector x of В which belongs to the kernel of J. Consequently, Qx = and thus, 

is an eigenvalue of Q. Since all the entries of Q are integers, any rational eigenvalue of 
Q is an integer. Therefore P = l/A is an odd integer as claimed. ■ 

If (1 - S2/<*-1))-1/2 is an integer, say m, then S2 = (1 - 1 /m2)*-1 with m > 2. The range 
of the parameter m is not arbitrary. 

Theorem 9 If the cardinality of a rectangular k-equivolumc set exceeds 2d - к + 1, then 

S2 = (1 - 1/m2)*-1, where 9 < m2 < k + ^ and m is odd. a — к + 2 
Proof. Let и = V — (к — 1) > 2(d — к + 1). This и is the cardinality of the underlying 
equidistance set M'. G(M') is of order и and its rank does not exceed d — к + 1. 
Let A, > > ... > Aj_*+1 > \d-k+2 = ■ ■ ■ = Au = 0 be the spectrum of G(M'). It follows 
that i-k+i 

= “• 
1=1 

/i-k+i \2 i-k+i 
“2 = ( E ■M = 52 ^ + 

V 1=1 / i=i ;>J 

Consequently, 



On k-equivolume sets in Md 15 

Because M' is an equidistance set it holds that 

Hence, 

i-k+l , /d-k+І \2 

u>u(u-l)52/(*-‘>+ Ц A? > u(u-1)5^-4 + d_k + 1[ E A.) 

Therefore, и (l - S2'^ - > -S2^1). 

Since the hypotheses of Theorem 8 are fulfilled, S2/!*-1) = 1 — 1/m2 for some odd integer 
m > 3. 

Thus, и (l/m2 - > 1/m2 - 1 or (u - l)/m2 > - 1 > 1. 
Finally 

m2 < (u ~ - к + 1) < 2(d - к + 1)2 
“ u-d+6-1 - d-k+2 

as desired. ■ 

The rectangular 1-equivolume sets of maximal cardinality are unique sets. 

Theorem 10 Let M be a rectangular k-equivolume set, and v be the cardinality of M. 
If V = + к — 1, then d — к + 3 is an odd square integer and it holds 

Ы- 
Proof. Consider the system of polynomials defined by: 

Fm,(x) = < m,-,x >2 for г = l,...,o — k + 1 and F0(x) = (1 — 52/(*_1)) < x,x > 

where m, € M’ and x € Kd_t+1. 
These are polynomials of degree two in d—1+1 variables. If the system is linearly independent 
it will hold 

'-*+,<CTl) 
contradicting the maximality of v stated in the hypothesis of the theorem. Consequently, 
the system must be dependent. Consider 
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V— fc+1 E <*iFmi(x) + ßF„(x) = 0. 
<=i 

Putting in nij yields 

v—k+1 

(1 _ SJ/<*-D) E «i + ß(l - S2/'*-1') + aj52/(‘_1) = 0. 
t=l 

Hence, the a/s are equal to the same constant, say C. Consequently, 

C[(v - * + 1)(1 - SV(*-D) + 52/(1-1)] 
P- 1 _ 52/(1-1) 

Using these values in the above linear combination we obtain 

(V—A+l \ 

E < mitx >2 - [(o - ¾ + 1)(1 - S2«*-')) + S2«*-1»] < x,x >J = 0. 

Taking for X the vectors of an orthonormal basis, and denoting by rriij, the fc-th coordinate 
of mi with respect to this orthonormal basis in the above equation, we get 

(v—k+1 \ 

E mU -[(«-* +1)(1 - 52«*-1)) + g2/(*-')]J = 0 

and summing this over к gives 

C({v-k + l)-(d-k + l)[(o - к + 1)(1 - S2«*-1») + 52/(*-i)]) = o. 

C must be different from zero since the set {Fmj, /¾ is linearly dependent. 

Hence 

(v - к + 1) - (d - к + l)[(o - к + 1)(1 - S2/!*-')) + ДОЛ*-')] = 0 

or 

(v-k + 1)((¾ - d) + {d - к + 1)Д*/(*-')] = (d - к + 1)Д2/(к-1). 

Consequently, the last formula together with the fact that 

(d-к + 2\ 
V=\ 2 J +(&-!) 
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leads to 
rf/(*-i) = d-k + 2 

d-k+3' 

Therefore, we have S2 — (l — j_l+3j ■ Furthermore, in accordance with Theorem 8, 
d — к + 3 = m2 for some odd integer m. ■ 

Finally, we consider t-equivolume sets whose vectors are spread over the (d — 1 )-dimensional 
unit sphere, i.e. whose vectors are unit vectors. 

Theorem 11 If all vectors of a k~equivolume set M are of equal length, then its cardinality 
does not exceed 

Proof. Consider the system of homogenous polynomials of degree 2(k — 1) in d(k — 1) 
variables, defined by 

^m,(*!,•• •,**-!) = G(mi,xl,...,xk.1) and Qj(x1,...,xk~1) = <xi,Xj>k 1 

for : = 1,...,0 and j = 1,..., к — 1, where v = Card (M), and к > 3. 

We maintain that the above system is linearly independent. To this end, consider the linear 
combination 

V к-1 

^ (^1) • • • ) &k— l) d" ^ у ßiQi(xU ..., Xk—\) — 0. 
*=1 .=1 

Evaluating this at (mum2,... gives ßi = 0. 

At (m1,mi,...,mw), we get 

S2 + ßi = 0 
i=k .=1 

and hence 

= (3) 
i=k 

At (mb m2,..., mt_2, mk), where h > k, we obtain 

J2ai + ök-i = °- 
i=k 

Consequently, ak = ak-1 for all h > k. 

Finally, evaluation at the point (mi,... ,mk-i,mk+i,... ,mk) for h < к — 1 yields 
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22 + <*h = 0- 
•=*+1 

But from (3) follows E”=t+i “• = ~Qk = 

Therefore, с*л = ак-і for h < к — 1. 

Now we are left with the sum 

A-i 

22AQ,(zi,...,z*_i) sO. 
•=i 

But this implies ft = 0 for all г = 1,..., к — 1 (take ж; = 0 for i -ф- j and ||xj|| = 1). Thus 

t> + к - 1 < (d(k — 1) + 26 — 3\ 
l 2(6-1) У 

The case к — 2 is considered in [4]. In this case, M is an equidistance set and the results 
are obtained similarly in the case of rectangular 6-equivolume sets. 

Proposition 12 If M is а 2-equidistance set such that all its vectors are of the same length, 

then Card(M) = v < ^ ^ ^ . Moreover: 

(i) lfv= (^), then S2 = (d + \ )(d + 2)-1. 

(ii) If V = (1^1) and d > 5, then d + 2 is a square integer. 

(iii) Ifv = 2d+l andd > 5, then S2 = 1-m-2, where m is an integer with 4 < mJ < 2d—1. 
(c.f. [4]). 
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Subject Clamfication (AMS) 
16A32, 16A66, 47C05 

Zur Erzeugung des Ideals der endlichdimensionalen 
Elemente einer Algebra durch zwei Unteralgebren 
eindimensionaler Elemente mit trivialem Quadrat 

Ist X ein Banach-Raum mit dimX > 1, so wird, wie W. Zelazko [3] kürzlich zeigte, die 
Algebra !B(X) all seiner stetigen linearen Operatoren in der starken Operatortopologie von 
zwei Unteralgebren mit jeweils trivialem Quadrat erzeugt. Bekanntlich enthält !B(X) aber 
als Teilmenge, die dicht in der starken Operatortopologie ist, das Ideal aller endlichdimen­
sionalen Operatoren. Der Beweis des oben zitierten Faktes reduziert sich damit zum Beweis 
dessen, daß dieses Ideal von zwei Unteralgebren mit jeweils trivialem Quadrat erzeugt wird. 
Wir werden zeigen, daß dieser Fakt für eine recht allgemeine Klasse beliebiger Algebren 
!lt gültig bleibt: In einer nichtkommutativen Algebra Ql mit hinreichend vielen eindimen­
sionalen Elementen wird das Ideal J.(!ll) all ihrer endlichdimensionalen Elemente von zwei 
Unteralgebren eindimensionaler Elemente mit trivialem Quadrat erzeugt. 

Wir erinnern daran, daß ein Element w f: 0 einer Algebra !lt eindimensional genannt wird, 
falls mit einem Funktional g„ f: 0 die Beziehung wzw = g.,(z)w für alle z E !lt gilt. Die 
Gesamtheit aller eindimensionalen Elemente von !lt wird mit ;j1 (!lt) bezeichnet. Sie heißt 
o-total, falls für beliebige Elemente y, z E !lt mit y, z f: 0 ein Element w E ;j1(!ll) mit ywz f: 0
existiert. Im Falle y = z ist das äquivalent dazu, daß g.,(z) f: 0 für ein Element w E il'1(!ll) ist
(vgl. Definition 2.1 und Theorem 2.1 aus [l]). Mit J.(!ll) wird die in !lt von il'1(!ll) erzeugte
Unteralgebra bezeichnet. Deren Elemente werden wir sinnvollerweise endlichdimensional 

nennen. Diese Unteralgebra ist, falls ;j1 (!lt) o-total ist, gleichzeitig das kleinste Ideal in !lt
(s. Theorem 1.4 und die sich anschließende Bemerkung aus [l]). Ist X ein Vektorraum
mit totalem Dualraum und .C(X) die Algebra all seiner linearen Operatoren, so fällt in 
dieser der Begriff des eindimensionalen Elementes mit dem des eindimensionalen Operators 
zusammen, und J.(.C(X)) ist das gewöhnliche Ideal aller endlichdimensionalen Operatoren. 
Eindimensionale Elemente in beliebigen Algebren waren in [l] und [2] untersucht worden, 
und wir verweisen auf diese Arbeiten betreffs gewisser Fakten, die im folgenden noch benötigt
werden sollten.
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Lemma Es sei 2t eine Algebra mit o-totaler Menge eindimensionaler Elemente 5i(2l). 

Es möge ein idempotentes Element w 6 3i(Sl) mit д~1(0)д~1(й) C 5“4°) existieren. Dann 
ist das Funktional gw multiplikativ und die Algebra 2t kommutativ. 

Beweis. Wegen der geforderten Idempotentheit des Elementes w € 3i(Sl) ist bekanntlich 
gw(wz) = gw(z) = gw(zw) für alle z € 2t (s. Theorem l.l/(iv) aus [1]). Aus der Zerlegung 
2t = fRu)®s^1(0) und der geforderten Inklusion ¢^(0)^(0) C gJj'(O) ergibt sich nun leicht, 
daß gw(xy) = gw(yx) für alle x, у € 2t ist. Wendet man dies auf beliebige Elemente der Form 
X = wb und у = cw mit Ь, c 6 21 an, so folgt, daß gw(bc) = gw(wbcw) = gw(cwb) = gw{b)gm(c) 

(s. Theorem l.l/(v) aus [1]), d.h. daß gm multiplikativ ist. Sei nun и € 3i(2l) beliebig. Je¬ 
des fixierte eindimensionale Element und insbesondere w kann alle übrigen eindimensionalen 

Elemente erzeugen, genauer ist 3i(2l) = 2tu)2t\{0} (s. Lemma 3.1 aus [2]). Also gibt es Ele¬ 
mente 6, c € 2t mit и = bwc. Aus der bereits gezeigten Multiplikativität des Funktionais gw 
ergibt sich dann die Beziehung gu(xy) = gw(cxyb) = gw(cyxb) = gu(yx) (s. Theorem 1.4/(iii) 
aus [1]). Wegen der o-Totalität von 3i(2l) ist das nur bei xy = yx möglich. ■ 

Theorem Es sei 2t eine nichtkommutative Algebra mit o-totaler Menge 3t (2t) und 
w € 3i(2t) ein idempotentes Element. Dann sind tap“1 (ü) und s^1(0)te Unteralgebren ein¬ 
dimensionaler Elemente mit trivialem Quadrat, die zusammen das Ideal 3«(2t) aller eindi¬ 
mensionalen Elemente von 2t erzeugen. 

Beweis. Offensichtlich sind wg~^ (0) und д~г(0)u) Unteralgebren mit trivialem Quadrat. 
Daß jedes ihrer nichttrivialen Elemente eindimensional ist, ergibt sich leicht aus der o-Totali- 
tät von 3i(2l) (s.a. Theorem 1.4/(ii) aus [1]). Es genügt nun der Nachweis dessen, daß die 

von tu5~1(0) und 3~1( 0)to in 2t erzeugte Unter algebra jedes Element w' € 3t (St) enthält. 
Dazu werden wir getrennt die Fälle gw(w') = 0 und gw(w') gl 0 betrachten. Der erste von 
ihnen läßt sich weiter in die drei Fälle ww' = 0 = w'w, wxo1 - 0 und 0 ф iv'w, sowie ww' ф 0 
und 0 = w'w aufspalten. 

1. Der Fall ww' = 0 = w'w: Es ist dann offensichtlich gw(w'z) = 0 = gm(zw') für alle z в 21. 
Da 3i(St) o-total und gleich 2tu;2t\{0} ist, lassen sich Elemente b,c € 21 mit gwi(bwc) = 1 

finden. Wir setzen nun и = wcw' und v = w'bw. Offensichtlich sind dann u e wg~'(0) und 
V € £f^1(0)u>. Bleibt zu vermerken, daß die Beziehung w' = gwi(bwc)w' — (w'bw)(wcw') — vu 
gilt. 

2. Der Fall ww' = 0, 0 ф w'w: Es ist dann offensichtlich gw(w'z) = 0 für alle z 6 Ql und 

w'w 6 3i(2t). Wir betrachten nun nichttriviale Elemente c € g~}w(0). Wenigstens für eines 
von ihnen muß ein Element 6 € 21 mit gwt(bwc) ф 0 existieren, denn wegen der Zerlegung 
21 = IRw'w ® g~}w(0) und der Gleichheit ww' = 0 wäre sonst gw'(bwc) = 0 für alle 6, c € 2t, 

wegen 2tie2t = 3i(2t) U {0} also gu(w') = gw'(u) = 0 für alle u 6 3i(2t) im Widerspruch zur 
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o-Totalität von 5i(2l). Es kann dann g^(bwc) = 1 angenommen werden, und wie in Fall 1 
erhält man eine Darstellung tu' = vu mit и € wg~* (0) und v 6 g~1(0)w. 

3. Der Fall tute' ф 0, 0 = tu'tu: Dieser Fall kann analog zum vorigen behandelt werden, 
weshalb wir irgendwelche Ausführungen zu ihm unterlassen. 

4. Der Fall gw(w') ф 0: Wir fixieren ein beliebiges Element z € Я mit gw'(z) = 1 und können 
dann die Identität 

w' = tuiu'tu + ww'z(w' — tu'tu) + (tu' — ww')zw'w + (tu' — ww')zw'z(w' — tu'tu) 

notieren. Wir setzen als erstes и = tutu'z(tu'—tu'tu). Da tu idempotent, also gw{tu) = 1 ist, gilt 
gw(ww') - gw(w') und folglich gw(u) = gw(wtu' - tutu'tu) = 0. Also haben wir u 6 tugj'(O). 
Analog kommen wir zur Inklusion v € g^(0)w für das Element v := (tu' - tutu')ztu'tu. Die 
obige Zerlegung des Elementes tu' kann nun in der Form tu' = tutu'tu + u + v + ßvu mit 

ß = 11Уч>(tu') geschrieben werden. Es verbleibt, sich davon zu überzeugen, daß auch das 
Element tutu'tu hierin in der von wg~l(0) und “1 (0)tu erzeugten Unteralgebra enthalten 
ist. Dazu betrachten wir beliebige Elemente 6, c € <7~’ (0). Gemäß obigem Lemma können 
diese so gewählt werden, daß gw(cb) Ф 0 ist. Dann folgt die gewünschte Inklusion aus der 
Darstellung tutu'tu = 7(tuc)(btu) mit 7 = gw(w’)/gw(cb). ■ 

Beispiel. Wir betrachten den «-dimensionalen Raum Д“, dessen Elemente! = (xj,..., x„)T 
wir als Spaltenvektoren schreiben werden. Es sei {eb)}i=1.„ seine natürliche Basis, d.h., die 
t-te Koordinate des Elementes sei gleich 1, und seine übrigen Koordinaten seien gleich 
0. Mit x' — (%(,...,%(,) wird das von einem Element x 6 21 erzeugte Funktional und mit 
А der von einer Matrix (ey),^=1,..,^ erzeugte Operator bezeichnet. Wir definieren nun den 
eindimensionalen Operator tu = eW ® e('), in dessen Bezeichnung wir der Einfachheit halber 
den Index * unterdrücken. Offensichtlich ist tu € ßi (£(fR”)) und tu3 = tu. Für A 6 H(IfC') 
ist g~'(A) = 0 äquivalent zu ay = 0. Folglich bestehen die Unteralgebren іид"'(0) und 
gZ1(0)tu aus allen eindimensionalen Operatoren der Form x' Й e^’l (x 6 Ft") mit xj = 0 bzw. 

® у (у € IR") mit yi = 0. 

Ist s der natürliche Vektorraum aller abzählbar unendlichen Folgen, so bleibt das Beispiel mit 

gewissen Modifikationen für Algebren 2t C £(s) gültig. Wichtiger sind, analog zur eingangs 
geschilderten Situation 21 = ®(A) für einen Banach-Raum X, topologische Algebren 21 
mit „hinreichend“ umfangreichem schwachem Abschluß 34(21). Obwohl offensichtlich, sei 
schließlich erwähnt, daß unser Resultat auch unter dem Blickpunkt der Frage von Interesse 
ist, wann eine nichtkommutative Algebra durch kommutative Unteralgebren erzeugt werden 
kann. 
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Klassifikation von Distributionenalgebren mit Hilfe 
der Peirceschen Zerlegung1 

1 Einleitung 

Der Gegenstand dieser Arbeit hat seinen Ursprung im Problem der Einführung geeigneter 
Produktdefinitionen für Disttibutionen. Ausgangspunkt der Betrachtungen sind dabei die 
Heavisidesche Sprungfunktion h(t) und die Diracsche Delta-Distribution c5(t) mit c5 = h'.

Bereits 1954 zeigte L. Schwarz in [19] die Unlösbarkeit dieses Problems innerhalb der Distri­
butionen. In der analytischen Theorie der Distributionen (wie zum Beispiel bei P. Antosik, 
J. Mikusinski und R. Siborski in [l]) sind solche Produkte nur in einigen speziellen Fällen
mit Hilfe von Delta-Folgen definiert, wie z.B. hc5 = .Sh = ½c5. Das Produkt c5c5 existiert dort
nicht.
1982 und 1983 stellte J. F. Colombeau in (14] - (16] geeignete kommutative Produkte vor, 
die deshalb von besonderer Bedeutung sind, weil seine Theorie der nichtlinearen verallge­
meinerten Funktionen (vgl. (12, 13]) eine Verallgemeinerung der klassischen C00-Funktionen 
darstellt und eine Anwendung in der Physik möglich ist. 
Jedoch bereits 1975 gelang L. Berg in (3] eine formale Produktdefinition, die auch den Fall c5c5 
erfaßt. In einer Reihe von Publikationen (s. (2] - (5]) entwickelt er die Theorie und untersucht 
nichtkommutative Differentiationsalgebren, die durch die Heavisidesche Sprungfunktion h(t)
erzeugt werden und damit auch die Diracsche Delta-Distribution c5(t) enthalten. Auch wenn 
bisher keine Anwendungen der Theorie von L. Berg über die nichtkommutativen Differentia­
tionsalgebren bekannt sind, so gelingt doch innerhalb dieser Strukturen die Einführung von 
Integralen, Pseudoinversen und Wurzeln (vgl. L. Berg (5] - [9]). 
Besonders die Deutung von Distributionen als Operatoren, wie zum Beispiel in (5] oder in 
[11], läßt eine Anwendung dieser Theorie in der Operatorenrechnung erwarten. 

Deshalb untersucht auch die vorliegende Arbeit die Struktur von Distributionenalgebren, die 
in [3] von L. Berg wie folgt definiert wurden: 

1 Vortrag, gehalten auf dem Bremen-R.ootocker-Kolloquium, Juni 1990 
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Eine Distributionenalgebra D ist eine assoziative Differentiationsalgebra über einem kom¬ 
mutativen Körper P mit mindestens einem Element h, das den Bedingungen 

h? = h (1) 

sowie 

h' 0 (und damit auch h 0) (2) 

genügt. 

Die Differentiation hat dabei die Eigenschaften 

(“) (z + y)’ = x' + y', 

(b) (xy)’ = x'y + xy' sowie (3) 

(c) (ax)' = ax' 

für alle Elemente x,y von D und a € P. 

Mit der Bezeichnung S = h', für die (2) dann 

6* 0 (2’) 

lautet, und den üblichen Bezeichnungen für höhere Ableitungen wurde in [3] gezeigt, daß 
jede Distributionenalgebra nichtkommutativ ist und in ihr für beliebige ganze Zahlen n > 0 
die Gleichungen 

= £<"> - E ^ - <5(П)Л, (4) 

h62n+l = - «2"+4 (5) 

sowie 

hSln = 6lnh (6) 

erfüllt sind. 

Die zugehörige freie Distributionenalgebra D0 aus [3] wurde in [10] konstruiert. 
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In der vorliegenden Arbeit wird an einem konkreten Beispiel gezeigt, daß außer (4), (5) und 
(6) noch weitere lineare Identitäten zwischen den Elementen gültig sind. Im Abschnitt 2 
wird gezeigt, wie wir mit Hilfe der Petrceschen Zerlegung weitere mögliche lineare Identitäten 
analysieren können. 

Eine allgemeinere Beschreibung dieser Methode sowie weitere Beispiele findet man in [18]. 
Eine Klassifikation erfolgt hier nur in dem Sinne, daß wir verschiedene Distributionenalgebren 
dadurch unterscheiden, welche linearen Identitäten in einer Algebra gültig sind und welche 
nicht. 

2 Analyse linearer Identitäten mit Hilfe der Peirceschen 
Zerlegung 

Wir betrachten nun Distributionenalgebren D, die von h und den Ableitungen von h erzeugt 
werden. 

Wegen (4), (5) und (6) sind alle Elemente, die h als linken Faktor enthalten, Linearkombi¬ 
nationen von Elementen, die h nur als rechten Faktor oder gar nicht enthalten. Wenn wir 
nach möglichen linearen Identitäten zwischen Elementen aus D fragen, können wir uns also 
auf Elemente dieser Art beschränken. 

Als Beispiel wählen wir hier S', S'h, S2 und S2h und suchen alle möglichen linearen Identitäten 
der Art 

C\6' + ciS'h + c3S2 + ctS2h = 0 (7) 

mit ci, cj, c3, c< 6 P. 

Dabei benutzen wir, daß D eine Algebra mit einem Idempotent h ist. Danach erhalten wir 
die zweiseitige PetVcesche Zerlegung (vgl. M.Deuring in [17]) für jedes Element z von D in 
der Form 

mit 

X = Zoo + *01 + *10 + *11 

zoo := X — xh — hx + hxh, 

zoi := xh — hxh, 

z,o := hx — hxh, 

zu := hxh. 

(8) 

(9a) 

(9b) 

(9c) 

(9d) 
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Wir setzen nun nacheinander (7), d.h. x = CiS' + c2S'h + c3S2 + c462h = 0, in (9a), (9b), 
(9c) und (9d) ein. Indem wir die Elemente, die h als linken Faktor enthalten, mit Hilfe von 
(4), (5) und (6) durch Linearkombinationen von Elementen ersetzen, die h nicht als linken 
Faktor enthalten, ergeben sich 

f-m = 0, (10a) 

S'h + 262h = 0, (10b) 

S' - S'h - 2S2 + 284 = 0, (10c) 

S2h = 0, (10d) 

d.h., daß alle linearen Identitäten der Art (7), die in einer Distributionen algebra D erfüllt 
sind, Linearkombinationen von (10a), (10b), (10c) und (10d) sind. 

Damit können wir 16 Distributionenalgebren unterscheiden, je nachdem, ob (10a), (10b), 
(10c) und (10d) in einer Algebra erfüllt sind oder nicht. 

Für den Fall, daß (10a) in einer Algebra nicht erfüllt ist, schreiben wir, es gilt (10a). Bei 
(10b), (10c) und (10d) verfahren wir analog. 

3 Die Existenz der Distributionenalgebren 

In diesem Abschnitt zeigen wir mit Hilfe geeigneter Matrixdarstellungen, daß die 16 Distri¬ 
butionenalgebren aus Abschnitt 2 tatsächlich existieren. Als Idempotent h wählen wir 

h = diag (hi, h2, hn) mit h,- = 0 oder 1 für alle i = 1,2,..., n. (H) 

Wegen (2), (2’) und (4) mit n = 0 setzen wir voraus, daß h nicht die Nullmatrix oder die 
Einheitsmatrix ist. Wie in [7] und [8] benutzen wir die Differentiation 

x' = ха — ах, (12) 

wobei о eine Matrix vom gleichen Format nxn wie h ist. Für unsere Beispiele wählen wir 
а wie in [7] und [8] mit 

<7 = (er,-*), wobei <7;,t+i = 1 und <rik = 0 für alle кфі-fl. (13) 

Unsere Distributionenalgebra D ist eine Matrixalgebra über Ш, die aus einem Element h der 
Form (11) und der Differentiation (12) mit а aus (13) erzeugt wird. Solche Matrixalgebren 
finden wir auch in [2] und [7]. 
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Mit S' = ((<5'),fc), S'h = ((S'h),k), S2 = ((62)¾) und 62h = ((62Л),*) sowie mit (11), (12) und 
(13) erhalten wir die Gleichungen 

(6')i,.+2 = hi - 2hi+i + hi+а und (S')u, = 0 für alle к ф i + 2, (14) 

(6'Л)ы+2 - (£')•',>+2 • ^i+2 und (6'A)^ = 0 für alle к ф г + 2, (15) 

(Ä3)i,i+2 = (hi — h,+l)(hi+, — Лі+2) und (62)¾ = 0 für alle fc / г + 2, (16) 

(62ä),-,.+2 = (^).-,.+2-^.+2 und (S2h)it = o für alle к ф г + 2. (17) 

Definition 1 Drei aufeinanderfolgende Komponenten aus h der Art hi, Л,-+1, Л,+2 be¬ 
zeichnen wir als Segment von h der Länge 3. 

Wegen (11) gibt es genau 8 verschiedene Segmente der Länge 3. Für j 6 {1,2,...,8} 
bezeichnen wir mit Sj das Segment der Länge 3, in dem die hintereinander geschriebenen 
Komponenten /г,7г,+і /і,+2 die dreistellige Dualzahl g(j — 1) bilden, vgl. die spätere Tabelle 1. 

Im folgenden bedeutet Sj, daß h das Segment Sj nicht enthält. 

Satz 1 Die Matrix h, wie unter (11), mit der Differentiation (12) und o, wie unter (13), 
erzeugt genau dann eine Distributionenalgebra, in der 

(10a), (10b), (10c), (10d) gilt, wenn h die Segmente S3, 52 V S4, S5 V S7, Se enthält, 

(10a), (10b), (10c), (10d) gilt, wenn h die Segmente S3, S2 V 54, S5 V SV, Se enthält, 

(10a), (10b), (10c), (10d) gilt, wenn h die Segmente S3, 52 V S4, Ss V Sr, Sß enthält, 

(10a), (10b), (10c), (10d) gilt, wenn h die Segmente S3, S2 V S4, S5 V S7, Se enthält, 

(10a), (10b), (10c), (10d) gilt, wenn h die Segmente S3, S2 V S4, Se V SV, Ss enthält, 

(Ша), (10b), (TÖc), (10d) gilt, wenn h die Segmente S3, S2 V S4, S5 V S7, S6 enthält, 

(10a), (10b), (10c), (10d) gilt, wenn h die Segmente S3, S2 V S4, S5 V S7, S6 enthält, 

(10a), (10b), (10c), (10d) gilt, wenn h die Segmente S3, S2 V S4, S5 V S7, Se enthält, 

(10a), (10b), (10c), (10d) gilt, wenn h die Segmente S3, S2 V S4, Se V Sr, Se enthält, 

(10a), (10b), (10c), (10d) gilt, wenn h die Segmente S3, S2 V S4, Se V Sr, Se enthält, 

(10a), (10b), (10c), (10d) gilt, wenn h die Segmente S3, S2 V S4, Se V Sr, Se enthält, 
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(10a), (10b), (10c), (10d) gilt, wenn h die Segmente S3, S3 V S4, S5 V S7, Se enthält, 

(10a), (10b), (10c), (10d) gilt, wenn h die Segmente S3, S3 V S4, S6 V Sj, Se enthält, 

(10a), (10b), (TSc), (10d) gilt, wenn h die Segmente S3, S3 V S4, S3 V S7, S'e enthält, 

(10a), (10b), (10c), (10d) gilt, wenn h die Segmente S3, S3 V S4, 55 V S7, .¾ enthält, 

(10a), (10b), (10c), (10d) gilt, wenn h die Segmente S3, S3 V S4, 5s V S7, 5e enthält. 

Beweis. Wegen (11), (12) und (13) sind (1) und (3) und somit auch (4), (5) und (6) erfüllt. 
Aus (14), (15), (16) und (17) erkennt man, daß für die Elemente S', S'h, S2 und S2h nur 
Segmente der Länge 3 (vgl. Definition 1) von Bedeutung sind. Mit Hilfe von (14), (15), 
(16) und (17) können wir die Tabelle 1 aufstellen, in der alle Segmente der Länge 3 erfaßt 
sind. In der letzten Spalte ist vermerkt, welche der Identitäten (10a), (10b), (10c) und (10d) 
nicht erfüllt sind. Im Fall {(10a), (10b), (10c), (10d)} erkennt man aus Tabelle 1 leicht, daß 
h genau die Segmente S3, S3 V 54, S3 V S7 und Se enthalten muß. Die anderen 15 Fälle im 
Satz 1 lassen sich analog verifizieren. 

Tabelle 1 
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Der folgende Graph in Abbildung 1 macht deutlich, welche Reihenfolge die Segmente Sj der 
Länge 3 in h einnehmen können. 

Abbildung 1 

Mit Hilfe von Abbildung 1 und Satz 1 erhalten wir nun sehr einfach Beispiele für die einzelnen 
Distributionenalgebren. So zum Beispiel für {(10a), (10b), (TÖc), (10d)}, indem wir aus 
Satz 1 entnehmen, daß in diesem Fall S3, S2 V S4, Ss V S7 und Se in h enthalten sind. Wir 
dürfen in Abbildung 1 also nur Segmente durchlaufen, die h für den jeweiligen Fall enthält. 

Eine Möglichkeit wäre zum Beispiel 

Damit erhalten wir (vgl. auch Tabelle 1) 

h = diag (0, 0, 1, 1, 0 ). 

Eine weitere Möglichkeit wäre 
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S2 —» S4 —► S7 —► —► S1 —► S\ —* Ss 

und damit 

h = diag ( 0, 0, 1, 1, 0, 0, 1, 1, 1 )- 

In den anderen Fällen können wir analoge Beispiele konstruieren. 
Der Fall {(10a), (10b), (10c), (10d)} bildet jedoch eine Ausnahme. In diesem Fall dürfen 
keine Segmente außer S\ oder S8 in h enthalten sein. Dies bedeutet aber, daß h entweder 
die Null- oder die Einheitsmatrix ist, was aber immer im Widerspruch zu (2’) steht. 
Indem wir aber einfach h = diag (0,1) oder h = diag (1,0) wählen, erhalten wir zwei 
Beispiele für den Fall {(10a), (10b), (10c), (10d)}, in denen auch (2’) gilt. 
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JÜRGEN PÜNGEL 

Subject Claalfication (AMS) 
35G10, 35C10 

Verallgemeinerte Separierbarkeit formaler 
Anfangswertprobleme 

1 Einleitung 

Für zwei Typen von Kernfunktionen, die bei lntegraldarstellungen für die Lösungen einer 
Klasse linearer selbstadjungierter Differentialgleichungen zweiter Ordnung von Bedeutung 
sind, wurden in (3] sogenannte Additionsformeln hergeleitet. Eine davon (für Riemann­
Funktionen) wurde bereits 1952 in (l] angegeben; vgl. auch (2). Das in (3] vorgeschlagene 
gemeinsame Prinzip zur Konstruktion solcher Additionsformeln besteht darin, nach Wahl 
geeigneter Variablen das jeweils zu lösende Anfangswertproblem in ein nach diesen Varia­
blen separierbares Anfangswertproblem zu transformieren, d.h. Produktlösungen zu finden, 
deren zwei Faktoren jeweils nur von einem Teil der Variablen abhängen, und somit das 
Anfangswertproblem auf zwei einfachere Anfangswertprobleme zurückzuführen. Auf diese 
Weise gelingt es, Riemann-Funktionen und Bergman-Erzeugende für Differentialgleichungen 
der Form u,c=l/(z+()+g(z-())u durchjenefür u,c=/(z+ ()u und u,,=g(z-()u 
auszudrücken. Die eine Transformation (für Riemann-Funktionen) ist 

00 00 

"i:, p,.(a,ß)w"/µ! -+ "i:, p,.(a,ß)w", 

die andere (für Bergman-Erzeugende) vom Typ 

f,p,.(a,ß)w"/µ! -+ f,p,.(o,ß)(2µ)!(w/4)"/(µ!}3 

µ=0 µ=0 

mit jeweils geeigneten komplexen Variablen o, ß, w. Beide Transformationen sind aus der 
Klasse 

00 00 

"i:, p,.
(a,ß)w"/µ! 

µ=O 

-+ "E,(A),.p,.(o, ß)w" / µ! 
µ=0 

mit (A),. := A(A + 1) ... (A + µ - 1), (A)o := 1, A E C, -Alt 'IN (für A = 1 bzw. A = 1/2 
ergeben sich die beiden erstgenannten Transformationen). 
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Da bei diesen Transformationen aber ersichtlich i.allg. die Konvergenz der Bildreihe nicht 
gesichert ist, „formal” damit aber doch die erwähnten Additionsformeln hergeleitet wer¬ 
den können, ist es zweckmäßig, diese Transformationen auf geeigneten Mengen formaler 
Potenzreihen über einem Ring holomorpher Funktionen zu definieren. Hier werden noch 
allgemeinere Transformationen der Art 

f- - - (4,P,(*. PV/pl 
M=0 fi—O 

betrachtet. Sie sind durch n weitgehend beliebige Parameter Ab A2, ..., An € C bestimmt 
(nur die Einschränkung — Aj 0 IN für j G {1,.. i ,n} möge die Invertierbarkeit sichern). Dies 
eröffnet, wie im folgenden gezeigt wird, die Möglichkeit, eine sehr allgemeine Klasse von 
Anfangswertproblemen beliebig hoher Ordnung in ein separierbares Anfangswertproblem 
zweiter Ordnung zu transformieren und mittels dieser „verallgemeinerten Separierbarkeit” 
weitere Additionsformeln zu gewinnen. 

2 Voraussetzungen 

Für zwei nichtleere Gebiete Gu G2 C C bezeichne R den Ring aller auf G\ x G2 C C2 
definierten und dort holomorphen Funktionen von zwei (unabhängigen) komplexen Variablen 
a G G\t ß € G2. Mit di, дг : R —> R seien die Operatoren der komplexen partiellen 
Ableitungen nach der ersten bzw. zweiten Komponente in G\ x G2 bezeichnet. 

Sei P := R^ die Menge aller Folgen p : IN —► R. Wie üblich werden mit G R die Bilder 
der p G IN unter p G P notiert. Mit den durch 

(P + ¢)(. := Pu + ¢/., (pq)„ ~ ГЧме-е (1) 
K=0 \v/ 

(für p, q € P, p 6 IN) gegebenen inneren Kompositionen ist auf P eine Ringstruktur defi¬ 
niert. Mit der vermöge (ap)„ := apß (für alle о € R, p € P, p 6 IN) festgelegten äußeren 
Komposition ist P zudem ein R-Modul. 
Für X, Y : P —> P und q 6 P seien die Operatoren X + Y, XY, qX : P—»P in kanonischer 
Weise durch 

(■X + Y)p:=Xp + Yp, (XY)p:=X(Yp), (qX)p := q(Xp) (2) 

(für alle p 6 P) erklärt. 
Es bezeichne H С P jene Teilmenge von Folgen p € P, für die ein e > 0 existiert, so daß 
durch 

p(a,ß-u) := f^pß{a,ßWp! (3) 
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eine in Gi X G2 X Uc ( Ue := {w 6 C| |w| < e}) holomorphe Funktion p bestimmt ist. Sei 
H die Menge dieser Funktionen. Die Restriktionen der durch (1) definierten Verknüpfungen 
auf H stellen dann ersichtlich Addition und Multiplikation der gemäß (3) zugeordneten 
Funktionen in H dar. Jeder Abbildung (jedem Operator) X : P —* P mit ЛГ[Н] С H kann 
mittels 

(Xp)(a,ß;u) := Y^(Xp)„(a,ßWp! (4) 

(für p 6 H nach (3)) eine Abbildung X : H—> H zugeordnet werden. 
Die Ableitungen öi,öj induzieren gemäß 

(Д-Р)д := 3,p„ (5) 

(für p 6 P, p € IN, i 6 {1.2}) kommutierende Derivationen D,, D2 : P—»P Durch 

(Dp)„ := p„+, (6) 

(für p € P, p 6 IN) ist eine weitere, mit Di, D2 vertauschbare Derivation D : P —* P gege¬ 
ben. Für p € H entsprechen Dip, D2p bzw. Dp den partiellen Ableitungen dpi да, dp/dß 
bzw. др/дш der p gemäß (3) zugeordneten Funktion p 6 H; d.h., es gilt 

(Dip)(a,ß-, u) = ^p(a,ß;u), 

(b2p)(a,ß\u) = ^p(a,ß;u), 

(Dp)(a,ß;u) = —p(a,ß;in) 

mit Di, b2 bzw. D nach (4). Die Mengen 

P* := {p € P| Dp = 0}, P, := {p e P| D3-iP = 0}, P* := P; П P* 

für i e {1,2}, sowie Pi n P2, p; П Pj sind Teilringe von P (Konstantenringe). 
Jeder Konstanten к 6 C sei der mittels 

(&p)„ := (P + *)P« 

definierte Operator SK : P —* P zugeordnet. S* entspricht 

(SKp)(a, ß;w) = (w^ + K.)p(a,ß-,u) 

(7) 



38 Jürgen Püngel 

in H. Dem durch 

(Kp)ll:=pll+1/(ii + l) (8) 

gegebenen Operator К : P —* P ist nach (4) 

(kp)(a, ß\ u) = [p(a, ß; u) - p(a,ß; 0)\/u 

zuzuordnen. Di, Di (nicht aber D) sind mit К vertauschbar. Für alle p, q € P gilt 

S*(pq) = (SKp)q + p(S0q), 

K(pq) = (Kp)q + po(Kq)-p(Kq') + (Kp)q0. 

So ist somit Derivation von P. 

Für jedes n-Tupel A = {Ai,...,A„} € C" mit —Xj 0 IN für alle j € n} ist der 
vermöge 

(Т\р)ц := Рд/(Л)М mit (А)м := П(Лі)м (9) 
i=i 

erklärte Operator T* : Р —> Р invertierbar. Mit Пд : Р —> Р, definiert durch 

Пл := П (10) 
j=l 

(А 6 С"), gilt 

In Н ist 

(Плр)/1 — (А)м+іРд/(А)м 

(Плр)(а,/3;о)) = (w^ +A„)...(w^ + A,)p(a,£;w). 

(П) 

Т\ ist mit Di, Do und So vertauschbar: 

für:' €{1,2} und 

D,TX = T\Di (12) 

Dagegen gilt 

SqTx = TxSo- (13) 
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ПлЛГГд = TXK, (14) 

Пл DTx = T\D. (15) 

Jedem А = (Ab..., A„) G C" mit —\j $ IN für alle j G {!,...,»} sei durch 

(P А «)* := E ^(л)-(А)е-'Р"9х-*/(л)(. (16) 

ein Produkt д : P x P —» P zugeordnet. Mit (9) gilt 

PA? = V:'p)(7T\)) (17) 

für alle p,q G P. 

3 Verallgemeinerte Separierbarkeit 

Im weiteren wird ein („formales”) Anfangswertproblem der Form 

MAP = (/' + f2)p mit po = 1 (18) 

für p 6 P betrachtet (hochgestellte i G {1,2} mögen hier und im folgenden stets Indizes 
bezeichnen). Dabei seien die /' aus P*, und der Operator Мл : P —» P sei durch 

M\ := (u*D] + b2)Di + (a2 D2 + b2)Di + tSo + fl\(c2 К Di + <?KD^ + mD) (19) 

mit a',b',c' G P‘, m,I G P{ HPj sowie A G Cn mit -A^ IN, gegeben. In H entspricht 
(18) einem Anfangswertproblem der Ordnung n + 1 

al(a)pac,(a,ß\u) + a2(ß)pßß(a, ß; w) 

+ b'(a)pa(a,ß;u) + b2(ß)pß(a, ß\u) + lwpu(a,ß-,u>) 

+ + A„)... (wj^ + А,) ^-^■pa{a,ß-,U) + ^P-pß(a,ß]U) + mpu(a,ß;w)j 

= (/40) + f2(ß))p(oi,ß-,w) 

mit p(ot,ß]0) = 1 für а G G\, ß € Gj 

für in G, X ß2 X U, holomorphe p mit in G, holomorphen Koeffizienten 6', c', /' (t G 
{1,2}), m, 1 G G und —A G C\IN (j G {1,. •.,u}). 
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Ist speziell p’ 6 P,-, so gilt insbesondere 

Map’ = M'xp' 

mit den Operatoren Л/д, Л/д : P —> P der Form 

:= (a'Dj + b‘)Di + 1S0 + Пд{PKDi + mD). (20) 

Das Anfangswertproblem (18) ist in folgendem Sinn nicht separierbar: Für beliebige Ko¬ 
effizienten in (19) und beliebige /' 6 P* hat (18) keine nichttrivialen Lösungen p € P der 
Form p = pxpi mit p* € P, Dagegen gilt der 

Satz Sind p' S Pi, i € {1,2}, Lösungen von 

M'xp' = (f + (3 — 2і)к)р' mit p'0 = 1 (21) 

für /' 6 P"i, к 6 P,nP2 und Л/д nach (20), dann ist 

P = P1 А P2 (22) 

Lösung von (18) mit Л/д nach (19). 

Beweis. Infolge (12), (13), (14), (15) ist 

Л/дГд = TXL, M'XTX = TXÜ (i 6 {1,2}) (23) 

mit L,LX,L2 : P —» P von der Gestalt 

L = {a} Di + bx)Di + (a2 D2 + 62)D2 + ISo + c'KDi + c2KDj + mD, 

V — {a'Di + b')Di + ISo + c'KDi + mD. 

Wegen £>3_,p' = 0 gilt auch D3-,q' = 0 für q' := Txxp\ was 

Цягя2) = (^V)92 + ql{l?q2) (25) 

zur Folge hat. Die Voraussetzung (21) liefert mit (23) und p’ = Txq' die Gleichungen 

LY = Тд-'Л/’Тд«’ = Тд-'Л/’р’ = ТХ'(Г ± к)р’ = (f ± к)Ч' 

(+к für i = 1, —к für i = 2) und mit (25) 
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£(«Y) = (/1 + «)?Y + (f - *)«Y = (/1 + Я?У; 

(22) mit (17), d.h. p = Тл(?У), und (23) ergibt 

Л/л P = Глц9у) = + /2)«Y) = (/1 + />. 

Schließlich führt p'0 = 1 wegen q'0 = 1 zu p0 = 1. ■ 

Bezüglich der verallgemeinerten Multiplikation t nach (16) bzw. (17) ist demnach das 
formale Anfangswertproblem (18) separierbar, d.h. p 6 P, gegeben durch die „Additionsfor¬ 
mel“ 

Pu — ^2 ^1(Л)к(Л)и_1/рір2_^/(Л)„, 
*=o W 

ist Lösung von (18), wenn p1 6 P; und p2 € P; Lösungen von M\p1 = /’p1 und M)p2 = f2p2 
mit Po = Po = 1 sind. 

4 Verallgemeinerungen 

Aus zunächst nur formalen Gründen bietet sich an, für die Folgen in P = RK (Koeffizienten 
der formalen Potenzreihen) anstelle einer Menge R holomorpher Funktionen einen beliebigen 
Differentialring R mit zwei (oder mehreren, u.U. nicht vertauschbaren) Derivationen zu 
wählen. 
Sollte eine Anwendung auf Differentialgleichungssysteme ins Auge gefaßt werden, so scheint 
es zweckmäßig, auch nichtkommutative Ringe R zuzulassen. 
Bezogen auf die jeweils gegebene Transformation T könnte sich folgende Definition einer 
„verallgemeinerten Separierbarkeit” als geeignet heraussteilen. 
Ein (additiver) Operator П : P —> P heiße fT -separierbar”, wenn flT = TClo mit einem 
separierbaren Operator D0 - P —* P ist. Dabei heiße fi0 Reparierbar" (nach Di, Di), wenn 

По (pV) = №-V + pW) 

DlOy = D2ny = 0 

gilt für alle p' mit D2p' = Dxp2 = 0 und geeigneten, fl0 zugeordneten Operatoren flj, 
(vgl. (2b)). 

Die durch (9) beschriebene enge Klasse von Transformationen sollte dabei ebenfalls eine 
Erweiterung erfahren: etwa auf Transformationen T der Art 
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(Тр)ц '■— У ] к^ѵрѵ 

oder allgemeiner 

(Тр)ц •— ^ kßUpt, 

mit к : IN x IN -* C bzw. к : IN x IN -» Rq, RoCR. 

Literatur 

[1] Olevskij, M.N.: On the Riemann Junction for the differential equations 
d2u/dx3 - d2u/dt2 + [pi(z) + p2(t)]u = 0. Dokl. Akad. Nauk SSSR 87, 337-340 (1952) 

[2] Papadakis, J.S., and Wood, D.H.: An addition formula for Riemann functions. 
J. Differential Equations 24, 397-411 (1977) 

[3] Püngel, J.: Additionsformeln für Riemannfunktionen und Bergmanerzeugende. 
In: Withalm, C. (Ed.): Complex Methods on Partial Differential Equations. Math. Res. 
53, 126-136, Berlin 1989 

eingegangen: 13. November 1989 revidierte Fassung: 23. April 1990 

Verfasser: 

Doz. Dr. J. Püngel 
Institut für Mathematik D 
Technische Universität Graz 
Steyrergasse 17/5 
A-8010 Graz 
Austria 



Rostock. Math. Kolloq. 45, 43-56 (1991) 

EMIN ÖZ<,AG; BRIAN FISHER 

Subject Cluslficat.ion (AMS) 

4.6Fl0 

On partial derivatives of the Beta function 

The Beta function B(>.,µ) is usually defined by 

B(>.,µ) = f t�-1(1 -w-ldt 

for >., µ > 0. lt then follows that 

B(>. ) = f(>.)f(µ) ,µ r(>.+µ)' 
where r denotes the Gamma function, and this expression is then used to define the Beta 
function for >.,µ < 0 and >., µ # -1, -2, .... 
lt can then be shown, see Gel'fand and Shilov (3), that 

B(>.,µ) 

for>.>-r, µ>-s, >.,j,0,-1, ... ,-r+landµ,f,0,-1, ... ,-s+l, where 
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In [2] it was shown that 

1-e 1/2 J <A-'(1 -ty-'dt = J tA_1 (1 
1=0 

1 _ V (-1)4/2 - 
»! 

dt 

A (-1)4/2 - 1).-/ 
Jä i!(A + 0 

+ЕЧтгЬ^(^-т 

+ /(1 - iy~‘ [/A-A -£ - t)‘ 
1/2 *'=0 Z 

dt 

for Л > —г, /X > —3, А ф- 0, —1,..., —r 4-1 and /x ^ 0, —1, — , — s + 1, so that 

ß(A,p) = N-lim J ty-'¬ dt, 

where N is the neutrix, see van der Corput [1], having domain TV' = {e : 0 < t < |} with 

negligible functions finite linear sums of the functions 

eAlnr-16, In'с (A < 0, r = 1,2,...) 

and all functions of t which converge to zero in the usual sense as e tends to zero. 

This suggests the following definition, given in [2], for 

ЯР+Я 

for all values of A, p and p,¢ = 0,1,2,.... 

Definition The function BM(A,p) is defined by 

1-( 
BPiq(X,fi) = N-lim t tx-1\nrt(l-ty-1ln"(l-t)dt (1) 

( — о { 

for p, q = 0,1,2,... and all A, p. 

It is not immediately obvious that the neutrix limit in equation (1) exists and it was proved 
in [2] that this neutrix limit existed only for the case p = q = 0. In the following, we prove 

that this neutrix limit exists for p, q = 0,1,2,... and all A, p so that Врл( A, p) is well defined. 
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We first of all need the following 

Lemma The neutrix limits os t tends to zero of the functions 

1/2 l-£ 

J txln”tln9(\ -t)dt, J (1 -t)Alnptln?(l -t)dt 
e 1/2 

exist for p,q = 0,1,2,... and all A. 

Proof. Suppose first of all that p = q — 0. Then 

1/2 Г 2_л_1 - бЛ+1 . , 

ftxdt=\ A +1 ’ 11 
e ( —ІП 2 —ІП б, Л = —1 

and so 

1/2 

N-lim / txdt 
£ — 0 { 

exists for all A. 

Now suppose that q = 0 and that 

1/2 

N-lim / tx lnp tdt 
‘-»0 £ 

exists for some nonnegative integer p and all A. Then 

!/2 

J txIn’*1tdt = 

_2--W_^lne _ f+l T д 
A + 1 A + 1 J 

(—l)plnp+2 2 — lnp+2 б' 
p + 2 

A ^ -1, 

A = —1 

and it follows by induction that 

!/2 

N-lim / tx lnp tdt 
£ —* 0 { 

exists for p = 0,1,2,... and all A. Finally we note that we can write 

ln’(l - <) = Yl “•»*’ 
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for q = 1,2,..., the expansion being valid for \t\ < 1. Choosing a positive integer к such 

that Л + к > — 1, we have 

V/ k-i 4? 
J <Aln”tln5(l - t)dt = X>„ J tx+'lnptdt + 

1/2 

52 aiq j *A+' l»’’ t dt. 

It follows from what we have just proved that 

N-lim In ”tdt 

exists and further 

proving that 

- T . - 
N-lim 52 “ч / tA+l In” t dt = lim52<*4 / tA+,lnp 
r~0 i=k { ‘~°i=k { 

tdt 

1/2 

= J<A+’ In”tdt, 

1/2 

N-lim txlnpt\n"(l-t)dt 
c-,0 A 

exists for p, </ = 0,1,2,... and all A. 

Making the substitution 1 — t = и in 

J (1 -<)Aln”tln’(l -t)dt, 
1/2 

it follows that 

N-lim I (l-t)x\nrt]n"(l-t)dt 
‘-*0 1/2 

also exists for p, q = 0,1,2,... and all A. 
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Theorem 1 The function Втл(\,р) exists for p,q = 0,1,2,... and all \,p. 

Proof. Choose positive integers r,s such that A > —r and p > —s. Then we can write 

J tx-' ln" <( 1 - t)»-1 ln’(l - t)dt 

= [ tx-1 in' t in’(i -1) [(1 - ty-1 - 
{ L <=o l! 

We have 

dt 

1/2 

+ 22 —— j <A+i_1 In't ln’(l - t)dt 
i=0 

i-g 
+ J ln'((l-f)'-4n«(l-t) 

1/2 

,л-і V (-l)'(A - 1),- 
tx~l-22- (1 - ty dt 

+22 ( ^—— /(1-0^-1 in'<in«(i-<) 
,=0 *' 1/2 

dt. 

1/2 

lim j У’1 ln'tln’(l -t) «-1 _ Vs (~1)‘(P - l)i,i 

i! 
(l-t)'-l-£ 

i=0 
dt 

1/2 

= J tA-4n'tln’(l-<) 
0 

(1 
t=n l- 

dt 

and 

i-( 
lim J ln'i(l -t)'-1 ln’(l 

1/2 
l-E 

t=0 

(-!)'(A - 1),- (1 - ty dt 

= J ln't(l -<)'-4n’(l -t) 
1/2 

dt, 

the integrals being convergent. Further, from the lemma we see that the neutrix limit of the 
function 
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£ ( Шіі *)■ j fA+i-i lnr t ln,(1 _ t)dt 
,=o *• { 

+ / {I - t)“+i-'\n” t ln"(l-t)dt 

exists, implying that 

1-« 
N-lim / tx~l In”1(1 - t)"-1 ln’(l - t)dt 
«-о І 

exists. This proves the existence of the function BPi, (A, p) for p, q = 0,1,2,... and all A,p. 

Theorem 2 

Bp,q{^,g) — p(/^. -^) 

/or p, q = 0,1,2,... and all A, p. 

The proof of this theorem is trivial. 

In the following, we now evaluate some particular values of BPi,(A,p). In order to simplify 
the proofs, we note that 

l 
Bp,,(A,p) = N-lim /1*-1 In” 1(1 - t)"-1 ln’(l - t)dt 

(-0 { 
if p > 0, since the integral is then convergent in the neighbourhood of the point 1 = 1. 

Theorem 3 

for p = 1,2,... . 

Bp, o(0.1)-0 

Proof. We have 

and so 
l 

Bp,o(0,1)= N-lim / 1_1 lnp tdt = 0 
e ~* о ^ 

for p = 1,2,... . 
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Theorem 4 

for p,r = 1,2,... , when 
r\ r! 
i) г!(г — г)! * 

Proof. We have 

and ! 

1 1 r / \ 1 

J r' In” ¢(1 - t)rdt = J r1 In" t dt + £(-l)' Q j <i_1 In" t dt 

ßp,o(0,r + l) = N-lim /¢-1 In" ¢(1 - 
(_f0 £ 

= Bp,o(0,l) + ±(-iyQfv-4n’tdt 

s(№ 
for p, r = 1,2,..., since it is easily proved that 

/“ In"< dt = (-l)'f! 
(i + l)"+1’ 

for t = 0,1,2,... 

Theorem 5 

forp,n = 0,1,2,. 

Bp,o(—n, 1)-— n”+1 

Proof. Integrating by parts we have 

J t~n~' In tdt = n-1 e_n In e + n-1 У ГП-1Д 

(2) 

(3) 
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and so 
l 

Bi,o(-n, 1) = N-lim /Г"’1 lntdt = -n~2 

proving equation (3) for p = 1 and n = 1,2,... . 
More generally we have 

Theorem 6 

Brfl(—n,r + 1) = 

/or p,n = 1,2,... and r = 0,1,... ,n and 

r<”' 

2(()¾¾1 -- 

s”(-"'r+,)=0Ж )p+l 

/or p,n = 1,2,... and r = n + l,n + 2,... 

(4) 

(5) 

Proof. We have 

and so 

J Г"-1 In” t(l - t)rdt = £(-!)•' Q J i*-—1 In' t a 

5,p(-n,r + l) = E(-l)’(r) N-lim /In'fdt 
i=0 W , — 0 < 

for r = 0,1,..., n. Equation (4) follows on using Theorems 3 and 5. 
When r > n + 1, equation (6) again holds, but this time we have 

BPi0(-n,r) = ^-iy(rWo(i-n,l)+ Е(-1У(Г) jt^-HnUdt 
,=0 W i=n+l W / 

(6) 

and equation (5) follows on using Theorems 3 and 5 and equation (2). 
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Theorem 7 

(7) 

(8) 

Proof. We have 

j Г1 ln't(l -t)-'dt= j[Г1 + (1 -<)_1]In”tdt, 
t £ 

and so 
в,,(0,0) = Bp,(0,l) + Bp,o(l,0) = Bp,„(1,0) 

on using Theorem 3. 
Further 

Bp,o(0,0) = BPlo(l,0) = (-i)VC(p+1), 

Bp,o(—1,0) = -p! + (-l)”p!((P + 1), 

for p = 1,2,..., where 

C(p) = £*■’’. (P > 1) 
1=1 

denotes the zeta function. 

B,,(1,0) 
1 —£ 

N-lim J (1 -t)-'\nrtdt 

0 

= f (-l)'p! 

= (—1 )pp!C(p + 1), 

on using equation (2), proving equations (7). 
To prove equation (8), we note that 

Bp,(—1,0) N-lim 
£ —* 0 

J r2\nrt(l-t)-4t 
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= N-lim f [Г2 + Г1 + (1 - t)"1] In' t dt 

— Bp,o(—1,1) — BPiO(0,1) + Bp,o(l,0) 

= -p! + (-l)'p!f(p+1) 

on using Theorems 3 and 5 and equations (7). 

Theorem 8 

я, r + 1) 

2 
n — i 

r < n, 

r = n, 

/or 71 .= 1,2,..., and r = 0,1,... ,71 07id 

Bo,i{—n,r + 1) E ф(п — i) — 

((2)- E 
*=»+1 

( 1)' 
i — n 

ф(і - n), 

for 77 = 1,2,... and r = 77 + 1,77 + 2,..., uAere 

( o, 77 = 0 

77 > 1. 

(9) 

(10) 

Proof. We have 

and it follows that 

A),l(— 77,1) = —77 - 2 — 77_1B(—77 + 1,0) 

= — 77-2 + п~'ф(п — 1) 

= 77_1[<^(n) - 2t7-1], (П) 
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since it was proved in [2] that 

53 

B(-n, -r) = -%%(") + - 2^n + r)l- ОЗ) 

for n, r = 0,1,2,... . Equation (9) is therefore proved for the case r = 0 and n = 1,2,... . 

More generally we have 

J Г"-Мп(1 - ()(1 - t)rdt = /1'“"'’ '"(I - t)dt 

and it follows that 

Bo,i(-n,r + 1) = £(-1 У Q ß0,i(-n + i, 1). (13) 

Equations (9) now follow on using equations (7) and (11). 

To prove equation (10) we note that 

ßo,i(s, 1) d M 
dfiT(X + p) a = 

Г(1) T'(s + 1) 
s ss! 

-s"V(s) 

and so 

B0,i(~n + », 1) = -(: - n) V(* - «), 

for i = n + 1, n + 2,... . Equation (10) now follows from equation (13). 

Theorem 9 

Bi,o(—n,0) 

Bi,o(~n + 1,-1) 

-E'-'-((2), 
t—1 

-n £ i~2 -4(2)-1 + ф(п), 
1=1 

(14) 

(15) 

for n = 1,2,.... 
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Proof. We have 
i-с i-( 

J r3lnt(l — t)~xdt = j гЧпф-1 + (1 -f)-1]<ft 

and so 

#i,o(—1,0) — £i,o(—1,1) 4--Bi,o(0,0) 

= —1 - ¢(2), 

on using equations (3) and (7). Equation (14) is therefore proved for the case n = 1. 
Now assume that equation (14) holds for some positive n. Then 

j rn~Jln«(l-t)-ldt = j r"-4nf[r' + (l-f)-']d( 

and so 

^i,o(—ri — 1,0) — Bi}o(—n ~ 1) 1) + 0) 
n+1 

= -E'-'-((2), 
1=1 

on using equation (4) and our assumption. Equation (14) now follows by induction for 
Ti — 1,2,... . 

To prove equation (15) we note that 

i—( i—( 
J Г^Чп^І-t)~ldt = -n_1 J Ini(l ~t)-'dt-n 

= -n-1 [rnlnf(l 

1-( 

+n_1 J [r‘(l -/)-1 +lnt(l -t)-2]t~ndt 

and so 

^i,o(—л,0) — n *[1 4* B(—0) 4- #і,о(—n 4-1) —1)] 

= n-1[l — <j>(n) 4- Bit0(—n 4-1, —1)] 

on using equation (12). Equation (15) follows on using equation (14). 
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Theorem 10 

Bi,o(—n, —r) 
1 ^^(n + r + .-f —l)!j! 

(16) 

{ jj, Ф + § 5Г+тЬ " 2*(n + r) W" + r) “ + § *"J + f (2) 

forn,r— 1,2,... . 

Proof. We note first of all that equation (16) holds for r = 1 and n — 1,2,... by equation 
(15). We therefore assume that equation (16) holds for some I— 1 and n — 1,2,... . 

We have 

1-( J rn-4nt(i-O-’-'dt 
1 — £ 

r-x J f-"-4ntd(l-t)-' 

г"1 [г""1 lnf(l -t)-r]*_£ 

-r"1 j [Г"-? - (n + l)rn“2lnt] (1 -t)~rdt, 

where 

N-lim (1 — c)~" 1 ln(l — e)e r = 
( — о 

^ (n +»)! 
SS (r-i)tln!’ 

N-lim 6_n_1 In e(l — e)~r = 0 
e —» 0 

and so 

Bi,o(~n’ -r) = - 2 г(("_+0‘- r-'B(-n - 1, -r + 1) 

H—Bi,o(—" — 1, —r + 1) 



56 Emin Özgag; Brian Fisher 

^ (w + QI 
hi> r(r - *)*!"! Н(л+Гі')'!^(П + ^ + ^Г 2ф(-П + 

(" + r)! 
n!r! + 

1 г^Л(п + г + »-І + 1)!і! 
n!r!jSfeo 0'-« + l)«! 

E - Щп + г)[ф(п + г) - ф(п + 1)] + £ Г2 
і=о " + г * 1=1 

on using our assumption. This equation can be rearranged to give equation (16) which now 
follows by induction. 
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Adaptive U mbrellatests -
Simulationsuntersuchungen 

Subject Clasaification (AMS) 

62F06, 62Gl0 

1 Tests im k-Stichprobenproblem und deren Effizienz 

Allen Betrachtungen in dieser Arbeit liegt das folgende Modell zugrunde, das gegebenenfalls 

noch spezialisiert wird. Wir setzen voraus, daß die i.,,; unabhängige Zufallsvariablen sind, 
die bei festem 1 S i S k für 1 S j S n; identisch verteilt sind und die Verteilungsfunktion 
F; haben mögen. Dabei deuten wir 'l;,; als j-te Messung in der i-ten Patientengruppe (bzw. 
i-ten Behandlungsmethode, i-ten Dosisgruppe). Die Nullhypothese lautet Ho : F1 = F1 =
... = Fk , während die globale Alternative darin besteht, daß ein Paar (i,j) existiert mit
F, f. F;:

H� : 3(i,j): F; f. F;. (1) 

Diese Alternative ist sehr groß, und es existieren deshalb keine Tests mit befriedigender 
Güte in allen Teilgebieten der Alternative. In vielen Fällen liegen aber Zusatzinformationen 
über mögliche Alternativen vor. Für deren Formulierung verwenden wir die stochastische 
Ordnung zwischen zwei Verteilungsfunktionen: F heißt stochastisch kleiner oder gleich G, 
(in Zeichen F S G), falls 1 - F(x) S 1 - G(x) für alle reellen x gilt. Hat die Zufallsvariable 
i. die Verteilungsfunktion F und bezeichnet G die Verteilungsfunktion von i. + a, wobei a
eine reelle Zahl ist, so gilt

F S G +-+ a? 0. (2) 

Eine oft benutzte Einschränkung der globalen Alternative ist die Trendalternative (ordered 
alternative) 

mit (3)
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Dagegen spricht man von einer Umbrella-Alternative, falls ein Umschlagpunkt 1 mit 1 < I < 
к existiert: 

#2 : Fi < ... < F, > F,+1 > ... > Fk mit Fa ф F{. (4) 

Gehen wir von einem linearen Modell 

Zij = Fi + !<;<»,, !<«<&, (5) 

mit unabhängig und identisch verteileten J aus, so lautet die globale Alternative 

H3A : : Fi Ф Fi (!') 

und wegen (2) die Trendalternative 

H‘A Fi <■■■< Fk mit yn ф gk. (3') 

bzw. die Umbrella-Alternative 

Щ <•••<№> №+1 > ... > Цк mit pi Ф in. (4') 

Für die Alternativen (1), (1'), (3), (3;), (4), (4') gibt es eine große Anzahl von speziellen 
Tests. Für Übersichten verweisen wir z.B. auf [2], [8] und [23]. 

Zur Konstruktion adaptiver Tests gehen wir zunächst wie in ROTHE [19] vor. Deshalb 
nehmen wir an, daß unabhängig und identisch normalverteilt sind mit Erwartungswert 
Null und Varianz er2 > 0. Weiter sei 

к 

N = Yln" T = (n,...Tfc) 
*=1 

und 

Fr,i = Fi - т№ 

mit Ti = щ/N 

2i. = 2... = 

Die globale parametrische Alternative (T) läßt sich durch den F-Test testen, der die Null¬ 
hypothese für große Werte von 

1 = 
к=г £ «ife. - s..)2 

лпеЕ £(¾ -2i.) 
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ablehnt. Г besitzt unter der Modellvoraussetzung (5) eine F-Verteilung mit (k-1, N-k) 
Freiheitsgraden und den Nichtzentralitätsparameter 

Sei nun b = (bi,..., bk) ein beliebiger Vektor. Wir setzen bT,t- = 6, — Ef=i Л&: und definieren 
die Teststatistik X*6' als verallgemeinerte (-Statistik analog [19]: 

к 
E ьт,- äU 

mW__ 

h&EE(&j-&)'E".<. 
у t=l j=l t=l J 

Unter der Modellvoraussetzung (5) besitzt T^ eine ( Verteilung mit N — к Freiheitsgraden 
und den Nichtzentralitätsparameter 

к 
ЩЬт'іЦг^і 

, ^ t=l 

-■ 
(E 

Weil die nichtzentrale t-Verteilung monoton von E,=i п,Ьт,./іт1 abhängt, ergibt sich, daß auf 
der Alternative p = (pb..., fik) die Teststatistik X(6°* mit b°r i = cpTii, wobei c ein beliebiger 
Faktor ist, in der Klasse der Teststatistiken X*6' die größte Güte liefert. Wie in [19] ausgeführt 
wurde, liefert darüber hinaus ein Vergleich zwischen den auf T bzw. X*b°* beruhenden Tests, 
indem man einschlägige Tafelwerke verwendet, daß der durch X^°) definierte Test auf der 
Alternative p = (pi,...,p*) eine größere Güte als der F-Test besitzt. Einerseits ist eine 
formelmäßige Behandlung dieser Frage sehr aufwendig. Andererseits ist bekannt, daß beide 
Tests gute Robustheitseigenschaften haben gegenüber der Verletzung der Voraussetzung, 
daß die normalverteilt sind, was auf der Wirkung des zentralen Grenzwertsatzes beruht. 
Darüber hinaus ist ein Gütevergleich für nicht normal verteilte £,j überhaupt nicht mehr 
möglich, weil die Verteilungen von X und X® nicht mehr zugänglich sind. Die genannten 
Schwierigkeiten lassen sich aber durch asymptotische Effizienzbetrachtungen überwinden. 
Es sei G(a,p, N) bzw. G6(a,p,Af) die Güte des Tests, der die Nullhypothese H0 : p, — 
... = p° für große Werte von T bzw. X*b* ablehnt, wobei p = (pt,..., pt) aus der Alternative 
ist. Wie in [19] setzen wir für er2 > 0 und 0 < а < ß < 1 

N(ot, ß, p, <52) = MinUV : G(a,p,Af)>/3), 

Nb(ot,ß,p,S2) = Min(,V : G6(a, p,N) > ß). 
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Die exakte relative Effizienz des durch T(b* definierten Tests gegenüber dem E-Test ist defi¬ 
niert durch 

et(a, ß,ß,62) N(a,ß,ß,S2) 
Nb(a,ß,fi,S2)' 

Wie bereits ausgeführt wurde, ist eine direkte Berechnung von eb(a, ß, ß, P) sehr aufwendig 
und für nicht normale Grundgesamtheiten praktisch unmöglich. Entsprechend dem Effizi¬ 
enzkonzept nach Pitman [17] untersucht man jetzt lim^_^o e(a, ß,ß,S2), wobei p° ein Punkt 
aus der Nullhypothese ist, ß in der Alternative liegt und sich der Nullhypothese im Punkt 
/1° nähert. Da sich bei festem N die Güte der Tests bei Annäherung an die Nullhypothese 
verschlechtert, ergibt sich aus ß —» ß°, daß N(a, ß, ß, <52) und Nb(a, ß, ß, 62) gegen unendlich 
streben. Wir nehmen an, daß die Anzahl der Messungen n,(7V) so gegen unendlich strebt, 
daß 

lim 
N—►00 

MN) 
N Ti > 0 

gilt. Zur Formulierung des folgenden Satzes bezeichnen wir für 0 < a < ß < 1 durch 
cP(a,ß, k) denjenigen eindeutig bestimmten Nichtzentralitätsparameter, so daß das a-Quantil 
einer zentralen %2-Verteilung mit к Freiheitsgraden und das /З-Quantil einer %2-Verteilung 
mit к Freiheitsgraden und dem Nichtzentralitätsparameter <P(a, ß, k) übereinstimmen. Wei¬ 
terhin sei für г = (rb ..., Th), fi = (^i,..., ßk) und b = (Ьг,... ,bk) 

R(t, ß, b) 
E 
i—i 

Tißrjbj'i 

(Еті^,,)Ѵ2(Ет.^,)Ѵ, 
1=1 1=1 

Der folgende Satz wurde in [19] bewiesen. 

Satz 1 Die Zufallsvariablen 1 < j < nt-, 1 < i < Je, seien durch das Modell (5) defi¬ 
niert, wobei die unabhängig und identisch verteilt sind und positive Varianz о2 besitzen. 
Dann gilt 

eb(a,ß,ß,62) <P(a,ß,k- 1) 
M-/.» R2(r,ß,b) (Ф-i(a)-ф-і(/?))2’ W 

wobei ß° aus der Nullhypothese fest gewählt ist und ß aus der Alternative (V) ist. 

Bemerkung 1 Weil die Effizienzbetrachtungen asymptotisch durchgeführt werden, wird die 
Normalverteiltheit der e,-j in Satz 1 nicht benötigt. Satz 1 wurde von ROTHE in [19] nur 



Adaptive Umbrellatests - Simulationsuntersuchungen 61 

für p aus der Alternative (3') bewiesen. Eine Analyse des Beweises zeigt jedoch, daß die 
Behauptung auch für die Alternative (1') gilt. 
Bemerkung 2 Auf Grund der Schwarzschen Ungleichung gilt R2(r,p,ß) < 1, wobei das 
Gleichheitszeichen genau dann steht, wenn 6Til- = cpTi>- mit einer Konstanten c für alle 1 < 
i < к ist. In diesem Falle hat der durch definierte Test auf der Alternative ft die höchste 
asymptotische Effizienz. Bezeichnet g(a,ß) die rechte Seite in (6), so gilt nach [19] die 
Beziehung limc,_o s(«, ß) = 1. Sind jetzt die bi beliebig gewählt, so gilt Я2(т, a, b) < 1, und 
deshalb gibt es ein hinreichend kleines а, so daß der durch T}‘^ definierte Test schlechter als 
der F-Test ist. 
Zu Satz 1 gibt es ein nichtparametrisches Analogon. Es sei Ф : [0,1] —> R eine meßbare 
Funktion. Weiterhin sei für jedes N = 1,2,... auf {1,..., N + 1} eine reelle Funktion 
definiert. Dabei möge gelten 

1 
/ $'(()<&< oo, (7) 

0 

lim [ (a^\l + ltN])-tt{t))4t = 0. (9) 
ЛГ-.00 J 

0 

Es bezeichne Д,— den Rang von z, j in der „gepoolten“ Stichprobe. Unter der Nullhypothese 
besitzt der W-dimensionale zufällige Vektor (R11}...,R^nt) eine Gleichverteilung auf der 
Menge der N\ Permutationen. Für festes а : (1,..., N) —> R setzen wir 

E щ 2- °.)2 
ui») - 1=1 3=1_ 
— - N ’ 

EM*)-«2-)2 
:=1 

wobei a, = jj Y^iLj “(*) gesetzt wurde. Für a(i) = erhält man die Statistik nach 
KrüSKAL/WALLIS [13]. Deshalb werden auch für beliebiges а die durch T^ definierten 
Tests als Tests vom KRUSKAL/WALLIS-Typ bezeichnet. 
Analog zu definieren wir durch 

T(b,a) _ -=1 2=1_ 

(i&EW)-=.)2E".W2 j=1 *=1 
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Betrachtet man jetzt statt einer festen Funktion а eine Folge von Funktionen a^N\ so läßt 
sich die Effizienz e%(N) (a, ß, p.) analog zu еь(а, ß, p,62) einführen. Setzt man voraus, daß 
die Verteilungsfunktion F der Syj im Modell (5) eine differenzierbare Dichte / hat und gilt 

Ф j(x)dx < oo mit Фу = — tylp-1 als seore-Funktion, so gilt nach [19] 

Satz 2 Unter den oben angegebenen Bedingungen an die Verteilung der £yj und an die 
a(N) gilt 

lim е?(і,)(а>А'/0 = fPfoj/M; -1) 
/.-V R2(r,p,ß) (Ф_1(а) — Ф~1(ß))2’ 

wobei ß,ß0 und d2(a, ß,k — 1) die gleiche Bedeutung wie in Satz 1 haben. 

Eine analoge Aussage wie in Bemerkung 2 zu Satz 1 gilt auch im nichtparametrischen Fall 
auf Grund von Satz 2. Dies bedeutet insbesondere, daß der Test nach JONCKHEERE [11], 
für den a(ü,j) = Hji3-, bi = i gilt, schlechter als der Kruskal/WALLIS-Test sein kann. 
Dies gilt für hinreichend kleines а auf Grund der Struktur von R(r,p,ß) dann, wenn die 
Alternative ft = (ft] ..., fiy) stark von einem linearen Verlauf abweicht. Dann sind die linear 
anwachsenden Gewichte 6, = i nicht angemessen. 

2 Adaptive Tests 

Wie die im vorigen Abschnitt dargestellten Effizienzbetrachtungen nachwiesen, ist die Ver¬ 
wendung der Teststatistiken T^ bzw. Т<ь,а* gegenüber X bzw. T*“* dann vorteilhaft, wenn 
man die mögliche Alternative als Punkt im Alternativbereich kennt. Diese Situation ist 
aber für die meisten praktischen Anwendungen unrealistisch. Deshalb versucht man, mit 
geschätzten Koeffizienten zu arbeiten. Tests mit geschätzten Koeffizienten werden auch als 
adaptive Tests bezeichnet. 

Wir nehmen an, daß das Modell (5) mit normal verteilten und unabhängigen g,- • vorliegt. 
Da die optimale Teststatistik T(i) einen Koeffizientenvektor b = (fcb...,(%) mit Ьту = c/rTi; 

hat, mit einer Konstanten c, die die Struktur der Statistik nicht beeinflußt, setzen wir 
bi = Xy Dann gilt bT:, = Ху - X . Wir setzen jetzt in Т(Ь) die Schätzungen 6; ein und gehen 
somit zur Teststatistik X® über: 

к 
-*..)fe. -г..) 

rf{b) _ _ее!_ 

(fhi E EUij - Zi.)2 E «;(&. - $..)2)1/2 
t'=l j=l i=l 
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Dann gilt aber T^ = T1/2, wobei T die Teststatistik des F-Tests ist. Weil der Übergang von 
T zu T1/2 mit einer monotonen Funktion erfolgt, definieren beide Teststatistiken die gleichen 
а-Tests, wobei die Ablehnung jeweils für große Werte von T bzw. T1/l2 erfolgt. Damit 
ist also der F-Test interpretierbar als ein Test mit einer verallgemeinerten ( Statistik mit 

geschätzten Gewichten. Gegenüber dem globalen F-Test ergeben sich durch dieses adaptive 
Herangehen keine Vorteile . Dies war eigentlich auch zu erwarten, weil in der Schätzung 
der Gewichte, also die Schätzung der Alternative, keinerlei Strukturvoraussetzungen über 
den Alternativbereich eingingen. Jetzt schränken wir diesen Bereich ein und bestimmen 
die Gewichte in Abhängigkeit von der Stichprobe so, daß der geschätzte Vektor auch im 
Alternativbereich liegt. Damit haben der Koeffizientenvektor und der Vektor p, der die 
Alternative darstellt, einen ähnlichen Verlauf, und es besteht so die Hoffnung, daß man zu 
einer Teststatistik gelangt, die eine höhere Güte liefert als der globale F-Test. Geht man 

etwa von der Umbrella-Alternative (4') mit bekanntem Umbrellapunkt 1 aus, so hat die von 
MACK und Wolfe in [16] eingeführte Statistik 

z~4 п<пл^. - ь.) + - W), 

к 
mit Z — (MQR c2/n,)2/2 und c, als Koeffizient bei x, im Zähler der obigen Statistik, 

t=l 

gerade die Struktur mit einem geeigneten Koeffizientenvektor b. Simulationsuntersu¬ 

chungen in [5] und [6] haben gezeigt, daß solche Umbrellatests eine hohe Güte bei der Alter¬ 

native (4') aufweisen und dort insbesonere dem globalen F-Test überlegen sind. Da genaue 
Kenntnisse über den Umbrellapunkt in der Praxis selten sind, wird er in den folgenden Tests 
zunächst geschätzt. Dann wird der Koeffizientenvektor b in geeigneter Weise aus der zu (4') 

gehörigen Menge Mi = (p : p = (jtu..., pk), pi < ... < pi > pi+1 > •.. > Pk) gewählt. 
In diesem Falle ist gesichert, daß sich die Vektoren b und p = (pi,... ,p*) ähnlich sind, falls 
tatsächlich eine Alternative mit Umbrellapunkt I vorliegt. Auf Grund von Bemerkung 2 zu 
Satz 1 besteht die Hoffnung, so zu Tests mit hoher Güte auf der Umbrella-Alternative zu 

gelangen. 

Für die Schätzung des Umbrellapunktes werden die Gruppenmittelwerte im parametrischen 
Modell und die mittleren Ränge im nichtparametrischen Modell benutzt. Wir setzen 

lp = Max (г : £. > Щі. für alle 2 < j < k), (10) 
i<i<* 

Lnp = Max (i : -T&j > für alle *)• (») 
i<i<* щ i=i n> i=i 
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Bei festem Wert von lp bzw. l_np sollen jetzt die Koeffizienten bi..., 6* gewählt werden. 

I. Wir nehmen an, daß die Umbrella-Alternative stückweise linear ist, d.h. bis I linear 
ansteigt und dann linear fällt. Dann setzen wir 

= (lg) 
| t-l + Up-«) für t = lr + 1,. ,.,k 

und definieren analog unter Verwendung von [np. 
Ist lp bzw. [np gleich 1 oder gleich k, so sind die b\'p bzw. b\^p gerade die Gewichtskoeffizi¬ 
enten, die zu einem parametrischen bzw. nichtparametrischen Trendtest gehören. 

II. Die Koeffizienten bu... sollen jetzt in der Menge Mi nach einem Max-Min-Prinzip 
gewählt werden. Der Koeffizientenvektor bp11'1 sei so definiert, daß 

Max Min Я(г, p, f>) = Min Я(т,р,Ь(/,)) (13) 
b£Mi ß£Mi 

gilt, falls 1P den Wert I annimmt. Analog wird b^ mit Hilfe von [np gewählt. Da fi(r, p, 6) 
ein Maß für die Güte des zu gehörenden Tests ist, wird durch diese Wahl von bzw. 
bl^P erreicht, daß für ungünstigste Parameterkonfiguration die Güte maximiert wird. Damit 
wird auf ganz Mi eine bestimmte Mindestgüte garantiert. 

к 
Wir führen für zwei Vektoren p und b das Skalarprodukt ein durch (p, b) = r,p,b,. Offen- 

1=1 
sichtlich kann man sich im Max-Min-Problem (13) auf Einheitsvektoren ц und b beschränken. 
Somit lautet das Max-Min-Problem mit Hilfe des neu eingeführten Skalarproduktes 

Min (fi, 6(//)) = Max Min (/X., b). (14) 
|/x|=i 6eAfj,|6|=i pgMi,|m|=i 

Da sich die Statistik 7 ^ nicht ändert, wenn zu jeder Komponente des Vektors b der gleiche 
Wert addiert wird, können wir zusätzlich in (14) fordern, daß b einen linearen Kontrast 

bildet, also h = 0 gilt. Lineare Kontraste, die das Max-Min-Problem (14) lösen, wurden 
/=1 

in Abelson and TUKEY [1] charakterisiert. Dort wurde allerdings vorausgetzt, daß (p, 6) 
das Euklidische Skalarprodukt ist, also n = ra = ... = r* = 1 gilt. Eine Analyse der 
Beweise zeigt jedoch, daß die Aussagen auch für den allgemeinen Fall richtig bleiben. In der 
genannten Arbeit ist auch ein Algorithmus zu finden, wie man b berechnen kann. Im Fall 
к = 5 und gleicher Stichprobenumfänge n, = const, wurden die entsprechenden Rechnungen 
in [12] durchgeführt. Dabei ergeben sich die Koeffizienten der Tabelle 1. 
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mit а = 0.8944, 6 = 0.2010, c = 2.1908 

Tabelle 1 

Für das parametrische Modell (5) ergeben sich also zwei adaptive Teststatistiken durch 
folgenden Algorithmus: 

(a) Der Umbrellapunkt wird mit [p aus (10) geschätzt. 

(b) Bei festliegendem Wert von wird der optimale Koeffizientenvektor № bzw. 
gemäß (12) mit к = 5 bzw. Tabelle 1 ermittelt und in die Teststatistik eingesetzt. 

Die durch (a) und (b) definierten Teststatistiken bezeichnen wir mit bzw. 

Analog kann man nichtparametrische adaptive Teststatistiken konstruieren, die durch Satz 2 
motiviert sind und auf den Rängen der gepoolten Stichprobe beruhen. In [12] wurde folgende 
Teststatistik T}pp betrachtet, die sich von der im Satz 2 benutzten nur durch eine andere 
Normierung unterscheidet: 

E nM&i. - R.) 

7 ГЕ 7 y7*' 
UbEEtfiu 
\ i=ii=i t=i j 

Zu den beiden nichtparametrischen Teststatistiken bzw. T^11^ gelangt man so: 

(a) Man schätze den Umbrellapunkt I mit ^ aus (11). 

(b) Bei festem Wert von /np wird der Koeffizientenvektor № bzw. gemäß (12) oder 
(15) gewählt, was zur Teststatistik ТІ~р'^ bzw. führt. 
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Die in den Schritten (a) und (b) konstruierten parametrischen bzw. nichtparametrischen 
adaptiven Teststatistiken sind ganz auf die speziellen Alternativen zugeschnitten und ha¬ 
ben dort, wie später noch genauer ausgeführt wird, eine große Güte. Ihr Nachteil besteht 
darin, daß die zur Konstruktion der Tests notwendigen Quantile unter der Nullhypothese 
nicht zugänglich sind. Der ursprünglichen Vermutung, daß die konstruierten Teststatisti¬ 
ken unter der Nullhypothese näherungsweise t- bzw. normal verteilt sind, widersprechen 
Simulationsuntersuchungen. Bei Verwendung von Quantilen einer t-Verteilung mit N — к 
Freiheitsgraden zur Konstruktion der für den Test notwendigen kritischen Werte, wurde bei 
den durchgeführten Simulationsuntersuchungen der vorgegebene Fehler erster Art wesentlich 
überschritten. Die Ursache ist darin zu sehen, daß durch die Auswahl eines Umbrellapunktes 
im Schritt (a) unter der Nullhypothese, wo es ja in Wirklichkeit keinen Umbrellapunkt gibt, 
in die Teststatistik noch eine zusätzliche Variabilität hineinkommt, die zu einer wesentlich 
breiteren Verteilung führt. 

Für den Fall к = 5 und ausgewählte Stichprobenumfänge wurden die Quantile unter der 
Nullhypothese für die adaptiven Teststatistiken in [12] ermittelt, indem entsprechende Si¬ 
mulationen durchgeführt wurden, s. Tabelle 2. 

J@Ü) Г<-(//)) Г®я» t 

(1 — a) = 0.99 Quantile 

3.150 3.285 3.150 3.285 2.528 n, = 5 
2.834 2.834 2.975 2.834 2.403 n; = 11 
2.595 2.781 2.775 2.859 2.364 N{ = 21 

(1 — a) = 0.95 Quantile 

2.374 2.350 2.460 2.450 1.725 
2.260 2.250 2.280 2.265 1.676 
2.225 2.209 2.313 2.272 1.660 n 

= 5 
= 11 
= 21 

(!—«) — 0.90 Quantile 

1.980 1.960 2.050 2.080 1.325 
1.940 1.921 2.002 2.010 1.299 
1.938 1.965 2.000 2.035 1.290 

= 5 
= 11 
= 21 

Tabelle 2 

Dieser Tabelle ist zu entnehmen, daß bei gleicher Art, die Gewichte b, zu wählen, zwischen 
den Quantilen der parametrischen und nichtparametrischen Teststatistik nur ein geringer 
Unterschied besteht. Die Abweichung von den entsprechenden f-Quantilen ist für kleine 
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Stichprobenumfänge beträchtlich und verringert sich mit wachsenden Stichprobenumfängen. 
So ist beispielsweise das 0.99-Quantil einer (-Verteilung mit 20 Freiheitsgraden (n,- = 5) 
2.528. Die durch Simulation erhaltenen Werte sind aber alle größer oder gleich 3.150. 

3 Simulationsuntersuchungen 

Simulationsuntersuchungen zu Umbrellatests wurden gelegentlich in der Literatur publiziert, 
siehe z.B. SCHUMACHER [20], ROTHE [18], Hothorn [8]. Ziel der hier durchgeführten Si- 
multionsuntersuchungen war die Charakterisierung des Verhaltens (Fehler 1. und 2. Art) 
oben abgeleiteter adaptiver Umbrellatests im Vergleich zu ausgewählten, alternativen Test¬ 
statistiken. 

Diese Simulationsstudie ([12]) war Teil einer umfangreichen Studie (vgl. [5, 9]), wo die 
technischen Details ausführlicher dargestellt sind. 

- Verhalten des Fehlers 1. Art а 

In Tabelle 3 sind die Schätzwerte ct der adaptiven Umbrellatests für verschiedene Stichpro¬ 
benumfänge, Verteilungen {N(0,1); Fleishmann (0,1,2,7)} sowie nominelle « Niveaus darge¬ 
stellt. 

Geht man von einer 20% — q-Robustheit nach HERRENDÖRFER et al. [7] aus, so sind die fett 
gekennzeichneten Situationen als nicht-robust zu bezeichnen (die Schätzwerte für а = 0.01 

sind wegen des geringen Simulationsumfangs von 500 Wiederholungen nur als orientierende 
Angaben zu verstehen). 

- Güteverhalten 

Für die Betrachtung eines einzelnen Punktes der Gütefunktion mit Güte тс (= 1 — ß) sei 
hier die Abhängigkeit zu verschiedenen Erwartungswertprofilen für den Fall n, = const. = 
11, A7(0,1), а = 0.01 in Tabelle 4 dargestellt. 

Es ist deutlich, daß für verschiedene Typen von Erwartungswertprofilen jeweils andere Tests 
ein Güteoptimum (Fettdruck) aufweisen, z. T. mit erheblichem Abstand zum nächstbesten 
Test, d.h., es existiert bezogen auf Umbrellaprofile kein gleichmäßig bester Test. 

Vergleicht man die adaptiven Umbrellatests mit den traditionellen Tests, so zeigt sich die 
erwartet höhere Güte nur dann, wenn der Umbrellapunkt lj sich bei nicht zu kleinem j 6 
(1,..., к — 1) befindet. 
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а n Verteilung £«'» T<f» Г®"» 

5 Ü95 ЛОЗ ЛОІ .098 

.10 11 N(0,1) .096 .100 099 .096 

21 .088 .091 .085 .084 

5 .108 .126 .101 .098 

.10 11 F(0,1,2,7) .105 .115 .099 .096 

21 .095 .105 .085 .084 

5 Л46 Л46 Ш) '050 

11 N(0,1) .050 .054 .051 .056 

21 .047 .045 .049 .050 

.05 _ 
5 .048 .056 .050 .050 

11 F(0,l,2,7) .054 .067 .051 .056 

21 .050 .050 .049 .050 

5 dUO ІИ ЛМ8 '009 

11 N(0,1) .013 .012 .015 .016 

21 .019 .014 .012 .010 
.01 _____ 

5 .010 .014 .008 .009 

11 F(0,l,2,7) .013 .011 .015 .016 

21 .019 .016 .012 .010 

Tabelle 3 

2™MW - „Kontrolle gegen к Behandlungen“nach HOTHORN [9] 
jMW _ Test nach MACK und WOLFE [16] 

TDm“x - Maximum-Test (Abschlußtest) nach Dunnett [3] 
TFW - Umbrellatest gemäß FLICKER und WOLFE [4] 
TVK - Umbrellatest nach VACH, KOZIOL [14], HOTHORN [10] 
TSu’‘ - Maximum-Test nach STEEL [21] 

zu Tabelle 4 



parametrisch 

м. М2 мз M4 Ms 2™MIV Гм,ѵ IDm“ 4y,)) Z®7,)) 
nichtparametrisch 

rgVK ijr>Ster.l ,p(k(I)j y(k(llS) 

4 

3 

2 
1 

1 
2 
1 
0 
0 

0 
-1 

.671 

.668 

.872 

.934 

.887 

.949 

.960 

.930 

.856 

.551 

.781 

.903 

.902 

.973 

.980 

.243 

.752 

.768 

.722 

.585 

.325 

.508 

.884 

.883 

.885 

.871 

.906 

.923 

.881 

.780 

.828 

.840 

.643 

.945 

.939 

.896 

.877 

.520 

.798 

.837 

.825 

.952 

.932 

.922 

.916 

.885 

.823 

.456 

.705 

.757 

.753 

.903 

.946 

.120 

.452 

.738 

.824 

.741 

.842 

.881 

.826 

.704 

J06 

.631 

.740 

.237 

.965 

.964 

.090 

.680 

.629 

.512 

.395 

.191 

.281 

.776 

.761 

.759 

.744 

.800 

.851 

.763 

.622 

.698 

.689 

.409 

.931 

.930 

.887 

.862 

.548 

.786 

.831 

.832 

.934 

.908 

.933 

.927 

.879 

.825 

.539 

.740 

.783 

.794 

.915 

.954 

Tabelle 4 

A
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Um zu verdeutlichen, welche Gütevorteile die einzelnen Tests gegenüber dem F-Test aufwei¬ 
sen, sind in Tabelle 5 die empirischen Effizienzen nach LEE [15], EFF„mp = (fr—&)?/(%—ot)f, 
für die verschiedenen Erwartungswertprofile dargestellt. Danach erhärtet sich die Feststel¬ 
lung, daß der Maximum-Test nach DUNNETT [3] (bzw. sein nichtparametrisches Analogon 
nach STEEL [21]) den gleichmäßigsten Gütevorteil gegenüber Ignorierung eines Umbrella- 
profils (F-Test) ergibt. 

Fi F2 Fs F 4 Fs 
rMW ■pDmax y(i<0) fWi)) 

(78) 
(79) 
1.03 
1.10 
1.04 
1.13 
1.10 

1.01 
.65 

1.06 
1.06 
1.15 
1.15 

.29 

.91 

.85 

.69 

.38 

1.04 
1.04 
1.04 
1.03 
1.07 
1.04 

.92 

.98 

.99 

1.11 
1.11 

1.06 
1.03 

.61 

.99 

.97 
1.12 

1.10 

1.09 
1.08 
1.01 
.97 
.54 
.89 
.89 

1.06 
1.11 

Tabelle 5 

Interessant ist auch der in Abbildung 1 dargestellte graphische Vergleich der Gütefunktio¬ 
nen von TmMW, TMW, TDrnax: T®0)und tWI))für „ = const. = 5, a = 0.05, V(0,1), 
EW-Profil 0/1/3/4/2. Deutlich ist das ungünstige Güteverhalten bei kleinen Nichtzentra¬ 
litätsparametern (der des F-Tests !) der adaptiven Umbrellatests zu erkennen. 
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Güte 

Nichtzentralitätspar ameter 

J'mMW __. __ J'MW -rpDmax _____ . J»(b(/)) - — 

Abbildung 1 

Der Einfluß verschiedener Stichprobenumfänge und Varianzen ist in Tabelle 6 (a = 0.05, 
N(0,1), EW-Profil 0/1/3/4/2 ) veranschaulicht. Dabei ist deutlich der günstige Einfluß 
auf die Güte bei optimalem Stichprobenprofil, d.h. bei nt > n;, ersichtlich. Ausgeprägte 
Varianzinhomogenität bewirkt erwartungsgemäß einen gewissen Güteabfall, deutlicher aus¬ 
geprägt bei den parametrischen Versionen. 
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Güteschätzungen für diverse andere Bedingungen (a = 0.01 und 0.1; r», = 5,11,21; 
F (0,1,2,7), Varianzinhomogenität, Unbalanciertheit, Erwartungswertprofile) sind in [12] 
enthalten. 
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Theoretisch-konzeptionelle Untersuchungen zu Fra­
gen einer Koordination des Mathematikunterrichts 
mit Inhalten anderer Unterrichtsfäch�r, dargestellt 
am Beispiel der Methode der mathematischen Mo­
dellierung von außermathematischen Sachverhalten 

Autorreferat der Dissertation B 

Die Notwendigkeit einer Koordination des Mathematikunterrichts mit anderen Unterrichts­

fächern ergibt sich aus den Entwicklungstendenzen der Mathematisierung in anderen Wis­

senschaften, aus Zielstellungen und Anforderungen der Gesellschaft an die Schule bei der 

Vermittlung einer Allgemeinbildung und aus der Gestaltung des Unterrichtsprozesses. Die 

stoffiichen Beziehungen zwischen verschiedenen Unterrichtsfächern sind Widerspiegelungen 

der Verbindungen der diesen Fächern zugrunde liegenden Fachwissenschaften und sind der 

Strukturierung der Inhalte in den einzelnen Fachlehrgängen untergeordnet. Im Mathema­

tikunterricht realisieren sich diese Verbindungen i. allg. über Anwendungen der Mathematik 

auf außermathematische Sachverhalte. 

Grundlage für eine methodische Gestaltung von Anwendungen der Mathematik auf außer­

mathematische Sachverhalte mit Hilfe der Methode der mathematischen Modellierung bilden 

Abbildungen zwischen Strukturen des Anwendungsbereichs der Mathematik und mathemati­

schen Strukturen. Diese Abbildungen drücken Wechselbeziehungen zwischen verschiedenen 

Erkenntnisebenen aus. Die Schüler müssen zwei Problemlösungsprozesse bewältigen: die 

Bearbeitung eines Problems in einer Realebene und die Lösung eines daraus erstellten ma­

thematischen Problems in der Ebene der Mathematik. 

Das methodische Vorgehen innerhalb eines solchen mathematischen Modcllicrungsprozesses 

außermathematischer Sachverhalte erfolgt für die Schüler in zwei Stufen. In einer ersten 

wird eine für die weitere Bearbeitung des Problems günstige Struktur des Sachverhalts her­

ausgestellt, die, auf eine mathematische Struktur abgebildet, in einer zweiten Stufe als ma­

thematisches Modell weiter bearbeitet wird. Das hieraus folgende mathematische Ergebnis 
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wird auf die Struktur des realen Sachverhalts wieder abgebildet und daraus das Ergebnis des 
Ausgangsproblems formuliert. 

Im mathematisch-naturwissenschaftlichen Unterricht ist durch ein koordiniertes Vorgehen zu 
erreichen, daß die Schüler die Methode der mathematischen Modellierung und den Begriff 
„Mathematisches Modell“ inhaltlich erfassen. Dabei erkennen sie, daß ein mathematisches 
Modell eine mathematische Struktur ist, die aus mathematischen Objekten (Zahlen, Größen, 
Variablen u. a.) und den zwischen ihnen existierenden Relationen (Operationen, Ordnungs¬ 
relationen, Abhängigkeiten u. a.) besteht, die eine Struktur des Anwendungsbereiches wider¬ 
spiegelt und so zu vertreten vermag, daß durch die Arbeit mit dem mathematischen Modell 
neue Informationen über den Anwendungsbereich gewonnen werden. 

Anhand von Beispielen werden in der Arbeit Zielstellungen zur Entwicklung von Schülertätig¬ 
keiten bei mathematischen Modellierungsprozessen betrachtet, und es wird auf Differeüzie- 
rungsmaßnahmen hingewiesen. 

eingereicht: 10. Mai 1989 verteidigt: 5. Januar 1990 

Gutachter: Prof. Dr. W. Walsch (Halle) 
Prof. Dr. K.-H. Weber (Berlin) 
Prof. Dr. W. Karsten (Rostock) 
Prof. Dr. G. Hellfeldt (Rostock) 

Verfasser: 

Dr. sc. paed. I. Kölbl 
Universität Rostock 
Fachbereich Mathematik 
Universitätsplatz 1 
0-2500 Rostock 
Germany 



Rostock. Math. Kolloq. 45, 77-78 (1991) 

PETER MÖLLER 

Subject Classification (AMS) 

76E25i 35P30 

Stabile Oberflächenkonfigurationen magnetischer 
Flüssigkeiten 

Autorreferat der Dissertation A 

Unter dem Einfluß eines homogenen, stationären, vertikalen Magnetfeldes bildet eine magne­
tische F lüssigkeit bei Überschreiten einer gewissen kritischen Feldstärke stabile hexagonale 
Oberflächenkonfigurationen aus. Die Arbeit befaßt sich mit der mathematischen Beschrei• 
bung dieses Phänomens. 
Es seif : z = 1(x, y) die Trennfläche zwischen einer inkompressiblen magnetischen Flüssigkeit 
und einem Vakuum. Flüssigkeits- und Vakuumgebiet setzen wir als unbeschränkt voraus. 
Berücksichtigt werden die Einflüsse des Schwerefeldes und der Oberflächenspannung. Die 
Funktion 1(x,y) sei bezüglich eines Gitters G periodisch. Unsere Untersuchungen beruhen 
auf dem Prinzip minimaler potentieller Energie des Systems. Mit der genannten Problem­
stellung haben sich bereits mehrere Arbeiten von Prof. K. Beyer befaßt. Dort wurde der Fall 
konstanter Gitterlänge 1 = lcr behandelt. Daran anknüpfend untersuchen wir, inwieweit die 
Lösung der gestellten Aufgabe beeinflußt wird, wenn man neben ,(x,y) auch/ als varial:iel 
ansieht. 
Eine Formel für die potentielle Energie des Magnetfeldes wird durch Behandlung der Max•

wellgleichungen im Sinne der schwachen Lösungstheorie bereitgestellt. Hierbei finden Hi)fs.

mittel aus der Theorie der BEPP0-LEVI-Funktionen Anwendung. Zur Beschreibung des 
Energiefunktionals ist ein freies Randwertproblem zu betrachten, welches sich in ein Va­
riationsproblem überführen läßt. Die bislang variablen Integrationsgebiete werden einer 
Festrandtransformation u11terworfen. Damit ist ein Funktional F(f, >.; c:, 1<) zu untersuchen, 
welches analytisch von der Transformierten/ der Funktion ,(x,y), der Variablen).= l;,'l 
sowie den Feldstärke- bzw. Suszeptibilitätsparametern c: und 1< abhängt. Glieder niede­
rer Ordnung sind konkret berechenbar, diejenigen höherer Ordnung dürfen vernachlässigt 
werden. Die Transformierte f variiert über periodischen Sobolevräumen H' der Differen­
zierbarkeitsklasse s � 3. Dabei interessieren nur holoedrieinvariante Lösungsflächen a.us den 
Teilräumen n;. 
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Der Berücksichtigung der Translationsinvarianz der potentiellen Energie ist ein gesondertes 
Kapitel gewidmet. 
Anschließend werden die kritischen Stellen des Funktionais F(f, А; с, к) ermittelt. Der durch 
Fi(/, A;£,k) = A;c,k) definierte Operator bildet H’ X Ш+ stetig in H’~2 ab. Die 
horizontale Trennfläche / = 0 liefert im unterkritischen Feldstärkebereich £ < 0 den einzigen 
Gleichgewichtszustand. 

Der Operator fjFi (/, A; e, к) besitzt für den kritischen Parameterwert £ = 0 einen eindimen¬ 
sionalen Nullraum N zum Eigenwert A = 1 über H’. Die kritischen Stellen von F werden in 
einer Umgebung von (/, А; e, к) = (0,0; 1, к') unter Anwendung der Methode von LJAPUNOV- 
SCHMIDT ermittelt. Es ergeben sich zwei Lösungszweige I* für „kleine“ Parameter к, also 
für к' = 0, und einer für к' ф 0. 

Stabilität bzw. Instabilität der gefundenen Lösungszweige sind bereits durch das Definit- 
heitsverhalten der Form ÄF(/, А; e, k)(., .) über N bestimmt. 

Wir gelangen schließlich zu Ergebnissen, die denjenigen aus dem Fall mit konstanter Git¬ 
terlänge analog sind: Stabiles Verhalten weist nur der Lösungszweig /+ in einem gewissen 
Parametergebiet auf, die anderen sind instabil. 
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Die Arbeit behandelt Gruppen G und Gruppenalgebren FG endlicher Gruppen über Körpern 

der Charakteristik p > 0. Insbesondere werden Beziehungen zwischen der Struktur der Grup­

penalgebra FG und der Einbettung der p-Sylowgruppe P in die Gruppe G untersucht. Erste 

Resultate in dieser Richtung stammen von CHILLAG/HERZOG (1979), HARADA (1968), 

HERZOG (1976) und NINOMJYA (1982). 

Der Körper F sei für jede Gruppe G ein fest gewählter Zerfällungskörper. Unter einem 

Block b von G verstehen wir ein primitives orthogonales ldempotent von FG. Diesen Blöcken 

werden in üblicher Art und Weise Defektgruppen o(b) zugeordnet. Die natürliche Zahl a heißt 

Defekt von b, wenn jo(b)I = p• gilt. In der Arbeit werden überwiegend Gruppen betrachtet, 

in denen jeder Block vollen Defekt hat (pFD-Gruppen) bzw. in denen jeder Block vollen 

oder trivialen Defekt hat (pFZD-Gruppen). Es wird untersucht, inwieweit diese Gruppen 

p-Normalteiler bzw. die pTI-Eigenschaft haben. Unter anderem gilt der folgende 

Satz 1. Genau dann ist G eine pF D-Gruppe mit pC !-Eigenschaft, wenn G p-abgeschlossen 

ist. 

2. Die Gruppe G ist genau dann eine pT !-Gruppe, wenn folgende Bedingungen erfüllt sind:

a) G ist eine pFZD-Gruppe, und

b} G besitzt die pCI-Eigenschaft.

Diese Ergebnisse waren bisher nur für p = 2 und in einer spezielleren Form von M. HERZOG 

bekannt. 

In §3 werden auflösbare Gruppen behandelt und die Einbettung der p-Sylowgruppe unter­

sucht. Aus der pFD-Eigenschaft folgt dann, daß G p-abgeschlossen ist, oder für die minimale 

Erzeugendenzahl d(O
p
(G)) von O

p
(G) gilt 



80 

d(O
p
(G)) 

= { p-1, wenn p eine Fermat-Primzahl ist, 

p sonst. 

Um zu zeigen, daß sich das Ergebnis nicht verbessern läßt, werden Beispiele für Gruppen 

der p-Länge 2 mit jO
p
(G)I = pP-1 bzw. jO

p
(G)I = pP angegeben. Für pFZD-Gruppen

erreicht man ein etwas besseres Resultat. Es zeigt sich, daß pFZD-Gruppen, welche keine 

pFD-Gruppen sind, immer die pT/-Eigenschaft haben. Außerdem ist die p-Sylowgruppe in 

diesem Fall zyklisch oder verallgemeinerte Quaternionengruppe. 

Ferner werden auflösbare, nicht p-abgeschlossene Gruppen, für welche jO
p
(G)I = pP-1 bzw. 

IO
P
(G)I = pP ist, untersucht. Wir bezeichnen sie als p-minimale Gruppen. Es finden sich 

Angaben über die Klasse der p-Sylowgruppe, die p-Länge und Stufe solcher Gruppen. 

Der letzte Teil der Arbeit beschäftigt sich mit der Struktur der Gruppenalgebra FG. Es zeigt 

sich, daß bei pFD-Gruppen stets alle Blöcke ihren Träger in O
p
,(G) haben. Wie einfache 

Beispiele belegen, ist diese Aussage nicht a.uf Blöcke vom Defekt Null zu verallgemeinern. 

Hier beweisen wir für eine Reihe von nicht p-nilpotenten pFZD-Gruppen, daß sie Blöcke 

außerhalb von FOr1(G) besitzen. 
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