ISSN 0138-3248

ROSTOCKER

MATHEMATISCHES KOLLOQUIUM

Heft 46

UNIVERSITAT (=) ROSTOCK




Die neue Sicht der Dinge:
Partnerschaft

Grolde Aufgaben verlangen
eine neue Sicht der Dinge. Sind
die gesteckten Ziele mit eigener
Kraft nicht zu erreichen, ist
Gemeinsamkeit gefordert.

Partnerschaft ermoglicht die
Vereinigung der Mittel und der
Moglichkeiten. Partnerschaft
schafft die Voraussetzungen fur

die Erreichung des sonst Uner-
reichbaren. Eine Philosophie, mit
der man nicht nur in Gesellschaft,
Kultur und Wissenschaft, sondern
auch in der Wirtschaft zu neuen
Erkenntnissen kommt.

Wenn Sie diesen Standpunkt mit
uns teilen, sprechen Sie mit uns
Uber die neue Sicht lhrer Projekte.

Deutsche Bank



ROSTOCKER MATHEMATISCHES KOLLOQUIUM

Heft 46

DIETER BETTEN;
ULRIKE SCHUMACHER
KoNRAD ENGEL

SERGEY L. BEZRUKOV;
HANS-DIETER GRONAU

INGO WARNKE

The ten configurations 103
Conver hulls for intersecting-or-noncointer-

secting-families

A Kruskal-Katona type theorem

The Mébius-function of subword orders

Bericht iber die Internationale Fachkonferenz ’Elliptic Boundary Value Problems’

LOTHAR BERG;
WOLFGANG PETERS

S. I. KosTADINOV

UWE HAMANN

ANKE HANLER

GERLIND PLONKA

JuHbL XOAHT AHb

Die linearen involutorischen Halbgruppen
achter Ordnung

Uber eine notwendige Bedingung fiir die Exi-
stenz von Erponentialdichotomie bei Impuls-

differentialgleichungen im Banachraum

Approzimation mittels Linearkombinationen
von Fundamentallosungen auf nichtglatten

Gebietsrindern

An error estimate for quadratic splines
Nonperiodic Hermite-Spline-Interpolation

Hwmeepanavnsie onepamopst muna Abeas u uz

C853b C CUNZYAFPNU LM ONEPAMOPOM

11

17

25

34

35

45

49

60

65

75

UNIVERSITAT ROSTOCK
FACHBEREICH MATHEMATIK

1993



Wissenschaftliche Leitung: Prof. Dr. Hans-Wolfgang Stolle
(Sprecher des Fachbereichs Mathematik)
Dr. Werner Plischke

Redaktionelle Bearbeitung: Dr. Werner Plischke
Herstellung der Druckvorlage: Dr. Andreas Strafburg

Universitat Rostock
Fachbereich Mathematik
Postfach 999

18051 Rostock
Bundesrepublik Deutschland

Redaktionsschlufl: 15. Mai 1993

Das Rostocker Mathematische Kolloquium erscheint dreimal im Jahr und ist im Rah-
men des Schriftentausches iiber die Universitiat Rostock, Universititsbibliothek, Tauschstelle,
Postfach 999, 18051 Rostock, Bundesrepublik Deutschland, zu beziehen.

Auflerdem bestehen Bezugsméglichkeiten fiir Bestellungen aus Deutschland und dem Aus-
land iiber die Universitdt Rostock, Abteilung Wissenschaftspublizistik, Postfach 999, 18051
Rostock, Bundesrepublik Deutschland

Zitat—Kurztitel: Rostock. Math. Kollog. (1993) 46
©

Universitit Rostock
Abteilung Wissenschaftspublizistik

Postfach 999, 18051 Rostock, Bundesrepublik Deutschland
Telefon (0381) 369577

Druck: Universitatsdruckerei 414/93
01000

https://doi.org/10.18453/rosdok_id00003877



Rostock. Math. Kollog. 46, 3-10 (1993) Subject Classification (AMS)
05 B30; 51 E 30

DIETER BETTEN; ULRIKE SCHUMACHER

The ten configurations 103

1 Introduction

In [1] the notion of a tactical decomposition by ordering (TDQ) was introduced for every
non-regular incidence matrix. By this we mean a subdivision of the matrix into subrectangles
each of them being a configuration. We now point out that this procedure can be used also
in the regular case, for instance if the matrix to start with is a configuration itself. The
procedure can also be applied to determine the automorphism group of a finite geometry.
As a demonstration we consider the (well known) ten configurations 103. With help of the
TDO-method we determine the structure of these 10 geometries and draw figures which
reflect their automorphism groups.

2 Point type distribution

A configuration 103 consists of 10 points and 10 blocks such that every point is incident
with 3 blocks and every block is incident with 3 points. It is also assumed that every pair of
points is incident with at most one block. Up to isomorphy there are ten such configurations
(5; 8] listed in table 1 below. The fascinating pictures in (2] are a challenge to understand the
structure of the ten configurations 105. For this we note that there are three different types
of points. For every point p there are three points not joined to p. These three points may
be collinear (p has type 1) or they form an angle (p has type V) or they form a triangle (p
has type A). Look for instance at figure No. 3 of table 3. The point 2 is neither connected
to 1 nor to 5 nor to 8. The three points 1,5,8, lie on a line, hence the point 2 has type L.
The point 6 is not connected to 3, 5 and 7. These three points form a triangle, hence point
6 has type A. Point 7 is not connected to 1, 0 and 6. These three points form an angle,
therefore point 7 has type V. We determine the types for all points and get: 2,5:[; 6,9:A;
7,4,8,1,3,0:V. Hence the configuration No. 3 has point type distribution PD: I2A?V¢. We
note that all ten configurations can be distinguished by their point type distribution, see
Table 1.
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3 Using the TDO-Method

In order to detect structural properties we apply the method of TDO’s (tactical decomposi-
tion by ordering) described in [1]. Except for configuration No 1 and No 10 there are at least
two point types, hence various point type domains. We form block domains according to the
distribution of flags of a block to the various point type domains. Following this we refine
the point type domains again according to the distribution of flags to the block domains just
defined. We continue till the procedure stabilizes.

We give an example. We begin with the incidence matrix of configuration No 9, see table
2 a). Since the points 4,8,7,1 are of type A and the other points of type V we start with
two point domains, b). The distribution of the three flags of a block to those two point
domains is either 2+1 (blocks a and m) or 142 (the other blocks). Therefore we have two
block domains, c). Now we examine the vertical distribution of flags: in the point type
domain {4,8,7,1} all distributions are similar, but the point type domain {2,3,5,6,9,0} has
to be split into {3,0} and {2,5,6,9}, d). Finally we split the block set {b,c,d,e,f,g,h,n}
into {c,d,g,;n} and {b,e,f,h} to get e) or equivalently f). Now the final TDO is reached
since we have a decomposition of the incidence matrix into configurations. Note that each
of these subconfigurations is preserved under the automorphism group. From the TDO we
see that the points {5,9,2,6} form a distinguished quadrangle and using this quadrangle we
may draw a model which displays the group Z, acting as a group of automorphisms. See the
figure in table 3, where the "two” points 3 have to be identified and also the "two” points 0.
In order to prove that Z, is the full collineation group it suffices to verify that the stabilizer
of a point with orbit length 4, say point 5, is the identity. For this, again, we use the
TDO-method. Stabilizing 5 means that {5} is a point domain for its own, so we draw a
vertical separating line between 5 and 9, table 2 g). From the horizontal distribution of flags
we see that {h,e,f,b} must be divided into {h,b} and {e,f}. Furthermore the block {g}
has to be separated from {n,d,c}, h). Using the flag distribution in the columns one has
to split {9,2,6} into {9,6} and {2}, furthermore {4,8,7,1} into {4,1}, {7} and {8}, k).
Continuing one reaches the discrete TDO n). This shows that each point is an "individual”
and must be fixed under the stabilizer (Z4)sy -

4 Models for the ten 104

We have treated the various configurations 103 by the TDO-method described above. In
table 3 there are pictures displaying their structures and collineation groups. Also the TDO’s
induced by the (7,V,A)-point distribution are written down.

The configurations No 2,6,7 and 8 are based on the prime 3. No 7 and No 8 have collineation
group Z3. Configuration No 6 has in addition some reflection namely (68)(59)(23)(40). Note
in the incidence matrix of No 6 we have not separated {2,5,4} from {3,0,9} which would
give a finer TDO, since this separation is not forced by the (I,V, A)-distribution. In fact, the
points {2,5,4} can be exchanged with the points {3,0,9} by the involution just described.
The full collineation group of No 6 is the dihedral group Dg. This group can be visualized
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if we draw a model based on a hexagon, see table 3. Here we allow double points 4,9 and 0.
The second model in table 3 reveals the collineation group in the form D3 x Z;. This model
can be imagined as a model in space, thinking of a triangular pyramid with base points 1,6
and 7 and peak 2.

The configuration No 9 has been treated in detail above. Another configuration based on a
(complete) quadrangle is No 4. This configuration is exceptional being the only one which
has no rational embedding into the real plane [2;6]. It can be described as follows: Begin
with four points {1,2,3,4}. Every pair {i,j} of them is completed to a 3-block ¢, j, {¢,j}
thus defining 6 new points. Three new points are defined to be collinear if and only if they
have exactly one digit in common. Since the four points {1,2,3,4} are exactly the points
of type A, it is clear from the description that the full collineation group is the symmetric
group Sy.

The configurations No 3 and No 5 have collineation group Z; x Z; and Z;, respectively.
No 1 is the well known Desargues configuration. We remind the reader of the following
description which also proves that the full collineation group is the symmetric group Ss:
Take five digits 1,2,3,4 and 5 and define as points all ten pairs 7,j and as blocks all ten
triples 4, j, k, incidence beeing given by inclusion.

The last configuration is No 10. Here all points have type A and it turns out that the
collineation group is transitive on points. In table 3 a model based on a 5-cycle is drawn.
This model reveals the collineation group Zs x Z;, where the second factor interchanges the
five outer points {1,7,3,9,5} with the five inner points {6,2,8,4,0}. Since Zs x Z; = Zyo
there is also a 10-cycle, which can well be seen in the model by Juriaan Simonis, namely
(1234567890). This model is studied in [3] where interesting metric properties of this confi-
guration were found.

Remark. The point types I, A and V can also be used to give a quick construction of the
ten 10, thus proving that the list is complete. But, of course, there are many ways of doing
this, see for instance [7].

5 Table 1

No. Configuration P.D. Aut.
1. {012,034,056,359,469, 157,267,138, 248,789} ' Ss
2. {123,150, 189, 257,268, 369, 370, 456,478,490}  I*V® Ds
3. {139,146, 158,237,240, 269, 350, 457,680,789}  I2A2VE  Z; x Z,
4. {125,136,147,238,249, 340, 567, 589, 680,790}  I°A* Sa
5. {124,138,179,237,259, 350, 456,480,678,690} I'ASy3 Zs
6. {123,149, 150,248,257, 360, 379,456,678,890} nve Ds
7. {123,148, 159,247, 260, 356, 379, 450, 678,890}  A'V?® Zs
8. {123,146, 150,248,279, 345, 369, 578,670,890}  A"V3 Z3
9. {138,159,160, 234,268,279, 357,456,470,890} AtV Z4

10. {123,157, 169, 240, 258, 345, 379, 468,670,890}  A° Zin
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7 Table 3
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10) Zy0

4) s,

1 Sg

1 234567890

1 2 3 4 1213 14232434

1 23 45 67 890

1y
13
3 K
i 2 12

23

¢




10 D. Betten; U. Schumacher

References

[1] Betten, D., and Braun, M. : A tactical decomposition for incidence structures.
Ann. Disc. Math. 52, 37-43 (1992)

[2] Bokowski, J., and Sturmfels, B. : Computational Synthetic Geometry. Lecture
Notes in Math. 1355, New York 1989

[3] van de Craats, J. : On Simonis’ 105 configuration. Nieuw Arch. Wisk. 4, 193-207
(1983)

[4] Gropp, H. : Configurations and the Tutte conjecture. Ars Combin. 29A, 171-177
(1990)

[5] Kantor, S. : Die Konfigurationen (3,3)19. S. Ber. Akad. Wiss. Wien, math.-naturw.
Kl. 84, 1291-1314 (1881)

[6] Lauffer, R. : Die nichtkonstruierbare Konfiguration (103). Math. Nachr. 11, 303-304
(1954)

[7] Martinetti, V. : Sulle configurazioni piane pz. Ann. Mat. Pura Appl. 15, 1-26
(1887)

[8] Schréter, H. :  Uber die Bildungsweise und geometrische Construction der Configu-
rationen 103. Nachr. Ges. der Wiss. Géttingen 1889, 193-236 -

received: December 16, 1991

Authors:

Prof. Dr. D. Betten Dipl.-Math. U. Schumacher
- Mathematisches Seminar Fachbereich Mathematik
Universitat Kiel Universitat Rostock
Ludewig-Meyn-Str. 4 Universitatsplatz 1

W-2300 Kiel 0-2500 Rostock

Germany Germany



Rostock. Math. Kollog. 46, 11-16 (1993) Subject Classification (AMS)
05Dos

KoNRAD ENGEL

Convex hulls for intersecting-or-noncointersecting-
families

1 Introduction

Let N be the n-element set {1,...,n}. A family F of non-empty subsets of N is called an
intersecting-or-noncointersecting-family (briefly (1 vV C)-family) if for all X,Y € F

XNY #Bor XUY =N.
For such a family we define the parameters of F by
Ji={(XeF:|X|=1}|
and the profile of F to be the (n + 1)-tuple f = (fo,--.,fn)- Let
tn = {f € IR™*' : f is the profile of an (/v C)-family},

let (1,) be the convex hull of g, and e, the set of extreme points of the polytope ().
Finally let €2 be the set of essential extreme points, i.e. of those extreme points p for which
there exists no profile f € p, with f > p (componentwise), f # p. The determination of
essential extreme points was initiated by P. L. ERDOS, P. FRANKL, and G. O. H. KATONA
in [3] and [4], and it is motivated by a linear optimization problem on set families.

Since that time several papers appeared on this topic, and a survey on extreme points of
profile polytopes arising from Boolean expressions of certain natural conditions is given in
(1]. The aim of this article is to settle one of the cases mentioned in [1]. As an application
then we solve a problem of H.-D.O.F. GRONAU and C. PROSKE [7] and extend a theorem
of LIGGETT [8].
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2 The result

Theorem 1  The set € of essential extreme points for (I V C)-families consists ezactly
of the points

d; :=( 0 §susy 0 3 (1:11) ) (n:l) IRREE (n’irig) ’ (1:..‘) ’ (n—?+1) 1T (:) )’

(i} if1 i if1 n—i-1 ni n—i+1 7
1<i< %, and, if n is even, of the point

=(0,.., 0, (;) o ) O 4

d

o3

Proof. First let us note that d; is indeed a profile of an (1 V C)-family, namely
(XCN:le€eXandi<|X|<n—iJU{XCN:|X|>n—i},1<i< [gJ.

Though the theorem can also be proved by the method of cyclic permutations (see [4]) we
use here the direct method by applying results in extremal set theory as it was done in [6]
and [2].

Let F be an (inclusion-)maximal (I V C)-family with profile f. As in the paper of P.
FRANKL and G. O. H. KATONA [6] we have to find coefficients o; with o; > 0,1 < < |3]

and Z;—] a; =1, such that
L1zl
f< Za,—d.—. (1)
i=1

We set

o i= 7l (’—5 2<i< |2 -1,

i—1

31-1 f1g1-1
1= ey =1 (?:ITJ
Let Fi :={X e F:|X|=k}and R(F):={XCN:|X|=k+1,XDY
for some Y € Fi},1 <k < 2,
By the ERDOs-K0-RADO theorem [5]

IFiel < (Z:I),

and from the LOvAsz theorem [9] (Exercise 13.31) it follows

VR _ IR

G~ )

R
e
I

n
1<k<> 2
2k, (2)
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see [6]. By the maximality of F we have R(Fi) C Fi41, hence
i < S
G ™ (%)

so it follows 0 < o; < 1for 1 < i < [2]. Since the equality E,LEIJ a; = 1 is clear we have

only to prove (1).
Our family F is an (I V C)-family, consequently no element of R(F};) can be a complement
of an element of F,_x_1, hence by (2)

gzég fet fackr < (kil), 1<k<s. 3)

Let us now verify (1) for the j-th component. We have for 1 < j < 2
n—1 n—1\ f;
i=1. o +...+aj)=1{. —=fi
= o oo~ ( )y
solet j > 2.
On the RHS of (1) we have in the j-th component

n—1 n
(] _ 1)(011 +.otan—j1)+ (].)(Ot,-,_j +--'+al_§j)

which is with k =n — j — 1 equal to

(ZI:)(&: +...ta)+ (k:—l)(ak“ +"'+al§J) =
n—1\ fi n fao s - n _(_";_‘). .
(k+1)(2—__11)_+ (k+1)(l B @)_ (k+ l) (:::)fk 2 fak-1 = f;

by (3). .

3 Two applications

In the following we need twice that for 1 < < 2] —1

dis = di = (0 ,...,0, (1) ,0,...,0, (%7) 40,..., 0 ). 4)

0 i n-i-1 i
In [7] H.-D. O.F. GRONAU and C. PROSKE studied among other questions the maximum
size of an (IVC)-family having only elements of sizes between a and b (in fact they considered

complements of such families). The case a < 2 < b,a 4+ b < n they leaved unsettled
(Problem 2).
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Corollary 1 Leta < 2 < ba+b<n and let F be an (I'V C)-family with the property
a<|X|<bforall X € F. Let

) 0 if n is even,
T (,._, 1) if n is odd.
Then

l]:l < { ‘L“ (?—_11) if :l=_“b_ ( ) > (Lz] 1)
il § -2 (’:) +r otherwise,
and the bound is best possible.

Proof. Let

s:=(0,...,0,1,1,...,1,0,...,0).
0 a b A
Obviously, the maximum size of the (I V C)-families in question is given by
max{sfT: f € p.} =max{sdT : 1 <3 < [g]}
We have for 1 <7 < | %] (note (4))
sdl,, —sdl = s(diya —di)T
0 ifi < a,
-0z <0ifa<i<n—b-1,

i-1

() - () >o0ifi>n—b-1

Thus
max{sd] : 1 <i< (2]} = max{sdf,adfgj} =

max{Ef’:a (?—_ ) E,_l_i'__[ ( ) +1‘},

and an easy calculation shows that the first number is maximum iff ©7-2~2 (" 1) > (l"J_ 1)
Finally let us note that the families corresponding to the extreme point d, resp. d|z| are
extremal families, i.e. families for which the bound in the statement of the corollary is

attained. | ]

Let &,...,&, be independent random variables each taking value 1 with probability p and
value 0 with probability 1 — p. Liggett [8] proved the following lower bound for a convex
combination of the §;’s: For p > %,al, e, >0, 0 =1
1
P(D‘l{l +---+0‘n£n > 5) 2 p.

Now we are able to provide an upper bound:
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Corollary 2 Let o,..., 0, be positive real numbers with Yiiai=1andletp> % Let

R 0 if n is even,
- (..’_'T 1) _(1 —p) £ ifn is odd.
Then
1 n
P(a1£1+...+an€n_§ Z <> 1— )n1+R
=|241)

and the bound is best possible.

Proof. Let
= {X c N E Q; Z
1€X
and let f be its profile. Since ¥, a; = 1 and &; > 0 for all 7, F is an (I V C)-family. Let

(5)

mp—

w:=((1-p)",..., Pl =p)" " ,..., p" ).

0 i A

Obviously,
Planls + ...+ anbn > %) = Exerplxl(l —p) Xl =

SrL i —p) = wfT < max{wdT 1<i< 2]}
Analogously to the proof of Corollary 1 we obtain for 1 <i < |3] (note (4))

wd}, —wd] = w(diy — d)T = (1 )(1— PP+ (M7)pr (1 - p)
= (") - () - )
>0

since iZ; 2 1 (because of p > 1) and =5 <1 (because of i < |5]). Hence

. _n
max{wdl :1<i< L—2—j} - wd'{%J

which is equal to the RHS of the inequality in the statement of the corollary. To see that
the bound is best possible take

a1=...=an=% if n is even,

e 2 = = e ks § i
=@ = = e = oy if n is odd.
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SERGEY L. BEZRUKOV; HANS-DIETRICH GRONAU

A Kruskal-Katona type theorem

Abstract. In this paper we present an analog of the well-known Kruskal-Katona theorem
for the infinite poset of words over a finite alphabet ordered by the subword relation. For
given t and m the problem is to find among all possible choices of families of m words each
of length t such a family, whose words contain together a minimal number of subwords of
length t—1. We introduce an order of all words of length ¢ and show that the collection of the
first m of them taken in this order forms a solution. Some related problems are considered
as well.

1 Introduction

Let k be a fixed integer. Denote
Q% ={0,1,....,k—1}.

Let @ = (a;,az,...,a;) € O, i.e. a is a finite sequence such that a; € Q, 1 = 1,...,p.
We say that b = (b1,bs,...,b,) € Q is a subword of @ iff there exist indices 11,22, .0y T,
1 <1 <13 <...<1, <p,such that

bl = @y, b2=ll,'2, ,bq=a{1.

Denote by S* the poset of all finite words of Q} ordered by the subword relation. Further,
denote by Sf the collection of all words of €} of length t. For A C SF denote by T(A)
the shadow of A4, i.e. the collection of all subwords of elements of A of length ¢ — 1. The
main aim of our paper is to find for a given integer m, 1 < m < |Sf|, an m-element subset
A* C S¥ such that |T(A)| is minimal among all of the m-element subsets of S¥. It is a
Kruskal-Katona type problem [2,3].

In order to answer the question how to choose the subset A* we introduce two orderings H
and £ of elements of S*. Let @ = (ay, ..., a;), b € S¥. Denote llall = i, a;. We say @ >y b
iff
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(i) llall > ||g]l, or

(ii) if ||@|| = ||B]| holds, then b is greater than @ in the lexicographic order.

Denote Ja[= maxi<i<t ai, [a] = minj<icia; and x(&) = maxici<i{é : a; = [@]}. For a =
(a1, ...,as) € S¥ denote @\i the vector of S¥ | which is obtained from & by deleting the i-th
entry. We define the order £ inductively on ¢t. Let L=H ift =1. For¢t > 2let @ > b iff

(i) Ja[>]8], or
(ii) if ]a[=]8[ holds, then @\x(&) >, b\x(B) in S¥, , or

(iii) if ]a[=]5[ and &\x(@) = B\x(b) holds, then & > b.

As an example we present below the list of S3 written in increasing order £. To simplify the

notations the commas and parentheses in sequences are omitted:

000 100 010 001 110 101 011 111 200 020 002 210 201 021 211 120 102 012 121 112 220 202
022 221 212 122 222.

Denote by C the operator of compression such that for A C S¥, C A is the collection of the
first |A| elements of S¥, ordered by L.

Theorem 1 |T(CA)| < |T(A)] for any A C SE.

2 Proof of the Theorem

Denote by E! the t-dimensional k-valued cube, i.e.
E' = {(21, 0, %s) : 2, € {0,...,k = 1}, i = 1,...,t},

and let
E{(j) = {(&1,.20) € B' : 5i =3}, i=1,ut, j =0, k=1,

be its sections normal to the i-th coordinate axis. We may consider E!(j) as a (t —1)-
dimensional subcube of E*. Each element of S¥ corresponds to some element of E and vice
versa. Notice that we consider the cubes as collections of their vertices only.

Denote by G}_, the bipartite subgraph of the Hasse graph of S* induced by the vertex set
SkUSE |. The following representation of G¢_, will be very convenient for us. Let us consider
the decomposition Et = U?;(], E!(j) for some fixed i and one more separate cube E'~!. For
a vector @ € E!(j) denote by m;(a) the vector of E'~! obtained from & by deleting its i-th
entry. Connect now by an edge the vectors @ and 7;;() for all @ € E!(j) and j = 0,...,k—1.
Repeating this process for i = 1, ..., ¢, we obtain the graph Gi_,.
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Let A C Sf,i.e. AC E'. In order to imagine the set T(A) denote
Ai(j) = ANE}(j) fori=1,..,tand j = 0, ...k — L.

By this notation it follows that

t k-1
T(A) = U U mi(A(), 1)
i=1;j=0
where ;;(A;(7)) = ﬁe/L!J-(j) mi;(@).
For A C S¥ denote b); C:A the subset obtained by replacing A;(j) with the collection of
the first |A;(j)| elements of E(j) in order £ for all j = 0,....k — 1. A set A is said to be
t-compressed if C;A = A. We need some properties of the order L.

Lemma 1 a\x(a) >¢ a\i for anya € S¥ andi=1,...,t.

Proof. We prove the Lemma by induction on t. For ¢ = 2 the statement is obviously true.
Let t > 3. Define b = @\x(&) and &= &\7 and let 7 # x(&). If b = ¢, then ||3]| = ||&|| implies
Gy(a@) = @i, and the Lemma is true because a\x(@) ># @\: by the definition of x(&) and the
case (¢1) of the definition of M.

Let b # & Without loss of generality we assume 18[=]g], since in opposite case the Lemma
is obviously true. Define d = b\s. By induction b\x(8) >, d. On the other hand, &\x(¢) =
(@\)\x(@) = d. ~

Therefore b\x(b) > é\x(€). If we have a strict inequality here, then b > ¢ by the case (i)
of the definition of £ and the Lemma is true. If equality holds, then since a@) < ai, then
13| > l|é]l and b >4 & by the case (i) of the definition of H. Consequently, b >, ¢ by the
case (i22) of the definition of L. n

Lemma 2 Letabe Sk a>cbanda;=b fori=1o0ri=t. Then a\i >, Z\z

Proof. We use induction on t. For ¢t = 2 the Lemma is true. Let ¢ > 3. If ]a[>]8[ then the
Lemma is true since ]@\i[>]b\:[. So let |a[=]?[. o

Assume x(@) # i and x(B) # i. Since @ >, b then @\x(a@) >, b\x(b) and the following
equalities hold

x(@\i) = x(a), x(B\i) = x(b),
@\x@)N\i = (a\i)\x(a\), B\x(B)\i = (B\i)\x(B\i),
(&\X(&))i = (E\X(Z)); for: = lori=1t-—1.
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If @\x(d@) > ea\i) = (b\i)\x(b\i). Since in our case @ >, b implies (@\i) >, (B\i), the
inequality &\s > b\: holds either.

Assume now x(&) = 7 and x(b) = . Then @\i > b\z by the definition of L.

Assume x(&) = ¢ and x(8) # 7. By Lemma 1, b\x(8) > b\s. Consequently, if a\x(&) >

B\x(B) or B\x(B) >, B\i, then @\i = @\x(a) > b\i. If &\x(&) = B\x(b) and B\x(b) = b\z,
then b; = [B] = b = = ax(a), and so @ = b, which contradicts our assumptions.
Finally, assume x(a) # i and x(b) = 4. By the definition of £ in order to decide whether

@ > b we should delete the minimal coordinates of & and b. Let us consider this process
until we delete a; from a. Suppose that n steps are necessary for this action and on the p-th
step we deleted a;, from @, 1 < p <n—1, and b;, from b, 2 < p < n. Introduce the following
notations:

¢ = a\i, d = b\,
i = a\iy, d; = ai\ia, cern = ana\g,
b = B\i, by = bi\j, vee On = Baca\u
& = &\n, & = &\, cer Cnm1 = G\l =y,
Jl = J\jz, Jz = Jl\ja, A Jn—l = Jn-—’l\jn = an

where é,_, = ¢, dn—z = d if n = 2. In order to decide whether & >, d we should delete the
minimal coordinates of ¢ and d either. Consider the first n — 1 steps of this process. Notice
that 2, ...,7,_; is the sequence of minimal coordinates for ¢ in this process and the sequence
J25 e, Jn is same for d. Assume that a; >¢ i)l, vyl D¢ i)n holds. Then, using the definition
of £, we derive ¢é,_; >, Jl, and so ¢ > d. Assume now that a, = I;p for some p, 1 <p < n.
We are going to show that this situation is impossible. Let p be the minimal number for
which @, = b,. Then by the definition of £, Gp_1 > 5,,_1 (we mean that @ = @ and bo = b
if p = 1). Consider the two cases.

Case 1. Assume : = ¢. Then

a;, < a,<..<a;,, <a,=a,

a = b < b <. < b]n—l == bjnv
where the strict inequality in the @-sequence is because a;, is the rightmost coordinate of a.
Since ||a,—1|| = ||a,[|+a;, and ||bp-1]| = |[Bpl|+bi,, then |ap—al| = lIbp-1ll = @i, —bi, < @i, —be =
0, which for p < n contradicts to @,—; > b, ;. Therefore, p = n, and so ||G,_1]| = ||Bp_1]|
and b = b;, = ... = b;,. Consequently, d,_; and b,_, must be of the form:

A1 = (@}, .,y @_y, ©),

_ ' ' ’
bﬂ-l - (al’ ooy Cyenny @y gy a’t—n)
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with ¢ < a;, since the last entry should be the minimal one. But since @,_; >% l;n_l, then
¢ > @ by the definition of H. A contradiction.
Case 2. Assume 7 = 1. Then

a;, < a,<..<a,=a,

a; = b1<bj2$..._<_bjn,

where the strict inequality in the b-sequence is because b; is the leftmost coordinate of b.
Then similarly, ||@,—1| — ||E,,_1|| = aj, — b, < a;, — by = 0. But since @, >y b,_1, we get
= 1. Therefore, @ and b must be of the form:

@ = (c,a,...,q4,...,at),
b = (ey¢,ag,...,a¢),
and x(b) # 1, which contradicts our assumptions. |

Lemma 3 IfCA= A, then CiAi(j) = Ai(j) fori=1,t and 5 =0,...,k — 1.

Proof. Let @ be the greatest vector of A;(j) in order £ and b<ci, b= j = a;. By Lemma
2, b\i <¢ @\i. On the other hand, CA = A implies b € A. Taking into account b € Ai(7)
one gets C;A;(j) = Ai(4)- | ]

Let & = (c1,..-,¢1-1) € S¥ ;. Then by the definition of £, d = (¢, ..., ¢i—1,0) is the least in
order £ vector of S¥ for which & € T'({d}). Denote d = L(é). Furthermore, for d € S¥ denote
by G(d) the greatest in order £ vector of T({d}). By Lemma 1, simply G(d) = d\x(d).

Lemma 4 Letac AC Sk, t >3 and let A be i-compressed for i = 1,t.
Then L(G(a)) € A.

Proof. Denote b = L(G(@)). Then b <; @ and we assume & # b. Now if & =
(a1, az, ..., ay(s), ..., at), then b= (a1, az, ey G(@)-15 Bx(@) 41> ...,a,10).

If x(&) # 1, then the first entries of @ and b are equal, and so b € A by Lemma 2 since A is
1-compressed. 3

If (&) = 1, then denoting d = (a3, a1,as, ...,a;) € SF one has d <. @, and the t-th entries of
d and & are equal. Therefore, d € A by Lemma 2 as A is t-compressed, and so b€ A by the
same Lemma, since b <. d and the first entries of b and d are equal. | |

Since we proceed the proof of Theorem 1 by induction on ¢ and our technique works for

t > 3 only, we need the following proposition:
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Lemma 5 Theorem 1 is true fort = 2.

Proof. Consider A C E?, |[A| = m. We say that A is monotone if for any pair of vectors @ =
(a1,a2) and b= (b1, b2) of E? the conditions & € A, b; < ay, b, < a; imply b € A. Without
loss of generality we may assume that A is monotone, since |T(A)| > max;; |A:(j)| =
|T(C2C1(A))| and C,C1(A) is monotone.

Furthermore, for a monotone subset A C E? one has

IT(A)| = max{|41(0)],|42(0)}

since A is included in the |A;(0) x |A2(0)| rectangular area. The minimal side of rectangular
area with m points is \/m, that is equal to max{|B:(0)|,|B2(0)|}. Here B is the collection
of the m first points of E? ordered by £, and the Lemma follows. | |

Proof of Theorem 1.
For t = 2 the Theorem 1 is true by Lemma 5, so let us proceed the inductive step. Consider
the decomposition of E* by its i-th entry. Then using (1) one has

k-1
T(A)= U T(A()) U L;J mi;(Ai(4)), (2)

where we mean that the operator T in the right hand side of (2) is applied to the words of
length (¢ — 1). Now replace A;(j) with C A4;(j) for j =0, ...,k — 1 and let us check that for
the obtained set B we get |T(A)| > |T(B)|.

Indeed, notice that

k-1 k-1
IT(A)] 2 max { | L_J (A | L_J()w;j(A-(j))l} (3)

for any A C S¥, and that in the same inequality (3) for B one has in fact equality. Further-
more,

k-1 k-1
U TG > 1 U TG (@
by induction, and
k-1 k-1
| L_JOW";‘(A-'(J'))I > | _L.Jo”ij(Bi(j))l (5)

because all B;(j) are the initial segments of the same order. Hence from (3)-(5) it follows
that |T(A)| > |T(B)|.

For @ € S} denote by I(a) the number of the vector d in the order £ and let I(A) = Tseal(a).
Using Lemma 3 it is easy to show that in our case I(4) > I((B) if A# B and i € {l,t}.
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Therefore we may repeat the transformation described above for i = 1,¢,1,t... Since the
value of ! for the new sets cannot decrease infinitely, we shall obtain at the end the subset
D C SF satisfying C;D = D for i = 1,t. In order to complete the proof of the whole Theorem
1 we have to prove that one can convert D into the initial segment (of the order £) of the
same length without increasing F'.

In order to prove it, denote by @ = (a;, ..., a;) the last vector from the set D in order £, and
by b = (by,...,b;) the first vector from SK\D in L. If @ < b then the Theorem 1 is true.
Assume that & > b. Since L(G(a)) € A by Lemma 4, it is no loss of generality to assume
b # L(G(a)). ) )

We are going to show that T(D) = T(D U b). Indeed, consider a vector é € T({b}). If
é# G(b), then & € T({L()}), where L(é) <, b and so L(&) € D by the definition of b.

Let & = G(b) and & ¢ T({a}). If now b # L(&), we may use the above arguments, so assume
b= L(&). We are going to prove that this is impossible. But first notice that the ¢-th entry
of bis 0 and let us show & < G(&). Indeed, if ]é[> G(a), then we are done due to the case
(2) of the definition of the order £. If the equality holds, then sine b <c @, one has by the
case (i1) of the definition of the order £ that & = b\x(b) <. a\x(&) = G(a).

Let us show now that b <. L(G(a)). Indeed, otherwise by Lemma 2 one gets ¢ >,
G(L(G(a))) = G(a) since the t-th entries of b and L(G(&)) equal to 0, i.e. one has a
desired contradiction.

Therefore in our case b € D, since L(G(a)) € D by Lemma 4 and D is t-compressed, which
contradicts to the definition of b.

Consequently, T(D) = T(D U b) and so |T((D\&) U b)| < |T(D)|. Repeating sufficiently
many times the replacement D := (D\&) U b, one gets CD = D. ]

3 Concluding remarks

For A C SF denote by P(A) the upper shadow of A, i.e. the collection of all vectors of
¥ € §F,,, such that, for some @ € A, i is a subword of ©. Consider the problem of finding for
a given integer m, 1 < m < |S¥|, an m-element subset A* C S¥ such that |P(A)| is minimal
among all the m-element subsets of S¥.

Using the general property of posets proved in ([1], Theorem 3) and denoting by LA the
collection of the last |4| elements of S¥ ordered by £, we obtain the following result:

Theorem 2 |P(LA)| < |P(A)| for any A C Sk. [ ]

As the second consequence let us consider the problem of finding for a given integer m,
1 <m < |S¥|, an m-element subset A* C S¥ with minimal value |T(T(A))|. Using Lemma
4, it is easy to show that if CA = A then CT(A) = T(A). Now applying Theorem 1 to
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the set T(A) we conclude that C'A is a solution of this problem. Similarly one can show
that C' A has the minimal value of |T'(...T(A)...)| (n times) and LA has the minimal value of
|P(...P(A)...)| (n times) for any n > 1.
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INGO WARNKE

The Mébius-function of subword orders

1 Introduction

The aim of this paper is to formulate and to prove a formula for the Mgbius-function of

subword orders. A subword order is defined as follows:

We consider words of arbitrary length over the alphabet A={0,1,...,m — 1}, m > 2 and
fixed. The length of a word a is denoted by [a|. the set of those words including the empty
word A is denoted by W,,. An embedding into the word a = ajaz...a, is an ordered pair
({71,720 ++-,je}, @) with J1,72,-..,7: € IN and 1 < j; < jz < ... < je < n. We will say that it
is an embedding of binto a iff b = a;, a;,...a;. An embedding of b into a can be understood
as a certain distribution of the letters of b in the right order in a. We say that the letter a; of
a (1 £ k < n) is chosen by the embedding iff k = j; for some i. A word b is called a subword
of the word a iff b has an embedding into a. A word can have more than one embedding into
another. The empty word A is embeddable into every word a with embedding (0,a). The
relation "q is a subword of ” for two words a,b €W, is an order relation denoted by a < b.

The Mébius-function u(z,y) can be defined for every locally finite poset (P, <) by

p:PxP—Zand

Ve,zeP: Y u(y,z)={1 6= (1)

TeF 0 otherwise.
r<y<s

The Mébius-function is explicitly known only for a small number of standard posets. Its
importance is due to the existence of an inversion formula for posets generalizing the well
known Maobius Inversion Formula in number theory. We now define some concepts and give
the result of this paper.

A block is a maximal sequence of consecutive, equal letters in a word. Let b # A. An
embedding into b is uniquely determined if for every letter of b it is known whether the letter



26 Ingo Warnke

is chosen by the embedding or not. An embedding into b is called good iff for every block
of b at most one letter of that block is not chosen by the embedding. We call two good
embeddings into b equivalent iff the numbers of letters chosen from every block of b are the
same. It is trivial that the just defined relation over all good embeddings into b is indeed an
equivalence relation. When we use the phrase "equivalence class for ” we refer always to
an equivalence class of that relation. We omit b if it is obvious. For example, for a=22 and
5=2022 we have 3 good embeddings of a into b, namely a;=({1,3},2022), a2=({1,4},2022)
and a3=({3,4},2022). Obviously, @; and a, belong to one equivalence class but a3 belongs
to another since a3 does not choose a letter from the first block of b whereas a; and a; do
so. Since A has no blocks it is reasonable to say that the empty embedding” of X into X is
good as well. Obviously it holds:

If two good embeddings of a into b and @’ into b are equivalent then

a=d. (2)
For z,y € W,, let
ge(x,y) := set of all good embeddings of z into y.

The relation (2) implies that every equivalence class for y is either disjoint to or completely
contained in ge(z,y).
We define a function s: W2 — Z:

s(z,y) = (_1)|vl-lrl " (

number of equivalence classes for y which are )

contained in ge(z,y)

The poset (W,,, <) is locally finite and therefore the Mdbius-function of the poset exists.

The aim of the paper is to prove the following

Theorem For z,y € W,, we have pw(z,y) = s(z,y).

The result was found first by BIGRNER and he stated it in [2]. As a hint for the proof
he gave only the lexicographical shellability of the investigated poset without any further
comments. The formula was independently rediscovered by BUROSCH and proved by the
author using only the elementary definition of the Mébius-function. The formulation used
by Bjérner is only slightly different to our one. We count special equivalence classes of good
embeddings whereas Bjérner uses a special representative of that equivalence class called
normal embedding. As p(z,y) depends only on the interval between a and b the Mébius-
function in an interval of (W,,, <), considered as an independent poset, is the same as stated

in the Theorem. This solves the problem of finding the M&bius-function of the poset Bnn
defined in [3].
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2 Proof of the Theorem

To prove the theorem it is sufficient to verify (1) with s instead of x. For fixed b # \ we
will now describe equivalence classes for b using delete vectors. Let ! denote the number
of blocks of b. Let the blocks of b be consecutively numbered from 1 to I. For every good
embedding into b we define a delete vector g = (q1,...,q) € {0,1}" as follows:

{ 1, if the embedding chooses all letters of the k-th block but one,
9 =

0, if the embedding chooses all letters of the k-th block,
(k = 1,...,0.

In order to enumerate equivalence classes for b the following statement is important:

The delete vectors of two good embeddings into b are equal iff the good 3)

embeddings are equivalent.

In our example a=22 and b=2022 the good embeddings & and o have the common delete
vector ¢, = q, = (011) whereas a3 has the delete vector g¢; = (110). From the definition it
follows easily that every q € {0, 1}' occurs as delete vector. Using (3) we obtain :

The equivalence classes for b are in (1,1)-correspondence with the vectors

of {0,1}".

We define a function f; : {0,1}' — W,,. We consider a certain q € {0,1}" and f,(q) can
than be obtained from b by deleting g letters from the k-th block of b, k = 1,...,l. Thus,
q corresponds to an equivalence class of good embeddings of f(q) into b.

The following lemma is an immediate consequence of the definition of delete vectors.

Lemma 1 Let b = byby...b, # A, q = (1,q2,...,q1) € {0,1} and ¢’ = (0,2,...,q).
Then fi(q') = b1 fo(q)-

We now investigate s(z,y). We have immediately

1 ifz =),
0 otherwise.

s(z,A) = { (4)
If y # X we can use delete vectors to reformulate s(z,y). Obviously, an equivalence class for
y is contained in ge(z, y) iff for the corresponding delete vector q it holds f,(q) = z. Let |q|
denote the number of units in q. Because of |q] = |y| — |z| we get finally

s(zy)= X (-D4 ify # A (%)
/v(';)'==
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For z # A we obtain from (5)

Y oswa)= Y Y (= ¥ (-9 ©)

YyEWn yEWnm q q
r<y<z z<y<z fAq)=y f(@) 2=
since z > f,(q) for all q.
(If z has I blocks then q € {0,1}' during the summation.)
We define

Q(z,2) == {g € {0,1}: f.(q) > 2}

and reformulate (6):

Y osm2) = X (DY (M

YEWn q
z<y<z q€Q(z,2)

Let q and ¢’ be defined as in Lemma 1. Lemma 1 shows that ¢ € Q(z, z) implies ¢’ € Q(z, 2).
We ask when the reverse implication holds. We consider the following condition

z and z # X do not start with the same letter. (8)

Lemma 2 Ifz and z satisfy (8) we have

q € Q(z,2) <= ¢’ € Q(z,2).

Proof. We only have to show the implication from right to left. The case z = X is trivial.
Let z # X\. We assume ¢’ € Q(z,2), i.e. f.(¢') > z. Set y = y1...yx := f.(q'), i.e. it exists
an embedding ({j1,...,j:},y) with z = y;, ...y;,. By Lemma 1 we know that y; equals the
first letter of z. Because z and z do not start with the same letter we have j; # 1 and

therefore j; > 1. Hence the following ordered pair is an embedding:

({]1 - 15j2 - l!‘“)jt - 1}1y2---yk)'

But it is an embedding of y;, ...y; (= z) into y,...yx(= f2(q) according to Lemma 1), i.e.
fx(q) 2 =. u

Let us now assume that there are x,z € W,,, = < z, for which

) s(y,z)aé{l i =, (9)

otherwise.
YEWn 0

z<y<z
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Easily from (9) results z < z and therefore z > A. z < z implies |z] — |z| > 0. Among all
pairs satisfying (9) we consider those having minimal |z| — |z|. If there is more than one pair
(2, z) with minimal |z| — |z| we select one pair with minimal |z|. That pair is fixed from now
on. We assume that z consists of ! blocks. Since z > X let

z=12 (i€ A2 e Wy,).

Case 1: z does not start with ¢

In that case, according to Lemma 2, Q(z, 2) is the disjoint union of pairs (g;,q}), (¢, q%),---
(the notation corresponds to that in Lemma 1). Obviously |¢;| — |gi| = 1 and therefore
(~1)9:l 4 (=1)'941 = 0. Using (7) we obtain

Y. s(y,2)=0
yEWnR
s<y<sz

in contradiction to (9).

Case 2: z starts with 3
We have z = iz'(z' € W,,). On account of z < z we have 2’ # A. Let k be the first letter of

2'. We distinguish again two cases:

Case 2.1: k=3

In that case the first letter of 2’ belongs to the first block of z and z’ has therefore ! blocks
as well. That means that for ¢ € {0,1} both terms f.(q) and f./(g) make sense. We aim
to prove Q(z,2) = Q(z,2') in this case. We take any ¢ € Q(x,2). Let y = y1...y: := f.(q)
and let a = ({j1,...,J:},2) be any embedding of the equivalence class for z corresponding

to g. Since the first block of z (consisting of ’s) contains at least 2 letters a chooses at least
one letter of the first block. Without loss of generality we choose a so that j; = 1. Hence, we
have y, = z;, = z; = i. How can 2’ be described? Using the representations z = z,2; ...z,

and 2’ = 212} ...2._, we have

21 =2 (§=2,3,..,7) (10)
We consider the embedding o = ({j — 1,...,j; — 1},2'). Regarding (10) we see that o
chooses the same number of letters in the non-first blocks of 2’ as  does in the corresponding
blocks of z. In the first block o’ chooses one letter less than a does in the first block of z.
However, the numbers of letters in every block are the same in z and 2’ with one exception:
the number for the first block is for 2’ by one less than for z. Consequently, we obtain:

The numbers of letters which are not chosen by o« and o, respectively, are the same in

corresponding blocks.
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Since a is a good embedding o is good as well and has q as delete vector. Since y; =
Zj,Y2 = Zj,..-,Yt = zj, and on account of (10) we get y, = 2,_;,...,y: = 2},_, and
thus, f.(q) = y2...y:. Since ¢ € Q(z,z) it follows tyz...y: = y = f.(q) > z = iz’
and consequently, f;(q) = y2...y: > z’. We proved q € Q(z,z) = q € Q(z/,2') or,
equivalently, Q(z,z) C Q(z',2'). The reverse relation can be proved analogously: For ¢’ €
Q(z',2’) we have an embedding o’ = ({j1,...,J:},2’) with delete vector ¢’ and y' = f..(g") >
z'. The embedding o = ({1,571 +1,...,j: + 1}, 2) is than good and has delete vector ¢’ and
it holds f.(q') = iy’ > iz’ = z. We obtain finally the announced result Q(z,z) = Q(z', 2').
Using (7) we obtain

X swa= X )= ¥ )= ¥ s(,2).

yEWn q q YyEWm
z<y<z q € Q(z,2) q' €Q(a',2) o'y
Since |2'| — |2'| = |z| — |z| and |2'| < |z| we know that the last sum equals 0. This is a

contradiction to (9).

Case 2.2: k F1

For h € {0,1};a,b € W,,; b has p blocks, we set
hQ(a‘7 b) = {(h’qh-' '1qP) : (qh' -'aqP) € Q(avb)})

In this case the first letter of z forms an own block and z’ has { — 1 blocks. We will now

prove Q(z,2) = 0Q(z',2') U 1Q(z, 7). Let ¢ = (q1,...,q) € Q(z,2),y = y1...9: := fa(q)
and ¢’ := (qz,...,q). With analogous methods as in case 2.1 we get

ifq=1,
folg)y=4 Y LT
y2...Yy if ¢ =0 (in this case it is y; = 1)

and furthermore
z if Q= l,

f2(¢") 2 {

z' if ¢ =0.

Hence we have Q(z,z) C 0Q(z',2') U 1Q(z, 2'). The reverse relation is also true and can be

proved similarly, thus
Q(z,2) = 0Q(«,2) U1Q(z, 7).
Relation (7) leads to

> s(y,2)

> (1)l 4 ¥ (—1)lg'+

YEWn q q
z<y<z 7 €Q(«',2') q' € Q(z,2')
= XY sr)- X s
y€EWn yE Wn

' <y<s zly<s
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Since |2'| — |z| < |2| — |z| and |2/| — |2'| = |2| — |z| and |z’| < |z| we know that the last two
sums have the values 8, and é, ., respectively. Since iz’ = z # z = iz’ we have z’ # 2/
and since « starts with ¢ and 2’ starts with k # ¢ we have z # 2. Therefore we obtain

> s(y,2)=0
YyEWn
z<y<z

in opposite to (9).

All cases lead to contradictions. Our assumption that (9) is satisfied for some z, z is therefore

false and the Theorem is proved.
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Bericht iiber die Internationale Fachkonferenz
’Elliptic Boundary Value Problems’

Vom 16. bis 20. Mirz 1992 fand an der Auflenstelle Wustrow der Universitit Rostock eine
von den drei Analysis-Lehrstiihlen des Fachbereichs Mathematik vorbereitete Fachkonferenz
statt, auf der die neuesten Ergebnisse auf dem Gebiet der elliptischen Randwertprobleme
vorgestellt und diskutiert wurden. Im Mittelpunkt standen Probleme, die im Zusammen-
hang mit nicht glatt berandeten Gebieten auftreten, Methoden der Potentialtheorie und der
komplexen Analysis. Der Bogen der Vortrige spannte sich von konkreten Anwendungen
(Navier-Stokes-Gleichungen, Interface-Probleme) bis zu den abstrakten Pseudodifferential-
gleichungen. Ein wesentlicher Schwerpunkt war das asymptotische Verhalten der Losungen
in der Umgebung von Punkt- und Kantensingularititen. Ein ganzer Tag war den numeri-
schen Approximationen gewidmet (FEM, Kollokationsmethoden und Wavelets).

Den Eroffnungsvortrag hielt Prof. Dr. V. G. Mazya aus Link6ping iiber neue Maximumprinzi-
pien. Mit ihm als Ehrendoktor der Universitat Rostock verbinden uns langjéhrige fruchtbare
Arbeitskontakte. Der Numerik-Vortrag von Prof. Dr. W. Wendland aus Stuttgart ging so-
wohl auf konkrete Fehlerabschitzungen als auch auf die effektive Realisierung der Verfahren
auf dem Computer ein (schnelle Fourier-Transformation und Multigrid-Technik). Der Alt-
meister der Potentialtheorie Prof. Dr. G. Anger aus Halle sprach iiber sein gegenwirtiges
Arbeitsgebiet, die inversen Probleme.

Unter den mehr als fiinfzig Teilnehmern vorwiegend aus Ost- und Westeuropa, aber auch aus
Israel, Japan, USA und Zaire traten auch fiinf Rostocker mit Vortragen auf. Die Niitzlichkeit
der Tagung als Stitte der Begegnung zwischen profilierten Fachleuten und Nachwuchswis-
senschaftlern zeigte sich insbesondere in der Diskussion nach den Ubersichts- und Spezial-
vortrigen, die oft den Zeitrahmen zu sprengen drohten und daher in den Pausen fortgesetzt
wurden. Die familiire, aufgeschlossene und konstruktive Atmosphére wurde auch durch eine
"Welcome Party’ am ersten Tag und durch verschiedene Ausfliige am Mittwoch Nachmittag
gefordert.

Insgesamt kann die Fachkonferenz als ein erfolgreicher Beitrag zur Entwicklung der Theorie
der Elliptischen Randwertprobleme angesehen werden. Der Deutschen Forschungsgemein-
schaft ist fiir eine finanzielle Unterstiitzung der Géste aus den osteuropiischen Lindern zu
danken, deren Beitrige ein besonderer Gewinn waren. Eine Auswahl der Vortréage soll in der
Zeitschrift fiir Analysis und ihre Anwendungen veréffentlicht werden.

Prof. Dr. L. Berg, Prof. Dr. U. Hamann, Prof. Dr. A.-M. Sandig
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LOTHAR BERG; WOLFGANG PETERS

Die linearen involutorischen Halbgruppen
achter Ordnung

Die linearen involutorischen Halbgruppen bis zur fiinften Ordnung wurden in L. BERG [1]
und diejenigen sechster und siebenter Ordnung in W. PETERS [6] angegeben. In beiden
Arbeiten findet man auch die Definition dieser Halbgruppen. Die Verkniipfung ist stets
kommutativ, so daB die additive Schreibweise benutzt wird, und linear ist im Sinne von total
geordnet zu verstehen. Inzwischen wurden mit dem Programm W. PETERS (7], das eine auf
PASCAL iibertragene Erweiterung des in [6] zitierten BASIC-Programms W. PETERS [7]
ist, alle linearen involutorischen Halbgruppen achter Ordnung berechnet. Die Ergebnisse

sollen hier zusammen mit zwei allgemeinen Aussagen mitgeteilt werden.
Die Anzahlen I, der linearen involutorischen Halbgruppen achter Ordnung mit n Erzeugen-

den lauten

ll=1, 12:6, l3=20, 14:26, 15=19, 16:6, l7=l,

so dafl die Anzahl aller dieser Halbgruppen ks = 79 ist.

1 Die Halbgruppen mit negativen Elementen

Zunachst bezeichnen wir die acht Elemente der uns interessierenden Halbgruppen mit den
natiirlichen Zahlen von 1 bis 8 und verwenden auch die iibliche Ordnung. Die ersten 36
Halbgruppen mit der Eigenschaft 1 + a = 1 fiir alle @ # 8 brauchen wir nicht anzugeben, da
diese sich aus den linearen involutorischen Halbgruppen siebenter Ordnung leicht mit Hilfe

von Satz 4 aus [1] gewinnen lassen.

Hinzu kommen 12 weitere lineare involutorische Halbgruppen achter Ordnung mit minde-
stens einem negativen Element, von denen lediglich die Halbgruppe 41 mit der Additionstafel
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41: |1 4 5
1133 3 6 6 8

0|1 2 3 45 6 7 8
3 3 6 6 6 8 8 8
3 46 6 7 8 8 8
356 778 88
6 6 8 8 8 8 8 8
6 7 8 8 8 8 8 8
8 8 8 8 8 8 8 8

Tafel 1

neu ist. Die 0 am linken Rand kennzeichnet das Nullelement, und die Zahlen am oberen
Rand sind die Erzeugenden.

Die iibrigen 11 Halbgruppen sind bereits aus W. PETERS [6] bekannt, und zwar sind dies
die 9 Halbgruppen H¢ mit i = 9,...,17 sowie die beiden Halbgruppen HE und HE,. Die
beiden Regeln zur Erzeugung dieser Halbgruppen wurden in [6] noch ohne Beweis ihrer
Allgemeingiiltigkeit benutzt. Inzwischen wurden aber diese Beweise von I. JAGNOW [5]
sogar fiir wesentlich allgemeinere Erzeugungsregeln, die die alten als Spezialfille enthalten,
nachgeholt.

2 Die Halbgruppen ohne negative Elemente

Von den noch verbleibenden 31 Halbgruppen mit ausschlieBlich nichtnegtiven Elementen
findet man die ersten sieben ebenfalls bereits in W. PETERS [6] als HE, bis H§,.

Um die neu hinzugekommenen Halbgruppen platzsparend darstellen zu kénnen, betrachten
wir zunichst die archimedischen, d.h. diejenigen Halbgruppen, die zusatzlich das folgende

Axiom erfiillen.

Archimedisches Axiom Zu zwei beliebigen Elementen a,b der Halbgruppe, die nicht
gleich dem Nullelement sind, gibt es eine natiirliche Zahl n mit na > b.

Die archimedischen Halbgruppen sollen jetzt durch homomorphe Bilder numerischer Halb-
gruppen dargestellt werden, wobei eine numerische Halbgruppe eine Unterhalbgruppe der
um Null erweiterten additiven Halbgruppe der natiirlichen Zahlen ist. Zu diesem Zweck un-
tersuchen wir, wann eine solche Halbgruppe mit der iiblichen Anordnung eine involutorische
Halbgruppe ist.
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Es sei N(q1,...,qx) mit ¢s < g2 < --+ < ¢ und k > 1 diejenige numerische Halbgruppe,
die die natiirlichen Zahlen g,...,q; als minimale Erzeugende besitzt, vgl. J. HERzZOG
[4], insbesondere im Fall £ = 3. Ohne Beschrankung der Allgemeinheit nehmen wir die
Erzeugenden als relativ prim an, da wir andernfalls nach Kiirzung des groBten gemeinsamen
Teilers eine isomorphe Darstellung der gewiinschten Art erhalten.

Nach L. REDEI [8] gibt es eine kleinste natiirliche Zahl fo, so daB alle natiirlichen Zahlen
1> fo zur Halbgruppe gehdren. Wir fithren die Zahl f = Max(fo, gk + 1) ein.

Definition 1 Es sei r eine ganze Zahl und m = fo+ f +r — 1. Mit N™(q1,---,qk)
bezeichnen wir diejenige Menge, die aus N(qu,...,q) durch Hinzunahme folgender Identi-
fizierungen entsteht: Fiir zwei benachbarte Zahlen a und @ — 1 aus N(qu,...,qx) setzen wir

a=gqa — 1 genau dann, wenn m — a nicht zu N(qi,...,qk) gehort.

In jeder Klasse identifizierter Elemente nennen wir das vorher kleinste Element den Reprisen-
tanten. Diesen Begriff verwenden wir auch bei den nur aus einem einzigen Element beste-
henden Klassen.

Die Identifizierung eines Elements mit einer Erzeugenden schlieBen wir im Fall £ > 1 aus, da

wir andernfalls bereits mit einem kleineren k ein isomorphes Ergebnis bekommen kénnen.

Satz 1 Mit der aus N(qi,...qc) vererbten Addition und der vererbten Ordnung ist
N™(q1,...,q) im Fall r > 1 eine lineare involutorische Halbgruppe mit dem mazrimalen

Element m und der Involution a* = m — a fiir Reprisentanten a.

Beweis: Im folgenden schreiben wir N und N" der Einfachheit halber ohne Parameter
q1,...,qk. Gehoéren a, a —1 und b zu N, so auch a + b und a + b — 1. Zunéachst zeigen wir,
daB aus @ = a — 1 in N" stets a + b = a + b— 1 folgt. Angenommen, dies ware nicht der
Fall, dann miiBte m — (a + b) zu N gehéren und m —a = [m — (a + b)] + b wére ein Element
von N im Widerspruch zur Definition von @ = a — 1. Dies zeigt, daB unsere Identifizierung
eine in N mit der Addition vertragliche Relation ist, so daB N” ein homomorphes Bild von
N und damit ebenfalls eine Halbgruppe ist.

Die Linearitit von N7 ist unmittelbar klar. Die Maximalitidt von m ergibt sich daraus, da
N keine negativen Elemente enthalt.

Ist a ein Reprisentant, so gehért m — a zu N und ist ebenfalls ein Reprédsentant, denn
andernfalls wire m —a = m —a — 1 und a diirfte nicht zu N gehoren, was unserer Annahme

widerspricht.
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Um schliefllich zu beweisen, daB N eine involutorische Halbgruppe ist, haben wir nach einem
Lemma aus [2] die Giiltigkeit von

a*+a<m=a"+a

fiir alle a # 0 nachzuweisen, wobei a den Vorgénger von a bezeichnet. Die hierin enthaltene
Gleichung ist wegen a* = m — a erfiillt, und die Ungleichung ebenfalls, da ¢ < a — 1 gilt und
m = m — 1 nicht mdglich ist. Damit ist der Satz bewiesen.

Zusatz: In Sonderfillen kann Satz 1 auch fir endlich viele r < 0 richtig sein.

Im Fall k¥ = 1 und somit ¢; = 1 ist fo = 0 und f = 2, so daB r neben den natiirlichen Zahlen
auch noch den Wert r = 0 annehmen kann.

Im Fall k£ > 2 ist fo—1 die gréfite natiirliche Zahl, die nicht zu N gehért. Fir m—a = fo—1
ist daher-a = f + r die kleinstmégliche Zahl, die mit a — 1 identifiziert werden kann. Der
Fall r = 0 kann jetzt nicht vorkommen, da dann @ — 1 = f — 1 = Max(fo — 1, gx) entweder
nicht zu N gehéren wiirde oder ein erzeugendes Element wire. Dagegen kann r jetzt neben
den natiirlichen Zahlen unter Umstdnden auch endlich viele negative Werte annehmen, wie
wir gleich sehen werden.

Bei einer Vergrofilerung von r um 1 erhoht sich ibrigens auch die Ordnung der Halbgruppe
stets um 1.

Die bereits in [1] und [2] eingefiihrten Klassen von Halbgruppen hingen mit den N folgen-
dermaflen zusammen:

A, = N1,
By, = N""(p,p+1,...,2p 1),
Coy = N'(p,...,p+q) fiir p<2¢+1,
Coq = N'™?(p,...,p+¢,20+2¢+1,...,3p—1) fir p>2¢+1,
D,, = N2,2p+1),
Sar = N"7%(2,q) fiir r >3,
Spr = N'(p,q) fir p>2.
Zusitzlich zu den in (2] angegebenen Halbgruppen mit zwei Erzeugenden gibt es beispiels-

weise noch die involutorischen Halbgruppen N*=37(3,3p + 1) der Ordnung 3p + 4 mit r =
4—3p<0firp>2.
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Die mit dem Programm [7] berechneten Halbgruppen 67 bis 79 sind mit Ausnahme von 70
gerade die folgenden 12 archimedischen Halbgruppen:

67: N§: 0 1 2 3 4 5 6 7

68: N2 0 2 - 456 7=8 9=10 11

69: N} 0 3 6 7 8 9=10=11 12=13=14 15

71: N3°: 0 5 6 10=11=12
15=16=17=18 19 20=21=22=23=24 25

722 N2 0 3 4 6 7=8 9 10=11=12 13

73: Ni O 2 3456 7=8 9

T4 N} O 3 56 7 8=9 10=11=12 13

75: N3 0 5 6 9 10=11=12 13

14=15=16=17=18 19

76: N 0 4 5 7 8=9 10 11=12=13=14 15

77: N3 0 3 456 7 8=9=10 11

78: N 0 4 5617 8 9=10=11=12 13

79: N0 56 7 8 9 10=11=12=13=14 15

Die Erzeugenden ¢; wurden jeweils unterstrichen, der untere Index bei N} gibt ihre Anzahl k
an. Die letzte Zahl einer Zeile ist immer das maximale Element m mit
m=m+l=m+2=....

Die 19 nichtarchimedischen involutorischen Halbgruppen mit nichtnegtiven Elementen lassen
sich ebenfalls mit Hilfe ganzer Zahlen und der gewéhnlichen Addition beschreiben. Die
Ergebnisse lauten, wenn wir bei identifizierten Elementen jeweils nur das kleinste und das

groBte aufschreiben und auch auf die Hervorhebung der Liicken verzichten:

49: 0 1=2| 3=6| 7=14] 15=18 19=20 21 22
50: 0 1=2| 3=6] 7=10 14=17 18=19 20 21
51: 0 1=2| 3=6] 7=8 10=13 14=15 16 17
52: 0 1=2| 3=4 6=12 13=14 16=17 18 19
53: 0 1=2| 3=4 6=7 9=10 12=13 14 15
54: 0 1=2| 4=5 6=7 8=9 10=12 13 14
55: 0 1=2| 6=7 8=9 10=11 12=16 17 18
56: 0 1=2| 3=6] 7 8=11 12=13 14 15
57: 0 1=2| 3=4 5 6="7 =9 10 11
58: 0 1=2 5=6 I 8=9 10=13 14 15
59: 0 1=2| 3 4=8| 9 10=11 12 13
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60: 0 1=2| 3 =95 6 7=38 9 10
61: 0 1=2| 4 =6 7 8 =10 11 12
62: 0 3=6| 1 8 9 10=13 14=16 17
63: 0 1 =4| 5=10 11=13 14 15 16
64: 0 1 2=4 5=7 10=12 13 14 15
65: 0 1 2 = 4| 5] 6=28 9 10 11
66: 0 1 2 = 6| 7 8 9 10
70: 0 2 3 4 =8| 9 10 11=12 13

Die Striche unter den Zahlen kennzeichnen wieder die Erzeugenden und die senkrechten
Striche nach den Zahlen die nichttrivialen idempotenten Elemente. Die 7 bereits bekannten
Halbgruppen H$, bis HE, aus [6] wurden hier noch einmal in der alten Reihenfolge unter den
Nummern 49 bis 55 in der neuen Darstellung angegeben. Es sei betont, dal im Gegensatz
zum archimedischen Fall jetzt nur mit den Reprasentanten gerechnet werden darf, die auch
hier wieder die kleinsten Zahlen ihrer Klasse sind. Bei einer mehrfachen Summe bedeutet
dies, dafl jede durch gewShnliche Addition zu bildende Summe von zwei Summanden vor
dem Weiterrechnen durch den zugehérigen Reprisentanten zu ersetzen ist. Aus diesem
Grunde ist es nicht ohne weiteres moglich, mit Hilfe dieser Darstellung die Giiltigkeit des

Assoziativgesetzes nachzuweisen.

3 Die Halbgruppenelemente als Operatoren

Neben dem Programm [7] gibt es auch eine andere Méglichkeit, alle linearen involutorischen
Halbgruppen einer vorgegebenen Ordnung p zu erzeugen, die hier am Beispiel p = 5 vor-
gefiihrt werden soll. Bezeichnen wir die Elemente einer Halbgruppe wie friiher mit 1,2, 3, 4, 5,
so kénnen in den Additionstafeln nach [1] héchstens folgende 15 Zeilen auftreten:

a | 11115 d | 11335 f|13445 423455 1| 34555
b| 11125 e | 12245 g | 14445 j | 24455 n | 45555
c| 11235 o (12345 h|22355 Kk |33555 m | 55555,
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wobei die Nullzeile 0 und die maximale Zeile m stets vorkommen miissen. Den Sonder-
fall 22255 haben wir gleich weggelassen. Wir fassen jetzt jede Zeile z = ziz,z3z475 als
einen Operator auf, der ¢ fiir ¢ = 1,...,5 in z; iiberfiihrt und schreiben hierfiir bei Bedarf

1 2 3 4 5
P = .
Ty T2 T3 T4 Ts

Weiterhin definieren wir fiir zwei Operatoren z und y = y1y2y3y4ys eine Multiplikation durch

ausfiihrlicher

Nacheinanderanwendung, wobei der rechtsstehende Operator zuerst anzuwenden ist, d.h.

TY = Ty Ty Tys Tyy Tys -

Beispielsweise ist ai = 11155 und ia = 22225, d.h., die Multiplikation ist i.a. nichtkommu-
tativ und braucht auch nicht einen der bereits definierten Operatoren als Ergebnis zu haben.

Jedoch gilt der folgende

Satz 2 Das Produkt zweier Operatoren, die den mdiglichen Zeilen der Additionstafeln li-
nearer involutorischer Halbgruppen einer festen Ordnung p zugeordnet sind, ist genau dann

kommutativ, wenn das Ergebnis ein ebensolcher Operator ist.

Beweis: Nach Hilfssatz 3 von [1] sind die uns interessierenden Operatoren z = 2,25 ...z, da-
durch charakterisiert, daB bei ihnen jede Zahl p—¢ mit ¢ = 0, 1,...,p—1 genau (z;4; — z;)-mal
auftritt, wobei zo = 0 zu setzen ist. Hieraus folgt, daB in z1z, ...z, jede Zahl p — ¢ genau
bei den Indizes p — z;4; + 1 bis p — z; auftritt, was im Fall z;;; = z; wie iiblich bedeutet,
daB p — ¢ nicht auftritt. In y = y; ...y, tritt somit p — ziy1 + | genau von p — yz,,, + 1 bis
P = Yz;y,—1 und p — x; genau von p — Y41 + 1 bis p — yz, auf, wegen der Monotonie tritt
daher p —i in zy genau von p— ys,,, + 1 bis p—y,, auf. Diese Zahlen sind aber genau dann
von der Reihenfolge von z und y unabhingig, wenn y;, = x, ist fiir alle , wenn also die
Operatoren z und y vertauschbar sind. Sind z und y nicht vertauschbar, so gibt y.,,, — s,
offenbar die Anzahl an, wie oft p — i in yz auftritt, und z,,,, — z,, die Anzahl, wie oft p —
in zy auftritt. Damit konnen die Ergebnisse nichtvertauschbarer Produkte nicht als Zeilen

linearer involutorischer Halbgruppen auftreten, und der Satz ist bewiesen.

In dem zuvor behandelten Fall p = 5 sind die vertauschbaren Ergebnisse bis auf den bereits

erwihnten Sonderfall 22255 aus der Multiplikationstafel 2 zu entnehmen.
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a b ¢ d e o f g h i 5 k I n m
ala a a a a a¢ a a m
bla a a a b b m
cla a b c m
d|la a d d kK m
ela b e e g J n m
ola b ¢ d e o f g h i j k I n m
fle - f 9 4 nom
9| a 9 9 9 9 nom
h - h h k m m
i i l n o m m
] i J n n m m
k k k k m m m m
l k l I Il m m m m
n n n non om m m m m m
m|m m m m m m m m m m m m m m m

Tafel 2

Die acht linearen involutorischen Halbgruppen H? aus [1] sind die kommutativen Unterhalb-

gruppen von Tafel 2
H15 = {a7 b7c7 O7m}, H25 = {a767 d’ o’m}‘l Hg = {a’ e7 07g’m}7 Hf = {a7 07 f’g’m}7
Hss = {d’ 0’ k’ l’ m}’ Hs = {07 h’ k’n7 m}’ H:? = {07 i’ l1n7m}7 H85 = {07.].7 l7n7m}7

die durch folgende Bedingungen gekennzeichnet sind:

1. Die Halbgruppen enthalten stets die Elemente o und m.

2. Ersetzt man die fiinf Buchstaben der Halbgruppe unter Beibehaltung ihrer Reihenfolge
durch die Zahlen 1,2,...,5, so muB sich fiir die Operatoren wieder ihre urspriingliche
Definition ergeben.



Die linearen involutorischen Halbgruppen achter Ordnung 43

Wihrend diese Ersetzung bei c, h und i eindeutig ist, gibt es mit der weiter oben eingefiihrten
Bezeichnungsweise beispielsweise fiir

1 2345 a bdo kI m
d= bzw. d =
113335 a addk k m

die beiden Zuordnungsméglichkeiten

1 2345 123 45
und ,
a bdom d ok 1l m

die zu den Halbgruppen H$ bzw. H} fiihren.

Andererseits erfiillt die kommutative Halbgruppe {o, f,g,n,m} zwar die Bedingung 1, aber
nicht die Bedingung 2, so daB sie zwar eine komplementére, aber keine involutorische Halb-

gruppe ist.

Die Multiplikationstafel fiir die Operatoren wurde der Arbeit I. ERTELT [3] entnommen,
in der auch die entsprechenden Rechnungen bis zur Ordnung p = 7 durchgefiihrt wurden.
Mit steigender Ordnung wichst aber der Aufwand betrachtlich, so daB die neue Methode
fir den hier betrachteten Fall p = 8 nicht zu empfehlen ist. AbschlieSend sei erwihnt, daf
die unvollstindige Multiplikationstafel 2 als Teil der nichtkommutativen Multiplikationstafel
fiir alle 70 = (2) isotonen Operatoren von N5 = {1,2,3,4,5} auf N5 mit 5 als Fixpunkt

aufgefafit werden kann.

Berichtigung: Es sei noch darauf hingewiesen, daB in [6] auf S. 47 in der erster: Zeile von
HS die letzte 1 durch 6 zu ersetzen ist und daB auf S. 53 bei HJ; die 1 zu den Erzeugenden

hinzuzufiigen ist.
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S. I. KosTabpINOV

Uber eine notwendige Bedingung fiir die Existenz
von Exponentialdichotomie bei Impulsdifferential-
gleichungen im Banachraum

Die Impulsdifferentialgleichungen sind ein addquater mathematischer Apparat zur Modellie-
rung von Evolutionsprozessen in der Natur, die in ihrer Entwicklung kurzzeitig wirkenden
sprungartigen Storungen unterworfen sind.

Die Untersuchungen dieser Gleichungen beginnen mit (1]. In [2] bis [4] findet man die ersten

Resultate in abstrakten Raumen.

In der vorliegenden Arbeit wird eine notwendige Bedingung fiir die Existenz von Exponenti-
aldichotomie bei Impulsdifferentialgleichungen im Banachraum angegeben. In den Veréffent-
lichungen [5] bis (7] werden hinreichende bzw. notwendige und hinreichende Bedingungen
fir die Existenz von Exponentialdichotomie bei Differentialgleichungen ohne Impulswirkung
formuliert.

Es sei X ein beliebiger Banachraum und L(.X) der Raum der linearen beschrinkten Opera-

toren von X in sich mit der Identitdt /. Wir betrachten die Impulsgleichung

dz
5 = A(t):cL#n, (1)
Az(t,) = IlLaz(t.—0), n=123,..., (2)

wobei gilt:
- A: Ry =[0,00) — L(X) ist eine stetige Funktion.
- Die Folge (t,.) geniigt der Bedingung 0 < t; < t; < t3<..., limu_o tn = 00.
- Az(t,) = z(tn + 0) — z(t, — 0).

- lhe L(X), n=1,2,3,...
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Definition Die Impulsgleichung (1), (2) heifit exponentialdichotom, wenn positive Kon-
stanten My, M, 8, 63 exzistieren, so daf die Ungleichungen

WU@PU ()| < Mpe 0D 0<7<t < oo, (3)

U@ PU ()]

IN

Mye™ U0 0 <t <7< oo, (4)

erfillt sind. Dabei ist U(t) der Evolutionsoperator der Gleichung (1), (2). Weiterhin sind
Py, P, Projektionen in X mit P+ P, = 1.

Die Impulsgleichung (1), (2) heifit dichotom, wenn die Ungleichungen (3), (4) mit 6, = 6, =0
gelten.

Satz Die Impulsgleichung (1), (2) sei ezponentialdichotom. Dann gilt mit gewissen positi-
ven Konstanten M, § die Beziehung

exp(/ llA(s)llds) II Q+ILl) 2 M), 2> 0.

nitg<tn <t

Beweis. Aus naheliegenden Uberlegungen folgt, daB die Losung x(t) der Impulsgleichung
(1), (2) sich durch die Formel

2(to) + ] A($)2()d5 + Tntocines nt(ta)s £ > o
z(t) = 0
z‘(to) +tj A(S)I(S) dS - Zn:tst,.sto Inx(tn)v t S t(]

darstellen 1a8t. Mit Hilfe einer Modifizierung des Lemmas von Gronwall-Bellman [8] be-
kommt man die Abschitzung

=@l < ll=(to)l HA(l + [[all) exp (A/IIA(S)IIdS) » lot €4, (5)

nitn€

wobei A ein beliebiges kompaktes Intervall in R ist.

Die Impulsgleichung (1), (2) hat bekanntlich entweder eine von Null verschiedene Lésung
y(t), die fiir irgendeine Konstante D; > 0 der Ungleichung
ly(ll < Die™ = Diy(1)]l, 0<to<t<oo

geniigt, oder eine von Null verschiedene Lésung z(z), die fiir irgendeine Konstante D, > 0
die Ungleichung

lz(8)]l > Dae™9|2(to)]|, 0 < to <t < oo,
erfiillt.
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Es sei 0 < ¢ < t. Aus (5) erhilt man im ersten Fall, wenn man dort die Plitze von to und
t tauscht,

exp (— Jiaeas
nn:to<t"<t(l + ”I"”)

<yl ly(to)l| ™" < Dyemt=%),
dh,

e""(/ ”A(sNIds) IT 1+l 2 -efit =t

nitg<tn <t

Fiir den zweiten Fall folgt wieder aus (5)

=y (/ “A(”““) IT Q+I%I) 2 @)l ll2(t)l| " > Dyt

nitg<tn<t

Somit ist Satz 1 bewiesen. n

Bemerkung. Ist die Gleichung (1), (2) dichotom, so gilt

nitg<tn<t

exp (/ nA(s)nds) I+ > M

mit M = max{p-, D;}.
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UwE HAMANN

Approximation mittels Linearkombinationen von
Fundamentallésungen auf nichtglatten
Gebietsrindern

Es sei  C IR" eine beschrinkte, offene Menge mit einem zusammenhangenden Komplement
IR*\Q. Der Rand T = 9§ braucht nicht glatt zu sein. L sei ein elliptischer Differentialope-
rator der Ordnung 2m mit konstanten Koeffizienten und E eine Fundamentallésung von L.
Weiterhin sei (yx)$° C IR\ eine vorgegebene Punktfolge. Zu einer Funktion f € C™!(IR™)
wird mittels f := {D® f|r}is1<m-1 €in Tupel stetiger Funktionen auf ' (ein Whitney-Taylor-
Feld) definiert. Wir betrachten nun endliche Linearkombinationen aus Funktionen der Ge-
stalt D*E(z — yi) und wollen damit f approximieren. Etwas genauer geht es um die Frage,

unter welchen Voraussetzungen fiir die durch
’ 0
w(z):=) Y clD"E(x—y) (1)
k=1|a|<2m-1

definierte Folge (u;);° die Beziehung

Jim 35 WDl = Duilplle =0
* Blsm-1

gilt.

Es stellt sich dabei heraus, daB dazu Forderungen zu stellen sind, und zwar
1. an die Lage der Punkte y,
2. an die Losbarkeit eines Randwertproblems beziiglich {2 und
3. an die sogenannte Stabilitdt des Gebietes Q.

Insbesondere von der Lage der Punkte yx hingt es ab, wie weit in (1) beziiglich o summiert
werden mufi. Bei bestimmten Konstellationen der Punkte yx braucht ndmlich beziiglich o

nur bis |a'| = m — | oder sogar nur bis |a| = 0 (also gar nicht) summiert zu werden.
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Die betrachtete Approximation ist noch unter einem weiteren Aspekt interessant. Wenn
namlich eine a-priori-Ungleichung der Gestalt

lullom-1) <€ 35 IDulplleq)
181<m—1
fiir alle v € C™ () mit Lu = 0 in Q gilt, so eréffnet sich die Méglichkeit der niherungs-
weisen Losung des Dirichlet-Problems.

1 Bezeichnungen, Voraussetzungen

Es sei Q C IR" eine beliebige beschrankte, offene Menge, deren Rand T’ = 92 nicht glatt zu
sein braucht und fiir die das Komplement IR"\ zusammenhangend ist.

L = ¥jaj<2am @D sei ein elliptischer Differentialoperator mit konstanten Koeffizienten.
Dann ist L* = EIaKZm(—l)l"’la,,D"‘ der im Sinne der Distributionentheorie formal duale
Operator zu L. Weiterhin sei E eine Fundamentalldsung von L. Die durch E*(z) = E(—z)
definierte Funktion E* ist dann eine Fundamentallésung von L*. Es gilt also LE = § und
L*E* = 6.

Es ist noch zu bemerken, dal Fundamentallésungen nicht eindeutig bestimmt sind. Fiir jede
Loésung w von Lw = 0 im IR" ist mit E auch E + w eine Fundamentalldsung von L.

Fiir ganze Zahlen s > 0 und kompakte Mengen K C IR" sei

W3 (K) = {f = {fsdisics € [I C(K): es existiert ein f € C*(/R") mit
181<s

DPfly = fp fir |B] < s}
die Menge der Whitney-Taylor-Felder der Ordnung s auf K mit der Norm

I fllwsy = 3 Ifsllow).-

18I<s

2 Hauptergebnis

Wir formulieren jetzt das Hauptergebnis der vorliegenden Arbeit. AnschlieBend folgen einige
Bemerkungen dazu.

Satz Essci K C IR*\Q ein C'-glattes, (n— 1) — dimensionales, abgeschlossenes Flichen-
stiick. Jeder Punkt von K sei Hiufungspunkt der Folge (yi);> C IR*\QY. Weiterhin existiere
eine reelle Zahl p’ mit 1 < p' < 2, s0 daf gilt:

n—1
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(a) Die Gleichung L*v = 0 in Q besitzt im Sobolev- Raum V?’;’?(Q) nur die triviale Lésung
v=0.

(b) Es ist {g € WZR(IR") : supp g C O} = C°(Q) (Abschliefung in der Norm des
Sobolev-Raumes W} (IR™)).

Dann ezistieren zu jedem f = {fs}p1<m-1 € W™Y(T) solche Zahlen cg)a (1<l<oo, 1<
k<, |a| < 2m —1), so dap fir

1
w(@z)=3Y ¥ D E( -y @)

k=1 |a|<2m—1
die Bezichung
lim 37 ||D°wl - faller =0 3)

=00

Bl<m—1
qilt.
Nun einige Bemerkungen zu diesem Satz.

Bemerkung 1.  Bei der Voraussetzung (a) ist p’ < 25 zu beachten. Selbst wenn die

o o
Gleichung L*v = 0 in I/?/;"(Q) nur trivial I6sbar ist, kann diese Gleichung in W7 (2) D W7'(92)

fiir ein p’ < 2 nichttriviale Losungen besitzen.
Dazu ein Beispiel:

Essei = {(r,p): r <1, 0< 9 <} C IR? mit 7 < o < 27 ((r,) : Polarkoordinaten)
und o € C*°(0,1) eine Funktion mit 1o(t) = 1 fiir 0 < ¢ < % und ¥o(t) = 0 fiir % <t<l.

Wir definieren
I
v(r, @) = o(r)r~ %o sin(—p).
%o

Es ist v € W,,(Q) fiir p’ < %

Beriicksichtigt man
A(r % sin(—¢)) = 0 in [R?\{0}
o
sowie die Eigenschaften von g, so erhilt man

Av=:g € C®) und vlan =0.



52 Uwe Hamann

Da das Dirichlet-Problem

an=0

Aw=g in Q, w

o
stets eine Losung aus W () besitzt, ist u := v — w eine Losung des Dirichlet-Problems

Au=0 in Q, ulan =0. (4)

o o
Wegen v € I/(I)/,‘,,(Q) fiir p’ < %2“ < % und w € W}(R) ist u € W L,(Q) eine Eigenlosung des
Dirichlet-Problems (4).

Die Voraussetzung (a) beinhaltet also auch eine Forderung an Q.

Bemerkung 2. Will man statt Tupel aus W™=!(T') nur Tupel aus W*(I') mit 0 < s < m—1

approximieren, so ist zu ersetzen:
0
a) durch (a'): L*v = 0 ist in W 2™~*"1(Q) nur trivial 16sbar
P b

und
(b) durch (b): {g € W2"*"'(IR") : supp g C 0} = C(Q).

Wegen V(l’/:f"_’—l Q) c VCI’/:}(Q) ist (a’) eine schwichere Voraussetzung als (a). Die Bedingung
(a’) enthélt eine Forderung an ein iiberbestimmtes Dirichlet-Problem.

Bemerkung 3. Die Voraussetzung (b) stellt eine schwache Forderung an I' dar. Ist 99 =
0%, so wird  in der Literatur als (r, p)-stabil (r > 1, ganz) bezeichnet, wenn

{9 € Wy(IR") : supp g <0} = CF(@)

gilt ([1, 13, 14]). Mit Hilfe von Begriffen aus der L,-Kapazititstheorie kann man zahlreiche
Kriterien fiir die (r, p)-Stabilitit angeben (s. z.B. [2, 14]). Analoge Kriterien gibt es auch
fir den Fall 89 # 99 (s. [9]).

Bemerkung 4. Die C'-Glattheit des Flichenstiickes K ist keineswegs notwendig. Es
geniigen auch die beiden folgenden Forderungen an die kompakte Menge K C IR*\Q (vgl.

(12]):

1. Es gibt eine offene Kugel B, welche durch K in zwei nichtleere disjunkte offene Mengen
zerlegt wird.

2. Hooi(K N B) < 00 (Hao1 @ (n — 1) — dimensionales Hausdorff-MaB).
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Bemerkung 5. Bei der im Satz angegebenen Lage der Punkte y; wird in (2) beziiglich  bis
la| = 2m — 1 summiert. Jetzt werden fiinf andere Konstellationen der Punkte y, angegeben,
bei denen die Summation beziiglich « reduziert werden kann (Erlauterungen dazu sowie die
Beweise findet man in [12]).

1. Essei U ¢ U C IR*\Q eine solche beschrinkte, offene Menge, fiir die das Dirichlet-
Problem

L'v=0 in U, D*| =0 fir o] <m-1
U

in C*(U) nur trivial Idsbar ist. Wenn dann jeder Punkt des Randes OU Haufungspunkt
der Folge (yx)° C IR™\Q ist, so reicht die Summation beziiglich « in (2) bis |a| = m—1.

2. Vom beschrankten Gebiet Q; D Q mit 99, = 99, und vom Differentialoperator L*
werde vorausgesetzt:

L* besitzt eine derartige Fundamentallésung E*, so daB das AuBenraum-Dirichlet-
Problem

L'v=0 in R"\®;, D%| =0 fir Ja] <m—1
1

in der Menge der Funktionen {v =g+ E*: g € D'(IR"), supp g CI'} nurv =0 in
IR™\(QY; als Losung besitzt.
Wenn dann jeder Punkt von Q; Haufungspunkt der Folge (y&){° ist, so reicht ebenfalls

die Summation beziiglich a bis |a| = m — 1. (E muB hier jene Fundamentallésung von
L sein, fir die E(z) = E*(—z) gilt.)

3. Jeder Punkt einer offenen Menge U C IR™\{) sei Haufungspunkt der Folge (yx)5°. Dann
braucht beziiglich & nicht summiert zu werden, d.h., fiir

i
w(z) =Y D E(z—y)
k=1

gilt (3).

4. Es sei yo = (Y0,1,Y0,2,---»Yon) € IR™\QY ein beliebiger Punkt. Weiterhin sei fiir jedes
i, 1 = 1,...,n, (z,(-l))?_';l c R, z{" # yo, fiir alle I, eine reelle Zahlenfolge mit
yo,i als Haufungspunkt, und zwar derart, daf (zgl'),zg’),...,xg")) € IRM\Q fiir alle
L=1,2...:0=12..;.. 0, =12...glt. Die Punktfolge (yx)3° C IR"\Q

durchlaufe alle Punkte von
M={(el),.. 2l =12 el 5Bl

Dann braucht beziiglich o ebenfalls nicht summiert zu werden.
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5. Es sei y; € IR"\Q! ein beliebiger Punkt. Dann gilt die Aussage des Satzes mit

w(z) =Y. PD*E(z —y1).

lal<t

Bemerkung 6. Den Approximationssatz kann man zur naherungsweisen Lésung des Dirichlet-

Problems benutzen, wenn folgende Voraussetzungen erfiillt sind:
1. Das Dirichlet-Problem

Lu=0in Q, D°ul =f, fir |B<m—1 (5)

ist fiir beliebige {fs}s1<m-1 € W™ !(T) eindeutig in C™*(R) 16sbar.

2. Es existiert eine Konstante C' < oo, so daf§

lullom-s@y <C- 3 D% lle)
181

<m-1
fiir alle u € C™"1(Q) mit Lu = 0 in O gilt.

Ist dann ()5 eine das Element f = {fshisicm-1 € W™ 1(T') approximierende Folge (ent-
sprechend des Approximationssatzes), so gilt

Jim flu — wf lom-s o) =0,

wenn u die exakte Losung des Dirichlet-Problems (5) ist. Fiir alle Naherungsldsungen w;
gilt dabei Lu; = 0 in Q. Fiir die praktische Durchfithrung ist es giinstig, die Punkte yx
gleichmiBig um Q0 herum zu verteilen, weil dann Basisfunktionen zur Verfiigung stehen, die
nstarker voneinander linear unabhangig“ sind. Die Funktionen fs konnte man z.B. mittels
Interpolation anndhern, wodurch fiir die Koeffizienten cLl')a ein lineares Gleichungssystem
entsteht.

3 Literaturiiberblick

Die vorliegenden Untersuchungen stehen in einem Zusammenhang zu den Approximati-
onssitzen von H. BECKERT [3] sowie zu den Weiterentwicklungen von K. BEYER [4],
A. GOPFERT [7], U. HAMANN [10] und G. WILDENHAIN [19]. Dort wurden auf einer Fliche
T’ vorgegebene Funktionen allerdings durch Lésungen von Randwertproblemen beziiglich ei-
nes I' umfassenden Gebietes approximiert.

Fiir einige Randwertprobleme der Mathematischen Physik (auch fiir Differentialgleichungs-
systeme) wurden von K. BEYER [5], W. FREEDEN und R. REUTER [6], K. GURLEBECK
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[8], P. HERMANN und H. KERSTEN [15], H. KERSTEN [16], W.D. KUPRADZE [17] und L.
WENNEMAR (18] in dhnlicher Weise wie im vorherigen Abschnitt aus Fundamentallosungen
vollstindige Funktionensysteme konstruiert, die dann in einem Teil dieser Arbeiten auch zur
naherungsweisen Lésung von Randwertproblemen herangezogen wurden.

Das in der vorliegenden Arbeit behandelte Problem stellt eine Synthese zwischen den von
U. HAMANN in [11] und G. WILDENHAIN in [19, 20] einerseits sowie andererseits den von
U. HAMANN in [12] untersuchten Fragestellungen dar. In [11], [19] und [20] geht es in erster
Linie um die Approximation von Elementen aus W™~!(I') und in [12] um die Approximation
mittels Linearkombinationen von Fundamentallésungen. Diese beiden Aspekte werden in der
vorliegenden Arbeit vereinigt, wobei das Wesentliche darin besteht, dafi der Rand T nicht
glatt zu sein braucht.

4 Beweis des Satzes

Zum Beweis des Satzes bendtigen wir den folgenden Hilfssatz.

Lemma 1 Es sei r > 0 eine ganze Zahl, | < p < oo und Q eine beliebige offene, be-
schrinkte Menge mit dem Rand I' = 0Q. Aus {g € W (IR") : supp g C 0} = C ()
(Abschliefung in der W} (IR™)-Norm) folgt dann:

(i) Firu € WI(IR*) mit suppu C QU ist u‘n € &/;(Q).
(it) {g € Wy (IR"): suppg C T} = {0}.

Beweis. (i) Es sei u € W](IR") eine beliebige Funktion mit supp u C Q. Aus der
Voraussetzung folgt die Existenz einer Folge (1) C C°() (¥ im ganzen IR™ definiert,
supp ¥; C Q) mit

Jim [lw — ¢illwg (n) = 0-
Aus P, € CR(Q) (il € C°(R) hier nur in definiert) und |lulg — ¥ilgllwr()
< Jlu = tillwg ey ergibt sich ulg € W ().
(i) Esseige W, (IR") eine beliebige Funktion mit supp ¢ CT' C Q. Laut Voraussetzung

existiert.eine Folge (¢1)5° C Cg°(£2) mit

Jim [[u — @illwyrm) = 0. (6)
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Wegen supp g C T und supp ¢, N T = 0 ist

P
lle: = 9||w,;(Rn)

> [1D%(@) - Dgla) do
A

lo<r

> ¥ [ID*0(a) - Dg(e)p de

laj<r T

> [1D°9(@)P do = lglfycrny-

lelgr
Mittels (6) folgt daraus [|g|lwy(re) =0, also g = 0.

Wir fiihren jetzt noch einige Bezeichnugen ein.

Ist X ein normierter Raum, so wird mit X’ sein Dualraum und mit (F, f) die Anwendung
eines Funktionals F' € X’ auf f € X bezeichnet. Fiir normierte Raume X, Y sei L(X,Y) die
Menge aller stetigen und linearen Operatoren von X in Y. Fir A € L(X,Y) sei A’ € L(Y'X")
der duale Operator.

Der Beweis des Satzes beruht auf der nachstehenden Folgerung aus dem Satz von Hahn-

Banach.

Lemma 2 Es sei X ein normierter Raum, und Xo, X, seien lineare Teilmengen von X
mit Xo C X;. Ist fir jedes T € X' mit (T, fo) = 0 fiir alle fo € Xo auch (T, f1) = 0 fiir alle
f1 € X], S0 yllt 70 2 Xl.

Nun kommen wir zum Beweis des Satzes. Da sich dabei einige Parallelen zum Beweis des
Satzes 1 in [12] ergeben, werden der Kiirze halber nur jene Beweisschritte dargestellt, die
sich von denen des Satzes 1 in [12] unterscheiden.

Der Beweis gliedert sich in vier Schritte.

1. Der Operator Rp,_; sei fiir in einer Umgebung von I' (m — 1)-mal stetig differenzierbare
Funktionen u durch

Rpyu = {DPu|r }pgm
definiert.
Es sei T € (W™ !(I'))’ ein stetiges und lineares Funktional mit

(T(I), Rm—l,z(DaE(x - yk))) =0
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Wir werden zeigen, da8 fiir dieses T dann (T, f) = 0 fiir alle f € Wm-1(T) gilt. Mittels
Lemma 2 folgt daraus die Approximierbarkeit aller Elemente von W™=1(T') durch endliche
Linearkombinationen von D*E(z — yi)|,er (k= 1,2,...;]a] < 2m —1).

2. Co'"“l(lR") sei die AbschlieBung von Cg°(IR") in der Norm von C™~(IR"). Es ist

Rn-y € LE™(IRY), W™(T))
und

R, € L(W™ (D)), ™ (R™)).

R;,_,T liegt also in (8’"“1(]1’."))’. Wegen (R, _,T,%) = (T, Rn—19) = Ofiir alle p € C(IR™)

mit ¢ = 0 in einer Umgebung von I ist suppR,,_,T CT.

3. Durch Uberlegungen, die mit denen'in den Beweisschritten 4,5, und 6 des Satzes 1 in
[12] iibereinstimmen (es braucht lediglich B durch R,,_; ersetzt zu werden), erhilt man
R, T + E* € WJ(R") fiir jedes p' < -2 sowie supp(Rm—1T * E*) C Q (* bezeichnet die
Faltung).

0
4. Aus der Voraussetzung (b) folgt mittels Lemma 1(i) (R,,_,T*E*)| € W (). Weiterhin

gilt wegen supp R;, ;T C T die Gleichung L*(R,,_,T*E*) = 0in Q. Aus der Voraussetzung
(a) erhélt man (R,_,T * E*)| = 0. Somit ist supp(R.,_,T * E*) C . Mittels Lemma 1(ii)
kann daraus R!,_,T*E* = 0 im ganzen IR" gefolgert werden, woraus sich L*(R,,_,T+E*) =
Rl _\T = 0 ergibt. Ist nun f € W™ !(T) ein beliebiges Whitney-Taylor-Feld, so existiert
eine Funktion f € C™ Y ([R") mit Rp_1f = f. Aus (T, f) = (T, Ru_rf) = (R T, f) =0
folgt T'= 0 und damit die Behauptung des Satzes.
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ANKE HANLER

An error estimate for quadratic splines

In (1] MAESS proved an error estimate for quadratic splines with minimal total curvature
using the Taylor-formula. In this paper we get an estimate for quadratic splines, which
minimize the linear curvature functional

[ @) d. (1)

We obtain the error estimate by the use of Peano-kernels (see [3]). With this technique we
are able to prove the results by weaker assumptions.

Let be given an ordered set of knots {z,} and a set of corresponding values {f,} with
a=z0<1;<...<TN=0b, fa = f(za), n=0(1)N.
By p(z) we denote the interpolating quadratic spline

p(z) := pa(z) for € [Tn-1,2.)

with
pn(zn—l + Shn) = fn—l + hnb -18 + (Afn - bn—l)hﬂsza 0 S S S 1. (2)
Here we use the abbreviations
hn = Tp — Tp-a, Afn = 'f%_—l

and compute (as in [3]) the parameters b, recursively by the formula
b= 20 0 —buy, n=1(1)N—1, 3)

using the optimal (in the sense of minimal linearized total curvature) starting parameter

1 & al
bozAfl—a—lz(—l)]aj(Af,—Afj—-l)y D) (4)
1=2
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By
a(2) = pa(z) — f(2), z € [Zn-1,2n), (5)
we denote the error function. Then for a sufficiently smooth function f it holds (see [1])
! hzl 2 " "
mn(2) = has(l = 8)(ba-1 = fra) + 525" (f"(m) — f7(60)) (6)
With 7,,€n € [Zn_1,4). In the following we use the functional
Rf = by 1 ™
Obviously RV f is linear since
R™(af +Bg) = aRMf + BRMg,  a,B€ R,
as we see easily.

Lemma 1 Suppose N € IN is even. Then it holds R™) f = 0 for all f € IP, and for any
partition of [a,b]. Here IP, denotes the space of all quadratic polynomials.

Proof. Obviously it holds R™ f = 0 for f(z) = z and f(z) = 1. Because R™") is a linear
functional, we only have to show RWN)f =0 for f(z) = z2. It holds

N D
- ! = = j-1 _ Zj-1 =2
AfJ Af.’l—l h] hj-l
= zj+Tj_1 —Tjo1 — Tj—a = hj1 + k. (8)
Together with (4) we obtain
1o 1 ;
b = Afl - a'— 2 h— Z(_I)J(h]’ + hj—l) (9)
k=2 "k j=2
1 (Xh
= Afh-— ( = 1)*)
ar \im2 h k—2
= Af, - a—al =20+ x1 — (21 — To) = 220 = f. (10)
1

Now we show that in Lemma 1 the condition N is even’ is necessary.

Lemma 2 Assuming R™p =0 for all p € IP, and any partition of [a,b], then N € N is

even.
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Proof. We assume that N = 2k + 1 is an odd integer. Then we show that there is a
function p € IP; and a partition of [a, ] with RWV)p #£ 0. For this purpose we take p(z) = z*
and h; = %52 for all i = 1(1)N. Together with (9) we obtain

h h 1
bo = zot+z1— 1a2=$o+x1—'—](a1——)
ay a

1
= 2z0+— # fo.
a

Now we prove the following

Theorem 1 Let f € W[a,b] N C*%[a,b], and N even. Then it holds |rn(x)| < ChI*®,
where h denotes the mazimal steplength.

Proof. Because of Lemma 1 and Peanos Theorem (see [3] p.25 theorem 43) we get
b
mmf=/f@mxmm for  t#a (11)

where

1mhmmﬁ%%>

Because of the formula (4) it holds

1 N .
(1) " ((—1)" (@ngn(t) — Gnp1pnsr () + (—I)Jajh,) P zp <t<zpmn< N
= j=n+42
1
_a_(—l)NaN‘IN(t) oy <t<zy
1
(12)
with
— hj+hj_
hj = 11— 3 2 1,
Tni1 + Tn
(20— 1)
a(t) = L
aa(t) T
prt1(t) 1= Togm—t—gqu(t)

1. Letz,_1 <t<z,, n<N.

Then we can estimate the Peano-kernel by

hn + hn+l + h'n.+1 + hn
2 2

IN

hn 5
K@)l < 5+ o (13)
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2. Finally let zy_; <t < zn.
Then we have B
K@)l < 5- (14)

From (13),(14) together with (11) we can derive
/ b 5
Ibo = S5l = 1RV f) = |K(@©)] [ 159@®)lde < SO, b (15)
In [1] it was shown that

Jbw = F21 < lbnes = faca |+ Sl () = 1) (16)

Consequently, (16) together with (15) leads to

5 i "
b = fal < §||f(3)||L,h + ’2‘Zh3+
t=1
5 L .

< (GOl + Fb-a) b, )

where L denotes the Holder-constant. Together with (6) we finally get
Ira(@)] < Jlbnos = Ficalha + SR < ORI + O(RH) (13)

with 5 L

C= §||f(3)||14 +g(b—a) (19)
|

Remark. The assumption ’N is even’ is only for technical reasons. The same result can
easily be shown for odd N.

Basic Ideas of the Proof. Suppose N € IN is even and
Avpr:a=20<1<...<zZNp1 =D
any partition. Consequently,
Ov:a=o <1 <...<zZy=0b

with £o = z¢ and &, = Zn4; for n > 1 is the partition, which was considered before.
Let b~o and by the starting parameter with respect to Qx and Qy4;. We have to show
[bo — bo| < Ch* for all f € C?* N W3. Since (4) and A fn1 = Af, for all n > 2 we get

bo—by = Afi—Af— ;ll‘(az(Afz _AR) —as(Bfa— Af)) + aélaa(&fz — &)

j - p . 1 1\ n A" R
o 2 (=1)"(Afa = Afaci)(@nr — dn) + (aT + 21—1) Z_:B(—l) Gi(Afn = Afamr).

1
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We have a4 = d, for n > 2 and &, &, f‘ < 1. Furthermore we know from [1]
1

N
I X_;(—l)"(AYn = Afar)| S (My + g(b — a)L)h®

where M; :=||f"||c. Using these facts the remark is shown.
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GERLIND PLONKA

Nonperiodic Hermite-Spline-Interpolation

Abstract Nonperiodic Hermite-spline interpolants on an equidistant lattice L :=
{0,1,...N} are represented in the form of vectorial Bézier polynomials. New explicit for-
mulas of the vectorial Bézier coefficients for Hermite-splines of degree m (2 < m < 5) and
defect r (2 < r < m) are given. Especially, these formulas are very simple in the cases
2r < m + 1. Further we obtain an efficient algorithm for the nonperiodic Hermite-spline
interpolation based on the de Casteljau algorithm. The described method of nonperiodic

Hermite-spline interpolation requires only O(N) arithmetical operations.

0 Introduction

Recently we have described an efficient algorithm for the periodic Hermite-spline interpola-
tion [5]. Using circulant matrices and Bézier technique, new explicit formulas of the vectorial
Bézier coefficients for the periodic Hermite-spline interpolants could be given. Now we consi-
der the nonperiodic Hermite-spline interpolation on the equidistant lattice IL := {0,1, ..., N}
of the interval [0, V] for a fixed integer N > 1. An efficient algorithm of this problem has
been unknown up to now.

Similar to REIMER [6] we prefer a real-algebraic method for the nonperiodic Hermite-spline
interpolation. Beginning with an idea of MEINARDUS and MERZ [4], the nonperiodic splines
are represented in a transparent form as polynomial vectors defined on [0,1]). Applying the
Bézier technique we obtain a new algorithm for the nonperiodic Hermite-spline interpolation.
Our method is based on the de Casteljau-algorithm, works parallel, is numerically stabil [2]
and possesses a low arithmetical complexity.

1 Hermite-spline interpolation on an equidistant lattice
Let Nym € IN (N,m > 1) and r € {2,...,m} be fixed. Further let L := {0,1,..., N} and

) [0,1) fork=0,..,N -2,
[0,1] for k=N —1.
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We denote by S, ,(IL) the linear space of all real functions s € C™~"([0, N]) with

pe(t) :=s(k+1t) (t€ly; k=0,..,N—1),

where pi (k = 0,..., N — 1) are real polynomials of degree < m. The elements of Sy, -(IL) are
called (nonperiodic) polynomial spline functions of degree m and defect r on the equidistant
lattice IL. Note that

dim Sy, (L) =(m+1)+ (N —1)r.

Let IP,, denote the set of all real polynomials of degree < m restricted on [0,1]. Obviously, a
spline s € Sy, (IL) can be characterized by the polynomial vector p := (po,...,pn-1)T € PN
with the spline-conditions

1) =p(0)  (k=0,..N=2j=0,..,m—r). (1)

In the following we set ! := min (r — 1,m —r).

We consider the nonperiodic Hermite-spline interpolation problem: For given data y(’)
R(j=0,..,0) and ym €eR(k=1,..,N;j=0,..,r— 1) we wish to find a splinefunction
s € S,,.,,(E) satisfying the Hermite-interpolation conditions

sY(k +0) =y (k=0,.,N—1;j=0,.,1), (2)
s(j)(k—0)=y,(‘j) (k=1,.,N;j=0,...,r—1).
This Hermite-interpolation problem can be simplified. Setting y(’) = (y(’) ,y%) )T €
RV (j =0,...,1)and y$ := (49, ...,yT € RN (j =0, ..,r — 1), the Hermite-interpolation
problem is equlva]ent to the computmg ofa polynomlal vector p € PN such that the spline-
conditions (1) and the Hermite-interpolation conditions (2), i.e.,

pP0+0) = pP0) =9  (G=0,..,10), (3)
pP1-0) = pP(1)y=9  (G=0,..,r—1),

are satisfied.

Remark Often the above Hermite-spline interpolation problem was considered under the
assumption 2r < m + 1. In the case 2r > m, one cannot prescribe r Hermite-data at all
nodes. Therefore by (2) in the case 2r > m + 1, we have m — r + 1 one-sided Hermite-data
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at the left endpoints of all subintervals and r one-sided Hermite-data at the right endpoints.
This generalized Hermite-spline interpolation problem was considered firstly by REIMER [7]
for periodic splines.

Representation by Bezier polynomials:

Every p € IPY can be expressed in the form

p=Y aBr @

=0

with the Bernstein polynomials (with respect to [0,1])
m i .
B'(t) := (i)(l )" (z=0,...,m; t €[0,1])

and with vectors a; = (ag;,...,an-1:)T € IRN. The representation (4) is called a Bézier
polynomial of degree m with respect to [0,1]. The vectors a; are the Bézier coefficients of p
(see for instance [1, pp. 33 - 40]). From (4) it follows that the j-th derivative of p is given
by

m—j

P = (m )| Z:D (Ma)B (j=1,..,m) ©)

with the j-th differences

Aa; = X]: 1)1-"( >a,-+,= (:=0,..,m—j). (6)

We arrange that A'a; = (Avagi,...,Aay-1,)T. As an immediate consequence of (5) we
obtain that

m! :
WAJGM-J'. (7)

By (7) it follows from the Hermite-interpolation conditions (3)

pY(0) = (nfl_—’j)!Afao, PO =

- - G .
ANay, = .(rn—']),ng) (] = 0""71)’
m:

) m—j) .
A gm—ﬂ)y?) G=0,..,r=1).

Hence we get by (6)
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|

i(_nf—k(i)ak = ol (=g, (8)

k=0 m:

(m -

i(—l)j_k(i)am—k = oo oo, )
k=0 )

m

Since the inverse of the triangular matrix ((—1)"=* (i) )} k=0 is equal to the triangular matrix

((;‘))fe ;=0 the system (8) possesses the solution

k . )
ak = E (mT{I)'(j) y(l]) (k=0,..,10). (10)

=0

Analogously, the system (9) has the solution

Qi = ij(—l)f(—"%!]l(j)ygﬂ (k=0,..,r=1). (11)

Then in the case 2r > m + 1, i.e. | = m —r <r — 1, the spline-conditions (11) are satisfied
by

PP (0) = sk +1+40) =y = sO(k+1-0) = p)(1) (12)
(k=0,..,N—2;5=0,..,1).

Further all vectors @q, ...,@m_r, @m_r4i1, ..., @m are uniquely determined by (10) and (11).
Hence the considered Hermite-spline interpolation problem is uniquely solvable.

If 2r <m,i.e. l=r—1 < m—r, then 2r vectors ay, ..., @r—1,@m—rt1, --., @m are determined
by (10) and (11) and it holds again (12). Thus it remains the condition

L0 =p1)  (k=0,.,N=2%j=r,.,m—r) (13)
by (1). Substituting the known vectors (10) - (11) into (13), the system (13) can be redu-

ced. For the unknown vectors a,,...,@n_r with N(m — 2r + 1) components we have only
(N —=1)(m —2r +1) conditions (13). Thus we can demand m — 2r + 1 additional conditions.
First we consider the case 2r > m + 1. For practical reasons we assume that m < 5. We
summarize our results:

Theorem 1 Let N ¢ IN (N > 1), m € {2,3,4,5} and r € {2,...,m} with 2r > m + 1
be given. The nonperiodic Hermite-spline interpolation problem on the equidistant lattice IL

possesses a unique solution p € PN of the form (4). The Bézier coefficients of p are given

by (10) and (11).
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2 The case (m,r) = (4,2)

Assume that (m,r) = (4,2). By m —2r +1 = 1 we have to require one additional condition
for the uniqueness of the nonperiodic Hermite-interpolation problem. Let N € IV (N > 2).
For given 7 € I; (0 < I < N —1) and 9,7',n” € IR, we consider pointwise additional

conditions of following types for the nonperiodic Hermite-spline interpolation problem:
(i) po(r) = n with 7 #0,1,
(i) pj(r) = n' with 7 # 0,1, 1,
(iii) p}(r) = n” with 7 # 1 £371/2,

where p = (po, .-, pn-1)T € IP)¥ denotes a Hermite-spline interpolant. We obtain the follo-
wing

Theorem 2 Let N € IN(N > 2), (m,r) = (4,2) and 7 € [, (0 <1 < N —1). If one con-
dition of above type (i) — (iii) is satisfied, then the nonperiodic Hermite-spline interpolation
problem on the equidistant lattice IL possesses a unique solution p € P) of the form (4).
The Bézier coefficients of p are given by

1
ay = ygmv a = ng) + 4_y(11)1
(14)

1
az = ng) - Zyg‘), a; = ygo)’

and by a; = (aog, saay aN_m)T with

k1,2 — y,(fl, fork=1—1 down to 0, if1 >0,
U2 = ) ; (15)
ar-12+yy’ fork=I1+1,. ,N-1,flI<N-1
Hereby ai; is given by
(n—B)/(67%(1 — 7)) in the case (i),
az =13 (n'/4—pB")/@Br(1 —71)(1 —27)) in the case (i), (16)

(n"/12 = B")/(67% — 67 + 1) in the case (iii),

where

B:= Z b[jB;(T)

=0
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with b :=a;; ( =0,1,3,4), bz := 0,

3
B =3 by;Bj(r)
=0
with by := yz /4 by := —an, by ;= aiz , by := 91(1)1/4; and

Zb 2(‘r

3=0

% 1
with by := —y{® =y /2, by =y + Q% + @ - i)/, b = =y + /2

Proof By (10) - (11) we obtain (14). From (13) it follows

ie., by (7)
Alagy = A’agpo (K=0,..,N—2),

where the difference operator A acts on the second index. Since (14) yields

1

Azakz Ak — 2(y,,+1 e 1/&-’1/4) + yl(:-)zh
Alagyrp = yl(f{-)l — 20y + Yy /4) + arsaz,

we obtain the recurrence
arpz=a+ylh  (k=0,.,N-2).

If a;; is known, then the others ay; can be calculated recursively by the above recurrence.
The computation of a, is now straightforward. We sketch this only in the case (iii). Then
we obtain by (5) and (14)

n"/12 = A?aBi(r) + A’anBi(r) + A’a;p B2 (1)
= B" 4 ap(67* — 67 +1).
Since 7 # 1/2 £ 372 q;; is uniquely determined. ]

Finally we discuss the nonperiodic Hermite-interpolation problem for (m,r) = (4,2) under
an additional smoothing condition. For given y®, y() € IR we seek such a polynomial
vector p € IP satisfying the properties (1), (3) and the smoothing condition

(pll’pll) = inf (qll’ qll)’ (17)
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where the infimum is taken over all ¢ € IP)¥ with satisfied conditions (1) and (3). By (q", ¢")
we denote

N-1

(a9 =3 / q;(t)%dt

3=0

for ¢ = (qo,...,qn-1)T € IPY.

Theorem 3 Let N € IN (N > 2) and (m,r) = (4,2). Under the smoothing condition
(17), the nonperiodic Hermite-interpolation problem on the equidistant lattice IL possesses a
unique solution p € IP)Y of the form (4). The Bézier coefficients of p are given by (13) and

G2 = ap-r2 + Y8 (k=1,.,N-1) (18)

with
@ +yP) + (y“’—yN’)+ Z(y‘°> —iyyM). (19)

Qg2 =

1
2N

3 The case (m,r) = (5,2)

Assume that (m,r) = (5,2). By m —2r+1 = 2 we have to require two additional conditions
for the uniqueness of the nonperiodic Hermite- interpolation problem. Let N € IV (N > 2).

For the sake of simplicity, we choose as additional conditions

po(0) = py_a(1) =0, (20)
where p = (po, ..., pn—1)T € IPY¥ denotes a Hermite-spline interpolant.

Remark Other possibilities for such additional conditions are py(0) = y((,z),pN (1) = y,(\?)
with given y((,z),yﬁ) € R or p(s)(O) = pss) (1)y=0.

Theorem 4 Let N € IN (N > 2) and (m,r) = (5,2). If the condition (20) is satisfied,
then the nonperiodic Hermite-spline interpolation problem on the equidistant lattice IL pos-
sesses a unique solution p € IPYN of the form (4). The Bézier coefficients of p are given
by

()

a = ygo), a —'.'/10)+

(1) ; @)
ay = yg)) yz = yg )a

5
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and by a; = (aoj, ...,aN_u)T () = 2, 3) with

e = ak for k= 0 ,N 2, (22)
’ W —28/5 fork=N-1,

{ (0)+2y(1)/5 fork=0,

B = aj— 13+4y )/5 fork=1,..,N—1. (23)

The coefficients ax (k =0,...,N — 2) are the solutions of the difference equation
ag—1 — 6ag + apyr = fx (k =0,...,N— 2) (24)
with a_y = an_1:=0 and

—4y(°) + 12y(')/5 y((,o) - 2y((,l)/5 for k=0,
fe= —4y(0) + l2y(l) /5 — 4y“)/5 fork=1,..,N -3, (25)
—4y(°) + 12y(l) /5— 4y“) 2/5— y(o) + 2y(')/5 fork=N-2.

Remark Using the results of the Theorems 1 — 4 and the de Casteljau algorithm we
obtain an efficient algorithm for the computation of nonperiodic Hermite-spline interpolants
on an equidistant lattice. In the case (m,r) = (4,2) at least 2N + 6 real multiplications and
3N + 2 real additions for the computation of the coefficients ay, ..., a4 are required. In the
case (m,r) = (5,2) we have to solve the tridiagonal system (24) which requires only 5N —9
real multiplications and 4N — 8 real additions (cf.[3]). Finally the de Casteljau algorithm
incurs m(m + 1)N real multiplications and m(m + 1)N/2 real additions. Note that our
procedure can be extended to a nonequidistant lattice too.

Our numerical tests have shown that the Hermite-spline interpolants oscillate very often in
the case (m,r) = (5,2). Moreover, changing the additional conditions (20) and considering
p € PN under the smoothing condition (17) (but with m = 5) and p{j(0) = 0, the Hermite-
spline oscillates too. For that reason, quintic C3-splines are not convenient for the Hermite-
interpolation.

In figures 1 and 2 one can see two examples of nonperiodic Hermite-splines satisfying the
Hermite-interpolation conditions (2) for r = 2 and

v = O (k) (k=0,..,N;7=0,1) W

with f(z) := cos (4rz/N)/(1 + 12z/N) (z € [0, N]). We obtain good approximation results
(without oscillating effects) in the cases (m,r) = (3,2), (4,3), (5,3), (5,4), and also for
(m,r) = (4,2) with the smoothing condition (17).
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Figure 1 Nonperiodic Hermite-spline interpolation in the case
N =3 and (m,r) =(3,2)

SN
17 o

Figure 2 Nonperiodic Hermite-spline interpolation in the case N = 4 and
(m,r) = (4,2) with smoothing condition (17)
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e XOoAHI AHb

N HTerpanbHule onepaTopsl TMHa AGesA M UX CBA3b

C CUHT'yJISIPHBIM ONI€ePaTOPOM

B HacToAwelf paGoTe pacCMaTpUBAIOTCA Takue MHTerpaJibHble OMNEpaTOphl:

(52*) @) = [ %J,Fl(ﬂ;a;x(z — )1, W)

() @) = | %— VFu(B s A(t — 2) £ (2) dt, (@)

i

(420 @ = [ EE " Tenie- 0w, 3)

o (t =)t

(42%1) (=) T Jenn(At = 2) SO dt (4)

rae Rea > 0. Onepatopu (1), (3) wacto Ha3mBaioT neBocToponHumy, a (2), (4) - npasocTo-
POHHUMM omepaTopamyu. Kaxabi U3 nepeuncieHHbix onepaTopoB 0606ilaeT cooTBeTCTBYIOMUA MH-

TerpanHuif onepatop JINYBUANA-PUMAHHA npoGHoro mopsaka:

()@ = [EZZs)d, Rea>o, ®)
(Iff) (z) = /(t—;(ia);—_lf(t)dt, Rea > 0. (6)

B monorpa¢uu ([1], §37) onepaTope Takoro Tina, kak (1)-(4) GbLIM pacCMOTpeHBl ROCTATOUHO
noapo6Ho, HO C MHTErpajaMy no oTpe3KaM (a, I) n (1, b) npu — 0 <a<zr< b < +00. Tam 6
YTaHOBJIEHB! Pa3HBIX BUAOB ONepaTopHble (OPMyJbl, onucaHkl 06passl npoctpanctea Ly(0,00), 1 <
P < 00, npu nelicTeMM BTUX OMEpaTOpoB M peuleHn Bornpockl 06 o6paTHbIx oneparopax. TeM He

MeHee cayuaii b = +00 He paccMaTpupaicA.
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HacTosmaa pa6oTa mnocssueHa u3ydeHuio omepatopoB (1)-(4) B mpoctpancrse Ly(0, 00),
1 < p < 00, u ycTaHOBIeHUIO OPMYJ CBA3M KaXIol U3 NBYX BTUX NMap ONEPATOPOB C CUHTYJAPHHIM
omepaTopoM S. Takoro poma ¢popMynsl S - CBA3M MeXIy MHTETrpabHBIMM ONlepaTOpaMu ApoGHOro
nopsanka 6uiu npusenens u ucciaenosans B ([1], §11). Onu, xak u npuBeleHHble HIKEe ($OPMYIILI
[aI0T BO3MOXKHOCTb BHIABUTH HOBhIE KJIACChl MHTETrPaJbHEIX ypabHeHuH, KOTOphIe CBOAATCA K MOJHEIM

CHMHTY/IAPHBIM ypaBHEHUAM, YTO MMEeT MeTOIO0JIorMio KoHKpeTHoro uayuenus ([1], §30, [2], §54).

BBenem caeayiomme onpeneieHus $yHKUMA, onepaTopoB M NMPOCTPAHCTB:

11F (552) = T2 &0 (@ =ala+1)...(a+n—1), (a)o = 1.

n=0 (ﬂ)nﬂ! ll
2. Tu(2) = T(v +1)(2/2)Ju(2) = T SEEL

3. D§, = Ig¥, D* = I%, Rea > 0 - onepatops apo6HEIX npoussoansix Mapmo, koTophle
onpenensuorca 8 ([1], §13), npuuem DY, = D° = E, rae E apnaerca ToxaectseHHnM

oIepaTopoM.

t—x

4. S - cunrynapueii onepatop: (Sf)(:c) = % ofomdt, 0<z<oo.
0

5. Lpw = {f(a:) : ;T|f(z)|”e“”dz < oo}.

6. H(LW,,) - o6pa3 npocrpaucra Ly, npu ZAelicTBumM sumuelinoro omeparopa H, npuuem

lella,.) = 1H L,

Ussectno u3 ([1], §11), uro npn 0 < Rea < 1/p npocrpancrsa I§, (L,) n 1%(L,) copnamatorcs,
Dg, I, p = D*I%p = pecnnp € Ly, uI§, D§, o = I2D%p = p ecmp € ]"’(L,,)de:f' 1§ (Ly) =
I1%(L,).

Jlemma 1: Tycms 0 < Refl < Rea < 1/p, mozda umerom mecmo pasexcmea:

I5PMNL,) = 1°PML,) = I°(Ly) N I°7P(L,), Re\ <0, (7)
N Lpx) = (I5)(Ly) N (15,)(Ly),  Red >0, (8)
I%PN(Lyy) = (€7°1%)(Ly) N (e 18)(L,), ReA >0, 9)

U npu smuzr npocmpancmeazr onepamopwt (1), (2) umerom obpamusie onepamopui:

WBiAy— - - - e
(LfN™? = D§PeDi e~ = 2D e D5;*, (10)

(IS.B.A)—I - Dg—ﬂe—)‘rDEe/\x — e—)\a:DEez\thi—ﬁ- (l l)
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a,f,A a,B,A
JloxazatenpcTBo npoBenem ToubKo A omepatopa Igi ", T.x. Ana TP jemma noxasmsaetca ana-

noruuno. M3 ([1], 10.52) ussecTHo, uto

13113,/\ — Ig;ﬁe,\zlg+e—)\z = e—/\zlg+e/\zlg+—ﬁ (12)

Tpu BHIONHeHMM ycioBua nemMel. Ecau Red < 0 To mo awanormio c Teopemoit 18.2 [1] moxmo

A0Ka3aTh, YTO

(61\11&‘3_“)([’?) = I&_(L,,) N Ly, (13)
orciona u BuTtekaer (7). Ecin Red > 0 1o umeem:
UZEA1)(@) = (REPe el [(2)e™ € Ly,
u Toraa (8) crneayer npamo us (7). Pasencrsa (10), (11) caeayior u3 (12). JleMma noxa3sana. ]

Caencreme 1: Mycts 0 < Reay < Rea; < 1/p, TOrZa MMEIOT MEeCTO CJleflyloliue BJIOXKeHUA

(I3 (Lp) N Ly) C (Igi(Lp) N Ly),

(I2(Ly) N Ly) C (I2(Lp) O Ly)-
Toxasatenscreo: Umeem, cro e’ Ig2e™> = (eMI5le™**)(e? 1527 e ). Ecam ReX < 0 10
ucnonbays (13), MoxkeM cpa3y yCTaHOBUTH neppoe BioXeHME. BTopoe BiloXeHMe NOKa3bIBaeTCA MO-

No6HBIM 0Gpa3oMm. -

Cuaencreue 2: Ecim Rew < 0, Re(w + A) < 0 To cnpaBennusb paBeHcTBa:

B ) = (T IGEe) O Lo (14)
129y ) = (e*1%)(Lp) O Lyya. (15)

D10 caeactsue npamo BuTekaeT u3z Cneactsus 1 u Jlemmsr 1.

Jlemma 2: Myems 0 < Rea < 1/p, w + |iA| < 0, mozda umeom mecmo pasencmea:

A Ly = (€IS (Ly) 0 (P IGL)(Ly), (16)
AN Lpip) = (e7PE12)(Ly) 0 (7127 (L,), (17)
Agf(Lp,u/p) = (e_wlg+)(l’p)nl’mwp’ (18)

AN Lpmup) = (1) (Lp) O Ly, (19)
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u @ amuz npocmpancmeazr onepamopsi (3), (4) umewm obpamusie onepamopsi:
(Ag_,':\)—l - 6_"I\ID3‘_{_262;/\1D§,{_28_{/\I, (20)
(Aﬁ"\)‘l = e epa/2 2idena/2 ~ids (21)
ST1a nemma cienyer us Jlemmsr 1 u caenyroweit popmyant ([3], c. 12)
Tus1(2) =1F(v +3/2; 2v +3; 2iz)e™™.

Tenepb mpucTynuM k usyuemmio popmyn S - ceasu mexay onepatopamu (1), (3) u (2), (4) coor-
BeTCTBeHHO. MIMeloTcA cileayomume paBeHCTBa, KOTOPhIe CpaBeVIMBEI Ha JOCTATOUYHO XOPOIUMX (PyHKT-

CHAX!

I:f”\ = (cosmaE —sinmaz®Sz™*)(E — K,)I®*7*,
—af _ (T —a+t1)
(Kif)@) = e / k(e dt, o = == e,
1
-a —-a —a+1 1~
Ki(z,t) = t h/‘r Fy (ﬂ g ja ;/\‘rx) 17 (1 _fj;—/\'rt) dr. (22)
Af;‘;,A = (cosmaF —sinraz®e =S r ) (E — e Kyt AV,

(=Nl — a/2)

(Kof)(z) = cgoff(t)Kz(x,t)dt’ 2= 1= a)(a/2) ’

1

t"”‘/'r"“]Fl (ll__a£2;)\1'x> 17 (l —_a£2; —/\'rt) dr. (23)
0

KZ(zat) 1

Wanoxum mokasatenscTBo popmynsl (22). Uz ({4], 2.19.5.14) nmeem:

(cosmaE + sin 1roz,5')1(‘;’4'_["A =% 4 Gy,

G = [ 1Ry (1 - t)) s (24)

Ipu uccnenoBanum o06pa3zos npeo6pazosanus Jlannaca oT onepaTopos (Glf)(z) u (1{1 Ig'ﬁ'_l\f)(x)
MoskHo nokasate, uto (G f)(z) = (Kllf’ﬁ_Af)(z). Toraa (22) caeayer u3 (24) u Jlemmnr 11.1 [1].
Popmyna (23) utekaer us (22). Mrak, ycTanoBuau GpopMyasl casn aByx map onepaTopos (1)-(2)

# (3)-(4) c cuurynspueM onepatopom S. Tenepb paccMOTPUM B KaKMX KIaccax ¢OyHKUMIA OHM UMEIOT

MEeCTO.
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Teopema: Popmyan (22), (23) umewnm smecmo dad ynxyudl f(x) u3 npocmpancmea Lp,wp: ecau coom-

BEMCMBENNO BUNOAHAIOMCHA YCAOBUA.
0 < Refl < Rea < 1/p; Re) < 0;Re(w+ A) >0, (25)

0< Rea < 1/p; Im)A>0; Rew— Im\>0, (26)

npunem onepamopw Ky, Ky sessomes womnaxmunmy us Ly op 6 Ly

Toxasarenncrpo: Paccmorpum omepatop K. T.x. ¢ymamsa 1Fi(a;c; z) orpanuuena na mo6om
oTpeske u npu z — +00 nmeer acumntoruky 1 F1(§;2) 2> O(e*2°7°) (cm. [5], 6.13) 1o 6es Tpyaa
MOKHO IIPOBEPUTE, UTO TPH KaxAoM QuKCMpoBahHoM T uuterpan B omepatope (K1 f)(z) cxomnres.

Tenephb crenaeM 3aMeHy NepeMeHHBIX:

t=

117-’ -T—lis; r€l0,1); se€l0,1); I~(1(s,‘r)=1(1(.7:,t),

A
FO) = filr) = f(r/(1 = 7)em /0 (1 — 1) 27,

B s
(Kif)(e) = (Rafi)) = [(Kas) (=) (1 = o)

Toraa f(l = B71K;A, A - usomopdusm us L, .p na Ly. Jlerko mposeputs, uto sapo f{l(s,r)
HENnpephLIBHO B [0, 1) x [U, l), anpu 8 = 1 wam 7 — 1 oHo crpemurca k Hymo. Ilo kpurepmio Pucca
([6], c. 135) moxuo nokasath, uTo 1’4(1 komnakren 8 Ly(0,1). C apyroi croponm, onepatop B -
nzomopdusm B Ly, orciona u surekaer xomnaktaocts Ky 3 Lyop B L.

U3 Teopemnr 11.3 [1] u HenpeprBHOrO BiIOXKEHNA Lp,wp C Lp'wz, W) > wy, clenyeT orpaHUYEeHHOCTh
onepatopa TSt u3 Ly B Ly wip, w' < 0, n moeromy us Teopemnt 5.7 [1] 0Ge uactu paenctsa (22)
orpauuyeHo aeiicteyor u3 Ly up B Ly urp. Tem cambim no Teopeme Banaxa ([1], c. 28) cnasemmsocts
(22) ana f(:c) € L,,vw,, ycTaHoBJieHa. BTopas yacTh TeopeMbl NOKa3LIBAETCA TaKUM XXe 06pa3oM.

Y cTaHOBJ/IeHHEIe HOPMYJIEI MMEIOT MPUJIOMKEHME B pellleHe MHTerpajbHEIX ypaBHenuii. Hampumep,

clenyiolMe ypaBHEHUA:

Il

9(z), (27)
g"(z) (28)

a(@) (I3 )(2) + b(@) (127 )(=)
I8 a(@) () + 1207 () (=)

C MoMoIIbIO AOKa3bIBaeMO TeopeMbl CBOAATCA K PABHOCHUJIbHBIM UM CHCTEMaM ypaBHeHMﬁ:

(Ic—x’ﬂ’)‘f)(z) = h(z), (29)

(a(x) cos e + b(z))h(x) — (sin wa b(z)z* Sz ™) h(z) + a(z)(K1h)(z) = g(z),
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(If'ﬁ,/\h*)(z) = g‘(l), (30)

(cos raa(z)+b(z)) f*(z)—(sinraz®*Sz™*)(a(z) f*(2))+ K1(a(z) f*(2)) = g"(2),

rae reppoe U3 IByX YpaBHeHUU 8TUX CHCTEM MOXKHO PelUTbh B ABHOM BUl€e C NMOMOIIbLIO Jlemmnt 1, a

BTOpO€ ABJIAECTCA IMOJHEIM CUHIYJIAPDHLIM y pABHEHUEM.
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Weiterhin besteht die Moglichkeit, mit dem Satzsystem BIpX erstellte Manuskripte
auf unter MS-DOS formatierten Disketten (3.5”, 0.72MB, 1.44MB; 5.25”, 0.36MB,
0.72MB, 1.2MB) einzureichen.
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