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JEAN-LUC VOLERY, JEAN-CLAUDE YAKOUBSOHN

a-Theory of Hald’s method*

ABSTRACT. In this paper, we present new results concerning a-theory for the Hald method
to approximate a zero of an analytic function defined on Banach spaces. Hald’s method is
convenient since there is a quadratic convergence towards the zero and the calculation of the
inverse of the operator is not required. We also present a numerical experiment to illustrate

our results to solve a classical Fredholm integral equation.

KEY WORDS. a-theory, Hald’s method, Newton’s method, Ulm’s method.

1 Introduction and main Results

We consider F' an analytic function defined from an open ball B(zg,7) C £ into F such
that DF(z)~! exists where £ and F are two Banach spaces. We note L(F, &) the set of
linear maps from F to £. We denote indifferently by || || a norm in £ or F. Throughout the
text ( is a zero of F. Newton’s method is certainly the most well known to solve non linear

equations F'(z) = 0. It consists in defining the sequence from z, by
LTet+1 = T — DF(xk)_lF(xk), k Z 0. (11)

A quick search on Mathscinet with keywords Newton's method gives almost 9000 answers.

Less known is Hald’s method |7] defined by the sequence

Tyl = T — BkF(a:k), k > 0 (13)
Bk—H = QBk - BkDF(ZEk_H)Bk, k Z 0. (14)

Here we will treat the case where By is an approximation of DF(xy)~!. Note that (1.4) is
one step of Newton’s method applied to the equation G(B) = B~ — DF(x;,1) = 0. We see

*Submitted to the editors 2024-06-04.
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that Hald’s method is “inversion free” and can be interesting when the derivative operator
of F' is difficult to compute. Note that under the condition ||[BDF(zy41) — I|| < 1 we can
prove easily the quadratic convergence of the sequence (1.4) from By = B which is based on

the following equality :
I — Bk+1DF($k+1> = ([ - BkDF(iL'kJrl))Q (15)

This method to approximate the inverse is known as Schulz method [13].

The goal of this paper is to do an a-theory of the Hald’s method. The a-theory consists
in giving conditions obtained from a point which imply the convergence of Hald sequence
towards a solution of F(z) = 0. In the classical Kantorovich’s theory the conditions of
convergence are obtained from a behaviour of the second derivative of F' in a ball as it is
the case for a function of class C?. This reduction of punctual conditions is possible only
if the function F' is analytic. These punctual conditions are established thanks to following

quantities :
B(F, B, x) = ||BF(z)|]
] | 1/G-1)
(7, B,2) = max (511BDFO )]
a(F, B,x) = B(F, B,z)y(F, B, x)
O(F,B,z)=||I — BDF(x)||.

We will denote S, Y&, ax and d respectively for 5(F, By, xx) etc... We also denote 5 = fy,
v =, @ =aq and § = Jy. Finally we introduce the dominating function

2

hr)=a—(1—8)r+ ——.

1—17

and the associated Hald sequence defined by

b() = —1, T0 = 0
Te+1 — Tk — bkh(Tk), k Z 0. (16)
bk+1 = (2 — bkh/(Tk+1))bk.

We will also use in the sequel the following quantities :
We also denote by

V()= (=0+2) 72+ (20 —4)74+1-9 (1.8)
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T 5 and by

(1—7)

d=a?+2(5—3)a+(1-46)? (1.9)

the function such that h'(7) = —

the discriminant of the polynomial (1 — 7)h(7).

The first result gives a punctual condition of existence of a zero of F. It is a quantitative
version of the classical Rouché’s theorem using the fact that By approximates DF (z)~! and
« is less than a certain constant. This result does not depend on any numerical method.
Moreover it brings out the dominating function h(t) which plays a central role in the analysis
of a Hald sequence.

Theorem 1.1 Let 0 < 6§ < 1 and o < 3 — 3 —2vV2—6. Then the strictly convexr
function h(7) has two real roots 0 < 7_ < 7, < 1. Suppose that F is analytic in the ball

1—-9¢
B <x0,—) and consider r such that T— < ~vyr < 7. Then F has an unique zero
Y

This result generalizes the result given in Proposition 1.11 of [3] that treats the case By =
DF(x0)" : the condition is a < 3 —2+/2. We also remark that the use of Rouché’s theorem
permits to get the same result as in [15] without the study of the Newton sequence.

The second result gives a punctual sufficient condition for the Hald sequence to converge

from zy. It is an a-theorem.

Theorem 1.2 For each 0 < § < 1 there exists a5 and q € [0, 1] such that for all zo so that
a < a5 we have a < 3 — 6 —2v/2 — 9 and the Hald sequence (xy)g>0 converges quadratically

towards a zero ¢ of F'. More precisely we have for k > 1,

2k—1

Weor = ¢l <72 = < (74 —a)q™

and

ok—1

11 — BeDF ()| < g

Theorem 4.3 specifies the values of ay and gq.

We now state a y-theorem relatively to the Hald sequence. This result gives a ball B((,r)
in which the Hald sequence converges quadratically to ¢ for any initial point z¢ € B((, )

and from an approximation By of DF(¢)~1.
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4 —bs — 5s? + 453 + 354
(1—s5—52)%(1—s)

Let ¢ a zero of F such that DF(¢)™! exists. Denote v = v(f, DF((),¢) and 7 = 1 — >

Theorem 1.3 Let z(s) = s ands = 0.1741... such that z(5) = 1.

>

and suppose that F' is analytic in B((, 7). For all xqg € B <C, L) such that
V¢

s =a+e:=|[[BoDF(C) = I[| +cllwo — (]| < 5 (1.10)

then the map DF (xo)™! exists and the Hald sequence converges quadratically to ¢. More

precisely
er =cllre = ¢l < 2(s)" s, and, ay = ||BDF(Q) — || < 2(s)” .
Moreover, we have
8p := || BrDF(z3,) — I]| < 32(s)* 's.

Remark 1 It is well known that the quantity v(F, DF(z),2)"! is a lower bound for the
radius of convergence of the Taylor series of F' in 2, see for instance Proposition 6 page 167
of [1]. In the general case it is not easy to estimate the quantity . Fortunately this can be
done for the polynomial systems of equations or for instance for Fredholm integral operator

as in section 9.

Finally we state how Hald’s method is related to Newton’s method. More precisely we give

a condition so that the iterates of Hald sequence and Newton’s sequence are close.

Theorem 1.4 Let x;, (respectively 1) the k-th term of Hald sequence associated to F
(respectively associated to h). We also denote by Ty the Newton iterates starting from xy.
The condition
A=mh(m) 5 5 /5
w(T k)2
implies that the Newton’s sequence defined from x; converges quadratically towards a root ¢

of F'. We also have :

Wl
W(Ti)

ki1 — Trpa|] <

In the sequel of paper we give in section 2 a short history and some fundamental works
in our context. The proof of Theorem 1.1 is done in section 3. Next, in section 4 we
study the behavior of Hald sequences associated to the dominating function h(7). Theorems
1.2, 1.3 and 1.4 are proved in sections 5, 6 and 7 respectively. In section 8 we study the
case of analytic functions such that D/F(z) = 0 for j > 2. Finally, section 9 is devoted to a
numerical experiment with a classical Fredholm integral equation. We end with a concluding

remark by proposing a study that will extend our result.
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2 Short overview and discussion

The Hald sequence is a modified version of Moser’s method |1 1] where 2By, — By DF (zy.1) By,
replaces 2By, — By DF(zy)By. This difference implies an order of convergence equal to
(1 4+ v/5)/2 for Moser’s method. It seems that Moser rediscovered this method first pro-
posed by Ulm [11] who published his article in Russian. The equations F'(z) = 0 considered
comes from the study of stability of solutions of differential equations and/or partial differ-
ential equations. More recently in 2008, Ezquerro and Hernandez [2] study Hald’s method
under mild differentiability conditions where there are more precisions and references to the
non analytic case. The Kantorovich’s classical theory [¢] is the beginning of modern studies.
Smale [12], drawing inspiration from this theory, had the idea that the complexity of algo-
rithms for solving analytic equations could be expressed only from information given by the
function and its derivatives at a point. Then the natural setting of a-theory is that of analytic
functions in the ball of convergence of their Taylor series at a point [1]. In this way a criterion
of convergence of Newton’s method is given by a(F, DF(x¢)™", zo) < 3 —2v/2 : this result
of semi-local behaviour of Newton’s method is named a-theorem. The local behaviour of
Newton’s method is described thanks the quantity v(F, DF(¢)~!, (). More precisely, the con-
5— V17

2y(F, DF(¢)~",¢)
. this result is named ~-theorem. It is the key point in the measure of complexity to find an

vergence of Newton sequence is quadratic for all initial point zg € B | (,

initial point for Newton’s method using an homotopy method [10].

To our knowledge, third papers have studied the analytic case with the goal to apply it
to Fredholm integral equation using Hald’s method. The first study |/]| constructs a sys-
tem of recurrence relations in order to prove the convergence of the method. The second
study [0] uses the technique of dominating functions becoming from [16| but no result of
quadratic convergence are presented. Note that the dominating function is of the type

h(t)=a—(1-0)T+ Z ;77 which well adapted to treat particular case but no universal
Jj=2

constant to decide convergence is given. The third study [5] gives a y-Theorem with the

condition d + 9e < 1/2 which differs from (1.10). This condition links By with DF(zq)~"

which is not the case in (1.10).

3 Proof of theorem 1.1

To prove the existence of a root of F' we use Rouché’s theorem. Let us consider the Taylor
series of BoF(x) in xg. We have BoF(x) = BoF(xy) + BoG(z) with

Ga) =Y %D’“F(:UO)(:K o)t

k>1
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Rouché’s Theorem states that the analytic functions BoF' and ByG have the same number
of zeros counting the respective multiplicities in the ball B(xg, ) if for all z € 0B(xq,r) we
have ||F(z) — G(x)|| < ||G(x)||. Since By is invertible the previous assertion holds with the
inequality ||Bo(F(z) — G(x))|| < ||BoG(2)]].
We first prove that ByG(z) has only one zero in the ball B (:1:0, (12;_55)) Let us consider
another zero y # xy of ByGG. Since !

|1BoDE (o) (y — xo)ll = [ly = 2ol | = [[I = BoDF (20)]] [y — o]

> (1=9)lly — ol (3.1)

we can write

1 .
1BoG ()l = 0 = (1—6—ZHHBOD’“F(%)||||y—xo||’“ 1) [ly — ol

k>2
2(1_5_ ’}/Hy_xOH )||y—$0’|
1 —7lly — ol
1—0— (2_5)7||y_x0|||’y_x0||
L —7lly — ol

1-— 1 —
Hence y ¢ 5 (10, ) since 1[Iy — | = =5
It is easy to see that this inequality ||Bo(F(z) — G(x))|| < [|BoG(x)|| is verified for all

x € 0B(xo,r) if we have :

1
e = [|BoF(xo)[| = [|BoDF (o) (2 — zo)|| + ZEHBOD'“F(%)H [l — ol|* < 0.

k>2

Using (3.1) substituting y by x and ||x — x¢|| = r, we have

lh(7r> > 5 - (1 — (5)7” + Z(fyr)kilr

v E>2
> e.

Hence the condition h(yr) < 0 implies e < 0. From Lemma 4.1 below the function h(7) is

1—-90
strictly convex for 7 € [0, 1] and has two distinct real roots satisfying 0 < 7_ < 74 < 55
under the conditions 0 < § < 1 and o < 3 — 0 — 2¢/2 — 4. The inequalities 7 < yr < 74

imply h(yr) < 0. This proves Theorem 1.1.

4 The behavior of a Hald sequence associated to h(t)

The condition of existence of zeros of h(7) is given by the following lemma :
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Lemma 4.1 Let 0 < § < 1. Under the condition o < 3 —§ — 2+/2 — § the strictly convex

function h(7) has two real roots

7}:a+;;f;¢a (4.1)

where d is defined by (1.9) and moreover
1—4¢

_ < < —.
T. T+ 2_5

Proof. Under the condition o < 3 — § — 24/2 — 0 the computation of roots of h(t) is

2—96
tol—a—3—+d> 0. It easy to see that it suffices that 1 — & — § > 0. The condition

a<3—0—2v2—9 implies

l—a—60>2vV2—-90—2
>0, since2v2—0—2>0ford < 1.

reduces

straightforward and the strict convexity is easy to show. The proof 7, <

We are done. O

Lemma 4.2 Suppose 0 <6 <1 and o < 3—8§—2v/2— 5. Hald sequence (1.6) associated

to h(T) converges towards T_ with the following properties for k >0 :

1. bk < 0.

1
2. 0 < bl (1) < 1. Consequently —b, < —————.
W (i)
3. 0< 1, < Tpy1 < T—.

Then, the sequence (0)k>0 defined by (1.7) satisfies

Op1 <0 < 1.

Proof. The proof is inspired by [6]. From Lemma 4.1 h(7) has two roots 0 < 7_ < 7, < 1.
Prove items 1 to 3 inductively. We have by = —1, bph/(0) =1 —-d <land 0 =7 < 7 = a.

Prove that o« < 7=. We have
h(0) a

= =7.

= w0 1-6

T = Q

The real 7; is one step of Newton’s Method associated to h(7) from 0. In other words, the
point (71,0) is the intersection of the z-axis and of the tangent line at point (0, «) to graph
of h(7). The strict convexity of h(T) ensures ov < 7_.

Proof of items 1 to 3 for k + 1 if it is true for k. Clearly, since h(7) decreases and is strictly
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convex on [0,7_] we can see that 7, < 741 implies 1 — byh/(7541) > 1 — bph/(7) > 0. We

then get
bk+1 =by + (1 — bkhl(Tk+1)bk < b, <0.

Since Tx41 < 7_ one has h'(7x41) < 0 and by 1A' (Tk41) > 0.
Moreover by 11 (Trr1) — 1 = 2050 (Thy1) — D3R (Ths1)? — 1 = —(1 — bl (T41))? < 0. Ttem 3

follows from 7419 — Tky1 = —bri1h(7k41) > 0 and also
T_ — Tgy2 = (1 — bk+1h/()\k+1))<7', — Tk+1) > 0.

for Mgt+1 €]7Tk+1, Thr2|. The inequalities byy1h' (Ak1) < bgr1h' (Tk41) permit to conclude 7_ —
T2 > 0. Then items 1 to 3 hold.

Now since bg1 < by < 0 and h'(741) < W/(73) < 0 it follows that dgy1 = 1 — b1 h (1) <
O =1 — bph/(1x).

This lemma is proved. O

Next, we will use the following quantities :

T R Sl e
=~ and J

o= anda =T 5 (%"‘ C]o)
/ (2—0()

(51:1—blh(05>2 <(5+m

=0 +aq
1 —

n= s +(7’+—O./)2

-7 —(1=a)hq
Theorem 4.3 For each 6 < 1 there exists & Toot of n — 1 such that for all « < a5 we
have « <3 -9 —2/2 -0, ¢g <1 and n < 1. Moreover for a < &g we have :

2k—1

Spi=1—bh(m) < and - —7, < (14 —a)g® |, k>1. (4.2)
We give some values of ag :

4] 0 02 |04 ] 06 0.8
as | 0.165 | 0.106 | 0.06 | 0.022 | 0.004 | O

2=0)(r =7 )T =7

1—71

Proof. Writing h(7) =
shows that

a straightforward calculation

T — Thp1 = T— — T + bih(7%)

h(7) h(7)

e — T + h/( ) (1 - bkh/(tk))h/<7k)
_@=90-n), o k()
B I ) Y
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0.1654 '
0.16+

0.14+
0.12+
0.10+
0.08+
0.06+
0.04+

0.02+

0 02 0.4 5 06 0.8

Figure 1: Theorem 4.3.
Curve — : n=1.
Curve : —.— : qg=1.

Curve: ... : a=3—-0—2v2—0.

In the same way we get :

2-0)1—-71) h(y)

T = )= . 4.4
T4+ Tk+1 w(Tk) (Tk T+) k h/(Tk) ( )
Remember that h'(1) = (11/}(7))2 <0 for 7 € [0,7]. Let & = Th— T_, k > 0. It is easy
— T Te — T+

T—T_
to see that the function 7 € [0,7_] — strictly decreases. From Lemma 4.2 we know
T — T4+
Tr < Tpe1- Hence g1 < g from which we get the bound

B ((2 —0)(1—71) (70 — T+)2)_ 5, h(m) < Op(T— — ) (1 — 7%)

(%) W) = (= 7)1 —7)
< 11:2 Ok (4.5)
reduces to the lower bound
T4 = Thtl = 2= i)(ilk)_ ) (74 — ) (1 - 11:? 5ka) (4.6)
Using equality (4.3) and bounds (4.5), (4.6) we get with ¢y = :—Jr :

1 1—7y , 1
< )

1—7_

1—7—+ 2 1
< " ) . 4.7
_1—7—5QO(QO+1—T+ qo) 47
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and for k > 1 :

Q1 < 1

— X
Orqr | , since 1 =
—T_

1—7_+ 2 (6]
< ) 4.8
“1l-7 —-(1-a)hq (qk+1—7+ qu)’ (4.8)

since ¢ < ¢; and from Lemma 4.2 6, < ;. On another side
6k:+1 =1 bk+1h/(7'k+1) = (1 — bkh,(Tk+1))2.

One has 0 < 1—bkh/(7'k> = 5k < 1—bkhl(7'k+1) = 5k_bkh/(/\k)(7_k+1 —Tk) where A\ E]Tk, Tk+1[.

Hence

1 < (0 — bk () (Ter — Tr))?
<07+ (Tee1 — T)?,  since bh!(A\g) > 0.

We then get
(51 =1- blh,(Oé)
(2 —a)a\>
— s 5 4.9
(o+5=25) (19)
and for k > 1
5k+1 S (5]3 + (T_ — Tk)2
< 0 + g — 70)°
<62+ (ry — )’} (4.10)
1— T+ 2 l -« 2
Let n = (e —a), p= (n— (74 —@)") and ¢ = ¢ + 61. We

l—7 —(1—=a)hq 2(1 —7y)

have for o < @5 root of n — 1 :

Ok+1 + Qra1 < ap + 2u05qy, + O
< (6 +qr)?, since from Lemma 4.4 we have u < n < 1 for a < as.

By induction we then derive that for k& > 1, 0, + qx = qzkf1 using ¢ < 1 from Lemma 4.4.
We then deduce
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Lemma 4.4 Let q, n be defined as in Theorem 4.3 and

by 1‘“)<n—<u—a>2>.

2(]_ — T+
Then we have

1. n>pu.

2. For each < 1 there exists ag such that n — 1 = 0. Moreover for all o < &g we have
a<3—0—2v2—-90,q<1landn<1.

1—
Proof. Let d defined by (1.9). We know 7, = a+2(2 6;; vd from Lemma 4.1. Then
I

n—u>1—(1+a—27+). Since (1 4+ a — ad)?* —d = (2 —0)(4a+ 6 — a?*d) > 0 we have
-«

1+ a— 27, > 0. This proves n > pu.

To prove item 2 we remark for 6 € [0,1[ be given the function @ — 7_ increases and
the function @ — 7, decreases. From this we can show that the functions « — ¢ and
a — 1 increase. When o = 0 a direct calculation shows that ¢ — 1 =6 — 1 < 0. When
o =0.999 x (3 — & —2v/2 — §) a numerical calculation shows that ¢ — 1 > 0 : see Figure 2.

Hence there exists an implicit function a4(6) such that ¢ —1 = 0.

(2—;65)2 < 0. On another side when

a = a1(9) a numerical calculation shows that 7 —1 > 0 : see Figure 3. Hence there exists an
implicit function a(d) such that n—1 = 0. Finally we have as(8) < ay(0) <3—6—-2v2 -6
as it is shown in Figures 1 and 4. Then it is sufficient to consider a;s := as(9) and the result
follows. H

When a = 0 and § € [0, 1] be given we have n — 1 = —

5 Proof of a-Theorem 1.2

Theorem 1.2 follows from Theorem 5.1 below and Theorem 4.3.

Theorem 5.1 If a < 3 —§ — 22— then the scalar Hald sequence defined by (1.6)
dominates the Hald sequence (xy)r>0 defined by (1.2), that is,

Yzhtr — zpl| < Togr — 6, k> 0.
Then the sequence (xy)k>0 converges towards a zero ¢ of F with

Yo =Cl <7 =7, k=0
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124\

104

°0 01 02 03 04 05 06 07 08 09
Figure 2: Lemma 4.4.
— @ numerator of ¢ — 1 when oo = 0.999 x (3 — ¢ — 2v/2 — 0).
—.— : denominator of ¢ — 1 when @ =0.999 x (3 — 6 — 2v/2 — ).

Proof. We adapt the proof of Theorem 2 of 6] to our context. We proceed by mathematical
induction proving that the following inequalities hold for all £ > 0 :

YN BrF (i) || < —bph(7k) (5.2)

For k = 0 we have simultaneously 6 = 1+ h/(0), v||z1 — zo|| = a and Y(F, By, zo) <

. ! ‘ B
—~byy(h, by, 0) = ~. In fact for j > 2 we have hV) (1) = # and |AY(0)| = 4.
-7

(1
Let us assume 7 ||z 41 — ;|| < 7j41 —7; and that these inequalities hold for j < k. We prove
they hold for k + 1.

We know that
I — Bk+1DF(ZEk+1) = (I — BkDF(Ik+1))2

[~ ByDF(2441) = I — ByDF(x;) = Y %BkDU)F(g;k)(ka — !
j>2 7

It follows

11 = BuDF (zq0)|| < 1= b/ (7) = > %bkh(j)(Tk)(7||$k+1 — a7

j>2
S 1-— bkh/(Tk_H). (54)
Hence the inequality (5.1) holds since

[T = Byt DF (z41)[] < (1= bph' (7441))* = 1 = b B (Th40).
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0.5 0607 08 09

~100- 7

~1501 /

-2004 /

~250]/

Figure 3: Lemma 4.4.
— : numerator of 7 — 1 when a = a4 (9)

—.— : denominator of n — 1 when o = a4 ().

0 01 02 03 04 05 06 07 08 09

—0.001"

—0.002+

—0.003+

—0.004-

—0.005

—0.006

—0.007

Figure 4: Lemma 4.4.

— Q5 — 041((5).

— = a(d) — (3—=30—-2v2-0).

15
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Next, since BiF(zy) + BeDF (2x) (11 — ) = —(I — BxDF (v)) (241 — xx) we get

1 . .
YBiF (2541) = (I = BeDF (2))YBiF () + > = BiDY F () y(wpsn — )’

j>2 7

We deduce

VBeF ()| < —(1 = bl (7)) bih(7) = fl,bkh(j)(ﬂc)(ﬂm — 1)’

j>2 7"

< —bph(Ties1).
Then using By 1 F(x41) = (2 — BpF(2x41)) B F (2x41) the inequality (5.2) follows from

N Ber1F(zr1) ]| £ = (2 = bih'(Toy1))bule(Th1)

< =1 M (Thg1)-

From this, it follows y||zki2 — Zka1|| < Thao — Tha1-

Thirdly, inequality (5.3) is satisfied since for j > 2 we have

1

T (=bh ™9 (7))~ (Thsr — 1)

HBkHD(j)F(ﬂ?kH)H < (2 = bxh'(m)) Z

>0
S —’yj_1<2 — bkh/<Tk))bkh(j)(Tk+1) == —’}/j_lbk+1h(j)(7k+1)~

From Lemma 4.2 the scalar Hald sequence strictly increases and converges to 7_. This

implies the convergence of the sequence (z)r>o. Theorem 5.1 follows easily. O

6 Proof of ~-theorem 1.3

Here we have F(¢) =0 and 7. = v(F, DF(¢)™ %, (). Let s, = e, + ar where e = v¢||zx — (||
and ay = ||BekDF(¢) — I||. We denote e = eq, a = ap and s = 5.

To prove the convergence of Hald sequence from x(, we proceed by mathematical induction
assuming s < z(s)Zk_ls for a given index k. For k = 0, evidently sy < s, but we need

to prove that DF(x) is an invertible map. Lemma 2 (b) page 156 of |[I]| states the map
1

DF(xg) is invertible for all zy € B ((, —F) with 7 = (1 — v/2/2). Consequently there
8Ls

exists linear map By which approximates DF(xy)~!. For instance By = DF (zo)~ ! + M\ with
[|ADF(z0)|| < 1 satisfies ||BoDF(xy) — I|| < 1.
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We then write for kK > 0 :

ers1 = el|vn — ¢ — BrF (z1)]|
< ||I = BkDF(¢) — BxDF(¢) ) | lDF(C)‘leF(C)(m; —¢)7 Y lex

1
i>2

< (III — B.DF(Q)|| + || B.DF ()| Zef;‘l) er

Jj=2

€k
< 1
< (ak+( +ak)1—ek>ek
< (ak+ek)ek
- 1—€k

2
S
<k

1—Sk

(6.1)
On another side a straightforward calculation gives
Byy1DF(Q) — 1 = BeDF(C) — I + (I = BpDF(2441)) Be DF(C)
— (BDF(Q) ~ 1) = 3. L BDIF(Q) (@ — O BDF(Q)

=2

= —(ByDF(() — 1)~ E

with B = ~By,DF(() Y %DF(C)leF(C)(ka — Y 'B.DF(C).
We deduce using (6.1)j:22

(2 — epy1)ers
(1 —erg1)?
3—4s? —2s3
(1—s,—s7)

apt1 < af + (1+ ax)?

From (6.1) and (6.2), a straightforward calculation shows that
4 — 58, — bs2 + 4s; + 3s;
i kz — kEs? = 2(sk)Sk.
(1= sp = sp)" (1 — s)
Under the condition s < § = 0.1741... which implies z(s) < 1, we easily deduce with
sk < 2(5)% s that spyy < 2(s)2 s,

On another side we have from the fundamental property (1.5) of Bys

Spr1 <

By DF(x441) — I = —(BRDF (z41) — I)% (6.3)
Moreover

ByDF(wy41) — I = ByDF(C) = I + ByDF(() Y %DF(Q*DJ‘F(Q(MH — ¢yl (6.4)

i>2
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Combining (6.3) and (6.4) we get

(2- 6k+1>€k+1>2
dy1 < +(1+ . 6.5
k+1 > <ak ( ax) (1 — epir)? (6.5)

Using ay, e, < 2(s)? s, it follows

(2 (S)S)Z(3>) 2(3)2k+1*252

1 < (1+ (1+s) (1_—22(3)3)2

< (1 +(1+5) (12__5)2) 52(s)2 s

< 32(s)%" s,

9 _ 2
since the function s € [0, 5[— <1 + (1 + S)( a z(s()s))z)(;)) z(s)"'s increases. Then the
— 2(s)s

theorem holds.

7 Proof of theorem 1.4

We use the following a-theorem [15] which established the Newton sequence is well defined
and converges quadratically from an initial point xy provided that «(F, DF(xq),xo) < 3 —
2v/2. We consider the (k + 1)-th step in the iteration. We remark

Lpy1 — ((BkDF(.CL’k))_l — I)BkF({L'k) = T — DF(.Tk)_lF(ZEk) (71)

We denote by Zpy; the left hand side of (7.1) that is the result of one step of Newton’s
method. We now bound a(F, DF(xy), x)) with respect to a(F, By, zy). We first have

DF () 'F(x1) = (BrDF (z1)) ' Bp F(xy) (7.2)

Using inequality (5.4) of the proof of Theorem 1.2 we find
B(F, DF (1), z1) < (buh (1))~ B(F, By, 2x) (7.4)
In the same way we get

Y(F, DF (i), 21) < ||(BrDF ()" ||y(F, By, xx,)
< (byh' (7))~ Y(F, By, ). (7.5)

Hence

o(F, DF(z1), z) < (beh! (7)) a(F, B, z,) (7.6)
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Always from (5.2) and (5.3) we get

h(7k)
F B <p "
O[( 5 kaxk) = k(l—’Tk)S
Hence the condition
_ 1—71)h
(bl (7)) 2 b2 M) _A=mh(m) 5 5 5 (7.7)

(1 —7)° »(7)?

implies that the Newton’s sequence defined from z converges quadratically towards a root
¢ of F. From (7.1) we get

h(7:)
W(m)

Yagsr = Zrl] < = (7.8)

We are done.

8 Study of a particular case

We give without proof the particularities of previous results when DYV F(z) = 0 for j > 2.

In this way the dominating function becomes
h(T) =a—(1—90)1+7°%
1
with zeros 74 = ) (1 -0+ \/E> where d = /(1 — §)? — 4a.
We have successively

1
1. Theorems 1.1 and 1.2 hold with § < 1 and o < Z<1 — )%
2. Theorem 4.3 holds with :

-7 1

(a) g =7-/7+ and ¢ = 1_5;0(%2,—1- 1—@6%) and

B (2 —a)a)>

51—(5+ (1—ap

(b) ¢=d1+a

. 1—T+ 2
(c) n= =7 — (- + (174 — a).
(d) a < 3(1—10)?

)

We also give some values of ay :

) 0 0.2 04 | 06 | 0.8
as | 0.241 1 0.148 | 0.077 | 0.03 | 0.005 | 0
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0.257.
0.2411 .
0.20-
0.15-

0.10+

0.05+

0 02 04 § 06 08
8

Figure 5: Particular case.

Curve — : n=1.

Curve —— : ¢ =1.

Curve ... : a=3—0—2v2—0.

1
3. Theorem 1.3 holds with 7 = 2 2(s) = (45 + 3)(2s* + 1)s and 5 = 0.23... solution of
z(s)—1=0.
h 1
4. Theorem 1.4 holds under the condition (7) < -
h/<7'k)2 4

Figure 5 shows respectively the curves n —1 =0, ¢ — 1 =0 and 4a — (1 —6)? = 0. Figure 6
illustrates numerically that as = a2(0) < a1(9)) <3 -39 —2v/2 — 6.

9 Numerical experiments

We illustrate the previous results considering the following Fredholm integral operator

1 1
F(z)(s) =x(s) — 1 — 5/ sin(st)x(t)?dt (9.1)
0
which appears in |9] page 552. We are proving that the following two functions

T10(s) =1 (9.2)
1 — cos(s)

> (9.3)

1 1
Tap(s) =1+ 5/ sin(st)dt =1+
0

are close to a solution of (9.1). We use the classical max norm in the space of continuous

functions. A straightforward calculation shows that with By = I

I~ (I = BoDF(2))y(s) = /0 sin(st)z(t)y()dt.
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0 01 02 03 04 05 06 07 08 09

—0.001

—0.002

—0.003

—0.004+

—0.0051 °

—0.006

—0.007

—0.008+

Figure 6: Lemma 4.4.
— CKQ((S) — CK1<(5).
—— ra1(0) = (3=90—-2v2-9).

2- %BODQF(:E)yQ(s) = —%/0 sin(st)y(t)*dt.

1

1—
Since the maximum of [ sin(st)dt = 1= cosls)

on [0,1] is obtained for s = 1 we can

0
numerically compute the quantities ;, d;, Vi, o, ¢, M, 1:q; corresponding to x; ¢ and x9

respectively. The results are given in Table 1. From Theorem 1.1 we deduce the existence of

Bi 0; i o < (1—=6;)%/47 | ¢ | mig <17

10| 0.23 1 0.46 | 0.23 0.05 < 0.07 12910491064 <1

T2 [ 0.08 10.27 | 0.11 0.009 < 0.13 1.51]10.08 0.11 <1

Table 1: Quantities f;, d;, Vi, cu, q, M, M:q; relatively to z1 and xq.

only one solution in the closed ball B(z10,7—;/7:), ¢ = 1,2 where the 7_,’s are respectively
the first positive root of h;(1) = a; — (1 — 6;)7 + 72. Here we have 7_;/7; = 0.56 and
T_’Q/'YQ = 0.11.
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We perform the computation of Hald sequence in the space of functions defined by

n—1

+Za,~+1si where (ai,...,a,) € R"}.

=1

1 — cos(s

We take here n = 5. Then the equation F(x)(s) = 0 reduces to a polynomial system whose
solution approximates that of (9.1). Finally, Hald sequence from x4 or s associated at

this polynomial system converges to the function

1 — cos(s)

((s) =1+0.86 —0.045 +4 x 107> + 9 x 1075 + 3 x 1075s*. (9.4)

S

Thanks to this solution we determine the ball of local quadratic convergence given by ~-

1
Theorem 1.3. To do that we compute v(F, DF((),() = §||DF(C)’1D2F(C)||.

Proposition 9.1 We have

1
1. [|D?*F(Q)|| = H/ sin(st)dt|| < 0.46.
0
o1 1D2F (Ol
2
1-— ||/ sin(st)((t)dt||

For s = 0.23, the convergence of Hald’s sequence is quadratic for all xoy € B((,0.43).

2. v =~(F,DF(¢),¢ < 0.54

Proof. To determine DF(¢)~'2(t) we need to solve DF()y(s) = z(s), i.e.

1
) = [ sin(st)c(ey(e)dn = =(s).
Hence if DF(¢)™! exists it satisfies
z(s) + /1 sin(st)((t)DF ()t z(t)dt = DF(¢) ™ z(s).
0
A numerical computation gives ||[I — DF(¢)7!|| = ||/1 sin(st)((t)dt|| < 0.58.... Hence
0

DF(() is invertible and

[|[DF(¢)7Y| = < 2.34
1—||/smst Pt

1
Moreover ||D2F(O)]| = | / sin(st)|| < 0.46. Then
0

L ID2F (Ol

1—||/ sin(st)C (1)

~(F,DF((),¢ < 0.54.
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X, (S)
1.6
1.51
1.4 1

x,(5) s
1.3
1.2
1.14

1.0 Xp(S)

0.2 0.4 0.6 08 1

S

Figure 7: Iterated curves from z .

Then, letting 5 = 0.23 we get r = - 0.43 and from Theorem 1.3 we deduce that the Hald

¢
sequence converges quadratically for all xq € B((,0.43). O

Table 2 corroborates the quadratic convergence of Hald sequence and Figures 7 and 8 show

the iterated curves corresponding to Hald sequence initialized respectively to x; o and x4 .

k 112 3 4 b} 6 7

2o=1,0, ||Tpr1—zk|| | 0.22 | 0.78 | 0.028 | 2x107° | 5x107! | 2x10722 | 2x1074°

0=2,0, ||Zpr1—zx|| | 0.08 | 0.33 | 2x1073 | 2x10~7 | 5x10~® | 2x10730 | 3x10~6!

Table 2: Quadratic convergence of Hald’s sequence.

10 Concluding remark

We first have given a new condition of existence of a zero of an analytic function. Next, we
have studied the local behaviour of numerical Hald’s method. An application of the results
presented here is to find by homotopy method a point satisfying the assumptions of our

results. Classically this is realized using Newton’s method. It could be interesting to study
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Xl(s)
1.4
X (S)
1.3
x,(s)
Xo(s)
1.2
1.1
1.0
0 0.2 0.4 0.6 0.8 1

S

Figure 8: Iterated curves from 5.

the use of homotopy coupled with Hald’s method, for instance in the multiscale methods, to

numerically solve integral equations.
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COLIN BUTTCHEREIT

Monotones Iterationsschema in Risikomodellen

1 Einfiihrung

Partielle Differentialgleichungen haben héufig einen naturwissenschaftlichen Hintergrund.
Beispielsweise sind in dem Werk [2] von W. Arendt und K. Urban die Transportgleichung, die
Wirmeleitungsgleichung und die Wellengleichung zu finden. Allerdings gibt es auch partielle
Differentialgleichungen aus dem Bereich der Finanzwirtschaft. Der US-amerikanische Wirt-
schaftswissenschaftler Fischer Sheffey Black und der kanadische Wirtschaftswissenschaftler
Myron Samuel Scholes verdffentlichten im Jahr 1973 das bekannte Black-Scholes-Modell, in
dem es im Wesentlichen darum geht, den fairen Preis U(.S,t) eines Derivats fiir eine Risiko-
Anlage S (z.B. eine Aktie) zu einem gewissen Zeitpunkt ¢ zu bestimmen. Es ist tiblich, dass
fiir Modelle gewisse Annahmen zur Vereinfachung getroffen werden. In diesem Artikel wird
das ,klassische Black-Scholes-Modell um das Ausfallrisiko des Ausgebers B und der Gegen-
partei C' sowie um die Finanzierungskosten erweitert, was insgesamt zu einer nichtlinearen
partiellen Differentialgleichung vom Black-Scholes-Typ fithrt. Diese Gleichung hat folgende
Gestalt:

0
aU—F.AtU—TU:—(1—RB))\BU_+(1—R0))\0U++SFU+ (1)

fir (S,t) € (0,00) x (0,7).

Fiir die genaue Herleitung der Gleichung (1) sei auf C. Burgard und M. Kjaer in 6] (Kapitel
3) verwiesen.

Der zeitabhéngige Black-Scholes-Operator A; ist definiert durch

62

o 82U + gs(t) - 7s(0)] 52

Al = 052 a5

1
3 U (2)
fir U : (0,00) x (0,T) — R.

Mit r > 0 bezeichnen wir den risikolosen Zinssatz, mit rg > 0 bzw. ro > 0 die Rendite
der Anleihen von B bzw. C' und mit rr die Finanzierungsrate. Auferdem definieren wir die

nichtnegativen Konstanten Ag :=rg —r, A\¢ :=r¢ —r und sp := rp — r. Des Weiteren ist
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vs(t) > 0 die Dividenden-Rendite der Aktien-Beteiligung, ¢s(t) > 0 die Finanzierungskosten-
Rate der Aktien-Beteiligung und o(t) > 0 die Volatilitét. Zuletzt sind Rp € [0, 1] bzw. R¢ €
[0, 1] die Erholungsraten im Falle des Ausfalls von B bzw. C. Auferdem ist ¢ = max(¢p, 0)
der Positivteil und ¢~ = max(—¢p,0) der Negativteil der Funktion ¢.
Die nichtlineare parabolische Gleichung (1) wird durch den Endwert

U(S,T) = H(S) (3)

fiir S € (0, 00) ergénzt.

Dieser Endwert wird durch die Art der Option festgelegt. Anhand einer Aktie werden nun
kurz die Optionen und ihre dazugehorigen Auszahlungsfunktionen vorgestellt, die wir in die-
sem Artikel vorrangig betrachten. Dabei betrachten wir die selben Optionen wie F. Baustian,

J. Pospisil und V. Svigler in [7]:
1. Call-Option
2. Forward
3. Gap-Option

Eine Call-Option gibt dem Ausgeber B das Recht, jedoch nicht die Pflicht, eine Aktie zu
der Zeit T fiir einen festgelegten Strike-Preis K > 0 zu kaufen. Die Auszahlungsfunktion der
Call-Option ist daher durch

Hean(S) = (S = K)* (4)

gegeben (siehe Abbildung 1).

Auszahlung

Aktienpreis

1 1 1 1

Abbildung 1: Auszahlungsfunktion einer Call-Option



Monotones Iterationsschema in Risikomodellen 29

Bei einem Forward hat der Ausgeber B zu dem Zeitpunkt 7" die Pflicht, eine Aktie zu dem
festgelegten Strike-Preis K > 0 zu kaufen. Die Auszahlungsfunktion eines Forwards ist daher
durch

wad(S) - S - K (5>

gegeben (siehe Abbildung 2).

Auszahlung

K Aktienpreis

Abbildung 2: Auszahlungsfunktion eines Forwards

Bei der Gap-Option gibt es zusétzlich zum Strike-Preis K noch einen Trigger-Preis K,
wobei K, > K; > 0 gelten soll. Es ist mafigeblich, ob der Aktienpreis zum Zeitpunkt T’
mindestens so grofs ist wie der Trigger-Preis. Die Auszahlungsfunktion der Gap-Option ist
durch

Hgap(S) = (S — Ky) Ts>k, (6)

gegeben (siehe Abbildung 3).
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Auszahlung

K

Abbildung 3: Auszahlungsfunktion einer Gap-Option

Es ist anzumerken, dass die Call-Option immer eine nichtnegative Auszahlung besitzt, wah-

rend die beiden anderen Vertrége auch negative Auszahlungen besitzen kénnen.

Der Artikel ist folgendermafen aufgebaut. Zunéchst wird im zweiten Kapitel das nichtlineare
Problem umgeformt, damit sich aus dem Endwertproblem (1), (3) ein Anfangswertproblem
ergibt. Des Weiteren betrachten wir, in welchen Raumen sich die betrachteten Funktionen

befinden. Dabei werden die hierfiir relevanten gewichteten Lebesgue-Réume eingefiihrt.

Im dritten Kapitel wird das Prinzip von Ober- und Unterlosungen erlautert. Daraufhin
wird eine Folge von Funktionen konstruiert, welche Losungen linearer partieller Differenti-
algleichungen sind. Diese Folge konvergiert aufgrund dieser Konstruktion gegen die Losung
des urspriinglichen nichtlinearen Problems. Zuletzt leiten wir mithilfe eines ,Variation der

Konstanten “-Ansatzes eine explizite Losungsformel fiir das lineare Problem her.

Im vierten Kapitel wird die Methode der finiten Differenzen auf das monotone Iterations-
schema angewendet, indem konkret einige Iterationen fiir festgelegte Parameter durchgefiihrt
und Ergebnisse grafisch dargestellt werden. So kann eingeordnet werden, ob die Anwendung
der Finiten-Differenzen-Methode fiir das monotone Iterationschema sinnvolle Ergebnisse lie-
fert.

Abschliefsend wird im fiinften Kapitel ein Fazit gezogen, inwieweit das monotone Iterations-
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schema zur Behandlung des betrachteten Risiko-Modells geeignet ist und wie aussagekréftig

die Ergebnisse der numerischen Behandlung sind.

Wahrend im zweiten und dritten Kapitel die analytischen Aspekte im Vordergrund ste-
hen, welche beispielsweise von B. Alziary und P. Taka¢ in [!] erforscht wurden, konzentriert
sich das vierte Kapitel auf die numerische Behandlung des Iterationsschemas. Auf diese
Weise werden die bisherigen analytischen Ergebnisse um interessante numerische Resultate

erweitert.

2 Vorbereitung

Bevor in Kapitel 3 das monotone Iterationsschema definiert werden kann, formen wir das
nichtlineare Problem (1), (3) zunéchst um. Auferdem sind wir daran interessiert, in welchen

Réaumen sich der Anfangswert und die Losung des Problems befinden.

2.1 Umformung des nichtlinearen Problems

Die Umformungen basieren auf 1] (Kapitel 2) und [5] (Kapitel 2, Kapitel 3.1).
Wir betrachten das nichtlineare Problem (1), (3) und setzen 7 = T — ¢, x = In S sowie
u(z,7) = U(S,t). Aus dem Endwert (3) ergibt sich mit h(x) = H(S) dann der Anfangswert

u(x,0) = hiz) = H (e7) (7)

fir x € R.

Aus der Gleichung (1) ergibt sich in verkiirzter Schreibweise

0
Eu —A(T)u+ru= f(u) (8)

fir (z,7) €e R x (0,7).
Dabei ist nun der zeitabhéngige Black-Scholes-Operator A(7) definiert durch

1 5 02 1 5| O
A(T)u = 5 [o(7)] L qs(7) = vs(7) — B [o(7)] 7Y (9)
fir u: R x (0,7) — R.
An dieser Stelle sei angemerkt, dass alle linearen Operatoren A(7), fiir 7 € (0,7"), paarweise
kommutativ sind.

Die Nichtlinearitat f (-, z,7) : R — R auf der rechten Seite von (8) definieren wir durch

flu,z,7):== (1 — Rp) Agu™ — (1 — Rg) Aou™ — spu™ (10)
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fir w € R und (z,7) € R x (0,7).
Addiert man bei der Gleichung (8) auf beiden Seiten den Term L ju, wobei die Konstante
L; € [0,00) definiert ist durch

Ly =max {(1 — Rp)Ag, (1 — Rc)hc + sp}, (11)

so erhdlt man insgesamt also das dquivalente nichtlineare Problem

{ %u — AT u+rgu=g(u) fir (r,7) € Rx(0,7) (12a)
u(z,0) = h(x) = H (e”) fir z e R. (12b)

Hierbei haben wir r, := r 4+ L; gesetzt und die Nichtlinearitét g(-,z,7) : R — R definiert
durch

g(u,z,7) = f(u,x,7)+ Lyu (13)
fir u € R und (z,7) € R x (0,7).
Das nichtlineare Problem (12a), (12b) wird im Folgenden zugrunde gelegt. Der nachfolgende
Satz zeigt, warum die Addition des Terms L ju sinnvoll ist. Wir gehen an dieser Stelle etwas

préziser auf den Beweis ein als in [1].

Satz 1 Fiir alle (z,7) € R x (0,T) ist die Funktion g (-,z,7) : u + g(u,z,7) : R = R

monoton wachsend, d.h. fir alle ui,us € R gilt die Implikation
uy <up = g(u1,z,7) < g(ug, 2, 7). (14)
Beweis. Fiir alle (x,7) € R x (0,7T) gilt

g(u,z,7) = f(u,z,7) + Lyu
1— RB) )\BU_ — (1 — Rc) )\Cu+ — SFU+ + Lf (U+ — U_>
= (—Lf + (1 — RB) /\B) U + (Lf — (1 — RC) Ao — SF) ut

=—(Ly = (1= Rp)Ap)u” + (Ly = (1 = Re) e + sp)) u” (15)
(L — (1= Rp)Ap)u , falls u < 0
=49 (L= ((1=Re)Ac+sp))u fallsu>0
0 , falls u = 0.
Also gilt
0 Lf—<1—RB))\B ,fallsu<0
8_9 = (16)
u Ly —((1—=Re)Ac+sr) ,fallsu>0.

Weiter gilt
Lf :max{(l —RB>/\B,(1—R0))\0+SF} Z (1 —RB) /\B (17)
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sowie
Lf = max{(l - RB))\B, (1 - Rc)AC + SF} Z (1 - Rc))\c + Sp. (18)
Damit folgt
0
0< —¢g<1L 19
< 5.9 Ly (19)

fir alle w € R\ {0} und (z,7) € R x (0,7).

Auferdem gilt wegen (15) fiir alle (x,7) € R x (0,7)

g(u,z,7) <0, falls u < 0,
g(u,z,7) =0, falls u = 0, (20)
g(u,z,7) >0, falls u > 0,

sodass die Behauptung mit (19) und (20) folgt. O

In [1] (Kapitel 2) werden ganz allgemein fiinf Forderungen (G1 - G5) an die Nichtlinearitét
g :RxRx(0,7) — R gestellt. Neben der gerade bewiesenen Monotonie (G3) erfiillt die
konkret betrachtete Nichtlinearitdt (13) alle diese Forderungen, denn:

Fiir jedes feste u € R ist die Funktion g(u, -, -) : (x,7) — g(u,x,7) : Rx(0,7T) — R Lebesgue-
messbar (G1). Die exponentielle Wachstumsbeschriankung (G4) der Funktion ¢(0,-,7) : z —
g(0,z,7) : R — R ist gegeben, da ¢(0,z,7) = 0 gilt. Auch die Holder-Stetigkeit (G5)
der Funktion g(u,z,-) : 7 +— g(u,z,7) : (0,7) — R liegt vor, da g nicht explizit von 7
abhéngt. Zuletzt erhalten wir auch die gleichméfige Lipschitz-Stetigkeit (G2) der Funktion
g(-,z,7) ru— g(u,z,7) : R — R durch (19) zusammen mit der Tatsache, dass ¢(0,z,7) =0
gilt.

2.2 Die betrachteten Raume

In diesem Abschnitt wird dargelegt, in welchen Réumen sich die Losung v : R x (0,7) — R
des nichtlinearen Problems (12a), (12b) bzw. die Funktionen in dem spéter vorgestellten
Iterationsschema, welche Losungen linearer partieller Differentialgleichungen sind, befinden.
Dies héngt wesentlich davon ab, in welchem Raum sich der Anfangswert (12b) befindet.

Héufig werden o, ¢¢ und ~g als positive Konstanten angenommen. Es geniigen allerdings

auch schwichere Annahmen, die wir nun gemaf [1] (Kapitel 2) aufzéhlen:

Annahme 1 o : [0,7] — (0,00) ist eine Hélder-stetige Funktion, d.h. es existieren von
7 € [0, T] unabhdngige Konstanten C, € [0,00) und ¥, € (0,1), sodass

|o(1) — o (1) < Cylri — 72| (21)

fir alle 7,7 € [0,T] gilt.
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Annahme 2 ¢g,vs : [0,7] — (0,00) sind Holder-stetige Funktion, d.h. es existieren von
7 € [0,T] unabhdingige Konstanten Cy, C, € [0,00) und 94,9, € (0,1), sodass

|4s(71) — gs(m)| < Cylri — 1| (22)

und

s(m1) = 75(72)| < Cylm — 7™ (23)
fir alle 7,15 € [0,T] gilt.
Zuletzt muss noch eine Annahme tiber den Anfangswert (12b) getroffen werden. Am Beispiel

des Forwards sieht man, dass die Funktion hgyq : R — R mit hgyq(z) = Hiwq (€¥) = € — K

unbeschrankt ist. Jedoch gilt immerhin hgyq(z) < €® fiir alle x € R. Allgemein fordern wir:

Annahme 3 Die Funktion h : R — R ist Lebesque-messbar und es existiert eine Konstante
Ch, € [0,00), sodass fir fast alle x € R die Ungleichung

[ ()] = [H (¢7)] < Chel (24)
qgilt.

Es sei angemerkt, dass die drei konkret betrachteten Vertrage (Call-Option, Forward und
Gap-Option) jeweils die Annahme 3 erfiillen.

Durch diese Annahme motiviert, betrachten wir zunéchst den Vektorraum

L2 (R,w) =
) (25)
{f R—-C ‘ f ist Lebesgue-messbar und/R |f(2)]"w(x)dx < oo} :
wobei w(z) = e I eine Gewichtsfunktion mit einer Konstanten p € (2, 00) ist.
Zunéchst erhalten wir durch die Abbildung
e € )+ 0.00), £ ( [ 1@ u)o) (20
eine Seminorm. Um eine Norm zu erhalten, definieren wir
Ni={f €L ®w): | fllama =0} (27)
und definieren den gewichteten Lebesgue-Raum durch
L* (R,w) = L* (R, w) /N (28)

Dieser Raum entsteht aus £2 (R,w) durch Identifizieren von Funktionen, die fast iiberall

gleich sind. Wir verweisen an dieser Stelle auf F. Baustian, K. Filipova und J.Pospisil in
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[1] (Kapitel 2.1) und O. Forster in [9] (Kapitel 12) fiir weitere Details tiber Lebesgue- bzw.
gewichtete Lebesgue-Raume.
Es ist bekannt, dass Hc := L? (R, w) ein Hilbertraum mit der Norm

1= ( [, \f(x)IQw(:v)dxf < o0 (29)

ist. Diese Norm wird von dem Skalarprodukt

(f. ghi = /Rf@)mw(x)dx (30)

fiir f, g € Hc induziert.

Wir bezeichnen den abgeschlossenen Unterraum aller reellwertigen Funktionen f : R — R
von H¢ mit Hg.

Da die Losung u(x, 7) fiir das nichtlineare Problem (12a), (12b) reellwertig sein wird, werden

wir insgesamt u(-,7) € Hy fiir alle 7 € (0,7") erhalten.

Zuletzt geben wir ein fiir das monotone Iterationsschema wichtiges Existenz- und Eindeu-

tigkeitsresultat an. Dafiir betrachten wir das lineare Problem

{%u —A(T)u+ryu=F(x,7) fir (z,7) e Rx(0,7) (31a)
u(z,0) = h(x) = H (&) fir z e R (31b)

in Anlehnung an das nichtlineare Problem (12a), (12b).

Dabei ist die Inhomogenitat F : [0,7] — Hpg eine stetige Funktion, das heifst ' € C ([0, 7] —
Hg), wobei F': R x [0, 7] — R die Bedingung F(7) = F(-,7) € Hg fiir alle 7 € [0, T] erfiillt.
Die Ergebnisse in | 1] (Kapitel 2) und von L. C. Evans in [8] (Kapitel 7.1) liefern, dass das pa-
rabolische lineare Problem (31a), (31b) genau eine schwache Losung u : [0, 7] — Hg besitzt,
sofern die Anfangsbedingung h € Hg die Bedingung (24) erfiillt. Diese schwache Losung u
ist stetig als Hg-wertige Funktion von 7 € [0, 7], das heifst u € C ([0,7] — Hg).

Es sei an dieser Stelle angemerkt, dass diese schwache Losung u : [0,7] — Hg auch eine
klassische Losung ist, falls F' : [0, 7] — Hg Holder-stetig zum Holder-Exponenten v € (0,1)
ist. Fiir Details sei auf [1| (Kapitel 2, Hypothesis (f1’)) verwiesen. Wir verwenden daher im

Weiteren héufig die Notation der (schwachen) Losung,.

3 Monotones Iterationsschema

In diesem Kapitel behandeln wir nun das monotone Iterationsschema. Wir konstruieren eine
Folge von Ober- bzw. Unterlosungen, welche selbst Losungen von linearen Problemen sind.
Diese Folge von Funktionen konvergiert dann monoton gegen die Losung des nichtlinearen
Problems (12a), (12b).
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3.1 Ober- und Unterlosungen

Als Erstes miissen die Begriffe Oberlosung und Unterlosung definiert werden. Dieser Ab-
schnitt basiert auf [1] (Kapitel 3.1) und [5] (Kapitel 3.1).

Wir definieren zunéchst die Begriffe im Sinne von klassischen Losungen.

Definition 1 Die Funktion u : [0,T] — Hyg ist eine Oberlésung des linearen Problems
(31a), (31b), wenn gilt:

1. w(z,0) > h(z) fir fast alle x € R.

2. Fir das Losungs-Residuum

D(u) := %E(m, T) — A(T)u(z, 7) + ryu(x, 7) — F(z,7) (32)

gilt: D (w) > 0 fir fast alle (z,7) € R x (0,7).

Analog lésst sich die Unterlosung definieren.

Definition 2 Die Funktion u : [0,T] — Hg ist eine Unterlésung des linearen Problems
(31a), (31b), wenn gilt:

1. u(z,0) < h(z) fir fast alle x € R.

2. Fir das Lésungs-Residuum

D(u) := %g(m, 7) — A(T)u(z, 7) + rou(z, 7) — F(z,7) (33)

gilt: D (u) <0 fir fast alle (z,7) € R x (0,7).

An dieser Stelle sei angemerkt, dass fiir die schwache Losung von (31a), (31b) der Begriff
der schwachen Ober- bzw. Unterlosung (Definition 1 und Definition 2) im Sinne einer Ap-
proximation durch eine Folge von klassischen Losung zu verstehen ist. Dafiir sei erneut auf

[1] (Kapitel 3.1) verwiesen.

Um das monotone Iterationsschema definieren zu kénnen, wird zunéchst eine anféngliche
Oberlésung ug beziehungsweise eine anfangliche Unterlosung uy des nichtlinearen Problems
(12a), (12b) benotigt. Der Begriff der Ober- und Unterlésung ist dabei analog zu Definition

1 und 2 definiert, indem man F'(x,7) durch g(@) beziehungsweise durch g(u) ersetzt.

Fiir die drei oben genannten Vertridge (Call-Option, Forward und Gap-Option) kann je-
weils eine anfangliche Oberlosung ug und eine anféngliche Unterlésung ug des nichtlinearen

Problems (12a), (12b) angegeben werden.
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Satz 2 Fir die Call-Option, den Forward und die Gap-Option ist jeweils eine anfingliche

Oberlosung ug des nichtlinearen Problems (12a), (12b) gegeben durch
Uy(z,7) = exp (z + A7) fiir (z,7) € R x [0, 7],
wobei X € R eine Konstante ist, die

A > max [gs(7) —ys(7)] =7 — (1 = Re)Ac — sp
T€[0,T7]

erfillt.

Beweis. Zunichst stellt man folgende Aquivalenz fest:
S>Ki <= x>k,
Weiter gilt fiir alle x € R
_O(xa O) =e" > (ex - K>+ = Ldcall (ex) = hcall(m)a
Ug(7,0) = " > e" — K = Hpya (€") = hwa(w),
_Q(ZL’, O) =e" > (em - KS) ]l{l’Ztht} - Hgap (ew) - hgap(*r)a

sodass Bedingung (1.) von Definition 1 erfiillt ist.
Aufserdem gilt

9 _
Eu_o = /\Uf_Ou
?_ 0

—8x2u0 = %UO = Ug.

Damit gilt also

A(r)ig = 5 o (1)) @ + [gs(7) —7s(7) — % [o(n))*| @ = [as(7) —7s(7)]

DO | —

Tgu_(): (T+Lf>u_07
g (o) = f (o) + Lyig = — (1 — Re) A\cip — sptio + Lsig
= (Lf — (1 — Rc))\c — SF)’LL_O

Somit gilt fiir das Losungs-Residuum

)
D(ug) = 5700 — A(7)8g + 1o — g(ug)

= (A= lgs(7) = 7s(T)] + 7+ (1 = Re) Ac + sr) T

= (A=lgs(1) = ys(n)] + 7+ (1 = Rc) Ac + sr) exp (z + A7) .

(34)

(35)

(36)

(38)

(39)

(40)

Wegen exp (z 4+ A7) > 0 fithrt die Wahl von XA > max [gs(7) — vs(7)] =7 — (1 — Rc)A\c — s

T€[0,7T]

dazu, dass D (ug) > 0, sodass also auch die Bedingung (2.) aus Definition 1 erfiillt ist.

]
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Ahnlich lisst sich fiir die drei Vertriige auch eine anfingliche Unterlosung ug des nichtlinearen
Problems (12a), (12b) konstruieren.

Satz 3 PEine anfingliche Unterlosung uy des nichtlinearen Problems (12a), (12b) ist gege-
ben durch

up(x,7) = —Cexp(Ar) fiir (z,7) € R x (0,7 (41)
mit C > 0 und A € R, wober wir fiir die Call-Option C' = 0, fir den Forward C' = K und fiir
die Gap-Option C = K, — K; setzen. Zusdtzlich muss bei dem Forward und der Gap-Option
noch A > (1 — Rg) Ap — r gewdhlt werden.

Beweis. Fiir die Call-Option ist ug(x,7) = 0. Also gilt fiir alle z € R
@(ZE, 0) =0 S (ex - K)Jr = 1llcall (6w) = hcall(z)v (42)

sodass Bedingung (1.) von Definition 2 erfiillt ist.
AuRerdem gilt fiir das Losungs-Residuum D (ug) = 0, sodass Bedingung (2.) aus Definition
2 auch erfiillt ist.

Nun betrachten wir den Forward und die Gap-Option mit ug(z,7) = —Cexp(A7). Fiir alle
x € R gilt fiir den Forward

up(2,0) = =K < e” — K = Hpyq (€7) = hgwa() (43)
und fiir die Gap-Option

@(I’, O) = Kt - KS S (ex - Ks) ﬂ{e“ZKt} - (ea: - Ks) ﬂ{xZInKt}

= Hgyp (e) = hgap(@»

wobei hier noch einmal angemerkt sei, dass K; — Ky < 0. Damit ist Bedingung (1.) von
Definition 2 erfillt.

Nun gilt weiter

(44)

(%Uo = Auy,
A (45)
gt = gt =0
Damit gilt
A(T)ug = 0,
reuo = (r + Ly) uo, (46)

g (uo) = f (o) + Lyug = (1 — Rp) Apug + Lyug.
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Somit gilt fiir das Losungs-Residuum

0
D(uo) = prii A(T)ug + rqug — glug) = (A +7 — (1 — Rp) Ap) uo

= —C(A+7—(1— Rp)Ag)exp(A7).

(47)

Da C > 0 und exp(A7) > 0, fithrt die Wahl von A > (1 — Rp) Ag — r dazu, dass D (@) <0,

sodass also auch die Bedingung (2.) aus Definition 2 erfiillt ist.

Wir schliefsen das Unterkapitel 3.1 mit einem sehr wichtigen Satz ab, der auf dem Maxi-
mumprinzip basiert.

Das schwache Maximumprinzip fiir die schwache Losung u von (31a), (31b) besagt laut [1]
(Kapitel 3.1) Folgendes:

Wenn u(z,0) > 0 und F(z,7) > 0 fiir fast alle (z,7) € R x (0,7) gilt, dann gilt auch
u(z,7) > 0 fiir fast alle (z,7) € R x (0,7).

Folgender Satz hilft fiir die anschlieffende Konstruktion der monotonen Iterationen weiter:

Satz 4 Seien U, u: R x (0,T) — R eine (schwache) Ober- bzw. Unterlisung des linearen
Problems (31a), (31b), sodass u(z,0) < u(x,0) fir fast alle x € R gilt. Dann gilt fir jedes
7 €[0,T) auch u(x,7) <u(x,7) fir fast alle x € R.

Beweis. Anwendung des schwachen Maximumprinzips auf die Differenz v = @ — u. Siehe
Lemma 3.1 (Weak comparison) in [1| (Kapitel 3.1) sowie Erkenntnisse von A. Friedman in
[10] (Kapitel 2). O

3.2 Konstruktion der Iterationen

Wir definieren nun das monotone Iterationsschema fiir die Oberlosungen mithilfe der bishe-
rigen Erkenntnisse. Der Abschnitt basiert auf [1]| (Kapitel 3.2). Dort wird eine allgemeinere
anfiangliche Ober- bzw. Unterldsung angegeben. Wir beschréanken uns nun auf die konkret
betrachteten Vertrage (Call-Option, Forward, Gap-Option) und deren in Satz 2 und Satz 3

benannten anfanglichen Ober- bzw. Unterlésungen.

Wir betrachten zunéchst die anféngliche Oberlsung g aus Satz 2. Nun sei uy : Rx[0,7] — R

die (schwache) Losung von

{%u_l — A(T)uy + ryug = g(ug) fir (x,7) € R x [0,7] (48a)
up(z,0) = h(z) = H (e") fir v e R. (48b)

Aufgrund der bisherigen Erkenntnisse wissen wir, dass u; existiert und eindeutig ist. Aufier-
dem gilt wy € C'([0,T] — Hg).
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Da @y eine (schwache) Losung von (48a), (48b) ist, ist uy gleichzeitig eine (schwache) Ober-
16sung und eine (schwache) Unterlosung von (48a), (48b). Da %y eine Oberlésung von (12a),
(12b) ist, ist ug auch eine (schwache) Oberlésung von (48a), (48b). Somit kann man mit Satz
4 folgern, dass ug(x,7) > uy(x, 7) fiir fast alle (z,7) € R x [0, 7] gilt.

Analog gilt dann auch wy(z, 7) > ug(z, 7) fiir fast alle (z,7) € R x [0,77], da uy (geméf Satz
3) eine Unterlosung von (12a), (12b) ist. Insgesamt folgt dann also

g, 7) = ur(z, 7) = uo(x, 7) (49)
fir fast alle (z,7) € R x [0, 7.

Nun nehmen wir an (Induktionsvoraussetzung), dass wir die Funktionen ug,uy, ..., :
R x [0, 7] — R so konstruiert haben, dass gilt:

1. Fir alle ¢ = 0,...,n ist @; : R x [0,7] — R Lebesgue-messbar und es gilt w; €

2. Firalle:=1,...,n gilt
Uo(z,7) > Wi (z,7) > Wz, 7) > uo(z, 7) (50)

fir fast alle (z,7) € R x [0, 7.

3. Furallei=1,...,nist @; : R x [0,7] — R die (schwache) Lésung von
9 __ A,
{EuZ —A(T)w; +ryw; = g(wi—y) fiir (z,7) € Rx[0,7] (5la)
u;(x,0) = h(z) = H () fir z € R. (51b)

Zuletzt muss nun noch die Funktion @,7 : R x [0,7] — R als (schwache) Lésung von

0
{ EU’TH»I - A<T>m + rgm = g(u_n) fiir (37, T) € R x [07 T] (52&)
Unt1(x,0) = h(z) = H (") fir z € R (52b)

konstruiert werden. Da wir durch (50) insbesondere wissen, dass
Up—1(z,T) > Uy (2, T) (53)
fir fast alle (z,7) € R x [0, 7] gilt, konnen wir mit Satz 1 folgern, dass
9 (@ =i(2,7)) 2 g (Wn(2, 7)) (54)

fiir fast alle (z,7) € R x [0,7] gilt.
Dann kann man wiederum mit Satz 4 folgern, dass auch

Up (2, T) > Upia(x, T) (55)
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fiir fast alle (z,7) € R x [0,7] gilt.
Analog zur Konstruktion von w; mithilfe von %g erhalten wir nun die Existenz von %, ;7 und
insgesamt

Uo(x,T) 2 Up(2,7) 2 Uppa (2, T) > ug(,T) (56)

fir fast alle (z,7) € R x [0, T] sowie u,; € C ([0,T] — Hg).

Mit dieser Induktion ist die Konstruktion der monotonen Iterationen abgeschlossen.

Durch obige Konstruktion erhalten wir also eine Folge von (schwachen) Oberlosungen g, ut,
Uz, ... fiir das nichtlineare Problem (12a), (12b).

Mit dem Satz von der monotonen Konvergenz bzw. mit dem Satz von der majorisierten Kon-
vergenz (siche beispielsweise [9] (Kapitel 5)) erhélt man zum einen die monotone punktweise
Konvergenz

Up(x,7) \yu* (2, 7T), wenn n — o0 (57)

fiir fast alle (z,7) € R x [0,7] und zum anderen die Konvergenz
|y (1) — u*(7)|| ; = 0, wenn n — oo (58)
fiir fast alle 7 € (0,7), wobei u*(7) = u*(-, 7) € Hg eine Funktion ist, welche die Ungleichung

Uo(x,7) > up(x,7) > Ux(x,7) > ... > u(x,7) > upx, 1) (59)

fiir fast alle (z,7) € R x [0, T erfiillt.
Betrachtet man den Lebesgue-Raum L? ([0, 7] — Hg), erhiilt man des Weiteren auch die

Konvergenz

2

T
I = s = | [ I —wOlfdr | >0 fin—oo (60
0

Die Resultate von A. Pazy in 12| (Kapitel 6, Theorem 1.2) liefern zusammen mit [3] (Kapitel
7.1) zum einen, dass u* € C' ([0, 7] — Hg) und zum anderen, dass u* eine (schwache) Losung
des nichtlinearen Problems (12a), (12b) ist.

Analog konstruiert man die Folge von (schwachen) Unterlosungen, indem man mit der in
Satz 3 beschriebenen anfanglichen Unterlosung ug beginnt und die Iterierten so berechnet
wie in (48a), (48b) (ersetze im Schema jeweils w; durch u,;). Auf diese Weise erhélt man
eine Folge von (schwachen) Unterldsungen ug, u1, s, . . ., fiir das nichtlineare Problem (12a),
(12b).

Analog erhalt man die monotone punktweise Konvergenz

up(z,7) S u(x,T), wenn n — 00 (61)
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fur fast alle (z,7) € R x [0, T, wobei
up(z,7) < w(x, 7) <ugle,7) <o <z, 1) <Tglw, T) (62)

fir fast alle (z,7) € R x [0,7] gilt.

Die Konvergenz (58) sowie die Konvergenz (60) gelten analog.

3.3 Losungsformel fiir das lineare Problem

In diesem Abschnitt wird eine Losung des linearen Problems (31a), (31b) hergeleitet. Mithil-
fe bekannter Resultate {iber den Kern der Diffusionsgleichung kann dann sogar eine explizite
Losungsformel angegeben werden. Wir verwenden hierfiir [1] (Kapitel 5) und [12] (Kapitel

5.6) sowie die Ergebnisse fiir die Diffusionsgleichung in [2] (Kapitel 3.4.4).

Wir beginnen mit der homogenen abstrakten Differentialgleichung

{ %u — A(m)u = 0in Hg fiir 7 € (0,7) (63a)
u(0) = h € Hg. (63b)
Um eine Losung fiir (63a), (63b) anzugeben, teilen wir zunéchst den Black-Scholes-Operator
A(T) : Dc C He — Hc in zwei Operatoren auf. Dabei besteht der Definitionsbereich
D (A(7)) = Dc aus allen Funktionen f € He, deren schwachen Ableitungen f' = L f und
f" = & f ebenfalls in He liegen.

Nun definieren wir den Diffusions-Operator A;(7) : D¢ C He — H¢ durch

1 0?
(Ay (7)) (x) == = [o(T)]? 52 firz e R (64)
und den Drift-Operator Ay(7) : Dc C He — Hc durch

(A (T)u) (x) := (qs(T) —vs(7) — % [0(7)]2) G%JU fir z € R. (65)

Somit erhalten wir A(7) = A;(7) + Az(7) als Summe zweier kommutativer Differential-
Operatoren. Wir definieren nun noch die Hilfsfunktionen

T

Sr) = % / (o] dt und 2(7) = / (qs(t) st) — % [U(t)]z) a (66)

fir alle 7 € [0,7] und erhalten durch die Ergebnisse von [1| (Kapitel 5) und [12] (Kapitel
5.6, Theorem 6.8), dass die eindeutige klassische Losung u € C (|0, 7] — Hg) des homogenen
Problems (63a), (63b) gegeben ist durch

u(t) = %(r,0)h in Hy fir 7 € [0,T], (67)
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wobei die Evolutionsfamilie % 2(7,s) = {Z2(7,s) : Hr - Hr : 0 < s <7 < T} von be-

schrankten linearen Operatoren gegeben ist durch

U o(T,8) = (T, 8)Us (T, 5)

—exp (17) = (6] 25 ) exp (1900r) - 050 2 -
=P Ox? P Ox
fir0<s<r<T.
Nun betrachten wir die ,yollstdndige homogene Differentialgleichung
{ aﬁu — A(T)u+ryu=0in Hg fir 7 € (0,7) (69a)
-
u(0) = h € Hg. (69Db)

und definieren nun die Evolutionsfamilie % (7,s) = {%Z (7,s) : Hr > Hr : 0 < s <7 < T}
durch
U (1,8) == exp (—rg(T — 8)) - U 2(T,s) (70)

fir 0 < s <7 < T und erhalten die eindeutige klassische Losung u € C ([0,7] — Hg) des
homogenen Problems (69a), (69b) durch

u(t) =% (7,0)h in Hg fir 7 € [0, 7). (71)

Zuletzt betrachten wir nun die inhomogene abstrakte Differentialgleichung

{ a%“ — A(7)u+ru = F(r) in Hg fir 7 € (0,7) (72a)
w(0) = h € Hp. (72D)

An dieser Stelle erinnern wir daran, dass F': [0,7] — Hg eine Holder-stetige Funktion zum
Hoélder-Exponenten v € (0, 1) ist. Mithilfe von [12] (Kapitel 5.6, Theorem 7.1) kénnen wir
die eindeutige klassische Losung u € C'([0,7] — Hg) des inhomogenen abstrakten Problems
(72a), (72b) durch die folgende Variation-der-Konstanten-Formel angeben:

u(t) =% (r,0)h + /%(7, t)F(t)dt in Hyg fir 7 € [0, T, (73)

wobei die Evolutionsfamilie % (7, s) = {% (,s) : Hr — Hg : 0 < s <7 < T} durch (70) de-

finiert ist.

Jede Abbildung % (7,s) : Hr — Hg (0 < s < 7 < T) ist ein Integral-Operator mit dem
Kern JZ (z,y; T, s), fir den wir eine explizite Formel bestimmen mochten. Dafiir nutzen wir

den bekannten Gaufs-Kern

1
VATT

G(x;7) == exp <—g) fiir (z,7) € R x (0,00), (74)
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fir den wir auf [2] (Kapitel 3.4.4) verweisen. Aufserdem betrachten wir in Anlehnung an
(69a), (69b) nun fir s € [0,7T) das folgende Problem auf dem Intervall [s, T'):

{ %u —A(T)u+ryu=0in Hg fir 7 € (s,7T) (7ha)
(s) = hs € Hg. (75b)

Das Problem (75a), (75b) besitzt die klassische Losung u € C ([s,T] — Hg), welche gegeben
ist durch
u(t) =% (7,s)hs in Hg fur 7 € [s,T]. (76)

Die Diffusions- Halbgruppe Uy = {U(7): Hg — Hg : 0 < 7 < 0o} besteht aus Integral-Ope-
ratoren U; (1) = exp <7’ ) Hg — Hg (0 <7 < 00) mit dem Kern G(x — y; 1), d.h.
~ [ 6@~ yirmu)ay (77)
R

fiir alle z € R, 7 € (0,00) und h € Hg.

Damit erhalten wir fiir alle 0 < s < 7 < T den Integraloperator

Um0 () = [ G o= () = () hulu)y (79
fir alle z € R und h, € Hp.
Die Translations-Gruppe Uy = {Us(7) : Hg — Hg : 7 € R} besteht aus Translations-Ope-
ratoren Us(7) = exp ( ) Hg — Hg (—00 < 7 < 00) mit
[Us(T)H] () = h(z +7) (79)

fiir alle x € R, 7 € R und h € Hg.

Damit erhalten wir fiir alle 0 < s < 7 < T den Translations-Operator
(U (T, 8)hs) () = hs (x + R(T) — X(5)) (80)

fiir alle z € R und hy € Hg.

Somit erhalten wir also fiir 0 < s < 7 < T den Integraloperator
halr. I 2) = [ Glo—y+ F() = RS (D) - Sy (5)
R

fiir alle z € R und hy € Hg.
Insgesamt erhalten wir also fiir das Problem (75a), (75b) die klassische Losung u € C' ([s, 7] —
Hpg) durch

u(r) = [ (r,5)h,) (x) = / H (7, 5)ho(y)dy (82)
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fir allez € R, 0 < s <7 < T und hs € Hg, wobei der Kern JZ (z,y; 7, s) gegeben ist durch
H(2,y;7,8) == exp (—ry(T — 5)) G (v —y + Z(7) — %(s); S (1) — S (s)) (83)

firallexz,y e Rund 0 <s <7 <T.

4 Numerische Behandlung des Iterationsschemas

In diesem Abschnitt wird die Finite-Differenzen-Methode auf das monotone Iterationsschema
angewendet. Dafiir werden die Resultate von C. Munz und T. Westermann aus [11]| sowie
von F. Baustian, M. Fencl, J. Pospiil und V. Svigler aus [3] benutzt. Wir nehmen ab jetzt
an, dass o, q¢ und g positive Konstanten sind. Damit ist der bisher zeitabhingige Black-

Scholes-Operator A(7) nun ein zeitunabhéngiger Operator \A.

4.1 Finite-Differenzen-Methode

Fiir die erste Iteration betrachten wir in Anlehnung an das lineare Problem (48a), (48b) mit

gegebener anfinglicher Ober- bzw. Unterlosung uq folgendes Problem:

{ a%_u — Au+rgu=g(uy) fir (z,7) e Rx[0,7] (84a)
u(z,0) = h(x) = H (e*) fir z € R. (84b)

Dafiir betrachten wir zum einen das Intervall [0, Tmax] fir =, wobel Zpin, Tmax € R mit
Tmin < Tmax Und zum anderen das Intervall [0, 7 fiir 7. Man unterteile die Intervalle dquidi-
stant, sodass

Ti = Tmin +19-0,, 1=0,..., N, (85)

wobei N € N und die konstante Ortsschrittweite 0, = #macfmin = 7, —x; > 0 fiir i =
0,..., N—1 gegeben ist. Es gilt also insbesondere x¢y = T ;, und £y = Tmax. Analog unterteile

man das Intervall [0, T, sodass
re=k-6,, k=0, M (86)

gilt, wobei M € N und die konstante Zeitschrittweite 6, = % = Tpr1 — T > 0 fir k =
0,...,M — 1 gegeben ist. Es gilt also insbesondere 7p = 0 und 7, =T
Nun sei U, der Ndherungswert der Losung von (84a), (84b) im Punkt (z;,7;) und es sei
Gix = g (uo(x;, 7)). Die partiellen Ableitungen werden fiiréi =1,...,N—-1,k=0,..., M —1
durch folgende finite Differenzen approximiert:

0 Uij+1 — Ui

—u(x;, ) & 5 ,
i

or (87)
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0 U1 — Ui

a i? ~ ) 88
5 U(Tis Th) 2. (88)
0? U_1x —2Ui +Uis1 g
Mithilfe der finiten Differenzen ergibt sich aus (84a) die Gleichung
U1 = Ui 102 Ui—1x —2Ui ) + Uiy
0, 2 62 (90)
_ e Lo U1 = Uic1p U= 0
ds — s 9 25w gVYik 9ik
firi=1,...,N—1,k=0,...,M— 1.
Die Gleichung (90) lasst sich explizit nach U, ;1 auflésen. Man erhélt
1 U1 —2U; 1 + U
Uipt1 = Ui, + 07 [gi,k + 502 L 52’k Lk
v 91
n e L Uisio —Uicie U o1
firi=1,....N—1,k=0,...,M— 1.
Durch die Anfangsbedingung (84b) erhélt man
Ui,O = h(a:l), 1= 0, Ce ,N. (92)

4.2 Randbedingungen

Zuletzt werden noch Randbedingungen benétigt, um auch Werte fiir Uy, und Uyny (kK =
1,..., M) zu erhalten. Da diese nicht vorgegeben sind, miissen wir sie uns sinnvoll iiberlegen.
Wir beginnen mit der Randbedingung bei x,,;,. Dafiir betrachten wir zunéchst in Anlehnung
an |3] (Kapitel 3.3) die urspriingliche partielle Differentialgleichung (1), dividieren durch S*
und betrachten den Grenzwert fiir S — co. Dadurch erhélt man

2

.0

unter der Voraussetzung, dass das Wachstum von U(S,t) in S kleiner als quadratisch im
asymptotischen Verhalten ist.

Somit ist es sinnvoll, fiir ein hinreichend grofses Sp,.x > 0 anzunehmen, dass

82
— = 4
852U(Smax’t) 0 (94)
fiir alle t € [0, 7] gilt. Daher wéhlen wir als Randbedingung
82

@U(l’max, T) =0 (95)
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fir alle 7 € [0,7]. Um dies umzusetzen, nehme man an, dass der Punkt xy,1 = x5 + 0,
existiere. Mithilfe der finiten Differenz (89) erhélt man dann firi = N und k=1,..., M
Un-1kp —2Ungi +Unisig
0z

—0 (96)
und damit insbesondere

Untik =2Ung — Un—1k- (97)
Betrachtet man nun (91) fir ¢ = N und £ = 0,..., M — 1 und setzt (96) und (97) ein, so

erhalt man

1 Uni — Un—
2) “Nk— YN-1k roUn i (98)

Unjg+1 = Unp + 67 {QN,IC + <QS —Ys T30 F;

firk=0,..., M — 1.

Die Randbedingung bei x,,;, legen wir fest, indem wir annehmen, dass die Funktion dort

konstant der Anfangsbedingung entspricht, d.h.
U (Zmin, T) = U (Tmin, 0) = h (Tmin) (99)
fur alle 7 € [0, 7. Somit setzen wir also
Uoi = Uoyp (100)
firk=1,..., M.

4.3 Berechnungen fiir die unterschiedlichen Vertrige

Wir fixieren nun die Parameter dhnlich wie in [5] (Kapitel 4):

Parameter | Wert | Bemerkung

qs 0.1

Ys 0.02

o 0.2

r 0.03

AB 0.01

Ao 0.02

Rp 0.7

Re 0.8

Sp 0.01

K 15 | fiir die Call-Option und den Forward
K 15 | fiir die Gap-Option
K, 12 | fiir die Gap-Option

Tabelle 3.1: Wahl der Parameter
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Fiir alle folgenden Berechnungen mithilfe der finiten Differenzen setzen wir auferdem T" = 2,
sodass wir also 7 € [0, 2] betrachten. Dariiber hinaus setzen wir & € [Zyin, Tmax] = [1,4] und
fithren die Berechnungen mit N = 100 und M = 2000 durch. Anschliefsend stellen wir die
Ergebnisse auf dem Intervall S € [K — 5, K + 5] = [10,20] bzw. = € [In(10),1n(20)] dar. Fiir
die Gap-Option betrachten wir anschliefend = € [In(7),1n(20)]. Alle Berechnungen wurden
mit MATLAB durchgefiihrt.

4.3.1 Call-Option Bei der Call-Option ist eine anfangliche Unterlosung laut Satz 3 durch
up(z,7) =0 fiir (z,7) € R x (0,7 (101)

gegeben. Fiir die erste Iterierte u; : R x [0,7] — R betrachten wir also

gul —Aug +ryuy =0 fiir (x,7) € Rx[0,7] (102a)
—t = Al T Tl

uy(2,0) = (" — K)*© fir = € R. (102b)

Zusammen mit den in Kapitel 4.2 erwdhnten Randbedingungen kann nun die Methode der
finiten Differenzen angewendet werden, um eine Naherungslosung fiir u; zu erhalten. Diese
ist in Abbildung 5 dargestellt.

Fiir die zweite Iterierte uy : R x [0,7] — R betrachten wir

aﬁ?ig — Aug +rgug = g(wy) fir (z,7) €e R x (0,7 (103a)
Uz — Al T Tgliy Uy

uy(z,0) = (" — K)*© fiir x € R. (103b)

Mithilfe der eben berechneten Naherungslosung fiir u; konnte man nun mit denselben Rand-
bedingungen erneut die Methode der finiten Differenzen anwenden. Dies wiirde aber wieder
zu derselben Naherungslosung fiihren, denn:

Sei U, der Néherungswert fiir u; im Punkt (x;, 7). Es gilt U;, > 0 fiir ¢ = 0,..., N und
k=0,...,M. Fiir die neue Iteration wire nun g, = g (U; ). Wegen der spezifischen Wahl

der Parameter gilt hier
Lf = max{(l — RB)/\B, (1 - Rc))\c + SF} = (1 - Rc)AC + SFr (104)

und damit

g (Uz,k) = (1 - RB) /\BUz,_k - (1 - RC) /\CU:—k - SFU:_k + LfUz’,k
= (1 - RB) ABUsz — (1 — RC) )\CUZFk - SFU:]C + ((1 — Rc)/\c + SF) Ui,k
= — (1 = Ro) AUy, — spUl + (1 = Ro)Ae + sp) Ul
= 0.

(105)
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Also ergibt sich mithilfe der finiten Differenzen fiir alle weiteren Iterationen genau dieselbe
Rechnung wie bei der ersten Iteration und damit stimmen alle weiteren Naherungslosungen

mit der Naherungslosung von u; iiberein.

Analog betrachten wir nun die anfingliche Oberlosung uy aus Satz 2
Uo(z,7) = exp (z + A7) fiir (z,7) € R x [0, 7], (106)

wobei wir hier A = g5 — 75 — 7 — (1 — Rg)A¢ — 87 = 0.036 wihlen. In Abbildung 4 ist diese
anféngliche Oberlosung abgebildet. Es sei an dieser Stelle noch einmal angemerkt, dass diese

fiir die drei verschiedenen Vertréage dieselbe ist.

Abbildung 4: Anféngliche Oberlésung g

Dann betrachten wir fiir die erste Iterierte @y : R x [0,7] — R nun

%u_l — Auy +ryur = g(ug)  fir (z,7) € R x[0,7] (107a)
u1(2,0) = (e — K)* fir = € R. (107b)

Wir wenden nun die Methode der finiten Differenzen mit denselben Randbedingungen wie
bei der Unterlosung an. Allerdings gilt analog zur Rechnung in (105) auch ¢ (@) = 0, da
U (z,7) > 0 fur alle (z,7) € R x [0,T]. Daher stimmt die Ndherunglosung fiir @7 mit der
eben errechneten Naherungslosung fiir u; iiberein.

Ganz analog zu der Argumentation bei den Unterlosungen stimmen alle weiteren Naherungs-
16sungen mit der Nédherungslosung von wu; iiberein. Folglich ist es nicht sinnvoll, an dieser

Stelle weitere Iterationen durchzufiihren.
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Da die Call-Option eine nichtnegative Auszahlung besitzt, kann in diesem Fall eine ana-
lytische Losung fiir das Problem (12a), (12b) angegeben werden. In [5] (Kapitel 3.2) ist
eine Formel fiir die analytische Losung gegeben. In Abbildung 6 ist diese dargestellt. Im
Vergleich zu der errechneten Ndherungslosung (Abbildung 5, Abbildung 6) sind nur leichte

Unterschiede zu erkennen.

Abbildung 5: Naherungslosung fiir u; Abbildung 6: Analytische Losung

Wir betrachten die Differenz von der analytischen Losung und der Naherungslosung (Ab-
bildung 7) und stellen fest, dass insbesondere am rechten Rand der Fehler relativ grof ist.
Ebenso ist ein kleiner Fehler an der Stelle zu erkennen, an der die Auszahlung der Call-Option

positiv wird.

A

0.3

Abbildung 7: Differenz der analytischen Losung und der Ndherungslésung von u;
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4.3.2 Forward Bei dem Forward ist eine anfangliche Unterlosung laut Satz 3 durch
up(x, 7) = —K exp(Ar) fiir (z,7) € R x [0,7] (108)

gegeben, wobei wir A = (1 — Rp) Ap—r = —0.027 setzen. In Abbildung 8 ist diese anféngliche
Unterlosung dargestellt.

14
142
-14.4
146

-14.8

Abbildung 8: Anfangliche Unterlosung ug beim Forward

Fiir die erste Iterierte u; : R x [0,7] — R betrachten wir

0
p i Auy +rguy = g(ug)  fiir (x,7) € R x [0,7] (109a)
u(z,0) =e" — K fir xeR (109b)

und wenden die Methode der finiten Differenzen an. Mit der erhaltenen Néherungslosung
kann dann die néchste Iterierte errechnet werden usw. Die ersten beiden Iterierten sind in
Abbildung 9 und Abbildung 10 dargstellt. Es ist festzustellen, dass diese beiden sich nicht
signifikant voneinander unterscheiden.

Analog betrachten wir bei den Oberlosungen die erste Iterierte uy : R x [0,7] — R

0
{8_u1 — Auy +ryuy = g(ug)  fur (z,7) e Rx (0,7 (110a)

-
ui(z,0) =¢"— K fir » e R, (110b)

wobei die anfangliche Oberlosung ug aus Satz 2 fiir alle betrachteten Vertrége dieselbe ist. Die

Randwerte werden auch genau so gewahlt wie bei den Unterlosungen, sodass die Methode der



52 C. Buttchereit

finiten Differenzen angewendet werden kann. Analog kann dann wieder die néchste Iterierte
berechnet werden usw. In Abbildung 11 und Abbildung 12 sind diese dargestellt. Beim
Vergleich aller berechneten Naherungslosungen (Abbildung 9 - Abbildung 12) fallt der sehr

dhnliche Verlauf auf.

Abbildung 9: Naherungslosung fiir u; Abbildung 10: Naherungslosung fiir uy

Abbildung 11: Nédherungslésung fiir u; Abbildung 12: Nédherungslosung fiir s

Da nun keine explizite analytische Losung angegeben werden kann, betrachten wir statt-
dessen nach jedem Iterationsschritt die Differenz der Naherunglosung der Oberlésung und
Unterlosung. Die Ergebnisse sind fiir die ersten fiinf Iterationen in Abbildung 13 dargestellt.
Zunécht kann man feststellen, dass die Differenzen immer nichtnegativ sind, sodass es nicht
dazu kommt, dass die errechnete Oberlosung unterhalb der errechneten Unterlosung liegt.
Des Weiteren stellt man in jedem Iterationsschritt fest, dass die Differenz kleiner wird, was
nahelegt, dass Ober- und Unterlosung auch tatséchlich gegen dieselbe Funktion konvergie-
ren. Jedoch kann man so keine verlissliche Aussage dariiber treffen, inwieweit die errechneten

Néherungslosungen die tatsédchliche Losung des nichtlinearen Problems widerspiegeln.
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%1078

%100 %1077
25 - 12 4

Abbildung 13: Differenz der Nidherungslésungen von Ober- und Unterlésung nach

(a) einer Iteration, (b) zwei Iterationen, (c) drei Iterationen, (d) vier Iterationen, (e) fiinf

Iterationen
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4.3.3 Gap-Option Beider Gap-Option ist eine anfangliche Unterlosung laut Satz 3 durch

up(z,7) = (K; — K,) exp(A7) fiir (z,7) € R x [0, 7] (111)

gegeben, wobei wir wieder A = (1 — Rp) Ap —r = —0.027 setzen. Diese anfingliche Unterlo-
sung ist in Abbildung 14 dargestellt.

-2.8
-2.85
-2.9

-2.95

Abbildung 14: Anfingliche Unterlosung ug bei der Gap-Option

Fiir die erste Iterierte u; : R x [0,7] — R betrachten wir

0

Pt Aug + rgus = g(up) fir (z,7) e R x (0,7 (112a)
Sl = Al T Tl Yo

u(2,0) = (6" — Ky) Lig>mk,y fiir o € R (112b)

Mit den gewohnten Randbedingungen kann die Methode der finiten Differenzen angewendet
werden. Mit der erhaltenen Naherungslosung kann erneut die nachste Iterierte errechnet wer-
den usw. Die ersten beiden Iterierten sind erneut abgebildet (Abbildung 15 und Abbildung

16).
Analog betrachten wir bei den Oberlosungen die erste Iterierte uy : R x [0,7] — R
0
8_u_1 — Ay + ryu; = g(g) fur (z,7) € R x[0,7] (113a)
-
U (x,0) = (6" = Ky) Lig>mk,y fiir v €R, (113b)

wobei die anfingliche Oberlosung uy aus Satz 2 fiir alle betrachteten Vertriage dieselbe ist.
Die Randwerte werden auch wieder so gewahlt wie bei den Unterlosungen, sodass die Metho-

de der finiten Differenzen angewendet werden kann. Analog kann dann wieder die néchste
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[terierte berechnet werden usw. Auch hier stellen wir die ersten beiden Iterierten dar (Abbil-
dung 17 und Abbildung 18). Die verschiedenen Ergebnisse weisen erneut keine signifikanten

Unterschiede auf.

AN o N A o o

NE N o N A O o

05

22

Abbildung 15: Ndherungslosung fiir u; Abbildung 16: Naherungslosung fiir uy

15 | 15 |
28 28
1 26 1 26
05 24 05 24

22 22

T 0 2 x T 0 2 x

NA N O N A O ®
[ N e O N )

Abbildung 17: Néherungslosung fiir uy Abbildung 18: Néherungslosung fiir us

Erneut betrachten wir nach jedem Iterationsschritt die Differenz der Naherunglosung der
Oberlosung und Unterlosung (Abbildung 19). Die Ergebnisse lassen sich dnhlich wie beim
Forward interpretieren.

Die Differenzen sind auch hier immer nichtnegativ, sodass es nicht dazu kommt, dass die
errechnete Oberlosung unterhalb der errechneten Unterlosung liegt. Ebenso wird auch hier
die Differenz in jedem Iterationsschritt kleiner, was nahelegt, dass Ober- und Unterlosung
auch tatsichlich gegen dieselbe Funktion konvergieren. Da aber auch hier keine analytische
Losung zum Vergleich vorliegt, kann keine verléssliche Aussage dariiber getroffen werden,
inwieweit die errechneten Naherungslosungen die tatsidchliche Losung des nichtlinearen Pro-

blems widerspiegeln.
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x10*

0.07 ~ 7~

0.06 |

0.05

0.04 4

%108

%1071
124

08+

Abbildung 19: Differenz der Niaherungslosungen von Ober- und Unterlésung nach
(a) einer Iteration, (b) zwei Iterationen, (c) drei Iterationen, (d) vier Iterationen, (e) fiinf

Iterationen
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5 Fazit

In diesem Artikel wurde zunéchst das betrachtete Risiko-Modell vorgestellt. Da eine nicht-
lineare partielle Differentialgleichung vorliegt, betrachten wir das monotone Iterationssche-
ma, welches eine Folge von Ober- bzw. Unterlosungen konstruiert, die gegen die Losung des
nichtlinearen Problems konvergiert. Insbesondere liefert das monotone Iterationsschema den
Vorteil, dass jeweils die vorherige Iterierte genutzt wird, damit das in jedem Iterationsschritt
zu losende Problem linear ist. Daher ist es insbesondere fiir urspriinglich nichtlineare Pro-
bleme (wie das hier betrachtete Risiko-Modell vom Black-Scholes-Typ) sehr sinnvoll, dieses
Schema anzuwenden. Es wurde gezeigt, dass man fiir das lineare Problem sogar eine Lo-

sungsformel angeben kann.

In der Praxis werden aber haufig numerische Verfahren verwendet, um die linearen Differen-
tialgleichungen zu 16sen. Daher wurde im Anschluss fiir drei Vertrége (Call-Option, Forward
und Gap-Option) versucht, das monotone Iterationsschema mithife der Finiten-Differenzen-
Methode numerisch zu behandeln. Dafiir mussten Parameter fixiert werden sowie sinnvolle
Randbedingungen gefunden werden, sodass die Berechnungen durchgefiihrt werden kénnen.
Da die Call-Option eine nichtnegative Auszahlung besitzt (und daher eine analytische Lo-
sung), konnte die errechnete Naherungslésung mit der analytischen Losung verglichen wer-
den. Die Ergebnisse zeigen zum einen, dass eine sinnvolle Naherung gefunden wurde, zum
anderen aber auch, dass der Fehler am rechten Rand relativ grofé ist. Dies legt die Vermutung
nahe, dass die Randbedingungen (insbesondere die am rechten Rand) fiir Abweichungen sor-
gen.

Beim Forward und bei der Gap-Option haben wir die Differenz der Ober- und Unterlésung
betrachtet, um die Qualitdt der Losungen bewerten zu konnen. Die Ergebnisse legen na-
he, dass beide gegen dieselbe Funktion konvergieren, allerdings lésst sich keine verlassliche
Aussage dariiber treffen, ob diese Funktion auch die Losung des nichtlinearen Problems wi-
derspiegelt.

Jedoch weisen alle errechneten Néherungslosungen einen éhnlichen qualitativen Verlauf wie
die Ergebnisse in |5] (Kapitel 4) auf. Dort wurde eine Integralformel hergeleitet und mithilfe
der Gauk-Quadratur die Néherungslosung nach fiinf Iterationen berechnet. Da die Para-
meterwahl dort dhnlich ist und dieselben Vertrage betrachtet wurden, sind die Ergebnisse
vergleichbar.

Somit ist insgesamt anzunehmen, dass die numerischen Ergebnisse dieser Arbeit sinnvoll sind
und somit die Finite-Differenzen-Methode (mit den festgelegten Randbedingungen) fiir das

Problem geeignet ist.

Es ist moglich, dass durch andere Randbedingungen oder aber auch durch andere nume-
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rische Methoden zur Behandlung partieller Differentialgleichungen, zum Beispiel die Finite-

Elemente-Methode, neue Ergebnisse erzielt werden konnen.
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